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Introduction générale

Les matériaux ont toujours été au cœur des grandes innovations technologiques dans divers
secteurs industriels tels que l’informatique, l’aéronautique, l’automobile ou encore le biomédi-
cal. Outre les raisons économiques, ces derniers sont souvent sélectionnés en fonction de leurs
propriétés et de leur aptitude à la mise en forme.

Durant ces dernières décennies, les ingénieurs et les chercheurs, entraînés dans une quête
constante de solutions de plus en plus innovantes, ne cessent d’œuvrer à la recherche et à l’éla-
boration de nouveaux matériaux toujours plus performants ; ceci dans le but d’améliorer les
applications développées en termes de poids, de résistance et de qualité.

Parmi ces nouveaux matériaux, un engouement particulier a été porté aux matériaux mul-
tifonctionnels (adaptatifs ou intelligents) à l’instar des céramiques ferrroélectriques à couplage
électromécanique, des matériaux magnétostrictifs à couplage magnétomécanique, et des alliages à
mémoire de forme (AMF) à couplage thermomécanique. Ces derniers sont naturellement capables
de changer leurs propriétés physiques en fonction de l’environnement dans lequel ils se trouvent
ou en fonction de la sollicitation à laquelle ils sont soumis. Ils ont ainsi suscité de nombreux
travaux de recherche ayant abouti aujourd’hui à de nombreuses applications.

Les AMF et spécialement la famille des alliages à base de NiTi sont incontestablement parmi
les matériaux multifonctionnels les plus étudiés et disposent d’un très grand nombre d’applica-
tions ; les efforts réalisés du point de vue scientifique sont tout à fait remarquables et confirment
cette position. On dispose en effet d’un spectre assez large de travaux consacrés à la caracté-
risation expérimentale et à la modélisation de leurs différents comportements spécifiques. En
plus de leur caractère multifonctionnel et de leur capacité à convertir l’énergie, ils possèdent
également un ratio puissance/poids très élevé et sont de ce fait très adaptés au développement
des micro-applications (micro-pompes, micro-actionneurs, etc.). Ces dernières sont généralement
fabriquées à partir des structures minces d’AMF (fils et films).

Cependant, en raison de leur taille relativement faible, les structures minces en AMF laissent
apparaître des instabilités de comportement qu’on ne voit pas dans les AMF massifs et qui
débouchent sur des problèmes de localisation de la transformation et donc de la déformation.
Des effets de taille des grains sont également observés pour ces structures minces à cette échelle.
Le développement important d’applications miniaturisées utilisant les propriétés des AMF, rend
désormais indispensable, la compréhension et la maîtrise de tels phénomènes instables. De plus,
la prise en compte de ces derniers dans les modèles de comportement dédiés aux AMF s’avère
nécessaire en vue de la mise en place d’outils numériques de dimensionnement.

Malgré les importantes avancées réalisées sur la modélisation du comportement thermomé-
canique des AMF et en particulier à base de NiTi, il existe très peu de modèles dédiés à la
description du comportement des structures minces en AMF rendant compte des phénomènes
de localisation et des effets de taille. De plus, la transformation de phase dans les AMF s’ac-
compagne d’une production de chaleur latente de transformation qui influence l’évolution de la
transformation. Là également, la plupart des modèles disponibles dans la littérature ne prennent
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Introduction générale

pas en compte les effets de cette chaleur latente de transformation sur le comportement des AMF.
L’objectif de ces travaux de thèse est d’apporter une contribution à la modélisation du com-

portement thermomécanique instable des AMF, en particulier en NiTi. La modélisation proposée
est basée sur une approche non-locale ; elle vise essentiellement la description des phénomènes
de localisation de la transformation de phase ainsi que la prise en compte des effets de la chaleur
latente de transformation sur le comportement des AMF.

Le présent document de thèse est structuré en quatre chapitres. Le premier chapitre présente
l’état de l’art sur l’étude du comportement des AMF et est scindé en deux parties. La pre-
mière partie décrit de manière succincte le comportement des AMF, leurs propriétés et quelques
exemples d’applications exploitant ces propriétés. Sont ensuite décrits de façon détaillée, les
phénomènes instables observés dans les AMF lors de la transformation de phase. La deuxième
partie de ce premier chapitre présente les différentes approches utilisées pour la modélisation
du comportement des AMF. Un accent particulier est mis sur les approches retenues pour la
modélisation des instabilités et du fort couplage thermomécanique dans les AMF.

Dans le second chapitre, nous présentons le modèle de comportement local des AMF qui
servira de base à la modélisation non-locale proposée dans le présent travail de thèse. Ce modèle
local est issu des travaux de thèse de Yves Chemisky [10] et Arnaud Duval [19], proposé en
version 3D et 2D contraintes planes. Les différents mécanismes responsables du comportement
macroscopique des AMF y ont été décrits à l’aide de variables bien choisies (les variables internes
du modèle). Les différentes équations permettant de décrire l’évolution de ces variables ont été
établies à partir de la définition d’un potentiel thermodynamique et d’une expression de la
dissipation. Finalement, l’implémentation du modèle dans un code de calcul par éléments finis
(Abaqus) et sa capacité à être utilisé comme un outil de dimensionnement de structures minces
en AMF ont été validées sur divers exemples.

Eu égard à leur taille relativement faible, le comportement des structures minces en AMF
(films et fils) n’est pas identique à celui des AMF massifs ; il est souvent marqué par la présence
d’instabilités liées au caractère hétérogène de la transformation de phase. Le modèle des AMF
présenté dans le chapitre précédent est développé dans un contexte local et est incapable de
capter de telles instabilités. Nous nous proposons par conséquent de l’étendre à un contexte
non-local. La mise en place de ce modèle, son implémentation numérique dans le logiciel Abaqus
et la validation de sa capacité à prédire les phénomènes instables observés dans les films minces
d’AMF constituent les principaux objectifs du troisième chapitre.

Les modèles décrits dans le second et le troisième chapitre, sont consacrés à l’étude du
comportement des structures minces en AMF. Ils sont développés dans l’hypothèse où la source
de chaleur interne liée à la transformation de phase est négligée. Toutefois, cette chaleur latente
peut fortement modifier le champ de température dans l’alliage et par ce biais, modifier également
leur réponse mécanique face à une sollicitation. Le quatrième chapitre du présent document sera
donc consacré à la prise en compte des effets de la chaleur latente de transformation dans la
modélisation du comportement des structures minces en AMF. Ce manuscrit se termine par une
conclusion générale et des perspectives.
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Résumé

Ce premier chapitre est subdivisé en quatre parties. Dans la première partie, une brève
description du comportement des alliages à mémoire de forme est proposée. Elle est suivie dans
la deuxième partie de la présentation des différentes approches proposées dans la littérature
en vue de modéliser ce comportement. La troisième partie de ce chapitre est consacrée à la
description des phénomènes instables observés lors de la transition de phase dans les structures
minces en AMF. Enfin, dans la dernière partie de ce chapitre, nous présenterons un résumé des
travaux réalisés dans le but de modéliser ces phénomènes instables ; en particulier les notions de
base d’une modélisation par une approche non-locale seront présentées.
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Chapitre 1. Comportement thermomécanique instable des structures minces en AMF

1.1 Description des AMF

1.1.1 Généralités sur les AMF

Découverts dans les années 1930, les alliages à mémoire de forme (AMF) se distinguent
des autres alliages par leurs comportements thermomécaniques tout à fait remarquables. L’effet
mémoire de forme, qui a donné son nom à cette famille d’alliages, ne représente qu’un des
nombreux comportements spécifiques de ces matériaux ; il exprime leur aptitude à recouvrer
totalement leur forme initiale, par un simple chauffage, même après une importante déformation.
Ce comportement distinctif des AMF est la conséquence d’une transformation martensitique
entre une phase mère austénitique stable à haute température et une phase produite appelée
martensite métastable à basse température. La martensite formée se présente généralement sous
forme de plaquettes appelées variantes de martensite.

Figure 1.1 – Pseudo-diagramme de phase d’un alliage à mémoire de forme.

La transformation de phase dans les AMF est de type solide-solide, où les deux phases n’ont
pas les mêmes structures cristallographiques : l’austénite est généralement cubique et la marten-
site est tétragonale, orthorhombique ou monoclinique. La transition d’une structure à l’autre se
produit sans variation de volume, sans diffusion d’atomes et est quasi-instantanée. Elle est due à
une déformation principalement déviatorique du réseau cristallin. Notons que cette transforma-
tion est du premier ordre, ne s’accompagne pas d’une variation de la composition chimique ; et
totalement réversible. Elle est ainsi qualifiée de transformation martensitique thermoélastique.
Le concept de transformation martensitique thermoélastique, par opposition à la transformation
martensitique dans les aciers, considérée comme un processus irréversible, est introduit en 1949
par Kurdjumov et Kandhros en se basant sur des observations expérimentales de la structure
martensitique thermique réversible des alliages CuZn et CuAl [49].

Les deux variables thermodynamiques externes qui contrôlent la transformation martensitique
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1.1. Description des AMF

Figure 1.2 – Morphologie de la martensite induite : (a) thermiquement et (b) mécaniquement,
d’après [64].

dans les alliages à mémoire de forme sont la température et la contrainte. Un pseudo-diagramme
de transformation peut donc être établi dans l’espace contrainte-température. La figure 1.1 re-
présente un exemple généralement admis de ce pseudo-diagramme. Elle montre en effet que la
transformation martensitique se produit sous des conditions thermomécaniques spécifiques. En
l’absence de contrainte, elle commence à la température "Ms" ou "Martensite start" et se termine
à la température "Mf" ou"Martensite finish". Dans les mêmes conditions, l’austénite commence
par se former à la température "As" ou "Austenite start" et se termine à la température "Af"
ou "Austenite finish".

Lorsque la martensite est formée en l’absence de contraintes, elle est appelée martensite ther-
mique ou formée auto-accommodée avec des variantes de martensite ayant des directions et orien-
tations différentes de telle sorte que la déformation résultante soit nulle. Lorsqu’une contrainte
est appliquée à la martensite thermique, au-delà d’une valeur seuil appelée contrainte critique
de réorientation, les variantes de martensite vont s’orienter dans la direction de la contrainte :
il s’agit de la réorientation de la martensite. La martensite orientée peut également être créée
directement à partir de l’austénite par l’application d’une contrainte.

Le retour à la phase austénitique se fait toujours soit, par une augmentation de température,
soit par une simple décharge lorsque la température de l’essai est supérieure à la température
"Af". La figure 1.2, extraite de [64], montre la différence entre les variantes de martensite orien-
tées et auto-accommodées dans un AMF à base de cuivre.

La description de la transformation de phase dans les alliages à mémoire de forme proposée ici
est très succincte ; une explication plus détaillée de cette transformation ainsi que des différents
mécanismes entrant en jeu est proposée dans les références suivantes : [10], [19], [31], [64].

Les alliages à mémoire de forme sont généralement constitués de deux, trois voire quatre
composants. Selon leur composition, il existe trois grandes familles :

• alliages à base de nickel-titane (NiTi, NiTiCu...),

• les alliages à base de cuivre (Cu-Al-Be, Cu-Zn-Al),

• les alliages à base de fer (Fe-Mn-Si, Fe-Pt...).
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Les propriétés physiques et mécaniques, les avantages et inconvénients, les comportements
thermomécaniques de chaque famille constituent des éléments déterminants dans le choix de
ces matériaux pour les applications qui couvrent désormais divers secteurs industriels tels que
l’aéronautique, l’automobile, le biomédical. Les alliages à base de Nickel-Titane sont parmi les
plus couramment utilisés ; c’est sur cette classe d’alliages que porte le présent travail.

1.1.2 Comportement thermomécanique des AMF

La transformation de phase martensitique thermoélastique dans les AMF induit une impor-
tante déformation inélastique réversible dans ces derniers et est à l’origine de leurs différents
comportements macroscopiques. Dans le présent paragraphe nous allons décrire brièvement ces
différents comportements.

La superélasticité
Le trajet de chargement correspondant de même que la courbe contrainte-déformation équiva-

lente sont présentés sur les figures 1.3 (a) et (b). Lorsqu’on applique à une température supérieure
à la température de fin de transformation inverse (T > Af ), un chargement mécanique suffisam-
ment élevé, des variantes de martensite orientées dans la direction de la contrainte vont se former
laissant apparaître une importante déformation macroscopique due à la transformation de phase
2©.

Figure 1.3 – Comportement superélastique d’un alliage à mémoire de forme : (a) Trajet de
chargement et (b) réponse contrainte-déformation.

Après saturation de la transformation 3©, on retrouve le comportement élastique de la mar-
tensite. Si on relâche la contrainte 4©, la transformation de phase inverse se produit ; les variantes
de martensite formées disparaissent progressivement au profit de l’austénite 5©. La déformation
de transformation est alors totalement récupérée et l’alliage retrouve son état austénitique ini-
tial. Ce type de chargement met en évidence le comportement superélastique d’un AMF. Comme
l’indique la figure 1.3 (b), une dissipation d’énergie accompagne la transformation de phase et
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laisse apparaître une hystérésis entre les transformations directe et inverse. Les contraintes de
début et de fin de transformation martensitique sont respectivement notées : σMs et σMf . De
même pendant la décharge, la transformation inverse débute à la contrainte σAs et s’achève à la
contrainte σAf , figure 1.3.

L’effet mémoire de forme simple sens
Considérons un alliage à mémoire de forme dans un état purement austénitique (T > Af ) ;

un refroidissement en l’absence de contrainte et en dessous des températures de transformation
directe Ms et Mf génère de la martensite sans induire de la déformation de transformation à
l’échelle macroscopique (martensite auto-accommodée) 1©, figure 1.4 (b).

Lorsqu’on applique par la suite un chargement mécanique au-delà d’une contrainte appe-
lée contrainte limite de réorientation, le processus de réorientation des variantes de martensite
va s’enclencher 2© : certaines variantes mieux orientées par rapport à la contrainte appliquée
croissent au détriment des autres. Une déformation macroscopique apparaît alors, liée au pro-
cessus de réorientation des variantes. Lorsque la contrainte est relâchée, les variantes de mar-
tensite restent orientées et la déformation n’est pas récupérée 3©. Lors d’un chauffage jusqu’à
une température supérieure à Af et en l’absence de contrainte, la transformation inverse se
produit, la déformation disparaît et l’alliage retrouve la phase austénitique initiale 4©. La fi-
gure 1.4 décrit le trajet de chargement thermomécanique, mettant en œuvre le comportement
effet mémoire de forme simple sens, ainsi que le comportement correspondant dans l’espace
température-déformation-contrainte d’un AMF.

L’effet mémoire de forme double sens
Les alliages à mémoire de forme possèdent une forme stable à haute température. A basse

température, ils existent sous une forme auto-accommodée (forme non stable ou métastable de
la martensite). Comme le souligne le trajet de chargement décrivant l’effet mémoire simple sens
(figure1.4 (a)), l’application d’un chargement mécanique est nécessaire, à basse température, pour
orienter les variantes auto-accommodées. Il est toutefois possible grâce à un "conditionnement"
de donner deux formes stables aux AMF :

• une à haute température (forme austénitique),

• une à basse température (forme martensitique).

Le conditionnement consiste à soumettre l’alliage à un cycle thermique sous contrainte qui
a pour but de générer des contraintes internes (précipités, dislocations, défauts. . . ) au sein de
l’alliage. Ce champ de contraintes internes a pour effet d’orienter les variantes qui se forment
lors d’un refroidissement sans contraintes appliquées. Ainsi lors des cycles thermiques suivants à
contrainte nulle, les variantes de martensite formées présenteront une orientation préférentielle
conférant une forme stable à l’alliage à basse température.

L’effet caoutchoutique
Ce type de comportement s’observe dans un alliage à mémoire de forme à l’état martensi-

tique (T <Mf ). En effet lorsqu’on soumet l’alliage à un chargement cyclique à partir d’un état
initial déformé, on observe un phénomène d’hystérésis, synonyme d’une dissipation d’énergie
(voir figure 1.5). Selon [31], ce phénomène peut-être expliqué par le mouvement partiel réversible
des interfaces. L’alliage peut dès lors être utilisé dans des dispositifs permettant d’atténuer les
vibrations mécaniques ou d’amortir les chocs.
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Chapitre 1. Comportement thermomécanique instable des structures minces en AMF

Figure 1.4 – Comportement effet mémoire de forme : (a) Trajet de chargement et (b) Compor-
tement dans l’espace température-contrainte-déformation.

1.1.3 Applications industrielles des AMF : cas des micro-systèmes

Jugés exotiques à cause de leurs différents aspects comportementaux, les alliages à mémoire
de forme sont restés longtemps après leur découverte, méconnus du monde industriel. Toute-
fois, après la découverte de l’effet mémoire de forme dans les années 1930 par Buehler et ses
collègues, dans les alliages à base de nickel-titane, d’importantes investigations visant dans un
premier temps, la maîtrise du comportement des AMF, ensuite leur élaboration et en dernier
lieu, l’étude de leurs intérêts pratiques ont été menées et ont débouché sur des applications très
diversifiées. De nos jours, ces applications sont devenues très nombreuses et se retrouvent dans
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Figure 1.5 – Figure illustrant l’effet coaoutchoutique d’un AMF d’après [31].

divers secteurs industriels. On peut retrouver quelques exemples dans les références suivantes :
[10], [19], [49], [64]. Les AMF sont des alliages à fort couplage thermomécanique ; ils peuvent
absorber ou dissiper de l’énergie lorsqu’ils sont soumis à un cycle de chargement thermoméca-
nique. Utilisés dans un mécanisme, ils sont capables, en plus de remplir les fonctions structurelles
exigées, d’offrir des fonctionnalités supplémentaires d’ingénierie et participent directement à la
fonctionnalité même du mécanisme : ils sont qualifiés de matériaux fonctionnels. En outre, ils
offrent un rapport puissance mécanique/poids très élevé et sont capables de subir des traitements
à l’échelle microscopique [6]. Il s’agit là d’un avantage indéniable qu’offrent ces matériaux dès lors
que la réduction de la taille des applications devient un souci majeur de nos jours ; l’industrie des
micro-systèmes leur porte ainsi un engouement tout à fait particulier. Les AMF sont désormais
largement utilisés dans la conception des microsystèmes ou micro-applications (micro-pompes,
micro-actionneurs, micro-pinces etc...).

Figure 1.6 – Micrographie électronique d’une micro-pince pour la manipulation d’une lentille
submillimétrique (à gauche). Forme souhaitée découpée au laser (1) et cycle thermomécanique
sous contrainte constante (processus d’éducation) (2), principe de fonctionnement (3) (à droite),
d’après [6].

La figure 1.6 extraite de [6] montre une micro-pince utilisée pour l’assemblage de lentilles
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submillimétriques, il s’agit d’un dispositif de taille millimétrique constitué d’une seule pièce
découpée au laser dans une feuille de tôle laminée de Ni-Ti-Cu d’environs 180 µm d’épaisseur. Le
principe de fonctionnement est le suivant : au refroidissement, les mors de la pince s’ouvrent ; ils se
referment lorsque la température augmente. La source de chaleur est fournie par une fine couche
résistive sur laquelle est collée la micro-pince. Le type de comportement exploité ici est l’effet
mémoire double sens. Pour ce faire, la micro-pince a été déformée puis contrainte de manière
à l’empêcher de retrouver sa forme initiale. Environ une centaine de cycles thermiques ont été
ensuite effectués dans ces conditions, permettant d’alterner entre les deux formes martensitique
et austénitique à donner ultérieurement à la micro-pince. Au cours du cyclage thermique, une
accumulation de contrainte dans la charnière du doigt de la pince génère des défauts permanents
et orientés ; ce traitement correspond à la phase de conditionnement du matériau de la pince. Il
permet lors du refroidissement d’obtenir des variantes de martensite orientées et donc une forme
martensitique stable.

Figure 1.7 – Comportement dans un état hors équilibre d’un alliage NiTi-Cu (a) et d’un alliage
NiTi (b) d’après [6].

De remarquables effets sont associés à la stabilité introduite par l’effet mémoire double
sens. En effet, après le processus de conditionnement, des variantes de martensite non auto-
accommodées apparaissent lors du refroidissement entraînant un changement de forme à l’échelle
macroscopique. Toutefois, le matériau peut encore être déformé de façon isotherme dans cet état,
introduisant les variantes de martensite formées dans une autre configuration métastable. Cette
microstructure de la martensite qui ne peut apparaître qu’à la suite d’une déformation mécanique
constitue un état dit de préparation du matériau, "artificiellement" introduit qui le met dans
une sorte d’état hors équilibre. En d’autres termes, il s’agit d’un état qui apparaît en dehors
des séquences de changement de forme spontané introduit par l’effet mémoire de forme double
sens, non atteignable automatiquement et qui disparaît lors du chauffage. La figure 1.7 montre
le comportement dans un état hors équilibre d’un alliage Ni-Ti-Cu et d’un alliage NiTi.

Les micro-pompes constituent également une grande partie des micro-applications utilisant
les films minces d’AMF. Makino et. al [54] ont mené des études concernant la conception et la
fabrication d’une micro-pompe à base d’AMF pouvant être utilisée en tant que composant pour
la micro-fluidique ou dans les micro-systèmes de dosage. La figure 1.8 illustre le fonctionnement
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de la micro-pompe. Les deux éléments principaux de la micro-pompe sont l’actionneur et la valve
de contrôle.

Figure 1.8 – Structure et fonctionnement d’une micro-pompe utilisant une membrane en alliage
à mémoire de forme d’après [54].

L’actionneur est essentiellement constitué d’une membrane en Nickel-Titane d’une épaisseur
d’environ 6 µm et d’un flacon de verre, permettant de créer une chambre entre la membrane et le
flacon. La forme plate représente la forme mémorisée de la membrane ; elle se déforme lorsqu’une
pression de sollicitation est appliquée à la chambre à température ambiante. Grâce à un chauffage,
la membrane retrouve sa forme initiale. La valve de contrôle est munie d’un système de deux
clapets anti-retours qui sert à autoriser l’entrée et la sortie du fluide ; le mouvement des clapets
s’effectue en concordance avec le mouvement de la membrane. En fonction de la manière dont
on applique la pression, on dispose de deux possibilités d’actionnement pour la micro-pompe
développée : un actionnement par “mise sous pression “ ou un actionnement par “dépression“.

Figure 1.9 – Évaluation de la performance de l’actionneur d’après [54].

Dans le cas de la micro-pompe de type “mise sous pression", la membrane se déforme vers
l’extérieur lorsqu’elle est soumise à une pression, chassant ainsi le fluide vers l’extérieur. Grâce
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à un chauffage, celle-ci reprend sa forme plate initiale, aspirant ainsi le fluide vers l’intérieur.
L’opposé de cette opération est obtenu dans le cas d’un actionnement par "dépression" due au
fait que la membrane se déforme vers l’intérieur sous une pression de sollicitation négative. Dans
le cadre de ce travail, les auteurs ont développé la micro-pompe de type “mise sous pression".
Pour ce faire, une étude préliminaire a été réalisée dans le but d’évaluer la performance de
l’actionneur ; la figure 1.9 montre le schéma du dispositif mis en place. Elle permet de mesurer le
déplacement du diaphragme durant des cycles thermiques de refroidissement et chauffage sous
une pression de sollicitation constante de 200 kPa. Le diaphragme est chauffé par effet joule en
appliquant un courant continu sous une tension donnée (une énergie de 1.6 J), par impulsions
pendant 100 ms. Le refroidissement s’effectue à l’air libre.

Figure 1.10 – Évaluation de la performance de l’actionneur d’après [54].

Après 200 cycles de refroidissement-chauffage (phase de conditionnement), sous les conditions
de chargement indiquées, la réponse en déplacement de la membrane est mesurée et indiquée sur
la figure 1.10 pour les cycles suivants. On peut remarquer que le diaphragme présente une bonne
performance d’actionnement avec un déplacement d’environ 90 µm. Une fois la performance
de l’actionneur évaluée et la valve fabriquée, la micro-pompe est complètement montée et ses
propriétés de pompage ont été testées.

Un test de pompage d’eau déminéralisée a été effectué à l’aide de la micro-pompe. Les me-
sures ont été réalisées sous une pression de sollicitation du diaphragme de l’ordre de 100 kPa
et une pression de pompage retour nulle. Le chauffage de la membrane en NiTi a été réalisé
en appliquant une énergie électrique de 2 J pendant 100 ms, suivi d’un refroidissement à l’air
libre. La période du cycle d’actionnement est de 5s. Durant l’actionnement de la micro-pompe,
le volume d’eau mesuré du coté de l’orifice de sortie est converti en flux volumique ; la figure
1.11 montre le premier résultat concernant la mesure du taux de pompage de la micro-pompe
développée. Comme le montre la figure, un taux de pompage de 0.4 µl par cycle correspondant
à 4.8 µl par minute a été enregistré.

Des investigations expérimentales et théoriques sont menées par Pan et Cho [62] concernant
la conception d’un micro-amortisseur à l’aide de fils minces en NiTi. Un prototype du micro-
amortisseur ainsi que ces principaux composants sont présentés sur la figure 1.12.

La conception du micro-amortisseur en AMF vise deux principaux objectifs : l’aptitude à
récupérer complètement les déformations ce qui nécessite comme indiqué sur la figure 1.13 (a) le
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Figure 1.11 – Étude du taux de pompage de la micro-pompe d’après [54].

Figure 1.12 – Prototype d’un amortisseur en AMF, d’après [62].

passage par un même point origine sur la courbe force-déplacement à l’aller comme au retour et
la capacité à dissiper de l’énergie comme l’indique la figure 1.13(b). Ainsi la figure 1.13 représente
le modèle retenu pour l’étude et la conception du micro-amortisseur.

Les extrémités (1) et (2) de l’amortisseur sont respectivement reliées à l’arbre intérieur et le
tube extérieur, afin de transmettre l’effort appliqué. Les fils en NiTi sont fixés mécaniquement
par des boulons et reliés à l’arbre et au tube par les extrémités (1) et (2), respectivement. Deux
ressorts comprimés sont insérés entre les bagues et les cales séparément. Les bagues sont placées
au centre, autour de l’arbre interne et les cales servent de pont reliant les ressorts à l’arbre interne
et le tube externe. Pour améliorer la dissipation de l’énergie et l’auto-centrage de l’amortisseur,
les fils en NiTi ont été prédéformés d’environ 3% avant leur installation. Le micro-amortisseur
ne supporte que des charges uni-axiales.

La configuration initiale du micro-amortisseur avant le chargement est présentée sur la figure
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Figure 1.13 – Réalisation du dispositif d’amortissement : ressort - élément de recentrage (a),
élément dissipateur d’énergie (b), amortisseur - dispositif fonctionnel complet d’après [62].

Figure 1.14 – Configuration du micro-amortisseur : avant chargement (a), après chargement
(b), d’après [62].

1.14 (a). Les fils sont étirés par la bague et le tube externe. La force de réaction à cette compression
du ressort est fournie sur un coté du ressort par l’arbre intérieur à travers la bague ; tandis que
de l’autre côté, elle est fournie par l’arbre et le tube. Pour une meilleure compréhension, ces
comportements sont schématiquement indiqués par des flèches sur la figure.

Lorsque le micro-amortisseur est poussé par une charge externe F ; le déplacement de l’arbre
interne est limité jusqu’à ce que la charge appliquée dépasse la force critique Fc, représentée sur
la figure 1.13 (c). Cette restriction de déplacement modifie la répartition de la force dans l’arbre
et le tube sur le côté droit de l’amortisseur. Le schéma de principe de la force transmise à partir
de l’extrémité gauche vers l’extrémité droite est montré par les flèches sur la figure 1.14 (b).

A ce stade, toutes les charges appliquées au cale sur le côté droit sont soutenues par le tube
uniquement. Les fils de NiTi sont alors étirés sur le côté gauche et contractés sur le côté droit.
Toutefois, tous ces fils sont toujours en traction. Sur la figure 1.13 (b), on peut observer une
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déformation résiduelle dans les fils lorsque la charge est relâchée. Cette déformation crée une
force différente portée par les deux ressorts qui oblige l’amortisseur à reprendre sa forme initiale
après la décharge.

Un comportement similaire est observé au cours d’un processus de charge-décharge superé-
lastique. A travers les cycles mécaniques de charge-décharge superélastiques, la transformation
de phase dans les fils en AMF s’accompagne d’une conversion d’énergie mécanique en énergie
thermique dissipée entraînant la réduction de la vibration des structures ou des appareils. Des in-
vestigations expérimentales ont été menées dans le but d’étudier les influences de la température,
de la vitesse de déformation, et de l’amplitude de la déformation sur le comportement des fils.
Ces études révèlent que la dissipation d’énergie des fils est peu dépendante de la température,
mais fortement dépendante de la vitesse et des amplitudes de déformation. La raideur sécante et
le facteur de perte du micro-amortisseur ont également été estimés et analysés. Il a été observé
que la température et la vitesse ont une faible influence sur la raideur sécante alors qu’elle varie
beaucoup avec l’amplitude de la déformation. Les influences de la température, de l’amplitude de
déformation et des grandes vitesses de déformation sur le facteur de perte restent négligeables.
Néanmoins le facteur de perte diminue d’environ 36% pour les faibles vitesses de déformation
entre 5.10´4s´1 et 0.01s´1.

De nombreux autres exemples d’applications de taille fortement réduite et exploitant les
propriétés des AMF sont disponibles dans la littérature ( [75], [45] , [48], etc...).

En raison de leur taille relativement réduite, les structures minces (films et fils) d’AMF
entrant dans la fabrication de ces de micro-applications laissent apparaître des effets de taille
et des phénomènes de localisation au cours de la transformation de phase. La mise en place
de modèles de comportement capables de capter de tels phénomènes s’avère très utile pour le
dimensionnement de ces applications ; ce qui justifie l’importance du présent travail de thèse.

Dans la section suivante nous reviendrons plus en détails sur les influences des effets de taille
et de la localisation de la transformation de phase sur le comportement des structures minces en
AMF.

1.1.4 Influence de la chaleur latente de transformation sur le comportement
des AMF

Comme vu précédemment, la transformation de phase dans les alliages à mémoire de forme
est de premier ordre au cours de laquelle une phase austénitique de degré de symétrie plus élevé
se transforme en une phase martensitique de degré de symétrie moins élevé ; elle s’accompagne
donc d’une perte de symétrie cristallographique. Cette perte de symétrie est responsable d’une
production ou d’une absorption de chaleur latente lors de la transformation de phase ; voir la
figure 1.15. La transformation de phase directe est donc associée à un phénomène exothermique
et la transformation de phase inverse à un phénomène endothermique. Ces phénomènes modifient
fortement le champ de température à l’intérieur du matériau et affectent directement son com-
portement mécanique si les échanges thermiques avec le milieu extérieur ne sont pas suffisants
([88], [81], [23], [56] [36]).

Des séries d’essais de traction uniaxiale sur un fil en NiTi ont été réalisées par Shaw and
Kyriakides [81] dans deux milieux différents : air ambiant et eau portés respectivement à 10 et
70 ˝C. Au cours de ces essais, la variation de température de l’échantillon a été mesurée à l’aide
d’un thermocouple. Ils ont remarqué que pour l’échantillon placé dans l’eau, la température
mesurée localement en un point de l’échantillon varie peu (un pic de `2 ˝C dans l’eau portée
à 70 ˝C respectivement lors de la charge et un pic de ´2 ˝C lors de la décharge) ou presque
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Figure 1.15 – Chaleur latente de transformation.

pas (pas de pic dans l’eau à 10 ˝C). Pour l’échantillon placé dans l’air ambiant une variation
de température plus importante a été notée ; les pics atteignent des valeurs comprises entre 6
et 8 ˝C. Ces résultats sont reportés sur la figure 1.16. Ils ont donc déduit que l’eau agit comme
un dissipateur de chaleur, et que l’air ambiant n’est clairement pas un milieu efficace pour les
échanges de chaleur.

Les évolutions de température ou les hétérogénéités dans le champ de température du ma-
tériau dépendent donc des conditions d’échanges thermiques entre l’échantillon considéré et le
milieu avoisinant ; ces échanges thermiques peuvent être influencés par plusieurs facteurs : la
nature du milieu avoisinant (liquide ou gaz), le type de convection (naturelle ou forcée), la forme
géométrique de l’échantillon etc. Sur le plan physique, ces échanges thermiques sont étroitement
liés à un problème de diffusion de la chaleur qui est un phénomène dépendant du temps. La
vitesse de déformation devient un paramètre important si l’on veut déterminer le comportement
macroscopique résultant. Une représentation schématique de l’influence de ce paramètre sur la
réponse contrainte-déformation d’une barre d’AMF est reportée sur la figure 1.17 proposée par
[36]. Cette figure illustre en effet, les changements qu’on pourrait observer lors de la sollicitation
de la barre en traction, dus à la vitesse de déformation et les conditions d’échanges thermiques
dans le milieu. Dans [59], Ortin et Plane expliquent cette sensibilité de la réponse mécanique des
AMF à la vitesse de déformation comme suit :

• Au cours de la transformation de phase directe, la température de l’alliage augmente à la
suite d’une production de chaleur. La phase austénitique devient plus stable et nécessite
une augmentation de la contrainte pour poursuivre la transformation.

• Au cours de la transformation inverse, à cause de la prédominance de la chaleur latente, la
température de l’alliage décroit rendant la phase martensitique plus stable. Une diminution
de la contrainte s’avère donc nécessaire pour poursuivre la transformation.

Entemeyer et al. [23] ont également interprété cette sensibilité en s’appuyant sur le caractère
dépendant de la température du comportement superélastique : lors du chargement, la production
de chaleur associée à la transformation de phase induite sous contrainte augmente la température
à l’intérieur du matériau ; un niveau de contrainte plus élevé est alors nécessaire pour poursuivre
la transformation. Cela entraîne une augmentation de la pente de transformation ; la figure 1.18
résume l’évolution observée sur les courbes contrainte-déformation liée à la présence d’un champ
de température hétérogène dans le matériau. Des phénomènes similaires sont observés lors de la
transformation inverse ; la disparition des variantes de martensite est associée à une absorption

14



1.1. Description des AMF

Figure 1.16 – Comparaison des courbes contrainte-déformation, évolution de la déformation et
de la température au cours des expériences dans l’eau et dans l’air ( 9δ{L “ 4.10´4s´1), d’après
[81].

de chaleur ce qui entraîne une baisse de la température. Un niveau de contraintes beaucoup plus
faible est donc nécessaire pour poursuivre la transformation inverse.

En résumé de ce paragraphe, on note une forte sensibilité de la réponse mécanique des AMF
à la vitesse de déformation due à la chaleur latente libérée ou absorbée lors de la transformation
de phase.

La prise en compte de l’influence de la chaleur latente de transformation dans la modélisation
du comportement des AMF et en particulier des structures minces en AMF fera l’objet du dernier
chapitre de ce travail.
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Chapitre 1. Comportement thermomécanique instable des structures minces en AMF

Figure 1.17 – Représentation schématique de la réponse contrainte-déformation d’une barre
d’AMF : traction isotherme (faible vitesse de déformation et/ou forts échanges thermiques) (a) ;
traction non-isotherme (vitesse de déformation élevée et/ou faibes échanges thermiques) (b),
d’après [36].

Figure 1.18 – Effet exothermique pour un chargement superélastique à la température Text.
L’augmentation de la température nécessite une contrainte plus élevée pour poursuivre la trans-
formation et engendre un effet de vitesse de déformation. Les conditions isothermique (a) et
adiabatique (b) sont les limites inférieures et supérieures des courbes contrainte-déformation
résultantes, d’après [23].
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1.2. Instabilités liées à la transformation de phase dans les structures minces en AMF

1.2 Instabilités liées à la transformation de phase dans les struc-
tures minces en AMF

Le développement d’applications en AMF de taille fortement réduite (micro-actionneurs, les
micro-pompes ou micro-valves) souvent taillées dans des couches minces d’alliages à mémoire de
forme, connaît un important essor de nos jours. Les films minces d’AMF sont le siège de certains
phénomènes particuliers tels que les effets de taille et la localisation de la transformation qui ne
doivent pas être négligés dans le processus de conception des applications utilisant ces matériaux.
La présente section est consacrée à la description de ces phénomènes.

1.2.1 Effets de taille

Le comportement des structures minces en AMF peut être affecté à des échelles très fines
(micrométrique ou nanométrique) par deux effets de taille possibles : un effet de taille extrinsèque
relatif à la taille de la structure considérée et un effet de taille intrinsèque lié à la microstructure
du matériau utilisé tel que la taille des grains. De nombreuses investigations expérimentales ont
été menées dans le but d’analyser et de comprendre ces effets de taille.

Figure 1.19 – Courbes contrainte-déformation à différentes températures pour un fil de diamètre
important (a-d) et un fil de diamètre faible (e-h) sur deux cycles consécutifs.

Des investigations expérimentales visant à déterminer l’influence des effets de taille sur les
propriétés superélastique et effet mémoire de forme dans des micro-fils d’alliage à mémoire de
forme ont notamment été réalisées par Chen et Schuh [12]. Les fils sont polycristallins, à base
de cuivre (Cu-Al-Ni), avec des grains présentant une structure de type bambou, de diamètres
compris entre 20 et 500 µm ; ils sont fabriqués à partir de la technique d’étirage de fils de Taylor

17



Chapitre 1. Comportement thermomécanique instable des structures minces en AMF

Figure 1.20 – Contrainte de début de transformation martensitique (σMs) en fonction de la
température, ainsi que les contraintes moyennes de transformation (σM et σA), pour le fil de
diamètre 466 µm (symboles creux), et le fil de diamètre 26 µm (symboles pleins) extraites des
tests présentées sur la figure 1.19

impliquant l’étirage à chaud d’un tube de verre adoucit contenant l’alliage à l’état fondu. Les
différents diamètres de fils sont obtenus en faisant varier la vitesse d’étirage ; plus la vitesse est
grande, plus le fil est fin. Ces derniers sont ensuite recuits à 850 ˝C pendant une heure permettant
à la fois de les austénitiser et de favoriser l’accroissement des grains puis trempés pour conserver
l’état austénitique.

Deux groupes de fils : fils de diamètre important (diamètre d = 466 µm et Af = 40 ˝C) et fils
de petit diamètre (diamètre d = 26 µm et Af = 60 ˝C) ont été testés en superlasticité sur une
machine de traction dont la charge maximale est de 18N. Les courbes contrainte déformation
obtenues pour différentes températures sont présentées sur la figure 1.19.

Sur les différentes courbes, les contraintes de début de transformation martensitique notées
σMs, les contraintes moyennes de début transformation directe et de transformation inverse,
respectivement notées σM et σA ont été relevées pour chaque groupe de fils. Ces données ont
permis de tracer l’évolution de la contrainte en fonction de la température (figure 1.20) pour
chaque groupe de fils. Les mêmes tests ont été réalisés sur d’autres groupes de fils de diamètres
compris entre 109 µm et 31 µm et ont abouti aux conclusions suivantes :

• les contraintes de début et de fin de transformation augmentent avec la température ;

• à partir d’un diamètre de 100 µm, plus le diamètre des fils diminue, plus la température
de transformation augmente ;

• les fils de diamètres plus faibles présentent une hystérésis moyenne en contrainte plus large
que les gros fils comme indiqué sur la figure 1.21.

En effet mémoire de forme double sens assisté, des essais ont été réalisés sur sept groupes
différents de fils de diamètres compris entre 90 et 26 µm. Il en ressort une hystérésis en tempé-
rature d’environ 20 ˝C pour la plupart des fils ; voir la figure 9 de l’article (référence [12]) pour
le fil de diamètre 26 µm. Une différence de taille notoire n’a pas été relevée sur les hystérésis en
température des sept différents groupes de fils. Toutefois nous pouvons noter que cette hystérésis
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1.2. Instabilités liées à la transformation de phase dans les structures minces en AMF

Figure 1.21 – Courbes de contrainte-déformation pour quatre micro-fils, montrant l’augmenta-
tion de la taille d’hystérésis lorsque le diamètre des fils diminue (a-d). Les courbes sont tracées
pour deux chargements consécutifs. Diagramme contrainte-température des 4 micro-fils (e).

est relativement élevée en comparaison avec la taille de l’hystérésis généralement comprise entre
6 et 10 ˝C dans les monocristaux massifs du même alliage.

En conclusion de leurs travaux, les auteurs attribuent les origines possibles des effets de taille
lors de la transformation de phase dans les structures minces à des facteurs dont les plus im-
portants sont : l’énergie élastique stockée, le transfert de chaleur et les frottements internes. Ces
facteurs affectent surtout les températures et les contraintes de transformation. L’énergie élas-
tique étant totalement récupérable après la transformation inverse. Cette dernière ne contribue
pas aux effets de tailles observés au niveau de l’hystérésis et de la dissipation.

D’autres travaux réalisés par Frick et al. [26] sur des micropiliers de NiTi avec des diamètres
variant de 2 µm à 200 nm montrent que la déformation de transformation en superélasticité des
micropilliers a tendance à diminuer lorsque les diamètres diminuent jusqu’à disparaître totale-
ment pour des micropilliers de diamètre inférieur à 200 nm. Il en ressort également de ces travaux
que la contrainte d’écoulement ou de début de transformation est indépendante du diamètre des
piliers (elle reste la même quelque soit le diamètre) et que l’orientation cristallographique a une
importante influence vis-à-vis du comportement des piliers : cela est dû au fait que les micro-
piliers sont monocristallins. Toutefois, l’orientation cristallographique des micropiliers n’est pas
à l’origine de la perte de la pseudoélasticité. Ce dernier résultat a été confirmé par les mêmes
auteurs en étudiant le comportement superélastique dans des micropiliers ayant différentes orien-
tations cristallographiques Frick et al. [27]. La figure 1.22 souligne les effets de taille observés ;
elle montre bien que le pourcentage de déformation récupérable pour les deux premiers cycles de
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Chapitre 1. Comportement thermomécanique instable des structures minces en AMF

Figure 1.22 – Pourcentage de déplacement récupérable en fonction du diamètre des piliers pour
le premier et le second cycle de décharge (respectivement symboles creux et pleins) pour les
échantillons testés.

charge-décharge diminue pour tous les micropiliers testés dès que le diamètre est inférieur à 400
nm et indépendamment de leur orientation cristallographique.

Figure 1.23 – Courbes déformation-température sous une contrainte constante de 100 MPa
pour des films minces de NiTi de différentes épaissseurs d’après [39].

Ishida et Sato [39] ont réalisé des études relatives à l’influence de l’épaisseur des films minces
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1.2. Instabilités liées à la transformation de phase dans les structures minces en AMF

Figure 1.24 – Déformations de transformation et déformation plastique en fonction de l’épaisseur
des films minces de NiTi (a). Températures de transformation en fonction de l’épaisseur des films
minces de NiTi (b), d’après [39].

d’AMF sur leurs comportements macroscopiques. Quatre films minces de NiTi, tous de très
faibles épaisseurs (0.5, 1, 2 et 7 µm) sont fabriqués par pulvérisation en utilisant un appareil ma-
gnétron de type carrousel. Les films sont ensuite soumis à un test de refroidissement-chauffage à
contrainte constante. Lors du cycle thermique, le déplacement est mesuré avec une précision de
1 µm. Plusieurs séries de mesures de la déformation et de la température sous divers niveaux de
chargements mécaniques constants ont été effectuées pour chaque film. Les températures carac-
téristiques de la transformation de phase directe et inverse ont été déterminées par la méthode
tangentielle sur chaque courbe température-déformation obtenue, puis tracées en fonction de
la contrainte. La figure 1.23 présente les courbes température-déformation obtenues pour une
contrainte constante de 100 MPa.

Des déformations plastiques peuvent apparaître lors de la transformation donnant lieu à une
déformation résiduelle rémanente visible à la fin du cycle thermique. On observe clairement que
l’épaisseur des films minces affecte la déformation de transformation et la déformation plastique
résiduelle. Ces déformations présentent un maximum pour une épaisseur autour de 2 µm. L’évo-
lution des déformations de transformation et résiduelle sont tracées en fonction de l’épaisseur des
films minces et reportées sur la figure 1.24(a). Au-delà d’une épaisseur de 5 µm, ces déformations
deviennent constantes. La figure 1.24 (b) montre l’évolution des températures de transformation
en fonction de l’épaisseur du film mince à contrainte nulle. Une décroissance rapide de ces tempé-
ratures est observée pour des films d’épaisseur inférieure à 1 µm ; au dessus de cette épaisseur elles
semblent ne pas être affectées par l’épaisseur des films. Des analyses de ces travaux, il en ressort
que les effets de taille observés dans les films minces sont dus à une résistance à la déformation
provenant soit des interactions entre les grains situés au voisinage des surfaces des films minces,
soit des couches surfaciques d’oxyde. Une illustration de ces effets est présentée sur la figure 1.25.
Les résistances provenant des interactions entre les grains augmentent avec l’épaisseur des films
tandis que celles provenant des couches surfaciques d’oxyde augmentent quand l’épaisseur des
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Chapitre 1. Comportement thermomécanique instable des structures minces en AMF

Figure 1.25 – Coupe de films minces de NiTi cristallisés montrant les mécanismes à l’origine de
la résistance à la déformation, d’après [39].

Figure 1.26 – Courbe déformation-température de films minces de NiTi d’épaisseurs différentes
d’après [28].
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films diminue. La décroissance des températures de transformation de phase observée pour les
films d’épaisseur inférieure à 1 µm est essentiellement due à l’oxydation des surfaces au cours
des traitements thermiques.

Des observations similaires ont été faites par Fu et al [28] sur des films minces de NiTi à
des échelles beaucoup plus fines. Les épaisseurs des films étudiés sont comprises entre 48 et 4110
nm. Les contraintes à l’origine de la perte de l’effet mémoire de forme sont les mêmes que celles
retenues par Ishida et Sato [39]. Toutefois ils ont noté une absence totale d’effet mémoire de
forme pour le film d’épaisseur la plus faible (48 nm) voire figure 1.26.

1.2.2 Phénomènes de localisation

De nombreuses études expérimentales réalisées sur des échantillons de taille très fine, et plus
particulièrement sur des films et fils minces d’AMF, montrent que la réponse de ces derniers en
présence d’une sollicitation mécanique, s’accompagne d’instabilités matérielles qui sont à l’ori-
gine d’un phénomène de localisation de la transformation de phase : nucléation de martensite
dans le grain dont la structure cristalline est favorablement orientée par rapport à la direction
du chargement. La germination de la martensite au sein de l’échantillon est marquée par une

Figure 1.27 – Représentation schématique des réponses : (a) locale contrainte-déformation, (b)
force-élongation globale. Configurations de l’échantillon avant, durant et après la transformation
de phase martensitique [15].

augmentation du niveau de contraintes (pic de contrainte) avec l’apparition d’une bande de trans-
formation macroscopique qui se propage ensuite sous une contrainte quasi-constante entraînant
un phénomène d’adoucissement local. La figure 1.27 proposée par Churchill et al. [15], constitue
une représentation schématique du comportement observé. Selon Shaw et Kyriakides [83], la lo-
calisation de la transformation de phase et sa propagation dans les échantillons fins d’AMF sont
d’un point de vue macroscopique similaires à la formation des bandes de Luders dans les films et
les fils en acier même si les mécanismes microstructuraux à l’origine des deux phénomènes sont
différents.
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Figure 1.28 – Représentation schématique des bandes de transformation : (a) tube avant trans-
formation, (b) présence d’un domaine ou bande de transformation martensitique de forme hé-
licoïdale dans le cas d’un tube, (c) bande de transformation dans le cas d’une plaque mince,
d’après [33].

Figure 1.29 – Réponse contrainte-déformation et morphologie des tubes : (a) cas d’un charge-
ment en traction, (b) cas d’une torsion pure, d’après [85].

La localisation de la transformation de phase peut être influencée par :

• des facteurs géométriques (forme de l’échantillon, rapports épaisseur/largeur, largeur/longueur,
rayon/longueur etc.), voire les travaux de Shaw et Kyriakides [83], Dai et Cai [18], He et
Sun ([32], [33], [34]). La figure 1.28 par exemple, montre l’évolution de la bande de trans-
formation dans deux échantillons d’AMF de formes différentes : on observe une bande de
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Figure 1.30 – Résumé d’une partie d’un test de traction uniaxiale à la vitesse 9δ{L “ 10´4s´1,
d’après [83].

forme hélicoïdale dans le cas du tube et une bande inclinée dans le cas de la plaque mince.
Dans les deux cas, la bande de transformation est inclinée d’environs 55 ˝ par rapport à la
direction du chargement.

• le type de chargement (traction, torsion etc.), Sun et Li [85] ont montré que la transition
de phase dans un micro-tube d’AMF sollicité en traction s’accompagne d’un phénomène de
localisation (nucléation et propagation dans le tube, d’une bande de martensite macrosco-
pique de forme spirale) alors que sous une sollicitation en torsion pure, la transformation
de phase dans le même micro-tube est homogène. Les courbes contrainte-déformation ob-
tenues pour les deux types de chargement et la morphologie de la surface des tubes est
présentée sur la figure 1.29.

• la microstructure du matériau (taille et orientation des grains etc.) peut aussi générer des
hétérogénéités dans le champ de contrainte et provoquer une concentration de contraintes
dans l’échantillon (Merzouki et al. [55]).

• la présence de défauts matériels et géométriques dans le matériau (zone affaiblie, présence
de trous ou de rainures etc.). Ces défauts induisent une hétérogénéité dans le champ de
déformation et un phénomène de localisation lors de la transformation de phase ; voire les
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travaux de Murasawa et al. [58], Duval et al [20], Favier et al. [25].

Shaw et Kyriakides [83] ont montré que le nombre de nucléations ou de bandes de transforma-
tion est fortement lié à la vitesse de chargement appliquée ; la transformation de phase martensi-
tique étant exothermique, lorsque les conditions environnementales ne permettent pas d’évacuer
assez rapidement la quantité de chaleur libérée (cas des chargements rapides par exemple), il
se produit un échauffement local au niveau de la bande de transformation rendant l’austénite
plus stable au voisinage immédiat de celle-ci ; la transformation aura donc tendance à se dé-
placer dans une région moins chaude de l’échantillon laissant apparaître une nouvelle bande de
transformation dès que la contrainte de nucléation sera atteinte dans cette région. Ainsi plus la
vitesse de chargement est grande, plus ce phénomène va se répéter résultant donc à l’apparition
de multiples fronts de transition ou de bandes de transformation. La figure 1.30 résume un test de
chargement uniaxial réalisé par Shaw et Kyriakides [83]. On peut en effet noter l’apparition des
bandes de transformation aux instants t1 et t2. A partir de l’instant t3 la déformation redevient
homogène dans la structure et l’instant t4 correspond à la fin du chargement.

1.3 Modélisation du comportement thermomécanique des AMF

Différents modèles thermomécaniques sont proposés dans la littérature pour la prédiction
du comportement des alliages à mémoire de forme. Ces modèles sont construits soit par une
analyse thermodynamique ou par une analyse phénoménologique. L’analyse thermodynamique
nécessite la définition d’une énergie libre, des forces thermodynamiques, des différents critères
d’activation et d’une cinétique d’évolution des différentes variables internes introduites dans le
modèle. L’analyse phénoménologique quant à elle, repose sur la définition des surfaces de charge
en se basant généralement sur des observations expérimentales et d’une cinétique d’évolution des
variables internes du modèle.

On peut classer les modèles de comportement des AMFs en trois grands groupes :

• les modèles micromécaniques qui s’intéressent plus à la compréhension des phénomènes
physiques à l’origine de la transformation de phase dans les alliages à mémoire de forme.

• les modèles macroscopiques qui se focalisent plus sur la description du comportement des
alliages à mémoire de forme à l’échelle macroscopique. Ils peuvent être subdivisées en deux
groupes :

m les modèles basés sur la définition de l’énergie libre sur la base de considérations
physiques ;

m les modèles basés sur la théorie de la plasticité ;

• les modèles basés sur la dynamique moléculaire.

1.3.1 Modèles micromécaniques

Les modèles micromécaniques se basent sur des observations faites à des échelles beaucoup
plus fines que celles de leur utilisation ; la transformation de phase y est décrite à l’échelle du grain
en considérant toutes les possibilités d’apparition de variantes de martensite. Chaque variante
de martensite à l’intérieur du grain est caractérisée par sa fraction volumique et ses propriétés
cristallographiques (la normale au plan d’habitat et direction de distorsion). L’expression de
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l’énergie libre ainsi que les équations du modèle sont proposées à l’échelle du grain ou du cristal
puis une technique d’homogénéisation est généralement adoptée pour déterminer le comporte-
ment macroscopique effectif. Les modèles micromécaniques les plus connus à ce jour apparurent
dans les années 1980 et 1990 ([65], [38], [53], [84], [29], [23],[86]). Ces modèles disposent d’un fort
pouvoir prédictif à cause de la finesse de l’échelle de description des phénomènes. Cependant, ils
comportent un très grand nombre de variables internes rendant difficile leur implémentation nu-
mérique dans les codes de calcul par éléments finis. De même, ils sont lourds en charge et temps
de calcul et s’avèrent donc plus adaptés à la compréhension des mécanismes de la transformation
de phase.

1.3.2 Modèles basés sur la définition de l’énergie libre

La spécificité de ces modèles réside dans la définition d’un potentiel thermodynamique de
Gibbs ou de Helmholtz. Ce potentiel prend en compte les différents mécanismes pouvant exister
au sein d’un polycristal d’AMF. Il s’exprime comme la somme de plusieurs énergies : mécanique,
chimique et d’interaction, l’énergie d’interface étant souvent négligée. Les variables internes sont
définies de manière globale ; ce sont la fraction volumique de martensite qui peut être décomposée
en deux contributions : la fraction volumique de martensite orientée et la fraction volumique de
martensite auto-accommodée, puis le tenseur définissant la direction de la déformation moyenne
de transformation. Les forces motrices thermodynamiques associées aux différentes variables in-
ternes sont déduites de l’expression du potentiel thermodynamique construit. La transformation
de phase dans les alliages à mémoire de forme étant décrite comme un phénomène dissipatif,
une expression de la dissipation est introduite. Elle permet de définir la force critique associée à
chaque force thermodynamique tout en prenant en compte le comportement hystérétique de la
transformation de phase. La comparaison des forces motrices aux forces critiques et l’écriture des
relations de cohérence permettent d’identifier les différents cas d’activation de la transformation
de phase et ou de la réorientation des variantes puis de mettre en place les équations consti-
tutives du modèle. Même si leur pouvoir prédictif se limite à une description quantitative du
comportement macroscopique, ces modèles comportent un nombre réduit de variables internes et
sont plus adaptés à une implémentation numérique dans des codes de calcul par éléments finis.
Parmi ces modèles, on peut citer par exemple, [50], [74], [69], [69], [80]. Leur principale différence
réside dans le type de variables internes employées, les spécificités de comportement prises en
compte et dans l’expression de l’énergie libre.

1.3.3 Modèles basés sur la théorie de la plasticité

Ces modèles phénoménologiques se basent sur la définition de surfaces de charge associées à
chaque variable interne ou aux différents processus physiques et considèrent l’écoulement normal
aux surfaces de charges pour définir l’évolution de chaque variable interne ([76], [8], [63], [91], [77],
[1], etc.). Les relations de cohérence viennent compléter ces conditions dans le but de dégager
les différentes équations non-linéaires régissant le comportement thermomécanique des AMF. Ce
type d’approche largement utilisé pour décrire le comportement des matériaux élastoplastiques
s’adapte bien à la modélisation du comportement superélastique et présente une version étendue
capable de prendre en compte le comportement effet mémoire de forme. Comme dans le cas des
modèles basés sur la description macroscopique de l’énergie libre, ces modèles se prêtent bien à
une implémentation numérique dans des codes de calcul par éléments finis mais la description
des comportements reste globale.
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Ces deux familles de modèles (basés sur la définition de l’énergie libre et sur la théorie de
la plasticité) présentent des développements supplémentaires pour tenir compte des différentes
spécificités des AMFs (saturation de la transformation de phase, boucles internes, dissymétrie
traction-compression, etc...)

1.3.4 Modèles basés sur la dynamique moléculaire

Une interaction entre un groupe virtuel d’atomes est introduite dans le but de décrire la
cinétique de la transformation de phase. Le choix du type d’atomes, les conditions initiales qui
les animent et le choix du type d’interaction qui les lient constituent une étape importante de la
modélisation basée sur la dynamique moléculaire [89]. Une fonction d’énergie potentielle permet
de caractériser le type d’interaction entre les atomes du système moléculaire considéré. Les char-
gements mécaniques peuvent être modélisés par le contrôle du déplacement moyen d’un groupe
d’atomes du système [79], par une application des conditions aux limites périodiques, par un
couplage entre dynamique moléculaire et éléments finis [51] etc. Pour la modélisation des char-
gements thermiques, on peut agir sur les vitesses en utilisant des techniques de reéchelonnage
par un coefficient pour initialiser la température du système ; une sollicitation plus progressive
comme les solutions proposées par [7] est également possible. Un bon nombre de modèles de
comportement dédié aux AMF et basés sur la dynamique moléculaire existe dans la littérature.
Les références [61], [87], [78], [43], décrivent quelques-uns de ces modèles. Tout comme dans le
cas des modèles micromécaniques, ces modèles possèdent un grand pouvoir prédictif ; ils peuvent
également servir à la détermination de paramètres matériaux et à la validation de modèles. Tou-
tefois, le nombre élevé de variables internes dont ils disposent rend difficile leur implémentation
numérique dans des codes de calculs. A cet inconvénient s’ajoutent d’autres difficultés liées à
la définition du système de travail (nombre d’espèces moléculaires ou atomiques nécessaires,
l’identification des types de liaisons entre les espèces, etc...).

1.4 Modélisation du comportement thermomécanque instable des
structures minces en AMF

Les phénomènes de localisation et les effets de taille ont fait l’objet de nombreuses études
réalisées ces dernières décennies. Parmi les différents modèles proposés dans la littérature, nous
pouvons citer les modèles basés sur la théorie de Landau-Guinzburg et les modèles non-locaux.
Une brève description de ces modèles est proposé ici. La prise en compte du couplage thermo-
mécanique dans la modélisation du comportement des AMF, second objectif du présent travail,
est également présentée dans cette partie.

1.4.1 Modèles basés sur le potentiel de Landau-Ginzburg

Ces modèles dérivent de la théorie physique des transitions de phase et sont capables de
décrire de façon cohérente l’ensemble des phénomènes accompagnant une transition de phase.
Ils prévoient correctement les pics de contraintes observés au début des transformations directe
et inverse ainsi que la propagation de la transformation sous une contrainte constante. En guise
d’exemples nous pouvons citer les modèles proposés par He et Sun [32], [33], [34], Wang et Dai
[90], Dai et Wang [17], Dai et Cai [18].

Les modèles proposés par He et Sun [32], [33], [34], sont basés sur la définition d’une fonction
de densité d’énergie de déformation non convexe et d’une expression de l’énergie du gradient
de déformation. Le modèle décrit correctement la morphologie et l’évolution des domaines ou
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des bandes de transformation macroscopiques lors de la transition de phase. Le principe de
minimisation de l’énergie permet de prédire la forme du domaine à l’équilibre ; les influences de
la géométrie de l’échantillon (films ou tubes minces) et d’un paramètre de longueur relatif à la
microstructure du matériau sur la forme des domaines également sont prises en compte. Toutefois,
les auteurs ont précisé que si les réponses macroscopiques des AMF sont intrinsèquement liées
à des phénomènes physiques impliquant des instabilités, des échanges de chaleur à différentes
échelles temporelles, ou des interactions entre ces divers phénomènes physiques, ces derniers n’ont
pas été pris en compte pour des raisons de simplicité.

Dans les références Wang et Dai [90], Dai et Wang [17], les auteurs proposent une description
analytique des phénomènes instables observés dans les structures minces d’AMF. Ils développent
des modèles 2D et 3D basés sur la définition d’une fonction d’énergie de déformation non convexe.
En adoptant une méthode couplant les développements asymptotiques et en série avec l’hypothèse
que l’épaisseur du film, sa largeur et sa déformation sont assez petites vis-à-vis de sa longueur,
ils obtiennent une expression beaucoup plus simplifiée de cette énergie. Les équations d’équilibre
sont ensuite obtenues en maximisant la dissipation de l’énergie totale et peuvent être résolues
analytiquement sous des conditions aux limites appropriées. L’instabilité est alors modélisée
comme le passage de la couche de configuration d’un mode de solution non triviale à un mode de
solution triviale ou constante. Le critère d’instabilité de point limite est adopté pour déterminer
le point de bifurcation.

1.4.2 Modèles basés sur les approches non-locales

Les approches non-locales sont largement utilisées dans la gestion des phénomènes d’adoucis-
sement dans les modèles de plasticité et d’endommagement. En effet, les phénomènes d’adoucis-
sement dans les matériaux sont dûs à la présence de micro-défauts (micro-fissure, micro-cavité,
imperfections etc...) qui affectent directement leur comportement macroscopique. Les modèles
de plasticité standards échouent dans la description de tels phénomènes. Les limites rencontrées
par ces modèles ont fait l’objet d’études dont celles réalisées par Jirásek et Bažant [40]. Les
auteurs ont en effet expliqué en détail les phénomènes d’adoucissement observés dans les maté-
riaux élasto-plastiques. En guise d’exemple, ils considèrent une barre de section A constante et
de longueur L soumise à une traction uni-axiale comme l’indique la figure 1.31 (a). Le matériau
est supposé élasto-plastique avec un adoucissement isotrope. La fonction de charge est donnée
dans ce cas par la relation :

fpσ, κq “ |σ| ´ hpκq “ 0 (1.1)

κ représente la plasticité cumulée et h(κ) décrit l’évolution de la contrainte d’écoulement. Pour
le cas simple d’un adoucissement linéaire, la réponse contrainte-déformation est présentée sur la
figure 1.31 (b). La déformation ε0 “ σ0{E correspondant à la contrainte initiale d’écoulement
σ0 et E le module d’Young du matériau. La contrainte d’écoulement décroit ensuite linéaire-
ment jusqu’à une valeur nulle pour ε “ εf . Notons que pour des valeurs ε ą εf , la contrainte
d’écoulement est nulle ; ce qui signifie une perte totale de cohésion dans le matériau.

Si la barre est sollicitée en traction par un déplacement u imposé, à l’une de ses extrémités,
la réponse reste linéaire jusqu’au déplacement u “ u0 “ Lε0. A ce stade, la force F atteint
sa valeur maximale F0 “ Aσ0 (figure 1.31 (c)), à partir de laquelle le comportement de la
barre se dégrade. Dans chaque section de la barre, la contrainte peut décroitre aussi bien par
augmentation ou diminution de la déformation. Une contrainte σ̄ donnée comprise entre 0 et σ0

peut être générée par une infinité de chemins de déformation limités par deux cas extrêmes :
décharge élastique à partir du pic de contrainte à la déformation εu et le chemin correspondant
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Figure 1.31 – Barre sollicitée en traction (a) ; courbe contrainte-déformation dans le cas d’un
adoucissement linéaire (b) ; branches de bifurcation post-pic de la réponse force-déplacement de
la barre, d’après [40].

Figure 1.32 – Multiples valeurs de déformations correspondant à un même niveau de contrainte
(a) ; Distribution de la déformation constante par morceaux (b), d’après [40].

à un adoucissement jusqu’à εs. Ainsi le champ de déformation n’est pas uniforme dans la barre.
Toute distribution de déformation constante comprise entre les déformations εu et εs représente
une solution valide comme le montre la figure 1.32.

Numériquement, il a été constaté que la solution obtenue à partir de l’analyse de ces phé-
nomènes par la méthode des éléments finis et en se basant sur une formulation mathématique
continue en élasto-plasticité révèle une dépendance pathologique relative à la finesse et à l’orien-
tation du maillage. La résolution numérique perd son objectivité dans ces conditions. Il a été
toutefois identifié que cette dépendance de la solution au maillage n’est que la conséquence d’une
formulation mathématique mal posée du problème conduisant à une perte d’ellipticité.
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Dans la littérature de nombreuses approches ont été proposées conduisant à diverses stra-
tégies pour résoudre les problèmes de localisation dans les matériaux élasto-plastiques. Parmi
ces approches, les approches non-locales se révèlent très efficaces. Elles ont donné naissance aux
modèles de plasticité dits non-locaux (Pijaudier-Cabot [72], Peerlings [67]). Les approches non-
locales sont en principe applicables à tout type de modèle de comportement. Il faut pour cela,
définir et introduire dans le modèle un limiteur de localisation. Il s’agit d’une information spa-
tiale, généralement sous la forme "d’une longueur interne", liée à la microstructure du matériau
[46]. Pour ce faire, les approches non-locales enrichissent le modèle de comportement par une
ou plusieurs variables d’état non-locales correspondant à une moyenne pondérée spatiale sur un
volume fini entourant le point matériel considéré. Soit τpxq un champ local au sein d’un domaine
V ; le champ non-local est donné par :

τ̄pxq “

ż

V
α0px, ξqτpξqdξ (1.2)

αpx, ξq, avec x le "récepteur" et ξ la "source", est une fonction de pondération non-locale,
souvent prise égale à une distribution de Gauss (1.3) ou une fonction en forme de cloche (1.4) :

α0prq “ e
ndimr

2

2l2 (1.3)

α0prq “

"

p1´ p r
2

R2 qq
2 si 0 ď r ď R

0 si R ď r
(1.4)

Dans les équations (1.3) et (1.4), r “ }x´ξ} ; l est la longueur interne du milieu local et ndim
la dimension du problème. R dans l’équation (1.4) est un paramètre proportionnel à la longueur
interne.

Si la longueur interne constitue un paramètre déterminant dans les modèles basés sur une
approche non-locale, sa caractérisation reste toutefois difficile. Il peut-être relié dans le cas des
matériaux composites à la taille moyenne des fibres dans la matrice ; dans le cas des matériaux
granulaires comme les bétons, il est relié à la taille des agrégats [9] ou encore à la taille des défauts
dans les modèles d’endommagement. Dans le cas des matériaux métalliques comme les AMF,
cette longueur interne est liée à la microstructure du matériau impliquant de ce fait des valeurs
assez faibles. Elle peut-être déterminée par analyse inverse d’une courbe de traction réalisée sur
des éprouvettes lisses et entaillées [9].

De nombreuses études numériques et analytiques ont été également réalisées dans le but de
caractériser le paramètre de longueur interne. Jirásek et Bažant [40] ont montré à partir de
problèmes unidimensionnels simples que pour bien capturer les phénomènes de localisation, il
faut prendre la valeur du paramètre de longueur interne au moins égale à la taille des éléments
ou de la maille. La même observation a été effectuée en 1D par Duval et al. [20]. Les auteurs
ont remarqué que des oscillations peuvent apparaître dans les réponses (force-déplacement par
exemple) d’une barre d’AMF sollicitée en traction lorsque la valeur du paramètre de longueur
interne est inférieure à la taille des éléments.

Dans le cas multi-dimensionnel, Jirásek et Bažant [40] ont montré que la valeur du paramètre
de longueur interne dépend non seulement de la taille de la maille mais également de la taille
du défaut ainsi que de l’inclinaison de la bande de localisation. Ainsi dans le cas d’une bande
se propageant le long de la diagonale d’un maillage régulier avec des éléments de forme carré, le
paramètre de longueur interne peut prendre la valeur Ls “

?
2.h, avec h la longueur de l’élément.

Les phénomènes de localisation et d’effet de taille décrits dans les AMF pouvant s’apparen-
ter aux phénomènes d’adoucissement observés dans les matériaux plastiques, nous adopterons
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les solutions qu’offrent les approches non-locales pour étudier ces phénomènes dans le cas des
AMF. Nous rappelons que ces notions ont été récemment introduites dans la modélisation des
phénomènes de localisation dans les AMF superélastiques par Arnaud Duval [20] en 1D et 2D,
et ont abouti à des résultats très encourageants. Dans le présent travail, la généralisation de la
modélisation des phénomènes instables observés dans les structures minces en AMF par une ap-
proche non-locale est proposée. L’objectif visé consiste à proposer dans le cas 2D, non seulement
une meilleure description du comportement superélastique mais également d’étendre l’approche
aux autres aspects comportementaux des AMF tels que l’effet mémoire de forme et le comporte-
ment thermique à contrainte constante. De nombreuses simulations numériques seront également
proposées afin de vérifier l’aptitude du modèle non-local proposé à être utilisé comme un outil
efficace de dimensionnement d’applications utilisant les films minces en AMF.

1.4.3 Prise en compte de l’effet de la chaleur latente de transformation dans
la modélisation du comportement des structures minces en AMF

La forte sensibilité du comportement mécanique des alliages à mémoire de forme à la tem-
pérature a été expliquée en détails dans les paragraphes précédents ; elle est essentiellement due
au caractère exothermique de la transformation de phase directe et endothermique de la trans-
formation de phase inverse. Ainsi d’importantes variations de température peuvent se produire
lors de la transformation de phase dans les AMF.

Figure 1.33 – Dépendance de la réponse contrainte-déformation d’un film en NiTi à la vitesse
de chargement, d’après [35].

Ces variations affectent directement la réponse mécanique des AMF ; on note principalement
une dépendance de cette réponse à la vitesse de chargement et aux conditions aux limites ther-
miques comme l’indique la figure 1.33 issue de travaux expérimentaux réalisés par He et al. [35].
Cette influence s’explique par le caractère transitoire du changement de température dans un tel
milieu dépendant des conditions aux limites imposées. De nombreux autres exemples de travaux
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expérimentaux ([71], [81], [88], etc...) confirment ce fort couplage thermomécanique dans les AMF
et montrent l’importance de la prise en compte de ce couplage fort dans la modélisation de leur
comportement. Toutefois, parmi les nombreux modèles dédiés à l’étude du comportement de ces
matériaux, seuls quelques uns tiennent compte des effets de la chaleur latente de transformation.
Nous présentons ici, en guise d’exemples, trois de ces modèles :

• le modèle phénoménologique 3D propsosé par Daniel Christ et Stefanie Reese [13]. Il prend
en compte les deux principales propriétés observées dans les AMF : la pseudoélasticité et
l’effet mémoire de forme. La fraction volumique de martensite (Z) est décomposée en frac-
tions de martensite orientée (Zo) et auto-accommodée(Zu) : Z “ Zo ` Zu. La martensite
orientée représente à la fois celle produite au cours d’une transformation de phase pseu-
doélastique et celle issue d’une réorientation de la martensite produite thermiquement (les
auteurs considèrent ce phénomène comme une pseudoplasticité). Le modèle est établi dans
le cadre de la théorie des grandes déformations basée sur la décomposition multiplicative
du gradient de déformation en une part élastique et une part inélastique résultant de la
transformation de phase ou de l’orientation des variantes de martensite. L’approche a été
étendue à la prise en compte du couplage fort thermomécanique et des effets de la chaleur
latente de transformation en appliquant l’équilibre de l’énergie interne.

• le modèle tridimensionnel proposé par Claire Morin et al. [56]. Il est basé sur une extension
du modèle de Zaki et Moumni [91] dédié à l’étude du comportement des AMF ; le modèle
initial ne gèrant pas correctement le couplage thermomécanique observé dans les AMF,
une modification a été apportée à l’énergie libre de Helmholtz afin de déduire l’équation
de la chaleur, conformément aux principes fondamentaux de la thermodynamique. Un
algorithme basé sur la technique du retour radial a ensuite été proposé pour la mise en
œuvre numérique du modèle obtenu dans un code de calcul par éléments finis. Les effets
de la vitesse de déformation sur le comportement mécanique d’un AMF superélastique ont
été correctement prédits par le modèle. Cependant, dans le cas des résultats thermiques
à grandes vitesses de déformation, seul un accord qualitatif a été obtenu. Les auteurs
concluent que cette différence est due à des effets de localisation qui ne sont pas pris en
compte dans leur modèle. Le modèle a été également exploité notamment dans le cadre des
travaux de thèse de Mohamed Ould Moussa [60] pour l’étude du comportement dynamique
des AMF.

• le modèle micro-macro proposé par Entemeyer et al. [23] pour l’étude de l’influence de
la vitesse de déformation sur le comportement superélastique des alliages à mémoire de
forme à base de cuivre. La cinétique d’évolution de la transformation martensitique par
rapport à l’évolution de la température et de la contrainte a été étudiée. Par ailleurs à
partir de l’expression de l’énergie libre de Helmholtz établie dans leur modèle et en prenant
en compte l’équation de la chaleur proposée par Chrysochoos et Peyroux [14], les auteurs
ont pu dégager une relation entre la variation de la température et la vitesse de production
de la martensite. Les simulations numériques à partir de leur modèle montrent un bon
accord avec les résultats expérimentaux issus de la littérature.

Un point commun à ces modèles extraits de la littérature concerne la mise en place de
l’équation de la chaleur tenant compte d’une source de chaleur interne liée à la transforma-
tion de phase. Dans le cas du modèle proposé par Daniel Christ et Stefanie Reese [13] par
exemple, cette équation est établie en prenant en compte les premier et second principes de
la thermodynamique et l’expression de l’énergie libre de Helmholtz. Cette équation s’écrit :
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cd 9θ “ pM´ θ
BM
Bθ

´ χtq ¨ dt `Mt ¨ dtd ´∆e0
9Z

looooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon

Wint

` θ
BS
Bθ
¨ 9C

looomooon

Wext

´DivQ (1.5)

Où cd est un paramètre matériau ; Q représente le vecteur flux de chaleur défini à partir de
la loi de Fourier, 9θ représente la dérivée par rapport au temps de la température. S définit le
second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff ; M et Mt sont les tenseurs de contrainte
de Mandel et χt est analogue au tenseur des contraintes de retour en durcissement ciné-
matique. Pour plus de détails sur les expressions de ces tenseurs, nous recommandons au
lecteur la référence [13].

Wint représente la dissipation d’énergie due à l’évolution des variables internes et Wext

représente la dissipation liée à la vitesse de déformation extérieure ; elle peut-être négligée
dans le cas de chargements très lents ou quasi-statiques.

Dans le présent travail, une expression de l’équation de la chaleur sera établie ; cette équa-
tion couplée aux différentes équations du modèle de comportement des AMF proposé lors
de la thèse d’Arnaud Duval [19] serviront à l’étude des effets de la chaleur latente de
transformation sur le comportement mécanique des AMF.

Notons qu’une extension basée sur les approches non-locales du modèle obtenu sera éga-
lement effectuée afin de pouvoir prendre en compte les phénomènes de localisation de la
transformation de phase dans l’étude de l’effet couplage fort thermomécanique dans les
structures minces en AMF sur leur comportement macroscopique.

1.5 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons réalisé une étude bibliographique au sujet du comporte-
ment thermomécanique instable des structures minces en AMF. Les deux premières parties de ce
chapitre ont été consacrées respectivement à la description des AMF et à un état de l’art sur les
différents modèles de leur comportement proposés dans la littérature. La troisième partie décrit
les instablités de comportement liées à la transformation de phase dans les structures minces
en AMF ; elle est suivie dans la quatrième partie d’une synthèse sur les différentes approches
adoptées dans le but de modéliser ces phénomènes instables. Dans le second chapitre qui suit,
nous allons présenter le modèle de comportement local des AMF. Une extension de ce modèle
en non-local sera proposée plus tard (chapitre 3) dans le but d’étudier les différents phénomènes
instables particuliers décrits dans ce chapitre.
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Résumé

L’objectif du présent travail de thèse est de développer un modèle non-local de comportement
des AMF spécialement dédié à l’étude du comportement des structures minces en AMF. Ce
dernier pourrait également servir d’outil de dimensionnement d’applications de taille fortement
réduite exploitant les propriétés des AMF. Le modèle non-local en question est obtenu comme
une extension au cadre non-local d’un modèle de comportement local issu des travaux de thèse
de Bertrand Peultier [70], d’Yves Chemisky [10], et d’Arnaud Duval [19]. Nous consacrons donc
ce second chapitre à la description de ce modèle local de comportement des AMF. Son aptitude à
décrire les différents comportements spécifiques des AMF sera illustrée à travers divers exemples
de simulations numériques.
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Chapitre 2. Modèle local du comportement thermomécanique des AMF

2.1 Introduction

Dans le premier chapitre, nous avons vu que la transformation de phase dans les AMF confère
à cette classe d’alliages, divers aspects comportementaux. Ces différents comportements doivent
être pris en compte lors du développement d’un modèle de comportement macroscopique destiné
à être implanté dans un code de calcul par éléments finis pour des études de structures complexes
en AMF. Le modèle que nous allons présenter dans ce chapitre a été initialement développé par
Bertrand Peultier [70] et amélioré par Yves Chemisky [10], et Arnaud Duval [19]. Il est construit
à partir d’une approche thermodynamique en introduisant des variables internes permettant
de décrire l’état du matériau. A partir du bilan thermodynamique des différents mécanismes
pouvant induire une déformation à l’échelle macroscopique au sein d’un AMF, une expression
d’un potentiel thermodynamique est proposée. Les forces motrices thermodynamiques associées
aux variables internes et de contrôle sont alors déterminées en effectuant une différentiation du
potentiel thermodynamique. Des critères de charge écrits en se basant sur une expression de la
dissipation, complétés par des lois définissant la cinétique d’évolution des variables internes ont
été mis en place afin de définir complètement le modèle de comportement. L’implémentation
numérique et la capacité du modèle à prédire la réponse des AMF face à divers types de trajets
de chargements thermomécaniques sont également présentés.

2.2 Mécanismes de déformation et choix des variables internes

Considérons un volume élémentaire représentatif (VER) d’un alliage à mémoire de forme
polycristallin. Ce VER étant initialement, dans un état purement austénétique, l’application
d’un chargement thermomécanique, va provoquer l’activation de la transformation de phase
directe ou inverse et/ou la réorientation des variantes de martensite. On observe alors au niveau
macroscopique une déformation du VER. En supposant un champ de température homogène
et un comportement thermo-élastique identique pour les phases auténitique et martensitique, il
est possible de décomposer la déformation macroscopique totale du VER sous la forme additive
suivante :

E “ Eel `Eth `Eine (2.1)

La déformation élastique Eel et la déformation induite par dilatation thermique Eth s’écrivent :

Eel “ S : Σ
Eth “ α∆T

(2.2)

S est le tenseur de souplesse d’ordre 4, Σ, la contrainte moyenne définie sur tout le VER ;
α est le tenseur de dilatation thermique isotrope et ∆T est la différence entre la température
actuelle du VER et la température de référence.

La déformation inélastique est prise dans le cas du présent modèle égale à la somme des
déformations induites par la transformation de phase martensitique (ET ) et la déformation d’ac-
commodation des macles (Etwin).

Eine “ ET `Etwin (2.3)

La déformation de transformation macroscopique est la moyenne des déformations de trans-
formation en tout point du VER. Si V est le volume total du VER et εT prq la déformation en
un point prq, elle s’exprime par la relation :
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ET “
1

V

ż

V
εT prqdV (2.4)

Cette déformation est liée à la quantité de martensite de volume VM produite au cours de la
transformation de phase ; elle est nulle dans le volume V ´ VM de la phase austénitique, ce qui
permet de réécrire la relation intégrale (2.4) sous la forme :

ET “
VM
V

1

VM

ż

VM

εT prqdV (2.5)

La relation (2.5) fait apparaître le rapport VM
V représentant la fraction volumique de mar-

tensite dans le VER notée f et la variable tensorielle 1
VM

ş

VM
εT prqdV représentant l’orientation

moyenne de l’ensemble des variantes de martensite notée ε̄T .
Finalement la déformation de transformation macroscopique peut s’écrire sous la forme :

ET “ f ε̄T (2.6)

En utilisant les mêmes développements, il est possible d’écrire la déformation macrosco-
pique d’accommodation des macles comme le produit de la fraction de martensite formée auto-
accommodée fFA (fFA “ Vtwin

V , avec Vtwin le volume de martensite formée auto-accommodée)
et de la déformation moyenne d’accommodation des macles ε̄tw.

On obtient ainsi :

Etwin “ fFAε̄tw (2.7)

A partir des expressions des différentes déformations, on peut, en résumé, retenir quatre
variables internes pour le présent modèle :

• la fraction volumique f de martensite

• la déformation moyenne de transformation ε̄T

• la fraction volumique de martensite formée auto-accommodée fFA

• la déformation moyenne d’accommodation des macles ε̄tw

La saturation de la transformation de phase martensitique impose des limitations physiques
aux variables internes du modèle :

• les fractions volumiques de martensite f et de martensite formée auto-accommodée fFA

ne peuvent prendre que des valeurs comprises dans l’intervalle r0, 1s :

0 ď f ď 1 ; 0 ď fFA ď 1 (2.8)

• la transformation de phase martensitique dans les AMF induit essentiellement un cisaille-
ment du réseau cristallographique et se produit sans variation de volume. La déformation
de transformation et la déformation d’accommodation des mâcles sont donc déviatoriques
(ε̄Tkk “ ε̄twinkk “ 0). De plus, la déformation moyenne de transformation équivalente au sens
de Von Mises admet une valeur seuil notée εTMAX :

ε̄Teq “

c

2

3
ε̄T : ε̄T ď εTMAX (2.9)
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εTMAX dépend des paramètres matériaux εTSAT , εTFASAT et du ratio (f
FA

f ) des fractions volumiques
fFA et f . εTSAT correspond à la valeur de saturation de la déformation de transformation pour la
martensite formée orientée. Cette valeur dépend de la direction du chargement appliqué (traction
ou compression), ce qui permet de prendre en compte dans le présent modèle, la dissymétrie
entre la traction et la compression observée dans les AMF. De plus, elle dépend de l’histoire de
la formation de la martensite. Ainsi, dans le cas d’un processus de réorientation où la martensite
est initialement formée auto-accommodée, elle est supposée plus faible et devient dans ce cas :
εTFASAT .

Notons qu’aucune limitation physique n’est imposée à la déformation moyenne d’accommo-
dation des macles car cette limitation intervient à des niveaux de contraintes assez élevées où
des déformations plastiques peuvent être générées et le présent modèle ne prend pas en compte
de telles déformations.

Le modèle existe en version 3D et 2D contraintes planes. Le présent travail étant dédié
à l’étude du comportement des films minces en AMF, nous n’utiliserons que la version 2D
contraintes planes.

2.3 Potentiel thermodynamique

La transformation de phase dans les AMF se produit soit par un changement de température
soit par une modification de l’état de contraintes. Le VER admet donc comme variables de
contrôle, la température et la contrainte (T,Σ). Le potentiel thermodynamique du VER est
donc défini à partir de l’enthalpie libre de Gibbs.

Le VER étant polycristallin, il est constitué de plusieurs grains initialement dans une phase
austénitique. Lors d’un chargement thermomécanique, la transformation de phase peut se pro-
duire au niveau de chaque grain ; le VER se retrouve dès lors dans un état biphasé. Son énergie
libre est une somme de plusieurs contributions :

• l’énergie libre GA de la phase austénitique

• l’énergie libre GM de la phase martensitique

• l’énergie potentielle ou l’énergie due au chargement extérieur Gext

• l’énergie chimique de changement de phase Gch

• l’énergie liée à la chaleur spécifique de transformation de phase Gcs

• l’énergie élastique du VER Gint

Le potentiel thermodynamique G est la somme de toutes ces contributions :

G “ GA `GM `Gext `Gch `Gcs `Gint (2.10)

Les énergies Gext, GM , GA, Gch et Gcs sont respectivement exprimées par les relations sui-
vantes :

Gext “ ´Σ : E
GM “ pUM ´ TSM qf
GA “ pUA ´ TSAqp1´ fq
Gch “ p∆U ´ T∆Sqf

Gcs “ CvrpT ´ T0q ´ T logp
T
T0
qs

(2.11)
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UA et UM représentent respectivement les énergies internes volumiques de l’austénite et de
la martensite ; SA et SM , les entropies volumiques de l’austénite et de la martensite. Cv est
la chaleur spécifique à volume constant supposée identique pour l’austénite et la martensite.
∆U “ UM ´ UA et ∆S “ SM ´ SA sont respectivement les variations d’énergie interne et
d’entropie volumiques entre la phase austénitique et la phase martensitique. En introduisant
T0 “

∆U
∆S et B “ ´∆S, deux paramètres matériaux définissant respectivement la température

d’équilibre de la transformation de phase et la variation linéaire de l’entropie autour de cette
température d’équilibre, on peut écrire le potentiel thermodynamique du VER sous la forme
suivante :

G “ UA ´ TSA `BpT ´ T0qf ´ Σ : E ` CvrT ´ T0 ´ T logp
T

T0
qs `Gint (2.12)

L’énergie élastique Gint du VER introduite ici prend en compte les incompatibilités de déforma-
tions entre les phases austénitique et martensitique d’une part et d’autre part, entre les variantes
de martensite. Elle s’écrit :

Gint “
1

2V

ż

V
σprq : εeprqdV

“
1

2V

ż

V
σprq : pεprq ´ εthprq ´ εT prq ´ εtwinprqqdV (2.13)

En utilisant le lemme de Hill-Mandel [37] et en faisant l’hypothèse que les propriétés ther-
moélastiques sont identiques dans les deux phases, la relation (2.13) peut se mettre sous la
forme :

Gint “
1

2
Σ : E´

1

2
Σ : Eth ´

1

2V

ż

V
σprq : pεT prq ` εtwinprqqdV (2.14)

Dans l’équation (2.14), la contrainte locale σprq peut être écrite comme la somme de la
contrainte macroscopique Σ et d’une fluctuation locale δσprq autour de Σ :

σprq “ Σ` δσprq (2.15)

En introduisant la relation (2.15) dans l’équation (2.14), l’énergie Gint peut s’écrire :

Gint “
1

2
Σ : pE´Eth ´ET ´Etwinq ´

1

2V

ż

V
δσprq : pεT prq ` εtwinprqqdV

“
1

2
Σ : S : Σ´

1

2V

ż

V
δσprq : pεT prq ` εtwinprqqdV (2.16)

La fluctuation locale δσprq peut, elle même, être décomposée en trois contributions à dif-
férentes échelles : δσ1 pour les incompatibilités inter-granulaires, δσ2 pour les incompatibili-
tés entre les différentes variantes de martensite et δσ3 entre les variantes de martensite auto-
accommodées. De plus, il faut noter que la dépendance entre les fluctuations de contrainte δσ1,
δσ2 et la déformation moyenne d’accommodation des macles est négligée ; de même que celle
entre la fluctuation de contrainte δσ3 et la déformation moyenne de transformation. Ainsi la
relation (2.16) devient :
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Gel “
1

2
Σ : S : Σ´

1

2V

ż

V
δσ1prq : εT prqdV´

1

2V

ż

V
δσ2prq : εT prqdV´

1

2V

ż

V
δσ3prq : εtwinprqdV

(2.17)
La fluctuation de la contrainte δσ1 apparaît lors de la transformation de phase entre les dif-

férents grains du VER. On suppose qu’elle évolue proportionnellement à la déformation moyenne
de transformation ε̄T ; elle est alors exprimée en fonction de cette dernière à l’aide d’un facteur
décroissant ´Hε̄T (Hε̄T ą 0). On peut ainsi écrire :

´
1

2V

ż

V
δσ1prq : εT prqdV “ ´

1

2V

ż

V
´Hε̄T ε̄

T : εT prqdV

“
1

2
fHε̄T ε̄

T : ε̄T (2.18)

La fluctuation du champ de contrainte δσ2 est liée à l’incompatibilité entre les variantes de
martensite produites au sein du grain. Des travaux réalisées par Siredey et al. [84] ont permis
d’évaluer l’énergie élastique due à cette incompatibilité au sein d’un grain. Ici une approximation
de cette énergie est faite sur tout le VER ; on obtient la relation suivante :

´
1

2V

ż

V
δσ2prq : εT prqdV “

1

2
Hff

2 (2.19)

Où Hf représente un paramètre matériau permettant de prendre en compte les incompatibi-
lités entre les différentes variantes de martensite. La fluctuation de contrainte δσ3 est supposée
proportionnelle à la déformation moyenne d’accommodation des macles. Un facteur de propor-
tionnalité ´Htwin avec Htwin ą 0 est introduit et l’on peut écrire :

´
1

2V

ż

V
δσ3prq : εtwinprqdV “ ´

1

2V

ż

V
´Htwinε̄

twin : εtwinprqdV

“
1

2
fFAHtwinε̄

twin : ε̄twin (2.20)

Finalement, l’expression de l’énergie élastique Gint est :

Gint “
1

2
Σ : S : Σ`

1

2
fHε̄T ε̄

T : ε̄T `
1

2
Hff

2 `
1

2
fFAHtwinε̄

twin : ε̄twin (2.21)

En considérant les équations (2.12) et (2.21), l’expression du potentiel thermodynamique du
VER en fonction des variables de contrôle pΣ, T q et des variables internes pf, ε̄T , fFA, ε̄twinq
s’écrit :

G “ UA ´ TSA `BpT ´ T0qf ´
1

2
Σ : S : Σ´Σ : α∆T

´fΣ : ε̄T ´ fFAΣ : ε̄twin `
1

2
Hff

2 `
1

2
fHε̄T ε̄

T : ε̄T

`
1

2
fFAHtwinε̄

twin : ε̄twin ` CvrpT ´ T0q ´ T logp
T

T0
qs (2.22)

Notons que dans le présent modèle, la fraction volumique de martensite formée auto-accommodée
fFA ainsi que son évolution sont complètement définies comme une fonction de la fraction vo-
lumique de martensite f et de l’orientation moyenne des variantes de martensite ε̄T [11]. Nous
exploiterons cette hypothèse dans la section suivante consacrée à la détermination des forces
motrices thermodynamiques associées à l’évolution des différentes variables du modèle.
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2.4 Forces motrices thermodynamiques

Les forces motrices thermodynamiques associées aux différents phénomènes pris en compte
sont obtenues à partir de l’expression du potentiel thermodynamique. En introduisant le potentiel
G dans l’inégalité de Clausius-Duhem et en tenant compte de l’hypothèse concernant l’évolution
de la fraction volumique de martensite formée auto-accommodée, nous pouvons écrire :

´
BG

BΣ
: 9Σ´

BG

BT
9T ´

BG

Bf
. 9f ´

BG

Bε̄T
: 9̄ε

T
´

BG

Bε̄twin
: 9̄ε

twin
´E : 9Σ´SV ER 9T ´q ¨

gradT

T
ě 0 (2.23)

Où SV ER représente l’entropie moyenne des phases austénitique et martensitique définie sur
tout le VER et ~q son flux de chaleur. En remplaçant les dérivées du potentiel G qui apparaissent
dans l’inégalité (équation 2.23) par leurs expressions, on obtient :

pS : Σ`α∆T ` f ε̄T ` fFAε̄twin ´Eq : 9Σ` pSA ´Bf `Σ : α´ Cvlog
T

T0
´ SV ERq ¨ 9T

pΣε̄T ´BpT ´ T0q ´Hff ´
1

2
Hε̄T ε̄

T : ε̄T `
BfFA

Bf
pΣ : ε̄twin ´

1

2
Htwinε̄

twin : ε̄twinqq ¨ 9f

`fpΣd ´Hε̄T ε̄
T q : 9̄ε

T
` fFApΣd ´Htwinε̄

twinq : 9̄ε
twin

´ q.
gradT

T
ě 0 (2.24)

Où Σd désigne le tenseur déviateur des contraintes.
De cette dernière relation, nous pouvons déduire les forces motrices thermodynamiques sui-

vantes associées aux variables de contrôle et internes :

• la force élastique : FΣ
m “ S : Σ`α∆T ` f ε̄T ` fFAε̄twin ´E

• la force entropique : F Tm “ SA ´Bf `Σ : α´ Cvlog
T
T0
´ SV ER

• la force motrice de transformation : F fm “ Σε̄T ´BpT ´T0q´Hff´
1
2Hε̄T ε̄

T ε̄T ` BfFA

Bf pΣ :

ε̄twin ´ 1
2Htwinε̄

twin : ε̄twinq

• la force motrice d’orientation : Fε
T

m “ fpΣd ´Hε̄T ε̄
T q

• la force d’accommodation des macles Fε
twin

m “ fFApΣd ´Hε̄twin ε̄
twinq

La fraction volumique de martensite formée auto-accommodée étant définie comme une fonc-
tion de la fraction volumique de martensite f . Nous pouvons donc remplacer sa dérivée temporelle
9fFA par son expression en fonction de 9f . Ainsi, il n’y a pas de force thermodynamique asso-
ciée à l’évolution de la fraction volumique de martensite formée auto-accommodée. L’influence
des termes relatifs à cette variable dans le potentiel de Gibbs défini est donc prise en compte
dans l’expression de la force motrice de la transformation de phase. L’évolution de la fraction
volumique de martensite formée auto-accommodée est donnée par la relation :

9fFA “

$

&

%

εTSAT´ε̄
T
eq

εTSAT

9f si 9f ą 0

fFAr
fr

9f si 9f ă 0
(2.25)
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Où fFAr et fr sont respectivement la quantité de martensite formée auto-accommodée et le
volume de martensite présents au début de la transformation de phase inverse, ε̄Teq est la norme
prise au sens de Von Mises de la déformation moyenne de transformation (voir la relation 2.9).

L’équation (2.25) traduit l’idée selon laquelle l’évolution de la fraction volumique de marten-
site formée auto-accommodée dépend de l’histoire de la transformation de phase. Ainsi, au cours
de la transformation de phase directe, elle est définie comme une fonction de la déformation
moyenne de transformation équivalente, tandis que dans le cas de la transformation de phase
inverse, elle est proportionnelle au ratio fFAr

fr
des fractions volumiques fFAr et fr (dans le cas

de la transformation de phase inverse, la quantité de martensite formée auto-accommodée qui
disparaît est proportionnelle au volume de martensite qui disparaît [11]).

L’équilibre thermoélastique du VER est décrit à partir des forces thermodynamiques FΣ
m et

F Tm respectivement liées à Σ et T . Ces forces n’admettent pas de valeur seuil car il s’agit d’un
phénomène non dissipatif. Cet équilibre est supposé instantané et se traduit par :

FΣ
m “ 0 d’où E “ S : Σ`α∆T ` f ε̄T ` fFAε̄twin

F Tm “ 0 d’où SV ER “ SA ´Bf `Σ : α´ Cvlog
T

T0
(2.26)

2.5 Expressions de la dissipation

L’étude des alliages à mémoire de forme décrit le changement de phase dans ces derniers
comme étant un mécanisme essentiellement dissipatif. Une dissipation d’énergie sous la forme
d’une hystérésis est observée lors des transformations de phase directe et inverse, sous chargement
mécanique (superélasticité) ou thermique (effet mémoire de forme). Il faut donc tenir compte
des phénomènes dissipatifs lors de la modélisation des comportements spécifiques (superélasticité
et effet mémoire de forme) des AMF. L’accommodation des macles est quant à elle considérée
comme un phénomène non dissipatif. La dissipation totale est alors obtenue à partir de l’inégalité
de Clausius Duhem (équation 2.23) en tenant compte de l’équilibre thermoélastique du VER
(équation 2.25). Dans ce cas, son expression est donnée par la relation suivante :

Φtotale “ F fm
9f ` Fε̄T

m : 9̄ε
T
´ q ¨

gradT

T
ě 0 (2.27)

Cette dissipation peut être décomposée en la somme d’une dissipation intrinsèque ou méca-
nique Φm et d’une dissipation thermique Φth telle que :

Φm “ F fm
9f ` Fε̄T

m : 9̄ε
T

Φth “ ´q ¨
gradT

T
(2.28)

La dissipation produite par conduction thermique Φth est toujours positive ou nulle. Elle est
nulle dans le cas d’un champ de température homogène dans tout le VER et positive dans le cas
contraire. La dissipation mécanique est écrite en fonction de forces critiques d’activation et de
de la dérivée temporelle des variables internes dissipatives choisies pour décrire le comportement
inélastique du VER.

La variable ε̄T et la force thermodynamique Fε̄
T

m étant des grandeurs tensorielles, le critère
de réorientation des variantes de martensite est donc tensoriel. Il est remplacé par son équi-
valent scalaire comme en plasticité classique. On définit pour cela une grandeur scalaire F ε̄Tm´eq
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représentant la norme au sens de Von Mises de la force thermodynamique liée au processus de
réorientation par la relation :

F ε̄
T

m´eq “

c

3

2
Fε̄Tm : Fε̄Tm (2.29)

En tenant compte de l’équation (2.28), on peut donc réécrire la dissipation mécanique sous
la forme suivante :

Φm “ F fm
9f ` F ε̄

T

m´eq. 9̄ε
T
eq “ F fcrit

9f ` fF ε̄
T

crit
9̄ε
T
eq (2.30)

La dissipation mécanique étant toujours positive (Φm ě 0), les dissipations liées à la trans-
formation de phase et au processus de réorientation sont nécessairement positives.

Φf “ F fcrit
9f ě 0

Φε̄T “ fF ε̄
T

crit
9̄ε
T
eq ě 0 (2.31)

Pour décrire le processus d’orientation des variantes de martensite, une surface de charge
associée à ce phénomène est définie en se basant sur un critère isotrope. On introduit ainsi un
paramètre matériau constant Fmax

ε̄T
vérifiant la relation :

F ε̄
T

m´eq “ fFmaxε̄T (2.32)

On obtient ainsi la force critique d’activation positive (F ε̄Tcrit) associée à l’orientation des variantes
de martensite :

F ε̄
T

crit “ Fmaxε̄T (2.33)

La dérivée temporelle de la fraction volumique de martensite ( 9f) étant positive dans le cas
de la transformation directe (austénite ÝÑ martensite) et négative dans le cas contraire, deux
surfaces de charge sont alors définies pour le critère de transformation de phase. Selon le sens
de la transformation de phase (directe ou inverse), deux expressions sont retenues pour la force
critique de transformation.

F fcrit “ Fmaxf si 9f ą 0

F fcrit “ ´Fmaxf si 9f ă 0 (2.34)

Où Fmaxf (avec Fmaxf ą 0) définit un paramètre matériau. Nous rappelons que cette écriture
de la force critique de transformation correspond à celle proposée dans la thèse de Bertrand
Peultier [70]. Dans le cadre des travaux de thèse d’Yves Chemisky [10] et d’Arnaud Duval [19],
les auteurs ont pris en compte la différence observée entre les pentes de transformation lors
des transformations de phase directe et inverse, ce qui a nécessité l’introduction de paramètres
matériaux supplémentaires dans la définition de la force critique de transformation.

Notons que la force critique de transformation est négative dans le cas de la transformation
inverse où la dérivée temporelle de la fraction volumique de martensite est négative afin de
respecter la condition Φf “ F fcrit.

9f ě 0.
Par ailleurs, l’effet de la stabilisation de la martensite après une prédéformation est pris en

compte dans le présent modèle. Ce phénomène a fait l’objet d’études réalisées par Liu et Favier
[52], Popov et Lagoudas [73], il peut-être dû à une relaxation de l’énergie élastique stockée au
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sein du matériau, ou à un travail mécanique dû à un frottement interne. Il s’apparente à un
processus dissipatif et est introduit dans le présent modèle comme une dissipation additionnelle
Φstab, proportionnelle à la déformation moyenne de transformation équivalente. Son expression
est donnée, en considérant un coefficient Hs strictement positif, par la relation :

Φstab “ ´Hsε̄
T
eq

9f (2.35)
De ce fait, l’expression de la force critique de transformation (équation 2.34) est modifiée ;

on obtient :

F fcrit “ Fmaxf ´Hsε̄
T
eq si 9f ą 0

F fcrit “ ´Fmaxf ´Hsε̄
T
eq si 9f ă 0 (2.36)

2.6 Modélisation et gestion numérique des limitations physiques

Les variables internes du modèle sont soumises à des limitations physiques imposées par la
saturation de la transformation de phase. En effet, les valeurs prises par ces variables au cours
de leur évolution sont comprises dans des intervalles précis. En vue de respecter ces conditions,
trois multiplicateurs de Lagrange λ0, λ1, et λ2 sont définis et introduits dans les expressions des
forces thermodynamiques. Les deux premiers multiplicateurs de Lagrange λ0 et λ1 permettent
respectivement de prendre en compte les conditions f ě 0 et 1´ f ě 0 que doit nécessairement
vérifier la fraction volumique de martensite ; le troisième multiplicateur de Lagrange λ2 permet
de satisfaire la condition εTMAX ´ ε̄

T
eq ě 0, vérifiée par la déformation moyenne de transformation

équivalente. Ces multiplicateurs de Lagrange sont par définition positifs ou nuls tels que :

1. λ0 “ 0 si f ě 0, et λ0 ą 0 sinon, permet de satisfaire l’inégalité f ě 0

2. λ1 “ 0 si f ď 1, et λ1 ą 0 sinon, permet de satisfaire l’inégalité 1´ f ě 0

3. λ2 “ 0 si ε̄Teq ď ε̄TMAX , et λ2 ą 0 sinon, permet de satisfaire l’inégalité εTMAX ´ ε̄
T
eq ě 0

Les multiplicateurs de Lagrange définis sont pris en compte dans le modèle à travers les
expressions des forces thermodynamiques F fm et Fε̄

T

m ; celles-ci se trouvent alors modifiées. La
fraction volumique de martensite étant par nature positive (0 ď f ď 1), on obtient :

F fm´λ “ F fm ` λ0 ´ λ1

Fε̄
T

m´λ “
Fε̄

T

m

f
´ λ2 sif ‰ 0 (2.37)

Comme on peut le remarquer, les multiplicateurs de Lagrange de part leur définition en-
traînent une discontinuité des expressions des forces thermodynamiques de transformation F fm´λ
et d’orientation F ε̄Tm´λ´eq aux points de saturation. Des difficultés de convergence lors de la ré-
solution numérique des différentes équations constitutives du modèle peuvent alors apparaître
quand on arrive aux points de saturation. Pour remédier à ce problème, une solution consiste à
remplacer les multiplicateurs de Lagrange par des fonctions de pénalisation non-linéaires (fonc-
tions de régularisation) et continues dans l’intervalle des variables auxquelles elles sont associées.
Ainsi dans l’expression de la force de transformation F fm´λ, λ0 et λ1 sont respectivement rem-
placés par α0

1´f
f et α1

f
1´f . Dans l’expression de Fε̄

T

m´λ, λ2 est remplacée par α2
ε̄T

εTMAX´ε̄
T
eq
. α0,

α1, α2 sont trois paramètres positifs.
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2.7 Conditions d’activations et lois d’évolution

2.7.1 Transformation de phase

En vue de prendre en compte les phénomènes de boucle interne, la force critique d’activation
de la transformation de phase F critf est redéfinie. On considère pour cela, deux paramètres ma-
tériaux : Fmaxf et Fminf , représentant respectivement les forces critiques maximale et minimale
de transformation. Deux variables mémoires (pour tenir compte des précédents chargements) γf
et Fmemf sont également définies. γf décrit l’état de l’avancement de la transformation de phase
durant une transformation directe ou inverse incomplète ; Fmemf est une force thermodynamique
mise en mémoire à chaque inversion du sens de la transformation. L’expression de la force critique
d’activation établie dans l’équation (2.36) devient :

F fcrit “ p1´ γf qF
min
f ` γfF

max
f ´Hsε̄

T
eq si 9f ą 0

F fcrit “ ´p1´ γf qF
min
f ` γfF

max
f ´Hsε̄

T
eq si 9f ă 0 (2.38)

En considérant les expressions ci-dessus de la force critique de transformation F fcrit, et de la
force motrice de transformation F fm´λ nous pouvons écrire les critères d’activation de la trans-
formation de phase :

• transformation directe austénite ÝÑ martensite si :

F fm´λ ´ p1 ´ γf qF
mem
f “ p1 ´ γf qF

min
f ` γfF

max
f ´Hsε̄

T
eq et

dpF fm´λ´p1´γf qF
mem
f q

dt “ 0. La
dérivée temporelle de la fraction volumique de martensite est alors positive, 9f ą 0.

• transformation inverse martensite ÝÑ austénite si :

F fm´λ ´ p1 ´ γf qF
mem
f “ ´pp1 ´ γf qF

min
f ` γfF

max
f q ´Hsε̄

T
eq et

dpF fm´λ´p1´γf qF
mem
f q

dt “ 0.
La dérivée temporelle de la fraction volumique de martensite est alors négative, 9f ă 0.

• transformation inactive dans les autres cas : la dérivée temporelle de la fraction volumique
de martensite est alors nulle ( 9f “ 0).

2.7.2 Orientation des variantes de martensite

En tenant compte de la relation (équation 2.37), nous pouvons écrire les critères d’activation
suivants :

• activation de l’orientation des variantes de martensite si :

F ε̄
T

m´λ´eq “ Fmax
ε̄T

et
dF ε̄

T

m´λ´eq

dt ą 0, l’orientation des variantes est activée ; la dérivée tem-

porelle de la déformation moyenne de transformation évolue, 9̄ε
T
‰ 0.

• orientation des variantes de martensite inactive si : F ε̄Tm´λ´eq ă Fmax
ε̄T

ou si F ε̄Tm´λ´eq “ Fmax
ε̄T

et
dF ε̄

T

m´λ´eq

dt ď 0
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Lorsque le mécanisme d’orientation des variantes de martensite est activé, la vitesse de la
déformation moyenne de transformation est déterminée à partir d’une règle de normalité par
rapport à la force thermodynamique Fε̄

T

m . Cette règle s’écrit :

9̄ε
T
“ λεT

BF ε̄
T

m´λ´eq

BFε̄Tm´λ
; λεT ě 0 (2.39)

λεT représente l’amplitude de la vitesse de la déformation moyenne de transformation. F ε̄Tm´λ´eq
correspond à la norme au sens de Von Mises de la force thermodynamique Fε̄

T

m´λ (F ε̄Tm´λ´eq “
b

3
2F

ε̄T
m´λ : Fε̄Tm´λ).

Dans le cas où l’orientation des variantes est inactive, des équations supplémentaires per-
mettent de gérer l’évolution de la variable tensorielle ε̄T . Ainsi, dans ce cas, si la transformation
évolue dans le sens direct ( 9f ą 0), la martensite formée présente une structure auto-accommodée.
La déformation de transformation macroscopique reste alors constante et sa variation est nulle.
Si la transformation est activée dans le sens inverse ( 9f ă 0), la déformation moyenne de trans-
formation est considérée constante et son évolution est nulle. Ces différentes équations de même
que la prise en compte dans le présent modèle, de la dissymétrie traction-compression observée
dans le comportement des AMF sont décrites en détail dans la référence [11] et dans les travaux
de thèse d’Arnaud Duval [19] et d’Yves Chemisky [10].

2.7.3 Tableau récapitulatif des paramètres du modèle

Le développement du présent modèle a nécessité l’introduction de plusieurs paramètres ma-
tériaux dans ces équations. Dans ce paragraphe, un résumé de tous les paramètres matériaux du
modèle ainsi que leur signification sont proposés dans le tableau (2.1).

Table 2.1 – Paramètres matériaux du modèle.

E(MPa) Module d’Young de l’austénite et de la martensite
ν Coefficient de poisson

α (0 C´1) Coefficient de dilatation thermique de l’austénite et de la martensite
εTtrac Valeur à saturation de la déformation de transformation en traction
εTFAtrac Valeur à saturation de la déformation de transformation en traction

à partir de la martensite présentant une structure auto-accommodée
εTcomp Valeur à saturation de la déformation de transformation en compression

B (MPa/0 C) Paramètre lié à la pente de transformation dans le diagramme (Σ, T )
Ms (0 C) Température de début de transformation martensitique
Af (0 C Température de fin de transformation austénitique
rf Coefficient d’amplitude des boucles internes

Fmax
ε̄T

(MPa) Contrainte de réorientation des variantes de martensite
Hf (MPa) Coefficient de pseudo-écrouissage de la transformation de phase
Hε̄T (MPa) Coefficient de pseudo-écrouissage de réorientation
Htwin (MPa) Coefficient de pseudo-écrouissage d’accommodation des macles
Hs (MPa) Coefficient de stabilisation de la martensite
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La force critique maximale de transformation Fmaxf est déterminée à partir des paramètres
matériaux Ms, Af et B par la relation :

Fmaxf “ B
Af ´Ms

2
(2.40)

Un coefficient rf , introduit comme un paramètre matériau dans le présent modèle, permet
de définir le ratio entre les forces critiques maximale et minimale ; il est définit par la relation :

rf “ 1´
Fmaxf

Fminf

(2.41)

2.8 Implémentation numérique du modèle

2.8.1 Définition des résidus

Le modèle de comportement des AMF décrit dans le précédent paragraphe présente différents
cas d’activation possibles, correspondant chacun à un comportement donné. Chaque cas est régit
par un système d’équations bien défini. Il a été jugé utile dans un soucis d’alléger la gestion
du choix du comportement et donc du choix du système d’équations à résoudre, de définir une
méthode de résolution généralisée où les différentes équations du modèle sont exprimées en termes
de résidus à équilibrer. On distingue au total 4 résidus :

• un résidu de transformation Rf

• un résidu d’orientation Rε̄T

• un résidu d’écoulement de la déformation moyenne de transformation R∆ε̄T

• un résidu élastique Rs

Le résidu Rf est exprimé en fonction de force motrice de transformation et sa valeur cri-
tique ; Rε̄T , en fonction de la force motrice d’orientation et sa valeur critique. R∆ε̄

T permet de
gérer l’évolution de la déformation moyenne de transformation (sa vitesse et sa direction) et Rs
prend en compte les conditions d’équilibre thermoélastiques. On retrouve dans les expressions
de ces résidus, deux catégories de variables : les variables de pilotage et les variables inconnues.
Les variables de pilotage correspondent à la déformation totale (E) et la température (T ). Les
variables inconnues sont : la contrainte (Σ ) et toutes les variables internes du modèle (f , ε̄T ,
λε̄T , et ε̄twin).

2.8.2 Méthode de résolution

Un schéma d’intégration implicite est choisi pour la résolution des équations du modèle, ce
schéma garantit en effet une bonne précision et une stabilité inconditionnelle de la solution. Le
système d’équations à résoudre est écrit sous la forme RpX,Y q “ 0 où X et Y sont deux vec-
teurs regroupant respectivement les variables inconnues et les variables de pilotage. Le système
initialement à l’équilibre est déséquilibré par un incrément ∆Y des variables de pilotage. L’incré-
ment ∆Y peut correspondre à un incrément de déformation et/ou de température. Le système
déséquilibré s’écrit :

RpX,Y `∆Y q ‰ 0 (2.42)
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Le nouveau système RpX ` ∆Y, Y ` ∆Y q “ 0 doit alors être résolu afin de déterminer la
valeur de l’incrément ∆X des variables inconnues permettant de retrouver un état d’équilibre
du système. Pour ce faire, un algorithme itératif de Newton Raphson est adopté. La démarche
consiste à faire un développement de Taylor des différents résidus à l’ordre 1. Il est ensuite possible
de déterminer les incréments des inconnues en fonction des variables de pilotage en résolvant la
forme linéarisée. Le problème étant non-linéaire, plusieurs itérations sont à priori nécessaires
avant de d’obtenir la bonne solution selon la précision désirée. L’algorithme se présente comme
suit :

1. État d’équilibre initial : RpX,Y q “ 0

2. Déséquilibre du système par un incrément ∆Y des variables de pilotage RpX,Y `∆Y q ‰ 0.
Trouver donc ∆X vérifiant RpX `∆X,Y `∆Y q “ 0

3. Développement de Taylor au premier ordre afin de proposer une correction δ∆X :

RpX `∆Xi, Y `∆Y q ` BR
B∆X δ∆X « 0

J “ BR
B∆X correspond au jacobien du système, et i, l’itération en cours.

4. Par inversion, le calcul de la correction δ∆X est effectué :

δ∆X “ J´1p´RpX `∆Xi, Y `∆Y qq

5. Amortissement de la correction afin de respecter la limitation physique des variables in-
ternes. Pour cela, on introduit une variable α prenant des valeurs comprises entre 0 et 1.
La correction est alors multipliée par α dans le cas d’un dépassement des bornes fixées aux
variables internes. Si α “ 1, la correction n’est pas affectée et si α “ 0, la correction est
annulée et l’état initial est conservé.

6. Mise à jour de l’incrément des variables inconnues :

∆Xi`1 “ ∆Xi ` αδ∆X

7. Retour à l’étape 2 tant que RpX `∆Xi`1, Y `∆Y q ‰ 0 à un résidu numérique près.

8. Lorsque RpX `∆Xi`1, Y `∆Y q “ 0, calcul des modules tangents B∆X
B∆Y nécessaires dans

le cadre d’un calcul de structures par la méthode des éléments finis.

2.8.3 Calcul des modules tangents cohérents

Afin de simuler la réponse de structures en AMF présentant une géométrie complexe et sou-
mises à des sollicitations thermomécaniques complexes, le modèle de comportement développé est
implémenté dans un logiciel de calcul par éléments finis, plus précisément dans Abaqus/Standard
via la subroutine UMAT qui sert d’interface entre le logiciel et le modèle de comportement dé-
veloppé.

Comme indiqué précédemment (voir paragraphe 2.8.2), la résolution par la méthode des
éléments finis nécessite le calcul des modules tangents mécanique B∆Σ

B∆E et thermique B∆Σ
B∆T . Ces

derniers, calculés en même temps que les inconnues du problème, sont utilisés dans la résolution
du problème de l’équilibre global de la structure étudiée. Le problème équilibré en fin d’incrément
peut s’écrire :
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Figure 2.1 – Algorithme de résolution des équations par la méthode des éléments finis

R “ 0 et δR “ 0 (2.43)

δR peut s’écrire en fonction des variables de contrôle et des variables inconnues :

JXδ∆X ` JY δ∆Y “ 0 (2.44)

où JX “ BR
B∆X et JY “ BR

B∆Y sont respectivement les jacobiens associés aux variables inconnues
et aux variables de contrôle. De cette relation nous pouvons déduire la correction des variables
inconnues :

δ∆X “ ´JX
´1JY δ∆Y (2.45)

De même, la matrice contenant les opérateurs tangents de la loi de comportement s’écrit :

B∆X

B∆Y
“ ´JX

´1JY (2.46)

La relation (2.46) permet d’exprimer la variation des incréments des variables inconnues par
rapport aux variables de pilotage. De la relation (2.46), les modules tangents cohérents utilisés
pour le calcul des matrices de rigidité élémentaires au sein du logiciel Abaqus sont directement
extraits. Un schéma expliquant les différentes étapes de la résolution des équations par la mé-
thode des éléments finis est proposé à la figure 2.1.
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Le modèle de comportement des AMF présenté dans ce chapitre existe en versions 3D et 2D.
La version 2D en contraintes planes que nous utiliserons tout le long de ce travail de thèse est
obtenue en effectuant des développements supplémentaires qui concernent notamment :

• la réécriture des grandeurs tensorielles (contrainte, déformations) en supposant un état
plan de contraintes,

• la réécriture des forces thermodynamiques en adoptant la même hypothèse que précédem-
ment.

La notation de Voigt en 2D contraintes planes a été également adoptée dans le but de réduire
la quantité de mémoire nécessaire à la résolution des différentes équations du modèle. Le détail
de tous ces développements est disponible dans la thèse d’Arnaud Duval [19].

2.9 Validation du modèle

Les différentes simulations que nous proposons ici visent d’une part à illustrer de manière
succincte la capacité du modèle à décrire le comportement thermomécanique des AMF et d’autre
part sa capacité à être utilisé comme un outil efficace de calcul de structures complexes ou de
dimensionnement d’applications exploitant les propriétés inédites des AMF.

De nombreux autres exemples de simulations sont disponibles dans les références [10], [11],
[19], [55]. Dans ces références, les diverses campagnes de simulations réalisées ont permis de
valider le modèle puis de confronter des résultats expérimentaux avec les prédictions du modèle.
Des essais expérimentaux ont été également réalisés en vue d’identifier les différents paramètres
matériaux du modèle.

Pour toutes les présentes simulations, un jeu unique de paramètres matériaux, regroupé dans
le tableau 2.2 a été utilisé. Ils sont extraits des références [10], [11], [19].

Table 2.2 – Valeurs des paramètres matériaux utilisés.

E (MPa) ν α (0 C´1 ) εTtrac εTFAtrac

39500 0.3 8.10´6 0.056 0.053

εTcomp B (MPa/0 C) Ms (0 C) Af (0 C) rf
0.044 0.235 ´80 ´2 0.25

Fmax
ε̄T

(MPa) Hf (MPa) Hε̄ (MPa) Htwin (MPa) Hs (MPa)
100 4 1000 40000 50

2.9.1 Validation du modèle de comportement sur des cas de chargement ho-
mogène

Dans cette section, divers exemples de simulations numériques sont présentés en vue d’étu-
dier la capacité du modèle à prédire les différents comportements observés dans les AMF. Ces
simulations regroupent notamment des essais de traction isotherme et des essais thermiques à
contrainte constante sur un seul élément (chargement homogène) comme indiqué sur la figure
figure 2.2 (a).

Simulation des essais de traction isotherme
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Figure 2.2 – Simulation des différents comportements observés dans les AMF

Un essai de traction uniaxiale en charge/décharge est appliqué à différentes températures
constantes selon le chemin de chargement indiqué sur la figure 2.2 (b). Les essais sont réalisés
à des températures de -20, -10, 0, 20, 40 et 60 0 C. La figure 2.3 montre les résultats de cette
simulation. On peut effectuer les observations suivantes :

• Toutes les courbes montrent qu’il y’a eu transformation de phase et que la déformation de
transformation atteint sa valeur de saturation en traction dans tous les cas. Cela est dû
au fait que toutes les simulations sont réalisées à une température supérieure à la tempé-
rature de début de transformation martensitique (Ms). En effet si elles étaient réalisées à
des températures inférieures ou égales à Ms, la valeur de la déformation de transformation
obtenue dépendrait de la quantité de martensite présente dans la structure avant le char-
gement mécanique ; cet effet étant pris en compte dans le modèle à travers la définition du
paramètre εTMAX définit par l’équation 2.9.
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Figure 2.3 – Tests de traction à différentes températures
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• Selon la température de la simulation on peut observer ou non une "réversibilité" de la
transformation de phase. Elle est totale, pour les températures supérieures à la température
de fin de transformation austénitique (Af ), partielle pour les températures légèrement infé-
rieures à Af . Pour les températures assez faibles et très inférieures à Af , aucune réversibilité
n’a été observée.

• Les contraintes de début de transformation de phase ne restent pas constantes dans toutes
les simulations. Elles dépendent de la température ; on peut remarquer une augmentation
de sa valeur avec l’augmentation de la température à laquelle on réalise le chargement
mécanique.

Figure 2.4 – Simulation du refroidissement-chauffage à contrainte constante

Simulation des essais thermiques à contrainte constante
Dans les simulations suivantes, on applique un cycle de chargement thermique (voir figure

2.2 (c)) correspondant à un refroidissement suivi d’un chauffage, tout en maintenant un niveau
de contrainte constante dans l’élément indiqué sur la figure (2.2 (a)). Pour différents niveaux de
contrainte imposée (compris entre 150 et 500 MPa), les résultats sont présentés sur la figure 2.4.
De ces résultats, il en ressort les analyses suivantes :

• Toutes les courbes présentent une importante variation de la déformation de transformation

53



Chapitre 2. Modèle local du comportement thermomécanique des AMF

en fonction de la température sauf pour le dernier cas où elle reste nulle. En effet pour ce
dernier cas, la contrainte imposée (150 MPa) est bien inférieure à la contrainte critique de
d’orientation des variantes de martensite (220 MPa). Le processus de réorientation n’étant
pas activé, au cours du refroidissement, les variantes de martensite formées s’organisent
entre elles de manière à avoir une déformation macroscopique nulle : c’est le phénomène
d’auto-accommodation des variantes de martensite.

• Pour les trois premières simulations, le niveau de la déformation macroscopique obtenu aug-
mente avec le niveau de contrainte imposé. En effet cette déformation dépend directement
de l’orientation des variantes de martensite ; qui elle même dépend de la valeur atteinte
par la norme de la déformation moyenne de transformation. Plus la contrainte augmente,
plus cette norme augmente jusqu’à atteindre sa valeur de saturation.

• Les températures de transformation diffèrent avec la contrainte appliquée, plus la contrainte
imposée est élevée, plus cette température est élevée.

Les différentes simulations réalisées dans ce paragraphe montrent que le modèle prédit effica-
cement le comportement des AMF en présence d’une sollicitation thermomécanique. De même la
dépendance du comportement à la température est correctement reproduite. Une fois le modèle
validé sur des cas simples de chargement mettant en œuvre les différents comportements observés
dans les AMF, il est très utile de tester son aptitude sur des cas de chargements thermoméca-
niques complexes et sur des structures présentant une géométrie complexe ; ceci dans le but de
vérifier sa fiabilité à être utilisé comme un outil de dimensionnement d’applications en AMF et
de calculs de structures. C’est le principal objectif des simulations réalisées dans le paragraphe
suivant.

2.9.2 Application au calcul de structures : plaque trouée en AMF

Les comportements superélastique et à effet mémoire d’une plaque mince rectangulaire trouée
en AMF d’épaisseur 0, 1 mm et dont les dimensions dans le plan sont indiquées sur la figure 2.5
(a) sont étudiés. Le maillage, les conditions aux limites appliquées ainsi que les éléments et lignes
de sortie des résultats sont également mentionnés sur la figure 2.5 (b). Un raffinement du maillage
est effectué autour du trou (zone la plus sollicitée de la plaque).

Comportement superélastique de la plaque

Un cycle de chargement mécanique en charge et décharge est appliqué à la structure maintenue
à une température constante (T “ 250 C) supérieure à la température de fin de transformation
austénitique (Af “ ´20 C) de la plaque. Il consiste en un déplacement imposé sur l’un des bords
de la plaque pour obtenir un allongement nominal de 7 % suivi d’un relâchement.

La figure 2.6 montre la répartition de la fraction volumique de martensite au sein de la plaque
pendant l’évolution du chargement.

En effet, la présence du trou central impose une concentration de contraintes dans cette
zone. La transformation de phase débute alors autour du trou ; elle évolue ensuite à partir de cet
endroit sous la forme de deux bandes en croix, inclinées par rapport à la direction du chargement
puis se propage de manière uniforme au reste de la plaque.

Sur la figure 2.7, on peut effectivement noter une augmentation très rapide de la quantité de
martensite autour du trou même pour un niveau de déformation relativement faible (0, 18 %).
Pour les deux niveaux de déformation (0, 18 % et 2, 95 %), la fraction volumique de martensite a
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Figure 2.5 – Plaque trouée en AMF étudiée

atteint sa valeur maximale au point A ; elle décroit ensuite au fur et à mesure que l’on s’éloigne
du trou en suivant la ligne AB.
Ces différents résultats montrent un phénomène de diffusion de la transformation de phase sans
aucun effet de localisation. Celui-ci se traduit par le fait qu’une augmentation du niveau de char-
gement mécanique provoque un accroissement progressif des bandes de transformation ainsi que
du domaine transformé jusqu’à saturation de la transformation de phase dans toute la plaque.
La figure 2.8 présente la réponse globale force-déplacement de la structure. Celle-ci reproduit la
réponse classique d’une structure AMF superélastique sollicitée en traction puis relâchée. Toute
la déformation induite par la transformation de phase est récupérée lors de la décharge.

Comportement à effet mémoire de forme de la plaque

La plaque précédente (figure 2.5) est maintenant soumise à un trajet de chargement thermo-
mécanique identique à celui indiqué sur la figure 2.2 (c). Ce trajet de chargement met en œuvre
le comportement thermique à contrainte constante. Tout en gardant le même maillage, on ap-
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Figure 2.6 – Répartition de la fraction volumique pour différents niveaux de déformation

plique à la plaque à la température T “ 1400 C, un chargement de traction jusqu’à atteindre une
contrainte de 300 MPa. Elle est ensuite soumise à un cycle thermique de refroidissement-chauffage
tout en maintenant le niveau de contrainte à 300 MPa.

La figure 2.9 montre la répartition de la fraction volumique de martensite en fonction de la
température lors du refroidissement. Comme dans le cas de la superélasticité (figure 2.6), on peut
remarquer que la transformation de phase débute autour du trou à cause de la concentration de la
contrainte dans cet endroit. Deux bandes de transformation en croix et inclinées y apparaissent ;
elles croissent avec le refroidissement de la plaque, induisant une propagation de la transformation
de phase au reste de la plaque. La figure 2.10 montrant l’évolution de la fraction volumique de
martensite le long de la ligne AB pour deux valeurs différentes de la température (T “ ´5 et ´150

C) confirme bien que la quantité de martensite reste plus importante au point A puis décroit
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2.9. Validation du modèle

Figure 2.7 – Evolution de la fraction volumique de martensite le long de la ligne AB

Figure 2.8 – Réponse force déplacement de la plaque trouée

lorsqu’on progresse vers le point B en suivant la ligne ; l’évolution de la quantité de martensite
le long de la ligne reste évidemment plus importante pour la température T “ ´150 C.

La déformation globale de la plaque ainsi que des éléments E1 et E2 en fonction de la tempé-
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Figure 2.9 – Répartition de la fraction volumique de martensite dans la plaque en fonction de
la température

rature de la plaque est présentée sur la figure 2.11 . Elle reproduit le comportement hystérétique
classique des AMF durant un processus de refroidissement-chauffage à contrainte constante impo-
sée. Comme le souligne cette figure, pour une même température donnée, la déformation globale
de la plaque reste plus faible que la déformation locale dans les éléments E1 et E2 ; cela est due
au fait que la quantité de martensite décroit lorsqu’on s’éloigne de la zone de concentration de
contrainte (voir la figure 2.12 montrant l’évolution des fractions volumiques de martensite globale
dans la plaque et locale dans les éléments E1 et E2 en fonction de la température).
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2.9. Validation du modèle

Figure 2.10 – Evolution de la fraction volumique de martensite le long de la ligne AB pour
différentes températures

Figure 2.11 – Déformation locale dans les éléments E1 et E2 et globale en fonction de la
température
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Figure 2.12 – Evolution des fractions volumiques de martensite globale dans la plaque et locale
dans les éléments E1 et E2 en fonction de la température

Les deux cas d’étude montrant le comportement d’une plaque trouée mince soumise à des
sollicitations thermomécaniques différentes nous rassurent sur la capacité du modèle de compor-
tement présenté à être utilisé avec succès pour des applications complexes de calcul de structures.
Ces deux exemples de simulations nous ont permis d’étudier la diffusion de la transformation de
phase au sein d’une structure présentant une hétérogénéité du champ de contrainte.

2.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le modéle local de comportement thermomécanique
des AMF issu des travaux de thèse de d’Arnaud Duval et de Yves Chemisky ([10],[19]). L’implé-
mentation numérique du modèle dans le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus a également
été décrite. Différents exemples de simulations ont permis de montrer l’aptitude du modèle à
décrire le comportement thermomécanique des AMF.
Cependant, un tel modèle de comportement développé dans un contexte local, ne peut décrire
correctement les instabilités de comportement observées dans les structures en AMF de taille
fortement réduite telles que les phénomènes de localisation de la transformation de phase et les
effets de taille.
Le chapitre suivant sera consacré à l’extension et à l’enrichissement du présent modèle en vue de
le rendre applicable en présence de ces instabilités.
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Résumé

En plus des comportements thermomécaniques spécifiques aux AMF, les structures minces en
AMF sont le siège de certains phénomènes instables particuliers (voir chap. 1.3) qui font l’objet
de recherches intensives. Ces phénomènes sont dûs à des facteurs géométriques et matériels
particulièrement difficiles à prendre en compte dans les modèles de comportement locaux.

Le présent chapitre est donc consacré au développement d’un modèle de comportement non-
local capable de mettre en évidence de telles instabilités dans le comportement des structures
minces en AMF.
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Chapitre 3. Modèle non-local du comportement thermomécanique des AMF

3.1 Introduction

Le second chapitre a fait l’objet du modèle local de comportement thermomécanique des
AMF. Dans ce chapitre, un modèle non-local du comportement des structures minces en AMF
capable de capter les instabilités liées à la transformation de phase dans ces dernières est déve-
loppé en exploitant les techniques issues de la formulation à gradient implicite. Le modèle est
obtenu comme une extension au cadre non-local du modèle développé dans le second chapitre.

Après un bref rappel sur les phénomènes instables dans les AMF, nous décrirons de façon
détaillée, la technique de modélisation basée sur une approche non-locale ainsi que l’utilisation de
cette technique pour la modélisation du comportement des AMF. Le développement d’un élément
fini spécial sur la base du modèle non-local obtenu sera ensuite présenté. Dans la dernière partie
de ce chapitre, des exemples de simulations numériques mettant en œuvre les comportements
superélastique et à effet mémoire de forme dans les AMF sont proposés ; ces simulations numé-
riques ont permis de valider la capacité du modèle non-local développé à décrire les instabilités
observées dans le comportement des structures minces en AMF.

3.2 Modélisation des instabilités dans les structures minces en
AMF

En plus de présenter une transformation de phase martensitique réversible, les alliages à mé-
moire de forme sont des matériaux capables de développer un important travail mécanique. Ils
sont de ce fait, particulièrement bien adaptés au développement de microsystèmes, de microcom-
posants électroniques ou d’applications pour la microrobotique. L’avantage qu’offrent les AMF
est qu’ils participent de manière intégrée à la fonctionnalité même du système, permettant ainsi
de réduire à la fois l’encombrement et le coût des applications. Ils sont par exemple utilisés comme
actionneurs pour les micro-pompes, les micro-pinces, les micro-valves etc. Afin de maîtriser et
d’optimiser la performance de ces microsystèmes, la mise en place d’un outil de dimensionne-
ment efficace, intégrant le comportement des films minces d’alliages à mémoire de forme s’avère
indispensable. Comme indiqué dans le premier chapitre, une caractérisation expérimentale de ce
comportement montre qu’en plus des spécificités du comportement propres aux AMF massifs,
ces derniers laissent apparaître certains phénomènes particuliers tels que les effets de taille et les
phénomènes de localisation de la transformation de phase qui doivent être pris en compte dans la
modélisation de leur comportement. De tels phénomènes instables, peuvent être, en partie, dûs
soit à la présence d’un phénomène d’adoucissement (endommagement) dans le matériau (Jirásek
et Bažant [40]), soit à des interactions complexes entre, les propriétés matérielles non-linéaires,
la vitesse de chargement appliquée, le couplage thermomécanique, la géométrie et les dimensions
de l’échantillon, etc.

Les phénomènes instables mentionnés ci-dessus ne peuvent pas être correctement décrits par
les modèles continus standards, à l’instar de celui décrit dans le précédent chapitre. La raison
vient du fait que ces modèles, développés dans un contexte local en se basant sur l’hypothèse
d’un volume représentatif élémentaire uniforme, n’intègrent aucune information relative à une
longueur caractéristique de la structure interne du matériau ; ce qui signifie que les hétérogénéités
au sein du matériau ne sont pas suffisamment décrites. Ces échecs se traduisent généralement
sur le plan numérique par une réponse de la structure qui présente plusieurs caractéristiques
pathologiques :

1. Une forte dépendance des résultats vis à vis de la finesse et de l’orientation du maillage
dans un calcul par éléments finis
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2. Une localisation dans une zone de taille infiniment petite (obtenue par raffinement successif
du maillage)

3. Un diagramme force-déplacement présentant un phénomène de bifurcation

4. Une quantité d’énergie totale dissipée nulle durant le processus de rupture

Ces caractéristiques pathologiques sont liées d’un point de vue mathématique à une perte
d’ellipticité c’est à dire une non-unicité de la réponse du système matériel prédite par le modèle. Il
existe dans la littérature des approches de modélisation permettant de résoudre ces inconvénients
et de prendre en compte de tels phénomènes instables. Dans le cas des structures minces en AMF,
parmi les approches proposées, l’on peut citer celles basées sur la théorie de Landau-Guinzburg
et les modèles basés sur les approches non-locales (voir chap. 1.4). Dans le cadre du présent
travail, nous adopterons les techniques issues des approches non-locales pour mettre en place un
modèle non-local de comportement des AMF. Ces approches sont inspirées des travaux réalisés
par Peerlings et al [66], [67], [68] ; Engelen et al [21] en plasticité non-locale et endommagement.
Il s’agit à travers ces techniques d’enrichir les modèles continus standards par des informations
permettant de mieux décrire les hétérogénéités présentes au sein d’un matériau. Ces informations
sont souvent introduites dans le modèles à travers des équations supplémentaires incorporant
des paramètres matériaux additionnels. Concernant l’utilisation de ces approches appliquées à
la modélisation du comportement des AMF, les premières bases ont été posées dans le cadre de
la thèse d’Arnaud Duval [19], les résultats obtenus (1D et 2D contraintes planes) ont permis de
valider l’efficacité de ces approches dans la prédiction des phénomènes instables observés dans
les structures minces en AMF. Toutefois, ces premiers développements étaient limités au cadre
superélastique avec l’hypothèse que la déformation de transformation reste orientée par le tenseur
déviateur des contraintes, ce qui n’est pas nécessairement le cas pour des trajets de chargements
thermomécaniques complexes. Nous proposons ici, de poursuivre ces développements dans le cas
2D contraintes planes. Nous effectuerons une étude généralisée dans le but de prendre en compte
les différents aspects comportementaux observés dans les AMF. Les développements effectués
portent essentiellement sur les améliorations et modifications suivantes :

1. Une meilleure description du comportement hystérétique lors de la décharge superélastique.

2. L’introduction de la déformation moyenne de transformation en tant que variable interne
pour décrire l’orientation de la quantité de martensite produite.

3. La prise en compte du comportement thermique homogène dans le but d’étudier la capacité
du modèle à décrire le comportement des AMF sous n’importe quel type de chargement
thermomécanique.

3.3 Modélisation du comportement des structures minces en AMF
basée sur une approche non-locale

3.3.1 Sur la modélisation par une approche non-locale

Apparue d’abord en élasticité, les approches non-locales ont été largement utilisées pour
décrire les phénomènes d’écrouissage en plasticité et pour modéliser le comportement des ma-
tériaux à adoucissement. D’une manière générale, les théories non-locales, contrairement aux
théories locales, abandonnent l’hypothèse selon laquelle la réponse en un point matériel d’un
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domaine donné dépend uniquement de ce point ; elle dépend selon ces théories, non seulement de
l’histoire du chargement en ce point mais également de l’histoire d’un certain voisinage autour
ou même du domaine entier [41]. Le concept des modèles non-locaux consiste donc à prendre
en compte l’influence d’un effet de voisinage spatial dans la description du comportement d’un
point matériel. On est donc à même de développer à travers les théories non-locales, des modèles
capables de décrire les interactions entre les points du domaine considéré. L’étendue de la zone
d’interaction entre un point et son voisinage est déterminée à l’aide d’un paramètre de longueur
interne qui caractérise également le degré d’hétérogénéité au sein du matériau. De façon évidente,
les interactions sont d’autant plus faibles que les valeurs de ce paramètre sont plus grandes. On
distingue notamment deux types de formulations non-locales :

• les formulations intégrales apparues dans les années 1960 (Eringen [24], Kroner [47])

• les formulations à gradient à partir des années 1980 (Zbib et Aifanstis [93], Muhlhaus et
Aifantis [57])

3.3.2 Les formulations intégrales

Les formulations intégrales utilisent le concept des modèles continus non-locaux. Elles rem-
placent généralement une ou plusieurs variables locales (typiquement les variables d’état) par
leurs homologues non-locales, définies comme la moyenne spatiale, pondérée par une fonction
poids sur un volume fini entourant le point considéré.

Figure 3.1 – Définition du domaine d’interaction entre un point matériel (~x) et son voisinage
décrit par le vecteur position ~y d’après Duval et al. [20].

Ces formulations ont l’avantage d’être appliquées à tout type de modèle continu : modèle
d’endommagement [4] et [72], modèles de plasticité [42], modèle microplans [5] etc. D’une manière
générale, c’est la variable responsable de l’adoucissement dans le modèle qui est définie comme
non-locale. Selon les modèles utilisés, cette variable peut correspondre soit à l’endommagement,
à la déformation plastique, ou à la porosité.

Si κ représente la variable locale responsable de l’adoucissement dans un modèle donné, alors
son équivalent non-locale en tout point x du domaine considéré s’écrit de la manière suivante :

κ̄pxq “
1

Ψpxq

ż

Ω
ψpy,xqκpyqdΩpyq (3.1)

y représente la position du volume infinitésimal dΩ. La fonction ψpy,xq est la fonction
poids qui dépend uniquement de la distance |x ´ y| ; elle définit l’influence du point situé à la
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position y sur la valeur du champ calculé en x. Elle peut-être définie comme une fonction de
type Gaussienne :

ψpy,xq “
1

p2πq3{2l3
exp

„

´
|x´ y|2

2l2



(3.2)

La longueur caractéristique l qui apparaît explicitement dans la fonction poids représente
le paramètre de longueur interne. Comme indiqué sur la figure (3.1), il détermine la taille du
domaine qui contribue à la quantité non-locale κ̄pxq et est lié aux échelles caractéristiques de la
microstructure du matériau ou de la structure à analyser. Avec la définition intégrale (équation
3.1) et la fonction poids choisie, le comportement local est recouvré lorsque l ÝÑ 0. Le facteur

1
Ψpxq avec Ψpxq une fonction de normation définie par :

Ψpxq “

ż

Ω
ψpy,xqdΩpyq (3.3)

permet de retrouver l’égalité κ̄pxq “ κpxq en l’absence de défauts dans le matériau, ce qui
signifie que si le champ local est uniforme, le champ non-local sera lui aussi uniforme.

3.3.3 Les formulations à gradient

Tandis que, la non-localité est introduite dans le cas des formulations intégrales par des fonc-
tions d’interactions spatiales, les formulations à gradients visent plutôt un enrichissement des
modèles locaux par des termes de gradients d’ordres élevés, introduits dans les équations consti-
tutives de la loi de comportement. Ces dernières peuvent-être considérées comme l’équivalent
différentiel des formulations intégrales (Jirásek et Bažant [40]). On distingue essentiellement
deux catégories de modèles à gradients :

1. Les modèles explicites qui enrichissent les modèles locaux en introduisant directement dans
les équations constitutives ou les lois d’évolution de ces dernières, des termes faisant inter-
venir les gradients des variables internes.

2. Les modèles implicites qui enrichissent les modèles locaux par l’introduction d’un champ
non-local définit de façon implicite par une équation aux dérivées partielles, où le champ lo-
cal apparaît comme un terme source. Cette équation est résolue conjointement avec d’autres
équations du modèle.

Formulation à gradient explicite
A partir de la formulation intégrale (équation 3.1), il est possible d’établir une relation en

termes de gradients du champ local. Pour ce faire, on effectue la décomposition en série de Taylor
de la variable locale κ au voisinage du point x :

κpyq “ κpxq `
Bκ

Bxi
pyi ´ xiq `

1

2!

B2κ

BxiBxj
pyi ´ xiqpyj ´ xjq

`
1

3!

B3κ

BxiBxjBxk
pyi ´ xiqpyj ´ xjqpyk ´ xkq

`
1

4!

B4κ

BxiBxjBxkBxl
pyi ´ xiqpyj ´ xjqpyk ´ xkqpyl ´ xlq ` ... (3.4)
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La convention de sommation d’Einstein est appliquée aux indices i, j, k, l, ... En substituant
la relation précédente dans l’équation intégrale (3.1), et en évaluant correctement les intégrales
(en prenant Ω “ R2 ou Ω “ R3), on obtient :

κ̄pxq “ κpxq ` cplq∇2κpxq ` dplq∇4κpxq ` ... (3.5)

Où l’opérateur ∇n représente le Laplacien d’ordre n :

∇2 “
ÿ

i

ˆ

B2

Bx2
i

˙

et ∇2n “ p∇2qn (3.6)

Les coefficients cplq et dplq de gradient d’ordre 2 et 4 sont homogènes à une puissance paire de
la longueur caractéristique (puissance 2 et 4 respectivement). Leur valeur dépend de la fonction
de pondération choisie. Les dérivées impaires ont disparu en raison de l’isotropie de la fonction
Gaussienne. En négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal à 4 dans l’expression (3.5) obtenue,
on peut aboutir à une approximation du champ non-local :

κ̄pxq “ κpxq ` cplq∇2κpxq (3.7)

La relation (3.7) montre bien que pour un champ local donné ainsi que ses dérivées de se-
cond ordre, le champ non-local peut-être directement évalué ; c’est pour cette raison qu’elle est
considérée comme étant une formulation à gradient explicite. Tout comme dans le cas des formu-
lations intégrales, notons que cette approximation explicite conserve la propriété selon laquelle,
on retrouve le comportement local lorsque l ÝÑ 0 ou en présence d’un champ local uniforme.
En raison de la continuité de la variable locale κpxq, la présence de la dérivée de second ordre
dans l’expression (3.7), introduit, contrairement à la formulation non-locale décrite par l’équa-
tion (3.1), une certaine interaction spatiale dans le modèle. Toutefois, le rayon de la zone dans
laquelle ont lieu ces interactions reste arbitrairement petit ; la formulation à gradient explicite
est ainsi classée dans la catégorie des théories à non-localité faible. Elle est toutefois à l’origine
des développements ayant abouti à la formulation implicite qui suit.

Formulation à gradient implicite
Elle représente une alternative efficace pour améliorer le caractère faiblement non-local de la

formulation à gradient explicite. Elle est obtenue en effectuant la série d’opérations suivantes :

1. On cherche dans un premier temps le Laplacien de la relation explicite (3.5) :

∇2κ̄pxq “ ∇2κpxq ` cplq∇4κpxq ` ... (3.8)

2. La relation (3.8) obtenue est ensuite multipliée par cplq puis soustraite de l’équation (3.5) ;
on obtient :

κ̄pxq ´ cplq∇2κ̄pxq “ κpxq ` rdplq ´ c2plqs∇4κpxq ` ... (3.9)

3. Enfin, en négligeant les coefficient des termes d’ordre supérieur ou égal à 4, on peut écrire :

κ̄pxq ´ cplq∇2κ̄pxq “ κpxq (3.10)
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L’équation (3.10) définit l’expression du champ non-local en formulation à gradient implicite.
Elle est sous la forme d’une équation aux dérivées partielles (EDP) en termes de κ̄ et fait partie
de la catégorie des théories à non-localité forte. L’approximation effectuée gagne en précision si
la fonction de pondération est choisie de façon à vérifier la condition dplq´c2plq “ 0. Des travaux
réalisés par Peerlings et ses collaborateurs [67] ont permis de montrer que la solution de cette
EDP pour un champ local arbitraire κpxq peut-être déterminée par la méthode des fonctions de
Green :

κ̄pxq “

ż

Ω
Gpy,xqκpxqdΩpyq (3.11)

Gpy,xq désigne la fonction de Green dont l’expression est la suivante :

Gpy,xq “
1

4πρl2
exp

´

´
ρ

l

¯

(3.12)

ρ désigne la distance entre deux points : ρ “ |x ´ y| “
a

Σipxi ´ yiq2. L’expression (3.12)
de la fonction de Green a été proposée par Zauderer [92]. Elle a la particularité d’impliquer
cplq “ l2. Il a été démontré que cette fonction de pondération permet de satisfaire également la
relation dplq´ c2plq “ 0 (voir Engelen et al. [21]). Tout comme dans le cas des deux formulations
précédentes, on retrouve le comportement local lorsque l ÝÑ 0.

3.3.4 Application de l’approche non-locale implicite à la modélisation du
comportement des AMF

Le présent paragraphe est centré sur le développement d’un modèle de comportement thermo-
mécanique non-local dédié à l’étude du comportement des structures minces en AMF en présence
des phénomènes instables décrits dans le premier chapitre. Il est obtenu comme une extension
au cadre non-local du modèle local décrit dans le chapitre 2. Tout en conservant les équations
constitutives de ce dernier, les développements effectués ici visent à l’enrichir par des équations
supplémentaires en se basant sur des techniques issues des approches non-locales. Les hétéro-
généités observées dans le comportement des structures minces en AMF ayant pour origine la
localisation de la transformation de phase qui se produit au sein de ces derniers, le choix a donc
été porté sur la fraction volumique de martensite comme la variable responsable de l’adoucisse-
ment au sein des AMF. En suivant les différentes étapes de la formulation à gradient implicite,
il a été démontré dans les travaux de thèse d’Arnaud Duval [19] que la contrepartie non-locale
(f̄pxq) de la fraction volumique locale de martensite en un point matériel quelconque x d’un
domaine Ω peut s’écrire :

f̄pxq ´ l2∇2f̄pxq “ fpxq (3.13)

Où ∇2 est l’opérateur définit par la relation (3.6). La relation (3.13) définit une équation aux
dérivées partielles (EDP) dans laquelle la fraction volumique locale fpxq agit comme un terme
source et le paramètre de longueur interne l (coefficient l2 du terme représentant le gradient
de second ordre dans l’EDP) joue comme dans le cas des modèles non-locaux de plasticité avec
endommagement, le rôle de limiteur de localisation. Ce paramètre caractérise la taille de la zone
qui contribue à la description des hétérogénéités dans le milieu. D’un point de vue physique,
il contrôle l’intensité des interactions entre le point matériel et son voisinage et améliore ainsi
la description des états non homogènes de déformation. Pour résoudre l’équation (3.13), une
condition aux limites de type Neumann sur la fraction volumique non-locale est posée :
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∇f̄ “ 0 sur BΩ (3.14)

Où BΩ représente la frontière du domaine Ω. Cette condition aux limites exprime le fait que le
flux de la fraction volumique non-locale de martensite est nul sur le contour du domaine d’étude
Ω. Cette condition reste cohérente avec le fait que f̄ “ f dans le cas d’une transformation de
phase homogène et implique que la quantité totale de martensite reste identique dans le domaine
Ω pour les deux formulations locale et non-locale :

ż

Ω
f̄dΩ “

ż

Ω
fdΩ (3.15)

Dans le but de modéliser les phénomènes d’adoucissement, l’expression de la force critique
de transformation F fcrit (équation (2.38)) associée à l’évolution de la fraction volumique locale de
martensite est modifiée. Elle est désormais écrite en fonction de la variable non-locale et notée
F fcrit´nonlocal. Selon le sens de la transformation de phase nous avons :

#

F fcrit´nonlocal “ F fcrit exp
“

´ΛpHf̄ qf̄
‰

si 9f ą 0

F fcrit´nonlocal “ F fcrit exp
“

´ΛpHf̄ qp1´ f̄q
‰

si 9f ă 0
(3.16)

ΛpHf̄ q est une fonction du paramètre matériau Hf̄ permettant de décrire le taux d’adoucisse-
ment. ΛpHf̄ q peut avoir diverses expressions (linéaire, asymptotique etc.). Dans le cas où ΛpHf̄ q

est linéaire, nous avons retenu l’expression : ΛpHf̄ q “ Hf̄ . La force critique de transformation
s’écrit comme suit :

#

F fcrit´nonlocal “ F fcrit exp
“

´Hf̄ f̄
‰

si 9f ą 0

F fcrit´nonlocal “ F fcrit exp
“

Hf̄ p1´ f̄q
‰

si 9f ă 0
(3.17)

Dans le cas asymptotique, la fonction ΛpHf̄ q s’écrit : ΛpHf̄ q “
Hf̄
Hf̄`1 . La force critique de

transformation devient :
$

&

%

F fcrit´nonlocal “ F fcrit exp
”

´
Hf̄
Hf̄`1 f̄

ı

si 9f ą 0

F fcrit´nonlocal “ F fcrit exp
”

Hf̄
Hf̄`1p1´ f̄q

ı

si 9f ă 0
(3.18)

Notons que le phénomène d’accommodation des macles de même que l’orientation des va-
riantes de martensite restent définis comme dans le cas du modèle local. En effet, ces deux
phénomènes sont définis à partir des déformations moyennes d’accommodation des macles et de
transformation, introduites comme variables internes. Ainsi dans le cadre du présent modèle,
leurs contreparties non-locales n’ont pas été définies. Tout comme dans le cas du modèle lo-
cal, aucune force critique n’est associée au phénomène d’accommodation des macles et la force
critique associée au phénomène d’orientation des variantes de martensite n’a pas été modifiée.

3.4 Développement d’un élément fini 2D à contraintes planes
basé sur le modèle non-local des AMF

Le présent paragraphe est consacré au développement d’un élément fini spécial sur la base des
équations du modèle non-local obtenu. En effet, la dépendance spatiale de certaines équations du
modèle (notamment l’équation (3.13) issue de la formulation non-locale) proscrit toute possibilité
d’utilisation d’un élément fini standard et donc le besoin de développer un élément fini adapté à
notre problème. C’est l’objectif du présent paragraphe.
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3.4.1 Équations du modèle non-local

Le tableau (3.1) résume les différentes équations du modèle non-local proposé. L’équation
(3.13) donnant le champ non-local (f̄pxq) doit être résolue conjointement avec les autres équa-
tions du problème constitué des équations d’équilibre de champs de l’équilibre mécanique et des
équations constitutives du modèle local. Nous adoptons ici la méthode des éléments finis qui
se révèle particulièrement bien adaptée pour la résolution des problèmes d’une telle complexité.
Pour ce faire, un élément fini spécial 2D en contraintes planes ayant 4 nœuds et 3 degrés de liberté
par nœud à savoir la fraction volumique non-locale de martensite et les deux déplacements dans
le plan a donc été développé et implanté dans le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus. La
température est supposée homogène pour cet élément.

Table 3.1 – Equations constitutives du modèle de comportement non-local des AMF
• Définition de la variable non-locale (EDP à résoudre) :
f̄pxq ´ `2∇2f̄pxq “ fpxq @x P Ω

• Équations d’équilibre mécanique en l’absence de forces volumiques :
∇.Σ “ 0
Ces deux équations s’accompagnent des conditions aux limites suivantes :
∇f̄pxq “ 0 sur BΩ
Σ.n “ tT u sur BΩΣ

u “ ud sur BΩu

Avec BΩΣ
Ş

BΩu “ H et BΩΣ Y BΩu “ BΩ

• Equations constitutives du modèle local :
E “ Eel `Eth `ET `Etwin “ S : Σ`α∆T ` f ε̄T ` fFAε̄twin

F fm “ Σε̄T ´BpT ´ T0q ´Hff ´
1
2Hε̄T ε̄

T ε̄T

Fε
T

m “ fpΣd ´Hε̄T ε̄
T q

Fε
twin

m “ fFApΣd ´Hε̄twin ε̄
twinq

• Conditions de saturation de la transformation de phase :
f ě 0 ; 1´ f ě 0
εTMAX ´ |ε

T
ij | ě 0

• Compte tenu des conditions de saturation et des boucles internes :
|F fm´λ ´ p1´ γf qF

mem
f | ď F fcrit´nonlocal et F ε

T

m´λ´eq ď Fmax
ε̄T

3.4.2 Formulation faible

Les équations du problème thermomécanique étudié sont indiquées dans le tableau (3.1).
Dans le but de résoudre ces équations par la méthode des éléments finis, les équations de champs
du problème doivent être réécrites sous leur forme faible. La méthode de Garlekin permet de
résoudre ces opérations en introduisant les espaces de champs virtuels Wu et Wf̄ respectivement
liés à l’espace des déplacements et à l’espace de la fraction volumique non-locale de martensite :

Wu “ twuzwu P rC
0s2u

Wf̄ “ twf̄zwf̄ P rC
0su (3.19)
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En multipliant l’équation de l’équilibre mécanique par wu puis en intégrant sur le domaine
Ω, on obtient :

ż

Ω
wu ¨∇ΣdΩ “ 0 @ wu PWu (3.20)

En effectuant les mêmes opérations avec l’équation implicite donnant le champ non-local (on
multiplie cette fois-ci par wf̄ ), on obtient :

ż

Ω
wf̄ pf̄ ´ l

2∇2f̄qdΩ “

ż

Ω
wf̄fdΩ @ wf̄ PWf̄ (3.21)

En procédant par la suite à une intégration par parties de chacune des équations (3.20) et (3.21) ;
en tenant compte du théorème de la divergence et des conditions aux limites respectives nous
obtenons :

ż

Ω
r∇wus

T : ΣdΩ´

ż

BΩΣ

wu ¨ T dpBΩq “ 0 @ wu PWu (3.22)

ż

Ω
pwf̄ f̄ ` l

2∇wf̄ .∇f̄qdΩ´

ż

Ω
wf̄fdΩ “ 0 @ wf̄ PWf̄ (3.23)

Les équations (3.22) et (3.23) représentent les formes faibles respectivement de l’équation de
l’équilibre mécanique et de l’EDP définissant la fraction volumique non-locale de martensite. La
résolution de ces équations par la méthode des éléments finis est présentée de façon détaillée
dans le paragraphe suivant.

3.4.3 Formulation par éléments finis du problème non-local

Un élément fini spécial 2D contraintes planes de forme quadrangulaire à quatre nœuds et
quatre points d’intégration est développé en vue de la résolution des équations (3.21) et (3.22).

Figure 3.2 – Element quadrangulaire développé avec les degrés de liberté retenus, d’après [20].

Comme l’indique la figure (3.2), l’élément possède 3 degrés de libertés par nœud : les deux
déplacements dans le plan et la fraction volumique non-locale de martensite. En tout point de
coordonnées pξ, ηq de l’élément de référence, les vecteurs déplacements approchés, réels et virtuels
sont exprimés par :
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upξ, ηq “ rNustuu et wupξ, ηq “ rN
ustwuu (3.24)

De même les fractions volumiques non-locales f̄pξ, ηq et wf̄ pξ, ηq s’écrivent respectivement :

f̄pξ, ηq “ rNf stf̄u et wf pξ, ηq “ rN
f stwf̄u (3.25)

En 2D, le vecteur tuu possède 8 composantes (2 composantes par nœud) et le vecteur tf̄u, 4
composantes :

tuu “ tu1 v1 u2 v2 u3 v3 u4 v4uT (3.26)
tf̄u “ tf̄1 f̄2 f̄3 f̄4uT

rNus et rN f̄ s représentent respectivement les matrices d’interpolation des déplacements et
de la fraction volumique non-locale :

rNus “

„

N1 0 N2 0 N3 0 N4 0
0 N1 0 N2 0 N3 0 N4



(3.27)

rN f̄ s “
“

N1 N2 N3 N4

‰

Où les Ni (i “ 1 à 4) sont les fonctions de formes linéaires définies par :

N1pξ, ηq “
p1´ ξqp1´ ηq

4
; N2pξ, ηq “

p1` ξqp1´ ηq

4
(3.28)

N3pξ, ηq “
p1` ξqp1` ηq

4
; N4pξ, ηq “

p1´ ξqp1` ηq

4

Le tenseur des déformations représenté ici par le vecteur tEu, et le vecteur gradient de
la fraction volumique non-locale de martensite en tout point de l’élément de référence sont
déterminés à partir des matrices rBus et rBf s, exprimées en fonction des dérivées des fonctions
de formes et des vecteurs nodaux tuu et tf̄u :

tEu “

$

&

%

Exx
Eyy
2Exy

,

.

-

“ rBustuu et t∇f̄u “

"

f̄,x
f̄,y

*

“ rBf stf̄u (3.29)

Le détail des calculs des matrices rBus et rBf s est donné en annexe A.
En prenant en compte les différents développements effectués auparavant et plus précisément

les équations (3.24, 3.25, et 3.29), les formes faibles des équations du problème non-local (3.22,
3.23) peuvent être réécrites, aboutissant au système d’équations ci-après (3.30). C’est ce système
qui sera résolu numériquement en adoptant une procédure itérative de Newton-Raphson :

#
ş

Ωe
rBusT tΣpu, f̄qudΩ´

ş

BΩΣ
e
rNusT tT udpBΩq “ tReupu, f̄qu “ 0

p
ş

Ωe
prN f̄ sT rN f̄ s ` l2rBf̄ sT rBf̄ sqdΩqtf̄u ´

ş

Ωe
rN f̄ sT fpu, f̄qdΩ “ tRe

f̄
pu, f̄qu “ 0

(3.30)

Avec Ωe le volume de l’élément fini et BΩΣ
e son contour.
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Figure 3.3 – Algorithme de résolution implanté dans le logiciel Abaqus.

Comme indiqué dans le chapitre 2, la technique de résolution des équations par la méthode
itérative de Newton-Raphson nécessite une linéarisation des résidus qui fait apparaître les opé-
rateurs tangents de la loi de comportement. Dans le cas du système d’équations (3.30) où les
résidus sont tReupu, f̄qu et tRef̄ pu, f̄qu, cette linéarisation est effectuée par rapport aux vecteurs
des degrés de liberté (tuu et tf̄u) de l’élément développé et fait apparaître les opérateurs tangents
suivants :

Huu “
B∆Σ

B∆E
; Huf̄ “

B∆Σ

B∆f̄
; H f̄u “

B∆f

B∆E
; H f̄f “

B∆f

B∆f̄
(3.31)

Tous ces opérateurs tangents sont directement extraits à partir de la résolution des équations
constitutives du modèle non-local. Ces dernières sont implantées dans le logiciel de calcul par
éléments finis Abaqus via la routine utilisateur UEL. La résolution numérique des différentes
équations a été programmée à l’aide du langage orienté objet C`` en se basant sur la librairie
mathématique Simula+ [16].

L’algorithme de résolution est illustré sur la figure (3.3). A la fin de chaque incrément et
donc au terme de chaque processus itératif, les valeurs de la contrainte, des variables internes du
modèle, des opérateurs tangents sont mises à jour ; le vecteur des forces résiduelles élémentaires de
même que leurs dérivées par rapport aux degrés de libertés de l’élément sont également calculées.

Dans la section suivante, la capacité du présent modèle non-local dans la prédiction du
comportement thermomécanique hétérogène des structures minces en AMF est illustrée à travers
différentes simulations numériques.
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3.5 Validation numérique et discussions

Des simulations numériques vont permettre dans cette section d’évaluer l’efficacité du modèle
non-local développé à prédire les phénomènes instables observés expérimentalement lors de la
transformation de phase dans les structures minces en AMF. Nous utiliserons pour cela, l’élément
fini 2D contraintes planes développé dans la section précédente puis implémenté dans Abaqus
via la routine utlisateur UEL.
Dans toutes les simulations réalisées, l’état austénitique sera considéré comme l’état initial. L’un
des principaux avantages du présent modèle non-local étant l’analyse de la transformation de
phase sous n’importe quel type de chargement thermomécanique, l’évolution de l’état de la
martensite pourra être décrite à travers l’application de différents types de trajets de chargements
thermomécaniques.

3.5.1 Simulation de la réponse d’une plaque en AMF superélastique avec un
défaut matériel sollicitée en traction

Nous considérons ici le cas simple d’une plaque en AMF superélastique avec un défaut matériel
sous la forme d’une inclusion rectangulaire au centre. Le défaut est pris en compte en modifiant
les températures de début de transformation directe et de fin de transformation inverse au sein de
l’inclusion. En notantMd

s et Adf ces températures, nous avonsMd
s “ ´750 C au lieu de ´800 C et

Adf “ ´70 C au lieu de ´20 C. Ceci implique une force critique de début de transformation plus
faible dans cette zone. Cet exemple correspondant au cas spécifique d’un matériau présentant des
hétérogénéités va nous permettre de juger de la capacité du modèle à décrire les phénomènes de
localisation lors de la transformation de phase martensitique. Les tableaux 3.2 et 3.3 regroupent
respectivement les paramètres matériaux utilisés pour la zone du défaut et pour le reste de la
plaque. La géométrie ainsi que les dimensions dans le plan de la plaque sont indiquées sur la
3.4(a). La plaque a une épaisseur de 0.1 mm.

Pour des raisons de symétrie de la géométrie et du chargement appliqué, uniquement le quart
de la plaque sera étudié dans un premier temps. La réponse de la plaque entière pourra être
analysée par la suite. La figure 3.4(b) montre le chargement en traction appliqué à la plaque ;
le maillage, les conditions aux limites de même que la ligne (AB) de sortie des résultats sont
indiquées sur la figure 3.4(c).

Table 3.2 – Valeurs des paramètres matériaux au sein du défaut.

E (MPa) ν α (0 C´1 ) εTtrac εTFAtrac

39500 0.3 8.10´6 0.056 0.053

εTcomp B (MPa/0 C) Ms (0 C) Af (0 C) rf
0.044 0.28 ´75 ´7 0.25

Fmax
ε̄T

(MPa) Hf (MPa) Hε̄ (MPa) Htwin (MPa) Hs (MPa)
220 4 1000 40000 50

Tout en maintenant constante la température de la bande à 250 C, on applique à l’une de
ses extrémités un déplacement jusqu’à atteindre une élongation globale de 7%. Pour cette simu-
lation, l’expression de la force critique de la transformation de phase est celle proposée dans le
cas où ΛpHf̄ q est linéaire (voir l’équation (3.17)).
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Figure 3.4 – Plaque étudiée en AMF : (a) Dimensions en millimètres, (b) Chargement mécanique
appliqué (c) Maillage, conditions aux limites et ligne AB de sortie des résultats.

Table 3.3 – Valeurs des paramètres matériaux dans le reste de la plaque.

E (MPa) ν α (0 C´1 ) εTtrac εTFAtrac

39500 0.3 8.10´6 0.056 0.053

εTcomp B (MPa/0 C) Ms (0 C) Af (0 C) rf
0.044 0.28 ´80 ´2 0.25

Fmax
ε̄T

(MPa) Hf (MPa) Hε̄ (MPa) Htwin (MPa) Hs (MPa)
220 4 1000 40000 50

Influence du paramètre Hf̄

En vue d’étudier l’influence du paramètre matériau Hf̄ introduit dans l’expression de la
force critique de transformation, nous effectuons dans un premier temps une série de simulations
avec différentes valeurs de ce paramètre tout en considérant que la plaque est exempte de toute
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imperfection ; il s’agit dans ce cas d’un problème purement homogène.

Figure 3.5 – Courbes contrainte-déformation globales
`

F
S ,

u
L

˘

pour différentes valeurs du para-
mètre Hf̄ (problème homogène, pas d’imperfection).

La figure 3.5 montre la réponse globale contrainte-déformation pour différentes valeurs du
paramètre Hf̄ . On peut remarquer d’une manière générale que :

• lors de la transformation de phase directe, pour les valeurs non nulles de ce paramètre, les
différentes courbes présentent une pente locale négative, traduisant le fait que la force de
transformation diminue lorsque la fraction volumique de martensite augmente. Ce para-
mètre permet donc effectivement de prendre en compte les phénomènes d’adoucissement
dans le modèle non-local développé. On notera que plus la valeur de ce paramètre augmente,
plus la contrainte diminue très rapidement au cours la transformation de phase.

• Lors de la transformation de phase inverse, les courbes présentent une pente locale positive
qui augmente avec les valeurs du paramètre Hf̄ . Cela s’explique par le fait que le modèle
non-local tel qu’il est formulé impose que la force critique de transformation évolue de
manière opposée à l’évolution de la fraction volumique de martensite. Ainsi, comme la
fraction volumique de martensite diminue lors de la transformation de phase inverse, la
force critique de transformation quant à elle, augmente.

• La taille de l’hystérésis diminue lorsque le paramètre Hf̄ augmente, ceci est dû au fait
que, lorsque le paramètre Hf̄ augmente, la contrainte diminue rapidement lors de la trans-
formation de phase directe et augmente rapidement lors de la transformation de phase
inverse.
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Figure 3.6 – Réponses loi locale et loi non-locale

Comme mentionné dans les paragraphes précédents, dans le cas particulier Hf̄ “ 0 et l “ 0
en l’absence de défaut dans la plaque, on retrouve le comportement local. La figure 3.6 confirme
bien cette propriété. En effet, les réponses contrainte-déformation données par les modèles local
et non-local pour Hf̄ “ 0 et l “ 0 sont parfaitement identiques.

Influence du paramètre de longueur interne l
La réponse globale de la bande en termes de contrainte-déformation et en présence de la zone

de défaut est maintenant étudiée. Sur la figure 3.7, nous reportons l’évolution de la contrainte et
de la déformation nominales, des fractions volumiques non-locales au sein de la zone de défaut
et dans toute la plaque en fonction du temps. Nous pouvons effectuer les remarques suivantes :

• La déformation nominale augmente linéairement jusqu’à 7% dans la première moitié du
temps total (temps de chargement) puis diminue jusqu’à atteindre une valeur nulle dans
la seconde moitié du temps total (temps de décharge). Cette évolution correspond au
chargement appliqué.

• Durant la première moitié du temps total, les fractions volumiques non-locales de marten-
site dans la zone de défaut et au sein de la plaque restent nulles dans la phase élastique de
l’austénite. Cependant, dès le début de la transformation de phase, on peut noter une aug-
mentation très rapide de cette fraction au sein de la zone de défaut (on atteint la saturation
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déjà à 1.5% du temps de chargement) ; quant à l’évolution de cette fraction au sein de la
plaque, elle reste linéaire et atteint la saturation vers la fin du chargement. Une évolution
similaire est observée lors de la transformation de phase inverse : décroissance rapide de la
fraction volumique non-locale dans la zone de défaut jusqu’à une valeur nulle dès le début,
tandis qu’elle reste linéaire jusqu’à une valeur nulle vers la fin de la transformation pour
toute la plaque.

• La contrainte nominale évolue linéairement durant la phase élastique de l’austénite, elle
présente un pic au début de la transformation martensitique, puis reste constante durant
toute la durée de la transformation. A la fin de la transformation elle évolue linéairement
de nouveau dans la phase élastique de la martensite.

Figure 3.7 – Evolution en fonction du temps de la contrainte nominale, de la déformation
nominale, des fractions volumiques non-locales dans la zone de défaut et au sein de la plaque
pour l “ 0.5mm et Hf̄ “ 2.

La figure 3.8 montre pour Hf̄ “ 2 et pour trois valeurs (0.25, 0.5 et 1 mm) du paramètre de
longueur interne l, la réponse contrainte-déformation du quart de la plaque.

On peut noter que pour ces différentes valeurs du paramètre de longueur interne, les courbes
obtenues présentent quel que soit le sens de la transformation de phase : direct (austénite ÝÑ
martensite) ou inverse (martensite ÝÑ austénite) les caractéristiques suivantes :

1. la présence d’un pic de contraintes au début de la transformation de phase ;
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Figure 3.8 – Courbes contrainte-déformation nominales pour différentes valeurs du paramètre
l (Hf̄ “ 2).

2. un plateau de transformation à contrainte constante correspondant à la propagation de la
transformation au sein de la structure ;

3. un deuxième pic de contrainte à la fin de la transformation et juste avant la saturation due
au rétablissement de la correspondance entre la mesure locale et sa contrepartie globale de
la déformation

Sur la figure 3.9 obtenue pour l “ 0.5 mm et Hf̄ “ 2, on peut remarquer, sauf pour les cas
0.5% de déformation correspondant au cas où la plaque est encore à l’état austénitique, et 7%
de déformation, état totalement martensitique de la plaque, que la fraction volumique non-locale
de martensite n’évolue pas de façon linéaire le long du chemin AB. Elle atteint des valeurs très
élevées pour les différents niveaux de déformation (1.5, 3.5, et 5%) au sein de la zone de défaut
(point A et son voisinage immédiat) puis décroit le long du chemin AB jusqu’à atteindre une
valeur nulle quand on se rapproche du point B, traduisant ainsi des phénomènes de localisation
de la transformation de phase.

L’évolution de la fraction volumique non-locale de martensite le long du trajet AB observée
pour une valeur l “ 0.5 mm du paramètre de longueur interne (figure 3.9) reste sensiblement
identique lorsque ce paramètre prend des valeurs inférieures ou égales à au moins une dimension
caractéristique de la zone de défaut (0.5 et 2 mm dans le cas de la présente étude). Cette
tendance est illustrée sur la figure 3.10 qui montre l’évolution de la fraction volumique non-
locale de martensite le long du chemin AB pour différents niveaux de déformation et différentes
valeurs du paramètre l.

Toutefois, ces effets de localisation de la transformation de phase s’atténuent progressivement
et tendent vers le cas d’une transformation de phase homogène lorsque le paramètre de longueur
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Figure 3.9 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite le long du chemin
AB pour différents niveaux de déformation l “ 0.5 mm et Hf̄ “ 2.

interne prend des valeurs de plus en plus élevées devant la taille du défaut. C’est le cas par exemple
pour l “ 5 mm sur la figure 3.10. En effet, on peut remarquer, comparativement aux autres valeurs
de l, sauf pour le cas où la transformation de phase a atteint la saturation (εnominale “ 7%),
que pour l “ 5 mm, la variation de la fraction volumique non-locale de martensite est moins
importante le long du chemin AB. Pour toutes ces raisons, le paramètre de longueur interne
prend également le nom de "limiteur de localisation".

Les remarques précédentes s’imposent également au niveau des réponses globales contrainte-
déformation. En effet, pour des valeurs importantes du paramètre de longueur interne l, le pic
de contrainte s’aplanit progressivement ; de même, le plateau de transformation disparaît pro-
gressivement au profit d’une pente locale négative comme indiqué sur la figure 3.11. Sur cette
figure deux valeurs de 5 mm (supérieure à la taille du défaut) et 25 mm (supérieure à la taille du
quart de la plaque modélisée) sont utilisées. Pour ces deux valeurs de l, on peut remarquer que
les caractéristiques d’un phénomène de localisation indiquées précédemment ne sont pas correc-
tement reproduites. On assiste dans ces cas à une transformation de phase homogène dans toute
la structure, avec une force critique décroissante au cours de la transformation due à l’expression
de cette dernière (voir l’équation 3.17).

La réponse de la plaque entière obtenue en supprimant les conditions aux limites de symétrie,
initialement imposées, est présentée sur la figure 3.12. Le même chargement étant appliqué, nous
avons reporté sur la figure 3.12 (a), la courbe contrainte-déformation ainsi que la distribution
spatiale de la fraction volumique non-locale de martensite obtenue à différentes dates au sein de la
plaque (isocouleurs numérotées de 1 à 9) durant le chargement. De même, la courbe expérimentale
issue des travaux de He et Sun [34] obtenue à partir d’un essai de traction sur une plaque est
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Figure 3.10 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite le long du chemin AB
pour différents niveaux de déformation et différentes valeurs du paramètre de longueur interne
(Hf̄ “ 2).

présentée sur la figure 3.12 (b). On peut déduire à partir d’une comparaison qualitative des
deux figures, que le résultat numérique obtenu à partir du modèle non-local développé décrit
correctement le comportement observé sur la courbe expérimentale. Le phénomène de nucléation
avec la présence d’un pic de contrainte, la propagation de la transformation de phase à contrainte
constante, l’inclinaison de la bande de localisation de la transformation de phase par rapport à
la direction du chargement mécanique appliqué sont notamment bien reproduits par le modèle.

On peut subdiviser la courbe contrainte-déformation prédite par le modèle en plusieurs parties
en suivant l’évolution de la fraction volumique non-locale de martensite au sein de la plaque :

• La première phase correspond à la phase élastique ; la plaque est à l’état austénitique
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Figure 3.11 – Courbes contrainte-déformation pour l “ 5 mm et l “ 25 mm (Hf̄ “ 2).

(isocouleur 1) ; la courbe contrainte déformation évolue linéairement.

• Le début de transformation de phase indiqué par la chute de contrainte ; on voit apparaître
un premier domaine de martensite (isocouleur 2) : c’est le phénomène de nucléation.

• L’évolution de la transformation de phase au sein de la zone du défaut qui correspond à la
chute de contrainte sur la courbe contrainte-déformation (isocouleurs 3 et 4).

• La propagation de la transformation de phase au reste de la plaque qui se fait à contrainte
constante. Cette partie de la courbe peut être divisée en deux parties distinctes séparées par
un creux ou une zone convexe. En effet, on peut remarquer qu’à la fin de la transformation
de phase dans la zone de défaut, la propagation de cette dernière ne se fait pas de manière
symétrique au reste de la plaque ; c’est à dire qu’elle n’évolue pas au même moment dans
les deux directions séparées par la zone de défaut. Elle peut s’effectuer dans une direction
comme dans l’autre jusqu’à saturation avant de recommencer dans l’autre direction. Dans
le cas de la présente simulation, la propagation s’est d’abord effectuée dans la direction
située au dessus de la zone de défaut (isocouleurs 5 et 6). La propagation dans la deuxième
direction (isocouleur 8) n’a commencé qu’après saturation de la transformation dans la
première direction. La zone creuse correspond à la fois à la saturation de la transformation
de phase dans la première direction et au début de la transformation dans la deuxième
direction (isocouleurs 7). Ces observations montrent qu’il y a une perte de symétrie dans
la propagation de la transformation de phase dans le cas de la plaque entière. Cette perte
de symétrie de la transformation de phase est causée par un très faible déséquilibre (écart
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Chapitre 3. Modèle non-local du comportement thermomécanique des AMF

Figure 3.12 – Courbes contrainte-déformation et distribution de la fraction volumique non-locale
dans la bande en AMF pour l “ 1 mm et Hf̄ “ 2.

assez faible, de l’ordre de précision de la machine) des résidus numériques de part et d’autre
de la zone de défaut qui font basculer la propagation de la transformation de phase dans
une direction ou dans l’autre. Cette explication reste cohérente avec le fait que le creux
disparaît totalement dans le cas du quart de la plaque (voir 3.8).

• la dernière partie correspond à la saturation complète de la transformation dans toute la
plaque (isocouleur 9)

Les différents résultats issus des simulations numériques (quart de plaque et plaque entière)
montrent que pour des valeurs du paramètre de longueur interne suffisamment faibles devant la
taille du défaut, le modèle non-local développé capte de façon très précise les instabilités liées à
la transformation de phase telles que les effets de taille et les phénomènes de localisation de la
transformation de phase observés dans les structures minces en AMF.

3.5.2 Analyse de la transformation de phase dans une plaque mince trouée
sous chargement thermomécanique

Dans cette section, nous allons tester l’aptitude du modèle non-local à prendre en compte des
chargements complexes combinant à la fois mécanique et thermique. Le comportement superélas-
tique étant largement vérifié dans la section précédente, l’objectif ici est de vérifier la capacité du
modèle à décrire les autres comportements des AMF (effet mémoire de forme, refroidissement-
chauffage sous contrainte constante etc.). L’expression de la force critique de la transformation
de phase est la même (relation 3.17) que dans le cas de la simulation précédente.
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Pour ce faire, nous reprenons l’exemple de la plaque trouée étudié dans la section 2.9.2 avec
les mêmes paramètres matériaux auxquels nous rajouterons ceux liés à la formulation non-locale.
Nous gardons le même maillage, les mêmes conditions aux limites, les mêmes éléments (E1 et
E2) et ligne de sortie des résultats ainsi que le même chargement.

Pour Hf̄ “ 0.5 et l “ 0.5 mm, l’évolution de la fraction volumique non-locale de martensite
lors du refroidissement est présentée sur la figure 3.13.

Due à une concentration de contrainte autour du trou central, la transformation de phase
débute dans cette zone comme le confirme la figure 3.14 montrant l’évolution de la fraction volu-
mique non-locale dans les éléments E1 et E2. Cette figure reproduit non seulement le comporte-
ment hystérétique classique des AMF obtenu lors d’un chargement de refroidissement-chauffage
sous contrainte constante mais indique également que la transformation de phase débute beau-
coup plus tôt dans l’élément E1 (autour de T “ 500 C), situé dans la zone de concentration de
contrainte que dans l’élément E2 (autour de T “ 150 C), plus éloigné de cette zone. On voit
alors apparaître autour du trou deux bandes inclinées (les bandes de localisation) par rapport
à la direction du chargement. A partir des bandes de transformation évoluant dans la direction
diagonale, la transformation de phase se propage au reste de la plaque jusqu’à la saturation.

L’évolution de la fraction volumique non-locale de martensite le long du chemin AB est
indiquée sur la figure 3.15. De même, les courbes contrainte-déformation globale et locales dans
les éléments E1 et E2 ainsi que les isocouleurs montrant l’évolution de la transformation de phase
à différents instants au sein de la zone affectée par la concentration de contrainte sont reportés
sur la figure 3.16. Ces deux figures justifient également la présence d’instabilités au cours de
la transformation de phase dans le cadre de la présente simulation et confirment l’aptitude du
modèle non-local proposé à capter de tels phénomènes.

La figure 3.15 montre en effet que pour les valeurs (T “ 100 C et T “ ´50 C), la fraction
volumique non-locale de martensite varie de façon très significative le long du chemin AB, tandis
que pour les températures (T “ ´150 C et T “ ´300 C), cette variation devient moins importante
due à la saturation de la transformation de phase.

La figure 3.16 montre que les courbes contrainte-déformation globale et locale dans l’élément
E2 sont pratiquement identiques alors que dans le cas de l’élément E1, le niveau de contrainte
atteint une valeur beaucoup plus élevée (supérieure à 400 MPa), comparativement à la contrainte
constante imposée (300 MPa) avec la présence d’un léger pic de contraintes. On observe de même
un plateau de transformation au niveau global et dans les éléments E1 et E2.

.
Quant à la déformation, elle reste supérieure dans l’élément E1 comparativement à l’élément

E2 et à celle obtenue au niveau global comme l’indique la figure 3.17.
Notons que l’évolution de la transformation de phase reste très sensible au paramètre de

longueur interne. On peut remarquer cela à travers l’évolution de la fraction volumique non-
locale de martensite le long du chemin AB pour différentes températures (T “ 100 C et T “ ´50

C) et au sein de la plaque lors du refroidissement pour différentes valeurs du paramètre de
longueur interne. Ces évolutions sont respectivement indiquées sur les figures 3.15 et 3.18.

La figure 3.18 montre que l’effet de la localisation de la transformation de phase est plus
marqué pour la plus faible valeur du paramètre de longueur interne (l “ 0.5 mm) ; il est moins
important pour (l “ 1 mm) et disparaît totalement dans le cas (l “ 5 mm) laissant place à une
transformation de phase diffuse sans aucun effet de localisation.

Les mêmes observations peuvent être effectuées sur l’évolution de la fraction volumique non-
locale le long du chemin AB comme l’illustre la figure 3.15. Pour deux valeurs différentes de la
température (T “ 100 C et T“ ´150 C), la fraction volumique non-locale de martensite reste
constante le long du chemin AB pour la valeur l “ 5 mm du paramètre de longueur interne, elle
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Chapitre 3. Modèle non-local du comportement thermomécanique des AMF

Figure 3.13 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite lors du refroidissement
de la plaque l “ 0.5 mm et Hf̄ “ 0.5.
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Figure 3.14 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite en fonction de la
température dans les éléments E1 et E2 (l “ 0.5 mm et Hf̄ “ 0.5).

Figure 3.15 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite le long du chemin
AB (l “ 0.5 mm et Hf̄ “ 0.5).

varie légèrement dans le cas l “ 1 mm et de manière significative pour l “ 0.5 mm.
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Figure 3.16 – Courbes contrainte-déformation globale et locales dans les éléments E1 et E2

(l “ 0.5 mm et Hf̄ “ 0.5).

Figure 3.17 – Evolution de la déformation globale et locales dans les éléments E1 et E2 en
fonction de la température (l “ 0.5 mm et Hf̄ “ 0.5).
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Figure 3.18 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite le long du chemin
AB (l “ 0.5 mm et Hf̄ “ 0.5).

3.5.3 Analyse de l’influence de la taille du défaut sur le phénomène de loca-
lisation de la transformation de phase dans une plaque en AMF sous
chargement thermomécanique

Les simulations numériques réalisées dans cette section ont pour but d’étudier l’influence des
facteurs tels que la taille du défaut (géométrique ou matériel) sur le phénomène de la localisation
de la transformation de phase. Elles sont issues de Armattoe et al. [2]. Dans toute cette partie,
nous considérons une plaque carrée avec un défaut circulaire situé au centre de la plaque et de
rayon r variable.

Le défaut peut être géométrique ou matériel. La géométrie de la plaque, de même que le
chargement thermomécanique appliqué sont indiqués sur la figure 3.20. Les paramètres matériaux
utilisés sont regroupés dans le tableau 3.4. Dans le cas du défaut matériel, l’adoucissement est
pris en compte en augmentant la température de début de transformation martensitique des
éléments situés à l’intérieur de la zone de défaut. En notant Md

s cette température, nous avons
Md
s “ ´600 C au lieu de Ms “ ´800 C. Le défaut géométrique est définit par un trou circulaire.

Comme indiqué sur la figure 3.20 (b), le chargement thermomécanique débute par l’application
d’une contrainte constante de 300 MPa à une température de 1400 C. Cette contrainte est ensuite
maintenue constante durant l’application d’un cycle de chargement thermique (refroidissement
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Figure 3.19 – Courbes contrainte-déformation globale et locales dans les éléments E1 et E2

(l “ 0.5 mm et Hf̄ “ 0.5).

Figure 3.20 – Plaque étudiée : (a) dimensions en mm ; (b) chargement thermomécanique appli-
qué.

jusqu’à la température de ´300 C puis retour à la température initiale de 1400 C par chauffage).
Pour des raisons de symétrie de la géométrie et du chargement appliqué, uniquement le quart

de la plaque sera considéré. Le maillage, les conditions aux limites, les éléments E1 et E2 de même
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Table 3.4 – Valeurs des paramètres matériaux.

E (MPa) ν α (0 C´1 ) εTtrac εTFAtrac

39500 0.3 8.10´6 0.056 0.053

εTcomp B (MPa/0 C) Ms (0 C) Af (0 C) rf
0.044 0.235 ´80 ´2 0.25

Fmax
ε̄T

(MPa) Hf (MPa) Hε̄ (MPa) Htwin (MPa) Hs (MPa)
220 4 1000 40000 50

Figure 3.21 – Maillage - conditions aux limites - lignes et éléments E1 et E2 de sortie des
résultats : (a) défaut matériel ; (b) défaut géométrique.

que la ligne AB de sortie des résultats sont indiqués sur les figure 3.21 (a) dans le cas avec un
défaut matériel et 3.21 (b) dans le cas avec un défaut géométrique. Une étude de convergence du
maillage a été réalisée en effectuant un raffinement progressif dans la zone de défaut et un maillage
grossier loin de la zone de défaut. Un maillage optimal avec 490 éléments est obtenu dans le cas de
la plaque avec un défaut matériel. Dans le cas avec un défaut géométrique, le nombre d’éléments
est compris entre 338 et 389 en fonction du rayon du trou. Lors des différentes simulations, la
force critique de transformation utilisée est donnée par la relation 3.18

3.5.3.a Analyse avec la loi de comportement local

Une première étude est réalisée à l’aide du modèle de comportement local présenté dans le
chapitre 2 et implanté dans le logiciel Abaqus via la routine UMAT. Ce cas d’étude correspond
également au modèle non-local avec l “ 0 et Hf̄ “ 0. Nous avons considéré le cas de la plaque
avec un défaut géométrique ; le maillage est réalisé avec les éléments finis à contrainte plane CPS4
standards d’Abaqus.

La figure 3.22 montre la distribution spatiale de la fraction volumique de martensite au
sein de la plaque pour différentes valeurs du rayon du trou central. La transformation de phase
débute autour du trou et se propage au reste de la plaque sous la forme d’une bande inclinée
par rapport à la direction du chargement mécanique appliqué. Plus on refroidit la plaque, plus
la zone transformée augmente faisant élargir la bande jusqu’à saturation de la transformation.
Au chauffage, la transformation de phase inverse se produit et toute la quantité de martensite
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Figure 3.22 – Distribution de la fraction volumique locale de martensite pour différentes valeurs
du rayon du trou dans le cas de la loi locale

produite est récupérée conformément à la physique étudiée.

La figure 3.23 montre l’évolution des déformations globale et locales (dans les éléments E1

et E2) en fonction de la température. L’évolution de ces déformations traduit le comportement
classique d’un AMF durant un processus de refroidissement-chauffage sous une contrainte impo-
sée constante. On peut noter en particulier que le comportement hystérétique est bien reproduit.
Pour une même température donnée au cours du refroidissement ou du chauffage, l’élément E1

atteint un niveau de déformation beaucoup plus élevé que dans l’élément E2 même si les deux
éléments ont des fractions volumiques de martensite dans le même ordre de grandeur comme
indiqué sur la figure 3.24. Cela s’explique par le fait que l’élément E1 est soumis à une plus
forte concentration de contrainte que l’élément E2. De plus, il est à noter à partir de la figure
3.23 que la déformation globale atteint un niveau plus faible que les déformations locales dans
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Figure 3.23 – Evolution des déformations globale et locales dans les éléments E1 et E2 en
fonction de la température dans le cas de la loi locale (rayon du défaut géométrique r = 10 mm).

Figure 3.24 – Evolution de la fraction volumique de martensite dans les éléments E1 et E2 en
fonction de la température dans le cas de la loi locale (rayon du défaut géométrique r = 10 mm).

les éléments E1 et E2. Cela s’explique par le fait que la quantité de martensite produite décroit
lorsqu’on s’éloigne de la zone de concentration de contrainte comme l’indique les isocouleurs
présentées sur la figure 3.22.

Les effets de la localisation de la transformation de phase ne pouvant être analysés à partir
du modèle local de comportement, cette étude est réalisée dans la section suivante à partir du
modèle non-local développé.
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3.5.3.b Analyse avec la loi de comportement non-local

Cas de la plaque avec un défaut matériel
La distribution spatiale de la fraction volumique non-locale de martensite au sein de la plaque

avec un défaut matériel pour différentes valeurs du paramètre de longueur interne est présentée
sur la figure 3.25. Le défaut matériel est représenté par une zone circulaire avec une température
de début de transformation différente de celle du reste de la plaque. Durant le refroidissement,
la transformation de phase débute dans la zone de défaut puis se propage au reste de la plaque.

Pour les valeurs l “ 0.1 mm et l “ 1 mm du paramètre de longueur interne, la propagation de
la transformation de phase s’effectue d’abord sous la forme d’une bande diagonale qui s’élargit par
la suite pour couvrir entièrement la plaque à la fin du refroidissement lorsque la transformation
de phase atteint la saturation. Pour l “ 10 mm, l’effet de la localisation de la transformation de
phase est complètement atténué. La transformation de phase se produit de manière diffuse et la
bande de localisation disparaît complètement. De ces résultats, on peut noter que la taille de la
zone d’interaction intégrant un point matériel donné, laquelle taille est contrôlée par la valeur
du paramètre de longueur interne, joue un rôle important dans la réduction ou l’amplification
de l’effet de la localisation de la transformation de phase au sein de la plaque.

La figure 3.26 illustre quantitativement les influences de la taille du domaine d’interaction.
Elle montre en effet une très faible variation de la fraction volumique non-locale de martensite le
long de AB pour l “ 10 mm. Toutefois, cette variation augmente de manière significative pour
l “ 0.1 mm et l “ 1 mm. En outre, il a été remarqué que l’effet du domaine d’interaction devient
faible lorsqu’on s’éloigne de la frontière qui délimite la zone de défaut circulaire. La figure 3.27
montre par exemple que l’évolution de la fraction volumique non-locale de martensite en fonction
de la température dans l’élément E1 n’est pas sensible à la taille du domaine d’interaction.

Cas de la plaque avec un défaut géométrique
Les effets de la localisation de la transformation de phase due à la présence d’une concentra-

tion de contraintes induites par un défaut géométrique (trou circulaire) sont analysés. La figure
3.28 montre la répartition de la fraction volumique non-locale de martensite au sein de la plaque
pour différentes valeurs du rayon du défaut géométrique. On peut observer à partir de cette figure
que la bande inclinée de la localisation de la transformation de phase, débute autour du trou
puis se propage dans une direction diagonale. Plus la taille du défaut (le rayon) est importante,
plus la bande de localisation est large. La figure 3.29 montre qu’une augmentation de la valeur
du paramètre de longueur interne atténue l’effet de la localisation et rend la transformation de
phase plus diffuse.

De ces différentes simulations ; il ressort que la bande de localisation de la transformation
de phase s’élargit au fur et à mesure que la température de la plaque diminue ; elle couvre
entièrement la plaque lorsqu’on arrive à saturation. On peut également noter que plus la taille
du défaut (le rayon du trou) est petite ou plus la valeur du paramètre de longueur interne
est grande, plus il faut refroidir la plaque pour atteindre la saturation de la transformation
de phase. Les figures 3.30 à 3.32 montrent l’évolution de la fraction volumique non-locale de
martensite le long de la ligne AB pour différentes valeurs de l et du défaut géométrique pour une
température de ´150 C durant le refroidissement. La fraction volumique non-locale de martensite
est fortement sensible à ces deux paramètres. En plus des effets précédemment mentionnés, pour
des valeurs suffisamment grandes du paramètre de longueur interne ou des valeurs petites de
la taille du défaut géométrique, la transformation de phase se produit de manière diffuse sans
aucun effet de localisation. La figure 3.30 montre que pour une valeur donnée du rayon défaut,
une augmentation de la taille du domaine d’interaction, fait baisser la valeur maximale de la
fraction volumique non-locale de martensite et atténue son gradient ; ce qui aboutit à une courbe
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Figure 3.25 – Ditribution spatiale de la fraction volumique non-locale de martensite pour dif-
férentes valeurs du paramètre de longueur interne l (cas du défaut matériel avec un rayon de 10
mm).
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Figure 3.26 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite le long de la ligne
AB pour différentes valeurs du paramètre de longueur interne l (cas du défaut matériel avec un
rayon de 10 mm).

Figure 3.27 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite dans l’élément E1

pour différentes valeurs du paramètre de longueur interne l (cas du défaut matériel avec un rayon
de 10 mm).
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Figure 3.28 – Distribution spatiale de la fraction volumique non-locale de martensite durant le
refroidissement pour différentes valeurs du défaut géométrique (l “ 1 mm).

pratiquement aplanie pour l “ 10 mm.
Les figures 3.31 et 3.32 illustrent que la fraction volumique non-locale de martensite le long

de la ligne AB augmente avec la valeur du rayon du défaut géométrique indépendamment de
la valeur du paramètre de longueur interne. Cela est en effet dû au fait que la distance entre
le bord du trou et la ligne AB décroît lorsque le rayon du défaut augmente (la position de la
ligne AB étant fixe). La ligne AB se trouve dans ce cas beaucoup plus affectée par l’effet de la
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Figure 3.29 – Distribution spatiale de la fraction volumique non-locale de martensite pour
différentes valeurs du paramètre de longueur interne et du rayon du défaut géométrique pour
T “ ´150 C .

concentration de contrainte par exemple pour un rayon de 10 mm que pour un rayon de 5 mm.
Les figures 3.33 et 3.34 décrivent l’évolution de la fraction volumique non-locale de martensite

en fonction de la température respectivement dans les éléments E1 et E2. De ces figures, on peut
déduire qu’une augmentation de la valeur du paramètre de longueur interne décroît localement
la quantité de martensite produite Ce changement de comportement est la conséquence de l’at-
ténuation des effets de la localisation de la transformation de phase lorsque la taille du domaine
d’interaction augmente.

La figure 3.35 montre l’évolution de la déformation en fonction de la contrainte et de la
température au sein de la plaque et dans les éléments E1 et E2 pour l “ 0.1 mm et un rayon
r “ 10 mm du défaut géométrique. Même si la contrainte appliquée sur la plaque reste constante,
la contrainte locale dans les éléments E1 et E2 est toutefois, influencée par le processus de la
transformation de phase et la taille l du domaine d’interaction.
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3.5. Validation numérique et discussions

Figure 3.30 – Evolution de la fraction volumique non-locale le long de la ligne AB pour diffé-
rentes valeurs du paramètre de longueur interne et pour un rayon de 10 mm du défaut géométrique
à T “ ´150 C.

Figure 3.31 – Evolution de la fraction volumique non-locale le long de la ligne AB pour diffé-
rentes valeurs du rayon du défaut géométrique à T “ ´150 C (l “ 0.1 mm).
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Chapitre 3. Modèle non-local du comportement thermomécanique des AMF

Figure 3.32 – Evolution de la fraction volumique non-locale le long de la ligne AB pour diffé-
rentes valeurs du rayon du défaut géométrique à T “ ´150 C (l “ 10 mm).

Figure 3.33 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite dans l’élément E1

pour différentes valeurs du paramètre de longueur interne (rayon du défaut géométrique égal à
10 mm).
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3.6. Conclusion

Figure 3.34 – Evolution de la fraction volumique non-locale de martensite dans l’élément E2

pour différentes valeurs du paramètre de longueur interne (rayon du défaut géométrique égal à
10 mm).

Figure 3.35 – Evolution des déformations globale et locales dans les éléments E1 et E2 en
fonction de la contrainte et de la température (rayon du défaut géométrique égal à 10 mm et
l “ 0.1 mm).

3.6 Conclusion

Le présent chapitre décrit de façon détaillée, le modèle non-local du comportement thermo-
mécanique développé pour l’étude des instabilités accompagnant la transition de phase dans les
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Chapitre 3. Modèle non-local du comportement thermomécanique des AMF

structures minces en AMF. La construction du modèle a nécessité le développement d’un élément
fini à approche non-locale avec des degrés de liberté standards comme les deux déplacements dans
le plan et non standards comme la fraction volumique non-locale de martensite. L’évolution de
la fraction volumique non-locale est régit par une EDP incorporant le paramètre de longueur
interne, caractéristique de la taille du domaine d’interaction entre un point matériel donné et
son voisinage dans le milieu considéré.

Des simulations mettant en œuvre les différents comportements spécifiques des AMF (super-
élasticité, effet mémoire de forme etc.) ont été réalisées et ont permis de montrer l’efficacité de
l’approche proposée à décrire correctement les effets de taille et les phénomènes de localisation
de la transformation de phase.

Dans le prochain chapitre, nous allons étendre l’approche non-locale proposée et l’adap-
ter à des études faisant intervenir un champ de température non-uniforme et des phénomènes
thermiques transitoires. Cette extension prendra en compte des effets de la chaleur latente de
transformation dans la modélisation du comportement des AMF.
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Résumé

Un modèle local de comportement dédié à la prise en compte des effets de la chaleur latente
de transformation de phase dans les AMF, ainsi que sa version non-locale sont proposés dans le
présent chapitre. Le développement de ces modèles a nécessité la prise en compte de l’équation
de la chaleur indispensable pour capturer les évolutions du champ de température au sein du
matériau. L’implémentation numérique du modèle obtenu dans le code de calcul par éléments
finis Abaqus, qui a requis le développement d’un élément fini spécial adapté au problème, a
été également décrite. L’outil numérique qui a résulté de ces développements a été utilisé pour
réaliser différents tests numériques. La capacité prédictive du modèle développé est analysée à
la lumière des résultats numériques obtenus.

101



Chapitre 4. Prise en compte des effets de la chaleur latente

4.1 Introduction

Il existe dans la littérature un très grand nombre de modèles dédiés à l’étude du comportement
thermomécanique des AMF. Toutefois, la plupart de ces modèles de comportement, à l’instar de
celui présenté dans le second chapitre négligent les effets thermiques dus à la chaleur latente de
transformation de phase (voir paragraphe 1.1.4), observés expérimentalement par de nombreux
auteurs ([22], [71], [30],...), qui accompagnent la transition de phase dans les AMF. Ainsi, seul
un nombre très restreint de modèles des AMF (voir quelques exemples dans le paragraphe 1.4.3)
prennent en compte la variation de température induite par la chaleur latente de transformation.
Or les AMF sont promis à une utilisation importante dans de nombreux secteurs industriels
pour la conception de diverses applications et notamment celles de tailles fortement réduites. De
plus, lorsque les conditions d’utilisation de ces AMF impliquent des sollicitations dynamiques,
l’effet de la chaleur latente de transformation ne peut plus être négligé. Dans cette optique, la
mise en place d’outils de dimensionnement capables de reproduire le plus fidèlement possible
le comportement de ces matériaux et de prendre en compte la modification de la température
causée par la chaleur latente de transformation devient indispensable.
Dans un souci de répondre à ces exigences, nous consacrons le présent chapitre au développement
d’un modèle dédié à l’étude du comportement des structures minces en AMF avec la prise en
compte du fort couplage thermomécanique dans ces structures. Ceci sera réalisé en deux étapes
progressives : dans la première, nous procéderons à l’introduction du couplage thermomécanique
dans le modèle local présenté dans le second chapitre en vue de prendre en compte les effets de
la chaleur latente de transformation sur le comportement des AMF. Dans la deuxième étape,
nous effectuerons une extension du modèle obtenu dans la première partie en se basant sur les
approches non-locales.

4.2 Couplage thermomécanique dans les modèles de comporte-
ment des AMF

4.2.1 Principaux concepts sur le couplage thermomécanique dans les AMF

De nombreuses études expérimentales établissent une dépendance de la contrainte de début
de transformation martensitique dans les échantillons d’AMF à la température de ces derniers.
Ceci se traduit dans le diagramme de transformation ou au travers de la relation de Clausius-
Clayperon [59]. La transformation de phase martensitique dans les AMF est une transition de
phase du premier ordre à l’état solide avec production ou absorption d’une chaleur latente de
transformation. Cette chaleur latente de transformation, est à l’origine d’un changement de tem-
pérature de l’échantillon. On observe dans ce cas, un auto-échauffement ou (auto-refroidissement)
qui affecte directement la réponse mécanique de l’échantillon. Selon la géométrie et les vitesses de
sollicitation, l’auto-échauffement peut même se produire localement à divers endroits de l’échan-
tillon [82], entraînant ainsi une hétérogénéité du champ de température de ce dernier.
La prise en compte des effets thermiques liés à la transition de phase dans les AMFs, brièvement
rappelés ci-dessus et détaillés dans le premier chapitre, doivent donc être considérés dans un mo-
dèle de comportement dédié aux AMF. Il sera alors possible de prendre en compte la distribution
du champ de température par la résolution de l’équation de la chaleur, conjointement avec les
équations de comportement du modèle.
Dans ce qui suit, l’équation de la chaleur, à résoudre simultanément avec les équations du modèle
local présenté dans le second chapitre, est établie.
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4.2. Couplage thermomécanique dans les modèles de comportement des AMF

4.2.2 Prise en compte des effets de la chaleur latente

Pour tout domaine matériel Ω quelconque, le premier principe de la thermodynamique stipule
que la variation de l’énergie totale est égale à la somme du travail des efforts extérieurs appliqués
sur Ω et de la quantité de chaleur échangée par Ω. Ce principe se traduit par la relation suivante :

d

dt
pEint `Kq “ Pext `Q (4.1)

Où Eint représente l’énergie interne ; K, l’énergie cinétique ; Pext est la puissance des efforts
extérieurs et Q le taux de chaleur échangée.

En considérant l’énergie interne volumique U et la masse volumique ρ d’un point matériel du
domaine Ω ; v, un champ de vitesses, les grandeurs extensives Eint etK s’écrivent respectivement :

Eint “

ż

Ω
UdΩ

K “
1

2

ż

Ω
ρv ¨ vdΩ (4.2)

Le taux de chaleur Q comprend deux contributions : la chaleur créée dans le volume Ω par
les actions qui lui sont extérieures et la chaleur reçue par conduction au travers de la frontière
BΩ de Ω. Les effets de la convection et du rayonnement étant négligés, on peut écrire :

Q “

ż

Ω
rdΩ`

ż

BΩ
q.ndS (4.3)

où q représente le vecteur flux de chaleur et r la densité de chaleur.
La puissance réelle des efforts extérieurs s’écrit :

Pext “

ż

Ω
f ¨ vdΩ`

ż

BΩ
T ¨ vdS (4.4)

Dans l’équation (4.4), f correspond aux forces de volume exercées par les systèmes extérieurs
à Ω ; T représente le vecteur contrainte défini par : T “ Σ ¨ n sur BΩ, avec Σ le tenseur des
contraintes.
En remplaçant E, K, Q, Pext par leurs expressions et en utilisant le théorème de la divergence
(théorème de Green-Ostrogradski), on obtient après quelques développements la relation sui-
vante :

d

dt

ż

Ω
UdΩ “

ż

Ω
Σ : DdΩ`

ż

Ω
rdΩ´

ż

Ω
divqdΩ (4.5)

D est le tenseur des taux de déformation qui dans l’hypothèse des petites déformations est
égal au tenseur vitesse de déformation 9E. Dans ce cas, nous obtenons :

d

dt

ż

Ω
UdΩ “

ż

Ω
Σ : 9EdΩ`

ż

Ω
rdΩ´

ż

Ω
divqdΩ (4.6)

La relation (4.6) est vérifiée quelque soit le domaine Ω ; elle conduit à la forme locale du
premier principe de la thermodynamique :

9U “ Σ : 9E ` r ´ divq (4.7)
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Chapitre 4. Prise en compte des effets de la chaleur latente

Dans toute la suite du présent développement, nous assimilons le point matériel à un VER
d’AMF polycristallin d’énergie interne volumique U et de masse volumique ρ. Comme dans le
second chapitre, le VER admet comme variables de contrôle, la contrainte et la température (Σ
et T ). L’enthalpie libre volumique G du VER s’écrit :

G “ U ´ TS ´Σ : E (4.8)

où T est la température du VER et S, son entropie.
La dérivée temporelle de l’enthalpie libre G (relation (4.8)) fournit :

9G “ 9U ´ 9TS ´ 9ST ´Σ : 9E ´ 9Σ : E (4.9)

En se référant à la forme locale du premier principe de la thermodynamique (relation (4.7)),
on peut alors écrire :

9G` 9TS ` 9ST “ r ´ divq ´ 9Σ : E (4.10)

L’enthalpie libre G du VER n’est autre que l’énergie libre de Gibbs établie dans le second
chapitre. Elle est fonction des variables de contrôle (Σ et T ) et de l’ensemble des variables in-
ternes Vk introduites pour décrire la transformation de phase au sein du VER. Nous rappelons
que ces variables internes doivent respecter les conditions de saturation imposées par leurs li-
mitations physiques naturelles (voir paragraphe 2.2). Ces conditions sont prises en compte par
l’introduction de trois multiplicateurs de Lagrange (λ0, λ1, λ2). Il est possible de construire
grâce au formalisme de Kuhn-Tucker, un Lagrangien en intégrant directement dans l’expression
de l’enthalpie libre G, trois termes (m0, m1, et m2 ), dépendant des multiplicateurs de Lagrange
introduits [70]. On obtient :

LpΣ, T, Vkq “ GpΣ, T, Vkq `m0 `m1 `m2 (4.11)

En se référant au second chapitre (paragraphe 2.6) et en tenant compte des limitations
physiques à respecter, les termes m0, m1, et m2 s’écrivent respectivement :

f ě 0 : m0 “ ´λ0f

1´ f ě 0 : m1 “ ´λ1p1´ fq

ε̄TMAX ´ ε̄
T
eq ě 0 : m2 “ ´λ2pε̄

T
MAX ´ ε̄

T
eqq (4.12)

Ainsi d’après l’équation (4.11), la relation (4.10) obtenue grâce au premier principe de la
thermodynamique s’écrit :

9L` S 9T ` T 9S “ r ´ divq ´ 9Σ : E (4.13)

Nous notons que l’entropie S est donnée par la relation :

S “ ´
BL
BT

(4.14)

Le second principe de la thermodynamique ou l’inégalité de Clausius-Duhem permet d’écrire :

DT “ T 9S ` divq ´ q ¨
∇T

T
´ r ě 0 (4.15)
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où DT représente la dissipation totale. En tenant compte de l’équation (4.13), nous pouvons
réécrire cette dissipation sous la forme suivante :

DT “ ´ 9Σ : E ´ p 9L` 9TSq ´ q ¨
∇T

T
ě 0 (4.16)

On peut déduire de cette dernière équation que la dissipation totale DT se décompose en
deux contributions :

• la dissipation intrinsèque Dint :

Dint “ ´ 9Σ : E ´ 9L´ 9TS (4.17)

• la dissipation thermique Dth :

Dth “ ´q ¨
∇T

T
(4.18)

Les deux dissipations intrinsèque et thermique sont positives.
En exprimant la différentielle ( 9L) du Lagrangien, la dissipation intrinsèque peut encore s’écrire :

Dint “ ´ 9Σ : E ´
BL
BΣ

: 9Σ´
BL
BT

9T ´
BL
BVk

d 9Vk ´ 9TS

“ ´ 9Σ : E `E : 9Σ` S 9T ´
BL
BVk

d 9Vk ´ 9TS

“ ´
BL
BVk

d 9Vk (4.19)

Où le symbole d définit soit un produit, soit un produit scalaire, soit un produit doublement
contracté selon que Vk est un scalaire, un vecteur ou un tenseur.

En notant Ak “ ´ BL
BVk

, la force thermodynamique liée à la variable Vk, nous obtenons l’ex-
pression suivante :

Dint “ Ak d 9Vk (4.20)

La dissipation intrinsèque est donc le produit de la force thermodynamique liée à la variable
interne Vk par la vitesse de cette dernière.

A partir de la relation (4.13) et de l’expression (4.20) définissant la dissipation intrinsèque,
nous pouvons écrire :

T 9S “ r ´ divq `Ak d 9Vk (4.21)

En combinant (4.14) et (4.21), on aboutit à l’équation suivante :

divq “ r `Ak d 9Vk ` T
B2L
BTBΣ

: 9Σ` T
B2L
BTBVk

d 9Vk ` T
B2L
BT 2

9T (4.22)

Le terme T B2L
BTBΣ : 9Σ dans l’équation (4.22) permet de prendre en compte les effets thermoé-

lastiques qui peuvent-être négligés [56] ; le terme T B
2L
BT 2

9T correspond au terme classique ´ρCp 9T
où ρ désigne la masse volumique et Cp, la chaleur spécifique à pression constante supposée iden-
tique pour l’austénite et la martensite. Les variables internes retenues dans notre travail étant la
fraction volumique de martensite et la déformation moyenne de transformation, nous avons :
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Chapitre 4. Prise en compte des effets de la chaleur latente

Ak d 9Vk “ Af 9f `Aε̄T : 9̄εT

T
B2L
BTBVk

d 9Vk “ ´T
BAf
BT

9f ´ T
BAε̄T
BT

: 9̄εT (4.23)

La conduction thermique au sein du VER est prise en compte à travers la loi de Fourier
(q “ ´k∇T , avec k la conductivité thermique de l’AMF supposée identique pour l’austénite et
la martensite).

En tenant compte des remarques précédentes et en remplaçant les différents termes de l’équa-
tion (4.22) par leurs expressions, on obtient l’équation de la chaleur sous la forme suivante :

divp´k∇T q “ ´ρCp 9T ´

„

BAf
BT

9f `
BAε̄T
BT

: 9̄εT



T `Af 9f `Aε̄T : 9̄εT ` r (4.24)

Dans un premier temps, nous ne prendrons en compte que la dissipation liée à la transfor-
mation de phase. L’influence du terme relatif à la dissipation due à l’orientation des variantes de
martensite dans l’équation (4.24) fera l’objet de développements futurs. Nous supposons égale-
ment qu’il n’y a aucune source de chaleur externe (r “ 0). Ainsi l’équation (4.24) prend la forme
simplifiée :

divp´k∇T q “ ´ρCp 9T ´

„

BAf
BT

9f



T `Af 9f (4.25)

ou sous une forme plus condensée :

divp´k∇T q “ β0
9T ` β1T ` β2 (4.26)

Avec β0 “ ´ρCp, β1 “ ´
BAf
BT

9f et β2 “ Af 9f .
Rappelons que dans l’équation (4.26), c’est la contribution (β0

9T ` β1T ` β2) située dans
le membre de droite qui permet de prendre en compte l’évolution de la température du VER
induite par la chaleur latente de la transformation de phase.

4.3 Elément fini 2D à contraintes planes pour l’étude des effets
de la chaleur latente de transformation dans les AMF

Nous disposons maintenant d’un modèle de comportement pour les AMF qui tient compte des
effets thermiques liés au processus de la transformation de phase. Il est constitué des équations du
modèle local présenté dans le second chapitre et de l’équation de la chaleur (4.26). Pour exploiter
ce modèle dans l’étude du comportement thermomécanique des structures en AMF avec prise
en compte des effets de la chaleur latente de transformation, nous allons l’implémenter dans le
logiciel Abaqus.

En effet, la méthode des éléments finis sera utilisée pour résoudre un tel problème ; à cette
fin, un élément fini 2D en contraintes planes ayant 3 degrés de libertés (ddl) par nœud (les deux
déplacements dans le plan et la température) sera développé. Le développement d’un tel élément
fini est d’autant plus justifié que l’objectif final de notre étude est de proposer une extension en
non-locale du modèle obtenu par l’ajout d’un quatrième ddl (la fraction volumique non-locale de
martensite) à l’élément fini obtenu dans ce paragraphe.
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4.3. Elément fini 2D pour le couplage thermomécanique fort dans les AMF

4.3.1 Equations du modèle pour le couplage thermomécanique dans les AMF

Le problème thermomécanique à résoudre est composé de :

• l’équation de la chaleur (relation 4.26) et de l’équation d’équilibre mécanique (cas statique)
avec l’hypothèse des forces volumiques nulles :

"

divΣ “ 0

divp´k∇T q “ β0
9T ` β1T ` β2

(4.27)

• complétée par les conditions aux limites suivantes :

Σ ¨ n “ T σ sur ΓΣ

u “ ud sur Γu

q ¨ n “ qd sur Γq

T “ T d sur ΓT

T px, t “ 0q “ T0 @ x P Ω

(4.28)

Où Γ représente la frontière du domaine Ω et de vecteur normal ~n ; avec Γu X ΓΣ “ H et
Γu Y ΓΣ “ Γ ; Γq X ΓT “ H et Γq Y ΓT “ Γ

• et du modèle de comportement non-linéaire de l’AMF dans sa forme locale décrite dans le
chapitre 2 et dont les équations sont rappelées dans le tableau (3.1).

4.3.2 Formulation intégrale

Nous introduisons deux espaces de champs virtuels Wu et WT respectivement associés aux
espaces des déplacements et de la température :

Wu “ twuzwu P rC
0s2,wu “ 0 sur Γuu

WT “ twT zwT P rC
0s, wT “ 0 sur ΓT u (4.29)

En multipliant l’équation mécanique du système d’équations (4.27) par wu et en intégrant
sur tout le domaine Ω, nous obtenons la forme faible de l’équation de l’équilibre mécanique :

ż

Ω
wu ¨ divΣdΩ “ 0 @ wu PWu (4.30)

De même, la forme faible de l’équation de la chaleur, est obtenue en multipliant l’équation
de la chaleur du système d’équations (4.27) par wT et en intégrant sur tout le domaine Ω :

ż

Ω
wT rdivp´k∇T qs dΩ “

ż

Ω
wT pβ0

9T ` β1T ` β2qdΩ @ wT PWT (4.31)

En effectuant une intégration par parties des équations (4.30) et (4.31) puis en tenant compte
du théorème de la divergence et des conditions aux limites thermiques et mécaniques exprimées
par la relation (4.28), nous pouvons écrire les équations suivantes :

ż

Ω
r∇wus

T : ΣdΩ´

ż

ΓΣ

wu ¨ T
σdΓ “ 0 @ wu PWu (4.32)
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ż

Ω
k∇T ¨∇wTdΩ`

ż

Γq
qdwTdΓ “

ż

Ω
wT pβ0

9T ` β1T ` β2qdΩ @ wT PWT (4.33)

Dans la relation (4.33), la dérivée temporelle de la température ( 9T ) ainsi que celle de la frac-
tion volumique de martensite ( 9f) apparaissant dans les expressions de β1 et β2 sont déterminées
à partir de l’incrément de temps ∆t par la méthode des différences finies :

9T “
Tn`1 ´ Tn

∆t
et 9f “

fn`1 ´ fn
∆t

(4.34)

où Tn`1 et Tn correspondent aux valeurs de la température respectivement aux instants tn`1

et tn ; fn`1 et fn à celles de la fraction volumique de martensite respectivement aux mêmes
instants.

4.3.3 Discrétisation spatiale

Le problème couplé thermomécanique à résoudre est défini par le système d’équations consti-
tué des relations (4.32) et (4.33). En vue d’une résolution par la méthode des éléments finis, un
élément fini de forme quadrangulaire (voir figure 4.1) est développé.

Figure 4.1 – Élément fini quadrangulaire développé avec les trois degrés de liberté retenus.

En tout point de l’élément de référence de coordonnées pξ, ηq le vecteur déplacement et la
température sont approximés à partir des déplacements et températures nodaux par les relations :

upξ, ηq “ rNustuu et T pξ, ηq “ rNThstT u (4.35)

De même le vecteur déplacement virtuel wu et la température virtuelle wT s’écrivent :

wupξ, ηq “ rN
ustwuu et wT pξ, ηq “ rN

ThstwT u (4.36)

rNus et rNThs sont respectivement les matrices d’interpolation des déplacements et de la
température.
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4.3. Elément fini 2D pour le couplage thermomécanique fort dans les AMF

rNus “

„

N1 0 N2 0 N3 0 N4 0
0 N1 0 N2 0 N3 0 N4



(4.37)

rNThs “
“

N1 N2 N3 N4

‰

Où les Ni (i “ 1 à 4) sont les fonctions de formes linéaires dont les expressions sont connues
(équation (3.28)).

Le tenseur des déformations et le gradient de température sont représentés par les vecteurs
suivants :

tEu “

$

&

%

Exx
Eyy
2Exy

,

.

-

“ rBustuu et t∇T u “

"

T,x
T,y

*

“ rBThstT u (4.38)

Les quantités virtuelles r∇wus et t∇wT u s’expriment par :

r∇wus “ rB
ustwuu et t∇wT u “ rB

ThstwT u (4.39)

Dans les relations (4.38) et (4.39), les matrices rBus et rBThs sont exprimées à partir des
dérivées des fonctions de forme et des vecteurs nodaux tuu, tT u.

En tenant compte des équations (4.34) à (4.39), on peut écrire les formes faibles des équations
(4.32) et (4.33) à résoudre. On obtient :

ż

Ωe

rBusT : tΣpu, T qu dΩ´

ż

ΓΣ
e

rNusT tT σu dΓ “ Ru
e pu, T q “ 0 (4.40)

ż

Ωe

krBThsT rBThs tT un`1 dΩ´

ż

Ωe

rNThsT rNThs

„

β0

ˆ

tT un`1 ´ tT un
∆t

˙

` β1 pu, T q tT un`1



´

ż

Ωe

rNThsTβ2 pu, T q dΩ`

ż

Γqe

rNThsT qddΓ “ RT
e pu, T q “ 0 (4.41)

où Ωe désigne le volume de l’élément fini et Γe, son contour. Le champ de température tT un`1

à l’instant t “ tn`1 est l’inconnue à déterminer, tT un étant connu.
Le système d’équations non-linéaires à résoudre peut se mettre sous la forme suivante :

"

Ru
e pu, T q

RT
e pu, T q

*

“ tRe pu, T qu “ t0u (4.42)

Où tRe pu, T qu est un vecteur unique composé des résidus Ru
e pu, T q et RT

e pu, T q. Nous
utiliserons la méthode itérative de Newton-Raphson pour sa résolution.

En supposant qu’à l’instant t “ tn nous avons un système à l’équilibre exprimé par la relation :
Re pdnq “ 0, où dn désigne le vecteur des degrés de libertés (ddl)(u, T ) de l’élément à l’instant tn,
le problème à résoudre consiste à trouver les valeurs des ddl à l’instant tn`1 c’est à dire le vecteur
dn`1. Pour ce faire, nous effectuons à l’itération pk ` 1q, une linéarisation qui nous permet de
déterminer la correction δ∆dpk`1q

n`1 de l’incrément ∆d
pkq
n`1 des ddl. La relation linéarisée s’écrit :

Re
pkq
n`1 `

BRe
pkq
n`1

Bd
pkq
n`1

δ∆d
pk`1q
n`1 « 0 avec Re

pkq
n`1 “ Repdn `∆d

pkq
n`1

loooooomoooooon

d
pkq
n`1

q (4.43)
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Chapitre 4. Prise en compte des effets de la chaleur latente

La correction δ∆dpk`1q
n`1 du vecteur des ddl nodaux est donc déterminée à l’aide de la relation :

δ∆d
pk`1q
n`1 “ ´

«

BRe
pkq
n`1

Bd
pkq
n`1

ff´1

Re
pkq
n`1 (4.44)

Dans l’équation (4.43),
„

BRe
pkq
n`1

Bd
pkq
n`1



représente la matrice tangente élémentaire à l’instant t “

tn`1 et à l’itération k. Elle est fonction des sous-matrices suivantes :

rKuus
pkq
n`1 “

ż

Ωe

rBusT
„

BΣ

BE

pkq

n`1

rBusdΩ

“

KuT
‰pkq

n`1
“

ż

Ωe

rBusT
„

BΣ

BT

pkq

n`1

rNThsdΩ

“

KTu
‰pkq

n`1
“ ´

ż

Ωe

rNThsT

«

„

Bβ1

BE

pkq

n`1

rNThs tT un`1

ff

rBus

´

ż

Ωe

rNThsT
„

Bβ2

BE

pkq

n`1

rBus

“

KTT
‰pkq

n`1
“

ż

Ωe

krBThsT rBThsdΩ´

ż

Ωe

rNThsT

«

„

Bβ1

BT

pkq

n`1

rNThs tT un`1

ff

rNThsdΩ

´

ż

Ωe

rNThsT rβ1s
pkq
n`1 rN

ThsdΩ´

ż

Ωe

rNThsT
„

Bβ2

BT

pkq

n`1

rNThsdΩ´

ż

Ωe

β0

p∆tqn`1

rNThsT rNThsdΩ (4.45)

Nous utiliserons les quadratures de Gauss pour le calcul des différentes matrices. Les ex-
pressions des matrices rKuus

pkq
n`1 et de

“

KuT
‰pkq

n`1
font apparaître les opérateurs tangents liés à

l’évolution de la contrainte :
“

BΣ
BE

‰pkq

n`1
et

“

BΣ
BT

‰pkq

n`1
.

Les variables β1 et β2 étant fonction de la dérivée temporelle de la fraction volumique de mar-
tensite ( 9f), les matrices

“

KTu
‰pkq

n`1
et

“

KTT
‰pkq

n`1
dépendent donc respectivement des opérateurs

tangents liés à l’évolution de la fraction volumique de martensite :
”

Bf
BE

ıpkq

n`1
et

”

Bf
BT

ıpkq

n`1
.

Ces différents opérateurs tangents, de même que la contrainte et la fraction volumique de
martensite, sont directement calculés à partir de la loi de comportement d’où l’intérêt d’un tel
algorithme. Le modèle thermomécanique développé est implanté dans le logiciel Abaqus grâce à
la routine utilisateur UEL. La routine actualise à la fin de chaque incrément la contrainte, les
variables internes ainsi que les opérateurs tangents. Ces variables, mises à jour, servent ensuite à
calculer le vecteur résidu élémentaire ainsi que la matrice de rigidité élémentaire nécessaires au
code élément fini Abaqus pour déterminer après un assemblage sur tous les éléments, l’équilibre
thermomécanique des structures étudiées. La figure 4.2 montre un résumé de la technique de
résolution adoptée.

Dans le paragraphe suivant, nous utiliserons l’outil numérique obtenu pour étudier la réponse
d’une bande d’AMF soumise à un chargement thermomécanique.
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Figure 4.2 – Schéma de résolution du problème couplé thermomécanique implanté dans Abaqus.

4.4 Validation numérique et discussion

De manière à valider l’outil numérique mis en place dans la section précédente, nous proposons
d’étudier la réponse d’une plaque en AMF soumise à deux types de sollicitations thermoméca-
niques :

• un chargement de traction avec une température initiale uniforme imposée,

• un chargement de traction avec un champ de température non uniforme. Ainsi, la tempé-
rature de la ligne AB (voir figure 4.3 (c)) est considérée constante au cours du chargement
tandis qu’aux autres noeuds, la température peut évoluer au gré de l’histoire du charge-
ment.

Nous étudierons notamment l’aptitude du modèle développé à décrire les effets thermiques
accompagnant la transition de phase dans les AMF.

Les valeurs des paramètres matériaux sont indiquées dans le tableau 4.1 ; les paramètres
matériaux liés à l’équation de la chaleur (relation (4.25)) tels que la conductivité thermique, la
masse volumique et la chaleur spécifique à pression constante sont respectivement notées k, ρ
et Cp. Le même jeu de paramètres est retenu pour toutes les simulations numériques réalisées.
L’épaisseur de la plaque est de 0.5 mm ; ses dimensions dans le plan sont 100 mm ˆ 12 mm (voir
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Chapitre 4. Prise en compte des effets de la chaleur latente

Figure 4.3 – Plaque étudiée en AMF : (a) Dimensions en mm ; (b) Chargement appliqué ; (c)
Maillage, conditions aux limites et éléments de sortie des résultats.

Table 4.1 – Valeurs des paramètres matériaux.

E (MPa) ν α (0 C´1 ) εTtrac εTFAtrac εTcomp
70000 0.3 1.0610´5 0.056 0.053 0.044

B (MPa/0 C) Ms (0 C) Af (0 C) rf Fmax
ε̄T

(MPa) Hf

0.28 ´80 ´2 0.25 220 4

Hε̄ (MPa) Htwin (MPa) Hs (MPa) k (W/(m 0 C)) ρ (kg/m3) Cp (J/(kg 0 C))
1000 40000 50 18.0 6500 440

figure 4.3 (a)). Pour des raisons de symétrie de la géométrie et du chargement appliqué, nous ne
considérons que le quart de la plaque. Le maillage, les conditions aux limites ainsi que l’élément
de sortie des résultats sont présentés sur la figure 4.3(c).
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4.4. Validation numérique et discussion

4.4.1 Test de traction avec une température initiale uniforme imposée

Tout en imposant une température initiale uniforme, on applique à l’une des extrémités de
la plaque un déplacement jusqu’à atteindre une élongation globale de 7 % puis on relâche la
plaque pour revenir à l’état non déformé initial, l’autre extrémité de la plaque étant fixe. Le test
est réalisé pour deux valeurs différentes de la température initiale (200 C et 700 C). Nous nous
plaçons pour cette simulation dans un cas purement adiabatique, c’est à dire qu’il n’y aucun
transfert de chaleur entre la plaque et son voisinage. La vitesse de déformation imposée est de
7ˆ 10´2 s´1 et l’incrément de temps correspond à 1% du temps total.

Figure 4.4 – Evolution dans le temps de la température de la plaque, de la contrainte et de la
déformation nominales :(a) pour une température initiale de 200 C ; (b) pour une température
initiale de 700 C.
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Les figures 4.4 (a) et (b) montrent l’évolution de la contrainte et de la déformation nominales
ainsi que la variation de la température uniforme dans le temps pour les températures initiales
de 200 C et 700 C respectivement. Dans les deux cas, on peut faire les remarques suivantes :

• Durant la phase élastique la contrainte augmente linéairement, la température de la plaque
reste égale à sa valeur initiale ;

• Le début de la transformation de phase est marqué par un changement de pente dans
l’évolution de la contrainte ; l’augmentation de la contrainte s’accompagne désormais d’une
augmentation de la température de la plaque jusqu’à la fin de la transformation de phase.
Ce résultat confirme la nature exothermique de la transformation de phase directe ;

• A la fin du chargement et après saturation de la transformation de phase, la décharge élas-
tique depuis un état totalement martensitique de la plaque est marquée par une baisse de
l’état de contrainte de la plaque. La contrainte diminue donc linéairement et la température
reste constante durant cette phase ;

• Au début de la transformation de phase inverse, on observe un changement de pente dans
l’évolution de la contrainte, la température de la plaque commence par diminuer avec la
contrainte et ce, jusqu’à la fin de la transformation où elle retrouve sa valeur initiale. Cette
baisse de température est associée au caractère endothermique de la transformation de
phase inverse ;

• A la fin de la transformation inverse, on retrouve l’état austénitique de la plaque ; la
contrainte diminue jusqu’à une valeur nulle, la température reste uniforme durant cette
phase, égale à la température initiale imposée. On retrouve la même température initiale
car nous avons négligé la dissipation de chaleur par convection (toute la quantité de chaleur
est conservée au sein de la plaque).

Les figures 4.5 (a) et (b) permettent de comparer les réponses globales fournies par le présent
modèle aux résultats obtenus à partir du modèle présenté dans le second chapitre où les effets
de la chaleur latente de transformation ne sont pas considérés ; elles traduisent l’évolution de
la contrainte en fonction de la déformation pour les deux températures (200 C et 700 C). Dans
les deux cas, on peut observer une pente locale de transformation plus élevée pour le modèle
prenant en compte les effets de la chaleur latente de transformation. L’écart observé entre les
pentes est dû au fait que la plaque étant initialement à l’état austénitique, si les effets de la
chaleur latente de transformation sont pris en compte, la quantité de chaleur générée au cours
de la transformation de phase va entraîner une élévation de la température de la plaque qui
s’accompagne d’une augmentation de la contrainte. L’austénite devient dès lors plus stable, il
est alors nécessaire de fournir une contrainte plus importante pour poursuivre la formation de
la martensite au sein de la plaque. Notons aussi que l’écart obtenu entre les pentes à 700 C est
plus important que celui obtenu à 200 C. Cela est dû au fait que plus la température est élevée
plus l’austénite est stable.

Les figures 4.6 (a) et (b) montrent une comparaison comme dans le cas de la figure précédente,
des variations de température observées au sein de la plaque à l’aide des deux modèles. Ces
résultats viennent confirmer non seulement la cohérence des résultats des figures 4.5 (a) et (b)
mais également le caractère exothermique de la transformation de phase directe et endothermique
de la transformation de phase inverse. On note essentiellement une augmentation de température
légérement supérieure à 50 C dans le cas de la simulation réalisée à la température de 200 C ;
dans le cas de la simulation à 700 C, l’augmentation de température enregistrée est d’environ
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Figure 4.5 – Courbes contrainte-déformation nominales avec et sans prise en compte des effets
de la chaleur latente de transformation : (a) pour une température initiale de 200 C ; (b) pour
une température initiale de 700 C.

Figure 4.6 – Variation de la température de la plaque en fonction de la déformation nominale
avec et sans prise en compte des effets de la chaleur latente de transformation : (a) pour une
température initiale de 200 C ; (b) pour une température initiale de 700 C.
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110 C. Le modèle initial (chapitre 2) ne prend pas en compte l’effet de la chaleur latente, ce qui
explique la non variation de la température lors des transformations de phase directe et inverse.

4.4.2 Chargement de traction avec un champ de température non-uniforme

Les simulations réalisées dans cette partie ont pour but d’analyser les influences de la vitesse
de déformation sur la réponse mécanique de la plaque. Dans toutes les simulations réalisées, les
conditions aux limites thermiques imposées sont telles que nous fixons la température de la ligne
AB indiquée sur la figure 4.3 (c) à une valeur constante égale à 700 C durant toute la durée du
chargement ; cette condition aux limites thermique impose un flux thermique local non nul sur
cette ligne. Dans tout le reste de la plaque, le flux thermique est supposé nul ; la température
peut évoluer en fonction de l’histoire du chargement.

Figure 4.7 – Réponse contrainte-déformation nominale en fonction de la vitesse de déformation.

Les simulations sont réalisées pour trois vitesses de déformations différentes 6ˆ10´6, 6ˆ10´5,
et 6ˆ 10´4 s´1. Les figures 4.7 et 4.8 montrent respectivement la courbe contrainte-déformation
nominale et la courbe de la variation de la température de la plaque pour les trois vitesses. On
peut noter que les courbes contrainte-déformation nominales obtenues (figure 4.7) reproduisent
le comportement classique des AMF d’une part et d’autre part que la vitesse de déformation
influence l’allure des courbes. On peut en effet remarquer sur cette figure que la contrainte de
début de transformation reste la même pour les trois vitesses de déformation ; toutefois, lors de la
transition de phase, les courbes obtenues montrent que plus la vitesse de chargement est grande,
plus la contrainte nécessaire pour poursuivre la transformation de phase est élevée.

Les courbes de la figure 4.8 traduisant l’évolution de la température de la plaque en fonction
de la vitesse de déformation montrent que la transformation de phase directe s’accompagne d’une
production de chaleur qui fait croître la température de la plaque. Durant la transformation de
phase inverse, on assiste à un effet thermique contraire ; la température de la plaque diminue
due à une absorption de la chaleur. Comme dans le cas de la réponse contrainte-déformation de
la plaque, les variations de température enregistrées au sein de la plaque sont influencées par la
vitesse de déformation. Si elles peuvent-être négligées dans le cas de la vitesse de déformation
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Figure 4.8 – Variation de la température de la plaque en fonction de la vitesse de déformation.

la plus faible (6 ˆ 10´6 s´1), elles sont toutefois importantes pour les vitesses 6 ˆ 10´5 s´1 et
6ˆ 10´4 s´1.

Figure 4.9 – Variation de la température de la plaque en fonction de la vitesse de déformation
(avec 9ε0 “ 6ˆ 10´6 et 9ε ě 9ε0).

Les figures 4.9 et 4.10 représentent respectivement les courbes des écarts observés pour la
température de la plaque et la contrainte maximale atteinte en fonction du logarithme du rap-
port 9ε{ 9ε0, entre les vitesses déformation 9ε et 9ε0 lors de la transformation de phase directe. 9ε0

correspond à la vitesse de déformation de 6 ˆ 10´6 et 9ε ě 9ε0. Ces courbes montrent que, plus
la vitesse de déformation est grande, plus la température de la plaque augmente. De même, la
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Figure 4.10 – Variation de la contrainte maximale atteinte au sein de la plaque en fonction de
la vitesse de déformation.

contrainte de fin de transformation de phase augmente avec la vitesse de déformation. Ces ob-
servations restent cohérentes avec les résultats disponibles dans la littérature (voir par exemple
les références [56], [13], [22],...).

Figure 4.11 – Distribution spatiale de la fraction volumique de martensite et champ de tempé-
rature dans la plaque pour différentes vitesses de déformation.
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Les conditions aux limites thermiques imposées dans ces simulations entraînent une hétéro-
généité dans le champ de la température de la plaque lorsque la vitesse de déformation est élevée.
Cette hétérogénéité influence en retour la transformation de phase au sein de la plaque ; cette
dernière se produit de manière non uniforme. La figure 4.11 montre à la fin du chargement, la
répartition de la fraction volumique de martensite dans la plaque, de même que son champ de
température. Pour la vitesse de 6 ˆ 10´6 s´1, la figure montre une distribution beaucoup plus
uniforme, la température de la plaque est restée sensiblement égale à la température initiale, la
transformation de phase est également uniforme. En revanche, on peut noter pour les vitesses de
déformations de 6 ˆ 10´5 s´1 et 6 ˆ 10´4 s´1 une hétérogénéité dans le champ de température
et dans les distributions de la quantité de martensite au sein de plaque. Pour ces deux cas, les
isocouleurs de droite, représentant le champ de températures dans la plaque, montrent que la
température du bord supérieur de la plaque (ligne AB) est restée fixe et égale à la température
initiale imposée (700 C) ; on observe alors une augmentation de la température à partir de cette
ligne vers l’intérieur de la plaque au cours du chargement, créant ainsi un gradient de tempé-
rature dans la plaque. Le maximum de température est enregistré au milieu de la plaque. Les
isocouleurs de gauche montrent la distribution spatiale de la fraction volumique de martensite au
sein de la plaque. La quantité maximale de martensite se concentre au niveau du bord supérieur
de la plaque avec un effet de gradient dans le reste de la plaque : la quantité de martensite
diminue à l’intérieur de la plaque. Ces isocouleurs montrent une cohérence dans les résultats
obtenus : plus la température est élevée, plus l’austénite est stable rendant la transformation
de phase plus difficile. Ainsi la transformation de phase s’est produite beaucoup plus facilement
dans les voisinages immédiats du bord supérieur de la plaque (on atteint la saturation) que dans
les zones situées à l’intérieur de la plaque (on transforme beaucoup plus difficilement dans ces
zones).

Figure 4.12 – Réponse dans l’élément E2 pour les différentes vitesses : (a) Variation de la
température en fonction de la déformation ; (b) Evolution de la fraction volumique de martensite
en fonction de la déformation.

En résumé, l’augmentation de la température est directement liée à l’augmentation de la
vitesse de déformation : plus la vitesse de déformation augmente, plus la température augmente
et moins on transforme. Les figures 4.12 (a) et (b) viennent confirmer ce résultat ; elles illustrent
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Figure 4.13 – Réponse dans l’élément E1 pour les différentes vitesses : (a) Variation de la
température en fonction de la déformation ; (b) Evolution de la fraction volumique de martensite
en fonction de la déformation.

les évolutions dans l’élément E2 (défini sur la figure 4.3) de la température et de la fraction
volumique de martensite en fonction de la déformation pour les différentes vitesses de déforma-
tions. De la même manière, les figures 4.13 (a) et (b) reproduisent ces évolutions (respectivement
la température et la fraction volumique de martensite en fonction de la déformation pour les
différentes vitesses de déformation) dans l’élément E1. La température de la ligne AB étant
maintenue fixe durant le chargement, tout se passe comme si on s’opposait à l’augmentation de
la température dans l’élément E1 ; on enregistre alors un très faible écart de température dans
cet élément situé dans le voisinage immédiat de la ligne AB (un écart maximal d’environ 0.40 C
pour la plus grande vitesse de déformation (6 ˆ 10´4 s´1)). La température n’augmentant pra-
tiquement pas, la transformation de phase évolue beaucoup plus facilement ; plus la vitesse de
déformation augmente plus on transforme dans l’élément E1 contrairement à ce qui est observé
dans l’élément E2.

Les courbes contrainte-déformation pour les différentes vitesses de déformation, associées
respectivement aux éléments E1 et E2 sont indiquées sur les figures 4.14 (a) et (b). On note
essentiellement un niveau de déformation plus important dans l’élément E1 que dans l’élément
E2 ; de plus, l’augmentation de la vitesse de déformation n’influence pas la contrainte de trans-
formation dans cet élément ; cette influence est cependant plus visible dans le cas de l’élément
E2. Comme nous l’avions expliqué auparavant, l’augmentation de la vitesse de déformation fa-
vorise la transformation dans l’élément E1, ce qui explique le niveau de déformation plus élevé
atteint au sein de cet élément. Sa température, présentant une très faible sensibilité à la vitesse
de déformation, on n’observe donc pas une sensibilité de la contrainte de transformation à la
vitesse de déformation au sein de cet élément. Quant à l’élément E2, sa température augmente
avec la vitesse de déformation, c’est ce qui explique la sensibilité de la contrainte à la vitesse
déformation au sein de cet élément.
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Figure 4.14 – Contrainte-déformation dans les éléments : (a) E1 ; (b) E2.

Ces différents résultats montrent bien l’aptitude du modèle présenté dans la section 4.3 à la
prise en compte des effets de modification de la température induite par la chaleur latente de
transformation de phase. Dans la section suivante, nous proposons une extension non-locale de
celui-ci.

4.5 Prise en compte de l’effet de la chaleur latente de transfor-
mation dans une approche non-locale

L’étude des instabilités dans les structures minces en AMF est le principal sujet abordé
dans le présent travail de thèse. Comme indiqué dans le premier chapitre de ce document, ces
instabilités se manifestent par des phénomènes de localisation qui se produisent au cours de la
transformation de phase. La modélisation basée sur une approche non-locale constitue comme
nous l’avons montré à travers de nombreux exemples dans le chapitre précédent, un outil efficace
pour la description de telles instabilités. Toutefois, ce modèle, tel que présenté dans le chapitre 3,
ne prend pas en compte la source de chaleur produite par la transformation de phase. Il ne peut
donc pas être utilisé dans l’analyse du comportement des structures fines en AMF soumises à des
sollicitations rapides où la chaleur latente de transformation n’aura pas le temps pour se dissiper.
Pour outrepasser cette limitation, nous allons procéder comme dans la section 4.3 en résolvant
simultanément les équations du modèle non-local obtenu dans le chapitre 3, avec l’équation de
la chaleur (relation 4.26).

4.5.1 Problème couplé thermomécanique non-local

Le problème couplé thermomécanique non-local à résoudre ici est constitué des équations
de l’équilibre mécanique (dans le cas statique), de la chaleur (4.26), et de l’EDP définissant
l’évolution de la fraction volumique non-locale de martensite (relation (3.14)), établie dans le
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chapitre 3. Ainsi le nouveau système d’équations défini sur un domaine Ω donné et traduisant le
problème à résoudre est donné par :

$

&

%

∇.Σpxq “ 0

∇p´k∇T pxqq “ β0
9T pxq ` β1T pxq ` β2

f̄pxq ´ l2∇2f̄pxq “ fpxq

(4.46)

Où x représente un point matériel du domaine Ω ; β0 “ ´ρCp, β1 “ ´
BAf
BT

9f et β2 “ Af 9f .
Les valeurs de β1pxq, β2pxq en tout point du domaine Ω sont déterminées à partir du modèle
de comportement non-local développé dans le chapitre 3, de même que la contrainte Σpxq et la
fraction volumique fpxq.
Le système d’équations (4.46) est complété par les conditions aux limites suivantes :

Σ ¨ n “ T σ sur ΓΣ

u “ ud sur Γu

q ¨ n “ qd sur Γq

T “ T d sur ΓT

T px, t “ 0q “ T0 @ x P Ω
∇f̄ “ 0 sur Γ

(4.47)

où Γ représente la frontière du domaine Ω et de normale unitaire n ; avec Γu X ΓΣ “ H et
Γu Y ΓΣ “ Γ ; Γq X ΓT “ H et Γq Y ΓT “ Γ

Les équations (4.46) et ((4.47) seront donc résolues conjointement avec les équations de la loi
de comportement non-local (voir tableau (3.1)).

4.5.2 Formulation faible

En vue d’établir la forme faible des équations du système (4.46) et (4.47), nous admettons
l’existence de trois espaces de champs virtuelsWu,WT etWf̄ respectivement associés aux espaces
des déplacements, de la température et de la fraction volumique non-locale de martensite :

Wu “ twuzwu P rC
0s2,wu “ 0 sur Γuu

WT “ twT zwT P rC
0s, wT “ 0 sur ΓT u

Wf̄ “ twf̄zwf̄ P rC
0su (4.48)

En multipliant les équations de l’équilibre mécanique et de l’équilibre thermique du système
d’équations (4.46) respectivement par wu et wT , nous obtenons les deux équations ci-dessous :

ż

Ω
wu ¨∇ΣdΩ “ 0 @ wu PWu (4.49)

ż

Ω
wT r∇p´k∇T qs dΩ “

ż

Ω
wT pβ0

9T ` β1T ` β2qdΩ @ wT PWT (4.50)

De même en multipliant par wf̄ l’équation donnant le champ non-local f̄pxq dans le système
d’équations (4.46), on obtient :

ż

Ω
wf̄ pf̄ ´ l

2∇2f̄qdΩ “

ż

Ω
wf̄fdΩ @ wf̄ PWf̄ (4.51)
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En effectuant une intégration par parties des équations (4.49), (4.50) et (4.51) qui tient
compte des conditions aux limites imposées (4.47) et en appliquant le théorème de la divergence,
on aboutit aux équations suivantes :

ż

Ω
r∇wus

T : ΣdΩ´

ż

ΓΣ

wu ¨ T
σdΓ “ 0 @ wu PWu (4.52)

ż

Ω
k∇T ¨∇wTdΩ`

ż

Γq
qdwTdΓ “

ż

Ω
wT pβ0

9T ` β1T ` β2qdΩ @ wT PWT (4.53)

ż

Ω
pwf̄ f̄ ` l

2∇wf̄ .∇f̄qdΩ´

ż

Ω
wf̄fdΩ “ 0 @ wf̄ PWf̄ (4.54)

Nous rappelons que dans l’équation (4.53) les dérivées 9T de la température et 9f de la fraction
volumique locale de martensite apparaissant dans les variables β1 et β2 sont données par les
relations (4.34).

4.5.3 Discrétisation spatiale

Dans la perspective de résoudre les équations du problème couplé thermomécanique non-local
exprimées sous leur forme faible par les équations (4.52), (4.53) et (4.54) en 2D, un élément fini
spécial ayant quatre degrés de liberté par noeud est développé. Il s’agit comme indiqué sur la
figure 4.15 des deux déplacements dans le plan, de la température et de la fraction volumique
non-locale de martensite.

Figure 4.15 – Élément fini quadrangulaire développé avec les quatre degrés de liberté retenus
(élément associé à un élément de référence).

Comme dans le cas des équations (3.23) à (3.27) et (4.35) à (4.38), le vecteur déplacement,
la température et la fraction volumique non-locale de martensite en un point de l’élément de
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référence de coordonnées pξ, ηq peuvent être évalués à partir des matrices des fonctions d’inter-
polation rNus, rN f̄ s, rNThs et des vecteurs degrés de libertés nodaux :

upξ, ηq “ rNustuu ; T pξ, ηq “ rNThstT u et f̄pξ, ηq “ rNf stf̄u (4.55)

De même, le vecteur déplacement virtuel, la température et la fraction volumique non-locale
virtuelles sont données par :

wupξ, ηq “ rN
ustwuu ; wT pξ, ηq “ rN

ThstwT u et wf pξ, ηq “ rN
f stwf̄u (4.56)

rNf s, rNThs et rNus sont les matrices d’interpolation dont les composantes sont les fonctions
de forme ; elles sont respectivement données par les équations (3.27), (3.28) et (4.27).

Le vecteur gradient de la fraction volumique non-locale de martensite, le gradient de tempé-
rature, le tenseur des déformations (exprimé sous la forme d’un vecteur) ainsi que leurs corres-
pondants virtuels sont connus et exprimés sous la forme suivante :

t∇f̄u “

"

f̄,x
f̄,y

*

“ rBf stf̄u et t∇wf̄u “

#

wf̄ ,x
wf̄ ,y

+

“ rBf stwf̄u

t∇T u “

"

T,x
T,y

*

“ rBThstT u et t∇wT u “

"

wT ,x
wT ,y

*

“ rBThstwT u

tEu “

$

&

%

Exx
Eyy
2Exy

,

.

-

“ rBustuu et t∇wuu “ rB
ustwuu (4.57)

Les matrices rBf s, rBThs, et rBus sont déterminées à partir de la matrice des gradients des
fonctions de forme et des vecteurs nodaux

 

f̄
(

, tT u et tuu respectivement.
En tenant compte des équations (4.55 à 4.57), nous pouvons réécrire les formes faibles (4.52

à 4.54) des équations du problème à résoudre de la manière suivante :
ż

Ωe

rBusT :
 

Σpu, T, f̄q
(

dΩ´

ż

ΓΣ
e

rNusT tT σu dΓ “ Ru
e

`

u, T, f̄
˘

“ 0 (4.58)

ż

Ωe

krBThsT rBThs tT un`1 dΩ´

ż

Ωe

rNThsT rNThs

„

β0

ˆ

tT un`1 ´ tT un
∆t

˙

` β1

`

u, T, f̄
˘

tT un`1



´

ż

Ωe

rNThsTβ2

`

u, T, f̄
˘

dΩ`

ż

Γqe

rNThsT qddΓ “ RT
e

`

u, T, f̄
˘

“ 0 (4.59)

ż

Ωe

prN f̄ sT rN f̄ s ` l2rBf̄ sT rBf̄ sqdΩqtf̄u ´

ż

Ωe

rN f̄ sT fpu, T, f̄qdΩ “ Rf̄
e pu, T, f̄q “ 0 (4.60)

Les trois équations (4.58) à (4.60) sont résolues simultanément ; on peut donc les mettre sous
la forme d’un système unique d’équations à résoudre. Ce système est le suivant :

$

&

%

Ru
e

`

u, T, f̄
˘

RT
e

`

u, T, f̄
˘

Rf̄
e

`

u, T, f̄
˘

,

.

-

“
 

Re

`

u, T, f̄
˘(

“ t0u (4.61)
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Le vecteur
 

Re

`

u, T, f̄
˘(

est un vecteur résidu élémentaire constitué des résidusRu
e

`

u, T, f̄
˘

,
RT
e

`

u, T, f̄
˘

, Rf̄
e

`

u, T, f̄
˘

, respectivement liés aux équations de l’équilibre mécanique et ther-
mique, et l’équation définissant la non-localité.

Tout comme dans le précédent paragraphe, le problème consiste à déterminer à chaque incré-
ment, la correction δ∆d de l’incrément ∆d du vecteur des ddl qui permet de rétablir l’équilibre
du vecteur résidu tReu. Nous avons adopté la méthode itérative de Newton-Raphson pour la réso-
lution des différentes équations. Nous pouvons résumer brièvement les étapes de cette résolution
comme suit :

• le résidu Re étant "équilibré" à la fin de l’incrément n (Re pdnq “ 0), un incrément ∆dn`1

du vecteur des ddl permet de le déséquilibrer au début de l’incrément n` 1.

• Un développement de Taylor au premier ordre permet de calculer une correction δ∆dn`1

de l’incrément ∆dn`1. Le problème étant non-linéaire, la valeur de la correction qui permet
d’obtenir "l’équilibre" du résidu peut être déterminée au bout de plusieurs itérations. Le
calcul de la correction nécessite de déterminer le vecteur résiduel nodal

´

Re
pkq
n`1

¯

(voir la

relation (4.42) et la matrice tangente élémentaire
ˆ„

BRe
pkq
n`1

Bd
pkq
n`1

˙

à l’instant t “ tn`1 et à

l’itération (k). Cette matrice tangente élémentaire regroupe les sous-matrices suivantes :

rKuus
pkq
n`1 “

ż

Ωe

rBusT
„

BΣ

BE

pkq

n`1

rBusdΩ

“

KuT
‰pkq

n`1
“

ż

Ωe

rBusT
„

BΣ

BT

pkq

n`1

rNThsdΩ

”

Kuf̄
ıpkq

n`1
“

ż

Ωe

rBusT
„

BΣ

Bf̄

pkq

n`1

rN f̄ sdΩ

“

KTu
‰pkq

n`1
“ ´

ż

Ωe

rNThsT

«

„

Bβ1

BE

pkq

n`1

rNThs tT un`1

ff

rBus

´

ż

Ωe

rNThsT
„

Bβ2

BE

pkq

n`1

rBus

“

KTT
‰pkq

n`1
“

ż

Ωe

krBThsT rBThsdΩ´

ż

Ωe

rNThsT

«

„

Bβ1

BT

pkq

n`1

rNThs tT un`1

ff

rNThsdΩ

´

ż

Ωe

rNThsT rβ1s
pkq
n`1 rN

ThsdΩ´

ż

Ωe

rNThsT
„

Bβ2

BT

pkq

n`1

rNThsdΩ´

ż

Ωe

β0

p∆tqn`1

rNThsT rNThsdΩ

”

KT f̄
ıpkq

n`1
“ ´

ż

Ωe

rNThsT

«

„

Bβ1

Bf̄

pkq

n`1

rNThs tT un`1

ff

rN f̄ sdΩ

´

ż

Ωe

rNThsT
„

Bβ2

Bf̄

pkq

n`1

rN f̄ sdΩ

”

Kfu
ıpkq

n`1
“ ´

ż

Ωe

rN f̄ sT
„

Bf

BE

pkq

n`1

rBusdΩ
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”

KfT
ıpkq

n`1
“ ´

ż

Ωe

rN f̄ sT
„

Bf

BT

pkq

n`1

rNThsdΩ

”

Kff̄
ıpkq

n`1
“

ż

Ωe

prN f̄ sT rN f̄ s ` l2rBf̄ sT rBf̄ s ´ rN f̄ sT
„

Bf

Bf̄

pkq

n`1

rN f̄ sqdΩ (4.62)

Le calcul des ces sous-matrices tangentes s’effectuera par la méthode de Gauss. Tous les opé-
rateurs tangents apparaissant dans les expressions des sous-matrices sont directement extraits
de la loi de comportement non-locale. Les différentes équations du modèle couplé thermoméca-
nique non-local obtenu sont implantées dans le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus via la
routine utilsateur UEL. L’algorithme de résolution d’un tel problème est présenté dans la figure
4.16.

Compte tenu du temps imparti à ce travail, nous n’avons pas pu réaliser la programmation et
l’exploitation de cet élément. Cette partie s’inscrit donc dans les perspectives du présent travail.

Figure 4.16 – Algorithme de résolution du problème couplé thermomécanique non-local.

4.6 Conclusion

Le présent chapitre était consacré à la prise en compte des effets de la chaleur latente de
transformation de phase dans les modèles de comportement local et non-local développés respec-
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tivement dans les chapitres 2 et 3. L’origine de ces effets étant la modification de la température
induite par la chaleur latente. La mise en place de l’équation de la chaleur permettant de décrire
le comportement thermique du matériau lors de la transformation de phase a été jugée nécessaire.

Le modèle couplé thermomécanique obtenu dans le cadre local a été implanté dans le logiciel
de calcul par éléments finis Abaqus. Les simulations réalisées dans le cas des conditions aux
limites n’autorisant pas d’échange de chaleur avec l’extérieur donnent des résultats tout à fait
cohérents et attestent de l’efficacité du modèle à décrire les effets thermiques accompagnant la
transition de phase dans les AMF.

Des développements supplémentaires sont nécessaires en vue d’améliorer ce modèle et d’étendre
ces capacités d’analyse à n’importe quel type de conditions aux limites thermiques imposées.
L’implémentation du modèle établi dans le cadre non-local est également nécessaire pour ouvrir
d’autres champs d’études et approfondir les études sur les phénomènes instables se produisant
lors de la transformation de phase dans les AMF. Ces deux points que nous venons de soulever
constituent les perspectives du travail réalisé dans ce chapitre. De plus, la confrontation des résul-
tats issus des différentes simulations numériques à des résultats obtenus expérimentalement doit
être réalisée ainsi que l’application à l’analyse d’une structure mince en AMF type actionneur ;
ceci dans le but de valider l’approche proposée.
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Conclusion générale

Le présent travail de thèse s’inscrit dans le cadre général de la modélisation du comportement
thermomécanique des films minces en AMF. En effet, due à leur taille relativement faible, il a
été remarqué dans de nombreux travaux expérimentaux que la transition de phase dans les
structures minces en AMF (films et fils) s’accompagne de certains phénomènes instables tels que
la localisation de la transformation de phase. Le nombre restreint de modèles disponibles dans
la littérature et consacrés à la description de ces phénomènes montre le besoin d’approfondir les
études sur ce sujet et justifie également l’importance de réaliser des travaux de recherche sur la
modélisation de ces phénomènes.

L’objectif de ces travaux, était de proposer un modèle non-local, de type gradient, du com-
portement thermomécanique des films minces en AMF ; capable de décrire, non seulement les
différents comportements spécifiques aux AMF massifs, mais de prédire également de manière ef-
ficace les phénomènes instables observés dans les comportements des structures minces en AMF.
Une extension du modèle non-local obtenu à la prise en compte des effets de la chaleur latente
de transformation a été également effectuée. Les modèles développés serviront d’outil numérique
d’aide à la conception et au dimensionnement par éléments finis d’applications de taille réduite
et exploitant les propriétés des AMF, telles que les micro-systèmes (micro-amortisseurs, micro-
actionneurs, etc.).

Le travail réalisé dans le présent document est scindé en plusieurs étapes. Dans la première,
un modèle macroscopique du comportement thermomécanique des AMF initialement proposé
par Bertrand Peultier [70], puis amélioré et reformulé dans le cadre des travaux de thèse d’Yves
Chemisky [10], et Arnaud Duval, [19] est décrit. Les principaux mécanismes physiques observés
dans les AMF tels que la transformation de phase, l’orientation des variantes de martensite et
l’accommodation des macles ont été décrits. Au total quatre variables, associées chacune à un
mécanisme physique donné sont considérées dans le modèle.

Une analyse thermodynamique a permis de mettre en place les différentes conditions d’ac-
tivations et les cinétiques d’évolution des différentes variables internes. Différents effets et com-
portement caractéristiques des AMF tels que la dissymétrie traction-compression, les boucles
internes ont été également pris en compte dans le modèle.

Le modèle a ensuite été implanté dans le logiciel de calcul par éléments finis Abaqus et sa
capacité à prédire la réponse des AMF a été validée sur différents trajets complexes de charge-
ments thermomécaniques.

La deuxième étape du présent travail était consacrée au développement du modèle non-local
du comportement thermomécanique des AMF. Ce modèle est obtenu comme une extension au
cadre non-local du modèle local présenté dans la première étape. Pour ce faire, la technique dite
de formulation à gradient implicite a été adoptée. Elle consiste à enrichir le modèle local par
l’introduction d’une nouvelle variable, définie à l’aide de termes de gradient d’ordre supérieur
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d’une variable interne déjà présente dans le modèle local. Ainsi, la contrepartie non-locale de la
fraction volumique de martensite a été définie. Elle est déterminée à partir d’une EDP intégrant
la fraction volumique locale de martensite comme terme source.

L’implantation du modèle non-local obtenu dans le logiciel Abaqus a nécessité le développe-
ment d’un élément fini spécial où la fraction volumique non-locale de martensite apparaît comme
un ddl additionnel en plus des déplacements dans le plan. Cette implantation a été réalisée via
la routine utilisateur UEL.

L’outil numérique obtenu a été validé sur des exemples de simulations numériques intégrant
des structures présentant deux types de défauts (géométrique ou matériel) et sur divers trajets de
chargements thermomécaniques mettant en oeuvre les différents comportements observés dans
les AMF. La cohérence des résultats et l’efficacité du modèle non-local à décrire les instabilités
de comportement accompagnant la transition de phase dans les films minces en AMF attestent
de la fiabilité du modèle à être utilisé comme un outil de dimensionnement d’applications en
AMF de taille relativement réduite telles que les micro-actionneurs.

Le travail associé à la dernière étape des développements était la prise en compte des effets de
la chaleur latente de transformation dans la modélisation du comportement des AMF. L’objectif
visé consiste à mettre en place un modèle de comportement des AMF, dans ses versions locale
et non-locale, capable de décrire les modifications de température induite par la chaleur latente
de transformation de phase.

L’équation de la chaleur nécessaire pour capturer les variations de température lors de la
transition de phase a donc été établie. Le modèle local couplé a été implanté dans le logiciel
Abaqus. Les premiers résultats dans le cadre de l’étude de l’influence des effets thermiques dus
à la transformation de phase sur le comportement mécanique d’un AMF superélastique et dans
des conditions thermiques où les échanges de chaleur avec l’environnement extérieur ne sont pas
considérés, se révèlent très concluants et justifient de l’efficacité de l’approche proposée pour la
description des effets de la chaleur latente de transformation dans le comportement des AMF.

Les perspectives des travaux réalisés dans le cadre de cette thèse sont nombreuses. Les toutes
premières concernent le modèle du chapitre 4, dédié à la prise en compte des effets de la chaleur
latente de transformation de phase. Ce dernier demande des développements supplémentaires
liés à l’implantation de sa version non-locale dans un code de calcul par éléments finis, pour une
meilleure exploitation et un pouvoir d’analyse plus étendu. Il est également nécessaire d’étendre
les capacités d’analyse du modèle à la prise en compte du transfert de chaleur par convection et à
des études impliquant la dynamique par l’introduction de la force d’accélération dans l’équation
de l’équilibre mécanique.
Les travaux qui s’inscrivent à la suite de ces premières perspectives sont de nature expérimentale.
En effet des campagnes d’essais expérimentaux sont en cours en vue de caractériser le paramètre
de longueur interne lié à la microstructure du matériau et des facteurs géométriques. De même,
une confrontation des résultats expérimentaux et numériques obtenus à partir des différents
modèles proposés s’avère nécessaire. Enfin, les modèles doivent être appliqués à l’analyse d’une
structure mince telle qu’une micro-pompe.
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Calcul des matrices rBus et rBf̄ s

En tout point de coordonnées pξ, ηq de l’élément de référence, le vecteur déplacement est
déterminé à partir de la relation suivante :

upξ, ηq “ rNustuu (A.1)

Avec :

tuu “ tu1 v1 u2 v2 u3 v3 u4 v4uT et upξ, ηq “ rNustuu (A.2)

La matrice d’interpolation des déplacements rNus est donnée par :

rNus “

„

N1 0 N2 0 N3 0 N4 0
0 N1 0 N2 0 N3 0 N4



(A.3)

où les fonctions Ni (i “ 1 à 4) sont les fonctions de formes linéaires définies par :

N1pξ, ηq “
p1´ ξqp1´ ηq

4
; N2pξ, ηq “

p1` ξqp1´ ηq

4
(A.4)

N3pξ, ηq “
p1` ξqp1` ηq

4
; N1pξ, ηq “

p1´ ξqp1` ηq

4

L’équation de compatibilité de la déformation macroscopique s’écrit :

E “
1

2
p∇u`T ∇uq (A.5)

En 2D contraintes planes, le vecteur représentant le tenseur des déformations s’exprime l’aide
du gradient des déplacements par la relation :

tEu “

$

&

%

Exx
Eyy
2Exy

,

.

-

“

»

–

1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 1 0

fi

fl

looooooooomooooooooon

rMEs

$

’

’

&

’

’

%

u,x
u,y
v,x
v,y

,

/

/

.

/

/

-

(A.6)

Pour exprimer le gradient du vecteur des déplacements dans l’élément de référence, on intro-
duit le jacobien J suivant :
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Annexe A. Calcul des matrices rBus et rBf̄ s

#

B
Bξ
B
Bη

+

“

«

Bx
Bξ

By
Bξ

Bx
Bη

By
Bη

ff

"

B
Bx
B
By

*

“ rJ s
"

B
Bx
B
By

*

(A.7)

La relation inverse nous donne :

"

B
Bx
B
By

*

“ rJ s´1

#

B
Bξ
B
Bη

+

(A.8)

Le jacobien rJ s est calculé à partir des fonctions d’interpolation et des coordonnées nodales :

rJ s “
„

N1,ξ N2,ξ N3,ξ N4,ξ

N1,η N2,η N3,η N4,η



»

—

—

–

x1 y1

x2 y2

x3 y3

x4 y4

fi

ffi

ffi

fl

(A.9)

Ainsi le gradient de déplacement dans l’élément spatial s’écrit :

$

’

’

&

’

’

%

u,x
u,y
v,x
v,y

,

/

/

.

/

/

-

“

„

rJ s´1
r0s

r0s rJ s´1



looooooooooomooooooooooon

rMT s

$

’

’

&

’

’

%

u,ξ
u,η
v,ξ
v,η

,

/

/

.

/

/

-

(A.10)

Avec :

$

’

’

&

’

’

%

u,ξ
u,η
v,ξ
v,η

,

/

/

.

/

/

-

“

»

—

—

–

N1,ξ 0 N2,ξ 0 N3,ξ 0 N4,ξ 0
N1,η 0 N2,η 0 N3,η 0 N4,η 0

0 N1,ξ 0 N2,ξ 0 N3,ξ 0 N4,ξ

0 N1,η 0 N2,η 0 N3,η 0 N4,η

fi

ffi

ffi

fl

looooooooooooooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooooooooooooon
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/
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/

/

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

/

/

/

/

/

-

(A.11)

La matrice
“

MT
‰

dans la relation (A.10) permet de prendre en compte la transformation de
l’élément réel vers l’élément de référence.

En tenant compte des relations (A.6), (A.10) et (A.11), nous pouvons écrire :
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(A.12)
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La matrice rBus reliant le vecteur représentant le tenseur des déformations au vecteur des
déplacements nodaux est donc déterminée par la relation :

rBus “
“

ME
‰ “

MT
‰

”

Mgrad
ı

(A.13)

On procède de la même manière pour déterminer la matrice
”

Bf̄
ı

. En tout point de coor-
données pξ, ηq de l’élément de référence, la fraction volumique non-locale de martensite s’écrit :

f̄pξ, ηq “ rNf stf̄u (A.14)

Avec :

rN f̄ s “
“

N1 N2 N3 N4

‰

et tf̄u “

$

’

’

&

’

’

%

f̄1

f̄2

f̄3

f̄4

,

/

/

.

/

/

-

(A.15)

Le gradient de la fraction volumique non-locale de martensite est donné par la relation :
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"
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(A.16)

La matrice
”

Bf̄
ı

est donc déterminée par la relation :

”

Bf̄
ı

“ rJ s´1

„

N1,ξ N2,ξ N3,ξ N4,ξ

N1,η N2,η N3,η N4,η



(A.17)
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Résumé
Dans ce travail, des modèles thermomécaniques basés sur une approche non-locale sont pro-

posés pour décrire le comportement des Alliages à Mémoire de Forme (AMF) avec la prise en
compte des effets de la localisation et de la chaleur latente lors de la transformation de phase
dans ces matériaux. Ces modèles sont obtenus comme des extensions d’un modèle local existant.
Pour décrire la localisation de la transformation de phase et sa propagation, l’extension du mo-
dèle initial a consisté à le réécrire dans un contexte non-local par l’introduction d’une nouvelle
variable, définie comme la contrepartie non-locale de la fraction volumique de martensite déjà
présente dans le modèle local initial. L’exploitation de ce modèle a nécessité le développement
d’un élément fini spécial dans ABAQUS avec la fraction volumique non-locale de martensite
comme un degré de liberté supplémentaire. Les simulations réalisées montrent la pertinence
d’une telle approche dans la description de la transformation de phase se produisant dans des
structures minces en AMF, soumises à des chargements thermomécaniques, et présentant des
défauts géométriques et/ou matériels. Pour arriver à décrire les effets de la chaleur latente, une
équation d’équilibre thermique ayant comme terme source des contributions dépendant de la
transformation de phase a été adjointe au modèle initial. Là encore, l’exploitation du modèle a
nécessité le développement d’un élément fini qui prend en compte le couplage thermomécanique
et qui considère la formulation proposée pour l’équilibre thermique. Les simulations numériques
réalisées ont montré l’effet retardant sur la transformation de phase (directe ou inverse) de la
chaleur latente, et le caractère hétérogène possible de la transformation dans ce cas. Ces effets
sont d’autant plus importants que la vitesse de déformation thermomécanique est élevée.

Mots-clés: Alliages à mémoire de forme, Superélasticité, Effet mémoire de forme, Localisation,
Modèle non-locaux à gradient, Eléments finis, Structures minces, Chaleur latente, Vitesse de
déformation.

Abstract

In this Phd thesis, thermo-mechanical models based on a nonlocal approach are proposed
in order to describe the behavior of Shape Memory Alloys (SMA), taking into account localiza-
tion and latent heat effects during phase transformation in these materials. These models are
obtained as extensions of an existing local model. In order to describe the localization of phase
transformation and propagation, the extension of the initial model consisted of rewriting this
latter in a nonlocal context through the introduction of a new variable, defined as the nonlocal
counterpart of the martensite volume fraction, already present in the initial local model. The
use of this model has required the development of a specific finite element in ABAQUS with the
nonlocal martensite volume fraction as an additional degree of freedom. The simulations show
the relevance of such an approach in the description of the phase transformation occurring in
thin SMA structures with geometrical and/or material defects subjected to thermo-mechanical
loadings. To achieve the description of the latent heat effects, a heat balance equation with a
source term depending on contributions of the phase transformation was added to the constitu-
tive equations of the initial model. Even there, the use of the model required the development
of a finite element which takes into account the thermo-mechanical coupling and considers the
proposed formulation for the thermal balance. Numerical simulations have shown the delaying
effect of the latent heat on (direct or reverse) phase transformation and the possible heteroge-
neous character of the phase transformation in this case. These effects are even more important
as the strain rate is high.

Keywords: Shape memory alloys, Superelasticity, Shape memory effect, Localization, Nonlocal
gradient model, Finite element, Thin structures, Latent heat, Strain rate.
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