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"Si nous connaissions toutes les lois de la Nature, nous n’aurions besoin que d’un fait,
ou de la description d’un seul phénomene réel, pour tirer toutes les conclusions
particulieres a ce point. Actuellement nous ne connaissons que quelques lois, et notre
conclusion se trouve faussée, non pas, cela va sans dire, par suite de nulle confusion ou
irrégularité dans la Nature, mais par suite de notre ignorance des éléments essentiels
dans le calcul. Nos notions de loi et d’harmonie sont généralement limitées a ces
exemples que nous découvrons ; mais I’harmonie qui résulte d’'un beaucoup plus grand
nombre de lois apparemment en conflit, et réellement en accord, non par nos
découvertes, est encore plus surprenante. Les lois particulieres sont comme nos points
de vue, de méme qu’aux yeux du voyageur un contour de montagne varie a chaque pas
et possede un nombre infini de profils, quoique absolument une seule forme. Méme

entrouverte ou percée de part en part, on ne saisit pas la montagne en sa totalité."

Henry David Thoreau - Walden ou la vie dans les bois.

"Et Jésus leur répondit : c’est a cause de votre incrédulité : car en vérité je vous dis,
que si vous aviez de la foi, aussi gros qu’un grain de semence de moutarde, vous diriez a
cette montagne : transporte-toi d’ici la, et elle s’y transporterait ; et rien ne vous serait

impossible."

Evangile selon Saint Matthieu - ch.17, v.20.
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Chapitre 1
Introduction

Le développement croissant de 1’activité humaine soumet les écosystemes forestiers a une pres-
sion de plus en plus élevée. L’ augmentation réguliere de la déforestation (FAO, 2012), qu’elle soit
engendrée par la démographie croissante ou I’exploitation industrielle (FAO, 2011) pose la question

des conséquences du changement d’utilisation des terres ainsi que la durabilité des écosystemes.

A ces questions socio-économiques s’ajoute la nécessité d’anticiper I’impact des changements cli-
matiques, I’évolution des dépots atmosphériques (Goudie, 2009) et de 1’altération des sols (Klaminder
et al.l 2011). D’autre part, la transition énergétique des énergies fossiles vers les énergies renouve-
lables voulue par les politiques globales (ONU, 2005) requiert de définir dans quelle mesure la forét
peut tre mise a contribution sans accélérer 1’appauvrissement des sols et 1’altération de la qualité de
I’eau. Le Grenelle et la directive européenne 2009/28/CE ont fixé comme objectif d’atteindre 23%
d’énergies renouvelables dans la consommation totale énergétique finale métropolitaine pour 2020
soit 20 Mtep d’énergies renouvelables en plus par rapport a 2006 (Rapport de la journée « Cellule
Biomasse », 2012). Le rapport ADEME 2013 (Contribution de I’ADEME a I’élaboration de visions
énergétiques 2030-2050 - Synthese) vise 35% d’énergies renouvelables dans le mix énergétique a
I’horizon 2030 ; et pour le mix chaleur, la biomasse sera la principale filiere contributrice puisqu’elle

devra représenter pres de 45%.

La communauté scientifique, en relation avec les gestionnaires forestiers, travaille depuis plus de
trente ans a I’élaboration d’outils d’aide a la décision. La modélisation y prend une part importante,
chaque discipline consacrée a I’étude des écosystemes forestiers (écologie, écophysiologie, biogéo-
chimie, ...) ayant une méthodologie propre. Cependant, ces différentes approches disciplinaires utili-
sées jusqu’a aujourd’hui ne permettent pas une évaluation simultanée de I’influence des changements

globaux et de la gestion des services écosystémiques sur la pérennité des foréts. La nécessité d’amor-
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cer une nouvelle génération de modeles s’appuyant sur la remise en jeu des concepts fondateurs des

différentes approches existantes s’impose aujourd’hui comme une nécessité de premier plan.



1.1 Les cycles biogéochimiques des écosystemes forestiers

1.1 Les cycles biogéochimiques des écosystemes forestiers

Les écosystemes forestiers s’inscrivent dans un cadre spatio-temporel bien défini. La spatialité de
ces écosystemes se définit selon deux axes. Sur le plan vertical, ils sont contenus dans un gradient
allant de la roche-mere aux couches basses de 1’atmosphere. Sur un plan horizontal, la variabilité de
la composition des sols et son impact sur la composition biologique des écosystémes se caractérise
aussi bien a I’échelle de la parcelle qu’a celle du bassin versant. Les processus en jeu au sein des

écosystemes forestiers s’échelonnent de la variation infra horaire au siecle.

Selon le rapport sur la science et la technologie n°27 de I’ Académie des Sciences , 1’étude des
écosystemes forestiers se situe a I’interface de trois domaines scientifiques : la biologie, la chimie et
les géosciences (ﬁg. Le recoupement de ces disciplines au cours du XX®™ siecle a abouti a la
spécification de la biogéochimie. Dans son acceptation la plus large elle est définie comme la géochi-
mie de la biosphere. Elle recouvre I’étude des interactions entre le vivant et les éléments chimiques

fondamentaux. Cette these se concentre sur la biogéochimie des écosystemes forestiers.

Ecologie

Géosciences Biologie

Biogéochimie

Biochimie

Figure 1.1 — Place de la biogéochimie parmi les disciplines scientifiques (tiré de |Georges| (2007)).

Le cycle biogéochimique de 1’écosysteme forestier correspond a 1’ensemble des processus de
mobilisation et de libération des éléments minéraux. Ce cycle est décomposable en trois sous-cycles
interagissant les uns sur les autres (fig[I.2)) :

e le sous-cycle géochimique : caractérise I’ouverture du cycle biogéochimique a I’ensemble des
échanges avec I’atmosphere (dépdts atmosphériques), a la fixation symbiotique de 1’azote et
aux pertes de nutriments par drainage vers les eaux de surface et les nappes phréatiques ;

e le sous-cycle biologique : correspond aux échanges d’éléments minéraux entre le sol et la
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plante ; prélevement racinaire du sol vers la plante, ou restitution de la plante vers le sol (chutes
de litieres, récrétion) ; plus ce cycle est dominant, plus 1’écosysteme est autonome ;

e le sous-cycle biochimique : correspond aux échanges entre les différents organes de la plante
pérenne notamment les phénomenes de translocation d’éléments minéraux entre les tissus de
la plante généralement des plus vieux vers les plus jeunes.

Cette hiérarchisation en sous-cycles se décline pour chaque €lément chimique constitutif de 1’éco-
systeme (ex : C, O, N, P, K, S, Ca, Na, Al, Fe...). Quelle que soit leur situation géographique, les
écosystemes forestiers partagent cette structure de fonctionnement. La variabilité des essences, des
sols et des conditions climatiques modifient 1’équilibre entre ces trois cycles. A cela s’ajoute I’'impact
des aménagements forestiers : sylviculture, amendements, fertilisation et exportation de biomasse
(Ranger, 2007).

Atmosphére
Plante Cycle biochimique
Cycle géochimique
Cycle biologique
Sol
Nappe phréatique

Figure 1.2 — Sous-cycles biogéochimiques au sein de I’écosysteme forestier.

Les interactions entre les différents cycles biogéochimiques se caractérisent par des flux entre
les compartiments de 1’écosysteme. [Ranger et Turpault (1999) ont proposé un schéma conceptuel
(fig[I.3) permettant I’analyse de ces échanges. Cependant, une part des flux proposés sont difficiles
voire impossibles a quantifier expérimentalement. Ainsi, I’estimation de ces flux sur le long terme est

un défi majeur proposé aux modélisateurs.
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Figure 1.3 — Schéma conceptuel du cycle biogéochimique de 1’écosysteme forestier (tiré de Ranger et Turpault

(1999)).
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1.2 Complexité et granulométrie de modele

Les écosystemes forestiers sont par essence des systemes dynamiques complexes : les cycles du
carbone, de I’eau et des nutriments interagissent a diverses échelles de temps et d’espace. La diversité
des processus écologiques impliqués nécessite la définition du r6le que doit tenir la modélisation dans

I’étude de tels systemes.

La notion de complexité utilisée dans cette these s’appuiera sur les travaux épistémologiques de
Henri Poincaré (1854-1912) :

" [...] ceux qui ne croient pas que les lois naturelles doivent étre simples, sont encore
obligés souvent de faire comme s’ils le croyaient. Ils ne pourraient se soustraire entiére-
ment a cette nécessité sans rendre impossible toute généralisation et par conséquent toute

science." [...]

"Si nous étudions ’histoire de la science, nous voyons se produire deux phénomenes
pour ainsi dire inverses : tantot c’est la simplicité qui se cache sous des apparences com-
plexes, tantot c’est au contraire la simplicité qui est apparente et qui dissimule des réalités

extrémement compliquées.” [...]

"Sans doute, si nos moyens d’investigation devenaient de plus en plus pénétrants, nous
découvririons le simple sous le complexe, puis le complexe sous le simple, puis de nouveau
le simple sous le complexe, et ainsi de suite, sans que nous puissions prévoir quel sera le
dernier terme. Il faut bien s’arréter quelque part, et pour que la science soit possible, il faut
s arréter quand on a trouvé la simplicité. C’est la le seul terrain sur lequel nous pourrons

élever I’édifice de nos généralisations."” [...]

"Qu’importe alors que la simplicité soit réelle, ou qu’elle recouvre une vérité com-
plexe ? Qu’elle soit due a l'influence des grands nombres, qui nivelle les différences indi-
viduelles, qu’elle soit due a la grandeur ou a la petitesse de certaines quantités qui per-
mettent de négliger certains termes, dans tous les cas, elle n’est pas due au hasard. Cette
simplicité, réelle ou apparente a toujours une cause. Nous pourrons donc toujours faire le
méme raisonnement, et si une loi simple a été observée dans plusieurs cas particuliers, nous
pourrons légitimement supposer qu’elle sera encore vraie dans les cas analogues. Nous y

refuser serait attribuer au hasard un réle inadmissible." (Poincaré| [ 1902))

Poincaré considérait que la progression de la science n’est possible que lorsque le scientifique

s’attache a généraliser des lois simples malgré 1’évidence de la complexité des phénomenes naturels.
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Or, une loi simple est toujours associée a un domaine de validité spatio-temporel déterminé pour
lequel cette loi est vérifiable expérimentalement. Nous appellerons "grain" de la loi ce domaine de
validité. Le choix de cette terminologie est motivé par la volonté de rejoindre le concept de granulo-
métrie de modele proposé par Saint-André|(2013) et que nous aborderons par la suite. La "simplicité"
apparait alors de maniere locale, a un grain donné. Ce critere n’est évidemment pas objectif et dépend
de la simplicité du formalisme utilisé (généralement mathématique). Toute écriture d’un formalisme

de type mathématique pour une loi est en soi un exercice de modélisation.

Ce que nous appelons communément modélisation, correspond a la modélisation dite intégrative.
Elle consiste a proposer une combinaison de lois simples, de méme grain, dans le but de représenter
un phénomene décomposable en sous-phénomenes. La question de la "complexité" dans la modélisa-
tion d’un phénomene se pose des lors que : 1) I’observation du phénomene ne suggere au scientifique
aucune loi simple (qu’elle soit statistique ou déterministe), ii) le phénomene est per¢cu comme la ré-
sultante de la combinaison de sous-phénomenes, représentables par des lois ou modeles simples de
grains disjoints. Cette définition du rapport simplicité/complexité a pour avantage de limiter 1’utilisa-

tion de cette terminologie aux systemes de représentation et non pas aux phénomenes naturels.
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1.3 Etat de I’art succinct de la modélisation forestiere

La notion de grain permet de classifier les nombreuses stratégies utilisées pour établir la produc-
tion de bois, la séquestration en carbone, la fertilité des sites et les ressources en eau. |Saint-André
(2013) synthétise ces différentes approches et identifie trois familles de modeles :

e issus de la dendrométrie (Fagacees (Dhotel [1996)), Eucalypt-Dendro (Saint-André et al., 2002,
2008, 2003))). Ces modeles phénoménologiques reposent sur des lois empiriques basées sur
I’observation des mensurations des arbres au sein d’un peuplement. Ils permettent de prendre
en compte directement les scénarios de sylviculture et restituent la production de carbone ainsi
que le couplage carbone/éléments minéraux au sein de la biomasse. Ils ne tiennent pas compte
explicitement du climat et des cycles biogéochimiques.

e issus de I’écophysiologie ol I’on pourra citer les modeles Castanea (Davi et al., | 2005) Dufrene
et al., 2005), G’Day (Corbeels et al., 2005alb) ou encore Balance (Roetzer et al., 2010). Ces
modeles essentiellement mécanistes proposent un couplage fonctionnel entre les cycles du
carbone et de I’eau, prennent en compte le climat de maniere explicite mais ne proposent pas
d’approches efficaces pour répercuter la fertilité des sols et la gestion forestiere sur 1’allocation
de la biomasse.

e issus de la biogéochimie tels que Safe (Sverdrup et al., [2006), ForSVA (Arp et Oja, 1997,
Oja et Arp, [1997) et ForNBM (Zhu et al., [2003alb). Ces modeles proposent une description
des processus biogéochimiques du sol : altération des minéraux, minéralisation de la matiere
organique, chimie. Le climat et les propriétés du sol sont explicitement pris en compte. Ils
tiennent difficilement compte de 1’activité biologique du sol et d’une part du cycle biologique
(prélevement et allocation des minéraux par les végétaux).

Ces approches recouvrent une part trés importante des processus clés impliqués dans le fonc-
tionnement des écosystemes forestiers. Cependant, les différences de granulométrie empéchent un
couplage direct de ces approches. Du fait de la complexité des écosystemes forestiers, une simple
juxtaposition de ces modeles ne permettra pas de saisir I’ensemble des interactions entre le sol, la

végétation et I’atmosphere.
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1.4 Démarche de modélisation

Pour proposer une nouvelle modélisation des processus, il est fondamental de s’attacher a une gra-
nulométrie imposée puis de questionner chacune des approches de modélisation actuelles. L’ objectif
est de formuler de nouvelles lois pour chaque processus de 1’écosysteéme : i) propres a la granulo-
métrie fixée, ii) tenant compte des informations apportées par d’autres grains de modélisation et iii)

reposant sur une approche disciplinaire solide pour chaque compartiment de 1’écosysteme.

Pour illustrer cette démarche, considérons par exemple la modélisation de la production de bio-
masse. Les lois empiriques d’Eichhorn, associées a la théorie Assmann et I’hypothese de Langsaeter
(dendrométrie) fournissent une estimation solide de la productivité a 1’échelle du peuplement alors
que le modele Farquhar et al.| (1980) (écophysiologie) se concentre sur la photosynthese (échelle cel-
lule - de I’heure a la journée). Ces deux approches traitent dans le fond la méme question, a savoir la
production de matieére organique (MOJ), mais opérent a des grains totalement différents. La premiere
n’est pas mécaniste et repose sur la notion d’indice de fertilité alors que la seconde prend en compte
notamment 1’effet de la concentration en CO; atmosphérique sur la photosynthese.

La question illustrant notre réflexion sera alors la suivante : "Est-il possible d’amender les lois is-
sues de la dendrométrie (directement ou avec une loi complémentaire) pour prendre en compte 1’effet
de la fertilisation en CO, sur la production de [MOltelle que constatée par le modele de Farquhar ?"

Il est évident que la difficulté fondamentale réside dans le saut d’échelle. Entre la photosynthese
brute et la production globale, le nombre de médiations via d’autres processus est tres élevé voire in-
calculable. Ce questionnement n’est pas récent et a déja été soulevée en particulier dans la progression
du modele ForSafe (Wallman et al.. [2005) ;

1.4.1 Les modéeles a base dendrométrique comme point de départ
1.4.1.1 Concept fondateur : lois d’Eichhorn

Dans le paysage des modeles dédiés au fonctionnement des écosystemes forestiers, les modeles
phénoménologiques Fagacees (hétre - tempéré) et Eucalypt-Dendro (eucalyptus - tropical) proposent
un moteur de simulation de croissance reposant sur les lois dendrométriques empiriques d’Eichhorn

et la théorie d’ Assmann (Assmann, [1970).

Rappelons ici les lois fondamentales de la dendrométrie :

1. La hauteur dominante d’un peuplement équienne, monospécifique et de couvert fermé, n’est

fonction que de I’age, de I’essence, et des conditions de station,
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2. Le volume spécifique d’un peuplement équienne, monospécifique et de couvert fermé, n’est

fonction que de la hauteur dominante (Eichhorn, [1904)),

Précisons que dans le cas des plantations congolaises d’eucalyptus, ces lois ont été amendées afin de

tenir compte de la densité du peuplement considéré (Saint-André et al.l, 2002).

Ces lois empiriques associées a des lois d’allométrie permettent la modélisation de la croissance et
de la production de biomasse des écosystemes équiennes et mono-spécifiques sous des climats variés
et a des échelles temporelles allant de I’année au siecle suivant les essences considérées. En pratique,

les modeles susmentionnés formalisent ces lois par des équations différentielles ordinaires (EDOs).

1.4.1.2 Indice de fertilité

Ces modeles reposent sur le concept d’indice de fertilit€ (Bontemps et Bouriaud, 2014). Cette
variable est déterminée des lors que la hauteur dominante du peuplement est connue a un age donné.
Elle permet d’estimer la productivité de I’écosysteme a n’importe quel age. L’avantage majeur de ce
concept est qu’il permet 1’utilisation de ces modeles sur la base de mesures in situ peu cofiteuses en

ressources humaines, matérielles et temporelles.

Néanmoins, I’indice de fertilité englobe 1’ensemble des conditions biophysiques de I’écosysteme
et les parametres de ces modeles sont associés a des conditions environnementales particulieres. Il est
alors nécessaire de respecter ces conditions lors de 1’utilisation du modele. La différenciation de 1’in-
fluence du climat et des cycles biogéochimiques sur la production et la croissance est alors impossible

ce qui constitue une limitation majeure dans le cadre de la gestion des changements globaux.

La revue de Bontemps et Bouriaud| (2014) met en évidence que le concept d’indice de fertilité
peut théoriquement €tre dépassé au vu des avancées récentes de la modélisation. En effet, plusieurs
modeles a granulométrie semblable a celle des modeles dendrométriques mais basés sur des concepts

tirés de 1’écophysiologie sont capables d’estimer cet indice.

L’objet de cette these est d’apporter une contribution a I’introduction de I’influence du cli-
mat et des cycles biogéochimiques dans la famille des modeles dendrométriques. L’objectif final
est d’éliminer le concept d’indice de fertilité et de rendre les relations du modele a I’environ-
nement explicites tout en gardant la granulométrie des modeles dendrométriques. La granulo-
métrie associée est celle du mois et considere les écosystemes de I’échelle de I’arbre a celle du
peuplement.
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1.4.2 Quelles évolutions ?

L’élaboration d’un outil de modélisation plus générique passe par une prise en compte de 1’en-
semble des processus de I’écosysteme forestier a des échelles ciblées. Dans notre approche, la révision
du concept d’indice de fertilité est nécessaire et implique I’intégration des cycles géochimiques et bio-
logiques aux modeles phénoménologiques basés sur les lois d’Eichhorn. La chimie du sol (altération,

minéralisation, percolation, drainage, ...) constitue 1’interface entre ces deux cycles.

La méthodologie mise en ceuvre dans les modeles ForSafe et Profile (Sverdrup, 2009) est actuel-
lement 1’une des plus performante pour restituer le fonctionnement de ce compartiment de 1’écosys-
teme. Rendre possible I'utilisation de Safe (Alveteg, |1998), sous compartiment pour la chimie du
sol de ForSafe, est I’un de nos objectifs a moyen terme. Au regard de la figure [T.4] il est essentiel
de souligner que le rdle d’interface entre les cycles biologiques et géochimiques joué par la chimie
du sol ne peut étre appréhendé qu’apres plusieurs phases de modélisation préalables : i) intégration
du cycle de I’eau (drainage, volume des solutions de sol), ii) intégration de la décomposition de la
matiere organique du sol (MOS) (minéralisation, activité des micro-organismes, relation entre pH et
et de son influence sur le modele Safe (Alveteg, |1998)).

<_ R ’
Deposition

Uptake
Litterfall

Soil
solution €— Weathering — Minerals

Precipitates

Decomposition

Soail organic lon exchange
matter

Secondary
minerals

Percolation S

Adsorbed
reversibly

Figure 1.4 — Compartiments de I’écosystéme et flux dans le modele ForSafe (tiré de [Sverdrup|(2009)).

1.4.2.1 Cycle géochimique

L’intégration du climat et du cycle de 1’eau est une étape indispensable avant toute intégration
du cycle géochimique. Il est nécessaire de maitriser I’intégralité du cycle de I’eau (précipitations,

évaporation, transpiration, infiltration, drainage) avant d’étudier la perte d’éléments minéraux par

11
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drainage, I’altération des minéraux et la chimie du sol. L’intégration du cycle de I’eau et du climat a été
envisagée avec le modele Biljou (Granier ef al.,|1999). Ce modele de type sol-végétation-atmosphere-
transfert a base journaliere est fondé sur trois types d’entrées :

e météorologique : évapotranspiration potentielle[l, précipitations et rayonnement global ;

e végétation : indice foliaireE] (ou leaf area index (LAI) dans le monde anglophone) ;

e sol : nombre d’horizons, puis pour chaque horizon : profondeur, pourcentage de racines fines,

réserve utile, humidité pondérale a pF=4,2, densité apparente.

L’incorporation du moteur de la transpiration végétale du modele Biljou dans une approche a base
dendrométrique a requis 1’élaboration du modele Stand Leaf Cohorts Dynamics (SLCDJ) estimant les

fluctuations saisonniéres du couvert végétal (chap[2] [3).

1.4.2.2 Cycle biologique

La modélisation du cycle biologique est indispensable a tout amendement des modeles a base den-
drométrique tel qu’envisagé dans cette these. L’ approche dendrométrique permet d’estimer le contenu
du bois en éléments minéraux et permet au forestier de quantifier les exportations d’éléments miné-
raux selon les traitements sylvicoles. Cependant, la restitution d’éléments minéraux vers le sol par
les chutes de litiere et leur dégradation n’est pas prise en compte. ’ensemble de la chaine allant de
la plante, plus spécifiquement la feuille (résorption et chute), passant par la décomposition de la
de la litiere jusqu’aux horizons organiques du sol doit €tre intégrée. Deux nécessités apparaissent : 1)

estimer la production de litiere saisonniere (chap2]3) et ii) sa dégradation le long d’un profil vertical

de sol (chap H|[5]6).

1. Obtenue a partir de la formule de Penman

2. L’indice foliaire est une grandeur sans dimension, qui exprime la surface foliaire d’un arbre, d’un peuplement, d’un
écosysteme ou d’un biome par unité de surface de sol. Selon I’échelle a laquelle on s’intéresse, 1’unité de surface de sol
peut étre le m?, I’hectare, le km?.

12



Chapitre 2

Le role central de la canopée - Modele Stand

Leaf Cohorts Dynamics

Les modeles empiriques de croissance et de production restituent des tendances de production
de biomasse foliaire de 1I’échelle annuelle a I’échelle décennale (ex. Eucalypt-Dendro (Saint-André
et al., 2002, 2008}, 2005)). Nous nous sommes appuyés sur ces estimations pour développer une
nouvelle méthode de simulation du couvert foliaire forestier. L’idée directrice est qu’un simple modele
probabiliste régissant la dynamique mensuelle de cohortes de feuilles a une flexibilité suffisante pour
restituer la dynamique de I’indice foliaire (LAI) et de la production de litieres, aussi bien pour les
peuplements permanents que pour les décidus. Nous avons développé le modele probabiliste
afin de simuler la dynamique de la canopée ainsi que ses interactions avec le climat, le cycle de I’eau

et des nutriments.
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2.1 Role dans les cycles biogéochimiques et modélisation

La dynamique du couvert foliaire joue un role majeur dans la régulation des flux au sein de 1’éco-
systeme forestier. Elle est impliquée dans chaque sous-cycle biogéochimique : i) cycle biochimique :
les feuilles sont le siege de la photosynthese donc de la production de carbone et sont impliquées dans
la résorption d’éléments minéraux lors de sénescence des feuilles ; i1) cycle biologique : la foliation et
la maintenance des feuilles requiert 1’allocation d’éléments minéraux (K,Ca,Mg,P,N) et la production
de litiere foliaire permet de restituer ces éléments au sol forestier ; iii) cycle géochimique : la réponse
de la forét aux variations climatiques et aux intrants atmosphériques dépend fortement de la dyna-
mique de la canopée ; la fermeture du couvert influence le cycle de I’eau, 1’apport en rayonnement et

I’interception des dépdts atmosphériques.

L’influence du couvert végétal est importante dans les modeles écophysiologiques (ex : G’Day
(Corbeels et al.l [2005alb)) ; Castanea (Davi ef al.l 2005, [Dufrene et al., 2005)), leurs estimations de
productivité (croissance des arbres et séquestration du carbone) étant particulierement sensibles aux
variations de [LAIl Le[LAllest également utilisé dans les modeles de transpiration (Chouhury et Mon-
teith, |1988, Fisher et al.l 2009, \Granier et al.,|1999, Jung et al., 2010, Shuttleworth et Wallace, [1985))
ainsi que pour estimer la fraction du rayonnement photosynthétique actif absorbé par la végétation
(Gower et al., [1999] Nouvellon et al.l [2000). Aussi, ces modeles requierent des estimations de [LAIl
d’autant plus fiables lorsqu’ils sont employés sur de longues périodes. Plusieurs méthodes sont dispo-
nibles pour estimer le [LAIl (Bredal, [1999) : directe a partir de mesures sur la litiere seche (Nouvellon
et al., 2010), ou indirecte par mesure satellite (Le Maire ef al., [2011) ou par mesure optique avec un
analyseur de couvert tel que LAI2000 (Licor) ou photographie hémisphérique.

Indépendamment du[LAIl I’estimation de la production de litiére foliaire permet de définir 1’apport
en pour des modeles de décomposition (Bosatta et Agren, 1996, |d’ Annunzio et al., 2008). Elle
est indispensable pour envisager une modélisation complete des cycles biogéochimiques.

Par ailleurs, la question des changements globaux a fortement motivé le développement récent
des modeles dédiés a la phénologie (Richardson et al.| [2013). A I’échelle planétaire, il apparait que
les facteurs climatiques les plus influents sur la phénologie des écosystemes tempérés et boréaux
sont bien identifiés, alors que la phénologie des foréts tropicales est peu étudiée et comprise. Plu-
sieurs études basées sur des observations satellites (Botta et al., 2000, Jolly et al., 2005} Stoeckli
et al.l 2008) ont défini des indicateurs climatiques permettant d’estimer la dynamique des couverts
forestiers mondiaux. Les variables climatiques associées sont simples (déficit de pression de vapeur,
photopériode, température minimale) et permettent d’identifier les facteurs les plus limitant de la

dynamique foliaire.
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2.2 Modele SLCD

Chabot et Hicks| (1982) et Kikuzawa et Lechowicz (2011) ont mis en évidence que le renouvelle-
ment foliaire peut étre considéré dans son ensemble comme le résultat d’une stratégie d’optimisation
de la croissance forestiere et de 1’efficience d’utilisation du carbone. Par conséquent, les changements
observés dans la foliation et la sénescence ont pour but I’optimisation de I’activité photosynthétique.
Dans cette approche, chaque feuille possede un potentiel photosynthétique déclinant au cours du
temps (Kitajima et al., 2002, [1997b). Les processus impliqués dans la sénescence s’enclenchent des
lors que le potentiel de production en carbone de la feuille est inférieur au colit en carbone de main-
tien de la feuille. Indépendamment de la théorie de I’ optimisation, la canopée est soumise a des stress
biotiques (ex : insectes (Lowman, 1992 Lowman et Heatwolel 1992))) et abiotiques (ex : le gel (Silva

et al.,|2009)) engendrant une chute ou une disparition prématurée de la feuille.

Le modele considere le renouvellement de la canopée comme la combinaison de trois
processus successifs : i) bourgeonnement/émergence de la feuille, ii) développement de la feuille,
ii1) sénescence et abscission de la feuille. De maniere concrete, la probabilité de vie ou de mort de
chaque feuille est considérée au sein de chaque cohorte de feuilles de la canopée. Ces probabilités
sont fonctions d’indices environnementaux définis sur une base bibliographique. Ainsi, le modele
propose, conditionnellement aux probabilités choisies et sous des hypotheses associées au processus
de foliation, une évaluation quantitative de la dynamique de la canopée. Cette donnée est par nature
tres difficile a évaluer expérimentalement et nous pouvons espérer que la modélisation permettra
d’identifier et de hiérarchiser les facteurs climatiques les plus influents.

Le modele a été concu initialement pour les plantations monospécifiques d’eucalyptus (Sainte-
Marie et al.l|2012). En supposant que I’ensemble des écosystemes forestiers sont régis par des pro-
cessus communs de croissance et d’interactions avec 1’environnement, a été étendu aux foréts

tempérées pour proposer une approche générale (chap[3).

Notre approche présente plusieurs intéréts :
o clle se distingue d’une analyse statistique usuelle car elle se base sur des hypotheses fortes sur
les processus biologiques mis en jeu,
e clle définit une probabilité de chute pour chaque feuille basée sur la littérature permettant ainsi
de conserver un lien fort et renouvelable au cours du temps avec 1’écologie,
e clle correspond a la granulométrie actuelle des modeles dendrométriques et phénoménolo-
giques, économe en ressources informatiques et adaptable a une gamme variées d’interactions

avec I’environnement.
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2.3 Description du modele

2.3.1 Variables d’entrée du modele

Afin de travailler avec le méme grain que les modeles dendrométriques, le modele consi-
dere la dynamique de la canopée a un pas de temps mensuel. Nous noterons k € N* 1’age en mois de
la forét étudiée.

D’autre part, la volonté de combiner [SLCDI avec le modele Biljou nous pousse a considérer des
données climatiques journalieres comme variables d’entrées.

L’estimation de biomasse foliaire non saisonniere (fournie par exemple par le modele a base den-
drométrique E-Dendro) sera notée B.

Le modele requiert également des informations sur la surface (s) et la masse (m) foliaire au sein

du peuplement.

2.3.2 Dynamique de la population de feuilles

considere la canopée comme une population de feuilles distribuées en classes d’age men-
suelles i appelées cohortes. L’age d’une feuille est déterminé par sa période d’attachement a I’arbre
c.-a-d. la différence entre le mois ou 1’age de la feuille est considéré et le mois de bourgeonnement.
Si une feuille est tombée, son age égale la durée entre le mois de bourgeonnement et le mois d’abs-
cission. Remarquons que 1’age i d’une feuille est toujours inférieur a I’age k du peuplement.

La population totale de feuilles au sein de la canopée au mois k est notée N(k) € N. Elle est la

somme des populations de chaque cohorte présente au sein de la canopée :

@2.1) N(k) = Z Nik)
i1

ou Ni(k) € N est le nombre de feuilles au sein de la cohorte d’age i le mois k.

Le nombre de feuilles tombées au cours du mois k au sein d’une cohorte d’age i est noté N ;(k).

Chaque mois k, le modele effectue deux opérations successives qui permettent de simuler
la dynamique de ces populations (voir Figure 2.1)) : (1) vieillissement ou mortalité des feuilles et (2)
production de nouvelles feuilles. L’étape (1) repose sur la définition de la probabilité de chute de
chaque feuille.

L’itération de ces deux étapes sur plusieurs mois consécutifs défini un processus de branchement

avec immigration (Harris, 1963 |(Olofsson, |1996).
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Figure 2.1 — Description du processus itératif du modele Les processus clés du modele figurent en
italique. Le vieillissement des feuilles et leur chute dépendent des probabilités de chutes associées a chaque
cohorte. La création de nouvelles feuilles est estimée apres le vieillissement des feuilles. Elle dépend de I’espace
disponible au sein de la canopée (@) et des conditions de foliation (¢) (voif2.3.2.2).

2.3.2.1 Mortalité et croissance des feuilles

La dynamique des cohortes repose sur la définition d’une probabilité pour chaque feuille d’étre
maintenue ou non dans le couvert. Cette probabilité sera notée p}(k) pour une feuille au sein d’une

cohorte d’age i au mois k. Nous I’appellerons par la suite probabilité de chute.

Chaque site d’étude requiert la formulation d’hypothéses ad hoc sur la phénologie pour définir
ces probabilités de chutes. Ces hypotheses peuvent dépendre de 1’age de la forét, des processus de
sénescence de I’essence considérée, de 1’age de la feuille, et des conditions climatiques et environne-
mentales. Une contrainte majeure de cette approche est de réussir a les formaliser et a les combiner.

Ceci s’effectue en deux temps :

* une fonction appelée indice de chute, a valeur dans [0, 1], est définie pour chaque processus
phénologique impliqué dans la chute foliaire ; plus sa valeur est proche de 1, plus les chances

de chutes pour la feuille sont élevées ;

* une fonction combinatoire permet d’associer ces processus afin de définir les probabilités de
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chute.

Afin d’illustrer cette démarche, fixons arbitrairement ¢ indices de chute notés (pj.(k)) jefl,q) €t

associés a une cohorte d’age i le mois k. La probabilité de chute p;(k) est alors définie par :

(2.2) Pk = f(pl(k), ph (k... pl(k)),

ou f:[0,1]¢ — [0, 1] est la fonction combinatoire (ou encore appelé opérateur d’agrégation dans la

littérature) définie de la maniére suivante :

q
o
(2.3) frop =1-] |(1-p7).
Jj=1
Les nombres réels positifs aj,...,a, sont des parametres permettant d’optimiser 1’association des

indices de chute. Cette fonction combinatoire vérifie la propriété :

(2.4) si pi =1ou...p, =1, alors f(p},....p,) = 1.

Ainsi, si une condition létale est satisfaite pour une cohorte de feuille c.-a-d. si I’indice de chute
associé est égal a 1, la propriété ci-dessus assure la chute de toutes les feuilles de la cohorte considérée.

Au mois k, le nombre de feuilles N'(k) d’age i > 2 est obtenu 2 partir de la population N'~!(k—1)
en utilisant la loi binomiale B(N =l(k-1), p}‘ Yk - 1)). Le nombre de feuilles mortes est obtenu a

partir de la relation suivante :

(2.5) NE (k= 1)+ N'(k) = N k= 1).

2.3.2.2 Production de feuilles

La production de N'!(k) nouvelles feuilles repose sur deux hypotheses :

1. La canopée peut accueillir un nombre limité de feuilles. Cette hypothese impose une borne

supérieure a N(k).

2. La taille maximale de la canopée dépend de I’age k de la plantation. Le nombre maximal de
feuilles sera noté N,,,.(k). En fonction des conditions de station, la population totale de feuille
N(k) peut atteindre Ny, (k).

Nous avons choisis d’associer les variations de N,,,¢(k) a celles de B(k). Notons m la masse

moyenne d’une feuille au sein de la canopée. Alors, la quantité B(k)/m correspond formellement
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a un nombre de feuille. Nous supposerons que cette quantité est proportionnelle a N, (k) :

B(k
(2.6) Ninax(k) = L/l—(_ ) 1,
m

ou A est une constante positive et | . | est la fonction partie entiere.
Connaissant la capacité maximale N,,.(k) de la canopée au mois k et le nombre de feuilles
Y2 Ni(k) étant restée attachées, il est possible de définir I’espace disponible pour de nouvelles

feuilles, noté ® et donné par la différence :

2.7) O) = Nyax(k) = > N'(k).

i>2
Il reste a définir sous quelles conditions 1’espace disponible est comblé par la création de nouvelles
feuilles. Il est nécessaire d’intégrer des hypotheses sur les processus de création de feuilles propres a
chaque cas d’étude. Dans chaque cas, une fonction de foliation ¢ a valeurs dans [0, 1] est définie. Plus

sa valeur est proche de 1, plus les conditions sont favorables a la mise en place de nouvelles feuilles.

La combinaison de ©® et ¢ donne la production de nouvelles feuilles :

(2.8) N'(k) = |®k) ¢(k)].

2.3.3 Variables de sortie

La simulation de la quantité saisonniere de biomasse foliaire (Bseqs0n), de chute de litiere (LF) et
de LAI est obtenue en associant a la dynamique de population des informations sur la surface (s) et la

masse (m) individuelle des feuilles :

(2.9) Beason®) = ) N'(ym(k. i),
i>1

(2.10) LAI(k) = ZN"(k)s(k,i),
i>1

2.11) LF(k) = ) Ni(kymlki).
i>1

Si certaines informations ne sont pas disponibles sur la masse ou la surface des feuilles, il est
possible d’utiliser des variables supplémentaires tels que la masse surfacique d’une feuille ("leaf mass

area", LMA) ou son inverse ("specific leaf area", S LA) pour obtenir les données manquantes :

(2.12) m(k,i) = LMA(k) s(k,i) = S LA™ (k) s(k, ).
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Chapitre 2. Le role central de la canopée - Modéele Stand Leaf Cohorts Dynamics
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Chapitre 3

Applications du modele Stand Leaf Cohorts
Dynamics : Eucalyptus grandis, Itatinga
(Brésil), Fagus sylvatica L., Hesse et Quercus

petraea, Barbeau (France)

Résumé (Traduction de I’abstract de I’article)

De nombreuses incertitudes pesent sur la compréhension de la réponse du LAI face aux change-
ments climatiques au sein des écosystemes forestiers. D’une part, les modeles empiriques de crois-
sance et de production ("Growth&Yields models" (G&Yms)) estiment de maniere robuste la crois-
sance des arbres a 1’échelle de la parcelle, de ’année a la décennie ; et d’autre part, le LAl est une
variable clé des modeles mécanistes ("Process-based models" (PBMs)) dans I’estimation de la crois-
sance des arbres a des échelles de temps courtes. Combler 1’écart entre ces modeles par une combi-
naison de leurs approches de modélisation peut améliorer I’estimation de la croissance forestiere, et
par suite, des flux de carbone, d’eau et de nutriments.

Notre étude a eu pour objectif d’estimer les changements mensuels de LA/l répondant aux varia-
tions climatiques a partir de mesures éparses de biomasse et de surface foliaire. Le modele probabiliste
de population de feuilles SLCD a été congu pour simuler le renouvellement foliaire. La population
de feuilles a été distribuée en cohortes mensuelles, et la taille de la population totale a été limitée
conditionnellement a I’age et a la productivité de la forét. Une fonction de foliation et des probabilités

régissant le vieillissement et la chute des feuilles ont permis d’estimer la dynamique du feuillage.
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Chapitre 3. Applications du modele Stand Leaf Cohorts Dynamics : Eucalyptus grandis,
Itatinga (Brésil), Fagus sylvatica L., Hesse et Quercus petraea, Barbeau (France)

Leurs formulations dépendent de 1’environnement de la forét.

Le modele a été appliqué a trois especes croissants dans des conditions de sol et de climat contras-
tées. Dans les plantations tropicales brésiliennes d’eucalyptus a feuillage permanent, la phénologie a
été décrite en introduisant 8 parametres. L’ajustement des parametres a partir de données de chutes
de litieres et de LAI obtenues sur une rotation complete a été effectué a I’aide d’une méthode d’op-
timisation multi-objectif reposant sur un algorithme évolutionnaire. Des données de validation ont
été obtenues sur une seconde parcelle. Les variation saisonnieres de LAI ont été restituées fidelement
dans les deux cas (R? = 0.898 ajustement, R? = 0.698 validation). Les chutes de litieres ont été si-
mulées correctement (R? = 0.562 ajustement, R> = 0.4018 validation) et les estimations pourront étre
améliorées dans des travaux futurs en utilisant des données de validation supplémentaires. Dans deux
foréts tempérées francaises a feuillage caduque (chéne et hétre), nous avons adaptés les modules phé-
nologiques du modele CASTANEA pour simuler la dynamique du feuillage et les mesures de LA ont
permis de valider le modele SLCD. Les phases phénologiques ont été simulées fidelement dans les
deux cas. Cependant, la simulation de LA, n’est pas satisfaisante dans le cas du hétre et nécessitera
des approfondissements futurs.

Notre approche probabiliste devrait contribuer a I’amélioration des estimations de la dynamique
du LAI. Le formalisme du modele est général et adaptable aux foréts de feuillus dans une large gamme
de conditions écologiques.
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Abstract

There are strong uncertainties regarding LA/ dynamics in forest ecosystems in response to climate change. While
empirical growth & yield models (G&YMs) provide good estimations of tree growth at the stand level on a yearly to
decennial scale, process-based models (PBMs) use LAl dynamics as a key variable for enabling the accurate prediction
of tree growth over short time scales. Bridging the gap between PBMs and G&YMs could improve the prediction of
forest growth and, therefore, carbon, water and nutrient fluxes by combining modeling approaches at the stand level.

Our study aimed to estimate monthly changes of leaf area in response to climate variations from sparse measure-
ments of foliage area and biomass. A leaf population probabilistic model (SLCD) was designed to simulate foliage
renewal. The leaf population was distributed in monthly cohorts, and the total population size was limited depending
on forest age and productivity. Foliage dynamics were driven by a foliation function and the probabilities ruling leaf
ageing or fall. Their formulation depends on the forest environment.

The model was applied to three tree species growing under contrasting climates and soil types. In tropical Brazil-
ian evergreen broadleaf eucalypt plantations, the phenology was described using 8 parameters. A multi-objective
evolutionary algorithm method (MOEA) was used to fit the model parameters on litterfall and LA/ data over an entire
stand rotation. Field measurements from a second eucalypt stand were used to validate the model. Seasonal LA/
changes were accurately rendered for both sites (R2 = 0.898 adjustment, R2 = 0.698 validation). Litterfall production
was correctly simulated (R2 = 0.562, R2 = 0.4018 validation) and may be improved by using aditional validation data
in future work. In two French temperate deciduous forests (beech and oak), we adapted phenological sub-modules of
the CASTANEA model to simulate canopy dynamics, and SLCD was validated using LA/ measurements. The phe-
nological patterns were simulated with good accuracy in the two cases studied. However, LAl,,,, was not accurately
simulated in the beech forest, and further improvement is required.

Our probabilistic approach is expected to contribute to improving predictions of LAl dynamics. The model for-
malism is general and suitable to broadleaf forests for a large range of ecological conditions.

Keywords: climate changes, canopy dynamics, probabilistic model, process-based model (PBM), growth & yield
model (G&YM)

1. Introduction

Global changes lead to increases in environmental stresses in forest ecosystems. Forest managers have to define
forestry policies that combine economic constraints and ecosystem sustainability. Improving our comprehension

*“Institut Elie Cartan, Université de Lorraine, B.P. 70239, 54506 Vandoeuvre-les-Nancy Cedex, France
+33(0)3 83 68 45 90
Email address: juliensaintemarie@gmail.com (Sainte-Marie J.)
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of the factors that influence the global functioning of forest ecosystems is a major challenge in addressing global
changes. Modeling tools are to be improved to explicitly account for both silvicultural practices and the environment
in the predictions of forest productivities. A multi-disciplinary approach is suggested by Reyer et al. (2013) to assess
vegetation responses to global changes.

Saint-André (2013) classified the current modeling approaches in forest science into three disciplinary classes,
highlighting their strengths and limitations:

e forestry and biometry with growth and yield models (G&YMs) such as FAGACEES (Dhote, 1996) or E-
DENDRO (Saint-André et al., 2002, 2005, 2008). These empirical models accurately estimate wood production
and nutrient allocation within tree components, are relevant over long periods of time and account for silvicul-
tural practices. However, climate, water cycling and the biogeochemical cycles of nutrients are not explicitly
considered. Their use is limited to the sites and climates considered for the calibration, which is likely to
considerably limit their use in the context of climate change.

e ecophysiology using process-based models (PBMs) such as CASTANEA (Dufrene et al., 2005; Davi et al.,
2005), G’DAY (Corbeels et al., 2005a,b; Marsden et al., 2013), BILJOU (Granier et al., 1999) or BALANCE
(Roetzer et al., 2010). These mechanistic models simulate the coupling of carbon and water cycles. They
explicitly consider the climate but exhibit poor performance in simulations of the effects of silvicultural practices
on biomass allocation within tree components.

e biogeochemistry and soil chemistry models such as SAFE (Sverdrup et al., 2006), FORSVA (Arp and Oja, 1997;
Oja and Arp, 1997) or FORNBM (Zhu et al., 2003a,b)). These models provide a consistent description of soil
biogeochemical processes (mineral weathering, soil organic matter mineralization and soil solution chemistry).
However, the description of nutrient uptake and dry matter allocation within trees is still under development.

These approaches consider a large variability in spatial and temporal scales, which implies that a simple juxta-
position is not sufficient to model the functioning of the whole ecosystem. It is therefore necessary to establish new
modeling strategies to assess forest sustainability under various climatic and silvicultural scenarios. This idea is al-
ready applied in the model FORSAFE in the context of biochemistry (Wallman et al., 2005) or in the global vegetation
model ORCHIDEE (Bellassen et al., 2010, 2011). These works highlight the large number of interactions between
cycles, which generate feedback effects that are difficult to model.

The Stand Leaf Cohorts Dynamics (SLCD) model was developed in the context of improving G&YMs (Sainte-
Marie et al., 2012). We expect that introducing climate, phenology and biogeochemical cycles in these models can
improve their capacity to simulate soil-plant interactions and tree growth, along with considering management prac-
tices and changes in the environment. Modeling of canopy phenology is an essential step towards the development of
comprehensive models that include water and nutrient balances in the predictions of tree growth. SLCD aims to (1)
provide relevant estimations of seasonal LA/ to drive PBM such as BILJOU (Granier et al., 1999); (2) introduce phe-
nology in foliar biomass estimations provided by G&YMs such as FAGACEES (beech) and E-DENDRO (eucalypt);
and (3) estimate the amounts of leaf production and litterfall. This paper focuses on phenology and does not consider
the coupling of models. The association between G&YMs, PBMs and phenological estimations forms the basis for
further works. However, to illustrate our global modeling method, we propose an example of models combined with
flowcharts dedicated to eucalypt plantations (Fig.1).

Foliage dynamics play a key role in PBMs (e.g., G’ DAY, CASTANEA). PBM simulations of carbon sequestration
and tree growth are very sensitive to leaf area index (LAI) variations and require reliable estimations of LAl to be
used over long time periods. LAI is used to drive forest transpiration models (e.g., Shuttleworth and Wallace (1985);
Chouhury and Monteith (1988); Granier et al. (1999); Fisher et al. (2009); Jung et al. (2010)) and to determine the
fraction of photosynthetically active radiation (PAR) absorbed by the vegetation (e.g., Gower et al. (1999); Nouvellon
et al. (2000)). LAI can be measured in various ways (Breda, 1999), as follows: direct estimations by destructive
sampling (Nouvellon et al., 2010), indirect estimations by satellite remote sensing (le Maire et al., 2011) or using
optical devices such as LAI2000 (Licor) or hemispherical photographs.

In addition to the issue of the LAI estimate, litterfall production is the main organic matter input in decomposition
models (e.g., Bosatta and Agren (1996); d’ Annunzio et al. (2008)). Litterfall simulation is essential for enabling
further modeling developments that incorporate nutrient cycling.
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Figure 1: Flowchart of the integrative modeling approach used to introduce seasonality in growth & yield models and assessing the

influence of stand growth, foliar biomass and climate

on the water cycle.

The model combination was focused on eucalypt plantations and combines the growth & yield model E-DENDRO, the

process-based model of stand transpiration BILJOU and the Stand Leaf Canopy Dynamics model (SLCD). Climatic data

drive both the BILJOU and SLCD. There is feedback between BILJOU and SLCD: the seasonal Leaf Area Index (LAI)
is an input of BILJOU and drives the forest transpiration rate and, thus, the soil water content; then, the drought stress
(DS) is calculated and used in SLCD. This feedback provides a description of the influence of forest growth, climate and

foliage dynamics on the water cycle.

The work presented in this article focused on SLCD calibration. DS was obtained from measurements. Future work will

focus on the combination of BILJOU and SLCD.
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Chabot and Hicks (1982) and Kikuzawa and Lechowicz (2011) showed that canopy renewal can be considered
the result of forest growth optimization and carbon-use efficiency. Therefore, the optimization of photosynthetic
activity would be driving canopy dynamics through rapid changes in leaf expansion and leaf mortality rates. In this
approach, each leaf has a photosynthetic potential that declines over time (Kitajima et al., 1997a,b, 2002). Senescence
processes are initiated if the leaf photosynthetic potential is lower than the cost of leaf attachment. Independent of this
optimization theory, abiotic stresses such as frost (Silva et al., 2009) and drought (Chabot and Hicks, 1982) and biotic
stresses such as herbivory (Lowman and Heatwole, 1992) are likely to cause premature leaf fall or disappearance.

Recently, phenology modeling was initiated under climate change pressure and is still under development (Richard-
son et al., 2013). While climatic factors driving boreal and temperate phenology are well identified, the modeling of
tropical phenology is poorly studied and understood. Satellite data-based studies (Botta et al., 2000; Jolly et al., 2005;
Stoeckli et al., 2008) proposed global climatic indicators to predict phenology. Simple climatic indexes are associated
with climatic variables (vapor pressure deficit, photoperiod, minimum temperature) and are used to identify the most
limiting factor in canopy dynamics.

In this study, we aimed to simulate LA dynamics and litterfall at the stand level with a modeling tool that takes
advantage of the large diversity of modeling approaches in forest science. We developed a new method to simulate
LAI dynamics and litterfall production based on sparse measurements taken on a few days. We hypothesized that a
simple probabilistic model (hereafter named SLCD) based on monthly leaf cohort dynamics had sufficient flexibility
for accurately simulating LAl dynamics and litterfall production for both fast-growing evergreen plantations and
deciduous temperate forests. SLCD is, by construction, designed to enable further developments by considering
feedback from water and nutrient cycles. SLCD includes functions that consider leaf appearance, growth and fall,
thereby accounting for the environment.

Our modeling approach was applied at three sites covered by tropical evergreen eucalypt plantations in Brazil and
temperate deciduous forest in France essentially composed of beech (Hesse site) and oak (Barbeau site).

2. Materials & Methods

2.1. Description of the SLCD model
Table 1 provides a summary of the model variables.

2.1.1. Model inputs

According to G&YM time scales, SLCD has a monthly time step k € N* for the stand age, but to ensure a
connection with PBMs such as BILJOU, we used daily climatic data to drive the leaf phenology. The time variable d
is used when daily data are considered.

The required climatic data for each site are detailed below.

In addition, to account for the advantages of growth and yield models (sound principles based upon Eichhorn’s
rule, Assmann’s yield level theory and Langsaeter hypothesis), the trend of biomass with stand age (denoted B),
without seasonal variations, is used as an input variable in the SLCD model (Fig.1).

Information on the individual leaf mass (m) and individual leaf surface (s) is required to estimate the model
outputs. These data were obtained from measurements in this study and may depend on leaf age (see 2.2.3) and forest
age.

2.1.2. Leaf population dynamics

Foliage turnover is a combination of three successive processes: (1) bud burst/leaf emergence; (2) leaf expansion;
and (3) leaf senescence/abscission. SLCD considers the foliage to be a population of leaves that are distributed by
monthly classes of age i named cohorts. Leaf age is defined as the difference between the current month and budburst
month. After falling, the age of the leaf is defined as the duration between emergence and abscission. Note that the
age i of a leaf is always less than or equal to the stand age k.

The population N« € N of leaves carried by the forest at month k is given by

Nuw = ZN’kk) )

i>1



Table 1: List of variables, types (T), symbols and units used to execute and calibrate SLCD. The variables are classified in 3 types:
I, input variable; S, state variable; and O, output variable. Variables with no type specified are mentioned in the article but
not explicitly used in SLCD.

(a) Climate and soil water

Variable T Symb. Unit
Daily mean temperature I T °C
Drought stress 1 DS -
Global radiation I R, MJ .m~2.month™!
Monthly mean temperature 1 T, °C
Photosynthetic active radiation 1 PAR MJ .m~2.month™!
Photoperiod I = hours.day™!
Relative extractable water I REW -

(b) Canopy
Variable T  Symb. Unit
Foliar biomass trend 1 B kg.m™?
Leaf mass I m Kgjeas
Leaf mass area 1 LMA Kjear-m; 2 ;
Leaf mean mass I 7 Kgjeas
Leaf mean surface I 5 m,zw ;
Specific leaf area I SLA mia} Kt
Dead leaf population of age i S N; leaf
Leaf population S N leaf
Leaf age S i month
Leaf population of age i S N leaf
Maximal leaf population S Nyux leaf
Production pressure on leaf fall S o -
Space available for new leaves S 6 leaf
Stand age S &k month
Seasonal foliar biomass O  Beuson kg.m™?
Leaf area index 0O LAl m2, s
Litterfall O LF kg.m™2
Normalized Difference Vegetation Index - NDVI -
Plant area index - PAI m?2 m?2

vegetation"" " soil

where N € N is the number of leaves of age i at month k. We also introduced the number N;:(k) of leaves of age i
that fell during month k. Seasonal simulations of foliar biomass (Bjeason), litterfall (LF) and leaf area index (LAI) are
obtained by coupling cohort dynamics and single-leaf surface and mass.

Two successive modeling steps, for each month %, are used to model cohorts’ dynamics (Fig.2). The iteration
of these two steps establishes a probabilistic dynamic model for the foliage demography. This model is a branching
process with immigration (Harris, 1963; Olofsson, 1996).

Leaf mortality. It is necessary to determine the probability that each leaf is abscised or maintained on the tree. A
probability is assigned to each cohort, and the fall probability for a leaf of age i at month k is denoted p;(k).

For each study site, a phenological hypothesis is required to define fall probabilities that may depend on leaf
age, forest age, senescence processes and climatic and environmental variables. A major issue is determining how to
formalize and combine all of these factors.

First, a function named fall index is defined for each phenological process involved in leaf fall. Each fall index
function generates a real number included in [0, 1]. The number and the type of functions vary among the study sites
(see below).
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Figure 2: Iterative process of the SLCD model. Successive processes driving canopy dynamics are denoted in italics. Leaf fall and
ageing result from fall probabilities. The creation of new leaves occurs after leaf ageing, when the total number of leaves
still attached has been estimated. Leaf production is driven by the non-seasonal biomass time series B given by growth
& yield models and the foliation function ¢.

Second, fall indexes are combined to define the fall probability. For a cohort of age i, let us consider ¢ fall indexes
(p;(k)) je(1,g1- Then, the probability p’.v is defined as follows:

Pt = f(Pld, o, .. .. pl), 2

where f : [0, 1]9 — [0, 1] is the combinatory function defined as follows:

q
@
for e =1-[(1-p7). 3)
j=1
The positive real numbers aj, ..., @, are parameters used during model fitting to optimize the combination of fall
indexes. The combinatory function satisfies
if it exists j € {0, g} such that p; =1, then f(pil, . ,p;) =1. 4)

This property ensures leaf fall if a lethal event occurs (i.e., at least one fall index is equal to one).

The number of leaves N'k) of age i > 2 is obtained from the population N*"'«-1) using the binomial law
B(Ni’l(kfl), p';l(k—l)). This law also provides the number of fallen leaves Ni'&-1), which satisfies the following
equality:

N}’l(k—l) + N = N“lg=n. 5)

Leaf production. The production of new leaves N'() is determined for each month k. First, we assume that the total
number of leaves attached in the forest crown is limited by the crown size. Second, we assume that the maximal
number of leaves is linked to the trend of stand foliar biomass per meter square Bx). Let us denote the maximal
number of leaves that can hold forest crown as N, . Depending on the season, the total population Nk may be
lower than or equal to N,y k).

We also define the mean leaf mass /m«) as follows:

_ Niw m(i, k)
m(k) = Z T (6)

i<l



Then, the term B/mk) corresponds formally to a number of leaves, and we assume its proportionality with
Nyuaxv). Because Bk/mk) is an average estimate of the leaves held in the tree crown, N,k may exceed B/ k).
Thus, we introduce the positive constant A, and then

B
Niaxth) = I./l — Js (7)
mik)

where | . | is the nearest integer function.
Then, it is possible to define the space available for new leaves. It is denoted as 6 and is calculated as the difference
between the maximal number of leaves and the total number of leaves attached to the trees:

6 = max {O, Nyax®) — Z Nw|. ®)

i>2

It is necessary to determine when this available space is filled with new leaves. To integrate our assumptions on
leaf creation processes, we define a foliation function, denoted as ¢ (see 2.2.4 and 2.3.1). It expresses the proportion of
the available space used to create new leaves. Its value is included in [0, 1] and depends on our foliation assumptions.
When the environmental conditions are more favorable to foliation, the value of ¢ is higher. The combination of 6 and
¢ yields the production of young leaves:

N'w = 160 g ©)

The expression N'«) (eq. 9) is a feedback loop influenced by environmental conditions. The maximal number of
leaves constrains the leaf production by saturation of the tree crown.

2.1.3. Model outputs
To obtain Byeuson, LAI and LF, we used information on the mean leaf mass (m) and surface (s) in every cohort:

Byeason® = Zwm@,», (10)
i>1

LAIw = ZNi(k)S(k,i), (11)
i>1

LFw = ZNj;(k)mw,i). (12)
i>1

If information on m or on s are lacking, additional variables such as the leaf mass area (LMA) can be used to fill in

the missing data as follows:
)

SLA®"

mki) = LMA®) sk = (13)

2.2. Tropical evergreen eucalypt plantations

Over the last twenty years, the intensive monitoring of biomass dynamics in eucalypt plantations (Laclau et al.,
2000; Stape et al., 2004) has led to the design of several biomass models (e.g., E-DENDRO (Saint-André et al.,
2002), G’DAY (Corbeels et al., 2005a) and CABALA (Battaglia et al., 2004)). The biomass predictions of these
models combined with leaf traits and SLCD may contribute to the improvement of the PBMs used to manage these
plantations (Fig.1).

This article considers the phenology of Brazilian eucalypt plantations. A review was used to establish parametric
functions simulating leaf emergence and abscission. Parameters were fitted on monthly litterfall measurements and
remote sensing estimates of LAl (see Laclau et al. (2010), le Maire et al. (2011) and le Maire et al. (2013) for
details). Given the high number of parameters, a multi-objective evolutionary algorithm method (MOEA) was chosen
for model fitting (Van Veldhuizen and Lamont, 2000). Model validation was performed for an independent data set
obtained from a second stand situated nearby.

29



30

2.2.1. Study site 1: Eucalyptus, Itatinga, Brazil

The Itatinga Experimental Station (23°02° S and 48°38° W) is covered with Eucalyptus grandis (W. Hill ex
Maiden) plantations. The mean annual rainfall spanning the 15 years before our study was 1360 mm. The average
annual temperature was 20°C. The seasonal cold period occured from June to September, with an absolute minimum
of 4.8°C recorded in July 2000, along with minimum temperature values below 5°C for a few days each year. The
relief was typical of the western plateau of Sdo Paulo, with a gentle wavy topography. The experimental site was
located on a hilltop (slope < 3%) at an altitude of 850 m. The soils were very deep Ferralsols (> 15 m) developed on
Cretaceous sandstone, Marilia formation, Bauru group, with a clay content ranging from 14% in the A1l horizon to
23% in deep soil layers. This study focused on two experimental plantations, E101 and E137, as described in Laclau
et al. (2009) and le Maire et al. (2013), respectively. The same mono-progeny of E. grandis seedlings was planted in
April 2004 in E101 and May 2003 in E137. The stocking density was slightly lower in E137 than in E101 (1111 vs
1666 trees ha™"'), and nitrogen (N) fertilizers were not applied in E137, whereas they were applied at 120 kg N ha™'
for the first 1.5 years after planting in E101. The other silvicultural practices were similar in the two experiments. The
positive effect of fertilizers on biomass production was only significant the first two years after planting at our study
site, and the total aboveground biomass produced was similar in E101 and E137 at the end of the rotation (unpublished
data).

2.2.2. Climatic and environmental data

Global radiation (R,) measurements were obtained from UNESP university at Botucatu (30 km from the study
site). Other climatic data used in SLCD were measured at the Itatinga experimental station (a distance < 1 km from
the E101 and E137 experimental sites).

An estimate of the monthly drought stress DS was defined based on the soil water content measurements. Its
definition is based on the daily relative extractable water (REW). REW is the ratio between the amount of water
available in soil and the maximal amount of water extractable from the soil.

REW was computed from soil water content measurements collected every 1-7 days down to a depth of 3 m with
TDR probes (Time Domain Reflectometry, Trase soil moisture, CA, USA). Granier et al. (1999) defined a critical
threshold REW, = 0.4 under which the ecosystem is submitted to drought limitation. Each day d in month k, if
REW @k = REW,, the daily drought stress is REW, — REW .. DS on month k is defined as the sum of daily stresses
occurring in month k:

DS = Z max (0,REW, — REWd.x)) . (14)
d € month(k)

2.2.3. Foliage measurements

The same methodology was used to estimate stand LA/ in E101 and E137 and is fully described in Laclau et al.
(2010).

Measurements of Bye.s0n and LAI were obtained once a year at the end of the rainy season, with destructive
sampling over the 6 years of the rotation cycle. An additional measurement was performed seven months after
planting. The variations in LA were interpolated between these annual LA/ field measurements using satellite images,
as in le Maire et al. (2013). Briefly, MODIS reflectances in red and NIR wavebands, at a resolution of 250 m and
a frequency of 16 days, have been used to invert a canopy reflectance model and retrieve LA, as in le Maire et al.
(2011). The MODIS pixel chosen in the present study belongs to a large eucalyptus stand of the same age and
clonality, which was near the E101 experimental site. This inverted LAl time series was then normalized to fit the
annual field measurements taken in E101 (see le Maire et al. (2013)). As a consequence, the seasonal dynamics of
LAI between two field measurements could be estimated fairly well.

LF was collected monthly.

Changes in leaf mass throughout the leaf life span were measured in E101 by Laclau et al. (2010) for our E.
grandis seedlings, which led to the following empirical relationship:

mo = 3.5.107 (1 - e*o-”i), (15)

where i is the monthly leaf age.



S LA was estimated in E101 annually at the end of each rainy season from destructive measurements of LAl using

the following relationship:

sra= AL (16)
B

Missing monthly data were predicted using a cubic spline interpolation.

2.2.4. Phenology and model formulation
Leaf production. In tropical evergreen forests, radiation peaks and drought effects were identified as the major driving
force behind the tropical ecosystem phenology (Bradley et al., 2011). Monitoring of Australian eucalypt forests
(Pook, 1984a,b, 1985; Pook et al., 1997) highlighted a strong correlation among leaf production, leaf loss and water
availability.

We assumed that drought stress slowed foliation. When the drought stress DS exceeded a critical threshold DS ,,
foliation decreased proportionally to DS. The foliation function ¢ was given by the following expression:

a7

1, if DS(k) < DScri[,
#O max (0, 1 — vps (DS &) — DS ir)), else,

where vpg and DS .,;; were two positive parameters to be adjusted.
Wright and Van Schaick (1994) also associated leaf production to peaks of irradiance. Simulations including this
effect were also performed, with poor results (unpublished data).

Leaf ageing. Leaf traits are influenced by seasonality, forest age and nutrient availability (Hikosaka, 2005; Laclau
et al., 2009; Pornon et al., 2011). S LA decreases with tree age (England and Attiwill, 2006; Nouvellon et al., 2010),
which corresponds to an increase in self-shading in the crown. The dynamics of the SLA values measured in E101
over the entire rotation period exhibited this tendency. Variations in the leaf mass m are given by eq.15.

Leaf fall. According to the carbon balance optimization theory, a favorable light regime speeds up leaf fall (Reich
et al., 2004; Vincent, 2006). Moreover, photosynthesis is enhanced during favorable temperature periods (Battaglia
et al., 1998), which accelerate leaf fall.

Self-shading among leaves was observed in tropical forests (Ackerly and Bazzaz, 1995; Ackerly, 1999) and euca-
lypt plantations (Whitehead and Beadle, 2004). An increase in LA/ led to an increase in self-shading, which delayed
leaf fall at the bottom of the crown. This vertical gradient is associated with an increase in leaf thickness at the bottom
of the crown. Thus, the variability in the leaf lifespan was influenced by the leaf position in the crown, and a faster
renewal of foliage occurred at the top of canopy.

Reductions in stomatal conductance during droughts slow down photosynthetic activity and delay leaf fall (Kikuzawa

and Lechowicz, 2011), while severe droughts cause litterfall peaks. Under water shortage conditions, leaf shedding
seems to be a complex and adaptative behaviour to hydrous stress: a study of the eucalypt response to two drought
periods Pook (1986) showed that the trees protected themselves by promptly shedding some of their leaves.

We define a unique fall index pg, for the effect of radiation on leaf fall, calculated as the quantity of energy
received by the tree crown at month k i months (i < k) from the time series of Rg. The Beer-Lambert law for radiation
extinction through the canopy was used to estimated the influence of LAl on the amount of energy received. We
assume that drought stress reduces the energy received. We define the amount of energy absorbed by the foliage at
month & over a period of i months as follows:

Zk: Rg(j)(l — o048 LAI(j))

E'w =
1+ BpsDS ()

(18)
Jj=k=i

where Bpg is a parameter to be fit. The extinction coefficient value (0.48) was determined based on previous studies
(Roupsard et al., 2008). We assume that the effect of radiation on leaf fall increased proportionally with the energy
received. Furthermore, the leaf traits changed over the whole rotation. Because S LA decreased in both experiments,
the leaves were thicker at the end of the rotation. According to the carbon balance optimization theory, we assume
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that the thick leaves positioned at the bottom of tree crown were more likely to have a higher lifespan than thinner
leaves.

In addition, litterfall peaks were observed when LA increased. We assume that new incoming leaves were accel-
erating the fall of older leaves. Rather than using a simple difference in LAl values between two successive months,
we estimated the production pressure on litterfall (noted §) using

LAIw LAIk-1)

Ok) = - . 19
® BwxyS LAk  Buk-1)S LAk-1) (19)

The product B X S LA is equivalent to a leaf area index trend depending on the plantation age. We chose to divide LA/
by B and S LA to normalize the variations in LAI. ¢ is an index without unit.

Finally, we assume that a minimal amount of energy E,,;, had to be reached before leaf fall occurred and that the
fall index pg, was defined by

P;eq(k) = min( I, Br, max (0, 1 + Bppot-1)...
. A (20)
SLA(k) max (O, El(k) - Emin))a

where B and E,,;, were two parameters to be fit.

2.2.5. Model fitting
Model fitting was performed on a dataset collected from E101. We simulated an entire rotation from the first leaf
fall one year after planting, in April 2005, to a few months before harvesting in September 2009.

Input variables. The model was designed to be driven by the biomass time series B given by a G&YM. When these

data were missing, we replaced them by a time series that had the same features, namely, the stand age-related

estimates of foliar biomass without seasonal variations. We chose to set B as the annual measurements of By, and

to predict missing data using cubic spline interpolation. Considering the annual gap between measurements and the

regularity of the splines, the obtained time series B was assumed to be equivalent to the G&YM predictions.
Surfaces of leaves s were obtained each month using eq.15 and S LA estimates.

Fitting method. Model fitting was performed on LF and LAl measurements simultaneously. We selected an objective

to minimize for each one: 1

n 3
[ILAT e — LALimll2 = (Z (LALyeq(k) — LAIS,',,,(k))z) , 2n
k=1

1

n 3
”LFmea - LFsim||4 = (Z (LFmea(k) - LF,s'im(k))4] 5 (22)
k=1

where n = 72 was the number of measurements. A classical /2 norm was tested, and the resulting LF flushes were
underestimated. We chose to consider the /* norm for LF for simulations considering the large LF flushes.

The existence of a unique group of parameters minimizing both objectives simultaneously was very unlikely.
Indeed, a group of parameters minimizing one objective may not necessarily minimize the other. Thus, the notion of
Pareto efficiency was used to determine the set of simulations that was considered to be the best compromise among
the objectives to minimize. The set of simulations that were Pareto efficient, i.e., the set of best compromises, is
called the Pareto front. A genetic algorithm method was used to evaluate the Pareto front. This method described by
Van Veldhuizen and Lamont (2000) is classified as a multi-objective evolutionary algorithm method (MOEA) and is
implemented in the MATLAB optimization toolbox.

Eight parameters were fitted with multi-objective optimization. Three parameters were related to foliation: A, vpg
and DS ;. A single fall index for radiation effect pg, was defined by 4 parameters: Bps, Br,, Bpp and Eyin. Recall
that a combinatory function (eq.3) introduced an additional parameter ag,. We used this parameter to optimize model



Table 2: Model adjustment results (Site 1): parameter values, research interval & units.

Param. Value Res. int. Unit

A 1.0563 [1,1.3] -

VDS 0.2203 [0 . 1 ] -

DS .i; 1.5709 [0, 8] -

Bps 0.7544 [0, 10] -

Brp 7.4423 [0, 10] -

Br, 2.5493 . 107 [0, 5.107*] kg,eaf.MJ‘l.month
E in 308.17 [0, 10*] MJ .m~2.month™!
aR, 1.3310 [0, 10] -

fitting, although a unique fall index was defined. Each parameter was researched in a relevant interval with regard to
the associated variables (Tab.2).

The Pareto front was obtained, and the efficiency of the simulations (R?) for both LAI and LF was considered to
exclude irrelevant groups of parameters. Finally, we selected the best estimate of the cumulative LF production over
the whole rotation.

Model validation. The methodology used to determine model inputs was identical to that used in the E101 experi-
ment. The fitted set of parameters was tested on the dataset collected in E137 from 36 to 59 months after planting.
The lack of REW data shortened the validation period.

2.3. Deciduous temperate ecosystems

In the case of French forests, monthly leaf production, expansion and fall probability were established using
phenological sub-modules of the daily-based PBM CASTANEA. The parameters used were taken from previous
studies (Davi et al., 2008; Delpierre, 2009; Delpierre et al., 2009), and no calibration was required. These simulations
aimed to assess the formalism suitability of SLCD and its compatibility with PBMs and daily-based models. SLCD
validation was performed on LAI,,, (beech) and foliage dynamics measurements (beech and oak).

2.3.1. Phenology and model formulation

In deciduous temperate ecosystems, foliation and senescence are essentially triggered by variations in the pho-
toperiod. The influence of the latter depends on altitudinal and temperature gradients. A warm spring accelerates
foliation processes, and senescence is favored by cold autumnal temperatures. Water availability is also a limiting
factor (Delpierre et al., 2009; Fracheboud et al., 2009; Lebourgeois et al., 2008; Vitasse et al., 2009a,b,c).

Bud burst. Delpierre (2009) defined a three-parameter model to determine the date of bud burst.
The end of winter dormancy day was noted as Dy,pp. After this date, the model considers the daily mean
temperature 7' exceeding the base temperature Tps.55:

Rpp@) = T@) Lir(a)> Ty 0581 (23)
and cumulates them:
d
S BB = Z Rpp(j- (24)
J=DstarBB

The date of bud burst Dpp is obtained when S gp reaches the critical value F,pp.
This daily CASTANEA sub-model was used to define the foliation function with a simple formulation:

0k = Lyp,, € month(k))- (25)
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Leaf expansion. Davi et al. (2008) described the CASTANEA sub-model used to simulate leaf expansion.
The leaf growth was assumed to be proportional to the cumulative daily temperature after bud burst. The full
expansion is reached when the sum equals the critical value Fc rexp:

d
Sex[,(a') = min (Fcritexp B Z T(j)J . (26)

J=Dgg

The value used in the SLCD model for leaf expansion each month is the value of the ratio S .,/ Fcrirexp at the end
of the month.

Leaf senescence. The CASTANEA senescence sub-model was described by Delpierre et al. (2009).
Senescence processes are initiated when the daily photoperiod n(d) is lower than a threshold 7. It defines
the day D456 that corresponds to the beginning of senescence processes.

y
T(d) '
Rentd) = (Thasesen — T(d))x( ) ]l{T(d)<T\mrt\z‘n} @7
Tlstartsen
d
S sentd) = min | Fpifgen Z Rsen(j)] (28)
J = Dstartsen

The value used in the SLCD model for the monthly fall index p., is the value of the ratio S s,/ Fcrirsen at the end
of the month.

Table 3: Parameters of the CASTANEA sub-models used for sites 2 and 3: parameters, values, & origin

(a) Bud burst

Parameter Site 2 Site 3 Unit  Source

Dyrarps 91 55 day  Delpierre (2009)
Thasens 4.6 4 °C Delpierre (2009)
Feritpp 190 410 °C Delpierre (2009)

(b) Leaf expansion

Parameter Site 2 Site 3 Unit  Source

F ritexp 424 424 °C Davi et al. (2008)

(c) Leaf senescence

Parameter Site 2 Site 3 Unit  Source

T startsen 12.5 14.5 day Delpierre et al. (2009)
Tpasesen 25 26.5 °C Delpierre et al. (2009)
X 2 2 - Delpierre et al. (2009)
y 2 0 - Delpierre et al. (2009)
Foritsen 5160 10178 °C Delpierre et al. (2009)

2.3.2. Beech, Hesse, France (site 2)

Site description. The experimental plot was located in the state forest of Hesse, France (48°40’N, 7°05’E, elevation
300 m), which was (90%) composed of beech (Fagus sylvatica L.). The other tree species present were Carpinus be-
tulus, Betulaalba, Fraxinus excelsior, Prunus avium, Quercus petraea and Larix decidua. The understorey vegetation
was very sparse. The annual precipitation was 820 mm, and the average annual temperature was 9.2°C. The soil type
was intermediate between a luvisol and a stagnic luvisol. The clay content ranged between 25 and 35% within a 0-100
cm depth and was approximately 40% below 100 cm. A complete description of the site is given by Granier et al.
(2000).



Input data. Climatic data required to perform simulations included the calculated daily photoperiod 7 (method de-
scribed by Allen et al. (1998)) and the daily mean temperature 7 obtained from in-situ flux towers (Longdoz, personal
communication).

In the case of deciduous forests, the spring foliar biomass production equals the autumnal litterfall. In the case of
the Hesse site, annual LF measurements were recorded. Because the study focused on phenological phases in French
sites, we chose to define B based on annual LF measurements.

The leaf mean surface at full expansion (10.7 cm?.leaf™!) and the mean LMA (80 g.m~2) were measured (Granier,
Personal communication). Equation 13 was used to determine the leaf mean mass m at full expansion.

Model validation. Foliage dynamics were simulated from January 1997 to December 2008. The model performance
was assessed using the maximal annual LAl measurements and estimates of forest cover dynamics. The parameters
used in the phenological functions are given in Table 3.

The forest cover dynamics was estimated using the Plant Area Index (PAI). PAI was estimated using the inversion
of the Beer-Lambert law for radiation absorption R{”! = R, exp(—kg, x PAI). Daily radiations at the soil level R}’
and above the tree crown R, were obtained from in-situ flux towers. The maximal values of PAI,,. were modified to
compare the phenology of the measured PAI and the simulated LA/.

2.3.3. Oak, Barbeau, France (site 3)

Site description. The plot is located in Barbeau, France (48°28’N, 2°46’E) and is composed of oak (Quercus petraea).
The annual precipitation was 670 mm, and the average annual temperature was 10.8°C. The soil type was a leached
soil with pseudogley. The clay content was 15% within a 0-30 cm depth and was approximately 30% for the entire
profile. The site is described by Delpierre (2009).

Input data. The climatic data required to perform simulations were the calculated daily photoperiod m (method de-
scribed in Allen et al. (1998)) and the daily mean temperature 7" obtained from in-situ flux towers.

In this study site, no LF data were obtained to measure the foliar biomass trend B. The annual maximal LA values
were obtained from measurements (2009) and modeling results (2006-2008). The annual B was estimated using the
relationship:

B = LAl LMA. 29)

Davi et al. (2008) obtained LMA from a top canopy LMA,,,, measurement and a Beer-Lambert extinction profile
equation depending on LA/ and the extinction coefficient k74 = 0.187:

1= eik"M" LAI

LMA = LMA,;y —————. 30
krma LAI (30)

The leaf traits mean leaf surface (20.37 cm?.leaf™!) and LMA,,,, (105 g.cm™2) were measured.

Model validation. Foliage dynamics were simulated from January 2005 to December 2009. The parameters used in
the phenological functions are given in Table 3. The model performance was assessed using measurements of PA/
dynamics. Using a similar method as that used for site 2, PA/ data were calculated from measurements of PAR
extinction through the tree crown.

3. Results

3.1. Eucalyptus, Itatinga, Brazil (Site 1)

Model adjustment. Eight parameters were fitted on the E101 stand data (Table 2). LAI was simulated with good
accuracy (R = 0.898, RMSE = 0.144). LAI was slightly overestimated (2.8%).

The periodicity of LAI was well simulated, with a slight decay between the measured and simulated time series
(Fig.3).

LF was rendered with lower accuracy (R* = 0.562, RMS E = 40835). The total LF production over the whole
rotation was underestimated by 17.8%, due to inaccurate estimations for a few months (the 12, 36™ and 57"). The
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Figure 3: Comparison of the measured and simulated data in the E101 plantation (site 1) over the whole rotation: litterfall (LF)
(above) and leaf area index (LATI) (below).

measured LF followed an annual pattern marked by annual peaks since the age of 36 months. A similar pattern was

observed in the LF simulations over the whole rotation (Fig.3 and 4).
The simulated annual mean leaf lifespan increased from 3.1 months between 1 and 12 months after planting to

9.06 months between 49 and 60 months after planting. A lower mean lifespan (5.5 months) was simulated between

61 and 72 months after planting.
The simulated annual maximal leaf lifespan increased from 15 months during the first year after planting (the
seedlings were five months old at the time of planting) to 32 months during the 6™ year after planting. These elevated

values were related to small leaf populations remaining attached to trees for several years.

Model validation. The periodicity of the LAl predictions (R*> = 0.698, RMSE = 0.449) was respected over the
validation period (Fig. 5). The average LAI simulated over the whole validation period was 4.27, compared to 4.06
for the average measurements, representing an overestimation of 6.55%. The amplitude of the simulated LAl time
series was smaller than the measured amplitude of LA/.(Fig.6).

The periodicity of the LF production peaks was respected (R? = 0.4018, RMS E = 221.41). Two production peaks
around the 37" and 57" months were overestimated, and the total LF production was overestimated by 37% over the

whole validation period.

3.2. Beech, Hesse, France (Site 2)
The measured yearly maximal LAI was well estimated in most cases. However, it was strongly overestimated in

2006 (35.32%) and underestimated in 1998 and 2008 (18.25 and 14.29 %, respectively). Smaller differences were
observed in 1999, 2001 and 2007 (Fig.11).

Measurements of the LAl dynamics exhibited a gap in 2000, 2001, 2002, 2003 and 2005 (Fig. 10). In the
remaining years, the LAl dynamics simulations corresponded to the measurements, except in 1998 and 1999, where
an offset of one month was observed in senescence. Besides, the leaf emergence and growth were simulated with

good accuracy.
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Figure 5: Comparison of the measured and simulated data in the E137 stand (site 1): litterfall (LF) (above) and leaf area index
(LAI) (below).

The data highlighted two LAI increase phases. The first phase was fast and simulated accurately. The second
phase was slow and occurred between May and October in most years. This phenomenon was not taken into account
in the simulation.

3.3. Oak, Barbeau, France (Site 3)

The bud burst and leaf growth patterns were respected. A one-month delay was observed in leaf senescence in
2006 and 2007 (Fig.12).

4. Discussion

4.1. Evergreen eucalypt plantation (Brazil)

Several attempts were made to determine the most influent factors involved in the phenology of these plantations.

Limiting effects on foliation due to low temperatures and low radiation levels were tested, as was the water
availability effect. We finally excluded these effects, which did not specifically improve the simulations. The main
factor driving foliation is the water availability, as suggested by Pook’s studies (Pook, 1984a,b, 1985; Pook et al.,
1997).

A unique fall index was used in this study. This restriction was due to the limited amount of validation data.
Nevertheless, a second fall index related to severe drought was tested (unpublished data) and used to simulate the
LF peak, which occurred in the 57 iteration after planting on the E101 stand (Fig.3). An extended validation set
is required to validate this fall index. An estimation of the soil water content over the whole E137 experimental site
using the BILJOU model is ongoing work. Note that the combinatory function (eq.3) was tested and was sufficient
for introducing additional fall indexes.

Our model then confirmed that the effects of both radiation (leaf fall) and drought (foliation and leaf fall) were
the major driving forces behind tropical ecosystem phenology. It also highlighted a strong internal regulation process
of phenology. Indeed, LAl was used to determine both the fraction of energy absorbed by the tree crown (eq.18)
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Figure 9: Comparison of the plant area index (PAI) dynamics measurements (s) and simulated leaf area index (LAI) (o) between
2006 and 2009 in site 3. The phenology was well predicted, except in autumn 2006, when the senescence occurred too
early for prediction.

and the production pressure on litterfall (eq.19). Several possibilities without internal regulation processes were
unsuccessfully tested to estimate the impact of radiation on LF. Some modeling attempts were also performed without
considering the influence of a decrease in S LA on pg,, with poor results for both LAl and LF.

Variations in the mean leaf lifespan correspond to the results obtained by Laclau et al. (2009), which were close
to the values calculated using the 3-PG model (Almeida et al., 2004). Elevated leaf maximal ages (> 1 year) have
been reported in the literature. Whitehead and Beadle (2004) cited several studies on eucalypt native forests, where a
substantial portion of leaves survived for up to 18 month or 2 years. In the case of Eucalyptus maculata native forests,
some leaves survived up to 3 years (Pook, 1984a).

The E101 and E137 experimental sites were strongly fertilized, and nitrogen and potassium fertilization regimes
influenced the leaf longevity and leaf traits (Laclau et al., 2009). Further improvements in SLCD require investigations
addressing the role of tree nutrition on leaf longevity. In addition, the lower stocking density in E137 than in E101
influenced the crown architecture, and the resulting consequences on leaf longevity deserve further attention.

4.2. Deciduous ecosystem (France)

From the point of view of the SLCD formalism, considering deciduous ecosystems was easier than considering
evergreen ecosystems. The phenological phases were clear, and a simple adaptation of the phenological sub-modules
of CASTANEA model was sufficient to render the phenology with good accuracy in both cases.

However, shifts in the maximal LAl simulation were observed in the Hesse site. In this case, differences in the
LAl simulations can be attributed to the constant leaf traits used during the whole simulation.

4.3. Model development

In the case of the evergreen ecosystems, the phenology is difficult to model. One strength of our approach is
simultaneously estimating litterfall production and LA/ variations using a formulation that incorporates the tree phys-
iology. We expect that our model may be used to determine the main processes involved in leaf production and the
net primary production of evergreen ecosystems.

This study highlights the need to investigate the interaction between foliage and nutrient cycling to improve the
SLCD model. Indeed, SLCD is strongly sensitive to leaf traits, which are strongly influenced by nutrient availability
(Hikosaka, 2005; Pornon et al., 2011). In addition, the impact climate on leaf traits has to be considered (Wright et al.,
2005).
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Due to its formalism, SLCD can be further enhanced with future investigations. It is possible to perform model
coupling with biogeochemical models in a manner similar to coupling with PBM. Thus, introduction of the role of
nutrients in foliage dynamics is possible in the general modeling framework presented in the Introduction to this paper.

In every study site, LAl was simulated with a good accuracy. Because stand transpiration is driven by LAI in
a PBM such as BILJOU, the efficiency of SLCD is sufficient for performing a combination of models, as shown in
Figure 1. In the case of deciduous ecosystems, our study is in the preliminary phase of coupling G&YM FAGACEES,
PBM BILJOU and SLCD. Because SLCD predictions are dependent on the annual foliar biomass estimation, the
accuracy of such a coupling will strongly depend on annual biomass estimations given by FAGACEES.

The development of a complex model results in an increase in the number of required parameters. Furthermore,
a complete monitoring of forest ecosystems is rare. Thus, modelers often face the issue of sparse data from various
compartments of a forest ecosystem. Our study demonstrates that MOEAs are able to fit complex models based on
several variables. Recent developments in MOEAs indicate good prospects for the future development of complex
forest ecosystem models.

5. Conclusion

The SLCD model was designed for use in a coupling of models, combining the advantages of G&YMs and PBMs
at the stand level. In Brazilian eucalypt plantations, LAl and LF were globally predicted with good accuracy and
may be improved by using complementary validation data and introducing the influence of climate and nutrients on
leaf traits. In deciduous forest ecosystems, the suitability of the model formalism was established with the successful
introduction of phenological sub-modules of the CASTANEA model. In every case, SLCD opens new perspectives in
the development of a new generation of soil-plant models.
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Chapitre 3. Applications du modele Stand Leaf Cohorts Dynamics : Eucalyptus grandis,
Itatinga (Brésil), Fagus sylvatica L., Hesse et Quercus petraea, Barbeau (France)
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Chapitre 4

Modélisation de la dynamique de la matiere

organique du sol

La décomposition de la est un processus clé du cycle des éléments minéraux au sein des
écosystemes forestiers. Elle est le produit de I’activité de la biodiversité du sol c.-a-d. la macrofaune,
la mésofaune, la microfaune, et les assemblages d’especes fongiques et bactériennes. La production
de composés organiques et minéraux résultante est une composante importante de la biodisponibilité
en éléments minéraux dans le sol. ’élaboration d’un modele de chimie du sol pertinent requiert une
modélisation préalable de la décomposition de 1a[MOS] (cf. [1.4.2.2).
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Chapitre 4. Modélisation de la dynamique de la matiére organique du sol

4.1 Contexte

La communauté scientifique a produit depuis les années 70 plus de 250 modeles dédiés a 1’étude
de I’évolution de la intégrant de degrés divers de complexité et de non linéarités (Manzoni et
Porporato, 2009). Les échelles spatiales considérées vont du um a la centaine de km et les échelles
temporelles de I’heure au siecle. Parmi cette multiplicité d’approches, Géran Agren et Ernesto Bosatta
ont développé a partir des années 80 une théorie originale de la décomposition de 1a[MOlreposant sur

différents couples d’équations intégro-différentielles.

L’introduction du concept de qualité (détaillé dans {.2.1)) caractérisant 1’hétérogénéité de la
est a la base de la formulation de ces modeles. Bosatta et Agren|(1985) présentent un premier modele
reposant sur la théorie de la qualité (révisé dans Bosatta et Agren| (1991)) permettant la modélisation
de la décomposition d’un substrat hétérogene de La complexité de son formalisme le place en
marge des approches classiques, ces dernieres reposant usuellement sur des équations différentielles
de cinétique chimique.

L’essentiel de la littérature postérieure consacrée aux modeles de qualité considere le substrat sans
distribution spatiale. Elle inclus de nombreux travaux allant de la modélisation in situ et I’analyse de
modele (Agren ef al., 1996, Bosatta et Agren, [2002,[2003). Il est a noter qu’une attention particulicre
a été portée sur le lien entre le concept abstrait de qualité et I’expérimentation in situ (Agren et Bo-
sattal, [1996)). Par ailleurs, cette approche non spatiale a permis de développer un modele dédié a la

dynamique du carbone et de 1’azote de la litiere foliaire (d’ Annunzio, 2008, |d’ Annunzio ef al., 2008).

Bosatta et Agren|(1996) ont proposé une variante du modele intégrant 1’évolution de 1a[MQlle long
d’un profil vertical de sol qui n’a pour I’instant pas été prolongée dans la littérature. Or, ce modele
présente a priori de nombreux avantages pour 1’élaboration de modeles écosystémiques : 1) son for-
malisme trés général, en particulier celui d"activité des décomposeurs" (voir[4.2), permet d’envisager
une intégration progressive des concepts issus de la microbiologie sans modification fondamentale
des propriétés mathématiques du modele, ii) I’intégration de la dimension verticale permet d’envisa-
ger la modélisation de nombreuses interactions entre le sol et la plante en considérant notamment les

profils racinaires.
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4.2 Présentation du modele général

4.2 Présentation du modele général

Les éléments proposés par Bosatta et Agren (1996) et Agren et Bosatta (1998) permettent de

donner une description détaillée du modele que nous étudierons dans les chapitres suivants.

4.2.1 Théorie de la qualité

Les décomposeurs de la [MOS]| sont regroupés en une méme entité appelée communauté des dé-
composeurs. Elle représente de maniere indifférenciée les communautés bactériennes et microbiennes

agissant sur la[MOl L’activité de la macrofaune et la mésofaune n’est pas prise en compte ici.

La théorie de la qualité, introduite par Bosatta et Agren| (1985)), consiste a associer a chaque atome
présent dans la[MOl une qualité notée ¢ évoluant au cours du temps. Cette variable d’état caractérise
la réactivité de la[MOQlface a I’activité des décomposeurs :

e une qualité faible correspond a la peu réactive a I’activité des décomposeurs, dite
récalcitrante (ex. lignine) ;
e une qualité élevée correspond a la fortement assimilable par la communauté des décom-
poseurs.
Les concentrations de carbone et d’éléments minéraux sont alors vues comme des distributions sui-
vant la qualité (figld.T). Cette approche permet de ne pas détailler la composition chimique de 1a[MO]
tout en tenant compte de son hétérogénéité. Ainsi, plutot que de considérer une quantité totale indif-
férenciée de le modele représente 1’évolution verticale et temporelle de distributions de carbone

et de nutriments suivant leur qualité.

4.2.2 Mise en équations
4.2.2.1 Equation pour la concentration en carbone

La décomposition d’un substrat de par I’action d’une biomasse de décomposeurs dans une
couche de sol d’épaisseur dz a une profondeur z € R, (en cm) se caractérise par 1’évolution de la den-
sité de carbone du substrat, notée p.(¢.z.r) (en gc.q~'.cm™!) oli la variable continue ¢ € R, caractérise
la qualité. Ainsi, p.(q.z.0dzdq est la quantité de carbone dans I’intervalle de qualité [g,q + dq], dans la

couche de sol [z,z+dz], al’instant t € R,..

De méme, la densité de carbone au sein de la biomasse des décomposeurs dans ’intervalle de

qualité [g,q + dq], dans la couche de sol [z,z+dz], a I'instant t € R est notée pg.(¢.z.t). Son évolution
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Chapitre 4. Modélisation de la dynamique de la matiére organique du sol

est définie grace aux fonctions et aux hypotheses suivantes :

e Pz (en gb,-,,m.t‘l.cm".q‘l) est le taux de croissance de la biomasse des décomposeurs
correspondant a I’assimilation de carbone de qualité g a la profondeur z.

e ¢(g) € [0,1] est I’efficience d’utilisation du carbone de qualité g par les décomposeurs. Elle
caractérise les pertes de carbone dans le sol par la respiration des décomposeurs.

e f.€]0,1[ (en gc.g;ilom) est la concentration en carbone de la communauté des décomposeurs
qui sera considérée indépendante de la qualité.

e D(.q) (en q~') exprime le taux de conversion de carbone assimilé par les décomposeurs de

qualité ¢’ en carbone de qualité g. D est une fonction de dispersion et vérifie la propriété
+00
f D(g.qhdq = 1.
0

® lje0c(q) caractérise la biomasse associée a la mortalité des décomposeurs.

e La vitesse de transport de particules de de qualité ¢ a la profondeur z est notée v(g.2)
(en cm.t™!). La dépendance en ¢ permet de prendre en compte les variations de mobilité des
particules de selon leur nature alors que la dépendance en z permet de prendre en compte
les variations des parametres environnementaux tels que la porosité du sol. La vitesse v est
supposée strictement positive et bornée : v € L°(R2) et v > 0.

e Enfin, nous supposons que la biomasse des décomposeurs ne subit pas de transport vertical
9pdc -0

-~a-d.
c.-a oz

La figure @ résume la construction du modele, centrée sur 1’activité des décomposeurs.

L’écriture des équations de masse au sein de la couche de sol [z,z + dz] donne les équations :

00c(q.2.0) Pq.n 0
4.1) Ca—t = —f @ * Hdc(q:2.0Pdc(g:21) = 92 [V@.2pcg.20],
apdc(q7z’t) e ’ ’ 4
4.2) 5 - JeD.aH Plq' ndq" — pac(g.200dc(q.2.0)-
0

Nous introduisons a ce stade I’hypothese adiabatique suivante : la biomasse de décomposeurs répond

tres rapidement aux changements de disponibilité du substrat. Ainsi, pg. est supposée €tre a 1’état

. . . Opdc(qz, .
stationnaire c.-a-d. % = 0 ce qui donne :
IPc(g.2.) Pqn 7% , 0
(4.3) ch = e fo feDaaHP@ 0dg = =~ [Vigapeaznl,
~+00
4.4) 0 = f JeD@a P ndq’ = pactaz0Pde(a.20-
0

50



énéral

2,

4.2 Présentation du modele g

“9[QPOW NP 9910 B[ 9MIISUOD SINSodwoogp Sap

uonoe | snos sdwal ap sInod ne uonisodwod ap Juawagueyd uos anb 1sure[SOIA] e[ 9p 9112u301919Y, [ 9p uonesLgoeIed v b 9)1enb el op ouop
19 SQIPPISUOS[OIA] 2P S9sodwod sap arjeu e 9p sAjuepuadop JuaunuapIAg Juos saseyd anenb so)) sinasodwoogp sap gfeiow el sed sanbruesio
sgsodwod ap [0s np jensqns ne Inojal (Al Jo duoqied np ienb e[ op uorsiadsip 19 sinasodwoogp op uononpoid (11 ‘uoneridsar ey red Q) 9p
uononpoid (11 ‘sanesodwodgp s9f Jed uoneruuisse (1 : snssadoid axenb op uosreurquod el 1S9[SOTA] B[ SUBP NUAUOD U0qIed 9 Ins sinasoduwoogp
Sop 91anoe 7 "2 mopuojoid e g [0S np anbrueSio a1gnEW B[ 9p QUOQIED US UONBIIUIIUOD B[ INS SINasodwodgp SIp 9NANOY — [ 3anJig

Iv1L0UW

uois.adsip

(bD)a

azbay  (bl/zb)ay

uononposd | uUOPDIIUISSD

uony.L1dsa.:

(3z'b)d

SIN9s0dwoo9p SIP NANOY

51



Chapitre 4. Modélisation de la dynamique de la matiére organique du sol

Pour achever la formulation de 1’équation du carbone, nous supposons que le taux de croissance

de la biomasse des décomposeurs P(q.z1) est proportionnel a la densité de carbone de qualité g :

4.5) P(g.z0 = uq.0pc(q.2.0).

Le coeflicient de proportionnalité u(q.z) (€n Zpjom- ggl t71) est le taux de croissance des décomposeurs
par unité de carbone de qualité g. Il peut varier en fonction de la profondeur car il dépend de pa-
rametres comme la température et I’humidité qui varient en fonction de la profondeur. Ce taux est
positif et borné : u € L”(R_%) etu>0.

Nous obtenons ainsi 1’équation aux dérivées partielles (EDP) d’évolution de la concentration de

carbone :

P ,
(4.6) Oc o e

+00 a
Pelgzd + fe f D(g.4"Hu(q Dped wndq’ — — [Va.9pca.0] -
ot eq) 0 0z

Nous lui associons la condition initiale :

4.7) Pe(q20) = pyq),  Yq,220,
et la condition de bord (par exemple les apports par cohortes de litiere) :

(4.8) Pelq0.n =0 qn, VYq,t>0.

4.2.2.2 Equation pour la concentration en nutriment

La densité d’un nutriment n (par exemple N,P,K,S,Ca,Mg,..) au sein de 1a[MOlest notée p,(¢.z) (en
2,.q".em™") et alors, p,(q.2.0dzdq est 1a quantité de ce nutriment dans I’intervalle de qualité [¢, g +dq],
dans la couche de sol [z,z+ dz], a 'instant ¢ € R,. Cette définition est semblable a celle du carbone
mais I'lEDP] régissant sa dynamique est différente. Nous supposons que la taille de la communauté
des décomposeurs est limitée par la quantité de carbone du substrat ce qui implique que la dynamique
de n est régulée par I'utilisation du carbone par les décomposeurs. Ainsi, pour un prélevement de
carbone de qualité ¢, un prélevement en nutriment issu de la en décomposition est effectué a la
méme qualité. Le transport vertical des nutriments associés a la est associé a celui du carbone
donc la vitesse de transport vertical v est la méme que celle du carbone. La concentration en n au sein

des décomposeurs est notée f, €]0,1[ (en gn.gl:l.lo m).

Nous obtenons I'lEDPI d’évolution suivante :

52



4.2 Présentation du modéle général

op feu(g.2) oo d
= (gat) = ——ppgt) + fu D(q.a)u(q 2)pelq zndq’ — —
ot ) 0 02

4.9) [V(g.0pn(q.20] .
Nous lui associons la condition initiale :
(4.10) Pn(g20) = Pyq,  Yq,220

et la condition de bord :

4.11) Pn(@0.0 =0 qn, Ygq,t>0.
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Chapitre 4. Modélisation de la dynamique de la matiére organique du sol

4.3 Troncature du modele

Précisons que le terme de troncature utilisé ici permet de résumer plusieurs manipulations du
modele général permettant de s’affranchir de la notion de distribution de qualité en considérant les
quantités totales de carbone et de nutriments (moments d’ordre 0) et une qualité moyenne. Ces mani-

pulations modifient la dynamique de la et nous étudierons plus loin de quelle maniere.

Plus en détail, Bosatta et Agren| (1996) n’ont pas étudié directement les solutions des équations
[4.6|et[d.9] En utilisant les moments en g d’ordre 0 et 1 définis ci-dessous, les équations [4.6|et 4.9 ont
été tronquées afin de considérer un nouveau systeme d’lEDPs décrivant la dynamique des moments en

q d’ordre O et de la qualité moyenne ¢ définie ci-dessous.

Définition 4.3.1 (Moment en q des distributions/Qualité moyenne)

Pour tout k € N, les moments d’ordre k en g des solutions p, et p, sont définis a une profondeur z
et un temps t fixés par :
1 +00
(4.12) (D/i(z,l) = E qkpc(q,z,z)dq,
tJo
1 [+
(4.13) Vo = o | dpaazodg.
FJo
Soit alors la qualité moyenne définie par :
(I)C
(4.14) G = o,
0

Nous présenterons ici rapidement la méthode de troncature utilisée. Le détail des calculs est donné en
annexe de Bosatta et Agren|(1996)).

En intégrant les équations de concentration .6 [4.9] et en dérivant ¢ par rapport au temps, nous

obtenons les trois relations suivantes :
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4.3 Troncature du modele

(4.158) 9D =— f [k(@.0pc(q.20 + 0 [Vg.opcq.zn]] dg,
R:

U(g.z)
(4.15b) 6,(1)8(z,z):— f [%pn(q,z,rwaz [V(q,z)pn(q,z,t)]]dq— f Jnll(q.2pc(gzdq,
R, | €4 R,

(4.15¢) 0t =— f [(GGn — q) (k(g.2pc(q.2.0 — 07 [V@.0pc(g.20]) = N1 (@ug.Pc(g.20 ] dg.
R,

@6(1,1?)

ou ont été posés :

mg = fR (g—4)D(q ,q)dq’,
1-—

k(g,z) = e(q)fcu(q,z)-
e(q)

Il convient également de définir le devenir des conditions initiales 4.10| et des conditions de
bord [4.8}{4.11] Nous ne préciserons pas s’il s’agit de carbone ou d’un nutriment car le formalisme est

similaire :

D(z,0) = f polgadg,  Do(0,1) = f o(g.ndq,
R,

R

D(z,0) = f qpo(g.dq, D1(0,1) = f qo(g.ndq,
R, R,

o0y = D@0 _ p(0.1)
1= 5,z.0) ®1(0,0)°

4(0,1)

Le systtme d’équation [.15| ne permet pas d’obtenir de relation différentielle explicite sur la
concentration et la qualité moyenne. Pour obtenir des relations satisfaisantes, il est nécessaire d’ef-
fectuer une troncature du modele. Cette derniere est effectuée en supposant que la dispersion de la
distribution de concentration de carbone et de nutriment suivant la qualité est contenue dans un voisi-
nage de la qualité moyenne g. D’un point de vue biologique, il s’agit d’une hypothese forte, restant a

valider. Nous supposons qu’il existe également les développements du type suivant :

k(q,2) =k(G,2)+(q—§)0k(q,2)+...,

wq,2) =wvq.2D)+(q—9gv(q, D) +...,

u(q,z)  =u(q,2)+(q—§0qu(g,2)+...,
m(q,2) =m(q,2)+(@q—PIgmi(§,2)+....

55



Chapitre 4. Modélisation de la dynamique de la matiére organique du sol

Le systeme tronqué obtenu est :

(4.162) 0y + 0 [V Dl | = —k@ D,
u@g.z)
(4.16b) 0, (z.0) + 0, [V(@,z)d)g(z,z)] =-— %CDS(U) + fuut@.2 D),
q
(4.16¢) 0:q(z.t) + V(§,20,q(z.0) = —N1(U@G.2)-

L’étude des moments d’ordre O présente plusieurs intéréts. Elle permet de s’ affranchir de la carac-
térisation explicite de la qualité et permet d’obtenir des solutions explicites pour certaines formula-

tions particulieres.

Néanmoins, la troncature du modele repose sur I’hypothése de faible dispersion de la MO| que
nous souhaitons approfondir pour plusieurs raisons :

e Bosatta et Agren (1996) ne s’intéressent qu’a 1’état stationnaire du systeme tronqué. Nous
souhaitons le comparer numériquement avec 1’état stationnaire du modele non tronqué afin
d’étudier I’effet de la troncature en fonction de la dispersion de 1a[MOl

e la suppression des moments d’ordre élevés peut modifier significativement 1’évolution des
solutions dans le cas non stationnaire et induire une forte différence entre les solutions du
modele général et du modele tronqué.

La troncature repose sur des hypotheses fortes sur le comportement des équations originelles. Nous

devrons caractériser ces hypotheses.
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4.4 Formulation explicite d’un cas particulier

4.4 Formulation explicite d’un cas particulier

4.4.1 Choix de modélisation

[’analyse numérique des modeles proposés dans Bosatta et Agren|(1996) requiert 1’explicitation
des termes de I'EDP. Les différentes publications de G. Agren et E. Bosatta reprennent dans la majo-

rit€ des cas les formules suivantes :

(4.17) e(q) = eo,
(4.18) u(g) = uoq”,

ou eg €]0, 1[, ug et 8 sont des constantes réelles strictement positives.

Pour la vitesse du transport vertical de la nous conservons la premiere approche proposée
dans |Bosatta et Agren| (1996) :

(4.19) V(g =vy > 0.

Une formulation explicite de I’opérateur D est également nécessaire. Cet opérateur définit une
famille de fonctions dont les propriétés caractérisent la stabilisation de la du sol. Pour ¢’ > 0
fixé, D(q.¢") est une fonction de g décrivant de quelle maniere la communauté des décomposeurs
transforme une qualité de carbone ¢’ en carbone de qualité g. [Bosatta et Agren (2003) ont proposé

deux formulations pour I’opérateur D (nous reprenons ici les notations de 1’article) :

a+1

(4.20) D'qq) = an]l{m’}’
¥ _ql_1

(4.21) D"%q.q) = ?6 G q/)]l{qu’%

Ces deux formulations illustrent I’hypothese de stricte décroissance de la qualité. Le modele I est
donné dans |Agren et Bosattal (1998)) et ne sera pas étudié ici car il ne repose pas sur une formulation
explicite du noyau D. Notons que 1’hypothese f0+°° D(q.¢) = 1 est bien vérifiée dans chacun des cas.
Dans cette thése, nous nous focaliserons sur le modele II. Par soucis de concision, nous noterons
D" =D.

Les équations [4.6|et[4.9|deviennent :

(422) E(q’z’[) =

5 o b T -
m _fCeOQBPC(q,z,o—voai;<q,z,t>+fc(a+l)uoqa f 47" et zndy,
q
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Chapitre 4. Modélisation de la dynamique de la matiére organique du sol

0, ug 0 T
5: " (gat) = —%pn@,z,z)—mﬂ<q,z,r>+fn(a+1)uoq‘” f P puiq ndq .

4.23
(4.23) oz ,

Remarque 4.4.1

Précisons que cette formulation particuliere sera adaptée dans les chapitres suivants afin de cor-

respondre au cadre théorique que nous aurons alors défini.

4.4.2 Troncature du modele

Nous reprenons ici la discussion engagée dans la partie précédente. Aucune étude formelle n’a
permis au cours de cette these de proposer des résultats généraux quand a la différence entre le mo-
dele originel et le modele tronqué. C’est pourquoi nous avons restreint 1’étude des hypotheses de

troncature a une analyse numérique dans le cadre du cas particulier que nous avons défini.

Donnons ici I’expression des solutions du modele tronqué dans ce cas particulier. Il est nécessaire

de calculer la quantité suivante pour expliciter le systeéme tronqué :

m(q) = fo +00(51—q)D(q,é)dq= fo +oo(q g(a+1) @ ):H Lig<qydgq = ai;z'
Nous obtenons alors le systeme tronqué ci-dessous :
(4.24a) 0:q(z,1) + vof')z@](z, 1+ f: Zuoc}(z, =0
(4.24b) 0, D (z,1) +v00. D (2, 1) + fc 0 u0d(z, P (z,1) =
(4.24¢) 0, D} (z,1) +v00. DYz, 1) + f‘ 05](1, POz, 1) = fuitod(z, 1P (2, 1).

ainsi que le systéme stationnaire associé :

(4.252) V00-4 uoq""(z)ﬂ“ =0
(4.25b) V00057 (2) + firs uo( *(@)) ®57(2) =0,
(4.25¢) v00 O <z>+fc G @Y P72 = fuuo (47 @) DG (2).
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4.4 Formulation explicite d’un cas particulier

Nous étudierons les solutions de ces systemes avec les conditions initiales

9€0,1) = goly>0y
CD(C)(O 1= Ic]l {r>0}»
(Dg((), 1= I()]l{tzO}-

qui correspondent a un apport constant de MOl de qualité moyenne g a partir de 7 = 0 et

4> (0) = qo,
O5™(0) = IS,
T (0) =

qui correspondent a I’apport constant associé dans le cas stationnaire. Ainsi, V7,7 € R, la solution de

ce probleme de Cauchy est donnée par la solution du probleme stationnaire

Bz -1/B
(4.26) q () [qg Jeuo +2v0)
ﬂ —(l—eO;;((H—Z)
c,00 ¢ < o
(4.27) V@) = 1, (1+fcuoq3 +2V0) ,
—(a+2)
71,00 n cfne ﬁ z of Cfne

et la méthode des caractéristiques

(4.29) §(z,) = 5100(2)]1{2%},
(4.30) DGz, 1) = P2y
4.31) Dz 1) = P71z

La résolution de ce probleme de Cauchy est donnée en annexe
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Chapitre 4. Modélisation de la dynamique de la matiére organique du sol

4.5 Objectifs

Notre objectif est de définir un cadre mathématique rendant compatibles les travaux de |Bosatta et
Agren|(1996) avec la granulométrie imposée par notre démarche globale de modélisation. Cette these
propose : i) une analyse théorique du modele intégro-différentiel, ii) une analyse numérique d’une
formulation particuliere du modele et iii) une discussion sur 1’hypothese de simplification utilisée

dans Bosatta et Agren|(1996)) pour étudier 1’état stationnaire du modele.

Dans le chapitre[5] nous considérerons les propriétés mathématiques du modele de décomposition
de la originel. Nous étudierons I’unicité et 1’existence de solutions du modele originel (éq/4.6]
H.9) dans des espaces fonctionnels adaptés a 1’étude des moments en ¢ d’ordre O et 1 des solutions

(def4.3.T)) auxquelles nous ajouterons des hypotheses de régularité des solutions suivant la qualité.

Dans le chapitre[6] 1’analyse numérique du modele reposera sur I’étude d’un schéma de différence
finies appliqué a un cas particulier introduis dans ce chapitre (voir {.4)) afin i) d’étudier la troncature
du modele et d’engager une réflexion sur les hypotheses sous-jacentes et i1) de proposer un modele

pertinent pour notre approche générale de modélisation.

BN z__ 2 l d\l 't'
[ Modele général : p.(q,z,1) } |L a1 ill:zosoellfti:;n o J

1)

[ comment caractériser la qualité expérimentalement ? ]

|

Agren et Bosatta (1996) introduit la qualité moyenne :

¢z = [pelg.z.0dg ‘ ¢S (2.1) et §(z,1) ’

. _ Japlq.andg sont elles définies ?
q(z,1) = TG

[ pas d’équations simples pour ¢{(z,1) et §(z,7) ]

Agren et Bosatta (1996) : troncature des équations quel biais est introduit
intégrées - hypothése de faible dispersion de la qualité par la troncature ?

Figure 4.2 — Résumé des questionnements mentionnés et étudiés au cours de cette these dans le cas du car-
bone. Les boites en jaune et rouge rappellent le cheminement de 1’article Bosatta et Agren| (1996) menant a la
troncature du modele. Les questions mathématiques en bleu ont été étudiées au cours de la these.
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Chapitre 5

Etude des solutions du modele de

décomposition de la matiere organique

Ce chapitre a pour objectif de mettre en évidence les hypotheses nécessaires a I’existence et 1’uni-
cité de solutions aux équations4.6|et|4.9] Ces solutions doivent notamment : i) vérifier les hypotheses
sur les moments formulées par Bosatta et Agren|(1996) (def[4.3.1])) et ii) avoir une régularité suffisante
pour mettre en ceuvre une méthode d’analyse numérique convergente (chapl6)). Nous avons donc com-
plété la liste des hypotheses déja formulées en [d.2.2] afin d’assurer 1’existence de solutions continues,
positives, a limite nulle en +oo, intégrables et admettant des moments jusqu’a ’ordre N € N* fixé
pour la qualité ¢; de classe C! en temps 7 et en espace z. L’identification de ces hypothéses s’est
effectuée par la mise en ceuvre de la méthode des caractéristiques, utilisée de manicre classique dans
la résolution des problemes de transport (pour la biologie, voir notamment Perthame| (2007)) et plus
généralement dans I’étude des problemes différentiels hyperboliques. Nous avons vérifié que la for-

mulation particuliere proposée en [4.4] satisfait ces hypotheses.

Dans ce chapitre, nous introduisons tout d’abord les définitions et les résultats fondamentaux
essentiels a 1I’étude des équations 4.6 et Sont notamment introduits les espaces de Banach L'V n
Co (R;) permettant de satisfaire les propriétés attendues suivant la qualité g. Nous démontrons dans
une seconde partie 1’existence et 1’unicité de solutions dans les espaces de Banach L'V Cy (Ry)
et de classe C! et temps et en espace, puis nous appliquons ce résultat 2 la formulation particuliére.
Enfin, nous étudions dans une troisieme partie I’existence et 1’unicité d’une solution stationnaire ainsi
que la convergence des solutions générales vers cet état stationnaire dans le cas d’un apport contant

de MOl
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Chapitre 5. Etude des solutions du modele de décomposition de la matiére organique

5.1 Résultats fondamentaux

5.1.1 Equations différentielles ordinaires dans les espaces de Banach

Nous présentons ici I’ensemble des résultats fondamentaux essentiels a I’étude du modele. Pour
les démonstrations, nous renvoyons a Dieudonné| (1963), Deimling (1977), Lang (1983)) et Cartan
(1967).

Théoreme 5.1.1 (Cauchy-Lipschitz : Existence et unicité globale)

Soient E un espace de Banach, I un intervalle non vide de R et f : I X E — E une application
continue telle que f est globalement L-lipschitzienne sur E c.-a-d. il existe une constante L > (

indépendante de t telle que
(G.D Viel, YuyvekE,  |f(t,u)=f@v)lle < Liju—vlE.
Alors pour tout (ty,up) € I X E, il existe une unique solution globale u au probléme de Cauchy :

u' () = f(t,uw),

u(ty) = ugp.

5.2)

La solution peut également étre exprimée sous sa forme intégrale :

Yrel, u(t) = uy +f f(s,u(s))ds.
To

Proposition 5.1.1

Soient deux solutions globales u et it au probléeme de Cauchy[5.2 de conditions initiales respec-

tives ug et iig. L’écart entre les solutions au temps t est estimé par I’inégalité :

Veel, |lu(®) - a)llg < el ug - figll.

Dans le résultat ci-dessous, nous précisons la dépendance de la solution maximale u(?, ug) du probleme
de Cauchy en fonction de la donnée initiale ug € E.

Proposition 5.1.2 (Continuité en fonction des paramétres)

1. Pour tout J C I compact contenant o dans son intérieur, I’application E — C(J;E) qui a

ug associe u( .,uq) est lipschitzienne. Ceci implique la continuité de I’application (t,ug) —
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5.1 Résultats fondamentaux

u(t,ugp).
2. Supposons de plus que f dépend continliment d’un parametre A appartenant a un espace

topologique F. Si f est localement lipschitzienne sur E, de constante de Lipschitz indé-
pendante de A c.-a-d. :

(5.3) Vtel, VA€V, VYu,veE, f(t,u, )= f(t,v, Dllg < Lllu—vlg  (0<L),

alors, la solution au probleme de Cauchy est notée u,( . ,uq) et ’application (t, 1) — u (., uop)

est continue sur I X L.

L’étude de la différentiabilité de la solution par rapport a un parametre et a la condition initiale
sera également nécessaire.

Théoreme 5.1.2 (Dérivabilité en fonction des paraméetres)

1. Différentiabilité par rapport a la donnée initiale uy.

Soit f(t,u) une application continue d’un ouvert U C I X E a valeurs dans E. Supposons
que la diftérentielle D, f(t,u) existe et soit une fonction continue de (t,u) € U (c’est en
particulier le cas lorsque f est de classe CY). Alors, u(t, uq) est, comme fonction de (t,up) €

I X E, une fonction de classe C!.

2. Différentiabilité par rapport a un parametre.

Soit I’équation différentielle

(5.4) % = f(t,u, ),

ou A € F (F est un espace de Banach). Supposons que :
e f est continue dans un ouvert U CRXE XL,
e les applications D, f(t,u,d) € L(E,E) et D, f(t,u, 1) € L(L, E) existent et sont des fonc-
tions continues de (t,u,A) € U.

Soit (ty,up, o) € U et I un intervalle compact (tel que ty € I) dans lequel I’équation

du = f(t,u, o)

dr
a une solution u(t) telle que u(tg) = ug. Alors, pour tout iig assez proche de ugy et A as-

sez proche de Ay, I’équation possede dans I, une solution u = u(t,iig,A) telle que

u(to, i, A) = fig. Alors, u(t,iig, A) est une fonction de classe Cl en (t,7g, A).
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5.1.2 Espaces fonctionnels
5.1.2.1 Espaces L'V(R,)

La définition de la troncature dans Bosatta et Agren (1996)) repose sur 1’existence des moments
d’ordre O et 1 en g pour la concentration en carbone p. a toute profondeur z et en tout temps ¢
(deff4.3.1). 1l apparait donc naturel de chercher une solution du modele originel satisfaisant ces pro-
priétés d’intégration.

La famille d’espace de Banach définie ci-dessous a €té choisie afin de fournir un cadre fonction-
nel compatible avec les hypotheses de I’article (existence des moments jusqu’a I’ordre N) et avec
I’application du théoreme [5.1.1] (espaces de Banach).

Elle permet d’étudier 1’existence et I’unicité de solutions dans un cas plus général que celui requis

initialement. Pour se ramener aux hypotheses de Bosatta et Agren| (1996), il suffira de poser N = 1.

Définition 5.1.1 (Espaces L'V (R,))

Soit la famille de R-espaces vectoriels :

(5.5) YNeN L") ={peL'®) Vi€ (0.N) g+ ¢lpw € L' R}

La norme ||.|| v, est définie de la manieére suivante :

N
Voe LR, lgllpvg, = D g de@lyg, )
j=0

Remarque 5.1.1

LYR) =LY (R,) et Lo,y = 1l 1w, )- Rappelons que LY(R,) estun espace de Banach (Brezis,
1983).

Proposition 5.1.3

VneN, LVN(R,) est un espace de Banach.

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe [A.2.11

5.1.2.2 Espace Cop(R;)

Afin d’assurer la continuité des solutions suivant la qualité, nous reprenons la définition de 1’es-
pace de Banach Cy(R ) donnée dans Colmez| (2009).
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5.1 Résultats fondamentaux

Définition 5.1.2 (Espaces C,(R), C.(R,) et Co(R,))

L’espace Cp(R.) des fonctions continues bornées de R, a valeurs dans R muni de la norme

I . llL=(r,) de la convergence uniforme :

fllzory) = sup [ f(x)],
xeR 4
est un espace de Banach.
Soit C.(R) le sous-espace de fonctions continues a support compact de R, a valeurs dans R.
L’espace Cy(R ) des fonctions continues tendant vers 0 en +co est défini comme étant I’adhé-

rence de C.(R,) dans C,(R, ) avec les inclusions strictes suivantes :

Ce(Ry) CCo(Ry) C Cp(Ry).

Co(R+) est un espace de Banach pour la norme || . ||, ).

5.1.2.3 Espaces L'V N Cy (R,)
Proposition 5.1.4 (Espaces L'"N N Cy (R.))

L’espace L'V N Cy (Ry) muni de la norme

Il ”LLNﬂCo(R+) = lre®yy +1I- ”LLN(RJ,)

est un espace de Banach.

La démonstration de ce résultat est donnée en annexe [A.2.2]
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5.2 Solutions dans L'V N Cy (R,)

5.2.1 Notations et formalisation du systeme d’équations

Nous proposons de reformuler les équations aux dérivées partielles (EDP) {.6]et [4.9]:

) ls)
(5.6a) ﬁ(q,z,t) + V(q,z)ﬁ(q,z,t) =F.(q,2,pc(q.20)
ot 0z
0 J
(5.6b) %(q,z,t) + V(q,z)aizn(q,z,t) = F,(q,2,pn(q:2.)
ou
(5.7a) Fe(qzp) = K(g.0p@qz0 + fe f D(q.4"u(d 2p(d =ndq’,
R,
(5.7b) Fr(g.zp) = K@.2p(g.zn+ fr f D(q.4")u(d 2Dpc(d wndq’
Ry
ol nous avons posé
u(q, ov
K2 = —fc @3 _ —(q.2).
e(q@ 0z
Nous leurs associons les conditions initiales :
(5.82) Pelaz0) = pla  ¥(g:2) € R,
(5.8b) Pn(@.z0) = PR V(g,z) € R%;
ainsi que les conditions de bord :
(5.92) Pelg 0 = @ Y(g.1) €R2,
(5.9b) pn(g0n =" @0 V(g,t) € R,

Nous imposons également les conditions de continuité suivantes (au sens de la norme LV N

Co(R4)) pour assurer la cohérence du modele :

(5.10a) lir%O'C( D= lin(l)pg( ,2) = pg( . ,0),
t— i—

(5.10b) limo" (. .1) = limpf( . .2) = pj( ., 0.
t— 7=

La résolution du systeme [5.6}{5.8}{5.9]s’effectuera par la méthode des caractéristiques.
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5.2.2 Courbes caractéristiques

La méthode des caractéristiques permet de déterminer le chemin parcouru par chaque particule de
Ce chemin est appelé courbe caractéristique et permet de déterminer la provenance de 1a[MOlde
qualité ¢ présente a une profondeur z a I’instant ¢. Suivant la provenance de 1a[MOl(conditions initiales
ou conditions de bord) nous déterminerons grice a un changement de variable, plusieurs familles
d’équations différentielles ordinaires (EDOs) déterminant 1’évolution le long des caractéristiques des

distributions en qualité du carbone et des nutriments.

5.2.2.1 Solutions maximales

Soient les problemes de Cauchy définis pour (¢,z,1) € R3 :

dzZ
—(g.zt.8) = V(q,Z(q.2.1.9)),
(5.11) ds

Z(q,z,t,t) = z.

Le choix de s comme variable de temps dans cette partie permettra d’éviter toute ambiguité de nota-
tion dans la suite du chapitre.

Le domaine de définition temporel des caractéristiques sera d’abord étendu a R. Il suffira de tron-
quer les solutions pour se placer dans les conditions du probleme [5.6{5.8}{5.9] Cette prolongation du
domaine temporel facilitera la définition des courbes caractéristiques ainsi que les projections sur le
bord du domaine suivant les caractéristiques.

Théoreme 5.2.1 (Existence et unicité des courbes caractéristiques)

Supposons que I’application (q,7) +— v(q,z) est continue, bornée, strictement positive sur R2. Sup-
posons de plus que z — v(g,z) est de classe C>(R.). Alors, chaque probléeme de Cauchy défini pour

(9.2,1) €R3 fixé admet une unique solution maximale s — Z(q,z,t, s) de classe C' ([T_(q,z, ), +o0[) :

Z: R} X [T—(q.zn,+00][ — R
(5.12) + qz *
(q.z.1,8) > Z(q,z,1,9).

De plus, on a :
e g Z(q,z,t,5) est continue sur R,
e (z,) > Z(q,z,t,5) est de classe c2? (Ri),
. Sl_i)r;l_ Z(q,z,t,s) = 0 ce qui permet de prolonger Z par continuité.

Le caractére autonome de 1’équation du probléme de Cauchy [5.11] assure également la propriété
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suivante :
(5.13) VzeR,y, VteR, Vs € J(q,2,0) = [T-(q,2,0), +oo[, Z(q,z,t,t+5) = Z(q,z,0, ).
Les solutions vérifient également pour tout (x,y,t) € Ry X R? tels que x = Z(q,0,19,y) :

(5.14) Vs e J(q,0,19) = J(q,x,y), Z(q,x,y,s) = Z(q,0,1, 5).

Dans la suite du chapitre, les hypotheses de ce théoreme seront supposées vérifiées.

Remarque 5.2.1

Les conditions de régularité imposées a v dans le théoréme sont choisies a dessein. Elles per-
mettent de garantir la régularité des caractéristiques nécessaire a la résolution de 1{EDP. En fait,
I’existence et I’unicité de solutions est assurée des lors que : i) (q,z) — v(q,z) est continue et ii)
7+ v(q,z) est localement lipschitzienne. Nous soulignons également que la régularité de Z suivant

g est identique a celle de I’application q — v(q,z) (lem[5.2.3)).

Démonstration : Considérons dans un premier temps 1’équation différentielle ordinaire (EDQ) suivante :
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dz
(5.15) =5 @9 =14 2(¢.9)).
s

Il s’agit d’une équation autonome en Z dépendant d’un parametre g. La dépendance des solutions
suivant ¢ est donnée par le lemme [5.2.3] Ainsi, nous écrirons dans un premier temps le probleme de la

maniere suivante :
dz
(5.16) d—(s) = v(Z(s)).
s

Dans cette partie, le couple (z,7) € (R”jr)2 est vu comme condition initiale du probleme de Cauchy |5.16

et non comme une variable de IlEDPl Alors, le probleme de Cauchy

az
= =y2),
s v(Z)

Z(t) =z

admet une unique solution maximale de classe C! définie sur un intervalle J(z,) C R contenant ¢ si
I’application v est continue et localement lipschitzienne en z. Comme le probleme est autonome, la

relation [5.13]est obtenue immédiatement. L’unicité des solutions maximales assure la propriété [5.14]
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Remarque 5.2.2 (Prolongation sur le bord du domaine)

Précisons que le probleme de Cauchy ci-dessus peut étre prolongé a R tout entier en z si nous

choisissons de prolonger I’application (q,z) — v(q,z) aux valeurs négatives de z en posant pour

tout g € R*, v(q,7) = v(¢q,0) pour tout 7 < 0. Le résultat d’existence et d’unicité est alors identique
et assure le prolongement du résultat d’existence et d’unicité sur R, a tout couple de conditions

o e e 2
initiales (z,t) € Ry.

Afin d’étudier les propriétés de la solution, étudions le probleme équivalent suivant :
S
(5.17) Z(s) = Z(z,t,5) =z + f v(Z(z,t,x))dx, Vs e J(z,1).
t

Nous avons les résultats généraux suivants :

Lemme 5.2.1 (Monotonie, Signe, Majoration)

L’application s — Z(s) est strictement croissante, positive. De plus,

O<|Z <z+ls—tlVll=,  VseJ(z0).

Démonstration: La stricte positivité de v nous assure la stricte croissance de 1’application s —

Z(s). L’hypothese z > 0 assure la positivité de Z. La majoration est obtenue de la maniere

f v(Zw)dx
t

z+[s—tlVllzs.

suivante :

1Z(s)

IA

z+

B

IA

Etudions maintenant I’intervalle J(z,7) = (T-, T).

Lemme 5.2.2 (Domaine de définition des caractéristiques)

Nous sommes assurés que J(z,t) = (T—,+oo[ avec T— > —co et lir;l |Z@| = 0. Z se prolonge par
S

s>T_
continuité en posant Z(T_) = 0.

Démonstration : D’apres|Demailly| (2006), nous avons d’une part les possibilités suivantes :
e soit 7, = +oo,

e soit 7, < +oo et lim |Z(s)| = +oo.
s—T,
s<T,

Le lemme[5.2.1|nous assure que 7. = +co donc J(z,1) = (T—,+oo].

D’ autre part, nous avons :

e soit 7_ = —o0,
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e 50it 7_ > —oo et lir? |Zs)| =0,
S—1_

s>T_
e s50it 7_ > —oo et lim |Z(s)| = +0.
t—T_

s<T_
Le lemme[5.2.T|exclut le dernier cas pour 7—. La premiére possibilité est exclue car chaque ca-

ractéristique est obtenue par translation de la caractéristique issue de (z,¢) = (0,0) (voir relation
[5.13]avec z = 0 et la remarque [5.2.2)). [ |

Demailly| (2006) donne le lemme suivant :

Lemme 5.2.3 (Dépendance des caractéristiques en q et (z,1))

Si I’application (q,z) — v(q,z) est continue et localement lipschitzienne en z, 1’application
(g,s) — Z(q,z,t,s) est continue. De plus, pour tout (z,t) fixés,
e siv est localement lipschitzienne en g, alors (g, s) — Z(q,z,t, s) est localement lipschit-
zienne en q.
e si v est de classe C* et admet une dérivée partielle g—; de classe C*, alors (q,5) —
Z(q,z,1,s) est de classe C**1.
La dépendance de la solution en fonction de la conditions initiale (z,t) est identique a celle de s.

car ces parametres sont implicites dans I’expression de v.

5.2.2.2 Flot et chemin des particules de MO

Définition 5.2.1 (Chemin des particules)

Soit I’ouvert
(5.18) Q ={(g,1t09,5) € Ry XxRx]0,+oo[}.

et soit I’application

Y. Q — Ry XRX]0,+oo[
(5.19)
(g,t0,5) (g-1,2),

t=1p+s,

7=2(q,0,t9,t0 + 5).

L’application ¥ admet un prolongement par continuité pour s = 0 en posant ¥(q, ty,0) = (g, 10, 0).

Cette application associe le graphe de chaque caractéristique a son origine sur le bord du domaine.
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t=1t)+s
****************** ‘
|
|
|
|
0 o
7=2(q,0,tp,t0+ 5)
To

Figure 5.1 — Exemple de chemin de particules.

Elle caractérise les "chemins" parcourus par 1a[]MOl Ainsi, une particule de qualité g présente a 1’ins-
tant 7o a la surface (z = 0) atteindra la profondeur z a I’'instant ¢ = #y + s. Notre objectif est d’étudier si
I’application W est inversible afin d’associer a tout point (g, z,#) son origine sur le bord.

Théoreme 5.2.2 (Projection sur le bord du domaine selon les caractéristiques)

L’application

¥l 10, +00[XRX]0, 400 — Q
(5.20)

(g.1,2) ~ (g,1,5),

est continue.
Pour tout q fixé, I’application (z,1) = Y~ 1(q,z,1) est de classe C'. L’application ¥~ admet un
prolongement par continuité en z = 0 en posant ¥~!(g,t,0) = (¢,1,0).

Démonstration : Rappelons le théoréme d’inversion globale :

Théoréme 5.2.3 (Théoréme d’inversion globale)

Soit I1 une application de U dans R".
e U/ est un ouvert de R",
e Il est injective et de classe C' surl/.

Alors T1 est un C'-difféomorphisme si et seulement si son jacobien ne s’annule pas sur .
La régularité de ¥ en g n’est pas suffisante pour appliquer le théoréme d’inversion globale. Nous consi-

dérons alors :

71



Chapitre 5. Etude des solutions du modele de décomposition de la matiére organique

Théoréeme 5.2.4

La famille de fonctions (‘Pq) o] définie de la maniére suivante :

q€l0,+

Y, :Rx]0,+00[ — R x]0,+00[
(5.21)

(19, 5) — (t,2),

est une famille de C'-difféomorphismes.

Démonstration: Fixons g € R,. L’application ¥, est de classe C ! et injective. I reste donc a

€tudier le jacobien de ‘¥;. Introduisons au préalable le lemme suivant :

Lemme 5.2.4 (Dérivation par rapport a la condition initiale)

o 0Z(q.0.t,5) ) . ..
L’application (g,t, s) — % est continue, strictement négative. De plus,

0Z
(5.22) E(q, 0,¢,5) = —v(q,Z(q,0.,5).

Démonstration : Rappelons la relation[5.13]:
VzeR,, VteR, Vs € J(q,2,0) = [T-(¢q,2,0),+oo[, Z(g,z.t,1+5) = Z(¢,2,0,5).
Alors,

0,(Z(q,0,t,8)) = 8,(Z(¢,0,0,5-1)),
= -0,2(q,0,0,s—1),
= —v(q,Z(q,0,0,5s—1)),
= -v(q,Z(q,0,t,5)).

aZ(q,O,t,s)

[ |
ot

Ce résultat nous assure la continuité et la stricte négativité de (q,t, s) —
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Revenons au Jacobien :

61( ) az( :
— (1, — (1,
Joane| @ A
qu(SJ) - C‘)t 5t s
—-—(, -—(,
as( s) 8t0( s)

0 9
s (Z(q.0,10,t0+5)) o (Z(g.0,10,t0+5))
1 1

V(Zgonn+s)  v(ZaOuu+n) + S @0t
- ’

1 1

= —atOZ(q,OJOJO)’
=y (q, Z(q,OJOJO)) >
=V (q, O) .

Comme v > 0, Jy, (1.5 > 0 pour tout (¢,5) € RX]0,+oo[ ce qui garanti que I’application ¥y est
un C! -difféomorphisme sur Rx]0, +oof. |

Il reste & montrer que Y~! admet un prolongement par continuité en z = 0. A ¢ fixé, nous mon-
trons que 1’application ‘{’;1 admet un prolongement par continuité. Soit (z,),cn une suite d’éléments
de 10, +oo[ convergente et de limite z = 0. Soient les suites (s,),en €t (f0.1),,cy définies par ‘I’;l(zn,t) =
(Sn»to,n). De plus, ona s, +t, =t et z, = Z(q,0,t n,t0,, + 5,) pour tout n € N. La suite (9 ),y €st bornée
donc il existe une sous suite convergente (7o ,),,c;;- Notons sa limite 7y. Alors, lim z, =0=Z(q,0,7,1)

n—+oo

ce qui implique que ¢ = 7, par unicité des caractéristiques. Ainsi, s =0 = lim s,. |

n—+oo

5.2.2.3 Domaines de définition pour les équations aux dérivées partielles

Nous considérons maintenant le domaine temporel associé aux c.-a-d. nous nous ramenons
aux temps positifs. Ceci nous pousse a distinguer deux cas de figure suivant la valeur de T_(q,z,1).

Soient les domaines suivants :

(5.23a) Q ={(g.2.1) € R} tel que T(q.z,1) < 0},
(5.23b) Qo = {(g.z.1) € R3 tel que T_(q.z.1) =0},
(5.23¢) Q. ={(g.z.1) € R3 tel que T_(g.z.1) > 0}.

Notre objectif est de définir une application associant a chaque point (¢q,z,1) € Ri un point sur le

bord du domaine.
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Z(q,0,0,s)

Figure 5.2 — Distinction des domaines de définition des EDPs.

Définition 5.2.2 (Retour sur le bord du domaine)

Soit la famille d’applications (JTq) R.} définie par :

{qe

. 2 2
g Ry— R%

(Z,0) P my(z,1) = ((fo)+,20) = ((10)+,Z(q,0,10,(10)+)).

(5.24)

ou I’application ( . ); correspond a la partie positive et ty(g.z,) = (‘I’;l) | @D Les applications

ainsi définies sont continues.

Nous €tudions la différentiabilit€ des applications r,. Il faut distinguer trois cas de figure :

o 5i(g,2,1) € @y, 7y(2,1) = (f0(g.2,0),
o si(q.z,0) € R} tels que z = Z(¢,0,0,1), my(z,1) = (0,0),
o i (q.2,1) € Q;, my(z.1) = (0,2(g,0, 10(20, 0)).

Proposition 5.2.1 (Régularité du retour a ’origine)

Pour tout g € R, I’application i, est de classe C! sur chacun des domaines Q; et Q.. Les applica-

tions (z,t) > 0,my(z1) €t (z,1) = Oymy(zt) ne sont pas continues sur £2y.

Démonstration : Tout d’abord, calculons %Lg et %. Rappelons que pour tout (¢,z,1) € R3, la relation z =
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S = Z(q,0,0,s)

Nllad Z((/.OJ()((/,:,I).,\)

§ > Z(q.0,0.5)

\
\
\
\
|
0  Zgoun(gzno < V4 0

Z(q,0,10(q.2.0,t) est vérifiée. Ainsi :

ot
1= —O(q,z,t) (@010,
az
- O(q,z,t) (@.0.10.0+ t(q,O,to,t).
—_———
=v(q.7)
Le lemme [5.2.4] nous assure que :
o, -1
(5.25) —O(q,z,t) = <0,
v(g.2)
Ot
(5.26) 0(q,z,t) - -1<0.

Sl (Qaza t) € Ql’ ﬂ'q(z’ t) = (tO(q,Z7t)a0) :

on ot -1
_q(Z 1) - (_O(Q»ZJ), O) = ( ’0)7

0z 0z v(q,2)
on, ot
E(zt) = (a—f(q,z,t),o) = (-1,0).

Figure 5.3 — Illustration de la construction des applications m, par troncature suivant le domaine de définition
des EDPs : (¢,z,1) € Q, (a gauche) et (g,z,t) € £ (a droite).
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Si(g,2,1) € Q;, my(z,1) = (0,Z(q,0, 10,20, 1))

aﬂq Oty 0Z

—en = |0, —@wn—@0n00]| = (0,1),
= (1) ( 7z (q”)ato(q()’°°)) 0, 1)

on o, oz

a—tq@,r) = (O,a—fw,z,t)a—m(q,o,zo,O)) = (0,v(q,2)).

La régularité de v assure que m, est au moins de classe C ! sur chacun des domaines Q; et Q..

Soit (g, x,y) € Qp fixé. Soient (x,ll)neN et (x,%)neN deux suites de R, convergentes vers x € R, et telles

que pour tout 7 € N, (x},y) € Q; et (x2,y) € Q.. Alors,

Ceci prouve que 1’application ‘3—’; n’admet pas de prolongement par continuité sur y. Nous pouvons

montrer de la méme maniere que %—’; n’admet pas de prolongement par continuité sur €.
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5.2.3 Meéthode des caractéristiques
5.2.3.1 Changement de variable

Pour tout (g,z,t) € Ri, posons les changements de variables suivants pour tout s € J(g,z,f) =

[(mg(z.0),+] :

(5.27a) r=s-—1,

(5.27b) pfz’t)(q, r) = pc(q,2Z(qzt.s), ),
(5.27¢) Plen(@s1) = Pn(q: Z(gzt.s), ) s
(5.27d) Ken(g,r) = K(q,Z(g.z1.9),
(5.27¢) Uen(q,r) = u(q, Zgzt.s).

Nous obtenons immédiatement que r € [(ﬂq(z, t))1 —t,+oo[ etque Y(z,1) € Ri, nous avons Kz ), U, €
L> (Ri) avec :

IA

IKeollo@zy < 1K),

IA

||u(z,t)||Loo(R§r) ”u”Lm(Ri)'

Le changement de variable étant défini, nous nous ramenons au bord du domaine €, U QU Q.
grice a la relation[5.14]

e Pour tout (q,z,1) € O, tel que Z(q,z,t, 5) = Z(q,0,19(q,z,t), s) pour tout s € [ty(q,z,1),+o[, nous

avons :

pfo,lo)(Q’ r) = pc(q, Z(q,o,t(),s)’ S)’
pc(q,Z(q.z1.5), ),
ng,l‘) (qa r)~

e Pour tout (¢, z,t) € Qo, tel que Z(q,z,t,5) = Z(gq,0,0, s) pour tout s € [0, +oco[, nous avons :

P00y @) = pc(q,Zq00.5),),
pc(% Z(‘],Z,fss), S),
pfz,t) (q’ r)'
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e Pour tout (¢,z,t) € Q_, tel que Z(q,z,t, s) = Z(q,0,19(q,z,t), s) pour tout s € [0, +o0[, nous avons :

P0.2(q.010.0)=20) D7) = P, Z(q.0.10.5), 5),
= pc(q, Z((],ZJ,S)’ S),
p fz,t)(q’ r)-

Nous pouvons appliquer le changement de variable a I’équation [5.64 :

O (p fz,,)(q, r )) 0r(pc(q,Z(q.zt.5), 5)),

= 0, (pc(q. Z(qzrren), 1 +7)),

= 0, (Z(qztt+r) 020:(q, Z(gztt+r), t + 1) + 030.(q, Z(qzti+r), t + 1),
= v(q. Zqata+n) 02pc(q, Zigaarsn), 1+ 1) + 03p(q, Z(qats+n), L +T),
= Fe(pl, (@7, Zgzien)

= Ken(q1p((q.1) + fe f D(q,9 )ucn(q" 1P (q's1)dq’ .

R,

De méme, I’équation [5.6b| nous donne :

6p’(1zvt) n
s (qg,r) = Fn(p(zgt)(q,r),q,Z(q,z,t,Hr)),

Ken(q: 1P 1(q: 1) + fo f D(q,9" /(g s 1P (g s 1)dg -

Ry

5.2.3.2 Problemes de Cauchy

5.2.3.2.1 Equation du carbone Le changement de variable impose la considération de trois pro-
blemes de Cauchy distincts. L’ objectif sera de montrer I’existence et I’unicité de solutions a ces pro-
blemes dans I’espace de Banach E = LN N Cy(R,) al’aide du théoréme Ainsi, nous conside-
rerons les conditions initiales p{(.,z), pg(.,0) et (., 1) comme des éléments de E. Les problemes de

Cauchy ainsi définis sont les suivants :

78



5.2 Solutions dans L'V N Cy (R,)

o0p¢
(20,0) c
L H=H , ,t), Vt>0,
(5.28) Pour zg € R4, ot (..0) 1(Z0 P(2.0) )
Pzp0)(+ 0 = Pyl 20)
0pS
(0,tp) c
1) = Hy (1o, 1), Vt>0,
(5.29) Pour 1) € R, ot (.0) 2( 0:P(0.19) )
pgo,to)("o) = O-C(-JO)
%{00)

LD =HolpS ant), V>0,
(5.30) et, ot (.0 0(9(0,(» )
P0.0)(->0) = py(..0)

ou nous avons introduit les champs de vecteurs

Hy: ExR,— E

(5.31)
(0,t) > Hy(p,1).
(5.32) Hj: RIXEXR;— E
(z0,p,t) =  Hi(z0,p,0).
(5.33) Hy: RIXEXR,; — E

(to,p,t) > Hy(to,p,1).

et oll nous avons posé

Hy(p,1) : g K,0)(q.0)p(q) + fc f D(q,q Yu,0)(q’,p(q")dq’,

+

Hi(20,p,1) : g = K(z,,0)(q,D)p(q) + fe f D(q,q" Yuy0)(q",Dp(g)dq’,

Ry

Hj(t0,0,1) : g = K(0.49)(q,)p(q) + fe f D(q,q"u©.1)(q’ . Dp(q")dq',

Ry

5.2.3.2.2 Equation des nutriments Comme précédemment, le changement de variable impose la
considération de trois problémes de Cauchy distincts dont nous montrerons I’existence et I’unicité de

solutions dans E. Ainsi, nous considérons les conditions initiales pg( . 2), pg( .,0) et o(.,1) comme
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des éléments de E. Les problemes de Cauchy ainsi définis sont les suivants :

op’
(20.0) n "
—"t:H D) ,t, Vt>0,
(534) Pour 2 € R, o (o0 = Hi (20.0,0)1)
Plzo.0)(--0) = (-5 20)
op”
(0.10) al. n
——(.,1)= H (19, ,t), Vt>0,
(5.35) Pour 1y € R4, ot C.0) 2(Op<o,to> )
Ploe)(--0) = "(..10)
op’
0.0 n( n
1) =H ), V=0,
(5.36) et, o (0= Hi (00, 1)

p?(),())( 0= ,08( .,0)

ou nous avons introduit les champs de vecteurs

Hl: ExRi— E

(5.37)
(0,0) = Hy(p,1).
(5.38) H}: RixXEXR,; - E
(zo,p,1) = H{(z0.p,).
(5.39) H}: RyXEXR;— E

(to,p,t) +—  Hj(to,p,1).

et oll nous avons posé

Hy(p.1) 1 ¢ = K0.0)(q.0p(@) + f f D(q.q"Yu0.0(q' 0P 0)(q'sDdq’,

R,

H{(20,p:0) : ¢ = K50,0(q:Dp(q) + fa f D(q,q" (0,00 Dy, 0)(q' - g’

R,

Hj(t0,p.1) : ¢ = K(0,10)(q,Dp(Q) + fo f D(q,9")u©,0)(q",DP(o 1)(q' DG’

R,
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5.2.4 Equations différentielles pour la concentration en carbone
5.2.4.1 Etude des problemes de Cauchy et

Nous étudions dans un premier temps 1I’existence et I’unicité de solutions aux problemes de Cau-
chy [5.28] et [5.29] puis nous étudierons la régularité des solutions du probleme en fonction des para-
metres zg et #p. Afin de simplifier I’expression des résultats, nous notons V = ({0} xR} ) U (R% x{0}) C

R2 le bord du domaine de définition de I'EDP dont nous avons exclu le point (0,0).

Théoreme 5.2.5 (Existence et unicité - Positivité des solutions)

Soit N e N fixé. Supposons que :
1. (g,z) = K(q,z) est continue,

2. D vérifie les hypothéses suivantes :

(5.40a) Yje{0,N}, AM > 0 tel que Vg’ € R, f qu(q,q’)dq < Mq’j,
Ry

(5.40Db) M’ = sup f Dg.gHdq' < +co,

geR+ JR,

40
(5.40¢) YgoeRy, lim | Daaidq =0,
g—+ Jo

(5.40d) g f D(q,q")dq’ est continue.

R+

Alors, il existe une unique solution globale t — pfzo 0)( ., 1) (resp. t — pfo to)( .,1)) appartenant a

C! (R4, E) au probléme de Cauchy (resp. .

De plus, chacune des solutions aux problémes de Cauchy est positive si D > 0.

Démonstration : Introduisons un formalisme général. La démonstration du théoréme d’existence et d’uni-

cité nous amene a étudier deux problemes de Cauchy sur E semblables :

d
(541 pour zo € R}, E(pm(t’xl)):Hl(Zo,pm,t),
) V<R,

020, x1) = x1,
d =H
(5.42) pour 1 € R, p (1o (1, x2)) = Ha(t0, 01y 1),
P10(0,x2) = x2,

ol x1,xp € E.

Introduisons tout d’abord un résultat préliminaire.
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Lemme 5.2.5

Les champs de vecteurs Hy et H, sont bien définis.

Démonstration : Nous montrons le résultat pour le champ de vecteurs H;. La démonstration est

similaire pour Hy. Assurons nous que pour tout zg € R}, p € E et t € R, fixés, ’application

Hi(0.p1) : g Ki0)(@:0p(@) + fo f D(¢.d a0 Dp(q e

Ry
est une application de E.

1. Montrons premierement que 1’application H(zo,p,t) est continue sur R.
La continuité de I’application g — K, 0)(q,t) pour tout zo,t € R, est assurée par la conti-
nuité des applications (¢,z) — K(gq,z) et g — Z(q,79,0,t). Ceci nous assure la continuité de
I"application g — Kiz0)(¢, )p(q).
Il reste a montrer la continuité de 1’application g — fR+ D(q.q"Huz, 0y .Dp@)dq’ . Soient € > 0
et go € R, fixés. Alors, comme ¢g fR+ D(qo,q")dq’ est continue, il existe > O tel que
pour tout g €]go — 1,90 + n[NR 4, nous avons fR+ |Dqo.q") — Dg.)|dqg’ < €. Ainsi,

f D(q0.9)(zy 0@ Dp@)dq — f D(q.4)(zy 0/ Dp@)Hdq' |,
R,

R,
< llullz=lloll = f |Digo0.a) — Da.g)ldq’,
R,

< llullz=llpllz=&,

ce qui assure la continuité de g — fR D(q.9"U(z,,0)(¢' Dp(g"dq .
2. Montrons maintenant que lim H;(zo,p,?)(q) = 0.
g—+
Comme K, 0) € L™ et p € E, nous obtenons que lim K, 0)(g,0)p(q) = 0.
g—+o0

Montrons maintenant que lim fR D(q.qHuzy 0)(q DpHdq" = 0. Comme p € Cy(R;), pour
q—+00 +
tout € > 0, il existe un réel go > 0 tel que, pour tout ¢’ > g, nous sommes assurés que

lo(g")] < e. Ainsi,

‘ f D(q,q’)u(z(),())(q’,t)p(q’)dq",

40 +00
= f 'D(‘IJI')M(ZO,O)(Q’J)/)(CI')|dq’ + f |D<¢1¢1’)u<zO,0)(q’,t)p(q’) dq’,
0 q0

< ”u(z(),O)“L‘”( sup o)l +M')s,
q€[0,q0]

ce qui assure lim_ o, Dia.a a0 0pandq’ =0.
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3. Lapreuve que H;(z0,p,1) € L'"N(R,) est donnée dans la démonstration du lemme
|

Plagons nous dans le cadre du théoreme [5.1.1] pour chacune de ces deux applications. zg et fo étant
des parametres, nous travaillerons pour le moment a zg,#p € R} fixés. Il est nécessaire de montrer que
Hi(z, .,.) et Hy(t, ., .) sont continues sur E X R, et globalement lipschitziennes sur E. Nous étudie-

rons uniquement H;(zo, ., .), la démonstration étant semblable pour H; (%, ., .).

Nous montrerons premieérement que pour tout p € E fixé, t — H(zo,p,t) est continue sur R, puis
nous montrerons dans un second temps un lemme assurant la continuité de H;(zp, ., .) sur Ry X E ainsi

que la propriété globale de Lipschitz.

1. Soit p € E fixé. Montrons que H;(zp,p, .) est continue par rapport a ¢. Soient € > 0 et r € R, fixés.

Considérons alors, pour 7 € R*, |H1 (zo,p,t) — Hi(20,p, i)” £ Comme p € E, nous sommes assurés de

I’existence de gg,q; > 0 tels que :
Vg 2qo, lp(q)<e,

400
V)€ (0.N), f Flol@ldq < s.
q

1

(a) Considérons dans un premier temps ”H 1(z0,p0,t) — H1(20,p0, f)“ Lo

|H1(z0.p.0(q) — Hi(z0.p.D(q)|

< |K20.0)@0 = Kz0,0)@.0| lo@] + £ f Diq.q)) (.00’ = ttz.0)(a"D| loa)ldy’ -
R

+

D’une part, comme K, o) est continue, nous avons pour tout 7 suffisamment proche de z,

2||K]| -, q = qo,
|K 2.0/ 1) = Ko 00(q.D)| Ip(@)] <
llollz~&, q < qo.

et d’autre part, comme u(, oy est continue, nous avons pour tout 7 suffisamment proche de ¢,
| D@ it 0= D]t g
R,

q0
< f D(q,q") |ui0.0(q' 1) = uiz0/(q D] lo(g)ldg’ +2lull=M'e,
0

< éllpllzeM’ +2llull~M'e.
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Ainsi, pour tout 7 suffisamment proche de 7,

||H1(z0.p.8) = Hy (20.9. D) o < &(maxlIK]Iz, llpllz) + fo (ol + 2llull)) -

(b) Considérons maintenant HH1 (z0,p,1) — H1 (20,0, i)”LlW .

f g’ |H\ (z0.p,1)(q) - Hi (20,0 )(q)|dg,
R,
< L @’ |Kz0.00@0 — Kz, 0@0| lo@ldg + £ fR Daa) |t20.0)(@" 1) = tz0.00@ | I ldqdq .
< f 7' lp)| (|K(ZO,0)(61J) - K(ZO,O)(CIﬁ' +feM |“(ZO,0)<W) - “(zo,O)(qi)D dq.
Ry

D’une part, pour tout 7 suffisamment proche de ¢, nous avons

q1 .
f 7’lol (|K(z(),0)(q,t) — Ko 0)@| + foM |tz 0100 — M(Zo,oﬂq,f)’)dq < ellg’p(@l-
0

D’autre part,

+00
f ¢’ o) (|K(Z0,O) (@0 = Ko 0)@d| + foM |uzy.0)00 — M(ZO,O)(q,f)qu,
q

1

< 2(IKl|ze + feMlul| =) &.
Ainsi, pour tout 7 suffisamment proche de 7,

|| H (z0.0:1) = Hy (z0.0. D ;1 < £ (lloll1n + 2N + D) (K| + foM]|ull ).

En conclusion, nous avons montré que pour tout 7 suffisamment proche de ¢,

1H1 zo.0.1)— Hi (z0.p.9)| < Ce

avec C une constante indépendante de 7 et 7, ce qui assure la continuité de 1’application H; par

rapport a t.

2. Comme H; est linéaire par rapport a p, étudier le caractere Lipschitzien de H; suivant p revient a
étudier si elle est linéaire bornée suivant p i.e. continue en O sur E£. Démontrer 1’existence et I’unicité
revient donc a prouver que H; est lipschitzienne par rapport a p. Nous énongons maintenant un
lemme permettant de montrer la continuité ainsi que la condition de Lipschitz par rapport a p. Nous
utiliserons un abus de notation afin de proposer un résultat applicable aux champs de vecteurs H
et H,.
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Notation 5.2.1

Pour tout (z0,%9) € V, nous notons :

® si(z0,%0) = (20,0), Hizp o) = Hi(z0 5 -, .),
e si(z0,10) = (0,10), Hzy ) = Ha(t0 5 ., .),

Lemme 5.2.6 (H(,, ;,) linéaire bornée par rapport a p)

Soit N € N* fixé. Supposons que les hypothéses[5.40] sont vérifiées.
Alors, pour tout (zo,tp) € V, pour toutt € Ry,

H(Zo,to)(-’t) F - F,

p = K Dp+fe f D(.,q"u1)(q  Dp(q)dq,

+

est linéaire, continue de constante de continuité Cy indépendante de (zg,1t) et t. De plus,

Cr <Kl +max (M, M") fellull .

Démonstration: Soient p € E, (z0,%9) € V et t € R, fixés.

(a) Commencons par considérer la norme ||. ||z~ :

|H(Zo,t0)(p7 t)(Q)' < |K(Zo,to)(q’t)p(q)| + .ﬁ? ,[R |D(q’q’)u(20,to)(q’9 t)P(q/)' dq/’
< NKgapllz=llollze + felltzg ao)ll=lloll e f |D.q"|dq’.
Ry

Nous obtenons :
1H zo.10) (0> DIz < (1K |z + M fellullp=) llollze

(b) Considérons maintenant la norme ||. |[;1.5.

N
1H o100 Dl = Y g7 Hezy 005 Dl

J=0
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Soit j € {0, N} fixé.

@' Kz 10)@00@) + £ f qu(q,qou(ZO,;o)(q/,r>p<q'>dq"dq,

+

ey 00 Dlls = f
R4

< Ky uollzollg’pllp + fillugg.mllzs ff2 ¢’ |D@.qp)ldq dg,
R+
< NKomllz=llg’pll +ﬁ?””(zo,t0)||L°"f @) | ¢'IDwg)ldg dq’,
R, R,
< MKeoillz=llgpli + M fellucy.mllz=llg’pll -

Nous obtenons :

N
Hey (Ol < (K eomllis + M fellii ll=) D llgplips,
J=0

IA

(IKllz + M fellull =) ol L1

La continuité de Hi(zo, ., .) par rapport a ¢ et ’indépendance de la constante C;, par rapport a ¢ dans
le lemme nous assure la continuité de Hy(zo, .,.) sur EXR,. Le lemme acheve donc de prouver

I’existence et I’unicité de solutions globales.

Il reste 2 montrer la positivité des solutions. Comme pour le lemme précédent, nous donnons le ré-
1
sultat pour tout (z0, %) € V. Posons w(z (@0 = p(, (@) €Xp (— ft ) K(ZOJO)(q,s)dS). Comme g = Kz, 10)(a.0)

et q = p(,, ,,)(@n sont continues, g = Wz,z)(¢.1) est continue.

Par ailleurs,

MW, 10) 0Py ) '
%(q, 1) = %(g,t)—pEZOJO)(q,t)K(ZOJO)(q,t) exp|-— f Ko 0)@9ds |,
Io

f
= exp (_ f K(Zo,to)(‘/’s)ds) fe »[R D(q”f’)M(Zo,lo)(q,’t)pfzo,to)(q,’t)dq,’
Io +

!
= fe f D(q.q"uz,1)(d’ ) €XP (— f (K(z(),tg)(q',s) - K(zO,zo)(q,s)) ds) W(zg,to)(CI'J)dq/-
Ry

1o

t
Posons Wy, 1)(q,4",1) = fe D(q.q) Uz 1) ) EXP (— f (Kz0,10)(@'+9) = K(z9.,10)(@:)) ds) et nous obtenons :
to

aW(Zo,fo)

ot

(q’ t) = f W(Z(),l‘o)(q’q,st)w(zo,to)(q/’t)dq’-
R,

Remarquons que W(.,.,.) > 0.

Prouvons le résultat par I’absurde. Supposons qu’il existe 7' > 1y et go > O tels que wg, 4,) s’annule

86



5.2 Solutions dans L'V N Cy (R,)

et sa dérivée temporelle est strictement négative :
e pour tout ¢ € [#o, T], pour tout g > 0, w(z, 1,)(¢g,1) > 0,
® Wi0)(q0,T) =0,

aW(Zo 1)
—0l) (00 T < 0.
* (qo,T) <

ow,
Or, 0 > %(go,ﬂ = f W00 @ q s T)Wizo.10)(q’ s T)dq" ce qui est contradictoire. Il y a donc
Ry

>0 >0
deux possibilités :

e soit W(Z()J())(qo’ T)+0,
ow
o s0it — ) (0 T > 0.

ot
Dans tous les cas, w1 est positive ou nulle. Comme wiz ) et (. ont le méme signe, nous sommes

assurés de la positivité des solutions. |

Il reste a étudier la régularité des solutions en fonction des parametres zg et #y. Etudier la régularité
par rapport a zg et fo revient a déterminer comment se comportent les solutions p¢ en passant de
caractéristiques en caractéristiques.

Théoreme 5.2.6 (Continuité en fonction de 7 et t()

Supposons que pour tout g € R, les applications z — K(q,z) et z — u(q,z) sont continues. Suppo-
sons de plus que les applications

R} —> E R} —> E
et
720 = pyl.20) to = (1)

sont continues. Alors I’application (zg,t) — pfzo 0)(., 1) (resp. (to,t) — pfo [0)(., 1)) est continue.

Démonstration : Nous montrons ce résultat uniquement pour zg, la démonstration étant similaire pour .

Le théoreme est la résultante de la combinaison des deux résultats de la proposition[5.1.2] Considé-
rons le formalisme introduit dans la démonstration du théoréme d’existence. La variable z; intervient de
deux manieres : en tant que parametre du champ de vecteurs H; et en tant que parametre de la condition
initiale xj.

Dans cette démonstration, nous montrerons que la solution (¢ — p,(t, x1)) est continue dans E dans
un voisinage de x;. Nous montrerons également sa dépendance continue en fonction zg. L’introduction

de I’hypotheése de continuité de I’application zo — x1(zo) acheévera la démonstration.

La proposition [5.1.2] assure immédiatement la régularité de la solution dans un voisinage de x;.
Il reste a montrer la continuité du champ de vecteurs H;. Il faudra également montrer que H; est

globalement Lipschitzien en p, de constante de Lipschitz indépendante de z et 7.
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R}
w
Id/\ 20 ,\‘Xl
R E R o £
% X w X v w
20 x1(z0) t Pz(t, x1(20))

Figure 5.4 — Role du parametre zo comme parametre du champ de vecteur et de la condition initiale.

Le lemme [5.2.6| nous assure que la constante de Lipschitz est indépendante de z et 7. Il reste alors
a montrer la continuité de H;. Comme la constante de Lipschitz Cy, est indépendante de zg et ¢, il suffira

de montrer la continuité par rapport a (zo,?).

Soient € > 0, 79,1 € Ry et p € E fixés. 1l faut déterminer I’existence d’une constante n > 0 telle que

pour tout z; € Ry, tel que |20 —z1| + |fo — #1] < 17, nous avons ||H1 (20,0, %) — H1(z1,0,00)l|E < &.

1. Considérons premierement ||H(zo,p,t0) — H1(z1,p0,t1)||;1.~. Pour tout j € {0, N} :

|4’ (H1(z0.p.10)(q) — H1(z1,0,01)(@)||

< f 7'lo)| ('K(ZO,O)(qu) — K¢, 00@n )| +feM ’M(ZO,O)(QJO) - M(ZI,O)(qu)D dq.
R,

Rappelons que les applications z — K(g,z), z — u(g,z) et (g,20,t) — Z(q,20,0,t) sont continues ce

qui assure la continuité des applications (zo,?) = Kz,,0)(.0) €t (2o,2) = U(z,0)(q.0-

Alors, par une démonstration semblable a celle de la continuité de H;(zy, ., .) en ¢ (voir démonstra-
tion du théoreme précédent), nous sommes assurés que pour tout z;,#; € R, suffisamment proches
de zp et tp, nous avons

1H1(z0,p,t0) — Hi(z1,p0,t)|lp1v <

N M

2. Considérons maintenant ||H{(zo,p0,t) — H1(21,0,t1)||ze-

|H1(z0,p,10)(q) — H1(z1,0,11)(q)]

< (@) |Kzo.00@t0) = Kzy 0y @n)| + f f Diq.q" |tt(z.0)(d 1) — Uz, 0y 10| lo(@)ldq -
R

+

En reprenant également la démonstration du théoréme précédent, nous obtenons que pour tout

71,11 € Ry suffisamment proche de zg et 7y,

E
l1H1(z0,p,t0) — Hi(z1,p0,t)|l1> < 3
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Finalement, nous avons prouvé que

”HI(ZO’,OJO) _Hl(zl’petl)“E <eg,

ce qui acheve la démonstration le théoréme. |

Théoreme 5.2.7 (Dérivabilité en fonction de z et ty)

Supposons que :
1. pour tout g € R, les applications z — K(q,2) et 7 — u(g,z) sont de classe cl,
2. les applications (q,z) — %—[Z((q,z) et(q,z2) — g—?(q,z) sont bornées,
3. il existe une constante strictement positive a, telle que pour tout (q,z) € R%, ay, <v(q,2).

Si I’application
Ry— E

20 = po(20)-

est de classe C', alors la solution (zq, 1) — prO 0)( .,1) au probleme de Cauchy|5.28 est de classe C L

De méme, si I’application
Ry —> E

o = (., 1).

est de classe C!, alors la solution (1o, 1) pgo to)( .,1) au probléme de Cauchy|5.29 est de classe C I

En outre, les applications g — (')ZOpEZO!O)(q, t)etqg 8,0/)?0, to)(q, t) appartiennent a E.

Démonstration : Nous nous intéressons tout d’abord au probleme de Cauchy

La démonstration de ce résultat est une application du théoreme [5.1.2] Nous reprenons le forma-
lisme introduit dans les précédentes démonstrations. Considérant la figure [5.4] nous montrerons tout
d’abord la dérivabilité de la solution par rapport a la condition initiale x; puis, nous étudierons la
différentiabilité par rapport a zg du champ de vecteurs H;. L’introduction de 1’hypothese de continue

différentiabilité de 1’application zo — x1(z¢) achévera la démonstration.

1. Ici, nous considérons zg € R} fixé. Montrer la différentiabilité de la solution (7 — p,,(,x1)) en fonc-
tion de x revient a montrer que la différentielle partielle D,H(z0,p,t) € L(E) existe et est une fonc-
tion continue en (p,?) vu comme élément de E X R,. Or, comme 1’application p — H{(zp,p,1) est li-
néaire continue, sa différentielle en tout point est donc elle méme, c.-a-d. D, H1(z0,p,1) = H1 (20, ., ).
Ainsi, (p,1) = Dy,H{(z0,p,1) est continue sur EXR,.

Alors, le premier résultat du théoréme [5.1.2]nous assure que I’application (£, x1) = p,(t, x1) est une
fonction de classe C! (R, X E).
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2. L’étude de la différentiabilité de la solution en fonction de 7y est démontrée a 1’aide de la seconde
partie du théoreme [5.1.2] L’application de ce dernier requiert d’étudier la différentiabilité en p et zo
du champ de vecteur H; (eq.[5.32).

Nous venons de voir que I’application D,H(zo,p,t) = Hi(20, .,t) € L(E). Par ailleurs, I’application
(z0,p,1) = Hi(20, ..t) est continue sur R} X E X R, pour la norme ||.||z) (nous rappelons que

IDyH (20,0, lce)y = sup [[H1(zo, f,Dl|g). Ce résultat découle alors des propriét€s que nous avons
Iflle=1
déja montrées sur H;.

Pour montrer la différentiabilité de (¢ — p,,(#,x1)) € E par rapport a z, il reste a montrer que 1’ap-

plication D, Hi(z0,p,t) € L(R], E) existe et est continue par rapport a (zo,p,t) € R} X EXR,.
Introduisons I’application F; qui nous permettra de définir la différentielle D, H;(zo,p,1).

Lemme 5.2.7
Soit I’application

F1:RIXEXR, — E ,

(5.43)
(Z()’p’t) = F](ZO,PJ),
ol
(5.44) F1(20,0,0(q) = 02K (z,0)(q,Dp(q) + fe fR D(q,q")0u(z0)(q", D)p(q')dq' .

Alors Fy est définie, continue, globalement lipschitzienne sur E, de constante de Lipschitz indé-

pendante de t et 7y si les points 1, 2 et 3 du théoréeme[5.2.7] sont vérifiés.

Démonstration : Montrons tout d’abord que F; est bien définie c.-a-d. F1(z9,p0,t) € E pour tout
(zo,p,1) € Ry X ExXR,. La démonstration de ce résultat s’apparente a la preuve du lemme [5.2.5
En effet, constatons tout d’abord que Z(q,z0,0,1) = Z(q,0,1(4.20.0), ). Rappelons que u, 0)(g,1) =
u(q,2(q,20,0,1)) et K, 0)(q.t) = K(q,2(q,20,0,1)). Comme zo — Z(g,z0,0,1) est de classe C? (voir
Th)5.2.1) et comme les applications z — u(q,z) et z — K(g,z) sont de classe C' (R,) par hypothése,
les applications zo = 1, 0)(q, 1) et zo = Kz,0)(g,1) sont de classe C!. Nous avons alors le résultat

suivant :

Oty
0z
v(q,2(q,0,10(q.20.,0), 1))
v(g,20)
v(g,20)

BZOZ(qa ZO? 07 t)

0Z
(4,20,0) ——(q,0,70(q.20.0), 1),
Oty
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et par suite, les relations suivantes sont vérifiées :

OU0.0(q.10) = 0:Z(q,20,0,1) 0:u(q, Z(gz0.0.0),
v(q,Z(q.2.0,

_ Mazu(q,zm,zo,oﬁ)’
v(q,20)

VIl e

IA

10:ullpe »

4
0:02(4,20,0,) 0:K (4, Zig.0.00),
(g, Z(g.20,0,
_ wazmq,z(q,zo,o,n),
v(q,70)

VIl e
10Kl = -

1020 U(z0,0)(q5 1)
azoK(zo,O)(q’ t)

102, K (29,0)(q, 1)

IA

v

Ainsi, F(z0,p,1) et Hi(zo,p,t) ont la méme forme (voir lemme [5.2.5). Comme les applications
7+ K(g.2) et 7 u(g.z sont de classe C!, les éléments de démonstration du lemme assurent
que Fi(z0,p,1) €EE.

En outre, en utilisant & nouveau I’analogie entre F; et H;, nous pouvons montrer que : i) I’applica-
tion p = F1(z0,p, 1) est linéaire, globalement lipschitzienne, de constante de Lipschitz indépendante
de zg et ¢, ii) les applications zg — F(zo,p,?) et t — F1(zo,p,t) sont continues et par suite, iii) F

est continue sur R} X EXR,. |

Il reste maintenant a prouver que D, H;(zo,p.t) est bien définie par

D, H(z0,p,): Ri — E ,
(5.45) @ !
x = xFi(z0,p,0).

Afin de prouver ce résultat, montrons que pour tout (o, ) € EXR., pour tout z,zo € R’} suffisamment

proches,

l1H(z,p,1) — H1(z0,p,1) — (2= 20)F1(20, 0, Dllg = 0(|z = z0).

Le premier membre de 1’égalité est bien défini car chacune des applications est a valeurs dans E.

Ainsi, il faut montrer que

lim |H(z,p,1) — H(z0,p,1) — (2= 20)F1 (20,0, DIlE _

0.
) |z = zol
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92

Soit £ > 0 fixé. Considérons dans un premier temps pour tout g € R,

Hy(z,p,0)(q) — H1(z0,p,1)(q) — (2= 20)F1(z0,p,)(q),
= (K,0)(q, 1) — K(20.0)(q: 1) — (2— 2007, K(2,.0)(q, 1)) p(q)

+fe f Diq.q") (tz,0)(@' 0 = U(z0,0)(@' D) — (2= 20) 02y Uz0,0)(a 1) p@)dq .
Ry

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe Z, Z €] min(zg, z), max(zp,z)[ tels que :

Kz0)(g,1) — K(2,0)(q, 1) (z2—20)070K(z,0)(q ),

u(z,0)(q,1) — t(z,,0)(q, 1)

(2= 20)07U(z,0)(q, D).

Ainsi, nous avons

|[H1(z,p,0)(q) — H1(z0,p,)(q) — (2= 20)F1(z0,p, )(q)I
|z — zol ’

<[00 Kz.0) = 050 Kzo 00| ca0lo@)| + f f D40z u.0) = Bzt 0)| @ 0lp@)ldq |

+

En reprenant a nouveau le point[Ia]de la démonstration du théoreme [5.2.5] nous montrons que pour

tout z suffisamment proche de zo,

1H1(z,p,1) — Hi(z0,p,1) — (2= 20)F1(20, 0, DllE <e
|z — 2o B

’

ce qui nous assure que D, H;(z0,p,t) € L(R},E) existe et est bien définie par 1’équation De
plus, la continuité de F; sur R} X E xR, assure la continuité de (zo,0,t) — D, H(z0,p,1). Ce ré-

sultat acheve de prouver la différentiabilité de (t — p,,(#,x1)) par rapport a zo.

Finalement, comme zo — x;(zo) est de classe C!, I’application zo — p,(t, x1(z0)) est de classe C et

nous pouvons écrire

D, [0z (1, x1(20))] = D7,z (1, x1(20)) + D, X1(20) X Dy, P2 (2, X1(20))-

. Il reste 2 montrer que (q - azopsz,O)(q’ t)) eE.

Nous venons de montrer que 1’application p : (29,1) = pz,(%,00(20)) = pfzo 0)(51, 1) est différentiable

en zo. Ainsi, nous savons que pour tout € R,

p(z0 +h,t) = p(z0,1)
h

lim
h—0

—Dm(zO,z)(l)HE ~ 0.
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Ainsi, nous avons la convergence suivante dans E :

(q _, P&o+hD—p(zo, 1)

- ) — Dip(z0.0(1).

Or, la convergence dans E assure la convergence uniforme et donc la convergence ponctuelle. Ainsi,

pour tout g € R,

. p(zo+h,1)(q) — p(z0,)(q)
m

Dip(z0,0(1)(q) = ;1,1_> 1 0 ,
_ limp(CZO+h,0)(q,t)_pfzo,o)(q,t)’
h—0 h

= azopfz(),o)(q, 0.

Ainsi, g — azopfm’o)(q, 1) est un élément de E.

Nous montrons maintenant le résultat analogue pour les solutions du probleme de Cauchy[5.29] Les
champs de vecteurs H; et H, étant semblables, nous mettrons essentiellement en lumiere les différences

significatives dans la preuve.

Nous montrerons tout d’abord la dérivabilité de la solution par rapport a la condition initiale x,
puis, nous étudierons la différentiabilité par rapport a 9 du champ de vecteurs H,. L’introduction de

I’hypothése de continue différentiabilité de 1’application fy — x2(#p) achévera la démonstration.

1. Montrer la différentiabilité de la solution (¢ — p,,(t, x2)) en fonction de x, revient a montrer que la
dérivée partielle D, H» (1o, p, ) existe et est une fonction continue de (p, ) comme €lément de E xR,
La preuve est identique a celle vue précédemment ce qui assure que 1’application (¢, x2) = py, (¢, x2)

est une fonction de classe C!(R; X E).
2. L’étude de la dérivabilité de la solution en fonction de #y requiert d’étudier la différentiabilité en p
et 1o du champ de vecteurs H; (eq.[5.33).

Nous venons de montrer que I’application D,H>(ty,p,t) = Ha(ty, .,1) € L(E). Nous montrons éga-

lement de maniere analogue au point précédent que I’application (¢, p,t) — Ha(ty, .,t) est continue.

Pour montrer la différentiabilité de (t — p,,(f,x2)) € E par rapport a fo, il reste & montrer que 1’ap-

plication D, H(ty,p,t) € L(R], E) existe et est continue (fy,p, ).

Introduisons I’application £, qui nous permettra de définir la différentielle D, H>(%o,p,1).
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Lemme 5.2.8
Soit I’application

Fy:RIXEXR, — E ,

(5.46)
(to?p’t) = FZ(tO,P, t)’
ol
(5.47) F(ty,p.1)(q) = 01y K(0.10)(q. DP(q) + [ fR D(q,9")01,u0.40)(q", )p(q)dq’ .

Alors F; est définie, continue, globalement lipschitzienne sur E, de constante de Lipschitz indé-
pendante de t et ty si les points 1 et 2 du théoreme[5.2.7 sont vérifiés.

Démonstration : La démonstration est identique a celle du lemme La seule différence porte

sur les termes suivants :

al‘o M(O,t()) (Q7 t) al‘()Z(qa 0’ th r— tO) azu(% Z((Lovt()vt_t()))a

= —v(q,Zg.0.10.-10)) O;u(q, Z(q,0.10,t-10)),

IA

|00t @D| < IMlsldzullzs,

8[0 K(O,t()) (q’ t)

01,2(q.,0,t0,t —t9) 0,K(q, Z(q.0.t0.110)),
= —W(q,Z(q0.10.t-10)) 0. K(q,Z(q.0.10.10)),
(V|10 K]z

IA

|at0 K(O,to)(q7 t)'

Comme dans le théoréme précédent, nous montrons que Dy, H>(to,p,t) € L(R}, E) existe et est bien

définie par

D, Hy(tg,p,1): R — E ,
(5.48) o *
x B xFs(t,p,0).
De plus, (to,p,t) = D, H(ty,p,1) est continue ce qui acheve de prouver la différentiabilité de (¢ —
P1,(2,X2)) par rapport a f.
Finalement, comme 7y — x(fo) est de classe C', I’application # = py,(f, x2(%o)) est de classe C! et

nous pouvons écrire

Dto [pt()(t9 XQ(tO))] = Dtopto (t’ x2(t0)) + Dt()-xZ(tO) X szpto (t9 x2(t0))-
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3. La preuve que I’application (q - B,Opfo to)(q, t)) € E est identique a celle vue précédemment.

5.2.4.2 Etude du probléeme de Cauchy et régularité

Remarquons premiérement qu’une simple adaptation de la démonstration du théoreme [5.2.5| per-
met de montrer :
Théoreme 5.2.8
Soit N e N fixé. Supposons que :

1. pour toutt € Ry fixés, q — K(0,0)(¢,t) est continue,
2. D vérifie les hypothéses|[5.40,

Alors, il existe une unique solution globale t — pfo 0)( .,t) appartenant 4C' (R, E) au probléme

de Cauchy[5.30

Il est nécessaire de déterminer le comportement des solutions des problemes de Cauchy lorsque

Zo ou fy tendent vers 0.

Théoreme 5.2.9 (Recollement continu en (0,0) des solutions)

L’application t — pfzo 0)( LD eCY R4 E) (resp. t — pfo [0)( .,1)) converge uniformément sur tout
compact vers t — pfo’o)( .,1) lorsque zo — O (resp. to — 0). Ainsi, pour toutt € Ry, les applications

0 pfzo’o)(.,t) etty)— pfo’ to)(.,t) admettent un prolongement par continuité en 0 au sens de la

norme ||.||g.

Démonstration : Nous montrerons le résultat pour zo — pfzo 0)( .,1). La démonstration est a nouveau iden-
1 C
tique pour 7o - g to)( 1.
Nous utiliserons les différents formalismes introduits jusqu’ici pour clarifier la démonstration. Nous

reprenons le probleme de Cauchy ol nous posons x1 = pg(+,20) :

3 (P (t.P5(-.20)) = H1(20. . 1),

on(O,Pg( . ’ZO)) = P(C)( . ’ZO)

pour zp € R},

Puis, nous posons le probleme de Cauchy

0:p0(1) = Ho(po, 1),
po(0) =py(.,0)

Nous voulons montrer que, pour tout ¢ > 0, limO lloz (7, 06( -5 20)) — po(Dlle = O
20—
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1. Nous montrons premiérement, a I’aide de la proposition[5.1.1] que pour tout r e R,

021,05+ 20)) = 2o (1,06, ODIlE < € l|o§( - 20) = PG (- Ol

ou Cy, est la constante de Lipschitz du lemme

2. Considérons maintenant [|oz, (7, 04(-,0)) — po(DllE-
Posons w(zo,1) = pz,(2,04( -, 0)) — po(2). Nous obtenons alors le probleme de Cauchy

0; (W(z0,1) = Hi(z0,w(20,1),1) + B(20,1),
w(z20,0) = Og,

(5.49)

ol nous avons posé€ B(zg,t) = H1(zo, (0o(?), 1) — Ho(oo(t), t) qui vérifie la propriété suivante pour tout
T>0:
lim ( sup ||B(Zo,f)||E) =0.

20=0\re[0,7]

Alors, nous avons pour tout 7 € R,

T
w(zo,T) = fo (H1(z0,w(z0,1),1) + B(z0,1))dt,

A

T T
w(zo, Dlle < f||H1(Zo,W(Zo,t),t)||Edt+f l1B(zo, Dlledt,
0

lIw(zo, Dlle

IA

. f ol i+ T sup 1BGo. Dl

Nous appliquons alors le lemme de Gronwall. Ainsi, pour tout 7 € R, fixé et pour tout T € [0, T],

nous avons

T T
w(zo,Dlle < T sup IIB(Zo,f)||E+CLf s sup ||B(Zo,l‘)||ECXP(f CLdM)dS,
t€[0,T] 0 te[0,s] s

weo. Tl < T sup 1BGo.0ll (1+TCrexp(TCp)).
t€[0,T]
—_—

-0
20-0

A

Ainsi, nous pouvons conclure que pour tout ¢ € [0, 71, llozo (2, 05(-,0)) — po(DllE — OO.
20—
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5.2.5 Equations différentielles pour la concentration en nutriment

Nous supposons que les hypothéses d’existence et d’unicité du théoreme[5.2.5]sont vérifiées. Ceci

assure 1’existence et I'unicité de p°.

5.2.5.1 Etude des problémes de Cauchy et

Nous étudions dans un premier temps I’existence et I’unicité de solutions aux problemes de Cau-
chy [5.34] et [5.35] puis nous étudierons la régularité des solutions du probleme en fonction des para-

metres zg et fg.

Théoreme 5.2.10 (Existence et unicité - Positivité des solutions)

Soit N € N fixé. Si les hypothéses du théoreme [5.2.5| sont vérifiées, alors, il existe une unique

solution globale t — p’gzo 0)(.,t) (resp. t — pZ’O to)(.,t)) appartenant a C "R, E) au probléme de

Cauchy/[5.34] (resp. [5.33).

De plus, chacune des solutions aux problemes de Cauchy est positive si D > 0.

Démonstration : Introduisons un formalisme général analogue a celui utilisé pour le carbone. LL.a démons-

tration du théoréeme d’existence et d’unicité nous amene a étudier les deux problemes de Cauchy sur E

suivants :
d 7 n n
(5.50) Pour zo € RY, E(PZO(% x3)) = Hi (20,051,
P?O(O’ X3) = X3 ,
(5.51) Pour 1o € R, %(PZ(”‘*)) = Hj (1o, 1),
Pr0.x4) = x4 :

ol x3,x4 € E.

Introduisons tout d’abord un résultat préliminaire.

Lemme 5.2.9
Les champs de vecteurs HY et H} sont bien définis.
Démonstration: La démonstration est analogue a celle du lemme [ |

Plagons nous dans le cadre du théoréme pour chacune de ces deux applications. zq et 7y étant
des parametres, nous travaillerons pour le moment a zg, %y € R} fixés. Il est nécessaire de montrer que
H{(zo, -, .) et Hy(to, ., .) sont continues sur E X R, et lipschitziennes sur E. Nous étudierons unique-

ment H{’(Zo, ., .), la démonstration étant semblable pour H;’(to, ey )
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1. Montrons que ¢ — H{(z0,p0,1) est continue pour tout (p,7) € EXR, fixés. Soient & >0 et 7 € R, fixés.

Considérons alors, pour 7 € R,

|H7 o.p0.0) = HGo.p: D ;< [|(Kico0)-0 = Kz -0,

+fn

f Dc.q) (”(ZO,O)(‘II*t)p(CzO,o)(‘I's’) - ”(ZO,O)(Q',f)prO’O) (q'ﬁ) dq’
Ry E

Nous avons déja vu en étudiant les équations du carbone que “(K(ZO’())(.,I) — K(z,0)(..D) p“ g < € pour

tout 7 suffisamment proche de ¢.

Il reste & montrer que pour tout 7 suffisamment proche de 7,

<e&.
E

f D(-,q’) (u(z(),O)(‘],J)pfm’o)(q,’t) - M(ZO,O)(q’,f)PEZO,O)(q',f)) dé['
R,
Or, nous avons

M(ZO,O)(CI'J)PCZ 0 . M(ZO,O)(Q'J)/OCZ 0 (q'.D),
(20,0) (20.0)
u(zo,O)(q,J) PCZO,O)(CI’J) p&O,O (q,’t) pz%0,0 (q,’i)(u(zo,ﬂ)(q’et) u(zo,o)(q,j)) :
( ) )

Ainsi,

H f D(-,Q')(M(ZO,O)((J'J)PEZO,O)(Q'J)_M(ZO,O)(4',f)p&0’0)(q'ﬁ)dq/
R, E

<

f D(..4"z,0)(q 1) (,szo,o) @' =P .0 f)) dq’
Ry E

+

f D(.qP, )@ D (U(z9,0)(@' ) = Uz,0)(@' D) dq’
Ry E

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe 7 € [z,7] (ou [7,1]) tel que

pfzo,O)(q” 1) _p(CZO’o)(q/, H=(- i)atp&o,o)(ql’ i),

et alors, comme G,ngO’O)(.,ﬂ € E, nous pouvons montrer que fR+ D(.,q’)u(ZO,o)(q',z)(?,prO’O)(q’,ﬂdq’ eE

par des raisonnements analogues a ceux utilisés précédemment. Ainsi,

Hf Dt 2000 (0,04 = ,0/4') dq/H
Ry E

= |t—1]

’

E

f D(-,q/)u(ZO,O)(q’,t)atpfm,o)(q’ﬁdq'
Ry

<e&

B
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pour tout 7 suffisamment proche de z. Par ailleurs, en reprenant les méthodes vues lors la démons-
tration du théoréme [5.2.5] nous pouvons également montrer que pour tout 7 suffisamment proche
de 1,

<e&
E

’

H f Dy 00 (P 000 = Py 0@ D) df
R,

ce qui acheéve de prouver la continuité de HY par rapport a z.

. Nous énongons un lemme permettant de montrer que I’application HY est continue et globalement
lipschitzienne par rapport a p. Nous utilisons a nouveau I’abus de notation introduit dans le lemme
5.2.6]
Lemme 5.2.10 (H E’Z o0) globalement lipschitzienne par rapport a p)

Sous les hypothéses du théoréeme I’application H?Z . to)( .,.) est globalement ||K]||p~-
lipschitzienne sur E pour tout (zo,ty) € V et pour tout py,py € E :

A

IH 1D~ HY 020l < 1K goalizsllor —pall.

IKllL=llo1 = p2llE-

IA

La constante de Lipschitz ||K|| .~ est indépendante de (zo,tp) et t.
Démonstration : Soient p;,p0; € E et € R, fixés.

(a) Commencons par considérer la norme ||. ||z~ :

H&()’lo)(pl > t) - H(lz(),[o)(p29 t) K(Z(),l())(-at)(pl _pZ),

N
IHE 0010 = HE 02,0l = " g+ ¢/ Ky ap@pr@ = pa@)llp,
=0
N
< MKl D llg = ¢/ (1@ -2l
Jj=0
< IKeouliz=llor =pally.

(b) Considérons maintenant la norme ||.||z~.

IHE, @10 = HE (02,0l < 1K 100l llo1 = p2llie.

Ce lemme permet dans un premier temps de montrer la continuité de 1’application HY(zo, -, .) sur
E X R,. Enfin, démontrer Iexistence et ’unicité revient a prouver que HY est lipschitzienne par

rapport a p. Le lemme achéve donc de prouver I’existence et ’unicité de solutions globales.

Il reste a montrer la positivité des solutions. Comme pour le lemme précédent, nous donnons le
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. — " Kz (@-5)ds
résultat pour tout (29, o) € V. Posons w(z,,)(.) = pf., to)(q,t)e( Jy Ko@) s),

ow, 1 apn 1 - IK,, (g,8)ds
(aZ;’O)(qJ) - [ g;’ 0)(q’t)_p?zo,to)(q’t)K(zoJo)(qJ) e( fto fo )’

- ,Kz R (g,8)ds
= e( J;O Goto) )fnf D(W]')“(zg,to)(q/,I)PEZOJO)(Q,J)dq',

Ry
0.

v

De plus, w(z1,)(¢,0) = pE’ZO, [0)(41, 0) > 0, ce qui assure la positivité de w, 4, et par suite celle de p?ZO’ )" |

Il reste a étudier la régularité des solutions en fonction des parametres zq et .

Théoréme 5.2.11 (Continuité en fonction de 7 et ty)

Supposons que pour tout g € R, les applications z — K(q,z) et z — u(q,z) sont continues. Suppo-
sons de plus que les applications
R;—> E R, > E

et
20 = pyl.20) to = "(,1).

sont continues. Alors I’application (zo,t) — p?zo 0)(., 1) (resp. (to,t) — p?o [O)(., 1)) est continue.

Démonstration : Nous montrons uniquement ce résultat pour zg, la démonstration étant similaire pour #.
Le théoreme est la résultante de la combinaison des deux résultats de la proposition[5.1.2] Considé-

rons le formalisme introduit dans la démonstration du théoréme d’existence. La variable z; intervient de
deux maniéres : en tant que parametre du champ de vecteurs HY et en tant que parametre de la condition
initiale x3. La figure [5.4] proposée dans I’étude des équations du carbone illustre cette dépendance qui

reste valable pour les équations des nutriments.

Dans cette démonstration, nous montrerons que la solution (t = 7, (1, x3)) est continue dans E dans
un voisinage de x;. Nous montrerons également sa dépendance continue en fonction zg. L’introduction

de I’hypothése de continuité de I’application zg — x3(zo) achévera la démonstration.

La proposition [5.1.2] nous assure immédiatement de la régularité de la solution dans un voisinage

de X3.

L’étude de la continuité des solutions en fonction de zo requiert d’étudier si le champ de vecteur HY

est continu, Lipschitzien en p, de constante de Lipschitz indépendante de zg.

Nous montrons dans un premier temps la continuité de H{ par rapport a (zo,?). Le lemme

finira de prouver la continuit€ de HY sur R} X EXR, et la proprié€té de Lipschitz par rapport a p.

100



5.2 Solutions dans L'V N Cy (R,)

Soient € > 0, zo € R%, 1o € R, et p € E fixés. Considérons pour z € R} et r € R, la majoration

suivante :

|H{ (z.p,1) = H{ (20,0, Dl|E

’

E

= H(K(z,O)(vJ) = K(z,0)(.0) P+ fa f D(.q) (u(z,O)(CI’J)pr’O) (q'.n— u(zo,O)(t/Jo)pfzo,o)(q',lo)) dq
R4

< ”(K(Z,o)(.,l) - K(ZO,O)("tO))p“E I

’

E

f D .q") (u(z,O)(q,J)p(CZ’Q)(‘]/J) - M(ZO,O)(LI,JO)/)(CZO’O) (q,»l())) dq/
R4

‘E

f DC.a) (000 = P, 000 0)) A
R,

< ||(K(Z,0)(~st) - K(ZO,O)("tO))p”E I

f D(.q") (Uz,0)(@' ) = U(z,0)(@" ) P, )@ Dlg’
R,

+ fullullze

E

Nous avons déja prouvé lors de 1’étude du carbone que pour z et ¢ suffisamment proche de zj et 7,
|(Kzoy¢..0 - K(ZO,O)(.,to))pHE <eg,
et en reprenant la démonstration précédente,

<e.
E

f D) (Uz,0)(d' 0 — U(z9,0)(' ) P, 0)(@ DG’

+

Il reste donc a considérer H j[zg D(..q) (pzZ 0@-n= pfzo 0)(q',t0)> dq’”E. Nous avons d’une part

fR D) |00y 0 =Py 0@ 0] dd’ < M [|{_ 00000 =Py 0) 0] o »

et d’autre part, pour tout j € {0, N},

[0 [ Prbasen—tuagentarinz mlam o aor-siamon,

ce qui nous assure que

< max(M,M") ”pfz,O)(-”) _p&o,0>(-”°)|

[ Deotpgrarty i) 2
R, E

<e
lorsque z — zp et t — fo

car I’application (zg,1) — pfzo 0)( .,1) est continue.

Ces résultats achevent de prouver la continuité de HY et par suite la continuité des solutions par

rapport a zp. |
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Nous montrons maintenant le résultat de régularité suivant :

Théoreme 5.2.12 (Dérivabilité en fonction de z et t))

Supposons que :
1. pour tout g € R, les applications z — K(q,2) et z — u(q,z) sont de classe cl,
2. les applications (q,z) — %—[Z{(q,z) et(q,z) — g—';(q,z) sont bornées,
3. il existe une constante strictement positive a, telle que pour tout (q,z) € R_%, ay, <v(q,2),

Si I’application
R, —> E

20 P pps20)-

est de classe C!, alors la solution (z,1) — p’gzo 0)( .,1) au probleme de Cauchy|5.34est de classe C L

De méme, si I’application
R, — E

fo = (., 1).

est de classe C!, alors la solution (tg, 1) p?o to)( .,1) au probléme de Cauchy|5.35|est de classe C L

En outre, les applications g +— atopyo’ to)(q, fetgr— 6Z0p’(1zo’0)(q, t) appartiennent a E..

Démonstration : La preuve étant similaire pour zg et f, nous détaillerons uniquement la preuve dans le
premier cas. La démonstration de ce résultat est une application du théoreme [5.1.2] Nous reprenons le
formalisme introduit dans les précédentes démonstrations. Comme dans le cas de 1’étude de la conti-
nuité, nous montrerons tout d’abord la dérivabilité de la solution par rapport a la condition initiale x3
puis, nous €étudierons la différentiabilité par rapport a zo du champ de vecteurs Hj. L'introduction de

I’hypothese de continue différentiabilité de 1application zg — x3(z0) acheévera la démonstration.

1. Montrer la différentiabilité de la solution (t = o7 (1, x3)) en fonction de x3 revient a montrer que
pour tout 7o € R} fixé, la différentielle partielle D,HY(zo,p,1) € L(E) existe et est une fonction
continue de (p,7) comme €lément de E X R,. Remarquons que H{(zo,p +h,1) — H{(z0,p,1) : g+
K(2.0)(q,Hh(g). Or, Iapplication i — (g — K(;,.0)(¢,)h(q)) est linéaire, continue. Ainsi, nous sommes
assurés que :

D,H{(z0,p,t) :E —E

h (g~ Ki0(q.Dh(q)).

Il reste a montrer que 1’application

EXR, — L(E)
(pat) = DpH?(ZO’p,t)
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est continue.

Notons que ||D,H{(z0,0,Dllcg) = sup [|DpH{ (20,0,1)(h)||E. Nous devons considérer

=1
[DpH o1 = DpHiopoto)| gy = sup [DpHi ooy = DpHi copaiin|
=1
= sup [|(Keoo) (o t1) = Kooy (. 22)) A+
Ihlz=1
- 0,

-

ce qui assure la continuité de (p,7) — D,HY(z0,p,1). Alors, le premier résultat du théoreme

nous assure que I’application (7, x3) = o7 (7, x3) est une fonction de classe C' (R, xXE).

. L’étude de la différentiabilité de la solution en fonction de z, est démontrée a I’aide de la seconde
partie du théoréme L application de ce dernier requiert d’étudier la différentiabilité en p et zg
du champ de vecteurs HY (eq.[5.38).

Nous venons de voir que I'application D,H{(zo,p,1) € L(E). 1l reste 2 montrer la continuité de

(z0,p,1) = DyH'(20,p,1) est continue. Ce résultat s’obtient de la méme maniére qu’au point pré-

cédent en considérant ||DpH’f(zl,p1 i) — DpH{‘(zg,pz,tz)| et le fait que p DpH?(zO,p, t) est

L(E)
globalement lipschitzienne, de constante de Lipschitz indépendante de zg et 7.

Pour montrer la différentiabilité de (t = 7, x3)) € E par rapport a zp, il est reste & montrer que
I'application D, HY(z0,0,t) € L(R], E) existe et est continue par rapport a (z0,p,1) € Ry X EXR,.
Introduisons I’application F' qui nous permettra de définir la différentielle D, H{(zo,p, ?).
Lemme 5.2.11

Soit I’application

Fl:RiXEXR, — E ,

(5.52)
(Zo’p’t) = F?(ZOap’ 0,
ou
F(20,p,0(q) = 02K 20,0(q: Dp(@)+ fR D(q.)02yU(z0,0)(d' VP, ) DG’
(5.53) *

+ Jn f D(q.q)U(z,0)(@ D020, 0@’ DG -
R,

Alors F{ est définie, continue, globalement lipschitzienne sur E, de constante de Lipschitz in-

dépendante de t et z si et seulement si les points 1, 2 et 3 du théoréme|[5.2.12| sont vérifiés.

Démonstration: Ce lemme se prouve de maniere analogue au lemme|5.2.7

Comme les applications p, E)zOp(CZO’O)( R psz,O)(‘ ,t) € E, la définition de F ? est triviale. Pour s’en
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convaincre, il suffit de reprendre les éléments des démonstrations précédentes.

De méme, nous pouvons prouver de maniere triviale que p — F'{(z0,p,1) st [|0; K| %lipschitzienne.

De plus, la constante de Lipschitz est indépendante de z et ¢.

Alors, montrer que zo — F{(z0,p,1) et t — F(zo,p,1) sont continues suffit a assurer la continuité de
(z0,p51) P F'{(z0,p,1) sur R} X EXR,. Ce résultat est assuré€ par la continuité pour tout g € R, des

applications z = 9,K(q,2), (z0,1) = Z(q,20,0,1), 2+ 0,u(q,z) et 7+ u(q,z). u

Il reste maintenant a prouver que Dy, H{(z0,p0,1) est définie par

D Hn(ZO,P,t)i Ry — E >
(5.54) R i
x = xF{(z0.p,0).

Afin de prouver ce résultat, montrons que pour tout (p,f) € EXR,, pour tout zo e R} et h e R

suffisamment proche de 0,
||H111(ZO + hipa t) - H?(ZO’Py t) - hF}il(Z()7pa t)”E = 0(|h|)

Le premier membre de 1’égalité est bien défini car chacune des applications est dans E. Ainsi, il

faut montrer que

_NH@o+h,p,1) — Hy(20.p.1) — hFzo.p, Dl
Hm il -
n—

Soit £ > 0 fixé.

Comme dans la démonstration du théoréeme nous utilisons le théoréme des accroissements

finis. Il existe 7, 2, Z €]zo — |hl,z + |A|[ tels que :

h@zOK(Z,O)(q, l‘),

h0yuc0)(q, 1),

Kzo+1,0)(q: 1) = K(z,0)(q, 1)

U(zg+1,0)(G> 1) — U(z,0)(q, 1)
p?zo-f—h,())(q’ 1) _PfZO,o)(q’ n = hazop(cz,o) (g.0).
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Ainsi, nous avons

”H?(ZO + h’p’ t) - H?(ZO,P’ t) - hF?(ZO’p’ t)”E
|l
<||@zK0)(. s 1) = 0z Kizg0) (.. ) (|,

+fn

f D(..q") (O U(z,0)(@ ) = Oy Uz.0) (Q'J))szmh’o) (¢ .ndq
Ry E

[Vl
+ fullOull L

Dc.q) (pfzo+h,0>(‘f"’> ‘szo,m(‘?"”) dq'
R,

v

IVl

E

fR D4 (020 0)a' ) = Dol @' )) A

+ fullull

v E

Nous avons déja montré pour des termes semblables, que ||(8ZO Kz 0)(.,1) =00 Kz0)(., 1) p(. )|| g <€
pour & suffisamment proche de 0. Il reste trois termes a considérer.
(a) Considérons Hf]R+ D(.¢) (azo Uz,0)(q' 1) — (9Z0 u(zo’o)(q’,l))p&o_{_h’o)(q’,t)dq’ HE

i. Commencons par la norme ||.||co-

La continuité de zy — pfzo +h0)(-+) Mous assure qu’il existe iy > O tel que pour tout & €

Ceci est en particulier vrai pour la norme ||.||s ainsi nous avons

1= ho, ho[, nous avons

o (=P 0 ’)H <Z
(z0+h,0)* > (20,0 = 2"

C C €
SUP |0(a+1,0) (@) ~P39,0)@-] = 5+
qeR+

Donc, pour tout g € R, nous avons

C < (& <
Pl 0@0] < oy 0yte] + 3

c
(20,0)

p(CZO 1h0)@n| S &

Enfin, nous avons d’une part pour & suffisamment proche de O :

Par ailleurs, il existe gg € R, tel que pour tout g > gg, nous avons ’p (q,t)’ < £, ainsi, nous

sommes assurés que pour tout g > gq et h €] — hy, ho[,

q0
f D(q.q) |610u(z,o>(q',z)—8z0u(zo,m(q',r)lpzwh,o)(qct)dq’SsM’ sup [0,y 1+ 0.0l
0 w€e[0,hg]

et d’autre part :

e [Vl
f Da.q) |8Zo Ue,0)q' 0 — 820M(Zo,o)(q,’t)|pfz0+h,0)(ql’f)dq/ < 8M/2||8z””L°° P
q!

0 v

ii. Considérons maintenant la norme ||.||;1.v.
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Pour tout j € {0, N} nous devons considérer le terme

f qj f D.q¢) (BZO U 0)(q' 1) — GZO M(ZO,O)(q',l))pfz()_,_h’o)(q',t)dq’dq

= Mf q’ |azo Uz,0y(q.0) — azo M(ZO,O)(CIJ)|P€Z0+h’o)(q,t)d61.
Ry

La continuité de zg pfzo +h0)(-0 DOUS assure qu’il existe iy > O tel que pour tout & €
1= ho, ho[, nous avons

c c < f
P zo+h.0) 0 TP, 0 0| v = 5

Par ailleurs, il existe g; € R, tel que pour tout j € {0, N}, f e

L 4P 0(@:Ddg < 5.

Coupons I'intégrale en deux termes. Pour % suffisamment proche de 0,

q1 q1
j; 0291 (2,0)(@.0 — Doy Uz 0) (@0 Plgrnoyendqg < & j(; 4’0y 110)@0Aq,

INA

& Hq = qu(czo+h,0)(q’t)” LN

—_ JAC
o Hqu p(,()vo)(q,t)HLl,N

car zo = p&owo)(_’,) est continue

Il reste a étudier le terme

+00
f G’ [0z t4(z.0)@:) = Doy (2 0)@0| Py 11.0y@0
q

1

V= (7 5 .
< 2|10 ullz= 4’0y sn.0)@0dq,
@y q1

Ml ( e
< 200zl q’ pEZO+h,o)(q,r)—pfz(),o)(q,r)’dw 4’ 0/@0dq |,
v q q1

1

IVl j
- J( A _
< 200ull~ =2 “q = 4 (011040 = P 000) ‘ e
<&
si h est suffisamment proche de 0
IVl
< 4|0zullz

v

1dA ’ C ’ — ¢ ’ / A 1 1
(b) Considérons “ fR+ D(. 4 )(p(ZO +10) 4D =P 0)4 ,z)) dq ||E Comme dans la démonstration du point

précédent, la continuité de zg — pfzo 0)( .,1) nous assure que

0410 = Pz 0D

f D) ({1000 =Pz 00a0) A

+

< max(M, M’)’ .
‘ E

<&
lorsque h — 0
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(c) Considérons ” f& D(.,q’)(azop(cz’o)(q',t) - (9ZOP(CZO,0)(‘1'J>) dCI'H £

De maniéere analogue au point précédent, nous montrons que

< max(M, M)
E

0200y 41,0y — GZOprO’O)(.,t)”E .

f D) (Pl =Py ) 4

+

<&
lorsque h — 0

Ces majorations nous assurent que D, H} (z0,p0,1) € L(R%, E) existe et est bien définie par I’équation
@ De plus, la continuité de F} sur R} X E xR, assure la continuité de (zo,0,7) = D H{(20,p,1).
Ce résultat acheve de prouver la différentiabilité de (z — p7 (¢, x3)) par rapport a zo.

Finalement, comme zo — x3(zo) est de classe C', 1’application zg Pz (1, x3(20)) est de classe C et

nous pouvons écrire
Dy, [PZ'O(t , X3 (Zo))] = Dy,p5, (1, X3(20)) + D4y x3(20) X Doy 7 (2, X3(20)).-

3. Il reste a montrer que (q - 620[)?10 0 (g, t)) € E. La démonstration est la méme que celle du théoreme

527 -

5.2.5.2 Etude du probléme de Cauchy et régularité

Remarquons premieérement qu’une simple adaptation de la démonstration du théoreme [5.2.10] per-
met de montrer :
Théoreme 5.2.13
Soit N e N fixé. Supposons que :

1. pour toutt € Ry fixés, q — K(0,0)(¢,t) est continue,
2. D vérifie les hypothéses|[5.40,

Alors, il existe une unique solution globale t — p?o’o)( .,1) appartenant 4C' (R, E) au probléme

de Cauchy[5.36

De maniere similaire au résultat pour le carbone, nous montrons le théoréme suivant :

Théoreéme 5.2.14 (Recollement continu en (0,0) des solutions)

L’application t — p?zo 0)( LD eCY R4, E) (resp. t — p?o lo)( .,1)) converge uniformément sur tout
compact vers t — p?o,o)( .,1) lorsque zo — 0 (resp. to — 0). Ainsi, pour tout t € R, les applications
70 p?ZO 0)(.,z‘) etty— p’gO to)(.,t) admettent un prolongement par continuité en 0 au sens de la

norme ||.||g.
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Démonstration : Le principe de la démonstration est le méme que celui du recollement pour les solutions

108

du carbone. En reprenant le méme formalisme, nous précisons que la différence la plus notable apparait

au point 2 de la démonstration. Le probleme de Cauchy étudié est :

0 (W"(20,1) = Kzy.0)(. . )W (20, 1) + B(z0, 1),
w(z0,0) = O,

(5.55)

ol nous avons posé

w(z0,1) = 7, (t, pp (-, 0)) — pp (1),

et
B(z20,1) = (K(z.0)(-»1) = K0.0) (-, 1) 0 () + [ f D(..q") (M(ZO,O)/?(CZO,O) - M(O,O)Pfo,o)) dq’,

+

qui vérifie la propriété suivante pour tout 7 > 0 :

lim ( sup IIB(zo,t)IIE) =0.

20=0\ ref0,7]

La fin de la démonstration est alors identique en tout point.
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5.2.6 Synthese des résultats et expression des solutions

Synthétisons dans un premier temps les résultats d’existence et d’unicité de solutions.

Synthese .1 (Existence et unicité)

Nous supposons que :
1. I’application (q,z) — v(q,z) est continue, bornée, strictement positive sur Ri,
2. I’application z — v(q,7) est de classe C*(R,) pour tout g € R,
3. l'application (q,z) — K(q,z) est continue, bornée.

4. le noyau D vérifie :

Vje{0,N}, AM > 0 tel que V¢’ € R4, fR+ g’ D(q.q)dg < Mq'/,

M’ = sup f Dq.q)dq' < +o0,
q€R+ Ry

. q0 , ’ _

g ﬁh D(q,q")dq’ est continue,

Par ailleurs,
e pourtoutz € R}, p(c)( 2), pg( L2 €LYV N Cy(R,),
e pourtoutt €RY, 05(.,2), op(.,2) € L'V N Co (R4,
et

limo*(.,1)
t—0

limpf(..2) = (.. 0).

limo”(.,t) limpg(.,2) = py(.,0).
t—0 z—0

Alors, les solutions globales t — pfzo 0)( L, pfo to)( Lhett— pfo 0)( .,1) aux problemes de
Cauchy|5.28 |5.29 et|5.30 appartiennent a C' (R+,L1’N N Co (R+)) et sont positives.

De méme, les solutions globales t — p?zo 0)( LD, e p’gO to)( Lhett— p?o 0)( .,1) aux problemes
de Cauchy|5.34,|5.35|et|5.36 appartiennent 4 C' (R+,L1’N N Co (R+)) et sont positives.

Syntheése .2 (Régularité)

1. Supposons que
e 7 u(q,z) est continue pour tout g € R,

® 70 — pg(.,20) et fo — 0“(.,fp) sont continues sur R%.

° ) pg(.,z()) et to — o’*(.,tp) sont continues sur R .
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Alors les applications (zo,t) — prO’O)(.,t) et (tp,1) — pfo, to)(.,t)) sont continues sur R’;. De
méme, les applications (zo,t) — p?zO,O)("t) et (tp, 1) — p?o, ZO)(.,t)) sont continues sur R} .
De plus, pour tout t € R, les applications zp pfzo,O)( 1, z0 p?zo’o)( 1), g p(co,tg)( 1)
et ty — p?o, to)(.,t) admettent un prolongement par continuité en 0 au sens de la norme
-l -
2. Supposons que
e 7 K(g,z) etz u(q,z) sont de classe C'(R*) pour tout g € R,

(g,2) — 0;K(q,z) et (q,z) — 0,u(q,z) sont continues, bornées,
il existe a, > 0 tel que v(q,z) > a, pour tout (¢,7) € R2,

® 20 — pgy(.,20) et fo = 0“(., 7o) sont de classe Cl(Rj).
o 7p pg(.,z()) et ty — o"(.,t9) sont de classe Cl(Rj).

Alors les applications (zq,t) — pfzo 0)(" t) et (tg,t) — p(c0 to)(" 1)) sont de la classe C! (R%). De méme,

les applications (zg,t) — p?zo 0)(., 1) et (tg, 1) p?o lo)(., 1)) sont de la classe C 1(Rj).

Nous distinguerons I’expression des solutions en fonction des domaines €, €; et Q..

1. Pour tout (g,z,t) € Q; :

(5.56a) P(@:2:1) = Pl )2 (@: D
(556]3) pn(q, Z, f) = p?,rq)z(z,t)(q, t)-

2. Pour tout (q,z,1) € Q; :

(5573) pC(C], Z, t) = pfﬂqh(z,t)(q’ - (ﬂ'q)] (Za t)),
(5.57b) on(q,z,1) = p?nq)](z,;)(q, 1= (7 (z,1)).

3. Pour tout (g,z,1) € Qo :

(5.58a) pc(q,z,1) = pfo,o)(q’ 0,
(5.58b) Pn(q,2,1) = P 0)(g. )

Nous avons déja montré grice aux théoremes [5.2.9 et [5.2.14] que les applications p, et p, sont conti-

nues.
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Théoréme 5.2.15 (Recollement C' des solutions en (0,0))

Si les conditions

lir%HtO'C( LD +v(.,0) lin(l)ang( .,0)= Hy(o(.,0),0)
11— 7>
lin&ﬁtoﬂ( LH+v(.,0) lirréﬁng( .,0) = HS(O'n( .,0),0)
11— 7—

sont vérifiées, alors les applications t — p.(q,z,1) et z — pc(q,z,t) sont de classe C'(R.). Nous

avons le méme résultat pour p,,.

Démonstration : Nous montrerons ce résultat dans le cas du carbone. La démonstration est rigoureusement

la méme pour les nutriments.

Pour déterminer la condition de recollement C!, il est nécessaire de prolonger le probleme de Cau-
chy [5.29) aux valeurs négatives de temps. Ce faisant, nous reprenons la méme méthodologie que pour
I’étude des caractéristiques. Nous avions alors considéré le probleme de Cauchy pour tout temps, pour

nous ramener aux temps positifs.

Ainsi, I’extension du probléme de Cauchy requiert la prolongation du champ de vecteurs H, aux
valeurs de temps négatives. Nous noterons H; : R X E X [fy,+oo[— E ce champ de vecteurs étendu.

Alors, si nous considérons un prolongement de la condition de bord noté 5 € E de classe C' en temps,

nous pouvons montrer que le probleme de Cauchy

d_ o
(5 59) EP(OJO)(. 9t) = H2(t07p(0’t0)(-7t)7 t)a Vi > Io

l_)g()’to)( . ,IO) = 0_-6( ) tO)

admet une unique solution. Les éléments de démonstration sont les mémes que ceux vu dans les théo-
rémes d’existence, d’unicité et de régularité des parties précédentes.

Supposons maintenant que pg(.,20) = :‘_’fo,zo)(~ ,0) pour tout zg tel que zg = Z(g,0,1,0), alors, par
unicité, la solution du probleéme restreint coincide avec la solution du probléeme étendu pour les temps
positifs. Alors, nous sommes assurés du recollement C' des solutions pfo’to) et psz,O) sur la caractéris-
tique issue de (0,0).

Il reste a exprimer la condition nécessaire que doivent vérifier les conditions initiales et de bord du

probleme restreint. L’identification des solutions en 7o = 0 nous donne 1’égalité :

d
— (., 10))1p=0

0z
dt() Hl (ZO,P(ZO,O)( . ’O)a 0) + E(q’ O’ O’ O)aZUprO,())( IE) 0)9

0,0°(.,0) = Hy(oc(.,0),0)=v(.,0)d.04(.,0).
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Chapitre 5. Etude des solutions du modele de décomposition de la matiére organique

5.2.7 Application a la formulation particuliére du modele

Nous sommes ici confrontés a une premiere difficulté. En effet, I’existence et I’unicité de solutions
repose sur I’hypothése u € L*(R2) qui n’est pas vérifiée ici. Une adaptation est donc nécessaire afin
de se placer dans le cadre d’étude de ce chapitre. La notion de qualité infinie n’étant pas pertinente du
point de vue conceptuel, il est raisonnable de proposer une troncature de la fonction u en la considérant

constante au dela d’une valeur g,,,,, a déterminer. Une simple adaptation donne la formule suivante :

uoq” 110,gmax] @5

(5.60) Ug) =
uoqfnax]l [Gmax,+001(@)-

Le choix de g,y sera détaillé au chapitre suivant.

Vérifions maintenant si les hypotheses des syntheses[.I]et[.2] sont vérifiées.
1. Comme v(q,z) = vo, les hypotheses concernant v sont trivialement vérifiées.

2. Vérifions que g — K(q,z) est continue, bornée.

Nous avons la formule suivante :

K(%Z) = _fC

uog”
€0

qui nous assure la continuité désirée. Il restera néanmoins a borner cette fonction pour tout

q > qo (pour une valeur de go € R, bien choisie) de la maniere suivante :

K(g,z) = K(q0,2), Yq=qo

2 .
afin d’assurer que K(q,z) € L™ (RZ) . Cette troncature coincide avec celle de u.
3. La continuité de u et K est trivialement vérifiée.
4. Les dérivées partielles 9,K et dzu sont identiquement nulles.

5. Considérons si le noyau D choisi pour notre application numérique satisfait les hypotheses
5.40!

Pour tout j € [0, N], nous avons la relation suivante :
ID.ghdg = ———q"7 < g/,
fR+CI (g.9")aq j+a+1q q

donc M = 1.
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5.2 Solutions dans L'V N Cy (R,)

D’autre part, pour tout g € R,
, a+l ,
I

Montrons que lim fo D(q.q"dq’ pour tout gg € R, :

q—)

490 q0 dg g+

D.q)dq' = (a+1)q" f

0 min(g,qo) (q/)a'+1

Montrons que I : g — ﬁ& Dqq.¢)dq’ est continue. Soit gg € R, et h tel que go +h € R,. Consi-

dérons :

[1(go + 1) —1(qo)|

UR (D(go+h.,q") - D(qo,q’))‘ dq’,

IA

f |D(qo+h.q") - D(q0.9")|dq

(a+1)f

qwth g +o ((go+h)* - q2)
q 0) .,
1 dq |,
o )Uq @) +fqo+h @ q]

Sl 45
a (go+h)*

a

Qo+, % 4
/)(1'+1 {90+h§¢]'} - (q,)a+1 {QOSql}

IA

dq',

IA

h—0
_)0

Ce résultat prouve la continuité de /.

L’ensemble de ces résultats assure 1’existence d’une unique solution. La régularité des solutions

dépendra de la régularité des conditions initiales.
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Chapitre 5. Etude des solutions du modele de décomposition de la matiére organique

5.3 Etat stationnaire

Dans cette partie nous nous intéressons au cas de 1’apport constant de MO au cours du temps.
Nous montrons 1’existence et 1’unicité de solutions au probleme stationnaire et la convergence du

modele vers cet état stationnaire.

5.3.1 Existence et unicité

Considérons ici les solutions du probléme stationnaire notées p,_ pour le carbone et p;’ pour

les nutriments. Les équations du probléme stationnaire sont :

u(qsz) 00 o0 8 (s¢]
0= _fe Pe g2+ fe f D(q.qHu(q' 2p2 (¢ 2dq — — [Vq.0p? (4.2)],
(5.61) e(g) R, 0z
' _ feug2)

0=

(s (S} 8 (5]
P @)+ fa f Dg.qhu(g 2p (@ dq" = = [0y @]
e(q) R, 0z

et les conditions au bord associées sont :

P2 (q,0) = 05, (q),
Py (q,0) = o (q).

(5.62)

Une simple réécriture de ces équations avec les notations utilisées précédemment nous donne :

0072 = Fe(q,2,p7(q.2),
020, 4.2) = Fn(q, 2,0, (¢.9).

Théoreme 5.3.1 (Existence et unicité de solution du probléeme stationnaire)

2
Sous les hypothéses du théoreme |5.2.5 il existe une unique solution (p°,p;,’) € (C ! (R+,E)) au

probléeme de Cauchy défini par les équations[5.61 et les conditions initiales associées.

Démonstration: La démonstration du théoreme repose sur 1’application du théoréme aux champs

de vecteurs
F.: R, XE — E

(Z7p) = FC("Zap)’
F,: R, XE — E
(Z,p) = F’l("z’p)

Les hypotheses du théoreme [5.2.5] assurent la définition de ces deux applications. De plus, le lemme
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suivant assure 1’existence et 1’unicité de solutions :
Lemme 5.3.1

L’application F . est linéaire bornée sur E c.-a-d. globalement lipschitzienne sur E et I’applica-
tion F, est globalement lipschitzienne sur E. Les constantes de Lipschitz sont indépendantes de
Z.

Démonstration: Montrons que F, : R, X E — FE est linéaire bornée. Soient ¢,z € R, fixés et

P1,02,0c € E fixé. Alors,

n
IFeCozpllipn = D llgm ¢ Felp.q. 9l
k=0

n

< Z(”K”L‘” f q“lo@ldg + follullz f lo(q") f q’D(q,q’>dqdq'),
= R, R, R,
n

< 3 UKl + feMl) gl
k=0

< (IKllze + feMilulize) llollx-

et

IFe(g.2.p)l < IIKlIe=llollze + fellullz= M llpll >,

IFeCzplliee < ol (1Kl + fellulleM")

Montrons que F,, : Ry X E — E est globalement lipschitzienne sur E. Soient g,z € R, fixés
et p € E fixé. Alors,

n
1F o) = Falozpdllipn = ) 16 Fa(@,2.00) = Fulg: 2ol

k=0

n

< leKllef ‘o1~ p2alda,
k=0 Ry

< IKllz=llor = pallv,

et

IA

WFn(. 200 = Fu( 2,2l < |IKlz=llor = pall-

Il reste a montrer la continuité des applications F. et F,,. La propriété de Lipschitz globale restreint cette

preuve a I’étude de la continuité des applications z — F.(.,z,p) et z— F,(.,z,p). Ce résultat s’obtient
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Chapitre 5. Etude des solutions du modele de décomposition de la matiére organique

facilement en reprenant les éléments de démonstration du lemme[5.2.5] [ |

5.3.2 Convergence

L’ objectif de cette partie est d’étudier le comportement des solutions p, et p, si nous supposons
qu’a partir de I’instant 7 = 0, les conditions de bord o et o sont constantes et égales a o5, et o%,.
Théoreme 5.3.2

Si nous supposons que o = o<, alors nous sommes assurés que pour tout (q,z,t) € Q;, p-(q,z,t) =
(o)

p2(g,z,1). Autrement dit, pour tout t > 0 et g € R,, la solution p. est identique a la solution
stationnaire jusqu’a la profondeur z = Z(q,0,0,t). De la méme maniére, nous sommes assurés que
pour tout z > 0 fixé, la solution p, converge ponctuellement vers la solution stationnaire qui est
atteinte a I’instant t vérifiant z = Z(q,0,0,1).

Ce résultat est identique pour py,.

Démonstration : Commencons par étudier le cas ol (¢,z,1) € ;. Nous posons alors w.(q,z,t) = pc(q,2,t) —

p2(q,2) € E qui vérifie le probleme suivant pour tout (g,z,f) € ; :

Owe(q,2,0) +v(q,2)0.wc(q,2,1) = Fe(q,2,we),
w(q,0,t) = 0.

En considérant a nouveau la méthode des caractéristiques comme précédemment, posons wy (¢,1) =

w(q,Z(q,0,1y,t +1tp),t +1p) qui est alors solution du probleme

W;O(Qe t) = GC(Qa O, th W;Oyt)y t 2 0
W (g.0) =0.

En appliquant le théoreme [5.2.5] et en considérant que I'EDO] ci dessus est linéaire, nous sommes

assurés que wy = 0 ce qui donne le résultat.

La preuve est identique pour pj,. |
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Chapitre 6

Etude de la troncature du modele a I’aide de

différences finies

Ce chapitre 1) propose une méthode numérique stable permettant de simuler la décomposition de
la dans le sol et capable de prendre en compte a terme la production de litieres simulées par
le modele SLCD, ii) discute I’hypothese de troncature du modele présentée dans Bosatta et Agren
(1996)) et estime sur un exemple précis, la différence entre le modele original et le modele tronqué et

ii1) propose des exemples de simulations.
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Chapitre 6. Etude de la troncature du modele a ’aide de différences finies

6.1 Introduction

6.1.1 Hypothese de troncature

La troncature introduite dans Bosatta et Agren| (1996) repose sur I’hypothese que la distribution de
carbone suivant la qualité est faiblement dispersée autour d’une qualité moyenne évoluant en temps
et en profondeur. Afin de tester cette hypothese, nous souhaitons étudier dans ce chapitre 1’évolution
le long d’un profil vertical de sol d’un apport constant de dont la distribution en qualité est
centrée autour d’une qualité maximale go et dont la dispersion o est variable. Nous comparerons
alors les variables g et @ (def résultantes estimées par le modele originel puis par le modele
tronqué et nous quantifierons alors le biais introduis par la troncature en fonction de la dispersion de

la distribution de carbone. Cet apport constant est alors défini de la maniere suivante :

Définition 6.1.1 (Conditions de bord - Apport constant)

Soient les apports constants de[MO o¢ et o"* définis de la maniére suivante :

o—(@-40)* /202

C _ C
(61) o (q) - 10 J(‘)Qmax e—(q—qo)z/ZO%]l{qsqmax},

o—(@-q0)* /207,

1 ,
0 \](‘)Qmax e_(q_q0)2/20.% {9<dqmax}

(6.2) o (q)

o Iy (resp. ;) est la quantité totale de carbone (resp. de nutriment) apportée en surface, qo est
la qualité maximale de I’apport et o, et o, sont les dispersions des distributions de carbone et de

nutriment autour de la qualité qo. Ces distributions sont illustrées par la figure|[6.1]

Cette formulation de 1’apport en MOl permettra d’identifier les différences essentielles entre les
deux modeles du point de vue mathématique. Elle n’est pas nécessairement représentative d’une dis-
tribution réelle de qualité pour une litiere particuliere. La question de la caractérisation de la qualité

des chutes de litiere estimées par le modele ne sera pas abordée dans cette these.

6.1.2 Restriction de I’opérateur intégral a un compact

La difficulté essentielle rencontrée dans 1’€élaboration d’une méthode numérique convergente pour
résoudre les équations [.6] et 4.9] est la gestion du terme intégral. Il serait avantageux de pouvoir

restreindre I’intégrale a un compact c.-a-d. d’€tre assuré de 1’existence d’un ¢, tel que :

qWLLUC

+00
fo D(q,4"u(q' ,2)pc(q ,z,0)dq" = fo D(q,9)u(q’,2)pc(q ,z,0dq’ .
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Figure 6.1 — Exemples d’apports constants de[MOI Ces différentes formulations permettrons de tester la validité

de I’hypothese de troncature en fonction des variations de g et o.

Dans notre cas d’étude particulier, nous pouvons utiliser le théoréme suivant :

Théoreme 6.1.1 (Conservation du support)

Nous supposerons de plus que :

D(q,q9") = E(q,q")y<q)-

Supposons que pj,py, 0, 0" € E sont a support compact dans la direction de q et notons :

Gmax = inf {q | supp(pl). supp(pd). supp(c©), supp(c™) C [0.q] XR.}.

Alors les solutions p, et p, aux problemes[d.6{4.11) ont leur support suivant g inclus dans [0, gax].-

Démonstration: Pour montrer ce résultat, nous reprenons la méthode des caractéristiques. Prouver le
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théoreme [6.1.1]revient a considérer la solution du probleme

u(q,1)
e(q)

p(g.t0) = g(q.10) € E,

0 (@1) = 1.0 pe gy 4 . f E(q.q)u(d'0p°(q D,
q

ou g est a support compact inclus dans [0, g,;4,]. Le but est de montrer que pour tout g > gy et t > to,
p(g,1) =0.

Montrons ce résultat par 1’absurde. Supposons d¢; > 1y, g1 > qo tel que p°(g1,¢1) > 0. Comme
0°(q,.) € C'(R4,E) pour tout g, It € [#o,#1] tel que :

p(g,1) =0, Yg=qo
atPC(QI,Q) * 0

or ( ) .
u(qi,n ® ’ ’ ’ ’
9ip(q1.12) = —fe————p"(q1. ) + e f E(q1.9)u(q’.12)p (g, 1n)dq" =0,
e(qr1) \6___/ @ ;\6___/
ce qui est contradictoire. Ce résultat étant démontré, la preuve pour p, est triviale. |

Le noyau D que nous avons choisi satisfait les conditions du théoreme [6.1.1] et ainsi, les équations
422l et deviennent :

a uo (9 dmax By ,
(6.3) %(q,z,r): _fe quc(q,z,t)_vo%(q,z,t)'i‘ fela+ Duog® f ¢P N puq zndqg,
e Z q
6 uo a dmax o
6.4) ;"<q,z,t)= _fe pn<q,z,t>—VO%(q,z,t)+fn(a+1)uoq0‘ f qP " petq andq’ .
eo Z q
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6.1.3 Résultats généraux

Nous introduisons ici quelques définitions et propriétés générales associées a I’étude des systemes
linéaires (Quarteroni et al., 2007)).

Définition 6.1.2 (Matrices monotones)

Une matrice A est monotone si et seulement si, A est inversible et les coefficients de A~! sont tous
positifs ou nuls. La propriété suivante est également vérifiée : soit x tel que Ax > 0 (les inégalités

sont a prendre composantes par composantes), alors x > 0.

Définition 6.1.3 (M-matrice)

A est une M-matrice ssi elle est monotone et ses coefficients non diagonaux sont négatifs ou nuls.

Proposition 6.1.1 (Critére des M-matrices)

Si les points suivants sont vérifiés,
1. a;; <0, pour tout i # j,
2. Yjaij =0 pour tout i,

3. A estinversible,

alors A est une M-matrice.
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6.2 Différences finies pour les équations du carbone et des nutri-

ments

Dans le cas de I’application directe de la méthode des différences finies aux équations [6.3]et [6.4]
nous proposerons une méthode de résolution pour un apport non constant au cours du temps avec

une condition initiale non nulle. Ceci permet notamment d’envisager 1’utilisation des estimations de
production de litiere du modele [SLCD!

6.2.1 Notations

Nous pouvons reformuler le probléme initial pour le carbone de la maniere suivante, pour tout

q € [07 Qmax] .

Fpe(q,z,1) =0,
(65) pc(q’ 0’ t) = O_C(q’ t)? Vt € [Oa tmax],
pc(q’Z,O) :pg(qu)a VZ € [O’Zmax]a

et pour les nutriments, nous obtenons :

Dpn(q, Z’ l) = %Ipc(% Z’ t)7
C

(6.6) 0n(q,0,8) = 0"(q,1), Yt e€[O0,tmaxl,

pn(q,Z,O) :PS(Q»Z)» VZ € [Oazmax]»

ou nous pouvons pos¢ & =D -7 et

0 0 u
6.7) Dp(q.20) = Z(qad+vol(gzn+fisdpq.z0,
ot 0z eo

qmax
(6.8) Tp(q,z,1) fela@+ Duog”® f P p(q 2, 0)dq’ .
q
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6.2.2 Schéma numérique
6.2.2.1 Maillage

Nous fixons une profondeur maximale z,,,, €t un temps de simulation maximal #,,,,. Nous note-

rons les pas de discrétisation en espace A, en qualit€ A, et en temps A,. Ils sont définis par :

Aq = Gmax/Ng,
(6.9) Az = Zmax/Nza
At = tinax[Ny.

Nous noterons également les points de discrétisation de la maniere suivante :

gi=G-1A,  Vie[l,N,+1];
(6.10) zj=(-DA;,  Vjell,N+1];
te=Gk=-DA,  Vke[[1,N,+1].

Nous avons ainsi défini N, + 1 points de discrétisation pour g, N, + 1 points de discrétisation pour z et
N; + 1 points de discrétisation pour ¢.

Nous noterons alors :

K, .
PG, j) = 0c(qisZjs tr)s

(6.11) ©
on (@, ) = pu(qi, 2j tr)-

Par la suite, nous utiliserons pour tout j € [[1,N,+1]] :

- - - D T

(6.12) PO = (0P ).pP Q2 ) pP Ny +1,)) € Mo,
. . . A\ T

(6.13) PP = (0, oL@ e 0P NG+ 1) € Miers

puis par concaténation :

.

(6.14) PY = (POMT.POQT.... . PO+ DT) € My etxvan.ts
T

(6.15) PP =(POMT.PO@T,.. . PPINA+DT) € Myt
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6.2.2.2 Opérateurs discrets et consistance du schéma
Nous introduisons alors les opérateurs discrets D et I définis d’une part, pour tout i € [[1, N, +

1, je 2, N+ 111, k € [[1,N; + 1],

1 1
(6.16) Dy, jk) = A VG, jk) — V@i, jk—-1)) +v0A— WG, jk) — Vi, j-1,6) + fc Aﬂ (z - 1)5\)(1 7k,
t

4

et d’autre part, pour tout j € [[1,N,+ 1]], k € [[1,N; + 1]],

Iv(1,jk) = Iv(N,+1,jk) = 0,
i—1)P1
6.17) Ivi,jo = fo(a+ l)qug(%v(i, G+ ...
Ng . . a AB-1
i—1 1\* N, )
Z(l 1) (-1 V(ljk)+(N ) q2 V(Nq+1,j,k)), Vi e [[2,N,]1.
I=i+1 q

L’opérateur D est alors approché par I’opérateur aux différences fines décentré en amont en espace
et implicite en temps D et ou I est une estimation explicite en temps de 1’opérateur intégral Z par
la méthode des trapezes. Nous obtenons alors le schéma numérique implicite-explicite suivant pour

I’équation du carbone, pour tout i € [[1, N, +1]] :

DG, - 1pE VG, j)=0, Vjell2,N,+11, k€ [[2,N, +11],
(6.18) o® 1) = 0(gi 1), ke [[2,N,+11],
oG, ) = p8ginz), Ve lll,N, +11],

et pour les €quations associ€es aux nutriments, pour tout i € [[1, N, +1]] :

Dot =

PG, 1) = (gite),  Vke[[2,N;+1]),
PG, ) = piginzy), Ve N, +1]1.

D, ), Vjel2,N,+11, ke2,N,+11,
(6.19)

Le théoreme ci-dessous assure que le schéma implicite-explicite ainsi défini est consistant.
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Théoreme 6.2.1 (Consistance du schéma implicite-explicite)

Le schéma numérique (6.18 associé au probleme intégro-différentiel est consistant
d’ordre 0 c.-a-d. pour tout £ > 0, il existe h > 0 tel que pour tous A,,A;,A; < h, pour tous i €
([1,Ng+ 11, j€[2,N,+11l, k € [[1,N{]l,

IA
»

|Dpe(gis 2o tks1) = Ipe(gin 2 1)

IA
M

‘Dpn(%’,zj» fkv1) — ?lpc(ql',zj', i)
3

Démonstration : Nous montrons ce résultat pour p.. La démonstration du résultat pour p,, reprend exacte-

ment les mémes arguments.

La régularité de p. et ’application de la formule de Taylor-Young nous assurent que pour tout
i€ [[1,Ng+11), j € [2, N+ 111, k € [[1, M1,

1
0p(qir2j, tkr1) = K(,Oc(qz',Zj,tkn)—Pc(éli,Zij))+6t(61i,Zj,lk+1,At),
t
1
0.0:(qi,2j,tkr1) = A—(,Oc(qi,Zj,tkn)—Pc(qz‘,Zj—l,tk+1))+Ez(Qi,Zj,tkn,Az),
Z

ol ¢ et € sont des applications continues, bornées sur [0, gpax] X [0, Zmax] X [0, tmax] €t telles que pour

tout (g,z,1), lim €(q,z,t,A;) = lim €/(q,z,t,A;) = 0. Nous avons alors :
A—0 A;—0

1
K(Pc(CIi,ZjatkH)_pc(%'azj’tk)) = 01pc(qir2j> kv 1) — €(qis 2j> ks 1, Ay,
1

up
= —v000:(qi»Zj> tk+1) — fcaqlépc(%',zj’ 1) — €(qir 2js tiew 1, )

INg+1

q
+Ha+ 1) fouog? f @Y pcq zjstis1)dq -

qi

Ceci assure que

Dpc(qiszj> ter1) + €(qis 2js ier 1, A7) + €(qis 2js i1, A8) = Lpe(qis 2 1)

Il reste a considérer Zpc(q;,zj,tk+1) :

Ipc(Qi,Zj,tkH) Ipc(QiaZj’ tk) +Ipc(qiazj’ tk+1) _Ipc(Qi’Zj, tk)’

= Zp:(qi,zj,tk) +I(pc(f]i,2j, k+1) = Pc(qis 2js lk)) .

Le théoreme des valeurs intermédiaires et la régularité de p. nous assurent qu’il existe une application
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continue,

fi,j,k : [qls Qmax] - [tka tk+1]7

telle que
P(Gir2js tis1) = Pe(Gis 2js 1) = Di0ipe(q’ 255 €1 ji(q)).

Alors, nous avons,

qmax
I(Pc(CIi,Zj, tk+1) = Pe(qir Z2js lk)) At feuogf f ¢y ! 0we(q',2j.éijx(q))dq’,
qi

eexp(CIi,Zj,tk,At),

et Alimoeexp(q[,Zj,tk,At) =0 pourtouti€ [1,N,+1]], j € [2,N,+1]], k € [[1, N;]]. Alors nous avons

Dpc(Qi,Zj,tkH) + Ez(Qi,Zj,tkH,Az) + Et(Qi,Zj,ka,At) = Ipc(%’,zj’ tk) + fexp(Qi,Zj,tk, At)

Il reste a estimer 1’erreur de troncature dans la méthode des trapezes.

qNg+1 | Notl g1 |
f @@V peld zprdg = )] f ' (@Y pelq' zjt0) dg’
qi =i Y4i
8. jk.q")
Ny+1

> 5 (8l jikaui) + 8 ko q) + € ik D).
I=i

Alors nous avons

qi+1

», (85 )ik q") = 8 ok qre)dd’ |
2

511+A7q
f (80, jik,q") - g(i, j.k,q))dq’ + f

qi qit+

|e(i, j k. D

IA

B

A
7‘1 sup |g(i, jik.q) - gGi,jkogD|+  sup  |gGijik.q)) —g(i, jik.qr)

A A
q'€lgr, %1 q'€l =]
A
q
Aqwi jk (7 ;

ol w; j est le module de continuité de I’application g(i, j, k,.). Pour la définition du module de conti-

IA

nuité, nous renvoyons a Demailly| (2006). Alors, en définissant w = sup; ; w;,jk, DOUs sommes assurés

que

A
|Zoe(gin2j 1) = Ipe(qin 2o 10)| < w({)

- A N . .
ou Ahmow(T") =0 ce qui acheve la démonstration.
q—)
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6.2 Différences finies pour les équations du carbone et des nutriments

6.2.2.3 Formulation matricielle et stabilité numérique du schéma

Avant d’étudier la stabilité et la convergence de ce schéma, nous allons proposer la formulation

matricielle de ce schéma afin de mettre en évidence ses propriétés.

Définition 6.2.1 (Nombre de Courant)

Posons ¢y = vo%.
Z

Introduisons maintenant les matrices A, B,C € My, 11 :

(i-1p!
ai; = fola+ 1)quﬁT, i€ [2,N,]l,
azz—fc(a+1)quﬂ( ) (I-1F1 i€ l12, NI, 1 € [[i+1,N,]l,
6200 A = (aiy),
R
’3 l—l Nq .
aiN,+1 = fela+ Duply ~ | s TE12,N4]1,
q
ai;=0 sinon,
b,,_1+c0+A,fC Aﬁ(z 1P,
6.21) B = (biy),
biy=0 sii#l,
(6.22) Cc = _CO]INqH-

Nous pouvons alors introduire pour tout k € [[1, V]|, les relations matricielles ci dessous :

I (0) —=————- (0)
.......... (0) |
C B : EId“l‘AtA;
.......... e pon — | il O] py g
N \ ¢ | \ ¢ ¢
\\ \\ I \\
(0) \ ........ N | (0) \ ..........
C B (0)§ ;Id+AtA
N : y N : y
Yz — 1, AA )
X
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|

|
BPF+Y — |

| 14 fc

|

|

|
|
Pék)—f——At |
|
|
|

ou nous avons défini les suites des vecteurs d’apport en MO pour k € [[2, N;+ 1]] :

.
(6.23) sh (ng)(l)T,O,---,O) € M(N,+1)x(N+1),15
T
(6:24) i’ = (PPM7,0,...,0) € My,
avec
)
(6.25) PO = (0°(q1t)..... 0N 1. 10)) € M1,
T
(6.20) PO = (0'"(41,tk),---,O'"(CIN,,+1,tk)) € My, +1,15

et ou la condition initiale est définie par

)
(6.27) P = (PO, PPN+ DT) € Miygsixanesn. s
T

(6.28) PP = (PO PV 4+ DT) € Moy vt
avec

. . N T
(6.29) PG = (05127 PN, 11:2))) € Mgt

. T
(6.30) PG = (@12 0N, 1152))) € Mygari.

P 4 g+

Etudions maintenant les propriétés des matrices ainsi définies. Considérons la matrice 5.

Proposition 6.2.1

uo
(6.31) 1Blloo = 1 +2CO+Atfc% max-
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6.2 Différences finies pour les équations du carbone et des nutriments

(6.32) 1B7Y|., =1.

Démonstration: La matrice B est clairement inversible. Une simple reprise de la formulation de 3 permet

de calculer sa norme.

La proposition suffit & montrer la positivité de B!,

Les matrices B et C sont inversibles et commutent (matrices diagonales a coefficients diagonaux

non nuls). Grice 4 la méthode du pivot de Gauss, en posant E = —CB~!, nous pouvons définir B~ par

blocs :

I
BBt
..... r
ol (0)
| E'B~Y B
—1 .
B~ = (IS oo <
| | \ \
| N N
| | N N
| N N
| N N\
| | AN N\
I | AN AN
N N
..... | NN
ENZ ENZ—IB—l-——————:ElB—l B—l

La matrice E € M N,+1 estune matrice diagonale et pout tout i € [[1, N, +1]],

oi: = —Cii _ (&)
i — - .
bii  1+co+Af N i- 1)

Précisons immédiatement que ||E||,, = lfr"CO et ”3_1”00 =7 :CO.

En considérant la positivité de la matrice B~ et sa formulation par bloc, il apparait que sa norme

BB est inversible et les coefficients de sa matrice inverse B~ sont tous positifs ou nuls et

Le conditionnement K.,(3) de la matrice B est alors majoré, pour tout A;, A, > 0, par

(6.33) Keo(B) = 1Bl |||, < 1+2c0 +Atffe‘—zq§mx.
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est atteinte sur la premiere ligne ou sur la derniere (par blocs) :

N.-1
“8_1”00 max|1, max e?/f-"ze{ibi_il"'bi_il ,
el LN+ 1| H A :

co V- 1 S e V 1

0 0

= 1, + + ,
fmax (1+Co) 1+COZ(1+C0) 1+Co\]

J=1

N.-1
o \" co 1_(130) 1
= max|1, + 3 %o + )
1+C() (1+C0) l—m 1+C0
= 1.

Considérons maintenant la matrice C.

Proposition 6.2.2

Les matrices A et A ont la méme norme et nous avons la majoration suivante :

(6.34) 1lleo = Alleo < 2 fetto(e + Dt

Démonstration : La matrice .4 est une matrice diagonale par bloc, chaque bloc étant égal a la matrice A.

11 est alors évident que || Al|o = ||Allco. Considérons alors ||A]| :

laia| < No7'flar+ DuoAl,
< forto(@+ 1oarl,.
Alors,
Nq+1
Do lai] < (Ng+ Dfeuo(@+ Defarg,
=1
Nq+1
—1
iE[[III,lI%I):—I]] ; ’ai,l| < fCMO(a"" I)ijmx +fCu0(a'+ 1) maqu~
Et donc

IAllo < 2ftto(@ + Doy

Ces propriétés matricielles nous permettent de montrer la positivité et la stabilité du schéma.
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Proposition 6.2.3 (Positivité du schéma implicite-explicite)

Quelque soitk € [[1, N; + 1], nous sommes assurés que ng) et P,(qk) sont positifs ou nuls composante

par composante.

Démonstration : Rappelons que pour tout k € [[1, N¢]],
k+1 - k 1 o (k+1
P& = glep® 4 g1 b,

Rappelons également que S E,k) > 0 pour tout k € [[2, N; + 1]] et Pgl) > 0. Alors, comme B~! >0etC >0,

< < k 4 . k
nous sommes assurés par récurrence que PE )> 0. La démonstration est semblable pour Pfl ), |

Théoreme 6.2.2 (Stabilité inconditionnelle du schéma implicite-explicite)

Le schéma numérique|[6.1816.19 vérifie la propriété suivante pour tout k € [[1,N; + 1]],

k
635 [|PY)_ < efm”/‘”w( sup [lpG(-. =+ sup ||crc<.,t>||m]:cmax,
o0 2€[0,zmax] 1€[0,tmax]
k J:
©636) |PP]_ < max[ sup  [lp(-. =, sup ||an(.,r)||po)+—"tmaannmcmax,
o0 2€[0,2max] 1€[0,tmax] \fc

ce qui assure la stabilité inconditionnelle du schéma.

Démonstration : Soit A; > 0 fixé.
1. Considérons le schéma numérique associé a 1’équation du carbone. Définissons tout d’abord, la
suite (Un)nef1,N,+1] Par :

up=sup |llog(., 2=+ sup loe(., DI,
Ze[o’zm{l.\’] tG[OJmax]

et up+1 = au, ou nous avons posé a = 1 + A||Al|«. Alors, pour tout n € [[1, N, + 1]], u, = "y
Py

sultat est évident pour n = 0. Supposons maintenant la propriété vérifiée a un rang » fixé. Montrons
pith
c

Nous allons montrer par récurrence que pour tout z € [[1, N, + 1]], nous avons | < u,. Le ré-
[s+]

alors que | | < Upyi.
(o)

(a) Nous montrons tout d’abord que ||CP™ +§ D P
q C C C

‘ SunH.Posonsv:’ (1,1,....,DT €
M(Nq+1)><(1vz+1),1 ce qui assure que 0 < u— PE"). Comme 0 < C, nous sommes assurés que 0 <
C(v—P™) et donc,

cP™ <Cv.
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Par ailleurs, si nous posons

VI = (UNg20 e VN DX D) T € M4 DXL
P(") P(”) 2 T P(ﬂ) N. 1 T\7 M
¢ ¢ (D) PN+ D)) € MN+1)xN.. 1

nous sommes assurés de 1’inégalité

(Ua+ A A)vr < g+ A AL [P

.
SN Tvgen)

Considérons maintenant la matrice C. Le résultat ci-dessus nous assure que

CV < (Id + At ”'AHOO)V’
ICle < (1 +AJLALD||P
HC P < a ’ P™

De plus, vu la formulation par blocs de C (premiére ligne de 0), nous sommes assurés que

||CP£")+S£"+1)| < max(”CP(C") , S(Cn+1)| ),
oo oo oo
< max(a| P OO,| s+ |OO),
< max(a"uy,uy),
< d"u,
< Upt,

(b) Posons w=(1,...,1)" € M(Nq+1)><(Nz+l),l- Remarquons tout d’abord que Bw > w > 0. Alors,

comme i, > 0, nous avons :

Upy1W < BM,H.]W,
(n+1) (n+1)
Upr 1w — BP, < Buyaw—-BP; ",
U W — (CPE.”) +SE.”+1)) < B(un+1w— PE.”H)),
0 < Blupw-P"Y).

Comme B est une M-matrice, elle est monotone. Aussi, U, 1w — PE"H) > 0 et donc u,4q >
| P£n+1)

|OO
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Nous avons donc montré que pour tout n € [1, N, + 1]],

0 (1+At||A||oo)”“( sup [log(..Dll=+ sup IIGC(.,t)IILw],
oo Ze[o’zmax] te[oﬁt)nax]
t Ne
P < (1+ maxllAlloo) ( sup |log(., 2l + sup ||0'c(-,l)||L°°),
o0 Nt 2€[0,zmax] t€[0,tax]
pm < et’"“*'”A”""( sup log(.. 2=+ sup ||Uc(-,f)||L°°)-
e ZE[O’ZWML\'] te[()?tmll,x]

2. Considérons maintenant le schéma associé a I’équation des nutriments. Vu la relation matricielle

associée et la norme ||B‘1 ||OO:1, nous somme assuré de 1’inégalité suivante :

e AP s

7 )

(6.37) ||P£,"“> po

>

< max(|

Introduisons la suite croissante (cx)kef1,n,+17 définie par

Ck=maX( sup [lo"(,D)ll=, sup ”pg(-aZ)HL‘”)"'%(k_l)Al”A”ooCmax-
c

1€[0,tmax] 2€[0,Zmax]

Py

Montrons par récurrence que pour tout k € [[1, N; + 1], | < c¢t.

(59

Sik=1,
¢ = max( sup o (. Ollr,  sup ||p3(.,z)||Loo),
1€[0,tmax] 2€[0,Zmax]
POl < , -
n ||, S sup el 2l < ci.

2€[0,Zmax]
Supposons que la propriété est vérifiée jusqu’a un rang k € [[1, N/]] fixé. Alors, grace a I’inégalité

nous avons

[PEr]| < max(ck+ﬁA,||A||mcmax, sup ||a"(.,r>||Lm],
© Je 1€00. 1]
f
< Ck+_nAt”A”ooCmax,
/.
< Ck+l-

Ainsi comme la suite (cx)kef1,n,+1] €St Croissante, nous somme assurés que pour tout k € [1, V;]],

P

(o)

Smax( sup ||Pg(-,Z)||L°°, sup ”0-n(~at)||L°°)+{TctmaxllA”ooCmam

2€[0.2max] 1€[0,tmax]
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6.2.2.4 Convergence du schéma

Théoreme 6.2.3 (Convergence)

‘ Le schemal6.18/{6.19 est convergent.

Remarque 6.2.1

Le manque de régularité des solutions nous empéche d’estimer la vitesse de convergence du
schéma numérique. Pour obtenir un schéma d’ordre 1, nous avons besoin de solutions de classe

au moins C2.

Démonstration : Soit £ > 0 fixé. En reprenant le résultat de consistance et la formulation matricielle du

schéma numérique, nous obtenons 1’égalité suivante :
B = Pellke+ 1) = C(PY = Polk)) = A,
ol nous avons ||d]| < &, et oll nous avons posé
Pe(k) = (0e(q1,21, 18-+ PG, +1521 80P G122, 1) > Pe(GN 41, EN4110) -
Alors, nous posons e® = Pi.k) — P.(k) et nous obtenons la relation suivante :

Be® D = ce® 1A,
((1+ A AL [[e®]], + Ag) (1. DT

IA

de plus, ||B‘1HOO =1, ce qui nous assure que
[[e® V]| < (1 +A AN ]|, +Ave.

Introduisons la suite (x) vérifiant xg41 = (1 + A ||Alloo) Xk + Are et x; = 0. Cette suite majore alors la suite

(“e(")Hm). Introduisons alors la suite y; = x; + ﬁ qui vérifie alors y; = ﬁ et virr = (1 + ArllAlloo) k-

Alors, yr = (1+ A, ||A||(x,)k_1 y1 ce qui assure que pour tout k € [[1, N, + 1]],

&
1Al

E
= (1+AM Ay — ——,
f T Al
E E

(1+ A A )N —— — ,
' Ao [1Alleo

Xk = Yk~

IA

etmax”A”oo -1

llAleo

etmax”A”oo -1

(k) E—
Il < —m—=

IA

&,
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La convergence du schéma [6.19] est obtenue de maniére similaire en utilisant le consistance et la

stabilité démontrées précédemment. |
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6.3 Différences finies pour les solutions stationnaires

Nous proposons maintenant un schéma numérique convergent pour estimer la solution stationnaire

des équations [6.3}{6.4]

6.3.1 Notations
Nous pouvons reformuler le probleme stationnaire pour le carbone de la maniere suivante pour

tout g € [0, @max] :

Deop(q,2) = IpX(q.2),
638) { oc (q,2) =ZLp. (q,2)

pe (q,0) = (g,
ou Z est défini comme dans la partie précédente et nous pouvons posé
o ap® U) B oo
(6.39) Deop™(q:9) = 075 =(4.2) + fo 0 P(4:2).

Pour les nutriments, nous obtenons :

Deopy’ (g,2) = EIP? (¢.2),
(6.40) ¢

Py (g,2) = 0" (q),

6.3.2 Schéma numérique
6.3.2.1 Maillage

La définition du maillage est identique a celle de la partie précédente. Nous noterons :

(6.41)

pe (i ) = p2 (s 2)),
o (s ) = Py (s 2))-

Par la suite, nous utiliserons pour tout j € [[1,N,+1]] :

(6.42) PE() = (0 (1 ) 2o ) pS(Ng + 1)) € M1,
(6.43) PYG) = (05 (1 Do @ Ny + 1) € M1
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6.3.2.2 Opérateur discret

Nous introduisons I’opérateur discret Do, défini pour tout i € [[1, N, + 111, j € [[2, N, + 1]], par

1 u .
(6.44) Doovii,j) = Vo~ (@i, j) = Vi, j-1)) + fce—gAg(z — 1Pva.j.

Z

Do est approché par I’opérateur aux différences fines décentré en amont en espace Do,. En repre-
nant la définition de 1’opérateur discret I définis dans la partie précédente, nous obtenons le schéma

numérique implicite-explicite suivant pour 1’équation du carbone, pour tout i € [[1, N, +1]] :

Deop(i, )~ 1p2G, j—1) =0, Yje[[2,N.+11],
pe (1) =0 (q0),

(6.45)

et pour I’équation associ€e aux nutriments, pour tout i € [[1, N, +1]] :

Do (i, j) = Jizpj’(i,j- 1), Vje[2,N,+11,
(6.46) Jfe

PG 1) = o"'(g).

En reprenant les éléments de démonstration du théoreme [6.2.1] nous avons le théoreme suivant :
Théoreme 6.3.1 (Consistance du schéma implicite-explicite stationnaire)

Le schéma numérique[6.45[6.46 associé au probleme intégro-différentiel est consistant
d’ordre 0 c.-a-d. pour tout & > 0, il existe h > 0 tel que pour tous A;, Ay < h, pour tous i € [1,N, +
11, j € 12, N, + 111,

IA
»

|DoopZ°(qz',Zj) - IPZO(%ZJ')|

o0 f o0
‘Doopn (gizj) — JTnIPc (gi>zj)
c

IA
M

6.3.2.3 Formulation matricielle et stabilité numérique du schéma

Nous introduisons la matrice diagonale B, € M Ny+1 définie pour tout i € [[1,N, + 1]] par b;; =

1+ f.—2A AP (i— 1)2. Nous obtenons immédiatement le résultat ci-dessous :
voeo 394
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Proposition 6.3.1

La matrice B, est inversible et

uop
IBeolloo = 1+ fo——Asass
voeéo

Bl =1

En reprenant la matrice A définie précédemment, nous obtenons les relations matricielles suivantes
pour tout j € [[1,N,]] :

(6.47) BoPZ(j+1) = (Id"‘&A)on )2
(6.48) BoPy(j+1) = Py (])+%—AP ().

Théoreme 6.3.2 (Stabilité inconditionnelle du schéma implicite-explicite stationnaire)
Le schéma numérique 6.46 vérifie la propriété suivante pour tout j € [1,N,]],

(6.49) [PEG|, = emtllollzs = Coss
(6.50) IPeG|. < ||an||L«»+%ngx||Anm o

ce qui assure la stabilité inconditionnelle du schéma.

Démonstration : Soit A, > 0 fixé.

1. Pour le carbone, nous reprenons 1I’égalité Les propriétés de B, nous assurent que pour tout
Jel,N,+1] :

PG+ D).,

IA

A,
(1 + —||A||oo)||POO(J)||OO

A —1

< 1+—||A||oo) 1P,
A,

< 1+—||A||oo) lloellze,

S Cmax
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2. Pour les nutriments, nous reprenons 1’égalité [6.48] Nous obtenons alors pour tout j € [[1,N,+1]] :

PG+, < “Pff(j)||oo+ﬁ—;HAlloo”P?(j)”m,
A
< ||P;°(j)||w+v—;||AIIooC,‘;fax,
—1)A
< s+ 2 e,
Vo
< loallie + Al Ce.
Yo

6.3.2.4 Convergence du schéma

Théoreme 6.3.3 (Convergence)
‘ Le schema|6.45}{6.46 est convergent.

Démonstration : La preuve est semblable a celle du théoreme [6.3.1]
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6.4 Test de I’hypothese de troncature

6.4.1 Meéthode

Nous nous limiterons essentiellement ici a la comparaison des variables § et @. Les résultats

concernant p, et @ sont présents essentiellement a titre d’illustration.

6.4.1.1 Variables

Nous avons a notre disposition les variables synthétisées dans la table [6.4.1.1| pour étudier 1’hypo-

these de troncature. L’hypothese de troncature reposant sur I’hypothese de faible dispersion en qualité

Table 6.1 — Synthese des variables disponibles pour étudier I’hypothese de troncature.

(a) cas général

Modele général Modele tronqué
Variable Source Variable Source
q calculés avec def et la méthode des Gtronc
@5 rectangles a droite (Quarteroni ez al., 2007)  ®@g, .~ calcul explicite enm
@) a partir de p. et p, (schéma numérique . o,

(b) cas stationnaire

Modele général Modele tronqué
Variable Source Variable Source
q= obtenus a partir de p;° et p;° estimés avec le Qirone

c,00 , L. Py c,00 . . ¥
@ schéma numérique vu enf6.3]et la méthode @y "~ calcul explicite en
n,00 3 : 7,00

@) rectangles a droite. 0.tronc

de 1a[MO| nous avons comparé les solutions exactes du modele tronqué (voir 4.4.2)) aux estimations

du modele général.

6.4.1.2 Simulations

L’ensemble des variables de la Table [6.4.1.T] ont été estimées le long d’un profil de sol de pro-
fondeur z,,,,, = 20 cm sur une période de t,,,, = 30 ans. Les qualités considérées varient entre 0 et
gmax = 2. La concentration initiale de carbone dans le sol pj, a €té supposée nulle et I’apport o sup-

posé constant au cours du temps (voir def[6.1.1)). Cette simulation a été reproduite pour les valeurs
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6.4 Test de I’hypothése de troncature

suivantes des parametres gg et o :

q0 € 1{0.6,0.8,1,1.2,1.4},
o. € {0.01,0.05,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}.

Le tableau [6.2] récapitule les parametres utilisés lors de la simulation.

Table 6.2 — Liste des parametres du modele (tirés de |Bosatta et Agren| (1996)) et du maillage utilisés pour
étudier I’hypothese de troncature.
(a) Modele

Parametre  Valeur Unité Signification

fe 0.5 gc. g;l.lom concentration en carbone des décomposeurs

fn 0.04 €n-piom concentration en nutriment n des décomposeurs

e 0.25 - efficience d’utilisation du carbone les décomposeurs

Yo 1072 cm.an”! vitesse de transport de particules de

o 13.5 - intervient dans la formulation de D, le taux de conver-

sion de C assimilé par les décomposeurs de qualité ¢’ en car-
bone de qualité g

Uo 7.3 x 1072 gbiom.ggl .an~!' interviennent dans la formulation de u, le taux de

B 7 - croissance des décomposeurs par unité de C de qualité g
(b) Schéma numérique

Parametre  Valeur Unité Signification

N; 360 - nombre d’intervalles de discrétisation pour ¢

N, 200 - nombre d’intervalles de discrétisation pour z

Ny 10° - nombre d’intervalles de discrétisation pour ¢

A 8.33x 1072 an pas de discrétisation en ¢

A, 1073 cm pas de discrétisation en z

Ay 2x 1073 q pas de discrétisation en ¢

6.4.1.3 Validation du maillage

La pertinence du maillage a tout d’abord été évaluée en étudiant la convergence du schéma numé-
rique dédié aux solutions stationnaires en fonction de A,. Les normes I! et * de 1’écart relatif sur le
maillage introduit par la division du pas A, par 10 sont inférieures a 1% le long du profil de sol pour
@ et inférieures & 0.5% pour g et ce, pour les différentes valeurs des parametres o et qo testées dans
cette partie. La figure[6.2]illustre cette convergence pour des valeurs particulieres de o et go.

Nous considérerons donc que la maillage choisi permet d’obtenir une estimation convenable de la

141



Chapitre 6. Etude de la troncature du modele a ’aide de différences finies

1 1.5
—pas de référence —pas de référence
_ — pas divisé par 10 —pas divisé par 10
| —
2 2 1
o0 &b
g =
(&)
0.51
>
0% 005 o1 o015 02 % 005 o1 o015 02
profondeur en m profondeur en m
(a) Convergence sur le profil
0.45! —pas de référence —pas de référence
- —pas divisé par 10 LIy — pas divisé par 10
|
:
8D
=
© 0.4
8
003 0035 004 0045 005 0% 001 002 003 004 005
profondeur en m profondeur en m

(b) Agrandissement pour mettre en évidence 1’existence de deux courbes

Figure 6.2 — Convergence du schéma numérique pour les solutions stationnaires pour gg = 1.2 et 0. = 0.5. La

différence entre les deux courbes étant peu visible sur la figure du haut, le figure du bas permet de mettre en
évidence I’existence de deux courbes.

solution stationnaire. Grace au théoréme [5.3.2] (convergence des solutions vers les solutions station-
naires dans le cas d’un apport constant), cette hypothese sera suffisante pour étudier la convergence
du modele dans le cas non-stationnaire en nous concentrant uniquement sur le pas temporel A;.

Afin d’évaluer la pertinence du choix de A;, nous avons étudié la distance entre la solution du
schéma général et la solution du schéma stationnaire au bout de 30 ans en fonction des parametres de
I’apport constant (tab . L’ensemble des quotients loe=pcli ot inférieurs a 0.036 ce qui permet de

lloc” Il
supposer que notre maillage est suffisamment fin pour assurer la convergence de la solution générale

vers la solution stationnaire.

Enfin, la figure[6.3]illustre la convergence des modeles généraux et tronqués vers leur état station-

naire dans un cas particulier. La méme convergence a été observée pour les autres parametres.

L’ensemble de ces résultats permet de supposer que le maillage choisi est pertinent pour étudier
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6.4 Test de I’hypothése de troncature

I’hypothese de troncature.

Table 6.3 — Comparaison des normes /' sur le maillage de p>° avec la distance | Pec— pff’| entre la solution du
schéma général et la solution du schéma stationnaire en fonction des parametres gg et o au bout de 30 ans.

q0
0.6 0.8 1 1.2 1.4

001 o=l 9.7x107!  79x107!  39x107!  13x107!  5.1x1072
lloc—p=ll  2.5%x107°  1.I1x10™* 88x10™* 1.6x107° 1.8x1073

0.05 o1l 9.6x107"  7.8x107"  4.0x107! 14x107" 52x1072
lloc—p=ll  4.2x107°  1.3x10™* 88x10™* 1.6x107° 1.8x1073

0.1 ol 9.5x107"  7.6x107"  4.1x107"  1.6x107"  57x1072
lloc—p=llh  1.3x107°  1.9x10™* 88x10™* 1.6x107° 1.8x1073

0.2 oIl 9.0x107'  7.1x107"  44x107"  21x107"  84x1072
lloc—pll  8.1x107°  35x10™*  87x10™* 14x107° 1.7x1073

0.3 o<l 8.4x107!  6.7x107!  4.6x107"  2.6x107"  1.3x107!
lloc—pll  2.0x10™*  47x10™* 88x10™* 13x107° 1.6x1073

0.4 ozl 7.7x1070 63x107!  47x107! 3.1x107! 1.9x107!
lloc—pll  3.2x10™*  57x10™* 88x10™* 1.2x107° 1.5x107°

0.5 ozl 72x1071 6.0x107!  47x107!  35x107!  24x107!
lloc—pll  43x10™*  64x10™* 88x10™* 1.Ix107° 1.3x107?

o Normes
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Figure 6.3 — Comparaison des variables du modele tronqué et du modele général au bout de 30 ans le long d’un
profil de sol de 20 cm pour des apports constant définis par oo = 0.1, 05, = 0.3, [y = L et [ = 0.1 et go = 1.2.
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6.4.1.4 Criteéres de comparaison

Nous calculons la norme {! et la norme /? de I’écart relatif sur le maillage entre le modele originel
et le modele tronqué. Ces écarts sont estimés sur le maillage c.-a-d. pour tous j e [[I,N, + 1],k €
[[I’Nl‘+ 1]])5 par

(Dg(j’ k) B ¢(C),tronc(j’ k)

¢ .
€ ( ’ O-C)( ) k) = . )
40 J (D(C)(], k)
eé(qo, o), k) q(j,k) r q.tronc(], k)
q(jk)

et alors, nous avons pour la norme / 1

1
¢ ¢ :
’ = r ’ ’k 9
@, = FInme 1); /(40,7
. 1 .
q — q i k
elq0. 00, (NZ+1)(N,+1)%; el(q0, )ik,
et pour la norme 12,
| 7
RV
er(qo.o)|, = 1 - > (eg0.00G0) |
T WA D2+ D2\
1 2 :
el(qo.oo), = 1 -1 D (¢lqo,000i.0)
PN+ DN+ )27
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6.4.2 Résultats

En dépit de la convergence du modele général vers le modele stationnaire, nous avons choisi de
présenter les résultats pour les deux modeles afin de souligner leur équivalence au lecteur dans le cas

de I’apport constant (cas général : fig]6.446.5}{6.6] cas stationnaire : fig]6.7H6.8). Nous commenterons
uniquement les résultats pour le modele général.

La figure [6.4] met clairement en évidence une corrélation positive entre I’écart relatif et la dis-
persion. L’évolution de eﬁ(qo,ac) en fonction de o, est homogene quelque soient gg et les normes
considérées. En revanche, 1’évolution de e‘f(qo,O'c) pour les valeurs de go supérieure a 1 n’est pas
clair. Apres une décroissance rapide de I’écart relatif, nous constatons une forte augmentation entre
o =0.05 et 0.3 pour go > 1.2, puis une 1égere décroissance. Le figure [6.6] permet de comprendre
qualitativement 1’origine de ce phénomene. Pour gp > 1, nous constatons une intersection entre les

courbes représentatives de ®¢

0.rone €t Qo d’autant plus marquée que les valeurs de o, augmentent.

Ceci permet de supposer que le comportement particulier observé dans la figure [6.4] a pour origine
cette intersection.

I ressort des figures [6.5]et[6.6] qu’une faible augmentation de la dispersion (o < 0.1) n’engendre
pas d’augmentation significative de I’écart entre les deux modeles que ce soit pour g et @j.

La perte de précision sur la qualit¢ moyenne le long du profil de sol est d’autant plus élevée
que go est élevé (figlo.5). D’autre part, a go fixé, la part de de qualité élevée est d’autant plus
importante et dégradée rapidement que la dispersion o, est importante. Or, la de qualité élevée
étant assimilée tres rapidement par les décomposeurs, sa décroissance est rapide dans le profil de sol.

Ceci permet de comprendre la corrélation négative entre la décroissance de g et @ et la dispersion

o (figl6.5).
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Figure 6.5 — Représentation de § pour différentes valeurs de o et §ronc Sur un profil de sol de 20 cm au bout
de 30 ans. Ces différents graphiques mettent en évidence 1’influence de la dispersion o, de 1’apport initial sur
I’évolution de la quantité de carbone dans le sol.
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Figure 6.6 — Représentation de @ pour différentes valeurs de o7 et @, . sur un profil de sol de 20 cm au

bout de 30 ans. Ces différents graphiques mettent en évidence I’influence de la dispersion o, de 1’apport initial
sur I’évolution de la quantité de carbone dans le sol.
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Figure 6.7 — Représentation de ¢* pour différentes valeurs de o et §;ronc sur un profil de sol de 20 cm au bout

de 30 ans. Ces différents graphiques mettent en évidence 1’influence de la dispersion o, de 1’apport initial sur
I’état stationnaire de la quantité de carbone dans le sol.
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Figure 6.8 — Représentation de ®;* pour différentes valeurs de o et @, sur un profil de sol de 20 cm au

bout de 30 ans. Ces différents graphiques mettent en évidence 1’influence de la dispersion o de I’apport initial
sur |’état stationnaire de la quantité de carbone dans le sol.
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6.4.3 Discussion

Nous nous concentrons dans un premier temps au cas des substrats faiblement hétérogenes et
concentrés autour d’une qualité moyenne §. Les résultats montrent clairement que I’hypothese de
troncature est de moins en moins valide a mesure que la dispersion o et le maximum g augmentent.
Ce phénomene est d’autant plus fort que 1’apport constant est fortement dégradable (go > 1). Inverse-
ment, la troncature est relativement stable pour la[MOJrécalcitrante (gg < 1).

Ces constatations conduisent a une premiere difficulté concernant les choix de modélisation. En
effet, a apport constant o¢ identique, I’utilisation du modele tronqué pour une étude en temps long
de la décomposition de la restituera une valeur de g globalement surestimée par rapport a celle
du modele général et d’autant plus importante que gq est €levé. En supposant qu’une caractérisation
explicite du lien entre la qualité et la nature des composés organo-chimiques de la[MOS]soit connue,
ce biais conduit a une erreur d’appréciation significative sur la nature de la

Ainsi, I’hypothese de troncature effectuée dans Bosatta et Agren (1996) est suffisante pour étudier
I’état stationnaire de la[MOS]pour des substrats faiblement hétérogenes et sous réserve de bien définir

la qualité moyenne gg de I’apport constant.

La perte de précision constatée pour une dispersion forte (o, > 0.1) et une qualité élevée (go > 1)
indique que le modele tronqué n’est pas suffisant pour caractériser I’évolution de I’hétérogénéité de
1a[MOS! Les exemples qui seront fournis en [6.5] confirmeront cette assertion. Vu la granulométrie de
notre approche de modélisation et la nécessité de caractériser les propriétés de 1a[MQ) il apparait que
I’utilisation des méthodes numériques introduites dans ce chapitre permet d’apporter une caractérisa-
tion plus précise de la[MOS|

Si la volonté d’associer le concept de qualité a une description plus explicite de 1a[MQJse confirme,
il est nécessaire de choisir une des deux approches.En effet, dans le cas de I’étude de substrats forte-
ment hétérogenes, la définition de la qualité ne peut étre la méme dans les deux modeles a moins de
minimiser le role de la a qualité élevée lors de la définition de 1’apport de dans le modele
tronqué.

Précisons que 1’évaluation de p. sur le maillage utilisé ici (Tabl6.2)) requiert un temps de calcul
d’environ 10 min (sous Matlab® avec un processeur 2.3 GHz Intel Core i7© et une mémoire de 4 Go
1333 MHz DDR3). Plusieurs pistes peuvent étre explorées pour optimiser ce temps de calcul : 1) uti-
liser une machine plus performante, 1’ordinateur portable utilisé ici pouvant €tre aisément remplacé
par un poste fixe beaucoup plus performant pour un cofit raisonnable ; et ii) engager une réflexion
sur la vitesse de convergence de la méthode numérique ce qui permettrait éventuellement d’alléger

le maillage et par suite, le temps de calcul. Nous pouvons néanmoins considérer que 1’évaluation du
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modele général est relativement peu coliteuse en temps de calcul et permet de conserver la notion
de distribution de qualité. Ce modele est alors une solution de remplacement satisfaisante au mo-

dele tronqué, compatible avec 1’approche dynamique du modele général et sa caractérisation de la
composition de 1a[MOS|
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6.5 Quelques exemples de simulations

Nous proposons dans cette partie quelques sorties du modele pour différents apports de

6.5.1 Peigne de qualité

Nous simulons ici 1’évolution le

long d’un profil de sol d’un peigne
de qualité. Ceci permettra d’illustrer I5p
les éléments mis en lumiere lors de
I’étude de 1’hypothese de troncature.
En reprenant les parametres du ta-
bleau nous simulons 1’évolution
d’un apport constant de consti-

tué d’une somme de pics de qualité ré-
guliers (fig6.9). La quantité totale de 84 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

qualité en q

I’apport en nutriment n est ici 10 fois

inférieure a celle du carbone. Leurs Figure 6.9 — Peigne de qualité.

distributions en qualité sont supposées

égales. Cet exemple permet d’illustrer par exemple le cas d’un peuplement mélangé, avec plusieurs
essences dans I’étage dominant et produisant des litieres de qualités différentes.

La figure [6.10] permet de mettre a nouveau en évidence 1’influence considérable de la dispersion
de I’apport de Nous constatons a nouveau que la perte rapide des éléments de qualité élevé
provoque une décroissance rapide de @5, @ et g (ﬁg.

Les figures [6.11] et [6.12] permettent de rendre compte de la variabilité de la consommation du

carbone par la communauté des décomposeurs.
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Figure 6.10 — Représentation de @, g et g sur un profil de sol de 20 cm au bout de 30 ans pour le modele
initial et le modele tronqué. Ces différents graphiques mettent en évidence I’influence de 1’hétérogénéité sur

I’évolution du carbone dans le sol et confirme que I'utilisation du modele général est plus adaptée a notre
granulométrie.
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6.5.2 Apport constant quelconque

Nous proposons ici une derniere illustration (figlo.15]et[6.16) du comportement de p,. et p, dans le
cas d’un apport constant quelconque (figl6.13)). La figure [6.14] permet de mettre en évidence I’impact
sur les solutions (Dg, (Dg etq.

IS [9)
o o)

vV SR e

IS

cen g.q-1
c"eng.q’1l

[\S) [98)
L

—_
e
—
~_
_—
—_—
R

[\S)

8.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 8.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6
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(a) o° (b) o

Figure 6.13 — Apports quelconques de
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Figure 6.14 — Représentation de @, @f et ¢ sur un profil de sol de 20 cm au bout de 30 ans pour le modele

initial et le modele tronqué. Ces différents graphiques mettent en évidence I’influence de 1’hétérogénéité sur
I’évolution du carbone dans le sol.
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Chapitre 7
Conclusions et perspectives

Ce chapitre a pour objectif de mettre en valeur les conclusions particulieres des chapitres précé-
dents en étudiant les avancées et les perspectives de modélisation rendues possibles par cette these.
La figure illustre et synthétise le travail effectué ainsi que les perspectives de développement de
I’approche générale de modélisation présentée en [[.4] Ces travaux seront notamment porté au sein
du projet QLSPIMSEklabeX ARBRE) qui a débuté en 2013. La synthese des travaux proposée ici

s’inscrit d’ors et déja dans ce projet.

1. http://mycor.nancy.inra. fr/ARBRE/?page_id=364
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Cycle de Climat
leau Précipitations Rayonnement Dépots EEmBsx.A
atmosphériques
Atmosphere
A e LAI
Production de liticre ¢
< SLCD
Evapotranspiration Croissance ) ‘ﬁw\ QN.m.w.
. Minéralomasse biogéochimiques
*Biomasse *
E-DENDRO '
FAGACEES
Plante (ou ) Décomposition de la
Sol Réserve utile matiere organique
- 5} Chimie du sol \lq | Modéle Agren
BILJOU SAFE et Bosatta (96)
PROFILE

Figure 7.1 — Etat de la modélisation a la fin de cette theése et perspectives d’associations de modeles pour I’élaboration d’une nouvelle approche
du couplage sol-plante-atmosphere. Les compartiments de 1’écosysteme et les modeles associés entourés : i) en noir sont les modeles déja
existants au début de cette these, ii) en rouge sont les éléments considérés dans cette these, les liens en pointillés rouges ont été considérés au
cours de cette these mais ne sont pas détaillés dans ce manuscrit, et iii) en vert seront considérés dans la phase de modélisation a venir au sein
du projet QLSPIMS.
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7.1 Contributions a la modélisation des cycles biogéochimiques

7.1.1 Cycle géochimique

Rappelons que 1’un des objectifs de cette these était de rendre possible la modélisation du cycle
de I’eau dans les modeles a base dendrométriques afin d’estimer a terme la perte d’éléments minéraux
par drainage (voir [I.4.2.1). La nécessité principale était de simuler les variations saisonnieres d’in-
dice foliaire indispensables a I'utilisation de modeles de type simulant la transpiration
(Chouhury et Monteith, 1988, Fisher et al., 2009, Granier et al., {1999, Jung et al., 2010, Shuttleworth
et Wallace, |1985)).

Dans ce contexte, I’avancée essentielle de notre travail est I’introduction du modele capable
de restituer la phénologie de la biomasse foliaire en intégrant les interactions avec les conditions envi-
ronnementales et les estimations de croissance des modeles dendrométriques (chap2H3)). L’estimation
saisonniere de [LAIl résultante permet de poser les bases d’une intégration progressive du cycle de
I’eau, associant la robustesse des modeles dendrométriques a celle des modeles de type [SVATI tel que
Biljou (ﬁg. Cette thése a permis de mettre au point un code informatique Matlab® combinant les
modeles E-Dendro, Biljou et SLCD. Son fonctionnement a déja pu étre testé sur des jeux de données

fictifs. Ces résultats n’ont pas été présentés dans ce manuscrit.

Les possibilités de ont été mises en évidence par Sainte-Marie et al.| (2014). 11 a pu étre
appliqué aussi bien a un contexte tempéré qu’a un contexte tropical. Son formalisme général a permis
notamment 1’introduction de concepts issus d’autres modeles (utilisation des sous modules phéno-
logiques du modele écophysiologique Castanea). Ceci démontre une relative souplesse d’utilisation
et une ouverture a des améliorations futures. En particulier, la méthode d’ajustement de parametre
utilisée dans I’article (optimisation multi-objectif reposant sur un algorithme évolutionnaire) est suf-
fisamment générale pour étre utilisée de maniere systématique avec

Plusieurs hypotheses sur la phénologie des eucalyptus issues de la littérature ont été utilisées avec
succes. Notre modele confirme que les effets combinés de la sécheresse (foliation et chute de litieres)
et du rayonnement solaire (chutes de litieres) sont les moteurs principaux de la phénologie de ces
écosystemes. Une forte régulation interne associée aux variations de [LAIl a également été mise en
évidence. Le [LATl: 1) influence la quantité d’énergie absorbée par le feuillage et donc 1’épuisement
de leur potentiel photosynthétique et ii) permet d’estimer la pression exercée par la production de
nouvelles feuilles sur la durée de vie des anciennes. Ces points démontrent la capacité d’investigation

de qui permet d’apporter un éclairage supplémentaire sur la phénologie mal comprise de ces
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écosystemes.
Il convient de souligner que le fait la jonction entre 1’échelle de temps mensuelle cor-
respondant a la granulométrie des modeles dendrométriques et des données climatiques journalieres

correspondant a la granulométrie des modeles écophysiologiques.

7.1.2 Cycle biologique

Nous avons identifié la nécessité d’estimer la production de litiere foliaire ainsi que la décomposi-
tion de 1a[MOSI pour poursuivre I’intégration du cycle biologique aux modeles a base dendrométrique
(voir[[.4.2.2).

L’¢élaboration du modele a permis d’apporter une réponse a la premiere nécessité, en res-
tituant une estimation de la production de litieres foliaires mensuelles. Lors de I’étude de sites tem-
pérés (chap[3)), la reprise des équations de Castanea a permis de restituer des estimations saisonnieres
pertinentes de production de litieres. Dans la cadre tropical, la poursuite des investigations sur la phé-
nologie de ces écosystemes est nécessaire pour améliorer la restitution de la périodicité des chutes de
litieres. Ceci repose notamment sur la prise en compte de la disponibilité en éléments minéraux sur la

longévité des feuilles (voir discussion chap[3).

La décomposition de 1a[MOla été considérée pour estimer le devenir des chutes de litieres. L’ étude
du modele Bosatta et Agren| (1996) (chapH|5][6) est le prolongement naturel des travaux de Remi
d’ Annunzio concernant la dynamique de la décomposition de la litiere foliaire.

Grace aux éléments mathématiques développés ici, nous avons a notre disposition plusieurs ap-
proches possibles pour modéliser la dynamique de la reposant sur la théorie de la qualité : 1)
une approche en temps long basée sur I’utilisation du modele tronqué tiré de Bosatta et Agren|(1996)
et ii) une approche a finesse variable, dépendant de la complexité des fonctions introduites dans le
modele originel (chapl6)). Cette these ce concentre sur la litiere foliaire mais est capable de prendre en
compte n’importe quel type de litiere organique (branches, écorces,...). De plus, ce modele est capable
de prendre en compte aussi bien les apports réguliers que ponctuels (ex : apport de rémanents).

Le résultat mathématique essentiel de cette thése est la mise en évidence dans le chapitre [5] des
hypotheses nécessaires a I’existence d’une solution au modele intégro-différentiel formulé par Bosatta
et Agren| (1996)) et détaillée au chapitre ] L’introduction de schémas numériques convergents pour
une formulation particuliere du modele (chaplf)) constitue une base de travail pour une utilisation

avancée de la théorie de la qualité dans la modélisation de la décomposition de 1a[MOSI
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7.2 Perspectives

7.2.1 Modélisation du cycle de ’eau

L’élaboration du modele[SLCDla permis de proposer une association de modeles (dendrométrique,
Biljou (SVAT), SLCD) qui doit désormais étre mise en ceuvre (fig{7.2)). La recherche de données de
validation permettant de confirmer la pertinence de notre association de modeles est désormais néces-
saire. Celles d’ors et déja collectées au sein des réseaux F—ORE—TEI (sites ateliers) et RENECOFOREI
permettent d’envisager cette étape de validation sereinement dans le cadre d’étude tempéré. Pour les
sites d’étude tropicaux, les partenariats mis en ceuvre lors de 1’élaboration de I’article [Sainte-Marie
et al. (2014) pourront a nouveau étre sollicités.

Par ailleurs, 1’application de notre modele aux plantations congolaises d’eucalyptus, cadre de dé-
veloppement du modele dendrométrique E-Dendro, constituera une nouvelle opportunité de valida-
tion et de perfectionnement du modele dans un futur proche. Ce travail s’effectuera dans la continuité
des projets CarboafricaE] et Climafricalﬂ

Plusieurs axes de recherche sont envisageables le développement particulier du modele :

1. la validation du couplage de modele permettra d’envisager 1’extension de jeux de données
a trous. Ce cas de figure se présente pour I’étude des plantations d’eucalytus bréziliennes
(Sainte-Marie et al., 2014). Ceci devrait permettre I’amélioration des simulations de chutes de

litieres et par suite de la compréhension de la phénologie complexe des écosystemes tropicaux.

2. l’intégration de I'influence de la disponibilité en éléments minéraux sur la phénologie est
nécessaire pour optimiser les estimations du modele [SLCD! Cette intégration doit reposer sur

I’intégration des cycles biogéochimiques a notre association générale de modeles.

7.2.2 Modélisation de la chimie du sol

Plusieurs pistes sont désormais a explorer pour améliorer le modele de décomposition de 1al]MOY|:

1. mettre au point une méthodologie permettant de caractériser la qualité des litieres produites
par le modele

2. engager une réfléxion sur I’introduction de I’activité de la macrofaune et de la mésofaune sur

la décompostion de la IMOS| Par exemple, I’activité des vers peut engendrer un brassage de

2. http://www.gip-ecofor.org/f-ore-t/

3. http://www.onf. fr/renecofor/@@index.html
4. http://www.carboafrica.net/index_en.asp
5. http://www.climafrica.net/index_en. jsp
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la[MOl et nécessiter 1’ajout d’un terme additionnel aux équations du modele conduisant a une

analyse mathématique différente.

. étudier les hypotheses nécessaires pour augmenter la régularité des solutions. Ceci permettra

notamment d’obtenir des informations sur la vitesse de convergence du schéma numérique.

. étudier la stabilité du schéma semi-implicite avec une vitesse v dépendant de g et z. L’étude de

cette dépendance est indispensable pour étudier finement la décomposition suivant la compo-
sition, la porosité, et le nombre d’horizons du sol. Cette approche pourrait permettre d’associer
les caractéristiques du sol utilisées par exemple par Biljou au modele de décomposition de la
MO

. reprendre les jeux de donnés existants au sein de 1’unité Biogéochimie des Ecosystemes Fores-

tiers et des réseaux associés pour appliquer la méthodologie de modélisation que nous avons
introduite. Notre approche peut notamment s’ appliquer aux diverses expériences de marquage

isotopique des litieres forestieres.

Il est important de souligner ici, que la [MOS| joue un réle important dans le modele Safe dont

I’utilisation est envisagée pour modéliser la chimie du sol. En effet, la dissolution de MOly influence

les équilibres ioniques au sein de la solution du sol (Alveteg, 1998)). Il en résulte une variation non

négligeable des éléments chimiques dissouts qui peuvent étre soit prélevés par la plante (cycle bio-

logique) soit drainés en profondeur (cycle géochimique) (van der Heijden et al.| 2013). A cet égard,

I’orientation future de la modélisation nécessite I’évaluation quantitative de I’'influence de la [MOS

dans Safe ainsi qu’une étude du lien entre la notion de qualité et la composition de la[MOS]
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Annexe A

Résultats divers
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Chapitre A. Résultats divers

A.1 Chapitre 4| : Résolution explicite du modéle tronqué

Cette partie détaille la résolution du probleme de Cauchy présenté en 4.4.2] Nous utilisons la

méthode des caractéristiques pour résoudre ces équations. Posons :

0:Z(t,19) = vo,
Z(1o,10) = 0.

Nous obtenons Z(t,ty) = vo(t —tp) et on pose :

O(t,10) = g(Z(1,19),1),
P(1,10) = DY(Z(1,10), 1),
W (t,10) = Oy (Z(2,10),1).

Nous obtenons alors le systeme d’équations différentielles couplées suivant :

Jeuo

(A.1a) 8,0(t,10) + ot 1)t =0,
a+?2
(A.1b) 0¥ (t,10) + fe 1 ; 0 o Q(t, 10" (2, 10) = 0,
0
(A.lc) 0P (1,10) + Jelty O(t, 10" (t,10) = furto O(t, 1Y ¥ (1, 10).

€0

et les conditions initiales :
O(10,10) = golzy>0
Wo(t0,10) = IgL>0,

Wi (to, t0) = 151 4,>0.

Dans le cas ol £y < 0, la solution du probleme de Cauchy est nulle. Nous nous intéresserons donc

dans la suite uniquement au cas ou #y > 0.
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A.1 Chapitre |Z| : Résolution explicite du modéle tronqué

A.1.0.0.1 Equation[A.Ia] Pourt>1t:

0:0(1,10) _ —Jelto
0P a+2’
f’ 0 Qs.t0) o _ —feto
0 [0, m)]ﬁ“ a+2 ’

1 1 -
ﬂf Mo( t—10),

o(t, 1)’ g’g

1B
1
S =
‘78’ “a+2
Ainsi, V1,10 € R :
1
Fa+2) "
(A.2) o(t,19) = - 17>0.
o+ 2+ o fouo(t — 10)
A.1.0.0.2 Equation[A.Ib] Pourz>1:
O¥(tty) (o= D+2)Bfeduo
Yeti)  eoBla+2+Bfdluolt—10)
Ye(t, 1) (eo—1)(a+2) ( B . )
] - Inf1+-2— —10).
n( ; ) 2 1+ L o=
Ainsi, V1,10 € R :
—(1-ep)(a+2)
208
(A3) (1 10) = I (1 + ﬁuqu " - ro)) Y Lo

A.1.0.0.3 Equation

Equation homogene Cherchons la solution générale ¥, de I’équation homogene :

Pla+2
fcMO ‘/é)g(a"" ) Tg(l, o) = 0.
€0 \a+2+ghB fuo(t—10)
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Une simple intégration nous donne :

—(a+2)
1 r—19)]
‘P’é(t,zo):a[ a 2) :
fc”OC/§ a+
avec 1 € R.
Variation de la constante Pour 7 > ¢y, posons
—(a-gZ)
t—tg)| ©
P (1, 10) = /l(t)[ L 20)
fc”OC/§ a+
Nous obtenons : ,
atz 1
1 Beo
XY= )
fc cuoqﬁ

a+2

i)
Alty) =11
’ 0 fcuoflg

Alors :
a+2 a+2

cfneO) 1 Fo cfneO 1 B Fo
A0 =1"-1 I r—1
" ( "L [fcuoflg TR (fcuoflg+a+2( 0)]

Ainsi, Vt,tp e R :
—(a+2)

(A4) T"(r,to)=[( e R ]L0>o.

Remarque A.1.1
Les modifications apportées aux chapitres[3]et[6|ne modifient pas ces résultats. Pour s’en convaincre,

il suffit de constater que Go < gmax. Comme I’application t — Q(t,ty) est décroissante, la troncature

de u(q,z) pour g > qmqx donnée en est transparente dans les équations ci-dessus.
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A.2 Chapitre 5|

A.2.1 Preuve proposition

Supposons que (@), est une suite de Cauchy dans L'V (R,), alors pour tout k € {0,1,...,N},
(xk(Dn(k))neN est une suite de Cauchy dans LY(R,). Comme LI(R,) est complet, chacune de ces suites
converge dans LY(R,) c.-a-d. Jug, uy,uz,...,un € L'(R,) tels que ®, »upetVk=1...N, o, -
dans L'(R,).

Mais ®,, — u dans L'(R,) implique que ®@,, — u et *o, > x
k

ku au sens des distributions. Donc,

par unicité de la limite au sens des distributions, x“u = uy au sens des distributions, mais comme il

s’agit de deux fonctions appartenant a L}OC(R+), elles sont égales p.p. ce qui prouve que u € L'NV(R,).

A.2.2 Preuve proposition

Soit (fy)nen une suite de Cauchy dans E = L'"N'nCy (RY) pour la norme ||.||g = |- |l 1vg+ +
Il llz=@+). Alors, (fy)uer une suite de Cauchy dans (L'N(R*),|.llp1vg+) et (Co R, I lzo@)-
Comme ce sont des espaces de Banach, il existe f] € LMV (RY) et foo €Co (RY) tel que :

fon—— f1,

I, 1v

fn I foo-

II-1lze0

Il reste a prouver que f] = fo. Considérons :

R
U=l = fim [ 1= £

R R
<Jim [ [C1si=pis [ 161l
R R
< fim [ 1= pi+ Jim [ 1f- £

R
Sllfl—fnllu,zv+limf fn=fol  ——0
~——o —— R 0 —— n—oo

-0 -0
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Résumé La communauté scientifique, en relation avec les gestionnaires forestiers, travaille depuis
trente ans a I’élaboration d’outils d’aide a la décision. Cependant, aucune approche de modélisation
ne permet une évaluation simultanée de I’impact sur la forét des changements globaux et de la gestion
des services écosystémiques. L’élaboration d’une nouvelle génération de modeles dédiés au couplage
sol-plante est indispensable pour aider les gestionnaires forestiers a adapter leurs pratiques sylvicoles
face aux changements globaux.

Les modeles phénoménologiques issus de la dendrométrie, points de départ de cette these, pro-
posent des estimations de croissance et de production tenant compte des pratiques sylvicoles. Leur
utilisation est limitée par leur dépendance a un indice de fertilit€ combinant de maniere indifférenciée
I’influence du climat et des cycles biogéochimiques. La remise en jeu de la notion d’indice de fertilité
nécessite de tirer avantage des concepts issus des modeles a base écophysiologiques et biogéochi-
miques.

La modélisation de la dynamique mensuelle du renouvellement foliaire par le modele Stand Leaf
Canopy Dynamics a permis : i) d’estimer la dynamique de I’indice foliaire (LAI), ii) de modéliser la
production de litiere foliaire. Ce modele probabiliste tient compte de 1’influence du climat, de la dis-
ponibilité en eau de I’écosysteme et repose sur des hypotheses écologiques fortes sur les mécanismes
impliqués dans la longévité des feuilles. Ce modele permet : i) de poser les fondements de 1’intégra-
tion du cycle de I’eau aux modeles dendrométriques par couplage avec un modele écophysiologique
de type sol-végétation-atmosphere et ii) d’évaluer 1’apport de matiere organique dans le sol par les
litieres.

L’ étude mathématique des modeles de décomposition (général et tronqué) de la matiere organique
proposé par Bosatta et Agren (1996) a été réalisée dans le but d’étudier le devenir des chutes de
litieres dans le sol forestier. Nous avons proposé : i) une preuve d’existence et 1’unicité de solutions a
I’équation de transport intégro-différentielle du modele général, ii) des schémas de différences finies
implicites-explicites convergents estimant les solutions du modele et iii) une discussion autour des
hypotheses sous-jacentes a la formulation de la troncature proposée par Bosatta et Agren (1996).

Ces deux éléments de modélisation sont des leviers indispensables a I’étude du cycle géochimique
et du cycle biologique dans une approche a base dendrométrique. L’influence du climat et de la phé-
nologie sur le cycle de I’eau et sur la décomposition des litieres foliaires constituera une prochaine
étape de modélisation.

Mots-clés changements globaux, modeles dendrométriques, modeles écophysiologiques, cycles bio-
géochimiques, dynamique foliaire, matiere organique du sol, équations de transport intégro-différentielles,
différences finies.
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