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Notations et abréviations

Notations :

G(V , E) Graphe orienté composé de l’ensemble de sommets V et de l’en-
semble d’arcs E .

B(V +, V −, EB) Graphe biparti composé des deux ensembles de sommets V + et V −

et, de l’ensemble d’arcs EB.

CC(V1, V2) Expression booléenne de la condition de connectivité entre chaque
élément de l’ensemble V1 et au moins un élément de l’ensemble V2.

conn(V1, V2) Expression booléenne de la condition de connectivité entre les en-
sembles V1 et V2 en considérant un parcourt de graphe en profon-
deur.

Con(vi) Expression booléenne de la condition de connectivité entre chaque
sommet vi ∈ V1 et l’ensemble V2 en considérant un parcourt de
graphe en largeur.

L(V1, V2,V) Expression booléenne de la condition de lien entre les ensembles V1

et V2 en considérant l’ensemble de sommet V .

D(V1, V2, V3, P(V1,V2,V3)) Expression booléenne de la condition de distance entre les en-
sembles V1 et V2 en considérant l’ensemble de sommet V3 et l’en-
semble de chemins P(V1,V2,V3).

MC(V +, V −) Expression booléenne de la condition de couplage complet entre les
ensembles V + et V −.
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2 Notations et abréviations

∧ “ET” logique.

∨ “OU” logique.

φ Association arc-composants associant à chaque arc une expression booléenne
basée sur les défaillances des composants.

Ci Défaillance d’un composant ci.

λi Taux de défaillance d’un composant ci.

µi Taux de réparation d’un composant ci.

Abréviations :

BDF Blocs Diagrammes de Fiabilité.

RB Réseaux Bayésiens.

RBD Réseaux Bayésiens Dynamiques.

CTP Table de probabilité conditionnelles (Conditional Probability Table en anglais).

MIF Facteur d’Importance Marginal (Marginal Importance Factor en anglais).

NTD Niveau de Tolérance aux Défaillances.
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Introduction générale

Les systèmes sont devenus plus complexes avec l’augmentation de la demande et les exi-

gences des clients ainsi que le développement technologique. Par conséquent, l’étude de ces

systèmes est devenue plus difficile à mener. Afin de garantir le fonctionnement des systèmes

complexes en régime nominal, il est important qu’ils soient commandables, observables,

diagnosticables, etc. Cette thèse porte sur les diverses propriétés des systèmes dont les

plus connues d’entre elles sont la commandabilité, l’observabilité, la diagnosticabilité, la

solvabilité du problème de rejet de perturbations. L’étude des propriétés d’un système est

une étape très importante dans son cycle de vie puisqu’elle permet de mieux en assurer la

maîtrise par une meilleure compréhension de son fonctionnement, de ses limites et de ses

capacités.

Pour étudier la vérification de ces propriétés, les composants physiques ne doivent

pas être complètement exclus de l’analyse. En effet, puisque tout système est constitué

de composants électriques, mécaniques, etc, la défaillance de ces derniers peut impacter

la validité des propriétés du système. Il est donc pertinent de prendre en compte les

composants physiques du système et leurs défaillances lors de l’étude des propriétés. Ainsi,

l’étude des propriétés des systèmes peut être associée aux durées de vie des composants et

à leurs défaillances principalement étudiées dans le domaine de la sûreté de fonctionnement

des systèmes.

L’étude des propriétés structurelles utilise généralement des outils géométriques ou algé-

briques (Kailath, 1980; Kalman, 1968; Rosenbrock, 1970; Wonham, 1985; Zadeh and Desoer,

3



4 Introduction générale

1963). Pour cette étude qui est basée sur des outils géométriques ou algébriques, les valeurs

numériques des paramètres du système sont indispensables. Toutefois, ces valeurs ne sont

pas toujours disponibles surtout pendant les premières phases du cycle de vie du système.

Par conséquent, certains travaux de recherche se sont focalisés sur ce qui est appelé la “struc-

ture” du système puisque les propriétés les plus importantes d’un système en dépendent

(Willems, 1986). La structure d’un système correspond à ses variables et les relations qui

les lient. Ainsi, certains travaux comme (Murota, 1987a; Murota and van der Woude, 1991;

Svaricek, 1985) traitent les propriétés en considérant la structure du système sans valeurs

numériques précises de ses paramètres. Cette approche s’intéresse alors aux propriétés dites

structurelles pour des systèmes structurés. Les systèmes structurés sont souvent représentés

par des modèles d’état dont les matrices sont constituées d’éléments nuls et/ou non-nuls.

À partir des années 1970, l’analyse structurelle des systèmes s’est basée sur une nou-

velle approche reposant sur leur représentation par un graphe orienté. (Lin, 1974) est l’un

des travaux originels relatifs aux systèmes structurés. L’auteur a abordé la commandabilité

des systèmes linéaires mono-entrée. Les résultats proposés s’exprimaient de façon très

simple et intuitive. La condition de commandabilité s’interprétait graphiquement en termes

de chemins et de cycles. La caractérisation graphique des propriétés structurelles est aussi

intéressante du point de vue pédagogique, puisqu’elle permet de visualiser clairement

certaines propriétés sur des systèmes de taille importante. Les résultats de (Lin, 1974)

qui portaient uniquement sur les systèmes linéaires mono-entrée ont été étendus aux

systèmes multi-entrées dans (Glover and Silverman, 1976) et (Shields and Pearson, 1976).

Depuis, plusieurs travaux se sont intéressés à l’analyse structurelle. (Dion and Commault,

1993; Linnemann, 1981; Yamada and Saga, 1985) traitent les conditions de solvabilité des

problèmes classiques de découplage. Le problème de rejet de perturbations par retour

d’état est également traité dans (Commault et al., 1991; van der Woude and Murota,

1995) ou par retour de sortie (Commault et al., 2011; van der Woude, 1996). Les travaux

(Boukhobza, 2008; Commault and Dion, 2003; Staroswiecki, 2002) s’intéressent à l’étude de

la génération de résidus pour la détection et la localisation de défauts. L’observabilité et
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Introduction générale 5

la commandabilité sont traitées dans (Boukhobza et al., 2006; Commault and Dion, 2013;

Murota, 1987a). Un travail plus complet regroupant des résultats obtenus sur l’analyse

structurelle par approche graphique est proposé dans (Dion et al., 2003). Dans la littérature,

les propriétés structurelles sont étudiées principalement sur 3 types de systèmes structurés :

linéaires, bilinéaires et linéaires à commutations (Boukhobza and Hamelin, 2011b; Murota,

1987c; Reinschke, 1988; Reinschke and Wiedemann, 1997; Svaricek, 1993).

Les avantages des modèles structurés et des représentations graphiques ont été souli-

gnés dès les résultats de (Lin, 1974). En effet, cette représentation reste élégante et simple

d’abord pour représenter un système structuré puis pour analyser ses propriétés structu-

relles. Pendant la phase de conception d’un système, ses paramètres ne sont pas encore

numériquement fixés et les composants physiques ne sont pas encore dimensionnés. De plus,

une représentation graphique permet d’avoir une visualisation des variables du système

ainsi que les relations qui les lient. Cette représentation est très utile quand il s’agit de

l’analyse d’un système structuré complexe ou de grande dimension. Enfin, la vérification des

propriétés structurelles par approche graphique fait appel le plus souvent à des algorithmes

classiques de la théorie des graphes dont des versions optimisées peuvent être utilisées

pour obtenir des implémentations d’ordre de complexité polynomiale et non combinatoire

(Martinez-Martinez et al., 2007). En effet, la théorie des graphes offre usuellement des

algorithmes de complexité polynomiale plutôt que combinatoire.

Dans le même esprit que l’étude des propriétés structurelles en se basant sur des

graphes orientés, les Bond Graphs, également appelés graphes à liaisons, sont une re-

présentation graphique des systèmes dynamiques qui représente les transferts d’énergie

(Samantaray et al., 2006; Ould Bouamama et al., 2000). Des propriétés structurelles telles

que la commandabilité, l’observabilité, la structure à l’infini sont analysées avec les Bond

Graphs (Pichardo-Almarza et al., 2005; A.Rahmani, 1993; Sueur and Dauphin-Tanguy,

1989). Ils sont aussi utilisés pour les problèmes de détection et localisation de défauts

(Khemliche et al., 2006; Rahmani and Dauphin-Tanguy, 2006). Une approche basée sur le
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6 Introduction générale

comportement du système est proposée dans (Blanke et al., 2006).

La majorité des travaux d’analyse structurelle concerne principalement l’aspect fonc-

tionnel des propriétés structurelles, c’est-à-dire l’analyse du graphe représentant le système

pour savoir si le système étudié vérifie ou non des propriétés structurelles nécessaires pour

son bon fonctionnement. À partir de la structure du système représentée graphiquement,

l’analyse des propriétés structurelles, qui est basée sur l’existence de chemins ou de cycles,

considère que tous les arcs et les sommets du graphe sont toujours valides. Par conséquent,

si une propriété structurelle est vérifiée graphiquement pour un système, il n’y a pas de

précision sur l’impact de la défaillance d’un ou plusieurs composants du système sur la

validité de cette propriété structurelle. Cet aspect dysfonctionnel et l’étude des défaillances

des composants représentent un des objectifs de l’étude de sûreté de fonctionnement.

La sûreté de fonctionnement des systèmes constitue un enjeu important tant sur le

plan économique que sur le plan scientifique. Dans le cadre des systèmes à risques, la

capacité à effectuer les tâches pour lesquelles le système a été conçu peut être entravée par

l’apparition de phénomènes dysfonctionnels. Il peut alors s’en suivre des fonctionnements

non désirés ou catastrophiques notamment dans le domaine de l’aéronautique (BEASAC,

2012) 1, de la chimie (Directive 96/82/CE, 1996), ou des sites industriels classés SEVESO,

etc. Pour palier les problèmes liés à l’apparition des défaillances, les communautés scien-

tifique et industrielle, se sont tournées vers l’étude des dysfonctionnements des systèmes

ainsi que sur les moyens de maintenir le système en régime nominal tout au long de sa

mission. L’aspect dysfonctionnel est principalement traité par les paramètres de la sûreté

de fonctionnement.

La sûreté de fonctionnement repose sur l’analyse de 4 paramètres qui forment le

sigle FMDS : Fiabilité, Maintenabilité, Disponibilité et Sécurité (RAMS en anglais)

(Kaanichea et al., 2002).

1. Bureau d’enquêtes et d’analyses pour la sécurité de l’aviation civile
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Introduction générale 7

La fiabilité est un critère significatif dans l’étude des systèmes car elle caractérise la

capacité du système à assurer ses fonctions pendant une période de temps spécifiée sous

certaines conditions de fonctionnement (AFNOR, 1977). La fiabilité dépend de l’architecture

fonctionnelle/dysfonctionnelle du système. Elle est exprimée en fonction de la fiabilité de

ses sous-systèmes ou composants. La fiabilité des composants est exprimée en fonction

de certains événements indésirables (défaillances) sur les composants du système qui sont

imprévisibles (Dhillon, 1999). La fiabilité est donc de nature probabiliste.

La disponibilité est un paramètre important pour l’étude du fonctionnement d’un

système. Elle consiste à ce qu’un composant, une unité réparable, une unité remplaçable

ou un système soit dans un état de bon fonctionnement à un instant donné ou pendant

un intervalle de temps donné. Le calcul de la disponibilité est principalement basé sur

la connaissance des taux de défaillances et de réparations des composants du système

(H.Wang and Pham, 2006).

La maintenabilité d’un composant ou d’un système caractérise l’aptitude de ce der-

nier à être maintenu ou remis en état de fonctionnement. La sécurité correspond à l’aptitude

d’un composant ou un système à ne pas conduire à des accidents inacceptables. Ces deux

paramètres de la sûreté de fonctionnement dépendent principalement des facteurs humain

et logistique. Dans l’approche présentée dans cette thèse, ces deux facteurs ne sont pas

considérés. Ainsi, nous nous intéressons uniquement à la fiabilité et la disponibilité.

Plusieurs approches et outils pour le calcul de la fiabilité et de la disponibilité ont

été proposés dans la littérature. Un outil classique est utilisé pour le calcul de la fiabilité qui

est le bloc diagramme de fiabilité. Ils représente l’architecture du système et les relations

entre les composants par un diagramme où les composants sont représentés par des blocs

(Staley and Sutcliffe, 1974). Ces blocs diagrammes de fiabilité permettent de représenter

deux modes de fonctionnement des composants qui sont l’état de bon fonctionnement et
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l’état de panne. L’état de fonctionnement ainsi que la fiabilité du système sont obtenus

à partir de l’état de fonctionnement et la fiabilité des composants. Ainsi, cet outil sert à

effectuer une analyse qualitative (booléenne) ou quantitative de la fiabilité (Kim, 2011;

Lisnianski, 2007).

Les réseaux bayésiens (Jensen, 1996; Weber et al., 2012) et les réseaux bayésiens dy-

namiques (Kjaerulff, 1995; Murphy, 2002a) sont principalement utilisés pour le calcul de

la fiabilité et éventuellement de la disponibilité (Weber, 2002). Ils sont considérés comme

un outil efficace au niveau de l’analyse des systèmes puisqu’ils représentent un formalisme

puissant pour exprimer les dépendances complexes entre les composants du système.

Les réseaux bayésiens dynamiques sont basés sur un aspect temporel correspondant à la

dynamique de la fiabilité des composants du système en fonction du temps et, un aspect

architectural qui correspond aux relations liant les composants. Les réseaux bayésiens sont

considérés comme un outil très efficace de la sûreté de fonctionnement puisqu’ils permettent

de mettre à jour la fiabilité des composants en fonction des observations de leur état de

fonctionnement sur le terrain.

Les chaînes de Markov sont un outil très utilisé en sûreté de fonctionnement (Schoenig et al.,

2006). Elles permettent la modélisation de l’état de fonctionnement du système en fonction

de l’état de fonctionnement des composants. Pour chaque composant du système, ce type de

représentation graphique décrit à la fois sa défaillance et sa réparation (Prowell and Poore,

2004). Puisque cet outil peut prendre en compte les réparations des composants, il est bien

adapté au calcul de la disponibilité des systèmes (El-Damcese and Temraz, 2011).

Ces 4 outils pour le calcul de la fiabilité et la disponibilité utilisent un formalisme

graphique permettant le calcul de la fiabilité et/ou de la disponibilité. Ce formalisme repose

sur l’architecture interne du système, c’est-à-dire ses composants et les relations qui les

lient. Il est à noter que les formalismes graphiques utilisés en sûreté de fonctionnement sont

différents des graphes associés à la structure du système et utilisés pour l’analyse des pro-
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priétés structurelles. Les graphes utilisés pour le calcul de la fiabilité et la disponibilité sont

basés sur l’architecture fonctionnelle du système (série, parallèle, mixte). Les composants

du système sont représentés par des blocs ou des nœuds reliés par des arcs, tandis que les

graphes utilisés dans l’analyse structurelle représentent les variables du système par des

sommets et leurs relations par des arcs.

A notre connaissance, il y a peu de travaux qui s’intéressent à l’étude des propriétés

structurelles en interaction avec la sûreté de fonctionnement où l’aspect dysfonctionnel est

introduit dans l’étude des propriétés des systèmes.

Parmi les études qui regroupent l’analyse structurelle et la sûreté de fonctionnement,

les résultats présentés dans (Maza et al., 2012) propose l’évaluation de la fiabilité de la

commandabilité structurelle pour un système linéaire. Toutefois, cette approche considère

que seuls les actionneurs peuvent tomber en panne. Aucune défaillance des composants

internes n’est considérée. (Maza et al., 2012) est considéré comme le travail initiateur

de cette thèse puisque la validité de la commandabilité est étudiée en considérant les

défaillances des actionneurs du système. Dans (Staroswiecki, 2007), l’auteur s’intéresse

au problème de tolérance aux défauts grâce à une analyse structurelle. En se basant

sur une approche graphique, l’auteur présente une analyse structurelle en intégrant les

défaillances des composants. Cette analyse porte sur l’observabilité structurelle en utilisant

un diagramme de flux de données dans les deux cas où les composants du système sont

en bon fonctionnement ou défectueux. L’auteur présente également la relation entre les

défauts critiques des composants et la fiabilité. Dans (Conrard et al., 2011), les auteurs

s’intéressent à un niveau de tolérance de défauts d’un système tolérant aux défauts (FTC :

Fault Tolerant Control). L’objectif du niveau de tolérance aux défauts est de quantifier le

nombre de défaillances tolérables pour être conforme aux exigences des utilisateurs. Dans

(Commault et al., 2007, 2011), les auteurs proposent une étude des propriétés structurelles

par approche graphique qui considère que seuls les capteurs peuvent tomber en panne. Ces

capteurs sont classés en capteurs essentiels, inutiles et utiles. Les capteurs essentiels ne

doivent pas tomber en panne afin de garantir la vérification des propriétés structurelles,

9
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tandis que la panne des capteurs inutiles n’a aucun impact sur la vérification de ces propriétés.

Dans les travaux cités précédemment, les propriétés structurelles des systèmes sont

étudiées en considérant les défaillances des composants. Ces travaux s’intéressent principa-

lement à une analyse qualitative. Toutefois, aucune analyse quantitative sur les propriétés

structurelles n’est proposée, c’est-à-dire les paramètres de sûreté de fonctionnement ne sont

pas calculés pour ces propriétés. Dans ce travail de thèse, nous nous intéressons à l’étude

de la sûreté de fonctionnement des propriétés structurelles. Cette étude permet d’effectuer

les deux analyses qualitative et quantitative des propriétés structurelles en utilisant une

approche graphique.

Les propriétés structurelles peuvent être vérifiées graphiquement à partir de la repré-

sentation graphique du système structuré étudié. Avant de développer la sûreté de

fonctionnement des propriétés structurelles, une étude bibliographique sur les conditions

graphiques de la validité des propriétés structurelles pour les systèmes linéaires, bilinéaires

et linéaires à commutations nous a permis de tirer une conclusion très importante pour notre

étude. Dans la littérature, la validité des propriétés structurelles nécessite principalement la

vérification de 4 catégories de conditions graphiques élémentaires. Il s’agit des conditions de

connectivité, de lien, de distance et de couplage complet. Par exemple, l’observabilité totale

de l’état d’un système à entrée inconnue nécessite la vérification des 2 types de conditions

qui sont la connectivité et le couplage complet entre les variables d’état et les variables

de sortie. Ainsi, nous nous intéressons particulièrement à ces 4 catégories de conditions

graphiques élémentaires puisque ces dernières interviennent dans la plupart des propriétés

structurelles des systèmes structurés considérés dans ce travail de thèse. Ceci permettra

de ne pas traiter plusieurs propriétés structurelles pour les 3 types de systèmes structurés

considérés mais plutôt traiter les 4 catégories de conditions graphiques élémentaires. De

plus, le fait d’étudier les conditions élémentaires donne à notre étude un aspect générique

puisque nous effectuons 4 analyses des conditions graphiques au lieu d’analyser toutes les

combinaisons propriétés structurelles/type de système structuré.
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Les conditions de connectivité, de lien et de distance sont vérifiables sur un graphe dit

orienté qui représente les variables du système par des sommets et leurs relations par des

arcs. En revanche, la condition de couplage complet est vérifiable sur un graphe dit biparti

composé de deux ensembles de sommets représentant les variables du système reliés par des

arcs représentant les relations entre ces variables.

Les résultats présentés dans ce travail de thèse se décomposent principalement en

deux parties. La première partie concerne l’étude des propriétés structurelles d’un système

et, la deuxième partie est dédiée à l’analyse de la sûreté de fonctionnement de ces propriétés.

Dans la première partie, les 4 catégories de conditions graphiques élémentaires sont traitées

de telles sorte qu’elles soient associées à des expressions booléennes basées sur les arcs dans

la représentation graphique du système. Ainsi, nous proposons au moins un algorithme par

condition élémentaire qui permet de vérifier la validité d’une expression booléenne basée

sur l’état de validité des arcs. Puisque la validité des propriétés structurelles dépend d’une

combinaison de conditions élémentaires graphiques, ces propriétés peuvent également être

associées à des expressions booléennes basées sur les arcs.

Les expressions booléennes basées sur les arcs associées aux propriétés structurelles

sont utilisées pour le calcul de la fiabilité et/ou de la disponibilité de ces propriétés

structurelles. Etant donné que le calcul de la fiabilité et la disponibilité est basé sur l’état

de fonctionnement des composants du système, il est donc nécessaire de disposer d’une

relation entre les expressions basées sur les arcs et les composants du système. Les arcs

dans les graphes représentant le système, caractérisent les relations entre ses variables. Par

conséquent, ils sont liés aux paramètres non nuls des matrices de la représentation d’état

du système. Ces paramètres non nuls dépendent généralement des composants du système

puisque les relations entre les variables sont assurées par ces composants. L’état de validité

des arcs dépend donc de l’état de fonctionnement des composants. Quand les composants

sont défaillants, c’est-à-dire n’assurent plus leurs fonctions requises, les arcs correspondant

ne sont plus valides. Dans le cas où ces arcs sont invalides, ils ne peuvent plus être considérés

11
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dans des chemins ou des cycles pour la vérification graphique des propriétés structurelles.

En effet, pour assurer la validité d’une ou plusieurs propriétés structurelles, les valeurs de

certains paramètres du système doivent être non nuls et, certains arcs doivent être valides

et les composants correspondant doivent être en bon fonctionnement.

Ainsi, les arcs des représentations graphiques sont naturellement liés à tous les composants

du système (internes et externes). Nous considérons ainsi une association arc-composants.

Cette association permet d’associer la validité de chaque arc à la valeur booléenne 1 (arc

toujours valide et ne dépendant pas des composants) ou à une expression booléenne basée

sur l’état de fonctionnement physique d’un ou de plusieurs composants du système. L’état

de validité d’un arc (valide/invalide) est donc associé à une expression booléenne basée sur

les défaillances des composants correspondant.

Dans le même ordre d’idée, A. Kaufmann (Kaufmann et al., 1975) a considéré le lien entre

les arcs d’une représentation graphique et les composants du système. En effet, dans les

réseaux de fiabilité de Kaufmann, l’architecture fonctionnelle des systèmes est représentée

par un graphe composé d’arcs et de nœuds. Les arcs représentent les composants du système

et les nœuds correspondent aux relations entre ces composants. Ainsi, chaque arc est associé

à un ou plusieurs composants du système. Compte tenu qu’un composant peut admettre

deux états (bon fonctionnement/défaillance), l’arc correspondant admet également deux

états (valide/invalide). L’association arc-composants considérée dans ce travail de thèse

affecte à chaque arc une expression booléenne basée sur la défaillance d’un ou plusieurs

composants, tandis que dans (Kaufmann et al., 1975), chaque arc est associé à un seul

composant.

En utilisant l’association arc-composants considérée dans ce travail de thèse, les ex-

pressions booléennes basées sur les arcs et associées aux propriétés structurelles peuvent

être réécrites sous forme d’expressions booléennes basées sur les défaillances des composants

du système. Cette association correspond à la jonction entre la première partie de ce travail

12
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de thèse qui est consacrée à l’étude des conditions graphiques élémentaires et la deuxième

partie qui porte sur l’étude de la sûreté de fonctionnement.

Après avoir formulé les propriétés structurelles comme des expressions booléennes ba-

sées sur les arcs du graphe puis sur les défaillances des composants, nous passons à la

deuxième partie consacrée à la sûreté de fonctionnement. Nous nous intéressons dans

cette partie de la thèse à la fiabilité et la disponibilité des propriétés structurelles sachant

les caractéristiques de sûreté de fonctionnement des composants du système. Ces deux

paramètres de la sûreté de fonctionnement sont classiquement utilisés pour les systèmes.

Dans ce travail de thèse, les définitions de la fiabilité et de la disponibilité est étendue

pour couvrir les propriétés structurelles. Le calcul de ces deux paramètres est effectué en

utilisant les outils de sûreté de fonctionnement. Il s’agit des blocs diagramme de fiabilité,

des chaines de Markov ainsi que les réseaux bayésiens et les réseaux bayésiens dynamiques.

Ces outils permettent une représentation graphique de l’architecture du système c’est-à-dire

les relations entre les composants (montage série, parallèle, série/parallèle, etc).

L’originalité du travail proposé dans ce manuscrit réside dans plusieurs éléments :

- Nous nous intéressons à la sûreté de fonctionnement des propriétés structurelles. Les

définitions de la fiabilité et la disponibilité sont étendues pour couvrir les propriétés

structurelles. Nous parlons donc de la fiabilité et la disponibilité de l’observabilité, de

la commandabilité, etc.

- Nous considérons 4 catégories de conditions graphiques élémentaires qui sont les condi-

tions de connectivité, de lien, de distance et de couplage complet au lieu d’étudier plu-

sieurs combinaisons propriété structurelle/type de système. Nous proposons ainsi des

algorithmes à complexité polynomiale et non combinatoire permettant de formuler ces

catégories de conditions ainsi que les propriétés structurelles sous forme d’expressions

booléennes basées sur les arcs des graphes.

- Compte tenu de l’utilisation d’une association arc-composants, notre étude graphique

des propriétés structurelles est basée sur les arcs et non pas sur les sommets comme

13
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proposé dans la littérature. Cela permet de considérer aussi bien les pannes action-

neurs et capteurs (composants externes) que les défaillances de composants internes

au système (les ressorts, résistances, poulies, moteurs, etc).

- En calculant la fiabilité et la disponibilité d’une propriété structurelle, il est possible

d’en déduire la probabilité que cette dernière reste satisfaite si un ou plusieurs

composants tombent en panne et pour combien de temps. Il est également possible de

prendre en compte les exigences du cahier des charges du système. Dans le cas où ces

exigences ne sont pas respectées, des actions de maintenance doivent être effectuées

sur les composants du système afin d’améliorer la fiabilité et la disponibilité des

propriétés structurelles.

L’étude menée dans ce travail de thèse est différente des travaux proposés dans la littérature

sur une étude jointe entre l’automatique et la sûreté de fonctionnement.

Le travail de thèse présenté dans ce manuscrit est considéré comme une continuité des

résultats proposés dans (Maza et al., 2012). En effet, l’approche proposée dans (Maza et al.,

2012) porte sur l’évaluation de la fiabilité de la commandabilité structurelle pour un système

linéaire. Les auteurs se sont intéressés à la fiabilité de la commandabilité structurelle.

Pour ce travail de thèse, l’approche est plus générique puisqu’elle porte sur les 4 types de

conditions graphiques élémentaires qui interviennent dans plusieurs propriétés structurelles

et pour 3 types de systèmes structurés. De plus, nous nous intéressons aux défaillances

des composants internes et externes contrairement aux résultats de (Maza et al., 2012) qui

ne considèrent que les défaillances des actionneurs. Dans notre approche, nous pouvons

considérer les défaillances mais également les réparations des composants. Ainsi, nous

calculons la fiabilité et la disponibilité des propriétés structurelles.

L’approche proposée dans ce manuscrit nous permet de considérer les défaillances de

tous les composants du système et non pas les capteurs seulement tel que le résultat proposé

dans (Commault et al., 2007). De plus, il est possible de classer les composants du système

en essentiels, utile et inutile, par rapport à la validité de la propriété structurelle étudiée, à
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partir de l’expression booléenne associée à la propriété étudiée, et de déterminer la façon

dont les défaillances des composants peuvent affecter la validité des propriétés structurelles.

Dans l’approche que nous proposons, il est possible de calculer le nombre de défaillances

maximal tout en ayant des propriétés structurelles vérifiées contrairement au travail présenté

dans (Conrard et al., 2011) où les auteurs proposent un indice qui correspond au nombre de

défaillances tolérables pour être conforme à certaines exigences par rapport à la sûreté de

fonctionnement. De plus, les composants responsables de la non vérification des propriétés

structurelles sont facilement identifiables ainsi que comment cette non vérification est

provoquée.

Les contributions du travail de thèse proposées dans ce manuscrit peuvent être résu-

mées dans la Figure 1. Cette figure montre le point d’entrée de notre étude qui est le

modèle d’état du système et l’association arc-composants fournis par un analyste et, les

exigences du cahier des charges par rapport à la sûreté de fonctionnement. Le point de

sortie de l’approche proposée est représenté par des actions de maintenance à effectuer sur

des composants du système par le service maintenance et le service méthode. Cette figure

montre également les contributions de cette thèse qui portent sur une analyse structurelle

des propriétés effectuée conjointement avec une étude de la sûreté de fonctionnement. La

jonction entre les deux disciplines est assurée par une fonction qui reformule l’écriture

booléenne des propriétés structurelles.

Le manuscrit se structure en 3 principaux chapitres. Les divers résultats présentés dans ce

manuscrit sont illustrés par des exemples pédagogiques permettant de mieux comprendre

les développements de notre travail :

Le premier chapitre introduit les différentes représentations graphiques d’un système

structuré par un ensemble de sommets représentant les variables du système et un ensemble

d’arcs reliant les sommets et caractérisant les relations de causalité entre ces variables.

La suite de ce chapitre est dédiée à la présentation de la fiabilité et la disponibilité. Les
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Figure 1 – Contributions de la thèse

définitions générales de ces deux paramètres sont données, suivies des hypothèses de travail

pour notre étude. Ensuite, les notions étendues de la fiabilité et la disponibilité pour couvrir

les propriétés structurelles sont rappelées. La dernière partie de ce chapitre est consacrée à

la présentation de 3 outils de la sûreté de fonctionnement qui sont les blocs diagrammes de

fiabilité, les réseaux bayésiens et la chaînes de Markov que nous utilisons pour le calcul de

la fiabilité et/ou de la disponibilité des propriétés structurelles.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons les premières contributions de notre tra-

vail qui sont relatives aux conditions élémentaires graphiques. Tout d’abord, une étude

bibliographique a été menée afin de dresser un tableau récapitulatif qui montre les 4

principales catégories de conditions graphiques élémentaires qui interviennent dans la

validité des propriétés structurelles pour les systèmes structurés linéaires, bilinéaires et

linéaires à commutations. Ce chapitre est ensuite constitué essentiellement de 4 parties

liées aux 4 catégories de conditions graphiques étudiées. Pour chacune des 4 conditions,

nous proposons au moins un algorithme permettant de les écrire sous forme d’expressions

booléennes basées sur les arcs des graphes représentant le système. Nous présentons ensuite
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3 exemples illustratifs pour ces conditions. Les conditions de lien et de distance sont étudiées

sur un système linéaire et, la condition de couplage complet est étudiée sur un système

bilinéaire.

En utilisant ces expressions booléennes ainsi que le tableau résumant les conditions à vérifier

pour les combinaisons propriétés structurelles/type de système, il est possible d’exprimer la

validité des propriétés structurelles par des expressions booléennes en fonction de la validité

des arcs.

Le troisième chapitre est consacré à la sûreté de fonctionnement des propriétés struc-

turelles. Tout d’abord, nous présentons l’association arc-composants. Cette association est

très importante pour notre étude puisqu’elle assure la relation entre les arcs des graphes

représentant le système et les composants physiques du système. La validité d’un arc dépend

donc de l’état de fonctionnement des composants correspondant. Ainsi, la validité d’un arc

peut être associée à une expression booléenne basée sur les défaillances des composants. En

utilisant l’association arc-composants, une expression booléenne associée à une propriété

structurelle peut être réécrite en fonction des défaillances des composants du système.

Dans un deuxième temps, nous présentons la fiabilité et la disponibilité des propriétés

structurelles ainsi que leur calcul en utilisant les outils de sûreté de fonctionnement

présentés dans le premier chapitre. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous présentons

l’analyse de la fiabilité et la disponibilité respectivement des deux propriétés structurelles

de commandabilité totale de l’état et de solvabilité du problème de rejet de perturbations

d’un système linéaire. La dernière partie de ce chapitre est consacrée à l’interprétation

des résultats de calcul de la fiabilité et la disponibilité. En calculant la probabilité de

validité d’une propriété structurelle, il est possible de savoir dans combien de temps cette

propriété structurelle ne sera probablement plus satisfaite. De plus, ces résultats de calcul

permettent de savoir si les exigences du cahier des charges du système sur la fiabilité et/ou

la disponibilité d’une propriété structurelle sont respectées pendant le temps de mission du

système. Dans le cas où ces exigences ne sont pas respectées, des propositions d’amélioration

de la fiabilité et/ou de la disponibilité sont fournies.
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Enfin, un ensemble de conclusions permettent de faire la synthèse des résultats pré-

sentés dans ce manuscrit. Les originalités de ce travail de thèse sont également énoncées.

L’identification des limites de notre travail permet de proposer des perspectives à ce dernier

et de nouvelles pistes pour de futurs travaux.
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Chapitre 1

Méthodes et outils

Pour leur étude, les systèmes complexes peuvent être représentés de différentes manières

selon qu’un point de vue évènementiel ou continu est adopté (représentation d’état, grafcet,

réseau de Pétri, Bond Graph, etc.). Dans ce travail de thèse, à la jonction entre les

systèmes continus et les systèmes à événements discrets, nous nous intéressons à la sûreté de

fonctionnement des systèmes continus. La structure d’un système correspond à ses variables

et aux relations qui les lient indépendamment des valeurs numériques des paramètres du

système. Cette structure peut être représentée par un graphe mettant en évidence les

interactions entre les variables du système. Ainsi, le graphe associé à la structure du système

permet l’analyse des propriétés du système en se basant sur des critères graphiques.

Ce chapitre a pour objectif d’énoncer les méthodes et outils de base utiles aux déve-

loppements menés dans le cadre de ce travail de thèse. Ainsi, nous introduisons dans une

première partie les outils permettant de représenter un système sous forme de graphes

orientés et bipartis (Boukhobza, 2012; Dion et al., 2003; Reinschke and Wiedemann, 1997).

Nous nous intéressons à 3 types de systèmes qui seront utilisés tout au long du manuscrit.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, les deux paramètres de la sûreté de fonction-

nement que sont la fiabilité et la disponibilité sont rappelés. Ces deux paramètres sont très

utilisés pour l’étude et la conception des systèmes puisqu’ils permettent la maîtrise de leurs

risques et le contrôle de leur fonctionnement inhérents à leur utilisation.

21



22 Chapitre 1 : Méthodes et outils

Le calcul de la fiabilité et de la disponibilité peut s’effectuer en utilisant plusieurs

outils de la sûreté de fonctionnement. Nous avons privilégié 4 outils de modélisation et de

calcul des paramètres de sûreté de fonctionnement qui font l’objet de la troisième section

de ce chapitre.

1.1 Représentations graphiques d’un système structuré

Les systèmes sont de plus en plus performants et complexes pour satisfaire les différents be-

soins de la société moderne. Ils doivent répondre à des critères de sûreté de fonctionnement,

de performance, de coût, de qualité de produits ou service, etc.

Dans ce travail de thèse, nous nous intéressons à l’étude des propriétés des systèmes

(observabilité, commandabilité, rejet de perturbations, etc.). Les recherches ont montré que

les propriétés les plus importantes d’un système dépendent essentiellement de sa structure

(Willems, 1986). Aussi, notre étude se concentre sur les propriétés structurelles des systèmes

structurés.

Afin de pouvoir représenter graphiquement la structure d’un système, nous faisons appel à

des graphes orientés. Ces graphes contiennent toute l’information du modèle et permettent

une analyse plus efficace et de moindre complexité qu’en utilisant des équations d’état. De

plus, cette représentation graphique permet la visualisation simple et intuitive de certaines

propriétés structurelles du système représenté.

L’objectif principal de cette section est de présenter deux types usuels de représenta-

tions graphiques pour les systèmes structurés : le graphe orienté et le graphe biparti. Des

définitions et notations relatives à ces deux représentations graphiques utilisées dans la suite

du manuscrit sont également introduites.
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1.1.1 Graphe orienté

Un système structuré noté Σ peut être associé à un graphe orienté noté G(Σ). Ce graphe

orienté est composé de deux ensembles finis non vides. Le premier est un ensemble noté

V contenant les sommets. Le deuxième est un ensemble noté E contenant des couples

ordonnés de sommets appelés arcs. L’ensemble des sommets V est associé aux variables

d’état, d’entrée, de sortie, de perturbation, de défaut du système, etc. L’ensemble des arcs E

représente l’existence de relations causales entre les variables du système. Plus précisément,

pour deux sommets vi et vj appartenant à l’ensemble V , un arc orienté allant de vi vers

vj, et noté (vi,vj), signifie que la variable associée au sommet vi affecte la variation de la

variable associée au sommet vj.

Tout modèle d’état associé à un système structuré linéaire, bilinéaire ou linéaire à com-

mutations correspond aux variables du système et de matrices dites structurées composées

d’éléments nuls et d’éléments non nuls indépendants notés αi avec i = 1, . . . , h. Les variables

d’un système sont généralement les vecteurs d’état x(t) =
(
x1(t), . . . , xn(t)

)T ∈ Rn,

d’entrée (les commandes) u(t) =
(
u1(t), . . . , um(t)

)T ∈ Rm et de sortie (les mesures)

y(t) =
(
y1(t), . . . , yp(t)

)T ∈ Rp. Si tous les paramètres αi sont fixés numériquement, nous

obtenons une réalisation du système structuré Σα. Plus précisément, la réalisation de Σα

est un système Σ ayant la même structure que Σα.

Nous considérons qu’une propriété structurelle (van der Woude, 1999) est génériquement

vérifiée si elle est vérifiée pour presque toutes les réalisations du système structuré Σα

exceptées pour quelques particularités numériques.

Les vecteurs de variables x(t), u(t) et y(t) sont associés respectivement aux ensembles de

sommets dans le graphe orienté X = {x1, . . . ,xn}, U = {u1, . . . ,um} et Y = {y1, . . . ,yp}

tel que V = X ∪ U ∪ Y. Les paramètres αi sont représentés graphiquement par des arcs

appartenant à l’ensemble E dans le graphe orienté.

Remarque 1 Les variables de perturbations ou de défauts additifs peuvent aussi être repré-

sentées dans le graphe orienté par des sommets de la même façon que les variables d’état,
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24 Chapitre 1 : Méthodes et outils

d’entrée et de sortie.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons principalement à 3 types de systèmes, les systèmes

structurés linéaires, bilinéaires et linéaires à commutations. La représentation graphique par

un graphe orienté est décrite pour chacun d’entre eux.

1.1.1.1 Cas des systèmes linéaires

Considérons un système linéaire structuré ayant la représentation d’état suivante :

Σα :

 ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(1.1)

x(t), u(t) et y(t) sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie. Les matrices

A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n et D ∈ Rp×m représentent respectivement les relations

entre les variables d’état, entre les variables d’état et les entrées, entre les sorties et les

variables d’état et, entre les sorties et les entrées.

Le graphe orienté associé à un système linéaire est constitué de l’ensemble de sommets

V = X∪U∪Y et de l’ensemble d’arcs E = EA∪EB∪EC∪ED, avec EA = {(xj,xi)|A(i, j) ̸= 0},

EB = {(uj,xi)|B(i, j) ̸= 0}, EC = {(xj,yi)|C(i, j) ̸= 0} et ED = {(uj,yi)|D(i, j) ̸= 0}.

Exemple 1 Soit un système linéaire structuré de la forme (1.1), défini par ses matrices

structurées :

A =



0 α1 α2 0 0 0 0 0
0 0 α3 0 α4 0 0 0
α5 0 0 α6 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α7 α8 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α9

0 0 0 0 0 α10 0 0


; B =



α11 0 0
0 0 0
0 0 0
0 α12 0
0 0 0
0 α13 α14

0 0 0
0 0 α15


;

C =

 α16 0 0 0 0 0 0 0
0 α17 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α18 0 α19 0
0 0 0 0 0 0 0 α20

 et D =

 α21 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 α22

.
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1.1 Représentations graphiques d’un système structuré 25

ou, de façon équivalente, par ses équations d’état :



ẋ1 = α1x2 + α2x3 + α11u1 ; y1 = α16x1 + α21u1

ẋ2 = α3x3 + α4x5 ; y2 = α17x2

ẋ3 = α5x1 + α6x4 ; y3 = α18x5 + α19x7

ẋ4 = α12u2 ; y4 = α20x8 + α22u3

ẋ5 = α7x5 + α8x6

ẋ6 = α13u2 + α14u3

ẋ7 = α9x8

ẋ8 = α10x6 + α15u3

Le graphe orienté associé à ce système linéaire est donné à la Figure 1.1.

Figure 1.1 – Graphe orienté de l’Exemple 1

1.1.1.2 Cas des systèmes bilinéaires

Considérons un système bilinéaire structuré ayant la représentation d’état suivante :

Σα :


ẋ(t) = A0x(t) +

m∑
i=1

ui(t)Aix(t) +Bu(t)

y(t) = C0x(t) +
m∑
i=1

ui(t)Cix(t) +Du(t)

(1.2)
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26 Chapitre 1 : Méthodes et outils

Les matrices B, D, Ai ∈ Rn×n et Ci ∈ Rp×n pour i = 0, . . . ,m sont des matrices de

dimensions appropriées où m représente le nombre d’entrées du système. Le graphe orienté

associé à ce système bilinéaire est constitué de l’ensemble de sommets V = X ∪ Y ∪ U et

de l’ensemble d’arcs E = EB ∪ ED ∪

(
m∪
i=0

EAi

)
∪

(
m∪
i=0

ECi

)
.

Chaque arc appartenant à EAi
et ECi

pour i = 0, . . . ,m est associé à un indice ui

afin de préserver l’information sur la correspondance des arcs avec les matrices Ai ou Ci.

Les indices ui sont associés aux entrées du système et représentent ses actionneurs. Les

arcs relatifs aux matrices A0 et C0 ne sont pas associées à des actionneurs et représente les

relations directes entre les variables d’état et, les variables d’état et les variables de sortie.

Pour différencier ces arcs relatifs aux matrices A0 et C0 ainsi que ceux relatifs aux matrices

B et D par rapport aux autres, nous leur associons les indices u0.

Pour les systèmes bilinéaires, nous utilisons pour les arcs du graphe orienté la même

notation que dans (Kaufmann et al., 1975) : les arcs ayant l’indice ui sont notés (vt,vj)ui
.

Les ensembles d’arcs sont donc donnés par : EB = {(uj,xℓ)u0 |B(ℓ, j) ̸= 0}, ED =

{(uj,yℓ)u0 |D(ℓ, j) ̸= 0}, EAi
= {(xj,xℓ)ui

|Ai(ℓ, j) ̸= 0} et ECi
= {(xj,yℓ)ui

|Ci(ℓ, j) ̸= 0}

pour i = 0, . . . ,m.

Exemple 2 Considérons un système bilinéaire sous la forme (1.2), défini par ses équations

d’état :



ẋ1 = α1x1 + α10u2x1 + α19u2 ; y1 = α16x2

ẋ2 = α11u2x1 + α12u2x6 ; y2 = α17x3

ẋ3 = α4u1x2 + α13u2x2 + α14u2x4 ; y3 = α18x8 + α22u1

ẋ4 = α5u1x5 + α6u1x8

ẋ5 = α2x6 + α3x7 + α7u1x4

ẋ6 = α20u2

ẋ7 = 0

ẋ8 = α8u1x5 + α9u1x7 + α15u2x5 + α21u1

ou par ses matrices structurées :
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A0 =



α1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 α2 α3 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


;A1 =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 α4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α5 0 0 α6

0 0 0 α7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α8 0 α9 0


;

A2 =



α10 0 0 0 0 0 0 0
α11 0 0 0 0 α12 0 0
0 α13 0 α14 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 α15 0 0 0


;C0 =

 0 α16 0 0 0 0 0 0
0 0 α17 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α18

 ;

B =



0 α19

0 0
0 0
0 0
0 0
0 α20

0 0
α21 0


et D =

 0 0
0 0
α22 0

.

Le graphe orienté associé à ce système bilinéaire est donné à la Figure 1.2.

Figure 1.2 – Graphe orienté pour l’Exemple 2
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Dans ce graphe orienté associé à un système bilinéaire, il est possible d’avoir plusieurs arcs

(vi,vj) entre deux mêmes sommets vi et vj. Ces arcs sont différenciés par les indices ui. Ce

type de graphe est dit coloré puisque ses arcs peuvent avoir les couleurs u0, u1, . . . , um.

Dans cet exemple, nous avons les 3 couleurs u0, u1 et u2. Nous rappelons que les arcs relatifs

aux matrices A0 et C0 ne sont pas associés à des actionneurs et ils sont différenciés des

autres par des indices u0.

1.1.1.3 Cas des systèmes linéaires à commutations

Considérons un système linéaire à commutations ayant la représentation d’état suivante :

Σα :

 ẋ(t) = Ar(t)x(t) +Br(t)u(t)

y(t) = Cr(t)x(t) +Dr(t)u(t)
(1.3)

Les éléments des matrices Ar(t) ∈ Rn×n, Br(t) ∈ Rn×m, Cr(t) ∈ Rp×n et Dr(t) ∈ Rp×m

peuvent changer en fonction de la variable r(t) (ou signal de commutation) du mode discret

Q du système défini par r(t) : [0,∞) → Q = {1, . . . , Z}. Un système linéaire à commutations

combine une dynamique événementielle et une dynamique temporelle.

Comme dans (Babaali and Pappas, 2005), le signal r(t) est continu et seul un nombre fini

de commutations peut se produire.

Considérons un système linéaire à commutations pouvant admettre deux modes de

commutations q tels que q ∈ {1, 2}. Pour chacun de ces deux modes, il n’est pas réaliste de

supposer que tous les paramètres αi de Aq1 , Bq1 , Cq1 et Dq1 sont complètement indépendants

de ceux de Aq2 , Bq2 , Cq2 et Dq2 . Ainsi, chaque matrice M ∈ {A,B,C,D} est décomposée en

deux parties afin de déterminer les similitudes et les différences entre les modes. La première

partie correspond aux éléments communs aux deux modes, elle est notée M0. La deuxième

partie est spécifique à chaque mode en plus de la partie commune, elle est notée M s
q . Ainsi,

pour q ∈ {1, 2}, nous avons Mq = M0 +M s
q . Les paramètres des matrices M sont considérés

indépendants et chaque élément de Mq est exclusivement dans M0 ou M s
q .

Exemple 3 Soit un système linéaire à commutations ayant la forme de l’équation (1.3) et
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défini par ses équations d’état comme suit :



Mode 1 :

ẋ1 = α1x2 + α7u1

ẋ2 = α2x1 + α3x2

ẋ3 = α8u1

ẋ4 = α5x3 + α6x5

ẋ5 = α4x3

y1 = α11x2 + α12x4

y2 = α13x4

y3 = α14x5



Mode 2 :

ẋ1 = α1x2 + α7u1

ẋ2 = α2x1 + α3x2

ẋ3 = α8u1 + α9u2

ẋ4 = α5x3 + α6x5

ẋ5 = α10u2

y1 = α11x2 + α12x4

y2 = α13x4

y3 = α14x5

ou par ses matrices structurées :

La partie commune aux deux modes est donnée par les matrices :

A0 =


0 α1 0 0 0
α2 α3 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 α5 0 α6

0 0 0 0 0

 ; B0 =


α7 0
0 0
α8 0
0 0
0 0

 ;C0 =

 0 α11 0 α12 0
0 0 0 α13 0
0 0 0 0 α14

 et D0 = 0.

Les matrices spécifiques au mode q = 1 sont déterminées telles que les éléments de

As
1 sont nuls sauf As

1(5, 3) = α4 et Bs
1 = Cs

1 = Ds
1 = 0. Les matrices spécifiques du

mode q = 2 sont déterminées telles que As
2 = 0. Les éléments de Bs

2 sont nuls exceptés

Bs
2(3, 2) = α9 et Bs

2(5, 2) = α10 et Cs
2 = Ds

2 = 0. Les graphes orientés associés aux 2 modes

de ce système à commutations sont donnés à la Figure 1.3.

Les 2 graphes de la Figure 1.3 peuvent être représentés par un seul graphe en préci-

sant l’appartenance des paramètres α représentés par des arcs à une matrice M0 ou M s
q

selon le mode. Les arcs de ce graphe sont associés à des indices i ∈ {0, 1, 2} où les arcs

ayant un indice i = 0 sont communs aux 2 modes et relatifs à des paramètres appartenant à

M0 et, les arcs ayant un indice i = 1 (resp. i = 2) sont relatifs à des paramètres appartenant

à la matrice M s
1 (resp. M s

2). Le graphe résultant est donné à la Figure 1.4.

Puisque les arcs de ce graphe sont associés à des indices i, ce type de graphe est considéré

comme étant coloré.
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Figure 1.3 – Graphes orientés des modes 1 et 2 de l’Exemple 3

Le graphe orienté coloré et associé à ce système linéaire à commutations est constitué de

l’ensemble de sommets V = X ∪ U ∪ Y et de l’ensemble d’arcs E =
∪

M∈{A,B,C,D}

EM avec

EM = {(vj,vi)t|Mq(i, j) ̸= 0} et Mq = M0 +M s
q .

Figure 1.4 – Graphe orienté de l’Exemple 3

1.1.2 Graphe biparti

Un graphe biparti B(V +, V −, EB) est un graphe qui est orienté et facilement déduit du graphe

orienté G(V , E). Le graphe biparti est composé de deux ensembles de sommets disjoints

V + ⊆ V et V − ⊆ V connectés par des arcs dans EB. Il est utilisé pour l’étude de certaines

propriétés comme l’observabilité, placement de capteurs, etc (van der Woude and Murota,

1995). Le rang de matrices est égal à la taille du couplage maximal dans le graphe biparti

associé à ces matrices. L’utilisation du graphe biparti est donc plus pratique et immédiate
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(Poljak, 1989).

Pour les 3 types de systèmes présentés en Section 1.1.1 (systèmes linéaire, bilinéaire et

linéaire à commutations), la construction du graphe biparti est détaillée ainsi que les graphes

bipartis correspondant aux graphes orientés présentés dans les Exemples 1, 2 et 3 sont donnés.

1.1.2.1 Cas des systèmes linéaires

Pour les systèmes linéaires, l’ensemble V + contient tous les sommets ayant des arcs

sortants dans le graphe orienté correspondant G(V , E) et l’ensemble V − contient tous les

sommets ayant des arcs entrants dans G(V , E). Les arcs dans EB relient les sommets des

deux ensembles V + et V −. Les éléments de V + sont notés v+
i ∈ V + et les éléments de

V − sont notés v−
j ∈ V −. Le graphe biparti associé au système linéaire de l’Exemple 1

est donné à la Figure 1.5 avec V + = {u+
1 ,u

+
2 ,u

+
3 ,x

+
1 ,x

+
2 ,x

+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 ,x

+
7 ,x

+
8 } et

V − = {x−
1 ,x

−
2 ,x

−
3 ,x

−
4 ,x

−
5 ,x

−
6 ,x

−
7 ,x

−
8 ,y

−
1 ,y

−
2 ,y

−
3 ,y

−
4 }.

Figure 1.5 – Graphe biparti du système de l’Exemple 1

1.1.2.2 Cas des systèmes bilinéaires

Dans un graphe orienté G(V , E) associé à un système bilinéaire, les arcs ayant un indice ui

sont notés (v+
t ,v

−
j )ui

. Dans le graphe biparti correspondant, l’ensemble V + contient tous les

sommets ayant des arcs sortants dans le graphe orienté G(V , E) correspondant. Ces sommets

sont notés v+
t ∈ V +. L’ensemble V − contient tous les sommets ayant des arcs portants un
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indice ui et entrants dans le graphe orienté G(V , E) correspondant. Ces sommets sont notés

v−
i,j ∈ V −.

Dans ce manuscrit, la notation v−
j,i des éléments de V − est utilisée dans B(V +, V −, EB) afin

de différencier les arcs ayant les mêmes sommets de début et de fin mais des indices différents.

Dans ce cas, nous pouvons dire que le graphe biparti est décoloré puisque la couleur n’est

plus sur les arcs mais sur les sommets v−
j,i de l’ensemble V −. Cette décoloration du graphe

biparti est utile lors de la DM décomposition (Murota, 1987b) (cf. Annexe A) utilisée dans

le chapitre 2.

Le graphe biparti associé au système bilinéaire structuré de l’exemple 2 est

donné à la Figure 1.6 avec V + = {x+
1 ,x

+
2 ,x

+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 ,x

+
6 ,x

+
7 ,x

+
8 } et V − =

{x−
1,0,x

−
1,2,x

−
2,2,x

−
3,1,x

−
3,2,x

−
4,1,x

−
5,0,x

−
5,1,x

−
8,1,x

−
8,2,y

−
1,0,y

−
2,0,y

−
3,0}.

Figure 1.6 – Graphe biparti du système de l’Exemple 2

1.1.2.3 Cas des systèmes linéaires à commutations

Pour les systèmes linéaires à commutations, l’ensemble V + contient tous les sommets ayant

des arcs sortants dans G(V , E) et l’ensemble V − contient les sommets ayant des arcs entrants

dans G(V , E). Les arcs reliant les éléments de l’ensemble V + avec ceux de l’ensemble V −

gardent les mêmes indices i ∈ {0, 1, 2} que dans le graphe orienté tel que i = 0 est relatif

aux arcs communs à tous les modes du système linéaire à commutations et, i = 1 ou i = 2

est relatif aux arcs spécifiques au mode q = 1 ou q = 2. Les éléments de V + sont notés

v+
i ∈ V + et les éléments de V − sont notés v−

j ∈ V −.

Contrairement aux systèmes bilinéaires, le graphe biparti associé à un système linéaire à
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commutations n’est pas décoloré et ses arcs gardent leurs indices qui correspondent aux

différents modes du système. Compte tenu qu’un système linéaire à commutations ne peut

se trouver qu’à un seul mode à la fois, la décoloration du graphe biparti n’est pas nécessaire

et le système est traité séparément en fonction du mode.

Le graphe biparti associé au système linéaire à commutations de l’Exemple 3 est donné à la

Figure 1.7 avec V + = {u+
1 ,u

+
2 ,x

+
1 ,x

+
2 ,x

+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 } et V − = {x−

1 ,x
−
2 ,x

−
3 ,x

−
4 ,x

−
5 ,y

−
1 ,y

−
2 ,y

−
3 }.

Figure 1.7 – Graphe biparti du système de l’Exemple 3

Remarque 2 Les graphes orientés associés à un systèmes structurés sont orientés et cy-

liques. Tandis que les graphes biparties sont orientés et acycliques.

1.1.3 Définitions et notations

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques définitions et notations pour les graphes orientés

et bipartis utiles aux analyses présentées lors des chapitres suivants.

Plusieurs définitions relatives à l’étude graphique des systèmes ont été utilisées dans la

littérature (Boukhobza, 2010; Commault and Dion, 2013; Svaricek, 1993; van der Woude,

1991) :

• Dans un graphe orienté, deux arcs sont disjoints s’ils n’ont aucun sommet commun.

• Deux arcs (vi,vj) et (vk,vt) sont v-disjoints si leurs sommets de début et de fin sont

distincts i.e. vi ̸= vk et vj ̸= vt.

• k arcs sont v-disjoints (resp. disjoints) s’ils sont mutuellement v-disjoints (resp. dis-

joints).
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• Un chemin p qui couvre les sommets vr0 , . . . , vri est noté p = vr0 → vr1 . . . → vri où

pour j = 0, 1, . . . i− 1, (vrj ,vrj+1
) ∈ E .

Un chemin est dit “simple” s’il ne passe pas plus d’une fois par un même sommet.

• Un cycle est un chemin de la forme vr0 → vr1 → . . . → vri → vr0 , où tous les sommets

vr0 , vr1 , . . . vri sont distincts.

• Des chemins sont disjoints s’ils n’ont aucun sommet commun.

• Soient V1 et V2 deux sous-ensembles de sommets de V . Un chemin p est dit “chemin

V1 − V2 ” si son sommet de début est dans V1 et son sommet de fin est dans V2. De

plus, si les seuls sommets de p appartenant à V1 ∪ V2 sont ses sommets de début et de

fin, alors p est dit “chemin V1 − V2 direct” .

• P(V1,V2) est l’ensemble de tous les chemins simples et directs V1 − V2 qui connectent

chaque élément vi de V1 à au moins un élément vj de V2.

• Un chemin p ayant vr0 comme premier sommet ( resp. vri comme dernier sommet) est

dit {vr0}-racine (resp. {vri}-feuille).

• Succ(V1) est l’ensemble des sommets vj successeurs des vi ∈ V1, i.e. il existe un sommet

vj ∈ Succ(V1) tel qu’il y a un chemin {vi} − {vj}. De plus, l’ensemble SuccI(V1)

regroupe les successeurs immédiats de V1, i.e. il existe un arc (vi,vj) tel que vi ∈ V1

et vj ∈ SuccI(V1).

• Pred(V1) est l’ensemble des sommets vi prédécesseurs des vj ∈ V1, i.e. il existe un

chemin de vi ∈ Pred(V1) à vj ∈ V1.

• Un ensemble de k chemins disjoints V1 −V2 forme un lien V1 −V2. Les liens consistant

en un nombre maximal de chemins sont dits liens maximaux. La taille d’un lien est le

nombre de ses chemins.

• ρ (V1,V2) représente le nombre de chemins dans un lien V1-V2 maximal ou autrement

dit le nombre maximal de chemins disjoints partant de V1 et arrivant à V2.
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• L’ensemble de sommets noté Vess(V1,V2) regroupe les sommets contenus dans tous

les liens V1 − V2 maximaux. Ces sommets sont dits essentiels dans les liens V1 − V2

maximaux.

• θ(V1,V2) est le nombre maximal d’arcs v-disjoints dont les sommets de début sont dans

V1 et les sommets de fin dans V2.

• γ (V1,V2) caractérise le nombre minimal de sommets couverts par un lien V1-V2 maxi-

mal.

• card(V1) caractérise la cardinalité de l’ensemble V1 i.e. le nombre d’éléments inclus

dans cet ensemble V1.

• Dans un graphe orienté G(V , E), deux sommets vi et vj sont dits fortement connectés

s’il existe un chemin de vi à vj et un chemin de vj à vi. La relation “est fortement

connecté à” est une relation d’équivalence. Chaque classe d’équivalence de cette re-

lation est dite “composante fortement connexe” de G(V , E) et, est notée CFC(vi)

(Murota, 1987a). Ces composantes peuvent être ordonnées en utilisant une relation

d’ordre partiel “4” définie entre deux composantes fortement connexes CFC(vi) et

CFC(vj) comme CFC(vi) 4 CFC(vj) s’il existe un chemin d’un élément de CFC(vj)

vers un élément de CFC(vi).

• Un couplage dans un graphe biparti B(V +, V −, EB) est un ensemble d’arcs EM ⊆ EB tels

que tous les arcs de EM sont disjoints. Un couplage est dit complet si sa cardinalité est

égale à card(V +) ou card(V −) selon les besoins de l’étude. Par exemple, pour l’étude

de l’observabilité (resp. la commandabilité), un couplage complet est égal à card(V +)

(resp. card(V −)).

• Un graphe biparti B(V +, V −, EB) peut être décomposé en composantes irréductibles et

uniques partiellement ordonnées en utilisant la décomposition de Dulmage-Mendelsohn

(Dulmage and Mendelsohn, 1958; Murota, 1987a) présentée en Annexe A.

Dans ce travail de thèse, d’autres définitions liées à la représentation graphique des systèmes

ont été développées. Elles sont présentées ci-dessous.
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• Le nombre d’arcs dans un chemin p est appelé la longueur de ce chemin et est noté

ℓ(p).

• Ψ(p) représente l’ensemble des sommets couverts par p.

• Υ(p) est l’ensemble des arcs dans E couverts par le chemin p.

• IP(V1,V2,V0) représente l’ensemble des chemins simples V1-V2 couvrant uniquement

des sommets de l’ensemble V0.

• L’ensemble des arcs non disjoints avec un arc (v+
i ,v

−
k ) est noté E(v+

i ,v−
k ).

• Nous considérons que tous les chemins et tous les arcs sont associés à des valeurs

booléennes qui correspondent à leur état de validité. Un chemin pt est associé à une

valeur booléenne pt et un arc ek = (vi,vj) est associé à une valeur booléenne ek.

Quand un chemin pt (resp. un arc ek) est valide, la variable booléenne pt (resp. ek)

vaut “vrai” et elle vaut “faux” dans le cas contraire.

• Un chemin pt est dit “valide” quand l’ensemble de ses arcs sont valides i.e. pt =∧
ei∈Υ(pt)

ei. En conséquence, pt n’est pas “valide” si au moins un de ses arc n’est pas

valide i.e. pt =
∨

ei∈Υ(pt)

ei.

1.2 Paramètres de la sûreté de fonctionnement étudiés

La sûreté de fonctionnement (dependability en anglais) est un ensemble d’outils très impor-

tants pour l’étude des systèmes. Il s’agit d’un domaine scientifique transverse qui nécessite

une connaissance du système, des conditions d’utilisation, des risques extérieurs, et des archi-

tectures fonctionnelle et matérielle. Beaucoup d’avancées en sûreté de fonctionnement sont le

fruit du retour d’expériences et des rapports d’analyse d’accidents. La sûreté de fonctionne-

ment consiste à évaluer les risques potentiels, prévoir l’occurrence des défaillances et tenter

de minimiser les conséquences des situations catastrophiques lorsqu’elles se présentent. Elle

est aussi définie comme un ensemble de caractéristiques qui permet aux utilisateurs du sys-

tème de placer une confiance justifiée dans le service que ce dernier leur délivre pendant son
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utilisation (Villemeur, 1992).

La sûreté de fonctionnement englobe principalement 4 paramètres : la fiabilité, la mainte-

nabilité, la disponibilité, et la sécurité qui forment le sigle FMDS (ou RAMS en anglais).

Dans cette section, nous présentons la fiabilité et la disponibilité qui sont deux paramètres

importants de la sûreté de fonctionnement et qui sont traitées dans ce travail de thèse.

1.2.1 Fiabilité

1.2.1.1 Définition

D’après la norme AFNOR 1 (AFNOR, 1977), la fiabilité (Reliability en anglais) est l’aptitude

d’une entité à accomplir une fonction requise ou à satisfaire les besoins des utilisateurs dans

des conditions de fonctionnement données et pendant une durée donnée.

La fiabilité notée R(t) est exprimée par la probabilité Pr que le système accomplisse

sa fonction requise dans les conditions d’utilisation et pour un intervalle de temps [0, T ]

déterminé.

Quand un système est au début de sa vie, sa fiabilité est proche de 1. Cette fiabilité diminue

en fonction du temps jusqu’à ce qu’elle soit proche de 0 et le système probablement non

fonctionnel (O’Connor, 2002).

D’autres fonctions peuvent être déterminées à partir de R(t), par exemple F(t) = 1−R(t).

Il s’agit de la fonction complémentaire de la fiabilité ou “la défiabilité” définie par la

probabilité que le système ou le composant soit défaillant pendant un intervalle de temps

[0, T ] donné (Pagès and Gondran, 1980).

L’intervalle de temps [0, T ] est souvent associé au temps de mission du système pen-

dant lequel ce dernier doit accomplir sa mission d’une manière satisfaisante. Pour le calcul

de la fiabilité, seules les défaillances des composants, des sous-systèmes ou du système sont

considérées. La notion de réparation n’est pas prise en compte dans le calcul de la fiabilité.

1. AFNOR : Association française de normalisation
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Ainsi, dans un système non réparable où la maintenance des composants défaillants

en mission est impossible (exemple : avion, sous-marin, satellite, etc. ), le calcul de la

fiabilité est utilisé pour évaluer la probabilité de défaillance du système en fonction de celle

de ses composants (Al-Garni et al., 1997).

1.2.1.2 Hypothèses pour le calcul de la fiabilité

Pour l’étude de la fiabilité dans ce travail, nous considérons cinq hypothèses.

H1 : Nous considérons qu’un système ou un composant ne peut avoir que deux états

de fonctionnement possibles : l’état de bon fonctionnement noté “Up” (ou 1) et l’état de dé-

faillance noté “Down” (ou 0). Dans ce travail de thèse, nous ne considérons pas les systèmes

multi-états où ces derniers possèdent plusieurs niveaux de performances ou les compo-

sants avec plusieurs modes de panne (Lisnianski and Levitin, 2003; Yingkui and Jing, 2012).

H2 : Cette hypothèse concerne les facteurs pris en compte lors du calcul de la fiabi-

lité. Dans cette étude, nous supposons que le calcul de la fiabilité ne dépend que de la

fiabilité des composants du système. Les facteurs humains, environnementaux ou autres

n’ont pas d’influence sur la fiabilité du système. Nous notons donc pour i = 1, . . . , N ,

R(t) = f(Rci(t)) tel que R(t) représente la fiabilité du système et Rci(t) correspond à la

fiabilité de ses composants ci (Villemeur, 1992; Dhillon, 1999).

H3 : La troisième hypothèse pour la fiabilité porte sur les événements (défaillances)

concernant les composants du système. Ces événements sur les composants sont considérés

indépendants les uns des autres. Les composants peuvent tomber en panne indépendamment

(Kuo and Zhu, 2012). Les défaillances sur les composants du système sont aléatoires et im-

prévisibles. Par ailleurs, l’occurrence de défaillances sur un composant ci est obtenue à l’aide

du taux de défaillance instantané noté λi(t). Ce taux peut être constant ou variable en fonc-

tion de la loi de probabilité de défaillance utilisée pour le calcul de la fiabilité (cf. Annexe B).
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H4 : Concernant les défaillances des composants du système et contrairement à d’autres

travaux (Maza et al., 2012; Wang et al., 2012a,b), tous les composants peuvent tomber en

panne. Dans notre étude, les composants externes, i.e. les capteurs et les actionneurs ainsi

que les composants internes (composants mécaniques, électriques, etc) peuvent impacter le

calcul de la fiabilité quand ils sont défaillants.

H5 : Le temps de détection des défaillances des composants ainsi que celui de dé-

faillance du système sont considérés négligeables par rapport à la dynamique du système.

Nous considérons donc que le système ne peut pas se trouver en état de défaillance non

détecté (Lasnier, 2011).

Remarque 3 Ces hypothèses permettent de clairement borner la validité de notre travail.

Si elles peuvent paraitre restrictives, elles sont classiques et implicites dans de nombreux

travaux.

1.2.1.3 La fiabilité des propriétés structurelles

Les propriétés structurelles ainsi que la fiabilité d’un système dépendent de son architecture

fonctionnelle interne et de ses composants. Dans ce travail, la définition de la fiabilité est

étendue au maintien de la validité des propriétés structurelles d’un système structuré. Nous

parlons donc de la fiabilité de l’observabilité, de la commandabilité, etc. Cette fiabilité

correspond à la probabilité que les propriétés structurelles restent vérifiées pendant le temps

de mission du système étudié. Ainsi, l’état de vérification d’une propriété structurelle peut

être exprimé en fonction de l’état de fonctionnement de certains composants du système.

Nous notons pour i = 1, . . . , N , R(t) = f
(
Rci(t)

)
tel que R(t) représente la fiabilité d’une

propriété structurelle et Rci(t) correspond à la fiabilité des composants ci du système. Par

exemple, l’observabilité d’un système peut devenir non vérifiée si un ou plusieurs capteurs

sont défaillants, ou la commandabilité d’un système peut être non vérifiée si un ou plusieurs

actionneurs sont défaillants. De plus, une panne au niveau d’un composant interne peut

également causer la perte d’une ou plusieurs propriétés structurelles.
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1.2.2 Disponibilité

1.2.2.1 Définition

La disponibilité (availability en anglais) est un paramètre important pour l’étude des

systèmes. Elle est définie par l’aptitude d’un système ou d’un composant à être en état d’ac-

complir sa fonction dans des conditions données, à un instant donné ou durant un intervalle

de temps donné [T1, T2]. La disponibilité est notée A(t). Elle est exprimée par la proba-

bilité que le système remplisse sa fonction requise dans certaines conditions (AFNOR, 1977).

Contrairement à la fiabilité, le calcul de la disponibilité n’est pas limité aux systèmes

non réparables. La réparation des composants défaillants est possible. Le calcul de la

disponibilité peut donc s’effectuer pour des systèmes réparables pendant la durée de leur

mission.

Pendant les premières heures de fonctionnement du système, sa disponibilité est proche de

1. En fonction de la fréquence des défaillances et celle des réparations et contrairement à

la fiabilité, la disponibilité ne tend pas nécessairement vers 0 puisque les composants qui

tombent en panne peuvent être réparés. Après quelques heures de fonctionnement, la dispo-

nibilité peut donc rester constante. Cette valeur est appelée la disponibilité asymptotique

(Bahri et al., 2009).

Remarque 4 Le calcul de la disponibilité des systèmes non réparables est équivalent au

calcul de leur fiabilité.

1.2.2.2 Hypothèses pour le calcul de la disponibilité

Pour l’étude de la disponibilité, nous considérons les mêmes cinq hypothèses que pour

l’étude de la fiabilité. L’étude de la disponibilité d’un système respecte l’hypothèse d’état

binaire (cf. H1) et ne dépend que de la disponibilité de ses composants (cf. H2). Les
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événements sur les composants du système sont considérés indépendants (cf. H3). Les

composants internes ainsi que les composants externes du système sont susceptibles de tom-

ber en panne (cf. H4). Le temps de détection de défaillances est considéré négligeable (cf. H5).

En plus des cinq hypothèses considérées pour le calcul de la fiabilité, nous considé-

rons une hypothèse H6 concernant la réparation et le remplacement des composants

défaillants.

H6 : Dans le cas de la défaillance des composants du système, nous considérons que

pour chaque composant défaillant devant être remplacé, le service de maintenance dispose

des pièces de rechange nécessaires en stock. Tous les éléments logistiques sont disponibles

pour tout remplacement ou réparation immédiate des composants défaillants.

Nous considérons aussi que pour toute réparation de composant défaillant, une équipe de

maintenance est disponible afin d’effectuer les réparations ou les changements nécessaires

pour assurer le bon fonctionnement des composants défaillants (Bargallo et al., 2013).

À l’instar des hypothèses pour la fiabilité, les hypothèses posées pour la disponibilité

peuvent paraitre restrictives mais elles sont implicites dans de nombreux travaux.

1.2.2.3 La disponibilité des propriétés structurelles

Comme pour la fiabilité, la disponibilité et les propriétés structurelles dépendent de la

structure du système. La définition de la disponibilité est donc étendue pour couvrir la

validité des propriétés structurelles du système. La disponibilité d’une propriété structurelle

correspond à la probabilité que le système étudié vérifie cette propriété structurelle pendant

un intervalle de temps donné.

En effet, dans ce manuscrit, la disponibilité des propriétés structurelles est calculée en se

basant sur l’état de fonctionnement des composants du système. Elle s’exprime en fonction

des taux de défaillance et de réparation des composants du système (Ford et al., 2010).
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1.3 Quelques outils de la sûreté de fonctionnement

En sûreté de fonctionnement, plusieurs outils sont utilisés pour la modélisation des systèmes

et le calcul de leur fiabilité et disponibilité. Cette section est dédiée à la présentation des

différents outils de modélisation utilisés dans cette thèse. Nous nous sommes focalisés sur les

Blocs Diagramme de Fiabilité (BDF) (Staley and Sutcliffe, 1974), les Réseaux de fiabilité de

Kaufmann (Kaufmann et al., 1975), des Chaînes de Markov (Prowell and Poore, 2004), des

Réseaux Bayésiens (Jensen, 1996) et Réseaux Bayésiens dynamiques (Weber, 2002), qui sont

des outils d’évaluation largement utilisés dans le domaine de la sûreté de fonctionnement.

Une brève description de chacun de ces outils est fournie.

1.3.1 Blocs diagramme de fiabilité

Les blocs diagramme de fiabilité (BDF) (RBD : Reliability Block Diagrams en anglais) sont

un outil d’évaluation de la fiabilité reposant sur une représentation graphique du comporte-

ment fonctionnel du système.

L’utilisation des BDF consiste en la construction d’un diagramme composé de blocs, chacun

d’eux représentant une entité (composant ou sous-système) soumise à des événements

indépendants reliés par des arcs non orientés indiquant les relations des entités entre elles

afin d’assurer le fonctionnement du système. En considérant les hypothèses H1 et H3

énoncées dans le paragraphe 1.2.1.2, le comportement des composants est binaire (bon

fonctionnement/défaillance) et chaque bloc de ce diagramme est indépendant des autres

blocs (Kim, 2011).

Les diagrammes sont composés d’une entrée E, d’un corps diagrammatique associé

aux composants ci et d’une sortie S. Des exemples de BDF modélisant des systèmes de

composants en série (Figure 1.8.a) et de composants en parallèle (Figure 1.8.b) sont présen-

tés. Pour les systèmes mixtes, les BDF correspondant (Figures 1.8.c et 1.8.d) représentent

une combinaison entre les deux représentations série et parallèle.

Le système est considéré comme fonctionnel s’il existe un cheminement du point d’entrée E
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vers le point de sortie S passant par des blocs fonctionnels du corps diagrammatique. Si les

pannes des composants empêchent tout cheminement, alors le système est défaillant. Dans

un BDF, la défaillance d’un composant entraîne l’arrêt du signal au niveau du bloc qui lui

est associé.

Le cheminement du point E vers le point S peut être associé à une expression boo-

léenne basée sur l’état de fonctionnement des composants. Cette expression booléenne est

composée de “ET” et “OU” logique et dépend de l’architecture du système i.e. les relations

entre ses composants. Les règles de cheminement de l’entrée E vers la sortie S sont les

suivantes :

• En série : N composants en série : c1, c2, . . . , cN .

Tous les composants doivent fonctionner pour que le signal de l’entrée E passe vers la

sortie S (Figure 1.8.a). Ceci correspond à un “ET” logique pour une étude fonctionnelle

et un “OU” logique pour une étude dysfonctionnelle. Cette configuration correspond à

l’équation suivante : c1 ∧ c2 ∧ . . . ∧ cN .

• En parallèle : N composants en parallèle : c1, c2, . . . , cN .

Il suffit qu’une entité fonctionne pour que le signal de l’entrée E passe vers la sortie

S (Figure 1.8.b). Ceci correspond à un “OU” logique pour une étude fonctionnelle

et “ET” logique pour une étude dysfonctionnelle. Cette configuration correspond à

l’équation suivante : c1 ∨ c2 ∨ . . . ∨ cN .

• En parallèle-série : P systèmes en parallèle composés de N éléments cij en série avec i =

1, . . . , P et j = 1, . . . , N (Figure 1.8.c). Ceci correspond à un “OU” de “ET” pour une

étude fonctionnelle et inversement pour une étude dysfonctionnelle. Cette configuration

correspond à l’équation suivante : (c11 ∧ . . . ∧ c1N) ∨ . . . ∨ (cP1 ∧ . . . ∧ cPN).

• En série-parallèle : P systèmes en série composés de N éléments cij en parallèle avec

i = 1, . . . , P et j = 1, . . . , N (Figure 1.8.d). Ceci correspond à un “ET” de “OU” pour

une étude fonctionnelle et inversement pour une étude dysfonctionnelle. Cette confi-

guration correspond à l’équation suivante : (c11 ∨ . . . ∨ c1N) ∧ . . . ∧ (cP1 ∨ . . . ∨ cPN).
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Figure 1.8 – Exemples de Blocs Diagrammes de Fiabilité

Les systèmes complexes au sens de la fiabilité, comme le précise Villemeur dans (Villemeur,

1992), ne permettent pas la factorisation des variables. Pour ce type de systèmes, il est pos-

sible d’obtenir une représentation graphique par les BDF comme décrit ci-dessus en consi-

dérant l’état de fonctionnement de certains composants.

Dans la Figure 1.9 qui montre 2 exemples de systèmes complexes, la complexité est due

au composant c3. Chacun de ces systèmes peut être décomposé en sous-systèmes suivant

2 événements qui s’excluent mutuellement et qui sont : le composant c3 est en bon fonc-

tionnement ou défaillant. Ainsi, ces systèmes complexes peuvent être représentés sous forme

de BDF correspondant à un montage parallèle, série/parallèle ou parallèle/série en fonction

de l’état de fonctionnement du composant c3. La complexité est donc réduite grâce à une

approche conditionnelle.

Nous nous intéressons, dans ce manuscrit, aux combinaisons des défaillances de composants

élémentaires pouvant conduire à la défaillance du système. Ces combinaisons sont appelées

“coupes” . Les coupes ne contenant aucune autre coupe sont dites “coupes minimales”. Tandis

que l’ensemble des composants dont le bon fonctionnement est nécessaire au succès de la

mission du système sont appelés “chemins de succès”. Les chemins de succès ne contenant

aucun autre chemin de succès sont dits “chemins de succès minimaux”. En utilisant les BDF,
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Figure 1.9 – Exemples de système complexes

il est possible de déterminer l’ensemble des coupes (minimales) et également les chemins de

succès (minimaux) du système.

Les BDF peuvent être utilisés de deux manières :

• L’analyse qualitative (ou booléenne) permet de savoir si le système fonctionne lorsqu’un

ou plusieurs composants sont défaillants et ainsi de déterminer les coupes minimales

et les chemins de succès minimaux.

• L’analyse quantitative : la fiabilité globale du système peut être déterminée sachant la

fiabilité des composants associés aux blocs du diagramme.

Ce type de représentation est ancien, mais il est toujours très utilisé dans le domaine de la

sûreté de fonctionnement.

1.3.2 Réseaux de fiabilité de Kaufmann

Les réseaux de fiabilité de Kaufmann représentent un outil intéressant pour calculer la

fiabilité des systèmes (Kim, 1972; Misra, 1970). Ils sont utilisés dans l’étude des réseaux

de communication ou de distribution d’énergie (Satyanarayana and Chang, 1983). Cette
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représentation graphique constitue un outil de modélisation pour de nombreux problèmes

où les BDF sont peu appropriés. Les réseaux de fiabilité de Kaufmann peuvent être

considérés comme une forme d’extension des BDF. Ainsi, ces réseaux de fiabilité offrent

un moyen simple pour traiter la fiabilité des systèmes. Les réseaux de fiabilité permettent

de représenter la structure et les connexions dans un système sous forme graphique en

exprimant les relations entre les composants.

Un réseau de fiabilité est défini par Kaufmann (Kaufmann et al., 1975) comme un

graphe dirigé noté G = ⟨N ,A⟩ composé d’un ensemble de sommets N et un ensemble

d’arcs orientés A. Les sommets de N sont reliés entre eux par des arcs de l’ensemble A

notés (Ni, Nj) avec Ni ∈ N et Nj ∈ N . Deux sommets S ∈ N et T ∈ N sont distingués et

appelés respectivement “sommet source” et “sommet terminaison” . S n’ayant que des arcs

sortants et T n’ayant que des arcs entrants.

Un réseau de fiabilité de Kaufmann se différencie d’un BDF par ses arcs orientés.

Dans un réseau de fiabilité de Kaufmann, les arcs représentent les composants du système

étudié et les sommets représentent les connexions entre ces composants. Les arcs de A

sont associés aux composants du système en utilisant une fonction notée ∆. Plusieurs arcs

peuvent correspondre à un même composant et il est possible qu’aucun arc ne corresponde

à un composant donné.

Il est possible d’avoir, entre certains sommets, non pas un arc (au plus), mais deux

ou plusieurs arcs. Le concept correspondant est appelé r-graphe où r est le nombre maximal

d’arcs ayant la même extrémité initiale et la même extrémité terminale. Deux sommets

de N peuvent être reliés par s ≤ r arcs. Par exemple dans le cas de la redondance, nous

pouvons avoir s composants en parallèle assurant la même fonction. Ceci est traduit dans

un r-graphe par s arcs reliant les deux mêmes sommets. Ainsi, les r-graphes sont considérés

comme une nouvelle représentation reflétant l’architecture fonctionnelle d’un système. Dans

un r-graphe, chaque arc (Ni, Nj) de l’ensemble A est associé à un indice t afin de pouvoir
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différencier les r arcs reliant les mêmes sommets Ni et Nj. Les arcs du graphe sont donc

notés (Ni, Nj)t.

Un exemple de réseau de fiabilité est donné à la Figure 1.10 où les en-

sembles N et A sont : N = {S, T,N1, N2, N3, N4, N5}, A = {a1, a2, . . . , a12} ={
(S,N2)1, (S,N3)1, (N3, N4)1, (N3, N4)2, . . . , (N5, T )1, (N5, T )2

}
.

Figure 1.10 – Exemple de réseau de fiabilité de Kaufmann

Dans ce type de représentation graphique, le système et ses composants admettent deux

états binaires : bon fonctionnement/défaillance (cf. H1 du paragraphe 1.2.1.2). Ainsi, A.

Kaufmann (Kaufmann et al., 1975) a montré qu’un réseau de fiabilité est une représentation

graphique qui caractérise l’état binaire du système en fonction des états binaires de ses

composants. Le bon fonctionnement ou la défaillance du système dépend uniquement de

l’état de ses N composants (cf. H2 du paragraphe 1.2.1.2) en utilisant une “fonction de

structure” binaire notée ϕ.

L’état de fonctionnement d’un composant ci peut être associé à une variable binaire

si où :

• si = 1 quand le composant ci est en bon fonctionnement ;

• si = 0 quand le composant ci est défaillant.
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L’état de fonctionnement des l composants peut être exprimé par le vecteur des états

binaires des composants Sl = (s1, . . . , sl) où si (i = 1, . . . , l) correspond à l’état de

fonctionnement du composant ci.

L’état de fonctionnement du système est également associé à une variable binaire notée S.

S est défini par la fonction de structure tel que S = ϕ(Sl) où :

• S = 1 quand le système est en bon fonctionnement ;

• S = 0 quand le système est défaillant.

Pour un réseau de fiabilité de Kaufmann, 4 configurations d’architecture fonctionnelle

de système sont fournies dans la Figure 1.11. Il s’agit de composants montés en série

(Figure 1.11.a), montés en parallèle (Figure 1.11.b), montés en série-parallèle (Figure 1.11.c)

et montés en parallèle-série (Figure 1.11.d)

Figure 1.11 – Exemples de Réseaux de fiabilité de Kaufmann

Pour ces 4 configurations, la fonction de structure S = ϕ(Sh) = ϕ(s1, s2, . . . , sh) est définie

comme suit :

• En série : l composants en série : c1, c2, . . . , ch :

ϕ(Sh) = s1 · s2 · sh =
h∏

i=1

sh
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• En parallèle : l composants en parallèle : c1, c2, . . . , ch :

ϕ(Sh) = 1− (1− s1) · (1− s2) · (1− sh) = 1−
h∏

i=1

(1− sh)

• En série-parallèle : p systèmes en série composés de k éléments cij en parallèle :

ϕ(Sh) =
k∏

i=1

(1−
p∏

j=1

(1− sij))

• En parallèle-série : p systèmes en parallèle composés de k éléments cij en série :

ϕ(Sh) = 1−
k∏

i=1

(1−
p∏

j=1

sij)

En utilisant la fonction de structure ϕ, l’état de l’expression booléenne est exprimé en

fonction de l’état de fonctionnement des composants du système. Ainsi, la fiabilité de la

propriété structurelle correspondant à cette expression booléenne est exprimée en fonction

de la fiabilité des composants du système.

Avec un tel réseau, il est possible d’énumérer l’ensemble des coupes (minimales) qui

représentent un ensemble de composants dont la défaillance peut provoquer la défaillance

du système et également les chemins de succès (minimaux) correspondant aux composants

dont le bon fonctionnement assure le succès de la mission du système (cf. section 1.3).

Grâce à la fonction injective ∆, les coupes ou les chemins de succès ne s’expriment plus en

fonction des arcs mais en fonction des composants.

Les réseaux de fiabilité de Kaufmann adoptent le même principe de calcul de fiabilité

que celui des BDF. L’avantage qu’ils présentent par rapport aux BDF réside dans le fait

qu’ils sont représentés par des graphes dirigés. Il est donc possible de définir le sens de

l’acheminement du point S au point T en fonction de l’architecture fonctionnelle du système

contrairement aux BDF. A titre d’exemple, les réseaux de fiabilité correspondant aux
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systèmes complexes de la Figure 1.9 sont beaucoup moins ambigus que les BDF comme le

montre la Figure 1.12 sur un exemple.

Figure 1.12 – BDF/Réseaux de fiabilité de Kaufmann d’un système complexe

1.3.3 Chaînes de Markov

La modélisation par les chaînes de Markov est un outil très utilisé dans l’étude des

paramètres de la sûreté de fonctionnement et dans de nombreux domaines scientifiques

comme, par exemple, en analyse de données de précipitations, de marché du travail ou

de transfert de données dans un réseau (Bui et al., 2010; Fougère and Kamionka, 1992;

Lazri et al., 2007). Cet outil fait l’objet aujourd’hui d’une utilisation très répandue.

Les chaînes de Markov sont simples à définir. Une chaîne de Markov est une suite de

variables aléatoires Xk, dans un espace d’état E, qui permettent de modéliser l’évolution

dynamique de l’état d’un système aléatoire i.e. Xk représente l’état du système à l’instant

k avec k ≥ 0. Les k variables Xk sont associées à une probabilité notée Pr(X0, . . . , Xk). Les

variables aléatoires sont liées par une dépendance dite Markovienne que l’on peut décrire
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intuitivement de la façon suivante : étant donnée une matrice de transition Q sur E tel que

pour Pr(X0, . . . , Xk+1) = Pr(X0, . . . , Xk) ·Q(Xk, Xk+1). L’état futur de la chaine de Markov

dépend donc du passé à travers son état actuel. Autrement dit, il est possible de déterminer

Xk+q,∀q > 1 sachant Xk.

Les chaînes de Markov sont représentées par un graphe constitué d’un ensemble de

sommets et un ensemble d’arcs orientés. Les sommets caractérisent les différents états

du système et les arcs orientés relient les sommets. Nous considérons que les états d’une

chaine de Markov correspondent au bon fonctionnement ou la défaillance du système (cf.

H1). Considérons par exemple un système contenant deux composants c1 et c2 montés en

série. Ce système peut admettre jusqu’à 22 = 4 états correspondant à 4 sommets dans la

chaîne de Markov. De manière générale, pour n composants, la chaîne de Markov peut

admettre jusqu’à 2n sommets. Ces derniers peuvent correspondre à l’état “Up” (ou 1) ou

l’état “Down” (ou 0) du système. L’état du système dépend du vecteur des états binaires

des composants noté V = (c1, c2). Les arcs dans une chaîne de Markov correspondent à

la probabilité que le système passe d’un état à un autre suite à une défaillance ou une

réparation de composants.

La chaîne de Markov correspondante à cet exemple est donnée à la Figure 1.13. Dans cette

chaîne de Markov, l’arc liant les sommets 1 et 2 qui correspond respectivement à V1 = (1, 1)

et V2 = (0, 1) représente la probabilité que le système passe de l’état lié au sommet 1 à

celui lié au sommet 2. Cette probabilité est notée p12 et représente la probabilité que le

composant c1 tombe en panne. p21 correspond à la probabilité que le système passe de

l’état du sommet 2 à celui du sommet 1. Elle caractérise la probabilité que le composant

c1 soit réparé. Un taux de défaillance constant est une hypothèse courante dans l’analyse

de la fiabilité et la disponibilité des systèmes basée sur les chaînes de Markov (processus

homogènes). Le calcul de la fiabilité est donc basé sur une distribution exponentielle. Dans

la Figure 1.13, quand le système est en bon fonctionnement (resp. défaillant), ceci est

représenté par X (resp. ×) dans la chaîne de Markov.

L’inconvénient majeur des chaînes de Markov est l’explosion combinatoire du nombre d’états
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Figure 1.13 – Exemple de chaîne de Markov

quand la taille du système, i.e. le nombre de ses composants, augmente. Les représentations

graphiques des systèmes d’importante dimension sont généralement très grandes, compli-

quées et difficiles à construire. Dans ce contexte, les constructions automatisées des chaînes

de Markov sont préférées.

1.3.4 Réseaux Bayésiens (RB) et Réseaux Bayésiens Dynamiques

(RBD)

Les réseaux Bayésiens (RB) constituent un outil efficace utilisé pour la résolution des

problèmes de sûreté de fonctionnement (Langseth and Portinale, 2007; Weber et al.,

2012). Ils ont été appliqués à la sûreté de fonctionnement depuis la fin des années 90

(Torres-Toledano and Sucar, 1998; Kang and Golay, 1999). Les RB sont des modèles

graphiques probabilistes permettant de représenter de façon intuitive la loi jointe d’une

suite de variables aléatoires X = {X1, . . . , XN}. Les RB sont intéressants pour modéliser

la sûreté de fonctionnement des systèmes complexes car ils permettent une modélisation

très flexible et compacte des relations liant les états de fonctionnement des composants aux

états de fonctionnement du système. Grâce à ce mécanisme d’inférence (Jensen, 1996), les

RB peuvent tenir compte de la connaissance sur l’état de fonctionnement du système et des

composants.

Les RB sont représentés sous forme de graphes orientés acycliques (DAG : Directed
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Acyclic Graphs en anglais). La représentation graphique d’un RB traduit les relations

d’(in)dépendance conditionnelle entre les variables i.e. la relation de causalité entre ces

variables. Ce graphe représente de manière compacte les distributions conjointes de proba-

bilité des variables aléatoires. Il simplifie également la compréhension du modèle puisque

les différentes relations d’(in)dépendance entre les variables peuvent être lues directement à

partir du DAG.

Les DAG sont définis comme : DAG = ⟨(N ,A) ,P⟩. (N ,A) représente la partie gra-

phique où N est un ensemble de nœuds et A est un ensemble d’arcs orientés reliant les

nœuds. P représente l’ensemble des distributions de probabilités conditionnelles (CPT :

Conditional Probability Tables). Les nœuds de l’ensemble N représentent les variables

aléatoires reliées par des arcs orientés qui représentent les influences entre ces nœuds.

Puisque le DAG est acyclique, il est commode de classer les nœuds comme nœud parent

ou nœud enfant. Un nœud parent est un nœud qui a un ou plusieurs arcs sortants vers

d’autres nœuds. Un nœud enfant est un nœud connecté à d’autres nœuds par des arcs

entrants. Un nœud sans parent est désigné nœud racine et un nœud sans enfant est désigné

nœud terminal. Chaque nœud ni dans un DAG est associé à une distribution de probabilité

marginale Pr(ni) appartenant à P et chaque nœud enfant nj à une loi de probabilité

conditionnelle associée Pr(nj|pa(nj)) où pa(nj) représente l’ensemble des parents de nj. Les

relations d’indépendance entre les nœuds du graphe permettent de factoriser la distribution

jointe tel que Pr(n) =
N∏
i=1

Pr(ni|npa(ni)).

Dans le domaine de la sûreté de fonctionnement, les réseaux bayésiens sont des graphes

causaux auxquels sont associées des informations probabilistes. Les nœuds racines du réseau

représentent des variables aléatoires associées aux composants du système étudié et, les arcs

orientés désignent les relations entre ses variables aléatoires. Chaque nœud peut prendre

une valeur qui correspond à l’état de fonctionnement du composant représenté.

Inspiré du formalisme des RB classiques, le cadre des réseaux bayésiens dynamiques (RBD)
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Figure 1.14 – Exemple de réseau Bayésien

a permis d’unifier de nombreuses approches issues de la modélisation des séries temporelles

telles que les HMM, le filtrage de Kalman, etc. (Murphy, 2002a; Weber and Jouffe, 2003).

Un RBD est un RB qui prend en compte l’aspect temporel par l’utilisation de va-

riables aléatoires indexées au temps. Les variables sont donc notées X t
i . Dans un RBD, nous

faisons l’hypothèse que les nœuds correspondant aux variables Xi peuvent être partitionnés

en deux ensembles de nœuds : ceux correspondant à l’état des variables à l’instant t et

ceux correspondant à l’état des variables à l’instant t + 1. Dans ce cas, une variable est

représentée à deux instants successifs. L’évolution temporelle est donc représentée en deux

instants t et t+1. Ce réseau est donc appelé RBD à deux instants et noté 2-TBN (two-Time

slices Bayesian Network).

Un réseau 2-TBN est défini comme étant une paire, (B1, B2). B1 représente un RB qui

définit la probabilité a priori Pr(n). B2 caractérise la partie temporelle du RB qui définit

Pr(n
t+1|nt) entre t et t+1 au moyen d’un DAG comme suit : Pr(n

t+1|nt) =
N∏
i=1

Pr(n
t
i|npa(nt

i)
).

Les arcs reliant les nœuds nt+1
i et nt

i sont appelés arcs temporels (Weber, 2002; Murphy,

2002a).

Considérons un système comprenant des composants ci. Dans le RBD représentant ce

système, les nœuds racines représentent l’état des composants ci à l’instant t. Ces nœuds

sont notés nt
i. Ils sont reliés par des arcs temporels aux nœuds nt+1

i représentant l’état des

composants ci à l’instant t+1. L’ensemble des nœuds nt
i et nt+1

i ainsi que les arcs temporels
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les reliant représentent la partie dynamique du réseau Bayésien. Pour la partie qui modélise

l’architecture du système, les nœuds nt
i sont reliés à d’autres nœuds nt

j en fonction des

liaisons entre les composants du système.

Un exemple d’un réseau Bayésien dynamique correspondant à un système composé de 3

composants c1, c2 et c3 montés en parallèle est donné à la Figure 1.15.

Dans ce RBD représentant ce système, les nœuds racines nt
i correspondent aux variables

aléatoires associées aux composants à l’instant t reliés par des arcs temporels aux nœuds

nt+1
i pour i = 1, . . . , 3. Dans la partie qui modélise l’architecture du système, les nœuds nt

i

sont reliés au nœud nt
p qui correspond à la liaison parallèle des composants du système.

C’est la CPT (table de probabilités conditionnelles) de ce nœud nt
p qui porte la fonction

parallèle car ce même schéma pourrait également correspondre à une liaison série.

Figure 1.15 – Exemple de réseau Bayésien dynamique

Le calcul de la fiabilité des systèmes complexes est généralement réalisé par des outils basés

sur une analyse combinatoire tels que les blocs diagramme de fiabilité. Cependant, ce procédé

n’est pas très utile pour représenter d’une part, l’influence du temps et des variables exogènes

et des observations sur le fonctionnement du système et d’autre part, les interdépendances

entre les composants. Contrairement aux BDF, les RBD représentent un outil efficace au

55



56 Chapitre 1 : Méthodes et outils

niveau de la modélisation et de l’analyse et ils se sont avérés être un formalisme puissant

pour exprimer les dépendances complexes entre les variables aléatoires (Weber and Simon,

2013a,b).

Par ailleurs, la structure d’un RBD est nettement plus compacte et lisible qu’une chaine de

Markov. La dépendance entre les composants ainsi que leurs états de fonctionnement sont

facilement modélisés par un RBD même si la taille du système augmente. Tandis que la

représentation graphique des systèmes à grande dimension par une chaîne de Markov reste

compliquée à cause de l’explosion combinatoire des états du système à modéliser.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, divers outils et méthodes de l’analyse des propriétés structurelles et de

l’étude de la sûreté de fonctionnement ont été résumés. En premier lieu, deux types de

représentations graphiques des systèmes structurés ont été présentés. Il s’agit du graphe

orienté G(V , E) et du graphe biparti B(V +, V −, EB) qui est orienté et déduit de G(V , E).

Ces représentations graphiques permettent de représenter de façon intuitive les variables

des systèmes étudiés ainsi que leurs relations. Pour l’illustration de ces représentations

graphiques, 3 exemples ont été présentés sur différents types de systèmes structurés :

systèmes linéaire, bilinéaire et linéaire à commutations. Les exemples présentés dans la suite

de ce manuscrit correspondent à ces 3 types de systèmes structurés. Plusieurs notations

et définitions, relatives aux graphes orienté et biparti ont été fournies. Ces notations

et définitions sont utiles à l’expression et l’établissement des résultats sur les propriétés

structurelles exposées dans le chapitre 2.

Puisque nous nous intéressons, dans ce travail de thèse, à la sûreté de fonctionne-

ment des propriétés structurelle d’un système, la fiabilité et la disponibilité sont présentées

dans la deuxième partie de ce chapitre. L’étude de la fiabilité et la disponibilité permet

de contrôler l’impact des défaillances survenant au niveau des composants du système

sur la vérification des propriétés structurelles étudiées. Ainsi, nous pouvons améliorer

le fonctionnement des systèmes et la qualité de leurs produits ou services en étudiant
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leurs propriétés structurelles. Les hypothèses de travail considérées pour le calcul de la

fiabilité et la disponibilité ont été énoncées afin de borner l’étude à leur périmètre de validité.

Pour le calcul de la fiabilité et de la disponibilité, plusieurs outils de représentation

graphique peuvent être utilisés couplés à un calcul probabiliste. Nous avons présenté des

outils dans la troisième section de ce chapitre permettant la représentation de l’architecture

fonctionnelle/dysfonctionnelle interne du système étudié i.e. les relations entre ses compo-

sants ainsi que le calcul de sa fiabilité et/ou de sa disponibilité. Ces outils de représentation

graphique sont utilisés dans le chapitre 3 pour la modélisation et le calcul de la fiabilité et

la disponibilité des propriétés structurelles des systèmes structurés.
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Chapitre 2

Les conditions élémentaires graphiques

pour les propriétés structurelles

2.1 Introduction

Il est important, pour le bon fonctionnement des systèmes structurés, que certaines

propriétés structurelles soient vérifiées. Un système peut assurer sa mission dans des

conditions convenables si toutes ses variables ou une partie d’entre elles sont commandables,

observables, s’il est possible de détecter et d’isoler d’éventuels défauts, de rejeter les

perturbations, etc. La non vérification de ces propriétés peut parfois causer de graves

problèmes de fonctionnement voire des catastrophes comme des crashs aériens (BEASAC,

2012) 1, fuites de gaz ou de produits chimiques (Directive 96/82/CE, 1996), etc.

Les propriétés structurelles d’un système structuré peuvent être vérifiées graphique-

ment i.e. en se basant sur la représentation graphique du système (graphe orienté ou graphe

biparti). Dans la littérature, plusieurs travaux tels que (Boukhobza, 2012; Dion et al.,

2003; Murota, 1987a; Reinschke and Wiedemann, 1997; Svaricek, 1993) montrant que la

vérification de la plupart des propriétés structurelles dépend principalement de la vérification

de 4 types de conditions graphiques élémentaires qui sont les conditions de connectivité,

de lien, de distance et de couplage complet. La Table 2.1 résume ces conditions graphiques

1. Bureau d’enquêtes et d’analyses pour la sécurité de l’aviation civile
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élémentaires nécessaires et suffisantes pour la vérification des propriétés structurelles pour

3 types de systèmes structurés : linéaires, bilinéaires et linéaires à commutations. Les cases

vides correspondent à une combinaison propriété structurelle/type de système structuré

qui, à notre connaissance, n’est pas encore complètement et exactement caractérisée dans

la littérature.

Système linéaire Système bilinéaire Système linéaire à
structuré structuré commutations structuré

Commandabilité Condition de connectivité ——————- ——————-
totale de l’état Condition de couplage complet

(Dion et al., 2003; Reinschke, 1988)

Commandabilité Condition de connectivité
partielle de l’état Condition de couplage complet ——————- ——————-

Condition de distance
(Murota, 1987c)

Observabilité totale Condition de connectivité Condition de connectivité ——————-
de l’état Condition de couplage complet Condition de couplage complet

(Boukhobza, 2008) (Boukhobza and Hamelin, 2007)
(Svaricek, 1993)

Observabilité Condition de connectivité Condition de connectivité Condition de connectivité
totale/partielle Condition de couplage complet Condition de couplage complet Condition de couplage complet

de l’état et Condition de distance Condition de distance Condition de distance
des entrées (Boukhobza et al., 2014, 2009) (Boukhobza, 2008) (Boukhobza and Hamelin, 2011b)

(Canitrot et al., 2008)

Détectabilité et Condition de connectivité Condition de connectivité ——————-
isolabilité de défauts Condition de lien Condition de lien

(Commault et al., 2008) (Boukhobza et al., 2008)
(Boukhobza, 2008)

Rejet de Condition de lien
perturbations Condition de distance ——————- ——————-

(Do, 2011; van der Woude, 1991)

Table 2.1 – Propriétés structurelles/Types de systèmes

Dans la Table 2.1, la vérification des propriétés structurelles pour les 3 types de systèmes

structurés nécessite une combinaison de deux ou plusieurs des 4 catégories de conditions

élémentaires de connectivité, de lien, de distance et de couplage complet. Ces conditions

doivent être vérifiées par rapport à des ensembles de sommets définis en accord avec

la propriété structurelle étudiée. Par exemple, dans un graphe orienté, la condition de
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connectivité est définie entre les variables d’entrée et les variables d’état pour l’étude de la

commandabilité tandis qu’elle est définie entre les variables d’état et les variables de sortie

pour l’étude de l’observabilité.

Au lieu d’étudier toutes les combinaisons propriété structurelle/type de système structuré,

nous nous intéressons dans ce travail de thèse à la vérification des 4 types de conditions

élémentaires graphiques. Comme présenté dans la Table 2.1, la validité de propriétés

structurelles dépend de la vérification de certaines conditions élémentaires graphiques.

Ainsi, en s’intéressant aux conditions de connectivité, de lien, de distance et de couplage

complet, il n’est pas nécessaire d’étudier plusieurs propriétés structurelles pour les systèmes

linéaires, bilinéaires et linéaires à commutations. L’étude de ces conditions élémentaires

graphiques permet donc de donner à l’analyse des propriétés structurelles proposée dans ce

travail de thèse un caractère générique.

Puisque nous nous intéressons à la sûreté de fonctionnement des propriétés structu-

relles, nous considérons que ces propriétés structurelles sont vérifiées et donc les conditions

graphiques élémentaires. Nous étudions donc l’aspect dysfonctionnel des propriétés struc-

turelles. Ainsi, nous nous intéressons au maintien de la vérification de ces conditions.

L’objectif de ce chapitre est d’exprimer la vérification de ces conditions élémentaires en

fonction de la validité des arcs dans la représentation graphique du système. Ainsi, à partir

de la représentation graphique, les 4 conditions élémentaires de connectivité, de lien, de

distance et de couplage complet sont représentées sous forme d’expressions booléennes.

Dans notre étude, les expressions booléennes sont basées sur les arcs dans les graphes

représentant le système contrairement à d’autres travaux qui sont basés sur les sommets

des graphes (Maza et al., 2012; Commault et al., 2007). En fonction des arcs impliqués

dans ces expressions booléennes, ces dernières sont associées à la valeur “vrai” quand la

condition étudiée est vérifiée et à la valeur “faux” quand elle ne l’est pas. Il est à noter

que ces conditions élémentaires sont définies par rapport à des ensembles de sommets et

elles sont associées à des expressions booléennes en fonction de l’état de validité des arcs.
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Les expressions booléennes des 4 catégories de conditions élémentaires proposées dans ce

chapitre ainsi que le résumé fourni dans la Table 2.1 permettront l’étude de la validité des

propriétés structurelles pour les systèmes linéaires, bilinéaires et linéaires à commutations.

Ainsi, avec des combinaisons logiques des expressions booléennes relatives aux 4 conditions

élémentaires graphiques, la vérification de plusieurs propriétés structurelles peut être

exprimée de façon booléenne.

Pour les 4 conditions élémentaires, les expressions booléennes fournies dans ce cha-

pitre seront utilisées pour le calcul de la fiabilité et de la disponibilité des propriétés

structurelles présenté dans le chapitre 3.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Pour chacune des conditions élémen-

taires (connectivité, lien, distance et couplage complet), une définition est d’abord fournie,

suivie du développement de l’expression booléenne correspondante ainsi que de sa preuve.

Des applications sur des exemples de systèmes linéaires, bilinéaires et linéaires à com-

mutations sont fournies afin d’illustrer les 4 expressions booléennes. Une conclusion est

développée en fin de chapitre.

2.2 Condition de connectivité

2.2.1 Définition

La condition de connectivité est une condition graphique basée sur la connectivité entre deux

ensembles de sommets. Dans un graphe orienté, plusieurs propriétés structurelles nécessitent

la vérification de cette condition graphique telles que l’observabilité, la commandabilité, la

diagnosticabilité, etc. (Boukhobza, 2010). Comme nous l’avons représenté dans la Table 2.1,

cette condition graphique élémentaire est largement impliquée dans l’étude des propriétés

structurelles et importante pour le fonctionnement d’un système, d’où l’intérêt prépondérant

de son étude.
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Dans un graphe orienté G(V , E), la condition de connectivité est définie entre deux

ensembles de sommets non vides V1 ⊆ V et V2 ⊆ V . Afin de vérifier la condition de

connectivité entre V1 et V2, chaque élément de V1 doit être connecté à au moins un

élément de V2 par un chemin valide. Les éléments des ensembles V1 et V2 sont définis

en fonction de la propriété étudiée. Par exemple, pour la propriété de l’observabilité de

l’état, il faut assurer la connectivité entre les sommets de l’ensemble X représentant les

variables d’état et les sommets de l’ensemble Y représentant les variables de sortie. Dans

ce cas, V1 = X et V2 = Y . Pour la propriété de commandabilité de l’état, il faut assurer

la connectivité entre les sommets de l’ensemble U représentant les variables d’entrée et

les sommets de l’ensemble X représentant les variables d’état. Dans ce cas, V1 = U et V2 = X.

Pour l’étude de cette condition graphique élémentaire, deux approches sont propo-

sées. La première approche est basée sur un parcours de graphes en profondeur et la seconde

approche est basée sur un parcours de graphes en largeur.

Dans ces deux approches, la condition de connectivité entre les deux ensembles V1 et V2 est

représentée par une expression booléenne basée sur les arcs du graphe orienté associé au

système étudié. Cette expression booléenne est égale à “vrai” quand la condition est vérifiée

et “faux” dans le cas contraire.

2.2.2 Expression booléenne de la condition de connectivité

La condition de connectivité consiste à vérifier que tous les éléments de V1 soient connectés

à au moins un élément de V2. Elle peut s’écrire comme une expression booléenne en fonction

des arcs dans le graphe associé au système. Au préalable, nous définissons deux ensembles

de sommets V0 ⊆ V et VT ⊆ V comme suit :
V0 =

∪
vi∈V1

(
Vess

(
{vi}, V2

)
\ {vi}

)
VT = V1 \

(
V0 ∪ V2

) (2.1)

En utilisant l’ensemble de sommets VT , il n’est pas nécessaire d’étudier la connectivité de tous
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les sommets de V1. En effet, tous les éléments de V1 sont connectés à V2 si et seulement si tous

les éléments de VT sont connectés à V2. L’ensemble VT ne contient pas les éléments de V0 et de

V2. V0 est l’ensemble des sommets essentiels pour la connectivité entre V1 et V2 i.e. quelque

soient les chemins connectant les éléments de V1 à V2, les sommets de V0 sont couverts. La

condition de connectivité entre V1 et V2 est notée CC(V1, V2). Pour obtenir la condition de

connectivité CC(V1, V2), nous avons abordé le problème de deux façons différentes.

Parcours de graphes en profondeur

La condition de connectivité entre les ensembles V1 et V2 est vérifiée si tous les éléments de

VT sont connectés à V2. Cette condition peut être écrite comme suit :

CC(V1, V2) = conn(VT , V2) (2.2)

où conn(VT , V2) est une fonction qui calcule l’expression booléenne correspondant à la

condition de connectivité entre VT et V2. Pour le calcul de conn(VT , V2), nous proposons

une expression booléenne récursive de la condition de connectivité entre tout ensemble de

sommets V ⊆ VT et V2 comme suit :

conn(V, V2) =
∨

pj∈P({vi},V2)

(( ∧
(vℓ,vk)∈pj

(vℓ,vk)
)
∧ conn(V \Ψ(pj), V2)

)
(2.3)

où P({vi}, V2) est l’ensemble de tous les chemins simples et directs {vi}−V2 qui connectent

chaque élément vi de V à au moins un élément de V2 et Ψ(pj) représente l’ensemble de

sommets vm ∈ V couverts par le chemin pj.

Quand nous choisissons de traiter la connectivité d’un sommet vi de V en premier,

la connectivité des sommets restants, qui ne sont pas encore traités, est abordée dans la

dernière partie de l’équation (2.3) i.e. conn(V \ Ψ(pj), V2). L’expression conn est appelée

plusieurs fois de manière récursive jusqu’à l’obtention d’un seul élément de V à traiter.

Quand
(
V \ Ψ(pj)

)
= ∅, nous pouvons en conclure que la connectivité à V2 de tous
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les éléments de V est traitée. Ainsi, nous considérons que conn(∅, V2) = “vrai”. Notons que

le contenu de l’ensemble V dans conn(V, V2) est réduit à chaque récurrence des éléments

de Ψ(pj). Par conséquent, cette expression conn(V, V2) n’est jamais appelée avec les mêmes

arguments.

Quand l’ensemble V ne contient qu’un seul élément {vi} devant être connecté à V2,

l’expression correspondante qui clôt la récurrence est donnée par :

conn({vi}, V2) =
∨

pj∈P({vi},V2)

( ∧
(vl,vk)∈pj

(vl,vk)
)

(2.4)

Evidemment, si vi ∈ V2, vi est toujours connecté à V2, alors conn({vi}, V2) =“vrai” et si

vi ̸∈ Pred(V2) alors conn({vi}, V2) =“faux”.

De cette analyse, il vient la proposition suivante.

Proposition 1 Soit un graphe orienté G(V , E). La condition de connectivité entre chaque

élément de V1 ⊆ V et au moins un élément de V2 ⊆ V est vérifiée si et seulement si l’expres-

sion booléenne CC(V1, V2) calculée par les expressions (2.2) à (2.4), et basée sur les arcs de

E est égale à “vrai”.

Preuve : Pour vérifier la condition de la connectivité entre V1 et V2, chaque sommet vi ∈ V1

doit être relié à au moins un sommet de V2 par un chemin valide. La preuve est divisée en

deux parties. La première partie est consacrée à prouver que la condition de la connectivité

entre VT et V2 est nécessaire et suffisante pour la condition de connectivité entre V1 et V2.

Nous montrons dans la deuxième partie que l’expression booléenne CC(V1, V2) est “vraie” si

et seulement si la condition de connectivité entre V1 et V2 est vérifiée.

Nous prouvons d’abord que la connectivité de tous les éléments de VT à V2 est né-

cessaire et suffisante pour assurer la connectivité de tous les éléments de V1 à V2.

Évidemment, VT ⊆ V1, la connectivité de V1 à V2, implique que tous les éléments de VT

soient reliés à V2. Donc, connecter tous les éléments de VT est nécessaire pour la condition

de connectivité CC(V1, V2). De plus, nous avons V1 = VT ∪ V0. Il faut donc prouver que
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la connectivité de tous les éléments de VT est suffisante pour assurer la connectivité de

V1 à V2. Prouvons maintenant que la connectivité de tous les éléments de VT implique la

connectivité de tous les éléments de V0. Selon la définition de V0, nous avons vj ∈ V0 ⇒ ∃

vi ∈ VT tels que vi ∈ Vess ({vj}, V2). Cela signifie que si vi est connecté à V2, alors vj est

également connecté à V2. Si chaque élément vi ∈ VT est connecté à V2, alors chaque élément

vj ∈ V0 est également connecté à V2. Par conséquent, afin de connecter les éléments de V1 à

V2, il est nécessaire et suffisant de connecter les éléments de VT à V2.

De toute évidence, la connectivité de chaque élément vℓ ∈ V2 à V2 est toujours véri-

fiée. Ainsi, ∀vℓ ∈ V2, conn({vℓ}, V2) =“vrai”. Pour les sommets vm qui ne sont pas

prédécesseurs de V2, il n’y a pas de chemin pouvant assurer leur connectivité à V2. Par

conséquent, ∀vm ̸∈ Pred(V2), conn({vm}, V2) =“faux”.

Le calcul de CC(V1, V2) est principalement basé sur le calcul de conn(V, V2) donnée

dans l’équation (2.3) où V ⊆ VT . Prouvons maintenant par récurrence, en considérant

la cardinalité de V , que conn(V, V2) est l’expression qui correspond à la connectivité

entre V et V2. Quand card(V ) = 1, il n’y a qu’un seul élément vi prédécesseur de V2

dans l’ensemble V . vi peut être connecté à V2 par un chemin {vi} − V2 dans l’ensemble

de chemins P({vi}, V2). Donc, l’expression conn est représentée par un “OU” logique

entre des éléments du chemin pj appartenant à l’ensemble des chemins P({vi}, V2) sa-

chant que le chemin pj est représenté par un “ET” logique entre ses arcs (vl,vk). Ainsi,

conn({vi}, V2) =
∨

pj∈P({vi},V2)

( ∧
(vl,vk)∈pj

(vl,vk)
)
.

Nous supposons que ∀n0 ≤ card(V ), pour tous les sous-ensembles V k
0 ⊆ V de cardi-

nalité inférieur à n0, conn(V k
0 , V2) est l’expression qui correspond à la validité de la

condition de connectivité i.e. tous les éléments de V k
0 sont connectés à V2 si et seule-

ment si conn(V k
0 , V2) est égal à “vrai” . Montrons que l’expression booléenne conn est

“vrai” ∀V k
1 ⊆ V de cardinalité n0 + 1. L’expression correspondante est :
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conn(V k
1 , V2) =

∨
pj∈P({vi},V2)

(( ∧
(vℓ,vk)∈pj

(vℓ,vk)
)
∧ conn(V \ {vm couverts par pj}, V2)

)
.

Le chemin pj couvre au moins vi dans V \ {vm couverts par pj} qui est de cardina-

lité inférieur à n0, alors conn(V \ {vm couverts par pj}, V2) donne l’expression juste selon

l’hypothèse de récurrence, car card(V \ {vm couverts par pj}) ≤ n0. Si le chemin pj est

valide, alors tous les sommets couverts par pj sont connectés à V2, par conséquent, la

connectivité des sommets restants qui ne sont pas encore traités doit être assurée en

utilisant l’expression : conn(V \ {vm couverts par pj}, V2).

De là, la première partie de l’expression conn(V k
1 , V2) est l’expression qui correspond à

la connectivité de vi à V2 par un chemin pj ∈ P({vi}, V2), et la deuxième partie est une

expression qui correspond à la connectivité des éléments qui ne sont pas encore traités à V2.

Par conséquent, pour tout V k
1 ⊆ V de cardinalité n0 + 1, conn(V k

1 , V2) est correspond à la

connectivité des éléments de V k
1 à au moins un élément de V2.

Nous avons prouvé que si l’expression conn(V, V2) est l’expression qui correspond à

la connectivité à V2 de l’ensemble V de cardinalité n0, alors elle correspond à la connectivité

à V2 de V de cardinalité n0 + 1. Nous avons également prouvé que conn(V, V2) correspond

à la connectivité à V2 de V = {vi} où la cardinalité de V est n0 = 1. De là, par récurrence,

l’expression conn(V, V2) correspond à la connectivité de tous les sommets de l’ensemble V

de cardinalité n, donc, pour tous les sommets de VT . △

Afin d’illustrer l’approche présentée, nous proposons l’exemple suivant.

Exemple 4 Un bâtiment de 3 bureaux B1, B2 et B3 ayant les températures ambiantes

uniformes T1, T2 et T3 est représenté sur la Figure 2.1. Les températures Ti sont relatives

aux puissances de chauffe F1, F2 et F3. La température extérieure est notée T0.

Pour ce système, il y a deux modes de fonctionnement :

Mode 1 : Fonctionnement normal :

Les bureaux B1 et B2 sont occupés par des employés, tandis que le bureau B3 qui est réservé
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aux visiteurs n’est pas occupé. Dans ce cas, les chauffages F1 et F2 sont en état de marche

et F3 est à l’arrêt. Seule, la température du bureau B2 est mesurée.

Mode 2 : Fonctionnement en présence de visiteurs :

Pour ce mode de fonctionnement, les 3 bureaux sont occupés. Les chauffages F1 et F3 sont

en état de marche et le chauffage F2 est à l’arrêt. Le bureau B2 est donc chauffé à travers

les bureaux B1 et B3. Les températures des bureaux B2 et B3 sont mesurées.

Figure 2.1 – Système de chauffage de bâtiment

Autour d’un point de fonctionnement, le modèle linéarisé de ce système est donné par les

équations suivantes :

Mode 1 :



C1Ṫ1 =

(
1

R12

− 1

R1

)
T1 +

2

R12

T2 +
1

R1

T0 + F1

C2Ṫ2 =
1

R12

T1 −
(

1

R12

+
1

R2

+
1

R23

)
T2 +

1

R23

T3 +
1

R2

T0 + F2

C3Ṫ3 =
1

R23

T2 −
(

1

R23

+
1

R3

)
T3 +

1

R3

T0
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Mode 2 :



C1Ṫ1 =

(
1

R12

− 1

R1

)
T1 +

1

R12

T2 +
1

R1

T0 + F1

C2Ṫ2 =
1

R12

T1 −
(

1

R12

+
1

R2

+
1

R23

)
T2 +

1

R23

T3 +
1

R2

T0

C3Ṫ3 =
2

R23

T2 −
(

2

R23

+
1

R3

)
T3 +

1

R3

T0 + F3

où C et R représentent respectivement les capacités calorifiques des bureaux et les résistances

thermiques des murs.

Pour ce système linéaire à commutations ayant la forme :

Σα :

 ẋ(t) = Ar(t)x(t) +Br(t)u(t)

y(t) = Cr(t)x(t)

considérons le vecteur d’état X = (T1, T2, T3)
T = (x1,x2,x3)

T , le vecteur d’entrée

U = (T0, F1, F2, F3) = (u1, . . . ,u4) et le vecteur de sortie Y = (T2, T3)
T = (y1,y2)

T . Les

matrices Ar, Br et Cr sont données par :

A0 =



1

C1
(

1

R12
− 1

R1
)

1

C1R12
0

1

C2R12

−1

C2
(

1

R12
+

1

R2
+

1

R23
)

1

C2R23

0
1

C3R23

−1

C3
(

1

R23
+

1

R3
)


,

B0 =



1

C1R1
1 0 0

1

C2R2
0 0 0

1

C3R3
0 0 0


et C0 =

(
0 1 0

0 0 0

)
.

Les matrices spécifiques au mode q = 1 sont déterminées telles que les éléments de

As
1 sont nuls sauf As

1(1, 2) =
1

C1R12

, les éléments de Bs
1 sont nuls sauf Bs

1(2, 2) = 1 et

Cs
1 = 0.
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Les matrices spécifiques du mode q = 2 sont déterminées telles que les éléments de As
2

sont nuls sauf As
2(3, 2) =

1

C3R23

et As
2(3, 3) =

−1

C3R23

, les éléments de Bs
2 sont nuls sauf

Bs
2(3, 3) = 1 et les éléments de Cs

2 sont nuls sauf Cs
2(3, 3) = 1.

Le graphe orienté représentant ce système est donné à la Figure 2.2.

Figure 2.2 – Graphe orienté pour l’Exemple 4

Dans ce graphe orienté, calculons la condition de connectivité CC(X,Y ) entre les variables

d’état dans X et les variables de sorties dans Y . L’expression CC(X, Y ) peut être utilisée

dans l’étude l’observabilité totale de l’état d’un système structuré.

Pour ce système et dans les deux modes, nous avons VT = {x1,x3}. La condition de

connectivité entre les ensembles X et Y est donc égale à CC(X, Y ) = conn(VT , Y ). L’ordre

de traitement des sommets xi ∈ X est arbitraire i.e. l’expression booléenne obtenue est la

même quelque soit l’ordre de traitement des sommets xi. Il est à noter que, pour la condition

de connectivité, les cycles unaires (arcs (xi,xi)) ne sont pas pris en compte lors du calcul

de CC(X, Y ). Ceci nous permet de simplifier le graphe en éliminant ces cycles unaires.

L’expression CC(X, Y ) est calculée pour chaque mode du système :

Mode 1 :

70



2.2 Condition de connectivité 71

Sans perte de généralité, commençons, par exemple, par traiter la connectivité de x1 vers Y .

conn(VT , Y ) = (x1,x2)0 ∧ (x2,y1)0 ∧ conn({x3}, Y )

De la même façon, nous calculons l’expression conn({x3}, Y ) :

conn({x3}, Y ) = (x3,x2)0 ∧ (x2,y1)0 ∧ conn(∅, Y )

avec conn(∅, Y ) =“vrai”.

Après avoir remplacé conn({x3}, Y ) et conn(∅, Y ) dans conn(VT , Y ), nous obtenons

la condition de connectivité entre X et Y pour le mode 1 :

CC(X,Y ) = conn(X, Y ) = (x1,x2)0 ∧ (x3,x2)0 ∧ (x2,y1)0 (2.5)

Mode 2 :

Sans perte de généralité, commençons par traiter la connectivité de x1 vers Y .

conn(VT , Y ) =
(
(x1,x2)0 ∧ (x2,y1)0 ∧ conn({x3}, Y )

)
∨(

(x1,x2)0 ∧ (x2,x3)0 ∧ (x3,y2)2 ∧ conn(∅, Y )
)

Nous avons conn(∅, Y ) =“vrai”. De la même façon, nous calculons l’expression

conn({x3}, Y ) :

conn({x3}, Y ) = (x3,y2)2 ∨
(
(x3,x2)0 ∧ (x2,y1)0

)
Tout calcul fait, l’expression CC(X,Y ) pour le mode 2 est donnée par :

CC(X, Y ) = conn(VT , Y ) = (x1,x2)0 ∧

((
(x2,y1)0 ∧ (x3,y2)2

)
∨

(
(x2,x3)0 ∧ (x3,y2)2

)
∨
(
(x3,x2)0 ∧ (x2,y1)0

)) (2.6)

À partir des expressions booléennes 2.5 et 2.6, nous remarquons que la condition de connec-

tivité n’est pas la même pour les deux modes du système. Ceci peut être expliqué par le fait

que la température du bureau B2 est mesurée pour les deux modes du système, tandis que
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celle du bureau B3 n’est mesurée qu’au mode 2.

Pour les deux modes de ce système, nous constatons que l’arc (x1,x2)0 est essentiel pour la

connectivité entre X et Y de ce système puisqu’il représente la seule possibilité de connec-

tivité entre x1 et Y . Donc, si cet arc n’est plus valide, la condition CC(X,Y ) est égale à

“faux” pour les deux modes du système.

Parcours de graphes en largeur

L’approche précédente est basée sur un parcours de graphes en profondeur i.e. un sommet vi

est connecté à V2 par un chemin p et tous les sommets couverts par ce chemin sont considérés

comme connectés à V2 quand le chemin p est valide. Contrairement à l’approche présentée

en 2.2.2, l’approche basée sur un parcours de graphe en largeur traite la connectivité d’un

sommet à V2 à travers la connectivité à au moins un sommet successeur qui est connecté à

V2.

Comme pour l’approche précédente, la condition de connectivité entre V1 et V2 est vérifiée

si et seulement si cette même condition est vérifiée entre VT et V2. Elle est donnée par

l’expression suivante :

CC(V1, V2) =
∧

vi∈VT

Con(vi) (2.7)

où la fonction Con(vi) caractérise la connectivité du sommet vi à V2. Cette expression est

donnée par :

Con(vi) = Cond(vi) ∨

 ∨
vj∈CFC(vi)\{vi}

 ∨
pj∈ chemin {vi}−{vj} direct

 ∧
(vℓ,vk)∈pj

(vℓ,vk)

 ∧ Cond(vj)


(2.8)

Cond(vi) représente la connectivité directe de l’élément vi de V1 en utilisant uniquement

les successeurs immédiats de vi (liés à vi par un arc) n’appartenant pas à sa composante

fortement connexe CFC(vi). Cond(vi) est donnée par l’équation suivante :

Cond(vi) =

 ∨
vr∈SuccI({vi})\CFC(vi)

(vi,vr) ∧ Con(vr)

 (2.9)

Con(vi) et Cond(vi) sont des expressions booléennes basées sur les arcs et peuvent prendre

les valeurs dans {vrai, faux}. Con(vi) =“vrai” si vi ∈ V2 et Con(vi) =“faux” si vi n’est
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pas un prédécesseur d’au moins un élément de V2, si tous les arcs du graphe sont considérés

comme valides, puisqu’il n’y a pas de chemin de vj à V2.

Quand l’expression Cond(·) donnée par l’équation (2.9) est remplacée dans l’expression

Con(·) donnée par l’équation (2.8), nous obtenons l’équation (2.10).

Con(vi) =

 ∨
vt∈SuccI({vi})\CFC(vi)

(
(vi,vt) ∧ Con(vt)

) ∨

 ∨
vj∈CFC(vi)\{vi} ∨

pj∈ chemin {vi}−{vj}direct

 ∧
(vℓ,vk)∈pj

(vℓ,vk)

 ∧

 ∨
vh∈SuccI({vj})\CFC(vj)

(
(vj,vh) ∧ Con(vh)

)
(2.10)

Le sommet vi peut être connecté à travers ses successeurs immédiats connectés à V2 ou à

travers un sommet appartenant à CFC(vi) connecté directement à V2 i.e. sans passer par

les sommets de sa composante fortement connexe.

De cette analyse, il vient la proposition suivante :

Proposition 2 Soit un graphe orienté G(V , E). La connectivité de chaque élément de V1 ⊆ V

à au moins un élément de V2 ⊆ V est vérifiée si et seulement si l’expression booléenne

CC(V1, V2) =
∧

vi∈VT

Con(vi) basée sur les arcs et calculée par l’équation (2.10) est “vraie”.

Preuve : Tout d’abord, nous avons montré dans la preuve de la Proposition 1 que pour

connecter les éléments de V1 à V2, il est nécessaire et suffisant de connecter tous les éléments

de VT à V2.

Maintenant, prouvons que Con(vi) =“vrai” si et seulement si le sommet vi est connecté

à V2. Tout d’abord, notons que tous les éléments de V2 sont évidemment liées à V2 et

donc ∀vℓ ∈ V2, Con(vℓ) =“vrai” . De même, si un sommet vi n’est pas un prédécesseur

d’un élément de V2, alors Con(vi) =“faux”. Ainsi, nous nous intéressons uniquement aux

prédécesseurs de V2 et nous notons V∗ = {vi ∈ V|vi ∈ Pred(V2)}.

Considérons tous les éléments prédécesseurs de V∗ et appartenant à des composantes

fortement connexes ayant un ordre minimal en utilisant la relation d’ordre partiel 4.
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Notons V 0
m le sous-ensemble de sommets contenant ces éléments. Puisque les éléments

considérés appartiennent à des composantes ayant un ordre minimal par rapport à la

relation d’ordre partiel 4, ces éléments sont soit dans la même composante qu’un élément

de V2 soit inclus dans V2. De plus, pour être connectés à V2, ils ne peuvent pas utiliser

un chemin recouvrant une autre composante fortement connexe puisqu’ils appartiennent

à une composante avec un ordre minimal i.e. la composante la plus proche de V2.

Donc, dans ce cas, pour chaque vi ∈ V 0
m , Con(vi) est “vrai” si et seulement si les arcs

reliant vi à un élément de V2, en restant dans sa propre composante, sont valides i.e.

Con(vi) =
∨

vj∈CFC(vi)\vi

 ∨
pj∈ chemin {vi}−{vj}direct

 ∧
(vℓ,vk)∈pj

(vℓ,vk)

. Donc, pour tout élé-

ment vi de V 0
m, Con(·) est l’expression exacte qui correspond à la condition de connectivité.

Maintenant, considérons tous les éléments prédécesseurs de V2 qui ne sont pas dans

V 0
m et appartenant à une composante fortement connexe d’ordre minimal par rapport

à la relation d’ordre partiel i.e. V∗ \ V 0
m. Nous notons V 1

m le sous-ensemble de sommets

contenant ces éléments. Il existe, dans ce cas, des chemins liant les éléments de V 1
m

aux éléments de V 0
m i.e. V 0

m 4 V 1
m. Puisque les éléments considérés appartiennent à des

composantes d’ordre minimal en utilisant une relation d’ordre partiel 4, ils sont dans

la même classe qu’un élément ayant seulement les sommets de V 0
m comme successeurs

immédiats. Pour chaque vi ∈ V 1
m, nous avons SuccI({vi}) ∪ V∗ ⊆ V 0

m ∪ CFC(vi). En

outre, pour être connectés à un élément de V2, ils peuvent utiliser uniquement les chemins

couvrant des éléments de leur propre composante fortement connexe et les éléments

de V 0
m. Donc, dans ce cas, pour tout vi ∈ V 1

m, Con(vi) est “vrai” si et seulement

si les arcs reliant vi à un élément vj de V 0
m sont valides et Con(vj) est “vrai” i.e.

Con(vi) =

 ∨
vj∈V 0

m

(
(vi,vj) ∧ Con(vj)

) ∨

 ∨
vt∈CFC(vi)\vi

 ∨
pj∈ chemin {vi}−{vt}direct ∧

(vℓ,vk)∈pj

(vℓ,vk)

 ∧
∨

vh∈V 0
m

(
(vt,vh) ∧ Con(vh)

). Par conséquent, pour tous les

éléments de V 1
m, Con(·) est l’expression booléenne exacte qui correspond à la condition de

connectivité.

Ce raisonnement se généralise assez facilement car en utilisant l’ordre partiel 4, nous
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pouvons construire la séquence de sous-ensembles disjoints de composantes fortement

connexes V κ
m ≻ V κ−1

m . . . ≻ V 2
m ≻ V 1

m ≻ V 0
m tel que V∗ =

κ∪
i=0

V i
m i.e. pour tout i ≤ n, V i

m

regroupe tous les successeurs de V2.

En utilisant la même approche, si pour tous les éléments de V i
m, Con(·) caractérise

exactement l’expression booléenne de la connectivité, alors pour tous les éléments de V i+1
m ,

Con(·) caractérise exactement l’expression booléenne de la condition de connectivité.

Enfin,
∧

vi∈VT

Con(vi) caractérise exactement l’expression booléenne de la connectivité de

tous les sommets de VT et selon la première partie de la preuve, elle caractérise exactement

la condition de connectivité CC(V1, V2). △

Afin d’illustrer l’approche proposée, nous appliquons cette dernière au même système

que celui de l’Exemple 4.

Exemple 5 Soit le système donné à la Figure 2.1 correspondant au graphe orienté repré-

senté à la Figure 2.2.

Pour les deux modes 1 et 2, nous avons VT = {x1,x3} puisque le sommet x2 est essentiel pour

le traitement de la connectivité de x1 et, CFC(x1) = CFC(x2) = CFC(x3) = {x1,x2,x3}.

Mode 1 :

Pour la connectivité entre X et Y , nous calculons d’abord la connectivité directe Cond(xi)

de chaque élément xi ∈ X :

• Cond(x1) = faux : x1 est connecté à Y à travers x2 ∈ CFC(x1) ;

• Cond(x2) = (x2,y1)0 : x2 est immédiatement connecté à Y à travers y1 ̸∈ CFC(x2) ;

• Cond(x3) = faux : x3 est connecté à Y à travers x2 ∈ CFC(x3).

L’expression Con(xi) de chaque élément xi est donnée par :

• Con(x1) = Cond(x1) ∨
(
(x1,x2)0 ∧ Cond(x2)

)
∨
(
(x1,x2)0 ∧ (x2,x3)0 ∧ Cond(x3)

)
= (x1,x2)0 ∧ (x2,y1)0 ;

• Con(x2) = Cond(x2) ∨
(
(x2,x1)0 ∧ Cond(x1)

)
∨
(
(x2,x3)0 ∧ Cond(x3)

)
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= (x2,y1)0 ;

• Con(x3) = Cond(x3) ∨
(
(x3,x2)0 ∧ Cond(x2)

)
∨
(
(x3,x2)0 ∧ (x2,x1)0 ∧ Cond(x1)

)
= (x3,x2)0 ∧ (x2,y1)0.

La condition de connectivité entre X et Y pour le mode 1 est donc donnée par :

CC(X, Y ) = Con(x1) ∧ Con(x3) = (x1,x2)0 ∧ (x3,x2)0 ∧ (x2,y1)0 (2.11)

Mode 2 :

Calculons la connectivité directe Cond(xi) de chaque élément xi ∈ X :

• Cond(x1) = faux : x1 est connecté à Y à travers x2 ∈ CFC(x1) ;

• Cond(x2) = (x2,y1)0 : x2 est immédiatement connecté à Y à travers y1 ̸∈ CFC(x2) ;

• Cond(x3) = (x3,y2)2 : x3 est connecté à Y à travers y2 ̸∈ CFC(x3).

L’expression Con(xi) de chaque élément xi est donnée par :

• Con(x1) = Cond(x1) ∨
(
(x1,x2)0 ∧ Cond(x2)

)
∨
(
(x1,x2)0 ∧ (x2,x3)0 ∧ Cond(x3)

)
= (x1,x2)0 ∧

(
(x2,y1)0 ∨

(
(x2,x3)0 ∧ (x3,y2)2

))
;

• Con(x2) = Cond(x2) ∨
(
(x2,x1)0 ∧ Cond(x1)

)
∨
(
(x2,x3)0 ∧ Cond(x3)

)
= (x2,y1)0 ∨

(
(x2,x3)0 ∧ (x3,y2)2

)
;

• Con(x3) = Cond(x3) ∨
(
(x3,x2)0 ∧ Cond(x2)

)
∨
(
(x3,x2)0 ∧ (x2,x1)0 ∧ Cond(x1)

)
= (x3,y2)2 ∨

(
(x3,x2)0 ∧ (x2,y1)0

)
.

La condition de connectivité entre X et Y pour le mode 2 est donc donnée par :
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CC(X,Y ) = Con(x1) ∧ Con(x3)

= (x1,x2)0 ∧

((
(x2,y1)0 ∧ (x3,y2)2

)
∨
(
(x2,x3)0 ∧ (x3,y2)2

)
∨
(
(x3,x2)0 ∧ (x2,y1)0

))
(2.12)

Il est à noter que cette approche de calcul de la condition de connectivité basée sur le parcours

de graphes en largeur fournit les équations 2.11 et 2.12 qui correspondent au même résultat

trouvé en utilisant l’approche basée sur le parcours de graphes en profondeur et donnée par

les équations 2.5 et 2.6.

Comparaison entre les deux approches proposées

Comme montré sur l’exemple d’illustration, les deux approches proposées fournissent la

même expression CC(V1, V2). Ainsi, du point de vue des résultats, les deux méthodes sont

équivalentes. Toutefois, elles se distinguent sur le plan de la complexité algorithmique.

La complexité d’un algorithme joue un rôle important pour son efficacité dans le

traitement des données. Nous notons N le nombre de sommets du graphe associé au système

qui correspond également au nombre de variables du système.

L’algorithme proposé dans l’approche par parcours de graphe en profondeur est basé

sur le calcul de l’expression conn(V, V2). Pour chaque sommet vi ∈ V , la liste des chemins

{vi} − V2 est fournie avec une complexité O(N3) (Papadimitriou, 1976). Afin d’éviter les

difficultés combinatoires pour trouver l’expression conn(V, V2), le contenu de l’ensemble

V décroît à chaque récurrence. Dans le pire des cas, le calcul de conn(V, V2) nécessitera

le calcul de conn(V \ Ψ(pj), V2) n fois. Ceci correspond à une complexité de O(N2). La

complexité globale de cet algorithme est donc de O(N5).

Dans l’algorithme proposé dans l’approche par parcours de graphe en largeur, la pre-

mière étape est le calcul des composants fortement connexes qui peut être fait en utilisant

un algorithme dont la complexité est de O(N4) (Ford and Fulkerson, 1962). Après avoir
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trouvé les composantes fortement connexes, nous devons calculer pour chaque vi ∈ V1,

les deux expressions con(vi) et cond(vi). Dans le pire des cas, le calcul de chaque con(vi)

nécessitera le calcul de cond(vi) N fois. Ceci peut être représenté par une complexité O(N2)

puisque con(vi) est calculée N fois. Ainsi, pour la condition de connectivité CC(V1, V2),

l’exécution de l’algorithme nécessite N ×O(N2) = O(N3). D’après cette analyse, l’approche

proposée peut être implémentée en utilisant un algorithme global ayant une complexité

polynomiale égale à O(N4).

D’après l’étude comparative des complexités algorithmiques des deux approches pro-

posées, l’avantage de l’approche basée sur le parcours de graphe en largeur est démontré.

Puisque les deux approches fournissent la même expression booléenne de la condition de

connectivité, l’approche basée sur un parcours de graphe en largeur est plus intéressante car

son calcul présente moins de complexité et permet donc de traiter des problèmes sur des

système de plus grande taille à coût calculatoire équivalent.

2.3 Condition de lien

2.3.1 Définition

La condition de lien est une condition graphique élémentaire qui dépend du nombre de

chemins disjoints entre deux ensembles de sommets dans un graphe orienté. D’après la

Table 2.1 de la Section 3.1, cette condition doit être égale à “vrai” pour assurer la vérification

de plusieurs propriétés structurelles comme la diagnosticabilité ou la solvabilité du problème

de rejet de perturbations (Boukhobza and Hamelin, 2009; Commault et al., 2007).

Dans un graphe orienté G(V , E), la condition de lien est étudiée entre deux ensembles de

sommets V1 ⊆ V et V2 ⊆ V . Cette condition consiste à avoir un nombre maximal de chemins

disjoints entre V1 et V2 qui doit être suivant le type de propriétés étudiées :

• Égale, inférieur ou bien supérieur à un nombre donné ;

• Égale, inférieur ou bien supérieur à card(V1) ;
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• Égale, inférieur ou bien supérieur à card(V2)

Dans notre étude, nous nous intéressons à la dernière possibilité parmi celles citées :

une condition de lien nécessitant un lien maximal entre les éléments de V1 et de V2 de la

taille card(V2). Cela signifie que chaque élément de V2 doit être relié à au moins un des

éléments de V1 en utilisant un lien maximal de taille card(V2) i.e. card(V2) chemins V1 − V2

disjoints valides ce qui est imposé, par exemple, à la propriété de solvabilité du problème de

rejet de perturbations.

Pour l’étude de la condition de lien, nous cherchons à exprimer cette dernière sous la

forme d’une expression booléenne basée sur les chemins du graphe orienté. Cette expression

booléenne doit être égale à “vrai” si la condition de lien entre V1 et V2 est vérifiée et égale à

“faux” dans le cas contraire. Compte tenu que l’état booléen d’un chemin dépend des états

booléens de ses arcs, la condition de lien peut être réécrite comme une expression booléenne

basée sur les arcs. L’expression booléenne correspondante à la condition de lien est notée

“L” .

2.3.2 Expression booléenne de la condition de lien

La condition de lien est vérifiée quand tous les éléments de V2 sont liés aux éléments de V1

en utilisant des chemins disjoints. Dans le cas où les ensembles V1 et V2 contiennent un seul

élément, i.e. V1 = {vi} et V2 = {vj}, la condition de lien entre V1 et V2 en utilisant les

sommets d’un ensemble V0 ⊆ V est donnée par :

L({vi}, {vj},V0) =
∨

pk∈IP({vi},{vj},V0)

pk (2.13)

Nous rappelons que IP(V1,V2,V0) représente l’ensemble des chemins simples V1-V2

couvrant uniquement des sommets de l’ensemble V0 et que pk correspond à la valeur

booléenne du chemin pk i.e. pk =“vrai” quand le chemin pk est valide et pk =“faux” sinon.

Nous rappelons que pk est la valeur booléenne associée au chemin pk telle que pk =
∧

ei∈Υ(pk)

ei.
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L’expression C est une expression qui peut admettre l’ensemble vide “∅” comme para-

mètre dans le cas où V1 = ∅ ou V2 = ∅. Donc, pour tout ensemble non-vide Vi ⊆ V1,

Vj ⊆ V2, nous avons :  L(Vi, ∅,V0) = vrai

L(∅,Vj,V0) = faux
(2.14)

Quand l’ensemble Vj ne contient qu’un seul élément i.e. Vj = {vj}, l’expression correspon-

dante L(Vi, {vj},V0) est donnée par :

L(Vi, {vj},V0) =
∨

vi∈Vi

L({vi}, {vj},V0) (2.15)

Pour tout ensemble non-vide Vi ⊆ V1 et Vj ∪ {vj} ⊆ V2, l’expression de la condition de lien

peut s’écrire comme suit :

L(Vi,Vj ∪ {vj},V0) =
∨

vi∈Pred({vj})∩Vi

( ∨
pℓ∈IP({vi},{vj},V0)

(
pℓ ∧ L

(
Vi \ {vi},Vj,V0 \Ψ(pℓ)

)))
(2.16)

où Ψ(pℓ) représente l’ensemble des sommets couverts par pℓ.

Nous remarquons que, par construction, l’expression L est récursive. En effet, le cal-

cul de L nécessite l’utilisation de la même fonction, mais avec des paramètres différents

et de cardinalité décroissante i.e. le nombre de sommets dans Vi diminue strictement à

chaque appel de L ainsi que l’ensemble des sommets de V0 pouvant être couverts par les

liens associés.

De cette analyse, il vient la proposition suivante :

Proposition 3 Considérons un graphe G(V , E). La condition de lien entre deux ensembles

de sommets V1 ⊆ V et V2 ⊆ V est vérifiée si et seulement si l’expression booléenne

L(V1, V2,V) calculée en utilisant l’équation (2.16) est “vrai”.

Preuve : La Proposition 3 est prouvée en utilisant l’aspect récursif de l’expression L(·, ·, ·).

Pour assurer la validité de la condition de lien entre Vi ⊆ V1 et Vj ⊆ V2, les éléments vj ∈ Vj
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doivent être reliés à au moins un élément vi ∈ Vi en utilisant les chemins dans IP(Vi,Vj,V0).

Quand Vi = ∅ ou Vj = ∅, nous avons L(∅,Vj,V0) =“faux” ou L(Vi, ∅,V0) =“vrai”(cf.

2.14). En premier lieu, considérons que Vi = {vi} et Vj = {vj}. Afin d’assurer la condition

de lien entre Vi et Vj, au moins un chemin appartenant à IP({vi}, {vj},V0) doit être valide.

Ainsi, L({vi}, {vj},V0) =
∨

pk∈IP({vi},{vj},V0)

pk.

Nous supposons maintenant que pour tout ensemble Vj ⊆ V2, Vi ⊆ V1 et V0 ⊆ V ,

l’expression L(Vi,Vj,V0) fournit une expression booléenne qui est “vrai” si et seulement si

la condition de lien entre Vi et Vj est vérifiée lorsque nous considérons un graphe constitué

uniquement par les sommets dans V0. Soit vj ∈ V2 \ Vj , la condition de lien entre Vi

et Vj ∪ {vj}, en considérant le graphe constitué par les sommets de V0, est vérifiée si et

seulement si les conditions suivantes sont toutes vérifiées :

• Il existe un chemin valide pℓ reliant vj à Vi i.e. reliant vj à au moins un élément vi ∈ Vi.

Ceci est traduit par la validité du chemin pℓ ∈ IP({vi}, {vj},V0),

• La condition de lien entre les autres éléments de Vi, i.e. Vi \ {vi}, et Vj est “vrai”.

Pour cette condition, nous considérons un graphe constitué uniquement de sommets dans

V0 \Ψ(pℓ) afin d’utiliser uniquement des chemins disjoints i.e. non couverts par pℓ.

Cela peut se traduire par :

L(Vi,Vj ∪{vj},V0) =
∨

vi∈Pred({vj})∩Vi

( ∨
pℓ∈IP({vi},{vj},V0)

(
pℓ ∧L

(
Vi \ {vi},Vj,V0 \Ψ(p)

)))
.

Donc, d’une part, nous avons montré que pour un élément de V2, l’expression booléenne

proposée représente la validité de la condition de lien et d’autre part, nous avons montré

que si l’expression booléenne correspond à la condition de lien pour un ensemble Vj, elle

correspond toujours à la condition de lien quand un élément vj est ajouté i.e. de Vj ∪ {vj}.

Ainsi, la construction récursive de la fonction C(·, ·, ·) est compatible avec la condition de

lien. △

Illustrons l’analyse proposée sur un exemple.

Exemple 6 Soit le moteur à courant continu illustré par la Figure 2.3. Ce système est

composé de deux sous-systèmes :
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◃ Un sous-système électrique :

L l’inductance de fuite, R la résistance de l’armature, km la constante de fcem, et u(t)

la tension d’induit.

◃ Un sous-système mécanique :

L’indice “m ” correspond au moteur et l’indice “L ” correspond à la charge. J est l’iner-

tie, b est la constante d’amortissement, Tr est le couple exercé sur la charge, et i le

courant de l’induit qui commande le sous-système mécanique. L’arbre d’accouplement

dispose d’un ressort k. On note ω = θ̇ la vitesse angulaire.

Figure 2.3 – Moteur électrique

Les expressions qui régissent la dynamique de ce système sont présentées comme suit :


Jmω̇m + bmωm + bL(ωm − ωL) + k(θm − θL)− ki = 0

JLω̇L − bL(ωm − ωL)− k(θm − θL) = Tr

Li̇+Ri+ kmωm = u

(2.17)

Dans cet exemple, nous avons un système linéaire ayant la forme :

Σα :

 ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

Nous considérons le vecteur d’état X = (i, θm, ωm, θL, ωL)
T = (x1,x2,x3,x4,x5)

T , le vecteur

d’entrée U = (u) et le vecteur de sortie Y = (ωm, ωL) = (y1,y1). Les matrices A, B, C et

D sont donnés par :
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A =



−R

L
0

−km
L

0 0

0 0 1 0 0

−k

JL

−k

Jm

−(bL + bm)

Jm

k

Jm

bL
Jm

0 0 0 0 1

0
k

JL

bL
JL

−k

JL

−bL
JL


, B =



1

L

0

0

0

Tr

JL


, C =

 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

 et

D = 0.

Le graphe orienté représentant ce système est donné à la Figure 3.11.

Figure 2.4 – Graphe orienté correspondant à l’Exemple 2.3

Dans ce graphe orienté, nous pouvons énumérer les chemins U − Y suivants :

p1 = u1 → x1 → x3 → y1 p4 = u2 → x5 → x4 → y2

p2 = u1 → x1 → x3 → x5 → x4 → y2 p5 = u2 → x5 → x3 → y1

p3 = u1 → x1 → x3 → x2 → x5 → x4 → y2 p6 = u2 → x5 → x4 → x3 → y1

Calculons maintenant la condition de lien L(U, Y,V) entre les ensembles U et Y en utilisant

les sommets de V = U ∪X ∪ Y . L’expression L(U, Y,V) peut être utilisée dans l’analyse de

la propriété structurelle de rejet de perturbations ou de diagnosticabilité.

Commençons le calcul de L(U, Y,V) en reliant, par exemple, U à y1 :
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L(U, {y1} ∪ {y2},V) =
(
p1 ∧ L(U \ {u1}, {y2},V \ {u1,x1,x3,y1})

)
∨
(
p5 ∧ L(U \ {u2}, {y2},V \ {u2,x5,x3,y1})

)
∨
(
p6 ∧ L(U \ {u2}, {y2},V \ {u2,x5,x4,x3,y1})

)
De la même façon, nous calculons les expressions :

• L(U \ {u1}, {y2},V \ {u1,x1,x3,y1}) = p4,

• L(U \ {u2}, {y2},V \ {u2,x5,x3,y1}) = faux,

et

• L(U \ {u2}, {y2},V \ {u2,x5,x4,x3,y1}) = faux.

Après simplification, la condition de lien entre les éléments de U et les éléments de Y est

donnée par :

L(U, Y,V) = p1 ∧ p4 (2.18)

En utilisant la définition : pt =
∧

ei∈Υ(pt)

ei tel que ei correspond à un arc (vi,vj), l’expression

L(U, Y,V) peut être exprimée en fonction de la validité des arcs comme suit :

L(U, Y,V) = (u1,x1) ∧ (u2,x5) ∧ (x1,x3) ∧ (x5,x4) ∧ (x3,y1) ∧ (x4,y2) (2.19)

À partir de l’expression booléenne L(U, Y,V), tous ses arcs sont essentiels pour la vérification

de la condition de lien entre U et Y . Donc, dés qu’un de ces arcs n’est plus valide, l’expression

L(U, Y,V) est égale à “faux” et la condition de lien entre U et Y n’est plus vérifiée.

2.4 Condition de distance

2.4.1 Définition

La condition de distance est une condition graphique élémentaire basée sur la distance

entre les éléments de deux ensembles de sommets qui se traduit par des contraintes de type

égalité ou inégalités entre deux distances entre des ensembles de sommets ou, entre une

distance et un nombre prédéfini. Plus précisément, les distances utilisées sont généralement
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liées à la longueur minimale d’un lien de taille maximal entre des paires d’ensembles.

La condition de type distance peut être définie, dans un graphe orienté G(V , E), selon deux

catégories. La première consiste à comparer la distance entre deux ensembles de sommets

V1 et V2 à un nombre prédéfini ℓ qui dépend du problème à traiter. Dans ce cas, la condition

de distance entre V1 et V2 est vérifiée si la distance entre V1 et V2 suivant la propriété à

étudier est soit supérieure, inférieure ou bien égale au nombre prédéfini ℓ.

La deuxième catégorie consiste à comparer les longueurs des chemins reliant deux ensembles

de sommets V1 et V2 avec les longueurs des chemins reliant deux ensembles de sommets V3

et V2. Dans ce cas, la condition de distance entre V1 et V2 est vérifiée si la distance entre

V1 et V2 est supérieure, inférieure ou bien égale à la distance entre V3 et V2. L’ensemble

V3 peut inclure une partie ou tout l’ensemble V1 comme c’est le cas pour l’observabilité à

entrée inconnue et la solvabilité du problème de rejet de perturbations où cette condition

de distance intervient (Boukhobza et al., 2014; van der Woude, 1991) (voir Table 2.1).

Nous nous intéressons, dans ce travail de thèse, à la deuxième catégorie de la condi-

tion de distance. Cette condition porte sur les distances des chemins V1 − V2 et V3 − V2.

Plus précisément, la condition de distance à laquelle nous nous intéressons est du type

γ(V1, V2) ≤ γ(V3, V2). Elle dépend de l’existence de chemins p valides dans un lien entre V1 et

V2 au moins aussi courts que les chemins p′ dans un lien entre V3 \ V1 et V2. Nous rappelons

que ℓ(p) représente la longueur du chemin p i.e. le nombre d’arcs dans ce chemin. Afin de

simplifier la notation, l’ensemble V3\V1 est noté V3\1 pour l’étude de la condition de distance.

Dans ce manuscrit, la condition de distance est représentée sous forme d’une expres-

sion booléenne basée sur les chemins du graphe orienté associé au système étudié. Compte

tenu que l’état booléen d’un chemin dépend de l’état booléen de ses arcs, la condition de

distance peut être réécrite en fonction des arcs du graphe. Cette expression booléenne est

notée D, elle est égale à “vrai” quand la condition de distance entre V1 et V2 est vérifiée et

égale à “faux” dans le cas contraire.
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2.4.2 Expression booléenne de la condition de distance

À partir de la définition de la condition de distance, nous nous intéressons à la validité des

chemins V1 − V2 de longueur plus petite ou égale à celle des chemins V3 − V2. Les chemins

reliant V3\1 à V2 plus courts que ceux reliant V1 à V2 sont groupés dans un ensemble de

chemins noté P(V1,V2,V3) tel que :

P(V1,V2,V3) =
{
p′ = V3\1 − V2 | ∃ p ∈ IP(V1, V2,V) ayant le même sommet feuille,

avec ℓ(p′) < ℓ(p)
}

L’ensemble P(V1,V2,V3) contient donc des chemins V3\1−V2 plus courts qu’au moins un chemin

V1 − V2. Les chemins dans cet ensemble P(V1,V2,V3) représentent donc une contrainte par

rapport à la condition de distance puisqu’ils doivent être de longueur inférieure ou égale à

celle des chemins V1 − V2. Par conséquent, les chemins appartenant au lien V1 à V2 doivent

être plus courts que ceux dans P(V1,V2,V3). Si cet ensemble P(V1,V2,V3) est vide, la condition de

distance est toujours vérifiée.

Dans cette sous-section, une hypothèse H7 est considérée :

H7 : Une condition de lien L(V1, V2,V) est préalablement vérifiée, i.e. le nombre de

chemins entre V1 et V2 est égal à card(V2), lors de l’étude de la condition de distance

D(V1, V2, V3, P(V1,V2,V3)) entre V1 et V2 en prenant en considération des chemins V3\1 − V2

plus courts. Nous avons donc des chemins valides entre V1 et V2 dont il faut étudier la lon-

gueur par rapport à celle des chemins V3\1−V2 pour établir la condition de distance entre eux.

Cette hypothèse n’est pas souvent restrictive. Par exemple, pour le cas du rejet de

perturbations où V1 = U , V2 = Y , V3 = Q ∪ U et V3\1 = Q, la condition de lien

entre U et Y doit être vérifiée. Ainsi, les sorties dans Y sont connectés aux entrées

dans U par des chemins disjoints. Quand cette condition de lien est vérifiée, nous nous in-

téressons à la condition de distance et donc à la longueur des chemins reliant U à Y et, Q à Y .
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Les chemins qui ne sont pas inclus dans l’ensemble P(V1,V2,V3) ne sont pas considérés

dans la condition de distance. En effet, quand il n’y a pas de chemin dans l’ensemble

P(V1,V2,V3) i.e. il n’existe que des chemins V1 − V2 plus courts que les chemins V3\1 − V2, la

condition de distance, avec P(V1,V2,V3) = ∅, dépend uniquement de la condition de lien tel

que :

D(V1, V2, V3, ∅) = L(V1, V2,V) (2.20)

Pour tout vi ∈ V1, vj ∈ V2, vt ∈ V3\1 et P0 ⊆ P(V1,V2,V3), nous définissons l’ensemble de

chemins Ld({vi}, {vj}, V3\1, P0) qui suit :

Ld({vi}, {vj}, V3, P0) =

{
p = {vi} − {vj} ∀ p′ = {vt} − {vj} dans P0 | ℓ(p) ≤ ℓ(p′)

}

Nous définissons l’expression Dl avec vi ∈ V1, vj ∈ V2 et P0 ⊆ P(V1,V2,V3) :

Dl({vi}, {vj}, V3, P0) =
∨

pk∈Ld({vi},{vj},V3,P0)

pk (2.21)

Nous rappelons que pk correspond à la valeur booléenne du chemin pk i.e. pk = vrai quand

le chemin pk est valide et pk = faux sinon. pk est la valeur booléenne associée au chemin pk

telle que pk =
∧

ei∈Υ(pk)

ei. Υ(pk) caractérise l’ensemble des arcs couverts par le chemin pk.

Quand V1 = ∅, la condition de distance est toujours “vrai” et, quand V2 = ∅, la

condition de distance est toujours “fausse” quelque soit l’ensemble P0 ⊆ P(V1,V2,V3) :

 Dl(V1, ∅, V3, P0) = vrai

Dl(∅, V2, V3, P0) = faux
(2.22)

Quand l’ensemble Vj ⊆ V2 ne contient qu’un seul élément i.e. Vj = {vj}, l’expression

correspondante Dl(Vi, {vj}, V3, P0) est donnée par :

Dl(Vi, {vj}, V3, P0) =
∨

vi∈Vi

Dl({vi}, {vj}, V3, P0) (2.23)
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Pour tout Vi ⊆ V1, vi ∈ Vi, Vj ∪ {vj} ⊆ V2 et P0 ⊆ P(V1,V2,V3), nous avons :

Dl(Vi,Vj ∪ {vj}, V3, P0) =
∨

vi∈Pred({vj})∩Vi

( ∨
pk∈Ld({vi},{vj},V3,P0)

(
pk ∧ Dl(Vi \ {vi},Vj, V3, P0)

))
(2.24)

En d’autres termes, Dl(Vi,Vj, V3, P0) est obtenue comme L(Vi,Vj,V) en ne considérant

que les chemins dans Ld({vi}, {vj}, V3, P0) au lieu des chemins dans IP({vi}, {vj},V) pour

chaque lien {vi}-{vj}.

Lors du calcul de Dl, tous les chemins P0 ⊆ P(V1,V2,V3) sont considérés comme valides.

Ainsi, pour Vi ⊆ V1 et Vj ⊆ V2, l’expression Dl(Vi,Vj, V3, P0) traite les chemins Vi − Vj

de longueur inférieure ou égale à celle des chemins V3\1 − Vj ⊆ P0. À partir de ce qui

précède, pour chaque ensemble Vi ⊆ V1, Vj ⊆ V2 et P0 ⊆ P(V1,V2,V3), et pour chaque chemin

p′0 ∈ P(V1,V2,V3), nous définissons la condition de distance comme suit :

• Si P(V1,V2,V3) = {p′0}

D(Vi,Vj, V3, {p′0}) =
(
p′0 ∧ C(Vi,Vj,V)

)
∨
(
p′0 ∧ Dl(Vi,Vj, V3, {p′0})

)
(2.25)

• Si P(V1,V2,V3) = P0 ∪ {p′0}

D(Vi,Vj, V3, P0 ∪ {p′0}) =

(
p̄′0 ∧ D(Vi,Vj, V3, P0)

)
∨

(
p′0 ∧

( ∧
p′i∈P0

p′i

)
∧ Dl(Vi,Vj, V3, P0 ∪ {p′0})

)
∨

( ∨
p′i∈P0

(
p̄′i ∧ D

(
Vi,Vj, V3, P0 ∪ {p′0} \ {p′i}

))) (2.26)

De cette analyse, il vient la proposition suivante :

Proposition 4 Considérons un graphe orienté G(V , E). La condition de distance entre deux

ensembles de sommets V1 ⊆ V, V2 ⊆ V, V3 ⊆ V et V3\1 = V3 \ V1, en utilisant les chemins

dans P(V1,V2,V3), est vérifiée si et seulement si l’expression booléenne D(V1, V2, V3, P(V1,V2,V3))

calculée par les équations (2.25) et (2.26) est “vrai” et l’expression L(V1, V2,V) qui corres-
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2.4 Condition de distance 89

pond à la condition de lien entre V1 et V2 est “vrai”.

Preuve : Le résultat de ce paragraphe est prouvé en utilisant l’aspect récursif de l’expression

D(·, ·, ·, ·). Quand il n’y a aucun élément dans l’ensemble V3\1, l’ensemble P(V1,V2,V3) est

vide. Dans ce cas, la condition de distance est équivalente à la condition de lien pour tout

ensemble Vi ⊆ V1, Vj ⊆ V2 et V3 ⊆ V . Donc, D(Vi,Vj, V3, ∅) = L(Vi,Vj,V).

Prouvons d’abord que l’expression Dl(·, ·, ·, ·) correspond à la condition de distance. Pour

{vi} = V1, {vj} = V2 et P0 ⊆ P(V1,V2,V3), vi et vj ne peuvent être liés que par des chemins

dans Ld({vi}, {vj}, V3, P0) qui sont de longueur plus petite ou égale à celle des chemins dans

P0. Ainsi, Dl({vi}, {vj}, V3, P0) =
∨

pk∈Ld({vi},{vj},V3,P0)

pk.

Nous supposons maintenant que pour tout ensemble Vj ⊆ V2, Vi ⊆ V1 et P0 ⊆ P(V1,V2,V3),

l’expression Dl(Vi,Vj, V3, P0) fournit une expression booléenne qui est “vraie” si et seule-

ment si la condition de distance entre Vi et Vj est vérifiée lorsque nous considérons les

chemins dans P0. Soit vj ∈ V2 \ Vj , la condition de distance entre Vi et Vj ∪ {vj}, est

vérifiée si et seulement si les conditions suivantes sont toutes vérifiées :

• vj est lié à Vi par un chemin pk de longueur inférieure ou égale à celle de tous les chemins

dans P0. Ceci est traduit par la validité du chemin pk ∈ Ld({vi}, {vj}, V3, P0),

• La condition de distance entre les autres éléments de Vi et Vj, i.e. la condition de distance

entre Vi \ {vi} et Vj est égale à “vrai”.

Cela peut se traduire par :

Dl(Vi,Vj∪{vj}, V3, P0) =
∨

vi∈Pred({vj})∩Vi

( ∨
pk∈Ld({vi},{vj},V3,P0)

(
pk∧Dl(Vi\ {vi},Vj, V3, P0)

))

D’autre part, supposons que pour tout ensemble P0 ⊆ P(V1,V2,V3) et pour tout Vj, Vi et V3,

D(Vi,Vj, V3, P0) fournit une expression booléenne qui est “vrai” si et seulement si Vi est lié

à Vj uniquement par des chemins de longueur inférieure ou égale à celle des chemins dans

P0. Considérons un chemin p′0 ∈ P(V1,V2,V3) \ P0 un chemin reliant V3\1 à V2. La condition de

distance entre Vi et Vj est vérifiée si et seulement si au moins une des conditions suivantes
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est vérifiée :

• Quand p′0 n’est pas valide. Dans ce cas, il faut que Vi et Vj soient liés en utilisant

uniquement des chemins de longueur inférieure ou égale à celle des chemins dans P0

i.e. la condition D(Vi,Vj, V3, P0) est “vrai” . Ceci correspond à p̄′0 ∧D(Vi,Vj, V3, P0).

• Quand p′0 et tous les chemins de P0 sont valides. Dans ce cas, nous utilisons l’expression

Dl qui assure le lien entre les éléments vi ∈ Vi et vj ∈ Vj en ne considérant que

des chemins dans Ld({vi}, {vj}, V3, P0) de longueur inférieure ou égale à celle de tous

les chemins dans P0. Ainsi, Vi et Vj peuvent être liés par des chemins de longueur

inférieure ou égale à celle des chemins dans {p′0}∪P0 malgré la validité de ces derniers.

• Quand un chemin p′i ∈ P0 n’est pas valide i.e. p′i. Dans ce cas, seuls les chemins dans

P0∪{p′0}\{p′i} peuvent être considérés dans le calcul de la condition de distance entre

Vi et Vj i.e. D(Vi,Vj, V3, P0 ∪ {p′0} \ {p′i}).

Ceci peut être traduit par l’expression :

D(Vi,Vj, V3, P0 ∪ {p′0}) = (p̄′0 ∧ D(Vi,Vj, V3, P0)) ∨

p′0 ∧
∧

p′i∈P0

p′i ∧ Dl(Vi,Vj, V3, P0 ∪ {p′0})


∨

 ∨
p′i∈P0

(
p̄′i ∧ D

(
Vi,Vj, V3, P0 ∪ {p′0} \ {p′i}

)) .

Par conséquent, nous avons montré que pour chaque chemin V3\1−V2, l’expression booléenne

proposée représente la validité de la condition de distance. Ainsi, la construction récursive

de la fonction D(·, ·, ·, ·) est compatible avec la condition de distance. △

Illustrons l’approche proposée par un exemple de rejet de perturbations.

Exemple 7 Soit le système thermique illustré par la Figure 2.5.

Ce système est composé de 5 réservoirs tels que chaque réservoir est alimenté par un flux

d’eau fixe. Le système est commandé par deux entrées de chauffage w1 et w2 placées respec-

tivement dans les réservoirs 2 et 3. La sortie régulée est le débit de sortie du réservoir 5. Les

perturbations sont des variations de température du flux d’entrée du 1er et 2ème réservoirs
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Figure 2.5 – Système thermique

notées TF1 et TF2.

Ce système correspond aux équations suivantes où Ci, Fi et Ti représentent respecti-

vement la capacité calorifique, le flux d’eau et la température du ième réservoir.



C1∆Ṫ1 = −(F1 + F2)∆T1 + F1∆TF1 + F2∆TF2

C2∆Ṫ2 = −F2∆T2 + F2∆TF2 +∆w2

C3∆Ṫ3 = (F1 + F2)∆T1 − (F1 + F2)∆T3 +∆w1

C4∆Ṫ4 = F2∆T2 − F2∆T4

C5∆Ṫ4 = (F1 + F2)∆T3 + F2∆T4 − (F1 + 2.F2)∆T5

Ce système thermique est un système linéaire ayant la forme suivante :

Σ :

 ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t)

y(t) = Cx(t)

Nous considérons le vecteur d’état X = (x1, . . . ,x5)
T = (∆T1,∆T2,∆T3,∆T4,∆T5)

T , le

vecteur d’entrées U = (u1,u2)
T = (∆w1,∆w2)

T , le vecteur de sorties Y = (y1)
T = (∆T5)

T

et le vecteur de perturbations Q = (q1,q2)
T = (∆TF1 ,∆TF2)

T . Les matrices A, B, C et E

sont données par :
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A =



−(F1 + F2)

C1
0 0 0 0

0
−F2

C2
0 0 0

F1 + F2

C3
0

−(F1 + F2)

C3
0 0

0
F2

C4
0

−F2

C4
0

0 0
F1 + F2

C5

F2

C5

−(F1 + 2.F2)

C5


, B =



0 0

1

C2
0

0
1

C3

0 0

0 0


,

C = (0 0 0 0 1) et E =



F1

C1

F2

C1

0
F2

C2

0 0

0 0

0 0


.

Figure 2.6 – Graphe orienté correspondant à l’Exemple 7

Le graphe orienté représentant ce système est donné sur la Figure 2.6. En analysant le

graphe de la figure 2.6, les perturbations q1 et q2 peuvent affecter la sortie y1. Nous pouvons

énumérer, dans ce graphe orienté, les chemins suivants où pi désigne un chemin U − Y et

p′j désigne un chemin Q− Y :

p′1 = q1 → x1 → x3 → x5 → y1 p4 = u1 → x3 → x5 → y1

p′2 = q2 → x1 → x3 → x5 → y1 p5 = u2 → x2 → x4 → x5 → y1

p′3 = q2 → x2 → x4 → x5 → y1

Dans cet exemple, nous nous intéressons à la condition de distance entre V1 = U et V2 = Y
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en utilisant des chemins U −Y plus courts que les Q−Y . Pour ce faire, la condition de lien

entre V1 = U et V2 = Y doit être vérifiée i.e. L(U, Y,V) =“vrai”.

Après le calcul de la condition de lien en utilisant l’équation (2.16), nous obtenons :

L(U, Y,V) = p4 ∧ p5

Pour le calcul de la condition de distance D(U, Y,Q, PV1,V2,V3), nous avons :


Ld({u1}, {y1}, V3, PV1,V2,V3) = p4

Ld({u2}, {y1}, V3, PV1,V2,V3) = ∅

P(V1,V2,V3) = {p′1, p′2, p′3}

Considérons que P0 = {p′1, p′2} et P(V1,V2,V3) = P0 ∪ {p′3}. La condition de distance correspon-

dante est donc donnée par :

D(U, Y,Q, P0 ∪ {p′3}) = (p̄′3 ∧ D(U, Y,Q, P0)) ∨

p′3 ∧
∧

p′i∈P0

p′i ∧ Dl(U, Y,Q, P(V1,V2,V3))


∨

 ∨
p′i∈P0

(
p̄′i ∧ D

(
U, Y,Q, P(V1,V2,V3) \ {p′i}

))
L’expression D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)) peut être utilisée dans l’analyse de la propriété structurelle

de rejet de perturbations.

En utilisant l’expression (2.24), la condition de distance pour cet exemple est donnée par :

D(U, Y,Q, PV1,V2,V3) = p4 ∨ (p5 ∧ p̄′1 ∧ p̄′2 ∧ p̄′3)

Avec la définition : pt =
∧

ei∈Υ(pt)

ei tel que ei corresponds à un arc (vj,vt), l’expression
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D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)) peut être exprimée en fonction de la validité des arcs comme suit :

D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)) = (x5,y1) ∧

(
(u1,x2) ∧ (x3,x5)

)
∨

(
(u2,x2) ∧ (x3,x4) ∧ (x1,x3)∧

(q2,x2) ∧
(
(x1,x3) ∨ (x3,x5) ∨

(
(q1,x1) ∧ (q2,x1)

)))
(2.27)

À partir de l’expression booléenne D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)), l’arc (x5,y1) est essentiel pour la

vérification de la condition de distance entre U et Y . Donc, si cet arc n’est plus valide,

l’expression D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3\1)) est égale à “faux” et la condition de distance entre U et

Y n’est plus vérifiée.

2.5 Condition de couplage complet

2.5.1 Définition

La condition de couplage complet est une condition basée sur le nombre d’arcs entre

deux ensembles de sommets dans un graphe biparti. Comme présenté sur la Table 2.1

dans la Section 3.1, cette condition est utilisée afin de garantir la vérification de plusieurs

propriétés structurelles telles que la commandabilité, l’observabilité et la diagnosticabilité

(Boukhobza and Hamelin, 2007; Commault and Dion, 2013).

Dans un graphe biparti B(V +, V −, EB), la condition de couplage complet est définie

entre les deux ensembles V + et V −. Sans perte de généralité, nous considérons dans cette

section que le couplage est complet. La condition de couplage complet consiste à avoir entre

V + et V − un couplage de taille t égale à card(V −) ou card(V +). Pour l’observabilité par

exemple, le couplage complet doit être de taille card(V +), et pour la commandabilité, le

couplage complet doit être de taille card(V −).

Cette condition peut être considérée comme un cas particulier de la condition de lien quand

elle est appliquée sur des chemins ayant la longueur 1 (chemins composés d’un seul arc)

dans un graphe biparti B(V +, V −, EB).
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Dans ce paragraphe, nous cherchons à exprimer la condition de couplage complet

sous forme d’une expression booléenne basée sur les arcs du graphe biparti représentant le

système. Cette expression est notée MC et elle est égale à “vrai” quand la condition de

couplage complet est vérifiée et égale à “faux” dans le cas contraire.

2.5.2 Expression booléenne de la condition de couplage complet

À partir de la définition, la condition de couplage complet est définie entre les deux

ensembles de sommets V + et V − du graphe biparti. Elle consiste à ce qu’un couplage

complet entre V + et V − égal à θ(V +, V −), i.e. le nombre d’arcs disjoints reliant V + et V −

est égale à card(V +), soit vérifié. La condition de couplage complet entre deux ensembles

de sommets V + et V − est notée MC(V +, V −).

Après la DM décomposition (cf. Annexe A) du graphe biparti B(V +, V −, EB), soit

E∗ ⊆ EB un ensemble d’arcs intra-classes i.e. des arcs reliant deux sommets appartenant à

la même composante. Seuls les arcs appartenant à E∗ peuvent être utilisés dans un couplage

complet. Les arcs dans Eµ = EB \ E∗ ne sont jamais couverts par un couplage complet et par

conséquent ils ne sont pas considérés dans notre étude. Ainsi, MC(V +, V −) ne dépend que

des arcs de E∗ = EB \ Eµ. L’expression MC(V +, V −) est donnée par l’équation (2.28) :

MC(V +, V −) = Exp(V +, E∗) (2.28)

Exp(V +, E∗) est une expression booléenne qui correspond à la condition de couplage complet

entre V + et V − en utilisant les arcs inclus dans l’ensemble E∗. Le prototype de l’expression

Exp(W,E) est donnée ci-dessous où W ⊆ V + et E ⊆ E∗.

Exp(W,E) =
∨

(v+
i ,v−

k )∈E

(
(v+

i ,v
−
k ) ∧ Exp

(
W \ {v+

i }, f
(
W \ {v+

i }, E \ {(v+
i ,v

−
k ) ∪ E(v+

i ,v−
k )}
)))
(2.29)

où f(W,E) est une fonction qui calcule la DM décomposition du graphe biparti B(W,V −, E)

et retourne l’ensemble des arcs reliant deux sommets de la même composante fortement

connexe (Dulmage and Mendelsohn, 1958; Murota, 1987a) . E(v+
i ,v−

k ) représente l’ensemble

des arcs non disjoints avec (v+
i ,v

−
k ).
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Lorsque l’ensemble des sommets W ne contient qu’un seul élément v+
i , l’expression

Exp(W,E) = Exp({v+
i }, E) est donnée par :

Exp({v+
i }, E) =

∨
(v+

i ,v−
k )∈E

(
v+
i ,v

−
k

)
(2.30)

Quand card(W ) = 0, l’expression Exp(W,E) = Exp(∅, E) est égale à “vrai” puisqu’il n’y a

pas de sommet dans W à relier avec les éléments de V −. Quand card(W ) ̸= 0 et card(E) = 0,

Exp(W,E) = 0 parce qu’il n’y a pas d’arc dans E pour assurer le lien entre les éléments de

W et l’ensemble V −.

À partir de cette analyse, il vient la proposition suivante :

Proposition 5 Soit un graphe biparti B(V +, V −, EB). Le couplage maximal entre V + et

V − est complet i.e. il est de cardinalité card(V +) si et seulement si l’expression booléenne

MC(V +, V −) = Exp(V +, E∗) calculée récursivement en utilisant les équations (2.29) et

(2.30) est “vrai”.

Preuve : En utilisant la DM décomposition qui caractérise le couplage complet (Murota,

1987b), nous obtenons des composantes fortement connexes Vi pour i = 0, 1, 2, . . . , r,∞.

Considérons Eµ l’ensemble des arcs (v+
ℓ ,v

−
m) reliant les deux sommets v+

ℓ et v−
m ap-

partenant à deux composantes fortement connexes différentes. Il est bien connu

(Dulmage and Mendelsohn, 1958) que les composantes de la DM décomposition ca-

ractérisent tous les couplages complets possibles, car ces composantes sont les mêmes quel

que soit le couplage complet choisi. Par conséquent, les arcs de l’ensemble Eµ ne peuvent

pas appartenir à un couplage complet et ils sont donc inutiles dans la constitution d’un

couplage complet pour le graphe biparti considéré. Ainsi, nous ne considérons que les arcs

inclus dans E∗ = EB \ Eµ. Tous les éléments de E∗ appartiennent à au moins un couplage

complet, i.e. ∀(v+
i ,v

−
j ) ∈ E∗, (v+

i ,v
−
j ) est utilisable dans un couplage complet. Ainsi, un

couplage complet ne peut contenir que des éléments de l’ensemble E∗.

Maintenant, nous prouvons que Exp(V +, E∗) est “vrai” lorsque le graphe biparti véri-

fie un couplage complet de taille card(V +) et “faux” sinon. Nous montrons par récurrence
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que pour chaque ensemble W ⊆ V + et E = f(W, EB), Exp(W,E) est l’expression corres-

pondant à la validité de la condition de couplage complet entre W et V −. Pour ce faire,

nous prouvons d’abord que Exp(W,E) correspond à la condition de couplage complet pour

card(W ) = 1 puis pour card(W ) = 2. Ensuite, en considérant que Exp(W,E) correspond à

la condition de couplage complet pour card(W ) = n0, nous montrons que cette expression

correspond à la condition de couplage complet pour tout ensemble W de cardinalité n0 + 1.

Quand W ne contient qu’un seul élément vi, ce dernier peut être relié à V − en utilisant

l’un des arcs de l’ensemble E. Ainsi, il y a un ∨ logique entre les éléments de E :∨
(v+

i ,v−
j )∈E

(
v+
i ,v

−
j

)
. Cette partie de MC(V +, V −) est égale à “faux” si tous les arcs de E

connectant v+
i à V − ne sont pas valides.

Quand card(W ) = 2, notons W = {v+
i ,v

+
k } ⊆ V +. Deux cas se présentent :

(1) v+
i et v+

k ne sont pas dans la même composante DM, ou

(2) v+
i et v+

k sont dans la même composante DM.

Dans le cas (1), v+
i et v+

k appartiennent à deux composantes DM différentes, chacun de

ces deux sommets peut être relié à V − par un arc appartenant à l’ensemble E et à sa

composante DM. Par conséquent, (v+
i ,v

−
j ) et (v+

k ,v
−
ℓ ) sont toujours disjoints. L’expression

est donc donnée par :

 ∨
(v+

i ,v−
j )∈E

(v+
i ,v

−
j )

 ∧

 ∨
(v+

k ,v−
ℓ )∈E

(
v+
k ,v

−
ℓ

).

Dans le cas (2), si le sommet v+
i est traité en premier, alors l’expression booléenne est∨

(v+
i ,v−

j )∈E

(
(v+

i ,v
−
j ) ∧ Exp

(
{v+

k }, E1

))
où E1 = f

(
{v+

k }, E \ {(v+
i ,v

−
j ) ∪ E(v+

i ,v−
j )}
)

contient tous les arcs disjoints avec (v+
i ,v

−
j ) pouvant appartenir à un couplage com-

plet. Comme il est indiqué au début de la preuve, dans l’expression Exp({v+
k }, E1),

card(W ) = 1. Ainsi, l’expression booléenne de la condition de couplage complet dans ce

cas est
∨

(v+
i ,v−

j )∈E

(v+
i ,v

−
j ) ∧

 ∨
(v+

k ,v−
ℓ )∈E1

(
v+
k ,v

−
ℓ

). L’arc (v+
i ,v

−
j ) est dans E et l’arc

(v+
k ,v

−
ℓ ) est dans E1 et ils sont toujours disjoints grâce à la fonction f qui calcule la DM

décomposition du graphe biparti.
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Supposons maintenant que pour tous les sous-ensembles V k
0 ⊆ V + de cardinalité

n0 < card(V +), Exp(V k
0 , Ek

0 ) est l’expression correspondant à la validité de la condition de

couplage complet. Ek
0 définit un sous-ensemble d’arcs où au moins un couplage complet de

taille n0 est possible, i.e. le couplage complet entre V k
0 et V − est égal à card(V k

0 ). Mainte-

nant, prouvons que Exp est “vrai” ∀V k
1 ⊆ V + de cardinalité n0 + 1. Il est évident qu’il est

toujours possible de trouver un ensemble V k
0 de cardinalité n0 tel que V k

1 = V k
0 ∪ {v+

i }. En

utilisant l’équation (2.29), nous avons Exp(V k
1 , Ek

1 ) =
∨

(v+
i ,v−

j )∈Ek
1

(
(v+

i ,v
−
j )∧Exp(V k

0 , Ek
0ij)

)
,

où Ek
1 définit un sous-ensemble d’arcs où au moins un couplage complet de taille n0 + 1 est

possible et Exp(V k
0 , Ek

0 ), par hypothèse, est l’expression du couplage complet entre V k
0 et

V − en utilisant l’ensemble d’arcs Ek
0ij ⊆ Ek

0 où Ek
0ij = f

(
V k
0 , Ek

0 \ {(v+
i ,v

−
k ) ∪ E(v+

i ,v−
j )}
)
. Le

sommet vi est toujours relié à V − par un arc (v+
i ,v

−
j ) dans Ek

1 où v−
j est un successeur de

v+
i . Ainsi, la première partie de Exp(V k

1 , Ek
1 ) correspond à la condition de couplage complet.

De plus, lorsque nous choisissons d’utiliser (v+
i ,v

−
k ) pour joindre v+

i à V −, puisque tous les

arcs utilisables dans un couplage complet sont dans f(W \ {v+
i }, E \ {(v+

i ,v
−
k )∪ E(v+

i ,v−
k )}),

alors, selon l’hypothèse de récurrence, Exp(V k
0 , f(V

k
0 \ {v+

i }, Ek
0 \ {(v+

i ,v
−
k ) ∪ E(v+

i ,v−
k )}))

donne l’expression correspondant à la validité du couplage complet pour V k
0 . Par consé-

quent, l’expression Exp(V k
1 , Ek

1 ) est un ∧ logique entre des expressions booléennes qui

correspondent à la condition de couplage complet, et donc Exp correspond à la condition

de couplage complet pour tous les sous-ensembles V k
1 de cardinalité n0 + 1.

Par conséquent, Exp(V,E) correspond à l’état de validité de l’expression booléenne

correspondante au couplage complet dans un graphe biparti selon l’état de validité des

arcs. △.

Illustrons l’analyse précédente par l’exemple suivant :

Exemple 8 Nous considérons l’exemple d’un modèle bilinéaire pour un actionneur électro-

mécanique constitué d’un moteur à courant continu avec un accouplement et d’une charge,

donné à la Figure 2.7.
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Figure 2.7 – Actionneur électromécanique

Ce système obéit aux équations suivantes :



La i̇a +Ra ia + ka ie ωm = 0

Jm ω̇m −Ka ie ia + Fm ωm = −Kr ∆Γ

∆̇Γ −
1

N
ωm + ωc = 0

Jc ω̇c − Fc ωc +Kr ∆Γ = 0

θ̇m = ωm

où Jm et Jc sont les moments d’inertie du moteur et de la charge, Fm et Fc sont les

coefficients de frottements visqueux du moteur et de la charge, ka est la constante du couple

du moteur, kr est le coefficient de la rigidité du couplage, Ra et La sont la résistance

et l’inductance du rotor, et N est le rapport d’engrenage. Le vecteur d’état du système

est composé du courant du rotor ia, de la vitesse de rotation de l’arbre du moteur ωm,

de la position angulaire de l’arbre du moteur θm, de la rotation angulaire ∆r entre les

arbres du moteur et de la charge due à l’accouplement élastique, et de la vitesse de rota-

tion de l’arbre de la charge ωc. Le vecteur des commandes est composé du courant du stator ie.
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Pour ce système ayant la forme :

Σα :


ẋ(t) = A0x(t) +

m∑
i=1

ui(t)Aix(t) +Bu(t)

y(t) = C0x(t) +
m∑
i=1

ui(t)Cix(t) +Du(t)

Nous notons X = (x1,x2,x3,x4,x5)
T = (ia, ωm, θm,∆Γ, ωc)

T , U = (u1) = (ie)

et Y = (y1,y2,y3)
T = (ia, θm, ωc)

T . Le graphe biparti représentant ce système bili-

néaire est donné sur la Figure 2.8. Nous avons V + = {x+
1 ,x

+
2 ,x

+
3 ,x

+
4 ,x

+
5 } et V − =

Figure 2.8 – Graphe biparti pour l’Exemple 8

{x−
1,0,x

−
1,1,x

−
2,0,x

−
2,1,x

−
3,0,x

−
4,0,x

−
5,0,y1,0,y2,0,y

−
3,0}.

Dans ce graphe biparti, nous avons deux DM composantes V1 et V∞, et il n’y a pas d’arcs re-

liant deux sommets de composantes différentes. Nous avons donc pour cet exemple E∗ = EB.

Calculons maintenant l’expression booléenne MC(V +, V −) = MC(X+, X− ∪ Y −) =

Exp(V +, EB). L’expression MC(X+, X− ∪ Y −) peut être utilisée dans l’analyse de l’obser-

vabilité. Le développement de l’expression Exp(V +, EB) peut commencer par la connexion de

x+
3 à V −. Il vient :

Exp(V +, EB) = (x+
3 ,y

−
2,0) ∧ Exp

(
{x+

1 ,x
+
2 ,x

+
4 ,x

+
5 }, EB \ (x+

3 ,y
−
2,0)
)

Continuons par le calcul de Exp
(
{x+

1 ,x
+
2 ,x

+
4 ,x

+
5 }, EB \ (x+

3 ,y
−
2,0)
)

en connectant x+
4 à V −

comme suit :

Exp
(
{x+

1 ,x
+
2 ,x

+
4 ,x

+
5 }, EB \ (x+

3 ,y
−
2,0)
)
=(

(x+
1 ,y

−
1,0)∧Exp

(
{x+

1 ,x
+
2 ,x

+
5 }, EB\{(x+

3 ,y
−
2,0), (x

+
4 ,x

−
2,0), (x

+
4 ,x

−
5,0), (x

+
2 ,x

−
2,0)}

))
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∨

(
(x+

1 ,x
−
1,0)∧Exp

(
{x+

1 ,x
+
2 ,x

+
5 }, EB\{(x+

3 ,y
−
2,0), (x

+
4 ,x

−
2,0), (x

+
4 ,x

−
5,0), (x

+
5 ,x

−
5,0)}

))

Remarque 5 L’ordre de traitement des sommets x+
i est arbitraire. Le résultat final i.e.

l’expression booléenne Exp(V +, EB) est toujours le même quelque soit l’ordre de traitement

des sommets x+
i .

De la même façon, nous calculons les expressions booléennes :

Exp
(
{x+

1 ,x
+
2 ,x

+
5 }, EB \ {(x+

3 ,y
−
2,0), (x

+
4 ,x

−
2,0), (x

+
4 ,x

−
5,0), (x

+
2 ,x

−
2,0)}

))
et

Exp
(
{x+

1 ,x
+
2 ,x

+
5 }, EB \ {(x+

3 ,y
−
2,0), (x

+
4 ,x

−
2,0), (x

+
4 ,x

−
5,0), (x

+
5 ,x

−
5,0)}

))
.

Nous obtenons ainsi l’expression booléenne de la condition de lien complet donnée par :

MC(V +, V −) = Exp(V +, EB) = (x+
3 ,y

−
2,0) ∧

(
(x+

1 ,y
−
1,0) ∨ (x+

1 ,x
−
1,0) ∨ (x+

1 ,x
−
2,1)
)
∧(((

(x+
2 ,x

−
1,1) ∨ (x+

2 ,x
−
3,0)
)
∧
((

(x+
4 ,x

−
2,0) ∧ (x+

5 ,y
−
3,0)
)
∨
(
(x+

4 ,x
−
2,0) ∧ (x+

5 ,x
−
5,0)
)
∨

(
(x+

4 ,x
−
2,0) ∧ (x+

5 ,x
−
4,0)
)
∨
(
(x+

4 ,x
−
5,0) ∧ (x+

5 ,y
−
3,0)
)
∨
(
(x+

4 ,x
−
5,0) ∧ (x+

5 ,x
−
4,0)
)))

∨(
(x+

2 ,x
−
4,0) ∧

((
(x+

4 ,x
−
2,0) ∧ (x+

5 ,y
−
3,0)
)
∨
(
(x+

4 ,x
−
2,0) ∧ (x+

5 ,x
−
5,0)
)
∨
(
(x+

4 ,x
−
5,0) ∧ (x+

5 ,y
−
3,0)
))

∨(
(x+

2 ,x
−
2,0) ∧

((
(x+

4 ,x
−
2,0) ∧ (x+

5 ,x
−
5,0)
)
∨
(
(x+

4 ,x
−
5,0) ∧ (x+

5 ,y
−
3,0)
))))

À partir de l’expression booléenne MC(V +, V −), nous constatons que l’arc (x+
3 ,y

−
2,0) est

essentiel pour la vérification de la condition de distance entre V + = X+ et V − = X− ∪ Y −.

Donc, si cet arc n’est plus valide, l’expression MC(V +, V −) est égale à “faux” et la condition

de couplage complet entre V + et V − n’est plus vérifiée.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, des résultats concernant les conditions graphiques élémentaires ont été

présentés. En premier lieu, une table de synthèse bibliographique des conditions nécessaires
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et suffisantes pour la vérification des propriétés structurelles a été donnée. Cette table

montre que 4 catégories de conditions élémentaires graphiques sont essentiellement utilisées

pour l’analyse de la vérification des propriétés structurelles pour 3 classes de systèmes

structurés. Il s’agit des conditions de connectivité, de lien, de distance et de couplage

complet. Ces 4 catégories de conditions élémentaires graphiques sont traitées dans ce

chapitre .

Après avoir énoncé la définition de chacune de ces conditions élémentaires, nous avons

développé des expressions booléennes caractérisant l’état de validité de ces conditions.

Les expressions booléennes sont basées sur les arcs dans les représentations graphiques du

système. Ces arcs peuvent admettre deux états : valide ou non valide, ce qui détermine

les valeurs (“vrai” ou “faux”) des expressions booléennes et donc l’état de validité des

conditions élémentaires correspondantes. L’expression booléenne associée à la condition de

connectivité est construite récursivement en utilisant deux approches graphiques différentes.

La première est basée sur un parcours de graphes en profondeur et la seconde est basée sur un

parcours de graphes en largeur. Les deux approches sont équivalentes en terme de résultat.

Donc, une étude comparative basée sur leur complexité a été présentée. Cinq propositions

sont donc fournies ainsi que leurs preuves pour les 4 conditions élémentaires traitées. Les

approches proposées pour les conditions de lien, de distance et de couplage complet corres-

pondent à des complexités polynomiales et non combinatoire quelque soit l’ordre du système.

Après avoir énoncé les résultats de ce chapitre sur les conditions élémentaires gra-

phiques, des exemples ont illustré la construction des expressions booléennes associées aux

conditions. Les expressions booléennes sont obtenues d’une façon récursive en utilisant des

algorithmes à complexité polynomiale. Sachant ces expressions booléennes, leur combinaison

en “ET” logique permet d’obtenir une expression booléenne associée à une propriété

structurelle, par exemple l’expression booléenne associée à la capacité d’un système à rejeter

les perturbations nécessite les expressions booléennes associées aux conditions de lien et

de distance. Ainsi, les propriétés structurelles peuvent être écrites comme des expressions
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booléennes basées sur les arcs des graphes associés au système.

La condition de distance est la seule condition à être développée sous l’hypothèse

que la condition de lien soit vérifiée. La condition de distance n’est pas toujours associée

à la condition de lien pour la vérification d’une propriété structurelle comme c’est le cas

pour l’observabilité partielle. Ainsi, cette hypothèse est donc considérée comme une limite

de notre étude.

La formulation des conditions élémentaires graphiques ainsi que les propriétés struc-

turelle sous forme d’expressions booléennes basées sur les arcs des graphes associées au

système permet de lier la vérification des propriétés structurelles à l’état de validité des

arcs. Ainsi, il est possible de savoir l’impact de la non validité d’un ou plusieurs arcs sur la

vérification des propriétés structurelle.

Ces expressions booléennes permettront ensuite le calcul de la fiabilité et/ou de la

disponibilité des propriétés structurelles dans le chapitre 3.
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Chapitre 3

Sûreté de fonctionnement des propriétés

structurelles

3.1 Introduction

Les propriétés structurelles jouent un rôle très important pour le bon fonctionnement d’un

système et la sécurité de ses utilisateurs. En effet, il est nécessaire que certaines propriétés

structurelles comme l’observabilité, la commandabilité, la solvabilité du problème de rejet

de perturbations, la détectabilité et l’isolabilité des défauts, etc., soient vérifiées pendant

toute la durée de la mission du système.

Nous avons présenté, dans le deuxième chapitre, 4 catégories de conditions graphiques

élémentaires intervenant dans la validité de plusieurs propriétés structurelles. Il s’agit des

conditions de connectivité, de lien, de distance et de couplage complet. Ces conditions

graphiques élémentaires ont été associées à des algorithmes permettant le calcul des

expressions booléennes basées sur les arcs des graphes représentant la structure du système

étudié. Les propriétés structurelles sont associées à des expressions booléennes par la

combinaison logique des expressions booléennes associées à deux ou plusieurs conditions

graphiques élémentaires (cf. Table 2.1) et leur instanciation par des ensembles spécifiques

dans les graphes considérés. Par exemple, l’observabilité de l’état nécessite la vérification
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des conditions de connectivité et de couplage complet, alors que la solvabilité du problème

de rejet de perturbations nécessite la vérification des conditions de lien et de distance.

Dans ce chapitre, il s’agit d’exploiter les résultats du deuxième chapitre pour l’ana-

lyse de la sûreté de fonctionnement des propriétés structurelles. Cette analyse est

principalement basée sur le mode de fonctionnement des composants du système (bon

fonctionnement ou défaillance). Par conséquent, les expressions booléennes, associées aux

propriétés structurelles et basées sur les arcs, doivent être liées aux composants du système

afin de pouvoir évaluer la fiabilité et la disponibilité de ces propriétés structurelles.

En effet, les arcs appartenant aux graphes représentant le système, peuvent être liés à ses

composants grâce à une association arc-composants dans l’esprit de la fonction injective pro-

posée par A. Kaufmann (Kaufmann et al., 1975) (cf. chapitre 1). Ainsi, l’état de validité des

arcs, qui est égale à “vrai” ou “faux”, dépend de l’état de fonctionnement des composants

du système. En utilisant l’association arc-composants, les expressions booléennes, associées

aux propriétés structurelles et basées sur les arcs, peuvent être réécrites en fonction des

défaillances des composants du système.

Après avoir associé les propriétés structurelles aux expressions booléennes basées sur

les défaillances des composants du système au travers des conditions graphiques élémen-

taires, leur fiabilité et/ou leur disponibilité peuvent être calculées. Pour ce faire, nous

utilisons les outils de sûreté de fonctionnement présentés dans le premier chapitre.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’association des deux disciplines d’analyse

structurelle et de sûreté de fonctionnement qui est, à notre connaissance, peu abordée

dans la littérature (Conrard et al., 2011; Maza et al., 2012; Staroswiecki, 2007). L’objectif

de ce chapitre est de présenter le calcul de la fiabilité et la disponibilité des propriétés

structurelles en utilisant des outils de sûreté de fonctionnement. Aussi, les résultats de ce

calcul sont interprétés en fonction des exigences dans le cahier des charges du système.

L’association arc-composants est définie dans un premier temps. Le calcul de la fiabilité et
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de la disponibilité, en utilisant 3 outils de la sûreté de fonctionnement qui sont les blocs

diagramme de fiabilité, les réseaux bayésiens et les chaînes de Markov, sont ensuite détaillés.

La fiabilité et la disponibilité de la commandabilité totale de l’état ainsi que de la solvabilité

du problème de rejet de perturbations sont calculées pour un cas d’étude. Les résultats du

calcul de ces deux paramètres de la sûreté de fonctionnement sont ensuite interprétés en

relation avec les exigences du cahier des charges du système afin de prévoir des actions sur

les composants en cas de non respect de ces exigences pendant la mission du système. Une

conclusion est développée en fin du chapitre.

3.2 Association arc-composants

3.2.1 Définition

Dans un graphe orienté, les arcs représentent les relations entre les variables d’état,

d’entrée, de sortie, de perturbation, etc., du système. Pour tout graphe orienté ou biparti

représentant le système, ses arcs sont associés aux paramètres des matrices A, B, C, D, E,

etc. de sa représentation d’état. Les paramètres de ces matrices sont naturellement liés aux

composants physiques du système. Par exemple, un arc (xi,yj) correspond à un capteur

puisqu’il lie une variable d’état à une sortie qui est une mesure, un arc (uj,xi) correspond

à un actionneur puisqu’il lie une variable d’entrée qui est une commande à une variable

d’état, ou un arc (xi,xj) qui lie 2 variables d’état et peut correspondre à un ou plusieurs

composants internes.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons à l’étude des propriétés structurelles en se

basant sur la représentation graphique du système étudié. La vérification de ces propriétés

structurelles dépend de l’état de validité des arcs dans les graphes associés au système.

L’état des arcs et des composants obéit à l’hypothèse d’état binaire (cf. hypothèse H1)

où chaque arc ou composant peut admettre deux états (valide/invalide ce qui équivaut

à bon fonctionnement/défaillant). Puisque l’état de validité des arcs dépend de l’état de

fonctionnement des composants, nous matérialisons ceci par une association arc-composants.
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En effet, pour cette association arc-composants, nous exploitons l’idée originale des

réseaux de fiabilité de Kaufmann (Kaufmann et al., 1975) où cette association est donnée

à travers une fonction injective. L’association entre les arcs et les composants du système

utilisés dans ce travail de thèse est notée φ. Pour l’utilisation de cette association, nous

considérons l’hypothèse que cette association est connue. Elle est définie entre un ensemble

d’arcs et un ensemble d’expressions booléennes basées sur l’état de fonctionnement des

composants du système et plus précisément leur défaillance. La défaillance d’un composant ci

est notée Ci ∈ {vrai, faux} (Ci représente son bon fonctionnement). Notons φ : E → F(C)

où E est l’ensemble d’arcs et F(C) est une expression booléenne basée sur les défaillances

des composants. Par exemple φ
(
(vi,vj)

)
= C1 ∧ C2 ∧ (C3 ∨ C4) avec ∧ et ∨ représentent

respectivement les “ET” et “OU” logiques. L’arc (vi,vj) est valide quand ni c1 ni c2 ni l’un

des deux composants c3 ou c4 ne sont défaillants. Dans certains cas, aucune défaillance de

composants n’est affectée à un arc. Par exemple, dans le cas de la dérivation, l’arc reliant les

sommets représentant les variables vi et sa dérivée vj est toujours valide et φ(arc) =“vrai”.

Puisque chaque arc correspond à un élément non nul dans les matrices d’état du système, il

n’est pas supprimé du graphe quand il est invalide. Il est important de ne pas supprimer cet

arc invalide du graphe car il redevient valide quand les composants défaillants correspondant

sont réparés.

3.2.2 Exemple

Considérons un système électrique donné sur la Figure 3.1.

Figure 3.1 – Circuit électrique RLC
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L’entrée est la tension représentée par u(t) et la sortie est la tension représentées par y(t). C,

L, R1 et R2 caractérisent respectivement un condensateur, une bobine et deux résistances.

v(t) est la tension aux bornes de C et i(t) est le courant qui passe à travers L et R2.

Ce système correspond aux équations suivantes :


v̇(t) =

−1

CR1

v(t) +
1

C
i(t) +

1

CR1

u(t)

i̇(t) =
−1

L
v(t)− R2

L
i(t) +

1

L
u(t)

y(t) = R2i(t)

Cet exemple correspond à un système linéaire de la forme :

Σ :



ẋ(t) =

 v̇(t)

i̇(t)

 =

 −1

CR1

1

C
−1

L

−R2

L


 v(t)

i(t)

+

 1

CR1
1

L

u(t)

y(t) = (0 R2)

 v(t)

i(t)


Ce système est représenté par le graphe orienté de la Figure 3.2. Les variables u(t), v(t), i(t),

y(t) sont respectivement représentées par les sommets u1, x1, x2, y1. Sur ce graphe orienté,

les paramètres des matrices A, B et C sont représentés sur leurs arcs associés. La relation

entre les arcs et les composants du système apparait donc très clairement dans la Figure 3.2.

L’arc (x2,y1) est lié à la résistance R2, l’arc (x1,x2) est lié à l’inductance L, l’arc (x1,x1)

est lié au condensateur C et à la résistance R1, etc.

Figure 3.2 – Graphe orienté associé au circuit électrique RLC
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Pour les 4 composants c1 = R1, c2 = R2, c3 = C et c4 = L, toutes les associations entre les

arcs et les défaillances des composants sont représentées sur la Table 3.1.

Arc φ
(
Arc
)

Arcs φ
(
Arc
)

(u1,x1) C1 ∧ C3 (x1,x2) C4

(u1,x2) C4 (x2,x1) C3

(x1,x1) C1 ∧ C3 (x2,y1) C2

(x2,x2) C2 ∧ C4

Table 3.1 – Association φ pour le circuit électrique RLC

Par exemple, un cas de défaillance de la résistance R2 peut correspondre à ce que cette

résistance soit équivalente à un interrupteur ouvert (une résistance fortement surchauffée et

donc détruite). Par conséquent, le lien physique et fonctionnel entre y(t) et i(t) représentés

par les sommets y1 et x2 n’existera plus et l’arc (x2,y1) non valide.

3.3 Fiabilité des propriétés structurelles

3.3.1 Calcul de la fiabilité

Le calcul de la fiabilité des propriétés structurelles est basé sur des expressions booléennes

en fonction des défaillances des composants du système. Pour ce calcul, nous utilisons les

outils graphiques de modélisation et de calcul présentés dans le premier chapitre.

Remarque 6 Pour le calcul de la fiabilité des propriétés structurelles, les hypothèses H1,

H2, H3, H4 et H5 énoncées dans le chapitre 1 sont considérées.

3.3.2 Bloc diagramme de fiabilité

Les propriétés structurelles sont associées à des expressions booléennes basées sur les

défaillances des composants du système correspondant. Ces expressions booléennes peuvent

être représentées par des blocs diagramme de fiabilité (BDF) où les composants dans ces

expressions sont représentés par des blocs. Le BDF correspondant permet de réaliser deux

analyses de la fiabilité des propriétés structurelles. Une analyse qualitative (ou booléenne)
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qui permet de savoir si une propriété structurelle est vérifiée lorsqu’un ou plusieurs compo-

sants du système sont défaillants et de déterminer les coupes minimales et les chemins de

succès minimaux. La deuxième analyse est quantitative. Le calcul de la fiabilité globale du

système est effectué sachant la fiabilité des composants associés aux blocs du diagramme.

En fonction de l’architecture fonctionnelle du système i.e. les interconnexions de ses

composants (parallèle, série, parallèle/série, etc), la fiabilité est calculée comme suit :

P (Σ|t) =


N∏
i=1

P
(
Ci|t

)
Pour les systèmes en série

1−
N∏
i=1

(
1− P

(
Ci|t

) )
Pour les systèmes en parallèle

(3.1)

Chaque composant ci possède un taux de défaillance noté λci(t) (cf. Annexe B). La fiabilité

d’un composant ci est donnée par :

P (Ci|t) = Rci(t) = e−
∫ T
0 λi(t)dt (3.2)

Exemple 9 Considérons la propriété structurelle correspondant à l’expression booléenne

EB1 basée sur les défaillances des composants et donnée comme suit :

EB1 = C1 ∧ C2 ∧
(
C3 ∨ (C4 ∧ C5)

)
Cette expression peut être représentée par le bloc diagramme de fiabilité donné sur la Fi-

gure 3.3.

Figure 3.3 – BDF correspondant à l’expression booléenne EB1

Dans ce BDF, nous avons 5 composants liés par des relations “ET” et “OU” logiques notés

respectivement ∧ et ∨ dans EB1.
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Analyse qualitative :

Pour cet exemple, il y a 2 coupes minimales d’ordre 1 qui sont {c1} et {c2} et, 2 coupes

minimales d’ordre 2 qui sont {c3, c4} et {c3, c5}. Dans le même esprit que les résultats

présentés dans (Conrard et al., 2011), il est possible de calculer le nombre minimal de

défaillances tolérées. Afin de maintenir l’expression EB1 égale à “vrai” , aucune défaillance

n’est tolérée. Par exemple, si le composant c1 ou c2 est défaillant, EB1 n’est plus “vraie” .

Analyse quantitative :

Nous notons REB1(t) la fiabilité de l’expression booléenne EB1 et Rci(t) la fiabilité du

composant ci.

Selon l’équation 3.1, la fiabilité de l’expression EB1 est donnée par :

REB1(t) = Rc1(t) ·Rc2(t) ·
(
1−

(
1−Rc3(t)

)
·
(
1−Rc4(t) ·Rc5(t)

))
(3.3)

Sans perte de généralité, considérons que la fiabilité des composants c2, c3 et c4 suit une loi

exponentielle où λc2(t) = 0.0002, λc3(t) = 0.0003 et λc4(t) = 0.0004. Pour les composants

c1 et c5, leur fiabilité suit une loi de Weibull où βc1 = 1, βc5 = 0.9, ηc1 = 100, ηc5 = 200,

γc1 = γc5 = 0 (cf. Annexe B).

La Figure 3.4 montre l’évolution de la fiabilité de la propriété structurelle correspon-

dant à l’expression booléenne EB1 qui dépend de la fiabilité des composants du système.

À partir de la Figure 3.4 qui représente la fiabilité de la propriété structurelle correspondant

à l’expression EB1, cette propriété structurelle ne sera probablement plus vérifiée après 1000

heures de fonctionnement du système.
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Figure 3.4 – Fiabilité de la propriété structurelle correspondant à l’expression EB1

3.3.3 Réseaux Bayésiens (RB) et Réseaux Bayésiens dynamiques

(RBD)

Réseaux Bayésiens (RB)

Les Réseaux Bayésiens (RB) sont présentés sous forme d’un graphe dirigé acyclique

composé d’un ensemble de nœuds noté N et d’un ensemble d’arcs noté A. Ce graphe repré-

sente l’état de validité de la propriété structurelle étudiée ainsi que l’état de fonctionnement

des composants du système. Chaque nœud représente une variable aléatoire X pouvant être

associée à l’état de fonctionnement d’un composant ou à une expression booléenne basée

sur l’état de fonctionnement de 2 ou plusieurs composants.

Figure 3.5 – Exemple de réseau Bayésien

Dans la Figure 3.5, nous présentons un exemple de RB. Considérons que le nœud représente

l’état de validité d’une expression booléenne associée à une propriété structurelle. Cette
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expression booléenne est basée sur le fonctionnement de deux composants représentés par

les nœuds ni et nt représentant l’état de fonctionnement d’un composant ou une expression

booléenne basée sur les états de fonctionnement de plusieurs composants. Le nœud nj est

associé à une distribution de probabilité conditionnelles dans P représentées par une table

et qui dépend de l’état de ni et nt.

La CPT (Conditional Probability Table) du nœud nj, donnée à la Table 3.2, est définie par

la probabilité conditionnelle qui dépend de la relation liant ce nœud nj aux nœuds ni et nt

(relation “ET” ou “OU”).

nj

ni nt nj = ni ∧ nt nj = ni ∨ nt

0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Table 3.2 – CPT du nœud nj

Réseaux Bayésiens dynamiques (RBD)

Un RBD est une version étendue des RB qui prend en compte l’aspect temporel. La

Figure 3.6 représente le nœud ni correspondant à la variable aléatoire Xi aux instants t et

t + 1. La matrice de probabilité P(n(i,t+1)|pa(n(i,t+1))) respecte les propriétés de Markov ce

qui signifie que l’état futur d’un nœud conditionnellement dépendant du passé compte tenu

du présent (Kjaerulff, 1995).

Figure 3.6 – Un RBD pour la variable aléatoire Xi sur 2 instants

A partir d’une situation à l’instant t, la distribution de probabilité sur les états de ni est

calculé par l’inférence du RBD.
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Pour calculer cette distribution de probabilité, plusieurs solutions sont proposées dans la

littérature (Kjaerulff, 1995; Murphy, 2002b). L’une de ces solutions est basée sur les infé-

rences itératives. L’inférence est un point clé dans un RBD puisqu’elle permet d’introduire

la notion de temps. Il est donc possible de calculer le comportement de la distribution de la

variable Xi par rapport à ses états à l’instant t + δt connaissant la distribution des états à

l’instant t.

Pour effectuer des inférences successives, les nœuds d’entrée et les nœuds de sortie

sont définis. Les nœuds d’entrée sont des nœuds qui permettent de décrire l’état de la

variable correspondante à l’instant t. Les nœuds de sortie représentent le résultat sur

les variables après déduction à l’instant t + δt. Pour suivre l’évolution de la fiabilité des

composants en fonction du temps, le processus itératif d’inférences est initialisé à chaque

instant t. Les résultats sur les nœuds n(i,t) sont considérés comme de nouveaux états.

n(i,t) est ainsi initialisé par une rétroaction en temps comme le montre la Figure 3.7 pour

l’exemple de 2 instants.

Figure 3.7 – Un RBD sur 2 instants avec rétroaction en temps

Considérons que l’état du n(i,t) (resp. n(i,t+1)) est égal à 1 (resp. 0) et. La probabilité condi-

tionnelle de n(i,t+1) est définie par l’équation 3.4.

P(n(i,t+1)|pa(n(i,t+1))) = I +Q (3.4)

avec Q une matrice caractérisant les probabilités de transition entre l’état sni
1 et l’état sni

0 .

Q est donnée par la Table 3.3 où λci représente le taux de défaillance du composant associé

à la variable aléatoire Xi.

À partir de l’expression booléenne représentant une propriété structurelle, un RBD est
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n(i,t+1)

0 1
n(i,t) 0 1 0

1 λci −λci

Table 3.3 – La matrice Q correspondant au nœud ni à l’instant t et t+ 1

construit selon les points suivants :

• Dans la partie dynamique du RBD, un nœud racine correspond à une variable aléatoire

représentant l’état de fonctionnement d’un composant dans l’expression booléenne à

l’instant t. Par des arcs temporels, ce nœud est relié à un autre nœud qui correspond

à l’état de fonctionnement du même composant à l’instant t+ 1.

• Dans la partie modélisant l’expression booléenne, les nœuds racines sont liés à d’autres

nœuds associés à des variables aléatoires qui représentent des parties de l’expression

booléenne.

• Ces nœuds correspondant à des parties de l’expression booléenne sont ensuite liés

au nœud terminal qui représente la variable aléatoire associée à l’état de validité de

l’expression booléenne.

Le calcul de la fiabilité est donc effectué en utilisant les tables CPT de probabilité condi-

tionnelle ainsi que les taux de défaillances des composants.

Exemple 10 Considérons la propriété structurelle correspondant à l’expression booléenne

EB2 basée sur les défaillances des composants et donnée comme suit :

EB2 = C1 ∧
(
(C2 ∧ C3) ∨ C4

)
Cette expression correspond au RBD donné à la Figure 3.8 où les nœuds ni correspondent

à l’état de fonctionnement des composants ci pour i ∈ {1, 2, 3, 4} et, n5 et n6 représentent

respectivement aux expressions booléennes
(
C2 ∧ C3

)
et
(
(C2 ∧ C3) ∨ C4

)
.
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Figure 3.8 – RBD correspondant à l’expression booléenne EB2

La table des probabilités conditionnelles CPT du nœud n5 par exemple est donnée par :

n2 n3 n5 = c2 ∧ c3

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

Chaque nœud ni pour i ∈ {1, 2, 3, 4} à l’instant t et t + 1 est associé à une matrice Qi qui

dépend du taux de défaillances λci du composant ci correspondant.

n(i,t+1)

0 1
n(i,t) 0 1 0

1 λci −λci

Table 3.4 – La matrice Qi correspondant au nœud ni à l’instant t et t+ 1

La probabilité P(n(i,t+1)|n(i,t)) est calculée à partir de l’équation 3.4.

Nous considérons que les taux de défaillances des composants c1, c2, c3 et c4 sont donnés
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par : λc1 = 0.0001, λc2 = 0.0002, λc3 = 0.0003 et λc4 = 0.0004.

La Figure 3.9 montre l’évolution de la fiabilité de la propriété structurelle correspon-

dant à l’expression booléenne EB2.

Figure 3.9 – Fiabilité de la propriété structurelle correspondant à l’expression EB2

À partir de la Figure 3.9 qui représente la fiabilité de la propriété structurelle correspondant à

l’expression EB2, cette propriété structurelle ne sera probablement plus vérifiée après 11000

heures de fonctionnement du système.

3.4 Fiabilité de la commandabilité totale de l’état

Dans cette section, nous illustrons le calcul de la fiabilité d’une propriété structurelle sur un

cas d’étude. Nous nous intéressons à la fiabilité de la commandabilité totale d’un système

linéaire.

Soit le système masses-ressorts illustré par la Figure 3.10. Ce système est composé

de 4 masses m1, m2, m3 et m4 repérées par leurs positions p1, p2, p3 et p4. Les 4 masses

sont reliées en série par 3 ressorts dont les coefficients de raideur sont respectivement k1, k2

et k3 et les coefficients de frottement visqueux sont respectivement c1, c2 et c3. Le système
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est excité par des forces Fi exercées par des actionneurs (moteurs) Ai et agissant sur m1,

m3 et m4. Fq1 et Fq3 représentent respectivement des forces exercées par des perturbations

déstabilisatrices P1 et P2 au niveau des masses m1 et m3. Les positions p2, p3 et p4 sont

mesurées par des capteurs Si.

Figure 3.10 – Système masses-ressorts

L’analyse de ce système masses-ressorts permet d’obtenir les équations suivantes :



m1p̈1 = −k1p1 − c1ṗ1 + k1p2 + c1ṗ2 + A1F1

m2p̈2 = k1p1 + c1ṗ1 − (k1 + k2)p2 − (c1 + c2)ṗ2 + k2p3 + c2ṗ3

m3p̈3 = k2p2 + c2ṗ2 − (k1 + k2)p3 − (c1 + c2)ṗ3 + k3p4 + c3ṗ4 + A2F3

m4p̈4 = k3p3 + c3ṗ3 − k3p4 − c3ṗ4 + A3F4

Dans cet exemple, nous avons un système linéaire de la forme :

Σα :

 ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eq(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

Nous considérons le vecteur d’état X = (p1, ṗ1, p2, ṗ2, p3, ṗ3, p4, ṗ4)
T =

(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8)
T , le vecteur d’entrées U = (F1, F3, F4) = (u1,u2,u3),

le vecteur de perturbations Q = (Fq1, Fq3)
T = (q1,q2)

T et le vecteur de sorties

Y = (p2, p3, p4)
T = (y1,y2,y3)

T . Les matrices A, B, C, D et E sont données par :
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A =



0 1 0 0 0 0 0 0
−k1
m1

−c1
m1

k1
m1

c1
m1

0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0
k1
m2

c1
m2

−k1 + k2
m2

−c1 + c2
m2

k2
m2

c2
m2

0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0
k2
m3

c2
m3

−k2 + k3
m3

−c1 + c2
m3

k3
m3

c3
m3

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0
k3
m4

c3
m4

−k3
m4

−c3
m4



,

B =



0 0 0
A1

m1
0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0
A2

m3
0

0 0 0

0 0
A3

m4


, E =



1 0

0 0

0 0

0 0

0 1

0 0

0 0

0 0


, C =

 0 0 S1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 S2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 S3 0

, et

D = 0.

Le graphe orienté représentant ce système est donné à la Figure 3.11.

Figure 3.11 – Graphe orienté correspondant à l’Exemple 2.3

La commandabilité totale de l’état d’un système linéaire nécessite la vérification de deux

conditions graphiques élémentaires (cf. Table 2.1). Il s’agit de la condition de connectivité et

la condition de couplage complet. L’expression booléenne associée à cette propriété structu-

120



3.4 Fiabilité de la commandabilité totale de l’état 121

relle est notée Cmd. Elle correspond à un “ET” logique entre les conditions de connectivité

entre les entrées et les états CC(X,U) et la condition de couplage complet entre les entrées

et les états et, les états MC(X−, U+∪X+). Cette expression Cmd peut donc s’exprimer par

ce qui suit :

Cmd = CC(X,U) ∧MC(X−, U+ ∪X+)

Maintenant, développons ces deux conditions graphiques élémentaires pour ce système

linéaire selon les algorithmes présentés dans le chapitre 2.

Condition de connectivité :

Pour l’étude de la commandabilité totale de l’état de ce système linéaire, il n’est pas

nécessaire de prendre en compte les perturbations et les sorties du système. Par conséquent,

le graphe peut être simplifié pour cette étude et ne représente que les entrées et les états du

système comme le montre la Figure 3.12.

Figure 3.12 – Graphe orienté associé au système pour l’étude de la commandabilité

Pour le calcul de l’expression CC(X,U), nous utilisons l’approche présentée dans le chapitre

2, section 2.2.2.

Avant de commencer le traitement de la connectivité de chaque élément de X à au
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moins un élément de U , il est nécessaire de déterminer l’ensemble VT (cf. équation 2.1). Pour

ce système, VT = {x1 x3 x5 x7} puisque x2 est essentiel pour la connectivité de x1, x4 est

essentiel pour la connectivité de x3, x6 est essentiel pour la connectivité de x5 et x8 est es-

sentiel pour la connectivité de x7. Nous nous intéressons donc à la connectivité entre VT et U .

La condition de connectivité entre VT et U peut s’exprimer de la manière suivante :

CC(X,U) =
∧

xi∈VT

Con(xi) (3.5)

Nous calculons d’abord la connectivité directe Cond(xi) de chaque élément xi ∈ VT sa-

chant que pour ce système, tous les éléments xi ∈ X appartiennent à une seule et unique

composante fortement connexe.

• Cond(x1) = faux • Cond(x5) = faux

• Cond(x2) = (u1,x2) • Cond(x6) = (u2,x6)

• Cond(x3) = faux • Cond(x7) = faux

• Cond(x4) = faux • Cond(x9) = (u3,x9)

Le sommet x1 peut être connecté à U à travers x2, x3, x4, x5, x6, x7 ou x8. L’expression

Con(x1) est donc un “OU” logique entre sa connectivité directe Cond(x1) ainsi que les expres-

sions assurant la connectivité entre x1 et U à travers les différents sommets de sa composante

fortement connexe. Par exemple, la connectivité entre x1 et U à travers x2 est :

x2 : Cond(x2) ∧ (x2,x1)

et la connectivité entre x1 et U à travers x3 est :

x3 : Cond(x3) ∧
(
(x3,x2) ∧ (x2,x1)

)
∨
(
(x3,x4) ∧ (x4,x2) ∧ (x2,x1)

)
De cette manière, nous calculons Con(xi). Selon l’expression 3.5, la condition CC(X,U) est

donnée par :
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CC(X,U) = (x2,x1) ∧ (x4,x3) ∧ (x6,x5) ∧ (x8,x7)∧((
(u1,x2) ∧ (x2,x4) ∧ (u3,x8) ∧

(
(u2,x6) ∨ (x8,x6)

))
∨((

(u3,x8) ∨ (x6,x8)

)
∧

((
(u1,x2) ∧ (u2,x6) ∧ (x6,x4)

)
∨
(
(x4,x2) ∧ (u2,x6) ∧ (x6,x4)

)
∨

∨
(
(u1,x2) ∧ (x2,x4) ∧ (x4,x6)

)))

(3.6)

Condition de couplage complet :

Le développement de la condition de couplage complet est effectué sur un graphe biparti.

Pour ce système, le graphe biparti associé à ce système pour l’étude de la commandabilité

est donné à la Figure 3.13.

Figure 3.13 – Graphe biparti associé au système

Dans ce graphe biparti, nous avons cinq DM composantes (cf. Annexe A) V∞, V1, V2, V3 et

V4 et, plusieurs arcs reliant deux sommets de composantes différentes ne sont pas considérés

dans notre étude. Par conséquent, nous considérons le graphe biparti sur la Figure 3.14 avec

l’ensemble d’arcs E∗.

Calculons maintenant l’expression booléenne MC(X−, U+ ∪X+) = Exp(X−, E∗). Le déve-

loppement de l’expression Exp(X−, EB) peut commencer par la connexion de x+
8 à V −. Il

vient :

Exp(X−, EB) =

(
(u+

3 ,x
−
8 ) ∧ Exp

(
{x−

1 ,x
−
2 ,x

−
3 ,x

−
4 ,x

−
5 ,x

−
6 ,x

−
7 }, EB \

{
(u+

3 ,x
−
8 ), (x

+
7 ,x

−
8 )
}))

(
(x+

7 ,x
−
8 ) ∧ Exp

(
{x−

1 ,x
−
2 ,x

−
3 ,x

−
4 ,x

−
5 ,x

−
6 ,x

−
7 }, EB \

{
(u+

3 ,x
−
8 ), (x

+
7 ,x

−
8 ), (x

+
7 ,x

−
6 )
}))
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Figure 3.14 – Graphe biparti associé au système après la DM décomposition

Remarque 7 L’ordre de traitement des sommets x−
i est arbitraire. Le résultat final i.e.

l’expression booléenne Exp(X−, EB) est toujours la même quelque soit l’ordre de traitement
des sommets x+

i .

De la même façon, nous calculons les expressions booléennes :

Exp
(
{x−

1 ,x
−
2 ,x

−
3 ,x

−
4 ,x

−
5 ,x

−
6 ,x

−
7 }, EB \

{
(u+

3 ,x
−
8 ), (x

+
7 ,x

−
8 )
}))

et

Exp
(
{x−

1 ,x
−
2 ,x

−
3 ,x

−
4 ,x

−
5 ,x

−
6 ,x

−
7 }, EB \

{
(u+

3 ,x
−
8 ), (x

+
7 ,x

−
8 ), (x

+
7 ,x

−
6 )
}))

.

Nous obtenons ainsi l’expression booléenne de la condition de lien complet donnée par :

MC(X−, U+ ∪X+) = (x+
2 ,x

−
1 ) ∧ (x+

4 ,x
−
3 ) ∧ (x+

6 ,x
−
5 ) ∧ (x+

8 ,x
−
7 ) ∧

(((
(u+

3 ,x
−
8 ) ∨ (x+

7 ,x
−
8 )
)
∧((

(x+
5 ,x

−
6 ) ∨ (u+

3 ,x
−
8 ) ∨ (x+

3 ,x
−
8 )
)
∧
(
(x+

5 ,x
−
4 ) ∨ (x+

3 ,x
−
2 )
)
∧
(
(u+

1 ,x
−
2 ) ∨ (x+

1 ,x
−
2 ) ∨ (x+

3 ,x
−
2 )
))

∨((
(u+

2 ,x
−
6 ) ∧ (x+

3 ,x
−
4 )
)
∧
(
(u+

1 ,x
−
2 ) ∨ (x+

1 ,x
−
2 )
))

∨(
(x+

1 ,x
−
4 ) ∧

(
(u+

1 ,x
−
2 ) ∨ (x+

3 ,x
−
2 )
)
∧
(
(x+

3 ,x
−
6 ) ∨ (u+

2 ,x
−
6 )
))))

Après avoir calculé les conditions de connectivité CC(X,U) et de couplage complet

MC(X−, U+∪X+) pour la commandabilité de ce système, nous obtenons l’expression Cmd

suivante :

Cmd = CC(X,U) ∧MC(X−, U+ ∪X+)

= (x2,x1) ∧ (x4,x3) ∧ (x6,x5) ∧ (x8,x7) ∧ (u3,x8) ∧ (u1,x2) ∧ (x1,x4)

∧
(
(u2,x6) ∨ (x7,x6)

)
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Grâce à l’association arc-composants φ donnée dans la Table 3.5, l’expression booléenne

Cmd qui est basée sur les arcs peut être réécrite en fonction des défaillances des composants.

Arc Composant(s) φ(Arc)
correspondant(s)

(u1,x2) m1, A1 Cm1 ∧ CA1

(u2,x6) m3, A3 Cm3 ∧ CA2

(u3,x8) m4, A4 Cm4 ∧ CA3

(x2,x1) aucun vrai
(x4,x3) aucun vrai
(x6,x5) aucun vrai
(x8,x7) aucun vrai

(x7,x6) k3,m3 Ck3 ∧ Cm3

(x1,x4) k1,m2 Ck1 ∧ Cm2

Table 3.5 – Association arcs-composants

La défaillance d’une masse correspond à l’absence de cette masse i.e. m = 0. Ceci peut

correspondre au détachement de la masse de son support. Un ressort est défaillant quand il

est cassé. Dans ce système, les actionneurs sont des moteurs. Ils sont défaillants quand ils

n’assurent plus leurs missions i.e. tourner et exercer des forces sur les masses.

Après avoir remplacé chaque arc dans Cmd par φ(arc) et simplifié l’expression, nous

obtenons l’expression booléenne de la commandabilité basée sur les défaillances des

composants notée Cmdφ :

Cmdφ = Cm1 ∧ Cm2 ∧ Cm3 ∧ Cm4 ∧ CA1 ∧ CA3 ∧ Ck1 ∧
(
CA2 ∨ Ck3

)
Sans perte de généralité, nous calculons la fiabilité de la commandabilité de ce système en

utilisant les BDF. L’expression Cmdφ correspond donc au BDF suivant :

Figure 3.15 – BDF correspondant à Cmdφ

Considérons les taux de défaillances des composants m1, m2, m3 et m4 donnés dans la
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Table 3.6.

Composant ci λi Composant ci λi

m1 0.0001 A1 0.0006
m2 0.0002 A2 0.0007
m3 0.0003 A3 0.0008
m4 0.0004 k1 0.0009
k3 0.0005

Table 3.6 – Taux de défaillances

La fiabilité RCmdφ est donnée par :

RCmdφ = Rm1(t)·Rm2(t)·Rm3(t)·Rm4(t)·RA1(t)·RA3(t)·Rk1(t)·
(
1−(1−RA2(t))·(1−Rk3(t))

)
La fiabilité de la commandabilité de l’état est donnée par la Figure 3.16.

Figure 3.16 – Fiabilité de la commandabilité de l’état

Si aucune réparation au niveau des composants m1, m2, m3, m4, A1, A2, A3, k1 et k3 n’est réa-

lisée, la commandabilité de ce système ne sera probablement plus vérifiée après 5000 heures

de fonctionnement du système. Afin d’améliorer la fiabilité de cette propriété structurelle, il

est nécessaire d’améliorer celle des composants du système.

3.5 Disponibilité des propriétés structurelles

La disponibilité est un paramètre important de la sûreté de fonctionnement. Elle est défi-

nie par la probabilité qu’un système soit opérationnel à un instant t. La disponibilité est
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3.5 Disponibilité des propriétés structurelles 127

notée A(t). Le calcul de la disponibilité est basé sur les taux de défaillances et les taux de

réparations des composants du système.

3.5.1 Calcul de la disponibilité

Le calcul de la disponibilité des propriétés structurelles est basé sur leurs expressions boo-

léennes associées. Pour ce calcul, nous utilisons des outils graphiques de modélisation et de

calcul. Dans ce qui suit, nous présentons les chaines de Markov introduits dans le chapitre

1.

Remarque 8 Pour le calcul de la disponibilité des propriétés structurelles, les hypothèses
H1, H2, H3, H4, H5 et H6 énoncées dans le chapitre 1 sont considérées.

3.5.2 Chaînes de Markov

La modélisation par les chaînes de Markov est une approche citée dans de nombreux

travaux sur les études de sûreté de fonctionnement (Chen and Hwang, 2013; Li and Zhang.,

2008). Elles sont utilisés dans de nombreux domaines scientifiques, y compris l’analyse de

la disponibilité. Nous considérons pour les chaînes de Markov que les taux de défaillances

et de réparations sont constants.

Une chaîne de Markov est un modèle où l’état de la propriété structurelle représen-

tée transite d’un état i à un état j avec une probabilité qij qui ne dépend que des états i et

j. Pour les r sommets de la chaîne de Markov, nous définissons une matrice M ∈ IRr×r qui

représente la matrice de transition construite à partir des taux de transition associés à qij.

Soit P (t) = (P1(t), . . . , Pr(t)) le vecteur de probabilité des états de la propriété structurelle

étudiée, où Pi(t) représente la probabilité que le système se trouve dans l’état i à l’instant t.

La loi de transition d’une chaîne de Markov est définie par l’équation suivante :

dPi(t)

dt
=

r∑
j=1

Pj(t) · qji (3.7)

Nous pouvons écrire cette équation pour tous les états du système de 1 à n. Nous obtenons

alors un système d’équations différentielles du premier ordre qui peut être écrit sous forme

matricielle comme indiqué ci-dessous :
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128 Chapitre 3 : Sûreté de fonctionnement des propriétés structurelles

(
dP1(t)

dt
, . . . ,

dPr(t)

dt
(t)

)
= (P1(t), . . . , Pr(t)).M (3.8)

où M est la matrice de transition donnée par :

M =



−
r∑

j=2

q1j q12 · q1i q1r

q21 −
r∑

j=1,j ̸=2

q2j · · q2r

· · · · ·

qi1 · · −
r∑

j=1,j ̸=i

q1j qir

· · · · ·

qr1 qr2 · · −
r−1∑
j=1

qrj


L’équation (3.8) peut être réécrite sous la forme compacte :

dP (t)

dt
= P (t).M (3.9)

P (0) = (P1(0), . . . , Pr(0)) est la distribution de probabilité initiale et Pi(0) est la probabilité

d’être dans l’état i à l’instant t = 0. De l’équation (3.9), nous obtenons la formule de

Chapman-Kolmogorov :

P (t) = P (0).eM ·t (3.10)

Nous considérons que P1 est un ensemble d’états de la chaîne de Markov pour lesquels l’ex-

pression booléenne est égale à “vrai” et P0 l’ensemble des états où l’expression booléenne est

égale à “faux”. La disponibilité asymptotique notée A(∞) est la probabilité que l’expres-

sion booléenne soit dans un état stationnaire où elle est “vraie” quand t → ∞, i.e. quand
dP (t)

dt
= 0. Il vient :

A(∞) =
∑
r∈P1

Pr(t → ∞) (3.11)

Remarque 9 En utilisant les chaînes de Markov, il est possible de calculer la fiabilité des
propriétés structurelles en considérant que les composants ne peuvent pas être réparés i.e.

leurs taux de réparation µi sont nuls (cf. Annexe B).
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Exemple 11 Considérons la propriété structurelle correspondant à l’expression booléenne

EB3 basée sur les défaillances des composants et donnée par :

EB3 = C1 ∧ C2 ∧
(
C3 ∨ C4

)
Cette expression EB3 correspond à une propriété structurelle non cohérente. La notion de

cohérence obéit aux conditions suivantes :

• Condition suffisante : Une propriété structurelle est cohérente si elle est égale à

“vrai” lorsque tous ses composants fonctionnent.

• Condition nécessaire : Une propriété structurelle est cohérente si elle est égale à

“faux” lorsque tous ses composants sont défaillants.

• Condition de semi-cohérence : Une propriété structurelle est semi-cohérente si quand elle

est égale à “faux” , la défaillance d’un composant du système ne la rend pas égale à “vrai” .

De façon similaire, une propriété structurelle est semi-cohérente si quand elle est égale à

“vrai” , une réparation d’un composant ne la rend pas égale à “faux” .

La propriété structurelle associée à l’expression EB3 ne satisfait pas la condition suf-

fisante de cohérence. Elle est vérifiée quand le composant c2 est défaillant (Ci caractérise la

défaillance du composant ci et C i son bon fonctionnement).

En considérant le vecteur des états des composants (C1, C2, C3, C4), l’expression EB3 cor-

respond à la chaîne de Markov donnée sur la Figure 3.17 avec µi et λi les taux de réparation

et de défaillances des composants (cf. Annexe B). Le premier nœud de cette chaîne de Mar-

kov correspond à la validité de la propriété étudiée mais pas au fonctionnement de tous les

composants.

Quand l’état de EB3 est “vrai” (resp. “faux”), ceci est représenté par X (resp. ×) dans la

chaîne de Markov. Dans cette chaîne de Markov, nous n’avons que 6 nœuds accessibles

parmi les 24 pour les 4 composants. Pour tous les autres nœuds, la propriété structurelle
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Figure 3.17 – Chaîne de Markov correspondant à l’expression booléenne EB3

est non vérifiée. Ces nœuds ne sont donc pas représentés car ils sont non atteignables. Ces

nœuds correspondent aux états de l’expression EB3 qui dépendent du vecteur des états des

composants (C1, C2, C3, C4).

La matrice M correspondant à cet exemple est donnée par :

M =



−(λc1 + λc3 + λc4 + µc2) λc1 λc3 λc4 µc2 0

µc1 −µc1 0 0 0 0

µc3 0 −(µc3 + λc4) 0 0 λc4

µc4 0 0 −(µc4 + λc3) 0 λc3

λc2 0 0 0 −λc2 0

0 0 µc4 µc3 0 −(µc4 + µc3)



Nous considérons que, initialement, l’expression booléenne EB3 se trouve dans l’état 4. Nous

notons donc P0 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0). Les taux de défaillances et de réparations des compo-

sants c1, c2, c3 et c4 sont donnés dans le tableau suivant :

c1 c2 c3 c4

λci 1.10−4 2.10−4 3.10−4 4.10−4

µci 1.10−2 2.10−2 3.10−2 4.10−2

La Figure 3.18 montre l’évolution de la disponibilité de la propriété structurelle correspon-
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dant à l’expression booléenne EB3.

Figure 3.18 – Disponibilité de la propriété structurelle correspondant à l’expression EB3

La propriété correspondant à l’expression EB3 est complètement disponible à l’instant t = 0.

La disponibilité asymptotique de cette propriété est égale à 0.78 i.e. quand t → ∞, la

propriété structurelle étudiée est disponible avec une probabilité de 78%.

3.6 Disponibilité de la solvabilité du problème de rejet
de perturbations

Considérons le système linéaire masses-ressorts présenté dans la Section 3.4. Le graphe

orienté représentant le système est donné dans la Figure 3.11.

La propriété de solvabilité du problème de rejet de perturbations d’un système li-

néaire nécessite la vérification de deux conditions graphiques élémentaires. Il s’agit de

la condition de lien et la condition de distance. L’expression booléenne associée à cette

propriété structurelle est notée Rej et, elle est égale à un “ET” logique de la condition
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de lien entre les entrées et les sorties L(U, Y,V) en considérant tous les sommets dans V

et, de la condition de distance entre les entrées et les sorties D(V1, V2, V3, P(V1,V2,V3\1)) en

considérant les chemins entre les perturbations et les sorties. Cette expression Rej peut

donc s’exprimer par ce qui suit :

Rej = L(U, Y,V) ∧ D(V1, V2, V3, P(V1,V2,V3\1))

Maintenant, développons ces deux conditions graphiques élémentaires pour ce système

linéaire.

Condition de lien

Dans le graphe orienté associé à ce système et représenté sur la Figure 3.12, nous pouvons

énumérer les chemins U − Y suivants :

p1 = u1 → x2 → x4 → x3 → y1 p6 = u2 → x6 → x5 → x8 → x7 → y3

p2 = u1 → x2 → x1 → x4 → x3 → y1 p7 = u3 → x8 → x6 → x4 → x3 → y1

p3 = u2 → x6 → x4 → x3 → y1 p8 = u3 → x8 → x7 → y3

p4 = u2 → x6 → x8 → x7 → y3 p9 = u3 → x8 → x7 → x6 → x5 → y2

p5 = u2 → x6 → x5 → y2 p10 = u3 → x8 → x6 → x5 → y2

Calculons maintenant la condition de lien L(U, Y,V) entre les ensembles U et Y en utilisant

les sommets de V = U ∪X ∪Y . Commençons le calcul de L(U, Y,V) en reliant, par exemple,

U à y1 :

L(U, {y1} ∪ {y2,y3},V) =
(
p1 ∧ L(U \ {u1}, {y2,y3},V \ {u1,x2,x3,x4,y1})

)
∨
(
p2 ∧ L(U \ {u1}, {y2,y3},V \ {u1,x1,x2,x3,x4,y1})

)
∨
(
p3 ∧ L(U \ {u2}, {y2,y3},V \ {u2,x6,x4,x3,y1})

)
∨
(
p7 ∧ L(U \ {u3}, {y2,y3},V \ {u3,x8,x6,x4,x3,y1})

)
De la même façon, nous calculons les expressions L(U \{u1}, {y2,y3},V\{u1,x2,x3,x4,y1}),

L(U \ {u1}, {y2,y3},V \ {u1,x1,x2,x3,x4,y1}), L(U \ {u2}, {y2,y3},V \

{u2,x8,x6,x4,x3,y1}) et L(U \ {u3}, {y2,y3},V \ {u3,x6,x4,x3,y1}).

Après simplification, la condition de lien entre les éléments de U et les éléments de Y est
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donnée par :

L(U, Y,V) = (p1 ∨ p2) ∧ p6 ∧ p9 (3.12)

En utilisant la définition : pt =
∧

ei∈Υ(pt)

ei tel que ei corresponds à un arc (vj,vt), l’expression

L(U, Y,V) peut être exprimée en fonction de la validité des arcs comme suit :

L(U, Y,V) =
(
(u1,x2) ∧

(
(x2,x4) ∨

(
(x2,x1) ∧ (x1,x4)

)))
∧

(x4,x3) ∧ (x6,x5) ∧ (x8,x7) ∧ (u2,x6) ∧ (u3,x8) ∧ (x3,y1) ∧ (x5,y2) ∧ (x7,y3)

(3.13)

Condition de distance

Pour le calcul de la condition de distance, nous considérons que la condition de lien C(U, Y,V)

est vérifiée.

En plus des chemins U -Y donnés dans le développement de la condition de lien, nous pouvons

énumérer les chemins Q− Y suivants :

p′1 = q1 → x1 → x4 → x3 → y1 p′4 = q2 → x5 → y2

p′2 = q1 → x1 → x4 → x6 → x8 → x7 → y3 p′5 = q2 → x5 → x4 → x3 → y1

p′3 = q1 → x1 → x4 → x6 → x5 → y2

Pour le calcul de la condition de distance D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)), nous avons :

P(V1,V2,V3) = {p′1, p′3, p′4, p′5}

Considérons que P0 = {p′3, p′4, p′5} et P(V1,V2,V3) = P0 ∪ {p′1}. La condition de distance corres-

pondante est donc donnée par :

D(U, Y,Q, P0 ∪ {p′1}) = (p̄′1 ∧ D(U, Y,Q, P0)) ∨

p′1 ∧
∧

p′i∈P0

p′i ∧ Dl(U, Y,Q, P(V1,V2,V3))


∨

 ∨
p′i∈P0

(
p̄′i ∧ D

(
U, Y,Q, P(V1,V2,V3) \ {p′i}

))
De la même façon sont calculées les expressions D(U, Y,Q, P0) et D

(
U, Y,Q, P(V1,V2,V3)

)
et,

Dl
(
U, Y,Q, P(V1,V2,V3)

)
en utilisant l’expression (2.24).
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Sachant que la condition de lien L(U, Y,V) est “vrai”, la condition de distance pour

cet exemple est donnée par :

D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)) = p6 ∧ p9 ∧ p′4 ∧ p′5 ∧
((

p1 ∧ p′1

)
∨
(
p2 ∧ p′1 ∧ p′3

))
Avec la définition : pt =

∧
ei∈Υ(pt)

ei tel que ei correspond à un arc (vj,vt), l’expression

D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)) peut être exprimée en fonction de la validité des arcs comme suit :

D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)) = (u2,x6) ∧ (u3,x8) ∧ (x3,y1) ∧ (x5,y2) ∧ (x7,y3) ∧ (x4,x3) ∧ (x6,x5)∧

(x8,x7) ∧ (q2,x5) ∧ (x5,x4) ∧

(
(u1,x2) ∧

((
(x2,x1) ∧ (x1,x4) ∧ (q1,x1) ∧ (x4,x6)

)
∨
(
(x2,x4) ∧

(
(q1,x1) ∨ (x1,x4)

))))
(3.14)

Les conditions de distance et de lien sont toutes les deux vérifiées quand l’expression

D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)) est égale à “vrai” . Par conséquent, Rej = D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)).

Grâce à l’association arc-composants φ dans la Table 3.7, l’expression booléenne Rej

qui est basée sur les arcs peut être réécrite en fonction des défaillances des composants.

La défaillance d’une masse correspond à l’absence de cette masse i.e. m = 0. Un ressort est

défaillant quand il est cassé. Dans ce système, les actionneurs sont des moteurs. Ils sont

défaillants quand ils n’assurent plus leurs missions i.e. tourner et exercer des forces sur les

masses.

Après avoir remplacé chaque arc dans D(U, Y,Q, P(V1,V2,V3)) par φ(arc) et simplifié l’expres-

sion, nous obtenons l’expression booléenne de la solvabilité du problème de rejet de pertur-
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Arc Composant(s) φ(Arc)
correspondant(s)

(u1,x2) m1, A1 Cm1 ∧ CA1

(u2,x6) m3, A2 Cm3 ∧ CA2

(u3,x8) m4, A3 Cm4 ∧ CA3

(x2,x1) aucun vrai
(x4,x3) aucun vrai
(x6,x5) aucun vrai
(x8,x7) aucun vrai

(x5,x4) k2,m2 Ck2 ∧ Cm2

(x1,x4) k1,m2 Ck1 ∧ Cm2

(x4,x6) c2,m2 Cc2 ∧ Cm2

(x2,x4) c1,m2 Cc1 ∧ Cm2

(x3,y1) S1 CS1

(x7,y2) S2 CS2

(x5,y3) S3 CS3

Table 3.7 – Association arcs-composants

bations basée sur les défaillances des composants notée Rejφ :

Rejφ = CS1∧CS2∧CS3∧CA1∧CA2∧CA3∧Cm1∧Cm3∧Cm4∧Ck2∧Cc1∧CP2∧Cm2∧
(
CP1∨Ck1

)
Sans perte de généralité et dans le but de simplifier la représentation de la chaîne de Markov

correspondant à l’expression Rej, nous considérons que les composants S2, S3, A2, A3, m1,

m3, m4, k2 et c1 sont complètement fiables (i.e. leurs taux de défaillances sont nuls).

La solvabilité du problème de rejet de perturbations dépend donc des composants S1,

A1, P1, P2, m2 et k1. Nous considérons donc le vecteur des états de fonctionnement des

composants suivant : (CS1 , CA1 , CP1 , CP2 , Cm2 , Ck1).

Cette expression Rejφ correspond à la chaîne de Markov donnée dans la Figure 3.19

avec P0 = (1, 1, 0, 0, 0, 0).

Pour la solvabilité du problème de rejet de perturbations de ce système, nous avons la matrice

M suivante :
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Figure 3.19 – Chaîne de Markov correspondant à l’expression Rej

M =



−(λS1 + λA1 + µP1 + µP2 + µm2 + µk1) λS1 λA1 µP1

µS1 −µS1 0 0

µA1 0 −µA1 0

λP1 0 0 −(λP1 + µk1)

λP2 0 0 0

λm2 0 0 0

λk1 0 0 0

0 0 0 λk1

µP2 µm2 µk1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 µk1

−λP2 0 0 0

0 −λm2 0 0

0 0 −(µm2 + λk1) µm2

0 0 λm2 −(λk1 + λm2)


avec les taux de défaillances et de réparations λci et µci regroupés dans la Table 3.8.

La Figure 3.20 représente l’évolution de la disponibilité de la solvabilité du problème du rejet

de perturbations pendant 4000 h de fonctionnement.

Cette disponibilité correspond à la probabilité que le problème de rejet de perturbations soit
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Composant Taux de défaillances λci Taux de réparations µci

S1 1.10−4 1.10−2

A1 1.10−4 1.10−2

P1 1.10−4 1.10−2

P2 1.10−4 1.10−2

m2 1.10−4 1.10−2

k1 1.10−4 1.10−2

Table 3.8 – Taux de défaillances et de réparations

Figure 3.20 – Disponibilité de la solvabilité du problème du rejet de perturbations

solvable à un instant t i.e. cette solvabilité soit dans l’état 1, 4 ou 7 de la chaîne de Markov

à l’instant t. La propriété étudiée est complètement disponible à l’instant t = 0. Sachant les

taux de réparation et de défaillance des composants m1, m2, m3, m4, A1, A2, A3, k1 et k3

de ce système masse-ressort, la solvabilité du problème de rejet de perturbations est 79%

disponible quand t → ∞.

3.7 Interprétation des résultats

3.7.1 Résultats/exigences d’un cahier des charges

Dans le cahier des charges d’un système, les exigences de ce dernier sont classées généralement

en deux catégories :

• Exigences fonctionnelles : Elles décrivent les caractéristiques du système et des proces-
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sus que le système doit exécuter (les règles du métiers, etc.). Elles correspondent aux

fonctions principales du système.

• Exigences non fonctionnelles : Elles décrivent les contraintes du système. Par exemple

les exigences techniques de sécurité, de performance, d’accessibilité, selon des critères

définis. Elles correspondent aux fonctions de contrainte de l’analyse fonctionnelle.

Nous nous intéressons, dans cette section, aux exigences non fonctionnelles.

Dans le cahier des charges d’un système complexe, nous pouvons trouver une exigence non

fonctionnelle qui correspond à un seuil minimal de fiabilité et/ou de disponibilité à respecter.

Figure 3.21 – Fiabilité et disponibilité d’une propriété structurelle d’un système

Considérons une propriété structurelle associée à l’expression booléenne suivante :

EB4 = C1 ∨

(
C2 ∧

(
C3 ∨ C4

)
∧
(
C5 ∨ C6

))
(3.15)

À partir de l’expression booléenne EB4, la Figure 3.21 montre la fiabilité et la dispo-

nibilité sur la propriété structurelle associée. Nous pouvons remarquer sur cette figure

que la propriété structurelle étudiée sera probablement non vérifiée après 7000 heures de

fonctionnement, où la fiabilité est proche de 0, si aucune réparation n’est effectuée sur les

composants du système (voir la courbe de fiabilité).

138



3.7 Interprétation des résultats 139

Pour ce système, les exigences du cahier des charges par rapport à la sûreté de fonc-

tionnement correspondent à des seuils minimaux à respecter de fiabilité égal à 0.85 et, de

disponibilité égal à 0.9. Le temps de mission représenté sur cette figure est inclus entre 0 h

et 3000 h.

Nous remarquons que pour le temps de mission de ce système, l’exigence relative à

la disponibilité (> 0.9) est respectée tandis que celle relative à la fiabilité (> 0.85) ne l’est

pas. En effet, avant la fin de la mission du système, la fiabilité passe en dessous du seuil fixé

par le cahier des charges et, à la fin de sa mission, elle est inférieure à 0.2.

L’étude de la fiabilité et/ou de la disponibilité d’une propriété structurelle est effec-

tuée de manière prévisionnelle avant le lancement de la mission du système. Dans le cas

où l’étude révèle que les exigences du cahier des charges par rapport à la fiabilité et/ou

à la disponibilité ne sont pas respectées, il est nécessaire d’améliorer la fiabilité et/ou la

disponibilité de la propriété structurelle en prenant des mesures au niveau des composants

concernés soit en augmentant leur fiabilité et disponibilité, soit en prévoyant une redondance

matérielle ou des actions de maintenance. Afin d’optimiser les mesures prises au niveau des

composants du système, il est utile de les classer et de cibler ces mesures.

3.7.2 Classement des composants du système

L’amélioration de la fiabilité et/ou de la disponibilité des propriétés structurelles dépend

de la fiabilité et/ou de la disponibilité des composants du système. La validité d’une

propriété structurelle dépend de l’état de fonctionnement de plusieurs composants du

système. Ces composants n’influencent pas la validité de cette propriété de la même façon.

Il est donc intéressant de les classer par rapport au niveau d’impact de leurs défaillances

sur la vérification des propriétés structurelles. Pour ce faire, nous utilisons les facteurs

d’importance (Bicking et al., 2009).
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Parmi ces facteurs d’importance, nous nous intéressons particulièrement au facteur

d’importance marginal (“Marginal Importance Factor ”, MIF). Le MIF, introduit par

Birnbaum (Birnbaum and Krishnaiah, 1969), est défini comme une mesure de la variation

de la fiabilité d’un système, et d’une propriété structurelle pour notre étude, en fonction de

la fiabilité d’un composant donné.

Notons que S ∈ {0, 1} représente l’état binaire de l’expression booléenne EB associée à la

propriété structurelle étudiée, et que si ∈ {0, 1} représente l’état binaire d’un composant ci.

Le facteur MIF du composant ci peut être calculé de la manière suivante :

MIF (ci) =
∂REB(t)

∂Rci(t)
(3.16)

= P{S = 1|si = 1} − P{S = 1|si = 0} (3.17)

À partir de l’équation (3.16), le MIF d’un composant ci peut être défini, dans le cas où son

calcul est basé sur une expression analytique, comme la dérivée partielle de la fiabilité de la

propriété structurelle par rapport à la fiabilité de ci. Ce facteur est également calculé par la

probabilité qu’une défaillance sur ci provoque la non vérification de la propriété structurelle

comme présenté par l’équation (3.17). Cette expression est utilisée dans le cas d’un calcul

basé sur une simulation ou un Réseau Bayésien.

Après avoir effectué le calcul du MIF pour chaque composant ci dont la défaillance

peut impacter la validité de la propriété structurelle, il est possible de classer les composants

du système du plus critique au moins critique i.e. du composant ayant le plus grand MIF à

celui ayant le petit MIF.

Exemple 12 Considérons l’expression booléenne EB4 (expression 3.15). Si nous considé-
rons, le calcul de fiabilité donnée dans l’expression 3.1, la fiabilité correspondant à cette
expression est donnée par :

REB4(t) = 1− (1−Rc1(t)) ·

(
1−Rc2(t) ·

(
1−

(
1−Rc3(t)

)
·
(
1−Rc4(t)

))
·
(
1−

(
1−Rc5(t)

)
·
(
1−Rc6(t)

))) (3.18)
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Les MIF de chaque composant ci peuvent être calculés par la dérivée partielle
∂REB4(t)

∂Rci(t)
.

La Figure 3.22 représente les MIF des composants du système. À partir de cette figure, il
apparait clairement que les composants c1 et c2 ont les MIF les plus élevés comparés aux
composants c3, c4, c5 et c6. Il est donc plus judicieux d’agir sur les composants c1 et c2.

Figure 3.22 – Les indices MIF des composants ci du système

3.7.3 Mesures à prendre au niveau des composants du système

Grâce au MIF, les composants sont classés en fonction de l’impact de leur défaillance sur

la vérification de la propriété structurelle étudiée. Ainsi, les mesures prises au niveau de ces

composants sont optimales quand elles ciblent les composants impactant le plus la validité

des propriétés structurelles.

L’amélioration de la fiabilité et/ou de la disponibilité de la propriété structurelle peut être

réalisée en augmentant la fiabilité et/ou la disponibilité des composants ayant le plus grand

MIF, en prévoyant une redondance matérielle ou des actions de maintenance.

Redondance matérielle

Afin d’optimiser l’utilisation de la redondance matérielle, il est important de prévoir cette

dernière sur les composants ayant le plus d’impact sur la vérification de la propriété structu-

relle étudiée, c’est-à-dire ayant le plus grand MIF (les composants c1 et c2 dans l’Exemple 12).
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La redondance matérielle considérée consiste à prévoir pour chacun des composants choisis,

un autre composant monté en parallèle et ayant les mêmes caractéristiques techniques. Dans

ce cas, chaque composant principal dispose d’un autre composant redondant.

Augmentation de la fiabilité et/ou de la disponibilité des composants du système

Pour les composants critiques qui ont le plus d’impact sur la vérification de la propriété

structurelle étudiée, cette deuxième mesure possible consiste à prévoir des composants plus

performants c’est-à-dire plus fiables/réparables, une durée de vie plus longue, etc.

Ainsi, la fiabilité de la propriété structurelle est améliorée en améliorant la fiabilité des

composants ayant la plus grande valeur du MIF et qui contribuent le plus à la vérification

ou non de la propriété structurelle.

Actions de maintenance préventive

La troisième possibilité pour améliorer la fiabilité/disponibilité des composants ayant le plus

grand MIF consiste à prévoir des actions de maintenance préventive. Elle est effectuée selon

un échéancier établi en fonction du temps, de la production, le nombre de cycles effectués,

etc. Cette périodicité d’intervention est déterminée à partir de la mise en service ou après

une révision complète ou partielle.

Afin de mener de façon optimale ces actions de maintenance préventive, les équipes

de maintenance peuvent se servir d’indicateurs en relation avec la validité des propriétés

structurelles en fonction des défaillances ou du bon fonctionnement des composants.

Le nombre minimal de défaillances :

À partir de l’expression booléenne associée à la propriété structurelle étudiée, il est

possible de définir d’une manière similaire à (Conrard et al., 2011) le nombre minimal de

défaillances tolérables sur les composants du système à l’aide d’un indice appelé “niveau

de tolérance aux défaillances” (NTD). Cet indice est basé sur les coupes minimales de

l’expression booléenne qui peut inclure plusieurs coupes minimales notées Cmini. L’indice
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NTD d’une expression booléenne peut être calculé de la manière suivante :

NTD = min
(
card(Cmini)

)
− 1

Cet indice permet de calculer le nombre de défaillances minimal à ne pas dépasser. Sinon,

la propriété structurelle étudiée est non vérifiée. Ainsi, il faut que le nombre de défaillances

de composants soient maintenu au-dessous du NTD afin de garder la propriété structurelle

vérifiée.

Remarque 10 L’indice NTD n’est utilisé que pour les propriétés structurelles cohérentes.
Par conséquent, cet indice n’est plus utile quand la propriété structurelle dépend de la panne
d’un ou plusieurs composants.

Observation des composants du système :

Nous avons détaillé dans ce chapitre l’utilisation des RBD. En effet, parmi les utili-

sations des RBD, la plus importante concerne la possibilité de réaliser des observations

réelles de défaillances sur les composants et de réviser les probabilités sur le RBD. De cette

manière, l’inférence calcule les probabilités autorisées pour un nœud, connaissant l’état

d’une ou plusieurs variables (à partir de l’observation sur le composant). Si la connaissance

sur les défaillances n’est pas disponible alors le calcul est basé sur des probabilités a priori.

Ainsi, l’équipe de maintenance peut effectuer des inspections régulières au niveau des

composants du système.

La Figure 3.23 représente la fiabilité d’une propriété structurelle avec et sans les observations

effectuées au niveau des composants. À chaque observation, la fiabilité des composants en

bon fonctionnement (resp. défaillants) est mise à jour à sa valeur maximale égale à 1 (resp.

minimale égale à 0).

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au calcul de la fiabilité et de la disponibilité de

propriétés structurelles. Tout d’abord, nous avons présenté une association arc-composants

assurant le lien entre les graphes orienté et biparti, représentant les variables du système
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Figure 3.23 – Fiabilité avec et sans des observations

(d’état, d’entrée, de sortie, de défaut, de perturbations, etc.) et leurs relations, et les

composants internes et externes du système. Le lien entre ces deux types de graphes est

effectué par le fait que chaque arc dans les graphes orienté et biparti est affecté à une

expression booléenne basée sur les défaillances des composants du système.

La fiabilité et/ou la disponibilité des propriétés structurelles sont calculées en deuxième

partie. Ce calcul est basé sur 3 outils de sûreté de fonctionnement présentés en chapitre 1

en utilisant un mécanisme automatisable.

Pour chacun des deux paramètres de sûreté de fonctionnement étudiées, deux exemples

de propriétés structurelles ont été traités sur un système linéaire. La première propriété

est l’observabilité totale de l’état qui nécessite la vérification des conditions graphiques

élémentaires de connectivité et de couplage complet. La fiabilité de cette propriété est

ensuite calculée en utilisant les blocs digramme de fiabilité.

La deuxième propriété structurelle étudiée est la solvabilité du problème de rejet de

perturbations qui nécessite la vérification des conditions graphiques élémentaires de lien et

de distance. La disponibilité de cette propriété structurelle est ensuite calculée en utilisant

les chaînes de Markov.
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Après avoir calculé la fiabilité et la disponibilité des propriétés structurelles, ces ré-

sultats sont interprétés et exploités afin d’améliorer le fonctionnement du système. Les

résultats obtenus sont interprétés par rapport aux exigences d’un cahier des charges du

système. Dans le cas où ces exigences ne sont pas respectées, nous avons présenté des

mesures à prendre au niveau des composants dont les défaillances impactent le plus la

validité des propriétés structurelles. Ces mesures doivent être mises en place afin d’améliorer

la fiabilité et la disponibilité des propriétés structurelles étudiées et répondre aux exigences

du client.

Les résultats présentés dans ce chapitre permettent de calculer la fiabilité et/ou la

disponibilité des propriétés structurelles. Ils permettent également de classer les composants

du système en fonction de leur niveau d’impact sur la validité des propriétés structurelles.

L’amélioration de la fiabilité et/ou de la disponibilité peut être effectuée par des équipes

de maintenance en s’appuyant sur des propositions en dernière partie de ce chapitre

permettant d’optimiser les interventions de maintenance. Ces propositions porte sur une

analyse qualitative basée sur les composants considérés comme des coupes minimales dans

l’expression booléenne associée à la propriété structurelle étudiée et, à la tolérance aux

défaillances.
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Conclusion et perspectives

Le travail de thèse, présenté dans ce document, est consacré à l’analyse de paramètres

de sûreté de fonctionnement des propriétés structurelles. À partir du modèle d’état du

système, ce dernier est associé à un graphe représentant sa structure i.e. ses variables

(entrées, sorties, états, perturbations, etc) et les relations qui les lient. De nombreuses

propriétés structurelles d’un système, telles que la commandabilité, l’observabilité, etc,

peuvent être vérifiées graphiquement en fonction des conditions graphiques qui peuvent

être classées principalement en 4 catégories de conditions élémentaires graphiques qui sont

la condition de connectivité, de lien, de distance et de couplage complet. La vérification

de ces conditions élémentaires dépend de l’état de validité des arcs du graphe associé à la

structure du système. La première partie du travail consiste à proposer des algorithmes

pour formuler la validité de chacune des conditions graphique élémentaires sous forme

d’expressions booléennes basées sur l’état de validité des arcs. Puisque la validité des

propriétés structurelles dépend de la vérification de deux ou trois conditions élémentaires

graphiques.

Par ailleurs, les arcs sont naturellement liés aux composants physiques du système, la

validité de ces arcs dépend de l’état de fonctionnement des composants du système. Ainsi,

en utilisant une association arc-composants supposée connue, chaque arc peut être associé

à une expression booléenne basée sur l’état de fonctionnement des composants.

Grâce à l’association arc-composants considérée, les propriétés structurelles peuvent alors

être réécrites sous forme d’expressions booléennes basées sur l’état de fonctionnement des

composants. Dans la deuxième partie du travail, à partir de ces expressions booléennes,

nous calculons la fiabilité et la disponibilité des propriétés structurelles en utilisant des

outils de sûreté de fonctionnement tels que les blocs diagrammes de fiabilité, les réseaux
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bayésiens et les chaines de Markov.

Contributions

La première contribution de ce travail de thèse est que chacune des conditions élémentaires

graphiques de connectivité, de lien, de distance et de couplage complet est associée à au

moins un algorithme de calcul à complexité polynomiale afin d’exprimer sa validité sous

forme d’expression booléenne basée sur l’état de validité des arcs. Ceci permet d’écrire

également des propriétés structurelles sous forme d’expression booléennes basées sur la va-

lidité des arcs en effectuant des combinaisons logiques de conditions graphiques élémentaires.

Le deuxième apport de cette thèse est que semblablement à (Kaufmann et al., 1975),

nous considérons une association arc-composants qui lie chaque arc à la valeur booléenne

“1” ou, à un ou plusieurs composants. La validité des propriétés structurelles sont formulées

comme des expressions booléennes basées sur l’état de fonctionnement des composants.

Cette association arc-composants assure la jonction entre l’étude des propriétés structurelles

et la sûreté de fonctionnement.

Le troisième apport de ce travail de thèse réside dans le fait qu’à partir de l’écriture

booléenne de la validité des propriétés structurelles, la fiabilité et/ou la disponibilité de ces

propriétés structurelles peuvent être calculées.

Le quatrième résultat obtenu est que les composants dans les expressions booléennes

associées aux propriétés structurelles peuvent être classés. Ce classement est en fonction de

l’impact des défaillances de ces composants sur la non validité des propriétés structurelles.

Enfin, afin d’améliorer la fiabilité et/ou la disponibilité des propriétés structurelles, les

caractéristiques de sûreté de fonctionnement des composants dont la défaillance a le

plus d’impact sur la validité de ces propriétés peuvent être améliorées. Pour ce faire, des

propositions d’actions sur ces composants sont fournies telles que l’amélioration de leur
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fiabilité et/ou leur disponibilité, prévention d’une redondance matérielle ou des actions de

maintenance.

Originalités

Le problème posé dans ce travail de thèse, l’approche utilisée ainsi que les résultats

obtenus peuvent être considérés comme originaux. En effet, dans la littérature, les propriétés

structurelles sont classiquement étudiées graphiquement en considérant que la structure

du système reste inchangée et que les arcs du graphe représentant cette structure sont

toujours valides (Boukhobza, 2008; Dion et al., 2003). À notre connaissance, aucune étude

des propriétés structurelles ne propose le calcul de leurs fiabilité et disponibilité. Ainsi, la

première originalité de cette thèse réside dans l’extension de la définition de la fiabilité

et/ou de la disponibilité pour couvrir les propriétés structurelles.

La sûreté de fonctionnement, notamment la fiabilité et la disponibilité, est principale-

ment basée sur l’occurrence des événements sur les composants (défaillances, réparations,

etc.). Dans ce travail de thèse, nous avons pu exprimer les propriétés structurelles de

systèmes structurés continus (linéaires ou bilinéaires) en fonction des défaillances des

composants qui sont basées sur un raisonnement événementiel. Cette étude conjointe

d’analyse structurelle et de sûreté de fonctionnement nous a permis de fusionner les deux

approches continue et événementielle.

Les systèmes étudiés dans ce travail de thèse ont été représentés graphiquement par

des graphes orientés ou bipartis. Une étude bibliographique nous a permis de classer les

conditions graphiques nécessaires et suffisantes à la vérification des propriétés structu-

relles pour chacun des 3 types de systèmes structurés linéaires, bilinéaires et linéaires à

commutations considérés. Il s’est avéré que pour presque toutes les associations propriété

structurelle/type de système, il y a toujours les mêmes catégories de conditions graphiques

élémentaires qui interviennent qui sont les conditions de connectivité, de lien, de distance
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et de couplage complet. Ainsi, notre étude est redirigée vers ces conditions élémentaires

graphiques au lieu de traiter chaque association propriété structurelle/type de système. Ceci

donne à notre étude un aspect plus générique compte tenu que chaque propriété structurelle

est une combinaison de 2 ou 3 conditions graphiques élémentaires. En plus des 3 types de

systèmes structurés considérés dans cette thèse, notre approche est applicable à d’autres

types de système tant que l’étude de leurs propriétés structurelles est du même type que les

4 conditions élémentaires étudiées.

Chaque condition élémentaire graphique est formulée comme une expression booléenne basée

sur la validité des arcs. Cette écriture booléenne est obtenue grâce à des algorithmes basés

sur les arcs des graphes associés au système. L’avantage que présentent ces algorithmes réside

dans le fait que le calcul des expressions booléennes nécessite une complexité polynomiale

et non combinatoire. Cette caractéristique rend le calcul des expressions booléennes moins

coûteux et plus intéressant pour des applications à des systèmes à grande dimension.

Dans le but de calculer la fiabilité et la disponibilité des propriétés structurelles,

nous nous sommes intéressés à une association naturelle entre les arcs de la représentation

graphique et les composants du système inspirée des résultats dans (Kaufmann et al.,

1975). Nous nous intéressons également aux composants du système et à leurs défaillances.

En effet, notre étude a porté principalement sur les arcs et non pas sur les sommets des

graphes contrairement aux travaux d’analyse structurelle dans la littérature (Boukhobza,

2008; Dion et al., 2003; Svaricek, 1993; Reinschke and Wiedemann, 1997) où l’étude des

propriétés structurelles repose principalement sur les sommets.

Nous avons pu mener une étude conjointe d’analyse structurelle et de sûreté de fonc-

tionnement. Les arcs de la représentation graphique d’un système structuré sont associés

à ses composants physiques. Ainsi toute analyse portant sur les arcs des graphes et leur

validité sera forcément liée aux composants du système et à leur fonctionnement. La

vérification des propriétés structurelles est donc écrite sous forme d’expressions booléennes
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basées sur les défaillances des composants. En utilisant cette expression booléenne et les

coupes minimales, il est possible de déterminer le nombre de défaillances maximale que

le système peut tolérer tout en gardant la propriété structurelle étudiée vérifiée. De façon

similaire au résultat proposé dans (Conrard et al., 2011), le nombre de défaillance maximale

proposé dans ce travail de thèse peut être considéré comme un niveau de tolérance aux

défaillances.

En considérant l’association entre les arcs et les composants, pour la majorité des

systèmes, les arcs sont associés à tous les composants du système. Par exemple, un arc

(xi,yj) est associé à un capteur, un arc (ui,xj) est associé à un actionneur, un arc (xi,xj)

est associé à un ou plusieurs composants internes (une résistance, un arbre mécanique, un

ressort, une poulie, etc.). Ainsi, les expressions booléennes basées sur les arcs correspondant

aux propriétés structurelles peuvent être reformulées sous forme d’expressions booléennes

basées sur les composants du système. La validité des propriétés structurelles dépend de

l’état de fonctionnement des composants du système qu’ils soient internes ou externes et

non pas que sur les composants externes comme c’est le cas dans (Maza et al., 2012). À

partir de cette analyse, il est possible de déterminer comment les défaillances au niveau des

composants du système peuvent influencer la validité des propriétés structurelles.

En utilisant les expressions booléennes basées sur les composants, il est possible de

classer ces composants en essentiels, utiles et inutiles dans le même esprit que (Boukhobza,

2012; Boukhobza and Hamelin, 2011a; Commault et al., 2011). En se basant sur les coupes

minimales de ces expressions, nous pouvons retrouver le même type de résultat : un

composant qui correspond à une coupe minimale d’ordre 1 est essentiel. Quand il est

défaillant, la propriété structurelle n’est plus vérifiée. Un composant qui correspond à

une coupe minimale d’ordre supérieur à 1 est utile. Cependant, quand il est défaillant,

la propriété structurelle n’est pas forcément non vérifiée. Un composant qui n’est pas

considéré dans l’expression booléenne est inutile. Sa défaillance n’a aucun impact sur la

vérification de la propriété structurelle. L’avantage de l’approche proposée, dans ce travail
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de thèse, est que les résultats vont au delà de la classification des composants du système en

intégrant l’impact des défaillances des composants du système sur la validité des propriétés

structurelles.

La fiabilité et/ou la disponibilité des propriétés structurelles ont été calculées. Les ré-

sultats de ce calcul sont interprétés par rapport aux exigences du cahier des charges du

système sur la fiabilité et/ou la disponibilité. Quand ces exigences ne sont pas respectées

pendant la mission du système, il est important d’améliorer la fiabilité et/ ou la disponibilité

des propriétés structurelles. Dans ce travail de thèse, nous avons classé les composants du

système en fonction du niveau d’impact de leurs défaillances sur la validité des propriétés

structurelles. Ce classement a été effectué en utilisant un facteur d’importance marginale

introduit par Birnbaum (Birnbaum and Krishnaiah, 1969) et défini comme une mesure

de la variation de la fiabilité d’une propriété structurelle en fonction de la fiabilité d’un

composant donné. Des mesures doivent donc être prises au niveau des composants dont

la défaillance présente plus d’impact sur la validité de la propriété structurelle étudiée.

Ces mesures doivent être effectuées par des équipes de maintenance. Nous avons proposé

quelques pistes de maintenance en utilisant des indicateurs permettant d’optimiser les

interventions sur les composants.

Limites et contraintes de l’approche

Les principales limites de l’approche proposée et des résultats sont liées tant à la

méthode utilisée qu’à des aspects techniques. En premier lieu, l’analyse proposée dans ce

travail de thèse sur la validité des propriétés structurelles est basée sur la représentation

graphique du système étudié. Cette représentation graphique nécessite au moins un modèle

relationnel qui met en évidence les relations entre les variables du système. Notre approche

n’est donc pas basée sur les données et n’est pas applicable sur des systèmes ne disposant

pas de modèle d’état prédéfini. De plus, pour passer de l’expression booléenne basée sur

l’état de validité des arcs à une expression booléenne basée sur l’état de fonctionnement des
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composants du système, nous considérons une association arc-composants. Cette association

et considérée connue et affecte à chaque arc une expression booléenne basée sur l’état de

fonctionnement des composants. La connaissance de la structure du système ainsi que

l’association arc-composants sont nécessaires dans l’étude proposée dans cette thèse.

Parmi les limites techniques de notre approche, la condition de distance est la seule

à être traitée sous l’hypothèse que la condition de lien telle qu’elle est définie dans ce

manuscrit soit vérifiée. Or, certaines propriétés structurelles comme l’observabilité ou la

commandabilité partielles de l’état, qui dépendent des conditions de connectivité, couplage

complet et distance, ne nécessitent pas forcément la vérification de cette condition de lien

maximal particulière en plus de celle de la condition de distance. Ainsi, afin d’enlever

la contrainte de lien maximal et rendre la condition de distance plus applicable, il est

intéressant de l’associer à un algorithme qui ne prend pas en compte la condition de lien.

Aussi, pour les mêmes conditions élémentaires graphiques, l’analyse peut être complétée en

considérant des conditions plus générales. Par exemple, pour les conditions de lien et de

couplage complet, nous considérons des égalités entre des tailles de liens ou de couplages. Il

serait plus intéressant de généraliser les définitions des conditions étudiées et de considérer

des inégalités entre ces tailles de liens ou de couplages.

Perspectives

L’approche proposée dans ce travail est basée sur un formalisme graphique. En utili-

sons les résultats de cette thèse, les propriétés structurelles d’un système de systèmes

représentés graphiquement et liés entre eux par des arcs peuvent être étudiées.

Quand les exigences du cahier des charges par rapport à la fiabilité et/ou à la dispo-

nibilité des propriétés structurelles ne sont pas satisfaites, des actions de maintenance

sont envisageables. Certaines actions de maintenance, comme par exemple la redondance

matérielle, peuvent provoquer le changement de la structure du système. Il y a donc une
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possibilité que le graphe orienté représentant la structure du système ainsi que l’association

arc-composants considérée soient modifiés. Dans ce cas, il est possible de reprendre toute

ou une partie de l’analyse des propriétés structurelles proposées dans ce travail de thèse.

Une autre possibilité peut être envisageable qui consiste à considérer pour le système étudié

plusieurs modes où ce dernier commute d’un mode à un autre en fonction des composants

sujets à des actions de maintenance.

Afin de rendre plus concret l’apport des résultats proposés dans ce travail de thèse,

il est intéressant d’implémenter les 5 algorithmes présentés dans ce manuscrit. En effet,

une boite à outil peut être développée en relation avec les algorithmes correspondant aux

expressions booléennes associées aux conditions élémentaires graphiques. Ceci permettra

d’automatiser une étape importante de l’analyse d’un système complexe qui concerne ces

propriétés structurelles et, de mettre à disposition un outil pertinent d’analyse liée à la

sûreté de fonctionnement. Une première étape de cette implémentation a été effectuée dans

le cadre d’un stage de fin d’étude effectué au sein du Centre de Recherche en Automatique

de Nancy par 2 étudiants de l’école Télécom-Nancy et encadré par M. Dakil et C. Simon.

Pendant ce stage, des programmes permettant d’obtenir sous Matlab les graphes orientés

associés aux systèmes structurés à partir des matrices d’états du système ont été développés.

Pour le calcul de la fiabilité et de la disponibilité des propriétés structurelles, nous

avons considéré l’hypothèse que les défaillances des composants sont indépendantes. Il

serait donc intéressant d’écarter cette hypothèse et d’envisager une dépendance entre les

défaillances des composants, notamment des défaillances de cause commune. En effet, il

existe en général 3 types de défaillances de cause commune. Le premier type correspond

aux dépendances liées à des systèmes supports, par exemple une alimentation électrique

défaillante peut provoquer l’arrêt de plusieurs sous-systèmes ou composants. Le deuxième

type correspond aux dépendances liées aux causes internes ou externes, par exemple un

incendie, une inondation ou un séisme ce qui correspond à une occurrence simultanée

d’un événement initiateur de défaillances. Le dernier type est les défaillances liées à des
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causes diverses agissant sur les composants de même famille, par exemple des erreurs de

conception, de fabrication ou d’exploitation. Ces 3 types de défaillances de cause commune

peuvent être pris en considération lors du calcul de la fiabilité et la disponibilité des

propriétés structurelles. Ces défaillances de cause commune sont donc variables en fonction

de plusieurs paramètres dans le système. Par exemple, le types de composants installés sur

le système ou encore l’emplacement géographique et l’environnement du système.

Dans l’analyse de la sûreté de fonctionnement, il y a 4 paramètres : fiabilité, mainte-

nabilité, disponibilité et sécurité. Dans ce travail de thèse, nous avons considéré l’hypothèse

que tout calcul relatif à la sûreté de fonctionnement ne dépend pas du facteur humain et

logistique. Or, l’étude de la maintenabilité et la sécurité dépends de ces deux facteurs. Par

exemple, la maintenabilité d’un composant dépend des moyens en personnel de maintenance,

appareillages, outillages, rechanges, etc. Ainsi, nous nous sommes intéressés uniquement à

l’étude de la fiabilité et la disponibilité. Il serait intéressant d’écarter cette hypothèse en

considérant les facteurs humain et logistique et, étudier ainsi la maintenabilité et la sécurité

par rapport aux propriétés structurelles. Par exemple, prendre en considération les facteurs

liés au constructeur (conception, qualité du service après vente, facilité d’obtention et le

coût des pièces de rechange), les facteurs liés à la maintenance (préparation et formation des

personnels, maintenance améliorative), les facteurs liés aux dispositifs de sécurité (formation

en sécurité, moyens de protection), etc.
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Résumé

Ce travail de thèse concerne le développement de méthodes et d’outils d’analyse conjointe

de propriétés structurelles et de sûreté de fonctionnement.

Plus précisément, l’étude porte sur des systèmes structurés tels que des systèmes li-

néaires, bilinéaires ou linéaires à commutations. Ces systèmes doivent vérifier des propriétés

structurelles importantes (observabilité, commandabilité, etc) pour l’accomplissement de

leurs missions. La structure du système peut être représentée par un graphe composé de

sommets et d’arcs. Les sommets représentent les variables du système et les arcs représentent

les relations entre ces variables.

La vérification des propriétés structurelles dépend principalement de 4 conditions élé-

mentaires graphiques qui sont les conditions de connectivité, de lien, de distance et de

couplage complet. Ces conditions sont combinées selon la propriété structurelle à vérifier

ce qui donne un aspect générique à notre approche. En outre, nous avons développé des

algorithmes avec leurs preuves afin d’exprimer ces conditions et de manière induite les

propriétés structurelles qui en dépendent sous forme d’expressions booléennes basées sur les

arcs de la représentation graphique du système.

Dans la représentation graphique d’un système structuré, les relations entre ses va-

riables sont assurées par un ensemble de lois physiques et de composants que l’on

peut habilement associer aux arcs du graphe. Ainsi, chaque arc du graphe est lié à un

ou plusieurs composants externes (capteurs/actionneurs) ou internes du système. Une

défaillance au niveau d’un ou plusieurs composants du système peut provoquer la mo-

dification structurelle du système, et peut rendre une propriété structurelle insatisfaite.

Grace à une association arc-composants, les propriétés structurelles peuvent être reformu-

lées sous forme d’expressions booléennes basées sur l’état de fonctionnement des composants.
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Dans ce travail de thèse, nous nous intéressons à l’évaluation probabiliste des propriétés

structurelles. En utilisant les expressions booléennes associées aux propriétés structurelles,

leurs fiabilité et/ou disponibilité peut être calculée sachant les caractéristiques de sûreté de

fonctionnement des composants concernés. Le calcul de la fiabilité et la disponibilité des

propriétés structurelles est effectué à l’aide d’outils de la sûreté de fonctionnement tels que

les blocs diagrammes de fiabilité, les chaînes de Markov, les réseaux Bayésiens et les réseaux

Bayésiens dynamiques.

A travers cette étude, le calcul de la fiabilité et/ou la disponibilité des propriétés

structurelles permettra de vérifier si, pendant le temps de mission du système, la propriété

structurelle étudiée restera satisfaite et/ou respectera un niveau de performance exigé dans

le cahier des charges du client. Dans le cas où ce niveau de performance n’est pas respecté, il

est nécessaire de prendre des mesures de maintenance au niveau des composants concernés

telles que augmenter leurs fiabilité et disponibilité ou prévoir une redondance matérielle.
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Abstract

This thesis concerns the development of methods and tools of a joint analysis of

structural properties and dependability.

More specifically, the study focuses on structured systems such as linear, bilinear or

switched systems. These systems must verify important structural properties (observability,

controllability, etc) for the accomplishment of their missions. The structure of a system can

be represented by a graph consisting of vertices and edges. Vertices represent the system

variables and edges represent the relationships between these variables.

The verification of structural properties depends mainly on four elementary graphical

conditions which are connectivity, linking, distance and complete matching conditions.

These conditions are combined according to the structural property which gives a generic

aspect of our approach. Moreover, we have developed algorithms with their proofs to

express these conditions and so the structural properties that depend on this conditions as

boolean expressions based on the edges of the system graph. In the graphical representation

of a structured system, the relationships between its variables are provided by physical

laws and components that can be cleverly associated to edges of the graph. Thus, each

edge of the graph is related to one or more external components (sensors/actuators), or

internal components. A failure on one or several components can cause structural changes

in the system, and can make a structural property unsatisfied. Thanks to a association

edge-components, structural properties can be reformulated as boolean expressions based

on the operating state of the components.

In this thesis, we focus on the probabilistic assessment of structural properties. Using

Boolean expressions associated to structural properties, their reliability and/or availability

can be calculated knowing the dependability characteristics of the involved components.

The calculation of reliability and availability of the structural properties is performed using
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some dependability tools, such as reliability diagrams blocks, Markov chains, Bayesian

networks and dynamic Bayesian networks.

Through this study, the calculation of reliability and/or availability of structural pro-

perties allows us to verify if, during the mission time of the system, the studied structural

property remain satisfied and/or respect a level of performance required in the system

specification. When this level of performance is not respected, it is necessary to take some

measures to maintain on the the system components such as increase their reliability and

availability or provide hardware redundancy.
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Annexe A

DM Décomposition

Comme défini dans le chapitre 1, un couplage dans un graphe biparti B(V +, V −, EB) est un

ensemble d’arcs EM ⊆ EB tels que tous les arcs de EM sont disjoints. Un couplage est dit

complet si sa cardinalité est égale à card(V +) ou card(V −) selon les besoins de l’étude. Par

exemple, pour l’étude de l’observabilité (resp. la commandabilité), un couplage maximal est

complet et égal à card(V +) (resp. card(V −)).

Considérons un couplage complet EM ⊆ EB. Chaque couplage complet EM est associé

à un graphe biparti non orienté noté BM(V +, V −, EB) où (vi,vj) ∈ EB ⇔ (vi,vj) ∈ EB où

(vj,vi) ∈ EM. Notons par S+
0 (resp. S−

0 ) l’ensemble des sommets dans V +(resp. dans V −)

non couvert par les arcs appartenant à EM.

Le graphe biparti B(V +, V −, EB) peut être décomposé en composantes irréductibles

et uniques partiellement ordonnées en utilisant la décomposition Dulmage-Mendelsohn

décrite comme suit :

◃ Trouver un couplage complet dans B(V +, V −, EB).

◃ Soit V +
0 = S+

0 ∪ {v+ ∈ V +|∃ un chemin dans BM(V +, V −, EB) de S+
0 vers v+}

◃ V −
0 = {v− ∈ V −|∃ un chemin dans BM(V +, V −, EB) de S+

0 vers v−}

◃ V0 = V −
0 ∪ V +

0 (La partie sous déterminée)

◃ Let V +
∞ = {v+ ∈ V +|∃ un chemin dans BM(V +, V −, EB) de v+ vers S−

0 }
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174 Annexe A : DM Décomposition

◃ V −
∞ = S−

0 ∪ {v− ∈ V −|∃ un chemin dans BM(V +, V −, EB) de v− vers S−
0 }

◃ V∞ = V +
∞ ∪ V −

∞ (La partie surdéterminée )

◃ Pour i = 1, . . . , r, soit Vi les composantes fortement connexes du graphe obtenu de

BM(V +, V −, EB) aprés l’élimination des sommets de V0 et V∞. L’union des composantes

fortement connexes Vi forme la partie exactement déterminée.

◃ Pour i = 1, . . . , r, V +
i =V + ∩ Vi et V −

i = V − ∩ Vi où r est le nombre de composantes

fortement connexes.

Il est important de noter que les sous-ensembles obtenus V +
i et V −

i pour i = 0, . . . , r,∞ sont

les mêmes quelque soit le couplage complet EM choisi.
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Annexe B

Généralités sur la sûreté de

fonctionnement

Taux de défaillance et de réparation

Taux de défaillance :

Le taux de défaillance, λ(t), est une des mesures caractéristiques de la fiabilité. La valeur

λ(t)dt représente la probabilité conditionnelle d’avoir une défaillance dans l’intervalle de

temps [t, t+ dt], sachant qu’il n’y a pas eu de défaillance dans l’intervalle de temps [0, t].

Ainsi, en appliquant le théorème des probabilités conditionnelles, puis le théorème des

probabilités totales, λ(t) s’écrit :

λ(t)dt =
Pr(défaillance sur [t, t+ dt] sans défaillance sur [0, t])

Pr( aucune défaillance sur [0, t])

ou :

λ(t)dt =
Pr(défaillance sur [t, t+ dt])− Pr(défaillance sur [0, t])

Pr( aucune défaillance sur [0, t])

ou encore :

λ(t)dt = − 1

R(t)
· dR(t)

dt

Il est fréquent de représenter l’évolution du taux de défaillance λ(t) au cours du temps t

selon une courbe caractéristique dite “en baignoire” donnée par la Figure B.1.
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Figure B.1 – La courbe en baignoire

Nous observons sur la courbe de la Figure B.1 3 principales périodes. Il s’agit de la période

de jeunesse qui est considérée comme la phase de correction, suivie de la phase de vie utile

qui est la période où le taux de défaillance est constant et finalement la période de fin de

vie utile lorsque l’usure et le vieillissement font sentir leurs effets.

La période de jeunesse concerne les défaillances précoces dues à des problèmes de conception

ou de production. La période utile, plus au moins importante selon le type de matériel,

est caractéristique des défaillances aléatoires. Enfin, la période d’usure ou de vieillissement

correspond aux défaillances dues à des phénomènes d’usure, de vieillissement, etc.

Taux de réparation :

La valeur µ(t)dt représente la probabilité que le système n’étant pas réparé à l’instant t le

soit à l’instant t+ dt. Le taux de défaillance µ(t) s’écrit alors :

µ(t) =
1

1−M(t)
· dM(t)

dt

où M(t) correspond à la maintenabilité, c’est-à-dire la capacité du système à être remis à

un état dans lequel il peut accomplir une fonction requise. Elle s’exprime par :

M(t) = Pr( le système est réparable sur [0, t])
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Quelques lois de probabilité

Loi exponentielle :

La loi exponentielle a de nombreuses applications dans plusieurs domaines. Elle décrit la

vie des matériels qui subissent des défaillances brutales. La loi exponentielle est la plus cou-

ramment utilisée en fiabilité électronique pour décrire la période durant laquelle le taux de

défaillance des équipements est considéré comme constant (défaillance aléatoire). Elle décrit

le temps écoulé jusqu’à une défaillance, où l’intervalle de temps entre deux défaillances. Elle

est définie par un seul paramètre, le taux de défaillance λ. Elle est caractérisée par ce qui suit.

La fiabilité :

R(t) = e−λt

La loi de probabilité :

f(t) = λe−λt

Le taux de défaillance :

λ(t) = λ

Loi de Weibull :

La loi de Weibull est souvent utilisée en fiabilité des systèmes mécaniques ; elle caractérise

le comportement du produit dans les trois phases de vie selon la valeur du paramètre de

forme β : période de jeunesse (β < 1), période de vie utile (β = 1) et période d’usure

ou vieillissement (β > 1). La loi de Weibull est définie par les paramètres η (paramètre

d’échelle), β (paramètre de forme) et γ (paramètre de position). Elle est caractérisée par ce

qui suit.

La fiabilité :

R(t) = e−
(t−γ)β

η

La loi de probabilité :

f(t) =
β

η

(
t− γ

η

)β−1

e−
(t−γ)β

η
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Le taux de défaillance :

λ(t) =
β

η

(
t− γ

η

)β−1

Loi normale :

La loi normale est très répandue parmi les lois de probabilité car elle s’applique à de nombreux

phénomènes. La loi normale est définie par une moyenne µ et un écart type σ :

La fiabilité :

R(t) =
1

σ
√
2π

∫ ∞

t

e−
1
2(

(x−µ)
σ )

2

dx

La densité de probabilité :

f(t) =
1

σ
√
2π

e−
1
2(

(x−µ)
σ )

2

Loi log-normale :

Une variable aléatoire continue et positive t est distribuée selon une loi lognormale si son

logarithme est distribué suivant une loi normale. Cette distribution est utilisée en fiabilité

pour modéliser les défaillances par fatigue. La loi lognormale a deux paramètres µ et σ :

La fiabilité :

R(t) = 1− Φ

(
log(t)− µ

σ

)
La densité de probabilité :

f(t) =
1

tσ
√
2π

e−
1
2(

(log(t)−µ)
σ )

2

Le taux de défaillance :

λ(t) =
e−

1
2(

(log(t)−µ)
σ )

2

t
∫∞
0

σ
√
2πf(t)dt
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