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INTRODUCTION

Au niveau macroscopique, le bois peut-étre considéré, en premiére
approximation, comme un matériau viscoélastique linéaire
orthotrope. Ce comportement global moyen est le résultat de
comportements locaux situés & différentes échelles
d'hétérogénéités de la matiére ligneuse (premier chapitre).

A chaque niveau d'hétérogénéité, un comportement viscoélastique
moyen peut—-étre décrit en fonction des caractéristiques
viscoélastiques de chaque constituant mais aussi en fonction de
paraméetres décrivant leur géométrie (quatriéme chapitre). Ces
caratéristiques géométriques traduites en facteurs de formes et
paramétres d'orientation sont, pour le matériau bois, des
grandeurs soumises & de grandes variations et constituent les
éléments explicatifs essentiels de l'anisotropie du matériau (les
seuls pour ce qui concerne les composantes visqueuses de la
matisre). |

Il existe, dans la littérature consacrée a la matiere ligneuse, de
nombreux modéles destinés au calcul de grandeurs relatives aux
tissus constitutifs du mateériau bois a ses différentes échelles
d'hétérogénéité mais qui présentent de grandes limites
d'utilisation : cas élastique, théorie des plaqﬁes stratifiees,
lois de mélange et gqui, de plus, ne donnent acces gu'a un nombre
limité de grandeurs techniques.

Avec le réle grandissant, dans la Technologie moderne, de materiaux
naturels ou artificiels preésentant des anisotropies marqueées, des
méthodes permettant la modélisation tridimensionnelle de ces

matériaux ont été développées activement au cours de ces dernieéres



années. Parmi ces méthodes, dites d'homogénéisation, la méthode
autocohérente occupe une place privilégiée de part sa grande
souplesse d'accommodation : élasticité linéaire, élasticité non
lineaire, élastoplaticité. Elle a été adapteée au cas de la
viscoélasticité dans le cadre de l'analogie harmonique (deuxiéme
chapitre).

Si le passage élastique-viscoélastique peut se faire directement
sur le plan de la formulation du schéma autocoheéerent, une
adaptation du calcul numérique est nécessaire du fait du
comportement aberrant pouvant survenir sur les tenseurs du
quatriéme ordre (deuxiéme chapitre).

Une autre difficulté du calcul des grandeurs effectives résulte
principalement du caracteére alvéolaire du matériau :@ jusqu'a 90%
de vide dans le cas d'un bols de printemps. Pour traiter ce
probléme, une approche autocohérente multi-etapes est proposée au
deuxieme chapitre.

Le troisiéme chapitre permet de confronter les différents schémas
autocohérents a des résultats experimentaux et a des modeales

disponibles ou adaptés pour cette occasion.
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I BOIS ET HETEROGENEITE. LES QUATRE NIVEAUX NIVEAUX

D'HETEROGENEITE

A l'échelle de la pieéce ouvrée : a partir de quelques centimetres,
le bois, exempt de défauts (noeuds, fissures ..), peut étre |
considéré comme un matériau homogéne au niveau de ses lois de
comportement. En fait le matériau bois, comme beaucoup de
matériaux, n'est homogéne qu'en moyenne, et si cette approche
globale est parfaitement justifiée (la seule qui intéresse
1'ingénieur), il est évident que la compréhension de la nature
profonde de ces comportements moyens nécessite 1'analyse de la
microstructure du matériau.

Schématiquement, il est possible de distinguer quatre niveaux

d'hétérogéneité

NIVEAU 1 : le bois massif (niveau macroscopique : guelques cm)
figures I-1 & I-3

A ce niveau, le bois peut étre décrit comme un assemblage de
couches concentriques de bois initial et de bois final de
caractéristiques différentes, qui résultent de l'accroissement
saisonnier : les cernes. Ceux—ci renforcés radialement par des

inclusions cylindriques & section allongée : les rayons ligneux .

NIVEAU 2 : cernes et rayons ligneux (quelques dixiemes de mm)
figures I-4 a I-6

Le cerne, les rayons ligneux, correspondent principalement a
l'assemblage de structures tubulaires fermées : les cellules

notamment les fibres (feuillus) ou les trachéides (résineux),



orientées dans 1'axe du tronc pour les cellules ou trachéides et
selon la direction radiale du tronc pour les cellules de parenchyme
des rayons ligneux.

Les feuillus sont de structure plus complexe gque celle des résineux
(figures I-4 et I-5 ). Ils posseédent en outre des cellules de
diameétres plus forts : les vaisseaux. Le bois des résineux peut étre
traversé par des éanaux résiniféreé | |
Le bois vivant posseéde de plus des tissus de réserve : les
parenchymes constituant notamment les rayons ligneux.

Pour le mécanicien ce sont les fibres ou trachéides qui revétent la
plus grande importance non seulemeﬁt & cause de leur présence en
grande quantité dans le matériau (70 a 90% du volume total pour les
résineux) mais surtout du fait de leur grande influence sur les

caractéristiques physiques et meécaniques du mateériau.

NIVEAU 3 : la paroi cellulaire ( quelgues um )

Figures I-7 & I-9

L'observation au microscope eélectronique montre que le materiau
constitutif de la paroi cellulaire peut étre décrit schématigquement
par un composite en trois couches distinctes : M,P,S la paroi
secondaire, elle-méme composée des sous couches 51,82,83.

(figures I-7 et I-8). Chacune des couches est constituée de renforts
filamentaires (microfibrilles de cellulose) dans une matrice
viscoélastique d'hémicellulose et de lignine. Cette organisation est
rencontrée aussi bien pour les feuillus gque pour les résineux et
pour tout type de cellule : tracheéides, cellules de rayons ligneux,
fibres, vaisseaux. Les différentes couches se distinguent

. principalement par l'orientation (angle &) des microfibrilles par



rapport & l1'axe des cellules

Paroi primaire P @ orientation aléatoire. Cette couche est souvent
associée & la lamelle mitoyenne M gqui constitue le liant (& forte
concentration de lignine ) entre les cellules.

S1 (sous couche externe) : orientation hélicoidale croiseée a fort angl
d'inclinaison (60° & 80° )

S2 : orientation hélicoidale & faible angle d'inclinaison.(3° & 30°)
C'est cette sous couche qui constitue 1'esseﬁtiel de la paroi
cellulaire.

S3 (couche interne) orientation hélicoidale & trés fort angle

d'inclinaison (60° & S90°)

NIVEAU 4 niveau nanoscoscopique

figures I-10 I-11 I-12

Ce quatrieme niveau d'hetérogéneite se situe a 1'échelle des’
différentes molécules contituant les microfibrilles (Cellulose 1),

et la matrice polymérique (Hémicellulose, Lignine).
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11 LES PARAMETRES DESCRIPTIFS DES CONSTITUANTS POUR CHAQUE

NIVEAU D'HETEROGENEITE

IT-1 NIVEAU 1 (Bois massif). Constituants : Cernes et rayons
ligneux, ‘

-Rayons ligneux

Diametres ¢L ¢T (fig I-3, fig II-1, figII-2)

Dans le cas des résineux les rayons ligneux sont presgque toujours
larges d'une seule cellule et leur hauteur varie, selon l'espece, de
1 & 40 cellules environ.[16]

Pour les feuillus les caractéristiques géométriques des rayons
ligneux varient d'une essence & l'autre : ils peuvent étre larges
d'une seule cellule (Alnus sp., Castanea sp.,Populus sp.) ou
atteindre une largeur d'une quarantaine de cellules dans le cas du
chéne ou du Hétre. Certaines especes peuvent présenter la méme
variation de largeur (de 1 & 40 cellules) au sein d'un méme
spécimen (Chéne, Hétre). La hauteur est, en géneéral, de 1l'ordre du
millimétre (quelques mm pour le chéne). {[16]

La fraction volumique de rayons ligneux évolue aussi en fonction

de l'espéce considérée. Les fractions volumiques sont comprises, en
moyenne, entre environ 3% (Thuya occidentallis) et 12% (Pinus
ellioti) pour les résineux, 5% (Tilia heterophylla) et 32% (Quercus
virginia) pour les feuillus ([17].

-Cernes

Les caractéristiques géométriques des cernes sont celles de

plaques : épaisseur faible vis~a-vis des deux autres

caractéristiques.

11



'II-2 NIVEAU2 (Cernes, Rayons ligneux). Constituants

Diamétres ¢T, ¢R,

épaisseur e,

longueur 1 (fig I1I-6)

Cellules

Ces caractéristiques dimensionnelles dépendent de 1'espéce mais

aussi de la position de la cellule dans le tronc.

Les principales

tendances et ordres de grandeurs sont résumés dans le tableau

suivant:

Longueur

1 mm

Diametre

moyen pm

Diamétre
¢R  pm

Diamétre
¢T

um

Epaisseur

e um

Feuillus N

Fibres

[0,2;2,5]

{ 9 ;60]

[1,5;10]

Résineux
Trachéides

(1 5]

(10 ;70]

[2 ;10]

Feuillus 8

vailsseaux

[100;700]

[5 ;400]

[1 ;20]

Evolution

bois initial-
bois final
(Picea marinia
tracheéides

de 34 a
16

stable
a 36

de 2 &

Evolution
coeur-—-écorce
fig 11-4 I1-5
(Picea sitch.)
trachéides

de 2 a

de 18 &
34
(a 5m)

Références

a [16] b

[13] c

(14]

12
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ii—B NIVEAU 2 (paroi cellulaire). Constituants : microfibrilles

de cellulose et matrice hemicellulose—lignine.

- Microfibrille

Diamétres ¢1* ¢2* 1 (figures I1-9, II-5 a II-10)

La littérature propose plusieurs descriptions morphologidues de’
microfibrille. Mark dans son ouvrage [1] fait le point des modeles
antérieurs & 1966 et présente les nouvelles descriptions tirées de
l'observation au microscope électronique qui rendent caduques les
notions précédentes de fibrilles et de micelles issues
d'observations aux rayons X.

Plus récemment et dans le méme esprit W. Cété [2] présente les
modéles des 20 années antérieures aux années 1980.

Ces deux auteurs font ressortir le fait que la nature exacte de
1'organisation des molécules de cellulose a 1l'intérieur d'une
microfibrille est sujette a4 multiples interpreétations. Cependant la
plupart des descriptions ont en commun la notion de microfibrille
qui peut étre définie comme une zone de cellulose fortement
ordonnée. Cette zone, hautement cristalline peut étre décrite comme
l'assemblage d'éléments morphologiques élémentaires : fibrilles
élémentaires. Kollmann—~Cété [7] considérent par exemple la
microfibrille comme un assemblage de 100 & 300 i de fibrilles de
diamétres de 35 i. D;autres types d'organisations sont proposées
dans la littérature : (Fengel, Tang et Hsu, Mark, Frey-Wyssling,
Miithlethaler ..figures II-5 & II-10). Ce type de schéma morphologique
avec l'alternance de zone cristalline-zone amorphe est confirmé par
des observations plus récentes ( Ruel et Barnoud 1982 cité dans [3])
qui décrivent des zones de lignine de diametre de 7 a 10 nm

s'insérant entre les microfibrilles. Ces zones cristallines sont
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aussi limitées en longueur : Westman (1980) constate l'existence de
Zzones amorphes intercalant plus ou moins reéguliéerement les
cristallites qui ne réprésentent donc pas une phase continue.
Certains modeéles considérent la phase cristalline fractionnée en
trongons allant de 30 & 60 nm : [4], modéle de Preston (figure
I1-10) ou de Fengel (figure I1II-5). Cette fourchette de variation de
la longueur des microfibrilles est‘fréquemment reprise dansvia
littérature lors des des descriptions des micfofibrilles ([5] par
exemple). Cependant d'autres types de fractionnement sont décrits :
certains expérimentateurs en s'interessant au probléme de variation
de l'angle des microfibrilles dans les tissus cellulaires ont
constaté une corrélation entre 1'évolution de la longueur des
cristallites (zones entiérement cristallisées) et l'angle que font
les microfibrilles avec l'axe de la cellule. El Osta (1974) constate
dans des résineux des évolutions allant de 4 &4 30 nm et dans les
feuillus des évolutions du méme ordre de grandeur (6] (voir figure
II-11). Ce type de variations est aussi constaté par Marton (1972)
sur Abies ol les cristallites rencontrées ont une longueur allant de
7 & 16 nm

Les concepts d'arrangements lenticulaires

Il existe d'autres concepts d'organisation morphologiques des
tissus parietaux qui font suite a des modéles décrivant 1é
processus de formation des tissus.

Le modéle de Scallan (1974) et le modéle de Boyd et Foster (1975)
supposent un arrangement de microfibrilles en nappes onduleées, la
matrice lignine~hemicellulose occupant les ouvertures

lenticulaires orienteéees : figure II-12 (Pour la clarté de la

. représentation les ouvertures sont largement aggrandies).
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Angle des microfibrilles & (fig I-8 I-9)
Une diminution de l'angle des microfibrilles est constatée dans le
sens coeur-écorce . L'évolution est en général limitée aux 15
premiers cernes
de 36° a 25° environ pour le bois initial de cryptomeria japonica ,
. de 32° a 10° pour le bois final de 1la méme essence (Mo;iizumi
1973 cité dans [6]’ |
de 15° a 11° environ pour le bois final de Fagus crenata (Okano
1972 [6] )
de 32°a 5° environ pour le bois final de Picea abies (Marton 1972
cité dans [6] )
- Couches
Epaisseur ([16])
M :de 0,5 pym & 1,5 um
P : 0,03 &a 0,1 um
S1 ¢ 0,1 uym & 0,35 um (5 & 10 % de 1'épaisseur totale )
S2 : 1 & 10 um (75 &4 85 % de l'épaisseur totale )
S3 : 0,5 a4 1 um
Composition
Il est possible d'admettre des grandeurs moyennes et les

répartitions suivantes par couches [18]:
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Paroi ou
Bois global Celluloses Hémicelluloses Lignines
M 5% 10% 85%
P 10% 15% 75%
S1 30% 30% 40%
S2 50% 30% 20%
S3 50% 35% 15%
Feuillus 50% 30% 20%
Résineux 50% 25% 25%

Le cas particulier du bois de reaction

Le bois de réaction se forme pour des arbres soumis & des conditions
particulieres (tronc incliné, action permanente du vent), il se cree
dans la zone de compression (bois de compression) chez les coniféres
et dans la zone de tension (bois de tension) chez les feuillus.

Des différences sensibles existent pour les bois de réaction au
niveau de la morphologie et la composition des tissus ¢lémentaires.
Le bols de compression posséde une couche 52 plus épaisse (™ +33%)
avec un angle d'inclinaison des microfibrilles beaucoup plus
important (45°), le pourcentage de lignine vy est plus important
alors que celul de cellulose y est plus faible

Le bois de tension posséde souvent une couche gélatineuse sur la
face interne de la cellule formée essentiellement de cellulose (95%)
avec un angle de microfibrille de l'ordre de 5°. Cette couche peut
s'ajouter aux autres ou venir en substitution de la couche S3 ou des

couches S2 et $3.[16]
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I1-4 NIVEAU 4 .Constituants : Cellulose Hemicellulose et Lignine
II-4-1 Généralités

C'est a ce niveau que se trouve la racine des comportements
constatés aux échelles supérieures : élasticiteé, viscosite,
plasticité, rupture...( ! Winandy et Rowell dans [4] proposent pour
le matériau bois, des schémas décrivant qualitativement chaque zoﬁe
type de la caractéristique contrainte-déformation & partir de
mécanismes de déformation des liaisons supposés au niveau
microscopique et moléculaire).

Pour quantifier la composante élastique, la littérature propose des
modeles fondés sur des mécanismes supposés de déformation des
liaisons au niveau de la molécule conduisant & une variation
d'énergie interne du systéme : modeéle de Gillis pour la cellulose I
et de Mark pour la lignine.

Pour la composante viscoélastique il existe pour les polyméres
plusieurs modéles linéaires issus de theories moléculaires (Rousse,
Kirwood—-Auer par exemple) [19]. Cette élasticité retardée est plutst
liée aux variations d'entropie conditionnées par des effets
d'orientation des chaines consécutifs & une mise sous charge. La
nature des mécanismés d'orientation est elle-méme conditionnée par
la flexibilité de la chaine. Il est possible de construire un modéle
mécanique rigoureux pour des solutions diluées de molécules
lin¢éaires rigides (un seul temps de relaxation) : modeéle de
Kirkwood-Auer [20] qui permet de définir les parameétres d'un modele
de type Maxwell & partir des caractéristiques des chaines et du
solvant (longueur de la chaine, masse molaire du soluté, viscosité
du solvant, concentration, longueur de la liaison covalente..). La
théorie approchée de Rousse traite du cas des molécules linéaires

flexibles (n temps de relaxation) en solution diluée, elle a été
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étendue pour des polymeéeres plus courants dans le cas de la
modeélisation des déformations en cisaillement [19].

Si ces modeéles n'apportent de solutions analytiques que dans des cas
trés typés ils permettent de comprendre et d'analyser les phénoménes
constatés aux échelles supérieures a4 partir des mécanismes situés a
l1'échelle moléculaire (mouvement de chaine, de partie de chaine,
justification a posferiori du princiﬁe de superposition
temps—-température découvert empiriquement), de dégager des
paramétres explicatifs (mobilité, flexibilité de chaine) de
justifier les modeéles phénoménologiques utilisés en rhéologie des
polyméres

Pour les composantes viscoélastiques du matériau bois, aucun modele
n'‘est utilisable directement, aussi nous développerons une approche
globale au niveau 3 d'hétérogénéité en rendant compte du
comportement de la matrice hémicellulose-lignine par le biais du
modeéle linéaire minimal possédant une élasticité instantanée : le

modéle de Zener (fig II-13).

— AAAN—

—AAAN—

1
e
fig II-13 : le modele de Zener

II-4—-2 La cellulose
La cellulose est 1'élément essentiel de la fibrille élémentaire.
C'est un biopolymére linéaire formé de longues chaines de maillons

anhydroglucose chaque maillon étant relié & un autre tourné de 180°

4
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pour former une unité cellulose (figure I-10)

Une association en cristal monoclinique de ces unités de cellulose
forme la cellule unité : cellulose I (figure I-11). Ce sont les
liaisons hydrogéne entre les unités de cellulose & 1'intérieur du
cristal de cellulose I qui lui donnent son élasticité. Le cristal
monoclinique qui nécessiterait la détermination de 13 constantes
élastiques est abandonné au profitldu systéme orthorombique,'ﬁeu
différent, mais qui ne met en jeu que 9 consfantes.

Il existe plusieurs possibilités de modéliser 1'élasticiteée du
cristal de cellulose I selon le nombre de degrés de liberté retenus.
Il en résulte des variations sensibles des constantes (pour la
direction longitudinale,variation d'un coefficient de 1 a 6).
D'apreées Mark (1980) [9] le modéle propose par Gillis (1969)
constituerait le modele le plus satisfaisant.Ce modeéle conduit au

tenseur raideur dont une image matricielle [Cij] dans la base

liée au cristal ( figure I-11 ) est:
16,4 0,674 0 0 0 0 ]
0,674 25,2 0,847 0 0 0
en Gpa 0 0,847 246,5 0 0 0
0 0 0 0,24 0 0
0 0 0 0 0,173 0
5 0 0 2,58 |

Pour les applications numériques Mark [9] suppose que le cristal de
cellulose est isotrope transverse ce qui limite la loi de
comportement & 5 grandeurs indépendantes.

Pour Cave (1978) [10] aucune des modélisations n'est vraiment
entierement satisfaisante et il retient dans la direction 3 la

valeur mesuree par Sakurada (1962) qui a releveé une raideur axiale
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de 134 Gpa sur la cellulose des fibres de Ramie. Ce choix est

aussi retenu par Salmen—-Ruvo (1984) dans [11].

II-4-3 Lignine et hémicellulose (modéles élastiques)

Les hémicelluloses sont des hexosanes de méme compositioﬁ
¢lémentaire que la cellulose mais de degré de polymérisation plus
faible. Les lignines sont des polyméres complexes dé naﬁure
principalement phénolique et de structure tridimensionnelle encore
mal connue, constituée d'unités répétives de phénylpropane [12].

La lignine joue un rdéle essentiel dans la tenue du tissu élémentaire
ou elle intervient comme un adhésif naturél hydrophobe. Elle se
trouve en forte concentration dans la lamelle mitoyenne [1].
L'ensemble lignine-hémicellulose est généralement considére comme la
matrice isotrope entourant les renforts cellulosiques. Ses
caractéristiques élastiques moyennes peuvent se déduire de la
raideur en rotation autour des liaisons C-C et C-O de groupements
hydrométhyle de la figure I-12. La valeur du module de Young est
alors de 1,84 Gpa (Mark [9] 1980) ce quil représente l'ordre de
grandeur de la valeur expérimentale obtenue pour certaines lignines.
Le coefficient de Poisson est en geénéral pris egal a 0,3.

Comme Cave (1968), Salmen-Ruvo [11] <considérent deux phases
distinctes : hémicellulose isotrope transverse €t lignine isotrope.
Le module de Young de la lignine est pris égal 4 4 Gpa ce qui
correspond & la valeur expérimentale proposée par Cousin (1976) le
coefficient de Poisson est estimé égal & 0,33. Le module de Young

de 1'hémicellulose dans l'alignement de la cellulose choisi vaut 8
Gpa (idem Cousin 1978) et de moitié moins grand dans la direction

_transversale (méme rapport que dans Cave [10]). Le coefficient de



Poisson est estimé égal a 0,2.

II-4-4 Viscosité de la matrice lignine-hemicellulose

Lignine et hémicellulose sont en fait des polyméres amorphes
fortement viscoélastiques qui sont les sources principaleé du
comportement différé du matériau bois .(Il est vraisemblable que
la cellulose posseéde elle aussi, mais dans une moindfe meéure, ce
caracteére viscoélastique : [15]).

Ce comportement différé est une caractéristique essentielle de la
matiére ligneuse qui se trouve affectée par des phénomeénes de
fluage ou de relaxation. Le phénoméne de fluage en particulier
peut se traduire au niveau du calcul de déplacement des structures
de poutres en bois par 1l'existence d'un coefficient multiplicatif
(coefficient de fluage) pouvant aller jusqu'a 3 dans le cas des
résineux dans certaines conditions (10 ans, 20°C ,Hr=100%).

Comme évoqué précédemment, le caractére viscoélastique sera

décrit par le modele de Zener dont 1l'élément amortisseur sera
éventuellement activé thermiquement par une loi d'Arrhenius.

Les paramétres de ce modéle rhéologique seront choisis en fonction

des valeurs expérimentales ou théoriques disponibles.

IITI CONCLUSION

Pour les trois premiers niveaux d'hétérogénéité du matériau bois,
l'anisotropie résulte de la nature anisotropique des lois de
comportement des phases en présence, mais aussi et surtout, des
particularités géométriques des différents constituants.

Il est possible pour chacun de ces trois niveaux de définir des

facteurs de forme caractérisant ces particularités géométriques

16



- L'allongement ou élancement qui représente le rapport entre la
longueur du constituant 1 et son diamétre moyen ¢m.
allongement= 1/¢m
Ce facteur de forme peut étre utilisé pour la fibre (niveau 2) avec
gm= 2 ($R+4T)
et au niveau de la microfibrille avec
| om=1 (81402
- L'écrasement qui représente le rapport des diametres.
Ce facteur de forme est présent
- au niveau du rayon ligneux (niveau 1)
écrasement= ¢L/¢T
~ au niveau de la fibre (niveau 2)
écrasement= ¢T/¢R
- au niveau de la microfibrille

écrasement= ¢1*/p2*

Les données géométriques de chaque constituant présentées au
paragraphe précédent, permettent d'envisager des variations pour les

deux facteurs de forme, dont les plages sont données dans le tableau

suivant:
Constituant Facteur de forme Variation max
Rayon
ligneux Ecrasement 2 a 30
Cerne Plaque -
Ccellule Allongement 5 & 250
Ecrasement 1 46
Renfort Allongement 4 a4 ©
cristallin Ecrasement 1 4 3
Plaque -

2%



Remarques

-DPans le cas de la cellule, le facteur de forme allongement est
comparable & l'indice de feutrage utilisé par les papetiers pour
caractériser la qualité structurelle de la feuille de papier. [12]
-Dans le cas des renforts cristallins le domaine de variation des
deux facteurs de forme est différent selon le choix que l'on retient
pour 1l'inclusion élémentaire : soit ia fibrille élémentaire (choix
adopté par Navi [8] selon le schéma de Tang et Hsu), soit la
microfibrille qui constitue pour beaucoup d'auteurs ( Mark par ex)
1'élément de base & considérer, ou enfin la cristallite qui

représente le plus petit domaine entiérement cristallissé.
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I GENERALITES

Caractériser le comportement viscoélastique d'un matériau quelconque
s'inscrit dans le cadre de la rhéologie.Il est classique ([1], [2])
d'opposer les deux approches possibles pour cette discipline : o
1'approche microscopique et 1'approche macroscopique. La premiére
approche, deja évoquée dans le chapitre précédent, s'appuie sur des
modéles descriptifs des phénoménes physiques au niveau de la
structure interne : interactions atomiques et moléculaires.
Malheureusement cette approche ne permet une description rigoureuse
des phénoménes que dans des cas trés typés. Dans des cas moins
schématiques, c'est-a-dire plus proche d'une réalité courante, il
est nécessaire d'adopter une démarche plus globale, c'est le cas de
l'approche macroscopique ou phénoménologique.

Cette approche travaille en terme d'équations d'état cherchant a
relier entrée et sortie d'un systéme sous l'influence d'un

environnement : figure I-1

o(t) e(t)

a
SYSTEME ' 1'echelle
© T 1 11w E
ENVIRONNEMENT
température hygrométrie temps
T H t
fig 1-1
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'ia fonction d'état dans le cas le plus général est une fonction
vectorielle f(Dl(o),Dz(&),T,H,t ..... ) = 0

ou Dl et D2 sont des opérateurs mathématiques
(différentiels,intégrals ou combinés) en général non linéaires
L'environnement étant défini par des paramétres comme lé
température, le degré hygrométrique (qui sont prépondérants dans le
cas du matériau bois) et le temps (gqui intervient déns ie cas des
matériaux vieillissants : bétons,polyméres & polymérisation lente).
Pour le matériau hétérogéne cette approche macroscopique est a
associer a une notion d'échelle : la liaison entrée—sortie affecte
alors des grandeurs moyennes dites homogénéisées, ces liaisons
seront différentes selon l'échelle considérée. Pour le mateéeriau bois
trois échelles peuvent é&tre analysées : celle du bois massif, celle
du cerne et celle du tissu elémentaire (paroi cellulaire). A chacune
Nde ces échelles respectives sont associés les grains d'hétérogeéneité
(inclusions) suivants : cernes et rayons ligneux, fibres et autres
cellules, microfibrilles. Ces trois échelles constituent trois
longueurs de références auw sens du probléeme d'homogénéisation.

Dans le cas du matériau bois 1'approche phénoménologique

s'effectue principalement au niveau du bois massif pour deéterminer
les comportements é¢lastiques ou viscoélastique mais il existe

aussi des approches effectuées au niveau du cerne ou méme de la
fibre dans le cas du comportement élastique. ([3] (4] par

exemple).

Pour le matériau bois une premiére approche consiste & considérer
une correspondance fonctionnelle linéaire entre entrée et sortie a
une échelle donnée

e(t) = ﬁl(a(t)) ou o(t) = ﬁz (e(t))

w
w



bﬁ e(t) et o(t) sont les tenseurs de déformation et de contrainte.
Le comportement linéaire du systéme rend la caractérisation du
matériau indépendante de la nature de 1l'entrée.

Plusieurs formes d'entrée sont alors envisageables, chacune
correspondant & une expérience fondamentale de l'analyse‘du

comportement différé du matériau, par exemple dans le cas uniaxial

g(t) = oOH(t—tO) Fluage
ge(t) = sOH(t~tO) Relaxation
e(t) = €4 ej(‘)t
. Essais harmoniques
o(t) = oy e7F

ou H est la fonction echelon d'Heaviside.
L'avenement des analyseurs a transformées de Fourier rapides rendent
classiques d'autres types d'entrée comme l'impact ou l'excitation en
large bande (excitation aléatoire ou pseudo - aléatoire)([5].
Ces différentes entrées permettent de couvrir un large domaine
d'analyse au niveau des temps de réponses caractéristiques des
phénoménes physiques mis en jeu dans les problémes de comportements
différeés. Pour le matériau bois la présence de plusieurs phases
polymériques donne une réponse riche en mécanismes visccélastiques.
(fe1 (71 (81 [91).
Si la démarche au niveau microscopique ne conduit donc que tres
rarement & des modéles aboutis, elle permet par éontre au
rhéologue, d'envisager des schémas explicatifs des phénomenes
enregistrés & un niveau macroscopique, de conduire des plans
d'expeériences de fagon plus rationnelle en sélectionnant des
paramétres explicatifs pertinents, ce qui permet de réduire le
nombre de tests nécessaires [1].

.Pour les matériaux hétérogénes, au niveau des différentes échelles



Pour les matériaux hétérogénes, au niveau des différentes échelles
d'heéetérogénéiteée il est tout aussi intéressant de créer des outils
permettant au meécanicien de relier la microstructure & la
macrostructure. Cette liaison s'effectuant par le biais de
paramétres décrivant la géométrie des phases constitutives &
1'échelle considérée. Ces outils pouvant étre, soit prédictifs dans
le cas de la créafion de matériau éomposite ,30it d'investigation
dans le cas du matériau boils. Ils permettent d‘analyser, par
simulations, la sensibiliteé des fonctionnelles ¥ & des paramétres
décrivant la géométrie de la microstructure a différentes échelles
d'hétérogénéités. C'est le principal objet du présent travail.
L'ANALOGIE ELASTICITE - VISCOELASTICITE

L'hypothése de la linéarité du comportement permet 1'application du
principe de superposition de Bolzman [10] qui condult & une algébre
de convolution de Stieltjies liant entrée et sortie dans le domaine
temporel. D'autre part, le matériau bois pouvant étre considéré en
premiére approche comme non vieillissant, ses propriétés mécaniques
sont invariantes au cours d'une translation temporelle ce qui
conduit aux deux liaisons entrée—-sortie pour les grandeurs

homogénéisées dans le cas unidimensionnel: ([13])

e(t) = f_§ J (t-t) d(r) drx notation: ¢ = J ¢ ¢
o(t) = f_z R (t-r) &£(r) dz notation: o0 = R 9 ¢
J : fonction fluage
R : fonction relaxation.

En utilisant la transformée de Carson-Laplace définie par
X W -pt
E(£(t)) = £ (p) = pf e £(t) dt
0
sur les deux relations préceéedentes on obtient des relations



analogues & celles rencontrées en élasticité [10] soit
*x *
J (p) o (p)

R*(p) e (P

i

e (D)

*
o (p)
ol J*(p) représente la complaisance opérationnelle et R*(p) le
mddule opérationnel. L'utilisation de la transformée de Laplace en
remplacement de la transformée de Carson-Laplace conduit a définir
les modules pJ ef pR (transform dﬁmain (TD) 'effective moduli' de
Hashin [11]). |
Dans le cas du milieu homogénéisé tridimensionnel la méme nature
d'algébre de convolution lie les tenseurs oij(t) et ehk(t) [12]

E, . = ® o

15 = Jijnk @ %nk

Risnk @ ®nk

qui conduit aussi aux relations tensorielles analogues & celles de

0.
1]

l1'élasticité apres application des transformées de Carson-Laplace:

*x * *

€15 = Jijnk ©n
x x *

®5 = ®ijnk “hk
Remarques
-L'analogie permet d'étendre toute solution d'élasticité lindaire au
cas de la viscoélasticité linéaire non vieillissante (Mandel 1955)
~Comme en élasticité les tenseurs J'et R possédent les symétries
classiques au niveau des indices i et j,h et k liées aux symétries
des tenseurs Gij et Ehk .Par contre la symétrie des groupes ij et hk
nécessite ici le recours au principe d'Onsager alors qu'en
élasticité elle s'appuie sur l'existence d'un potentiel ([13].
CAS DU MATERIAU BOIS

Au niveau macroscopique, pour le matériau bois,considéré comme 'bois
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maésif' le cadre est celui d'une anisotropie viscoélastique linéaire
d'un matériau non vieillissant. L'utilisation des symétries
matérielles conduit & une orthotropie cylindrique [14], le tenseur
fonction fluage est donc constitué de neuf composantes indépendantes

dont on peut donner une forme matricielle ([15])

J1111 (893192 (8T 355(8) O ° 0
J2211 (895002 (8)d5555(8) O 0 o
I3311 (P 93395 () Tg335(F) 0 ° °

0 0 0 4J5323(8) o 0

0 0 0 0 4713138

0 0 0 0 0 43,51, (%)

ou, avec les conventions classiques de contraction d'indices

I () T () T (%) 0 0 0
Ty () J,0(t) T, (%) 0 0 0
Tgp(B)  Jg,(%) gl (k) 0 0 0

0 0 0 T4 (8) 0 0

0 0 0 0 Jeo(t) 0

0 0 0 0 0 Jgg(£)

La formulation duale conduit, de méme, aux neuf fonctions de

relaxations indépendantes:
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i Ry, (£) Ry ,(£) R (%) 0 0 0 ]
Ry, (£) Ry () Ry,(%) 0 0 0
Ryp(£) Rg,(t) Rgg(t) 0 0 0

0 0 0 Ry, () 0 0
0 0 0 0 Ry () 0
o 0 0 0 0 R () |

L'ANALOGIE ELASTIQUE - VISCOELASTIQUE DANS LE DOMAINE FREQUENTIEL
Les problémes de viscoélasticité linéaire non vieillissante peuvent
se résoudre soit en terme d'algébre de convolution de Stieltjes dans
le domaine du temps soit en algébre classique sur les transformeées
de Carson-Laplace des différentes grandeurs ce qui est plus simple
au niveau des manipulations algébriques mais reporte la difficulté
au niveau du calcul de l'originale de la solution.

I1 est cependant possible d'éviter cette difficulté en utilisant
l'analogie élastique - viscoélastique dans le domaine
fréquentiel. Cette analogie est un cas particulier de la précédente,
et posseéde un caractére plus physique.

Du fait de la linéarité du systéme, la réponse forcée a une entrée
sinusoidale est, aprés une période transitoire, une sinusoide
déphasée par rapport a l'excitation. Le module liant dans ce cas
entrée et sortie, si les forces d'inerties sont négligees, est le
module complexe noté Cglmn' On l'obtient en remplagant p par ju dans
1'expression du module opérationnel. La transformée de Laplace se

réduit alors a une transformée de Fourier (notée ¥ )

Les relations contrainte-déformation sont donc, dans un cas général,

LT:)



'dé la forme:
* e — * 3 * I3
okl(Jw) = Coimn (79 €qn (J9) ou

akl(t) = C;lmn(jb) emn(t)

1 - . ](x)t
avec 1l'entrée emn(t) E;n(]w) e
. . . . U . Jjut
et la réponse en excitation forcée : okl(t) = akl(]m) e
(les termes de phase sont contenus dans 0;1 )
La formulation duale donne:
* . *x . x .
Ekl(]w) - Sklmn(Jm) o (_7(.0)
ou
*
Ekl(t) = Sklmn(Jw) omn(t)
remarques:
* _ . © - jut o
Ckimn = Bkimn(P)lp=gp = 70 J o Fkimn(®) € dt = Jo F(Ryjqn(€))
s =3, (p)l = Jo [ I3 . (1) e 7% at = o F(I (t
klmn klmn'P’lp=g0 T 7 oklmn J kimn(®))

-Le module complexe (la souplesse complexe) peut étre aussi
défini(e) comme l'ensemble des coefficients de la loi linéaire liant
la réponse harmonique forcée & une entrée harmonique.

-Dans le cas concret des mesures, l'amplitude de l'entreée est réelle

jwt)

et constante et l'entrée sinusoidale : emn(t)=£;nPR(e
il en est alors de méme pour la réponse déphasée qui peut s'écrire:

o j(wt+¢))

okl(t) = 01 PR(e
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GRANDEURS TECHNIQUES

x
Il est possible de définir & partir du tenseur Sklmn des grandeurs
techniques analogues & celles obtenues dans le cas élastique [14].
La loi de comportement peut avoir 1'expression matricielle suivante

— - —
dans le répére de symétrie matérielle (R,T,L )

e — - |3 ad pXx — o o
* 1 TR LR *
81 % - - —% 0 0 0 0'1
ER ET EL
* * *
o _ “mT 1 _ o 0 0 o] o,
2 o x *
E E
R T L
pX pX
* *
A R 1o o olle
3 E E E 3
R T L
* 1 *
G
TL
vy 1 x
GLR
7* 1 *
L ] L ref

Ce qui met en jeu 12 grandeurs au lieu des 9 grandeurs indépendantes

nécessaires : les symétries imposent les conditions de liaison
suivantes
* *x * X b3 *
YRT _ VIR Yo _ “LT LR _ “RL
x = Tk % T % % T Tx
ER ET ET EL EL ER
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II VISCOELASTICITE DU MATERIAU HETEROGENE

II-1 MODELES ANALYTIQUES , BORNES

II-1-1 GENERALITES

Contrairement au cas élastique, assez peu de travaux de fond ont éte
effectués pour le cas viscoélastique . Les premiéres références
datent d'un peu plus d'une vingtaine d'années avec les travaux de
Hashin (1966) et de Christensen (1§685. | | |

Dans le cas de la recherche de bornes, la difficulté majeure réside
dans le fait que les théorémes de minimum s'expriment sous forme
d'intégrale de convolution ce qui rend impossible leur utilisation
directe dans le cas général. Cependant l'analyse est simplifiée dans
le cas d'une analogie élastique - harmonique : Christensen ([16] et
[17]) présente deux théorémes de minimum applicables & la
viscoélasticité linéaire, formulés en intégrale de convolutiocn mais
aussi dans le cas du régime harmonique forcé ce qui permet gquelques
applications. Ces théorémes nécessitent le cadre strict du milieu
homogéné isotrope et une différence reelle entre le champ de
déformation solution et le champ de déformation associe au champ
cinématique test, ce gqui impose des coefficients de Poisson reéels.
Les applications restent donc tres limitees.

II-1-2 LES EXPRESSIONS ANALYTIQUES (cas des composites & renforts
de géométrie particuliere )

Dans ce cas , la principale source de résultats reste l'application

codlasticita, La

[ G}

du principe de correspondance élasticite - vi
méthode la plus simple consiste & se placer dans le cas du ragime
harmonique forcé qui permet d'utiliser directement les relaticns
obtenues dans le domaine élastique pour définir des modules-

. complexes (Hashin, Christensen). Dans le cas plus géneral



d'application des régles de correspondance la difficulte réside

toujours dans le calcul de l'originale pour le retour dans le

domaine temporel

d'hypothéses extrémement restrictives.

Le calcul n'est alors possible gqu'au prix

Il est cependant parfois

possible d'obtenir des relations temporelles intéressantes en

évitant le calcul des transformées inverses en utilisant les

théoreémes des valeurs limites des transformées de Laplace (Hashin

[11] ). Les tableaux suivants donnent un apergu des principales

relations analytiques pouvant é&tre utilisées en viscoélasticité.

Certaines de ces relations seront utilisées dans les tests des

modéles autocohérents.

FORME DU GRANDEUR | HYPOTHESES |AUTEUR | REP |SOLU-|OBSERVA-
RENFORT TECHNIQUE REF TION |TIONS
CYLINDRES A|MODULE DE |DEFORMATIONS |HASHIN | F1 |EXAC-|-FIGURE
SECTIONS COMPRESSI- 111 TE I1-1
CTRCULATRES | BILITE K, PLANES e CELAS

~HARM.
~DEFOR . PLANES TIREE
D K, 4 (t) ~FIBRES HASHIN| F2 ID |DE F1
RIGIDES [(11]
~MATRICE ELAS _
EN DILATATION VISCO.
ID MODULE DE H?§?§N - D ELAS.
CISAILEMENT Y AR
AXIAL G, '
—=VISCO.
ID G. . (%) ~FIBRES HASHIN ~TIREE
12 RIGIDES [11] F4 D DE F3
ID MODULE HASHIN D ~ELAS
AXIAL E [11] FS
1 (18] ~HARM
COEFFICIENT HASHIN ELAS
D DE POISSON [11] F6 D HARM
AXTAL v, (18]
ELAS
MODULE DEFORMATION |THEOCA- i
D TRANSVERSAL | PLANE RIS F7 ID
E, [(21] FIG II-3
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FORME DU GRANDEUR HYPOTHESES |AUTEUR | REP |SOLU-|OBSERVA-
RENFORT TECHNIQUE REF TION |TIONS
CYLINDRES A} , oo WHITNEY
SECTIONS DEFORMATION |& RILEY| F9 |EXAC-| ELAS.
CIRCULAIRES E PLANE cités TE HARM.
2
ds [23]
MODULE DE CHRIS-
CISAILLE- TENSEN | ... - ELAS
D MENT & LO ~HARM
TRAgSVERSAL (191 FIG TI-2
23 (2)
CYLINDRIQUE |BORNE INFE. HASHIN -ELAS.
A SECTIONS |MODULE CIS. -VISCO _
QUELCONQUES | TRANSVERSAL [11] F11 | ID |UNIQUEM
23 Gy3(0)
G2S(t) GzB(W)
SPHERIQUE |MODULE DE |COMPRESSION |HASHIN LS
COMPRESSI- |HYDROSTATIQUE| [18]
BILITE CHRIS- | F12 ID
; TENSEN HARM
[16]
MODULE DE TRES FAIBLE |CHRIS-
D CISAIL. CONCENTRATION |TENSEN | F13 ID ID
G [16]
TRES FORTE
D D CONCENTRATION| 1ID Fl14 ID ID
ANALOGIE AVEC|CHRIS- APPRO | RESPECTE
F11 TENSEN | F15 |CHEE |LES COND
ID ID [16] LIMITES:
F11,F12.
ELAS—-HAR
BORNE SPHERES EXAC~
ID SUPERIEURE VIDES ID F16 |TE ELAS-
SUR G TIQUE
BORNE
ID INFERIEURE ID ID F17 ID ID
SUR G

W3




FORME DU GRANDEUR HYPOTHESES AUTEUR REP |SOLU~-|OBSERVA-
RENFORT TECHNIQUE REF TION |[TIONS
BORNES SPHERES VIDES . |HARM.
. CHRIS- F18 |EXAC- -
SPHERIQUE RELATIVES Dm réel TENSEN |F18b.|TE
A G (1)
ID BORNE SPHERES ELAS-
SUPERIEURE |[PARFAITEMENT ID Fl9 ID (TIQUE
SUR G RIGIDES
BORNE
ID INFERIEURE IiD ID F20 ID ID
SUR G
BORNES —-SPHERES
ID RELATIVES PARFAITEMENT 1D F21 ID HARM.
A G RIGIDES
~ v_ reéel (1)
m
MODULE DE CHRIS- EXAC—- | ELAS.
1D CISAILLE- TENSEN F22 |TE HARM.
MENT G & LO FIG II-2
(2)
MODULE DE -~-COMPOSITE BOUCHER ELAS.
DISQUE COMPRESSI- |MACRO. F23 ID
BILITE X ISOTROPE [22] HARM.
-FAIBLE
CONCENTRATION (3)
MODULE DE
ID CISAILLE- iD 1D F24 ID ID
MENT G
COMPOSITE WU
ID 1D MACROSCOPI~ cité ds
QUEMENT - [36] F25 1D ID
ISOTROPE :
MODULE ID + HIRAI -
ID D'YOUNG KLINE F26 ID ID
E vm=vf=0,2 [{36]

(1) Christensen utilise ses théoréemes de minimum pour obtenir ces
bornes. Pour respecter les hypothéses permettant leur wutilisation
l'application ne porte que sur des vides sphériques ou des sphéres

infiniment rigides
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(2) La solution est déduite des équations données par Love (1927) pour
la sphere ou Saving (1961) pour les cylindres et des résultats
donnés par Eshelby pour une inclusion dans un milieu homogeéne
équivalent utilisés aussi dans le schéma autocchérent ou la fibre
est alors directement incluse dans le milieu homogéne équivalent
Ce schéma utilisg aussi dans [20] permet de limiter .la distorsion
inhérente au schéma auto-cohérent dont les effets seront analysés
dans le chapitre 7.

(3) L'auteur en s'appuyant sur les travaux d'Eshelby donne les
expressions analytiques des modules effectifs d'un composite
macroscopiquement homogéne et isotrope constitus de trées faibles
concentrations d'inclusions élastiques ellipsoidales de révolution
dans une matrice élastique. Les applications portent sur des
inclusions a formes limites : sphéres, disgues, cylindres, qui
montrent la forte influence des facteurs de forme sur les modules
effectifs , influence d'autant plus grande gque les rigidités entre
matrice et inclusions sont différentes.L'auteur montre que dané le
cas élastiqué pour ce matériau quasi homogéne et guasi isotrope les
modules effectifs extrémes sont obtenus pour les composites a
inclusions sphériques et discoidales.

La cinguiéme colonne des tableaux indique le repere des relations

analytiques fournies en annexe dans un formulaire
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Fibre
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pour les trois modeles
la direction des fibres

est selon Faxe Xi

Inclusion sphérique ou cylindrique

Milieu homogéne équivalent
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Fig 11-2
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Une comntrainte est appliquée dans la direction des fibres pour obtenir une déformation constante axialement

fig 1-3

Modéles de base utilisés pour le calcul des modules.
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11-1-3 LES BORNES

Pour des inclusions & géométrie quelcongue il est intéressant de
disposer de valeurs extrémes pour les modules du composite. Dans

le cas élastique ces valeurs extrémes sont donneées par les bornes
dites élémentaires qui sont celles atteintes par certainés
caractéristiques élastiques d'un composite dont la géométrie des
phases constitutives respecte l'uniformité du champvdes‘
contraintes ou des déformations, sous contraintes ou déformations
aux limites uniformes (agencement paralléle de Voigt ou agencement
série de Reuss). La différence entre ces deux bornes est fortement
liée & la différence de rigidité entre phases.

Dans le cas ou d'autres informations statistiques sont disponibles
isotropie au niveau macroscopique par exemple, ces bornes peuvent
étre affinées : bornes de Hashin-Shtrikman ou de Walpole [24]. Ces
bornes sont obtenues & partir des theéorémes de minimum dont on a
déja évogué la difficulté d'utilisation dans le cas viscoélastigue.
Roscoe [25] obtient en viscoeélasticité lineaire des bornes pour un
matériau composite isotrope et homogéne & l'échelle macroscopique
dans le cadre de l'analogie harmonique pour de faibles fréquences
(inerties négligeables). Des bornes inférieures de type Reuss sont
obtenues pour les parties reelles et imaginaires pour le module de
compressibilité ou le module de cisaillement et leurs inverses en
s'appuyant sur le fait gue partie imaginaire et partie réelle de ces
modules complexes sont toujours positives (deuxieme principe de la
thermodynamique ,stabilité des comportements sous regime harmonique)
et en supposant que le tenseur de déformation se reéduit soit a sa
partie sphérique soit & sa partie déviatrice.De ces inégalités il

est alors possible de déduire des bornes supérieures (voir en
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ahnexe).Ces bornes se raménent aux bornes élémentaires, d'une part
dans le cas particulier des solides purement élastiques pour les
parties réelles, et d'autre part dans le cas particulier des fluides
purement visqueux pour les parties imaginaires.
Les limites obtenues peuvent étre treés différentes (voir'applicétion
numérique en annexe et la figure II-2 du chapitre y) aussi ,afin
d'obtenir des frontiéres plus rapprochées le méme aﬁteur.,donne un
developpement & ces notions de bornes de composites viscoélastiques
dans [26].
Le composite est toujours macroscopiquement isotrope. La méthode
consiste & comparer le composite viscoélastique & un composite
purement élastique dont les phases constitutives ont les mémes
propriétés géométriques et dont les valeurs des modules sont égales
soit & la partie réelle des phases correspondantes du composite
viscoélastique soit & leur partie imaginaire:
- p*et K* sont les modules complexes effectifs de cisaillement et de
compressibilité du composite viscoélastique constitué de n phases
viscoélastiques caractérisées chacunes par leurs modules complexes
u; = p; + jp; et K; = K; +jK;

- si My et Ka sont les modules effectifs du composite élastique
constitué des phases élastiques de modules égaux a la partie reéelle
des phases viscoélastiques p; ,ce éomposite élastique est soumis sur
ses frontieres aux mémes déplacements que le composite
viscoélastique ce qui conduit aux bornes inférieures
| TR u et K 2K,

-de méme si My et Kb sont les modules effectifs du composite
élastique constitué de phases élastiques de modules égaux a la

partie imaginaires des phases viscoélastique p. on a:
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o2y et K =2 Kb

La méme démarche appliquée dans le cadre d'une formulation duale sur
les souplesses conduit & des bornes supérieures sur les parties
réelles et imaginaires du module effectif du composite
viscoélastique ce qﬁi assure leur enéadrement.

Les caractéristiques des composites élastiques‘utilisés pour cette
comparaison ne sont en général pas connus ,par contre on en connait .
les bornes.Si les bornes utilisées pour ce calcul sont les bornes
élémentaires ,1'encadrement trouvé pour les parties réelles et
imaginaires du composite viscoélastique correspond alors & celui
obtenu par d'autres méthodes (Roscoe 1968 ). Si des bornes affinées
sont utilisables, ce qui est le cas ici (macro-isotropie), un
encadrement beaucoup plus resserré est obtenu. C'est ce que propose
ltauteur lors d'une application gqui porte sur un mélange de deux
phases incompressibles macroscopiquement isotropes en utilisant les
bornes de Hashin—-Shtrikman. Cet exemple sera utilisé dans le
chapitre test de la méthode autocohérente.

La méme méthode de comparaison est utilisée dans [27] pour
déterminer un encadrement pour les parties réelles et imaginaire
d'un composite viscoélastique anisofrope. Une application ﬁumérique
porte aussi sur un mélange binaire isotrope a 1l'échelle
macroscopigque et avec le méme type de restrictions que dans le cas

précédent.
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II-2 LES METHODES NUMERIQUES

Le précédent paragraphe présente les différents modeles
analytiques disponibles qui n'existent que dans le cas de phases a
morphologies simples et applicables pour un nombre restreint de
composantes du tenseur de raideur du matériau composite et en
général avec des restrictions sur les proprieéteés caractéristiques
des phases constiiutives. Dans un éas plus général, il est
possible d'utiliser les bornes évoquées précéedemment, mais elles
nécessitent aussi des restrictions et de plus elles peuvent étre
trés éloignées 1'une de l'autre, elles le sont d'autant plus que
les caractéristiques entre phases sont différentes, ce qui est le
cas du bois au niveau trois d'hétérogénéité ou le rapport de
raideur cellulose—matrice est de 1l'ordre de 100 et plus encore au
niveau deux ou l'inclusion est creuse; 1l'écart est aussi lié au
pourcentage d'inclusions. Les caracteéristiques sont donc a priori
trés sensibles aux formes des inclusions

Il est possible d'utiliser plusieurs familles de methodes pouvant
modeéliser 1l'influence de ces paramétres : la methode des eléments
finis , les méthodes d'homogénéisation, la méthode autocohérente.
La méthode des éléments finis a été utilisée par Barrett [31] au
niveau de la cellule, le tissu élémentaire étant mod2lisé par un
composite en plague dans le cadre d}une loi de melange pour la
détermination des caractéristiques élastiques de chagque couche. Navi
[32] a utilisé la méme démarche mais en se servant d'une methode
d'homogéngisation pour obtenir les caractéristiques élastiques de
la paroi cellulaire. Dans le cas des matériaux composites a
structures périodiques assez simples une description eléments

finis associée a une méthode d'homogénéisation a éte utilisée pour
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‘ie cas élastique dans [33]. Mais ce type de calcul est rapidement
inutilisable quand l'ultra-structure a décrire est complexe ce qui
est le cas d'un tissu élémentaire ou 15 familles d'inclusions
différentes sont nécessaires pour la description de la
microstructure. Plus spécifiques, les méthodes d'homogénéisation
ont un développement important lié & celui des matériaux
hétérogénes périodigques gu'elles décrivent. Parmi les ﬁéthodes
d'homogéneisation des matériaux hétérogznes psriodigques on peut
distinguer la meéthodes des moyennes (Hill.,Sanchez) d'inspiration
purement mécanique et la méthode des développements asymptotiques
(Bensoussan, Lions,Duvaut ) d'argumentations plutét mathématiques.
Dans le cas de la vicoélasticité la méthode d'homogéneisation est
possible [24] mais elle conduit & une mise en oeuvre numérique treés
lourde & cause de la présence d'un terme a& memoire longue qui
apparait dans les expressions des lois de comportement
homogéneisées. Cependant le cas du régime harmonigque forcé et la
notion de modules complexes permettent de contourner la difficulté
(35]

~Pour les matériaux ne justifiant pas des hypothéses de
périodicité, d'autres méthodes ont &té proposées : la théorie
systématique de Krdner gui est une méthode statistique donnant un
domaine de valeurs possibles ( bornes ) pour les grandeurs
homogénéisdes, la méthode autocohérente qui est une methode
approchée (exacte dans le cas du désordre parfait) donnant une
valeur unique pour les grandeurs effectives. C'est cette methode
particulierement souple, qui sera utilisee dans le cadres de ce
travail, elle sera décrite plus en d2tail dans le cas des son

utilisation en viscoélasticite linédaire .
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IT1 LE SCHEMA AUTCCOHERENT EN VISCOELASTICITE
III-1 GENERALITES
Les premiers schémas autocohérents appliqués & la mécanique des
milieux hétérogénes élastiques datent des années 50 (Hershey,
Kroner). Ils consistent & remplacer le milieu reéel entoufant une
hétérogénéité particulisre ( inclusion) par un milieu homogéne qui
posséde les proprietés effectives que l'on cherche .I1 a été évoqué,
lors de l'introduction, le fait gue les schémas autocochérents
constituent une classe de méthocdes intermédiaires entre la méthode
statistique systématique de XKroner (1980) ,établie & partir de
fonctions de corrélation d'ordre croissant qui est rigoureuse, et
les modeles simples de Reuss et Voigt . Ces schémas autocohérents
sont exacts dans le cas du désordre parfait (Kroner).
Le point de depart du "schéma autocoherent & un site” est 1'étude de
"l'hétérogénéite élémentaire" ou inclusion dans son environnement
dont la solution est due & Eshelby (1961). La methode peut
s'inscrire dans le cadre général d'un probléeme d'elastostatique avec
incompatibilité : pour le matériau hétéerogéne la réponse non
uniforme obtenue aprés application d'un champ uniforme offre une
situation comparable au probléme de contraintes internes que l'on
constate‘dans les milieux exempts de sollicitations externes mais
qul sont le sizge de phénoménes physiques comme la plasticité, le
séchage , le changement de phases ,etc...[28]. Une grande partie de
ce vaste champ d'application a été exploité :plasticite (Hill,
Kroner, Zaoui, Berveiller), élasticité du matériau composite
(Berveiller, Fassi-Ferhi,Chou ,Wu). Le schéma autocohérent peut atre
enrichi par le modéle multi site qui permet ,en autre, d'améliorer

la description d'un milieu péricdigue en prenant en compte la



texture de répartition par l'intermédiaire d'une "cellule hétérogéne
élémentaire" constituée de plusieurs inclusions ([29], [30] ). Cet
enrichissement donne donc & la méthode autocohérente une grande
souplesse d'utilisation puisqu'elle ne se confine pas & un seul type
d'organisation des phases (aléatoire- ordonné).

Dans le cas du matériau Dbois: matériau hétérogéne viscoélastique
poreux ,la sévérité des conditions ;grandes différences de raideurs
entre phases ,fractions volumiques importantesbde vides dans certains
tissus ,nature viscoélastique de certaines ©phases ,nécessitent.
l'adaptation du schéma autocohérent mono—-site, rendant indispensable
l'approche autocohérente par étapes successives.

CAS DE LA VISCOELASTICITE

La description du schéma autocohérent en représentation complexe ,
dans l'analogie élastique harmonique s'établit directement & partir
de la formulation élastique ,elle ne pose pas de difficultés
supplémentaires [27]. Les principales difficultés sont situées au
niveau des calculs numériques aussi ,peu de 1résultats numériqgues
sont disponibles dans la littérature.

III -2 LE SCHEMA AUTOCOHERENT EN VISCOELASTICITE.

Le cadre est celui de l'analogie élastique -~ harmonique deéfini
précédemment ,c'est-a-dire que le schéma autocohérent s'effectue en
représentation complexe. Les forces d'inertie seront négligeées ( cas

des basses fréquences )

*eff

CALCUL DES CARACTERISTIQUES EFFECTIVES Cijmn

Soit un milieu hétérogéne constitué de N familles' géeométriques
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viscoélastiques linéaires non vieillissantes (figIII-1). Le propos

est de trouver les caractéristiques viscoélastiques du milieu

homogéne équivalent (figIII-2) dans le cadre du schéma autocohérent
(figIII-3) ou chagque inclusion est considérée seule dans un milieu

infini dont les caractéristiques sont celles que 1'on cherche.

milieu milieu
hétérogene __homogéne équivalent
U, (@) Uy (@)
—— Um (X, t) —
Zij (t)
Emn (t)
figure -1 figure T2
N inclusions
schéma autocohérent
C*reelN C*eff
N
-1 moyennes
problémes € volumiques
-I  +— dans
o . -
l'inclusion I
*1
inclusion-matrice Cijx1
|
!

figre H -3
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Le probléme se raméne donc & N problémes d'Eshelby inclusion -
matrice .Le milieu est soumis & 1'infini & des déplacements dont
l'amplitude du gradient est constante

o_juwt x

Ui(m) = (Ui,j) e j sur S

gqui engendrent localement dans le milieu des champs de contrainte et

de déformation aij(r) et £l (r)

Le milieu homogeéne équivalent possede les caractéristiques
viscoélastiques CI?if ,1e champ de déplacement Um , le champ de

contrainte Zij et le champ de déformation Emn tels que

- *eff -
Eij'~ ijmn Enn I1i-1
Dans 1'inclusion régne un champ de déformation dont la moyenne

volumique vaut Eil et un champ de contrainte dont la moyenne
-1 . *I

volumique est Uij' Si Cijkl représente les caractéristiques
viscoeélastiques de l'inclusion I alors:
-  _ *I -1 _
Gij = Cijkl €41 III-2
Dans le cadre d'une mécanique linéaire on peut poser la relation:
-1 L | _
k1~ Pximn Fmn 111-3

qui définit la relation entre le champ moyen de déformation et la
déformation moyenne dans 1'inclusion par 1'intermédiaire d'un
tenseur du quatriéme ordre appellé tenseur de localisation.

Le champ de contrainte du milieu homogéne équivalent est la moyenne

volumique des contraintes du milieu microhétérogéne:

S5



N —
J o., (r)yav = Y f 03 I111~-4

ol fI représente la fraction volumique de 1l'inclusion I et V la
mesure du volume représentatif moyen (au sens statistigue)

(Une relation analogue a III-4 existe pour les déformations.)

ITI-1, III-2, III-3, III—-4, conduisent & 1'expréssion du module

effectif:

I *I *1

£ G5kt Almn III-5

creff g

ijmn 194

Le modéle de Voigt (moyenne arithmétique) correspond au cas ou le

tenseur de localisation est le tenseur unité

= 1
Iklmn T2 (5km 1n" Sknﬁlm)

Une formulation duale conduirait & 1'expression de 1la souplesse

6

effective:

I *I *1

N
*eff . -
S g £ ‘Sijkl By lmn 111-6

ijmn 121
avec le tenseur de localisation de contrainte tel que
=1 *1

1 T Bklmn Z‘mn
* *
Le modéle de Reuss correspond au cas ou Bklmh = Iklmn
Remarques
- A = 1 et B = I
- Dans le cas ou une phase peut étre considérée comme une matrice
N-1
X -
de caractéristique Ci?kl et de fraction volumique £ =1 - £l
- I=1
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I1I-5 peut s'exprimer sous une forme plus intéressante sur le plan
nunérique et qui permet de tenir compte de l'effet de forme dans le

cas de l'inclusion vide:

*eff _ *M

*1 M x1
iik1 - Cijx1 C

ijon ~ Cijmn ) Pmnxky  IEITY

e

. . *1
Calcul du tenseur de localisation Amnkl

Contraintes et déformations locales en un point r du milieu sont
liées par la loi de comportement :

*
oij(r) = cijkl(r) ekl(r) I1I-8

L'équation d'équilibre local en supposant que les force de volume et
d'inertie sont négligeables s'écrit:

o.. .{(r = 0 ITI-9

13,3()

Le champ des deéeformations dans le cas de 1'hypothése des petites
perturbations est de la forme

= 1
e5(r) =5 Cuy 4 j, i

Les propriétés de symétries du tenseur cijkl vues précédemment

(r) + u. .(r) )

permettent 4'écrire

x
035() = Ciyp (7)) uy 1 (¥)

I111-9 devient:

( c;jkl(r) W () ) 5 =0 ITI-10
Pour le schéma autocohérent on peut considérer que
Cl iy (F) = c:?if + 8 5y ()
III-10 prend alors la forme
crett o (ry + (sc.. . (r) u. (r)) . =0 III-11
ijkl "k, 13 ijkl k,1 )]

Le deuxieme terme est un vecteur qui peut étre considéré comme une
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distribution de forces volumiques fictives fi due & l'hétérogénéité

du matériau
*
£, = (5cijkl(r) u () ) 5 11I-12
le probleme défini par III-11 est celul d'un milieu viscoélastique

eff soumis a une distribution de forcés

infini de caracteéristique C*
volumiques dont la solution dans le cas élastique est obtenue par
l'utilisation du tenseur de Green ka(r—r').
Cette technique reste utilisable en viscoélasticité linéaire dans le
cadre de l'analcocgie [27].
Le tenseur de Green permet de relier le déplacement en un point r du
milieu engendré par une force ponctuelle appliquée au point r'.
*

ka(r—r ) est défini par

*eff _ IR -

Cijlekm,lj(r r')+s, S(r-r')=0  III-13

ol Sim est le symbole de kroneker et §(r-r') la fonction de Dirac.
Pour le volume V du milieu considéré¢, la solution de III-11
s'écrit alors

= x —_— ! * [ { ]

um(r) Um+ f&%ni(r r )(Scijkl(r )uk,l(r )) jév

(l'indice prime affecte variables et directions relatives aux
forces volumigques).

L'application du théoréme de la divergence conduit a

um(r) =U,~J Gmi,j

o , (r—-r') 6C.jk1(r') uk’l(r') av!

v i

en supposant gue G;i(r~r')——e 0 quand r — © (& la surface)

b3 * N
, t : S -r') = -G _. . -r'
e, en remarquan que Gml,]'(r r') Gml,j (r‘r )
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x

u (r) = U + [ G . ._ (r-r') S&C,

vy mi,jn 1]kl(r') uk,l(r') dv

qui permet d'obtenir la déformation au point r

b3
Emn(r)zEmn+fvmnlj(r r') 8C13k1(r )skl(r ) dV _ I11-14
I‘* —l X »
avec mnlj(r r‘)y = 5 ( Gmi,jn(r rt) + Gnl Jm(r r')).

En tenant compte du fait que la déformation est supposée constante &
l'intérieur des N inclusions, le champs de déformation est donc

constant par morceaux et prend la forme

N
_ -1 I
£ n(r)-- Yy € 0" (r)
I=1
. ol(ry=1 si r ¢ v?!
avec © (r) fonction échelon telle que : { I I
: 8" (r)=0 si r ¢ VvV
et en posant scirry = (¢ T "t Eyel (rry = ac™tel(r)
il vient
N
= * I el(r') av'
€an(T) = Epp * LJ mnlj(r r ) ACy ijkl kl (r'
.V
I=1
et finalement
N
e (r) =E_ + T J _T. . (r-r') AC.L | EX. dv' III-15
n mn VI mnij ijkl "kl
I=1

avec VI qui représente le volume de 1l'inclusion I

I1I-15 permet de calculer la valeur moyenne dans une inclusion
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quelconque 1

N
-1 B * *J ~J .
€an = Emn Y va‘fvy mnlj(r r') AC, i3kl k1 dv'av
J=
. *1J -
soit en posant Tmnij J I va mn13<r r') dv'dv
N _ .
-1 _ 1 L *1J *J  =J _
€an = Emn *2 JI Tmnij A%i3k1 Ckl I11-16
J=1

Il est possible de décomposer le signe somme en deux termes

N N, J#I
-1 _ 1, *II *I —I 13 xJ  =J _ :
€an = EBpn *L oI Tmnij %Cijk1 fk1 T Lt Tonig 2Cijk1 fxy 11716 Dbis
I=1 I= l
Si R est la distance entre les deux inclusions I et J, T*IJ est

constitué d'un terme en (l/R3) et d'un terme en (l/RS) [29].
L'influence se limite donc aux inclusions directement voisines. Le
schéma autocohérent & un site consiste a negliger dans 1'expression
III-16 la contribution des termes de la somme correspondant aux

inclusions J#I..Il reste alors

N
-1 _ C 1 L *II xI] -1
eon = Empn tL yI Tmnij AC1 k1 fr1
I=1
d'ou
_ 1 . *II *1 -1
En = Tnnkl vl Tmnij AC ljkl) fx1
donc
-1
X1 1 L *II *x1 ~
Amnkl = ( fmakl T 1 Tmnij A 5x1 ) 1I11-17
*eff

Expression de C

I1II-5 et I1I-17 donnent:



N -1
*eff I . *I _ 1 *II *1 _
Cijkl ) Cijmn ( Imnkl VI Tmnpq ACqul J I11-18
I=1
Remarques °
. * : .
-~ L'expression III-18 n'est pas explicite pour C eff puisque ce
. . *T W *I *eff .
tenseur apparait aussi dans AC = C - C .I1 faut donc avoir
eff ' ‘

*
recours & une méthode itérative. Le C initial est la moyenne des

tenseurs obtenus par les deux lois de mélange : Voigt et Reuss.
Le calcul itératif est stoppé lorsque la wvariation des C*effentre

deux itérations successives M et M+1 satisfait au critere suivant:

1/2
*eff *eff
( Cijr1 M C341 0D )
/2 - 1 < €ig
*eff *ef f
( Ciyx1 (M) gijkl(m+1) )
*eff . . *eff
avec gijkl conjugueé de Cijkl

-Le calcul de T I ne peut étre analytique que dans des cas treés

simples (: spheres dans une matrice isotrope) , on a donc recours &
une méthode numérique déduite du cas élastique gqui s'appuie sur la
transformée de Fourier du tenseur de Green.

~ Les résolutions numériques sur ordinateur dans le cas de la
viscoélasticité conduisent & des calculs problematiques & cause de

la présence de tenseurs complexes du quatriéme ordre. Pour obtenir
des algorithmes robustes une solution consiste, soit & vectoriser
chaque tenseur complexe du quatrieme ordre, soit a4 les condenser en
une matrice du deuxiéme ordre. C'est cette solution qui a été adoptée

ici.
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LE SCHEMA AUTOCOHERENT A UN SITE PAR ETAPES
L'approximation autocohérente qui consiste a remplacer le milieu
réel entourant l'inclusion par le milieu homogéne équivalent crée

Ak
une erreur systématique & la fois liée a AC I

et & la fraction
volumique d'inclusions. Cette distorsion peut mener & des erreurs
importantes sur certaines composantes du module complexe (voir le
chapitre test du schéma autocohérent) ou conduire dans certains cas
extrémes (cas des inclusions vides ) 4 des solutions numériques non
convergentes.

Il existe des schémas qui limitent ces effets :le modéle utilisé par
Kerner et Oshima permet 4'interposer entre l'inclusion et le milieu
homogéne équivalent un tube constitué par la matrice (figure I1II-2)
mais ce schéma se limite au cas des fibres cylindriques paralleles a
section circulaire. Dans [22],1'auteur propose un schéma qui
consiste &4 déterminer par intégration les caractéristiques
effectives d'un matériau élastique isotrope & partir de la solution
analytique obtenue pour les faibles concentrations d'inclusions.
(Differential scheme). Dans le méme esprit une méthode plus génerale
consiste a effectuer des calculs autocohérents en plusieurs étapes.
Le principe est de se rapprocher de la solution analytique exacte
obtenue pour les faibles concentrations qui est la solution
inclusion - matrice utilisée dans le schéma autocohérent en
introduisant la concentration d'inclusion en plusieurs étapes
Cas d'une seule famille d'inclusion:

Soit n le nombre d'étapes , fm la fraction d'inclusions totale ,
fp =fm/n la fraction virtuelle d'inclusions.
A la iiéme etape il faut introduire une fraction réelle d'inclusion

fi dans une matrice constituée du matériau ayant les
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caractéristiques viscoélastiques effectives calculées a 1'étape
précédente quil contenait alors une fraction volumique totale
d'inclusions valant (i-1)fp. Cette fraction d'inclusions déja
acquise wvaut fia a la iiéme étape.
Nous avons donc la relation suivante

(i-1)fp

(1—fi) 1

ia

La fraction volumique totale d'inclusions a la iiéme étape vaut
fi+fia , elle est égale a ifp donc

fi + (1-fi)(i—l)fp = ifp
finalement fi = fp / (1 - ( i-1 Yfp )
Ce calcul peut étre facilement étendu au cas général du matériau &
plusieurs familles d'inclusions.
Le calcul autocohérent par étapes sera comparé aux autres modéles et

34 différentes expériences dans le chapitre test de la méthode

autocohérente.
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I COMPARAISON DE LA SOLUTION NUMERIQUE AVEC LA SOLUTION
ANALYTIQUE AUTO-COHERENTE EN VISCOELASTICITE

1 INTRODUCTION

Afin de tester la validité des solutions numériques auto-cohérentes
il est classique ({11, [2]) de comparer les résultats obtenus
numériquement avec la solution analytique du composite 1isotrope a
renforts sphériques développée a partir de la solution d'Eshelby.
Cette solution analytique peut étre aisément étendue au cas
viscoélastique dans le cadre du module complexe avec les mémes
hypothéses et les mémes conditions que celles utilisées dans le
chapitre P . (schéma autocohérent en viscoélasticité).La solution

conduit & des expressions implicites du type

»H N D )= 0

eflf inc mat eflf

f(p, ,u

inc  mat

pour les coefficients effectifs de Lamé.Dans le cas de la sphére une
solution élastique explicite peut étre trouvée dans le cas ou les
coefficients de Poisson de la matrice et du renfort sont égaux a 0,2
[3] malis pour réaliser le test de la solution . numérique
viscoélastique il est possible de s'affranchir de cette limitation

en testant la convergence vers zéro de la grandeur

£ = f(“mc'“ v

mat’Teffnum’ inc’ mat’effrnum

au cours du processus itératif lors du calcul numérique des
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caractéristiques effectives.

2 SOLUTION AUTOCOHERENTE ANALYTIQUE .CAS DES SPHERES

VISCO—-ELASTIQUES DANS UNE MATRICE VISCO-ELASTIQUE

i
Soit un composite de coefficients effectifs inconnus complexes p effag

*eoffr * T )\"I

py , constitué de sphéres viscoélastiques de coefficients p “et

4 &
donnés, dans une matrice viscoélastique de coefficients p Met A M
donnés.Les lois de comportement de ces +trois différents matériaux

etant supposées isotropes sont de la forme

Cisrr = * 8338 * 20 Iy I-1
. c. éme . _1
avec Iijkl tenseur identité du 4 “ordre : Iijk1~2 (6ik6jl+6il6jk)
b3 X * x -t * L3 x 3 *x x X
done p =C,,5157C1313%C2323 % * =C11227C113357C22117C22337C33117 3322
*
or Ci;;ﬁ dans le schéma autocohérent peut avoir pour expression:
N-1
*eff _ xM *I _ <M *
Cijk1 = Cigx1 T Z f1 CC5mm ™ Cijmn ) Pmnkl
I-1
dans le cas présent on en déduit:
*eff_ . *eff _ L *M *1 _ ~*M * _
Ho = Co12 = 1212 "0 C0m 7 Ciomn ) Pnniz 12
*eff_ L Kerr _ . *M *I P v * I-3
A= C 227 € 122 TECC Tann © 11mn? A mn22
developpons 1l'expression I-2 en tenant compte de I-1
*eff *M *x T _ *M * X
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de la méme maniére on trouve:

Xaff M

X
2 . X M

I * E3

* T * M
+ f(x - A y+2f(u Ty )Allzz

* *x *
) Ry192%R0222 Ra322
Pour calculer les composantes du tenseur de localisation .,on
adapte la proposition d'Eshelby au cas de 1'inclusion sphérique

isotrope viscoélastique dans une matrice isotrope viscoélastique

*I — M* . + 1 * * (S 6 (S
Pigrr T Tigrn T3 ON 7 M) 055 0y Oy aveS
%ogg x T *off
* 2 4 - 5p H - U
M = 1 +
i5 Xefr *err _ * I ¥ _,eff
1 -pe (W -y g - ”
X x
N =1+ o X S S
Xoff . *1. * _*orr
(X -K " )a K
*’ N
Jel L+ pert B*_ 2 4- 50V o
3 1 - v*e” 15 1 - U*e”
d'ou
Xerf XM _ £ Xaff xM) H*eff = Q
U U H - H xeff *effr *I %
-(u —u T)B
* * * * * * * * *
ot Ao M e T MY ar WM™ ny 3 =0

Les criteres de test sont les grandeurs

I *M xef fnum

*
{“*ef'i‘num__“*M__ f( H H )“ }/PR (#*effnum)

*effnum_(“*effnum_“*l )B*

le = PR
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f( H*I__“*M)erffnum
* * *
ElIsz[ll eff‘num__“ M_ ] / PI (“ effnum)
*ef f num *ef fnum *1 *
H = (H “u T)B
* *
EZR—PR{)‘ e”"“"‘—-x*m—f()\*I-X*M)N*—-zf(ufl—u*m)(N*~M )/ 3} /PR(X*effn‘u-m)

I_*M
~H

CZI=PI{')\*Effnum—7\*M"f(X*I‘X*M)N*—Zf(,_1* ) (N*-—M*)/ 3] /PI()\*Effnum)

Dans ces quatre expressions,les grandeurs effectives sont celles
données par le programme numérique .Les critéres s'annullent lorsque

les valeurs numériques sont égales aux valeurs analytiques.

EVOLUTION DES CRITERES AU COURS D'UN CALCUL AUTOCOHERENT

Soit un combosite constitue d'un mélange de 50% de renforts
sphériques dans une résine viscoélastique tel que
le renfort soit caractériseée par un module d'young Ef=84000 MPa
et un coefficient de Poisson vf =0,22.
la résine est définie par son module complexe E*M=(4000;j400) MPa
et son coefficient de Poisson VT = 0,34
Les figures 1I-1 1I-2 i-3 I-4 représentent 1'évolution de
ces criteres au cours des itérations successives.

Ces évolutions montrent que le processus converge rapidement pour

atteindre des valeurs relatives non significatives entre les
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ieme ., . . .
'eME jtération.( ecart relatif en

deux solutions & partir de la 10
moyenne inférieur & 0,2% ).
Remarques.

Le modéle série (Reuss) conduit, en moyenne ,a des écarts plus

faibles qu'un modeéele paralléle (Voigt), la moyenne harmonique

convenant mieux & ce type d'agencement géometrique:

critere ElR ElI EZR EZI

modéle parallele 28% 74% 24% 64%

modéle serie 46% 35% 8,6% 4%
M.A.C. 15 itérations 0,06% 0,14% 0,04% 0,09%

TABLEAU I-1

Les figures I-5 & I-8 présentent les évolutions des parties
réelles et imaginaires des coefficients de Lamé i et pu.
figure I-5: partie réelle de A,le calcul autocohérent donne wune
valeur inférieure & <celle donnée par le systéeme parallele et
supérieure & celle donnée par le systéeme série.
figure I-6:partie imaginaire de %, c'est le systéeme série qui donne
ici la valeur maximale.
figure I-7: partie réelle de p ,méme +type d'évolution que celle
constatée pour la partie réelle de X.
figure I-8: partie imaginaire de u, dans ce cas le systéme série ne
constitue pas une borne supérieure : la valeur finale de PI(u) donnée
par la méthode autocohérente est largement supérieure a celle donnée

par le modéle de Reuss.
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Evolution des critéres au cours des itérations
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Evolution des parties réelles et imaginaires de )

au cours des itérations
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1 : Modeéle série
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Meéthode autocohérente
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Evolution des parties réelles et imaginaires de pu

au cours des itérations
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EVOLUTION DES CRITERES & POUR DIFFERENTS PARAMETRES.

Les criteéres ¢ : écarts relatifs entre la solution numérique et la
solution analytique sont 1liés au critere d'arrét du calcul
itératif cit.Pour un €., donné il n'existe pas d'évolution des
criteéres £1R €11 £aR €57 €0 fonction du rapport

n = PI(E*M) /RR(E*M) caractérisant la viscosité de la matrice:

n “1Rr £11 £aR €21
0,01 0,03% 0,6% 0,003% 0,3%
0,05 0,02% 0,7% 0,01% 0,26%
0,1 0,01% 0,4% 0,06% 0,2 %
0,2 0,005% 0,006% 0,1% 0,4 %
0,5 0,0001% 0,005% 0,08% 0,15%

tableau I-2

De méme il n'existe pas de liaison entre ces criteres et la
fraction volumique d'inclusion (tableau I-3) ni avec le rapport des

raideurs R =Ef/ PR (E *M) (tableau I-4):

£ £1R 11 £2R €91 N
0,05 0,3% 0,3% 0,07% "0, 09% 3
0,10 0,03% 0,2% 0,09% 0,06% 4
0,20 0,1% 0,05% 0,09% 0,09% 6
0,6 0,05% 0,1% 0,05% 0,02% 10
0,9 0,02% 0,5% 0,04% 0,3% 10

tableau I-3
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R “1R f11 £2R £a1 N
100 0,05% 0,38% 0,04% 0,33% 26
50 0,03% 0,45% 0,08% 0,3% 18
20 0,05% 0,55% 0,10% 0,24% 10
10 0,07% 0,1% 0,07% 0,01% 8
4 0,1% 0,18% 0,03% 0,03% 6
tableau I-4

donne est quant a lui

Le nombre d'itérations N requis pour un £it

1ié & certains de ces paramétres , il augmente avec le rapport

des raideurs entre phases ( Ef/ PR ( E*M)),avec la fraction

il est par contre

volumique d'inclusions élastiques f , insensible &

la viscosité de la matrice.
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IT CONFRONTATION AVEC LES BORNES DE ROSCOE

1 INTRODUCTION

Nous venons de vérifier la validité du schéma numérique dans le cas
de la viscoélasticité en le comparaﬁt a une solution analytiqﬁé dans
le cadre d'un schéma autocohérent. Il est intéfessant a ce niveau

de confronter ce modéle autocohérent a d'autres modéles et dans un .
premier temps de vérifier son comportement par rapport aux bornes
disponibles dans le cas viscoélastique. Nous utiliserons les bornes
de Roscoe évoquées précédemment en reprenant 1l'exemple numérigue

donné par 1'auteur (Roscoe 1971 [4]).
2 EXEMPLE

I1 s'agit du cas d'un composite wviscoélastique biphasé
incompressible isotrope de fraction volumique = 0,5. La premiére
phase est un polymére de type amorphe de module de cisaillement

H;= pi+ iui , la deuxiéme phase est viscoélastique cristalline et
son module est noté p; = ué+ iu%. Les évolutions des parties réelles
et imaginaires en fonction de la puisation sont données fiéure I1-1.
L'auteur utilise les bornes de Hashin-Shtrikman dans le cas de
1'incompressibilité, il obtient un encadrement pour la partie
réelle et la partie imaginaire du module de cisaillement du
composite. La borne supérieure obtenue sur la partie imaginaire est

améliorée dans le cas du composite biphasé (voir en annexe un

exemple de calcul de ces valeurs). Les bornes de Roscoe ont éte
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aﬁssi calculées dans le cas ou la borne inférieure est donnée par
une loi de mélange classique (Reuss).
Les évolutions des bornes en fonction de log (w) sont représentées
sur les figures II-2 et II-3. La figure II-2 présente les
évolutions des bornes de Roscoe pour les parties réellesApour le cas
du calcul & partir des bornes élémentaires (courbes répérées 1 et 6)
et celul effectué & partir des bornes affinées (courbes 2 et 5).
Les courbes 3 et 4 représentent les évolutions du module de
cisaillement obtenus par le schéma autocohérent. la courbe 3
correspond au cas de renforts sphériques alors que la courbe 4
correspond au cas d'un composite quasi-isotrope & renforts
cylindriques. Ce dernier composite est obtenu & partir de neuf
familles de renforts équi-répartis spabialement dans la matrice,
l'anisotropie résiduelle est dans ce cas treés inférieure au
pourcent.
La figure II-3 présente les mémes évolutions mais pour la partie
imaginaire.
Ce type de composite & renforts également répartis dans 1l'espace a
son module de cisaillement peu sensible au facteur d'allongement.
Conclusion:
Les évolutions des parties réelles et imaginaires du module de
cisaillement effectif données par le modéle autocohérent sont

parfaitement encadrées par les bornes affinées de Roscoe.
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'COMPARAISON AVEC LES BORNES DE ROSCOE
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Evolution des parties réelles et imaginaires en fonction de la

pulsation pour les deux phases constitutives.
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BORNES DE ROSCOE CAS DES PARTIES IMAGINAIRES

.48

=
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&3 e
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fig II-2

1 ! Borne supérieure de
Roscoe calculée & partir de
bornes é¢lémentaires

2 ! Borne supérieure de
Roscoe calculée & partir de
bornes affinées

3 ! Calcul autocochérent cas
du composite quasi-isotrope
& renforts cylindrique

4 : Calcul autocohérent cas
du composite a renforts
srhériﬁues

S ¢ Borne inférieure de
Roscoe calculée & partir de
bornes affinédes

6 : Borne inférieure de
Roscoe calculée a partir de
bornes élémentaires

Evolution de la partie imaginaire du module de cisaillement en

fonction de la pulsation. Comparaison du schéma autocohérent et des

bornes de Roscoe.
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BORNES DE ROSCOE CAS
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DES PARTIES REELLES

1 ! Borne supérieure de
Roscoe calculeée & partir de
bornes élémentaires

2 ! Borne supérieure de
Roscoe calculée & partir de
bornes affinées

3 : Calcul autocohérent cas
d'un composite & renforts
sphériques

4 : Calcul autocohérent cas
du composite quasi-isotrope
4 renforts cylindriques

5 : Borne inférieure de
Roscoe calculée a partir de
bornes affinées

6 : Borne inférieure de
Roscoe calculée a partir de
bornes élémentaires

Evolution de la partie réelle du module de cisaillement en fonction

de la pulsation. Comparaison du schéma autocohérent et des bornes de

Roscoe.

82



IiI CONFRONTATION DE LA METHODE AUTOCOHERENTE AVEC DIFFERENTES
SOLUTIONS ANALYTIQUES ET RESULTATS EXPERIMENTAUX DANS LE CAS

VISCOELASTIQUE.

Nous avons vu au chapitre précédent qu'il existait.dans la
littérature un nombre restreint de solutions analytiques donnant les
caractéristiques viscoélastiques de composites & agencements
simples. Ces solutions viscoélastiques sont toutes dérivées de la
solution élastique.

Nous utiliserons dans un premier temps le cas du composite &
renforts filamentaires élastiques dont les caractéristiques sont
données par les modéles de Whitney-Riley, Hashin-Rosen et

Christensen—Lo.

1 CAS DES RENFORTS CYLINDRIQUES A SECTION CIRCULAIRE.
L'élément répétitif est celui de la figure II-1 du chapitre
précédent. Nous étudierons les évolutions des modules d'Young

E
transversaux (E; = E3), celles du module de cisaillement axial Gzz ,

*
celles du module de compressibilité dans le plan K23, ainsi que

celles du module de cisaillement G* Le module d'Young longitudinal

23°
donné par le modele de Hashin (formule F5) est dans ce cas trés
proche de celui donné par la loi de mélange du systéme parallele et
ne présente donc pas d'inteéerét.

Les modéles analytiques sont celui de Whitney-Riley dans le cas de
E; (formule F9 du formulaire), celui de Hashin-Rosen (formule F4 du

formulaire) pour le module G* celul de Christensen-Lo (formule

127
*
F10 du formulaire) pour le module '23 (ce modéle utilise le schéma

d'inclusion de Kerner : figure II-2 du chapitre précédent) et celui
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de'Hashin pour le module K;S(formule F1). Deux modéles autocohérents
seront testés : le modéle & un site et le modéle & un site renforce
par étapes.

1-1 Cas élastique
Le composite est un mélange biphasé bore-epoxy pour lequel Sabodﬁ
[5] donne des résultats.expérimentaux.

£ 414 Gpa, le coefficient de

Le module d'Young des fibres est E
Poisson vf= 0,2. Le module de Young de la matrice est E'= 4,14 Gpa
et son coefficient de Poisson b™ = 0,35

Résultats

La figure III-1 donne les évolutions du module de Young transversal
du composite en fonction de la fraction volumigque de renforts. Les
trois modéles donnent des résultats tres proches jusqu'a 30% de
renforts, au dela le modéle auto-cohérent classique s'éloigne
considérablement des deux autres modeles : modele analytique de
Whitney—-Riley et méthode auto-cohérente par étapes.

Les résultats donnés par les mesures sont en accord avec ces deux
modeéles.Pour les autres modules : figures III-2 & III-4 le méme type
de comportement est constaté pour chacune des deux approches
autocohérentes vis a vis des résultats expérimentaux et analytiques,
en remarquant en particulier 1'adéquation entre le modéle
autocohérent multi-étapes et le modele de Christensen-Lo qui utilise
une inclusion-matrice intermédiaire entre la fibre et le milieu
homogéne équivalent (modeéle de XKerner).

Ces évolutions montrent la distorsion engendrée par le modele
autocohérent que nous avions évoquée dans le chapitre préceédent. Dans
le cas de ce composite ou le rapport de raideur fibre-matrice est

trés grand des écarts importants existent sur certaines composantes
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du tenseur de raideur dés que la fraction volumique de fibres
dépasse les 40% . Une approche autocohérente effectucée sur un
composite renforcé par étapes améliore trés sensiblement le schéma
autocohérent. Dans le cas de ce composite un calcul en vingt étapes
donne une solution numérique trés proche des solutions analytiques
et des résultats expérimentaux.

1-2 Test dans le cas viscoélastique.
La résine epoxy est maintenant considérée viscoélastique avec un

b3
module de Young complexe E M. E‘M +jE”M

tel gque n = E“M/E'M=O,02.
a 20°C (Théocaris [9]). Le renfort est considére comme étant

purement élastique.Les modéles de Whitney-Riley et de Hashin-Rosen

sont reformulés dans le cas viscoélastique avec E'M= 4,14 Gpa et
E“M = 8,28.107 Pa . Le coefficient de Poisson est supposé réel
UM= 0,35

Pour les parties réelles des modules, les évolutions constatées sont
du méme type que celles du cas élastique. Pour les parties
imaginaires, le modéle autocohérent par étapes et le modéle de
Whitney—-Riley ont des évolutions semblables, par contre, le calcul
autocohérent en une seule étape conduit, pour les deux modules
testés, & des évolutions trés différentes. (fig III-5 & III-8)
Conclusion:

Pour des composites dont la fraction.volumique de renfort dépasse
40% et de rapport Ef/E‘M important il est nécessaire d'utiliser un
schéma autocohérent qui renforce le composite par étapes successives
car le modeéele classique n'est plus adapté pour le calcul de
certaines composantes de raideur. Dans le cas viscoélastique le
calcul autocohérent en une seule étape présente une evolution aberrante.

des parties imaginaires.
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COMPOSITE A RENFORTS CYLINDRIQUES. CAS ELASTIQUE

COMPARAISON DES DIFFERENTS MODELES AVEC DES RESULTATS EXPERIMENTAUX
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CAS ELASTIQUE

COMPOSITE A RENFORTS CYLINDRIQUES.
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TRANSVERSAL
Méthode autocohérente

FIG1II-3
MODULE DE COMPRESSIBILITE

DANS LE PLAN
Méthode autocohérente 1

2 : Méthode autocohérente
par étapes

1
Modele de Christensen-Lo
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COMPOSITE A RENFORTS CYLINDRIQUES. CAS VISCOELASTIQUE

COMPARAISON DES DIFFERENTS MODELES
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MODULE D'YOUNG TRANSVERSAL MODULE D'YOUNG TRANSVERSAL
PARTIE REELLE PARTIE IMAGINAIRE

1 : Méthode autocohérente

2 : Méthode autocohérente
par étapes

3 : Modele de Whitney-Riley
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COMPOSITE A RENFORTS

COMPARAISON

CYLINDRIQUES. CAS VISCOELASTIQUE

DES DIFFERENTS MODELES
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FIGLII-7

MODULE DE CISAILLEMENT AXIAL

PARTIE REELLE

FIGIII-8

PARTIE IMAGINAIRE

1 : Méthode autocohérente

2 : Méthode autocohérente
par étapes

3 : Modele de Hashin-Rosen
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1-3 Influence de la raideur

Les différents schémas montrent que l'écart entre les solutions
autocohérentes et les solutions analytiques augmentent avec la
fraction volumique de renforts. Il est par ailleurs intéressant
d'étudier 1'évolution de cet écart avec le rapport de raideur des
fibres sur celle de la matrice.

1-3-1. A titre d'illustration étudions 1l'évolution du critere
(module autocohérent - module analytique)/(module analytique)

en prenant comme module analytique le module d'Young transversal de -
Whitney-Riley. Les autres modules analytiques conduisant a des
écarts du méme ordre de grandeur. Soit

€ le critére dans le cas de la partie réelle du module de Young

1R
transversal pour la méthode autocohérente calculée en dix étapes.
€11 celui pour la partie imaginaire dans les mémes conditions pour
le schéma autocohérent (calcul en 10 étapes)

€ celuil correspondant au cas de la partie réelle du module de

2R
Young transversal pour un calcul autocohérent effectué en une seule
étape

€91 dans le <cas de la partie imaginaire pour Ile module

de cisaillement (calcul autocohérent en une étape)

Résultats

fig III-8 et fig III-9

Ces figures présentent l'évolution des quatre critéres en fonction
du rapport R=Ef / PR (EKM) dans le cas des deux schémas
autocochérents (une etape et dix étapes) pour un composite a
concentration de fibres égale a 60% .Les différents écarts relatifs

pour les deux grandeurs techniques étudiées sont trés sensibles au

~rapport de raideur fibre sur matrice dans le cas d'un calcul
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aﬁfocohérent effectué en une seule étape . Ils atteignent des
valeurs de l'ordre de 150% pour les parties réelles des difféerents
modules et de l'ordre de 50% pour les parties imaginaires dans le
cas d'un rapport de raideur inclusion-matrice d'environ 130 ce qui
correspond au cas d'un composite bore—epoxy. Dans le cas au matériau
bois, au niveau du tissu élémentaire ou le rapport de raideur est
l'ordre de 100 les écarts relatifs s'établissent autour dé 120% pour
les parties réelles et de 30% pour les parties imaginaires. L'emploi
d'une approche autocohérente par étapes s'avere trés intéressante si
le souci est d'obtenir des grandeurs techniques transversales
précises.

1-3-2 Etude des évolutions des écarts relatifs entre la solution

autocohérente en une étape et la solution autocohérente multi-étapes

Les figures III-10 etIII-11 présentent les évolutions des écarts
relatifs entre la solution autocohérente en une étape et la solution
autocohérente réalisée en 25 étapes. Le module testé est pour ces
deux figures le module d'Young transversal. Le méme type d'évolution
est constaté pour le module de glissement axial et le module de
glissement transversal avec des écarts du méme ordre pour le module

axial et légeéerement plus grands pour le module transversal.
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INFLUENCE DE LA RAIDEUR SUR L'ECART RELATIF ENTRE LA SOLUTION
AUTOCOHERENTE ET LA SOLUTION ANALYTIQUE. CAS DU MODULE D'YOUNG

TRANSVERSAL POUR LE COMPOSITE CONTENANT 60% DE RENFORTS CYLINDRIQUES

A SECTIONS CIRCULAIRES.

PE sl g

FIGIII-8 . FIGIII-9

PARTIE REELLE PARTIE IMAGINAIRE
1 £1R Ecart relatif M.A.C. 1 €11 Ecart relatif M.A.C.
10 étapes— Modéle de Whitney 10 étapes — Modéle de Whitney
2 £5R Ecart relatif M.A.C 2 €591 Ecart relatif M.A.C.
1 étape — Modeéele de Whitney 1 étape - Modele de Whitney
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EVOLUTION DE DES ECARTS RELATIFS ENTRE LA SOLUTION AUTOCOHERENTE

UNE ETAPE ET LA SOLUTION AUTOCOHERENTE EN 25 ETAPES EN FONCTION DE

LA FRACTION VOLUMIQUE DE RENFORTS CYLINDRIQUES POUR DIFFERENTS

RAPPORTS DE RAIDEURS R=Ef/E‘
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MODULE D'YOUNG TRANSVERSAL
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1-4 Influence du nombre d'étapes sur la valeur de différentes
grandeurs techniques calculées par la méthode autocoheérente
multi-site
1-4-1 Cas élastique
Le matériau est le composite bore-epoxy utilisé en III-1-1 avec une
fraction volumique‘de fibres de 70% . La grandeur de référence est
1'expérience pour les grandeurs techniques pour lesquelles des
données expérimentales sont disponibles. Les autres références sont
obtenues a partir des modéles analytiques.

Les figures III-12 & III-16 montrent gque pour ce composite qui
correspond & un cas ou le calcul autocohérent en une seule étape est
mal adapté (70% de renforts , R=100), les grandeurs techniques
convergent rapidement vers leur valeur limite : 10 étapes donnent
une valeur satisfaisante pour les 5 grandeurs testées.

1-4-2 Cas viscoélastique.(figures III-17 III-18)

La matrice epoxy viscocélastique est la méme que celle du I1I-1-2.
Seules, les éveolutions du module transversal sont représentées : les
autres modules présentant le méme comportement.

La partie réelle converge rapidement de la méme fagon que pour le
module dans le cas élastique (figure III-17). Dans le cas d'un
composite comportant au moins 70% de renforts, la partie imaginaire
présente une zone d'évolution oscillatoire de faible ampli£ude dans
le cas de calculs effectués de 1 & une trentaine d'étapes, au dela
de ces trente étapes, il existe peu d'évolution sur les différentes
parties imaginaires des grandeurs techniques effectives (figure
ITI-18). Pour des fractions volumiques de fibre inférieures a 70%
les évolutions des différentes parties imaginaires sont monotones &

l'image de celles constatées pour les parties reéelles.
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VEVOLUTION DE DIFFERENTES GRANDEURS TECHNIQUES EN FONCTION DU

NOMBRE D'ETAPES UTILISE AU COURS DE CALCULS AUTOCOHERENTS.

COMPOSITE BORE-EPOXY A 70% DE RENFORTS CYLINDRIQUES.CAS ELASTIQUE
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FIGIII-13

MODULE DE CISAILLEMENT AXIAL G
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RESULTATS EXPERIMENTAUX

CALCULS AUTOCOHERENTS MULTI-ETAPES
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EVOLUTION DE DIFFERENTES GRANDEURS TECHNIQUES EN FONCTION DU

NOMBRE D'ETAPES UTILISE AU COURS DE CALCULS AUTOCOHERENTS.

COMPOSITE BORE-EPOXY A 70% DE RENFORTS CYLINDRIQUES.CAS ELASTIQUE
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VEVOLUTION DE DIFFERENTES GRANDEURS TECHNIQUES EN FONCTION DU
NOMBRE D'ETAPES UTILISE AU COURS DE CALCULS AUTOCOHERENTS.

COMPOSITE BORE-EPOXY A 70% DE RENFORTS CYLINDRIQUES.CAS ELASTIQUE
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CAS VISCOELASTIQUE. EVOLUTION DES PARTIES REELLES ET IMAGINAIRES DES

MODULES D'YOUNG TRANSVERSAUX EN FONCTION DU NOMBRE D'ETAPES.

CAS DU COMPOSITE A 70% DE RENFORTS CYLINDRIQUES
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FIGIII—-18

MODULE D'YOUNG TRANSVERSAL MODULE D'YOUNG TRANSVERSAL

PARTIE REELLE PARTIE IMAGINAIRE

1 : MODELE DE WHITNEY-RILEY

2 METHODE AUTOCOHERENTE MULTI-ETAPES
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2<6AS DES RENFORTS SPHERIQUES DANS UNE MATRICE VISCO-ELASTIQUE

2—-1 MODELES ANALYTIQUES DE REFERENCE

Le module de compressibilité analytique est celui de Hashin utilise
aussi par Christensen dans le cas viscoélastique il donne la valeur
exacte du module K* du composite constitué de spheres isofropes dans
un milieu viscoélastique isotrope (formule F12 du formulaire).

Le module de cisaillement est modélisé par le modéleAappfoché proposé
par Christensen (formule F15 du formulaire).

2—-1 COMPARAISON DE LA SOLUTION AUTOCCOHERENTE MULTI-ETAPE A LA
SOLUTION EXACTE INTEGREE NUMERIQUEMENT

Le résultat de la méthode autocohérente par étapes étant 1lié au
nombre d'étapes, il est intéressant de confronter les résultats de
ce modéle a un modéle obtenu & partir d'intégrations numériques des
solutions analytiques existant pour les faibles concentrations
(formules F12 pour K* et Fl13 pour G*). Ces solutions numériques
(courbes repérées 3 dans les figures III-19 & III-22) constituent
dans ce cas une limite de la solution autocohérente par étapes quand
on fait croitre le nombre d'étapes et permet donc de tester, dans
ce cas d'agencement géométrique particulier, le schéma autocohérent
par étapes.

RESULTATS (figures I1I1I-19 , III-20, III-21, III-22 )

Les résultats sont trés semblables ‘pour les deux modules de ce
composite (bore-epoxy). L'intérét du schéma autocohérent a
renforcement par étapes est encore confirmé, le schéma classique
devenant inadéquat au dela d'une certaine fraction volumique de
renforts ( 40% ) pour les ©parties réelles et 1inutilisable pour
les parties 1imaginaires . Le modéle obtenu par intégrations

b3 x
numériques des solutions de X et G a faibles concentrations

29



vaiide le programme de la solution numérique de la méthode
autocohérente a renforcement par étapes

Des résultats semblables sont obtenus lors de la comparaison des
solutions autocohérentes avec <celles données par le modele
proposé par Christensen et Lo ( (1979) [10]) appliqués éux méme
type de composite mais avec le modele d'inclusion de Kerner.
Remarque |

Sur le plan des temps de calcul le schéma autocohérent par é&tapes
n'est guére plus lourd que le schéma classique, en effet dans le

cas ou le calcul par étapes s'impose, la méthode classique a en
général une convergence assez lente liée & la forte concentration en
renforts et au grand rapport des raideur R. Le fait de procéder par
étapes joue sur l'équilibre de ces deux facteurs : pour les
premieéres etapes la fraction volumique est faible pour un rapport de
raideur R grand et pour les derniéres étapes c'est le rapport R qui
diminue pour de plus grandes fractions volumiques de fibres.

Par exemple pour un critere d'arrét d'iteérations £54= 0,001 dans le
cas du composite bore—epoxy en inclusions sphériques 25 iterations
sont nécessaires pour une fraction volumique de fibre de 0,45 il
faut 35 itérations dans le cas d'un calcul en 10 étapes (3 a 4
itérations par étapes ) pour le méme critere 1" 2 4 3 itérations

par étapes suffisent dans le cas d'un calcul en 20 étapes.

o
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EVOLUTION DU MODULE DE COMPRESSIBILITE EN FONCTION DE LA FRACTION

VOLUMIQUE DE RENFORTS SPHERIQUES . CAS VISCOELASTIQUE
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FIGIII-19 . FIGIII-20

MODULE DE COMPRESSIBILITE MODULE DE COMPRESSIBILITE
PARTIE REELLE PARTIE IMAGINAIRE

1 Méthode autocohérente

[N

Méthode autocohérente par étapes

3 Intégration de la solution a faible concentration

4 Modéle de Hashin
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EVOLUTION DU MODULE DE CISAILLEMENT EN FONCTION DE LA FRACTION

VOLUMIQUE DE RENFORTS SPHERIQUES CAS VISCOELASTIQUE
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FIGIII-19%b . FIG3III-20b
MODULE DE CISAILLEMENT MODULE DE CISAILLEMENT
PARTIE REELLE PARTIE IMAGINAIRE

1 Méthode autocohérente
2 Méthode autocohérente par eétapes
3 Intégration de la solution &4 faible concentration

4 Modéle approché de Christensen
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3 CAS DU COMPOSITE A RENFORTS DISCOIDES . CONFRONTATION

AVEC DES MESURES ET LE MODELE DE WU

Les mesures portent sur des composites dont les renforts sont
constitués de disques circulaires de 30u de diamétre et de 0,5y
d'epaisseur en graphites disposés aléatoirement dans une matrice
époxy [12]. Les évolutions du module de Young des composites sont
analysées a 85°K et 297°K pour deux‘traitements de préparation
1'un effectué a température ambiante durant 2 é 4 mois (BT), l'autre
effectué a 120°C pendant 25 heures (HT). Les mesures ont été
déduites d'essais classiques de vibration de flexion réalisés sur
des poutres : la partie réelle du module de Young est calculée a
partir de la premiére pulsation propre, le facteur de perte est
déduit de la largeur du pic de résonance a —-3dB.

Ces composites sont simulés dans le schéma autocohérents par 9
familles d'inclusions élastiques en forme de disques équi-répartis
spatialement dans une matrice viscoélastique. Une approche par
étapes donne dans ce cas des résultats trés proches du calcul
autocohérent classique.

Résultats : (figures III-21 & III-26)

En reprenant les valeurs du module de Young évalueé a 56 Gpa par
Hirai [12)] le modéle autocochérent donne une évolution de la partie
réelle du module de Young en fonctién de la fraction volumique des
disques trés proche des points expérimentaux dans les deux cas de
température (fig II1I-21 et fig III-24). La figure III-22 présente
les résultats relatifs au facteur de perte ol les résultats
expérimentaux sont représentés par un nuage de points centrés sur
l1'évolution donnée par le schéma autocohérent. Le manque de

récision dans l'évaluation des frottements internes ne permet pas
P
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de constater expérimentalement, dans ce cas, d'évolutions
significatives du facteur de perte en fonction de fraction volumique
d'inclusions. Si, par contre, les mesures de frottements internes
sont effectués au moment d'une transition de la phase viscoélastique
du composite, 1l'augmentation de 1'amortissement interne rend
significative 1'évolution expérimentale du facteur de perte du
composite gqui est alors treés proche-de celle résultant du schéha
autocohérent (figure III-23). |

Pour montrer l'influence du facteur de forme de l'inclusion sur la
partie réelle du module de Young du composite la figure III-25
présente 1'évolution de cette grandeur pour l'inclusion discoide et
l'inclusion sphérique de carbone. Le composite & inclusion discoide
est représenté par le modeéle autocohérent utilisé & la figure III-21
(courbe n°2) le modéle autocohérent pour le composite a renforts.
sphériques (courbe n°l) donne une évolution proche des deux points
expérimentaux. Si lt'influence du facteur de forme est trés sensible
sur les parties réelles son influence sur les facteurs de perte
n'est pas significative au plan expérimental pour des raisons liees
au manque de précision des mesures.

La nature du traitement de préparation n'a pas d'influence sur la
partie réelle du module de Young dans le cas du comportement des
composites a 859K, par contre son influence est sensible a‘297°K ou
le traitement HT diminue la raideur du composite d'environ 20% mais
les évolutions sont identiques & celles constatées figure III1-24.
Dans les deux cas de £empérature, le traitement a une influence

sur la valeur du frottement interne : il est sensiblement plus

fort dans le cas d'un traitement & température ambiante, les

comportements vis a vis des modéles restant identiques a ceux

logy



cdﬁstatés figure I11I-22.

L'évolution du rapport de la partie réelle du module du composite
sur la partie réelle de la matrice dans le cas du schéma
autocohérent est confrontée a celle que 1'on peut deéeduire du modeéle
de Wu utilisé dans [12] en prenant des coefficients de Poissoh
égaux a 0,2 (formule F26 du formulaire). Les deux évolutions sont

presque confondues : figure III-26.
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INCLUSIONS DISCOIDES EN GRAPHITE DANS UNE MATRICE EPOXY A 85°K

EVOLUTIONS EN FONCTION DE LA FRACTION VOLUMIQUE D'INCLUSIONS
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COMPOSITE GRAPHITE-EPOXY

INCLUSIONS DISCOIDES.

EVOLUTIONS EN FONCTION DE LA FRACTION VOLUMIQUE D'INCLUSIONS
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FIGURE III-23 ‘ FIGURE II11I-24
FACTEUR DE PERTE A LA TRANSITION vy MODULE D'YOQOUNG
150°K PARTIE REELLE A 297°K
1 modéle parallele
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COMPOSITE GRAPHITE~-EPOXY. INCLUSIONS DISCOIDES

EVOLUTIONS EN FONCTION DE LA FRACTION VOLUMIQUE D'INCLUSIONS

2 6 o o W 1B L 0w af Gt i oaf bar s 4l L3 0.3

FIG III-25 FIG III-26

INFLUENCE DU\FACTEUR DE FORME SUR LA EVOLUTION A 297°K DU
PARTIE REELLE DU MODULE D'YOUNG ‘ RAPPORT DE RAIDEUR
o *
A 85°K PR(Ecomposite)/PR(E*N)
1 : Modele autocohérent cas des 1 : Modele série
renforts sphériques
2 : cas des inclusions discoides 2 : Modele autocohérent

+ : points expérimentaux 3 : Modele de Wu
cas des renforts sphériques
4 : Modéle paralleéle

+ ! Points expérimentaux
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IV COMPARAISON AVEC UNE METHODE D'HOMOGENEISATION UTILISANT LES
ELEMENTS FINIS (CAS ELASTIQUE)

La méthode des éléments finis permet d'obtenir l'ensemble des
composantes du tenseur de raideur d'un composite avec des hypothéses
moins restrictives que celles qu'il est nécessaire de poser dans le
cas de la recherche d'une solution analytique.

Pour obtenir les grandeurs techniqués felatives a'différents
composites, la méthode des éléments finis peut étre utilisée dans le
cadre d'une méthode d'homogénéisation [6].

Il s'agit de définir les modules de composites élastiques biphasés.
Les fibres paralléles sont cylindriques avec des sections
circulaires ou faiblement élancées transversalement.

Comme dans les cas des calculs purement ¢lastiques préceédeants, les
programmes autocohérents viscoélastiques seront testés en prenant
les parties imaginaires nulles.

Résultats.

tableau IV-1

Le composite est a 64% de renforts cylindriques a sections
circulaires en matériau élastique isotrope caractérisé par son
module de Young Ef=84 Gpa et un coefficient de Poisson uf=0,22 dans
une matrice élastique isotrope telle que EM= 4 Gpa et uM = 0,34

Les renforts sont paralleéles & la direction 1.
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Gpa Gpa Gpa Gpa Gpa Gpa

cas E; E, Eg | Yoz | Vya | P13 | G253 | G102 | @13
phase

£ 84 84 84 | 0,22] 0,22| 0,22]34,42|34,42|34,42
phase

M 4 4 4 0,34| 0,34] 0,34| 1,49 1,49 1,49

Homog.; 54,8} 13,4| 13,4] 0,48| 0,25} 0,25} 8,1 6,3 6,3

M.A.C 54,2} 27,1} 27,1} 0,29 0,23| 0,23} 9,18}12,27;12,02

M.A.C
16 &t. 53 18,4} 18,4| 0,36] 0,24} 0,24] 5,8 7,5 7,5

modele| F5 Fo Fo ¥8 F6 Fé6 F10 F3 F3
55 18,1] 18,1} 0,26} 0,26 0,26} 4,32{ 5,73} 5,73

analy.

Mesure 55 17 17 / 0,26} 0,26 / 5,6 5,6
fr

M.A.C 1% 100%| 100% 29% 8% 8% 14% 94% 94%
£
r

16 o&t. 3% 38% 38% 25% 4% 4% 28% 19% 19%

tableau IV-1

La ligne 7 fournit les valeurs données par les différents modeéles
analytiques utilisables ici ainsi que le repére de chacune des
relations concernées (formulaire en annexe).

Les £ représentent les écarts relatifs des deux schéemas
autocohérents avec la méthode d'hombgénéisation—éléments finis.
Les résultats relatifs au plan transversal 2-3: (E2 E3 Pog 623 )

ainsi que les modules de glissement G sont trés differents, un

12 %13
calcul autocohérent par étapes reduit fortement les écarts
relatifs pour les modules de glissement. Cependant il subsiste une

différence relative d'environ 40% sur le module d'Young transversal

différence du méme ordre que celle qui affecte le modéle de

1o



WHitney—Riley utilisable ici. Cet écart est 1ié & l'anisotropie
géométrique du composite (méme probléme pour Vya et GZB)' Le modele
Homogénéisation—-¢éléments finis tient compte de l'agencement des
fibres (cylindres disposés en mailles carrées) alors que le modele
autocohérent a un site conduit & un matériau isotrope transverse:
dans le cas de phases isotropes. Pour un matériau anisotrope
transverse la variation‘du module transversal E(8) dans la direction
repérée par l'angle 6 est régie par la relation de changement de
base sur les souplesses qui donne:

4

1/E(6) = 1/E,cos”0+ 1/E sin%e+ sinzecosze(—ZUza/E2+l/Gzo) V-1

(avec E, =E(0) et E, =E(90°) 1-» direction des fibres )

2
Cette relation conduit & 1l'encadrement 13390 Mpa <E(0)s2 19890 Mpa
pour le cas des cylindres & section circulaire agencés en maille
carrée. La méthode autocchérente a un site ne peut pas donner de
bonnes valeurs des caractéristiques dans le plan 2-3 puisqu’'elle ne
tient pas compte des agencements geéométriques qui créent des
anisotropies.

remarque

Pour ce composite les mesures disponibles [6] pour la direction

6=45° donnent des valeurs expérimentales proches de celles données

par le modéle autocochérent par étapes.

tableau IV-2
Le composite est ici constitué d'une phase élastique anisotrope dans

une phase élastique isotrope dans les proportions 50%-50%



cas E E Es | v Yia | P13 | ®23 | G12 | Ca13

1 2 3 23
£ 380 14,5{ 14,5] 0,25{ 0,22 0,22 20 38 38
M 3,52} 3,52 3,52} 0,38 0,38} 0,38 1,28} 1,28} 1,28
Hom i91 7,62 7,62 0,44 0,29 0,29 2,75] 3,66} 3,66

M.A.C.
10 es| 171 | 7.,45| 7,45| 0,46| 0,29| 0,29] 3,17 4,2 4,2
£
" ArC 4% 0,2%] 0,2%] 2% 0% 0% | 27% 94%| 94%
[
r
Lo &t | 10% 2% 2% 4% 0% 0% | 15% 15%| 15%

tableau IV-2

Les modules sont donnés en Gpa.

tableau IV-3

Le matériau est constitué des mémes phases gue dans le cas preécédeat

avec une fraction volumique de fibres de 35%

Les modules sont donnés en Gpa.
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cas E E E D L v G G G

1 2 3 23 12 13 23 12 13
f 380 14,5| 14,5 0,25| 0,22} 0,22} 20 38 38
M 3,52} 3,52} 3,52 0,38 0,38] 0,38] 1,28} 1,28} 1,28

g'zéc 110 6,17 6,17 0,5 0,32 0,32 2,29 2,72 2,72
£
r
Woac. | 6% 1% 1% 0% 0% 0% | 11% 41%| 41%
£
8 gt 10% | 0,6%| 0,6%| 0% 0% 0% 7% 7% 7%

tableau IV-3
Dans ces deux derniers cas le modéle autocohérent donne des
résultats trés proches de ceux donnés par homogénéisation hormis
pour les modules de glissement dans le plan du renfort ou une
approche autocohérente par renforcements successifs reduit
notablement les écarts. (le composite est ici faiblement anisotrope
transversalement : 7620 Mpa < E(6) s 7833 Mpa cas du tableau IV-2
et 6210 £ E(8) £ 6344 Mpa dans le cas du tableau IV-2).
Conclusion:
Le schéma autocohérent classique ou par étapes donne en général des
résultats proches de ceux donnés par la méthode d'homogéneisation
utilisee pour ce test. Pour des composite posseédant un agencement
ordonné des fibres et des valeurs techniques particuliéres (cas
présenté sur le tableau IV-1) une approche autocoheérente multisite
[1] peut fournir un modéle plus adapté pour les caractéristiques

transversales (EZ'EB’ [y G,..).

23 7 723

"3



VY CAS DE L'INCLUSION VIDE
Le matériau bois &tant une structure alvéolaire, il est nécessaire

de tester le schéma autocohérent dans le cas de l'inclusion vide.
1 CAS DES CAVITES SPHERIQUES DANS UNE MATRICE VISCOELASTIQUE

Il existe des solutions analytiques‘pour les bornes du module“de
cisaillement dans le cas viscoélastique pour ie matériau contenant
des cavités sphériques déduites des théorémes de minimum en
viscoélasticité de Christensen [11]. Ces bornes seront utilisées
pour analyser les évolutions des solutions autocohérentes (formule
F18 et F18 bis du formulaire).

Par ailleurs la solution viscoélastique autocohérente peut étre
adaptée au cas des vides spheéeriques a partir des relations

présentées au paragraphe I -2

, M
Xeff _ *M *x T 3 xM
H = H +EC H ) - Kol *arf * T X
H - (u - u Ty B
Xerr_ . *M KT *M L+ *1 Mo (N - M)
A = A + £ (X ") N+ 2f (p - U )

2
)

en prenant les modules de 1l'inclusion nuls, les relations

précédentes deviennent:

K
fi‘+ 30u eff)

*ea

LIS

F 4 xea
9 2° + 14
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*eff Xeff % N
cere aM_oxM L 2 xm o SN HEH T  agq153efT 430, )
e e Xeff t 5 K Xeff Xeff
8pu 9x +14p

Ces deux coefficients de Lame peuvent élre déterminés par une

méthode itérative, la valeur initiale du coefficient effectif est

*eff *M . . .
telle que A (1) = dans la relation V-1 gui conduit

*erf

a une équation du second degré en i dont la seule solution

e

physiquement possible est u* ff(l) qui est alors utilisée dans la

eff

x*
relation V-2 pour donner X (2), les calculs sont prolongés

jusqu'a la réalisation du critere

AN (R - A (i-1) .3 (i-1)

x — { valeur choisie.
A (1)y.a (1)

x*(i) grandeur conjuguée de x*(i)

Ce modele est représenté par la courbe reperée 4 sur la figure V-1.

Résultats:

Les courbes de la figure V-1 représentent les évolutions du rapport
I *°°mp°s“£l/lu*mat””el en fonction de la fraction de vide pour

les différents modéles utilisés. Les solutions autocohérentes
numeriques et analytiques sortent de la borne inférieure'pour une
concentration de vides de 1'ordre de 30% . La solution autocohérente
numérique et la solution autocohérente analytique (croix et courbe
4) donnent des résultats identiques, la solution numérigque n'est

donc pas affectée par la faible raideur qu'il est nécessaire de

donner aux renforts sphériques (1/1000° de celle de la matrice). Le

ns



modéle analytique n'a plus de solution physique a partir d'environ

30% de vides,

le déterminant de 1'équation du second degré devenant

négatif. La solution autocohérente par étapes est centrée par

‘rapport aux bornes de Christensen jusqu'a environ 67% de vides ce

gui est supérieur au taux maximum de remplissage pour une

répartition aléatoire de sphéres de mémes diametres (64%).

CAVITES SPHERIQUES

0.1

fig v-1
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1 et 3 Bornes de Christensen

2 ¢ Méthode autocochérente
par étapes (14 étapes)
et intégration numérique
de la solution a faible

concentration

4 : Solution autocohérente
analytique

+ ! Solution autocohérente
numérique



2 kC‘ZAS ELASTIQUE: COMPARAISON DES MODELES AUTOCOHERENTS AVEC LES
MESURES DU MODULE DE COMPRESSIBILITE DU VERRE POREUX.

La figure V-2 confronte les évolutions données par les modeles
autocohérents avec celles obtenues expérimentalement sur le verre
poreux pour différentes fractions volumiques de vides [8];

Le verre a un module de Young E = 750 Gpa et un coefficient de
Poisson v = 0,23 soit un coefficient de compressibilifé dé 463 Gpa.
Les vides sont sphériques. Le modéle autocohérent par étapes suit
1'évolution des points expérimentaux alors que le schéma

autocohérent classique ne convient que pour les treés faibles

concentrations.
.34 Ty
P, !
b i
04: N
\1 A
N
T "‘__' "‘»__. ;
A ! + : Points expérimentaux
G332 "\ "-,‘.-'
~\'- 1“"-
'.“-‘ '.’\1
¥oae SN 1 : Méthode autocohérente
o3 }x : par étapes
i AL £ i
? ) Tt
0.2: \ .
5, LN 2 : Solution analytique
2 = w, ¥
~
3.t S+
A
4,08
R EY
; 5.5 0 9
i
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VI CONCLUSION GENERALE SUR LES TESTS

Les différents tests ont permis, dans un premier temps, de valider
le schéma autocohérent viscoélastique numérigque par rapport a la
solution autocohérente analytique, puis de vérifier le parfait
encadrement de la solution autocohérente par les bornes
viscoélastiques affinées de Roscoe.'

Dans un deuxiéme temps, la confrontation avec les solutions
analytiques obtenues pour différentes grandeurs technigques d'un
composite isotrope transverse, montre 1l'intérét d'une approche
autocohérente multi-étapes.

1-Intérét, nécessité du schéma autocohérent multi-étapes

—~ Dans le cas de l'inclusion a raideur supérieure a celle de la
matrice, le calcul autocohérent par eétapes devient intéressant des
que la fraction volumique d'inclusion est supérieure a 40% pour des
rapports de raideur R supérieur & 50. Pour la partie réelle 10
étapes sont suffisantes pour effectuer un calcul autocohérent
satisfaisant. Pour la partie imaginaire 10 étapes sont aussi
suffisantes hormis les cas ou la fraction volumique est supérieure
ou égale & 70% pour lesquels 20 étapes sont nécessaires pour obtenir
des résultats stabilisés.

- Dans le cas ou 1'inclusion a une raideur plus faible quercelle de

la matrice, un calcul autocohérent & une étape qui utilise une phase

comme matrice i.e. dont 1'expressiocn du C*eff est
N—-1
*eff *M I *1 _ *M *1 3 .
Cije1 = Cigk1r T2 F CCi5nn T Cisnn) Bunkr (FII77 S A)
I=1

.ne converge pas. Il est alors possible d'utiliser 1'expression

1]



eff

. *
III-5 du chapitre g pour le C qui donne, dans ce cas, des calculs

convergents
N
C;§£§ =2 fI Cz§mn A;ikl (IT1I-5'§ B?

Cette expression, utilisée lors du dernier test, ne permet pas de
tenir compte de l'effet de forme de 1'inclusion, contenu dans le
tenseur de localisation A*I, lorsque la raideur de cette inclusion
est nulle. Elle ne peut donc traiter que le cas du vide sphérique.
L'approche autocohérente multi-étapes est donc indispensable dans le
cas du matériau bois au niveau du calcul des raideurs effectives du
cerne.
2—-Choix du nombre d'étapes
Le nombre de parameéetres influengant la sensibilité de la solution
autocohérente au nombre d'étapes étant important (rapport de raideur
fibre-matrice R, fraction volumique ,nombre de familles d'inclusions
en présence, géométrie des inclusions...), il est interessant de
tester systématiquement cette sensibilité en comparant les résultats
obtenus pour une et deux étapes et d'en déduire s'il est opportun

ou inutile d'affiner le calcul.
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I LA PAROI CELLULAIRE

I-1 LES DIFFERENTS MODELES DESCRIPTIFS

La plupart des modélisations proposées dans la littérature depuis
plus de vingt ans, sont a deux dimensions, elles sont obtenues &
partir du modéle composite en couches :

Mark (1968) [4] utilise des lois dé mélange pour déterminer les
proprieétés élastique d'une couche (moyenne arithmétique dans le sens
des fibres et harmonique dans les sens transversal). Une loi de
mélange est aussi utilisée pour décrire le comportement global du
composite. Le propos est d'eévaluer les distributions de contrainte
dans chague couches.

Le méme auteur (1972) dans (5] décrit l'influence de l'angle des
renforts cellulosiques dans la couche S1 sur le module de Young
longitudinal et transversal et le module de cisaillement dans le
plan pour un élément de la paroi cellulaire a partir du modéle 2 D
Ce modéle est repris dans [&6] (1980) pour décrire une paroi
constituee de 50% de cellulose et 50% de matrice.

Schniewind (1972) dans [7] présente le modéle de Mark (1968) et

propose un modéele équilibré incluant les parois de deux cellules

u)

adjacentes qui rend mieux compte du comportement global du
mateériau. L'égquilibre resulte de 1'enroulement hélicoidal dans les
couches $52 et $23 identiques dans chaque cellule conduisant & des
angles d'inclinaisons opposes dans les couches 52 et S2 syvmétriques
par rapport a la lamelle mitoyenne ( figure I-1 : couches S2 I et
S2 II , couches 53 I et 83 II ) . Ce modele est utilisé pour
déterminer les caractéristiques élastiques de la paroi et les

.concentrations de contraintes dans chague couche,
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Le modéle double paroi

Barrett (1973) [8] propose un modéle gqui permet de tenir compte de
différences entre le cdété radial et le cdéteée tangentiel d'une cellule
& section rectangulaire pour une meilleure évaluation du module
d'Young longitudinal gquand il existe des différences significatives
dans les parois.

Cave (1969) dans [9] établit un modéle qui permet de tenir compte
d'une nature aléatoire de la distribution angulaire des
microfibrilles dans la couche S2. La fraction volumique f£(8) de
renforts filamentaires cellulosgiques inclinés de 0 par rapport a
l'axe de la cellule est une distribution gaussienne peériodisée.
L'auteur donne l'évolution du module d'Young en fonction de l'angle

principal des microfibrilles pour différentes deviations standards.
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Unébconfrontation avec des données expérimentales sur pinus radia
est réaliséde pour l'évolution du module d'Young en fonction de
l'angle des microfibrilles.

Salmén et De Ruvo (1985) [10] reprennent la scheéematisation des
plaques stratifiées équilibrées du type de celle proposce bar
Schniewind. Le modeéle est ici obtenu en supposant une cellule
écrasée : le lumen a disparu au profit d'une liaison parféite entre
les deux couches S3 opposées (voir figure 1I-2). La cellulose et
l1'hémicellulose sont considérée isotropes transverses, la lignine
est considérée isotrope et localisée entre chaque couche. le modeéle
est utilisé pour mettre en évidence 1'influence de différents
parametres sur l'évolution du module d'Young de la fibre en fonction
de l'angle des microfibrilles dans la couche S2. les paramétres
étudiés sont : la raideur du cristal de cellulose dans la direction
longitudinale, l'épaisseur relative de la couche S2, l'angle des
microfibrilles dans S1 et S3. L'influence de 1'allongement du
renfort filamentaire sur le module longitudinal d'une fibre est
aussi étudiée & partir du modéle de Tsai-Halpin.

La modélisation proposée par Navi (1988) [11] , utilise une méthode
d'homogénéisation utilisant des courbes de dispersion d'onde qui
permet d'obtenir les composantes du modules élastique effectif pour
chaque couche en supposant un agencehent de microfibrilles selon le
schéma de Tang et Hsu (1973) (voir figure II-6 chapitre «). L'auteur
analyse l'influence de l'angle d'inclinaison des microfibrilles sur
lé module d'Young longitudinal et transversal dans le domaine

élastique,
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s1 ™~ e

figure I-2

L.e Modéle de la cellule écrasée de Salmén—-De Ruvo

REMARQUES

-L'ensemble de ces modélisations ne traite que du cas élastique.
—La modélisation du composite en couches utilisée dans la qﬁasi
totalité des schémas nécessite une épaisseur de plaque faible vis &
vis des autres dimensions ce qui n'est pas le cas pour toutes les
couches dela paroi cellulaire.

—Ces meéthodes ne donnent accés gqu'ad un nombre restreint de
composantes de raideur du composite (hormis la méthode

d'homogénéisation ).
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I-2 LA MODELISATION DES PAROIS PAR LE SCHEMA AUTOCOHERENT

-BUTS

Le propos est a ce niveau d'hétérogéneéité, d'une part d'analyser
1'influence de facteur de forme caractérisant la géométrie du
renfort filamentaire, d'autre part de faire suite aux précédentes
analyses en traitant, sur le plan viscoélastique, 1'influence de
l'angle des microfibrilles sur les propriétés de différents tissus
élémentaires. Dans un premier temps, les résultats de la méthcde
autocohérente seront confrontés a ceux donnés par les méthodes
décrites ci-dessus et par rapport aux données expeérimentales
disponibles, les calculs s'effectueront en élastique (parties

imaginaires des phases constitutives nulles ).

CONFRONTATION AVEC LES MESURES DE PAGE (1967)

(Valeurs tirées de Salmén-De Ruvo [10] (1985))

Les mesures de module d'élasticiteé du tissu cellulaire ont été
effectuées a partir de fibres extraites d'une pate d'holocellulose.
Le tissu exempt de lignine est supposé contenir 235% d'hémicellulose,
le reste étant constitué de cellulose. Les valeurs des
caractéristiques des phases utilisées dans la méthode autocohérente
sont les mémes gue celles utilisées‘par Salmen et Ruvo (1983) [10]

cellulose

Ex = 134 Gpa (Sakurada 1962)
EY = 27,2 Gpa (Mark 1967)
G = 4,4 Gpa (Mark 1967)
Ux = 0,1 {(Mark 1667)



"hémicellulose

Ex = 8 Gpa (Cousin 1978 )

EY = 4 Gpa (Salmén-Ruvo 1985 estimation)
G = 2 Gpa (Salmén-Ruvo 1985 estimation)
v, = 0,2 (Salmén—-Ruvo 1985 esfimatioh)

Le test de la modélisation par confrontation avec l‘ekpérience est &
mener avec prudence, d'une part & cause de la difficulté qu'il
existe a prélever les tissus sans dommage, d'autre part a cause

des incertitudes concernant les valeurs des caractéristiques des
phases constitutives (pourcentages et raideurs). Cependant il est
intéressant de constater que le fractionnement des cristallites peut
étre a lui seul un élément explicatif des dispersions constatées sur
les mesures de 1'évolution du module d'Young en fonction de l'angle
des microfibrilles. La figure I-4 présente les évolutions simulées
par le schéma autocohérent pour des tissus élémentaires dont les
renforts cellulosiques ont des facteurs d'allongement allant de 1 &
1000. Les inclusions sont dans ce cas représentées par quatre
familles modélisant 1'enroulement des microfibrilles dans les quatre
paroi de la cellule (figure 1I-3). L'allure des évolutions est bien
décrite par le modele numérique utilisant ces quatre inclusions
alors qu'un schéma n'utilisant que deux familles sSelon le modele de
la fibre écrasée (figure 1I-2) est moins adapté pour les tissus

présentant un fort angle d'inclinaison de microfibrilles: figure I-5

2%



figure I-3

Les quatre familles d'inclusions utilisées dans le schéma

autocohérent de la figure I-4.
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CONFRONTATION AVEC LES MESURES DE PAGE
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Cas d'un tissu décrit par
2 familles de renforts
cellulosiques dans une
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CONFRONTATION AVEC LES MESURES DE CAVE (1968) [9]

Les mesures sont effectuées sur le bois de printemps de Pinus
Radiata. Elles représentent les évolutions du module d'Young pour
des tissus cellulaires en fonction de l'angle des microfibrilles.

La proportion de la couche S2 est fortement eévolutive du bois de
printemps au bois d'été puisqu'elle passe de 20% a 80% [71. Page
propose un pourcentage de 66% pour les tissus concernés ce qui
correspond & des valeurs relatives & du bols preélevé dans une zone
de transition. Les autres couches seront représentées par un mélange
biphasé de cellulose (renforts inclinés a i8O°) dans une matrice
d'hémicellulose-lignine. Les constantes élastiques de la cellulose
sont celles utilisées précédemment, les constantes élastiques de la
matrice isotrope sont celles de Cousin [117].

51, dans un premier temps, il est supposé un mélange 50%-50% dans
chague couche les évolutions simulées par le schéma autocohérent ne
sont pas satisfaisantes, une evolution du paramétre d'allongement
affectant globalement les fibres ne suffit pas a expliquer
convenablement les évolutions‘constatées (figure I-6). Cave [9]
invoque le probleéme de l'évolution de la contenance en cellulose qui
chute avec l'augmentation de l1'angle d'inclinaison des renforts
cellulosiques, mais 1'autre parametre fortement évolutif est la
valeur de la longueur des cristalli£es évoque au chapitre «.

Il est remarquable de constater que chacun de ces paramétre pris
seul ne suffit pas & rendre compte convenablement de 1'évolution
constatée : figure I-7 et figure I-8 alors que la combinaison de ces
deux paramétres conduit & une simulation par le schéma autocohérent

trés proche de l'évolution moyenne mesurée : figure I-9,
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Grandeurs prises en compte pour le schéma autocohérent:

Cellulose:

Ex = 134 Gpa
Ey = 27,2 Gpa
G = 4,4 Gpa
vy = 0,1
Lignine:

E = 4 Gpa

G = 1,5 Gpa

v =20,3

( Sakurada 1962 )

(
(

Mark

Mark

(Mark

1967 )
1967 )

1967 )

( Cousin 1976

(Salmen—-Ruvo 1985 )

(Salmen—Ruvo

1985)

Evolution du pourcentage de cellulose et de 1l'allongement des
cristallites en fonction de 1l'angle d'inclinaison des renforts
cellulosiques
Angles 0° 100 20° 300 40° REf
d’'inclinaison
Pourcentage
Moriizumi
de 60% 58% 53% 48% 30% (1973)
Cellulose [1]
Allongement El-Osta
des 9 6,5 5,5 3 1,5 figure
Renforts II-11 ch.«x

Le diamétre des

cristallites est pris égal & 35 i

13




CONFRONTATION AVEC LES MESURES DE CAVE
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Fig 1I-7

. Modele

Mesures

Cas du tissu élémentaire
a 66% de S2 dont la
proportion en cellulose
évolue en fonction de
l1'angle & des renforts.
(allongement = 1000 )



CONFRONTATION AVEC LES MESURES DE CAVE
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Cas du tissu élémentaire a 66%

de 52 contenant 50% de cellulose
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COMPARAISON AVEC LES CALCULS OBTENUS PAR HOMOGENEISATION (Navi 1988)
Il s'agit dans ce cas de calculer le module effectif d'une couche du
tissu élémentaire, l'agencement géométrique des renforts étant
défini par le modéle de Tang et Hsu (figure II-2 chapitre o ).

Les caractéristiques élastiques utilisées pour la cellulose sont
définies dans le répare (Tf?f?) de la figure I—lO‘par la matrice
F_246,5 0,774 0,774 0 0 0 ]
0,774 20,8 0,774 0 0 0

0,774 0,774 20,8 0 0 0

0 0 0 0,2 0 0 en Gpa
0 0 0 0 0,2 0
| 0 0 0 0 0 2,58 |

Ces valeurs sont obtenues & partir de celles calculées par Mark
d'aprés le modele de cellulose I proposé par Gillis (chapitre «
P22) mais avec une inversion entre les modules de cisaillement G12

(ou G13) et G23.

- S~
S~ .
\\\\ e P ,}2
T~ TER e
™~ CO
<.
\\
\\\
=
figure I-10 1
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Les caractéristiques de la matrice d'hémicellulose—-lignine supposée

isotrope sont celles de Mark E = 1,84 Gpa et v =0,3
Résultats: en Gpa
(91,04 1,01 0,64 (87,32 1,01 1,02 7]
1,01 5,21 0,64 1,01 5,13 1,34
0,64 0,64 3,83 1,02 1,34 4,2
0,36 0,42
0,36 0,42
5 0,99 || 1,18 |

Méthode d'homogénéisation

Loi de mélange:

93,96 0,94 0,94 1 [z,76 1,5 1,5 ]
0,94 9,31 0,94 1,5 3,58 1,46
0,94 0,94 9,31
1,5 1,46 3,58
0,s
0,56
0,5
0,36
1,4
- i 0,95
Voigt Reuss

Les valeurs obtenues par la méthode autocohérente sont proches des

résultats obtenus par la méthode d'homogénéisation hormis les termes

C et C dans 1le cas de la méthode

13 23
d'homogénéisation qui donne des valeurs extérieures

sensiblement plus faibles
au domaine de
variation des raideurs donné par les lois de mélange.

D'autre part on peut constater gqu'il est possible d'obtenir des
valeurs convenables pour certaines composantes du tenseur de raideur
4 partir des deux modeéles élémentaires dans le cas de ce composite &

renforts trés longs & facteur de forme faible dans le sens

transversal .
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IFS MODELISATION D'UN TISSU ELEMENTAIRE. ETUDE DES GRANDEURS
TECHNIQUES

Le tissu élémentaire est le matériau constitutif de la cellule qui
représentera l'inclusion dans le niveau deux d'hétérogénéité

Il doit représenter les couches S1 S2 S3 les couches M et P pouvéht
étre considérées comme la matrice du niveau deux.

A cette échelle c'est la cristallite, la fibrille ou la
microfibrille qui représente l'inclusion. Ces entités cellulosiques
peuvent avoir des formes et des inclinaisons trés variables a
l'intérieur des couches constitutives du tissu élémentaire et
peuvent éventuellement se fractionner sous 1'influence de 1'humidité
(Salmén [101).

S5i cette inclusion de cellulose est caractérisée par ses dimensions
(3 parametres) sa position angulaire dans l'espace (3 angles
d'Euler) sa proportion et ses caractéristiques élastiques, un tissu
élémentaire décrivant 1l'organisation hexagonale de la figure I-1 (a)
nécessite 6 inclusions différentes par couches soit 18 inclusions ,
une structure alvéolaire en carré en nécessite 12, le modele de la
fibre écrasée de Salmén n'en nécessite que 6.

Pour simuler le comportement viscoélastique d'un tissu élémentaire
aux variations des parametres d'allongement et d'inclinaison, une
premiére approche consiste & ne considérer que la couche S2 qui
constitue l'élément structurel prépondérant sur le modéle le plus
simple :fibre écrasée ou modéle double paroi de Schniewind. (figure
I-2 réduite a la couche S2 ou figure I-1 (b) limitée aux

couches 52 I et 82 II1I ).
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CAS D'UNE PAROI 52 EQUILIBREE

Ce modéle ne nécessite que deux inclusions de «cellulose dans
une matrice d'hémicellulose-lignine (mélange 50%—50%).

Les caractéristiques élastiques de la cellulose sont celles
utilisées dans les modélisations précédentes (paragraphe I-2). Les
caractéristiques viscoélastiques de la matrice seront décrite par un
modéle de Zener (fiéure I-11) dont lés deux éléments élastiqueé‘onf
une raideur de 4 Gpa qui conduit & un module reiaxé de 2 Gpa (ordre
de grandeur du module statique proposé par Mark 1980). Le
coefficient de Poisson est supposé réel égal a 0,3. L'élément
amortisseur est thermiquement activé par une loi de type Arrhénius
dont 1'énergie d'activation est de 350 kJ/mol ce gqui correspond &
l1'ordre de grandeur de 1l'énergie d'activation pour la transition ol
d'une lignine (Kelley 1987 [12]), l'amortissement est fixé & 105
Ns/m ce qui conduit (relation I-1) & une température de transition

de 1'ordre de 7°C & 10Hz qui est une valeur plausible. Ce modeéle
utilisé par Genevaux (1989) [13] admet une raideur instantanée El et

un module relaxé supposés indépendants de la température. Il est

limité dans ce cas & un seul élément visqueux.

— AN —
B

2

! -
1 cum

figure I-11
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Liaison entre température de transition, énergie d'activation
amortissement et fréquence pour le modéle de Zener thermiquement

activé

L'impédance mécanique globale Z du modéle de Zener est telle que'

(loi de sommation des impédances ou des mobilités pour les éléments

en série ou en parallele)

* *x *
Si M est le module complexe M = M'( 1 + jn ) alors M = jwZ d'ou

11, 1 _ E,+E, +jCu
x
M E1 C]m+E2 El(E2+]Cm)
1+ oo
*x E2
3 M =
E +E, C
+ 70
ElEZ EIEZ
1+ jot
*
d'ou M=MNM g avec . M© = i 1 module relaxé
1+]mt€ El , E2
et T, = % temps de fluage & contrainte constante
2
T = ¢ temps de fluage & déformation constante ([14])
£ E1+E2
2
© 1+w 5T © w(to—rg)
on en déduit M'=M et Min=M
. 2_2 2 2
1+w T 1+w T,
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SW RT
R : Ao e
avec C = Co e ce qui conduit & n = S5
1 + sz eRT
, 1 %
ou A:C( - ) et B =
o) E, E *E, E,(E;+E,)

La transition apparait avec un maximum de facteur de perte a la

température notée T _ quand 91 . 0
g aT
28W
. . . . 2_RT =
qui conduit a la relation : Bu'e g =1
26W
finalement T = - 5 I-1
g R Log(Bw™)

La simulation de 1'influence du facteur d'allongement et
d'inclinaison s'effectuera &a fréquence et température constante

(10Hz et 287°K )
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EVCLUTION DES GRANDEURS TECHNIQUES

Le rapport des raideurs renforts-matrice et la proportion
d'inclusions sont suffisamment importants pour qu'un calcul
autocohérent par étapes soit préférable a un calcul direct. Cing
étapes sont ici suffisantes (il n'existe plus d'évolutioné
significatives des grandeurs au-dela de 5 étapes). Les différentes
figures présentent les résultats des évolutions des principales
grandeurs techniques en fonction de l'angle d'inclinaison & des
renforts cellulosiques pour différents allongements (longueur sur
diametre moyen de 1l'inclusion), 1l'écrasement (diameéetre maxi sur

diamétre mini ) est égal & un (figure I-11).

oo

Dmini HWT\\ i\ \\
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EVOLUTION DE E; ET Mg EN FONCTION DE & POUR DIFFERENTS ALLONGEMENTS

m
~

arigine 4 R §.5

snodoroandlar des inclusians

§.5%

Fig I~-12
f :t:EH‘_&*
HERTE EH“"'*—-«—_____F-o—-—r

papk A

ariding ¥ G R

L1 SMEEY LS EE 3

Fig I-14
'V @ Voigt, R : Reuss
P : plagque, chiffres

al

Fig I-13

Commentaires:
Influence de 1l'allongement al sur
E) (fig I-12)

Cette influence est particuliérement
sensible pour pour les valeurs de &
{25°. Pour a=0°, évolution de Eé
dans un rapport de 9 pour des al
variant de 1 & 30. Pour &=10°

(~ inclinaison de la microfibrille
dans un bois d'été) ce rapport vaut
8,5 pour des al variant de 1 a
100000; il vaut encore 8 pour des
al évoluant de 1 a 30. La plaque
constitue la forme de renfort la
plus performante, 1'évolution de Eé
est dans ce cas parfaitement
confondue avec celle du modeéle de
Voigt

Ey (figI-13)

Il existe 2 types d'évolutions
-Décroissance monotone pour le
modéle de Reuss et les faibles
allongement (de 1 & 6)

~Evolution présentant plusieurs
extremums pour le modéle de Voigt
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é£ les allongements supérieurs 4 6 ( de 10 a la fibre continue). Le
renfort en plaque présente la valeur la plus faible et est
parfaitement confondu avec le modeéle de Voigt quil coincide avec le
cas de la fibre continue pour les faibles angles d'inclinaison. Les

valeurs de E ! pour les fibres circulaires tendent vers le modele de

3
Reuss quelque soit l'allongement pour les grands angles
d'inclinaison. Pour ce tissu l'allongement de 6 donne un Eg maximum
pour les a< 25° (fig I-15)

Mg (figl-14)

Hormis pour l'allongement de 1, ng a tendance & augmenter au-dela
d'un angle de 12° le facteur de perte étant beaucoup plus faible
dans le sens des fibres que transversalement. Pour des angles
inférieurs a 12° l'évolution est relativement faible, elle présente
un minimum aux environs de 10° pour les allongements de 6 & 30. Les
évolutions sont toutes comprises entre celles données par les
modéles élémentaires. Le modéle de Voigt donne une évolution
superposée a celle du renfort en plaques.

Remarque

Ce type de tissu a renforts croisés, qui reste orthotropique quelque
soit l'angle d'inclinaison &, est beaucoup moins sensible a cette
valeur qu'un tissu ayant la méme proportion de renforts mais réaliseé
par une seule inclusion. Dans ce cas 1l'évolution de E; suit la loi
de changement de repére :relation IV-1 du chapitre y. (Il est
possible, au passage, de vérifier que les calculs autocohérents
effectués pour chaque angle d'inclusion donnent des résultats qui
coincident avec les valeurs déduites de la relation de changement de
repére dont les valeurs de départ sont issues d'un seul calcul

autocohérent effectué pour &=0).
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EVOLUTION Eg(al) ET COMPARAISON DE L'EVOLUTION Eé(é) D'UN TISSU A

UNE SEULE INCLUSION ET D'UN TISSU A INCLUSIONS CROISEES.
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EVOLUTION DE E2

ET Ny EN FONCTION DE & POUR DIFFERENTS ALLONGEMENTS
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. N, Commentaires:
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0335 E! (fig I-18)
012k “":::x\ 2 . R .
S Pour ce tissu & renforts symétriques
3.0 _.—‘—"‘—‘\\‘:x\ ;1/ . .
e Ry > par rapport & la direction 3
a3 "“K " * * .
- e 3 Ez(a)=E3(n/2—a). Eé est peu sensible
R3] o, il
ol ‘ngk y 4 l1'allongement jusqu'a une
. \;§ inclinaison de 45° des renforts.
i < A0
\\' 1} 4 —
osst <x§ Ez (fig I-19)
2.0 = Les évolutions sont extérieures a
0.5 : celles données par les modéles
élémentaires pour des renforts
cylindriques. Le renfort en plaques
a une réponse légerement différente
; i de celle donnée par le modeéle de
S = Voigt pour les petits &.
T S YO TR W TR Y PSP TR X SR TR R 772 (fig I-19)
MRS (SR ekl Les évolutions sont tres semblables
quelque soit al. Elles sont
Fig I-19 encadrées par celles données par

P : plaque, chiffres : al les modéles de Reuss et Voigt.

BRVA Voigt, R : Reuss
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EVOLUTION DE G;Q EN FONCTION DE & POUR DIFFERENTS ALLONGEMENTS al
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Fig I-20 Fig I-21

V : Voigt, R : Reuss, P : Renforts en plaques, Reperes = al

Pour ce type de tissu le module de cisaillement dans le plan Gk est

23
symétrique par rapport a la direction 45° ou l'influence des
élancements est la plus sensible. Cette influence s'effectue
principalement pour les élancements de 1 & 30. La forme de renfort
la plus performante en cisaillement ést aussi la plaque dont
l1'évolution est confondue & celle donnée par le modele de Voigt.

3 est constaté pour G23

atteint aux alentours de l'élancement de 6, et il est possible de

Le méme phénoméne que pour E un maximum est

distinguer deux familles d'évolutions.

Le renfort en plaques, comme dans les deux cas précédents, donne les

- valeurs minimales de la partie imaginaire du module
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Conclusions

Pour ce tissu élémentaire simplifié, l'influence de la forme des
inclusions est particuliérement sensible pour les grandeurs
techniques ou intervient la direction 3, elle est importaqte pour
les faibles angles d'inclinaison des renforts. Pour les allongeménts
des microfibrilles ou des cristallites décrits dans la littérature
qui peuvent, de plus, étre modifiés par les conditions physiques de
l'environnement (humidité), des variations allant de quelques unités
a la fibre continue doivent étre envisagées .Pour de telles

variations d'allongements des variations de 1 & 4 sont possibles

3

variations du méme ordre de grandeur sont constatées pour le module

pour E; elles peuvent étre de plus de 10 pour E_, et pour Ny Des

de cisaillement dans le plan.

L'influence de l'allongement sur les parties réelles des modules est
d'allure monotone alors que dans le cas des parties imaginaires il
existe un maximum pour un allongement de 1'ordre de 6

Les modéles élémentaires ne constituent pas des bornes pour les
parties imaginaires par contre ils encadrent toujours les facteurs
de perte. C'est le renfort en plagques qui donne la meilleur raideur
et le facteur de perte le plus faible dans une direction quelcongue
contenue dans le plan du renfort, par contre c'est la forme de
renfort la moins performante dans une direction pérpendiculaire au
plan et donc la forme de renfort conférant au composite la plus
grande anisotropie.

Le facteur de perte Ny est relativement peu sensible a 1'angle
d'inclinaison des renforts Jjusqu'a 10° mais évolue rapidement

au—-dela.
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I-4 LIAISON FACTEUR DE FORME ET TRANSITIONS

1.Etude de U autour de la +transition pour le tissu élémentaire

simplifié:

Le tissu précédent posséde une matrice viscoeélastique qui preésente
une transition & une température de 279, 8°K.

" La figure 1-22 donne les évolutions du facteur de perte Ny en
fonction de la température pour différents élancements des renforts
dont l'angle d'inclinaison & vaut 109 Les calculs autocohérents ont
été réalisés en cing étapes.

Il existe un léger décalage de la température pour laquelle il
apparait un maximum de facteur de perte pour les différentes
réponses calculées. Ce décalage est de 1l'ordre du degré au maximum.
11 représente la différence de température de transition pour le
composite & renfort sphérique et celui & renfort en plaques. Les
modéles de Reuss et de Voigt encadrent de nouveau les éveolutions de

Ny Le décalage des températures de transition pour ces deux modeles

est aussi de l'ordre du degré. ‘ = —
e - T
|
il 92 /
Fig I-22 - // N \
Evolution de n, en fonction de la o8 Y // \\\\
I3 » 13 3
température pour le tissu élémentaire ot // \\
. . o N . A . }
simplifié (&= 10° & 10 Hz) . - \
9 it \‘
. 3 \
R : Reuss it '\\
V : Voigt //'\ \\
6.63 ; \
. \
P : Plaque - ’/ﬂ—q\\\ﬁ\\
Les courbes sont repérées par 1o ho.” Ry
: RA 3
l'allongement. ‘ v,P 00 of;r_‘qm?“‘-§
L L N T %
; erigine k. ¢.60 Y $0 dregustien X HAC O S [N
; en § o sexparsture en ded (2igigs an Yoo atsl
i
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2. Cas d'une matrice & plusieurs phases viscoélastiques.

Le caractere viscoélastique du matériau bois est dd principalement
la présence des deux phases viscoélastiques lignine et
hemicellulose. La lignine est fortement présente dans la

lamelle mitoyenne. Dans la couche S2, certains modéles donnent des
formes lenticulaires & ces phases viscoelastiques. (Scallan,
Boyd-Foster). Il est donc intéressant de tester 1'influence de
variations de forme d'inclusions viscoélastique sur les évolutions
autour des transitions.

Le composite est constitué de deux phases viscoélastiques dont les

comportements viscoélastiques sont décrits par des modéeles

identiques au précédent (modéle de Zener active thermiquement), il

est donc caractérisé par les grandeurs Ell, E12, Cl, &W1l et E21,
E22, C2, O&W2
—\ N\ \V— — N\ \—
El2 B22
—N\NANN— e AVAVAVAS _\ =
Ell 8W1 E21 owz
B "
Jo—— p—
Cl(T) Ccz2(T)
Phase 1 Phase 2
fig I-23 Les deux phases viscoélastiques.

2.1 Etude des maximums de facteur de perte

La relation d'ordre entre les facteurs de perte des modéles de Voigt

et Reucss

des caractéristiques
sensible dans ce cas

Prenons pour ce test

‘respectivement n,

du matériau gqui transite.

un matériau équilibré

2st la raideur Ei2 du materiau i
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et N peut changer de sens en

qui

tel

fonction

Le parametre lz plus



=E21 = E22 = 4 Gpa (grandeur-type matrice lignine-hémicellulose ),
des énergies d'activation SW1=350 kJ/mol et SW2=100 kJ/mol et des
amortissements & 20°C tels que C1=1O8 Ns/m et CZ=1O5 Ns/m. La
figure I-24 présente les évolutions des facteurs de perte a

une transition, pour les deux modéles élémentaires et différentes
formes d'une des phases viscoélastiques, en fonction de la raideur
El2 de la phase qui transite.(Les calculs autocqhérents sont

effectués directement : le calcul par étapes donne des résultats

identiques)

|

LYY .

9.6 2%0 fig 1-24

0.8 Evolution des facteurs de perte d'une
matrice & 2 phases viscoélastiques &
une transition en fonction de la
raideur El12 pour différentes
geometries de la phase 1 (& 10 Hz)

9.5%

.8

.32
!  Commentaires:

L'inversion de la relation d'ordre

. apparait pour une raideur E12

% inférieure a4 2 Gpa. Les facteurs

" de perte de la matrice biphasée

+ restent encadrés par les évolutions
t données par les modeles de Voigt et
Reuss qui se coupent pour El2x1,2 Gpa.
Le modéle de Voigt donne une évolution
e+ parfaitement confondue & celle du

B o r s w8 bl facteur de perte dans la direction

srigine ka0 080 nmsseedtames v 2l longitudinale dans le cas des
CR R s § ; Facteur ds parss i allongements supérieurs a 100 et dans
o T9 R 5 Tav le cas de la phase en plaques.
Le modéle de Reuss rend compte de
o : Tg cas modéle de Reuss 1'évolution du facteur de perte
. \ . transversal dans une géométrie en
A : Tg cas modeéle de Voigt plaques.

1 ! n cas du modéle de Reuss
et n transversal cas des
renfort en plaques

2 ! n transversal cas de
l1'allongement de 100

n cas de l'allongement de 1

n cas du modéle de Voigt
et n longitudinal cas al=100
et n plaque pour direction € plaque

149



Etude de lt'influence de la forme d'une phase sur les températures de

transition du composite

( & 10 HZ )
|) P‘nnéed E i e [
13 i ! i
IR il <
I :
1.8 ! ; !
11 i !
1. i
’ o
1 ‘i
0.3 ]
6.8 i; !S E
’ { ;
0.7 ’ t i
i i
X [ ;
o |
o5 | \
|
0.5 Phase 2 ‘\
9.3 {
{
0.2 1 ¢
i
0. / \ X3
“f"“'—v-; ‘ . : -:f ' . drgre Leisivs
S N Vomr noomsowo miom nioa mi
aigine BTN ¥ 000 grasasien R 200 oo 0.0 origine f: .60 1 G40 gsosavion s 080 T 008
n 80 Terperadurs e § 1 fecteurs de peress £ 8 0 teaperature s ¥ 1 fasteur de parse
fig I-25 fig I-26
n(température) pour les n(température) composite
2 phases constitutives.

Ny facteur de perte transversal
N, facteur de perte longitudinal
R : Reuss; V : Voigt; 100,10,3 :

.

Tg : Températures de transition

al

Le composite est réaliseé a partir de deux phases viscoé¢lastiques

dont les caractéristiques sont les mémes que celles du cas

précédent, avec une raideur E12 fixée a 500 Mpa. La phase 1 transite

alors a 296°K et la phase 2 a 251°K (fig I-25). La figure I-26

présente les évolutions des facteurs de perte du composite en

fonction de la température dans la zone de la transition de la

phase 1 & laquelle on affecte différents facteurs de forme.

On constate une influence sensible de la forme de la phase sur le
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comportement du composite. Les deux comportements limites coincident
avec les modéles de Reuss et Voigt. Le modéle de Voigt correspond a
1'évolution du facteur de perte dans la direction longitudinale du
composite & partir d'un élancement de 100, dans ce cas la
température de transition est de 294,6°K.

Le modéle de Reuss correspond & l'évolution du facteur de perte dans
la direction tranversale du composite dans le cas de la phase en
plaques. La transition apparait alors aux alentours de 297°K.

Le facteur de forme des phases constitutives d'un composite affecte -
donc, non seulement ses facteurs de perte, mais aussi les
températures de transition. Comme lors de l}étude de 1'évolution des
grandeurs techniques, les plus grandes différehces sont celles qui
existent entre les valeurs obtenues pour les deux directions
remarquables du composite en plaques.

La différence de température de transition est au maximum de 2° pour
les deux phases utilisées ici. Elle correspond aux deux agencements
géométriques extrémes : agencement série ou paralleéle modeélisés par
les lois de mélange de Reuss ou Voigt. Soit ATg cette différence de
température maximum, elle peut changer selon les caractéristiques
des phases en présence : elle augmente avec la raideur instantannée
du matériau qui transite (matériau 2) : figure I-29, elle augmente
avec la valeur de l'amortissement & 20°C de ce matériau : figure
I-28, elle augmente quand la raideur en paralléle au mécanisme
d'amortissement E22 diminue, c'est-a-dire guand le comportement du
solide tend vers celui d'un fluide visqueux : figure I-30, elle
croit quand 1l'énergie d'activation 6W2 diminue : figure I-31.

Elle est par contre peu sensible aux variations des caractéristiques

du second matériau.
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3

Evolution de la différence de la température de transition obtenue

pour des agencements géométriques de phases extrémes en fonction

de 1'amortissement C22 (al10Hz)

sl dtgres G : 4 ?aic ol
hTg .
2% £3
2 111 }‘1
m 7] Tﬂ‘g_
1 "
¢ %
1 % H 23 T, I.’?fL........__b
1%
1 3t TBV,\ - / e,
i 1 : - “
. | ) /
¥ N W AVARER
| 7 C 08 18 27 34 14 /;’ sor2
5 -_4/?- -t
2 R 2
T g K
Ny o8 78w
origine i 0.00 ¥: 0.00  draduation ¥: 100 ¥ 2.00 oridine X: $.00 ¥: 300 draduation X: 0.50 ¥ 7.09
th ¥ ledi(22) en ¥ o delta 14 e f o oyl ;o sauperburs
fig I-27 fig I-28
ATg(C22) Evolution des températures de
transition en fonction de C22
Courbe 1 : Ell1=E21=4Gpa, El2= El11=E21=4Gpa, E12=E22=108Pa
E22=10°Pa, . 6W,=350kj/mol, 5W,=350kj/mol, &W,=100kj/mol,
6W2=100kj/m01, Cl=108 Ns/m Cl'—'lO8 Ns/m
i=1 ou 2 : repére de la phase
Courbe 2 : id sauf pour V ! cas du modéle de Voigt
E21=4Gpa R ! cas du modéle de Reuss

Dans le cas de la figure I-27 l'allure’globale de la courbe est une
évolution croissante. Il existe une zone de perturbation qui
correspond & la période de confusion du pic de transition du
mécanisme évolutif (phase 2) avec l'autre qui reste fixe pour chacun
des modeéles (modéle de Reuss puis de Voigt), ATg s'annule durant
cette zone quand les températures de transition des deux phases sont
égales. Ces évolutions respectent la relation d'ordre TgRizTgizTgVi

: figure I1I-28,
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Evolutions ATg(E21), ATg(E22), ATg(éEL) cas des géométries extrémes
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T
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fig I-29
ATg (E21)
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fig I-31
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ATg
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fig I-30

ATg(E22)
fig I-29 :
Courbe 1 E11=E12=E22=4Gpa
6W1=3§0kj/mol, c1=10%Ns/m
C2=10"Ns/m, 6W,=100kj/mol
Courbe 2 id sauf pour
Ell et E22 = 0,1 Gpa

Les évolutions sont d'allure
logarithmique .

£igI-30 :

E11=E21=4Gpa, E12=10°Pa
6W1=320kj/mol, 8W2=é00kj/mol,
c1=10% Ns/m, C2=10°Ns/m
fig I-31 :

El1=E21=4Gpa, E12=E22=10°Pa
6W1=320kj/m01, C2=105Ns/m

Cc1=10° Ns/m



Evolution des températures de transition pour les agencements

géométriques extrémes en fonction de la fraction volumique des

phases ( & 10 HZ )

Pdndyae 3
32.1’:3?%5 C

" 4: Ta R4 Tg
. T 1: Evolution de Tg phase 1
744 2: 1gVa .
o cas de 1'agencement série
“y 2: Evolution de Tg phase 1
el cas de l'agencement
) parallele
12
3: Evolution de Tg phase 2
2l cas de l'agencement série
4 4: Evolution de Tg phase 2
cas de 1l'agencement
n parallele

Calculs autocohérents

:t=9°C Tg allongement de 3
:1=18,5°C Tg direction
€ plaque

+
A:-7°C Tg direction 1 plaque
::
&

Caractéritiques des phases

El =E21=4Gpa, E12=E22=0,1Gpa
6W1=350kj/m01, 6W2=100kj/m01

af idis 4 PRI -30.20 dradustien ¥ HISEN LN 8

c1 10%Ns/m, €2=10°Ns/m

an H o fraotion uoluniqus phise | £00Y o taMparoturs d& transibiod

Figure I-32
Le composite est constitué de deux phases viscoélastiques. Les
courbes représentatives des évolutions des Tg pour les deux
agencements géométriques de phase extrémes, se rejoignent, pour
chaque phase & sa température de transition : 24,7°C pour la phase 1
et -9.66°C pour la phase 2. Elles donnent l'écart maximum, & une
cohcéntration donnée, de la température de transition lié a la
forme de la phase dans une direction donnée. Les points donnent les

résultats de calculs autocohérents effectués sur un composite avec
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une phase 2 ayant un allongement de 3 ou la température de
transition est identique dans toutes les directions et un composite
dont la phase 2 est plane pour lequel les températures de transition
sont différentes selon la direction et confondues avec celles

données par les modeles de Voigt et Reuss.

Conclusions

La forme d'une phase peut aussi affecter la valeur de la température
a laquelle apparait un maximum de facteur de perte. Cette
sensibilité aux facteurs de forme est liée aux caractéristiques
viscoélastiques de la phase. Pour un composite donné, une
anisotropie de transition peut donc résulter d'une anisotropie
géométrique. La plus grande anisotropie est donnée par la forme
d'une phase en plaques, cette anisotropie est alors d'autant plus
marquée, que le mateériau qui transite, est en faible proportion au
sein du composite. Dans le cas du matériau bois, cet effet
d'anisotropie peut étre envisagé pour la phase viscoélastique de
lignine fortement présente dans la lamelle mitoyenne (fig I-8
chapitre «) avec une fraction volumique égale au maximum & 25% du
volume de matiére (hors vides). Les courbes précédentes établies
pour des composites viscoélastiques & caractéristiques proches de
celles de la matrice hémicellulose — lignine donnent des ordres de

grandeur de cette anisotropie de température (quelques degreés).
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II LE CERNE
IT-1 GENERALITES
Le tissu constitutif du cerne ou du rayon ligneux peut étre
considéré comme un ensemble d'inclusions (cellules : trachéides ou
fibres) dont la phgse matérielle est décrite par le tissu
élémentaire précédent (couches S1 ,S2 ,S83) et le lumen par une phase
vide ( de caractérisques viscoélastiques nulles ou quasi-nulles).
Ces inclusions sont liées entre—elles par une phase viscoeé¢lastique
(couche M+P ) jouant le rdle de matrice.
L'inclusion est aussi soumise & des variations dimensionnelles
importantes (voir chapitre «) dont l'influence peut étre étudiée
grace au schéma autocohérent. les deux facteurs de forme et leur
domaine de variation ont précédemment été décrits : 1l'allongement
qui représente le rapport entre la longueur de la cellule sur son
diamétre moyen et 1l'écrasement qui représente le rapport entre le
diamétre tangentiel et le diameétre radial. L'allongement varie au
maximum de 5 & 250. L'écrasement varie en général de 1 & 6.
Le tissu élémentaire sera ici décrit par 12 inclusions (structure
alvéolaire en carré).
Deux méthodes sont possibles pour simuler le cerne
—-Une premiére méthode consiste a calculer au cours d'un premier
temps, les caractéristiques effectives d'un matériau constitué d'une
inclusion fibre pleine en tissu élémentaire dans une matrice
représentant les couches M et P, le deuxiéme temps consiste alors a
vider par étapes le matériau viscoélastique obtenu pour tenir compte
de la partie creuse de la cellule (lumens).
-La deuxiéeme méthode consiste & tenir compte dans le premier temps

des cavités dans le tissu élémentaire, le deuxiéme temps se
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composant alors du calcul des grandeurs effectives de
l1'inclusion—-fibre creuse dans une matrice M+P.

Les deux méthodes donnent des résultats trés proches les uns des
autres. Dans la deuxiéme méthode les caractéristiques obtenues au
cours du premier temps sont trés proches de celles obtenues lors du
deuxieme.

Pour chacune des deux méthodes, 1'approche autocohérente par étapes
est nécessaire. Dans le cas du bois initial ou la proportion de
vides est treés grande 30 & 80 étapes sont nécessaires (voire 100
pour obtenir des coefficients de Poisson Vg et Va1 convenables dans
le cas de 90% de vides). La faible proportion de la matrice du
deuxiéeme temps de la deuxiéme méthode nécessite au moins un calcul
autocohérent en 30 étapes.

II-2 INFLUENCE DES FACTEURS DE FORMES SUR LES PRINCIPALES GRANDEURS
TECHNIQUES

La simulation s'effectue sur un bois initial et un bois final

typiques dont les caractéristiques sont données dans le tableau

suivant
Nature % Sl % S2 % S3 % M+P % de vides
du et et et sur
Cerne a a a mat.totale
Bois 13% 63% 9%
15% 75%
Initial 80° 40° 70°
Bois 8% 80% 5%
7% 10%
Final g80° 10¢° 70°

o
d:angle des cristallites de diamétre moyen de 35A et de longueur de

30nm. Mélange 50%-50% fibres-matrice.
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INFLUENCE DE L'ALLONGEMENT DES FIBRES SUR LES MODULES COMPLEXES

BOIS INITIAL (BI) ET BOIS FINAL (BF) ( 10Hz 15°C )
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Parties réelles bois final
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C'est dans la zone d'allongement allant de 1 & 10 que s'effectuent

les plus grandes progressions pour les différentes grandeurs

testées. La progression des grandeurs est plus importante entre les

allongements de 10 et 20 qu'entre l'allongement de 20 et la fibre

quasi-continue,

sauf pour la partie réelle du module d'Young

longitudinal et le facteur de perte transversal Ny qui continuent

de progresser de fagon sensible au dela d'un allongement de 20. Les

3 premiéres colonnes du tableau suivant présentent les progressions

relatives :

La derniere colonne donne la valeur de la progression relative obtenue

(module(all)~module (al2))/(module max-module mini).

pour des allongements allant de 5 & 250 gqui est la plage de

variation retenue pour les cellules

Comme prévu,

(module(250)-module(5)) /module(5).

les grandeurs techniques

sont d'autant plus sensibles

aux facteurs de forme gque la présence de vides est importante.

3.0

).02

9.0

1042

3.048

3.0

1012

1008

3.088

1.80%

3.0

i} ionganens

origine ¥:

3.0 1

0.0

draduation d: 5.40
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v 9.502

frapd- 120y [18}20![28}@1 (523507
E’3 BI 86 % 6% 8% I2%
E”3 BI 86% 8% 6% 32%
E*1 BI -944% -3% -3% -38%
E”1 BI -94% -3% -3% -32%
612 BI| -94% -4% -2% 38%
"2 BI -96% -3% -1% -23%
G123 B1 100% 0% o% 4%
13 BI1 100% -3% -329% 1%
N3 BI 77% 15% 8% 3%
N1 BI 65% 8% 27% 11%
E’3 BF 88% 2% 10% 8%
E”3 BF 30% 7% % 12%
E’1 BF| -94% -6% 0% -3%
E”1 BF| -100% 0% 0% -5%
G'12 BF -B88% -6% -6% «3%
G112 BF -87% -13% 0% 2%
G'13 BF valeurs ~A'constanhtes
G13 BF vaieurs «-»'consta!l\tes

N3 BF| -91% - 7% -2% -18%
11 BF ?79% 10% 11% 2%

Progression relative des grandeurs

fig II-5 pour différentes zones d'allongements

n(al)
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INFLUENCE DE L'ECRASEMENT DES FIBRES SUR L'ANISOTROPIE TRANSVERSALE.
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FIG II-6

Er  Ep

Eﬁ ‘Eﬁ
fonction de l'écrasement des
fibres

E%/Eé Bois Initial
ET/ER Bois Initial
ET/ER Bois Final

: ET ER Bois Final

B W N

Le tissu constitutif des cernes
ou des rayons ligneux est
isotrope transverse si les

les cellules ont un facteur
d'écrasement ¢T/¢R égal a 1.
L'écrasement de la cellule
détruit cette anisotropie en
créant des relations d'ordre sur
sur des grandeurs qui étaient
égales : Ef>E§; E%)Eﬁ; nR>nT;
SLr’6Lr’ SLT’CLR’ PTRVRTS

La figure II—-6 présente

les évolutions des rapports

E%/Eﬁ et E%/Eﬁ en fonction de
l'écrasement pour un bois initial
et un bois final. Les rapports
d'anisotropie sur les coefficients

de Poisson v suivent les

TR/YRT
mémes évolutions. Les rapports sur

3 3 ] 1
les modules de cisaillement GLR/GLT
et GLR/GLT sont moins sensibles a
l'écrasement (2,2 maximum dans le
cas du bois final). Il en est de
méme pour les autres rapports

d'anisotropie.

Comme pour l'allongement, c'est aussi le bois initial le plus

sensible aux variations d'écrasement, mais ce facteur de forme

affecte surtout le bois d'été. Pour un bois d'été le rapport maximum

d'anisotropie sur les modules d'Young est de 1l'ordre de 20.
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11-3 ETUDE DE L'INFLUENCE DE LA DENSITE SUR LES CARACTERISTIQUES
VISCOELASTIQUES DU CERNE

ITI-3-1 Généralités

Le matériau bois grace a4 la nature alvéolée de sa microstruture
utilise au mieux la matiere organique. La densité (ou la masse
volumique) est alors un paramétre essentiel pour le matériau, d'une
part, du fait qu'elle définit la quantité de matiere contenue dans
un volume donné de bois, mais surtout du fait de son influence sur
les caractéristiques viscoélastiques macroscopiques du matériau.

La nature des évolutions des grandeurs techniques Gksont des
fonctions puissance de la densité ( G?dc) ) l'exposant ¢ dépend du
type de sollicitation de la matieére il donc lié & des facteurs de
forme et sera différent selon la direction considérée (figure II-6).

Le probléme d'optimisation de 1'arbre

Si on considére que la fonction mécanique de 1'arbre est de porter
au mieux ses feuilles a la lumiére (envergure maximum des branches
inférieures, hauteur maximum) avec une masse de matiére organique
donnée, le probléme est alors de chercher une microstructure adaptée
a la réalisation d'une structure autoportante optimisée i.e. qui
résiste au mieux a la flexion et au flambement.

* Le probléme de flexion simplifie

On dispose d'une masse M d'une matiére possédant le module d'Young
Em et la masse volumique P, Pour réaliser le matériau alvéole,

de module d'Young E et de masse volumique p, constitutif d'une
poutre console de longueur L et de diameétre D. Le probléme

élémentaire de R.D.M. conduit & une fléche en bout de poutre:

=
£ gL"np2
AN

Si on considéere 1'ensemble des poutres de flaches relative /L

constante , on trouve pour la longueur L la relation classique
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({161, [171)

1/4 1/4
L=K(¥J (E ) ITI-3-1
g pz

ol K est une constante. L'envergure L sera maximum pour une masse M
du matériau alveéolée ayant le rapport E/p2 maximum. |
*cas du flambement

En.considérant la masse M de la poutre comme étant la cause de la

charge critique la formule d'Euler conduit &

nZEM

ap2L*

ou n est le coefficient numérique dépendant des conditions aux

g=

limites et des modes de chargement de la poutre. On retrouve la méme
relation que précedemment et la hauteur L maximum sera donc elle
aussi obtenue pour un rapport E/p2 maximum.

I1 faut donc une variation des modules en fonction de la puissance
de la densité ayant un exposant ¢ inférieur a 2 pour gqu'il existe un
gain de performance pour le matériau alvéolée par rapport a son
matériau constitutif.

IIT1-3-2 Cas de la direction longitudinale.

Dans la direction des fibres la valeur minimum de { est 1 ce qui
correspond a une loi de mélange de type Voigt entre matiere et
cavités qui ne sera atteinte que si les fibres sont suffisamment
allongées. La figure II-6 montre que la linéarité de 1'évolution
Eé(d) (et de E”3) est atteinte dés que les fibres atteignent un
allongement de 10 qui est une valeur inférieure a la plupart de
celles que l'on rencontre pour les fibres d'un bois standard.

Les calculs autocohérents sont effectués selon le schéma proposé au
paragraphe précédent :les inclusions vides (lumens) sont introduites

par etapes dans un matériau représentant le tissu élémentaire
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(couches S1, S2, S3 ). La densité du matériau est calculée & partir
d'une densité de 1,45 pour la matiére ligneuse sans vides. Le nombre
d'étapes du calcul autocohérent dépend de la fraction volumique de
vide ! (5 étapes dans le cas de 10% de vides a 100 étapes dans le
cas de 90% de vides). Dans le cas élastique des modeles prédictifé
de type statistique ont été construits sur le bois massif [3] ou au
niveau du cerne [15]. Les modéles autocohérents seront confrontés a

ces modéles empiriques.(figures I1I-7 II-8 I1I-9)

€13 ERINIO0 &R
2 /¢i Evolution de la partie réelle et

imaginaire du module d'Young dans

u la direction des fibres en fonction

40} de la densité pour différents

[

allongements du lumen.

o

-

vy

/// Les courbes sont repérées par
y l'allongement al

V4 s

3//

'}g

T T T * 7 + y T + T
A AN - s a8 i
vooRd &3 2.5 8.7 &2y 1.4

.

.;d'

orizine i [JDI N .00 gredustion e $.40 1 1.6

an ¥ oo dangive en ¥ 1 updule de Yound fonditudins!

g

fig 1I1I1I-6

Le tissu élémentaire est celui d'un bois initial décrit au
paragraphe I1I1-2 (& 10Hz et 15°C).
Parties réelles et parties imaginaires ont le méme type d'évolution

Eé(d) et Eg(d)*loo sont pratiquement confondues.
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EVOLUTION DE Eé ET DE E”3 EN FONCTION DE LA DENSITE

CAS DU BOIS INITIAL (10 Hz 15°C ALLONGEMENT LUMEN DE 100)

. T3+ :E} points expérimentaux
j T ( sur Sugi tireé de [15])
L~ 1: Régression sur les
J;f . 7 points expérimentaux
__.r'r - _..—"‘-_
- > .P-. . —.-—JJ—-‘_ —-.‘.‘_."—d-‘
e ’ B I ___«—"'
. e 2:E} Calculs autocohérents
" i e
P R
._.-—“‘_-‘-‘_ —-"—ﬂ__“.
1R e + R
__,_-rr,“‘_ = _,.—-'—"_P + _‘___,_~—-'—"—_ “ . .
T a #F I 3:Eé droite de régression
[ ; sur Epiceéa bois juvénile
—
5754 L
! ! (Tire de {15])
}
T R T A W A g {
i
...... . 4:Eg Calculs autocohérents
(Eé est multiplie par 50)

Figure II-7

Le modeéle autocohérent par étapes donne une évolution trés semblable

a celle obtenue sur le bois initial de Sugi.

Partie réelle et partie imaginaire évoluent linéairement en fonction

de la densite.
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EVOLUTION DE Eé EN FONCTION DE LA DENSITE CAS DU BOIS FINAL

BT d

37l ;; ff’ 1: E} calculs autocohérents

52 86% de S1+S82+83 & =10°

Z:Eé calculs autocohérents

i S2 72% de S1+S2+S3 a=15°

IS 33:Eé cas du bois final

;,f ladulte sur Epicéa

i (modéle expérimental)

rd ;4:Eé cas du bois final

juvénile sur Epicea

(modéle expérimental)

Figure II-8

Les modélisations fournissent des évolutions semblables &a celles
données par les régressions obtenues sur le Dbois final d'Epicéa
([15]) .Les droites 1 et 3 et les droites 2 et 4 ont mémes pentes
Les modeéles donnent des raideurs plus importantes dans ce cas, mais
plus faibles dans le cas d'une confrontation avec les modeéles
obtenus sur le bois total muliti-essences (Modéle de Guitard et

El- Amri [3]) :figure II-9
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EVOLUTION DE E!

EN FONCTION DE LA DENSITE. CONFRONTATION AVEC

LES

3

MODELES EXPERIMENTAUX DE BOIS TOTAL

33

< |
&
s

erifine &: .20 1 .50 radmnion & 3.43 i

s X o odensite en P L REN

1:Modéle de Guitard-El Amri
| Bois total multi-essence
résineux

2:Calculs autoccohérents
52 80% &a=10° Bois final

3:Calculs autocohérents
82 72% a=15° Bois final

4:Modéle de Reboul-Leban
bois total sur Epicéa

5:Modele de Chantre
bois total Epicéa

6:Calcul autocohérents
Bois initial
Remargque
{Pour rendre les comparaisons graphiques

plus lisibles, seules les droites de

irégession ont été tragées mais il faut
f

Figure I1II-9

360008 1

MPa

25888+

208080881

156068 -

180680+

56081

avoir a l'esprit 1'importance de la
dispersion des points expérimentaux

figure II-9a

Bois total Epiceéa
points expérimentaux
et Modeéle de

Reboul-Leban

Fig II-9a
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II-3-3 Module d'Young transversal, modules de cisaillement

EVOLUTION DES PARTIES REELLES ET IMAGINAIRES DU MODULE D'YOUNG

TRANSVERSAL ET DES MODULES DE CISAILLEMENT

1544 o o) 09 i
ﬂ
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! i
Fig II-10 Fig II-11
1 : PR(G,,) 1 : PI(E))
2 PR(El) 2 PI(GlS)
3 ¢ PR(G,,) 3 ¢ PI(G,)

L'évolution des parties réelles et imaginaires (figures II-10 et
II-11 ) du module d'Young transversal et du module de «cisaillement
ne sont plus linéaires en fonction de la densité . Il en est de méme
des parties réelles des coefficients de Poisson (figure II-24) . La
figure II-19 montre que les modules complexes de cisaillement G12 et
le module complexe transversal sont de la forme k*d3 ( k* eétant une
constante complexe ) ce qui témoigne de phénoménes de flexion de

plagques dans le sens transversal:
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Etude du probléme de plaque simplifie

~Cas du module 4'Young

/’\ 2
mmmmm 51
3
AR b x
| | | | | | | FL
. e s ! ! : e t
~ ~ ~. \I { } i\\\ \;{ g i ’\
( l { J 1 NN
™~ /‘/"‘, .\\\ e -~ \\ o - ! ™ ‘:\\ \'\}f s !
b T ] ! I Lo~
! ! ( f | A o
ot 1 b4
figure I1-12 figure II-13 figure II-14

Reprenons la démarche utilisée par Gibson et Ashby [18] : des
agencements alvéolaires du type de ceux donnés par les figures

II-12 et II-13 donnent naissance & des phénoménes de flexion de
plagues. Soit L la dimension caractéristique du matériau alvéolaire.
Une plaque carrée de coété L (figure II-14) sous l'action de l'effort
linéique F/L a une fleache v proportionnelle a (l—ui)FLz/Eme3 ou Em
et v sont le module d'Young et le coefficient de Poisson du
matériau constitutif supposé isotrope. La contrainte apparente pour

2 et sa déformation relative

le matériau alvéolaire est o=F/L
apparente est e=v/L d'ou le module apparent E =0/c proportionnel &
Em(e/L)3 donc

% = K(E)3 = K( )3 ou d est la densité du matériau alvéolaire

m m

0.

dm la densité du matériau constitutif et X une constante. le module
du matériau alveéolaire est donc, dans ce cas, proportionnel au cube

de sa densité.
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-Cas des modules de cisaillement
Gibson—-Ashby ([18]) propose le méme type de mécanisme de déformation
dans le cas du cisaillement dans les matériaux alveéolaire ce qui

conduit aussi & des modules de cisaillement proportionnels au cube

de la densité

2 | 3

G = & Yy = 4 v o= k-EE 2 S = k! d (k et k'constantes)
Y L E e3 E d

m

Le module de cisaillement correspond alors au module G12 (cu 621) et
la relation précédente ne deépend pas du type d'agencement des
cellules (figures II-17, II-18).

Dans le cas du plan 13 (ou 23) la nature de 1'agencement intervient
dans la relation module—-densité

Soit un agencement de cellules, donné par la figure II-15, gque l'on

rencontre dans certains résineux

N plagques d'épalssour o
Fig II-15 Fig II-16
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En supposant la continuité des parois paralleles au plan 23 et en
négligeant l'action des parois paralléles au plan 13 (figure II-16)

Le module de cisaillement est alors proportionnel & la densité :

Dans le cas d'agencement de cellules du type de ceux représentés
sur les figures II-12 et II-13, il existe des contributions non
négligeables, dues a des flexions pour les parois non paralléles au
plan 32, pour des sollicitations dans le plan 23 ou 13
Le calcul autocohérent montre que dans les modules de cisaillements

G13 (ou GZB) sont proportionnels au carré de la densité (figure

I1-21)
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Fig II-21
PR = £(d° = f(d?
(6,5)=£(a%)  PI(G, 5)=£(d?)
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EVOLUTION DES MODULES DE CISAILLEMENT ET DU

MODULE D'YOQUNG
TRANSVERSAL EN FONCTION DU CUBE DE LA DENSITE
.;EW' /1 H 2/{«
.84
§ 1.3 /
:é ' f/ -
z / 5
% " A i
/ |
2 } e
45 ; ////3 { ,{/
er. i g .
. ’/" :f?’;
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OFi4ing §1 RO S 0% 4raguatich §) PR N ) § iy PRV 000 arduRtien W 3 i O.':I
80 ¥ 1 Pimstulest et Plinpdulesiild ;
Fig II-19 Fig 1I-20 E1=f(d3)
1 PR(El) = f(da) + Points expérimentaux
2 PI(El) - f(da) é Regr§551on sur les
3 - premiers points
3 PR(G,,) = f(4d7)
12 3 2 Régression sur les N
4 PI(GIZ) = £(d7) points expérimentaux.

L'évolution linéaire du module d'Young élastique en fonction du cube

de la densité est aussi constatée expérimentalement

dans la

direction tangentielle pour le bois massif de feuillus. La figure

I1-20 présente les évolutions du module d'Young élastique tangentiel

en fonction du cube de la densité (évolutions tirées de ([3]).

Les deux
a 0,9 et
~Ce type

sur l'intégralité des données.

lesquels

-Pour le matériau bois, dans la direction radiale,

la plage de variation en densité est plus modeste.

régressions ont été effectuées sur les densités inférieures

d'évolution est moins flagrant pour les résineux pour

les évolutions ne

sont plus linéaires en fonction du cube de la densité & cause de la

présence des rayons ligneux.
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cas des coefficients de Poisson

Y3132

Dans ce cas les vides n'interviennent que trés peu et le coefficient
" de Poisson du matériau alvéolaire est proche du coefficient de
Poisson correspondant (uslou Pag ) du matériau constitutif (0,39)
quelque soit le type d'agencement des cellules. Le calcul
autocohérent donne une valeur presque constante de 1'ordre de 0, 39.
(figure 1I-22 )

Y12'721

Dans le cas des grandes fractions volumiques de vides, le modele
plagque est admissible, des calculs par é¢léments finis menés sur
différents agencements montrent que le motif carré de la figure
I1I-15 donne des coefficients de Poisson faibles pour le repére

e e

(1, 2, 3) défini figure II-15 alors que le motif hexagonal de la
figure II-12, le motif circulaire, ou le motif carré dans un repeére
—

(1, 2, 3) tourné de n/4 donnent des coefficients de Poisson tres

supérieurs au coefficient v ) du matériau constitutif qui est

12 (21
proche de 0. Ces coefficients de Poisson sont alors peu sensibles a
la densité du matériau alvéolaire. Dans le cas d'un matériau
constitutif isotrope le calcul par éléments finis donne un
coefficient de Poisson de l'ordre de 0,9 pour les cellules a
sections circulaires ou hexagonales pour une densité variant de 0,1
a 0,25.

Dans le cas des fractions volumiques de vides plus faibles le modele
plaque ne convient plus. Un calcul autocohérent donne 1'évolution
présentée par la courbe 2 de la figure II-24 ou vy, décroit quand la

densité augmente pour tendre vers la valeur limite constituée par le

V1o du materiau constitutif.
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Y13 © P23

Pour ces coefficients de Poisson la forme de la cellule intervient
aussi. Pour des motifs et des sollicitations pour lesquels des
phénoménes de flexion de plaques sont mis en jeu (motif hexagonal,
motif carré tourné de n/4, motif circulaire) les coefficients i3 |
des matériaux alvéolaires sont plus faibles que celui du matériau
constitutif vers lequel ils tendent gquand la densité augmente

(courbe 3 figure II-22). Le calcul autocohérent montre que cette

évolution est linéaire en fonction du carré de la densité (figure

I1-23)
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III LE BOIS MASSIF
III-1 GENERALITES.
A ce dernier niveau d'hétérogénéité, 1l'anisotropie provient de la
forme en plaque des cernes et de la présence des rayons ligneux.
Dans le cas de la direction longitudinale, les facteurs de formé
rencontrés aux différents niveaux, concourent a privilégier la
raideur du matériau : allongements des renforts cristallins et des
fibres, écrasement des rayons ligneux.
Dans le plan transversal, une anisotropie peut déja exister au
niveau des tissus constitutifs des cernes ou des rayons ligneux.
Cette anisotropie est surtout présente dans les cernes de bois
final, elle deécoule de 1'écrasement des fibres (I1I-2). La forme en
plaque des cernes et l'écrasement des fibres ont tout deux tendance
a rigidifier la matiére ligneuse dans le sens tangentiel, or le
matériau bois présente toujours une anisotropie transversale inverse
avec un rapport ER/ET de l'ordre de 1,6 pour les résineux et de 1,7
pour les feuillus dans le cas élastigue [3]. Ce sont les rayons
ligneux qui réalisent ce renforcement.
Des simulations par le schéma autocohérent permettent d'évaluer, au
niveau du bois massif, la part de chacun des facteurs anatomiques
sur l'anisotropie globale du matériau.
ITI-1 INFLUENCE DE L'ECRASEMENT DES FIBRES DANS LES CERNES DE BOIS
FINAL.
Pour cette simulation, le matériau est constitué de cernes de bois
final disposés en plaques dans une matrice de bois initial (fig
III-1). Les fibres composant les cernes de bois initial ne
présentent pas d'écrasement.

Les caracteéristiques viscoeélastiques des tissus constitutifs sont
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tirées des calculs effectués au paragraphe I1-2.
Un des facteurs d'anisotropie retenus (III-1) est celui de Barkas
redéfini par Guitard et El Amri dans [19]. Ce facteur représente
aussi la fraction volumique de rayons ligneux dans le cas de
l1'utilisation de lois de mélange sur des tissus constitutifs
isotropes transverses [19].

EpEp

n= — I1I-1
(E; ~Eq)+(Eg~Er)

Les autres facteurs d'anisotropie sont définis par les relations

suivantes
fal=E/ /E fa2=E; /E} fa3=E} /EL II1-2
Bois final en plaque dans une matrice *
congtitués de bois initial.
Influence de I'écrasement @T/@R
K T
-
g s
\-\N
R
A ) /”MWN“’\\ —

St

fig 111
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EVOLUTION DES FACTEURS D'ANISOTROPIE ET DES FACTEURS DE PERTE EN

FONCTION DE LA FRACTION VOLUMIQUE (f) DE BOIS FINAL POUR

DIFFERENTS ECRASEMENTS DE LA CELLULE DU BOIS FINAL.
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fig III-3 fal(f) et fa2(f)

fig III-2 et fig III-3

Le facteur de forme "écrasement de

' est sensible sur les
fa3=ER/ET

un bois massif a

la cellule'
facteurs d'anisotropie
et fa2=Ei/E§
40% de bois final présente un facteur
d'anisotropie fa3 qui est réduit de
moitié pour une évolution
d'écrasement allant de 1 a 6.

Pour la méme variation d'écrasement
et la méme proportion de bois final
le facteur fa2 est guasiment doublé.
Les variations sur n et fal sont plus
faibles (x50% pour n et 25% pour fal)

(Les courbes sont repérées par

l1’écrasement)
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fig I1I-4 : no(£), np(f), np (£)

L'influence de 1l'écrasement sur les facteurs de perte est surtout
sensible sur N augmentation de l'ordre de 70% pour une évolution
d'écrasement variant de 1 & 6 pour un bois massif & 40% de bois
final.

remarque

Pour un écrasement donné, l'allure des courbes des figures III-2

4 III-4 est la combinaison des effets de forme (cerne de bois

final en plaque) et de ceux dis & la différence des
caractéristiques bois final-bois initial. Ces effets jouent dans

le méme sens pour E;!, Ei,

sont antagonistes dans le cas de Eé et N

(augmentation) et L, (diminution), ils

III-2 LE ROLE DES RAYONS LIGNEUX AU NIVEAU DU BOIS MASSIF

Le dernier paramétre morphologique jouant un réle important au
niveau du comportement du bois est le rayon ligneux. Les deux
variables caractérisant cette inclusion sont la fraction volumique
et le facteur de forme d'écrasement.

Pour ces simulations on suppose, pour fixer les ordres de
grandeurs, un bois total de densité d'environ 0,6 constitué d'une
matrice viscoélastique orthotrope réalisée a partir de 50% de bois
de printemps moyen et 50% de cernes de bois d'été moyen dont les
cellules ne présentent aucun écrasement et dont les densiteés
respectives sont de l'ordre de 0,4 et 0,7. Cette matrice est
‘renforcée radialement par des rayons ligneux dont on supposera une
microstructure proche de celle d'un bois initial & 50% de vide.

Les calculs autocohérents effectués au niveau du cerne et du rayon
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ligneux, issus de ceux réalisés au chapitre II (10Hz 15°C),
donnent alors pour les trois tissus constitutifs des
caractéristigques principales proches de celles mesurées par
Schniewind sur un chéne de Californie [20]. Ce bois est choisi a
cause de la grande plage de variation de fraction volumique de

rayons ligneux qu'il présente (de 6% & plus de 40%).
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fig III-5 fig I11-6
Evolution des parties réelles Evolution des facteurs de
des modules d'Young en fonction pertes dans les trois
de la fraction volumique des directions en fonction de la
rayons ligneux pour différents fraction volumique des rayons
écrasements du rayon. ligneux pour différents

écrasements du rayon.

Les deux figures montrent que le facteur d'écrasement du rayon
ligneux a une influence sensible sur les caractéristiques
longitudinales d'un bois massif puisqu'il est possible d'envisager
une progression de 13% sur la partie réelle du module d'Young

longitudinal dans le cas d'un bois contenant 10% de rayons ligneux
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pour des écrasements évoluant entre les limites possibles. Cette
progression est de l'ordre de 40% dans le cas d'une fraction
volumique en rayon ligneux de 30% dans les mémes conditions
d'évolution de 1'écrasement.

Le facteur de perte longitudinal diminue avec 1l'écrasement des
rayons ligneux, 1l'amplitude maximum de cette évolution est de
l'ordre de 25% pour un bois & 10% de rayons, elle atteint 46% pour
un bois massif contenant 30% de rayons ligneux.

Les autres grandeurs techniques sont relativement insensibles au
facteur d'écrasement du rayon ligneux hormis pour le module G;T
et les parties réelles des coefficients de Poisson v_.et v

RL LR’

Influence de la fraction volumique de rayons ligneux

La relation d'ordre entre Eé

en rayons inférieur a 4% et il faut au moins 10% de rayons ligneux

et E% s'inverse pour un pourcentage

pour obtenir un rapport Eé/E% aux environsde 1,7.

Quelque soit la valeur de 1'écrasement du rayon ligneux, la partie

réelle du module d'Young longitudinal décroit avec la fraction

volumique de rayons ce qui constitue un des éléments explicatifs de
la moindre rigidité, a densité égale, des feuillus par rapport aux
résineux.

A partir d'un écrasement de 10, les évolutions des parties réelles

des trois modules en fonction du pourcentage de rayons ligneux est
quasi-linéaire ce qui est constaté sur les tissus de bois massif
dans [20] pour le module élastique radial.

Le tissu constitutif du rayon ligneux des simulations précedentes
(bois initial & 50% de vide) correspond au maximum de raideur

relevé sur un tissu de rayon ligneux par Schniewind. Les valeurs

moyennes de raideur mesurées dans la direction du rayon sont
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proches de celles d'un bois initial & 70% de vide. Dans ce cas de
figure, les évolutions données par le schéma autocohérent sont
conformes & celles mesurées par Schniewind sur le module radial
"de plusieurs spécimens de chéne de Californie au niveau du bois

massif : figure II-7.
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fig 1I1-7

Evolution de Eé en fonction du pourcentage de
rayons ligneux donnée par le schéma autocohérent
et mesures du module élastique radial pour
différentes fractions volumiques de rayons ligneux

(tirées de [20])
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fig I11I-8 fig I1II-9

Evolution de différents facteurs d'anisotropie du bois massif
en fonction de la fraction volumique de rayons ligneux pour
différents facteurs d'écrasement du rayon ligneux (tissu & 50% de
vides).

(Les courbes sont repérées par 1'écrasement du rayon)

Le facteur d'anisotropie Ei/Eé est particuliérement sensible & la
fraction volumique de rayons ligneux dans la zone des faibles
proportions en rayons, par contre, l'influence de 1'écrasement des
rayons ligneux n'est tangible que pour un pourcentage conséqguent
(au delsy de 10% de rayons).

Pour une fraction volumique de 15% en rayons ligneux, ce qui
représente une valeur moyenne pour ce type de feuillu, les
facteurs d'anisotropie donnés par le schéma autocohérent sont :

ER/ET % 1,9 EI/ER ~ 7 Ei/E% ~ 10 a 14 (selon l'écrasement)
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Ces valeurs appartiennent toutes au domaine de variation des
facteurs d'anisotropie d'un chéne ([3].

Les facteurs d'anisotropie relatifs aux facteurs de perte sont
moins sensibles que les précédents au pourcentage de rayons. Par
contre pour le facteur nR/nL est en général trés sensible au

facteur de forme 'écrasement du rayon ligneux'.

Conclusions (paragraphes II et III)

Pour les deux derniers niveaux d'hétérogéneéité, les facteurs de
forme des constituants jouent un rdéle sensible sur le comportement
viscoélastique du tissu consideéré.

- Au niveau du cerne, pour le domaine d'amplitude retenu pour

1'allongement des fibres, la variation sur la partie réelle et
*

3

de 30% pour un bois initial. La sensibilité des grandeurs

imaginaire du module d'Young longitudinal E_ peut atteindre plus
techniques aux facteurs de formes dépend de la densité du materiau
dans le cas 'd'un bois final, il existe trois fois moins de
variation sur E; que dans le cas d'un bois initial.
Mais le paramétre morphologique le plus influant au niveau du
cerne est l'écrasement de la cellule puisqu'une évolution des
grandeurs E%/Eﬁ et E%/Eﬁ de l'ordre de 20 est possible.
Le schéma autochérent multi-étapes a permis, d'autre part, de
déceler la nature des évolutions des grandeurs techniques en
fonction de la densité, évolutions qui sont confirmeées par
l'expérience dans le cas ou l'on dispose de suffisamment de

données. Ces simulations numériques montrent aussi que 1l'arbre

bénéficie pleinement de la nature alvéolaire de sa structure deés
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qué le facteur d'allongement de ses cellules atteint 10 qui
représente une valeur plutét faible pour un allongement standard.
- Au niveau du bois massif, c'est la présence des rayons
ligneux qui permet d'obtenir les facteurs d'anisotropie constatés
sur le bois massif. Dans le plan transversal, les premiéres
fractions de rayons permettent d'annuler rapidement l'anisotropie
résultant de l'effet conjoint de la forme en plaque des cernes et
de l'écrasement des cellules du bois final pour ensuite inverser
la relation d'ordre entre Eﬁ et E%. L'écrasement du rayon ligneux
joue un rdéle notable sur la partie réelle du module d'Young et sur
le facteur de perte dans la direction longitudinale.
Un élément essentiel des différences constatées entre résineux et
feuillus tient dans la particularité des proportions en rayons
ligneux de ces deux familles.
Les valeurs des modules d'Young, des modules de cisaillement et
des facteurs de pertes au niveau du bois massif, obtenues &
1'issue des différentes simulations réalisées par la meéthode
autocohérente aux trois échelles d'hétérogénéité du matériau
en prenant des valeurs moyennes pour chacun des parameétres
influants, sont remarquablement comparables aux valeurs
expérimentales typiques du bois simulé. Pour les coefficients de
Poisson, les relations d'ordre [3] sont respectées mais les
valeurs trouvées par les simulations sont sensiblement plus

faibles pour v Comme pour beaucoup de composites artificiels,

RT"
les parties imaginaires de ces coefficients de Poisson sont ici

négligeables (& toutes les échelles d'hétérogeéneite).
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CONCLUSION

Pour le matériau bois, comme pour les composites artificiels, la
géométrie des phases constitutives représente un élément essentiel
parmi ceux qui conditionnent les caractéristiques viscoélastiques
macroscopiques. Elle affecte dans des proportions sensibles les
grandeurs techniques : au niveau d'un tissu élémentaire
l'allongement des renforts cristallins peut conduire a des
variations de 1 & 4 du module d'Young longitudinal, dans le méme
contexte, des variations de 1 & 10 sont possibles pour le facteur
de perte dans la méme direction; au niveau des fibres, c'est
l'écrasement qui représente l'élément géométrique influant, des
variations de 1 & 20 du rapport des parties réelles et imaginaires
des modules transversaux (E%/E‘, E%/Eﬁ) sont possibles pour un
bois final; au niveau du bois massif, 1'écrasement du rayon
ligneux constitue le seul parametre géométrique variable, des
écarts de l'ordre de 40% pour la partie réelle du module d'Young
et le facteur de perte dans la direction longitudinale pour un
feuillu & 30% de rayons ligneux sont alors concevables.

Les facteurs de forme peuvent aussi affecter la température a
laquelle apparait un facteur de perte maximum. Comme pour les
grandeurs techniques c'est la forme en plague de la phase qui
transite qui donne la plus grande anisotropie. Cette anisotropie
de température peut atteindre, dans certains cas, une dizaine de
degrés.

Les différentes simulations montrent que les modéles de Reuss et

de Voigt donnent les valeurs extrémes pour les facteurs de perte
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d'uﬁ composite quelconque, mais qu'il peut exister une inversion
de la relation d'ordre entre ces deux valeurs extrémes.

Des simulations autocohérentes multi-étapes au niveau du tissu
alvéolaire constitutif des cernes montrent que le facteur
d'allongement des cellules est tel qu'il permet & l'arbre d'étre
une structure naturellement optimisée pour les sollicitations de
flexion et de flambement.

Les différents tests menés sur la méthode autocohérente montrent
la nécessité de procéder a une approche multi-étapes dans le cas
des fortes proportions de renforts et dans les cas ou la raideur de
l'inclusion est plus faible que celle de la matrice.

Des confrontations des schémas autocohérents avec diverses
expériences et scolutions analytiques prouvent leur fiabilité dans
la plupart des cas et démontrent leur capaciteé en tant gu'outils
d'analyse ou de prédiction des caractéristiques d'un composite &
comportement viscoélastique linéaire.

Ces outils pourraient é&tre encore améliorés en introduisant
1'influence des inclusions proches de l'inclusion principale dans
le cadre d'un schéma multi-site qui permettrait la prise en compte

de l'éventuelle texture de répartition des inclusions du composite.
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ANNEXE I
FORMULAIRE

COMPOSITE A RENFORTS CYLINDRIQUES
Module de compressibilité dans le plan

Ve
K.. = k_+ F1
(1/(kg=k ) + (v /(K +6 )

G (£)+ (K_(t)+ % G (£)) (Ve/v) F2

1
3

K23(t)= Km(t)+

Module de cisaillement axial

v.G_ o+ G.(1+vy)
G -G m-m f £ F3

12 m
Gm(1+vf) + vam
Glz(t) = ((1+vf)/vm)Gm(t) Fa
Module de Young axial
2
dv_v (v, — v_)
E, =Ev_ + E.v_ + fm § il F5
1 m m £f'f

v /ke + Ve/ko o+ 1/G

Coefficient de Poisson axial

vmvf(uf—vm)(l/km—l/kf)

v /Re * Ve/k + 1/G

Module de Young transversal (Théocaris)

2 2 =2
I''v_(1-v,.) 1 (v W) (TM v +1)-4Tv 2v 1
([( £ £ + ~[um(F2vf—1)+ £ £ £ )+-——})

E E

f 1 - Ve 1 l—uzo

avec I'=
(vf(l—vm)+(1+um))Ef+(1—uf)(1—vf)Em
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_ 2
2(um~uf)(l vm)Efvf

2 2
Em(l—vf)(l-uf~20f)+((1~um 2um)vf+(1+pm))Ef

( v appelé dans [21] coefficient de Poisson majeur correspond

en fait au v donné par la relation F6)

12

v défini par une loi de mélange : v =vaf+u v Fg

23 23 m m

et E1 module d'Young défini par F5

Module transversal (Whitney-Riley)

2
™ £ —
E, (2K23E1(1 023))/(E1+ 4»12 K23) F9
avec K23 ) El » Vg s Poa definis par les relations précédentes

Module de cisaillement transversal

G,y 2 G
23 23 _
(G~——)A+[G———}B+D—O F10
m m
avec.
G, G G G G G
_ 2( 7f 7 °f f f 3 T 2
D= Svam( g 1) ( g * nf)+([G"Jr'm+(G 1Jvf“) (G ”’f*HGJ”m If]"f)
m m m m
G G Gen_ (G G G r,
_ 2 [2£_ N\ (f £ (Cf N o3 f
=TOVeVn (G 1) (G +an+( g +(G 1)Vf+l] ((”m 1)(6 +”f} W (G r’fn
m m m m m m
G G G
f £ 3 3
gt () G ()
m f Gm Gm f annl £/ f
G G G G G G
2(°f £ £ £ 3 £ £
e 5) G (e o) b))
f'm Gm Gm f Gmnm £f'm Gmnm f}'f m £ Gm Gmnm
=( - = (3 \
T (3 4um) ryf(S 4p P,
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COMPOSITE CYLINDRIQUE A SECTION QUELCONQUE
Borne inférieure module de cisaillement

Ve

(l/(Gf~Gm))+((km+2Gm)Vm/ZGm(k+Gm))

COMPOSITE A RENFORT SPHERIQUE
Module de compressibiliteé

3(1-v ) (Ko /K —1)ve

k= x [ 1+
m

Module de cisaillement (faible concentration)

15(1-v ) (1-G /G v
G = Gm( 1- m £/ m’ " }
7—50m+ 2(4—50m)Gf/Gm

Module de cisaillement (forte concentration)

2(1-2v_) + (1+v ) (K /K _=(Rg/K ~1)v

(l—Gm/Gf)(7—50m+2(4~50m)6f/6m

G = Gf( 1 -
: 15(1—um)

Module de cisaillement (calcul approché)

)

(1-v) )

s ( - lS(l—um)(Gf/Gm--l)Vf

7—Sum+2(4—5um)(Gf/Gm—(Gf/Gm’l)Vf)

Module de cisaillement ( cas des sphéres vides)

-borne supérieure G2 (élasticite)
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@

7
15(l—um)((7+5um)p +4 (7 10um)) )V
f

3 " 7 3. 2.2
(7 SUm)+2(4 SUm)p Y (4 (7 10um)+(7+5um)p Y+126p7 (1-p7)
.. F16

-borne inférieure G1 (élasticite)

1

- = 5 F1l7
G 15(1~vm)(7+5um)(p ~-1)
1+( ]vf

(7-50) (7+5v_) (1=p°) (p'-1)+126p° (1-p%)

-bornes cas module complexe

PR(G) = alPR(Gm)=G1

PI(G)

A

alPI(Gm)=G2

Fleg

In

1 1 =
PR(@) azPR(é )=J1
m

[\

1 1 =
PI(@) GZPI(E )=J2

m

avec o, défini dans Fl6 et O, tel que

15(1-v_) (7+50_) (p'-1) ]V
£

o= 1 + (
(7-5v_) (7+50_) (1=p°) (p-1)+126p° (1-p°)?

* P 3 3
En mettant G sous la forme G = G0e3¢ les relations F18 donnent :

Fl8bis
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Module de cisaillement (cas des sphéres parfaitement rigides)

~borne supérieure

G 30(1-v_ ) (7-10v_)(p =1)
2 m m —
—o= 1 [ NP 3 72 )Vf_ Py F19
G 4(4-5p_)(7-10v ) (1-p ) (p —-1)+63p " (1—-p™) .
m m m
-borne inférieure
1
°1 _
7
Gm 15(1 um)(4(7—10vm)p +(7+59m))
- 3 7 3 2.2) V¢
(2(4~5p _Y+(7-5v_)p ) (4(7-10v_)p +(7+5v_))+126p  (1-p7)
m m m m
...... ... F20
—-bornes cas du module complexe
PR(G) < BlPR(Gm)
PI(G) s B.,PI(G.)
o F21
PR(Z) s B PR( )
G 2 G
m
1 1
PI(Z) =2 BPI(G )
m
avec Bl défini par F19 et Bz par
15(1-v_) (4(7-100 Yp +(7T+50_))
B.= 1- m m m v
2 3 7 3 2,2 f
(2(4-5v_)+(7-5v_)p ) (4(7-10v_)p +(7+5v_)+126p~ (1-p7)
m m m m
Mecdule de cisaillement (Christensen et Lo)
2
G G -
(é)A+(G)B+D—O F22
m m
avec
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G

G G
ol £ _ ,10/3_ “f 7/3 f 5/3
A—B[Gm l)(4 SUm)nllf 2[63(Gm l)n2+2nln3)Vf +252[ - 1)n2 Ve

G
f 2 _
~25[am—1)(7 12um+80m)nzvf+4(7 1Oum)n2n3

G G G .
s f _ 10/3 “f 7/3_ _f 5/3
B= 4( l}(l 5um)r,lvf +4(63(Gm l)nz+2nln3)vf SOQ(Gm 1 MoVe

+150( }(3 v )umnzvf+3(15um—7)n2n3

f_
m
10/3 O¢ 7/3 Gg ,5/3
D=4 [— —1) 5p —7)n1vf —2(63(5 —1]n2+2n1n3)vf +252(— ~1)n2 £
m m

+25 ff—l (02=7Vn v o~ (T+5p )
G m Ve m’ 1273

¢ ¢
”1=(ém‘1}(49 50v £ )+35(GmJ(uf—ZUm)+35(2uf—um)

G
n2=5uf(éf—8)+7(6f/6m+4)
m

Ny=(Gg/G ) (8-10v )+(7-5v )

COMPOSITE A RENFORT DISCOIDE

Module de compressibiliteé

K—Km 1
= v F23
Kf—Km 1+ Kf Km £
K+ 473 G
Module de cisaillement
-Boucher (faible concentration)
G-G 1
LU T
= =% Ve ra4
Gf—Gm 1+ m
C"m * Gd
Gf(QKf+Gf)
avec Gd =
b(Kf+ZGf)
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)

1 _ 1 [14- Yf( 2 o1s 2+(2-4R/3)A+2(3—-4R)B } Gm"G
¢ Gl 3 U g4a 1+A+(3-4R)B G
avec
G X G 3G
="'—"f_1 E'—";(—f - ‘-g—) R=
G X G 3K + 4G
m
Module de Young
g _ 27 Vetve(Eg/ED)
E
m 2 vf+vf(Em/Ef)

avec:

m,f indices correspondant & la matrice ou aux fibres

A fraction volumique

K23 ki modules de compressibilité dans le plan
K Km Kf modules de compressibilité
= 1/3
p = Vf

les autres symboles sont habituels
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ANNEXE II

UN EXEMPLE DE CALCUL DE BORNES DE ROSCOE

Reprenons le cas numérigue proposé par 1l'auteur pour log o =3.
Le composite est caractérisé par son module de cisaillement
complexe:
pr=pt+ipt
1'inverse de p* est noté j*=j'-ij"
Deux phases constituent le composite:
- une phase amorphe caractérisée par son module py=p +ipy
d'inverse j,=ji-13}
- une phase visco-élastique cristalline de module ui = pé+iu§
d'inverse ji = jé~ij5 (ué et Ho constants Yo )
Les bornes utilisées sont celles d'Hashin-Strickman qui donnent dans

le cas du matériau incompressible:
A3-1 p'zopg [Spp+(uy=pg ) (5-3C ) 1/ [5py+(py=py)2C, ]

A3-2 50 0=3, [Sup+Quln'p (5-3C 17153+ (3 73 'p2C

=1
1 jé
C. et C2 représentent les fractions volumiques des phases 1 et 2

1

Une amélioration peut étre apportée dans le cas du matériau Dbiphase

avec:
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T

f= t i
A3-3 fu'> gu"+1 avec 1t T “é Ni
N
HiHo = My My
e iy - 34
A3-4 hi' > kj"+1 avec Ji 35 ) Jé J{
3373

J{ 35 - Js 34

Pour log o = 3 on a ui=0,105 u£=0,036 pé=1,6 u5=0,08

(unités arbitraires). L'application de A3-1 conduit a

p' 2 0,299 (a) p"= 0,0536 (b)
Ul
or jr o= -—2-—-—1-———2— (A3-5) =3 j' =8,522 et j' =0,6234
Mooty

de A3-2 on tire 1/j'< 0,695 qui avec A3-5 et (a) donne

p"s 0,344 (c) et avec A3-5 et (b) donne p'< 0,69 (4)
Une amélioration de la borne supérieure de u" peut étre obtenue

utilisant A3-4 et la relation j{= 1/(ui2+ ugz) ce qui donne

j£= 2,922 et j% =0,03117 donc h=1,858 et k=5,076

de A3-4 on déduit alors l'inegalite p”2+5,076u”+(u'2—1,858u')< 0

qui avec l'encadrement trouvé sur p' conduit & p"< 0,154
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donc finalement on obtient les encadrements suivants:

0,299 < p' £ 0,69 et 0, 08536 < u" < 0,154

Remarque:
Dans le cas ou on utilise comme borne inferieure le résultat donné

par la loi de mélange sur les inverses on obtient

p'z [Z-—f-—?—] p'z [ .3 4 S ] soit p'z20,197
r Hr 0,105 1,6

pre (7 EE pre [ L2 4 B3y soit p"20,0496
r Hr 0,036 0,08

les bornes supérieures sont obtenues & partir des relationsI-7 et

I1I-8
) ( 1
TR -
( 0,5 0,5 )—2 + 0,5 + 0,5 )—2
8,522 0,65234 2,922 0,3117
oy —2
{'
0,5 + 0,5
0,036 0,08
\
2 ( !
u'l S —
( 0,5 + 0,5 )~2 + 0,5 + 0,5 )—2
v 18,522 0,65234 2,922 0,3117
P -2
0,5 ._ 0,5
0,105 1,6
\
d'ou 0,197< ut* < 0,858 et 0,0496 < pu" 5 0,836
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