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Chapitre 1. 

Introduction générale et étude bibliographique 

Dans ce document, nous nous intéresserons au problème de vibration d'une structure 

déformable couplée avec un fluide à surface libre contenu dans un domaine borné. Il est 

nécessaire de résoudre simultanément les deux sous - systèmes : fluide et structure en tenant 

compte de leurs conditions d'interface. Par exemple, lorsque la structure est placée dans un 

écoulement, sa présence perturbe celui-ci. Des efforts hydrodynamiques engendrés sur la 

structure peuvent être calculés et modifient alors sa position ou sa forme. Les interfaces fluide -

structure s'étant déplacés, l'écoulement est à son tour modifié, pouvant ainsi rendre caduque 

l'évaluation précédente des efforts hydrodynamiques. 

1.1 Les problèmes d'interaction fluide- structure 

La difficulté dans un problème d'interaction fluide - structure provient de la difficulté de 

définir une "entrée" au problème. Le mécanicien des solides souhaitera connaître le chargement 

sur la structure et donc les pressions exercées par le fluide sur celle-ci, inconnues du problème. 

Le mécanicien des fluides souhaitera connaître les conditions aux limites sur le domaine fluide et 

entre autres la cinématique de l'interface fluide - structure, elle aussi inconnue du problème. Le 

problème est donc à considérer globalement et à résoudre simultanément dans les deux 

domaines. 

Les problèmes d'interaction fluide - structure peuvent être classés suivant la 

configuration. Par exemple si l' écoulement du fluide est à l'extérieur ou l'intérieur de la 

structure, les méthodologies de résolution en dépendent fortement (Genevaux, 1996). 
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Figure 1.1 La boucle de couplage fluide - structure 

1.1.1 Problèmes extérieurs 

Notre cas d'étude ne concernant pas un problème pour lequel le fluide est à l'extérieur de 

la structure, nous ne ferons que citer quelques exemples des vibrations observées. 

- Structures civiles : hautes cheminées, grands ponts, gratte-ciel, câbles électriques, câbles de 

téléphérique vibrant sous l'effet du vent. 

-Structures marines : navires, plates-formes offshore soumises à la houle, 

- Structures aériennes : aile d' avion, pales d' hélice, aubages de turbomachines (turbines à 

gaz, compresseurs aéronautiques) etc., 

- Installations hydrauliques : vanne segment, aubades de turbines Francis etc .. 

-Structures de réacteur nucléaire :faisceaux tubulaires de réacteur ou d'échangeur. 

L'exemple le plus célèbre de rupture du fait des interactions fluide - structure, est celui du pont 

suspendu de Tacoma dans l'état de Washington (U.S.A.) sur la côte Ouest. La proximité des 

deux fréquences propres en torsion et en flexion, ont engendré suite à un vent transversal violent 

un phénomène de flottement : les efforts aéroélastiques relatifs au mouvement sur l'un des 
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modes, excitent l'autre mode, lui fournissant de l'énergie. L'amplitude du second mode 

s'accroissant, les efforts aéroélastiques correspondants transfèrent à leur tour de l'énergie sur le 

premier mode, qui lui aussi s'amplifie jusqu'à la rupture de l'ouvrage (Dat, 1995). 

Citons quelques ouvrages sans plus de commentaires : 

Blevins (1979, 1990), Gilbert (1989) : vibration induite par écoulement. 

Bisplinghoff (1955, 1962), Fung (1969), Dowell et al. (1978, 1989, 1995) : aéroélasticité, le 

fluide est compressible. 

Bishop (1979), et les thèses de Peseux (1989) et Oudin (1986) : hydroélasticité, études du 

comportement dynamique des structures marines en présence de houle en prenant en 

compte la déformation du navire dans le calcul. 

Conca et al. (1994), Païdoussis (1982, 1981), Chen J.J. (1975) et Chen S.S. (1991, 1994) : 

hydroélasticité pour les faisceaux tubulaires en écoulement monophasique ou diphasique. 

1.1.2 Problèmes intérieurs 

Le fluide peut être aussi à l'intérieur même de la structure. 

- tuyauteries mises en vibration par l'écoulement interne : les canalisations industrielles, 

circuits biologiques de notre organisme (hémodynamique) 

- les lanceurs à propergols liquides comme ARIANE. 

- les réservoirs : de véhicules, réacteur nucléaire. 

- la cavité acoustique. 

L'exemple le plus connu de ce type de problème est l'effet " Pogo " des lanceurs à 

propergols liquides ou une partie de la puissance propulsive est déviée de sa vocation pour 

entretenir un couplage avec les vibrations des structures. 

Citons l'ouvrage de Morand et Ohayon (1995) pour la formulation et les études 

numériques des interactions fluides - structures dans le domaine fluide borné. En ce qui concerne 

les problèmes de réacteur nucléaire, nous citons les revues de Belytschko (1977), Au-Yang et 

Galford (1982) et Engel (1994). Pour les études de problèmes d'interaction fluide- solide dans la 

cavité acoustique, nous citons l'ouvrage de Lesueur (1988) et Morand et Ohayon (1995). 
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1.2 Les méthodes de résolution 

1.2.1 Les approches analytiques 

En général, les solutions analytiques ne peuvent être trouvées que dans le cas de 

géométrie simple. Cette connaissance de solutions analytiques permet de valider les modèles 

numériques utilisés pour des géométries plus complexes. 

Dans le cas où la structure est indéformable en mouvement dans le fluide, et en absence 

de pesanteur, la théorie des masses ajoutées est utilisée. (Lamb, 1932 ; Birkhoff, 1955 ; 

Brancher, 1995). Dans cette théorie, seuls les effets inertiels du fluide sont pris en compte. On 

trouvera dans (Blevins, 1979) les masses ajoutées de cylindres de sections droites diverses pour 

des milieux fluides infinis. En présence d'une surface libre, dans le cas où la pesanteur est 

présente, il sera nécessaire d' introduire son énergie potentielle. Nous nous placerons dans ce cas­

là. 

Si la structure est déformable, cette théorie est difficilement applicable, car les 

coefficients hydrodynamiques dépendent de la forme de celle-ci. Le principe de la résolution est 

de déterminer dans un premier temps les modes et fréquences propres de la structure sèche, puis 

d'utiliser cette base modale pour exprimer la vitesse normale à l'interface, ce qui de calculer le 

potentiel des vitesses. Cette méthode est à rejeter si les bases modales "sèches" et "mouillées" 

n'ont a priori rien à voir entre elles. Prenons le cas d'un réservoir rempli partiellement : les 

conditions aux limites sur la structure seront différentes sur les parties immergées et émergées. 

1.2.2 Les méthodes numériques 

Les méthodes numériques sont très utiles pour résoudre les problèmes pratiques. Les 

méthodes peuvent être classées comme suit : différences finis, éléments finis, volumes finis et 

équations intégrales. Le principe de ces méthodes est la discrétisation d'un domaine continu, la 

recherche des solutions du système discret qui approche le problème. Citons les revues 

remarquables de Kalinowsk.i (1975), Belytschko (1977), Au-Yang et Galford (1982), Broderick 

et Léonard (1990), Engel (1994), et l'ouvrage de Morand et Ohayon (1995). 

Pour une structure complexe, même si on suppose qu'elle est rigide, le calcul de masse 

ajoutée nécessite une méthode numérique, éléments finis ou équations intégrales. On consultera 

la synthèse bibliographique de Rousseau ( 1994 ), et le livre de Bousquet ( 1990) ou potentiel de 

double couche. 
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Pour les problèmes généraux d'une structure déformable couplée avec un fluide, il existe 

plusieurs codes de calcul commerciaux : ANSYS, ADINA pour les problèmes de réacteur 

nucléaire (Engel, 1994) et MSC/NASTRAN (Fernhols et Robinson, 1996). 

1.3 Les études analytiques de ballottement dans un réservoir déformable 

Un exemple type d' interaction fluide - structure dans l'ingénierie structurale est un 

réservoir flexible sous excitation sismique rempli d'un liquide. Les deux composants sont la 

structure (le réservoir sec) et le fluide interne. 

Hormis les études numériques de Morand et Ohayon (1995) et de Omrani (1992), la 

plupart des études analytiques disponibles considèrent seulement les effets hydrodynamiques de 

chargement sur la structure, négligeant les effets de la gravité. Citons les revues remarquables 

mais anciennes d'Abramson (1968), Kana (1966) et Bauer (1981). On trouvera dans les deux 

premières, des résolutions pour des réservoirs cylindriques aux parois latérales ou au fond 

élastique, dans la dernière, pour un réservoir rectangulaire ayant un fond élastique. Dans le cas 

où la paroi est élastique et le réservoir rectangulaire peu d'études existent. En effet pour une telle 

géométrie, la méthode de séparation de variable n'aboutit pas. 

1.4 Le but d~étude et le plan de présentation 

Le but de cette étude est de présenter une résolution analytique du comportement de 

vibration du système couplé : liquide - réservoir où le liquide est incompressible et non visqueux, 

les effets de la présence d'une surface libre et de la gravité sont discutés. Le réservoir déformable 

est modélisé par une paroi rigide mobile, piston en translation, une plaque rigide en rotation ou 

poutre élastique. 

Le mémoire est divisé en 5 chapitres : 

Le chapitre 2 présente les équations générales du problème et la linéarisation de celui-ci, 

ainsi qu'un développement en série du potentiel des vitesses qui permet de satisfaire 

exactement l'équation d'incompressibilité et les conditions aux limites du fluide. 

Le chapitre 3 présente des applications: calcul des modes et fréquences propres d'un système 

couplé de type rigide (piston en translation ou plaque rigide en rotation). Les phénomènes 

de couplage solide - fluide avec surface libre sont mis en évidence en utilisant la fonction 

de réponse en fréquence. La notion de masse ajoutée classique est généralisée en prenant 
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en compte les effets de la gravité par l'intermédiaire de la surface libre du fluide . La 

procédure analytique complète peut être programmée facilement. Les résultats de cette 

méthode sont comparés avec les autres résultats analytiques. 

Le chapitre 4 étudie le cas où la paroi de réservoir est flexible. Elle est modélisée par une 

poutre en flexion. La procédure analytique complète peut être aussi programmée. Les 

résultats de cette méthode sont comparés avec les résultats numériques de la littérature. 

Le chapitre 5 présente une étude expérimentale de ce problème. Les phénomènes couplés 

sont mis en évidence expérimentalement et comparés aux résultats analytiques. 
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Chapitre 2. 

Formulation du problème d'interaction fluide 

structure dans un domaine borné en présence de 

gravité 

2.1. Introduction 

Nous présenterons les équations de base du fluide et de la structure, la linéarisation des 

équations et les conditions aux limites. Le potentiel qui satisfait les équations et les conditions 

aux limites linéaires sera déterminé. 

2.2. Les équations et les conditions aux limites du fluide 

La formulation d'écoulement avec une surface libre du fluide peut être trouvée dans 

Wehausen et Laitone (1960). Nous rappellerons les équations de base au fluide et de la structure, 

essentiellement afin de définir les notations et les hypothèses utilisées. Nous présenterons la 

linéarisation des équations et des conditions aux limites. 

2.2.1 Les équations et les conditions aux limites du fluide dans le cas général 

La figure 2.1 représente un modèle d'interaction fluide - structure dans un réservoir 

déformable. Nous désignons les coordonnés cartésiennes d'un point géométrique dans le 

domaine du fluide par x'= (x' ,y' ,z')' le temps par t', le domaine occupé par le fluide par 

n;(x',t'), celui de la structure par n:cx' ,t'), la surface libre du fluide par r;(x',t'), 

1 'interface entre le fluide et la structure par 2:: (ië', t') , la surface rigide de la structure par 
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I:;(x',t'), la surface déformable de la structure par I::(it,t')la vitesse du fluide par 

v' =v; ë;, (i = 1, 2, 3), la pression par p' = p' (x', t'), la masse volumique du fluide par p;. 

x· 

figure 2.1 Un modèle d'interaction fluide- structure dans un réservoir 

Les lois de conservation : 

Nous nous placerons directement sous l'hypothèse d'un fluide parfait incompressible. La 

conservation de la matière est traduite par l'équation de continuité du fluide, qui s'exprime par le 

fait que l'écoulement est isovolume: 

divv·· = o dans n;cx',t') (2.2.1) 

La loi de conservation de la quantité de mouvement donne l'équation d'Euler, où f' 
désigne les forces massiques extérieures : 

ov' _, _, -· 1 • 
-. +(v ·V) v = f -.-V'p 
~ Pr 

dans n;cx', t') (2.2.2) 

Nous travaillerons dans le cas où la température est contante, aussi nous ne présenterons pas 

l'équation de conservation de l'énergie. La loi de comportement de fluide étant définie, il nous 

faut maintenant caractériser les conditions aux limites sur les frontières de n;(x, t). 

Les conditions aux limites : 

Sur l'interface fluide - air (la surface libre) nous écrirons une condition cinématique et une 

condition dynamique. La condition cinématique traduit que la surface est matérielle, c'est à dire 

que le fluide suit le mouvement de celle-ci. Nous introduisons F' (x' ,y' ,z', t') l'équation de la 

surface libre, et 11' (x', z', t') les déplacements de surface libre par rapport la position moyenne, 

tels que : 
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F'(x', y', z', t') =y' - 11' (x' , z', t') (2.2.3) 

La condition d' interface matérielle est : 

DF' oF' (-' ) • 
Dt' = at' + v · "il F = 0 (2.2.4) 

La condition dynamique traduit que la pression sur r; (5ë', t') est égale à la pression 

atmosphérique P. : 

. 
p =p. sur r;cx',t') 

Les autres interfaces peuvent être mob_iles ou non et sont de type fluide - solide. 

Sur l' interface fluide- solide: 

(2.2.5) 

Comme précédemment, nous écrirons deux conditions cinématique et dynamique. La 

condition cinématique pour un fluide non visqueux traduit l'imperméabilité de la surface. Elle 

stipule que la vitesse normale du fluide à la paroi est la même que celle du point solide lui 

correspondant. 

v: . n = v'. n (2.2.6) 

avec ïi la normale extérieure au solide. 

Si Q' (x' , y' ,z', t') est l'équation de l'interface entre le fluide et la structure, l' équation est de la 

même forme que pour l'interface fluide- air: 

DQ' àQ' 
-. = -. + (v' . v) Q' = o 
Dt àt 

(2.2.7) 

Si la paroi est immobile Q' ne dépend pas du temps, l'équation ci-dessus se simplifie en: 

(v' . v)Q' = o =>v' ·n=O sur L~(x' , t') (2.2.8) 

La condition dynamique traduit la continuité de la pression normale où cr' désigne le tenseur des 

contraintes dans la structure : 

-p' ·ïi=cr' ·ÏÏ (2.2.9) 

Nous allons maintenant spécialiser les équation au cas d'une cuve bidimensionnelle. 

2.2.2 Application au problème de la cuve bidimensionnelle 

Nous traiterons le cas d' une cuve bidimensionnelle possédant une seule paroi mobile, 

deux parois immobiles et une surface libre tel que définie dans la figure ci-dessous : 
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h' 

y· 

h' 
p 

0 

D{(x'. y'. t') 

liquide 

L' 

figure 2.2 un modèle bidimensionnel d ' interaction fluide- structure 

Chapitre 2 

x' 

Nous noterons w'(y',t') la position de l'interface mobile fluide- structure car seule une paroi 

au repos verticale est mobile. Le domaine n;(5ë',t') est simplement connexe, aussi pour la 

résolution du système, nous réécrirons les équations en fonction du potentiel de vitesse du fluide 

dans n;cx',t') (2.2.10) 

L' incompressibilité en tout point du fluide : 

à2cp' &cp' 
àx •2 + ày •2 = 0 ' dans n;cx' , t') (2.2.11) 

avec n;(x'' t')' l'ensemble des points (x'' y') tel que : 

w'(y',t')~x· ~L', 

L'équation d'Eure s' intègre en équation de Bernoulli. Les forces volumiques étant celles de la 

pesanteur et 0 y étant dirigé suivant la verticale ascendante ; On a : 

[
à • 1 ((àcp') 2 (àcp') 2

) • ) 
v ;. + 2 àx' + ày' + ~; +g' y' = 0 (2.2.12) 

Ce qui donne l'intégrale première de Bernoulli . 

. 
p • • • • 
--,+gy =A(t) 
Pr 

(2.2.13) 
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Cette équation nous permet de trouver la pression p' en fonction de la cinématique du problème. 

On peut donc séparer le problème cinématique de celui du calcul de pression en remplaçant p' 

par: 

p [ . (( ')2 ( ')2) l • acp 1 acp acp • • • • 
-Pr 8( + 2 àx.' + ày' +g y -A (t) (2.2.14) 

A la surface libre, l'équation (2.2.4) donne : 

aF' acp • aF' acp • aF' 
at' + àx.' àx.' + ày' ày' = 0 (2.2.15) 

En utilisant (2.2.3) : 

m,· acp' m,· acp' 
~- àx.' àx.' + ày' = 0, 

y' =h' +TJ'(x',t'),w'(h' +TJ'(xA',t'):s;x' ::;L' (2.2.16) 

En prenant la pression atmosphérique comme pression de référence nulle, l' équation dynamique 

à la surface libre donne : 

0 • [acp' 1 ((acp') 2 (acp') 2

) • • • • • ·J Pr 8( + 2 àx.' + ày' +g TJ (x ,t) - A (t) 

(2.2.17) 

Nous ferons le même travail pour les autres conditions d'interface. Pour la structure mobile les 

conditions cinématique et dynamique donnent : 

(2.2.18) 

avec 

'(' ''). '('') Q x ,y , t =x -w y ,t (2.2.19) 

d'où: 

âw' i7q>. i7q> . âw" 
--+----=0 

ôt" ôx' ôy' ôy' 
(2.2.20) 

Pour traduire la condition dynamique sur l' interface, il nous faut exprimer la pression en ce 

point. La formule (2.2.14) contient le terme de pression hydrostatique invariant dans le temps 

pour une cote y' donnée. Appelons w: le déplacement de la structure. Il possède une 
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composante parallèle à x' égale au mouvement de l'interface w'(y', t'), et une composante 

parallèle à y' . Si l'on définit w; comme le déplacement de la structure par rapport à la position 

d'équilibre sous le chargement hydrostatique, la formule (2.2. 1 4) se simplifie en : 

(2.2.21) 

On retrouve le résultat de Morand et Ohayon (1995). 

Sur les parois immobiles, seule la condition cinématique est à écrire . Sur la face rigide de la 

cuve 

&p" = 0 
ax· 

Sur le fond de la cuve 

&p. 
- = 0 cy· ' 

x· = c, os y- s h • + TJ • <L., n (2.2.22) 

(2.2.23) 

Il nous faut écrire la loi de comportement de la structure mobile qui dépend de son type. Nous 

l'appliquerons chapitres 3 et 4 aux cas d'une masse pure en translation horizontale et à celui 

d'une poutre. Nous ne ferons ici apparaître que le vecteur chargement sur la structure 

tex:, y:, t' ,ii) au point de coordonnées ex: , y:) pour la linéarisation des équations. (2.2.9) 

s'écrit : 

(2.2.24) 

En générale, l'équation de la structure est non linéaire. Pour simplifier le problème, nous ne 

considérons que le problème linéaire de la structure. En revanche, nous allons linéariser les 

équations non linéaires du fluide (les équations de la surface libre et de l'interface fluide -

solide). 

Dans 1' annexe 1, nous présentons l'équation linéaire de la poutre qui est valable dans le cas des 

faibles pentes ( aw·~:' t") « 1) , avec une cinématique de type Bernoulli, dans le cas d'une loi de 

comportement linéaire élastique et les efforts généralisés étant calculés au point actuel 

w' (y' , t') . L'effort extérieur est donc représentatif de la pression au point actuel. 

Dans le cas d'un système à un DDL : masse- ressort- amortisseur, l'équation du système 

linéaire est : 
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où rn; , C: , k: sont la masse, l'amortissement et la rigidité respectivement. 

L'équation de la poutre linéaire est : 

- . • • _ • ô'w" .. ô'w" 
T(x, ,y,, t ,n)=p,8('+E 1 ôy"' 

où p;, E'I' sont la masse volumique et la rigidité de la poutre respectivement. 
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(2.2.25) 

(2.2.26) 

La conservation du volume pendant le mouvement rajoute une condition qui lie le 

mouvement de la poutre et de la surface libre : 

Jdx" dy " = h"L", quelque soit t' . (2.2.27) 
o·. 

Avec, dans toutes les équations qui précèdent, 

x." = w" (h • +Tl· (w" (h' +Tl·( ... ), t"), ( , t"), t"). (2.2.28) 

Nous allons maintenant linéariser ces équations. 

2.3 Linéarisation 

2.3.1 Transformation de domaine 

Les équations sont non linéaires et en plus écrites dans des domaines qui dépendent du temps. En 

effet, on notera la difficulté de définir la position du point A' , point de contact entre la surface 

libre et la structure. Deux possibilités se présentent à nous. : 

• On peut effectuer un développement de Taylor des fonctions apparaissant dans les 

équations, puis faire le développement asymptotique. 

• On peut effectuer un changement de variables afin de travailler dans un domaine fixe, 

puis faire le développement asymptotique 

Nous choisirons la deuxième méthode, afm de sommer au final, des fonctions aux 

différents ordres définies sur le même domaine transformé. 

Deux types de non - linéarités géométriques sont présentes : à la surface libre et à l'interface 

fluide structure. Si l'on désire étudier les faibles non - linéarités, nous pouvons introduire les 

développements des fonctions par rapport à deux petits paramètres, l'un relatif au mouvement de 

la surface libre e, l'autre relatif au mouvement de la structure 1;. 

Soit les deux transformations suivantes : 
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d'un espace (x, y, t) à un espace (x', y', t') faisant correspondre Je domaine Dr : 

[0,1].[0,1].[0,1] au domaine D~ : [0, 1].[0, h+T](x,t)].[O, 1], 

puis de l'espace (x', y', t') à un espace (x',y',t') faisant correspondre Je domaine D~ : [0, 

1].[0, h+T](x,t)].[O, 1] au domaine D;: [w'(y'),L'], [0, h+T](x, t)] , [0, 1]. 

Le changement de variable entre les domaines d'arrivée Dr(x,t) et de départ D'r(x,t) a 

été choisi de telle sorte qu'il fasse correspondre les frontières des domaines : 

x' = w'((h + TJ(X, t)) y)+ x (L'- w'((h + TJ(X, t)) y)). 

y' =(h+T](X,t))y. 

t' = t. 

(2.3 .1) 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

Les équations du problème précédent plus l'équation relative au changement de variable 
1 

peuvent être réécrites dans le repérage (x, y, t). Nous ne les écrirons pas ici du fait de leur 

complexité. Effectuons maintenant Je développement asymptotique. 
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y· 

1]' (x'. f) 

h' 

D{ (x'. y'. t') x' 
--~~~------------------~~~ 

0 L' 
~--------~--------~ 

(a) 

Y' 

h Di (x'. y'. t') 
x' 

0 

(b) 

y 

...,,.... 

Dr( x. y. t) 

--~~----------------~--~x 
0 1+-------""---------.1· 1 

(c) 

figure 2.3 transfonnation de domaine 
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2.3.2 Développement asymptotique 

Le domaine est alors fixé et le développement asymptotique pourra être fait dans ce 

domaine. Le potentiel de vitesse sera développé sous la forme : 

<p(x, y, t) = <p"'(x, y, t) +<p"' (x, y, t)E + <p "' (x, y, t)Ç + 

<p "' (x, y, t)E 1 + <p 11 (x, y, t)EÇ + <p 2
" (x, y, t)Ç ' + . .. 

Il en sera fait de même avec les fonctions T) et w. 

w(x, y,t) = w'~ (x, y,t) + w" (x,y, t)Ç + w'"(x,y,t)Ç' + .. . 

(2.3.4) 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

Développer T) uniquement en fonction de E , et w uniquement en fonction de Ç permet de 

donner une signification physique à ces deux petits paramètres : T) = o( E) ; w = o( Ç ). Ces 

grandeurs sont liées par la fonction <p • La structure mobile peut présenter une partie émergée. Si 

l'on note wd la position de cette interface émergée (« d » comme «dry»), un développement 

identique à (2.3.6) sera fait pour exprimer la nullité du chargement sur cette portion. 

Une autre solution serait de développer les fonctions inconnues sous la forme : 

<p(x, y, t) = <p"'(x, y, t)(I +Ç<p'" (x, y, t) +Ç' <p '" (x, y, t)+ ... ) + 

E<p 01 (x, y, t)(l +Ç<p" (x, y, t) +Ç'<p" (x, y, t)+ ... )+ (2.3.7) 

E2 <p 02 (x, y, t)(l +Ç<p" (x, y, t) +Ç'<p " (x, y, t)+ .. . )+ .. . 

Ces deux types de développements sont en fait équivalents. Ceci a été fait à l'aide du 

logiciel de calcul formel "Maple" car les expressions à manipuler deviennent rapidement très 

lourdes. 

Suivons l'évolution d'une des équations, la condition cinématique à la surface libre que 

nous rappelons ci-dessous : 

B<p , BT) ' B<p ' BT) ' 
--=-+----ay' at' ax· ax' · (2.3.8) 

Nous calculons tout d'abord la matrice Jacobienne reliant les dérivées, puis obtenons dans 

le nouveau repère aux points tels que y = 1 et 0 ~ x ~ 1 , cette condition sous la forme : 

ax' ay· ax' ay· 
1=-----ax ay ay ax (2.3 .9) 

J = (h + TJ(X, t))L' - (h + TJ(X, t)) w{(h + T)(X, t)}y, t)) (2.3.10) 

1 1 

f J(h + TJ(X, t))L' - (h + T)(X, t)) w{(h + T)(X, t))y, t)) dxdy = L'h (2.3.11) 
0 0 
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On introduit alors les développements précédents, ce qui nous donne en nous limitant 

dans ce document aux ordres 2. 

à l'ordre 1 : 

acp oo = ih1 oo + acp oo ih1 oo 

ax at axax' eny=1et0;:S;x;:S;1 

à l'ordre 2 en E 

8cp01 = àrlOI + 8cp01 àrlOO + acpOO àrlOI 

ax at ax ax ax ax 0, en y = 1 et 0 ::; x ::; 1 

à l'ordre 2 en 1; 

acplo __ acp1o àrloo 
ax ax ax = o, eny=1et0;:S;x:s;1 

Récapitulons ordre par ordre le jeu d'équations obtenu. 

ordre 00: 

Les équations obtenues à l'ordre 1 sont : 

82cp oo 82cp oo 

ax2 + ay2 = o 

acpoo 

ax 0 

0 

ih1 oo acp oo ih1 oo 
--+----

at ax ax 

àwoo acpoo àwoo 
--+----

at ay ay 

x=1,0:s;y:s;1 

y= 0, O:Sx:Sl 

y=1,0:s;x:s;1 

y= 1, O:s;x:s;l 

x= 0, O:s; y::; 1. 

(2.3.12) 

(2.3.13) 

(2.3.14) 

(2.3 .15) 

(2.3.16) 

(2.3 .17) 

(2.3.18) 

(2.3.19) 

(2.3.20) 
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1 1 

JTJ00 (x,t)dx- Jw00 (y,t)dy = 0 
0 0 

x= 0, 0:::; y:::; 1 

quelque soit t. 

Chapitre 2 

(2.3.21) 

(2.3.22) 

(2.3 .23) 

L'équation (2.3.21) ne fait pas apparaître de terme en g · w00 car les déplacements 

infinitésimaux sont perpendiculaires à la gravité. Nous faisons maintenant apparaître la loi de 

comportement de la structure. Dans le cas d'une poutre en vibrations transverses, il faudrait 

écrire la loi de comportement non linéaire, puis la linéariser. Pour les ordres 0 et 1, on obtient en 

fait l'équation classique liant les dérivées secondes par rapport au temps à la dérivée quatrième 

en espace: 

p:h4 a2w00 a4w00 
-----+--E'I' at2 ay4 

p;h4 (acpoo +.!.(acpoo)
2 

+.!.(acpoo)
2
) 

E'I' at 2 ax 2 ay 

p'h4 a2w 00 a4w 00 

Es'J' 7+7 = O 

Dans le cas d'un système masse ressort amortisseur, on obtient : 

1 

m,w00 + c,w00 + k,w00 = fr0(0,y,t,x)dy 
0 

(2.3.24) 

(2.3 .25) 

(2.3 .26) 

w00 = 0, TJ 00 = 0, k00 (t) = 0 et <p 00 (x,y,t) = 0 est solution du problème à l'ordre 00. Le retour à 

l'espace réel donne bien sûr une solution nulle. 

ordre 01 : Ç << e 

En injectant dans le système d'équation obtenue à l'ordre 2 en ela solution à l'ordre 1 (en 

faisant disparaître les termes indicés (00), le problème à l'ordre 01 est: 

1 alep 0 1 1 alep 01 

= 0 O:::;x:::;l, O:::;y:::;l (2.3.27) --- + ---
L'2 ax2 h2 ay2 

acpOI 
= 0 x=l,O:::;y:::;l (2.3 .28) ax 

acpOI 
0 y= 0, o:::;y:::; 1 (2.3 .29) ay 
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acpOI 

"""8t +go T)
01 (x,t) k 01 (t) 

1 8<p 01 

L'& 0 

0 acpOI 

T 01 (0,y,t,x) = -Pr """8t 

r~co,y,t,x) = o 

1 

JTJ01 (x,t)dx = 0 
0 
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y= 1, o::;y::;l (2.3.30) 

y=l, o::;x::;l (2.3.31) 

x= 0, 0::; y::; 1. (2.3.32) 

x= 0, 0::; y::; 1 (2.3 .33) 

x= 0, 1::; y::; hp (2.3 .34) 

quelque soit t. (2.3.35) 

La loi de comportement de la structure sera de la même forme que (2.3.24) et (2.3.25) ce 

qui nous donne : 

o (acpo') 
0 = - ;.;0 ---at x= 0, o::; y::; 1 (2.3.36) 

0 = 0 (2.3.37) 

Dans le cas d'un système masse ressort amortisseur, on obtient : 

1 

1 f 01 -O=k T (O,y,t,x)dy 
s 0 

(2.3.38) 

0 

Pour qu'une solution existe, l'équation (2.3.36) implique que ~r o soit de l'ordre de Ç, 
. El 

pour rejeter ce terme à un ordre différent. Il suffit pour cela de considérer une structure de grande 

rigidité. Il en est de même pour un système masse - ressort de rigidité k. infinie. 

La solution décrivant le fluide qui ballotte avec une faible amplitude dans une cuve rigide 

de même dimensions est solution de ce système. Pour chaque valeur de q vérifiant q= n 1t avec n 

entier, le potentiel de vitesse est donné par, 

cp
01 (x,y,t) = ~ co~q(x-1)) cosh(qy) ro sin(rot) 

la surface libre par, 

0)2 

'11°1 (x, t) = -~-0 co~q(x -l))cosh(q)cos(rot) 
g 

(2.3.39) 

(2.3.40) 
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2n 
le lien entre pulsation propre et longueur d'onde (-) est, 

q 

ordre 10: Ç>>E 

Chapitre 2 

(2.3.41) 

(2.3.42) 

Dans ce cas le mouvement de la surface libre est négligeable devant celui de la structure. 

1 a2cp 10 1 a2cp1o 
= 0 O~x~1, O~y~l (2.3.43) L2~ 

+---
h/ ay2 

acp1o 
0, x=1,0~y~1 (2.3.44) ax 

acp1o 
= 0 y= 0, 0~ x~ 1 (2.3.45) ay 

.!.. acp1o 
= 0 y=l, O~x~1 (2.3.46) 

hay 

a 10 :x . = kiO(t) y=1,0~x~l (2.3.47) 

.!.. acpiO ÔWIO 
x= 0, 0~ y~ 1. (2.3.48) 

Lax at 

T 10 (O, y, t, x) = 
- . ( acp/0) 

Pr at x= 0, 0~ y~ 1 (2.3.49) 

T10(0,y, t,x) = o x= 0, 1 ~y ~hP (2.3.50) 

1 
- Jw10 (y,t)dy=0 (2.3.51) 

On peut détailler la loi de comportement de la structure sous les mêmes hypothèses de 

petit déplacement pour une poutre et pour une masse rigide en translation : 

x=O, O~y~ 1 (2.3.52) 

0 (2.3.53) 
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1 

rn w10 + c w10 + k w 10 = fT10 (0 y t x)dy 
s s s ' ' ' 

(2.3.54) 
0 

Ce problème correspond au mouvement de la structure dans une cuve dont la surface libre 

a été remplacé par une paroi rigide. Nous ne chercherons pas à le résoudre. 

mode couplé (ordre '1 ') : Ç = 0( f:) 

Nous pouvons poser Ç = ~:: . Nous recherchons des solutions pour lesquelles les 

déplacements de surface libre et de structure sont du même ordre de grandeur. Baptisons 

ep 1 = ep01 + ep 10 . Le système devient: 

1 B2epl 1 B2epl 
L'2 ôx.2 + h2 8y2 = 0 O~x~1. O~y~1 (2.3.55) 

Bep) 
&x = 0 x=1,0~y~1 (2.3 .56) 

Bep) 

8y 
0 y= 0, O~y~ 1 (2.3.57) 

· y=I,O~y~1 (2.3.58) 

y=1,0~x~1 (2.3 .59) 

x= 0, 0~ y~ 1. (2.3 .60) 
_!_ Bep 1 Bw 10 

Lôx. at 

T1(0, y,t,x) = -p; (a:') x=O, 0~ y~ 1 (2.3.61) 

x= 0, 1 ~y~ hp (2.3.62) 

1 1 

JTJ 01 (x,t)dx- Jw10(y,t)dy = 0 quelque soit t. (2.3.63) 
0 0 

La loi de comportement de la structure peut être comme précédemment de deux types : 

p:h4 B2w 1o B4w1o 
-----+--
E'I' at2 8y4 

p;h4 (Bep') 
E'I' at x= 0, O~y~ 1 (2.3.64) 

(2 .3.65) 
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Dans Je cas d'un système masse ressort amortisseur, on obtient : 

1 

rn w10 +c w10 +k w10 = fT1(0 y t x)dy 
s s s ' ' ' 

(2.3.66) 
0 

C'est ce cas qui est développé dans les chapitres suivants. L'originalité de ce problème 

vient de la prise en compte de la pesanteur dans Je couplage. Nous ferons apparaître par la suite 

Je domaine pour lequel est nécessaire ce calcul complet. 

ordres suivants : 

Les ordres suivants correspondent à la recherche des solutions en prenant en compte les 

non - linéarités du système. Nous mettons en garde Je lecteur sur Je fait que les équations de loi 

de comportement de structure utilisées ci-dessus sont linéarisées. Il est donc nécessaire pour Je 

système masse - ressort comme pour la poutre, de se placer en grands déplacements (et au besoin 

grandes déformations) avant que d'utiliser le terme w20
• Nous ne tenterons pas ici de les 

résoudre. Le travail expérimental de VO (1996) ainsi que notre chapitre 5, mettra pourtant en 

évidence l'apparition rapide de ces non - linéarités avec J'accroissement d'amplitude du 

mouvement. 

2.4 La solution des équation linéaires d'ordre '1' 

2.4.1 Simplification des équations 

Afin de simplifier au maximum les équations à l'ordre 1 avant de les résoudre, faisons un 

dernier changement de variables. Ce travail est présenté pour la loi de comportement d'une 

poutre, un calcul similaire a été fait pour Je cas plus simple du système masse - ressort : 

h 
x= X

0 L' (2.4.1) 

y=yo (2.4.2) 

t=t
0 ff. (2.4.3) 

11o1 = 11oh (2.4.4) 

w01 =w0h (2.4.5) 

<p' =<p"h./ih (2.4.6) 
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Les grandeurs o sont dimensionnelles. Si le nombre de Fraude est donné par 

~ F, = VT, on notera que ro 0 = F, . Le système d'équations (2.3 .31 à 2.3.38) se transforme en: 

(2.4.7) 

(2.4.8) 

(2.4.9) 

(2.4.1 0) 

(2.4.11) 

(2.4.12) 

(2.4.14) 

L'th 1 

h JTJo(xo' to)dxo- h J wo(yo' to)dyo = 0' quelque soit t0
• (2.4.15) 

0 0 

En posant 

L' p:g'h3 p;g'h4 
h = L, Bo = "E'r ' Go = E'I' 

ce système peut être simplifié en : 

82<po 82<po _ 
axo2 + ayo2 - 0 . 0 ~ X 0 ~ L , 0 ~ Y0 ~ 1 {2.4.16) 
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acpo o. X 0 = 0 , 0 :o; Y0 :o; 1 (2.4.17) 
()xO 

acpo o. yo = 0, 0 :o; xo:o; L (2.4.18) -= ayo 

a 0 

:o + lt(xo, to) = 
1 

g'h kW). y0 = 1, O:o;xo:o;L (2.4.19) 

acpo Ôflo 
y0 = 1, 0 :o; X0 :o; L (2.4.20) -= ayo 8to 

acpo àwo 
X0 =0, O:o;yo:o;1 (2.4.21) àxo 8to 

82wo a4wo 
Bo 8to2 + ayo4 

acpo 
Go 8to , X0 = 0, 0 :o; yo:o; 1 (2.4.22) 

82 w~ 84 w~ 
0 X0 = 0, 1 :o; y0 :o; hp (2.4.23) Bo 8to2 + ayo4 = 

L L 

f TJO(Xo ' to)dXO-f Wo(yo 'to)dyo = 0 quelque soit t0
• (2.4.24) 

Du fait que le potentiel des vitesses soit défini à une fonction additive du temps près, on 

peut toujours supposer k(t0
) constante dans (2.4.19). La condition dynamique sur la surface libre 

s'écrit: 

82cpo Ôflo 
8to2 +BF= 0 (2.4.25) 

En éliminant l'élévation de surface libre TJ0 entre la condition (2.4.25) et la condition(2.4.20), on 

obtient la condition de surface libre portant sur le seul potentiel : 

82cpo acpo 
8to2 + ayo = 0 (2.4.26) 

Pour simplifier les écritures lors de la présentation de la résolution, nous ferons 

disparaître pour la suite le signe o dans les notations. 

2.4.2 Une solution analytique du système à interface mobile 

Ce paragraphe consiste en une résolution cinématique, elle est donc utilisable pour la 

poutre comme pour le système masse - ressort. On étudie les mouvements harmoniques du 
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système. En notant les formes propres de l'interface pour les parties immergée et sèche, 

respectivement par u(y) et ud (y), les déplacements de l'interface s'écrivent: 

w(y,t) = -u(y)cos(rot) 

wd{y,t) = -ud(y)cos(cot) 

(2.4.27) 

(2.4.28) 

Le potentiel de vitesse de liquide dans un récipient avec une paroi latérale en mouvement 

harmonique est donné par : 

cp(x,y,t) = Cl>{x,y) co sin(cot) (2.4.29) 

( 
cos(q(x-L)) ~ cosh(p.(x-L)) ) 

Cl>(x,y) = ~ . ( L) cosh(qy)+ L...a.. "nh( L) cos(p.Y) 
sm q n=l SI Pn 

(2.4.30) 

Cette fonction peut être trouvée à partir de Havelock (1928) et Urselle (1960), si l'on 

considère deux batteurs de houle distants d'une longueur 2 L et leur mouvement étant en 

opposition de phase. La loi de comportement et les conditions aux limites de la poutre permettent 

de déterminer les inconnues ~ , a.. , q, Pn et Œ du potentiel de vitesse, comme montré ci-après. 

Injectons le potentiel précédent (2.4.29) dans la condition à la surface libre (2.4.26) : 

2 8<1> 
-(J) Cl>+-= 0 

ây 
(2.4.31) 

ce qui donne : 

( 
cos(q(x-L)) ~ cosh(p.(x-L)) ) 3 • 

- ~ . ( L) cosh(q) + L..a.. "nh( L) cos(p.) co sm( rot)+ 
sm q n=l SI Pn 

( 
cos(q(x- L)) . ~ cosh(p. (x-L)) . ) . 

+ ~q . ( L) Slnh(q)- L..,O.nPn inh( L) sm(p.) co sm( rot)= 0 
sm q n=l s Pn 

(2.4.32) 

Cette condition doit être vraie quelque soit t : 

cos(q(x-L))( . ) ~ cosh(q(x-L))( . ) 
~ . qs1nh(q)-co 2 cosh(q) -L...a.n "nh( L) p.sm(p.)+co

2
cos(p.) =0 

sm(qL) n=l SI q 

(2.4.33) 

Pour que cette relation soit valide quelque soit x, les coefficients des fonctions cosinus et 

cosinus hyperboliques doivent être nuls : 

(2.4.34) 
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ro 2 =qtanh(q). (2.4.35) 

Ces deux coefficients p. et q du potentiel dépendent explicitement de la pulsation, mais 

aussi de la forme par l'intermédiaire de cette pulsation. 

Réécrivons la condition à l'interface fluide- solide (2.4.21) en utilisant le potentiel (2.4.29): 

( 
sin(-q L) ~ sinh(-p.L) ) . . 

-pq . ( L) cosh(qy)+ .L..a.nPn "nb( L) cos(p.Y) rosm(rot)=u(y) rosm(rot) 
sm q nal SI Pn 

(2.4.36) 

Après simplification : 

., 
u(y) = pq cosh(qy)- I;a..p. cos(p.Y) (2.4.37) 

n=l 

En utilisant les caractéristiques de la fonction cosh(qy) et de la fonction cos(p.y) 

exprimons les coefficients : 

(2.4.38) 

1 ( 1 )-1 
a..=- Ju(y)cos(p.Y)dy Pn fcos2 (PnY)dy (2.4.39) 

On peut voir que ces deux coefficients P et a." dépendent de la forme de mode de la 

paroi mobile u(y) et des fonctions de fréquence : q et Pn. 

Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons linéarisé les équations du système couplé et les avons 

adimensionnalisées. Le potentiel qui satisfait ce problème est obtenu en fonction de la forme 

propre de l'interface fluide- structure et de la pulsation. En général, la forme de mode de la paroi 

mobile est inconnue, et doit être déterminée en vérifiant la loi de comportement de la structure. 

L'effort que le fluide exerce sur la structure est déterminé par l'intermédiaire de quatre 

coefficients. Sauf dans le cas particulier d'un solide indéformable traité dans le chapitre suivant, 

où la forme de mode de la paroi est connue (de type de piston, par exemple), on doit résoudre les 

systèmes fluide et solide simultanément comme nous le montrerons dans le chapitre 4. 



Chapitre 3. 

Un modèle d'interaction fluide - structure : 

Masse- Ressort- Amortisseur- Liquide (MRAL) 

Résumé: 

En utilisant les résultats obtenus dans le chapitre précédent, on envisage un problème 

d'interaction fluide - structure dans un réservoir rectangulaire en présence d'une surface libre. 

Nous modélisons le problème par un système à un degré de liberté (un DDL): Masse- Ressort­

Liquide (MRL) ainsi que Masse- Ressort- Amortisseur- Liquide (MRAL). Les effets du fluide 

sur la structure sont présents par le terme de masse ajoutée qui se calcule analytiquement et 

s'exprime en fonction du nombre de Froude et du ratio de la longueur à la profondeur du liquide. 

Cette masse ajoutée se trouve positive, négative ou nulle. Ces variations seront interprétées à 

l'aide des énergies du système 

L'effet de la surface libre et l'effet du confinement du fluide sur la masse ajoutée sont 

analysés. Les différentes expressions de masse ajoutée sont obtenues lorsque les domaines de 

fluide sont bornés, semi-fmi et infmi. 

A l'aide de la fonction de réponse en fréquence, nous avons montre le couplage entre le 

système de structure et le système de fluide. Les effets des paramètres de la structure sur les 

fréquences propres du système couplé sont étudiés : l'effet de la masse et de la raideur. Dans le 

cas d'un solide indéformable en rotation autour d'un axe, les pressions dynamiques fourniront une 

inertie ajoutée. Les résultats sont comparées avec ceux existants. [Blevins 1979 ; Gibert 1988; 

Caillot 1983 ]. 

Ce chapitre termine par une mesure de l'influence d'un amortissement du mouvement de 

la structure sur les fréquences propres et amplitudes des fonctions de réponse en fréquence du 

solide et du fluide couplés. 
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3.1. Introduction 

L'interaction fluide-structure est un problème de système couplé. Dans des termes 

d'ingénierie, un système couplé est un système dynamique qui peut être décomposé 

physiquement en plusieurs composants hétérogènes de lois de comportement différentes, reliés 

ente eux par des équations d'interface. 

Un exemple dans l'ingénierie des structures est fourni par un réservoir flexible rempli 

d'un liquide sous excitation sismique. Les deux composants sont la structure (le réservoir sec) et 

le fluide interne. Parce que les composants interagissent dynamiquement, une analyse de la 

réponse du système doit considérer les deux composants : structure et fluide, simultanément. 

Des nombreuses études ont été faites sur les interactions fluides - structures, quelles soit 

analytiques, numériques, ou expérimentales. Mais, il est néanmoins intéressant d'étudier les 

aspects physiques d' interaction fluide - structure. De plus, une résolution explicite du problème 

dans un cas «d'école», peut servir de référence pour tester des méthodes numériques qui 

permettront d'aborder des cas plus complexes. 

Dans ce chapitre, pour mettre en évidence les aspects physiques de problème couplé, nous 

développerons un modèle simple : Masse - Ressort - Liquide (MRL). A l'aide de ce modèle 

simple, nous mettrons en évidences certaines termes physiques classiques comme la masse 

ajoutée, les pulsations couplées et les couplages entre fluide et structure. 

3.1.1. La masse ajoutée 

Les effets de la présence de fluide sur la vibration d'une structure immergée dépendent de 

la viscosité, la compressibilité, la présence de surface libre, le confinement, les non linéarités 

éventuelles, l'inertie de fluide etc. On ne peut pas considérer en même temps tous ces effets dans 

un modèle, du fait de la complexité du problème. 

La description fondamentale des effets de fluide sur une structure est la masse ajoutée, 

notion classique. La notion physique de masse ajoutée est également appelée « masse virtuelle », 

« masse entraînée» ou «masse induite». (Cf. Lamb (1932) ; Birkhoff (1955)). La notion de 

masse ajoutée joue un rôle très important dans les études d' interaction fluide-structure, que les 

résolutions soit analytiques ou numériques. 

Cette notion a été introduite en 1843, quand Stokes étudia un cylindre infini en 

mouvement avec une accélération uniforme dans un fluide illimité l'écoulement étant considéré 
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comme potentiel. Le champ de pression du fluide sur la structure est calculé, son intégration sur 

la surface fourni la force d'interaction du fluide sur la structure. Etant proportionnelle à 

l'accélération uniforme du cylindre, elle est mise sous la forme m. x, où m. est appelée« masse 

ajoutée». Cette masse ajoutée est égale à la masse du liquidé déplacée par le cylindre (Milne 

Thomson, 1968) : 

2 
m. = Pr 7t a ' 

où Pr est la masse volumique du liquide, a est le rayon de cylindre. La masse ajoutée est 

caractérisée par un scalaire dans le cas des symétries de forme. En général, c' est en tenseur (voir 

annexe 2). La masse ajoutée d'une poutre de section quelconque en translation dans un liquide 

infini dans le plan perpendiculaire à sa fibre moyenne, peut être obtenue à partir de cette formule 

à l'aide de la transformation de Joukovsky (Gibert (1988) ; Blevins(1979)). 

Dans le cas d'une sphère, la masse ajoutée correspond à la masse de la moitié du volume 

de la sphère. La pression sur la structure dépend de l'écoulement autour de celle-ci, c'est donc le 

calcul de cet écoulement qui fournit la valeur de masse ajoutée. 

Généralement, la masse ajoutée se calcule numériquement (sauf pour les formes simples), 

une étude bibliographique se trouve dans Rousseau (1994). En présence d'une surface libre, 

l'écoulement est modifié et donc la masse ajoutée aussi. Les valeurs de masse ajoutée présentes 

dans la bibliographie sont donc à prendre avec circonspection Caillot (1983). 

Nous citerons Conca et al. (1994) : "Il est bien connu qu'un corps solide se déplaçant 

dans un fluide infini subit de la part de celui-ci des forces de pression dont la résultante est le 

produit de la masse du liquide déplacé par l'accélération : cette masse fluide déplacée est alors 

appelée masse ajoutée. Cette matrice de masse ajoutée a l'importante propriété d'être symétrique 

et définie positive dont la principale conséquence est l'abaissement des fréquences propres d'une 

structure élastique quelconque dès qu'elle est immergée dans un fluide." 

La propriété mise en exergue par Conca et al. est que la masse ajoutée est positive. Nous 

montrerons que ce n'est pas toujours le cas si l'on considère une surface libre dans un champ de 

pesanteur. 
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3.1.2. L'objet de cette étude, le plan de présentation 

L'objectif de cette étude est de compléter la connaissance des effets du fluide sur la 

structure par la mise en évidence la fonction de réponse en fréquence, et par l'analyse de l'effet 

du confinement et de l'effet de la surface libre du fluide en présence de la pesanteur. 

Il est bien connu que le modèle a un degré de liberté (un DDL) joues un rôle très 

important dans la théorie de vibration. Pour illustrer notre discussion des problèmes d'interaction 

fluide-structure, un modèle simple est développé ici : le système consiste en une masse 

indéformable en translation ou rotation, liée au repère galiléen par un ressort sans masse, en 

présence d'une surface libre, et contenu dans un réservoir rectangulaire. Le système masse -

ressort peut être interprété comme une paroi mobile d'un réservoir. 

A l'aide de ce modèle simple, nous étudierons : 

- les fréquences et modes propres couplés 

- la masse ajoutée 

-l'influence de la surface libre 

- l'influence des caractéristiques du système (masse, raideur) 

-l'influence des caractéristiques géométriques (confinement du fluide) 

Nous allons utiliser le potentiel donné dans le chapitre précédent pour effectuer toutes les études. 

Nous comparerons les modes propres et les masses ajoutées, dans les cas de milieux de fluide 

borné, semi-infini et infini. Nous montrerons que le confmement du fluide augmente la masse 

ajoutée et que les fréquences propres en diminuent d'autant. 

La présence de la surface libre du fluide est importante. Elle ajoute des degrés de liberté 

supplémentaires pour le système couplé. Les valeurs propres du système sont alors d'une toute 

autre nature. Dans le cas où le domaine du fluide est borné, la masse ajoutée peut être positive 

comme dans la définition classique, mais aussi négative ou nulle. Des interprétations 

énergétiques sont développées. Dans le cas où le domaine du fluide est semi-infini, la non -

réflexion à l'infini des ondes de surface libre est responsable de la dissipation de son énergie. 

Dans la section 3.2, nous abordons au modèle MRL. Dans la section 3, nous abordons à la 

réponse à des forces et mis en évidence du couplage fluide - structure. Dans la section 4, nous 

allons étudier les effets de paramètres du système sur les fréquences propres. Dans la section 5, 

nous allons discuter la masse ajoutée. Dans la section 6, les influences de Froude sur la masse 
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ajoutée seront présentées. Dans la section 7, la masse ajoutée pour plusieurs conditions aux 

limites sera présentée. Dans la section 8, les effets d'amortissement de la structure seront étudiés. 

3.2. Un modèle d'interaction fluide- structure :Masse- Ressort- Amortisseur-

Liquide (MRAL) 

3.2.1. Modèle MRAL 

Un modèle de masse - ressort - amortisseur - liquide à surface libre contenu dans un 

réservoir rectangulaire est présenté dans la figure 3.1. La masse rn,' est une paroi rigide mobile 

en translation horizontale et immergée partiellement dans le liquide contenu dans un réservoir de 

longueur L" et qui est connectée avec un ressort sans masse de rigidité k,' , et un amortisseur de 

coefficient de frottement c,'. h' est la profondeur de liquide au repos. T]' (x', t') est 1' amplitude 

de la surface libre. w' (x', t') est le déplacement de la masse. g' est la pesanteur. 

Nous négligerons l'amortissement c,' dans cette première section (le modèle MRAL 

devient MRL). L'étude avec amortissement est reportée dans la section 3.8. 

TJ'(x', t') 

x· 

Figure 3.1 Modèle simple d' interaction fluide-structure : 

Masse - Ressort - Amortisseur - Liquide à surface libre contenu dans un réservoir rectangulaire. 

Nous rappelons les équations et des conditions aux limites obtenues dans le chapitre 2, 

formules (2.4.16) à (2.4.21) : 
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- sur la paroi rigide de réservoir, 

:I .. L O. 

- sur le fond de réservoir, 

acpl o. 
8y y=O 

- sur la surface libre (voir formule 2.4.26), 

- sur l'interface solide- fluide, 

àw 

at 

Chapitre 3 

0, 0 ~ x ~ L, 0 ~ y ~ 1. (3 .2.1) 

(3 .2.2) 

(3 .2.3) 

(3.2.4) 

(3 .2.5) 

L'adimensionnalisation des équations relatives à la structure sera faite à l'aide des 

relations suivantes : 

• • .2 

m. = m. Pr h . k • k p 'g'h' 
' s = s f • (3 .2.6) 

Si f.(t) est une force extérieure exercée sur la masse. Le principe fondamental de la 

dynamique appliqué à la masse donne : 

d2w 
m. dt 2 +k.w=fr(t) + f.(t), (3.2.7) 

où fr(t) est l'effort horizontal intégral de la pression dynamique du fluide exercée sur la masse. 

(3.2.8) 

cp est le potentiel des vitesses du fluide qui doit satisfaire les équations et les conditions aux 

limites du système comme dans le cas de réponse à des déplacements de paroi. (cf. le chapitre 

précédent) 
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3.2.2. Equation caractéristique du système couplé 

L'équation caractéristique du système couplé peut être obtenue par la vibration libre du 

système. Si la force de sollicitation f. ( t) est nulle, dans le cas de vibration harmonique, le 

déplacement de la masse à un instant t est : 

w(t) =-Ecos( rot), (3.2.9) 

où E est l'amplitude de vibration et ro est la fréquence propre du système. 

Le potentiel des vitesses qui satisfait les équations et les conditions aux limites est 

identique à celui où les déplacements de paroi sont imposés: c'est un problème cinématique: 

<p(t) = <ll(x,y) ro sin( rot) , (3.2.10) 

_ co~q(x-L))cosh(qy) ~ cosh(p.(x-L))cos(pnY) 
<Il-~ . ) + L..Jan "nh( L) ' sm( qL n~ l SI Pn 

(3 .2.11) 

où ~ , q, a., Pn sont les coefficients qui peuvent être déterminés par les conditions aux limites. 

F/ =-p. tan(p.), F/ = q tanh(q), (3.2.12) 

4sin(p n ) 4sinh( q) 
a 0 = ( )E,~= ( )E ' p 

0 
2p 

0 
+ sin(2p 

0 
) q 2q + sinh(2q) 

(3.2.13) 

où le nombre de Froude est F, = ro = ro • ~h·g·-l . 

En remplaçant le potentiel dans (3.2.8) par la solution donnée, on peut avoir alors l'effort 

dynamique total du liquide sur la masse : 

fr(t) = Ja<p dy= Ero 2 J<lllx~ody cos(rot), 1 1 1 

o c3t x~o o 

f () 2 ( 4sinh
2
(q)ctan(qL) ~ 4sin

2
(p.)ctanh(p.L)) ( t) 

r t = -E(J) - + LJ 2 COS (J) , 
q 2 (2q + sinh(2q)) n•l Pn (2Pn + sin(2pn)) 

Posons : 

4sinh2 (q)ctan(qL) f 4sin2 (p.)c tanh(p.L) 
m. = - q 2 (2q +sinh(2q)) + •• 1 P. 2 (2p. +sin(2p.)) ' 

L' équation dynamique du système masse- ressort (3.2.7) devient: 

et l'on obtient l'équation caractéristique du système couplé. 

(3 .2.14) 

(3 .2.15) 
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(m, +m. )ro 2 = k,. (3 .2.16) 

où m. est la masse ajoutée du système couplé, qui traduit J'effet d' inertie du fluide sur le 

système masse - ressort. Elle est exprimée en fonction du nombre de Froude, du ratio de 

longueur de réservoir à la profondeur du liquide, et est indépendante de l'amplitude de 

déplacement de la paroi : m.= m.(F, , L) . Nous allons trouver que cette masse ajoutée est 

différente de la masse ajoutée classique qui est toujours positive. 

Les fréquences propres couplées du système roc sont les solutions de 1' équation 

caractéristique (3.2.16), elles sont exprimées en fonction du nombre de Froude, du ratio de 

longueur de réservoir à la profondeur du liquide, de la masse et la raideur du système sec 

ro. = ro . (F,, L, rn, , k,) 

Si l'on fait apparaître la fréquence propre sèche ro , = ~k,m,- 1 
, l'équation caractéristique 

du système couplé (3.2.11) se transforme en : 

(3 .2.17) 

Nous pouvons voir que les valeurs de ro. peuvent être inférieures, supérieurs ou égales à la 

fréquence propre de masse- ressort sec ro, = ~k,m,- 1 
, selon que la masse ajoutée est positive, 

nulleounégative.(si m.> 0, ~ ro < ro, ;si m.= 0, ~ ro = ro, ;si m, ~m.< 0 , ~ 

ro > ro , .). On a toujours m.:?: -rn, . Nous discuterons dans les sections 3.4.1 et 3 .. 6.3 Je cas où 

m.< -rn,. 

3.3. Réponse à des forces : mis en évidence du couplage fluide - structure 

Nous nous intéressons ici aux caractéristiques vibratoires du système couplé. Les 

vibrations du système masse - ressort sont modifiées par la présence du fluide, donc 

essentiellement au champ de pression induit à la paroi mobile par Je fluide vibrant du fait du 

mouvement de cette paroi. Nous avons déjà mis en évidence la masse ajoutée et l'équation 

caractéristique. 

Le système de fluide - structure couplé est composé de deux systèmes non couplés : Je 

système de masse - ressort et Je système du fluide. Pour mettre en évidence les caractéristiques 

vibratoires du système couplé, nous envisagerons tout d'abord les vibrations forcées de système 
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non couplé : masse - ressort et le fluide, par la fonction de réponse en fréquences (FRF), et puis 

le système couplé MAL. 

3.3.1. Les systèmes non couplés et les pulsations propres non - couplées 

Si le fluide est absent, le système masse - ressort est appelé le système non - couplé du 

solide. Il n'y a qu'une pulsation propre dans ce système (un DDL), elle est appelée la pulsation 

non - couplée du solide : 

(3 .3.1) 

Si les parois de réservoir sont rigides, le système est appelé le système non couplé du 

liquide, et les pulsations propres du liquide contenu (ballottement) sont appelées les pulsations 

non - couplées du liquide. Pour un réservoir rectangulaire : 

~mt mt ror(n) = Ltanh(L) (n = 1, 2, 3, ... ). (3.3.2) 

Réponse à des forces du système de masse - ressort non - couplé 

Pour un système masse - ressort en l'absence du fluide, s'il est sollicité par une force 

harmonique f;(t) = fimt, le déplacement de la masse rigide en régime harmonique est 

w,(t) = H,(ro )fi"''. A partir de l'équilibre du système masse- ressort avec fr(t) = 0, on obtient 

rn (iro)2(H F. e;"'') + k (H F. e;"'') = F. e;"'1 
s s 0 s s 0 0 (3.3.3) 

soit, (m,(iro)2 +k,)H,(ro) = 1, 

alors la fonction de réponse en fréquences FRF du solide est : 

H,(ro) = w,(t) = 2 . 

F.(t) k, -m,ro 
(3.3.4) 
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Réponse à des déplacements d'une paroi pour le fluide non couplé : ballottement du fluide 

dans un réservoir rigide 

Pour une excitation de déplacement d'une paroi mobile Wr(t) = -E ei"'', on peut écrire la 

réponse de la surface libre du liquide comme : l'J(X,t) = E Hr(x, w) ei"''. La FRF du fluide est 

alors: 

H( )
_l'J(X,t) 

f x, w - . 
Wr(t) 

(3.3.5) 

Rappelons l'expression d'amplitude de la surface libre pour une excitation de 

déplacement d'une paroi mobile harmonique : 

(3.3.6) 

les coefficients a.. et J3 sont proportionnels à l'amplitude de déplacement E et liés à la 

fréquence d'excitation qui détermine Pn et q (équation (3.2.12)). 

Le rapport entre l'amplitude de la ·surface libre et le déplacement d'excitation est alors: 

H ( ( 
2 sinh(2q) cos( q(x- L)) ~ 2 sin(2p.) cosh(p. (x- L)) ) 2 

r X, W) = ( . ) . + L, ( . ) . W q 2q + sinh(2q) sm(qL) ncl Pn 2p. + sm(2p.) sinh(p.L) 
(3.3.7) 

3.3.2. Le système couplé : MRL 

Réponse du système de MRL 

L'effet du fluide sur le système masse -ressort peut être modélisé par la masse ajoutée 

qui ne dépend que de la pulsation de sollicitation (le nombre de Froude) et de la dimension du 

réservoir. Nous considérons le système MRL comme un système masse - ressort couplé, où la 

masse est la somme de la masse de solide rn, et de la masse ajoutée m. , représentant la force du 

fluide sur le solide mobile. 

Soit f.(t) une force de sollicitation harmonique extérieure exercée sur la masse rigide 

rn,, f.(t) = f0ei.,,, la pulsation d'excitation est w. Le déplacement de la masse rigide rn, est: 

w~(t) = H~(w)f0ei"'' . L'équilibre du système masse - ressort couplé en régime harmonique 

donne: 

(Cm,+ m.)(iw)2 + k,)H~(w) = 1, (3.3.8) 

on obtient la fonction de réponse de la masse rigide : 
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(3 .3.9) 

Réponse du fluide dans le cas couplé 

Comme dans le cas non - couplé, la fonction de réponse en fréquences du fluide couplé, 

peut être défini comme le rapport de l'amplitude de la surface libre au déplacement de la masse 

rigide: 

c llc(x,t) 
Hr(X, ro) = ----;----() = Hr(X, ro), 

w, t 
(3.3.1 0) 

Une autre solution serait de définir la fonction de réponse en fréquence pour le fluide par rapport 

la force de sollicitation : 

Hc(x ro) = llc(x,t) 
f ' fe(t) ' 

(3.3.11) 

Si on suppose que: w~(t) = w~(t), ces deux fonctions de réponse en fréquence sont liées par: 

(3.3.12) 

Un exemple du couplage MRL 

Soit la masse rigide rn = 1 , le rapport de la longueur du réservoir à la hauteur du liquide 
s 

L = 2,5, la raideur k, = 0,64. La pulsation propre du système non couplé du système masse -

ressort est : ro, = 0,8 . Les pulsations propres du liquide non couplé sont : ror(1) = 1,034, 

Wr(2) = 1,575, Wr(3) = 1,971. 
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Dans la figure 3.2, nous pouvons voir clairement comment les deux systèmes non couplés 

du fluide et de masse - ressort interagissent. 

H. présente un maximum d'amplitude infinie à la fréquence de résonance w •. 

Hr présentent des maxima d'amplitude infinis à chaque fréquence de ballottement Wr . Ces 

maxima sont en nombre infini discret. 

Considérons maintenant les courbes H~ et H~ . Pour chaque courbe, on observe une 

succession de résonances que nous repérerons par wc , et des antirésonances pour H~ qui 

correspondent aux pulsations de ballottement w r . Aux pulsations w. , H~ et H~ présentent 

simultanément une résonance. La recherche des fréquences couplées pourra donc se faire 

expérimentalement par une mesure des déplacements de la structure ou de la surface libre. Pour 

chaque fréquences de ballottement w r , H~ présent une antirésonance. En effet la masse ajoutée 

dépend de w , et est infinie pour Wr . L'amplitude du mouvement de la paroi mobile est nulle. 

H~ ( w r) n'est pas infinie, car toute l'énergie est transférée à la structure qui l'absorbe. Il n'en 

serait pas de même si l'excitation avait été appliquée à la surface libre ou dans le fluide. Pour 

exciter un mode de vibration donné, il ne faut pas se placer en un de ses noeuds de vibration 

(dans notre cas à w r, la plaque). 

Nous pouvons voir que les fréquences de résonance du système couplé peuvent être 

considérées comme de fréquences propres modifiées des systèmes non- couplés. En fait, wc (1) = 

0,721, w.(2) = 1,215 , w.(3) = 1,617, la première fréquence couplé est inférieure à la première 

fréquence non couplée du solide, la masse ajoutée est positive. Mais, la deuxième et troisième 

fréquences couplées sont supérieures à la fréquence non couplée du solide et aussi supérieures 

aux fréquences non - couplées du fluide correspondantes, la masse ajoutée est négative. Les 

interprétations physiques de ces phénomènes se trouvent dans la section suivante. 

En conclusion, le balayage de w met en évidence successivement les fréquences couplées 

et de ballottement : respectivement résonances et .antirésonances de H~ . Les divergences vers 

des amplitudes infinies décrites précédemment ne seraient bien sûr pas obtenues par la prise en 

compte des non-linéarités dans le modèle. Les champs des vitesses pour les fréquences couplées 

et de ballottement sont présentées dans la figure 3.3. 
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rot(].) -= 1 , 034 ~ . 575 

... l .. \ .. \ 
\ \ ' 

, . .,.. ,.. 
\ \ \ ' ' -1 \ \ 

.. , 
, 1 

\ \ 

(a) lier mode du ballottement (b) 2 àm• mode du ballottement 

(Oc(l.) . 0 , 72~ (0 <(2) ~ . 2~5 

..... _, .. / ../ .. /. .. / . ../. .1 .... , .. .1 ... 1. .. 1 ... \ .. \. \ ., .. , ... / / / 1 1 1 1 1 1 1 \ \ \ 
/ / / 1 1 1 , 1 , 1 \ 1 \ ' - -
/ / / 1 1 1 , ' 1 , 1 1 1 \ ' - -

/ / 1 1 1 1 1 
/ / 1 1 1 1 
/ / / 1 

/ 1 

:.. 

(c) 1 ier mode couplé (d) 2èm• mode couplé 

(0 <(4) c ~ . 954 

(c) 3èm• mode couplé (0 4MI• mode couplé 

figure 3.3 Les champs des vitesses rn, =1, L=2,5, k, =0,64. 
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La figure 3.4 montre l'évolution de réponse en fréquence avec la raideur pour k,=0,64, 

1,69et2,89et ro,=0,8, 1,3 et 1,7. 

Nous pouvons voir dans la figure 3.4 que les fréquences du système couplé augmentent 

avec la raideur et approchent les fréquences du fluide (ballottement). C'est logique, si la raideur 

est assez grande, nous pouvons traiter le problème comme le ballottement du fluide dans un 

réservoir rigide. Nous discuterons les détails d'évolution de fréquences en raideur dans la section 

suivante. 

3.4. Les effets de paramètres du système sur les fréquences propres couplées 

Dans cette section, nous discuterons les évolutions des fréquences couplées avec la masse 

et la raideur de la structure. 
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3.4.1. Les effets de raideur sur les fréquences couplées 

La figure 3.5 présente l'évolution avec la raideur k, des fréquences couplées roc. Elles 

sont comparées aux fréquences de ballottement du liquide contenu dans un réservoir rigide ro r 

( k, = oo ), et la fréquence propre de système masse - ressort ro,. Pour cet exemple, le réservoir a 

une longueur adimensionnelle L = 2,5 et une masse adimensionnelle m,=l. 

.... 
8 

u 
8 

"' Q) 

'"' o. 
0 

'"' o. 

"' Q) 
u 
1:: 

2'--~-~. -~.~-~. -~.-~-~.~-·~-~· -~-~. ~-·~-~-~-~. ~-·~-~-~-~. -~.~-~~~~~-.~--. -~-~ . 

1.5 

/ - ·- ·-·- ·-/-·-·-·-·-/ . 

~ 0.5 

L=2,5 

rn = 1 s 

• Q) 

'"' .... 

raideur k
5 

figure. 3.5 Evolutions avec la raideur k, des fréquences couplées roc , rn, = 1. 

_ : les fréquences du système couplé roc , 

---- : la fréquence du système masse - ressort sec ro,, 

.. ... : les fréquences de ballottement du liquide dans un réservoir rigide ro r ( k, ~ oo ). 

Nous pouvons observer tout d'abord que le nombre de fréquences couplées est infini. En 

fait, le système sec possède un degré de liberté (un DDL) sec (il n'y a que une fréquence propre 

ro 
5

). Le liquide à surface libre dans un espace fmi possède une infinité discrète de fréquences 

propres (infinité de DDL). Le couplage de ce système nous fourni un système ayant aussi une 

infinité discrète de fréquences (différentes). 



44 Chapitre 3 

Deuxièmement nous pouvons voir que, pour une masse donnée, dans notre cas rn, = 1 , les 

fréquences couplées coc(i) augmentent avec la raideur k, , pour rejoindre les fréquences de 

ballottement cor (i) . 

Dans un troisième temps on trouve que chaque mode couplé croise pour une raideur 

donnée le mode du système masse - ressort sec. Ces points d'intersection sont des cas 

particuliers. A ces fréquences, il n'y a pas de couplage entre le fluide et la structure, parce que les 

fréquences couplées co c sont égales à la fréquence du système masse - ressort sec co ·'. Ceci 

signifie que la masse ajoutée est nulle. Nous montrerons que le champ de pression à l' interface 

fluide- structure est nulle. Nous dirons qu'en ces points il n'y a pas d'interaction dynamique, la 

cinématique de l'interface permettant cependant l'existence d'une fréquence couplée. Les 

interprétations de masse ajoutée se trouvent dans la section suivante. 

Remarque sur la figure 3.5 k, fixée: 

Nous devons résoudre 1' équation (3 .2.17) : 

= 1 + m. 
rn, 

Prenons par_exemple la cas où k, = 1, rn, = 1 (co , = 1). La figure 3.5 montre les solutions de 

cette équation. m. (co c (1)) > 0 et m. (co c (j)) < 0, (j * 1) . 

Pour co c (i) très grande (i ~ oo ), il existe toujours une solution, très proche d'une valeur de 

ballottement (voir co c ( 4) ::::: cor (3) ). Dans ce cas ffi(,") ~ 0 , et m. (co c (i)) ~-rn,. 
(Oc 1 

Le cas où m. (co c (i)) =-rn, peut donc être attend pour des valeurs de fréquences infinies. 

D'autre phénomènes (tension superficielle ect.) auront rendre caduque notre modélisation. 

Afin d'appréhender la physique des modes couplés du système, nous définissons un 

rapport d'amplitude de la surface libre à celle de la paroi mobile pour chaque pulsation couplée 

co c(i) . 

(3.4.1) 

Ce ratio quantifie le mouvement relatif entre le fluide et le solide. 
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On notera que pour une valeur de raideur donnée, ce n'est pas nécessairement le premier mode 

couplé qui présente le plus grand ratio Jl . Par exemple, pour k, = 4 , J.L(3) est supérieur aux 

autre J.L(j) , tout en restant inférieur à 1. On notera aussi que le maximum de J.L(j) ne correspond 

pas au croisement de ro < (j) et de ro, . 

Pour les raideurs de plus en plus élevées, les ratios tendent logiquement vers 0 (cas de la cuve 

rigide). Pour des raideurs de plus en plus faibles ce ratio tend vers une constante différente de O. 

Ceci confirme le fait que roc ne tend pas vers ro r quand la rigidité devient nulle. Le cas d'une 

paroi séparant deux domaines de fluide de dimensions égales possédant une masse mais non liée 

par un ressort à la cuve (fluide de part et d'autre), présente donc des fréquences couplées 

différentes des fréquences de ballottement, les champs de vitesse étant en effet différents. 

Considérons maintenant le cas particulier où ks = 0,9. La figure 3.5 montre que cette 

rigidité correspond à l'égalité ro 0 (2) = ro ,. En utilisant l'équation (3 .2.10), on constate que les 

masses ajoutées sont respectivement : 

-positive pour ro
0
(l), 
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-nulle pour roc(2) ' 

-négative pour roc(3), ro 0 (4) .... 

Nous discuterons plus précisément l'évolution de la masse ajoutée dans le paragraphe 3.5. 

3.4.2. Les effets de masse sur les fréquences couplées 

Les effets de la masse sur les fréquences du système couplé ro 0 (i) sont montrés dans la 

figure 3.7 pour les cas où la valeur de la raideur adimensionnelle est petite k, = 1 , moyenne 

k, = 10 , et grande k, = 50 . Les courbes sont repérées respectivement par o , .x, . ® . 

2 F===;;;;;;;;~~~~, ~========:;~~::==~~~~~. i~.~~. 9~.4~1~ .. ~. 
1,8 \ 

masse rn s 

figure 3.7 L' évolution avec la masse des fréquences couplées (L=2,5) 

fréquences propres du système couplé; 

fréquences propres du solide non-couplé; 

fréquences propres du fluide non-couplé; 

-o- : k s = 1 -<!- : k 
5
= 10 ; -II- : k 

5
= 50. 

Pour une raideur donnée, les fréquences couplées diminuent avec la masse. Nous 

retrouverons les points d' intersection des courbes ro., et roc qui correspondent aux cas sans 

couplage dynamique entre fluide et structure. Comme précédemment, pour une masse et une 

raideur donnée, si une fréquence couplée est supérieure à la fréquence sèche, la masse ajoutée est 
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négative. Si une fréquence couplée est inférieure à la fréquence sèche, la masse ajoutée est 

positive. 

Nous pouvons distinguer que les évolutions des fréquences couplées W
0
{i) avec m, sont 

des courbes en S, dont le point d'inflexion est localisé à proximité de la courbe de fréquence 

propre sèche. Loin de ces points de croisement, les fréquences couplées convergent lorsque m, 

varie vers les fréquences de ballottement du fluide dans un réservoir rigide, et ceci dans les deux 

directions. 

Nous pouvons remarquer que pour une grande masse adimensionnelle (m. > 1 0) les 

fréquences couplées peuvent presque être considérées comme composées par les fréquences de 

ballottement et la fréquence sèche. Mais quand m, est inférieure à 1 : les fréquences couplées 

peuvent être très différentes du ballottement et des fréquences sèches. 

3.5. Interprétation énergétique de masse ajoutée 

Pour bien comprendre les évolutions de la masse ajoutée, nous reprendrons la définition 

de la masse ajoutée (3.2.10). L'effort dynamique total du liquide sur la masse (3 .2.8) est mis sous 

la forme suivante : 

(3 .5.1) 

On rappel que dans le système masse- ressort, la force d'inertie de la masse et la force de 

ressort sur la masse sont : 

k.w = -k5Ecos(wt). 

Rappelons la relation entre la masse ajoutée et les fréquences propres : 

( )

2 
w. m. 
- = 1 + - . 
w m. 

A l'aide de ces expressions, on peut voir que : 

(3.5.2) 

(3.5.3) 

(3.5.4) 

Si l'intégrale de la pression dynamique du fluide sur la structure est négative, elle est en 

opposition de phase avec l'accélération de la masse, le fluide empêche le mouvement de la 

masse, la masse ajoutée est positive, la fréquence propre couplée va être inférieure à celle de 

masse - ressort sec. 
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Si la masse ajoutée est nulle, il n'y a pas de couplage dynamique entre solide et fluide et 

la fréquence propre couplée est égale à celle du système sec. 

Si l'intégrale de la pression dynamique du fluide sur la structure est positive, elle est en 

phase avec l'accélération de la masse, le fluide entraîne la masse dans sont mouvement, la masse 

ajoutée est négative, la fréquence propre couplée va être supérieure à celle du système masse -

ressort sec. 

Isolons le sous-système masse - ressort, et calculons ses énergies potentielle et cinétique 

en fonction du temps. L'effet du fluide sur ce système est donné par la pression dynamique. 

L'énergie cinétique instantanée de la masse vaut : 

L'énergie potentielle instantanée dans le ressort est (nulle lorsque ecosrot = 0 ) : 

p _.!. 2_.!. 2 2 Estructun:(t)-
2 

k.w -
2 

k.e cos rot , 

alors l'énergie totale instantanée dans la structure est: 

1 22•2 12 2 
Estructure(t) = 2m•E ro sm rot+ 2 k5E cos rot 

= .!. rn &
2 (ro 2 sin2 rot+ ro 2 cos2 rot) 2 s s 

= ~m.e2ro~( :; (1- cos
2 

rot)+ cos
2 

rot) 

Si l'on pose À=~ , 
ro ., 

Estructure(t) = ~m.e2ro~{Â.2 + (1- Â.2)cos2 rot}, 

au début et à la fin d'une période T, elles sont : 

1 2 
Estructure(T) = Estructure(O) = 2ksE · 

Le travail de la force exercé par le fluide sur la structure entre [0, t] est : 

(3 .5.5) 

(3.5.6) 

(3.5.7) 

(3.5.8) 

(3 .5.9) 

(3.5.1 0) 
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1 

n(t) = f f(t)w(t)dt 
0 

1 

= Je -ro 2m.&cos(rot))( -roE sin(rot))dt 
0 

1 

= ro 2m.&2 Jro cos(rot)sin(rot)dt 
0 

1 
= 4m.&2ro 2(cos2rot -1) 

49 

(3 .5.11) 

Le terme (cos2rot -1) est négatif, donc si mu > 0, la force s'oppose au mouvement ; si 

ma < 0 ' la force entraîne la structure. 
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, , 

-~· 5o~----~o~.~2~---o~.~4----~o~.~6~--~o~.-a~--~l.~----~l.~.~2~--~l.~.4----~J.~.~6~---J.~.-a~--_J2 
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2 

l. . 5 

~ l. 
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~ 
~ 

E:' 
li 

0 

... ' _, · 
'" ' .' ,, 

, ' , ·· ' 
./ ', 

(b) ma. • 0 

ne~>. 

..... ---

·, . 
' · ' · 

-o.soL------o~.-2-----o~.4-----o~.~6~--~o~.~a~--~l.------~J.~.~2~--~l.~.-4~---l.~.~6~--~J.~.-a----_J2 
(1) t/Tt 

(c) ma • -1 

figure 3.8.(a, b, c) (a) les énergies et le travail m. = 1 ; (b) les énergies et le travail m. = 0 

(c) les énergies et le travail m. = -1 (k. = 1, E = 1 ). 

__ : E
1 
(t) l'énergie totale du système masse- ressort, ....... : E0 (t) l'énergie cinétique du système 

masse - ressort, - - - : EP ( t) l'énergie potentielle du système masse - ressort, _._._ : il{ t) le travail de 

la pression du liquide sur le système masse - ressort. 
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Le bilan d'énergie prend la forme suivante : 

~E(t) = TI(t) (3.5.12) 

à partir de cette expression, en utilisant le travail de la force exercée par le fluide sur la structure, 

on obtient donc le transfert d'énergie moyen sur une période T : 

1 T 

~E(T) = r Jn(t)dt 
0 

1 T 

= r J<cos(2rot) -1)dt 
0 

1 
=--rn e2ro2 4 a 

(3.5 .13) 

Les courbes ci-dessus font apparaître le ~ansfert d'énergie entre la structure et le fluide. En 

fonction du signe de ma Je fluide est récepteur (figure 3.8 a) ou moteur (figure 3.8.c). 

L'énergie totale du système complet masse - ressort - fluide avec surface libre, est 

conservée à tout instant. Nous n'avons calculé ci-dessus que l'énergie transférée entre le système 

masse - ressort et le système fluide avec surface libre. 

Sur un cycle de période T, l'énergie cinétique moyenne et l'énergie potentielle moyenne 

sont différente.s. Cette différence est proportionnelle à m •. 

3.6. Les influences sur la masse ajoutée du nombre de Froude F, et du 

confinement 

Le nombre de Fraude traduit l'influence de la pesanteur, et la longueur adimensionnelle 

de la cuve est utilisée pour interpréter l'effet du confinement. Nous discuterons les cas où les 

nombres de Fraude sont grands, petits ou moyens. 

3.6.1 Le cas où F, >> 1 

Lorsque le nombre de Fraude F, tend vers l'infirù, les efforts d'inertie sont bien plus 

grands que ceux dus à la pesanteur. A la pesanteur donné, ceci correspond aux fréquences 

« suffisamment » élevées. 

A partir de l'équation (3 .2.12): 

F/ = -pn tan(pn), F/ = q tanh(q), 
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si F, ~ oo, on a : 

2n-l 
Pn ~-2-n . (3 .6.1) 

(3.6.2) 

8 
grâce à (3 .2.13), an~ ( )2 2 2n -1 1t 

p~o . (3.6.3) 

Le potentiel de vitesse est donc donné par, 

_ ~ cosh{pn(x-L))cos(ps) 
<l> - _L.,O:n "nb( L) n•l Sl Pn 

(3 .6.4) 

Remarque: 

Les valeurs de Pn précédentes fournissent <l>(x,l) = 0, qui est dans ce cas la condition 

aux limites à la surface libre. Nous noterons que cette condition sans interprétation physique 

claire est différente d'une condition d'interface fixe : :1 = 0 . 
y=l 

La force exercée par le fluide sur la plaque est donnée par (3.2.14), 

(3.6.5) 

Comme sin(p
0

) = ( -1)"+1
, sin(2p

0
) = 0 , 

fr(t) = -ero 2(f 
4 

2 ctanh((2n -l)nL/2)) cos( rot) 
n=l ((2n -l)7t 1 2) (2n -l)7t 

(3.6.6) 

16ero
2 (~ ctanh((2n -l)nL 1 2)) ( ) = --- .L.. cos rot 

1t
3 

n=l (2n -1)3 

En utilisant (3 .5.1), la masse ajoutée est donc de la forme, 

m.= 16n-3f(2n -lf3ctanh{(2n -l)Ln/2) . (3.6.7) 
n= l 

On trouve qu'il n'existe qu'une masse ajoutée dans ce cas là, indépendant du nombre de 

Froude. La masse ajoutée est fonction de ratio de longueur de réservoir à la profondeur du 

liquide L. 
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Cette expression nous permet d'étudier explicitement l'influence du confinement du 

liquide sur la masse ajoutée. 

Soit L, le ratio de la longueur de réservoir à la profondeur du liquide, ~ le ratio de la 
m., 

masse ajoutée. Où m., est la masse ajoutée du problème semi-infini (la longueur est infinie et la 

profondeur est finie). 
., 

m.,= 16 1t-
3 L(2n -1)-3 (3 .6.8) 

n• l 

Les valeurs et une courbe se trouvent ci-dessous : 

L 0,1 0,2 0,5 1,0 2,0 4,0 

ma 
m., 6,2015 3,1879 1,4997 1,0859 1,0036 1,0000 

tableau 3.1 l'influence du confmement sur la masse ajoutée 

10° 10
1 

longeur adimensionelle L 

figure 3.9 l'influence du confinement sur la masse ajoutée 

On peut observer clairement l'influence du confinement du fluide sur la masse ajoutée. 

Cette influence est très importante lorsque le ratio L est inférieur à 1. Si la longueur du réservoir 

est plus grande que la profondeur, cet effet de confmement disparaît. 
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Si la longueur de la cuve est supérieure à la profondeur (L> 1 ), le fluide est si peu mis en 

mouvement que la masse ajoutée ne varie plus. On a : 

m.= 0,5428. (3 .6.9) 

La masse ajoutée dimensionnelle est alors : 

• 'h*2 m, = Pr m • . (3.6.10) 

Le résultat que nous avons obtenu correspond au cas où une seule face de la structure est 

en contact avec le liquide. Pour une plaque immergée sur ses deux faces, la valeur précédente 

doit doubler : 

ma· = 1,0856 Pr. h•2
• (3 .6.11) 

Ce résultat peut être comparé avec celui de Blevins (1979) qui donne la valeur de la masse 

ajoutée pour un piston en translation de longueur h complètement immergé dans un fluide infini 

dans les deux directions. 

(3.6.12) 

La présence des deux conditions aux limites, de fond et de surface libre en absence 

d'onde de pesanteur, modifie le champs de vitesse et augmente la masse ajoutée par rapport celle 

dans un domaine infini. C'est aussi un effet de confinement. Il est évidemment moins fort que 

dans le cas où la surface libre est remplacée par une surface rigide, car alors le fluide ne peut 

s' échapper« latéralement», et la masse ajoutée devient infinie. 

Les différences de ces trois types de conditions aux limites sont reportées dans le tableau 

II (les variables sont dimensionnelles dans ce tableau). 
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Domaine du fluide Masse ajoutée 

., 
$ =0 m.= 32n-3prh2 ~)2n-1f3ctanh{(2n-l)Ln/2) 

~ ;; n=l 

.c +- ~ f-
L ·.; 

(cette étude) 

borné 

$ =0 
., 

i 
m.= 16n-

3
pr h

2 ~)2n-1r3 = 1,0856 Pr h 2 

n•l 
.c ~ 

~ 1! 
(cette étude) 

semi-infmi 

1t 
rn = - p h 2 = 0 7854 p h2 

~rt 
a 4 f ' f 

(Blevins, 1979) 

infini 

tableau 3.2 Masse ajoutée de trois types des conditions aux limites d'une plaque rigide 

Les évolutions de masse ajoutée en fonction de domaine du fluide proviennent des 

champs de vitesse. Dans le cas borné et semi-infini, l'influence du solide sur le fluide est 

localisée à proximité du piston (à une distance de l'ordre de h). L'énergie cinétique du fluide 

dans cette zone donne la masse ajoutée. 

3.6.2 Le cas où F, << 1 

A partir de l'équation (3 .2.12) : 

F,2 =-pn tan(p 0 ), F, 2 =qtanh(q), 
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si F, ~ 0, on a : 

Pn ~mt , {n = 0, 1, 2, ... ) 

q~F, 

grâce à (3.2.13), le coefficient p peut être calculé. Il n' est ni infini ni nul. 

a..~ o. 
Le potentiel de vitesse est donc donné par, 

co~q(x- L))cosh(qy) 
<l> = p ->...:....:....--'-<-----'~ 

sin(qL) 

Remarque: 

Chapitre 3 

(3.6.13) 

(3.6.14) 

(3 .6.15) 

(3 .6.15) 

(3.6.16) 

Les valeurs de q précédentes fournissent :1 = 0, qui est dans ce cas la condition aux limites 
y= l 

à la surface libre. Nous noterons que cette condition de type paroi rigide est différente d'une 

condition : <l>{x,1) = 0. 

La force exercée par le fluide sur la plaque est donnée par l'intégrale, 

2 4sinh2(q)ctan(qL) 
fr(t) = &ro 2( • ) cos( rot). 

q 2q + Slnh(2q) 

Comme F, ~ 0, q ~ F,, on a 

2 4sinh2 (F,)ctan(F,L) 
fr(t) = &ro 2 ( ) cos( rot) 

F, 2F, + sinh(2F,) 

En utilisant (3.5.1), la masse ajoutée est donc de la forme, 

4sinh2(F,)ctan(F,L) 

m. = F/(2F, +sinh(2F,)) . 

(3 .6.17) 

(3.6.18) 

(3.6.19) 

le terme en cotangente implique que cette masse ajoutée tend vers - oo quand F, ~ 0. Elle 

dépend du nombre de Froude F, et du ratio de longueur de réservoir à la profondeur du liquide L. 

3.6.3 Le cas où F, "" 1 

On envisage le cas où effets d' inertie et de pesanteur sont du même ordre. Cette surface 

libre dans un champs de pesanteur, apporte une infinité discrète de valeurs propres comme le 

prouve l'étude du ballottement dans un réservoir rigide. Nous combinons alors un système masse 
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- ressort à un degré de liberté, avec une surface libre ayant une infinité de degrés de liberté. Les 

figures 3.5 et 3.7 montrent les évolutions des fréquences propres couplées obtenues. 

La masse ajoutée est considérée consiste en deux parties : m. a et m.P . 

m. =rn~ +rn~ , (3.6.20) 

où mu a est correspondant pour inertie du liquide, qui prend la même forme que dans le cas où 

F, est grand, mais la valeur de Pn est différente que lorsque F, est infini. 

et maP traduit l'effet du champs pesanteur : 

4 sinh 2 
( q)c tan( qL) 

q 2(2q +sinh(2q)) · 

(3 .6.21) 

(3.6.22) 

ma mP 
Les ratios -·- et -·- traduisent les importances relatives de deux contributions. q et 

m. m. 

p, sont fonctions de F,, donc m. a et m.P sont fonctions de F, . Pour L = 2,5 , on visualise ces 

fonctions par les figures 3.10 (a ,b, c). 

Le diàgrarnme « a» représente l'évolution de la partie m. a de la masse ajoutée qui ce 

concerne l'inertie du fluide. On note qu'elle est toujours positive comme dans le cas où le 

domaine du fluide est infini. On note la convergence vers une valeur constante correspondant au 

cas infini. Lorsque F, est inférieure 1, la contribution de m. a à m. est négligeable. 

La courbe « b » représente l'effet de la surface libre dans un champs de pesanteur. Les 

points singuliers correspondants aux fréquences de ballottement du liquide dans un réservoir 

rigide de même dimension. Pour ces valeurs, la masse ajoutée devient infinie et la structure ne 

bouge pas alors que le fluide ballotte. On retrouve lorsque F, >> 1, que rn~ reste pratiquement 

nul sauf à ses points singuliers. L'effet de pesanteur devient négligeable. Lorsque F, tend vers 0, 

c'est rn~ qui conditionne le couplage. On retrouve le résultat du paragraphe précédent. 

La courbe « c » représente la somme m. a et rn~ . 
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Fr 
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Fr 

(c) 

figure 3.10. (a, b, c) m. a, m.P, m. en fonction de F, 
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La figure 3.11 représente les ratios de masse ajoutée. 
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figure 3.11 (a, b) Le ratio de masse ajoutée -•- et -•- en fonction de F, 

m. m. 
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La figure 3.12 montre les deux parties de masse ajoutée pour F, petit (de 0.5 à 2). 

-.-

<=> 

'"'' 

figure 3.12 (a, b, c, d) La masse ajoutée en fonction de F, (de 0.5 à 2) 
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La courbe 3.12 montre que la masse ajoutée peut devenir inférieure à(- rn,), ce ne sont plus des 

solutions du système. En effet résoudre (3 .2.17) reviendrait à chercher k, tel que : 

k,= (m, +m.)ro 2 

donc de rechercher des k, < 0, ce qui est physiquement impossible. La solution pour un 

mouvement harmonique n'existe pas. Il faudrait rechercher des solutions de type transitoire, ce 

qui est hors du propos de notre document. 

Dans le cas où m. ~ oo, ~ k, ~ oo, on retrouve le ballottement dans une cuve rigide. 

3.6.4 Conclusion de la dépendance par rapport au nombre de Frou de 

Nous obtenons les conclusions suivantes à partir des paragraphes précédents : 

( 1.) Pour les valeurs de F, > > 1, m. est indépendant de ro . Dans ce cas la pesanteur est 

négligeable et ce dernier résultat peut être obtenu avec une condition sur la surface libre 

du fluide : cp= O. 

(2.) Pour les valeurs de F, <<1, le résultat qui peut être obtenu avec une condition de surface 

libre ~ = 0 (condition de surface rigide). 

(3 .) Pour les valeurs intermédiaires de F, ~ 1, m. est perturbée par la présence des 

fréquences de ballottement. Les simulations confirme les deux cas précédents. 

Nombre de Froude F/ <<1 F/ ,.1 F/ >> 1 

Masse ajoutée ma m.,.m/ m. = m. a +m.P m. ,.m.a >0 

~ou ~0 

epy = 0 epy +cp« = 0 cp=O 
C.L. sur la S.L.(y=l) 

(Surface rigide) (Surface matérielle) (Surface 

équipotentielle) 

Zones de fréquences ro <<ror ro ~ ror ro >>ror 

Caractéristique de 

mouvement du fluide pompage couplage fort rn, classique 

tableau 3.3 L' influence de Fraude sur la masse ajoutée 
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En fait les trois types de condition à la surface libre peuvent être aussi obtenus 

directement à partir de l'équation de la surface libre 

a2cp/ acp/ - +- = 0 
at 2 y=l ay y=l ' 

(3 .6.23) 

qui donne sous forme réduite pour des potentiels harmonique cp = <1>( x, y )w sin( wt) : 

2 1 8<1>1 -(1) <1> +- = 0 
y=l ay 

y= l 

(3.6.24) 

Rappelons la définition de Froude et la fréquence adimensionelle : 

(3.6.25) 

on a: 

- F 2 <I>j + 8<1>1 0 
r y= l 8y 

y=l 

(3 .6.26) 

Si F, << 1, 

(3.6.27) 

Si F, » 1, 

(3.6.28) 

3.6.5 Comparaison des fréquences couplées, à Froude infini et fini. 

Pour comparer les différentes conditions aux limites sur la surface libre, on désigne la 

fréquence propre du système masse - ressort par wc, dans le cas de Froude infini : 

où la masse ajoutée est donnée par (3 .6.7) pour une longueur de réservoir deL, 

m. = l61t-3f(2n -Ir3ctanh((2n -l)L7t/2). 
n=l 

Si Lest supérieur à 2, la masse ajoutée est une constante (3.6.9) : m. = 0,5428. 



Modèle: Masse- Ressort- Amortisseur - Liquide (MARL) 63 

La figure 3.13 présente les fréquences propres dans ce cas, pour L = 2,5 et une masse 

adimensionnelle m. =1. La courbe --o-- présente l'évolution avec la raideur de la fréquence 

propre, par rapport à 1' évolution de la fréquence sèche (courbe ----) 

-a 

a 

u 
a 

[ 
e 
c. 

il 
c: 
<> 
"' C" 

2r---~--~--~~~~~--------~----~~r-~~~~~ 

1.5 

- · - ·- ·-·r 

/ 
/ 

/ 
/ 

L=2,5 

~ 0.5 
m

5 
=1 

raideur k5 

_o_ : fréquences propres du solide immergé (Fr = infini) 

- : non-couplé du solide.; _._ : non-couplé du fluide. 

figure 3.13 L'évolution de la fréquence sèche et la fréquence propre avec la raideur (F, infmi) 

La figure 3.14 (a, b) présente le cas où le Froude est fini. Sont tracées les fréquences ·de 

ballottement (qui maintenant existent), la fréquence sèche, et les fréquences couplées. Est 

retracée aussi pour comparaison, la fréquence couplée à Froude infini du graphe précédent. 
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a 

a 

u 

a 

1.5 

raideur k, 

L=2,5 

rn, =1 

figure 3.14a Les évoluùons avec la raideur des fréquences propres L=2,5, rn, = 1 

Chapitre 3 

couplées : _ Froude fini, -o- Fraude infini ; non-couplées : --solide sec , _._ ballottement. 

0.8 

0.6 ..... 
..... 

-·-- ·- · - ·-· 
0.4 

' · : '1.: .• 
\.' 
: ' 

' 

1 
1 

figure 3.14 (a, b) L'évolution de la fréquence sèche et la fréquence propre avec la raideur (F, fini) 
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On notera que J'on est passé logiquement d'une fréquence couplée à plusieurs. L'approximation 

à Froude infini est ici inacceptable. Lorsque k. tend vers 0, la première fréquence couplée à 

Froude fini tend vers une constante, alors que ro, et rocs tendent vers O. 

La même étude peut être faite en fonction de la masse sur la figure 3.15. Il apparaît que 

l'approximation à Froude infini est aussi inacceptable, sauf pour une masse adimensionelle 

supérieure à 3 et pour le premier mode couplé. 

s 

s 

u 

s 

"' ~ 
o. 
B 
o. 

"' "' u 
c .., 
::s 
0' 

'<) 

..: 

2.-------~--~----~~~~~------~------~~------~ 

1.5 

0.5 

---,- ·-·-
' ' ' ' - - ~ · - · - · -

' ' ' ' ' 

10° 
masse rn, 

' 
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figure 3.15 L'évolution de la fréquence sèche et la fréquence propre avec la masse (F, infmi) 

Comme nous avons vu dans la figure 3.14, la figure 3.16 montre que l'évolution avec la 

masse des fréquences propres du système pour des nombre de Froude infinis et finis. Lorsque la 

masse rn, est supérieure à 3, le premier mode couplé quand le nombre de Froude est fini, est 

identique au mode couplé pour le cas où le nombre de Froude est infini. 
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3. 7. Influence du type de conditions aux limites sur de la masse ajoutée 

A l'aide du modèle MRL, nous avons mis en évidence certains aspects de couplage 

fluide-structure. Entre autres les influences du nombre de Froude sur la masse ajoutée, 

permettent de dégager quelques idées essentielles qui faciliteront l'approche des structures 

emnplexes- couplées- -avec un fluide . Afin de comparer notre démarche à d'autres résultats 

théoriques (Caillot, 1983) et Blevins (1979)), une extension directe du modèle MRL est le calcul 

des modes couplés lorsque la paroi rigide pivote autour d'un axe (voir figure 3.17). 

y· 
1 

s· 1 

k" s 

x· 

0 
~--------------------~ 

figure 3.17 Une paroi rigide pivotante autour d' un axe 

Pour F, ~ oo, ô= 0,5 et L = oo , Blevins présente l'inertie ajoutée dans un milieu infini sans 

surface libre, Caillot pour une cuve fermée (voir tableau 3.4). calculons les valeurs que nous 

obtenons si la surface libre est équipotentielle. 
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Domaine du fluide Inertie ajoutée 

$ =0 1. = 12~ Prh4f cth(p L} (-1+pn(l-o)(-1y+ '} 

:[ 1t ""' (2n-1) 
L 0 E [0, 1] Pn = (2n-1) 1t / 2 

oT 
, 

(cette étude) 

borné 

$ =0 1. = 1281t-s Prh 4 f<2n-1) -sQ +( -1) "(1-o)pS 

1 
~] Jt! 

1 

n=l 

0 E [0, 1], 

si o=O,S : 1. =0,0836 Prh
4 

(cette étude) 
semi-infini 

1t 4 4 

l~ 
1 =-ph =0 02454p h 

a 128 f ' f 

(Blevins, 1979) 

infini 

"' 
...J 

1. =167t -s Prh 
4~)2n-1f5 

ctanh(an L) 
n= l 

~ Il 
.J. an=(2n-1)1t o=O,S , , 

h 

fermé (Caillot, 1983) 

9 
1.= 167t-s Prh

4
= 0,05228 Prh4 

h (Caillot, 1983) 

semi-infmi 
,. . . .. , . .. 

tableau 3.4. L mert1e aJoutée pour différentes condtttons aux lunttes d une parot ngtde en rotation dans un flutde 
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Soit ô' la position de l'axe de rotation de la paroi, 3' (t) l'angle de rotation. 1: l'inertie 

de rotation de la paroi par rapport à l'axe et k: la raideur du ressort en torsion. 

Afin de trouver l'équation caractéristique du problème, on ne considère que la vibration 

libre du système, 3' = -0' cos( ro 't') , où 0' est 1 'amplitude de rotation. 

Si u(y)' est l'amplitude de déplacement dans la direction x· et E. = u(h')', et dans 

l'hypothèse de petit déplacement : 

. 
• E 

0 = h' -ô'' 
• • y-ô' • 

u(y)=h'-ô'E. (3.7.1) 

L'équation dynamique de la paroi ~st: 

1:§. +k:3· = M;, (3 .7.2) 

où le moment de la pression du fluide est : 

h' • 
• • fB<p • • • 

Mr = Pr at· (y -ô )dy . 
0 

(3 .7.3) 

L' adimensionnalisation des variables est faite par rapport la profondeur du liquide h' 

comme précétlemment excepté pour les variables suivantes : 

• • E u'(y') y-ô 
3=3 , 0 =0=1-ô ' u(y)=-h·-= 1-ôE , (3 .7.4) 

• • •3 • • • •4 
k, = k, Pr h g , I, = I, Pr h . (3.7.5) 

Le potentiel de vitesses du fluide est de la même forme que celle de modèle MRL. Les 

coefficients p, et q sont donnés par les mêmes relations comme (3.2.12). A l'aide de la relation 

entre u(y), a, et p, (voir le chapitre précédent), on a: 

-4E((l-ô)pn sin(pn) + cos(pn) -1) 

an= (1-ô)p~(2Pn +sin(2p")) ' 
(3.7.6) 

4E( (1- ô )q sinh( q) +cash( q) -1) 
P=~~~~~~--~~ 

(1- ô)q2(2q + sinh(2q)) 
(3.7.7) 

On trouve alors 1' équation caractéristique du système couplé : 
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où l'inertie ajoutée est : 

1 1 

I. = -- J<t>(O,y)(y- 8)dy e 0 

que l'on développe sous la forme: 

Chapitre 3 

(3.7.8) 

(3 .7.9) 

ctan(q)((l-8)q sinh(q)- cosh(q) + 1)
2

) 

q4(2q + sinh(2q)) 

(3 .7.10) 

Cette inertie ajoutée, similaire à la masse ajoutée du modèle MRL, est fonction du 

nombre de Froude et des paramètres géométriques du système. 

Comme dans Je cas d'une masse en translation, montrons que si le nombre de Froude est 

très supérieur à 1, l'influence sur la paroi des ondes de surface libre en présence de pesanteur est 

négligeable par rapport à l'influence de l'inertie du fluide. En effet, nous pouvons simplifier 

l'expression (3. 7.1 0) et la mettre sous la forme suivante, 

1. = 1287t-5f(2n -lr5ctanh(p.L)(l + ( -1)" Pn(l- 8) Y . (3 .7.10) 
n ~ I 

2n-1 
Car pour F, ~ oo dans (3.2.12), on peut obtenir Pn = -

2
-7t et q ~ oo, et donc p = 0 . 

De notre coté, à partir de (3.7.10), si 8 = 0,5 , on peut obtenir pour une cuve avec surface libre et 

Froude infini : 

I. = 87t-5f(2n-1)-5ctanh(pnL)(4+(-1)"(2n-l)7t)
2

• (3 .7.11) 
n~ l 

Si 8 = 0,5 , L ~ oo : 

1. = 87t-5f(2n-Ir5(4+(-1)"(2n-l)7ty. (3 .7.12) 
n=l 

Le tableau 3.4 compare les résultats pour ces différentes conditions aux limites. On remarque que 

l' inertie ajoutée est multiplié par 2 entre Belvins et Caillot du fait du confinement du à la 

présence de deux parois rigides, et que si l'une des surface est considérée comme équipotentielle 

(notre cas), J'inertie est encore 3 fois plus grande que dans Je cas d'une surface rigide. La 

condition de surface équipotentielle fait donc apparaître un effet de confinement très fort. 
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3.8. L'influence de l'amortissement de la structure sur le couplage du système 

L'amortissement existe toujours dans une structure réelle. Son influence est importante, 

car il borne l'amplitude des résonances et modifie les fréquences propres. Pour approcher le 

système réel couplé, nous allons étudier le modèle avec amortissement que nous symboliserons 

par MRAL (Masse- Ressort- Amortisseur- Liquide). 

3.8.1. Vibration libre : fréquences propres 

S'il n'y a pas d'excitation extérieure, l'équation dynamique adimensionnelle de la 

structure est : 

82w aw 
rn, at2 +c,at+k,w=fr(t) (3 .8.1) 

où fr(t) est l'effort du fluide sur la structure qui peut être représenté par la masse ajoutée du 

fluide. On pourra écrire : 

82w aw 
(rn, +m.) at2 +c, at+k,w=O (3.8.2) 

où rn. est donnée par (3.2.15), les fréquences propres du système amorti couplé peuvent être 

trouvées grâce à l'équation caractéristique suivante si on pose w(t) = eA' 

(rn,+ m.(À.))À.2 + c,À. + k, = 0 (3.8.3) 

Dans l'expression 3.8.3 la masse ajoutée m. est fonction de co, partie imaginaire de À.. 

Cette équation ne peut donc pas être résolue comme dans le cas où masse et amortissement sont 

c 
indépendants de la fréquence, en faisant apparaître un amortissement relatif ( 2Çco c = ' ) et 

m,+m, 

une fréquence propre corrigée (cod = ~co c ). 

Une résolution par dichotomie a été menée. Nous présenterons directement la fonction de 

réponse en fréquence du système sous sollicitation. 

3.8.2 Fonction de réponse en fréquence (FRF) 

Soit fc(t) une sollicitation extérieure sur la masse rigide, l'effort du fluide sur la structure 

étant prise en compte par la masse ajoutée, l'équation de vibration forcée est: 
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ô2w ôw 
(m,+m. ) ôt 2 +c, at+k,w=fc(t) (3.8.4) 

Soit F(t)=F0é"', notons w(t)=-H(iw)F0e;"' , où H(iw) est la fonction de réponse en 

fréquence (ratio d'un déplacement et d'un effort). 

(3.8.4) devient 

((rn, +m.)(iw)2 +c,(iw)+k,)H(iw) = 1 

donc: 

H(iw) = (rn, + m.(w )) (iw )2 + c,(iw) + k, (3.8 .5) 

Les figures 3 .18 et figure 3.19 montrent le comportement des fonctions de réponse en 

fréquence, pour ms=1, ks=0,64 et cs de 0 à 1. 

De haut en bas, figure 3.18: 

-FRF du solide sec pour plusieurs amortissements (H, : ligne continue) et FRF du fluide 

non couplé (Hr en pointillé). 

- modules des FRF du fluide du système couplé amorti 

. - parties réelles des FRF du fluide du système couplé amorti. 

- parties imaginaires des FRF du fluide du système couplé amorti. 

De haut en bas, figure 3 .19 : 

- FRF du solide sec pour plusieurs amortissements (H, : ligne continue) et FRF du fluide 

non couplé (Hr en pointillé). 

- modules des FRF du solide du système couplé amorti 

- parties réelles des FRF du solide du système couplé amorti. 

- parties imaginaires des FRF du solide du système couplé amorti. 
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figure 3.18 La réponse en fréquence à des forces du système amorti à un DDL (pour le fluide) 
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On peut voir dans ces figures que l' amortissement implique: 

• des valeurs finies de FRF aux résonances, 

• une légère décroissance de la fréquence couplée lorsque l'amortissement croit, 

• à une valeur d'amortissement donné, la largeur de bande d'une résonance couplée 

est plus petite que la largeur de bande de la résonance de structure non couplée. 

3.9 Conclusion 

Ce chapitre concerne uniquement une structure à un degré de liberté. La masse ajoutée, 

image de la pression du fluide sur la structure, pour un liquide contenu dans un réservoir 

présentant une surface libre est très différente de celle obtenue pour un domaine de fluide infini. 

Nous avons étudié trois cas : Froude >> 1, <<1 et :::::1. Si la gravité n'est pas négligeable (F,::::: 1 

et <<1), et si Je domaine est borné, cette masse ajoutée peut être positive, négative ou nulle. En 

effet on montre que la surface libre peut échanger de l'énergie avec la structure. Lorsque Je 

nombre de Froude est de l'ordre de 1, Je nombre et les valeurs des fréquences propres dépend 

fortement de celui-ci. Dans Je cas où le nombre de Froude est très supérieur à 1 (lorsque l'effet de 

la pesanteur sur la surface libre est faible) une seule masse ajoutée positive existe. La condition 

de surface libre est celle d'une surface équipotentielle, qui peut engendrer une masse ajoutée 

supérieure à la condition de surface rigide (dans le cas d'une structure en rotation) 

Dans Je cas où Je domaine de fluide est serni-infini (à profondeur finie), des vagues sont 

émises par la structure, envoyant de l' énergie à l'infini: c'est un tout autre problème. 
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Chapitre 4. 

Interaction entre une poutre et un liquide contenu 

dans un réservoir rectangulaire avec surface libre 

Résumé. - L'interaction fluide - structure dans un réservoir rectangulaire est étudiée 

analytiquement en prenant en compte l'influence de la pesanteur. Une des parois latérales du 

réservoir est élastique et modélisée comme une poutre verticale. Les équations couplées du 

système sont développées et résolues. Les expressions des valeurs propres sont obtenues. Les 

effets de la présence de la pesanteur sont étudiés en faisant varier le nombre de Froude. 

Dans le cas où la pesanteur est négligeable, notre résolution explicite est comparée aux 

résultats analytiques et expérimentaux de Veklich et Malyshev (1990), ainsi qu'à ceux 

numérique de Ousset (1980). De plus, lorsque la pesanteur est prise en compte, une comparaison 

avec les résultats de Bauer et al. (1968) est présentée. 

Pour une poutre encastrée - libre immergée dans un réservoir rectangulaire nous 

détaillons les effets des paramètres du système sur les fréquences couplées. Plusieurs 

comportements du système sont observés. Les résultats obtenus sont peuvent être prolongés au 

cas d'un réservoir rectangulaire complètement flexible et au cas de domaine du fluide non borné. 

4.1. Introduction 

Un exemple d'interaction fluide - structure dans l'ingénierie structurale est un réservoir 

flexible rempli d'un liquide sous excitation sismique. Les deux composants sont la structure (le 

réservoir sec) et le fluide interne. Parce que les composants communiquent dynamiquement, une 

analyse de la réponse du système doit considérer les deux simultanément, structure et fluide. 

Le but de cette étude étant d'appréhender les phénomènes de couplage, nous nous 

sommes orientés vers la résolution d'un système simple bidimensionnel, où la seule structure 

mobile est l'une des parois du réservoir considérée comme une poutre. 
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4.1.1 Phénomènes différents et les descriptions associées 

Pour le système couplé qu'est un liquide à surface libre contenu dans un recevoir flexible, des 

phénomènes très différents se présentent suivant les caractéristiques vibratoires de systèmes non 

- couplés et le type d'excitation. 

La structure non couplée avec le fluide, que nous dénommerons par "structure sèche", 

possède un nombre infini de fréquences propres se répartissant sur l'axe des fréquences de façon 

discrète. Nous les noterons dans ce document ro, . Si l'on considère le fluide avec surface libre 

dans un réservoir rigide de même dimension, ce fluide présente des fréquences de ballottement 

que nous noterons ro r , qui sont aussi en nombre infini discret. Les fréquences couplées seront 

notées ro • . Quelque soit les positions relatives des premières fréquences ro ,(l) et ror(l), 

l'existence dans les deux cas d'une infinité de fréquences propres, implique qu'il existe 

nécessairement une gamme de fréquences où fréquences de structure sèche et fréquences de 

ballottement sont du même ordre de grandeur. En fonction de la gamme de fréquences étudiée et 

de la position des fréquences ro , (1) et ro r (1) , plusieurs cas peuvent se présenter. 

(a) Par exemple si ro ,(I) est bien supérieur à ror(1), l'étalement des fréquences non 

coupl~es peut être schématisé par le diagramme ci-dessous. Dans la gamme de fréquence 

suffisamment petites devant ro,(1), les modes de ballottement sont excités sans contribution 

importante de la structure. La structure peut être considérée comme rigide à ces niveaux de 

fréquences et les fréquences de ballottement sont aussi les fréquences couplées (Moiseev 1964, 

Moiseev et Petrov 1966). Dans la gamme de fréquences où ro, et ro r sont présentes, une 

résolution complète du système couplé doit être faite pour connaître les fréquences roc . Nous 

verrons dans ce cas que le modèle avec seulement les effets de masse ajoutée est généralement 

suffisant. 
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? 

figure 4.1 Les fréquences propres du système couplé et non couplé, le cas où ros (1) >> oo r (1) 

(b) Par exemple si oo,(l) est bien inférieure à oor(l), le même raisonnement peut être 

tenu, si ce n'est que le calcul d6s fréquences couplées dans tout le domaine nécessite 

non seulement de prendre en compte les effet de pression dynamique du fluide sur la 

paroi (communément mis sous la forme d'une masse ajoutée) mais aussi les effets dus 

à la pesanteur. Les fréquences oo, et oo, sont donc différentes dans ce cas. Nous 

reviendrons dans le document sur cette idée, en faisant varier le type de condition 

écrite à la surface libre (suivant le nombre de Froude). 

? 

figure 4.2 Les fréquences propres du système couplé et non couplé, le cas où oo,(l) <<oor(l) 

(c) Le cas où ro,(l) et ror(l) sont du même ordre de grandeur, est un cas particulier du 

cas précédent. Les termes de gravité doivent aussi être considérés. 

Nous aborderons donc ce cas. Le chapitre 2 a montré comment obtenir les équations 

linéarisées de ce problème. Dans cette étude, seule la méthode analytique sera utilisée. 
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4.1.2 Travaux précédents 

Les analyses disponibles considèrent seulement les effets inertiels de chargement sur la 

structure, négligeant les effets de pesanteur sur la surface libre. Seules certaines études 

considèrent les deux effets. Détaillons les. 

Miles (1958) est un des premiers qui étudiet le ballottement dans un réservoir flexible. En 

utilisant une mise en équation grâce à la méthode de Lagrange, il a obtenu l'équation aux 

fréquences couplées de la flexion d'un réservoir cylindrique contenant un liquide à surface libre. 

Ses hypothèses essentielles sont : écoulement potentiel, effets d' inertie du fluide et pesanteur non 

négligeables, forme de mode couplé de la flexion du cylindre connue (comme une fonction 

linéaire ou parabolique). Dans le cas des réservoir cylindriques minces, il a montré 

numériquement que le ballottement fait croître la fréquence couplée de flexion du cylindre (par 

rapport à celle dans le cas où le réservoir est fermé par un couvercle, donc sans ballottement). Le 

choix à priori de la fonction de forme de la paroi déformable à logiquement une grande influence 

sur la fréquence couplée trouvée. Miles ne détaille pas cette influence. Il ne met pas non plus en 

évidence les formes propres de la surface libre à ces fréquences couplées. 

Ces résultats théoriques ont eté confrontées à des résultats expérimentaux, par Lindholm et al. 

(1963). L'influence de la forme du mode de flexion choisie y apparaît clairement: les résultats 

de Miles encadrent néanmoins les résultats expérimentaux avec une précision acceptable. 

Depuis beaucoup d'autres études ont été faites pour des réservoirs cylindriques ayant soit une 

paroi latérale élastique soit un fond élastique. Une revue exhaustive bien qu'ancienne des 

résultats à été faite par Bauer (1981). Mais pour le problème d'interaction dans un réservoir 

rectangulaire avoir une paroi élastique, les études sont limitées. Pour une telle géométrie la 

méthode de séparation de variable n'est plus utilisable. 

Bauer et al. (1968) ont étudié le problème d'un réservoir rectangulaire avec une ou 

plusieurs parois latérales élastiques. La paroi latérale était traitée comme une poutre. Cependant, 

pour la portion immergé dans le liquide et pour la portion sèche de la poutre, les équations de 

mouvement et les conditions aux limites étaient considérées comme les mêmes. Ceci est 

évidemment faux car pour la partie immergée les pressions dues au mouvement du fluide 

interagissent avec la structure, alors que pour la partie émergée celles-ci ne sont pas présentes. 

Seule la première fréquence propre couplée était présentée et il manquait une vision globale de 

l'évolution de toutes les fréquences couplées. De plus des problèmes numériques empêchaient de 
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suivre l'évolution de cette première fréquence couplée pour les faibles hauteurs de fluide. Ces 

résultats nous semblent faux et sont donc trop partiels mais nous ne manquerons pas les 

comparer néanmoins aux nôtres. 

Bauer (1981) étudiait l'interaction d'un réservoir avec un fond flexible avec le liquide 

contenu dans celui-ci, il trouvait que les fréquences étaient inférieures à celles non - couplées de 

la structure, et supérieures à celles de ballottement. Il constatait que les fréquences couplées wc 

vérifiaient les relations : wc < w, et wc > w r . Les systèmes non couplés possédant une infinité 

de fréquences propres, les relations dégagées ci-dessus manquaient pour le moins de précision 

quant aux numéros de modes à considérer. 

Caillot (1983) dans sa thèse déjà cité au chapitre 3, étudiait aussi les vibrations d'une 

poutre élastique immergée dans un volume d'eau rectangulaire avec parois rigides sans surface 

libre. Cela revenait donc à coupler la structure avec un système ne possédant pas de fréquences 

propres. Le problème était donc bien différent. Nous ne comparerons pas nos résultats aux siens. 

Veklich et Malyshev (1990) ont traité le problème de vibration d'une poutre immergé 

dans un réservoir, en utilisant une méthode de décomposition du potentiel en fonctions de 

variables complexes. La suiface libre est bien plus haute que l'extrémité de la poutre et une 

condition de 'surface équipotentielle y a été écrite. Des résultats expérimentaux sont aussi 

présentés. Nous comparerons nos résultats aux siens. 

Schulkes (1990) simplifiait le problème en remplaçant la paroi latérale élastique d'un 

réservoir par une membrane. La loi de comportement de la structure étant différente que dans le 

cas d'une poutre, nous ne pourrons comparer nos résultats aux siens. 

Soedel S. M. et Soedel W.(l994) étudiait la vibration forcée et libre d'une poutre portant 

un liquide. La surface libre est alors parallèle à la poutre. Sur les faces latérales, une condition de 

surface équipotentielle est écrite, qu'ils dénomment « hypothèse de grand réservoir» . Leur 

configuration est différente de la nôtre. Le parallélisme de la surface libre et de la poutre a le bon 

goût de rendre possible une solution analytique par séparation de variable. 

En fait, pour un réservoir rectangulaire avec des parois latérales élastiques, peu d'études 

ont été publiées pour dégager le comportement couplé de ce système. 
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4.1.3 Objet d'étude 

Nous nous attacherons à résoudre analytiquement le cas d'un réservoir remplit 

partiellement, ayant une de ses parois perpendiculaire à la surface libre, déformable et ayant un 

comportement de poutre. Dans les problèmes d'interaction fluide - structure, le mouvement de la 

portion élastique de la structure est habituellement inconnu avant que la solution ne soit trouvé. 

La résolution de ce problème est présentée en détail dans ce chapitre. 

Dans la section 2, les équations et les conditions aux limites du système couplé sont 

rappelées. 

Dans la section 3, les équations couplées du système sont résolues et les expression de 

valeurs propres et formes propres sont obtenues. 

Dans la section 4, la méthode est confrontée aux résultats de la littérature existants. Pour 

le cas particulier où la pesanteur est négligeable, nous allons vérifier la méthode grâce aux 

résultats analytiques et expérimentaux de Veklich et Malyshev (1990), ainsi qu'avec les résultats 

numériques d'Ousset (1980). Une comparaison avec les résultat analytiques de Bauer et al (1968) 

est aussi faite. La section 5, présente nos conclusions. 

4.2. Les équations et les conditions aux limites 

Nous considérons ici le problème d'interaction dans un réservoir rectangulaire qui a une 

paroi latérale élastique comme le montre la figure 4.3. La paroi latérale élastique est traitée 

comme une poutre, l'autre paroi latérale et le fond du réservoir sont rigides. Nous définissons un 

système de coordonnées cartésien de sorte que X' soit l'axe parallèle au fond du réservoir, 

y' est l'axe perpendiculaire. L'origine de l'axe X' correspond à la position moyenne de la paroi 

latérale élastique. La gravité est dirigée suivant - y' · 
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y' 

0 
x· 

figure. 4.3 Un réservoir rectangulaire avec une paroi flexible 

Rappelons les notations du chapitre 2. L'est la longueur du réservoir, h' est la hauteur 

moyenne du liquide, hP' est la longueur de la paroi latérale élastique, t' est le temps, h' est la 

hauteur de la surface libre du liquide au repos; w ' (y' , t') , w d' (y' , t') respectivement les 

déplacements selon l'axe de X' de la partie immergée et émergée de la paroi. L'accélération de 

pesanteur est notée g' . 

Les équations dimensionnelles obtenues au chapitre 2 sont ici rappelées : 

- dans le domaine du fluide, 

- sur la paroi rigide du réservoir, 

8<pl = o. 
ax •·1 

- sur le fond du réservoir, 

8<pl - 0 
8y y• O- . 

- sur la surface libre, 

0 ~x~ 1, 0 ~y~ h. (4.2.1) 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

(4.2.4) 
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- sur l'interface solide - fluide, 

( 4.2.5) 

La condition cinématique à l'interface ayant déjà été écrite, il ne reste plus qu'à écrire la loi de 

comportement de la structure. 

Les équations de mouvement de la poutre 

Les équations de vibration transverse de faible amplitude d'une poutre (Timoshenko et al., 1974) 

sont données pour chacun des segments immergé et émergé (voir formules 2.4.22 et 2.4.23): 

82w 84w 8<p 
Bo ae + ay4 = G0 at' x=O, O~y~l (4.2.6) 

0 , x= 0, 1 <y< hp (4.2.7) 

avec 

(4.2.8) 

Le membre de droite de ces équations représente la pression du liquide sur la structure et est nul 

pour la portion sèche de la poutre. 

B0 et G0 sont deux paramètres. B
0 

caractérise la poutre, et donne ses fréquences propres sèches 

adimensionnelles. G
0 

caractérise l'intensité du couplage avec le fluide. Par exemple, plus la 

masse volumique du fluide Pr' est importante, plus les forces de pression du fluide seront 

grandes (G
0 

croît), par contre B
0 

reste inchangé. p; est la densité massique de la poutre, p/ du 

liquide. A' est l'aire de la section de la poutre, E'I' est la raideur en flexion de la poutre. 

Il nous reste à écrire les relations aux extrémités de la poutre, ainsi que le raccordement 

entre les deux fonctions de forme émergée (wJ et immergée (w). 
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0, 
âw 

0, y=O, W= - = 
ày 

âw âw, 
y=l, w, = w, -

ày ày ' 

(4.2.9) 
à'w à'w, à'w à'w, 

y= 1, 
ày' ày' ' ày' ày' ' 

w, =0, âw, =0 
ày ' 

y=h, . 

Nous avons écrits ci-dessus en y = hp la nullité de l'effort tranchant et du moment fléchissant. 

Pour une poutre avec les deux extrémités encastrées, la dernière des conditions ci-dessus doit être 

remplacée par : 

àw 
wd =0 ; __ d =0 en y= hP 

ôy 

Les équations couplées du système sont (4.2.1)-(4.2.9). Les valeurs propres du système 

couplé doivent maintenant être recherchées. L'expression du potentiel du chapitre 2 est encore 

valable : 

<p(x,y, t) = ll>(x,y)rosin(rot) 

· cos(q(x-L)) ~ cosh(p"(x-L)) 
li>( x, y)=~ . ( L) cosh(qy) + L...un 'nh( L) cos(pnY) 

sm q n=l Sl Pn 

La loi de comportement et les conditions aux limites de la poutre permettent de 

déterminer les inconnues ~ , u" , q, Pn et ro du potentiel de vitesse, comme montré ci-après. 

4.3. La résolution des équations couplées 

On étudie les mouvements harmoniques du système. En notant les formes propres de la 

poutre pour les parties immergée et sèche respectivement par u(y) et ud(y) , les déplacements 

de la poutre s'écrivent : 

w(y, t) = -u(y)cos(rot) 

wd(y, t) = -ud(y)cos(rot) 

(4.3.1) 

(4.3.2) 

En portant (4.3.1)-(4.3.2) dans les équations de mouvement de poutre (4.2.6) et (4.2.7) 

qui doivent être vérifiées à tout instant, nous obtenons : 
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d4ud 4 
dy4 - B ud (y) = 0 

où le couple (B, G) est relié à (B0, G0) par : 

G=- Go ro2 

Dans le cas d'une poutre encastrée- encastrée ces conditions aux limites s'écrivent: 

du 
= 0, u(y) = 0, - y=O, 

dy 

du dud 
ud = u, - y= 1, 

dy dy ' 

d2u d2ud d 3u dJud 

dy2 dy2 ' dy) dy) ' y= 1, 

ud 0, 
dud 

0, y= hp . 
dy 

4.3.1 La recherche des fonctions de forme u et ud 

Cltapitre4 

(4.3.3) 

(4.3.4) 

(4.3 .5) 

(4.3 .6) 

(4.3.7) 

Recherchons la solution de l'équation couplée (4 3.3) comme la somme de la solution 

générale de l'équation homogène (u1) et des solutions particulières de l'équation complète (u2) : 

(4.3 .8) 

u1 (y) est une superposition des fonctions fondamentales Fi(Y) : 

4 

U1(y) = L C; F;(Y) (4.3.9) 
i=-1 

tel que celle-ci soient : 

F1(y) = cos(By), F2(y) = sin(By), F3(y) = cosh(By), F4(y) = sinh(By) (4.3.10) 

Ci sont des coefficients inconnus à déterminer. 

Compte tenu de la forme du potentiel nous chercherons la solution particulière u2(y), 

sous la forme : 
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"' 
u2(y) = S P cosh(qy) + L Çm am cos(pmy) (4.3.11) 

m=l 

où les coefficients à déterminer sont : S , P, Çm , am . 

Portant (4.3.10) et (4.3.11) dans (4.3.9) on obtient, 

u(y) = tC;f;(y) + ( sPcosh(qy) + ~Çmam cos(pmy)) (4.3 .12) 

Reportons cette expression dans l'équation de la poutre (4.3.3), 

"' 
sP(q4

- B4 )cosh(qy) + LÇmam(P~- B4 )cos(pmy) = 
m=l 

Puisque la relation doit être vérifiée pour tout y =[0,1], on identifie terme à terme, 

(4.3.13) 

Rappelons les expressions de coefficients de potentiel de fluide qui ont été donnée dans le 

chapitre 2 (formules 2.4.38 et 2.4.39): 

1 

J u(y) cosh( qy )dy 
p = .,_o---;-1 ----- (4.3.14) 

q Jcosh2 (qy)dy 
0 

1 

- Ju(y)cos(p"y)dy 
an=~O~~----- (4.3.15) 

Pn Jcos
2
(ps)dy 

0 

Posons pour alléger les écritures : 

(4.3.16) 

P et an sont alors donnés par : 

1 

p q Dp = Ju(y)cosh(qy)dy (4.3.17) 
0 
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1 

an Pn Dn =- Ju(y)cos(ps)dy (4.3 .18) 

Il suffit alors de réinjecter la forme de u(y). Portons (4.3.12) dans (4.3.17) et (4.3.18) on obtient : 

en utilisant l'orthogonalité des fonctions de base : 

1 

Jcos(pmy)cosh(qy)dy = 0 
0 

1 { 0 
Jcos(pmy)cos(ps)dy = Da, m=n 

compte tenu que 1 'on a : 

F, 2 = -pn tan(pn) 

F/ = q tanh(q) . 

Posons encore : 

1 

1r = JF;(y)cosh(qy)dy 
0 

1 

I~· = JF;(y)cos(ps)dy 

Les expressions ( 4.3.19) et ( 4.3.20) s'écrivent alors : 

4 

J3qDp = L c;~r + si3Dp 
i:a: l 

alors on peut obtenir : 

D 4 

13=-p :Lci1r 
q -s i·l 

-D 4 
a = __ a_, L C.I~· 

n Pn+Sn i ~ l 
11 

(4.3.19) 

(4.3 .20) 

(4.3.21) 

(4.3 .22) 

(4.3.23) 

(4.3 .24) 
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Reportant (4.3.14), (4.3.15), (4.3.23) et (4.3 .24) dans (4.3.13), on obtient: 

4 ( D 4 ., -D 4 ) 

u(y) = ~ CiF; (y)+ Ç q ~ Ç ~Cil~ cosh(qy) +~Sm Pm+ Çm ~ Cii~m cos(pmy) (4.3 .25) 

En posant: 

(4.3.26) 

(4.3.27) 

(4.3 .25) se présente sous la forme suivante : 

(4.3 .28) 

Si l'on met les constantes Ci à déterminer en facteur, en posant 

., 
Hi(y) = f;(y) + K~ cosh(qy) + LK~m COS(PmY) (4.3.29) 

m• l 

Nous avons trouvé le mouvement de la poutre pour la portion immergé : 

4 

u(y) = :LciHi(y) (4.3.30) 
- i= l 

Pour la portion sèche de la poutre, uiy) est la solution de l'équation homogène (4.3.4), 

qui est aussi une superposition des fonctions fondamentales, Di sont les coefficients inconnus à 

déterminer : 

4 

ud(y) = LDif;(y) (4.3.31) 
ia l 

On remarquera à cet instant que nous avons 8 inconnues ( 4 Ci et 4 Di) et que les fonction 

Fi Hi dépendent de co la pulsation à laquelle vibre tout le système par l'intermédiaire de nombreux 

coefficients. De façon tout à fait classique, ce sont les 8 conditions aux limites qui définirons les 

valeurs de co . 
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4.3.2. Les valeurs propres du système couplée 

En satisfaisant les conditions aux limites de la poutre aux deux extrémités (y = 0 et y = 

~l' au point de raccordement (y = 1 ), cette fonction de forme du déplacement de la poutre permet 

de calculer les valeurs propres du système. 

D'après (4.3 .30) et (4.3 .31), les conditions aux limites de la poutre (4.3.7) forment un 

système homogène à 8 inconnues [Z] : 

(4.3.32) 

où [Z] = [C
1 

C
2 

C
3 

C
4 

D
1 
D

2 
D

3 
D

4
] est le vecteur des 8 coefficients à déterminer. Les éléments de 

[A 1xs sont donnés en annexe 3. 

Pour qu'il existe des solutions non nulles, il faut que la matrice A soit singulière. Les 

paramètres du système couplé étant donnés, cette matrice ne dépend que de la pulsation 

adimensionelle ro. L'équation caractéristique (4.3.33) fournit les valeurs propres. 

det([A]) = 0 (4.3.33) 

Pour chaque valeur de roc trouvée, on calcule les ratios Ci 1 C
1 

et Di 1 C
1 

ainsi que le potentiel 

<p IC
1
, ce qui nous donne la forme propre du mode considéré. On notera que cette forme propre 

correspond à une forme de poutre et un champs de vitesse pour le fluide, l'amplitude relative de 

ceux-ci dépendant du mode considéré. 

Remarque : 

Dans le cas particulier où le nombre Fr est>> 1, c'est à dire où l'influence de la pesanteur 

est négligeable devant les effets d'inertie du fluide, les coefficients du potentiel de vitesses 

peuvent être obtenus en posant la condition a~. limites sur la surface libre comme 

équipotentielle cp( x, 1, t) = 0 . Comme nous l'avons vus dans le chapitre précédent, lorsque F, 

tend vers l'infini, on a : 

2n-1 
Pn = -2-7t, et q ~oc. 

4.4. Vérification de la méthode à l'aide des résultats existants 

A fin de vérifier la validité de la méthode présentée ci-dessus, nous allons comparer nos 

résultats à trois types de résultats disponibles. Tout abord, avec ceux analytiques et 

expérimentaux de Veklich et Malyshev (1990) ; puis avec l'exemple numérique de Ousset (1980) 

et enfin nous discuterons les résultats analytiques de Bauer ( 1967). 
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4.4.1 Nomenclatures 

Avant la présentation de ces exemples, redéfinissons certains termes en fonction des 

coefficients que nous venons d'introduire. 

- Fréquences propres de la poutre non couplées (en absence de fluide) . Les fréquences 

adimensionnelles sont : ro ,(k) = (ykhp)2 ~ 1/h: B0 , pour k=l , 2, 3, .. . , et ykhp = 

{4,730 ;7,853 ;10,99 ; ... )pour une poutre encastrée - encastrée (Timoshenko 1954), B0 est le 

paramètre adimensionnel définis dans la section 4.2.2, hP est la longueur adimensionnelle de 

poutre. 

- Fréquences de ballottement du liquide dans un réservoir rigide de même dimension 

G=l, 2, 3, ... ). 

- Fréquences couplées du système w. ; 

-Rapport d'amplitude de la surface libre à l'amplitUde de la poutre : 

max(w(y, t), wd{y, t)) 
~-

- max( TJ(X, t)) 

4.4.2 Vérification par les résultats analytiques et expérimentaux de Veklich et Malyshev 

(1990) 

Veklich et Malyshev (1 990) ont étudié une poutre verticale immergée complètement dans 

un réservoir rectangulaire par une méthode de variables complexes. (voir figure 4.4) Ils n'ont pas 

pris en compte les influences de la gravité dans leur modèle théorique et ont posé la condition de 

potentiel nul sur la surface libre. Les expériences ont été réalisées dans un réservoir qui est si 

profond que les influences de la surface libre du liquide sont négligeable. La poutre est sollicitée 

par un électro-aimant près du fond du réservoir. Les résultats théoriques sont bien en accord avec 

ceux de leur expérience. 
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fCx' , li)=o 

Figure 4.4. Une poutre immergée dans un réservoir profond (Veklich et Malyshev, 1990) 

Les paramètres de la poutre et de la cuv~ sont : 

L" = 0,265 rn, hP' = 0,12 rn, e' = 0.001 rn, p,' = 7490 kg/m3 

p/ = 1000 kg/m3 
, E' = 2,1 1011 N/m2 

Les paramètres dimensionnels correspondants à cette étude sont : 

B0 = 92,47 et G0 = 0,00725 

Chapitre 4 

Dans l'étude que nous menons, la hauteur du fluide ne dépasse jamais celle de la poutre. 

Néanmoins nous comparerons nos résultats à ceux de Veklich et Malyshev en choisissant comme 

hauteur d'eau la hauteur de la poutre (hP = 1 ). Nous nous attendons à ce que les champs de 

vitesse dans les deux configurations soient différents, car dans notre étude le fluide ne peut 

contourner la structure, mais nous comparerons les effets de masse ajoutée. En effet poser 

comme Veklich et Malyshev la nullité du potentiel sur la surface, revient à travailler pour un 

nombre de Froude infini, et donc à ne prendre en compte que les effets d'inertie et non potentiels 

dus à l'élévation de la surface libre. Cependant il est à noter qu'écrire <p = 0 quelque soit x pour y 

acp 
= 1 implique que ax = 0 en y = 1, ce qui est contradictoire avec la condition cinématique 

d'interface fluide- structure : : = ro u(1). La nullité obligatoire de u(1) ne serait possible que 

lorsque la poutre est encastrée à son extrémité supérieure, ce qui n'est pas le cas considéré ici. 

Trois types des fréquences propres théoriques ou expérimentales apparaissent dans les 

tableaux suivants pour deux longueurs de poutre. Elles sont exprimées en Hertz. 

ro 5 : fréquences propres de la poutre sèche, 
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roc : fréquences propres du système couplée ou de la poutre immergée, 

ro 1 : fréquences propres du ballottement; 

rhé :théorique, exp: expérimental: : résultats de Veklich et Malyshev (1 990). 

Modes 1 2 3 

Théoriques 
~{ 

0,337 0,357 0,432 

ro, ... 
Veklich et dans l'air 

(1) .l .. p 
51,8 329 936 

(expérimental) 

Malyshev dans l'eau 
(1) c lexp 

17,3 119 409 

(expérimental) 

(1990) 
(1) c 1 

0,334 0,362 0,437 

COs exp 

dans l'air 
(1) .llhé 

59,4 372 1042 

dans l'eau 
(1) cl !hé 

20,1 133 451 

Cette étude (F, = oo ) 
(1) c 1 

0,338 0,358 0,433 

(1) s !hé 

(théorique) couplée 
(1) c llhé 

1,61 2,41 2,97 

(F, :;t oo) 
(1) c 1 

0,0272 0,00065 0,00028 

(1) s !hé 

Ballottement ro, 1,619 2,418 2,971 

(1) c 1 
0,9969 0,9983 0,9990 

(1) f !hé 

tableau 4.1 résultats d'exemple de Veklich et Malyshev (1990) 
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Modes 1 2 3 

Théoriques 
lv 

0,360 0,375 0,460 
(l)c 

(l)s thé 

Veklich et dans l'air 
00 sL"P 

75,4 483 1375 

(expérimental) 

Malyshev dans l'eau ooJexp 28,0 183 650 

(expérimental) 

(1990) 
(l) c 1 

0,371 0,379 0,473 

oo, exp 

dans l'air 
(l) .!thé 

85,5 536 1500 

dans l'eau 00 ethe 
31,3 206 696 

Cette étude (F,=oo) 

~~é 
0,367 0,385 0,464 

(théorique) couplée ooJ~é 1,56 2,40 2,97 

(F,;t:oo) 
(l) c 1 

0,0183 0,00045 0,00020 

oo, thé 

Ballottement OOr 1,562 2,405 2,969 

(l) c 1 

0,999 0,999 1.00 

00 r thé 

tableau 4.2 résultats d'exemple de Veklich et Malyshev (1990) 

Les résultats montrent que les valeurs des fréquences propres dans l'eau sont inférieures 

aux celles de la poutre dans l'air. Les effets du liquide sur les deux premiers modes sont presque 

les mêmes (les ratios de fréquences propres sont identiques), mais lorsque les ordres de mode 

augmentent, les effets du liquide diminuent (les ratios de fréquences augmentent). 

Ceci est logique. Avec l'accroissement de fréquence, le nombre de noeuds de vibrations 

de la structure augmente. Face à ces noeuds, le fluide est moins mis en mouvement que face aux 
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ventres de vibration. L'augmentation du nombre de noeuds s'accompagne donc logiquement 

d'une diminution des effets d'inertie dus au fluide et se traduit donc par une décroissance de 

l'effet de masse ajoutée. Ceci est visible sur la figure 4.5, tracée pour h '= 0,12 m. Les résultats 
p 

théoriques de Veklich et Malyshev sont en très bon accord avec ce comportement. 

0,5 0 Velcllch théorique 

0 Veklich expérimentaux 

El cette éb.lde (Fr • Infini) 

0,4 • cette étude (FP'finl) 

~ 
' -·· ',4 

--. 'i .2- 0,3 :~·~ "' r;· .j( . 
4 t-'~~ ~-~ ~J ·'i 
]- \)<:,~ ::"-..!ti ,. ~::i." e 0,2 ~1,! > c• 1.')"., • 
c ··0-i f .. 

',~ , 
·:~~ ·>·: . 

.z-
"' ~~ 

• ~;'!< 

~i~~ 
. 

~l'f! ~ 0,1 lit•~ 
0 ~~ •·iii. 
~ 

~ 
1.~ , 
,.··-'~~ .,·:·:· 
., .. ~ ::; ... : .. " ' 0,0 

au•rro dt •odt 

figure 4.5. Une comparaisons avec les résultats de Veklich et Malyshev (1990) 

Dans notre modèle si 1 'on ne tient pas compte de la pesanteur ( F, = oo ), si on compare 

dans le graphe ci-dessus les rapports de fréquences propres de la poutre dans l'eau à celles dans 

l'air : c 1 , : c lv et : c 1 , on peut observer un très bon accord entre les résultats de cette étude 
5 cxp 5 thé 5 thé 

analytique et ceux de V. & M. (l'erreur relative est inférieure à 2% ). Si on observe les valeurs 

absolues, les erreurs sont plus importantes (10 - 15% environ) : Nos résultats majorent les 

résultats expérimentaux autant pour les résultats dans l'air que dans l'eau. Ceci peut être du au 

choix que nous avons fait pour l'une des grandeurs (le module de Young E) qui n'était pas fourni 

dans les travaux de Veklich. Une autre raison peut être l'utilisation d'un modèle de poutre alors 

que la largeur de la structure représente 4 fois la longueur, et nous inciterait à prendre plutôt un 

modèle de plaque. 



96 Chapitre 4 

Il est à noter que malgré la proximité de la surface libre (affleurant la poutre dans notre 

modèle) alors que dans la manipulation elle se situe deux fois plus loin, la condition <p = 0 qui y 

est écrite permet quand même une bonne prise en compte des effets de masse ajoutée. Les 

champs de vitesses ne doivent pas être fondamentalement différents. 

Pour mettre en évidence les effets de la présence du fluide sur la déformée de la poutre, 

on présente les trois premières modes couplés et non couplé de la poutre dans les figures 

suivantes: 
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L .•. 
~ ... · ... 

(a) 

(b) 

Wc (3) = 451,3 Hz 

(c) 

+~:: ·~, \ '-; z 
\ ' -
\ ' - .; .. - ' 

Wc(1) = 1,614 Hz 

(d) 

Wc(2) = 2,414 Hz 

(e) 

Wc(3) = 2,968 Hz 

(f) 

ligure 4.6 Les défonnées de la poutre immergées complètement dans un réservoir profond 

(a,b,c) sans prise en compte de l'effet de la gravité, (d,e,f) avec la gravité 
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___ :mode propre dans l'eau,----- : mode propre dans l'air ayant le même nombre de noeud de vibration 
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On peut trouver que le premier mode couplé est presque le même que celui non couplé, 

c'est à dire l'effet de la présence du fluide sur Je premier mode propre n'est pas important, 

quoique la fréquence soit divisée par 3. Mais pour le deuxième et troisième modes, le mode 

couplé de la poutre est différent par rapport celui non couplé. En plus, les noeuds se déplacent 

vers l'extrémité encastré de la poutre. On peut conclure que les modes couplés sont différents de 

ceux dans l'air, donc on ne peut pas utiliser les modes sec de la poutre pour calculer les 

fréquences propres couplées (Liaw et Chopra, 1974). Une combinaison de ceux-ci, comme forme 

propre couplé reste cependant acceptable dans la plus part des cas. (DONEA et al., 1988). 

Par contre dans le cas où 1 'on tient compte de la gravité, les trois premières fréquences 

couplées sont pratiquement égales aux fréquences de ballottement du liquide dans un réservoir 

rigide. Elles sont d'une toute autre nature que les fréquences décrites précédemment. Le tracé de 

celles-ci sur la figure précédente est donc un peu abusif, mais permet au lecteur du voir 

l'importance à venir de l'écriture correcte de la condition de surface libre. On peut observer que 

les fréquences couplées sont légèrement inférieures aux les fréquences de ballottement. On peut 

juger que dans le cas où les fréquences propres non couplées (dans l'air) de la poutre sont de 

beaucoup supérieures aux fréquences propres non couplées du liquide (ballottement dans un 

réservoir rigide), les fréquences couplées du système sont pratiquement les fréquences de 

ballottement. 

4.4.3 Vérification à l'aide des résultats numériques de Ousset (1980) 

Ousset (1980) a développé une méthode numérique pour étudier les vibrations 

hydroélastiques d'une structure contenant un liquide incompressible avec surface libre. La 

méthode peut être considérée comme un couplage de la méthode des éléments finis (Berge et al., 

1975) et la méthode d' intégrale de frontière (Deruntz et Geers, 1978). 

Un exemple bidimensionnel a été présenté, celui d'un réservoir rectangulaire avec un 

fond rigide et des parois verticales déformables, traitées comme des poutres encastrées à leur 

bases (figure 4.5). Le réservoir est rempli de liquide. La condition de surface libre écrite par 

Ousset ne tient pas compte de la pesanteur (équipotentiel). 

Les modes obtenus par Ousset sont soit symétriques (les deux poutres vibrent en 

opposition de phase) soit antisymétriques. Les modes symétriques peuvent être calculés par notre 
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modèle, en considérant pour notre configuration à une seule paroi flexible, un réservoir de 

longueur moitié 

y' 

fcx·, li)= o 

0 x· 
~ .. -•.:.: - ..-...... ....... . , .. ..... ...:: :.: . ~ .. - -·· 

figure 4.7. Un réservoir rectangulaire avec les parois de type de poutre (Cusset, 1980) 

Les dimensions de la poutre et du réservoir sont : 

L'= 1 rn, hP'= 1 rn, e' = 0,01 rn, p,' = 7800 kg/m3 

p/ = 1000 kg/m3 
, E' = 2,0 1011 N/m2

, g' = 9,81 rn/s2
• 

Les paramètres adimens.ionnels correspondants de cette étude sont : 

B0 = 8,176, G0 = 0,5886. 

Les résultats sont présentés dans le tableau suivant, en ne gardant que 4 chiffres significatifs pour 

nos résultats : 

Dans l'air Cusset (1980) cette étude 

équation élément analytique (J)~I -(J)c 

ordre de (J) s (i) intégrale (J)~I (i) finis F,= infini (J) c (i) (J)c 

mode (J) ~1 (i) (J) s (i) ro~(i) (J) c (i) (J) s (i) 

x 100 

1 8,176 4,1699 0,5100 4,1752 3,974 0,4861 +4,9 

2 51,24 26,7453 0,5220 26,8177 25,46 0,4969 +5,0 

3 143,50 89,1585 0,6213 89,4836 84,85 0,5913 +5,1 

tableau 4.3 résultats d'exemple d'Cusset (1980) 

où : ro ,(i) : les fréquences propres de la poutre dans l'air; 
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ro ~· (i) : les fréquences propres de la poutre dans l'eau, obtenues par la méthode 

d'équation intégrale (avec 25 éléments de plaque) ; 

ro~F(i) : les fréquences propres de la poutre dans l'eau, obtenues par la méthode des 

éléments finis (avec 25 éléments de plaque) ; 

roc(i) :les fréquences propres de la poutre dans l'eau, obtenues par la méthode analytique 

de cette étude. 

On peut trouver que les fréq~ences propres obtenues par la méthode numérique sont 

supérieure à celles analytique de 5% environs. Cette écart peut être expliqué par l'augmentation 

de la rigidité induite par la discrétisation d'une structure continue. Pour ce problème, même si la 

méthode d'équation intégrale a plusieurs avantages par rapports la méthode d'éléments finis 

comme l'explique Ousset (1980), on peut quantifier les écarts de la méthode numérique grâce à 

cette étude analytique. 

La figure 4.8 montre les modes couplés du système avec et sans pesanteur. On peut voir 

qu'en présence de la pesanteur (figures d-e-f), les deux premiers modes couplés du système sont 

des modes de ballottement ( la poutre vibre à peine), le troisième mode faisant lui intervenir de 

façon non négligeable la poutre. En absence de pesanteur (figures a-b-c), les modes couplés sont 

très différents de ceux avec pesanteur. 
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Y' 1 , ' 1 
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(b) 

r ... .. "'• (3) = 84,89 Hz 
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... ï>. 

(c) 

. . . . . . . . . 
:w;,q) ;=~-8747Hz : 

(d) 

roc(2) = 1,245 Hz 

(e) 

roc(3) = 1,527 Hz 

(t) 

figure 4.8 Modes couplés du système en absence de pesanteur (a-b-c) et en présence de pesanteur (d-e-t) 
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4.5. Comparaison avec des résultats analytiques (Bauer, 1968) 

L'exemple de Bauer et al ( 1968) dans cette section, concerne le cas de réservoir 

rectangulaire avec une paroi flexible modélisée comme une poutre encastrée - encastrée. Les 

résultats de Bauer et al. seront comparés aux nôtres. Les effets des paramètres du système sur les 

valeurs propres seront discutés. Les paramètres de la poutre et du réservoir se trouvent dans la 

figure 4.3. Les caractéristiques du système sont: 

L'= 1,2192 rn, hP'= 1,524 rn, e' = 0,0015 rn, p,' = 2689 kg/m3 

p/ = 1041 kg/m3 
, E' = 0,6895 1011 N/m2 

Nos paramètres adimensionnels correspondants sont: 

B0 = 3,582, G0 = 1109, 

Les fréquences sèches (non couplées) adimensionnelles de la poutre sont: 

ro,(1) = 7,566, ro,(2) = 20,85, ro,(3) = 40,88. 

Les résultats présentés par Bauer (1968) ne concernent que la première fréquence couplée 

du système, pour le rapport de la hauteur du liquide à la longueur de la poutre : ( !._ compris 
hp 

entre 0.4 et 1 (dans la figure 4.9, en trait mixte). 

De notre coté, nous calculons les vingt premiers modes et fréquences couplés du système 

par la méthode données dans la section 4.3. Différentes profondeurs du liquide sont considérées 

pour montrer les effets sur les fréquences propres et modes propres. Le mouvement relatif entre 

le liquide et la structure est quantifié par le rapport fJ. de l'amplitude maximum de la poutre à 

l'amplitude maximum de la surface libre. Si ce rapport est très inférieur à 1 le mouvement relatif 

est faible. 

4.5.1 L'évolution de fréquences propres avec la profondeur du liquide hlhp (remp~issage) 

Trente termes sont utilisés dans le développement en série du potentiel car aucune différence 

n'est trouvée entre les résultats de fréquence obtenus avec 30 termes et 90 termes. La profondeur 

du liquide hlhp varie de 0,05 à 1.0. La figure 4.9 présente la variation avec la profondeur liquide 

hlhp des fréquences couplées du système et les fréquences non - couplées de la poutre et liquide. 
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figure. 4.9 L'évolution de fréquences propres avec le remplissage 
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Dans Bauer (1968), seule la première fréquence couplée est présentée pour hlhp variant 

de 0.4 à 1 (la ligne pointillée sur la figure 4.9). Une grande différence est trouvée entre leur 

résultat et notre première fréquence couplée (la ligne continue la plus basse en fréquence). La 

différence provient du fait que dans Bauer (1968) une seule fonction était employée pour décrire 

la forme du mode de la partie immergée et la partie sèche de la poutre. Ici deux fonctions 

différentes sont employées pour les parties sèches et mouillées (w et wd), et deux types de modes 

couplés peuvent être trouvés ainsi que le montre la figure 4.9 : un mode couplé de type 00 

ballottement 00 et un mode couplé de type 
00 

structure 
00

• 

• Les modes de type ·· ballottement 
00

: 

La figure 4.9 montre que quand hlhp est petit, les fréquences couplées d'ordre bas sont 

très proches des fréquences propres non - couplées du liquide (ballottement). Leur forme propre 

(figure 4.11 (b)) est aussi de celles de ballottement . Ces types de modes sont repérés comme des 

modes de type 00 ballottement 00 du système couplé. 

Quand hlhp est petit, les mouvements de la surface libre du liquide peuvent être 

significatifs, car h peut être grand, même pour hlhp petit. Près de J'extrémité encastrée, le 

mouvement de la poutre est plus faible qu'à J'autre extrémité ainsi les effets des mouvements de 

cette poutre sur le fluide sont faibles quand ~ est petit. Les formes de modes couplés peuvent 

dans ce cas être similaires aux modes de ballottement du liquide dans un réservoir rigide. Quand 

hlhp croît, les effets de mouvement de poutre sur l'écoulement de fluide s'accroissent et les 

fréquences couplées diminuent comparativement aux fréquences de ballottement COr . Si 

l'évolution de la neuvième fréquence couplée avec hlhp est considérée, on remarque qu'elle suit 

la fréquence de ballottement tant que hlhp est petit, puis diminue brutalement au passage de hlhp 

voisin de 0.3, afin de suivre la fréquence de ballottement immédiatement inférieure. Une seconde 

décroissance est alors observée lorsque hlhp voisine 0.6. Le comportement de toutes les autres 

fréquences couplées est le même. 

• Les modes de type 
00 

structure 
00 

: 

Ils peuvent être trouvé quand h/hp est petit, pour des modes proches du mode non couplé 

de la poutre co , . Il existe un mode dont la fréquence est différente des fréquences de 

ballottement. Il est montré ultérieurement que la forme propre de ce mode est similaire à celle du 
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mode sec de structure le plus proche. Du point de vue de la poutre, les effets du fluide sur le 

mouvement de la poutre peuvent être expliqués par des considérations de masse ajoutée. 

Pour des valeurs de hlhp plus éloignées de 0, on peut suivre ces modes de type 

"structure". Avec l'accroissement du paramètre hlhp, une fréquence couplée présente des 

décroissances brusques entre deux modes de type "ballottement". Elles s'accompagnent toujours 

d'un accroissement de l'amplitude relative du mouvement de la poutre par rapport à celui du 

fluide (figure4.1 0). Ces points de maximum sont repérés par des ronds, des croix et des étoiles 

sur la figure 4.9. 

4.5.2. Les modes couplés pour h/hp = 0,6 

La figure 4.10 présente la variation du rapport d'amplitude avec l'ordre de mode pour h/hp 

= 0,6. 

1,2 

1,0 

0,8 

Il 0,6 

0,4 

0,2 

0,0 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

ordre de mode 

figure 4.10 L'évolution du rapport d'amplitude avec l' ordre de mode 

Si l'ordre de mode croît, le rapport d'amplitude commence par diminuer et passe par un 

minimum au cinquième mode. A partir du sixième mode, ce rapport d'amplitude augmente à 

nouveau et atteint un maximum pour le neuvième mode. Les formes de mode pour certains 

rapports d'amplitude sont présentées dans les figures 4.11 (a, b, c). Les champs de vitesse du 
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fluide, le mode couplé de la surface libre du liquide et de la poutre, et la forme du mode non -

couplée de la poutre la plus ressemblante sont dessinés. 



Interaction entre une poutre et un liquide avec surface libre 107 

(a) 

----_------== ::=: :::= ;:; ~ -;:; ~ ;; ~ ~ 
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(b) 

(c) 

(a) le premier mode couplé; (b) le quatrième mode couplé; (c) le neuvième mode couplé. 

figure 4.11 (a, b, c) Les champs de vitesse de 3 modes couplés 
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Le premier mode couplé est montrée dans la figure a, où le rapport d'amplitude est de 1,1. 

Il est trouvé que la forme couplée de ce mode est très similaire celle de ro . (l). Pour cette hauteur 

d'eau, c'est le premier mode de type ·· structure ·· du système. Cette fréquence couplée est de 

(1,26), beaucoup pluspetite que la première fréquence sèche de la poutre (7,57). 

Le quatrième mode couplé est présenté dans la figure 4.11 (b ). Le rapport d'amplitude est 

de 0,27. Cela signifie que le mouvement de la surface libre fluide est quatre fois plus important 

que celui de la poutre. Il est trouvé que la forme couplée de mode de la surface libre de liquide 

est très semblable au troisième mode de ballottement. La fréquence couplée est 3,01 , légèrement 

inférieure à la troisième fréquence de ballottement qui est 3,07. C'est pourquoi ce mode est 

appelé un mode de type ·· ballottement ·· du système couplé. On notera que la ligne tangente au 

point de contact avec la poutre n'est pas horizontal, preuve de l'existence d'une interaction avec 

la poutre. 

La figure 4.11 (c) présente le neuvième mode couplé correspondant au deuxième 

maximum local de rapports d'amplitude. Ce rapport est proche de (0,5) et est voisin des septième 

et huitième modes de ballottement du fluide dans un réservoir rigide. Un maximum d'amplitude 

de la surface libre est toujours présent contre la paroi rigide, mais sur la paroi mobile, existe 

pratiquement un noeud de vibration. Le mouvement de la poutre à cette fréquence est 

relativement grand comparé avec les modes voisins. Ce mode peut être considéré comme le 

deuxième mode de type ·· structure ··. 

Conclusions 

Une solution linéaire analytique a été obtenue pour l'interaction entre une structure 

élastique et un liquide à surface libre dans un réservoir, basée sur l'hypothèse d'un mouvement 

potentiel du fluide et en tenant compte des effets de pesanteur. Les modes et fréquences propres 

du système couplé sont donnés. Les effets des paramètres du système sur les fréquences couplées 

sont discutés . 

Si les fréquences propres de la poutre sèche sont bien supérieure à celles des premières 

fréquences de ballottement dans une cuve rigide, les premiers modes couplés obtenus sont les 

fréquences de ballottement, la structure restant immobile. Les premiers modes faisant intervenir 

de façon significative la structure, peuvent être obtenus par un calcul où seule l' inertie du fluide 

est prise en compte et non la gravité. Dans tous les autres cas, caractérisés par un nombre de 
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Froude plus petit ou de 1' ordre de 1 'unité, le couplage tenant compte des termes de gravité est 

alors nécessaire. 

La résolution est faite en décomposant la forme des modes en deux fonctions inconnues, 

pour la portion émergée et immergée. Cette méthode a été vérifiée par les résultats 

expérimentaux, analytique et numérique dans le cas où la pesanteur est négligeable (nombre de 

Fraude infini). En présence de pesanteur, les résultats de Bauer et al (1968) sont très différents 

des nôtres et bien moins complets. Nous avons dégagé une vision globale du comportement des 

fréquences propres couplées en fonction de la hauteur de remplissage du réservoir. Les modes 

pour lesquels le mouvement de la structure est du même ordre de grandeur que celui de la surface 

libre, ont été repérés et appelés les modes de type « structure ». 

Cette résolution dans le cas où seule l'une des parois du réservoir est flexible peut être 

prolongée au cas où toutes les parois sont déformables. 





Chapitre 5. 

Etude expérimentale de l'interaction fluide - structure 

dans un réservoir avec surface libre 

Résumé: 

Pour mettre en évidence les phénomènes d'interaction fluide- structure dans un réservoir 

rectangulaire en présence d'ondes de gravité, ainsi que pour vérifier la méthode analytique, nous 

avons testé plusieurs dispositifs expérimentaux que nous présentons Nous avons finalement 

choisi une excitation électromagnétique et avons mesuré alors les fréquences propres et les 

mode propres d'un système pour lequel les effets de pesanteur ne sont pas négligeables. Ces 

résultats expérimentaux sont comparés aux résultats théoriques du modèle linéarisé du 

chapitre précédent. 

Introduction 

Le but de ce chapitre est l'étude expérimentale des phénomènes d'interaction fluide -

structure avec surface libre dans un réservoir rectangulaire, nous nous intéresserons 

essentiellement à la mesure des fréquences propres et modes propres du système couplé. 

Des études expérimentales classiques de plaques immergées dans un fluide infini ont été 

effectuées par Lindholm et al. (1965. Les plaques sont encastrées à l'une de leur extrémités et 

libres à l'autre, la surface libre du fluide est parallèle ou perpendiculaire à la plaque. Leurs études 

expérimentales sont faites dans un domaine fluide infini pour lequel les modes de ballottement 

existent pas. 

Dans le cas de cylindre à base circulaire, les études expérimentales sont nombreuses : 

cylindre complètement flexible (Bauer, l963a), avec fond de cylindre flexible (Chiba, 1993). 
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Pour un réservoir rectangulaire, Costa et al. (1991) ont étudié le cas où le fond du 

réservoir est une plaque flexible. 

Veklich et Malyshev (1990) ont présenté les résultats expérimentaux d'une plaque 

complètement immergée verticalement dans un réservoir rectangulaire. La surface libre est 

éloignée de l'extrémité supérieure de la plaque d'une distance au moins égale à la longueur de 

celle-ci. Les phénomènes de couplage entre les ondes de gravité et la structure n'ont pas été 

observés. 

La présence de la surface libre du fluide et de la pesanteur se prêtent bien à l'étude des 

couplages entre les ondes de gravité et la structure. La principale difficulté de cette étude est la 

mise en évidence des résonance du système couplé, mettant en jeu simultanément des 

mouvements de la surface libre et de la structure. Pour aborder ce domaine, nous nous limiterons 

à 1 'étude des phénomènes couplés dans des milieux finis. 

Nous allons présenter tout d'abord les principales étapes de l'expérience: les essais pour 

mettre en évidence des résonances couplées, la méthode de mesure, puis nous comparerons les 

résultats expérimentaux avec les résultats théoriques. 

5.1. Dispositif expérimental 

Pour pouvoir mettre en évidence les phénomènes du couplage fluide - structure en 

présence des ondes de gravité dans un réservoir rectangulaire, nous avons testé plusieurs 

dispositifs expérimentaux présentés dans la figure 5.1 . 
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essai schéma du dispositifs méthode d'excitation remarques 
expérimentaux et de mesure 

~ pot vibrant fixé sur une les ballottements ont été 
1 p:q.: plaque rigide qui pivote, excités, mais pas de modes 

accéléromètre sur la plaque couplés observés 
flll située au milieu du réservoir. 

Pour un temps inférieur au 
temps de retour de l'onde sur 
la plaque, la réponse de la 

~ excitation par un marteau surface libre correspond à 
d"lllJBl d'impact, celle pour un milieu fluide ...-

2 p;q.c accéléromètre sur la plaque infini. Pour un temps 
encastrée supérieur, d'un milieu fluide 

fini . La séparation des 
IBI 

comportements est donc 
difficile. 

marteau d' impact, 
3 plaque rigide m~rteau d'impact accéléromètre sur la plaque idem à ci-dessus -1~"- --"fv\/V\-1 qui pivote autour d'un axe, 

une excitation en translation les modes couplés ont été 
....... .._rigido de toute la cuve, excités, mais il est 

~ _},JJJJ.. accéléromètres sur la plaque impossible de solliciter les 
"""" 4 rigide qui pivote et sur la modes pairs. 
ct: paroi. 

excitation de la plaque par les modes couplés du - un électroaimant, système sont excités 

·-1 
dedrœimn 

5 

1 1 

déplacement de la plaque 
mesurée par une caméra et 

eau une vis micrométrique. 
Mesure de la surface libre 
par une caméra. 

figure 5.1 Les cinq dispositifs expérimentaux 

Puisque nous ne pouvions maîtriser la largeur de bande d'excitation, l'idée fut d'utiliser 

un impact pour lesquelles toutes les fréquences d'excitation sont présentes avec la même 
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amplitude. Deux types de structure ont été sollicitées ainsi : une plaque encastrée à sa base, une 

plaque rigide en rotation autour d'un axe en présence d'un couple de rappel (essais 2 et 3 de la 

figure 5.1). Nous avons mesuré les fonctions de réponse en fréquence par un analyseur "Brüel et 

Kjaer", de type bicanal. Dans les deux essais, nous avons pu mesurer les fréquences propres de la 

plaque, modifiées par les influences d'inertie du fluide (la masse ajoutée). Mais nous n'avons pas 

observé le couplage entre les ondes de gravité et la plaque. Ces résultats sont logiques, car le 

temps d'acquisition des signaux étant de 2 secondes, l'onde de surface libre émise par la plaque 

lors de l'impact avait à peine le temps se propager vers le bord rigide et de revenir. Nous faisions 

en fait un essai dans un milieu fluide infini, pour lequel les modes de ballottement n'existent pas. 

Il fallait donc revenir à une excitation forcée périodique de spectre étroit, si possible en 

déplacement. 

Le quatrième essai est un réservoir sur deux rouleaux, un système bielle - manivelle et 

d'un moteur électrique suivi d'un réducteur et d'une tige fournissant une translation de tout le 

système. Un balayage de fréquence de la rotation de moteur, nous permet d'exciter le système (le 

fluide et la plaque) en même temps par un mouvement de translation sinusoïdal. En se plaçant 

dans le référentiel non Galiléen lié à la paroi du réservoir, l'excitation apparaît comme une force 

répartie dans le fluide et dans la plaque. Nous avons mesuré les réponses en fréquences sur la 

plaque ainsi que sur les parois rigides du bac. Les mouvements de ballottement ainsi que couplés 

ont pu être observés mais la puissance insuffisante de moteur - réducteur, si elle avait réussi à 

diminuer la largeur de bande d'excitation, ne l'avait pas pour autant rendue purement 

sinusoïdale. Ceci a été constaté en mesurant les mouvements du réservoir. L 'extraction d'un 

mode propre restait impossible : ce système était insuffisant. 

Le cinquième dispositif nous permet d'observer les phénomènes de couplage entre les 

ondes de gravité et la plaque (figure 5.2). 
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figure 5.2 chaîne de mesure du dispositif expérimental 
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La plaque est encastrée à sa base sur le fond du réservoir, le réservoir est fixe comme 

dans les premiers trois cas. La plaque est excitée par un électro - aimant qui est commandé par un 

amplificateur de puissance relié à un générateur sinusoïdal. Un voltmètre et un fréquencemètre 

permettent de déterminer avec précision la fréquence et la tension de ce signal. Le balayage en 

fréquence nous permet d'observer les résonances du système couplé. Un rhéostat variable est 

utilisé pour changer l'intensité de courant dans l'électro-aimant, ce qui permet de changer l'effort 

d'excitation, comme le montre le paragraphe suivant. 

Montrons que l'effort sur la plaque est proportionnel au carré de l'intensité. 

Soit un champ magnétique H(P,t) en un point P de l'espace à un instant t. L'effort sur un 

volume élémentaire de cette plaque au point P est proportionnel à H grad H : 

f(P) = H(P(t), t) V{H(P(t), t)) X 

Le champ H est proportionnel à l'intensité 1 dans les bobines, ce que nous noterons: 

H(P(t),t) = I(t) h(P(t)) 
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poutre 

figure 5.3 une structure déformable dans un champ magnétique 

Si l'on considère l'ensemble des points P(t) d'une structure rigide en mouvement la 

résultante du torseur des efforts extérieurs est du type 

structure 

Sous l'hypothèse que les mouvements de la structure sont suffisamment petits pour que le champ 

magnétique en chaque point P ne dépende pas des mouvements de la structure, on peut 

considérer que la force globale est du type : 

F(t)=l 2 (t)x jh(P)V(h(p)}dv 
structun: 

Dans le cas d'une excitation sinusoïdale en intensité, nous obtenons : 

structure 

Que l'on décompose en 

- 2 1- cos(2cot) jh(P) v(h(p)} dv F(t) = 1 X 
2 structure 

On peut poser : 

F(t) = 12 (F0 + Fcos(2cot)}. 

Pour que l'excitation soit nulle quelque soit 1 il faut que : 
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structure 

Ceci correspond dans notre expérience à une structure parfaitement centrée dans le champ 

magnétique. On notera de plus que c'est un équilibre instable et qu'à la moindre perturbation 

(qui ne tarde jamais à arriver) la plaque oscille autour d'une position moyenne inclinée. 

Le cas d'une structure souple est plus complexe à traiter car cet équilibre doit être écrit en 

tout point de la structure. Nous retiendrons que l'effort sur la structure reste proportionnel à 1'. 

Mesure de l 'excitation 

La tension aux bornes de l'électroaimant et l'intensité le parcourant sont mesurées avec 

les précisions suivantes (u ± 0.2 volts pour u ~ 0.5 à 5 volts ; R=3 Ohm ; ill = ~U + ~R soit 
1 U R 

1 Urnes (1 ( 0,5 0.1)) A s· l . . . d "' "bl 1 . = -
3

- ± U mes. + 3 . I a precision e cette mesure est 1ai e, ce a ne portera pas a 

conséquence car nous ne connaissons pas le coefficient qui permet de passer de l'intensité à 

l'effort sur la plaque. Lors de la variation de tension, la résistance restant constante, la variation 

d'intensité lui est proportionnelle, donc la variation d'effort est proportionnelle à son carré. 

L' éventuelle non - linéarité sera mise en évidence par un glissement des fréquences couplées, et 

non par la mesure de l'amplitude de la fonction de réponse en fréquence. La fréquence 

d'excitation est affichée à ±0.001 Hz près. 

Mesure de la réponse 

Les modes couplés sont caractérisés par des mouvements de structure et de fluide, les 

mesures expérimentales portent donc sur ces deux milieux. 

Pour la structure, les mouvements de la partie haute de la plaque ont été mesurés de deux 

façons. Tout d'abord à l'aide d'une caméra en vue rapprochée sur cette zone, une règle étant 

présente dans le champ de visualisation (précision de ± 0.5 mm). Pour améliorer la précision, la 

seconde méthode utilise une vis micrométrique fixée sur la paroi de la cuve (le contact plaque -

vis ferme un circuit électrique et allume une ampoule). La précision est meilleure± 0.08 mm, 

mais l'on ne possède que l'information de déplacement maximal dans l'un des sens de 

déplacement de la plaque. La caméra par contre permet de visualiser en continu son mouvement. 
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Pour le fluide, une infonnation globale est recherchée. La caméra est utilisée de face ( 

vision de l'interface air - fluide avec les problèmes de ménisque ) ou de dessus, en mesurant les 

défonnations apparentes d'une grille placée dans le fond du réservoir (Chai et al, 1993). La 

première méthode utilisée par Vo (Vo,1996) donne une précision sur l'interface de l'ordre de 

± 0,63 mm, la seconde méthode nécessite un recalcule de l'interface par la méthode développée 

en annexe 6 qui nous a posé des problèmes de sensibilité des résultats à la précision des données 

non encore résolus. Cette deuxième méthode pourtant prometteuse à donc été abandonnée pour 

l' instant. 

Les dimensions de la poutre et la cuve de la manipulation sont : 

liquide 

figure 5.4 la dimension de disposition expérimental 

[1] longueur de la cuve : L' = 0231 ± 0.0005 rn ; 

[2] profondeur d'eau h' = 0 à 023 ± 0.0005 rn ; 

[3] largeur de la cuve est 0.099 ± 0.0005 m ; 

[4] longueur de la poutre :hP' = 0.266 ± 0.0005 rn ; 

[5] épaisseur de la poutre: e' = 6 ± 0.01 mm ; 

[6] masse volumique la poutre : p,' = 7800 ± 168 kg/ m3 

[7] masse volumique d'eau : p/ = 1000 ± kg/ m3 

[8] module de Young : E' = 2,1 1011 ± 0.05 1011 
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5.2. Résultats expérimentaux 

Nous allons présenter les résultats expérimentaux d'une poutre couplée avec le liquide 

contenu dans un réservoir. Avant tout, nous avons mesuré les fréquences propre de la poutre 

sèche, puis les fréquences propres du système pour différentes profondeurs d'eau. 

5.2.1. Les fréquences propres de la poutre sèche 

La première fréquence propre de la plaque est mesurée par la méthode utilisant la caméra 

et la règle. Pour une tension d'excitation donnée, un balayage en fréquence permet de mettre en 

évidence la résonance, en mesurant l'amplitude d'un point sur la poutre. 

Pour une tension de 2 volts, nous avons mesuré la position minimale et maximale d'un 

point de la poutre en fonction de la fréquence d'excitation, (figure 5.5). On peut voir clairement 

un pic sur la courbe qui correspondant la résonance (près de la première fréquence de la poutre). 

la première fréquence propre de la poutre sèche 

10 
,-.. 
E 
E 
'-' 

D v=2,0volt 

= 
8 

~ 

E 
~ .. 

6 cu 
ë. 
~ 
"0 

= 4 "0 
~ 

"0 

;Ë 
ë. 2 
E 
cu 

0 
0 2 4 6 8 

fréquences d'excitation (Hz) 

figure 5.5 Une tension d'excitation donné (2 volts), la réponse en fréquence de la poutre sèche 

La reproductibilité de la mesure est présenté dans la figure 5.6. 
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Am p. 

Balayage en effort : 

la première fréquence propre de la poutre sèche 

c v = 2,0 volt 

o v= 2,0volt 

fréquences d'excitation (Hz) 

0 

figure 5.6 La reproductibilité de la mesure (v= 2 volts) 
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Nous avons utilisé quatre tensions d'excitation: 1, 1.5, 2 et 3 volts pour étudier les 

influences de la tension sur la résonance. 

Dans cette étude les courbes sont tracées en fonction de la tension. Sous réserve de 

mesurer le rapport entre tension et in~ensité de notre montage, et que celui-ci soit constant dans la 

gamme de fréquences et de tensions explorées, nous pouvons considérer que la figure 5.7 doivent 

permettre d'observer les éventuelles non -linéarité de réponse par rapport à l'effort d'excitation. 

On constate ci-dessus, la non -linéarité de la réponse de la structure sèche. Nous devrons 

donc nous limiter à des déplacements de structure inférieurs à 1.5 mm. Une vision plus globale 

peut être obtenue sur le graphe ci-dessous. 
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figure 5. 7 Pour une fréquence donnée, la réponse en amplitude de la structure sèche pour un balayage en effort 

la première fréquence propre sèche de la poutre 
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figure 5.8 La mesure de la première fréquence propre de la poutre sèche : les réponses en fréquence de l'amplitude 

de la poutre pour différentes tensions d'excitation (1, 1.5, 2, 3 volts). 

Les comparaisons avec les fréquences propres du modèle linéarisé devront donc se faire 

pour les tensions les plus basses. Le balayage en tension permet néanmoins d'avoir une idée de la 
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gamme où l'approximation de linéarisation est valide, gamme qui varie pour la structure sèche et 

la structure mouillée. 

5.2.2. Les fréquences ct modes propres couplés 

Lorsque la profondeur d'eau est de 210 mm, nous avons trouvé les résonances du système 

couplé en faisant un balayage en fréquences. Les premiers trois modes propres du système sont 
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figure 5.9 modes propres du système 

La réponse en fréquences de l'amplitude du mouvement de la surface libre est présentée 

dans la figure 5.10 (la tension d'excitation est de 1.65 volts). 
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c 
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Il 

cc 
Ê c 
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:ê c c Il c c. c llC c c E 

"' 2 cc ID] c c 
c c c c 

c c cc 
c c 

0 
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 

féquences d'excitation (Hz) 

figure 5.10 fréquences propres du système (la tension d'excitation est 1.65 volts) 
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Pour déterminer les fréquences propres du système, il nous faut mesurer les amplitudes de 

la plaque et de la surface libre. Comme nous avons vu dans la mesure de la plaque sèche, la 

tension d'excitation est un facteur important qui peut changer les fréquences de résonance du 

système si les effets non linéaires se font sentir. Dans la figure 5.11, nous présentons les réponses 

en fréquences pour la tension d'excitation est 2 volts et 3 volts, à proximité du deuxième mode 

propre du système. 

la deuxi~me fréquence propre couplée 

10 

8 • v=3volt • 
c v= 3 volt 

~i 0 v=2volt 
6 

Ê • c •• .§. 

•r:IJJ Cil 4 , • ~ • c c 
ë. • • c 
E • c 
"' 2 o0 o 

0 
0 0 

c 
0 0 0 

0 

0 
2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 

fréquence d'excitation(Hz) 

figure 5.11 la réponse en fréquence de la surface libre du fluide (la tension est 2 et 3 volts) 

Dans la figure 5.11, nous pouvons voir que la fréquence de résonance du deuxième mode 

propre est: 

pour 3 volts, 2,42 Hz 

pour 2 volts, 2,47 Hz 

Ce décalage en fréquence peut être imputé aux non - linéarités du système. 

Les amplitudes de la surface libre du fluide (la figure 5.12), sont tracées pour des tension 

d'excitation de 4,5 et 5,3 volts. 
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figure 5.12 La réponse en fréquence de la surface libre du fluide 
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3,2 

Nous pouvons voir que la fréquence de résonance est voisine de 2,4 Hz, et les amplitudes 

de crête (a+) de la surface libre sont supérieures de celles de creux (a-). Cette asymétrie de 

mouvement est due la non linéarité de grande amplitude de la surface libre du fluide. Elle a été 

aussi observée par .Vo ( 1996). 

5.3. Résultats théoriques 

Tout d'abord, nous allons calculer les fréquences propres du système non couplé: le 

ballottement du liquide dans un réservoir rigide et les modes secs de la plaque dans vide. Le 

système réel du dispositif expérimental est tridimensionnel. Notre étude théorique, le considère 

bidimensionnel pour la plaque et le liquide. Nous pouvons quantifier dans quelle gamme le 

modèle à 2 dimensions est applicable en calculant les modes de ballottement du fluide et les 

modes de la plaque en trois et en deux dimensions respectivement. 

Deuxièmement, nous allons présenter les résultats théoriques obtenus par la méthode 

mentionnée dans le chapitre 4 (fréquences propres et modes couplés) pour une profondeur du 
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liquide fixée. Nous insisterons sur l'originalité de ce travail en comparant les deux hypothèses : 

avec ou sans gravité. 

Dans une dernière partie, nous allons présenter les évolutions avec la profondeur d'eau, 

des fréquences couplées théoriques pour les trois premiers modes. 

5.3.1. Les systèmes non couplés 

Le ballottement du liquide dans un réservoir rectangulaire rigide 

Les fréquences de ballottement dans un réservoir parallélépipédique ayant une profondeur 

de liquide h, et de largeur a* et de longueur L *, sont données par : (Moiseev, 1964) 

3o•2 • • ro, (m,n)=g ktanh (kh ), (rn, n = 0, 1, 2, 3, ... ) 

(5.3.1) 

avec rn qui correspond à 1' ordre du mode dans la direction de la longueur de la cuve, et n dans la 

direction de la largeur de la cuve. Les modes pour lesquels n = 0 correspondent à des 

mouvements bidimensionnels dans le plan de la figure 5.4. 

Le tableau ci-dessous présente les différentes valeurs de fréquences (Hz) pour nos 

caractéristiques de cuve (L'= 0,231 rn; largeur de cuve= 0,0995 rn) pour une hauteur d'eau de 

0,21 m. 

rn 0 1 2 3 4 5 

n 

0 0 1.83 2.599 3.18 3.68 4.11 

1 2.81 2.93 3.22 3.58 3.96 4.32 

2 3.97 4.02 4.14 4.33 4.56 4.81 

3 4.86 4.89 4.96 5.07 5.22 5.39 

4 5.61 . 5.63 5.68 5.76 5.86 5.98 

5 6.28 6.29 6.32 6.38 6.46 6.54 

tableau 5.1 Les fréquences de ballottement en 20 et 3D (la profondeur du liquide est 210 mm) 



126 Chapitre 5 

On remarque lorsque la fréquence augmente, que les modes à n -:;:. 0 s' intercalent entre les 

modes bidimensionnels qui nous intéressent (en caractères gras dans le tableau ci-dessus). Pour 

exciter expérimentalement ces modes de façon significative il faudrait désaxer l'électroaimant ce 

qui n'est pas le cas. Il faudra néanmoins vérifier lors de la comparaison que les modes 

expérimentaux correspondent bien à notre modélisation. Le modèle de ballottement 

bidimensionnel peut être calculé par . : 

ro~0 , 2 (m)=g'ktanh (kh'), (rn 

m7t 
k=r;· 

1, 2, 3, .. . ) 
(5.3.2) 

Pour la longueur de la cuve : L'= 0,231 rn, la largeur de la cuve 0,099 rn ; nous avons 

calculé les trois premières fréquences de ballottement en 2D pour toutes les hauteurs d'eau 

possible de notre manipulation. 

La plaque sèche : 

Les fréquences propres et les modes propres de la plaque sèche sont calculés en utilisant 

un code de vibration de plaque en éléments finis (Hinton et al.,1988). L'élément est de type 

plaque Lagrange Mindlin 9 noeuds et avec interpolation de 1 'effort tranchant. Le calcul avec le 

maillage présenté figure A5.1 fournit les modes présentés dans l'annexe 5. Les premières 

fréquences de flexion sont : 6.897 Hz, 43.07Hz, 121.2 Hz. La première fréquence de torsion est 

38.38 Hz. 

Lorsque la dimension de la plaque est assez petite par rapport les deux autres, la plaque 

peut être modélisée par une poutre. Les fréquences propres d'une poutre encastrée - libre sont 

données par : (Géradin et Rixen, 1996). 

2 4 EI 
ro. (n) =!ln -Ah 4 

P. P 

!ln= 1.875, 4.694, 7.855, .... (n>3, !ln "='(2n-l)~,) 
(5.3.3) 

Si l'on désire évaluer la précision sur ces fréquences propres sèches théoriques, il est 

facile de le faire dans le cas du modèle poutre. Nous pouvons écrire la fréquence en fonction des 

grandeurs mesurées, où E est le module de Young estimé, b la largeur de la plaque, e l'épaisseur 



Etude Expérimentale 127 

de la plaque, rn la masse de la plaque, hp la longueur de la plaque, hP, est longueur totale (partie 

encastrée comprise, il y a trois trous de fixation qui ont un diamètre : d = 5 mm) : 

L'équation (5.3.3) se transforme comme: 

donc: 

J.1 2 

f (n) =-"-
' 27t 

rn 
Ps =-;, 

L\p, L\m L\v 
-=-+-
p, rn v 

L\v =eh b(L\e + L\b + L\hP')+37te(~)2 (L\e +2L\d) 
v pt e b hP, 2 e d 

Les valeurs sont : 

Il 
E = (2,1 ± 0,05) 10 P 

-3 
e = (0,057± 0,010) 10 rn 

hp= 0.265 ± 0,001 rn 

-3 
d=(5±0,01) 10 rn 

La précision sur fs est donc : 

~f, =4.1 %. 
s 

b = 0,099 ± 0,001 rn 

rn= (121,80 ± 0,01) 10"3 kg 

hpt = 0.275 ± 0,001 rn 

Les trois premières fréquences propres de flexion sont comparées pour les deux modèles dans le 

tableau suivant : 
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0) 
5 
!poutre (Hz) 00 

5 
tplaque (Hz) (1) 

5 
tpoutre _ ffi s tplaquc 

(%) 
modes 

0) !plaque 
théorie de théorie de s 

poutre plaque 

1 6.52 ± 0.28 6,89 -5,7 

2 40,9 ± 1.75 43,1 -5.4 

3 114 ± 4.9 121 -6.1 

Tableau 5.2 les fréquences propres de la plaque sèche 

Si l' ordre de grandeur de la précision du résultat par éléments finis est le même que pour 

le modèle poutre, les premières fréquences propres des deux modèles présentent une zone 

commune (figure 5.13). Bien que légèrement inférieure, nous considérerons le modèle poutre 

comme valide. 
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2 

figure 5.13 : Les fréquences propres de la plaque sèche et leurs incertitudes 
(1 :modèle de poutre; 2: modèle de plaque) 

5.3.2 Les fréquences et modes propres du systèmes couplé : résultats théoriques 

Les valeurs moyennes : 
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Lorsque la profondeur du liquide est de 210 mm, nous avons calculé les fréquences et 

modes propres du système en considérant et ou non la gravité. Elles sont exprimées en Hertz 

dans Je tableau 5.3 et la figure 5.14. 

Modes 1 2 3 

poutre sèche roJthé 6,52 40,9 114 

ballottement ro,lthé 1,83 2,60 3,18 

couplées I 

(sans gravité) roJ:è 2,13 7.61 13,1 

couplées II 

(avec gravité) roJthé 1,58 2,42 2,97 

Tableau 5.3 Les fréquences propres du système, résultats théorique pour H=0,21 m. 

ro-bé : fréquences propres non- couplées de la poutre (sèche), 

ro,lthé :fréquences propres du liquide contenu dans un réservoir rigide (ballottement); 

ro c 1:. : fréquences propres couplée de la poutre immergée sans ondes de gravité (F, oo) ; 

roJthé : fréquences propres du système couplé avec ondes de gravité (F, fini) ; 

thé 0 théorique. 
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:ro ~(2)=2:.41:6 ijz : 

:ro ~(3)=2:.9~9 ijz : 

figure 5.14 (a-c) Les fréquences et modes propres théoriques du système couplé et non couplé (h = 21 0 

mm), la gravité est prise en compte, (d-t) la gravité est négligée. 
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figure 5.14 (d-t) Les fréquences et modes propres théoriques du système couplé et non couplé (h = 210 

mm), la gravité est négligée. 



132 Chapitre 5 

Dans la figure 5 .14, nous pouvons voir que : 

• lorsque la gravité est prise en compte, le premier modes propre couplé de la poutre est 

similaire au premier mode, mais la différence entre le mode couplé et non couplé du 

fluide est importante : le noeud de vibration de la surface libre et la fréquence ont 

changés. La condition cinématique sur l'interface fluide solide tracée sur la figure 5.14 

est bien vérifiée dans ce cas là. 

• dans le cas où la gravité est négligée, la condition cinématique sur l'interface fluide -

poutre n'est pas vérifiée en un seul point (le point de triple ligne sur l'interface fluide­

poutre). Ceci est une conséquence de l'hypothèse de nombre de Froude infini. En effet, 

la condition à la surface libre du fluide ( <l>(x, 1) = 0) implique que la composante 

horizontale de vitesse du fluiâe doit être nulle sur la surface libre, ce qui est 

contradictoire avec la condition de la continuité de vitesse sur l'interface fluide- poutre. 

On a donc une discontinuité de vitesse en ce point triple. 

• Incertitudes: roc est une fonction continue des paramètres fondamentaux (h', L', B0, G0, 

g' ), pour étudier l'incertitude sur ro c obtenu par la méthode analytique, il faudrait 

balayer tous les paramètre de façon aléatoire et retenir les valeurs extrêmes. Si 

l'évolution de ro c est monotone par rapport à chacun des paramètres, il suffit de 

calculer sa valeur pour chaque combinaison de valeurs extrêmes possibles. Si de plus la 

gamme des variations est faible, on peut calculer les dérivées locales et estimer 

l'incertitude sur roc en moyennant les variations obtenues. C'est cette méthode simple 

que nous utiliserons, en prenant soin de faire varier chaque paramètre dans les deux sens 

et d'évaluer ainsi la linéarité locale. 
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paramètre précisio roc (1) roc(l) roc (2) roc (2) roc(3) ro c(3) 

n si+x% si -x% si+x% si -x% si+x% si -x% 

en% 

fréquence de référence en 1,5753 1,5753 2,4160 2,4160 2,9688 2,9688 

Hz 

h =0,210 ±0,001 0,48 1.5720 1.5786 2.4134 2.4187 2.9644 2.9732 

h p=0.266±0.001 0.37 1.5751 1.5754 2.4158 2.4163 2.9683 2.9693 

L =0,230 ±0,001 0,43 1.5717 1.5789 2.4111 2.4210 2.9637 2.9739 

p, = 7800± 168 2.15 1.5751 1.5755 2.4157 2.4164 2.9681 2.9696 

E I =0.3225 ± 0.0253 7.8 1.5894 1.5597 2.4265 2.4048 2.9833 2.9537 

Pr = 1000± 0 0 1,5753 1,5753 2,4160 2,4160 2,9688 2,9688 

g =9,81±0 0 1,5753 1,5753 2,4160 2,4160 2,9688 2,9688 

tableau 5.4 L'incertitude sur roc obtenu par la méthode analytique (h=0,21 rn) 

La précision de chaque valeur théorique est donnée par la somme des valeurs absolues 

des perturbations : 

Nous obtenons donc : 

roc (1) = 1,57± 0.022 Hz 

roc (2) = 2,42 ± 0.014 Hz 

roc (3) = 2,97± 0.018 Hz 

5.3.3 L'évolution des fréquences et modes propres du système couplé en fonction du 

remplissage : résultats théoriques 

Nous avons calculé les fréquences propres du système couplé et les fréquences du 

ballottement du fluide dans un réservoir rigide pour différentes profondeur d'eau (figure 5.15). 
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Les évolutions sont similaires à celle d'une plaque encastrée - encastrée (l'exemple de Bauer 

dans le chapitre précèdent). 

3.5 
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figure 5.15 L'évolution des fréquences couplées théoriques en fonction du niveau d'eau 

__ : fréquence de ballottement dans un réservoir rigide de même dimension, 

_o __ : fréquences couplés du système 

Pour une profondeur d' eau «suffisante», on remarque que les fréquences couplées 

s' éloignent des fréquences de ballottement : le mouvement de la structure commence à ne plus 

être négligeable devant celui du fluide. L'approximation par une paroi rigide n'est plus valable. 
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Comparons les deux hypothèses de nombre de Froude infini et fini sur la figure 5.16. 

Evolutions des fréquences propres en profondeur de liquide 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 
Profondeur de liquide rn 

figure 5.16 Les fréquence propres du système couplé -.-.- : Fr= 00 ; __ : Fr= fmi ; .. .. ... :du fluide non couplé. 
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Dans la figure 5 .16, nous pouvons voir que les deux hypothèses donnent des résultats 

significativement différents. Si nous prenons en compte la gravité, la première fréquence propre 

du système est proche de la première fréquence propre du ballottement du fluide, pour une 

profondeur d'eau petite. Lorsque la profondeur est assez grande, la fréquence couplée est 

significativement inférieure de celle du ballottement. Si nous ne prenons pas en compte la 

gravité, la première fréquence du système peut être considérée comme la fréquence de la plaque 

sèche modifiée par l'inertie du fluide : sa nature est donc toute autre. Lorsque la profondeur 

d'eau est aussi petite, l'influence du fluide sur la plaque est petite aussi, donc la fréquence 

couplée est voisine de la fréquence de la plaque sèche. En revanche, lorsque la profondeur d'eau 

augmente, la fréquence couplée diminue rapidement car la masse ajouté du fluide sur la plaque 

est plus importante dans ce cas. Ce sont ces évolutions que nous constatons sur la figure ci­

dessus. 

5.4. Comparaison des résultats analytiques et expérimentaux 

Pour la profondeur d'eau est 0,210 rn, et pour une tension d'excitation de 1.65 volts, les 

fréquences propres expérimentales du système couplé sont présentées dans le tableau 5.5 et la 

figure 5.17: (en Hz). Il en est fait de même avec les fréquences couplées théoriques. 

ordre du ro, thé. poutre ro, thé. plaque ror thé. ballt. ro, théorique ro, exp. 

mode 

1 6.52 ± 0,28 7,24 1,83 1,57±0.022 1,56 ± 0.02 

2 40,8 ± 1,75 45,2 2,59 2,42±0.014 2,39 ± 0.02 

3 114 ± 4,9 127 3,18 2,97±0.Q18 2,95 ± 0.02 

tableau 5.5 Les fréquences propres du système couplé et non couplé théoriques et expérimentaux 

Nous pouvons voir que les résultats de la méthode analytique sont en bonne concordance 

avec les résultats expérimentaux. Nous les reportons dans la figure 5.17. 
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3 
• théoriques 

0 m:périmentaux 
2,5 

2 

1,5 

0,5 

0 
2 3 

figure 5.17 Les fréquences propres du système couplé pour la profondeur d' eau est 210 mm, théoriques et 

expérimentaux 

Conclusion 

Nous avons détaillé les différents montages expérimentaux qui ont été faits pour observer 

l'es couplages entre une plaque et les ondes de gravité dans un réservoir et avons utilisé 

finalement une excitation électromagnétique de la structure. On a ainsi la possibilité de mettre en 

évidence les modes couplés du système dans le plan qui nous intéresse. Pour mesurer les 

amplitudes de réponse de la plaque et de la surface libre, plusieurs méthodes ont aussi été 

essayées. La précision de la mesure d'amplitude de la surface libre est difficile à améliorer. On 

pourra envisager une cellule basée sur une fibre optique montée sur un vernier en translation 

verticale. Les fréquences de résonance du système obtenues par la méthode analytique présentée 

au chapitre 4 sont en bonne corrélation avec les résultats expérimentaux établis pour une seule 

hauteur d'eau et pour les 3 premiers modes propres. 
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Conclusion générale et perspectives 

L'analyse du comportement dynamique des réservoirs déformables contenant un liquide 

avec une surface libre passe nécessairement par la détermination de leurs fréquences et modes 

propres afin d'éviter tout phénomène de résonance. Les effets d'inertie du fluide sur la structure 

(la masse ajoutée classique) sont bien connus, par contre les effets dus à la présence de la surface 

libre du fluide et de la gravité (le ballottement) le sont moins. C'est ce type de problème qui a été 

étudié analytiquement et expérimentalement. 

De façon classique, nous développons les fonctions inconnues (potentiel de l'écoulement, 

déplacements dynamiques de la structure) en série, puis nous écrivons les équations du 

problèmes sous la forme d'équations de compatibilité entre les coefficients de ces 

développements. L'existence de solutions non nulles et alors donnée par la nullité du 

déterminant, ce que nous avons résolu numériquement. 

Dans notre étude, à l'aide d'un modèle simple (masse -ressort- amortisseur- liquide), 

nous mettons en évidence le couplage entre le mode de la structure et les modes de ballottement 

du fluide. Ce type de modèle n'est valide que pour la structure rigide mobile, pour laquelle la 

forme du mode couplé pour la structure est connue. Cette étude est faite en fonction du nombre 

de Froude. Nous avons trouvé que la masse ajoutée d'un liquide contenu dans un réservoir avec 

surface libre en présence de la gravit6 peut être très différente de celle obtenue si les effets 

d'inertie sont seulement pris en compte (le nombre de Froude infini). La masse ajoutée, image de 

la pression du fluide sur la structure, peut être positive, négative ou nulle. Lors de ses oscillation, 

la surface libre échange de l'énergie avec la structure. 

Pour une structure déformable, nous avons étudié le couplage entre les ballottements et 

une poutre immergée dans un réservoir. Dans ce cas là, la forme propre de la poutre est inconnue. 
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Une solution linéaire analytique a été obtenue en décomposant la forme propre de mode en deux 

fonctions inconnues, l'une pour la portion émergée et l'autre pour la portion immergée. Cette 

méthode a été vérifiée à l'aide de résultats existants dans la littérature (dans le cas où la gravité 

n'était pas prise en compte). Lorsque la pesanteur n'est plus négligeable cette méthode est 

comparée aux résultats de Ba uer et al ( 1968). 

Une expérience a été mise en oeuvre pour une poutre couplée avec un fluide dans le cas 

où la pesanteur devait être considérée. Les résultats expérimentaux ont confirmé ceux obtenus 

analytiquement. 

La possibilité d'accéder à des solutions analytiques, présente un double avantage. D'une 

part, ce type d'approche permet d'accéder à une meilleure compréhension des phénomènes 

physiques et de leur évolution en fonction des différents paramètres concernés. D'autre part, les 

résultats ainsi obtenus, permettent de valider les programmes de calcul numérique nécessaires 

pour traiter les structures plus complexes. Etudes analytiques et numériques sont 

complémentaires, la mise au point d'un calcul numérique performant pour une classe de 

problèmes donnés, devient un prolongement naturel de notre travail. 

Il nous faudra aussi prolonger cette étude par la prise en compte des non-linéarités du 

système, la méthode d'obtention des équations ayant été déjà présentée dans ce mémoire. Le 

travail expérimental sur l'aspect non linéaire du couplage est déjà entamé au sein de notre équipe. 



ANNEXE]. 140 

Annexe 1. Loi de comportement linéaire élastique d'une poutre et les efforts 

généralisés au point actuel 

Nous reprendrons les hypothèses classiques d'une cinématique de section de type 

Bernoulli: 

une section plane avant déformation, reste plane après déformation, 

une section perpendiculaire à la fibre moyenne avant déformation reste perpendiculaire à 

la fibre moyenne déformée. 

y· 
04---~~------~~----------~ 

dy" 
w'(y'.t') 

w'(y"+dy'.t') 

x· 

Figure Al.l Equilibre d'un tronçon de poutre 

La loi de comportement locale sera choisie comme élastique linéaire et fera apparaître le 

module de Young ( E' ). La théorie des poutres liera les efforts généralisés aux déformations 

généralisées par l'intermédiaires de coefficients de rigidité. Dans la mesure où nous nous 

intéressons aux mouvements transverses de cette fibre moyenne, notés w' (y', t') , la rigidité qui 

apparaît est composée du module de Young et du moment quadratique de la section droite autour 

de l'axe z', noté I'. Si l'on note Mc le moment fléchissant autour de l'axe z' et T. l'effort 

tranchant dans la direction perpendiculaire à la fibre moyenne. Montrons que l'on a pour une 

poutre à fibre moyenne droite d'axe y' : 
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(Al.!) 

(Al.2) 

La première équation provient de l'équilibre d'un tronçon de poutre, la seconde, de la loi 

de comportement. 

Al.l équilibre d'un tronçon de poutre 

Si l'on note Tx l'effort tranchant perpendiculaire à la position de la ligne moyenne 

déformée, soumise à un chargement linéique noté f, on aura le schéma ci-contre, où fdy' 

représente l'effort extérieur appliqué sur le tronçon de longueur dy' au milieu de celui-ci. Le 

vecteur f sera ultérieurement la valeur de la pression portée par la normale au segment. On notera 

tout de suite que l'on ne précise pas ici comment sont calculés les efforts généralisés : on pourra 

donc les supposer ici calculés au point actuel w' (y', t') et non au point de position moyenne : 

(AI.3) 

Le principe fondamental de la dynamique appliqué au tronçon en translation dans la 

direction x' avec p; la masse linéique de la poutre nous donne : 

(T ( • d • t')-T ( • t') fd ') {ôw') = • d • ô2w'(y' +dy' /2, t') 
x Y + Y , x Y , + Y co • P, Y 2 

ôy at' 

En rotation autour de l'axe z en négligeant les inerties de rotation on obtient : 

• dy' • • • ( • dy' • • • ·) Mr(Y +-, t )-Mr(Y, t )+ - fdy --Tx (y +dy, t )dy =0 
. 2 2 

Si l'on développe les termes par rapport à leur valeur en y' 

Tx(y' +dy', t')= Tx(y' ,t') +dy' ôTx~,' t') +o(dy') 

. • • • • • ôM (y' t') . 
Mr(Y +dy ,t) = Mr(Y ,t )+dy r ,' +o(dy) 

ôy 

Les deux équations ci-dessus se simplifient en : 

(Al.4) 

(AI.5) 

(Al.6) 

(AI.7) 
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(Al.8) 

(Al.9) 

Pour les mouvements de faibles amplitude, et de faible pente, 

cos ( ~.') = l - o( ~.') (Al.IO) 

On obtient en divisant chaque équation par dy' et en faisant tendre dy' vers 0: 

(
ôT.(y',t') +f) = • 82

w'(y', t') 
ay' Ps 8t'2 (Al.ll) 

8Mr(y',t') -T ( • t') =O 
ay' x y' (Al.l2) 

Soit en les combinant : 

f 
(Al.l3) 

A1.2 Loi de comportement 

Nous reprendrons simplement le chapitre 14 du livre de Kerguignas et Caignaret (1977), 

en faisant simplement remarquer que la loi de comportement est locale et ne préjuge donc pas de 

la manière dont sera calculé le moment fléchissant et l'effort tranchant. Dans le cas de la flexion 

simple, le rayon de courbure R(y', t') est lié à la flèche w' (y', t') par : 

(Al.l.l4) 

Sous l'hypothèse que les pentes restent faibles, au premier ordre on obtient classiquement 
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0 0 1 
R(y ,t) = 82w' (Al.15) 

ay·2 

Cette courbure est liée au moment fléchissant et on a : 

, - E'I' 82w' 
Mr = 2 ay' 

(Al.16) 

avec l'intégrale dans la section droite (G, x', z') si elle est rectangulaire d'épaisseur e' de largeur 

b'' 

b' e' 

I' = J J x'
2 

dx' dz' (A1.17) 
• b' e' 

Z • -- X•--
2 2 

A1.3 équation finale 

Nous combinons la loi de comportement de la fibre moyenne et le principe fondamental 

de la dynamique : 

82 '( 0 ') 84 '( 0 ') , w y , t + E'I' w y , t = f 
P. a( ay·4 (A1.18) 

Cette équation est donc valable dans le cas des faibles pentes ( aw·~:. t')<< 1) , avec 

une cinématique de type Bernoulli, dans le cas d'une loi de comportement linéaire élastique et les 

efforts généralisés étant calculés au point actuel w' (y', t') . f est donc représentatif de la 

pression au point actuel. 
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Annexe 2. Masses ajoutées généralisées 

La théorie des masses ajoutées consiste à remplacer l'obstacle et le fluide par un système 

équivalent d'un point de vue inertiel (masse et moment d'inertie). 

Calculons la masse ajoutée dans le cas d'une translation et une rotation de l'obstacle, pour un 

domaine fluide infini. 

Le repère Oxyz est lié au corps (0 est le centre gravité par exemple), le mouvement de 

l'obstacle sera une translation et une. rotation : V0 et no. 
La vitesse d' un point S de l'obstacle repéré par rapport à 

0 par x est tel que : 

où: 

V0 = V0; ë; 

no =no; ë; 

L'énergie cinétique du fluide : 

z 

où q> est le potentiel de vitesse du fluide qui doit être régulier à l'infini et satisfaire: 

(1) {
~q> = 0, 
aq> - -an =V, · n, 

dans ne 

suran< 

Ce qui donne pour l'énergie cinétique du fluide : 

Décomposons q> pour les mouvements de translation et de rotation. 

Soit <i>; tel que Va = ë; et no = 0, 

<i>; tel que V0 = 6, et no = ë; 

Le système ( 1) étant linéaire : 
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Soit 

<Il · 
_!_ = n. ' suran n 1 

Il est clair que mu =rn ji et lu = I ji, mais par la formule de Green : 

et 

on a: 

avec 

8<pj 
f<p · en~ kk d.Q = 0 = J<p. - dcr- fen. en~ k d.Q 

1 'f'J, 1 an .... l,k .... J. 
ne an ne 

f<p~ <p~ kk d.Q = 0 = f<p' 8<p ; dcr- f<p. <p~ k d.Q 
J 1, J an l,k J. 

ne ao ne 

I f 1 8<pj d 
ij = p <Il; & 0' ' 

an 

145 
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où 

3) 

ANNEXE2. 

{

t.<pi=O 
<pl. : Ô<pi - -- =e·n 

Ôlli 

{ 

t.cp; =0 

<pl~ : â<pf (- -) - . - = eAx ·n 
ôni 

On peut introduire le tenseur de masse ajoutée généralisée Mil (dans R6
), i,} = 1,2,3. .. ,6 . 

<pi = { :;} , <pi : i = 1,2,3, cp; : i = 4,5,6. 

vol= {~:ii }' Voi : i = 1,2,3, nOi : i = 4,5,6. 

1 
Ec =2Mu Vol Vol 

M~, a 21 composantes. Il faut faire attention K~ * K , (1 =1 à 6), mais K,,; = KJ .. (i = 1 à 
1 J IJ JI ~ 1 

La matrice est diagonalisable, et ses valeurs propres sont réelles et non négatives. 

Pour une sphère : 

pAo 
0 0 0 0 0 

2 

0 
pAo 

0 0 0 0 
2 

Mï; = 0 0 
pAo 

0 0 0 
2 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

où A0 = ~1tR0 3 est le volume de la sphère. P~o est la moitié de la masse d'eau que pourrait 

contenir la sphère. 
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Si le corps est de révolution d'axe X: 

Pour un cylindre circulaire : 

Vo . ëJ = 0' Qo . ël = Qo . ë2 = 0 

Â. 0 = 1t r0
2 est l' aire de la section du cylindre. pÂ. 0 est la masse d'eau que pourrait contenir le 

cylindre. 
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Annexe 3. Les éléments de la matrice [A]8• 8 

Les éléments de la matrice [A]8• 8 sont donnés comme suit; i = 1, 2, 3 ou 4 etj = 5, 6, 7 or 

8. 

., 
A(!, i)=H;(O)=F;(O)+Kr+LK~m , 

A(l,j)=O, 

A(2, i) = Hf(O), 

A(2, j) = 0, 

., 
A(3, i) = H; (h) = F; (h) +Kr cosh(qh) + L K~m cos(pmh) , 

A(3, j) = - Fi_4 (h) , 

A(4,i)=Hf(h)=F;,(h)+qKrsinh(qh) -fpmK~m sin(pmh), 

A(4, j) = - Fi_4' (h) , 

., 
A(5, i) = Hf' (h) = F;''(h) + q 2 Kr cosh( qh) - L p~ K~m cos(pm h), 

m•l 

" A(5, j) = - Fi_4 (h), 

., 
A(6, i) =Hf" (h) = F;'"(h) + q 3 Kr cosh(qh) + LP~ K~m sin(pmh), 

A(6, j) = - Fj~~ (h), 

A(7, i) = 0, 

A(7, j) = Fi_4 (hp), 

A(8, i) = 0, 

A(8, j) = Fj_4 (hp). 
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Annexe 4. Le dispositif expérimental de type batteur de houle 

8 1 générateur 1 .. amplificateur de signal 1 de puissance 

j~ 

.. 

accéléromètre 

~ 
.... 1 1 - l pot vibrant 

marteau 
plaque d'impact 
immergée 

batteur 
A de houle 

u 

H 

~ ~ 
liaison pivot 

c ... - b 
1 

A=longueur de plaque 
t =épaisseur de plaque 
b=201 mm c=188mm 

... 
1 

W=largeur de plaque 
H=profondeur d'eau 
d=l-2 mm 

figure A4.1 Le dispositif expérimental de type de générateur de houle 
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figure A5 .2 Les modes propres de la plaque calculés par la méthode de éléments finis 



ANNEXE6. 153 

Annexe 6 Mesure par une méthode optique du profil de la surface libre d'un 

liquide en mouvement 

Nous décrivons la méthode adoptée pour mesurer le profil de la surface libre d' un liquide 

transparent contenu dans un réservoir. Le principe de cette méthode est fondé sur la loi de la 

réfraction de la lumière. Sur le fond du réservoir est tracé un quadrillage, on calcule le profil de 

la surface par un traitement numérique des images du quadrillage. La simulation numérique de 

l'expérience permettra d'étudier la précision de la méthode. Le résultat de l'expérience dans le 

cas d'un réservoir rectangulaire à une paroi mobile confirme la faisabilité de la méthode adoptée. 

A6.1. INTRODUCTION 

Nous nous proposons de mesurer le profil de la surface d'un liquide transparent : le profil 

d'une onde stationnaire dans un réservoir. 

La méthode que nous adoptons utilise la loi de la réfraction de la lumière. Sur le fond du 

réservoir est tracé un quadrillage. L'image de ce quadrillage, à travers la surface libre, est 

déformée, si la surface n'est pas plane. Des photos permettent de comparer le quadrillage à son 

image déformée. Les déplacements de noeuds sont liées à la forme de la surface et la profondeur 

du liquide. 

Pour estimer théoriquement la sensibilité de la méthode et détecter l'erreur systématique, 

on effectue une simulation numérique de 1 'expérience. 

Les résultats expérimentaux obtenus par cette méthode, pour un réservoir rectangulaire à 

une paroi mobile, sont présentés dans le paragraphe A6.4. 

A6.2. PRINCIPE DE LA METHODE 

Une onde stationnaire d'un réservoir rectangulaire est représentée sur la figure A6.1. 

Nous nous placerons dans la cas des hypothèses simplificatrices suivantes : la largeur du 

réservoir est suffisamment petite par rapport à la longueur de celui-ci, le problème est considéré 

plan. (toute coupe dans le plan (x, y) donne la même image de surface). 
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g(x(i)) 

1• •1 x(i) x 

air 

x' 

0 L 

figure A6. 1_. Le principe de la méthode 

Sur le fond est tracé un quadrillage avec noeuds, soit x' l'abscisse de noeud, x l'abscisse 

de l'image de x' à travers la surface. L'ordonnée h(x) est le profil de surface libre. La loi de la 

réfraction de la lumière est: 

J3 = sin(82 ) 

sin(8 1) 

(J3 = 1,33 pour l'eau et l'air) , pour des angles 8 1 et 8 2 suffisamment petits : 

Les relations géométriques sont : 

x -x' 
h(x) 

x-x dh(x) 
--=-
h(x) dx 

La fonction : 

g(x)=x-x' 

est mesurée sur la photo, image du quadrillage. 

Des équations précédentes, on peut déduire la relation qui lie h(x) à g(x) : 

(A6.1) 

(A6.2) 

(A6.3) 

(A6.4) 
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h(x) dh(x) = _!!_ g(x) dx 
f3 -1 

d'où: J h(x)dh(x) = J _!!_ g(x) dx 
0 0 /3-1 

(A6.5) 

Si L est la longueur, h0 la profondeur du liquide au repos, la condition de la conservation de 

volume sera : 

L 

J h(x)dx = L h0 (A6.6) 

Par résolution numérique de (A6.5) et (A6.6), on en déduit le profil h(x). 

Cette méthode ne peut être utilisée que pour des angles de réfraction relativement faibles. 

Cela correspond à définir, une amplitude Amax (figure A6.2) au-dessus de laquelle on ne peut 

retrouver l'ordre dans lequel apparaissent les valeurs x(i). Cette amplitude maximale dépend du 

numéro du mode(Nw). Ceci peut être provoqué comme le montre la figure ci-dessous, par le 

croisement de deux images (x{i+ 1) < x(i)), par le fait qu'une ligne x'(i) se dédouble pour donner 

deux valeurs x
1
(i) et x

2
(i), ou que le rapport ~ est si grand que le calcul de l'intégrale dans 

ho 

l'équation (6) ne fournit qu'une très mauvaise précision sur la valeur de h(o). 
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Uho 

figure A6.2. L'amplitude maximale 

A6.3. L'EXPERIENCE SIMULATION NUMERIQUE DE 

Pour estimer 1 'erreur systématique et l'erreur aléatoire de la méthode, on simule un jeu de 

points expérimentaux : on calcule l'image du quadrillage à travers une surface simple que nous 

donnons (par exemple, une surface sinusoïdale) : 

(A6.7) 

où: a= N~ 7t , (Nw = i, i est le iême mode), ho est la profondeur du liquide au repos et a est 

l'amplitude d'une onde stationnaire. 

On génère alors par calcul la fonction g(x), puis on recherche à la aide du logicielle profil 

h •• 1(x) par (A6.5) et (A6.6). La différence entre h .. 1(x) et h.héo(x) est définie comme l'erreur 

systématique : 

E (x)= hcaJ (x)- h,h (x) 
' a 

(A6.8) 

Les influences sur E,(x) de L et a sont représentées sur la figure A6.3, pour deuxième 

mode (Nw = 2). 
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De plus, il existe une incertitude sur la mesure du g(x). Pour simuler cette situation, on 

ajoute une erreur aléatoire E0 (X) sur le g(x) calculé précédemment. La réponse due à E
0
(X) est 

l'erreur aléatoire de h031(x) : 

E ( ( 
hca1( X+ E0(X))- h,.1 (x))J , = moyenne max 

a 
(A6.9) 

Chaque essai est fait N, fois . Soit N, le nombre de distributions aléatoires du E
0
(x). Pour N, = 300 

et IE0 (x)l = 0,05 a, la réponse est représentée sur figure A6.4. L'erreur totale due à la méthode : 

E=E,+E, (A6.10) 

ou: 

E ( (h,ix + E0(x))- h,héo<x))J = moyenne max 
a 

est représenté sur la figure A6.4. 

0 
.s:: 

--' 

Es(%) 
5~----~-----T------~----~-----r----~------~----~----~ 

4.5 .. ; . 

Nw=' 2 Eo= 5% a 
4 

3.5 

3 ... .. ... .. . 

2.5 .... .. . .. .. 

2 

1 .5 

1 1L-----~2------~3~~--4~----~5--~--6~----A7~----~8~--~9~--~10 

a/ho (%) 

figure A6.3. L'erreur systématique 
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Er(%) 
5r------.-----.------,-----,------,------,-----.------.-----. 

12 

1 .5r---;__ : 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 
a/ho ( % ) 

figure A6.4. L'erreur aléatoire 

Pour un rapport L = 2 et une amplitude du mode ~ = 8 %, la méthode donne h à 3 % 
h

0 
h

0 
1heo 

près (figure A6.3). Ces courbes « iso-erreur systématique» montrent l'augmentation de E. avec 

l'augmentation de l'amplitude des modes ( ~ ). 
ho 
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figure A6.6 Exemple 
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A6.4. EXEMPLE DE L'APPLICATION DE LA METHODE 

On utilise cette méthode dans le cas d'une onde stationnaire pour un réservoir 

rectangulaire à une paroi mobile. La dimension du liquide au repos dans le réservoir est : L = 192 

mm, hO = 120 mm, largeur = 99 mm. Les résultats de l'expérience à la deuxième fréquence 

L 
propre sont représentés sur la figure A6.6. Avec h = 2, pour N"' = 2, les mesures de x sont 

0 

" · · /Eo(x)l 5 °1 • • 1· d' · 1 h · d · · · h d 1aites a -- = ;~ o, ce qm Imp Igue, apres es grap es CI- essus une preciSIOn sur exp e 7 
a exp 

%. 

A6.5. CONCLUSION 

On a montré le principe de la méthode adoptée pour mesurer le profil de la surface, la 

position de la surface libre peut être ainsi mesurée, et la précision sur celle-ci quantifiée. 

L'estimation de l' erreur permet d'évaluer le domaine de validité de la méthode. La méthode est 

pratique pour mesurer le profil de la surface libre à deux dimensions. Cette méthode n'est valable 

que pour les petites amplitudes (a < Amax). II faudrait étendre cette méthode aux problèmes 

tridimensionnels. 
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Résume 

Nous proposons dans ce mémoire une méthode analytique et expérimentale pour étudier 

l'interaction fluide-structure dans un réservoir rectangulaire avec une surface libre en présence de 

gravité lorsque son influence est importante. Plus particulièr~rnent nous nous attacherons au 

calcul des fréquences et modes propres du système couplé dans le cas particulier d'un problème 

bidimensionnel, où les mouvements de structure 'sont perpendiclllaires à la direction de la 

pesanteur. Un potentiel de vites~e du fluide qui satisfait les équations et les conditions aux limites 

linéarisées est utilisé dans deux configurations pour un solide rigide en mouvement et pour une 

structure déformable .. Dans le cas du solide en mouvement, le couplage avec les ondes de gr&vlté, 

permet de généraliser le concept de la masse ajoutée classique, et d'étudier les i.dluence de 

confmement et de la gravité à l'aide de nombre de Froude. Lorsque la paroi verticale du réservoir 

est modélisée par une poutre, l'évolution des fréquences et modes propres avec le Froude, le 

niveau de remplissage sont étudiés. Une expérience a été réalisée dllfl:; le cas d'une structure · 

souple, et a montré la validité des résultats théoriques. La solution anclytique obtenue permettra 

de valider les codes numériques. 

Mots clés : interaction fluide-solide(- structure), méthode analytique, étude expériméntale, réservoir 

déformable, surface libre, ballottement, masse ajoutée, vibration couplée, nombre de Froude. 

Summary 

In this dissertation we attempt an analytical and experimental study of the fluid-structure 

interaction in a flexible rectangular container with a fre:e surface, which consists in determining the 

coupled natural frequencies and mod<!s and taking account the effects of li:.:t:id sloshing. We st.ai! 

only consider the case of lineariz•!d free surfac~ and interface conditions. The elastic side wall of 

the container is assumed as being either a V(;rti;:al bearn or a mass-spring system. In cach case, the 

coupled natural frequencies and modes of the system are ob~ained. For th~ rigid structure 

motions, the classical concept of the added mass is generalised due to the couplit'g with gravity 

waves. The effects of the side walls are also considered. In the case of a bearn-type side wall, tbe 

·evolution of the coupled frequencies and modes with liquid depth and Froude aumber are 

presented. In the case of flexible structures, the experimental results have confu·med tbe 

theoretical ones. The results obtained here Ehould be helpful for the l.i:t.:ir:r.o:~anding of vibrations in 

a coupled system, and for verifying nurneric~l codes. The method given here may be extended to 

the problem of completely flexible rectangular containers. 

Key words: fluid-solid(-structure) interaction, analytical me1hod, experimental study, flexible container, 

free surface, sloshing, added mass, coupled vibrations, Froude number. 


