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Comme les recherches qui relevent de la seule intellectualité et qui ont pour objet
un savoir abstrait et général, [la recherche de son humanité] nécessite, elle aussi, des
connaissances exactes et des déductions rigoureuses, mais elle exige beaucoup plus du
chercheur lui-méme. [...] La réussite d’un savant est étroitement conditionnée par la
réussite de ceux qui 'ont précédé, soit parce que leurs travaux orientent sa recherche,
soit parce que ses propres recherches prolongent les résultats acquis dont elles ont profité.
[...] La société n’a gueére d’action directe sur le chercheur de 'humain. [...] Les recherches
humaines sont exclusivement le fait des hommes fideles au plus profond d’eux-mémes.

Marcel Légaut, L’homme d la recherche de son humanité

Xam-xam bu borom di titaru du ko jarine dara bissu €éllég, kuy yé fitnaa, wala di ko
woné si xuloo, ak xiroo ak fiayoo. Xam-xam bi jarifié, moy bi xamal nit ki ay nawtefam
si nimu géna leeré. Bégga dégg, di sellal fo tulu, di jangate, di xalaat ak fo tolu di def lu
baax. Xamxam du joxe nit daraja wala mu xane ko ko

Cheikh Ahmadou Bamba, Massalik al Jinan
( d’apres une traduction de Serigne Sam Mbaye et Baye Same Mbaye)
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Introduction

La présente these comporte quatre chapitres et a pour sujet principal I’étude des
valeurs friables de formes binaires. Dans cette introduction, nous commengons par don-
ner un survol historique sur les entiers friables et leur représentation par des polynoémes.
Dans un second temps, nous présentons les résultats nouveaux obtenus dans ce travail.

Désignons par P (n) (resp. P~ (n)) le plus grand (resp. plus petit) facteur premier
d’un entier naturel non nul n avec la convention P*(1) = 1 et P~(1) = +o0. Etant donné
y > 1, un entier est dit y-friable (resp. y-criblé) §’il satisfait P (n) < y (resp. P~ (n) > y).
Le théoreme fondamental de l'arithmétique, en assurant ’existence et 1'unicité de la
décomposition en facteurs premiers des entiers naturels, permet d’introduire les parties
y-friable et y-criblée d’un entier n, a travers ’écriture
"(y)
ou n~(y) (resp. nT(y)) est y-friable (resp. y-criblé).

Cette dualité entre entiers friables et entiers criblés joue un réle central en théorie
multiplicative des nombres. Cette observation a naturellement conduit au développement
conjoint de deux domaines de la théorie analytique des nombres, a savoir 1’étude de la
répartition des entiers sans grand facteur premier et celle des entiers sans petit facteur
premier a travers I'estimation des cardinaux

U(z,y) ::#{1 <n<z:P(n) éy} et Px,y):=#{1<n<z:P (n)>y}.

n=n"(y)n

Dickman | | initie I’étude de ¥(x,y) en observant que la densité asymptotique
des entiers y-friables inférieurs a x est égale a p(u) ot u := igﬂ Lest fixé et p désigne la
gy

fonction de Dickman définie par 1’équation différentielle aux différences

plu) =1 si0<u<l,
up'(u) + plu—1)=0 siu>1.

Dans | |, Hildebrand précise ce résultat en montrant que, pour tout € > 0 et
uniformément dans le domaine

(H.) x> 3, exp ((log log a;)5/3+5) <y <z,

le comportement des entiers y-friables est donné par la formule

(1) U(z,y) = zp(u) (1 +0 <log(u+1))) :

logy
Par la suite, Saias [ | précise la formule (1) en approchant ¥(z,y) a laide de la
méthode du col par la quantité plus réguliere A(x,y) ou

Ay) = T 0+°°p(u—v)d(LzZJ> sizéN,
YT lim AL y) si z € N.
t—azt

log z
logy *

9

1. Dans toute la these, u désignera le rapport
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Pour tout € > 0 et uniformément dans le domaine (H.), il obtient en particulier la
formule

(2) U(z,y) = A(z,y) (1 + O (eXp (—(log 9)3/5_6)»

qui lui permet d’en déduire un développement asymptotique du cardinal ¥(z,y). A
défaut d’établir dans cette introduction un panorama exhaustif des résultats portant sur
les entiers y-friables, le lecteur trouvera dans | et | | une description détaillée
de résultats liés a la répartition des entiers friables, contenant notamment des estimations
de ¥(z,y) en dehors du domaine (H;) ainsi que des formules semi-asymptotiques valables
dans de petits intervalles.

L’étude des entiers sans petit facteur premier a suivi un développement similaire,

depuis le travail de Buchstab | ] qui a prouvé 1’équivalent asymptotique
xw(u)

3 P ~

(3) @),

pour u > 1 fixé, ou w désigne la fonction de Buchstab définie comme la solution continue
du systéme

uw(u) =1 sil<u<?2,
{uww)Y =wu—1) siu>2.
A la suite de de Bruijn | ], Tenenbaum | | utilise la méthode du col pour

préciser le terme d’erreur impliqué dans (3) et obtient, pour tout £ > 0 et uniformément
dans le domaine (H.), la formule asymptotique

CI8Y | 0 (W, y) E(u, 1))

¢(1,y)

P(z,y) = wpy(u)

ou v désigne la constante d’Euler,

¢ =TI (1- 1) )= | " - oy do

Py p
et
E(u,y) < H(u)" exp (-(1og y)3/575) + exp (—(IOg y)3/2fs>

pour une constante ¢; > 02 avec H(u) := exp (u/(log(u + 2))?).

Etant donné une propriété multiplicative P, un probléme récurrent en arithmétique
consiste a étudier les entiers satisfaisant P et appartenant a un ensemble V C Z défini
par des objets de nature algébrique, afin d’obtenir des informations sur la corrélation
entre ces deux structures. Dans le cadre des entiers friables et des entiers criblés, il est
ainsi naturel de considérer, pour un polynéme F' € Z[X], les cardinaux

Up(x,y) :=# {1 <n<ax:Fn)#0et PT(|F(n)|) < y}
et
Pp(z,y) =#{1<n<x:F(n)#0et P~ (|F(n)|) >y}.
Introduisons encore, pour un polynéme F := Fy --- F, ou F,..., F, € Z]X] sont des
polynomes irréductibles sur Z, deux a deux distincts et sans diviseur fixe?, le cardinal

mr(x) :=#{1l<n<x:F(n)#0et |Fi(n)],...,|Fi(n)| sont premiers} .

Puisqu’un entier n € }a:l/ 2,x] est premier si et seulement s'il est z1/2-criblé, cette der-

niére quantité est étroitement liée & ®p(x,y). L’étude de mp(x) a fait 'objet de nombreux
travaux et a constitué I'une des motivations au développement des méthodes de cribles

2. Tenenbaum | | montre que l'on peut prendre ¢; = %2 — ¢ pour tout € > 0.

3. Si F est irréductible et posséde un diviseur fixe, alors 7 (z) < 1.

10
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(voir | ]). Par exemple, Bateman et Horn conjecturent dans [ , ] la
formule asymptotique

(4) o), oo (- 5) (1) oy

ou g; > 1 désigne le degré de F; et, pour tout entier m, la quantité v,, désigne le nombre
de solutions modulo m de la congruence F(n) =0 (mod m).
En supposant que les différents événements "F;(n) est y-friable" soient décrits par

(1) et soient deux a deux indépendants pour tout ¢ € {1,...,t}, on peut conjecturer que
la formule
() Up(a,y) o~ aplgiu)-- plgeu)

est valide dans un domaine en (x,y) qu’il conviendrait de préciser. Sous I’hypothese
qu'une version effective de (4) soit vraie uniformément pour les polynémes F' dont les
coefficients sont bornés par des puissances de x, Martin [ | démontre que la formule
asymptotique (5) est valide pour tout ¢ > 0 et dans le domaine y > 29~ tate o
g :=max{g1,..., g} et ty; désigne le nombre de polynémes F; de degré g.

Dans le cas ou F(X) = a + gX clest-a-dire t = g = 1, le théoreme de Siegel-
Walfisz [ ] assure que, pour tout A > 0, la formule (4) est vraie uniformément
pour les entiers a,q < (logz)? tels que (a,q) = 1. Par analogie, ’étude des entiers
friables en progressions arithmétiques a donné lieu & de nombreux travaux (voir l'article
de Hildebrand et Tenenbaum | | ainsi que la theése de Drappeau | | pour un
panorama des résultats). En particulier, Fouvry et Tenenbaum prouvent dans [ ]
que la formule (5) est vraie uniformément pour les entiers a,q < (logz)? et dans le
domaine exp (c(A4)(loglog x)?) < y pour une certaine constante c(A4) > 0.

Etablir les formules conjecturales (4) et (5) pour des polynémes F de degré g > 2
semble hors d’atteinte dans I’état actuel des connaissances : la question de l'existence
d’une infinité d’entiers n pour lesquels |Fy(n)], ..., |Fi(n)| soient simultanément premiers
demeure encore ouverte. A défaut de disposer d'un équivalent asymptotique pour le
nombre de valeurs friables de F' pour les polynémes de degré au moins 2, il est naturel
de chercher des minorations de Wr(z,y). Dans cette optique, définissons, pour F fixé,
la quantité

(6) ap:=inf{a: Vg (z,2%) >, F ¢ uniformément pour z > zo(a, F)} € [0, g]

avec de nouveau la notation ¢ := max{gi,...,¢:}. La formule conjecturale (5) laisse
espérer que ap = 0 pour tout polynéme F'. La littérature contient une succession de
travaux ou sont obtenues des majorations non triviales de ap :

—si F(X) = X(¢X +a), alors ar = 0 (Balog et Ruzsa | DE

~-si F(X)=(X+1)--- (X +1), alors ap <exp(—1/(t — 1)) (Hildebrand | E

—si F(X) = X? + 1, alors ap < % (Dartyge [ ) puis ap < % (Har-
man | IE

— si F est quelconque, alors ap < g— % ou t4 désigne la encore le nombre de facteurs
irréductibles de F' de degrés g (Dartyge, Martin et Tenenbaum | D).

Dans une direction parallele, la théorie des cribles (voir [ ]) permet d’obtenir

des résultats similaires pour ®p(x,y). Si SF est défini, de maniére analogue a ap, par
la formule

(7)  Br:=sup {B O (a:, x'B> >3 F uniformément pour x > z(f, F)}

T
(log )"
ou t est le nombre de facteurs irréductibles distincts de F', il est possible de minorer Sz en

utilisant des méthodes de cribles. A titre d’exemple, le crible de Jurkat-Richert | ]
permet de montrer que S > 1/2 lorsque F est irréductible dans Z[X]. Une immersion

11
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dans la preuve de | | ainsi que dans les principes des différents cribles exposés
dans [ | révele le role central joué par les cardinaux

Ap(z) =#{1<n<x:m|F(n)}.

D’une part, quitte & supposer que F' est le produit de ¢ polynémes irréductibles de degré
g, il est possible de minorer le nombre de valeurs friables de F' a l'aide de ’estimation
suivante, issue de | | et valide pour tout € > 0,

—1/t
(8) Up (337339 /+E> >er Z Apy i ().
21/t=2/ (20 < <gl/t—e/(4D)
xl/tff-:/(Zt)gzgégxl/tfa/(élt)
D’autre part, les lemmes de crible reposent sur I'introduction d’un poids de crible £ tel
que la convolution 1 * £ soit un minorant de la convolution 1 * u ou u est la fonction

de Mobius, de sorte a pouvoir exploiter la relation suivante, conséquence du principe
d’inclusion-exclusion,

9) Op(z,y) = Y, pwm)An(z) = > &m)An(z).
P+ (m)<y P+(m)<y

En découpant I’ensemble [1, 2] N Z en classes de congruences, il est naturel d’approcher
Ap(z) par la quantité “2z ol vy, a été introduit dans la formule (4). La somme

(10) 3 ‘Am(:n) - %’”x

m<M

)

dite de Type I, est négligeable tant que M < x'~¢, pour tout € > 0. Ceci permet de

remplacer A,,(x) par son approximation réguliere dans (8) et dans (9) — la fonction &
est en général a support sur les entiers m < M — pour ainsi se ramener a l’estimation

d’une somme de la forme },; %. Evaluer une telle quantité est standard (voir par
exemple | ]) : les travaux de Dedekind sur la décomposition des idéaux en facteurs

premiers, combinés au théoreme des idéaux premiers, impliquent 1’estimation suivante,

valide pour to > t] > 2,
§ B (1) o ( L),
t<p<ta P b logt

Il est 1égitime de se demander dans quelle mesure 1'utilisation de formules combina-
toires plus complexes ne faisant intervenir que les cardinaux A,,(z) permettrait d’obte-
nir des majorations (resp. minorations) plus fortes de ap (resp. fr). Les comportements
des entiers friables et criblés révelent ici une différence essentielle connue sous le nom
de phénomeéne de parité. Ce principe, mis en lumiére par Selberg | | puis étudié
par Bombieri | | (voir aussi le chapitre 16 de [ ]), stipule essentiellement que
la seule utilisation d’estimations de sommes de Type I similaires & (10) ne permet pas
de distinguer les entiers dont le nombre de facteurs premiers est pair de ceux ayant un
nombre impair de facteurs premiers. Notons que ce phénomeéne n’intervient pas directe-
ment dans I'étude de Vp(z,y).

Considérons a présent la généralisation du probleme précédent aux polynoémes a
plusieurs variables. Soient d > 2, F = Fy---F; € Z[X4,...,X ] un polynéme sans
facteur carré ou Fi,..., F; sont des polyndmes irréductibles sur Z de degrés respectifs
g1,---,9t et K C [0, 1]d un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe
C! par morceaux et satisfaisant F;(KC) C [0,1] pour tout i € {1,...,t} % Par analogie &

4. Tl est possible de traiter le cas général K C [—1,1]? et F;(K) C [~1,1] en effectuant un découpage
de K.
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Z[X], définissons

Up(K.z,y) ::#{nEIC.:L‘ﬁZd F(n)#0et PT(F <y

@F(/c.x,y);z#{ne/c.mzd: F(n) #0et P ( >y}
mr(K.x):=# {n eKxznZi: Fi(n),..., Fi(n) sont premiers} ,

ap = inf {a Up ([1,m]d,xa> >0 F 2% uniformément pour z > mo(a,F)}

et
d

T
(log z)*

ou t désigne le nombre de facteurs irréductibles distincts de F'.

Dans | ], Balog, Blomer, Dartyge et Tenenbaum étendent aux formes bi-
naires de degré au moins 2 la méthode employée dans | | de maniére systéma-
tique. Ils obtiennent en particulier la minoration

B = sup {B :Pp ([Lﬂd,ﬂfﬁ) >B,F

uniformément pour x > zo(f, F)}

0 si F' est cubique et réductible dans Z[X7, Xs],

e~ 1/2 si F' est cubique et irréductible dans Z[ X7, X3],
ar < .

g—2/t, sity > 2,

g—1—-1/(ty-1+1) sinon.

ol g := max{gi,..., gt} et ty (resp. ty_1) désigne le nombre de facteurs irréductibles
distincts de F' de degré g (resp. g — 1). Le probleme dual, a savoir ’étude de S, peut
étre abordé par des résultats de crible, a I'image des polynémes en une variable. En
combinant 'utilisation d’un crible standard de minoration (voir [ ]) aux résultats
de Greaves [ ] sur le niveau de distribution de la suite des valeurs F(nj,ng2) d’une
forme binaire irréductible F' de degré au moins 2, il apparait que Sr > 1 pour de tels
polynomes.

Par la suite, Fouvry | | considere le cas général F' € Z[X1,...,X,4] avec d > 2
En s’inspirant en partie de 'argument de | ], il établit entre autres la borne
supérieure ap < g—4/3 pour tout polynome absolument irréductible® de degré g > 3. Le
cas du polynome F(X7,...,Xq) = X' - Xj*—1 ol ai,...,aq > 1 a été étudié par une
approche complémentaire dans | ]: Fouvry et Shparlinski montrent en particulier
la majoration ap < ay + -+ + aqg — d/2.

Dans cette theése, nous nous proposons d’étudier asymptotiquement ¥ (K.z,y) pour
deux classes de polynomes : les formes binaires de degré au plus 3 et les produits de
polynémes de degré 1 (ou formes affines) deux a deux affinement indépendants sur Q.

Considérons dans un premier temps les formes binaires F' € Z[ X, Xs| irréductibles
sur Z. Les valeurs friables de formes binaires interviennent de maniére fondamentale
dans 'algorithme de factorisation du crible algébrique (NFS) dont le lecteur trouvera un
exposé dans la monographie | ]. Etant donné un entier N & factoriser, on cherche
une forme binaire irréductible F'(X1, X2) € Z[ X1, X2| et un entier m tels que F'(m, 1) =0
(mod N). L’étape suivante consiste a détecter un grand nombre d’entiers ny, ng tels que
(n1,n2) =1 et pour lesquels F'(ny,n2) et ny — mng soient simultanément friables. Il est
donc important, en vue d’optimiser le choix des parametres et de calculer la complexité
de lalgorithme, d’obtenir des minorations de ¥ (K.z,y) suffisamment précises.

5. Un polyndme est absolument irréductible s’il est irréductible dans I’anneau factoriel C[ X7, ..., Xq4].
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Dans le cadre des entiers friables, le crible de Legendre-Eratosthéne, basé sur la
formule d’inversion de Mobius entrevue dans (9), prend la forme

(11) Ve (Kay) = Y p(m)An(K.)
P=(m)>y
ou
Ap(K.z) = # {(nl,ng) cKaxnZ?*: m]F(nl,ng)} .
En approchant A,,(K.X) par son approximation naturelle

Yr(m)
m2

Vol(K)z? ot yp(m) :=#{1 <ni,na <m:m|F(ny,ne)},

on s’attend a pouvoir approcher le cardinal Ur (K.x,y) par la quantité

Vol(K)z? " p(m) Ye(m)

P~ (m)>y

A I'image de v,,, I’étude de la fonction u(m)w fait intervenir un corps de rupture

K du polynéme F (1, X). En effet, la série de Dirichlet engendrée par ,u(m)m s’écrit,

m
pour Re(s) > 1, sous la forme

(12) > lom) ) — G cae() !

m>=1

ot G(s) est une série développable en un produit eulérien absolument convergent pour
Re(s) > 1/2. En conséquence, l'estimation de moyennes associées a u(m)w s’inscrit
dans I’étude générale des fonctions multiplicatives dont la série de Dirichlet est analyti-
quement proche d’une puissance (3 (s) de (k(s).

Le chapitre 1 expose différents résultats issus entre autres de | Jet | ]
sur les moyennes le long des entiers friables ou criblés de fonctions multiplicatives A dont
la série de Dirichlet H(s) se décompose sous la forme H(s) = G(s)(k(s)" ou G est pro-
longeable & gauche de 1’axe Re(s) = 1. Le cas k = —1 a fait 'objet d’un travail commun
entre Gérald Tenenbaum et 'auteur. Le fruit de cette collaboration a donné lieu & une
note reproduite dans ’annexe A et publiée au Quarterly Journal of Mathematics | ].

yE(m)

En appliquant ces résultats a la fonction , on montre au chapitre 2 la validité

de la formule

(13 S w25 < o) (140 (PELEDY)

2
m<x m log Yy

(m)>y

p
dans le domaine 1 < u < (logz)3/8=¢ ce qui fournit une heuristique pour la conjecture
suivante.

Conjecture 1. Soit F € Z[X1, X3] une forme binaire irréductible sur Z et K C [0, 1] un
compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C' par morceaux et satisfaisant
F(K) C[0,1] . Pour tout e > 0 et uniformément pour y = x, on a

U (Ka,y) ~ Vol(K)z?p(gu).
T—+00
Démontrer un tel résultat pour toute forme binaire F' constituerait en soi un résul-
tat remarquable et demeure la encore hors d’atteinte des techniques actuelles. L’un des

objectifs de cette these consiste a obtenir des domaines en (z,y) pour lesquels une telle
formule est vérifiée lorsque F' est de degré au plus 3.
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Un réflexe naturel pour aborder cette conjecture consiste a étudier la contribution
des termes de restes qui interviennent en remplagant dans (11) les cardinaux A,,(K.x)
par leur approximation %VOI(,C)ZQ. L’estimation de sommes de Type I analogues a
(10) et adaptées au cadre des formes binaires a donné lieu & une succession de travaux
[ , , , , ]. Daniel | | obtient par exemple la

majoration

(14) E:‘Am@g—°i§mequP<<xVA1@g2ﬂoﬂ“4w“l+A4@g2hn%—1
m<M

pour les formes binaires F' de degré g et irréductibles dans Z[X1, Xo]. Il est donc légi-
time d’utiliser cette approximation pour les entiers m < M = 2277 ot 7 = o(1) décroit
de maniére suffisamment lente. En évaluant la contribution des entiers m dans l'inter-
valle [$2_T, a:2] a I'aide d’un lemme de crible, on montre au chapitre 2 que la conjecture
1 est vraie dans le domaine

1+
exp <log z(logloglog x) ) <y

loglog x

pour les formes quadratiques irréductibles.

Si K := {(x1,72) : 23 + 23 < 1}, il est possible de montrer que la conjecture 1 est
vraie dans le domaine (H.) pour la forme X7 + X7 et de donner un développement
asymptotique de \I/X12+X22(IC.x, y). En effet, la formule

X7 + X5 = Nqiy/q(X1 +iXa)

réduit le probléme a lestimation du nombre d’idéaux de Z[i] dont la norme est y-friable
et inférieure a x. Les travaux de Hanrot, Tenenbaum et Wu | | (voir aussi l'article
de Krause | |) sur la répartition sur les entiers friables d’une fonction arithmétique
dont la série de Dirichlet est analytiquement proche de (q;)(s) permettent d’estimer une
telle quantité et d’obtenir une formule pour W2, x2 (K.x,y) de la précision de (2). Cette
démarche est en particulier généralisée au cours du chapitre 1 a toute forme quadratique
irréductible dans Z[X;, X5] dont le discriminant est négatif et fondamental.

Il est possible de reprendre I'argument développé ci-dessus en 'adaptant aux formes
binaires cubiques réductibles F' := F}Fy ou F} est linéaire et Fy est quadratique et
irréductible. Compte tenu de la formule

Up (Ka,y) = Y pm)An(K.z; Fi,y)
m<m2
P (m)>y

ou
Ap(Kx; Fr,y) == # {(nl,m) € KxnZ?: PT(Fi(n1,n2)) <y et m\FZ(nl,m)},

le probléme se rameéne essentiellement & montrer que les cardinaux A, (K.z; F1,y) peuvent

étre approchés par %Vol(l@xzp(u) pour les entiers m < 2277 et que le terme d’erreur
qui en résulte reste négligeable. Pour ce faire, nous prolongeons au chapitre 2 les travaux
décrits dans | |, ou Fouvry et Iwaniec démontrent, pour tout A > 0, la formule
asymptotique
(15) Z A(n? +nd)A(ny) =2 H (1 — x(p) ) x+ 0 (x(log m)_A>
2 (»— 1) —x(p))
ni+n;<zx p

ou A désigne la fonction de von Mangoldt et x le caractére non trivial modulo 4. Leur
argument repose entre autres sur les deux inégalités suivantes :
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— une estimation de sommes de Type I de la forme

T V.
16 A _ 0 Pm <D1/4 3/4+¢
(6 S5 ATl <
m<D n%—&—n%gz
m|n3+n2

ol v, désigne le nombre de solutions de la congruence n? 4+ 1 =0 (mod m);
— une estimation de sommes, dites de Type II, de la forme

My M,
(17) > Yo p(ma)d(my,me)| € ey
My <mi<2My |Ma<mo<2Mas (longMQ)
ou My et My sont des parametres réels, A > 0 et

5 1 simimg = n% + n% avec mip premier,
(ma, mg) := 0 sinon

La borne supérieure (17) constitue 'un des éléments clés de | | : Fouvry et Iwaniec
I'utilisent de maniere judicieuse pour contourner le phénomene de parité. Pour obtenir la
majoration (16), ils s’appuient notamment sur une inégalité de grand crible, démontrée
en utilisant la régularité de la répartition sur le tore des racines de X2 + 1 modulo d. La
généralisation de cette inégalité de grand crible a toute forme quadratique irréductible
Fy, € Z[X;, Xo] est due a Balog et al | |. Dans la mesure ou le principe de
parité a une incidence moindre sur la détection des entiers friables, il n’est pas nécessaire
pour le probléme considéré ici de disposer d’un analogue de (17). Le résultat suivant,
obtenu comme conclusion du chapitre 2 apparait d’apres ce qui précede comme une
conséquence de Papplication du crible d’Eratosthéne, de I'utilisation de sommes de Type
I et d’estimations d’ordres moyens de fonctions multiplicatives. Ce travail fait ’objet
d’une publication au Quarterly Journal of Mathematics [ ].

Théoréme 2. Soient Fy € Z[ X1, Xo| une forme linéaire primitive, Fy € Z[X1, Xa| une
forme binaire quadratique et irréductible sur Z, KC C [0,1]2 un compact dont le bord est
paramétré par un lacet de classe C' par morceauz tel que Fi(K), Fo(K) C [0,1]. Pour
tout € > 0 et dans le domaine

1+e
(18) exp <logx (logloglog z) ) <<
loglog x

on a uniformément

(19) # {(nlvnQ) € K.xNZ?: PT(Fi(n1,n2)Fa(n1,n2)) < y} wHAJJFOOVol(IC)a:2p(u)p(2u)
et

Fi(ni,n2) premier 2

et P+(F2(n1,n2)) < Yy } x—;\—JO—ooVOl(IC) logxp(Zu)'

(20) # {(nl, ny) € K.xNZ?:

Il convient de noter que ce résultat constitue un pas supplémentaire en vue de
prouver l'algorithme de factorisation du crible quadratique (QFS) introduit par Pome-

rance | ]. La borne de friabilité y = exp (2*1/ 2+o(1), /Tog z log Tog :U) reste toutefois

en dehors du domaine d’application du théoréme 2.
Il est possible d’étendre la méthode employée pour démontrer le résultat précédent
a des cardinaux de la forme

# {(nl,ng) ceKanZ?: PT(Fy(n1,n2)) <y et Fi(ni,no) € R}

ou R est un ensemble d’entiers suffisamment dense, c’est-a-dire satisfaisant I'une ou
I’autre des conditions suivantes :
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~ #(RN[1,a]) > zlgees,

~ R C{n:P~(n) >z} avec z > exp ((loglog x)'¢) et # (RN [1,z]) > xﬁﬁ%.
Il convient de mentionner le tour de force réalisé par Friedlander et Iwaniec | .
Considérant I'ensemble éparse R = {n?,n € N} qui satisfait # (RN [1,z]) < 2'/?, ils

parviennent a démontrer la formule asymptotique

Z A(nl "‘77/2) = F (4 37T3/2$ 1 + O 710gl‘ .

2,4
n1+n2<x

Il serait intéressant d’étudier dans quelle mesure les arguments utilisés par Friedlander
et Iwaniec peuvent étre employés pour étudier ¥ X241 x4 (K.x,y).

L’approche développée pour obtenir le théoreme 2 ne s’applique plus lorsque F' est
un polynome irréductible dans Z[X;, X2] de degré g > 3 : la contribution a (11) des
entiers 2277 < m < 29 ne peut pas étre traitée en utilisant directement (14) ni considérée
comme un terme d’erreur. Dans le chapitre 3, nous développons une démarche alternative
et adaptée au cas des formes cubiques qui conduit au théoréme suivant, validant en
particulier la conjecture 1 lorsque u < (loglog a:)l/ 2-e,

Théoréme 3. Soient e > 0, A > 0, F € Z[X,, X2] une forme binaire irréductible sur
Z, de degré 3 et K C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe
C! par morceaur tel que F(K) C [0,1]. Dans le domaine

log
21 = 3, ——— | <
(21) o exP < (loglog x)1—= > Y

et uniformément pour ¢ < (logx)? et 0 < a1,as < q des entiers tels que (ay,az,q) = 1,

on a

2
2 .T
(22) ‘I’F(a1+qX1,a2+qX2)(’C~$,?/) = Vol(K)x"p(3u) + O ((loglogx)lg> .

De plus, si (x,y) parcourt le domaine

log z 1/2—¢
(23) x =3, exp ((loglmgaz)”“) SYsz )

alors le terme d’erreur dans (22) peut étre remplacé par x? exp (—(log log x)l/Q*E).

La méthode employée dans la preuve de ce théoréme s’inspire largement des travaux

de Heath-Brown et Moroz | s ] relatifs aux nombres premiers
représentés pas des formes Cublques irréductibles. Dans 'esprit des travaux de Fried-
lander et Iwaniec [ |, quoiqu’avec des arguments différents, ils obtiennent dans

[ | la formule asymptotique suivante, comme aboutissement de leurs travaux,
2

TF(ar+qX1,a2+qX2) (K-2) ~ C(F a1, az, q)VOI(’C)310g$

ou F € Z[ X1, X5] est une forme binaire cubique irréductible dans Z[ X7, Xs], a1, as et g
sont des entiers tels que F'(a1+¢X1, a2+¢X2) soit sans diviseur fixe et C'(F'; a1, az,q) > 0.

Nous décrivons succinctement dans ce qui suit les différentes étapes de 'argument
conduisant au théoréme 3 dans le cas de la forme F (X1, X2) = X7 + 2X3. Au vu de la
formule

X7 +2X3 = No(3)/q (X1 + €/§Xz) :

le probléme semble a priori analogue a I’étude des idéaux j de Z {\3/5} engendrés par un
élément du Z-module Z + ¢/2Z et dont la norme N (j) est y-friable. Dans la mesure ol
17
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tout idéal de 'anneau des entiers Z [\3/5} est principal, 'un des points clés de la méthode
de Heath-Brown | ] consiste a approcher le cardinal

S (Xi3 + 2X§’;IC.:c;m,C,(7{)) =# {(m,ng) cK.xnZ?:m| (n:f + 2n%) ,%% € CT(,Z)}
par un multiple de
A N .
S (Z [%} ;$3;m,C,(,JL)> = 4 {j idéal de Z {\3/5] :N(G) < 2%, m|N() et 'rr(LJ) € Cf,{)},

en moyenne sur les entiers X3/2*7 < m < 2?77 satisfaisant P~ (m) > 27, ott 7 = o(1) et
C) est un ensemble de la forme

(24) cY) .= {s cw(s)=j:2" <P (s) < P (m) et P—S(s) < :1:1+T}

pour un entier j > 1 donné.
Nous généralisons ce raisonnement au chapitre 3 en montrant, pour une certaine
fonction multiplicative o et une constante Cy > 0, la validité de la formule

S (X} +2x3; K.aym, ) COWQEIC)U(T;”)S (2 [¥2] ;2% m,c)

T—+00

en moyenne sur les entiers X3/2%7 < m < 2277

(4)

et sans hypothese sur P~ (m), et pour
une grande classe d’ensembles Cp,
{s:w(s)=j:2"7 <P (s) et y1Pi(s) < Po(m) < y2Pi(s)}

ol y1,y2 = 0 sont des réels dépendant éventuellement de x tels que Uintervalle [y1, 2]
soit de taille suffisamment grande et Pji(s) (resp. P2(m)) désigne s, P~(s) ou P*(s)
(resp m, P~(m) ou P*(m)). La démonstration d’une telle formule se base 14 encore sur
deux types d’outils distincts :

— des estimations de sommes de Type I de la précision de (14);

— des estimations de sommes de Type II de la forme

(25) >

Mi<mi<2M;

, contenant en particulier les parties de la forme

MMy

Z Ay by 0 (M, M) | < m

Mo<mo<2Ms

ou My et My sont des parametres réels, A > 0,

5 [ 1 simyme =n} + 2n3,
(ma,mg) := 0 sinon
)

et (am) et (by,) sont des suites telles que (by,) soit réguliere dans les progressions
arithmétiques. L’obtention d’une telle estimation constitue ’apport essentiel de
[ | et se révele étre 'argument clé permettant de s’affranchir du phénomene
de parité dans le cas de la forme X3 + 2X3.

Un raisonnement combinatoire permet d’écrire la formule

Uxsyoxs (Kz,y) Z Z (Xf+2X§’,lC.a:;m,C,(£)) +R
Jj meég;

oules & C }x3/2+7, 332*7[ sont des ensembles d’entiers, les C%) sont de la forme (24) et

1/2—71

R est un terme de reste négligeable. A titre d’exemple, si y < , une telle formule

est vraie avec les choix
& = {x3/2+7 <m < 2> PT(m) < y}
et

cY) .= {5 w(s) =j: PT(m) < P~ (s), PT(s) <y, — gxlf}.
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Ce qui précede suggere donc la validité de I’équivalent

Vol(K) o(m)
‘I/X§+2X§ (K.z,y) Eto0 COT Z m
m<z3

Pt (m)<y

La fonction o engendre une série de Dirichlet analytiquement proche de (Q( \3/5)(3) En

conséquence, il est possible d’évaluer la somme de droite de cette derniére formule en
utilisant les résultats de | |, ce qui fournit I’équivalent attendu de W X342X3 (x,y).

La méthode précédente, détaillée rigoureusement au chapitre 3, permet également
d’évaluer asymptotiquement ’ordre moyen

Mh(:c;F) = Z h(F(nl,ng))

1<ny,ne<z

pour les fonctions A multiplicatives, bornées par 1 et satisfaisant h(p) = w pour tout
premier p, ot w est un complexe de module 1. Avec le choix z = —1, ceci permet d’obtenir
une preuve de la conjecture de Chowla pour les formes cubiques irréductibles, & savoir

M, (z; F) = o(z?).

Ce résultat avait été auparavant obtenu par Helfgott dans un article non publié [Hel],
par une méthode différente quoique fondée sur l’estimation (25) et avec un terme impli-
qué dans le membre de droite plus précis.

Dans le dernier chapitre de cette these, nous considérons le probleme de la représen-
tation des entiers friables par les formes affines en étudiant asymptotiquement le cardinal
Up (K.xz,y) pour les polynémes F' := F --- F; qui se décomposent dans Z[X1, ..., X/]
comme produit de ¢ facteurs de degré 1 deux a deux affinement indépendants sur Q.

Le cas on F := (F},...,F}) est une famille libre pouvant étre traité directement
a partir d'un changement de variables du type Y; = F;j(Xi,...,Xy) et de (1), on
peut se restreindre aux systémes de rang au plus ¢ — 1. Dans la premiere partie du
chapitre en question, nous présentons les résultats obtenus dans la littérature lorsque
(Fi,...,F,_1) forme une base du Q-espace vectoriel engendré par F. A P’aide d’un chan-
gement de variables, on peut supposer que F;(Xy,...,Xy) = X; pouri € {1,...,t —1}
et Fy(Xi,...,Xq) = X1 + -+ X;—1. La méthode du cercle (voir | ]), initiale-
ment développée par Hardy et Littlewood dans leurs travaux sur le probleme de Waring,
permet d’approcher le probleme en considérant la formule

W, x, 1( X1+ +Xe 1) ([1 I’] 7y / E(z, yvﬂ)t IE(( Dz, y; —9) dd

ol
E(x,y;0) := Z e (nd)
n<x
Pt (n)<y
avec la notation e(t) := exp (2int). En évaluant asymptotiquement la somme d’expo-

nentielles E(x,y;9) selon que ¥ appartienne & un arc majeur (c’est-a-dire ¥ ~ % ou

g est un petit dénominateur) ou un arc mineur, il est possible d’obtenir un équivalent
de Wx, . X, (X144 X 1) ([1 x]t_l ,y) Dans ces dernieres décennies, cette approche a
connu de nombreuses avancées spectaculaires dans le cas t = 3 | s s

R , | & travers diverses utilisations de la méthode du col. Dans la pre-
miere partie du chapitre 4, nous retragons plus en détail les avancées de ces derniéres
années et nous ne citons dans cette introduction que le résultat récent de Harper | ].
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INTRODUCTION

I1 établit entre autres la validité de la formule

ni +ng <z et }_\I/(a:,y)S <1+O(log(u+1))>
(nina(n1 +n2)) <y 2 log y

dans le domaine exp ((loglog z)'*¢) <y < z°.

Si le rang de F' est compris entre 2 et t — 2, la méthode précédente ne permet
plus de conclure. Pour de tels systémes, on adapte dans la derniére partie du cha-
pitre 4 la méthode dite "nilpotente de Hardy-Littlewood" et développée par Green et
Tao. Accompagnés de Ziegler pour la derniére étape, ceux-ci démontrent dans | s

R ], la conjecture généralisée de Hardy-Littlewood lorsque F1,. .., F} sont
des formes primitives affines deux a deux affinement indépendantes, en obtenant la for-
mule

#{1<n1,n2<x: P+

mrer (K)o~ 11 (1 - 1) - ( - ZZ) Vol(,C)L

P (log x)?

ou vy, désigne le nombre de solutions de la congruence Fi(n)--- Fi(n) = 0 (mod m).
Soulignons que ’hypothése d’indépendance entre les polynémes est nécessaire a la réus-
site de la méthode de Green et Tao et ne permet pas de considérer les systemes de
complexité dite infinie comme ceux de la forme (X, X 4+ m) avec m > 2 un entier pair,
lis & la conjecture de Polignac. A travers l'introduction des normes de Gowers, leurs
arguments permettent en fait de ramener de maniére générale I’évaluation des ordres
moyens des fonctions arithmétiques h définis par

My(K.a; F):= Y h(Fi(n))---h(F(n))
nek.xNZ4

a Destimation des corrélations de h avec les nilsuites

> h(n)F (g(n)T).

n<x
La réussite de 'application de la méthode de Green et Tao a diverses fonctions mul-
tiplicatives h | , R R ] montre sa pertinence pour aborder le
probléme de l'estimation de Uz (K.z,y). Une telle approche, suggérée par Trevor Wooley,
est effectivement concluante et conduit au résultat suivant, soumis pour publication.

Théoréme 4. Soient d,t > 1, F = (Fy,..., ) : Z¢ — Z! un systéme de formes
affines deux d deux affinement indépendants et KC C [0, l]d un compact dont le bord est
paramétré par un lacet de classe C' par morceaux et satisfaisant F(K) C [0,1]. Pour
tout ug = 1 et uniformément en y > xl/“(), on a

(26) Up..r (Kz,y) et Vol(K)z4p(u)!

ot la fonction impliquée dans le terme d’erreur ne dépend que des coefficients non
constants de F', de IC et de ug.

Sauf mention explicite du contraire, les termes d’erreur des résultats présentés dans
cette these dépendent de maniere forte de F'. Dans la perspective d’étudier ’algorithme
NFS, il serait intéressant de considérer I'influence des coefficients de la forme binaire F' (et
en particulier de son discriminant) sur ¥ (K.z,7). A I'image de ce qu’il advient dans le
cas des formes quadratiques, connaitre un développement asymptotique de ¥p(K.x,y)
ou interviennent les puissances de @ permettrait en théorie de détecter les "bons

polyndémes" pour le crible algébrique. La question de 'existence de résultats uniformes en

6. Harper obtient en fait dans [ ] une évaluation asymptotique du membre de droite dans le
domaine (log x)¢ < y pour une constante ¢ > 0 assez grande.
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F a été le sujet d'un travail de Razvan Barbulescu et de 'auteur & travers une étude [BL]
qui propose une approche heuristique permettant de conjecturer des formules du type

Up(K.z,y) N v (@“:yec(F”C))
Vol(K)z2 ~ x

pour une constante explicite ¢(F, k).
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CHAPITRE 1

Ordres moyens de certaines fonctions multiplicatives
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Dans ce chapitre, on étudie 'ordre moyen de certaines fonctions multiplicatives dont
la série de Dirichlet associée est analytiquement proche d’une puissance complexe d’une
fonction zéta de Dedekind. Les résultats décrits dans ce qui suit sont essentiellement
issus de la littérature, a 'exception du théoreme 3.2 qui a été obtenu avec Gérald Te-
nenbaum | ] (voir annexe A).

La détermination d’ordres moyens pour de telles fonctions arithmétiques possede un
intérét intrinseque. En outre, certaines formules obtenues dans ce chapitre constituent
des ingrédients essentiels de la discussion du paragraphe 3 du chapitre 2 et du paragraphe
8 du chapitre 3.

1. La formule de Perron et la méthode de Selberg-Delange

Soit K un corps de nombres de degré g. On rappelle que la fonction zéta de Dedekind
(k (s) associée a K, définie pour Re(s) > 1 par le produit eulérien
1

1 -1
)= g ~ (= 35)

admet un prolongement analytique sur le plan complexe tout entier, avec pour seul
singularité un pole simple en s = 1, dont le résidu est noté Ak.

Depuis les travaux de Mitsui | | et Sokolovskii | |, on connait l'existence
d’une constante ¢(K) > 0 telle que (k(s) ne possede pas de zéro dans la région
K
(1.1) Re(s) > 1 — c(K)

(log(/Im(s)| + 3))*/3 (log log(|Tm(s)| + 3))*/*’

Dans un tel domaine, on dispose de majorations précises de (k(s), comme le montre
le résultat suivant, di & Wu.

Lemme 1.1 ([ |, Lemma 7). Uniformément pour z € C et s dans la région

. 10¢(K) » »
L or ()] + 8))77 (loglog([tm(s) 4 38 S =2 ml) =S

on a l’estimation
(1.2) () < (1og [Tm(s)[ )91+,

Il convient de souligner que la constante implicite impliquée dans le symbole de
Vinogradov dépend du corps de nombres K, convention qui sera conservée dans ce qui
suit. Déterminer I'uniformité d’une telle formule en fonction du degré g et du discriminant
Disc(K) dans l'estimation de (k(s) constitue une question a la source de nombreux
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CHAPITRE 1. ORDRES MOYENS DE CERTAINES FONCTIONS MULTIPLICATIVES

travaux. Le lecteur trouvera dans les notes du chapitre 7 de | ] une abondante
bibliographie relative a ce probléme.

En travaillant a partir des majorations de (k(s) sur la droite critique Re(s) = 3 de
Kaufman | |, on peut déduire des estimations dans ’ensemble de la bande critique
3 <Re(s) < 1.

Lemme 1.2. Pour tout € > 0 et uniformément en

1

Re(s) > 5. |m(s)] >3,
on a lestimation
(1.3) ORI IO
DEMONSTRATION. D’apres | ] (voir aussi [ | et | ]), on a
1 . /6
(1.4) (x5 +it) <k (Jt]+1)77°.
Au regard de (1.2), on en déduit le résultat en utilisant le théoreme de Phragmén-Lindel6f
(voir le paragraphe 6 du chapitre II.1 de | 1)- O
Etant donné des réels M > 1, ¢ €]0,1[ et un complexe z € C, on définit — adaptant
ainsi & notre probleme les notations de | | - la classe &k (z;co; M) des fonctions
multiplicatives h dont la série de Dirichlet H(s) := 37,54 hr(;”) s’écrit sous la forme
(1.5) H(s) = G(s)Ck(s)”
g9(n)

olt la série de Dirichlet G(s) := 7,51 5~ est développable en un produit eulérien abso-
lument convergent pour Re(s) > 1 — ¢ et satisfait

(1.6) > l9)l .

= nlfco

Introduisons encore, pour tout réel zy > 0, le sous-ensemble Ek (20, 2; co; M) des fonctions
arithmétiques h dans i (z; co; M) pour lesquelles il existe une fonction a valeurs réelles
positives A dans Ek (205 co; M) satisfaisant |h(n)| < h(n) pour tout entier n.

Conséquence immédiate de la définition, un élément h de Ek (20, z; co; M) possede
une série de Dirichlet H(s) qui présente un comportement analytique semblable & celui
de la puissance (i (s)*. En particulier, la série de Dirichlet #(s) posseéde un prolongement
analytique dans la région de type "Korobov-Vinogradov" (1.1), dans laquelle elle possede
une unique singularité en s = 1. Cette observation, combinée a 'utilisation d’outils
d’intégration complexe (théoreme des résidus, formule de Perron, etc.) est a la base
de la méthode dite de Selberg-Delange, détaillée dans le chapitre I1.5 de I'ouvrage de
Tenenbaum [ |. Les articles originels | I, 1 Jet]| | ne concernaient
initialement que des éléments de £q (20, 2; co; M) mais la généralisation de cette méthode
a des corps de nombres quelconques est aujourd’hui standard, comme en témoignent les
résultats de l'article de Wu | ]

En vue d’évaluer asymptotiquement la fonction sommatoire de h définie par

My(z) =) h(n),
n<x
on peut appliquer la formule de Perron et obtenir la validité de la formule

(1.7) M) = —— [ ()L

27 Jrioo S
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1. La formule de Perron et la méthode de Selberg-Delange

pour toute abscisse k > 1. Ceci laisse augurer que les coefficients \;(h; z), définis par le
développement de Taylor en s = 1

(3—127-[

(1.8) Z)\k (h;2)(s — 1)F,

k>0
vont intervenir dans I’étude de My (x). Le théoréeme ci-dessous, application effective de
la méthode de Selberg-Delange, donne un développement asymptotique de la fonction
sommatoire de h.

Théoréme 1.3. Soient ¢y €]0,1] et A > 0 des réels. Pour |z|,|z0| < A, N >0, M > 1,
h € &k (z0,2;c0; M) et x> 3, on a

B (& A (h; 2)
(1.9) My (x) = w(log z)*~! (g) I'(z — k)(logx)F

N+1
ot Ry(x) := exp <701 (log z)3/5(log log :c)—l/5) + (%VT‘;}) . Les constantes c¢1,c2 > 0
et la constante implicite dans le symbole de Landau ne dépendent que de cg, A et K.

De plus, si z,zy € N*, alors la formule (1.9) est valide en posant

(110) szl(.’E) — M ($1_00/2+6 + 561—3/(292)—1—5) )

+0 (MRN(fU)))

DEMONSTRATION. On reprend essentiellement la preuve du théoréme I1.5.2 de | ]
en soulignant les adaptations nécessaires. La formule de Perron [[ ], formule (I1.2.10)]
permet d’écrire, en posant k:=1+1/ 1og x, la formule

K+1i00 st
(1.11) / My () dt = /ﬁ_m M) gy 0o

Soit T' > 2 un parametre qui sera rendu explicite ultérieurement. On intégre sur le
contour symétrique par rapport a ’axe réel, formé pour sa partie supérieure des quatre

chemins suivants (inspirés du contour utilisé dans [ ], p-8]) :
— la courbe, définie pour 0 < Im(s) < T par Re(s) = 1 — o(Im(s)) ol o est défini
par

o(t) = min (¢ /2, ck/2) .
1+ (los(|t] +3))*"* (loglog([#] +3))"/*"
— le contour de Hankel tronqué I' entourant le point s = 1, de rayon 1/(2logx) et
de partie rectiligne le segment horizontal joignant 1 — 1/(2logx) & 1 — o(0);
— le segment horizontal [1 — o(T") + T,k +iT7;
— la droite verticale [k + T, k + i00].
En utilisant successivement le théoréme des résidus et I'estimation (1.2) et en effectuant

le choix T' := exp (—c(log 2)3/5(log log x)*l/‘r’) pour une constante ¢ > 0 convenable, il
s’ensuit que 1'on a

/x My (t)dt = = / ’H(S)LJr1 ds+ O (Ma:2 exp (—03(logx)3/5(log logx)*l/“r’)) .
0 2im Jr s(s+1)

ou ¢3 > 0. La preuve du théoréme I1.5.2 de | | s’adapte alors mutatis mutandis et
permet d’estimer la contribution du contour de Hankel pour en déduire (1.9).

Supposons a présent que z et zg sont des entiers positifs non nuls. Compte tenu de
(1.10), il suffit de considérer le cas ou ¢y < 3/(gz). Partant de la formule de Perron
(1.11), intégrons cette fois-ci sur le contour symétrique par rapport a l'axe réel, formé
pour sa partie supérieure des trois chemins suivants :

— le segment vertical [1 — ¢, 1 — ¢o +4T7;

— le segment horizontal [1 — ¢y + iT, k + T ;
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— la droite verticale [k + T, k + ic0].
En utilisant les estimations du lemme 1.2 et en effectuant le choix T := z, on peut en
déduire que l'on a

(1.12) /mM (t)dtl/ His -2 g +0 (1a2erte)
' T MR PTPIIE ) v

ol R désigne le contour rectangulaire de sommets 1 — cg £ 47" et x £ ¢T. Compte tenu
de la définition (1.8) de Ag(h;z), le théoréme des résidus assure que la dérivée du terme
principal du membre de droite de (1.12), qui est une fonction de classe C*° sur ]0, 4o00],
est égale a

(1.13) 1/ H(s)x—sds = z(logz)*! ZZ_:l Ae(hs 2)

' 2im Jr s 0T T8 = T(z = k)(log )k
En suivant alors 'argument détaillé dans la fin de la preuve du théoréme I1.5.2 de
[ |, on obtient le résultat attendu. O

Remarque. Dans le théoréme précédent, nous n’avons pas cherché a couvrir une vaste
généralité ni a obtenir des résultats optimaux. La méthode, plus que le résultat, importait
ici et peut étre modifiée selon plusieurs axes :

(1) en affaiblissant les hypothéses sur G(s). En supposant par exemple que G(s) est
prolongeable analytiquement dans le domaine Re(s) > 1 — ¢/log(|Im(s)| + 2)
ou en remplagant (1.6) par une estimation du type G(s) < M (1 + Im(s))® avec
0 > 0, on peut obtenir un résultat similaire avec des termes d’erreur moins
précis, en modifiant le contour d’intégration de maniére adéquate (voir dans
cette direction le théoreme II1.5.2 de | | ou [ D-

(2) en supposant que l'on dispose de majorations ponctuelles pour h du type
|h(n)] < 7(n)¢. On peut alors utiliser le corollaire 11.2.4 de | ] et ainsi
considérer directement My (x) sans passer par lestimation intermédiaire de
Jo Mp(t)dt ce qui permet d’améliorer le terme d’erreur (1.10).

(3) lorsque K = Q, on peut remplacer (1.4) par I'estimation de | | de ((s)
sur la droite critique, & savoir

1
¢ (2 + it) < |t‘32/305+€, (‘t‘ > 3)7
et ainsi préciser (1.10).
2. Ordres moyens sur les entiers y-friables

Un probleme qui apparait comme naturel dans le sillage du paragraphe précédent
consiste a étudier le fonction sommatoire Mj(x) pour des fonctions multiplicatives h qui
dépendent de x. Dans cette direction, on considere ’ordre moyen d’une fonction arith-
métique h sur les entiers friables en définissant, pour 2 < y < z, la fonction sommatoire

\Ilh(xa y) = Z h(n)
n<x
Pt(n)gy
L’apparition du parametre y introduit une nouvelle difficulté : la détermination d’'un
domaine en (z,y) dans lequel les estimations soient uniformes. Dans le meilleur des
cas — c’est a dire en prenant K = Q et h(n) = 1 pour tout n — et compte tenu des
connaissances actuelles sur la fonction zéta de Riemann !, on ne peut pas espérer faire

mieux que le résultat de Saias | | qui énonce que, uniformément dans le domaine
(He) x >3, exp ((log log 3:)5/3+5) <y <z,
1. Hildebrand étudie dans [ ] le lien entre la conjecture de Riemann et les entiers friables.
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on a

(2.1) U(z,y) = A(z,y) (1 +0 ( ! ))

ou

oy () s
YT lim A(t,y) sixeN,
t—xt

et L.(y) := exp ((log y)3/5_8).

Hanrot, Tenenbaum et Wu ont étudié ¥y, (z,y) dans | | de maniére approfon-
die pour une large classe de fonctions h, généralisant ainsi de maniere systématique la for-
mule (2.1). Leurs résultats s’appliquent en particulier aux éléments h de Ek (20, 2; co; M)
avec z €]0, +oo[ mais n’explicitent pas la dépendance en M. Soucieux de préciser 'uni-
formité en M et de rendre la lecture de ce chapitre plus fluide, nous redonnons ici les
grandes lignes de la preuve du théoreme 1.2 de | | en omettant des calculs.
D’autres parts, motivés par nos applications futures et pour ne pas alourdir les argu-
ments, nous ne considérerons dans ce paragraphe que des éléments de Ex (1, 1; co; M).

En vue d’utiliser une version y-friable de la formule de Perron (1.7), il est naturel de
considérer la série de Dirichlet engendrée par h et restreinte aux entiers y-friables définie
pour Re(s) > 1 — ¢y par

h(n)
(2.2) H(s,y) = > -
Pt (n)<y
La formule de Perron nous permet alors d’écrire
1 faotico ds
2.3 v = s 28
( ) h(l',y) 2 /ao—ioo H(S,y)[lﬁ S
ontayg=1-— % et &(u) est Punique racine réelle de équation e£®) = 1 + ué(u).

L’étape suivante consiste & approcher H(s,y) par une quantité dans laquelle la fonc-
tion h et le parametre y se comportent de maniére indépendante. C’est I'objet du lemme
suivant.

Lemme 2.1 ([ |, Lemme 4.1). Soient ¢y €]0,1] et € > 0. Uniformément pour
M > 1, he&k(1,1;c0; M), y > 3 satisfaisant y° L.(y)~2 = M et dans le domaine

1
(2.4) Im(s)] < Le(y),  Re(s) >1-— (log y) 25+
(2.5) H(s,y) = H(s)(s — 1) logy p((s — 1) logy) <1 +0 (Ll(y)>) '
DEMONSTRATION. La formule (4.2) de | | assure que, dans le domaine (2.4),
(2.6) (k(s,y) = Ck(s)(s — 1) logy p((s — 1) logy) <1 +0 (L:(y)» '
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On observe également que, pour toute abscisse o > 1 — ¢y, on a

5 ot /*“tg_l . (znl /)

n>y
teo 1 l9(n)|
= 0'— (1—co) Z 7’L1 co (1 o CO))L tUJrco (Z nlfco dt

ny n<t
M
(2.7) << m.
En utilisant le fait que g est multiplicative on en déduit que, pour Re(s) > 1 — ¢p, on a
g(s) _ g M
28) s~ 5 e =0 ()
P=(n)>y
ce qui implique le résultat. O

Cette formule nous conduit & approcher Wy (x,y) par I'intégrale

1 ap+ico R sds
oim | H) s~ Dlogy (s — 1) logy)a®
1T Jag—ioco
Au vu de la formule (3.9) de | ], & savoir, pour Re(s) > 1 — co,
+o0 v _
/ e(l—s)v d <Mh 1()6 )) _ (8 1)}{(8)’
- e s

on peut utiliser le théoréme de convolution et le théoreme d’inversion de Laplace pour
en déduire que

1 ap+i00 ds +oo My, (y¥)
2.9 —/ H(s)(s—1)logyp((s—1)lo xs—:x/ U—1v d<)
29) i [ HE) - Dlogyal(s - logy)e = [T pu—v)a (1
En précisant les termes d’erreur qui résultent de 'argument précédent en fonction
de M, on obtient la version suivante du théoreme 1.2 de | ].

Théoréme 2.2. Soient ¢y €]0,1[ ete > 0. Uniformément en M > 1, h € Ek(1,1;co; M),
y =2 tel que y°L(y)~2 = M et dans le domaine (H.), on a

(2.10) Up(z,y) = Ap(z,y)+ O (%)
@ Jy > plu—v)d (M8 gz ¢ N,
(2.11) =Xo(h; Dp(u)z + O (Mx’)(wll‘;gg(;m)

et Ao(h; 1) est défini par (1.8).

DEMONSTRATION. Ce résultat s’obtient en reprenant un par un les arguments de
la preuve du théoréeme 1.2 de | | et en tenant compte, a chaque étape de la
démonstration, de 'uniformité en M. Pour montrer (2.11), on effectue une sommation
d’Abel. En supposant sans perte de généralité que ¢y < 3/g et en utilisant le théoréme
1.3, on obtient ainsi la formule

Ap(z,y) = xXo(h; 1) p(u)+Mp(z) —z o (h; 1)—|—x/0u P (u—v) (Mp(y")y~"=Xo(h; 1)) dv

= xzXo(h; 1)p(u)+0O <M (wl_c°/2+6 - a:/ P (u—v)y~v0/2=9) dv)) ,
0
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2. Ordres moyens sur les entiers y-friables

pour tout € > 0. On conclut en utilisant I'estimation (I11.5.82) de | |, & savoir
u 1 1
/ P — )y du < L1081
0 logy

]

Terminons ce paragraphe en présentant une premiére utilisation du résultat pré-
cédent dans I’étude des valeurs friables de formes binaires. Balog, Blomer, Dartyge et
Tenenbaum mentionnent dans I'introduction de [ ] qu'’il est possible d’utiliser
les caracteres de Hecke du groupe de classes G(K) ainsi que le théoréme 1.2 de | ]
pour en déduire un équivalent asymptotique de

Up(Kp.z,y) = #{(n1,n2) € Kp.w N Z2: PH([F(n1,m0)]) <y}

ot F' est une forme binaire quadratique irréductible et Kp := {1, z2 : |F(x1,22)] < 1}.
On précise cette observation dans le théoreme suivant, dans le cas ou le discriminant
Disc(F') de F' est négatif et fondamental, c’est-a-dire s’il satisfait l'une des conditions
suivantes :

— Disc(F) =1 (mod 4) et est sans facteur carré,

— Disc(F) =4m ou m =2 ou 3 (mod 4) et m est sans facteur carré.

Théoréme 2.3. Soit F(X1, Xs) € Z[X1, Xs] une forme quadratique primitive et irré-
ductible dont le discriminant Disc(F') est négatif et fondamental. On a, pour tout € > 0
et uniformément dans le domaine (H.),

Up(Kp.x,y) = :ZEE;:AK@QJ» <1 +0 (L:(y))>

ot K désigne le corps de décomposition de F(X,1), U(K) le groupe des unités de K,
G(K) le groupe de classes de K et

Ak(,y) = v f ™ plu— ) d (BEREE) sia g N,
KT, Y) = lim+AK(t, Y) si z € N.
t—x

On a en particulier

2 ) M
(2.12) Yp(Kp.z,y) = yDisc(K)|p(2) <1+O( logy ))

DEMONSTRATION. La preuve reprend essentiellement la démonstration du théoréme
4.2 de [BL] dans lequel est étudié le cardinal

U5 (K, y) = # {(m1.n2) : pged(n1,nz) = 1,|F(n1,n2)| < 2, P*(|F(m, o)) <y -

A la lecture de la démonstration du théoréme 6.20 de | |, on observe que les
hypotheses faites sur Disc(F') impliquent I'existence d’un idéal ? de base (w1, ws) tel que
I'on ait
Nk /q(X1w1 + Xowo)

N(2)

Le groupe des unités U(K) de 'anneau des entiers Ok étant fini, on peut écrire

Up(Kp.o,y) =# {(a,b) : ‘NK/Q%U(J;)JF boa)l ¢ 2 pt (NK/QS?[U(J;)JF bw2)|> . y}

:|U(K)|#{j idéal principal : fj, N (ja*l) <22 Pt (N (ja*l)) < y}.
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CHAPITRE 1. ORDRES MOYENS DE CERTAINES FONCTIONS MULTIPLICATIVES

Afin de ne sélectionner que les idéaux principaux, on considére le groupe G(K) des
caracteres multiplicatifs du groupe de classe G(K). Par la propriété d’orthogonalité des
caracteres, on a la formule

#t {3 principal 0. (1071) < %, P (N (7)) < 0} = L x@¥ (o).
x€G(K)

ou

v (2y)= X x0)

N(j)<x?
P(N(j)<y

La contribution principale provient du caractere trivial, noté yo. En utilisant le
théoréme 2.2, on en déduit que, uniformément dans le domaine (H.), on a

Vo (xz,y> = Ak (wz,y> +0 <552p(2u)> .

Le(y)
Les caractéres non triviaux contribuent quant a eux en tant que terme d’erreur. En
effet, il est possible d’adapter mutatis mutandis les arguments de [ Jet| | en

considérant la fonction L de Dirichlet engendrée par un caractére de Hecke non trivial
X pour montrer que, uniformément dans le domaine (H.), on a

2
z7p(2u)
v x2,y L —=.
X ( ) Lc(y)
La formule (2.12) est une conséquence de (2.11) et de la formule du nombre de
classes. O
Remarque. En utilisant le théoréeme 1.1 de | ], on peut en fait déduire un

développement asymptotique de Ak (x,y) en fonction des puissances inverses de logy et
ainsi préciser (2.12).

3. Ordres moyens sur les entiers y-criblés

Le probléeme dual, & savoir I’étude de I'ordre moyen de h sur les entiers y-criblés

Cp(z,y) = D, hn),

n<e
P (n)>y
a été abordé par Balog, Blomer, Dartyge et Tenenbaum dans le paragraphe 2.2 de
[ ], pour les fonctions h appartenant a Ek (1, 1;co; M). Comme précédemment,
on peut reprendre leurs arguments dont on rappelle les grandes lignes ci-dessous — essen-
tiellement inspirées par le chapitre I11.6 de | | — pour en déduire une uniformité en

M. On exprimera les termes d’erreur obtenus en fonction de L. (y) := exp ((log y)3/5*5),

Y. :=exp ((log y)3/2’5) et H(u) := exp (m)
En premier lieu, rappelons que la multiplicativité de h implique que 'on a, pour
Re(s) > 1,

(3.1) He) _ 5 M)

P=(n)>y

d’ou 'on déduit la formule

B 1 K+i00 ’H(s) st
(3.2) Pn(@,y) = 2 /f{—ioo H(s,y) s
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3. Ordres moyens sur les entiers y-criblés

avec k = 1+ 1/logz. En décalant l'axe d’intégration jusqu’a la droite Re(s) = ap
et en tenant compte de la contribution du pdle simple s = 1, on obtient, en utilisant
Pestimation (2.8),

1 footicc 2(s) _ds TAK M

3w =g [ ey w040 ()
On remplace alors H(s,y) par 'approximation du lemme 2.1, ce qui ameéne a approcher
®p(x,y) par

Mo D) = G y) T 20w Sy e (- Dlogu (s~ Dlogy) s
En remarquant que, pour s # 0, on a

1
sp(s)

ou w désigne la transformée de Laplace de la fonction w de Buchstab, on peut alors écrire

TAK x /_5(“)‘”0" 14+ @(s)

TAK 1 /0‘0”00 xs ds

=1+a(s)

WK x7 = + a- us

(=.9) (k(l,y)  2im J-gu)—ico s+ logy

Dans la mesure ou @(s) posséde un pole simple en s = 0 de résidu e~7, on peut décaler
Paxe d’intégration jusqu'a Re(s) = 1/logz de sorte a avoir

A - 1/logz+ico 1 4
Wi = 20T e P B00)
(x(1,y) logy 2 J1/logz—ico S + logy
Par inversion de Laplace (voir [ | p. 542), il s’ensuit que

o AK e 7

ol N
py(u) = /0 w(u—v)y Y do.
En utilisant le lemme I11.6.11 de | ] et en remarquant que l'on peut déduire d’un
article de Lebacque [ ] la formule de Mertens généralisée
1 e 7 1
N(p)<y N(p) AK 10g Yy Lé‘ (y)
il s’ensuit que, dans le domaine (H.), on obtient I’analogue de la formule (6.61) de
[ | suivante
Ake? logy K e
Wk(x,y) — zuy(u) ———==1+2x — 1— py(u)e’logy
(229) =200 1) (CK(l,y) 10gy> (1=l )
R.7C)
H (u) Le(y)

ou ¢1 > 0 est une constante absolue.
En récupérant les différents termes d’erreur engendrés par la démarche précédente,
on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.1 (| ], Proposition 1). Soient M > 1, ¢g > 0 et ¢ > 0. Uni-
formément pour h € Ek(1,1;¢co; M), dans le domaine (H.) avec y°L.(y)~2 > M, on
a

ke’ logy

(35)  @uwy) = ay()=F 7+ O (Map(u) (H@) ™ L)~ +7:7))
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CHAPITRE 1. ORDRES MOYENS DE CERTAINES FONCTIONS MULTIPLICATIVES

otu oo
y(u) == /0 wlu—v)y “do

et c1 > 0 est une constante absolue ne dépendant que de cy et K.
En particulier, on a, dans le domaine (H.),

B B e Mzp(u) —o 1))
B alay) = (o) —9) 77 +0 (ol (M) +¥77) ).

Motivés par les applications du chapitre 2, on étend a présent les méthodes pré-
cédemment décrites en vue d’obtenir une formule asymptotique de ®,(x,y) lorsque
h € Ek(1,—1;¢co; M), c’est-a-dire pour les fonctions multiplicatives h dont la série de
Dirichlet est analytiquement proche de (k(s)™!. Ce travail a été effectué en commun
avec Gérald Tenenbaum et a donné lieu a la rédaction conjointe d’une note qui est pla-
cée dans I'annexe A. Le théoréme suivant reprend le résultat principal obtenu dans la
note, en précisant la dépendance en M.

Théoréme 3.2. Soient co €]0,1] et e > 0. Uniformément pour M > 1, y°L.(y)~? > M,
h e &k(1l,—1;c0; M), et dans le domaine

(Ge) v>2,  exp((logz)**) <y <,
(3.7) o) (z, y) :x/OU1Mdv+o (szg;)

DEMONSTRATION. La preuve consiste a reprendre la démonstration du théoréme 1.1
de 'annexe A en tenant compte de la dépendance en M. Tous calculs faits, on obtient
lanalogue suivant de la formule (2.11) de l'annexe A, estimation en fait valide non

seulement dans le domaine exp ((log x)?/ 5+5) < y < /2 considéré dans ladite annexe,
mais aussi lorsque /2 < y < =z,
ap+ioo g5 g)els
Bi(ry) = o [T 40 (M”””(“)) ,
27 Jag—ico 5+ 108y Le(y)
ou qg a été défini dans le paragraphe 2 du présent chapitre. Le résultat suit en remarquant

que sp(s)/(s +logy) est la transformée de Laplace de [;* % dv. O
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CHAPITRE 2

Entiers friables, formes binaires et crible de
Legendre-Eratosthéne

Sommaire
1. Crible de Legendre-Eratosthéne 33
Généralités sur la fonction arithmétique vp 34

3. Une formule conjecturale pour Vg (K.xz,y) pour une forme
binaire F' irréductible 36

4. Etude de Up(K.2,y) avec F' une forme quadratique irréductible 38

5. Etude de Uy, r,(K.z,y) avec F; une forme linéaire et F, une
forme quadratique irréductible 40

Dans ce chapitre, on utilise le crible d’Eratosthéne pour étudier la quantité
Up(K.a,y):=# {(nl,ng) e KxnZ?: P (F(ny,ng)) < y}

pour une forme binaire F' irréductible dans Z[X1, Xo| et de degré g > 2 et L C [0, 1] un
compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C! par morceaux et vérifiant
F(K) C [0,1]. On décrit en particulier un argument heuristique en faveur de la pertinence
de la formule conjecturale

Urp(K.z,y) ~  Vol(K)a’p(gu).

A la fin de ce chapitre, on établit la validité d’une telle formule dans le cas des
formes quadratiques irréductibles avant de généraliser la méthode ainsi développée a
Pétude de Vp(K.x,y) ou F = F1 F5 est le produit d’une forme linéaire F} et d’une forme
quadratique F irréductible dans Z[ X7, X3].

1. Crible de Legendre-Eratosthéne

Etant donné un ensemble fini de nombres premiers P, un probléme récurrent en
arithmétique consiste a estimer le cardinal de ’ensemble des valeurs de F' criblées par
les éléments de P, a savoir

Sp(K.x;P) = # {(nl,ng) €K.xnNZ?:p|F(ni,ng) =p¢ 77}.

Compte tenu de I'hypotheése F(K) C [0, 1], le principe d’inclusion-exclusion permet
de réécrire Sp(K.z;P) sous la forme

(1.1) Sp(Ka;P)= Y. p(d)Aq(K.2)
1<d<z9
p|ld=peP

ou

Ai(K.x) = # {(nl,ng) cKxnZ?*: d|F(n1,n2)} ,
réduisant ainsi a priori notre étude a l'estimation de ces derniers cardinaux.
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CHAPITRE 2. ENTIERS FRIABLES, FORMES BINAIRES ET CRIBLE DE LEGENDRE—ERATOSTHI:DNE

En découpant I’ensemble K.z N Z? en classes de congruences modulo d, un argument
basé sur les réseaux de Z? permet de montrer que 'on a

(1.2) Ay(K.z) = 'y};(zd) Vol(K)z? 4 rq(K.xz)

ou
vr(d) :=#{1 < nj,ny <d:d|F(ni,n2)}
et
ra(K.z) <k vr(d)x
en raison de la régularité de K.

Sous sa forme standard, le crible de Legendre-Eratosthéne consiste & introduire I’ap-
proximation (1.2) dans la formule (1.1), ce qui conduit a la formule

(1.3) Sp(K.xz;P) = Vol(K)2*Tr (29, P) + Z u(d)rq(KC.xz).
<d<zd
p1|d<:>;€7D

ou, pour tout ¢ > 1,

(1.4) TeP) = Y (),
1<d<t
pld=peP

2. Généralités sur la fonction arithmétique g

La définition de la somme Tr(t; P) suggere de s’attarder sur le comportement de la
fonction arithmétique vr. Celui-ci a été considéré en détail dans la littérature relative
aux formes binaires : citons entre autres le paragraphe 5 de | |, le paragraphe 7 de
[ | ainsi que le paragraphe 2 de | ].

Compte tenu de la multiplicativité de yg, conséquence du théoréme des restes chinois,
il suffit d’étudier vx(p*) pour p premier et k > 1. A I’aide d’une partition de I’ensemble
des points entiers du carré [1, p¥]? en fonction des valeurs du plus grand diviseur commun

de (n1,ng,p*), on retrouve la formule (2.3) de | |, & savoir

(21) vr (pk:> — Z ,y%l) (pmax(k—gj,0)> p2min(k,gj)—2j
0<5<[k/g]

ol

(2.2) v (pk) = #{1 <np,ng <pte (m,nz,pk) =1let Pk\F(m,nz)}-

En profitant de ’homogénéité de F', on a
(23) 75 (P) = (0= )P (# {1 <np <pF 1 pHIP(1Lm) }

+# {1 <y <psplma et PP IF (L 1Y)

Il apparait ainsi que le comportement de g est lié a la résolubilité de congruences
polynomiales en une variable.

L’étude de cette derniere — qui s’inscrit dans la lignée du lemme de Hensel — a fait ’ob-
jet de nombreux articles. En particulier, Nagell | ], Ore | |, Huxley | ]
et Stewart | ] ont établi des majorations du nombre de racines modulo p* d'un élé-
ment de Z[X]. Rappelons dans ce sens un résultat de Stewart, essentiellement optimal.

Lemme 2.1 ([ |, Corollary 2). Soit F' € Z[X] un polynéome primitif de discriminant
Disc(F') # 0 et de degré g > 2. Pour tout nombre premier p etk > 1, on a

# {1 <n< pk pk]F(n)} < 2pva1p(Disc(F))/2 +g— 2.
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2. Généralités sur la fonction arithmétique vp

En injectant cette majoration dans les formules (2.3) et en utilisant (2.1), Da-
niel | | en déduit une borne supérieure de vp (pk) uniforme en p et k, estimation

dont l'uniformité en F' a été précisée dans le lemme 2.2 de [ |. Nous donnons ici
une version faible de ces résultats, suffisante pour notre utilisation.

Lemme 2.2. Soit F' € Z[X1, X3] une forme binaire irréductible sur Z de degré g > 2.
On a, uniformément enp etk > 1,

P sik=1,
kp* sig=2cetk>2
k = 4
(24) TF (P ) <Fr p2k72 82923 €t2<k<g,

p(=1/9)  gig>3 etk > g.
De plus, si p ne divise pas F(0,1), alors
(2.5) Yr(p) = —Drp+1

ou vy est le nombre de racines de la congruence F(1,X) =0 (mod p).

DEMONSTRATION. Lorsque g > 3, il s’agit du lemme 3.1 de | |. Les estimations
pour g = 2 sont issues du lemme 2.2 de | | (voir aussi le lemme 2.2 de [ D).
O

Soient #y une racine de F'(1, X) et O, I'anneau des entiers de Q(6p). La proposition
suivante, due a Dedekind, relie v, aux nombres d’idéaux premiers de Op, au dessus de

p-

Proposition 2.3 (] |). Soient F € Z[X] un polynéome irréductible sur Z, p un
nombre premier et

F(X)=F(X)"...Fy(X)* (mod p)

la décomposition de F(X) en facteurs irréductibles modulo p.
Si p ne divise pas 'indice [Og,, Z[00]], on a la décomposition de pOg, en idéaux
premiers suivante
POy, = pil e pft
ot p; est l'idéal de Og, engendré par p et Fi(6p).
En particulier et sous ces conditions, v, est le nombre d’idéaux p au-dessus de p tels
que N(p) = p.

La discussion précédente illustre I'interaction entre la distribution des idéaux pre-
miers de Oy, et la régularité de yr. Nous verrons au paragraphe suivant I'importance
de cette observation dans I’étude de sommes ot intervient la fonction de densité yp. A
titre d’exemple, le théoreme des idéaux premiers entraine la formule suivante, uniforme

enx = 2,

(2.6) chyismlogp:xG—i_O(L:(a:)))
3/5-¢)

ou Lc(z) :=exp ((log x)
Dans la mesure ot la fonction arithmétique v apparait dans de nombreux problemes
liés aux formes binaires, 'importance de son étude dépasse le seul cadre de notre propos.
Par exemple, La Breteéche et Browning | | ont obtenu une majoration de I'ordre
moyen d’une fonction arithmétique h sur les formes binaires, dans laquelle intervenait
~p. A titre de référence future, on donne dans le théoréme suivant une version de leur
résultat sans préciser la dépendance en F' qui était explicitée dans leurs travaux.
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CHAPITRE 2. ENTIERS FRIABLES, FORMES BINAIRES ET CRIBLE DE LEGENDRE—ERATOSTHI:DNE

Théoréme 2.4 (] |, Corollary 1). Soient A >0, B:[0,1] = R, F' € Z[X;, X2]
une forme binaire irréductible sur Z de degré g et h une fonction positive et sous-
multiplicative satisfaisant h(p) < A pour tout premier p et h(n) < B(e)n® pour tout
entier n et tout € > 0. On a, uniformément en x > 2, ’estimation

F _
(2.7) > h(F(ni,ng)) <apra® [] (1 4+ (QP) (h(p) — 1)) + z(logz)A" 1.
[n1l,|n2|<z g<p<z p
Soulignons que La Breteche et Tenenbaum ont donné dans | | une générali-

sation de ce résultat aux sommes courtes de la forme
> h(Fi(ni,n),- -, Fy(ny,n2))
r<ni no<r+r

ou Fy,...,F; sont des formes binaires irréductibles dans Z[X7, X3], « €]0,1] et h est
une fonction arithmétique satisfaisant certaines conditions de croissance et de sous-
multiplicativité.

3. Une formule conjecturale pour ¥y (K.z,y) pour une forme binaire F
irréductible

En appliquant la formule (1.3) avec ’ensemble de premiers criblant P := {p > y},
on obtient la relation

(3.1) Up(K.z,y) = Vol(K)x*Tr (95 {p > y}) + Z w(d)rq(K.x).
d<a?
P‘(;)>y
Sous réserve de montrer que la fonction multiplicative n — u(n )WF () est un lément

de SQ(QO)(I, —1;¢0; M) pour des constantes ¢g et M convenables — ce que laisse présager
la distribution de yr étudiée dans le paragraphe précédent —, on peut utiliser les résultats
du chapitre 1 pour évaluer la quantité T (z9; {p > y}) définie par (1.4).

A T’aide du lemme 2.2, on observe que la série de Dirichlet engendrée par la fonction
n— un )VF( ") A savoir

yr(n)
Z ,U, ns+1 ’

est absolument convergente lorsque Re(s) > 1. De plus, pour 0 < ¢ < 1 et uniformément
en p premier, on a ’estimation

Sl NG =) - # NG = ) ’YF(p)’

k=1 p
<« +Z#{j:N(j)<pk}<< S
1 k " 20
P i pott o p*

En remarquant que, pour Re(s) > 1, on a

He(5)Cau) (5 H<1+zp <{‘;N(i)zpk}—#{jrl\’(j):pk1}W>),

k>1 b

on en déduit que Hp(s)(q(g,)(s) est développable en un produit eulérien absolument
convergent pour Re(s) > 1/2 et un raisonnement similaire permet de montrer un résultat
analogue pour la série (3, yr(n)/n*™) (q,)(s)~!. Par suite, ceci entraine que, pour

tout € > 0, il existe une constante M (¢) telle que la fonction n +— pu(n)2E2 (") appartienne
a I'ensemble Eqg,)(1, —1;1/2 + &; Mp(e)).
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3. Une formule conjecturale pour Vg (K.x,y) pour une forme binaire F irréductible

vr(n) il

Appliquons a présent le théoreme 3.2 du chapitre 1 a la fonction n — p(n)£

s’ensuit la formule asymptotique, valide uniformément dans le domaine

(Ge) T > 2, exp ((log $)2/5+6> <y<«z

N ) e fa) L (e
(32) @, ey = Y uln) —x/o d +o( )

g n<z n yU LE (y)
P=(n)>y

A partir de ce résultat, une sommation d’Abel permet d’obtenir un équivalent asymp-
totique de Tr(z; {p > y}).

Proposition 3.1. Uniformément dans le domaine (G:), on a

log(u + 1) 1
3.3 Tr(x;{p > y}) = u+0< U )
(33 (i {p > 0D = p(u) + 0 () Bt

DEMONSTRATION. On remarque dans un premier temps que, pour ¢ € [1,y[, on a
trivialement @nH )2E() (t,y) = 1. A l'aide de la formule (3.2) et d’'une sommation

wn

d’Abel, on peut donc écrire

‘1)” ) 2E() l’ y x n ) IEM) (tvy)
Tr(z; {p > y}) = HM() . +/ 7dt+/ — 4

t2
utp o st (18 —v) 1
= dv+1+// gydvdt—i—O( )
/ y JO ty? LE()
u— 1 U /
—/ dv+1—|—logy/ p(fzv)d dv 40 (L (y))
v+1 €

On peut majorer la premiere 1ntegrale en utilisant I'estimation (voir la formule (111.5.82)

de [Ten0s) , o
v p(u—v ogl(u +
/ ’0(71)) dv < ,O(U)M
oy logy
Pour la seconde intégrale, on observe a 'aide d’une intégration par parties que 'on a

u—1 u / _ u—1 _ -1
logy/ va)dwdv:logy/ plu—v) -1 .
0 v+1 0

yY Yy
— plu) ~ 1+ 0 (ptu) E D)

ce qui implique le résultat. O

Remarque. Compte tenu de la présence de I ( ) dans le terme d’erreur de (3.3), on
observe que 1’équivalent

Z e ) o) <1+O <log(u+1)>>

n<:1: IOg Yy
P~ (n)>y
est valide uniformément dans le domaine

exp ((log a:)5/8+5) <y<uz.

En injectant le résultat précédent dans (3.1), on obtient la formule suivante, uniforme

en (Ge)
) 9 log(u +1 T
U p(K.z,y) = Vol(K)x?p(gu) + dgg p(d)ra(K.z) + O (x p(u) log y * Le(y)> .
P=(d)>y
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En supposant que la somme des 74(K.x) contribue comme un terme de reste négligeable
dés que y > z, on peut formuler la conjecture suivante.

Conjecture 3.2. Soient F' € Z[X1, X3] une forme binaire irréductible sur Z et de degré
g =2, K c0,1)? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C' par
morceauz et vérifiant F(KC) C [0,1] et € > 0. On a, uniformément en y > x¢, la formule

(3.5) Up(K.z,y) et Vol (K)z2p(gu).

4. Etude de ¥p(K.z,y) avec F une forme quadratique irréductible

La discussion du paragraphe précédent a permis de réduire I'étude de ¥ (K.z,y) a
une estimation des termes de reste r4(K.z) définis par (1.2) en moyenne sur les entiers
d < x9. La distribution multiplicative des valeurs d’une forme binaire, a travers 1’étude
de rq(K.x), a fait I'objet de divers travaux. Dans [ et | |, Greaves établit
Pestimation suivante, valide pour tout € > 0, toute forme F' irréductible de degré g > 2
et uniforme en z, D > 1,

(4.1) > |rall0,2%)| < D*(z + D).
d<D
Daniel | | précise la majoration de cette somme, dite de Type I, tout en I’étendant

a des compacts K plus généraux a travers le résultat suivant.

Lemme 4.1 (] |, Lemma 3.3). Soient F' € Z[ X1, X2] une forme binaire irréduc-
tible sur Z de degré g > 2 et K C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un
lacet de classe C' par morceaux et vérifiant F(K) C [0,1]. On a, uniformément en x > 1
et D > 1, l'estimation

(4.2) Y Jra(K.x)| < 2V D(log 2D)1429°™ 4 D(1og 2D)?9 1,
d<D

A la lumiére de ce lemme, on observe que 'on peut atteindre un niveau de distri-
bution D = z?(logz)™4 pour A > 0 assez grand. Il convient de souligner que, pour
certaines formes quadriques, La Breteche et Tenenbaum | |, parviennent a rem-
placer dans (4.2) les puissances de (log2D) par (loglogz)?, permettant ainsi le choix
D = 2?(log )~ sans restriction de taille sur A > 0. Il demeure cependant que 2 est la
limite du niveau de distribution des valeurs de I’ et qu’il n’est pas possible d’établir la
conjecture 3.2 par la seule utilisation du lemme 4.1 dans (3.4) lorsque g > 3. Pour cette
raison, on suppose a présent que F' est une forme quadratique irréductible.

Soit 7 € [(log x)7 L 2] un parameétre qui sera précisé ultérieurement. On approche

dans la formule (1.1) le cardinal Ay4(K.z) par Vol(lC)xﬂFTw) pour d < 2277, de sorte &
avoir

(4.3) Up(K.z,y) = Vol(K)z?Tr (1:2_7; {p> y}) + Rp (IC.a:;a:Q_T,y)
ou
(4.4) Rp (Kaia®y) < > o)+ > Ag(Ka).

d<z?~7 d>x2"7

P=(d)>y
En appliquant le lemme 4.1 avec le paramétre D = 2277, il vient immédiatement

que
(4.5) 37 fra(K.z)| < 2*772(log 22) %

d<x277—
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Ecrivons les termes restants sous la forme F(ni,n2) = md avec 2277 < d < 22,

P~(d) >y et m < 2. On observe ainsi que l'on a

(4.6) Z Ai(K.z) < Z S(K.x;m;y)

d>x2-7 m<x”
P~ (d)>y

ou
S(K.xym;y) = # {(nl,ng) € K.xNZ?:m|F(ni,ny) et (pm|F(ny,ng) = p > y)} .
On utilise un lemme de crible pour majorer cette derniere quantité. Au vu du lemme
2.2 et de (2.6), les hypotheses (Q1) et (Q2(1)) de | | sont vérifiées, a savoir qu’il

existe une constante C' > 0 telle que, si p n’est pas un diviseur fixe de F' (c’est-a-dire si

vr(p) # p?), on ait

V7 (p) 1
Q <1-—=
( 1) p2 C
et, pour 2 < x1 < x9,
lo x
(Qa(1)) 3 Ve(p)logp <log > +C.
z1<pS2 !
On peut donc appliquer le théoreme 4.1 de | | basé sur le crible de Selberg pour

en déduire que

Z S(K.z;myy) < Z S (K.x;m;min (y,x1/2>)

m<x”™ m<a”
2 Yr(m) vF(p)
<Lz Z - H (1— o
m<z” p<min(y,z'/?)
ptm
(4.7) + > 7(m)? rm(K.2)].
m<$1+-r

En utilisant (2.4) et (2.5), on peut observer la validité des bornes supérieures sui-
vantes, uniformes en t > 2,

yr(m YD)\
(4.8) 222) 11 (1— ’;(2)) <<H< ><<10gt
mgt p|m p<t

vr (p)#p*
et
(4.9) I1 (1 - 728”) < (logt)™!

p<t
vr (p)#p*

Il suit alors de ces estimations que

’YF I (1 _ 7F(2p>>

m<z” p<min(y,x1/2) p

< 11 (1 M’;(QP)> v (m) 11 (1 B 7F(2p)>_1 < logz

p<min(y,z'/?) b
vr (p)#p* vr (p)#p?
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Pour traiter la seconde somme de (4.7), on observe tout d’abord que, pour tout
A >0, le théoreme 1.3 du chapitre 1 entraine la majoration

Z T(m)Aw;im) < (10ga:)2A_1

2
m<x1+"

tandis que le théoreme 2.4 permet de montrer que
Z T(m)AAm(ICZE) < Z T(F(nl,HQ))A+1 < xQ(lng)2A+1_1.
m<111+‘r ‘n1|7‘n2|gx

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit du lemme 4.1 et de ces deux
estimations 'existence d’une constante ¢ > 0 telle que

(4.10) ST rm)? rm(K.2)| < 2744 (log z)°.
m<11+‘r
Il s’ensuit finalement que
plog 7/4+T/4 c
(4.11) Z S(K.x;myy) < T logy +x (log x)°.

m<x”
La proposition 3.1 implique alors que, dans le domaine (G¢), on a
_ log(u + 1) 1
Tr (227 {p>y}) = p((2—T)u +O< 2—T)u >
(#7dp> 9}) = (@ = 1)+ O (2= )= =+ s

Dans la mesure ou la formule (II1.5.114) de | | assure que, uniformément pour

u}OetOévgmin(u,m>,ona
(4.12) p(u—v) = p(u) (14 O (vlog(u +1))),
il vient, sous le choix 7 := cllolgol% avec ¢1 > 0 assez grand et dans le domaine (G.), la
formule
(4.13)
_ loglog x 1 1
Tr (2277 {p > = 2u—|—0< 2u) lo u—i—l( + )—i— )
P (5T > 9}) = p2u) + O (pw)log(u+ 1) (575 + o)+ s

On obtient finalement le théoréme suivant.

Théoréme 4.2. Soient F € Z[ X1, X2] une forme binaire irréductible sur Z de degré 2 et
K € [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C* par morceauz
et vérifiant F(KC) C [0,1]. On a, uniformément dans le domaine (G.),

log1
(4.14) Up(K.z,y) = Vol(K)z?p(2u) 4+ O <x20?0gw> )
ogy
DEMONSTRATION. Compte tenu de la formule (4.3), le résultat est une conséquence
des estimations (4.4), (4.5), (4.11) et (4.13). O

Observons que le théoréme précédent ne fournit un équivalent de Vp(K.x,y) que
dans le domaine

1 loglogl I+e
2 oo () £ e

Ceci est a mettre en comparaison avec le théoréeme 2.3 qui donne une formule asympto-
tique de Up(K.x,y) lorsque le discriminant de F' est négatif et fondamental et pour le
compact K := {z1,x2 : |F(x1,22)| < 1}, dans le domaine plus vaste

(H.) x >3, exp ((log log :c)5/3+5) <y<uw.
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5. Etude de U, (K.2,y) avec Fy une forme linéaire et Fy une forme quadratique irréductible

5. Etude de ¥ mnr(K.z,y) avec F; une forme linéaire et I, une forme
quadratique irréductible

Dans le sillon du paragraphe précédent, il est naturel de se demander pour quels
ensembles d’entiers R la méthode employée se généralise-t-elle pour obtenir une formule
asymptotique du nombre de valeurs y-friables F'(n1,n2) ou F est une forme quadratique
irréductible dans Z[ X7, Xs] et n; est restreint & R, c’est-a-dire

(5.1) Up(Kz,y; R) == # {(nl,ng) eKaxnNZ?:n  €R et PT(F(n1,m2)) < y} .

Ce probléme trouve son origine dans un article de Fouvry et Iwaniec | | sur les
premiers de Gauss qui s’écrivent sous la forme n? + n3 avec n; premier. En particulier,
ils montrent que, pour tout A > 0, on a la formule

(52 Y A(nd+nd)Am) = 211 (1- — 1;;;1’1 X(p))) 2+ 0 (allog)™)

n%+n%§x
ou x désigne le caracteére non trivial modulo 4.
Peu de temps apres, Friedlander et Iwaniec | | effectuent le tour de force de

restreindre la variable n; dans un ensemble tres lacunaire. En particulier, ils démontrent
la formule asymptotique

(5.3) > A(ni‘+n§)=4/01 (1—t4)1/2dt:c3/4 <1+O(bgng)>.

s log x
n‘ll—i—n%éa: &

Dans ses travaux sur le probleme de parité et la conjecture de Chowla, Helfgott étudie
un probleme analogue en remplacant la fonction de von Mangoldt A par la fonction de
Liouville A. Dans | |, il montre en particulier que, pour tout convexe K C [—1,1],
toute forme linéaire F (X1, X2) et toute forme quadratique F5(X7, X2) irréductible dans
Z[X;, X5], on a uniformément en x > 3,

2
(54) Z )\(Fl(nl,ng)Fg(nl,nz)) < :Ullog&
(n1,n2)eK.xNZ2 og e

Un prolongement logique de ’étude consiste & imposer une condition sur chacune des
deux variables. Un prototype de cette situation est considéré par La Bretéche et Brow-
ning | | qui résolvent le probléme des diviseurs pour certaines formes quartiques.
En particulier, le théoréeme 2 de | | stipule que, si F} et Fy sont deux formes li-
néaires non proportionnelles sur Q, F est une forme quadratique irréductible et K C R?
est un compact suffisamment régulier tel que F;(K) C|0, 1] pour tout ¢ € {1,2,3}, alors
il existe une constante C'(Fi, Fy, F3) > 0 telle que, pour tout £ > 0, on ait, uniformément
enzx > 2,

(5.5)

3
Z H T(Fi(ﬂl,ﬂQ)) = C(Fl, Fs, FS)VOI(,C)ZZI2(10g CC)3 +0 <$2(10g :1;‘)2+E) ‘
(n1,n2)eK.zNZ2 i=1

Enoncons & présent le résultat principal de ce paragraphe, relatif 4 Destimation
asymptotique de ¥ p(K.x, y; R) défini par (5.1), dont la démonstration constituera l'objet
de la suite de ce chapitre.

Théoréme 5.1. Soient F' € Z[X1, Xs] une forme binaire quadratique et irréductible sur
Z, K C [0,1] un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C' par morceaux
tel que F(K) C [0,1] et R un ensemble d’entiers. Pour tout € > 0 et uniformément dans
le domaine (G:), on a

56)  Up(Ka,y;R) =#1(n1,n2) € KaNZ®:ny € Ry p(2u) + O g2loglogzy
logy
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De plus, s’il existe ¢ > 0 tel que R C {P~(n1) > 2} avec z > exp ((loglog x)'*¢), alors
on a

2
(5.7) Vp(Kx,y;R) =# {(711,712) eKxNZ®:n € R} p(2u) + O ( v k)g;l()gg:) '

logz logy

En raison du phénomene de parité, la seule utilisation du principe d’inclusion-
exclusion ne suffit pas pour parvenir aux résultats de | I, [ ] et | ]. Pour
surmonter cette difficulté, il est possible d’utiliser 'identité de Vaughan (voir le para-
graphe 7 de | et [ ]) pour faire apparaitre des sommes bilinéaires de Type II.
Une estimation suffisamment précise de telles sommes constitue le point clé des argu-
ments conduisant aux preuves des résultats précédemment énoncés. A titre d’exemple,
Fouvry et Iwaniec montrent que, pour tout A > 0, on a

My My

(5.8) > S ulma)s(my,me)| < —— 22
My <m1<2M; | M2<ma<2Mo (log M1 M3)

5(ma, ma) = { 1 §i mimse = n% + n% avec mjp premier,
0 sinon,
et My et M sont des parameétres réels.

Dans le cas présent, quitte a considérer un parametre de friabilité y suffisamment
grand, le phénomeéne de parité n’a pas d’incidence : on peut donc espérer étudier le
cardinal Wp(K.z,y; R) en utilisant le crible de Legendre-Eratosthéne et écrire comme
point de départ la formule

(5.9) Up(Ka,y;R) = Y pld)Aq(K.z,R)
1<d<a?
P=(d)>y

ou

Ag(Kx,R) = # {(nl,ng) eKxznNZ?:n €R, d|F(n1,n2)} :

Pour exploiter cette identité, on étudie la distribution multiplicative des valeurs
F(ny,ng) lorsque n; € R. Pour des raisons techniques qui apparaitront au cours de
I’argument, on s’intéresse dans un premier temps aux cardinaux

A((il)(lC.:L',R) =# {(nl,ng) eKxznZ?:n €R,(ny,d) =1et d\F(nl,nQ)} .

Lemme 5.2. Soient B > 0, F' € Z[X1, X3] une forme binaire quadratique et irréductible
sur Z, KK C [0,1]2 un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C* par
morceauz tel que F(K) C [0,1] et R un ensemble d’entiers. Il existe ¢(B) > 0 tel que,
uniformément en 1 < D < 2, on ait

S r(@)? jAg”(/c.:c,R)—%# {(n1,n2) € KxNZ% 01 € R, (n1,d) = 1}‘ <253 DV/6 log(22)°(P)
d<D

ot vy est défini dans l’énoncé du lemme 2.2.

La preuve de ce lemme — que nous détaillons ci-dessous — consiste essentiellement &
adapter les parties 2 et 3 de [ | et le chapitre 20.3 de | ] ot un analogue de ce
résultat est établi pour la forme quadratique F(X1, X2) = X? + X2. Une généralisation
a des formes quadratiques quelconques s’appuie en particulier sur les parties 5.2 et 5.3
de | | dans lesquelles Balog et al. obtiennent essentiellement le lemme 5.2 avec
x¢ au lieu de log(2z).

DEMONSTRATION. Soit A € [1,2] un parameétre dont le choix sera rendu explicite
au cours de la preuve. En effectuant la convolution de I'indicatrice de K.x et d’une suite
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régularisante (voir 'annexe B), on montre l'existence d’une fonction lisse yx . a valeurs
dans [0, 1] telle que

anlC.x
Osd
supp xik.z C K.z,

Xic.z(x1,x2) = 1 dés que inf {dg((xl,xg), (y1,92)) : (y1,92) € R? \IC:JU)} > A

(z1,29) < A7 pour j € {0, 1,2},

ol ds est la distance euclidienne. On approche A((il)(lC.:r, R) par la quantité

Agll) (X’CQZ? R) = Z X’CI (TL]_, n2)a
(n1,m2)ERXZ
(n1,d)=1
d|F(n1,n2)

I’apparition de yi .. en lieu et place de I'indicatrice de K.z fournissant un cadre propice
a l'utilisation de I’analyse de Fourier.

Le terme d’erreur qui apparait sous l'effet d’une telle démarche est négligeable. En
effet, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les hypotheses de régularité faites sur le
bord de K, on a

2

Z ‘AS)(IC.:L‘,R) - Al(il)(ch.mR)’ < ( Z T(F(nl,ng))Q)
d<D [nil,|n2|<z

x #{(n1,n2) € K.x N Z° 2 xicalna,na) # 1}7.

Dans la mesure ot la fonction 72 satisfait les hypothéses du théoreme 1 de | ]
(que nous avons rappelé dans le théoréme 2.4), on peut estimer la somme du membre
de droite. Compte tenu de la régularité du bord de I, on en déduit ainsi que

(5.10) 3 \Ag”(/c.x, R) — AV (xic.os R)\ < 23 A3 (logz)3/2.
d<D

Etudions & présent la quantité A((il)(XIc.x, R). En utilisant la formule sommatoire de

Poisson, il vient I'identité

1 +00 tk
(5.11) Agl)(XIC.$7R) = p Z Z Ak ny (d)/ XK.z (ni, t)e (_d> d
(nlcel)R kEZ e
ni, =1

ou e(t) := exp(2int) et

nok
gy (d) = Z © (d) .
no mod d
d|F(n1,n2)
Au vu de la condition (nj,d) = 1, on remarque que 'on a notamment

s (d) = Z o (deTh)

v mod d
d|F(1,v)

ce qui entraine 'identité ag y, (d) = vq.
Le terme principal, provenant de la fréquence k = 0, est donné par la quantité

v, +oo
=D / Xic.o(n1,t) dt.

nieER -
(n1,d)=1
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Par suite, on retrouve le terme principal attendu dans I’énoncé du lemme en remarquant
que

Z o > ‘/_J:O XK.z (n1,t)dt — #{nz : (n1,m2) € K.z N ZQ}

d<D n1ER
(n1,d)=1

< Z > ( {na: (n1,n2) € KaNZ®: xcalni,ne) # 1} + 0(1))
d<D nleR
(5.12) <Azxlog(2D).

Le cas des fréquences non nulles fait appel & une inégalité de grand crible, essentielle-
ment énoncée dans la proposition 3 de | ]. On précise dans le lemme qui suit ce
résultat en remplacant le terme (DK R)® obtenu dans | | par log(2D), modifi-
cation qui permettra d’utiliser le lemme 5.2 avec un niveau de distribution suffisamment
petit, & savoir D = 227 7.

Lemme 5.3. On a, uniformément pour tous entiers D, K,x > 1 et toute suite de com-
plexes (k). Uestimation

(5.13)

1/2
SN Y Gnowald)| < DY*(D + Kx)'/? (ka,#f(lm)) log(2D).
k.n

d<D |k<K n<z
(n,d)=1

DEMONSTRATION. D’apres la preuve de la proposition 3 de [ |, on a, pour
toute suite de complexes (&),

2

Y Y Yee(F) <0 Xl

D<d<2D F(1,v)=0 (mod d) |n<z n<w

ce qui constitue une généralisation du lemme 2 de | ] & des polyndmes quadratiques
irréductibles quelconques. En reproduisant le raisonnement développé a la page 253 de
[ | basé sur la formule d’inversion de Mobius, il s’ensuit alors que

Sy Y awe()

d<D F(1,v)=0 (mod d) |k<Kn<z
(n,d)=1

< Z vy Z Z &k nbe <1/l:ln)

b<D d<D/bF(1,v)=0 (mod d) |k<K,n<z/b
1/2

<DY* (D + K2)'? [ 3 | nl*T(kn) | log(2D)

,7‘L

ce qui implique le résultat attendu. O

Reprenons la preuve du lemme 5.2 et découpons 'intervalle de sommation des fré-
quences k en intervalles dyadiques K < k < 2K. En effectuant le changement de variable
w = % afin de séparer les variables k et d dans 'intégrale, on obtient

[t () e () ()
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On déduit alors du lemme 5.3 que

S 1Y Y men@ [ e (m 5 e (-4 au

D<d<2D | n1€ER K<k<2K

(n1,d)=1
wx
Z / dk Ak ny (d)X/Ca: (nlv ]ﬁ) dw
D<d<2D ni 6)7?, K<k<2K
(n1,d)=1

1/2
<2D3 (D + Kz)? log(2D) ( 3 T(knl))

k2K ni1 <z
(5.14)  <22D K3 (D + Kz)? log(2DKx)?/2.

Pour les grandes valeurs de K, une telle estimation n’est pas suffisante. En intégrant
deux fois par parties, on obtient la formule

[ ) ()i 2 2 ()
g e M d TArR )k 0s2 Vg d '

En utilisant la encore I'inégalité du grand crible du lemme 5.3, on en déduit

S Y Y men@ [ e (m 5o (-4 au

D<d<2D | nieR K<k<L2K
(n1,d)=1

x d 82XIC1 wT
<— Z / — Qo (d) : (m ) dw
~X 2 3 N1 2 bl

Are b lian nleR K<k<2Kk s k

(n1,d)=1

1/2
<zD3K2(D+Kz)? A2log2D) [ 32 (kn)
k<L2Kni1<x
(5.15)  <23:D:K~3 (D + Kz)? A~2log(2DKz)%/2,

En utilisant (5.14) si K < DA~! et (5.15) sinon, et en sommant sur les puissances de 2
issues des découpages dyadiques en d et k, on en déduit

XY ormd / x;cx(nl, )(—f) dw

d<D | ni€R k;éO
(n1,d)=

(5.16) < (:U3/2D1/2A_1/2 + :L‘ZDl/QA_l) log(2x)%/2.

En choisissant A = 25 D3 et en collectant les termes d’erreur (5.10), (5.12) et (5.16),
on en déduit que

D

Agll)(lC.:zz, R)—%#{(nl, no)eK.xNZ? nieR, (ny,d) = 1}‘ <23 DY log(22)%/%
d<D

On peut alors utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz et reproduire 'argument qui avait
conduit & (4.10) pour en déduire le lemme. O

On peut déduire facilement des estimations de At(il)(lC.x, R) des résultats concernant
le cardinal A4(K.z, R) lorsque P~ (d) > y, en vue de les utiliser dans (5.9). On concentre
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dans les deux propositions suivantes les résultats concernant la distribution multiplicative
de Aq4(K.xz,R) que nous utiliserons dans la suite.

Proposition 5.4. Soient F' € Z[X,, X2| une forme binaire quadratique et irréductible
sur Z et K C [0,1]2 un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C!
par morceaux tel que F(K) C [0,1]. Il existe ¢ > 0 tel que, uniformément en x,y > 1 et
1<D<a:2, on ait

(5.17)
d
Z ’Ad(IC.m,R) - ’YF(2 )# {(nl,ng) eKxznZ?n; e R}‘ < 223DV log(2x)°
d<D d
P(d)>y

2 c
x log(2x)
—l—(long—i—( ))

y (22) log(2y)
Proposition 5.5. Soient B > 0 et F € Z[X1, Xs] une forme binaire quadratique et
irréductible sur Z et K C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de
classe C* par morceaux tel que F(K) C [0,1]. Il existe une constante c(B) > 0 telle que,
uniformément en v,z > 1, 1< D <22 et R C {ny: P~ (ny1) > 2}, on ait
(5.18)

Z ’Ad K.x, R)——#{nhng € K.xnZ?, nleR}’<< ( 5/3pt/6 4 Z)log(2x)c(3).

d<D

DEMONSTRATION DES PROPOSITIONS 5.4 ET 5.5. A partir du lemme 2.2, on ob-

serve que
v 1
L@ _ P +0 <2> ,
p p p

d’ou 'on peut déduire que

k
d 1 2¢ 1 [log(2z)\*
Z Vd_'YF(Z)‘<< Z ,U( Z < <<<Og( 37))
d<a? d d Yy d<a? y k>0 y<p<a? b y \log(2y)
P~ (d)>y P~ (d)>y

pour une constante ¢ > 0. Au vu du lemme 5.2, il suffit donc de montrer que, pour tout
B >0,0na

(5.19)
3 r(d)® ]# {(ni,n5) € LxNZ2: (n1,d) # 1, P ((n1,d)) > y et d|F(n1,m5) }

d<az?

Vd 2 - z’ c(B)
_ E# {(nl,ng) e KxNZ®:(ny,d) #1,P ((n1,d)) > y}‘ < Zlog(Qw)

pour une certaine constante ¢(B) > 0. On remarque d’une part que l'on a

> r(@P 2 {(nimo) € K 22 (n1,d) # 1, P ((m,d) >y}

d<a?
<<Z { ni,ne) € K.x NZ?: p|x1} Z T(d)B%
p>y P d<z?

2

<= log(2z)“(B).
)
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D’autre part, si y est plus grand que les coefficients de F, on peut observer que les
hypotheses p|(ni, F'(n1,n2)) et p > y impliquent p|ng et donc

Z 7(d)P# {(nl,ng) €eKxnZ?: (n,d) #1,P ((n1,d)) >y et d\F(nl,ng)}
d<a?

<> Y r(F(na,ng))PH

P>y ni1,n2<x
pl(n1,n2)
22
< log(2z)°(5).

En observant que cette derniere estimation est aussi valable trivialement pour y borné
d’apres le théoreme 2.4, on en déduit que (5.19) est vrai pour tout y > 1 ce qui achéve
la preuve. O

Etudions & présent comment déduire des lemmes précédents le théoréme 5.1 en

conservant le choix 7 := cl% du paragraphe précédent. En utilisant (5.17) dans

la formule du crible de Legendre-Eratosthéne (5.9), on obtient la formule analogue de
(4.3) suivante, valide pour y > 7,

(5.20) Yp(Kaz,y;R)=TFr (xQ_T; {p > y}) # {(nl, ny) € KaxnNZ?n R}

L0 ($27/6 log(2z)¢ + Z S(lC.x;m;y;R))

m<a”

ou S(K.z;m;y; R) désigne le cardinal
# {(nl,ng)elC.ac NZ2>:n €R,m|F(ni,n2) et (pm|F(ni,n2) = p > y)} )

A T'aide de la majoration triviale
(5.21) S(K.x;m;y; R) < S(K.xsm;y),
on peut utiliser (4.11) pour estimer la somme dans le terme d’erreur de (5.20). En
utilisant estimation (4.13) de T (22~ 7;{p > y}), on en déduit bien (5.6).
Dans le cas ot R C {P~(n1) > z} avec 2z > exp ((loglog x)!*¢), on peut remplacer
(5.21) par I'inégalité
S(K.zym;y; R) < S (Kexymsy; {P~(n) > z}) .

Il est alors possible de reproduire 'argument de crible détaillé dans le paragraphe précé-
dent qui a conduit a l'estimation (4.11) en utilisant ’estimation (5.18) au lieu du lemme
4.1. Compte tenu des hypotheses sur z, il s’ensuit que

logz

Z S (Kx;myy; {P™(n1) > z}) < 1 ,
T log y log

ce qui permet d’obtenir (5.7) et ainsi de conclure la preuve du théoréme 5.1.

On peut déduire de maniere assez directe du théoreme 5.1 une formule asymptotique
concernant le nombre de valeurs y-friables d’une forme cubique F = F}F5 qui s’écrit
comme produit d’une forme linéaire F (X7, X2) et d'une forme quadratique irréductible
Fy (X1, Xs).

Théoréme 5.6. Soient F| € Z[X;, Xo| une forme linéaire primitive, Fy € Z[X1, Xo]
une forme binaire quadratique et irréductible sur Z, K C [0,1]2 un compact dont le bord
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est paramétré par un lacet de classe C' par morceaux tel que Fy(K), Fo(K) C [0,1]. Pour
tout € > 0 et dans le domaine

log  (log log log )
(5.22) exp og z (loglog log z) <.
loglog x
on a uniformément
(5.23)
# {(nl,ng) € K.xnNZ?: PY(Fi(n1,no)Fa(n1,ng)) < y} m_:LooVol(lC)a:Q,o(u)p@u)
et

Fi(ny,ng) premier 2

x
~ 1 2u).
et Pt (Fy(ni,ng)) <y } :l:—H-ooVO (K)logxp( u)

(5.24) # {(nl,ng) eKxznZ?:

Ce résultat constitue un pas supplémentaire vers la preuve de ’algorithme de facto-
risation du crible quadratique (voir [ ]). Une hypothése importante dans celui-ci
consiste en effet a supposer que la formule (5.23) est valide avec le choix

(5.25) Yy = exp (2_1/2+°(1)\/10g$log log $> .

En raison des méthodes employées, notre résultat ne permet pas de couvrir ce domaine en
(z,y), mais constitue un argument de plus en faveur de la pertinence d’une telle heuris-
tique. Il améliore aussi sensiblement l'estimation de Wp(x,y) obtenue dans | ]
dans le cas ou F' est une forme cubique réductible.

DEMONSTRATION. Puisque la forme linéaire Fj(X7, X3) est primitive, écrivons-la
sous la forme Fi(X1, X2) = a11 X1 + a12Xs avec (aj1,a12) = 1. Le théoréme de Bachet-

, . . a a
Bézout assure I'existence de deux entiers ag; et age tels que an a12 = 1. Sous l'effet du
21 Q22

!/
changement de variables (n/1> =A <n1> ou A = (an a12) € SLy(Z), on remarque
Ny n2 az1 a22

alors que l'on a l'identité
(5.26)

# {(nl,m) € K.xNZ?: Fi(ni,ng) € R et P (Fy(ny,na)) < y} = Vg (AK).2,y; R)

ot G(X1,X2) = Fy (A71(X1,X2)) définit une forme quadratique irréductible dans
Z[ X, X9).

En prenant R I'ensemble des entiers y-friables dans (5.6), on peut utiliser I'estimation
de Hildebrand

B log(u + 1) ))
2 v = 1 _— -
(5.27) (@) = aplw) (1+0 (B2t
valide dans le domaine (H.) pour évaluer # {(n1,n2) € A(K).x N Z? : P*(n1) < y}. Pour
ce faire, introduisons la fonction f qui a tout réel x; associe la mesure de I’ensemble
{ze € R: (z1,22) € A(K).xz}. Compte tenu des hypotheses faites sur le bord de K, on
peut écrire f comme la somme de Oy (1) fonctions continues, de classe C' par morceaux.
Par suite, quitte & effectuer une homothétie, on peut supposer sans perte de généralité
que f a pour support [0,z], intervalle sur lequel elle est de classe C!. En utilisant une
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sommation d’Abel et (5.27), on obtient ainsi

# {(nl,ng) c AK).xnNZ?: PT(n) < y}
2

- Y (fm)+0(1)+0 ()

2
z/(logz)><ni<z (log z)
P*(n1)<y
¥ 2
=f@")¥(z, _/ () f () dt+0 | ——
CRLCOE I D ( (1og$)2)

o [ () (10 (P22 o 2).

La formule (4.12) assure que, dans le domaine (5.22), on a

log1 log log z log(u + 1
p(u_ gogaf):p(u) <1+O(og og x log(u ))>
logy logy

Puisque la fonction de Dickman p est décroissante, il suit finalement que

# {(nl,ng) e AK).xznZ?: Pt(n) < y}
B _ ”” , loglog zlog(u + 1) x?
o0 (1) = [0 (1o (EETEE)) o (0

loglog x log(u + 1) N x?
log y (logz)? )"
Dans la mesure ot Vol(A(K)) = Vol(K), on déduit de la formule (5.26) et du théoréeme
5.1 que 'on a

—p(u)Vol(A(K))a® + O <x2p<u>

# {(nl,nz) € K.xnNZ?: PY(Fi(n1,n2)Fa(ny1,ng)) < y} = Vol(K)z?p(u) p(2u)

40 <x2 log log:n)
logy /)~

Le terme d’erreur reste finalement négligeable tant que (z,y) parcourt le domaine (5.22),
au vu de l'estimation p(u)~! = exp (O (ulog(u + 1))).

Un raisonnement analogue, basé sur 'utilisation de (5.7) et du théoréme des nombres
premiers en lieu et place de (5.27) permet de déduire la formule (5.24) ou l'attention est
portée sur les valeurs premieres de F (X1, X3). O
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1. Introduction

Soient F'(X1, X2) € Z[ X1, X5] une forme binaire irréductible sur Z de degré 3 et h une
fonction arithmétique. L’objet de ce chapitre est I'obtention de formules asymptotiques
de 'ordre moyen

My(z;F) = > h(F(ni,n2))
1<ny,ne<z
pour diverses fonctions arithmétiques h dont l'indicatrice des entiers friables.

L’intérét de considérer de telles sommes est multiple. La quantité My, (z; F') appa-
rait dans de nombreux problémes arithmétiques (conjecture de Manin dans | | et
[ |, crible algébrique (NFS) exposé dans le chapitre 6 de | ], etc.). D’autre
part, il s’agit d’'un angle d’attaque efficace pour étudier I'indépendance entre une pro-
priété arithmétique relative a h et la représentation d’un entier par la forme binaire F'.
Enfin, les valeurs de F' forment un ensemble lacunaire d’entiers, dans la mesure ou

log # {(m1,ma) : [F(m,m)l <z} 2
log #{|n| < =z} z—+00 3
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et la persistance d’un phénomeéne arithmétique dans un ensemble de densité asympto-
tique nulle est un sujet important de la théorie des nombres, & l'origine de nombreuses
conjectures.

Greaves | | initie I’étude de telles sommes en considérant h = 7 la fonction de
compte des diviseurs. A partir de la convolution 7 = 11, il montre ainsi que, pour tout
e > 0 et toute forme cubique et irréductible F, il existe des constantes réelles co(F') > 0
et ¢1(F) telles que l'on ait, uniformément en x > 2, l'estimation

M (x; F) = co(F):L*Q log x + Cl(F)$2 + 0. (3327/14+a) ,

formule asymptotique précisée par Daniel | | qui améliore sensiblement le terme
d’erreur précédent en le remplacant par z1o/8+e,

Dans cette direction, il convient de rappeler les travaux de La Breteche et Brow-
ning | ] déja mentionnés dans le chapitre précédent, ou ils obtiennent une borne
supérieure de Mj,(z; F') uniforme pour une large classe de fonctions h soumises a certaines
conditions de croissance et de sous-multiplicativité, majoration dans laquelle intervient
la fonction v définie par la formule

’)/F(d) = #{1 < ni,na < d: d]F(nl,nz)}
qui a été étudiée au chapitre 2.
Théoréme 1.1 (] ], Corollary 1). Soient A >0, B :[0,1] - R, F € Z[X;, X3]
une forme binaire irréductible sur Zi de degré g > 1 et h une fonction positive et sous-

multiplicative satisfaisant h(p) < A pour tout premier p et h(n) < B(e)n® pour tout
entier n et € > 0. On a, pour tout x > 2, l’estimation

(1.1) Mp(x; F) <aA,B,F z? H (1 + 71;(217) (h(p) — 1)) + x(loga:)Ag*l.

g<p<z

Lorsque h est l'indicatrice 1¢ d’un ensemble d’entiers £, 'estimation précédente
fournit une borne supérieure non triviale lorsque £ est un ensemble criblé. La question
de la détermination d’une minoration de M, (z;F') est en général difficile et dépend
fortement de I’ensemble £ en question.

Dans | |, Greaves considére I’ensemble & des entiers qui ne sont divisibles par
aucune puissance k-ieme de nombres premiers. Il montre ainsi que, pour tout k > 2 et
toute forme cubique irréductible £, on a la formule asymptotique, uniforme en x > 2,

(12) My (@ F) =] (1 - W;iik)> 2 4 Oy ( i )

p

et obtient également des estimations similaires pour les formes F' de degré g > 4 (voir
aussi le travail de Browning | ).

On peut également considérer le choix h := 1g(,) ot S(y) désigne I'ensemble des
entiers y-friables. On retrouve dans ce cas la fonction de comptage des valeurs friables
de F', dans la mesure ol

Mg, (2 F) = W ([1,2]%,y)

Au cours de leur étude du cardinal ¥p ([1,1:]2,y), Balog, Blomer, Dartyge et Tenen-
baum [[ ], Theorem 1] ont montré entre autres que, pour toute forme binaire
irréductible F' de degré g > 1, on dispose de I'estimation non triviale

(1.3) ap :=inf {a Up ([1,1’]2,l‘a> >a.F 22 uniformément pour z > :L'o(OL,F)} <g.

En particulier, quand F' est de degré 3, ils montrent que ap < e 1/2 est admissible.
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1. Introduction

La motivation principale de ce chapitre est de préciser ce résultat, dans le cas des
formes cubiques irréductibles, a travers I’étude de la conjecture 3.2 du chapitre 2, c’est-
a-dire de la formule

. ~ 2
(1.4) Mg, (@ F) eI p(3u)

log z
logy
L’ensemble des résultats cités ci-dessus ont en commun ’emploi récurrent de sommes

de Type I, c’est-a-dire des estimations des cardinaux

Aq ([1,2]2) = #{1 < niyny < @2 d|F(n,no)}

2—5

ou u =

ou € > 0. Comme observé au chapitre 2, il est naturel d’ap-

procher Ag([1,z]?) par la quantité dgd)q: En posant

(1.5) ra ([1,2]?) = Aq ([1,2]?) - ”Z(;‘l)x%

le lemme 3.3 de [ ], rappelé dans le lemme 4.1 du chapitre 2, entraine que, dans
le cas ou F' est une forme cubique irréductible, on dispose de ’estimation de sommes de
Type I suivante

(1.6) > |ra ([1,2]?) | < 2v/D(log 2D)™ + D(log 2D)".
d<D

en moyenne sur d <

Lorsque h(m) présente un caractére oscillant au regard du nombre de facteurs pre-
miers de m comptés avec multiplicité, noté Q(m), il n’est en général pas possible de
déduire des résultats satisfaisants a partir des seules estimations de sommes de Type I :
c’est 1a 'incidence du phénomeéne de parité, mentionné dans I'introduction de cette these.
En principe, il est possible de contourner ce probléme si 'on dispose d’une estimation
de sommes de Type II, c’est-a-dire d’'une majoration non triviale de sommes bilinéaires
de la forme

Z Z arbs#{1 < ni,ne < x:rs= F(ny,n2)}

U<r<2U V<s<2V

pour des choix convenables de U et V, ou bg satisfait une hypothese de type Siegel-
Walfisz, c’est-a-dire présentant un comportement suffisamment régulier dans les pro-
gressions arithmétiques de petits modules.

Heath-Brown | ] estime une telle quantité pour la forme F/(X1, X3) = X7 +2X3
a l'aide entre autres d’une inégalité de grand crible et d’'un comptage de points sur une
hypersurface. Il en déduit I'existence d’une infinité de nombres premiers de la forme
n3 + 2n3 A travers la formule asymptotique

2

3 3
—co) . nl + 277/2 N . Vp - ]. X
# {a: <ni,ne <z (1+ (logz)~ @) : premier } e 1;[ (1 > ) 3(og oy

pour une constante ¢y > 0 convenablement choisie, o v, a été défini au chapitre 2
comme le nombre de racines de la congruence X + 2 = 0 (mod p). Par la suite, une
généralisation de ce travail aux valeurs des polynémes de la forme F(aj + X1q, az + X2q)
ot F' est une forme cubique irréductible sur Z a coefficients entiers et (a1,a2,q) =1 a

été effectuée par Heath-Brown et Moroz | , ].

Enfin, les estimations de Type II obtenues dans [ | ont été utilisées par Helf-
gott pour établir la validité de la conjecture de Chowla [ |, bien que les identités
combinatoires mises en ceuvre soient différentes de celles intervenant dans les travaux de
Heath-Brown et Moroz!. Dans le théoréme principal de [F1el], il montre en particulier

1. Helfgott utilise des itérations de 'identité de Vaughan en lieu et place de I'identité de Buchstab.
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la formule suivante, valide pour toute forme irréductible F' € Z[X;, X3] de degré 3 et
e > 0, et uniforme en z > 16,

(log log 2)*(log log log x)¢ 2

(1.7) M, (z; F) = Z w(F(n1,n2)) <pe log =

1<n1,n2<z

Soient ¢ > 1 et 1 < a3,as < ¢ des entiers tels que (aj,a2,q) = 1. Etant donnés
une fonction arithmétique h, une forme binaire F' et un compact K C [0,1]? tel que
F(K) C [0,1], on définit

M;(zl)(lc-ﬂﬁ; F;ay,a,q) := Z h(F(a1 4+ niq, az + n2q)).
(n1,n2)eEK.x
(a1+n1g,a2+n2q)=1

On cherche une estimation asymptotique de cet ordre moyen, avec une uniformité en
q < (logz)” pour tout A > 0 fixé (c’est-a-dire de type Siegel-Walfisz). A I'aide d’un ar-
gument standard de convolution, on pourra en général déduire des informations relatives
a Mpy(x; F) a partir de M,El)(lC.x; F;a1,a9,q).

Dans ce travail, nous étudions la somme M,(Zl)(lc.m; F;a1,a2,q) pour diverses fonc-
tions multiplicatives h. En considérant le cas h = 1g(,) de 'indicatrice des friables, nous
retrouvons le cardinal

\Ilg)(lC.a:,y; a,az,q) ‘= # {(m,nz) €eK.xnZ?: (a1 +n1q,as +naq) =1

et PT(F(a1 + nigq,az + n2q)) < y},

quantité qui intervient directement dans I’algorithme de factorisation du crible algébrique
(voir le chapitre 6.2 de [ 1)-

Théoréme 1.2. Soient e >0, A >0, F € Z[X1, X3] une forme binaire irréductible sur
Z de degré 3 et KK C [0,1]? un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe
C! par morceaur tel que F(K) C [0,1]. Dans le domaine

log
1.8 >3 — | <
(18) Lz O <(loglog:v)1—€> i
et uniformément pour ¢ < (logx)? et 0 < a1,as < q des entiers tels que (a1, as,q) =1,
on a
x

(1) . _ _1 2 L
(1.9) Vo (K, y;a1,a2,q) = gg (1 p2> Vol(K)x*p(3u) + O <(log og x)1—5> )

De plus, si (x,y) parcourt le domaine

log x 1/2—¢
(1.10) x 2 3, exp ((loglogaz)l/H> SYsz )

alors le terme d’erreur dans (1.9) peut étre remplacé par x* exp (—(log log x)l/Q_e).

Compte tenu de I'estimation
p(u) = exp (—ulogu(l + o(1))) (u = 400),

on observe aussi que le théoréme 1.2 ne donne un équivalent de \Ilg)(lC.x, y; a1, az,q) que

. log z
dans le domaine exp (7(1% Tog 1)1 /2—5> <.
En prenant ¢ = 1, a; = as = 0 et en utilisant une convolution pour enlever la
condition de coprimalité, on peut en déduire le corollaire suivant, qui améliore les ré-

sultats de [ | dans le cas des formes cubiques irréductibles, en établissant la
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validité de (1.4) et en augmentant la région dans laquelle on dispose d’une estimation
de Up ([1,2]%,y).

Corollaire 1.3. Soient ¢ > 0, F € Z[ X1, Xo| une forme binaire irréductible sur Z de
degré 3 et K C [0,1)2 un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C*
par morceaux tel que F(KC) C [0,1]. On a, uniformément en x,y > 3,

22
(1.11) Up (K.x,y) = Vol(K)x?p(3u) + O ((loglogx)l—e> :

De plus, si (x,y) parcourt le domaine (1.10), alors le terme d’erreur dans (1.11) peut
étre remplacé par x* exp (—(log log x)1/2_5).

Dans le domaine y < exp ((bglﬁ%)? Pestimation (1.11) est une conséquence du
corollaire 1 de | ] (voir le théoréme 1.1). On observe en effet que 'estimation
2
x
Up ([l,x]z,y) <z* [] (1 — ’YF(Qp)) tr< =+
D u
y<psw

l—¢

implique (1.11) dés que u > (loglog x)

Au premier abord, il peut paraitre surprenant d’obtenir un résultat plus précis pour
les grandes valeurs de u, a savoir lorsque v > 2. Ceci est dii notamment a la méthode
employée : une partie de la contribution des termes impliqués dans ’identité combinatoire
introduite dans le paragraphe 5 disparait lorsque u devient suffisamment grand (voir
aussi le théoreme 1.5 infra).

Considérons également 1’ensemble M (w) des fonctions A multiplicatives, bornées par
1 et satisfaisant h(p) = w pour tout premier p o w # 1 est un complexe de module

1. La méthode développée dans ce chapitre permet d’évaluer M. ,(Ll)(lC.x; F;ai,a2,q) avec
une certaine uniformité en w.

Théoréme 1.4. Soient A > 0, ¢ > 0, F € Z[X1, X3] une forme binaire irréductible
sur Z de degré 3 et I C [0,1]% un compact dont le bord est paramétré par un lacet de
classe C' par morceaus tel que F(KC) C [0,1]. On a, uniformément en w un complexe

de module 1 satisfaisant |Re(w) — 1] > W, h € M(w), z >3, ¢ < (logz)” et
0 < ay,a2 < q des entiers tels que (a1, a2,q) =1,

w2

1.12 M(l) K.x; F, _—.
( ) h ( Z; ,al,ag,q) < <10g10g$)1_6

En effectuant le choix h(n) = u(n), ce résultat permet de retrouver la formule (1.7)

due a Helfgott [Hel] avec un terme d’erreur plus faible.
On peut en déduire aussi la majoration de la somme d’exponentielles
2
x
(1.13) > elifw(F(ny,ng))) € 77—
(n1,m2)ek.x (log log $) :

(n1,n2)=1

avec e(t) := exp(2int), valide uniformément pour ¢ satisfaisant ||0—1[|g 7z > W
ol || - |[g/z désigne la distance a I'entier le plus proche.
Soulignons que, pour tout complexe w satisfaisant |w| < 1, le corollaire 1 de | ]

(voir le théoreme 1.1) permet d’obtenir la borne supérieure
My(z; F) < 3 [(F(n1,n2))| < 2*(log )1~
n1,N2<T
pour toute fonction A multiplicative, bornée par 1 et satisfaisant h(p) = w pour tout
premier p.

55



CHAPITRE 3. FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES IRREDUCTIBLES DE DEGRE 3

D’autre part, les estimations de sommes de Type I permettent de déterminer un équi-
valent asymptotique de M,(Ll)(lC.x; F;a1,a2,q) pour les fonctions h dans M(1) (c’est-a-
dire multiplicatives, bornées par 1 et satisfaisant h(p) = 1 pour tout premier p), a 'image
de Pargument détaillé par Greaves | | pour obtenir la formule (1.2).

Soient w un complexe de module 1, y1,y2 > 1 deux réels (pouvant dépendre de x)
ou Y2 = +00 et M(w;y1,y2) 'ensemble des fonctions h multiplicatives, bornées par 1 et
satisfaisant les conditions suivantes :

(1) h est a support sur les entiers m tels que P~ (m) > y; et PT(m) < o,
(2) pour tout premier p dans Uintervalle |y;,y2], on a h(p) = w.

Avec ces notations, on vérifie que 1g(,) € M(1;1,y) et que les fonctions h € M(w)
considérées dans le théoréme 1.4 sont des éléments de M(w; 1, +00).

Reprenant les travaux de Heath-Brown et Moroz, I’étape cruciale des preuves des
théoremes 1.2 et 1.4 consiste & réduire ’estimation de M,Sl)(lC.x;F;al,ag,q) a létude
asymptotique de I'ordre moyen

(1.14) Mz, (x) == h(m)oZ(m)

m<x

ou qu est une fonction de densité définie par la formule (4.13) au paragraphe 4.1 dont
la série de Dirichlet associée ), U‘i(LT)
Dedekind (k(s) d'un corps cubique K.

Il nous est apparu plus commode de présenter cette étape dans le cadre plus général
des fonctions M(w;y1,y2). Nous espérons que cette généralisation trouvera des appli-
cations supplémentaires dans d’autres circonstances. Le théoréme 1.5 ci-dessous décrit
ce qui précede quand les entiers (nj,ny) parcourent un carré de coté x/(logx)~“ avec
co > 0 suffisamment grand pour des raisons techniques exposées au paragraphe 2.

est analytiquement proche de la fonction zéta de

Théoréme 1.5. Soient A,e > 0 et F' € Z[ X1, X2] une forme binaire irréductible sur Z de
degré 3. Pour toute constante co >r 1 suffisamment grande et uniformément en x > 2,
(My, My) € [1,2]? tels que F(My, Ma) > a%/(logz)*/4, ¢ < (logz)#, 0 < ar,as < ¢

des entiers tels que (a1,a2,q) =1, ya > exp (loglloog% , w un complexe de module 1
et h € M(w;1,y2), on a
(1.15)
2
x _
> h(F(a1+n1q, az+n2q) = Jq(F)WAanh(F(ML My), (log z)~)
M;<n;<M;+z/(logx)—c0 &

(n1,m2)=1
O 22 (log ) ~2¢0
(loglog x)1—=
ot 04(F) > 0 est défini par (4.9) et, pour tout t > 0,

M,z (1 +1) F(My, Ma))  Myzy, (F(My, Ms))
Bogn(F (M, My), 1) = F(My, My)  F(My, M)
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log x

W), alors on a

D’autre part, si h € M(w;y1,y2) 0t y1,y2 = exp (

(1.16)
2

x —C
E h(F(a1+n1q, az+n2q) = 04(F) (Tog2) quzh(F(Ml, Ms), (log x) ™)
M;<ni<M;+z/(log )~ g
(n1,m2)=1

L0 22 (log ) ~2¢0 log '
logyr  logyi(loglogx)l—2

Mbﬁ%) < y1 < yo < 2Y27¢, alors on peut remplacer dans

(1.15) et (1.16) le terme 1/(loglog z)!~¢ par exp (—(loglogaz)l/2_€).

Si, de plus, exp(

En général, diverses méthodes d’analyse complexe (méthode de Selberg-Delange,
méthode du col, etc.) permettent d’estimer 'ordre (1.14) et donc d’évaluer la différence
Aggh(F(Ml, M>),t). Dans la mesure ou ces outils dépendent de la fonction h considé-
rée, nous n’avons pas donné un résultat général pour estimer cette derniére quantité.
Au paragraphe 8, nous montrons comment les théoremes 1.2 et 1.4 s’obtiennent comme
conséquence du théoreéme 1.5 en utilisant les travaux du chapitre 1.

Convention. Dans la suite de ce chapitre, on fixe A > 0. Les entiers g apparaissant
dans la forme F(a; + X1q,as + Xoq) vérifieront toujours l'inégalité ¢ < (logz)?. En-
fin, les constantes impliquées dans les symboles de Vinogradov et de Landau dépendent
toutes de F' et de A et, sauf mention explicite du contraire, tous les résultats sont va-
lides uniformément en ¢ < (logz)“. On emploie les notations en usage dans les travaux
de Heath-Brown et Moroz, a savoir que la lettre ¢ désignera une constante positive dé-
pendant de A et de la forme F' et pouvant varier & chaque occurrence. De méme, pour
tout parametre B, la lettre ¢(B) désignera une fonction de B, A et F, éventuellement
différente a chaque apparition. Il convient de souligner que, dans | [ ],
[ |, [Flel] et dans le présent travail, les constantes ne sont pas effectives, en raison
de V'incidence du zéro de Siegel dans les arguments utilisés pour établir les estimations
de sommes de Type II (voir le paragraphe 7).

Le chapitre présente 'organisation suivante. Au paragraphe 2, nous réduisons le pro-
bleme a I’étude d’une fonction arithmétique sur les idéaux d’un corps cubique K ce qui
nous conduit, au paragraphe 3, a ’étude la distribution multiplicative de certains en-
sembles d’idéaux de Ok. Le paragraphe 4 contient la définition et les premieres propriétés
de la fonction de densité qu déja mentionnée dans cette introduction. Au paragraphe 5,
nous donnons un argument combinatoire qui a pour but d’adapter les méthodes d’Heath-
Brown et Moroz a notre probleme. Les paragraphes 6 et 7 sont essentiellement consacrés
a l'estimation des termes d’erreur qui apparaissent dans la discussion du paragraphe
qui les précede. Enfin, on illustre I'utilisation de la méthode dans le paragraphe 8 en
I'appliquant pour démontrer les théoremes 1.2 et 1.4.

2. Formes cubiques et normes d’idéaux dans un corps cubique

Dans de nombreuses situations, un probléme de nature multiplicative portant sur
les valeurs d’un polynéme trouve un cadre de traitement plus flexible une fois transcrit
dans le langage des corps de nombres. On peut justifier le passage entre forme cubique
irréductible et corps de nombres a l’aide du lemme 2.1 de | ]
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Lemme 2.1 (] |, Lemma 2.1). Soit F' € Z] X1, Xs] une forme binaire cubique,
primitive et irréductible sur Z. Il existe un corps de nombres réel K de degré 3, d’anneau
d’entiers Ok et des entiers wy,wy € Ok satisfaisant les conditions suivantes :
- le sous-module A(wi,ws) := {niw1 + nows : (n1,n2) € Z2} est de rang 2,
- K =Q(b) ou by := 22,
— si 0 désigne l'idéal de Ok engendré par A(wy,ws), Ny /q la norme de K sur Q et
N la norme des idéaur de Ok, alors

NK/Q (X1w1 + XQWQ)
N(0)

Réciproquement, ’équation (2.1) définit une forme binaire cubique, primitive et irréduc-
tible sur Z.

(2.1) F(X1,X2) =

En vue de garder notre exposition autonome, nous détaillons ci-dessous les arguments
de preuve du lemme précédent, issus de | ]

DEMONSTRATION. Soit F' € Q[X7, X»] la forme binaire cubique définie par la for-
mule (2.1). En considérant les valeurs de F' aux points (1,0), (0,1), (1,1) et (1,—1), on
peut observer que

(2.2)
R e
Nk/q(w1 +w2) + Ng/q(w1 —w2)  Nk/q(wi) Ni/q(w2)
XX ( AN () TN ) XN

A partir des observations triviales d|w; +ws et wy +wa = (w1 — w2) + 2wo, il s’ensuit que

N; N; — . ~ sz s 1o
K/ (?V(ZJ;)WQ) et =X/ “?V(ZJ;) w2) sont des entiers ayant la méme parité. On déduit donc de

(2.2) que F est a coefficients entiers.

On remarque que F'(X1, 1) est un polyndéme de degré au plus 3 qui s’annule en —6,
nombre algébrique de degré 3. Par suite, F'(X1, 1) est un polynéme irréductible de degré
3. Il en est donc de méme de F(X1, X7).

Soit p un diviseur fixe de F', de sorte que p divise

Nk/q(w1) Nk/q(w2) Nk /q(wi1Fws)
NGOy N U TN

Compte tenu de la définition de 0, il s’ensuit que pOkg = p1paps est un idéal totale-
ment décomposé avec pp|wid 1, palwad ™! et p;|(wy & we)d L. Observons finalement que
p3|2w107! bien que p3 f w10~ d’ot p3|2 et p = 2 donc 2 est I'unique diviseur fixe éventuel
de F.

Montrons a présent que F' est primitive en vérifiant que 2 ne divise pas tous les
coefficients de F. Si tel était le cas, dans la mesure oti p3 { w10~!, on aurait nécessairement
w1 +wy # wi —ws (mod pgb). Etant donnée la définition de la norme N , cela entrainerait

s s N, + N, - . N .
une différence de parité entre —</ ;"]f;‘();) wa) et —L ;"2]&();) wa) . Finalement, on observe a 1’aide

de la formule (2.2) que les coefficients de X2 X5, X7 X3, X3 et X3 ne sont pas tous pairs,
d’ou la primitivité de F.

Réciproquement, soit F'(X7, X2) € Z[X1, X2] une forme binaire cubique, irréductible
et primitive. Le polynéme F'(X7, 1) étant irréductible de degré 3, il existe a € Z, ) € R
et 01,602 € C tels que

2
F(Xl, 1) = aH(X1 - 91)
=0

Soient m € N tel que m#y soit un entier algébrique, K := Q(6p), w1 = m, we = —mby et
0 = (w1, ws). D’apres ce qui a été précédemment démontré, le polynome W
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est cubique, irréductible, primitif et s’annule en #y. Par unicité du polyndéme minimal

de 0y, on en déduit que F(X1,1) = iw, c’est-a-dire que F est bien de la

forme (2.1), quitte & multiplier w; et wy par —1. O

Dans toute la suite, on considére un corps de nombres réel K de degré 3. On note
Ok son anneau d’entiers, U(K) le groupe des unités de Ok, J(K) le monoide des
idéaux entiers non nuls de Ok, G(K) le groupe des idéaux fractionnaires, P(K) le sous-
groupe des idéaux principaux de G(K) et H(K) = G(K)/P(K) le groupe de classes.
Introduisons également h(K) le nombre de classes de K, Ak le résidu de la fonction zéta
de Dedekind (k(s) en s = 1, 01, 02 et o3 les trois plongements de K et r(K) € {1,3}
le nombre de plongements réels. Si r(K) = 1 (resp. 7(K) = 3), on désigne par &;
I'unité fondamentale satisfaisant e; > 1 (resp. on se donne deux unités fondamentales
multiplicativement indépendantes ¢1 et &2 telles que Nk ,q(e1) = Nk /q(e2) = 1). Dans
toute la suite p désignera un idéal premier au dessus de p et i, j, [, q, v et s des idéaux
entiers.

En général, 'anneau des entiers Ok n’est pas principal, d’ou ’absence de bijection
canonique entre J(K) et Ox/U(K). En reprenant les arguments du paragraphe 6 de
[ ] (p. 275-277), on peut néanmoins faire apparaitre une correspondance entre
idéaux et entiers algébriques qui sera utilisée dans le paragraphe 7 pour I'étude des
sommes de Type II. Le groupe de classes H(K) étant abélien et d’ordre fini h(K), il
existe des entiers t > 1 et hy,...,h > 1 tels que

hi-—hy=hK) et HK)~Z/(MZ)x - xZ/(2Z).

Par suite, il existe des idéaux entiers aj,...,a; tels que tout idéal fractionnaire non
nul j se décompose sous la forme j = (a)alf---ait ona € K*et 0 <1I; < h; pour
j € {1,...,t}. On fixe un entier a; € Ok tel que a?j = («;) et ; une solution de

I’équation algébrique ’yjhj = o ce qui permet de construire I'extension L :=K(v1,..., 7).
Pour tout plongement o de K dans C, on fixe un prolongement & L, noté encore o.
Soulignons que, par construction, il n’y a pas nécessairement unicité d’ une telle extension.

Désignons par Z(K) le sous-groupe multiplicatif de L engendré par K* et {~1,...,7}.
On peut remarquer que 'on a un isomorphisme canonique Z(K)/U(K) ~ G(K). Pour
tout v € Z(K), on note (y) l'idéal de G(K) qui lui est associé par cet isomorphisme et

on fixe ¢ un générateur de d. Notons que la relation N((v)) = ‘H?Zl O’Z‘("}/)‘ pour tout

v € Z(K) est une conséquence du fait que N((v;))% = ‘Hf’zl Ji(aj)’ pour j € {1,...,t}.

La décomposition de G(K) en classes d’idéaux, intrinseque & la définition de H(K),
induit canoniquement une partition de Z(K) en h(K) classes d’équivalence, ’ensemble
de ces classes étant naturellement muni d’une structure de groupe abélien, compatible
avec le produit du corps L. Pour tout v € Z(K), 'ensemble Cl(y) U {0} présente une
structure naturelle de Q-espace vectoriel de dimension 3. Dans la mesure ou la forme
bilinéaire

Cl(y) xCl(y™!) — Q
(u,v) — TrK/Q(uv)

n’est pas dégénérée, il existe, pour toute base (uy,ug,us) de Cl(y)U {0}, une base duale
(uf, ub, u3) de C1(y~1) U {0} satisfaisant

N1 sii=j,
(2:3) Tre/q (uzu]) N { 0 sinon.
En adaptant la preuve standard du fait que Ok est un Z-module libre de rang 3 (voir
le théoreme 1 de | ]), on observe que l'on peut choisir la base (u1,us,u3) de
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Cl(y) U {0} de sorte & avoir
(Cl(y) U{0}) N Or = {a1u1 + agua + asus : a; € Z pour tout i € {1,2,3}}.

La base duale (uj, u5, u3) trouvera son utilité au paragraphe 7 ou elle facilitera la détec-
tion des congruences dans Oxk.

2.1. Fonctions arithmétiques sur les idéaux. Conséquence de la théorie des
anneaux de Dedekind, I'existence et I'unicité de la décomposition d’un idéal en idéaux
premiers permet d’étendre aux éléments de 7 (K) des notions arithmétiques initialement
définies sur les anneaux factoriels?. Aussi les notions de valuation p-adique, notée Up,
et de plus grand diviseur commun, déja utilisée dans la définition de 9, sont-elles sans
équivoque. Dans cette direction, on dira qu’une fonction g : J(K) — C est multiplicative
si g(1j2) = g(j1)g9(2) des que (j1,j2) = Ok. Des exemples de fonctions multiplicatives
sur les idéaux sont donnés par la fonction de Mobius uk et la fonction diviseur 7k sur
J(K), définies comme les fonctions multiplicatives satisfaisant, pour un idéal premier p
et k > 1, la formule

()= {1 BT ) =

sinon,

On introduit également les fonctions Qx et wk qui comptent le nombre de facteurs
premiers avec ou sans leur ordre de multiplicité, définies par

QG) =Y () et w(i):=#{pli}.
plj

Etant donné une fonction arithmétique g définie sur Z, on lui associe naturellement une
fonction définie sur 7 (K) notée encore g par la formule g(j) := g(N(j)). Réciproquement,
on associe & une fonction g définie sur 7 (K) la fonction gZdéfinie par

gé(n) = 3 g()-

N()=n
Dans la preuve du lemme 4.2 de | |, Heath-Brown énonce les inégalités sui-
vantes, conséquences de la décomposition des idéaux en idéaux premiers,
(2.4) «() <T(NG))® et #{ieT(K): N()=n}<7(n)
ou 7 := 7qQ désigne la fonction diviseur standard.
Le lemme 6.1 de | ], reformulé ci-dessous, s’inspire de la preuve de Landreau
de l'inégalité de Van der Corput relative & la somme des diviseurs (voir | ]) et

fournit une premiere estimation de l'ordre moyen de 7 sur les idéaux de la forme
(n1w1 + TLQUJQ).

Lemme 2.2 (] |, Lemma 6.1). Soient x1 > x2 > 1 et o, deux éléments de
Z(K)NOy, tels que Cl(a) = CL(B). Supposons qu’il existe r > 1 tel que |o ()|, |o(B)| < x]
pour tout plongement o de K dans C. Alors, pour tout entier B > 0, il existe une
constante c¢(B,r) > 0 telle que

(25) S e+ n28)| < mcl(@) + (8)) P w1z (log(2e:)) P,

[n1|<z1,|ne|<z2
na#0

2. Voir a ce sujet la note 5 du chapitre 9 de [ ].
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2.2. Notations et définition des idéaux admissibles. Comme observé dans
le paragraphe 2 de [ |, certains nombres premiers présentent un comportement
particulier et nécessiteront un traitement spécifique. On dira qu'un nombre premier est
g-singulier §’il est ramifié dans Ok ou s'il divise ¢, N(wjwz) ou l'indice [Ok,Z[0]]
avec 0 := OgN (w107 1), et g-régulier sinon. Par extension, un idéal premier p est dit
g-singulier (resp. g-régulier) s'il est situé au-dessus d’un nombre premier g-singulier
(resp. g-régulier). Un entier ou un idéal dont tous les diviseurs premiers sont g-singuliers
(resp. g-réguliers) est également dit g-singulier (resp. g-régulier). L’'unicité de la dé-
composition en idéaux premiers dans les anneaux de Dedekind permet de définir, pour
un idéal j et un entier m, les parties ¢-singuliéres et ¢-réguliéres par les formules

jq—r = H pvp(j)’ jq—s = H pvp(j),

p g-régulier p g-singulier
— Up(Mm o vp(Mm
Mgy 1= H p p(m) et mys = H m » ).
p g-régulier m g-singulier

ot v, désigne la valuation p-adique rationnelle. D'une maniere analogue, on définit la
composante y-friable et la composante y-criblée par

i) =TT II»>". it =[] []p>",

PY plp P>y plp
m”(y) =[] ™ et m¥(y) =[] p .
Py P>y

On introduit enfin la composante p-adique d'un idéal j, notée j,, comme l'unique
diviseur de j satisfaisant N(j,) = ptr(N0)) | de sorte que j = IL,ip-

Le comportement des idéaux premiers 1-réguliers qui interviennent dans la décom-
position des idéaux (njw; + nows) fait 'objet du lemme 2.2 de | ].

Lemme 2.3 ([ |, Lemma 2.2). Soient ny et ny deux entiers premiers entre eut,
p un nombre premier 1-régulier, p1 et po deux idéaux premiers au dessus de p tels que
p1 et po divisent (n1wi + nowo)d~ L. Alors py = pa et N(p1) = p.

DEMONSTRATION. Dans la mesure ou p; 1 wiwy et (ni,ng) = 1, on observe que
(n1ng,p) = 1. Par suite, on a

0y = —nlngl (mod p)

ott n~! est défini comme la solution de la congruence nn=! =1 (mod p). 1l s’ensuit que

tout élément de Z[f] est congru & un entier rationnel modulo p;. Etant donné que p
ne divise pas l'indice [Ok,Z[0]] et que [Ok,p1] = [Oxk, Z[0] + p1][Z]0] + p1,p1], on en
déduit qu’il y a p classes modulo p;, c’est-a-dire que N(p;) = p d’apres la définition de
la norme d’un idéal.

Puisque p { n2 Nk /q(w1), il s’avére que —n1n2_1 est racine modulo p de Nk ;g (X —0o)
qui est le polynéme minimal de 6y. En effet, on a

3
NK/Q(—an_l —6y) = — (n;l) N(Dflwl(’)K)*lN((mwl + nng)Dfl) =0 (mod p).

D’apres la proposition 2.3 du chapitre 2, il s’ensuit que l'idéal (p, 6o +niny 1) est premier
et N((p, 6y + nm;l)) = p. Par suite, (p, 0 + nan_I) = p1 et un raisonnement analogue
avec pg permet de déduire que p; = po. O

Au regard du lemme 2.3, on dira qu’'un idéal j est admissible si sa partie 1-réguliére
est de la forme
. k
o = bl
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ot N(p;) est premier et N(p;) # N(p;) des que 1 <i < j < n.

2.3. Transformation des sommes M}(LI) (K.x; F;a1,a2,q) en sommes sur des
idéaux admissibles. Soit K C [0,1]2 un compact dont le bord est paramétré par un
lacet de classe C! par morceaux tel que F(K) C [0, 1]. Recouvrons K.z en carrés de la
forme

C(N1, N2) :={(n1,n2) : anN; < n; < zn(N; + 1) pour i = 1,2}

ou n = (logz)™® pour une constante ¢y > 0 que l'on déterminera a posteriori et
0< N; <n~ ! pour i = 1,2. On s'attend & ce que les éléments de K mis & I’écart par
cette approche contribuent de maniére négligeable puisque 1'on a

(2.6) #{O<NL Ny <t 0 C C(N, No)NK.x © C(Ny, Np) b <
On définit
(2.7) ¢(N1, N2) := [F(N1n, Nan)| .

Pour s’assurer que ¢(N1, N3) soit suffisamment grand, on introduit I’ensemble

~—

2
N(n):= {1 < Np, N < 17_1 : C(N1, No) C K.z, (N1n, Non) & U S(@j }
=0

ou 01, 02 et O3 désignent les racines de F'(X1,1) et
1
5(0) := {0 <Ly <1y — bl < 774}.

On a alors, uniformément en (N1, N2) € N (n),
2

3
(2.8) ¢(N1, N2) > [ |Nin — Nanb;| > i3
j=0
et
2 7
(2.9) #L0< N, No <7t (Nam, Nam) € | S(6;) p <73
=0

Considérons ’ensemble d’idéaux
(2.10)
A(N1, Ny ar,a2,q) == {((al +n1q)wi + (a2 + n2q)w2) "' : (n1,n2) € C(Ny, Ny)

et (a1 +niq,az +na2q) = 1}

que l'on notera plus simplement A dans la suite, s’il n’y a pas d’ambiguité. En s’inspirant
du lemme 2.3 de | |, on peut montrer que les éléments de A sont tous distincts
et que ¢(N1, No)g®z3 est proche des valeurs de |F| sur C(Ny, N).

Lemme 2.4. On a uniformément en x > 2, (N1,Na) € N(n) et (n1,n2) € C(N1, Na)
lestimation

(2.11) |F (a1 + n1q, as + naq)| = c(Ny, No)g*z? (1 +0 (17%>) )

De plus, il existe xg > 1 tel que la relation
(2.12)
{(nl,ng) EC(Nl,NQ) : (a1+n1q,a2+n2q):1}—> A
(n1,n2) = ((a1 +n1q)wr + (a2 + naq)w2)0~

induise une bijection dés que T = xg.

1
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DEMONSTRATION. La relation (2.11) est une conséquence de la formule de Taylor et
de la définition (2.7).

Pour établir le caractere bijectif de la correspondance (2.12), on suppose que (n1, n2)
et (m1,ma) € C(Ny, N2) engendrent le méme idéal et I'on considere 'entier algébrique

a = ((a1 + nig)wr + (az + naq)ws)((a1 + mig)wr + (az + maq)ws) ™"
inversible dans Ok. D’apres (2.1), il s’ensuit que

Trg/q(a) =o1(a) + o2(a) + o3(a)
3

=Y ((a1 + n1q)os(wr) + (a2 + na2q)oi(ws))
=1
[, ((a1 + mig)oj(wi) + (a2 + maq)oj(ws))
Nk /q((a1 +miq)wr + (ag + maq)wz)
(a1+n19)01F (a1+m1q, aa+maq)+(ag+n2q)02F (a1 +miq, az+maq))

2.13 = .
(2:13) F(a1+miq, az+maq)

Par suite, (2.8), (2.11) et (2.13) entrainent que

(a1 +m1q)O F(a1 + migq, az + maq) + (a2 + maq)02F (a1 + mig, ag + maq))

Trg /q(a) = F(a1 + miq, as + magq)
+0 (ni)
=3+0(nt).

Puisque Tr(a) € Z, il s'ensuit que, Trk,q(a) = 3 dés que = est assez grand puis
Trg /Q(ofl) = 3 par un raisonnement analogue. Supposons par I’absurde que « # 1. Si
Nx q(a) =1, alors le polynéme minimal P,(X) de a est de la forme X* —3X?+aX —1
avec a € Z, c’est a dire o® — 3a% + aa — 1 = 0. Dans la mesure oil TrK/Q(ofl) =3,
on en déduit en multipliant par a2 que @ = 3 puis que a et o~ ! sont deux com-
plexes conjugués. Finalement, si § désigne la troisieme racine de P,, alors on a 1’égalité
1 = Ng/q(a) = aa~ ' = f3 ce qui est absurde. Un argument similaire permet de traiter
le cas N(a) = —1. O

Compte tenu des observations précédentes, on peut majorer trivialement la contri-
bution des (n1,n2) € C (N1, Na) tels que (N1, Na) ¢ N(n) pour écrire

(2.14) M}(Ll)(IC@'; Fiai,a2,q9) = Z My (A(N1, Ny ar,a2,q)) + O (771/4932)
(N1,N2)eN (n)

ol

(2.15) My (A) ==Y h(i).

jeA
Comme souligné dans l'introduction, on verra au paragraphe 5 que la relation (2.11) per-
met de comparer Mj,(A(N1, N2; a1, az,q)) a la quantité plus réguliere My, (B(N1, N2; q))

ot o, est une fonction de densité qui sera introduite au paragraphe 4,
(2.16)

B = B(N1, N2 q) := {j € J(K) : ¢(N1, Na)g*z® < N(§) < (N1, No)g*z? (1 + 77)} .
et

(2.17) Mg, (B) =D h(3)oq())-
jeB
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CHAPITRE 3. FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES IRREDUCTIBLES DE DEGRE 3

3. Sommes de Type I et niveau de distribution

Dans cette partie, on étudie la distribution multiplicative des éléments de A et B
définis par (2.10) et (2.16) en adaptant essentiellement les arguments du paragraphe 5
de | |, du paragraphe 3 de | | ainsi que du paragraphe 2 de [ ]

3.1. Sommes d’exponentielles. Etant donné des entiers ¢; et g2 et un idéal ad-
missible i, considérons la somme d’exponentielles

E (g1, 992;1) = E (a1,a2,q; g1, 92;1) := > e(gm1N+W)
1<n1,m2<N (i) <l)
i|((a1+n1g)wi+(az+n2q)w2)o

ou e(t) := exp(2int). L’estimation d’une telle quantité constitue un ingrédient de base
dans de nombreux travaux relatifs aux formes cubiques (voir par exemple le paragraphe
2.4 de | | ou le paragraphe 5 de | ]) et intervient fréquemment dans la majo-
ration des sommes de Type I.

Une étude de E(g1,go;1) s'initie en observant la relation de multiplicativité

(3.1) E(g1,92;11i2) = E(g1, 92: 1) E(91, 923 i2)
valable des que (N(i1), N(i2)) = 1. Conséquence directe du théoréme des restes chinois
(voir le lemme 2.1 de | ]), l'identité (3.1) permet essentiellement de ramener

Pétude de F (g1, 92;1) a la démonstration du lemme suivant.

Lemme 3.1. Soient p un idéal premicr non ramifié tel que N(p) = p avec p { gN (wieo)
etk>1. Ona
k (a191+a292)g~ ! C ok
e\——"——"——) st w1 — grwa),
E(legz;lﬂk) ={ f)) ( p* ) P (gaw1 — g1wa)

sinon,

ot ¢ est la solution modulo p* du systéme qq~' =1 (mod pk).
En vue d’établir ce résultat, nous étudions dans un premier temps la somme d’ex-

ponentielles

S v =)

1<n,na <N (pF)
(n1,m2,N(p))=1
p*|(n1w1+naws)

Lemme 3.2. Soient p un idéal premier non ramifié tel que N(p) = p, p t N(wiwa) et
k>1.
Si (g91,92,p) = 1, alors on a

—ph! st pFH || (gowr — grw2),

(p—1)p" 1 si pF|(gows — grwa),
(3.2) EW <g1,92;13k) =
0 SINomn.

De plus, si (g1, g2, p") = p° avec ko < k, alors on a

1 k kor(1) [ 91 92 k—k
(3.3) EW (91792”3 ) =prpW (pk()’pk’o’p O) .
DEMONSTRATION. La preuve s’articule essentiellement autour de I'argument déve-
loppé dans le paragraphe 6 de [ ]. On remarque tout d’abord que

B (o) = X N0 (oo ()
1<m<ph
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3. Sommes de Type I et niveau de distribution

ott N (p¥ m) désigne le nombre de couples (n1,ns) modulo p* tels que
(n1,m2,p) =1, pFl(niwi +nowz) et giny +gana =m  (mod p*).

Pour tout couple (m,m’) satisfaisant (m,p*) = (m/,p¥), il existe un entier A premier &
p tel que m’ = dm (mod p¥). Ainsi, la relation

(n1  (mod pk), ny (mod pk)) — (A (mod pk), Ang  (mod pk))

définit une bijection, d’ott N (pk,m) =N® (pk,m’). Il s’ensuit que

EW (91792;Pk): Z N (pk’pj) Z e( /\_>

ph
0<y<k 1<ApF—I
(Apk=i)=1
(3.4) =N (pk, pk> _ N <pk7 pk—l) .

Les roles de g1 et g2 étant symétriques, ’hypothese (g1, g2,p) = 1 permet de supposer
sans perte de généralité que (g1,p) = 1. Il s’ensuit que N @ (pk , pk) est égal au cardinal
{1 < < pF —1,pF =_ -1 d p*

# xni,n2xp, (n27p) =Lp ’(nlwl + ?7,2002),?7,1 = —g2n29; (HIO p )

d’ou 'on déduit que

(3.5) N (p’C pk) — { (p—DpF=1  si pF|(gowr — grwa),

0 sinon.
De maniére similaire, les conditions p t N(w1) et p non ramifié entrainent que
N (pF, pr 1) = L1 <onyma <9 (n2,p) = 1,98 (557 w1 — ma(gowr — 1))
ny = (pkfl — ggng) gt (mod pk)}

(3.6) —{ PPt s p | (ga2w1 — giwa),

10 sinon.

La relation (3.2) est une simple conséquence de (3.4), (3.5) et (3.6).
Supposons & présent que (g1, g2, p*) = p*. Sous ’hypotheése ko < k, on a

+
(3.7) ED (ggp*) = > e (W) N (i}, mh, ", p'0)
k—ko

1<nf nh<ph~
(n},n5,p)=1
ou N (n’l, nl, pk, pko) désigne le nombre de couples (n1,n2) modulo p* tels que
(n1,n2) = (nj,n5)  (mod p*~) et p*|(n1wr + nows).
Puisque p n’est pas ramifié, on a
N (n,mh, 1%, 0 ) = # {0 <nf,mz < p', ] (0] + niph R0 )on + (nh + nzptR0)ws ) |

= #{0.<ni ng < P!, pF| ((Rhwn + nbws) + (nfwr + njwe)pt =) }

N
0 sinon.
La relation (3.3) est donc une conséquence directe de (3.7) et (3.8). O
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PREUVE DU LEMME 3.1. Définissons kg et ki par les relations (gl,gg,pk) = pho et
pF || (gaw1 — giws), de sorte que ko < ki. Au vu des hypotheses sur p, il vient

E(O 071791;92, ) Z Z e<glnl—i_kg2n2>

0<y<k  1<ny,na<pF b
(n1,n2,p")=p
Pk\(n1w1+n2w2)

(3.9) =1+ Y EWU (91,92;Pj) -

1<j<k

Si 1 < j < kg, on observe que

E(l) (glng;F'j) #{1 ni,ng < pjv (n17n27p) = 1,]3]"(711(4}1 =+ n2w2>}
(3.10) -y

Dans le cas ou kg < j < k, on applique le lemme 3.2 pour obtenir que

, (p—1)p~t  sij <k,
(3.11) ED (gl,gg;p]) ={ —ph sij =k +1,
0 sinon.

La combinaison des formules (3.9), (3.10) et (3.11) entraine alors la relation

k .

: kY _ Pt stk <k,
(312) E (0707 1aglvg2ap ) - { 0 sinon.
Puisque (p, q) = 1, le lemme 3.1 est une conséquence de la formule (3.12) et de la relation

a +a -1 _ _
(@0 pkm)q )E(O,O,lsmq g2q 0.

E <a17a2aQS917925pk> =e (—
0

3.2. Niveau de distribution de A. Dans ce paragraphe, on cherche des estima-
tions, en moyenne sur i, du cardinal de

A :={je A:i]j}.

Dans le lemme 2.2 de | |, de tels résultats sont obtenus en moyenne sur des idéaux
i sans facteur carré. Nous généralisons ici la démonstration de Heath-Brown et Moroz a
des idéaux quelconques en y introduisant les estimations de sommes d’exponentielles du
paragraphe précédent.

Afin de faciliter le traitement de la partie g-singuliere des idéaux, introduisons, pour
tout réel z > 1, 'ensemble d’idéaux

T (2) ={j € T(K) : N(jg-s) < z et j admissible} .

Omettant dans un premier temps la condition (a1 + n1q,as + n2q) = 1, étudions,
pour tous réels 1 > 1 et x1,z9 > 0, le cardinal de ’ensemble

(3.13) S (1, 21,2301, a2, ;1) == {(nl,m) g <ni < iz + 1) pour i = 1,2
et i|((a1 +n1q)wr + (a2 + nzq)wg)b’l} ,
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3. Sommes de Type I et niveau de distribution

noté encore S(i). En effectuant une partition de S(i) en classes de congruence modulo
N (i), on peut écrire

. 1 . —g1n1 — gano
#80 =gz 2 Elwed 3 6<N<x>)
1<g1,92<N (i) nr1<ni <n(z1+1)

nro<na<n(z2+1)
E(0,0;1)

=N (7 +0m)

(3.14) +0 Z !E(jgvl,gz;;t)l i (ﬁ, N (1)) in <ﬁ, N(1)>
(91,92)#(0,0) mod N (i) (1) |91| |gz|

lg1],|g2l < 242

Compte tenu de la définition des idéaux admissibles, on peut observer que, pour tout
idéal admissible i et tout premier 1-régulier p, on a

(3.15) E(0,05,) € {0,min (p DN (i), N(iy)?) |

tandis que E(0,0;i,) = 0 n’est possible que si p|g. De plus, en utilisant les estimations
de [ ], lemme 3.1], & savoir, uniformément en p premier et k > 1,

(3.16) (") < p™P et yp(p) = prp + O(1),

on a, uniformément en p premier et i un idéal tel que N (ip) > ptr(@),
E(0,0;1) < #{1 < n1,m2 < N(ip) : N(ip)|F (a1 + n1q, a2 + n2q)}
< PP Dyp(N(ip))
< N(ip)4/3p2”p(q).

Cette estimation, combinée & la la majoration triviale E(0,0;i,) < N(iy)? lorsque
N(ip) < p»(@ entraine finalement la borne supérieure, uniforme en p premier,

(3.17) E(0,0:1) < N(ip)** min(p(@, N (i,)*/%).

Le terme d’erreur, relatif aux fréquences non nulles de (3.14), est estimé dans le
lemme suivant.

Lemme 3.3. Soient B > 0 et € > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément en
r1,2020,1m>21,z=21et D >1, on ait

. o BOO0)R ) . ¢
Sp= Y )P |#S3) - (N(t)?)n < (774 D)z (log(2D))*P)
ieJ(z)
D<N(i)<2D

DEMONSTRATION. Au vu de (3.14), on peut écrire X1 < 317 + 212 ol

5 E(0,0;1) _
2y 1= Z TK(‘)B(%Q)
T N(i)
€T (2)
D<N(i)<2D
et
Bam X s i (5 min (7).
€7 (2) (91,92)#(0,0) mod N(i) ! g1 go
D<N(i)<2D \91|,|g2|<¥
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Sous I'hypothese i € J~(2), les relations (3.15), (3.17) et (2.4) entrainent que

_ E(0,0;i E(0,0;1y) i (i1i2)?
Su=i Y 0,011) 3 (0,05 i2) Tk (11i2)

i1 g-singulier N(ll) ig g-régulier N(12) N(ul?)
N(iﬂgz D<N(i112)S2D
<z Y i (i)°7)
SN BT
D<N(i)<2D N()
(3.18) < 7z(log(2D))B),
En suivant argument développé dans la preuve du lemme 3.1 de | |, on écrit la

décomposition 319 := 13 + 314 ou la sommation 13 (resp. X14) porte sur les phases
(g1, 92) satisfaisant g1go = 0 (resp. g1g2 # 0). En utilisant successivement le fait que
(N(igr), N (wiw2)) = 1, le lemme 3.1, inégalité 7k (i)® <p . N(i)F et (2.4), il vient

213 < 772’ Z 1 Z TK(i)B

0<g<D I T (2)

D<N(i)<2D
igrlg
<t Ny @
o<g<D 9
(3.19) < 72" (log(2D))“P).
On remarque de méme que
1

Y14 K Dz Z | | Z TK(i)B
1<|g1l,lg21<D 1921 pany<ap
€T~ (2)

ig-r|gow1 —grw2

<Dt Y K ((g2w1 — 91w2))C(B)_
1<]g1l,lg2l<D 19192
En découpant le domaine de sommation des variables g; et go de maniere dyadique et
en faisant appel au lemme 2.2, il suit que

(3.20) Y14 < Dz (log(2D))B).

Le résultat annoncé est alors une conséquence des estimations (3.18), (3.19) et (3.20). O

I1 est possible de relier le cardinal de S(i) & celui de A; par un argument de convolu-
tion. Remarquons pour cela que la formule d’inversion de Md&bius permet d’écrire, sous
la condition (a1, as,q) = 1, la relation

(3.21) #.Al = Z M(d)# {(nl, TLQ) S C(Nl, NQ) : i\((al + nlq)wl + (ag + ngq)wz)a—l
(g.d)=1

et d|(a1 + niq, a2 + ngq)} .
Pour tout d premier a g et ¢ = 1,2, on définit entier b;(d) € {1,...,d} comme l'unique
solution de la congruence a; — b;(d)g = 0 (mod d), ce qui permet d’introduire la corres-
pondance (n1,ng) — <n1+31(d), "2+s2(d)) entre les ensembles

{(nl,ng) € C(N1,N2) :il((a1 + n1q)wi + (a2 + ngq)wg)b’l et d|(a; +mniq, a2 + 77,2(])}
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3. Sommes de Type I et niveau de distribution

et

ne bi(d) ba(d) i )
S|—=,Ny+—>,No+ —=;a1(d d),q; —
< d’ 1+ nw , N + nx 7a1( )7a2( )>Q7 (1,d)
ou S est défini par (3.13) et a;(d) := %j(d)q. Au vu du lemme 3.3 et de la convolution
(3.21), on peut ainsi espérer approcher le cardinal de A; par

2,.2 :

n°x<Sy(i
> (a0,
o1 &N ()

ot S4(i) désigne le nombre de couples (n1,n2) modulo N ( (ii d)> tels que

; 1d) ‘((al(d) +n1q) w1 + (az(d) + n2q) wo) =y
Sa(i)

Si S1(i) # 0, le théoréme des restes chinois implique que d — 50 est multiplicative.

Ceci permet de faire apparaitre un produit eulérien que 'on décompose en 4 parties
selon que p|g ou non, p|N(i) ou non. On obtient ainsi

Sa)_ S0 (- Spa)zv((i,p))?) ol
(3‘22) (d%il u(d)dQN( i )2 : N(i)z plg <1 ‘

(i,d)

ou

et a4 est la fonction multiplicative a support sur les idéaux admissibles définie, pour
tout idéal admissible i, par

o N (Si)  Selip) N((ipp)?) S1(ip)
(3.23) Oéq(l) = p|1];[(i) ( p2> <N(ip) pQN(ip) > p(]\lf_([i),q) N(ip) .

plg

La formule (3.22) demeure vraie si S1(i) = 0 puisque l'on a alors Sy(i) = 0 pour tout d.
On observe que la relation (3.15) et le fait que N((ip, p)) = p pour tout idéal i admissible
et tout p premier 1-régulier entrainent que 'on a

ag(ip) = { (1+pH)~! siptaq,

(3.24) 0 ou min (p“P(Q), N(ip)> si plq.

De méme, les majorations (3.17) et S,(i,) < Si ((1,%») permettent d’établir la borne

supérieure suivante, uniforme pour p premier et i admissible,
1\! S1(ip) Sp(ip)N((i 2
’aq(ip” < (1 - 2) max 1(}?)’ p(lp)Q ((1Pap))
p N(ip) P*N(ip)
(3.25) < N(ip)/3 min(p?r 9 N (i,)3).

On déduit finalement de ce qui précede que

o 772932 O‘q(i) r .
(3.26) #A = LN +7(A )

69




CHAPITRE 3. FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES IRREDUCTIBLES DE DEGRE 3

ou

. : oy @) (@), i
EUNCREWICES (%3 2 N+ 2201, o). s )
x2Sy (i)
- 2|
N ()

Le lemme suivant montre que, sous la condition i € J(z), on a effectivement le
niveau de distribution attendu.

Lemme 3.4. Soient B > 0 et e > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément en x > 2,
(N1,No) e N(n), 2> 1 et 1 <D <22, on ait

Yo = Z k(1) B|r(A )| < (953/2 + xDl/Q) 212 (log )°(P).
D<N(i)<2D
ieJ (2)

DEMONSTRATION. Soit 1 < A < #'/2 un paramétre qui sera explicité en toute fin
de preuve. La formule (3.27) permet d’écrire la majoration Yo < Yg; + ¥og + Yo ol

i b1(d) ba(d) i
Dy = B E N 1 N ‘ p ; ‘ >
21 ie;(z) K (i) #S<d’ 1+ — 2+ 0z sa1(d),az(d), g; o
D<N(1)<2D
d<A,(d,g)=1
_ e?Sa (i)
. 217
2
=N ()
— NBaug (1F bi(d) ba(d) i >
digg 1= . z_: (1) #S<d , N1+ e , No + . ;a1(d), az(d), q; id
USVANE)
D<N({i)<2D
d>A,(d,q)=1
et
) 2 QS i
e (» d?N | =
Dl<€N(i)(<;D (i,d)
d>A

En écrivant i = ab avec a = (i,d), on observe que les facteurs a et b demeurent dans
J "~ (z). L’hypothese sur A entraine que % > 1 si d < A ce qui nous permet d’utiliser le
lemme 3.3 avec les choix 77 = o7 et x; = N; + % pour 7 = 1,2. On peut ainsi majorer
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3. Sommes de Type I et niveau de distribution

Y91 par

< Y mx(ab)?

a,beJ(2)
D<N(ab)<2D
d<A,(d,g)=1
N(a)|d3

D x
<X e (fo+ ) 7 oga) )
JA N N(a) d

< 2 (z + D)(log 2)“P) >~ r(d)P)
d<A

b1(d)

4 ( Ni+ ba(d)
7733

nx

7N2+

;al(d), ag(d), q; []) _W’

d2N (b)?

(3.28)
< Az2YE(x 4 D)(log )P,

A laide du lemme 2.2, on dispose d’autre part de Destimation

Yoo < Y 7(d)P) > i ((n1w1 + naws)) P
d>A 1<n1,n2<q(z+1)/d
(3.29) < 22 A (log 2)°P).

Enfin, en reprenant la décomposition i = ab introduite au cous de ’étude de Yo; et
en écrivant d = N(aj.;)e, on remarque que d < N(a)e et Sg(i) < N(b)z. Il s’ensuit que

b)B 1

5 2 _Tk(ab)” > !

8<2 D NN 2
abeJ ()

e>AN(a)~1
D<N(ab)<2D

-1_.2 TK(ab)B
<K A zz 2 7N(ab)
abeJ~ (z)
D<N(ab)<2D

(3.30) < A7 za? (log )P,
En combinant les estimations (3.28), (3.29) et (3.30), il suit
Yok (A_lz:cQ + Az + D)zHE) (log z)°(B).
Le choix A := min(z'/2, 2D~1/?) conduit au résultat annoncé. O

Au vu de la définition de J~(z), on peut montrer que la contribution des éléments
de A; avec i ¢ J~(2) est négligeable lorsque z est convenablement choisi.

Lemme 3.5. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément pour x > 2,
(N1, No) € N(n) et 1 < D < 22, on ait

Y3 = Z TK(i)B Ir(A,1)] < (3315/8 + x7/4D1/8) (log a:)c(B)
D<N(i)<2D

ot les r(A,i) sont définis par (3.26).

DEMONSTRATION. Au regard du lemme 2.3 et de la définition de oy pour les idéaux
non admissibles, on observe que la somme Y3 ne porte que sur les idéaux admissibles i.
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Remarquons dans un premier temps que les relations (2.4) et (1.5) entrainent

Z k() B#A < Z 7(d)* PV # {1 < ny,ng < 2qx ¢ d|F(ny, n2)}

27 (2) D<d<2D
D<N(i)<2D dg-s>2
d
(3.31) <¢a? Y T(d)‘f(B”ZiH > T(d)C(B)‘Td([l,quP)‘.
D<d<2D D<d<2D
dgs>z dg-s>z

La premieére somme du membre de droite peut étre majorée a I'aide de 'inégalité

() VF(d) () VF(d1) () VF(d2)

(3.32) > 7(d) (B) 7 < D T(d) (B)T > 7(da) (B)T-
D<d<2D 2<d1<2D 1 2

dg-s>2 d1 g-singulier

2D
d2<a

En utilisant l'estimation (3.16), on obtient pour la somme sur dy la borne supérieure
suivante, uniforme en D > 2,

S @D < [T (1+2022)
d<D d p<D p

1 ¢(B)

<] (1 + )
p<D p

(3.33) < (log(2D))B),

Pour estimer la contribution des entiers di, on utilise la méthode de Rankin. Compte
tenu de (3.16), on observe ainsi que

Z T(d)C(B)L@<< Z 7(32);;3) <d>1/2

2
2<d<2D d 2<d<2D o
d g-singulier d g-singulier
(3.34) < 27 V%(log 2)eB)

ou l'on a utilisé le fait que w(q) < loglogx dans la derniére estimation. On déduit de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, de (1.6), du corollaire 1 de [ | et de (3.33) que
I'on peut estimer le terme de reste de (3.31) par

1/2 1/2
Yoo @ Pralgn) < | Y0 (@) P ra(ga)] > Iralgz)|
D<d<2D D<d<2D D<d<2D
dg-s>z dg-s>z dg-s>z
(3.35) <z (22D 4 DVV?) (logz)®).

En combinant les majorations (3.31), (3.32), (3.34) et (3.35), on obtient finalement ’es-
timation

2
(3.36) Yo k@()PHA< (jm + 23/2pl/4 JrQUD1/2> (log 2)<(B).
igJ (2
DN @D
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3. Sommes de Type I et niveau de distribution

En utilisant la multiplicativité de oy et les estimations (3.24) , (3.25) et (3.34), on a
d’autre part que

3 TK(i)B(]l\?((:)) < Y r@® Y ij\?((i)

-
~—

g7~ (2) D<d<2D N(i)=d
D<N(i)<2D dg-s>z
< Z 7_(d)c(B) Z O‘q(i) (log .%')C(B)
. N()
2<d<2D N(i)=d

d g-singulier

< 2z Y2 (log x)4B) Z 7(d)B) g1/6

z<d<2D
d g-singulier

(3.37) < 2 Y2 (log )P,
On obtient finalement le résultat escompté en utilisant le lemme 3.4 avec € = %, les
estimations (3.36) et (3.37) et en choisissant z = min (x1/4,x1/2D*1/4). O
En conclusion de notre étude relative a la distribution multiplicative de A, nous
considérons le cardinal de I’ensemble
Aiai={j € A dINGi™)}

ou d est sans facteur carré. Suivant I'argument développé a la page 265 de | ],
le principe d’inclusion-exclusion permet d’écrire la formule

.y [ 1 sid|N(2),
(3.38) p@) Y i ={ 5 S
jll(j27d)
dIN(j1)

Compte tenu du lemme 3.5, la relation (3.38) suggere d’écrire

_ 1?2? ag(1)&y(i, d)

’ hd = d ] ij — . 7.7d
(3.39) # A a = p(d) % i)y = Lo SOG4 r( A d)
dIN(j)
ou
d 5 M 1 i 0’
(3.40) &,(i,d) = ) 2 dﬁ{ﬁ(j) anGg) 5 ag(D) #
sinon,
et
2.2 .
341 LS S () ey T )|
(3.41) A< X )’#A, s
dIN(j)

I1 s’ensuit que, si oy (i) # 0, la fonction arithmétique &4 (i, ) est multiplicative et & support
sur les entiers sans facteur carré. Pour p un nombre premier g-régulier, on a notamment
par (3.24) que

si p|V (i),

sinon,

1
(3.42) &(ip) = { Fup

T+p

oll v, est le nombre d’idéaux p tels que N(p) = p. De plus, si p|q est 1-régulier, alors

(3.43) & (ip) € {o, ;,1}.

Dans le cas ou i = Ok, on pose {;(d) := £,(Ok, d) pour tout entier d > 1.
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Lemme 3.6. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément pour x > 2,
(N1, N2) € N(n), et 1 < D < 22, on ait

Szo= Y. p(@d)P (NP r(A, i d)| < (x15/8 + :v7/4D1/8) (log z)B).
L
D<NEi)d<2D
DEMONSTRATION. Puisque la sommation (3.41) ne fait intervenir que des idéaux j
admissibles et des entiers d sans facteur carré, on observe a 'aide du lemme 2.3 que,
dans la sommation de (3.41), on a N(j) < d. Par suite, on déduit du lemme 3.5 que

2.2
) [ C(B) _ n-x QQ([)
3 N([)%D (0 G2 N

< (a:15/8 + :c7/4D1/8) (log x)C(B).

#A

O

3.3. Niveau de distribution de B. Par analogie a A;, on considére dans ce pa-
ragraphe le cardinal de ’ensemble

Bi:={j € B:ilj}.

L’étude de la distribution des idéaux de Ok se base sur 'ordre moyen suivant, di a
Weber 3.

Théoréme 3.7 ([ D). On a, uniformément pour x > 1,
#{ € J(K): N(j) <x} = Mz + O (22/7).
On définit
Biai={j € B dIN(i ")}

L’estimation de Type I relative a B; ; contenue dans le lemme ci-dessous est une géné-

ralisation du lemme 3.6 de | | qui suggere décrire
N. ,N 3.3
(3.4 8,0 = a5 0) 4 (B )

ou (3 est la fonction multiplicative a support sur les entiers sans facteur carré définie par

(3.45) Bp)=1-]] (1 - N@) .

plp

Lemme 3.8. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément pour x > 2,
(N1,N3) € N(n), D > 1 eti un idéal de J(K), on ait

21/3
B 2 . T (B
Dg;wT(d) p(d)* |r(B,i,d)| < W(log@D))( ).

DEMONSTRATION. Au vu de la formule (3.38), on a la formule

o . . C(Nl,Nz)q3J:3
#Bi g = p(d) jzd px (3)# {b e J(K): NG
dIN(j)

< N(©) < (1+ n)C(Nl’NQ)q%g}

N(i)

3. On peut également déduire ce résultat du théoréme 1.3 du chapitre 1, avec un terme d’erreur
différent.
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4. La fonction de densité o,

Au vu du théoreme 3.7, le résultat se déduit de la suite d’estimations

2,2 2.2 «(B)
¢°r g’z 7(d)
Yo m@Pud)? Y e < v > ,
D<d<2D iId N3 - NP, G2, PP
dIN(j)
.T2D1/3
i c(B)
< N3 (log(2D))“>).

4. La fonction de densité o,

4.1. Définition et premiéres propriétés. Etant donné un sous-ensemble C de N
et un idéal i, on considére le cardinal

(4.1) S(A,1L,C):=#{q:ige Aet N(q) €C}.

En général, on ne peut espérer évaluer S(A,1i,C) en utilisant uniquement les majo-
rations de sommes de Type I obtenues dans la partie précédente. La seule connaissance
de ces estimations est par exemple insuffisante pour approcher S(A,1i,C) lorsque les élé-
ments de I’ensemble C ont un nombre fixe de facteurs premiers : c’est 1a 'incidence du
phénomene de parité, mentionné en introduction.

A la suite de Heath-Brown et Moroz, on introduit le cardinal

(4.2) S(B,i,C) :=#{q:iqge Bet N(q) € C}

et 'on cherche a montrer l'existence d’'une constante o4(F) > 0 et d’une fonction de
densité o, : J(K) — R telles que 'approximation

oq(F)n

19 SALO) . T Nl

Uq(l)S(Bv 17 C)
soit vraie, en moyenne sur les idéaux i et pour une certaine classe d’ensembles d’entiers
C inclus dans ’ensemble criblé

(4.4) C (27):={d: P (d) > 2"}

ou 7 = 0(1) est un parametre qui sera précisé ultérieurement.

Dans ce paragraphe, on obtient des valeurs heuristiques pour o4(F') et o4(i) en étu-
diant S(A,i,C~(27)) et S(B,i,C~(27)). Au vu des estimations de sommes de Type I
contenues dans les lemmes 3.6 et 3.8, 'application d’'un lemme fondamental de crible -
démarche qui sera effectuée en détail au paragraphe 6 - suggere que 'on a

2.2 o (i
R n2a? o) |
4.5 S(A1,C (x ~ - 1-&,(G,p
( ) ( ( )) Z—+o00 Cq(Q) N(l) plg:]j;( gq( ))
et
gz’
4. i,C™ (27 ~ Ny, N 1— .
( 6) 5(87176 (.’E )) oo )\KC( 1, 2) N(l) pgT( /B(p))
L’étude de la singularité de (k(s) en s = 1 permet d’obtenir l’analogue suivant de
la formule (6.8) de | |, uniforme pour ¢ > 2,
B(p) N -2
(4.7) <1 — ) (1 — ) =AMk (1+0O((logt) .
I(-22) (-2 3 (1 0(te0)
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Comme observé dans le lemme 3.4 de | |, la formule (3.42) et le théoreme
des idéaux premiers impliquent de méme I’estimation suivante, valide uniformément pour
t > max ({1} U {p : p est g-singulier}),

(48) 10 - &) (1+) = (10 (10g02).

ou &, est défini par (3.40), d’ott 'on déduit la convergence du produit eulérien

(4.9) 04(F) = (Eq(l;[ﬂu —&,(p) (1 + ;) Eq(l'p)[l (1 + ;)) II (1 _ pl2) -1 .

plg
Ce produit eulérien, strictement positif d’apres le lemme 3.4 de [ |, satisfait, au
vu de (3.43), lestimation uniforme en ¢ > 1,
(4.10) oo(F),00(F)' < ﬁ < loglog(q + 2).

On observe également que la formule (3.42) implique les estimations suivantes, uni-
formes pour N (i) < ¢®z? et 27 > ¢,

@iy T a-gem=1+0(7) e [ 0-&o)=1+0(-).

2 TIT - TI"
p J:' p>a:.
PIN (D) PIN (D)

Sous réserve d’établir les formules (4.5) et (4.6), il s’ensuit la formule uniforme pour
N(i) < ¢323 suivante

e oq(i) 1
(4.12) S(Ai,C(27)) ~ Pty (F) 28 (1 - )
Oy (1=
avec
(4.13)
oq(i) = 7q(i) (1= &(ip)) et 54(i) == ag(i)) J[ (1-&,p)(1—&m) "
&q(p)=1 p|N (i)
&q(p)#1
On observe en particulier, pour p un premier g-régulier et k > 1, la formule
—1 vp \ ! 1
4.14 Z(pk) = <p><1— p) - ()
( ) aq(p) Vp P T+ vp + 0O ’
De plus, on peut déduire de I'estimation (3.25) la majoration uniforme en p premier
(4.15) Golip) < aglip) < N(ip)"/* min (p2#(@, N(ip)*/*) .
Finalement, au vu de la formule asymptotique (4.7), on a également
3.3
. nq°x 1
4.16 S(B,i,C (z")) ~ ¢(N1, Ny - <1—>
(1.16) B @)~ e M T T (1

ce qui justifie la pertinence de (4.3) lorsque C = C~ (z7).

4.2. Ordre moyen de o,. On étudie dans ce paragraphe 'ordre moyen M, ,(B)
défini par la formule (2.17) pour toute fonction arithmétique h € M(w) ot w est un
complexe de module 1, c’est-a-dire h multiplicative, a valeur dans le disque unité et
satisfaisant h(p) = w pour tout premier p. Comme souligné dans 'introduction de ce
chapitre, la preuve du théoréme 1.4 repose en partie sur une estimation asymptotique
de M, n(B). D’autre part, les majorations de My, ,(B) que nous développons ici seront
utilisées a de nombreuses reprises dans les parties 6 et 7.
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4. La fonction de densité o,

Compte tenu de la formule (4.14) relative a la valeur de an aux entiers g-réguliers,
on observe que, uniformément pour p un premier g-régulier et 0 < Re(s) < 1, on a

o (p) 1 1
g \F)
(4'17) ps o Z N(p)s +0 <p2Re(s)> ’
plp
Il suit alors de (4.14) que la série Hq(s)(k(s)™" on
o7 (n)h(n)
(4.18) He(s) = > ‘JT

n>1
n g-régulier

est développable en un produit eulérien absolument convergent pour Re(s) > 1/2.
De plus, la relation (4.17) entraine que, uniformément pour ¢ > 1 et Re(s) > 1/2,

—w 1 w
(419) HQ(S)CK(S) <<Re(s) H <1 +0 (M)) <<Re(s) 2 @)

plg
et

H(s)C(5) ], < ]|I (1 Lo (;)) < (so(qq)) < (loglog(q + 2))°

La méthode de Selberg-Delange, sous la forme du théoréme 1.3 du chapitre 1 per-
met d’établir le résultat central de ce paragraphe, a savoir la formule asymptotique de
Mg,1(B) contenue dans la proposition suivante.

Proposition 4.1. [l existe des constantes ¢ et C' > 0 telles que l’on ait, uniformément
pour w un nombre compleze tel que |w| =1, h € M(w), z > 2 et (N1, N2) € N(n),
(4.20)

Mo,n(B) = ¢(N1, Na)ng*a® log (c(Nl, Ng)q?’x?’)wil (‘W 40O (Cw(q) (log(g + 1))C>>

I'(w) log
1)* - h(p*) . :
Jq(F,h) = 1— - (1+(1—fq(p)) 1 ( aq(l) (l—fq(1,p))))
fq(p)751 ( p) k>1 pk N(i):pk

w k
aay o« I (1-7) (Zh(i) > aqm(l—sq(i,p»)

€a(p)=1 =1 P NS

P
et aq(-) et &, (-, -) sont définis respectivement par (3.23) et (3.40).
On a en particulier o,(F,1) = a,(F)"1¢,(2)7! et, uniformément pour x > 3,

Oq i 1 w(q c
(4.22) N%:@ Nég = o) logz + O (C @ (log log ) ) :

DEMONSTRATION. On étudie dans un premier temps ogh sur les entiers g-réguliers
avant de se ramener au cas général par convolution. Au vu de ce qui précede, pour tout
e > 0, il existe ¢(g) > 0 telle que, pour tout ¢ > 1, la fonction

Z . ) , .
- { h(n)og (n) si est g-régulier,
0 sinon,

soit un élément de ’ensemble Ek (1,10; 1/2 + ¢, 6(5)2“’(‘1)) introduit dans le chapitre 1.
Par suite, le théoréeme 1.3 du chapitre 1 entraine que ’on a, pour tout entier N > 0 fixé
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CHAPITRE 3. FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES IRREDUCTIBLES DE DEGRE 3

et uniformément en |w| =1, x > 2 et ¢ > 1,

N w(q)
(423) Y oZ(n)h(n) = x(logz)” " (Z T(w _AZ()f(Ll)og o TO <(logar>N“>>

n<e k=0
n g-régulier

ou les Ai(h) sont définis a 'aide du développement de Taylor en s = 1

(4.24) & = Ae(h)(s — 1)*

k>0
En particulier, on a
(4.25) Ao(h) = Mg Hq(s)Cke(s) ],y
tandis que Pestimation (4.19) et l'inégalité de Cauchy entrainent les majorations
(4.26) Ak(h)] < sup {\H K(s) |} <« 2200,

ls—1|<

Avec le choix h( ) = 1 pour tout entier n > 1, une sommation par parties entraine
directement la formule uniforme en ¢ > 1 et z > 3 suivante

az(n)
(4.27) Z 4= =X (1) logz + O (2“’(‘1) log log m)
n<x n
n g-régulier
avec
1 v,
4.28 Ao(1) = <1—> <1+p>.
(4.28) (1) pq_rél;[mier » p+1-u,

Attardons-nous a présent sur la contribution des entiers g-singuliers et montrons que
pour tout o > 1/3, il existe des constantes ¢ et C (o) > 0 telles que

Z(d)logd
(4.29) > TR - log(q + 1)) Ol

d g-singulier

D’une part, on peut écrire a 'aide de (2.4) et (3.25) les estimations suivantes, valides
pour p premier et 1/3 < o < 1 fixés,

3 Z ) PpEO=0) 4 2@ 5T (phy2ph/-0)
k>0 N (i k<31}p(q) k>3vp(q)
<o (log(g+1))*p*r@=2).

En outre, on observe que (3.24) entraine 'estimation, uniforme pour p un idéal premier
1-régulier et 0 < o < 1, ci-dessous

Z Qg (pk) (1- gq(pk7N(p)))
= N(p)+e

< N(p)”p(‘I)(lfg)‘

On en déduit alors en utilisant la définition (4.13) de o4 que, pour 1/3 <o <1, on a

B oo Tl (Z > g p>>)

Z q
7 k>0 N (i)=p*

d g-singulier p g-singulier

<o ¢?17 (log(q +1))°C ()@

. d)logd
pour des constantes c¢ et C(o) suffisamment grandes. Puisque >-; ; singulier q(d# est

Z
la dérivée de la série 3°; ; singulier U‘Zd—@, on obtient l'estimation (4.29) en appliquant
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4. La fonction de densité o,

I'inégalité de Cauchy dans le cercle de centre o et de rayon logc((qll) avec c(o) > 0
suffisamment petit. Ceci permet de déduire la convergence absolue de o4(F, h) ainsi que

I’estimation suivante, conséquence de la méthode de Rankin,

Z O'qz(d) < to._l Z O'qz(d)
d>t d d>t d?
d g-singulier d g-singulier
(4.30) <o t77 1) (log(q 4 1))°C (o)D)

oul/3<o<l
En utilisant (4.27) et (4.30), il s’ensuit alors que, uniformément en ¢ < (logz)4,

v/ Z(4 Z o%(d oZ(n
Zaq(n): Z og (d) Z Uq(n)+0 Z qé) Z g ()
n<z d<z!/? n<w/d " d>z!/? nsT "

d g-singulier n g-régulier d g-singulier n g-régulier
oZ(d)
_ q w(q)
- Z y Ao(1) log (d) +0 (C’ (loglog )¢ )

d<$1/2
d g-singulier

=o04(F,1)logz + O (C"’J(q)(log log x)c) ,

en remarquant que
Yo (1) =0y (F 1),
d g-singulier

Pour montrer que o4(F,1) = o,(F)71¢;(2)7! et ainsi établir (4.22), on commence
par remarquer que, pour tout premier p, la définition (3.40) entraine la formule

~—

(i) ag(i) . (i

—&(i,p)) =+ pK ()~

,%N()Z N@ ;N)Z N(D) %) NG
p )

(4.31) =y O]ﬁ;@ 1+ > k()

En injectant la formule d’inclusion-exclusion (3.38) dans (4.31), on obtient ainsi 1’égalité

(4.32) >y aq: — &) ==-> > MK

k=1 N(i)=p k=1 N(i)=p (1)

Compte tenu des définitions (4.21) et (4.9), il s’ensuit que oy(F, 1) = o, (F)~1¢,(2)~*
On conclut la preuve de la proposition en montrant la formule (4.20). Compte tenu
des définitions (2.17) et (4.13), on peut écrire

(4.33)  Myu(B)= > ocZ(d)h(d) > oZ(n)h(n).

d g-singulier n g-régulier
¢(N1,N2)¢3x3 <dn<c(N1,N2)q3z3 (1+n)
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Pour estimer la contribution des entiers g-singuliers d < z, on utilise (4.23) sous la forme

log )1 [ Ao(h) 2w(9)
Z( b = &
n q-gulier % (n) (n) (IOg :L‘)B F(w) +0 logm
z<n<z(1+(logz)~B)

valide des que B > 1. En majorant trivialement la contribution des entiers ¢-singuliers
d > x, on peut vérifier que 'on a, uniformément en |w| = 1, = > 2, ¢ < (logz)? et

(N1, N2) € N(n),

7 (d)

My,(B) = e(N1, Na)g*naz® (log (e(Ny, NQ)q3f’J3)>w_1 AFO(SZL)) > -

d g-singulier

+ R1 + Ry + Rg

ol
Z
3 3 3 3\\Re(w)—1 c«(a) o (d) logd
|R1| < (N1, N2)g " nx (10g (C(N17N2)q T )) log 2 dg;ﬂ g
d q-siggulier
Re(w)—1 O'Z(d)
[Ra| < c(N1, Na)g*na® (log (e(N1, Na)g*a® ) ) Dol o
d q-sdiigulier
et
|R3| < > oZ(n).
n<c(N1,N2)g3z3 (14n)
Ng-s>T

En utilisant les estimations (4.29) et (4.30), on obtient

s 4 3 3\\Re(w)—1 (log(q + 1))°C¥(@)
|R1], |R2| < e(N1, Na)g°nz (log (C(Nl,N2)q x )) log 2 :

On remarque d’autre part en utilisant la méthode de Rankin et les estimations (4.22),
(2.4) et (4.15) que, si wy.g désigne le nombre de premiers 1-singuliers, alors

Z Z/ k
|Rs| < Y oZ(n) 3 oZ(p")
n<q3z3 p g-singulier
ajl/<w(q)+w1_s)<pk<<q3x3/n

Z Z (. k
og(n) og (p7)
<t o 05 o
nLg3x3 n p g-singulier
zl/(@(@)+wis) <pk

< (log )23 23w @ +wrs)

ce qui permet de déduire (4.20) dans la mesure o w(q) < loglog(z + 3). O

5. Description de la méthode

Dans toute la suite du chapitre, fixons wg dans |0, 1] et introduisons le parameétre
7 := (loglog ). Dans la série d’articles | , , |, Heath-Brown
et Moroz réalisent le tour de force de montrer la validité de la formule (avec les notations
(4.1) et (4.2))

oq(F)n

ol SAGO) D o, W)

S (B,0k,C),
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5. Description de la méthode

pour certains ensembles C inclus dans
(5.2)
C(m,n) := {rs Q(r)=wr) =met Qs) =w(s) =n, P (rs) > 27,277 < s < x%_T} :

En adaptant les arguments de Heath-Brown et Moroz, on montrera dans le para-
graphe 7 que la formule (5.1) se généralise sous la forme

aq(F)n

(5:3)  SALENCMN) ~ ot

oq(1)S (B,i,ENC(m,n))

uniformément pour les ensembles E € £(m + n) avec la définition de £(m + n) suivante.
Pour tout entier k, on désigne par £(k) l’ensemble des parties de N qui s’écrivent sous
la forme

Dy,
(5.4) E= () E;k)
j=1
ol D > 1 et les E;(k) sont des ensembles de la forme
(5.5) @mmemwaﬁdy_%umm_wmywwﬂmmn<ﬂ%mﬁ

oty > 0, < désigne lordre < ou <, @ := (a1,...,ap) avec 1 < a1 < -+ < ay, et
= (f1,...,01,) avec 1 < B < -+ < [, et les termes P(ﬁ)(m) et P(?)(m) sont les

produits

(5.6)

P@(m) = PO)(m)... P () et P@Nmyzpwwmyup%ﬁmm
les P()(m) étant définis par la décomposition de m en facteurs premiers
m = PO (m). .. PEM) () avec P9 (m) < PUY (1)

avec la convention P(@) (m) =1 (resp. P(g) (m) = 1) sil; = 0 (resp. I = 0) *. Soulignons
que de tels ensembles apparaitront naturellement au cours de 'argument qui conduit au
théoreme 5.2 infra. Obtenus a l'issue de multiples itérations de 'identité de Buchstab,
ils étaient en particulier implicites dans | ].

Soient w un complexe de module 1, y;,y2 deux réels tels que y; = 1 ou y; > a7
et yo > 7. Soit h un élément de M(w;yi,y2), c’est-a~dire une fonction multiplicative
bornée par 1 satisfaisant les conditions suivantes :

(1) h est a support sur les entiers m tels que P~ (m) > y1 et PT(m) < ya,
(2) pour tout premier p dans l'intervalle |y, y2], on a h(p) = w.

En isolant les idéaux de A tels que j*(z"™) posséde au moins un facteur carré, on
peut réécrire 'ordre moyen Mjy (A) défini par (2.15) sous la forme

(5.7) Mu(A) = > h(i)D wrS(Ai () NC(27)) + O > [rG)
P+(N(i))<z™ k>0 jeA
N(G)eT(«?7)
ou

(5.8) (#1) = {m : Qm) = w(m) = k,y1 < P~ (m), P*(m) <y}

4. On peut ainsi considérer les inégalités du type y < P<a))(m) ou P(Q)(m) < y.
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et
(5.9) Y(z):= U U Pz
P k=2
pk>z

Sous réserve de la validité de (4.3) et en remarquant que (4.11) implique I'estimation

(5.10) o4(j) = 04~ (27)) <1 +0 (Ti7)>

dés que N(j) < ¢323, on peut espérer approcher Mj,(A) par

7alE)n > Do) Yo whS(B,i, (1) NCT(a7))

“AN: N a3t
c(N1, N2)g*z PH(N(i))<a™ k=0

T M8 (140()) 40| E w00

=N, o) 2
N(G)eY(z27)

ot My, (B) est défini par (2.17).

Dans la suite de ce paragraphe, on établit un raisonnement combinatoire qui conduira
au théoreme 5.2, étape intermédiaire en vue de prouver le théoréme 1.5. Celui-ci ramene
le probleme de I'estimation de Mj(A) (resp. My, n(B)) a l'estimation des cardinaux
S (A, i, ENC(m,n)) (resp. S (B,i,ENC(m,n))) pour des ensembles E € £(m + n).

Soit w; €]0, wp[. On introduit un parametre 71 > (loglogz)~®! suffisamment petit
qui sera rendu explicite au cours de ’argument, en vue de controler la contribution des
idéaux j satisfaisant N(iT(z7)) > 2.

Considérons, pour un idéal admissible j de Ok donné, la décomposition de sa partie
x7-criblée en produits d’idéaux premiers

(5.11) i T(27) = p1---pr avee N(p;) < N(piv1)-

On effectue une partition de Ok sous la forme Ok = O%) Uu---u (’)S) ou les (’)ﬁ? sont

des ensembles d’idéaux définis par des conditions sur la norme de pg et pr_1, a savoir

0 ={i:a? <N}, OF:={i:a*? < N(pi)<a?},
OE’) = {j cx < N(pg) < :1:3/2}, (’)&1) = {j :N(px) <z et 23 < N(pk,lpk)}

et O = {i: N(px) < et N(ps_1ps) < 2%/}

Il s’ensuit que

5 . .
My(A) =" My (ANOR)  avee My (ANOR):= > h().
=1 jeAnol
Pour i € {2,...,5}, on peut remplacer le terme M} (Aﬂ Oi?) par une formule ou

interviennent des cardinaux de la forme S (A, i,C% (m, n)) ott C9(m,n) C C(m,n).
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Lemme 5.1. Uniformément en x > 2 et (N1, Na2) € N(n), on a

(5.12) My (A) = My, (ANOR) + . h(i) 3o w™ S (A1, ¢ (m,m))

5

+0 S ri+ > [hG) A+ Ar(A;|R]) 4 Ag (A |R])

€A jeA
N@G)eY (z27) NG~ (27))>z"1

ol
(5.13) T:= {m < 2™ et PT(m) < a:T} ,
(5.14)

C(Q)(m n) = {rseC(m,n):y1 < P (s),PT(s) < P~ (r),PT(r) <y2} sim=1,

L0 sinon,

(5.15)

C(g)(m n) = {rseC(m,n):y1 < P~(r),PT(r) < P (s),P*(s) < y2} sin=1,

L0 sinon,
(5.16)
C(4)( )= {rs € C(m,n):y1 < P~(s),PT(s) < P~(r), PT(r) < max(z!™™,y2)} sim =2,
M= sinon,

(5.17)

c®) (m,n) := {'rs €C(m,n):y1 < P~ (r),PT(r) < P~ (s), P (s) < max(:nl_“,yg),

S 1+7
pog < }

(5.18)

Ay (A;|h]) = max Z Z |h(i)|S (A, iplpg,max(:rT,min(yl,:cl/Q)))

Vzz2T /2K N (p1)<N(p2) NHET
Y<N(pip2)<Yz™1

et
(5.19)

Do (Asfp) == max 3 3T (RIS (A ip, max(aT, min(yy, 22 7™)))

Y2227V YSN(p)<Yz™t N(i)eZ

DEMONSTRATION. A Iimage de (5.7), on peut écrire, pour tout i € {2,...,5},
My (ANOR) = 3 h() Y whS (ANOL i, () ne™ (7))
PH(N())<zm k>0
+O0| > |h0)
jeAnoOY

N(HET (227)

Soit j un idéal de (’)g). En utilisant la décomposition (5.11) et sous I’hypothese

supplémentaire que N(j~(z7)) < 2™, 'encadrement

232 < N(pp,) < 22
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entraine largement que
.’.El_27—1 < N(pl . 'pk’—l) < $3/2+T1.

En posant r = N(px), s = N(p1---pr—1) et n = k — 1, on déduit ainsi des définitions
(5.13) et (5.14) que

My, (ANOR) = 3 h() Y wms (An0Ri,c?(1,n))

N@{)ez n=0

rol S i+ S O+ >_ hG)]

jeAnOY) jeANOR 13/251\2/( ) <a?/2471 €Ay,
N(G)EY (227) NG~ (z7))>z ou 27271 <N (pg,) <z

De méme, on peut écrire, en posant maintenant s = N (pg), la formule

My, (An0¢)) = Z h(i) 3o wtis (An 0 i,c®(m, 1))

m=0

ol S mel+ S w6+ > > h0)l

jeAnOg) jeAnol e<N(pp)<atT jEAp,
N()ET (227) NG~ (z7))>am ou #3277 <N (py ) <z%/?

et, avec s = N(p1---pr_2),

My, (ANO) = 3 (i) Y wts (An0y,i,cD(2,n))

N@{)ez n=0

Sl D S VT TS SR ()] B S S ()]

jeAnoy jeAnOL) @' TTLSN (pr) <z 1€ AR,
N(HET (227) NG~ (z7))>z"

+ > > 1G]

T /2N (pe—1)<N(pr) 1€AD_1pk
232N (po_1pp) <2/ 2H71

Considérons enfin j € OS). Si N(pr—1pk) < 27 et N(pp_2) > 2/2727, on observe les
inégalités
P < Npea) < N(po) < Npe) < /245

D’autre part, si N(pr_1px) < 227 et N(pp_2) < 21/2727 alors hypothése de majoration
N(G~(z7)) < 2™ implique l'existence d’un indice j > 2 tel que

N(pr_ji1---pr) <47 < Npp_j---pr) < 2277
Enfin, si N(py_1pg) = 277, alors on a trivialement

2T < N(pr_1pr) < 22
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En posant s = N(py—; - px), on en déduit que

My (ANOR) = 3 b)) > wmS (ANOR,1,cO) (m,n))
NG{)eZ

m,n=0

+0 | > G+ X [0

jeAnoY jeAnO)
N(G)eY («27) NG~ (z7))>ax™
+ 2 > 1hG)]
et TSN (pi) <z €A,

ou x1/272T<N(pk)<xl/2+3T

+ > > IG)]

II/QSN(pk,1)<N(pk) jGAPk_lpk
a3/ 2T N (p—1pr)<z3/2

ce qui acheve la preuve. O

Le traitement de M}, (.A N (’)g)) nécessite davantage de travail pour faire apparaitre
des sous-ensembles de C(m,n). Au vu du lemme 2.4, on a

NG = e (10 (314))

ce qui suggere de remplacer la condition N(pg) < y2 par 'inégalité

3,3
NG~ (@ )p1- - Pr—1) = C(Nl’;\f)q z

2

Dans la mesure ou les éléments de AN O%) satisfont N(pr) > x°, on peut écrire, en

posant q = p1 - Pr—1,

My (AN0R)= 3 h(i) 3wt S (AL ig)
N(G)ez e q

+0 Yoo O+ Y (RO + Az(AsfA))

jeAnol) jeAno)
N(G)ET(2?T) N(G™(27))>z"

ou la sommation g porte sur les idéaux q a k — 1 facteurs premiers satisfaisant

ANLNDPE < N(q) < !4 ot P(N(q)) > max(a”, pn).

(A, l) := # {p premier : [p € A}.

Pour estimer 7(.A, ), on reproduit le raisonnement combinatoire & 'origine du lemme
4.1 de | |. En utilisant la notation (4.4), I'identité de Buchstab et le lemme 2.3
assurent que, si

max ({1} U {p®: p premier 1—singulier}) < z1 < 22,
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alors on a

(5.20) S (ALC (1)) = S(ALC ()= > S(Alp,C (N(p)

z21<N(p)<z2
+0 ( > o> s(a [pk,C_(N(p)))) .
21<N(p)<22 k>2

Ceci permet d’établir par récurrence la formule combinatoire suivante, analogue des
formules (4.3) et (4.4) de [ ],

(A =8 (A, [,C*(:CS/HT)) = 31" T (A ) + 3 (1)U (A1)

n=0 n=1

— S1(A D = (AN + 0 (# (AN T@E™)))

ol
Si(A, 1) = S(A,Ip,C (N (p))),
I=T<N(p)<zlt7
So(A, 1) = > S(A,Ip,C (N (p))),
x3/27‘r<N(p)<x3/2+T
(5.21) TO(A, 1) == S(A,1,C"(z7)), UD(A,I) = > S(A, Ip,C~(N(p))),
PN ()< T
(5.22) TM (A1) = > S(A,Ipy - pp,C(27)) sin>1
2T <N(p1)<--<N(pp)<z'~7T
N(p1-pn)<zitT
et
UM (A1) = 3 S(AIpy - pn,C (N(p1))) sin>2.

TN (p1)<-<N(pp)<z!™T
N(p2--pn)<z'TT<N(p1---pn)

Le niveau de crible 27 impliqué dans la définition de 7™ (A, ) étant suffisamment
petit, on établira la formule asymptotique (4.5) en moyenne sur les idéaux i tels que
N(I) < 21737 au lemme 6.7 en utilisant le crible de Selberg.

Si n > 4, les conditions

2T < N(p1) <--- < N(pp) <al™™

et

entralnent que
3_
N(pl pn) < a2 T

Par suite, on peut espérer évaluer la contribution de U™ (A, iq) lorsque n >4 oun =1
avec N (i) € Z, en utilisant I'estimation (5.3) puisque I'on peut écrire, en posant m; = k,

St S U i) = S (A mn.)
k q m
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ou m = (my, ma),
C(m,n) = {7“17“25 cw(r) = Q(ri) =m; pour i = 1,2, w(s) = Qs) =n,

P~ (rires) > 27,2 T < s < :1:3/2_7} ,

(5.23) CW(m,1,i) := {mgs € C((m1 —1,mg),1) : P~(ry) > s,

c(Ny, Ng)q3x3 <

g 1747’1 tP* >
2N () r <ax e (r1) > w1

et, pour n > 2,
(5.24) C¢V(m,n,i) = {mzs € C((my —1,my),n) : P~(ro) > P~ (s), P*(s) < 2™,

S _ ol c(N1, No)g®z?
P=(s) © peN()

< <zt et P~ (r) > yl} ,

ou les triplets (r1,72,s) sont comptés avec multiplicité, en posant s = N(py---pn) et
r1 = N(q) avec les notations de la définition de U™ (A, I).
Sin =2 ou 3, I'inégalité

N(py--pn) <2277
peut faire défaut. On s’inspire alors des identités (4.5) et (4.6) de | ] en écrivant

U (A1) :=UCY (A1) + U (A1)

et
U (A1) := UBCYD(A D) + S3(A, 1)
ou
U(zyl)(Av [) = Z S(A, [plp%Ci(N(pl)))?
TT<N(p1)<N(p2)<z!™T
SN (prpa)<ad T
UG2(A 1) = > S(A, Ip1p2,C~ (N (p1))),
xT<N§p1)<N(p2)<x1’T
z2 7T <N(p1p2)
UGD(A, 1) = > S(A, lp1paps, C~ (N (p1)))
:vf<N(m)<N(p2)<N(ps><x13‘T
N(p2p3) <z TT<N(p1paps)<z2 "
et
S3(A, 1) = > S(A, Ip1p2ps, €~ (N(p1)))-
2T <N(p1)<N(p2)<N(ps)<z'~7
N(p2p3)<z!*™

3_7
N(p1paps)>x2

On peut observer que
> wh Zi,k U@ (A ig) = S w™ S (A, i,cW(m,2, i))
k q m
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et

Z wF Zi,k UGD(A,iq) = Z w™ S (A, i,cW (m, 370)
k q m

ott CM(m,2,i) et CM(m, 3,1) sont définis par (5.24).
De plus, on remarque que, si un idéal j intervient dans U (22) (A,iq), alors j est de la
forme j = iqlp1po avec

277 < N(pip2) <277 et PT(N(D) > N(p1).
Il s’ensuit que
2! N(qn) < 22T

ce qui suggere d’écrire, en posant r = N(p1p2), s1 = N(q), s2 = N([) et ny =k,

S wk S U (Aiq) = S ums (A.i,cM2,m,0))
k q n

+0 > > S(A,iqp1p2,C~ (N (p1)))

00 oy qrmany 2 2<N(p1)<N(p2)
v2 23/2 TN (p1p2)<a®/271
ou x272‘rl SN(p1p2)§x272T

P7(N(q))>max(y1,57)
ol
Cim,n) = {7"3132 cw(r) = Q(r) = myw(s;) = Q(s;) = n; pour i = 1,2,
P~ (rs1s9) > 27, 2T < s1s9 < a:3/277}.

et

Ni. N- 3.3
(5.25) CM(2,n,i):= {T51$2 € C(2,(n1 — 1,n2)), o1, Na)g"a” glin

- S ,
yaN (i) !

N

Pr(r)<z'™", P~ (r)< P (s3),P (s1) > yl}

ou les triplets (r, s1, s2) sont comptés avec multiplicité.

On observe que 'on peut majorer la somme sur i du terme d’erreur précédent par
la quantité A;(A;|h|) défini par (5.18). De méme, en remarquant que les conditions de
sommations définissant S3(.A, 1) impliquent

pl/2=2r N(p1) < LM/,
on a, pour i € {1,2,3}, I'estimation

> () > Si(A, i) < Ax(A; [h]).

i 3.3
N(I)EI C(va];’22>q z <N(q)<zl_471

P~ (N(q))>max(z",y1)

ot Ag(A;|h|) est défini par (5.18).
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5. Description de la méthode

On déduit finalement de ce qui précede la formule

(5:26) My (ANOR) = > hii (Z kz"“z ™ (A, iq)

N(i)ez k n=>0

+ 30> wm S (A5, (m,n, i) + 3w S (Ai,cD(2n, D))

n>1

+O | +AUA R+ Do R+ Y0 RO+ Y RG]
jeA jeA
N(HEY(z*T) NG~ (z7))>zTL
L’argument développé ci-dessus s’adapte mutatis mutandis pour réécrire M, (B)
a l'aide de cardinaux de la forme S (B,i, ENC(m,n)). En ’absence d’un analogue du
lemme 2.3 adapté aux idéaux de B, il convient toutefois d’user de précaution en considé-
rant également la contribution des idéaux non admissibles dans l'utilisation de (5.20) au
cours du traitement de M, p, (B N (’)ﬁ)). Cette nouveauté dans la transcription a B de
l'argument combinatoire précédent était déja implicitement contenue dans les travaux

de Heath-Brown et Moroz, a 'image de la formule (6.4) de | ] ou encore lors de
Iintroduction de 'ordre total sur les idéaux premiers de Ok dans le paragraphe 4 de

Avant d’énoncer la proposition qui résume la discussion de cette partie, on harmonise
les notations précédentes en introduisant, pour m := (my, msa), n := (n1,n2), i un idéal
et D = A ou B, les notations

(5.27)
(r,1,s,1):rs € C(i)(ml,nl)} si2<i<5etmg=mng=0,
C(i)(m,n,i) _ (ri,7r9,8,1) : rires € C(l)((ml,mg),nl,i)} sii=1etnyg =0,
(r,1,s1,82) : 78182 € C(l)(ml, (nl,ng),i)} sii=1et mg=0,
() sinon,
et

S (D.i,¢D(m,m,1)) = #{(v1,v2,51,82) : (N(v1), N(52), N(s1), N(s2)) € €V (m, m, 1)
et ityt951859 € D} .

Théoréme 5.2. On a, uniformément en x > 2, (N1,N2) € N(n), yo > 2", y1 = 1 ou
y1 > x", w un complexe de module 1 et h € M(w;y1,y2), l'estimation

noq(F)

Mi(A) = s 5 Mo S(B) << T(RI) + S(1hl) + O(1h],27,27) + Ao (101, 2%7/%)
+ Ar([B]) + Ao (|R]) + Ar(|R]) + Ag(|h])

- ‘ nog(F) N r(n) (12
()= Y OL Y ST e - T o (7B i)

N(i)EI N(q)<$1 411 n>0
P~ (N(q))>z"
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T (A1) et T (B,1) étant définis par (5.22),

5
(5.28) S(h):= Y yh(i)\zz]S(A,i,c@)(m,n,i))

N()ez i=1m,n

)

_ o mog(F) . o) ~
C(Nl,NQ)qg.%’O—q(QS (B,1,C (m7n71))

les C(m,n,i) étant définis par (5.14), (5.15), (5.16), (5.17),(5.23), (5.24) et (5.25),

(5200 O(hlaa™) = Y JaG)+ 2 S GG,

3
= c(N1, No)g*z ieB
NG (z7))>z"1 NG (z7))>2"1

630 a0 (W) = X WO+ o | S aGin|.
j ,

cA jeB
N(G)eY (227/3) NG)EY (227/3)
(5.31)
Ai(Jh]) := max > 2 [h() (5 (A.ip1pz, max (a7, min(yy, /%))
Y}Cﬂf_"-l I1/2<N(p1)gN(p2) N(l)GI
Y<N (prp2)<Yzl
to. (i)L(F)S (B ip1p2, max(x”, min(y; x1/2)))>
(N1, No )P ’ ’ ’ ’
et
(5.32)

Aa(|h]) = max Z Z |h(i)] (S’ (.,4, ip,max(:nT,min(yl,xl/Q_Tl))>

Y2227 YN(p)<YzTL N(i)eT

. nog(F)
Foq(i) ¢(N1, No)g3x

Au cours des paragraphes 6 et 7, on établira des bornes supérieures des différents
termes d’erreur impliqués dans le théoreme 5.2.

S (B, ip, max(z”, min(y;, 2'/>7 )))) .

6. Premiéres applications des estimations de sommes de Type I

Dans cette partie, on utilise les estimations de sommes de Type I du paragraphe
3 pour établir des bornes supérieures des différents termes d’erreur impliqués dans le
théoréme 5.2, a ’'exception de S(|h|) qui fera 'objet du paragraphe 7 sur les estimations
de sommes de Type II.

Le lemme ci-dessous donne une majoration de la contribution des idéaux dont la
norme appartient & Y ((log x)¢), c’est-a-dire est divisible par un p* > (log z)¢ avec k > 2.
Il en découle une majoration du terme Ag(|h|, z27/3) défini par (5.30).

Lemme 6.1. Soit B > 0. Il existe ¢(B) > 0 tel que, uniformément en x > 2, on ait

(6.1) # {1 <npynay<x: F(ngy,ng) €T ((logx)c(B)))} < 2*(logz) P
et
(6.2) > 0,() < z(logz) 2.

N(j)<z

N()EY((logz)*(H))
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En particulier, uniformément en x > 2, w un complexe de module 1, y1,y2 = 1 des réels
et h € M(w;y1,y2), on a

(6.3) Ay (]h], a:2T/3) < 2?(logz) P,
Ce résultat — largement inspiré du lemme 2 de | | — peut étre considéré comme
une extension du lemme 5 de [ ] aux formes binaires.

DEMONSTRATION. Soit C' > 0. Pour tout nombre premier p, posons
Clogl
k(p) := max (2, {WJ + 1) .
log p

Etant donné des entiers n; et ny tels que (p,ning) = 1 et pF®)|F(ny,ny), il existe w tel
que

F(wv ]-) =0 (mod pk(p)) et n1 = wne (mod pk(P))

Par suite, on peut écrire a l'aide du lemme 1 de | | les inégalités
# {1 <ni,ng <zt (pyning) = 1>pk(p)!F(n1,n2)}

< Z #{0<n1,n2 <z:np =wny (mod pk(p))}
1<w<pk®)
F(w,1)=0 (mod p*®))

x2 z
(6.4) < > <pk<p> O (Mo(w, p’““”)))

1<w<ph®)
F(w,1)=0 (mod pk®))

ou

M, ky = i .
p) = min sl o)

ni=wnz (mod p*)
Considérons tout d’abord les premiers p 1 F'(1,0)F(0,1). On peut écrire

# {1 <np,ng < T pk(p)lF(m,nz)}
2

X
<ment 2 #{ Sz S

0<k<k(p)/3

T
= ok

St (porama) = 1,pk<p>—3krF<n1,n2>}.

Dans la mesure ot le nombre de racines modulo p* du polynéme F(Xi,1) est borné
uniformément pour p premier et k > 1, il suit de (6.4) que l'on a

> #{1 ni,ng < @ : pPP|F(ng,ny) }<< > s TSI+ S+ Ss
pIF(1,0)F(0,1) p<<a:3/2

€T
PR b ; Ko Ry
p<al/2 0<k<k(p)/3 1<wpkP) =3k 4 Mo(w,p )
F(w,1)=0 (mod p*(®)—3k)

Xz
- Y% D
z1/2<pgad/?2 0<k<k(p)/3 1<w<pkP) =3k ’
F(w,1)=0 (mod pk(P)—3k)
pkMo(w,pk(p)_gk)>£E3/4
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et

xr
S3 = Z Z Z PP Mo(w, phe)—3k)"

z1/2<pga3/?2 0<k<k(p)/3 1<wLphP) =3k
F(w,1)=0 (mod p*(P)=3k)
pkMo(w,pk(p)73k)<ﬂC3/4
Observons que
2 2 2 2
x x x x
D U S SR .
2%(p)/3 1 2C/3 173 1 c/6
p P p<(log2)C/? (log x) p>(logm)©/2 P (log x)

En utilisant le fait que k(p) < loglogz, lestimation triviale Mo(w, p*®—3%) > 1 pour
S et Phypothése p* My(w, pF®)=3%) > 23/4 pour Sy, il vient aussi les majorations
23/2 log log T

et Sy K .
log z log

ST K

De I'estimation

Sy Y nﬁ > Soo1<a™

1
1<n <a3/4 0<na2<n x%<p
p?|F(n1,n2)

on déduit finalement que
Z #{1<n1,n2<$1pk(p)|F(n1,n2)}<<$2(10g90)_0/6-
ptF(1,0)F(0,1)

Etudions & présent la contribution des p, n; et ny tels que p|F(1,0)F(0,1). Les estima-
tions (1.6) et (3.16) entrainent alors la majoration

VP (pk(p))
p2k(p)

< 2% (log z)~2¢/3,

0/2( 7203

# {1 <ni,ne < pk(p)\F(nl,ng)} Lz + z(log x) loglog x)

En choisissant C' suffisamment grand, il s’ensuit Iestimation (6.1).
Pour établir (6.2), on utilise la méthode de Rankin pour écrire

Yoo o)< D ZGY) DD a40)
N(j)<z P k(p)<k N()<z/pF
N@)eT((logz))

O'Z k o (i
<oy 3y Ay ol

N(j)<z
NG)ET((log2)<)

- :c(log l,)QA-i—l—C/G |
og(F)
ce qui implique (6.2) quitte a choisir C' suffisamment grand.
L’estimation (6.3) découle alors de (6.1) et (6.2). O
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6. Premieres applications des estimations de sommes de Type I

Les estimations de Type I établies dans la section 3 permettent, au moyen d’un lemme
de crible, de donner des bornes supérieures du bon ordre de grandeur des cardinaux
S(A,1,C(2)) et S(B,i,C™(2)) définies au paragraphe 4.1. De telles estimations seront
centrales dans les majorations de O (|h|,z7,2™), A1(|h]), A2(|h]).

Lemme 6.2. Soient By et By > 0. Il existe ¢(B1, Ba) > 0 tel que, uniformément pour
z > logx, on ait

2 2 P
- a” og(i”(2)) ,

. F —_
(6 5) S(.A,I,C (Z)) < Uq( )logz N(l) +RA(1> Z)
et
(6.6) SBi,c () < KDL NIPLE P

' Y N(i)log z B
ot RA(i,2) et Rg(i,z) sont définis par (6.7) infra et satisfont

Z k()P RA(, 2) < 22 (log ) P2
N(i)22<z2 (log z) —<(B1:B2)
et
> k(i) 0, (1) Ri(i, 2) < 2%(log 2) ="
N(i)22<z3 (log z) —<(B1.52)

DEMONSTRATION. Puisque la fonction de densité &,(i, ) définie par (3.40) satisfait
(3.42) et (3.43), elle vérifie les hypotheses de crible (€9) et (1) de | ], dans la
mesure ou la formule (3.1) du chapitre 3 de | | est satisfaite, a savoir l'existence
d’un réel A > 0 tel que, uniformément en ¢, i et p, on ait

A
ia < A

excepté pour les premiers p tels que &, (i,p) = 1, auquel cas S(A,i,C(z)) = 0 des que
zZZp.
On peut donc appliquer le théoreme 4.1 de | | ce qui entraine I'estimation

S(A1,C(2) < n?a? O]‘\;((l‘)) IT (1 =& (p) + Rali, 2)

p<z
ol, pour D = A ou B,
(6.7) Rp(i,z) = Y 7(d)*u(d)?|r(D,i, d)]
d<z?
et 7(D,i,d) est défini par (3.39) et (3.44). En estimant le terme de reste a l'aide du
lemme 3.6, on en déduit l'existence d’une constante ¢(Bj, B2) > 0 pour laquelle on ait
Z k()P RA(, 2) < 2?(log )~ P2.
N (i)22<z2(log z) ~¢(B1:B2)

Sous I’hypothese z > log z, la formule de crible (6.5) est une conséquence de l’estimation
uniforme en N (i) < 22 suivante

) T1 0= (i) < U(F)f'g(()) 1l (1+0(;))

qui vient de (4.8), (4.9) et (4.13).
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Pour établir (6.6), il suffit de reproduire le méme argument en utilisant le lemme 3.8
(resp. (4.7)) en lieu et place du lemme 3.6 (resp. (4.8), (4.9) et (4.13)). Il suit ainsi que,
pour ¢(Bz) > 0 suffisamment grand, on a

-\ B .
2 i ()P oy () Rs(i, 2) < 2*(logz) P2 % TK(‘])V%@
N ()= <o (log )==(%2) N(i)<a3 (i)

En utilisant 'estimation qu

(4.29), il s’ensuit que l'on a

(m) < 7(m) valide pour tout entier g-régulier m ainsi que

O U P T SEACE i GO
N(i)<a3 N(l) d g-singulier d m<ax3 m
(6.8) < (log z)“(BY).

O

Une borne supérieure de la quantité © (||, 27, 2™ ) définie par (5.29) peut étre obte-
nue en s’inspirant de travaux antérieurs concernant les ordres moyens de fonctions arith-
métiques sur les valeurs polynomiales. Par exemple, Tenenbaum || ], Lemme 3.7]
montre que, pour tout polynéme F € Z[X], il existe ¢(F') > 0 tel que, uniformément en
zz2y=2et x> 2 on ait

1
#in<x: H p’ >z <<xexp(—c(F) ng).
DY logy

p"|[F(n)

En vue d’obtenir un analogue de ce résultat au cas des formes binaires et de remplacer

le terme igg ; par %gg ; log ( igg Z ), on peut adapter la preuve du théoréme 1 de | ],

démarche a 'origine du résultat suivant.

Lemme 6.3. Soit ¢ > 0. Il existe des constantes c1,co > 0 telles que, uniformément

pour x > 2, (N1,N3) € N(n), et z >y > exp (Uoglloog%), on ait

(6.9) #{i€ A: NG~ () > 2} < n’a’(loglog(q + 2))* exp <c2 g2 ) g <logz>)

logy log y
et
. log 2 log z
3.3
(6.10) jEZB 04(j) € ne(N1, N2)g°z”(loglog(q + 2))“! exp <02 Toe g log <logy>) .
NG~ (y)>=

En particulier, on a, sous les conditions précédentes et uniformément en w un complexe
de module 1, yo > 1 et h € M(w;1,12),

O (hl.a"5™) < o (log log(q +2))" exp (2 log (2 ).
T

-

DEMONSTRATION. Sans perte de généralité, on peut supposer que I'on a y < 24 et
z < z, le résultat étant trivial autrement, au vu de (4.10). Etant donné un idéal j et la
décomposition de la norme de sa partie g-réguliere et y-friable

N(g(v) = 01" 0%, pi < piv1,
considérons j > 0 le plus grand entier, s’il existe, tel que

aj 1/2

p?l"'pj <z
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6. Premieres applications des estimations de sommes de Type I

et définissons les diviseurs j; et j de j,.(y) par les conditions
N(jl) :p?l ...p?j et N(j2) :p‘?j’jil...pgk.

On scinde ’ensemble des différents j tels que N(j~(y)) > z en quatre classes :

— classe I: N(jgs) > 2'/2,

— classe IT: N(j1) < 2% et N(jys) < 2/,

— classe IIT : pj11 < logzloglogx, N(j1) > 21/ et N(jgs) < 212

~ classe IV : logzloglogz < pjt1 <y, N(j1) > 2% et N(igs) < 212,
et on estime la contribution de chacune de ces classes séparément.

Contribution de la classe I. Compte tenu de I'hypothese N(jgs) > 212 il existe
un premier g-singulier p et un entier k > 1 tels que p¥ > z/(2@(@+2w1) oy ¢ dé-
signe le nombre de premiers 1-singuliers. Au regard des conditions ¢ < (logz)? et

z > exp (U%&%)’ on en déduit que I'estimation p* >, (logx)¢ est valide pour

tout ¢ > 0, ce qui implique k > 2. Par suite, le lemme 6.1 entraine que, pour tout B > 0,
on ait

# {j € A: N(jgs) > z1/2} < 2*(logz)™ P
et
Z o,() < 2*(logz) 5.
ieB
N(jq—s)>21/2
Contribution de la classe II. Dans la mesure ou les idéaux de cette classe vérifient les

inégalités N(j;) < z/* et NGz (y) > 212 il s’ensuit que p’74" > z!/4. Sous I'hypothese
1/4

y < z7/7%, on a également a1 > 2 ce qui signifie que les idéaux de cette classe ont leur

norme dans T(zl/ 4). En utilisant 13 encore le lemme 6.1, on en déduit que, pour tout
B >0,0na

#{j € A:jest dans la classe I} < z%(log x)_B
et
Z o,() < 23(logz) 5.
jeB
j dans {a classe 11
Contribution de la classe III. En utilisant successivement le lemme 3.5 puis la ma-

joration aqz(m) < m"?(log )¢ consécutive & (3.25), on remarque que, sous ’hypothése
z < x, on obtient par la méthode de Rankin I’estimation

#{j € A:jest dans la classe 111}

<n?a? Z (]’f\tfz((‘)) + x15/8(10g z)°
/AN ()< /2 i
PF(N(i))<logzloglogz

1 m \ /2
2 c 2 : 15/8 c

m<$1/2

P*t(m)<logzloglogz

1/2

<z V80 (212 log xloglog ) (log )¢ + x%/8 (log :)°.
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L’estimation de ¥(z,t) due a de Bruijn [] |, Theorem 1] et uniforme en = >t > 2,
a savoir

log t t log
log U(z,t) = <logt10g (1 + logaj> + @log (1 + . ))

< (140 (o * ormr 1))
logt  loglog(z +2)/)’

entraine la majoration W(z'/2logzloglogz) < exp (O (%)). Par suite, il

suit de I’hypotheése z > exp (( log ), que l'on a, pour tout B > 0,

loglog z)1—=

#{j € A:j est dans la classe I1I} < z%(logz)~ .

De fagon similaire, le théoreme 3.7 et les estimations (4.15), (5.10) et (4.22) im-
pliquent

Z
g, (m
Z Uq(j) < 933(10g l‘)c Z M + 937/3(10gx)c
jeB 2/ A<mgl/? "
J dans la classe III Pt (m)<logzloglogz
1 m \ /2
3 7/3
< z°(logz)°© Z ml/2 (21/4> + a7/ (log )"
m<al/?
Pt (m)<logzloglogz

< 3(logz) 8.

On déduit de ce qui précede que les contributions des classes I, II et II1 sont négli-
geables dans (6.9) et (6.10). La contribution principale proviendra ainsi des idéaux de la
classe IV.

Contribution de la classe IV. Commencons par découper I’ensemble des p; 1 en sous-

intervalles du type }zl/(sﬂ), zl/s} avec s1 < s < 89 ou

o {long of s { log 2z J
17 logy 2 log (log x loglogx) | -

On observe alors que
#{j € A:jest dans la classe IV}

<Y > S(Ai,em (VD).

s1<s<s2 i ¢g-singulier  j1 g-régulier
N(i)<z1/2 24N (1) <21 /2
PH(N(j1))<z/®

Puisque 2!/ > logx si s < s2, on peut utiliser la formule (6.5) du lemme 6.2 pour
en déduire que, pour tout B > 0, la contribution des idéaux de la classe IV est majorée
par

2,2 Z(7—(,1/(s+1) V4
xeoy(F cf(d=(z ol (m
n 1 (F) Z (s+1) Z q( (d ) Z q( )+x2(loga:)_B.
0g 2 51<8<82 d g-singulier m g-régulier m
2/ Amaz1/2
Pt (m)<zl/s

Dans la mesure ou la fonction qu restreinte aux entiers g-réguliers satisfait les hypotheses
du lemme 4 de | ], celui-ci entraine l'estimation de la somme intérieure, uniforme
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6. Premieres applications des estimations de sommes de Type I

en s < log z/ log log z, suivante

Z Z
og (m) o7(p) 1
4 slog(s/2
Z | - < exp Z | p 208 og (s/2)
m g-régulier p g-régulier
z1/4§m pgzl/s
Pt(m)<z/s
log 2z

<

1
exp <20510g (s/2) >
De plus, si s < log z/ loglog z, on remarque que

UqZ(df(zl/(sH)))

o MRS g (s0) ()

d g-singulier p g-singulier p g-singulier
pgzl/(&‘fl) p>zl/(s+1)

oZ(d
< Z qag) < loglog(q +2)°

d g-singulier
d’apres (4.10) ce qui implique finalement 'estimation

#{j € A:j est dans la classe IV}

2,245 (F 1
<<M loglog(q + 2)° Z exp (—20510g (5/2)> +a?(logz) ",

log z 81<8< 82

Au vu de ’hypothese z > y > exp ((log&%) et de Pestimation (4.10), on en déduit
que

11 I
#{j € A:jest dans la classe IV} < n?z?(loglog(q + 2))¢ exp <_2012§; log (2?0ggzy>) '

En utilisant (6.6) au lieu de (6.5), on obtient de méme que

j c 1 logz log 2
>, 0q(3) < ne(Ny, Na)g’z®(loglog(g + 2))” exp <_2010§y o (2loggy)>

iGB
J dans la classe IV

ce qui permet de déduire (6.10). O

A partir de maintenant, nous n’emploierons le lemme 6.2 qu’avec un niveau de crible
z > z7. Le lemme suivant précise la borne supérieure disponible dans un tel cadre.

Lemme 6.4. Soit B > 0. Il existe c1(B) et ca(B) > 0 tels que, uniformément en x > 2,
2

(N1, No) € N(n), z = (logz)B) et C C (C* ((logx)cl(B)» ot C~(+) est défini par

(4.4), et, pour tout idéal i tel que N(i) € Z, on ait

b S(A,i9192,C™ (2))
q1,92€7 (K)
(N(a1),N(q2))eC
N(iq1q2)2%<a?(log z) ~¢2(B)

2,.2 :
nx UQ(F) O-Q(l) Vdydy :
(6.11) < " E ,u d1d2 + R (1)
logz  N(i) (s doyeC dd
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et
> S(B,iq1d2,C(2))
q1,92€J (K)
(N(q1),N(q2))€eC
N (iq1q2)2%<z®(log z) ~¢2(B)
Ny, N. 33
(612) <<C( 1 2)"7(] € Z u dldQ d1d2 +R (1)

N(i)log z d dy

(d1,d2)eC
ot vy est le nombre d’idéaux j tels que N(j) = d et
> Ral)| < 2% (logx)™ P et > og(i) |Rs(1)| < 23(logz) 2.
N@{)eZ N(i)eZ
DEMONSTRATION. Une application directe du lemme 6.2 donne
1°2%0q(F) 04((iq192)~(2))
log z N(iqlqg)

S(A,iq192,C (2)) < + Ra(iq1q2, 2)

avec

> RA(iq1q2, 2) < 2*(logz) 2.
i,q01,92€ 7 (K)
N(iq1q2)2z2<a? (log z) ~c2(B)
Quitte & supposer z > (logx)maX(A71)7 on remarque que, uniformément pour les
2

idéaux q1 et qo satisfaisant N (iq1q2) < x°, on a

o4((ig192) ™ (2)) < a4(i).

En choisissant ¢ (B) suffisamment grand, on peut alors majorer la contribution des q1q2
avec facteur carré par

. .
2 ]\w < (logz)™® 3 T(]])vaq(]) < (logz) ™"
1,q1,02 (ig192) NG 0)

P~ (N(q192))=(log z)°1(B)

(N (q192))=0
N(iq1q2)<z?

ce qui acheve la preuve de (6.11), compte tenu de (6.8). Un raisonnement similaire permet
d’établir (6.12). O

Le lemme suivant, qui rappelle essentiellement les estimations (7.1) et (7.2) de
[ |, sera utilisé pour estimer les membres de droite de (6.11) et (6.12).

Lemme 6.5. On a, uniformément ent > z > 2

1
(6.13) PP

t<p<tz log?

et

log ¢ k
> e (8B HOW)

2<p1<-<pp<t p1 Pk

DEMONSTRATION. La premiére majoration, analogue de la formule (7.1) de | ],
est une conséquence du théoréme des idéaux premiers. Au vu de la multiplicativité de
Vg4, la seconde estimation provient de I'inégalité

k logt k
3 log 1087 + O(1
Vplypkgkl:'(E: VP) <<(oglogzk! ()) .

Z<p1 < <pg <t p1 Pk Z<p<t p
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On établit dans le lemme suivant des estimations de Aj(|h|) et Aa(]h|) définies par
les formules (5.31) et (5.32), suffisantes pour nos applications mais qui pourraient étre
précisées pour des fonctions h spécifiques.

Lemme 6.6. Uniformément en v > 2, (N1, Na) € N(n), y2 > 27, w un compleze de
module 1 et h € M(w;1,y2), on a

(6.14) A1(|h|),A2(’h|) <<7'17721‘2.

D’autre part, uniformément en © > 2, (N1,Na2) € N(n), y2 > y1 > 27, w un
complexe de module 1 et h € M(w;y1,y2), on a

5 71 logx
(logy1)?*

DEMONSTRATION. Observant qu’'un idéal ne contribue qu’un nombre fini de fois dans
chaque Aj(|h]) et Ag(]h|), il vient

(6.15) A1 (|h]), Da(|h]) < og(F)nPe

Aq(|h]) < max Z (S (.A,j,Cf(xl/Q))

Y<l"2+271 Y<N(G)KYz™
UUq(F) . s a— 1/2 >
c(Nl,N2>q3:UJq(J)S(B’]’C (@ ))
et

As(|h]) < max > > < (A,ip,C™ (z7))

Va3 Tl Y<N(p)<Yz™t N(i)eZ

+m%@5 (B.ip,C () ).

Pour majorer As(|h|), on peut faire appel aux lemmes 6.4 et 6.5. Dans 'intervalle
z/2 1 LY < ngn, on a la majoration suivante, valide pour tout B > 0,

noq(F
> ( (A,ip,C™ (z ))+(N3V())x ¢(1)S (B,ip,C™ (z )))
Y<N(p)<Ya™t N(i)eZ 1, Na)g?
2,2
nx Yp q(i) -B
< 04(F) max + 2% (log )~
" rlogx 22T <y <z qu/ﬂ P N%:GZ N(i)

X

< 7‘1772x2,

ol 'on a utilisé la majoration

(6.16) Z Uq(?) < Z UqZ(pk) < 7log
&

k
N()eT p 7q(F)

qui découle de (4.27. En utilisant (4.22), on peut borner la contribution des Y > g2 m
par

max Z (S (A,j,c7(333/2771)> + L(F) )8 (B i,C (x 3/27_1)>>

y<aedt2n Y<N()<Ya™t o(N1, Na)g*e
2.2 ;
x o
<Loy(F) I? max Z q(?) 2(logz)~ P
08T ycpitiny niZyen N0)

<<7'1772:702
et on montre de méme que Aq(|h|) < Tn?z?.
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Supposons désormais que h est a support sur les entiers yj-criblés. En procédant
comme précédemment, on peut majorer Ag(|h|) par

< max Z (S (A, p,C (1)) + L(F)S (B,p,C(yl))>

3 3
21 /2 MY <a 2T Y <N (p)<YaTt (N1, N2)g’z

+omax ) (5 (A5,cm @) + _oalF) g (B,j,C‘(gg?’/?—ﬁ)))

£ 3
Y<x§+2"'1 YgN(])ngTl C(N17N2)q x
P=(NG))>n
2.2
T v
<<aq<F>1L x>
08 Y1 p1/2-71 cy<pn—T y<p<yazr P

Z Z Vpo--pyp, max Z m +m2(logm)_B

e <Y
k g1 <po<--<pp<a’d/? P2 Pk w1 Y<pi<Yz™1 b1

log T

71 log x
<<oq(F)772:172 7(10g M

Une estimation identique est valable pour Aq(]h|). O

Avec le choix de parameétre de crible z = 27, on peut reproduire 'argument du pa-
ragraphe 6 de[ ], basé sur le crible de Selberg, pour obtenir un équivalent asymp-
totique de S(D,i,C(z7)). Ceci valide en particulier la pertinence de (4.3) avec le choix
de I'ensemble C = C~ ("), conduisant ainsi & une borne supérieure de

(=3 koYY 194E) _ Gyr) (8, iq)

A N:. N a3z
N(i)ez N(q)<zl—4m1 n>0 c(N1, N2)g>z
P=(N(q))>x™

ot TM (A, ) et T (B, ) sont définis par (5.22).

Lemme 6.7. Soit B > 0. Uniformément en x > 2, (N1, Na2) € N(n), yo > 2", y1 = 1
ou y1 > x7, w un complexe de module 1 et h € ./\/l(w Y1,Y2), on a

2$2 T o
T < e (-2 2 PO 4 200g0) 2,

7 logz N(i)ez

DEMONSTRATION. Ayant remarqué au cours de la preuve du lemme 6.2 que (i, -)
et [ satisfont les hypotheses (£2g) et (Q1) de | ], on peut appliquer le théoréme 7.1
de [ ] avec les choix de parameétres z = 27 et £ = ™. On obtient ainsi les formules

. _ (Dag(gpr -+ pn) 1
S(A,iqp1 -+ pn, C (27)) = nPay (F) 202 (1‘>
7 N(igpr -+ -pa) pgf p

x(1+o<exp(_f))) (Zu 0)%|r (A, iqps - pn,d>|)

d<a?71

et

St ) - S ] (1 ;> <1 wo(er(-2)))

( > ul(d)?7(d)?|r (B, iqp: - pn,d)l)-

d<a?1
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Au vu de la définition (3.24), on observe alors que, pour tout idéal z7-criblé j admis-
sible tel que N(j) < 22, on a ay(j) =14+ O (mT .

La contribution des idéaux qp; - - - p,, dont la norme possede des facteurs carrés peut
étre majorée par

1 TK (j
617 < 3 (;J) ( S oS+ Y pS) <z (Z ]\Ij((;y

N()<=z? N()<=z?

~—

ce qui permet de déduire que

ceeppy) — 1 L B j
Z Z Z ’aq](\ilzﬂl P ) ) | < (T LT 4 g 7'/2) Z TJI\;((J))
N(g)<z'=471 7 27<N(p1)<--<N(pn) P Pn N()<a? )
P~ (N(q))>z™ N(p1-+pn)<zttT

<z ?(log z)°.

Dans la mesure ot N(igpy ---p,) < 2273747 la contribution des termes de restes
|r(D,iqpy - - - pn, d)| est négligeable au vu des lemmes 3.6 et 3.8. On en déduit alors que,
pour tout B > 0,

2 2 . . .
T(|h|) < 0e9417) ZL‘]O'q(F) exp (Tl> Z |h(]1\)7|81(1) Z 7;{((?)) + 2?(logz) .
Tl08T T/ NGez ! N(j)<a? )
P(N(j))>=

En utilisant le lemme 6.5 pour estimer la contribution des idéaux j dont la norme
est sans facteur carré et la majoration (6.17) pour les autres idéaux, il suit

K (i) K (] 1 1 2 iy TK ()
> N (J)(Z APy 3)* o VODRG)

)

N(j)<z? N(j)<a? poar/2 P psgra P j)<a?
P=(N(j))>=" P=(N(G))>=
<<37_T/2 (log JZ)C + Z on Z Vpi-pn
n :t:‘r<p1<“~<pn<<x2 P1--"Pn
271
(6.18) <<glrf/2(1oga;)6+zH (=logT4+0(1))" <« 772,
— n!
ce qui achéve la preuve du lemme. O

7. Estimations de sommes de Type II

Dans cette partie, on établit (cf. Proposition 7.7 infra) une majoration de

SR == 3 |h()| 253 3 \s (A,i,c@')(m, n,i))

N(i)ez i=1mn

__mogF) Lol ‘
C(N17N2)q3$0q(1)s (B’l’c (m,n,l))
ot les C)(m, n, i) sont définis par (5.27) et (5.14), (5.15), (5.16), (5.17) (5.23), (5.24)
t (5.25), ce qui permet de valider (5.3). On étend pour ce faire 'approche développée
dans les travaux de Heath-Brown et Moroz [ , |, & travers l'introduction
de sommes de Type II adéquates.

On peut réécrire les différents ensembles C)(m, m,1) sous la forme

C(i)(m,n,i) = U 7?/(1')(777,7 (s1,52),1) x {(s1,52)}
(51,52)€S(D (n i)
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avec

SO (n,i) := {(31,82) : Q(si) = w(s;) = ny, (s1, s2) satisfait (E](l)(n i)) pour 1 < j < 1}

ol (Ej(l) (n,1i)) désigne une inégalité du type

avec Y > 0, ¢ € {0,1}, < désigne l'ordre <, <, > ou > et les P(@) sont définis dans

(5.6), et

R(i)(m, (s1,82),1) := {(1"1,7“2) :Qry) = w(ry) = my, P~ (rire) > a7,

(r1,72) satisfait (FJ(Z) (m, (s1,82),1)) pour 1 < j < 1}

ou (Fj(i) (m, (s1, $2),1)) désigne une inégalité du type
Y N ()PP () PE ) (r5) < PT ) (57) PTD)(5).

Soulignons que les (E](-l)(n, i)) et (Fj(z) (m, (s1, s2),1)) introduits ci-dessus correspondent
non seulement aux hypotheses sur le support de h mais aussi aux contraintes relatives
a la définition des C® (m,n,1i), en particulier aux conditions z!7™ < s159 < 23277 et
P~ (s182) > a”.

La premiere étape dans l'estimation de S (D,C(i) (m,n,i)) consiste a rendre les

ensembles R (m, (s1, s2),1) indépendants de (s1, s2) et i. Pour ce faire, on introduit un
parametre & = o(7) que l'on explicitera dans les applications du paragraphe 8. Dans leurs
travaux, Heath-Brown et Moroz effectuent le choix £ = (loglogx)™®2 ou wy < ws < 1.
A la lecture de | et ] |, il apparait en fait que leurs arguments demeurent
valables pour des ¢ satisfaisant (log ) %2 < £ ou 0 < wy < 1, hypothese que ’on suppose

a présent. Une étape importante dans 'estimation de S <D,i,C(i) (m,n,i)) consiste a
trier les facteurs P(ﬁ)(si) dans des intervalles du type {x”g , x(vt1E { puis & remplacer les
occurrences de P(%) (s;) par z¥¢ dans les inégalités, procédure que I’on détaille ci-dessous.

log N (i)
Elogx

Posant vy := L J, on introduit les ensembles d’exposants

(7.1) u(SD(n,v)) = {7 € Z™ x Z™ : ¥ satisfait (E;(i)(n,vo)) pour 1 <j<1
et v; # v; sii;éj}

o ¥ = (VW 7A@) et (E\j(i) (n,v0)) désigne I'inégalité associée a (E](Z) (n,i)) définie
par

logY
Elog + (evo+1) < Zv (1)—1—20 (2)

si < désigne < ou < et

log Y L) @)
+ (evg) > Z( (1)+1)+Z(7} (2)"‘1)
{logz =1 =1 Ok
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sinon, ainsi que
R(i)(m, 7,1}0) = {(T‘l,’l“g) :Qry) = w(ry) =my, P~ (rire) > a7,

(r1,79) satisfait (E(i)(m, U, 00)) pour 1 < j < 1}

= (@)

ou (F; " (m, o, vp)) désigne I'inégalité associée A (F](Z) (m, (s1, s2),1)) définie par

log (YP(ﬁ(l))(rl)P(?(z))(rg))
Elogx

I Iy
1 2
+ (evp+1) < ZU(J) + Zv((g).
=1 =1

si < désigne < ou < et

log (YP(?(U)(rl)P(?m)(rg))

l1 l2
+ evp > Z(vs& +1)+ Z(v@g) +1).
=1

§logx 1 =1 Vz(
sinon.
Dans ce qui suit, nous adaptons la méthode du paragraphe 3 de | | et du
paragraphe 5 de [ . Introduisons, pour ¥ € N™ x N, le poids dj, (s, 7) en
posant

1 1 2 2
_log N(pi") - log N(p) log N(p*)) -+ - log N (p(2)

'U](-l) e ’UT(lll),U:gQ) e ,U’SLQQ) (§ log x)n1+n2
si s = 8180 ou Q(N(s;)) = Qk(s;) = ni, §; = pgi) . ~p£§3 avec % ¢ < N(p,(f)) < 2o +E
pour 1 < k < n; et i € {1,2}, et dj (5,?) = 0 sinon. Posons également, pour tout
sous-ensemble R de N? et toute paire d’idéaux (r1,t2) la quantité,

(7.2) dy (5, )

i 1 si (N(tl),N(tg)) € R,
(7.3) b(r1, v2,R) _{ 0 sinon.
Dans lesprit du lemme 3.7 de | | et du lemme 5.1 de [ ], il est naturel

d’approcher S (D, i, (m,n, 1)) par la quantité

S (D,i,C(i)(m,n,i)) = Z S (D,i, R(i)(m,ﬁ,vo))
Feu(SW (n,w))
ou
(7.4) §(D,1,R<i>(m,7,vo)) = S b(er, e, RO(m, W, 00))dn (5, F) .

t1,t2 ,SEJ(K)
it1tes€D

Il en résulte 'apparition de termes d’erreur

(75) RO(m,n):= Y |h(i)y(R(A,i,c@(m,n,i))

N®{)eZ

aq(F)n

I ZUVEE RV i 2 (1) .
+c(N1,N2)q3waq(1)R (B,l,C (m,n,t))>

ou, pour D = A ou B,
R(D,i,¢"(m,n,i)) = ‘S (D,i,¢0(m,n,0)) - § (D,i,¢0(m, n), 1)] .

On peut obtenir une borne supérieure de telles quantités en reproduisant les différentes
étapes de la démonstration du lemme 3.7 de | -
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Lemme 7.1. Soit B > 0. Uniformément en x > 2, (N1,N2) € N(n), y1 = 1 ou
y1 > 27, yo > 7, w un compleve de module 1, h € M(w;y1,y2) et &€ < 72, on a pour
tout i € {1,...,5},

) FYn2x2
(7.6) 3" RO (m,n) < gT—GM

m,n

Z aq(i)mz\[(&))‘ + 2%(log z)~ 5.

log N(i)eT

DEMONSTRATION. On ne décrit ci-dessous que la contribution des termes d’erreur
R (A, i,c( (m,n,i)), le traitement de R (B,i,C(i) (m,n,i)) étant en tout point simi-

log N (i)
Elogx

laire. Soient i un idéal tel que N(i) € Z et vy = {
R (.A, i,C9(m,n, 1)) sous la forme

J. Ecrivons le terme d’erreur

R (A,i,C(i) (m, n,i)) <R (A, i,C(i)(m, n,i)) + Ry (A, i,C(i) (m,n,i))
+ Ry (A,i,C(i) (m, n,i))

ou le terme Ry (A, i,c (m, n,i)) est défini comme la différence

S(A,l,C(’)(m,n,1)) — Z Z b(tlut%R(i)(m? (N(ﬁl),N(ﬁQ)),i))
P 255,

dn (5152 ,?)7&0

et résulte de Pintroduction de ¢(S™(n,vp)), le terme Ry (.A, i,C%(m,n, 1)) provient du

remplacement de 1 par dy,(s159, 7) et vaut ainsi

3 ST 1= dn(s152, V)| b(r1,v2, R (m, (N (s1), N(s2)), 1))
TeUSD(nwo)) T

dn (5152 ,7)#0

et le terme R3 (.A,i, C9(m,n, 1)) apparait en remplacant R (m, (N(s1), N(s2)),1) par
’ensemble R (m, Y, vp), ¢’est-a-dire
Ry (A4,COmni)) = > 3 dalsiss, U)A(A m, 51,59, 1)
T eSO (n,uvp)) #1:52
ou
A(A,m,ﬁl,ﬁz,i) =# {(tl,tQ) Jitgtos1se € A
(N (1), N(r2)) € R (m, (N(51), N(s2)), 1) AqymR (m, ¥, vo)} :

ol Agym désigne la différence symétrique.

Au vu de la définition des (Ej(»l) (n,vp)), on observe que tous les idéaux s; et so
comptés dans S (A, i,c (m,n,i)) apparaissent dans S (A,i,C(i)(m,n,i)) Par suite,
dans la mesure ou

L= dn(pf? - ppt? - p(2, ¥)
ClogN(p{”)  log N(pl)) log N(p{*)  log N(p')
vgl)ﬁ log x uf}l)g log x 052)5 log x U%)f log x

(7.7) <&r?

=1
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7. Estimations de sommes de Type IT

des que U € < N(p,(;)) < 0+ (cf [ | p-44]), il vient 'inégalité
(7.8) Ry (A,i,¢0(m,m,1))) < &7728 (A,1,¢0(m, n, ).

On sépare la suite de la démonstration en deux parties selon que i = 1 ou non.
Casi € {2,...,5}. Au vu des définitions (5.14), (5.15), (5.16) et (5.17) de C®(m,n),

il existe au plus un couple (m, n) pour lequel un idéal ts donné appartienne a C)(m,n).
Par suite, on peut observer, en suivant I’argument de la preuve du lemme 3.7 de | ]
que 'on a, pour tout N(i) €7 et D= A ou B, l'estimation

ZR1 (A i,cD(m ) < Y > S(A,ip1 - pn, C (27))

JLTTH(N(p1), N (pn)) €A (n)

AD(n) = {1 .pw) 7" <pL < <P
.%'1+T <Pp1--:DPn < xS/Q_Ta (pla s 7pn) satisfait E](Z) (n)}

et BV (n) désigne une inégalité de la forme

J
_ _ _ _ —1
i <<zt et <pa <y, 2L p, <z preeopyog = 2O

3/2 T+O(Er™1) 1+7+0(e771) £

P11 Pn y PLPn =T ou Pj < Pj+1 S T°Pj.
En utilisant les lemmes 6.4 et 6.5, il suit ainsi ’estimation
F 2 2 h . N
Z |h |ZR1 .A 1 C m,n,i)) <<€7_7'E>O-Q( )77 Z Z ‘ (1)|O-Q(l) —|—x2(logx)7B

log = N@ez N(i)

N()eT mn
valide pour tout B > 0.
Compte tenu de la borne triviale >, ,, S (.A, i,C (m, n)) < S(A,i,C (27)), la ma-

joration

—-B

Z |h(1)] Z Ry(A,i,CD(m,n,i)) <<§T_3aq(ll;g)7:fx2 “l(i)g‘;(i)—i-xQ(log:r)

N({)eZ N({i)eZ
est aussi une conséquence immeédiate du lemme 6.4 combiné a (7.8).
Considérons a présent Rs(A, i, C(i)(m,n,i)). On remarque que les termes d’erreur
qui apparaissent proviennent des idéaux its qui satisfont les conditions
P=(N(s))2¢ < P*(N(x)) < P~(N(s)) ou P*(N(s)) < P~(N(x)) < PH(N(s))at.

Lorsque i € {4,5}, on a alors, d’apres les lemmes 2.4, 6.4 et 6.5, Pestimation suivante,
valide pour B > 0,

>3 Ry (AicD(m,n,0))

N(i)ezm,n

> S S(Aipipe,C(a7))
NG{)ELZ z7<N(p1)<al~—"1
N(p2)=2z© N (p1)

2,.2 F :
<<77 JIqu( ) Z ’h(l)‘?\?(l) Z Vpipa +:L‘2(10gx)_B
TO8T Nz W) cprcam PIP2
PQ—pll‘O(&)
F)n?2? h(i
—39q(F)n"w > [h(i)|og (i)

B.
N@{)eT (i)

+ z%(log )~
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D’autre part, si j € {2,3}, les lemmes 2.4, 6.4 et 6.5 permettent d’obtenir, en posant
j = ip1p2l, la majoration

> Y R (AicDimni) < Y S(Aipips,C(27)
N(i)eZ m,n 2! TN (p1)
N(p2)=2 O(g)N( 1)

< Z (i) > S(A,ipil,C™ (7))
\)eZ $1+T<N(p1)
N(ip1l)<a?~ (log x)°
N(p)=2
P (N(p10))>a”
(F)n*z? |h(i)|og (i)
N (i)

2% (logz)~ 5

N@{)eZ
valide pour tout B > 0.

Ceci achéve l'estimation de R (m,n) lorsque i € {2,...,5}.

Cas i = 1. Dans un premier temps, considérons la contribution issue des ensembles
CcW(m, (1,0),i) et CD((2,0),n,i). En observant que le nombre de couples (m,n) dans
lequel intervient chaque idéal tta5150 est borné si N(t1tas182) < 23(log )¢, les argu-
ments précédents s’adaptent sans difficulté nouvelle, conduisant aux bornes supérieures

ZR(I) 1 O ) < &r —3O-Q(F)772x2 Z |h(1)|0q(1) -|-1E2(1Ogl‘)_B
lo 08T N@)eT (1)

et

o g2 o
ZR(l)((270)an) < §7_4& > ’(]\)]’(1;1() + 22(logx) ™8

pour tout B > 0.
Supposons donc a présent que n > 2. Au vu de la définition (5.24) de c® (m, (n,0),1),
on a la majoration

> Bi (A1, (m, (n,0),)
< > > > S(A,ierpr - pn,C (N (p1)))

JLT7E N(e)<a! =471 (N(p1),-,N(pn)) €A (n)
P~ (N(r1))>z

T

Aj(n) = {1, o) ra” <pr < <pa<al T
popa <27 < prpy < (pr, L pa) satistait B(n) }

et Fj(n) désigne une inégalité de la forme :

<pL<aTE pyepy = TTIOET gy p, = gltTHOET),

_ p3/2-T+0(rY) 13

P Dn ou  pjSPj+1 ST
On traite la contribution des inégalités

1+7+0(Er™ 1) et

pj-
_ -1
plpn:x pl...pn:$3/2 T+O(£T )

en utilisant les lemmes 6.4 et 6.5. En effet, le lemme 2.4 nous ameéne a estimer la contri-
bution des idéaux i, t1 et to satisfaisant

N(itivg) = yz0E) (log z)°,
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avec Y = z3/277 ou 2277 et I'on observe que l'on a alors

Z |h(1)] Z S(A,irire,C (27))

N(i)eT P~ (N(t1t2))>z7
N(itltg):Y:L"O(&T_l)(loggv)C
2.2
<<§7'750q(F);7 * |h(]\)7|0q() + 2%(log )~ 5.
08T N(i)eZ ()

Supposons n > 3. Pour les ensembles A;(n) restants, au moins 'un des p; n’apparait
pas dans la définition de E(n), disons p,. Observant que

Z Z S(‘Avltlplprwci(N(pl)))
N(rp)<a! =471 (N(p1),-..N(pn))€A;(n)
P~ (N(t1))>z
<71 Z Z S(A,iv1p1 - pp_1,C (27)),
N(v)<zl—471 TT<N(p1)<-<N(Pn—1)

P~ (N(t1))>z™ (N(p1),--,N(pn—1),1) satisfait £;(n)
N(p1-pn1)<a'*7

on déduit, en utilisant les lemmes 6.4 et 6.5, 'estimation

> G Y R (A1,CM(m, (n,0),))

N(i)ez m n>3

(F)n*a? [h()log (i)

<er—67%4 B,
log x

+ z%(log )~
N(i)ez ®)

Si n = 2, Pargument précédent échoue uniquement pour I’inégalité p; < pa < prast.
Le cas échéant, il apparait que z'/2 < p; < x3/%77/2 ce qui permet de majorer cette
contribution par

< Z > S(A,ip1p2,C (z7))

Nz 1/2<N<m> N(p2)<N(pr)zt <ot

T_qu(F)772LU2 Z ’h(]l\)]’l (1 + (loga:) B.

Par des arguments similaires, les estimations (7.7) et (7.8) permettent de majorer la

contribution des termes Ry (.A i,cW(m ) par
< 3L pOE 3 3,3 SlAmppn CT@T)
N(i)eZ N(v1)<a? =471 n2227 <N(p2)<--<N(pn)
P~ (N(t1))>z" N(p2- pn) !t

-B

i Ll SR LICI BT
N(i)eZ (1)

Achevons la démonstration du lemme en étudiant R (.A, i,cM(m, (n,0), i). Les ar-

guments précédents s’adaptent sans difficulté pour estimer les différentes contributions,
a 'exception de I'inégalité

P~ (s) < P~ (rg) < P (s)2®.
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Si n > 3, on majore ce terme d’erreur par

RO > > S(A,it1pp1 - pn, €~ (N(p)))

NOEL  N(s)<e! ™41 a7 <N()< SN (pn) N(p) NN (pr)o
P‘( (x1))>2” N(prpn-1)<z'+7

-2 Z Z Z S(A,itippr - pp—2,C (27))

N()eT N(tl)@ﬂl_‘“l 2T <N (p1)<-<N(pr—2)
P=(N(r1))>z" N(p1)<N(p)<N(p1)a*
N(pp1--pn—2)<ztt™

T—GUQ(F)U2x2 |h(i)]og (i)

B.
N(i)

+ 2%(log )~
N({)eZ

Lorsque n = 2, il advient que P~ (s) < x3/4 et la contribution de tels idéaux est inférieure

< 3 X > > S(A,iripp1, C (N (p1)))

N()ez N(r1)<z! 471 27 < N(p1)<al/2 N(p1)<N (p)<N (p1)z$
P_( (tl))>x7

+ Z > > S(A,ipp1,C(27))

N()ez 1/2<N(p1)<x3/4 N(p1)SN(p)<N (p1)x¢

RUALVES MO | g

<&T -B,

0

Au vu du lemme précédent il convient de montrer que, en moyenne sur m et i,
F)

la quantité WUC]( )S (B i,cl )(m, n, 1)) constitue une bonne approximation de

S (A, i, (m,n, 1)) Estimer S (B, i, (m,n, 1)) se réduit essentiellement & étudier les
idéaux pi -« - Pry4n, tels que le n-uplet (N(p1),..., N(Pn,+n,)) appartienne a I’ensemble

ni+nz
G(?,t) = {7 e R™MT™2 . g € [x”ig,m(”i“)g{ pour 1 <i < ny+no et H T; < t}
i=1
Pour considérer de tels idéaux, Heath-Brown obtient dans | ] la généralisation
suivante du théoréme des idéaux premiers.

Lemme 7.2 ([ |, Lemma 4.10). Il existe ¢ > 0 tel que, uniformément en t > 1,

>2,1<n< 7! et ¥ eN" satisfaisant T < vi& pour j € {1,...,n}, on ait

(7.9) Z H log N(p;) = w(t) + O (t exp (—c\/log xT))
(N(p1),,N (pn)) G (T ) 1=1

ot w(t) = w(V,t) désigne la mesure de G(V,t).

Le comportement analytique de la fonction w définie dans le lemme 7.2 a été étudié
dans le paragraphe 8 de [ ]

Lemme 7.3 (Formules (8.3) et (8.4) de | ). Pourt>0,h>0etn>2, ona

/(14 1)~/ (5)] < (Elogr)?
et
0 <w(t) < (Eloga) L.
De plus, si n = 1, alors la dérivée a droite w'(v1,t) est la fonction caractéristique de
Uintervalle |z%1¢, x(1+1E ]
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En reproduisant 'argument développé dans le paragraphe 10 de | |, on peut
utiliser les lemmes 7.2 et 7.3 pour obtenir une estimation de S (B,i,C(i) (m,n, 1))

Lemme 7.4. Soit i € {1,...,5}. Uniformément pour x > 2, (N1, N3) € N(n), vg = 0

et I € T tel que N(i) € [w”og, g(vo+1)¢) [, on a l’estimation

3..3
alnm: 6 A\ ne(N1, No)g'z
E S (B,l,C (m,n,t)) NG

Yooz (i, RO (m, ¥, vp), 7)‘

m,n T eS8 (n,u0))
(7.10)
< n?c(Ny, N?)q3x3
N (i)
o, pour tout sous-ensemble R C N2,
(7.11)
SR T) = Y b(r1,t2, R) W <c<N1,N2>q3x3>
n e vgl) e v,(}l)vgz) e v%) (&log x)™+m2 N (vytg) N (iryt2)

DEMONSTRATION. Compte tenu des définitions (7.1), (7.4) et (7.3), il suffit de mon-
trer que, uniformément pour n > 1, ¥ € N” tel que v; # vj sii # j, 7 < &u; et tout
ensemble R(m) tel que

R(m) C {(r1,72) : Q(r1) = w(r1) = m1, QAre) = w(rs) = mg et P~ (rirg) > 2"},
on a

3.3 (i, R(m), 7)

3.3
(712) > |§(B,1,R(m),7) — ¢(Ny, No)g®z®n i °e(Ny, No)g’a

N{)vy vy

<

S(B,i,R(m), 7)== > b(t1,va, R(m))dn(s, V),

irjros€B

log N - log N(pn . v v
o = T 0= N [

0 sinon,

et

. b(tl,tg,R(m)) ’ C(Nl,Ng)q?’xS
2<17R(m)77)_Zvl---vn(ﬁlogx)”N(tltg)w( N(itro) )

T1,t2

Une fois cette estimation établie, la majoration (7.10) se déduira directement de l'inéga-
lité

ny\ 2
1 1 1 _
(T13) 2 > m i mm S (Zn'( 2 v) ) <&

n FeS@(nw) V1 T Uni U1 Ung n vgél

Observons tout d’abord que

S(B,i,R(m), ¥)
(1) =Y e R(m) S 1] log N (po).

1,02 U1 UTL(&. lOg 1:) (EvlséN(pl)<I(ul+1)€ =1

€N (pp )<z (vnt1E

c(N1,Ng) 353 c(Nq,N: )q3m3
I\%(irfrg) <N(p1p”)< ]\%(itftQ) (1+77)
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Estimant la somme intérieure a ’aide du lemme 7.2, il vient

n
> [ ] log N(pi)
xvlggN(p1)<x(v1+l)§ =1
xvnng(p;j<x(U'n+1)5

c(Nq,N: )q3z3 c(Np,N. )q3z3
Niwarg) — <N (P1Pn) S = Rimaeyy — (147)

—w (C(Nl, N2>q3$3(1 + 7’])) —w (C(Nl, NQ)QSI'?))
N N(itltz) N(itltg)

(7.15) +0 (C(NI’NW exp (—c\/log a:T)) .

N (itl tQ)

En utilisant les hypotheses faites sur R(m), les formules (7.14), (7.15) et (6.18)
permettent d’écrire

¢(Ny, N: 3.3 c(N1, N- 33
DD blrr,r2, R(m)) <w< S ]\?()i(]tth)(1+77)> _w<(1\1’(it12t)2q)>>

m e

_§(B,i, R(m), 7)’

(7.16)

c(N1, N2)g*a? ~
< m exXp (—C\/ logac )

Supposons que n # 1. En utilisant le théoréme des accroissements finis et le lemme
7.3, on remarque que

w (C(Nl,NQ)q?’iEg(l + 77)) —w (C(Nl,Ng)q?’ZE?))
(. T AT LN

N (irqte) N (itv2)
(N1, No)ng®z® ([ c(N1, No)g*a? —2
1 = 1 n :
(7 7) N(itltz) v N(itltg) + 0 (77(5 8 1:) )
Au vu de (7.16), (7.17) et (6.18), il s’ensuit que

(i, R(m), )
N(i)

n?c(Ny, No)g*a?

; |§(B,i,7€(m),7) — ne(Ny, No)g’a® N(i)vr-vp

Supposons a présent que n = 1. La dérivée a droite w’ étant la fonction caractéristique
de [x”lé, GRS [, on en déduit que 'estimation

w (c(N1,N2)q3:L‘3(1 n 17)> Cw <c(N1,N2)q3x3> _ c(Nl,NQ)q3:U3w, (c(Nl,NQ)q?’x?’)

N(itth) N(itltg) N(itth) N(itth)

3.3 3.3
est valide sauf éventuellement lorsque % < 2% < C(Nh]]\\[fg()iglrmz)(Hn)

avec v = v
ou v1 + 1, auquel cas on dispose de la borne triviale
¢(N1, No)g?a? ¢(N1, No)g3a3 ¢(Ny, No)g?a?
(N1, Na)g Atm) —w (N1, Na)g < VL Nojg"z”
N (itirg) N (irqte) N(ityra)
Par suite, il vient I'estimation

%: ‘S\(B’ i’ R(m)a Ul) - ’f]C(Nl, N2)q3$32(i,7§,\§(?’:’;),01)

ne(Ny, N2)@3x? () b(t1,to, R(m))  c(Ny, Na)g3z?
_c/log o7
N@{)vi&logx Z N(tira) N(i)v; exp(—evlogaT)

t1,t2
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. . O] .12 e
ou la sommation Z porte sur les idéaux t; et to satisfaisant

c(Ny, Ng)q?’x?’_”f c(NVy, ]\fg)qgsc?’_”5
N(i) N(i)

< N(rieg) < (1+mn)

avec v = v, ou v1 + 1. En utilisant le fait que 7k (i~ (27)) < ) si N(j) < ¢323 ainsi
que la majoration
1
Z m <n+ Y_1/3,
YENGY () Y

estimation valide pour Y > 1 et conséquence du théoréme 3.7, on en déduit finalement
(7.12). O

L’argument de la preuve précédente ne permet pas d’estimer l'analogue de (7.14)
avec A, a savoir

n
> [ ] log N(pi).
x”lng(pl)<x(U1+l)§ i=1
$Un5<N(pn)<x(Un+1)5
ip1-prriva€A
Le role manifeste du phénomene de parité dans une telle somme rend caduque la pos-
sibilité de I’étudier directement & partir des seules estimations de Type I obtenues au
paragraphe 3. En vue de lever cette obstruction et de contourner partiellement la dé-
pendance en n dans la somme précédente, introduisons, en nous inspirant des notations

(5.10), (5.11) et (5.12) de [ |, les quantités
Se(AicDmn i)=Y S (ALRD(m, T w))
T euS@ (n,v0))
ol

ge (A7 ia R(i)(maﬁav())) = Z b (t17t27R(i)(m777v0)))en (577)
ityrase A
avec

w'(N(s))

'U§1) o /USL11)/U§2) . /USL22) (§ log x)n1+n2

(7.18)  en(s, V) :=

S plitog (20
HK\)) log = -
s N()
N()<z7/?
Compte tenu de la définition de w et du lemme 7.3, on peut observer que ey, (s, 7)

et dy, (s, 7) sont
(7.19)

< 1K(8)logr si0< lzglé\g](;) - (v%l) +---+ vgl) + vf) +oF v%)) < i+ ne,

=0 sinon.

Une étape importante dans ’estimation de S (.A,i,C(i) (m,n, 1)) consiste a montrer
que Derreur introduite en remplagant dy, (s, W) par e, (s, ¥) est suffisamment petite,
ce qui fera I'objet du lemme 7.6 et permettra ainsi de résoudre le probleme de parité.
On peut justifier de maniére heuristique 'introduction de S, (A, i,c( (m,n, 1)) lorsque
ni + ng = 1. Dans ce cas, le poids d, (s, 7) est égal, & un facteur (vi&logx)~! pres, &
la quantité

w'(N(s))log(N(s)) sis est premier,

0 sinon.
Une fois remplacée la fonction log par la fonction de von Mangoldt A, le terme ey, (s, 7)
apparait en tronquant la convolution A(n) = — 37y, u(d) log d.
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Dans le lemme suivant, nous nous attachons a estimer asymptotiquement la quan-
tité Se (A, i,c( (m,n, 1)) Les estimations de Type I combinées a la formule de Perron

permettent en particulier de la relier a S (B,i,C(i)(m, n,i)) en suivant essentiellement
Pargument développé au paragraphe 8 de | ].

Lemme 7.5. Soiti € {1,...,5}. Uniformément pour x > 2, (N1, N2) € N(n) et vg > 1,
on a l'estimation

3 Se (A1,¢O(m,m, 1)
N(i)eT m,n
VOLN (i) <z(vo+DE

i : i = c
—aq(F)n2x2i;\?8 Z by (1,72( )(m, 7,1}0), 7) < 77151 22(log )
(SO (m,v0))

ot X(i, R, 7) est défini par (7.11).

DEMONSTRATION. Dans Desprit de la preuve du lemme 3.9 de | ] et compte

¢(Ny,N2)g3z? .
AN Relas &(1533 ) Si

n1 + ne = 2, on utilise successivement le lemme 2.4, le lemme 7.3, I'inégalité de Holder
et le lemme 2.2 de sorte que

tenu du lemme 2.4, commengons par remplacer w'(N(s182)) par w’ (

b(---)
2 Elogaynin

‘ 3.3 z7/?
w!(N(s152)) — w/ (%)‘ >, x(i)log (N(j))

1,t1,82,51,52 jls152
itjres152€A4 N()<z™/?
1
n4 5
< TK ()
logs 2= K0

j€eA

1 1/40
1
< L#A39/40 ( Z TK((nlwl + RQWQ))2OO)

2
5 logz: 1<n1,n2<2qx

< n%xQ(log x)°.

On considére a présent le cas ny + ny = 1. Le lemme 2.4 entraine la validité
3,3
de la formule w'(N(s182)) = w’ (%) excepté pour les idéaux qui satisfont

N(iviee) = ¢(Ny, No)@Pz37¢(1 + O(ni)) pour v = vy ou vy + 1. Par suite, on peut
reproduire I’argument développé au cours de la preuve du lemme 7.4 conduisant a 1’esti-

mation de Z(l) %. En utilisant le lemme 3.5, on peut majorer le terme d’erreur
ainsi engendré par

<€ Y () S ()
i,6 v
44/45

1/45
<¢! Z Z(l) # A ( Z K ((n1wr + n2w2))135)

NHETL N(i)<z2~7/2(logx)¢ 1<n1,n2<2qx
11
<n’s 2?(log x)°.

112
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Définissons

) ‘ b tl,f%R(i)(mv??UO) ¢(N1, No)@3?
Y1 (1, R(z)(m,?,’uo)) = Z 0 ((1) ©) ) w’( ( L 2) )

fmop) ool ol (Elog )t N(ityrs)
. xT/Q
X Z /’LK(])#Al'thij ]-Og —~ |-
N ep/2 N(j)
N()<z

Dans la mesure ot N(itjtoj) < 22 7/%(logz)®, le lemme 3.5 combiné & estimation

TIT

ag(tivg) =1+0 ( 1 ) entrainent, pour tout B > 0, I'inégalité suivante

Z Z 21 (i,’R(i)(m,?,’Uo))
N@{)ex m
2,.2 . /2
S o @ . T ). B aq(li) . (95)
(i, RY(m, v, v), —~ K (j)log -
T Nt
(7.20)
< z (log z)~"
MO

Montrons a présent, pour tout B > 0, I’estimation

2 (i, RO(m, ¥ v), W) | o) - |
e NG WO N s (7)ot
(7.21)

1
< (logz)~B
NORSNONCIE

ce qui conclura la preuve du lemme au vu de (7.13).
Dans cette direction, écrivons

ag(ij) a™/? . gq(ivm) z7/?
(7.22) Y k() log ( <) =) Y log
N(j)<x7'/2 N(]) N(]) m<z7/2 m "
ol g}(i’ m) =0 si ay(i) =0 et al(i, -) est la fonction multiplicative définie par
~ Log(i
(7.23) &0 = Y k() ol
N()=p" (i)

sinon. Compte tenu de la décomposition des idéaux premiers dans J(K), on observe
que, pour tout premier p et k > 4,

(7.24) £,(ipb) =0,
De plus, si aq(i) # 0, p est un premier g-régulier et k£ > 1, la formule (3.24) entraine que

~ —ir sik=1letp{N(i),
(7.25) &G,0") =4{ -1 sik=1etp|N(),

0 sinon

Soit i un idéal tel que (i) # 0. La formule de Perron (voir le théoreme I1.2.5 de
[ |) permet d’établir (7.21). En effet, au vu de (7.24) et (7.25), la série de Dirichlet

113



CHAPITRE 3. FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES IRREDUCTIBLES DE DEGRE 3

&) (s) définie par

est telle que Cg R )CK(S) définit un produit eulérien absolument convergent si o > % Par
g\h”
suite, on a

a,(ij) , x7/? 1 [resti® 5 ds
7.26 — lo : C(s+ D)z TP
( ) N(jKZme ag (1)N(]) MUK (J) g <N()) 227‘_ szoo qu(1,~)( ) 52

Compte tenu des propriétés analytiques de la série (k(s) mentionnées au chapitre 1,
I'application du théoreme des résidus conduit a la formule

o .
S e e <No>> = Res (g (5 + D27/%7%) o+ RG)

«Q
N(y<am/2 1

= Ak (Gg . Cx) (1) + R(D)

ou

1 ds

N = [ e sr/295
RG) = o /vcsq(i,-)(s D
1

. 1 . . c .
et V est le chemin de sommets gz — 199 Togz iT, ~ToeT + 4T,

log — + 0o ot T = exp(y/log x7/2). Un calcul direct de produit eulérien conduit & la
formule

—iT, — g +iT

’ logz

qu(g;lA)K (qua,-)CK) (1) = oq(F)ag(i).

Pour traiter R(i), on peut remarquer a l'aide de (3.25) et (7.25) que l'on a, deés que
Re(s) > 1/2, estimation

2)(65,0,606) <no ) TT (140 () I (Z e )

plgN (i) p g-singulier \k=0 p
LRe(s) TK (1) N (igs) /3 (log z)°.

1 suit alors de la majoration de (g (s) due & Wu | ] — rappelée dans le lemme 1.1
du chapitre 1 — que l'on a

Q@R < o) [ [(6g 06 6+ D] G s+ 1] 0725

< K (1)°N (igs)/? exp (—C\/log xT/Q) :

En sommant sur i, on obtient alors que, pour tout € > 0, on a

(i) K (i1)° 7K (i2)¢
OIS OB GVl BED DL S DR
Niea2 VO vigee V) dmier V(i2) /
i1 g-régulier

< exp (—C\/ log x7/2>

ce qui établit (7.21). O
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L’estimation du terme d’erreur qui apparait avec le remplacement de dy, (s, 7) par
en (8, 7) a constitué le tour de force majeur des travaux de Heath-Brown et Moroz (voir
a ce sujet les paragraphes 8 et 10 a4 12 de | ], les paragraphes 6 et 7 de [ ]
et les paragraphes 4 et 5 de | ]). De telles estimations de sommes, dites de Type
II, se révelent étre l'ingrédient nécessaire pour s’affranchir du phénomeéne de parité.

Lemme 7.6. Soient B > 0, C' une classe d’idéauz. Uniformément pour h : J(K) — C
et b: J(K)%2 — C deus fonctions bornées par 1, > 2, '™ <V < 22T et E<T,0na

Sy = Z h()b(t1,t2) (dn (5, T) — en (5, 7)) < 2*(logz) 8
seCnJ (K)
i,v1,2€J(K)
ityros€ A
V<N(s)<2V

ot la constante implicite dépend du zéro de Siegel.

DEMONSTRATION. D’apres la discussion algébrique du paragraphe 2 et le théoréme
des facteurs invariants, il existe des entiers z1, zo > 1 et une base entiere (wy, we,w3) de
CL(671) tels que 21|22 et (z1w1d, 20w2d) soit une base entiere de A(wi,ws). Au vu de la
formule (2.1), on peut supposer sans perte de généralité que z; = 1. En considérant le
changement de base ainsi induit, le probléeme général se réduit a considérer les valeurs

Nk /q ((a) +niq)wid + (a3 + n5q) z2w20))
N(d)
avec (a},ah,q) = 1 sous les conditions (n},n5) € K'.X ou K’ est un compact dont le
bord est paramétré par un lacet de classe C! par morceaux et (a) + njq, ah + nhq) = 1.

En scindant I'ensemble des n) en classes de congruences modulo z3, on se rameéne ainsi
a étudier

Nk /q ((a] +nfqzo)wid + (ag22 + npqzo)wad))
N(0) '

Par un argument de convolution, on peut finalement supposer que les entiers af 4+ nfqzo
et abzo + nbqgzo sont premiers entre eux. En résumé, on peut supposer sans perte de
généralité que F' est défini par (2.1) et qu’il existe une base entiere (wy,ws,ws) de
Cl(671) telle que w;6 = w; pour i = 1,2.

Gréace a ces réductions et en utilisant la définition de (w;, w2, ws), observons que
I'existence d’un premier p tel que pOk|(niw; +nows)d~! entrainerait que p|(n1,ng). Par
suite, on a A C P ou P désigne I'’ensemble des idéaux primitifs, a savoir

P:={j € J(K): pOk tj pour tout premier p}.

En vue de s’affranchir de la condition de coprimalité dans la définition de A, écrivons,
a l'aide du principe d’inclusion-exclusion, la relation

Sy= > hbrira) > ful(s, V)

i,v1,02€J (K) sePNC
itira€P V<N (s)<2V
irrasc A
=Y w(m)Sy(m)
m>=1
ol
(7.27) fu(5,7) =dn (5,7) —en (5, 7),
Sy(m):== > kb)Y fals, V)
i,v1,02€J (K) sePNC
itiro€P V<N (s)<2V
ityras€A(m)
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et
A(m) ={ (a1 +m1g)wr+(az+n2q)we)d ™" : (01, n2) € C(Ny, No);ml(as + 1, a3 +n2q) }

Soit M > 1 un parametre qui sera explicité plus tard. Au vu de (7.19), du lemme
2.2 et de la borne sur b et h, on peut estimer la contribution des entiers m > M en
s’inspirant de la majoration (11.2) de | | par

S0 hb(rre) > fn (5,7)| <logz > >

m>M |ivjro€P sePnC m>M je A(m)
V<N(s)<2V
itjros€ A(m)
22
7.28 < —(logx)°.
(7.28) * (loga)
Pour traiter les entiers m < M, on suit essentiellement la démarche développée dans
la preuve du lemme 3.10 de | |, de la proposition 6.1 de | | ainsi que de la
proposition 4.2 de | |. En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on observe

tout d’abord que

ou

SYm) =3 Y fals, V)

jeP sePNC
V<N(s)<2V
jse A(m)

En développant le carré et en isolant les termes diagonaux, on obtient la décomposition

S‘(,O) (m) = S‘(})(m) + 5(2) (m) avec

SHm) =% 3 fuls, W),

ieP  sePNC
V<N (s)<2V
jse A(m)
S m)i=" 3 fu(51,) fu (52, ) S (s1,52)
51,506 PNC
et
(7.29)

#{j:i51,j82 € A(m)} siV < N(s1), N(s2) <2V et 51 # 59,
Ovm(s1,82) = 0 sinon.

La somme S‘(/l )(m) peut étre majorée en utilisant (7.19) et le lemme 2.2. Il vient ainsi la
majoration

~—
o

22(log x)°.

(7.30) S‘(,l)(m) < (log )% (m)° Z T (niw1 + nows)? < T(Wg

X
n17n2<<%
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La difficulté essentielle qui apparalt dans ’estimation de S‘(/2 ) (m) réside dans le carac-
teére éparse de A(m). Une idée originale développée par Heath-Brown et Moroz consiste
a réécrire dy, (1, 62) en exploitant le fait que A(m) est inclus dans un sous-module de
Cl(671) de rang 2.

Pour chaque idéal s, considérons le représentant de s introduit dans | ], &
savoir 1'unique entier §(s) de Z(K) associé a s par l'isomorphisme Z(K)/Oy ~ G(K)
défini dans le paragraphe 2 et satisfaisant en outre, si r(K) =1,

1 17
(7.31) 18(s)] = N(s)e? 0ﬁz€}—2,2
et, si r(K) = 3,

(7.32)  [o5(B(s))| = N(s)3 |oj(e1)[*[o(22) |2 ot 21, 2 € |

1
| etje 1,2
2,2} et j € {1,2,3},

€1 et €9 désignant des unités fondamentales multiplicativement indépendantes.

L’application trace Trg q facilite la détection de la condition js € A(m). En effet,
compte tenu de la définition (2.3) de la base duale (w}, w3, ws) de (w1, ws, ws), 'idéal js
est de la forme (njw; + naws) si et seulement s'il existe o € Z(K) tel que (o) =j et
(7.33) Tr(af(s)ws) = 0.

Fixons une base (v, vs,v3) de (C CI(§))~!. Si a = ayv1 + agvs + asvz pour des entiers
a1, ag et ag, alors ’équation (7.33) est équivalente a la relation linéaire

3
(7.34) >y Tr(v;B(s)ws) = 0.

Jj=1

Etant donnés deux idéaux s; et so, posons f3; = ((s;) pour i = 1,2 et introduisons
les systemes de coordonnées

Bi == (Tr(v1 fiws), Tr(vafws), Tr(vsBiws)) et @ := (a1, a2, as).
Supposons que js; = ((a1 + n@q) w1 + (ag + ng)q) w2> 9~ ! pour i = 1,2. En écrivant
les équations (7.34) associées a $1 et $2, on obtient un systéme linéaire de rang 2 (puisque

$1 # 52) dont la résolution permet d’exprimer @ en fonction de Bl et Bg, compte tenu de
la primitivité de a. On a ainsi

~ 31 A 32
D (51 A 52)

ou D(by,be,b3) = p.g.c.d(by,be,bs). La condition m)| (al —|—n§i)q,a2 —|—ng)q) peut étre
récupérée en remarquant que (7.35) implique que

a; + ngz)q = ‘D (Bl A BQ)_l hij (31,32)

ou h;; désigne la forme cubique a coefficients rationnels définie par la formule (6.4) de
[ ], & savoir

(7.36) hij (Bh B2> = Tr (ﬁz’ 23: (31 A §2>k Ukw;> -

k=1

Au vu de ces préliminaires, on dispose des analogues des formules (11.5), (11,6) et
(11.7) de | |, & savoir

(7.37) B, 1B = V5,  |a|=qaV 5 et D (31 A Bz) < Vz L
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On étend finalement les définitions (7.27) et (7.29) de fp (-, V) et dv.m (-, ) aux entiers
algébriques de Z(K) en posant

fo (8,9) = { gn (s,¥) sis est primitif et B(s) = 3,

sinon,

5m5’5 i i = 5 ':1727
Ov,m(B1, B2) :z{ OV» (s1,52) :;nin B(s;) pour i

et on définit la norme N sur R? comme le polyndme dont les valeurs en b € Q3 satisfont
N (b) = N (B (b)) ou 5 (b) désigne I'entier algébrique de C satisfaisant ﬁ/(z) =b.

Soit Y un parameétre qui sera explicité plus tard tel que q% <Y < z3. La contri-
bution des vecteurs satisfaisant D (,@1 A Bg) < V=Y~ peut étre traitée par un argu-
ment de découpage d’une région de R? en cubes suffisamment petits et en classes de
congruences (voir le lemme 11.1 de | ]). En reproduisant la preuve du lemme 11.2
de | ], Vinégalité fz, fz, < fgl + ng implique 'estimation suivante, analogue de la
majoration de Sz de ] |, pp. 70-71],

S& (m) = 3 Fu (81, ) fn B2y @) Svm (B, o)
(B1),(B2)ePNC
D(BinBz)<Va~ty 1

< (logz)? > K ((81))%0v.m (81, B2) < VY~ (logz)°.
. Bupe
D(BiABz)<Va~ly !
L’estimation de la contribution des termes 31 et B2 tels que D (31 A Bg) > Ve ly -t
consiste principalement a reprendre les arguments de la preuve du lemme 4.3 et du

paragraphe 5 de [ ] en tenant compte de la dépendance en m et ¢, pour obtenir
un résultat uniforme en ¢ < (logx)4. On est donc conduit & considérer la quantité
4
5\(/)(7”) = > fo (B1, V) fn (B2, V) Svm (B1, Ba).

(B1),(B2)ePNC
D(B1AB2)>Va~ly 1
En découpant la région de sommation de D (BI A B;) en intervalles |A, 2A] ou A par-
court un ensemble de puissances de 2, puis en sous-intervalles |(Z — 1)Y2A, ZY_QA],
on observe existence de Va1V 1 < A < Vz=let Y2 < Z < 2Y? tels que I'on ait
S‘(j})(m) < S‘(/5) (m, Z,N)Y?logx

ou

SO (m, 2, A) == 3 S (81,8 fu (B D) vm(Br o)
De]Z5LA, G A] [(B1),(B2)€PNC
D(B1nB2)=D

Au vu de ce qui précede, on peut écrire oy, (51, 52) = Irp ., (31,32> €g,m (Bl,BQ,D)
ou Rp,y est 'ensemble des (Bl,Bz) satisfaisant les contraintes (7.31) (resp. (7.32)) si
r(K) =1 (resp. r(K) = 3) ainsi que les conditions

hi; (Bla 32)

V<N<§1),N(BQ><2VetO< 5

- (a] + qan]) < qnx pour 173 = 1>2’
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7. Estimations de sommes de Type IT

tandis que €4, est l'indicatrice définie par

€q,m (Bl,BQ,D) = { 1 si mDlhy; (317§2> et D71

0 sinon.

hij (Bl,@)‘ =a; (mod gq),

Au regard de (7.37), on recouvre Rp,v en domaines du type € := €; x & ou &; et
¢y sont des cubes de la forme

3
(7.38) 11 } V1/3WY721, V1/3;JQ] avec ny,nz,ng < Y7,
j=1

Considérons les € intersectant la frontiere de la région Rp y (dits de classe II dans
les travaux de Heath-Brown et Moroz) ou dans lesquels h;; change de signe.

Lorsque r(K) = 1, on réitére I'argument de comptage de points sur une hypersurface
développé dans le paragraphe 12 de | | et le paragraphe 6 de [ ]. Pour
éclaircir 'exposé, attardons-nous sur les cubes €1(ny,na,n3) X €a(ng, ns,ng) sus-cités
qui possédent un point ne vérifiant pas I'inégalité

hi; (31, BQ)
D

X

— (aj + qznNj).

pour un D € [(Z —1)Y2A,ZY2A]. Puisque D = ZY 2A + O (Y 2A) et hyj est
cubique, il s’ensuit que, dans les cubes considérés, on a

hij(na,...,ne) = AZY4V71(aj + qznN;) + O (qY4)

et Vhij(ni,...,ng) > Y4. En appliquant alors le lemme 4.9 de [ | avec les choix
Sy = qet R = Ry = Y? et en utilisant ’hypothése ¢ < Y2, on en déduit qu’il y a
O (Y'9®) hypercubes de coté g contenant de tels 6-uplets d’entiers (ny,...,ng). Par
suite, il y a O (qYlO) cubes €1 x €5 intersectant la frontiere de Rp y ou sur lesquels h;;
change de signe.

Le cas r(K) = 3 est traité de la méme maniére, a l’exception de 'inégalité (7.32).
Comme il est indiqué p. 282 de | ], le probléme peut alors se ramener a compter
les cubes € contenant des couples (Bl, BQ) satisfaisant une équation du type

Alog|o1(Bi)] + Blog|oa(Bi)| + Cloglos(Bi) =0 i=1ou?2

pour des réels A, B et C.

En utilisant (7.19) et le lemme 11.1 de | | pour majorer la contribution des
cubes précédemment étudiés, on en déduit qu’il existe deux cubes €; et € de la forme
(7.38) tels que €1 x € soit inclus dans Rpy pour tout D € |(Z — 1)Y 2A, ZY 2A],
hi; soit de signe constant (disons positif) sur €; x €, et

S (m, Z,A) < VaY 3(logz)® + Y259 (m, Z, A, &) x €,)

ou
De| 23 A, 4 A] | (B1),(B2)€PNC
] v v ] (517,32)6021 X Co
D(B\l/\EQ):D
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CHAPITRE 3. FONCTIONS ARITHMETIQUES ET FORMES BINAIRES IRREDUCTIBLES DE DEGRE 3

Par convolution, on peut réécrire S‘(/6 ) (m, Z, A, &€ x &) sous la forme

SO (m, 2, A, € x &)

- Z Z,u(d) Z fn (ﬁh?) fn (52;7) €q,m <B1,,§2,D) .
o,

De} %A] d>1 (B1),(B2)ePNC
(/31752)€¢1 x €
dD|§1/\,73’\2
Dans le paragraphe 12 de | | et p. 282 de [ ], Heath-Brown et Moroz dé-

veloppent un argument de réseau qui permet d’estimer la contribution des entiers satis-
1
faisant dD > dg ou dy = Y'°Va~! 4+ V5. Ils obtiennent en particulier I’estimation

Z Z Z | fn (B1, 7) fn (B2, 7)’ < VzY (log x)°.
Del 5t A, G A dD2do (), (B2)€P
(ﬁ1ﬁ2)€€1 xCa
dD|B1AB2

On en déduit donc que
SO (m, 2, A, € x &) < VaY B(logz)® + ST (m, Z, A, € x &)

oll S‘(/?) (m,z, A, €1 x &) est la somme définie par

Z M(d) Z fn (ﬁlaﬁ) fn (/82,7) €q.m (315527D) .

Del Z5EA, £ A |dD<do (61),(B2)ePNC

] e ] (E1»§2)€€1 x &g
dD‘El/\B\Q

Soit d* le dénominateur commun des h;;. On peut écrire h;; = (d*)*lHij ou Hj; est
une forme cubique a coefficients entiers qui satisfait H;; (B , )\B ) = 0 pour tout A au vu de
la, définition (7.36). En introduisant des caractéres additifs, on peut reformuler, en vue
de T'utilisation d’une inégalité de grand crible, les congruences définissant €g (-, -) ainsi
que la condition dD|B; A 2. On obtient ainsi I'analogue de la formule (5.2) de | ]
suivante

S‘(Z)(m, Z,A, & x &) = Z Z w(d)S® (m,d, D, ¢; x €)|,
De| 251 A, Z A |dD<do
ol
1 * b1.m, + bam
® (m,d, D - <_1m22>
ST A DG X ) = e gmaDy 2 “\" " d*qmaD

bi,b2,m1,m2€(Z/(d* gmdD)Z)?
x S (d*qmdD,by,€1) S (d*gmdD, by, €2)

ou Z* indique que la sommation porte sur les vecteurs n,, n, primitifs satisfaisant
dD|ny Amy,  Hij(n1,m,) = Dd*a;  (mod ¢Dd") et H;j(n,m) =0 (mod mDd"),
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7. Estimations de sommes de Type IT

et

b.3
SUbe) = 3 e<lﬁ>fn(5,7)~
Beenz?
(BePNC

La condition dD|n; A 1y est équivalente & l'existence d'un entier 1 < A < dD tel que
1My, = An; mod dD et (A, dD) =1 en raison de la primitivité de m; et 5. En écrivant
Ny = A1y +dDns et n; = Ny + d*gmmn;, on remarque que 73 et 7, sont solutions des
congruences

{ Hij (ny, Any + dDn3) = Dd*a;  (mod ¢Dd*),
Hij (ng, Any +dDn3) =0 (mod mDd*).
En effet, d’apres la formule de Taylor, il existe un polynéme .F~Iij tel que
Hij(ny, Any + dDng) = Hij(ny, Any) + dDH;j(ny, m3, A, dD).

Dans la mesure ot H;j(n;, An;) = 0, on observe que

{ Hz] (771’772) = Dd*a’l (mOd qu*)?

Hij (m1,m2) =0 (mod mDd*)

si et seulement si

dfj{ij(m, N3, A, dD) = d*a; (mod ¢d*),

dH;;(n1,m3, A, dD) =0 (mod md*).

Ce dernier systeme ne dépendant que des classes de 1, et 173 modulo mgqd*, on en déduit
qu’il est équivalent a

dli[ij(n4, N3, A, dD) = d*a; (mod ¢d*),
dH;j(n4, M3, A\, dD) =0 (mod md*).
En effectuant le raisonnement en sens inverse, il s’ensuit finalement que les congruences
initiales sont équivalentes au systéme
Hij (ny, Any + dDn3) = Dd*a;  (mod ¢Dd*),
Hij (ny,\ny+dDn3) =0 (mod mDd*).

Dans la mesure ou la somme définissant S(I, b, €) porte sur les vecteurs B primitifs, la
propriété d’orthogonalité des caracteres additifs entraine que, si ) n’est pas primitif,
alors

b.

3 e (—d*”dD> S (d*qmdD, b, &) = 0.
be(Z/(d*qmdD)Z)? am

Au vu de ce qui précede, on peut donc écrire

1

S®(m,d,D,¢; x ¢y) = ———— > T (X, by, by)
) ) ) * 6 ) M
(d*gmdD) \e(Z,/(dD)Z)*
b1,b2€(Z/(d*qmdD)Z)3
x S (d*qmdD, bl, (’:1) S (d*qmdD, bg, Q:Q)
avec
(bl + )\bz) .7’]5> ( (b1 + )\bQ) My + dDbQ.ng)
T (\, by, by) := LT AR ) o (-
(Abrba)i= D, e ( dD ¢ d*qmdD

M3.M4:M5
ouns,ny € Z/(d*qm)Z et ns € Z/(dD)Z satisfont

Hij (ny, A\ny+dDn3)=Dd*a; (mod ¢Dd") et Hyj (ny, A\ny+dDn3) =0 (mod mDd").
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La propriété d’orthogonalité des caracteres additifs et la majoration triviale entrainent
que

T (0 byby)| < | (@D (@am)®  sibi+2by =0 (mod dD),
R O sinon.

De plus, si T' (A, by, ba) # 0, alors by est déterminé de maniére unique modulo dD par la
donnée de X et de b;. L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine alors I'estimation
3

qam *
" 7%b  (mod d*qmdD)

’5(8)(m,d,D,€1 X 62)\ <

Afin d’appliquer une inégalité de grand crible, on réduit les phases b(d*gmdD)~! & des
phases irréductibles bl !, c’est-a-dire telles que (I, by, ba, b3) = 1. On remarque pour cela
qu’une phase irréductible bl ! apparait avec un poids qui peut étre majoré uniformément
en g et m par

E 2 : (gm)? 5 7(v) (1) . logV
Zly-1 (dD)? < (qm) Z_: 2 < (gm)° —=aY —5—
D>2Vz—1lY d vsVe—ly—1

l|d* gqmdD o

Puisque S‘(/7 ) correspond a la contribution des termes satisfaisant dD < dg, on en déduit

que

SrY (1 ¢ l
(7.39)  S0(m. 2 A€ x &) « Y LED) sy T SO 60 )2
1% i=1,2
l<mgd*dp b (modl)

l
ou la sommation Z( ) porte sur les vecteurs b tels que (I, b1, by, b3) = 1.

On peut alors reproduire étape par étape les arguments du paragraphe 13 de | ]
pour majorer la somme du membre de droite de (7.39). Il s’ensuit 'estimation

S\(j) (m, Z,A, & x &) K m8zV (YQ;1/4 + Y46x_T/2) (log x)°

ot Q1 := (logz)“®) avec ¢(B) > 0 une constante qui peut-étre choisie arbitrairement
grande. Par suite, en collectant les différents termes d’erreur, il vient, pour m < M, la
borne supérieure

Sy (m) < z* <Y71/2 +m? (Y15/2Q;1/8 + Y30x77/4>) (log x)¢
et donc, d’apres (7.28),
SV < :1:2 (M—l + MY_% + M5 (Y15/2Q1—1/8 + Y3OZE_T/4)> (IngZ‘)C

Quitte a supposer la constante ¢; introduite dans la définition de @)1 suffisamment grande

en fonction de A et de B, les choix Y = M* et M = Qi/ 288 assurent que q% <Yet
impliquent finalement que

Sy < z*(logz)~P.

L’uniformité du résultat en (log z) %2 < & < 7 ainsi que la non-effectivité de la constante
implicite sont des conséquences directes de la preuve du lemme 3.8 de | ]. U

En conclusion de cette partie, on peut énoncer une borne supérieure du terme d’erreur
S(|h|) défini par (5.28).
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Proposition 7.7. Soit B > 0. Il existe une constante ¢(B) > 0 telle que, uniformément
enx > 2, (N1,Ny) e N(0), yo > 2", y1 =1 ouys > z7, w un complexe de module 1,
h € M(w;y1,y2), logz) ™ <E< 72 et = (logz)™ ot co = c(B), on ait

S(|n|) < n*xz?(logx)~ —I—ZZR( (m,n)

i=1mn
ot les RY (m,m) sont définis par (7.5).

DEMONSTRATION. Soit ¢; > 0. Puisqu’il y a au plus O (£71) choix possibles pour
chaque v;, les lemmes 7.4, 7.5 et 7.6 entrainent I'existence d’une constante ¢ > 0 indé-
pendante de ¢; et 7 telle que, pour i € {1,...,5},

Z Z nog(F)

S A,C(i)(m,n,i -
mn N(i)eZ ( ) (N1, N2)g*x

o ()S(B,C (m,m, i))‘

<L x> (77% + g—cr—l (log x)_cl> (log I)C.

En remarquant que la condition (logz)™" < & < 72 entraine que £ < (logz)¢, on
en déduit 'existence de co > 0 tel que

> > |8

m,n N(i)eZ

nog(F)

m, n,i) = ¢(Ny, No)@x

Uq(i)g(B, c® (m,n, 1))‘

<o a? (% + (log ) ) (log )
En choisissant ¢(B) = 5(ca + B) et ¢; = 11(c2 + B) et en utilisant la formule

5

F) ~ <
(|h|) S(A,CD(m,n,i _19(F) 088,00 (i ‘
st <3 3 3 o ) e 05(8.00m, )
5
+3° 3 RY(m,n),
i=1lmmn
on en déduit le résultat. O

8. Démonstration du théoreme 1.5 et applications

8.1. Démonstration des théorémes 1.5 et 1.4. Compte tenu des résultats des
paragraphes précédents, il est possible d’estimer les différentes quantités intervenant dans
le théoréme 5.2. On obtient alors le résultat suivant qui consiste en une reformulation
du théoreéme 1.5 en tenant compte de la notation n = (logz)~.

log z

Proposition 8.1. Soit € > 0. Uniformément en x > 2, yo > exp (W

compleze de module 1, h € M(w;1,y2) et (N1, N2) € N(n), on a
noq(F) n’z?

—— =M, (B _—

¢(Ny, No)@x »(B) < (loglog z)1—=

),wun

(8.1) M (A) —

D’autre part, si h € M(w;y1,y2) ot y1 > exp (( log

log log z)1—¢
UUq(F)
¢(Ny, No) @z

), alors on a

(3.2) My (A) - log ¢

n’x
M, (B .
7in(B) < log y1 log y1 (loglog z)1—=

1/2_6, alors on peut remplacer dans

Si, de plus, exp (@%) Syn<Yye2se
(8.1) et (8.2) le terme 1/(loglog x)'~¢ par exp (—(loglog:c)l/2_5>.
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DEMONSTRATION. Soient 7 := (loglogz)?/?~! et 71 := (loglogx)°~'. Les lemmes
6.1, 6.3 et 6.7 fournissent une borne supérieure des quantités Ag(|h|, 27/3), O(|h|, 27, ™)
et T'(|h|) qui est négligeable, compte tenu des choix de 7 et 71. En utilisant la proposition
7.7 avec le choix € = 77, le lemme 7.1, ainsi que la majoration (6.16), on obtient d’autre
part, pour tout B > 0, ’estimation

S(|h|) < ™*x?.

En utilisant le lemme 6.6 pour estimer Aq(]h|) et Ag(|h]), on en déduit finalement (8.1).

L’estimation (8.2) s’obtient en utilisant (6.15) en lieu et place de (6.14) et en notant
que O(|h|,z™,2™) = 0.

Supposons & présent que yo < /27 et posons 7 := (loglogz)¥/> Y2 et 7 := £/2.
Sous ces conditions, on observe que seuls interviennent les éléments de (’)E’). On a alors
_ noq(F)

¢(N1, No)gx

On en déduit le résultat en utilisant 1a encore les lemmes 6.1, 6.3 et 6.7, la proposition
7.7 avec le choix £ := (logx)~" ainsi que le lemme 7.1. O

Mp(A) M, »S(B) < S(|h|) + ©(|h], 27, 2™) + Ag (W, 9;27/3) .

PREUVE DU THEOREME 1.4. Soit h € M(w). La proposition 4.1 permet d’évaluer

My, n(B). Dans la mesure olt w(q) < blgoigol%, il vient
_ 3 3 w1 ((0q(F,h) 1
Mog(B) = (N1, Najna's® (3tog) ™" (P55 + 0 (s

Le théoreme 1.4 apparait alors comme une conséquence directe de la proposition 8.1

et de (2.14), dans la mesure ou I’hypotheése |w — 1| > W implique ’estimation
- 1
(log $)w 1 < W. O

8.2. Valeurs friables de formes binaires cubiques : preuves du théoréme
1.2 et du corollaire 1.3. Considérons le cas h = 1g(,) € M(1;1,y). D’apres la propo-
sition 8.1, le probleme se réduit essentiellement a évaluer M, 1 S) (B). Dans la proposi-
tion suivante, nous obtenons une telle estimation comme conséquence du théoréme 2.2
du chapitre 1.

Proposition 8.2. [l existe C et ¢ > 0 tels que, pour tout € > 0 et uniformément pour
(N1,N2) € N(n), z > 3 et exp ((loglog z)**¢) < y < ¢33, on ait

1
M, B = —— pe(Ny. No Vo330 (3
s (B) Cq(2)aq(F)nc( 1, N2)q’x"p (3u)
1 1
+0 ( (cw(q> log(q + 1)° + log log x) ne(N1, Na) g p(3u) Ogl(o"gyr) n 772903)
ot u = {gg;’

DEMONSTRATION. Rappelons qu’il a été observé, dans la preuve de la proposi-

tion 4.1, que la fonction qu restreinte aux entiers g-réguliers est un élément de l’en-

semble &k (1, 1;1/2 + ¢, 6(5)2‘”@)) — en reprenant les notations du chapitre 1 — pour une
constante c(¢) > 0 assez grande. Le théoréme 2.2 du chapitre 1 implique que, uniformé-
ment en x > 3 et exp ((log log :c)5/3+5)> <y<z,ona

(83) > o) = ALy +0 ()
n<x ! Lf(y)
Pt(n)<y
n g-régulier
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ol
+oo Méq-r)(yv) .
B . z [, p(uv)d(%) six ¢ N,
Le(y) i= exp ((log)™* ), AT @) =7 ’ -
Jim A, ( y) siz €N,
et
MEI) = Y o).
n<y?

n g-régulier

Rappelons que le théoréeme 1.3 du chapitre 1 assure 'existence de ¢ > 0 tel que, unifor-
mément pour ¢ > 1 et £ > 1, on ait 'estimation

(8.4) M (1) = Ao(1)t (1 +0 (2“’(‘1)t_c>> ,

ol A\p(1) est défini par (4.28). En utilisant une intégration par parties, il vient alors la
formule

(8.5)

Alan)
A(qr)(azy)—x)\o —l—:c/ P (u—v) Mo, (y )v Mo(1)y” dv —i—O( ()xlfc).
Y

Compte tenu de 'estimation uniforme en 0 < v < u suivante

p9 (u —v) < log(u + 1) p(u) exp (O(vlog(u + 1)))

établie en suivant [[ ], p-507] pour tout j > 0, on obtient l'estimation
(g-1) (v v
u My — Ao(1 1 1
(8.6) / of (= v) Mo WD = 2 5, gt L) loslu 1)
0 y° logy
qui permet de déduire une formule asymptotique pour Ag%_r) (u,y) valide dans le domaine
1 < u < y'7¢. Le corollaire I11.5.14 de | ] impliquant pour tout j > 0 la majoration
(8.7) P9+ ) — pP () < wp(u) (log(u + 1))

valide pour u, v > 0, il s’ensuit que I’on a, dans le domaine exp ((log log x)5/3+5) <y<a,

[ (0 (o 2020 ) M (") = do(D)y”
0

logy yv
<«2%@ " (oo(y & /“ plu—v)
o (log(u+ 1)° S
log(u + 1)
w(q) e\ )
(8.8) <2 n,o(u)( og g ) :

Il s’ensuit finalement que la formule

(59) > o) = (U (w) <1 e (MW»

rx<n<(14+n)x logy
Pt (n)<y
n g-régulier

est valide dans le domaine exp ((log log x)5/3+€) < y < z, puis, au vu de (8.4), dans le

domaine r < y < x2.
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Afin d’évaluer la quantité My 14, (B), on écrit la convolution suivante, qui est I’ana-
logue de (4.33),

(8.10) Z aqz(n) = Z qu(d) Z qu(n).

z<n<(14n)z d<z(14n) z/d<n<(14+n)z/d
P+ (n)<y d g-singulier Pt(n)<y
n g-régulier

On traite la contributions des entiers nq ot d < (logz)? est g-singulier en utilisant (8.9).

Compte tenu de 'estimation
(8.11) plu—v) = p(u) (14O (vlog(u+2)).

valide pour u > 0et 0 < v < y et conséquence de la formule (IT1.5.114) de | ],

1
log(u+2
on observe a l'aide de (4.29) que l'on a, dans le domaine exp ((loglog z)*™) < y < ¢323,
la formule

zZ zZ of(d)
S e Y dm= Y e
d<(logz)B z/d<n<(14n)z/d d<(log z)B
d g-singulier Pt(n)y d g-singulier
n g-régulier
1 1
10 <nxp(u)0”(4) log(q + 1)00g(u+)> ‘
logy

On complete la somme sur d ci-dessus en estimant ’erreur ainsi produite a l'aide de la
méthode de Rankin et de (4.30). Quitte & choisir B suffisamment grand, il vient ainsi

Z
d

5 og (d) T o%(n) = 77;'3/)(“)F

d<(log x)° z/d<n<(14n)z/d Cq( )Uq( )
d g-singulier P+ (n)<y
n g-régulier

1 1
+0 (nxp(u)C’“’(q) log(q + 1)cog(u+)> '
logy

Au vu de la majoration triviale

q
x/d<n<(1+n)x/d
Pt(n)gy
n g-régulier

o (n) < MED((1 +n)z/d),

on peut estimer la contribution des entiers g-singuliers d > (logz)” en utilisant (8.4),
(4.29) et la méthode de Rankin pour obtenir finalement I’estimation

Pz log(u + 1
x<n§+n)z 7 () = nglz)[;(([()p) +0 (7737 (p(u)cw(@ log(q + 1)05%"1(0;;) N n)) |

Pt (n)<y

quitte a choisir B suffisamment grand. En observant que la formule (8.11) entraine
I’estimation

log(c(N1, No)g? log log x log(u + 2
p<u+ g(c(M: 2)q>>:p(u)<1+o< glog 7 log( ))>
logy logy
uniformément pour (N1, Na) € N(n), on en déduit le résultat. O

La proposition précédente entraine que, uniformément en (N7, No) € N (n) et dans
le domaine (1.8) défini par

S 3 < log x > <
T =z 9, €x T XY
P (loglog z)1—= Y
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8. Démonstration du théoréme 1.5 et applications

on a
nog(F) _ n’a? 2.2 _ 1—e
—C(Nl,Ng)q?’ngqls(y) (B) = 7Cq(2)p(3u) (1 +0 (n x exp( (loglog ) ))) .
En sommant sur les différents (N1, No) € N(n), on en déduit le théoreme 1.2.
Pour démontrer le corollaire 1.3, on peut se restreindre au domaine (1.8), le résultat
étant une conséquence du corollaire 1 de | ] lorsque u > (loglogz)!=¢ (voir la
remarque qui suit le corollaire 1.3). Considérons la convolution

m<(log z)B
+0 (#{1 <ni,ne<x:F(ny,ng) €Y ((logx)B)}> .

Quitte a choisir B suffisamment grand, le terme de reste est O (:172 (log 33)_1) d’apres le
lemme 6.1. Le corollaire s’obtient comme conséquence du théoreme 1.2, puisque l'on a,
d’apres (8.11), la suite d’estimations

3 p<31’t_211(())gg7;>_p(3u) 3 12<1+O<logmlog(u+1))))

m logy

m<(logz)B m<(logz)B

= 7Z:p(i%u) (1 +0 (k)g(u—i—l))) .

logy
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CHAPITRE 4

Formes affines

Sommaire
1. La méthode du cercle de Hardy-Littlewood 129
2. La méthode nilpotente de Hardy-Littlewood (ou méthode de
Green-Tao) 131
2.1.  Description de la méthode de Green et Tao 134
2.2.  Application aux entiers friables 141

Soient d,t > 1 des entiers, I}, ..., F; € Z[X1,..., X4] des formes affines, primitives *

et deux & deux distinctes et K C [0,1]% un compact dont le bord est paramétré par un
lacet de classe C! par morceaux et satisfaisant F;(K) C [0,1] pour tout i € {1,...,t}.
On étudie dans ce chapitre le cardinal

Uy (Ka,y) = #{n € KanZ: PT(F(n) - Fi(n) <y}.

De par la dualité entre entiers friables et entiers criblés mentionnée dans I'introduction
de cette these, il est intéressant a plus d’un titre de considérer la quantité analogue

Tp.F,(Kx) = # {n e K.xNZ: Fi(n),..., F(n) sont premiers} .

L’approche que nous détaillons ici pour estimer ¥, ..p, (K.x,y) consiste a étudier dans
quelle mesure certaines méthodes récentes développées pour évaluer 7, ..., (K.x) peuvent
s’adapter pour détecter la friabilité des valeurs des Fj.
Rappelons les minorations de la quantité
of := inf {a Vg ([1,x]d,xa> >aF 2% uniformément pour z > zo(a, F)}

citées dans l'introduction de cette these, dans le cas des polyndémes de degré 1, a savoir :

—si F(X) = X(¢X +a), alors ar = 0 (Balog et Ruzsa | DE

-si F(X)=(X+1)--- (X +1), alors ap <exp(—1/(t — 1)) (Hildebrand [ D;
—sid=2ett<3, alors ap =0 (Balog et al | DE

—sid=2ett >4, alors ap <1—2/t (Balog et al | D).

Au cours de leurs travaux sur la conjecture généralisée de Hardy-Littlewood, a savoir
la formule

(0.1) T, (K.x)  ~ IIO_J>%(<_ﬁ>me);ﬁ

Br+o0 L p p (log )"
pour des formes affines F7, ..., F} sans diviseur fixe, ou v, désigne le nombre de solutions
modulo p de Fy---Fi(n) = 0 (mod p), Green et Tao introduisent dans | | la

notion de complexité de Cauchy-Schwarz.

Définition. Soit F = (F\,..., F}) : Z¢ — Z! un systéme de formes affines deur d deux
distinctes. On dit que F est de complexité de Cauchy-Schwarz au plus s en i s’il
existe une partition de ’ensemble {fﬁj,j %+ z} en s+ 1 classes telles que 1?1 ne soit pas

1. Rappelons qu’un élément de Z[X1,..., X4] est dit primitif si ses coefficients sont premiers entre
eux.
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CHAPITRE 4. FORMES AFFINES

dans le Q-sous-espace vectoriel engendré par une de ces classes, fﬁj désignant la partie
linéaire de la forme affine F;. On définit la complexité de Cauchy-Schwarz de F,
notée Cc.s(F) par

Cos(F):=inf{s: F est de complexité de Cauchy-Schwarz au plus s en i
pour tout 1 < i < t}

avec la convention inf ) = +oo.

Remarques. — Le systeme (X1, X1+ Xs, ..., X1+ (k—1)X3) associé au progressions
arithmétiques de longueur & est de complexité de Cauchy-Schwarz k—2 pour k > 2.
— Le systeme (X1 + > ;s Xi)lc{z,...,d} qui représente le cube de dimension (d — 1)
est de complexité de Cauchy-Schwarz d — 2.
— Un raisonnement d’algebre linéaire, détaillé dans le lemme 1.6 de | |, permet
d’obtenir I'inégalité Cc.g(F') < t —rang(F') pour tout systeme F' de complexité de
Cauchy-Schwarz finie.

La difficulté de I'étude des systémes F' := (Fy,..., F}) croit avec la complexité de
Cauchy-Schwarz Cco_g(F'). Différentes approches — décrites ci-dessous — ont été dévelop-
pées en vue d’établir (0.1), permettant de prouver la conjecture généralisée de Hardy-
Littlewood pour les systemes de complexité de Cauchy-Schwarz finie.

Si F est un systeme de formes affines de complexité de Cauchy-Schwarz nulle, alors le
Q-espace vectoriel engendré par les parties linéaires des formes affines constituant F' est
de dimension t. Un changement de variables réduit essentiellement le probléme a 1’étude
des entiers friables (resp. premiers) dans les progressions arithmétiques (voir | ]
et] ]). On peut ainsi montrer que, pour tout € > 0 et dans le domaine

(He) x >3, exp ((10g log a:)§+5> <y<u,

on a les formules asymptotiques

1 1
Wy (Kayy) = Vol()ap(u) (14 O (gl(uﬂ»
ogy
et
1

rre (Kz) = ] <1 - p)t < - ;g) Vol (K) (bi)t (1 + Opr (10;» .

p

Considérons le cas extréme opposé, a savoir les systémes de complexité de Cauchy-
Schwarz infinie. Il existe alors deux formes affines, disons F; et Fy, ainsi que des entiers
a,b et c non nuls tels que aFy = bF5 4+ c. Les travaux relatifs a la conjecture de Polignac
et aux entiers friables translatés tombent notamment dans ce cadre.

Lorsque Cc.g(F) = 1, le probleme peut-étre attaqué par la méthode du cercle de
Hardy-Littlewood. Dans la premiere partie de ce chapitre, nous considérons a travers
cette approche les systemes F := (F1, Fy, F3) ou Fy, Fy, F3 € Z[ X1, X5] sont des formes
affines.

Il reste a considérer le cas Cog(F) € N\ {0,1}. Les travaux récents de Green, Tao

et Ziegler | , , ] ont permis de prouver (0.1), tout en ouvrant une
voie a I’étude des ordres moyens
(0.2) Mp(K.x; F):= > h(Fi(n)) - h(Fi(n))
nek.zNZ4
pour des fonctions arithmétiques h générales (voir | , , | ou infra). On

étudiera V.. (K.z,y) en utilisant la méthode de Green-Tao dans la deuxieéme partie
de ce chapitre.
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1. La méthode du cercle de Hardy-Littlewood

1. La méthode du cercle de Hardy-Littlewood

La méthode du cercle de Hardy-littlewood constitue un outil adéquat pour étudier
les systeémes de complexité de Cauchy-Schwarz 1. On trouvera dans 'ouvrage | ]
une exposition détaillée de cette méthode contenant différents exemples d’utilisation.
Le point de départ dans son application a 1’étude du systeme (X1, X9, X1 + X2) est la
formule

1
(1.1) M;, (ICXlXQ(XlJrXQ).x;Xng(Xl—I—Xg) :/ E(x, h;0)?E(z, h; —9) dY

ot Kx\ xp(x,4x2) = {(71,72) : 0 < 21,22, 71 + 72 < 1}, ( ) := exp(2int) et

E(x,h;0) Zhne

n<T

valide pour toute fonction arithmétique h.

Pour tout ¢ > 1, e, > 0 et 1 < a < ¢ un entier premier a ¢, définissons I’arc ma-
jeur M(a, q,e4) comme l'ensemble des réels ¥ € [0,1] tels que ’19 — g’ < g4. Létape
suivante consiste a découper I'intervalle [0, 1] en une composante formée d’arcs majeurs
M = U g<o M(a, q,€4) et un arc mineur m = [0, 1] \ M, pour des choix de g, et Q > 1
convenables. En général, il convient de rechercher une formule asymptotique de E(x, h; 1)
lorsque ¥ € 9 en vue d’obtenir un terme principal, tandis que les arcs mineurs contri-
buent en tant que termes d’erreur. La précision du terme final obtenue dépend ainsi
directement de la finesse des estimations de la somme d’exponentielles E(z, h; ) utili-
sées.

Dans 'article | ] (voir aussi | ]), van der Corput emploie la méthode du
cercle pour montrer I'existence d’une infinité de progressions arithmétiques de longueur
3 dans I’ensemble des nombres premiers. En 1982, Grosswald | | donne une version
quantitative de ce résultat en montrant la formule

(12)  Thypa(x,x0) (Kapaz) = % 11 (1 a (p_11)2> (1021)3 (1 o (10;0))

p=3

ol

Fg_pA(Xl,XQ)ZXl(X1+X2)(X1+2X2) et Cspa = {($1,1‘2) S [0, 1]2 et 114220 < 1} .
Considérons a présent le probleme analogue sur les entiers friables a travers I’étude de

W X, X (X1 4 X2) (IC X1 X (X1 4 X2)-Ts y). Ceci conduit a I’étude de la somme d’exponentielles

E (z,y;0) := Z e(vn).

nLe
Pt(n)<y

Dans le domaine

(1.3) x >3, exp ((log x)2/3+5) <y<uo,

La Breteche | , ] obtient I’estimation

E (z,y;9) = p(u) (E (xz,2;9) 4+ O (xlOgl(;Lg—;l))> .

Il peut en déduire alors la formule

U(z,y)°

log(u + 1
(1.4) \IJX1X2(X1+X2) (ICX1X2(X1+X2)‘$’y> - 2 <1 0 <()>) '

p(u)logy
En particulier, on observe que ce résultat fournit, pour tout ¢ €]0, 1[, un équivalent de

. log z log log log ©
W ) X (X1 4 X2) (ICXIXZ(XlJer).a:,y) dans le domaine exp <7gloglogx <.
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Ces toutes dernieres années, il y a eu plusieurs avancées spectaculaires sur ce sujet.
Dans [ ], La Breteche et Granville précisent I'estimation de E (z, y; ) en fonction
de 'approximation rationnelle a/q de ¥, selon que 9 soit dans un arc majeur ou non. Ils
en déduisent que la formule

U(z,y)? log(u+ 1)

a lieu uniformément dans le domaine (1.3).

En vue d’obtenir un analogue de (1.5) dans un domaine plus large, Lagarias et
Soundararajan supposent I’hypotheése de Riemann généralisée et étudient dans | ]
la quantité
(1.6) Z o <n1> iy (m) iy <W> )

PT(nina(ni+n2))<y v x x
ou @ est une fonction de classe C* a support compact inclus dans |0, +oo[. L’hypothese

de Riemann généralisée et le caractere régulier de ® leur permettent d’établir, au moyen
de la méthode du col, des formules précises de la somme d’exponentielles E (x; ®, ;1)

ou
®(n/z) si PT(n) <y,
Py () = { 0 sinon,

valides dans le domaine (logz)®t® < y. En approchant ljp,1) par des approximations
lisses @ vérifiant les hypotheses précédentes, ils obtiennent comme conséquence de leurs

travaux et uniformément dans le domaine
2 < (log x)8+5 <y < exp ((log x)1/2_‘5) ,

la borne inférieure suivante

U(z,y)3
(1.7) W) X0 (X1 4X0) (/CX1X2(X1+X2)-SU,Z/> > 6 (a,y) Gl(a)(gc) (1+0:(1))
ou o = ez, y) désigne 'unique solution réelle de I’équation
logp
Z 1= log x,
péyp
(p—p*)? ) ( 1 >
=TI (1+ AR )
g( _1)(3041_1) P>y (p_1)2

et
1 1—t1
61(0[) = / / Oz3(t17f2 (tl + tg))a_l dto dty.
0 JO

Drappeau | | améliore l'estimation de E (z;®,,;7) de Lagarias et Sounda-
rajan en affinant entre autres le contour utilisé dans la méthode du col. Il parvient a
couvrir également le domaine (logz)'/3~¢ < u < (logz)/?T qui se situait hors du
champ d’application de [ ] et [ ]. Sous I'hypothése de Riemann généralisée
et uniformément dans le domaine

2 < (logau)g'“S <y<z

il démontre en particulier la formule

U(x,y)3
(1-8) \IJX1X2(X1+X2) (’CX1X2(X1+X2)':L'7 ) 60 a,y 61( )(xy) (1 + 05(1))-
Une telle formule reste cohérente avec (1.5) compte tenu de la relation (voir [ )]
1 log(u + 1)
So(.)®1(0) = 5 +0 (ELT ).
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2. La méthode nilpotente de Hardy-Littlewood (ou méthode de Green-Tao)

Dans | ], Drappeau montre également que (1.5) est vraie dans le domaine

exp (C(log :U)l/2 log, :U) <y<z

pour une certaine constante ¢ > 0, sans utiliser 'hypothése de Riemann généralisée.

Tres récemment, Harper | ], en combinant ses estimations sur les arcs mineurs a
celles de Drappeau sur les arcs majeurs, parvient a établir la formule asymptotique (1.8)
dans le domaine

(logz)*<y<=

ol ¢ > 0 est une constante suffisamment grande.

2. La méthode nilpotente de Hardy-Littlewood (ou méthode de Green-Tao)

Dans ses travaux sur le théoreme de Szemerédi 2, Gowers | , | observe
que I’étude de la corrélation d’une fonction arithmétique h avec des phases linéaires, a

travers la quantité
Z h(n)e (an

n<e

ou o € R/Z, n’est en général pas suffisante pour obtenir des estimations convenables de
l'ordre moyen M} (K.z; F') dans le cas des systemes de formes affines F' := (F1,..., F})
de complexité de Cauchy-Schwarz finie s > 2. Afin de pallier I’échec de la méthode du
cercle pour aborder de tels problemes, Gowers introduit la notion de normes de Gowers.
Celles-ci lui permettent de contrdler les systemes (X1, X1 + Xo,..., X1 + (kK — 1)X»)
associés aux k-progressions arithmétiques, lorsque k > 4.

Définition 2.1 (Norme U® de Gowers). Soient s > 0 un entier et G un groupe fini
abélien. Pour toute fonction h : G — C, on définit la norme U®(G) de Gowers de h

par
1 w
2€GYEG® wel0,1}s

00 WY = wiyl + - - +wsys et C¥l est Uopérateur de conjugaison

cllp, — h o sifw|=wi + -+ ws est pair,
h  sinon.

On peut déduire de I'inégalité de Cauchy-Schwarz des informations non triviales sur

les normes de Gowers (voir le chapitre 3 de [ | et le paragraphe 1 de | D).
En particulier, pour s > 2, || - ||rs(q) est effectivement une norme tandis que ||.[|;1() est
une semi-norme. De plus, on a les relations de récurrence

1/2¢
2]. h s — H ‘ t h s— < h s
(2.1) 1hllrs@) |G| Z 1) et Al < lIhlluse)
ol

TYh: G — C
r = hlz+vy) "

Remarquons enfin 'invariance des normes de Gowers sous l'action de I'opérateur T :
pour tout y € G et s >0, on a

(2.2) 12llos@y = ITRllus ()

2. Le théoréme de Szemerédi [ ] énonce lexistence d’une infinité de k-progressions arithmétiques
dans tout ensemble d’entiers de densité asymptotique non nulle.
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Définition 2.2. Soient G un groupe abélien fini et s = 0. On dit qu’une fonction
¢ : G — R/Z est polynomiale d’ordre au plus s si on a, pour tout x,y1,...,ys+1 € G,

Oy, (- "8ys+1¢)) (z) =0
ou lopérateur 0, :=TY —1d est défini par la formule (0yd)(x) = ¢p(xz +y) — ¢(z).
Une conséquence directe des remarques précédentes est l'invariance de la norme

U?*(G) sous l'action des phases polynomiales d’ordre au plus s — 1 : pour toute phase
polynomiale ¢ d’ordre au plus s — 1 et toute fonction f: G — C, on a

(2.3) le(@) fllrsay = 1flosq)-

Cette propriété laisse augurer que la norme U*t1(G) constitue le bon outil pour
étudier les systemes de complexité de Cauchy-Schwarz s. C’est 'objet du théoreme
de von Neumann généralisé, établi dans le cas des progressions arithmétiques par Go-
wers [[ ],Theorem 3.2] dont la généralisation a des systémes quelconques est due
a Green et Tao. Afin d’énoncer ce résultat, étendons la définition des normes de Gowers
a [1, z] par la formule

[
Us(Z/NZ)

g llosz/nz)

(2.4) 1]l trs(a) -

out N > 25F1y est un entier et 2(n) := h(n) sin € [1,z]NZ et 0 sinon — une telle quantité
étant indépendante de N.

Théoréme 2.3 (] ], Proposition 7.1). Soient d,t,s > 1 des entiers, F : Z% — Zt
un systéme de formes affines de complexité de Cauchy-Schwarz finie s et K C [0,1]%
un compact dont le bord est paramétré par un lacet de classe C' par morceaux tel que
F(K) Cc [0,1]t. Sixz > 1 et e €]0,1] sont des réels et hy,...,h : Z/pZ — C sont des
fonctions bornées par 1 telles que

nin [[hillgs+p) <,
alors

d

> [T H(Fn))| = o-(2%) + k(e)x
nek.xNZd i=1

ou limk(e) = 0.
e—0

Au vu de la définition 2.1 des normes de Gowers, le théoréme précédent ( de Von Neu-
mann généralisé) réduit le probleme a étudier les systemes de la forme F' = (F,),e0,1}s+1
ou F,(Xo, X1,..., Xs11) = Xo+ Y, w; X; et il n’est pas évident a priori de voir la simpli-
fication qui en résulte. Green, Tao et Ziegler ont établi une caractérisation de la norme
de Gowers a l'aide des nilvariétés, en exhibant un lien entre la taille de [|h|yst+1)y) et
la corrélation de h avec des nilsuites polynomiales, objets qui seront introduits dans le
paragraphe 2.1.2.

Théoréme 2.4 (] |,Theorem 1.3). Soient s > 0 un entier et § €]0,1[. Il existe
une nilvariété G/T équipée d’une métrique riemannienne lisse dgr et des constantes
C(s,0),c(s,0) > 0 satisfaisant la propriété suivante : si x > 1 et h: [0,x2] — C est une
fonction bornée par 1 telle que

Ve > 5.
alors il existe une fonction F : G/T' — C bornée par 1 et de constante de Lipschitz au
plus C(s,0) ainsi que des éléments g,a € G/T tels que l'on ait

Z h(n)F(g"al')| > c(s,0)x.

o<n<z
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2. La méthode nilpotente de Hardy-Littlewood (ou méthode de Green-Tao)

Aboutissement d’un travail qui a fait ’objet de plusieurs articles | R s

s s ], ce résultat résout la conjecture inverse de la norme de Gowers

(GI(s)) dans le cas s > 2, formulée dans | ]. En construisant une mesure pseudo-

aléatoire sur les nombres premiers et en appliquant le principe de transfert, Green et Tao

développent dans | ] une méthode — dite méthode nilpotente de Hardy-Littlewood

— pour aborder la conjecture généralisée de Hardy-Littlewood. En particulier, celle-ci

leur permet de montrer la formule (0.1) en supposant vraie la conjecture (GI(s)) et la

conjecture (MN(s)) qui assure que, pour tout A > 0, toute nilvariété G/T", toute fonction
lipschitzienne F' : G/T' — [—1 1] et uniformément en g,a € G/T et x > 2, on a

x
2.5 un)F (g"a) < 1+ ||FLip) ———-
(2.5) 7;1’ a/r,a (14 [1F||Lip) (log )™
La démonstration de (2.5) dans | ] et la résolution de (GI(s)) achévent ainsi

I’étude de la conjecture généralisée de Hardy-Littlewood pour les systémes de complexité
de Cauchy-Schwarz finie.

Le développement de la méthode de Green-Tao laisse entrevoir la possibilité d’obte-
nir une estimation asymptotique de l'ordre moyen My (K.x; F') défini par (0.2) lorsque
Ccs(F) < 4o0. Plusieurs résultats ont été obtenus dans cette direction :

— dans le cas ou h désigne la fonction de Mobius p ou la fonction de Liouville A,

Green et Tao établissent dans | | Pestimation

My (K.z; F) = o(z%);

— la corrélation de la fonction diviseur 7 avec les formes linéaires est étudiée par
Matthiesen dans | | qui établit I'existence d’une constante Crp > 0 telle
que

M, (K.z; F) = CpVol(K)z%(log z)* 4 o (xd(log x)t) ;

— en considérant h = rg le nombre de représentation d’'un entier par une forme
quadratique G primitive et irréductible, Matthiesen [ R | montre la
formule

M, (K.2; F) = Cp(G)Vol(K)z? + o () ;
pour une constante Cp(G) > 0;

—si Fi,...,F; € Z]X;, X5 sont des formes linéaires, primitives et deux a deux

distinctes et GG est une forme quadratique équivalente a

n+nn+ n2 sid=1 (mod 4),

onde {-1,-2,-3,-7, —11, —19,—-43,—67,—163}, alors Frantzikinakis et Host
[F'H] obtiennent la formule
Z h(G(ni,mn2)" Fi(ny,ng) - - Fy(n1,n2)) = o <x2>
1<ni,n2<x

pour tout entier » > 1 et toute fonction h multiplicative de module au plus 1
satisfaisant ), h(a + gn) = o(x) pour tous entiers a et q.

Le résultat principal que nous obtenons dans ce chapitre est donné par le théoréme
suivant.

Théoréme 2.5. Soient d,t > 1 et s > 0 des entiers et K C [0,1]¢ un compact dont le
bord est paramétré par un lacet de classe C* par morceauz. Pour tout ug > 1, tout systéme
F=(F,...,F):Z% — Z! de formes affines de complexité de Cauchy-Schwarz finie s
satisfaisant F(K) C [0,1]* et uniformément en x >y > /"0, on a

(2.6) Up .., (K.z,y) = Vol(K)z¢p(u)! + o (;rd>

135



CHAPITRE 4. FORMES AFFINES

ot la fonction impliquée dans le terme d’erreur ne dépend que de ug, de K et des coeffi-
cients non constants de F'.

Il convient de souligner le manque d’effectivité du théoreme 2.5, essentiellement dii
a la non effectivité du théoreme inverse de la norme de Gowers.

Nous nous sommes restreints ici au cas ou le parametre u := %gi z
en effet que, pour u borné, 'ensemble des entiers friables est de densité positive, ce qui
permet d’utiliser les normes de Gowers sans avoir recours au principe de transfert (voir
les paragraphes 6 et 10 de [ ]), ce qui était nécessaire pour les nombres premiers.

La démonstration du théoreme 2.5 constitue la suite de ce chapitre. Le paragraphe
2.1 rappelle les arguments détaillés par Green et Tao | | permettant de réduire
le probléme & ’estimation d’une norme de Gowers. Finalement, on adapte dans le para-
graphe 2.2 des arguments de Green et Tao [ | et de Matthiesen [ | pour
établir la non-corrélation des nilsuites avec I'indicatrice des entiers friables.

est borné. On sait

2.1. Description de la méthode de Green et Tao. On décrit dans cette partie
la méthode de Green et Tao. Dans 'optique de rendre ’exposé autonome a 1’exception
du théoreme inverse de la norme de Gowers, on redonne en particulier la démonstration
de certains résultats de | ].

2.1.1. Théoreme de von Neumann généralisée. La démonstration du théoréme 2.3
repose principalement sur le résultat suivant qui illustre, par des applications multiples
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'importance des normes de Gowers dans I’étude des
corrélations linéaires d’un groupe cyclique.

Théoréme 2.6 (Théoréme de von Neumann généralisé). Soit F : Z¢ — Z! un systéme
de formes affines de complezité de Cauchy-Schwarz finie s > 0. Pour tout premier p
suffisamment grand en fonction des coefficients non-constants de F et toutes fonctions
hi,...,ht : Z/pZ — C bornées par 1, on a

t
> [ ri(Fi(n)) <Pdi:frllintHhiHUs+1(Z/pZ)-
ne(z/pz)? =1

DEMONSTRATION. Au vu de la définition 2.1, on peut supposer que I, ..., F; sont
des formes linéaires. Quitte a changer 'indexation, on fait ’hypotheése supplémentaire
que min;—1 ¢ | hillyst1(z/pz) = 1M llys+1(z/pz)- Puisque F est de complexité de Cauchy-

Schwarz au plus s en 1, on note I'existence de vecteurs fq,..., f .4 de Z% qui satisfont
Fi(f;) # 0 et G(f;) = 0 pour tout G € A; ou USH A; désigne la partition introduite
dans la définition de la complexité de Cauchy Schwarz. On écrit alors

t t s+1
1
2. ImE®) =55 ) [T 7 | X_miFi(£;) + Fi(n)
ne(Z/pzZ)? =1 (m,n)e(Z/pZ)* Tt x(Z/pZ)? =1 Jj=1

En observant que F; € A; implique F;(f;) = 0, il s’ensuit que, pour tout i € {2,...,t},
la forme (Zjﬁ X;Fi(f;) + Fl(n)) ne dépend pas de toutes les variables X;. Par suite,

pour tout n € Z% et m € Z**!, on peut écrire

t s+1 s+1 s+1
117 ij (f;) + F(n) | =h ngFl fi)+ Fi(n ng,
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ot gjn : (Z/pZ)*** — C est bornée par 1 et indépendante de m;. 11 suffit alors d’établir
que

s+1
(2.7) > halmi+ e+ mep) [[ g5m)| <Ryt zpz)
me(2]pZ)++ j=1

pour toutes fonctions g; : (Z/pZ)**t' — C bornées par 1 et indépendantes de m; ol
J €{1,...,s+1}. Sous I'hypothése que p ne divise pas Fi(f;) pour tout j € {1,...,s+1}
et compte tenu de la relation (2.2), on pourra en effet en déduire que

s+1 s+1
Z Z (ijFl fj +F1 )Hg]n ‘

ne(Z/pZ)? |me(Z/pZ)s+! J=1
<p8+1 Z Tk (n)h1
neariz H ‘ Us+1(Z/pZ)

<" b || 22

ce qui implique le résultat.

On montre (2.7) par récurrence sur s, l'initialisation s = 0 étant triviale. Supposons
donc s > 1 et le résultat vrai jusqu’au rang s — 1. L’inégalité triangulaire, la borne sur
g1 et 'inégalité de Cauchy-Schwarz impliquent que

s+1
Z hl(m1+"'+ms+1)ngj(m ‘
me(Z/pZ)s+1 Jj=1
s+1
< Z Z hl(m1+"'+ms+1)ng(m ‘
(ma,....ms41)E(Z/pZ)° |m1€Z/pZ Jj=2

<p? ( > > ( (T'hy) hl) (M1 + -+ msy1)

me(Z/pZ)s+1I€Z/pZ

s+1 1/2

X ng(ml+la---,ms+1)?j(m17---7ms+1) .

j=2

I1 suit alors de I’hypothése de récurrence, de (2.2), de l'inégalité de Holder (ou d’une
application multiple de 'inégalité de Cauchy-Schwarz) et de (2.1) que

Z hl(m1+...+ms+1)sﬁlgj(m
me(Z/pZ)°+! ~
1/2
<p? (ps ml,ze%/pz |7 (7)) Us<z/p2)>

1
2
US(Z/:DZ))

1
2s+1
US(Z/pZ)>

i £ )
I€Z/pZ

le(Z/pZ)

=p* | hillps+1 (2 pz)-

<ps+1 SoT ( Z H(Tlm) I
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De maniére générale, la difficulté de I'étude de ||h[|7s(z/pz) croit avec s. On verra dans
la suite que le théoréme inverse de la norme U*T! de Gowers est effectif pour s € {0,1,2}
mais ne 'est plus pour s > 3. Il apparait donc intéressant d’étudier 1’existence ou non
de systemes de formes affines de complexité de Cauchy-Schwarz s dont le comportement
puisse étre contrdlé par la norme U®(Z/pZ), c’est-a-dire pour lesquels la norme U® de
Gowers intervient dans ’estimation de la somme

Y. A(Fi(n))---h(Fi(n)).

ne(Z/pZ)*
Ceci justifie la définition suivante de la vraie complexité.

Définition 2.7 (] ], Definition 2.4). Soit F : Z% — Z' un systéme de formes
affines deux d deux linéairement indépendantes. On définit la vraie complexité de F
comme le plus petit entier s > 0 satisfaisant la propriété suivante : pour tout € > 0, il
existe d5(e) > 0 tel que, pour tout groupe abélien G fini et pour toute fonction h : G — C
bornée par 1 et satisfaisant ||h||ys+1(q) < ds(e), on ait

> h(Fi(n))---h(Fy(n))| < el G|

neGa?

La caractérisation de la vraie complexité de F' a fait 'objet de différents travaux.
Dans [ ], Gowers et Wolf formulent la conjecture suivante.

Conjecture 2.8. Soit F : Z¢ — Z! un systéme de formes linéaires deux d deuz linéai-
rement indépendantes. La vraie complexité de F est le plus petit entier s > 0 tel que le

systéeme FsT1 .= (Ff“, .. .,Fj“) soit de rang d.

En restreignant la définition de la vraie complexité aux groupes cycliques de la forme
G = Z/NZ, cette conjecture a été démontrée pour s = 1 dans | ] ot une dépen-
dance effective entre ¢ et ds(e) est explicitée. Le cas s > 2 a été prouvé par Green
et Tao dans | | par des méthodes différentes de celles employées par Gowers et
Wolf et sans préciser de lien entre € et d5(¢). Notons que les deux notions de com-
plexité précédemment définies ne coincident pas : la vraie complexité est strictement
plus fine que la complexité de Cauchy-Schwarz. On peut ainsi montrer que les systémes
(fc,y,z,x+y+z,x+2y—z,:ﬂ+22—y), (x,a:—l—y,w—kz,x—l—y—l—z,x—l—y—z,:n~|—z—y) ou
(r,x4+a,z+bx+c,x+a+b,x+a+c,z+b+c) sont de complexité de Cauchy-Schwarz
2 et de vraie complexité 1 (voir | D).

Dans la fin de ce paragraphe, nous reprenons en détail les arguments de Green et
Tao | | qui conduisent & la démonstration du théoreme 2.3.

PREUVE DU THEOREME 2.3. La démonstration du théoréme 2.6 repose en partie sur
des propriétés spécifiques a Z/pZ. 1l convient a présent de transférer le probléme initial
dans Z/pZ, en reproduisant 'argument développé dans I’appendice C de [ ].

Soient ¢ € Jz~!, 1] un paramétre suffisamment petit et X}(CE)I une fonction lisse &
valeurs dans [0, 1] satisfaisant les propriétés suivantes :

— le support de X,(é)x est inclus dans KC.x,

- X%)x(:c) =1 deés que inf {dg(w,y) cy € R\ IC.x} > ex ou de désigne la distance
euclidienne de R9.
- X,(é)x est O(1/(ex))-lipschitzienne.
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(e)

En remplagant 1x, par son approximation réguliere X, (voir la construction de
Pannexe B) et dans la mesure ou les h; sont bornés par 1, on obtient la formule

> ﬁhz’(Fi(n)) =Y x(n Hh +O(€m>

nek.xNZdi=1 neZzd

Soit p € [2T1x, 25722] un nombre premier satisfaisant les hypothéses du théoréme
2.6, son existence étant assurée par le théoréme de Tchebychev. Compte tenu des hypo-

theses K C [0,1]¢ et F(K) C [0,1]%, le plongement [O,xT]Lﬂ z = Z/pZ

— n (mod p) permet

d’écrire
t

S G [[hFEm) = S P m) [[ W (Fin)

nezd i=1 ne(Z/pz)d i=1

ot 'on a posé X,(C’p)( (mod p)) = X,(CE‘)z(n) pour tout entier n € {0,...,p}, mais aussi
7/pZ — R/Z
hl(p)(n (mod p)) = hi(n) si 1 < n < z et 0 sinon. L'injection /f ! _{ n 1OUS
4 " p
amene a considérer la fonction

XeR/2) . (Rryz)? [0,1]
xc[0,1]7 — x,(é-.)x (p(:c — (i,-.-a@)

qui est O (%)—lipschitzienne pour la métrique ||z||(g,z)¢ := sup; [|zi||lr/z. En utilisant

son approximation de Fourier (voir par exemple le lemme A.9 de | 1), il s’ensuit
que, pour tout X > 1, il existe J = O (Xd), des coefficients c1,...,c; = O(1) et des
phases my,...,my € Z¢ tels que, uniformément en x € (R/Z)?, on ait
log X
Xe, K. (T Zc] (mj.x +O(€X>.
Par suite, il vient la formule
(2.8)
! J @ z%log X d

Y [kER) =3¢ ¥ ( >Hh N+O0 [ TES et

nek.xi=1 7=1 ne(Z/pZ)? p €

Lorsque la forme linéaire m — m;.n n’appartient pas au sous-espace engendré par
les parties linéaires des F;, on peut observer apres un changement de variables adéquat
que la somme intérieure du membre de droite de (2.8) est nulle, grace a la propriété
d’orthogonalité des caracteres additifs. Autrement, on peut écrire m;.n sous la forme
mjn = Yt m;j(Fi(n) — F;(0)) pour tout n € Z/pZ, ou m;; € Z/pZ. On obtient
ainsi, pour tout j € {1,...,J}, la formule

t t
m;.n
S (M) I Em) = > T m)
ne(Z/pZ)? i=1 ne(Z/pz)di=1

N m; i(n—F;
ou hz(fj) (n)=e (7‘J( - (O))) hz(p) (n).

Une utilisation successive du théoréeme 2.6 et de la formule d’invariance (2.3) pour
les phases linéaires — sous ’hypotheése s > 1 — entrainent

(»)

t
(p) d .
IOERILACICURT N L

: i=1,...,t ‘
ne(z/pZ)ti=1
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d’ou découle l’estimation

dlog X
Z H h(p) < ded “min ‘ 1 % + ex?,
nek.xi=1 =L v (2/p2Z) €
En choisissant
—2/(2d+1 1 1/(2d+1)
X = min th(-p)‘ ! : € = max (, IIllIl p)H ! )
i=1,..t Us+1(Z/pZ) T’ i=1,. s+1(Z/pZ)
on obtient finalement
13 p il ) 1/(2d+1)
h;(F;(n))| < %+ 2% (min h; )
nEZIsz:I_[l l( l( )> izl,...,t‘ ! )US_H(Z/PZ)

X |log min
gi:l,.‘.,t

d

UstH(Z/pZ)
ce qui acheve la démonstration du théoréeme 2.3 compte tenu du la définition (2.4). O

2.1.2. Probléme inverse de la norme de Gowers. On introduit dans ce paragraphe les
notions de nilvariété et de nilsuite polynomiale en suivant essentiellement I’exposition de
[ ] tout en gardant en ligne de mire I’énoncé du théoreéme inverse pour la norme
de Gowers.

Définition 2.9 (Nilvariétés). Soient G un groupe de Lie connexe et simplement connexe
et s > 1. On dit que G est un groupe de Lie nilpotent d’ordre s s’il existe une filtration
de degré s, c’est-a-dire une suite décroissante GN := (G;)ieN de sous-groupes connezes
fermés
G=Gy=G12G22 - DGs2Gsq1 ={ldg}

satisfaisant Uinclusion [G;,G;] € Giyj pour tous entiers i,j > 0, ou [G;, G;] désigne
le sous-groupe engendré par les commutateurs issus de G; et G, c.-a-d. engendré par
l’ensemble {gigjgflgfl 19 € Gy, g5 € Gj}.

Soit I' un sous-groupe discret de G tel que le sous-groupe I'; :=T' N G; soit un sous-
groupe cocompact de G; pour tout i € N. On dit que (G/T',GN) est une nilvariété
filtrée d’ordre s. On note Agyr lunique mesure de Haar normalisée sur le groupe
compact G/T.

Exemples. — Un groupe de Lie G est nilpotent d’ordre s si et seulement si la suite
centrale descendante définie par Gy = G1 = G et G;11 = [G, G;] pour i > 1 définit
une filtration de degré s.
— Le tore. Un groupe de Lie G nilpotent est commutatif si et seulement s’il est d’ordre
1. Les nilvariétés G/T" de dimension m construites a partir de G sont isomorphes
au tore R™/Z™.
— La nilvariété d’Heisenberg. 1l s’agit de la nilvariété d’ordre 2 et de dimension 3

1 R R 1 Z2 Z
définie en prenant G = H3(R):= |0 1 R|etI'=H3(Z):=|0 1 Z
0 0 1 0 0 1

L’hypothese de connexité simple faite sur G assure que, si g désigne ’algebre de Lie
associée a G, alors 'application exponentielle exp : g — G est un difféomorphisme.
L’utilisation de ce dernier, combiné a la formule de Baker-Campbell-Hausdorff, permet
notamment 'introduction d’un systéme de coordonnées pour caractériser les éléments
de G, via l'utilisation des bases de Mal’cev.

Définition 2.10 (Bases de Mal'cev). Soient (G/I', GN) une nilvariété filtrée de dimen-
sion m et d’ordre s et X := {X1,..., X} une base de lalgébre de Lie g de G. On dit
que X est une base de Mal’cev de G/I' adaptée a la filtration GN si elle satisfait les
conditions suivantes :
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— Pour tout j € {0,...,m}, b := Vect (X11,...,Xp) est un idéal de Lie de g.
— Pour tout i € {0,...,s+ 1}, on a G; = exp (hm—m,;) ot m; := dim G;.
— Pour tout g € G, il existe un unique m-uplet Yx(g) := (t1,...,tm) € R™ tel que
g=-exp(t1X1) - exp(t;mXm).
~T={geG:9Yx(g) €Z™}.
Le m-uplet ¥x(g) est appelé le systéme de coordonnées de Mal’cev de g.

Comme souligné dans la remarque consécutive a la définition 2.1 de | |, pour
toute nilvariété filtrée (G/T", GN), il existe une base de Mal’cev de G/T" adaptée a GN.

Exemple. La nilvariété d’Heisenberg. L’application exponentielle est définie par

0 = =z 1 z 2+ %xy
exp(0O O y] =10 1 Y .
0 0 O 0 0 1

010 0 0 0 0 01
Le systtme X1 =0 0 0],Xo=10 0 1] et Xs3=1]10 0 0] définit une base de

0 00 000 000
Mal’cev qui induit le systéme de coordonnées

1 =z =z
w)( 0 1 Y :(a:,y,z—a:y).
0 0 1

La notion de suite polynomiale adaptée a une filtration est un objet central dans
I’étude des nilvariétés.

Définition 2.11 (Suite polynomiale). Soit (G/T', GN) une nilvariété filtrée d’ordre s.
On dit qu’une suite g : Z — G est une suite polynomiale adaptée a Gn (de degré
s) si, pour tout i < s+ 1 et pour tout y1,...,y; € Z, on a (0y, (---0y,9)) (n) € Gi pour
tout n € Z, ot (9yg)(n) = g(n +y)g(n)~1. On note poly(Z, GN) l'ensemble des suites
polynomiales adaptées a GN -

La proposition suivante montre que les coordonnées d’une suite polynomiale dans
une base de Mal’cev sont effectivement des éléments de R[X]| de degré au plus s. Il s’en
déduit une définition des suites polynomiales relevant d’un degré d’abstraction moindre.

Proposition 2.12 (] |, Lemma 6.7). Soient (G/T',GN) une nilvariété filtrée de
dimension m et d’ordre s et X une base de Mal’cev adaptée 4 Gn. Alors g € poly(Z,GN)
st et seulement si les coordonnées de Mal’cev de g(n) sont de la forme

dalo(n) =3 t; (j)

ou t; € R™ satisfait (tj); =0 sii < m—m; avec m; := dim Gj.

Comme corollaire du résultat précédent, Green et Tao obtiennent une autre carac-
térisation des suites polynomiales, & savoir la formule (6.4) de [ | rappelée dans
le corollaire ci-dessous.

Corollaire 2.13. Soit (G/T', GN) une nilvariété filtrée d’ordre s. Alors g € poly(Z,GN)

si et seulement s’il existe un entier k > 1, des polynomes P1[X], ..., Py[X] € Z[X] et
ai,...,ar € G tels que

P P
(2.9) g(n) = ay"™ - a

pour tout entier n.

Exemples.
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Les suites affines Soient (G/I', GN) une nilvariété filtrée d’ordre s. Les suites affines,
c.-a~d. les suites de la forme g(n) = ¢g"a avec a,g € G, sont des suites polynomiales de
degré au plus s.

Le tore. Les suites polynomiales adaptées a R™ /Z™ muni de la suite centrale descendante
sont exactement les suites affines. On a en particulier g(n) = an+b (mod Z™).

La nilvariété d’Heisenberg. Soit g un élément de G tel que ¥x(g) = (z,vy, z). Alors, pour
tout n > 1, on a Yx(g") = (nz,ny,nz + sn(n + 1)zy).

Les bases de Mal’cev permettent également de munir G/T' d’'une métrique rieman-
nienne lisse et de donner ainsi un cadre rigoureux a la notion de fonctions lipschitziennes
sur les nilvariétés.

Définition 2.14 (| |, Lemma A.15). Soient (G/T,GN) une nilvariété filtrée
d’ordre s et X une base de Mal'cev de G/T" adaptée a GN.

On définit sur G la distance dy comme la plus grande distance satisfaisant, pour tous
r,y € G, dy(z,y) < |[Yx(wy™)||eo. Cette distance induit naturellement une distance
sur G/T' en posant

dy(zT',yI') = inf dy(x,y7).
vel

On définit la norme de Lipchitz associée a X d’une fonction F : G/T' — C par

F(x)— F(y
[ F||Lip,a0 = [|F']|oc + sup M
eweGTaty  dx(T,Y)

A Pimage de | ], il convient d’introduire la notion de Q-rationalité en vue de
rendre les résultats quantitatifs pour ainsi énoncer le théoreme inverse de la norme de
Gowers.

Définition 2.15. Soient @ > 0, (G/T',GN) une nilvariété filtrée d’ordre s et X une
base de Mal'cev de G/T adaptée o GN.

On dit qu’un élément de Q est de taille au plus Q s’il s’écrit a/b avec max(|al, |b]) < Q.
On dit que X est Q-rationnelle si les constantes de structure q;;1, définies par la relation
(Xs, Xj] = Xk €iju Xk, ot [-,-] désigne le crochet de Lie de l'algébre g, sont des rationnels
de taille au plus Q.

On dit que la filtration GN est Q-rationnelle relativement 4 X = {Xy,..., X} si,
pour tout i < s, il existe une base de Mal’cev de G;/(I' N G;) formée de combinaisons
linéaires 3 ; qij X; ou les gij sont des rationnels de taille au plus Q.

Un élément gU' de G/T est dit Q-rationnel s’il existe 0 < r < Q tel que g'T' =T.

En conclusion de ce paragraphe, énoncons a nouveau le théoréme inverse pour la
norme de Gowers U1 [z] sous sa forme faible, ot les suites affines sont remplacées par
des suites polynomiales quelconques.

Théoréme 2.16 (] |, Theorem 1.3). Soient s > 0 un entier et 6 €]0,1[. 1l existe
une nilvariété G/T équipée d’une métrique riemannienne lisse dgr et des constantes
C(s,0),c(s,9) > 0 satisfaisant la propriété suivante : six > 1 et h: [0,x] — C est une
fonction bornée par 1 telle que

12llgys+1 gy = 6,

alors il existe une fonction F : G/T' — C bornée par 1 et de constante de Lipschitz au
plus C(s,0) et une suite polynomiale g € poly(Z,GN) telles que

Z h(n)F(g(n)T)| > c(s,0)z.

o<n<Le
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Sous une formulation différente, la démonstration du cas s = 2 a donné lieu & un

résultat effectif dans | ]. Dans | et | ], Green, Tao et Ziegler ont
recours a l'analyse non standard pour montrer ce théoreme lorsque s > 3. Comme ils
soulignent dans l'introduction de | ], il en résulte qu’il est possible en théorie d’en

déduire des bornes effectives, albeit extremely weak ones. La détermination de constantes
c(s,6) et C(s,0) suffisamment précises pour étre utiles en pratique semble constituer une
question ouverte. Elle est d’importance car cela pourrait permettre d’obtenir la validité
de (2.6) dans un domaine non borné en u, tout en précisant le terme d’erreur résiduel.
A titre d’exhaustivité, signalons que la réciproque de ce résultat est également vraie.

Proposition 2.17 (| ], Proposition 1.4). Soient m > 1 et s > 0 des entiers,
Q,0 > 0 des réels, (G/T', GN) une nilvariété filtrée de dimension m et d’ordre s, X une
base de Mal’cev adaptée & GN et Q-rationnelle, g € poly(Z,GN) une suite polynomiale
Q-rationnelle et F' : G/T' — C une fonction lipschitzienne bornée par 1. Si x > 1 et
h:Z — C est une fonction bornée par 1 satisfaisant

> Fg(n)T)h(n) > éc,

n<x
alors ||h|ys+1[3) > 1 ot la constante implicite dépend de m, d, Q, s et || F||Lip x-

2.2. Application aux entiers friables. Dans l'optique de démontrer le théo-
reme 2.5, on applique dans ce qui suit la méthode de Green-Tao sous la forme détaillée
dans le paragraphe 2.1. En posant u := ﬁgz et en désignant par S(y) I'ensemble des
entiers y-friables, I’estimation

> I 1se) (Fi(n)) = Vol(K)z T] p(u)
nek.xNZd i=1 bai
= 2 (H Ls) (Fi(n) =[] p(u)> L0 (wdfl)
nGIC.ZﬂZd =1 i=1

< Y | X I (swFEm)—pw) +0 (")

IC{1,...,t} |[neK.znZd i€l
I#£0)
réduit le probléme a I’étude des corrélations linéaires de la fonction centrée 1g(,(-) —p(u).
Au vu du théoreme 2.3 et dans la mesure ot 1g(,)(-) — p(u) est bornée par 1, il suffit

désormais de montrer que, pour tout uy > 1 et uniformément en z > y > z%/%, on a
I’estimation asymptotique

(2.10) 1156 () = () [rs+1a) = 0(L).

2.2.1. Corrélation de l'indicatrice des friables avec les nilsuites. Soient s,m > 1 des
entiers, (G /T, GN) une nilvariété filtrée d’ordre s, d/r une métrique riemannienne lisse
de G/T" et X une base de Mal’cev de G/I' adaptée a GN. Dans la fin de ce chapitre, on
cherche a établir la formule

(2.11) > (15 () = @) Flg(n)T) = 0w (1 + | Flluip.a))

1<n<x
uniformément pour toute fonction F' : G/T' — C lipschitzienne et bornée par 1 et toute
suite polynomiale g € poly(Z, Gn). Puisque les distances dgp et dx sont équivalentes
(voir la quatriéme note de bas de page de | ]), ceci impliquera la formule (2.10)
d’apres le théoreme 2.16.
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La formule d’inversion de Mdbius entraine la validité de la formule

(2.12) Logy(n) = > p(k) -
P (k)>y

1—71

Approchons la fonction n + 1), par son espérance % lorsque k£ < x ou le parametre

T =17(z) €]1/logx,1/2] sera choisi ultérieurement, pour écrire

> (Ls(n) = p(w)) F(g(n)) = S1(F, g) + Sa(F g)

1<n<x
ou
(2.13)
1 u
Si(Fg)= Y b)) avee )= ¥ ) (g ) <2
1<n<z k<z!—7
P~ (k)>y
et

S(Fg) =S | 3 w®lpn+ S “ p(w) | F(g(n)D).

1<n<z k>x1 T k<al™T
P~ (k)>y P~ (k)>y

Concentrons-nous d’abord sur le terme 3o (F, ¢). En utilisant le principe d’inclusion-
exclusion (2.12) et la formule de Hildebrand | ]

(2.14) > Lsgy)(n) = zp(u) <1 +0: (bg(UH)))

n<x IOg Y

uniforme dans le domaine (H.), on observe que

(2.15)
> Z (k) gy — p(u) | = ¥ (z,y) —zp(u) + O(1) K xp(u)lcrgl(u+1)‘
Isnsz \P~ (k)>y ogy

De plus, I'estimation classique du cardinal des entiers y-criblés et inférieurs a x (voir
Il |, Théoreme I11.6.4])

#{n<z: P (n) >y} <
log Y’
valide dés que x > y > 2, implique la borne supérieure
T 1—7'
(2.16) D |7 2 | < o
k<a!~T n<w gy
P~ (k)>y
Compte tenu de la suite d’estimations
1
y Wey » - > —
2 T <k<z Jj y<p2<--<p;j<z P2 Dj r e p1
P*(k)>y max(y,p2 p])<171\p2mpj
) J
L TU Z > o=
: y<p<a P
< TUZ (log(u) + O (1))’ < 7u?,
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valide pour y > z7, on dispose également de la majoration

(2.17) Z Z u2(/<:)1k|n < Tulr.

1<n<e f>gt-7
P~ (k)>y

On déduit finalement de (2.15), (2.16), (2.17) et du fait que F est borné par 1 que,
uniformément en 27 <y < x, on a

E2(F’a g) < Z Z MZ(k)lk\n'f_ Z (i - Z 1kn) + Z Z 1k|n - xp(u)

1<n<z g>qgl-7 k<al—T n<e k<x n<z
P=(k)>y P=(k)>y P~ (k)>y

log(u + 1)
ogy
La proposition suivante fournit une borne supérieure de 31 (F, g).

2.18 2
(2.18) <<m(7'u +leogy

Proposition 2.18. Soient m,s > 1 des entiers et A > 0. Il existe une constante
c(m,s,A) > 0 satisfaisant la propriété suivante : si x,y,Q > 2 et 7 €]0,1/2] sont
des réels satisfaisant y > 27 > (logz)™=4)  (G/T,GN) est une nilvariété filtrée de
dimension m et d’ordre s, X est une base de Mal’cev Q-rationnelle de G/T adaptée a
GN, g € poly(Z,GN) et F : G/T' — C est une fonction bornée par 1 et lipschitzienne
pour la distance dy, alors on a

(2.19) > he(n)F(g(n)T) < 2QU™5Y (1 + || F||Lip,x) 2* (log =)~

1<n<x

La démonstration de cette proposition constituera 1’essentiel de la suite de notre
discussion et suivra essentiellement les travaux détaillés dans | |. En effectuant
le choix de paramétre 7 = o(1) avec z7 > (logz)°(™*1 la formule (2.11) se déduira
directement des estimations (2.18) et (2.19) pour tout u borné.

2.2.2. Réduction du probléeme aux suites équidistribuées. Il existe principalement trois
catégories de suites polynomiales — lisses, totalement équidistribuées et périodiques — qui
engendrent le groupe poly(Z, Gn). La notion de suite périodique étant standard, on in-
troduit les deux autres types dans la définition suivante.

Définition 2.19. Soient 6 €]0,1/2[, (G/T,GN) une nilvariété filtrée, X une base de
Mal’cev de G/T adaptée 4 GN et (g(n))nez une suite de G/T.

On dit que (g(n))nez est (M,x)-lisse si on a les majorations dx(g(n),idg/;r) < M et
dx(g(n),g(n — 1)) < M/x pour tout n € [1,xz].

On dit que la suite g est §-équidistribuée sur [1, x| si, pour toute fonction lipschitzienne
F:G/T' — C bornée par 1, on a

1

S Flgr) = [ Fagr| <01 F

T <z G/T

On dit que g est totalement §-équidistribuée sur [1,x] si, pour toute fonction lipschit-

zienne F : G/T' — C bornée par 1 et toute progression arithmétique P C [1,2] "IN de

taille au moins dx, on a
1

< O F | Liv -
|])‘ || HLH%X

> Flgr) — [ P

neP

Remarque. Le tore. Si G/T' = R™/Z™, alors la définition d’équidistribution précé-
demment introduite est analogue a la notion classique d’apres le critere de Weyl (voir la
proposition 2.22 infra).
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Les notions précédentes ont été étudiées en détail par Green et Tao dans | ].
Leur résultat central est le théoreme suivant qui permet de décomposer toute suite
polynomiale comme produit d’une suite lisse, d’une suite totalement équidistribuée et
d’une suite périodique.

Théoréme 2.20 ([ ],Theorem 1.19). Soient m,s > 1 des entiers et B > 0. Il
existe une constante c(m,s, B) > 0 satisfaisant la propriété suivante : si Mo,z > 2,
(G/T,GN) est une nilvariété filtrée de dimension m et d’ordre s, X est une base de
Mal’cev My-rationnelle de G/T' adaptée a Gn et g € poly(Z,GN), alors il existe un

entier M tel que My < M < Mg(m’S’B), un sous-groupe rationnel G' de G et une base
de Mal’cev X' de G'/(T'NG") dont les éléments sont des combinaisons M -rationnels des
éléments de X, tels que 'on ait une décomposition de g sous la forme

g=¢eg

(1) € € poly(Z,GN) est (M, x)-lisse;

(2) ¢' € poly(Z,GN) est a valeurs dans G et la suite (¢'(n))necz est totalement
M~B_équidistribuée sur [1,z] dans G'/(G' NT) pour la distance dy ;

(3) v € poly(Z,GN) est périodique de période au plus M et, pour tout n € Z, vy(n)
est M -rationnel.

S’inscrivant dans la lignée de [ s ], la stratégie de preuve de la pro-
position 2.18 qui sera détaillée par la suite consiste a utiliser le théoreme 2.20 pour
se ramener au cas ol g(n) est une suite totalement équidistribuée. Ce dernier point
fait ’'objet du résultat suivant, analogue de [[ |, Proposition 2.1] et ] ],
Proposition 9.3] dont la démonstration sera donnée au paragraphe 2.2.3.

Proposition 2.21. Soient m,s > 1 des entiers. Il existe des constantes co(m,s) et
c1(m, s) > 0 satisfaisant la propriété suivante : si x,y,Q = 2 et d,7 €]0, %[ sont des réels
satisfaisant 6~ < 27 <y, (G/T,GN) est une nilvariété filtrée de dimension m et
d’ordre s, X est une base de Mal’cev adaptée ¢ GN et Q-rationnelle, g € poly(Z,GN)
est totalement §-équidistribuée sur [1,x] et F': G/T' — C est une fonction lipschitzienne
bornée par 1 telle que fG/FFdAg/p = 0, alors, pour toute progression arithmétique
P C [1,2] NN de taille au moins ©/Q, on a

(2.20) > he(n)1p(n)F(g(n)D)| < 69 9|| Fl|pp 2 Q (2 + log z) .

n<x

PREUVE QUE LA PROPOSITION 2.21 IMPLIQUE LA PROPOSITION 2.18. La démons-
tration reproduit essentiellement les arguments de [ |. Sans perte de généralité,
on peut supposer que ||FlLipx =1 et @ < logz. Soit B > 2 un parametre dépendant
de A qui sera explicité en fin de preuve. En appliquant le théoréeme 2.20 avec le choix
'M{, = log x rendu possible car X est (logz)-rationnelle sous I’hypothese @ < logz, on

c(m,s,B)}

obtient I'existence d’un entier M € {log z, (log ) tel que l'on ait la décomposi-

tion de g sous la forme g = e¢’y ou
(1) € € poly(Z,GN) est (M, x)-lisse ;

(2) ¢ € poly(Z,GnN) est a valeurs dans G’ et la suite (¢'(n))nen est totalement
M ~B_équidistribuée sur [1,z] dans G'/(G' NT) pour la distance dy ;

(3) v € poly(Z, GN) est périodique de période ¢ < M et, pour tout n € Z, y(n) est
M-rationnel.
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Apres avoir effectué une partition de ’ensemble [1,2] N Z en classes de congruence
modulo ¢, la périodicité de vy entraine I'existence de 71, ... ,7, € G tels que ¢, (v;) € [0, 1]
et

> he(n)F(y Z Y. he(n)F(e(n)g' (n)wl).
1<n<x 1<n<x
nzi (mod q)

D’autre part, le caractere 1-lipschitzien de F, I'invariance a droite de dy et le caractére
(M, z)-lisse de € impliquent que on a, pour tous entiers 1 < ng,n < x,

|F(e(n)g'(n)vT) — F(e(no)g' (n)yl)| < dx (e(n)g'(n)yil, e(no)g’ (n)yil)
<dx (e(n)T,e(ng)T)

(2.21)

N

—n —nol.

Cela suggere de découper chaque classe de congruence {n =i (mod ¢)} en progressions
arithmétiques P; ; de raison ¢ et de diametre au plus ﬁgf,z. Pour toute paire (i,7),
fixons un élément ng;; de la progression P; ;. L’inégalité (2.21) permet alors d’écrire
pour tout n € F; ; la relation

F(g(n)) = F;j(gi(n)Ai) + O ((log w)fA)

ot gi(n) :==; 'g'(n)yi et
f@JZ Eﬂ/Ai — C
xA¢ — PKa(no%jyan)

avec A; :=T'NH; et H; := ’yi_lG/'yi. Par construction, le groupe (H;/A;, *yi_lGN’yi) est une
nilvariété d’ordre s pour tout ¢ € {1,...,q} et, d’autre part, g; € poly(Z,v;lGnyi). En
choisissant  assez grand en fonction de A et B et en construisant chaque progression P; ;
de sorte & avoir | P; ;| > z/(2¢M (log x)), on peut observer qu'il y a au plus 2¢M (log z)4
progressions P; ;. Par suite, il suffit de montrer que, pour toute paire (¢,75), on a

(2.22) Y he(n)lp(n)Fj(gi(n)Ai) < 247 'a/(MP (log 2)*).
1<n<Lx
Green et Tao soulignent dans [[ |, p- 547] que les hypotheses faites sur H;/A;
permettent de construire pour tout ¢ € {1,...,q} une base de Mal’cev }); formée de

combinaisons M€ (™) rationnelles des éléments de X ou ¢1(m,s) > 0. En considérant
la métrique dy, associée a cette base, ils remarquent que la suite g; € poly(Z, GN) est
totalement M —c2(ms)B+ei(ms)_gquidistribuée sur [1, ] pour une constante ca(m, s) > 0
et que les fonctions F; ; sont M (m.s)_lipschitzienne.

Supposons dans un premier temps que |’ Hi T F i,j A\, v, = 0. Les différents P; ; étant
de taille au moins z/(2¢M (logz)?) > x/(2M2(log x)4), la proposition 2.21 appliquée
avec les choix /¢’ = M—c2(ms)Brei(mss) of 1)) = Me1(m5) (log )4, justifie Pexistence de
constantes c3(m,s) et ca(m,s) > 0 pour lesquelles on ait
(2.23) S7 he(n)1p,, (n)Fij(gi(n)A;) < M—estms)Brea(ms)g9v 4 log 2)

1<n<N
dés que M<(ms) < 27 Compte tenu de la condition logx < M < (log :L‘)C(m’s’B), on
peut choisir B assez grand en fonction de A, m et s pour que (2.23) implique (2.22) puis
¢(m, s, A) suffisamment grand pour que (2.23) soit vraie.

Lorsque l'on considére une fonction F; ; quelconque, on peut se ramener au cas pré-

cédent en écrivant F; ; = (F” = Jrin, Fig d)\Hi/Az‘) + Ju,/a; Fij A, /4, - En observant
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que ‘in/Ai F; j d/\Hi/Ai‘ < 1, on remarque que la définition (2.13) de h, et 'hypotheése
q < 7 < y entrainent l'estimation

> wewin,ms X | S () in,0

1<n<z kgml—f 1<n<Lx
P~ (k)>y
<#{k<aT P (k) > y)
$1—T

logy
ce qui implique (2.22) au vu de hypothése z7 > (log x)c("5:4) O

2.2.3. Suites polynomiales équidistribuées. Le paragraphe précédent a réduit le pro-
bleme a considérer les suites g € poly(Z, GN) totalement équidistribuées. Une étude
approfondie de tels objets est contenue dans | | et 'on rappelle ci-apres certains
de leurs résultats relatifs a 1’équidistribution dans les nilvariétés.

Considérons d’abord les nilvariétés commutatives (c’est-a-dire d’ordre 1), en étu-
diant le cas du tore unidimensionnel G/I' = R/Z. La proposition suivante consiste es-
sentiellement en une reformulation du critére d’équidistribution de Weyl sous une forme
quantitative.

Proposition 2.22 (| |, Proposition 4.3). Soit d > 0 un entier. Il existe une
constante ¢(d) > 0 qui satisfait la propriété suivante : si x > 1, § €]0,1/2[ et g € R[X]
est un polynome de degré d qui n’est pas §-équidistribué sur [1, 33], alors il existe un entier
1 < k<04 tel que, pour tout j € {0,...,d}, on ait

157 9(0)|[ryz < 6~ @Da

Comme le soulignent Green et Tao dans | |, ce résultat permet de montrer
par récurrence sur m le théoreme 2.20 dans le cas du tore R /Z™. Une conséquence de
cette proposition est le résultat d’équidistribution suivant que nous utiliserons dans la
démonstration de la proposition 2.21.

Lemme 2.23 (] |, Lemma 4.5). Soit d > 0 un entier. Il existe une constante
c(d) > 0 satisfaisant la propriété suivante. Si g € R[X] est un polynome de degré d,
x>1,0€]0,1/2] et € < 0/2 sont des réels et I C R/Z est un intervalle de taille ¢ tel
que g(n) (mod Z) € I pour au moins dx valeurs de [1,2] NN, alors il existe un entier
1 <k <64 tel que, pour tout j € {0,...,d}, on ait

1k 9(0)||r/z < 6Pz

En vue de généraliser de tels résultats aux nilvariétés d’ordre s > 2, rappelons la
définition des caracteres horizontaux.

Définition 2.24. Soient (G/I',GN) une nilvariété filtrée et X une base de Mal’cev
adaptée a GN. On appelle caractére horizontal sur G tout morphisme de groupes
n: G — R/Z tel que n(I') = 0. Au vu de la définition des coordonnées de Mal’cev, il
existe alors un unique nx € Z™ tel que n(g) = nx - Yx(g) pour tout g € G. On appelle
Inxleo la magnitude de n relativement a X .

Disposant d’un cadre adéquat pour énoncer une généralisation de la proposition 2.22
aux nilvariétés d’ordre quelconque, Green et Tao obtiennent le résultat suivant.

Théoréme 2.25 ([ |, Theorem 2.9). Soient m,s > 1 des entiers. Il existe une
constante c(m, s) > 0 qui satisfait la propriété suivante : six > 1, 6 €]0,1/2[, (G/T,GN)
est une nilvariété filtrée d’ordre s et de dimension m, X est une base de Mal’cev §~!-
rationnelle adaptée a GN et g € poly(Z, GN) nest pas §-équidistribuée sur [1,x], alors il
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existe un caractére horizontal n de magnitude |nx|so < 8¢5

720, on ait

tel que, pour tout entier

187 (10 9)(0)||rz < ™Dz,

Pour conclure cette partie, revenons a la démonstration de la proposition 2.21 que
I'on rappelle ci-dessous.

Proposition 2.21. Soient m,s > 1 des entiers. Il existe des constantes co(m,s) et
c1(m, s) > 0 satisfaisant la propriété suivante : si x,y,Q = 2 et §, T €]0, %[ sont des réels
satisfaisant 6~ < 27 <y, (G/T,GN) est une nilvariété filtrée de dimension m et
d’ordre s, X est une base de Mal’cev adaptée a GN et Q-rationnelle, g € poly(Z,GN)
est totalement §-équidistribuée sur [1,z] et F' : G/T' — C est une fonction lipschitzienne
bornée par 1 telle que fG/FFdAg/F = 0, alors, pour toute progression arithmétique
P C [1,z] NN de taille au moins ©/Q, on a

(2.20) > he(n)Lp(n)F(g(n)D)| < 62| F |l xQa (2 + log ).

n<x

DEMONSTRATION. Dans cette preuve, on adapte essentiellement les arguments de la
démonstration de [| |, Proposition 9.2] elle-méme en partie inspirée de | ].
On peut supposer sans perte de généralité que || F||ripx = 1 et que @ < §—cr(ms) Ep
utilisant la majoration (2.13), il vient

Z he(n)1p(n)F(g(n)D)| < z'~7/22¢

n<x177/2

et il suffit donc, compte tenu de Phypothése 6-0(™5) < 27 de se concentrer uniquement
sur les entiers n > z!1~7/2,
Définissons pour tout £ €]0,1/2[ I'ensemble S;(€) des entiers k pour lesquels

27
S telkn)Flg(kn)T)| > €
21 [k<n<2i+1 [k

A la suite de [ |, on effectue un découpage dyadique sur les variables k et n pour

écrire

S hm)1p()Flg(n)l)

21-7/2<n<a

<y Y ¥ > 1p(En)F(g(kn)T)

i pl—T 9t i+l 1—7/2 . 27 27+1
2'<x 2p§l€(2)2>y T | <n< T

. 13 1
J > -
NP OEEED SR D DI S D DR
20T G172 g 21k <2t 2iCk <2t
> P (k)>y P~ (k)>y

kESj(E)

< Z 27 [ £logx + Z %card (Sj(f) N [2i72i+1D

_ . i 1—
21—7/2 <<z 2Lyl —T

2 X
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La fin de la preuve consiste & montrer que, si 2K < 2177 et £ := 615 < Q! pour un
choix de ¢1(m, s) suffisamment petit, alors on a

(2.24) card (5;(&) N [K,2K]) < (K

des que zl /2 < 27 < 2. On reproduit pour ce faire 'argument, dit de Type I, développé
dans [ | et dans le lemme 9.3 de [ ].

Soit [ la raison de la progression arithmétique P, de sorte que | < @, au vu des
hypotheses sur la taille de P. Raisonnons par I’absurde en supposant 1’existence d’entiers
naturels K < z'77 et j tel que x1;/2 < 2/ < o pour lesquels I'estimation (2.24) ne
soit pas valide. En appliquant le principe des tiroirs, on note l’existence d’un entier
be{1,...,1} pour lequel au moins EKQ ! valeurs de k €]K, 2K] satisfont

Y F@rn) > 6

27 b_2i+1
T <N IST

ot gr(n) = g(k(b+ In)) définit un élément de poly(Z, GN) d’apres le corollaire 6.8 de

[ I

Soit k un entier satisfaisant cette inégalité. Il apparait que la suite g n’est pas
%—équidistribuée sur [1,zg] pour l'un des choix zp = % — % ou 2],:[1 — %. D’apres le
théoreme 2.25 dt & Green et Tao | ], il existe une constante ca(m,s) > 0 et un
caractére horizontal 7 : G — R/Z de magnitude |(7;) x]s0 < €29 satisfaisant, pour

tout entier r > 1,

107 (2 G) Oz < € (1/27)

D’apres le lemme 8.4 de | ], il existe un entier g, < £-%(™5) tel que, pour tout
r =1,
AT
k0" (0 91)(O)lmyz < &) (K/27)

ou gi(n) = g(kn) et c3(m,s) > 0 est une constante suffisamment grande.

Une application du lemme des tiroirs aux différents gim; entraine 'existence d’une
constante c4(m, s) > 0 et d’un caractére horizontal 1 de magnitude |ny|s < &40
satisfaisant

AT
(2.25) 107 (0 1)(0) |z < &™) (K /27)
pour tout entier 7 > 1 et pour au moins £%4™%) K valeurs de k. En écrivant

(2.26) nog(n) = Ban’ + -+ B,

il suit de (2.25) qu'il existe un entier 1 < ¢ <4 1 tel que
(2.27) lak” Brllryz < €™ (K /27)

pour un ensemble 7 de valeurs de k de cardinal au moins £(™$) K et pour tout entier
r>1.

On cherche a présent a obtenir (2.27) pour des entiers quelconques et non plus
uniquement pour les puissances r-ieme en vue d’utiliser le lemme 2.23. Reproduisons
pour cela la démonstration du lemme 3.3 de [ ]. On observe que ’on peut minorer
le cardinal de

tT" ={1<n<tRK) :n="ki 4+ +k :ki,....kt €T}
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a Daide des estimations
2
<#T>2t=<2#{<k17...,kt>eTx-~xTzn=k{+---+k:})
SHAT)Y #{(k1, ... k) €T x - xTin=k +- +kf}?

(2.28) g #ATT)KHT

valides deés que ¢ > 2" 4+ 1 et obtenues en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les
estimations uniformes en n du nombre de solutions de k] + --- 4+ ki = n issues de la
méthode du cercle (voir | ]). En prenant ¢t = 5%, il suit I'existence une constante
cg(m, s) > 0 pour laquelle la formule

lgnBllr/z < &™) (K /27)".

est valide pour au moins £ K7 entiers n < 10YK” et tout entier r > 1.
Pour déduire des informations diophantiennes relatives aux ,, on utilise le lemme
2.23 en suivant | ]. Pour vérifier que les hypothéses sont satisfaites, on observe

2cg(m,s

,
que r > 1 et donc % > 772> (25]) a condition que la constante c1(m,s) soit

suffisamment petite. Il en résulte que ’on peut trouver un entier ¢’ < 5*07(7”’5) tel que
' Brl|myz < € C7tms)2=ir

pour tout entier r > 1 et pour une constante c7(m,s) > 0. En utilisant finalement la
définition (2.26), on obtient I'existence d’une constante cg(m, s) > cz(m, s) pour laquelle
la relation

(2.29) lg'(n 0 g)(n)llr/z < 1/10

est valide dés que n < £8(ms)g,
Soit ¢ : R/Z — [—1, 1] une fonction O(1)-lipschitzienne, de moyenne nulle et qui
vaut 1 sur [—1/10,1/10] de sorte que

/G/F ¢ o(qd'n) dAgyr =0 et | o (q’n)HLip,X < 6_08(m75).
Au vu de (2.29), on a

S (@n(g)T))| > €50 1> 60 (¢/n) lipe o™

ngﬁcs(m,s)x

sous réserve de choisir ¢1(m, s) assez petite. En considérant comme progression arithmé-
tique I'ensemble des entiers inférieurs a £(™5)z ceci contredit le fait que la suite (g(n)),
soit totalement d-équidistribuée sur [1, z] et achéve ainsi la preuve de la proposition. [
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ANNEXE A

Note sur les valeurs moyennes criblées de certaines
fonctions arithmétiques

A. LACHAND ET G.TENENBAUM

1. Introduction et énoncés

Soient K un corps de nombres et (k sa fonction zéta de Dedekind. Nous nous
proposons ici d’apporter des précisions sur le comportement asymptotique des valeurs
moyennes criblées de fonctions arithmétiques dont la série de Dirichlet est analytique-
ment proche d’une puissance réelle (g de (k. Par souci de simplicité, et compte tenu de
Papplication visée dans le travail | |, nous nous limitons au cas kK = —1, mais la
méthode est facilement adaptable au cas général.

Plus précisément, pour ¢y €]0,1] et x € Z*, désignons par i (k;co) la classe des

fonctions multiplicatives h dont la série de Dirichlet associée H(s) := >~ h(n)/n’®
s’écrit sous la forme

(1.1) H(s) = G(s)Ck(s)"

ol la série G(s) := 3,51 g(n)/n® est développable en un produit eulérien absolument

convergent pour Re(s) > 1 — ¢g. Introduisons encore, pour kg € N* le sous-ensemble
Ek (Ko, ki co) de Ei(k; o) constitué des fonctions arithmétiques h dont la série de Di-
richlet H(s) posséde une série majorante associée a une fonction h de £ (ko; co). Des
hypotheéses moins restrictives sont considérées dans | | : ici encore, il serait facile,
si nécessaire, d’étendre nos résultats au cadre considéré dans ce travail.

Notant P~ (n) le plus petit facteur premier d’un entier naturel n avec la conven-
tion P~ (1) = oo, notre résultat principal consiste & fournir, dans un large domaine, une
formule asymptotique pour la quantité

Cp(z,y) = Y hn)

n<x
P~ (n)>y

lorsque h € Ek(1,—1;¢p). La présente étude s’inscrit notamment dans le prolonge-
ment des travaux correspondants apparaissant dans | | et au paragraphe 2 de
[ |, ot les valeurs moyennes friables et criblées des éléments de Ek(ko, k; o)
sont considérées sous les hypotheses respectives k > 0 et Kk = 1.

Nous obtenons le résultat suivant. Ici et dans la suite, nous désignons par p la fonction
de Dickman (voir par exemple le chapitre II1.5 de | |) et employons systématique-
ment la notation traditionnelle v := (logz)/logy (x > 2, y > 2).

Théoréme 1.1. Soient ¢y > 0 et € > 0. Sous la condition
(GY) x> 2, exp {(log z)?°%¢} <y < z/2,

et uniformément pour h € Ex(1,—1;¢q), nous avons

(1.2) By (2, y) = {1+o (@)}x/oqt_lwcm
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ot Le(y) = e(08y)**~%  pp particulier, nous avons, uniformément dans le domaine G,
log(u+1 xp'(u) +
(1.3) @h(x,y):{l—i-O( 8l )>} Pty
logy logy
Il est & noter que, dans le domaine z/2 < y < x non couvert par G, nous avons
Op(2,y) = m(y) — m(z) + O(x/Le(2)).

Le cas particulier donné par h := u, la fonction de Md&bius, est emblématique. Nous
obtenons alors, dans le domaine G,

= =efiso () [

n<x
(14) P~ (n)>y
/
_ {1 Lo <log(u+ 1))} xp'(u) +y
logy logy

La seconde formule découle de la premiere par intégration par parties. Une sommation
d’Abel supplémentaire tenant compte de la convention P~ (1) = oo fournit alors, a partir
de la premiere évaluation,

P~ (n)>y

ou G, désigne le domaine obtenu en adjoignant a G l’ensemble des couples (z,y) tels
que /2 < y < z.' Cette formule peut étre comparée a 1’évaluation suivante, décou-
lant immédiatement de la formule asymptotique de Hildebrand [ | pour le nombre
U(z,y) des entiers y-friables n’excédant pas z,

ae X M Lo (B (g e m),

n<x log Yy
P~ (n)>y

ou 'on a posé
(H.) T > 2, exp {(logy 2)*/37¢} <y < .

Mentionnons incidemment qu’a partir des résultats de | ], une sommation
d’Abel fournit la formule duale de (1.5)

(1.7)
GG M B (v IR

- 2
ne5tan) logy (logy)

ou S(z,y) désigne 'ensemble des entiers y-friables n’excédant pas z, w désigne la fonction
de Buchstab, et M (t) est la fonction sommatoire de la fonction de Mébius,

2. Preuve

La démonstration du Théoreme 1.1 est essentiellement fondée sur des arguments
détaillés aux chapitres II1.5 et II1.6 de 'ouvrage | ].

Posons k:=1+1/logz, ap :=1—&(u)/logy ou &(u) est défini, pour v > 1, comme
'unique solution réelle de 1’équation ef = 14ué, et ot 'on convient que £(1) = 0. Notons
encore
L5 () si u < (logy)3(1=2)/3,

V. = e(089)*27*/% " qans le cas contraire,

T=T(z,y):= {

1. L’extension est triviale car la somme est dominée par la contribution du terme correspondant a
n =1 lorsque z/2 < y < z.
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2. Preuve

de sorte que l'intérieur du contour rectangulaire R de sommets x +4T", g 47", est inclus
dans le domaine de Vinogradov

K
(2.1) o>1— 2/30( ) 7 (s=o+in),
{log(|7] + 3)}*" {loglog(|7] + 3)}
sans zéro de (k(s) des lors que la constante ¢(K) est convenablement choisie | ,
]-
La formule de Perron effective (voir par exemple le théoreme 11.2.3 de | D,
permet d’écrire
1 k41T SfH( )
2.2 P d
(2:2) n(@,y) = 2171'/,.i iT SH(S Y) st

avec

h(p”) |h(n)|

H 5,Y) = > Ri<zx .

() pl;[ygo pve ! n%:l n® (1 + T |log (z/n)|)
P=(n)>y

Désignons par g le degré de K. Par la méthode standard d’intégration complexe, nos
hypotheses fournissent, pour tout o, 0 < 0 < ¢p/ max(g,2), et uniformément en = > 2,

(2.3) =Y h(n) = AG(1)z + O (ﬂflf‘”)

n<e

ol Ak dénote le résidu de (k(s) en s = 1 et G(1) := lim,_,1 H(s)/Ck (s). Une manipula-
tion classique (voir par exemple la démonstration du lemme 4.4 de [ ]) fournit
alors R; < z(logx)/T.

Le quotient H(s)/H(s,y) étant holomorphe & I'intérieur du contour R, nous pouvons
déplacer I'abscisse d’intégration du terme principal de (2.2) jusque o = ag au prix d’'un

terme d’erreur T i By i
ap—1 sk K1 s\t
Ry = / RAC LN ) g
k—iT 87’[(8, y) ao+iT SH(87 y)
Posons systématiquement s = o 4 7. L’inégalité triviale

(24) |CK(S, y)| < CK(a07y) (G > Oé()),

et lestimation classique (voir par exemple le lemme 4 de | )
(2.5) 1/¢k(s) <x (log|r])? (|7 = 3),
valide dans le domaine (2.1), fournissent aisément la majoration

z(k (0, y)(logy)©
T
Lorsque T' = )., nous tronquons 'intégrale sur le segment déplacé de maniere a ne

conserver que le segment |7| < L./o(y). Cela induit un nouveau terme résiduel
TOTTH (g + 0T 2|7k (g + 17,
R3<</ (a9 )dr</ I7¢xc (a0 + i7.y)|
L)<l TH(ao +1i7,y) e)<ir<r Gk (oo + 7))

Les arguments du lemme I11.6.12 de | | sont valides mutatis mutandis en rem-
placant ((s) par (k(s). Nous obtenons ainsi, pour une constante positive convenable

Ry <«

¢ = CK,
2

(2-6) CK(Oéo +it,y) < (k(,y) exp (—dh) (loglgy < |7" yg)-

En faisant appel & la majoration (2.5) et compte tenu de 'hypothése u > (logy)3(1=)/5,
nous obtenons

2k (a0, y)
L4€/5 (y)
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Il reste a évaluer le nouveau terme principal
1 ap+iL SH( )

2.7
27) " 2im oo—il, SH(s,y)
ot 'on a posé L := L./5(y). La formule (4.1) de | | permet alors d’écrire, pour
tout s du segment d’intégration,
N 1
@8 HE) = M)~ Diorn)al(s — Diogn){1+0 () }
(3

ou p désigne la transformée de Laplace de la fonction de Dickman p.
La contribution & P du terme d’erreur est
de (K (0, y)

ao + iT)
<K Ry = /
L 7| +1 Lyc/5(y)

040 +iT,y )
Pour évaluer celle du terme principal, nous étendons le domaine d’intégration a la
droite o = ag tout entiere au prix d’une erreur

<Ry= [ e )log)al(s ~ 1)logy)

La formule (II1.5.50) de [ ], soit

(2.9) sp(s)=1+0 (W) (I7] > 1+ u&(u),

et la seconde formule de la moyenne fournissent alors, comme dans la derniére partie de
la preuve du théoréme I11.6.10 de | ],

>0

L4z—:/5 (y) '

En rassemblant les termes d’erreur successifs et en utilisant la formule (I11.6.62) de
[ ] sous la forme

R; <

(2.10) Ck (a0, y) =< p(u)e*™/ulogy,
nous obtenons
r o [e0tioe sp(s)ets xp(u))
2.11 ) ——d 0] .
( ) w(@,y) = 2 /ao —ico S+ logy 5 (Lg(y)

Comme sp(s)/(s + logy) est la transformée de Laplace de

/°° pPlu=v) _p)—yle / P (u—w)
PRUTY) G0 =
0 yY logy logy yY logy

o e A

nous obtenons bien (1.2) et (1.3).
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ANNEXE B

Sur ’approximation lisse des indicatrices

Dans cette annexe, nous construisons une approximation lisse de l'indicatrice 1x
d’un compact K C [0,1]¢ dont le bord est paramétré par un lacet de classe C' par
morceaux. Utilisée dans la preuve du lemme 5.2 du chapitre 2 et dans le paragraphe
2.1.1 du chapitre 4, une telle construction est standard dans la littérature.

Théoréme. Soient d > 1 et K C [0,1]% un compact dont le bord est paramétré par un
lacet de classe C' par morceaus. Il existe une famille (x,(é)) -0 d’applications lisses de
15

RY dans [0, 1] satisfaisant, pour tout € > 0, les propriétés suivantes :

— la fonction X,(CE) est a support sur K ;

- sid (a:,Rd \ IC) = f{dg(w,y) cy € R%\ IC} > ¢ ot dy désigne la distance eu-
clidienne, alors X( ) =1 ;

— pour tout opérateur différentiel D d’ordre i > 1 et uniformément en € > 0 et

xcRY onaD (X,(é)) (x) <pe '

DEMONSTRATION. Définissons la suite de fonctions (vx)g>1 par les formules

_1 1 .
Vl(m) = (/ exp (—12> dt) X { exp (_W) SLT € B2(0a 1)7
B2(0,1) 1 —tl3 0 sinon,

z)

”Ll pour

ott By(0,1) désigne la boule unité de R pour la distance dy et v (x) = H%l(l(g)

tout & € R,
La suite (yg)r est régularisante :
— v = 0 pour tout k > 1;
— le support de v est inclus dans By (0,1/k) pour tout k > 1
— |7kl = 1 pour tout k > 1.
(1/k)

Considérons la convolution 5" = 1x * v avec

L % (@) = /,C (@ — y) dy,
k

avec R4\ Ky, := Ba(1,1/k) + R4\ K, de sorte que X,(é/k) soit a valeur dans [0, 1] pour
tout k > 1

Soit k > 1 tel que Ko ne soit pas vide. La fonction X,(é/ 2k) est A support sur K et
vérifie X( /2k)( ) =1 dés que d (sc, R%\ IC) > 1/k. Dans la mesure ou v est de classe
C®, il s’ensuit que X,(Cl/ 2%) est de classe C° et, par dérivation de la convolution, que, pour
tout opérateur différentiel D d’ordre ¢ > 1, on a

D (Xfé/%)) (z) <p k.

En prenant k suffisamment grand, on en déduit le résultat. O
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Résumé — Un entier est dit y-friable si tous ses facteurs premiers n’excedent pas y.
Les valeurs friables de formes binaires interviennent de maniére essentielle dans I'algorithme
de factorisation du crible algébrique (NFS). Dans cette theése, nous obtenons des formules
asymptotiques pour le nombre de représentations des entiers friables par différentes familles
de polyndmes.

Nous considérons dans la premiere partie les formes binaires qui se décomposent comme
produit d’une forme linéaire et d’une forme quadratique. Nous combinons pour cela le principe
d’inclusion-exclusion & des idées issues de travaux sur la distribution multiplicative de certaines
suites d’entiers représentés par des formes quadratiques développés par Fouvry et Iwaniec, puis
Balog, Blomer, Dartyge et Tenenbaum.

Dans un second temps, nous nous concentrons sur les valeurs friables de formes cubiques
irréductibles. En adaptant les travaux de Heath-Brown et Moroz sur les nombres premiers
représentés par de tels polynomes, nous obtenons des formules asymptotiques valides dans un
vaste domaine de friabilité. Notre méthode permet également d’évaluer des moyennes sur les
valeurs d’une forme cubique pour d’autres fonctions arithmétiques comprenant en particulier
les fonctions de Mdobius et de Liouville.

Dans le dernier chapitre, nous étudions les corrélations de I'indicatrice des friables avec les
nilsuites. En employant la méthode nilpotente de Green et Tao, nous en déduisons une for-
mule pour le nombre de valeurs friables d’un produit de formes affines deux & deux affinement
indépendantes.

Abstract — An integer is called y-friable if its largest prime factor does not exceed y.
Friable values of binary forms play a central role in the integer factoring algorithm NFS
(Number Field Sieve). In this thesis, we obtain some asymptotic formulas for the number of
representations of friable integers by various classes of polynomials.

In the first part, we focus on binary forms which split as a product of a linear form and a
quadratic form. To achieve this, we combine the inclusion-exclusion principle with ideas based
on works of Fouvry and Iwaniec and Balog, Blomer, Dartyge and Tenenbaum related to the
distribution of some sequences of integers represented by quadratic forms.

We then take a closer look at friable values of irreducible cubic forms. Extending some
previous works of Heath-Brown and Moroz concerning primes represented by such polynomials,
we provide some asymptotic formulas which hold in a large range of friability. With this
method, we also evaluate some means over the values of an irreducible cubic form for other
multiplicative functions including the Moébius function and the Liouville function.

In the last chapter, we investigate the correlations between nilsequences and the characte-
ristic function of friable integers. By using the nilpotent method of Green and Tao, our work
provides a formula for the number of friable integers represented by a product of affine forms
such that any two forms are affinely independent.

Mots clés — Entiers friables, formes binaires, fonctions multiplicatives, méthodes de
cribles, méthode nilpotente de Green et Tao, sommes de Type I et de Type II.

Keywords — Friable integers, binary forms, multiplicative functions, sieve methods, nil-
potent method of Green and Tao, Type I and Type II sums.
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