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NOMENCLATURE

ALPHABET ROMAN

axu - coefficients discrétisés
a - surface spécifique

A - Surface associée au VER

A - matrice des coefficients discrétisés
¢ - concentration volumique

dp - diameétre équivalent de particule

D - conductance

D, - tenseur de dispersion hydrodynamique
D - tenseur effectif de dispersion

D - coefficient de diffusion moléculaire
e - diffusion numérique

eq dispersion numérique

& -~ critére de convergence

f - vecteur qui lie ¢ au gradient de concentration v<c>®
{ - rapport entre les distances des nceuds

F - vecteur f adimensionnel

F - débit sur les faces du volume de contréle

g - vecteur accélération de la pesanteur

G - matrice amplification

h - hauteur de la cavité

h - hauteur adimensionnelle de la cavité

H - hauteur entre les deux plans

# - hauteur adimensionnelle entre les deux plans

I - tenseur identité

kx - constante de Kozeny

k - vecteur maille des axes réciproques

K - niveaux de temps

K - tenseur permeabilité

1l - vecteur maille de la cellule unité

£ - longueur caractéristique microscopique

L - longueur caractéristique macroscopique

L - longueur de la cellule unité

Le - distance sur laquelle existent des variations de fraction volumique

Lz - distance sur laquelle existent des variations de la moyenne <qu>B
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- profondeur caractéristique de la zone stagnante
- moment local
-~ moment global d’ordre 1

- moment global d’ordre 2

- normale

- nombre d’itérations

- pression

- variable de Laplace

- vecteur position d’un point sur une interface

- pression adimensionnelle

- partie périodique de la pression

- flux de chaleur

- rayon du VER

- vecteur position d’un point a l’intérieur du VER

- vecteur qui localise le centre du VER par rapport a l'origine du

repére

- vecteur qui représente la distance d’'un point 2 quelconque

I’intérieur du VER par rapport au barycentre du VER
résidu

- abscisse curviligne

- source volumique

- partie linéaire du terme source de I’équation discrétisée
- temps

- temps adimensionnel

~ composante de la vitesse locale dans la direction OX
- vitesse locale adimensionnelle

- composante de la vitesse locale dans la direction OY
- vitesse locale adimensionnelle

- vecteur vitesse locale

-~ Volume du VER

- abscisse spatiale

- abscisse spatiale adimensionnelle

- ordonné spatiale

ordonné spatiale adimensionnelle

. . . . At
approximation numérique de e

ALPHABET GREC

o - variable qui définit le schéma de discrétisation des termes convectifs
A8 - angle entre la premiére direction propre et le vecteur <V>

€

¢
¢
r

- porosité
- variable quelconque

- solution exacte
-~ coefficient de diffusion

'’ - coefficient de diffusion numérique

A
K

- valeur propre
- viscosité dynamique

S

a



XIiX

- viscosité cinematique

- angle entre le vecteur <V> et I’axe OX de la cellule unité

- variable qui définit le schéma de discrétisation dans le temps
- masse volumique

tenseur tortuosité

- coefficient de relaxation

- phase de la solution numérique

- fonction arbitraire

MOEAD OO
H

ABREVIATIONS

ADI - Alternating Direction Implicit

PDMA - PentaDiagonal-Matrix Algorithm

PDS - Power Difference Scheme

QUDS - Quadratic Upstream Difference Scheme

QUICK - Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics
QUICKER - QUICK Extended and Revised

SIMPLE - Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations
SOR -~ Successive Overrelaxation

SSOR - Symetric Successive Overrelaxation

SUDS - Skew~Upwind Difference Scheme

TDMA - TriDiagonal-Matrix Algorithm

V.C. - volume de contrdle

VER - volume élémentaire représentatif

OPERATEURS ET SYMBOLES

A() - fournit le schéma dit "loi puissance”
<> - moyenne volumique
<~ - moyenne intrinséque a la phase B
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1-INTRODUCTION

La premiére partie de ce premier chapitre est consacrée a une
introduction aux milieux poreux et a leur modélisation. Tout d’abord, on
donne quelques exemples d’applications et quelques éléments sur leur
constitution. Les phénoménes de transport et la dispersion en milieux
poreux sont ensuite passés en revue. Les principaux mécanismes conduisant a
la dispersion sont décrits. lLes objectifs de «ce travail et son
développement closent cette partie.

La deuxiéme partie consiste en une revue bibliographique du theéme
"dispersion en milieux poreux". On n’a pas ici !’intention d’épuiser le

sujet mais plutét de donner les principales contributions.

1.2-APPLICATIONS

De nos jours, les applications des phénoménes de transport en milieux
poreux sont nombreuses. On peut citer, parmi d’autres, les industries
chimique, mécanique et pétroliére, aussi bien que !’environnement, la
géologie ou la médecine. Le tableau 1.1 [Bear et Buchlin, 199];

Kaviany, 1992] donne quelques exemples d’applications.

1.3-STRUCTURE

Les milieux poreux peuvent étre soit d’origine naturelle (roches,

sable, éponges, bois, etc.) soit  d’origine industrielle (isolants,
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réacteurs chimiques, filtres catalytiques, etc.). Les milieux sont
habituellement classés, en homogéne ou hétérogéne, en isotrope ou
anisotrope. Par homogéne, on entend que le milieu est invariant par

translation. Il est isotrope lorsqu’il est invariant par rotation.

Réacteurs catalytlgues et lits de
garticules inertes. iltration. Séchage.
rickle beds., Chromatographie.
CHIMIE Conver £ 1 sseurs catalytiques des produits
de combustion. Adsorption et désorption.
Transfert de masse a travers les
membranes,
Ecoulement phréatique Contamination de
as JPERG BIERTIaNe- feoujensnt 45n: et
ENVIRONNEMENT matérfaux ab°construction. Contamination
Bar 1’eau salée de la nappe théatl?ue.
échets radigactifs. rrigation.
Percolation de 1’eau dans la neige.
Migration de 1’eau. Gestion de 1’énergie
GEOLOGIE §égthermique. Cycle thermique des Foches:
ransport glaclaire.
Isolation. Combustion. Séchage. Energie
o LTy pIErols e caton 208 In
MECANIQUE surface . LiBrification, Réacteurs
nucléalres, Fusion et solidification de
mélanges blnaires. Stockage de 1l’énergle
solaire. Pots catalytliques.
Ecoulement de gaz et de pétrole dans les
reservoir Accrol ssement de la
PETROLE production de pétrole. Productlon de gaz
naturel .,
Ecoulement d*'un flulde ou de soluté a
MEDEC INE 'lcrgverfnges organes tels que le poumon et
es re .

Tableau 1.1 - Exemples d’applications

Un milieu poreux est constitué par une structure solide et des espaces
vides, la partie solide étant consolidée ou non-consolidée (particules).
L’espace vide peut étre rempli par un ou plusieurs fluides saturant le
milieu. Le diamétre des pores ou particules, peut varier de quelques
angstréms (A) & quelques centimétres et méme davantage. La dimension du
milieu poreux est en général de plusieurs ordres de grandeur supérieure au

diamétre des pores ou des particules. Pourtant, dans certains cas, elle
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peut étre du méme ordre de grandeur.
1.4-PROCESSUS DE TRANSPORT

Si l'on considére le cas le plus général, les processus de transport
de masse, de quantité de mouvement et d’énergie dans un milieu poreux
mettent ‘'en jeu l’écoulement d’une ou plusieurs phases fluides dans les
pores ou les particules. Une phase peut étre constituée d’un ou plusieurs
constituants, les constituants se trouvant en équilibre chimique ou non.
Ces processus peuvent prendre place dans les phases fluides mais aussi dans
la phase solide, suivant la nature du processus. Finalement, notons que la
. partie solide peuf se déformer au cours du processus dans le cas des
milieux déformables.

A cela, on doit encore ajouter les transferts sur les frontiéres du

miljeu.
1.5-DISPERSION

On décrit maintenant, le phénoméne de dispersion en milieu poreux qui
fait l'objet de ce travail. On cherche & caractériser le phénoméne de
dispersion massique, quand un fluide newtonien s'écoule a travers un milieu
poreux. Il s’agit alors de déterminer le champ de concentration, provenant
par exemple de ’injection d’un soluté dans le milieu.

La dispersion, lors d’un écoulement de fluides miscibles, est due au
mélange des fluides. Ces principaux mécanismes de mélange, au niveau
microscopique, conduisant a2 une dispersion observable au niveau

* macroscopique sont maintenant discutés [Grennkorn et Kessler, 1969].
1.5.1-DIFFUSION MOLECULAIRE

C’est le phénomeéne di & l’existence d’un gradient de concentration du
soluté. II est présent méme en l’absence d’écoulement. Les échelles de
temps associées & ce phénoméne (le carré de la longueur de transport divi§§, o
par le coefficient de diffusion moléculaire), étant suffisamment grandes,

la diffusion moléculaire méne a une dispersion macroscopique observable.
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1.5.2-DIFFUSION TURBULENTE
Si I'écoulement dans le milieu poreux est turbulent, la diffusion
turbulente contribue, au méme titre que la diffusion moléculaire, au
mélange du fluide.

1.5.3-MELANGE DU A UNE OBSTRUCTION

Ce type de mélange est lié a la tortuosité du milieu: deux particules
qui a un instant donné se trouvent a une distance donnée, peuvent
s’éloigner ou se rapprocher & un instant ultérieur aprés avoir parcoury,

une partie du milieu, figure 1.1

Figure 1.1 - Mélange d0d & une obstruction

1.5.4-RECIRCULATION DE L’ECOULEMENT

La dispersion peut étre causée, par une recirculation de 1'écoulement
due 3 la géométrie du miliey, comme montré sur la figure 1.2, ol

apparaissent des élargissements et rétrécissements des pores.
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Figure 1.2 - Recirculation de !’écoulement

1.5.5-CONNEXITE DU MILIEU
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1.5.6~-ZONE STAGNANTE

Ce phénoméne est particulier au régime transitoire, quand les champs
de concentration varient dans le temps. Lorsqu’un fluide, avec une
concentration de soluté élevée, passe a proximité d'une zone stagnante ou
le fluide se trouve piégé (figure 1.4), il y a échange par diffusion
moléculaire vers la zone stagnante. Aprés le passage du "front", le
processus s’inverse et la diffusion se fait de la zone stagnante vers le

fluide avec une concentration plus faible.

Zone Stagnante

Figure 1.4 - Zone stagnante

1.5.7-ADSORPTION

C’est un autre exemple de dispersion en régime transitoire, di au fait
que la phase solide est capable de retenir en partie le soluté, Comme dans
le cas précédent, le front de concentration conduira & une désorption ou

une adsorption massique sur la surface solide.
1.5.8-DISPERSION HYDRODYNAMIQUE

La dispersion est alors due & la non-uniformité du champ de vitesse,

du fait de la condition de non-glissement & la surface du solide.
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L’existence d’un gradient de vitesse dans la phase fluide est responsable
de la dispersion, méme dans le cas de !'écoulement dans un capillaire,
figure 1.5. Cl’est le cas  classique de la diffusion-dispersion de
Taylor [7, 46, 76, 107, 108, 113, 117, 118, 119, 132].

Figure 1.5 - Dispersion hydrodynamique
1.6-MODELES

Malheureusement, les milieux poreux réels, présentent des processus de
transport et des géométries trés complexes. D’oll la nécessité de créér des
modéles simplifiés, pour essayer de se représenter le comportement des,
milieux réels,

D’aprés Bear. [14], la premiére étape pour constituer un modéle

conceptuel, passe par le choix des points suivants:

~le domaine d’intérét

-la dimension du domaine (uni, bi ou tridimensionel)

~le régime permanent ou transitoire

-la constitution du milieu (solide déformable ou indéformable, phases
et constituants)

-les conditions isothermes ou anisothermes

~les phases miscibles ou non-miscibles

~le processus étudié
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-les variables décrivant le procédé
~’existence de sources ponctuelles ou distribuées
~-les conditions initiales

~-les conditions aux limites

On peut s’apercevoir de 1’énormité (sinon de la quasi-impossibilité)
de la tache pour résoudre un probléme donné et pour mesurer les variables
au niveau microscopique. D’autre part [’information obtenue serait alors
surabondante. C’est pourquoi, généralement, l’on s’intéresse plutét a la
résolution du probléme au niveau macroscopique. Encore faut-il savoir
I’écrire, traiter correctement les conditions aux limites et donner un sens
précis aux valeurs macroscopiques moyennes. Donc, différents modéles ont
été développés dans le but de traiter le probléme en terme de variables
macroscopiques.

Le passage entre les niveaux microscopique et macroscopique, peut étre
accompli de plusieurs fagons différentes (prise de moyenne sur un volume
élementaire representatif, homogénéisation, convolution de distributions de
probabilités, etc.). On peut généralement définir deux types d’approche:
les modéles déterministes et les modéles stochastiques.

Une fois le modéle conceptuel achevé, on passe au modéle mathématique
macroscopique, a supposer que le passage entre les deux niveaux soit
possible,

Ce modéle est constitué des étapes suivantes [14]:

-Définition de la frontiére du domaine représentant le milieu poreux

-Ecriture des équations de bilan

-Ecriture des équations constitutives

-Ecriture des termes sources pour les variables correspondantes

-Ecriture des conditions initiales

-Ecriture des conditions aux limites

L’étape suivante consiste & résoudre le modéle mathématique. Etant
donné qu’une solution analytique ne peut étre obtenue que dans quelques cas

simples, on fait normalement appel & une méthode numérique.
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1.7-BUT DE CETTE ETUDE

Dans ce travail, on s’est intéressé a la dispersion massique. Le
milieu poreux est saturé par une seule phase fluide. En outre, la partie
solide est indéformable et imperméable. II n’y a pas de réactions
chimiques.

Le but est d’étudier I’influence des géométries utilisées, pour
répresenter le milieu poreux. Derriére cette étude se cache une question
fondamentale, qui est de savoir si l'on peut modéliser un milieu poreux
réel, c’est~a-dire désordonné a partir d’un milieu spatialement périodique

quitte & recourir a une géométrie complexe pour la cellule unité.

1.8-DEVELOPPEMENT DE LA THESE

Le deuxiéme chapitre présente la méthode de prise de moyenne et les
équations issues de son application. La prise de moyenne permet le passage
entre les niveaux microscopique et macroscopique. On voit apparaitre
I’équation de fermeture et le tenseur effectif de dispersion et on
introduit la notion de milieu périodique.

Le troisiéme chapitre aborde la méthode numérique utilisée dans la
résolution des équations de Navier-Stokes et la détermination du tenseur
effectif de dispersion. La formulation mathématique, les différents schémas

de discrétisation et la méthode de résolution du systéme d’équations

algébriques sont traités en détail.

~

Le quatriéme chapitre est consacré a I’étude hydrodynamique de
I’écoulement d’un fluide newtonien au travers d’un milieu poreux. On
s’intéresse, surtout, a la perte de charge pour plusieurs arrangements
geométriques de la cellule unité. Les résultats sont comparés a ceux donnés
par 1’équation d’Ergun.

Le cinquiéme chapitre traite de quelques cas de diffusion en milieu
poreux. On introduit, dans ce cas, 1’équation de fermeture et le tenseur
effectif correspondant. Les résultats obtenus sont comparés a ceux de la
littérature.

Le chapitre six aborde le phénoméne de dispersion en milieu poreux. On
calcule le tenseur effectif de dispersion pour plusieurs arrangements

geométriques de la cellule unité. On fait varier en particulier 1’angle
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entre le vecteur vitesse moyenne résultante et les axes de la cellule
unité.

Au chapitre sept, le traitement rigoureux de !’équation de fermeture
en régime transitoire conduit a exprimer le flux macroscopique sous la
forme d’une relaxation linéaire dont on calcule le tenseur effectif
fonction du temps.

Le dernier chapitre, contient la conclusion générale de ce travail et

des suggestions pour les travaux futurs.
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1.9-BIBILIOGRAPHIE

La deuxiéme partie de ce chapitre, est consacrée & une revue
bibliographique. Cependant, nous n’avons pas [’intention d’épuiser le sujet
abordé. Nous voulons plutét, vu 1’énormité des travaux concernant la
dispersion, donner quelques-uns des principaux modéles théoriques en nous
intéressant surtout aux travaux traitant de la dispersion massique en
milieu poreux.

D’une fagon générale, les différentes méthodes peuvent étre classées
soit en méthodes déterministes soit en méthodes stochastiques.

Une méthode est dite déterministe lorsqu’on fait appel aux équations
différentielles de bilan, décrivant les  processus de transfert
microscopique, afin de pouvoir déterminer les caractéristiques
macroscopiques du milieu. Le milieu est donc traité comme un continuum. En
générale, on moyenne ces équations et on décrit les processus a l’aide de
variables moyennes. Souvent les variables sont moyennées sur un volume
€élémentaire, dont les dimensions se trouvent comprises entre celles du
niveau microscopique (local) et du niveau macroscopique (dimension du
" milieu).

Les méthodes stochastiques utilisent les fonctions de distribution de
probabilités et leurs moments, afin de déterminer les moyennes et les
proprietés statistiques pour pouvoir ainsi prédire les processus de
transfert au niveau macroscopique. En général, on fait appel a des
distributions de type gaussien et on applique 1I’'hypothése d’ergodicité.

Afin de faciliter la lecture, les différents travaux sont regroupés
d’aprés les approches utilisées (déterministes ou stochastiques), les
méthodes employées ("réacteurs en cascade", méthode de moments, prise de

moyenne, etc.), résultats (théorique ou numérique), etc.

1.9.1-LES PREMIERS TRAVAUX

On va commencer notre revue par le travail de Baron [11] (1952) qui
porte sur le transfert de chaleur et de masse & !’intérieur d’un réacteur
catalytique.

Baron utilise déja la notion de volume élémentaire. Le volume
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différentiel est assez grand pour pouvoir contenir un grand nombre de
particules et a la fois suffisamment petit pour permettre !’uniformité des
champs. Les variables sont alors moyennées sur ce volume élémentaire. En
outre, Baron préconise une décomposition de la vitesse et de la
concentration. Il considére que la vitesse locale peut étre écrite comme la
somme de la vitesse moyenne superficielle et d’une fluctuation spatiale de
vitesse. De méme, la concentration est considérée comme étant la somme
d’une concentration moyenne (moyennée sur le volume élémentaire) plus une
fluctuation locale de concentration. A partir de la prise de moyenne de
I’équation différentielle de bilan massique et a l’aide de la décomposition
introduite, il arrive a une équation de bilan macroscopique en termes de
variables moyennes de la méme forme que 1’équation microscopique en
remplacant le coefficient de diffusion moléculaire par un coefficient
effectif, <calculé en |utilisant des considérations statistiques. Ce
coefficient varie proportionnellement au nombre de Péclet. Le nombre de
Péclet donne le rapport entre le transport dii & la econvection et celui di a
<u>

la diffusion moléculaire. Il est défini par Pe= o ol <u> est la vitesse

moyenne de ’écoulement, ¢ une dimension caractéristique des pores du

... milieu et D le coefficient de diffusion moléculaire.

Sir Geoffrey Taylor [117, 118, 119], a étudié la dispersion d’un
soluté lors de I!’écoulement (laminaire et turbulent) a l’intérieur d’un
tube capillaire. En dépit du fait que ses travaux ne concernent pas
directement les milieux poreux, ils ont le mérite d’avoir introduit des
notions qui ont été reprises plus tard, lors de l'étude de la dispersion en
milieux poreux.

En 1953, Taylor [117] a montré que la dispersion d’un soluté dans un
tube pouvait étre répresentée, sous certaines contraintes, comme la
composition d’'un mouvement convectif di & la vitesse moyenne de
I’écoulement et d’une dispersion virtuelle qui est fonction du coefficient
de diffusion moléculaire. Le centre de la région qui contient le soluté se
déplace avec la vitesse moyenne de [’écoulement et le champ de
concentration est symétrique par rapport & ce centre. Taylor [1I18] a
ensuite precisé (1954) les conditions de validité de son résultat, en
particulier, dans quelles conditions on peut espérer avoir atteint le
comportement asymptotique décrit dans son travail précédent. Finalement, en

1954, Taylor [119] a étendu les résultats de ses travaux au cas de
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I’écoulement turbulent.
1.9.2-METHODES DU TYPE "REACTEURS EN CASCADE"

Kramers et Alberda [65], en 1953, ont consacré leur étude & la
distribution des "temps de séjour" de I’écoulement dans les lits de
particules.

Ils ont traité spécifiquement les réponses en fréquence, résultant de
la pertubation du champ de concentration & l’entrée du lit. Les variations
ont été prises comme sinusoidales et la distribution du temps de séjour est
considérée d’un point de vue purement hydrodynamique. Les auteurs
considérent que le probléme de la dispersion dans un lit de particules de
longueur L, peut étre pensé comme la composition d’un écoulement piston
(avec une vitesse moyenne u) et d’une diffusion avec un coefficient
effectif longitudinal D. A partir de la solution de I’équation de
convection-diffusion en régime permanent, ils ont montré que les réponses
en fréquences sont les mémes que celles dues a un nombre n de mélangeurs
parfaits en cascade, ayant le méme temps total de séjour. L’analogie est
valable pour un grand nombIje de mélangeurs ou pour des temps moyens de
séjour bien supérieurs a L%/2D. Le coefficient introduit de cette f acon,
uL/D=2(n-1), est inversement proportionnel au nombre de mélangeurs.

Klinkenberg et  Sjenitzer [60] (1956) ont poursuivi I’analyse
précédente et a 1’aide de considérations statistiques ont montré, sur des
bases intuitives, que le rapport %“ est proportionnel au nombre de Péclet.

En 1957, Aris et Amundson [8], ont traité le probléme de la dispersion
longitudinale & partir du modéle des cellules de mélange. Le développement
est similaire a celui employé par Kramers et Alberda [65].

Les auteurs ont montré que la dispersion a !’intérieur d’un lit de
particules sphériques, due & un écoulement piston, pouvait étre approchée
par une distribution de concentration Pp de type Poisson. Cette
distribution correspond a la probabilité de trouver une particule, qui a
été introduite a linstant t=0, dans la méme cellule & l’instant t. D’apreés
le théoréme de la limite centrale, on sait que pour un nombre suffisamment
grand de cellules, cette distribution devient gaussienne. D’autre part, la
solution de I’équation différentielle qui décrit le processus de dispersion

massique, peut étre écrite en terme d’une densité de probabilité Pd. Cette
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densité de probabilité devient gaussienne, pour des valeurs de [’abscisse
axiale suffisamment éloignées du point d’injection du soluté. Pour pouvoir
donc représenter le processus de dispersion & partir des cellules de
mélange en cascade, il faut que les deux distributions de probabilité Pp et
Pd soient normales et aient les mémes moyennes et variance. Cette égalité
fournit un coefficient effectif longitudinal %”%Pe, ou 'ardp est 1’épaisseur

d’une couche de sphéres.
1.9.3-METHODES STOCHASTIQUES

Scheidegger [103] en 1954 a traité, d’une facon statistique, Ile
probléme de la dispersion lors de I’écoulement laminaire et
tridimensionnel, d’un fluide en milieu poreux. Le milieu poreux est
considéré comme étant désordonné. Les moyennes et probabilités sont
définies pour un ensemble des milieux, ayant les mémes propriétés et
dimensions macroscopiques. En outre, les milieux sont considérés comme
isotropes et homogénes. Le mouvement d’une particule a !’intérieur du
milieu, est le résultat d’une séquence de déplacements £ en ligne droite
d’une méme durée T. Comme les milieux sont homogénes, une particule qui se
déplace a Pintérieur du milieu est sensée rencontrer (aprés un temps
suffisamment long) toutes les conditions d’écoulement présentes dans
I’ensemble des milieux. Dans ce cas, I’hypothése d’ergodicité (égalité
entre la moyenne temporelle et la moyenne de I’ensemble) permet
d’interpréter la moyenne temporelle prise sur un seul trajet, comme étant
la moyenne dans l’espace sur l’ensemble des trajets. Donc le probléme de
I’étalement d’un nuage de particules est ramené au probléme du déplacement
d’une seule particule a travers !’ensemble des milieux. Pour des temps Nr=,
correspondant au déplacement des particules le long de leur trajectoires,
beaucoup plus grands que le temps pour lequel les vitesses locales sont
corrélées, on peut considérer que les déplacements élémentaires de chaque
particule sont statistiquement indépendants les uns des autres. Pendant
Pintervalle d’observation, les processus sont supposés ne dépendre que de
Pinstant présent et sont donc indépendants des instants passés (ce sont
des processus de Markov).

Scheidegger a consideré que le déplacement £ d’une particule & un

instant donné suit une distribution gaussienne. Ce résultat est une



Chapitre 1 17

conséquence du théoréme de la limite centrale, qui démontre que pour un
nombre suffisamment grand de déplacements, statistiquement indépendants, la
distribution de probabilité tend vers une distribution normale.

Ensuite, a partir de la microdynamique de 1’écoulement visqueux,
moyennée sur !’ensemble des milieux macroscopiquement identiques et de la
distribution de probabilités, [I’auteur calcule la variance o du
déplacement d’une particule & Pinstant t et détermine le coefficient de
dispersion D en utilisant la relation d’Einstein: o~2=2Dt. Le rapport %
varie en Pe’. Cette dépendance en Pe® est surprenante car ce coefficient de
dispersion ne tient pas compte de la diffusion moléculaire (mouvement
brownien). Donc il doit étre vu comme uniquement di & la dispersion
hydrodynamique. Il est important de remarquer, ici, que la dispersion est
considerée comme isotrope (vu que l'auteur considére la méme distribution
de probabilités dans toutes les directions).

De Josselin de Jong [30], en 1958, a traité le probléme de la
dispersion hydrodynamique (longitudinale et latérale) pour I'écoulement
d’un fluide dans un milieu désordonné. La méthode mathématique employée est
les hypothéses sont similaires a celles utilisées par Scheidegger [103].

L’auteur a considéré le milieu comme étant composé de particules
sphériques. D’autre part le fluide s’écoule & !'intérieur d’un réseau de
capillaires et & chaque embranchement la particule a la possibilité de
suivre des chemins différents, la distribution suivant chaque direction
étant proportionnelle au débit de fluide suivant cette direction.
L’orientation des capillaires est aléatoire, mais le réseau est distribué
uniformément dans toutes les directions. Dans chaque capillaire, le
gradient de pression et la vitesse sont proportionnelles a cos 6, ol @ est
I’angle entre la direction du capillaire et celle de [’écoulement
principal. On suppose que chaque particule, a l’intérieur d’un capillaire,
se déplace avec la vitesse moyenne de [’écoulement dans le capillaire.
Autrement dit, le modéle ne prend en compte que le mélange aux différentes
jonctions du réseau (il n’y a pas de diffusion moléculaire). Donc,
contrairement & Scheidegger [103], le temps de résidence des particules
dans les capillaires est une fonction de la vitesse moyenne, qui a son tour
est une fonction de I’orientation du capillaire.

Les coefficients de dispersion longitudinaux et transversaux sont

calculés a l’aide de la relation d’Einstein et montrent une dépendance
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en Pe.

Suivant le méme type d’approche, Saffman [97] en 1959 a aussi abordé
la dispersion en milieu poreux. La méthode est similaire a celle employée
par De Josselin de Jong [30].

L'auteur considére que le milieu est formé par un ensemble de
capillaires, orientés de fagon aléatoire. Le milieu est statistiquement
homogéne et isotrope. Les capillaires circulaires ont tous la méme longueur
£ et le méme rayon R. A l'intérieur de chaque capillaire, 1’écoulement est
gouverné par la loi de Poiseuille (régime de Stokes). Saffman considére,
comme 1’a fait De Josselin de Jong, que la vitesse moyenne a !’intérieur du
capillaire est une fonction de la vitesse moyenne de 1’écoulement principal
et de Il’angle 8 (l’angle entre la direction principale de l’écoulement et
la direction du capillaire). La différence est que Saffman a introduit la
diffusion moléculaire en comparant le temps de transport diffusif au temps
de transport convectif des particules & [lintérieur du capillaire,
cmrw(r), temps qui est une fonction de la position r de la particule par
rapport a l'axe de symétrie du capillaire. Deux temps de transport
diffusifs calculés avec la diffusivité moléculaire D ont été distingués: un

r Rz
dif 8D

r . Py s 2
>> tdif). Trois cas ont été envisagés pour le temps de

temps de transport radial t
2

1 L7 (t!

aif 2D dif

transport d’une particule dans un capillaire:

et un temps de transport longitudinal

t

r . . P
=
1) tcmw tdlf, alors le temps de passage est bien inférieur au

temps nécessaire pour que les particules diffusent effectivement & travers

la section transversale et le temps de transport de la particule est égal

corg) t:n- < 'ccmV = t‘lm, le mécanisme de transport est la combinaison
d’un transport convectif et d’un transport diffusif radial; le temps de
transport de la particule est la somme du temps de transport convectif
moyen dans le capillaire et du temps de transport diffusif radial;
3) t<1nf <t le mécanisme de transport dominant est la diffusion
longitudinale; le temps de transport vaut alors t:m.
Saffman a ensuite calculé, a partir de la fonction de distribution de
probabilités pour qu’une particule se trouve sur une ligne de courant
déterminée et a l’intérieur de ['un des capillaires, les propriétés

statistiques concernant les déplacements et les temps de séjour, ceci aprés
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un nombre n grand de déplacements. La distribution de probabilité différe
de celle utilisée par De Josselin de Jong, parce qu’elle prend compte le
profil parabolique de vitesses & I’intérieur du capillaire.

L’auteur montre que les déplacements latéraux ont une distribution
normale avec une moyenne nulle. Le coefficient effectif latéral est alors
déterminé a partir de la relation d’Einstein. Le coefficient ainsi calculé
montre une dépendance en Pe. En ce qui concerne les déplacements
longitudinaux, I’auteur montre qu’il s’agit d’une distribution
approximativement normale Jlorsque Pe » 1. Le coefficient effectif
longitudinal présente une dépendance en Pe et en Pe-Ln(Pe).

En 1960, Saffman [98] a donné suite & son premier travail et a traité
le cas ou la diffusion moléculaire et le transport dii & la convection sont
du méme ordre (Pe=0(1)). Il s’agit, comme dans le premier travail, de
I’étude de la dispersion dans un réseau de capillaires circulaires de
longueur £ et rayon R. Cette fois, les coefficients effectifs de dispersion
sont calculés a partir de la fonction de corrélation lagrangienne
(covariance) des composantes de la vitesse de déplacement des particules.

Saffman considére que le temps moyen de séjour d’une particule a
I'intérieur d’un capillaire est supérieur 2 celui nécessaire pour avoir une
dispersion de type Taylor. La vitesse de déplacement d’une particule est
alors décomposée en la somme de la vitesse moyenne de I’écoulement 2a
Pintérieur du capillaire et d’une fluctuation de vitesse. La fluctuation
de vitesse est prise comme étant la vitesse due & un mouvement brownien
engendré par une dispersion de type Taylor dans le capillaire.

Le calcul de la covariance des composantes du vecteur vitesse de
déplacement, suivi d’une intégration dans le temps, fournit Iles
coefficients effectifs de  dispersion. Les coefficients sont alors

x

constitués de la somme de trois termes. Le premier est di a la diffusion
moléculaire, le deuxiéme est celui di & la dispersion de Taylor a
’intérieur d’un capillaire et le troisiéme est la contribution résultant
de la dispersion convective. Les résultats montrent que les coefficients
longitudinal et transversal sont différents, ceci en accord avec les
résultats experimentaux. Pour des valeurs trés petites du nombre de Péclet
(Pe « 1), les coefficients longitudinal et transversal, montrent une
dépendance en Pe®. Pour 1 « Pe « 8(£/R)2, le coefficient longitudinal

présente des contributions qui sont fonctions de Pe, Pe’ et Pe-Ln(Pe). Le
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coefficient transversal ne présente dans ce cas qu’'une dépendance en Pe
et Pe’.

Haring et Greenkorn [49] (1970) utilisent une approche stochastique
afin de traiter le probléme de dispersion due a !’écoulement d’un fluide en
régime de Stokes, a [!’intérieur d’un milieu poreux non-uniforme. Le
traitement employé est similaire a celui déja utilisé par De Josselin De
Jong [30]. La diffusion moléculaire n’est pas prise en compte. La
différence est que Haring et Greenkorn utilisent un réseau aléatoire de
pores non-uniformes constitué de cylindres circulaires, ne possédant pas la
méme longueur et le méme rayon. Les longueurs et les rayons sont distribués
selon une fonction de distribution de probabilité a deux parameétres. la
probabilité pour qu’une particule emprunte ’un des pores est proportionnel
au débit.

Les coefficients de dispersion longitudinal et transversal sont
calculés a partir de la relation d’Einstein. Les résultats fournissent un
coefficient transversal D:/? qui est proportionnel au nombre de Péclet. Le
coefficient longitudinal D"/SD présente une variation proportionnelle au
nombre de Péclet et au logarithme du nombre moyen de pores traversés. Pour
un choix raisonnable des distributions de longueur et rayon, le rapport
entre les deux coefficients D;/DI peut varier entre 3 (milieu uniforme,
isotrope et non consolidé) jusqu’a plusieurs dizaines pour des milieux
consolidés.

Une approche du type stochastique est aussi utilisée par
Todovoric [120] en 1970, ayant pour but I’étude de la dispersion
longitudinale lors de [’écoulement établi d’un fluide incompressible a
I’intérieur d’un milieu poreux. Le milieu poreux est macroscopiquement
homogéne et isotrope.

Deux hypothéses sont retenues dans ce travail en ce qui concerne le
déplacement des particules: premiérement tout déplacement se fait dans la
direction de I’écoulement principal; deuxiémement les déplacements se font
par étapes avec des périodes entre les déplacements ou les particules se
trouvent au repos. Les deux hypothéses associées au fait que le milieu est
homogéne et isotrope et que le écoulement est établi, ménent & wune
distribution de probabilité des déplacements d’une particule de type

Poisson.

D’aprés leurs résultats, ils concluent que les fonctions de
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distribution des déplacements ne sont pas gaussiennes et dépendent de deux
paramétres qui dépendent & leur tour de !’hydrodynamique de 1’écoulement.
Par conséquent, le coefficient longitudinal de dispersion dépend aussi de

ces deux paramétres.
1.9.4-FORME DU TENSEUR DE DISPERSION

Jacob Bear [12], en 1961, a étudié la dispersion résultant de
I’injection d’un dirac de soluté dans un écoulement uniforme bi et
tridimensionnel & Pintérieur d’un milieu poreux isotrope. Le but est
d’étudier la relation entre les proprietés de dispersion du milieu
(coefficients de diffusion), les déplacements du soluté dus au champ de
vitesses et la distribution de soluté résultante. L’influence de la
diffusion moléculaire n’est pas prise en compte.

Bear considére que I’étalement du soluté injecté prend,
approximativement, la forme d’une distribution normale ’bivariable’.
C’est-a~dire que les particules du soluté s’étalent de la position moyenne
(x=xo+L=xo+ut), selon l'axe OX, avec un écart type o, et selon l’axe OY
avec un écart type cy est un déplacement moyen nul (y=y°+Ay=y°). Les écarts
types sont des fonctions des coefficients de dispersion longitudinal et
transversal respectivement. L’hypothése de la distribution normale est
fondée sur les travaux de De Josselin de Jong [30].

Bear a constaté que les composantes du vecteur vitesse moyenne et du
vecteur déplacement moyen, ne suffisent pas pour déterminer la distribution
finale de soluté. Un tel fait est dii & la nature du milieu poreux. Pour un
milieu isotrope, les pores sont distribués aléatoirement selon toutes les
directions d’espace et c’est le profil de vitesses & !’intérieur des pores
qui est le responsable de la dispersion. Finalement, le tenseur de
dispersion Dij’ pour un systéme de coordonnées général, est introduit comme
le produit contracté entre un tenseur du quatriéme ordre ankl (tenseur de

dispersion géométrique) et un tenseur construit a partir du vecteur
vV
k1

vitesse moyenne du deuxiéme ordre, D =a

. La méme forme générale
Y]

v
du tenseur de dispersion, a été obtenue en 1959 par Nikolaevskij1 a partir

1
Publication en Russe
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d’une I’analogie avec la théorie statistique de la turbulence.

Le méme tenseur du quatriéme ordre des coefficients de dispersion, est
retrouvé par De Josselin de Jong et Bossen [31] en 1961. Les auteurs
utilisent comme point de départ de leur développement, !’équation de
convection-dispersion, en régime transitoire, écrite pour le cas de
I’écoulement uniforme selon 1’une des directions de l’espace. Le tenseur
des coefficients est obtenu lorsqu’on réécrit la méme équation aux dérivées
partielles pour un systéme d’axes tourné d’un angle o par rapport au
systéme d’axes précédent. Les composantes du tenseur de dispersion
géométrique du quatriéme ordre, obtenu pour un milieu isotrope, sont
déterminées a 1’aide seulement de deux coefficients de dispersion, qui sont
les coefficients longitudinal et transversal.

Le tenseur de dispersion géométrique du quatriéme ordre amd,
introduit par Bear [12] dans le cas d’un milieu isotrope, est généralisée
par Scheidegger [104] en 1961 pour le cas d’un milieu poreux anisotrope. A
partir de considérations sur la symétrie du tenseur et du principe
d’Onsager (contesté par Greenkorn et Kessler [44]), Scheidegger montre que
le tenseur posséde 36 composantes indépendantes. Le tenseur ainsi introduit
est ramené a celui de Bear [12], lorsqu’il s’agit d’un milieu isotrope.

Poursuivant leurs travaux, Bachmat et Bear [10] (1964) ont réécrit le
tenseur de dispersion géométrique pour des systémes de coordonnées
curvilignes. Ils donnent [’expression générale en coordonnées cylindriques,
de I’équation aux  dérivées  partielles gouvernant la  dispersion
hydrodynamique dans un milieu poreux homogéne et isotrope. Le cas
particulier du systéme de coordonnées curvilignes orthogonales est aussi

traité.

1.9.5-METHODE DES MOMENTS

Les résultats obtenus par Taylor [117, 118, 119] ont été redémontrés
d’une fagon plus générale par Aris [7] (1956), en étudiant le comportement
du centre de gravité et des moments spatiaux d’une distribution de soluté
pour un tube capillaire cylindrique de section quelconque S et axe o0z, et
pour un champ de vitesses permanent et établi.

La méthode consiste en la détermination du comportement asymptotique

des moments de la distribution de soluté injectée. La premiére étape se
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+00

résume & 'application de I’opérateur mm(x,t) =.‘[ Zhclx,z,t)dz &
~00

I’équation  différentielle, de type convection-diffusion, régissant Ile

transport de masse. L’indice m indique 1’ordre du moment, seuls les trois
premiers moments ont été étudiés (n=0, 1 et 2). Le moment d’ordre O donne
la quantité totale de soluté dans le systéme, le moment d’ordre 1 le
déplacement du barycentre du nuage de soluté et le moment d’ordre 2
I’étalement du nuage par rapport a son barycentre. Le coefficient de
dispersion longitudinal est obtenu par l’analyse asymptotique a grands
temps du comportement des trois premiers moments globaux

Mm(t) (Mm(t)= mmdS], ou S est la section orthogonale a 1’axe oz du tube.

s
Les résultats d’Aris montrent que le coefficient de dispersion varie

avec le carré du nombre de Peclet (PeZ) pour un I[’écoulement laminaire,
tandis que dans le cas de !’écoulement turbulent, la dépendance est en Pe.
La différence de comportement est expliquée par le mélange Ilatéral
additionnel, di a la diffusion turbulente.

Horn [53] (1971) a pour D'essentiel repris cette démarche et !’a
appliquée aux systémes chromatographiques.

Le coefficient de dispersion est alors calculé & partir des moments
globaux centrés d’ordre 1 et 2, et est donné par D'= D;+ ﬁz, ou D_: est la
contribution de Taylor a la dispersion et Dz est la contribution axiale due
a la diffusion moléculaire.

Horn montre aussi que pour une grande classe de systémes, Ile
coefficient de dispersion D* représente le maximum d’une fonctionnelle.

Brenner [19] en 1980 utilise la technique d’analyse des moments,
introduite par Aris [7] en 1956 et étendue par Horn [53] en 1971, dans le
développement d’une théorie rigoureuse de la dispersion pour les milieux
poreux spatialement périodiques. Cette théorie décrit le comportement
asymptotique de la distribution spatiale d’un soluté, injecté dans un
fluide qui s’écoule a lintérieur du milieu poreux. Le phénoméne est décrit
a laide des paramétres physiques qui caractérisent le systéme: Ile
coefficient de diffusion moléculaire D, la vitesse de filtration ou de
Darcy, les proprietés du fluide et de la géométrie du milieu
{principalement la porosité € et la longueur microscopique
caractéristique £). Les résultats sont obtenus pour des milieux ordonnés

(périodiques), mais Brenner espére que la théorie développée trouve aussi
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des applications pour des milieux non ordonnés.

La théorie s’applique dans le cas ou les particules du soluté ont des
dimensions ponctuelles, ne subissent pas !’action de forces extérieures et
ont des proprietés de transport qui sont les mémes que celles des molécules
du fluide interstitiel.

~

Brenner fait appel & la notion de périodicité spatiale pour pouvoir
représenter le milieu poreux & partir d’une cellule unité. Le milieu est
alors reconstitué par des translations de la cellule unité dans les trois
directions de l’espace. La choix de la cellule unité n’est pas unique, mais
toutes les cellules doivent étre identiques. Les dimensions et la forme des
particules solides qui composent le milieu, ne varient pas en fonction du
choix de la cellule unité.

Brenner montre que la vitesse de Darcy est une constante macroscopique
indépendante de la cellule unité considérée. Autrement dit, le champ de
vitesses locales posséde la méme valeur pour tous les points équivalents de
chaque cellule. En outre, la théorie ne requiert pas que 1’écoulement de la
phase fluide soit a faible nombre de Reynolds ni que le fluide soit
newtonien. La direction de [’écoulement principal peut étre aussi
quelconque.

Ensuite, Brenner considére le déplacement d’une particule brownienne
ou molécule de soluté, qui est convectée par le fluide et diffusée par le
mouvement brownien. L’intensité de ce mouvement est donnée par le
coefficient de diffusion moléculaire. Comme la localisation instantanée de
la particule brownienne est une variable stochastique, elle est donnée par
la fonction densité de probabilité P=P(R,t|{R’). Cette fonction donne la

Y

probabilité de trouver la particule en R & linstant t, sachant qu’elle
était en R’ a Vlinstant t=0. A partir de la conservation et de Ila
continuité de la fonction densité de probabilité, on montre que I’équation
qui gouverne I’évolution dans le temps de la fonction P, est une équation
différentielle du type convection-diffusion ayant comme source la fonction
de Dirac 3(R-R’)38(t). L’auteur montre que cette équation avec une condition
d’imperméabilité sur la paroi solide des particules, posséde une solution
unique. L’équation différentielle en P est ensuite réécrite sous forme
locale, pour une cellule unité n fixée.

L’étape suivante consiste a obtenir les équations différentielles

gouvernant les moments locaux m de la fonction P, par !’application de
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lopérateur m (rtir’) =¥ (R R )™ PR -R ’,r,tIr’)  (m=0,,2,...) 2
m n n n n n
I’équation différentielle locale, gouvernant [I'évolution de 1la fonction

densité de probabilité. Le systéme d’équations différentielles régissant
I’évolution des trois premiers moments, avec les conditions aux limites,
est ainsi obtenu. Les équations des moments globaux Mm(t), [Mm(t)= mde),

v
8
sont obtenues & partir de ces derniéres par intégration sur le volume I/'B de
la phase fluide dans une cellule.

Du comportement asymptotique des moments globaux (le comportement
asymptotique est atteint lorsqu’on vérifie Dt/e® » 1) on obtient & partir
du moment global d’ordre zéro Mo la condition de normalisation de la
fonction densité de probabilité. Le moment global d’ordre un M1’ donne le

Y

déplacement moyen de la particule & l'instant t. La limite pour t » o de
dM

1
dt
Brenner montre qu’en moyenne le soluté se déplace avec la vitesse moyenne

donne la vitesse moyenne de déplacement de la particule de soluté.

intrinséque de la phase fluide. Finalement, le moment global d’ordre deux
M2 fournit la variance du déplacement du soluté. Le coefficient effectif de

dispersion est alors calculé a partir des moments globaux M1 et M2
d

D*_l li
par --2- im a—E

[Mz - M1M1]' Le résultat final pour le tenseur de dispersion
t>00

*
s’écrit %— = %,-J' (VE+D)T(VF+D) ¥, o V_ est le volume de la phase fluide &
8V

B8
Pintérieur de la cellule unité et f est la solution d’un probléme de

fermeture. Le vecteur f est périodique et est la solution d’une équation
différentielle du type convection-diffusion dont la source est Ila
fluctuation de vitesse locale.

En plus, Brenner démontre que le tenseur D"I est symétrique, défini
positif et qu’il est un invariant macroscopique. C’est-a-dire qu’il ne
dépend pas du choix de la cellule unité.

En 1982, Brenner et Adler [20] ont étendu le travail développé
précédemment par Brenner [19] en 1980. Il s’agit de D’étude de la
dispersion de Taylor d’'un soluté injecté dans un fluide qui s’écoule au
travers d’un milieu spatialement périodique, en tenant compte du transport
surfacique et du transport a l’intérieur des particules solides.

Contrairement au premier travail, les particules browniennes

(sphériques) peuvent avoir un diamétre non nul et peuvent subir des effets
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diis aux forces extérieures. En outre, le transport par convection-diffusion
4 lintérieur de la phase discontinue est envisagé et [’adsorption et le
transport du soluté le long des frontiéres séparant les phases continues et
discontinues sont traités. Enfin, la méthode des moments est étendue afin
d’inclure le processus de transfert de chaleur et les réactions chimiques

homogénes du premier ordre.

1.9.6-LA METHODE DE PRISE DE MOYENNE

Comme ce travail utilisera comme point de départ la théorie de la
prise de moyenne pour étudier la dispersion en milieu poreux, il nous a
semblé intéressant de développer quelques idées générales sur I'origine de
cette méthode, avant de passer en revue son application particuliére au

probléme qui nous préoccupe.

1.9.6.1-FONDEMENTS DE LA METHODE

Cette méthode rend possible [’obtention de la forme correcte des
équations aux dérivées partielles macroscopiques régissant les phénoménes
de transport, aussi bien que la détermination des coefficients de transport
"effectifs” qui apparaissent lors de [’obtention des  équations
macroscopiques a partir des équations microscopiques.

L’application mathématique de cette méthode a été introduite,
indépendament, par cinq auteurs en 1967. Il s’agissait de Anderson et
Jackson [6], Marle [70], Slattery [111] et Whitaker [125]. Les premiers
auteurs s’en sont servis pour arriver aux équations du mouvement gouvernant

x

I’écoulement en lits fluidisés, tandis que Slattery ’applique & l'étude de
I’écoulement d’un fluide viscoélastique & travers un milieu poreux.
Whitaker 1’utilise pour formuler les équations macroscopiques gouvernant le
transport de masse a l'intérieur d’un milieu poreux et Marle pour obtenir
les équations macroscopiques régissant les phénoménes de transport en
milieu poreux. Cependant, Lehner [67] en 1979, attribue a Hadamard
P'origine du théoréeme de prise de moyenne {Carbonell et Whitaker 1984;
Howes et Whitaker 1985; Quintard et Whitaker 1987].

Slattery [111] en 1967, afin de pouvoir moyenner les équations du

mouvement et continuité, s’est intéressé au probléme de la variation de
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Pintégrale sur V(a), d’une certaine quantité ¢ associée au fluide, en
fonction de I’abscisse curviligne & mesurée sur une courbe arbitraire. A
chaque point du milieu poreux on associe une surface S(a) (dbnt le volume
est V(a) et qui contient une partie solide et fluide) en la déplagant par
translation (sans rotation) le long de la courbe arbitraire.

A partir du théoréme généralisé de transport et du théoréme de la
divergence, l'auteur déduit le théoréme de ©prise de moyenne:
f V-9 dV=V-J ¢dV+I ¢n dS, ou ¢ peut étre un scalaire, un
V() V(o) S
vecteur, un tenseur, n est la normale a l’'interface solide-fluide et So' est
la surface fluide-solide contenue dans le volume V(s).

A l’aide du théoréme de prise de moyenne, Slattery obtient les
équations moyennées de la quantité du mouvement et de continuité régissant
I’écoulement d’un fluide viscoélastique en milieu poreux.

De méme, le théoréme de prise de moyenne est introduit et utilisé par
Whitaker [125] en 1967, pour obtenir 1'équation macroscopique gouvernant le
transport de masse en milieu poreux. La forme du théoréme est identique a
celle présentée par Slattery [111] la méme année.

lLa méthode consiste a moyenner 1'équation de transport et les
conditions aux limites & 1'aide du théoréme de prise de moyenne. Ce
théoréme donne la relation entre la moyenne d’une dérivée et la dérivée de
la moyenne. Les moyennes sont prises sur un volume élémentaire
représentatif VER, associé & une échelle intermédiaire du milieu. Si I'on
considére £ 1’échelle associée & la distance sur laquelle la variable
microscopique subit des variations appréciables et L la longueur
caractéristique du milieu poreux, 1’échelle r associée au VER est telle que
£«r « L.

En 1985, Howes et Whitaker [54] ont revu le théoréme de prise de
moyenne. Ils ont fait afin d’apporter une démonstration mathématique plus
rigoureuse de ce théoréme.

Quintard et Whitaker [91] en 1987 ont développé une théorie qui prend
en compte les effets des hétérogénéités locales. Le milieu est dit
hétérogéne si les coefficients de transferts effectifs, dans les équations
moyennes obtenues a partir de la prise de moyenne locale, ne sont pas
indépendants de la position. Cette définition dépend donc du processus, de

la dimension du volume de prise de moyenne et des caractéristiques du
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milieu poreux.

La prise de moyenne locale introduite au paragraphe 1.9.6.1, permet
’obtention des équations moyennes de transfert a partir de la prise de
moyenne volﬁmique des équations ponctuelles et des conditions aux limites
sur les interfaces entre les phases. Cette prise de moyenne est utilisable
seulement pour des systémes homogénes et doit étre étendue par une deuxiéme
prise de moyenne quand les hétérogénéités locales sont importantes. On
I’appelle prise de moyenne a grande échelle et elle permet !’obtention des
coefficients effectifs & grande échelle a partir de la prise de moyenne des
coefficients issus de la prise de moyenne locale des équations de
transfert.

Une autre approche est développée par Marle [70] en 1967, qui obtient
les équations macroscopiques régissant les phénoménes de transport, a
Pintérieur d’un milieu poreux, & partir des équations microscopiques.
Comme l’auteur 1’a bien précisé, ce passage peut étre effectué soit a
partir d’une prise de moyenne dans !’espace, soit par l’emploi de fonctions
aléatoires et le passage & I’'espérance mathématique. Marle utilise cette
derniére méthode pour obtenir les équations macroscopiques.

Afin de pouvoir introduire les variables macroscopiques comme des
espérances mathématiques, le milieu poreux est considéré comme
macroscopiquement homogéne et les phénoménes ayant lieu a !’intérieur du
milieu sont macroscopiquement stationnaires dans l'espace. Dans ce cas, les
grandeurs microscopiques qui décrivent ces phénomeénes sont des réalisations
particuliéres d’une fonction ergodique et stationnaire. La moyenne spatiale
est alors un cas limite de [!’espérance mathématique, en raison de
Pergodicité de la fonction aléatoire.

En outre, les grandeurs microscopiques sont considérées comme des
fonctions (ou distributions) des trois variables d’espace et du temps. Les
grandeurs macroscopiques sont alors obtenues par une double convolution
dans le temps et l’espace.

Ensuite, Marle établit les relations entre les dérivées des grandeurs
macroscopiques et celles des grandeurs microscopiques, afin de pouvoir
moyenner les équations qui régissent les phénoménes & 1’échelle
microscopique. Comme trés souvent, les grandeurs microscopiques ne sont pas
des fonctions continues des variables de 1’espace et du temps, elles sont

donc dérivées au sens des distributions. Le résultat final donne la dérivée
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d’une grandeur macroscopique comme étant l’espérance mathématique de la
dérivée, prise au sens des distributions, de la grandeur microscopique.
Autrement dit, elle est donnée par le produit de convolution entre la
dérivée de la grandeur microscopique (au sens des distributions) et la
fonction de distribution de probabilité.

A partir des relations entre les grandeurs et les dérivées
macroscopiques et microscopiques, le passage de I’échelle microscopique a
P’échelle macroscopique est réalisé. Marle obtient ainsi les équations
macroscopiques de continuité, de bilan d’impulsion, de bilan d’énergie, du

bilan d’entropie et les équations phénoménologiques.
1.9.6.2-APPLICATION DE LA METHODE A LA DISPERSION

Contrairement & Bear [12], De Josselin de Jong [30], Saffman [97] et
Scheidegger [103}, Whitaker [125] (1967) arrive au tenseur de dispersion a
partir de la prise de moyenne de [I’équation différentielle de
convection-diffusion régissant 1la dispersion. L’auteur considére le cas
d’'un écoulement laminaire d’un flufde incompressible au travers d’un milieu
poreux anisotrope. II n’y ni réaction chimique ni absorption sur
Pinterface solide-fluide.

Afin de pouvoir intégrer les équations de transport, sur un volume
contenant a la fois le fluide et le solide, Whitaker introduit le théoréme
de prise de moyenne (paragraphe 1.9.6.1). Comme résultat de I’intégration,
on. voit apparaitre le vecteur tortuosité T, qui traduit les chemins sinueux
aussi bien que les expansions et les contractions des tubes de courant a
P’intérieur du milieu.

A partir d’une décomposition du vecteur vitesse et de la concentration
en la somme d’une valeur moyenne et d’une fluctuation spatiale autour de
cette moyenne, Whitaker {125] fait apparaitre ainsi le vecteur de
dispersion ¢=<E;>. Le tenseur de dispersion est alors obtenu a partir d’un
développement en série de Taylor du vecteur de dispersion sous la forme
d’une somme de trois termes: le premier di a la diffusion moléculaire
dominant aux faibles vitesses est constant, le deuxiéme varie
proportionnellement & la vitesse et le troisiéme varie proportionnellement
au carré de la vitesse.

Un traitement rigoureux des équations de transport pour des systémes
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multiphasiques est développé par Whitaker [127] en 1973.

Whitaker introduit deux types de moyennes volumiques, la moyenne
spatiale <> et la moyenne intrinséque associée a la phase « <% La
différence est que pour la moyenne intrinséque, on utilise !’inverse du
volume de la phase « a !’intérieur du VER comme fonction de pondération,
tandis que pour la moyenne spatiale on utilise le volume du VER.

Afin de pouvoir aboutir & son résultat final, Whitaker préconise la
décomposition des variables locales sur la forme ¢oc=<¢oc>+¢a’ ou ¢a est la
variable associée a la phase a, <¢a> sa moyenne spatiale et ¢<x sa déviation
par rapport & la moyenne. Cette décomposition s’applique aussi a la vitesse
locale.

I1 arrive donc a [I’équation de diffusion moyennée, gouvernant le
transport de la concentration moyenne <ca>“, a l’aide du théoréme de prise
de moyenne et de la décomposition introduite ci-dessus. Cette équation fait
apparaitre outre les termes classiques transitoire, convectif et diffusif
en <ca>a, un terme di a la dispersion hydrodynamique V'<goc;oc>’ un terme
tenant compte de 1’évaporation ou condensation, un terme de diffusion dt a
la tortuosité du milieu, un terme provenant du transport diffusif entre les
phases et un terme di aux réactions chimiques.

En 1975, Gray [43] reprend le développement réalisé par Whitaker [127]
en 1973. I montre que [!’introduction de la décomposition ¢a=<¢oc>+¢a’
utilisée par Whitaker, méne & un terme de dispersion (le terme de
tortuosité) qui n’est pas nul lorsque le champ de concentration c, est
uniforme. Cette difficulté est éliminée, d’aprés Gray, si l’on prend comme
décomposition de la variable locale ¢a=<¢a>a+¢a.

Les travaux initiés par Whitaker [125] en 1967, ont abouti a une
approche combinée de la méthode de prise de moyenne volumique et du modéle
géométrique d’un milieu spatialement périodique. Cette approche est
appliquée au cas de la dispersion massique dans un milieu poreux, en 1983,
par Carbonell et Whitaker [22]. La théorie traite le cas de la dispersion
d’un soluté injecté dans le milieu, au travers duquel s’écoule un fluide
incompressible. II n’y a ni réactions chimiques ni absorption entre autres
hypotheéses.

Les équations moyennées sont obtenues en suivant les procédures déja
introduites par Whitaker [127] en 1973. Dans une premiére étape, on fait

une prise de moyenne de !’équation différentielle de convection-diffusion
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gouvernant le processus de transport du soluté, avec les conditions aux
limites associées sur les interfaces fluide-solide. Le théoréme de prise de
moyenne {125] est utilisé pour effectuer le passage entre le niveau
microscopique et le niveau macroscopique.

Afin de mettre en rapport les variables locales et moyennes, Carbonell
et Whitaker utilisent la décomposition $=¢—<¢>B, en suivant le travail de
Gray [43]. Les fluctuations spatiales sont supposées vérifier <$>B=O.

L’équation de fermeture est obtenue a partir de !’équation gouvernant
les fluctuations locales o. Cette derniére est obtenue en soustrayant
I’équation locale différentielle de convection-diffusion en ¢ de I’équation
différentielle moyennée en <>, D’aprés une analyse d’ordre de grandeur
des termes de ’équation en régime permanent (Dt/¢% » 1) et de la condition
a la limite en ¢, les auteurs arrivent a une équation ou le terme source et
la condition & la limite sont linéaires en V<c>°.

Le champ de fluctuation spatiale de concentration est alors recherché,
dans le cas ol la porosité est indépendante de la position, sous la forme
o=f(r)-V<c>® ot le vecteur f(r) est la solution d’un probléme de fermeture.

Les équations moyennées, issues du passage de 1’échelle microscopique
a l’échelle macroscopique, font intervenir deux mécanismes de dispersion
macroscopique. Le premier est décrit par le tenseur de tortuosité
T = -é.-f nf dA, ol VB est le volume de la phase fluide a l’intérieur du

g8 A

80
VER, Aw est l’interface solide-fluide et n la normale a !’interface Am'
Ce tenseur est fortement dépendant de le structure du milieu. Le deuxiéme
mécanisme, décrit par le tenseur de dispersion hydrodynamique D = —<;f>B,
représente les fluctuations spatiales du champ de concentration ¢ dues aux
fluctuations du champ de vitesses locales.

Whitaker montre que pour les milieux spatialement périodiques, les
vecteurs f et v sont périodiques. En outre, cette périodicité spatiale
simplifie le calcul du tenseur tortuosité T et du tenseur de dispersion

hydrodynamique D. Si ’on considére un milieu formé par n cellules unités,

la periodicité implique I'égalité T = %.[ nf dA = -117.[ nf dA et
g’a g A
~ B ~ 8 BC¢ BO cellule
D = —<vf> = —<vf> . On est donc ramené au probléeme de la résolution

cellule
de I’hydrodynamique et de !’équation de fermeture en f pour une seule

cellule unité.




Bibliographie 32

De méme que Whitaker [127], Tompson et Gray [121] sont arrivés en
1986, a partir de la prise de moyenne spatiale des équations de bilan
microscopique (paragraphe 1.9.6.1), aux équations macroscopiques gouvernant
les processus de transport. Ils aboutissent ainsi aux équations
macroscopiques de continuité, de transport de la quantité de mouvement et
de transport du soluté.

Contrairement a d’autres travaux, Tompson et Gray ne considérent pas,
a priori, la dispersion macroscopique comme un processus fickien. Autrement
dit, I’équation  macroscopique n’est pas ideﬁtique a  I’équation
microscopique, le coefficient de diffusion moléculaire étant remplacé par
le tenseur effectif de dispersion. L’idée consiste, alors, a écrire une
<cv>. Cette

]

équation séparée de bilan pour le vecteur dispersion ¢(x,t)
équation est obtenue a partir des équations macroscopiques en <v> et <c> et
des équations microscopiques en v et c. L’équation différentielle
résultante en ¢, fait intervenir cing termes sources macroscopiques: une
source convective, une due a la dispersion de la dispersion, une source
diffusive, une source de pression et une source visqueuse. Les auteurs
proposent, ensuite, des relations phénoménologiques pour fermer le systéme
d’équations en <«c>® et ¢.

Plumb et Whitaker [87] (1988a) ont traité le probléme de la dispersion
en milieux poreux hétérogenes a partir de la théorie de prise de moyenne
locale et a grande échelle. Il s’agit de considérer maintenant un milieu
poreux avec deux échelles de longueur suffisamment séparées pour que 1’'on
puisse calculer les propriétés de chacune des zones du milieu par une prise
de moyenne locale, les propriétés macroscopiques du milieu étant déduites

par une seconde prise de moyenne a grande échelle.
1.9.7-METHODES DE MOYENNE D’ENSEMBLE

Une prise de moyenne des équations microscopiques est aussi utilisée
par Koch et Brady [61] en 1985, afin d’obtenir les équations macroscopiques
de bilan massique. La moyenne est prise sur un ensemble de réalisations de
lits de particules, ol chaque réalisation posséde un arrangement de
particules différent.

Une analyse rigoureuse est faite du comportement asymptotique de la

dispersion massique dans un lit désordonné de particules sphériques pour de
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trés grandes porosités. Le phénoméne de transport macroscopique pour des
temps trés longs, prend la forme de la loi de Fick ou le coefficient
moléculaire est remplacé par un tenseur effectif de dispersion.

Le nombre de Reynolds est supposé petit et la concentration faible, de
fagcon a ce que I’écoulement soit gouverné par 1’équation de Stokes et que
la loi de Fick décrive le transport de masse.

Comme !'ont déja fait d’autres auteurs, les fluctuations sont décrites
en termes de variables locales et moyennes, $=¢—<¢>o, ou <>o est la moyenne
sur 1’ensemble des configurations [61]. L’équation macroscopique de bilan
massique est alors obtenue, & partir de la prise de moyenne de 1’équation
locale. Le flux moyen macroscopique de masse, fait intervenir différents
mécanismes de dispersion macroscopique. Koch et Brady introduisent le
tenseur effectif de dispersion, comme étant la somme de trois termes,
D=Dm+Da+D‘. Le premier (D™) est la contribution due a la diffusion

~

moléculaire dans le fluide, le deuxiéme (Da) est di a la différence de

2

concentration de soluté & !intérieur des particules et dans le fluide.
*
Finalement le dernier (D), est lié a la dispersion de soluté di a
I'existence des termes convectif's. Soit explicitement: Dmsﬂfl,
»* ~n
D% v<c> =-<(D <D > V(c~<c> (x,t))> et D V<> =y<u> <¢> ~<uc>, ou D
° i io [} o o o [ o f
est le coefficient de diffusion moléculaire du fluide, ‘1)l est SDf ou D

(coefficient de diffusion moléculaire dans la particule} suivant que ;
corresponde au fluide ou au solide et y est une constante. Afin de pouvoir
calculer le tenseur effectif de dispersion D, la connaissance du champ de
fluctuation de vitesses u et de concentration ¢ s’impose. L’introduction du
tenseur effectif sous la forme donnée ci-dessus correspond a une
répresentation du flux moyen massique qui est linéaire en V<c>°,
<q>° = (1+-;)<u>o<c>o—D-V<c>°.

Le terme <uc>0 est calculé a partir de la valeur moyenne du terme
<uc>1 qui correspond au terme précédent sachant qu’une particule se trouve
centrée en x=0, <GE>O= IP(r1)<ﬁE>1drl. P(rl) désignant la probabilité
qu’une autre particule se trouve en X=T, (en pratique P(rl) est uniforme a
I'exception d’une zone exclue du fait de la présence de la particule
en x=0).

Koch et Brady négligent les interactions entre la vitesse du fluide et
la concentration en soluté pour écrire: <G'E>1=<G>1<E>1 avec <G>1=<u>1—<u>o

et <c>1=<c>1—<c>o. I reste & calculer <u>1 et <c>1 sachant qu’une
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particule est placée en x=0.

Pour le probléme hydrodynamique, ils utilisent la solution proposée
par Saffman [99] (1973) calculant le champ de fluctuations de vitesse créé
par des points sources de quantité de mouvement dans un lit fixe.

L’équation gouvernant les déviations <Z':'>1 est obtenue en soustrayant
I’équation moyenne en <c>1 de I’équation moyenne macroscopique en <c>°. Une
approximation de sa solution est obtenue. Les particules sont en
particulier considérées comme ponctuelles, ce qui est en accord avec
I’hydrodynamique simplifiée retenue.

Les formes asymptotiques du tenseur D‘ sont alors déterminées. Le

premier cas envisagé est celui pour des petits valeurs de
172

P = k" <u>/D « 1, o k est la perméabilité du milieu. Dans ce cas on peut
négliger termes convectifs. On obtient alors %" = g Pe s St
. ) (1-¢)
D vZ Pe . N . .
Pt =55 e U Pe=<uw>r/D ol r est le rayon des particules solides
60 (1_¢ )1/2

De méme, le comportement asymptotique est obtenu pour des P » 1. Dans ce
cas ce sont les termes diffusifs qui sont négligés. Il vient alors:
* »*

—%” = i—lPeI et —%.L = 0. Le développement utilisé montre, sans équivoque, que
la diffusion moléculaire ne joue aucun réle dans le comportement
asymptotique du coefficient longitudinal. Le résultat nul pour Ile
coefficient transversal, est une conséquence de la symétrie transversale
des lignes de courant et du fait que la diffusion moléculaire n’est pas

prise en compte. Une contribution purement "mécanique au coefficient
transversal, serait trouvée dans le cas de I’écoulement autour d’une
particule ellipsoidale, non orientée selon la direction de I'écoulement
principal. Néanmoins, les auteurs ajoutent d’autres mécanismes qui
introduisent une dispersion transversale. Le premier mécanisme est Ila

diffusion moléculaire perpendiculairement aux lignes de courant. II méne a

*
un coefficient —%.L = # (1-e)'?
de Péclet ce qui n’est pas surprenant vu la nature du transport. Le

(P » 1 et Pe « 1), indepéndant du nombre

deuxiéme mécanisme est "mécanique" et est di a !’interaction entre les

#*
particules. II  introduit un coefficient %J. = 62‘2/3 (l-e)l/zlPel si
(l—e)l/zlPeI » 1. Contrairement au cas de 1’écoulement autour d’une seule

particule, la prise en compte d’une deuxiéme particule peut mener a des

écoulements ol les lignes de courant n’ont plus une symétrie transversale.
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Une contribution "non-mécanique" vient encore s’ajouter au coefficient
longitudinal, sa contribution étant nulle dans le cas du coefficient
transversal. Il s’agit de la retention du soluté (voir paragraphe 1.5.7)
par les particules solides, le soluté étant postérieurement libéré dans le
fluide par diffusion moléculaire. Bien entendu, cette contribution est
nulle dans le cas des particules impérmeables au soluté. Elle vaut
*
%“ ,h = %—5- i% 715{(14-3')2(1-8)?32, ol m est le rapport de solubilité. Méme dans

P
le cas ou les particules sont imperméables, on doit s’attendre a avoir des

contributions du méme type O(Pez) due soit a !’existence des zones
stagnantes (paragraphe 1.5.6) soit aux régions ol les lignes de courant
sont trés proches les unes des autres autorisant le soluté a "sauter" par
diffusion moléculaire.

Cependant, le cas de !’écoulement autour d’une particule sphérique ne
présente ni 2zones stagnantes ni régions ou les lignes de courant sont
proches. C’est alors la condition de non-glissement a la paroi solide
(paragraphe 1.5.8) qui introduit, dans ce cas, un dernier mécanisme de
dispersion. Il résulte de l’existence d’une couche limite & proximité de la
paroi de la particule. A partir d’une solution approchée de 1’équation
différentielle de convection-diffusion en <E>1 dans la couche limite, la
contribution peut étre calculée et elle est donnée par

* *
%",cl = -(1; n%(1-€)Pe-Ln(Pe) + O[(1-&)Pe] et %.L,cl = 0, pour des Pe » 1. Une
contribution du type Pe-Ln(Pe) est aussi trouvée par Saffman [97], dans son
expression du coefficient longitudinal.

On peut remarquer, encore une fois, que les contributions dues aux
transferts réalisés par diffusion moléculaire uniquement, sont de [’ordre
de Pez, tandis que celles dues aux transports convectifs sont de l’ordre de
Pe et que dans le cas de la couche limite diffusive, ol la convection et la
diffusion moléculaire influencent simultanément le transport du soluté,
elle est de ’ordre de Pe-Ln(Pe).

Lorsque les échelles macroscopiques de longueur et de temps associées
aux processus de transport, ne sont pas plus grandes que les échelles de
variations du champ de vitesses locales que voit le soluté injecté dans le
milieu, I’hypothése qui consiste a considérer le processus macroscopique de
dispersion comme fickien, n’est plus applicable. Une théorie non locale est

développée par Koch et Brady [62] en 1987, afin d’arriver a [’expression
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généralisée du flux moyen massique. Le flux moyen est alors donné par un
double produit de convolution, dans le temps et ’espace, du gradient local
de la concentration moyenne et de D, généralisation non locale du tenseur
effectif "fickien".

Koch et Brady [63], toujours en 1987, ont étudié !I’influence de
I’anisotropie de la structure des grains sur les proprietés moyennes de
transport d’un soluté, résultant de [’écoulement d’un fluide & travers le
milieu.

Les propriétés macroscopiques sont déterminées suivant deux approches
différentes. La premiére est une approche eulérienne (celle qu’ils ont
utilisée) et la deuxiéme lagrangienne ou des "moments" (celle employée par
Brenner). Ils montrent que les définitions du tenseur effectif de
dispersion D, suivant les deux approches, ne sont pas équivalentes. En
fait, le tenseur effectif lagrangien correspond a la partie symétrique du
tenseur eulérien, DL = D: qui, pour un milieu périodique, est celui déja
obtenu par Brenner [19]. Le tenseur eulérien posséde en plus une partie
antisymétrique, D:.

En outre, les milieux qui ne possédent pas trois plans orthogonaux de
symétrie par réflexion, meénent & ['existence d’'une partie antisymétrique
non nulle (D'; # 0). L’antisymétrie donne lieu a un flux massique qui est
perpendiculaire au vecteur gradient de concentration moyenne. L’approche
lagrangienne ne peut pas détecter un tel effet.

Néanmoins, les milieux désordonnés peuvent avoir une symétrie par
réflexion, méme si leurs graiﬁs n'en ont pas. Il suffit que la distribution
de l'orientation des grains soit symétrique ou aléatoire. Dans ce cas, la
partie antisymétrique du tenseur effectif” est nulle (D:;L = 0).

Koch et al [64] en 1989, ont étudié l'importance de "l’ordre" sur la
dispersion en milieux poreux. Le travail avait pour but d’élucider
'influence du caractére périodique des milieux sur la dépendance du
tenseur effectif de dispersion en fonction du nombre de Péclet.

En 1985, Koch et Brady [61] ont montré que pour les milieux
désordonnés, il existe trois mécanismes qui causent la dispersion pour des
Pe trés élevés: 1) La dispersion mécanique due au champ de vitesses
stochastique, provenant de la distribution aléatoire des frontiéres
solides. Ce mécanisme ne dépend pas de la diffusion moléculaire et meéne a

une variation linéaire de D'/fD avec le nombre de Péclet; 2) La dispersion
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due & la rétention du soluté, par des régions d’ou le soluté ne peut se
libérer que par la diffusion moléculaire (particules perméables au soluté,
zones stagnantes et aussi régions ol les lignes de courant sont trés
proches). Ces mécanismes meénent a des variations en Pez; 3) L’existence
d’une couche limite dispersive, proche de la surface solide des particules.
Le transport est influencé par la convection et la diffusion moléculaire et
croit en Pe-Ln(Pe). Les deux derniers mécanismes, rétention et couche
limite, présentent le méme comportement qualitatif pour les milieux
ordonnés et désordonnés.

Néanmoins, la dispersion due uniquement au mouvement du fluide, est
qualitativement différente pour les milieux périodiques et non périodiques.

Seule la contibution due a la dispersion mécanique a été étudiée. Dans
le cas général, Koch et al [64] montrent que contrairement au milieu
non-pérodique ol la vitesse du soluté est stochastique et décorrélée apreés
que le soluté a traversé une grande longueur de milieu, dans un milieu
périodique la structure du milieu et par consequént la vitesse du soluté
restent corrélées dans tout I’espace. Deux possibilités sont alors
envisagées pour la dispersion dans un milieu périodique: 1) Toutes les
lignes de courant sont équivalentes. Deux particules injectées, a 1’instant
t=0, en deux points différents a [!’intérieur de la cellule, vont
initialement se disperser et la distance entre elles croit d’abord
linéairement avec le temps. Comme toutes les lignes de courant sont
identiques, chaque particule suit la méme trajectoire et les écarts entre
elles n’augmentent pas aux temps trés longs. La dispersion ne peut se faire
sans la diffusion moléculaire et |D°] ~ O(D); 2) Il existe au moins deux
lignes de courant qui ne sont pas équivalentes. La vitesse du soluté reste
corrélée pour tous les temps et la distance entre deux particules de
soluté, libérées sur deux lignes de courant non équivalentes, croit
linéairement avec le temps. Le processus de dispersion est alors obtenu
seulement si 1’on considére la diffusion moléculaire entre les lignes de
courant. Il en résulte ainsi une dispersion non-mécanique et D/D croit en
Pez, comme la dispersion de Taylor dans un tube. Il existe donc deux
mécanismes possibles de dispersion pour un milieu périodique, mais aucun
des deux ne ressemblerait a la dispersion mécanique rencontrée dans les
milieux non périodiques.

P

Deux arrangements périodiques ont été considérés: I’arrangement
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cubique tridimensionnel de sphéres et l’arrangement carré bidimensionnel de
cylindres circulaires. Dans les deux cas, l’écoulement est gouverné par
I’équation de Stokes, la fluctuation de vitesse u induite par les
particules est approchée par celle due & des points sources quand les
fractions de solide sont trés petites.

Les coefficients de dispersion hydrodynamique DS, calculés pour les
deux géométries, montrent une dépendance en 5 pour des faibles valeurs du
nombre de Péclet. Ces résultats sont donc similaires a ceux trouvés, par
Koch et Brady [61], pour des milieux désordonnés. Le soluté est dispersé
essentiellement par la diffusion moléculaire.

Ensuite, les auteurs obtiennent des résultats pour des nombres de Pe
trés élevés. Dans le cas ol la vitesse de Darcy est perpendiculaire a I'un
des plans de symétrie par translation et réflexion, pour !’arrangement
tridimensionnel et paralléle & 'un des axes de symétrie pour l’arrangement
bidimensionnel, le tenseur effectif D° est de l'ordre de Pe’. Si la
direction du vecteur vitesse moyenne ne coincide pas avec 'un des axes de
symétrie, les résultats calculés pour p° prevoient, pour des Pe » o, une
valeur constante du coefficient longitudinal et transversal, indepéndante
du nombre de Péclet. Ce comportement asymptotique peut n’étre atteint que
pour des valeurs trés élevées du nombre de Péclet. En fait, si A8 est une
petite déviation de l’angle de I’écoulement moyen, par rapport & ['un des
axes de symétrie, le coefficient longitudinal (plus exactement D;/D) croit
en Pe’ jusqu’a un nombre de Péclet de I'ordre de 1/A8 et atteint, pour des

Pe » 1/7A8, la valeur asymptotique de l'ordre de 1/86°.
1.9.8-ARTICLES DE SYNTHESE

Dans ce paragraphe, on se propose de donner une liste des principales
revues sur le sujet parues dans la littérature sans les développer
particuliérement a !’exception de la contribution de Pfannkuch qui permet
d’introduire une typologie des différents régimes de dispersion.

Pfannkuch [85], en 1963, s'est intéressé au déplacement de fluides
miscibles de méme viscosité et de méme densité & travers de sables non
consolidés. Son travail contient une revue bibliographique des travaux
théoriques et expérimentaux, ainsi que ses propres travaux de laboratoire.

Il a mis en évidence P’existence de 5 régimes de mélange.
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Le premier ou régime de la diffusion moléculaire pure, est caractérisé
par le fait que le coefficient effectif de dispersion D‘ est plus petit que
le coefficient de diffusion moléculaire D en milieu continu, D' /D<L.
C’est-a-dire que le temps de passage dans un pore est suffisament long pour
que la diffusion moléculaire effectue le transport de masse. Les effets dis
a la diffusion dynamique sont négligeables dans ce régime. Il n’y a pas de

dépendance en Pe (Pe=<u>B¢/?), ou ¢ est le diamétre moyen des particules)
»*

dans ce cas et le rapport %= oPe™, représente ce régime avec m=0. La
valeur de o dans le cas des milieux poreux constitués de billes de verre ou
des sables non consolidés vaut approximativement 2/3.

Le deuxiéme régime ou régime de superposition est celui ou le mélange
did a la diffusion moléculaire et a la diffusion dynamique sont du méme
ordre et leurs effets sont additifs. D’aprés Pfannkuch, il correspond a des
nombres de Péclet compris entre 0,3 et 5.

Le troisiéme régime est celui ot la diffusion dynamique est dominante
et les effets des deux mécanismes ne sont plus additifs mais il y a une
interférence entre eux. A ce régime correspond une valeur «=0,5 et en
général m=1,2. L’interférence traduit le fait que le rapport D*/I) n’est pas
une fonction du carré du nombre de Péclet, ce qui serait le cas pour un
milieu répresenté par un faisceau de capillaires rectilignes avec le méme
diamétre et sans interconnections.

Dans le quatriéme régime ou régime de diffusion dynamique pure, les
effets dis a la diffusion moléculaire deviennent négligeables devant les
effets dis a la diffusion dynamique. Sur un diagramme D'/D versus Pe, il
est répresenté par une valeur «=1,8+0,4 et m=l1. Pfannkuch a consideré le
cas ou la loi de Darcy était encore valable, soit le régime d’écoulement de
Stokes. En outre, il précise que le nombre de Péclet critique, pour lequel
on a un changement brusque de pente des courbes expérimentales est environ
égal & 200, pour les granulométries les plus fines et davantage lorsque le
diamétre des particules augmente. |

Le dernier régime est aussi celui de la diffusion dynamique pure, mais
les effets d’inertie de 1’écoulement ne peuvent plus étre négligés. On peut
expliquer ce régime en disant que les lignes de courant changent lorsque
les effets d’inertie sont pris en compte. Dans ce cas, il y a donc un
nouveau changement de régime. Le réle des effets d’inertie est équivalent a

celui de la diffusion transversale. lLa valeur de m, dans ce régime, doit
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étre inférieure a I’unité.

Un certain nombre d’articles et livres de la littérature proposent
également une synthése & un moment donné des différents maniéres de traiter
le sujet. On peut citer les articles: Fried et Combarnous [40], Greenkorn
et Kessler [44], Nitsche et Brenner [74] (1989) (revue des méthodes de
prise de moyenne et de leur application & des phénoménes de transfert en
milieux périodiques), Quintard et Whitaker [92] et Sposito et al [114] (sur
les méthodes stochastiques). En ce qui concerne les livres on peut citer
parmi d’autres: Adler [1], Bear [13], Dullien [33], Kaviany [57] et

Scheidegger [105]. Le lecteur intéressé pourra s’y reporter.
1.9.9-RESULTATS NUMERIQUES

En 1983 Eidsath et al [35] ont poursuivi le travail de Carbonell et
Whitaker [22]. Il s’agit de la détermination numérique du tenseur effectif

*
S S

de dispersion % =1+ + % , ou ©° et D° sont respectivement les
parties symétriques du tenseur de tortuosité et du tenseur de dispersion
hydrodynamique.

Le travail utilise la méthode des éléments finis. Le champ de vitesses
est d’abord obtenu afin de pouvoir déterminer le champ des fluctuations de
vitesse V. Le probléme hydrodynamique est résolu en régime permanent pour
un fluide incompressible et newtonien, & U[intérieur d’un milieu poreux
périodique bidimensionnel.

Trois types d’arrangements des cylindres ont été considérés. Un
arrangement de cylindres carrés disposés en ligne, un arrangement de
cylindres circulaires en ligne et un arrangement de cylindres circulaires
en quinconce (avec éventuellement des cylindres de diamétres différents).
La porosité est comprise entre £=0,37 et 0,418.

Deux nombres de Reynolds (Rep=<u>3dpeB/v(1—eB)) ont été utilisés dans
tous les calculs, Rep=0,006 et 56. L’écoulement principal est toujours
paralléle a la direction de 1’axe OX.

Dans une deuxiéme étape, une fois connu le champ de vitesses v, le
probléme de fermeture en f peut étre résolu et le tenseur effectif de
dispersion calculé.

Les pertes de charge calculées numériquement pour tous Iles

arrangements sont comparées a celles données par ’équation modifiée
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I
d’Ergun ég, = —112%9 + 1,8. Tous les résultats présentent des gradients de

P
pression deux a trois fois plus élevés que ceux prévus pour un milieu non

consolidé équivalent.

Ensuite les coefficients effectifs de dispersion (longitudinal et
transversal) calculés pour des arrangements de cylindres circulaires en
ligne et en quinconce, avec une porosité =0,37, sont comparés aux
résultats expérimentaux trouvés par différents auteurs. Les coefficients
ont été obtenus pour des nombres de Péclet particulaires
(Pep=<u>3dpeB/D(1—e B)) variant entre 1 et 10000.

Les résultats numériques concernant le  coefficient effectif

longitudinal pouvaient étre exprimés approximativement par la relation

*

%n & 0,71’63;;7 (Pep z 10), tandis que la théorie de Taylor-Aris (tube
o P . . Dix 1,2

capilaire) prévoit un coefficient donné par D 1+ ———Pep et les

Y

résultats expérimentaux (milieux désordonnés) sont A peu prés représentés

*
par %xx = 0,7Pe;’2 (P’ep = 1).

Les coefficients effectifs tranversaux présentent des valeurs qui sont
de plusieurs ordres de grandeur inférieures aux valeurs expérimentales. De
plus, ils ne présentent pas le méme type d’évolution que les milieux réels
au fur et a mesure que le nombre de Pep augmente.

Pour tenter de remédier & ce probléme, une application numérique de la
prise de moyenne & grande échelle au probléme de la dispersion est faite
par Plumb et Whitaker [88] en 1988. Il s’agit de la détermination des
coefficients du tenseur effectif de dispersion qui apparaissent dans
I’équation de transport issue de la double prise de moyenne.

Deux cas sont considérés: le probléme unidirectionnel de la dispersion
en milieu stratifié périodique et le probléme bidimensionnel de la
dispersion en milieu poreux périodique. Dans les deux cas les milieux sont
constitués par deux régions ayant des porosités différentes.

Afin de pouvoir calculer les coefficients effectifs, il faut résoudre
le probléme hydrodynamique et les deux problémes de fermeture associés a la
prise de moyenne a grande échelle.

Le probléme hydrodynamique est résolu en utilisant la loi de Darcy
plus une correction non-linéaire du type de celle proposée par Forcheimer
(quadratique en <vB>B) et de I’équation moyennée de la continuité. Les

pérmeabilités qui interviennent dans la loi de Darcy et la correction
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non-linéaire, sont déterminées & 1'aide de !’équation d’Ergun sous sa forme
modifiée par MacDonald et al [69].

La méthode numérique utilisée est celle des volumes finis et les
coefficients effectifs calculés par Eidsath et al [35], sont utilisés comme
valeurs initiales lors de la résolution du probléme de fermeture a grande
échelle.

Les coefficients sont obtenus pour différents rapports des porosités
des deux régions. En ce qui concerne le coefficient effectif longitudinal a
grande échelle D;;, les résultats montrent que la constante A
(e B}D“/73=APer:) peut étre ajustée selon les rapports de porosité, mais que
Pon retrouve toujours la méme valeur de [P’exposant m=1,2, laquelle
représente bien les données expérimentales. Selon le rapport des porosités
locales des deux régions et la valeur de la fraction volumique de I’une des
régions, on peut avoir différentes valeurs de A et m pour le coefficient
transversal. Pour 'un des jeux de paramétres essayés, les valeurs de D;;
vérifient bien les résultats expérimentaux.

Edwards et al [37] font en 1991, une étude numérique de la dispersion

de Taylor dans un milieu poreux périodique bidimensionnel. II s’agit du

*
calcul des coefficients effectifs de dispersion —%“ et %‘L, lors de
I’écoulement d’un fluide incompressible a travers des arrangements de
cylindres circulaires de rayon a. Le tenseur effectif caractérise le
processus de transport a [’échelle de Darcy. Trois arrangements
géométriques sont utilisés: 1) I’arrangement en ligne; 2) ’arrangement en
quinconce; 3) !’arrangement hexagonal.

Les composantes longitudinal et transversal sont déterminées a partir

»
du tenseur effectif de dispersion -%= %I (ve+DT(VF+D) dV, introduit par
8V,
Brenner [19] en 1980. La méthode des éléments finis est utilisée dans la
résolution du probléme hydrodynamique et de fermeture en f a [’intérieur de
la cellule unité.
L’influence de I’arrangement géométrique, de la porosité, du nombre de
Reynolds (Re=2a<uw>®/v) et du nombre de Péclet (Pe=2a<u>3/fD), sont traitées.
Dans tous les cas (vecteur vitesse moyenne résultant paralléle a
Paxe OX), le coefficient longitudinal est supérieur au coefficient
transversal, principalement pour des nombres de Péclet Pe trés élevés.

Cette constatation est une conséquence du fait que les composantes du



Chapitre 1 43

a

vecteur vitesse, paralléles a la direction de I’écoulement principal, ont
les plus forts gradients. Cet effet est moins accentué dans le cas des
arrangements en quinconce et hexagonaux, ol la direction des plus forts
gradients dévie de celle de I’écoulement principal. Les lignes de courant
sont plus sinueuses dans ces deux types d’arrangement. Dans les mémes
conditions, les coefficients longitudinaux des arrangements hexagonaux et
surtout en quinconce, sont plus petits que ceux de l’arrangement en ligne.

La tendance opposée est vérifiée pour le coefficient transversal. La
principale contribution a la dispersion, pour des nombres de Péclet Pe » 1,
parait étre le mouvement latéral du fluide. Par conséquent, comme ce
mouvement est plus important pour I’arrangement en quinconce, le
coefficient transversal atteint ses plus grandes valeurs pour cette
géométrie. Par contre, dans le cas de ’arrangement en ligne, 1’écoulement
latéral est confiné dans les régions isolées entre les cylindres, qui sont
des zones de recirculation. La recirculation étant relativement faible,
dans ce cas, la dispersion transversale est inférieure a celle de
I’arrangement hexagonal.

A une diminution de fraction de solide, correspond une augmentation du
coefficient longitudinal, ceci pour [’arrangement en ligne. L’explication
est due a D’existence des trés forts gradients de vitesse dans la région
centrale de la cellule, ol les vecteurs vitesses sont essentiellement dans
la direction de I’écoulement principal. Au contraire pour les arrangemnts
en quinconce et hexagonal, une diminution de la porosité méne a une
diminution du coefficient longitudinal. La cause en est la réorientation du
champ de vitesse locale, suivant une direction perpendiculaire a
I’écoulement principal. Les coefficients transversaux présentent des
divergences de comportement pour les arrangements en ligne et hexagonal. Le
coefficient diminue pour !’arrangement en ligne, au fur et a mesure que la
porosité diminue. Dans le cas de !’arrangement hexagonal, le coefficient
augmente, d’abord, jusqu’a atteindre un maximun pour décroitre ensuite. La
différence de comportement peut étre due & une diminution de la
recirculation de ’arrangement en ligne, qui est responsable du transport
transversal.

Une augmentation considérable du coefficient longitudinal avec le
nombre de Reynolds, est observée pour !’arrangement en ligne. Elle peut

étre attribuée a la redistribution de 1’écoulement & !’intérieur de la
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.

cellule unité. On voit apparaitre dans la région centrale, a mesure que le
nombre de Reynolds augmente, un écoulement du type de celui entre deux

plans paralléles. Ce phénoméne méne & une dependance du type pe® pour le
*

coefficient %“ )

L’ensemble de résultats obtenus pour le coefficient longitudinal, pour
*

tous les arrangements, peut étre représenté sous la forme %" = opPe™
(Pe > 10). L’arrangement en ligne fournit les valeurs moyennes a = 0,13 et
m = 1,761, tandis que pour l’arrangement hexagonal, « = 0,052 et m = 1,748.
On note, ici, que cette valeur de m correspond & peu prés a celle trouvée
par Eidsath et al [35] en 1983.

En ce qui concerne le coefficient transversal, l’ensemble des valeurs
ne correspond ni qualitativement et ni quantitativement, a celui donné par
les résultats expérimentaux. Cette divergence est slrement liée aux faibles
écoulements latéraux observés dans les trois arrangements. Donc, en
réalité, le coefficient transversal est essentiellement gouverné par la
diffusion moléculaire. Des travaux postérieurs, avec des arrangements
géométriques plus complexes et en faisant varier la direction de
I’écoulement principal, sont nécessaires d’aprés les auteurs, pour élucider
le comportement du coefficient transversal.

Le probléme de la dispersion, des particules d’un soluté lors de
I’écoulement d’une seule phase fluide, est traité numériquement par Sahimi
et al [102] en 1986 par une méthode de Monte Carlo pour un réseau
orthogonal de pores bi et tridimensionnel.

Les diamétres des pores circulaires de méme longueur sont distribués
aléatoirement (distribution de Rayleigh). La distribution de pression sur
les nceuds est calculée par la loi de Kirchhoff. A partir de la distribution
de pression et des diameétres des pores, la vitesse moyenne sur chaque pore
et la pérmeabilité du réseau sont calculées. Les particules sont injectées
sur le réseau dans le plan x=0 de fagon aléatoire et le chemin suivi par
chaque particule obéit a une loi de probabilité. Aprés avoir injecté un
nombre suffisamment grand de particules, la vitesse moyenne de déplacement
est calculée a partir du temps de passage de chaque particule dans le
plan x=L. Finalement, les coefficient effectifs de dispersion sont calculés
a partir du carré des déplacements par une moyenne temporelle. Les mémes

coefficients sont aussi calculés a l’'aide de la densité de probabilités



Chapitre 1 45

donnant la distribution spatiale des particules a l’intérieur du réseau: il
s’agit alors d’une moyenne spatiale.

Dans une premiére simulation, 1’écoulement principal est paralléle a
'un des axes du réseau, le mélange est parfait & chaque nceud, la vitesse
est uniforme & Dintérieur de chaque pore et la probabilité pour qu’une
particule emprunte un chemin donné est proportionnelle au débit des pores
partant du nceud en question (mémes hypothéses que celles utilisées par de
Josselin de Jong [30]). Les résultats montrent que pour ce cas, les deux
coefficients effectifs (les auteurs montrent d’aprés les calculs que le
processus est fickien) de dispersion sont proportionnels a la vitesse
moyenne de I’écoulement. Le rapport calculé entre les deux coefficients est
de 6,88%0,33. Les simulations réalisées avec un réseau bi et
tridimensionnel, donnent les mémes résultats.

Dans un autre cas, le profil de vitesses est laminaire a l’intérieur
des pores (écoulement de Poiseuille) et les particules peuvent sauter d’une
ligne de courant & l'autre (hypothéses du type de celles utilisées par
Saffman [98]). Les particules sont toujours injectées aléatoirement dans le
plan x=0, mais une fois le pore choisi un autre nombre aléatoire détermine
la ligne de courant (par conséquent la vitesse) ol va se trouver la
particule, A chaque nceud, les particules qui se trouvent dans la partie
inférieure du pore poursuivent leur trajectoire vers le pore vertical d’en
bas, tandis que celles se trouvant dans la partie supérieure empruntent
celui d’en haut. Les particules qui se déplacent dans la région centrale
des pores, suivent leurs chemins vers le pore horizontal qui se trouve en
face. Une fois que les particules se trouvent dans les nouveaux pores, les
positions des particules sont déterminées de fagon aléatoire. Pour ce
dernier cas, avec les hypothéses décrites ci-dessus, on trouve que le
coefficient longitudinal varie avec la vitesse moyenne de 1’écoulement avec
un exposant égal a 1,27+0,08. Pour le coefficient transversal, on trouve
une variation quasi-linéaire avec un exposant égal & 0,95+0,07. Les calculs
sont refaits pour une fraction de pores proche du seuil de percolation et
pour un réseau tridimensionnel avec pratiquement les mémes résultats.

Les derniers résultats numériques commentés ici, sont ceux obtenus par
Salles et al [101] (1993). Il s’agit de I!’étude de la dispersion de Taylor
(convection + diffusion) en milieu poreux. Le tenseur effectif de

dispersion est déterminé pour des géométries bi et tridimensionnelles, lors
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de la dispersion d’un soluté injecté dans un fluide qui traverse le milieu
en régime de Stokes.

L’expression analytique du tenseur effectif est obtenue pour un milieu
homogéne, par la méthode des moments et par homogénéisation. On montre que
la partie symétrique du tenseur obtenu par homogénéisation est égale au
tenseur obtenu par la méthode des moments.

Les calculs sont réalisés pour des structures déterministes,
fractales, aléatoires et reconstituées a partir des milieux réels.

La détermination numérique du tenseur effectif de dispersion est

. *
obtenu soit par la méthode des moments ( % = %—J (VE+D)T(VE+) dV ) via
v

8
résolution de 1’équation de fermeture en f, soit par la méthode de marche

aléatoire via une simulation de type Monte Carlo ol le tenseur de
dispersion est «calculé 2a partir de 1’évolution des moments de Ila

. * . 1d -
concentration du soluté [ D = lim > at { M2 M ] ]

1
t2 o0
Les premiers résuitats sont obtenus pour ’arrangement en ligne des

cylindres circulaires avec une porosité £=0,599 et £=0,797. Le tenseur est

N

déterminé a partir de la résolution de 1’équation de fermeture. Si l'on
*

répresente les résultats sous la forme ‘11'))' = APe™ (Pe=<vB>B¢/iD, ou ¢ est le
diamétre), on trouve pour une porosité £=0,599 un exposant m=1,87 et pour
€=0,797 un m qui vaut 1,97. Le tenseur est aussi déterminé pour un
arrangement cubique de sphéres avec £=0,48, 0,62, 0,74 et 0,82. Dans ce cas
les valeurs de !’exposant sont les suivantes: 1,95, 1,96, 1,96 et 1,98
respectivement. La méthode de marche aléatoire est aussi utilisée pour
€=0,82. L’ensemble des résultats sont comparés aux résultats expérimentaux
de Gunn et Price [45]. La comparaison montre une concordance satisfaisante
entre les résultats numériques et expérimentaux.

Une derniére comparaison est faite entre les résultats numériques du
coefficient longitudinal et son équivalent théorique, issu de la solution
approché du probléme de la dispersion pour un canal + cavité obtenue par
Coats et Smith [26]. La solution numérique est obtenue dans un premier
temps pour le régime permanent. Une bonne concordance est trouvée avec la
théorie de Coats et Smith pour le cas traité.

Ensuite le tenseur de dispersion est calculé lorsque [’écoulement

principal est paralléele & l'axe z de la cellule unité. Deux configurations
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géométriques sont employées: une configuration déterministe fractale (tapis
de Sierpinski) et une configuration aléatoire dérivée de la théorie de la
percolation.

L’influence de la direction de [I’écoulement principal sur Ila
dispersion est étudiée pour ’arrangement bidimensionnel de cylindres en
ligne avec €=0,59. La méthode utilisée est la marche aléatoire. Le tenseur
effectif de dispersion est calculé pour des angles entre le vecteur vitesse
moyenne et 'axe x de la cellule compris entre 0° et 45°. Les résultats
pour Pe=100 montrent que le coefficient longitudinal decroit et le
coefficient transversal augmente au fur et a4 mesure que l’angle varie entre
0° et 45°. Un palier entre 15° et 45° est observé pour lequel les valeurs
des deux coefficients ne sont pas trés sensibles a la direction de
I’écoulement principal.

La sensibilité de la dispersion par rapport a des irrégularités du
réseau géométrique, sont étudiées dans le cas de ’arrangement de cylindres
en ligne et pour Pe=100. L’un des 4 cylindres de la cellule unité est alors
déplacé légérement dans la direction de 1’'écoulement et dans la direction
transversale. Dans le premier cas ['on retrouve pratiquement les mémes
résultats que le réseau régulier, tandis qu’une différence de 187 pour le
coefficient longitudinal et de 170% pour le coefficient transversal sont
constatées dans le deuxiéme cas.

Trois types de géométries fractales (bi et tridimensionnelles)
déterministes sont utilisées pour la détermination du tenseur effectif de
dispersion lorsque I’écoulement principal est paralléele & 'une des faces
de la cellule unité. Les structures sont les suivantes: tapis de
Sierpinski, fractal "foam" et éponge de Menger. Les valeurs de ’exposant m
obte.au pour les trois géométries et pour trois générations sont comprises
entre 1,84 et 2,00.

Le tenseur effectif de dispersion est calculé ensuite pour des milieux
tridimensionnels aléatoires pour des porosités variant entre ~0,3 et 0,98.

Pour des valeurs intermédiaires de la porosité (0,45e=0,9), les
résultats sont obtenus a partir de la moyenne de 16 milieux ayant
10 X 10 X 10 cases ocupées par le solide ou le fluide selon la porosité
desirée. Du fait d’un temps prohibitif de calcul, seul un cas 20 X 20 X 20
est utilisé pour chaque porosité. Pour une plage de la porosité comprise

entre 0,5 et 0,8, les résultats ne montrent pas une influence de la taille
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de la cellule unité sur la dispersion.

Si I’on essaie de caractériser les résultats par l’exposant m dans une
répresentation log-log du coefficient effectif versus le nombre de Péclet
(Pe=§<vB>B/SD, ou £ est la longueur de corrélation), on distingue trois cas.
Le premier pour €£<0,6, ol les courbes ne sont pas linéaires et la dérivée
seconde est positive. L’exposant m croit avec le nombre de Péclet et le
comportement asymptotique n’est pas atteint. Dans le deuxiéme cas (£=0,7)
la courbe est sensiblement linéaire avec m=l1,21, mais pour la plage
1<Pe<10” elle est indiscernable d’une loi du type Pe-LnPe. Enfin, pour
£>0,8 les courbes possédent une dérivée seconde négative pour des valeurs
élevées du nombre de Péclet.

Proches du seuil de percolation (£20,3), les valeurs du coefficient
longitudinal ont été obtenues pour trois porosités différentes et moyennées
sur 100 simulations. Les géométries aléatoires tridimensionnelles employées
sont les suivantes: 1) 4 X 4 X 4 cases; 2) 6 X 6 X 6 cases et 3) 8 X 8 X 8
cases. Les résultats moyens donnent pour la premiére porosité (£=0,327) un
exposant m=1,65 (IOZSPeleS), pour la deuxiéme (€=0,332) m=1,80 et pour la
derniére (£=0,322) m=1,83 (10=Pe<10%). Pour I’ensemble des cas, on trouve
des courbes qui sont toujours linéaires dans une répresentation log-log.
Pour la premiére géométrie les exposants se trouvent compris entre 1,48 et
1,85 et pour les deux autres géométries entre 1,72 et 1,95 environ.

Finalement, pour des grandes valeurs de la porosité (£>0,8), les
coefficients sont calculés pour quatre porosités (£=0,805, 0,903, 0,951 et
0,98) et les calculs sont faits avec un milieu aléatoire constitué par
20 X 20 X 20 cases. Dans ce cas deux types de comportement asymptotiques
sont espérés d’aprés Koch et al [64]. Pour des milieux périodiques un
exposant m=2 est prévu et pour les milieux non périodiques, du fait du
caractére aléatoire du champ de vitesses, on devrait avoir m=l. Vu que les
milieux sont construits de facon aléatoire a [D’intérieur de la cellule
unité, mais qu’ils sont périodiques, des effets de taille finie sont
attendus. Néanmoins, les résultats présentent un exposant moyen m qui
s’approche de la valeur 2 au fur et a mesure que la porosité tend vers 1.
Ce résultat confirme l'existence des effets de taille finie puisque pour de
trés fortes porosités, les cellules contenant trés peu de solide, le
caractére périodique 1’emporte.

Les mémes calculs sont réalisés pour 3 milieux reconstitués a partir
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du sable de Fontainebleau. Les résultats pour le coefficient longitudinal
sont alors obtenus pour trois porosités (£=0,09, 0,21 et 0,30) et avec une
cellule formée par 20 X 20 X 20 cases. Les exposants m sont calculés par
interpolation et on remarque que la porosité a une faible influence sur ces
valeurs: m=1,56 (£=0,09), m=1,47 (£=0,21) et m=1,34 (e=0,30).
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1.10-CONCLUSION

La revue de la littérature fait apparaitre un trés grand nombre de
contributions  utilisant des méthodes d’esprit trés différent et
s’appliquant dans des domaines trés éloignés les uns des autres, ce qui
rend trés difficile une synthése du sujet.

Si l’objectif est de calculer le tenseur de dispersion, un premier
travail est de résoudre effectivement ou d’approcher par des
simplifications raisonnables [’hydrodynamique du milieu poreux. Ensuite, il
faut recourir soit a une approche stochastique dont le principe remonte a
Einstein soit a une approche déterministe utilisant les équations de la
mécanique des milieux continus.

Une approche déterministe exigeant la connaissance compléte de 1la
géométrie du milieu poreux conduit naturellement & s’intéresser a des
milieux poreux spatialement périodiques. Dans ce cas, la partie symétrique
du tenseur calculée avec 1’'une ou ’autre approche coincide.

L’effort numérique pour calculer le tenseur de dispersion étant
exactement de méme nature que I'effort nécessaire pour calculer
Phydrodynamique du milieux poreux, c’est I’approche déterministe que nous
avons privilégiée dans cette étude. Nous allons en donner les bases, wvu

sous 1’angle de la méthode de prise de moyenne, au deuxiéme chapitre.



CHAPITRE 2

METHODE DE PRISE DE MOYENNE
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CHAPITRE 2

METHODE DE PRISE DE MOYENNE

2.1-INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré au développement de I’équation locale
macroscopique de transport obtenue &  partir de I’équation locale
microscopique de transport. Comme mentionné au premier chapitre,
différentes possibilités existent pour effectuer ce passage. On peut citer
entre autres les méthodes statistiques et stochastiques [Scheidegger, 1954;
De Josselin de Jong, 1958; Saffman, 1960; Haring et Greenkorn, 1970;
Todorovic, 1970; Sahimi et al, 1986}, la théorie de I’homogénéisation
[Bensoussan et al, 1978; Sanchez-Palencia, 1980], la méthode des moments
[Horn, 1971; Brenner, 1980], la prise de moyenne volumique [Slattery, 1967;
Whitaker, 1967; Whitaker, 1973; Gray, 1975] et la prise de moyenne
d’ensemble [Koch et Brady, 1985]. La prise de moyenne volumique a été
refénue dans ce travail.

Il s’agit, ici, de 1’étude de la diffusion-dispersion massique dans un
milieu poreux. On introduit d’abord le théoréme de prise de moyenne et
I’équation de diffusion-dispersion macroscopique, obtenue par prise de
moyenne a partir de I’équation microscopique. Ensuite, on présente
I’équation de fermeture associée a 1’équation macroscopique et finalement

les équations décrivant 1’écoulement de la phase fluide saturant le milieu.
2.2-NOTION DE MOYENNE

Le but est de pouvoir définir en chaque point du milieu poreux, solide

ou fluide, une moyenne volumique locale. Le volume, pour lequel cette
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Figure 2.1 - Les trois échelles associées au milieu poreux
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2.2.1-DEFINITION D’UN VOLUME ELEMENTAIRE REPRESENTATIF

Le volume élémentaire représentatif (VER) est représenté d’une fagon
schématique sur la figure 2.2. On désigne par VB le volume correpondant a
Pespace des pores supposé ici occupé par la phase B. A chaque point P(xi)
du milieu, on associe par exemple une sphére de rayon r et de surface A,
centrée en P. Le VER est déplacé d’un point & un autre par translation. Le
vecteur r localise le centre de la sphére par rapport a l'origine du
repére. Le vecteur position p indique les points qui se trouvent sur les
surfaces d’entrée et de sortie AB'= et sur l'interface solide-fluide Aw‘ La
normale extérieure pour la phase B a la surface Aee est n, et la normale
extérieure a l’interface solide-fluide Aw est n. . Finalement .QB est une

longueur caractéristique associée aux pores.

Courbe Arbitraire S

A

Phase B

Figure 2.2 - Volume élémentaire représentatif

D’aprés Carbonell et Whitaker [23] le rayon r du volume représentatif

Y

doit étre grand par rapport a la longueur caractéristique EB, associée aux

pores, mais bien inférieur & la longueur caracteristique L associée au

milieu macroscopique (figure 2.1),
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£ «r«lL (1
B

Yy

de fagon & pouvoir définir une moyenne volumique locale qui ait un sens
statistique. Pour une grandeur ¢B associée & la phase B, on introduit
maintenant, les deux types de moyenne qui seront utilisées: la moyenne

volumique,

1
<¢B> =7 L ¢B av (2)
B

et la moyenne volumique intrinséque a la phase B,

g _ 1 .
<> = -ﬁﬂjv ¢, AV = eB<¢>B> (3)
8

ou €, est la fraction volumique de la phase B définie par

e = (4)

La condition de différentiabilité sur le volume élémentaire
représentatif et la contrainte (1) étant vérifiée, on peut espérer que la
moyenne volumique soit approximativement indépendante de la position, ceci
pour des longueurs du méme ordre que r [Slattery, 1972; Gray, 1975;
Carbonell et Whitaker, 1984},

<<¢B>B>B = <¢B>‘3 (5)

Pour prouver le résultat enoncé ci-dessus, il suffit de montrer qu’on
peut considérer la moyenne et la moyenne intrinséque comme une constante
sur le volume élémentaire représentatif.

Soit <¢B>z la moyenne intrinséque associée au centre du VER et <¢B>81n
la moyenne évaluée au point 7 ol le vecteur 71, représente la distance entre
le point en question et le centre. On développe ensuite <¢B>B!a en une

série de Taylor,
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<¢B>B‘,L = <¢B>f3 + Q.V<¢B>BIC + % M:W<¢B>Blc g e (6)

et on prend la moyenne intrinséque de <¢B>B|ll en utilisant (6),

g, B B B g, B8 1 B, B
< >= < > V< > >+ = VU< > ST + -
<<¢ > |,1 B> + V<P |C 5 V< |C (7)
ou <¢B>2 et ses gradients sont évalués au centre ¢ du VER. Ils sont donc
constants par rapport & !’intégration en (7). Il en résulte alors:
8, B 8 8 B 1 8 8
- . — H > » e
<<¢ > |n> B>, + V<> |c + 5 v iVV<g, |C + (8)
Les ordres de grandeur des différents termes peuvent étre

évalués,Carbonell et Whitaker [23]:

<" = Or) (9)
wn® = 00 (10)
<¢ >8
V<¢3>B = o[ LB ] (11)
2
<¢ >8
wv<g >° = o[ - ] (12)
L
a

ol Le et Lﬂ représentent les distances macroscopiques sur lesquelles
existent des variations de la fraction volumique €, et de la moyenne
ST 8 . . ;

intrinséque <¢B> . En ce qui concerne [’estimation de ['ordre de

grandeur (9), Carbonell et Whitaker considérent b comme étant de l'ordre

L
€

rigoureuse, on a opté pour le prendre de l'ordre de r. Ce choix ne remet

de [r [_r_'_ ]] . Vu que ce résultat n’est pas obtenu d’une fagon mathématique

pas en cause les résultats trouvés par Carbonell et Whitaker [23].

Compte tenu des ordres de grandeur ci-dessus, on peut écrire:

8 8 r<¢s>s
<<¢B>B|/1> =<p>_ + 0[ T ] (13)
o
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Si on admet que la contrainte (1) est vérifiée, on peut finalement

écrire:

<<¢B>B >B = <<;;B>B (14)

2.2.2-THEOREME DE PRISE DE MOYENNE

L’objectif du théoréme de prise de moyenne est d’examiner comment
I’opérateur prise de moyenne se comporte vis-a-vis de ’opérateur dérivée
spatiale.

On considére une courbe arbitraire S, sur laquelle I’on repére par son
abscisse curviligne s, le centre d'un VER que l’on déplace par translation
(figure 2.3).

Courbe Arbitraire S

Figure 2.3 ~ Déplacement de la sphére sur la courbe S
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~

La démonstration commence & partir du résultat suivant [Aris, 1962]:

%‘5[ ¢BdV=J' [J—g—s—(¢3)+¢3%:—]dVo (15)

v
B(s) VB(o)

ou l’indice o indique une configuration choisie comme référence et J est le
Jacobien qui décrit la transformation volumique, faisant correspondre le
volume de la phase B dans la configuration de référence V B(o) et dans la

configuration considérée VB(S). On peut montrer que [Aris, 1962]:

dJ _ . _C_I_P_
g [ds} (16)

En remplagant [P’équation (16) dans [I’équation {15) et en utilisant le

second théoréme de Green,

Iv-(¢) @ = J én dA )
v A

il résulte des équations (15)-(17), le théoréme du transport:

el
d - 8 dp
Vel® v I A_(s)
8 8
¢
ou s est la dérivée par rapport & s a position et temps fixés. Comme
x

t
o¢
¢B=¢B(xl,t), 5-58 est nul. D’autre part, la surface A est composée des

X
t

surfaces d’entrée et de sortie ABe et de [!’interface solide-fluide Aw

Sur ABe le vecteur p est la somme vectorielle des vecteurs r et r

(figure 2.2). On peut alors réécrire I’équation (18) sous la forme:

El--J' ¢ dv = ¢ ij-l-,.-°+ dr ‘ndA + ¢ Ei—p--ndA (19)
ds J, ., ® N gl ds  ds 8 ds

8 ABe(S) ABO"(S)
D’autre part, le vecteur dp est tangent a l'interface solide-fluide

ds
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Aw. Enfin sur la surface ABe, le VER étant déplacé par translation

X dr
uniquement, le vecteur ——

ds est perpendiculaire & la normale n_.: On déduit

de I’équation (19) que,

d dro clro
& J'v (s)¢B @ =V ¢, | = ¢ ndA (20)
B8 VB(s) A Be(s)
d dr
ol I’on a utilisé la notion de dérivée directionnelle r e -a-s-°-V et le fait
dr
que a—-s-o est indépendant de s sur !’interface ABe.

I résulte de I’équation (20), la courbe ro(s) étant arbitraire, que:

VJ ¢, v =J ¢ ndA (21)

B
Vv (S) A (5)
B Be

Du théoréme de Green (17) et de I’équation (21), il vient:

v J’ ¢B dav} = J V¢B dav - J ¢BndA (22)

v B(s) VB(s ) ABO"(S)

En utilisant 1’équation (22), le théoréme de prise de moyenne s’écrit

alors:

Vg > = V<p > + "Ilf,[ ¢ ndA (23)
A
80"

ol ¢B peut étre un scalaire, un vecteur ou un tenseur.

On peut obtenir, de fagon analogue, pour !’opérateur divergence,

Vg > = Vg > + -‘17[ $,-ndA (24)
A
Bo

ou ¢B peut étre un vecteur ou un tenseur.
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2.3-EQUATION DE TRANSPORT MOYENNEE

On <’intéresse, maintenant, & un processus de transport pour la
variable ¢B, associée & la phase B, dans un milieu poreux constitué d’une
phase solide ¢ et d’une phase fluide B. Le processus de transport a

I'échelle microscopique est décrit par 1’équation:

3¢
8 - .

avec les conditions aux limites appropriées. Dans le cas du transport de
quantité de mouvement ¢B=pv8, d’énergie ¢B est l’enthalpie volumique du
fluide, de masse ¢B est la concentration volumique Cye Le premier terme
dans I’équation (25), est le terme transitoire, le deuxiéme est le terme
convectif, le troisiéme le terme diffusif et le dernier un terme source
associé a la phase B. La vitesse v est la vitesse locale de la phase B et
l"B le coefficient de diffusion moléculaire associé au processus en
question.

On utilise [I’équation (25) pour déduire I’équation macroscopique
locale moyennée. On intégre donc, cette équation, sur le volume VB et on la

divise par le volume total V pour obtenir,

¢

B

<zt <v-(¢BvB)> = <V~(I‘BV¢B)> + <S> (26)

Comme 1la phase o est constituée de la partie solide, supposée
indéformable, on peut considérer que le volume VB est indépendant du temps.

Le premier terme de !’équation (26) s’écrit alors:

at V| 8t at | v

v B
B8

8¢
<= 1 J Bay=211 I ¢ dV | = 3 <45 (27

Ensuite, on applique les résultats provenant du théoréme de la prise
de moyenne, aux termes convectif et diffusif. II en résulte pour le

premier,
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<V'(¢BVB)> = V'<¢BVB> + -},— f ¢BandA (28)
A
80"

oi n est la normale extérieure au fluide & [!’interface solide-fluide
(figure 2.2). Du fait de la condition de non-glissement sur [’interface
fluide~solide, l'intégrale du second membre de 1’équation (28) est nulle.

Le terme diffusif donne:

- . 1
V(T 99> = V-<T Vg > + JA I’ V¢ ndA (29)

BO®

On réapplique le théoréme de prise de moyenne au premier terme du membre de
droite de 1’équation (29),

— - 1 1
<V-(C V¢ )> = ¥ [ rs[v<¢8> ‘3 J‘A ¢BndA” +y IA I_V¢ ndA (30)

BO B8O

ol ’on a consideré que I‘B est indépendant de la position sur des longueurs
de I’ordre du rayon du VER [23].
On utilise les équations (27), (28) et (30) pour écrire

I’équation (26) sous la forme:

8 <¢ >B B8 8 1
€. 5 8 ¢t V-<¢Bv8> =V l"B sBV<¢B> + <¢B> VeB t 7 L ¢BndA +
8O
(31)
+1I (T V¢ IndA + € <S >°
vV A B '8 8 B

8¢

Afin de pouvoir écrire 1’équation (31) en fonction de Ila
variable <¢B>B, on introduit la décomposition suivante [Gray, 1975;
Carbonell et Whitaker, 1984],

¢, =<p> + ¢ (32)
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v = <vB> + v (33)

ol les variables 253 et ;B représentent les fluctuations spatiales locales
autour de la moyenne. On remarquera que les fluctuations spatiales
introduites par les équations (32) et (33), ne sont pas nécessairement
petites devant les valeurs moyennes intrinséques. Il suffit pour s’en
persuader de considérer la vitesse de la phase B, Vo qui du fait de la
condition de non-glissement sur 1’interface Aea* est telle que sur cette
interface ;B=-<vB>B.

Les équations (32) et (33), nous permettent d’écrire:
<p v > = <<p >y >+ G v 4 <>+ <G V> (34)
8 B 8 B8 8 B8 g B B8 B

Si l’on accepte le résuitat (14), on peut réécrire 1’équation (34) de facon

a avoir,

8 8

_ B8 8 8~ B B_~ ~ o~
<¢Bv8> = sB<¢B> <vB> + eB<vB> <¢B> + eB<¢B> <VB> + cB<¢BvB> (35)
En utilisant la décomposition (8}, on peut écrire,
~ B _ _ 8, 8 _1 B, 8 ...
B> = - UG - 5 vV >+ (36)
et,
~ B _ _ B, 8, _ 1 B, 8 ..
W= - VYT - 5 T >+ (370
ou l'ordre des différents termes est donné par [23]:
8 B r 8
< = o
D>V > 0[ (La] <¢,> ] (38)
8 8 r )? 8
. L¢ = —
<> WV ¢B> 0[ [LJ <¢B> ] (39)
8 8 _ r 8
GOV > = 0[ (f]<ve> ] (40)

v

2
<sn>® -\7v<vB>B = 0[ (5 } <vB>B ] (41)
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L’analyse des ordres de grandeur montre donc que les moyennes des

fluctuations peuvent étre négligées:

<$>" = <v>" =0 (42)

et il résulte finalement de !’équation (35),
8 B8 ~ o~ g
< > = g <p > <v > < >
CA £.<p > <V > + g ¢Bv3 (43)

Les résultats (14) et (42) sont trés importants pour le développement de
I’équation moyennée. Le lecteur doit se rapporter aux travaux de Carbonell
et Whitaker [22], Carbonell et Whitaker [23], Plumb et Whitaker [89], pour
I’étude détaillée amenant a ces résultats.

L’équation (43), permet de réécrire I’équation (31) sous la forme:

B8
8 <¢ > B 8y _o. 8 8 1
€, 3% B +V (eB<¢B> <vB> )=V [I‘B[eev<¢8> +<¢B> VeB+ VL qSBndAH +
BO
(44)
+-1— (" V¢ )ndA-V-(e<¢7>;>B)+e<S>B
Vv A B '8 8 '8 8 8
BO"

L’équation (44) peut encore étre simplifiée. Si P'on  utilise la

décomposition (32), on peut écrire:

(45)

<=

Sy
S
=
>

1 1 8
VL ¢BndA_-V-jA <¢>° nda +
Bso BO* Bo

La premiére intégrale du membre de gauche de I’équation (45), peut étre

évaluée a 1’aide du développement (7),

1 8 1 B 1 ] 8 e
7 J <¢,> ndA = - J <¢>_ ndA + - j (n-V<¢ > [c) ndA + (46)

A A A
B 8o BO

et comme précédemment on peut sortir, de l’intégrale, les termes évalués au
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barycentre. Il vient alors:

1 8 _ 11 8 1
7 J~A <¢B> ndA = [7 va ndA} <¢B>c + ['f’- J
BO

8
nn dA} -V<¢B> |c+ e (47
80"

8o

ot la premiére intégrale peut étre évaluée a partir du théoréme de prise de

moyenne {(23) (en posant ¢B=1):

I ndA (48)
A

On remplace (48) dans 1’équation (47) et on la réécrire sous la forme:

1

B8 _ B 1 B ..
7 I . <¢B> ndA = <<;SB>¢VeB + [V J.A nn dA] V<¢B> jc+ (49)

8o BO

L’ordre de grandeur de la deuxiéme intégrale est estimée a 1’aide de
I'identité,

V<r> = -

<=

J nn dA (50)

A
BC

et du résultat donné par (9), il vient alors:

V<r> = 0[ 83[{' ] ] (51)
€

Les équations (45), (49) et (51), conduisent au résultat:

Hv<¢3>“ (52)

o B

~ B,
. $,ndA - <¢ >Ve_ + 0[88(
BO* BO

1 1
7,[ ¢BndA“7f
A €

ou Le représente la distance sur laquelle il existe des variations

significatives de la fraction volumique de la phase B.

1
Voir annexe 1
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Si ’on accepte que la contrainte (1) est vérifiée, on peut finalement

écrire 1’équation de transport moyennée, sous la forme suivante:

3 <¢B>B

€5 3t

8 By _ u. g8 1 ~

+ V-(eB<¢B> <v > ) =V I‘B eBV<¢B> t 7 JA ¢BndA +
80"

(53)

1 ~~ B 8
. - . >
+ 7 lA (I‘BV¢B)ndA v (eB<¢BvB> ) + sB<SB

80

La prochaine étape consiste en la proposition d’une équation de

fermeture pour la fluctuation spatiale 3;3.
2.4-DISPERSION MASSIQUE

On va limiter ce travail a l'étude de la dispersion massique, sans
réaction chimique ni adsorption, pour !’écoulement d’un fluide newtonien et
incompressible, au travers d’un milieu poreux. En outre, les parois solides
sont supposées imperméables et la concentration ¢ en soluté faible. Le
coefficient de diffusion D est supposé constant. L’équation de
convection-diffusion, dans ce cas précis, est donc la suivante:

dc

2
3% * v:Vc = DV¢ (54)

avec les conditions aux limites du type,

-Dn-Vec = 0 sur A (55a)
c= ?(xl,t) SUr A e (55b)

et la condition initiale,
c= S?(xi) ent=0 (56)

N

L’équation de transport moyennée est obtenue aisément a partir de
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P’équation (53),

8 <c>B

3% + V-(<c>8<v>B) = PV [V<c>B + 1 I

7 p ndA] - V- (<ov>D) (57)
A

8
BC

oﬁv I’on a wutilisé la condition a la limite (55a) et considéré que la
porosité €, est constante.

Si I'on soustrait maintenant I’équation (57) de 1’équation (54), en
utilisant les décompositions (32) et (33), on arrive a I’équation pour la

fluctuation g,

24 v¥E = VG - ¥vo® - DV [.}, [ = ndA] + V- <5>° (58)
B8YA
80
avec les conditions aux limites,
-n-Ve = n-¥<c>® sur A (59a)
80°
c = ?f(xl,t) sur ABextémur (59b)

issue de la décomposition (32) et de I’équation (55a) et la condition

initiale,
c = $(x) ent=0 (60)

Pour arriver a !’équation (58), on a aussi fait usage de I'équation de
continuité. Compte tenu de la nature de !’écoulement, régime permanent et
fluide incompressible, on sait que V- v=V-<y>=V- v=0.

Carbonell et Whitaker [23] ont simplifié 1’équation (58), wvu la
difficulté a la résoudre sous cette forme, en utilisant le fait que ¢ varie
sur des longueurs de l'ordre de £ tandis que les quantités moyennes varient
sur des longueurs de l'ordre de L [23].

D’aprés ces résultats, le gradient de la fluctuation c peut étre

considéré comme étant de 1’ordre:

~ o fc
VC—-O[-E] (61)
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et le gradient de la concentration moyenne peut étre estimé par

B
<c> ] (62)

B -
V<> = 0( T
Si I'on utilise la condition (59) et les résultats (61) et (62), on

peut corréler les ordres de grandeur de ¢ et <> par:
~ 8
c = 0[ <> = ] (63)
Les estimations ci-dessus permettent d’évaluer les ordres de grandeur

des termes que se trouvent dans le membre de gauche de I’équation (58), a

savoir:

Ve = o[ De ] (64)
82
v-v<e>? = o[ v % (65)
1 ~ [ De
$V‘(Tf-J‘A CndA)—o-le] (66)
B8O
v-<ov’ = o[ v %] (67

ou !’on a utilisé le fait que la longueur caractéristique associée aux
moyennes est L.

Les résultats (64)-(67) montrent que si la longueur ¢ est bien
inférieure a la longueur L, on peut négliger les deux derniers termes de
I’équation (58) par rapport aux deux premiers. Il vient alors que

I’équation (58) peut étre réécrite sous la forme:

ac

5%+ v-Ve = DV%e - v-v<e>® (68)

avec les conditions aux limites (59) et {60).
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Dans un premier temps, on va traiter l’équation (68) en régime

permanent. C’est-a-dire qu’on suppose que la contrainte,
q

»
P-;- > 1 (69)

L

est vérifiée [89]. On considére que le temps macroscopique t d’observation
est suffisamment long pour que le champ de fluctuations c puisse étre
consideré en régime permanent. Le probléme de fermeture, en régime
transitoire, sera traité au chapitre 7.

L’équation  vérifiée par c est une équation classique de
convection~diffusion ou le gradient de concentration moyenne induit un
terme source volumique (-v-V<e>®) dans I’équation (68) et un terme source
surfacique sur Aao (n-V<c>B) dans !’équation (59), ces deux termes sources
dépendant linéairement de v<c>®.  Cette remarque justifie le choix de

chercher les solutions du probléme en ¢ sous la forme:
~ 8
c=f V> + £ (70)

ou f est un vecteur fonction de la position et £ une fonction arbitraire.

En écrivant les probléemes en f et &€ on va admettre un principe de
"séparation” des échelles de longueur. La longueur caractéristique de
variation de f et & est £ tandis que la longueur -caractéristique de
variation de \7<c>B est 1. Dés lors, on va considérer en écrivant les
problémes "microscopiques” en f et &€ que le gradient de concentration
moyenne V<c>8, grandeur "macroscopique”, est constant. En remplagant

maintenant la solution (70) proposée dans 1’équation (68), on obtient
2 ~ 8 2
[ vVf - VT - v ]-V<c> =~ v-VE + DVE (71)
avec les conditions aux limites suivantes,

-n(vf + D-v<>® = n-VE sur Aw (72a)

f = ?(xi) + & sur ABextérleur (72b)
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Ie choix de la fonction £ est arbitraire, on peut la prendre solution

du probléme suivant:
v-VE = DVE (73)
avec les conditions aux limites,
n'V€ =0 sur Aw (74a)
£€=2 (Xx) sur ABextérleur (74b)

On arrive alors a I’équation de fermeture du probléme en f, & partir
des équations (71)-(72):

vVf = DVF - v (75)

avec les conditions aux limites
-n*Vff = n sur A (76a)
BO*

f=2kx) sur A iertour (76b)
Carbonell et Whitaker [22] ont démontré que la fonction arbitraire &,
solution du probléme (73)-(74), vaut zéro pour les milieux spatialement
périodiques. Dans un travail  postérieur, Crapiste, Rotstein et
Whitaker [28] ont montré que la fonction arbitraire £ peut étre négligée
méme dans le cas d’un milieu non-homogéne et non-périodique.
Enfin, I’équation de transport moyenne (57) peut étre réécrite, pour

un milieu homogéne, en fonction de f et des quantités moyennes sous la

forme:
8 <c>B 8 8 1 8 ~ B B8
7 + <> P> = V- D[I + VI nfdA]-V<c> - <vf>7 V<> 77
8" A

Bo*



Chapitre 2 71

Le milieu étant homogéne, on a utilisé le fait que la vitesse moyenne
intrinséque <’ est a divergence nulle comme le montre [’équation de
continuité moyennée.

Afin de bien montrer les contributions dues aux différents mécanismes

amenant la dispersion, on introduit le tenseur tortuosité,

':=%.-J nf dA (79)
B
A

80

et le tenseur de disper_sion hydrodynamique:

D= - %,— J;f dv = -<vf>2 (80)
8

v
8

Pour un milieu homogéne les tenseurs T et D sont indépendants de la
position [22]. Il vient alors:

a <c>B

5 + <vB.yce>® = [ DA +%) +D ]:V’V<c>‘3 (81)

Comme VV<c>® est symétrique, seule la partie symétrique de

D'=[SD(I+T)+D] a une contribution non nulle,
D“b = fD[I + %(‘r + 'rT]] + %[D + DT] (82)

et I’équation de transport moyenne, pour un milieu homogéne, est donnée

finalement par:

a8 <c>B

o + <v2v<e>® = D ivvee>® (83)
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ol le tenseur D  contient les contributions dues & la diffusion moléculaire
et aux parties symétriques du tenseur tortuosité et du tenseur dispersion
hydrodynamique.

Le champ de vitesses connu et le probléme de fermeture résoly,
équations (75)-(76), on peut alors calculer le tenseur effectif de

dispersion D*.
2.5-EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Avant de résoudre le probléme de fermeture, équations (75)-(76), il
faut calculer le champ de vitesses provenant de !’écoulement de la phase
fluide en régime permanent. Le fluide est considéré comme incompressible et
newtonien. En outre, on va considérer des écoulements dont le nombre de
Reynolds peut étre plus élevé que dans le cas du régime de Stokes. On
utilisera  donc ici les équations de Navier~-Stokes [Bird, 1960;
Schilichting, 1968] pour résoudre le probléme hydrodynamique.

Dans le cas Dbi-dimensionnel, les équations qui gouvernent
I’écoulement, en régime permanent, d’un fluide newtonien et incompressible

sont:
~-fEquation de Continuité

—— ot e = 0 (84)

2 2
du du 8"u  87u ap
pu-—-+pv———=u[———-—+—-——)—-——- (85)
ax dy P ayz ax
2 2
av av 8°v 8v ap
pu—-—-+pv—-—=u(————+——]——-— (86)
ax dy ax? ayz dy
avec la condition de non-glissement sur la surface du solide,
u=v=0 sur A (87
80"

Dans les équations (84)-(87), u et v sont les composantes du vecteur
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vitesse, p la masse volumique, p la viscosité et p la pression.
2.6-MILIEUX POREUX PERIODIQUES

Pour pouvoir résoudre les équations (75)-(76) et (84)-(86), il faut
connaitre la géométrie du milieu poreux et les conditions aux limites du
probléme sur Agemmm. Autrement dit, pour pouvoir résoudre les
équations de Navier-Stokes et de fermeture, il faut poser les conditions
aux limites appropriées, sur la frontiére du domaine de résolution. Les
conditions concernant le probléme en f sont les plus difficiles a
déterminer. On ne sait pas a priori, quelles conditions pour f on doit
prendre, dans le cas général.

Brenner [19] et Sanchez-Palencia [100] ont proposé de considérer le
milieu poreux comme étant spatialement périodique. C’est-a-dire que le
milieu est formé a partir d’une cellule unité, par reproduction de cette
cellule dans les trois directions de 1'espace. La figure 2.4 montre, pour
le cas bi-dimensionne]l, un exemple de milieu spatialement périodique. La
cellule unité a comme mailles les vecteurs l1 et lz’ lesquels font
correspondre la cellule unité avec les autres cellules. Si r est le vecteur

position d’un point dans la cellule unité,
r' =r+ ll , i=1,2 (88)

est le vecteur position du point correspondant dans une cellule voisine.

Une conséquence importante du fait de considérer le milieu comme
spatialement périodique est que l’on peut démontrer [Carbonell et Whitaker,
1983] que les tenseurs tortuosité et dispersion hydrodynamique, évalués

pour une cellule unité, représentent ceux du milieu,

D = - <% = - <¥p>B (89)

cellule

et,
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[ nf dA ] (90)
8 A

cellule
BO BO

ot
"
<Y
)
ey
=]
—”
(=N
>
L
ey
<=

et que la répresentation o=f-V<c>®  est unique pour le milieu
périodique [22]. On raméne donc le probléme & la résolution des équations
de Navier-Stokes et de fermeture, avec des conditions de périodicité, dans

la cellule unité.

2\ U | A | Z
2\ A | 4| Z
1'2‘-A ABe =

l
1

Figure 2.4 - Milieu spatialement périodique

Les conditions de périodicité dans une seule direction de [’espace,

par exemple la direction de I’axe OX, sont données par,

vix,y) = v(x+ll,y) sur A__ (91a)
n-vv(x,y) = n-Vv(x+ll,y) sur Aee (91b)
f(x,y) = f'(x+ll,y) sur Ase (91c)
n-Vf(x,y) = n-Vf(x+ll,y) sur 'Ase (91d)

tandis que dans le cas ou la périodicité est considérée dans les deux
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directions OX et OY, les conditions de périodicité sont données par:

~-direction de I’axe OX

vix,y) = v(x+l 1,y) sur ABe (92a)
x
n-V(x,y) = n-Vv(x+ll,y) sur A__ (92b)
x
f(x,y) = f(x+ll,y) sur A (92¢)
x
n-vf(x,y) = n-Vf(x+ll,y) sur ABe (92d)

x

direction de ’axe OY

vix,y) = v(x,y+lz) sur Aae (93a)
y
n-Vv(x,y) = n~Vv(x,y+lz) sur A (93b)
v
f(x,y) = f(x,y+lz) sur Aae (93c)
y
n-Vf(x,y) = n'Vf'(x,y+lz) sur A (93d)
y

Il ne reste plus qu’a choisir de fagon appropriée la géométrie de la
cellule unité. Malgré la simplification apportée au probléme, par
Pintroduction de la notion de milieu périodique, le choix de la géométrie
de la cellule s’avére difficile, sachant qu’elle doit contenir les mémes
mécanismes de dispersion que le milieu réel.

Avant de finir ce chapitre, on va mettre sous une autre forme le
tenseur D* défini en (83) valable pour les milieux périodiques. On s’occupe

d’abord de la contribution due a la dispersion hydrodynamique:

» 1 1, ~ ~
Dh-[—VBI-z-(vf+fv)dV] (94)
v

8
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‘ .
ot la contribution hydrodynamique Dh, a été prise comme étant la partie
symétrique de —eB-1<;f>.

L’équation de fermeture en f en régime permanent (équation (75))

permet d’écrire pour la fluctuation de vitesse v:
- ¥ = V-(vf - DVf) (95)

On remplace maintenant I’équation (95) dans 1’équation (94), il vient

alors:

hVBZ
v
8

D' = -I-J 1 [V-(vf' - DUEIF + £V-(vF - :ovr)] av (96)

Aprés intégration par parties suivie de 1’application du théoréme de la

divergence il vient [Koch et al, 1989; Kaviany, 1992}

D

D;l = —-[ vE-vET) av + 4

1
= | | vff - DV(ff)| ndA 97)
71 3 (ff) (
B 8

v A

8 8

4

ol n est la normale unitaire, dirigée vers I’extérieur, de la cellule
unité.

La surface extérieure a la phase B AB est la réunion de la surface Am
et de la surface extérieure de la cellule Ase' Sur la surface Ase’ la
périodicité de la fonction f associée au fait que la normale extérieure n
change de signe, fait que !’intégrale de surface s’annule. Sur la surface
Asc‘ la vitesse v est nulle. D'autre part, l'utilisation de la condition a

la limite {76a) conduit a:

J VE-veT) av + %J L (fn + nf) da (98)
8 B

v A

B B

<8

D, =
;=
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On en déduit aisément que:

#*
D _ 1 T = 1 coeT
§-1+§(T+T]+Dh~VBj (VE-VFf" + 1) dV +
vB
(99)
+-'-1,—[ {(fn + nf') dA
8
A
B

L’utilisation de la périodicité de f sur ABB et du théoréme de la

divergence conduit a:

*

<4

D
D

[ (VE+I)(VE+D)T av (100)
B8

v
B

Le tenseur écrit sous cette forme correspond bien a celui proposé par

Brenner en 1980 [19].
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2.7-CONCLUSION

La prise de moyenne a rendu possible l'obtention de 1’équation de
transport moyenne. Cet équation est similaire a 1’équation de transport
microscopique si les variables locales sont remplacées par les variables
moyennes et si le tenseur effectif de dispersion est introduit a la place
du coefficient de diffusion moléculaire. Ce tenseur est constitué de la
somme de trois autres, a savoir: une partie due uniquement a la diffusion
moléculaire, une deuxiéme qui prend en compte la résistance supplémentaire
a4 la diffusion due & la géométrie du milieu et la derniére, la dispersion,
due & l’existence d’un gradient de vitesse. A partir de la connaissance du
champ de vitesse et une fois le probléme de fermeture résolu, le tenseur
effectif de dispersion peut étre calculé.

Le probléme de fermeture, lorsque la géométrie de la cellule unité est
connue, est un probléme classique de convection-diffusion. La géométrie est
la grande inconnue et son critére de choix peut étre déterminant pour la
réussite de la méthode. Cependant, la question qui se pose est de savoir si
’on peut trouver des arrangements géométriques simples, qui puissent
représenter raisonnablement un milieu réel voire méme, pour certains
auteurs, si la périodicité spatiale imposée au milieux n’engendre pas des
comportements spécifiques tout a fait différents des milieux réels.

L’autre objection est que malgré la simplicité de la méthode, la forme
finale des équations n’est obtenue que grace a des simplifications, fondées
surtout sur une analyse des ordres de grandeurs des différents termes. Les
équations ne sont donc pas issues de résultats mathématiques rigoureux.

Cependant, ceci ne préjuge pas pour autant de I’intérét de la méthode.
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CHAPITRE 3

METHODE NUMERIQUE

3.1-INTRODUCTION

Comme on I’a vu au Chapitre 2, pour calculer le tenseur effectif de
dispersion, issu du passage entre le niveau microscopique et le niveau
macroscopique, il faut connaitre les champs du vecteur vitesse et du
vecteur f a l’intérieur du volume élémentaire réprésentatif.

Dans le premier cas, il s'agit de la résolution des équations de
Navier-Stokes en régime permanent, pour un fluide newtonien, se déplacant a
I’intérieur du VER. Dans le second cas, il faut résoudre le probléme de
fermeture en f introduit précédemment.

Comme le calcul analytique du tenseur effectif n’est possible que dans
certains cas trés simples, il est nécessaire d’utiliser une méthode
numérique pour résoudre les équations mentionnées ci-dessus.

“ Ce chapitre traite uniquement de la résolution numérique. Aussi sa
lecture n’est pas absolument nécessaire & la compréhension globale du

travail.
3.2-FORMULATION MATHEMATIQUE

D’une fagon générale, on peut écrire en utilisant la notation
indicielle [Aris, 1962], une équation de transport de convection-diffusion

pour la variable ¢, sous la forme suivante,

2 (p$) , 2 (pug) _ 3 [ 6¢] +s, (1)
i

at 8%, ox ' o 551
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avec des conditions aux limites sur la frontiére du domaine de normale

extérieure n,

a¢ =
P I Bp = € (2a)
et initiale du type:
¢=F at=20 (2b)

ou 4, B, € et F peuvent étre des constantes ou des fonctions.

Dans les équations (1)-(2), ¢ est I’inconnue, p la masse volumique, u
les composantes du vecteur vitesse, [—g] le coefficient de diffusion pour
le transport de ¢, Sa le terme sourge de ¢, t le temps et X, les
coordonnées d’espace.

Le premier terme de gauche, dans [’équation (1), est le terme
transitoire et le deuxiéme le terme convectif. Du c6té droit apparaissent
le terme diffusif et le terme source.

Résoudre  1l’écoulement d’un fluide newtonien, c’est résoudre
simultanément:

-L’équation de conservation de la masse, obtenue en prenant ¢ égal a

'unité et en annulant I"ﬂ et Sg. Soit:

dp 8 (pu) _
5—f+5§i 1" =0 (3)

-Les équations du mouvement obtenues avec ¢=uj, I"ﬂ=u (viscosité

dynamique du fluide) et Sg=—%§ ou p est la pression motrice du fluide.

3
Dans le cas du probléeme de fermeture en f, il faut résoudre

P’équation (1) pour p=l, ¢=f3’ I‘ﬁ=5D (coefficient de diffusion moléculaire)

et Sg=ﬁj ou Gj est la fluctuation de vitesse autour de la vitesse moyenne.
3.3-METHODES DE DISCRETISATION

L’équation (1) avec ses conditions aux limites, doit étre résolue
aprés avoir été intégrée sur un volume de contrdle. On fait usage ici de la
méthode des volumes finis développée par Patankar [80]. Le domaine de
résolution est constitué de plusieurs volumes de contrdle, comme le montre

la figure 3.1. Les inconnues ¢ sont calculées sur les nceuds placés au
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centre de chaque volume de contréle, tandis que les vitesses sont calculées
sur les faces de chacun de ces volumes (figure 3.1). On utilise donc un
maillage décalé pour la vitesse. Sa finalité est d’éviter les solutions qui
n’ont pas de sens physique [Patankar, 1980]. Les volumes de contréle qui se
trouvent sur les limites du domaine, ont leurs faces qui coincident avec la
frontiére. C’est-a-dire que les conditions aux limites sont exprimées
directement avec les nceuds qui se trouvent sur la frontiére. Le volume de
contréle correspondant & ces noeuds a donc un volume nul. A propos de la
figure 3.1, les lettres en majuscule (P, W, E, S et N) indiquent les nceuds,
tandis que les lettres en minuscules (e, w, n et s) indiquent les faces du

volume de controéle.

Iyugngmpagasuyngny
Z——T = —|
%o o—eo—ewo-'f—aéo/———)"og—-ao——ao--—) 0 —
é——r N7/ N N S
/o ©— 00— 0— 0o— 0— 0 0— 00—
%——T ——— 1 ———
eacdegegeyeaedey

74

Figure 3.1 - Domaine de résolution

En intégrant 1’équation (1) sur le volume de contréle représenté sur

la figure 3.2, il en résulte dans le cas bidimensionnel,

Q
ot
g

[l =m0 [poe - 8 ] -

(4)

+ %—y[(pvq) - T, g%)s_ [pv¢ - T, —g-gi}n] + §0

ol 'S—g est la valeur moyenne de Sg sur le volume de contréle.

Le probléme qui se pose est de savoir comment évaluer les termes
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convectifs et diffusifs, sur les faces du volume de contrdle. Mais avant de
traiter le probléme de discrétisation de ces termes dans le temps et
’espace, on abordera d’abord la question de la stabilité des schémas de

discrétisation.

3x

() . SN
2

L
P
-0

-

)
i

.4:

O
Az

s

YL
-—0 O Q-
i

x ! S !

P ASY

Figure 3.2 - Volume de contréle
3.3.1-STABILITE

La littérature sur le sujet, entre autres [2, 18, 32, 39, 47, 51, 52,
55, 66, 68, 73, 78, 80-83, 90, 93, 94, 109, 110], nous montre les
différentes possibilités de discrétisation pour les termes convectifs et
diffusifs. Le schéma est choisi suivant le type de [I’équation a
discrétiser, en examinant sa consistance, stabilité et convergence.

La consistance exprime le fait que l’équation discretisée tend vers
I’équation  différentielle qu’elle est sensée réprésenter, quand les
incréments At et Ax1 tendent vers zéro. La stabilité, signifie que le
schéma de discrétisation, ne doit pas permettre [’amplification illimitée
de I’erreur numérique. Enfin, la convergence implique que la solution
numérique tend vers la solution exacte, quand At et Ax1 tendent vers zéro.

Les conditions de consistance, stabilité et convergence pour des
systémes linéaires, sont liées entre elles. C’est le théoréme d’équivalence
de Lax [Hirsch, 1988] qui établit cette relation:

"Pour un probleme 4 valeur initiale, bien posé et consistant, la
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stabilité est une condition nécessaire et suffisante & la convergence"
3.3.1.1-STABILITE DANS L’ESPACE

On va supposer maintenant qu’on a déja choisi le schéma de

discrétisation. L’équation discrétisée s’écrit alors sous la forme:
d¢ _
e A¢p + S (5)

ol A est la matrice n X n qui contient les coefficients de 1’équation
discrétisée, résultant de la discrétisation de I’opérateur différentiel.
Les coefficients provenant de I’équation discrétisée sur la frontiére, sont
aussi contenus dans la matrice A. La matrice S contient les termes
non-homogeénes, considérés ici comme indépendants du temps.

La matrice A résultant par exemple d’une discrétisation a cing points,

dans le cas uni-dimensionnel, s’écrit:

o~ aa -
P E EE
a a a
W P E EE
a a a a_  a
WW W P E EE
a a a a_ a
WW W P E EE
a a a a_  a
WW W P E EE
A= (6)
a a a_ a_ @a
WwW W P E EE
a a_ a_ a
WW W P E
a a_a
WW w P

ou les indices ww, w, P, E et EE indiquent que les coefficients sont
fonctions des variables évaluées en ces points. La matrice des coefficients
A, est une matrice du type bande. On reviendra par la suite sur la
détermination de ces coefficients.

La solution exacte ¢ de I’équation (5) est donnée par [52],
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n

_ At S (At
Pt) = Z [¢oe 3 [e - 1]].Vl )]
i

i=1

ou ¢O est donnée par la condition initiale et V1 est le vecteur propre
i
associé a la valeur propre hl de la matrice A. La solution exacte est donc

la somme de la contribution de tous les modes de la solution initiale, qui
se sont propagés ou ont diffusé, plus celle due aux termes sources. Le
systéme d’équations différentielles (5) est dit stable si la solution ¢
demeure bornée [52]. Par conséquent, la partie réelle des valeurs propres

doit étre négative ou égale a zéro.
!Re(}\l) =0 (8)

L’inconvénient est qu’'il n’est pas toujours facile de calculer le
spectre de la matrice A, surtout quand les coefficients ne sont pas des
constantes. Par exemple une partie des méthodes que ’on peut trouver dans
la littérature [2, 18, 32, 39, 47, 51, 52, 55, 66, 68, 73, 78, 80-84, 90,
93, 94, 109, 110], utilisent des coefficients qui sont fonctions du nombre
de Reynolds ou de Péclet.

Le fait de connaitre ol se trouvent dans le plan complexe les valeurs
propres de la matrice A, suffit & déterminer la stabilité du schéma. On
utilise, ainsi, le théoréme de Gershgorin [Varga, 1962; Stoer, 1980; Golub,
1983]:

"La réunion de tous les disques

Kiz{necl |~n—au =

2, } (%)

LI 2
wiup~1s

1
i

contient toutes les valeurs propres de la matrice complexe A=[a1 J] n X n'

Autrement dit, les valeurs propres de A, se trouvent dans la réunion
des disques associés & chaque ligne de 1la matrice et définies par
P’équation (9). Le centre de chaque cercle est donné par I1’élément a, de
la diagonale et le rayon par la somme des valeurs absolues, des éléments
hors diagonale.

Du théoréme de Gershgorin, on peut conclure que le meilleur cas de
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figure, est celui ol 1’on a,

a, < 0 (10)

et

la (11)
1

1

|anl z Ul

[N
H#iu~1s

On verra par la suite comment les schémas de discrétisation, peuvent

vérifier les contraintes (10) et (11).
3.3.1.2-STABILITE DANS LE TEMPS

L’analyse de stabilité dans le temps, est faite a partir de
1’équation (5). On a pu vérifier, d’aprés 1’équation (7), que la solution
de cette équation est constituée de la somme de la contribution de
plusieurs modes, chacun associé & une valeur propre. Néanmoins, pour
I’étude du comportement transitoire, on considére d’abord un seul de ces
modes [52], appelé ici &:

dd _
r i A + s (12)

La forme générale de la discrétisation de 1’équation modale (12) a un

instant t, est donnée par [52],

K K
K, gttt ¢ ) B (A + g)tHbt (13)
k K=o k

k=0

avec un schéma explicite pour Bk=0, pour tout k#0. Dans tous les autres
cas, le schéma est dit implicite. Les variables afk et Bk, doivent

satisfaire les conditions de consistance suivantes [52]:
K
Yv,=0; Yk =})B (14)
k=

En outre, il est aisé de constater que pour l’analyse transitoire, il
suffit de considérer la partie homogéne de 1’équation (12) [52]. En

réécrivant 1’équation (13),
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t+kAt _

K
Z (v~ BtBA)® 0 (15)
k=0

Introduisant en (16), un facteur d’amplification numérique z, défini

par,

q>t+kAt kot

=2z ® (16)
on arrive, finalement, & la condition:
K
P(z)tbt:{ Y G- AtBkA)zk] =0 an
k=0
D’ou z est la solution du polynéme caractéristique,
P(z) =0 (18)
La solution de I’équation modale (12) est donnée par [52]:
@t-t»kAt - q,;eAkAt + ;_(eAkAt_l) (19)

A partir de la solution de la partie homogéne de I’équation (12) ainsi que

de I’équation (16), on voit que z(A) est ’approximation numérique de eMt,

At

2z0) ~ ™t = 1 4 AAt + % aan)? + é aat)® + - (20)

Donc, la solution numérique est donnée par:

gt _ 820 + SiZ*-1) 21)

La solution générale, est constituée par la contribution de tous les modes:

n

t+kAt t k Si
bt Z [¢oz a) * 5 {zk(hl) - 1]].v1 (22)
i i
i=1
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La condition de stabilité est déterminée, de fagon a avoir un facteur
d’amplification borné (la partie réelle de A étant nécessairement
inférieure & =zéro), c’est-a-dire que la solution ¢ ne peut pas augmenter
indéfiniment, pour un nombre d’itérations n tendant vers !’infini, ceci
pour un At fixé. D’aprés la condition (8) et I’équation (20), cette
limitation se traduit par [52],

|z | =1 (23)

pour toutes les racines k=1,2,...,K.

Par comparaison a !’équation (7), on peut définir l’erreur d’amplitude
ou "diffusion numérique”, qui donne le rapport entre le module de la

solution numérique |z| et le module de la solution exacte e-Re(MAt,

(24)

= 'Zl e"RC(A)At

et P’erreur de phase ou "dispersion numérique", qui donne le rapport entre
la phase provenant de la solution numérique et celle de la solution exacte
Im(A)At,

Q
e

Q = Tm(AAL (25)

ol |z| est le module et Q la phase de z=[z[em. Re réprésente la partie
réelle et 0m la partie imaginaire. On voit donc que la solution numérique
peut étre amplifiée et/ou décalée par rapport a la solution exacte.

Les conditions (8) et (20), sont nécessaires pour que le schéma de

discrétisation soit stable, dans 1’espace et le temps.

3.3.2-DISCRETISATION DANS LE TEMPS
On va se limiter, dans ce travail, a deux niveaux de temps, soit K=l
dans !’équation (13). On intégre, alors, I’équation (1) entre les instants
t et t+At et on obtient I’équation discrétisée (26) ol

= egttlt . (1-9)S'. On a considéré dans [Iintégration du terme
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transitoire, que la valeur de (p¢), sur le nceud, prévaut sur tout le volume
de contréle. La variable ® a été introduite de fagon 2 permettre le choix
de plusieurs types d’interpolation. L’équation (26) par rapport a la
formulation générale (13), correspond au choix des valeurs suivantes: 'arl=1,
=-1, B 0=(1~6) et Bl=9. Ce jeu de valeurs, vérifie bien, les conditions de

0
consistance (14).

(p¢)lt+At

t+At
LI = -t %) _ -r %
AT AxAy = 8[{pu¢ I‘g ax]w (pucﬁ I‘g ax] e] Ay +

t+At
+ 9[(Pv¢ - I‘g -g—%] - [pv¢ - I‘g -g%] } Ax +

(26)
w

t
+ (1—6)[(pu¢ - I‘g g%) - [puq& - I'g -g—%) } Ay +

t
+ (1—8){[pv¢ - T, g-%) - (pwp - T é-?-] ] Ax + §'AxAy
s n

Suivant la valeur de ©, on obtient les différents schémas de
discrétisation des équations paraboliques. Pour ©=0, on a le schéma dit
explicite, ©=0,5 correspond au schéma de Crank-Nicolson et ©=1 améne au
schéma purement implicite.

Les valeurs de 71; et Bk, données ci-dessus, conduisent, d’aprés

I’équation (17) au polynéme caractéristique suivant:
P(z) = (1 - 8AAt)z - (1 +(1-8)AAt) = O 27)

et finalement au facteur d’amplification,

_ 1+(1-8)aAt

_ 2 2 3 ..
= m—- = 1 + AAt + 8(AAL)” + ©7(AAL)” + (28)

Il est facile de voir que la condition de stabilité (23) est vérifiée pour

tous les schémas de discrétisation dans ’espace tels que Re(A)=0 avec des
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schémas de discrétisation dans le temps tels que 821/2. Ce sont alors des
schémas inconditionnellement stables [Fletcher, 1988; Hirsch, 1988l.

Le schéma implicite, ©=1, est souvent adopté en raison de sa
stabilité, de sa simplicité et de son comportement physique [80]. C’est un
schéma d’ordre 1 en At comme on peut le constater d’aprés 1’équation (20).

L’équation (26), peut alors étre réécrite sous la forme:

t+At
t+lt t
(p¢) n -(po) AxAy = [[pu¢-[‘g—%) w- [puq}-rg-g] e} Ay +

(29)

t+At
+ [pvgb—l‘g—;i] - (pv«p-—l‘g—;i] Ax + St mtAxAy
s n

3.3.3-DISCRETISATION DANS L’ESPACE

Un premier schéma de discrétisation possible, pour la formulation des
volumes finis, est celui & trois points. On se bornera, dans la suite, au
traitement d’une seule direction d’espace en considérant que le méme schéma
s’applique également dans les autres directions [80].

On cherche, donc, une représentation de la variable ¢, sous la forme

d’un schéma de différences centrées plus des termes supplémentaires:

P = %(4’1 * ¢1+1] tag + 0o, (30)

Le schéma des différences centrées est connu pour étre instable, pour la

discrétisation des termes convectifs, pour des valeurs élevées du nombre de

Reynolds ou de Péclet [2, 18, 32, 39, 47, 51, 52, 55, 66, 68, 73, 78,
80-84, 90, 93, 94, 109, 110l

I1 résulte du développement en série de Taylor, pour des points

espacés réguliérement:

2
6 = o 1 28 s lpx2 89 + 0(ax) (31)

1 w2 2 3x 2
1+1/2 X" 1+1/2
et
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2
P = Pz * 2 Ax gi * % ax® 24 + 0(x’) (32)
* * 1+1/2 x"1+172
En multipliant la premiére équation par (—- + a), la deuxiéme par
(-— + b) et en les additionnant, on peut réécrire l’équation (30) sous la

f orme suivante:

1 = 1 - ¢
‘2-(¢1 + ¢1+1] +ag + b¢1+1 = (1+a+b)¢‘+1/2 + 5 (b-a) Ax 3 +
1+1/2
(33)
2
+ & (rasb) ax° a¢ + 0(Ax°)
ax tis12

En multipliant maintenant, 1’équation (31) par a et 1’équation (32) par b

et en les additionnant, il en résulte:

= 1. a¢
ag, + b¢1+1 - (a+b)¢i+1/2 *3 (b-a) Ax 8% w12 *
(34)
+5 (avb) ax* 22 i + 0(8x%)
X 14172

En imposant dans [’équation (33), pour (l+a+b)=1 et en posant a=g, il

vient alors:

_l-a 1+a a a¢ 2
P = 2 Pt T 0T X + 0(Ax") (35)
1+1/2
De méme:
_ 1« 1+ (_1_ 99_ 2
¢1—(1/2) T2 4’1 2 4’ *t3 Ax axl v + O0(Ax7) (36)

ou I'on a introduit volontairement le paramétre «. Les schémas (35) et (36)
sont valables pour u>0, aussi bien que pour u<O [Braga, 1990l
De méme, si l'on cherche une représentation de la dérivée premiére

sous la forme:
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8¢ _
(—a—-}—{-) =ag +bp (37)
1+(1/2)

on obtient alors, en prenant (b-a)=2 et (a+b)=0, les formes suivantes:

¢ -9
a¢ T+l Ty 2
1+(1/2)
et de méme:
¢~ ¢
8¢ ! i-1 2
1-(1/2)

Les équations (38)-(39), représentent le schéma classique des différences
centrées, pour les termes diffusifs. Dans les équations (38) et (39), on
considére que le schéma est approprié pour les termes diffusifs.
C'est-a~-dire que la discrétisation des termes diffusifs par le schéma des
différences centrées, n’est pas une source d’instabilité. On s’est appuyé,
pour cela, sur les travaux de Braga [I18], Leonard [68] et Patel et
Markatos [83l].

On va se concentrer, maintenant, sur les possibilités de choix du
paramétre « dans les équations (36) et (37). Plusieurs schémas, tirés de la
littérature, sont obtenus selon la valeur de o choisie [18]. Pour une
valeur de a=0 on obtient le schéma dit des différences centrées et pour a=l
le "upwind". Comme premier choix on va utiliser, dans ce travail, celui

introduit par Patankar [80], soit:

x=1- %e[ 1+ l[ 0,1 - 0.1|Pe|)® }l + D“I[ 0,3F ]l ] ! (40)

ou Pe est le nombre de Péclet, D la conductance et F le débit qui sont
définis ci-dessous. Ce schéma est une approximation du schéma exponentiel,
lequel donne la solution exacte dans le cas unidimensionnel [80].

En suivant le développement, dont les détails se trouvent dans

1
Le symbole ![ ]] signifie qu’on prend la valeur la plus grande
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I’ouvrage de Patankar [80], on arrive a4 la forme finale discrétisée de

I’équation générale (29), pour le cas bidimensionnel considéré dans cette

étude,
(ap-.?)cpp = aEqSE + aw¢w + aN¢N + as¢s +b (41)
ou,
] _
a_=DA||Pe |} + |-F ,o}l (42a)
E e | e | e
. _
a_ = D A||Pe |) + l+F ,O]l (42b)
w wo w | W
] _ .
a =D A||Pe ]] + |-F ,0 (42¢)
N n { n | n
, _ .
a_= DA}||Pe i) + [[+F ,0 (42d)
S s | s | s
o _ o AxAy
3, = Pp AT (43)
0,0
b = SchAy + aqup {44)
a,=a +a +a +a (45)
(o]
# = a; - S _AxAy (46)

ol les termes ¢g et p; sont estimés a l’instant t, tandis que toutes les

autres valeurs sont a évaluer a l’instant t+At. Les débits sur les faces du

volume de contrdle, Fl, sont donnés par:
Fx = (pu)iA (47)

oiu A est l'aire de la face en question. Quant aux conductances, Dx’ elles

sont déterminées par:
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D = z— (48)

ou ax1 est la distance entre deux nceuds consécutifs, figure 3.2.
Les coefficients 1"l sont calculés, a partir des valeurs de I' sur les

nceeuds voisins, par interpolation:

-1
= | 1=t ¢
I-1 +1

ou £ est le rapport entre les distances des nceuds & la surface des volumes

de contrdle, figure 3.3,

g =2 (50)

1 5% —f— 5% —

Figure 3.3 - Distance associée a !’interface i

La fonction A(), fournit le schéma dit "loi puissances". Résultant de

I’expression de o suivant (40),

A[|Pe|] = [[o,(l - 0.1|Pe|)51] (51)

F
oiu Pe est le nombre de Péclet, défini par Pel= -D-i. Finalement, le terme

i
source S est linéarisé:

S = SC + Squp (52)
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Patankar [80] préconise quatre critéres pour la réussite de la

méthode, a savoir:

L Consistance du flux sur les faces du volume de contréle.

II. Positivité des coefficients (aw, a,a et aN).

E s
IIl. La variable SP, doit étre inférieure ou égale a zéro.
IV. Le coefficient a doit étre égal & la somme des

coefficients voisins.

On voit que ces critéres nous ménent & vérifier les contraintes (10)
et (11), du paragraphe 3.3.1. D’autre part on a @©=lz1/2. Il s’agit donc

d’un schéma stable dans l’espace et le temps.
3.3.4~-CONDITIONS AUX LIMITES

Les conditions aux limites sont obtenues a partir de [’intégration de
P’équation (1), sur le demi-volume de contrdle de la figure 3.4. On ne
considére ici que le régime permanent et le cas unidimensionnel, la méme
démarche étant valable dans ’autre direction de l’espace.

Le résultat suivant est obtenu en intégrant 1’équation (1):

(pug), - (pug)_ = (r g-;’%]l +q + Shx (53)

ou !l’indice 1 indique la face du demi volume de contrdle, F le nceud sur la

frontiére et qF le flux sur la frontiére.

wy. |

(o]

AR

0
!
W

AR =

)
L

T

X

Figure 3.4 ~ Demi-volume de contrdle & la frontiére
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Si on évalue les termes sur la face du volume de contréle de la fagon

suivante,
1
¢1 =3 (¢I + ¢F) (54)
r
d¢l _ 1 _
(F &]i -8 (¢1 ¢F) (55)

on arrive a I’équation discrétisée suivante:

ag =ag +b (56)
avec les coefficients,
F!
a = DIl -5 (57)
a =a + (Fx - Fr) - S A% (58)
b= q + SCAx (59)

A _Tr
ou F=pu et D""’Sx'

Comme on a choisi de mailler de fagon a avoir un volume de contréle
d’epaisseur nulle sur la frontiére (figure 3.1), on obtient [’équation

finale en faisant Ax tendre vers zéro, d’ou le résultat
(60)

Le développement ci~dessus s’applique aux noceuds qui se trouvent sur
les frontiéres du domaine de résolution. Lorsqu’il s’agit d’une condition
du type flux imposé, - sur une surface solide-fluide Aao' se trouvant a
I’intérieur du domaine de résolution (chapitres 5, 6 et 7) par exemple -,
on remplace la condition de flux surfacique par une source volumique.
Autrement dit, on considére une condition de flux nul sur la surface et on
ajoute une source volumique équivalente, dans les volumes de contréle

voisins de !’interface:
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(n-V¢) X Surface = Source volumique X Volume (61)

La condition de flux nul est obtenue, en annulant les I‘i pour les noeuds
voisins de l’interface solide-fluide du cote solide.
La figure 3.5 montre, d’une fagon schématisée, le cas ol la normale n

est paralléle a 1'axe OX.

Interface A
jelon

'
\\\\\\\\\\§
°

ud
W
—_—
|
[o]
|
[T SUS BN |

+ Sv (source volumique)

N

N

V.
L n*Ve=0

x

Figure 3.5 - Condition & la limite sur l’interface Aw

3.3.5-CONSISTANCE DU SCHEMA IMPLICITE A TROIS POINTS

Les schémas de discrétisation dans le temps et l’espace étant établis,
on peut procéder a 1’analyse de consistance de 1’équation discrétisée.
L’équation discrétisée est dite étre consistante si en faisant tendre At,
Ax et Ay vers zéro, on obtient I'équation différentielle qui a été
discrétisée. En outre, !’analyse de consistance fait apparaitre les termes
de troncature, permettant ainsi d’écrire !’équation modifiée qui est
I’équation que 1l’on résoud effectivement par la méthode numérique pour
obtenir la solution de 1’équation aux dérivées partielles (équation (1)),
qui décrit le phénoméne physique.

L’équation (29) avec les termes convectifs représentés par les
relations (35)-(36) et les termes diffusifs par les relations (38)-(39),

peut étre mise sous la forme suivante:
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k+1 k l+a k+1 1-o k+1
%y "yt [ ( p) ]Cw *D, ]¢1-1j B [ {T]Ce - b, ]¢i+lj *

1-oa 1+a k+1
+[(—2—}(Cw+ Cs) _(2](C+C)-2(D+D)]¢1J + (62)

l+a k+1 1- k+1
* [ (T]Cs * Dy ]¢U-1 - [ (T]Cn - Dy ]¢ij+1
ol ’on a introduit le nombre de Courant C, défini par:

At

Cx =u "A";(' (63)
et
At
C = oot 64
, =V Ay (64)

De facon analogue, on redéfinit D par:

D = (—I:}é—t—z (65)
x P Ax

et
D = [E]élz (66)
vy P Ay

Ensuite, pour arriver a !’équation modifiée, on développe ¢ en série
de Taylor autour du point k+l, i et j. Lors du développement, on considére
que u, v, p et 1"=I'X=I'y sont localement des constantes. Ceci étant, on

arrive a la forme finale de I’équation modifiée:

pg%+pug—:i+pvg?i—(r'+r')a¢+(I"+r‘)82+r" 64’ -
ax 8y xy 8x8y
(67)
2 3 3
- [rc Ax - pu-é-x—(Cz-l)] 9¢., [rc Ay - pv (c 1)] 99s, ..
x [ x 3 3
ax ay

ou r; et 1"; sont des coefficients de diffusion numérique agissant selon les
directions OX et OY et I";y le coefficient de diffusion numérique dit aux
termes des dérivées croisées. Dans I’équation (67), les termes aux dérivées

partielles par rapport aux variables d’espace d’ordre impair sont liés a la
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dispersion, tandis que les termes d’ordre pair sont liés a la
diffusion [39]. Ces coefficients, introduits par les schémas de

discrétisation, sont donnés explicitement par:

; _ et e _ 1+a I

I‘x = l"x + l"x = O,SpuPCxAx + 0,5[[—-—-—2 ) Pu_ {—————2 ]pue]Ax (68)
r _ nt e _ 1+a _ i«

I"y = I‘y + I‘y = O,SpvPCyAy + 0,5[(——-—2 ]pvs {——-—2 ]pvn]l.\y (69)

ot T et I'* indiquent les termes introduits par la discrétisation dans le
temps et 1'espace respectivement. Pour arriver a I’équation (67) on a
utilisé aussi I’équation (1), afin de pouvoir expliciter les derivées par
rapport au temps & l'aide de celles par rapport aux coordonnées d’espace.

En outre, on voit que I’equation (67) est consistante avec les

équations (1) et (3), lorsque At, Ax et Ay tendent vers zéro.

3.3.6-DIFFUSION NUMERIQUE

Malgré la simplicité et la stabilité, du schéma & 3 points présenté,
la discrétisation des termes convectifs et transitoire introduit une
diffusion numérique [Raithby, 1976; Leonard, 1979; Patankar, 1980; Pollard
et Siu, 1982; Hassan et al, 1983; Huang et al, 1985; Patel et Markatos,
1986; Braga, 1990; Peterson, 1992]. En regardant I’équation (67), on
constate que au coefficient de diffusion physique I, s’ajoute un
coefficient numérique I'’. La solution donnée pour un tel schéma, correspond
donc & celle d’un coefficient de diffusion I‘num, ol l"num=l"+r" . Pour essayer
de combler ce manque de précision, plusieurs alternatives ont été proposées
[18, 51, 55, 68, 84, 90, 94, 109]. La plupart du temps, il s’agit de
prendre en compte la direction de propagation de !’information [51, 55, 94,
109] ou bien d’élaborer un schéma d’ordre supérieur & 4 ou 5 points [18,
55, 68, 90].

Un exemple classique [18, 51, 55, 93, 94], illustrant bien Ila
diffusion numérique, est celui du transport convectif d’un scalaire. Il
s’agit de résoudre 1’équation (1) en régime permanent, avec un coefficient

de diffusion physique égal & zéro, I'=0. Soit:
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3¢ . 3¢ _
u-é-;{- + V—a—y =0 (70)

avec les conditions aux limites,

]
oo

¢=1 enx=0ety (71)

]
(w]

¢=0 enx=Lety (72)

ol L est la longueur et H la hauteur du domaine de résolution, figure 3.6.

=1

=1
S
0.5 }' '_)i 1 H
V=
v 9=0
V.
L ; i
* 0 o's R 1
. $=0
L J
I L |

Figure 3.6 - Transport convectif d'un scalaire

Ce probléme, est résolu pour un vecteur vitesse orienté a 45" par rapport a
I’axe OX et de module unitaire, l;[=1. Le vecteur vitesse & 45° représente,
pour ce schéma, le cas le plus défavorable [18, 55, 80]. La figure 3.7,
x—
L
de 21 X 21 volumes de «contréle avec le code numérique PDS,

nous montre le résultat ¢(y) obtenu pour une abscisse 0,5 et un maillage

équations 4.41-46.
On voit clairement sur la figure 3.7 que le code numérique PDS,
n’arrive pas & reproduire la solution théorique. On remarque aussi que les

valeurs calculées, sont bien comprises entre O et 1.
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Transport Convectif dun Scalaire
Maillage: 21 X 21

A = PDS
10F L= Théorique .
o 05} i
0 oo ® x=05 i
0 02 04 0.6 08 10

Figure 3.7 - Transport convectif d’un scalaire
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3.3.6.1- LE SCHEMA QUADRATIQUE

Parmi les diverses possibilités de traitement du probléme de la
diffusion numérique, on a retenu celle introduite par Leonard [68], le
schéma “QUICK"”. C’est un schéma a 4 points et d’ordre 2 en Axl. En réalité,
le schéma qu’on utilise, est issu des modifications faites par Pollard et
Siu [90] et de la démarche employée par Braga [18] qui ont permis de rendre
le schéma QUICK stable et donnent la possibilité d’avoir, dans certains
cas, un schéma d’ordre 3 en Axl.

Pour le schéma de discrétisation dans le temps, une solution pour
éviter la diffusion numérique due & la discrétisation en temps est
Putilisation du schéma de Crank-Nicolson. Ce schéma correspond a une
valeur ©=1/2 dans [’équation (26) et est d'ordre 2 en At, d’aprés
I’équation (20).

On cherche maintenant, une représentation de la variable ¢, non plus a
3 points mais a 4 points. On considére, d’abord, le cas ou la vitesse est

inférieure a zéro, u<O:

¢i+1/2 = %{¢1 * ¢1+1) + a¢1 + b¢i +1 + co (73)

i+2

En suivant la démarche donnée au paragraphe 3.3.3, il vient:

1
_2-[¢l * ¢l+1) + a¢l+1 * b¢l + C¢X+2 - (l+a+b+c)¢l+1/2 *
(74)
2
1. _ a¢ 1 2 3% 3
+ 5 (a-b+3c) Ax 51t B (1+a+b+9¢c) Ax — + O(Ax7)
8x ti+1/2

Afin d’écrire 1’équation (74) sous la forme de I’équation (73), on

prend (l+a+b+c)=l, (a-b+3c)=0 et on pose b=-—g- . D’ol:
¢ + ¢
i i+1 o
P 2 3 (¢1+z v 2¢1+1} ¥
(75)
2
+ (é - %} 20 ¢ +0(Ax°)
ax li+1/2
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et

(76)

+ 0(Ax>)
i+1/2

2
+ [.]; - g'.] sz ?...2
ax

Y

Le choix de b a été fait de facon & pouvoir écrire les équations (75)-(76),
sous la forme trouvée dans la littérature, pour les différences
finies [18, 39].

De méme pour le cas w0,

¢1 * ¢1+1

S g 2
P = 2 3 [‘PH T 2¢J + 0(Ax") “mn

et

+ ¢
17 %« .
S © 2 3 (4’1 M P 2"’,-1} + 0(ax7) (78)

ol, pour oc=§, on récupére le schéma QUICK de Leonard [68].
L’utilisation des équations (75)-(78) dans [’équation (29), améne a

I’équation discrétisée:

(ap—y’):pP = aE¢E + aw¢w + au¢n + as¢s +b (79)

ol les coefficients sont donnés par:
a=M|D-[2-%r| +m|p-[L+2ZlF - % (80a)
E el e 2 3) e el e 2 3 e 3w

oAt 1 2 - _a
a = Mw [Dw+ (—Z + §a] FW + -er] + MW[DW+ [—i 5} Fw] (80b)
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- +. - 1 - o - _ l 2 _ [+4
3= M, [P, [z §]Fn] * Mn[Dn (2 ¥ 5“]& 5&] (80c)
+ [ 1 2 o - 1 o
3= M,|D* (z * 5“]*1 + '3“",,] * M [D;' [z - '3']" ] (80d)
a, = B(aE ta ta + as) (81)
o _ o AxAy
a, = P, AT (82)
' - g + + - - - -
b = SCAXAY 3[MWFW¢WW * Mst¢SS MeFe¢EE MnFn¢NN] (83)
o ° . & +0 0 +0,0 4= 0,0 = 0,0
b = SCAxAy 3[Mwa¢ww + Mst¢ss MeFe¢EE MnFn¢NN] +
(84)
0,0 0,0 0,0 0,0 [+] [+ [+] [+ [+ o
+ [as¢s tagg,tas ¢ an¢u] - {ar-: tagtas+oa -Y ]¢P
¥° = - S°AxAy - 5[M*F° + M'F® - MF° - M‘F°] (85)
P 3] e e nn wow s s
b= a;¢l‘: + 8b’ + (1-8)° (86)
$=2a- e{s AxAy + -"E[M"F +MF -MF - M‘F]} (87)
P P 3l e e nn w W s s
ou,
F1+|F1|
L= —5p— ., i=Wesn (88)
i
_ F-|F ]
M’L = __2_?':__ , 1 = w,e,s,n (89)

Sous cette forme, on voit que pour certaines valeurs de D et de F, on
peut avoir des coefficients négatifs. En outre, il existe aussi la

Y

possibilité d’avoir une valeur de ¥ supérieure a zéro. Dans ce cas, on
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n’est pas sir de vérifier les quatre critéres du paragraphe 3.3.3, lesquels
assurent la stabilité dans l’espace [18, 47, 82, 90l

Pollard et Siu {90] ont réécrit les coefficients provenant du schéma
QUICK, équations (81)-(88), de fagcon & le rendre stable. Ils 1'ont
appelé QUICKER.

On suit, ici, la méme démarche que celle utilisée par Pollard et
Siu [90], mais en gardant la variable a. On arrive donc & un schéma stable
et d’ordre 2 ou 3 en Axl, selon la valeur de a choisie.

La forme finale discrétisée stable, de 1’équation (26), utilisant un

schéma & 4 points pour les termes convectifs, est la suivante:

(ap-—.?’)¢P = aE¢E +ta g+ aé + as¢s + b (90)

ou les coefficients sont donnés par:

N e ) ( Y
aE— _[De+ CF e]’ {De— CF o §F W , LDe" CF e)’(De+ CF o §F w)_ (91a)
4 o 3\ 4 o A
aw=l{ o, :;Fw], [Dw+ e, 5F) (D ch},[Dw— CF + :—3-FCJ (91b)
(p+er).[p-cr-%)| Ll
" _( n+ < n)'( n g n §Fs )’ LDn- an]' [Dn+ an- §Fs)_ (9lc)
a—-D-CF D+§F+5F\ rD+§F D—§F+aF (91d)
S-_s )]’ s s 3 n) s g}’ s s 3 n
a, = @(aE ta +a + as) (92)
o _ o AxAy
3, = Pp Tpt (93)
F. - ﬁ -+ + - - - - -
b = SchAy S[Mwa¢ww + Mst¢ss MeFe¢EE MnFn¢NN]
(94)

+ + - - )
- X[MeFe¢E + MnFn¢N - Mwa¢W - Mst¢S]
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[+] o o + [+3 [+ + 0,0 b 0,0 - @ , O
b = SAxAy - §[Mwa¢ww *MF 95 "M F 0 MnFn¢NN]
+ QO , O + 4,0 ,0 LB « I o ) - 0 ,0
- x[MeFequ + MF¢ - MF ¢ - Mstcps] + (95)
0,0 [+] (] o [+] 0,0 (] [+ [+] o (o] [+
+ (aE¢E + aW¢W * a'S¢S * aN¢N] - [aE * a~W M aS + aN ¥ }¢P
¥° = - s°axAy - 5[M*F° +M'F° - M F° - M‘F°] -
P 3 w W s s e e nn
(96)
- x[M*F° + M'F° - MF° - M’F°]
S s W w e e nn
9 =a° - s{s AxAy + S‘E[M*F +M'F -MF -MF ]} -
P P 3 ww s s e e nn
(97)
- a{x[M*F + M'F -MF -MF ]}
8 S w w e e nn
- 0,0 o *
b = a’g’ + Bb’+ (1-8)b° + ¥¢ (98)
PP P
=0 (99)

*
ot ¢ est la valeur calculée & I’itération précédente et les variables & et

x sont données par:

_ {3+4a

g = [ : ] (100)
_ [6+d4a

X = [ 3 ] (101)

La décomposition du terme source retenue (équations (98) et (99)) assure
que le critére III est vérifié. Les coefficients écrits sous la forme
(91a)-(91d) vérifient les quatre critéres énoncés antérieurement. Le schéma

sous cette forme, est stable dans I’espace et le temps.
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3.3.6.2-CONSISTANCE DU SCHEMA QUADRATIQUE

On passe maintenant, comme au paragraphe 3.3.5, a l’analyse de la
consistance du schéma quadratique. On suit la méme démarche déja employée
pour l’analyse du schéma implicite a trois points.

On évalue dans l’équation (26) les termes convectifs a 1’aide des
équations (77)-(78), les termes diffusifs en utilisant les équations (38)
et (39) afin de pouvoir écrire l’équation discrétisée pour u et v positifs,

sous la forme:

k+ 1_ 3+4o¢ o k+1 3-2a k+1
B{ w §Ce+Dx]¢l—lj— [[ 6 )Ce_Dx]¢1+1j -
oc k+1 3+40 k+1
- 2j+[[ ](c +C )- [ ](c +C_)-2(D_+D )]«»U .

3+4a o k+1 3-2a k+1 « k+1
* [[ 6 )Cs+ §Cn+Dy]¢lj—1-[( 6 ]Cn'Dy]d’uu- §Cs¢lj-2

* (1-8){ (3;4 ]Cw+ %Ce+D ]¢l -1} [[E;E}ce—nx]¢l:+13 -

(102)

o. .k [(3-2a
-§Cw¢l—2j+_[——é—) (CW‘I-CS)"[ 3 ](C +C ) Z(D +D )]¢1j

3+4a a 3~-2a k o. Lk
1 SRR N F (G EE R

oid les nombres de Courant C , Dx et Dy sont définis comme au
paragraphe 3.3.5.

On arrive a I’équation modifiée, correspondant & 1’équation
discrétisée (102), en développant d’abord en série de Taylor autour du
point i, j et k+1/2, les variables ¢ évaluées aux points voisins. Ensuite
on utilise [’équation (1), afin de pouvoir exprimer les dérivées par
rapport au temps en fonction des dérivées par rapport aux coordonnées

d’espace. Les vitesses sur les nceuds du maillage sont supposées étre
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constantes dans le développement.

On arrive donc a 1’équation modifiée:

2 2 2
pg%+p-g—g+pvg£=(I"+I‘)§-—%+(I"+I‘)?——§+I‘; 8¢ .
y * ax y ay y 8xdy

u +u u -u 3
_ _ w e 1 2 w e é ¢ _
(e 0,5)[ [ 5 ]I’At + [5 Ba)p[ > }uprAt ] —

ax
2 u +u 2 3
3 2 Ax w e ax” | 3°¢ _
o{ [-z—(uw+ue) +u, ]Cx 53 * p[ > 2o ]———6 } ———-—axs (103)

vV +v vV ~-v 3
- _ s n 1 _2 s n a ¢ _
(e 0,5)[ [ 5 ]FAt + [—2— 3 )p[ 5 ]VPA}'AT.] —

ay
2 v +Vv 2 3
_ 3 2 _A__y_ s _ y a ¢
p{ [_?:(vs*.vn) * vP ]Cy 24 * p[ 2 2¢sz } 6 } 3 3 *
y
ou,
t e uw+ue\ 1 2 uw_ue
Fx = I'x + I"x = (8-0,5)p 5 CxAX + [—z- -3 ]p —5— Ax (104)
J
t e vs+vn\ 1 2 vsnvn
I'Y = Ty + l"y = (8-0,5)p 5 CyAy + [—2- - -§oc]p —5— Ay (105)
J

Tout d’abord, on voit clairement que !’équation (103) est consistante
avec les équations (1) et (3) lorsque Ax, Ay et At tendent vers zéro.

En outre, on peut constater que dans le cas de la méthode des
différences finies (up=uw=ue et vp=vs=vn), appliquée a la résolution de
I’équation non transitoire, il n’y a pas de diffusion numérique.
C'est-a-dire que les coefficients de diffusion numérique sont nuls,
I";=l‘;=0. Pour cette méthode, une valeur de o=0,5 méne & un schéma de

discretisation d'ordre 3. Cependant, une telle valeur n’implique pas,
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nécessairement, le méme résultat s’il s’agit de la méthode des volumes
finis. Il s’applique au cas ol l'on aurait u =u et VeV . Autrement la
valeur plus indiquée serait «=0,75. Néanmoins, les essais numériques
réalisés, montrent que les deux valeurs occasionnent des résultats presque
identiques.

On montre ci-dessous, figure 3.8, les résultats du probléme (70)-(72),
utilisant cette fois le schéma quadratique. Les schémas QUDS1, QUDS2Z et
QUDS3, correspondent aux valeurs suivants de la variable o
(équation (103)): o=0,375 (valeur originellement proposée par
Leonard [68]), 0,5 et 0,75 respectivement. On remarque pourtant qu’aucun
schéma, parmi les schémas présentés, ne reproduit la solution théorique. 1l
existe des schémas qui reproduisent la solution exacte, comme par exemple
le SUDS de Raithby [94], mais ceci n’est réalisé que pour un angle de 45°.
Néanmoins, un gain de précision est acquis avec !’introduction du schéma
quadratique. On note aussi que les valeurs calculées, contrairement au

schéma a trois points, ne se trouvent plus comprises entre O et 1.
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Transport Convectif dun Scalaire
Maillage: 21 X 21

10

a o 4 (-]

PDS
QUDS1
QUDS2
QUDS3
Théorique

x=05

08

Figure 3.8 - Transport convectif d’un scalaire
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3.4-ALGORITHME SIMPLE

Dans la résolution des équations de Navier-Stokes, il existe, en plus
des termes transitoire, convectif et diffusif, un terme moteur qui est le

gradient de pression:

d(pu) 8 (puu) 3p 8 8 (u.)
3-1-:' J +5—£l 1y = -83—{')'*‘ -a-;l pé-il J +S” (106)

Le gradient de pression peut étre considéré comme un terme source de
I’équation (106).

Pour pouvoir résoudre l’équation (106), il faut connaitre le champ de
pression. Comme a priori on ne le connait pas, puisqu’il dépend du champ de
vitesses, on doit ’estimer numériquement. Malheureusement, il n'y a pas de
facon bien déterminée pour le calculer. On utilisera, ici, 1’algorithme
SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) développé par
Patankar et Spalding [78]. On va présenter, d'une fagon résumée,
Valgorithme mentionné ci-dessus. Les lecteurs désireux d’obtenir plus
d’informations, pourront les trouver dans Patankar [80], Patankar et
Spalding [78] et Patankar [81].

Le terme de gradient de pression de ’équation (106), peut étre
intégré sans difficulté sur le volume de contrdle de la figure 3.9. En
ajoutant ce terme aux équations (41), (80) ou (91), pour <;S=uj et I'=u, il

vient:

au = Eavouvo + b+ ApA_ (107)
ou par commodité de notation, on a écrit a, au lieu de (ap—.‘l’). L’indice wvo
représente les voisins, Ap la différence de pression sur le volume de
contrdle considéré et AP la surface sur laquelle s’applique cette
différence de pression.

On introduit, a priori, une estimation de la pression p*. En résolvant
les équations (107) on obtient alors, un champ de vitesse u qui ne vérifie
pas l'équation de continuité. La procédure consiste alors & corriger le
champ de pression estimé de fagon a ce qu’il vérifie I’équation de

continuité et a fournir ainsi, le champ de vitesse solution des équations
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du mouvement.

IS el
N :////%//%: .

-
4
T

Figure 3.9 - Volume de contréle pour la vitesse u

On écrit donc 1’équation (107) pour u et p*,
=%a u_+b+ApA (108)
a'PuP - avouvo * *op P

La pression p et la vitesse u sont liées aux valeurs estimées par:

p=p +p’ (109)

[~
n
[=4
+
C\

(110)

(111)

Dans la suite, on considére qu’'on peut négliger le terme Zavou:,o, les

conséquences de cette hypothése sont discutées dans Patankar [80]. Donc,
d’aprés (111),

A
UP = { -5- )Ap (112)
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Une fois connue la correction de pression, on peut donc calculer la
correction de vitesse. Le méme raisonnement s’applique & la composante v du

vecteur vitesse.
3.4.1-L’EQUATION DE CORRECTION DE PRESSION

L’équation de correction de pression, est issue de I’équation de
continuité (3). En suivant le développement introduit dans les paragraphes

précédents, on arrive a 1’équation discrétisée de continuité,

(p,-py)

—Ar AxAy + [(pu)e-(pu)w]Ay + [(pv)n-(pv)s]Ax =0 (113)

ou on a considéré que p ne varie pas en fonction de la pression et que la
densité Py prévaut sur tout le volume de contréle. A partir des
équations (109), (110) et (112), on arrive finalement & I’équation de

correction de pression,

' . ’ 7 ’ ’
3,Pp = 3 Py * 3,Py + 3Py + apy + b (114)
ou,

(A,
a =p, \ -é—e )Ay (115a)

(A,
a,=r |3 ]Ay (115b)

W

( A
a = pml 3 ]Ax (115¢)

n
a =p| ﬁs Ax ‘ (115d)

s ps o

a =aE+aw+aN+aS (116)
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et

(po-p,) .
b= —— AxAy + [(pu )w-(pu')e] Ay + [(pv*)s-(pv*)n]t\x w7

Les valeurs de p sur les faces du volume de contrdle sont déterminées par
interpolation, & partir des valeurs connues sur les neceuds. On remarque,
ici, que le terme b apparaissant dans l’équation (114} est I’équivalent, au
signe prés, de l’équation discretisée de continuité. I1 doit disparaitre,
quand le champ de vitesse vérifiera les équations discrétisées (107) et

(113). Ceci peut étre utilisé comme critére de convergence [80, 8l].

L’algorithme SIMPLE se déroule suivant la séquence:

1. Estimer un champ de pression pi'P

2. Résoudre les systémes discrétisés pour la conservation de la
quantité de mouvement. Le résultat étant u‘ et v*.

3. Résoudre 1’équation de correction de pression, le résultat
étant p’.

4. Calculer le nouveau champ de pression p = p*+ p’

5. Calculer les corrections de vitesses u’ et v’ et corriger les
vitesses u = Ur W et veEve v,

6. Résoudre éventuellement les équations discrétisées correspondant
aux grandeurs scalaires ¢1' .

7. Avec cette nouvelle valeur du champ de pression, faire p = p et

retourner en 2 jusqu’'a obtenir la convergence.
3.5-RESOLUTION DU SYSTEME ALGEBRIQUE

Ayant choisi les schémas de discrétisation amenant aux équations
discrétisées (41), (79) et (90), il ne reste qu’a choisir la méthode de
résolution du systéme algébrique. Les méthodes se divisent en deux: celles
appelées directes et celles dites itératives. Quand il s’agit d’un systéme
non-~linéaire, on utilise une méthode itérative. L’idée est d’approcher la
solution, par une séquence d’'opérations successives, amenant a la solution

exacte au bout d’un nombre théoriquement infini d’itérations. La méthode
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directe, par contre, donne la solution exacte, aprés un nombre fini
d’opérations.
Considérons le systéme linéaire d’équations algébriques, écrit sous la

forme matricielle,
Agp = S (118)

oi A est la matrice des coefficients, ¢ le vecteur des inconnues et S le
vecteur représentant les termes non-homogénes. La méthode directe,

préconise 1’obtention de la solution par inversion de la matrice A, soit:
¢=A'S (119)

En pratique, le nombre d’opérations nécessaires pour inverser A peut étre
trés élevé. En outre, les matrices des coefficients, issues de Ila
discrétisation des équations aux dérivées partielles, sont des matrices
bandes. Ceci favorise !’application d’une méthode itérative, plutét que
directe.

On cherche, donc, & remplacer la matrice A, par un autre opérateur,
qui soit plus facile & inverser. Soit, d'une facon générale pour

I’itération n
Mg™?! = S™ - Ng" (120)

ou on a remplacé A par la matrice (M+N). Les choix de M et N sont
arbitraires, a condition que la méthode soit convergente et que la matrice
M soit inversible. Le cas particulier ot M=A et N=0, redonne la méthode

directe.
3.5.1-ANALYSE DE CONVERGENCE DE LA METHODE ITERATIVE
La méthode itérative est dite convergente, si ’erreur tend vers zéro
au bout d’un nombre infini d’opérations. Soit ¢ la solution exacte, alors

n . Py - spe s
I’erreur e a l’iteration n est définie par:

e=¢ -9 (121)
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Si ’on soustrait du cété droit de l’équation (120), la relation (M+N)¢ - S
et si 'on considére S indépendant de ¢, il en résulte,

n+l

Me™" = -Ne" (122)
ou alors,
™! = (-MN)e" = (-MIN)e! = (I-MTlA)Re! (123)

ot e est I’erreur initiale et I’exposant n indique la puissance (n)iéme de
la matrice (I-MA).

La méthode itérative est convergente, si la matrice amplification G,
G=(I-M'1A), est une matrice convergente [52]. C’est-a-dire, que le spectre

de la matrice amplification vérifie:
R(G) =1 (124)

ol R(G) est le rayon spectral de la matrice G. Cette condition implique que

toutes les valeurs propres de G doivent étre inférieures ou égales a 1.
3.5.2-METHODE DE GAUSS-SEIDEL LIGNE-A-LIGNE

On a vu qu’une fois vérifiée la condition (124), le choix de M et N
est arbitraire. Une méthode possible est la méthode de Gauss-Seidel
ligne-a-ligne [52]. L’avantage par rapport a la méthode point-a-point est
que l’information en provenance des conditions aux limites est propagée
plus rapidement. En plus, elle permet [I'utilisation de 1’algorithme de
Thomas TDMA (TriDiagonal-Matrix Algorithm) pour la résolution du systéme
tridiagonal le long de chaque ligne. Un balayage peut étre réalisé: de la
gauche vers la droite, du bas vers le haut et vice-versa, de fagon a
accélerer encore plus la propagation de !'information.

On va considérer, ici, le cas de la résolution le long d'une ligne

verticale i du maillage (figure 3.10), soit:
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n+l n+1 n+l n n+l
= + + + 125
au¢u bij¢ij+1 * cij¢1j—1 [d13¢1+u elj¢l—lj fu] (125)
ou le terme entre crochets est considéré comme un terme non-homogéne, lors
de la résolution par TDMA, le long d’une ligne verticale. Les indices i et
j se trouvent compris entre 1 et 1 et 1 et m respectivement, ol 1 et m

indiquent les nombres des nceuds dans les directions des 1'axes OX et OY.

-

1

r
-

i-1 1+1

3 Inconnu & 1’iteration n+1
O Connu de 1’iteration n
# Connu de l’iteration n+1

Figure 3.10 - Méthode ligne-a-ligne
En écrivant sous forme d;opérateur, on a pour le choix de M et N,
M=D-|-V+HI (126)
N = HS (127)
La solution approchée pour ¢"+1 a I'itération n est donnée par:
D+ V+HW"™ =s" - Hg (128)

b3

ou D est une matrice diagonale par blocs,
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D O
1
0O D
2
0

ou les matrices D_; sont données par,

[ a .
1
a

2J

H est une matrice diagonale par blocs,

a
U

119

(129)

(130)

dans laquelle les éléments de la

diagonale principale ont été enlevés. Les indices 1 et s qui portent sur H,

dans !’équation (128), indiquent respectivement les élements

au-dessus de la diagonale,

1y’

H o
1
0 H
2
0
[0 -d
-e 0
2j
0

1

d
1-1j

et la matrice V contient les blocs hors de la diagonale,

au~dessous et

(131)

(132)
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0 . 0
s1
12
V= .. . . (133)
Y
Sm-1
0 V. 0
_3 Im -
ou explicitement,
(~c . . . 0 ]
1j
- .
V. = . . . (134)
1)
J#1
- o . . . --clJ |
I- . O -
1)
. ~b
2j
V. = . . . (135)
S
J#m
0 -b
- IJ -

Chaque bloc 1 X 1, réprésente les coefficients de ['équation
discrétisée (125), associés & une ligne horizontale j pour les blocs se
trouvant sur la diagonale et ceux associés & une ligne verticale i, pour
les blocs hors diagonale.

La matrice itération G, associée & la méthode de Gauss-Seidel

ligne-a-ligne est d’aprés (123),
G=1-[D+V+HIA (136)

laquelle doit vérifier la condition R(G)=l. A partir des propriétés des
matrices, on peut montrer [Stoer, 1980; Golub, 1983; Hirsch, 1988] que la
méthode de Gauss-Seidel est convergente si la matrice A est a diagonale
dominante. En principe, plus la matrice A est a diagonale dominante, plus

la convergence est rapide [42]. Une matrice est dite a diagonale dominante
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si |an| > Z |aU{ pour tous les i [42]. On voit que les critéres
iES!

duparagraphe 3.3.3, n’assurent pas toujours cette condition. Néanmoins, un
critére appelé "faible" existe, dont 1’énoncé est [116]:
"Si A est irréductible et

|a, | szJaU] (137)

mais |an| > Zjaul pour au moins un i, la méthode de Gauss-Seidel
J#

converge.”

La matrice A est dite irréductible si la solution du systéme A¢=S, ne
peut pas étre obtenue a partir de la résolution de deux systémes
d’équations découplés [Varga, 1962].

Les critéres du paragraphe 3.3.3, vérifient les conditions décrites
ci-dessus, d’aprés Patankar [80].

Cependant, en pratique, on peut rencontrer des matrices G, ayant un
rayon spectral proche de 'unité. Comme on a vu d’aprés (123), que l'erreur
tend vers zéro suivant la valeur de R(G)", on aura dans ce cas une
convergence trés lente [42]. On voit que les valeurs propres les plus
petites sont amorties rapidement, tandis que celles proches de ['unité
demeurent pour des valeurs trés grandes du nombre d’itérations [52].

Afin de surmonter cette difficulté, on utilise les méthodes dites de
relaxation, comme la SOR (Successive Overrelaxation) lors de I’application
de la méthode de Gauss-Seidel [52]. La méthode est formulée de la facon

suivante,

n+1 n+l

" = wp" T + (l+w)g" (138)

ol ¢n+1 est la valeur obtenue en utilisant la méthode de Gauss-Seidel et
le coefficient de relaxation.
En utilisant (138) en (128), il en résulte,

n+1

[D+V+ wHI]¢

= wS" + [(1-w)(D+V) - wHS]¢n (139)
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oiu pour la valeur =1, on récupére la méthode de Gauss-Seidel
ligne-a-ligne. Au lieu de (136), la matrice amplification est donnée dans

ce cas par:
G=1-wD+V wHIJ“A (140)

Evidemment, le choix de w est conditionné par la condition R(G)=l. La
valeur optimale de ® n’est connue que dans certains cas classiques.
L’effort de détermination du spectre de la matrice G peut étre comparable,
dans certains cas, a celui de la résolution du systéme algébrique (118).
Par conséquent, la détermination de w n’est pas toujours facile.

Jusqu’a présent, tous les résultats annoncés sont vérifiés dans le cas
d’un systéme linéaire. Le cas du probléme non-linéaire, peut étre traité
par linéarisation du systéme d’équations [52].

Soit le systéme non-linéaire,
Alg) = S (141)

On utilise la méthode de Newton pour ¢“+1,en négligeant les termes d’ordre

supérieur:
Ag™) = A(¢") + [g%] A" = s° (142)
n
avec AP =¢""-¢" et (8A/3¢)  est évalué avec les valeurs de ¢". De
I’équation précédente, il résulte,
oA A" = R® (143)
a¢ A

ot R"=S-A(¢") est le résidu a Vlitération n. Si l'on admet que
I’équation (143) remplace I’équation (141) et si I’on wutilise une méthode

directe pour la résoudre [52], alors:

- _n 3A) " n
¢=¢ + (53]“ R (144)

d’ol P’erreur,
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-1 .
n _ {6A n
e = (W}n R (145)

Si maintenant on utilise une méthode itérative avec relaxation dans la

résolution de I’équation (143) [52],
Mag" = wR" (146)

n+l ~ "
et I’erreur e = peut étre déterminée par:

e ="+ ap = [1 - oM™ [g-%”e“ (147)

Donc, dans le cas du systéme non-linéaire, la matrice amplification G est

donnée par:

G =[ I - wM“[-a-é]] (148)

et la méthode itérative est convergente si R(G)=l. En réalité, comme le
jacobien de A par rapport a4 ¢ vaut A pour les systémes linéaires,
I’équation (148) est la plus générale pour une méthode itérative, utilisant
I’opérateur M_l, appliquée & un systéme linéaire ou non-linéaire. Excepté
le cas ou le jacobien peut étre déterminé, une analyse sur la convergence

de la méthode ne peut pas étre réalisée.
3.5.3-CORRECTION PAR BLOCS

Une derniére technique, visant a accélérer la convergence de la
méthode Gauss-Seidel ligne-a-ligne, est présentée. Il s’agit de la
correction par blocs [Patankar, 1981]. L’idée consiste & corriger la
solution ¢:j obtenue par résolution de 1’équation discretisée (118), en lui
additionnant une correction uniforme ¢’. La correction est faite le long
d’une ligne constante. On prend, comme exemple, le cas de la correction

selon une ligne i constante:
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¢ =¢ + ¢ (149)

En remplacant (149) dans (125), on déduit le systéme d’équations donnant la

correction ¢’:

z — r’ 1
A1¢1 B B1¢1+1 + C1¢1—1 * Di (150)
avec,
A1= 21: (aij - bl) - Cij) (151a)
B, = Z d (151b)
]
c = Z e, (151c)
3
et,
p=Y1|b ¢ +c ¢ d ¢ * £ * (152)
1_; u¢13+1 c15¢u—1+ u¢1+11+ elj¢l-1j+ ij aij¢ij

On note que Dx représente la sommation des résidus pour le bloc en
question. Donc, la correction ¢’ est sensée réduire ce résidu a zéro.

La méme démarche peut étre développée pour la correction selon une
ligne j constante. L’équation (150} est résolue par la méthode de

Gauss-Seidel ligne-a-ligne en employant ’algorithme TDMA'.
3.5.4-CRITERE DE CONVERGENCE
En pratique, lorsqu’'on ne connait pas la solution du probléme a
résoudre, c’est le résidu qui est utilisé comme critére de convergence de

la méthode. En général, on utilise un résidu normé IRl et on considére que

la convergence est atteinte quand cette norme décroit d’un certain ordre de
q

1
L’algorithme de Thomas est donné dans 1’annexe II
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grandeur. Dans ce travail on utilise la norme Lz’

n . 12
IR = [ ) R}, ] (153)
oa I 1” signifie la norme du résidu a l’itération n et,
Ru = blj¢1j+1+ cu¢x3—1+ d1j¢l+lj+ eij¢l—1j+ ij - aij¢1j (154)

On arréte les itérations quand,

nRu:
=g (155)

n-1

N
2

ol N llz-- V[Z(audtu)z] est plus petit que le critére & adopté.

La méme procédure est utilisée, lors de la résolution du systéme
d’équations (114) pour la correction de pression, ainsi que le suggére Van
Doormaal et Raithby [122]. Le systéme d’équations est résolu jusqu’'a

vérification du critére suivant:

n
hri
2

5 =y (156)
llrllz

Ry

ot !’indice o indique que la norme est calculée a partir de la premiére

estimation de la correction de pression et l’indice n a partir de sa valeur

x

connue a une itération donnée n,

172
— ’ ’ ’ ’ - PRY
Ilrll2 = [Z(aEpE +apy taptap+ bp appp) ] (157)

et,

uru‘z’ -—¢[2(bp)21 (158)
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La valeur de ¥ est comprise dans !’intervalle 0,05=y=0,25, d’aprés [122].
Ce critére, dans le cas de la résolution des équations de Navier-Stokes,
est sensé conduire a une diminution du nombre d’itérations pour un méme

critére de convergence.
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3.6-CONCLUSION

On a utilis€ pour la réalisation de ce travail, deux codes de calcul:
le PDS (Power Difference Scheme) utilisant le schéma loi de puissance pour
le terme convectif et le QUDS (Quadratic Upstream Difference Scheme)
employant un schéma quadratique pour le terme convectif.

L’avantage du premier, on a pu le constater, est sa simplicité, sa
stabilité et sa convergence rapide. Son inconvénient provient de
Pintroduction de la diffusion numérique.

Le deuxiéme code, donne la possibilité d’avoir un schéma de
discrétisation du terme convectif, d’ordre 2 ou 3 en Axl selon la valeur de
la variable «. Le principal avantage est la diminution de Derreur
d’amplitude. Cependant, dans certains cas, on rencontre de trés grandes
difficultés de convergence. Ces difficultés sont dues, surtout, au choix du
coefficient de relaxation . Dans ’avenir, une facon de diminuer ce
probléme, serait ['utilisation d'un algorithme adapté aux matrices
pentadiagonales PDMA (PentaDiagonale-Matrix Algorithm) au lieu du TDMA.
D’autres solutions sont envisageables, comme I’utilisation de techniques
d’accélération: SSOR (Symmetric Successive Overrelaxation) associée a la
technique d’accéleration de Chebyshev ou celle du Gradient Conjugué ou méme
P’utilisation d’autres techniques itératives: ADI (Alternating Direction
Implicit) ou la méthode Multigrid [Phillips et Schmidt, 1985; Fletcher,
1988; Hirsch 1988; Rhodes et Acharya, 1993].
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CHAPITRE 4

PROBLEME HYDRODYNAMIQUE

4.1-INTRODUCTION

Avant de résoudre le probléme de fermeture présenté au chapitre 2, qui
permet de calculer le tenseur effectif de dispersion, il faut résoudre le
probléme hydrodynamique. Outre la nécessité de connaitre le champ de
vitesse, la volonté de traiter I’hydrodynamique dans un chapitre a part a
été motivée par le désir de déterminer !’'influence de la géometrie du
milieu sur la perte de charge.

On peut constater dans la littérature [Eidsath et al, 1983; Coulaud,
1988; Edwards et al, 1990; Jaiswal, 1991] que les arrangements géométriques
bidimensionnels réguliers du type en ligne, quinconce, hexagonal, etc., ne
présentent pas une relation perte de charge-débit comparable a celle que
’on obtient pour des milieux réels. Pour cette raison, on étudiera
quelques arrangements un peu plus "complexes" (désordonnés), afin de
pouvoir les comparer aux arrangements "réguliers" (ordonnés) ainsi qu’aux
milieux réels.

Dans ce chapitre, apparait la notion de milieu spatialement périodique
et de cellule unité. Les mémes concepts seront utilisés dans les chapitres
5 6 et 7.

La méthode numérique de résolution d’un probléme avec des conditions
aux limites périodiques est abordée. La méme démarche sera adoptée par la
suite, pour la résolution de "problémes de type périodique".

Les codes de calcul développés sont validés a partir de cas tests

trouvés dans la littérature.
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4.2-QUELQUES NOTIONS D’HYDRODYNAMIQUE DES MILIEUX POREUX

D’aprés le travail de Dybbs et Edwards [34], qui ont étudié
I’écoulement  tridimensionnel des liquides au travers d’arrangements

géométriques complexes, on peut définir quatre régimes d’écoulement dans un

milieu poreux en fonction du nombre de Reynolds, défini par Re=F :‘id, ol p

est la masse volumique, p la viscosité dynamique du fluide, d est une
longueur caractéristique "microscopique” de la structure interne du milieu
poreux (taille des pores) et U la vitesse moyenne macroscopique

superficielle du fluide.

~ Re < 1, Régime de Darcy

C'est le régime oll l’écoulement est dominé par les forces de
viscosité et la nature exacte de I’écoulement est déterminée par la
géometrie locale. Pour un Re ~ 1, des couches limites commencent a se

développer a proximité de la frontiére solide des pores.

- 1-10 < Re < 150, Régime Laminaire Inertiel

L’écoulement devient de plus en plus un écoulement de type
couche-limite avec le développement d’un noyau inertiel & l’extérieur de la
couche-limite. La relation perte de charge-débit devient alors non
linéaire. Au fur et & mesure que le nombre de Reynolds augmente, les
couches-limites s’amincissent, les noyaux inertiels augmentent. Ce régime

persiste jusqu’a Re ~ 150.

- 150 < Re < 300, Régime Laminaire Non-Permanent

Pour un Re ~ 150 on commence 3a observer des oscillations
temporelles de }'écoulement au niveau des pores. Ces oscillations se
propagent sous forme d’onde et sont caractérisées par des périodes,
amplitudes et taux de croissance bien déterminés. Des vortex se forment a
partir d’un nombre de Reynolds valant approximativement 250 et persistent

jusqu’a un nombre de Reynolds ~ 300.
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- 300 < Re, Régime Fortement Non-Permanent et Chaotique

Le régime est alors qualitativement turbulent. On observe un
mélange du fluide de type turbulent et la perte de charge, pour des valeurs
du nombre de Reynolds trés élevées (Re > ~1000), présente un comportement

asymptotique en devenant proportionnelle au carré de la vitesse moyenne.

Si l'on veut ne considérer que des régimes laminaires permanents, il

faut se limiter a des écoulements ayant, comme limite supérieure, un

nombre de Reynolds autour de 150.
4.3-ECOULEMENT DANS UN MILIEU POREUX PERIODIQUE

On doit donc résoudre les équations de Navier-Stokes, ayant comme
domaine de résolution une cellule unité avec aux frontiéres des conditions
aux limites périodiques. On ne traitera en ce qui concerne !’hydrodynamique

que le cas bidimensionnel et le régime permanent.
4.3.1-EQUATIONS ADIMENSIONNELLES

On reprend les équations du mouvement, présentées au chapitre 2 et on

les rend admensionnelles en choisissant comme variables adimensionnelles,

U = Pl; L (1

V= ':VF L (2)

p = (o) 2 3)
pv

X = % (4)

Y = % (5)

ou v est la viscosité cinématique du fluide, L la longueur de la cellule
unité et ¢ la fonction potentielle définie par ¢=-g-r a une constante prés,

g étant ]’accélération de la pesanteur et r le vecteur position.
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Les équations admensionnelles du mouvement sont alors données par:

-Equation de continuité

8U 8V _

-Equations de Navier-Stokes

2 2
8u .8U [ 82u  8%u ] aP
Upg + Voo = | —— + — | - == (7)
3x Y BXZ aYz X
av .8V a%v  a%vy 8P
u._+v_..=[__+..__]-._ (8)
3X T VoY X g’ Y

4.3.2-CONDITIONS AUX LIMITES

Dans le déroulement de ce travail, deux cas d’écoulement périodique
sont envisagés. Le premier cas est celui d’une cellule rectangulaire d’axes
OX et OY, symétrique par rapport a l'un des axes (que l'on choisira étre
I'axe OX) et d’un écoulement moyen paralléle & cet axe OX. On a alors
affaire a des conditions aux limites périodiques en x. Le second cas est le
cas général en géométrie bidimensionnelle valable quelle que soit la
géométrie de la cellule~unité (rectangulaire) et quelle que soit la
direction de l’écoulement. Les conditions de périodicité doivent alors étre
exprimées suivant les deux directions d’espace.

Lors du premier «cas, figure 4.1, les conditions aux limites

s’écrivent:

UX,Y) = U(X+L,Y) sur A, (9a)
Y _ KLY gy A (9b)
V(X,Y) = V(X+1,Y) sur A (10a)
%(X,Y) - g__;_(Xﬂ,Y) sur A (10b)
Y_0 sura (11)
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et

ol ABe est la surface d’entrée et de sortie de la phase fluide, ABS

135

(12)

(13)

la

surface sur laquelle on a des conditions de symétrie et Am la surface du

solide.

é-l-{-o V=0
8n N
I— ———————————— 1 x
R
A
I Va 8S |
l |
! ]
5 | | UX,Y)=UX+1,Y)
l
]
—— 1€ ABe AB"-)I H
! | VOLYI=V(X+1,Y)
|
i l
|
|
y I . A
L — e G A e s G e e eme  ees .J -
x
du
3o=0 v=0
L |
y 1
L

Figure 4.1 - Ecoulement périodique dans la direction de I’axe OX

Dans le deuxiéme cas [’écoulement est périodique dans les

directions d’espace, figure 4.2. Les conditions aux limites s’écrivent:

UX,Y) = U(X+L,Y) sur A

Be
X

__a_g(X,Y) _ @(X’FI,Y) sur
15).4 T 8X Be

V(X,Y) = V(X+1,Y) sur ABe

deux

(14a)

(14b)

(15a)
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BV(X,Y) _ 8V(X+L,Y)

136

3% = 3% sur ABch (15b)
UR,Y) = U, Y+D)  sur A (16a)
y
8U(X,Y) _ 8UX,Y+2)
¥ = 57 L° sur ABe (16b)
y
VX,Y) = VX,Y+)  sur A (17a)
y
aV(X,Y) _ 8V(X,Y+h)
¥ =3y L’ sur ABey (17v)
et
U=V=0 sur ABO‘ (18)
ou ABe et ABe désignent les surfaces d’entrée et sortie du liquide,
x y

suivant les directions des axes respectivement x et y.

U(X,Y)=U(X,Y+-2—)

V(X,Y)=V(X,Y+£:—)

U(X,Y)=U(X+1,Y)

VX, Y)=V{X+1,Y)

Figure 4.2 - Ecoulement périodique dans les directions OX et OY
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4.4-METHODE DE RESOLUTION DE L’ECOULEMENT PERIODIQUE

L’étape suivante consiste & proposer une méthode de résolution des
équations (6)~(8) avec des conditions aux limites périodiques,
équations (9)-(13) ou (14)-(18).

Une premiére possibilité est celle proposée par Patankar, Liu et
Sparrow [79] en 1977, qui préconise une décomposition de la pression. La
pression est alors la somme d'une partie linéaire et d’une partie
périodique. Dans le cas d’un écoulement périodique dans la direction de
I’axe OX:

P(X,Y) = -BX + P(X,Y) (19)

ol B est une constante liée au débit massique et P est la partie périodique
de la pression. La partie linéaire introduit un terme source dans
I’équation (7). Lors de la résolution, on considére des conditions de
périodicité en U, V et P. Cela permet ['utilisation des techniques de
résolution développées pour des matrices cycliques, comme par exemple la
méthode TDMA cyclique [79]. On peut citer, parmi d’autres, les travaux de
Eidsath et al [35], Kelkar et Patankar [58] et Webb et Ramadhyani [124]
comme exemples d'utilisation de cette technique. Tous ces travaux ne
concernent que !’écoulement périodique dans une seule direction d’espace.

Une autre possibilité est d’imposer un débit massique a partir d’un
profil initial de vitesse au lieu d’imposer le gradient de pression. La
pression n’est donc pas décomposée.

Plus précisément, la technique ajoute au domaine de résolution, une
colonne supplémentaire de volumes de contréle correspondant a la cellule
voisine. On peut mieux le comprendre si ’on regarde la figure 4.3.

Du fait des conditions de périodicité, la colonne rajoutée correspond
ainsi & la premiére colonne du domaine de résolution. En outre, comme on
utilise un maillage décalé pour la vitesse (paragraphe 3.3, chapitre 3)
les vitesses que se trouvent sur la ligne EF doivent étre les mémes que
celles se trouvant sur la ligne AB. De méme pour celles qui se trouvent sur
les lignes CD et GH.

La méthode démarre par le choix d’un profil de vitesse en AB, on

impose ainsi un débit & l'entrée de la cellule. Ensuite on calcule les
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vitesses sur tous les nceuds du domaine de résolution en utilisant les
méthodes numériques décrites au chapitre 3. Une fois les vitesses connues,
on remplace celles sur la ligne AB par celles en EF et les vitesses en GH
par celles obtenues en CD. Avant de poursuivre on utilise l’équation de
continuité afin de corriger les vitesses sur la frontiére, de fagcon a avoir
toujours le méme débit. Les composantes v du vecteur vitesse, en AB et GH,
sont calculées par interpolation linéaire ou quadratique (schéma & trois
points ou & quatre points) & partir des vitesses connues aux nceuds n, n+l,

1 et 2 respectivement.

B D F H
I I
I I |
2090 >0 9
— —
52020 >0 >
— —
>0 >0 .90.;
L | l____
-‘90-5)0 % 50
|LOgO % O-l
>0 >0 >
7/
— F—
200 2> 0 -
— —
-2 0 -2>0 5> 0 =
— —
2020 >0 >
1 | L 4
|1|2 . n 'n+1‘
YL A C E G
L J
x I L 1

Figure 4.3 - Ecoulement périodique dans la direction 0X

Mis a part quelques détails, cette technique est celle employée par
Amano [3], Amano et al [4], Pang, Tao et Zhang [77] et Xin et Tao [131l.
Comme précédemment ils n’ont traité que !’écoulement périodique dans une
seule direction de l’espace.

II faut remarquer ici que le solide fait partie du domaine de
résolution. Le solide est simulé en prenant une valeur trés grande pour la

viscosité des nceuds en question. Cette démarche est tout & fait correcte

puisqu’on utilise une moyenne harmonique pour le calcul des coefficients de
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transport I' introduits au chapitre 3 (ici I'=p), sur les faces d’un volume
de contrble. Cette procédure, détaillée dans Patankar [80], permet de
traiter le cas de grandes discontinuités en TI'. Traiter le solide de cette
facon donne une grande souplesse au code numérique, puisqu’on peut placer
aisément le solide ou I’on veut dans le domaine de résolution.

La méme technique a été étendue au cas de !’écoulement périodique dans
deux directions d’espace. Par rapport au cas précédent, on rajoute cette

fois deux lignes et deux colonnes de volumes de contréle, comme le montre

la figure 4.4.
! |
y T 1
B D F H
S NN N S S S S S S S .
—— -» O m+1{ O = O 2> 0 o >
| | | |
I i 1 1
> 0 m O >0 o o @] [¢] o >0 o >
| }
N — by — vt et — ] — 0
50 50 5 0 >
| ] ] __{
I I 1
>0 >0 >0 >
y | | | —]
50 > 0 // > 0 >
{ | / I g
! l / 1
>0 >0 / >0 >
| | 21 |
>0 >0 ) >
| | | |
| { ! i
>0 2 > 0 >0 >
| | | |
o > 0 1 o >0 (o} o} [0} (e} o -0 o -
1 ]
L — b — gyt — e — M
lO 1'2 ce ‘n n+1]
I ] 1 1
- O (¢} O >0 (o} (¢} (e} o} o >0 o 2>
I |
I—;“'r“_"'rl¢4~ A 1~4~|4~“"""‘4~“‘;"'J
A o E F

L

Figure 4.4 - Ecoulement périodique dans les directions OX et OY

—

|
L l

X

Les débits d’entrée en AB et IJ sont donnés par le choix d’un profil

de vitesse initial. A chaque itération, les conditions de périodicité
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permettent de remplacer les vitesses en AB par celles calculées en EF et
les vitesses & la sortie du domaine de solution en FH par celles calculées
en CD. Dans l'autre direction de l’espace, de facon analogue, on remplace
les vitesses a4 ’entrée IJ par les vitesses que se trouvent sur la ligne NO
et 4 la sortie PQ par celles se trouvant sur la ligne LM. Les profils de
vitesse sont corrigés, dans les deux directions, afin d’assurer les mémes
débits d’entrée et de sortie. La procédure est poursuivie jusqu’a obtenir
la convergence. Les composantes v sur les sections AB et FH, ainsi que les
composantes u en IH et PQ, sont calculées par interpolation linéaire ou
quadratique (schéma & trois points ou & quatre points) a4 partir des valeurs

connues sur les nceuds voisins.
4.5-VALIDATION DU CODE NUMERIQUE

Maintenant le code numérique va étre testé dans deux situations. La
premiére est un cas devenu classique pour la validation des codes
numériques [Burggraf, 1966; Han et al, 1981; Pollard et Siu, 1982; Huang et
al, 1985; Phillips et Schmidt, 1985; Patel et Markatos, 1985; Miller et
Schmidt, 1988]. C’est celui de [’écoulement a [!’interieur d’une cavité.
L’autre cas, plus simple & résoudre, permet ['utilisation des conditions
aux limites du type périodique, décrites au paragraphe précédent. Il s’agit
de I’écoulement entre deux plans paralléles.

~Le but est de vérifier l'exactitude des solutions, par rapport a

celles trouvées dans la littérature.
4.5.1-ECOULEMENT A L’INTERIEUR D’UNE CAVITE

Il s’agit de calculer le champ de vitesse d’un fluide contenu dans une
cavité carrée, et mis en mouvement sur sa face supérieure avec une vitesse
constante UP, comme le montre la figure 4.5.

On résoud donc les équations de continuité et de Navier-Stokes (6)-(8)

avec les conditions aux limites:
U=Up en Y =1 (20)

U=V =0 sur le solide (21)
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Les résultats ont été obtenus pour un nombre de Reynolds
Re=pUPL/n=4OO. On a utilisé deux maillages: un de 30 X 30 et un autre de
60 X 60 volumes de contréle et comme critére de convergence
(paragraphe 3.5.4, chapitre 3) 8=1,0-10'5. Le calcul a été réalisé en
utilisant les 3 schémas de discrétisation du terme convectif; & savoir: le
PDS (Power Difference Scheme) et deux schémas quadratiques QUDS (Quadratic
Upstream Difference Scheme) : QUDSI et QUDS2. Le premier (PDS) correspond a
une valeur de a défini par P’équation (40) du chapitre 3, les deux autres
(QUDS) & une valeur de o égale a 0,375, et 0,5 respectivement

(paragraphe 3.3.5.1, chapitre 3).
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Figure 4.5 - Caviié carrée
La figure 4.6 montre, a titre d’illustration, le champ des vecteurs
. vitesses, & l’intérieur de la cavité, obtenu avec le schéma QUDSZ et un
maillage de 60 X 60 volumes de contréle.

La figure 4.7 présente le profil de vitesse U, pour une section qui se
trouve en X=L/2. Le profil de vitesse V, correspondant a4 une section Y=L/2,
est montré sur la figure 4.8. Les résultats obtenus avec un maillage de
30 X 30 volumes de contrdle et utilisant les schémas QUDS1 et QUDS2,

présentent une trés bonne concordance avec ceux trouvés’ par Han et al [47]

1
Valeurs obtenues par interpolation graphique.
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et Pollard et Siu [90]. Les premiers ont utilisé un maillage de 22 X 22
volumes de contréle, tandis que Pollard et Siu en ont employé un de
30 X 30. Cependant, les résultats obtenus avec le schéma PDS, comme on
devait s’y attendre, différent de facon significative des deux autres
schémas.

les mémes profils de vitesse ont été obtenus, avec un maillage de
60 X 60 volumes de contrdle. Ces résultats sont confrontés a ceux de Miller
et Schmidt [72], obtenus avec un maillage de 66 X 66 volumes de contrble,
figures 4.9 et 4.10. Comme dans le cas précédent, les résultats issus des
schémas QUDS1 et QUDS2 vérifient bien leurs résultats. Les profils sont
identiques pour les deux schémas en question. Le schéma PDS présente des
profils de vitesse différents des autres schémas. On peut néanmoins
remarquer que cette fois, ils différent de fagon moins significative. On
peut espérer que la diffusion numérique soit de moins en moins importante,

au fur et & mesure qu'on augmente le maillage [80].
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Cavite Carree
Maillage: 60 X 60 - Re=400
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Figure 4.6 - Ecoulement laminaire dans une cavité carrée - Re=400
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Ecoulement Laminaire dans une Cavité Carrée
Maillage: 30 X 30
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Figure 4.7 - Cavité carrée - profil de vitesse U - X/L=0,5

Ecoulement Laminaire dans une Cavité Carrée
Maillage: 30 X 30
Re=400
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Figure 4.8 - Cavité carrée - profil de vitesse V - Y/L=0,5
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Ecoulement Laminaire dans une Cavité Carrée
Mailage: 60 X 60
Re= 400
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Figure 4.9 - Cavité carrée - profil de vitesse U - X/L=0,5

Ecoulement Laminaire dans une Cavité Carrée
Mailage: 60 X 60
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Figure 4.10 - Cavité carrée - profil de vitesse V - Y/L=0,5
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4.5.2-ECOULEMENT ENTRE DEUX PLANS PARALLELES

Pour la résolution de [I’écoulement établi, entre deux plans
paralléles, on a |utilisé la premiére technique de résolution d’un
écoulement périodique décrite au paragraphe 4.4 du présent chapitre. Du
point de vue numeérique, ce cas est plus facile a résoudre que celui de la
cavité, puisqu’'on n’a pas de recirculation de fluide. Néanmoins, il rend
possible la validation de la technique mise au point pour la résolution des
écoulements périodiques.

La solution analytique de [’écoulement établi entre deux plans

paralléles, ou écoulement de Couette, est bien connue et donnée par [106]:

U=—6<U>B(Y2—Y] (22)

ot <U>® est la vitesse moyenne du fluide. L’équation (22} est écrite sous
sa forme adimensionnelle, paragraphe 4.3.1.

Le calcul démarre a partir d’un profil de vitesse constante Uo, imposé
a l’entrée, comme on peut le voir sur la figure 4.11. Le profil initial
impose le débit Q. Ensuite on applique la technique de résolution de

I’écoulement périodique, jusqu'a avoir le méme profil de vitesse & !’entrée

et a la sortie du domaine de résolution.

Y (/777777777 777/77/77/77/77/7/777777/77)
4
—
—
—
—y
...__9_ - - - - L
—
———
y. e 4
L —
x (/27777//77/772/7/7/7/77//777/777/77/77]

Figure 4.11 - Ecoulement entre deux plans paralléles
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La figure 4.12 montre le profil de vitesse obtenu avec un maillage de
10 X 30 volumes de contrble et un critére de convergence 8=1,0-10’8. Les
résultats correspondent 4 un Reynolds de 150 ou le nombre de Reynolds est
défini par Re=UmaxL/v, Umax étant la vitesse maximale de ['écoulement,
correspondant a Y=L/2. Les quatre schémas, a savoir: QUDSI, QUDS2, QUDS3 et
PDS, donnent le méme résultat et une trés bonne concordance avec la
solution analytique. La solution numérique donne un gradient de pression

adimensionnel qui vaut 1197 & comparer avec la valeur analytique de 1200.
4.6-PERTE DE CHARGE ET PERMEABILITE

Historiquement, on doit & Darcy en 1856 !’introduction de la notion de
perméabilité. La perméabilité permet de relier le vecteur vitesse de
filtration <u> et le vecteur gradient de pression Vp, pour I’écoulement au
travers d’un milieu poreux. Cette loi n’est valable que pour des
écoulements a faible vitesse, c’est-a-dire en régime de Stokes. Pour un
milieu anisotrope ol ces deux vecteurs, dans le cas général, ne sont pas

nécessairement paralléles, la loi de Darcy est donnée par:
8 -1
V<p> = - pK <w> (23)

ol u est la viscosité dynamique du fluide et K le tenseur perméabilité
intrinséque du deuxiéme ordre. Le tenseur K dépend uniquement des
propriétés géométriques de la matrice solide qui constitue le milieu
poreux.

I1 est intéressant de mentionner, ici, qu’a partir de !’équation de
transport moyennée (53) du chapitre 2, on peut déduire la loi de Darcy (23)
a partir des équations de Stokes. Le développement théorique, conduisant a
la loi de Darcy, a partir de la prise de moyenne de I’équation de
continuité et de Stokes, peut étre trouvé dans Whitaker [128].

La loi de Darcy peut aussi étre obtenue, & partir de I’équation de
continuité et de Stokes, par la méthode d’homogénéisation [100]. Il s’agit
d’appliquer la méthode a4 un écoulement en régime de Stokes, au travers d’un
arrangement géométrique périodique. Cette démarche a été introduite par
Sanchez-Palencia en 1980. Ultérieurement, Wodie et Lévy [130] ont utilisé

la méthode de I’homogénéisation pour apporter des corrections non linéaires
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Ecoulement Entre Deux Plans Parallgles
Maillage: 10 X 30
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Figure 4.12 - Ecoulement entre deux plans paralléles -Re=150
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a la loi de Darcy pour I’écoulement d’'un fluide newtonien, en régime
stationnaire, dans un milieu poreux périodique.

L’écoulement dans un milieu poreux peut étre considéré, suivant les
approches, comme le déplacement d’un fluide & lintérieur d’un réseau de
capillaires ou comme 1’écoulement autour d’objets immergés dans le fluide.
On peut encore ajouter 1’approche semi-heuristique basée sur le diamétre
hydraulique [57]. D’aprés Bird et al [17], cette derniére approche allie au
mieux simplicité et efficacité pour décrire les phénoménes. On ne
rappellera ici que quelques résultats concernant & cette approche. Les
lecteurs désireux de connaitre les autres approches se reporteront a Bird
et al [17], Happel et Brenner [48] et Kaviany [57].

Le premier résultat, valable pour des écoulements laminaires et quand
les effets d’inertie sont négligeables, est celui de Blake-Kozeny. Il est
obtenu a partir de 1’écoulement a !l’intérieur d’un faisceau de capillaires
sinueux de section circulaire dont la direction générale est paralléle a la
vitesse de filtration. La notion de tortuosité, rapport entre la longueur
d’un capillaire & la longueur L de milieu traversé, est introduite pour
décrire le fait qu’a !intérieur du milieu le fluide suit des chemins

tortueux. L’équation de Blake-Kozeny est donnée par [17]:

Ap 36u (1--5:8)2
I = kK — s <w (24)
dp 88

ol kK est la constante de Kozeny, eB la porosité et dp le diamétre

équivalent des particules, défini par:

dp

wion

(25)

ol a, est la surface spécifique, c’est-a-dire la surface totale des
particules divisée par le volume des particules.

Dans 1le cas des écoulements turbulents (& relier avec le
paragraphe 4.2), on utilise & la place de 1’équation de Blake-Kozeny (24),
I’équation de Burke-Plummer [17]:
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2 (1-g)
fp o g5 o> B (26)
L 3
dp BB

Ultérieurement, Ergun [38] en 1952 a unifié ces deux résultats en les

ajoutant,
(1-¢ )? 2 (1-¢))
Ap _ (50 HSU 8 41,75 p<u> B (27
L 2 3
dp eB dp eB

L’équation (27) valable pour les régimes laminaire et turbulent est connue
comme I’équation d’Ergun. On voit qu’a 1’équation (27) correspond une
constante de Kozeny kx=150/36' Dans les deux cas limites, & savoir Ile
régime de Stokes et le régime turbulent, on récupére les équations de
Blake-Kozeny (24) et de Burke-Plummer & partir de !’équation d’Ergun, le
terme correspondant étant alors largement prépondérant devant 1’autre.
Finalement, Mcdonald et al [69] en 1979 ont revu !’équation d’Ergun et
ont proposé pour des milieux constitués des particules avec des surfaces

lisses:

2
(1-¢ ) 2 (1-e )
_A_p_ = 180 p<u> B + 1,8 p<u> 8 (28)
L d 2 83 d 83
P 8 P 8
et pour ceux constitués des particules avec des surfaces rugueuses:
A <u> (1_83)2 «? (1785
2P - g0k + 4,08 (29)
L 2 3 3
dp €, dp £,

Leurs résultats correspondent a une constante de Kozeny kx=5'
4.7-GEOMETRIE DE LA CELLULE UNITE

On a convenu de distinguer, dans ce travail, les arrangements
géométriques de la cellule unité “ordonnés" et “désordonnés”. Un
arrangement est dit ordonné quand il présente une structure simple

prédéterminée, tandis que les arrangements désordonnés possédent une
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structure distribuée de fagon aléatoire. Par une structure simple on entend
que les particules solides sont distribuées d’une fagon réguliére a

Pintérieur de la cellule unité.

4.7.1-ARRANGEMENTS "ORDONNES"

Les arrangements géométriques simples, choisis pour réprésenter la
cellule unité, sont les suivants: en ligne , en quinconce et en chicane.

L’arrangement en ligne est formé par des cylindres carrés, disposés en
ligne et alignés, suivant les deux directions de !'espace. La cellule unité
en deux dimensions, montrée sur la figure 4.13, posséde une symétrie

spatiale par rapport aux axes de la cellule.

Cellule Unité

Figure 4.13- Arrangement en ligne

L’arrangement en quinconce est aussi formé par des cylindres carrés,
mais au contraire du cas précedént, ceux-ci sont décalés suivant la
direction de !’axe OX. La cellule unité, figure 4.14, est ainsi symétrique
par rapport aux axes OX et OY de la cellule.

Le dernier arrangement géométrique simple est celui en chicane. Il est

Y

constitué par des cylindres rectangulaires dont le c6té paralléle a ’axe
OX est la moitié du coété parallele & OY et décalés dans la direction de
’axe OY, comme montré sur la figure 4.15. Contrairement aux deux cas

précédents, il existe un axe de symétrie paralléle & OY et il n’existe plus
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d’axe de symétrie paralléle & 1'axe OX.

Cellule Unité

—
k...

Figure 4.14 - Arrangement en quinconce
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Figure 4.15 - Arrangement en chicane
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4.7.2-ARRANGEMENTS "DESORDONNES"

Les arrangements géométriques, dits désordonnés, sont formés de
cylindres carrés. La distribution de ces cylindres est obtenue d’une facon
pseudo-aléatoire. On dit pseudo-aléatoire, parce qu’une certaine contrainte
(detaillée ci-dessous) doit &tre vérifiée, lors de [D’obtention de Ila
distribution géométrique des cylindres a l'intérieur de la cellule unité.

Les arrangements désordonnés ont été produits a4 I’aide d’un programme
informatique, utilisant un générateur des nombres aléatoires®. Au départ,
le nombre de cases d’un tableau n X n et la porosité . £, sont fournis.

Y

Ensuite, le programme détermine le nombre de cases "solides" & remplir, de
facon a obtenir la porosité désirée. Les coordonnées i et j des cases
représentant le "solide", sont déterminées en utilisant le générateur de
nombres aléatoires. Au cas ol les mémes coordonnées apparaissent plus d’une
fois, une autre paire (i,j) est déterminée.

Une contrainte est introduite, afin d’éviter la possibilité d’avoir
une case "fluide", entourée par des cases "solides". C’est-a-dire qu’on ne
veut pas que le "fluide" soit piégé.

En ce qui concerne le choix de la porosité, comme on veut que le
fluide percole la cellule, ses valeurs doivent étre supérieures & 0,6. La
valeur 8850,6 est la porosité critique pour qu’on ait la percolation, ceci
dans le cas d’'un treillis carré en deux dimensions infinies [115]. Pour une
valeur de la porosité inférieure a 0,6, il aurait fallu un trop grand
nombre de tirages pour obtenir des milieux différents avec percolation.

Tous les cas ont été obtenus avec un tableau de 10 X 10 cases et pour
une porosité eB=0,64. Les figures 4.16 & 4.35, montrent les 20 cas retenus
parmi les arrangements qui ont été produits. En dessous de chaque figure,
on a indiqué le diamétre équivalent des particules dp (équation (25))
correspondant.

La cellule unité, pour des raisons numériques, est prise comme montrée

sur les figures 4.16 a 4.35. Autrement dit, la frontiére de la cellule ne

coincide pas avec les faces des cylindres carrés. Elle est prise de fagon &

2
Fonction intrinséque RAN1 de la bibliotheque Fortran 11bF77.
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~

laisser une distance correspondante & la moitié du coté d’un carré, ceci
dans les deux directions de l’espace. Ceci améne a une augmentation de la
porosité, soit 8350,7 au lieu de eB=0,64. La cellule unité, prise sous
cette forme, permet [’obtention d’un gradient de pression vérifiant

numériquement les conditions de périodicité.

=10 | !

Figure 4.16 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 01 (dp=0,2135)
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Figure 4.17 - Arrangement aléatoire -~ cellule unité n° 02 (dp=0,2004)
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Figure 4.18 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 03 (dp=0,1888)
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Figure 4.19 - Arrangement aléatoire - cellule unité n°® 04 (dp=0,2004)
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Figure 4.20 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 05 (dp=0,2727)
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Figure 4.21 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 06 (dp=0,2283)
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Figure 4.22 - Arrangement aléatoire ~ cellule unité n° 07 (dp=0,2089)
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Figure 4.24 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 09 (dp=0,1925)
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j=10 | ]

Figure 4.25 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 10 (dp=0,2004)
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Figure 4.26 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 11 (dp=0,2395)
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Figure 4.27 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 12 (dp=0,2046)
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Figure 4.28 - Arrangement aléatoire - cellule unité n°® 13 (dp=0,2232)
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Figure 4.30 ~ Arrangement aléatoire - cellule unité n° 15 (dp=0,1963)
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Figure 4.31 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 16 (dp=0,2283)
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Figure 4.32 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 17 (dp=0,1925)
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Figure 4.33 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 18 (dp=0,2046)
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Figure 4.34 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 19 (dp=0,2135)
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Figure 4.35 - Arrangement aléatoire - cellule unité n° 20 (dp=0,2283)
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4.8-CALCUL DE LA PERTE DE CHARGE

On passe ensuite & la présentation des résultats concernant la perte
de charge, due a !’écoulement de la phase fluide au travers de la cellule
unité. Dans la premiére partie on traite les arrangements de cylindres
carrés disposés en ligne, en quinconce et des cylindres rectangulaires dans
le cas de l’arrangement en chicane. La deuxiéme partie montre les résultats

pour les arrangements désordonnés.
4.8.1-ARRANGEMENTS "ORDONNES"

Dans tous les cas traités, les cellules unités sont prises comme étant
carrées (L=H). La hauteur du cylindre rectangulaire, lorsqu’il s’agit de
Parrangement en chicane, vaut deux fois sa longueur. Deux porosités
(eB=O,36 et eB=0,64) ont été étudiées pour les arrangements en ligne et en
chicane. Une seule porosité est traitée (eB=0,64) dans le cas de
I’arrangement en quinconce. Ceci est une conséquence du choix d’une cellule
carrée et de 1’impossibilité d’avoir alors une porosité inférieure a 0,5.

Les résultats sont comparés a ceux donnés par [’équation d’Ergun

modifiée (29), mise sous la forme adimensionnelle:

T
p
ou
AP = -—9-9——2 (31)
p{<u>8]
L(l-eB)
L' = "—e'-'-a‘-—-—" ) (32)
29P
4 <u>de
B
Re = (33)

p (1-—&:8 v

ou les variables (adimensionnelles) sont celles introduites au

paragraphe 4.3.1. Le nombre de Reynolds particulaire Re:p est proposé par
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Whitaker [126], comme le mieux adapté dans le cas d’un miliq’u poreux.

L’équation (30) a 1la ‘Vocation (sans doute e;cessive) d’étre
universelle ne dépendant ni de la porosité et ni du type d’arrangement
géométrique choisi.

Les maillages utilisés, pour le calcul de la perte de charge, ont été
choisis de facon a avoir une différence en AP’/L’ inférieure a 5%, par
rapport a la valeur calculée avec le maillage le plus fin. Lors de ce
choix, on a testé les maillages suivants: 40 X 40, 50 X 50, 60 X 60,
70 X 70, 80 X 80, 90 X 90 et 100 X 100 volumes de contrdle. Trois critéres
de convergence (§ 3.5.4) ont été vérifiés, a savoir £=1,0-10", 1,0-107" et
1,0-10_5. Tous les calculs ont été réalisés pour de nombres de Reynolds
compris entre O et 150 et pour le vecteur vitesse moyenne incliné d’un
angle @ variant de 0° et 45° par rapport & l'axe OX de la cellule unité.
Ont été retenus, finalement, pour ’arrangement en ligne un maillage
uniforme de 70 X 70 volumes de contrdle et pour les deux autres cas (en
quinconce et en chicane) un maillage uniforme de 80 X 80 volumes de
contréle. En ce qui concerne le critére de convergence, tous les cas ont

été calculés pour €=1,0-10"",
4.8.1.1-ALLURE GENERALE DES COURBES DE PERTE DE CHARGE

Les courbes de perte de charge possédent trois zones qui définissent
bien la nature de l’écoulement. Dans la premiére zone, on a un comportement
du type linéaire et la perte de charge est proportionnelle a la vitesse
moyenne <u>, Cette zone est caractérisée par la constante de Kozeny et la
loi de Darcy est valable. Les équations de Stokes gouvernent [’écoulement.
Ensuite on a une zone de transition ol les termes d’inertie ne sont plus
négligeables devant les termes visqueux. La loi de Darcy doit étre corrigée
afin de prendre en compte les variations non linéaires. Les corrections non
linéaires sont discutées en détail au paragraphe 4.9. Finalement on atteint
asymptotiquement, pour des valeurs du nombre de Reynolds trés élevées, un
régime de type turbulent ol les pertes de charge sont proportionnelles
3 <u>’. Dans les deux derniers cas, !’écoulement est gouverné par les
équations de Navier-Stokes.

Au paragraphe 4.6, on a vu que l’équation (30) améne a une constante

de Kozeny kx=5’ tandis que 1’équation (27) correspond & une constante qui



Chapitre 4 167

vaut kx=4’17' Le tableau 4.1 montre les constantes de Kozeny calculées dans
ce travail et celles trouvées par Eidsath et al [35] pour des arrangements
de cylindres carrés disposés en ligne. Pour un milieu isotrope vis-a-vis de
la perméabilité (arrangement en ligne et en quinconce), conformément & la
théorie, elles sont indépendantes de la direction de !’écoulement; pour un
milieu anisotrope (arrangement en chicane), ce n’est plus le cas
(voir §4.9.1).

Arrangement £ k
& B K
0,36 6,2
0,36 | 6,2
En Ligne
& 0,37 | 6,3%
0,64 7,1

En Quinconce] 0,64 20,7

0,36 3,9
0,64 5,7

En Chicane

+
Stark, cité par Eldsath et a2l [58]

Edisath et al [58]
Tableau 4.1 - Constante de Kozeny

On note que les résultats obtenus pour ’arrangement en ligne avec une
porosité de 0,36, sont en accord avec les résultats de Stark, Edisath et
al [35]. Néanmoins, & part le cas de l’arrangement en chicane avec une
porosité 88-‘-:0,36, tous les autres cas présentent des valeurs supérieures a
celles préconisées par la théorie. Le cas ou la différence est la plus
accentuée est pour une porosité eB=O,64, notamment avec |’arrangement en
quinconce.

L’étape suivante consiste en la présentation des résultats obtenus
pour la perte de charge, avec les différents types d’arrangements
géométriques montrés sur les figures 4.13, 4.14 et 4.15. Les résultats sont
présentés dans ’ordre suivant: arrangement en ligne, en quinconce et en

chicane.
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4.8.1.2-ARRANGEMENT EN LIGNE

Avant de poursuivre, on souhaiterait écrire sous la forme de
I’équation (30) la perte de charge pour !’arrangement en ligne, utilisant
le gradient de pression provenant de 1’écoulement entre deux plans
paralléles. On peut, ainsi, avoir une idée de I'ordre de grandeur de la
perte de charge et l'utiliser & titre de comparaison. Tout calcul f aitl, il

vient:

—L, = —R—é—‘ (34)
P
ou 7=36kx est donné par:
ez 1
y = 27 (35)

Y

Le tableau 4.2 contient les valeurs de ¢, calculées a partir de
I’équation (35), et celles trouvées numériquement. On note que les
résultats numériques sont du méme ordre de grandeur et présentent la méme

tendance que ceux obtenus théoriquement, y augmentant avec la porosité.

¥ kK
Arrangement £
B Approché Numérique Approché Numérique
0,36 246 223 6,8 6,2
En Ligne
0,64 307 256 8,5 7,1

Tableau 4.2 - Arrangement en ligne - constante de Kozeny

Y

Sur les figures 4.36 a 4.43 sont représentés les champs de vitesses

(Rep=’75), pour l’arrangement en ligne (eB=O,36 et 0,64) et pour un vecteur

1
Voir Annexe VI
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Celiule Unité
Arrangement en Ligne - €=0,36
Maillage: 70 X 70 - Rep=75 - 8=0"
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Figure 4.36 - Arrangement en ligne - champ de vitesses
e =0,36 - 6=0°
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Cellule Unité
Arrangement en Ligne ~ £¢=0,36
Maillage: 70 X 70 - Rep=75 - 6=11,25"
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Cellule Unité
Arrangement en Ligne - ¢=0,36
Maillage; 70 X 70 - Rep=75 - §=225"
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Figure 4.38 - Arrangement en ligne - champ de vitesses
eB=0,36 - 6=22,5°

Cellule Unité
Arrangement en Ligne ~ =0,36
Maillage: 70 X 70 - Rep=75 - §=45"
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Figure 4.39 - Arrangement en ligne - champ de vitesses
eB=O,36 - 9=45°
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Cellule Unité
Arrengement en Ligne - e=0,64
Maillage: 70 X 70 - Rep=75 - 8=0°
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Figure 4.40 - Arrangement en ligne - champ de vitesses
eB=0,64 - 6=0°

Cellule Unite
Arrangement en Ligne - £=0,64
Meillage: 70 X 70 - Rep=75 - §=11,25"
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Figure 4.41 - Arrangement en ligne - champ de vitesses
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Cellule Unité
Arrangement en Ligne - £=0,64
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Figure 4.42 - Arrangement en ligne - champ de vitesses
€ 3=0’64 - 8=22,5°

Cellule Unité

Arrangement en Ligne - ¢=0,64
Maillage: 70 X 70,- Bap=75 - 6==45"
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vitesse moyenne & 0°, 11,25°, 22,5° et 45° par rapport a ’axe OX.

Comme on devait s’y attendre, les résultats correspondant a une
porosité égale & 0,36 s’approchent le plus de ceux issus de !’écoulement
entre deux plans paralléles. Pour ce type de géométrie, on voit sur les
figures 4.36 et 4.40 que pour un angle 8=0°, l’écoulement prédominant se
fait dans la direction de 1’axe OX et se trouve confiné dans la partie
centrale de la cellule unité. On voit apparaitre d’ailleurs des zones de
recirculation. Plus on augmente la porosité plus naturellement !’écoulement
différe d’un écoulement établi entre deux plans paralléles.

Ensuite, sur la figure 4.44, sont représentées les différentes courbes
de AP’/L’ en fonction de Rep, déterminées pour 6 valeurs de l’'angle 6
entre le vecteur vitesse moyenne et l’axe OX de la cellule unité (8=0°,
5,625°, 11,25°, 22,5°, 33,75° et 45°) et pour eB=O,36. Lors du calcul de
AP’ /1.7, le vecteur VP est projeté selon la direction du vecteur vitesse
moyenne. Ceci s’applique & tous les calculs et a tous les types
d’arrangements géométriques.

On vérifie qu’en régime de Darcy (Rep<20), les résultats sont
indépendants de 6. Les effets non linéaires, inexistants pour 6=0°
- conformément & ce que 1’on attend pour un écoulement entre plans
paralléles -, sont d’autant plus marqués que !’angle @ est différent de O0°.
Pour les plus grandes valeurs de [I’angle (22,5°<0=45°), les courbes
présentent une inflexion, indice peut-étre d’'un comportement asymptotique
pour des nombres de Reynolds trés élevés (vu les conditions de symétrie par
rapport aux deux axes de la cellule, on a pour des angles supérieurs a 45°,
une inversion de valeurs des composantes VPx et VPy du vecteur gradient de
pression).

L’allure des courbes reste trés différente de la loi d’Ergun, laquelle
est sensée étre réprésentative d’un milieu réel. Une des raisons est
certainement [’existence de cheminements rectilignes privilégiés ou
I’écoulement se fait en ligne droite, ce qui n’est slrement pas
réprésentatif d’un milieu réel.

De méme dans le cas ol la porosité vaut eB=0,64, les mémes tendances
sont observées, comme on peut le vérifier sur la figure 4.45. Hormis les
cas 8=0° et 5,625° les effets non linéaires se font sentir d’une fagon
plus significative que dans le cas précédent. On note aussi que les valeurs

sont maximales pour 6=45°., Ces résultats ne sont pas non plus en accord
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Perte de Charge
Arrangement: En Ligne - £=0.36
Code: QUDS2 - Mailage: 70 X 70
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Figure 4.44 - Perte de charge - arrangement en ligne - eB=O,36
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Arrangement: En Ligne - £=0.64
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 4.45 - Perte de charge arrangement en ligne - eB=O,64
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avec 1’équation d’Ergun.
4.8.1.3-ARRANGEMENT EN QUINCONCE

Sur les figures 4.46 3 4.49 sont montrés, pour un nombre de Reynolds
particuraire égal a 75, les champs de vitesses calculés pour des
angles 6=0°, 11,25°, 22,5° et 45° respectivement. Sont aussi montrés sur
les figures 4.50 a 4.53, a titre de comparaison, les champs de vitesses
équivalents obtenus cette fois-ci pour un nombre de Reynolds particulaire
égal & 0,0001, c’est-a-dire en régime de Stokes. Le choix de ne les montrer
que pour l’arrangement en quinconce, est dii aux grands changements subis
par le champ de vitesses (figures 4.47 & 4.50) dans ce cas. L’objectif est
de pouvoir donner une idée de !’importance des termes d’inertie sur la
forme du champ de vitesses.

On note, par exemple, ’absence de zones de recirculation, lorsque
’écoulement est en régime de Stokes. En outre, les champs de vitesses,
correspondant aux différentes valeurs de l'angle 8, ne sont pas trop
différents les uns des autres.

Les résultats calculés de la perte de charge, pour un arrangement en
quinconce avec une porosité eB=0,64, sont montrés sur la figure 4.54.

En ce qui concerne !’influence de la direction du vecteur vitesse
moyenne, la méme tendance est retrouvée. La différence est que,
contrairement aux cas précédents, les termes non linéaires sont déja
présents méme pour un angle 6=0°. En outre, les pertes de charge sont bien
plus élevées que pour I’arrangement en ligne, plus élevées méme que
’équation d’Ergun. Ceci est apparemment lié a la nature de !’écoulement.
On observe clairement sur la figure 4.46, pour un nombre de Reynolds
particulaire égal & 75, l'existence de régions avec de trés forts
élargissements et rétrécissements. La courbe 6=45° présente, comme pour
I’arrangement en ligne, les valeurs les plus élevées de la perte de charge.
II faut mentionner ici que les valeurs pour un angle 6=45°, n’ont pas été
calculées pour des nombres de Reynolds particulaires supérieurs a 100 du
fait d’une trés grande difficulté a obtenir la convergence numérique. Pour
cette méme valeur de angle ® , en plus des rétrécissements et des
élargissements brusques, on observe de grandes zones de recirculation
(figure 4.49).
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Cellule Unité
Arrangement en Quinconce - ¢=0,64

Maillage: 80 X 80 - Rep=75 - 6=0"
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Figure 4.46 - Arrangement en quinconce - champ de vitesses
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Cellule Unite
Arrangement en Quinconce - £=0,64
Maillage: 80 X 80 - Rep=75 - 8=22,6"
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Figure 4.48 - Arrangement en quinconce ~ champ de vitesses
eB=0,64 -~ 9=22,5°~ Rep=75

Cellule Unité
Arrangement en Quinconce - £=0,64

Maillage: 80 X 80 - Rep=75 - §=45"
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Cellule Unite
Arrangement en Quinconce - £=0,64
Maillage: 80 X 80 - Rep=0,0001 - 6=0"
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Figure 4.50 - Arrangement en quinconce -~ champ de vitesses
€ =0,64 -~ 6=0° - Re =0,0001
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Cellule Unité
Arrangement en Quinconce - £=0,64
Maillage: 80 X 80 ~ Rep=0,0001 - §==11,25
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, Cellule Unité .
: Arrangement en Quinconce - £=0,64
Maillage: 80 X 80 - Rep=0,0001 -~ §=22,5"
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Figure 4.52 - Arrangement en quinconce - champ de vitesses
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Perte de Charge
Arrangement. En Quinconce - €=0.64
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 4.54 - Perte de charge arrangement en quinconce - eB=0,64
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4.8.1.4-ARRANGEMENT EN CHICANE

Comme pour les arrangements précédents, les figures 4.55 et 4.56
montrent pour un nombre de Reynolds particulaire égal a 75, les champs de
vitesses obtenus pour ’arrangement en chicane pour des angles 0z22,5°
et 45° et avec une porosité égale a 0,36, De méme, sur les figures 4.57
et 4.58, sont montrés les champs de vitesses calculés cette fois-ci pour
une porosité égale a 0,64.

11 est intéressant de remarquer ici que pour I’écoulement principal
faisant un angle de 22,5° environ par rapport & l’axe X et pour eB=0,64, il
n’existe pas de zones de recirculation importantes. Au contraire, pour un
angle 6=45°, on observe I’apparition de deux zones de forte recirculation.

Les pertes de charge, calculées pour !'arrangement en chicane et pour
des porosités eB=0,36 et 0,64, sont représentées sur les figures 4.59
et 4.60. Seules trois valeurs de l'angle 6 ont été étudiées pour cet
arrangement géométrique, a savoir 8222°, 34° et 45°. Encore une fois, cette
limitation a été imposée par la résolution numérique. Au dessous de ces
valeurs, les conditions de périodicité ne sont pas vérifiées d'une facon
satisfaisante, pour des nombres de Reynolds particulaires trop grands.

En outre, les valeurs de l'angle 8 ne correspondent pas, exactement, &
celles des autres arrangements du fait de la non-symétrie de l’arrangement
en chicane. L’angle @ est imposé par le rapport entre les débits dans les
deux directions de l’espace. Dans le cas de l’arrangement en chicane, méme
pour 6=0° la non-symétrie méne & une vitesse moyenne volumique non nulle
dans la direction OY. Le milieu ne vérifie pas la regle de Dupuit.

Comme pour les arrangements géométriques déja présentés (en ligne et
en quinconce), la perte de charge (figures 4.59 et 4.60) croit & mesure que
I’angle 6 augmente de 22° & 45°. Une autre caractéristique retrouvée est
d’obtenir les plus grandes valeurs de AP’/L’ pour une porosité eB=O,64.

Dans ce cas ol ’écoulement suit des chemins sinueux (figures 4.55
a4 4.58), les pertes de charge sont en accord meilleur que qualitatif avec

les résultats donnés par 1’équation d’Ergun.
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Cellule Unite
Arrangement en Chicane ~ £¢=0,36
Maillage: 80 X 80 - Rop=75 - 6~22,5"
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Figure 4.55 - Arrangement en chicane - champ de vitesses
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AXEY

Figure 4.57 - Arrangement en chicane - champ de vitesses
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Figure 4.58 - Arrangement en chicane - champ de vitesses
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Arrangsment en Chicana - £¢=0,64
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Perte de Charge
Arrangement: En Chicane - £€=0.36
Code: QUDS2 - Mailage: 80 X 80

o 6:22°
. 034°

100 |

AP/

10 |

Figure 4.59 ~ Perte de charge - arrangement en chicane - eB=0,36

Perte de Charge
Arrangement: En Chicane - £=0.64
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 4.60 - Perte de charge - arrangement en chicane - eB=0,64



Chapitre 4 185

4.8.1.5-ANALYSE DES TERMES NON LINEAIRES

Afin de pouvoir mettre en évidence !’influence de la porosité, de la
direction du vecteur vitesse moyenne et de la géométrie sur les termes non
linéaires, on va réécrire 1’équation (30) sous une autre forme, proposée
par Coulaud et al [27]:

AP’

—,*Re = ¥ + AR 36
T ep ¥ ep (36)

Dans le but de pouvoir comparer les différents résultats, on va normer
I’équation (36) en la divisant par . La variable ¥y correspond a la valeur
de AP’ ~Rep/L’ , lorsque Rep tend vers zéro. Le tableau 4.3 fournit les

valeurs de y pour les trois types d’arrangements ordonnés.

Arrangement SB v
En Ligne 0,36 223
& 0,64 | 256

En Quinconce| 0,64 745

169
0,36 209
246

+
En Chicane
229
0,64 253
286

4+ Les valeurs correspondent aux trols angles (22°, 34° et 45°)

Tableau 4.3 - Valeurs de y

Contrairement aux cas précédents, les valeurs de ¥ (équations (34)
et (35)) pour [P’arrangement en chicane, c’est~a-dire de la constante de
Kozeny, varient avec la direction de I’écoulement. Le comportement
anisotrope de I’arrangement vis-a-vis de [’hydrodynamique explique bien
entendu ce comportement. Pour que ¥ soit indépendant de 6, il faut que le
tenseur pérméabilité soit sphérique. Autrement dit, il faut que le milieu
soit isotrope vis-a-vis de la pérméabilité.

Sur les figures 4.61 a 4.69, on montre l’'influence de la porosité sur
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Perte de Charge
Arrangement: En Ligne
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 4.61 - Perte de charge - arrangement en ligne - 6=0°

Perte de Charge
Arrangement: En Ligne
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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-—- £=064

8=5625°
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Figure 4.62 - Perte de charge - arrangement en ligne - 6=5,625°



Chapitre 4

Perte de Charge
Arrangement: En Ligne
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 4.63 - Perte de charge - arrangement en ligne - 6=11,25°

Perte de Charge
Arrangement: En Ligne
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Figure 4.64 - Perte de charge - arrangement en ligne - 6=22,5°
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Perte de Charge

Arrangement: En Ligne
Code: QUDS2 - Mailage: 70 X 70

T

188
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Figure 4.65 - Perte de charge - arrangement en ligne

Perte de Charge

Arrangement: En Ligne

Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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0=45°
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1000

Figure 4.66 -

Perte de charge - arrangement en ligne - 6=45°
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Perte de Charge
Arrangement: En Chicane
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 4.67 - Perte de charge - arrangement en chicane - 9:22°

Perte de Charge
Arrangement: En Chicane
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 4.68 ~ Perte de charge - arrangement en chicane - 8234°
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Perte de Charge

Arrangement: En Chicane

Code: QUDS2 - Mailage: 80 X 80
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Figure 4.69 - Perte de charge - arrangement en chicane - 6=45°
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les courbes de AP’ -Rep/L’ -y versus le nombre de Reynolds particulaire Rep,
ceci pour les arrangements en ligne et en chicane et pour les deux
porosités étudiées eB=0,36 et 0,64.

Dans tous les cas présentés, on voit clairement que les résultats
obtenus pour eB=O,64, possédent des valeurs de la fonction AP’ -Rep/L’ .y
supérieures a celles obtenues pour eB==O,36.

Ces résultats sont en accord avec ceux de Coulaud et al [27], qui ont
étudié !’écoulement d’'un fluide incompressible a travers des arrangements
de cylindres circulaires.

Néanmoins, dans le travail de Coulaud et al [27], P’influence de la
direction du vecteur vitesse moyenne sur la perte de charge n’a pas été
envisagée. Les figures 4.70 & 4.74 montrent cette influence sur la fonction
AP’ -Rep/L’ -y, pour les arrangements en ligne (eB=O,36 et 0,64), en
quinconce (eB=O,64) et en chicane (eB=0,36 et 0,64).

Dans le cas de P’arrangement en ligne (figures 4.70 et 4.71), les
termes non linéaires jouent de facon appréciable pour des nombres de
Reynolds particulaires d’autant plus petits (ZOSRepstLO) que la valeur de
I’angle 6 (0=6=45°) est grande.

L’arrangement en quinconce (figure 4.72) présente, pour toutes les
valeurs de O, des déviations significatives de la loi de Darcy pour des
nombres de Reynolds particulaires supérieurs a 20 environ.

Pour les arrangements en ligne et en quinconce la fonction
AP’ -Rep/L’ -y croit au fur et a mesure qu’on augmente la valeur de 6 entre
0° et 45°. Les courbes obtenues pour les plus grandes valeurs de @
(22,5°<0<45°) sont presque confondues.

Dans le cas de ['arrangement en chicane, les déviations de la loi
linéaire de Darcy se manifestent pour des nombres de Reynolds particulaires
supérieurs a 20 environ avec une porosité eB=O,36 (figure 4.73) et pour des
Reynolds particulaires supérieurs a 10 environ avec une porosité égale
a 0,64 (figure 4.74). Les trois courbes, pour différentes valeurs de
I’angle 6, sont presques confondues dans les deux cas.

Finalement, sur les figures 4.75 a 4.77 on compare !’influence du type
d’arrangement (en ligne, en quinconce et en chicane) sur les pertes de
charge , ceci pour une porosité eB=O,64 et pour trois valeurs de [’angle 6
(6=22,5°, 33,75° et 45°).

D’une fagon générale on peut dire que les valeurs de AP’ -Rep/L’ -y dues
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Perte de Charge
Arrangement: En Ligne - €=0.36
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70

3 A —— T

6=0°
6-5625°
6=1125°
8=225°
6=3375°
6=45°
Ergun

* & & 494 0O ©

Figure 4.70 - Perte de charge - arrangement en ligne - eB=0,36

Perte de Charge
Arrangement: En Ligne - =064
Code: QUDS2 - Mailage: 70 X 70

8=0°
6=5625°
6=1125°
§=225°
6=3375°
0=45°
2r Ergun

> L] . < a o

Figure 4.71 - Perte de charge - arrangement en ligne - eB=D,64
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Perte de Charge
Arrangement: En Quinconce - £=0.64
Code: QUDS2 - Mailage: 80 X 80
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8=112%°
6=225°
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o | 8=45°
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Figure 4.72 - Perte de charge - arrangement en quinconce - eB=O,64
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Perte de Charge
Arrangement; En Chicane - €=0.36
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 4.73 - Perte de charge - arrangement en chicane - eB=O,36

Perte de Charge
Arrangement: En Chicane - €=064
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 4.74 - Perte de charge - arrangement en chicane - 8B=0,64
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Perte de Charge
Porosité £=0.64
..... En Ligne 6=225°
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Figure 4.75 - Perte de charge - milieux ordonnés - 6=22,5°
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Porosité: £=0,64
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Figure 4.76 - Perte de charge - milieux ordonnés - =33,75°
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Perte de Charge
Porosité: e=0,64
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Figure 4.77 ~ Perte de charge - milieux ordonnés - 8=45°
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aux cylindres disposés en quinconce sont plus élevées que celles de
I’arrangement en ligne et en chicane.

L’arrangement en chicane, par contre, présente des valeurs de
AP’ -Rep/L‘ -y intermédiaires a celles des deux autres arrangements pour des
nombres de Reynolds modérés. L’étendue de cette zone varie suivant 1’angle
0, atteignant des nombres de Reynolds particulaires plus élevés lorsque
I’angle 8 diminue.

Pour des trés grands nombres de Reynolds particulaires Rep la tendance
parait s’inverser et l’arrangement en chicane a des valeurs de la fonction

AP’ -Rep/L’ -y plus petites que les deux autres arrangements.
4.8.2-INFUENCE DU SCHEMA NUMERIQUE

Ce paragraphe est consacré a l’influence, sur le calcul de la perte de
charge, des différents schémas de discrétisation des termes convectifs
(paragraphe 3.3.6 du chapitre 3). Les résultats issus des trois codes de
calcul: PDS, QUDS2 (a=0,5) et QUDS3 (a=0,75), sont comparés entre eux.

Les figures 4.78 et 4.79 contiennent les résultats obtenus pour
I'arrangement en ligne avec les porosités 0,36 et 0,64. Sur la figure 4.80,
sont représentés les résultats obtenus pour l’arrangement en quinconce avec
une porosité égale a 0,64. Enfin, les figures 4.81 et 4.82 comparent les
résultats concernant [’arrangement en chicane avec les porosités 0,36
et 0,64.

Tous les cas ont été calculés pour une valeur de 'angle 6 égale
a 45°. Cette valeur de l'angle 8 est la plus défavorable en ce qui concerne
Perreur introduite par la diffusion numérique (paragraphe 3.3.6). Les
mémes résultats, obtenus cette fois pour un angle 6=0°, présentent les
mémes valeurs pour les trois codes de calcul et pour toute la plage du
nombre de Reynolds particulaire étudiée.

On peut conclure que les différents schémas, donnent des résultats
sensiblement équivalents & peu prés dans tous les cas, ceci pour des

nombres de Reynolds particulaires inférieurs a 200.
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Perte de Charge
Arrangement: En Ligne - £=0.36
Maillage: 70 X 70
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10 10 10 10 10
Rep

Figure 4.78 - Perte de charge - différents schémas numériques

Perte de Charge
Arrangement: En Ligne - €=0.64
Mailage: 70 X 70

1000 ey
o 6=45° QUDS2
v H=45° QUDS3
° o 8=45°PDS
100 £ — Ergn ]
.-<, L
o
<
10
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Figure 4.79 -~ Perte de charge - différents schémas numériques
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Chapitre 4
Perte de Charge
Arrangement: En Quinconce - £=0.64
Maillage: 80 X 80
1000 p——r—rrr
) o §=45° QUDS2
° +  §=45° QUDS3
[ ° 9=45° PDS
100 ¢ — Ergun ;
=
o
<
10 £ ;
]
1 i St bndnd b bod n bbbt b 2 ) L Ao b 22 gl 2 R A W
10° 10! 10° 10° 10°
Re,

Figure 4.80 - Perte de charge - différents schémas numériques
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Perte de Charge
Arrangement: En Chicane - £=0.36
Mailage: 80 X 80

1000 F———rrrrrr———r
o £~45° QUDS2
v ©=45° QUDS3
o ©=45°PDS
100 ¢ ° — Ergin :
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Figure 4.81 - Perte de charge - différents schémas numériques

Perte de Charge
Arrangement: En Chicane - £=0.64
Mailage: 80 X 80

1000 ¢ e maa i e Yy
r o B+45° QUDS2
N v Bx45° QUDS3
o B=~45° PDS
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=
o
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Figure 4.82 - Perte de charge - différents schémas numériques
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4.8.3-ARRANGEMENTS "DESORDONNES"

Comme dans le cas des arrangements ordonnés, les cellules unités
utilisées sont carrées (L=H). Une seule porosité a été étudiée 3350,7. Les
arrangements géométriques, composés de cylindres carrés, ont été montrés
sur les figures 4.16 a 4.35.

Le maillage uniforme qui a été retenu (conformément au
paragraphe 4.8.1) est de 110 X 110 volumes de contrdle. Chaque carré
(figures 4.16 & 4.35) dans le plan XY est donc constitué de 10 X 10 volumes
de contréle. Le méme critére de convergence que pour les arrangements
ordonnés est adopté ici (§=1,0-107).

On commence par présenter, sur le tableau 4.4, les constantes de
Kozeny kK ou valeurs de 7y (équation (36)) calculées pour les 20 milieux

désordonnés pour un angle 645°,

Milieu v ky
o1 419 11,6
02 444 12,3
03 540 15,0
04 324 9,0
05 350 9,7
06 333 9,3
07 375 10,4
o8 354 9,8
09 384 10,7
10 460 12,8
11 371 10,3
12 332 9,2
13 385 10,7
14 281 7,8
15 459 12,8
16 439 12,2
17 303 8,4
18 311 8,6
19 470 13,1
20 250 6,9

Tableau 4.4 - Constante de Kozeny
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La diversité d’arrangements employés meéne & une dispersion des
résultats, les valeurs de ¥ variant du simple au double.

Néanmoins ’ensemble des résultats se trouve compris entre ceux donnés
pour les arrangements en ligne et en quinconce avec une porosité eB=0,64.
Comme pour le cas des arrangements ordonnés (en ligne et en quinconce), les
valeurs sont plus élevées que celles prédites par les équations (27)
et (30).

On poursuit avec la présentation de la perte de charge corrigée AP’‘/L’
versus le nombre de Reynolds corrigé Rep. La figure 4.83 contient
I’ensemble des résultats et 1’équation d’Ergun. On voit que les courbes se
trouvent bien au-dessus des valeurs prévues par l’équation d’Ergun.

De maniére a mieux visualiser, les variations de AP’/L’ en fonction du
nombre de Reynolds particulaire Rep, on a représenté sur les figures 4.84
et 4.85 les résultats des milieux en deux groupes en les distinguant
d’aprés la valeur de la constante de Kozeny kx'

Les effets d’inertie pour !’ensemble des résultats, responsables de Ia
déviation de la loi de Darcy, peuvent étre observés sur la figure 4.86.

Les effets non linéaires deviennent importants dés que le nombre de
Reynolds particulaire Rep est plus grand que 10 environ. La correction non
linéaire de la loi d’Ergun (courbe en trait continu), décrit nos résultats
numériques de maniére assez satisfaisante.

On a voulu aussi, pour les cas des arrangements désordonnés, étudier
Pinfluence de l’angle du vecteur vitesse moyenne sur la perte de charge.
Pour ce faire, vu l’étendue du travail demandé et le temps necéssaire a
I’exécution des simulations numériques, on a choisi au hasard cing milieux
parmi les vingt milieux désordonnés étudiés (milieux numéros: 5, 11, 13, 16
et 20).

Les résultats pour ces cing milieux et pour trois valeurs de ’angle 6
(6222°, 34° et 45°), sont montrés sur les figures 4.87 & 4.91. On n’a pas
considéré des angles inférieurs a ceux utilisés, parce que sinon les
conditions de périodicité dans les deux directions de !’espace, n’étajent
pas vérifiées numériquement de maniére satisfaisante.

L’influence de l'angle 6 pour les valeurs étudiées reste faible sur la

perte de charge, ce qui corrobore I’idée d’un milieu aléatoire isotrope.
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Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - €=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

1000 ey

[ — Ergun|

100

AP/

10 |

1 PP R e kb i) bbb bbb bbb L
10° 10° 102 10° 10*

Figure 4.83 - Perte de charge - milieux désordonnés - eB=O,7
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Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - £=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

1000 e

®e

.w'”

100 |

APIL

> 9 o L] @ ° L [ ] L] . O

10

1 . PRI . ettt a1 ) : Seebbened e, " M
10° 10! 10° 10° 10

Rep

Figure 4.84 - Perte de charge - milieux désordonnés - eB=0,7

Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - £=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

0 —
r N° 4
- N° 5
' N° 6
£ 5. N° B

100 |

L a Q -] x a + - L ]

APIL

10 |

1 1 PRI AR S } 1 Seereederdemchamdondd L. n et g gt l 'y ko dd o2 L
10° 10° 102 10° 10

Figure 4.85 - Perte de charge - milieux désordonnés - eB=0,7
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Perte de Charge
Arrangement Aléatoire - £=0,7
Code: QUDS2 - Mailage: 110 X 110

1000

Figure 4.86 - Perte de charge - milieux désordonnés - eB=O,7
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Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - £=0.70
Code: QUDS2 - Mailage 110 X 110

- . 0a22°
Milieu n° 5 * 6:34°
. 645
100
-<l [
o
<
10 ¢
1 r R RS WS | i P S S AR | 1 dmd o d b hdedod. 3. O TR I B S 1
10° 10* 10° 10° 10*
Rep
Figure 4.87 - Perte de charge - milieu n°* 5 - eB=O,7
Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - €=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110
1000 p——r—r—rrr
g ¢ 6x22°
. Milieu n° 11 = 633
s =45
3 R — Ergun
100
.——\J .
a.
<
10 ¢
1 . " bbbt i . St bttt . e deheboedadudal : St
10° 10° 10° 10° 10°
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Figure 4.88 - Perte de charge - milieu n° 11 - eB=O,7
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Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - €=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

: o 623 ]
o Mileu n° 13 e
a & 9*450
K — Ergun
100 ¢ 3
=
o
<
10 ¢ :
1 5 St oot 5 PSRN | i PSR W " S b dedhendind
10° 10! 102 10° 10*
Re,
Figure 4.89 - Perte de charge - milieu n® 13 - eB=0,7
Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - £=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110
- o 6:24°
Milieu n° 16 . x34°
T s Guds’
100
<
a.
g
10k
1 : ederidndidd 8L i et i : PSS A E | . Stk S LA
10° 10! 10° 10° 10
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Figure 4.90 - Perte de charge -~ milieu n° 16 - eB=0,7
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Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - £€=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

r o 0223°
Miieu n® 20 = 0340
s Bu48°

100 |

APL

10 |

10° 10! 10° 10° 10

Figure 4.91 - Perte de charge - milieu n° 20 - eB=0,7
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En ce qui concerne !'influence de l’angle 6 sur les termes non
linéaires, on peut voir sur les figures 4.92 a 4.96 que les courbes sont
presques confondues.

Finalement, sur la figure 4.97 on a pour le milieu n° 072, un apergu

de la complexité de 1’écoulement qui résulte d’un tel arrangement.
4.9~-DISCUSSION - COMPARAISON AVEC ERGUN

On discute ensuite I’ensemble des résuitats obtenus pour les
arrangements ordonnés (en ligne, en quinconce et en chicane) et désordonnés

en tentant de les comparer a 1’équation d’Ergun.
4.9.1-REGIME DE STOKES

On commence par regarder les tendances de l’ensemble pour 1’écoulement
en régime de Stokes. La perte de charge AP’/L’ est décrite, dans ce régime,
par !’équation de Blake-Kozeny (équation 24).

Les arrangements en ligne et en quinconce étant symétriques par
rapport aux deux axes de la cellule, les ‘axes principaux du tenseur
perméabilité coincident avec ces deux axes. La valeur de la perméabilité
suivant chaque axe étant identique, le tenseur perméabilité est sphérique.
La valeur de la constante de Kozeny est donc indépendante de 6, ce que
vérifie le calcul numérique.

En ce qui concerne les arrangements en chicane et desordonnés, les
axes propres ne sont pas connus a priori. Dans le cas de !'arrangement en
chicane, on note que la constante de Kozeny varie d’'une fagon plus
significative pour eB=0,36 que pour une porosité de 0,64. Dans le premier
cas (eB=O,36), la variation de ¥ entre 0=22° et 45° est de 467 environ,
tandis que dans le deuxiéme cas (eB=0,64) elle n’est que de 257 environ.
Les milieux désordonnés (eB:“-.O,7) présentent pour la constante de Kozeny sur
la méme plage de 6 des variations trés faibles. Elle est de ~77 pour le
milieu n® 5, ~16% pour le n° 11, ~11% pour les milieux n° 13 et n° 16 et

~16% pour le milieu numéro 20.

2
Pour les autres milieux, volr annexe VII.
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Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - £=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

Miieu n® 5

1 10 100 ’ 1000

Figure 4.92 - Perte de charge - milieu n° 5 - eB=O,7
Perte de Charge

Arrangement: Aléatoire - £=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

3 B e e e R

6~22°
=33
6~45°
Ergun

> = @

Milieu n® 11

1000

Figure 4.93 - Perte de charge - milieu n° 11 - eB=0,7
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Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - £€=0.70
Code: QUDS2 - Mailage: 110 X 110

623"
9=34°
9=45°
— Ergun

L B 1

Milieu n° 13

1 10 100 1000

Figure 4.94 -~ Perte de charge - milieu n° 13 - eB=0,7

Perte de Charge
Arrangement. Aléatoire - £=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

3 o] T

Mileu n® 16

1 10 100 1000

Figure 4.95 - Perte de charge - milieu n° 16 - eB=0,7
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Perte de Charge
Arrangement: Aléatoire - €=0.70
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

3 v 4 ¥ LA L B | T A T LA L I |
o 8=23°
* §234°

4 9-—:45° "

Ergun .

Milieu n® 20
1 10 100 1000
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Figure 4.96 - Perte de charge milieu n° 20 - eB=O,7
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Milieu Aléatoire n°. 7 = £=0,70
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Figure 4.97 - Milieu n° 7 - champ de vitesses
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On a pu aussi observer que d’une maniére générale, l’ensemble des
résultats présentent des valeurs de la perte de charge supérieures a celles
données par 1’équation d’Ergun.

En ce qui concerne ce décalage, il faut d’abord remarquer que !'allure
des courbes est satisfaisante mais que c’est peut-étre un probléme de
décalage de la constante de Kozeny kx ou y. De ce point de vue, il est
important de rappeler que le calcul est effectué dans un espace a deux
dimensions et non dans l’espace physique réel a trois dimensions. Essayons
d’appréhender I’influence de la dimension de I’espace sur le résultat.

En trois dimensions, on sait que:

3
>4
k= B . ._1; .1.2 (37)
3D (l-eB) 213D a
avec,
a = S (38)
v dp
3D

ou dans les équations (37) et (38), €, est la porosité, T la tortuosité, a
la surface spécifique et dp le diamétre des particules.
La formule de Kozeny s’écrit avec les notations (31)-(33), sous la

forme:

= (39)

Y

En deux dimensions, le raisonnement conduisant a [’élaboration de la
formule de Kozeny, qui fait passer de 1’écoulement de Poiseuille dans un
tuyau cylindrique circulaire a !’écoulement autour de particules sphériques
de diamétre dpSD, peut étre repris en partant de |’écoulement laminaire
entre deux plans pour aller vers l’écoulement perpendiculaire a un treillis
de cylindres circulaires de diamétre dpzD. On obtient alors sans

difficulté [5]:
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3
€
k =—2_ 1 1 (40)
K 2,2 _3
2p (l-g )" 3. a
8 2D v
avec,
a =+ (41)
v dp
2D
La formule de Kozeny correspondante s’écrit donc,
2
ap) (42)
L’ ~ Re
2D P
2D

Si maintenant, on interpréte cette relation obtenue en dimension 2 en

dimension 3, moyennant (32) et (33):

dp,; 2
‘o T
Lan ~ dp LG 3 LG (43)
ap
et,
dp
Re = 3-3" Re = g- Re (44)
Pap “Pap Py Pon
il vient alors,
2
ap) L % (45)
L’ ~ Re
3D P
3D

Au lieu d’utiliser dans la formule d’Ergun la valeur kK=72‘t§D, il
faudrait donc lui préférer la valeur 1081:;, valeur notablement supérieure
d’autant que la tortuosité en 2D est slrement plus grande qu’en 3D,
puisqu’en 2D on perd la possibilité de trouver un chemin moins tortueux

dans une dimension de l’espace.
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4.9.2-TERMES NON LINEAIRES

L’étape suivante a pour but de déterminer !'ordre de variation des
termes non linéaires. La littérature [105] montre que le premier & proposer
une correction & la loi de Darcy, Forcheimer, préconisait que les
variations du gradient de pression pouvaient &tre décrites en ajoutant un

terme du deuxiéme ordre a cette loi:
Vp = C<u> + C2<u>2 (46)

ou C1 et C2 sont fonctions des caractéristiques du milieu (permeabilité,
porosité, etc.) et <u> est la vitesse moyenne de 1’écoulement.

Ensuite cette équation a été modifiée afin de mieux réprésenter les
résultats expérimentaux [105]. Un terme du troisiéme ordre est venu
s’ajouter aux deux autres termes,

Vp = Cl<u> + Cz<“>2 + C3<u>3

47

Récemment, Wodie et Levy [130] ont appliqué la méthode de
l’homogéhéisation, au cas d’un écoulement incompressible gouverné par les
équations de Navier-Stokes dans un milieu spatialement périodique, afin de
déterminer la correction non linéaire de la loi de Darcy. Les résultats
obtenus montrent que pour les écoulements macroscopiquement
monodimensionnels ou isotropes, lorsque les termes d’inertie sont petits
devant les termes de viscosité, le gradient de pression doit étre décrit
par:

3 (48)

Vp = C<u> + C <uw>

1 3
Afin de pouvoir déterminer si nos résultats présentent des variations
quadratiques (équation d’Ergun) ou cubiques (équation 4.48), on les réécrit

d’une fagon que se préte bien a cette analyse:

Re

AP" . P _ 1= BRe)* (49)
¥ p

—Ll

~

Les coefficients A et B sont alors déterminés a partir de la
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réprésentation de !’équation (49) sous forme logarithimique, la constante A

étant la pente de la droite:

AP’ Re

Ln| =, P = ALn(Re ) + Ln(B) (50)
r P

Dans le cas de !’équation d’Ergun, on voit facilement que A=1 et B=0,0l.
Une valeur de A égale a !'unité conduit donc a des termes quadratiques,
tandis que A=2 est caractéristique d’une variation cubique.

Sur les figures 4.98 a 4.103 sont représentées les courbes décrites
par I’équation (50). Les figures 4.98 et 4.99 montrent les résultats pour
I’arrangement en ligne (sB=0,36 et 0,64), la figure 4.100 pour
P’arrangement en quinconce (eB=O,64), les figures 4.101 et 4.102 pour
Parrangement en chicane (eB=O,36 et 0,64) et la figure 4.103 pour
I’ensemble des milieux désordonnés (eB§0,7).

On est amené a conclure & l’existence des deux types de corrections
non linéaires de la loi de Darcy.

Pour des Reynolds particulaires inférieurs a 1 environ, la loi de
Darcy est valide: le gradient de pression est proportionnel a la vitesse
moyenne de !’écoulement, soit Vp o« <u>.

Pour une plage intermédiaire du nombre de Reynolds particulaire Rep,
disons 1<Rep<100, la correction non-linéaire est d’un ordre supérieur a une
variation quadratique, donc proportionnelle a4 <u>" od n est supérieur a 2.
Une valeur de I’exposant n=3 semble correcte sur une plage de nombre de
Reynolds particulaires modérés ou les termes d’inertie ne sont pas
prepondérants devant les termes visqueux. Cette constatation est en accord
avec les résultats théoriques prévus par Wodie et Lévy [130].

Enfin, pour des nombres de Reynolds particulaires supérieurs a 100, on
s’approche asymptotiquement d’une variation uniquement quadratique et la
correction est proportionnelle a <u>Z.

L’existence d’une correction non linéaire d’ordre 3 dans
I’équation (47) peut surprendre. Mais elle est raisonnable si ’on pense
pouvoir développer le probléme hydrodynamique en fonction du nombre de
Reynolds a partir du régime de Stokes. En effet, il est légitime de
supposer que le renversement géométrique de I’écoulement laisse

I’hydrodynamique inchangée au moins & [’échelle macroscopique. Dés lors
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Perte de Charge
Arrangement: En Ligne - €=0.36
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 4.98 - Correction non-~linéaire ~ arrangement en

Ln(Rep)

Perte de Charge
Arrangement: En Ligne - ¢=0.64
Code: QUDS2 - Mailage: 70 X 70
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Figure 4.99 - Correction non-linéaire - arrangement en ligne - eB=0,64
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Perte de Charge
Arrangement: En Quinconce - £=0.64
Code: QUDS2 - Mailage: 80 X 80
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o
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Figure 4.100 - Correction non-linéaire - arrangement en quinconce - eB=0,64
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Perte de Charge

Arrangement: En Chicane - €=0.36
Code: QUDS2 - Mailage: 80 X 80
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Figure 4.101 - Correction non-linéaire - arrangement en chicane - & B=0,36

Perte de Charge

Arrangement: En Chicane - £=064
Code: QUDS2 - Mailage: 80 X 80
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Figure 4.102 - Correction non-linéaire - arrangement en chicane - eB=0,64
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Perte de Charge
Arrangement Aléatoire - £=0,7
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110
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Figure 4.103 - Correction non-linéaire - milieux désordonnés - eB=O,7
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P’apparition d’un terme proportionnel au carré de la vitesse moyenne de
I’écoulement (<u>?) dans I’équation (47) apparait improbable.

Le tableau 4.5 contient les valeurs de A et In(B) calculées par
interpolation (pour Rep.>.7,5), pour toutes les géométries ordonnées
étudiées. On remarque que l’ensemble des résultats ne présente pas de
variations purement quadratiques ou cubiques, ce qui confirme I1’observation
des figures 4.86-4.90.

Arrangement 88 ] A Ln(B) Varliance
0
5,625°| 1,32 | -9,03 8,37e-4
11,25°| 1,60 | -9,51 0,00704
0.36 22,5 | 1,60 -8,82 | 0,00964
33,75} 1,45 | -8,01 0,015
45° 1,40 | -7,83 | 0,0098
En Ligne
0
5,625°| 1,39 | ~-8,86 | 9,43e-4
11,25°f 1,80 | -9,97 | 0,00452
0,64 22,5* | 1,74 | -8,96 | 0,00483
33,75 1,68 | -8,41 0,00269

45° 1,67 -8,32 0,00394

o.
5,625 1,76 -8,71 0,00712
11,25 1,79 -8,68 0,00780
En Qulnconce| 0,64 R
22,5 1,80 ~8,40 0,00595
33,75 1,77 -8,15 0,0107

45° 1,78 -8,10 0,00726

22° 1,48 ~7,64 0,0168
0,36 34° 1,49 ~-7,66 0,0136
45° 1,53 -8,01 0,0192
En Chicane
22° 1,51 -7,38 0,0414
0,64 34° 1,42 -7,06 0,0201
45° 1,55 -7,66 0,0156

Tableau 4.5 - Ordre des termes non linéaires - milieux ordonnés

De méme le tableau 4.6 contient les valeurs de A (qui détermine la loi
puissance en <u>) et de In(B), calculés pour I’ensemble des milieux
aléatoires pour des nombres de Reynolds particulaires Rep supérieurs ou

égaux a 7,5.
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Milleu A Ln(B) Variance
o1 1,43 -6,24 1,15e-4
02 1,45 -6,79 5,62¢-4
03 1,38 -5,91 8,40e~4
04 1,50 -7,26 4,04e-4
05 1,48 ~6,99 0,00377
06 1,34 -6,35 0,00184
07 1,61 -1,36 0,00287
[4}:1 1,53 -7,06 5,81le~5
09 1,33 -6,06 0,00246
10 1,45 -6,79 0,00232
11 1,55 -7,46 0,00561
12 1,52 ~7,27 0,00366
13 1,55 ~7,15 0,0183
14 1,43 -6,59 0,00283
15 1,48 -6,72 0,00123
16 1,58 ~7,33 0,0121
17 1,44 -6,57 0,00456
18 1,48 -7,03 0,00364
19 1,44 -6,05 0,00527
20 1,55 -6,81 0,00452

Tableau 4.6 - Ordre des termes non linéaires - milieux désordonnés

Finalement, le tableau 4.7 montre ces valeurs, déterminées pour les
cinqg milieux choisis (5, 11, 13, 16 et 20) avec les trois valeurs de
I’angle © retenues (8222°, 34° et 45°). On s’apercoit que dans tous les
cas, l’on retrouve quasiment la méme pente pour chaque milieu pris
séparément a 1’exception peut-étre du milieu 20 pour 6=45°.

On a pu vérifier par des interpolations sur !’ensemble de nos
résultats, milieux ordonnés et désordonnés, que I’hydrodynamique des
milieux dans cette 2zone de transition devait et pouvait étre bien
représentée par une relation du type 1’équation (47) (de préférence a
I’équation (46) ou (48)).

On a essayé d'abord de les répresenter par une équation contenant
seulement les termes linéaire et quadratique. Ensuite on a ajouté les
termes cubiques et finalement des termes & la puissance 4. Enfin on a
essayé simplement des termes linéaire et cubique. Les meilleures
interpolations sont données par des polynémes contenant des coefficients

aux puissances d’ordre un, deux et trois. Les coefficients du terme d’ordre
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4 sont pratiquement nuls. Toutes les conclusions s’appliquent, évidemment,
pour des nombres de Reynolds particulaires compris entre 7,5 et 150

environ.

Milleu ¥ 6 A Ln(B) Variance
328 22° 1,44 ~6,61 0,0016
05 341 33 1,48 ~6,82 0,0044

350 45° 1,48 ~6,96 0,00329

442 23° 1,53 ~7,42 0,00228
11 412 34° 1,51 -7,32 8,16e~4
371 45° 1,68 ~7,60 0,00913

432 | 24° | 1,50 | -6,86 | 0,00472
13 411 | 34° | 1,50 | -e6,86 | 0,00271
385 | 45° | 1,53 | -7,05 | 0,0144

493 24° 1,56 ~-7,15 0,0021
16 468 34° 1,54 -7,15 0,00264
439 45° 1,58 -7,33 0,0121

219 | 23" | 1,41 | -6,24 | 0,00189
20 223 | 34° | 1,40 | -6,07 | 6,17e-4
250 | 45° | 1,55 | -6,83 | 0,00476

Tableau 4.7 - Ordre des termes non linéaires - milieux désordonnés
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4.10-CONCLUSION

Plutdét que de regarder en détail les différences entre les différentes
. géométries (ordonnées et désordonnées), les différentes porosités et les
différentes directions du vecteur vitesse moyenne, on va tenter de dégager,
en conclusion de ce chapitre, les points communs pour !’hydrodynamique des
milieux périodiques bidimensionnels étudiés.

On note tout d’abord que les résultats présentent, a part peut-étre
’arrangement en chicane avec £B=O,36, des constantes de Kozeny qui sont
plus grande que la constante habituelle. Comme on 1’a vu au paragraphe 4.9,
ce décalage peut étre di au fait que les calculs sont réalisés pour des
géométries bidimensionnelles, tandis que I’équation de Blake-Kozeny
s’applique & des milieux réels tridimensionnels.

D’une maniére générale, les termes non linéaires sont non négligeables
pour un nombre de Reynolds particulaire compris entre 10 et 20, selon
I'arrangement. Pour des nombres de Reynolds particulaires supérieurs
a ~100, les courbes laissent prévoir un comportement de type asymptotique,
la perte de charge étant quadratique en <u>. Par contre, pour des valeurs
du nombre de Reynolds particulaire comprises entre 10 et 100 environ,
’hydrodynamique se 1trouve dans une 2zone de transition évoluant
progressivement du régime de Stokes ol la perte de charge est linéaire
en <u> vers le régime ol la perte de charge est quadratique. L’ensemble de
nos résultats (milieux ordonnés et desordonnés) est bien répresenté si 1’on
ajoute en plus des termes linéaire et quadratique (équation d’Ergun), un
terme cubique & 1’équation donnant la perte de charge corrigée AP’ /L’.

Dans ce chapitre en se référant aux régimes d’écoulement distingués
expérimentalement par Dybbs et Edwards [34] (§ 4.2), on a traité uniquement
du régime de Darcy et du régime laminaire inertiel. L’étude numérique de
I’hydrodynamique pour des nombres de Reynolds particulaires supérieurs
a ~150 reste un probléme ouvert et un formidable défi dans la mesure ou il

faudra alors considérer un écoulement non permanent.
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CHAPITRE 5

DIFFUSION EN MILIEU POREUX

5.1-INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on a choisi d’étudier d’abord le probléme de
diffusion massique, avant d’aborder le probléme plus général de
diffusion-dispersion massique dans un milieu poreux. Le probléme de
diffusion est en effet un cas particulier de celui de diffusion-dispersion
quand il n'y a pas d’écoulement de la phase fluide.

Comme dans le chapitre 4, on va étudier quelques arrangements
"ordonnés" (en ligne, quinconce, en chicane) et ensuite quelques autres
arrangements "désordonnés" (pseudo-aléatoires). Les codes de calcul sont
validés et les résultats sont comparés a ceux trouvés dans la littérature,

mais aussi confrontés & des résultats approchés.
5.2-DIFFUSION EN MILIEU POREUX

On a vu au chapitre 2, paragraphe 2.4, comment on peut obtenir
I’équation de transport moyennée (53), déduite a l’aide du théoréme de
prise de moyenne. Cette équation fait apparaitre le tenseur effectif de
dispersion (83) et le probléme de fermeture en f, équations (76)-(78).

Le probléme de diffusion est simplement obtenu en faisant disparaitre

les termes convectifs.
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5.2.1-DIFFUSION MASSIQUE

On considére ici la diffusion massique, sans réaction chimique, &
Pintérieur d’un milieu poreux. Lorsque les variations de température et de
pression peuvent étre négligées et que la concentration du soluté ¢ est

petite, le phénoméne de transport diffusif est décrit par:

dc

3% = V- (DVc) (1)
avec comme conditions aux limites,
n've =0 sur A 2)
BO*

une condition a préciser sur la surface ABext et la condition initiale,
c=9% en t=0 (3)

ol D est le coefficient de diffusion moléculaire, n la normale & la surface

solide ABO‘ et ¥ la consentration & !’instant initial. La condition au

limite (2) refléte le fait que le solide est imperméable au soluté.
5.2.2-EQUATION DE TRANSPORT MOYENNEE

L’équation de transport moyennée est obtenue de [’application du
théoréme de prise de moyenne a 1’équation (1). Cette démarche est détaillée

au paragraphe 2.3 du chapitre 2. On obtient donc:

a8 <c>B

* 8
5 = D :VWe> (4)

Y

Il reste a préciser la condition a la limite sur ABext et la condition

initiale,

> =8 at=0 (5)

Le tenseur effectif de diffusion est défini dans ce cas par:
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D = D[I + %BL Lof + fn) dA] 6)

8o

Dans le cas de la diffusion pure, on peut de toute facon montrer que le

tenseur %,— J nf dA est symétrique.

BV A
BO

Dans la littérature, l'usage est plutét d’utiliser le tenseur
"effectif" défini par [23],

L 1 1
eBD = erD[I + VBJ.A -i(nf + fn) dA] N
BO°

ou €, est la fraction volumique occupée par la phase B.
Les équations adimensionnelles de fermeture pour le probléme de
diffusion, pour un milieu spatialement périodique, sont données d’aprés les

équations (76)-(78), du chapitre 2, par:

V’F = 0 (8)
avec les conditions aux limites,
-nVF=n sur ABO‘ (9)
et de périodicité,
F(r-:-li) = F(r), i=1,2 sur A (10a)
n-VF(r+ll) = n-VF(r), i=1,2 sur Ase (10b)

ol n est la normale a l'interface solide-liquide Aw dirigée du fluide vers
le solide, r est le vecteur position spatiale d’un point & [’intérieur de
la cellule unité et ll les mailles de la cellule unité (paragraphe 4.2).

Dans les équations (8)-(10), le vecteur f et les coordonnées de
’espace x et y ont été rendues adimensionnelles en les divisant par L, une

longueur de reférence de la cellule unité.
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Le vecteur F solution du probléme (8)-(10) est défini & une constante

»*
prés sans importance pour le calcul du tenseur effectif de diffusion D . On
peut si  l'on veut lever [indétermination en lui imposant Ila

condition <F>B=O.
5.3-VALIDATION DU CODE NUMERIQUE

Afin de pouvoir tester I’exactitude des solutions numériques, lors de
la résolution des équations du type de !’équation (8), on a choisi un cas
dont on connait la solution analytique. C’est la résolution du laplacien de
la variable ¢, dans un rectangle.

Il s’agit de résoudre l’équation (11) en ¢ en régime permanent, avec

des conditions aux limites du type de Dirichlet. Soit:

2 2
8¢,.8¢_, (11)

ax? ayz

avec les conditions aux limites (figure 5.1):

¢=1eny=00<x<L (12)
=0 eny=H 0<x<L (13)
¢=0 enx=0,0<y<H (14)
=0 enx=L,0<y<H (15)

La solution analytique du probléme posé est connue et donnée par
Carslaw et Jaeger [24]:

o
_4 1 1 2n+l)nx| . {(2n+l)n(H-y)|_.  -1](2n+1)nH
¢“EZ(Zn+1) sm[ T }smh[ T ]smh [————-——-—-—L ] (16)
n=0

ol L est la longueur du rectangle et H sa hauteur.
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Les solutions analytiquel et numérique sont montrées sur les figures
5.2 et 5.3. La figure 5.2, montre les résultats pour ¢ obtenus pour la
section x=L/2, tandis que la figure 5.3 montre ceux obtenus en y=H/2. On
rappelle ici que les quatre codes de calcul (PDS, QUDSI, QUDS2 et QUDS3)
utilisent le méme schéma de discrétisation pour le terme diffusif: celui
des différences centrées (paragraphe 3.3.3). Par conséquent, les quatre
codes de calcul donnent les mémes résultats. Les résultats numériques

vérifient la solution analytique d’une fagon trés satisfaisante.

=0 Ag=0 = H

y.
L P

Jer
¥

-
e

Figure 5.1 - Domaine de résolution

5.4-GEOMETRIE DE LA CELLULE UNITE

En ce qui concerne les arrangements géométriques "ordonnés" (en ligne,
en quinconce et en chicane), les cellules déja présentées au chapitre 4,
ont été retenues. La porosité € est comprise, pour ces géométries
entre 0,27 et 0,94.

Pour le cas des arrangements "désordonnés" (solide distribué d’une
fagon aléatoire), les cellules montrées au chapitre précédent

(figures 4.15-34), ont été utilisées pour la porosité eB=0,703. En plus,

1
La solutlon a été obtenue numériquement, avec 100 termes de la série.
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Résolution de A¢=0
Mailage: 21 X 21

10 N T ¥ T T T T T
— Analytique
08 = Numérique i
06 .
>_
04 .
00 + X/IL=05 4
O [ i i i
0 02 04 06 08 10
0
Figure 5.2 ~ Résolution du laplacien - x = 0,5L
Résolution de A¢=0
Mailage: 21 X 21
025 T T T H g T T T
I ]
020 :_Y/H:O.S _
015 + .
S8
010 f
005 | i
i — Analytique
o Numérique
O 2 1 A i L 1 L 1 A
0 02 04 06 08 10
X

Figure 5.3 - Résolution du laplacien - y = 0,5H
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Y

deux autres cas ont été étudiés, a savoir: eB=O,'785 et eB=O,868. Dans tous
les cas, vingt cellules ont été choisies. Les cellules unités correspondant
aux porosités eB=0,’785 et eB=O,868, réalisées suivant la procédure décrite

au paragraphe 4.7.2, se trouvent dans !’annexe V.
5.5-CALCUL DU TENSEUR EFFECTIF DE DIFFUSION

Ensuite on passe a la présentation, en deux parties, de l’ensemble des
coefficients effectifs de diffusion calculés. Tous les résultats sont
obtenus A partir de I’équation (8) du présent chapitre.

La premiére partie est dédiée aux résultats concernant les géométries
appelées ici "ordonnées" (en ligne, en quinconce et en chicane). La
derniére partie est consacrée aux résultats calculés pour les géométries
dénommées "désordonnées” (aléatoires).

Dans les deux parties, les coefficients sont comparés a des résultats
théoriques approchés, ainsi qu’a d’autres résultats numériques trouvés dans

la littérature.
5.5.1-ARRANGEMENTS "ORDONNES"

Les premiers cas étudiés, arrangements géométriques "ordonnés", sont
bien connus dans la littérature. Ils ont été aussi employés, par certains
auteurs, lors de la  détermination du coefficient effectif de
diffusion [Bell et Crank, 1973; Ryan et al, 1980; Chang, 1982; Kim et al,
1987; Gabitto, 1991]. Ils serviront, ici, comme un moyen de vérifier
P’exactitude des résultats obtenus par rapport & ceux trouvés dans la
littérature.

Depuis Maxwell en 1873 [71], un trés grand nombre de corrélations ont
été proposées, afin de déterminer le coefficient effectif de conductivité
thermique ou de diffusion massique. Parmi plusieurs ouvrages de référence,
on aimerait citer Adler, P.M. [1], Crank, J. [29] et Kaviany, M. [57] ou le
lecteur pourra trouver une partie des travaux réalisés sur le sujet.

On va utiliser ici, a titre de comparaison, -quatre résultats qui
concernent plus directement les arrangements réguliers périodiques et
bidimensionnels.

Le premier cas utilis¢é pour la validation des résultats est la
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détermination du coefficient effectif de diffusion pour un arrangement de
type quinconce. Les résultats sont comparés a ceux obtenus numériquement
par Kim, Ochoa et Whitaker [S9] et & ceux déterminés & I’aide d’une
approximation, utilisant un calcul du type résistance équivalente [29].

Les coefficients effectifs approchés sont calculés en considérant que
le milieu est constitué de plusieurs parties, disposées en série ou en
paralléle. On détermine le coefficient effectif de diffusion, pour un

arrangement en série, par la relation suivante:

1 1 1

-— 1 2 LY —
..T:D_+—D—-+ +fD (17)
1 2

w/ B

ol 1 est l’epaisseur totale de la cellule unité, D le coefficient effectif
de diffusion, 11 et ﬂx les épaisseurs et les coefficients de diffusion
associés a chaque couche. Pour un arrangement en paralléle, le coefficient

effectif de diffusion est déterminé par:
ID=1D +1D_ + -+ +1D (18)
11 2 2 nn

ol 11, SDI, 1 et D sont définis de fagon analogue au cas précedént. Les
équations (17) et (18) ne sont valables rigoureusement que pour le cas d'un
flux unidirectionnel, sinon il s’agit d’une approximation [29].

Y

On applique maintenant les équations (17) et (18) & I’arrangement de
la figure 5.4. On doit remarquer, ici, que le cas présenté se préte bien a
cette démarche, puisque les axes principaux connus a priori coincident avec
les axes de la cellule unité. Ceci justifie de considérer en premiére
approximation les flux comme étant unidirectionnels selon les deux
directions.

Afin de pouvoir déterminer le coefficient moyen longitudinal (suivant
OX) de diffusion, on divise la cellule unité en plusieurs bandes paralléles
a l’axe OY. On trouve le coefficient équivalent pour chaque bande a l’aide
de la formule (18) concernant le "cas en paralléle" puis les différents
bandes sont mises en série suivant l'axe OX et le coefficient équivalent

est déterminé a 1’aide la formule (17). Il vient alors:
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Figure 5.4 - Arrangement en quinconce (cas a>La)
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(19)

(20)

Pour la détermination du coefficient moyen transversal suivant OY on a

choisi le méme découpage en bandes paralléles & OY (les résistances sont

alors en série) que l'on va alors mettre en paralléle. Ce choix arbitraire

et contraire au choix précédent est dicté par

le fait que

'on va

travailler avec des particules de grand élancement (as/b grand) en nous
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intéressant plus particuliérement aux porosités élevées. Dans ce cas comme
a<La, il vient:

Dl
€

i

. (21)

Les coefficients effectifs de diffusion trouvés par Kim, Ochoa et
Whitaker [59], sont calculés de la méme fagon que ceux présentés dans ce
travail en utilisant aussi la méthode de prise de moyenne des équations
macroscopiques. Leurs résultats ont été obtenus pour plusieurs porosités et
divers rapports entre la longueur a et la hauteur b des cylindres
rectangulaires (figure 5.4).

On présente d’abord les résultats pour le coefficient longitudinal
correspondant aux rapports La=Lb et a=b. Ces résultats ont été calculés
avec un maillage de 40 X 80 volumes de contréle et un critére de

convergence £=1,0X10°.

eD /D
X

BEM FDM CM

0,36 0,213 0,212 0,213
0,51 0,326 0,327 0,330
0,64 0,451 0,449 0,453
0,75 0,583 0,576 0,580
0,84 0,712 0,703 0,706
0,91 0,828 0,820 0,821

Tableau 5.1 - Comparaison entre les différentes méthodes

On peut constater que les résultats trouvés dans ce travail, CVM
(Control Volume Method), se comparent de fagon trés satisfaisante avec les
résultats obtenus par la méthode BEM (Boundary Element Method) et par la
méthode de différences finies FDM (Finite Difference Method) par Kim, Ochoa
et Whitaker [59]. Les résultats correspondant & la méthode BEM ont été
calculés avec un maillage constitué de 256 éléments, tandis que ceux de la
méthode FDM ont été déterminés en utilisant un maillage régulier de 60 X 60

points.
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Le tableau 5.2 montre les résultats calculés pour les rapports La=15Lb
et a=15b, obtenus a 1’aide d’un maillage de 80 X 40 volumes de contréle et
un critére de convergence €=1,0X10'7. Dans ce tableau FEM (Finite Element
Method) est ’abrégé de la méthode des éléments finis, les résultats ayant

été obtenus avec un maillage de 448 éléments.

» *
eD /D eD /D
CB B xx 8 yy
BEM FEM C™M BEM FEM CVM

0,19 0,114 0,109 0,109 0,100 0,102 0,100
0,36 0,240 0,235 0,236 0,200 0,205 0,200
0,64 0,526 0,523 0,521 0,403 0,411 0,402
0,70 0,600 0,596 0,594 0,456 0,462 0,454
0,84 0,788 0,788 0,784 0,608 0,622 0,605
0,91 0,884 0,886 0,882 0,711 0,725 0,707

Tableau 5.2 - Comparaison entre les différentes méthodes

Finalement, les figures 5.5-5.8, comparent les résultats de ce travail
avec ceux de Kim, Ochoa et Whitaker [59] et les valeurs approchées
déterminées par l’emploi de la méthode approchée (équations (19)-(21)).
Quatre configurations géométriques ont été considérées. Elles correspondent
aux rapports: a/b=15 et La/Lb=1, 5, 10 et 15. Les résultats concernant le
coefficient longitudinal (eBDxx/ﬂ) sont montrés sur les figures 5.5 et 5.6,
tandis que le coefficient effectif transversal (eBDyy/i)) est montré dans
les figures 5.7 et 5.8. Les coefficients ont été calculés, suivant les
rapports La/Lb, en utilisant des maillages: 64 X 80, 80 X 40 et 80 X 60,
avec un critére de convergence 8=1,0X10_6.

On apercgoit que, d’une fagon générale, les résultats numériques de
Kim, Ochoa et Whitaker [59], ceux de ce travail et ceux déterminés & partir
du calcul approché, présentent une trés bonne concordance.

Ce bon accord ne saurait signifier que I’approche "résistances
équivalentes” est une approche fiable pour évaluer le coefficient de
diffusion. On a bien vu que les régles de calcul dans les deux directions
OX et OY n’étaient pas Iidentiques mais choisies sur les bases d’une
intuition raisonnable en fonction de la géométrie étudiée. Cette maniére de

faire n'est pas parfaite; il suffit pour s’en persuader d’observer le cas
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Figure 5.6 - Coefficient effectif de diffusion - eBDxx/fD
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La/Lb=1 et a/b=15 pour le coefficient effectif transversal.

Le deuxiéme travail est celui de Bell et Crank [15], qui ont étudié le
processus de diffusion en régime permanent, pour des arrangements
bidimensionnels de cylindres rectangulaires, disposés en ligne et en
quinconce. Les auteurs ont calculé numériquement le coefficient moyen de
diffusion, a partir de la résolution du laplacien de la concentration avec
les conditions aux limites appropriées. Les résultats ne sont pas fournis,
mais les auteurs préconisent le calcul du coefficient effectif a partir
d’une approche unidirectionnelle de type résistance équivalente. D’apreés
les auteurs, les résultats ainsi déterminés vérifient ceux obtenus
numériquement avec une erreur inférieure a 107 (au moins dans les cas qui
ont été considérés). Un premier calcul considére que les résistances sont
placées en série, tandis qu’un second les considére en paralléle.

On obtient alors dans les deux cas pour des cylindres carrés disposés

en ligne, les résultats suivants:

8 1 1
D 1-!-::12 1+ a2
hi I(1-a)
e D
8L _h_ . a
5 “T1-!°71 (23)

ol a est la moitié du coté du carré, h la distance entre la surface
supérieure du carré et l’axe de symétrie et 1 est la hauteur et la longueur
de la cellule. La figure 5.9 montre le schéma correspondant au cas de
P’arrangement en ligne.

Le coefficient effectif de diffusion est alors calculé & partir des

deux coefficients équivalents:

»*
e D e D e D
8 _ g I 8 1
[ = ] D + (1"'})) P (24)

ou ¢ est déterminé en termes de a et de h:

¢ = 0,56 - 0,5 % + 0,4

-113 = 0,96 - 0,9 % (25)
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Figure 5.9 - Un quart de cellule unijté

La relation (24) est sensée donner les meilleurs résultats pour les deux
types d’arrangements (ligne et quinconce) étudiés par Bell et Crank [15].

Le troisiéme travail est celui de Chang [25], qui a utilisé la méthode
de perturbation, afin d’obtenir une solution analytique du probléme de
diffusion dans le cas des arrangements géométriques périodiques. Dans le
cas ol la phase solide est formée par des cylindres circulaires disposés en
ligne, le coefficient effectif de diffusion, pour des particules solides

impérmeables, est donné par:

o
- (26)
8

8o

Le dernier travail est 1’étude numérique de Ryan et al [96]. Les
résultats’ ont été aussi obtenus & partir de !’équation (7), pour des
arrangements géométriques en ligne et en quinconce.

Whitaker [23, 59, 129] a vérifié que les valeurs des composantes du
tenseur effectif trouvées par Ryan et al [96], hors de la diagonale,

étaient nulles. De plus, les composantes Dxx et Dyy sont égales pour

2
Tableau 5.1, résultats dus & la méthode FDM.
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Parrangement en ligne et différent seulement de 1 & 2% dans le cas de
I’arrangement en quinconce. D’autre part, les valeurs de Dxx et Dyy sont a
peu prés les mémes pour les deux arrangements.

Tous les calculs concernant les arrangements ordonnés ont été réalisés
avec comme critére de convergence E;"=1.0X1()_5 et les maillages uniformes
suivants: 1) Arrangement en ligne: 70 X 70 V.C.; 2) Arrangement en
quinconce: 80 X 80 V.C. et 3) Arrangement en chicane: 80 X 80 volumes de
contréle.

La figure 5.10 compare les résultats trouvés dans ce travail, ceux
déterminés & l’aide de équations (24) et (26) ainsi que ceux du
tableau 5.1. Tout d’abord on peut vérifier que les résultats fournis par
Bell et Crank [15], Chang [25], Ryan et al [96], déterminés par des
méthodes différentes, présentent une trés bonne concordance.

Sur la figure 5.10, l’arrangement en quinconce 1 est celui dont les
résultats ont été obtenus avec une cellule unité carrée (longueur=hauteur).
Le deuxiéme arrangement (quinconce 2, eBD;x (m) et eBD;y (+)) correspond a
une cellule unité dont la hauteur vaut la moitié de la longueur.

Les résultats calculés pour les arrangements en ligne et en
quinconce 2 (eBD:x), vérifient d’une fagon trés satisfaisante les résultats
prévus par les auteurs cités ci-dessus. Une différence comprise entre 137
(sB=O,36) et 0,4% (£B=0,91) a été constatée entre les valeurs de D:x et D;y
pour le cas de !’arrangement en quinconce 2. Ces valeurs ne correspondent
pas & celles données par Whitaker [129], mais sont en accord avec celles
données par Kim, Ochoa et Whitaker [59]: 9,7% (eB=0,35) et 1,77 (eB=O,9O).

Cependant, les résultats pour I'arrangement en quinconce 1 (D* =D

*

)
XX yy
différent d’une maniére significative des précédents. Ce résultat ne
saurait surprendre. Dans ce cas pour la porosité minimale possible
(eB=0,5), les coefficients de diffusion tendent vers 2zéro. Au fur et a
mesure ou !’on approche de cette valeur, le processus devient de plus en
plus tortueux, la constriction des lignes de flux prenant une importance de
plus en plus considérable. Ainsi la géométrie locale du milieu influence
alors fortement les résultats, ce qui rend inadéquat les formulations
obtenues de maniére générale ou fondées sur des géométries "approchées".

Finalement, on montre sur la figure 5.11 les résultats concernant

I’arrangement en chicane. Les résultats numériques montrent que le tenseur

effectif est anisotrope et que les axes propres coincident numériquement 2
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peu prés avec ceux de la cellule unité.
En théorie, l’axe OY étant un axe de symétrie (figure 5.12), la
direction OY et par suite la direction orthogonale OX sont les directions

propres du tenseur de diffusion.

N 4 Z
L

Figure 5.12 - Arrangement en chicane
5.5.2-ARRANGEMENTS "DESORDONNES"

Les cas aléatoires, arrangements géométriques "désordonnés", ont été
étudiés pour des porosités supérieures a 0,7. Cette valeur est due au seuil
de percolation d’un milieu bidimensionnel (paragraphe 4.7.2). Vingt cas ont
été considérés pour chacune des trois valeurs de la porosité: eB=0,703,
0,785 et 0,868. Les calculs ont été effectués, dans tous les cas, avec un
critére de convergence £=1.0X10"° (§ 3.5.4) et un maillage uniforme de
110 X 110 volumes de contrdle.

Le tableau 5.3 contient les résultats calculés pour la porosité
eB=0,703. On doit éspérer, vu le processus de construction de ces milieux
désordonnés, que le milieu soit en moyenne isotrope vis-a-vis du processus
de diffusion, c’est-a-dire l_):mél_);y et que ﬁlyso.

Pour moyenner le tenseur effectif de diffusion, nous avons choisi de
nous placer dans le systéme d’axes fixe (0X,0Y) et de faire la moyenne

arithmétique des trois composantes du tenseur. Cette méthode présente au
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moins l’avantage d’étre indépendante du choix de la base.

Miliew N* | D /D D /D D" /D
XX Yy Xy
01 0,4746 0,54865 ~0,0671
02 0,5437 0,5603 ~-0,0453
03 0,4640 0,1765 ~0,0006
04 0,5666 00,6151 0,0116
05 0,5273 0,6808 0,0187
06 0,4695 0,5868 0,0309
07 0,5679 0,5230 0,0434
08 0,5258 0,5294 -0,0492
09 0,4881 0,4408 -0,1035
10 0,4253 0,4786 ~0,0180
11 0,5897 0,6735 -0,0370
12 0,4504 0,6095 0,0665
13 0,5367 0,5269 ~0,0453
14 0,5153 0,6166 0,0307
15 0,4623 0,4398 0,0007
16 0,5102 0,5176 0,0190
17 0,6210 0,5030 0,0352
18 0,4258 0,3722 0,2164
19 0,5531 0,3122 -0,0573
20 0,5633 0,5403 -0,0217
Moyenne 00,5135 0,5125 0,0014
Ecart Type 00,0532 00,1184 0,0649

Tableau 5.3 - Coefficients effectifs de diffusion - cB=0,’703

247

Si 'on analyse les résultats numériques, on observe que les éléments

* »*
diagonaux Dxx et Dyy sont sensiblement égaux a 0,27 prés et que le

*
coefficient hors diagonale ny est approximativement nul puisque il ne vaut

que 0,37% des coefficients diagonaux.

Si l'on regarde la distribution de la phase solide,

dans les cas ol

les rapports des coefficients sont les plus éloignés de I'unité® ot les

valeurs de D;y/fD sont les plus élevées (mileux 3, 9, 18 et 19), on constate

que ces arrangements présentent un aspect particulier: la cellule unité est

pratiquement coupée en deux.
tableaux 5.4

Les

5.5, montrent

respectivement,

3
On considére le rapport entre la plus grande valeur et la plus petite.

résultats
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obtenus pour les porosités 88-'—‘0,785 et 0,868. Par rapport au cas précédent,
les résultats reproduisent les mémes tendances, les éléments sur la
diagonale sont en moyenne égaux a 2% prés et la moyenne des éléments hors
de la diagonale vaut 0,27 des coefficients diagonaux pour eB=0,785 et

respectivement 2% et 2,57 pour eB=O,868.

Milieu N* D* /D D' /D D* /D
XX vy Xy
01 0,6811 0,5986 -0,0424
02 0,6307 0,7025 0,0664
03 0,5757 0,5805 -0,0378
04 0,6236 0,6860 -0,0604
05 0,7226 0,6953 0,0035
06 0,5090 0,4920 0,0198
07 0,6764 0,7479 -0,0103
08 0,7148 0,6119 -0,0042
09 0,7295 0,6686 0,0500
10 0,6806 0,7242 0,0245
11 0,6128 0,6172 -0,0266
12 0,5733 0,6456 0,0904
13 0,6833 0,5316 0,0961
14 0,6015 0,5684 0,0379
15 0,6317 0,7030 0,0002
16 0,6390 0,6208 0,0358
17 0,6470 0,6286 -0,0210
18 0,6243 0,5868 -0,0433
19 0,6519 0,5619 -0,0822
20 0,6693 0,6434 -0,0672
Moyenne 0,6439 0,6307 00,0015
Ecart Type 0,0531 00,0655 0,0496

Tableau 5.4 ~ Coefficients effectifs de diffusion - eB=0,785

Finalement les valeurs moyennes trouvées, pour !’ensemble des milieux
désordonnés, sont confrontées aux valeurs numériques données par Adler *
pour les mémes conditions géométriques bidimensionnelles.

La figure 5.13 montre les résultats prévus par Adler [1] et les

£y

- - -
valeurs propres trouvées a partir de Dxx, Dyy et ny, fournies par les

tableaux 5.3, 5.4 et 5.5. La barre indique la moyenne arithmétique. Les

4
Valeurs obtenues par interpolation graphique
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valeurs propres sont montrées sur le tableau 5.6.

Tableau 5.5- Coefficients effectifs de diffusion - eB=0,868

On peut considérer que

Milteu N° | D /D D’ /D D' /D
XX vy Xy
o1 0,8186 0,6249 0,0758
02 0,7810 00,7830 0,0290
03 0,8146 00,8307 -0,0127
04 0,8025 0,7680 0,0407
05 0,8224 0,7664 0,0629
06 0,7999 0,7916 0,0207
07 0,7914 0,7730 0,0004
08 0,8187 0,7970 -0,0056
09 0,8156 00,7477 0,0052
10 0,8157 0,8553 0,0149
11 0,7811 0,8691 -0,0365
12 0,7697 0,7145 0,0473
13 0,8239 0,8123 -0,0339
14 0,8244 0,8428 0,0163
15 0,8261 0,8009 0,0020
16 0,8288 0,8422 0,0057
17 0,8217 0,8065 0,0246
18 0,7845 0,7526 -0,0306
19 00,7389 0,7954 0,0333
20 0,7464 0,6964 ~0,0622
Moyenne 0,8013 00,7836 0,0099
Ecart Type 0,0261 0,0566 0,0336

’accord est raisonnable

249

deux

pbrosités les plus grandes (eBsO,79 et 0,87). En revanche les points pour

3850,7 différent sans qu’il soit possible de fournir une explication

satisfaisante.

»
€ D /D D /D
B XX vy
0,703 0,5145 0,5116
0,785 0,6441 0,6305%
0,870 00,8077 0,7771

Tableau 5.6 - Valeurs propres
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Figure 5.13 - Arrangement desordonné
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5.6-CONCLUSION

Une trés bonne concordance existe entre les résultats numériques,
calculés pour ’arrangement de cylindres carrés disposés en ligne et en
quinconce, et ceux déterminés numériquement par Bell et Crank [15] et Kim,
Ochoa et  Whitaker [59]. Les coefficients effectifs de  diffusion
s’accordent, aussi, de facon satisfaisante avec ceux prévus par la solution
de Chang [25]. Une méthode approchée du type résistance équivalente fournit
des valeurs qui correspondent bien & celles calculées numériquement si elle
est convenablement guidée par I’intuition.

Toutes ces constatations indiquent une bonne fiabilité du code de
calcul, au moins en ce qui concerne le processus de diffusion pour les
arrangements "ordonnés".

Pour ce qui est des arrangements désordonnés, le nombre limité de cas
étudiés laisse espérer qu'un comportement de type milieu infini aléatoire,
peut étre atteint. On s’attend & ce qu'un tel milieu soit isotrope
vis-a-vis du processus de diffusion. Néanmoins, un nombre plus important de
cas et de porosités devrait étre essayé afin d’obtenir une telle
confirmation. En particulier !’influence de la taille de la cellule
considérée pour prédire les porosités de 1’amas infini devrait étre
nécessairement étudiée pour les valeurs £, proches du seuil de
percolation [1].

Toutefois, les résultats moyens pour les coefficients effectifs de
diffusion f);:x/fD et ﬁ;y/SD vérifient raisonnablement ceux prévus, pour des

milieux aléatoires, par Adler [1l.
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CHAPITRE 6

DIFFUSION-DISPERSION EN MILIEU POREUX

6.1-INTRODUCTION

Au chapitre 4, le probléme hydrodynamique a [’intérieur de la cellule
unité a été traité. Ensuite, le chapitre 5 a abordé le probléme de
diffusion massique pure. Dans ce chapitre, les processus de transport par
convection et diffusion moléculaire, seront maintenant pris en compte
simultanément. Pour la cellule unité, on utilisera les géométries déja
présentées au chapitre 4.

Au préalable le code de calcul sera validé a l'aide de deux problémes
simples: le transport convectif-diffusif d’un scalaire et le cas classique

de la dispersion de Taylor pour 1’écoulement entre deux plans paralléles.
6.2-DIFFUSION-DISPERSION EN MILIEU POREUX

Le probléme de diffusion-dispersion massique & l’intérieur d’un milieu
poreux peut étre abordé a  partir de la résolution du probléme
hydrodynamique et de !’équation de fermeture en suivant la démarche exposée
au chapitre 2. Lorsqu’il s’agit d’un milieu périodique, le probléme est
ramené a leur résolution a l'intérieur de la  cellule unité
(paragraphe 2.6).

Une fois les problémes hydrodynamique et de fermeture résolus, le
tenseur effectif de dispersion D“E peut alors étre calculé a I’aide des

équations présentées au paragraphe 2.4.
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6.2.1-DIFFUSION-DISPERSION MASSIQUE

L’équation qui gouverne les transports convectifs et diffusifs de
masse, a l'intérieur du milieu, est donnée par:
dc
Tt v-Vc = V-(DVc) (1)
ol ¢ est la concentration volumique de soluté et D le coefficient de
diffusion moléculaire. Les variations de pression et de température sont
négligeables. II n’'y a pas de réactions chimiques et le fluide est
incompressible.
Les conditions aux limites, si 1’on suppose que le sclide est

imperméable au soluté, sont données par:
n-Vc =0 en Aw (2)

et la condition & la limite sur la surface extérieure ABext’ avec la

condition initiale,
c=% en t=0 (3)

ou n est la normale a la surface solide-liquide Aw et ¥ la concentration a

Pinstant initial.
6.2.2-EQUATION DE TRANSPORT MOYENNEE

Si I’on applique le théoréme de prise de moyenne aux équations (1)-(3)
et si 1’on suit le développement introduit au chapitre 2, on arrive a la
forme finale de VI'équation de transport moyennée (équation (84) du

chapitre 2):

8

8 <> | wBv<e® = D vv<e>? (4)

at

avec les conditions aux limites sur ABext et la condition initiale,

«>? =8 en t=0 (5)
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Le tenseur effectif de dispersion D*, dans [’équation (4), est donné

dans ce cas par:

L

D=SD[I+%(1+7T)]+-;-(D+DT) (6)

ou le tenseur tortosité T est défini par (paragraphe 2.4):

't=—f nf dA 7N

tandis que le tenseur de dispersion hydrodynamique D (paragraphe 2.4)

s'écrit :

D=-%,-I ¥ av (8)
BVB

L’équation adimensionnelle de fermeture en régime permanent du
probléme de diffusion-dispersion massique dans un milieu périodique peut

étre obtenue i partir de I’équation (76) du chapitre 2:

V-VF = (- ]v F-V (9)

ou Sc est le nombre de Schmidt, défini par Sc=v/D. Dans 1’équation (9)
V=vL/v et F=f/L (L est la longueur de la cellule unité) sont des vecteurs
et par conséquent l’équation de fermeture (9) est une équation vectorielle.
Les variables adimensionnelles sont les mémes que celles déja utilisées au
paragraphe 4.3.1 pour la vitesse et au paragraphe 5.2.2 pour le vecteur f.

Les conditions aux limites de I’équation (9) sont:

-n'VF=n sur Aso' (10)
et
F(r+l) = F(r), i=1,2 sur A (11)
i Be
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n-VF(r-t-ll) = n-VF(r), i=1,2 sur Ase (12)
- ol ABe est la surface extérieure de la cellule unité, n la normale
extérieure au fluide, r le vecteur position spatiale d'un point a
Pintérieur de la cellule unité et ll les vecteurs des mailles de la

cellule unité (paragraphe 2.6).
6.3-VALIDATION DU CODE NUMERIQUE

Comme aux chapitres 4 et 5, avant de passer aux calculs qui nous
concernent directement (calcul du tenseur effectif), on a voulu tester
I’exactitude des solutions fournies par le code de calcul par la résolution
de deux problémes ou les équations gouvernant les phénoménes de transport
sont équivalentes a D’équation (9). Dans le premier cas, il s’agit du
transport convectif-diffusif d’un scalaire. Le deuxiéme cas consiste en la
détermination du tenseur effectif de dispersion, lors de 1’écoulement
établi entre deux plans paralléles, ce dernier étant un cas classique de la

diffusion-dispersion de Taylor [Taylor, 1953l
6.3.1-TRANSPORT CONVECTIF-DIFFUSIF D’UN SCALAIRE

On commence par résoudre un cas modéle bidimensionnel [Braga, 1990],
dont on connait la solution exacte. Il s’agit de trouver la solution, dans
un domaine de résolution carré [0,1] X [0,1] (figure 6.1), de I’équation
adimensionnelle de transport:

a¢ ap _ 8¢, 8¢
A-é‘x**'kz-—?: -——2'+——-2-+S(X,Y) (13)
8Xx ay

[+3)

ol Al et AZ sont des constantes et la source S est choisie de fagon a ce

que la solution exacte ¢e soit donnée par:
¢, = 2X(X-1)(cos2nY-1) (14)

Il est facile de vérifier que la source S(X,Y) est donnée par:
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S = A (4X-2) (cos2nY-1) - AZ[ZX(X-I)ZnsinZnY] -
(15)
- 4(cos2nY-1) + 2X(X-1)4TIZCOSZTIY

D’aprés la solution exacte (14), on voit que les conditions aux

limites du probléme s’écrivent:

¢ =0 en X=0 et X=1 (16)
¢ =0 en Y=0 et Y=l (17)
. $=0
1 k 3
¢=
N
0.5 1
R
$=0
y
1 ; |
* o 0.5 ® 1
=0

——
%

Figure 6.1 -~ Transport convectif-diffusif d’un scalaire

Les figures 6.2 a 6.7 montrent les résultats calculés utilisant les
jeux de valeurs suivantes: 7\1 = Az =1, 100 et 1000. Les résultats
correspondent, figures 6.2-6.4, & ~ceux trouvés pour une section
transversale en X=0,5. Les figures 6.5 a 6.7, montrent la solution
numérique ¢, pour une section longitudinale Y=0,5. Les résultats ont été
obtenus avec un maillage de 41 X 41 volumes de contrdle et un critére de
convergence €=1,0-10"°,

D’une facon générale, les résultats numériques suivent les courbes
réprésentant la solution exacte (équation (14)). Cependant, au fur et a

mesure que les valeurs de 7\1 et )\2 augmentent, on note que les valeurs ne
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Diffusion-Dispersion dun Scalaire
A=A,=1- Mailage: 41 X 41
¢=2X(X-1)(cos2nY-1)
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Figure 6.2 - Diffusion~dispersion d’un scalaire - X = 0,5
Diffusion-Dispersion dun Scalaire
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Figure 6.3 - Diffusion-dispersion d’un scalaire - X = 0,5
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Diffusion-Dispersion dun Scalaire
A=2,=1000 - Mailage: 41 X 41
¢=2X(X-1){cos2mY-1)
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Figure 6.4 - Diffusion-dispersion d’un scalaire - X = 0,5
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Diffusion-Dispersion d'un Scalaire

A=A=1- Mailage: 41 X 41
$=2X(X-1)(cos2nY-1)
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Figure 6.5 - Diffusion-dispersion d’un scalaire - Y = 0,5
Diffusion-Dispersion d'un Scalaire
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Figure 6.6 - Diffusion-dispersion d’un scalaire - Y = 0,5
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Diffusion-Dispersion d'un Scalaire
A= M,=1000 - Mailage: 41 X 41
d=2X(X-1){cos2nY-1)

10 T T T T v T Y T
08 | ° RN Y=05
06 r .
-
04 | . PDS .
e QUDSt
v QUDS2
02 ¢ QUDS3 b
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X

Figure 6.7 - Diffusion-dispersion d'un scalaire - Y = 0,5
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vérifient plus, avec la méme exactitude, la solution théorique. On sait,
d’aprés les paragraphes 3.3.5 et 3.3.6.2, que ceci est di surtout a la
dispersion et a la diffusion numériques. Ces effets sont beaucoup plus
accentués lorsqu’il s’agit des résultats obtenus avec le code PDS.
L’explication tient & ce que les schémas d’un tel code, introduisent un
coefficient de diffusion numérique.

Pour des nombres de Reynolds {ou de Péclet) pas trop élevés (Al et AZ
peuvent étre interprétés comme des nombres de Reynolds ou de Péclet), les
codes PDS et QUDS donnent sensiblement le méme résultat. Pour des valeurs

plus élevées, il sera nécessaire d’utiliser le code QUDS.
6.3.2-DIFFUSION-DISPERSION ENTRE DEUX PLANS PARALLELES

Le deuxiéme cas ou l’obtention d’une solution exacte du probléme de
diffusion-dispersion massique est possible, a partir de 1la théorie
présentée au chapitre 2, est le cas de la diffusion-dispersion de Taylor
pour l’'écoulement établi entre deux plans paralléles (figure 6.8).

La fluctuation de vitesse V est donnée par la solution classique de

I’écoulement établi entre deux plans paralléles:
V=0 (18)
ﬁ=<U>B[6(Y—Y2)-1] (19)
De I’équation de fermeture (10), appliquée a !’écoulement établi entre

deux plans paralléles, on peut arriver a la solution exacte du problémel, a

savoir:
Yy ] e L (20)
60

-Y (21)

1
Le développement détaillé se trouve dans ’annexe I1I
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Figure 6.8 ~ Diffusion~dispersion entre deux plans paralléles

Les solutions Fx et Fy connues, on peut calculer les tenseurs

tortuosité T et hydrodynamique D, & l’aide des équations (7) et (8). Les

composantes du tenseur hydrodynamique sont alors données par:

xx Pez
T =379 (22)
D =0 (23)
yy
D =D =0 (24)
xy yx
ou Pe, dans I’équation (22), est le nombre de Péclet Pe=<u>BL/fD.
Alors que les composantes du tenseur tortuosité sont données par:
T =0 (25)
XX
T = -1 (26)
yy
T =1 =0 (27)
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*
Finalement, le tenseur effectif de dispersion D déterminé a partir de

P’équation (7) s’écrit:

Dxx Pez
D =0 (29)
vy
D =D =0 (30)
xy yx

Les résultats numériques sont confrontés aux résultats théoriques dans
les figures 6.9 & 6.13. On a considéré des écoulements pour des nombres de
Reynolds allant de 1 jusqu'a 600. Dans tous les cas, le nombre de Schmidt
vaut 1. On a utilisé un maillage de 20 X 41 volumes de contréle et un
critére de convergence 8=1,0-10_6. .

Les solutions numériques pour la composante Fx du vecteur F, sont
montrées sur les figures 6.9 et 6.10. Elles montrent, respectivement, les
résultats obtenus avec le code PDS et QUDS2 («=0,5). En ce qui concerne le
code QUDS, les mémes résultats ont été obtenus pour les valeurs: a=0,375 et
o=0,75. On remarque que les solutions numériques vérifient la solution
théorique (18), a une constante prés. Ceci est di au fait que !’on n’impose
pas que la moyenne intrinséque soit nulle (<F>B=0), lors de la résolution
de I’équation de fermeture (10). Mais cette constante n’interfére pas dans
le calcul du tenseur effectif, comme on peut le vérifier & 1’aide des
équations (7) et (8) et comme !’attestent les résultats obtenus pour D;x/il),
montrés sur la figure 6.11.

Finalement, les figures 6.12 et 6.13 montrent les résultats concernant
la composante Fy. Les résultats numériques sont en trés bon accord avec les
résultats théoriques prévus par 1’équation (19).

On rappele, ici, que le champ de vitesses pour 1’écoulement entre deux
plans paralléles a été déterminé numériquement, plutét que d’utiliser les

solutions théoriques (18) et (19).
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Solution de IEquation de Fermeture - Composante F,
Code PDS - Mailage: 20 X 41

Se=1
003 1 . . }
i o Pe=1 ]
5 v Pe=10 ¥
002 fi:, o Pe=50 :355:
g = Pe=100 fe g
- s Pe=200 1
Ay r + Pe=400 ]
:é 001 ¢ Pe=600 1
S r — Théorique )
w 3 ]
\>< O - o
L i ]
001
_002 [ . 1 \ 1 s i L i .
0 0.2 0.4 06 08 10
Y
Figure 6.9 - Solution de I’équation de fermeture - F‘x
Solution de IEquation de Fermeture - Composante F,,
Code QUDS2 - Maillage: 20 X 41
Se=1
0.02 TP . . . T 1l
= o Pe=1 b
v Pe=10
r s Pe=50
001 1 = Pe=100 )
s+ Pe=200
“A + Pe=400
D s Pe=600
(\g 0F — Théorique .
L
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-001 + .
_002 I " i L ] i i L 1 L
0 02 04 06 08 10
Y

Figure 6.10 - Solution de ’équation de fermeture -~ F
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Coefficient Effectif de Dispersion
Maillage: 20 X 41

Sc=1
10"E ety e
i s PDS
r + QUDS1a=0375 1
108 £ | ° QUDS2a=05 4
E = QUDS3 a=075 E
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Figure 6.11 - Coefficient effectif de dispersion longitudinal
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Solution de IEquation de Fermeture - Composante F,
Code PDS - Mailage: 20 X 41

Se=1
050 * T v v T ¥ ) 4 T
o Pe=110,50,100,200,400,600 |-
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Figure 6.12 - Solution de I’équation de fermeture - Fy

Solution de IEquation de Fermeture - Composante F
Code QUDS2 - Maillage: 20 X 41

Se=1
050 " T : r . ; . .
o Pe=11050100,200400600
— Théorique
025 ]
g 0r 4
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_050 i " i . (] : H X i "
0 02 04 06 08 10

Y

Figure 6.13 - Solution de ’équation de fermeture - Fy
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6.4-GEOMETRIE DE LA CELLULE UNITE

Les arrangements géométriques employés sont les mémes que ceux déja
utilisés au chapitre 4. Il s’agit de [’arrangement de cylindres carrés
disposés en ligne et en quinconce (figures 4.13 et 4.14). Trois porosités
sont étudiées pour ’arrangement en ligne (eB=0,36, 0,64 et 0,84) et deux
(€B=0,64 et 0,85) pour l’arrangement en quinconce. Le dernier arrangement
ordonné est constitué de cylindres rectangulaires (hauteur égale a deux
fois la largeur) disposés en chicane (figure 4.15). Deux porosités sont
aussi considérées pour cette géométrie (eB=O,36 et 0,64).

En ce qui concerne les arrangements géométriques désordonnés, les
vingt cas montrés au chapitre 4 (figures 4.16 a 4.35) sont ici utilisés
lors de la résolution du probléme de fermeture afin de calculer le tenseur
effectif de dispersion. Ces arrangements ont une porosité sB"='O,7.

Dans tous les cas considérés, ordonnés et désordonnés, les cellules

unités sont carrées.
6.5~-CALCUL DU TENSEUR EFFECTIF DE DISPERSION

Dans ce paragraphe on va présenter successivement les résultats pour
les différentes géométries étudiées, en commengant par les arrangements

ordonnés (en ligne, en quinconce et en chicane).
6.5.1-ARRANGEMENTS ORDONNES

Lors de la résolution du probléme hydrodynamique et de fermeture en f
pour les arrangements ordonnés, les maillages uniformes employés sont les
suivants: 1) Arrangement en ligne: 70 X 70 V.C.; 2) Arrangement en
quinconce: 80 X 80 V.C. et 3) Arrangement en chicane: 80 X 80 volumes de
contréle. Les maillages ont été choisis de fagon & assurer une variation
inférieure a 57 sur les coefficients effectifs de dispersion calculés, ceci
par rapport aux valeurs obtenues avec un maillage plus fin. Le critére de

convergence adopté, dans tous les cas, est £=1.0-10"° (paragraphe 3.5.4).
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6.5.1.1-ARRANGEMENT EN LIGNE

La figure 6.14 représente le milieu poreux formé d’un arrangement en
ligne de cylindres carrés ou (0X,0Y) désignent les axes de la cellule
unité. Le vecteur vitesse moyenne de 1'écoulement <V> fait un angle @ avec
P'axe OX du réseau (8=(0X,<V>). Les directions propres du tenseur de
diffusion-dispersion sont Ox et Oy. La premiére direction propre (0x) est,
on le verra plus loin, celle qui coincide avec la direction du vecteur
vitesse moyenne <V> aux grands nombres de Péclet particulaires Pep
(Pep=<u>8dpsB/SD(l-e B)) et que ’on suit dans son déplacement. Cette
premiére direction propre (0x) fait un angle A8 avec le vecteur vitesse
moyenne <V> (A8=(0x,<V>).

Figure 6.14 -~ Axes propres du tenseur effectif de dispersion

On commence par présenter les résultats des coefficients longitudinal
et transversal, obtenus pour l’'arrangement en ligne avec une porosité
eB=O,36, 0,64 et 0,84. Trois nombres de Schmidt, & savoir Sc=1, 100
et 1000, sont utilisés lors de la résolution du probléme de fermeture en f.
La variation du nombre de Péclet particulaire (Pep=RepSc) est obtenue en
faisant varier le nombre de Reynolds particulaire pour un nombre de Schmidt

fixe.
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Sur le tableau 6.1, sont montrées trois valeurs calculées du
coefficient longitudinal, pour !’arrangement de cylindres carrés disposés
en ligne avec une porosité égale a 0,36 et un nombre de Schmidt égal a
1000. Les résultats sont comparés & ceux de Eidsath et al [35], déterminés
pour le méme type d’arrangement, mais pour une porosité eB=0,37 (le nombre
de Schmidt n’est pas fourni). La direction du vecteur vitesse moyenne de

Pécoulement est paralléle & ’axe OX (6=0°).

»

Dxx/D

Pe
P | Ejdsath et al | Ce Travall

6,4 3,5 3,7 *+

3 3
318 3,0 . 10 4,5 .10

4 4
636 1,0 . 10 1,4 .10

¥ Obtenus par interpolation

Tableau 6.1 - Comparaison du coefficient longitudinal

On note qu’a part le résuitat pour Pep=6,4, nos résultats différent
d’a peu prés 507 environ. Vu que les méthodes numériques et le maillage ne
sont pas les mémes, et qu’'on ne connait pas le nombre de Schmidt utilisé,
on estime que cette différence est raisonnable.

Les figures 6.15 a 6.20 contiennent les valeurs calculées des
coefficients effectifs longitudinal et transversal en fonction du nombre de
Péclet particulaire, ceci pour deux valeurs de !’angle 8 (8=0° et 45°),
pour les deux porosités (eB=O,36 et 0,642) et pour un nombre de Schmidt
égal a 1000. Ces deux valeurs de l’angle 6 sont les seules pour lesquelles
les directions propres du tenseur de dispersion sont connues a priori et
coincident avec la direction du vecteur vitesse moyenne de 1’écoulement et
avec la direction perpendiculaire. Les courbes pour les autres valeurs de

I’angle 8, qui possédent d’ailleurs un comportement différent, seront

2
Les résultats  pour €B=0,84 sont présentés au paragraphe 6.6.1.1 qul  tralte
de la comparaison de nos résultats numériques avec la théorie approchée

développée par Koch et Brady [64].
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - ¢= 036
Code: QUDS2 - Mailage: 70 X 70
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o FEidsath et al / .
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10” 10! 10° 108
Pep

Figure 6.15 - Coefficient effectif de dispersion D:x/i) - eB=0,36

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - &= 0,64
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 6.16 - Coefficient effectif de dispersion D;(/SD - eB=0,64
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présentées au paragraphe 6.5.1.1.1.

Dans le cas ol 6=0° et 45° on retrouve les résultats déja connus de
la littérature [Eidsath et al, 1983; Edwards et al, 1991; Kaviany, 1992;
Adler, 1992], pour les arrangements ordonnés. Koch et Brady [64] a l’aide
d’une théorie approchée ont démontré que pour l’écoulement d’'un fluide en
régime de Stokes au travers d’un milieu périodique présentant des symétries
spatiales ‘"par translation", la (dispersion est similaire a celle de
Taylor-Aris pour un tube capillaire, c’est-a~dire que le coefficient de
dispersion devrait étre proportionnel au carré du nombre de Péclet.

Cependant nos résultats, comme ceux d’autres avant nous [35, 37, 101},
ne présentent pas exactement cette variation quadratique. Si l’on
répresente les résultats du coefficient longitudinal (figures 6.15 et 6.16)

pour les grands valeurs du nombre de Péclet, sous la forme

*

- m

'ﬁ = APep (31)
une interpolation du type des moindres-carrés fournit,” dans la partie
linéaire du diagramme log-log, les valeurs de m. Le tableau 6.2 montre les
valeurs de m calculées pour l'arrangement en ligne. On remarque que pour
les deux valeurs de 1’angle 6 (6=0° et 45°), on trouve a peu prés la méme

pente pour chaque porosité considérée séparément.

m
€ 2]
B
Sc= 1000
0° 1,88
0,36
45 1,86
0° 1,89
0,64
45° 1,87
o 1,99
0,84
45° 1,87

Tableau 6.2 - Dépendance en Pep - D;:/ﬂ
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Les coefficients m ne sont pas trés éloignés de la valeur 2, mais
suffisamment pour mettre en défaut la théorie.

De méme sur la figure 6.15, on observe que les derniers points aux
grands valeurs de Pep dévient quelque peu du comportement linéaire. Ces
points étant calculés aux limites de la stabilité du code numérique, on ne
peut pas assurer avec certitude s’il s’agit d’un comportement physique ou
d’un probléme numérique.

En ce qui concerne le coefficient transversal, figures 6.17 et 6.18,
celui-ci présente un comportement particulier différent de celui du
coefficient longitudinal. Lorsque 1’écoulement est parallele a l'axe O0X
(6=0°), le coefficient varie a peine pour eB=O,36 et d’une fagon
négligeable pour eB=0,64 pour des Pep trés élevés. Par contre a 45°, il
connait des variations appréciables surtout pour une porosité de 0,36. Les
courbes pour les deux porosités ont la méme allure et laissent entrevoir
’existence de deux 2zones de croissance. Une premiére comprise entre
~1<Pep<~40 et une deuxiéme, Pep>~40, qui est caractérisée par une
croissance plus lente. Pour des Pep>104, on ne peut que s’interroger s’il y
a une troisiéme =zone de croissance ou si la courbe tend vers une valeur
asymptotique.

Ces résultats peuvent étre compris en regardant le type des
écoulements rencontrés (figures 4.36-43). Dans la direction du vecteur
vitesse moyenne, l’écoulement présente des lignes de courant sensiblement
paralléles et est qualitativement équivalent a I'écoulement entre deux
plans paralléles. Cest bien le cas lorsque 1’écoulement principal est
paralléle & I’axe OX (8=0°). Pour une valeur de 6 égale & 45°, I’écoulement
peut étre pensé comme étant similaire a celui confiné entre deux plans
paralléles autour d’un cylindre carré tourné de 45°. Dans ces deux cas,
’écoulement se fait essentiellement le long de 'un des axes de symétrie
et présente du fait de la symétrie spatiale une vitesse moyenne nulle dans
la direction transversale. On ne doit donc pas étre étonné de trouver que
le coefficient longitudinal évolue approximativement comme Pe:

Dans la direction transversale, la vitesse du fluide est toujours trés
faible, la diffusion moléculaire étant le seul mode de transport actif si

cette vitesse est nulle. La différence entre les cas 6=0° et 45° est alors
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - €= 0,36
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 6.17- Coefficient effectif de dispersion D;y/i) - cB=O,36

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - &= 0.64
Code: QUDS2 - Mailage: 70 X 70
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Figure 6.18- Coefficient effectif de dispersion D;y/fD - eB=O,64
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facile a comprendre: le premier cas (6=0°) présente entre les particules
solides des zones de faible recirculation ol la contribution hydrodynamique
a la dispersion est trés faible et la dispersion est gouvernée par le
processus lent de la diffusion moléculaire. Cependant, 1’écoulement a 45°
méne a un déplacement latéral du fluide beaucoup plus important, ce qui

explique la variation plus significative du coefficient transversal.
6.5.1.1.1-INFLUENCE DE LA DIRECTION DE L’ECOULEMENT PRINCIPAL

On commente ensuite les résultats obtenus pour les valeurs de
0=5,625°, 11,25°, 22,5° et 33,75° pour un nombre de Schmidt égal a 1000
avec des porosités sB=0,36 et eB=O,64.

Maintenant, les directions propres du tenseur de diffusion-dispersion
ne sont pas connues a priori. Les figures 6.19 et 6.20 donnent 1’évolution
de I’angle A® entre la premiére direction propre et le vecteur vitesse
moyenne en fonction du nombre de Péclet particulaire. Cette premiére
direction propre est choisie comme celle coincidant avec la direction du
vecteur vitesse moyenne aux grandes valeurs de Pep que l’on suit dans son
déplacement en partant des valeurs les plus élevées de Pep. Dans ce cas, on
est sir ne pas se tromper, puisque pour des P'ep trés élevés les deux
coefficients possédent un rapport trés grand entre eux.

On remarque que pour ce type d’arrangement on a un écart A8 qui vaut a
peu prés le double de I’angle 6 pour O<Pep<~100 environ. Ensuite, cette
valeur diminue rapidement, d’autant plus vite que !’angle 8 est grand pour
atteindre une valeur proche de zéro dés que Pep>103.

Sur les figures 6.19 et 6.20, les courbes pour 6=45° ont une allure
particuliére. En fait, dans ce cas du fait des symétries du systéme, on
passe en faisant varier le nombre de Péclet particulaire par un état
isotrope pour lequel on pourrait interchanger les directions propres (pour
eB=0,36, Pelso=131; pour eB=O,64, Peiso=97; pour eB=0,84, Peiso=85). La
courbe sur les figures aurait alors Pallure d’une marche (A8=90° pour
Pep<Pelso et A8=0° pour Pep>Peiso).

Les figures 6.21 et 6.22 représentent les coefficients longitudinaux
pour les porosités eB=O,64 et 0,64.

On observe clairement pour les deux porosités, le changement de

comportement par rapport au cas ou 8=0° ou 45° les résultats étant
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Angle entre la Premiére Direction Propre et le Vecteur Vitesse

Arrangement: En Ligne - Sc=1000 - €=0.36
Code: QUDS2 - Mallage: 70 X70
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Figure 6.19 - Variation de 1’angle 46 - eB=0,36

Angle entre la Premiére Direction Propre et le Vecteur Vitesse

Arrangement: En Ligne - Sc=1000 - =064
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X70
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Figure 6.20 - Variation de 1’angle A6 - eB=O,64
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fortement influencés par la direction du vecteur vitesse moyenne. En outre,
on vérifie l’existence de deux zones de transition. Dans la premiére zone,
~10<Pep<~200, les courbes suivent au début la courbe correspondant a 6=0°
et vont dévier de cette derniére avec une pente plus faible. Cette
transition a lieu pour des Pep de plus en plus petits & mesure qu’on
augmente la valeur de l’angle 6. Dans la deuxiéme zone, 200<Pep<1000, les
courbes s’infléchissent; cette zone correspond & la rotation des directions
propres constatées sur les figures 6.19 et 20. Pour des Pep>1000, on a a
nouveau un changement et les courbes semblent toutes avoir une méme valeur
de la pente de l'ordre de m=#l,2 ou 1,3. Les valeurs du coefficient
longitudinal diminuent au fur et & mesure qu’on augmente la valeur de
I'angle 6. Le tableau 6.3 montre les valeurs des pentes m (d’aprés
I’équation 31) obtenues par interpolation pour les différents valeurs de ©
(e=5,625°, 11,25°, 22,5° et 33,75°). Ces pentes sont déterminées pour des

nombres de Péclet particulaires, Pep, supérieurs a 1000.

m
€ )
B
Sc=1000
0* 1,88
5,625° 1,00
11,25° 1,25
0,36 .
22,5 1,28
33,75° 1,22
45° 1,86
0° 1,89
5,625° 1,23
11,25° 1,31
0,64
22,5° 1,13
33,75° 1,38
45° 1,87
0 1,99
5,625° 1,14
11,25° 1,28
0,84 ’ ’
22,5° 1,08
33,75° 1,40
45°* 1,87

Tableau 6.3 - Dépendance en Pe_ - D:X/SD
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - ¢= 0.36
Code: QUDS2 - Mailage: 70 X 70
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Figure 6.21 - Coefficient effectif de dispersion D:x/SD - sB=O,36

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - e= 0.64
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 6.22 ~ Coefficient effectif de dispersion D;x/iD - sB=O,64
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On remarque que le comportement singulier des valeurs 6=0° et 45° pour
lequel m est légérement inférieur & 2; des essais au voisinage de 6=45° ont
montré que si le cas 6=44° était proche de 45° le cas de I’angle 6=40° en
était éloigné. Pour les autres valeurs de 6, la valeur moyenne de la pente
est trés nettement différente et vaut m=1,2.

En ce qui concerne les coefficients transversaux, les résultats sont
montrés sur les figures 6.23 et 6.24 pour un nombre de Schmidt égal & 1000.
De méme que pour le cas du coefficient longitudinal, les coefficients
longitudinaux présentent aussi une zone de transition qui s’étale
approximativement pour ~10<Pep<~1000. Contrairement au cas du coefficient
longitudinal, comme on devait s’y attendre, la valeur du coefficient
transversal augmente au fur et & mesure qu’on augmente la valeur de
P’angle 6 et donc le transport convectif latéral. On note l’existence d’un
palier, pour des Péclet particulaires compris entre 10° et 10°. On ne
saurait dire si par la suite, les coefficients atteignent des valeurs

limites ou s’il agit d’une nouvelle zone de transition.
6.5.1.1.2-INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS

Finalement, afin de montrer [I’influence du nombre de Reynolds
particulaire Rep sur le calcul du tenseur effectif de dispersion, on a
refait 1’ensemble des calculs avec un nombre de Schmidt égal & 1 et 100.
Seul le cas d’une porosité égale a 0,64 a été envisagé.

Le tableau 6.4 donne la valeur des pentes m calculées pour 8=0° et 45°

dans le cas Sc=100.

m
€ ]
8
Sc=100
o* 1,88
0,64
45° 1,98

Tableau 6.4 - Dépendance en F’ep - D:x/ﬂ)
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - = 0,36
Code’ QUDS2 - Mailage: 70 X 70
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Figure 6.23 ~ Coefficient effectif de dispersion D;y/‘D - eB=O,36

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - €= 0,64
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Figure 6.24 - Coefficient effectif de dispersion D;y/fD - eB=O,64
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La figure 6.25 montre les résultats pour le coefficient longitudinal
déterminés pour Sc=1 et pour différentes valeurs de !’angle 8. La limite
supérieure du nombre de Péclet Pep (~200) est une conséquence de
I’obtention d’un I’écoulement laminaire en régime permanent (§ 4.2). De
méme sur la figure 6.26 sont montrés les résutats obtenus pour Sc=100.

La comparaison de I’ensemble des résultats montre que ’hydrodynamique
et donc le nombre de Reynolds particulaire Rep explique bien les variations
constatées. Pour Rep<~20 les courbes en fonction du nombre de Péclet
particulaire sont parfaitement superposables. Le passage dans le régime
laminaire inertiel pour Rep>~20 se traduit en général par une augmentation
du coefficient de dispersion, ce qui est cohérent avec 1’'image physique que
Pon peut avoir d'un tel écoulement. L’apparition d’un noyau inertiel et la
formation de couches limites allant en s’amincissant tendent & augmenter

I’hétérogénéité des vitesses du fluide.

10
D /D
b.$ 4
Pe Re

P P o* | s,e25° | 11,25° 22,5° | 33,75 45°
0,01 1,62 1,63 1,59 1,47 1,36 0,74
10 | 0,1 1,67 1,71 1,67 1,47 1,36 0,74
10,0 1,66 1,63 1,59 1,47 1,33 0,74
0,04 12,3 10,4 7,30 a,ss8 2,58 1,12
4 | 0,4 12,5 10,4 7,10 3,81 2,58 1,12
40,0 13,4 11,2 1,68 3,98 2,54 1,26
0,1 63,6 33,1 16,1 6,23 3,57 2,72
100 1,0 64,9 33,3 16 6,33 3,55 2,73
: 100 11,6 39,3 20, 9 9,97 6,14 5,48

1,0 4266 184 92,7 67,6 47,5 165

1.000 | 10,0 4705 188 92, 6 69,8 43,5 165
4,0 - 782 530 352 294 2230
4.000 | 40,0 - 1360 866 497 367 2660

% valeurs obtenues par interpolation

Tableau 6.5 - Influence du nombre de Reynolds - D:x/fD
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc=1- £=0.64
Code: QUDS2 - Maillage. 70 X 70

105 L A T MRS | i LA ] T MRS {
[ 0°
s—a 5625°
— 1125°
|| e—e 225°
10° | | == 3375° 4
[| 45 ]
o oo 1
2 e ;
o /g/g "v [ ]
i °/',"'._-' ]
10 .:._ v/v’.‘ ../
R
= va
10‘1 X teerenebasdodderdid. . n Lededenddeb b d. i b gt ddd 4 ittt i Dol
10" 10° 10! 10? 10° 10°
Pep
Figure 6.25 - Coefficient effectif de dispersion D;x/D - Sc=1
Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 100 - ¢= 0.64
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Figure 6.26 - Coefficient effectif de dispersion D:x/fD -~ Sc=100
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A titre de comparaison, vu la difficulté de pouvoir les estimer sur
les figures, on montre sur le tableau 6.5 les valeurs du coefficient
longitudinal calculées pour cinq valeurs du nombre de Péclet particulaire
(Pep=10, 40, 100, 1000 et 4000).

D’aprés les résultats montrés sur le tableau 6.5 on peut conclure que
le nombre de Reynolds particulaire a une trés forte influence sur le calcul
du coefficient longitudinal,

On constate que tous les résultats sont a peu prés égaux pour un
nombre de Péclet Pt'-:p égal a 40. Pour un nombre de Péclet particulaire
de 100, on vérifie que les résultats obtenus avec Sc=l1 différent de fagon
significative de deux autres cas (Sc=100 et 1000} pour toutes les valeurs
de I'angle 6. Les résultats calculées avec Sc=100 et 1000, sont
pratiquement identiques pour un nombre de Péclet particulaire égal a 1000.
Par contre, pour Pep=4000, la valeur du coefficient effectif longitudinal
est fortement influencée par [’hydrodynamique. Dans 1le <cas d’un
angle 6=5,625°, la différence entre les deux résultats, Rep=4 et 40,
atteint 747 environ.

De méme que pour le cas du coefficient transversal, le tableau 6.6
montre les différentes valeurs du coefficient transversal obtenues pour les
trois nombres de Schmidt étudiés.

L’influence du nombre de Reynolds Rep, sur le calcul du coefficient
transversal, parait é&tre moins significative. Les figures 6.27 et 6.28
montrent respectivement les résultats obtenus pour des nombres de Schmidt
égaux a 1 et 100. On retrouve les tendances déja dégagées dans le cas
Sc=1000 (figure 6.24). En plus, les derniers points des courbes 9=33,75°
et 45° nous laissent croire a [I’existence d’une nouvelle zone de
croissance.

Comme précédemment, les résultats issus du calcul avec les trois
nombres de Schmidt, sont équivalents tant que Rep<~20. Pour un nombre de
Péclet particulaire égal & 100, une différence maximale d’a peu prés 59%
est constatée pour le cas du [’angle 6=22,5°, quand le Reynolds
particulaire Rep varie de 1 a 100 alors que les résultats pour Rep=1 et 10
sont quasi identiques. Cependant on ne retrouve plus de grandes
différences, comme c’était le cas pour le coefficient longitudinal, entre

les valeurs correspondant a des nombres de Reynolds particulaires égaux a 4

et 40 pour Pep=4000. La plus grande différence (6=33,75°) est de lordre de
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc=1- £=0.64
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 6.27 - Coefficient effectif de dispersion D:X/SD ~ Sc=1

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 100 - e= 064
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 6.28 ~ Coefficient effectif de dispersion D:x/fD - Sc=100
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7% environ.

+
D /D
Pe Re 144

P P o° | s,625° | 11,25° 22,5° | 33,75° as°
0,01 0,72 0,72 | 0,72 0,73 0,737 1,32
10 0,1 0,72 0,72 0,72 0,73 0,743 1,32
10,0 0,72 0,72 0,72 0,73 0,735 1,32
0,04 0,79 0,80 0,83 0,94 1,08 2,22
40 0,4 0,79 0,80 0,84 0,95 1,07 2,22
40,0 0,77 0,78 0,84 1,01 1,22 2,14
0,1 0,83 0,90 1,07 1,55 2,19 2,67
100 1,0 0,83 0,90 1,07 1,56 2,21 2,67
100 0,82 1,01 1,49 2,47 2,77 2,32
1,0 1,21 2,60 3,42 3,99 4,15 3,61
1.000 | 10,0 1,20 2,62 3,47 4,01 4,18 3,61
4,0 - 3,83 4,21 4,49 4,64 4,08
4.000 | 40,0 - 3,88 4,15 4,54 4,96 4,20

4 valeurs obtenues par interpolation

Tableau 6.6 - Influence du nombre de Reynolds - D;y/fD

6.5.1.2-ARRANGEMENT EN QUINCONCE
On passe maintenant & [’ensemble des résultats obtenus pour
I’arrangement en quinconce avec e:B=O,643 et pour un nombre de Schmidt égal
a 1000.
Tout d’abord, comme dans le cas de l’arrangement en ligne, on traite
les cas 6=0° et 45°. Les vrésultats pour le coefficient effectif
longitudinal peuvent étre wvus sur la figure 6.29 et les résultats pour le

coefficient effectif transversal sur la figure 6.30.

3
Les résultats pour €B=0,85 sont présentés au paragraphe 6.6.1.1
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement En Quinconce - Sc= 1000 - &= 064
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.29 - Coefficient effectif de dispersion D;x/SD - €B=0,64

Coefficient Effectif de Dispersion
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Figure 6.30 - Coefficient effectif de dispersion D;y/fD - eB=0,64



Chapitre 6 289

On observe que les résultats pour 6=45°, fournissent des valeurs plus
élevées du coefficient longitudinal que 6=0°. Les valeurs des pentes m
(équation (31)) déterminées pour les deux courbes, sont données sur Ile
tableau 6.7. Par rapport & !’arrangement en ligne, l'exposant m est plus

nettement différent de 2.

m
€ 6
8
Sc= 1000
0° 1,75
0,64
45° 1,71
0* 1,86
0,85
45° 1,91

Tableau 6.7 - Dépendance en Pep - D;x/i)

Les coefficients effectifs transversaux (figure 6.30) montrent
contrairement au cas de l'arrangement en ligne, une variation appréciable
pour l’angle 8=0° et pratiquement aucun changement pour un angle 6=45°. Par
ailleurs, la détermination du coefficient transversal pour 6=45°, pose de
grands problémes sur le plan numérique (voir paragraphe 6.7.2).

Une explication possible de ce type de comportement, peut étre avancée
si l'on considére la nature de [’écoulement (figures 4.46 et 4.49). Pour
I’écoulement paralléle a I’axe OX, on voit que le fluide est obligé de
contourner le cylindre qui se trouve au milieu de la cellule unité. On voit
donc apparaitre un écoulement latéral plus important que dans le cas de
I’arrangement en ligne pour I’angle 6=0°. Par contre, pour [’angle 8=45°,
I’écoulement se fait essentiellement dans la direction de I'un des axes

a

propres et 1’écoulement latéral est dit uniquement & l’existence de =zones de
recirculation (figure 4.49). 1l ressemble alors qualitativement & celui de
I’arrangement en ligne avec [’écoulement principal paralléle & I’axe

OX (e=0°).
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6.5.1.2.1-INFLUENCE DE LA DIRECTION DE L’ECOULEMENT PRINCIPAL

Comme pour le cas de arrangement en ligne, la figure 6.31 montre la
variation de A6 en fonction du nombre de Péclet Pep, ol A8 (AB=(0x,<V>) est
I’angle entre la premiére direction propre (0x) et le vecteur vitesse
moyenne. Pour des nombres de Péclet particulaires inférieurs a 100, on note
que contrairement au cas de l’arrangement en ligne, les rotations se font
dans le sens horaire a ’exception des angles 6=5,625° et 11,25°, pour
lesquels on a une rotation anti-horaire pour un nombre de Péclet supérieur
respectivement a4 60 et 90. Le comportement asymptotique est retrouvé pour
des valeurs trés élevées du nombre de Péclet. C’est-a-dire que A8 tend vers
zéro au fur et a mesure que le nombre de Péclet augmente, ceci pour toutes
les valeurs de l’angle 8. En outre, on observe que pour Pep<102, A8 vaut
approximativement (20-90°). L’allure particuliére de la courbe 6=0° est la
réplique du probléme déja constaté dans le cas de !’écoulement en ligne
pour 6=45° avec passage pour un nombre de Péclet Peitm par un état isotrope
du systéme (pour €3=0’64’ Pem=43; pour eB=0,85, Pelso=61).

Contrairement aux résultats de I’arrangement en ligne, A8 tend
rapidement vers zéro pour les angles 0=5,625° et 11,25°. C’est ce qui
explique sans doute la moindre étendue de la zone de transition pour le
coefficient longitudinal, pour ces deux valeurs de !’angle o.

De méme que pour le cas de 1’arrangement en ligne, on peut distinguer
aussi une zone de transition, quoique moins importante, pour les autres
valeurs de l'angle 8 (0<5,625°, 11,25°, 22,5° et 33,75°). Cette 2zone est
située a4 peu prés entre ~10<Pep<~200. Par rapport au cas de !’arrangement
en ligne, on note que les \variations du coefficient longitudinal
(figure 6.32) sont moins sensibles & la direction de 1'écoulement si !’on
compare les courbes pour 6=5,625° et 33,75°. Néanmoins, le comportement
global pour Pep>~103 est bien différent de celui d’un angle 6=0° ou 45°,
comme [’attestent les valeurs des pentes m calculées pour les différentes
valeurs de 1’angle 6 (tableau 6.8).

Un comportement tout a fait différent de celui de I’arrangement en
ligne est constaté pour le coefficient latéral (figure 6.33). Pour des
nombres de Péclet particulaires Pep, compris entre 10 et 200 environ, il y
a une zone de transition ol les coefficients sont d’autant plus grands que

les valeurs de 8 sont petites.
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Angle entre la Premiere Direction Propre et le Vecteur Vitesse
Arrangement: En Quinconce - Sc=1000 - £=0.64
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.31 - Variation de ’angle A9 - eB=0,64
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Quinconce - Sc= 1000 - £= 0,64
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.32 - Coefficient effectif de dispersion D:x/fD - eB=0,64
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Figure 6.33 ~ Coefficient effectif de dispersion D;y/fD - eB=O,64
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m
€ o
8
Sc= 1000
0° 1,75
5,625 1,00
11,25° 1,17
0,64 T !
22,5 1,30
33,75° 1,20
as°® 1,71
0° 1,86
5,625° 1,08
11,25° i, 36
0,84 ' ’
22,5° 1,15
33,75° 1,26
45° 1,91

Tableau 6.8 - Dépendance en Pep - D:x/ﬂ

Ensuite on a une deuxiéme zone, ~200<Pep<~4000, oid l'on a une
croissance plus lente, surtout pour les angles 8 les plus petits. On ne
retrouve plus, comme pour l’arrangement en ligne, le palier pour Pep>103 et

~

les coefficients continuent & croitre. La courbe 8=33,75° présente une

allure singuliére semblable a celle des courbes pour le coefficient

longitudinal pour 98=0° et 45°, mais avec un pente m=0,82.
6.5.1.2.2-INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS

Afin de pouvoir évaluer, comme au paragraphe 6.5.1.1.2, I’influence du
nombre de Reynolds Rep, les coefficients effectifs de dispersion sont
obtenus pour trois valeurs du nombre de Schmidt (Sc=1, 100 et 1000).

On constate sur les figures 6.34 et 6.35 (coefficient effectif
longitudinal) que de fagon semblable & [’arrangement en ligne, les
résultats sont fortement influencés par le nombre de Reynolds particulaire
Rep dés que celui-ci est supérieur a ~20. Les courbes se redressent alors
considérablement et les valeurs du coefficient effectif longitudinal, pour
le méme nombre de Péclet particulaire, sont alors plus élevées pour Sc=100

que pour Sc=1000.
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Quinconce - Sc= 1 - &= 064
Code: QUDS2 - Mailage 80 X 80
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Figure 6.34 -~ Coefficient effectif de dispersion D:x/fD - Sc=

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Quinconce - Sc= 100 - e= 0.64
Code QUDS2 - Mailage: 80 X 80
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Figure 6.35 - Coefficient effectif de dispersion D:X/SD - Sc=100
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Les valeurs des pentes m sont aussi recalculées et fournies, pour un

nombre de Schmidt égal

et 45°), dans le tableau 6.9.

Les mémes conclusions s’appliquent au cas du coefficient effectif

100 et pour deux valeurs de l'angle 8 (8=0°

m
€ ]
B
Sc=100
o° 1,76
0,64
45° 1,71

transversal, montré sur les figures 6.36 et 6.37.

Tableau 6.9 - Dépendance en P¢=3p - D;(/D

"
Dxx/fD
Pe Re
P P o* | s,625° | 11,25° 22,5° | 33,75° 45°
0,01 0,79 1,29 1,30 1,35 1,37 1,39
10 | 0,1 0,81 1,30 1,30 1,30 1,33 1,37
10,0 0,79 1,31 1,31 1,34 1,34 1,39
0,04 1,73 2,23 2,43 3,18 4,57 6,13
s | o,s 1,78 2,25 2,43 3,16 4,55 6,17
40,0 2,10 2,23 2,62 4,15 7,35 11,0
0,1 4,92 4,70 | 4,30 5,77 11,1 24,4
100 | 1,0 4,95 4,74 4,29 5,82 11,2 24,5
100 13,7 11,9 10, 7 18,5 38,7 -
1,0 227 97,5 76, 6 88,7 95,8 -
1.000 | 10,0 104 83, 4 96,6 103 1430
4,0 - 387,6 | 383, 6 556,8 | 498,1 -
4.000 | 40,0 - 1080 874 1230 1890 -

Tableau 6.10 - Influence du nombre de Reynolds - D;:/‘D

valeurs obtenues par

Int erpolation
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Quinconce - Sc= 1- ¢= 064
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.36 - Coefficient effectif de dispersion D;y/iD - Sc=1

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Quinconce - Sc= 100 - ¢= 0.64
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Figure 6.37 - Coefficient effectif de dispersion D;y/fD ~ Sc=100

296



Chapltre 6 297

Le lecteur peut avoir une idée plus précise des différences
mentionnées ci-dessus en se rapportant aux tableaux 6.10 et 6.11, qui
montrent les valeurs calculées des deux coefficients pour un nombre de
Péclet particulaire Pep=10, 40, 100, 1000 et 4000 avec nombre de Schmidt
Sc=1, 100 et 1000. Le premier tableau montre les résultats obtenus pour le
coefficient effectif longitudinal, le deuxiéme tableau pour le coefficient

effectif transversal.

* ¥
D /D
Pe Re Yy
P P o° 5,625° 11,25 ° 22,5° 33,75° 45°
0,01 1,29 0,79 0,77 0,72 0,66 0,63
10 0,1 1,29 0,80 0,78 0,72 0,66 0,63
10,0 1,29 0,784 0,77 0,72 0,66 0,63
0,04 2,16 1,70 1,63 1,35 0,97 0,65
40 0,4 2,15 1,71 1,66 1,35 0,96 0,65
40,0 2,08 1,96 1,79 1,33 0,90 0,62
0,1 2,67 2,90 3,27 2,71 1,68 -
100 1,0 2,66 2,89 3,27 2,71 1,67 -
10,0 2,22 2,89 3,72 3,41 2,01 -
1,0 3,87 5,10 6,61 9,01 8,95 -
1.000 10,0 - 5,16 6,64 9,11 9,04 -
4,0 - 7,47 13,0 23,4 28,06 -
4.000 40,0 - 8,47 15,02 28,47 36,87 -

¥ valeurs obtenues par interpolation
Tableau 6.11 - Influence du nombre de Reynolds - D;y/ﬂ)

Les résultats pour le coefficient effectif longitudinal apparaissent
beaucoup plus sensibles a 1’hydrodynamique que dans le cas de !’écoulement
en ligne.

Pour s'en convaincre, on pourra par exemple, comparer pour Pep=40 les
résultats pour Rep=0,04 ou 0,4 aux résultats calculés pour Rep=40, pour

Pep=100 les résultats obtenus pour Rep=0,1 ou 1,0 aux résultats calculés
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pour Rep=100; pour Pep=4000, les résultats pour Rep=4 et Rep=40 varient
d'un facteur 2 & 4 environ, les angles 0=5,625° et 0=33,75° présentant les
plus grands écarts. ‘

Les coefficients transversaux paraissent étre moins sensibles que les
coefficients longitudinaux & 1’hydrodynamique de 1’écoulement.

Pour un nombre de Péclet particulaire Pep=40 entre le régime de Stokes
(Rep<~1) et Rep=40, seules les valeurs pour les angles 6=5,625° et 11,25°
présentent une augmentation significative de l'ordre de 10%. Pour Pep=4000,
entre Rep=4 et Rep=40, la plus grande augmentation observée, obtenue pour
un angle 0=33,75° est de I’ordre de 30%.

6.5.1.3-ARRANGEMENT EN CHICANE

Les résultats obtenus pour le dernier arrangement régulier
(arrangement en chicane), sont présentés et commentés ci-dessous.

Cette géométrie, ne présente plus de symétrie géométrique par rapport
a l'axe OX de la cellule unité, en particulier le milieu n’est plus
isotrope en diffusion pure. II n’'y a donc plus lieu ici de distinguer des
directions particuliéres du vecteur vitesse moyenne pour lesquelles les
directions propres du tenseur de dispersion sont connues a priori. D’autre
part, cette non-symétrie induit que la régle de Dupuit n’est plus
nécessairement vérifiée pour ce milieu. Méme si le débit imposé dans la
direction OY sur les faces de la cellule unité est nul, la non-symétrie
améne a P’existence d’une moyenne volumique sur la cellule différente de
zéro dans cette direction. L’écoulement résultant présente, pour une valeur
nulle du débit en OY, une valeur de ’angle 626,4° pour une porosité

eB=O,36 et 623° pour une porosité égale a 0,64.
6.5.1.3.1-INFLUENCE DE LA DIRECTION DE L’ECOULEMENT PRINCIPAL

On va d’abord présenter !’ensemble des résultats obtenus pour deux
porosités eB=0,36 et eB=0,64 pour un nombre de Schmidt Sc=1000 et pour
I'ensemble des valeurs de 1’angle 0 étudiées (lI’étude a été arbitrairement
limitée a 0°=0=.45°).

Les figures 6.38 et 6.39 montrent l’angle entre la premiére direction

propre et le vecteur vitesse moyenne. Ce n’est que pour des nombres de
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Angle entre la Premiére Direction Propre et le Vecteur Vitesse
Arrangement: En Chicane Sc=1000 - £€=0.36
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.38 - Variation de ’angle A6 - eB=O,36

Angle entre la Premiére Direction Propre et le Vecteur Vitesse
Arrangement: En Chicane Sc=1000 - €=0.64
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.39 - Variation de ’angle A8 - eB=O,64
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Péclet particulaires supérieurs a 10° que‘ les directions propres du tenseur
coincident avec la direction du vecteur vitesse et la direction
orthogonale. Puis pour une gamme modérée de Péclet ~10<Pep<~102 ’angle A6
va marquer un palier au voisinage de 20 modulo(n). Enfin quand le nombre de
Péclet particulaire tend vers zéro, les directions propres vont finalement
coincider avec les axes propres calculés en diffusion pure, la premiére
direction propre étant confondue avec ’axe OY de la cellule unité.

Les figures 6.40 et 6.41 donnent les valeurs de D;x/fD en fonction du
nombre de Péclet particulaire pour les différentes valeurs de [’angle 6
étudiées.

Le cas eB=0,36 (figure 6.40) présente une allure générale qui
ressemble beaucoup aux courbes calculées pour ’arrangement en ligne de
méme porosité. La courbe 026,4° hésite a épouser le comportement singulier
de la courbe 6=0° pour I’écoulement en ligne, mais présente pour P‘ep>~1()2
un début d’inflexion semblable a celui observé pour les autres valeurs de
’angle 6. On peut dire que pour ~10<Pep<~200, les courbes ralentissent
leur taux de croissance d’autant plus que ’angle 6 est grand. Ensuite les
courbes se trouvent dans une zone de croissance plus rapide, surtout pour

les valeurs de 6=22,5° et 33,75°. Finalement, pour 103<Pep<104, on a un
»*

régime du type % = APe': ou A et m sont des constantes.

L’allure des courbes pour sB=0,64 (figure 6.41) apparait trés
différente et difficile a analyser. On ne distingue guére de régions de
transition, surtout dans le cas d’un angle 6=11,25°. Pour cette valeur de
I’angle 8 on pourrait penser, comme dans le cas d'une porosité plus faible,
que les valeurs de la courbe sont comprises entre celles données par les
courbes ayant un angle 8=3° et celle ou 0222,5°, mais a 1’évidence ce n’est
pas le cas.

Le tableau 6.12 récapitule néanmoins les valeurs des pentes m
calculées sur la partie linéaire des courbes si elle existe. Elles sont
toutes trés inférieures a 2.

I ne reste plus qu’a commenter les résultats trouvés pour le
coefficient effectif transversal. Ces résultats sont montrés sur la
figure 6.42 pour une porosité égale a 0,36 et sur la figure 6.43 pour une
porosité égale a 0,64.

On peut décrire, pour un nombre de Péclet particulaire Pe >~1,

’évolution du coefficient effectif transversal Dyy/i) (e =0,36) en f alsant
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Chicane - Sc= 1000 - ¢= 0,36
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.40 - Coefficient effectif de dispersion D;:/SD - eB=O,36

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Chicane - Sc= 1000 - = 0.64
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.41 - Coefficient effectif de dispersion D:x/i) - eB=0,64
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Chicane - Sc= 1000 - = 0,36
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.42 - Coefficient effectif de dispersion D;y/fD - eB=O,36

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Chicane - Sc= 1000 - ¢= 0,64
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.43 - Coefficient effectif de dispersion D;y/i) - eB=O,64
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2

appel a D’existence de deux zones de transition. La premiére se trouve
comprise entre ~10<Pep<~200 et la derniére entre ~200<Pep<~1000. La
premiére est une zone a croissance rapide, surtout pour les grandes valeurs
de l’angle 8 (6222,5° et 33,75°). Ensuite on note un changement de pente
dans la deuxiéme zone, les courbes possédant alors une pente plus faible.
Pour des nombres de Péclet particulaires supérieurs a 10° on a visiblement
a nouveau un changement de régime. Cependant, les résultats ne permettent
pas d’assurer qu’il s’agit d’une croissance a pente constante. Dans le cas
ou la porosité vaut 0,64, on remarque que les transitions sont moins
nettes, surtout pour les plus petites valeurs de !’angle 6. On a sirement
un changement de comportement pour Pep>103, mais le fait de n’avoir que peu
de points pour des nombres de Péclet particulaires Pep trés élevés, empéche

toute conclusion.

m
€ e
8
Sc= 1000

11,25° 1,29
22,5° 1, 30

0,36 .
33,75 1, 30
45° 1,53

11,25° 1,40

22,5" 1,15
0,64

33,75° 1,26

45° 1,67

Tableau 6.12 - Dépendance en Pep - D;X/SD

En outre, on observe que !'influence de la direction de !’écoulement
principal, lorsque. les termes d’inertie sont négligeables (Pep<~103), est
peu accentuée dans le cas de ’arrangement en chicane. C’est surtout le cas

pour une porosité égale a 0,64.
6.5.1.2.2-INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS

Pour étudier l’influence du régime d’écoulement (nombre de Reynolds

particulaire) sur le tenseur effectif de dispersion, on se reportera aux
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Chicane - Sc= 1- ¢= 064
Code QUDS2 - Maillage 80 X 80
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Figure 6.44 - Coefficient effectif de dispersion D:X/ED - Sc=1

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Chicane - Sc= 100 - e= 0.64
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80
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Figure 6.45 - Coefficient effectif de dispersion D:x/fD - Sc=100
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figures 6.44 (Sc=1) et 6.45 (Sc=100) pour le coefficient effectif
longitudinal, sur les figures 6.46 (Sc=l) et 6.47 (Sc=100) pour Ile
coefficient effectif transversal ainsi qu’aux tableaux 6.13 et 6.14
présentant les différentes valeurs obtenues pour les coefficients
longitudinal et transversal, pour les trois valeurs du nombre de Schmidt et
les quatre valeurs du nombre de Péclet déja retenues.

En régime de Stokes (Rep<~10) les valeurs sont pratiquement
indépendantes du nombre de Schmidt. Au dela dans la région du régime
laminaire inertiel, les valeurs du coefficient effectif Ilongitudinal et
dans wune moindre mesure celles du coefficient effectif transversal
augmentent avec le nombre de Reynolds particulaire. D'une fagon générale,
ces résultats viennent renforcer les constatations déja faites lors de la
présentation des résuitats obtenus pour les deux autres arrangements

ordonnés.

*
D /D
XX

Pe Re
P P 3 11,25° 22,5° 33,75* 45°
0,01 1,80 1,70 1,50 1,33 0,86
10 0,1 1,80 1,73 1,52 1,32 0,87
1,0 1,79 1,73 1,46 1,30 0,86
0,04 13,0 10,40 5,66 3,34 1,72
40 0,4 13,5 10,70 5,65 3,37 1,72
40,0 12,07 11,42 9,06 4,70 2,87
0,1 57,0 39,3 12,2 5,99 4,56
100 1,0 57,4 40, 7 12,3 6,04 4,69
100 53,22 42,56 40,11 46,05 22,05
1,0 1190 1110 1437 71,1 172
1.000 10,0 1220 - 1696 15,6 197
4,0 2670 8150 683 421 1790
4.000 40,0 - - 4110 746 3180

+ valeurs obtenues par interpolation

Tableau 6.13 -~ Influence du nombre de Reynolds - D:x/iD
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Chicane - Sc= 1- €= 064
Code: QUDS2 - Mailage: 80 X 80
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Figure 6.46 ~ Coefficient effectif de dispersion D;y/fD - Sc=1

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Chicane - Sc= 100 - ¢= 0,64
Code: QUDS2 - Mailage: 80 X 80
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Figure 6.47 - Coefficient effectif de dispersion D;y/‘D - Sc=100
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Pour un nombre de Péclet particulaire Pep égal a 100, on note que les
résultats obtenus pour un nombre de Reynolds particulaire Rep=100 différent
d’une fagon appréciable pour les plus grandes valeurs de l’angle ©
(6=22,5°, 33,75° et 45°), la différence pouvant atteindre 700% environ pour
I’angle 6233,75°. Les résultats ne sont pas trop différents entre eux dans
le cas Pep=1000 le nombre de Reynolds ne dépassant pas 10 (Sc=100), mais il
y a des écarts non négligeables pour Pep=4000, le nombre de Reynolds
particulaire étant égal a 40 (Sc=100). Dans ce cas les différences sont
comprises entre 1807% et 6007 environ pour les trois valeurs de 1’angle 6
étudiées (8222,5°, 33,75° et 45°).

De méme que pour le coefficient effectif longitudinal, les résultats
du coefficient effectif transversal (tableau 6.14) ne présentent pas de
variations significatives en fonction du nombre de Reynolds particulaire en

régime de Stokes.

* +
D /D
Pe Re 24
P P £ 3 11,258 ° 22,5 33,75° 45°
0,01 0,97 0,97 0,94 0,90 1,26
10 0,1 0,97 0,97 0,95 0,90 1,25
1,0 1,02 1,01 0,95 0,91 1,22
0,04 1,91 1,84 1,67 1,65 2,41
40 0,4 1,95 1,86 1,68 1,69 2,41
40,0 2,62 2,64 2,46 2,30 2,22
0,1 2,99 2,92 2,6 2,95 3,15
100 1,0 3,01 2,95 2,61 2,93 3,13
100 3,80 3,98 3,87 3,40 3,10
1,0 4,72 5,06 5,58 5,82 5,66
1.000 10,0 4,37 4,7% 5,41 5,89 5,70
4,0 - - 9,93 12,21 -
4.000 40,0 - - 7,85 12,39 13,53

+ valeurs obtenues par interpolation

Tableau 6.14 - Influence du nombre de Reynolds - D;y/i)
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Dans le régime laminaire inertiel, on peut remarquer des différences
entre les valeurs calculées utilisant les trois nombres de Schmidt.
Cependant ces différences sont moins importantes que pour le coefficient
effectif longitudinal. Une différence maximale de 277 environ est constatée
pour Pep=4000 et ’angle 6222,5°,

6.5.2-ARRANGEMENTS DESORDONNES

Tous les arrangements désordonnés utilisés dans ce chapitre sont ceux
montrés au chapitre 4 (f igures 4.16 a 4.35).

Les calculs numériques effectués lors de la résolution du probléme
hydrodynamique et de fermeture en f, emploient des maillages uniformes
ayant 110 X 100 volumes de contréle. Chaque cylindre carré est constitué de
10 X 10 volumes de contrdle. Le critére de convergence, choisi pour tous
les cas, est £=1.0-10" (§ 3.5.4).

Les coefficients effectifs de dispersion (longitudinal et transversal)
sont calculés pour une seule porosité 8820,7 et pour quatre valeurs de la
direction de I’écoulement principal (8223°, 33°, 45° et 57°). Trois nombres
de Schmidt (Sc=1, 100 et 1000} sont étudiés pour ’angle 6345°. Des valeurs
de l’angle 6 plus petites que 23° n'ont pas été envisagées du fait de la
difficulté numérique & satisfaire les conditions de périodicité de fagon
satisfaisante.

Tout d’abord, I’ensemble des résultats obtenus pour 6=245° est
présenté. Du fait de la nature désordonné de l’arrangement géométrique des
cellules unités utilisées, on peut espérer une quasi-indépendance des
résultats vis-a~vis de la direction de [I’écoulement principal. Afin de
vérifier cette probable invariance par rotation du vecteur vitesse moyenne
de I’écoulement, trois autres valeurs de l’angle 8 sont étudiées (0223°,
33° et 57°).

I figure 6.48 montre les valeurs des coefficients effectifs
(longitudinal et transversal) calculées pour un nombre de Schmidt égal
a 1000 (O<Rep<~10). En dépit de la multitude des géométries étudiées, on
constate que 1’ensemble des résultats présente & peu prés le méme
comportement qualitatif et quantitatif. On le vérifie aisément, en
regardant sur le tableau 6.15, les valeurs des pentes calculées pour le

coefficient longitudinal. Les pentes sont déterminées par interpolation du
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type des moindres carrés pour Pep>20. En ce qui concerne les coefficients
transversaux, les valeurs des pentes ne sont pas déterminées puisque pour
la plage du nombre de Péclet particulaire étudiée, les allures du
coefficient transversal ne correspondent pas a une droite comme le montre
la figure 6.49. On peut conclure, d’aprés ces résultats, que les variations
des deux coefficients ne correspondent pas & celles prévues par la
littérature. Il y a un consensus général sur une valeur ms1,2 pour le
coefficient longitudinal et m=1,0 pour le coefficient transversal pour des
milieux "réels" tridimensionnels. On voit donc (tableau 6.15) que si 1'on
devait représenter l'ensemble de nos résultats sous la forme de
I’équation (31), on aurait pour le coefficient longitudinal m=1,62 et pour

le coefficient transversal une valeur m=0,4 bien inférieure a 1'unité.

m
Milleu
Sc= 1000
01 1,74
02 1,54
03 1,65
04 1,71
05 1,62
06 1,45
07 1,63
08 1,52
09 1,70
10 1,70
11 1,38
12 1,74
13 1,70
14 1,65
15 1,67
16 1,60
17 1,52
18 1,49
19 1,67
20 1,79
Moyenne 1,62
Ecart Type 0,11

Tableau 6.15 ~ Dépendance en Pep - D:x/fD - 9245°
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: Aléatoire - Sc=1000 - £=0.7
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110
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Figure 6.48 - Coefficients effectifs de dispersion D*/iD - eB=0,7

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement Aléatoire - Sc=1000 - €=0.7
Code: QUDS2 - Mailage: 110 X 110
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Figure 6.49 - Coefficient effectif de dispersion D;y/fD - eB=O,7
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De fagon a mieux visualiser [’évolution du coefficient transversal,
celui-ci est représenté séparément sur la figure 6.49. L’analyse de
I’ensemble des courbes permet d’une maniére générale de distinguer trois
zones. Pour Pepsl, le transport a lieu par diffusion pure; pour lsPePSIOa,
le coefficient croit avec le nombre de Péclet particulaire en présentant
soit une allure approximativement linéaire, soit une forme en S; finalement

pour Pep>103 les courbes se redressent.
6.5.2.1-INFLUENCE DE LA DIRECTION DE L’ECOULEMENT PRINCIPAL

Ensuite, on passe aux résultats obtenus pour les autres valeurs de
I'angle 0 (0223°, 33° et 57°). Dans le cas de !'arrangement désordonné, une
valeur de l'angle © supérieure a 45° est souhaitable puisque la
non-symétrie spatiale n’implique plus, comme c'était le cas des
arrangements symétriques, une égalité des résultats pour 6-45° et 6+45° a
condition d’inverser les axes OX et OY.

Les résultats sont montrés pour les deux coefficients et pour un
nombre de Schmidt égal a 1000 sur les figures: 6.50 pour 6=23°, 6.51 pour
0233°, 6.52 pour 0=45° et 6.53 pour 6=57°. Seuls dix cas, parmi les vingt
utilisés pour un angle 6=45°, sont retenus pour étudier l’influence de la
direction de l’écoulement principal sur le comportement des coefficients
effectifs. Tout d’abord on note que par rapport aux résultats obtenus pour
le coefficient longitudinal pour les arrangements réguliers, les zones de
transition constatées précédemment, n’existent plus a !’exception d’un ou
deux cas.

Maintenant, pour apprécier la variation des coefficients de dispersion
longitudinal et transversal en fonction de la direction de ['écoulement
principal, les résultats pour quatre milieux (milieux n°® 5, 7, 14 et 16)
sont représentés sur les figures 6.54 a 6.57. L’allure des courbes ne
semble pas trop sensible a la direction de [’écoulement, méme si la
représentation log-log peut cacher des différences significatives.

Sur la figure 5.54 (milieu n° 5), on observe que les courbes
répresentant le coefficient transversal, différent d’une facon
significative pour Pep>~103. Dans le cas du coefficient longitudinal, les
différences sont prononcées pour Pep>~10. Ensuite, sur la figure 6.55

(miliew n°® 7) au contraire, les courbes sont trés proches les unes des
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Coefficient Effectif de Dispersion
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Figure 6.50 - Coefficients effectifs de dispersion D*/fD - 0=223°
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Figure 6.51 - Coefficient effectif de dispersion D /D - 9233°
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: Aléatoire - Sc=1000 - €=0.7
Code: QUDS2 - Mailage: 110 X 110
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Figure 6.52 - Coefficients effectifs de dispersion D‘/i) - 9=45°
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Figure 6.53 - Coefficient effectif de dispersion D‘/i) - 9%57°
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: Aléatoire - Sc=1000 - e=0.7
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Figure 6.54 - Coefficients effectifs de dispersion D'/D - milieu n° 5

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: Aléatoire - Sc=1000 - =07
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110

105 : ¥ AL AL | v LML AL | T AR ALALALAN] M AL LR | L
[ o ~22° " Dxx .
[ :-.330 Mlheu n° 7 .’
v =45° - ]
. o 257° v Cam J
-]
10° £ o 3
C o ]
A
Q v'oa E
] o ]
" ]
& DOQ.
101 E @ ; f g -:J
i : v'ouv&o" ** D
mv-: g€l ¥y
L" owtocp: QJV. ’
Py 8y 88y @y 3o’
10-1 PRSP | PR | ook d it gttt N Loy
10" 10° 10" 102 10° 10*
Pe
p

Figure 6.55 - Coefficient effectif de dispersion D /D - milieu n°® 7
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: Aléatoire - Sc=1000 - €=0.7
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Figure 6.56 ~ Coefficients effectifs de dispersion D*/fD - milieu n° 14
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Figure 6.57 ~ Coefficient effectif de dispersion D /D - milieu n° 16
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A

autres, a l’exception peut-étre du cas 6z45°. La figure 6.56 (milieu n° 14)
est analogue & la figure précédente (milieu n° 7): pour le coefficient
longitudinal les résultats sont sensiblement les mémes pour les angles
0x23°, 33° et 57°, pour 0:45° les valeurs sont cependant nettement
supérieures a celles des autres angles. En ce qui concerne le coefficient
transversal, on observe que les courbes 6=23° et 33° sont presque
confondues pour Pep>103, et que, pour les deux autres angles 8, on obtient
des valeurs un peu inférieures aux précédentes. Enfin, sur la figure 6.57
(milieu n°16) on remarque pour les deux coefficients une quasi-invariance
des résultats par rapport a la direction de 1’écoulement principal. Seul le
cas 623° et ~10<Pep<103 pour le coefficient longitudinal s’écarte
légérement des autres courbes.

On peut quantifier ces variations si 1’on compare les différentes
pentes calculées pour les quatre valeurs de l’angle & montrées sur le
tableau 6.16.

Exposant m

Milleu
23° 33° 45°* 57°
01 1,66 1,64 1,74 1,72
02 1,40 1,42 1,54 1,54
05 1,38 1,43 1,62 1,51
06 1,49 1,48 1,45 1,42
07 1,583 1,52 1,63 1,55
08 1,41 1,44 1,52 1,51
11 1,27 1,27 1,38 1,21
14 1,63 1,59 1,67 1,61
16 1,50 1,51 1,60 1,57
20 1,73 1,72 1,79 1,77
Moyenne 1,50 1,50 1,59 1,54
Ecart Type 0,14 0,12 0,12 0,15

Tableau 6.16 - Dépendance en Pep - D::x/ﬂ)
I’examen du tableau 6.16 laisse & penser que la dispersion des
résultats pour le coefficient effectif de dispersion, entre les différents
milieux est au moins aussi grande que la dispersion pour le méme milieu

entre les différents angles. La variation moyenne des pentes, par rapport a
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Angle entre la Premiere Direction Propre et le Vecteur Vitesse
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Figure 6.58 -~ Variation de l’angle A6 - milieu n° 5
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Figure 6.59 - Variation de I’angle A8 - milieu n° 7
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Angle entre la Premiére Direction Propre et le Vecteur Vitesse
Arrangement: Aléatoire - Sc=1000 - €=0.7
Code: QUDS2 - Maillage: 110 X 110
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Figure 6.60 - Variation de I’angle A8 - milieu n° 14
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la plus grande valeur, est de lordre de 8% Le plus grand écart en
pourcentage (milieu n° 5) vaut 17% environ. On peut dire que P’ensemble des
résultats n’est pas en moyenne fortement influencé par la direction du
vecteur vitesse moyenne de 1’écoulement.

Les derniers résultats présentés (milieux n° 5, 7, 14 et 16) dans ce
paragraphe sont montrés sur les figures 6.58 a 6.6l. Il s’agit de la
variation de l’angle A® entre la premiére direction propre et la direction
de I’écoulement principal en fonction du nombre de Péclet particulaire.

Alors que pour les arrangements ordonnés il faut attendre un nombre de
Péclet particulaire Pep de l'ordre de 10° pour que la premiére direction
propre coincide avec la direction de I’écoulement moyen, dans le cas des
milieux désordonnés, il suffit d’atteindre Pep":‘lo2 pour obtenir ce
résultat. Un autre point intéressant a remarquer est la maniére dont les
directions propres tendent vers les directions propres du probléme de
diffusion pure quand le nombre de Péclet particulaire tend vers zéro. Si eo
désigne 1’angle entre le premier axe propre en diffusion pure et l'axe OX
de la cellule, I’angle A6 doit alors se comporter comme 6 + eo, ce qui se

vérifie bien pour les quatre figures.
6.5.2.2-INFLUENCE DU NOMBRE DE REYNOLDS

Les figures 6.62 et 6.63 contiennent, pour la méme valeur de ’angle 6
(6=45°), les résultats obtenus pour les deux coefficients effectifs de
dispersion avec un nombre de Schmidt égal & 1 et 100. Les résultats
concernent les dix milieux déja utilisés lors de 1’étude de l’influence de
la direction de 1’écoulement principal.

D’aprés les résultats obtenus pour les trois nombres de Schmidt (Sc=l,
100 et 1000), il est difficile d’apprécier avec précision [’effet d’une
augmentation du nombre de Reynolds particulaire sur la valeur de la
pente m.

Le tableau 6.17 montre pour [’angle 6=45°, les valeurs des pentes m
déterminées pour Sc=100 et 1000 et un nombre de Péclet particulaire Pep>20.
On voit d’aprés les valeurs moyennes qu’on a & peu prés la méme pente pour
I’ensemble des résultats calculés pour Sc=100 et 1000.

Finalement, le tableau 6.18 fournit pour trois nombres de Péclet

particulaires Pep (Pep=1, 50 et 1000), les résultats calculés du
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Coefficient Effectif de Dispersion
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Figure 6.62 -~ Coefficients effectifs de dispersion D‘/SD - Sc=1
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Figure 6.63 - Coefficient effectif de dispersion D /D - Sc=100
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coefficient effectif D;x/fD pour les trois nombres de Schmidt étudiés. D’une
fagon générale, on peut dire qu'on obtient pratiquement les mémes résultats
pour les 10 milieux, lorsque [’écoulement est en régime de Stokes
(Reps~10), d’aprés les résultats du paragraphe 4.8.3,

Globalement, pour un nombre de Péclet particulaire Pep=50, ie
coefficient effectif longitudinal augmente pour un nombre de Reynolds
particulaire Rep=50, assez nettement pour sept milieux désordonnés sur 10;
deux milieux (milieux n° 14 et 20) sont peu affectés par I’hydrodynamique;
seul le milieu 6 baisse nettement. Une explication possible du comportement

>

singulier du milieu 6 est sans doute & chercher dans !'existence d’une zone
préférentielle orientée a 45° permettant un passage facile du fluide (voir
annexe VII). Enfin pour un nombre de Péclet particulaire Pep=1000, le
passage de Rve,p de 1 a 10 est assez peu sensible, seuls deux milieux
(milieux n° 7 et 14) présentant une augmentation significative du

coefficient effectif longitudinal.

Milleu Sc=100 Sc=1000
01 1,70 1,74
02z 1,52 1,54
05 1,55 1,62
06 1,48 1,45
07 1,67 1,63
08 1,59 1,52
11 1,50 1,38
14 1,70 1,67
16 1,71 1,60
20 1,77 1,79

Moyenne 1,62 1,59

Ecart Type 0,10 0,12

Tableau 6.17 - Dépendance en F’ep - D;:/i)

Le coefficient transversal D:y/iD est présenté dans le tableau 6.19
avec le méme jeu de valeurs. Il est difficile d’en tirer des conclusions
définitives.

Néanmoins le coefficient effectif transversal semble beaucoup moins

affecté par I’hydrodynamique que le coefficient effectif longitudinal.
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» +
Coefficlent Dxx/i)
Milieu Pe
0 2 3
P Sc=10 Sc=10 Sec=10
1,0 | 0,7042 | 0,7036 0,7043
o1 50,0 48,8 41,4 41,7
1.000 - 7510 7670
1,0 | 0,6506 | 0,6494 0,6494
02 50,0 33,0 21,9 21,9
1.000 - 2100 2210
1,0 | 0,7042 | 0,7036 0,7043
05 50,0 14,2 11,8 11,9
1.000 - 1320 1290
1,0 | 0,6925 | 0,690 0,6972
06 50,0 57,3 72,0 71,4
1.000 - 5560 5260
1,0 | 0,398 | 0,6396 0,6389
07 50,0 14,0 11,8 11,9
1.000 - 2020 1650
1,0 | 0,6553 | 0,671 0,6681
08 50,0 38,5 23,0 22,8
1.000 - 2480 2210
1,0 | 0,7371 0,7411 0,7455
11 50,0 8,70 6,27 6,36
1.000 - 413 393
1,0 | 0,6633 | 0,6679 0,6681
14 50,0 30,6 33,2 33,8
1.000 - 6820 5490
1,0 | 0,5804 | 0,5827 0,5878
16 50,0 18,8 9,67 9,70
1.000 - 1320 1240
1,0 | 0,6277 0,6354 0,6324
20 50,0 49,9 51,7 51,0
1.000 - 11000 11200

t* valeurs obtenues par interpolation

Tableau 6.18 - Influence du nombre de Reynolds - D;:/D
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- T
Coefficient D /D
yy

Milieu Pe
(4] 2 3
P Sc=10 Sc=10 Sec=10
1,0 0,5192 0,5192 00,5191
01 50,0 3,77 3,89 3,89
1.000 - 11,88 12,21
1,0 0,5833 0,5825 0,5830
02 50,0 2,62 2,33 2,33
1.000 - 7,23 7,21
1,0 0,5634 0,5642 00,5640
05 50,0 2,62 2,52 2,52
1.000 - 5,20 7,52
i,0 0,5212 0,5210 00,5238
06 50,0 2,62 2,70 2,70
1.000 - 7,09 7,68
1,0 0,5257 0,5252 0,5254
07 50,0 1,87 1,81 1,81
1.000 - 7,00 6,85
1,0 0,5415 0,5499 0,56505
08 50,0 2,78 3,18 3,18
1.000 - 6,12 7,26
1,0 0,5957 0,5968 0,5982
11 50,0 2,59 2,77 2,78
1.000 - 5,61 6,35
1,0 0,5369 0,5402 00,5406
14 50,0 2,16 2,02 2,02
1.000 - 7,47 8,05
1,0 0,5595 0,5685 00,5657
16 50,0 2,56 2,69 2,70
1.000 - 6,39 7,07
1,0 0,5733 0,5765 00,5751
20 50,0 2,45 2,11 2,13
1.000 - 7,37 7,07

+ valeurs obtenues par interpolation

Tableau 6.19 - Influence du nombre de Reynolds - D;y/iD
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6.6-DICUSSION ET COMPARAISON AVEC D’AUTRES RESULTATS

A notre connaissance, il n’y a ni résultats expérimentaux ni résultats
numériques disponibles pour la méme géométrie que la ndtre, et qui couvrent
toute la plage de !’angle 6 étudiée dans ce travail. Les seuls résultats
pour le coefficient effectif de dispersion passibles d’étre comparés aux
nétres, sont ceux issus du développement théorique approché réalisé par
Koch et Brady [64] (sans tenir compte de la tortuosité) et les résultats
numériques de Edwards et al [37] et Salles et al [101].

Il s’agit, dans le premier cas, de la détermination théorique du
tenseur effectif de dispersion lors de !’écoulement bidimensionnel ou
tridimensionnel d’un fluide en régime de Stokes au travers d’un arrangement
spatialement périodique. L’arrangement est constitué par un réseau de
sphéres a trés faible fraction de solide.

Dans le deuxiéme et troisiéme cas, il s’agit essentiellement de la
détermination numérique du tenseur de dispersion pour des milieux
périodiques  bidimensionnels [37, 101] et tridimensionnels [101]l, lors de
I’écoulement d’un fluide au travers du milieu, en régime de Stokes [101] ou
gouverné par l'équation de  Navier-Stokes [37]. Les  arrangements
géométriques de la cellule unité sont ordonnés [37, 101] ou

désordonnés {101].
6.6.1-ARRANGEMENTS ORDONNES

En dépit du fait que les résultats théoriques obtenus par Koch et
Brady [64] en 1989 ne sont valables que pour des arrangements ayant une
trés faible fraction de solide, on les utilise ici afin de montrer le
comportement qualitatif du tenseur effectif prévu par la théorie. Koch et
Brady [61] !'ont par exemple utilisé afin de comparer leurs résultats &
ceux obtenus expérimentalement par Gunn et Price [45], pour un arrangement
cubique de sphéres avec une porosité égale a 0,48.

On l’applique donc dans ce travail au cas des arrangements en ligne
avec eB=0,84 et en quinconce avec une porosité égale a 0,85. Il s’agit de

notre plus faible fraction de solide.
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6.6.1.1-THEORIE DE KOCH ET BRADY

Le développement théorique est fait a partir du calcul de la partie

symétrique du tenseur effectif de dispersion,

%=I-Pe VF av (32)

ol Pe est le nombre de Péclet défini par Pe=<V>L/D, V est la vitesse
adimensionnelle V=v/<V>, F le vecteur adimensionnel F=f/L et L la longueur
de la cellule unité. On note, par rapport a I’équation (7), que Ila
contribution due a la tortuosité n’est pas prise en compte.

On a eu l'opportunité de vérifier au chapitre 2 (§ 2.6) que la partie
symétrique du tenseur de dispersion hydrodynamique (équation (32)) n’est
rien d’autre que le tenseur de dispersion introduit par Brenner [19] a

partir d’une approche lagrangienne:

»
=1+ J VF-VF' ¥ (33)

v
8

8o

Afin de pouvoir déterminer le tenseur de dispersion (équation 33), il
faut connaitre les solutions du probléme hydrodynamique et de fermeture
en F. Une solution hydrodynamique approchée est fournie par Hasimoto [50],
qui a résolu le probléme de ’écoulement d’un fluide en régime de Stokes au
travers d’un arrangement périodique de sphéres ou de cylindres avec une
trés faible fraction de solide. La solution est fourni en termes d’un
développement en série de Fourier.

On ne montre, ici, que la solution du probléme bidimensionnel
équivalent, c’est-a~dire la forme du tenseur effectif lors de 1’écoulement
au travers d’un arrangement de cylindres circulaires. La solution est
obtenue a partir du probléme tridimensionnel en remplacant la force de
trainée due 3 une sphére par celle due & un cylindre circulaire [S0]. La
forme exacte des particules solides n’a pas grande importance, celles-ci
étant remplacées par des points sources de quantité de mouvement et
I’écoulement occupe tout l’espace. Du point de vue du probléme de fermeture

ceci a notamment pour effet de faire disparaitre les termes sources a la
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surface des particules solides (équation (10)) qui en moyenne pour chaque
particule isolée sont bien nuls. II n’est donc pas étonnant, vu les
simplifications  adoptées, gqu'au moins les termes de  tortuosité
disparaissent. Les conséquences de ce mépris des effets dis a la géométrie
locale, d’autant plus importantes que la fraction de solide est grande,
doivent d’autre part étre examinées attentivement.

Koch et Brady [64] obtiennent ainsi la forme finale du tenseur
effectif’: '

2
‘ . ez
% =1+ “‘1”4 L = 4 .
l6n” (In= - 1,3015) L k2[4,[2 _15_2 + (<v>-k)2]
Pe

ou L est la longueur de la cellule unité, r le rayon du cylindre, <V> la

vitesse adimensionnelle moyenne de 1’écoulement donnée par,
<V> = cos@i + sin@j (35)
et k est le vecteur adimensionnel vérifiant,

k~?l =n =2 (36)

->
ol l1 sont les mailles de la cellule unité et n1 les "coordonnées" du

centre X des cylindres,

=nl +nl  (o,n=0, %, £2,...) (37)
x =nl +nl n,n= 0, %, %2,..

Avant de passer a [I’application, certaines conséquences sur le
comportement du tenseur effectif, calculé a l'aide de I’équation (34),
peuvent étre prédites [Koch et Brady, 1989].

Dans le cas ol la contribution des termes convectifs & la dispersion

peut étre négligée (Pe » 0), I’équation (34) prévoit une depéndance du

1
Le développement détaillé est fourni dans I’annexe VIII
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tenseur effectif en Pe’. Ce résultat est similaire a celui trouvé pour les
milieux non périodiques [61]. En fait, pour les petites valeurs du nombre
de Péclet, le transport du soluté est di quasiment a la diffusion
moléculaire et ceci est valable pour les milieux périodiques et non
périodiques.

Pour les grands nombres de Péclet, s’il existe un vecteur k tel que
dans 1’équation (34) <V>-k=0, c’est-d-dire si la vitesse moyenne est
paralléle @ 1'un des axes de symétrie par translation de la cellule, le
tenseur D*/.‘D varie alors proportionnellement au carré du nombre de Péclet
(& la condition que le terme au numérateur de la relation (34) ne soit pas
nul). Ce résultat est indépendant de la géométrie de la cellule unité,
pourvu qu’elle ait une symétrie spatiale par rapport a ses deux axes. D’un
point de vue mathématique, !'existence de k, tel que <V>-k=0 est
équivalente pour les arrangements bidimensionnels en ligne et en quinconce
a ce que tgd (ou 6 est ’angle (Ox,<V>)) soit rationnel. Le comportement de
la série (34) n’est sans doute pas trés raisonnable d’un point de vue
physique. A titre d’exemple les figures 6.64 et 6.65 comparent pour les

deux arrangements (en ligne et en quinconce), les résultats pour 6=22,5°,

tg9=\/;—12-0,41 et 6z21,8°, tgo=0,4. On vérifie que pour des valeurs trés
élevées du nombre de Péclet, les résultats présentent des comportements
différents. On voit mal comment une différence de moins de 1° pourrait
physiquement mener & des telles variations.

Finalement, si le produit scalaire <V>-k est différent de zéro pour
tous les vecteurs k, les deux coefficients (longitudinal et transversal)
sont indépendants du nombre de Péclet, ceci pour des valeurs trés élevées

de ce dernier.
6.6.1.2-COMPARAISON AVEC LA THEORIE DE KOCH ET BRADY

Tout d’abord on présente les valeurs théoriques et numériques des deux
coefficients (longitudinal et transversal) calculées pour les angles 6=0°
et 45° pour lesquels on s’attend, d’aprés la discussion précédente, & une
dépendance en Pe’ du tenseur effectif de dispersion aux grandes valeurs du
nombre de Péclet. De maniére a rester du point de vue hydrodynamique dans
le régime de Stokes, nos résultats ont été calculés pour un nombre de
Schmidt égal a 1000.
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - £€=0.84
Koch et Brady
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Figure 6.64 - Coefficients effectifs de dispersion D;x/fD - eB=0,84

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Quinconce - e= 0.85
Koch et Brady
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Figure 6.65 - Coefficient effectif de dispersion D;x/fD - £B=O,85
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Les résultats théoriques pour le coefficient longitudinal sont montrés
pour ’arrangement en ligne sur la figure 6.66 et sur la figure 6.67 pour
I’arrangement en quinconce.

On peut constater que pour [’arrangement en ligne, les valeurs du
coefficient longitudinal obtenus pour 6=0° sont supérieures & celles
calculées pour 6=45°, Par contre, dans le cas de !'arrangement en
quinconce, cette tendance est inversée et les valeurs les plus grandes du
coefficient longitudinal sont obtenues pour 6=45°

Les résultats numériques (figures 6.68 et 6.69) présentent le méme
type de comportement qualitatif. Sur le plan quantitatif, nos résultats
possédent un taux de croissance plus faible, & ’exception du cas 6=0° pour
’arrangement en ligne. Cette constatation ne surprend pas puisque nos
résultats varient en Pe';l ot m est inférieur a 2, tandis que les
coefficients longitudinaux issus du calcul théorique varient en Pe:.

Sur le tableau 6.20 on montre les valeurs des pentes obtenues cette

fois-ci pour l’arrangement en ligne avec une porosité égale a 0,84.

m
e 12}
B
Sc= 1000
o° 1,99
0,84
45° 1,87

Tableau 6.20 ~ Dépendance en Pep - D;x/fD

On remarque que par rapport aux résultats obtenus pour des porosités plus
faibles (eB=O,36 et 0,64), la pente pour 6=0° est la plus grande pour la
porosité eB=0,84 et pratiquement égale a 2.

De méme, le tableau 6.21 présente les résultats obtenus pour
'arrangement en quinconce. Les pentes sont calculées de facon analogue a
celles de ’arrangement en ligne, a condition d’inverser les conditions

utilisées pour les angles 8=0° et 45°.
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement En Ligne - £=0.84
Koch et Brady
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Figure 6.66 - Coefficients effectifs de dispersion D;X/D - eB=O,84

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Quinconce - ¢= 0,85
Koch et Brady
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Figure 6.67 - Coefficient effectif de dispersion D;x/‘D - eB=O,85
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - ¢= 0,84
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 6.69 - Coefficient effectif de dispersion D;x/fD - eB=O,85
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m
€ e
8 Sc=1000
0* 1,86
0,85
45° 1,91

Tableau 6.21 - Dépendance en Pep - D;{/.‘D

En ce qui concerne le coefficient transversal, les résultats
théoriques sont présentés sur la figure 6.70 pour l’arrangement en ligne et
sur la figure 6.71 pour l'arrangement en quinconce.

On note que pour l’arrangement en ligne, la théorie prévoit pour les
grands nombres de Péclet que le coefficient effectif transversal tende vers
une valeur limite 3,5 pour 6=0° et 8,1 pour 9=45° (cas signalé ol <V>-k=0
avec un numérateur nul).

Nos résultats pour l’arrangement en ligne (figure 6.72) présentent
d’abord un comportement qualitatif similaire & celui prévu par la théorie.
Cependant, au fur et a mesure que le nombre de Péclet particulaire
augmente, on ne peut pas dire avec certitude s’ils tendent vers une valeur
asymptotique. Nos résultats pour 6=0° sont aussi inférieurs & ceux obtenus
pour 8=45° et on ne peut pas non plus, prédire le comportement pour des
nombres de Péclet Pep trés élevés. On est plutét enclin a dire, compte tenu
de l’ensemble de nos résultats (eB=O,36, 0,64 et 0,84} qu’au moins pour
=45° on n’a pas un comportement de type asymptotique.

Pour ’arrangement en quinconce, la théorie fournit le méme type de
comportement asymptotique que celui de I’arrangement en ligne. La
différence est que les valeurs les plus grandes du coefficient transversal
sont obtenues pour 6=0° et ’ensemble des résultats est inférieur au cas de
I’arrangement en ligne.

Dans le cas de l’arrangement en quinconce (figure 6.73), nos valeurs
calculées pour 6=0" sont les plus grandes et on n’a guére de variations
pour le coefficient transversal pour 6=45°. Les valeurs calculées sont

supérieures a celles prévues par la théorie. On voit clairement que pour

6=45° on ne retrouve pas le comportement asymptotique prévu par la théorie.
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Figure 6.70 - Coefficients effectifs de dispersion D;Y/D - eB=0,84
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Figure 6.71 - Coefficient effectif de dispersion D;y/fD - £,=0,85
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - e= 0,84
Code: QUDS2 - Malllage: 70 X 70
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Figure 6.72 -~ Coefficients effectifs de dispersion D;y/ﬂ - eB=0,84
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Y

Ensuite on passe & la présentation de !’ensemble des résultats obtenus
pour les autres valeurs de !’angle 8 (8=5,625°, 11,25°, 22,5 et 33,75°).
Les résultats sont montrés sur les figures 6.74-75 (théoriques) et sur les
figures 6.76-77 (numériques).

On commence par montrer les résultats théoriques pour le coefficient
longitudinal calculés pour I'arrangement en ligne. La figure 6.74 montre
les résultats déterminés & l'aide de I’équation (34) pour les angles
9=5,625°, 11,25°, 22,5° et 33,75°. On observe que pour des nombres de
Péclet pas trop élevés, les courbes suivent de prés la courbe 6=0°. C’est
notamment le cas pour les plus petites valeurs de l’angle 6. Au fur et a
mesure que le nombre de Péclet augmente, ces courbes dévient de la courbe
0=0°. Evidemment, plus l’angle @ est petit, plus grande est la valeur du
nombre de Péclet pour lequel la séparation a lieu. Une deuxiéme zone est
repérée, comprise entre ~102<Pe <~103, out I'on a une croissance trés lente
des coefficients. C’est surtoutp le cas des courbes 6=5,625° et 6=22,5°.
Pour Pep>103, on observe que les valeurs du coefficient longitudinal ne
changent guére pour 6=5,625° et 0=22,5°, et que les courbes 6=11,25°
et 33,75° connaissent & nouveau une croissance rapide. Pour des valeurs du
nombre de Péclet encore plus grandes (Pep>105) que celles montrées sur la
figure 6.74, on peut vérifier que les courbes 6=11,25° et 33,75° atteignent
une valeur constante.

Si ’on regarde maintenant les résultats obtenus pour l’arrangement en
quinconce (figure 6.75), on apergoit un comportement qui est un peu
différent de celui présenté par 1’arrangement en ligne. Tout d’abord, on
remarque que les courbes sont moins écartées les unes des autres. Dans le
cas de l’'arrangement en quinconce, c’est la courbe 6=11,25° qui présente
les plus grandes valeurs du coefficient longitudinal (au lieu de la courbe
6=33,75° pour I’arrangement en ligne) pour des valeurs trés élevées du
nombre de Péclet particulaire. Enfin, en ce qui concerne le comportement de
I’ensemble, on note aussi !’existence de deux zones de transition et
Pallure des courbes est la méme que celle présentée pour l'arrangement en
ligne.

Comparés aux résultats théoriques, on peut dire que nos résultats
numériques ne présentent pas le méme type de comportement. Si l'on
considére d’abord l’arrangement en ligne {(figure 6.76), on remarque que

jusqu’a PepﬁlO2 on a a peu prés le méme type de comportement. Au-deld de
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - £=084
Koch et Brady
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Figure 6.74 ~ Coefficients effectifs de dispersion D;x/fD - eB=0,84
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Figure 6.75 - Coefficient effectif de dispersion D:x/‘D - eB=O,85
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Figure 6.76 - Coefficients effectifs de dispersion D:x/i) - eB=O,84
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Figure 6.77 - Coefficient effectif de dispersion D:x/fD - eB=0,85
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cette valeur, toutes nos courbes tendent vers le méme type de comportement.
Autrement dit, elles ont pour ~10°<Pe <10* une croissance avec une pente m
pratiquement constante. Par ailleur's,p on note que pour 6222,5° et pour
Pep>103, la courbe semble s’infléchir.

Quant & l'arrangement en quinconce (figure 6.77), le comportement
n’est pas non plus similaire a la prédiction théorique. On remarque
néanmoins que les courbes se trouvent plus proches les unes des autres, par
rapport & l'arrangement en ligne, ce qui est en accord avec les résultats
théoriques. Nos résultats présentent aussi un comportement similaire avec
la prédiction théorique jusqu’a Pep=.*=102. Pour des valeurs plus élevées du
nombre de Péclet particulaire, nos résultats différent de la théorie car
les courbes ne tendent pas non plus vers une valeur asymptotique. Comme
dans le cas de !’arrangement en ligne, pour ~103<Pep<104, on a une
croissance avec une pente m pratiquement constante.

Examinons maintenant le cas des coefficients  transversaux.
Pratiquement, pour les coefficients transversaux, les résultats théoriques
obtenus pour les deux types d’arrangement (figures 6.78 et 6.79) se
ressemblent qualitativement. Toutes les courbes tendent vers une valeur
asymptotique (qui dépend de la valeur 8) ~10 pour l’arrangement en ligne et
~1,2 pour celui en quinconce). La différence entre le cas en ligne et en
quinconce est que pour des valeurs du nombre de Péclet intermédiaires, les
courbes correspondant aux plus grandes valeurs de 6 (22,5° et 33,75°) sont
au-dessus des autres courbes pour l’'arrangement en ligne, tandis que pour
Parrangement en quinconce cette tendance est inversée.

En ce qui concerne !’arrangement en ligne, nos résultats (figure 6.80)
sembleraient étre en accord qualitatif avec les résultats théoriques.
Cependant les derniers points calculés (0=22,5° et 33,75°) laissent
entrevoir une augmentation du coefficient effectif avec le nombre Péclet,
liée vraisemblablement au changement de régime hydrodynamique (que le
modéle de Koch et Brady ne prend pas en compte).

II en est autrement des résultats obtenus pour [’arrangement en
quinconce (figure 6.81). Pour des nombres de Péclet particulaires ne
dépassant pas 100, les résultats ne sont pas trop différents de ceux prévus
par la théorie. Néanmoins pour Pep>~102, nos résultats, contrairement aux

théoriques, continuent a croitre avec une pente d’autant plus forte que

I’angle & est grand. Elle atteint, dans le cas 0=33,75°, une valeur proche
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Figure 6.78 - Coefficients effectifs de dispersion D;y/fD - eB=O,84
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Figure 6.79 - Coefficient effectif de dispersion Dly/fD - eB=0,85
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - &= 0,84
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 6.80 - Coefficients effectifs de dispersion D:y/:D - sB=0,84
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Figure 6.81 - Coefficient effectif de dispersion D;y/fD - €,=0,85
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de 0,8 pour Pep>103. Comme déja mentionné lors de la présentation des
coefficients longitudinaux, une telle différence résulte certainement de
P’influence de !interaction entre particules sur I’hydrodynamique de
’écoulement. La présence du cylindre au milieu de la cellule unité assure
I’existence d’un transport latéral de fluide non négligeable.

En conclusion, la théorie approchée de Koch et Brady [64] contient des
hypothéses trop sévéres pour représenter de fagon satisfaisante la réalité:
la dépendance des coefficients longitudinaux en pe® suppose en particulier
des fractions de solide +trés faibles; sinon, I’'interaction entre Iles
particules ne peut plus étre négligée. Cette théorie fournit donc le

comportement limite du systéme quand la porosité tend vers 'unité.
6.6.1.3-COMPARAISON AVEC D’AUTRES RESULTATS NUMERIQUES

Malgré le fait que les arrangements géométriques ordonnés utilisés par
Edwards et al [37] et Salles et al [101] sont constitués par des cylindres
circulaires, pour des faibles valeurs de la fraction de solide une
comparaison au moins qualitative est possible, puisque la forme des
particules semble avoir moins d’influence sur I’hydrodynamique lorsque la
porosité £, est grande. Ces deux travaux, sont a notre connaissance les
seuls a fournir des résultats numériques complets pour le tenseur de
dispersion pour des grandes valeurs de la porosité.

Nos résultats sont comparés pour deux types d’arrangement (en ligne et
en. quinconce) et pour deux porosités (eB=O,6 et 0,8). On ne considére que
les résultats obtenus pour 1’écoulement en régime de Stokes.

Sur la figure 6.82 sont montrés les résultats pour les coefficients
effectifs longitudinal et transversal pour !’arrangement en ligne avec une
porosité égale a eB=O,6 (Edwards et al, 1991 et Salles et al, 1993)2 et
eB=0,64 (nos résultats). Les résultats ont été obtenus pour un vecteur
vitesse moyenne paralléle & 1’axe OX de la cellule unité. On peut dire que

nos résultats pour le coefficient effectif longitudinal sont en bon accord

2
Le rapport entre le nombre de Péclet particulaire (Pe ) et celul utilisé
P

par Edwards et al {37] et Salles et al [101] (Pe) est le suivant:
3 eB
Pe = — Pe —— ,
P 2 1-€
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Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - ¢= 064
Code QUDS2 - Maillage: 70 X 70
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Figure 6.82 - Comparaison du tenseur de dispersion
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avec les résultats de Edwards et al [37] et Salles et al [101] et sont
compris entre les valeurs de ces deux travaux.

Quant au coefficient effectif transversal, nos valeurs vérifient bien
ceux des deux autres travaux jusqu’a un nombre de Péclet particulaire Pe
de I'ordre de 107 Cependant, nos résultats sont légérement supérieurs pouﬁ
un nombre de Péclet particulaire Pep>103.

En ce qui concerne encore l’arrangement en ligne avec eB=0,6, Salles
et al [10l1] ont calculé le tenseur de dispersion pour différentes valeurs
de I’angle 8 compris entre 0° et 45°.

On montre sur les figures 6.83 et 6.84 les résultats calculés pour le
coefficient effectif longitudinal dans la direction du vecteur vitesse
moyenne de 1’écoulement, ceci pour différentes valeurs de 1’angle 6.

Sur la figure 6.83, on compare nos résultats (eB=0,64) a ceux de
Salles et al [101] (e e=0’6) pour un nombre de Péclet particulaire Pep§224
(Pe=100), les résultats pour Pep52241 sont montrés sur la figure 6.84.

On peut dire que nos résultats sont en accord meilleur que qualitatif
avec les résultats de Salles et al [10l1]. Les mémes tendances sont
retrouvées dans les deux études.

Les courbes corréspondantes sont montrées sur les figures 6.85 et 6.86
pour le coefficient effectif transversal. Encore une fois, nos résultats
sont en trés bon accord avec les résultats de Salles et al [101]. Cette
constatation vient renforcer nos conclusions (§ 6.6.1.2) sur la théorie
approchée de Koch et Brady [64].

Une derniére comparaison des résultats pour l’arrangement en ligne est
montrée sur la figure 6.87 pour une porosité eB=O,84 (nos résultats) et
eB=O,8 (Edwards et al, 1991; Salles et al, 1993).

Nos résultats pour le coefficient effectif longitudinal ont une pente
m=1,99 qui est legérement supérieure a celle des résultats de Salles et
al [101° (m=1,97) et plus grande que celle trouvée par Edwards et al [37]
(m=1,734). Comme nos résultats ont été calculés pour une porosité plus
élevée, une pente m plus proche de la valeur 2 semble correcte.

En ce qui concerne le coefficient effectif transversal, les résultats

Les valeurs montrées sur la figure sont obtenues par Interpolation

graphique sur la flgure n* 7 du travall de Salles et al [101].
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des trois travaux sont pratiquement identiques.

Finalement on traite le cas de l’arrangement en quinconce pour eB=O,6
(Edwards et al [37] et Salles et al [101]) et €,=0,64 (ce travail). Les
résultats de Salles et al [101] correspondent en fait & ceux calculés pour
I’arrangement en ligne avec un angle 6=45°. Pour un arrangement de
cylindres circulaires, ce cas est équivalent & un arrangement en quinconce
pour un angle 6=0°,

Les résultats pour les deux coefficients (longitudinal et transversal)
sont montrés sur la figure 6.88. En dépit de la différence de géométrie des
particules, nos résultats sont encore en trés bon accord qualitatif et
quantitatif avec les résultats de Salles et al [101], ceci pour les deux
coefficients effectifs. Néanmoins, malgré le bon accord obtenu pour le
coefficient transversal, les résultats de Edwards et al [37] pour le
coefficient longitudinal sont nettement supérieures aux nétres et par
conséquent & ceux de Salles et al [101].

II est intéressant d’observer que pour les trois travaux on a,
notamment pour ~2<Pep<~70, le coefficient effectif transversal qui est plus
grand que le coefficient longitudinal. Une trés bonne concordance est &
remarquer pour les trois travaux en ce qui concerne le coefficient effectif
transversal.

On peut conclure en disant qu’a part pour l’arrangement en quinconce
pour les résultats de Edwards et al [37] concernant le coefficient
longitudinal, nos résultats sont remarquablement en accord plus que

qualitatif avec les travaux de Edwards et al [37] et Salles et al [101].



Chapitre 6 347
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Arrangement: En Ligne - Sc= 1000 - e= 084
Code: QUDS2 - Maillage: 70 X 70

105 : + A T LA v v v AL AL 4 T T v A AL M D.' VT
L — Oo “x Ao )
| == Salles et al £=08 /// ]
| = Edwards et al =08 J}"'// ]

10° / g
) | ,»/ .
- i . ]

p
101 F / -
C s ]
I /"//’—/:/6
.;,’-""o'/ o e e B
=G .
L Dyy ]
10‘1 i 1 bddododdd L i iig ol L 1 Tdoed ittt i 1. e ddddo
10° 10! 102 10° 104
Pe

Figure 6.87 ~ Comparaison du tenseur de dispersion

Coefficient Effectif de Dispersion
Arrangement: En Quinconce - Sc= 1000 - ¢= 0,64
Code: QUDS2 - Maillage: 80 X 80

104 E M ALY | i LA ] M TR v ¥ """‘\ v ¥ "“"":
: L 1 00 DXX ". ]

/

s o-- Edwards et al e=086 /!
10° E| o= Sales et al e=08 S

10° ¢ 3
Q C
.O 3
10° 3
10-1 szl St ] b didtd] bbb i diid e deekd dd A
10! 10° 10' 102 10° 10*
Pe,

Figure 6.88 - Comparaison du tenseur de dispersion



Diffusion-Dispersion en Milieu Poreux 348

6.6.2-COMPARAISON AVEC LES MILIEUX REELS

Afin de pouvoir comparer nos résultats {et surtout ceux pour les
milieux désordonnés) avec les milieux réels on utilise comme point de
départ les différents régimes de mélange introduits par Pfannkuch [85]
(paragraphe 1.9.8) pour un milieu poreux non-consolidé. L’auteur distingue
5 régimes de mélange pour la dispersion d’un soluté dans un milieu poreux.
La figure 6.89 présente les différents régimes sur un schéma ayant pour
ordonnée D*/(DPe) et le nombre de Péclet Pe comme abscisse. D’une facgon
générale, on peut essayer de répresenter les différents régimes a 1’aide de

I’équation,

*

D 1 _B {m-1)
[5]?e"?e+APe (38)
ou A, B et m sont des constantes. Les différents types de régimes de

mélange existent pour les deux coefficients (longitudinal et transversal).
6.6.2.1-ANALYSE DE PFANNKUCH

Le régime I est celui de la diffusion moléculaire pure, donc A=0 dans
I’équation (38) et D /D est égal a une constante. Ce régime existe lorsque
la vitesse moyenne de !’écoulement est trés petite et le seul mécanisme
responsable de la dispersion est la diffusion moléculaire. Il est
caractérisé sur la figure 6.82 par une droite de pente -1. Le régime II est
un régime de superposition des effets, c’est-a-dire que les effets dis & la
diffusion moléculaire et a la dispersion hydrodynamique sont du méme ordre
de grandeur et leurs effets additifs. De toute évidence, on a pour ce
régime m<l. Le troisiéme régime est celui ou la contribution de la
dispersion hydrodynamique est prédominante, mais ol la contribution due a
la diffusion moléculaire ne peut étre négligée. Il existe une interférence
entre les deux mécanismes et on a pour les milieux réels 1<m=~1,2. Le
quatriéme régime est celui de la dispersion hydrodynamique pure, les effets
dus a la diffusion moléculaire peuvent étre négligés devant ceux dus a la
dispersion hydrodynamique. Ce régime est caractérisé par un exposant m=l,

donc par une valeur constante de l’ordonnée sur la figure 6.82. Le régime V
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est aussi un régime de dispersion hydrodynamique pure, mais les effets

d’inertie deviennent trés importants.
6.6.2.2-MILIEUX ORDONNES

Aprés cette description des cing régimes de mélange introduits par
Pfannkuch [85], on va tenter d’analyser nos résultats numériques a partir
de ces critéres. Comme il s’agit d’une confrontation avec 1’expérience, on
a choisi de travailler en terme de coefficient longitudinal et transversal
projetés dans la direction du vecteur vitesse moyenne de 1’écoulement et

dans la direction orthogonale.

6.6.2.2.1-ARRANGEMENT EN LIGNE

Le premier cas a étre traité est celui de !’arrangement en ligne avec
une porosité égale a 0,36 et 0,64. Les résultats des deux coefficients pour
les deux porosités sont montrés sur les figures 6.90 a 6.93. Comme le méme
type de comportement est retrouvé pour les deux porosités, on se limitera a
une seule analyse.

Tout d’'abord on va considérer le cas du coefficient longitudinal
(figures 6.90 et 6.91). On observe pour les angles 6=0° et 45° |’existence
de trois régimes de mélange. Le premier, bien entendu, est celui de la
diffusion pure, et on note que pour 0=45° ce régime s’étend jusqu'a un
nombre de Péclet de l’ordre de la dizaine. Ensuite on a le régime de
superposition et finalement le régime d’interférence o0 la dispersion
hydrodynamique est prédominante. Pour ces valeurs de l’angle 8, on a un
exposant m qui est proche de 2. Par conséquent, il existe quant méme une
forte influence de la diffusion moléculaire. En outre, on note que pour la
porbsité eB=0,36 les courbes (8=0° et 45°) s’infléchissent pour des nombres
de Péclet trés élevés.

Un comportement tout a fait différent est retrouvé pour les autres
valeurs de l'angle 6. Pour 6=5,625° et 11,25°, on constate [’existence des
régimes 1 et II suivis d’abord d’un régime d’interférence. La différence
est que pour un nombre de Péclet particulaire de l'ordre de 100, on
remarque une nette diminution de !’influence de la diffusion moléculaire,

x

avant d’atteindre ensuite & nouveau un régime d’interférence avec un
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Figure 6.90 - Régimes de dispersion D:/ﬂ - eB=0,36
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exposant m qui n’est pas trés supérieur a l'unité. Pour les angles 6=22,5°
et 33,75°, & part le régime de diffusion moléculaire pure, on voit
apparaitre un régime de type superposition (m<l) qui se prolonge jusqu’a
Pep~102. Ensuite on a un régime d’interférence (m>l) avec m compris entre
1,2 et 1,4 environ. Cependant dans aucun cas on ne retrouve une variation
caractéristique d’un milieu réel.

Les coefficients transversaux présentent des régimes de mélange qui
sont encore plus éloignés de ceux typiques d’un milieu réel.

On vérifie sur les figures 6.92 et 6.93 que pour 6=0° on a quasiment
un régime de diffusion pure, ce n’est que pour I"ep~103 que !’on note pour
eB=0,64 une inflexion qui traduit ’existence d’un régime de superposition.
Pour les autres valeurs de l’angle 6, on observe deux régimes de diffusion
pure (droites de pente -1) séparés par une zone de transition pour
~10<Pe <~400.

Dl;ns le cas 6=0° la résistance au transfert transversal est localisée
dans les zones fluides quasi stagnantes entre les cylindres parallélement a
’écoulement. Le mécanisme de transfert est de la diffusion pure
(pente ~1). L’inflexion constatée pour les derniers points est attribuée au
changement de 1’hydrodynamique.

Pour tous les autres angles, la résistance au transfert transversal se
situe aux intersections entre les canaux ol les lignes de courant sont
paralléeles & la direction du vecteur vitesse moyenne. Le mécanisme de
mélange transversal est donc toujours de la diffusion pure caractérisée sur
les figures 6.92 et 6.93 par une pente -1 avec toutefois une zone de
transition correspondant' simplement a l’'influence de la convection et donc
du nombre de Péclet sur le transfert, influence d’autant plus précoce que

’angle @ est proche de 45°.
6.6.2.2.2-ARRANGEMENT EN QUINCONCE

L’étape suivante consiste en la présentation des résultats pour
I’arrangement en quinconce (figures 6.94 et 6.95).

On retrouve pour 6=0° et 45°, a l’exception de la valeur de
I’exposant m, les mémes régimes de mélange et le méme type de comportement
que pour l’arrangement en ligne. Par contre, pour les autres valeurs de

I'angle 8 et pour le coefficient longitudinal (figure 6.94) les courbes
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sont différentes de celles de I’arrangement précédent. Pour 6=5,625° on
remarque l’existence des quatre premiers régimes de mélange, a savoir: le
régime de diffusion pure, le régime de superposition, le régime
d’interférence et pour Pep>103 le régime de dispersion hydrodynamique pure
(m=1). La courbe 6=11,25° posséde les mémes régimes a I’exception du
dernier, remplacé par le régime IV avec un exposant mzl,2. Pour 6=22,5° on
a ces mémes régimes, mais lors du dernier (régime d’interférence) m vaut
1,30 environ. La courbe 0=33,75° est une exception, puisque aprés le régime
de diffusion pure on a une zone étendue olu m est proche de !'unité, avant
d’atteindre le régime d’interférence avec ms1,20.

Quant au coefficient transversal (figure 6.95), pour les angles 6
inférieures a 45°, aprés une zone correspondant a un transfert par
diffusion pure aux petits nombres de Péclet, apparait une transition ou les
effets convectifs commencent & se manifester (comme dans le cas de
I’arrangement en ligne). Puis l'on se trouve dans wun régime de
superposition d’autant plus marqué que l’angle 8 est loin de 0° le
transfert convectif latéral étant toujours important. L’infléchissement des
courbes pour I-"<=:p>~10:3 peut étre attribué au changement de ’hydrodynamyque
(voir §4.8.1.3).

Le cas 6=45° est singulier. L’écoulement est symétrique par rapport a
la premiére diagonale, empéchant tout transfert convectif transversal.
Aussi la courbe reste toujours dans le régime de diffusion pure.
L’inflexion de la courbe constatée pour Pep>~100 est due a l’imprécision du

calcul pour le coefficient transversal (voir §6.7).
6.6.2.2.3-ARRANGEMENT EN CHICANE

Le dernier arrangement ordonné abordé est celui en chicane. Les
figures 6.96 & 6.99 présentent I’évolution du coefficient effectif
longitudinal et transversal avec une porosité eB=0,36 et 0,64
respectivement. Toutes les courbes pour le coefficient longitudinal
(figures 6.96 et 6.97) présentent un régime de diffusion pure suivi d’un
régime de superposition des effets. Pour 8=45°, suit une zone
d’interférence trés marquée, prolongée dans le cas eB=O,36 pour F'ep>10:3 par
une inflexion qui laisse espérer un régime hydrodynamique pur. Pour des
valeurs plus faibles de [’angle 8 (eB=0,36, 0=11,25°, 22,5° et 33,75%
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eB=0,64, 0=22,5° et 33,75°) au régime de superposition qui se maintient
pour des nombres de Péclet plus élevés, succéde un régime d’interférence
assez peu marqué. Pour les petites valeurs de l’angle 6 (eB=O,36, 0=6,4";
eB=0,64, 6=3° et 11,25°) on retrouve un régime net d’interférence suivi
éventuellement par un régime hydrodynamique pur (eB=O,36, 0=6,4°) voire par
une zone ol la diffusion moléculaire contribue d’une maniére importante au
mélange (eB=O,64, 9=3°).

En ce