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Résumé

Dans cette These, nous nous intéressons & la résolution exacte de problemes NP-difficiles sur les
graphes et les hypergraphes. Les probléemes que nous étudions regroupent dans un premier temps
des variantes du probleme classique du NOMBRE CHROMATIQUE. Les variantes de ce probléme se
distinguent par la difficulté introduite par les relations entre les classes de couleurs, ou la difficulté
de reconnaissance des classes de couleurs elles-mémes. Puis nous ferons le lien avec les problemes de
transversaux sur les hypergraphes. Plus particuliérement, il s’agira de s’intéresser & I’ENUMERATION
DE TRANSVERSAUX MINIMAUX dans un hypergraphe de rang borné. Outre la résolution exacte, nous
nous intéressons a la résolution & parametre fixe. Le probléeme de RACINE CARREE DE GRAPHE
est un probléme important en THEORIE DES GRAPHES. Nous proposons et montrons la solubilité
a parametre fixe de deux problemes d’optimisation reliés. Finalement, nous nous intéresserons a la
résolution de problemes de graphe, soit en lien avec les problemes de colorations, soit pour montrer
les performances possibles de différents algorithmes en fonction de I’espace mémoire disponible.

Dans cette These, nous aurons a coeur d’appliquer judicieusement la grande majorité des techniques
essentielles en ALCORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE. Principalement, nous appliquerons la
Programmation Dynamique ou le principe d’Inclusion-Fxclusion pour les problemes de coloration.
La technique de Programmation Dynamique se retrouvera pour d’autres probléemes de cette These,
aux cotés d’autres méthodes comme la technique de Branchement ou de Mesurer et Conquérir.

Mots-Clés.  Algorithmes Exacts Exponentiels, Algorithmes Paramétrés, Graphes, Hyper-
graphes, NP-difficiles, Colorations, Transversaux, Racines de Graphes, Programmation Dynamique,
Inclusion-Exclusion, Branchement, Mesurer et Conquérir

Abstract

In this Thesis, we are interested in the exact computation of NP-hard problems on graphs and
hypergraphs. Firstly, we study several variants of colorings. Those variants appear harder than
the famous CHROMATIC NUMBER problem, by adding difficulty in recognizing the color classes,
or more often by introducing various relationships between them. Then we link to problems of
transversals in hypergraphs. More precisely, we are interested in enumerating minimal transversals
in bounded ranked hypergraphs. Besides the exact computation, we are also interested in fixed-
parameter tractability. For this area, we study two optimization versions of the famous SQUARE
RooT oF GRAPHS problem. Finally, we will be interested in solving other problems of graphs
related to colorings, or in order to compare efficiencies of algorithms depending on the memory
space available.

In this Thesis, we will apply most of major techniques in designing exact exponential algorithms.
The main techniques we use are Dynamic Programming, Inclusion-FExclusion, Branching, or Measure
and Conquer.

Keywords . Exact Exponential Algorithms, Fixed-Parameter Algorithms, Graphs, Hypergraphs,
NP-hard, Colorings, Transversals, Hitting-Sets, Roots of Graphs, Dynamic Programming, Inclusion-
Exclusion, Branching, Measure and Conquer
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Présentation de la Thése

L’INFORMATIQUE est la science de l'information. D’un point de vue académique, ' INFORMATIQUE
est un domaine scientifique tres vaste qui regroupe un ensemble de disciplines tres variées. L’objectif
commun de ces disciplines est le traitement automatique de données par un ordinateur.

L’ INFORMATIQUE THEORIQUE est une discipline de 'INFORMATIQUE qui vise la résolution de méta-
problemes informatiques par un ordinateur. Un méta-probléme est un probléme informatique tres
général, qui, moyennant quelques variations, peut définir une tres grande famille d’autres problemes
informatiques. Un nombre extraordinairement grand de problémes informatiques peut donc étre
résolu en résolvant une combinaison particuliere de méta-problemes sur des jeux de données spé-
cifiques. Dans cette optique, les chercheurs ont formalisé des méta-problémes informatiques, et les
données sur lesquelles sont appliqués les méta-problémes peuvent étre représentées au sein de struc-
tures bien formalisées comme les graphes.

On identifie ensuite au sein de 'INFORMATIQUE THEORIQUE différents champs disciplinaires. Par
exemple, la THEORIE DES GRAPHES vise a exploiter les propriétés structurelles des données organi-
sées en graphes pour la résolution de problemes. Ce champ disciplinaire est en particulier a 'origine
de la caractérisation des graphes en classes de graphes. La THEORIE DES HYPERGRAPHES vise la
méme approche mais lorsque les données sont organisées en hypergraphes.

Ma these s’inscrit dans le champ disciplinaire de ’ALGORITHMIQUE. Ce champ disciplinaire de
I’'INFORMATIQUE THEORIQUE vise & fournir des méthodes de résolution de problémes informatiques,
méthodes que 'on appelle algorithmes. Un algorithme est une séquence particuliere d’instructions
trés élémentaires.

Grace aux résultats issus de la THEORIE DE LA COMPLEXITE, autre champ disciplinaire de
I'INFORMATIQUE THEORIQUE, on sait qu’il existe en informatique des problémes trés difficiles pour
un ordinateur. Typiquement, ce sont des problémes qui ne sont pas solvables dans un délai raison-
nable d’une vie humaine sitét que la taille des données grandit.

Pour ces problemes difficiles, il existe alors différentes approches de résolution, chacune débou-
chant sur une spécialité du champ disciplinaire qu’est ’ALGORITHMIQUE. Par exemple, pour
I’ALGORITHMIQUE D’ APPROXIMATION, l'objectif est d’obtenir la meilleure solution qui puisse étre
calculée en un temps raisonnable. La durée de calcul et la qualité garantie de la solution peuvent
alors se retrouver étroitement liées.



Pour ma part, ma thése s’inscrit dans les spécialités ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE
et ALGORITHMIQUE PARAMETREE de I’ALGORITHMIQUE, et s’appuie sur les résultats de THEORIE
DES GRAPHES, THEORIE DES HYPERGRAPHES et THEORIE DE LA COMPLEXITE. Les résultats
obtenus pourront par ailleurs avoir des conséquences dans les champs disciplinaires sur lesquels ils
s’appuient.

L’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE est une spécialité de ’ALGORITHMIQUE qui vise a
résoudre les problemes difficiles de P'INFORMATIQUE THEORIQUE de maniere exacte, c’est-a-dire
qu’on ne cherche non pas a sacrifier la qualité de la solution mais on cherche & obtenir la solution
optimale du probléme, quitte & imposer a l’ordinateur un temps de calcul extrémement grand pour
obtenir cette solution. L’objectif cependant est de réduire ce temps de calcul au minimum, nous
cherchons donc a fournir des méthodes qui soient les plus efficaces possibles, et on mesure la qualité
d’une méthode a son temps d’exécution asymptotique.

L’ALGORITHMIQUE PARAMETREE est une autre spécialité de I’ ALGORITHMIQUE qui vise les mémes
objectifs que ’ALCORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE. Cependant, I’objectif premier de cette
spécialité est d’identifier, de comprendre et d’extraire la nature méme de la difficulté du probléme
étudié. Une fois un parametre choisi, 'objectif est alors de fournir des méthodes de résolution les
plus efficaces possible mais qui dépendent le plus exclusivement possible de ce parameétre.

Ces deux spécialités sont essentielles, et suscitent chacune un grand intérét dans le monde de la
recherche.

Exemple. Pour que cette introduction générale soit la plus compréhensible pour tous les lecteurs,
je souhaiterais illustrer la portée de ma these & travers un exemple trés concret de la vie courante.
Admettons que je sois un ouvrier du batiment, et que je souhaite construire tout seul une réplique
exacte de la Tour Eiffel. En qualité d’ouvrier qui est sur le point de construire je suis comparable
a un ordinateur, je suis capable d’exécuter des opérations tres élémentaires, chacune d’une durée
égale et incompressible. Pour construire une Tour Eiffel, je vais exécuter dans un certain ordre une
séquence d’opérations tres élémentaires, telles que prendre un marteau, taper sur un clou, serrer
un boulon... La durée de construction de la Tour Eiffel va alors dépendre du nombre d’opérations
élémentaires que j’aurai a effectuer. Mon objectif est bien entendu de construire la Tour Eiffel le
plus rapidement possible, car ensuite, j’aimerais construire dans mon jardin une réplique exacte du
Tower Bridge. Convenons qu’il s’agit la d’un probléme tres difficile pour nous, il est tres probable
que cela soit impossible dans le temps imparti d’'une vie d’homme, méme si je disposais d’opérations
élémentaires plus complexes qui utiliseraient des engins de construction modernes. Je n’ai d’ailleurs
pas eu a commencer a construire pour le savoir, car ¢’est un ami qui m’avait prévenu que c’était
difficile, un ami qui connait la THEORIE DE LA COMPLEXITE. En discutant avec un collegue lui
aussi féru de construction, il m’apprend que grace aux méthodes fournies par I’ALGORITHMIQUE
D’APPROXIMATION, si je me donne une durée de construction de dix ans, je pourrai certainement
construire un édifice qui ressemble d’assez pres a une Tour Eiffel. Cependant, cet édifice ne sera
trés probablement jamais 1’édifice que je souhaite construire. Il m’informe également que si je me
donne cinqg ans, j’aurai probablement un édifice moins ressemblant, et si je me donne vingt ans de
construction, j’aurai quelque chose d’un peu plus ressemblant. Mes amis sont gentils, mais je suis
quelqu’un de tres tétu, et ma femme exige absolument que cet édifice soit la réplique exacte de la
Tour Eiffel. Mes amis sont en plus trés occupés, je ne peux pas leur demander un coup de main.
De toute facon, il faudrait qu’ils soient un million a m’aider pour réduire significativement le temps
de construction. Qu’a cela ne tienne, je vais commencer a construire, mon fils et les générations
suivantes prendront le relais. Cependant, je vais bien siir essayer de leur rendre la tache le plus
facile possible, je vais donc développer une méthode qui prenne le moins de temps possible. Ce sera
un résultat d’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE. Ayant commencé depuis un an, nous



10 Introduction

avons raison c’est vraiment un probléme tres difficile, il va me falloir encore un siécle ou deux de
construction. Cependant, a force de construire, je me rends compte de la vraie nature du probleme.
Je peux construire quelque chose de tres large et trés haut facilement, la vraie difficulté réside dans
le nombre de boulons a serrer, car il faut les serrer dans un certain ordre, et je ne sais pas dans quel
ordre les serrer. Si j’avais une dizaine de boulons, je pourrais éventuellement tous les tester dans
tous les ordres possibles, mais vu que la Tour Eiffel en possede quelques millions, c¢’est la nature de
la difficulté du probléme, voila un résultat d’ALGORITHMIQUE PARAMETREE.

Dans la spécialité d’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE ou ALGORITHMIQUE PARAME-
TREE, on peut se poser la question de I'utilité de tels travaux. La question est de savoir & quoi
ou comment pourront étre appliqués de tels résultats? Outre une meilleure compréhension des
problemes difficiles, avons-nous des applications concretes ?

Avant de répondre a cette question, j'aimerais mentionner une interrogation tres simple et pourtant
tres fondamentale dans notre discipline de 'INFORMATIQUE THEORIQUE, & savoir la frontiére entre
les problemes simples et les problemes difficiles. L’'Institut de Mathématiques Clay offre un million
de dollars & qui pourra statuer sur cette frontiere, la classe de complexité P est-elle la méme que
la classe NP, ou est-il tout simplement impossible d’y répondre? Cette question n’a pas trouvé
de réponse depuis les fondements de 'INFORMATIQUE. Si P = NP, alors une trés grande majorité
des résultats d’ALCORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE s’effondrent, car asymptotiquement nos
méthodes deviendraient trés mauvaises. Si P # NP, alors les résultats de notre spécialité auront lar-
gement gagné en solidité et en fondements. Finalement si on ne peut tout simplement pas répondre
a cette question, c’est-a-dire si ’on prouve que cette question est indécidable, alors on pourra poser
comme axiome que nos résultats sont solides, d’autant plus que certaines méthodes pour résoudre
des problemes faciles peuvent dans des cas pratiques se révéler moins efficaces que des méthodes
pour résoudre d’autres problemes difficiles. La tendance des chercheurs de notre discipline est de
penser qu’il est possible de démontrer que P # NP. En d’autres termes, il y aurait en informatique
une frontiere tangible entre les problemes faciles et les problemes difficiles. Cette tendance motive
I’existence et les résultats de nos spécialités ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE et ALGO-
RITHMIQUE PARAMETREE. Il y a donc une justification naturelle & obtenir des résultats tels que
présentés dans cette thése ne serait-ce que par 'existence de ces problemes difficiles.

En ce qui concerne 'utilité de I’étude des problémes d’INFORMATIQUE THEORIQUE, il faut remarquer
que ces problémes ont en majorité une justification d’application concrete et immédiate en biologie,
médecine, transports, fouille de données, informatique décisionnelle, intelligence artificielle... Méme
les problemes difficiles avaient bien souvent une application concréte bien avant que l’on statue de
sa complexité et qu’on juge ces problemes difficiles. Il est possible que certains problemes difficiles
apparaissent comme des variantes artificielles de problemes préexistants. Bien qu’ils puissent sembler
préfabriqués, leur existence et leur étude ne sont néanmoins pas injustifiées sitot qu’elles permettent
d’améliorer la compréhension, cerner les limites, la nature et 1’extension des problémes originels,
ainsi que de développer des méthodes de résolution.

Par ailleurs, les méthodes d’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE s’améliorent parallelement
au fait que les limites des ordinateurs sont sans cesse repoussées. De 1970 a 2010, la puissance
des ordinateurs communs a suivi les Lois de Moore. Par exemple, en 1990, un ordinateur muni
d’un processeur Intel 80486 cadencé a 50 MHz n’était pas capable en une seconde de calculer le
nombre chromatique d’un graphe quelconque a n = 20 sommets avec l'algorithme de Lawler en
temps O*(2.44"). Tandis qu’un ordinateur actuel avec un processeur mono-coeur cadencé & 3 GHz
est capable de calculer dans cette méme seconde le nombre chromatique d’un graphe avec plus de
n = 30 sommets griace a 'algorithme de Bjorkliind, Husfeldt et Koivisto qui s’exécute en temps
o*(2™).
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Bien que I'on observe un progres, la taille des données sur lesquelles on peut résoudre des problemes
difficiles reste toutefois tres petite. Les applications réelles concernent des graphes avec des centaines
de milliers de villes pour un réseau de transport, des milliards de sommets pour un réseau social,
5.10%?2 atomes pour un gramme de carbone 12 en chimie, ou 10%Y atomes dans I'univers. La portée des
méthodes d’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE reste cependant & relativiser avec ce qu’est
réellement capable de calculer un ordinateur moderne commun, qui n’est pas forcément capable de
résoudre un probléme facile sur des données de plus grande taille.

Par exemple, pour une application en temps réel cadencée a 25 images par seconde, et sans astuce
particuliéere, un ordinateur cadencé a 3 GHz ne peut pas déterminer une clique maximum d’un
graphe planaire de plus de n = 100 sommets. Dans cette classe de graphe, ce probleme est pourtant
facile, il est de décider si trois ou quatre sommets sont tous reliés entre eux. D’un autre c6té, un
supercalculateur actuel de type Tianhe-2 de l'université chinoise de technologie de défense, avec
une capacité de calcul de 33 PFlops (33.10' opérations & la seconde), est théoriquement capable
de résoudre en une seconde le probleme difficile de clique maximum de n’importe quel graphe de
moins de n = 200 sommets avec 1'algorithme de Robson qui s’exécute en temps O*(1.21").

La frontiere n’est donc pas si grande en ce qui concerne 'application des méthodes que ce soit pour
des problemes faciles ou difficiles. Les applications concrétes pour les problemes difficiles existent,
et il tient tout autant a notre spécialité de développer des méthodes toujours plus efficaces pour
résoudre ces problemes difficiles, qu’a la technologie de s’améliorer pour concevoir des ordinateurs
de demain toujours plus puissants. L’objet de ma thése est en définitive de construire des méthodes
les plus efficaces possible pour résoudre des problemes difficiles sur des données comme les graphes
ou les hypergraphes.

Résultats de la These

En 1971, Cook formule le théoréme qui porte son nom selon lequel le probleme SAT est NP-
complet [46]. La difficulté d’un probléme informatique vient d’étre inventée. Il y a des probléemes
décisionnels, auxquels on doit répondre par oui ou par non, pour lesquels il n’existe pas d’algo-
rithmes polynomiaux pour les résoudre. En 1972, Richard Karp s’apppuya sur ce résultat pour
établir la liste des célebres 21 probléemes NP-complets de Karp [121]. Deés lors, la liste des problemes
NP-complets s’allonge, la difficulté des problémes devient la THEORIE DE LA NP-COMPLETUDE au
sein de la THEORIE DE LA COMPLEXITE. En 1979, Garey et Johnson publient un livre qui introduit
cette théorie et deviendra une des plus grosses références en INFORMATIQUE THEORIQUE [94]. On
dit alors qu’un probleme est NP-difficile en particulier si sa version décisionnelle est NP-complet.
Les problemes NP-difficiles font depuis lors 'objet d’une étude intense. Cette théorie créé divers
champs disciplinaires, parmi lesquelles ’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE. En 1976, Law-
ler publie un des plus célebres algorithmes de programmation dynamique en ALGORITHMIQUE
EXACTE EXPONENTIELLE. Cet algorithme permet de calculer le nombre chromatique d’un graphe
en temps O*(2.44™) [136]. Ce résultat ne sera amélioré que bien des années plus tard en 2009 [20]. En
2003, Woeginger publie une étude et liste les meilleurs algorithmes exacts exponentiels connus pour
résoudre certains problemes NP-difficiles [188]. Dans cette étude, il mentionne une série de probléemes
ouverts qui suscite un engouement certain dans le monde de la recherche pour cette spécialité [54].
En 2010, Fomin et Kratsch compilent dans leur livre les grandes techniques algorithmiques connues
pour construire des algorithmes exacts exponentiels pour des problemes NP-difficiles [90].

L’étude des problémes NP-difficiles a également créé la spécialité de I’ ALGORITHMIQUE PARAME-
TREE. Cette spécialité voit son essor a partir de 1989. Cette discipline est jeune, mais elle suscite
depuis ses débuts beaucoup d’intéréts dans le monde de la recherche [65, 164, 165]. L’objectif de cette
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spécialité est de confiner dans un parametre ’explosion combinatoire d’un probleme NP-difficile.
Ainsi, pour résoudre un probleme NP-difficile, on cherche un algorithme de résolution a parametre
fixe, c’est-a-dire que le temps d’exécution exponentiel ne dépend que de ce parametre, & un facteur
polynomial en la taille de ’entrée pres. Cette spécialité améliore grandement notre compréhension
sur la nature des problemes étudiés.

Dans cette these, nous étudions différents problemes NP-difficiles sur les graphes ou les hypergraphes.
Au regard de I'intérét toujours plus croissant de ces spécialités, nous nous attacherons a résoudre de
maniere exacte ou & parametre fixe les problémes étudiés. Dans cette theése, nous établissons entre
autres les résultats suivants :

1. Nous étudions la résolution exacte de différentes variantes de problemes de coloration. Dans un
premier temps, nous construisons deux algorithmes de Programmation Dynamique Classique
pour calculer respectivement le NOMBRE GRUNDY et le NOMBRE GRUNDY PARTIEL d’un
graphe. Ces algorithmes s’exécutent en temps O*(2.44™) et O*(4™) avec espace exponentiel.

2. Nous construisons des algorithmes de Programmation Dynamique Arborescente pour les pro-
blémes de coloration du NOMBRE a-CHROMATIQUE et du NOMBRE HARMONIEUX CHROMA-
TIQUE ainsi que d’autres problemes reliés. En particulier, nous construisons pour ces pro-
blemes les premiers algorithmes de résolution single-epozentiel, respectivement en temps et
espace O*(2") et O*(8"™) pour les arbres et les graphes de genre borné.

3. Finalement, nous étendons l'application du principe d’Inclusion-Ezclusion a deux problemes
de coloration qui se présentent comme des variantes plus contraintes que le probléme du
NOMBRE CHROMATIQUE. Nous proposons deux algorithmes d’Inclusion-Ezclusion pour les
problemes du NOMBRE b-CHROMATIQUE et du NOMBRE CLIQUE-CHROMATIQUE, respective-
ment en temps O*(3") et O*(2").

4. Nous étudions le probléeme d’énumération des transversaux minimaux d’un hypergraphe de
rang k € N, communément appelé la version énumération du probléme k-HITTING SET. Nous
proposons un algorithme de Branchement pour ce probleme lorsque & = 3. Grace a une analyse
affinée qui utilise la méthode de Mesurer et Conquérir, nous montrons que notre algorithme
s’exécute en temps O*(1.6755").

5. Nous établissons des bornes inférieures pour des algorithmes d’énumération des transversaux
minimaux d'un hypergraphe de rang k& € Nx>2. Puis nous proposons des algorithmes de Bran-
chement pour le probleme de k-HITTING SET en temps O*(y}), oll 75 < 2 est une constante
qui dépend de k € N>3.

6. Finalement, nous étendons le champ d’application de la technique de Compression Iterative
a nos problemes de k-HITTING SET. La mise en commun des résultats montre que dans cette
These, nous proposons pour tout 3 < k < 6, un algorithme d’énumération des transversaux
d’un hypergraphe de rang k plus efficace que tous les algorithmes connus jusqu’a présent.

7. Nous étudions la résolution paramétrée du probléeme de graphe appelé RACINE CARREE.
Initialement, nous montrons qu’il y a un algorithme en temps polynomial pour décider si un
graphe de degré maximum A(G) < 6 admet une racine carrée, et la construit si elle existe.

8. Nous montrons que le probleme de décider si un graphe admet une racine carrée qui est un
arbre avec au plus £ € N adjonctions d’arétes est un probléme FPT de parameétre k. Pour se
faire, nous construisons un noyau généralisé quadratique pour ce probléme, c’est-a-dire que
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nous réduisons une instance du probléme originel & une instance de O(k?) sommets d’un autre
probleme plus général.

9. Finalement, nous montrons que le probleme de décider si un graphe admet une racine carrée
qui peut étre obtenue a partir de lui-méme par au plus k € N suppressions d’arétes est un
probleme FPT de parametre k. Nous construirons également un algorithme exact exponentiel
en temps O*(3m/ 3) pour calculer une racine carrée d’un graphe si elle existe.

10. Nous étudions une variante du probleme MOTIF DE GRAPHE, la version optimisation du
probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE. Nous montrons que sous I’hypothese de complexité
ETH, on ne peut pas construire d’algorithme sous-exponentiel pour résoudre ce probléme,
méme lorsqu’on se restreint aux arbres. En conséquence, nous proposons un algorithme balancé
par trois algorithmes différents et qui s’exécute en temps O*(1.5359™).

11. Nous proposons un algorithme de Branchement en temps O*(1.2721™) pour résoudre le pro-
bleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE sur les arbres. Nous montrerons que cet algorithme
est asymptotiquement plus efficace qu'un algorithme d’énumération optimal de toutes les so-
lutions minimales (en temps O*(3/3)).

12. Finalement, nous proposons deux algorithmes exacts pour le méme probléme mais dont la
contrainte d’espace mémoire disponible est différente. Pour le probleme de DOMINATION
ROMAINE FAIBLE, nous construisons deux algorithmes respectivement en temps O*(2") et
0*(2.23™) avec espace exponentiel et polynomial.

Chapitres de la These

Chapitre 1

Ce premier chapitre correspond aux préliminaires nécessaires a la lecture de cette these. Il introduit
les notions utilisées en THEORIE DES GRAPHES, et THEORIE DES HYPERGRAPHES, et des classes
de graphes connues. Il définit les notations, les mesures du temps d’exécution d’un algorithme.
Il introduit les différentes versions d’un probleme, et les classes de complexité des problemes. 11
introduit une premiere approche avec les techniques algorithmiques.

Chapitre 2

Calculer le nombre chromatique d’un graphe est un probléeme fondamental en informatique. Le
meilleur algorithme de résolution exacte était pendant longtemps un algorithme de Programmation
Dynamique en temps O*(2.44™), proposé par Lawler en 1976 [136]. En 2009, Bjorkliind, Husfeldt
et Koivisto ont montré comment appliquer le principe d’Inclusion-FExclusion et construire un algo-
rithme en temps O*(2") pour calculer le nombre chromatique d’un graphe [20].

Dans ce Chapitre, nous nous consacrons a 1’étude et a la résolution exacte de différents problémes
de coloration, chacun pouvant étre considéré comme une variante du probleme originel, le probléme
du NOMBRE CHROMATIQUE. Ces problemes se différencient par une contrainte supplémentaire qui
reflete des relations fortes entre les classes de couleurs, ou par une difficulté accrue d’identification
d’une classe de couleur potentielle.

L’Algorithme de Lawler de 1976 est un algorithme de Programmation Dynamique Classique. Nous
montrons dans les Sections 2.2 et 2.3 que cette technique peut étre appliquée respectivement aux
problemes du NOMBRE GRUNDY et du NOMBRE GRUNDY PARTIEL d’un graphe. Nos algorithmes
s’exécutent respectivement en temps O*(2.44™) et O*(4") avec espace O*(2") et O*(3").
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En Introduction de ce Chapitre, nous montrerons qu’il existe un algorithme de Programmation
Dynamique Arborescente pour le probleme du NOMBRE CHROMATIQUE. Cet algorithme s’exécute en
temps sous-exponentiel lorsqu’il est appliqué a un graphe planaire. Dans la Section 2.4, nous utilisons
cette méme technique de Programmation Dynamique Arborescente pour la résolution du probleme
du NOMBRE a-CHROMATIQUE d’un graphe. Notre algorithme calcule le nombre a-chromatique d’un
arbre en temps et espace O*(2"), ou d’un graphe de genre borné en temps et espace O*(8"). Notre
résultat constitue donc le premier algorithme en temps single-exponentiel pour ce probleme et sur
ces classes de graphe. Dans la Section 2.7, nous montrerons comment adapter notre algorithme, afin
d’obtenir des résultats similaires pour les probléemes du NOMBRE PSEUDO-a-CHROMATIQUE et du
NOMBRE CHROMATIQUE HARMONIEUX d’un graphe.

Nous nous attacherons a appliquer ou étendre le principe d’Inclusion- Exclusion a d’autres problemes
de coloration que ceux présentés par Bjorklind, Husfeldt et Koivisto en 2009 [20]. En Section 2.5,
nous montrons comment le probléeme du NOMBRE b-CHROMATIQUE d’un graphe peut étre résolu en
temps O*(3™) avec cette technique. La méthode utilisée s’appuie sur un algorithme utilisant le prin-
cipe d’Inclusion-Exclusion pour résoudre des problemes généralisés de PARTITIONS ETIQUETEES.
Finalement, nous montrons comment le probleme du NOMBRE CLIQUE-CHROMATIQUE peut étre
résolu en temps O*(2") également en utilisant ce principe d’Inclusion-Ezclusion. D un point de
vue de la THEORIE DE LA COMPLEXITE, ce probleme est pourtant le probléeme le plus difficile
rencontré dans cette theése, car il est Y b-difficile, puisque décider si une coloration est une clique-
coloration ne peut étre résolu en temps polynomial. Ce probleme de coloration peut étre vu comme
un probleme d’hypergraphes, car il s’agit pour le complément de chaque classe de couleur d’une
clique-coloration d’étre un transversal de I’hypergraphe des cliques maximales du graphe. Décider
la 2-clique-colorabilité d’un graphe constitue alors pour nous le lien avec le Chapitre qui suit, celui
de I’énumération des transversaux minimaux d’un hypergraphe de rang borné.

Une partie des résultats de ce Chapitre ont fait 'objet d’une publication en 2014 [42].

Chapitre 3

Les hypergraphes sont une généralisation naturelle des graphes. Un graphe est constitué d’arétes,
que 'on peut considérer comme des sous-ensembles de sommets. Les hypergraphes sont constitués
d’hyperarétes, et forment une famille de sous-ensembles de sommets. Le rang &k € N d’un hyper-
graphe représente la taille maximum d’une hyperaréte qui le compose. Puisque les arétes d’un graphe
sont des couples de sommets, les graphes sont donc exactement les hypergraphes de rang k = 2.
Dans ce Chapitre, nous étudions des algorithmes pour le probléme d’énumération des transversaux
minimaux dans des hypergraphes de rang k > 2 borné, appelé la version énumération du probléme
k-HITTING SET. Dans cette These, nous proposons des algorithmes qui sont plus efficaces que ceux
que nous avons publié en 2014 pour les problemes k-HITTING SET et cok-HITTING SET lorsque
3 < k <6 [42]. La Section 3.2 est consacrée a I’étude des propriétés des algorithmes de Branchement,
technique principalement utilisée tout au long de ce Chapitre, ainsi qu’a 'introduction des outils
que nous utiliserons pour nos analyses de temps d’exécution.

En Introduction de ce Chapitre, Sous-Section 3.1.2, nous proposons une borne inférieure sur le
temps d’exécution d’un algorithme pour la version énumération du probleme k-HITTING SET. Puis
dans la Section 3.3, nous construisons un algorithme en temps O*(1.6755") pour I’énumération
des transversaux minimaux d’un hypergraphe de rang k = 3. Cet algorithme est un algorithme de
Branchement, et nous utilisons la méthode Mesurer et Conqguérir pour affiner I’analyse de son temps
d’exécution. Ces deux techniques avaient été utilisées par Walstrom pour la version optimisation du
probléme 3-HITTING SET en 2004 [186].

Dans la Section 3.4, nous améliorons les algorithmes publiés en 2014 pour le probleme k-HITTING
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SET. Nous qualifions nos algorithmes de généralisation a deux hyperarétes des algorithmes publiés
en 2014, car notre technique de Branchement est intrinsequement reliée a celle que nous avions déja
mise en ceuvre auparavant. Pour k = 6, notre algorithme d’énumération est plus efficace que celui
utilisé jusqu’a présent pour la version optimisation du probléme 6-HITTING SET.

Finalement, en Section 3.5, nous montrons comment la technique de Compression Iterative, tech-
nique principalement utilisée pour la résolution paramétrée des problémes, peut étre utilisée pour
notre probleme. Cette technique avait déja été appliquée pour les versions optimisation et dénom-
brement du probleme k-HITTING SET, nous la mettons ici en ceuvre pour sa version énumération.
Les résultats obtenus en Section 3.3 pour k£ = 3 nous permettent, aprés l'algorithme proposé en
Section 3.4, d’améliorer encore le temps d’exécution d’un algorithme pour I’énumération des trans-
versaux minimaux dans un hypergraphe de rang k = 4.

Tous les résultats de ce Chapitre sont résumés dans la Table 3.2 de la Conclusion.

Chapitre 4

Le carré d’un graphe est obtenu en reliant tous les sommets ayant un voisin commun. Etant donné
un graphe G, on appelle racine carrée de GG un graphe H tel que G est le carré de H. Déterminer
I’existence, une ou plusieurs racines carrées d’un graphe est un probléeme difficile. Cette notion a
été définie par la THEORIE DES GRAPHES, et constitue un probléme a fort caractere structurel.
Dans ce Chapitre, nous étudions des algorithmes paramétrés pour déterminer si elle existe une
racine carrée d’un graphe. En premier lieu, nous construisons en Section 4.3 pour les graphes de
degré maximum A(G) < 6, un algorithme polynomial pour le probléeme de RACINE CARREE. Les
résultats de cette Section s’appuyent sur les propriétés structurelles reliées au probleme étudié que
nous étayons en Section 4.2.

Dans la Section 4.4, nous montrons que le probléeme de décider si une racine carrée d’'un graphe
peut étre obtenue a partir d’un arbre avec au plus k € N adjonctions d’arétes est un probleme FPT
de parametre k. Ce probleme est appelé RACINE CARREE MINIMUM. Notre preuve s’appuye sur
la réduction de I'instance du probléme a une instance d’un probleme plus général, ou les arétes du
graphe sont étiquetées. Nous montrerons que la taille de notre noyau généralisé, ou encore appelé
binoyau, est quadratique en k.

Finalement, dans la Section 4.5, nous montrons que le probléme de décider si une racine carrée
d’un graphe peut étre obtenue a partir de lui-méme et par au plus k € N suppressions d’arétes est
un probléme FPT de parametre k. Ce probléme est appelé RACINE CARREE MAXIMUM, et nous
proposons un algorithme en temps O* (3m/ 3) pour résoudre de maniére exacte ce probléme.

Les résultats présentés dans ce Chapitre ont été publiés en 2013, et constituent les premiers résultats
d’ALGORITHMIQUE PARAMETREE pour le probléeme de RACINE CARREE de graphes [41].

Chapitre 5

Dans ce Chapitre, nous construisons des algorithmes exacts exponentiels pour résoudre différents
problemes de graphes. Les algorithmes proposés jusqu’a présent utilisent un espace soit exponentiel
s’il s’agit de Programmation Dynamique Classique ou d’utiliser le principe d’Inclusion-Ezclusion,
soit polynomial s’il s’agit d’une technique de Branchement. Dans ce Chapitre, un de nos fils conduc-
teurs est de proposer des alternatives a nos algorithmes selon les contraintes d’environnement au
sein duquel les problémes sont étudiés.

En premiere partie, Section 5.2, nous étudions le probleme d’ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE, et
nous serons contraints par une forte propriété de complexité. En effet nous montrerons en Sous-
Section 5.2.2 qu’il n’y a pas, sous une forte hypothese de complexité, d’algorithme de résolution en
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temps sous-exponentiel méme lorsqu’on se restreint aux arbres. De ce résultat, nous construisons
en Sous-Section 5.2.3 trois alternatives de résolution différentes. Nous balancerons alors nos algo-
rithmes, pour construire un algorithme exact exponentiel pour ce probléeme en temps O*(1.5359™).
Dans la Section 5.3, nous étudierons également le probléme d’ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE,
mais nous nous restreindrons au seul cas des arbres. Pour cette classe de graphes, nous construirons
un algorithme d’énumération de toutes les solutions minimales a ce probleme. En montrant un
résultat combinatoire, nous montrerons que le temps d’exécution de O*(3”/ 3) de cet algorithme est
optimal. Ce temps d’exécution constituera alors un challenge pour résoudre la version optimisation
du probléme, que nous reléverons en construisant en Section 5.3.3 un algorithme de Branchement
en temps O*(1.2721").

Finalement, dans la Section 5.4, nous proposerons deux alternatives pour résoudre un méme pro-
bleme, le probleme de DOMINATION ROMAINE FAIBLE, qui different selon la contrainte d’espace
mémoire utilisée. Lorsque l'espace mémoire utilisé est polynomial au regard du nombre de som-
mets du graphe, nous proposons un algorithme en temps O*(2.23") pour résoudre ce probléeme. Si
I'on dispose d'un espace mémoire exponentiel, nous proposons un algorithme en temps O*(2") en
utilisant une étape de Pré-traitement qui utilise la Programmation Dynamique Classique.

Les résultats présentés dans ce Chapitre ont fait I’objet d’une publication en 2013 [33] et d’un article
accepté pour prochaine publication.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre présente les définitions et les notations utilisées tout au long de cette these. Pour
apporter de la clarté dans la lecture, les termes que nous utilisons pour la premiere fois apparaitront
sous la forme définition. Les termes que nous utilisons pour la premiére fois et qui revétent une
importance supérieure apparaitront sous la forme définition.

Nous supposons que le lecteur possede les prérequis de MATHEMATIQUES DISCRETES. Nous nous
référons au livre Introduction to Algorithms de Cormen, Leiserson, Rivest et Stein pour toute notion
complémentaire d’ALGORITHMIQUE [141], et nous nous référons au livre de Fomin et Kratsch pour
des détails plus fournis sur les techniques d’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE [90].

Le lecteur est supposé familier avec la THEORIE DE LA COMPLEXITE. Nous nous référons au livre de
Garey et Johnson [94] et au livre Arora et Barak [11] pour des explications plus détaillées concernant
les classes de complexité des problemes informatiques.

Le lecteur est également supposé familier avec les notions principales de THEORIE DES GRAPHES.
Nous nous référons au livre de Diestel pour toute nécessité complémentaire sur les graphes [59].
Nous nous référons au livre Hypergraphs : combinatorics of finite sets de Claude Berge pour toute
terminologie supplémentaire relative aux hypergraphes [17].

Dans cette these, nous analysons les algorithmes uniquement dans le modele de calcul pourvu d’une
machine RAM a processeur unique. Les graphes que nous considérons sont uniquement les graphes
finis, non orientés, sans boucles et sans arétes multiples.
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1.1 Symboles et Notations

On note @) 'ensemble vide, N I’ensemble des entiers naturels, et R I’ensemble des nombres réels. Pour
un ensemble de nombres X, et lorsque cela a du sens, on notera Xop, . le sous-ensemble de X formé
par les nombres x € X satisfaisant x op ¢, pour un opérateur de comparaison op € {<, >, <, >, #}.
On notera de plus X*, Xy et X7 les ensembles respectifs Ao, X>g et Xso.

Soit X un ensemble dénombrable d’objets et de cardinalité n € N. Pour deux entiers ¢ < b € N, on
note {a,...,b} 'ensemble des entiers naturels compris entre a et b, donc supérieurs ou égal a a et
inférieurs ou égal a b. Et si de plus b < n, on note {z,,...,25} C X le sous-ensemble de X formé
par les objets dont les indices sont compris entre a et b.

Pour n € N*, on note &,, ’ensemble des permutations 7w de ’ensemble d’entiers naturels {1,...,n}.
Soient A et B deux ensembles. On note A C B si A est inclus ou égal & B. On note A C B si
A est strictement inclus dans B. On note AU B ou A + B l'union de A et B. On note AN B
leur intersection, on note A\B ou A — B la différence de A par B, et on note AAB la différence
symétrique de A et B. De plus, on note A x B le produit cartésien de A par B.

Soient U un univers, et A C U un sous-ensemble de I'univers. Usuellement, on note 2U Vensemble
des parties de U, qui est la famille de tous les sous-ensembles de . En particulier, A CU < A € 24,
On note |A| la cardinalité de A, aussi appelée la taille de A, et on note A le complémentaire de A
dans U, c’est-a-dire AUA=U et ANA = 0.

Soient U un univers, A C U et F C 2¥ une famille de sous-ensembles de U. On dit que A est
mazimal dans F si pour tout sous-ensemble B C A, AUB ¢ F. De méme, on dit que A est minimal
dans F si pour tout sous-ensemble B C A, B ¢ F. On dit que A est mazimum dans F si pour tout
sous-ensemble B € F, on a |A| > |B|. De méme, on dit que A est minimum dans F si pour tout
sous-ensemble B € F, on a |A| < |B|. Dans la suite de la theése, nous utiliserons fréquemment ces
notions de maniere implicite. La famille F sera induise par une propriété sur les sous-ensembles de
I'univers U.

Soit U un univers, et soit F C 2Y une famille de sous-ensembles de Y. On note F 1 la cloture
descendante de F, et Fy la cloture ascendante de F, qui sont définies comme suit : F| = {X CU :
dYeF, XC Yiet i, ={XCU : Y e€F, Y C X} Cesfamilles sont donc composées
respectivement de tous les sous-ensembles et super-ensembles des objets appartenant a JF.

Une couverture d’un univers U est une famille F* C 2Y de sous-ensembles de U qui satisfait
Uxer< X = U. Une partition de U est une couverture F* de U avec la propriété que les sous-
ensembles qui appartiennent a F* soient tous deux a deux disjoints. Formellement, une partition
F* est une couverture qui satisfait en plusV X #2Y € F* : X NY = (). On dit respectivement de
plus que F* C 2Y est une couverture ou une partition de I'univers U par une famille F C 24 si F*
est une couverture ou une partition de U et si de plus F* est une sous-famille de F.

Soient U un univers et F* une partition de . Si F* = {Xy,..., Xi} partage U en k € N* sous-
ensembles, on dira que F* est une k-partition de /. Dans un tel cas, on appelle coloration la fonction
¢ :V — {1,...,k} qui attribue & chaque objet de I'univers un sous-ensemble dans F*, donc qui
satisfait V1 <i < ¢, Vo € X; : ¢(z) =i. Les sous-ensembles X; 1<;<i de I'univers sont appelés les
classes de couleurs de la k-coloration ¢. En pratique, nous appellerons sans distinction k-coloration
ou k-partition tant F* que ¢.

Deux k-couvertures ou k-partitions {Xi,..., X} et {Y1,...,Ys} de U sont dites distinctes, si pour
toute permutation w € Sy, {Xﬂ(l), oo ,Xﬁ(k)} #{Y1,..., Y%}
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1.2 Problemes et Complexité

1.2.1 Problemes et Algorithmes

En INFORMATIQUE THEORIQUE, un probléme informatique prend la forme de deux composantes.
La premiere composante, appelée 1’entrée du probleme, concerne le jeu de données sur lequel on
souhaite résoudre le probleme. L’entrée représente donc ’ensemble des parametres et des variables
déja initialisées avant le début de résolution du probleme. La deuxiéme composante, que I'on appelle
sortie, concerne la formulation du probléme. C’est une question posée en rapport avec les parametres
de l'entrée, ou seule la représentation des données est importante, il doit étre fait abstraction de
leurs valeurs.

Il peut exister différentes versions d’'un méme probléme informatique. Une version d’un probléeme
se distingue dans sa formulation par I'objectif & atteindre dans la résolution. Les versions les plus
classiques que nous pouvons rencontrer sont les versions de décision, d’existence, d’optimisation, de
dénombrement ou d’énumération. Pour la version de décision, ’objectif du probléeme est toujours
de répondre par oui ou par mon, a savoir décider pour ’entrée considérée si le probleme admet
une solution. Pour la version d’existence, 'objectif est de déterminer une solution au probleme,
en particulier parmi toutes celles qu’admet ’entrée du probleme. Pour la version d’optimisation,
I’objectif de résolution est de déterminer une des meilleures solutions possibles qu’admet ’entrée.
Pour la version de dénombrement, I’objectif est de déterminer le nombre de solutions au probléme
qu’admet 'entrée du probleme. Finalement, la version d’énumération précise que l'objectif est de
fournir une liste de toutes les solutions du probléme qu’admet ’entrée.

Dans cette Theése, nous représenterons un probléme sous la forme suivante :

NOM DU PROBLEME

VERSION . VERSION DU PROBLEME

Entrée : Jeu de données, parametres, variables
Sortie : Formulation du probléme

On appelle résoudre un probléme le fait de répondre a la question posée par le probleme en tenant
compte des parametres de 'entrée. Sous cette forme et dans la pratique, nous ne présenterons
qu’une seule version du probléeme si la description des autres versions ne génere par d’ambiguité.
Il est intéressant a ce stade d’observer les relations qui régissent les versions d’un méme probleme.
En particulier, résoudre une version d’un probléme permet de résoudre, dans l'ordre présenté, les
versions précédentes de ce probleme.

Une notion importante pour la suite est la notion de taille de ’entrée. L’entrée d’un probléme
informatique représente un jeu de données avec une structure particuliere, qui typiquement peut
étre représenté par un ensemble d’objets informatiques tres élémentaires. La taille de ’entrée est
alors le nombre d’objets élémentaires nécessaires, ou a considérer, pour représenter le jeu de données.
Dans cette These, nous considérons comme objets élémentaires uniquement les objets informatiques
qui peuvent étre représentés sous la forme d’un entier relatif. Par exemple, lorsque les données sont
organisées en graphes, ’entrée est constituée de n sommets et m arétes, la taille de ’entrée est ici
n + m, mais on peut considérer uniquement n sommets comme taille de ’entrée.

Pour un probleme informatique, un algorithme est une méthode de résolution, essentiellement des-
tinée a étre utilisée par un ordinateur. Un algorithme est composé d’opérations tres élémentaires,
compréhensibles et exécutables en temps constant par un ordinateur, que I'on appelle simplement
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opérations ou encore instructions. A I'instar de la formulation du probléme, c’est la représentation
des données du probleme qui est importante. Un algorithme est une méthode qui doit pouvoir étre
appliquée pour résoudre le probléme quelque soit la valeur du jeu de données en entrée.

1l existe différentes manieres d’évaluer la qualité d’un algorithme, comme ’analyse en temps moyen
ou amorti, et il existe différentes manieres d’exprimer son temps d’exécution, en fonction par exemple
de la sortie, mais que nous n’aborderons pas. En ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE et
ALGORITHMIQUE PARAMETREE, nous effectuons une analyse au pire des cas. Nous mesurons la
qualité d’un algorithme par le nombre d’opérations au pire des cas que doit effectuer un ordinateur
pour résoudre le probleme, étant considéré toutes les valeurs que peut prendre le jeu de données
de D'entrée. Ce nombre d’opérations est appelé temps d’exécution de l'algorithme, et afin d’étre
comparé, se doit d’étre exprimé en fonction des parametres du probleme. Dans cette These, nous
nous attacherons donc uniquement & exprimer le temps d’exécution d’un algorithme en fonction de
la taille de I’entrée du probleme, selon certaines contraintes d’espace mémoire disponible.

Soient un jeu de données de taille n € N, un probléme informatique sur cette entrée, et f: N — R4
une fonction sur les entiers naturels. Nous utilisons les notations habitutelles o, O, 2, ©, et O*
pour exprimer le temps d’exécution 7'(n) : N — R d’un algorithme pour résoudre le probleme. Ces
notations définissent des bornes asymptotiques des temps d’exécution, et sont satisfaites pour tout
n > ng, pour un certain rang ng € N*.

o T'(n) =o(f(n)) siV ce Ry, il existe un rang n. > ng tel que ¥ n > n., on a T'(n) < c- f(n)

o T(n) = O(f(n)) s'il existe une constante ¢ € R%_ telle que T'(n) < ¢ f(n)
o T(n) =Q(f(n)) s’il existe une constante ¢ € R*_ telle que T'(n) > ¢ - f(n)
o T'(n) = O(f(n)) s'il existe deux constantes ci,cz € R telle que ¢; - f(n) <T(n) <co- f(n)

o T(n) = O*(f(n)) sl existe une constante c € R% telle que T'(n) = O(n®- f(n))

L’efficacité d’un algorithme regroupe plusieurs notions en informatique. Nous dirons dans cette
These qu'un algorithme est plus efficace qu’un autre si, pour résoudre le méme probléme et dans les
mémes contraintes d’espace mémoire, son temps d’exécution T;(n) est asymptotiquement inférieur
au temps d’exécution Th(n) de lautre, c’est-a-dire si T1(n) = o(Ta2(n)).

1.2.2 Complexité Algorithmique

La THEORIE DE LA COMPLEXITE est un champ disciplinaire de 'INFORMATIQUE THEORIQUE
qui évalue la difficulté des problemes informatiques, le niveau de difficulté pour un ordinateur
d’obtenir une solution a un probléme, et permet d’obtenir une classification des problemes selon
leur complexité. Cette classification est effectuée sous le modele de calcul des machines de Turing,
dont la capacité de calcul est assez similaire au modele RAM que nous utilisons pour analyser
le temps d’exécution de nos algorithmes. Chacun de ces modeles dispose a peu de choses pres de
la méme capacité de calcul que nos ordinateurs modernes. Pour cette Sous-Section et sans autre
précision, I'’ensemble des entrées possibles pour un probléme P est noté Zp, et une entrée z € Zp
d’un probleme P considéré est toujours de taille n.

Classe P. Un probleme de décision P appartient a la classe P, si ce probleme peut étre résolu en
temps polynomial O(n¢), avec ¢ € R>1, par une machine de Turing déterministe. &
Classe NP. Un probleme de décision P appartient a la classe NP, si ce probleme peut étre résolu
en temps polynomial par une machine de Turing non-déterministe. Une définition équivalente est
qu’un probleme décisionnel est dans NP, si vérifier la validité d’une solution de P est un probleme
de la classe P. &
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Classe coNP. Un probléme de décision est dans la classe coNP, si vérifier qu'un contre-exemple
au probleme P n’est effectivement pas une solution de P est un probleme de la classe P. &

Par ces définitions, les relations P C NP et P C colNP sont immédiates, tandis que la relation
NP C P constitue une question ouverte, un des problemes du prix du millénaire de I'Institut de
mathématiques Clay. Les scientifiques s’accordent a dire que P # NP. La relation NP = coNP
est une question ouverte, et si comme les scientifiques le pensent NP # coNP, alors on aurait P
# NP.

Soient A et B deux problémes de décision, et soient Z 4 et Zg ’ensemble des entrées respectives de
ces probléemes. On dit que A est réductible en temps polynomial a B, noté A <, B, s’il existe une
Réduction polynomiale f : T4 — Zpg calculable en temps polynomial, telle que 'entrée de x € T4
admet une solution pour le probleme A si et seulement si f(x) € Zp admet une solution pour le
probléme B. Dans un cas pratique, on peut dire que A est réductible en B si I'on peut résoudre
le probleme A sur une entrée a € Z4 de taille n,, par un nombre polynomial de résolutions du
probléeme B sur des entrées b € I de taille n, = O(n), pour une certaine constante ¢ € R>1.

Soit C une classe de complexité. On dit qu’un probleme P est C-difficile si pour tout probleme C €
C,onaC <, P.Sideplus P € C, on dit que P est C-complet. La classe des problemes C-complets
constitue une relation d’équivalence par la relation de réduction polynomiale. Ainsi pour montrer
qu’un probléme P est C-difficile dans un cas pratique, il suffira grace a la transitivité de la réduction
polynomiale, de montrer qu’il existe un probleme C qui soit C-complet et qui satisfasse C <, P.
Pour montrer que P est C-complet, il suffira de montrer en plus que P € C.

Pour un probléme P € C, on définit le probléme opposé P de P, qui consiste & retourner pour toute
entrée © € Zp le booléen opposé a ce que retourne le probleme P pour cette entrée. Nous pouvons
de cette fagon généraliser la classe coNP a d’autres classes de complexité coC, ou coC est la classe
composée des problemes opposés de tous les problemes de la classe C.

Les notions de C-complétude et C-difficulté construisent de nombreuses classes de complexité. En
particulier, si la classe C peut ne concerner que des problémes de décision, la C-difficulté est une
notion qui s’étend a toutes les versions des problemes. Pour le cas de la classe NP, Cook a montré
que quelque soit le probleme P € NP, P <, SAT, ainsi que SAT <, 3-SAT [46]. La classe
NPC des problemes NP-complets n’est par conséquent pas vide, puisque SAT € NPC et 3-SAT €
NPC. Plus tard, Karp publia en 1972 la célebre liste des 21 problemes NP-complets de Karp [121].
Aujourd’hui, il existe une trés longue liste de problémes NP-complets et NP-difficiles [94]. Au-dela
des classes ci-dessus, il existe d’autres classes de complexité des problemes informatiques.

Classe FP. Cette classe est 'extension naturelle de la classe P a toutes les versions des pro-
blemes informatiques. En effet, un probleme P est dans la classe FP s’il peut étre résolu en temps
polynomial par une machine de Turing déterministe. &
Classe #P. Un probleme de dénombrement P appartient a la classe #P, s’il existe pour une
machine de Turing non-déterministe, un algorithme qui détermine pour toute entrée z € Zp
le nombre de solutions distinctes du probleme P qu’admet x, et dont le temps d’exécution est
polynomial en la taille de I'entrée. &

En THEORIE DE LA COMPLEXITE, la notion d’oracle est une notion importante. Un oracle de
Turing représente une machine virtuelle, qui est capable de résoudre des problémes décisionnels
d’une certaine complexité en temps constant. Pour deux classes de complexité A et B, on définit
la classe de complexité AB par I'ensemble des problémes décisionnels qui peuvent étre résolus par
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une machine de Turing en temps polynomial, & I'aide d’un oracle résolvant en temps constant des
problemes B-complets. Cette notion permet de construire par récurrence des classes de problemes
que nous pourrons rencontrer dans cette These.

Classes A. On définit la classe de complexité AL = P, puis on définit pour tout i € N*, la classe

AP = PX:. Nous pouvons constater que AY = P, et que A) = PNP, *
Classes Y. On définit la classe de complexité P = P, puis on définit pour tout i € N*, la classe
Z?H — NPX:. Nous pouvons constater que Y7 = NP, et que > 5 = NPNP, &
Classes II. On définit la classe de complexité I15 = P, puis on définit pour tout i € N*, la classe
I’ 1= co) ? 1 1- Nous pouvons constater que 11} = coNP. &

Les classes suivantes sont reliées au temps d’exécution espéré pour ’ALGORITHMIQUE EXACTE
EXPONENTIELLE, en particulier pour la résolution de problemes NP-difficiles.

Classe EXP. Cette classe regroupe ’ensemble des problemes décisionnels qui peuvent étre résolus
par une machine de Turing déterministe en temps O(2"), pour une certaine constante ¢ € R,. &
Classe NEXP. Cette classe est la version non-déterministe de la classe EXP. A savoir un probléme
décisionnel P appartient a la classe NEXP s’il peut étre résolu par une machine de Turing non-
déterministe en temps O(2™"), pour une certaine constante ¢ € R. »
Classe SUBEXP. La classe SUBEXP regroupe les problémes qui peuvent étre résolus par une
machine de Turing déterministe en temps O(2°0). &
Par construction, ces classes satisfont les relations P C NP C EXP C NEXP.

Les classes suivantes sont reliées & I’ALGORITHMIQUE PARAMETREE.

Classe FPT. La classe FPT rassemble les problemes décisionnels P, pour un certain parameétre
t, sont solubles en temps O*(f(¢)), pour une certaine fonction f arbitraire. &
Classe XP. La classe XP rassemble les problemes décisionnels P qui, pour un certain parametre
t, sont solubles en temps O(nf (t)), pour une certaine fonction f arbitraire. &
Les classes de complexité W|[i] regroupent des problémes que nous ne décrivons pas ici mais qui
ont un intérét pour PALGORITHMIQUE PARAMETREE. En particulier, ces classes de complexité
vérifient les relations FPT C WJ1] C ... € W[i] € W[i + 1]. De plus, si FPT = W[1], alors
NP C SUBEXP. De fait, il est trés probable que les inclusions de ces relations soient strictes, et
qu’aucun probléme W[i]-complet ne soit FPT.

La THEORIE DE LA COMPLEXITE est par nature reliée & la THEORIE DES LANGAGES.

La Logique Monadique du Second Ordre, notée MSOL, est un systéme logique qui permet d’exprimer
des propriétés de graphes. Nous référons au livre de Courcelle et Engelfriet pour une introduction a
ce systéme [50]. Un des résultats les plus puissants en ALGORITHMIQUE PARAMETREE concernant
MSOL est que tout probleme de graphe qui peut étre exprimé dans cette logique est FPT lorsque
le parameétre est la largeur arborescente du graphe [48]. La logique MSOL est une restriction de
la logique du second ordre. En 1974, Fagin a montré que les problémes de la classe NP sont les
problemes décisionnels qui correspondent a une propriété de graphe qui peut étre exprimée en
Logique Existentielle du Second Ordre, notée ESO [74].

Classe SNP. En THEORIE DE LA COMPLEXITE, la classe SNP C NP regroupe les problémes qui
correspondent a une propriété de graphe qui peut étre exprimée uniquement avec des quantificateurs
universels (V) sur les sommets. En particulier, pour tout k € N>3, k-SAT € SNP. &
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Cette These s’inscrit dans les spécialités ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE et ALGO-
RITHMIQUE PARAMETREE de ’ALGORITHMIQUE. Nous nous attachons & fournir des algorithmes
de résolution pour des problémes dits difficiles, c’est-a-dire des problémes qui ne sont pas dans la
classe FP. Plus particulierement, les problemes que nous étudions sont des problemes de graphes
ou d’hypergraphes. Ces objets théoriques, introduits respectivement dans les Sections 1.3 et 1.4, ca-
ractérisent la structure de I’entrée d’un probleme étudié, et permettent de modéliser un tres grand
nombre d’objets relationnels tant réels que virtuels que nous connaissons. A l’opposé des problémes
difficiles, on appelle problemes faciles ou polynomiaux les problemes de la classe FP. Au regard
de la complexité d’un probléme difficile, et sous conditions d’espace mémoire disponible, nous nous
intéressons a fournir les meilleurs algorithmes exacts exponentiels pour résoudre ce probleme. Nous
nous intéressons de plus, pour les problemes décisionnels difficiles, a décider pour un parametre ¢
fixé, si le probléme est soluble a parametre fixe, c’est-a-dire appartient a la classe FPT.

Certains résultats de la THEORIE DE LA COMPLEXITE sont prouvés, alors que d’autres sont & I’heure
actuelle des hypotheéses de travail pour 'INFORMATIQUE THEORIQUE. Tout comme la majorité des
travaux de ’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE et ALGORITHMIQUE PARAMETREE, cette
These n’échappe pas a ce principe. Certains résultats de cette These ne sont valables que tant que
certaines hypotheéses de la THEORIE DE LA COMPLEXITE ne sont pas invalidées. Si dans le futur ces
hypotheses venaient a trouver une preuve, ou a étre transformées en axiome, les résultats de cette
These seraient confortés. A I'inverse, si ces hypotheéses de travail se révélaient étre fausses, beaucoup
des algorithmes dans cette These deviendraient obsolétes. Bien entendu, ce sont des hypotheses fon-
damentales et historiques de 'INFORMATIQUE THEORIQUE. Nous résumons ici certaines hypotheses
sur lesquelles nous travaillons dans cette These.

o P # NP : Tout probleme NP-difficile ne peut étre résolu en temps polynomial.

o ETH, Exponential Time Hypothesis : 3-SAT ¢ SUBEXP.

o SNP # SUBEXP : Conséquence de ETH, car 3-SAT € SNP.

o SETH, Strong Exponential Time Hypothesis : ¥V € < 1, SAT ne peut étre résolu en temps
O*(27).

o Vie N : FPT # WI[i] # W[i+1].

1.3 Notions de Graphes

1.3.1 Fondamentaux de Graphes

Soit G un graphe. Nous dénotons par Vi son ensemble de sommets et par Eg C Vg x Vg son ensemble
d’arétes. On note donc G = (Vg, Eg), ou plus simplement G = (V, E)!. En régle générale, on note
respectivement n(G) et m(G), ou plus simplement n et m !, les tailles respectives des ensembles Vg
et Fg. Pour une aréte e € Eg, on note e = {z,y} lorsque cette aréte relie deux sommets x,y € V.
On dit que x et y sont les extrémités de ’aréte e, et on pourra noter z € e et y € e. De plus, si I'aréte
e relie z a y, on dit que = et y sont adjacents, ou encore que x et y sont voisins. Dans ce cas encore,
on dit que 'aréte e est incidente au sommet x, et par symétrie que e est incidente au sommet y.
De plus, on dit que deux arétes e1, es € Fg sont incidentes si elles partagent une extrémité.

Pour un sommet x € Vg, on note Ng(x), ou N(z) !, son voisinage ouvert constitué de ’ensemble de
ses voisins. On note Ng[z], ou N[z]!, son voisinage voisinage fermé défini par Nglx] = Ng(x)U{z}.
De maniere similaire, pour un sous-ensemble de sommets X C Vi, on note respectivement Ng(X)

1. Cette notation pourra étre utilisée lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le graphe G.
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et Ng[X], ou plus simplement N(X) et N[X]!, les voisinages ouverts et fermés de X, ott Ng(X) =
UzexNg(.%') — X, et Ng[X] = N(;<X) uUX.

On appelle degré d'un sommet = € Vg, noté degg(x) ou plus simplement deg(z)?!, le nombre de
ses voisins, soit donc degg(z) = |Ng(z)|. On note respectivement §(G) et A(G) les degrés mini-
mum et maximum du graphe G, qui correspondent au plus petit et plus grand degré de ses sommets.

Un graphe H = (V, Efy) est un sous-graphe de G si Vip C Vg et Ep C Eg. Pour un sous-ensemble
de sommets U C Vi, on note G[U] le sous-graphe induit de G par U, composé des sommets de U et de
toutes les arétes qui relient les sommets de U. On dit aussi que U induit le sous-graphe G[U] dans G.
Le sous-graphe induit G[U] est donc défini formellement par G[U]| = (U, {{z,y} € Eq : x,y € U}).
On dit en conséquence que le graphe H est un sous-graphe induit de G si H est un sous-graphe de
G et si H = G[Vy]. De maniére similaire, pour un sous-ensemble de sommets U C Vi, on construit
G — U le graphe obtenu a partir de G en supprimant tous les sommets dans U. Si U = {u},
nous pourrons écrire plus simplement G — u. Le graphe G — U est donc défini formellement par
G-U=Ve—-U{{z,y} € Eqg : xz,ycU}).

Une séquence P = {z1,...,xp}, p > 1, est un chemin dans G si tous les éléments de la séquence
sont des sommets distincts de G, et si tous les sommets sont reliés deux a deux dans 'ordre de la
séquence. Soit donc formellement P est un chemin dans G si pour tout 1 <i < j <p : x; # x;, si
pour tout 1 <i<p : x; € Vgetsipourtout 1 <i<p—1: {z;,x;41} € Eg. On dit alors que P
est un chemin qui relie le sommet x; au sommet x, dans G. Pour deux sommets z,y € V¢, on pourra
noter  ~» y un chemin P, , qui relie z a y dans G, et si z € V7 est sur ce chemin, alors on pourra
écrire z € P, . La longueur d’un chemin est le nombre d’arétes qui le composent, soit donc P est ici
un chemin de longueur p — 1. On dit que P est un chemin induit si les seules arétes que composent
le sous-graphe induit G[P] sont les arétes du chemin, soit donc si G[P] = (P,U:=""{x;, z;11}). Un
chemin P; est plus court qu’un chemin P» dans un graphe G si la longueur de P; est inférieure ou
égale a la longueur de P». De manieére similaire, P; est plus long que P si sa longueur est supérieure
ou égale a celle de Ps.

Une séquence P = {z1,...,2p}, p > 3, est un cycle dans G si pour tout P est un chemin, et si
x1 et x, sont voisins soit donc si {z1,z,} € Eq. La longueur du cycle P est également définie par
le nombre d’arétes qui le composent, soit donc P est ici un cycle de longueur p. De méme, P est
un cycle induit si les seules arétes que composent le sous-graphe induit G[P] sont les arétes du cycle.

Soient x,y € Vg deux sommets du graphe GG. Un chemin P, , est le plus court chemin entre x et
y si tous les chemins qui relient z a y sont plus longs. On appelle distance entre x et y, ou de x a
y dans G, la longueur du plus court chemin entre x et y s’il existe. Si aucun chemin ne relie z a y
dans G, la distance de x & y vaut +o0. La distance de z & y dans G est notée dg(z,y), ou d(z,y) L.
Notons que par définition de la longueur du chemin P, , = {z} dans G, on a dg(z,z) = 0. Soient
X1, X9 C Vi deux sous-ensembles de sommets, nous étendons la notion de distance dans G a ces
sous-ensembles. Nous définissons donc dg (X1, X2), ou d(X1, X2)1!, la distance de X; & X3 dans G,
comme la plus petite distance entre un sommet de X; et un sommet de Xos.

Le diamétre diam(G) du graphe G est la plus longue distance entre deux sommets du graphe. Un
sous-ensemble de sommets X C Vi est connere dans G si quelque soient z,y € X, il existe un
chemin qui relie x & y dans GG. Autrement dit puisque G est fini, X est connexe si et seulement si le
diametre de G[X] est fini. On appelle composante conneze d’un graphe G un sous-ensemble connexe
X C Vi de sommets et qui soit maximal au sens de la Section 1.1.

Un sous-ensemble X C Vi de sommets est un ensemble stable de G si aucune aréte de Eg ne relie
deux sommets de X dans G. Autrement dit, X est un ensemble stable de G si et seulement si
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Va,y € Vo : {z,y} ¢ Eg. Un sous-ensemble X C Vi de sommets est une clique de G si tous
les sommets de X sont reliés deux a deux. Formellement, X est une clique de G si et seulement si
Vax,y € Vg : {z,y} € Eg. Un sommet est dit simplicial si son voisinage induit une clique. Un
sous-ensemble X C V7 de sommets est un ensemble dominant de G si tous les autres sommets de
Vi ont un voisin parmi X. Autrement dit, X est un ensemble dominant de G si et seulement si
Vye X : Jz € X tel que {z,y} € Eg. Un sous-ensemble X C V; de sommets est une couverture
de sommets de G si toutes les arétes sont incidentes a un sommet de X. Autrement dit, X est une
couverture de sommets si et seulement si Ve € Eg : eN X # (). Pour ces notions fondamentales
de graphes, nous référons au sens de la Section 1.1 pour définir les stables, cliques, dominants
ou couvertures de sommets maximaux, minimaux, maximums et minimums. Conformément aux
standards de la THEORIE DES GRAPHES, on notera «(G) la taille d'un ensemble stable maximum
et w(@) la taille d'une clique maximum de G.

On appelle coloration propre d'un graphe G = (V, E) une partition des sommets de V par la fa-
mille des ensembles stables de GG, ou plus simplement une coloration de V en ensembles stables.
Le nombre chromatique x(G) de G est le plus petit nombre de couleurs d’une coloration propre de G.

Nous décrivons certaines opérations classiques sur les graphes. Soient G = (Vg, Eg) et H =
(Vig, Ey) deux graphes. Le graphe complémentaire G de G est le graphe obtenu & partir de G
en supprimant les arétes existantes et en créant les arétes qui n’existent pas. Formellement, on a
done G = (Vg, {{z,y} : =,y € Vg et {z,y} ¢ Eg}). L'union disjointe de G et H est le graphe
G U H défini par GU H = (Vg U Vy, Eg U Eg). L’union compléte de G et H est le graphe G x H
défini par GxH = (VU Vy, EGUEgU{{z,y} : x € Vg,y € Vi }). Dans la littérature, 'opération
union complete peut également étre appelé opération join.

La suppression d’un aréte e € Eg dans le graphe G consiste a retirer e de Eg, autrement dit cette
opération résulte en un graphe G’ = (Vig, Eg — €). La suppression d’'un sommet dans G revient a
supprimer de Eg ses arétes incidentes et a retirer le sommet de Viz. Une subdivision d’arétes est
la création d’'un sommet au milieu d’une aréte, autrement dit le remplacement d’une aréte par un
chemin de longueur deux. Une contraction d’arétes consiste a supprimer l'aréte et fusionner ses
extrémités, autrement dit pour une aréte e = {z,y} le voisinage de = s’ajoute au voisinage de y
puis on supprime le sommet x.

L’isomorphisme de graphes est un outil de comparaison pour observer la ressemblance entre deux
graphes. On dit que deux graphes G = (Vig, Eg) et H = (Vg, Ef) sont isomorphes, et on note
G ~ H, s’il existe une bijection des sommets de Viz dans les sommets de Vi qui préserve les arétes.
Formellement, G et H sont isomorphes s’il existe une bijection f : Vg — Vi tel que V x,y € Vg

{.T,y} SR {f(x)’f(y)} € Ep.

1.3.2 Décompositions de Graphes

En ALGORITHMIQUE, la méthode diviser pour régner est une méthode récursive qui résoud un
probleme de grande taille en résolvant deux ou plus sous-problémes indépendants de plus petite
taille, puis combine les solutions pour obtenir la solution du probleme originel. La programmation
dynamique est une autre méthode pour résoudre des problemes informatiques en décomposant le
probléme originel en sous-problemes. Une idée intuitive pour appliquer ces méthodes est de décom-
poser le graphe d’entrée du probléme en sous-graphes, de résoudre le probleme sur ces instances de
plus petite taille, et de combiner les différentes solutions pour résoudre le probleme sur le graphe
originel. Dans un cas pratique, on souhaite de plus que les sous-graphes partagent les mémes pro-
priétés que le graphe originel.
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Il y a différentes manieres de décomposer un graphe. L’une des premiéres méthodes les plus em-
ployées consistait a séparer le graphe en plusieurs composantes connexes. Un sous-ensemble X C V'
de sommets d’un graphe connexe G = (V, E) est un séparateur de G si G[V — X| n’est pas connexe.
Pour appliquer la méthode diviser pour régner, I’objectif pour un graphe donné est de déterminer en
temps linéaire ou polynomial un séparateur de plus petite taille possible, et dont les composantes
connexes soient les plus équilibrées possibles. Un graphe G = (V, E) est dit s(n)-séparable si G
admet un séparateur de taille au plus s(n) qui sépare le graphe en deux composantes connexes de
taille au plus 2n/3. Nous référons a I'article de Bodlaender pour une introduction plus détaillée sur
les séparateurs [24].

Les décompositions arborescentes, en chemins, ou en branches d’un graphe constituent des décom-
positions désormais bien connues en THEORIE DES GRAPHES et en ALGORITHMIQUE. Ces notions
ont été introduites notamment par Robertson et Seymour en 1983 [170]. Les intéréts pratiques de
ces notions sont importantes [9]. Depuis leur introduction, ces décompositions suscitent un grand
intérét en THEORIE DES GRAPHES et ont été largement étudiées [22, 24]. D’un point de vue ALGO-
RITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE ou ALGORITHMIQUE PARAMETREE, il existe de nombreux
algorithmes qui utilisent ces décompositions [10, 166, 51]. En particulier, de nombreux problémes
NP-difficiles sont solubles & parameétre largeur arborescente fixée [31].

Décomposition arborescente. Une décomposition arborescente d’'un graphe G = (V, E) est un
couple (X,T), ou T = (I,F) est un graphe arbre non orienté, et X = {X; C V,i € I} est une
famille de sous-ensembles de sommets de G. A chaque sommet i € I de ’arbre T' est donc associé
un unique sous-ensemble X; C V' de sommets du graphe, sous-ensemble que 'on appelle sac de
sommets. Dans la pratique, on pourra ne pas faire de distinction entre un sommet i € I de 'arbre T’
et le sac X; € X qui lui est associé. Une décomposition arborescente (X,7) d'un graphe G = (V, E)
satisfait les propriétés suivantes :

o Uier Xi =V

oVeekE : dieltel queeC X;

oVi,j,keltelquejci~kdansT : X;NX;, CX;

Pour tout graphe G = (V, E), un arbre T" constitué d’un unique sommet isolé r associé au sac X, =V
constitue une décomposition arborescente triviale. Tout graphe admet donc une décomposition
arborescente. L’intérét de ces décompositions pour I’ALGORITHMIQUE est d’obtenir pour un graphe
donné une décomposition dont les sacs associés sont de plus petite taille possible. On définit ainsi
la largeur d’une décomposition arborescente (X,T") d’un graphe G par | = max;c;(X;) — 1. La
largeur arborescente du graphe G, notée tw(G), est la plus petite largeur parmi les décompositions
arborescentes possibles du graphe. &

Décomposition arborescente jolie. Une décomposition arborescente enracinée (X,T'), avec
T = (I,F), d'un graphe G = (V, E) est dite jolie si les sacs des feuilles de T' ne possédent qu'un
sommet et si T ne possede que trois types de nceuds internes :

o i € I est un neeud join si ¢ possede deux fils i et i2 tel que X; = X;, = X,

o i € I est un nceud introduce si i possede un unique fils j tel que X; = X; + {v}, avecv € V — X
o i € I est un neeud forget si ¢ possede un unique fils j tel que X; = X; — {v}, avec v € X; — X;
Pour tout entier £ > 1, il y a un algorithme en temps O(n) pour rendre jolie une décomposition
arborescente de largeur k qui préserve la largeur et composée d’au plus 4n noeuds [125]. &

Décomposition en chemins. Une décomposition en chemins d’'un graphe G = (V, E) est une
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décomposition arborescente (X,T') de G pour laquelle T' est un chemin. De maniére similaire, puis-
qu’une décomposition arborescente triviale est une décomposition en chemin triviale, tout graphe
admet une décomposition en chemin. On définit de la méme fagon la largeur en chemin d’un graphe
G, encore appelée largeur linéaire de G, notée pw(G), comme la plus petite largeur parmi les dé-
compositions en chemin possibles du graphe. Naturellement, tout graphe G vérifie tw(G) < pw(G).

On pourra noter (X1, ..., X,) une décomposition en chemins. Une telle décomposition est dite jolie
si ¢’est une décomposition arborescente jolie avec |X1| = | X, | = 1. Une décomposition en chemins
jolie possede au plus 2n sommets. &

Décomposition en branches. Une décomposition en branches d'un graphe G = (V, E) est un
couple (0,7), ou T = (I, F) est un arbre dont les sommets sont de degré d =1 ou d = 3, et oul ¢
est une bijection entre les sommets de V' dans les feuilles de I. Pour une décomposition en branches
(0,T) d’'un graphe G = (V| E), retirer une aréte f € F' de 'arbre T le sépare en deux sous-abres
T1 et T5. Ainsi chaque aréte f € F de T sépare le graphe G en deux sous-graphes G et Go,
chacun induits par les arétes de E dont les feuilles associées par o se situent respectivement dans
Ty et T5. L’ordre d’une aréte f € F' de T est alors défini par le nombre de sommets de V' partagés
en commun par les deux sous-graphes G1 et G, autrement dit le cardinal de Iintersection entre
I’ensemble des extrémités des arétes de (G et I’ensemble des extrémités des arétes de Go. La largeur
d’une décomposition en branches (0,7") d'un graphe G est le plus grand ordre des arétes f € F' de
T. La largeur de branche de G, notée bw(G), est la plus petite largeur parmi les décompositions en
branches possibles du graphe. &

Il existe d’autres décompositions de graphes bien connues, chacune associée a un parametre telle
que la largeur de coupe ou la largeur de clique que nous ne définissons pas ici. Déterminer la largeur
arborescente, la largeur en chemin ou la largeur en branche d’un graphe sont des probléemes NP-
difficiles [9]. Ces décompositions sont d’un intérét capital en ALGORITHMIQUE, et sont tres étudiées
en THEORIE DES GRAPHES. Nous listons ici certaines relations connues entre ces parametres.

o Pour tout graphe G : bw(G) < tw(G) +1 < 3/2-bw(G) [171]

o Si G est une forét : pw(G) < 2/log3 -logn < 1.2619 - logn [127, Thm. 5]
o Pour tout graphe G : pw(G) < 2/log3 -logn - tw(G) [127, Thm. 6]

o Tout graphe G est tw(G)-séparable [24, Thm. 20]

o Si G est s(n)-séparable, alors pw(G) = O(s(n) - logn) [24, Thm. 20]

1.3.3 Classes de Graphes

Une classe de graphes est une famille qui définit des graphes partageant les mémes propriétés. En
regle générale, une classe de graphes représente un ensemble infini de graphes, et pour les classes
les plus simples, il existe des méthodes de construction de tous les graphes composant la famille. La
catégorisation des graphes en classes est le fruit d’un immense travail de la THEORIE DES GRAPHES.
L’intérét de ces travaux pour notre spécialité est dans un premier temps d’identifier si un probléme
difficile dans le cas général I'est toujours si I’on restreint les graphes d’entrée a cette classe. Si le
probleme demeure difficile, alors ils nous est possible de construire des méthodes spécifiques pour les
graphes qui constituent la classe étudiée, en tirant partie des propriétés structurelles que partagent
ces graphes, toujours dans le but d’accélerer le plus possible les méthodes de résolution de nos
problémes. Ce travail de classification, de 1’étude des propriétés et des relations entre les classes
de graphes est toujours d’actualité et a certainement été initié avant I'invention de nos ordinateurs
modernes que 1'on peut situer vers 1938. Par exemple, en 1931 déja, Dénes Konig prouvait son



28 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

théoreme montrant 1’égalité entre la taille maximum d’un couplage et la taille minimum d’une
couverture de sommets dans un graphe biparti [126]. Cette section n’a pour objectif que d’illustrer
quelques classes de graphes infinies tres classiques et sur lesquelles nous serons amenés a travailler.
Nous référons au livre Graph Classes - A survey de Brandstddt, Le et Spinrad pour une étude
exhaustive des propriétés et des classes de graphes [27]. Nous référons également au livre Algorithmic
Graph Theory and Perfect Graphs de Golumbic pour ’étude d’aspects algorithmiques de certaines
classes de graphes [101].

Graphes Remarquables. Il existe des graphes bien connus et remarquables, au rang desquels on
trouve le triangle, le complément du chemin a n = 5 sommets appelé graphe house, ou le graphe
de Pettersen. Ces petits graphes qui portent un nom peuvent constituer, avec tous les graphes non
isomorphes & peu de sommets, les premiers contre-exemples a certaines propriétés recherchées sur
une classe de graphes. &

Chemins. Un graphe chemin est un graphe qui induit lui-méme un chemin. Les chemins forment
une des familles infinies les plus simples. Pour tout entier n € N*, a un isomorphisme pres, il existe
un unique graphe chemin a n sommets, noté P,. La reconnaissance de ces graphes est linéaire, et il
y a tres peu de problemes NP-difficiles sur cette classe de graphes. Hormis les classes de propriété
bornée, la plus petite classe de cette sous-section qui contienne les chemins est celle des arbres. &

Cycles. Un graphe cycle est un graphe qui induit lui-méme un cycle. Cette famille est infinie, et
de méme que les chemins, pour tout entier n € N>3, et a un isomorphisme pres, il existe un unique
graphe cycle a n sommets note C),. Hormis les classes de propriété bornée, la seule classe de cette
sous-section qui contienne les cycles est celle des graphes planaires. &

Complets. Un graphe complet est un graphe qui induit lui-méme une clique. En particulier, le
complémentaire d’un graphe complet est une union disjointe de sommets isolés. Comme précédem-
ment, cette famille est infinie et pour tout entier n € N*, et a un isomorphisme pres, il existe un
unique graphe complet & n sommets note K. &

Bipartis. Un graphe biparti est un graphe dont les sommets peuvent étre partitionnés en deux
ensembles stables. La reconnaissance de tels graphes est linéaire, et certains problemes deumeurent
NP-difficiles sur cette classe de graphe, comme le probléme du nombre b-chromatique. Une généra-
lisation de cette classe de graphe est la famille des classes de graphes dont les sommets peuvent étre
partitionnés en k ensembles stables, pour k € N>9. Ces classes sont directement reliées au probleme
du nombre chromatique, puisque ce sont exactement les classes de graphes k-colorables. Décider si
un graphe est k-colorable pour k£ > 3 est un probléme NP-complet [94]. Le complémentaire d’un
graphe biparti est appelé un graphe co-biparti. Un graphe biparti complet est un graphe résultant
de I'union complete de deux stables. Les bipartis complets sont notés K , et sont uniques a un iso-
morphisme pres pour tout [ < r € N*. De la méme facon que précédemment, les bipartis complets
peuvent se généraliser aux classes des graphes k-colorables complets. &

Etoiles. Bien qu’infinie, la classe des graphes étoiles représente une sous-classe de la classe des
bipartis beaucoup plus petite, puisque les étoiles sont les bipartis complets de la forme K ,., avec
r € N*. Pour tout r € N*, ces graphes sont par conséquent uniques & un isomorphisme pres. Les
bipartis complets, dont les étoiles sont une sous-classe, forment une sous-classe de la classe des
cographes. Les étoiles sont en plus une sous-famille des arbres, et une sous-famille des splits. &
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Splits. Un graphe split est un graphe dont les sommets peuvent étre partitionnés en un ensemble
stable et une clique. Le complémentaire d’un split est un split, et un graphe complet est un split
particulier. La formule de Clark et Royle permet de déterminer le nombre de graphes splits non
isomorphes & n € N* sommets [176]. La classe des splits, ainsi que la classe de graphes dont le
complémentaire est un split, constituent a la fois des sous-classes des cographes, et des sous-classes
des graphes cordaux. &

Roues. Les graphes roues sont I'union compléte d’un sommet isolé avec un cycle, ils sont donc de
la forme K1 %C), n € N>3. Par conséquent, pour tout n € N>3, ces graphes sont également uniques
a un isomorphisme pres. De méme que les cycles, hormis les classes de propriété bornée, la seule
classe de cette sous-section qui contienne les roues est celle des graphes planaires. &

Arbres. Les graphes arbres sont les graphes qui ne contiennent pas de cycle. Ce sont exactement
les graphes connexes satisfaisant m = n — 1. Les sommets d’un arbre sont également appelés ses
neeuds. Un arbre non orienté peut se présenter sous une forme enracinée en choisissant arbitrairement
un sommet du graphe pour racine de 'arbre. Ces arbres enracinés et 'arbre lui-méme sont tous
isomorphes. Pour un arbre enraciné satisfaisant n > 2, on distingue parmi les sommets du graphe
qui ne sont pas la racine, les feuilles qui sont de degré d = 1, des autres sommets appelés neuds
internes. Dans un arbre, il existe toujours un unique chemin qui relie deux sommets. Dans un arbre
enraciné, pour deux sommets x, y adjacents, on dira que x est le pére de y si x appartient au chemin
qui relie y a la racine. Dans ce cas, on dira de plus que y est un fils de x.

Il y a des algorithmes a délai constant pour construire tous les arbres non isomorphes a n som-
mets [162]. Cette classe contient les chemins et les étoiles. Les arbres ont des propriétés structurelles
trés intéressantes, et constituent en général une classe pour lesquelles les problémes deviennent
faciles. Cependant, comme nous le verrons dans cette these, il y a des problemes pour lesquels
les problemes demeurent difficiles, comme le probléme du nombre a-chromatique ou le probleme
d’ensemble tropical connexe. &

Foréts. Les foréts sont également des graphes sans cycle, et constituent une des plus simples classes
définies par récurrence. Tout arbre est une forét, et toute union disjointe de foréts est une forét. Du
fait que chaque composante connexe d’une forét est un arbre, les problémes sur cette classe sont en
général de méme difficulté que les problémes sur les arbres. Les foréts constituent une sous-classe
des graphes bipartis, une sous-classe des graphes planaires, et une sous-classe des graphes cordaux.
&

Planaires. Les graphes planaires sont les graphes que I'on peut dessiner dans un plan sans qu’au-
cune aréte ne se croise. Cette classe de graphes présente des propriétés structurelles tres fortes pour
I’ALGORITHMIQUE. En particulier les graphes planaires ont un nombre d’arétes linéaire, par équi-
valence degré moyen borné, puisqu’'un graphe planaire a n > 3 sommets possede au plus 3n — 6
arétes [107]. En 1930 Kuratowski énonce le théoréme selon lequel un graphe est planaire si et
seulement s’il ne peut étre obtenu a partir des graphes K5 ou K33 par une série de subdivisions
d’arétes [132]. Une conséquence directe de ce théoréme est que tout graphe planaire G satisfait
w(G@) < 4. La reconnaissance de ces graphes est linéaire [115], et il existe au plus 292" graphes
planaires non isomorphes a n sommets [25].

Bien que beaucoup de problémes demeurent NP-difficiles sur cette classe de graphes, de nombreux
algorithmes sous-exponentiels tirent partie de leurs propriétés structurelles [87, 64]. En 1979, Lipton
et Tarjan énoncent le célebre Planar Separator Theorem qui stipule que tout graphe planaire a
n sommets est \/S8n-séparable [146], et Djidjev améliora ce résultat en 1982 pour montrer que
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tout graphe planaire est /6n-séparable [60]. Ces théorémes sont la pierre angulaire de la méthode
diviser pour régner et a permis de construire de nombreux algorithmes sous-exponentiels pour ces
graphes [5, 4].

Il existe beaucoup d’algorithmes pour résoudre des problemes difficiles dont le temps d’exécution
dépend fortement de la largeur arborescente du graphe. Fomin et Thilikos ont montré que la largeur
arborescente d’un graphe planaire est bornée par 3.182y/n [91]. Cependant, la complexité du pro-
bléeme consistant a calculer une décomposition arborescente optimale d’un graphe planaire demeure
un probléme ouvert, et il est en pratique difficile de déterminer une décomposition optimale [22].
Fomin et Thilikos ont montré malgré tout qu’un algorithme qui s’appuie une décomposition arbores-
cente peut étre transposé en un algorithme qui s’appuie sur décomposition en branche en respectant
le temps d’exécution [87]. Ils ont montré que la largeur de branche d’un graphe planaire est bornée
par 2.122y/n [91], et que l'algorithme de Seymour et Thomas permet de calculer en temps O(n?)
une décomposition en branche optimale d’un graphe planaire [177]. De ce fait, ils proposent une
longue liste d’algorithmes sous-exponentiels plus efficaces pour résoudre des probléemes NP-difficiles
sur les graphes planaires.

Dans cette These, nous étudierons dans le chapitre 2 des problémes de coloration sur les graphes. Les
graphes planaires sont quant a eux treés célebres pour le fameux théoréme des quatres couleurs [169].
Bien qu’'un graphe planaire soit 4-colorable, déterminer le nombre chromatique d’un graphe planaire
demeure NP-difficile [94]. Beigel et Eppstein proposent un algorithme exact exponentiel en temps
0*(1.3289™) pour décider si un graphe quelconque est 3-colorable [16]. Pour illustrer la technique
de Fomin et Thilikos sur les graphes planaires, nous construirons dans le chapitre 2 un algorithme
sous-exponentiel en temps O*(25'044\/ﬁ) pour calculer le nombre chromatique d’un tel graphe. &

Cordaux. Un graphe est cordal si tout cycle de plus de quatre sommets possede une corde,
c’est-a-dire un graphe est cordal s’il ne possede aucun cycle induit de longueur au moins quatre.
Cette propriété est héréditaire pour tous les sous-graphes induits. Ces graphes sont aussi appelés
les graphes triangulés. Cette classe de graphes est une sous-famille des graphes d’intersection, et
contient tous les graphes d’intervalles, que nous ne présentons pas ici. La classe des graphes cordauz
présente certaines propriétés structurelles intéressantes pour I’ALGORITHMIQUE. En particulier, les
graphes cordaux admettent au plus n cliques maximales. De plus, tout graphe cordal admet un
sommet simplicial. Tout sous-graphe induit d’'un cordal étant lui-méme cordal, cette propriété est
donc stable par récurrence sur les sous-graphes successifs obtenus par suppression d’un sommet
simplicial. L’ordre dans lequel les sommets sont retirés s’appelle un ordre d’élimination parfaite.
En 1965, Fulkerson et Gross ont montré que les graphes cordaux sont exactement les graphes qui
admettent un ordre d’élimination parfaite [92]. Rose, Tarjan et Luecker ont proposé en 1976 un
algorithme linéaire pour déterminer s’il existe un ordre d’élimination parfaite dans un graphe, et
par conséquence la reconnaissance des graphes cordaux est linéaire [174]. Le fait que deux graphes
soient cordaux ne rend pas plus facile le probleme de décider s’ils sont isomorphes [196]. &

Cographes. Un cographe est un graphe qui ne possede pas de P, induit, et donc a fortiori, aucun
chemin induit de longueur au moins quatre. Les cographes peuvent étre définis par récurrence. K est
un cographe, et si G et H sont des cographes, alors G et GUH sont aussi des cographes. On peut ainsi
décomposer un cographe pour représenter dans un arbre ces opérations qui 'ont construit, ou chaque
nceud interne est 'opération complémentaire ou union disjointe, et les feuilles sont des sommets
isolés. On peut de la méme fagon construire les cographes uniquement a partir des opérations union
disjointe et union complete. K est un cographe, et si G et H sont des cographes, alors G U H et
G« H sont aussi des cographes. Cette deuxieme fagon de procéder permet de représenter un cographe
dans un arbre binaire que 'on appelle un cotree. Les cographes peuvent étre reconnus en temps
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linéaire [47]. La puissance algorithmique de leur décomposition est telle qu’il existe peu de probléemes
NP-difficiles sur cette classe. Cependant, ces graphes peuvent étre étudiés par I’ALGORITHMIQUE
EXACTE EXPONENTIELLE pour des problemes d’énumération d’objets combinatoires dont le nombre
est exponentiel [52]. Y

Parfaits. Un graphe est parfait 8'il satisfait w(G) = x(G). Un graphe est parfait si et seulement si
son complémentaire est parfait. Cette propriété s’appelle le théoréme faible des graphes parfaits [148].
Le théoréme fort stipule qu’'un graphe est parfait si et seulement si ni lui, ni son complémentaire,
ne contiennent de cycle induit de longueur impaire plus grande que cing. Ce théoreme était une
conjecture de Berge datant de 1961, et n’a été prouvé qu’en 2006 [40]. Les graphes bipartis, cordaux,
les cographes, ou donc leur complémentaire, appartiennent tous a cette famille. Tous les graphes
planaires ne sont pas parfaits, mais on peut le décider en temps polynomial [116]. &

Propriété Bornée. On peut regrouper les graphes selon une certaine propriété qui présente une
borne commune. Par exemple, les classes de graphes dont le degré moyen est inférieur a d € Nxg,
et les classes de graphes dont la taille de clique maximum est bornée par w € N>5, contiennent
chacune 'ensemble des graphes planaires.

Le genre d’une surface topologique est une notion mathématique complexe que nous ne décrivons
pas ici. En THEORIE DES GRAPHES, le genre d'un graphe est le plus petit genre d’une surface
topologique sur laquelle on puisse dessiner le graphe sans qu’aucune aréte ne se croise. Déterminer
le genre d’un graphe est un probleme NP-difficile [181], mais solvable & parametre fixe g € N, et
déterminer le genre d’un graphe de largeur arborescente bornée peut se faire en temps linéaire [123].
Les classes de graphes dont le genre est borné par g € N possedent de bonnes qualités structurelles
pour I’ALGORITHMIQUE. Les graphes planaires sont exactement les graphes qui peuvent étre dessinés
sur une surface de genre g = 0 comme un disque. Toutes les classes de graphes dont le genre est
borné par g € N contiennent donc les graphes planaires, et en constituent une généralisation. Il
existe une borne asymptotique pour le nombre de graphes non isomorphes a n sommets et de genre
g [34], et on peut décider en temps polynomial si deux graphes de méme genre sont isomorphes [155].
Les classes de graphes dont le genre est borné présentent des propriétés structurelles similaires a
celles des graphes planaires. Par la formule d’Euler, tout graphe de genre g contient au plus 3n—6+6¢g
arétes [181]. Gilbert, Hutchinson et Tarjan ont montré en 1984 que tout graphe de genre g admet un
séparateur de taille au plus 6,/gn+ 21/2n+1 sommets qui sépare le graphe en composantes connexes
de taille au plus 2n/3 [98]. Dorn, Fomin et Thilikos proposent de la méme maniére que pour les
graphes planaires des algorithmes sous-exponentiels pour résoudre des problémes NP-difficiles sur
les graphes de genre borné [63].

Pour cette theése, nous aurons besoin de la meilleure borne possible de la largeur arborescente
d’un graphe de genre fixé g € N. Pour établir le temps d’exécution de leurs algorithmes, Fomin
et Thilikos [88] montrent le lien entre la largeur de branche et le genre d’un graphe d’apres les
résultats de Djidjev et Venkatesan [61]. Ainsi donc, la largeur de branche bw(G) d’un graphe G est
borné par bw(G) < (2.13+2.83\/eg(g)) - v/n, ol eg(g) représente le genre eulérien du graphe. Pour
un graphe G de genre g, son genre eulérien eg(g) est borné par eg(g) < 2g [61], et Robertson et
Seymour ont montré en 1991 que pour tout graphe G, on a tw(G) < 1.5-bw(G) [171]. Ainsi donc,
pour un graphe de genre g, nous pouvons établir la relation tw(G) < (3.19 + 6,/g) - v/n. &

1.3.4 Problémes de Graphes

Dans cette Sous-Section, nous présentons des résultats algorithmiques sur des problemes de graphes
parmi les plus célebres et les plus étudiés. Beaucoup de notions issues de la THEORIE DES GRAPHES
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qui caractérisent des propriétés sur les sous-ensembles de sommets ou d’arétes sont accompagnées
de familles de problémes. Les notions de maximal, minimal, maximum et minimum au sens de la
Section 1.1 constituent chacunes des problémes différents autour de la méme notion.

Ensemble Stable. Tout graphe admet un ensemble stable. L’ensemble vide est I'unique stable
minimum et minimal du graphe. En observant qu’un ensemble stable est une clique dans le graphe
complémentaire, et que le complémentaire d’un graphe peut étre obtenu en temps polynomial, les
problemes et résultats ci-dessous sur les stables peuvent étre directement traduits aux problemes
de cliques. Egalement, on observera que le complémentaire d’un stable dans un graphe est une cou-
verture de sommets dans ce méme graphe. Par conséquent, hormis les résultats d’ ALGORITHMIQUE
PARAMETREE, la plupart des résultats sur les stables maximaux et maximums peuvent étre direc-
tement traduits aux problémes de couvertures de sommets minimales et minimums d’un graphe.

ENSEMBLE STABLE MAXIMUM

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (V,E)
Sortie : Déterminer un ensemble stable X C V maximum de G

COUVERTURE DE SOMMETS MINIMUM

VERSION : PARAMETREE

Entrée : G=(V,E)

Parametre: ke N

Sortie : Décider si G admet une couverture de sommets de taille k

De méme que le probleme de CLIQUE MAXIMUM, ces problemes sont NP-difficiles, et il y a un
algorithme exact exponentiel en temps O*(1.2109") pour les résoudre [172]. Pour un parametre
k € N, il y a un algorithme en temps O*(1.2738%) pour les graphes en général [37], et un algorithme
en temps sous-exponentiel O*(QO(‘/E)) pour les graphes de genre borné [57], pour décider si un graphe
admet une couverture de sommets de taille £k € N. Sous I’hypothése ETH, ces deux algorithmes
sont de plus optimaux, dans le sens ou il n’y a pas d’algorithme pour ce probléme respectivement en
temps O*(2°(F)) sur les graphes en général et O*(20(\/E)) sur les graphes planaires [28]. Cependant,
le fait que le probleme COUVERTURE DE SOMMETS de parametre taille de solution & € N soit FPT
n’implique pas que le probléeme ENSEMBLE STABLE de méme parameétre le soit également. En effet,
avec ce parametre le probléme ENSEMBLE STABLE n’est pas FPT mais est dans W(1] [65].

ENSEMBLE STABLE MAXIMAL

VERSION : ENUMERATION

Entrée: G = (V,E)

Sortie : Enumérer les ensembles stables maximaux de G

Les stables maximaux sont des objets importants pour des algorithmes de coloration de graphe, il
y a un intérét certain a les énumérer. Déterminer un stable maximal d’un graphe est un probléme
facile. Cependant, énumérer les stables maximaux, les cliques maximales, ou les couvertures de
sommets minimales d’'un graphe prend au pire des cas un temps nécessairement exponentiel. En
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effet, une union disjointe de triangles admet 3"/3 stables maximaux. Toutefois, Moon et Moser ont
montré en 1965 que cette borne est la plus grande possible [159]. L’algorithme de Tuskiyama et
al. est un algorithme & délai polynomial pour énumérer les cliques maximales d’un graphe [182].
Cet algorithme est donc algorithme d’énumération optimal en temps O* (3”/ 3) pour énumérer ces
objets combinatoires dans un graphe. Pour une version de dénombrement du probleme, il y a un
algorithme en temps O*(1.3642™) pour dénombrer les stables maximaux d’un graphe [97]. »

Ensemble Dominant. Pour tout graphe G = (V, E), V est I'unique ensemble dominant maximum
et maximal.

ENSEMBLE DOMINANT MINIMUM

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (V,E)

Sortie : Déterminer un ensemble dominant X C V minimum de G

Déterminer un dominant minimal d’un graphe est un probléme facile, mais le probléeme ENSEMBLE
DOMINANT MINIMUM est un probléeme NP-difficile. Il y a un algorithme en temps O*(1.4969")
pour déterminer un ensemble dominant minimum d’un graphe [184], et un algorithme en temps
0*(1.5048™) pour compter tous les dominants minimums [185]. D’un point de vue complexité pa-
ramétrée, pour un parametre k € N, déterminer si un graphe admet un dominant de taille au plus
k est un probleme W/[2]-difficile [65].

Pour ’ALGORITHMIQUE, énumérer les dominants minimaux dans un graphe est également un pro-
bleme d’une grande importance. Contrairement aux ensembles stables, il n’y a pas de borne supé-
rieure optimale connue pour le nombre de dominants minimaux dans un graphe. On sait qu’il existe
un cographe avec au moins 1.5704" dominants minimaux, et un graphe admet au plus O*(1.7159™)
dominants minimaux. Cette borne supérieure est celle donnée par le meilleur algorithme actuel
pour énumérer les dominants minimaux d’un graphe [89]. Cette question concernant l’ajustement
de cette borne a été longuement étudiée, notamment concernant certaines classes de graphes [52].
Cependant, bien que ’on ne dispose pas a ’heure actuelle d’algorithme optimal pour I’énumération
des dominants minimaux, il est intéressant d’observer qu’a I'instar du probléeme ENSEMBLE STABLE,
il y a un algorithme d’optimisation qui est plus performant pour déterminer un dominant minimum
que celui qui consiste a énumérer, méme de fagon optimale, tous les dominants minimaux. &

Couverture d’Ensembles. Le probleme de COUVERTURE D’ENSEMBLES est un probléeme im-
portant pour I’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE et ALGORITHMIQUE PARAMETREE. On
pourra par exemple transformer une instance d’un probleme en une instance du probleme CoOU-
VERTURE D’ENSEMBLES. Il est donc important d’avoir a disposition les meilleurs algorithmes pour
résoudre ce probléme.

COUVERTURE D’ENSEMBLES

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée : Un univers U, une famille S de 'univers
Sortie : Déterminer une sous-famille $* de S de taille minimum qui forme une cou-
verture de U

Ce probleme est NP-difficile. Le probleme ENSEMBLE DOMINANT MINIMUM est un cas particulier
du probleme COUVERTURE D’ENSEMBLES, ou l'univers U représente les sommets du graphe, et
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la famille S est constituée des voisinages fermés des sommets dans le graphe. Ainsi, le meilleur
algorithme pour le probléme ENSEMBLE DOMINANT MINIMUM était auparavant 1’algorithme en
temps O*(1.2355|5 ‘+|Z”|), qui est le meilleur algorithme actuel pour résoudre la version optimisation
du probléme COUVERTURE D’ENSEMBLES [85]. Ce probléeme peut en plus étre directement traduit
en un probléme d’hypergraphe. Ce probleme est FPT de parameétre k = |S*| taille de la sous-famille,
et peut étre résolu en temps O*(1.2738%) [37]. *

Nombre Chromatique. Tout graphe admet une coloration propre de taille |V|. L’objectif du
nombre chromatique est de déterminer une coloration propre de taille minimale.

NOMBRE CHROMATIQUE

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (V,E)
Sortie : Déterminer une coloration propre de GG de plus petite taille possible

Ce probleme est un probleme NP-difficile. Pendant longtemps, le meilleur algorithme connu pour
résoudre ce probleme était I’algorithme de programmation dynamique de Lawler [136] en temps
0*(2.4423™) publié en 1976, en s’appuyant sur les résultats sur I’énumération des stables maximaux
d’un graphe. Bjorklund, Husfeldt, et Koivisto ont montré en 2009 que ce probléme, parmi d’autres
problemes de coloration comme le probleme du NOMBRE DOMATIQUE, peut étre résolu en temps
O*(2™) grace au principe d’inclusion-exclusion [20]. Une question ouverte est alors de savoir si un
tel résultat peut étre amélioré. L’algorithme de Bjorklund, Husfeldt, et Koivisto résout en temps
0*(2™) la version dénombrement du probléme PARTITION D’ENSEMBLES suivant :

PARTITION D’ENSEMBLES

VERSION : DENOMBREMENT

Entrée : Un univers I/, une famille 7 C 2“ de sous-ensembles de 1'univers, et un
entier kK € N*
Sortie : Déterminer le nombre de k-partitions de U par F

Un résultat négatif pour améliorer 'algorithme de Bjoérklund, Husfeldt, et Koivisto, est qu’il a été
montré en 2012 que sous 'hypothése de complexité SETH, les algorithmes connus de nombreux
problémes ne peuvent étre améliorés [53]. En particulier, il est conjecturé que sous I'hypothese
SETH, on ne peut résoudre la version décisionnelle du probleme PARTITION D’ENSEMBLES en un
temps meilleur que O*(2").

Décider la 2-coloration d’un graphe est un probleme facile, il est le méme que celui de décider si un
graphe est biparti. Pour décider la 3-coloration ou la 4-coloration propre d’un graphe, il existe des
algorithmes en temps respectifs O*(1.3289™) et O*(1.7272") [16, 83]. Il y a de plus des algorithmes
en temps O*(1.6262") et O*(1.9464™) pour calculer respectivement le nombre de 3-colorations et de
4-colorations propres qu’admet un graphe [83].

Il est difficile d’obtenir des algorithmes paramétrés pour des problémes de coloration. En effet,
pour tout £ € N>3, décider si un graphe admet une coloration propre de taille k£ est un probléme
NP-complet [94]. »

1.4 Notions d’hypergraphes

Dans cette Section, nous reprenons en majeure partie les notations du livre de Berge [17].
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Un hypergraphe H = {X1,...,X,} est une famille de sous-ensembles d’un ensemble fini d’objets.
Dans notre cas, et pour permettre des transitions avec la THEORIE DES GRAPHES, on notera Vy
cet ensemble d’objets, que nous appellerons sommets. S’il n’y a pas d’ambiguité, on pourra noter
Va plus simplement par V. Les éléments X; C V de la famille H sont appelés les hyperarétes de H.
Nous avons par conséquent H C 2V, et on pourra noter e € H une hyperaréte de ’hypergraphe .
Les hypergraphes constituent une généralisation naturelle des graphes a des arétes de plus grande
taille, ol les arétes d’'un graphe modélisent des hyperarétes de deux sommets. Tout graphe est donc
en particulier un hypergraphe.

Le rang r(#H) d’un hypergraphe H est la taille maximum de ses hyperarétes. On a donc r(H) =
max.cy |e|. La taille d’'une hyperaréte pourra également étre appelée le rang de ’hyperaréte. Un
hypergraphe est dit uniforme si toutes ses hyperarétes ont le méme rang, et il est dit simple s’il n’a
pas d’hyperarétes multiples. Si aucune hyperaréte n’est contenue dans une autre, ’hypergraphe est
dit appartenant & la Famille de Sperner.

Sans précision particuliere on notera pour un hypergraphe H, de méme que pour un graphe, n le
nombre de sommets et m le nombre d’hyperarétes de ’hypergraphe.

Soit H un hypergraphe. On appelle degré d’'un sommet x € V', noté dy(x), le nombre d’hyperarétes
qui contiennent x. Dans la littérature, le degré d’un sommet dans un hypergraphe pourra également
étre appelé sa fréquence. Cette notion s’étend a tout sous-ensemble de sommets. Le degré dy (X)
d’un sous-ensemble X C V est donné par dy(X) = [{e € H : enNX # (}]. Pour un sommet z € V,
on notera H, le sous-hypergraphe induit de H, formé par les hyperarétes de H qui contiennent z.
De méme, pour un sous-ensemble X C V de sommet de H, on notera Hx ={e € H : eNX # 0}.
Un sous-ensemble X C V est un ensemble stable de H si X ne contient entierement aucune hyper-
aréte, c’est-a-dire X est stablesiVe e H : e— X # (). Un sous-ensemble X C V est un transversal
de H si X posséde une intersection non vide avec chaque hyperaréte, soit donc X est un transversal
siVeeH : enX # (), ouencore Hx = H. Les notions de transversaux minimums et minimaux
sont définies au sens de la Section 1.1. L’ensemble des transversaux minimaux de H, noté Tr(H),
constitue un hypergraphe sur le méme ensemble de sommets V.

Non seulement les graphes et les hypergraphes sont reliés car les seconds sont une généralisation des
premiers, mais aussi parce que des notions ou des problemes de graphes se traduisent en notions ou
en problemes d’hypergraphe. Par exemple, un stable dans un graphe G est aussi un stable au sens
des hypergraphes, lorsque 'on considére G comme un hypergraphe G. De méme, une couverture
de sommets dans G est un transversal dans G. Nous avons vu que le probléeme COUVERTURE
D’ENSEMBLES recouvre beaucoup de problémes informatiques, et peut directement étre traduit en
probleme d’hypergraphe. En particulier, nous avons vu que le probléme ENSEMBLE DOMINANT est
un de ces problemes qui peut étre traduit par un probléeme d’hypergraphe.

Les hypergraphes peuvent étre classés selon leur rang. Dans cette Thése, nous nous intéresserons
en grande partie au probléme d’énumération des transversaux minimaux d’un hypergraphe de rang
k € N>o, formulé de la facon suivante :

k-HITTING SET

VERSION : ENUMERATION

Entrée : H un hypergraphe de rang k € N>o
Sortie : Enumérer les transversaux minimaux 7r(H) de H

La version énumération du probléeme HITTING SET est connue dans la littérature sous de nom-
breuses formes, comme par exemple celui de dualisation d’hypergraphe, traduit de ’anglais Duali-
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zing Hypergraphs. Nous nous intéresserons également a d’autres versions du probléeme k-HITTING
SET, notamment la version optimisation qui consiste a déterminer un transversal minimum d’un
hypergraphe H. Nous étudierons de plus le probleme cok-HITTING SET suivant :

cok-HITTING SET

VERSION : ENUMERATION

Entrée : H un hypergraphe de rang k € N>o
Sortie : Enumérer les transversaux minimaux de H dont le complémentaire dans V'
est un transversal de H

Le probleme d’énumération des transversaux minimaux dans un hypergraphe quelconque est appelé
le probléme HITTING SET. Cependant, autant nous pouvons espérer obtenir des temps d’exécution
meilleurs que O*(2"™) pour résoudre le probléme k-HITTING SET, autant sous ’hypothése SETH,
aucun algorithme plus rapide que O*(2") ne peut exister pour résoudre la version optimisation du
probléeme HITTING SET [53].

1.5 Techniques Algorithmiques

Nous présentons dans cette Section des techniques fondamentales en ALGORITHMIQUE EXACTE
EXPONENTIELLE pour construire des algorithmes efficaces pour la résolution de problemes difficiles.
Nous référons au livre de Fomin et Kratsch pour des détails plus avancés sur ces méthodes [90].
Nous référons également a l'article de Bjorklund, Husfeldt, et Koivisto pour plus de détails encore
sur la mise en ceuvre de la technique d’Inclusion-Ezclusion [20].

1.5.1 Brute-Force

Brute-Force. La technique Brute-Force, aussi appelée recherche erhaustive, n’est pas une mé-
thode pour obtenir des algorithmes efficaces, mais fournit toujours un algorithme de résolution
d’un probléeme. Comme son nom l'indique, cette méthode résout un probleme en testant toutes
les possibilités de réponses possibles, jusqu’a trouver une solution pour une version de décision ou
d’existence, ou jusqu’a avoir parcouru ’espace de toutes les solutions possibles pour les autres ver-
sions. Un algorithme obtenu par cette méthode est appelé un algorithme trivial. L’intérét pratique
de cette méthode est d’étudier la possibilité pour une autre méthode d’obtenir un meilleur temps
d’exécution. Le temps d’exécution d’un algorithme trivial constitue alors un challenge a relever.
Pour un univers a n éléments, le temps d’exécution d’un algorithme trivial varie selon le type de
probleme étudié. Pour un probléme de sous-ensembles, a supposer que vérifier la validité d’une pro-
priété recherchée s’exécute en temps polynomial, le temps d’exécution d’un algorithme Brute-Force
sera en général O*(2"). Pour un probleme d’ordonnancement, ’algorithme trivial teste toutes les
permutations possibles de &,, en temps O*(n!) = O*(2"1°¢"). Pour un probléme de partitionnement,
I’algorithme trivial teste toutes les partitions possibles des éléments en temps O*(n™) = O*(2"1°8").
Il y a des problemes pour lesquels on ne connait pas d’algorithme de résolution qui soit meilleur
algorithme que I’algorithme trivial. Par exemple, sous I’hypothese de complexité SETH, il n’existe
pas, pour résoudre la version décisionnelle du probleme SAT ou pour résoudre la version optimi-
sation du probleme HITTING SET, d’algorithme qui soit meilleur que I'algorithme trivial en temps
O*(2™) [53]. L)
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Au-dela de la méthode Brute-Force, il existe deux grandes catégories de techniques, qui ensuite
possedent des ramifications. Ces deux grandes techniques sont la technique de Branchement et la
technique de Programmation Dynamique. Une grande différence entre ces deux techniques est que la
premieére est une programmation par récurrence, tandis que la seconde ne I’est pas. Dans un modele
de calcul pourvu d’une machine RA M, cette différence a deux conséquences. La premiere consé-
quence est que la pile d’appels du programme qui exécute ’algorithme peut étre de taille constante
pour un algorithme de programmation dynamique, tandis que pour un algorithme de branchement
la pile d’appels peut avoir une taille linéaire en la taille de I’entrée. La deuxiéme conséquence se situe
au niveau de ’espace mémoire des variables. Pour un algorithme de branchement, le programme n’a
besoin de stocker qu'un tres faible ensemble de solutions, tandis que pour un algorithme de program-
mation dynamique, ’algorithme a besoin en général pour résoudre un probléme difficile de stocker
un nombre exponentiel de solutions. Une deuxieme grande différence entre ces deux techniques se
situe au niveau du type de probléme que peut résoudre efficacement la technique. En général, on
utilisera la technique de Branchement pour des problemes de type propriété de sous-ensembles sur
un univers, tandis que 'on utilisera la Programmation Dynamique pour des problémes de partionne-
ment ou d’ordonnancement. Cette deuxieme différence a un impact sur le temps d’exécution espéré
des algorithmes. On attend de chacun d’eux qu’ils soient plus efficaces que l'algorithme trivial. En
conséquence, sur une instance de taille n, on attend en général d’un algorithme de branchement qu’il
soit en temps O*((2 —€)™), pour 0 < € < 1, tandis qu’on attend d’un algorithme de programmation
dynamique qu’il soit en temps O*(c™), pour ¢ € Rs1, avec en général ¢ > 2.

1.5.2 Branchement

Branchement. La technique de Branchement est appelée de différentes maniéres dans la littéra-
ture, comme branch and bound traduit séparation et évaluation, branch and reduce traduit brancher
et réduire, pruning the search tree traduit élagage de l’arbre de recherche, backtracking, ou simple-
ment comme nous 'appelons branching traduit branchement. La technique de Branchement est une
technique de résolution qui décompose un probleme en sous-problémes que ’on résout de maniere
récurvive, et dont on combine les solutions pour obtenir la solution du probléme originel. En ALGO-
RITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE, cette décomposition a lieu en général au niveau de 'instance
du probleme, que I'on décompose ainsi en instances de plus petite taille.

Pour résoudre un probléeme sur une instance d’entrée, un algorithme de branchement utilise un
ensemble fini de regles qui sont appliquées dans 'ordre bien précis dans lequel elles sont édictées,
afin d’obtenir des instances de plus petite taille sur lesquelles appliquer I’algorithme récursivement.
Chacune des regles de l'algorithme dispose de certaines conditions sur les instances du probléme
pour lesquelles elles peuvent s’appliquer, conditions qui sont en général d’ordre structurel.

Au départ, Palgorithme tente donc d’appliquer la premiere régle édictée. Si la condition & une
regle échoue, 'algorithme tente d’appliquer la regle suivante, jusqu’a appliquer la derniére regle de
I’algorithme. Lorsqu’une instance échoue aux conditions d’application d’une régle, elle renseigne en
général de certaines de ses propriétés structurelles, dont pourront tirer profit les regles suivantes de
I’algorithme. Pour pouvoir étre valide, c’est en toute logique que la derniere régle d’'un algorithme
de branchement doit pouvoir étre appliquée sur toutes les instances qui ont échoué aux conditions
des regles précédentes. Des qu’'une regle réussit, 'algorithme décompose le probléme en un nombre
fini de sous-problémes, dont la taille doit étre plus petite que celle du probleme étudié. Sur chacune
des instances obtenues et dans ’ordre dans lequel elles ont été créées, ’algorithme est alors appliqué
de manieére récursive, c’est-a-dire qu’il reprend depuis le départ. Il est finalement & préciser que les
conditions des reégles doivent en regle général pouvoir étre testées en temps polynomial en la taille
de l'instance, et la création d’une instance de sous-probleme doit prendre un temps polynomial.
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Les regles d’un algorithme de branchement sont de deux types, les regles de réduction et les regles
de branchement. Une régle de réduction permet, soit de stopper la décomposition récursive en sous-
problemes en résolvant en temps polynomial I'instance considérée, ou alors de simplifier I'instance
considérée et d’obtenir une unique instance de sous-probleme de plus petite taille. Une régle de
branchement permet de décomposer l'instance considérée et d’obtenir plusieurs instances de sous-
probléemes de plus petite taille. &

L’exécution d’un algorithme de branchement décrit naturellement un arbre, appelé arbre de re-
cherche. A chaque instance de sous-probléme créée par I’algorithme correspond un sommet de
I’arbre. Le sommet associé dans ’arbre est une feuille si ’algorithme résout I'instance par une regle
de réduction sans créer de sous-probléme, et correspond a un nceud interne dans le cas contraire.
Dans ce dernier cas, les nceuds de ’arbre correspondant aux instances de sous-probléemes, créées
par l'algorithme pour résoudre l'instance considérée, sont reliés par une aréte pour représenter ce
qui constitue un lien de parenté. De cette maniére, I’arbre de recherche engendré par I’exécution
d’un algorithme de branchement peut étre considéré indifféremment orienté ou non orienté. Le temps
d’exécution d’un algorithme de branchement correspond alors, a un facteur polynomial pres, au plus
grand nombre de noeuds d’un arbre de recherche parmi toutes les exécutions sur toutes les entrées
possibles de l'algorithme. Un calcul direct du temps d’exécution d’un algorithme de branchement
est en général tres compliqué. Cependant, les méthodes dont nous disposons nous permettent d’en
fournir une borne supérieure.

Soit A un algorihme de branchement sur une entrée de taille n. Supposons que pour cette entrée
I'algorithme applique la j-éme regle de branchement, et créé m; € N>y instances de sous-problémes,
chacune de taille respective n — a;, pour a; € R%, 1 < i < m;. Le temps d’exécution T'(n) de
I'algorithme A satisfait alors naturellement la récurrence T'(n) < >, T(n — a;). Les solutions de
cette récurrence linéaire homogene sont de la forme o, avec a un nombre complexe. La valeur «;
qui nous intéresse est I'unique réel positif racine du polynéme Pj(X) =1 —3; X~ %. Le réel o et
le vecteur (a1, ...,am;) € (R%)™ sont alors appelés respectivement le nombre de branchement et
le vecteur de branchement de la j-éme regle de branchement. Une borne supérieure sur le temps
d’exécution T'(n) de l'algorithme de branchement A est alors O*(a™), et on dit que A s’exécute en
temps O* (™), olt @ = max; a; est le plus grand nombre de branchement des regles que composent
I’algorithme.

Fondamentaux. Dans cette Thése, nous nous sommes longuement intéressés aux proriétés des
vecteurs de branchement, dans le but de pouvoir les manipuler, et afin de pouvoir construire des
algorithmes exacts exponentiels toujours plus efficaces. Certaines propriétés de ces outils remar-
quables sont bien connues, tandis qu'un tres grand nombre d’entre elles restent encore a découvrir.
La Section 3.2 est entierement dédiée a cette étude. Nous présentons dans cette sous-section uni-
quement la Proposition 1.1, qui est fondamentale pour tout algorithme qui utilise la technique de
Branchement. En particulier, cette proposition montre que tout vecteur de branchement admet bien
un nombre de branchement, que ce dernier est unique, et qu’il satisfait certaines propriétés. Nous
donnons une preuve de cette proposition en Section 3.2.

Un vecteur de branchement est un vecteur A € (R%.)"4 de réels strictement positifs, avec m4 € Nxo.
Pour un vecteur A € (R%)™4, on note A = (ay,...,am,) ce vecteur, et on appelle my € N* sa
dimension. Si m4 > 2, on note T(A) = a4 le nombre de branchement de A, défini comme 'unique
racine réelle positive du polynéme P4(X) = 1 — Y'="4 X% La notation T(A) d'un nombre de
branchement peut étre retrouvée dans le livre de Fomin et Kratsch [90].
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Proposition 1.1. Pour tous vecteurs de branchement A € (R%.)™4 et B € (R}.)™B, avecmy, mp >
2, les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Le polynome Ps(X) est croissant sur R, avec )lciglopA(X) = —o0, Pa(1) < -1, et
li Py(X) =1.
XiIEOO A( )

(ii) Pa(X) admet une unique racine réelle aq qui existe, et tel que ay € Rsj.

(iii) aq < ap si et seulement si Pa(ap) > 0 si et seulement si Pg(aq) < 0.

1.5.3 Programmation Dynamique

La Programmation Dynamique est une technique incontournable en ALGORITHMIQUE EXACTE EX-
PONENTIELLE [90]. La technique d’Inclusion-Exclusion se présente elle-méme comme une variante
de Programmation Dynamique. Sans considérer les variantes, il en existe différents types. L’algo-
rithme de Lawler pour calculer le nombre chromatique d’un graphe en temps O*(2.4423™) [136]
est appelé en 2003 par Woeginger une Programmation Dynamique sur les sous-ensembles [188].
Nous I'appelerons Programmation Dynamique Classique. Nous avons présenté en Sous-Section 1.3.2
quelques décompositions de graphes. Nous appellerons Programmation Dynamique Arborescente une
Programmation Dynamique dont les sous-problemes sont donnés par un sous-arbre d’une décompo-
sition arborescente d’un graphe.

Programmation Dynamique Classique. La technique de Programmation Dynamique Classique
est une technique qui donne des résultats tant pour résoudre des problémes faciles que pour résoudre
des problemes difficiles. La Programmation Dynamique Classique se définit comme une méthode de
résolution d’un probléme sur une instance d’une certaine taille, en combinant les résultats de la
résolution du probléme sur des instances de plus petite taille. Cette technique tire donc profit de
I’hérédité d’un probleme. Toutefois, ce n’est pas une programmation par récurrence. Les résultats
sur les instances de plus petite taille doivent donc étre calculés préalablement et étre stockés afin de
pouvoir étre utilisés ultérieurement au cours du programme. Le fait que cette méthode ne soit pas
une programmation par récurrence a un avantage au niveau de la pile d’appels d’un programme, par
exemple dans le modele de calcul RA M. Cependant pour I’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONEN-
TIELLE, cette méthode présente souvent le désavantage de nécessiter un espace mémoire exponentiel.
&

Réaliser un algorithme de Programmation Dynamique Classique n’est pas toujours aisé. Il faut
définir ce qu’est un sous-probléme, et comment résoudre le probléeme & partir des sous-problémes. I1
faut également définir la dynamique de la résolution, c’est-a-dire dans quel ordre les sous-problemes
doivent étre résolus, en résolvant initialement les plus petits sous-problémes, puis en résolvant des
sous-problemes de taille toujours plus grande. La dynamique pour un probléme de graphes peut étre
par exemple 'augmentation progressive du nombre de sommets dans les sous-graphes du graphe,
les sous-graphes représentant alors les sous-problemes de l'instance de départ.

Aujourd’hui, nous pouvons nous appuyer sur les décompositions de graphes pour obtenir des algo-
rithmes de Programmation Dynamique d’un autre type. Par exemple, Fomin et Thilikos ont montré
que la plupart des problemes expressibles en MSOL admettent un algorithme de programmation
dynamique sur une décomposition arborescente de graphe [87]. Cette méthode permet donc de
construire des algorithmes sous-exponentiels pour certains problémes appliqués a des graphes de
genre borné [63]. Pour construire un algorithme de Programmation Dynamique Arborescente, il faut
définir ce qu’est une caractéristique pour un noeud de la décomposition, et comment les obtenir en
combinant les caractéristiques des sous-problemes calculées préalablement.
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Programmation Dynamique Arborescente. Soit G = (V, E) un graphe, et soit (X,7T’) une
décomposition arborescente de G, avec T' = (I, F') un arbre. Pour un nceud ¢ € I de I’arbre T', on note
V; C V I'ensemble des sommets de G rencontrés dans les sacs associés aux nocuds du sous-arbre de T’
enraciné a i, c’est-a-dire V; = Ujcrp); X ;. On suppose que les sommets des sacs X; respectent I'ordre
des sommets de V' dans le graphe G, et pour un nceud @ € I, on note [(i) = | X;|, et on pose X; =
{z1,... ,a:l(i)}. Pour construire un algorithme de Programmation Dynamique sur une décomposition
arborescente, nous associons a chaque noeud de la décomposition un ensemble de caractéristiques.
Le sous-arbre T[i] constitue un sous-probléme du probléme originel, il correspond & celui restreint
au sous-graphe G[V;]. De maniére générale, une caractéristique est une solution partielle au sous-
probléme correspondant au sous-arbre T'[i]. Une solution partielle est une représentation partielle
d’une solution au sous-probléme restreint a G[V;]. Cette représentation est partielle car en général ne
sont stockées dans une caractéristique que les informations restreintes et relatives aux sommets de
X;. Pour un algorithme de Programmation Dynamique Arborescente, et pour un nceud 7 € I, on note
usuellement I'(7) ’ensemble de ses caractéristiques. Un algorithme qui utilise cette technique propage
les solutions des sous-problemes des feuilles vers la racine, et nous considérons la décomposition
(X, T) jolie et enracinée en r € I. On remarque en particulier que pour tout i € I : X; C V;, et que
V, = V. Ainsi, un probléme de décision admet une solution sur G si I'(r) # 0. X

Les techniques de Branchement et de Programmation Dynamique sont des grandes techniques ma-
jeures en ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE. Ces techniques possedent également des
ramifications. Nous présentons ici deux techniques, la technique Mesurer et Conguérir qui est une
technique de Branchement, et la technique d’Inclusion-Ezclusion qui est une technique de Program-
mation Dynamique. Ces deux techniques constituent aujourd’hui des outils tres puissants pour la
construction d’algorithmes exacts exponentiels. La technique Mesurer et Conquérir consiste & mesu-
rer différemment les entrées du probléme, pour mieux analyser le temps d’exécution des algorithmes.
Un des faits d’armes les plus célébres de cette technique est I’amélioration du temps d’exécution
d’un méme algorithme de branchement pour résoudre le probléeme ENSEMBLE DOMINANT MINI-
MUM. Avec une mesure classique, le temps d’exéuction de I'algorithme était en O*(1.8025"), tandis
qu’en choissant une mesure différente, c’est-a-dire en analysant différemment, le temps d’exécution
de l'algorithme est descendu & O*(1.5137™) [84]. Cette technique, en plus d’étre redoutablement
efficace, présente également comme nous le verrons, 'avantage d’améliorer notre compréhension des
problemes. La technique d’Inclusion-Ezclusion quant a elle est une technique de Programmation
Dynamique, que 'on applique en regle générale spécialement pour des problemes de partitionne-
ment. Un des faits d’armes les plus célebres de cette technique, est 'amélioration de ’algorithme
pour résoudre la version optimisation du NOMBRE CHROMATIQUE. Jusqu’en 2009 et le désormais
célebre algorithme d’Inclusion-Ezclusion de Bjorklund, Husfeldt, et Koivisto en temps O*(2™) [20],
le meilleur algorithme connu pour résoudre ce probléeme était l'algorithme en temps O*(2.4423™)
de Lawler publié en 1976 [136]. Avec cette technique et toujours en temps O*(2"), cette découverte
de 2009 a considérablement amélioré d’autres algorithmes de partitionnement. Ce fut en particulier
le cas du probléme du NOMBRE DOMATIQUE qui consiste a déterminer la plus grande partition des
sommets d’un graphe en dominants, et pour lequel le meilleur algorithme connu était en temps
0*(2.8718™) [89]. Du fait de la puissance de cette technique, on cherche aujourd’hui encore a en
cerner toutes les limites et le champ d’application.
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1.5.4 Mesurer et Conquérir

Mesurer et Conquérir. Mesurer et Conquérir est une technique de Branchement. Dans cette
technique, on cherche cependant a mesurer ’entrée du probleme différemment que de maniere
classique, afin d’obtenir un temps d’exécution différent et le plus petit possible. Tout 'art de cette
méthode est dans le choix de la bonne mesure. Ce choix dépend du probléme étudié, et peut dépendre
en plus de l'algorithme lui-méme. La construction d’un algorithme utilisant la technique mesurer et
conquérir se déroule en quatre étapes.

La premiere étape consiste a construire et valider un algorithme de branchement qui permet de
résoudre le probleme étudié. Cette étape se fait de la méme fagon que pour la technique de bran-
chement classique, 'analyse du temps d’exécution en moins.

La deuxieme étape consiste a définir une mesure g pour les entrées du probléme étudié. Par exemple,
pour un graphe d’entrée G = (V, E), une mesure classique du graphe est son nombre de sommets
n. Il est possible cependant de définir une autre mesure u(G) d’'un graphe G, par exemple une
mesure qui ne tienne compte que des sommets de degré plus petits que d < 2. Pour se faire,
nous pouvons attribuer différents poids wy, w1, ws & ces sommets en fonction de leur degré. A cette
étape, l'introduction de différents poids permet d’affiner notre mesure. Egalement, ce choix peut
étre justifié car cela peut nous renseigner sur l'origine de la difficulté du probléme, au niveau de la
structure de I’entrée. Par exemple, il se peut que nous ayons introduit cette mesure car si le graphe
ne comportait que des sommets de degré d > 3, le probléme devenait polynomial a résoudre.

La troisieme étape consiste a analyser le temps d’exécution de l'algorithme, c’est-a-dire a calculer
les vecteurs de branchement de I'algorithme. Toutefois, il s’agit désormais d’exprimer les vecteurs
de branchement dans la mesure u que nous avons défini a la deuxiéme étape. Dans notre exemple,
nous exprimons les vecteurs de branchement non plus en fonction de n le nombre de sommets,
mais en fonction des poids w;. Les vecteurs de branchement conduisent alors & des récurrences
de la forme T'(u(G)) < > T(u(G) — ¥j(wi)), pour des certaines fonctions v; sur les vecteurs
de poids dans les réels, et ou T(u(G)) est le temps d’exécution de l'algorithme dans la mesure
p(G) définie. Pour des valeurs de poids données, le temps d’exécution T'(u(G)) de lalgorithme
pourra alors étre calculé et sera de la forme O*(a%)). Dans le cas particulier ol le gain de la
mesure dans les branches d’une régle de l'algorithme s’exprime comme combinaison linéaire des
variables poids, le vecteur de branchement de la regle satisfait alors une récurrence sous la forme
T(u(G)) < X T(G) = 32, aij - wi), o les coefficients a; j sont des nombres réels.

Pour comparer la qualité de cet algorithme avec d’autres algorithmes classiques, on montrera alors
que pour toute entrée x € Z de taille n, la mesure p(z) satisfait la relation p(z) < f(n), pour une
certaine fonction f. Le temps d’exécution T'(n) de notre algorithme sera alors O*(af (™).

La derniere étape de la construction de notre algorithme utilisant la technique mesurer et conquérir
consiste a optimiser la valeur des poids. Jusqu’a présent, nous n’avions aucune idée de la valeur
précise des poids. Nous aurions pu leur en attribuer de maniere arbitraire, mais cela n’aurait sans
doute pas été un bon choix pour deux raisons. La premieére raison est que notre algorithme doit
respecter des contraintes sur la mesure elle-méme. En créant un sous-probleme, nous devons garantir
que le poids de ’entrée dans le sous-probléeme doit étre inférieur au poids de ’entrée initiale. Dans
chaque branche de chaque regle, qu’elle soit de réduction ou de branchement, le gain de la mesure
en passant de l'instance initiale a la nouvelle instance doit toujours étre positif. La valeur des
poids que nous avons défini respectent donc des contraintes dont nous ne pouvons nous passer.
La deuxiéme raison est que, comme montré a la troisieme étape, la valeur des poids a un impact
direct sur le temps d’exécution de notre algorithme. Il est probable qu’en choisissant tout aussi
arbitrairement d’autres valeurs pour les poids, le temps d’exécution de l'algorithme soit meilleur.
L’objectif méme de cette quatrieme étape consiste donc a optimiser la valeur des poids pour obtenir
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le temps d’exécution le plus petit possible. Lorsque les récurrences sont exprimées en combinaisons
linéaires des variables de la mesure, le systeme de récurrences obtenu a la troisieme étape est dit
linéaire, et son optimisation se déroule dans le cadre de la programmation quasi-convexe introduite
par Eppstein en 2004 [71]. Il existe des langages mathématiques, comme AMPL, pour modéliser
ces systemes d’optimisation de variables sous contraintes, et il existe des outils pour les optimiser.
Pour valider I'analyse d’un algorithme, nous n’avons cependant besoin que des valeurs annoncées
des poids dans la mesure choisie, afin d’en valider le temps d’exécution. &

1.5.5 Inclusion-Exclusion

Inclusion-Exclusion. La technique d’Inclusion-FExclusion, avant d’étre une technique de Program-
mation Dynamique, est un outil de MATHEMATIQUES COMBINATOIRE. Le pére de ce principe est
le mathématicien Abraham de Moivre qui vécut de 1667 & 1754. Soient Ay,..., A, des ensembles
finis sur un univers U d’objets quelconque. Initialement, le principe d’Inclusion-FExclusion établit la
relation suivante, en utilisant les opérations ensemblistes définies en Section 1.1, et en supposant
autorisé des objets multiples :

U 4a=- > -1"Na

i=1,...,n IC{1,..n} iel

Ce principe s’applique aussi bien a I’énumération qu’au dénombrement ensembliste, c’est-a-dire au
calcul du cardinal des ensembles. Cette formule permet de calculer la réunion des ensembles A; a
partir de leurs intersections, en prenant en compte tous les objets de 'univers mais sans qu’aucun
d’eux ne soit pris en compte plus d’une fois. Inclusion-FEzxclusion est un terme qui définit bien ce
principe car il se démontre par récurrence a partir de deux ensembles. En effet, pour deux ensembles
A et B, on dénombre les objets qui sont dans A U B en incluant les objets qui sont dans A, puis
ceux qui sont dans B, et finalement en ezcluant une fois tous les éléments qui sont a la fois dans A
et dans B, c’est-a-dire dans A N B, car ils ont déja été pris en compte deux fois. Pour généraliser a
n ensembles quelconques, il suffit de poser A = A; et B = J;>9 4;.

Par la suite, ce principe a également été appliqué en prenant en compte les opposés A; des ensembles
dans I'univers, qui doit dans certains cas étre supposé fini. Par les lois de De Morgan, nous avons
immédiatement la relation suivante par passage au complémentaire des deux membres de 1’égalité :

N x- ¥ i

i=1,...n IC{1,...n} i€l

La formule ci-dessus correspond au Théoreme 4.1 du livre de Fomin et Kratsch [90]. Le Théoréeme
4.2 du méme livre peut se retrouver a partir de la formule d’origine et étre formulé de la fagon
suivante, simplement en permutant les A; avec leur complémentaire A; :

N 4= ¥ -in®

i=1,..n IC{1,...n} i€l

Ce principe a de nombreuses applications en mathématiques, comme par exemple en probabilités.
Pour '’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE, il y a un certain nombre de problémes qui
peuvent étre résolus par ce principe. Dans cette These, nous nous intéressons a ’application de ce
principe en particulier pour des problémes de coloration. &

Soient U un univers fini d’objets avec n = |U|, et F une famille de sous-ensembles de U. Les
possibilités connues de ce principe pour ces types de problémes sont résumées dans les théoremes
suivants. Nous nous référons au livre de Fomin et Kratsch [90] ainsi qu’a l'article de Bjorklund,
Husfeldt, et Koivisto [20] pour des détails concernant l'implémentation de ces théorémes.
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Théoréme 1.2 ([90]). Pour tout k € N, il y a un algorithme d’Inclusion-Exclusion qui calcule en
temps et espace O*(2™) le nombre de k-couvertures distinctes de U par F.

Théoréme 1.3 ([90]). Pour tout k € N, il y a un algorithme d’Inclusion-Exclusion qui calcule en
temps et espace O*(2™) le nombre de k-partitions distinctes de U par F.

Les deux théoremes précédents concernent le cas ou la famille des sous-ensembles F est explicitement
donnée. Le Théoreme 1.4 étend ces résultats lorsque F ne fait pas partie de ’entrée, et donc
est implicite. L’algorithme du Théoréme 1.4 consiste en la construction préalable de la fonction
caractéristique f de JF, puis en l'application des Théoremes 1.2 et 1.3 précédents. L’analyse du
temps d’exécution découle de celle des algorithmes de ces théorémes.

Théoréme 1.4. Etant donnés un graphe G = (V, E) et un entier positif k, il y a un algorithme
d’Inclusion-Ezclusion pour décider s’il existe une k-couverture ou une k-partition {Vi,Va,...,Vi}
de V', ou pour toutes les dénombrer, telle que toutes les classes de couleurs V; appartiennent d une
famille (implicitement donnée) F de sous-ensembles de V. Le temps d’exécution de l’algorithme est
t(n) + O*(2"), ou t(n) est le temps requis pour énumérer tous les éléments de F. Avec F C 2V,
Uespace mémoire utilisé est O*(|F| +2") = O*(2").

Considérons le probléme bien connu du nombre chromatique. Un graphe G = (V, E) posséde un
nombre chromatique au plus k si et seulement s’il y a une k-partition de ’ensemble S = V ou la
famille F C 29 des classes de couleurs possibles dans une telle k-partition de V est la famille des
ensembles stables de GG. Observons que cette famille particuliere F peut facilement étre calculée en
temps O*(2™). Dans la pratique, nous avons t(n) = O*(2") dans la majorité des cas.

Les algorithmes d’ Inclusion- Exclusion présentés jusqu’ici s’exécutent en temps O*(2"), et requierent
un espace exponentiel. Pour établir des algorithmes qui s’exécutent en espace polynomial, il est
nécessaire que la famille F puisse étre énumérée en espace polynomial. Le Théoréme 1.5 résume
différentes possibilités pour établir des algorithmes d’Inclusion-Exclusion pour les problémes de
couverture ou de partitionnement qui s’exécutent en espace polynomial. La preuve du Théoreme 1.5
est donnée dans le livre de Fomin et Kratsch [90].

Théoréme 1.5 ([90]). Le nombre de k-couvertures ou de k-partitions distinctes d’une instance
(U, F) peut étre calculé par un algorithme d’Inclusion-Exclusion en espace polynomial et en temps :
(i) 2" F|n®W), si F peut étre énumérée en délai et espace polynomial
(ii) 3"nOW) | si Uappartenance & F peut étre décidée en temps polynomial
(i) 377 (?)T]—‘(j), s’il y a un algorithme en temps Tr(j) et espace polynomial pour compter pour
chaque sous-ensemble W C U de taille j le nombre d’ensembles F' € F qui satisfont FOW = ().
Partition Pondérée. Il existe une extension du probleme d’Inclusion-Ezclusion aux problemes
de partitionnement pondéré. Une instance du probléme de PARTITION PONDEREE est un univers
d’objets U, et une fonction de pondération f sur les k-tuples {Uj,...,Us} de sous-ensembles de U.

La fonction f est ici un produit tensoriel ® de k fonctions sur les sous-ensembles U de U dans un
intervalle [—M, M] pour une certaine valeur M. Formellement on a pour tout 1 <i <k :

fi 24 = [-M,M]

et la fonction f de pondération des k-tuples est donnée par :

fooMxMx oxM [—M’“,M’“}
{U1,Uz,..., U} = fi(Uh) ® f2(Us2) @ ... @ fi.(Uk)
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Dans la pratique, nous utiliserons ’addition ou la multiplication pour le produit tensoriel. &

Les théoremes suivants agrémentent les résultats sur les algorithmes d’ Inclusion- Exclusion.

Théoréme 1.6 ([20]). Soient U un univers d’objets, k € N et f une fonction de pondération définie
comme précédemment par un produit tensoriel. Alors il y a un algorithme d’Inclusion-Exclusion qui
s’exécute en temps O*(2" k log M) et espace O*(2") pour calculer pi(f) la somme des partitions
pondérées défini par :

()= D fX)= Y. @ fil(lh)

X={U1,..U;} X={U1,..,U}
ot quelque soit X = {Uy,..., Ui}, X est une k-partition de U.

Théoréme 1.7 ([20]). Soient U un univers d’objets, k € N et f une fonction de pondération définie
comme précédemment par un produit tensoriel. Alors il y a un algorithme d’Inclusion-FEzxclusion
qui s’exécute en temps O* (2" k% log M) et espace O*(2") pour déterminer une k-partition X =

{U1,..., U} de U qui mazimise f(X) = f1(U1)®...® fr(Uk).

1.5.6 Autres Méthodes Exactes

Dans cette Sous-Section, nous présentons des techniques qui ont une importance moindre en AL-
GORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE. Ceci peut se justifier soit par le fait que ces techniques
sont en général mises en ceuvre en parallele d’autres techniques plus importantes que nous avons
déja présentées, soit par le fait qu’un faible nombre d’algorithmes exacts exponentiels efficaces em-
preintent ces techniques. Quoiqu’il en soit, nous utiliserons dans cette These chacune des techniques
présentées dans la Section 1.5 et ses Sous-Sections.

Pré-Traitement. La technique de Pré-Traitement est par définition méme une technique qui
s’utilise en paralléle d’une autre technique. D’un point de vue algorithmique, cette technique consiste
a transformer préalablement l’entrée d’un probléme, en vue d’améliorer 'efficacité de ’exécution
du coeur d’un algorithme. Pour mettre en ceuvre cette technique, on pourra utiliser de plus une
autre technique déja présentée. L’emploi de la technique de Pré-Traitement est en général implicite,
et peut par exemple consister en un tri de ’entrée, ou encore en un calcul préalable de tous les
dominants d’un graphe. Nous référons a I’étude de Woeginger de 2003 pour des exemples concrets
d’application de cette méthode [188]. &

Compression Iterative. La technique de Compression Iterative est une technique tres récente
et d’abord issue de PALGORITHMIQUE PARAMETREE [104, 56, 38, 113]. L’idée principale d’un al-
gorithme paramétré utilisant la méthode de Compression Iterative est, étant donnée une solution
de taille £ + 1 pour un certain probléme, soit compresse celle-ci et produit une solution de taille
k, ou alors démontre qu’il n’existe pas de solution de taille k. Pour ’ALGORITHMIQUE EXACTE
EXPONENTIELLE, la méthode est plutét inversée. Etant donnés un probléme sur une instance de
taille n et un certain parametre k& € N, 'objectif de la méthode de Compression Iterative est,
a partir d’un algorithme de résolution en temps O*(f(k,n)), de produire un algorithme en temps
O*(g(k+1,n)) pour deux fonctions quelconques f et g. Un exemple d’application de cette technique
sont les résultats de 2008 de Fomin, Gaspers, Kratsch et al. pour des versions de dénombrement
ou d’optimisation du probléeme d’hypergraphes k-HITTING SET [82]. Pour notre part, nous appli-
querons cette méthode a la version d’énumération des transversaux minimaux d’un hypergraphe de
rang borné k£ € N>3 que nous développerons dans le Chapitre 3. &
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Balancement d’Algorithmes. Pour mettre en ceuvre cette technique, il faut disposer de plu-
sieurs algorithmes pour résoudre le méme probleme. De plus, ces algorithmes doivent en général
utiliser différentes approches de résolution. En particulier, les temps d’exécution de ces algorithmes
doivent pouvoir étre exprimés en fonction d’un parametre commun. L’objectif de la technique de
Balancement d’Algorithmes est alors de produire un algorithme qui choisit et utilise judicieusement
ces algorithmes déja existants, en fonction de la valeur du parametre pour I'instance considérée. En
mettant en commun ces algorithmes par cette méthode de Balancement d’Algorithmes, on permet
une nouvelle et meilleure analyse du temps d’exécution de résolution du probléme. On peut avoir
a disposition plusieurs algorithmes différents, mais il est a noter que seulement deux suffisent pour
I’analyse au pire des cas. Prendre en compte tous les autres permet cependant de se faire une idée
des axes d’amélioration possibles en fonction de la valeur du parametre.

Nous renvoyons a la Section 5.2 de cette These et ’étude du probléme ENSEMBLE TROPICAL
CONNEXE pour un exemple de mise en ceuvre de cette technique. &
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2.1 Introduction

Les problémes de colorations sont des problémes trés étudiés tant d’un point de vue de la THEORIE
DES GRAPHES que d’un point de vue ALGORITHMIQUE. Un probléeme de coloration sur les sommets
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d’un graphe se présente sous la forme suivante. Etant donné un graphe G = (V, E), on souhaite
décider Vexistence, déterminer, dénombrer ou optimiser la taille d’une partition {V1,...,Vx} de V
qui satisfait plusieurs propriétés. Chaque classe de couleur V; doit satisfaire une certaine propriété,
qui peut lui étre propre, et les classes de couleurs entre elles doivent satisfaire une autre propriété.

Le probleme de coloration le plus célebre est celui du NOMBRE CHROMATIQUE d’un graphe. Pour
autant, selon sa formulation, le probleme apparailt plus ou moins complexe. Sous la forme présentée
en Sous-Section 1.3.4, le probleme du NOMBRE CHROMATIQUE revient a déterminer une partition
{V1,...,Vi} des sommets, telle que toute classe de couleur doit satisfaire la propriété d’ensemble
stable. On peut donc penser que ce probléme n’est qu’un cas particulier du probléme plus général de
PARTITION D’ENSEMBLES, donc au sein duquel les relations entre les classes de couleurs n’ont pas
d’importance. Cependant, on sait qu’il existe une coloration optimale d’un graphe si et seulement si
les classes de couleurs peuvent étre contractées pour obtenir un graphe complet. Ainsi, la formulation
équivalente suivante exhibe cette relation entre les classes de couleurs, et fait apparaitre ainsi une
plus grande complexité du probleme.

k-COLORATION PROPRE

VERSION : DECISION

Entrée: G=(V,E), ke N

Sortie : Existe-t-il une partition {Vi,...,Vi} de V en k stables telle que le graphe

complet a k sommets peut étre obtenu par contraction des classes de cou-
leurs ?

La formulation pour un probleme de coloration a donc son importance. Nous savons que la version
décisionnelle du probleme du NOMBRE CHROMATIQUE est un probleme NP-complet [94]. C’est un
des célebres 21 probléemes NP-complets de Karp [121]. Beaucoup d’efforts ont été engagés pour
obtenir des algorithmes toujours plus efficaces pour résoudre ce probleme. Les plus grands progres
ont été obtenus sous I'angle de la premiere formulation, puisqu’il rend le probléme en apparence
plus simple. La seconde formulation est toute aussi importante, car il a permis d’étudier tout un tas
de variantes du probléme. En particulier, les problémes de type VERTEX GROUPING se formulent
de la méme facon, les variantes du probleme se concentrant sur le graphe a obtenir par contraction
des classes de couleurs [36].

Un algorithme trivial pour résoudre un probléme de coloration s’exécute en temps Q(n'). Rapi-
dement, un algorithme plus efficace pour résoudre le probléme du NOMBRE CHROMATIQUE a été
trouvé. Le meilleur algorithme pour résoudre ce probleme de maniére exacte a longtemps été un
algorithme qui s’appuie sur le nombre d’ensembles stables maximaux d’un graphe [159], et sur
un algorithme & délai polynomial pour les énumérer [182]. L’algorithme obtenu par Programma-
tion Dynamique permet donc d’établir un temps d’exécution de O*(2.4423"™) [136]. Depuis 1976
et pendant une trentaine d’années, cet algorithme n’a pas été sensiblement amélioré, excepté sur
certaines classes de graphes d’entrée particulieres, ou pour décider la k-colorabilité d’'un graphe
pour k < 4 [16, 83]. L’avancée la plus importante a sans aucun doute été celle de Bjorkliind,
Husfeldt, et Koivisto [20], qui ont proposé en 2009 un algorithme basé sur le principe d’Inclusion-
Ezclusion pour résoudre la version dénombrement du probléeme de PARTITION D’ENSEMBLES. Cet
algorithme s’exécute en temps O*(2"), ou n est le nombre d’objets de I'univers, et peut s’appliquer
a d’autres problemes de colorations, sitét que ’on puisse énumérer trivialement les classes de cou-
leurs, et que 'on puisse formuler le probleme sans faire apparaitre de contraintes entre les classes
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de couleurs [90]. Aujourd’hui, la technique d’Inclusion-Ezclusion est une technique majeure pour la
résolution de problémes de coloration.

2.1.1 Nombre Chromatique

Par le Théoréme des quatre couleurs, tout graphe planaire est 4-colorable [169]. De plus, décider si un
graphe est biparti est un probléme facile, qui peut étre résolu par un simple parcours en profondeur
du graphe. Pour calculer le nombre chromatique d’un graphe planaire non biparti, il suffit donc
de décider s’il est 3-colorable. Courcelle a montré que tous les problemes de graphe expressibles
en logique MSOL sont solubles en temps O*(f(tw(G))) [48]. Le probléeme de 3-coloration est
expressible en logique MSOL [22], nous allons montrer qu’il appartient & la classe SUBEXP
lorsque ’entrée est un graphe planaire.

Les algorithmes de résolution de problemes qui utilisent la Programmation Dynamique sur une
décomposition en branches de Fomin et Thilikos sont célebres pour s’exécuter en temps sous-
exponentiel sur les graphes planaires. Ces auteurs ont montré qu'un algorithme qui s’exécute en
temps O*(f(tw(G))) pour une certaine fonction f peut étre transposé en un algorithme en temps
O*(f(1.5-bw(@))) [87]. Pour un graphe planaire, on a bw(G) < 2.122y/n [91], et une décomposition
en branche optimale peut étre calculée en temps polynomial [177].

Il y a des algorithmes en temps O*(c/F)*W(&)) pour décider la k-coloration d’un graphe, pour
une certaine fonction f et une certaine constante ¢ € Rsi. Par exemple, Telle et Proskurowski
ont construit en 1997 des algorithmes pour résoudre des problemes sur des graphes de largeur
arborescente bornée, par le biais d’une formulation tres générique de ces problémes [180]. Comme
résultat, ils proposent un algorithme en temps O*(kQ'tW(G)) pour décider la k-coloration d’un graphe
G.

Afin d’illustrer ces résultats, nous construisons un algorithme en temps O*(ktw(G)) pour décider
la k-coloration d’un graphe. Cet algorithme de Programmation Dynamique Arborescente s’exécute
en temps sous-exponentiel O*(25'044\/E) pour calculer le nombre chromatique d’un graphe planaire.
Comparativement, ce temps d’exécution est sensiblement le méme que celui de l'algorithme de
résolution du probléeme ENSEMBLE DOMINANT pour les graphes planaires proposé par Fomin et
Thilikos en temps O*(25943v™) [87].

Afin de construire notre algorithme, nous montrons les lemmes suivants.

Lemme 2.1. Soit (X,T) une décomposition arborescente jolie d’un graphe G = (V, E), avec T =
(I,F), et soiti € I. Sii est de type introduce, avec pour fils j € I et pour sommet introduit v € V,
alors les seuls voisins de v parmi les sommets de Vi sont tous dans X;, c’est-d-dire Ng(v)NV; C X;.

Démonstration. Supposons par contradiction que v soit adjacent a un sommet y € V; — X;. Par la
deuxiéme propriété d’une décomposition arborescente, I'aréte {v,y} est contenue dans un certain
sac X; € X. En particulier, v € X; et y € X;. Dans un premier cas, si [ = 1, alors y € X;, ce qui est
une contradiction, puisque y € V; — X;. Dans un deuxiéme cas, si [ € T[i], alors j I'unique fils de
1 dans T est sur le chemin qui relie [ & i. La troisieme propriété d’'une décomposition arborescente
implique alors que v € X}, ce qui est une contradiction, puisque 7 est de type INTRODUCE de sommet
introduit v. Dans le troisiéme et dernier cas, si [ ¢ T[i], nous observons que y € V; — X; implique
qu'il existe p € T[i], p # i tel que y € X,,. Or puisque y € Xj, et puisque ¢ est sur I'unique chemin
dans T qui relie p a [, on en déduit que y € X;, ce qui contredit que y € V; — X;. Nous avons donc
montré que Ng(v) N V; C X;. O



2.1. INTRODUCTION 49

Lemme 2.2. Soit (X,T') une décomposition arborescente d’un graphe G = (V, E), avec T = (I, F),
et soit i € I un neud de la décomposition. Alors les seuls voisins dans G des sommets de V; — X;
sont dans V;, c’est-a-dire Nq(V; — X;) C V.

Démonstration. . Soit * € V; — X;. En particulier, par définition de V;, x appartient a un sac
X; € X pour un certain j € T'[i]. Supposons qu'il existe y ¢ V; tel que {z,y} € E. Par la deuxiéme
propriété d’une décomposition arborescente, 'aréte {x, y} est contenue dans un certain sac X; € X.
En particulier, y € X et € X; pour un certain [ € I. Dans un premier cas, si [ =i ou si l € T[],
alors par définition X; C V;, et on a y € V;, ce qui contredit que y ¢ V;. Dans un deuxiéme et
dernier cas, si [ ¢ TVi], alors i est sur I'unique chemin dans 7' qui relie j & [. z € X; et z € X
implique par la troisieme propriété d’une décomposition arborescente que z € X;, ce qui contredit
que z € V; — X;. O

Corollaire 2.3. Soit (X,T) une décomposition arborescente jolie d’un graphe G = (V, E), avec
T=(I,F), et soiti € 1. Si i est de type join, avec pour fils i1,io € I, alors les seuls voisins dans
G des sommets de V;; — X; sont dans V;,, et symétriquement les seuls voisins dans G des sommets
de Vi, — X; sont dans Vi, .

Démonstration. La preuve de ce corollaire se déduit du Lemma 2.2 en remarquant que X;, = X;, =
X;. Ainsi, si i est de type JOIN, alors Ng(V;, —X;) C V;,, de méme que N¢(V;,—X;) C V,,. Autrement
dit, il n’y a pas d’aréte dans G qui relie un sommet de V;, — X; a un sommet de V;, — Xj. O

Corollaire 2.4. Soit (X,T) une décomposition arborescente jolie d’un graphe G = (V, E), avec
T=(I,F), et soit i € I de type join. Soit un sous-ensemble S C V; tel que S = S;; U S;, pour deux
ensembles S;; C V;, et Si, C Vi,. Alors S est stable dans G[V;] si et seulement si S;, et S;, sont
stables respectivement dans G[Vi,] et G[Vi,].

Théoréme 2.5. Il y a un algorithme de Programmation Dynamique qui s’exécute en temps sous-
exponentiel O*(25'044‘/ﬁ) pour déterminer le nombre chromatique d’un graphe planaire.

Démonstration. Nous présentons un algorithme de Programmation Dynamique Arborescente pour
décider la k-colorabilité d’un graphe. Soit G = (V, E') un graphe, et soit (X,7") une décomposition
arborescente jolie de G, avec T' = (I, F') et r € I la racine de I'arbre T'. Un vecteur (ki,..., k) €
{1,... ,k:}l(") est une caractéristique d’un noeud ¢ € I, §’il existe une k-coloration propre ¢ : V; —
{1,...,k} des sommets de V; dans G[V;] telle que V1 < p < (i) : ¢(zp) = kp. Dans notre contexte,
une caractéristique est donc la représentation partielle d’une k-coloration propre de G[V;]. Etant
donnée une caractéristique (k1, ..., ky;)) € I'(i), on note Si(c) = {zp, € X;,1 <p <I(i) : ky =c}
I’ensemble des sommets de X; de couleur ¢ € {1,...,k} selon la caractéristique. L’Algorithme 2.1,
pour décider I'existence d’une k-coloration, associe l'ensemble des caractéristiques I'(i) d’un noeud
1 € I en fonction des caractéristiques de ses sous-problémes déja calculées.
La validité d’un algorithme de Programmation Dynamique sur une décomposition arborescente se
montre par récurrence sur les sommets de la décomposition, en partant des feuilles vers la racine.
Montrons que quel que soit le nceud @ € I, on a G[V;] admet une coloration propre ¢ si et seulement
s'il existe dans I'(i) une caractéristique (k1,..., k) telle que V1 < p < I(i) : o(zp) = kp. Sup-
posons que I’Algorithme 2.1 construise correctement les caractéristiques de tous les sous-problemes
d’un noeud ¢ € I, montrons alors que cet algorithme calcule correctement les caractéristiques I'(7).
¢ Si ¢ est une FEUILLE : Un sommet isolé, pour constituer une coloration propre de lui-méme,
peut étre coloré de toutes les maniéres possibles. Par I’Algorithme 2.1, toutes les représentations
partielles restreintes a X; de ces colorations sont dans I'(7).



50 CHAPITRE 2. ALGORITHMES POUR DES PROBLEMES DE COLORATION

Algorithme 2.1: Algorithme de Programmation Dynamique du Théoreme 2.5 pour la ver-
sion décisionnelle du probléme de k-COLORATION qui associe a chaque nceud ¢ € I d’une
décomposition arborescente jolie T = (X, (I, F')) d’'un graphe G = (V, E), ’ensemble de ses
caractéristiques I'(7)

input : G=(V,E), T=(X,(I,F)),etiecl
output: I'(7)
// Etape d’initialisation
1 (i) « 0
// Différents cas selon le type du nceud %
if i est de type join then
| T(i) < D(i1) NT(ia);

W N

4 if ¢ est de type introduce then
5 Soit X; = {@1,...,7p-1,0,Zp, ..., Ty}, pour un certain 1 < p <I(j) +1;
6 foreach (ki,...,k ;) € I'(j) do
7 for k(v) =1 to k do
8 if S;(k(v)) = S;(k(v)) U{v} est un stable de G then
9 L L L(i) < T@) U{(k1, . kp1, k() kpy - ki) |
10 if ¢ est de type forget then
11 Soit X;j = {w1,...,Tp-1,V,Tp, ..., Ty}, pour un certain 1 < p <I(i) + 1;
12 foreach (k1,...,ky—1,k(v), kp, ... ki) € T'(j) do
13 | T@) = TE) U{(kL, o kp1 ks i) s
14 else
// Ici i est une feuille
15 for j=1to k do
16 | T(@) L) u{(G)}
17 return I'(3);

o Si i est de type FORGET : En observant que G[V;] = G[Vj], les sous-problemes correspondant

aux sous-arbres T'[i] et T'[j] sont les mémes. Ainsi donc, il existe une k-coloration propre ¢ de
G[V;] représentée partiellement par une caractéristique du noeud i si et seulement si ¢ est une k-
coloration propre de G[V;]. Par hypothese, I'(j) est correctement calculé, on en déduit la validité
de la construction de I'(7).

Si i est de type INTRODUCE : Il existe une k-coloration propre ¢ de G[V;] représentée partiellement
par une caractéristique du nceud i si et seulement si ¢ est une k-coloration propre de G[V}]
représentée partiellement par une caractéristique du nceud j et si la classe de couleur de v est
stable. Or par le Lemme 2.1, les seuls voisins de v sont dans X;. On en déduit donc que pour
une k-coloration ¢ de G[Vj], les classes de couleur de ¢ sont des stables si et seulement si ¢ est
une k-coloration propre de Vj et si S;(k(v)) est stable dans G. Puisque par hypothese, I'(j) est
correctement calculé, on en déduit la validité de la construction de I'(:) par l'algorithme 2.1.

Si i est de type JOIN : Par le Corollaire 2.4, on déduit qu’il existe une k-coloration propre ¢ de
G[Vi] si et seulement s’il existe des trois colorations propres g1, 2 respectivement de G[V;,] et
de G[Vi,] qui satisfont V z € X; : ¢1(z) = pa2(z). Ces trois colorations ¢, ¢1, w2 ont la méme
représentation partielle respectivement dans X;, X;, et X;,. Autrement dit, une caractéristique
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du neeud ¢ est dans I'(7) si et seulement si elle est a la fois dans I'(i1) et dans I'(i2), ce qui valide
la construction de I'(7) par I'algorithme lorsque ¢ est de type JOIN.
Pour analyser le temps d’exécution, on munit I’Algorithme 2.1 d’un codage ¢ en base k qui a toute
k-coloration de [(i) € N sommets X = (k1,. .., kj(;)) associe un entier ¢(X) = Zi@l ki-k*~1. Ce code
transforme ’ensemble des caractéristiques de chaque noeud ¢ € I en ensemble ordonné. La fonction
de codage c et sa fonction de décodage s’exécutent en temps O(I(7)). On associe ensuite a chaque
neeud ¢ € I de la décomposition une structure de données pour stocker ses caractéristiques. Cette
structure est choisie pour permettre la recherche ou I'insertion dans un ensemble ordonné a n élé-
ments en temps O(logn), et le parcours de tous les éléments non ordonnés en temps O(n). Ceci peut
étre réalisé par un Arbre Rouge et Noir doublé d’une Liste Doublement Chainée. Nous renvoyons
au livre de Introduction To Algorithms pour une introduction & ces structures de données [141]. Le
temps d’exécution des caractéristiques I'(i) d'un noeud ¢ € I de la décomposition dépend alors du
type de ¢ :
o Si i est une FEUILLE : L’algorithme effectue k insertions distinctes dans I'(¢), et s’exécute donc
en temps O(klog k)
o Sii est de type FORGET : L’algorithme effectue un parcours des caractéristiques de I'(j), et au
plus k') recherches et k') insertions dans I'(7).
L’algorithme s’exécute donc en temps O (k') + (k') + kl@0) 1og k1)) = O(tw(G) - log k - ktW(©)).
o Si i est de type INTRODUCE : L’algorithme effectue un parcours des caractéristiques de T'(j), et
au plus k - k') insertions dans I'(3).
L’algorithme s’exécute donc en temps O*(k!0) + E!0)+1 . log k1)) = O*(tw(Q) - log k - ktW(&)),
o Si i est de type JOIN : L’algorithme effectue un parcours des caractéristiques de I'(i1), au plus
k1) recherches dans les caractéristiques de T'(ig), et au plus k(1) insertions dans I'().
Avec 1(i1) = I(i9) = (i), Palgorithme s’exécute donc en temps O(k1®) 4+ k1) .log kX)) = O(tw(G) -
k() og k).
Pour k € N>3 fixé, et avec tw(G) < n pour tout graphe G, I’Algorithme 2.1 s’exécute donc en temps
O*(k*W(©)). Pour k = 3, et en reprenant les bornes affinées de Fomin et Thilikos [91], I’ Algorithme 2.1
s’exécute donc en temps sous-exponentiel O*(33-182vn) = O*(25:044vn), O

2.1.2 Nos Résultats

Ce chapitre s’attache a étudier des probléemes de colorations de sommets de graphes, qui apparaissent
comme des variantes plus compliquées que le NOMBRE CHROMATIQUE, soit en introduisant une
propriété non triviale de classe de couleurs, comme le probleme de CLIQUE COLORATION, Soit en
introduisant des relations entre les classes de couleurs, comme le probleme de b-COLORATION. Dans
la majorité des cas, chacun de ces probléemes étudiés possede certaines relations avec les autres.
L’objectif est alors de développer des algorithmes en temps O*(¢™) pour résoudre ces problemes,
pour une certaine constante ¢ € R~ la plus petite possible. Pour ce faire, soit nous utiliserons la
Programmation Dynamique, ou alors nous étendrons le principe d’Inclusion-Ezclusion a des types
de problemes qui n’avaient pas été appliqués jusqu’alors.

Dans ce Chapitre, nous établissons entre autres les résultats principaux suivants :

¢ Nous montrons dans la Section 2.2 que le nombre grundy d’un graphe peut étre obtenu en
temps O*(2.4423") et espace O*(2"), en utilisant une variante de l'algorithme de Lawler en
Programmation Dynamique Classique pour calculer le nombre chromatique d’un graphe.

¢ Nous construisons dans la Section 2.3 un algorithme de Programmation Dynamique Classique en
temps O*(4™) et espace O*(3") pour calculer le nombre grundy partiel d’un graphe introduit par
Erdés en 2003.
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¢ Nous construisons dans la Section 2.4 un algorithme de Programmation Dynamique Arborescente
pour le nombre a-chromatique d’un graphe. En particulier, a un facteur sous-exponentiel pres, cet
algorithme s’exécute en temps et espace single exponentiel O*(2") et O*(8™) lorsqu’il est appliqué
respectivement sur les arbres et sur les graphes planaires.

¢ Dans la Section 2.5, nous construisons le premier algorithme d’Inclusion-Ezclusion pour un pro-
bléeme de cette liste, celui de calculer le nombre b-chromatique d’un graphe. Ce probleme de
coloration est un probléme qui fait apparaitre de fortes relations entre les classes de couleurs.

¢ Dans la Section 2.6, nous présentons un algorithme d’Inclusion-Ezxclusion pour déterminer le
nombre clique-chromatique d’un graphe. Ce probleme apparait comme le probleme le plus com-
pliqué de cette liste, puisqu’il est ¥-difficile. En particulier, décider I'appartenance d’un sous-
ensemble de sommets & la famille des classes de couleur est un probléme coNP-complet. Le temps
d’exécution et 'espace en O*(2™) de notre algorithme est obtenu au prix d’une étude approfondie
des transversaux de I’hypergraphe des cliques maximales d’un graphe, et grace a l'introduction
de la notion d’obliques. Ce résultat a fait ’objet en 2014 d’une publication [42].

¢ Finalement, nous étudions dans la Section 2.7 d’autres variantes de problémes de colorations
fortement reliées au probléeme du nombre a-chromatique. Plus particulierement, nous montrons
comment adapter l'algorithme de Programmation Dynamique Arborescente de la Section 2.4 et
obtenir des résultats similaires a ceux obtenus pour le nombre a-chromatique, afin de calculer
le nombre pseudo-a-chromatique, chromatique harmonieux, ou chromatique pseudo-harmonieux
d’un graphe.

2.2 Nombre Grundy

2.2.1 Introduction

Déterminer une coloration propre optimale d’un graphe est un probleme NP-difficile [94]. L’algo-
rithme greedy coloring est un algorithme glouton qui construit une coloration propre ¢ d’un graphe

G = (V, E) en évaluant dans un ordre donné vy, ..., v, les sommets du graphe. Il stocke I’ensemble
des couleurs déja utilisées {1,...,k} pour colorier les sommets vy, ..., v;_1. Puis 'algorithme évalue

le sommet v;. S’il y a une couleur 1 < ¢ < k telle que {v;} U{v;, 1 <j<i—1: p(v;) =c} est un
stable dans G, alors 'algorithme attribue ¢(v;) = ¢. Sinon, Ialgorithme attribue p(v;) = k + 1.

La coloration propre ¢ des sommets fournie par cet algorithme est appelée parsimonious proper
coloring par Erdés et al. en 1987 [72]. Il est clair que lors de son évaluation, une nouvelle couleur
est attribuée au sommet v; a la seule condition que v; soit adjacent a un sommet de chaque classe
de couleur déja existante. La pire valeur que puisse retourner cet algorithme, c’est-a-dire le plus
grand nombre de couleur utilisées par ’algorithme parmi tous les ordres possibles des sommets, est
appelée le nombre ochromatique. Cette notion a été introduite et définie par Simmons en 1982.

A Tinstar de '’ ALGORITHMIQUE D’APPROXIMATION ou on cherche a évaluer et améliorer I'écart a
la valeur optimale de la valeur trouvée par un algorithme, le nombre grundy d’un graphe mesure
donc le pire écart possible entre le nombre de couleurs utilisées par 'algorithme greedy coloring et
le nombre chromatique.

Nombre Grundy. La notion de nombre grundy d’un graphe a été introduite en 1979 par Christen
et Selkow [39]. Nous reprendrons dans cette Section la notation I'(G) pour désigner le nombre grundy
d’un graphe G = (V, E)). A Porigine, le probléme du NOMBRE GRUNDY avait été formulé de la fagon
suivante :
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k-COLORATION GRUNDY

VERSION . DECISION

Entrée: G=(V,E), k€ N*

Sortie : Existe-t-il une partition ¢ = {Vj,...,Vi} de V en k stables telle que pour
tout 1 < i < k, pour tout sommet z € V;, et pour tout 1 < j < i, il existe
un sommet y € V; vérifiant {z,y} € E7

Nous avons vu que la formulation d’'un probléme a son importance. Nous reformulons le probleme
du NOMBRE GRUNDY de la maniére équivalente suivante :

k-COLORATION GRUNDY

VERSION . DECISION

Entrée: G=(V,E), k€ N*
Sortie : Existe-t-il une partition ¢ = {V1,...,Vi} de V en k stables telle que Vz € V,
V1<i<g(x):xest adjacent & un sommet y € V; 7

Pour une k-coloration ¢ = {V3,...,Vi} des sommets d’'un graphe G = (V, E), un sommet = € V est
appelé sommet grundy si pour tout 1 <i < ¢(z) : x est adjacent & au moins un sommet de couleur
i. Une k-coloration grundy peut donc étre définie de maniére équivalente comme une k-coloration
propre des sommets telle que tous les sommets de V' sont des sommets grundys. Le Nombre Grundy
d’un graphe G = (V, E), noté I'(G), est alors défini comme le plus grand entier k& € N tel que G
admette une k-coloration grundy.

Comme nous ’avons présenté, ce parametre de graphe est directement relié au probléme du NOMBRE
CHROMATIQUE. Il peut étre vu, par 'intermédiaire de I’algorithme greedy coloring, a la fois comme
un probléme d’ordonnancement des sommets, tout comme il peut étre vu comme un probléme de
coloration des sommets avec des fortes relations entre les classes de couleur. Notons toutefois qu’en
1987, Erdos et al. ont montré que pour tout graphe, ces deux valeurs nombre ochromatique et
nombre grundy sont exactement les mémes [72]. »

Déterminer le nombre grundy d’un graphe est un probleme NP-difficile [195]. Zaker a montré en 2006
que le probléeme de décider, pour un graphe d’entrée G = (V, E), si x(G) = I'(G), est un probleme
coNP-complet [195]. Telle et Proskurowski proposent un algorithme en temps O* (n3'tW(G)2) pour
déterminer le nombre grundy d’un graphe de largeur arborescente bornée [180)].

Concernant 'ALGORITHMIQUE PARAMETREE, Zaker a montré que décider si I'(G) > k est un
probleme de la classe XP [195]. Havet et Sampaio ont montré en 2013 que le probleme dual de
décider si I'(G) > n—k est un probléme FPT [110]. Cependant, connaitre si le probléme du NOMBRE
GRUNDY est un probléme soluble a parametre fixé demeure une question ouverte.

2.2.2 Algorithme Exact

Nous construisons un algorithme de Programmation Dynamique Classique pour déterminer le
nombre grundy d'un graphe. Cet algorithme s’exécute en temps O*(2.4423") et espace O*(2").
Pour construire cet algorithme, nous aurons besoin des Lemmes 2.6 et 2.7 ainsi que du Théoreme 2.8
suivants.

Lemme 2.6. Soit G = (V, E) un graphe, et soit o = {V1,...,Vi} une k-coloration de V.
Si ¢ est une coloration grundy, alors pour tout1 <i < k :V; est un stable mazimal de G|V —U;<;V}].
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Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe, et soit ¢ = {Vj,...,Vi} une k-coloration grundy de
V. Par définition, ¢ est une k-coloration propre. Les classes de couleurs sont donc stables dans G,
et donc dans tout sous-graphe de G, en particulier pour tout 1 < ¢ < k : V; est un stable dans
G|V — Uj<;V;]. En observant pour i = k que V — U;;V; = V}, il vient que V}, est maximal dans
GV — U;j<V;] = G[Vi]. Montrons que la propriété est respectée pour toutes les autres classes de
couleurs. Supposons par contradiction qu’il existe 1 < i < k tel que V; ne soit pas un stable maximal
de G[V — U;;Vj]. Alors il existe y € V — U;<;Vj tel que {y} U V] est un stable de G[V — U;;Vj].
Puisque par hypothése p(y) > i et n’est adjacent & aucun sommet de V;, alors y € V n’est pas
grundy, ce qui contredit que ¢ est une coloration grundy de V. O

Lemme 2.7. Soit G = (V, E) un graphe, et soit o = {V1,...,Vi} une k-coloration de V.
SiV 1 <i<k:Vjestun stable mazimal dans G|V — U;;Vj], alors ¢ est une coloration grundy.

Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe, et soit ¢ = {Vi,...,V;} une k-coloration de V' qui
satisfait V 1 < i < k : Vj est un stable maximal de G[V —U,;;Vj]. Observons que ¢ est en particulier
une coloration propre, car les classes de couleurs sont des ensembles stables dans des sous-graphes
induits de G. Montrons alors que tous les sommets de V' sont des sommets grundy de la k-coloration.
Supposons par contradiction qu’il existe un sommet x € V' qui ne soit pas grundy. Il existe alors un
entier 1 < i < ¢(x)—1 tel que x ne soit adjacent a aucun sommet de couleur i. Alors x € V —U;<;Vj,
et V; U {x} est un ensemble stable dans G. Par conséquent, V; U {x} est également un ensemble
stable dans G[V — U, <;V}]. Ceci contredit que V; est maximal dans G|V —U;;V;]. Nous avons donc
montré que tout sommet x € V est grundy, ce qui acheve notre preuve. ]

Théoréme 2.8. Pour tout graphe G = (V, E) :

I'(G) =1+ I(G]V — X))

max
{X CV stable mazimal de G}
Démonstration. Ce théoreme s’appuie sur ’objectif de maximisation du nombre grundy d’un graphe,
ainsi que sur les Lemmes 2.6 et 2.7 précédents, pour lesquels nous avons montré qu’une k-coloration

{V1,..., Vi } est grundy si et seulement si toutes les classes de couleur V; sont des stables maximaux
dans G[V — U, Vj]. O

Algorithme 2.2: Algorithme de Programmation Dynamique Classique du Théoréme 2.9 pour
calculer le nombre grundy I'(G) d’un graphe G = (V, E)
input : G = (V,E)
output: I'(G)
// Etape d’initialisation
1 OPT[0] « 0;
// Programmation dynamique sur les sous-ensembles de sommets dans un ordre croissant
de taille
2 for i =1 to n do
3 foreach X CV, |X|=ido
L | OPT[X] + 1 +max{y ¢ X stable maximal de G[x]} OPT[X — Y];

5 return I'(G) = OPT[V];

Théoreme 2.9. Il y a un algorithme de Programmation Dynamique pour déterminer le nombre
grundy d’un graphe G = (V, E) en temps O*(2.4423") et espace O*(2").
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Démonstration. L’Algorithme 2.2 que nous présentons est tres similaire & celui de Lawler pour
déterminer le nombre chromatique d’un graphe. Comme c’est le cas de la plupart des algorithmes de
Programmation Dynamique Classique, nous stockons les valeurs I'(G[X]) de tous les sous-ensembles
X C V dans une table OPT. Pour stocker la valeur OPT[X] = T'(G[X]) pour tous les sous-
ensembles X C V', la table OPT dispose de 2" valeurs, soit donc utilise un espace mémoire O*(2").
La validité de I’Algorithme 2.2 pour calculer le nombre grundy d’un graphe s’appuie la récurrence
obtenue dans le Théoreme 2.8. Le temps d’exécution T'(n) de 'algorithme vérifie, pour un facteur
polynomial p : N — R, et en s’appuyant sur I’énumération des stables maximaux d’un graphe :

T(n) = Zn: (?)p(i) L33 < p(n) - (1 + 33" = 0*(2.4423")
=0

2.3 Nombre Grundy Partiel

2.3.1 Introduction

Nombre Grundy Partiel. Le probleme du NOMBRE GRUNDY PARTIEL est une relaxation du
probléme du NOMBRE GRUNDY. Soit G = (V, E) un graphe. Nous rappelons que pour une k-
coloration ¢ = {V1,...,Vi} de V, un sommet z € V est un sommet grundy si pour tout 1 <
i < ¢(z) : Ng(x)N'V; = 0. Une k-coloration propre de V au sein de laquelle chaque classe de
couleur contient au moins un sommet grundy est appelée une k-coloration grundy partielle, ou plus
simplement une k-Ocoloration. Le Nombre Grundy Partiel de G, noté OI'(G), est le plus grand entier
k € N* pour lequel G admet une k-dcoloration.

NOMBRE GRUNDY PARTIEL

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (V,E)

Sortie : Déterminer le plus grand entier k£ = OI'(G) € N* pour lequel G admet une
k-coloration propre de V ou chaque classe de couleur contient au moins un
sommet grundy.

Le nombre grundy partiel est défini pour tout graphe G. &

La notion de nombre grundy partiel d'un graphe a été introduite par Erdds, Hedetniemi et al.
en 2003 [73]. Shi, Goddard, Hedetniemi et al. ont montré en 2005 que le probleme du NOMBRE
GRUNDY PARTIEL est NP-difficile, méme lorsque 1'on se restreint aux graphes cordaux ou aux
graphes bipartis [178]. Ils ont montré de plus que pour tout k € N* fixé, décider si I'(G) > k est un
probleme NP-complet méme si I’on se restreint aux graphes cordaux. Finalement, ils proposent un
algorithme en temps linéaire pour déterminer le nombre grundy partiel d’un arbre.

Toute Ocoloration est en particulier une coloration grundy, la relation I'(G) < OI'(G) est naturelle
pour tout graphe G. En paralléle a son introduction, Erdds, Hedetniemi et al. ont également établi
d’autres relations du nombre grundy partiel avec d’autres parametres de graphe liés aux problemes
de coloration [73]. A notre connaissance, il n’existe pas d’algorithme exact exponentiel pour calculer
le nombre grundy partiel d’un graphe.
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2.3.2 Algorithme Exact

Nous construisons dans cette Sous-Section un algorithme de Programmation Dynamique Classique
en temps O*(4™) pour calculer le nombre grundy partiel d’un graphe. Nous commengons par établir
le Lemme 2.10 suivant.

Lemme 2.10. Soit G = (V, E) et soit ¢ = {Vi,...,Vi} une k-coloration de V. Alors ¢ est une
k-Ocoloration de G si et seulement si pour tout 0 < ¢ < k—1 : o) = {Vy41,...,Vi} est une
(k — £)-Ocoloration de G[V — U;<,/Vj].

Démonstration. Pour £ = 0, il est clair que si ¢(0) est une k-Ocoloration de G[V — U,;<,V;], alors
© = p(0) est une k-dcoloration de G. Soit p = {V1,..., Vi } une k-Ocoloration de G, et soit 0 < £ <
k — 1. Par définition d’une k-Jcoloration et des sommets grundys, V1 < ¢ < k : 3 x; € V; tel que
V1< j<id,3y; €V satisfaisant {z;,y;} € E. En particulier, cette propriété reste valable pour
tout i > ¢ et pour tout £ < j < i. Il est clair alors que ¢(¢) constitue une (k — ¢)-coloration propre
avec les mémes sommets grundys que ¢ dans V' — U;</V;. Ainsi donc, si ¢ une k-Ocoloration de G,
alors pour tout 0 < ¢ <k —1: p(¢) est une (k — £)-dcoloration de G[V — U,;<,V;]. O

Afin de construire notre algorithme, nous avons besoin d’introduire différentes notions. Soit un
sous-ensemble de sommets de W C V. Nous appelons k-0base du sous-graphe induit G[W] un
sous-ensemble Gy = {g1,...,9x} de k € N* sommets de W. Une k-Obase Gy est dite dextensible
dans G[W] §'il existe une k-Ocoloration ¢ = {W1,..., Wy} de G[W] et une permutation 7 € & qui
vérifient pour tout 1 <@ <k : g; € Wr(;) et g; est un sommet grundy de ¢.

Nous introduisons finalement une relation R dont la satisfaction peut étre décidée en temps poly-
nomial O(n®M). Pour G CV, g* € Get Y C V —G, on dit que le couple (g*,Y) satisfait la relation
R(G), et on note (¢*,Y) € R(G), si les propriétés suivantes sont satisfaites :

o Y* =Y U{g*} est un ensemble stable de G

oVgeg, g#g°, Na(g)NnY*#10

Soit X C V un sous-ensemble de sommets de V, et soit G C V' — X un sous-ensemble de sommets dans
le complémentaire de X, avec |G| = k € N*. Pour construire notre algorithme de Programmation
Dynamique Classique, nous associons a chaque couple (X, G) un booléen OPT[X, G|, qui vaut VRAI
si et seulement si X =G = () ou si G est une k-Obase dextensible dans G[X U gJ.

Théoréme 2.11. Pour tous X CV et GCV — X, avec |G| > 1 :

OPT[X,G]=FAUXvV \/ OPT[X -Y,G—{g*}]
g*egq,YCX
(9" Y)ER(9)

De plus, le nombre grundy partiel OT'(G) de G est donné par :

I'(G)=n— min | X|
XCv
OPT[X,V—X]|=VRAI

Démonstration. La récurrence définie dans ce théoréeme découle du Lemme 2.10, que 'on applique
ici pour l'instance G = G[X UG], k = |G| et ¢ = 1. Ainsi donc, avec W = X UG, G[W] admet une
k-Obase G, dextensible dans G[W] en une k-dcoloration ¢ = (W1, ..., Wy), avec g* € Wi donc avec
(g%, W1) € R(G), si et seulement si G[W — Wi| admet une (k — 1)-Obase G’ = G — {g*} qui soit
Oextensible dans G[W — W]. Cette récurrence permet de résoudre une instance du probléme, pour
décider si une dbase est dextensible, a partir des solutions de ses sous-problemes. O
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Algorithme 2.3: Algorithme de Programmation Dynamique Classique du Théoreme 2.12
pour calculer le nombre grundy partiel 0I'(G) d’un graphe G = (V, E)
input : G = (V,E)
output: 0I'(G)
// Initialisation de la table OPT
1 OPTI[),0] < VRAL
// Parcours par ordre croissant de taille des sous-ensembles X CV
2 fori=0ton—1do
3 foreach X CV — G, |X|=ido

// Parcours par ordre croissant de taille des sous-ensembles GCV-X

4 for j=1to k do
5 foreach G CV — X, |G| =j do

// Initialisation de la valeur de OPT[X,{]
6 OPT[X,G] < FAUX;

// Recherche des candidats pour construire W; (Thm. 2.11)
foreach ¢* € G do
foreach Y C X do
if (¢*,Y) € R(G) then
// Pour un candidat valable (¢*,Y),
// Récupération de OPT[X —Y,G — {¢g*}] déja calculé
10 OPT[X,G] < OPT[X,G]VOPT|X -Y,G —{g*}];

// Calcul de la valeur OI'(G)
// Parcours par ordre croissant de taille des sous-ensembles X CV
11 for i =0ton —1do
12 foreach X CV — G, |X|=1ido
13 if OPT[X,V — X] = VRAI then
14 L L return OI'(G) =n — I;

Théoreme 2.12. L’Algorithme 2.3 de Programmation Dynamique pour calculer le nombre grundy
partiel OT'(G) d’un graphe G = (V, E) s’exécute en temps O*(4™) et espace O*(3").

Démonstration. Observons que I’Algorithme 2.3 calcule non seulement le nombre grundy partiel
OI'(G) d’un graphe G, mais décide également de la dextensibilité de toutes Obases possibles de tous
les sous-graphes induits de G. Il est essentiel d’observer que lors de I’évaluation de la ligne 10, toutes
les valeurs OPT[X —Y, G —{g*}] des candidats (g*,Y") valables sont déja calculées, du fait de I'ordre
dans lequel les sous-problemes sont évalués au cours de I'exécution de ’algorithme.

Observons également que 1’algorithme initialise correctement O PT'[(), {v}] = VRAI pour tout v € V,
de méme que pour tout X C V', et pour tout v € V — X : OPT[X,{v}] = VRAI si et seulement si
X U{v} est un stable de G. La validité de I’Algorithme 2.3 est établie dans le Théoreme 2.11.
L’algorithme stocke autant de valeurs dans la table OPT qu’il existe de couple (X, G) satisfaisant
X CVetGCV — X. L'espace mémoire S(n) utilisé par I’Algorithme 2.3 vérifie alors :

o= {0) 50RO 50020+
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Le temps d’exécution T'(n) de I’Algorithme 2.3 satisfait, & un facteur polynomial n®M pres que
nous ne détaillons pas :

T(n) = nOW. e ) snsi (7)) - 2]+ o)
< 200 L) s (5 2] F +oren)
< w00y () - (n—a) -2 (]} o)
< nOW - {(7) 2020 + 0% (27)
< nO(l) 4n+0* 2n)
= 0"(4")

2.4 Nombre a-Chromatique

2.4.1 Introduction

Nombre a-Chromatique. Le nombre a-chromatique a été introduit en 1967, et peut étre vu
comme une variante du nombre chromatique [108]. En effet, si le nombre chromatique d’un graphe
G = (V, E) est la plus petite taille d'une partition des sommets en stables telle qu'un graphe complet
peut étre obtenu par contraction des classes de couleurs, le nombre a-chromatique de G, noté x,(G),
est la plus grande taille de ces partitions. Une k-coloration propre de V', pour laquelle le graphe
complet K} a k sommets peut étre obtenu par contraction des classes de couleur, est appelé une
k-a-coloration.

k-a-COLORATION

VERSION : DECISION

Entrée: G=(V,E), ke N*

Sortie : Existe-t-il une k-coloration propre de V telle que le graphe complet a k
sommets peut étre obtenu par contraction des classes de couleurs ?

Le Nombre a-Chromatique d’'un graphe G = (V, E), noté x.(G), est alors défini comme le plus
grand entier k € N tel que G admette une k-a-coloration. Ce parametre est défini pour tout graphe,
puisqu’une coloration propre optimale est une a-coloration. Simmons et al. ont montré en 1982 que
tout graphe G vérifie la relation x(G) < I'(G) < xa(G) [72], avec x(G) et I'(G) respectivement le
nombre chromatique et grundy de G. &

Le probleme du NOMBRE a-CHROMATIQUE est NP-difficile [192]. Le nombre a-chromatique d’une
union disjointe de chemins ou une union disjointe de cycles est connu [149, 139]. Il existe un al-
gorithme en temps polynomial pour déterminer le nombre a-chromatique d’une forét de degré
borné [30]. Cependant, déterminer le nombre a-chromatique d’un cographe, d’un graphe d’inter-
valles ou méme d’un arbre demeure un probleme NP-difficile [21, 29]. Farber et al. ont montré
que le probleme du NOMBRE a-CHROMATIQUE est dans la classe FPT [75]. Décider si le nombre
a-chromatique d’un graphe est au moins k£ peut étre résolu en temps O*(k3'2k_3+k*3). Ce résultat
s’appuie sur le Théoréeme de M&té sur le nombre a-chromatique de graphes irréductibles [151].
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2.4.2 Programmation Dynamique

A notre connaissance, il n’existe pas & I'heure actuelle d’algorithme en temps single-exponentiel
pour déterminer le nombre a-chromatique d’un graphe, méme lorsqu’il s’agit d’un arbre. Dans
cette Sous-Section, nous construisons un algorithme de Programmation Dynamique Arborescente
sur une décomposition en chemin jolie d’un graphe. Lorsqu’on ’applique a un graphe de genre
borné, le temps d’exécution de I'algorithme est, & un facteur sous-exponentiel pres, en temps single-
exponentiel. En particulier, 'algorithme s’exécute, V € > 0, respectivement en temps O*((2 + €)")
et O*((8 4+ €)™) lorsque le graphe d’entrée est un arbre ou un graphe planaire.

Théoréme 2.13. Il y a un algorithme de Programmation Dynamique qui s’exécute en temps et
espace O* (kPV(G) . 2k2/2) pour décider si un graphe G = (V, E) admet une k-a-coloration.

Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe, et soit (Xi,...,X,) une décomposition en chemin
jolie de G. Un couple ((k1, ..., kys)), Ex), formé d'un vecteur (k1, ..., ky;)) € {1,.. kY (i) et d’'un
sous-ensemble d’arétes Ep C {1,...,k}? d’arétes du graphe complet Kj; & k sommets, est une

caractéristique d’un noeud 1 < 7 < r de la décomposition, s’il existe une k-coloration propre de V;
dans G[V;] telle que V1 < p < (i) : @(xp) =kp, et tellequeVu #v e {1,...,k} : {u,v} € B &
Jzy,xy € Vi, p(zn) = u, o(xy) =0, et {zy,x,} € E. Contrairement aux caractéristiques utilisées
pour l'algorithme de Programmation Dynamique pour le probleme de k-coloration présentées en
Sous-Section 2.1.1, les caractéristiques utilisées ici sont augmentées d’une trace sur les relations
d’adjacence qui régissent les classes de couleur. Nous pouvons observer que G admet une k-a-
coloration si et seulement si le noceud 7 de la décomposition admet une caractéristique ((k(v)), Ex),
avec ({1,...,k}, Ex) = K. De plus, pour tout nceud 1 < ¢ < r de la décomposition en chemin jolie,
les caractéristiques I'(i) de 4 vérifient |['(7)| < kPW(G) . gk(k=1)/2,

De la méme maniére que pour ’Algorithme 2.1, on note S;(c) = {z, € X;,1 < p <I(i) : ky, =c}
I’ensemble des sommets de X; de couleur ¢ € {1,...,k} selon la caractéristique. L’Algorithme 2.4,
pour décider I'existence d’une k-a-coloration, associe I’ensemble des caractéristiques I'(7) d’un neeud
1 <7 < r en fonction des caractéristiques de ses sous-problemes déja calculées.

La validité de I’Algorithme 2.4 se montre de la méme maniére que la validité de 1’Algorithme 2.1,
en s’appuyant essentiellement sur le Lemme 2.1. Pour analyser le temps d’exécution, on munit
I’Algorithme 2.4 d'un codage d'un vecteur (ki,...,k;;)) en base k décalé d'un codage d'un sous-
ensemble d’arétes Ej de Ky en base 2, qui a toute caractéristique X = ((k1,..., ki), Ex) € T'(Q)

associe un entier ¢(X) = 2kk-1)/2. Zi(:l)l ki - kL + > {(ij)€Ey, i<j} 2i =2+, (k=10 (e code
transforme 1’ensemble des caractéristiques I'(i) de chaque neeud 1 < i < 7 en ensemble ordonné.
La fonction de codage ¢ et sa fonction de décodage s’exécutent en temps O(I(7) + |Eg|). On associe
ensuite a chaque noeud 1 < ¢ < r de la décomposition une structure de données similaire a celle
utilisée pour I’Algorithme 2.1 du Théoréme 2.5 afin de stocker ses caractéristiques. Ceci permet,
pour un neeud 1 < ¢ < r, la recherche et U'insertion d’une caractéristique en temps O(log |T'(7))),
et le parcours de toutes les caractéristiques en temps O(|I'(7)|). Il nous reste a analyser le temps
de construction des caractéristiques I'(i) d’un nceud 1 < i < r en fonction de son type dans la
décomposition :

© Si i est une FEUILLE, donc si ¢ = 1 : L’algorithme effectue k insertions distinctes dans I'(i), et
s’exécute donc en temps O(klogk).

o Si i est de type FORGET : L’algorithme effectue un parcours des caractéristiques de I'(j), ainsi
que |T'(j)| recherches et |T'(i)| insertions dans I'(7). L’algorithme s’exécute donc en temps O(k!9) -
ok(k=1)/2 | (|U) 4 |10 . k(k=1)/2]og (EU0) . 2k(k=1)/2)) = O*(kPW(G) . 2k*/2),

o Si i est de type INTRODUCE : L’algorithme effectue un parcours des caractéristiques de I'(j), ainsi
que k - |T'(j)| recherches et |T'(7)| insertions dans I'(¢). En observant que I(j) + 1 =1(i) < pw(G),
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Algorithme 2.4: Algorithme de Programmation Dynamique du Théoréme 2.13 pour la ver-
sion décisionnelle du probléme de k-a-COLORATION qui associe & chaque nceud 1 < 4 < r
d’une décomposition en chemin jolie (X, ..., X, ) d'un graphe G = (V, F), 'ensemble de ses
caractéristiques I'(7)

input : G=(V,E), (X1,...,X;),et 1 <i<r

output: I'(7)

// Etape d’initialisation
1 (i) « 0

// Différents cas selon le type du nceud %

2 if i est de type introduce then
3 Soit X; = {®1,...,Zp—1,0,Zp, ..., Ty}, pour un certain 1 < p < I(j) + 1;
4 foreach (k1,...,k ;) € I'(j) do
5 for k(v) =1 to k do
6 if S;(k(v)) = S;(k(v)) U{v} est un stable de G then
// & représente les relations d’adjacence de classes de couleur
générées gréce a v
7 £« UISUSk{{U’k(U)} :31<¢< l(j)v kq =1u, {mqvv} € E};
8 L(i) = T@) U{((k1, s kp-1,k(0), kp, - i) Bk UE)

9 if i est de type forget then

10 Soit X;j = {w1,...,Tp-1,v,Tp, ..., Ty}, pour un certain 1 < p <I(i) + 1;
11 foreach ((k1,...,kp-1,k(v), kp, ..., ki), Ex) € T'(j) do

12 | D) <T@ U{((K1s - kp1 ks - i)y B b

13 else
// Icii=1
14 for j =1to k do

15 | | T@) < TEU{().0}

16 return I'(7);

Palgorithme s’exécute donc en temps O* (2FE=1/2. (EH9) (k- k1) 4 10 Jog (K1) - 2k(k=1)/2))) =
O*(k,pw(G) . 2k2/2)'
En résumé, nous avons donc montré que I’Algorithme 2.4 s’exécute pour tout nceud 1 < i < r de la
décomposition en chemin jolie en temps O* (kPW(©) . ok?/ 2). Avec r < 2n, I’Algorithme 2.4 décide la
k-acolorabilité d'un graphe G = (V, E) en temps et espace O (kPW(G) . 2K°/2), O

Théoreme 2.14. L’Algorithme 2.4 pour le Théoréme 2.13 calcule le nombre a-chromatique d’un
graphe G = (V, E) quelconque en temps et espace O*(27m+PW(G)logm)

Démonstration. L’Algorithme 2.4 pour le Théoreme 2.13 décide, pour k € N, si un graphe G =
(V,E) est k-a-colorable en temps et espace O*(kP%(G) . 28*/2) Observons que pour tout graphe
G, si k(k —1)/2 > m, alors G ne peut pas étre k-a-colorable car il ne contient pas suffisement
d’arétes pour satisfaire les relations d’adjacence entre les classes de couleurs requises par une k-
a-coloration. Tout graphe G vérifie donc I'inégalité xq(G)? — xa(G) — 2m < 0, qui conduit a la
relation o (G) < v2m. Pour déterminer la valeur x4(G), nous pouvons appliquer I’Algorithme 2.4
du Théoreme 2.13 sur toutes les valeurs possibles de k, afin de décider le plus grand entier k£ pour
lequel G est k-a-colorable. Cette approche permet alors de déterminer le nombre a-chromatique de
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G en temps et espace O*(xq(G)PW(©) -QXG(G)Q/Z). En observant que pour tout x € R* | z = 2\°8% ¢t
avec la relation x,(G) < v2m, I’Algorithme 2.4 permet alors de calculer le nombre a-chromatique
de G en temps et espace O* (2PV(G)1og (2m) . gmy — O (gm+pw(G)logm), O

Le Théoréme 2.13, conjugué avec le Théoreéme 2.14, conduisent alors au Corollaire 2.15 suivant.

Corollaire 2.15. Il y a un algorithme single-exponentiel de Programmation Dynamique qui, ¢ un
facteur sous-exponentiel pres, calcule le nombre a-chromatique :

o d’un arbre en temps et espace O*(2")

o d’une forét en temps et espace O*(2™)

o d’un graphe planaire en temps et espace O*(8™)

o d’un graphe de genre borné par g € N en temps et espace O*(8")

Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe. Nous appliquons le Théoréme 2.14.

© Si G est un arbre ou une forét, onam < n—1et pw(G) < 2/log 3-logn. L’algorithme 2.4 s’exécute
alors en temps et espace O*(2" - glog’ ™) qui est, avec log?n = o(n), & un facteur sous-exponentiel
pres, O*(2").

© Si G est un graphe planaire ou de genre borné par g € N, on a m < 3n — 6 + 67, et tw(G) <
(3.19+6+/9) - v/n. Pour tout graphe G, on a pw(G) < 2/log3-logn-tw(G). Le temps d’exécution
et espace mémoire utilisé par I'Algorithme 2.4 étant O* (xo(G)P¥(@) . 2xa(@)?/2) "ayec x,(G) <
v2m, il peut alors étre réécrit O*(2™ - QPW(G)'logm/Q). Puisque G est de genre borné, on pose la
constante réelle £(g) = 2(3-19+6V/5)/log3 1, L’algorithme 2.4 s’exécute alors en temps et espace
O*(2™ - £(9) \/ﬁ.loan) qui est, au facteur £(g)°™) sous-exponentiel pres, O*(8").

O

2.5 Nombre b-Chromatique

2.5.1 Introduction

Nombre b-Chromatique. Une b-coloration ¢ = {Vi,...,V;} d'un graphe G = (V, E) est une
k-coloration propre de V, telle que chaque classe de couleur contienne un sommet b; voisin avec
toutes les autres classes de couleur. Formellement, une k-coloration propre {Vi,...,Vi} de V est
donc une b-coloration siV1<i<k,3b € VitelqueV1l<j#1i<k:Ng(b)NV;#0. Unsommet
x € V voisin avec toutes les autres classes de couleur, c’est-a-dire satisfaisant ¥V 1 < i # ¢(x) <k :
Ne(x) NV, # 0, est appelé un b-sommet.

NOMBRE b-CHROMATIQUE

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (V,E)

Sortie : Déterminer le plus grand entier k = x;(G) € N* tel que G admette une k-
coloration propre ou toutes les classes de couleurs contiennent un b-sommet

Le Nombre b-Chromatique de G, denoté x(G), est le plus grand entier k& € N* tel que G admette
une b-coloration de taille k. Ce parametre est défini pour tout graphe, puisqu’une coloration propre
optimale est une b-coloration. Cependant, un graphe GG n’admet pas toujours une b-coloration de
taille k pour toutes les valeurs de k, x(G) < k < x3(G). »
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Le probleme du NOMBRE b-CHROMATIQUE est relié & d’autres problémes de coloration que nous
avons étudié jusqu’ici. Par exemple, les b-sommets se présentent comme une extension des sommets
grundys & toutes les classes de couleur. Les b-sommets sont des sommets grundy, mais contrai-
rement a la coloration grundy, ’ordre des classes de couleur dans une b-coloration n’a pas d’im-
portance. Egalement, ce probléme peut étre vu comme une variante du probléeme du NOMBRE
a-CHROMATIQUE. En particulier, toute b-coloration est une a-coloration. En effet, le probleme du
NOMBRE a-CHROMATIQUE demande de déterminer le plus grand entier £ € N* tel que G admette
une k-coloration propre de V au sein de laquelle il y ait toujours au moins une aréte entre deux
classes de couleurs. Il vient donc aisément la relation x;(G) < x4(G) satisfaite pour tout graphe G.

Le probleme du NOMBRE b-CHROMATIQUE a été introduit par Irving et Manlove en 1999, qui ont
montré que le probléme est NP-difficile [118]. Le probléme a été longuement étudié en THEORIE
DES GRAPHES, par exemple sur certaines classes de graphes [129, 26, 120], ou pour déterminer des
bornes [131], en particulier pour ses applications concernant le clustering dans les bases de données
[70], ou la reconnaissance automatique de documents [93].

D’un point de vue algorithmique, on sait que décider si un graphe admet une b-coloration de taille
k est NP-complet pour tout entier k& > 3 fixé, méme pour les bipartis connexes [131] et les cordaux
connexes [109]. Au passage, observons que x;(G) = 1 si et seulement si E = (), et que le probleme
de décider si x,(G) = 2 est soluble en temps polynomial [131]. Autour du nombre b-chromatique,
d’autres propriétés des b-colorations ont été examinées. En particulier, le b-spectre d’un graphe est
I’ensemble des entiers k telle qu'une b-coloration de taille k existe, et un graphe est dit b-continu si
son b-spectre est formé par un ensemble d’entiers consécutifs [15].

Pour ’ALGORITHMIQUE PARAMETREE, une question ouverte est de savoir si le probléme de décider

si xp(G) > k est un probleme de la classe XP. La version duale de ce probleme, décider si x;(G) <
|V| — k, est lui dans la classe FPT [110].

2.5.2 Partition Etiquetée

Dans cette Sous-Section, nous introduisons le probléme généralisé de PARTITION ETIQUETEE, et
nous montrons comment il peut étre résolu en utilisant le principe d’Inclusion-FExclusion. Nous
utiliserons les résultats de cette Sous-Section pour construire en Sous-Section 2.5.3 un algorithme
exact pour le probléeme du NOMBRE b-CHROMATIQUE.

Partition Etiquetée. Le probléme de PARTITION ETIQUETEE est un probleme de décision plus
général que la version décisionnelle du probléme de PARTITION D’ENSEMBLES. Pour le probléme
de PARTITION ETIQUETEE, lentrée est donc constituée d’un univers fini ¢ d’objets quelconques,
d’une famille F C 24 de sous-ensembles de U, et de r € N étiquettes. Ces étiquettes sont attribuées
a chaque sous-ensemble X de F, si bien que chacun dispose de son propre ensemble d’étiquettes
¢(X) parmi les r disponibles, c’est-a-dire V X € F : ¢(X) C {1,...,r}. Une k-partition étiquetée de
U par F est définie comme une k-partition {Xi,..., X;} telle que pour tout 1 <i < k: X; € F
et i € ¢(X;) si ¢ <r. Autrement dit, une telle k-partition étiquetée est une k-partition de & par F
au sein de laquelle 'étiquette 7 doit avoir été attribuée au sous-ensemble X; € F, ceci pour tout
1 < i < r. Le probléeme PARTITION ETIQUETEE consiste alors, pour une entrée considérée, & décider
I’existence d’une k-partition étiquetée.
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PARTITION ETIQUETEE

VERSION : DECISION

Entrée: U, FC2U keN* re N<y étiquettes, et V X € F : {(X) C {1,...,r}
Sortie : Existe-t-il une k-partition étiquetée de U par F sur les r étiquettes ?

Pour ce probleme, nous pourrons considérer que pour un entier 1 < ¢ < 7, les sous-ensembles
X € F satisfaisant ¢ € ¢(X) constituent ensemble une sous-famille F; de F. Aussi nous proposons
une formulation alternative au probléme de PARTITION ETIQUETEE, en considérant non plus des
étiquettes mais 7 sous-familles F; de F. Etant donnés I'univers U, la famille F C 2U, et r < k sous-
familles F; de F, lobjectif du probléme PARTITION ETIQUETEE consiste alors & décider 1existence
d’une k-partition {X7i,..., Xx} de U par F telle que pour tout 1 <i<r: X; € F;.

PARTITION ETIQUETEE

VERSION : DECISION

Entrée: U, FC2U LeN* etre N<j sous-familles F; C F, 1 <i<r

Sortie : Existe-t-il une k-partition étiquetée de U par F sur les sous-familles F;,
1 < i < r, cest-a-dire une k-partition {Fi,...,F;} de U par F telle que
Vi<i<r:FeF?

Les deux formulations sont équivalentes, et nous pourrons alterner arbitrairement notre choix de la
formulation du probleme afin d’établir nos résultats. &

Observons que nous pouvons considérer une généralisation de ce probléme ou certaines étiquettes
doivent apparaitre plus d’une fois dans la partition. Cette généralisation peut facilement se réduire
au probleme initial de partition étiquetée en dupliquant les étiquettes multiples dans I’ensemble des
étiquettes autant de fois que nécessaire.

Proposition 2.16. Le probléme de Partition Etiquetée est NP-complet.

Démonstration. Le probléme de PARTITION ETIQUETEE est une généralisation du probléme de
graphe k-COLORABILITE [94]. Considérons le probléme de k-COLORATION PROPRE, qui est un
probleme connu pour étre NP-complet méme dans les graphes sans ensembles stables de taille
4 [94]. Etant donné un tel graphe G = (V, E) et un entier k, nous définissons une instance du
probléme de PARTITION ETIQUETEE ot U = V, F est 'ensemble des stables de G, r = k et chaque
F dans F a toutes les étiquettes possibles (¢(F) = {1,2,...,r} ou, alternativement, F; = F). La
réduction est polynomiale puisque G n’a pas de stable de taille 4, donc I’ensemble F est de taille
polynomiale et peut étre calculé en temps polynomial. Il est facile de voir que I'instance du probléme
de COLORATION PROPRE et I'instance du probléme de PARTITION ETIQUETEE sont équivalentes.
L’appartenance a NP de ce dernier probléme est directe. O

Nous montrons maintenant comment résoudre le probléme de PARTITION ETIQUETEE grice au
principe d’Inclusion-FEzclusion. Nous allons réduire une instance de ce probléme a une instance du
probléme de SOMME DES PARTITIONS PONDEREES, que nous résoudrons par l'intermédiaire du
Théoreme 1.6.

Théoréme 2.17. Si lappartenance dans F et dans chaque F; peut étre calculée en temps O(|U|CM),
alors le probléme de partition étiquetée peut étre résolu en temps et espace O*(2|M|).
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Démonstration. Soit P une instance du probléme de PARTITION ETIQUETEE telle que 'apparte-
nance dans F et dans chaque F; peut étre calculée en temps polynomial O(|1/|]°()). Réduisons P A
une instance de probléme de SOMME DE PARTITION PONDEREE.

Pour commencer, nous créons des étiquettes artificielles i pour chaque ¢ compris entre r + 1 et
k, définies par leur famille F; = F. Cela transforme 'instance P en une nouvelle instance P’ du
méme probléme de PARTITION ETIQUETEE. Trivialement, P admet une solution si et seulement si
P’ admet une solution.

Nous introduisons & présent pour chaque 1 < i < k, une fonction f; : 2¥ — {0,1}, ou pour tout
X CU: fi(X) =1« X € F;. Les fonctions f; peuvent donc étre vues comme les symboles de
Kronecker des sous-familles F; de F. Par hypothése, f; est donc calculable en temps O(|/|9().
Nous définissons ensuite une fonction de pondération f de k-tuples de F comme produit tensoriel
des fonctions f;.

o Mx.ox2 - {0,1}
S={X1,.... X} = [(8) =TI fi(X)
Nous pouvons vérifier qu’une partition S = {X7,..., X;} de V est une solution de P’ si et seulement

si f(S) = 1. Ainsi donc, P possede une solution si et seulement si > g f(S) > 1, ou >4 f(95)
représente la somme de la fonction de pondération f sur toutes les k-partitions S de U.

L’univers U, les fonctions f; et de la fonction de pondération f, constituent ensemble une instance
P” du probléme de SOMME DE PARTITION PONDEREE, et nous avons montré que P admet une
solution si et seulement si la somme Y ¢ f(S) = pr(f) pour P” vérifie pi(f) > 1. En conséquence,
nous pouvons appliquer le Théoréme 1.6 pour calculer pg(f) pour I'instance P” du probléme de
SOMME DE PARTITION PONDEREE, et donc pour résoudre 'instance P du probléeme de PARTITION
ETIQUETEE, en temps O*(k - 241 . |tf|]9M)) = 0*(2M1) et espace O*(21U1). O

2.5.3 Algorithme Exact

Dans le but de déterminer si un graphe G = (V, E) admet b-coloration de taille & € N*, nous
construisons un algorithme qui de maniere informelle répete essentiellement deux étapes. La pre-
miere étape consiste a deviner un ensemble B de b-sommets, un pour chaque classe de couleur de la
b-coloration. La deuxieme étape consiste ensuite a déterminer si G admet une k-coloration propre
v telle que B soit inclus dans ’ensemble des b-sommets de .

Nous appelons b-base un ensemble B = {by,--- ,b;} de k € N* sommets de V. Une b-base est dite
b-extensible s’il existe une b-coloration ¢ de G de taille k, qui satisfait pour tout 1 <i < k: (b)) =1
et b; est un b-sommet.

Lemme 2.18. Il y a un algorithme qui décide si une b-base B C V' d’un graphe G = (V,E) est
b-extensible en temps et espace O* (27~ 1Bl).

Démonstration. Soit une b-base B = {b1,...,br} C V. Nous souhaitons décider si B est b-extensible.
Nous exprimons ce probléme comme un probléme de PARTITION ETIQUETEE, avec l'instance sui-
vante :

oU=V -8B,
o F CU est la famille des ensembles stables de G|V — B].
o Il'y a r = k étiquettes. Un ensemble X € F possede l'étiquette i € {1,--- ,k}, ou de maniére

équivalente X € F;, si X satisfait les propriétés suivantes :
1. Y; = X U{b;} est un ensemble stable de G

2. Tous les autres b-sommets B sont adjacents & au moins un sommet de Y;.
Soit doncVbe B, b#b;: Iz €Y; [/ {x,b} € E.
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Par définition et par cette construction, BB est b-extensible si et seulement s’il existe une k-partition
étiquetée de U par F. De plus, avec |B| = k fixé, pour tout X € U, 'appartenance de X a F ou a
une sous-famille F; peut étre décidée en temps polynomial O(|i/|°M)). Ainsi, pour décider si B est
b-extensible, nous pouvons appliquer le Théoreme 2.17 sur l'instance du probléme de PARTITION
ETIQUETEE que nous avons construite. En observant que || = |[V\B| = |V| —|B| = n —|B|, décider
si B est b-extensible s’exécute donc en temps et espace O* (2718, O

Théoreme 2.19. Il y a un algorithme qui decide si un graphe admet une b-coloration de taille
k € N>3 en temps et espace O*(2").

Démonstration. L’algorithme énumere tous les sous-ensembles B C V' de sommets de taille £ du
graphe, et décide si B est une b-base b-extensible. En utilisant le Lemme 2.18, I'algorithme s’exécute
en temps O*((}) - 2"7%) = O*(nF - 2"7%) = O*(2") et espace O*(2"7%) = O*(2"). O

Théoréme 2.20. Il y a un algorithme pour déterminer le b-spectre, décider la b-continuité, et
calculer le nombre b-chromatique x,(G) d’un graphe G = (V, E) en temps O*(3") et espace O*(2").

Démonstration. L’algorithme énumere les sous-ensembles de V' comme b-base, et vérifie si elles
peuvent étre étendues, en utilisant le Lemme 2.18. Le temps d’exécution T'(n) de l'algorithme
vérifie, pour un facteur polynomial p: N — R :

T(n)= Y p(n—|B)-2""F1 =3 (?) p(n—1i)-2""" = 0*(3")

BCV i=1
O

Notons qu’en plus de déterminer le nombre b-chromatique d’un graphe, cet algorithme nous permet
de construire en temps O*(3") le b-spectre du graphe, et de déterminer s'’il est b-continu ou non.
Nous listons a présent quelques classes de graphes avec une meilleure borne du temps d’exécution
de I’algorithme.

Corollaire 2.21. Le nombre b-chromatique d’un graphe avec degré mazimum borné peut étre calculé
en temps et espace O*(2").

Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe avec degré maximum borné A € N. Alors un b-sommet
ne peut étre voisin a plus de A autres classes de couleurs, ce qui signifie que toute b-coloration de G
a une taille au plus A+ 1. Un algorithme qui énumeére tous les sous-ensembles de GG de taille au plus
A + 1, et essaie d’étendre ces b-bases, résoud le probleme en temps O* (An2+127) = O*(27). O

Corollaire 2.22. Si G est un graphe avec degré moyen borné d, xp(G) peut étre calculé en espace
O*(2"), et d un facteur sous-exponentiel pres, en temps O*(2").

Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe avec degré moyen borné d € R;, et soit B une b-base
d’une b-coloration optimale, avec |B| = k. Soit E(B) I’ensemble des arétes incidentes & un sommet
de B, c’est-a-dire E(B) = {{z,y} € E / x € B}. Puisque pour chaque b € B, deg(b) > k — 1, nous
avons |E(B)| > k(k — 1)/2. En conséquence, dn/2 = |E| > |E(B)| > k(k — 1)/2.

Cela implique que k satisfait I'inégalité k2 — k — dn < 0, et donc k < (14 /1 + 4dn)/2 < Vdn + 1.
Un algorithme qui énumere tous les sous-ensembles de V' de taille au plus k et essaie de les étendre
s’exécute, a un facteur O*(2\/g\/m°g") = 0*(2°(") sous-exponentiel prés, en temps O*(27). O

Corollaire 2.23. Si G est un graphe avec degré moyen dn, et avec d € Ry, d < 1/9, alors il y a
a—1
un algorithme qui calcule x,(G) en temps O*((%Ql_a)”) et espace O*(2"), ot a = V/d.
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Démonstration. Soit G = (V, E) un graphe de degré moyen dn. Pour les mémes raisons que précé-

demment, k satisfait I'inégalité k? — k — dn? < 0, et donc k < (1 + v4dn2 +1)/2 < Vidn + 1.

Il est facile de voir que (7)2"" < (,7,)2" V) si et seulement si ¢t < (n — 2)/3. Alors, pour

a=+vVd<1 /3, en énumérant tous les sous-ensembles de V' de taille au plus k, l’algorithme a un
a—1

temps d’exécution de O*((%Ql_o‘)”) - qui est mieux que O*(3") lorsque d < 1/9. O

2.6 Nombre Clique-Chromatique

2.6.1 Introduction

Nombre Clique-Chromatique. Soit G = (V, E) un graphe, et ¢ = {V1, ..., Vi } une k-coloration
de V. Une clique maximale C' C V de G est dite monochromatique si C' est incluse dans une classe
de couleur de . Une k-coloration ¢ de V, avec k € N>o, est alors appelée une clique-coloration
de taille k¥ de G, ou encore une k-clique-coloration de G, si aucune clique maximale de G n’est
monochromatique. En d’autres termes, pour une k-clique-coloration, toute clique maximale de G
contient au moins deux sommets de couleurs différentes. Le Nombre Clique-Chromatique de G, noté
Xc(@G), est le plus petit entier k pour lequel G admet une k-clique-coloration.

NOMBRE CLIQUE-CHROMATIQUE

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (V,E)
Sortie : Déterminer le plus petit entier £ = x.(G) € N>y tel que G admette une
k-coloration ou aucune classe de couleur ne contienne de clique maximale de

G

Ce parametre est défini pour tout graphe sans sommet isolé, puisqu'un tel graphe admet une n-
clique-coloration. Pour cette Section, on notera H.(G) C 2V I’hypergraphe des cliques maximales
d’un graphe G = (V, E). &

Le probléme de CLIQUE-COLORATION a été introduit par Duffus, Sands, Sauer et Woodrow en 1991,
et peut étre vu comme un cas spécial de probleme de coloration d’hypergraphes puisque le probleme
est équivalent a colorier I’hypergraphe des cliques maximales de G, c’est-a-dire 'hypergraphe dans
lequel les hyperarétes sont les cliques maximales de G [66].

La complexité du probleme de clique-coloration est bien étudiée. Marx a prouvé en 2011 que pour
tout entier k > 2 fixé, décider si un graphe admet une k-clique-coloration est un probléme 5-
complet. En conséquence, le probleme du NOMBRE CLIQUE-CHROMATIQUE est Y5-difficile. Si I’en-
trée est 'hypergraphe des cliques maximales, c’est-a-dire si le graphe est donné par sa liste de cliques
maximales, alors le probléme de k-CLIQUE-COLORATION devient NP-complet [150]. En 2004, Bacsé
et al. ont montré qu’il est coNP-complet de décider si une coloration de sommet donnée est en fait
une 2-clique-coloration [12].

Le probleme de clique-coloration a été étudié sur différentes classes de graphes. En 2002, Kratochvil
et Tuza ont montré qu’il est NP-complet de décider si un graphe parfait posséde une 2-clique-
coloration [130]. Le nombre clique-chromatique des graphes parfaits et de ses sous-classes a éga-
lement été étudié dans la THEORIE DESGRAPHES. La motivation principale de ces recherches est
la conjecture longuement ouverte que le nombre clique-chromatique de tout graphe parfait est au
plus trois. Actuellement, on ne sait méme pas s’il existe une borne constante au nombre clique-
chromatique des graphes parfaits.



2.6. NOMBRE CLIQUE-CHROMATIQUE 67

Defossez fournit une collection de classes de graphes 2-clique-colorables [55], parmi lesquelles les
graphes fortement parfaits. En conséquence, tous les graphes des classes suivantes sont 2-clique-
colorables : bipartis, de comparabilité, cordaux, cobipartis, de cocomparabilité [18].

Kratochvil et Tuza ont montré que le nombre clique-chromatique peut étre calculé en temps po-
lynomial sur les graphes planaires[130]. Ils ont montré qu’on peut décider en temps polynomial
si un graphe planaire admet une 2-clique-coloration, et combiné ce résultat avec celui de Mohar
et Skrekovski stipulant que tout graphe planaire admet une 3-clique-coloration [158]. Récemment,
Klein et Morgana ont montré qu’il existe un algorithme polynomial pour calculer le nombre clique-
chromatique des graphes contenant peu de Py [124].

2.6.2 Obliques et Transversaux

Dans cette Sous-Section, nous introduisons la notion d’obliques pour les hypergraphes, qui définit
tous les sous-ensembles de sommets qui ne sont pas des transversaux. Nous nous intéressons aux
aspects algorithmiques pour décider si un sous-ensemble de sommets est un transversal ou un
oblique, ainsi que pour décider respectivement de leur minimalité ou de leur maximilité au sens de
la Section 1.1. On s’intéressera également a I’énumération de toutes ces familles de sous-ensembles de
sommets, que ce soit dans un hypergraphe quelconque ou dans un hypergraphe de cliques maximales.
En particulier, nous montrerons que dans I’hypergraphe des cliques maximales H.(G) d’un graphe
G = (V,E), toutes ces familles ainsi que leurs complémentaires peuvent étre énumérés en temps
et espace O*(2"). Ce résultat nous permettra d’appliquer le Théoréme 1.4 du principe d’Inclusion-
Ezxclusion pour construire dans la Sous-Section 2.6.3 un algorithme exact en temps et espace O*(2")
pour calculer le nombre clique-chromatique d’un graphe. Dans cette Section, nous poserons n = U
lorsque nos résultats sont établis pour un univers U d’objets considérés. Nous établissons tout
d’abord le Lemme 2.24 qui nous sera utile pour la suite.

Lemme 2.24. Soit G = (V,E) un graphe et X C V. Il y a un algorithme qui décide en temps
polynomial O(n|X|) si X est une clique ou une clique mazimale de G.

Démonstration. Une clique X est strictement contenue dans une autre Y si et seulement pour tout
W CY—X: XUW est une clique. En particulier, X est une clique maximale si et seulement si pour
tout v € V — X : X U{v} n’est pas une clique. L’algorithme décide donc dans un premier temps si
X est une clique de G en temps O(|X|?). Si X n’est pas une clique, avec | X| < n, l’algorithme s’est
exécuté en temps O(n|X]|). Sinon si X est une clique, l’algorithme poursuit pour décider si X est
maximale, c’est-a-dire avec ’observation initiale X n’est pas maximale s’il existe v € V — X pour
lequel XU{wv} est une clique. Puisque X est une clique, cette opération s’effectue pour tout v € V—-X
en temps O(| X|). Le temps total de I'algorithme est alors O(|X|? + (n — |X|) - | X]|) = O(n|X]). O

Obliques. Un sous-ensemble des sommets O C V est un obligue d’un hypergraphe H si ce n’est
pas un transversal de H. Ainsi O C V est un oblique de H s’il existe X € H tel que ONX = (). Les
obliques maximaux et maximums sont définis au sens de la Section 1.1. &

Propriété 2.25. Soit H un hypergraphe, les propriétés suivantes sont immédiates :

o O CV estun oblique de H si et seulement si X C O, pour une hyperaréte X de H.

o O CV est un oblique de H si et seulement si O C X, pour une hyperaréte X de H.

o O CV est un oblique de H si et seulement si pour tout X C O : X est un oblique.

o T CV estun transversal de H si et seulement si pour tout X tel que T C X : X est un transversal.
o Le complémentaire d’un transversal n’est pas toujours un oblique, et réciproquement.

o Les transversauz ou les obliques peuvent étre des stables de H.
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Dans la suite de 'article, nous dénoterons par 7. et O., respectivement, la famille de tous les
transversaux et la famille des obliques de I'hypergraphe des cliques maximales H.(G). Nous pourrons
également utiliser la notation 7 et O lorsque l'on parlera des hypergraphes H en général. La
définition implique directement différentes propriétés. En particulier tout sous-ensemble de sommet
X C V d’un hypergraphe et soit un oblique soit un transversal. Ainsi {7, O} constitue une partition
de la famille des sous-ensembles de sommets 2" d’un hypergraphe.

Lemme 2.26. Soit G = (V, E) un graphe, et soit X C V. Il y a un algorithme qui décide en temps
O*(3=1XD/3) et espace polynomial O(n°M) si X € T, ou bien si X € O,.

Démonstration. Par les Propriétés 2.25, algorithme décide si X est un oblique de H.(G) en décidant
g'il existe C' € H(G) tel que C C O. Pour cela, 'algorithme construit I’hypergraphe des cliques
maximales de H.(G[X]) du sous-graphe induit de G par le complémentaire de X. Cette construction
s'effectue en temps O*(3("~1X1)/3) et espace polynomial O(n®M). Pour chaque clique maximale
C € H.(G[X]) rencontrée, en utilisant le Lemme 2.24, P'algorithme décide en temps polynomial si
C est strictement contenue dans une plus grande clique de G, autrement dit s’il existe CT € H.(G)
telle que C' C CT et CTNX # (). Si toutes les cliques maximales C' de G[X] satisfont cette propriété,
alors X est un transversal de H.(G), sinon X est un oblique. L’algorithme s’exécute finalement en

temps O*(3(»~1XD/3) et espace polynomial. O

Lemme 2.27. Soit G = (V, E) un graphe, et X C V. Il y a un algorithme en temps O*(3(n—1X/3)
et espace polynomial pour décider si X est un transversal minimal de H.(G).

Démonstration. En utilisant les Propriétés 2.25, on observe que X est un transversal minimal d’un
hypergraphe H si et seulement si V x € X : X — {z} n’est pas un transversal de H. Pour notre
cas H = H.(G), 'algorithme décide dans un premier temps si X est un transversal de H.(G) en
utilisant I’algorithme du Lemme 2.26. Puis si X est un transversal, ’algorithme décide donc dans un
deuxieme temps si X est minimal en faisant au plus | X| appels a l'algorithme du Lemme 2.26. [

Par leur définition, décider si un sous-ensemble de sommets X C V est un transversal ou un
oblique nécessite nécessairement le méme temps d’exécution. Ceci est de plus valable dans tout
hypergraphe. Cependant, les Lemmes 2.27 et 2.29 montrent qu’il n’en est pas de méme pour les
transversaux minimaux et les obliques maximaux dans 'hypergraphe des cliques maximales. Le
Théoreme 2.28 est le coeur de cette propriété.

Théoréme 2.28. Les obliques mazimauzx de I'hypergraphe des cliques mazximales H.(G) sont exac-
tement les compléments des cliques maximales de G.

Démonstration. "<" Soit C' une clique maximale de G et donc C' € H.(G). Soit X C V le complé-
ment de la clique maximale C. Alors X N C = (), et par les Propriétés 2.25, X est un oblique de
H.(G). Nous affirmons que X traverse toutes les cliques maximales de H.(G) sauf C. Par contradic-
tion, supposons qu'il y ait C’ € H.(G), C" # C, telle que XNC’ = (. Alors C' C X. Puisque X = C,
et C' # C, nous avons C’' C C, et donc C’ n’est pas une clique maximale de G, une contradiction.
Onen déduit VY CV, X CY :Y €7, ce qui montre par définition que X est maximal.

'=" Soit O C V un oblique maximal de H.(G). Par définition, il existe C' € H.(G) tel que O C C.
Nous affirmons que O = C et le montrons par contradiction. Ainsi, supposons que O est contenu
strictement dans C, donc il existe Y C C tel que OUY = C et Y # (). Par construction et par
définition d’un oblique, O UY C C implique que O UY est un oblique. O C O UY car Y # (), et
O UY un oblique de H.(G), montrent que O n’est pas maximal, une contradiction. O
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Lemme 2.29. Soit G = (V, E) un graphe, et X C V. Il y a un algorithme en temps polynomial
O(n? — n|X|) pour décider si X est un oblique mazimal de H.(G).

Démonstration. En utilisant le Théoreme 2.28, il suffit de décider si X est une clique maximale, ce
qui peut étre fait en utilisant ’algorithme du Lemme 2.24 ici en temps O(n(n — | X|)). O

Les Lemmes 2.27 et 2.29 montrent une différence algorithmique notable entre les reconnaissances
des transversaux minimaux et des obliques maximaux dans I’hypergraphe des cliques maximales.
Nous allons voir qu’il y a également une différence importante en ce qui concerne ’énumération de
ces objets. Jusqu’a présent, le Lemme 2.27 permet d’énumérer les transversaux minimaux de H.(G)
en temps O0*(2.4423"). Le Lemme 2.29 permet quant & lui d’énumérer les obliques maximaux de
H.(G) en temps O*(2"). Cependant, une application judicieuse du Théoréme 2.28 permet d’établir
directement le Lemme 2.30 suivant.

Lemme 2.30. La famille des obliques mazimauz de H.(G) peut étre énumérée en temps O*(3™/3).

Le Théoréme 2.31 présente 'intérét algorithmique des clotures de familles définies en Section 1.1.
Le Théoreme 2.32 agrémente ces résultats.

Théoréme 2.31. Soit U un univers d’objets, et F C 21 une famille de sous-ensembles de U. Les
Algorithmes 2.5 et 2.6 énumérent respectivement la cloture descendante F| et la cloture ascendante
Fy de F en temps et espace O*(|F||) et O*(|F4|).

Algorithme 2.5: Algorithme du Théoreme 2.31 pour déterminer la cloture descendante F
d’une famille F de sous-ensembles d’un univers & quelconque
input U, FC2¢
output: F|
// Initialisation de F|
.7'1 — F;
// Parcours par ordre décroissant de taille des sous-ensembles X € F|
2 for i = n downto 1 do
// Liste temporaire L qui trace tous les sous-ensembles de F; de taille ¢
3 L <+ 0
foreach X € 74, |[X|=1ido
L L+ LU{X};
6 foreach X € £ do
foreach x € X do
L | F o+ FLU{X — {a});

[

9 return F|;

Démonstration. La validité de ces algorithmes peut se montrer par récurrence sur la taille des
sous-ensembles de sommets (dans I'ordre correspondant).

Pour analyser le temps d’exécution, observons que toute famille G C 2¥ de sommets peut étre
encodée en sous-ensemble de I’ensemble d’entier {0, ..., okl — 1}. Pour stocker les sous-ensembles
de U qui appartiennent aux clotures respectives, nous utilisons une structure de données D qui
supporte les opérations d’insertion et de recherche en temps O(logp), ou p est le nombre de clés
stockées. Cette structure peut par exemple prendre la forme d’un arbre rouge et noir [141]. Observons
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Algorithme 2.6: Algorithme du Théoreme 2.31 pour déterminer la cloture ascendante Fy
d’une famille F de sous-ensembles d’un univers U quelconque

input : U, F C2¥

output: F;
1 F <« F;

// Parcours par ordre croissant de taille des sous-ensembles X € F;

2 fori=1ton—-—1do
// Liste temporaire L (voir Alg. 2.5)
3 L—{XeF : |X|=i}h
4 foreach X € £ do
5 foreach x € V — X do
6 L L]—}<—]—"¢U{X—|—{x}};
7 return Fy;

que cela implique que D peut étre initialisée en temps O(p-logp). La liste temporaire £ utilisée dans
les deux algorithmes peut prendre la forme d’une liste simplement chainée, qui permet l'insertion
d’un élément en temps O(1) et le parcours des éléments en temps O(|L]). Pour raisons de similarité,
nous ne décrivons le support des structures de données que pour ’Algorithme 2.5 qui construit la
cloture descendante F| de F.

Observons dans un premier temps que l’ensemble des opérations qui impliquent £ s’effectuent
en temps total O(|F|[). Dans un deuxiéme temps, observons que pour un ensemble X € F|, les
opérations qui impliquent D représentent a la ligne 8 au plus n recherches et une insertion. D
est ainsi impliquée dans au plus n - |F|| recherches et |F|| insertions dans sa structure. Au total,
I’Algorithme 2.5 s’exécute donc en temps O(n-logn-|F||-log|F||), et puisque |F}| < 2" nous avons
log |F|| < n. Le temps d’exécution T'(n) de I'algorithme satisfait donc T'(n) = O*(|Fy|). O

Théoréeme 2.32. Soit U un univers d’objets, et soient F,G C U deux familles de sous-ensembles
de lUunivers. S’il y a un algorithme en temps O*(t(n)) pour énumérer F, alors il y a un algorithme
en temps O*(2" +t(n)) et espace O*(2™) pour énumérer G si :

o G=F

o G=F ouG=F

o G est constituée des complémentaires des éléments de F, c’est-d-dire G = {X CU : X € F}

o G est la famille complémentaire de F, c’est-a-dire G = U _F

o F =G, avec pour tous X,Y € G distincts : X n’est pas inclus dans'Y

o F = Gy avec pour tous X,Y € G distincts : X n’est pas inclus dans Y

Démonstration. Soient U, F et G définis comme dans le théoréme. Nous mettons & disposition une

table T' de 2" valeurs dans {0, 1}, une valeur T'[X] pour chaque sous-ensemble X C /.

o Si G = F le résultat est immédiat.

o S5iG=F ou§G=F, le résultat découle immédiatement du Théoréme 2.31.

0 SiGg={XCU : X € F}, un parcours direct de F permet de construire G.

o Si G =2"—F, on initialise VU C V : T[U] = 1. Puis on énumeére F en opérant V X € F :
T[X] = 0. Finalement, il suffit pour construire G de parcourir toutes les valeurs de T' avec la
relation V X CU : T[X] =1 si et seulement si X € G.

o Si F =G| avec pour tous X,Y € G distincts : X n’est pas inclus dans Y, on initialise T[X] =1
si et seulement si X € F. Enfin, X € G si et seulement siVo €V — X : T[X U{x}] =0.
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o Si F = Gy avec pour tous X,Y € G distincts : X n’est pas inclus dans Y, on initialise T'[.X] =1
si et seulement si X € F. Enfin, X € G si et seulement si V 2z € X : T[X — {z}] = 0.
O

Les Propriétés 2.33 qui découlent des Propriétés 2.25 mettent en avant les relations de cloture des fa-
milles d’objets que nous étudions dans cette Section. Les définitions des obliques et des transversaux,
avec leurs Propriétés 2.33 et 2.25, conjugués aux Théorémes 2.31 et 2.32, ainsi qu’au Lemme 2.30,
permettent d’établir le Théoreme 2.34 pour I’énumération de tous les objets de cette Section dans
I’hypergraphe des cliques maximales.

Propriété 2.33. Soit H un hypergraphe, les propriétés suivantes sont satisfaites :
o La famille des obliques est la cloture descendante des obliques mazimauz.
o La famille des transversaux est la cloture ascendante des transversaux minimaux.

Théoréme 2.34. Soit G = (V,E) un graphe. Pour Uhypergraphe H.(G), il y a un algorithme
en temps et espace O*(2™) pour énumérer : les obliques, les obliques mazimaux, les transversau,
les transversaux minimauz, le complémentaire des objets de chacune de ces familles, ou encore les
complémentaires de chacune de ces familles dans 2V .

Démonstration. Le Lemme 2.30 permet d’obtenir en temps t(n) = O*(3"/3) = 0*(2") les obliques
maximaux de H.(G). Avec la Propriété 2.33, les obliques sont la cloture descendante des obliques
maximaux. Par le Théoréme 2.31, les obliques maximaux peuvent donc étre énumérés en temps
O*(2™). Par définition, les transversaux sont le complémentaire de la famille des obliques dans 2V,
Nous pouvons donc énumérer les transversaux de H.(G) en temps O*(2") par le Théoréme 2.32. Les
transversaux étant la cloture ascendante des transversaux minimaux, et par définition deux trans-
versaux minimaux ne pouvant étre inclus I’'un dans l'autre, la famille des transversaux minimaux
peut donc étre obtenue en temps O*(2") a partir des transversaux via le Théoreme 2.32. Finalement,
puisque chacune de ces familles peut étre obtenue en temps O*(2"), le complémentaire des objets
de chacune de ces familles ainsi que les complémentaires de ces familles peuvent étre déterminées
dans le méme temps et espace O*(2") par le Théoréme 2.32. ]

2.6.3 Algorithme Exact

Nous présentons un algorithme d’Inclusion-Fxclusion pour résoudre le probléeme du NOMBRE
CLIQUE-CHROMATIQUE d’un graphe. Pour appliquer le Théoréme 1.4, le Lemme 2.35 caractérise la
famille F a laquelle toutes les classes de couleurs d’une k-clique-coloration appartiennent.

Lemme 2.35. {V1,...,Vi} est une k-clique-coloration de G si et seulement si {V1,...,Vi} est une
k-partition de G et, pour chaque 1 <i <k, V; = V\V; est un transversal de H.(G).

Démonstration. Soit {V1, ..., Vi} une k-clique-coloration, et supposons qu’il existe un V; tel que son

complément V; ne soit pas un transversal H.(G). Alors il existe une clique maximale C' € H.(G)

J#i
telle que pour tout j avec 1 < j # i < k qui satisfait V; N C' = 0. En conséquence, CN |J V; =10,
j=L..k
qui implique que C est un sous-ensemble du complément de I'union de tous les V; satisfaisant 1 <

j # 1 <k, qui est exactement V;. Ainsi C' C V; et donc C' est une clique maximale monochromatique
w.r.t. {Vi,...,Vi}. Cela contredit ’hypothése que {V1,...,Vi} est une k-clique-coloration.

Inversement, soit {Vi,...,Vi} une k-partition de G telle que le complément de chaque classe de
couleur V; soit un transversal de I'hypergraphe des cliques maximales H.(G). Supposons qu’il existe
une clique maximale monochromatique C' € H.(G), c’est-a-dire, il existe 7 tel que 1 < i < k et
C C V;. Alors V; n'est pas un transversal de H.(G) puisque C C V; implique C N'V; = 0, une
contradiction. O
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Les résultats obtenus a la Sous-Section 2.6.2 permettent immédiatement d’établir le Théoreme 2.36
suivant.

Théoréme 2.36. Il y a un algorithme pour calculer le nombre clique-chromatique x.(G) d’un graphe
G = (V,E) en temps et espace O*(2").

Démonstration. L’algorithme commence par construire la famille F des classes de couleurs possibles
pour toute clique-partition de V. D’apres le Lemme 2.35, la famille F des classes de couleurs est
exactement la famille des complémentaires des transversaux de I’hypergraphe des cliques maximales
H.(G). Nous pouvons alors construire F de maniere explicite en temps et espace O*(2") par l'in-
termédiaire du Théoreme 2.34. Finalement, nous pouvons déterminer le nombre clique-chromatique
de G, c’est-a-dire le plus petit entier £ € N>o pour lequel G admet une k-clique-coloration, en effec-
tuant au plus k£ appels a 'algorithme du Théoréme 1.4. Notre algorithme pour résoudre le probleme
du NOMBRE CLIQUE-CHROMATIQUE s’exécute donc en temps et espace O*(2"). O

2.6.4 2-Clique-Colorabilité

En 2006 Défossez a montré qu’il est NP-difficile de décider si un K,-free perfect graph admet une
2-clique-coloration [55]. Dans cette Sous-Section, nous présentons un algorithme exact pour calculer
une 2-clique-coloration, s’il en existe une, en supposant que les cliques maximales du graphe donné
G ont une cardinalité bornée, i.e., w(G) < ¢ pour une certaine constante ¢ positive. Nous montrons
comment ce probleme sur les hypergraphes de cliques peut étre transformé en un probléme d’énu-
mération de transversaux minimaux d’un hypergraphe de rang borné c. Cela méne a un meilleur
temps d’exécution meilleur que ceux de O*(2") établis par 'algorithme d’inclusion-exclusion pré-
senté dans la Sous-Section 2.6.3. Plus précisement, pour chaque ¢ > 2, il y a une constante A,
telle que tous les transversaux minimaux d’un hypergraphe dont les hyperarétes ont une cardinalité
bornée par ¢ peuvent étre énumérés en temps O*((\.)"), ou A. < 2. Tandis que l'algorithme de la
Sous-Section 2.6.3 utilise le principe d’Inclusion-Ezclusion, la technique principalement utilisée ici
est la technique de Branchement. Le Lemme 2.37 appuie notre résultat.

Lemme 2.37. Tout graphe G = (V, E) admet une clique-coloration optimale telle qu’au moins une
classe de couleur est le complément d’un tranvsersal minimal de I’hypergraphe des cliques mazximales

Ho(G).

Démonstration. Soit G = (V,E) un graphe et k = x.(G) son nombre clique-chromatique. Soit
{V1,...,Vk} une clique-coloration optimale de G. Par le Lemme 2.35, le complément de chaque
classe de couleur V; est un transversal de H.(G). Supposons qu’aucune classe de couleur V; n’est
le complément d’un transversal minimal. L’idée est de transformer la premieére classe de couleur en
un complément de transversal minimal. Nous avons supposé que V; est un transversal qui n’est pas
minimal, alors il existe X; C V] tel que X7 est un transversal minimal de H.(G). Nous imposons
V] = X1, et pour chaque i > 2, nous fixons V/ = V;\V/. Au cours de cette opération, pour chaque
1 > 2, nous n’avons pas augmenté la taille des V;, et donc nous n’avons pas diminué la taille de
leur complément qui étaient déja des transversaux. Donc pour chaque ¢ > 2, le complément de
chaque V; est un transversal. Par construction de VY, et par le Lemme 2.35, nous obtenons que
{Vi,V5,...,V/} est une clique-coloration de G. O

Théoréme 2.38. Il y a un algorithme de Branchement qui s’exécute en temps O*((A:)™) et espace
polynomial pour décider si un graphe de taille de clique mazimum w(G) < ¢ bornée est 2-clique-
colorable, ou A\, < 2.
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2.7 Autres Problémes

2.7.1 Nombre Pseudo-a-Chromatique

Nombre Pseudo-a-Chromatique. La relaxation du probleme du NOMBRE a-CHROMATIQUE,
dans lequel la propriété d’ensembles stables des classes de couleurs n’est pas requise, est appelé le
probléme du NOMBRE PSEUDO-a-CHROMATIQUE, également connu sous le nom probléme de PAR-
TITION COMPLETE [128]. Nous appelerons k-pseudo-a-coloration une telle k-partition des sommets
d’un graphe.

k-PSEUDO-a-COLORATION

VERSION : DECISION

Entrée: G=(V,E), k€ N*

Sortie : Existe-t-il une k-coloration de V telle que le graphe complet & k sommets
peut étre obtenu par contraction des classes de couleurs ?

Le Nombre Pseudo-a-Chromatique d’un graphe G, noté x,q(G), est le plus grand entier k € N tel
que G admette une k-pseudo-a-coloration. &

Cette notion a été introduite en 1969 [105]. Ce probleme est NP-difficile [194], et pour tout graphe
G nous avons naturellement la relation : x,(G) < xpo(G). Des bornes de ce nombre sur certaines
classes de graphes ont été étudiées [14, 193]. Méme si cela semble étre admis, il n’est pas clair
actuellement si ce probleme demeure NP-difficile sur les arbres [128, 68]. A 'instar du nombre a-
chromatique, le probléeme du NOMBRE PSEUDO-a-CHROMATIQUE est un probleme FPT. En effet,
pour tout graphe G décider si xpa(G) > k peut étre résolu en temps O*(k(F=2)(k+1)) [36].

Pour PALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE, & linstar du probleme du NOMBRE a-
CHROMATIQUE nous ne connaissons pas d’autres algorithmes que l’algorithme trivial en temps
O*(n™) pour le probleme du NOMBRE PSEUDO-a-CHROMATIQUE. Dans ce chapitre, avons pro-
posé en Section 2.4 un algorithme en temps O*(kpw(G) . 2k?/ 2) pour décider si un graphe admet
une k-a-coloration. Le Lemme 2.39 et le Corollaire 2.40 proposent d’adapter cet algorithme pour
le probleme du NOMBRE PSEUDO-a-CHROMATIQUE afin d’obtenir des résultats similaires a ceux
obtenus pour le probleme du NOMBRE a-CHROMATIQUE.

Lemme 2.39. L’Algorithme 2.4 du Théoréme 2.13 peut étre adapté pour décider en temps et espace
O* (kPW(G) . 2%*/2) gi un, graphe G = (V, E) admet une k-pseudo-a-coloration.

Démonstration. Pour le probleme de k-a-COLORATION, la ligne 6 de I’Algorithme 2.4 garantie que
les classes de couleur soient des stables. La condition de la ligne 6 agit comme un filtre sur les
couleurs k(v) possibles du sommet v considéré dans le noeud de type INTRODUCE. Pour adapter
I’algorithme au probleme de k-PSEUDO-a-COLORATION, il suffit alors de modifier la condition de
la ligne 6 et accepter pour v toutes les couleurs parmi {1,...,k}. ]

Corollaire 2.40. Si sur les classes de graphes considérées, le probléme du Nombre Pseudo-a-
Chromatique demeure NP-difficile, alors il y a un algorithme single-exponentiel de Programmation
Dynamique qui, a un facteur sous-exponentiel prés, calcule en méme espace que de temps le nombre
pseudo-a-chromatique : d’un arbre ou d’une forét en O*(2"), d’un graphe planaire ou de genre borné
par g € N en O*(8").

La preuve du Corollaire 2.40 est en tout point similaire a celle du Corollaire 2.15.
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2.7.2 Nombre Chromatique Harmonieux

Nombre Chromatique Harmonieux. Une k-coloration harmonieuse d’'un graphe est une k-
coloration propre des sommets telle que chaque paire de couleur apparait au plus une fois dans
les arétes du graphe colorié. Dans cette These, nous ne considérons jamais les multigraphes. Cette
fois-ci uniquement, nous utilisons cette notion pour formuler de maniére tres claire le probleme du
NOMBRE CHROMATIQUE HARMONIEUX, ainsi que sa variante le probleme du NOMBRE CHROMA-
TIQUE PSEUDO-HARMONIEUX.

k-COLORATION HARMONIEUSE

VERSION : DECISION

Entrée: G=(V,E), k€ N*

Sortie : Existe-t-il une k-coloration propre de V telle que le multigraphe obtenu par
contraction des classes de couleurs soit un graphe simple ?

k-COLORATION PSEUDO-HARMONIEUSE

VERSION . DECISION

Entrée: G=(V,E), k€ N*

Sortie : Existe-t-il une k-coloration de V telle que le multigraphe obtenu par contrac-
tion des classes de couleurs soit un graphe simple avec au plus une boucle
sur chaque sommet ?

Pour un graphe G = (V, E), nous notons le Nombre Chromatique Harmonieuzr h(G) et le Nombre
Chromatique Pseudo-Harmonieuz h,(G) les plus petits entiers k& € N pour lesquels G admet respec-
tivement une k-coloration harmonieuse ou une k-coloration pseudo-harmonieuse. Observons que les
relations entre les classes de couleur exprimées ici sont similaires a celles exprimées dans les pro-
blemes du NOMBRE a-CHROMATIQUE ou du NOMBRE PSEUDO-a-CHROMATIQUE. Ces problémes
different par la quantification de ces relations et dans leur objectif d’optimisation. &

Bien que la notion de nombre chromatique pseudo-harmonieux n’existe pas dans la littérature, il
y est fait souvent référence sans distinction de la notion de nombre chromatique harmonieux, les
deux notions se retrouvant alors confondues. Pourtant, comme montré par Miller et Pritikin, ces
deux problemes sont différents, et on a pour tout graphe G : h,(G) < h(G) [156]. Nous montrons
que tout graphe G vérifie également la relation : h(G) < 2 - hy(G).

Propriété 2.41. Pour tout graphe G : hy,(G) < h(G) < 2 hy(G).

Démonstration. Soit ¢ une k-coloration pseudo-harmonieuse. Tant qu’il y a une classe de couleur
qui contient une aréte, nous répétons : créer une nouvelle couleur et I'assigner a une des extrémités
de cette aréte. Or par définition d’une coloration pseudo-harmonieuse, les classes de couleur de ¢ ne
peuvent pas contenir plus d’'une aréte. Nous avons donc transformé ¢ en une nouvelle g-coloration,
avec ¢ < 2k, qui est propre et harmonieuse, donc par définition /A(G) < g. Si ¢ est une k-coloration
pseudo-harmonieuse optimale, donc avec k = h,(G), on a finalement i(G) < g < 2 h,(G). O

Contrairement au nombre a-chromatique, ici ¢’est bien la notion de coloration pseudo-harmonieuse
qui a été introduite en premier par Frank, Harary et Plantholt en 1982. Hopcroft et Krishnamoorthy
ont montré en 1983 que le probleme du NOMBRE CHROMATIQUE PSEUDO-HARMONIEUX est NP-
difficile [114]. La notion de coloration harmonieuse quant a elle été introduite plus tard par Lee
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et Mitchem en 1987 [157]. Résoudre le probleme du NOMBRE CHROMATIQUE HARMONIEUX sur
un chemin est un probleme facile [140]. Edwards et Mc Diarmid ont montré en 1995 que c’est un
probleme NP-difficile si le graphe est un arbre [68]. Plus particulierement, pour tout k£ € N, ils ont
montré que décider si i(G) < k est un probléeme NP-complet méme pour un arbre de rayon 3.

Le Lemme 2.42 et le Corollaire 2.43 montrent comment 1’Algorithme 2.4 de Programmation Dyna-
mique Arborescente du Théoreme 2.13 peut étre adapté aux probléemes du NOMBRE CHROMATIQUE
HARMONIEUX et du NOMBRE CHROMATIQUE PSEUDO-HARMONIEUX, afin d’obtenir des résultats
similaires au Corollaire 2.15.

Lemme 2.42. L’Algorithme 2.4 du Théoréme 2.13 peut étre adapté pour décider en temps et espace
O* (kPW(G) . 2K*/2) gi un graphe G = (V, E) admet une k-coloration harmonieuse ou une k-coloration
pseudo-harmonieuse.

Démonstration. Pour décider si G admet une k-coloration harmonieuse, il suffit dans 1’Algo-
rithme 2.4, aprés avoir généré £ a la ligne 7, de vérifier si £ N E, = () avant d’ajouter la nouvelle
caractéristique a la ligne 8. De maniére similaire au Lemme 2.39, supprimer la condition de la ligne 6
revient alors a décider si G admet une k-coloration pseudo-harmonieuse. ]

Corollaire 2.43. Soit G = (V, E) un graphe satisfaisant A(G) = O(y/(n)). Alors il y a un algo-
rithme de Programmation Dynamique pour calculer h(G) ou hy(G) qui, & un facteur sous-exponentiel
pres, s’exécute en temps et espace single-exponentiel si G est un arbre, une forét, un graphe planaire
ou un graphe de genre borné.

Démonstration. Nous utilisons la variante de I’Algorithme 2.4 présentée au Lemme 2.42. Soit
G = (V,E) un graphe satisfaisant A(G) = O(\/(n)) et appartenant a une des classes mention-
née dans ce corollaire. Par la Sous-Section 1.3.2, nous avons pw(G) = O(y/n - logn) = o(n/logn).
Nous observons alors, avec hi,(G) < i(G) < n, que le facteur kPV(@) = 20(n/logn)logn — 90(n) qy
temps d’exécution de I’Algorithme du Lemme 2.42 représente un facteur sous-exponentiel. En 1994,
Edwards et McDiarmid ont montré - aux Corollaires 2.3, 2.4 et 2.5 - que si G est défini comme dans
ce corollaire, alors h(G) < O(y/m~+A) [67]. Lorsqu’il est appliqué & notre graphe G, avec m = O(n),
I’Algorithme du Lemme 2.42 s’exécute donc, & un facteur sous-exponentiel pres, en temps et espace
single-exponentiel O*(20(M). O

2.8 Conclusion

Tout au long de ce Chapitre, nous avons étudié différents problemes de coloration, et nous nous
sommes attachés a les résoudre de maniere exacte. Ces problémes se distinguent soit par la diffi-
culté d’appartenance d’un sous-ensemble de sommets a une classe de couleur, soit par la difficulté
engendrée par les relations entre les classes de couleur. Pour résoudre nos problémes, nous mettons
principalement en ceuvre les techniques de Programmation Dynamique et d’Inclusion-FExclusion, et
nos algorithmes doivent constamment tirer profit de la structure de ces problémes. Nous renvoyons
a la Sous-Section 2.1.2 pour un apergu de nos résultats. Selon le probleme étudié, nos méthodes
rencontrent plus ou moins de succes et peuvent étre appliquées avec plus ou moins d’efficacité. Pa-
radoxalement, la complexité d’un probléme seule ne permet pas de juger le succeés d’'une méthode
plutét qu’une autre. Nous avons vu que le principe d’Inclusion-Fxclusion peut étre appliqué au
probléeme de CLIQUE COLORATION, qui est un probleme Y5-difficile, tandis que nous n’avons pas
pu réaliser un algorithme d’Inclusion-Exclusion pour résoudre le probléme NP-difficile du NOMBRE
a-CHROMATIQUE.
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Outre la constante recherche d’'un algorithme toujours plus efficace pour résoudre les problémes
étudiés, nos travaux dans ce Chapitre s’achévent par des questions ouvertes. Une question d’intérét
majeur concerne la portée du principe d’Inclusion-Exclusion. Aujourd’hui encore, nous ne connais-
sons pas les limites d’application de cette technique. Au départ utilisée pour des algorithmes de
partitionnement ou seules les propriétés des classes de couleur avaient une importance, nous cher-
chons aujourd’hui a connaitre si le principe d’Inclusion- Exzclusion peut étre appliqué a des problemes
ol les relations entre les classes de couleur revétent également une importance.

Nous avons appliqué ce principe au probleme du NOMBRE b-CHROMATIQUE. Pour cela, nous avons
étendu le champ d’application de la technique aux problémes de PARTITIONS ETIQUETEES. Cepen-
dant, ces problémes ne mettent pas en avant des relations entre les classes de couleur, mais des
attributs supplémentaires aux classes, des étiquettes, qui viennent s’ajouter & un probléme de parti-
tionnement sans contraintes entre les classes. C’est ainsi en traduisant une instance du probléeme du
NOMBRE b-CHROMATIQUE en instance de probléme de PARTITION ETIQUETEE que nous avons pu
résoudre ce probléme par le principe d’Inclusion-FExclusion. Cette traduction nous a ainsi libéré de
la contrainte intiale entre les classes de couleurs. Il semble toutefois que cette technique de Traduc-
tion ait ses propres limites. Derriére notre algorithme de résolution du NOMBRE b-CHROMATIQUE
se cache tout un pan d’énumération Brute-Force, dont nous ne savons pas si nous pouvons nous
libérer. Pour les autres problemes étudiés qui mettent en avant des relations entre les classes de cou-
leurs, leur traduction en un autre probleme dans le champ d’application déja existant du principe
d’Inclusion-Ezclusion ne semble pas immédiate.

Quelles sont les limites du champ d’application de la technique d’Inclusion-Ezclusion aux
probléemes de coloration qui font apparaitre des contraintes entre les classes de couleur ?

Nous avons vu tout au long de ce Chapitre que la technique de Programmation Dynamique Classique
peut étre appliquée dans certains cas méme lorsque le probléme présente de fortes relations entre
les classes de couleurs. C’est par exemple le cas pour le probleme du NOMBRE GRUNDY PARTIEL.
Nous ne ’avons pas écrit, mais avant de réaliser un algorithme d’ Inclusion-Fxclusion, notre premier
essai pour résoudre le probleme du NOMBRE b-CHROMATIQUE était un algorithme de Programma-
tion Dynamique Classique en temps O*(4™). A Pinstar du probléme du NOMBRE CHROMATIQUE,
certains problemes de coloration qui admettent un algorithme de Programmation Dynamique Clas-
stque peuvent donc étre résolus par un algorithme d’Inclusion- Exclusion, technique dont on rappelle
qu’elle est elleeméme une variante de Programmation Dynamique Classique.

Les algorithmes de Programmation Dynamique Classique pour des problémes de coloration
peuvent-ils tous étre améliorés ou d défaut traduits en un algorithme d’Inclusion-Ezclusion ¢

Il y a des probléemes de coloration pour lesquels nous avons échoué a fournir un algorithme de
résolution non trivial. C’est le cas par exemple des problemes du NOMBRE a-CHROMATIQUE ou
de ses variantes en présentées en Section 2.7. Certaines familles de problemes de coloration se
distinguent par la caractérisation du sous-graphe induit que doit former chaque paire de classes de
couleur. Cest le cas par exemple du probléme de NOMBRE ETOILE-CHROMATIQUE ou de NOMBRE
AcYCLIQUE-CHROMATIQUE, traduits respectivement de I’anglais star coloring et acyclic coloring.

Pour tous les problémes cités au paragraphe ci-dessus, peut-on construire un algorithme en temps
single exponentiel pour les résoudre ?
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3.1 Introduction

Nous renvoyons a la Section 1.4 pour une introduction a la terminologie des hypergraphes. L'un
des plus célebres problemes d’hypergraphes est ’énumération des transversaux minimaux. Berge a
proposé en 1984 un algorithme séquentiel pour ce probléeme sur les hypergraphes en général [17].
Pour PALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE, le temps d’exécution au pire de cas de cet
algorithme est difficile a évaluer.

Il existe une autre mesure du temps d’exécution des algorithmes pour des problemes d’énumération.
Nous avons vu en Sous-Section 2.6.2, que les Algorithmes 2.5 et 2.6 du Théoréme 2.31 énumerent une
cloture F* d’une famille F d’objets quelconques en temps O*(|F|). A un facteur O(n?-logn) prés, le
temps d’exécution de ces algorithmes est linéaire en la taille des clotures. Ces algorithmes sont dits
output-polynomial. Nous référons a la Définition 1.1 de la These de Maury pour une introduction
formalisée aux algorithmes output-polynomial et & délai polynomial [152].

L’Algorithme de Berge a été évalué sous l'angle de cette analyse différente du temps d’exécution.
Takata a montré en 2008 que cet algorithme n’est pas output-polynomial. De nombreux nouveaux
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essais ont été réalisés afin d’obtenir un algorithme output-polynomial pour le probléme d’énumé-
ration des transversaux minimaux dans un hypergraphe en général [13]. Parmi eux, Kavvadias et
Stavropoulos ont présenté en 2005 un algorithme qui utilise un espace polynomial [122]. Malheureu-
sement, Hagen a montré en 2008 qu’aucun de ces essais n’a été concluant [106]. Le probleme s’est
donc déporté vers la restriction de ce probléme & certaines classes d’hypergraphes. Nous référons a la
These de Maury pour une étude exhaustive des classes d’hypergraphes qui admettent un algorithme
output-polynomial pour I’énumération des transversaux minimaux [152].

Dans ce Chapitre, nous nous intéressons au temps d’exécution au pire des cas des meilleurs algo-
rithmes exacts exponentiels pour I’énumération des transversaux minimaux d’un hypergraphe H
de rang borné par k € N>3, pour la version énumération du probléeme k-HITTING SET. Par les
Propriétés 2.25, un algorithme trivial pour ce probléme s’exécute en temps O*(n¥ - 27) = O*(2").
Eiter, Gottlob et Makino ont proposé en 2003 un algorithme & délai polynomial [69, Thm. 4.1]. Pour
cet algorithme, le délai entre la génération de deux solutions est O*(n* - |Tr(H)|). Par conséquent,
nous pouvons affirmer que 1’Algorithme de Eiter, Gottlob et Makino est output-polynomial et
s'exécute en temps O*(|Tr(H)|?). Malheureusement, le Lemme 3.1 de la Sous-Section 3.1.2 montre
que cet algorithme ne conduit pas directement & un algorithme en temps O*((1 + £;)™) pour la
version énumération du probléme k-HITTING SET, avec 0 < € < 1 une constante réelle qui dépend
de k € N>o.

D’autres versions du probleme k-HITTING SET ont montré un grand intérét, comme c’est par-
ticulierement le cas de la version optimisation, donc du probléme de déterminer un transversal
minimum dans un hypergraphe de rang k£ € N>5. Nous avons mentionné en Sous-Section 1.3.4 que
pour k = 2, il y a un algorithme en temps O*(1.2109") pour résoudre ce probléeme [172]. Il y a
de nombreuses tentatives pour essayer d’améliorer ce résultat. Valider et accepter de tels résultats,
pourtant produits par des auteurs renommés, est tres difficile tant les algorithmes deviennent tres
techniques. A ce titre, on peut citer! la tentative d’algorithme en temps O*(1.2002") de Xiao et
Nagamochi? publiée en 2013 [190]. Pour des hypergraphes de rang supérieur, Wahlstrém a produit
dans sa These en 2003 deux algorithmes respectivement en temps O*(1.6538™) et O*(1.6316™) avec
espace polynomial et exponentiel pour déterminer un transversal minimum dans un hypergraphe
de rang k = 3 [187, 186]. Le temps du deuxieéme algorithme a été révisé a O*(1.6278™) en 2008 dans
larticle de Fomin et al. [82]. La plupart de ces algorithmes sont des algorithmes de Branchement
qui utilisent la technique de Mesurer et Conquérir.

Dans son rapport de Master, Gaspsers a introduit en 2005 des algorithmes génériques pour le
probléeme de TRANSVERSAL MINIMUM [95]. Ces algorithmes en espace polynomiaux s’exécutent
pour tout k € N>o en temps T(1,..., k). La technique utilisée par ces algorithmes est inspirée de
celle de Moon et Moser développée en 1965 pour I’énumération des transversaux minimaux dans un
hypergraphe de rang 2 [159]. En 2014, nous avons publié un article qui montre que les algorithmes
de Gaspers peuvent étre adaptés pour I’énumération de tous les transversaux minimaux dans un
hypergraphe de rang k& > 2 [42]. Ces algorithmes peuvent en plus étre modifiés pour s’adapter au
probléme cok-HITTING SET. Les algorithmes obtenus s’exécutent alors en temps 1(2,2,...,k, k) <
T(1,...,k) < 2. Ces résultats, par la réduction du Lemme 2.37 présentée en Sous-Section 2.6.4, nous
ont permis d’obtenir dans le Théoréme 2.38 les meilleurs algorithmes connus jusqu’a présent pour
décider la 2-clique-colorabilité d’un graphe G satisfaisant w(G) < k.

1. Citons également la tentative toujours encore en construction de Robson disponible sur son internet personnel
depuis 2001, dont I'objectif affiché est d’obtenir un algorithme en temps O*(1.1893"™) [173].
2. Les auteurs présentent une analyse améliorée en temps O*(1.1996™) sur arXiv [189].
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Pour ce Chapitre, nous notons O*(a}}), O*(5}), O* () et O*(A}) les temps d’exécution des meilleurs
algorithmes connus respectivement pour déterminer un transversal minimum, dénombrer les mini-
mums, énumérer les transversaux minimaux et les dénombrer dans un hypergraphe de rang k € Nx>»
a n sommets. Nous notons de plus O*(77}}) et O*(\1,) les temps d’exécution respectifs des meilleurs al-
gorithmes connus pour énumérer et compter dans ces hypergraphes les transversaux minimaux dont
le complémentaire est un transversal. La Table 3.1 résume les temps d’exécution de ces meilleurs
algorithmes connus jusqu’a présent. Certaines de ces valeurs peuvent étre retrouvées dans l'article
de Fomin et al. [82] ainsi que dans le livre de Gaspers [96]. Cette Table prend également en compte
notre publication de 2014 [42].

k Qg Bk Vi Ak Tk Ak
2 || 1.2109 | 1.2377 | 1.4423 1.4423 | 1.4423 | 1.4423
3 || 1.6278 | 1.7198 | 1.8393* | 1.8393* | 1.7693* | 1.7693*
4 || 1.8704 | 1.8997 | 1.9276* | 1.9276* | 1.8994* | 1.8994*
5 || 1.9489 | 1.9594 | 1.9660* | 1.9660* | 1.9536* | 1.9536*
6 || 1.9781 | 1.9824 | 1.9836* | 1.9836* | 1.9779* | 1.9779*
Table 3.1 — Résumé des temps d’exécution des meilleurs algorithmes connus et publiés a ce jour pour

différentes versions associées au probléme k-HITTING SET [82, 96, 42]. Les temps d’exécution marqués d’un
* ont été publiés en 2014[42].

3.1.1 Nos Résultats

Ce chapitre présente des algorithmes d’énumération de transversaux minimaux dans un hypergraphe
de rang k. Les algorithmes que nous allons présenter pour I’énumération des transversaux minimaux
dans un hypergraphe de rang k sont des algorithmes de Branchement utilisant la technique de
Mesurer et Conquérir, ou encore utilisant la technique de Compression Iterative. Ces techniques
sont introduites dans la Sous-Section 1.5.2.

Dans un premier temps, dans la Section 3.2, nous présentons les outils utilisés tout au long de
ce chapitre. En particulier, dans la Sous-Section 3.2.1, nous présentons des propriétés fondamen-
tales sur les vecteurs de branchement. Nous introduisons des notations et premieres propriétés,
des outils de comparaison, et des opérations sur les vecteurs de branchement. Egalement, dans la
Sous-Section 3.2.2, nous définissons et étudions les propriétés d’une famille de vecteurs de branche-
ment, les vecteur d’entiers. Finalement, dans la Sous-Section 3.2.3, nous définissons une instance des
sous-problemes de nos algorithmes, et la fagon dont nous décrivons nos algorithmes de branchement.

Puis nous établissons entre autres les résultats principaux suivants :

¢ Premierement, dans la Section 3.3, nous utiliserons les techniques de Branchement et de Mesu-
rer et Conquérir pour construire un algorithme en temps O*(1.6755") pour I’énumération des
transversaux minimaux d’un hypergraphe de rang k& = 3.

¢ Deuxiémement, dans la Section 3.4, nous établirons des algorithmes de Branchement pour le
probléme k-HITTING SET, qui constituent une forme généralisée de ceux présentés en 2014 [42].

¢ Troisiemement, dans la Section 3.5, nous montrons comment la technique de Compression Iterative
peut étre appliquée & nos problemes pour améliorer nos résultats.

¢ Finalement, en conclusion, nous résumons nos résultats et présentons les améliorations apportées
aux algorithmes déja existants et en considérant toutes les versions de nos problemes.
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La Table 3.2 présente un résumé des résultats obtenus dans cette These pour ce chapitre.

Qg B Vi Ak Yk Ak
1.2109 | 1.2377 | 1.4423 | 1.4423 | 1.4423 1.4423
1.6278 | 1.6755 | 1.6755 | 1.6755 | 1.6755 1.6755
1.8704 | 1.8866 | 1.8866 | 1.8866 | 1.8866 1.8866
1.9489 | 1.9538 | 1.9538 | 1.9538 | 1.9536* | 1.9536*
1.9779 | 1.9779 | 1.9779 | 1.9779 | 1.9779* | 1.9779*

Y| O | W N &

Table 3.2 — Résumé des temps d’exécution améliorés dans cette These en comparaison de ceux présentés
dans la Table 3.1 pour les problémes de k-HITTING SET et cok-HITTING SET. Les temps d’exécution marqués
d’un * ont été publiés en 2014[42].

3.1.2 Bornes Combinatoires

Lemme 3.1. Pour tout k € N>o, il y a une famille infinie Fi, d’hypergraphes H de rang k qui

satisfont :
1/(2k—1)
2k — 1
( h ) < log, (ITr(#)]) < 2

ol ny est le nombre correspondant de sommets d’un hypergraphe H de cette famille.

Démonstration. Soit k € N>9, et soit Hj, 'hypergraphe a 2k — 1 sommets et dont les hyperarétes
sont les sous-ensembles de k sommets.

Nous étudions dans un premier temps des propriétés de Hjy. Nous montrons que toute hyperaréte
e € Hy, est un transversal de Hj,. En effet, supposons qu’il existe une hyperaréte ¢ € Hy, telle que
¢/ C e. Puisque H}, est composé de 2k — 1 sommets et que par construction e contient exactement
k sommets, alors |¢/| < 2k — 1 — k < k — 1. Cela contredit que toute hyperaréte de Hy est de
taille k, et donc toute hyperaréte e € Hj est un transversal de Hj;. Nous montrons que toute
hyperaréte e € Hy, est un transversal minimal. En effet, supposons par contradiction que e ne soit
pas minimale. Par les Propriétés 2.25, il existe v € e tel que e — v soit un transversal de Hj.
Cependant, |e —v| = 2k — 1 — (k — 1) = k. Alors par construction, e — v € Hy, est une hyperaréte
de Hj, incluse dans le complémentaire de e — v. Ceci contredit que e — v soit un transversal de Hy.
Nous avons donc montré V e € Hy, : e € Tr(Hy), autrement dit, nous avons montré Hy = Tr(Hy).
A présent, soit HY un hypergraphe composé de ny, = ¢ - (2k — 1) sommets, ¢ € N*, et constitué
de ¢ union disjointes de copies de Hj. Un transversal minimal de HY est alors une union disjointe
de transversaux minimaux de Hy. Pour chaque copie de Hy, il y a |Hj| transversaux minimaux

distincts. Ainsi :
o — 1) ng/(2k—1)

Tr(H)| = Myl = ( .

Nous avons donc construit la famille infinie 7, = Ugen+H? composée des hypergraphes H?, ¢ € N*,
qui satisfont les propriétés stipulées dans le lemme. Remarquons au passage que pour tout £ € Nx>o,
tous les transversaux minimaux de Hj sont en fait des transversaux minimums, et cela en est de
méme pour tout hypergraphe HY de la famille Fy. ]

Le Lemme 3.1 généralise la borne inférieure connue sur le nombre de transversaux minimaux d’un
hypergraphe de rang k = 2, donc le nombre O*(3"/3) de couvertures de sommets minimales (de
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maniére équivalente nombre de complémentaires de stables maximaux) dans un graphe (voir Sous-
Section 1.3.4). Cependant, contrairement au résultat de Moon et Moser [159], nous ne savons pas
si la borne inférieure du Lemme 3.1 constitue également une borne supérieure pour k > 3. L’intérét
du Lemme 3.1 réside toutefois dans une borne inférieure sur le temps d’exécution d’un algorithme
exact exponentiel pour I’énumération des transversaux minimaux d’un hypergraphe de rang k.

Théoréme 3.2. Pour tout k € N>o, un algorithme pour la version énumération du probléme k-
Hitting Set s’exécute en temps Q(c}), ot 1 < ¢ < 2 est une constante réelle qui dépend de k :

e = ((2k — 1)1/ (k!(k — 1)!))Y/ k=1,

En utilisant la formule de Stirling, on observera que la suite ¢; est croissante avec limg_, o cp = 2.
La Table 3.3 présente les valeurs c; pour certaines valeurs de k.

k 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
cp || 1.4422 | 1.5848 | 1.6618 | 1.7114 | 1.7467 | 1.7734 | 1.7943 | 1.8112 | 1.8253

k 15 20 25 50 75 100 200 500 1000
cr || 1.8709 | 1.8962 | 1.9127 | 1.9495 | 1.9636 | 1.9713 | 1.9839 | 1.9926 | 1.9959

Table 3.3 — Bornes inférieures Q(c}) du Théoréme 3.2 pour le temps d’exécution d’un algorithme en temps
O*(yg) pour la version énumération du probleme k-HITTING SET.

3.2 Etude du probléme

3.2.1 Algorithmes de branchement

Un vecteur de branchement est un vecteur A € (R% )™4 de réels strictement positifs, avec my € Nxo.
Pour des raisons de compatibilité et pour alléger ’écriture, on pourra définir un tel vecteur lorsque
m4 = 1. Pour un vecteur A € (R%)™4, on note A = (a1, ...,a,,) ce vecteur, et on appelle m4 € N*
sa dimension. Si m4 > 2, on note T(A) = a4 > 1 le nombre de branchement de A, défini comme
I'unique racine réelle positive du polynéme Py(X) =1 — ZZTA X%,

La Proposition 1.1 est fondamentale, elle montre en particulier que tout vecteur de branchement
admet bien un nombre de branchement, que ce dernier est unique, et qu’il satisfait certaines pro-
priétés.

Proposition 1.1. Pour tous vecteurs de branchement A € (R% )™ et B € (R%.)™B, avec ma, mp >
2, les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) Le polynome Pa(X) est croissant sur R%, avec )1(1210PA(X) = —o00, Ps(l) < —1, et
i PO =1

(ii) Pa(X) admet une unique racine réelle aq qui existe, et tel que aq € R>q.

(iii) as < ap si et seulement si Pa(ap) > 0 si et seulement si Pp(as) < 0.

Démonstration.

1=m A

(i) En observant que le polynoéme dérivé Py (X) = 3 i-7"4 a; X %! de Py est positif sur R%, on
a que P4 est croissant sur ce méme intervalle. De plus, on observe que Ps(1) =1 —my4. Avec
ma > 2,0na Ps(l) < —1.
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(ii) D’apres le Théoréme de d’Alembert-Gauss, le corps C des nombres complexes est algébrique-
ment clos, autrement dit tout polyndéme a coefficients complexes admet une solution dans C.
P4 est un polynome a coefficients réels, et R étant un sous-corps de C, P4 est donc en parti-
culier également un polynoéme a coefficients complexes, donc admet entre une et my4 solutions
dans C. Nous affirmons qu’au moins une de ses solutions a4 est dans R, avec a4 > 1. En
effet, d’apres (i), le polynome P4(X) est croissant sur R, avec P4(1) = 1 —my < —1 et
limx_, 400 P4(X) = 1. Le Théoréme des valeurs intermédiaires nous permet de déduire qu’il
existe ay € Rsq tel que Pa(aq) = 0. De plus, ce méme théoréeme nous permet de conclure que
a4 est 'unique racine réelle de Py.

(ili) Les équivalences sont une conséquence de la croissance de P4(X) et Pp(X) sur RY.
O

Nous définissons dans un premier temps des opérateurs de comparaison sur les vecteurs de bran-
chement.

Définition 3.3. Soient A € (R%)™4 et B € (R%)™? deux vecteurs de branchement.

(i) égalité de vecteurs : Si ma = mp et s'il existe une permutation m € &,,, telle que V1 <i <
ma : a; = by, alors on dit que A =; B. De plus, si 7 est la permutation identité, alors on
note A = B.

(i) inégalité de vecteurs : Si T(A) > 7(B), on dit que A > B ou que B < A. De méme, si
T(A) > t(B), on dit que A >¢ B ou que B < A. Finalement, si 1(4) = t(B), on dit que
A=: B.

Remarquons que les opérateurs d’égalité =, =, et = définissent des relations d’équivalence sur
I’ensemble des vecteurs de branchement, tandis que les opérateurs de comparaison <. et > dé-
finissent quant a eux des relations d’ordre sur ce méme ensemble. Remarquons également que si
A < B, alors A <; B, de méme que si A >; B, alors A >; B. Remarquons finalement que
A=B=>A=,B=>A=B,et que A= B=A<: B, de méme que A = B= A>. B.

La proposition suivante étudie des conditions d’égalité ou d’inégalité de vecteurs de branchement.

Proposition 3.4. Soit A € (R%)™4 un vecteur de branchement. Etant donnée une permutation
T € Gy, on note Az = (ar(1ys -+ Ar(my))- Alors, pour tous vecteurs de branchement A € (R )™A
et B € (R%)™B, les propriétés suivantes sont satisfaites :

())VmeGy, : A=A
(it) Ve € RL ¢ (a1,...,a0m,,€) >z A

(ZZZ) V1<i<my, Vee€ Ri : (al,...,ai_l,ai—i—e,ai_H,...,amA) < A
(iv) Sit(A) =1(B), alors

V1i<i<my : A:T(al,...,ai_l,ai—l—bl,...,ai—i—me,ai+1,...,amA)
Démonstration.

(i) En observant que P4 = P4_, on a P4_(aa) = Pa(aa) = 0. Et ainsi a4, = a4, ce qui montre
que A, =1 A. De plus par définition de ’égalité = des vecteurs de branchement, il vient
A = A

(ii) On note P4, le polynéme caractéristique du vecteur de branchement (ai, ..., am,,€). On ob-
serve alors que Py (X) = Pa(X) — X% Py .(aa) = —a° <0 pour tout ¢ € R% . Ainsi, pour
tout € € RY, Pa.(aa) <0, alors d’apres la Proposition 1.1 (iii), on a a4 < T(a,...,dmy,,€).
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(iii)

On note Py ; . le polyndme caractéristique du vecteur de branchement A; . = (a1,...,a;—1,a;+
€,i11, .-, 0m,). On a alors :
i=ma i1 v —a, —a—
PA,i,e(X) = 1 _E§—1 AJF X~ — X—ai—¢€

— 1 _ Z] ma X—aj _ X—ai—E + X—ai
= PA(X) - XmE g X
= Pu(X)+ X 9(1—X9)

Avec Py(aq) =0, on calcule Py (aa) :

PAJ’E(OzA) = PA(aA) + Oé;‘ai(l — O[ZE)
Paiclaa) = ay“(1—a,%)

Py ic(aq) se présente donc comme un produit de deux facteurs. Puisque ay > 1 d’apres
la Proposition 1.1 (ii), on en déduit pour le premier membre o, > 0. Avec ay > 1, et
e > 0, on déduit eIn(ay) > 0, et donc a5, > 1, ou encore o,° < 1. Ainsi, pour le deuxieme
membre, on a 1 —a,® > 0. Les deux membres facteurs du produit Pa;(ca) étant strictement
positifs, on déduit Pa;.(ca) > 0. En conséquence, on déduit d’apres la Proposition 1.1 (iii)
que g e < 4.

On consideére le vecteur de branchement A; = (a1, ...,ai—1, ai+b1,...,0i+bmy , Git1, .., Qmy)-
On note P4 ; son polynéme caractéristique, et a4 ; son vecteur de branchement. Soit T(A) =
(B).

On a alors :

PA,i(X) - 11— Z] TA,HEZ X9 _ Z] mp oy —a;—
1 Z] =MmaJFl y—a; az(zj mp oy — )

Par définition de ag, on a Pg(ap) = 0. Puisque ayq = ap, on a Pp(aa) =0.
Avec 1 — Pp(X) = Zj 1'% X% on obtient Zj 1 O‘;xbj =1-Pp(aa) =1

—a; - —b;
PAJ(CVA) — 1_2] =ma,j#i Aa _aAa( ; 'iTLB a, )
_ Z] mA,J7'5Z ;1‘1' —OzAjai
m .
= 1= ; 1AO‘AJ
Pa(aa)

Nous avons donc montré que Py ;(ca) = Pa(aa) = 0, ce qui montre que a4 est racine réelle
positive de Py ;, et donc que aq; = aa.

O

On définit les opérations (), P, et @ sur les vecteurs de branchement. L’introduction de ces
opérations a pour objectif de simplifier par la suite 1’écriture de vecteurs de branchement obtenus

par une combinaison de ces opérations.

Définition 3.5. Le décalage scalaire ) d'un vecteur de branchement A € (R*)™4 par un réel
positif ou nul € € R4 est defini par :

O : Ry X (R3)™
e O (at,.--,am,)

(R3)™

_>
= (a1 +e,...,am, +€)
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Définition 3.6. La concaténation vectorielle @ d'un vecteur de branchement A € (R% )™4 par un
vecteur de branchement B € (R%)™5 est définie par :

®: ®)M  x  ®RY™m o (Rymom
(a1, yamy) D (bi,...,bmy) = (a1,...,amy, 01, bmy)

Définition 3.7. L’extension vectorielle @ d'un vecteur de branchement A € (R% )™4 par un vecteur
de branchement B € (R%)™? est définie par :

® : ®RY™ x  R®RY™ o (Rymm
H

(@1, amy) @ (bye.sbmy) Z?é?(ai@(bh...,bm))

La proposition suivante énumeére un ensemble de propriétés fondamentales sur les opérations pré-
cédemment définies. Ces propriétés sont les bases de nos futures démonstrations. Elles s’appuyent
sur les propriétés des opérations dans le corps des réels, et sur la Proposition 3.4.

Proposition 3.8. Pour tous €, €1, €2 € Ry, et pour tous A, B, C, D wvecteurs de branchement
de dimensions respectives ma, mp, mo et mp, les propriétés suivantes sont satisfaites au regard
des opérateurs de comparaison des vecteurs de branchement :

(i) 1020 A4) = (e1+ ) OA=220(E104)

(i) La concaténation et l’extension vectorielle sont commutatives :
APB=,BPA
ARB=,BRA

(#ii) La concaténation vectorielle est associative :
ADBOC)=(ADB)DC

(iv) Le décalage scalaire est distributif par rapport d la concaténation :
cOQADB)=(c0A)B(EOB)

(V) eOAQRB)=(cOA)QB=AQ(OB)

(vi) L’extension vectorielle est distributive par rapport a la concaténation :

AQ(BOC) = (AQB)B(ARC)

3.2.2 Vecteurs d’entiers

On se restreint aux vecteurs de branchement de la forme (N*)™, avec m € N>o. On appelle vecteur
d’entiers un tel vecteur de branchement. Soit A € (N*)™4 un vecteur d’entiers. On note A =
(a1,...,am,) ce vecteur, avec V1 <1i < my : a; € N*, et ma est appelée la dimension du vecteur
d’entiers A. Pour faciliter la compréhension, on pourra écrire (ai,...,am,)m, le vecteur A pour
mettre en avant sa dimension.

Définition 3.9. V k € N>9, on définit le vecteur d’entiers ]1; =(1,...,k) € (N
Proposition 3.10. V Ak € N>, V1 </ <k—-1: ]lz = ]l? EBE@]II:K

Théoreme 3.11. ([}2, Thm 4]) Soit k € N>o. Il y a un algorithme de Branchement en temps
O* () avec espace polynomial pour énumérer les transversaux minimauz d’un hypergraphe de rang
k, avec vy =T(1,..., k) < 2.

Proposition 3.12. V k € N>, la propriété suivante est satisfaite : (1,1) >, ]lkjrl >q ]l;. De plus,
lim T(:ﬂ.;) = 2.

k—+o0
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Démonstration. Dans un premier temps, montrons que V k > 2, nous avons ]lkel >t ]l;.
+

En effet, ]lkzlz(l, ook k1) > (1,00 k) = ]l;, d’apres la Proposition 3.4(ii). Dans un deuxiéme
temps observons, puisque (1,1) =¢ (1, 1), alors par la méme Proposition 3.4(iv), nous avons que
(1,1) =¢ (1,2,2). Par récurrence et par cette Proposition 3.4(iv), nous montrons que V k > 2, si
(1,1) =¢ (1,...,k,k)ky1, alors (1,1) =¢ (1,...,k+1,k+1)i42. Finalement, par Proposition 3.4(ii),
onaVhk=2 i (L1) = (Lo k kg > (Lo k) = T Ainsi V k > 2, (1,1) >¢ 1o
Nous avons donc que la suite (T(]]_Z))NZQ est croissante et bornée par T(1,1) = 2. D’apres les

Théoremes 3.11 et 3.2, il vient que quelque soit £ € N>o : T(1,...,k) > ¢, ol ¢ est définie comme
dans le Théoreme 3.2. La suite des valeurs (ci)i>2 est donc une suite minorante de la suite de

valeurs (T(]l;)) Par la formule de Stirling, (cx)r>2 est une suite croissante, et klim ¢y = 2. En
= —+00

rassemblant ces observations avec T(HZ) < 2, nous concluons que klim T(ﬂ.;) =2. O
—+00

Théoréeme 3.13. ([/2, Thm 5]) Soit k € N>3. Il y a un algorithme de Branchement en temps
O* (&™) avec espace polynomial pour énumérer les transversaux minimaux dont le complément est
un transversal d’un hypergraphe de rang k, avec Y = t((2,2,...,k,k)ok_2) < T(1,... k).

La Table 3.1 précise les valeurs de 7 et 7 des Théoremes 3.11 et 3.13 pour 3 < k < 6.

3.2.3 Instances du probléme

L’entrée du probléme est un hypergraphe H = {e1,...,e,} de rang k sur un sous-ensemble de
sommets V', c’est-a-dire V 1 < i < m, |e;| < k. On se propose d’énumérer les transversaux minimaux

de H.

Dans un premier temps, remarquons qu’il y a un algorithme qui s’exécute en temps polynomial pour
décider si un sous-ensemble X C V de sommets est un transversal de H. En effet, le rang de H est
borné par k, ce qui signifie que H est composé d’au plus O(nk) hyperarétes. Pour une hyperaréte
e € H, et un sous-ensemble de sommets X C V, on peut déterminer en temps O(n) si X NV # (.
Ainsi, il y a un algorithme qui s’exécute en temps O(n**1) pour décider si un sous-ensemble de
sommets est un transversal de H.

Dans un deuxieme temps, remarquons qu’il existe de méme un algorithme qui s’exécute en temps
polynomial pour décider si un sous-ensemble X C V de sommets est un transversal minimal de H. En
effet, observons que I’ensemble des transversaux d’un hypergraphe représente la cloture ascendante
de la famille des transversaux minimaux de cet hypergraphe. Ainsi, un transversal X C V de H
est minimal si et seulement si pour tout z € X, X, = X — {z} n’est pas un transversal de H .
Déterminer si X C V est un transversal minimal de H peut donc s’effectuer en déterminant dans un
premier temps si X est un transversal, puis si tel est le cas, il reste a effectuer au plus | X| tests de
transversalité, le test de X, pour chaque sommet r € X. Avec la premiere observation, on remarque
que ’ensemble de ces opérations peut étre exécuté en temps polynomial.

Ces deux remarques sur l'existence d’algorithmes polynomiaux pour les tests de transversalité et
de transversalité minimale d’un sous-ensemble X C V' dans un hypergraphe de rang k£ ont plusieurs
conséquences et sont importantes pour la suite. La premiére conséquence est que cela rajoute un
facteur polynomial O(n*) aux temps d’exécution exponentiels des algorithmes que nous présentons.
Ces facteurs sont cachés dans le * de la complexité O*(f(n)). Plus important cependant, l’exécution
d’un nombre polynomial de fois de I'un ou ’autre de ces tests & des nceuds quelconques de 'arbre
de recherche de nos algorithmes n’en augmente pas la complexité exponentielle. La deuxieme consé-
quence est que 'algorithme trivial d’énumération des transversaux minimaux dans un hypergraphe
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de rang k s’exécute en temps O*(2™). L’objectif est alors de proposer un algorithme plus performant,
ici dépendant de k.

Pour notre probléme, une instance de sous-probléme du probléme originel est un triplet (H', C, D),
ou (V[H'],C, D) est une 3-partition de V, et ot H' ={e — D : e€ H, enC = (}. On note V' =
V[H']. Le sous-probléme consiste & énumérer tous les transversaux minimaux de H qui contiennent
les sommets de C, mais aucun sommet de D, ce qui revient a énumérer tous les transversaux
minimaux de H’, avec la propriété que pour tout transversal X C V' de H', le sous-ensemble X UC
est un transversal de H.

On mesure la taille d’'un sous-probléme (H',C, D) par le nombre de sommets contenus dans le
sous-hypergraphe H' de H, c’est-a-dire la taille d’un sous-probléme est donnée par |V’|.

Les algorithmes fournis dans la Section 3.4 sont des algorithmes de branchement. Les regles de
branchement transforment I'instance (H', C, D) d’un sous-probléme en une collection d’instances de
nouveaux (sous-)sous-problemes (H”,C’, D). Les instances (H”,C’, D’) des nouveaux (sous-)sous-
problemes vérifient les propriétés suivantes :

1. H” est un sous-hypergraphe de H’

2. CCC.DCD,etD—DCV

3. (C" = C, D" — D) est une 2-partition de V' — V"

4. VeeH sien(C'—C),alors e ¢ C, sinone— (D' — D) eH"

Description des Algorithmes

Pour obtenir le triplet (H”,C’, D’) correspondant & I'instance d’un nouveau sous-probléme, nous
utilisons les procédures ADD et RMV que nous décrivons ci-dessous. Pour créer un sous-probleme,
soit un sous-ensemble X C V' est ajouté a C, soit un sous-ensemble Y C V' est ajouté a D, ou
alors les deux possibilités en méme temps avec X NY = (. L’instance (H”,C’, D’) du nouveau
sous-probléme est alors déterminée par 'application successive des procédures ADD(X) et RMV(Y")
décrites ci-dessous :

ADD(X) RMV(Y)
H' —{eecH :eNnX =0} |H' +—{e-Y:ecH"}
C'+~CuX C'+C
D'+ D D'+~ DuUY
Si X = {x1,...,2p} et Y = {yi1,...,yq}, on pourra écrire respectivement ADD(z1,...,zp) et

RMV(y1, ..., Yq)-

Les regles de branchement de nos algorithmes sont décrites sous formes d’un tableau, ou a chaque
ligne correspond un nouveau sous-probléme, la ligne décrivant alors I'instance de ce nouveau sous-
probléme. A chaque case du tableau correspond un sommet de V', qui pour le nouveau sous-
probléme, est soit ajouté a I’ensemble C' si la case vaut 1, soit ajouté a I’ensemble D si la case vaut 0,
ou alors ignoré si la case est vide. Lorsque la regle de branchement est suffisamment simple, et pour en
améliorer la compréhension, ce tableau pourra se présenter sous deux colonnes, la deuxiéme colonne
indiquant l'utilisation des procédures ADD et RMV pour obtenir le nouveau sous-probléme. Nous
illustrons cette notation par les Tables 3.4 et 3.5 correspondantes respectivement aux Algorithmes
des Théorémes 4 et 5 de notre publication de 2014 [42].
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e={z. o} procedures
I xZ9 TR 75 ce. Tg—1Tyg
0 1 ADD(z5), RMV(x1)
0 0 0 1 ADD(.’L’Z'), RMV(z1, . .. ,xi_1>
0 0 e 0 0 1 ADD(xqfl), RMV(.Tl, N ,$q,2)
0 0 ... 0 ... 0 1 |ADD(zgq),RMV(z1,...,2¢-1)
1 ADD(.’El)

Table 3.4 — Sous-problémes construits par I'unique regle de branchement de I’Algorithme du Théoreme 3.11
pour le probléme k-HITTING SET [42, Thm 4].

e={z. o} procedures
Tl X2 ... Xy ... Tgo1Tg
0 1 ADD(.’EQ), RMV(CL‘l)
0 0 0 1 ADD(QJZ‘), RMV(JJl, e 7«%'1'—1)
0 O 0 1 ADD(z4—1), RMV(z1,...,24—2)
0 O 0 1 | ADD(zq), RMV(z1,...,2q—1)
1 0 ADD(l‘l), RMV(QZQ)
1 1 1 0 ADD(aj‘l, e, J}z;l), RMV(J}Z')
1 1 ... 1 1 0 ADD(z1,. .., .CCq_Q), RMV(a;q_l)
1 1 ... 1 ... 1 0 |ADD(z1,...,2q1), RMV(z,)

Table 3.5 — Sous-problémes construits par par la régle de branchement R5.5 de 1’Algorithme du Théo-
réme 3.13 pour le probléme cok-HITTING SET [42, Thm 5].

3.3 Algorithme pour 3-Hitting Set

Dans cette Section, nous présentons 1’Algorithme 3.1 pour I’énumération des transversaux minimaux
d’un hypergraphe de rang k = 3. Cet algorithme utilise les techniques de Branchement et de Mesurer
et Congquérir. Nous référons a la Section 1.5 pour une introduction a ces techniques. Cette section
est consacrée a la construction, la preuve de validité et ’analyse de I’Algorithme 3.1. En conséquence
du Théoréme 3.17, nous améliorons les valeurs /3, 73, 73, A3, et A3 de la Table 3.1.

Nous présentons préalablement le Lemme 3.14, dont la preuve est similaire & celle du Lemme 3.21.

Lemme 3.14. Soit H un hypergraphe, et soit C,D C V', avec C N D = ().
Soit H'={e—D : ecH, enC =0}. Soit X CV, et avec V' les sommets de H', on a :

XeTr(H)=X -V eTr(H)

Afin de prouver le Théoreme 3.17, nous procédons en deux étapes. Tout d’abord, nous montrons
par le Lemme 3.15 que notre algorithme est valide. Puis, aprés avoir introduit la mesure que nous
utilisons, nous analyserons son temps d’exécution dans le Lemme 3.16.

Lemme 3.15. Les régles de réduction et de branchement de I’Algorithme 3.1 sont correctes.

Démonstration. Soit (H',C, D) une instance de sous-probléme. On note C* un transerval minimal
de H contenant C' avec C* N D = ().

RO0.0. Par construction, si H' = @) alors C est un transversal de H.

RO.1. Par construction, si e € H’', alors il existe et € H, e C e, telle que CNet =0. Ore =10
implique quelque soit Y C V' : (Y + C)Ne™ = ). Par conséquent, C ne peut étre contenu dans un
transversal de H, et donc cette instance n’admet pas de solution.
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Algorithme 3-HS(H',C, D)
Reégles de Réduction.
RO0.0. Si H' =0 : STOP, C est un transversal de H, et C' € Tr(H) si et seulement si C' est minimal.

RO.1. S’il existe e € H' avec e = () : STOP, cette instance n’admet pas de solution.
R1.0. S’il existe v € V' de degré dyy(v) =0 : RMV(v).

R1.1. Sils existent e1,e5 € E' avec e1 C e et |ea] =3 : H' + H' —es.

R1.2. Sl existe e € H' avec e = {v} : ADD(v).

Reégles de Branchement. Chaque reégle de branchement de l'algorithme crée différents sous-
problémes. Pour une régle de branchement, nous écrivons (O || ... || Op) pour exprimer le fait que
I’algorithme crée p instances de sous-problémes. Le i-éme sous-probleme est obtenu en appliquant
sur I'instance (H', C, D) les opérations décrites dans I’ensemble O;.

B1. S’il existe un sommet v € V' de degré dy(v) = 1, alors nous distinguons trois cas.

(a) Si v est contenu dans une hyperaréte e = {v,u} € H' de taille 2 :
({ADD(v), RMV(u)} || {RMV(v), ADD(u)})

(b) Si v est contenu dans une hyperaréte e = {v,u, w} € H' de taille 3, avec dzy(u) = dpy(w) =1 :
({ADD(v), RMV({u, w})} || {RMV(v), ADD(u), RMV(w)} || {RMV({v,u}), ADD(w)})

(c) Si v est contenu dans une hyperaréte e = {v,u, w} € H' de taille 3, avec dyy(u) > 1 :
({ADD(v), RMV({u, w})} || RMV(v))

B2. Si H' contient au moins une hyperaréte de taille 2.
Soit v € V' un sommet de degré dy(v) maximum parmi les sommets contenus dans le plus
grand nombre ¢ € N* d’hyperarétes distinctes de taille 2 dans H'. Soient {v,u1},...,{v,us}
les q hyperarétes de H' contenant v, alors :
(ADD(v) || {RMV(v), ADD(uy, ..., uq)})

B3. Si H’ ne contient que des hyperarétes de taille 3. Soit v € V' un sommet de degré maximum
dans H'. Nous distinguons alors trois cas.

(a) Sidy(v)>3:
(ADD(v) || RMV(v))

(b) Si dy(v) =2, et §'il existe u € V' avec H!, = H., :
({ADD(v),RMV(u)} || RMV(v))

(c) Sinon si dy/(v) = 2. En notant ey = {v,u1, w1} et ea = {v,uz, wa} les deux hyperarétes de H
contenant v :
({ADD(v, u1),RMV(ug,w2)} || {ADD(v),RMV(uy)} || RMV(v))

Algorithme 3.1 — Algorithme de Branchement du Théoréme 3.17 pour la version énumération du probleme
3-HITTING SET. Afin d’énumérer les transversaux minimaux d’un hypergraphe H de rang k = 3, nous
éxecutons cet algorithme sur I'instance initiale (H, 0, 0).

R1.0. Si CU{v} est contenu dans un transversal minimal C* de H, alors C* —{v} est un transversal
de H, ce qui contredit que C* est minimal. Ainsi, v n’appartient & aucun transversal minimal de H
qui contient C'.

R1.1. Observons que X* est un transversal minimal de H” si et seulement si X* est un transversal
minimal de H'. En effet, si X* est un transversal de H”, alors X* Ne; # (. Avec e; C e, il
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vient X* Ney # 0, et nous avons X* est un transversal de H’. Supposons que X* soit minimal
pour H”, et supposons par contradiction que X* ne soit pas minimal pour H’. On pose Y* C X*
transversal de H’. Alors Y* est un transversal de H”, car H” est un sous-hypergraphe de H'. En
conséquence, X* n’est pas un transversal minimal de H”, une contradiction. Réciproquement, si
X* est un transversal minimal de H', alors X* est en particulier un transversal de H”, puisque H”
est un sous-hypergraphe de H’. Supposons par contradiction que X* ne soit pas minimal pour H".
Supposons alors que Y* C X* soit un transversal minimal de H”. Par les observations précédentes,
Y* est un transversal de H” a pour conséquence que Y* est un transversal de H'. Et donc X* n’est
pas un transversal minimal de H’, une contradiction.

R1.2. Si v ¢ C*, alors C* n’est pas un transversal de H.

B1.a. Dans la premiére branche, il suffit d’observer que sélectionner u et v implique que C* — {u}
est un transversal de H, et donc C* n’est pas minimal, une contradiction. Dans la deuxieme branche,
sélectionner u apres avoir écarté v est justifié par la regle R1.2.

B1.b. Dans la premiere branche, écarter u et w apres avoir sélectionné v est justifié par la méme
observation que la régle Bl.a. Les opérations réalisées dans les autres branches sont justifiées sy-
métriquement.

Bl.c. Les opérations de la premiere branche sont justifiées de maniére identique a la regle B1.a.
B2. Les opérations de la deuxieme branche sont justifiées par la regle R1.2.

B3.b. Les opérations de la premiere branche sont justifiées de maniére identique a la regle B1.a.
B3.c. Les opérations de la premieére branche sont justifiées de maniere identique & la regle Bl.a.
Les opérations effectuées dans les deux autres branches permettent d’évaluer tous les autres cas
possibles. ]

Nous introduisons a présent la mesure que nous utilisons pour I’analyse de notre algorithme. Pour un
probleme, une mesure p de 'entrée est une fonction qui attribue a chaque instance du probléme un
réel positif. Pour une mesure y définie, on appelle le poids d’une instance I’évaluation de la mesure
1 appliquée a l'instance considérée. En conséquence, le poids d’une instance de sous-probléme se
doit toujours d’étre inférieur au poids de I'instance originelle.

Attribuer des poids distincts aux sommets d’un graphe en fonction de leur degré semble étre de-
venu une technique standard pour définir une mesure d’un algorithme de Branchement [90]. Pour
notre probleme, la version énumération du probleme 3-HITTING SET, nous évaluons la taille de
I’hypergraphe H de lentrée du probléme en tenant compte des degrés (ou encore des fréquences)
des sommets de H, mais aussi en tenant compte du nombre de ses hyperarétes de taille < 2, appelées
2-hyperarétes.

Soit H un hypergraphe de rang k£ = 3. On note n; le nombre de sommets de degré i € N. On note
m; le nombre d’hyperarétes de taille i € {0,...,3}, et on note m<; = >>%_;m;. Formellement, la
mesure utilisée par notre algorithme est définie par :

u(H) = ¥(m<a) + Zwini )
=0

ol les poids w; sont des réels positifs. Le fil directeur de notre algorithme est d’obtenir en permanence
une instance avec le moins possible d’hyperarétes de taille £ = 3. Pour cela, nous souhaitons que le
poids d’une instance diminue a mesure que le nombre de 2-hyperarétes augmente. En conséquence,
la fonction ¥ : N — R>q est une fonction positive décroissante.

Pour un sommet v € V, on pourra noter w(v) = Wiy (v) le poids de v dans la mesure p.
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Afin de faciliter I'analyse du temps d’exécution de notre algorithme, nous définissons :

Wy = W; pour tout i > 6, (3.1)
V(i) =0 pour tout i > 6, (3.2)
Aw; = w; — wi_1 pour tout 7 > 1, et (3.3)

AV(G) =) —P(i—1) pour tout ¢ > 1. (3.4)

et nous ajoutons les contraintes suivantes a notre mesure :

wy > ¥(0) (3.5)

0 < Awir < Aw; pour tout 7 > 1, et (3.6)
0>AU(G+1) > AP(i) pour tout i > 1. (3.7)
U(0) — (i) <w; pour tout 1 < i < 6. (3.8)

Par les équations (3.6) et (3.7), nous pouvons observer :

w; — wi— > k- Aw; pour tout 0 < k < 4. (3.9)
V(i+j+k)—U(+j5) > W6+ k) — V(i) pour tout i, j, k > 0. (3.10)

Pour un algorithme standard qui utilise la technique Mesurer et Conquérir, les contraintes et les
équations que nous venons d’introduire ont plusieurs raisons d’exister. Dans un premier temps, elles
garantissent que le poids d’une instance est toujours défini et positif. Dans un deuxieéme temps,
certaines contraintes ont pour objectif de faciliter I’analyse du temps d’exécution. Bien entendu,
toutes sont introduites avec pour objectif d’obtenir le meilleur temps d’exécution possible pour
notre algorithme.

Lemme 3.16. L’Algorithme 3.1 s’exécute en temps O*(1.6755™).

Démonstration. Nous exprimons les vecteurs et nombres de branchement de notre algorithme en
fonction de la mesure p utilisée. Pour une regle de branchement qui crée p instances de sous-
problémes, on note t(n1, .. .,7,) son nombre de branchement, ol 7; représente la différence de poids
entre I'instance originelle et la i-eme instance de sous-probleme. Pour une regle de réduction, on note
simplement 11 = 7. Dans notre mesure pu, le poids d’une instance de sous-probléme sera toujours
inférieur au poids de I'instance originelle, autrement dit pour tout 1 <7 <p:n; > 0.

Pour toute i-eme instance de sous-probleme d’une regle de branchement ou de réduction, on note
OV la contribution dans n; de la variation dans la mesure p du nombre de 2-hyperarétes. En notant
m', le nombre de 2-hyperarétes présentes dans la i-éme instance de sous-probléme, ou m’, sip = 1,
on a alors : ¥ = W¥(m<y) — ¥(ml,). Si mi, < m<s, nous avons toujours AV < 0, puisque ¥ est
décroissante. De méme, pour tout 0 < ¢ < m’,, observons que OV > ¥(m<y) — ¥(mi, — ¢). Pour
une instance de sous-probléme, et pour un sommet z € V, on note Ow(x) la différence entre le poids
w(z) de x dans 'instance originelle, et son poids w(x) — dw(z) dans 'instance de sous-probleme
considérée. On note de plus dys <2(z) le nombre de 2-hyperarétes de H' qui contiennent x.

Nous montrons dans un premier temps que pour toute regle de réduction : n > 0.

R1.0. n = w(v) = wp. Or par définition, V i > 0 : w; € R4. En particulier wy > 0, et donc n > 0.
R1.1. Observons que puisque |ez| = 3, le nombre de 2-hyperarétes ne diminue pas en créant l'ins-
tance (H",C, D). Nous avons donc n = Y ., Ow(z) = ¥ ., Aw(z). Par la contrainte (3.6), nous
avons V x € eg : Aw(z) > 0, et il vient n > 0.
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R1.2. Le poids de I'instance diminue de n = w(v)+> ;cn, , (v) Ow(2)+0¥. Par le méme raisonnement
que pour la régle R1.1, et par la contrainte (3.6), nous avons 3- ¢y, , () Ow(z) = 0. Ainsi :

n > w(v) + 0V
> w(v) + ¥(m<a2) — ¥(m<a — dyy (v)) car miy > m<s — dy (v),
> w(v) + ¥(dy(v)) — ¥(0) par I’équation (3.10),
> w(v) —w(v) par la contrainte (3.8).

Nous exprimons a présent les vecteurs et nombres de branchement des regles de branchement notre

algorithme. Pour toutes ces régles, on observera que si n est de la forme n > w; — ¥(j) + ¢, pour

i € N*, j € Netee Ry, alors par construction de notre mesure p et par la contrainte (3.5) :

n > wi; — ¥(0) > 0. Cette observation permet de valider que le poids de chaque instance de sous-

probleme dans nos regles de branchement se retrouve toujours réduit par rapport au poids de

I'instance originelle.

B1.a. Pour ce cas : w(v) = w;. Dans la premiére branche, une unique 2-hyperaréte est supprimée

dans la nouvelle instance puisque dy/(v) = 1. Ainsi : 1 = w1 +w(u) + A¥(m<2).

Dans la deuxieme branche, pour les mémes raisons que pour la régle R1.2, nous négligeons

> weN (u)—{v} Ow(x) > 0 dans 7. Dans cette branche, le nombre de 2-hyperarétes restantes dans

la nouvelle instance est au moins m%, > max(m<y — dgy(u),0). Ainsi : 72 > w(v) + w(u) + OV >
w1 + w(u) + ¥(m<z) — ¥(max(m<a — dyy(u),0)).

Notre analyse se porte donc sur les valeurs 1 < dzy(u) <6 et 1 < m<o <6.

B1.b. Avec dy:(v) = dyr(u) = dyy(w) = 1, et en observant que le nombre de 2-hyperarétes est

stable dans chaque branche, on a : 7y =12 = 13 = w(v) + w(u) + w(w) = 3w;.

Bl.c. n1 = w(v) + w(u) + w(w) > 2wy + wa, et 2 = w(v) — max;>1 AV (i) > w;.

B2. Dans la premiére branche, nous avons : 71 = w(v) + Y7 ; dw(u;) + OV, et w(v) > w,. De plus,

nous avons mLy, = m<y — dyy <2(x) = m<y — g, et pour tout 1 < i < g : dw(w;) = Aw(u;). En

conséquence, nous déduisons : 71 > w(v) + S Aw(u;) + ¥(m<a) — ¥U(m<a — q).

Dans la deuxiéme branche, nous négligeons dans 7 la quantité > e v (fu; ... up})—{v} Ow(x) > 0. Pour

cette branche, la quantité ¥ peut étre positive.

Finalement, notons que m<s > ¢, et observons que puisque la regle B1 ne s’est pas appliquée, pour

tout z € V : dy(x) > 2, ou encore w(x) > 2. Pour simplifier, nous distinguons trois cas.

o Si g = 1. Alors d’apres le choix de v : dyy(v) > dyy(u1) > 2, et donc : w(v) > w(uy) > we. Dans
la premiére branche, nous avons 71 > w(v) + Aw(uy) + 0V > w(uy) + Aw(ur) + AV (m<a).
Dans la deuxieme branche, nous supprimons une 2-hyperaréte en sélectionnant u;. Cependant
en écartant v, nous en créons dy(v) — 1 nouvelles qui ne peuvent se retrouver contenues dans
d’autres 2-hyperarétes déja existantes, sinon la regle R1.1 se serait appliquée. Ainsi dong, il se
crée un nombre dyy(v) — 2 > dyr(ug) — 2 > 0 de 2-hyperarétes, et la quantité O est postive. ¥
est une fonction décroissante, alors si a > b, on a ¥(a) < ¥(b), et encore —¥(a) > —¥(b). En
posant a = m<g + dypy(v) — 2 et b = m<a + dyy(u1) — 2, on a donc 2 > w(v) + w(uy) + 0¥ >
2w(ur) + ¥(m<a) — W(m<a + dpyr (u1) — 2).

Notre analyse se porte alors sur les valeurs 2 < dyy(u1) <6 et 1 <m<y <6.

¢ Si ¢ = 2. Dans la premiere branche, et sans observation supplémentaire, nous avons 7; >

w(v) + Aw(ui) + Aw(ug) + ¥(m<a) — U(m<o — 2).
Dans la deuxieme branche, nous observons qu’en sélectionnant w; et wue, le nombre de 2-
hyperarétes ne décroit que d’au plus min(m<a, dys o, (U1) + dyr o, (u2)) < min(m<o,2q) <
min(m<g,4). De plus, pour les mémes raisons que dans le premier cas, il se crée un nombre
dy (v) —q de 2-hyperarétes en écartant v. Nous avons donc m2, > m<o—min(m<a, 4) +dy (v) —2,
ce qui s’écrit encore m%, > max(m<y — 4, 0) + dyy (v) — 2. Ainsi, nous avons 7o > w(v) +w(uy) +
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w(ug2) + ¥(m<2) — ¥(max(m<a — 4,0) + dyy (v) — 2).
Notre analyse se porte en conséquence sur les valeurs 2 < dyr(v),dyy(u1), dy(u2) < 6 et
2 S m<2 S 6.
© Si ¢ > 3. Dans la premiere branche, et sans observation supplémentaire, nous avons 7; >
w(v) + 0 Aw(u) + ¥(mea) = U(mee — q) > wg + 301 Aw(u;) + ¥ (m<z) — ¥(mes — q).
Dans la deuxiéme branche, nous négligeons m2, > 0, et nous observons Y7 jw(u;) >
>3 w(ug) + (¢ — 3)wa par Péquation (3.6). En conséquence, nous avons 1y > wy + Y53 w(u;) +
(¢ = 3wz + ¥(m<2) — ¥(0).
Notre analyse se porte alors sur les valeurs 3 < g <6 et 2 < dyy(u;) <6 pour 1 <i < 3.
B3.a. Dans la premiere branche, puisque v est de degré maximum et par la contrainte (3.6), nous
avons Y e, (v) Ow() = 2+ dyy(v) - Aw(v). Aucune 2-hyperaréte n’étant créée, nous avons 7y >
w(v) + 2 - dy(v) - Aw(v).
Dans la deuxiéme branche, le nombre de 2-hyparéte augmente de 0 a dy/(v), nous avons donc
2 2 w(v) + ¥(0) — W(dy (v)).
Notre analyse porte alors sur les valeurs 3 > dy/(v) > 6.
B3.b. Si dyy(v) = 2, et 8'il existe u € V' avec H] = H.,. Observons que pour ce cas comme pour
le cas B3.c, nous avons dy(u) = 2 pour tout u € V’. Dans la premiére branche, nous avons alors :
m = w(v) + w(u) + Xeen,, () N,y () 0w(@) = 2wz + 2Aws. Et dans la deuxiéme branche, nous
avons : 2 = w(v) + ¥(0) — ¥(2).
B3.c. Si dy(v) = 2, et sil existe u € V' avec H, = H,,. Dans la premiére branche, le degré de w;
diminue de 1. Etant donné que tous les sommets sont de degré 2, et qu’aucune paire de sommets
ne peut partager plus qu’une hyperaréte, écarter uo et wo apres avoir sélectionner v et uy crée au
moins une 2-hyperarétes. Ainsi : 71 > 4dws + Aws — AW(1).
Dans la deuxiéme branche, les degrés de wi, ue, et wo diminuent de 1 et la taille de I’autre hyperaréte
contenant 11 diminue de 1. Nous avnos donc 12 = 2wy + 3Awy — AU(1). Dans la troisieme branche,
nous avons 13 = wg + ¥(0) — ¥(2). O

Nous sommes désormais préts a présenter le Théoréeme 3.17 suivant.

Théoréme 3.17. L’Algorithme 3.1 énumere les transversauxr minimauzx d’un hypergraphe de rang
k =3 en temps O*(y3™) avec espace polynomial, ot v3 = 1.6755.

Démonstration. Le tableau suivant donne les valeurs des poids utilisés par notre analyse, et per-
mettent de vérifier le temps d’exécution de notre I’Algorithme 3.1 selon la mesure utilisée.

Wy

W(i)

DD TR W N R O s

0
0.580392137
0.699175718
0.730706814
0.742114220
0.744541491
0.744541491

0.566096928

0.436314617

0.306532603

0.211986294

0.119795899

0.035202514
0

Nous rappelons que puisque pour tout hypergraphe H, notre mesure vérifie u(H) < ws - n + €, avec

0 < e = T(mey) < U(0), notre algorithme s’exécute en temps O*(24H)) = O*(1.6755™).

O]
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3.4 Algorithmes pour k-Hitting Set

Dans cette Section, nous présentons des algorithmes de Branchement pour les versions énumération
du probleme k-HITTING SET. Cette Section est décrite et developpée dans le contexte défini par la
Sous-Section 3.2.3. Nous invitons le lecteur a se référer a la Section 3.2 pour une introduction aux
outils ainsi qu’aux notations utilisées dans cette Section.

Nous décrirons dans la Sous-Section 3.4.2 nos algorithmes de branchement pour ces problémes.
Tout d’abord, dans la Sous-Section 3.4.1, nous décrivons les regles de branchement utilisées par
nos algorithmes. Ces régles sont au nombre de deux, et sont nommées LMEM, EMME2!. La régle
EMME peut étre vue comme une généralisation & deux hyperarétes de la régle de branchement
R5.4 utilisée par I’Algorithme présenté au Théoréme 3.11, publié en 2014 [42, Thm 4] et dont nous
avons donné une description dans la Table 3.4.

3.4.1 Regles de Branchement

Soit (H',C, D) une instance de sous-probléme du probléme k-HITTING SET, et soit z € V.

LME!

Soit H, C H' tel que Hy, = {e}. On pose e = {z1,..., x4}, avec 2 < ¢ < k et x = x7.
La regle LMEM créé alors les sous-problémes définis dans le tableau 3.6. Le Lemme 3.18 analyse le
vecteur de branchement L[i] de la régle LME!,

k

e={r1,..., 7} procedures
I X9 s Xg—1Tq
1 0 ... 0 O | ADD(zq1), RMV(z2,...,2zq)
0 RMV(:L‘l)

Table 3.6 — Sous-problémes construits par la régle de branchement LMEI! définie dans la sous-section 3.4.1
pour le probléme k-HITTING SET.

Lemme 3.18. V k> 2 : LU = (1,2).

k
Démonstration. Par observation du tableau 3.6 décrivant les sous-problémes de la regle LMEN,
il vient aisément que pour ¢ € N9, le vecteur de branchement de cette regle est (1,q). Par la
Proposition 3.4 (iii), il vient que pour tout ¢' > ¢ : (1,q) <t (1,¢’). Le pire des cas pour la régle

LMEM est donc atteint, pour tout £ € N>o, en g = 2. ]
EMM

Soit H, C H’' tel que ey, es € Hy, avec |e1| = g, |ea] = ¢'. On pose e; Ney = {x1,..., 24} avec 1 <
¢ < k—1etx =z Finalement, on pose e1 = {x1,...,2¢,y1,...,Yg} et e = {x1,..., 20, 21,...,2¢}

avec 1 < ¢ <gq,et g+ 4 <k.
La régle EMMZ créé alors les sous-problémes définis dans le tableau 3.7. Le Lemme 3.19 analyse

le vecteur de branchement ME] de la regle EMM?2,
k

Lemme 3.19. V k > 2 : t(M2?) = maxj<pcp_1 {1? DO [11]:&@]1]:4 }
” <1< - -
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€1 I €2

T N 73 ... Xy Y1 yj yq:xl P 71 ... Xy Z1 Zj/ Zq/
0 0 1 0 0 1

0 0o 0 1 0 0o 0 1
‘o ... 0 ... 0 1 To ...0 .0 1]
0 0 0 1 0 0 0o 0 0 1

0 0 0 1 10 L. 0 .. 0 0 ... 0 0 1|
‘o ... 0 ... 0 0 O 1 o ...0 ...0 1 ]
0 0 0o 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0o 0 0 1 10 0 0 0 0 0 1
‘o ... 0 ... 0 0 ... o o 1,0 ... 0 ....0 1 ]
0 0 0 0 0 0 1'0 0 0o 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1,0 0 0 0 0 0 1
1 1

Table 3.7 — Sous-problémes construits par la régle de branchement EMM/[?! définie dans la sous-section 3.4.1
pour le probleme k-HITTING SET.

Démonstration. Par observation du tableau 3.7 décrivant les sous-problémes de la réegle EMME2,
il vient aisément que pour ¢,q¢ comme définis précédement, le vecteur de branchement de cette

regle est V[i] = ﬂ? @60{13(817}. Par les Propositions 3.10, 3.8 (vi), et 3.4 (ii), il vient
q

4,9’
V[i} gTV[z}% aOﬁ VD]% ::H-H@Z@{]l% ®]1H:| OJ
a9’ k—L,k—¢ k—0,k—2 14 k—¢ k—¢

3.4.2 Algorithmes Généralisés

Algorithm k-HS(H',C, D)

Reégles de Réduction.

RO0.0. Si H' =0 : STOP, C est un transversal de H, et C' € Tr(H) si et seulement si C' est minimal.
RO.1. S’il existe e € H' avec e = () : STOP, cette instance n’admet pas de solution.

R1.0. Sl existe v € V' de degré dzy(v) = 0 : RMV(v).

R1.1. S’ils existent e,e’ € E' avece Ce' : H' «+ H — €.

R1.2. Sl existe e € H' avec e = {v} : ADD(v).

Reégles de Branchement. Soit x € V'’ de degré maximum dans H’.

B1. Si degy,(z) =1 : exécuter LMEN.

B2. Sinon : exécuter EMMI2.

Algorithme 3.2 — Algorithme de Branchement du Théoréme 3.20 pour la version énumération du probléme
k-HITTING SET.

Théoréme 3.20. L’Algorithme 3.2 énumére les transversaux minimauz d’un hypergraphe de rang
k € N>3 en temps T(M[_?]).
k
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Démonstration. Les régles de réduction de I’Algorithme 3.2 étant les mémes que celles de 1’Algo-
rithme 3.1, elles se justifient de la méme facon que dans le Lemme 3.15. La régle de branchement
LMEM est correcte. En effet, dans la premiére branche, un transversal C* de H qui contiendrait a
la fois et un sommet x;, i > 2, ne serait pas minimal, car C* — {z} serait un transversal de #. La
régle de branchement EMMI?! est correcte, elle énumeére toutes les possibilités pour un transversal
C* de traverser a la fois e; et es. Le nombre de branchement de 1’Algorithme 3.2 est donné par le
Lemme 3.19, en observant que vl I LE]. ]
k—1,k—1 k

Le Théoreme 3.20 permet d’améliorer certaines valeurs de la Table 3.1 pour 4 < k£ < 6. La Table 3.9
présente certaines de ces valeurs.

k 4 ) 6
Y || 1.9004 | 1.9538 | 1.9779

Table 3.8 — Valeurs v, obtenues par le Théoreme 3.20 pour le temps d’exécution d’un algorithme en temps
O*(yg) pour la version énumération du probleme k-HITTING SET.

3.5 Compression Iterative

La technique de Compression Iterative présentée en Sous-Section 1.5.6 est a ’origine une technique
pour obtenir des algorithmes FPT [82]. En 2008, Fomin, Gaspers, Kratsch et al. ont appliqué cette
technique pour obtenir des algorithmes exacts exponentiels pour la résolution de certains problemes
NP-difficiles [82]. En particulier, ils ont montré que, étant donné un algorithme pour dénombrer
les transversaux minimums d’un hypergraphe de rang k en temps O*(}}), nous pouvons construire
un algorithme en temps O*(8;, ;) pour dénombrer les mémes objets dans un hypergraphe de rang
k + 1. Avec la propriété que si i < 2 alors fry1 < 2, les résultats de Fomin et al. conduisent a des
algorithmes vérifiant 5, < 2 pour tout k € N>9, puisque S < 1.2377 [187]. Ils montrent de plus que
cette technique peut étre appliquée a la version optimisation, c’est-a-dire étant donné un algorithme
pour déterminer un transversal minimum d’un hypergraphe de rang k € N>9 en temps O*(a}}), on
peut construire un algorithme en temps O*(aj., ;) pour déterminer un transversal minimum dun
hypergraphe de rang k + 1.

Dans cette Sous-Section, nous étendons le champ d’application de la technique de Compression
Iterative aux problemes de HITTING SET. Nous montrons ainsi que cette technique peut étre utilisée
pour obtenir des algorithmes d’énumération des transversaux minimaux d’un hypergraphe de rang
k € N>3 en temps O*(v;) a partir d'un algorithme d’énumération des transversaux minimaux
d’un hypergraphe de rang k — 1 en temps O*(y}_;). Pour se faire, nous montrons préalablement le
Lemme 3.21 suivant.

Lemme 3.21. Soit H un hypergraphe, et soit T € Tr(H). Soit X CV, T'=XNT, X' =X -T,
et soit H' = (V —T,E'), avec E' ={e\(T —T') : e€ E,enT' =0}. Alors on a :

XeTr(H)= X e€Tr(H)

Démonstration. Nous montrons ce lemme par I’absurde. Supposons par contradiction que X’ ne
soit pas un transversal de H'. Alors il existe une hyperaréte ¢/ € H’ telle que ¢/ N X’ = (). Par
définition, ¢ € H' implique qu'il existe ¢ C T — T tel que e = ¢’ +e¢ € E et eNT' = (). Avec
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e=¢ +¢e, X'Neée’ =0 par hypothese, et X' Ne=0car X' CV —Tete CT—T CT, impliquent
ensembles que eN X' = 0. Avec X = X'+ T enNT' =0 et eNn X' = 0, montrent que X Ne = . La
déduction X Ne = () contredit que X est un transversal de H, et nous avons donc montré que X’
est un transversal de H’. Montrons & présent que X’ est un transversal minimal de H’, c’est-a-dire
montrons X’ € Tr(H'). Supposons par contradiction que X’ ne soit pas minimal, donc il existe
Y’ € X’ transversal de H'. Alors nous affirmons que Y’ UT” est un transversal de H. En effet, pour
toute hyperaréte e € H, si e NT' = (0, alors ¢ NY’ # (), avec €/ C e, donc eNY’ # (. 1l vient que
Y UT’' C X est un transversal de H, ce qui contredit que X est minimal. ]

Le Lemme 3.22 étend le champ d’application de la technique de Compression Iterative.

Lemme 3.22. Soit O*(7}) le temps d’exécution d’un algorithme pour énumérer les transversaux
minimauz d’un hypergraphe de rang k > Nx>o. Alors il y a un algorithme en temps O* (v} ;) pour
énumeérer les transversauxr minimaux d’un hypergraphe de rang k + 1, avec :

. (1—a)** 1-
= min |—F— 427 .9 7"
Tl = piae < z® T

Démonstration. Soit H = (V, E) un hypergraphe de rang (k + 1). Tant qu’il ne trouve pas de
transversal de taille zn, notre algorithme commence par énumérer tous les ensembles de sommets
de taille an.

Dans un premier cas, supposons que H n’admette pas de transversal de taille xn. Alors I’algorithme
énumere par Brute-Force tous les sous-ensembles de taille yn, x < y < 1, et décide pour chacun
d’entre eux s'il appartient & T'r(#). Dans ce cas, cette fagon d’énumérer Tr(H) est correcte, puisque
tous les transversaux de H, et en particulier les minimaux, sont de taille au moins xn.

Dans un deuxieme cas, supposons que H admette un transversal de taille zn, et soit 7" un tel
transversal obtenu par I’algorithme. Alors pour tout sous-ensemble 7" C T’ de sommets, I’algorithme
énumere les transversaux minimaux de H qui contiennent 7’ mais qui ne contiennent pas 7' — T".
Pour se faire, notre algorithme créé une nouvelle instance H' comme définie dans le Lemme 3.21.
Puis pour chaque X’ C V — T transversal minimal de Tr(#H'), notre algorithme décide en temps
polynomial si X U T” ¢’il est minimal. Dans ce cas, cette fagon d’énumérer Tr(H) est également
correcte, et s’appuie sur le Lemme 3.21.

Pour analyser le temps d’exécution de I’algorithme, observons préalablement que décider si un sous-
ensemble de sommet est un transversal minimal de H peut étre exécuté en temps O*(n¥). Dans
le premier cas, le temps de l'algorithme est >2i ., () < n(,)). Dans le deuxiéme cas, le temps
d’exécution de l'algorithme est () pour déterminer T'. Puis I'algorithme énumere les 2-partitions
(T", T —T'") de T en temps 2*". Finalement, pour H’' fixé, I'algorithme énumeére les transversaux
minimaux 7'r(H') en temps O*(v,(gl*x)n). En effet, si H est de rang k+1, puisque T est un transversal
de H, alors pour tout 7/ =T UY,Y # 0 : T’ est de rang k car au moins un sommet de chaque

hyperaréte est supprimé dans 7. Le temps total de 'algorithme est alors O*( (;:L) +2*" -ylil_m)n) pour
1/2 <z <1 fixé. Finalement, la formule pour 741 vient du fait que () = O*((M)") O

n z®

En reprenant la valeur v3 = 1.6755 du Théoreme 3.17, le Théoréme 3.23, en s’appuyant sur le
Lemme 3.22, montre le pouvoir de la technique de Compression Iterative et permet d’améliorer
certaines valeurs de la Table 3.1 pour des problémes de k-HITTING SET.

Théoréme 3.23. Il y a un algorithme en temps O*(74™) avec espace polynomial pour énumérer les
transversaur minimauz d’un hypergraphe de rang k = 4, avec v4 = 1.8866.
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k 4 5 6
i || 1.8866 | 1.9550 | 1.9806

Table 3.9 — Valeurs 74 obtenues par le Théoreme 3.20 pour le temps d’exécution d'un algorithme de
Compression Iterative en temps O*(yy) pour la version énumération du probléeme k-HITTING SET.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons amélioré des algorithmes d’énumération pour nos problemes de k-
HITTING SET, en plus des résultats que nous avions précédemment publiés [42]. Ces améliorations
ont été possibles par l'utilisation des techniques de Branchement, Mesurer et Conquérir ou de
Compression Iterative. Nous renvoyons a la Table 3.2 pour un apergu des temps d’exécution que
nous avons obtenu.

Nous avons vu en Sous-Section 3.1.2 une borne inférieure sur le temps d’exécution d’un algorithme
d’énumération pour le probleme k-HITTING SET. Cependant, les temps d’exécution des algorithmes
pour la version énumération du probléme k-HITTING SET que nous présentons dans cette These sont
tres loin de cette borne inférieure. Nous savons que pour k = 2, cette borne inférieure représente
également une borne supérieure. Pour toutes les autres valeurs de £ > 3, nous sommes donc intrigués
par 'optimalité de cette borne.

Peut-on construire une famille d’hypergraphes de rang k € N>3 tels que les nombres de
transversaux minimums ou minimauzx soient plus grands encore que ceux présentés dans le
Lemme 3.1 et correspondants dans la Table 3.3 ¢

Les techniques que nous avons mises en ceuvre dans ce Chapitre avaient déja rencontré différents
succes pour différentes versions du probleme k-HITTING SET. Les algorithmes présentés en Sec-
tion 3.4 sont des algorithmes généralisés. En outre, cela signifie que ces algorithmes s’appuyent sur
la méme idée, mais que leur application et leur temps d’exécution differe selon la valeur de & € Nx>o.
La technique de Mesurer et Conguérir est une technique efficace pour le probléeme de 3-HITTING
SET. Cependant, nous ne savons pas si nous pouvons construire des algorithmes généralisés qui
utilisent la technique de Branchement, et dont le temps d’exécution est analysé avec une mesure pi,
non triviale également généralisée.

Peut-on construire des algorithmes généralisés de Branchement et Mesurer et Conquérir, et dont
lanalyse utilise une mesure généralisée pour une des versions du probléme k-Hitting Set, k >4 ?

Les algorithmes de la Section 3.4 constituent une généralisation a deux hyperarétes des algorithmes
publiés en 2014 [42]. Dans la littérature, plusieurs tentatives existent pour analyser I'imbrication de
deux regles de Branchement successives. Analyser cette approche est en général tres compliqué. Pour
notre part, notre analyse prend en compte tous les cas d’imbrication possibles pour deux hyperarétes
particuliéres. L’analyse de la regle EMM[ au Lemme 3.19 a été possible grace a introduction des
outils présentés en Section 3.2. Notre analyse s’est donc réduite a k — 1 cas distincts possibles. Nous
pensons que le pire des cas pour nos algorithmes est obtenu au cas £ = 1.

Pour tout k € N>3, le pire cas pour le temps d’exécution des Algorithmes de la Section 3.4 est-il
obtenu en f =17

Répondre a la question précédente nous permettrait d’améliorer définitivement pour tout k& > 7
tous les algorithmes publiés en 2014. Une autre question se pose sur la possible amélioration de ces
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algorithmes. Bien que la tache paraisse ardue, nous pensons que nos outils peuvent nous permettre
d’analyser une généralisation de nos algorithmes a trois hyperarétes ou plus. Une question naturelle
qui se pose est donc la suivante.

Peut-on pour tout k € N>3, généraliser a py > 2 hyperarétes les algorithmes de la Section 3.4 ¢

Finalement, notre derniére question se porte sur le probléme cok-HITTING SET. Les résultats publiés
en 2014 présentaient des algorithmes d’énumération plus efficaces pour le probléeme cok-HITTING
SET que ceux présentés pour le probléeme k-HITTING SET. Nous pensons qu’il est possible d’adapter
nos algorithmes de la Section 3.4 a ce probleme. Cependant, nous ne savons pas jusqu’a quel point les
résultats obtenus seront améliorés pour ce probléme. Nous ne savons pas non plus si nous pouvons
adapter notre algorithme d’énumération pour le probléeme 3-HITTING SET au probléeme co3-HITTING
SET.

Peut-on adapter chacun de nos algorithmes au probléeme cok-Hitting Set afin d’améliorer les
valeurs 7 pour tout k € N>3 ¢
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4.1 Introduction

Racine Carrée. Les carrés et les racines carrées sont des notions classiques en théorie des graphes et
sont définis comme suit. Le carré G? d'un graphe G = (Vi, Eg) est un graphe avec pour ensemble de
sommets Vg tel que toute paire de sommets distincts u, v € Vg sont voisins dans G? si et seulement
si u et v sont & distance au plus 2 dans G. Un graphe H est une racine carrée de G si G = H?.

RACINE CARREE

VERSION : DECISION

Entrée: G = (V,E)
Sortie : Existe-t-il H sous-graphe de G tel que H? = G?

Il existe des graphes qui n’admettent pas de racine carrée, des graphes qui possede une racine car-
rée unique, de méme qu’il existe des graphes qui admettent plusieurs racines carrées. Par exemple,
I’étoile K1 ,—1 engendre n racines carrées isomorphes du graphe complet K,, et tout graphe a n
sommets qui contient K ,_1 comme sous-graphe est également une racine carrée de K,. Autre
exemple, aucun chemin Py, k£ € N>3, n'admet de racine carrée, pas plus qu'un graphe qui contien-
drait un chemin induit P53 avec pour sommet intérieur un sommet de degré d = 2, ou qu’un graphe

99
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qui contiendrait un sommet de degré d = 1 au sein d’'une composante connexe constituée d’au moins

3 sommets. &
Mukhopadhyay [161] a montré en 1967 qu’'un graphe connexe G avec n sommets vy, .. ., v, possede
une racine carrée si et seulement s’il existe un ensemble de n sous-graphes complets K, ..., K"

de G avec |U; Vxi = Vi tels que K contient v; pour tout 1 < i < n, et K’ contient v; si et
seulement si K7 contient v; pour tout 1 < i < j < n. Cette caractérisation ne conduit pas a un
algorithme en temps polynomial pour la reconnaissance des carrés de graphes. En réalité, Motwani
et Sudan [160] ont montré en 1994 que le probléme RACINE CARREE, qui est de décider si un
graphe admet une racine carrée, est NP-complet. Ce résultat fondamental a permis de nombreuses
recherches sur la difficulté informatique & reconnaitre des carrés de graphes et a calculer des racines
carrées selon ’hypothése de contraintes concernant diverses propriétés structurelles. En particulier,
les deux problemes RACINE CARREE DE GRAPHES et CARRE DE GRAPHES ont attiré beaucoup
d’attention, et ont une complexité différente en fonction des familles de graphes G et H de I’entrée.

RACINE CARREE DE GRAPHES

VERSION : DECISION

Entrée: G = (V,E), G famille de graphes, avec G € G
Sortie : Existe-t-il H sous-graphe de G tel que H? = G ?

CARRE DE GRAPHES

VERSION . DECISION

Entrée: G = (V,E), H famille de graphes
Sortie : G est-il le carré d’un graphe H € H?

Ross et Harary [175] ont caractérisé les carrés des arbres et ont prouvé que, si parmi les racines
carrées d’un graphe connexe il n’y en a qu’une qui soit un arbre, alors cette racine carrée est unique
a un isomorphisme pres. Lin et Skiena [145] ont déterminé un algorithme linéaire de reconnaissance
des carrés des arbres, et un algorithme linéaire pour décider si un graphe planaire possede une racine
carrée, autrement dit un algorithme linéaire pour la reconnaissance des graphes planaires qui ont
une racine carrée. Les résultats sur les arbres [145, 175] ont été généralisés aux graphes blocs par
Le et Tuy [137]. Lau [134] a produit un algorithme en temps polynomial pour la reconnaissance des
carrés des graphes bipartis. Lau et Corneil [135] ont produit un algorithme en temps polynomial pour
reconnaitre les carrés de graphes d’intervalles propres et ont montré que les problemes de reconnaitre
les carrés de graphes cordaux, carrés de graphes split, et les graphes cordaux qui possedent une
racine carrée sont tous les trois NP-complets. Le et Tuy [138] ont produit un algorithme en temps
quadratique pour reconnaitre les carrés des graphes split fortement cordaux. Milanic et Schaudt [154]
ont fournit un algorithme linéaire pour la reconnaissance des graphes trivialement parfaits et des
graphes threshold qui posseédent une racine carrée. Adamaszek et Adamaszek [2] ont prouvé que
si un graphe posséde une racine carrée de maille (girth) au moins 6, alors cette racine carrée est
unique & un isomorphisme pres. Farzad, Lau, Le et Tuy [77] ont montré que reconnaitre les graphes
avec une racine carrée de circonférence au moins g est soluble en temps polynomial si g > 6 et
NP-complet si g = 4. Le cas restant g = 5 a été démontré NP-complet par Farzad et Karimi [76].
Pour notre chapitre, nous introduisons et étudierons une résolution a parametre fixe d’une variante
du probléme RACINE CARREE, & savoir le probléme de RACINE CARREE ETIQUETEE.



4.1. INTRODUCTION 101

RACINE CARREE ETIQUETEE

VERSION : DECISION

Entrée: G = (V,FE) connexe, et R, B C Eg avec RN B =)
Sortie : Existe-t-il un graphe H tel que G = H?, RC Ey, et BNEyg =07

4.1.1 Préliminaires

Nous référons aux livres de Downey et Fellows [65], Flum et Grohe [81], et Niedermeier [164] pour
une introduction détaillée de la THEORIE DE LA COMPLEXITE PARAMETREE.

Pour ce Chapitre, en supplément des notions déja définies en Section 1.3, nous introduisons les
terminologies de graphe suivantes. Pour alléger la notation, on pourra écrire pour un graphe G =
(V,E) : zy € E au lieu de {x,y} € E. Un sommet de degré d = 1 est appelé un sommet pendant.
Deux sommets u,v € V sont dits vrais jumeaux si Ng[u] = Ng[v]. Si Ng(u) = Ng(v) alors u et
v sont dits fauzr jumeauz. Soit G un graphe connexe. Soit S C Vi, et soient X et Y deux sous-
ensembles de sommets non vides et disjoints de G — S. Alors S est un séparateur de G si G — S n’est
pas connexe, S est un (X,Y)-séparateur si G — S n’admet pas de chemin qui relie un sommet de X
a un sommet de Y. S est un (X, Y)-séparateur minimal s’il est minimal au sens de la Section 1.1.
De plus, G est 2-conneze si et seulement si |V| > 3 et G ne contient pas de séparateur de taille un.

Réduction de Noyau et Noyau Généralisé

Une technique bien connue pour montrer qu'un probleme II est soluble a parametre fixé est de
trouver une Réduction a un Noyau. Cette technique, traduit de I'anglais kernelization, remplace
une instance (I, k) de IT par une instance réduite (I, k) de II, appelé noyau, de sorte que les trois
conditions suivantes sont satisfaites :

i) ¥ < ket |I'| <g(k) pour une certaine fonction calculable g

ii) la réduction de (I,k) a (I',k’) est calculable en temps polynomial

iii) (I,k) est une yes-instance de II si et seulement si (I’, k') est une yes-instance de II.

Dans la littérature, si nous modifions légérement la définition en permettant a linstance (I', k)
d’appartenir & un probléme différent de II, alors (I', k) est appelé noyau généralisé de II. Ce
concept a été introduit et appelé binoyau par Alon, Gutin et al. [6]. Une borne supérieure g(k)
sur la taille |I’| de I'instance I’ est appelée la taille du noyau. Un noyau est dit linéaire si sa taille
est linéaire en k et quadratique si sa taille est quadratique en k. Un résultat bien connu est qu’un
probléme est soluble a parametre fixe si et seulement s’il dispose d’un noyau [164].

4.1.2 Nos résultats

Les résultats présentés dans ce Chapitre ont fait 'objet en 2013 d’une publication [41]. Nous en-
tamons ce Chapitre par la Section 4.2, dans laquelle nous listons un ensemble de propriétés struc-
turelles des racines carrées de graphes, qui nous seront utiles ensuite dans différentes sections. Ces
résultats sont fondamentaux pour la construction de nos algorithmes.

Dans la Section 4.3, nous construisons un algorithme en temps polynomial pour reconnaitre les
graphes de degré maximum 6 qui admettent une racine carrée. Si une racine carrée existe, alors
notre algorithme en détermine une avec un nombre minimum d’arétes, et ainsi nous résolvons la
version optimisation du probléeme RACINE CARREE MINIMUM pour les graphes de degré maximum
6. Il est possible de montrer que les graphes de degré maximum au plus 5 qui admettent une racine
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carrée possedent une largeur en chemin bornée, ce qui amene a un algorithme en temps linéaire
pour la reconnaissance de tels graphes. Cependant, ce n’est pas le cas pour les graphes de degré
maximum 6 : considérons le carré d’'un mur, traduit de I'anglais wall, avec des arétes subdivisées.
Notre approche est de prétraiter un graphe d’entrée G de degré maximum au plus 6 dans le but
d’obtenir un graphe de largeur en chemin bornée.

Dans les Sections 4.4 et 4.5, nous paramétrons le probléme de racines carrées de graphes. A notre
connaissance, il s’agit des premiers résultats de ce type pour ces problémes. Le probleme classique
RACINE CARREE est un probléme de décision. Nous introduisons deux variantes d’optimisation dans
le but de pouvoir discuter de la paramétrisation des racines carrées. Nous renvoyons a la Section 1.2
pour une définition de la classe de probléemes FPT. La racine carrée d’un graphe est I'union disjointe
de racines carrées de ses composantes connexes, nous nous restreignons aux graphes connexes par
simplicité. Nos résultats FPT peuvent s’étendre a des graphes non connexes. Nous considérons
deux choix naturels de parametre £ € N* pour nos versions d’optimisation du probleme RACINE
CARREE, et nous obtenons de cette maniére les premiers algorithmes FPT pour les problémes de
racines carrées de graphes.

RACINE CARREE MINIMUM

VERSION : PARAMETREE

Entrée : G = (V,FE) connexe

Parameétre: ke N

Sortie . Existe-t-il un graphe H, tel que G = H? et |[Ey|<n—1+k?

RACINE CARREE MAXIMUM

VERSION : PARAMETREE

Entrée : G = (V,E) connexe

Parameétre: ke N

Sortie . Existe-t-il un graphe H, tel que G = H? et |Ey|>m — k?

Dans la Section 4.4, nous paramétrons le probléeme RACINE CARREE MINIMUM. Puisque toute racine
carrée d’'un graphe connexe G a n sommets est un sous-graphe connexe couvrant de GG, toute racine
carrée de G posseéde au moins n — 1 arétes. La définition du probléme RACINE CARREE MINIMUM
est donc naturelle, tout comme le choix du parametre £ qui mesure la distance en nombre d’arétes
d’une racine carrée de G a un arbre couvrant. Notre résultat principal est que le probleme RACINE
CARREE MINIMUM est FPT pour le parametre k.

Nous prouvons ce résultat en montrant qu’une instance du probléeme RACINE CARREE MINIMUM
peut étre réduite a une instance d’un probleme plus général, dans lequel nous imposons des condi-
tions supplémentaires sur les arétes, qui sont de devoir étre incluses ou exclues de la racine carrée.
Nous montrons que la taille de la nouvelle instance est quadratique en k. En d’autres termes, nous
montrons que le probléeme RACINE CARREE MINIMUM dispose d’un noyau généralisé de taille qua-
dratique. Ce résultat est par la suite motivé par I'observation que le probléme RACINE CARREE
MINIMUM généralise celui de reconnaitre les carrés des arbres (avec kK = 0). Une autre consé-
quence de notre résultat FPT est que le probléme de reconnaitre les carrés des graphes de la classe
Gr = {G | G est un graphe obtenu a partir d’'un arbre avec adjonction d’au plus k arétes} est so-
luble en temps polynomial pour tout & > 0 fixé. De cette maniére, notre résultat peut aussi étre vu
comme une extension des résultats connus sur la reconnaissance des carrés de graphes [145].
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Finalement, dans la Section 4.5, nous paramétrons le probléme RACINE CARREE MAXIMUM, qui
est de tester si un graphe G avec m arétes posséde une racine carrée avec au moins m — k arétes,
pour un certain entier k£ donné. Nous montrons que ce probléme est FPT de parameétre k. La
définition du probléme RACINE CARREE MAXIMUM et son parameétre sont également naturels,
puisque toute racine carrée d’un graphe est un sous-graphe de lui-méme. Un graphe G possede une
racine carrée avec nombre d’arétes au moins m — k si cette racine peut étre obtenue de G par au
plus k suppressions d’arétes. Notre parameétre k mesure en conséquence 1’éloignement en nombre
d’arétes d’une racine carrée de G a lui-méme. Ainsi, notre deuxieme résultat FPT est en relation
avec ’étude grandissante des résultats paramétrés concernant les problemes d’édition de graphes,
qui constitue un champ de problémes bien étudié au sein de ’ALGORITHMIQUE et de la THEORIE
DES GRAPHES. Nous présentons également dans la Section 4.5 un algorithme exact exponentiel
en temps O*(3m/ 3) pour le probléme RACINE CARREE MAXIMUM, qui peut étre vu comme une
amélioration de I’algorithme induit par la caractérisation de Mukhopadhyay [161].

4.2 Propriétés Structurelles

Cette section est consacrée a des propriétés structurelles fondamentales pour nos résultats. Ils
concernent la structure des racines carrées de graphes, et seront utilisés par la suite dans les diffé-
rentes sections pour appuyer nos résultats. Nous commencons par 1’observation suivante que nous
utiliserons fréquemment.

Observation 4.1. Soit H une racine carrée d’un graphe connexe G.

i) Si w est un sommet pendant de H, alors u est un sommet simplicial de G.

ii) Si u,v sont des sommets pendants de H voisins du méme sommet, alors u,v sont des vrais
jumeaux dans G.

iii) Si u,v sont des sommets pendants de H voisins de sommets différents, alors u et v ne sont pas
voisins dans G & moins que H = Kos.

Nous formulons & présent cing lemmes qui seront utiles pour la suite. Les Lemmes 4.2 et 4.3 peuvent
étre trouvés implicitement dans le papier de Ross et Harary [175]. Ross et Harary [175] ont considéré
les racines carrées d’arbres, tandis que nous nous intéressons a trouver des racines carrées en général.
Pour cette raison nous donnons les formulations explicites des Lemmes 4.2 et 4.3. Nous donnons
également une preuve du Lemme 4.3, celle du Lemme 4.2 est directe.

Lemme 4.2. Soit H une racine carrée d’un graphe G. Soit {uy,...,u,} C Vg un sous-ensemble
de sommets qui induisent une étoile dans H avec sommet central ui, pour un certain entier r > 3.
Soit us, ..., u, des sommets pendants dans H et soit {ua} un ({u1,us,...,u.}, Vir \ {u1,...,ur})-
séparateur de H. Alors {ui,...,u,} est une cliqgue de G, et {uy,us} est un ({us,...,ur}, Vg \
{uy ..., u,})-séparateur minimal de G.

Lemme 4.3. Soit G un graphe connexe de racine carrée H. On pose U = {us,...,u,} et U* =
{ur,us} + U, tels que U* est une clique de G de taille r > 3, et {uy,us} est un (U, Vg — U*)-
séparateur minimal de G. On pose X = {z1,...,xp} = Ng(u1) — U* pour un certain p > 1, et
Y ={y1,...,yq} = Na(ua) — U* pour un certain ¢ > 1, comme montré dans la Figure 4.1. Notons
que 'on n’interdit pas X et'Y de s’intersecter. Alors les trois propriétés suivantes sont satisfaites :
i) Figure /.21 :ujug € Ep et, soitVue UV xeX : {u,u} € By, {uz,u} ¢ En, {u1,2} ¢ En,

et {ug} est un (U 4 {u1}, Vg — U*)-séparateur minimal dans H, ou alors symétriquement ¥ u €

U VyeY : {u,u} ¢ Eg, {ug,u} € Ey, {uz,y} ¢ En et {ur} est un (U + {uz}, Vg — U*)-

séparateur minimal dans H.
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it) Figure 4.2 @i : St uy,us sont des vrais jumeauzr dans G, alors soit V. x € X : {uj,x} € Eg
ou alors V. x € X : {ug,z} € Eg. De plus, G est l'union de deux graphes complets avec
ensemble de sommets respectifs U* et {u1,us}+ X, et G admet deuz racines carrées (isomorphes)
avec ensemble d’arétes respectifs {uiua, ..., uru,} U {ugzy, ..., usxp} et {usur, ugus, ..., usu, U
{wizy,...,u1zp}.

iii) Figure 4.2 i : Si Ng[ug] \ Nglui] # 0, alors wyug € Eg, YV u e U, Ve € X : {uj,u} € Ep,
{ug,u} ¢ Ey, et {uy,x} ¢ E. De plus, le graphe H' obtenu a partir de H en supprimant toutes
les arétes uuj, 3 < i < j <r, est une racine carrée de G (dans laquelle U* induit une étoile de
sommet central uy et avec feuilles U + {ua} qui sont, hormis ug, des sommets pendants).

Figure 4.1 — Le graphe G du Lemme 4.3. Observons que p > 1 et ¢ > 1, puisque {uj,us} est un
({us, ..., ur}, Ve \{u1,. .., u,})-séparateur minimal de G. Observons également qu’il est possible que z; = y;
pour certaines valeurs 1 <i<petl<j<gq.

Démonstration. Nous commengons par montrer la propriété i). {uj,us} est un ({us,...,u,}, Vg \
{u,...,u,})-séparateur de G, donc au moins un sommet u; avec r > 3 est adjacent a u; ou ug dans
H. Par symétrie, nous pouvons supposer qu'il s’agit de u;. Alors wyz1,...,u1zp, ¢ Egn ; en effet, si
uy est adjacent & un certain z; dans H, alors u;x; € Eg, ce qui contredit le fait que {u1,ua} est un
({us,...,ur}, Vg \ {ui,...,u,})-séparateur de G. De plus, puisque uiz1,...,u1z, ¢ Ey, au moins
un sommet yp, doit étre voisin a us dans H (autrement H ne serait pas connexe et donc ne pourrait
pas étre racine carrée de GG, dont on rappelle qu’il est connexe). Ensuite, du fait que {uj,us} est

un ({us,...,u-}, Vo \ {u,...,u,})-séparateur de G, nous déduisons que ugua, ..., u,uy ¢ Eg. En
conséquence, uiug € Ep, et {ug} est un ({w1,us,...,u.}, Vi \ {u1,...,u,})-séparateur minimal
dans H. Supposons qu’il y ait un sommet u;, 3 < i < r, tel que u;u; ¢ Ep. us,...,u, ne sont pas
voisins de ug, alors il vient que tout chemin reliant uo & u; dans H a une longueur au moins 3, ce
qui n’est pas possible puisque uou; € Eg. Nous concluons que ugui,...,uu1 € Fy. Nous avons
donc montré i).

Nous montrons & présent ii). Observons que {z1,...,2p} = {y1,...,yq} avec p = ¢. Par la propriété

i), u1 ou ug n’est voisin d’aucun x;. Dans le premier cas, us doit étre voisin de tous les x; dans H,
autrement il n’y aurait aucun chemin (nécessaire) de longueur au plus 2 dans H entre z; et u;. Pour
les mémes raisons, dans le deuxiéme cas, u; doit étre voisin de tous x; dans H. Ceci implique que
{ui,u2,z1,...,2p} est une clique dans G. Si H a une aréte z;z avec z & {ui,..., U, T1,...,Zp},
alors zugs € Fg, ce qui n’est pas possible. Ceci signifie que G est I'union de deux graphes com-
plets avec ensembles de sommets respectifs {u1,...,u,} et {u1,u, 21, ...,2,}. Nous observons alors
G posseéde deux racines carrées (isomorphes) avec ensembles d’arétes respectifs {ujueg, ..., uju,}
U{uazy, ..., usxp} et {ugur, ugus, ..., usu,} U{uizy, ..., u12,}. Nous avons donc montré ii).

Nous montrons finalement iii). Soit y; € Ng[uz] \ Ng[ui] # 0. Par i) nous avons que ujus €
Epm, et que soit usui,..,u,u; € Ep, ugug,...,uus ¢ Eg, uizi,..., U1Tp ¢ Ep, ou alors que
ugul, ..., w1 ¢ Eg, usus, ..., upus € Ef, ugyi, ..., usyq ¢ Eg. Sile dernier cas se présente, alors



4.2. PROPRIETES STRUCTURELLES 105

iii)

Figure 4.2 — Racines carrées du graphe G correspondant respectivement aux trois propriétés i)-iii) du
Lemme 4.3. Les arétes de G qui appartiennent & sa racine carrée sont montrées en lignes pleines épaisses,
tandis que les arétes de G qui n’appartiennent pas a sa racine carrée sont montrées en lignes pointillées. En
i), les arétes de G qui peuvent étre ajoutées dans la racine carrée de G sont montrées en lignes continues
fines. Les racines carrées des points ii) et iii) sont les racines carrées particulieres définies dans les propriétés
correspondantes ii) et iii) du Lemme 4.3.

tout chemin qui relie us & y; dans H a une longueur au moins 3, qui n’est pas possible car uoy; € Eq.
Donc le dernier cas ne peut se présenter. Dans le premier cas, soit H' un graphe obtenu & partir

de H en supprimant toutes les arétes u;uj, pour 4,j € {3,...,r}. Nous pouvons alors observer que
H"? = H? = G. Nous avons donc montré iii). O
Soit G un graphe contenant (parmi peut-étre d’autres sommets) p+q+r sommets distincts uq, . . . , Uy,
T1,...,Tp, Y1,...Yg pour certains r > 3, p > 1 et ¢ > 1, tel que les propriétés suivantes soient
satisfaites :

i) {u1,...,u,} est une clique dans G;

ii) Sir >4, alors {uy,ug,us} est un ({wa,...,ur}, Ve \ {u1,...,u,})-séparateur minimal dans G;

iii) {ui,us, ..., urfU{xr,. ...,z U{yr,..., 5} = Na(u2);

iv) {ug,u4,us,...,ur} = Ng(ui) N Ng(us);

V) {xla s 7xp} - NG(ul) et {3/1, s ayq} - NG(U3) )

vi) z;y; ¢ Eg pour tousi=1,...,pety=1,...,q.

Nous appelons G un F'-graphe et {ui,u2,us} un F-triplet avec sommets sortants uj et ug, voir
Figure 4.3 pour un exemple. Ici, F' fait référence au graphe de la Figure 4.4. Ces notions sont
expliquées plus loin dans les Lemmes 4.4 et 4.5.

Lemme 4.4. Soit H une racine carrée d’un graphe G. Supposons que H contienne le graphe F' de
la Figure 4.4 comme sous-graphe. Supposons de plus que uy, . .., u, sont des sommets pendants de H
(sir>4), dg(ug) =r —1, que ujugus est un chemin induit dans H qui n’est contenu dans aucun
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Figure 4.3 — Un exemple d’un F-graphe avec r > 4. Observons qu’il n’y a aucune aréte entre deux sommets
x; et y;. Observons également que les deux sommets sortants u; et us du F-triplet {u1, uz,uz} peuvent étre

adjacents & des sommets non voisins de uy (mais aucun voisin commun dans {x1,...,2,} U{y1,...,yq})-
Uy Uy
W m
U2 us ‘
Ya

Figure 4.4 — Le graphe F = F(p,q,r) avecp > 1,q > 1 et r > 3; si r = 3 alors F ne contient pas de sommet
pendant uy, ..., u,. Nous avons représenté F' comme un sous-graphe du graphe H dans le Lemme 4.4. Pour
étre plus précis, le graphe F' est exactement le graphe avec les arétes noires. Dans H les sommets uy, ..., u,
ont seulement des voisins qui sont dans F', alors quun sommet x; ou y; peut avoir d’autres voisins dans H
qui ne sont pas dans I'; cependant, un x; ou un y; ne peut avoir de voisin commun dans H. De plus, dans
H, les seules arétes incidentes aux sommets de F' sont représentées par les arétes noire dans la figure (arétes
de F'). Les possibles arétes entre deux sommets x;, z; ou y;,y; n'ont pas été représentées dans cette figure.

cycle de longueur au plus 6, que {z1,...,xp} = Ng(u1) \ {ua} et que {y1,...,yq} = Nu(u3) \ {u2}.
Alors G est un F-graphe.

Démonstration. D’apres la définition d’un F-graphe, nous observons que les propriétés (i)-(iii) et (v)
sont satisfaites. Les propriétés iv) et vi) sont également satisfaites du fait que le chemin ujugus n’est
contenu dans aucun cycle de longueur au plus 6 dans H. O

Lemme 4.5. Soit G un F-graphe connexe. Si H est une racine carrée de G, alors le graphe F de
la Figure 4.4 est un sous-graphe de H tel que dp(uz) = r —1, {z1,...,2,} = Nug(u1) \ {uz} et
{y1,...,yq} = Nu(us) \ {u2}. De plus, le graphe obtenu d partir de H en supprimant toutes les
arétes u;uj, pour 4 <1 < j <r, est une racine carrée de G qui contient ua,...,u, comme sommets
pendants (sir > 4).

Démonstration. Soit H une racine carrée de G. Nous considérons les trois cas suivants.

Cas 1. ujug,ugug € Epg. xius,...,zpus ¢ Eqg, alors xjug,...,zpus ¢ Ep. Symétriquement,
Y1ug, . .., Yquz ¢ Ex. Puisque chaque z;up € Eg et puisque zus ¢ Ey, alors H a un chemin de lon-
gueur 2 reliant x; a ug. Du fait que dg(u2) = p+q—+1r—1, le sommet du milieu de ce chemin est dans
Iensemble {uj,us,...,u,} (tout autre sommet aurait pour effet d’augmenter dg(usz)). Du fait que
x; n’est voisin a aucun sommet u; dans H, 3 < j < r, puisque ce n’est pas le cas dans G, alors le che-
min passe par u1. En d’autres termes, ziug,...,zpu1 € Ey et, par symétrie, yjus,...,y,us € Fy.
Si un sommet z ¢ {ug, x1,...,2,} est adjacent & u; dans H, alors z est adjacent & uy et également
a x1 dans G. Du fait que dg(u2) = p+ ¢ + r — 1, nous déduisons que z € {us,...,u,} ou que
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z € {y1,...,yq}. Cependant, aucun des sommets de {us,...,u,} n’est voisin de x;, et aucun des
sommets de {y1,...,yq} n’est voisin de uy. Nous concluons donc que {z1,...,2p} = Ng(u1) \ {ua}
et en utilisant les mémes arguments que {y1,...,y,} = Nu(u3) \ {uz}.

Nous montrons maintenant que uquo, ..., u us € Fr. Supposons qu'un certain u;, 4 < i < r, n’est
pas adjacent & us dans H. Alors u; et u; sont a distance au moins 3 dans H ce qui contredit
que uiu; € Eg. Nous avons déja déduit que zius,...,xpus ¢ Ey et que yiua, ..., ysus ¢ Epy. Par

hypothese, uy est voisin de u; et de ug. Puisque dg(u2) = p+qg+7r—1, nous avons que dg(ug) = r—1.
Pour achever la preuve de ce cas, il reste a observer que s’il existe u; et u; voisins dans H, pour
i,j € {4,...,r}, alors le graphe H’ obtenu & partir de H en supprimant ces arétes u;, u; est une
racine carrée de G.

Cas 2. ujug,ugug ¢ Ep. Puisque ujus ¢ Ep, ujus € Eg et dg(u2) = p+ g+ r — 1, il existe
un sommet z € {xy,...,2p} U {usa,...,ur} tel que uiz,zup € Ep. Parce que z n’est adjacent
a aucun sommet yi,...,y, dans G, alors nous avons que yiug,...,yqus ¢ Ep. Par les mémes
arguments, nous obtenons zjug, ..., Tpus ¢ Ef. Ainsi, z € {u4,...,u,}. Par symétrie, un certain
sommet de l’ensemble {ug,...,u,} est voisin de ug dans H. En conséquence, chaque sommet de
{u1,u2,us} est voisin d’un certain sommet de ’ensemble {uy,...,u,} dans H. Puisque {u1, ug, us}
sépare {u4, ..., u,} de Vg\{u1,...,u,}, cela signifie que H ne contient pas d’arétes qui relie uy, ua, us
avec les sommets de Vi \ {u1,...,u,}; une contradiction. En conséquence, ce cas n’est pas possible.

Par symétrie, il reste a considérer le cas suivant.

Cas 3. ujup € Ep et ugus ¢ En. Parce que ujus € Eg et yiui,...,yqu1 ¢ Eg, nous avons que
Yi1ug, ..., Yquz ¢ En. Parce que y1ug € Eg, cela signifie que H contient un chemin de longueur 2
qui relie y1 & ug. ugug ¢ Ef et dg(uz) = p+ ¢+ r — 1, alors un tel chemin doit passer par un
des sommets de 'ensemble {uy,uq,...,u,} U{x1,...,2,}. Cependant, aucun de ces sommets n’est
voisin de y; dans G, et donc dans H non plus; une contradiction. Nous concluons que ce cas n’est
pas possible non plus. O

Lemme 4.6. Soient u,v deux vrais jumeaux dans un graphe connexe G qui contient au moins trois
sommets. Soit G' le graphe obtenu d partir de G en supprimant v. Les deux propriétés suivantes
sont alors satisfaites :

i) Si H' est une racine carrée de G', alors le graphe H obtenu d partir de H' en ajoutant v avec
Np(v) = Ny (u) (c’est-a-dire, en ajoutant un fauz jumeauz de u) est une racine carrée de G.
it) Si H est une racine carrée de G tel que u,v sont faux jumeaux dans H, alors le graphe H' obtenu

a partir de H en supprimant v est une racine carrée de G'.

Démonstration. Nous montrons i). Soit H' une racine carrée de G’, et soit H le graphe obtenu a
partir de H' en ajoutant un faux jumeau v de u. G est un graphe connexe avec au moins trois
sommets, alors u est voisin dans H’ & un certain sommet 2. u et v sont donc voisins de z dans H,
et donc dy(u,v) < 2. Ainsi, uv est une aréte de HZ2. 1l vient ainsi que G = H?. La propriété ii)
est une conséquence du fait qu’identifier des faux jumeaux ne modifie la distance d’aucune paire de
sommets. O

4.3 Graphes de Degré Maximum 6

Dans cette Section, nous montrons que le probléme RACINE CARREE MINIMUM est soluble en
temps polynomial lorsque l'entrée est un graphe de degré maximum A(G) < 6. Nous renvoyons a la
Section 4.4 pour une définition du probléme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE. Le Lemme 4.7
constitue une base de notre résultat.
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Lemme 4.7. Soit G = (V,E) un graphe. 1l y a un algorithme en temps O(n - f(tw(G))) pour
résoudre le probléme Racine Carrée Minimum Etiquetée, pour une certaine fonction f.

Démonstration. Bien que nous pourrions écrire un algorithme de Programmation Dynamique Arbo-
rescente pour ce probleme, nous donnons ici une preuve plus courte non constructive de ce lemme.
Nous exprimons le probleme de ’existence d’une racine carrée étiquetée en logique MSOL. L’exis-
tence d’un graphe H tel que G = H?, R C Exg et BN Eg = () est équivalent & I'existence d’un
sous-ensemble X C Eg d’arétes qui vérifie RC X, BNX =0, et :

o pour toute aréte uv € Eg, soit uv € X ou alors il existe uw, wv € X

¢ pour tout couple uw,vw € X d’arétes distinctes, uv € Eg.

Notre probleme est donc expressible en logique MSOL. 11 suffit d’appliquer le Théoréme de Cour-
celle [49] pour achever la preuve de notre lemme. O

Soit G = (V, E) un graphe connexe, et soit u € Vg. On note Lo(u), ..., Ly (u) les différents
niveaur dun parcours en largeur & partir de u, c’est-a-dire L;(u) = {v € Vg | distg(u,v) = i}
pour i = 1,...,s(u), avec s(u) = maxdistg(u,v) étant 1'excentricité de u. On pose également
L; = 0 pour tout i > s(u). Nous établissons le Lemme 4.8 suivant pour borner la largeur linéaire
d’un graphe, que nous appliquons dans le Lemme 4.9 a une certaine famille de graphes de degré
maximum A(G) < 6.

Lemme 4.8. Soit G = (V, E) un graphe conneze, et soit u € V. Alors :

W(G) 1< max {|Li(w) U Lis () U Lisa(u)]}

Démonstration. Nous construisons une décomposition en chemin (X, P), ou P est un chemin or-
donné de sommets 0, . .., s(u). Pour tout i € {0,...,s(u)}, on définit X; = L;(u)UL;y1(u)UL;iyo(u).
Par définition Lo(u), ..., Ls(u) constituent une partition de V. En conséquence Ufgg) X, = Va.
Pour toute aréte zy € Eg2 telle que x € Li(u) et y € Lj(u), il vient | — j| < 2. En conséquence
par construction de notre décomposition, pour toute aréte xy € Eg : x,y € X;, pour un cer-
tain i € {0,...,s(u)}. Finalement, si un sommet x € X; N X; avec i +1 < j, alors i + 1 = j et
x € Liyo C X;y1. Cela signifie que ’ensemble {i | x € X;} induit un sous-chemin de P.

Nous achevons la preuve en observant que par construction, la largeur de (X, P) est donnée par
maxo<i<s{|Li(w) U Lit1(u) U Lipa (u)|} — 1. O

Lemme 4.9. Soit G un graphe satisfaisant A(G)
chemin induit xyz de H avec {dy(y) = 2,dp(z) >
induit de longueur au plus 6, alors pw(G) < 71.

< 6, et soit H une racine carrée de G. Si tout
2,dp(y) > 2} est inclus dans H dans un cycle

Démonstration. Sans perte de généralité, nous supposons que G est connexe. Si G n’est pas connexe,
nous considérons ses composantes connexes séparément. Soit u € V. Nous effectuons un parcours
en largeur BFS dans H a partir de u pour obtenir les niveaux Lg(u), ..., Ls(u). Un sommet y est
appelé un fils d'un sommet = dans BFS si 2y € Eg, ¢ € L;j(u) et y € Li+1(u), pour un certain
i € {0,...,s(u) — 1}. Dans un tel cas, on dit de plus que z est un pére de y. Observons qu’'un
sommet peut avoir plusieurs péres. Pour trois sommets x,y, z, on dit que z est un petit-fils de x si
y est un fils de x et si z est un fils de y. On dit de plus dans un tel cas que x est un grand-pére
de y. Finalement, on dit que y est un descendant de x si * € L;(u), y € Lj(u) avec i < j, et il
existe un chemin de longueur j — ¢ dans G qui relie  a y. Nous montrons préalablement une série
d’affirmations.
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Affirmation 0. V x € V : x est adjacent dans G a ses fils, petits-fils, péres et grand-péres de BFS.
Affirmation 1. Vi > 2,V o € L;i(u) : la somme du nombre des fils et des petits-fils de x est au
plus 4.

L’Affirmation 1 est une conséquence de I’Affirmation 0 et du fait que V. z € V : dg(x) < 6. Ces
deux remarques sont importantes pour nos futurs raisonnements.

Affirmation 2. Six € L;, i > 2, et si x posséde au moins deux petits-fils, alors seul un fils y de x
posséde des fils.

Lia(u) Li—1(u) Li(u)  Lip1(u) Livo(u)

Figure 4.5 — Configuration de = et de ses petits-fils.

Nous montrons cette affirmation par contradiction. Supposons que x posséde au moins deux fils
distincts y; # w2, chacun possédant des fils. Par hypotheése, x posséde au moins deux petits-fils
distincts. Posons z1 # 2o les petits-fils de x pour lesquels y; est un pere de z; et ys est un pere de
z2. Notons que nous n’excluons pas yo d’étre un pére de z;, ni méme que nous n’excluons pas y;
d’étre un fils de zo. Avec i > 2 : x posseéde un pere et un grand-pere. Soit alors vy un pere de z, et
soit v un pere de vy. Voir Fig. 4.5.

Dans un premier temps, observons que vivex est un chemin induit de H. En effet, si v9 est adjacent
a un autre sommet z, alors étant donné les niveaux de la configuration, on a z # y1, ¥y, 21, 29. Or
par Paffirmation 0, dg(x) > 7, ce qui est une contradiction. En conséquence, dg(vy) = 2.
Observons a présent que puisque i > 2, alors dp(v1) > 2. Avec dy(z) > 2, alors par la condition de
H énoncée dans le lemme, vivox est inclus dans H dans un cycle induit C' de longueur au plus 6.
Si x a un voisin r # vs,y1,ys dans H, on a r # vy, 21, 22 sinon r ou x n’est pas dans le bon niveau
de BFS. En conséquence, par I’Affirmation 0, dg(x) > 7 dans G. Cette contradiction montre que
dp(z) = 3, et en conséquence l'aréte xy; ou xys est contenue dans C. Supposons par symétrie que
xy1 € C. Alors C = vyvoxyiwow, comme montré dans la Fig. 4.5. Par conséquent, ws est un nouveau
sommet distinct des autres qui satisfait wy € Ng(z), et donc dg(z) > 7. Cette contradiction finale
acheéve la preuve de I’ Affirmation 2.

Affirmation 3. Stz € L;, i > 2, alors pour tout j > i : x possede au plus 4 descendants dans
LJ(’LL)

Par ’Affirmation 1, # possede au plus 4 descendants dans L;(u) quand j =i+ 1 et j =i+ 2.
Sii=s—1o0oui=s— 2, laffirmation est donc vérifiée par la précédente observation. Montrons
Iaffirmation 3 par récurrence. Soit i < s — 2, et supposons que l'affirmation soit vérifiée pour tout
k > i. Par la premiere observation, la propriété est vérifiée pour j =i+ 1l et j =i+ 2.

Si z possede un unique petit-fils z, alors pour tout j > i + 3, les descendants de x sont exactement
les descendants de z dans L;j(u). Par hypothese de récurrence, notre affirmation est donc vérifiée.
Sinon si x possede plus de deux petits-fils, alors par I’Affirmation 2, x posséde un unique fils y qui
posséde des descendants. Et nous concluons avec la méme remarque que précédemment avec les
descendants de y.
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Nous achevons désormais la preuve de notre Lemme 4.9. Trivialement, |Lo(u)| = 1. Par I’Affirmation
0, on a alors |Li(u)| < 6 et |Lo(u)| < 5. Soit p = |Li(u)|. Du fait que V z € Li(u) : dg(x) < 6,
alors pour tout x € Lj(u) : x possede au plus 5 — p petit-fils car il est garanti dans G que =z
est adjacent & u, a tous les autres sommets de Lj(u), ainsi qu’a un de ses fils. L3(u) vérifie donc
|Ls(u)| < p(5—p). En observant que si p = 6, alors Lo(u) = Ls(u) = 0, Ls(u) satisfait alors |Ls(u)| <
maxi<p<5{p(5 — p)} = 6. Par "'Affirmation 3, |L4(u)| < 4|L3(u)| < 24. On montre finalement par
récurrence en utilisant les Affirmations 2 et 3 que pour tout i > 5, |L;(u)| < 4|Lz(u)| < 24. En
appliquant le Lemme 4.8, on a alors pw(G) < 71. O

Nous pouvons a présent montrer le résultat principal de cette Section.

Théoréme 4.10. Il y a un algorithme en temps polynomial O(n®) pour résoudre le probléme de
Racine Carrée Minimum d’un graphe de degré mazimum au plus 6.

Démonstration. Notre algorithme procede en deux étapes.

Soit G un graphe satisfaisant A(G) < 6. Nous utilisons deux ensembles d’arétes R et B, et nous
essayons de déterminer une racine carrée de G qui contient les arétes de R et qui ne contient
aucune aréte de B. En d’autres termes, nous résolvons le problémes de RACINE CARREE MINIMUM
ETIQUETEE. Nous initialisons R = @ et B = (). Nous appliquons ensuite la Régle de Réduction de
Chemins définie ci-aprées. Ici, nous disons qu’une séquence uq,...,uy est maximale si elle ne peut
étre étendue en ajoutant de nouveaux sommets au début ou a la fin de la séquence car elle ne
remplirait pas 'ensemble des conditions i)—v) de la régle suivante :

Reégle de Réduction de Chemins.

1. Déterminer une séquence de sommets u1,...,up, £ > 3 maximale telle que
i) wi, uit1, uiro sont tous deux a deux adjacents, ¢ € {1,...,¢ — 2}
ii) les ensembles {z1,...,xp} = Ng(u1) N Ng(ug) \ {ur,uz,uz} et {y1,...,yq} = Na(ue—1) N
Neg(ug) \ {ug—2,up—1,us} ne sont pas vides
iil) dg(uz) =p+q+2sil =3, etdg(u2) =p+3,da(up—1) = q+3, dg(u;) =4 fori € {3,(—2}

sil >4
iv) Ng(ui) N Ng(uit2) = {wit1}, pour i € {1,...,0 —2}
v) sif <4, alors ziuy, ..., zpue & Eq, yiui,...,Yqu1 ¢ Eq, et si £ =3, alors z;y; ¢ Eg pour
ie{l,...,ptetje{l,...,q}.
2. On pose R’ = {uwjug,ugus,...,up—jus} U {z1u1,...,zpur} U {y1ue,...,yque} et B’

{zu2, ..., zpus} U {y1ug, ..., yquz} U {uuisa|l < i < £ — 2} U {zu1|lz € Ng(ui) \
{uz,uz, 21, .., 2p}} U{zuelz € Ng(ug) \ {ue—o,we—1,y1,- -, Yq}}-
3. Si RNB' # (0 ou RN B # (), alors arréter et retourner no.

4. Supprimer les sommets uo,uy4...,uy de G, et supprimer également l'aréte ujus si £ = 3.
Modifier R = (RUR')N Eg et B= (BUB’)N Eg. Modifier s = s — ¢+ 1.

Pour montrer que la Regle de Réduction de Chemins est valide, considérons une instance (G, R, B, s)
du probléme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE et supposons que w1, . . . , ug soit une séquence
de sommets qui satisfasse i)—v) de ’étape 1. Par le Lemme 4.5, pour toute racine carrée H de G
(si elle existe) : R C Ey et B'N Ey = 0 pour les ensembles R’ et B’ construits a ’étape 2. En
conséquence, si RN B’ # () ou R' N B # (), alors nous avons une no-réponse. SUpposons que nous ne
nous soyons pas arrété a ’étape 3, et notons (G, R, B ,8) linstance du probléeme RACINE CARREE
MINIMUM ETIQUETEE obtenu & I’étape 4. Soit H une solution de (G, R, B, s). Puisque R’ C Ej et
B'N Eg = 0 par le Lemme 4.5, il suffit de vérifier directement si le graphe H obtenu & partir de
H par suppression de us,...,us_1 est une solution de (G’, R, B, 3). D’un autre coté, si H est une
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solution de (é, IA%, E, 3), alors H obtenu en joignant u; et uy par un chemin de longueur ¢ — 1 est
une solution pour (G, R, B, s).

Nous appliquons la Regle de Réduction de Chemins de maniére récursive le plus longtemps possible.
Supposons que nous ne nous soyons pas arrété et retourné no. Pour simplifier la notation, suppo-
sons que (G, R, B, s) est I'instance obtenue du probléme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE.
Puisque nous ne pouvons plus appliquer la Regle de Réduction de Chemins, alors par le Lemme 4.4,
nous pouvons conclure que pour toute racine carrée H de G : H ne possede pas de chemin induit
uiugug avec dg(uz) = 2, dg(uy) > 2 et dy(us) > 2 qui ne soit pas inclus dans H dans un cycle
induit de longueur au plus 6, autrement nous pourrions appliquer la régle pour la séquence maxi-
male qui contient uy, uz, us. Par le Lemme 4.9, si G admet une racine carrée alors pw(G) < 71. En
utilisant I’Algorithme de Bodlaender [23], nous pouvons vérifier pw(G) < 71. Si pw(G) > 71, alors
nous pouvons conclure que G n’admet pas de racine carrée. Dans le cas contraire, nous résolvons le
probléeme de RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE en utilisant le Lemme 4.7.

Pour conclure la preuve, il reste a analyser le temps d’exécution. Chaque application de la Regle de
Réduction de Chemins peut étre exécutée en temps O(n? - m). Nous pouvons vérifier chaque triplet
u1,uz,u3 de sommets adjacents en temps O(n?). Nous pouvons ensuite construire les ensembles
Ng(u1)NNg(u2)\{u1, u2, us}, No(u1) NNg(uz)\ {u1, uz, us} et vérifier les conditions i)-v) en temps
O(m). Observons que nous ne pouvons étendre la séquence uq, . .., u; pour ¢ > 3 a la seule condition
que Ng(u;i—1)NNg(u;)\{ui—2, u;—1,u;} contienne exactement un élément. Par conséquence, le temps
total pour obtenir une séquence maximale, pour wuj, ug,us donné, est O(m). Egalement vérifier si
I'instance est une no-réponse a I’étape 3, et la construction de la nouvelle instance peut étre effectué
en temps linéaire. Puisque la regle est appliquée au plus n fois, nous déduisons que le temps total
pour cette étape est O(n’). Finalement, il suffit d’observer que I’Algorithme de Bodlaender [23]
s'exécute en temps linéaire, et que le probléme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE peut étre
résolu également en temps linéaire sur les graphes de largeur arborescente bornée. O

4.4 Racine Carrée Minimum

Comme présenté dans la Section 4.1.2, nous ne considérons que les graphes connexes. Nous référons
a la Section 4.2 pour les résultats structurels sur lesquels nous nous appuierons afin de montrer le
Théoréeme 4.11 suivant.

Théoréme 4.11. Le probléme Racine Carrée Minimum peut étre résolu en temps 200" 4 O(n*m)
sur les graphes a n sommets et m arétes.

Nous considérons le probléme paramétré RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE qui généralise le
probléme RACINE CARREE MINIMUM.

RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE

VERSION : PARAMETREE

Entrée : G = (V,F) connexe, et R,BC Eg avec RN B =)
Parametre: k€N

Sortie . Existe-t-il un graphe H, tel que G = H?, |[Ey| <n —1+k,

et qui satisfait : RC Ey et BNEyg =07

Pour le probléeme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE, les ensembles R et B représentent res-
pectivement des sous-ensembles donnés d’arétes requises, c’est-a-dire qui doivent appartenir a H, et
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d’arétes bloquées, c’est-a-dire qui ne doivent pas appartenir a H. Observons que comme prévu le pro-
bleme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE généralise le probleme RACINE CARREE MINIMUM,
en choisissant R = B = ().

Dans la Section 4.4.1, nous réduisons le probléme RACINE CARREE MINIMUM 4 celui de RA-
CINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE avec pour taille de graphe dans I'instance obtenue de O(k?).
En d’autres termes, nous construisons un noyau généralisé quadratique pour le probléeme RACINE
CARREE MINIMUM. Cela signifie que pour résoudre une instance du probléme RACINE CARREE
MINIMUM, nous pouvons résoudre l'instance obtenue du probléme RACINE CARREE MINIMUM ETI-
QUETEE par un algorithme brute-force. Nous analyserons le temps d’exécution correspondant en fin
de Section 4.4.1, ce qui achevera la preuve du Théoreme 4.11.

Nous décrivons succinctement les étapes majeures de la réduction. Soit G un graphe connexe a n
sommets, et soit £ un entier positif.

Figure 4.6 — Elagage; les arétes de H sont représentées en lignes pleines.

Supposons que H soit une racine carrée de G avec au plus n + k — 1 arétes. Si H contient un
sommet u de degré au moins 2 qui a exactement un voisin non-pendant v, alors nous reconnaissons
la structure correspondante dans G et nous supprimons ces sommets de G qui sont des sommets
pendants de H adjacents a u comme montré dans la Figure 4.6, c’est-a-dire, d’une maniere similaire
a l'algorithme de Lin et Skiena [145], nous “élaguons” les arétes pendantes dans une racine carrée
potentielle. Puisque la racine carrée que nous recherchons n’est pas un arbre, notre élagage est plus
sophistiqué et est basé sur les Lemmes 4.2 et 4.3. Nous montrerons que de cette fagon nous obtenons
un graphe G’ avec n’ sommets qui possede les propriétés suivantes : chaque sommet pendant d’une
racine carrée quelconque H' de G’, avec au plus n’ — 1 + k arétes, est adjacent & un sommet qui
posseéde dans son voisinage au moins deux sommets non-pendants dans H'.

Supposons que H' posséde un chemin induit P qui soit suffisamment long, tel que tout sommet
interne de P posséde dans son voisinage exactement deux sommets non-pendants dans H’. Soit
u un sommet interne de P, et soient x,y € Vp deux voisins non-pendants de u. En utilisant les
Lemmes 4.4 et 4.5, nous reconnaissons la structure correspondante dans G’ et nous modifions G’
comme montré dans la Figure 4.7, ¢’est-a-dire que nous supprimons u de H’ et nous relions x et
y par une aréte. En réalisant ces opérations récursivement, nous obtenons un graphe G” avec n”
sommets.

Supposons que H” soit une racine carrée de G” avec au plus n” + k — 1 arétes. Soit H* le graphe
obtenu & partir de H” en supprimant tous les sommets pendants de H”. Alors H* ne posseéde pas de
sommet de degré 1, et la longueur de chaque chemin P avec sommets internes de degré 2 dans H*
est bornée par une constante. Cela signifie que la taille de H* est O(k). Les sommets de Vg \ Vi=
sont des sommets pendants de H”. Considérons ’ensemble Z des sommets pendants de H” voisins
d’un sommet u € Vp«. Alors les sommets de Z sont simpliciaux dans G”. De plus, ce sont des vrais
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Figure 4.7 — Réduction de chemins; les arétes de H' sont représentées en lignes pleines.

jumeaux. Nous utilisons ’Observation 4.1 et le Lemme 4.6 pour montrer que nous pouvons réduire
le nombre de vrais jumeaux dans G” si G” en posséde trop. Cela nous conduit & un graphe G”” avec
n"" sommets tel que n" est O(k?).

Au cours de la réduction de G en G” nous étiquetons certaines arétes, c’est-a-dire, nous ajoutons
certaines arétes aux ensembles R ou B et, par la suite, nous obtenons une instance (G",k, R, B)
du probléme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE.

4.4.1 Noyau Généralisé

Dans cette Sous-Section, nous réduisons le probléme RACINE CARREE MINIMUM au probléme RA-
CINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE de sorte que le graphe de I'instance obtenue ait une taille
O(k?). Avant de donner une description formelle de notre réduction, nous introduisons les défini-
tions suivantes. Une racine carrée H d’un graphe G qui posséde au plus |Vg| — 1+ k arétes pour un
certain k > 0 est appelé une solution de I'instance (G, k) du probléme RACINE CARREE MINIMUM.
Si R C Ey et BN Ey = () pour deux sous-ensembles disjoints R et B de E¢, alors H est également
appelé une solution de l'instance (G, k, R, B) du probléeme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE.
Nous sommes désormais préts a donner les détails exacts de notre réduction. Soit G un graphe
connexe avec n sommets et m arétes, et soit k un entier positif. Nous vérifions dans un premier
temps si G possede une racine carrée qui soit un arbre en utilisant I'algorithme en temps linéaire
de Lin et Skiena [145]. Si nous trouvons une telle racine carrée, alors nous nous arrétons et nous
retournons une yes-réponse. A partir d’ici nous supposons que toute racine carrée de G (si elle
existe) posseéde au moins un cycle.

Puisque les graphes connexes qui admettent des racines carrées sont 2-connexes, nous vérifions
également si G est 2-connexe. Si ce n’est pas le cas, nous nous arrétons et nous retournons une
no-réponse. Si G est 2-connexe, nous poursuivons comme suit. Nous introduisons deux ensembles
d’arétes R et B. Initialement, nous imposons R = B = (). Ensuite, nous “élaguons” les arétes
pendantes dans les racines carrées potentielles, c’est-a-dire, nous appliquons exhaustivement la regle
suivante qui consiste en cing étapes qui doivent étre réalisées dans ’ordre mentionné.

Regle d’Elagage

1. Trouver une paire S = {uj,u2} de deux sommets voisins tel que une composante connexe
de G — S soit composée de r > 3 sommets us, ..., u, qui ensemble avec ui,us induisent une
clique dans G.

2. Si Ng[ui] = Nglug] alors arréter et retourner une no-réponse.
3. Si Nglui] \ Ngluz] # 0 et Ngluz] \ Nglui] # 0, alors arréter et retourner une no-réponse.

4. Si Ng[ui] \ Ngluz] # 0, alors renommer uj en ug et ug en uy (cette étape est uniquement une
convention de préférence).

5. Définir les ensembles R’ = {ujug,...,uiu,} et B' = {uu; |2 <i < j<r}U{wz |z €
Na(ui) \ {uz,...,ur}}.
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6. Si RNB' # () ou RN B # (), alors arréter et retourner une no-réponse. Sinon, modifier
R=RUR', B= BUB, supprimer us, ..., u, de G, et supprimer de R et B toutes les arétes
incidentes a us, ..., .

Appliquer cette régle d’élagage de maniere récursive conduit a une séquence d’instances
(Go, k, Ro, By), ..., (G, k, Ry, By) du probléeme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE pour un
certain £ > 0, ou (Go, k, Ry, Bo) = (G, k,0,0) et ou (Gy, k, Ry, By) est soit une instance pour la-
quelle nous avons retourné une no-réponse (a l’étape 2, 3 ou 6), ou alors une instance pour laquelle
il n’existe pas d’ensemble S comme définit a 1’étape 1. Pour 0 < ¢ < ¢ — 1 nous dénotons par R}
et B! les ensembles respectifs R’ et B’ construits au (i + 1)-éme appel de la régle d’élagage. Nous
avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 4.12. L’instance (Gy, k, By, Ry) ne posséde pas de solution qui soit un arbre, et Gy est
2-conneze. De plus, (Gy, k, Ry, By) admet une solution si et seulement si (Go, k, Ry, By) admet une
solution. Si la régle d’élagage a retourné une no-réponse pour (Gy, k, Ry, By), alors (Go, k, Ro, Bo)
n’admet pas de solution.

Démonstration. Pour 0 < ¢ < £, nous utilisons la récurrence pour montrer que le graphe G; est
2-connexe et que (Gj, k, B;, R;) n’admet pas de solution qui soit un arbre. De plus, pour tout 1 <
i < ¢, nous montrons que (G, k, R;, B;) posséde une solution si et seulement si (G;—1,k, Ri—1, Bi—1)
posséde une solution. Finalement, nous montrons que si la régle d’élagage a retourné une no-réponse
pour (Gy, k, Ry, By), alors (G, k, Ry, By) n’admet pas de solution.

Si i = 0, alors G; est 2-connexe et (Go, k, By, Ry) n’admet pas de solution qui soit un arbre par
hypothese initiale (puisque nous avons pré-traité G pour ces deux propriétés). Maintenant supposons
que 1 <4 < £. Par notre hypotheése de récurrence, nous pouvons supposer que G;_1 est 2-connexe
et que (G;—1,k, Bi—1, Ri—1) n’admet pas de solution qui soit un arbre.

Puisque la regle d’élagage appliquée a (Gi_1,k, Ri—1,Bi—1) a conduit a une nouvelle instance
(Gi, k, R;, B;), le graphe G;_1 posseéde un couple S = {uj,uz} de sommets voisins tel que les som-
mets us, ..., u, d'une composante connexe de G — S forment ensemble avec ui,us une clique dans
Gi—1. L’étape 6 implique que G; = G;—1 — {us,...,u,}. Parce que nous n’avons pas retourné de
no-réponse pour (G,_1,k, R;_1, B;_1), nous déduisons que Ng,_,[u1] C Ng,_,[u2]. Ainsi, G;_1 n’est
pas un graphe complet. Parce que G;_1 est 2-connexe, alors G; est 2-connexe. Nous montrons main-
tenant qu’a toute solution de (G;_1,k, Bi—1, R;—1) correspond une solution de (G, k, B;, R;), et
réciproquement.

Supposons dans un premier temps que H;_1 soit une solution quelconque de (G;—1,k, Bi—1, Ri—1).
Soit Ng, ,(u1) \ {u2,...,u,} = {x1,...,2p}. Puisque Ng, [u2] \ Ng, ,[ui] # 0, nous avons que
Gi—1 — {u1,uz} contient au moins deux composantes connexes. G;_1 est 2-connexe implique que
{ui,ug} est un ({us,...,ur}t, Vg, , \ {uw1,...,ur})-séparateur minimal de G;_;. Nous pouvons alors
appliquer le Lemme 4.3 iii), qui stipule que uouy,...,u,u1 € Epg, |, ugua,...,uyu2 ¢ Eg, ,, et
uTy, ..., uxy ¢ Eg, . Avec R; C R U{ujuz} et B; C BU{ujz1,...,u1z,}, nous avons que la
graphe obtenu a partir de H;_; par suppression de us, ..., u, est une solution de (G, k, R;, B;) ; en
particulier nous observons que |Egy,| < |Eg, | —(r—3) <|Vg,_,|-1+k—(r—3)=|Vg,| - 1+k,
ce qui était demandé.

Supposons a présent que H; soit une solution quelconque de (Gj,k, R;, B;). Alors ajouter les
arétes ujus,...,uiu, & H; conduit a un graphe H qui est une racine carrée de G;_1. Les arétes
ulug, . . ., uru, ne sont pas dans B;_1, puisqu’elles sont dans I'ensemble R; ; construit & ’étape 5
et R,_; N Bj—1 = () (autrement la régle d’élagage se serait arrété en traitant (G;_1,k, Ri_1, Bi_1)
dans I’étape 6). Maintenant supposons que R;_; contienne une aréte n’appartenant pas a H. Par
définition de R;, cette aréte doit relier deux sommets ug et u, pour 3 < s < t < r. Alors usu; ap-
partient a R;, parce qu’elle avait été placée dans I’ensemble Ry, pour un certain h < i —1. A ’étape
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4 de l'appel correspondant de la regle d’élagage, une des arétes usui or uzui avait également été
placée dans Bj,. Ainsi 'aréte uguq ou 'aréte uzuq appartient a B;_1. Cela conduit & une contraction
puisque usuj et ugu; appartiennent ensemble & R, | et R, N B;—1 = () (sans cela la regle d’élagage
se serait arrété lors de la construction de (G;_1, k, R;—1, Bi—1) a I’étape 6). Ainsi, apres avoir observé
que |Eg| = |Eg,|+(r—3) <|Vg,| -1+k+(r—3) =|Vg,_,| — 1+ k, nous pouvons conclure que H
est une solution de (G;_1,k, Ri_1, Bi—1). Nous observons que H; ne peut étre un arbre, autrement
cela impliquerait que H est un arbre, ce qui est impossible puisque (G;_1, k, R;—1, Bi—1) ne possede
pas une telle solution.

Il ne nous reste plus qu’a montrer que si la regle d’élagage a retourné une no-réponse pour
(Gy, k, Ry, By), alors (Go, k, Ro, Bp) ne posséde pas de solution. Avec ce que nous avons montré
précédemment, cela revient désormais a montrer que (Gy, k, Ry, By) ne possede pas de solution.
Supposons que la regle d’élagage a retourné une no-réponse pour (Gy, k, Ry, By). Alors cela a di se
produire lors de ’étape 2, 3 ou 6, en particulier apres I'étape 1. Ainsi, il existe un couple S = {uy, us}
de sommets adjacents dans Gy, tel que une composante connexe de Gy — S d’ensemble de sommets
{usg, ..., u,} forme une clique avec {uj,us}.

Supposons d’abord que S ne soit pas un séparateur de Gy, c’est-a-dire, Gy est un graphe complet
avec ensemble de sommets {uy,...,u,}. Alors Nglui] = Ngluz] (et la no-réponse a été donnée
a l'étape 2 de la regle d’élagage). Pour obtenir une contradiction, supposons que (Gy, k, Ry, By)
possede une solution H. Toute étoile avec |V, | sommets est une racine carrée de G, avec au plus
\Va,| —1+k arétes. Cependant, H ne peut pas étre une telle étoile, puisque (G, k, Ry, By) ne possede
pas de solution qui soit un arbre. En conséquence, Ry # () ou B, # (). Rappelons que By = Ry = ().
Ainsi, ¢ > 1, et le fait que R, ou By ne soit pas vide doit avoir été obtenu lors d’un précédent appel
de la regle d’élagage, que nous pouvons appeler le (h 4 1)-éme appel, pour un certain 0 < h < ¢—1.
Par définition des étapes 5 et 6, nous avons que By, # () implique que R, # (. Nous avons alors que
Ry, # (. Soit laréte u;u; € Ry,. Par les étapes 5 et 6, cette aréte dispose d’un sommet terminal,
ui, tel que wjus € By pour tout s € {1,...,7} \ {4,j}. En conséquence, ujus € Ey pour tout
s € {1,...,r} \ {j}. Puisque I’étoile avec sommet central u; et feuilles V5, \ {u;} n’est pas une
solution de (Gy, k, Ry, By), il doit y avoir une aréte usu; € Ry avec s,t € {1,...,7}\ {j}. Cependant
alors, par les étapes 5 et 6, ujus € By ou uju; € By, c’est-a-dire, au moins une de ces arétes ne peut
étre contenue dans H ; une contradiction.

Supposons maintenant que S est un séparateur de Gy. Puisque Gy est 2-connexe, u; et ug ont tous
les deux au moins un voisin dans Vg, \ {u1,...,u,}. Alors {u;,us} est un séparateur minimal (et
nous pouvons appliquer le Lemme 4.3 par la suite). Rappelons que la régle d’élagage retourne une
no-réponse uniquement aux étapes 2, 3, ou 6. Nous considérons donc ces trois cas séparément.

Cas 1. La no-réponse est donnée dans l'étape 2. Alors Nglui] = Nglug]. Par le Lemme 4.3
i) et ii), Gy est I'union de deux cliques {ui,...,u,} et {uy,ug,z1,...2p} ou {z1,...,2p} =
Ng(u1) \ {ueg,...,u,}. Pour obtenir une contradiction, nous supposons que (Gy, k, Ry, By) n’a pas
de solution H. Par le Lemme 4.3 i) et ii), nous pouvons supposer sans perte de généralité que
WU, ..., uit, € By, ugug,...,usu, ¢ Eg, wiz1,..., w1z, ¢ Eg et usxi,...,usz, € Ey. Rap-
pelons que (Gy, k, Ry, By) ne posséde pas de solution qui soit un arbre. Ainsi, il existe une aréte
uju; € Ry pour 4,5 € {2,...,7} ou il existe une aréte x;x; € Ry pour i,j € {z1,...,xp}. Par symé-
trie, nous considérons uniquement le premier cas u;u; € Ry. Cette aréte a été placée dans 7y dans
un certain appel précédent de la regle d’élagage. Cependant, a cause des étapes 5 et 6 exécutée lors
de cet appel, nous avons que w;u; € By ou uju; € By, c’est-a-dire, au moins une de ces deux arétes
ne peut apparaitre dans H ; une contradiction.

Cas 2. La no-réponse est donnée a I'étape 3. Alors nous avons Nglui] \ Ngluz] # 0 et Ng[ug] \
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Ngui] # 0. Par le Lemme 4.3 i) et iii), (Gy, k, Ry, B¢) n’a pas de solution.

Cas 3. La no-réponse est donnée a I'étape 6. Alors R, N By # 0 ou R, N B; # (). Par 'étape 4,
nous pouvons supposer que Ng[ui] \ Nglus] = 0 et que Nglusg] \ Ng[ui] # 0. Pour obtenir une
contradiction, nous supposons que (Gy, k, Ry, By) possede une solution H. Par le Lemme 4.3 iii),
R) = {ugus,...,upu1} € Eg. Dot R, N By = 0, ce qui signifie que Ry N By # 0.

Soit {z1,...,2p} = Ng(u1) \ {wi,...,u,}. Nous avons alors que B; = {uuj | 2 < i < j <
r} U{uiz,...,u1zp}. Par les mémes arguments que ceux utilisés dans le Cas 1, nous avons que
uju; ¢ Ry pour tout 2 < i < j < r. Par le Lemme 4.3 iii), nous avons que Ep, et donc que Ry, ne
contient pas les arétes u1z1, . . ., u1zp. Nous pouvons conclure que RyNB; = () ; une contradiction. [

Lemme 4.12 montre que la régle d’élagage est correcte, ¢’est-a-dire, nous trouvons soit que (G, k, (), 0)
ne possede pas de solution, ou alors nous pouvons continuer avec 'instance (Gy, k, Ry, By) a la place.
Supposons que l'on soit dans le dernier cas. Rappelons que (Gy, k, Ry, By) n’a pas d’ensemble S
comme spécifié a I’étape 1, autrement la regle d’élagage aurait été appliquée une fois de plus.
Pour simplifier la notation, nous écrivons (G, k, R, B) = (Gy,k, Ry, By). Nous avons besoin des
propriétés suivantes qui sont satisfaites pour toute solution de (G, k, R, B) (si elle existe).

Lemme 4.13. Toute solution H de (G, k, R, B) satisfait les propriétés suivantes :

i) le voisin de tout sommet pendant de H posséde dans H au moins deuxr sommets non-pendants
dans son voisinage ;

i1) seules les arétes de G incidentes aux sommets pendants de H peuvent étre dans R ou B ;

iti) si un sommet pendant v de H est incident a une aréte de R dans G, alors toutes les autres
arétes de G incidentes a v sont dans B.

Démonstration. Pour montrer i), supposons que H soit solution d’une instance (G, k, R, B), tel que
H contienne un sommet pendant u adjacent & un sommet v. Si di(v) = 1, alors H est isomorphe &
Ko, ce qui n’est pas possible car (G, k, R, B) n’a pas de solution qui soit un arbre. Ainsi dg(v) > 2
et v a au moins un voisin différent de u. Si tous les voisins de v sont pendants, alors H est un
arbre ; contradiction. Ainsi, v a au moins un sommet non-pendant. Si v posseéde un voisin unique
non-pendant w, alors par le Lemme 4.2, G — {v, w} contient une composante connexe induite par les
voisins pendants de v dont les sommets forment avec v et w une clique dans G. En conséquence, nous
pouvons appliquer la régle d’élagage sur S = {v,w}, qui est une contradiction. Les propriétés ii)
et iii) découlent de la construction de R et B au cours des étapes 4 et 5 de la regle d’élagage. [

Nous appliquons maintenant de maniére exhaustive la régle suivante sur (G, k, R, B). Cette regle
est constituée de quatre étapes qui doivent étre réalisées dans ’ordre indiqué.

Reégle de Réduction de Chemins
1. Trouver un F-triplet S = {u1, ug,us}.

2. Définir R’ = {uguq, ugus, ..., usu,}
et B' = {zua, ..., zpuo} U {y1us, .., yqua} U{uius, ..., uiu,} U{usug,. .., usu,}
(observons que l'ensemble {uguy, ..., ugu,} =0 sir = 3).

3. Si RN B # (0 ou R'N B # (), alors stopper et retourner une no-réponse.

4. Supprimer les sommets wuo,uy,...,u, de G. Supprimer toutes les arétes incidentes a
U2, Ud, - .-, Uy de R et B. Si ujug € B, alors supprimer ujus de B. Ajouter ujug a R. Ajouter
T1U3, ..., Tpuz et yiu1,...,y,ur in G. Mettre ces arétes dans B.
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En appliquant récursivement la regle de réduction de chemin, nous obtenons une séquence d’ins-
tances (Go, k, Ro, Bo), - - ., (G, k, Rg, By) du probléme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE pour
un certain entier £ > 0, ou (Go, k, Ro, Bo) = (G, k, R, B) et ou (Gy, k, Ry, By) est une instance pour
laquelle nous avons soit retourné une no-réponse, ou alors pour laquelle il n’existe pas de F-triplet
S. Pour 0 < i < ¢ nous dénotons les ensembles R’ et B’ construits lors du (i + 1)-éme appel a la
régle de réduction de chemin & partir des ensembles respectifs R} et B;.

Nous avons besoin du lemme suivant, que nous utiliserons plus tard a différents endroits.

Lemme 4.14. Soient 1 <1 < ¢ et {uy,ug,us} le F-triplet qui a conduit a l’instance (Gi, k, R;, B;).
Si H; est une solution de (Gi, k, R;, B;), alors uyug € Ep, et le graphe H;_1, obtenu da partir de
H; par suppression de l'aréte uijus et par Uadjonction de ug et des sommets ug, ..., u, (sir > 4)
ensembles avec les arétes uguy, ugus, . .., ugu,, est une solution de (Gi—1,k, Ri—1, Bi_1).

Démonstration. ujus est une aréte de H;, puisque ujug € R; de par I’étape 4 du dernier appel a
la régle de réduction de chemins. Le graphe H;_; n’est pas seulement une racine carrée de G;_
mais aussi une solution de (G;_1,k, Ri—1, B;—1) pour les raisons suivantes. D’abord, H;_1 possede
au plus |V, ,| — 1+ k arétes. Ensuite, H;_; ne contient aucune aréte de B;_; puisque les arétes
ajoutées uguy, ugus, . . ., ugu, sont toutes dans R,_; et R, _;NB;_1 = (). Troisiémement, H;_; contient
toutes les arétes de R;_1, ce qui peut étre vu comme suit. Supposons que H;_; ne contienne pas
une aréte de R;_;. Alors cette aréte doit étre dans l'ensemble {zqus, ..., zpus}t U {yiug, .., yqus} U
{uius, ..., uru, }U{usuy, ..., usu, }. Cependant, cet ensemble est égal & B, _; et R,_1NB,_; =0. O

Nous établissons le Lemme 4.15 concernant les vrais jumeaux dans G,...,Gy. Le Lemme 4.16
quant a lui est analogue au Lemme 4.12 pour la regle de réduction de chemins.

Lemme 4.15. Soit 1 <1i </ et soit {uy,u2,us} le F-triplet qui a conduit a linstance (Gi, k, R;, B;).
Alors tous vrais jumeaur v,w € Vg, \ {u1,us} dans G; sont vrais jumeaur dans G;_1.

Démonstration. Suppososons que G; possede deux vrais jumeaux v,w € Vg, \ {u1,ug} qui ne soient
pas des vrais jumeaux dans G;_1. Considérons le F-graphe correspondant qui a conduit a I'instance
(Gi, k, R;, B;). Puisque v, w sont des vrais jumeaux dans G;_1, le voisinage de v ou w est modifié
par la regle de réduction de chemin. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que c’est le
voisinage de v qui est modifié. Observons que v # uy et que v ¢ {uy4,...,u,} si r > 3, puisque
ces sommets ont été supprimés par I’étape 4 de la regle de réduction de chemins lorsque G; a
été construit. De v ¢ {u1,us}, nous avons que v € {x1,...,2p} U {y1,...,yq}. Par symétrie nous
pouvons supposer que v € {x1,...,z,}. Observons que v est adjacent a u; ainsi qu’a u3 dans Gj.
Du fait que le voisinage de chaque x; est modifié de la méme fagon (& savoir la suppression de ug
et 'ajout de ug), nous avons que w ¢ {z1,...,xp}. u et v sont de vrais jumeaux, ils sont donc en
particulier voisins. Parce que deux sommets x; et y; ne sont pas voisins dans G, nous obtenons que
w ¢ {y1,...,yq}. Nous concluons alors que le voisinage de w n’est pas modifié lorsque la regle de
réduction de chemins s’applique. v est voisin de u; et u3 dans G; et v, w sont de vrais jumeaux dans
G;, implique que w est adjacent a u; et ug dans G;_1. Cependant, par définition d’'un F-graphe,
Ng, ,(u1)UNg,_, (u3) = {ug, u4, ..., u,}, et les sommets ug, u4, . . ., u, ne sont pas dans G; vu qu’ils
ont été supprimés par la regle de réduction de chemins; une contradiction. O

Lemme 4.16. L’instance (Gy, k, By, Ry) n'admet pas de solution qui soit un arbre, et Gy est 2-
conneze. De plus, (Gy, k, Ry, By) admet une solution si et seulement si (Go,k, Ry, By) admet une
solution. Si la régle de réduction de chemins a retourné une no-réponse pour (Gy,k, Ry, By), alors
(Go, k, Ry, Bo) n’a pas de solution.
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Démonstration. Pour 0 < ¢ < £, nous utilisons la récurrence pour montrer que le graphe G; est 2-
connexe et que (G;, k, B;, R;) n’admet pas de solution qui soit un arbre. De plus, pour tout 1 < i </,
nous montrons que (G, k, R;, B;) admet une solution si et seulement si (G;—1, k, R;—1, B;—1) admet
une solution. Finalement, nous prouvons que si la régle de réduction de chemins a retourné une
no-réponse pour (Gy, k, Ry, By), alors (Go, k, Ry, By) n’a pas de solution.

Si i = 0, alors G; est 2-connexe et (Go, k, By, Ryp) n’a pas de solution qui soit un arbre par le
Lemme 4.12. Maintenant supposons que 1 < i < /. Par notre hypothese de récurrence, nous pouvons
supposer que G;_1 est 2-connexe et que (G;_1,k, B;—1, R;—1) n’admet pas de solution qui soit un
arbre.

Puisque la régle de réduction de chemins s’est appliquée sur (G;_1, k, R;—1, Bi—1) et qu’elle a conduit
a une nouvelle instance (G, k, R;, B;), le graphe G;_1 posseéde un F-triplet S = {u;, ua, us}. Puisque
G;_1 est 2-connexe, (G; est 2-connexe ; en particulier notons que p > 1 et ¢ > 1 par définition d’un
F-triplet.

Supposons que H;_1 soit une solution pour (G;_1,k, R;—1, B;—1). Nous affirmons que H;_; ne
contient aucune aréte usu; € R;_1 avec 4 < s < t < r. Nous montrons cette affirmation par
contradiction : soit usu; € Eg, , N Rj—1 pour 4 <s <t <r.

Supposons que usu; € Rp. Nous pouvons appliquer le Lemme 4.13 vu que (Go, k, Ro, Bp) admet
une solution Hy; si 2 > 1 cela se déduit de I’hypothese de récurrence. Par le Lemme 4.13 nous
avons soit que us est un sommet pendant dans Hy avec u; comme (unique) voisin, ou alors nous
avons 'inverse. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que nous sommes en présence du
premier cas, c’est-a-dire, us est pendant dans Hy et u; est son voisin. Notons que Ng,[us] € Ng, [ut].
Nous affirmons que Ng, [us] € Ng, [u] pour tout 0 < h < ¢ — 1. Pour obtenir une contradiction,
nous supposons le contraire. Donc a un certain moment u; se retrouver voisin d’'un sommet v non
adjacent a u; pour la premiere fois dans ’étape 4 d’un certain appel de la régle de réduction de
chemins. Soit S = {u},u),us} le F-triplet correspondant. Alors nous pouvons supposer sans perte
de généralité que soit us ¢ {u},ub,us} est adjacent & u} et uy mais pas a us = v, ou alors que
v ¢ {u),uh, ub} est adjacent & u),u), mais pas & uj = us. Dans le premier cas, u; n’est pas dans
{u),us}, mais doit leur étre voisin par hypothése, et ainsi, Paréte wufy = uv sera ajoutée dans
la méme étape; une contradiction. Dans le deuxiéme cas, puisque us est adjacent a u) et ub, uy
est également adjacent & u] et u} (& nouveau par hypothése). Puisque u; n’est pas supprimé dans
cette étape (vu que uy appartient & G;_1), cela enfreint la définition d’un F-triplet. Nous pouvons
conclure que Ng, [us] € Ng, [u] pour tout 0 < h < i — 1.

Nous supposons d’abord que wusus est une aréte dans Gy. L’étape 4 de la reégle de réduction de
chemins ne fait que déplacer une aréte ujus d’un ensemble B vers un ensemble R si v} et uj sont
des sommets sortants d’un F-triplet. Dans ce cas leurs voisins communs seront supprimés du graphe
par définition d'un F-triplet. Du fait que Ng, [us] C Ng, [u¢] pour tout 0 < h < i—1, nous obtenons
que u; est un voisin commum de uo et de ug dans Gy, pour tout 0 < h < ¢ — 1; en particulier
u; appartient a G;_1. Ainsi, 'aréte usus ne sera jamais déplacée de By, vers Ry dans ’étape 4 du
(h 4 1)-eme appel de la regle de réduction de chemins pour un certain 0 < h < i — 1. Si usus n’est
pas une aréte dans G, alors a un certain point elle le deviendra a cause de ’étape 4 d’un certain
appel de la regle de réduction de chemins, que nous pouvons appeler le (h* + 1)-éme appel, pour
un certain 0 < h* < ¢ — 1. Dans la méme étape, usus sera placé dans ’ensemble Bp«. Alors, a
nouveau parce que Ng, [us] € Ng, [u¢] pour tout 0 < h < i— 1, aréte usus ne sera jamais déplacée
de ’ensemble By« vers un ensemble R; pour un certain h* < h < i — 1. Ainsi, dans les deux cas,
nous avons que usuz € B;—1 méme si i > 1. De usus € R,_; (de 'étape 2 du i-éme appel), nous
avons que R, ;N B;_1 # (. En conséquence, la régle de réduction en chemins ne retournera jamais
une no-réponse pour (G;_1, k, R;_1, B;—1) dans I’étape 3, et en conséquence l'instance (G, k, R;, B;)
n’existera pas; une contradiction.
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Maintenant supposons que usu; a été placé dans un certain ensemble Ry pour un certain 1 < h <
i — 1. Les propriétés ii) et iii) d’'un F-graphe ensembles avec 'étape 4 de la regle de réduction de
chemins conduisent & ’observation suivante : si us et u; forment avec un sommet z un triangle,
alors usz € Bj ou wz € By. De plus, dans le cas ou 2z € Vg, |, cette propriété ne peut étre
invalidée par un quelconque appel ultérieur a la régle de réduction de chemins. Ainsi, si usus € R;_1,
alors usus € B;j_1 ou wus € Bj_1, et de méme vu que {usug, uus} C R;_l, nous obtenons la
méme contradiction qu’avant. Nous concluons que H;_1 ne contient aucune aréte usu; € R;—1 pour
4 < s <t <r.De plus, par le Lemme 4.5, nous pouvons supposer sans perte de généralité que
H;_1 ne contient pas d’aréte usu; ¢ R;—1 avec 4 < s < t < r; autrement nous pourrions retirer
de H;_1 une telle aréte, et le graphe résultant resterait une solution de (G;_1,k, R;—1, B;—1). En
conséquence, Uy, - .., U, sont des sommets pendants de H; 1. Cela signifie que le graphe H obtenu
a partir de H;_1 par suppression des sommets uo, U4, ..., u, et par 'ajout des arétes uiug est non
seulement une racine carrée de G; avec au plus |Vg,| — 1 + k arétes, mais est en plus une solution
de (Gl, k, Ri, Bl)

Maintenant supposons que H; soit une solution de (G, k, R;, B;). Par le Lemme 4.14, le graphe H
obtenu a partir de H; par suppression de l'aréte ujug et par I'ajout de us et des sommets uq, ..., u,
(si 7 > 4) ainsi que des arétes uguy, ugus, . .., usu, est une solution de (G;_1,k, R;_1, B;—1). Nous
observons que H; ne peut étre un arbre, autrement H serait un arbre, ce qui n’est pas possible
puisque (G;_1,k, R;—1, B;—1) n’admet pas une telle solution par hypothése de récurrence.
Finalement, supposons que la regle de réduction de chemins a retourné une no-réponse pour
(Gy, k, Ry, By). Nous devons montrer que (G, k, Ry, Byp) n’admet pas de solution. De par les ob-
servations précédentes, cela revient a montrer que (Gy, k, Ry, By) n’admet pas de solution. La seule
étape pour laquelle la regle de réduction de chemins peut retourner une no-réponse est ’étape 3, ce
qui signifie que Gy contient un F-triplet S = {u1, u2, uz} tel que Ry N Bj # 0 ou R, N By # 0.
Pour obtenir une contradiction, supposons que (Gy,k, Ry, By) admette une solution H. Par le
Lemme 4.5, le graphe F' présenté dans la Figure 4.4 est un sous-graphe de H tel que dg(uz) =
r—1, {z1,...,2p} = Ng(u1) \ {u2} et {y1,...,94} = Nu(us) \ {uz2}. En conséquence, R, =
{ugur, ugus, ..., ugu,} C Eg, et hence RN By =0, et de plus, Eg N By = Eg N ({z1ua, ..., xpus} U
{yiug, .., yqua} U {uius, ..., viur} U {ugug, ..., usu,}) = 0, qui implique que Ry N B, = 0; une
contradiction. O

Le Lemme 4.16 montre que la regle de réductionde chemins est valide, c’est-a-dire, soit nous trouvons
que (Go, k, Ry, Bg) n’admet pas de solution, ou alors que nous pouvons continuer avec l'instance
(G, k, Ry, By). Supposons que le dernier cas se présente. Rappelons que (Gy, k, Ry, By) ne contient
pas de F-triplet, autrement nous aurions appliqué la regle de réduction de chemins une fois encore.
Rappelons également que Ry est I’ensemble de sommets de R directement issu apres application
récursive de la régle d’élagage. Nous écrivon R' = RyN Ry et R?2 = R, \ Ry. A partir de maintenant,
pour simplifier la notation, nous écrivons également (G, k, R, B) = (Gy, k, Ry, By) ; notons que R =
R'U R?. Nous avons besoin des propriétés suivantes qui sont satisfaites pour toutes les solutions de
(G,k, R, B) (si une existe).

Nous appelons cycle induit C' dans un graphe H semi-pendant si tous les sommets de C', sauf peut-
étre un, ne sont voisins que de sommets pendants de H, a ’exception de leurs voisins dans C.
De maniére similaire, nous appelons chemin induit P dans un graphe H semi-pendant si tous
les sommets internes de P ne sont adjacents sont adjacents qu’a des sommets pendants de H, a
I’exception de leurs voisins dans P.

Lemme 4.17. Toute solution H de (G, k, R, B) satisfait les propriétés suivantes :
i) le voisinage de chaque sommet pendant de H posséde au moins deuz sommets non pendant dans
H;
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ii) seules les arétes de G incidentes a des sommets pendants de H peuvent appartenir a R', et si
un sommet pendant v de H est incident d une aréte de R, alors toutes les autres arétes de G
incidentes da v sont dans B ;

iii) aucune aréte de R? n’est incidente d un sommet pendant de H ;

i) la longueur de tout chemin semi-pendant dans H est au plus 5 ;

v) la longueur de tout cycle semi-pendant dans H est au plus 6.

Démonstration. Nous montrons la propriété i) par contradiction. Supposons que H contienne un
sommet v qui soit le voisin (unique) d’un sommet pendant u, tel que v a au plus un voisin non
pendant dans H. Si tous les voisins de v dans H sont pendants, alors H est un arbre. Cependant,
cela contredirait le Lemme 4.16. Supposons alors que v a un unique voisin non-pendant dans H.
Rappelons que H est solution de (Gy, k, Ry, By). Notons que si v est un sommet sortant du F-
triplet correspondant, alors le Lemme 4.14 stipule que (Gy_1,k, Ry_1, B¢—1) admet une solution
Hy_1 pour laquelle v est un sommet non-pendant qui a au moins un voisin pendant et un unique
voisin non pendant. En conséquence, en appliquant le Lemme 4.14 récursivement, nous obtenons que
(Go, k, Ry, Bp) admet une solution Hy contenant un sommet avec exactement la méme propriété.
Cela contredit le Lemme 4.13 i). Nous concluons que la propriété i) est satisfaite.

Nous montrons & présent la propriété ii). Par le Lemme 4.13, toute aréte de Gy qui est dans Ry
est incidente & un sommet pendant u de toute solution de (Go, k, Ro, By), tel que les autres arétes
incidentes a u appartiennet & By. Nous observons qu’en appliquant la regle de réduction de chemins,
u ne sera jamais dans un F-triplet pas plus qu’il ne sera supprimé du graphe, mais u peut étre un
sommet de type x ou de type y. Ainsi, la regle de réduction de chemins peut modifier les voisins
de uw mais dans ce cas les nouvelles arétes incidentes a u seront placées dans B (et y resteront
par la suite). En conséquence, u doit également étre un sommet pendant de toute solution de
(G,k, R, B)(= (Gy, k, Ry, By)). La propriété ii) est donc satisfaite.

Nous montrons maintenant la propriété iii). Rappelons que nous avons appliqué la régle de réduction
de chemins uniquement apres avoir appliqué la regle d’élagage de maniére exhaustive. Lorsque nous
appliquons la régle de réduction de chemins sur un F-triplet {u,us,us}, alors par la suite u; et ug
ont degré au moins 2 dans toute solution de l'instance résultant, qui peut considéré comme suit.
L’aréte ujug est ajoutée & R?> C R, et ainsi appartient & toute solution. Nous observons également
que u; est adjacent a x1 dans G, alors que 'aréte usxy appartient a B. Cela signifie que u; ne peut
étre rendu adjacent a x1 via un chemin ujusx; dans H, et en tant que tel vy doit avoir au moins un
autre voisin dans H. Pour les mémes raisons, us, qui est adjacent a y; dans G tandis que uiy; € B,
doit avoir un autre voisin dans H autre que u;. En conséquence, toute aréte de R? ne peut étre
incidente & un sommet pendant de H. Nous avons donc montré la propriété iii).

Nous montrons la propriété iv). Soit P un chemin semi-pendant de longueur au moins 6 dans H. Par
définition, P est un chemin induit. Ainsi, nous pouvons choisir n’importe quel triplet de sommets
consécutifs de P avec la relation des trois sommets u1, us, u3 du Lemme 4.4. En appliquant ce lemme,
nous voyons que G est un F-graphe et alors que nous pouvons appliquer la régle de réduction de
chemins une fois de plus; contradiction. La propriété v) peut étre démontrée en utilisant les mémes
arguments. ]

Nous aurons besoin du Lemme 4.18 suivant qui vaut dans le cas ou une solution de (G,k, R, B)
existe.

Lemme 4.18. Dans toute solution de (G, k, R, B), le nombre de sommets non-pendants est au plus
15k — 14.

Démonstration. Supposons que (G, k, R, B) admet une solution H. Soit Z ’ensemble des sommets
pendants de H, et soit H* = H — Z. Nous devons montrer que Vp- contient au plus 15k — 14
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sommets. Soit V' I’ensemble des sommets de degré au moins 3 dans H*, et soit V" I’ensemble
des sommets de degré 2 dans H*. Par le Lemme 4.17 i) tout sommet de H qui est voisin d’un
sommet pendant de H est de degré au moins 2 dans H*. Ainsi, H* n’a pas de sommet de degré
au plus 1, c’est-a-dire, V= = V' U V”. Puisque H est une solution de (G, k, R, B), nous avons que
|Ex| < |Vl —1+k = |Viu| — 1+ k. Cela signifie que

VIN+ V" -1+k = |Vyg|—1|Z]—-1+k
> |Ey|—|Z|
= |En-|
= 52, dm+(v)

v

L3V +2/v")).

Ainsi, |V’| < 2k —2. Soit « le nombre de chemins dans H* qui ont uniquement des sommets internes
de degré 2 ; notons que la longueur de tels chemins est au plus 5 d’apres le Lemme 4.17 iv). Soit 3 le
nombre de cycles dans H* qui ont exactement un sommet de degré au moins 3 ; notons que d’apres
le Lemme 4.17 v) la longueur de tels cycles est au plus 6. Puisque |Eg+| < |[V'|+|V"| =1+ k, nous
avons que a+f < 2k—2—1+k = 3k—3 et que 8 < k. Ainsi, |V"| < 5k+4((3k—3)—k) = 13k —12.
En conséquence, H* a au plus 2k — 2 4+ 13k — 12 = 15k — 14 sommets. O

Nous sommes désormais préts pour notre régle de réduction finale. L’objectif de cette régle est d’étre
appliquee une fois pour déduire si (G, k, R, B) n’admet pas de solution ou pour dériver une nouvelle
instance de taille bornée. Une partition de vrais jumeaur d’'un ensemble de sommets .S d’un graphe
G est une partition Si,...,5; of S telle que pour tout u,v € S et tout 1 < ¢ < ¢, u et v sont
dans S; si et seulement si u et v sont de vrais jumeaux dans G. Observons que si S est uniquement
constituée de sommets simpliciaux alors il n’y a pas d’aréte entre deux sommets qui appartiennent
a différents ensembles S; et S;.

Reégle de Réduction de Sommets Simpliciaux

1. Déterminer I’ensemble S de tous les sommets simpliciaux de G incidents aux arétes de R?, et
qui ont en plus toutes leurs arétes incidentes sauf une dans B (& condition d’étre incident a
une aréte de R1).

2. Si |V \ S| > 15k — 14, alors arréter et retourner une no-réponse.

3. Construire la partition de vrais jumeaux 571, ...,S; de S. Soit X1, ..., X; 'ensemble des som-
mets respectifs de S, ..., S; incidents & une aréte de R'.

4. Sit > 15k — 14, alors arréter et retourner une no-réponse.

5. 97l existe un ensemble X; tel que les arétes de R' incidentes & un sommet de X; ont un
sommet communs, alors arréter et retourner une no-réponse.

6. S’il existe un ensemble S; tel |S; \ X;| > 15k — 13 et tel qu'il y ait trois sommets u € X,
v € Ng(u) et © € S;\ X; avec uv € R' et xv € B, alors arréter et retourner une no-réponse.

7. Pour i =1,...,t, si | X;| > 1, alors prendre arbitrairement |X;| — 1 des sommets de X; et les
supprimer de G ainsi que de S;. Supprimer également de R et B les arétes incidentes a ces
sommets.

8. Pour ¢ = 1,...,t, si |S;| > 15k — 13, alors supprimer de G arbitrairement |S;| — 15k + 13
sommets de S; \ X;, et supprimer également de R et B les arétes incidentes a ces sommets.
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Appliquer la reégle de réduction de sommets simpliciaux sur (G,k, R, B) soit conduit & une no-
réponse (dans Iétape 2, 4, 5 ou 6) ou a une nouvelle instance (G, k, R, B) du probléme RACINE
CARREE MINIMUM ETIQUETEE. Nous montrons & présent que si G existe, alors sa taille est bornée
par une fonction quadratique en k. Nous avons besoin dans un premier temps des deux lemmes
suivants.

Lemme 4.19. Pouri=1,...,t, aucun sommet de S; \ X; n'est incident a une aréte de R.

Démonstration. Par définition de S;, aucun sommet de S;, et donc aucun sommet de S; \ X;, n’est
pas incident & une aréte de R?. Par définition de X;, aucun sommet de S; \ X; n’est incident & une
aréte de R'. Et puisque R = R' U R?, nous avons montré le Lemme 4.19. O

Pour z € Vg, nous définissons B(x) ’ensemble des arétes de B incidentes a x.
Lemme 4.20. B(z) = B(y) pour tout z,y € S; \ X;.

Démonstration. Soient z,y € S; \ X; et soit xz € B, pour z € Vg. Nous montrons d’abord que
Yy # z et nous montrerons ensuite que yz € B.

Pour obtenir une contradiction, supposons que y = z. Alors 'aréte xy était incluse dans B soit par
une application de la regle d’élagage ou alors par une application de la regle de réduction de chemins.
Dans les deux cas, zy a également été rendue adjacente a une aréte de R. Cette aréte pourrait étre
supprimée par la suite. La suppression d’une aréte e de R se produit soit dans I’étape 6 de la regle
d’élagage ou alors dans ’étape 4 de la regle de réduction de chemins. Cependant, ces deux reégles
ajoutent une nouvelle aréte ¢/ dans R qui est adjacente a toutes les arétes qui étaient précédemment
adjacentes & e et qui n’étaient pas supprimées par les deux regles. Ainsi, xy est toujours adjacente
a une aréte de R dans G. En d’autres termes, « ou y est incident a une aréte de R dans G. Puisque
x et y appartiennent & S; \ X;, cette situation n’est pas possible par le Lemme 4.19. D’ou y # z.
Pour montrer que l'aréte yz € B, nous utilisons a nouveau 1’observation que lorsque la regle de
I’élagage ou la reégle de réduction de chemins supprime une aréte e € R, la regle ajoute une nouvelle
aréte ¢ dans R telle que €' est adjacente a toutes les arétes uv qui étaient auparavant adjacentes
a e et qui n’étaient pas supprimées par la regle. Dans ce cas nous pouvons faire I’observation que
si un sommet u est une extrémité de e qui n’est pas supprimée par la regle, alors u est un sommet
terminal de €¢’. Puisque les sommets appartenant a S; \ X; ne sont incidents & aucune aréte de R
par le Lemme 4.19, nous avons que z était incident a une aréte de R apres application de la regle
d’élagage ou la regle de réduction de chemins qui avait ajouté I'aréte xz dans B. Nous observons
également qu’une aréte de B n’est supprimée de B que si une de ses extrémités est supprimée a
moins qu’elle ne soit ajoutée a R par la régle de réduction de chemins. Cela signifie que nous pouvons
affirmer ce qui suit.

Supposons premierement que 'aréte zz ait été ajoutée a B par une application de la regle d’élagage.
Si y était adjacent a z lorsque la reégle s’est appliquée, alors 'aréte yz appartenait également a B
par la définition de cette regle. Si 'adjacence de y a z a été réalisée par la suite par la regle de
réduction de chemins, alors yz € B par la définition de la régle de réduction de chemins.
Supposons désormais que xz ait été ajoutée a B par une application de la régle de réduction de
chemins. Par définition de cette regle, x et z n’étaient pas voisins jusqu’a présent. Supposons que
yz ¢ B. Alors xy,yz sont des arétes du graphe d’entrée original du probléme RACINE CARREE
MiNIMUM. Du fait que xz n’était pas une telle aréte, x et y sont devenus vrais jumeaux uniquement
a cause d’une application de la regle de réduction de chemins. Alors, d’apres le Lemme 4.15, x ou y
doit étre un sommet sortant d’un certain F-triplet, c’est-a-dire, au moins un de ces deux sommets
doit étre incident a une aréte de R. Alors il y a une aréte de R incidente a au moins un de ces
deux sommets aprés application exhaustive de la régle de réduction de chemins. x et y sont donc
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dans S; \ X;, ce qui contredit le Lemme 4.19. En conséquence, yz € B, ce qui conclut la preuve du
Lemme 4.20. O

Nous prouvons notre dernier lemme ; en particulier notons que si G existe alors sa taille est bornée
par une fonction quadratique en k.

Lemme 4.21. Si la régle de réduction de sommets simpliciaux retourne une no-réponse pour
(G,k, R, B), alors (G, k, R, B) nadmet pas de solution. Dans le cas contraire, la nouvelle instance
(G, k, R, B) admet une solution si et seulement si (G, k, R, B) admet une solution. De plus, G pos-
séde au plus (15k — 14)(15k — 12) sommets.

Démonstration. Nous commengons par montrer que (G, k, R, B) n’admet pas de solution si la regle
de réduction de sommets simpliciaux retourne une no-réponse pour (G, k, R, B). Cette no-réponse
peut étre retournée dans I’étape 2, 4, 5 ou 6. Nous discutons chaque étape dans des cas différents.

Cas 1. La no-réponse est donnée a ’étape 2. Supposons que (G, k, R, B) admette une solution H.
Nous allons montrer que |V \ S| < 15k — 14, ce qui signifie que la no-réponse retournée est correcte
si |[Va '\ S| > 15k — 14.

Soit Z l’ensemble des sommets pendants de H, et soit H* = H — Z. Par I’Observation 4.1 i), les
sommets de Z sont simpliciaux dans G. Alors, d’aprés le Lemme 4.17 ii) et iii), nous avons que
Z C 8. Ainsi, Vg \ S| = |Vg| = |S| = |Vu| = |S| < |Vu| —1Z| = |Va+| < 15k — 14, la derniére
inégalité provenant du Lemme 4.18.

Cas 2. La no-réponse est donnée a ’étape 4. Supposons que (G, k, R, B) admette une solution H.
Nous allons montrer que ¢ < 15k — 14, ce qui signifie que la no-réponse est correcte si t > 15k — 14.
Soit H* le graphe obtenu a partir de H par suppression de tous les sommets pendants de H. Alors
d’apres le Lemme 4.18, |Vpg+| < 15k — 14. Si un ensemble S; contient un sommet pendant u de H,
alors u est adjacent a un sommet v de H*. Alors, par I’Observation 4.1 ii), v n’est pas voisin de
sommets pendants de H dans aucun Sj, j # i. Dans le cas contraire S; est constitué de sommets
non-pendants de H, c’est-a-dire, des sommets de H* ; étant non vide S; contient au moins un sommet
de H*. Nous concluons qu’a chaque ensemble de la partition de vrais jumeaux de S correspond au
moins un sommet unique de H*. Si leur nombre total ¢ satisfait ¢ > 15k — 14, cela implique que
|Vr+| > 15k — 14 ; une contradiction. Ainsi, t < 15k — 14, ce’ que nous devions montrer.

Cas 3. La no-réponse est donné a 1’étape 5. Supposons que (G, k, R, B) admette une solution H.
Nous allons montrer que les arétes de R! incidentes & un ensemble X; ont une extrémité commune,
pour i =1,...,%, ce qui signifie que retourner une no-réponse est correct si ce n’est pas le cas.
Pour obtenir une contradiction, supposons qu’un certain ensemble X; contienne deux sommets u et
v qui soient incidents aux arétes uu/,vv’ € R' avec u’ # v'. D’aprés le Lemme 4.17 ii), nous avons
que les arétes uu’ et vv’ sont incidentes & des sommets pendants de H. Par ’Observation 4.1 iii), ces
sommets pendants ne sont pas voisins dans G. Cependant, d’apres la définition de S; nous pouvons
déduire que u,v,u’, v’ sont tous adjacents deux & deux (vrais jumeaux); une contradiction. Cela
complete le Cas 3.

Cas 4. La no-réponse est donnée a I’étape 6. Il existe alors un ensemble S; tel que |.S;\ X;| > 15k—13
et tel qu'il y ait trois sommets u € X;, v € Ng(u) et z € S; \ X; avec uv € R' et v € B. Pour
obtenir une contradiction, supposons que (G, k, R, B) admette une solution H.

Par le Lemme 4.18, H contient au plus 15k — 14 sommets non-pendants. Puisque |S;\ X;| > 15k —13,
cela signifie qu’au moins un sommet y € S; \ X; est un sommet pendant de H. Egalement, u € X;
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est un sommet pendant de H avec v comme unique voisin, car 'aréte uv appartient & R! et toutes
les arétes incidentes a u appartiennent a B par définition de S. Si y = z, alors v n’est pas voisin
de y dans H, car zv € B. Si y # x, alors v n’est pas voisin de y dans H, parce que zv € B et
B(z) = B(y) (du au Lemme 4.20) implique yv € B. Nous pouvons conclure que u et y sont des
sommets pendants dans H adjacents a des sommets différents. Cependant, par I’Observation 4.1 iii)
nous avons que u et y ne sont pas adjacents dans G. C’est une contradiction, parce que u et y sont
de vrais jumeaux dans G par définition de S;. Cela complete le Cas 4.

A partir de maintenant supposons que la regle de réduction de sommets simpliciaux n’a pas retourné
de no-réponse apres application de 1’étape 6. Soit (G, k, R, B") 'instance créée apres avoir appliqué

I’étape 7 & un certain ensemble X; = {x1,..., 24} avec £ > 2, c’est-a-dire, G’ est le graphe obtenu a
partir de G par suppression des sommets o, ..., z,, tandis que R’ et B’ sont les ensembles obtenus
respectivement a partir de R et B par suppression de leurs arétes incidentes a xo,...,xy. Nous

affirmons que (G, k, R, B") admet une solution si et seulement si (G, k, R, B) admet une solution.
Avant de montrer cette affirmation, observons d’abord que dans toute solution H de (G,k, R, B)
les sommets x1, ..., xy sont des sommets pendants dans H. En effet, x1,...,x, sont incidents a une
aréte unique de R', alors que toutes les autres arétes qui leur sont incidentes appartiennent a B.
De plus, z1,...,x¢ ont un voisin commun (unique) dans H, puisque dans le cas contraire 1'étape
5 aurait retourné une no-réponse. Dénotons v ce voisin commun. De maniere similaire, x1 est un
sommet pendant qui posséde v comme voisin (unique) dans toute solution H' de (G', k, R', B').

Supposons dans un premier temps que (G’ k, R, B') admette une solution H’. Alors le graphe
obtenu & partir de H' par adjonction des sommets xs,...,x, et des arétes xov,...,Tyv est une
racine carrée de G par le Lemme 4.6 i). Par définition de R/, B’ et I'ensemble X; (dont tous les
sommets sont incidents & une aréte de R' C R et & des arétes de B), H’ est également une solution

de (G,k,R, B).
Supposons & présent que (G, k, R, B) admette une solution H. Alors le graphe obtenu a partir de
H par suppression des sommets zs,...,xy est une racine carrée de G’ par le Lemme 4.6 ii). Par

définition de R’ et B’, ce graphe est alors également une solution de (G', k, R', B').

Nous dénotons a nouveau (G, k, R, B) l'instance résultant de 1’étape 7 et nous observons que tout
ensemble X; contient a présent au plus un sommet. Il reste maintenant a considérer 1’étape 8.
Soit (G', k, R', B') I'instance créée apres application de I’étape 8 sur un certain ensemble S; avec
|S;] > 15k — 13, c’est-a-dire, G’ est le graphe obtenu a partir de G aprés suppression de S; \ X; d’un
ensemble 7" de |S;| — 15k + 13 > 1 sommets choisis arbitrairement (notons que ce cas est possible
puisque |X;| < 1), tandis que R’ et B’ sont les ensembles obtenus respectivement & partir de R et B
par suppression des arétes incidentes aux sommets de T. Nous affirmons que (G', k, R', B') admet
une solution si et seulement si (G, k, R, B) admet une solution.

Supposons premicrement que (G',k, R', B') admette une solution H’. Puisque nous ne pouvions
appliquer ni la régle d’élagage ni la regle de réduction de chemins pour (G, k, R, B), nous ne pouvons
pas non plus appliquer ces régles pour (G, k, R', B'). En utilisant les mémes arguments que nous
avons appliqués pour (G,k, R, B) dans la preuve du Lemme 4.18, nous avons que H’ contient au
plus 15k — 14 sommets non-pendants. Notons que H’ contient au moins 15k — 13 sommets, qui
sont tous dans S;. Ainsi, H' posseéde au moins un sommet pendant x qui appartient & S;. Soit v le
voisin (unique) de x dans H'. Alors d’apres le Lemme 4.6 i), le graphe H obtenu a partir de H’
par adjonction des sommets de T' et de leurs arétes incidentes a v est une racine carrée de GG. Nous
affirmons que H est également une solution de (G, k, R, B). Puisque les sommets de T C S; \ X,
ne sont pas incidents aux arétes de R d’apres le Lemme 4.19, nous devons montrer qu’aucune des
|T| arétes que nous avons ajouté pour obtenir H n’appartient & B. Si z € S; \ X, alors v ¢ B et
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parce que B(z) = B(y) pour tout y € S; \ X;, nous avons que l'aréte yv n’appartient pas & B pour
tout y € T. Supposons que = € X;. Rappelons que |X;| < 1 apres I’étape 7. |S;| > 15k — 13 apres
I’étape 7, implique que |S; \ X;| > 15k — 13. Alors yv ¢ B pour tout y € S; \ X; vu que dans le cas
contraire ’algorithme aurait retourné une no-réponse a 1’étape 6.

Supposons désormais que (G, k, R, B) admette une solution H. D’apres le Lemme 4.18, le graphe
H contient au plus 15k — 14 sommets non-pendants. Ainsi, H posseéde au moins |S;| — 15k + 14 >
15k — 12 — 15k + 14 = 2 sommets pendants. Nous savons que les sommets appartenant a S; \ X;
sont de vrais jumeaux qui ne sont pas incidents aux arétes de R, et que B(x) = B(y) pour tout
z,y € S; \ X;. Nous pouvons supposer en conséquence, sans perte de généralité, que les sommets de
T font parti des sommets pendants de H. Si X; = {z} # (), alors x est un sommet pendant dans H
incident & une unique aréte v € R'. Par I’Observation 4.1, tous les sommets pendants de H qui
sont dans \S; sont voisins de v dans H. Alors d’apres le Lemme 4.6 ii), le graphe obtenu a partir de H
par suppression des sommets de T est une racine carrée de G’. Par définition de R et B’, ce graphe
obtenu est également une solution de (G', k, R, B"). Si X; = (), alors tous les sommets pendants de
H qui sont dans S; sont voisins d’un certain sommet v dans H par ’Observation 4.1. Alors d’apres
le Lemme 4.6 (ii), le graphe obtenu a partir de H par suppression des sommets de 7" est une racine
carrée de G'. Par définition de R’ et B’, ce graphe est également solution de (G, k, R, B').

D’apres les observations précédentes il vient que 'instance (G kK, R, B ) obtenue apres I’étape 8 admet
une solution si et seulement si (G, k, R, B) admet une solution. Pour achever cette preuve, nous
devons montrer que G posséde au plus (15k—14)(15k—12) sommets. Chaque ensemble S; possede au
plus 15k —13 sommet du fait de I'étape 8, et nous avons également que ¢t < 15k —14 du fait de I’étape
4. Ainsi |S| < (15k — 14)(15k — 13). Puisque le nombre de sommets dans Vi \ S est au plus 15k — 14
du fait de I'étape 2, nous obtenons que |V | < (15k —14)(15k —13) + 15k — 14 = (15k —14)(15k — 12),
ce qu’il fallait démontrer. O

Résolution de la Version Etiquetée

Soit n et m les nombres respectifs de sommets et d’arétes du graphe GG de l'instance originelle
(G, k) du probléme RACINE CARREE MINIMUM. Pour compléter la preuve du Théoréme 4.11, nous
notons d’abord que les regles d’élagage et de réduction de chemins sont appliquées au plus n fois
pour construire l'instance (@, k, R, f)’) Chaque application de la régle d’élagage peut étre exécutée
en temps O(n?m) et chaque application de la régle de réduction de chemins peut étre exécutée
en temps O(n®m). Finalement, la régle de réduction de sommets simpliciaux peut étre exécutée
en temps O(nm). Ainsi, notre algorithme de réduction de noyau s’exécute en temps O(n*m), et
il reste & résoudre l'instance réduite obtenue (G, k, R, B). G posséde au plus (15k — 14)(15k — 12)
sommets, donc G posséde au plus $(15k — 14)(15k — 12)((15k — 14)(15k — 12) — 1) = O(k*) arétes.
En conséquence, nous pouvons résoudre le probléme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEE pour
I’instance (G’, k, f%, E) en temps 20(k) ; il suffit de considérer tous les sous-ensembles d’arétes G qui
ont une taille au plus [V — 1+ k et d’utiliser la méthode brute force. Finalement, nous concluons

que le temps d’exécution total de notre algorithme est 20(k") 4 O(n*m).

4.5 Racine Carrée Maximum

Rappelons que le probléme RACINE CARREE MAXIMUM est de tester si un graphe donné G avec
m arétes admet une racine carrée avec au moins m — k arétes, pour un certain entier £ € N donné.
Rappelons que ce probléme est équivalent a décider si un graphe G admet une racine carrée qui
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peut étre obtenue de lui-méme par suppression d’au plus k arétes. Nous montrons que ce probleme
est soluble a parametre fixé k. Nous présentons également un algorithme exact exponentiel pour
résoudre le probleme RACINE CARREE MAXIMUM.

Les deux algorithmes sont basés sur I’observation que pour construire une racine carrée H a partir
d’un graphe donné G, nous devons au minimum supprimer une aréte de toute paire d’arétes inci-
dentes qui n’appartiennent pas & un triangle dans G. Nous construisons en conséquence un graphe
auxiliaire P(G) avec ensemble de sommets F¢g et une aréte entre deux sommets e; et es sont inci-
dentes dans G. Observons que P(G) est un sous-graphe couvrant du graphe adjoint de G, traduction
de I'anglais line graphe. Nous montrons le lemme suivant.

Lemme 4.22. Soit H un sous-graphe couvrant de G. Alors H est une racine carrée de G si et
seulement si Eg est un ensemble stable de P(G), et toute paire de sommets voisins de G sont a
distance au plus 2 dans H.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que H est une racine carrée de G. Par définition,
toute paire de sommets voisins dans G sont a distance au plus 2 dans H. Pour montrer que Ep est
un ensemble stable dans P(G), supposons que deux arétes e, es € Ep soient des sommets adjacents
dans P(G). Alors e; = zy et e; = yz pour trois sommets distincts x,y, z € Vg, avec 2z ¢ FEg. Cela
signifie que x et z sont a distance 2 dans H, impliquant que zz € Eg, qui est une contradiction.

Réciproquement, supposons que Ep soit un ensemble stable de P(G) et que chaque paire de deux
sommets voisins dans G soient a distance au plus 2 dans H. Pour montrer que H est une racine
carrée de G, il suffit de montrer que toute paire de sommets non-adjacents dans G sont a distance
au moins 3 dans H. Soient u et v deux sommets non-adjacents dans G qui soient a distance au plus
2 dans H. Alors il existe un sommet z ¢ {u, v} tel que uz,vz € Fp. Alors e; = uz et e3 = vz sont
voisins dans P(G), ce qui contredit que Fp est stable dans P(G). O

Nous utilisons le Lemme 4.22 pour montrer les Propositions 4.23 et 4.24. Ici, nous utilisons la
notation O* pour supprimer tout facteurs polynomiaux en n et m. Une couverture de sommets
est un sous-ensemble U C V tel que toute aréte soit incidente & au moins un sommet de U. Le
probléme COUVERTURE DE SOMMETS consiste a décider si un graphe donné possede une couverture
de sommets de taille au plus p, pour un certain entier p donné. Dans la Proposition 4.23 nous
montrons 'existence d’un algorithme qui s’exécute en temps O*(2¥) pour décider si un graphe
donné G admet une racine carrée H telle que |Eg \ En| < k.

Proposition 4.23. Le probléme RACINE CARREE MAXIMUM peut étre résolu en temps O*(2F).

Démonstration. Soit G un graphe avec n sommets et m arétes, et soit & > 0 un entier. D’apres le
Lemme 4.22, il suffit de vérifier si P(G) posséde une couverture de sommets U de taille au plus k
telle que Hy = (Vig, E¢ \ U) soit une racine carrée G. Toutes les couvertures de sommets de taille
au plus k d’'un graphe peuvent étre énumérée en adaptant un algorithme de branchement standard
pour le probléme COUVERTURE DE SOMMETS qui s’exécute en temps O*(2%) [65]. P(G) peut étre
calculé en temps O(m?), et vérifier si le graphe Hys est une racine carrée de G peut étre réalisé en
temps O(nm). En conséquence, notre algorithme s’exécute en totalité en temps O*(2¥). O

Observons que le probleme RACINE CARREE MAXIMUM admet un noyau linéaire pour les graphes
connexes. Ce résultat est une conséquence immédiate des résultats de Aingworth, Motwani et Ha-
rary [3], qui ont montré que si H est une racine carrée d’un graphe connexe a n sommets G # K,
alors |Eq \ Ex| > n—2. En conséquence, n < k+ 2 pour toute yes-instance (G, k) du probleme RA-
CINE CARREE MAXIMUM avec G # K, (trivialement, K, est lui-méme une de ses racines carrées).
Notons que ce noyau ne conduit pas & un temps d’exécution plus rapide que O*(2F).
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Dans la Proposition 4.24 nous présentons notre algorithme exact, qui non seulement résoud le
probleme de décision mais calcule si elle existe une racine carrée d’un graphe donné qui contient un
nombre maximum d’arétes.

Proposition 4.24. Le probléme RACINE CARREE MAXIMUM peut étre résolu en temps O*(Sm/3)
sur les graphes a m arétes.

Démonstration. Soit G un graphe a n sommets et m arétes, et soit un entier k£ > 0. Nous calculons
le graphe auxiliaire P(G), nous énumérons tous les ensembles stables maximaux I de P(G), et nous
vérifions pour chacun d’entre eux I C Eg si G est le carré du graphe Hy = (Vg,I). Parmi les
graphes Hy qui sont racines carrées de (G, nous retournons celui qui contient le plus grand nombre
d’arétes ; si aucun tel graphe H; n’a été trouvé, alors G n’admet pas de racine carrée. La validité
de l'algorithme découle immédiatement du Lemme 4.22. Rappelons que P(G) peut étre calculé en
temps O(m?). Tous les ensembles stables maximaux d'un graphe & m sommets P(G) peuvent étre
énumérés en temps O*(3™/3) en utilisant I'algorithme & délai polynomial de Tsukiyama et al. [182],
puisque P(G) contient au plus 3”3 ensemble stables maximaux [159]. Finalement, nous rappelons
que pour chaque ensemble stable maximal I, nous pouvons vérifier en temps O(nm) si (Hy)? = G.
En conséquence, le temps d’exécution total de notre algorithme est de O* (3m/ 3). ]

4.6 Conclusion

Dans ce Chapitre, nous nous sommes intéressés a la résolution paramétrée des problémes RACINE
CARREE MINIMUM et RACINE CARREE MAXIMUM. Nous avons montré en Section 4.4 et 4.5 que
pour les parametres définis, ces deux problémes sont dans la classe FPT.

Pour montrer notre premier résultat paramétré, nous avons construit un noyau généralisé quadra-
tique pour le probléme RACINE CARREE MINIMUM. Nous pensons qu'il existe également un noyau
quadratique pour ce probleme en utilisant la méme réduction. Cependant, montrer cela semble étre
encore plus technique et améne également a un graphe qui contient plus que (15k — 14)(15k — 12)
somimets.

Peut-on montrer l’existence d’un noyau quadratique pour le probléme Racine Carrée Minimum ¢

Egalement, il est & noter que notre noyau généralisé pour le probléme RACINE CARREE MINIMUM
n’implique pas un noyau pour le probléme RACINE CARREE MINIMUM ETIQUETEKE, parce que nos
regles de réduction requierent que l'instance originelle ne soit pas étiquetée. Aussi, nous soulevons
une question sur la résolution & parameétre fixe du probléme plus général de RACINE CARREE
MINIMUM ETIQUETEE.

Le probléme Racine Carrée Minimum Etiquetée est-il un probléme FPT 2

Les parametres que nous avons choisi pour I'étude de la résolution a parametre fixe du probléme
RACINE CARREE mesurent 1’éloignement en nombre d’arétes d’une racine carrée a un arbre ou au
graphe de I'entrée. Nous posons alors la question du choix d’autres parametres.

Y a-t-il d’autres parameétres pour lesquels une autre variante du probléme Racine Carrée soit FPT ¢

Nous avons construit en Section 4.3 un algorithme pour décider si un graphe de degré maximum
A(G) < 6 admet une racine carrée. Si une racine carrée existe, alors notre algorithme détermine une
racine carrée minimum. Nous proposons en Section 4.5 un algorithme exact exponentiel en temps
O*(Sm/ 3) pour déterminer une racine carrée maximum dun graphe. Aussi nos prochaines questions
relevent de la résolution exacte de nos problémes.
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Est-il possible de construire un algorithme exact pour le probléeme Racine Carrée Minimum qus soit
meilleur que 'algorithme trivial ?

Peut-on construire un algorithme en temps O*(c"), ¢ € R pour résoudre la version décisionnelle du
probléme Racine Carrée sur les graphes en général ?

Nous posons aussi la question de I'existence d’un algorithme en temps sous-exponentiel en m pour
le probléme RACINE CARREE MINIMUM.

Peut-on construire un algorithme en temps O* (co(m)), c € R pour résoudre la version optimisation
du probléme Racine Carrée Minimum ¢

Nous avons construit un algorithme en temps polynomial pour décider I'existence d’une racine carrée
d’un graphe de degré maximum A(G) < 6. Cependant, nous ne savons pas si le probléme RACINE
CARREE demeure dans P si A(G) < 7.

Existe-t-il une constante ¢ € N>7 pour laquelle le probléeme Racine Carrée devient NP-complet pour
un graphe G satisfaisant A(G) < c.

La question précédente releve de la complexité du probléeme RACINE CARREE restreint & certaines
classes de graphes. Il semble raisonnable de penser qu’il existe un algorithme en temps O*(nlog”)
pour déterminer une racine carrée d’un graphe split. Cependant, nous ne savons pas si ce probleme
demeure NP-difficile lorsqu’on se restreint a cette classe de graphes.

Quelle est la complexité du probléme Racine Carrée lorsqu’on se restreint aux graphes splits ¢
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5.1 Introduction

Les problemes sur des graphes préalablement coloriés sont déja bien étudiés. Un des plus célébres
problemes de cette catégorie est le probleme de MOTIF DE GRAPHE, traduit de 'anglais graph motif,
introduit en 1994 par McMorris et al. [153].

MoTIiF DE GRAPHE

VERSION : DECISION

Entrée: G = (V,E), ¢ une coloration de V, et M un multi-ensemble de couleurs :
chaque couleur pouvant apparaitre plusieurs fois dans M

Sortie : M est-il un motif connexe de G, c’est-a-dire existe-t-il un sous-ensemble
S C V connexe de sommets dont les couleurs soient en bijection avec M ?

129
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MoTIF DE GRAPHE

VERSION : DECISION

—
Entrée: G = (V,E), p:V — {1,...,k}, et M€ (N<,)¥ un vecteur de multiplicité
des couleurs
Sortie : Existe-t-il un sous-ensemble S C V connexe tel que chaque couleur de ¢
—

apparait dans S autant de fois que sa multiplicité donnée dans M ?

Fellows et al. ont montré que le probleme de MOTIF DE GRAPHE est NP-complet, méme lorsque
M est un ensemble simple et si G est un arbre avec A(G) < 3 [79]. Le cas particulier lorsque

M est un ensemble simple, donc si ]\}6 {o, 1})’“, est un probleme appelé MoTIF MULTICOLOR,
traduit de l'anglais Colorful Motif [7]. Fellows et al. ont également montré que le probléme MOTIF
DE GRAPHE demeure NP-complet, méme lorsque M ne contient que deux couleurs et que G est
biparti avec A(G) < 4 [79]. De nombreuses variantes de ce probleme ont été étudiées. Typique-
ment, les contributions pour ces problemes sont des classifications de complexité ou des algorithmes
paramétrés [19, 79, 80, 103, 133, 168].

A notre connaissance, les seuls résultats en faveur de ' ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE
qui concernent des variantes du probleme de MOTIF DE GRAPHE sont ceux proposés par Dondi,
Fertin et Vialette en 2011 [62]. Ces auteurs proposent deux algorithmes pour résoudre le probléme
MoTIF MAXIMUM sur les arbres. Le premier algorithme s’exécute en temps O*(1.6181™), tandis que
le deuxiéme s’exécute en temps O*(1.3248") a la condition que M soit un ensemble simple.

MoTIiF MAXIMUM

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (V,E), ¢ coloration de V', M un multi-ensemble de couleurs
Sortie : Déterminer le plus grand sous-multi-ensemble M’ C M de couleurs pour
lequel M’ est un motif connexe dans G

5.1.1 Nos Résultats

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés aux problémes de coloration. Pour un graphe G,
I’objectif était alors de colorier les sommets du graphe, c’est-a-dire d’attribuer & chaque sommet
v € V une couleur particuliere. Dans les Sections 5.2 et 5.3 de ce Chapitre, nous étudions des
problemes différents, mais qui ont toujours trait aux colorations de graphes. Notre objectif ne sera
pas de colorier le graphe, puisque pour ces problemes le graphe d’entrée G est déja colorié, c’est-
a-dire qu’une coloration ¢ des sommets V' du graphe fait déja partie de I’entrée. Ainsi donc pour
nos problemes, une couleur est déja attribuée a chaque sommet du graphe. Il serait tout a fait
intéressant d’étudier ces problémes en ayant connaissance de certaines propriétés de la coloration
 de l'entrée. Par exemple, si nous savions préalablement que les classes de couleurs sont toutes
des ensembles stables. Toutefois, pour nos probléemes considérés, notre étude porte sur toutes les
colorations possibles de I’entrée, il n’y a donc aucune restriction a la coloration ¢ de ’entrée.

Nous avons vu tout au fil de cette These que l'efficacité d’'un algorithme dépend de son temps
d’exécution. Un autre parametre essentiel a l'efficacité d’un algorithme sont les contraintes d’espace
mémoire disponible. Dans la Section 5.4, nous nous intéresserons & un probleme relié au probléme
de domination dans un graphe. Pour ce probléme, nous construirons deux algorithmes de résolution
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différents pour le méme probleme étudié. La différence du temps d’exécution de ces algorithmes
réside dans la quantité polynomiale ou exponentielle de mémoire disponible.

Dans ce Chapitre, nous établissons entre autres les résultats principaux suivants :

&

Nous étudions dans la Section 5.2 la résolution exacte d’une variante du probléeme de MOTIF
DE GRAPHE. Le probleme que nous étudions est le probleme d’ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE.
Nous montrons dans un premier temps que ce probléme n’est pas dans la classe SUBEXP
lorsque le graphe d’entrée est un arbre. Puis nous proposons trois algorithmes de résolution exacte
pour ce probleme. En utilisant la technique de Balancement d’Algorithmes, nous construisons un
algorithme en temps O*(1.5359™) pour le probléme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE.

Dans la Section 5.3, nous étudions la restriction aux arbres du probleme ENSEMBLE TROPICAL
CONNEXE. Lorsqu’un probleme n’est pas soluble en temps sous-exponentiel, la question se pose
alors de la complexité algorithmique que 'on est en droit d’attendre. Pour un tel probleme,
existe-t-il un algorithme de résolution en temps O*(c™), pour une certaine constante 1 < ¢ < 27
Dans un premier temps, nous construisons un algorithme qui s’exécute en temps optimal O* (3”/ 3)
pour énumérer les ensembles tropicaux connexes minimaux d’un arbre. Cet algorithme pourrait
facilement étre appliqué pour le probleme d’optimisation d’ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE. Tou-
tefois, nous améliorons ce résultat pour ce probléme en construisant un algorithme de résolution
exacte en temps O*(1.2721"). Les Sections 5.2 et 5.3 sont l'objet d’une publication acceptée et a
paraitre a la conférence IPEC 2014 (9th International Symposium on Parameterized and Ezact
Computation).

Finalement, dans la Section 5.4, nous étudions le probleme de DOMINATION ROMAINE FAIBLE.
Pour ce probléme, nous proposons deux algorithmes de résolution qui s’exécutent respectivement
en temps O*(2") avec espace exponentiel et en temps O*(2.23") avec espace polynomial. Les
résultats présentés dans cette Section ont fait 'objet d’une publication en 2013 [33].

5.2 Ensemble Tropical Connexe

5.2.1 Introduction

Ensemble Tropical Connexe. Soit G = (V, E) un graphe, ¢ une coloration de V', et C' I’ensemble
des couleurs de ¢. Un sous-ensemble S C V est dit Tropical si toutes les couleurs de C' apparaissent
parmi les sommets de S, c’est-a-dire Vc € C;3 z € S : p(x) = c¢. Dans cette Section, nous étudions
la résolution exacte du probleme d’optimisation ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE.

ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (V,E) un graphe, C' C N* un ensemble de couleurs, et ¢ : V' — C une
coloration de V

Sortie : Déterminer un sous-ensemble minimum S C V de sommets (au sens de la
Section 1.1), tel que G[S] soit connexe et tel que S contienne au moins un
sommet de chaque couleur de C'

Le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE est un probléme NP-difficile, méme lorsqu’on se
restreint aux arbres de hauteur au plus 3 [8]. Un algorithme trivial pour résoudre ce probleme
s’exécute en temps O*(2"). »
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Beaucoup de problemes NP-difficiles sont solubles en temps polynomial lorsque le graphe d’entrée
est un arbre. Ces probléemes sont de plus souvent FPT de parameétre largeur arborescente du graphe.
Ces résultats sont souvent justifiés par le Théoreme de Courcelle [49]. Si certains problémes sont
NP-difficiles dans le cas général, ils deviennent souvent solubles en temps sous-exponentiel lorsqu’ils
sont restreints aux graphes planaires ou aux graphes de genre borné [58, 87]. Lorsqu’un probleme
n’est pas soluble en temps sous-exponentiel, la question se pose alors de la complexité algorithmique
que l'on est en droit d’attendre. Pour un tel probléme, existe-t-il un algorithme de résolution en
temps O*(c™), pour une certaine constante 1 < ¢ < 27

Préliminaires. Soient G = (V, E) un graphe, et ¢ : V. — N une coloration de V. On dit que
(G, ) est un graphe colorié, et on pose C' = {p(v) : v € V'} ensemble des couleurs de G. Pour un
sous-ensemble de sommets S d’un graphe colorié (G, ¢), on note ¢(S) = {c(v) : v € S} 'ensemble
des couleurs de S. S est donc tropical si ¢(S) = C. Pour un graphe colorié (G, ¢), on dit qu’une
couleur apparait parmi les sommets de G si cette couleur est attribuée & au moins un sommet
de V. Pour cette Section, on notera l1(G) le nombre de couleurs qui apparaissent exactement une
fois, tandis que 'on notera l2(G) le nombre de couleurs apparaissant au moins deux fois parmi
les sommets d’un graphe colorié (G, ). Pour le probléme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE, on se
restreint naturellement aux graphes d’entrée connexes.

5.2.2 Motivation Algorithmique

Dans cette Sous-Section, nous montrons que si le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE admet
un algorithme sous-exponentiel lorsque le graphe d’entrée appartient & une famille qui peut contenir
les arbres, alors I’hypothése de complexité SNP C SUBEXP n’est pas valide. Autrement dit, sous
les hypothéses de la THEORIE DE LA COMPLEXITE présentées en Section 1.2, ce probléme ENSEMBLE
TROPICAL CONNEXE n’a aucune chance de pouvoir étre résolu par un algorithme en temps sous-
exponentiel, et ce méme lorsque les graphes d’entrée sont restreints aux arbres.

Nous avons vu en Section 1.2 que si cette hypothese n’est pas valide, alors I’hypothése ETH s’ef-
fondre également. L’hypothese ETH a été définie par Impagliazzo et al. [117]. L’hypothese ETH
est une hypothese de travail forte, et il semble peu probable qu’elle s’effondre. Une démonstra-
tion de cette derniére aurait beaucoup de conséquences en THEORIE DE LA COMPLEXITE. Le fait
que sous ’hypothese ETH, le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE n’admette pas d’algo-
rithme sous-exponentiel motive d’autant plus la construction d’un algorithme de résolution exacte
en temps O*(c"), avec 1 < ¢ < 2 la plus petite possible. Nous montrons notre résultat en utilisant
la réduction du probléme ENSEMBLE DOMINANT au probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE
décrite par Angles d’Auriac et al. [8], et en nous appuyant sur la preuve que le probléeme ENSEMBLE
DOMINANT n’admet pas d’algorithme sous-exponentiel sur les graphes satisfaisant A(G) < 6 [86].

Théoréme 5.1. Si le probleme Ensemble Tropical Conexe restreint aux arbres de hauteur au plus
3 admet un algorithme sous-exponentiel, alors SNP C SUBEXZP.

Démonstration. Angles d’Auriac et al. [8] ont montré que le probléme ENSEMBLE TROPICAL
CONNEXE est NP-difficile méme lorsque ’entrée est un arbre de hauteur au plus 3, en utilisant une
réduction depuis le probleme ENSEMBLE DOMINANT. Nous rappelons briévement cette construction.
Soit G = (V, E) une instance du probléme ENSEMBLE DOMINANT. Nous construisons un arbre
colorié (T, ¢) somme suit. Soit o : V' — N un ordre arbitraire sur les sommets de V. Initialement, T
contient un sommet unique r de couleur R ¢ {0, 1,...,|V|}. Ensuite, pour tout sommet v € V(G),
nous ajoutons a 7' une étoile dont le centre est colorié o(v), avec une feuille coloriée o(u) pour
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tout voisin u de v dans G, et une feuille supplémentaire de couleur 0 reliée a la racine r de T'. La
Figure 5.1 montre un exemple ! de cette réduction.

(G,0)
AN
<]

Figure 5.1 — Réduction du probleme ENSEMBLE DOMINANT & une instance de probleme d’ENSEMBLE
TrOPICAL CONNEXE [8].

Observons que pour une instance G = (V, F) satisfaisant A(G) < 6 du probléme ENSEMBLE DoMI-
NANT, la réduction décrite précédemment aboutit a une instance du probléeme ENSEMBLE TROPICAL
CONNEXE qui est un arbre de hauteur 3, et qui contient au plus 8n + 1 = O(n) sommets. En 2005,
Fomin et al. ont montré que le probleme ENSEMBLE DOMINANT n’admet pas d’algorithme sous-
exponentiel sur un graphe G qui satisfait A(G) < 6, a moins que SNPC SUBEXP. Ce résultat de
Fomin et al. conjugué a notre réduction qui se calcule en temps linéaire acheve notre preuve. ]

Le Théoréme 5.1 motive les algorithmes que nous construisons dans le reste de cette Section pour
le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE.

5.2.3 Algorithme Exact

Nous présentons dans cette Sous-Section un algorithme de résolution exacte pour le probleme
ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE. Pour cela, nous réduisons le probléme ENSEMBLE TROPICAL
CONNEXE & deux autres problémes bien connus, a savoir les problemes ARBRE DE STEINER et
ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU CONNEXE. En s’appuyant sur les meilleurs algorithmes pour
résoudre ces problémes, nous utiliserons la technique de Balancement d’Algorithmes. Cette méthode
nous permettra d’établir un temps d’exécution de O*(1.5359™) pour notre algorithme qui résoud le
probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE.

ARBRE DE STEINER

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée : Un graphe G = (V, E), une fonction de pondération w : E — N, et un
ensemble de terminaux K C V.
Sortie : Déterminer un sous-arbre T'= (V’, E’) de G, avec K C V', et qui minimise

ZeGE/ w(e)

1. Pour la Figure 5.1, et avec nos notations, on remarquera que ¢ = ¢
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ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU CONNEXE

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (RU B, E) un graphe dont les sommets sont coloriés soit en rouge (les
sommets de R) soit en bleu (sommets de B).

Sortie : Déterminer un sous-ensemble S C R de sommets rouges de plus petite taille
possible qui soit connexe, et tel que tout sommet bleu de B possede dans GG
au moins un voisin rouge qui soit dans S, c’est-a-dire B C N ().

Ces deux problemes sont NP-difficiles [94]. Les meilleurs algorithmes qui nous concernent pour
résoudre les problémes ARBRE DE STEINER et ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU CONNEXE
sont dus respectivement a Nederlof [163] et Abu-Khzam et al. [1]. Ces algorithmes s’exécutent
respectivement en temps O*(W - 2151 ot K est 'ensemble de terminaux et W le poids maximum,
et en temps O*(1.36443™).

Nous décrivons ici une construction qui sera utilisée pour nos algorithmes tant pour réduire le
probléme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE au probleme ARBRE DE STEINER qu’au probléeme EN-
SEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU CONNEXE. Soient G = (V, E) un graphe, ¢ une coloration de V'
et C 'ensemble des couleurs de G.

Premiérement, nous définissons le graphe G’ = (R'UB’, E’), qui sera utilisé pour réduire ENSEMBLE
TROPICAL CONNEXE & ARBRE DE STEINER, de la maniere suivante : R =V, B’ = C, et E' =
EU{{v,o(v)} : veV}.

Deuxiémement, nous construisons le graphe G” = (R” U B”, E”) en modifiant le graphe G’ =
(R' U B, E’). Initialement, nous définissons R” = R', B” = B’ et E” = E’. Puis pour chaque
sommet v € V dont la couleur n’apparait qu'une unique fois dans G, nous supprimons de B”
le sommet couleur p(v) € B’ qui correspond & sa couleur dans G’, et nous déplagons le sommet
v=1"€ G de R” vers B”. A lissue de cette étape, on pose By, ..., By, les composantes connexes du
sous-graphe induit G”[B”] par les sommets qui ont été déplacés de R” vers B” au cours de I'opération
précédente. Nous procédons alors comme suit. Pour tout ¢ = 1,2, ... p, nous contractons dans G” les
composantes connexes B; de G”[B”], de sorte que toutes ces composantes soient remplacées par une
unique sommet b; € B”. Observons qu’a l'issue de 'opération précédente, B” est un stable de G”.
Finalement, nous procédons a la derniere opération, qui est pour tout b;, 1 < ¢ < p, nous ajoutons
dans G” toutes les arétes nécessaires pour que Ng»(b;) C R” soit transformé en une clique de G”.
Le graphe résultant G” = (R” U B”, E”) sera utilisé pour réduire ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE
a ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU CONNEXE.

Il convient de mentionner la construction de ces deux graphes auxiliaires G’ et G” peut étre réalisée
en temps polynomial O(n?M). Un exemple? d’une telle construction est donné dans la Figure 5.2.
Comme décrite dans la Section 1.5, si 'on souhaite appliquer la technique de Balancement d’Al-
gorithmes, il faut avant tout disposer de plusieurs algorithmes pour résoudre le méme probléme,
et qui doivent bien souvent utiliser différentes approches de résolution. Ainsi, pour pouvoir mettre
en ceuvre cette technique et 'appliquer a notre probléeme d’ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE, nous
décrivons trois approches de résolution : par la méthode Brute-Force, en utilisant une réduction
vers ARBRE DE STEINER, et en utilisant une réduction vers ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU
CONNEXE.

2. Pour la Figure 5.2, et avec nos notations, on remarquera que ¢ = ¢
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(G,0)
® O

x —>

X

@ @

Figure 5.2 — Exemple de construction, de gauche & droite, des graphes auxiliaires G’ et G” pour nos
réductions : & partir d’un graphe colorié (G, ¢) avec ensemble de couleurs C = { [, e, 0, X}, nous obtenons
le graphe intermédiaire G’ avec ensemble de sommets R’ U B’, & partir duquel nous obtenons le graphe G”
final avec ensemble de sommets R” U B”. Les arétes surlignées correspondent aux arétes ajoutées a chaque
étape de la construction.

Brute-force. Soit (G, ¢) une instance du probléeme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE. Notre algo-
rithme Brute-Force génere dans un premier temps ’ensemble U de tous les sommets dont la couleur
n’apparalt qu'une unique fois dans G. Cet ensemble U apparait nécessairement dans tout ensemble
tropical de G, donc dans toute solution au probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE. Puis pour
chaque sous-ensemble A C V — U de sommets, I'algorithme vérifie en temps polynomial si U U A est
un ensemble tropical connexe. Parmi ces solutions, ’algorithme retourne celle de plus petite taille.
Cet algorithme s’exécute en temps O* (2" 11(G)),

Arbre de Steiner. Le probléme d’ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE peut facilement étre réduit au
probléme ARBRE DE STEINER de la fagon suivante. Soit (G, ) une instance d’ENSEMBLE TROPICAL
CONNEXE. Nous construisons I'instance (G’,w, K) pour le probléeme ARBRE DE STEINER, ou G’ =
(R'U B, E') le graphe auxiliaire dont la construction a été décrite ci-dessus, et avec K = B’
Observons que |K| = |B’| = |C|. Nous définissons la fonction de pondération w comme suit :

o w(e) =n = |V| pour toute aréte e € E(G’) incidente & un sommet de B’

o w(e) = 1 sinon, c’est-a-dire w(e) = 1 pour toute aréte e = {u',v'} satisfaisant v',v" € R'.

Lemme 5.2. Le graphe colorié (G, ¢) admet un ensemble tropical conneze de taille k si et seulement
si (G',w, B") admet un arbre de Steiner de poids k' = k — 1+ |C|n.

Démonstration. Pour cette preuve, nous ne faisons pas de distinction entre un sommet v € V de G
et son sommet correspondant v’ € R’ dans G'.

Soit S un ensemble tropical connexe (G, ¢) avec |S| = k. S étant connexe, il admet en particulier au
moins un arbre couvrant dans G[S] = G'[S] constitué de k — 1 arétes. Soit A un tel arbre couvrant
pouvant étre choisi arbitrairement. Nous construisons un arbre de Steiner 7', dont I’ensemble d’arétes
F est initialement vide, pour Pinstance (G',w, B"). Dans un premier temps, nous sélectionnons les
k — 1 arétes de A que nous insérons dans E. Par construction, ces arétes sont toutes de poids 1.
Puis pour tout terminal i € B’, ot i € C est une couleur de o, nous ajoutons dans E une aréte
ei = {v,i} € E' : p(v) = i,v € S. Pour tout ¢ € C, une telle aréte existe nécessairement par
construction de G’ et puisque S est tropical dans G. De plus, les arétes ¢;,7 € C, vérifient toutes
w(e;) = n. Nous vérifions finalement que 1" est bien un arbre de Steiner pour (G’,w, B'), et qu’il

satisfait &' = w(T) =3 _cpw(e) =k — 1+ |C|n. )

Réciproquement, soit F ’ensemble d’arétes d’un arbre de Steiner T of (G',w, B') de poids k' =
k — 1+ |C|n, avec k < n. Nous construisons un ensemble S* C V tropical connexe de taille k. Par
construction, B’ est un ensemble stable dans G’. En conséquence, E contient pour chaque sommet

b € B’ une aréte incidente a b. E contient en conséquence au moins |B’| = |C| arétes de poids n.
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Puisque w(T') < (|C|+1)-n, nous pouvons déduire que E posséde exactement |C| arétes de poids n.
Soit S* C R’ = V l'ensemble des sommets de T — B’. Remarquons que le sous-graphe induit T[S ]
de T est un sous-graphe de G. Avec la remarque précédente, T [S*] contient de plus exactement
k — 1 arétes. Nous montrons que S* est tropical. Soit S I’ensemble des sommets de R’ incidents
aux arétes de poids n dans E. Avec R’ =V, par construction de G, et puisque T est un arbre de
Steiner avec ensemble de terminaux B’ = C, S C V est tropical dans G. Par construction, S C S*,
il vient que S* est tropical. Montrons que S* est connexe. Nous avons montré que chaque sommet
de B’ est incident & exactement une aréte de E. Avec la propriété qu’aucune aréte de E ne peut
relier deux sommets de B’ car B’ est un ensemble stable de G’, nous avons que les terminaux B’
sont des feuilles de T'. Le sous-graphe T — B’ =T [S*] de T est par conséquent un sous-abre de T,
ce qui implique que S* est connexe dans G. Finalement, G [S*] étant un arbre couvrant de S* dans
G avec k — 1 arétes, nous concluons que |S*| = k. O

Nous utilisons ’Algorithme de Nederlof [163] pour résoudre le probléme ARBRE DE STEINER en
temps O*(W2F). Avec le nombre de terminaux k& = |C|, et W = n, cette réduction conduit & un
algorithme pour résoudre ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE en temps O*(2/°).

Ensemble Dominant Rouge-Bleu Connexe. Le probléme d’ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE
peut étre réduit au probléme d’ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU CONNEXE de la maniére sui-
vante. Soit (G, ¢) une instance d’ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE. Nous construisons une instance
G” = (R”UB”,E”) d’ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU CONNEXE, ou G” est le graphe auxi-
liaire construit comme définit ci-dessus, R” est I’ensemble des sommets rouges et B” est I’ensemble
des sommets bleus.

Lemme 5.3. (G, ) admet un ensemble tropical conneze de taille k si et seulement si G” = (R” U
B” E”) admet un ensemble dominant rouge-bleu connexe de taille k' = k — I1(QG).

Démonstration. Pour cette preuve, nous ne faisons pas de distinction entre un sommet v € V de G
et son sommet correspondant v’ dans G”.

Soit S un ensemble tropical connexe de G de taille k. Soit U 'ensemble (peut-étre vide) des sommets
dont les couleurs apparaissent une unique fois dans G. Il est clair que U C S. Nous affirmons que
D* = S — U est un ensemble dominant rouge-bleu connexe de G”. Trivialement, D* C R” par
construction de G”. Montrons que D* est connexe dans G”. Par construction, By, ..., B, sont les
composantes connexes de G[U], et pour chaque i € {1,...,p}, I'ensemble connexe B; de G est
contracté en un sommet b; de G”. Puisque S est connexe dans G, D = (S —U) U {by,...,b,} est
connexe dans G”, puisque nous contractons des sous-ensembles connexes dans G. Maintenant en
supprimant {b1,...,b,} de D nous obtenons D*. Considérons son sous-graphe induit G”[D*| dans
G”. Par construction de G”, les voisins de chaque sommet b; sont des cliques dans G”. Supprimer
les sommets b; ne peut avoir pour effet de rendre D* non connexe. En conséquence, D* est connexe
dans G”. Finalement par construction, D* C R”, et N(D*) N B” contient tous les sommets ¢ € B”,
représentant les couleurs ¢ € C' de p apparaissant au moins deux fois dans G. Puisque S est connexe
dans G et que {by,b2,...,b,} C B” est un ensemble stable dans G”, alors chaque sommet de
{b1,b2,...,b,} admet un voisin dans D*, ce qui implique que D* est un ensemble dominant rouge-
bleu dans G”. En résumé, D* est un ensemble dominant rouge-bleu connexe de G” satisfaisant
D[ =S| = Ul =k = L(G) =K.

Réciproquement, soit D C R” un ensemble dominant rouge-bleu connexe de G” avec |D| = k' =
k—11(G). Par construction de G” et par propriété de D, pour tout i = 1,...,p: ’ensemble D contient
au moins un sommet de N (b;) N R” dans G”. En conséquence D UJ?_; B; est un ensemble connexe
dans G, ainsi que dans G. Rappelons que pour tout i, le sommet b; est obtenu par contraction



5.2. ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE 137

—Connected Red-Blue Dominating Set
Steiner Tree
1.8 - Brute-force algorithm

Figure 5.3 — Représentation par une courbe noire du temps d’exécution de 1’Algorithme du Théoréme 5.4.
L’axe des abscisses représente le ratio a pour lequel {1 (G) = a-n. L’axe des ordonnées représente la constante
¢ du temps d’exécution O*(c™) de notre algorithme en fonction de «. Les points a & ¢ correspondent respec-
tivement aux points d’abscisse o, = 0.23814, ap = % et a, = 0.42218.

des composantes connexes B;. De plus, remarquons que D U |J}_; B; est tropical puisqu’il contient
tous les sommets de G ayant une couleur qui apparait une unique fois dans G, et que D domine
B” —J!_| B;, i.e. D continent un sommet de chaque couleur apparaissant au moins deux fois.
Finalement D UUY_, B; est un ensemble tropical connexe de G de taille ' + [;(G) = k. O

L’Algorithme exact de Abu-Khzam et al. [1] résout le probléme ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-
BLEU CONNEXE en temps O*(1.36443"). Notre réduction conduit donc & un algorithme
pour résoudre le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE sur linstance (G,¢) en temps
0*(1.36443"+12(G)),

Balancement des Algorithmes. Nous décrivons finalement notre algorithme pour résoudre le

probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE sur les graphes en général. Nous appliquons la technique

de Balancement d’Algorithmes, en choisissant judicieusement les trois différents algorithmes décrits
ci-dessus selon leur temps d’exécution en fonction de /1 (G). Soit (G, ) une instance du probléeme

ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE, avec l1(G) = a - n, pour une certaine constante o € [Ril.

o Si I1(G) < 0.23814 - n, alors nous réduisons 'instance & une instance du probléme ARBRE DE
STEINER. Nous utilisons 1’Algorithme de Nederlof [163] sur U'instance (G',w, K). Dans ce cas,
notre algorithme pour résoudre le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE s’exécute en temps
O*(2/°1). Observons que dans ce cas, |C| = I1(G) +12(G) < 0.23814-n + =028l ., — 0.61907 - n.

o Si 0.23814 - n < 1;(G) < 0.42218 - n, alors nous réduisons l'instance a une instance du probléme
ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU CONNEXE. Nous utilisons I’Algorithme de Abu-Khzam
et al. [1] sur Pinstance G”. Notre algorithme s’exécute alors en temps O*(1.36443"+2(4)) pour
résoudre le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE sur l'instance originelle. Observons que
dans ce cas, n+ l2(G) < n+ % ‘n — % -11(G) < 1.38093 - n.

o Finalement, si 0.42218 - n < 1;(G), nous utilisons l'algorithme Brute-Force directement sur 'ins-
tance (G, ). Dans ce cas, notre algorithme s’exécute en temps O*(2" (%)) pour résoudre le
probléeme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE. Obsrvons de plus que n—[1(G) < (1 —0.42218) -n =
0.57782 - n.

Théoréme 5.4. Il y a un algortihme en temps O*(1.5359™) et espace polynomial pour résoudre le
probléme Ensemble Tropical Connexe.

Démonstration. L’espace polynomial utilisé vient du fait que notre algorithme balancé utilise pour
chaque routine différente un espace polynomial. La Figure 5.3 montre la variation du temps d’exécu-
tion O*(c") de l'algorithme en fonction de la valeur /;(G) = a-n de I'instance (G, ¢) considérée. [
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5.3 Tropicalité et Connexité sur les Arbres

5.3.1 Introduction

La version optimisation du probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE sur les arbres de hauteur
au plus trois est NP-difficile [8]. Nous avons montré en Sous-Section 5.2.2, que sous des hypotheses
communément admises de la THEORIE DE LA COMPLEXITE, il n’y a pas d’algorithme en temps
sous-exponentiel pour résoudre ce probléeme sur les arbres. Dans cette Section, nous présentons
des algorithmes de Branchement pour ce probleme. Dans un premier temps, nous proposons un
algorithme en temps optimal O*(3”/ 3) pour énumérer les ensembles connexes tropicaux minimaux
d’un arbre. Cet algorithme nous donne une borne supérieure pour le temps d’exécution d’un algo-
rithme de résolution du probléme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE sur les arbres. Pour le probleme
ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE restreint aux arbres, nous construisons un algorithme spécifique
qui s’exécute en temps O*(1.2721™). Le reste de cette Sous-Section est dédiée a la description des
notations utilisées et des instances de sous-problemes de nos problemes étudiés.

Notation. Nous référons a la Sous-Section 1.3.1 pour les notations usuelles sur les graphes, et a
la Sous-Section 1.3.3 pour toute terminologie propre aux arbres. Soit T' = (V, E) un arbre et soit
(T, ¢) une instance du probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE. Dans le reste de cette Section,
nous considérons T' enraciné de racine r € V. Pour un sommet v € V, on note T'(v) le sous-arbre
de T enraciné a v, et on note |T'(v)| le nombre de ses sommets. Pour un sommet v € (V'\ {r}), on
note p(v) le pére de v dans I'arbre enraciné T'. Finalement, pour un nceud interne v € V de T, on
note s1(v),...,s(v), k > 1, les fils de v dans T.

Instances et Sous-Problemes. Comme présenté dans la Sous-Section 1.5.2, un algorithme de

Branchement résout un sous-probléme en appliquant différentes regles de réduction et de branche-

ment. Soit une instance du probléeme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE composée d’un arbre enraciné

T = (V, E), d’une coloration ¢ de V', avec C ’ensemble des couleurs de ¢. Pour nos algorithmes

récursifs, les variables T', ¢ et C sont globales. Pour notre étude, une instance de sous-probléme est

une 3-partition (S, F, D) de V. Pour une instance (S, F, D), 'objectif est de déterminer un ensemble

tropical connexe S* de (T, ) qui satisfait {S C S*,S*N D =0,C’ = 0}, et qui soit respectivement

pour le probleme considéré minimal ou minimum, au sens de la Section 1.1. Nous appelerons un

tel ensemble S* une solution au sous-probléme (S, F, D). Une instance (S, F, D) est donc définie

comme suit.

o S est 'ensemble des sommets séléctionnés, c’est-a-dire les sommets qui ont déja été choisis pour
former un sous-ensemble de toute solution au sous-probleme.

o F est I'ensemble des sommets libres, c’est-a-dire qu’aucune décision n’a été prise a leur sujet
concernant leur appartenance a une solution.

o D est ’ensemble des sommets écartés, traduit de 'anglais discarded, c’est-a-dire les sommets qui
n’appartiennent a aucune solution au sous-probléme.

Nous verrons clairement que la construction de nos algorithmes implique qu’une instance (S, F, D)

satisfait toujours les propriétés suivantes :

(i) La racine r de T appartient a S

(ii) S et SU F sont des ensembles connexes de T

(iii) Pour tout v € D : tous les sommets de T'(v) appartiennent & D.

Finalement, pour une instance (S, F, D), on dénote 7" = T[S U F] le sous-arbre de T induit par

S UF, et on dénote C' C C' le sous-ensemble des couleurs de ¢ qui ne sont attribuées a aucun

sommet de S.
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Figure 5.4 — Description des Procédures basiques ADD et RMV pour nos algorithmes de Branchement de la
Section 5.3

Pour analyser le temps d’exécution de notre algorithme, nous mesurons la taille d’une instance de
sous-probléme par son nombre |F'| de sommets libres.

Procédures. Pour créer des sous-problémes a partir d’une instance (5, F, D), c’est-a-dire générer
des instances de sous-problémes de plus petite taille sur lesquelles nos algorithmes seront appliqués
récursivement, les régles de réduction et de branchement utiliseront les deux procédures basiques
suivantes, pour v € F.

ADD(v) : Ajouter dans S tous les sommets libres du chemin v ~» r de 7" qui relie v & la racine 7,
supprimer ces sommets de I, et supprimer de C’ toutes les couleurs rencontrées sur ce chemin.

RMV(v) Supprimer de F tous les sommets libres de T'(v), et les ajouter dans D.

Si notre algorithme utilise la procédure ADD(v), on dit que 1'on sélectionne le sommet v, et si notre
algorithme utilise la procédure RMV(v), on dit que l'on écarte ce sommet. Observons que sélectionner
un sommet libre v € F' (ADD(v)) implique de sélectionner également tous les sommets libres de v ~> 7.
En effet, si un sommet libre de v ~ r appartenait & D, soit donc si l'on écartait un tel sommet
libre, alors aucun super-ensemble de S U {v} ne serait connexe. Pour les mémes raisons, écarter un
sommet libre v € F' implique d’écarter tous les sommets rencontrés dans son sous-arbre enraciné
T'(v) = T(v) N F. Nous étendons ces procédures basiques ADD et RMV a tout sous-ensemble X C F
de sommets libres. Pour X C F, I'application d’une procédure ADD(X) ou d’une procédure RMV(X)
transforme 'instance (S, F, D) en une instance de sous-probléme (S, F’, D') de plus petite taille.
La Figure 5.4 décrit de maniere formelle ces procédures basiques. Finalement, si X = {z1,...,2p},
nous pourrons écrire plus facilement ADD(x1, ..., x,) et RMV(z1, ..., z,) en lieu et place respective de
ADD({z1,...,xp}) et RMV({z1,...,2p}). Observons que par leur définition, une somme d’application
quelconques des procédures ADD et RMV diminue toujours la taille d’un sous-probleme dans 'instance
résultante.

5.3.2 Algorithme d’Enumération

Nous décrivons un algorithme de Branchement pour ’énumération des ensembles tropicaux connexes
minimaux d’un arbre. Soit 7' = (V, E') un arbre, ¢ une coloration de V' et C' ’ensemble des couleurs
de ¢. Soit ¢ € C la couleur la moins représentée dans C. Alors pour tout v € V : ¢(v) = ¢,
nous enracinons 1" en v et nous appliquons I’Algorithme MTCS-Tree 5.1 avec pour instance initiale
(S, F,D) = ({v},V - {U}’Q))

Sans perte de généralité, nous restreignons notre analyse pour une racine quelconque r € V de T,
avec r € S* pour tout ensemble tropical connexe minimal S* de T



140 CHAPITRE 5. ALGORITHMES POUR D’AUTRES PROBLEMES DE GRAPHES

Théoréme 5.5. L’Algorithme MTCS-Tree 5.1 énumeére les Ensembles Tropicauxr Connexes Mini-
maux d’un arbre colorié en temps O*(S”/3). De plus, le temps d’exécution de cet algorithme est
optimal.

Algorithme MTCS-Tree(S, F, D)

Regles de Réduction.

RO.1. Si C’ = () : STOP, S est un ensemble tropical connexe minimal de T

RO0.2. Si FF = () : STOP, I'instance n’admet pas de solution.

R1. S’il existe v € F feuille de 7", telle que p(v) ¢ C’ : RMV(v).

R2. S’il existe v € F telle que p(v) € C’ et telle que pour tout u € F — {v}, ¢(v) # p(u) : ADD(v).

Régles de Branchement. Pour une regle de branchement, nous écrivons (O; || ... || O,) pour
exprimer le fait que 'algorithme créé p instances de sous-problemes. Le i-eme sous-probleme est
obtenu en appliquant sur U'instance (S, F, D) les opérations décrites dans l'ensemble O;.

B1 : S’il existe v € F feuille de T”, telle qu’il y ait au moins un nceud interne v € F de T’
satisfaisant ¢(v) = p(u) : ({ADD(u),RMV(v)} || RMV(w)) (2,2)

B2 : S’il existe v € F feuille de T, telle qu’il y ait k — 1 autres feuilles distinctes o, ..., 2 € F de
T’ satisfaisant p(v) = ... = ¢(x)). En posant 1 = v, et en notant X; = {x1,..., 2} — {x;} :
({ADD(v1), RMV(X 1)} || ... || {ADD(vy), RMV(X:)} || ... || {ADD(v), RMV(X,)})  (3,3,3)

Algorithme 5.1 — Algorithme de Branchement du Théoreme 5.5 pour I’énumération des Ensembles Tro-
picaux Connexes Minimaux.

Démonstration. Les régles de réduction de I’Algorithme MTCS-Tree constituent un sous-ensemble
des regles utilisées par I’Algorithme du Théoréme 5.6. Nous conservons donc la méme numérotation
de ces dernieres. Nous référons a la preuve du Théoréme 5.6 pour la validité des regles de réduction
de I’Algorithme MTCS-Tree.

Les régles de branchement B1 et B2 sont correctes. En effet, dans la premiére branche de B1, le fait
d’écarter v apres avoir sélectionné u est justifié par la regle de réduction R1. Le fait d’écarter X;
dans la i-éme branche de B2 aprés avoir sélectionné x; se justifie pareillement.

Dans un arbre 7', un ensemble tropical connexe S* est minimal si et seulement si pour tout z € X :
S* —{x} n’est pas tropical, o X est ’ensemble des feuilles de T'[S*]. Nous justifions qu’a l'issue de
la reégle RO.1, 'ensemble S retourné par 'algorithme est minimal. Pour voir cela, il faut observer
que par la regle R1, lalgorithme sélectionne un sommet v € F' pour l'ajouter a S et transformer
l'instance (S, F, D) en une instance (S’, F’, D), S C S’, & 'unique condition que sa couleur p(v)
ne soit pas encore représentée dans S. De plus, observons que le sommet v sélectionné constitue
toujours une feuille dans T'[S’]. Les autres sommets de v ~» r, par application de la procédure
ADD(v), ne représentent pas des feuilles de 7”7 mais sont ajoutés dans S car ils sont nécessaires a
la condition de connexité de S. Ainsi, on montre par récurrence que si pour Uinstance (S, F, D), S
est un ensemble tropical connexe minimal pour I’ensemble de couleurs C' — C’, alors pour 'instance
(S’, F', D) : S" est un ensemble tropical connexe minimal pour ’ensemble de couleurs C'—C’+¢(v).

Nous rappelons que pour notre analyse, la taille d’'un sous-probleme est donnée par le nombre de
sommets libres de l'instance considérée. Par définition et application des procédures ADD et RMV, les
régles de réduction de I’Algorithme MTCS-Tree n’augmentent jamais la taille des sous-problémes.
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Nous analysons le nombre de branchement des regles de réduction. Le nombre de branchement de
la régle B1 est donné par a3 = t(d(u,S) + [T (v)|, |T'(u)|) < 7(2,2). Le nombre de branchement

de la régle B2 est donné par ag = maxgen,,{T(k,...,k)}, ot k apparait k fois dans le vecteur
de branchement. Par définition, ay est le maximum parmi les racines des polynémes Pi(X) =
1-Y% X% =1-k- X% Les racines de ces polynémes sont de la forme a(k) = Ek'/*. Le

maximum pour k € N>o parmi ces racines est atteint pour as = a(3) = 31/3. Le temps d’exécution
de I’Algorithme MTCS-Tree est donc de la forme O*(c"), ot ¢ = max {a1, a2} = as. L’Algorithme
MTCS-Tree s’exécute donc en temps O*(3"/3).

Nous montrons finalement que le temps d’exécution de I’Algorithme MTCS-Tree est optimal. Dans
ce but, nous construisons une famille infinie d’arbres coloriés, en fait des étoiles coloriées, dont
le nombre d’ensembles tropicaux connexes minimums est 3("~9/3 ¢ < 1. Soit T une étoile avec
n = 3k + 1 sommets, x le centre de 'étoile, et {v; , 0 < i < 3k — 1} les feuilles de T. Nous
définissons la coloration ¢ par c¢(z) =k et V0 <i<k—1:c(vs) = c(vsiy1) = c(vsit2) = i. Nous
observons que par cette construction, un ensemble tropical minimum doit contenir x, ainsi que pour
tout 0 <4 < k — 1, un unique sommet de couleur i. Ainsi, il y a trois possibilités pour un ensemble
tropical connexe minimum de représenter la couleur i. Le nombre d’ensembles tropicaux connexes
minimums dans ces étoiles est donc 3("~1)/3, Bien entendu, ce résultat montre qu’il existe une famille
infinie d’étoiles coloriées qui admettent 6(3”/ 3) ensembles tropicaux connexes minimaux, puisque
tout ensemble tropical connexe minimum est en particulier minimal. ]

5.3.3 Algorithme d’Optimisation

Nous décrivons un algorithme de Branchement pour résoudre la version optimisation du probléme
ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE sur les arbres. Soit T = (V, E) un arbre, ¢ une coloration de V'
et C I'ensemble des couleurs de ¢. Soit ¢ € C' la couleur la moins représentée dans C. Alors pour
tout v € V : p(v) = ¢, nous enracinons T en v et nous appliquons 1’Algorithme TCS-Tree de la
Figure 5.2 avec pour instance initiale (S, F, D) = ({v},V — {v},0). Un ensemble tropical connexe
minimum de U'instance (7, ¢) est la plus petite taille d’'un ensemble S solution de ({v}, V — {v},0)
retournée par 'algorithme, sur tous les sommets v racines de T' considérés.

Sans perte de généralité, nous restreignons notre analyse pour une racine quelconque r € V de
T, avec r € S* pour tout ensemble tropical connexe minimum S* de 7. Cette Sous-Section est
consacrée a montrer le Théoreme 5.6 suivant :

Théoréme 5.6. L’Algorithme TCS-Tree de la Figure 5.2 calcule un ensemble tropical conneze
minimum d’un arbre colorié en temps O*(1.2721™).

Lemme 5.7. Les régles de réduction de l'algorithme TCS-Tree sont correctes.

Démonstration. Soit (S, F, D) une instance de sous-probléme. On note S* une solution de (S, F, D).
Ainsi S* C V est un ensemble tropical connexe satisfaisant S C S*, DNS* = (), et de taille minimum
parmi tous ces censembles.

RO.1. Soit C’ = (). Par définition et construction des instances, G[S] est connexe, et puisque C' = ),
S est tropical. S est donc un ensemble connexe tropical de T et S est une solution de (S, F, D).
RO.2. Soit C" # () et F = (). Par définition et construction des instances, G[S] est un ensemble
connexe de T. Cependant, puisque C’ # (), alors S n’est pas tropical. Puisque S ne peut étre
augmenté d’un sommet libre, (S, F, D) n’admet pas de solution.

R1. Soit v € F une feuille libre de 7" = T[S U F] telle que ¢(v) ¢ C’. Soit v’ € S avec p(v) = ¢(v').
Supposons que S* soit une solution de (S, F, D), et supposons v € S*. Puisque S C S* et v/ € S,



142 CHAPITRE 5. ALGORITHMES POUR D’AUTRES PROBLEMES DE GRAPHES

nous avons également v’ € S*. Toutefois, S* \ {v} est tropical et connexe. En conséquence, S* n’est
pas une solution de (S, F, D) car non minimal, une contradiction. Nous pouvons donc écarter v et
appliquer RMV(v).

R2. Soit v € F 'unique sommet libre de F' de couleur ¢(v) € C’. Toute solution S* de (S, F, D)
doit contenir v pour étre tropicale. Nous pouvons donc appliquer ADD(v).

R3. Soit v € F une feuille libre de 77 = T[S U FJ, et soit u € F — {v} tel que p(u) = ¢(v) et
d(u,S) = 1. Supposons que v € S*, pour une certaine solution S* de (S, F, D). Si S* contient wu,
alors S* n’est pas minimum, puisque S* — {v} est tropical et connexe. Si S* ne contient pas u, alors
(S*—{v})U{u} est tropical et connexe également. En conséquence, s’il existe une solution contenant
v, il existe de méme une solution ne contenant pas v. Nous pouvons donc appliquer RMV(v).

RA4. Soit v € F une feuille libre de T et soit u € F — {v} vérifiant ¢(u) = p(v) et d(u,v ~ r) < 1.
Soit S* une solution contenant v. Si u € v ~» r, alors S* \ {v} est connexe et tropical, et donc
S* n’est pas une solution, ce qui est une contradiction. Si u ¢ v ~~ r, alors il existe z € v ~ r,
x # v, tel que {x,u} € E. De plus, puisque S* est connexe, v € S* implique que =z € S*. Alors
(S* — {v}) U {u} est tropical et connexe. Il y a donc une solution qui ne contient pas v, et nous
pouvons appliquer RMV(v).

R5. Soit © € F un nceud libre de T’ et soit v une feuille sélectionnée de T’, v € S, et avec
o(u) = ¢(v). Soit S* une solution de (S, F, D) contenant un sommet z € T’(u). Observons que
uw €z~ 7. A présent, r,x € S* et S* est connexe implique que u € S*. Clairement, v € S implique
que v € S*. En réunissant tous les arguments ensembles avec u € S*, nous obtenons S* — {v} est
tropical et connexe, ce qui contredit v € S. Par conséquent, u ¢ S* et nous pouvons appliquer
RMV (u).

R6. Lorsque cette régle s’applique, alors tout sous-ensemble de feuilles libres de T”, et de couleur
deux a deux distinctes, peut étre ajouté a S pour obtenir une solution S*. Nous pouvons sélectionner
une feuille quelconque de T pour I'ajouter a S. O

Lemme 5.8. Les régles de branchement de I’Algorithme TCS-Tree sont correctes.

Démonstration. Nous commencgons par des commentaires généraux concernant les régles de bran-
chement de I’algorithme. Les regles B1, B2 et B3 effectuent une analyse de cas qui couvre toutes les
possibilités pour lesquelles il existe un sommet libre v € F' satisfaisant d(v,S) > 2. Si aucun de ces
cas ne peut étre appliqué, alors tous les sommets libres sont voisins a des sommets de S, et dans ce
cas les regles de réduction s’appliquent. Considérons maintenant les neufs regles de branchement.
Chacun d’elles soit sélectionne un sommet libre x ou alors I’écarte. En conséquence une branche de
la régle est obenue par 'application de la procédure ADD et ’autre est obtenue par 'application de la
procédure RMV. Une telle regle est toujours correcte. Consécutivement, dans les branches de la regle
sont appliquées lorsque c¢’est possible certaines régles de réductions. Cela garantit la validité d’une
regle de branchement. Nous discutons en détail ’application successive des regles de réductions aux
branches des regles de branchement.

B1l.a. Dans la premiere branche, écarter v’ et v” de F apres avoir ajouté v a S est justifié par la
regle de réduction R5.

B1.b. Dans la premiére branche, apres avoir ajouté p(v) a S, la distance de v a S devient 1. Par
conséquent, supprimer v’ apreés avoir sélectionné p(v) est justifié par la régle de réduction R3.
B1l.c. Dans la premiere branche, écarter v’ de F' consécutivement & la sélection de v dans S est
justifié par la regle de réduction R5. Dans la deuxiéme branche, écarter v de F' a pour conséquence
que v’ devient I'unique sommet libre représentant de sa couleur. En conséquence, sélectionner v’
apres avoir écarté v de F' est justifié par la regle de réduction R2.
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B2.a. Dans la premieére branche, apres avoir ajouté p(v) a S, la distance de v a S devient 1. Par
conséquent, supprimer v’ et v aprés avoir sélectionné p(v) est justifié par la regle de réduction R3.
B2.b. Dans la premiére branche, écarter v’ et v” de F apres avoir sélectionné v dans S est justifié
par la régle de réduction R5.

B2.c. Dans la premiere branche, apres avoir ajouté v” & S, la couleur de v et v' n’apparaissent plus
dans C’. En conséquence, écarter v et v’ de F' aprés avoir ajouté v” & S est justifié par la régle de
réduction R1.

B2.d. Dans la premiére branche, écarter v’ de F' aprés avoir ajouté v a S est justifié par la regle
de réduction R5. Dans la deuxiéme branche, v’ devient 'unique sommet libre représentant de sa
couleur aprés avoir écarté v de F. Par conséquent, sélectionner v’ dans S apres avoir écarté v de F
est justifié par la régle de réduction R2.

B3.a Dans la premiere branche, observons dans un premier temps que vy, ..., v, sont des feuilles
de T puisque la régle de réduction R3 ne s’est pas appliquée pour écarter v. De plus, observons
qu’apres avoir ajouté p(v) a S, la distance de v & S devient 1. Ainsi, écarter vy, ..., v; de F apres
avoir sélectionner p(v) dans S est justifié par la régle de réduction R3. De plus, apres avoir écarté
v1,...,V; de F, v devient I'unique représentant libre de sa couleur, il faut donc le sélectionner dans
S, justifié par la regle de réduction R2.

B3.b. Les opérations successives de la premieére branche sont justifiées de maniere similaire a la
premiére branche de la régle B3.a. Dans la deuxiéme branche, observons qu’écarter p(v) de F' écarte
également v de F, et alors v/ devient I'unique représentant libre de sa couleur. En conséquence,
sélectionner v’ dans S est justifié par la régle de réduction R2. O

Théoréeme 5.6. L’Algorithme TCS-Tree de la Figure 5.2 calcule un ensemble tropical conneze
minimum d’un arbre colorié en temps O*(1.2721™).

Démonstration. Soit ¢ € C est la couleur la moins représentée dans C. Alors pour tout v € V :
©(v) = ¢, nous enracinons 7" en v et nous appliquons 'algorithme TCS-Tree de la Figure 5.2 avec
pour instance initiale ({v}, V—{v},#). Pour chaque exécution de I’algorithme, et pour chaque S C V
renvoyé par la regle RO. 1, nous conservons celui de plus petite taille possible. Les Lemmes 5.7 et 5.8
montrent la validité de notre algorithme. Nous analysons le temps d’exécution de I’Algorithme T CS-
Tree. Rappelons que nous mesurons la taille d’un sous-probléme par le nombre |F'| de sommets libres
que contient son instance (.5, F, D).

Commencons par quelques commentaires généraux concernant ’analyse de notre algorithme. Typi-
quement, nos arguments sont les suivants. Lorsque la procédure ADD(z) est appliquée, nous déplagons
d(x,S) sommets de F' a S, ce qui a pour effet de décroitre le nombre de sommets libres par d(z, S).
Lorsque la procédure RMV(x) est appliquée, tous les sommets qui appartiennent au sous-arbre T"(z)
de T" enraciné & x sont déplacés de I vers D. Cette opération a donc pour effet de diminuer la me-
sure de l'instance courante par |T”(x)|. Observons que l'opération RMV(z) implique une diminution
du nombre de sommets libres par au moins 2 si z est un noeud interne de 7”. De plus, observons
que lorsque une regle de branchement est appliquée, donc lorsque toutes les regles de réduction ont
échouées a étre appliquées, alors toutes les feuilles libres v € F de T” vérifient d(v, S) > 2. Nous
analysons a présent toutes les regles de réduction de notre algorithme.

Pour déterminer le nombre de branchement de la régle B1.a, nous distinguons deux cas. Premier
cas : v € T'(v') (ou pareillement v' € T'(v”)), alors le nombre de branchement est t(d(v,S) +
'T"(v")], |T"(v)|). En observant que |T"(v')| > 3 puisque v” est un nceud interne de 7", le nombre
de branchement est alors t(7,1). Premier cas : le nombre de branchement est t(d(v, S) + |T'(v")| +
T ()|, |T"(v)]) < ©(8,1). Le nombre de branchement de la régle est alors le plus grand des deux,
c’est-a-dire pour le premier cas 7(7,1) < 1.2555.
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La régle B1.b a un nombre de branchement t(d(p(v), S) + |T"(V)], |T"(p(v))]) < t(4,2) < 1.2721.
La régle B1.c a un nombre de branchement t(d(v, S)+|T"(V')|, |T'(v)|+d(v', S)) < 1(6,3) < 1.1740.
Observons que d(v', S) > 2 puisque la régle de réduction R3 ne s’est pas appliquée.

La régle B2.a a un nombre de branchement t(d(p(v), S) 4+ |T"(v")| 4+ |T"(v")|,|T" (p(v))]) < t(4,2) <
1.2721.

La regle B2.b a un nombre de branchement t(d(v, S)+|T"(v")|+|T"(v")|,|T"(v)|) < 7(7,1) < 1.2555.
Observons que d(v', S) > 2 et d(v”,S) > 2 puisque la régle R3 ne s’est pas appliquée. De plus, aucune
feuille libre de T” ne peut étre & distance au 4 ou plus de S, autrement la régle B1 se serait appliquée.
Par conséquent, puisque v' et v” sont des nceuds internes, il vient que ni v’ ne peut appartenir a
T'(v"), ni v" ne peut appartenir a T"(v).

La reégle B2.c a un nombre de branchement t(d(v”,S) + |T"(v)| + [T (V")], |T"(v")]). Observons que
d(v"”,8) > 2 puisque la régle R3 ne s’est pas appliquée. Par conséquent, le nombre de branchement
de la régle est au plus t(4,2) < 1.2721.

La régle B2.d a un nombre de branchement t(d(v, S)+|T"(v')|, |T" (v)|+d(v', S)) < t(4,3) < 1.2208.
Rappelons que d(v',S) > 2 puisque la régle R3 ne s’est pas appliquée.

La régle B3.a a un nombre de branchement t(d(p(v),S) + 1+ |T'(v1)| + ...+ [T"(vk)|, T'(p(v))]) <
T(4,2) < 1.2721.

La régle B3.b a un nombre de branchement t(d(p(v), S)+1-+|T" ()|, | T’ (p(v))|+d(v', S)) < t(3,4) <
1.2208.

Notre analyse montre que le plus grand nombre de branchement parmi les régles de branchement
est 1(2,4) < 1.2721. Par conséquent, puisque nous exécutons I’Algorithme TCS-Tree au plus n
fois, notre algorithme pour résoudre le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE sur les arbres
s’exécute en temps O*(1.2721"). O

5.4 Domination Romaine Faible

5.4.1 Introduction

De nombreuses variantes du probleme d’ENSEMBLE DOMINANT ont été introduites et longuement
étudiées autant d’un point de vue structurel qu’algorithmique. Il y a des centaines de références sur
la domination dans les graphes et ses variantes, et de nombreux livres et études bien connus y sont
entierement consacrés [111]. Une de ces variantes appelée DOMINATION ROMAINE a été introduite
en [45] et a été motivée par les articles de Stewart [179] et de ReVelle et Rosing [167]. En général,
I'objectif est de protéger un ensembles de stations (sommets du graphe) en utilisant le plus petit
nombre possible de légions romaines (& placer sur ces stations). Motivée par un décret de 'Empereur
Constantin le Grand au cours du IVe siecle ap. J.-C., la DOMINATION ROMAINE utilise les regles
suivantes pour protéger un graphe. Un sommet peut se protéger lui-méme s’il dispose d’une 1égion,
et protege tous ses voisins s’il dispose de deux légions, car Constantin décréta que deux légions
devaient étre positionnées avant qu’une ne puisse se mouvoir vers une destination adjacente pour le
défendre. Le probléme DOMINATION ROMAINE demande de minimiser le nombre de légions utilisées
pour défendre tous les sommets.

De nombreux articles ont été publiés autour de ce probléeme, qui a été étudié sous différents points de
vue [32, 35, 44, 78, 144, 147, 191]. En particulier, ce probleme est NP-difficile et a en conséquence été
abordé d’un point de vue ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONENTIELLE. Le premier algorithme non
trivial avait un temps d’exécution de O*(1.6183") et utilisait un espace polynomial [142]. Ce résultat
a été récemment amélioré en temps O*(1.5673™) [183], et peut encore ’étre en temps O*(1.5014™)
au prix d’un colit en espace exponentiel [183]. Le probleme de DOMINATION ROMAINE peut étre
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mis en relation avec différentes autres variantes de defense-like domination, telles que DOMINATION
SECURISEE [43, 44, 102], ou DOMINATION EXTERNE [99, 100].

Dans cette Section, nous nous concentrons sur une autre variante probléme de DOMINATION RoO-
MAINE. En 2003, Henning et al. [112] ont considéré I'idée suivante : une station ¢ peut également étre
protégée si une des stations voisines possede une légion qui peut se mouvoir jusqu’a t sans que cela
ne remette en cause la protection de ’ensemble des stations (ensemble de sommets). Cette variante
ajoute une certaine forme de dynamisme au probléme et introduit le probleme de DOMINATION
ROMAINE FAIBLE.

Domination Romaine Faible. Etant donné un graphe non orienté G' = (V, E), nous souhaitons
trouver une fonction wrd-fonction (weak roman domination function) de poids minimum, c’est-a-
dire une fonction f : V — {0, 1,2} telle que tout sommet v € V soit défendu (c’est-a-dire il existe
un voisin u de v, avec la possibilité que u = v, tel que f(u) > 1) et pour tout sommet v € V avec
f(v) = 01l existe un voisin u de v tel que f(u) > 1 et la fonction f,—,, définie par :

1 siz=wv
fusv(@) =2 flu)—1 siz=u
f(x) six ¢ {u,v}

ne contienne aucun sommet non défendu.
Le poids d'une wrd-fonction f est défini par cost(f) = > ,cy f(v).

DOMINATION ROMAINE FAIBLE

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: Un graphe G = (V,E)

Sortie : Déterminer une wrd-fonction f de G de poids minimum

L’algorithme trivial d’énumération s’exécute en temps O*(3™) et espace polynomial et est le meilleur
connu pour ce probleme jusqu’a présent. Nous améliorons cette borne du temps d’exécution en pro-
duisant deux algorithmes plus rapides que ’algorithme trivial d’énumération. Nous montrons dans
un premier temps que le probléme peut étre résolu en temps O*(2") avec espace exponentiel. Puis
nous construisons dans un deuxiéme temps un algorithme en temps O*(2.2279™) avec espace polyno-
mial. Nos résultats sont reliés aux propriétés structurelles d’une wrd-fonction. Nous aurons besoin
de plus du meilleur algorithme avec espace polynomial pour le probleme ENSEMBLE DOMINANT
ROUGE-BLEU. &

Le probleme DOMINATION ROMAINE FAIBLE se présente comme une variante du probleme de do-
mination. Dans le probleme classique ENSEMBLE DOMINANT, on se donne un graphe non orienté
G = (V,E), et on cherche un ensemble dominant S, i.e. tout sommet v € V soit appartient a S
soit a un voisin dans .S, de taille minimum. Le probléme ENSEMBLE DOMINANT est un des célébres
problemes NP-difficiles [94], et a retenu beaucoup d’attention au cours de la derniere décennie.
En particulier, I’algorithme d’énumération trivial en temps O*(2") a été amélioré par toute une
série d’articles [85, 119, 184]. Les meilleurs algorithmes de résolution connus actuellement pour
ce probleme s’exécutent respectivement en temps O*(1.4864™) et espace polynomial, et en temps
O*(1.4689™) et espace exponentiel [119].
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(a) (b)

Figure 5.5 — (a) Un graphe G = (V, E), et une wrd-fonction ou chaque légion est représentée par une croix.
Tous les sommets sont défendus-sécurisés. Le sommet noir (b) est défendu-sécurisé (on peut y déplacer une
légion sans créer de sommet non défendu), les sommets gris sont non défendus-sécurisés (tout mouvement
créé un sommet non défendu) et les sommets représentés par un cercle sont faiblement défendus.

5.4.2 Propriétés Structurelles
Légions et wrd-Fonctions.

Une fonction f: V — {0, 1,2} est appelée une fonction légion. Etant donnée f, un sommet v € V
est dit securisé si f(v) > 1, et non sécurisé sinon. De la méme maniére, un sommet v € V est
dit défendu s’il existe u € N[v] tel que f(u) > 1. Sinon, v est dit non défendu. La fonction f est
une wrd-fonction, ou fonction de domination romaine faible, si f n’engendre pas de sommet non
défendu, et pour tout sommet v € V' non sécurisé il existe un sommet sécurisé u € N(v) tel que la
fonction légion f,_,,, obtenue a partir de f en ayant déplacé une légion de u vers v, n’admet pas de
sommet non défendu (voir Figure 5.5 (a)).

Soit une fonction légion f, nous dénotons respectivement Vfl et Vf2 les ensembles {v € V' : f(v) =1}
et {v eV : f(v) =2}, et nous définissons son ensemble induit par Vy = Vfl U VfQ. Le poids de f est
alors défini par cost(f) = > ,cy f(v) = |Vfl| + 2|Vf2|. Observons que lorsque f est une wrd-fonction,
I'ensemble V est un ensemble dominant (non nécessairement minimal) de G.

Sommets défendus-sécurisés.

Nous distinguons deux types de sommmets défendus. Soient v € V un sommet et f une fonction

légion. On dit que v est défendu-sécurisé par f si une des propriétés suivantes est satisfaite :

o v est sécurisé (i.e. f(v) = 1).

o il existe un voisin u de v tel que f(u) = 2.

¢ il existe un voisin u de v tel que f(u) =1 et les sommets non défendus par f,,, sont les mémes
que les sommets non défendus par f, i.e., f,_, ne créé par de nouveau sommet non défendu.

Dans le cas contraire, on dit que v est non défendu-sécurisé. Notons qu'une fonction légion f est

une wrd-fonction si et seulement si tous les sommets v € V' sont défendus-sécurisés par f.

Observons que pour chaque sommet non défendu-sécurisé v, nous avons f(v) =0, f(u) = 1 pour
chaque voisin sécurisé u de v et la fonction légion f,_,, définie précédemment contient (entre autres)
un sommet non défendu w € N(u) pour tout tel voisin w. Dans la suite, nous nous référons a w
comme faiblement défendu par u, faiblement défendu a cause de v, ou simplement faiblement défendu
lorsque le contexte est clair. Observons qu’un sommet faiblement défendu possede exactement un
voisin sécurisé. Ces notions sont illustrées dans la Figure 5.5 (b).
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Dans cette section, nous montrons plusieurs propriétés structurelles importantes d’une wrd-fonction
qui seront utilisées par nos algorithmes.

Etant donné un graphe G = (V, E) et un sous-ensemble de sommets V' C V| on définit une fonction
légion V' comme la fonction indicatrice du sous-ensemble V' :

/ 1 sizeV’
XV(fU)Z{

0 sinon.

Lemme 5.9. Soient G = (V, E) un graphe, f une wrd-fonction de G de poids minimum, et Vy son
ensemble induit. Alors Vf2 est un ensemble dominant minimum des sommets non défendus-sécurisés

par va .

Démonstration. Soit u € V —V un sommet non défendu-sécurisé par x"7. Rappelons que u est non

défendu-sécurisé par x"7 si pour tout u’ € Ny, (u) la fonction légion XZ/f _,,, contient un sommet non
défendu. Ainsi, pour tout sommet u’ € Nvf(u)7 il existe un sommet u” faiblement défendu & cause
de u. En particulier, cela signifie que {u/,u"} € E et {u,u”} ¢ E. Nous montrons le Lemme 5.9 &
travers les affirmations ci-dessous.

Propriété 5.10. Vf2 est un ensemble dominant des sommets non défendus-sécurisés par xVr .

Démonstration. Supposons par contradiction qu’il existe un sommet v € V — Vy non défendu-
sécurisé par x"7 tel que Nvfz (u) = 0. Soit v” un sommet faiblement défendu & cause de u, et soit v’
le voisin commun de u et u” dans Vy. Rappelons que N (u”) NV = {u'}, sans quoi u” serait défendu
par XZ/f .- De plus, nous savons par hypotheése que f(u') = 1. Ainsi, le sommet u” est non-défendu

par Xx,f _,.» ce qui contredit le fait que f est une wrd-fonction. O

Propriété 5.11. sz est un ensemble dominant minimal des sommets non défendus-sécurisés par
X'

Démonstration. Supposons par contradiction qu’il existe u € Vf2 tel que Vf2 — {u} est un ensemble
dominant des sommets non défendus-sécurisés par x'*. Nous affirmons que la fonction légion f,
définie par :

lsiz=u

f(v) sinon

fu(z) = {

est une wrd-fonction. Pour voir cela, nous observons que puisque Vf2 —{u} est un ensemble dominant
des sommets non défendus-sécurisés par x'7, tout sommet de Ny _v,(u) est défendu-sécurisé par
fu. Il vient que f, est une wrd-fonction avec cost(f,) < cost(f), une contradiction. O

Pour achever notre preuve du Lemme 5.9, nous déduisons du fait que f est une wrd-fonction de
poids minimum, et des affirmations 5.10 et 5.11 que VfQ est un ensemble dominant minimum des

sommets non défendus-sécurisés par x'7. O

Nous concluons cette Sous-Section en montrant que, étant donné un ensemble dominant V'’ d’un
graphe G = (V, E), une wrd-fonction peut étre obtenue en calculant un ensemble dominant de
I'ensemble D de tous les sommets non défendus-sécurisés par y¥' .
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Lemme 5.12. Soit V! C V un ensemble dominant du graphe G = (V, E), et soit S un ensemble
dominant des sommets D non défendus-sécurisés par X" . Alors la fonction f : V — {0,1,2} définie
par
2 size(V'NS)
flx)=< 1 size(V'US)—(V'NS)
0 stnon

est une wrd-fonction.

Démonstration. Soit S un ensemble dominant de D in G. Observons dans un premier temps que
puisque Vy = V' U S, et puisque V' est un ensemble dominant, alors il en est de méme de V5.
Nous montrons maintenant que 1’ensemble D’ des sommets non défendus-sécurisés par f est vide.
Observons que puisque V' C V¢, nous avons D' cD-5s. Supposons par contradiction que D # ),
et soit z € D'. Nous distinguons deux cas :

(i) Si N(z) n (V' N S) # 0 alors x a un voisin de f-value 2, et donc z est défendu-sécurisé,
contredisant le choix de x.

(ii) Sinon, par définition de V' et S, x a un voisin y € S qui n’appartient pas a V’. Nous affirmons
que la fonction légion f,_, ne peut contenir aucun sommet non défendu. En effet, puisque
y n’appartient pas & I’ensemble dominant originel V’, tous les sommets sont défendus par V'
dans f,, (rappelons que tout sommet v de V' satisfait f(v) > 1).

Ces deux cas impliquent que D est vide, et donc f est une wrd-fonction. O

5.4.3 Algorithmes Exacts

Nous décrivons a présent nos algorithmes exacts exponentiels pour résoudre le probleme DOMINA-
TION ROMAINE FAIBLE. Notons que ce probléme peut trivialement étre résolu en temps O*(3") en
énumérant toutes les 3-partitions des sommets possibles, ce qui constitue la meilleure borne de temps
d’exécution connue jusqu’a présent. Nous présentons premiérement un algorithme en temps O*(2")
et espace exponentiel, et deuxiemement un algorithme en temps O*(2.2279™) et espace polynomial.

En Espace Exponentiel

Nous montrons qu'une wrd-fonction de poids minimum peut étre calculée en temps O*(2") et
espace exponentiel. En s’appuyant sur le Lemme 5.9, une wrd-fonction f de poids minimum peut
étre obtenue en devinant d’abord son ensemble induit V; et en calculant ensuite un ensemble
dominant minimum Vf2 C V; des sommets non défendus-sécurisés par x". Déterminer un tel
ensemble sz est effectué par une étape de Pré-Traitement elle-méme réalisée par Programmation
Dynamique Classique inspirée par celle donnée en [143]. Cette étape de pré-traitement requiert un
espace exponentiel, qui sera par la suite réduit en espace polynomial. Cependant, au lieu de garantir
que Vf2 C V;, Iétape de pré-traitement construit un ensemble dominant de poids minimum Vf2 des
sommets non défendus-sécurisés par x"7 sans contrainte, 4.e. on s’autorise VJ? C V. Nous montrons
dans le Lemme 5.13 la validité de cette approche. Décrivons dans un premier temps cette étape de
pré-traitement ; la preuve de celle-ci est établie apres la description de I'algorithme principal.

Soit G = (V, E) un graphe du probléme DOMINATION ROMAINE FAIBLE, et soit V' = {v1,va, ..., v, }.
Pour chaque sous-ensemble X C V' nous débutons par calculer un ensemble dominant minimum Y
de X dans G, i.e. un sous-ensemble Y C V tel que X C N[Y]. Ceci est réalisé par programmation
dynamique : pour chaque sous-ensemble X et chaque entier k£ (1 < k < n), DS[X, k] dénote un
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Algorithme 5.3: Etape de pré-traitement de I’algorithme.
for k=0 to n do

[y

2 | DS[0,k] = 0;
3 foreach X C V s.t. | X| >1do
s | DS[X,0] = {oo};

// L’ensemble {co} est une sentinelle utilisée pour établir la non-existence d’un
ensemble Y qui domine un ensemble non-vide X; sa cardinalité est définie a

.

5 foreach X C V dans l'ordre croissant de leur taille do
6 for k=1tondo

DS[X, k] = un ensemble de taille minimum choisi parmi
"] DS[X,k —1] et {vg} UDS[X — Nuvg], k — 1].
ensemble dominant minimum Yy de X tel que Yy C {v1,v9,..., v}, s’il existe. L’algorithme 5.3

calcule une table de correspondance DS par programmation dynamique.

Algorithme Principal. Les étapes essentielles de notre algorithme exact sont décrite dans 1’Al-
gorithme 5.4. Pour chaque sous-ensemble V' C V, nous vérifions d’abord si XV/ est (déja) une
wrd-fonction, i.e., si ’ensemble D des sommets non défendus-sécurisés par XV/ est vide. Si ce n’est
pas le cas, nous devons calculer I’ensemble Vf2. L’étape de pré-traitement garantit que S = DS[D, n]
est un ensemble dominant minimum de D. Si S est un sous-ensemble de V', alors une wrd-fonction
f peut étre calculée par le Lemme 5.12; sinon le Lemme 5.13 garantit qu’il n’existe pas d’autre
ensemble induit V", qui soit mieux que V’.

Lemme 5.13. Soit V] C V un ensemble dominant du graphe G = (V, E) et soit S1 un ensemble
dominant minimum de Uensemble D1 de tous les sommets non défendus-sécurisés par x"1. Sup-
posons que S1 € V{. Alors il existe un super-ensemble Vi D V| tel que pour n’importe quel en-
semble dominant minimum So de Dy des sommets non défendus-sécurisés par XV2, nous avons
cost(f2) < cost(f1), ou fi (i € {1,2}) est une fonction légion définie par :

2 size (VNS
fz(.l‘) = 1 six e (VLI U Sl) — (‘/l, N SZ)
0 sinon

Démonstration. Supposons qu'’il existe trois ensembles V{, S1 et D; comme stipulé dans le lemme
et supposons que S; € V/. Soit V4 = V/ U Sl Pulsque Sy ¢ V/, il vient V§ D V/. Soit D, 'ensemble
des sommets non défendus-sécurisés par y'z. Observons que Dy C Dy, puisque Vi C VJ. Par
le Lemme 5.12, nous savons qu’une fonction leglon f1 est en fait une wrd-fonction. Ainsi, par le
Lemme 5.9, nous avons également que (VN S1) est un ensemble dominant de Dy, et donc de Ds.

Dénotons S un ensemble dominant minimum de Do. Alors |Sy| < [V NS;|. Considérons maintenant
une fonction légion fa comme définie dans le lemme. Par le Lemme 5.12, nous savons que f3 est une
wrd-fonction. Finalement, puisque V5| = [V]| + |S1 — V]| et | S| < |V{ N S1|, nous concluons notre
preuve par la relation cost(f1) = |V{|+[S1| = [V{|+|S1 = V{|+[S1NV]| > |V5|+|S2| = cost(f2). O
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Algorithme 5.4: Algorithme du Théoréme 5.14 en temps et espace O*(2") pour la résolution
exacte du probleme DOMINATION ROMAINE FAIBLE.

1 foreach ensemble dominant V/ C V do

2 foreach v € V do

3 L Soit f(v) =1siv eV’ et f(v) =0 sinon;

4 Calculer 'ensemble D des sommets non défendus-sécurisés par XV/;
5 | if D # () then

6 S = DS[D, nl;

7 if S C V'’ then

8 foreach v € S do

9 L L Incrémenter f(v) = f(v) + 1;

10 return La wrd-fonction f calculé de poids minimum;

Validité. La validité de I’étape de pré-traitement est basée sur les arguments de [143]. Si ’ensemble
X est vide alors l'initialisation DS[(), k] = 0, pour chaque 0 < k < n, est clairement correcte. Si
I’ensemble X est non vide mais qu’aucun sommet ne peut étre utilisé pour dominer X (i.e. kK = 0),
alors DS[X, 0] est défini a {oo} comme sentinelle, signifiant qu’il n’existe pas d’ensemble Y (avec
Y = ) qui puisse dominer X. La taille de {oo} est donnée & oo. Finalement le calcul de DS[X, k]
est effectué par une formule de récurrence : soit vy ¢ DS[X, k| ou vy € DS[X, k| et dans le dernier
cas, N(vg) est dominé par vy. Puisque les ensembles X sont considérés dans l'ordre croissant de
leur taille tout comme les valeurs de k, nous pouvons observer que les valeurs DS[X, k — 1] et
DS[X — NJvg|, k — 1] ont déja été calculées lorsque survient le calcul de DS[X, k].

Nous montrons maintenant la validité de 'algorithme 5.4. L’algorithme énumere tous les ensembles
V' comme possible candidats pour 'ensemble induit V. En particulier, nous éliminons les ensembles
V' qui ne forment pas un ensemble dominant. Par le Lemme 5.9, il suffit de calculer un ensemble
dominant S C V'’ des sommets D qui sont non défendus-sécurisés par XV/. Le Lemme 5.13 montre
que si S n’est pas inclus dans V', alors il existe un super-ensemble strict de V' qui donne une
wrd-fonction de poids pas supérieur a celui obtenu depuis V’ et S, par le Lemme 5.12. Soit Vjj = V'
et Sop = S. Puisque le graphe est fini et que le super-ensemble donné par le Lemme 5.13 est strict,
il existe un entier £ < n fini et une séquence Vj C V{ C ... C V/ C V tels que S; € V/, pour chaque
0<i</ etSy CV,. Du fait que 'algorithme énumere tous les super-ensembles de V', il vient
que 'ensemble V;/ sera évalué & une certaine itération de la boucle for. Cela montre la validité de
I’algorithme 5.4.

Complexité. L’étape de pré-traitement calcule et considére une valeur dans DS pour chaque sous-
ensemble X C V et pour tout entier k¥ € N% . Pour chaque couple (X, k), I'algorithme récupere
les valeurs DS[X, %k — 1] et DS[X — N[uv],k — 1] préalablement calculées afin de stocker la valeur
DS[X, k]. Cette étape de pré-traitement requiert en conséquence un temps et espace exponentiel
O*(2™). La partie principe de 1’Algorithme 5.4 chaque ensemble dominant V' C V| et calcule en
temps polynomial I’ensemble D des sommets non défendus-sécurisés par XV/. Un ensemble dominant
S de D est alors obtenu en récupérant dans la table DS, en temps constant, la valeur DS[D,n]
précédémment calculée.

Théoréme 5.14. L’Algorithme 5.4 résout le probléme de Domination Romaine Faible en temps et
espace O*(2").
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En Espace Polynomial

Dans le but de construire un algorithme exact exponentiel pour le probleme DOMINATION ROMAINE
FAIBLE qui n’utilise un espace mémoire que polynomial, nous devons interdire I'utilisation de I’espace
exponentiel engendré par 1’étape de pré-traitement de I’Algorithme 5.4. Pour cela, nous utilisons a la
place un algorithme de résolution exacte en espace polynomial pour résoudre le probleme ENSEMBLE
DOMINANT ROUGE-BLEU, et qui décide quels sommets v € V devront satisfaire f(v) = 2 pour
dominer les sommets non défendus-sécurisés. Le probleme ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU
se présente comme le probleme ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU CONNEXE que nous avons
rencontré en Sous-Section 5.2.3, la propriété de connexité en moins.

ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée: G = (RU B, E) un graphe biparti.

Sortie : Déterminer S C R de plus petite taille possible qui domine B.

Théoréeme 5.15 ([183]). L’Algorithme 5.5 résout le probléme de Ensemble Dominant Rouge-Bleu
en temps O*(1.22791F+BN) et espace polynomial.

Algorithme. Observons qu’avant de calculer un ensemble dominant rouge-bleu minimum du
graphe biparti (C U D, E), nous pouvons modifier les ensembles C et D comme suit : pour tout
sommet v € C, si v posséde au moins deux sommets faiblement défendus dans son voisinage, alors
nous posons f(v) = 2, et nous supprimons v de C' et Np(v) de D.

Proposition 5.16. L étape précédente, dite de nettoyage de C et D ne modifie pas une solution au
probléme Ensemble Dominant Rouge-Bleu sur l'instance I = (C'U D, E).

Démonstration. Soit v € C' un sommet sécurisé avec au moins deux sommets w; et wy faiblement
défendus dans son voisinage. Puisque wi et wsy sont faiblement défendus, leur seul voisin sécurisé
est v € V'; puisqu’ils ne sont pas défendus-sécurisés, ils ont besoin d’étre dominés par Vf2 pour
que f devienne une wrd-fonction (Lemme 5.9). En conséquence, nous devons imposer f(v) = 2. 1
vient que pour tout ensemble rouge-bleu dominant minimum de l'instance I = (C U D, E), nous
devons avoir v € C dans I’ensemble dominant rouge-bleu dans le but de dominer tous les voisins
non défendus-sécurisés de v dans D.

Maintenant, observons que puisque les voisins de v sont défendus-sécurisés, car dominés par Vf2,
alors ils peuvent sereinement étre retirés de D. Il vient que, puisque v ne possede plus de sommet
non défendus-sécurisés dans son voisinage, nous pouvons supprimer v de C. O

Validité. La validité de l'algorithme se déduit du Lemme 5.9 et de la preuve de validité de I’Al-
gorithme 5.4. La différence principale tient dans le calcul de I’ensemble dominant des sommets non
défendus-sécurisés par YV . En effet, dans ce cas, nous utilisons le Théoréme 5.15 pour déterminer
les sommets de V' qui doivent avoir pour valeur f égal & 2 dans le but de dominer les sommets non
défendus-sécurisés par yV'. La validité de cette étape est déduite du Lemme 5.9 et de la Proposi-
tion 5.16.

Complexité. 1l est clair que pour tout sous-ensemble V' C V| Iinitialisation de f(z) pour tout
x € V, de méme que le calcul de I'ensemble D, et de méme que 1'étape de nettoyage, peut étre
effectué en temps et espace polynomial.

Pour une fonction légion f en cours de construction donnée, pour tout V' C V, notre algorithme
construit et réduit ensemble D des sommets non défendus-sécurisés par ", et Pensemble C des
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Algorithme 5.5: Un algorithme en temps O*(2.2279") et espace polynomial pour résoudre
le probleme DOMINATION ROMAINE FAIBLE.

1 foreach ensemble dominant V' C V do

2 foreach v € V do

3 L fwv)y=1siveV' f(v)=0 sinon;

4 Calculer 'ensemble D des sommets non défendus-sécurisés par XV/;

5 | if D # () then

6 Calculer I'ensemble C C V' des sommets sécurisés qui ont au moins un voisin dans D;
7 /* Etape de nettoyage */

8 foreach v € C' avec au moins deux voisins non défendus-sécurisés dans D do

9 fv) =2 B

10 Supprimer N5 (v) de D;

11 Supprimer v de C}

12 Soit I = (C'U D, E) une instance du probléme ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU;
13 if I admet un ensemble dominant rouge-bleu minimum S C C then

14 L f(v) = 2 pour tout v € S

15 else

16 L La fonction courante f ne peut étre modifiée en wrd-fonction;

17 return La wrd-fonction calculée f de poids minimum,;

sommets sécurisés ayant au moins un voisin dans D. Ces deux ensembles forment une instance du
probléme ENSEMBLE DOMINANT ROUGE-BLEU qui peut étre résolu en temps O*(1.2279/P1+IC1) et
espace polynomial, en utilisant 1’algorithme de van Rooij [183]. Nous avons besoin de la Proposi-
tion 5.17 suivante :

Proposition 5.17. Pour tout V' CV, |D| + |C] < |V|— |[V'].

Démonstration. Pour tout sommet v € V'’ une de ces propriétés est vérifiée :
. . . EY N . . . 7’ 7’ . 7’ /
(i) v n’a pas de voisin dans D, c’est-a-dire aucun voisin non défendu-sécurisé par PR
(ii) il y a au moins un sommet w € V — V' faiblement défendu par v.

Observons que les cas (i) et (iz) sont les seuls possibles. En effet, s'il existe v € V' tel que Np(v) # 0
mais aucun sommet de V' — V' n’est faiblement défendu par v, alors les sommets de N5 (v) sont
défendus-sécurisés, ce qui est une contradiction.

Si la premiére propriété est vérifiée, alors v n’est pas inclus dans C. Si la deuxiéme propriété est
satisfaite, alors soit w est défendu-sécurisé, ou alors w n’est pas défendu-sécurisé. Si w est défendu-
sécurisé (c’est-a-dire aucun voisin de w n’est faiblement défendu par v), alors w n’est pas inclus
dans D. Si w n’est pas défendu-sécurisé, alors v possede au moins deux voisins faiblement et non
défendus-sécurisés. En effet, puisque w est faiblement défendu par w, v est le seul voisin de w dans
V’. En conséquence, il existe un ensemble non vide Dy, = Np(v) — N(w) tel que w est faiblement
défendu a cause de chaque sommet dans Euw. Maintenant, puisque w est non défendu-sécurisé par
v, alors il doit exister un sommet w' € D, qui est également faiblement défendu & cause de w.
Alors 'étape de nettoyage sur D et C s’applique, ce qui implique que v est retiré de C et tous
ses voisins (dont w) sont supprimés de D. Tout ensemble, pour tout sommet v € V/, au moins un
sommet de V n’est pas inclus dans C'U D, et donc au moins |V’| sommet de V ne sont pas inclus
dans DU C. [
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Le temps d’exécution total de 1'algorithme T'(n) est alors donné par :

Tn) = 0%(3" (”) Pln—i) = 0% (7;) L 1.2279"77) = 0%(2.2279")

i=1 t i=1

ou P(p) est le temps d’un algorithme pour construire un ensemble dominant rouge-bleu minimum
d’un graphe a p sommets [183].

Théoreme 5.18. L’Algorithme 5.5 résout le probléme Domination Romaine Faible en temps
0*(2.2279™) et espace polynomial.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié différents problémes de graphes. Pour chacun de ces problémes,
nous avons proposé différentes alternatives algorithmiques selon I’environnement de contraintes au
sein duquel nous étudions le probléme.

Le premier probléme que nous avons étudié est le probléeme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE, pour
lequel nous avons construit un algorithme exact en temps O*(1.5359™), ainsi qu’'un algorithme en
temps O*(1.2721") lorsqu’on se restreint aux arbres. Ces algorithmes sont d’autant plus pertinents
que sous une hypotheése de complexité plus forte que ETH, il n’y a aucun algorithme en temps
sous-exponentiel pour résoudre ce probleme méme lorsqu’on se restreint aux arbres.

Le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE est tres fortement relié au probléme de GRAPHE
Mortir. Nous pensons que les algorithmes de la Section 5.3 peuvent étre adaptés pour d’autres
variantes de GRAPHE MOTIF.

Peut-on adapter nos algorithmes pour le probléme Ensemble Tropical Connexe pour résoudre
d’autres variantes de Graphe Motif ¢

Nous avons donné une borne inférieure sur le nombre d’ensembles tropicaux connexes que peut
admettre un graphe colorié. Cette borne donnée en Section 5.3 est obtenue pour la classe des
arbres, et pour cette classe cette borne est optimale. Cependant, nous ne savons pas s’il y a une
famille infinie de graphes coloriés qui admettent un nombre supérieur de tels sous-ensembles de
sommets.

Ezxiste-t-il un graphe colorié qui admet plus que 3"/3 ensembles tropicauz connezes ?

Le deuxieme probleme que nous avons étudié est le probleme DOMINATION ROMAINE FAIBLE,
pour lequel nous avons proposé des algorithmes de résolution respectivement en temps O*(2.23™)
avec espace polynomial et O*(2") avec espace exponentiel. Nous avons vu que ce probléme ajoute
une dynamique de mouvement au probleme classique d’ENSEMBLE DOMINANT. En effet pour des
légions romaines, il s’agit non seulement de protéger un ensemble de stations, mais de conserver
cette propriété de protection si une des stations venait a étre attaquée, c’est-a-dire si une légion
venait a se mouvoir au long d’une aréte. Nous pouvons généraliser ce probleme en introduisant
naturellement deux parametres o, p € N supplémentaires.
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DOMINATION ROMAINE (o, p)-FAIBLE

VERSION :  OPTIMISATION

Entrée : Un graphe G = (V,E), 0,p € N

Sortie : Déterminer un nombre minimum de légions a attribuer aux sommets de V' de
sorte que le graphe G soit protégé, et qu’il le demeure apres p mouvements
de troupes consécutifs, ou a chaque mouvement au plus o stations sont
attaquées.

En introduisant ce probleme généralisé DOMINATION ROMAINE (o, p)-FAIBLE, nous soulévons un
nouveau pan d’études pour chaque champ disciplinaire ou spécialité de 'INFORMATIQUE THEO-
RIQUE.
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Algorithme TCS-Tree(S, F, D)

Reégles de Réduction.

RO.1. Si C’ = () : STOP, S est un ensemble tropical connexe de T

RO0.2. Si FF = : STOP, cette instance n’admet pas de solution.

R1. S’il existe v € F, v feuille de 7", tel que p(v) ¢ C’ : RMV(v).

R2. S’il existe v € F tel que ¢(v) € C” et tel que ¥V u € F — {v}, p(v) # ¢(u) : ADD(v).

R3. S’il existe v € F, v feuille de T”, tel qu’il existe u € F—{v} vérifiant p(u) = p(v) et d(u,S) =1:
RMV(0).

R4. S’il existe v € F, v feuille de T, tel quil existe u € F — {v} vérifiant ¢(u) = ¢(v) et
d(u,v ~ 1) <1 :RMV(v).

R5. S’il existe u € F, tel qu’il existe une feuille v de 77, v € S, vérifiant p(u) = p(v) : RMV(u).

R6. Si tous les sommets libres de F' sont des feuilles dans 7" : ADD(v), pour v € F' quelconque.

Reégles de Branchement. Chaque regle de branchement de ’algorithme crée deux sous-problémes.

Pour une régle de branchement, nous écrivons (O || ... || Op) pour exprimer le fait que 1’algorithme

crée p instances de sous-problemes. Le i-éme sous-probléme est obtenu en appliquant sur I'instance

(S, F, D) les opérations décrites dans ’ensemble O;.

B1. S’il existe une feuille libre v € F' de T” vérifiant d(v,S) > 4, alors nous distinguons trois cas.

(a) S’il existe deux noeuds internes libres v/, v” € F vérifiant p(v) = ¢(v') = (V") :
({ADD(v), RMV({v/, v"})} || RMV(v))  (7,1)

(b) S’il existe une feuille libre v' € F — {v} de T" vérifiant p(v) = ¢(v') :
({ADD(p(v)), RMV(v")} || RMV(p(v))) (4, 2)

(c) S’il existe un unique neeud interne libre v’ € F' de T vérifiant p(v) = p(v') :
({ADD(v),RMV(v')} || {RMV(v), ADD(")}) (6, 3)

B2. S’il existe une feuille libre v € F de T” vérifiant d(v,S) = 3, alors nous distinguons quatre cas.

(a) S’il existe deux feuilles libres distinctes v',v” € F — {v} de T" vérifiant ¢(v) = p(v') = p((v”) :
({ADD(p(v)), RMV({v/,v"})} || RMV(p(v)))  (4,2)

(b) S’il existe deux nceuds internes libres v/, v” € F de T” vérifiant p(v) = ¢(v') = (V") :
({ADD(v),RMV({v/, v"})} || RMV(v))  (7,1)

(c) S’il existe une feuille libre v € F — {v} et un nceud interne libre v € F de T’ vérifiant
p(v) = (v') = p(v") :
({ADD(v"), RMV({v, v'})} || RMV(v")) (4, 2)

(d) S'il existe un unique sommet libre v € F de T” vérifiant p(v) = p(v') :
({ADD(v),RMV(v') } || {RMV(v), ADD(v)}) (4, 3)

B3. S’il existe une feuille libre v € F de T” vérifiant d(v,S) = 2, alors nous distinguons deux cas.

(a) Sl existe k > 2 sommets libres distincts vy,...,vp € F — {v} de T" vérifiant p(v) = p(v1) =
o= p(vg)
({ADD(p(v), v),RMV({v1, ..., v5})} || RMV(p(v)))  (4,2)

(b) S’il existe un unique sommet libre v' € F — {v} de T” vérifiant c(v) = ¢(v') :
({ADD({p(v), v}), RMV(v')} || {RMV(p(v)), ADD(v)}) (3, 4)

Algorithme 5.2 — Algorithme de Branchement du Théoréme 5.6 pour résoudre le probleme ENSEMBLE
TROPICAL CONNEXE sur les arbres. Le plus grand nombre de branchement est t(4,2) < 1.2721.



Conclusion

Cette These s’inscrit dans la résolution exacte, mais également paramétrée, de problemes NP-
difficiles, mais également de problemes se présentant comme plus difficiles encore, qui concerne
les graphes ou les hypergraphes. Dans un premier temps, rappelons brievement nos résultats.

Dans le Chapitre 2 de cette These, nous nous sommes intéressés a la résolution exacte de diffé-
rents problemes de coloration. Chacun de ces problémes peut se présenter comme une variante du
probleme classique du NOMBRE CHROMATIQUE. Ces problemes different les uns des autres par 1'in-
troduction d’une contrainte plus forte que doivent satisfaire les classes de couleurs entre elles, ou
par une difficulté accrue d’identification d’une classe de couleur potentielle. Comme nous 'avons
vu, les problemes de coloration de graphes ont souvent un lien avec des notions ou des problemes
classiques d’hypergraphes.

Il existe des méthodes standards pour résoudre le probléme du NOMBRE CHROMATIQUE. Ces tech-
niques majeures sont la Programmation Dynamique Classique, le principe d’Inclusion-Ezclusion, ou
encore pour certaines classes de graphes la Programmation Dynamique Arborescente. Chacune de
ces méthodes a déja pu étre appliquée efficacement pour résoudre ce probleme. Nous avons donc
tenté d’étendre le champ d’application de ces méthodes aux problémes que nous avons étudiés.
Nous avons proposé des algorithmes de Programmation Dynamique Classique respectivement en
temps O*(2.4423"™) avec espace O*(2") et en temps O*(4") avec espace O*(3™) pour résoudre
les problemes du NOMBRE GRUNDY et NOMBRE GRUNDY PARTIEL. Nous avons construit des
algorithmes de Programmation Dynamique Arborescente pour obtenir les premiers algorithmes
en temps single-exponentiel sur certaines classes de graphes pour les problemes du NOMBRE a-
CHROMATIQUE, NOMBRE PSEUDO-a-CHROMATIQUE, NOMBRE HARMONIEUX CHROMATIQUE, ou
du NOMBRE PSEUDO-HARMONIEUX CHROMATIQUE. En particulier, notre algorithme calcule le
nombre a-chromatique d’un arbre en temps O*(2") ou d’un graphe planaire en temps O*(8"). Fi-
nalement, nous avons pu étendre le principe d’Inclusion-Exclusion pour obtenir des algorithmes
respectivement en temps O*(3™) avec espace O*(2") et en temps et espace O*(2") pour les pro-
blemes du NOMBRE b-CHROMATIQUE ou du NOMBRE CLIQUE-CHROMATIQUE.

Dans le Chapitre 3, nous nous sommes intéressés aux différentes versions du probléme de transversal
d’hypergraphe, probleme appelé HITTING SET. Les hypergraphes sont une généralisation naturelle
des graphes, le probléeme HITTING SET est une généralisation naturelle du probléeme COUVERTURE
DE SOMMETS. Nous avons proposé dans ce Chapitre une borne combinatoire, qui montre que plus
le rang de ’hypergraphe augmente, moins on a de chance de pouvoir obtenir un algorithme exact
exponentiel pour la version énumération du probleme, qui soit plus efficace que ’algorithme trivial
en temps O*(2"). Cependant, nous avons vu qu’il y avait une marge importante entre la meilleure
borne inférieure que nous puissions fournir a I’heure actuelle, et le temps d’exécution des algorithmes
actuels pour I’énumération des transversaux minimaux d’un hypergraphe de rang borné. Nos ré-
sultats dans ce Chapitre se concentrent essentiellement sur des algorithmes plus efficaces pour la
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version énumération du probleme k-HITTING SET.

Pour k£ = 3, nous avons construit un algorithme de Branchement. Par la technique Mesurer et
Conquérir, nous avons montré que notre algorithme s’exécute en temps O*(1.6755™). Pour k = 4,
nous avons montré comment utiliser I’algorithme de 3-HITTING SET, via la technique de Com-
pression Iterative, afin de construire un algorithme en temps O*(1.8866™). Pour k = 5 et k = 6,
nous proposons des algorithmes généralisés qui s’exécutent respectivement en temps O*(1.9538™)
et O*(1.9779™). Ces algorithmes généralisés peuvent étre appliqués pour tout k£ > 7. Tous ces
algorithmes améliorent le temps d’exécution des meilleurs algorithmes connus pour la version énu-
mération du probleme k-HITTING SET, et peuvent également améliorer dans certains cas le temps
d’exécution des meilleurs algorithmes pour d’autres versions du probléme, ainsi que pour des ver-
sions du problémes cok-HITTING SET.

Dans le Chapitre 4, nous nous sommes intéressés a la résolution & parametre fixe du probléeme
de RACINE CARREE de graphe, probléeme déja bien étudié en THEORIE DES GRAPHES. Pour un
probléme, étre soluble a parameétre fixe est équivalent & admettre un noyau. Construire un noyau
pour un probléme consiste a réduire toute instance du probleme en une instance du méme probléme
dont la taille ne dépend que du parametre. Un algorithme paramétré peut alors simplement étre
I’algorithme trivial sur cette instance réduite. Ainsi, bien que l'efficacité d’un algorithme paramétré
soit recherchée, nous souhaitons plus simplement montrer que le temps d’exécution d’un algorithme
de résolution peut dépendre exclusivement de la valeur du parameétre. L’ALGORITHMIQUE PARA-
METREE tend donc & identifier et confiner la nature de la difficulté de résolution d’un probléme dans
un parametre.

Préalablement, nous construisons un algorithme polynomial pour décider si un graphe de degré
maximum A(G) < 6 admet une racine carrée. Puis nous montrons que le probleme RACINE CAR-
REE MINIMUM est FPTde parametre & € N. Pour obtenir ce résultat, nous construisons un noyau
généralisé quadratique pour ce probleme, c’est-a-dire que nous réduisons toute instance du probléme
4 une instance d’un probléme plus général, et dont la taille est O(k?). Finalement, nous montrons
que le probléme RACINE CARREE MAXIMUM est également FPT, et nous proposons un algorithme
de résolution exacte en temps O*(3"/3) pour ce probléme.

En dernier lieu, dans le Chapitre 5, nous construisons des algorithmes exacts pour différents pro-
blemes de graphes. En particulier, nous construisons des algorithmes respectivement en temps
0*(1.5359™) et O*(1.2721™) pour résoudre le probleme ENSEMBLE TROPICAL CONNEXE sur les
graphes en général et sur les arbres. Nous construisons également deux algorithmes respectivement
en temps O*(2.23") avec espace polynomial et O*(2") avec espace exponentiel pour résoudre le
méme probléme DOMINATION ROMAINE FAIBLE sur les graphes en général.

Nous présentons ici quelques pistes de recherches pour poursuivre ces travaux. Nous renvoyons a
la Conclusion de chaque Chapitre pour des questions ouvertes en rapport direct avec nos travaux.
Nous résumons brievement des pistes de réflexion intéressantes directement reliées a nos chapitres.
Pour le chapitre 2, nous ne savons pas s’il existe un algorithme de résolution plus efficace que I’al-
gorithme trivial pour des problémes de coloration acyclique ou coloration étoile. Plus généralement,
il semble intéressant d’étudier les problémes de coloration ou chaque paire de classes de couleurs
induit un graphe appartenant a une classe donnée en entrée.

Pour le Chapitre 3, il semble qu’il soit possible d’améliorer encore le temps d’exécution des algo-
rithmes présentés en les généralisant a p, hyperarétes. L’analyse qui en découle parait difficile a
effectuer, mais nous avons confiance dans le fait que les outils que nous avons développés pour I’étude
des algorithmes de Branchement pourraient étre d’une aide précieuse, tant pour la formalisation que
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pour P’analyse des algorithmes. Egalement, essayer d’adapter nos algorithmes & d’autres versions du
probléme k-HITTING SET ou au probléme cok-HITTING SET semble étre une idée prometteuse.
En ce qui concerne le Chapitre 4, il reste en suspens beaucoup de questions sur la résolution a
parametre fixe du probleme de RACINE DE GRAPHES, mais encore plus en ce qui concerne la
résolution exacte de chaque variante du probleme, que ce soit sur les graphes en général ou sur
certaines classes de graphes particulieres.

Finalement, le Chapitre 5 laisse la porte ouverte a 1’étude de tout un tas de problemes, qu’ils
concernent les graphes ou les hypergraphes, qu’ils se ressemblent ou qu’ils different tous toujours
plus les uns des autres. Notons cependant que I’étude des variantes du probléme de GRAPHE MOTIF
semble étre une piste de réflexion fructueuse pour construire des algorithmes exacts exponentiels
efficaces.

A présent, nous orientons nos questions sur les techniques d’ALGORITHMIQUE EXACTE EXPONEN-
TIELLE. Dans cette These, nous avons vu et mis en ceuvre une grande variété de ces techniques. Ces
techniques que nous avons présentées en Section 1.5 revétent une importance majeure mais ont une
portée différente. Nos questions concernent alors leurs champs d’application et leurs limites.

La Programmation Dynamique Classique est une technique difficile & mettre en ceuvre. La technique
d’Inclusion-Ezxclusion est une variante qui semble plus facile de mise en ceuvre et performante
au premier abord, mais dont le champ semble plus limité. Nous avons vu au Chapitre 2 que ce
principe permet de construire des algorithmes exacts exponentiels efficaces pour des probléemes de
coloration. Une question se pose sur 'existence d’une technique qui améliore ces algorithmes. Un
résultat négatif en ce sens est qu’il a été montré en 2012 que sous ’hypothese de complexité SETH,
les algorithmes connus de nombreux problémes ne peuvent étre améliorés [53]. Il est conjecturé
que sous cette hypothese, on ne peut résoudre la version décisionnelle du probleme PARTITION
D’ENSEMBLES en un temps meilleur que O*(2"). L’algorithme d’Inclusion-Ezxclusion de Bjorklund,
Husfeldt, et Koivisto calcule le nombre chromatique d’un graphe en temps O*(2"), car il résout dans
les faits n’importe quelle instance du probleme PARTITION D’ENSEMBLES. Pour aller plus loin dans
la résolution du NOMBRE CHROMATIQUE, il semble alors qu’il faille une toute nouvelle approche.

Peut-on construire un algorithme en temps O*(c"), 1 < ¢ < 2 pour résoudre le probléme du
Nombre Chromatique ¢

La technique de Branchement est une technique plutot facile a mettre en ceuvre. L’analyse d’un
algorithme qui utilise cette technique peut quant a elle se réveler treés complexe. Les temps d’exé-
cution annoncés des algorithmes de Branchement sont des bornes supérieures sur leur véritable
temps d’exécution. Dans la pratique, un algorithme peut étre bien plus efficace. Il est cependant
difficile de voir les conséquences de I'imbrication de regles de branchement successives. En ce sens,
la technique de Mesurer et Conquérir vient réduire ce vide, mais ne le comble pas totalement. Nous
choisissons une mesure différente de I’entrée, mais le temps d’exécution obtenu représente toujours
une borne supérieure sur le temps d’exécution réel de 'algorithme. Aussi, nous posons la question de
I’analyse du pire des cas d’un algorithme de Branchement. Notre technique employée au Chapitre 3
pour construire nos algorithmes généralisés va dans ce sens. Nous évaluons toutes les imbrications
successives possibles de deux regles de branchement parmi un ensemble de regles initial. Pour notre
probléme, nous pensons qu’il est possible d’aller plus loin dans les imbrications consécutives de
nos regles. Cependant, nous ne savons pas si notre approche, qui de plus est complexe, peut étre
appliquée pour un autre probleme ou un autre algorithme.

Peut-on, et jusqu’a quel point, améliorer I'analyse des algorithmes de Branchement ?
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