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viscoélastiques

THÈSE
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à qui je voudrais témoigner toute ma reconnaissance.
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m’avoir confié ce travail de recherches, pour son aide, ses précieux conseils sa disponi-
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ma femme qui été formidable pendant toute la durée de cette thèse, à mon papa et ma
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1.3.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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3.2.5 Linéarisation du problème microscopique à travers la MAN . . . 78
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3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

Chapitre 4 Application : Conception de matériaux sandwichs à haut
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2.4 Caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure sandwich

Verre/PVB/Verre étudiée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2.5 Fréquences amorties (Ω) et amortissements (Ω) du début du premier
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quet de la structure Aluminium/ISD112/Aluminium à 27°C simplement
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Introduction générale

Dans de nombreux domaines tels que l’aéronautique, l’automobile, la construction

navale, le génie civil etc ..., il est très important de réduire les phénomènes vibra-

toires et le bruit, afin d’assurer un maximum de confort aux usagers mais aussi de

protéger les ouvrages contre la fatigue structurale qui peut conduire à leur ruine. La

solution la plus utilisée et la moins coûteuse à mettre en œuvre est le contrôle passif

qui consiste à intégrer aux ouvrages des matériaux viscoélastiques connus pour leur

capacité à dissiper de l’énergie vibratoire et acoustique. Un moyen efficace d’utilisation

des matériaux viscoélastiques est sous forme de structures sandwichs viscoélastiques à

savoir une fine couche viscoélastique intercalée entre deux couches élastiques (Fig. 1).

Dans cette configuration, l’amortissement se traduit surtout par un cisaillement impor-

tant dans la couche viscoélastique grâce à l’écart entre les déplacements longitudinaux

des couches élastiques et la faible rigidité du cœur. Récemment, le développement de

nouveaux procédés de fabrication, ont permis le développement de nouvelles formes

d’utilisation des matériaux viscoélastiques : les structures hétérogènes viscoélastiques

constituées d’une matrice élastique ou viscoélastique contenant des inclusions ou des

particules élastiques ou viscoélastiques (Fig. 2). C’est ainsi que les panneaux sandwichs

viscoélastiques sont utilisés dans l’automobile pour la fabrication des pares brises, des

capots ou des ailes avant (Fig. 3.a) . Dans le génie civil, une nouvelle formulation de

béton contenant des agrégats de caoutchouc (Fig. 3.b) est en plein développement pour

la construction d’ouvrages ayant une meilleure isolation acoustique. Lorsqu’une struc-

ture est sollicitée sur l’une de ses fréquences propres, elle entre en résonnance, ce qui
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Face  Elastique

Face  Elastique

Coeur  viscoélastique

Fig. 1 – Structure sandwich viscoélastique

Matrice  élastique

ou viscoélastique

Inclusions élastiques

  ou viscoélastiques

Fig. 2 – Structure hétérogene viscoélastique

est nuisible en terme de bruits et de durabilité de la structure. Afin d’éviter ce phé-

nomène, il est important de connaitre les fréquences et modes propres de vibration de

la structure. Par conséquent l’objectif principal de cette thèse, est de développer des

techniques de réduction de modèle afin de minimiser les coûts de calcul des propriétés

modales (modes propres et valeurs propres) de structures à matériaux composites pré-

sentant soit une répétitivité géométrique (Fig. 4) soit une répétitivité matérielle (Fig.

2).

Cependant les propriétés modales des structures à matériaux composites viscoélastiques

sont déterminées grâce à la résolution de problèmes non linéaires aux valeurs propres

complexes. Cette non linéarité de type matérielle est introduite par la dépendance en

fréquence et en température du module d’Young des phases viscoélastiques. L’évolution

du module d’Young ou de Coulomb de ces matériaux est donnée par des courbes mai-

tresses appelées nomographes. Ces courbes maitresses sont construite en se basant sur

des essais mécaniques et un traitement numérique des résultats. Pour plus de détails

sur la construction des courbes maitresses, se référer à la thèse de Licie Rouleau [1].
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Pare-brise en matériau sandwich (Verre/PVB/Verre)

Aile avant en sandwich viscoélastique (métal/Polymère/métal)

Capot en sandwich 

viscoélastique 

(métal/Polymère/métal)

(a) Automobile (b) Génie civil

Fig. 3 – Exemples d’applications des structures composites viscoélastiques

Fig. 4 – Longue structure sandwich viscoélastique répétitive

Plusieurs méthodes ont été développées pour le calcul des propriétés modales. Mais leur

mise en œuvre reste difficile dans certains cas de matériaux composites viscoélastiques.

Les travaux menés dans cette thèse proposent deux méthodologies numériques. La pre-

mière est la méthode asymptotique à deux échelles (MADE) qui est développée pour la

détermination des propriétés modales (modes propres et valeurs propres) des longues

structures sandwichs viscoélastiques avec une répétitivité au niveau des conditions aux

limites (Fig. 4). La MADE est une technique d’homogénéisation proposée par Daya

et al [2, 3] pour l’analyse des vibrations des matériaux élastiques monocouches sans

amortissement. Elle permet de scinder le problème initial de grande taille en deux sous

problèmes de tailles relativement petites. Le premier qualifié de local est un problème

aux valeurs propres complexes posé sur une, deux ou trois cellules de bases. Le se-

cond est une équation différentielle d’amplitude dont les coefficients sont complexes et

déterminés à partir de la résolution des problèmes locaux. La deuxième méthodologie

développée dans cette thèse est la méthode des éléments finis multi-échelles pour le
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calcul des propriétés modales des structures à matériaux hétérogènes viscoélastiques

avec la prise en compte de la dépendance en fréquence des phases viscoélastiques. Les

matériaux hétérogènes sont constitués de différentes phases ou constituants dont les

dimensions caractéristiques sont très inférieures à celles de la structure globale. Dans

tout le reste du document nous désignons par ”́echelle macroscopique”, l’échelle de la

structure globale et l’échelle des constituants (microstructure) sera désignée par ”́echelle

microscopique”. Les échelles atomiques sont exclues dans cette étude. Les travaux réa-

lisés au cours de cette thèse sont présentés dans ce mémoire en quatre chapitres :

- Le premier chapitre est consacré à une revue bibliographique des méthodes numériques

de résolution des problèmes de vibrations linéaires et non linéaires des structures sand-

wichs viscoélastiques. Dans cette partie nous mettrons un accent particulier sur la DIffé-

rentiation Automatique de la Méthode Asymptotique Numérique Typée (diamant) en

présentant ses principes généraux. Ensuite un état de l’art sur les techniques d’études

des longues structures répétitive sera fait afin de mettre en évidence l’intérêt de la

nouvelle approche que nous proposons pour l’analyse vibratoire des longues structures

sandwichs viscoélastiques à forme répétitive. Nous ferons une revue non exhaustive des

différentes techniques d’homogénéisation des matériaux hétérogènes. Nous refermerons

cette première partie par un positionnement de cette étude dans son contexte.

- Le second chapitre est consacré à l’analyse à deux échelles des vibrations de matériaux

sandwichs viscoélastiques ayant un aspect répétitif. L’accent sera mis sur la capacité

de cette nouvelle approche à évaluer les propriétés modales de ces structures en terme

de fréquences amorties et des amortissements correspondants. Enfin nous montrerons

que cette nouvelle approche est une aide à la conception de structures sandwichs ayant

une large bande d’arrêt.

- Dans le troisième chapitre, nous étendrons la méthode multi-échelle utilisée par Atti-

pou et al [4], à l’analyse des vibrations des matériaux hétérogènes viscoélastiques avec

la prise en compte de la non linéarité matérielle introduite par la dépendance en fré-

quence du module d’Young des phases viscoélastiques. Une confrontation des résultats
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de la présente approche à ceux de la simulation éléments finis sous ABAQUS permettra

de confirmer la validité de l’approche proposée.

- Dans le quatrième chapitre, l’approche éléments finis multi-échelle proposée au cha-

pitre 3, est utilisée pour concevoir des matériaux sandwichs viscoélastiques à haut

pouvoir amortissant. En effet la souplesse et la généricité de l’approche éléments finis

multi-échelle permet de considérer des composites à matrices et inclusions viscoélas-

tiques. Par conséquent nous montrerons dans ce chapitre comment on peut améliorer

les propriétés amortissantes d’un matériau sandwich viscoélastique en noyant dans le

cœur un autre matériau viscoélastique ayant de meilleures propriétés amortissantes.

Divers morphologies des inclusions (circulaires, elliptiques etc ...) seront étudiées afin

de montrer l’influence de ce paramètre sur les propriétés amortissantes.

Enfin nous clôturerons ce mémoire par un bilan de nos travaux et proposeront de

nouvelles perspectives.
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Chapitre 1

Bibliographie et positionnement du

sujet de la thèse

1.1 Introduction

Les matériaux viscoélastiques sont de plus en plus utilisés pour l’amortissement, le

contrôle passif des vibrations et l’élimination ou l’atténuation des bruits dans de nom-

breux domaines tels que l’automobile, l’aéronautique, le génie civil etc ... Le contrôle

passif consiste à incorporer, dès la conception, à la structure, des matériaux visco-

élastiques dont le pouvoir amortissant est bien connu. Cependant, les matériaux vis-

coélastiques présentent un comportement non linéaire sous l’effet des sollicitations et

des facteurs environnementaux, en l’occurrence leur dépendance en fréquence et en

température conduisent à des lois de comportement non linéaires. Par conséquent, la

résolution d’un problème de vibrations amorties de structure en matériaux composites

viscoélastiques, revient à la résolution d’un problème non linéaire aux valeurs propres

complexes [5]. Plusieurs études de la littérature ont proposé des techniques de réso-

lution numériques des problèmes non linéaires aux valeurs propres complexes. Dans

la première partie de ce chapitre, nous passons en revue ces différentes techniques de

résolution numérique des problèmes aux valeurs propres complexes.
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Les longues structures à formes répétitives sont de nos jours construites en matériaux

composites viscoélastiques. On cumule ainsi les avantages des structures à forme ré-

pétitives (compromis entre leur capacité portante, leur poids et leur prix par rapport

à des poutres de section pleines) et ceux des matériaux composites viscoélastiques

(amortissement et contrôle passif des vibrations). L’étude des vibrations de ce type de

structures conduit à un problème non linéaire aux valeurs propres complexes dont la

taille peut devenir très grande, rendant ainsi les méthodes traditionnelles de résolution

des problèmes aux valeurs propres très coûteuses et peu efficaces. Afin de contourner

ces problèmes, des techniques d’homogénéisation ont été proposées dans la littérature

pour le calcul des structures de grande taille à forme répétitive. La seconde partie de

ce chapitre fera un tour d’horizon des différentes méthodes de calcul pour les longues

structures répétitives. Ce tour d’horizon nous permettra de préciser la pertinence de

l’analyse à deux échelles que nous proposons dans cette étude pour déterminer les pro-

priétés modales des longues structures sandwichs viscoélastiques à forme répétitive.

Afin d’étudier les vibrations amorties de matériaux composites viscoélastiques, on uti-

lise généralement des techniques d’homogénéisation afin de déterminer le comportement

effectif de la structure. Ces méthodes d’homogénéisation peuvent être analytiques ou

numériques. De nombreuses études ont proposé diverses techniques d’homogénéisation

pour le calcul des matériaux composites [6, 7, 8]. Dans la troisième partie de ce chapitre

nous ferons un tour d’horizon des différentes méthodes d’homogénéisation rencontrées

dans la littérature.

Un bilan de ce chapitre nous permettra enfin de positionner l’ensemble de cette étude

dans son contexte. Il permettra surtout de mettre en évidence l’intérêt et la pertinence

de la mise en place de l’analyse à deux échelles des vibrations des longues structures

sandwichs viscoélastiques ayant un aspect répétitif, ainsi que la modélisation multi-

échelles des vibrations des structures hétérogènes viscoélastiques.
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1.2 Méthodes numériques de calcul des propriétés

modales des structures viscoélastiques

1.2.1 Généralités

La modélisation numérique des structures composites viscoélastiques (Figs. 1 et 2)

a fait l’objet d’une attention particulière ces dernières années. L’un des points impor-

tants est le choix de la forme de discrétisation des différentes couches de matériaux

surtout en 3D de façon à bien prendre en compte le cisaillement dans le cœur qui est

la source d’amortissement dans les sandwichs viscoélastiques. En effet la discrétisation

volume/volume/volume des trois couches conduirait à un problème avec un très grand

nombre de degrés de liberté ce qui rendrait le calcul très coûteux en temps de calcul

et en espace mémoire CPU. Plusieurs études ont donc proposé des simplifications afin

de réduire le nombre de degrés de liberté sans pour autant altérer la précision des

résultats. Différents modèles ont donc été proposés notamment les éléments plaque/-

volume/plaque [9], coque/volume/coque [10, 11, 12], coque/coque/coque ou poutre/-

poutre/poutre [13, 14, 15]. Dans l’ensemble de ces structures le module d’Young des

matériaux viscoélastiques est variable. Dans le domaine fréquentiel, plusieurs modèles

permettent de décrire l’évolution du module d’Young en fonction de la pulsation propre

de vibration comme par exemple le modèle Anelastic Displacement Field (ADF) ou le

modèle à dérivée fractionnaire [16]. Quel que soit le modèle considéré, la formulation des

problèmes de vibrations libres conduit à un problème non linéaire aux valeurs propres

complexes s’écrivant sous la forme :

[K(ω) − ω2M ]U = 0, (1.1)

où [K(ω)] est la matrice de rigidité dépendant de la fréquence, [M ] la matrice de

masse, {U} est le vecteur propre, ω la pulsation propre à partir duquel sont estimées

les propriétés modales de la structure à partir de la formule classique [5] :

ω2 = Ω2(1 + iη) (1.2)
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Où Ω est la pulsation amortie et η le facteur de perte ou amortissement modal (amortis-

sement passif). Dans la littérature plusieurs méthodes ont été proposées pour la déter-

mination de ces propriétés modales. Ces méthodes peuvent être classées en deux grandes

catégories : les méthodes dites ”approchées” et les méthodes dites ”quasi-exactes”.

1.2.2 Méthodes approchées

a. Méthode d’analyse directe de réponse fréquentielle

La méthode directe de la réponse fréquentielle consiste à analyser la réponse de la

structure soumise à une excitation harmonique d’amplitude F de sorte à exciter les

modes d’intérêt. Numériquement le problème à résoudre s’écrit alors sous la forme :

[K(ω) − ω2M ]U = F, (1.3)

On construit ensuite les courbes de réponses en déplacement {U(ω)} par assemblage

et inversion des matrices dynamiques ([K(ω) −ω2M ]) en faisant varier ω sur une plage

donnée de fréquences. Les pics observés sont les fréquences amorties et les amortisse-

ments correspondant sont calculés grâce à la méthode de la bande passante à −3dB

(Figure 1.1). L’amortissement est alors obtenu comme suit :

η =
ω2 − ω1

Ω
(1.4)

La méthode directe de réponse fréquentielle est utilisée en laboratoire pour la détermi-

nation expérimentale des propriétés modales des structures. Cependant cette méthode

n’est valable que pour de faibles amortissements et des fréquences propres suffisamment

séparées. Afin d’éviter l’assemblage et l’inversion de plusieurs matrices dynamiques né-

cessaires pour balayer toute la plage de fréquences [11] surtout dans le cas de la dé-

pendance en fréquence, Abdoun et al [17] dans leur travaux ont proposé une approche

asymptotique. Cette approche qui permet de réduire le temps de calcul, est basée sur

la décomposition du problème (1.3) sous la forme :

[K(0) + E(ω)Kv − ω2M ]U = F, (1.5)
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Fig. 1.1 – Calcul de l’amortissement par la méthode de la bande passante

où E(ω) introduit la dépendance en fréquence du module de Young complexe du maté-

riau viscoélastique qui peut se mettre sous la forme E∗(ω) = E∗(0) +E(ω). [K(0)] est

la matrice obtenue à partir du module d’élasticité retardé E∗(0) de la phase viscoélas-

tique, [Kv] est une matrice purement réelle. Le développement en série de Taylor des

inconnues (ω, U) ainsi que de la fonction E(ω) et leur introduction dans le problème

initial permet d’obtenir une suite de problèmes linéaires. La résolution de ces problèmes

linéaires permet de calculer directement la réponse {U}.

b. La Méthode d’énergie modale

La méthode d’énergie de déformation modale proposée par Jonhson et al [10] est ba-

sée sur la répartition de l’énergie de déformation dans la structure. L’amortissement est

en effet défini comme la somme des facteurs de perte des sous-structures constitutives

pondérées de leur fraction d’énergie de déformation [18] se traduisant par :

η =
∑

k

ηk

Sk∑
k

Sk

(1.6)
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où ηk et Sk sont respectivement le facteur de perte et l’énergie de déformation de la

sous-structure k. En fonction du mode utilisé (réel ou complexe), on distingue deux

versions de la méthode d’énergie modale : la méthode d’énergie modale mode réel et la

méthode d’énergie modale mode complexe.

• La méthode d’énergie modale mode réel : Elle est basée sur l’hypothèse de la

proportionnalité entre le mode propre {U} de la structure amortie et le mode propre

{Ur} de la structure non amortie vérifiant le problème aux valeurs propres réelles :

[K(0) − ω2
0M ]Ur = 0, (1.7)

où la matrice de rigidité [K(0)] est construite en ne considérant que le module d’élas-

ticité retardée dans la phase viscoélastique. Le couple (ω0, Ur) solution du problème

(1.7) permet d’approximer la matrice K(ω) du problème (1.1) par la matrice [K(ω0)].

Le problème (1.1) se réécrit alors sous la forme :

[K(ω0) − ω2M ]Ur = 0 (1.8)

La pulsation amortie ainsi que le facteur de perte correspondant sont alors calculés à

l’aide de la formule :

ω2 = Ω2(1 + iη) =
T {Ur}K(ω0) {Ur}

T {Ur}M {Ur}
(1.9)

Cette méthode bien qu’ayant un coût de calcul relativement faible, ne donne de bons

résultats que pour des amortissements faibles d’où la nécessité de l’améliorer en utilisant

les modes complexes.

• La méthode d’énergie modale mode complexe : C’est une version améliorée

de la méthode d’énergie modale mode réel qui approxime le mode {U} par un mode

complexe {Uc} solution du problème suivant :

[K(ω0) − ω2
0M ]Uc = F (1.10)
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{F} étant le vecteur des amplitudes des forces harmoniques imposées. La fréquence

amortie ainsi que les amortissements correspondants sont donnés par :

ω2 = Ω2(1 + iη) =
T {Uc}K(ω0) {Uc}

T {Uc}M {Uc}
(1.11)

Même si la méthode d’énergie modale mode complexe donne de meilleurs résultats

que la méthode d’énergie modale mode réel, la précision des estimations reste encore

à améliorer. Pour cela, des méthodes numériques plus performantes ont été proposées,

que nous pouvons qualifier de méthodes quasi-exactes. La sous-section suivante fera un

point sur l’état de l’art sur les méthodes quasi-exactes de résolution des problèmes de

vibrations non linéaires.

1.2.3 Méthodes quasi-exactes de résolution de problèmes aux

valeurs propres non linéaires

Compte tenu de la nature des problèmes qu’elles sont capables de résoudre, on peut

classer les méthodes quasi-exactes en deux catégories : Les méthodes quasi-exactes

basiques et les méthodes quasi-exactes avancées.

a. Méthodes quasi-exactes basiques

Nous appelons méthodes basiques les méthodes de résolution des problèmes de

vibrations linéaires avec un module de Young constant ou nul dans la phase viscoélas-

tique.

- La méthode QR : L’une des méthodes quasi-exactes les plus connues et les plus

utilisées pour la résolution numérique des problèmes de vibrations linéaires aux valeurs

propres complexes ou réelles, est la méthode QR. Elle a été proposée en 1982 par

Bathe [19] pour calculer les valeurs propres d’une matrice ayant des coefficients réels

ou complexes. Cette méthode est basée sur la décomposition de la matrice à étudier

13



Chapitre 1. Bibliographie et positionnement du sujet de la thèse

[A] sous la forme :

[A] = [Q][R], (1.12)

où [Q] est une matrice orthogonale et [R] une matrice triangulaire. Une fois cette

décomposition effectuée, on calcul la matrice [R][Q]. On procède ensuite à plusieurs

itérations sur ce calcul. En cas de convergence, la suite matricielle tend vers une matrice

triangulaire supérieure semblable à [A]. La résolution du système ([A] − λ[I])x = 0

permet de déterminer les vecteurs propres de [A] ([I] étant une matrice identité). Le

lecteur est prié de se référer à la thèse de Duigou [20] pour plus de détails. La méthode

QR est assez précise dans la détermination des valeurs propres, cependant elle n’est

valable que pour des matrices à coefficients constants et pour des matrices de tailles

relativement faibles.

- Approche asymptotique : Dans l’approche asymptotique proposée par Ma et He

[14], la valeur propre est remplacée par ω2 = Ω2(1 + iη) dans le problème (1.1). Le

problème initial à résoudre (1.1) se réécrit alors en fonction des nouvelles inconnues Ω,

η et U :

[K(Ω2, η) − Ω2(1 + iη)M ]U = 0 (1.13)

Les inconnues Ω, η et U sont ensuite développées en séries entières d’un paramètre

donné. Ces développements introduits dans le problème (1.13) et l’identification des

puissances entières du paramètre de développement conduit à une succession de pro-

blèmes linéaires dont les solutions sont les coefficients du développement asymptotique

des inconnues Ω, η et {U}. Pour plus de détails se référer à la thèse de Bilasse [18].

Cependant cette méthode n’est valable que pour de faibles amortissements et pour des

modules d’Young constants.
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b. Méthodes quasi-exactes avancées

Nous qualifions de méthodes quasi-exactes avancées, les méthodes de résolution des

problèmes non linéaires de valeurs propres complexes où la non linéarité matérielle est

introduite par la dépendance en fréquence du module d’Young des matériaux visco-

élastiques.

- Méthode d’itération réduction : La méthode d’itération réduction a été propo-

sée par Chen et al [21] pour prendre en compte la dépendance en fréquence de la phase

viscoélastique. En posant λ = ω2, le module de cisaillement de la phase viscoélastique

peut se mettre sous la forme G∗(λ) = G(λ)[1 + iβ(λ)]. La matrice de rigidité du pro-

blème (1.1) peut alors être décomposée en sa partie élastique et viscoélastique comme

suit :

[K(G(λ)) + iβ(λ)K2(G(λ)) − λM ]U = 0 (1.14)

Dans cette approche, le problème (1.14) est résolu en deux pas. Au premier pas, on

calcul une approximation de la solution à l’ordre 0 (λr, Ur) solution du problème linéaire

aux valeurs propres réelles [K(G0) − λM ]U = 0, G0 étant une valeur fixée de G(λ)

(généralement le module d’élasticité retardé de la phase viscoélastique) et r le rang

du mode. Ensuite la solution asymptotique (λ̃r, Ũr) à l’ordre 1 est obtenue supposant

l’amortissement nul (β = 0), ramenant ainsi le problème à résoudre à un problème aux

valeurs propres réelles non linéaire :

[K(G(λ)) − λM ]U = 0 (1.15)

Les inconnues sont ensuite réécrites comme suit :




K(G(λr)) = K(G0) +
∂K

∂G
|G=G0

(G(λr) −G0)

λ̃r = λr +
∂λr

∂G
|G=G0

(G(λr) −G0) +
∂2λr

∂G2
|G=G0

(G(λr) −G0)
2 + ...

Ũr = Ur +
∂Ur

∂G
|G=G0

(G(λr) −G0) +
∂2Ur

∂G2
|G=G0

(G(λr) −G0)
2 + ...

(1.16)
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En introduisant ces développements (1.16) dans le problème (1.15) et en considérant

la condition d’orthogonalité des modes, la solution asymptotique obtenue à l’ordre 1

devient :

λ̃r = λr +
∂λr

∂G
|G=G0

(G(λr) −G0) = λr +T Ur[
∂λr

∂G
|G=G0

]Ur(G(λr) −G0) (1.17)

Au second pas on pose λ = λ̃r dans le problème (1.14). Le problème à résoudre est alors

un problème linéaire aux valeurs propres complexes résolu en utilisant l’algorithme

itératif de Lanczos [22] couplé à une base réduite. C’est une technique qui nécessite

beaucoup d’itérations, ce qui fait exploser le temps de calcul pour les structures de

grande taille.

- Méthode d’Arnoldi non linéaire : La méthode d’Arnoldi non linéaire [23] est

une généralisation de la méthode d’Arnoldi [24]. Elle permet de résoudre les problèmes

aux valeurs propres non linéaires creux et de grandes tailles pouvant se mettre sous la

forme :





T (λ)x = 0

T (λ) ∈ C
n×n

(1.18)

C’est une méthode itérative qui consiste à résoudre le problème (1.18) en le projetant

dans des sous espaces de Krylov. Les problèmes linéaires issus de la projection sont de

petites tailles et résolus à l’aide de techniques itératives. Pour plus de détails sur cette

méthode se référer aux travaux de Voss [23].

- La Méthode Asymptotique Numérique (MAN) : La MAN est une technique

de résolution du problème (1.1) proposée par Daya et Potier-Ferry [25] basée sur le cou-

plage de la technique de perturbation et celle d’homotopie pour laquelle une procédure

de continuation est proposée. Dans la mise en œuvre de la MAN, le module d’Young

dépendant de la fréquence du cœur est réécrite comme suit en posant λ = ω2 :

E∗(λ) = E∗(0) + E(λ) (1.19)
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La transformation (1.19) permet de réécrire le problème initial (1.1) en injectant un

paramètre p d’homotopie :

[K(0) + pE(λ)Kv − λM ]U = 0 (1.20)

où [K(0)] est la matrice de rigidité construite en ne considérant que le module d’élasti-

cité retardée de la phase viscoélastique, [Kv] est la matrice purement réelle issue de la

décomposition de [K(λ)] et E(λ) est la fonction traduisant la dépendance en fréquence

du module d’Young de la phase viscoélastique. Les inconnues (λ, U) et la fonction E(λ)

sont ensuite développées en série de Taylor du paramètre p. Les valeurs de départ des

séries étant (λ0, U0), E(λ0) avec (λ0, U0) solution du problème :

[K(0) − λM ]U = 0 (1.21)

correspondant à p = 0. Le problème (1.21) est un problème linéaire de vibration libre

non amortie qui peut être résolu par la méthode QR [19] ou par la méthode d’Arnoldi

[24], implémentées respectivement dans matlab par les fonctions eig et eigs. L’intro-

duction des développements en séries dans l’équation de départ permet d’identifier une

suite de problèmes linéaires dont les résolutions génèrent les coefficients de Taylor des

inconnues du problème. Afin de réduire le nombre d’inversion de matrice dans la pro-

cédure de continuation, Duigou et al [26] proposent deux autres, algorithmes itératifs

d’ordre élevé basés sur la MAN, les approximants de Padé sont utilisés pour améliorer

la convergence des séries. Dans l’approche classique de la MAN, le calcul des séries de

Taylor se fait manuellement et les étapes de la résolution impliquant la loi de compor-

tement viscoélastique dépendant de la fréquence E∗(ω) sont reformulées à chaque chan-

gement de loi, ce qui rendait difficile son utilisation pour la conception de structures en

matériaux composites viscoélastiques. Afin de venir à bout de ces difficultés et limites,

Bilasse et al [5] proposent une résolution générique du problème quelle que soit la loi

de comportement de la phase viscoélastique, en utilisant l’approche diamant acronyme

de ”DIfférentiation Automatique de la Méthode Asymptotique Numérique Typéee”

proposée par Charpentier et Potier-Ferry [27] dont la bôıte à outils a été élaboré sous
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Matlab par Koutsawa et al [28]. Pour plus de détails sur la version matlab de la bôıte

à outils diamant et son fonctionnement se référer aux travaux de Koutsawa et al [28].

1.3 Etat de l’art sur le calcul des valeurs propres

pour les longues structures répétitives

1.3.1 Généralités

Les longues structures flexibles ayant un aspect répétitif sont utilisés dans deux nom-

breux domaines tels que l’aéronautique et l’aérospatiale (armatures des avions, stations

orbitales, ...), le génie civil (support des couvertures des stades, gares et grandes sur-

faces, ...), car elles offrent un bon compromis entre leur capacité portante, leur poids et

leur prix, par rapport à des poutres pleines et homogènes. Pour ce type de structure, la

connaissance détaillée des fréquences et modes propres de vibration est essentielle pour

la prédiction de leur comportement dynamique, en réponse à une excitation forcée dé-

terministe ou aléatoire. Cependant la longueur et la forme répétitive de ces structures

leurs confère certaines propriétés et comportements qui rendent l’étude de leurs vibra-

tions par les méthodes traditionnelles (calculs analytiques et éléments finis) compliquée

ou inefficace. Il se pose en général deux types de problème dans l’étude des vibrations

des structures flexibles ayant des cellules de base répétitives :

• Des problèmes de calculs liés aux algorithmes de résolutions des problèmes aux va-

leurs propres : ceux ci fonctionnent mal et la grande taille de la structure rend le calcul

chère en temps de calcul et en espace mémoire CPU.

• Des problèmes liés à la tenue de la structure : l’analyse des phénomènes de réson-

nance est très complexe du fait que ces structures présentent des modes voisins très

rapprochés. En effet il a été établi [29] que les fréquences propres voisines de vibration

de ces structures sont très proches les unes des autres et regroupées dans des paquets

distincts. Cette proximité entre les fréquences propres rend impossible l’utilisation de

18



1.3. Etat de l’art sur le calcul des valeurs propres pour les longues structures répétitives

la méthode d’analyse de la réponse fréquentielle (bande passante à −3dB) pour déter-

miner les propriétés modales de ces structures lorsqu’elles sont en matériaux sandwich

viscoélastiques.

Afin de simplifier l’analyse de ces structures et contourner les problèmes et limitations

cités précédemment, des techniques d’homogénéisation sont utilisées pour déterminer

des modèles macroscopiques tels que des poutres ou coques équivalentes à partir de

la microstructure [30, 31, 32]. Ces modèles équivalents peuvent être construits numé-

riquement au moyen de la méthode des éléments finis et ce même avec des cellules de

bases ayant des géométries compliquées [33, 34, 35]. Les différentes techniques d’ho-

mogénéisation proposées dans les ouvrages susmentionnés donnent de bons résultats

en statique et sont aussi valides pour des problèmes de vibration en basses fréquences,

mais ne sont pas valides lorsque la longueur d’onde est du même ordre que la micro-

structure ou la cellule de base. Une autre technique est celle de la matrice de transfert

[36], mais elle est inefficace lorsque la structure possède des modes modulés. En effet,

les structures répétitives présentent trois formes de modes : les modes globaux [37, 38],

les modes modulés [39, 40] et les modes localisés [41]. Afin d’étudier les vibrations

libres de longues structures répétitives élastiques présentant des modes modulés, Daya

au cours de sa thèse [29] a proposé une méthode asymptotique à deux échelles basées

sur l’analyse asymptotique proposée par Sanchez et al [42]. Cette méthode scinde le

problème initial de grande taille en deux sous problèmes de tailles relativement petites.

Le premier est formulé sur une, deux ou trois cellules de base et le second est une

équation d’amplitude semblable à l’équation de Ginzburg-Landau :

Ca

∂2a

∂x2
+ (λ− λ0)a = 0 (1.22)

où a est l’amplitude globale qui rend compte de la modulation lente des modes propres

et λ la valeur propre correspondante. Les coefficients Ca et λ0 sont calculés à partir

des problèmes locaux. L’analyse asymptotique évite ainsi la discrétisation de toute la

structure. La même analyse à deux échelles a été adoptée par Craster et al [43] pour les

structures isotropes élastiques et par Nolde et al [44] pour l’analyse de la propagation
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d’onde à travers des structures semi-discrètes.

1.3.2 La Méthode Asymptotique à Deux Echelles (MADE)

pour l’analyse des vibrations des longues structures ré-

pétitives

Dans cette section, nous présentons le principe de la MADE pour l’analyse des

vibrations des longues structures répétitives. La MADE est une technique d’homogé-

néisation qui scinde le problème initial de grande taille en deux sous problèmes : le

premier qualifié de local est formulé sur une, deux ou trois cellules de base, le second

qualifié de global est une équation différentielle d’amplitude.

a. Problème initial à résoudre

Un problème de vibration structurale se traduit toujours par un problème linéaire

ou non linéaire aux valeurs propres réelles ou complexes. La structure étudiée ici est

une longue structure élastique répétitive unidimensionnelle. La seule inconnue u n’est

donc fonction que de la seule variable x. Le problème de vibration libre linéaire s’écrit

alors :

ψ(
d

dx
, λ)u = 0 (1.23)

où λ désigne la valeur propre ou le carré de la fréquence propre ω (ω2 = λ), u est le

mode de vibration et ψ(
d

dx
, λ)u un opérateur linéaire auto-adjoint dont les coefficients

sont périodiques par rapport à la variable x.

Après discrétisation et assemblage, le problème (1.23) se réécrit sous la forme du pro-

blème numérique suivant :

[K − λM ]U = 0 (1.24)

où [K] est la matrice de rigidité élastique de la structure et [M ] la matrice de masse.

Comme nous l’avons évoqué plus haut la résolution numérique de ce problème est
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compliquée et très coûteuse lorsque la taille des matrices [K] et [M ] est très grande.

b. Définition des modes locaux

Nous cherchons des modes proches des modes locaux de vibration, c’est à dire des

modes de vibration définis sur une ou quelques cellules de base avec des conditions de

périodicité. Ainsi nous appelons mode local w0(x) toute fonction périodique de période

pl (p entier naturel) telle qu’il existe une valeur propre λ0 solution de :





ψ(
d

dx
, λ0)w0 = 0

w0(x) pl périodique
(1.25)

Le calcul de ces modes locaux et des fréquences propres correspondantes ne pose pas

de problème et se fait par la méthode des éléments finis, puisque le nombre de degrés

de liberté est petit.

c. Passage local-global par la méthode d’échelle double

Le calcul direct des modes d’instabilité cellulaire ou de vibration des structures

répétitives faisant l’objet de notre étude, fait apparâıtre des groupes de modes corres-

pondant à des valeurs propres voisines. Ces modes ressemblent à des modes locaux,

mais avec une modulation d’amplitude. Or pour une instabilité cellulaire ou une vibra-

tion, les modes locaux sont harmoniques et il est connu qu’une superposition d’harmo-

niques avec des longueurs d’ondes voisines conduit à une oscillation lentement variable

(cos(qx)+cos(px)=2cos(
q − p

2
x)cos(

q + p

2
x)). Nous pouvons donc utiliser la méthode

d’échelle double et chercher les inconnues u(x) et λ sous les formes asymptotiques

suivantes [42] :





u = u0(x,X) + κu1(x,X) + κ2u2(x,X) + ...

λ = λ0 + κλ1 + κ2λ2 + ...
(1.26)

où κ est un petit paramètre (κ << 1), x est la variable dite locale ou rapide et X = κx

est la variable dite globale ou lente qui décrira ce qui se passe globalement et permettra
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de prendre en compte les conditions aux limites globales.

En accord avec la méthode d’échelle double, les variables x etX sont considérées comme

des variables indépendantes. Les dérivées par rapport à x suivront la règle suivante :

d

dx
=

∂

∂x
+ κ

∂

∂X
(1.27)

Afin de respecter l’aspect répétitif de la structure étudiée ici, on suppose que le dé-

placement u(x,X) est périodique de période pl (par rapport à la variable local x). La

continuité du mode entre deux cellules voisines est ainsi assurée.

L’introduction des développements asymptotiques (1.26) des inconnues du problème

dans l’équation (1.23), en respectant la règle de dérivation (1.27), et l’identification

des puissances entières du petit paramètre κ nous conduit à une infinité de problèmes

s’écrivant comme suit :




ψ(∂x, λ0)u0 = 0 ordre 1

ψ(∂x, λ0)u1 = F1(u0, λ1) ordre κ1

ψ(∂x, λ0)u2 = F2(u0, u1, λ1, λ2) ordre κ2

− − − − − − − − − − − − − − − − −

ψ(∂x, λ0)un = Fn(u0, u1, ..., un−1, λ1, λ2, ..., λn) ordre κn

(1.28)

Compte tenu de l’hypothèse de périodicité en x, on voit que λ0 est nécessairement une

valeur propre solution du problème (1.25). Afin de faciliter l’analyse, le mode local

u0(x) est supposé être un mode simple. De plus l’opérateur ψ(∂x, λ0) ne dépend que

de la variable rapide x et la méthode d’échelle double suppose que les variables x et

X sont indépendantes. Donc la solution à l’ordre 1 du problème (1.28) s’écrit sous la

forme :

u0(x,X) = A0(X)w0(x) (1.29)

où la fonction A0(X) reste à déterminer. Cette fonction est l’amplitude du mode et

permet de prendre en compte des solutions modulées. Si le mode est simple, il y a une

seule amplitude qui est une fonction à valeurs réelles. Dans le cadre des instabilités

cellulaires, le mode est double et la fonction sera à valeurs complexes [29].
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d. Equation d’amplitude

Compte tenu du fait que le problème (1.23) est un problème aux valeurs propres, les

premiers membres des équations du système (1.28) sont singuliers. Afin de résoudre ces

équations, il faut imposer une condition de solvabilité sur leur second membre. Cette

condition s’écrit :

〈ψ(
d

dx
, λ0)ui, w0〉 = 〈Fi, w0〉 = 0 pour i variant de 1 à n (1.30)

Avec 〈f, g〉 =
∫

pl
f(x)g(x) dx.

En effet l’opérateur ψ(
d

dx
, λ)u étant auto-adjoint, implique que :

〈ψ(
d

dx
, λ0)ui, w0〉 = 〈ui, ψ(

d

dx
, λ0)w0〉 = 〈ui, 0〉 = 0 (1.31)

L’application de cette conditions solvabilité au second membre de l’équation à l’ordre

κ2 du système (1.28) conduit à l’équation différentielle vérifiée par l’amplitude A0(X)

qui est de la forme :

Ca

d2A0

dX2
+ λ0A0 = 0 (1.32)

où Ca est une constante calculée à partir des problèmes locaux.

e. Prise en compte des conditions aux limites et calcul asymptotique du

spectre des valeurs propres

Afin de résoudre le problème global (1.32), on cherche les conditions aux limites

imposées sur l’amplitude A0(X). En respectant la règle de dérivation (1.27), on peut

réécrire les conditions aux limites. Par identification des puissances entières du petit

paramètre κ, on obtient les conditions aux limites vérifiées par les problèmes globaux.

Par exemple la condition d’encastrement aux deux bords (x = 0 et x = L) se traduit

par :




u(0) = 0

d

dx
u(0) = 0

(1.33)
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Les développements asymptotiques de u(0) et
d

dx
u(0) introduites dans l’équation (1.33)

permettent d’écrire :




A0(0)w0(0) + κu1(0, 0) + 0(κ2) = 0

A0(0)
d

dx
w0(0) + κ(

∂

∂x
u1(0, 0) +

d

dX
A0(0)w0(0)) + 0(κ2) = 0

(1.34)

Dans beaucoup de cas, le mode local ne vérifie pas les deux identités w0(0) = 0 et

d

dx
w0(0) = 0. Alors la condition d’encastrement (1.34) imposera une condition aux

limites pour l’amplitude :

A0(0) = 0 (1.35)

Une fois toutes les conditions aux limites établies, on peut alors résoudre l’équation

d’amplitude (1.32) et déterminer les valeurs possibles des paramètres λ1, λ2, ... Le

spectre des valeurs propres à cet ordre s’écrira alors :

λ = λ0 + κλ1 + κ2λ2 + 0(κ2) (1.36)

L’analyse à deux échelles permet donc de décomposer le problème des valeurs propres

initial en deux problèmes de valeurs propres. Les premier est local dépendant de la

variable rapide x et peut être résolu par la méthode des éléments finis. Le second est

global dépendant de la variable lente X, est une équation différentielle d’amplitude

obtenue par l’application de la condition de solvabilité.

1.4 Etat de l’art sur l’homogénéisation des maté-

riaux hétérogènes

Les matériaux utilisés dans l’industrie sont hétérogènes à une échelle ou une autre.

Ces matériaux qui par conséquent, sont qualifiés de matériaux multi-échelles, présentent

à une échelle donnée que nous qualifierons de microscopiques (micro), plusieurs zones

formées de constituants homogènes se partageant l’espace. Les caractéristiques ther-

momécaniques, géométriques de chaque constituant de la microstructure influencent
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sur le comportement thermomécanique global de la structure ou du matériau lui-même

que nous qualifierons d’échelle macroscopique (macro). Le comportement thermomé-

canique de la structure à l’échelle macroscopique est déterminé expérimentalement à

travers les essais mécaniques. Cependant elle peut être prédite par des techniques d’ho-

mogénéisation qui consistent à déterminer le comportement thermomécanique globale

du matériau hétérogène à partir de ceux de chaque phase de la microstructure. Les tech-

niques d’homogénéisation peuvent être classées en deux catégories : l’homogénéisation

analytique et l’homogénéisation numérique.

1.4.1 Les techniques d’homogénéisation analytique

L’homogénéisation des matériaux hétérogènes est l’une des branches les plus jeunes

de la mécanique des matériaux. Les premières techniques d’homogénéisation sont ana-

lytiques. Les bases de l’homogénéisation analytique telle que nous la connaissons au-

jourd’hui, ont été posées par Eshelby [45]. La version originale de ses travaux sur les

matériaux isotropes a été ensuite modifiée ou adaptée par de nombreux auteurs pour

traiter de l’anisotropie notamment Ru [46], Li et Dunn [47], Faux et Pearson [48]

pour ne citer que ceux-là. D’autres chercheurs se sont intéressés à la morphologie des

hétérogénéités. C’est le cas de Chui [49] qui s’est intéressé au cas des inclusions paral-

lélépipédiques, de Rodin [50], Nozaki et Taya [51] qui traitent le problème d’Eshelby

pour des inclusions polyédriques. D’autres auteurs ont aussi beaucoup travaillé à l’amé-

lioration et à l’extension du modèle d’Eshelby. On peut citer entre autres Hashin [52],

Budiansky [53], Mori et Tanaka [54]. Une extension du modèle d’Eshelby est l’approche

auto-cohérente introduite par Hershey [55] pour le matériau polycristalin et reprise

par Hill [56] dans le cadre des matériaux comportant des inclusions ellipsöıdales. Ce

schéma suppose que chaque particule (matrice ou inclusion) est entourée par les autres

phases du milieu et donc par le milieu homogène équivalent. Cette approche reprise

par Christensen et Lo [57] donne de bonnes approximations pour des structures ayant

une certaine régularité géométrique. Même si certains auteurs notamment Hutchinson
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[58], Berveiller et Zaoui [59] et Gurson [60] ont abordé le cas de matériaux non linéaire

en utilisant une version incrémentale de l’approche auto-cohérente généralisée de Hill,

les meilleurs approximations des propriétés mécaniques de ces matériaux sont données

par les approches variationnelles en étendant les principes variationnels de Hashin-

Shtrikman qui ont permis de construire des bornes rigoureuses prenant en compte les

informations statistiques à deux points [61, 62, 63, 64]. Pour plus de détails sur cette

approche variationnelle le lecteur peut se référer aux travaux de Ponte Castañeda [64]

et de Willis [65]

Une autre technique d’homogénéisation analytique de plus en plus utilisée est l’ho-

mogénéisation asymptotique introduite par Bensoussan et al [66] et repris deux ans

plus tard par Sanchez-Palencia [67]. Cette approche est basée sur le développement

asymptotique des inconnues du problème notamment les champs de déplacements et

les champs de contraintes par rapport à un petit paramètre choisi souvent comme

le rapport entre les dimensions caractéristiques de la microstructure et de la macro-

structure. Cette approche a servi dans de nombreux travaux à estimer les champs de

déplacements, déformations et de contraintes tant locaux que globaux [68, 69, 70, 71].

Une autre version de l’homogénéisation asymptotique a été proposé par Daya et Potier-

Ferry [2], Daya et al [41] pour l’analyse des vibrations des longues structure flexibles à

forme répétitive.

Cependant l’homogénéisation analytique n’est souvent efficace que pour des structures

ayant des microstructures à géométrie simple et en petites déformations. Pour une large

revue bibliographie des différentes méthodes d’homogénéisation, se référer aux travaux

de Nemat-Nasser et Hori [72]. Afin de s’affranchir des limites des méthodes analytiques

et de traiter des problèmes de plus en plus complexes, et surtout avec le développement

des méthodes numériques en mécanique des matériaux, les techniques d’homogénéisa-

tion numériques ont connu un essor particulier ces dernières décennies. Nous proposons

dans la sous-section suivante un tour d’horizon des principales méthodes d’homogénéi-

sation numérique.
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1.4.2 L’homogénéisation numérique

Les nouvelles applications industrielles nécessitent des matériaux hétérogènes avec

des microstructures ayant des comportements mécaniques et caractéristiques physiques

complexes. Ces complexités ont poussé les chercheurs à mettre en place des techniques

d’homogénéisation dont la mise en place a été facilitée par les multiples progrès de

la modélisation numérique en mécanique des matériaux. L’une des première méthode

d’homogénéisation numérique nommée ”méthode de cellule unitaire” fut proposé par

Christman et al en 1989 [73]. Elle a été reprise dans de nombreuses applications avec

différentes variantes par Tvergaard [74], Bao et al [75], Brockenbrough et al [76], Na-

kamura et Suresh [77], Patel et al [78]. La méthode dite ”de cellule unitaire” fournit

des informations du point de vue local de la microstructure ainsi que les propriétés

effectives du matériau. Ces propriétés sont généralement déterminées en prenant la

moyenne des champs de déformation-contrainte dans la microstructure, résultant de

l’analyse microstructurale d’un volume élémentaire représentatif (VER) soumis à des

chargements. Cependant en présence de non linéarités (géométriques, matérielles ou

géométrico-matériels), il est extrêmement difficile de faire des hypothèses correctes et

justifiées sur le problème macroscopique. Par conséquent cette méthode d’homogénéi-

sation n’est pas appropriée, ni en grande déformation, ni pour des cas de chemin de

chargement complexe et ne prend pas en compte les changements géométriques et phy-

siques dans la microstructure comme par exemple dans le cas des transformations de

phases dans les métaux.

Une autre approche a récemment été développée pour l’homogénéisation numérique

mutli-échelle des matériaux hétérogènes. Les bases de cette nouvelle approche ont été

posées dans les travaux de Suquet [79], Renard et Marmonier [80], Guedes et Kiku-

chi [81], Terada et Kikuchi [82]. Ensuite des améliorations y ont été apportées dans

les récents travaux de Smit et al [83], Miehe et al [84, 85], Michel et al [86], Feyel et

Chaboche [87], Terada et Kikuchi [88], Ghosh et al [89], Kouznetsova et al [90], Miehe

et Koch [91]. Cette nouvelle approche ne conduit pas à des équations globales, mais
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cherche la contrainte macroscopique ou effective en chaque point d’intégration à partir

d’une modélisation détaillée de la microstructure liée à ce point. Cette nouvelle ap-

proche présente de nombreux avantages :

• Elle ne nécessite aucune hypothèse au niveau macroscopique comme c’est le cas de

la méthode dite de ”cellule unitaire”.

• Les grandes déformations ainsi que les rotations peuvent être prises en compte tant

au niveau macroscopique qu’au niveau microscopique.

• Elle est appropriée pour n’importe quelle loi de comportement non linéaire.

• Elle offre la possibilité d’introduire des informations détaillées sur la microstructure,

ainsi que son évolution géométrique et physique dans l’analyse macroscopique.

• Elle offre la possibilité d’utiliser n’importe quelle technique de modélisation à l’échelle

de la microstructure, notamment la méthode des éléments finis [83, 87, 90] ou les mé-

thodes numériques basées sur la transformation des séries de Fourier [85, 92].

Cette méthode peut être très coûteuse en temps de calcul et espace mémoire CPU

puisqu’il faut calculer la contrainte macroscopique en chaque point d’intégration de

la structure macroscopique discrétisée. Une solution à cet inconvénient est d’utiliser

la programmation en parallèle, comme l’ont fait Feyel et Chaboche [87], puisque la

contrainte en chaque point est calculée indépendamment de la contrainte ou de la

microstructure des autres points. Cependant dans le cadre de structure ayant une mi-

crostructure périodique comme c’est le cas dans la présente étude, elle peut être très

économe en temps de calcul et espace mémoire CPU, puisqu’il suffirait de calculer la

contrainte effective en un seul point et la généraliser aux autres points. Dans ce travaille

nous traitons des matériaux hétérogènes viscoélastiques. Nous allons à cet effet faire

une revue non exhaustive des travaux existant dans la littérature sur l’homogénéisation

des matériaux hétérogènes viscoélastiques.
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1.4.3 Homogénéisation des matériaux hétérogènes viscoélas-

tiques

Les premiers travaux d’homogénéisation des matériaux hétérogènes viscoélastiques

ont été mis au point par Hashin [93] et Christensen [94] en se basant sur l’assemblage

des sphères composites développé par Hashin [52] et le principe de correspondance

entre l’élasticité linéaire et la viscoélasticité linéaire qui s’énonce comme suit : dans

l’hypothèse des changements de géométries négligeables et selon le principe d’Onsager

[95], la résolution de la plupart des problèmes pour un système constitué d’un matériau

viscoélastique linéaire non vieillissant anisotrope se ramène à la résolution du problème

analogue pour le même système constitué d’un matériau élastique linéaire anisotrope.

Néanmoins l’homogénéisation des matériaux composites viscoélastiques n’a connu son

plus grand développement que ces 30 dernières années avec une augmentation des solu-

tions d’amortissement passif des vibrations et de réduction de bruits dans l’ingénierie.

Naciri et al [6] mettent en place une méthode d’homogénéisation pour calculer le mo-

dule effectif complexe des matériaux viscoélastiques à travers l’étude de la propagation

d’onde à travers ceux-ci. Dans leur approche, le module effectif complexe est calculé à

partir des nombres d’ondes complexes en utilisant la solution de l’équation de Chris-

toffel. En 1998, Yi et al [7] proposent une méthode d’homogénéisation asymptotique,

semblable à celle de Sanchez-Palencia [67], pour estimer le module effectif de com-

posites à microstructure périodique dans le domaine fréquentielle. Brinson et Lin [8]

ont examiné l’usage des méthodes micromécaniques usuelles pour la détermination des

propriétés effectives des matériaux composites viscoélastiques. Chung et al [96] pro-

posent une approche micro/macro pour l’analyse du fluage viscoélastique des supports

hétérogènes multicouches en tissus tissés. Haberman et al. [97] ont étendu le modèle

micromécanique de Cherkaoui et al. [98] dans le domaine quasi-statique pour l’étude

des matériaux hétérogènes viscoélastiques. En 2008, Koutsawa et al [99] remettent au

goût du jour le modèle de Lipinski [100] en l’adaptant afin de déterminer les facteurs
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de perte dans des composites viscoélastiques avec des inclusions multi-enrobées. Repre-

nant la méthode dite de ”cellule unitaire” de Christman [73], Patel et al [78] mettent en

place un outil pour la détermination du facteur de perte effectif des matériaux hétéro-

gènes viscoélastiques en fonction de la fréquence. Attipou et al en 2012 [4] reprennent

la nouvelle méthode d’homogénéisation numérique multi-échelle introduite par Feyel et

Chaboche [87] pour l’analyse des vibrations des matériaux hétérogènes viscoélastiques.

Leurs études se sont limitées au cas des matériaux avec une matrice élastique et des

inclusions viscoélastiques avec un module d’Young constant. Dans cette thèse nous re-

prenons cette étude afin de l’élargir au cas de modules viscoélastiques dépendant de la

fréquence.

1.5 Bilan et positionnement du sujet

La revue bibliographique sur les structures répétitives nous a permis de mettre

en lumière les difficultés rencontrées dans le calcul des propriétés modales (modes et

valeurs propres) des longues structures répétitives. Difficultés liées à la taille des pro-

blèmes numériques à résoudre, et aux algorithmes de recherche de valeurs propres qui

fonctionnent parfois mal pour des problèmes de grandes tailles. Afin de faire face à

ces difficultés, Daya et al [2] ont proposé une analyse à deux échelles pour le calcul

des vibrations de ces structures. Cependant la première approche proposée n’est va-

lable que pour des structures monocouches élastiques non amorties et n’est pas capable

d’estimer les propriétés modales (fréquences amorties et amortissements) des longues

structures viscoélastiques répétitives. Cette première étude montre que les fréquences

propres des longues structures répétitives sont regroupées par paquets et ces fréquences

sont très proches les unes des autres au sein d’un même paquet. Cette proximité entre

les fréquences amorties voisines rend impossible l’utilisation des codes commerciaux de

simulation éléments finis à l’instar d’ABAQUS, pour calculer les propriétés modales

(fréquences amorties et amortissements) de ces structures. En effet ces codes éléments
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finis nécessitent l’utilisation de la méthode de la bande passante à −3dB pour le calcul

des amortissements des structures viscoélastiques. C’est pour cela que nous proposons

de mettre en place un code de calcul générique et efficace élargissant l’analyse asympto-

tique à deux échelles de Daya et al [2] pour la détermination des propriétés modales des

longues structures sandwichs viscoélastiques avec une répétitivité au niveau des condi-

tions aux limites. La robustesse, la généricité, et la capacité de la nouvelle approche à

prendre en compte n’importe quelle loi de dépendance en fréquence du module d’Young

du cœur viscoélastique en font un outil de conception de longues structures sandwichs

viscoélastiques possédant de larges bandes d’arrêts. Une petite étude sur l’influence des

caractéristiques mécaniques et géométriques des faces et du cœur en fera la démons-

tration.

L’état de l’art sur les techniques d’homogénéisation nous a révéler le développement de

nouvelles techniques d’homogénéisation numériques permettant de résoudre des pro-

blèmes de plus en plus complexes. Cependant nous avons constaté qu’il existe peu de

travaux sur l’homogénéisation des matériaux hétérogènes viscoélastiques, mais surtout

qu’il en existe encore moins sur le calcul des propriétés modales. Les quelques rares

travaux sur l’homogénéisation des matériaux viscoélastiques sont surtout consacrés à

l’homogénéisation analytique qui présente beaucoup de limites et n’abordent pas direc-

tement le problème de vibration [93, 94, 6]. Récemment Attipou et al [4] ont proposé

l’analyse des vibrations des structures hétérogènes viscoélastiques à l’aide de l’homogé-

néisation éléments finis multi-échelle proposée par Feyel et Chaboche [87]. Cependant

leur approche s’est limitée à des matériaux constitués d’une matrice élastique et des

inclusions viscoélastiques ayant des modules d’Young constants. Or dans la réalité les

modules d’Young des matériaux viscoélastiques varient en fonction de la température

et de la fréquence. Il est donc important dans la modélisation des matériaux visco-

élastiques de prendre en compte cette variation du module d’Young en fonction de la

température et de la fréquence. Dans le troisième chapitre nous couplons la méthode

des éléments finis multi-échelles à la MAN et ses outils de différentiation automatique
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afin de calculer les propriétés modales de structures à matériaux hétérogènes viscoélas-

tiques quelle que soit la dépendance en fréquence induite.

L’un des enjeux actuel dans le monde industriel est la conception de structure sandwichs

viscoélastiques à haut pouvoir amortissant. L’approche éléments finis multi-échelles

couplée à la MAN proposée dans le chapitre 3 présente donc un réel intérêt dans la

mesure où elle ouvre la voie à une étude sur la conception des matériaux sandwichs vis-

coélastiques à âme composite constituée d’un mélange de deux ou plusieurs matériaux

viscoélastiques. Afin d’optimiser les propriétés amortissantes du sandwich, nous mène-

rons une étude, qui montrera que les propriétés amortissantes de matériaux sandwichs

à âme viscoélastique peuvent être considérablement améliorées, en combinant deux ou

plusieurs matériaux viscoélastiques dans le cœur. Une étude de l’influence des diffé-

rents paramètres des inclusions (fraction volumique et morphologie) sur les propriétés

amortissantes du sandwich sera menée.
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Chapitre 2

Analyse à deux échelles des

vibrations des structures sandwichs

répétitives

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous mettons en place une méthode asymptotique à deux échelles

pour le calcul des propriétés modales en termes de fréquences amorties et facteurs de

pertes, des structures sandwichs viscoélastiques répétitives élancées. Un calcul éléments

finis au moyen de diamant [5] montre que les fréquences amorties des structures sand-

wichs viscoélastiques répétitives élancées sont regroupées dans des paquets distincts

(FIG. 2.1). La plage de fréquences occupée par chaque paquet est appelée bande pas-

sante. Lorsque la structure est excitée à une fréquence appartenant à cette bande, la

déformation se propage à toute la structure. La plage de fréquences entre deux paquets

est appelée, bande d’arrêt en ce sens qu’une excitation de la structure à une fréquence

appartenant à cette bande provoque une déformation localisée à la cellule excitée afin

de préserver le reste de la structure. Il est préférable pour une structure que les excita-

tions provoquent des déformations localisées au lieu que celles-ci se propagent à toute
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la structure. Il est donc important de concevoir des structures ayant de larges bandes

d’arrêts afin d’augmenter la plage de fréquences dans laquelle l’ensemble de la structure

reste ”insensible” aux excitations extérieures. L’objectif de ce chapitre, est de mettre en

place un outil (code), permettant de calculer les propriétés modales (fréquences amor-

ties et facteurs de perte) du début et de la fin de chaque paquet, peu coûteux en temps

de calcul et espace mémoire CPU.

Dans un premier temps nous faisons le choix du modèle cinématique à utiliser pour la

modélisation de la structure sandwich, en vue de déterminer l’équation de flexion de

la structure. Ensuite les principes et formalismes de la Méthode Asymptotique à deux

échelles [2] sont décrits et des tests numériques seront effectués pour valider cette nou-

velle approche. Enfin nous montrons l’aptitude de notre outil en matière de design de

structures viscoélastiques élancées en analysant l’influence des paramètres géométriques

et mécaniques des faces et du cœur sur les largeurs des deux premières bandes d’arrêt

d’une structure sandwich viscoélastique élancée. La contribution de cette étude est de

mettre en place un outil permettant d’étudier les vibrations des structures sandwichs

viscoélastiques répétitives élancées en évitant la discrétisation de toute la structure,

offrant ainsi un gain en temps de calcul et espace mémoire CPU quelle que soit la non

linéarité matérielle introduite par la dépendance en fréquence du module d’Young du

cœur viscoélastique.

2.2 Modèles cinématiques utilisés et équation du

mouvement

Dans cette section, nous formulons le problème de vibration libre de la structure

sandwich répétitive élancée en se limitant au cas des poutres. Nous adoptons le modèle

zigzag pour décrire le cisaillement dans le cœur viscoélastique. Après avoir rappelé les

hypothèses liées à ce modèle, la formulation variationnelle du problème de vibration

libre nous conduira aux équations du mouvement de la structure. Mais avant tout,
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Fig. 2.1 – Calcul direct (diamant) de 80 fréquences propres d’une structure répétitive

viscoélastique

nous faisons un bref aperçu sur les différents modèles cinématiques proposés dans la

littérature pour l’étude des structures sandwichs viscoélastiques.

2.2.1 Modèles cinématiques des structures sandwichs visco-

élastiques

Dans les structures sandwichs viscoélastiques, l’amortissement est apporté par le

cœur viscoélastique, principalement grâce à un cisaillement important dans cette couche

dû à l’écart entre les déplacements longitudinaux des couches élastiques et la faible ri-

gidité du cœur viscoélastique. Plusieurs auteurs ont proposé différents modèles cinéma-

tiques pour étudier les structures sandwichs. Au départ, les structures sandwichs visco-

élastiques étaient étudiées avec la cinématique des structures classiques monocouches

moyennant des hypothèses qui diffèrent d’un auteur à un autre [101, 102, 103, 104, 105].

Pour plus de détails sur ces modèles qualifiés de non zigzag (FIG. 2.2.a), se référer à la

thèse de Bilasse [18]. Cependant afin d’améliorer et de rendre plus précise la modélisa-

tion des sandwichs, il est plus intéressant de décrire le champ de déplacement couche
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Fig. 2.2 – Modèles cinématiques

par couche, ce qui conduit à des modèles qualifiés de zigzag (FIG. 2.2.b). Dans les mo-

dèles zigzag, les faces sont décrites par le modèle de Kirchhoff-Love et un modèle adapté

est utilisé dans le cœur pour rendre compte du cisaillement. Une évaluation des mo-

dèles zigzag classiques a été effectuée par Hu et al [106] à travers des tests dynamiques

et statiques. Cette évaluation révèle que le modèle zigzag de Rao [107] est performant

dans les conditions suivantes : hc/hf ≤ 10 et Ec/Ef ≤ 0.01 où hf et hc représentent

respectivement l’épaisseur des faces et du cœur, Ef et Ec représentent respectivement

le module d’Young statique des faces et du cœur. Afin de mener à bien cette étude,

nous adoptons le modèle zigzag de Rao et nous resterons dans les hypothèses de validité

établies par Hu et al [106].

2.2.2 Equation du mouvement

a. Rappel du modèle zigzag et des lois de comportement utilisés

Considérons une structure sandwich viscoélastique symétrique répétitive et élancée

telle que représentée sur la figure 2.3. Dans le système de coordonnées (O, x, y, z), où

L représente la longueur de la structure dans la direction (O, x), l la longueur d’une

cellule de base dans la direction (O, x), h l’épaisseur totale dans la direction (O, z) et

b la largeur dans la direction (O, y). Dans la suite, l’indice i = 1 et i = 3 sont res-

pectivement liés aux couches supérieures et inférieures et l’indice i = 2 au cœur. Les

paramètres matériaux et géométriques portant les indices f et c seront respectivement

liés aux faces et au cœur. L’ordonnée du plan moyen de la couche i par rapport à la
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Fig. 2.3 – Structure sandwich viscoélastique répétitive

référence z = 0 est notée zi. Les faces sont supposées identiques et parfaitement élas-

tiques et le cœur est supposé viscoélastique. Les matériaux constituant la structure sont

supposés isotropes, linéaires et homogènes ; et le matériau du cœur est non vieillissant.

La structure sandwich est assimilée à une poutre comme dans les travaux de Bilasse

[18], et la description cinématique utilisée dans son étude est le modèle zigzag de Rao

[107] dans laquelle la théorie d’Euler-Bernouilli est appliquée aux faces élastiques et

la théorie de Timoshenko au cœur viscoélastique. L’étude est menée en petite pertur-

bation et comme dans [18, 108] le modèle zigzag (2.4) est utilisé en flexion avec les

hypothèses suivantes :

- pour chaque couche du sandwich, les sections planes transverses initialement normales

au plan moyen demeurent planes et normales au plan moyen durant la flexion ;

- la contrainte normale transverse dans la direction (Oz) est très faible comparative-

ment à la contrainte normale axiale dans la direction (Ox) ;

- les effets d’inertie axiale et rotationnelle sont négligeables vis-à-vis des effets d’inertie

transversale pour l’étude en flexion ;

- l’effet de cisaillement est pris en compte dans la couche centrale viscoélastique, mais

ignoré dans les faces élastiques ;

- les trois couches du sandwich sont parfaitement collées entre elles assurant la conti-

nuité du champ de déplacement aux interfaces ;
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Fig. 2.4 – Modèle zigzag

- le déplacement transverse w est le même dans les trois couches.

La convention ∂ • /∂x = •,x sera adoptée pour la dérivée spatiale. En se basant

sur les hypothèses cinématiques décrites ci-dessus, les champs de déplacement et de

déformation dans les faces élastiques s’expriment (avec i = 1, 3) :

Ui(x, z, t) = ui(x, t) − (z − zi)w,x

Wi(x, z, t) = w(x, t)

εi(x, z, t) = ui,x − (z − zi)w,xx

(2.1)

où Ui est le déplacement longitudinal dans la couche i, ui le déplacement longitudinal

du plan moyen de la couche i, Wi = w le déplacement transversal commun dans les

trois couches et εi la déformation normale dans la couche i obtenue de la formule de

Green-Lagrange en petite déformation :

ε =
1

2
[grad(u) +T grad(u)] (2.2)

Le repère (O, x, y, z) cöıncidant avec le plan moyen de chaque couche : z2 = 0 et

z1 = −z3 = (hf + hc)/2. Les champs de déplacement et de déformation dans le cœur

(i = 2) sont données par :

U2(x, z, t) = u(x, t) + zβ(x, t)

W2(x, z, t) = w(x, t)

ε2(x, z, t) = u,x + zβ,x

ξ2(x, z, t) = β + w,x

(2.3)
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où u est le déplacement longitudinal du plan moyen du cœur, β la rotation de la

normale au plan moyen de la couche centrale et ξ2 la déformation de cisaillement dans

la couche centrale. L’hypothèse de la continuité du champ de déplacement aux interfaces

permet d’exprimer la relation entre les déplacements longitudinaux des plans moyens

des couches externes et celui de la couche centrale :

u1 = u+ (
hc

2
β − hf

2
w,x)

u2 = u− (
hc

2
β − hf

2
w,x)

(2.4)

La loi de Hooke généralisée s’écrit :

σij = Cijklεkl (2.5)

Elle permet d’écrire les comportements de la structure à travers l’effort normal Ni et

le moment fléchissant Mi de chaque couche i du sandwich comme suit :

Ni(x, t) =
∫ ∫

si

σi ds = EfSfui,x, i = 1, 3

Mi(x, t) =
∫ ∫

si

(z − zi)σi ds = EfIfw,xx

(2.6)

où σi et si représentent respectivement la contrainte normale et l’aire de la section

droite de la couche i, et If le moment quadratique de la section des faces.

Nous admettons que la loi de comportement du matériaux viscoélastique du cœur est

déterminée par les sollicitations harmoniques. Son module d’Young en viscoélasticité

linéaire correspond au module opérationnel R∗ dans le domaine fréquentiel donnée par :

E∗
c (ω) = R∗(iω) = iω

∫ +∞

0
R(t)e−iωt dt (2.7)

où R(t) représente la fonction de relaxation du matériau viscoélastique du cœur. Les re-

lations de contrainte-déformation dans le cas des matériaux viscoélastiques non vieillis-

sant s’écrivent [18] :




εij(t) = Jijkl ∗ σ̇kl(t)

σij(t) = Rijkl ∗ ε̇kl(t)

(2.8)
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où (∗) est une notation que nous adoptons pour représenter les produits de convolution

de Riemann (f(t) ∗ g(t) =
∫ 0

−∞
f(t− τ)g(τ) dτ), Jijkl et Rijkl représentent respective-

ment les fonctions de fluage et de relaxation et possèdent des propriétés de symétrie

c’est à dire : Jijkl = Jklij = Jjikl = Jijlk et Rijkl = Rklij = Rjikl = Rijlk. En utilisant

la relation (2.8), l’effort normal N2 et le moment fléchissantM2 dans la couche centrale

s’écrivent également en termes de produits de Riemann :

N2(x, t) =
∫ ∫

s2

σ2 ds = ScR(t) ∗ u̇,x

M2(x, t) =
∫ ∫

s2

zσ2 ds = IcR(t) ∗ β̇,x

(2.9)

où Ic représente le moment quadratique de la section droite de la couche centrale.

L’effort tranchant de cisaillement T induit par la déformation de cisaillement ξ2 dans

le cœur s’exprime également en terme de produit de convolution :

T (x, t) =
∫ ∫

s2

τ2 ds =
Sc

2(1 + νc)
R(t) ∗ (ẇ,x + β̇) (2.10)

où τ2 représente la contrainte de cisaillement dans le cœur.

b. Formulation variationnelle du problème de vibrations libres

L’équilibre de la poutre sandwich est décrit par le principe des puissances virtuelles

(PPV) appliqué à l’ensemble des trois couches en vibrations libres et s’écrit :

−δPint + δPacc = 0 (2.11)

où δPint et δPacc représentent respectivement la puissance virtuelle des efforts intérieurs

et d’inertie appliquées à l’ensemble des trois couches consécutives et définies par :

δPint =
3∑

i=1

−
∫ ∫ ∫

vi

σ : δε dv

δPacc =
3∑

i=1

∫ ∫ ∫

vi

ρüδu dv

(2.12)
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où σ est le tenseur des contraintes, ε le tenseur des déformations, u le vecteur champ

de déplacement, ρ la masse volumique et vi le domaine représentant la couche i. Les

effets d’inertie longitudinale et rotationnelle étant négligés dans la présente formulation,

seuls les effets d’inertie transversale sont pris en compte. la continuité des champs de

déplacement aux interfaces (2.4) permet de définir les déplacements généralisés ramenés

dans le cœur en fonction du déplacement longitudinal (u), le déplacement transversal

ou la flèche (w) et la rotation (β) du plan moyen de ce dernier. Ainsi le PPV (2.11)

peut se réécrire uniquement en fonction des trois déplacements généralisés {u,w, β} du

plan moyen du cœur :

∫ L

0
[Nδu,x +Mβδβ,x +Mωδw,xx +T (δw,xx + δβ)+(2ρfSf +ρcSc)ẅδw] dx = 0 (2.13)

où {δu, δw, δβ} sont les déplacements et rotation virtuels, N,Mβ,Mw sont respective-

ment l’effort normal résultant et les moments fléchissants résultants qui s’expriment en

fonction des déplacements généralisés grâce aux équations (2.4, 2.6, 2.9) comme suit :

N = N1 +N2 +N3 = 2EfSfu,x + ScR ∗ u̇,x

Mβ = M2 + (N1 −N3)
hc

2
= IcR ∗ β̇,x +

EfSfhc

2
(hcβ,x − hfw,xx)

Mw = M1 +M3 + (N3 −N1)
hf

2
= (2EfIf +

EfSfh
2
f

2
)w,xx − EfSfhfhc

2
β,x

(2.14)

Dans nos travaux nous ne nous intéressons qu’au mouvement de flexion. L’équation

d’équilibre (2.13) étant un couplage entre un mouvement membranaire et un mouve-

ment de flexion, nous la découplons afin de récupérer l’équation du mouvement de

flexion qui s’écrit :

∫ L

0
[Mβδβ,x +Mωδw,xx + T (δw,xx + δβ) + (2ρfSf + ρcSc)ẅδw] dx = 0 (2.15)
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Afin d’analyser les vibrations libres en flexion, les fonctions de déplacement et de ro-

tation {w, β} sont cherchées sous forme harmonique :





w(x, t) = W (x)eiωt

β(x, t) = B(x)eiωt

(2.16)

où {W,B} représente le mode propre de vibration linéaire et ω la fréquence de vibration.

En introduisant (2.16) dans (2.15) en tenant compte de (2.14) on peut réécrire le

problème à discrétiser (dans le cadre d’une étude éléments finis) ou à intégrer (dans

le cadre d’une étude analytique) en fonction des variables d’espace {W,B} et de la

fréquence de vibration ω :

∫ L

0
[IcE

∗
c (ω)B,xδB,x +

EfSfhc

2
(hcB,x − hfW,xx)δB,x+

(2EfIf +
EfSfh

2
f

2
)W,xxδW,xx − EfSfhfhc

2
B,xδW,xx+

ScE
∗
c (ω)

2(1 + νc)
(W,x +B)(δW,x + δB) − ω2(2ρfSf + ρcSc)WδW ] dx = 0

(2.17)

où Ef est le module d’Young des faces, E∗
c (ω) le module d’Young du cœur et dépendant

de la fréquence de vibration, If et Ic les moments quadratiques respectives des sections

droites des faces et du cœur, Sf et Sc les sections droites respectives des faces et du

cœur, ρf et ρc les masses volumiques respectives des matériaux des faces et du cœur,

νc le coefficient de poisson du matériau du cœur.

Deux intégrations par partie successives de la forme faible (2.17) du problème de vibra-

tion nous conduisent à la formulation forte qui est l’équation analytique du mouvement
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de la structure :





C
d3W

dx3
−M(λ)

d2B

dx2
+ F (λ)(

dW

dx
+B) = 0

(H + C)
d4W

dx4
− [C +M(λ)]

d3B

dx3
− λW = 0

conditions aux limites

(2.18)

où λ est la valeur propre complexe définie par λ = ω2 = Ω2(1 + iη) avec Ω la fréquence

amortie et η l’amortissement ; C, M(λ), F (λ) et H sont des constantes calculées à

partir des caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure et sont définies

dans l’annexe A.1

Le problème (2.17) dont la forme forte est le problème (2.18) est un problème aux

valeurs propres complexes. Elle peut être résolue numériquement par la méthode des

éléments finis au moyen de diamant en la discrétisant en éléments unidimensionnels

comme dans les travaux de Bilasse et al [5]. L’approche générique développée dans ces

travaux permet de résoudre le problèmes de vibration libre non linéaire quelle que soit

la loi de dépendance en fréquence du module d’Young du matériau du cœur. Un calcul

éléments finis des 80 premières fréquences propres d’une structure sandwich viscoélas-

tique répétitive (figure 2.1) montre que les fréquences propres de ce type de structures

sont regroupées par paquets. La proximité entre les fréquences propres d’un même pa-

quet rend difficile et inefficace l’utilisation des codes commerciaux comme ABAQUS qui

utilisent l’analyse de la réponse fréquentielle pour déterminer les fréquences amorties

et la méthode de la bande passante à −3db pour déterminer les facteurs de pertes cor-

respondant. Lorsque la taille de la structure augmente, entrainant donc l’augmentation

de la taille du problème éléments finis à résoudre, le calcul devient coûteux en temps de

calcul et espace mémoire CPU, et les algorithmes de recherche de valeurs propres de-

viennent inefficaces. Afin de contourner tous ces problèmes, nous proposons de résoudre

ce problème à l’aide de la Méthode Asymptotique à Deux Echelles (MADE).
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2.3 La Méthode Asymptotique à Deux échelles

2.3.1 Introduction

Une simulation éléments finis au moyen de diamant montre que les fréquences

propres des structures sandwichs viscoélastiques répétitives sont regroupées en paquets

distincts (FIG. 2.1) et que les modes de début et fin de paquets apparaissent comme

des modulations lentes de modes périodiques de périodes l ou 2l (FIG. 2.5 a-d). Ces

modulations lentes des modes nous permettent d’utiliser la MADE pour déterminer

les modes et valeurs propres de ces structures comme dans la bibliographie [39, 41,

3] dans le cadre de l’analyse des vibrations de structures élastiques non amorties et

monocouches.

LaMADE est une technique d’homogénéisation asymptotique qui permet de scinder le

problème de vibration des longues structures répétitives de grandes tailles en deux sous

problèmes de tailles relativement réduites. Le premier, qualifié de local est formulé sur

quelques cellules de base et résolu à l’aide de la méthode des éléments finis. Le second

est une équation différentielle d’amplitude dont la résolution permet d’estimer le début

et la fin de chaque paquet de fréquences propres. Etant donné que la structure qui

nous intéresse ici est une structure sandwich viscoélastique dont le module d’Young du

cœur dépend de la fréquence de vibration, les deux sous problèmes sont des problèmes

non linéaires aux valeurs propres complexes. Le problème local est résolu au moyen

de l’algorithme de résolution des problèmes de vibrations libres non linéaires utilisant

diamant proposé par Bilasse et al [5]. Nous appelons problème local toute solution du

problème (2.18) formulé sur un petit nombre de cellules de base avec des conditions de

périodicité. Dans la section suivante laMADE est appliquée pour résoudre le problème

de vibrations amorties de structures sandwichs viscoélastiques répétitives.
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W
(x
)

X

W
(x
)

W
(x
)

W
(x
)

X

X X

a.  Mode 1 b.  Mode 2

c.  Mode 19 d.  Mode 20

Fig. 2.5 – Premier(a), Second(b), dix-neuvième(c) et vingtième(d) modes d’une struc-

ture sandwich viscoélastique répétitive calculés par l’approche diamant
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2.3.2 Problèmes locaux et équation d’amplitude

Dans l’application de la MADE les inconnues du problème (2.18) à savoir (U, λ)

sont développées sous les formes asymptotiques suivantes :





U =



W

B


 = U0(X, x) + κU1(X, x) + κ2U2(X, x) + ...

λ = λ0 + κλ1 + κ2λ2 + ...

(2.19)

où X = κx est la variable globale ou lente qui décrira ce qui se passe globalement, x la

variable rapide ou locale, κ est un petit paramètre très petit devant 1 et défini comme

étant le rapport entre la longueur d’une cellule de base et la longueur de la structure

entière (κ = l/L = 1/N , N étant le nombre total de cellules de base de la structure).

De plus, on suppose que le mode U est localement périodique de période pl (selon la

variable x, p étant un entier naturel), ce qui assure une continuité du mode entre deux

cellules voisines. En accord avec la méthode d’échelle double [29] les inconnues X et x

sont indépendantes et le calcul des dérivées par rapport à la variable rapide x suit la

règle suivante :

d

dx
=

∂

∂x
+ κ

∂

∂X
(2.20)

Afin de faciliter les écritures nous introduisons les opérateurs ψ1(Wi, Bi) et ψ2(Wi, Bi)

définis comme suit :

ψ1(Wi, Bi) = C
∂3Wi

∂x3
−M(λ)

∂2Bi

∂x2
+ F (λ)(

∂Wi

∂x
+B)

ψ2(Wi, Bi, λ0) = (C +H)
∂4Wi

∂x4
− [C +M(λ)]

∂3Bi

∂x3
− λ0W

(2.21)

En dérivant le développement asymptotique de U(X, x) suivant la règle (2.20) et en

l’introduisant dans le système (2.18), une identification des puissances entières de κ

permet de déterminer le problème à chaque ordre de κ comme suit :

- Ordre κ0
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W0 et B0 sont pl périodiques

ψ1(W0, B0) = 0

ψ2(W0, B0, λ0) = 0

conditions aux limites globales

(2.22)

- Ordre κ1





W1 et B1 sont pl périodiques

ψ1(W1, B1) = F 1
1 (W0, B0)

ψ2(W1, B1, λ0) = F 1
2 (W0, B0) + λ1W0

conditions aux limites globales

(2.23)

où F 1
1 (W0, B0) et F 1

2 (W0, B0) calculés à partir des solutions à l’ordre κ0 sont définis

dans l’annexe A.2.

- Ordre κ2
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W1 et B1 sont pl périodiques

ψ1(W2, B2) = F 2
1 (W0, B0,W1, B1)

ψ2(W2, B2, λ0) = F 2
2 (W0, B0,W1, B1) + λ2W0 + λ1W1

conditions aux limites globales

(2.24)

où F 2
1 (W0, B0,W1, B1) et F 2

2 (W0, B0,W1, B1) calculés à partir des solutions aux ordres

κ0 et κ1 sont définis dans l’annexe A.2.

Etant donné que les inconnues X et x sont indépendantes, la solution du problème à

l’ordre κ0 (2.22) peut s’écrire comme un produit de deux fonctions de X et x :





W0(X, x) = A0(X)w0(x)

B0(X, x) = A0(X)b0(x)

(2.25)

où A0(X) est une fonction de la variable lente X, w0(x) et b0(x) sont les modes locaux

solutions du problème local suivant :





w0 et b0 sont périodiques

ψ1(w0, b0) = 0

ψ2(w0, b0, λ0) = 0

conditions aux limites locales

(2.26)

Le problème (2.26) est un problème non linéaire aux valeurs propres complexes. Ce

problème est posé sur un domaine qui dépend de la valeur propre λ0 considérée. Par

48



2.3. La Méthode Asymptotique à Deux échelles

a. Mode local de periode 2l (Ici l = 1m) b. Mode local de periode l (Ici l = 1m)

Fig. 2.6 – Modes locaux de périodes 2l et l

exemple dans notre cas ici, les deux premiers modes (FIG. 2.5 a. et b.), apparaissent

comme une modulation lente de modes périodiques de période 2l (FIG. 2.6a.) alors que

les deux derniers modes du premier paquet (FIG. 2.5 c. et d.) apparaissent comme une

modulation lente de modes périodiques de période l (FIG. 2.6b.). Afin de calculer les

modes de début de paquet le problème local est formulé sur une structure constituée

par deux cellules de base et λ0 correspond au plus petit mode périodique de période

2l. Pour la fin de paquet le problème local est formulé sur une structure constituée par

une seule cellule de base et λ0 correspond au plus petit mode périodique de période l.

Le problème (2.18) est un problème aux valeurs propres, par conséquent les premiers

membres des problèmes (2.23, 2.24) sont singuliers. Ces problèmes n’ont de solutions

que si leurs seconds membres satisfont la condition de solvabilité suivante [29] :

〈ψ2(Wi, Bi, λ0), w0〉 =
∫

période
ψ2(Wi, Bi, λ0)w0 dx = 0 (2.27)

La condition de solvabilité (2.27) appliquée au problème à l’ordre κ1 (2.23) s’écrit :

∫

période
(F 1

2 (W0, B0) + λ1W0)w0 dx = 0 (2.28)

En tenant compte de la périodicité du mode local w0, cette condition de solvabilité

(2.28) conduit à λ1 = 0. Par conséquent la solution du problème à l’ordre κ1 peu
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s’écrire sous la forme :




W1(X, x) = A1(X)w0(x) +
dA0(X)

dX
w1(x)

B1(X, x) = A1(X)b0(x) +
dA0(X)

dX
b1(x)

(2.29)

où A1(X) est une fonction de la variable lente X, w1(x) et b1(x) satisfont le problème

local suivant :



w1 et b1 sont périodiques

ψ1(w1, b1) = −3C
d2w0(x)

dx2
+ 2M(λ)

db0(x)

dx

ψ2(w1, b1, λ0) = −4(H + C)
d3w0(x)

dx3
+ 3[C +M(λ)]

d2b0(x)

dx2

conditions aux limites locales

(2.30)

La condition de solvabilité (2.27) appliquée le problème à l’ordre κ2 s’écrit :

∫

période
(F 2

2 (W0, B0,W1, B1) + λ2W0 + λ1W1)w0 dx = 0 (2.31)

En tenant compte de la périodicité du mode local w0 et du fait que λ1 = 0, cette

condition de solvabilité (2.31) conduit à l’équation différentielle d’amplitude globale :




Ca(λ0)
d2A0(X)

dX2
+ λ2A0(X) = 0

conditions aux limites globales

(2.32)

où Ca(λ0) est une constante complexe déterminée à partir des problèmes locaux (2.26,

2.30) et donnée dans l’annexe A.3.

L’équation d’amplitude (2.32) est le problème globale qui permettra de déterminer les

valeurs propres relatives à λ0. C’est aussi un problème aux valeurs propres complexes

dont la solution est le couple (A0(X), λ2). Nous discutons de la résolution de l’équation

d’amplitude dans la section suivante.
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2.3.3 Résolution de l’équation d’amplitude

Le problème (2.32) est une équation différentielle dont les conditions aux limites

sont spécifiques. Dans cette section nous traitons ces conditions aux limites avant de

déterminer ses solutions. Ces conditions aux limites nécessitent l’analyse des couches

limites [39]. Cependant cette analyse n’est pas nécessaire pour déterminer la solution

au premier ordre. Comme préciser dans les travaux de Daya et al [39], la solution

asymptotique du problème au second ordre s’écrit :

U(X, x) =

(
W (X, x)

B(X, x)

)
= A0(X)

(
w0(x)

b0(x)

)
+κ




A1(X)w0(x) +
dA0(X)

dX
w1(x)

A1(X)b0(x) +
dA0(X)

dX
b1(x)




(2.33)

où

(
w0(x)

b0(x)

)
et

(
w1(x)

b1(x)

)
sont les modes locaux et sont périodiques.

Dans la suite nous nous intéressons aux solutions de l’équation d’amplitude dans les

cas de structures encastrées aux deux extrémités et simplement appuyées aux deux

extrémités.

a. Structures encastrées aux deux extrémités

L’encastrement aux deux extrémités se traduit jusqu’à l’ordre κ1 comme suit (x0 = 0

ou x0 = L) :




W (X0, x0) = A0(X0)w0(x0) + κ(A1(X0)w0(x0) +
dA0

dX
(X0)w1(x0)) = 0

B(X0, x0) = A0(X0)b0(x0) + κ(A1(X0)b0(x0) +
dA0

dX
(X0)b1(x0)) = 0

(2.34)

Le système (2.34) est satisfait dans deux cas de figures : les modes périodiques w0(x)

et b0(x) sont tous les deux simultanément nuls en x0 = 0 et x0 = L (cas 1) ou non (cas

2). On a alors :




dA0

dX
(0) =

dA0

dX
(Lκ) = 0 (cas 1)

A0(0) = A0(Lκ) = 0 (cas 2)

(2.35)

51
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La résolution analytique du problème (2.26) donne la forme des modes locaux (w0(x)

et b0(x)) :




w0(x) = asin(kx)

b0(x) = bcos(kx)

k =
nπ

l
, n = 1, 2, 3, 4, ...

(2.36)

où a et b sont des constantes à déterminer par les conditions aux limites locales. Pré-

cisons que l est la longueur d’une cellule de base. La forme générale de l’amplitude

A0(X) s’écrit :

A0(X) = tsin(KX) + vcos(KX) (2.37)

où K, t et v sont des constantes à déterminer. Compte tenu de la forme des modes

locaux (2.36), on se trouve dans le cas 2 (A0(0) = A0(Lκ) = 0). La solution générale

de l’équation d’amplitude (A0(X)) peut alors se réécrire :




A0(X) = tsin(KX)

K =
nπ

Lκ
n = 1, 2, 3, 4, ...

(2.38)

En introduisant cette solution dans l’équation d’amplitude (2.32), on obtient l’expres-

sion de λ2 :




λ2 = Ca(λ0)
n2π2

L2κ2

n = 1, 2, 3, 4, ...

(2.39)

L’expression asymptotique des valeurs propres en début et fin de paquet s’écrit alors :




λ = λ0 + Ca(λ0)
n2π2

L2

n = 1, 2, 3, 4, ...

(2.40)
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b. Structures simplement appuyées aux extrémités

Les appuis simples aux deux extrémités se traduisent par :




W (X0, x0) = A0(X0)w0(x0) + κ(A1(X0)w0(x0) +
dA0

dX
(X0)w1(x0)) = 0

dB

dx
(X0, x0) = A0(X0)

db0

dx
(x0) + κ(A1(X0)

db0

dx
(x0) +

dA0

dX
(X0)

db1

dx
(x0)) = 0

(2.41)

Le système (2.41) est satisfait dans deux cas de figures : les modes périodiques w0(x)

et
db0(x)

dx
sont simultanément nuls en x0 = 0 et x0 = L (cas 1) ou non (cas 2). On a

alors :



dA0

dX
(0) =

dA0

dX
(Lκ) = 0 (cas 1)

A0(0) = A0(Lκ) = 0 (cas 2)

(2.42)

La résolution analytique du problème (2.26) donne la forme des modes locaux (w0(x)

et b0(x)) :




w0(x) = asin(kx)

b0(x) = bcos(kx)

k =
nπ

l
, n = 1, 2, 3, 4, ...

(2.43)

où a et b sont des constantes à déterminer par les conditions aux limites locales. Comme

dans le cas de l’encastrement, la forme générale de l’amplitude A0(X) s’écrit :

A0(X) = tsin(KX) + vcos(KX) (2.44)

oùK, t et v sont des constantes à déterminer. Compte tenu de la forme des mode locaux

(2.43), on se trouve dans le cas 1 (
dA0

dX
(0) =

dA0

dX
(Lκ) = 0). La solution générale de

l’équation d’amplitude (A0(X)) peut alors se réécrire :




A0(X) = vcos(KX)

K =
nπ

Lκ
n = 0, 1, 2, 3, ...

(2.45)
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En introduisant cette solution dans l’équation d’amplitude (2.32), on obtient l’expres-

sion de λ2 :




λ2 = Ca(λ0)
n2π2

L2κ2

n = 0, 1, 2, 3, ...

(2.46)

L’expression asymptotique des valeurs propres en début et fin de paquet s’écrit alors :




λ = λ0 + Ca(λ0)
n2π2

L2

n = 0, 1, 2, 3, ...

(2.47)

A partir de cette nouvelle approche on est désormais capable de déterminer les fré-

quences amorties et facteurs de perte correspondant pour des structures sandwichs

viscoélastiques répétitives ayant un cœur dont le module d’Young dépend de la fré-

quence. A partir des valeurs propres déterminées grâce à l’expansion asymptotique, on

peut déterminer les fréquences amorties (Ω) et amortissements (η) :





Ω =
√

ℜ(λ)

η =
ℑ(λ)

ℜ(λ)

(2.48)

où ℜ(λ) et ℑ(λ) représentent respectivement les parties réelle et imaginaire de λ. Dans

la section suivante nous validons la présente approche à travers des tests numériques

sur des structures sandwichs viscoélastiques répétitives avec divers matériaux visco-

élastiques dans le cœur.

2.4 Validations numériques et discussions

La nouveauté de la nouvelle approche est sa capacité à calculer les facteurs de

perte de structures répétitives viscoélastiques quelle que soit la loi de dépendance en
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fréquences du module d’Young du matériau du cœur. Dans cette section nous montrons

l’efficacité de la MADE. A cet effet nous menons des tests numériques sur de longues

structures sandwichs viscoélastiques répétitives (FIG. 2.3). Le cas de module d’Young

constant dans le cœur ainsi que celui du module d’Young dépendant de la fréquence est

abordé pour montrer la capacité de la nouvelle approche à prendre en compte toutes

les configurations des modules d’Young. La comparaison des résultats de la nouvelle

approche et ceux du calcul direct par élément finis (diamant) permettra de juger de sa

précision. Nous commençons par le cas le plus simple qui est celui du module d’Young

constant.

2.4.1 Modèle viscoélastique à module complexe constant

Le modèle à module viscoélastique constant est un modèle simple très utilisé dans

la littérature qui permet d’introduire l’amortissement de type viscoélastique. Il est

modélisé par une loi complexe de la forme :

E∗
c (ω) = E0(1 + iηc) (2.49)

où E0 est le module d’élasticité retardée et ηc est le facteur de perte. Avec cette forme

de module d’Young, les variables M(λ) et F (λ) ne dépendent plus de la fréquence. Le

problème local est un problème linéaire aux valeurs propres complexes qui est résolu

par la méthode QR. La structure traitée dans cette partie a des faces en acier et un

cœur en polymère dont le facteur de perte ηc ∈ {0.1, 0.6, 1.5}. Les caractéristiques géo-

métriques et mécaniques de la structure étudiée sont regroupées dans le tableau 2.1.

La confrontation des résultats de la présente approche avec ceux du calcul direct élé-

ments finis faisant recours à la discrétisation de toute la structure, dans les tableaux 2.2

et 2.3, montre l’efficacité et la précision de la MADE pour l’estimation des fréquences

amorties et des amortissements du début et de la fin de paquet tant pour un facteur de

perte faible dans le cœur (ηc = 0.1) que pour un facteur de perte élevé (ηc = 1.5). Le

plus grand avantage de la MADE c’est sa capacité à donner de bons résultats tout en
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Chapitre 2. Analyse à deux échelles des vibrations des structures sandwichs répétitives

Faces élastiques Module de Young Ef = 2.111Pa

Coefficient de Poisson νf = 0.3

Masse volumique ρf = 7800Kg.m−3

Epaisseur hf = 0.02m

Cœur viscoélastique Module d’Young Ec = 1.794 × 106Pa

Coefficient de Poisson νc = 0.3

Masse volumique ρc = 968.1Kg.m−3

Epaisseur hc = 0.01m

Poutre Longueur L = 20m

longueur d’une cellule de base l = 1m

Nombre de cellules de base N = 20

Largeur b = 0.1m

Tab. 2.1 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure sandwich étu-

diée

permettant une économie considérable en temps de calcul et espace mémoire CPU. En

effet avec l’utilisation de laMADE, le problème local résolu est un problème linéaire à

108 degrés de libertés, alors que le calcul direct qui nécessite la discrétisation de toute

la structure est un problème linéaire à 2103 degrés de libertés. Ce qui a un impact

direct sur le temps de calcul qui est de 30 secondes avec la MADE alors que pour le

même calcul il faut 335 secondes avec le calcul direct. Afin de montrer la capacité de

la MADE à s’adapter aux structures avec des modules d’Young variables et dépen-

dant de la fréquence, nous effectuons des calculs numériques sur des structures ayant

respectivement des couches centrales en PV B à 20°C et de l’ISD112 à 25°C.
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ηc Rang
Présente approche Calcul direct (QR)

Ω(Hz) η Ω(Hz) η

0.1 1 46.87 0.0022 46.87 0.0022

2 47.20 0.0022 47.20 0.0022

3 48.17 0.0021 48.18 0.0021

4 49.74 0.0019 49.77 0.0020

5 51.86 0.0018 51.91 0.0018

0.6 1 46.87 0.013 46.87 0.013

2 47.20 0.013 47.20 0.013

3 48.17 0.012 48.18 0.012

4 49.74 0.012 49.77 0.012

5 51.86 0.011 51.91 0.011

1.5 1 46.87 0.033 46.87 0.033

2 47.20 0.032 47.20 0.032

3 48.17 0.031 48.18 0.031

4 49.74 0.029 49.77 0.030

5 51.86 0.027 51.92 0.027

Tab. 2.2 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements (η) du début du premier paquet

de la structure simplement appuyée aux deux extrémités étudiée
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Chapitre 2. Analyse à deux échelles des vibrations des structures sandwichs répétitives

ηc Rang
Présente approche Calcul direct (QR)

Ω(Hz) η Ω(Hz) η

0.1 20 104.92 0.00055 104.92 0.00055

19 103.22 0.00056 103.32 0.00057

18 100.34 0.00060 100.83 0.00060

17 96.16 0.00065 97.65 0.00064

16 90.50 0.00073 93.96 0.00069

0.6 20 104.92 0.0033 104.92 0.0033

19 103.22 0.0034 103.32 0.0034

18 100.34 0.0036 100.83 0.0036

17 96.16 0.0039 97.65 0.0038

16 90.50 0.0044 93.96 0.0041

1.5 20 104.92 0.0082 104.92 0.0082

19 103.22 0.0085 103.32 0.0085

18 100.34 0.0089 100.83 0.0090

17 96.16 0.0097 97.65 0.0096

16 90.50 0.011 93.96 0.010

Tab. 2.3 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements (η) de la fin du premier paquet

de la structure simplement appuyée aux deux extrémités étudiée
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2.4.2 Modèle viscoélastique à module complexe variable et

dépendant de la fréquence

Pour les matériaux viscoélastiques, le module d’Young est considéré constant pour

des raisons de simplification, alors que dans la réalité, ces modules d’Young sont va-

riables et dépendent de la fréquence. Les résultats obtenus en considérant le module

d’Young constant, ne sont valables que dans des plages de fréquence où ce dernier va-

rie peu. Par conséquent pour être robuste, fiable et valide sur une très large gamme

de fréquence, la nouvelle approche MADE doit être capable de prendre en compte la

dépendance en fréquence des modules d’Young des matériaux viscoélastiques du cœur.

Dans la présente section, nous testons la capacité de la MADE en présence de ma-

tériaux ayant des modules d’Young variables et dépendant de la fréquence. Lorsque

le module d’Young dépend de la fréquence, les constantes M(λ) et F (λ) aussi dé-

pendent de la fréquence. Afin de pouvoir contourner le problème supplémentaire posé

par cette dépendance en fréquence, ces constantes sont approchées parM(λ0) et F (λ0)

où λ0 = λdébut en début de paquet et λ0 = λfin en fin de paquet. Le problème local à

résoudre est un problème non linéaire aux valeurs propres complexes résolu au moyen

de l’approche diamant. Nous testons d’abord la capacité de la nouvelle approche en

présence d’un module d’Young modélisé par un modèle à dérivée fractionnaire.

a. Modèle à dérivée fractionnaire (PVB à 20°C)

Dans cette section, les propriétés modales (fréquences amorties et amortissements)

sont calculées à travers la présente approche pour une structure sandwich viscoélastique

répétitive ayant un cœur avec un module de cisaillement G∗
c dépendant de la fréquence.

Le cœur de la structure considérée est en PVB (Polyvinyl de Butyral) dont le module

de cisaillement est donné par un modèle à dérivée fractionnaire [5] :

Gc(ω) = G∞ + (G0 −G∞)[1 + (iωτ)1−α]−β (2.50)
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Le PVB est considéré ici à 20°C et les différents coefficients du modèle à cette tempéra-

ture sont donnés dans les travaux de Bilasse par [5] : G0 = 479×103 Pa, G∞ = 2.35×108

Pa, τ = 0.3979, α = 0.46, β = 0.1946. Les caractéristiques mécaniques et géométriques

de la structure étudiée sont regroupées dans le tableau 2.4. La structure ainsi obte-

nue est un pare-brise (Verre/PVB/Verre) qui peut aussi être utilisée pour couvrir la

façade d’un grande immeuble. Les tableaux 2.5 et 2.6 regroupent respectivement les

fréquences amorties (Ω) et amortissements (η) correspondant du début et fin de paquet

de la structure Verre/PVB/Verre à 20°C étudiée, calculés par la présente approche. La

comparaison des résultats de la nouvelle approche avec ceux du calcul direct éléments

finis par discrétisation de toute la structure à travers diamant montre la capacité de la

nouvelle approche, à prendre en compte des matériaux viscoélastiques avec des modules

d’Young dépendant de la fréquence. On obtient un gain considérable en terme temps

de calcul et d’espace mémoire CPU à travers l’utilisation de l’approche MADE. En

effet, en utilisant la nouvelle approche, le problème éléments finis à résoudre possède

162 degrés de liberté alors que le problème éléments finis du calcul direct possède 3183

degrés de libertés. Ici le gain en temps de calcul est plus important que pour des mo-

dules viscoélastiques constants. En effet environ 70 secondes ont été nécessaires pour

le calcul avec l’approche MADE alors que le calcul direct éléments finis a nécessité

13560 secondes. Afin de confirmer la capacité de la MADE à prendre en compte n’im-

porte quelle loi de dépendance en fréquence, nous menons des tests numériques sur une

structure dont le cœur est en ISD112, avec un module d’Young modélisé par l’approche

ADF.

b. Modèle ADF (ISD112 à 27°C)

Dans cette section, on considère une structure dont le cœur est en ISD112 à 27°C

dont le module de cisaillement est décrit par un modèle ADF [5] :

G∗
c(ω) = G0(1 +

3∑

j=1

∆jω

ω − iΩj

) (2.51)
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Faces élastiques Module de Young Ef = 6.4510Pa

Coefficient de Poisson νf = 0.22

Masse volumique ρf = 2737Kg.m−3

Epaisseur hf = 0.03m

Cœur viscoélastique Coefficient de Poisson νc = 0.4

Masse volumique ρc = 999Kg.m−3

Epaisseur hc = 0.002m

Poutre Longueur L = 30m

longueur d’une cellule de base l = 1.5m

Nombre de cellules de base N = 20

Largeur b = 0.2m

Tab. 2.4 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure sandwich Ver-

re/PVB/Verre étudiée

Rang
Présente approche Calcul direct [5]

Ω(Hz) η Ω(Hz) η

1 59.87 0.013 59.85 0.013

2 61.09 0.013 60.98 0.013

3 63.06 0.014 62.82 0.014

4 65.72 0.016 65.31 0.016

5 68.99 0.019 68.36 0.017

Tab. 2.5 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements (Ω) du début du premier paquet

de la structure en Verre/PVB/Verre à 20°C encastrée-encastrée
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Rang
Présente approche Calcul direct [5]

Ω(Hz) η Ω(Hz) η

20 124.42 0.033 124.42 0.033

19 123.83 0.033 123.87 0.033

18 122.04 0.032 122.27 0.032

17 118.99 0.030 119.74 0.032

16 114.59 0.029 116.44 0.031

Tab. 2.6 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements (Ω) de fin du premier paquet

de la structure Verre/PVB/Verre à 20°C encastrée-encastrée

j G0(Pa) ∆j Ωj(rad.s
−1)

1 0.746 468.7

2 0.5×106 3.265 4742.4

3 43.284 71532.5

Tab. 2.7 – Paramètres du modèle ADF de l’ISD112 à 27°C

Les différents paramètres du modèle ADF de l’ISD112 à 27°C sont regroupés dans le

tableau 2.7. Les autres caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure

étudiée sont régroupées dans le tableau 2.8. Les propriétés modales en terme de fré-

quences amorties (Ω) et amortissements (η) sont regroupés dans les tableaux 2.9 et

2.10. La comparaison entre les résultats de laMADE et ceux du calcul direct diamant

confirment les résultats de la section précédente. Pour les cinq premiers modes et les

cinq derniers modes, les résultats des deux approches sont de nouveau très concordants.

Pour le calcul par la présente approche la cellule de base a été discrétisé en 35 éléments

finis unidirectionnelles dans le sens de la longueur conduisant à un problème à 108

degrés de liberté. Alors que pour le calcul direct toute la structure a été discrétisée

en 700 éléments finis unidirectionnelles dans le sens de la longueur conduisant à un

problème à 2103 degrés de liberté. Comme dans les précédents tests numériques, le
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Faces élastiques Module de Young Ef = 6.910Pa

Coefficient de Poisson νf = 0.3

Masse volumique ρf = 2766Kg.m−3

Epaisseur hf = 0.04m

Cœur viscoélastique Coefficient de Poisson νc = 0.5

Masse volumique ρc = 1600Kg.m−3

Epaisseur hc = 0.01m

Poutre Longueur L = 20m

longueur d’une cellule de base l = 1m

Nombre de cellules de base N = 20

Largeur b = 0.2m

Tab. 2.8 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure sandwich Alu-

minium/ISD112/Aluminium étudiée

gain en temps de calcul est élevé puisque le calcul par la MADE a été achevé en 60

secondes alors que 768 secondes ont été nécessaires pour le calcul direct. Comme toute

approche asymptotique, plus la taille de la structure (nombre de cellules de bases) aug-

mente, plus la précision de la MADE augmente. Avec la MADE, une augmentation

de la taille de la structure n’implique automatiquement ni une augmentation du temps

calcul, ni une augmentation de la taille du problème à résoudre puisque la taille du

problème à résoudre dépend surtout de la taille de la cellule de base. Cependant, quelle

que soit la taille de la structure, lorsqu’on s’approche du milieu de paquet la MADE

devient de moins en moins efficace. Cette inefficacité en milieu de paquet s’explique

par le fait qu’au milieu de paquet les deux échelles deviennent équivalentes. Dans les

tests numériques ci-dessus nous nous sommes contentés de calculer le début et la fin

du premier paquet. Néanmoins l’obtention des autres paquet sont possibles moyennant

un choix judicieux des λdébut et λfin.

Comme nous l’avons mentionné plus haut, les structures sandwichs viscoélastiques fai-

63
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Rang
Présente approche Calcul direct [5]

Ω(Hz) η Ω(Hz) η

1 88.61 0.018 88.61 0.018

2 89.22 0.018 89.23 0.018

3 91.06 0.017 91.09 0.017

4 94.04 0.017 94.09 0.017

5 98.05 0.016 98.15 0.016

Tab. 2.9 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements (η) du début du premier paquet

de la structure Aluminium/ISD112/Aluminium à 27°C simplement appuyée aux deux

extrémités

sant l’objet de notre étude présentent entre deux paquets de fréquences propres des

bandes d’arrêts. Lorsque ces structures sont excitées à une fréquence appartenant à

cette bande, la déformation reste localisée. L’une des objectifs de ce travail est de

mettre en place une approche efficace, robuste, peu coûteuse en temps de calcul et

espace mémoire CPU, pour la conception de structures présentant de larges bandes

d’arrêts. Dans la section suivante nous testons l’influence des caractéristiques géomé-

triques et mécaniques des faces et du cœur sur les largeurs de bandes d’arrêt.

2.4.3 Influence des caractéristiques géométriques et mécaniques

du sandwich sur les largeurs des bandes d’arrêt

Dans cette section l’influence des rapports hc/hf et Ec/Ef sur les largeurs des

bandes d’arrêt est étudiée pour une structure sandwich répétitive viscoélastique donnée.

Nous allons nous contenter du cas d’une structure ayant un cœur dont module d’Young

est constant et modélisé par la formule 2.49. Cependant la même étude peut être menée

pour une structure ayant un module d’Young dépendant fortement de la fréquence. A

cet effet les évolutions des largeurs de la première et seconde bandes d’arrêts sont
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Rang
Présente approche Calcul direct [5]

Ω(Hz) η Ω(Hz) η

20 198.28 0.0075 198.30 0.0075

19 195.06 0.0076 195.28 0.0077

18 189.58 0.0078 190.58 0.0080

17 181.62 0.0081 184.57 0.0083

16 170.85 0.0086 177.61 0.0087

Tab. 2.10 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements (η) du fin du premier paquet

de la structure Aluminium/ISD112/Aluminium à 27°C simplement appuyée aux deux

extrémités

étudiées en fonction de hc/hf et Ec/Ef . La première bande d’arrêt est la différence

de fréquence entre la dernière fréquence amortie du premier paquet et la première

fréquence amortie du second paquet. La seconde bande d’arrêt est la différence de

fréquence entre la dernière fréquence amortie du second paquet et la première fréquence

amortie du troisième paquet. Les évolutions de ces bandes d’arrêts sont construites en

fonction des rapports hc/hf et Ec/Ef sur les figures 2.7 et 2.8. Cette étude est menée

dans le cadre des hypothèses du modèle zigzag définies par Hu et al [106] c’est à dire

hc/hf ≤ 10 et Ec/Ef ≤ 10−2. Afin de confirmer l’efficacité de la MADE nous avons

également tracé les résultats du calcul direct à l’aide de diamant. La cöıncidence entre

les deux courbes confirme encore l’efficacité et la précision de l’approche MADE.

La figure 2.7, qui représente l’évolution des bandes d’arrêt en fonction de l’évolution

du rapport hc/hf pour des valeurs fixes de l’épaisseur totale h, Ec et Ef , montre que

les plus larges bandes d’arrêts sont obtenues pour les plus faibles valeurs du rapport

hc/hf . On constate aussi que c’est une fonction qui croit rapidement pour des valeurs

du rapport entre 10−1 et 10 (limite de validité du modèle zig-zag utilisé). Cependant

les largeurs des bandes croissent peu pour des valeurs du rapport hc/hf inférieures à

10−1.
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hc
h f

Premières bandes d’arrêt (MADE)

Premières bandes d’arrêt (Calcul direct)

Secondes bandes d’arrêt (MADE)

Secondes bandes d’arrêt (Calcul direct)
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Fig. 2.7 – Evolution des deux premières bandes d’arrêts en fonction du rapport hc/hf

(h = 0.05m, Ef = 2.1 × 1011 Pa, E0 = 1.794 × 106 Pa)

Un autre paramètre pouvant influencer la largeur de la bande d’arrêt, est le rapport

entre les modules d’Young des faces et du cœur. Pour celà nous avons fixé le rapport

hc/hf égale à 10−2 correspondant à une valeur quelconque donnant une large bande

d’arrêt dans l’étude précédente sur l’influence de ce rapport. On constate à travers la

figure 2.8 que les plus grandes largeurs de bandes d’arrêt sont obtenues pour les plus

grandes valeurs du rapport Ec/Ef . Pour des valeurs du rapport Ec/Ef inférieures à

10−5 et supérieures à 10−3 on constate qu’il y a peu d’évolution des bandes d’arrêt.

C’est surtout pour des valeurs du rapport Ec/Ef comprises entre 10−5 et 10−3 qu’il

y a le plus d’évolution des largeurs des bandes d’arrêt. On peut constater au travers

de cette petite étude que les largeurs de bandes d’arrêt sont optimiser, par les plus

petites valeurs du rapport hc/hf et les plus grandes valeurs possibles du rapport Ec/Ef .

Par conséquent pour avoir la largeur de bande d’arrêt la plus large possible, il serait

judicieux de dimensionner la structure de façon à avoir le plus petit rapport hc/hf et

la plus grande valeur du rapport Ec/Ef possible.
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Premières bandes d’arrêt (MADE)

Premières bandes d’arrêt (Calcul direct)
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Secondes bandes d’arrêt (Calcul direct)

Fig. 2.8 – Evolution des deux premières bandes d’arrêts en fonction du rapport Ec/Ef

(h = 0.05m, hc/hf = 10−2, Ef = 2.1 × 1011 Pa)

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une analyse asymptotique à deux échelles a été développée pour le

calcul des propriétés modales des longues structures sandwichs viscoélastiques à forme

répétitive. La nouvelle approche ayant pour acronyme MADE est une méthode d’ho-

mogénéisation qui scinde le problème initial de grande taille en deux sous problèmes

de tailles relativement petites. Le premier formulé sur une, deux ou trois cellules de

bases et résolu par calcul direct élément fini, et en l’occurrence dans notre cas ici par

l’approche diamant développée par Bilasse et al [5]. Le second est une équation diffé-

rentielle à coefficients complexes dont la résolution permet de déterminer le début et

la fin de chaque paquet de fréquences amorties ainsi que les amortissements correspon-

dants. Les tests numériques ont montré l’efficacité et la validité de cette approche par

rapport à un calcul direct. Cette étude, a permis de mettre en place un outil d’aide à

la conception de longues structures sandwich viscoélastiques à forme répétitive à large

bande d’arrêt.
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Chapitre 3

Une approche multi-échelle par

éléments finis pour la modélisation

des vibrations des structures à

matériaux composites

viscoélastiques

3.1 Introduction

Afin d’étudier les vibrations des structures à matériaux composites par la méthode

des éléments, la solution traditionnelle est celle qui consiste à formuler un problème

classique de vibrations sur toute la structure sans tenir compte de la microstructure.

La structure est alors finement discrétisée afin de pourvoir atteindre les plus petites

phases du matériau. Cependant cette solution pose plusieurs problèmes :

- Lorsque certaines phases de la microstructure sont plus petites que la taille d’un élé-

ment, les effets du matériau de ces phases ne sont pas pris en compte, ce qui affecte

directement la fiabilité des résultats.
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- Lorsque la structure est maillée assez finement pour prendre en compte l’effet des ma-

tériaux des différentes phases aussi petites soient-elles, la taille du problème à résoudre

peut devenir très grande posant ainsi d’autres problèmes d’ordre numérique : (i) les

algorithmes de résolutions des problèmes aux valeurs propres qui fonctionnent mal à

cause de la taille du problème à résoudre, (ii) le coût du calcul qui explose à cause de

la taille des problèmes à résoudre.

- L’impossibilité d’effectuer le calcul à cause de la taille du problème à résoudre ou de

l’impossibilité de la réalisation du maillage adéquat.

Une solution pour éviter tous ces problème est l’utilisation de la méthode des éléments

finis multi-échelles ou multi-niveaux (EF2) [87, 4]. La méthode des éléments finis multi-

échelles est une méthode d’homogénéisation qui permet de déterminer le comportement

du matériau composite à l’échelle macroscopique, à partir des comportements de ses

constituants à l’échelle microscopique, à travers la résolution d’un problème aux limites

sur un VER soigneusement choisi, par la méthode des éléments finis. En présence de

matériaux viscoélastiques dont les modules d’Young varient en fonction des fréquences

de vibration, le problème à l’échelle microscopique devient non linéaire et le principe

de superposition qui nest applicable que pour des problèmes linéaires ne peut plus

sappliquer pour construire le tenseur de localisation. La méthode de Newton-Raphson

peut être utilisée afin de résoudre une suite de problèmes linéaires et ainsi permettre

lutilisation du principe de superposition. Cependant cette méthode présente des limites

en présences d’instabilités et elle peut aussi devenir coûteuse en temps de calcul d’au-

tant plus qu’elle nécessite l’inversion d’une matrice tangente à chaque itération. Une

alternative à l’utilisation de la méthode de Newton-Raphson est la Méthode Asympto-

tique Numérique (MAN). La MAN est un algorithme de résolution des problèmes non

linéaires dépendant d’un paramètre scalaire [109]. Afin d’apporter plus de souplesse

dans l’utilisation de la MAN pour la résolution des problèmes non linéaires en sup-

primant les tâches de différentiations manuelles qui lui sont inhérentes, des codes de

différentiation automatiques ont été développés au sein de LEM3. La version C++ a été
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développée par Charpentiel et al [110], la version Fortran 90 par Charpentier et Potier-

Ferry [27] et la version Matlab par Koutsawa et al [28]. Ces outils de différentiation

automatique ont donné naissance à une déclinaison de la MAN dénommée diamant

acronyme de ” DIfférentiation Automatique de la Méthode Asymptotique Numérique

Typée”[27]. Dans ce travail nous combinons la méthode éléments finis multi-échelles et

la MAN associée aux outils de différentiation automatique pour l’analyse des vibrations

des matériaux composites viscoélastiques.

3.2 L’approche éléments finis multi-échelles pour la

résolution des problèmes non linéaires de vibra-

tions des matériaux composites viscoélastiques

Le problème éléments finis multi-échelles est formulé à deux échelles : l’échelle ma-

croscopique qui est celui de la structure dans sa configuration de référence, et l’échelle

microscopique qui est celui du Volume Elémentaire Représentatif (VER). Le choix du

VER est déterminant pour l’efficacité de l’approche FE2.

3.2.1 Formulation du problème à l’échelle macroscopique

A l’échelle macroscopique, la structure est considérée homogène (figure 3.1). Dans

la suite de cette section et pour le reste du document, la notation (·) sera utilisée

pour désigner les variables macroscopiques parce qu’elles sont considérées comme des

moyennes de quantités microscopiques. L’échelle macroscopique est considérée comme

un domaine Φ dans RD (D étant la dimension du domaine), possédant un bord extérieur

∂Φ séparé en deux bords disjoints et complémentaires ∂Φu et ∂ΦT telles que : ∂Φu ∩

∂ΦT = ∅ et ∂Φu ∪ ∂ΦT = ∂Φ. Dans l’hypothèse de petites perturbations, le problème
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dynamique à résoudre s’écrit :




∇ · σ = ρ
∂2u

∂t2
dans Φ

u = û sur ∂Φu

σ · n = T sur ∂ΦT

ε =
1

2
(∇u+T ∇u)

(3.1)

Le Principe des Puissance Virtuelles (PPV) permet d’obtenir la formulation faible du

problème (3.1) en l’absence des forces extérieures :

∫

Φ

Tσ : δε dΦ +
∫

Φ
ρ
∂2u

∂t2
δu dΦ = 0 (3.2)

La loi de comportement à l’échelle macroscopique est donnée par la loi de Hooke en

petite déformation :

σ = C : ε (3.3)

où C représente le tenseur symétrique d’ordre 4 du comportement du matériau à

l’échelle macroscopique. A ce stade ce tenseur reste inconnu et doit être déterminé

à partir du comportement de chaque constituant de la microstructure. Nous formulons

dans le paragraphe suivant le problème à résoudre à l’échelle microscopique ou du VER.

3.2.2 Formulation du problème microscopique

Le matériau d’origine est considéré hétérogène avec une microstructure supposée

périodique. L’échelle microscopique est un Volume Elémentaire Représentatif (VER)

regroupant tous les constituants de la microstructure et occupant un domaine φ de

bord extérieur ∂φ dans sa configuration de référence (figure 3.1). Comme dans les

travaux d’Attipou et al [4], le problème microscopique est formulé comme un problème

standard quasi-statique en mécanique des solides. En petites déformations la condition

d’équilibre du VER s’écrit alors :

∇ · σ = 0 (3.4)
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Forme faible du problème macroscopique

(C   )

  i

 ( )u u X Xε+ − + −− = ⋅ −

 φ
 Φ

 1
d

φ

ε ε ε φ
φ

= 〈 〉 = ∫∣∣

 1
d

φ

σ σ σ φ
φ

= 〈 〉 = ∫∣∣

Forme faible du problème microscopique

(C  )

m

 2

2
: 0  

T u
d u d

t
σ δε ρ δ

Φ Φ

∂
Φ + Φ =

∂∫ ∫
 

:  0T
d

φ

σ δε φ =∫

(C)

Fig. 3.1 – Concept de l’homogénéisation éléments finis multi-échelle

Dans la présente approche multi-échelles, les conditions aux limites sur le VER sont

particulières et permettent de faire le couplage entre les deux échelles (microscopique

et macroscopique). Elles sont détaillées dans la section 3.2.3.

La formulation faible associée à la condition d’équilibre (3.4) s’écrit grâce au PPV

comme suit :

∫

φ

Tσ : δε dφ = 0 (3.5)

La loi de comportement à l’échelle microscopique est donnée par la loi de Hooke en

petite déformation :

σ = C(r) : ε (3.6)

où C(r) est un tenseur symétrique d’ordre 4 du comportement du matériau de la phase

r du VER. Contrairement à l’échelle macroscopique, ce tenseur est supposé connu pour

chaque phase r du VER. ε est le tenseur de déformation de Green-Lagrange défini en
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petite déformation par :

ε =
1

2
(∇u+T ∇u) (3.7)

Comme toute technique d’homogénéisation, l’approche éléments finis multi-échelle vise

à déterminer le comportement macroscopique de la structure à partir des comporte-

ments des différents constituants de sa microstructure. A cet effet des relations de

couplage permettent de faire le lien entre les deux échelles.

3.2.3 Couplage entre les échelles microscopiques et macrosco-

piques

La structure à l’échelle macroscopique est considérée comme étant un matériau

homogène dont la loi de comportement est inconnu. L’approche éléments finis multi-

échelles (FE2) permet d’établir cette loi de comportement macroscopique à partir des

propriétés mécaniques de chaque phase du VER en résolvant un problème aux limites

sur le VER, par la méthode des éléments finis. Le couplage entre les échelles macrosco-

pique et microscopique est basé sur la théorie de moyennes. En petites déformations,

des expressions intégrales proposées par Hill [111] permettent de déterminer les ten-

seurs de déformation et de contrainte macroscopiques respectivement en fonction des

tenseurs de déformation et de contrainte microscopiques :

- La première relation de couplage définit le gradient de déformation macroscopique

(ε) comme étant la valeur moyenne du gradient de déformation microscopique (ε) :

ε = 〈ε〉 =
1

| φ |
∫

φ
ε dφ (3.8)

où | φ | est le volume du VER.

- La seconde relation de couplage estime que la contrainte effective (σ) en un point d’in-

tégration de la structure macroscopique où l’état de contrainte est supposé homogène

dans le voisinage de ce point est défini comme étant la valeur moyenne de la contrainte
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microscopique (σ) :

σ = 〈σ〉 =
1

| φ |
∫

φ
σ dφ (3.9)

Ensuite, le théorème de la moyenne de l’énergie de Hill-Mendel [111] exige que :

Tσ : δε = 〈Tσ : δε〉 =
1

| φ |
∫

φ

Tσ : ε dφ (3.10)

Les relations entre les deux échelles étant établies, il ne reste qu’à compléter le problème

à l’échelle microscopique avec des conditions aux limites, pour le résoudre et déterminer

le comportement macroscopique. Dans le cadre de l’approche éléments finis multi-

échelles, les conditions aux limites microscopiques nécessitent un traitement particulier.

3.2.4 Conditions aux limites microscopiques

Dans l’approche élément finis multi-échelles, la transition micro-macro est obtenue

en imposant le grandient de déformation macroscopique (ε) sur les bords du VER.

D’autres conditions aux limites peuvent être considérées sur le VER notamment les

hypothèses de Taylor (ou Voigt) ou de Sachs (ou Reuss). Pour plus de détails se référer

aux travaux de Kouznetsova [112]. En général, trois types de conditions aux limites

peuvent être imposées au VER :

- La première condition est associée aux déplacements imposés. Elle suppose que les

bords du VER sont soumis aux déformations macroscopiques. Ainsi pour un point

appartenant aux bords du VER, le vecteur position après déformation est donné par :

u = ε ·X, ∀ X ∈ ∂φ (3.11)

- La seconde condition est associée aux tractions uniformes. Elle définit des contraintes

homogènes sur le contour du VER :

σ · n = σ · n, ∀ X ∈ ∂φ (3.12)

- La troisième condition est une condition de périodicité. Un champ de perturbation

w(X) induit par la présence des hétérogénéités est introduit sous la forme :

u = ε ·X + w(X), ∀ X ∈ ∂φ (3.13)
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w(X) est un champ périodique, en ce sens qu’il prend la même valeur sur deux faces

opposées (∂φ+ et ∂φ−) du VER (Fig. 3.2) (∂φ = ∂φ+ ∪ ∂φ−). En nommant face (+)

et face (−) deux faces opposées du VER, le déplacement sur la face (+) s’écrit :

u+ = ε ·X+ + w+(X), ∀ X+ ∈ ∂φ+ (3.14)

et le déplacement sur la face (−) s’écrit :

u− = ε ·X− + w−(X), ∀ X− ∈ ∂φ− (3.15)

En considérant la périodicité du champs w(X) c’est à dire en prenant en compte le fait

que w+(X) = w−(X), et en soustrayant (3.15) de (3.14), on obtient :

u+ − u− = ε · (X+ −X−) (3.16)

Se référer aux travaux de Miehe [113] et Nezamabadi [114] pour plus de détails sur les

conditions aux limites à l’échelle microscopiques. Dans la suite, nous considérons les

condition aux limites en déformation (3.11) et les conditions de périodicité (3.16) sur

les bords du VER. Ces conditions aux limites sont fonction du gradient de déformation

macroscopique ε. Précisons que le gradient de déformation macroscopique ε est supposé

connu. Ici nous cherchons à déterminer les composantes de la loi de comportement (3.3)

en l’occurence le tenseur C en résolvant le problème aux limites sur le VER. En résumé

le problème à résoudre à l’échelle microscopique s’écrit comme suit :




∫

φ

T ∇u : C(r) : ∇δu dφ = 0

C. L. : u+ − u− = ε · (X+ −X−)

(3.17)

Nous désignons par Ce le tenseur de comportement relatif aux phases élastiques et par

Cv celui relatif aux phases viscoélastiques. En réalité pour les matériaux viscoélastiques,

le tenseur Cv varie en fonction de la fréquence de vibration de la structure. Quel que soit

le modèle utilisé pour le modéliser, ce tenseur peut se mettre sous la forme suivante :

Cv = E∗(0)C0 + E(λ)C0 (3.18)
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où E∗(0) est le module d’élasticité retardée et E(λ) est la fonction scalaire complexe

décrivant la dépendance en fréquence (E(0) = 0). λ = ω2, ω étant la fréquence de

vibration de la structure. Le tenseur C0 est défini par :

C0 =
1

1 − ν2




1 ν 0

ν 1 0

0 0
1 − ν

2




(3.19)

où ν est le coefficient de poisson supposé constant du matériau viscoélastique considéré.

L’introduction de la décomposition (3.18) dans le problème (3.17) permet de réécrire

le problème microscopique (3.17) comme suit :





∫

φe

T ∇u : Ce : ∇δu dφe + E∗(0)
∫

φv

T ∇u : C0 : ∇δu dφv+

E(λ)
∫

φv

T ∇u : C0 : ∇δu dφv = 0

C. L. : u+ − u− = ε · (X+ −X−)

(3.20)

où φe et φv désignent respectivement les sous domaines du VER occupés par les phases

élastiques et les phases viscoélastiques. Le problème (3.20) est par conséquent non

linéaire à cause de la dépendance en fréquence de Cv. Or pour construire le tenseur

de localisation à l’échelle micro, l’approche élément finis multi-échelle se base sur le

principe de supperposition qui ne peut s’appliquer que pour des problèmes linéaires.

Afin de pouvoir appliquer ce principe pour construire le tenseur de localisation, nous

devons linéairiser le problème à résoudre. A cet effet nous faisons appel à la MAN qui

est connu comme étant un outil très efficace de résolution de problèmes non linéaires

en les transformant en une suite de problèmes linéaires à résoudre à chaque ordre. Dans

la section suivante, nous linéarisons le problème (3.20) par la MAN.

77
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3.2.5 Linéarisation du problème microscopique à travers la

MAN

Le problème (3.20) est un problème non linéaire auquel le principe de superposition

ne peut s’appliquer directement pour la construction du tenseur de localisation. Dans

cette section la MAN est appliquée afin de le transformer en une suite de problèmes

linéaires à résoudre à chaque ordre. Dans le cadre de la MAN, une technique de per-

turbation est utilisée en développant les inconnues du problème (u, λ) ainsi que E(λ)

sous forme de séries entières en fonction d’un paramètre de chemin a :




u(a) = u0 +
N∑

i=1

aiui

λ(a) = λ0 +
N∑

i=1

aiλi

E(a) = E0 +
N∑

i=1

aiEi

(3.21)

L’introduction des développements en série (3.21) dans le problème (3.20) donne :




∫

φe

T ∇
(

N∑

i=0

aiui

)
: Ce : ∇δu dφe + E∗(0)

∫

φv

T ∇
(

N∑

i=0

aiui

)
: C0 : ∇δu dφv+

(
N∑

i=0

aiEi

)∫

φv

T ∇
(

N∑

i=0

aiui

)
: C0 : ∇δu dφv = 0

C. L. : u+ − u− = ε · (X+ −X−)

(3.22)

Afin de simplifier les écritures dans la suite du document, nous introduisons l’opérateur

L(ui, δu) définit comme suit :

L(ui, δu) =
∫

φe

T ∇ui : Ce : ∇δu dφe + E∗(0)
∫

φv

T ∇ui : C0 : ∇δu dφv+

Ei

∫

φv

T ∇ui : C0 : ∇δu dφv

(3.23)
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Les solutions initiales (u0, λ0) sont les solution du problème à l’ordre 0 défini par :




∫

φe

T ∇u0 : Ce : ∇δu dφe + E∗(0)
∫

φv

T ∇u0 : C0 : ∇δu dφv = 0

C. L. : u+
0 − u−

0 = ε0 · (X+ −X−)

(3.24)

C’est un problème linéaire dont la résolution est proposée dans les travaux d’Attipou

et al [4]. En développant et en regroupant les termes du problème (3.22) suivant les

puissances entière de a, on obtient une suite de problèmes linéaires à résoudre à chaque

ordre de la MAN :

Problème à l’ordre 1




L(u1, δu) = −E1

∫

φv

T ∇u0 : C0 : ∇δu dφv

C. L. : u+
1 − u−

1 = ε · (X+ −X−)

(3.25)

Problème à l’ordre k ≥ 2




L(uk, δu) = Fnl
k (u, δu)

C. L. : u+
k − u−

k = ε · (X+ −X−)

(3.26)

où Fnl
k (u, δu) est un terme résiduel dépendant des solutions aux ordres antérieurs à k

et défini par :

Fnl
k (u, δu) = −

k−1∑

m=0

Ek−m

∫

φv

T ∇um : C0 : ∇δu dφv (3.27)

Remarquons que l’opérateur L est le même à l’ordre 1 qu’à l’ordre k ≥ 2. Le problème

à chaque ordre de la MAN possède donc la même matrice tangente. Par conséquent une

seule inversion de matrice est nécessaire pour résoudre les problèmes (3.25) et (3.26).

Ce qui permet de faire un gain important en temps de calcul par rapport à la méthode

de Newton-Raphson par exemple. En effet, c’est l’inversion de la matrice tangente qui

coûte le plus en temps de calcul. A chaque ordre il s’agira simplement de recalculer
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1

4 3

2

X +

NN

+

+

X

+

-
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-

-

Fig. 3.2 – Maillage d’un VER avec les conditions de périodicité

le terme résiduel Fnl
k (u, δu) dont le calcul peut être automatisé grâce aux procédures

de différentiation automatique réalisable dans les langages de programmation orientés

objets (C++, Fortran 90, Matlab ...).

Nous venons de transformer le problème non linéaire de départ (3.20) en une suite

de problèmes linéaires et le principe de superposition peut dès lors s’appliquer. Les

solutions de ces problèmes n’étant en général pas analytiques, on a alors recours à la

méthode des éléments finis.

3.2.6 Tenseur de localisation

En raison des conditions de couplage entre les deux échelles, nous résolvons d’abord

partiellement les problèmes linéaires à l’échelle microscopique à chaque ordre de la

MAN. La solution obtenue permet ensuite de construire numériquement le tenseur

de localisation, qui à son tour permettra de calculer le tenseur des comportements à

l’échelle macroscopique.

Le problème à chaque ordre de la MAN étant linéaire, nous pouvons appliquer le

principe de superposition. Par conséquent, la solution (uk) à l’ordre k (3.26), peut

être exprimée comme une combinaison linéaire des modes de la solution obtenue en
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imposant indépendamment, les champs de déformation homogène via les conditions

aux limites dans le problème (3.26). En 2D on a :

uk(X) = ε11ũ11
k (X) + ε22ũ22

k (X) + ε12[ũ12
k (X) + ũ21

k (X)], dans φ

= {ũ11
k (X), ũ22

k (X),
1

2
[ũ12

k (X) + ũ21
k (X)]}





ε11

ε22

2ε12





(3.28)

où les ũij
k sont solutions à l’ordre k de la MAN du système non linéaire suivant :





L(ũ(ij), δu) = 0, dans φ

ũ(ij)+ − ũ(ij)− = X(ij)+ −X(ij)− sur ∂φ

(3.29)

avec :

ũ(11)+ − ũ(11)− =



1 0

0 0


 (X+ −X−)

ũ(22)+ − ũ(22)− =



0 0

0 1


 (X+ −X−)

ũ(12)+ − ũ(12)− =



0 1

0 0


 (X+ −X−)

ũ(21)+ − ũ(21)− =



0 0

1 0


 (X+ −X−)

(3.30)

Les exposants (ij) indiquent tout simplement que la réponse recherchée et relative à

la composante εij du tenseur de gradient de déformation macroscopique. En posant

Ak = {ũ11
k , ũ

22
k ,

1
2
(ũ12

k + ũ21
k )} dans (3.28) le déplacement microscopique à l’ordre k se

réécrit :

uk = Ak : ε (3.31)
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Ak est un tenseur d’ordre 3 tel que Ak(ijp) = ũ
(jp)
k(i) . Sachant que ∇uk = εk, en prenant

le gradient de l’expression (3.31), on peut écrire :

εk = Ak,X : ε (3.32)

Cette expression (3.32) permet de calculer le gradient de déformation microscopique

à l’ordre k de la MAN en fonction du gradient de déformation macroscopique et Ak,X

est identifié comme le tenseur de localisation à l’orde k de la MAN. Il faut maintenant

résoudre le problème (3.29) par la MAN, afin de construire Ak,X . Comme il a été

précisé à la fin de la section 3.2.5, le problème à l’échelle microscopique est résolu par

la méthode des éléments finis. Dans la section suivante nous effectuons la discrétisation

éléments finis du problème à résoudre.

3.2.7 Discrétisation et résolution du problème non linéaire à

l’échelle microscopique au moyen de la MAN

Le problème non linéaire (3.29) dont les solutions permettent de construire le tenseur

de localisation Ak,X est résolu par la méthodes des éléments finis et la MAN avec ses

outils de différentiation automatique associés. Dans cette section nous effectuons la

discrétisation de problème (3.29) par la méthode des éléments finis. Afin de ne pas

surcharger les écritures, nous faisons abstraction des exposants (ij). La forme faible du

problème à discrétiser s’écrit :





∫

φe

T ∇u : Ce : ∇δu dφe + E∗(0)
∫

φv

T ∇u : C0 : ∇δu dφv+

E(λ)
∫

φv

T ∇u : C0 : ∇δu dφv = 0

C. L. : u+ − u− = X+ −X−

(3.33)

Par la suite nous proposons un élément fini bidmensionnel pour la discrétisation de

l’équation (3.33). Nous choisissons un élément triangulaire à 3 nœuds possédant chacun
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deux degrés de libertés : la flèche (w) et le déplacement longititudinal (v). Ainsi pour

un élément délimité par les nœuds numérotés 1, 2, et 3, le vecteur élémentaire des

déplacements nodaux s’écrit :

{ue} =T [w1 v1 w2 v2 w3 v3] (3.34)

Le déplacement u est interpolé dans le problème (3.33) par la matrice d’interpolation

[N ] contenant des fonctions de forme polynomiale classiques [115] :

{u} = [N ]{ue} (3.35)

La forme élémentaire du problème (3.33) s’écrit alors :





∑

e

{δue}
(∫

φe
e

T [B][Ce][B] dφe
e + E∗(0)

∫

φe
v

T [B][C0][B] dφe
v+

E(λ)
∫

φe
v

T [B][C0][B] dφe
v

)
{ue} = 0, dans φe

C. L. : u+ − u− = X+ −X−, sur ∂φ

(3.36)

où [B] est la matrice des gradients des fonctions de forme contenues dans la matrice

[N ]. En posant :




[K0]
e =

∫

φe
e

T [B][Ce][B] dφe
e + E∗(0)

∫

φe
v

T [B][C0][B] dφe
v

[Kv]e =
∫

φe

V

T [B][C0][B] dφe
V

(3.37)

on peut écrire le problème à résoudre sous sa forme discrétisée :





∑

e

{δue}([K0]
e + E(λ)[Kv]e){ue} = 0, dans φ

C. L. : u+ − u− = X+ −X−, sur ∂φ

(3.38)

Comme on peut le constater à travers l’équation (3.37), [K0]
e est la matrice de rigidité

construite à partir du module d’Young des phases élastiques et du module d’élasticité
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retardée des phases viscoélastiques, et [Kv]e est une matrice réelle permettant l’intro-

duction de la dépendance en fréquence. L’assemblage des formes élémentaires (3.38)

donne le problème non linéaire globale à résoudre à l’échelle microscopique :





[K0 + E(λ)Kv]u = 0

C. L. : u+ − u− = X+ −X−

(3.39)

Le problème (3.39) est un problème non linéaire dont la résolution par la MAN et les

outils de différentiation associés réalisé en Matlab [28] est détaillée dans la section 3.2.8.

3.2.8 La MAN pour la résolution du problème microscopique

a. Technique de perturbation

En introduisant les développements en séries de u et E(λ) (3.21) dans le problème

(3.39) et en identifiant les puisances entières de a, on obtient les problèmes à résoudre

à chaque ordre de la MAN.

Les solutions initiales (u0, λ0) sont solution du problème suivant :





[KT ]u0 = 0

C. L. : u+
0 − u−

0 = X+ −X−

(3.40)

où la matrice tangente [KT ] est défini par [KT ] = [K0 + E0Kv] avec E0 = E(λ0). Ce

problème (3.40) est résolu à l’aide du multiplicateur de Lagrange. Les problèmes à

résoudre aux différents ordres de la MAN s’écrivent alors :

Problème à l’ordre 1





[KT ]u1 = −E1Kvu0

C. L. : u+
1 − u−

1 = 0

(3.41)
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Problème à l’ordre k ≥ 2




[KT ]uk = −
k−1∑

n=0

Ek−nKvun

C. L. : u+
k − u−

k = 0

(3.42)

Le problème (3.42) est mal posé, car il s’agit d’une équation à deux inconnues. Afin

de le résoudre il faut y ajouter une seconde équation. En général, dans le cadre de la

MAN, le paramètre de chemin a est défini comme étant la projection de l’incrément de

déplacement (u(a) −u0) et de l’incrément de la valeur propre (λ(a) −λ0) sur le vecteur

tangent (u1,λ1) [116] :

a =
1

S2
{(u(a) − u0) · u1 + (λ(a) − λ0) · λ1} (3.43)

où le paramètre scalaire S est la norme du vecteur tangent(u1,λ1), permettant de

normaliser la projection. Les problèmes à résoudre aux différents ordres de la MAN

s’écrivent alors :

Problème à l’ordre 1




[KT ]u1 = −E1Kvu0

u2
1 + λ2

1 = S2

C. L. : u+
1 − u−

1 = 0

(3.44)

Problème à l’ordre k ≥ 2




[KT ]uk = −
k−1∑

n=0

Ek−nKvun

Tuku1 + λkλ1 = 0

C. L. : u+
k − u−

k = 0

(3.45)
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b. Automatisation de la résolution grâce aux outils de différentiation auto-

matique

Les problèmes (3.45) ont la même matrice tangente et le second membre du pro-

blème principal contient les coefficients de Taylor de u et E(λ) aux ordres antérieurs à

k impliquant des formules de dérivation de degrés élevés. La résolution du problème à

travers la MAN alterne donc à chaque ordre le calcul des séries et de l’opérateur non

linéaire du second membre. Des outils de différentiation automatique réalisables sous

matlab, Fortran ou C++ sont proposés pour automatiser ces tâches de différentiation

donnant naissance à l’approche diamant acronyme de ”DIfférentiation Automatique de

la Méthode Asymptotique Numérique Typée”. La théorie de l’approche diamant repose

sur la formule de récurrence de Faà di Bruno pour la différentiation de haut degré de la

composée de fonction qui permet, pour une fonction analytique f(a) = hox(a), d’écrire

les coefficients de Taylor à l’ordre n comme suit :

fn = (hox)n =
n∑

m=1

1

n!

∂mh

∂xm
(x0)Bn,m(x(1), · · · , x(n−m+1)) (3.46)

où x0 = x(0) et Bn,m sont les polynomes de Bell[28]. Le principe générique de l’approche

diamant réside dans le fait que le coefficient de Taylor (3.46) à l’ordre n de f est

décomposable en deux parties moyennant des initialisations appropriées :

fn = {f1|x1=1}xn + {fn|xn=0} (3.47)

D’une part, le premier terme {f1|x1=1} est la dérivée linéaire tangente f1 évaluée avec

x1 = 1 et d’autre part, le deuxième terme {fn|xn=0} est le coefficient de Taylor fn

évalué avec xn = 0 pour annuler la contribution de {f1|x1=1}. La décomposition (3.47)

lorsqu’elle est appliquée au second membre des problèmes linéaires (3.44) et (3.45)

permet d’écrire :
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Problème à l’ordre 1





[KT ]u1 = −λ1{E1|λ1=1}Kvu0

u2
1 + λ2

1 = S2

C. L. : u+
1 − u−

1 = 0

(3.48)

Problème à l’ordre k ≥ 2





[KT ]uk = −
k−1∑

n=0

λk−n{E1|λ1=1}Kvun −
k−1∑

n=0

{Ek−n|λk−n=0}Kvun

Tuku1 + λkλ1 = 0

C. L. : u+
k − u−

k = 0

(3.49)

En définitive l’algorithme de résolution du problème microscopique par la MAN associée

aux outils de différentiation automatique est le suivant :

Solution à l’ordre 1





û1 = −{E1|λ1=1}K−1
T Kvu0

λ1 = ± S√
1 +T û1û1

u1 = λ1û1

(3.50)
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Solution à l’ordre k ≥ 2





ûk = −K−1
T Kv({E1|λ1=1}

k−1∑

n=1

λk−nun +
k−1∑

n=0

{Ek−n|λk−n=0}un)

λk = −λ1

Tu1ûk

S2

uk =
λk

λ1

u1 + ûk

(3.51)

L’avantage de l’approche diamant par rapport à la version classique de la MAN, réside

en sa capacité à prendre en compte n’importe quelle loi de dépendance en fréquence

dans les phases viscoélastiques. En effet dans la version initiale de la MAN utilisée

notamment par Daya et al [25], le calcul des séries de Taylor se faisait manuellement

et les étapes de résolution impliquant la loi de comportement viscoélastique dépendant

de la fréquence sont reformulées à chaque fois que l’on change de loi de dépendance en

fréquence. Avec l’approche diamant une fois que la loi de dépendance en fréquence est

bien définie, la boite à outil diamant [28] génère automatiquement les coefficients de

Taylor {E1|λ1=1} et {Ek−n|λk−n=0} à chaque étape de la résolution.

c. Technique de continuation

Les algorithmes présentés précédemment, permettent de calculer des séries d’ordre

élévé. En pratique l’ordre N = 20 est optimal [116]. La solution finale est construite

branche par branche. Cependant la solution asymptotique n’est valable que dans un

certains voisinage de la solution de départ de chaque branche (uj, λj) à cause du rayon

de convergence des séries. En effet une trop grande valeur de a par rapport à ce rayon,

risque de sortir le calcul de la zone de convergence et de s’écarter de la solution cherchée.

Par contre une trop petite valeur a va entrainer un grand nombre d’itération qui par

conséquent augmenterait le temps de calcul. Une technique de continuation est élaborer

afin d’optimiser le calcul. Ainsi la solution évaluée à la fin d’un pas devient le point de

départ du pas suivant. On oblige alors la différence entre les solutions de deux ordres
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consécutives N et N − 1 à rester assez petite par rapport à une valeur critique δ. En

considérant la forme discrétisée du champ de déplacement, le rayon de validité des

séries tronquées est donné à l’aide du critère suivant [116] :

amax = (δ
||u1||
||uN ||)

1

N−1 (3.52)

Maintenant que les Ak = {ũ11
k , ũ

22
k ,

1
2
(ũ12

k + ũ21
k )} sont entièrement calculés, le tenseur

de localisation global A,X peut alors être construit :

A,X(a) = A0,X +
N∑

i=1

ai
Ai,X (3.53)

L’approche diamant présentée ici est une approche générique, souple et automatique

permettant de construire le tenseur de localisation quelque soit la loi de dépendance

en fréquence des modules d’Young des phases viscoélastiques. Dans la section suivante,

nous nous servons de ce tenseur de localisation afin de calculer la loi de comportement

homogénéisée à l’échelle macroscopique.

3.2.9 Homogénéisation

Le but de l’homogénéisation multi-échelle est de caclculer la loi de comportement

homogénéisée à l’échelle macroscopique à partir de la loi de comportement des compo-

sants du composite à l’échelle de la microstructure. En introduisant la relation (3.32)

dans la loi de comportement (3.6) à l’échelle microscopique, nous obtenons :

σ = C(r) : A,X : ε (3.54)

L’introduction de la relation (3.54) dans la seconde relation de couplage (3.9) permet

de la réécrire comme suit :

σ = 〈C(r) : A,X〉 : ε =
1

| φ |
∫

φ
C(r) : A,X dφ : ε (3.55)

La comparaison entre relations (3.3) et (3.55) permet d’identifier le tenseur symétrique

d’ordre 4 des propriétés du matériau à l’échelle macroscopique C, comme suit :

C = 〈C(r) : A,X〉 =
1

| φ |
∫

φ
C(r) : A,X dφ (3.56)
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Le comportement effectif à l’échelle macroscopique est maintenant calculé à partir du

comportement de chaque phase du VER. Le problème de vibrations (3.2) à l’échelle

macroscopique peut être discrétisé et résolu afin de calculer les propriétés modales de

la structure en terme de fréquences amorties et amortissements modaux.

3.2.10 Résolution du problème macroscopique

La loi de comportement à l’échelle macroscopique étant entièrement définie, nous

pouvons discrétiser et résoudre le problème macroscopique par la méthode des éléments

finis. L’introduction de la loi de comportement (3.3) dans la formulation faible du

problème macroscopique (3.2) en tenant compte de ε = ∇u, permet d’écrire :
∫

Φ

T ∇u : C : ∇δu dΦ +
∫

Φ
ρ
∂2u

∂t2
δu dΦ = 0 (3.57)

Puisque nous étudions ici les vibrations libres, les déplacements u sont cherchés sous

forme harmonique :

u = Ueiωt (3.58)

où U représente le mode propre de vibration et ω la fréquence de vibration. Le problème

à discrétiser s’écrit :
∫

Φ

T ∇U : C : ∇δU dΦ − ω2
∫

Φ
ρUδU dΦ = 0 (3.59)

Ensuite nous proposons un élément fini bidmensionnel pour la discrétisation de l’équa-

tion (3.59). Nous choisissons un élément quadrangulaire à 9 nœuds possédant chacun

deux degrés de libertés : la flèche (W ) et le déplacement longititudinal (V ). Ainsi pour

un élément délimité par les nœuds numérotés 1, 2, 3 et 4 le vecteur élémentaire des

déplacements nodaux s’écrit :

{U e} =T [W
1
V

1
W

2
V

2
W

3
V

3
W

4
V

4
] (3.60)

Le déplacement U est interpolé par la même matrice d’interpolation [N ] que celle

utilisée dans la section 3.2.7 :

{U} = [N ]{U e} (3.61)
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Après discrétisation, on peut écrire le problème élémentaire sous sa forme discrétisée :

([K]e − ω2[M ]e){U e} = 0 (3.62)

Après assemblage des matrices élémentaires [K]e et [M ]e, on obtient le problème de

vibration à résoudre :

([K] − λ[M ]){U} = 0 (3.63)

où [K] et [M ] sont respectivement les matrices de masse et de rigidité globales de la

structure et {U} le mode complexe de vibration regroupant l’ensemble des degrés de

liberté aux noeuds. λ est la valeur propre définie par λ = ω2. L’équation (3.63) caracté-

rise les vibrations libres linéaires de la structure hétérogène viscoélastique étudiée. Ce

problème est un problème linéaire de vibration aux valeurs propres complexes, qui sera

résolu par la méthode d’Arnoldi [24] implémentée dans matlab par la fonction ”eigs”.

L’un des avantages avec cette approche multi-échelle est la possibilté de résoudre à

l’échelle macroscopique un problème linéaire. En effet la non linéarité matérielle intro-

duite par la dépendance en fréquence du module des phases viscoélastiques est traité

à l’échelle microscopique.

3.3 Tests numériques et discussions

Le couple solution (U, λ) du problème (3.63) de vibrations libres de la structure com-

posite viscoélastique étudiée permet de caractériser ses propriétés modales en termes

de fréquences amorties (Ω) et d’amortissements modaux (η). Rappelons que le vecteur

U représente le mode propre complexe et λ = ω2 est la fréquence propre complexe de

vibration de la structure. La fréquence (Ω) amortie et l’amortissement modal (η) de la

structure se calculent alors comme suit :





Ω =
√

ℜ(λ)

η =
ℑ(λ)

ℜ(λ)

(3.64)
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où ℜ(λ) et ℑ(λ) représentent respectivement les parties réelle et imaginaire de λ.

La difficulté principale dans l’utilisation de l’approche éléments finis multi-échelle pour

la résolution du problème de vibration des structures composites viscoélastiques, est la

prise en compte des cas de dépendance en fréquence des modules d’Young des phases

viscoélastiques. Par conséquent afin de tester la généricité, l’efficacité et les perfor-

mances de la présente approche, nous calculons les propriétés modales de structures

composites poutres de diverses géométries sous diverses conditions aux limites, avec

des inclusions de diverses formes et occupant diverses proportions du volume de la

structure. On considère des phases viscoélastiques dont les modules d’Young sont régis

par diverses lois de dépendance en fréquence : le module d’Young constant, le module

d’Young dépendant de la fréquence donné par le modèle à dérivée fractionnaire, le mo-

dule d’Young dépendant de la fréquence donné par le modèle ADF. L’un des avantages

de notre approche et du code éléments finis que nous avons développé, est que l’on

peut étudier les vibrations de matériaux composites constitués soit d’une matrice élas-

tique contenant des inclusions viscoélastiques et vice versa, soit d’une matrice et des

inclusions viscoélastiques. A cet effet les tests numériques sont menés sur des structures

à matrices élastiques et inclusions viscoélastiques ainsi que des structures à matrices

viscoélastiques et des inclusions élastiques.

Pour la résolution au moyen de la MAN, l’ordre de troncature des séries est fixé à

N = 20 et le paramètre de précision pour l’estimation du rayon de convergence est fixé

à δ = 10−6. Précisons que ces paramètres resteront inchangés dans toute la suite du

manuscrit pour toutes les résolutions par la MAN.

3.3.1 Modèle viscoélastique à module complexe constant

La nouvelle approche est testée ici sur le cas le plus simple c’est à dire celui d’une

structure à matériau composite dont le module d’Young de la phase viscoélastique est

constant et modélisé par :

E∗
ve(ω) = E0(1 + iηve) (3.65)
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où E∗
ve(0) = E0 est le module d’Young d’élasticité retardée et ηi le facteur de perte dans

les inclusions. La structure considérée est celle étudiée dans les travaux d’Attipou et al

[4] dont les caractéristiques mécaniques et géométriques sont regroupées dans le tableau

3.1. Il s’agit d’une poutre composite constituée d’une matrice élastique contenant des

inclusions circulaires (figure 3.3), uniformément et périodiquement réparties et occu-

pant 28% du volume de la structure comme le montre la figure fig :maillage complet.

Dans les phases viscoélastiques les facteurs de pertes ηve ∈ {0.6, 1.5} sont considérés.

Afin de montrer la souplesse de notre code notamment sa capacité à prendre en compte

le cas des structures à matrice élastique et des inclusions viscoélastiques et visce versa,

des tests numériques sont aussi menés sur la même structure en inversant les rôles des

deux phases, c’est à dire des inclusions élastiques contenues dans une matrice visco-

élastique. Pour le calcul à l’aide de la nouvelle approche, le VER est maillé en 770

éléments triangulaires à 3 nœuds, conduisant à 824 degrés de liberté (ddl). La struc-

ture à l’échelle macroscopique est maillé en 500 éléments quadrangulaires à 4 nœuds,

conduisant à 4242 ddl.

Les fréquences amorties (Ω) et amortissements modaux (η) de la structure encastrée-

libre étudiée sont calculés en utilisant la nouvelle approche proposée et regroupés dans

les tableaux 3.2 et 3.3 en comparaison avec ceux de la simulation éléments finis sous

ABAQUS et des résultats de la littérature [4]. Afin d’avoir les idées claires sur la vali-

dité de l’approche EF2, nous calculons le pourcentage d’erreur relative (%ER) entre les

résultats de la nouvelle approche par rapport à la simulation sous ABAQUS. Comme on

peut le constater la valeur maximale de l’erreur est d’environ 0.7% pour les fréquences

amorties et 7% pour les amortissements modaux, ce qui montre l’efficacité de notre ap-

proche pour le calcul des propriétés modales des matériaux composites viscoélastiques à

module constant. Par ailleurs nous mettons en évidence le fait que la nouvelle approche

possède beaucoup d’avantage par rapport à la simulation sous ABAQUS. Le calcul des

fréquences amorties et amortissements modaux dans la simulation ABAQUS se fait par

post traitement à travers la construction des courbes de réponses et l’utilisation de la
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Matrices

Inclusions

Inclusion elliptique horizontale Inclusion circulaire Inclusions elliptique verticale

Fig. 3.3 – Morphologie des inclusions

Fig. 3.4 – Structure étudiée à l’échelle macroscopique avec un maillage complet

méthode de la bande passante à −3dB. Pour la simultation sous ABAQUS, la struc-

ture a été discrétisée en 100870 éléments CPS6M d’ABAQUS conduisant à 1217804

ddl. Le calcul des 16 modes des tableaux 3.2 et 3.3 a été effectué en 33h20min37s sous

ABAQUS. Pour comparaison notre approche a nécessité 64 secondes pour calculer les

16 modes des deux tableaux 3.2 et 3.3.

A travers ce premier test nous avant montré l’efficacité de l’approche EF2 pour la si-

mulation des propriétés modales des matériaux composites viscoélastiques dans le cas

de module viscoélastique constant. Cependant dans la réalité les modules d’Young des

matériaux viscoélastiques ne sont pas constants, mais ils varient fortement en fonction

de la température et de la fréquence de vibration. Dans les sections suivantes nous

démontrons la capacité et l’efficacité de notre approche à prendre en compte les cas de

dépendance en fréquence des modules d’Young des phases viscoélastiques.
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Phase élastique Module d’Young Ee = 109Pa

Coefficient de Poisson νe = 0.45

Masse volumique ρe = 1550 Kg/m3

Phase viscoélastiques Module d’Young Eve = 1794 × 104Pa

Coefficient de Poisson νve = 0.3

Masse volumique ρve = 968.1 Kg/m3

Poutre Longueur L = 0.2m

Largeur h = 0.04m

Tab. 3.1 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure composite

viscoélastique étudiée

ηi Modes
Présente Approche ABAQUS Attipou et al [4]

Ω(Hz) %ER η/ηi %ER Ω(Hz) η/ηi Ω(Hz) η/ηi

0.6 1 96.45 0.10 0.030 3.44 96.54 0.029 97.00 0.029

2 498.34 0.30 0.041 0.00 496.86 0.041 502.62 0.0385

3 1154.68 0.44 0.047 -4.08 1149.67 0.049 1166.68 0.0442

4 1878.80 0.34 0.052 -5.45 1871.28 0.055 1901.02 0.0486

1.5 1 96.51 0.00 0.030 7.14 96.51 0.028 - -

2 498.91 0.22 0.041 2.50 497.79 0.040 - -

3 1156.25 0.72 0.047 -2.08 1148.04 0.048 - -

4 1881.62 0.26 0.052 -1.89 1876.82 0.053 - -

Tab. 3.2 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modaux (η) de la poutre com-

posite encastrée-libre étudiée. Matrice élastique inclusions viscoélastiques
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ηi Modes
Présente Approche ABAQUS

Ω(Hz) %ER η %ER Ω(Hz) η

0.6 1 25.39 0.63 0.586 0 25.23 0.586

2 135.56 0.54 0.587 0 134.83 0.587

3 321.00 0.46 0.588 0 319.52 0.588

4 531.08 0.40 0.589 0 528.94 0.589

1.5 1 25.77 0.62 1.421 -0.07 25.61 1.422

2 137.48 0.54 1.427 0 136.74 1.427

3 325.29 0.46 1.431 0 323.81 1.431

4 537.83 0.39 1.434 0.07 535.73 1.433

Tab. 3.3 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modaux (η) de la poutre compo-

site encastrée-libre étudiée. Matrice viscoélastique contenant des inclusions élastiques

3.3.2 Module viscoélastique variable : Modèle ADF

L’approche proposée est utilisée ici pour déterminer les propriétés modales de struc-

tures composites dont le module d’Young des phases viscoélastiques varie fortement en

fonction de la fréquence de vibration. Le modèle ADF à 3 termes pour de l’ISD112 à

27°C est considéré dans la structure étudiée dans la section 3.3.1 et le modèle ADF à

5 termes pour du DYAD606 à 10°C est considéré dans du Béton. L’objectif étant de

tester la capacité de notre approche à prendre en compte les différentes variantes du

modèle ADF (à trois et à cinq termes) et pour différents matériaux.

Modèle ADF à 3 termes : ISD112 à 27°C

Nous considérons la structure étudiée précédemment dans la section 3.3.1 en rem-

plaçant le matériau viscoélastique à module d’Young constant par de l’ISD112 à 27°C

dont le module viscoélastique varie fortement en fonction de la fréquence de vibration
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et modélisé par :

G∗
ve(ω) = G0(1 +

3∑

j=1

∆jω

ω − iΩj

) (3.66)

Les différents paramètres du modèle ADF de l’ISD112 à 27°C sont donnés dans les

travaux de Bilasse et al [5] et regroupés dans le tableau 3.4. Les autres caractéristiques

mécaniques et géométriques de la structure étudiée sont régroupées dans le tableau 3.5.

Les inclusions considérées ici sont des ellipses horizontales (figure 3.3), occupant 50%

du volume de la structure.

La condition aux limites encastrée-libre est considérée et les propriétés modales (fré-

quences amorties et amortissements modaux) calculées en utilisant la nouvelle approche

sont comparées à celles données par ABAQUS dans les tableaux 3.6 et 3.7. On peut

constater que les erreurs relatives maximums par rapport aux résultats ABAQUS sont

inférieures à 1% et 8% respectivement pour les fréquences amorties et les amortis-

sements modaux, montrant ainsi la capacité de la nouvelle approche à prendre en

compte le modèle ADF à 3 termes de l’ISD112. Pour le calcul des 4 premiers modes

par la nouvelle approche, le VER a été discrétisé en 1370 éléments triangulaires à 3

nœuds conduisant à 1452 ddl et la structure à l’échelle macroscopique a été discrétisé

en 500 éléments quadrangulaire à 9 nœuds conduisant à 4242 ddl. Le calcul des quatres

modes du tableau 3.6 a duré 243s et les quatre modes du tableau 3.7 ont été calculés en

300s. Pour les simulations ABAQUS, la structure a été discrétisée en 445378 éléments

CPS6M conduisant à 2674270 de degrés de liberté. Les calculs ont duré 1j7h38min9s

et 1j9h40min50s respectivement pour les résultats des tableaux 3.6 et 3.7. On peut

à nouveau constater le gain en temps de calcul et d’espace mémoire qu’on peut faire

en utilisant notre approche par rapport à ABAQUS. Nous faisons remarquer que le

temps de calcul nécessaire dans le cas du module variable en utilisant notre approche

est nettement plus important que dans le cas d’un module constant. Cela s’explique

par le fait que dans le cas constant une seule itération a été nécessaire pour calculer

les quatre modes alors qu’il a fallu 7 itérations par mode dans le cas des résultats des

tableaux 3.6 et 3.7. Néanmoins ce temps de calcul reste très faible devant celui de la
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j G0(Pa) ∆j Ωj(rad.s
−1)

1 0.746 468.7

2 0.5×106 3.265 4742.4

3 43.284 71532.5

Tab. 3.4 – Paramètre du modèle ADF de l’ISD112 à 27°C

Phase élastique Module d’Young Ee = 109Pa

Coefficient de Poisson νe = 0.45

Masse volumique ρe = 1550 Kg/m3

Phase viscoélastiques Coefficient de Poisson νve = 0.5

Masse volumique ρve = 1600 Kg/m3

Poutre Longueur L = 0.2m

Largeur h = 0.04m

Tab. 3.5 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure composite

viscoélastique contenant de l’ISD112 à 27°C étudiée

simulation ABAQUS.

Modèle ADF à 5 termes : DYAD606 à 10°C

Dans cette partie nous testons notre approche sur une structure en béton dans

laquelle des grains de DYAD606 en forme d’ellipses verticales (figure 3.3) occupant

40% du volume totale de la structure sont incorporés. Le module de cisaillement du

DYAD606 est donné par un modèle ADF (3.66) à cinq termes. Les valeurs des diffé-

rents paramètres du modèle (3.66) sont donnés dans les travaux de Bilasse et al [5]

et regroupés dans le tableau 3.8 pour le DYAD606 à 10°C. Les caractéristiques géo-

métriques et mécaniques de la structure étudiée sont regroupées dans le tableau 3.9.

Les caractéristiques mécaniques du Béton utilisé ici sont données dans les travaux de
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Modes
Présente Approche ABAQUS

Ω(Hz) %ER η %ER Ω(Hz) η

1 70.95 0.60 0.0092 0.00 70.53 0.0092

2 304.20 0.60 0.0507 5.63 302.39 0.0480

3 656.65 0.80 0.0974 1.35 651.47 0.0961

4 1011.90 - 0.138 - - -

Tab. 3.6 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la poutre com-

posite en ISD112 à 27°C encastrée-libre étudiée. Matrice élastique avec des inclusions

viscoélastiques

Modes
Présente Approche ABAQUS

Ω(Hz) %ER η %ER Ω(Hz) η

1 10.17 1.80 0.200 5.26 9.99 0.190

2 53.53 4.45 0.897 0.79 51.24 0.890

3 126.31 -1.52 1.374 7.17 128.26 1.282

4 179.16 - 2.921 - - -

Tab. 3.7 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la poutre compo-

site en ISD112 à 27°C encastrée-libre étudiée. Matrice viscoélastique avec des inclusions

élastiques
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Zhibao et Zhifei [117].

La structure est considérée en appuis simples et les résultats donnés par la nouvelle ap-

proche sont comparés à ceux d’ABAQUS dans les tableaux 3.10 et 3.11. On observe une

bonne concordance entre les résultats de la simulation sous ABAQUS et les résultats

de l’approche éléments finis multi-échelle proposée. L’erreur relative maximale entre les

résultats des deux approches est inférieure à 0.5% pour les fréquences amorties et 6%

pour les amortissements confirmant ainsi l’efficacité de la nouvelle approche en présence

d’un modèle ADF à 5 termes. Pour les simulations par la nouvelle approche, le VER

a été discrétisé en 3476 éléments triangulaires à 3 nœuds conduisant à 3598 ddl et la

structure à l’échelle macroscopique a été discrétisé en 3200 éléments quadrangulaire à 9

nœuds conduisant à 26332 ddl. Le calcul a duré 41min pour les résultats du tableau 3.10

et 35min pour les résultats du tableau 3.11. Pour la simulation ABAQUS, la structure

a été discrétisée en 363428 éléments CPS6M d’ABAQUS conduisant à 2184170 ddl. Le

calcul des 3 modes ont durée 2j03h21min16s et 8h10min24s respectivement pour les

résultats des tableaux 3.10 et pour le seul résultat qui a pu être calcul par ABAQUS

dans le tableau 3.11. L’écart entre les temps de calcul et les nombres de ddl nécessaires

pour les deux approches apparâıt encore une fois très significatif.

Dans cette section nous avons montré la capacité de la nouvelle approche à prendre en

compte le modèle ADF à trois termes puis à 5 termes pour différents matériaux. Dans

la section suivante nous testons la capacité de notre approche en présence d’un module

viscoélastique modélisé par un modèle à dérivée fractionnaire.

3.3.3 Module viscoélastique variable : Modèle à dérivées frac-

tionnaires

Dans cette section nous testons la capacité de notre code à prendre en compte

le module viscoélastique dépendant de la fréquence modélisé par le modèle à dérivées

fractionnaires. A cet effet nous considérons une poutre composite dont la phase élastique

est en bois (Pin à 12% d’humidité) et la phase viscoélastique est en PVB. Le module
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j G0(Pa) ∆j Ωj(rad.s
−1)

1 5.88 5.85

2 13.66 2345.09

3 5.94×106 8.94 331.7

4 6.47 50.65

5 34.52 25033.79

Tab. 3.8 – Paramètre du modèle ADF de l’ISD112 à 27°C

Matrice élastique Module d’Young Ee = 30 × 109Pa

Coefficient de Poisson νe = 0.20

Masse volumique ρe = 2500 Kg/m3

Inclusions viscoélastiques Coefficient de Poisson νve = 0.29

Masse volumique ρve = 1104 Kg/m3

Poutre Longueur L = 0.4m

Largeur h = 0.05m

Tab. 3.9 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure composite

viscoélastique contenant du DYAD606 étudiée

Modes
Présente Approche ABAQUS

Ω(Hz) %ER η %ER Ω(Hz) η

1 254.81 0.16 0.0446 2.29 254.39 0.0436

2 941.13 -0.02 0.0606 2.54 941.30 0.0590

3 1899.32 -0.22 0.0844 5.37 1903.57 0.0801

4 3024.64 - 0.0973 - - -

Tab. 3.10 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la structure

composite viscoélastique contenant du DYAD606 à 10°C en appuis simples étudiée.

Matrice élastique avec des inclusions viscoélastiques
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Modes
Présente Approche ABAQUS

Ω(Hz) %ER η %ER Ω(Hz) η

1 81.31 0.23 0.463 -6.28 81.12 0.494

2 361.26 0.60 0.440 -1.57 359.18 0.447

3 811.77 0.66 0.389 -0.27 806.43 0.390

4 978.31 -0.09 0.388 -1.27 979.16 0.393

Tab. 3.11 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la structure

composite viscoélastique contenant du DYAD606 à 10°C en appuis simples étudiée.

Matrice viscoélastique avec des inclusions élastiques

de cisaillement du PVB est modélisé par un modèle à dérivées fractionnaires :

Gve(ω) = G∞ + (G0 −G∞)[1 + (iωτ)1−α]−β (3.67)

Les différents paramètres du modèle 3.67 sont donnés à 20°C dans les travaux de

Bilasse et al [5] : G0 = 479 × 103 Pa, G∞ = 2.35 × 108 Pa, τ = 0.3979, α = 0.46,

β = 0.1946. Les caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure étudiée

sont régroupées dans le tableau 3.12. Les caractéristiques mécaniques du Pin utilisé dans

ce test numérique ont été données les travaux de thèse de Bohan [118]. Les inclusions

considérées ici sont circulaires (figure 3.3) et représentent 60% du volume total de la

structure.

Les propriétés modales de la structure encastrée-encastrée calculées par l’approche

proposée sont comparées aux résultats ABAQUS dans les tableaux 3.13 et 3.14. L’erreur

relative maximale est de 6.25% et l’efficacité de notre code se trouve ainsi confirmée.

Pour le calcul multi-échelle le VER a été discrétisé en 2722 éléments triangulaires à

3 nœuds conduisant à 2844 ddl et à la structure macroscopique a été maillée en 3200

éléments quadrangulaires à 9 nœuds conduisant à 26322 ddl. Le calcul des quatre

premiers modes par la nouvelle approche a duré 35min16s et 40min55s respectivement

pour les résultats des tableaux 3.13 et 3.14. Pour les simulations ABAQUS, la structure
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Matrice élastique Module d’Young Em = 16.015 × 109Pa

Coefficient de Poisson νm = 0.44

Masse volumique ρm = 490 Kg/m3

Inclusions viscoélastiques Coefficient de Poisson νi = 0.4

Masse volumique ρi = 999 Kg/m3

Poutre Longueur L = 0.4m

Largeur h = 0.05m

Tab. 3.12 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la structure composite

viscoélastique contenant du PVB étudiée

a été discrétisé en 399716 éléments CPS6M d’ABAQUS conduisant à 2401858 ddl. Il

a fallu 1j07h38min09s et 1j20h50min45s repectivement pour achever les calculs des six

modes des tableaux 3.13 et 3.14. Comme précédemment le gain en terme de temps de

calcul et espace mémoire est encore une fois considérable.

3.4 Conclusion

Nous avons développé une approche éléments finis multi-échelle pour la simula-

tion des vibrations des matériaux composites viscoélastiques. Cette nouvelle approche

permet de déterminer la loi de comportement homogénéisée de la structure à étudier

considérée homogène à l’échelle macroscopique en résolvant un problème aux limites

posé sur un VER minutieusement choisi qui est considéré comme l’échelle microsco-

pique. La présence de phases viscoélastiques à module d’Young variant en fonction des

fréquences de vibrations conduit à un problème non linéaire à l’échelle microscopique.

Cette non linéarité rend impossible l’utilisation du principe de superposition. La MAN

est alors utilisée pour linéariser le problème non linéaire à l’échelle microscopique en

une suite de problèmes linéaires sur lesquels le principe de superposition peut s’appli-

quer. Afin d’automatiser le calcul des coefficients de Taylor intervenant dans la MAN,
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Modes
Présente Approche ABAQUS

Ω(Hz) %ER η %ER Ω(Hz) η

1 551.62 -0.02 0.0324 0.00 551.72 0.0324

2 1262.39 -0.25 0.0361 -0.27 1265.58 0.0362

3 2111.84 -0.45 0.0370 0.27 2121.30 0.0369

4 3028.24 - 0.0375 - - -

Tab. 3.13 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la structure

composite viscoélastique contenant du PVB à 20°C encastrée-encastrée étudiée. Matrice

élastique avec des inclusions viscoélastiques

Modes
Présente Approche ABAQUS

Ω(Hz) %ER η %ER Ω(Hz) η

1 401.34 1.96 0.136 -2.16 393.63 0.139

2 1000.08 1.83 0.115 -1.71 982.14 0.117

3 1753.67 1.44 0.105 -6.25 1728.76 0.112

4 2595.14 - 0.098 - - -

Tab. 3.14 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la structure

composite viscoélastique contenant du PVB à 20°C encastrée-encastrée étudiée. Matrice

viscoélastique avec des inclusions élastiques
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et rendre le code de calcul développé souple et flexible, les outils d’automatisation du

calcul de ces coefficients ont été utilisés. Nous avons ainsi développé un code de cal-

cul robuste, souple et flexible pouvant prendre en compte aussi bien les composites

à matrices élastiques que les composites à matrice viscoélastiques, quelle que soit la

non linéarité matérielle introduite pas la dépendance en fréquence du module d’Young

des phases viscoélastiques. Des tests numériques ont ensuite été menés sur différentes

structures sous diverses conditions aux limites en considérant diverses morphologies et

proportions pour les inclusions et les résultats de l’approche proposée ont été comparés

à ceux de la simulation éléments finis sous ABAQUS. Cette comparaison nous a permis

non seulement de confirmer la validité du code éléments développé mais aussi de rele-

ver les différents atouts que possède notre approche par rapport à ABAQUS. A la fin

de ce chapitre qui a été essentiellement consacré au développement et à la validation

de la nouvelle approche basée sur l’homogénéisation éléments finis multi-échelles, les

conclusions suivantes peuvent être tirées :

- La nouvelle approche est parfaitement capable de calculer les propriétés modales des

structures composites viscoélastiques quelle que soit la non linéarité matérielle intro-

duite par la dépendance en fréquence des modules d’Young des phases viscoélastiques.

- La nouvelle approche présente l’avantage de prendre en compte la morphologie des

inclusions sans qu’il soit nécessaire de faire des développements supplémentaires. Un

seul développement permet de tenir compte des inclusions circulaires, elliptiques ho-

rizontale ou verticale. Elle s’adapte facilement aux matériaux composites à inclusions

viscoélastiques et matrice élastique et vice versa. Elle est aussi capable de s’adapter

aux composites à matrice et inclusions viscoélastiques.

- C’est une approche souple, générique et efficace qui permet de faire un gain significa-

tif en temps de calcul et d’espace mémoire CPU. Nous disposons par conséquent d’un

très bon outil pour la conception de matériaux sandwich viscoélastiques à haut pouvoir

amortissant.
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Chapitre 4

Application : Conception de

matériaux sandwichs à haut

pouvoir amortissant

4.1 Introduction

Les matériaux sandwichs viscoélastiques constitués d’une fine couche viscoélastique

intercalée entre deux faces élastiques, sont de plus en plus utilisés pour la réduction ou

le contrôle des vibrations et la suppression des nuisances sonores et la fatigue struc-

turale qui en résultent. Ces matériaux présentent l’avantage de cumuler les propriétés

de bonne tenue mécanique grâce aux faces élastiques et les propriétés amortissantes

apportées par le cœur viscoélastique. Avec l’exigence de plus en plus croissante de

la part des consommateurs en termes de confort et de performance, l’amortissement

apporté par les matériaux viscoélastiques classiques se trouve rapidement insuffisant

dans certaines applications industrielles. Une solution pour augmenter l’amortissement

de ces matériaux serait alors la conception de matériaux sandwichs viscoélastiques à

cœurs composites. L’idée est d’augmenter les propriétés amortissantes des structures

sandwichs viscoélastiques classiques en noyant dans le matériau viscoélastique du cœur
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sous forme d’inclusions ou de fibres, un ou plusieurs autres matériaux viscoélastiques

de natures différentes possédant de meilleures propriétés amortissantes . Le matériau

sandwich viscoélastique aurait alors un cœur composite dont la matrice serait le maté-

riau viscoélastique de base contenant des renforts d’autres matériaux viscoélastiques.

Le moyen le plus simple et le moins coûteux pour concevoir un nouveau matériau est la

simulation numérique. Par conséquent, l’approche EF2 développée dans le chapitre 3,

apparâıt comme un outil très intéressant pour la conception de matériaux sandwichs à

cœurs composites viscoélastiques. Nous avons démontré dans le chapitre 3 l’efficacité du

code éléments finis développé à partir de la nouvelle approche, à calculer les fréquences

amorties et amortissements des matériaux composites à matrice élastique et inclusions

viscoélastiques et vice versa. La souplesse de ce code permet également de déterminer

la loi de comportement homogénéisée des matériaux composites constitués de deux ou

plusieurs matériaux viscoélastiques de natures différentes. Pour s’en convaincre, dans

un premier temps, nous menons des tests numériques de validation sur des structures

sandwichs à cœurs composites viscoélastiques en comparant les résultats de la nouvelle

approche avec ceux de la simulation sous ABAQUS. Ensuite nous montrons comment

l’amortissement modal d’une structure sandwich viscoélastique peut être significative-

ment amélioré en noyant dans le matériau viscoélastique du cœur un autre matériau

viscoélastique sous forme d’inclusions. Enfin nous étudions l’influence de la fraction

volumique et de la morphologie des inclusions sur les propriétés amortissantes de la

nouvelle structure conçue.

4.2 Tests de validation sur les structures sandwichs

viscoélastiques

Dans cette section nous testons la capacité de la nouvelle approche à déterminer les

propriétés amortissantes des structures sandwichs viscoélastiques à cœur composite.

A cet effet, nous comparons les résultats de la nouvelle approche avec ceux de la

108



4.2. Tests de validation sur les structures sandwichs viscoélastiques

Face  Elastique

Face  Elastique

Inclusions viscoélastique du coeur Matrice viscoélastique du coeur

Fig. 4.1 – Structure sandwich à cœur composite viscoélastique

simulation sous ABAQUS. La structure étudiée est une structure sandwich dont le cœur

est un matériau composite viscoélastique constitué de deux matériaux viscoélastiques

différents comme le montre la figure 4.1. Pour le test de validation, deux cas sont

considérés : cœur dont les matériaux de la matrice et des inclusions ont un module

d’Young constant et cœur dont les matériaux de la matrice et les inclusions ont un

module d’Young dépendant de la fréquence.

4.2.1 Cœur à matrice et inclusions à module d’Young constant

Dans cette section nous considérons une structure sandwich dont les faces sont en

Aluminium et le cœur est un composite constitué de deux polymères dont les modules

d’Young viscoélastiques sont constants et modélisés par la formule (3.65). Le facteur

de perte de la matrice est ηcm = 0.6 et celui des inclusions est ηci = 1.5. Les carac-

téristiques mécaniques et géométriques de la structure sandwich ainsi obtenue sont

regroupées dans le tableau 4.1. Les inclusions sont circulaires et occupent 20% du vo-

lume total du cœur.

Les propriétés modales en terme de fréquences amorties et amortissements de la struc-

ture encastrée-libre calculées par la présente approche multi-échelle sont comparées à

celles de la simulation sous ABAQUS dans le tableau 4.2. Le pourcentage d’erreur rela-

tive maximale entre les deux approches est de 0.87% pour les fréquences amorties et de

−2.33% pour les amortissements modaux, ce qui confirme la validité du code proposé à
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Faces élastiques Module d’Young Ef = 69 × 109Pa

Coefficient de Poisson νf = 0.3

Masse volumique ρf = 2766 Kg/m3

Epaisseur de chaque face hf = 2 × 10−3m

Module d’Young de la matrice E0m = 1794 × 103Pa

Coefficient de Poisson de la matrice ν0m = 0.3

Masse volumique de la matrice ρ0m = 968.1 Kg/m3

Cœur viscoélastique Module d’Young des inclusions E0i = 1794 × 103Pa

Coefficient de Poisson des inclusions ν0i = 0.3

Masse volumique des inclusions ρ0i = 968.1 Kg/m3

Epaisseur du cœur hc = 1 × 10−3m

Poutre Longueur L = 200 × 10−3m

Tab. 4.1 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la poutre sandwich com-

posite Alumunium/polymère-polymère/Aluminium encastrée-libre étudiée.

simuler les vibrations des structures sandwichs à cœur composite viscoélastique ayant

un module constant. Dans la suite, nous testons la capacité de l’approche présentée

à prendre en compte le cas d’une structure dont les deux matériaux du cœur ont des

modules d’Young qui dépendent de la fréquence.

4.2.2 Cœur à matrice et inclusions à modules d’Young dépen-

dant de la fréquence

Afin de montrer la robustesse et la polyvalence de notre approche, nous testons sa

validité dans le cas de matériaux sandwichs à cœur composite viscoélastique avec de

la dépendance en fréquence. A cet effet nous considérons une structure dont les faces

sont en Verre et le cœur est un composite dont la matrice est en PVB et les inclusions

elliptiques horizontales sont en ISD112. Les inclusions représentent 40% du volume to-
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4.2. Tests de validation sur les structures sandwichs viscoélastiques

Modes
Présente Approche ABAQUS

Ω(Hz) %ER η %ER Ω(Hz) η

1 53.62 -0.04 0.252 -2.33 53.64 0.258

2 263.78 0.42 0.0937 -2.09 262.81 0.0957

3 700.97 0.52 0.0361 -1.37 697.34 0.0366

4 1359.01 0.87 0.0180 -0.55 1347.23 0.0181

Tab. 4.2 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la poutre sand-

wich composite Aluminium/polymère-polymère/Aluminium encastrée-libre étudiée.

tal du cœur. Le module de cisaillement du PVB variant en fonction de la fréquence de

vibration est donné par le modèle à dérivées fractionnaires (3.67). Les valeurs des dif-

férents paramètres du modèle sont donnés à 20°C dans les travaux de Bilasse et al [5] :

G0 = 479 × 103 Pa, G∞ = 2.35 × 108 Pa, τ = 0.3979, α = 0.46, β = 0.1946. Le module

de cisaillement de l’ISD112 est donné par le modèle ADF (3.66). Les paramètres du

modèle sont donnés à 20°C dans les travaux de Bilasse et al [5] et regroupés dans le

tableau 4.3. Les propriétés mécaniques et les dimensions de la structure étudiée sont

regroupées dans le tableau 4.4.

Les propriétés modales en termes de fréquences amorties et amortissements modales de

la structure encastrée-encastrée étudiée sont regroupés dans le tableau 4.5 en compa-

raison avec celles de la simulation sous ABAQUS. Comme on peut le constater l’erreur

relative maximum par rapport aux résultats ABAQUS est inférieure à 2% confirmant

ainsi la capacité de notre approche à calculer les propriétés modales des structures sand-

wichs à cœurs composites viscoélastiques quelle que soit la dépendance en fréquence

introduite dans la loi de comportement de la matrice et des inclusions du cœur. La géné-

ricité, la simplicité et le coût peu élevé en terme de temps de calcul et d’espace mémoire

CPU de notre code en font un bon outil de conception de structure sandwich viscoélas-

tique à haut pouvoir amortissant. Dans la section suivante nous montrons comment les

propriétés amortissantes d’un matériau sandwich à cœur viscoélastique peuvent être
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j G0(Pa) ∆j Ωj(rad.s
−1)

1 2.8164 31.1176

2 0.0511×106 13.1162 446.4542

3 45.4655 5502.5318

Tab. 4.3 – Paramètre du modèle ADF de l’ISD112 à 20°C

Faces élastiques Module d’Young Ef = 64.5 × 109Pa

Coefficient de Poisson νf = 0.22

Masse volumique ρf = 2737 Kg/m3

Epaisseur de chaque face hf = 9 × 10−3m

Coefficient de Poisson de la matrice ν0m = 0.4

Masse volumique de la matrice ρ0m = 999 Kg/m3

Cœur viscoélastique Coefficient de Poisson des inclusions ν0i = 0.5

Masse volumique des inclusions ρ0i = 1600 Kg/m3

Epaisseur du cœur hc = 4 × 10−3m

Poutre Longueur L = 800 × 10−3m

Tab. 4.4 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la poutre sandwich com-

posite Verre/PVB-ISD112/Verre encastrée-encastrée étudiée.

améliorées grâce à l’introduction dans le cœur d’un autre matériau viscoélastique de

meilleur propriétés amortissantes sous forme d’inclusions.

4.3 Amélioration des propriétés amortissantes des

matériaux sandwichs viscoélastiques

Les matériaux sandwichs viscoélastiques sont utilisés pour amortir ou contrôler de

façon passive les vibrations qui produisent des nuisances sonores et conduisent à la fa-
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4.3. Amélioration des propriétés amortissantes des matériaux sandwichs viscoélastiques

Modes
Présente Approche ABAQUS

Ω(Hz) %ER η %ER Ω(Hz) η

1 93.75 -1.42 0.109 0.00 95.10 0.109

2 231.94 -1.07 0.0760 -1.55 234.44 0.0772

3 428.64 -0.54 0.0620 -1.81 430.96 0.0609

4 681.79 -0.25 0.0460 -1.50 683.48 0.0467

Tab. 4.5 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la poutre sand-

wich composite Verre/PVB-ISD112/Verre encastrée-encastrée étudiée.

tigue et la ruine des ouvrages. Cependant l’amortissement introduit par les matériaux

viscoélastiques traditionnels des cœurs peut se retrouver insuffisant. Dans cette section,

nous montrons comment on peut améliorer les propriétés d’amortissement d’un maté-

riau sandwich viscoélastique en ajoutant dans le matériau viscoélastique du cœur, une

petite proportion d’un autre matériau viscoélastique sous forme d’inclusions, sans être

obligé d’augmenter les dimensions du cœur viscoélastique. L’objectif étant de montrer

l’intérêt de notre code pour la conception de matériaux sandwichs viscoélastiques à

haut pouvoir amortissant. A cet effet nous reprenons les structures étudiées dans les

travaux de Bilasse et al [5] et nous montrons comment les propriétés d’amortissement

de ces structures peuvent être améliorées en ajoutant une petite fraction volumique

d’un autre matériau viscoélastique de meilleur propriétés amortissantes sous forme de

particules.

4.3.1 Modèle viscoélastique à module complexe constant

Le premier cas considéré est celui d’une structure sandwich Aluminium/polymè-

re/Aluminium dont les propriétés mécaniques et géométriques sont regroupées dans le

tableau 4.6. Le module d’Young du cœur est complexe constant et donné par la for-

mule (3.65). La structure initiale a un cœur dont le facteur de perte est ηcm = 0.1. Afin
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d’améliorer son amortissement modal, nous noyons dans le cœur, un autre matériau

viscoélastique a module constant ayant le même module d’élasticité retardé que l’origi-

nale mais dont le facteur de perte est ηci = 1.5. Nous montrons comment l’introduction

de ce second matériau sous forme d’inclusions circulaires occupant 20% du volume du

cœur permet d’améliorer considérablement l’amortissement modal de la structure. Pour

cela nous calculons les propriétés modales de la structure ”dopée” et nous comparons

pour les quatre premiers modes, ses amortissements modaux à ceux de la structure de

base donnés dans les travaux de Bilasse et al [5] dans le tableau 4.7. Afin de mieux

visualiser l’impact de l’introduction du second matériau, nous calculons les rapports

entre les propriétés modales de la structure initiale et celles de la structure modifiée.

On peut alors constater que l’introduction de seulement 20% d’un matériau de facteur

de perte ηci = 1.5 dans un matériau de facteur de perte ηc1 = 0.1 permet de doubler

le facteur de perte de la structure sandwich conçue. Notons que l’introduction de ce

nouveau matériau dans le cœur n’a eu aucune influence sur les fréquences amorties qui

n’ont quasiment pas variées. Les deux matériaux ayant la même masse volumique, on a

donc doublé les propriétés d’amortissement de cette structure sandwich sans augmenter

la taille du cœur viscoélastique et donc le poids total de la structure.

4.3.2 Modèle viscoélastique à module complexe variable : PVB-

ISD112 à 20°C

Dans cette section nous montrons comment on peut améliorer les propriétés d’amor-

tissement d’une structure sandwich viscoélastique Verre/PVB/Verre (pare-brise) en

noyant dans le cœur viscoélastique des inclusions en ISD112. Les deux matériaux vis-

coélastiques ont des modules de Young dépendant de la fréquence donnés dans la section

3. Les inclusions en ISD112 sont sous forme d’ellipses horizontales dont les dimensions

caractéristiques sont : a = 1.75 × 10−5 et b = 5.253 × 10−6 (voir figure 4.3). Les ca-

ractéristiques mécaniques et géométriques de la structure Verre/PVB-ISD112/Verre

ainsi obtenue sont regroupées dans le tableau 4.8. La structure est encastrée aux deux
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4.3. Amélioration des propriétés amortissantes des matériaux sandwichs viscoélastiques

Faces élastiques Module d’Young Ef = 69 × 109Pa

Coefficient de Poisson νf = 0.3

Masse volumique ρf = 2766 Kg/m3

Epaisseur de chaque face hf = 1.524 × 10−3m

Module d’Young de la matrice Ec = 1794 × 103Pa

Cœur viscoélastique Coefficient de Poisson de la matrice νc = 0.3

Masse volumique de la matrice ρc = 968.1 Kg/m3

Epaisseur du cœur hc = 0.127 × 10−3m

Poutre Longueur L = 177.8 × 10−3m

Tab. 4.6 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la poutre sandwich Alu-

munium/polymère/Aluminium encastrée-libre

Modes
Struc. initiale [5] Struc. Modifiée

Ωmod/Ωinit ηmod/ηinit

Ωinit(Hz) ηinit Ωmod(Hz) ηmod

1 64.1 0.0281 65.4 0.0614 1.02 2.19

2 296.7 0.0242 301.3 0.0576 1.02 2.38

3 744.5 0.0154 751.3 0.0382 1.01 2.48

4 1395.7 0.0089 1401.6 0.0225 1.00 2.53

Tab. 4.7 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la poutre sand-

wich composite Aluminium/polymère/Aluminium encastrée-libre étudiée.
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extrémités. L’approche éléments finis multi-échelles que nous avons développée est en-

suite utilisée pour calculer les propriétés modales de la structure modifiée ainsi obtenue

et sont regroupées dans le tableau 4.9 en comparaison avec ceux de la structure ini-

tiale Verre/PVB/Verre étudiée dans les travaux de Bilasse et al [5]. L’objectif étant de

montrer l’amélioration obtenue sur les propriétés modales de la structure initiale, nous

calculons les rapports entre ces propriétés modales et celles de la structure modifiée.

Comme on peut le constater à travers le tableau 4.9, en noyant dans le cœur en PVB

des inclusions elliptiques horizontales en ISD112 représentant 25% du volume totale

de la couche centrale, on peut quadrupler son amortissement modal. Comme pour le

cas du module constant, il n’y a quasiment pas d’incidence sur les fréquences amorties.

Cette amélioration a été possible parce que les propriétés amortissantes de l’ISD112

sont plus importantes que celles du PVB. Il est donc possible d’améliorer de façon

significative les propriétés d’amortissement d’une structure sandwich viscoélastique en

noyant dans son cœur viscoélastique un autre matériau viscoélastique de propriétés

d’amortissement supérieures.

Au-delà de l’ajout d’un matériau viscoélastique de propriétés amortissantes supérieures,

la morphologie et le pourcentage volumique de ces inclusions influent énormément sur

les propriétés amortissantes. Dans la section suivante nous étudions linfluence de ces

deux paramètres sur la qualité de l’amortissement de la structure obtenue.

4.4 Etude de l’influence des différents paramètres

des inclusions en ISD112 sur les propriétés mo-

dales de la poutre sandwich Verre/PVB/Verre

L’objectif poursuivi en noyant dans la couche centrale viscoélastique du sandwich un

autre matériau viscoélastique de propriétés amortissantes supérieures est d’améliorer

les propriétés modales de la structure. La qualité de l’amélioration de ces propriétés mo-
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4.4. Etude de l’influence des différents paramètres des inclusions en ISD112

Faces élastiques Module d’Young Ef = 64.5 × 109Pa

Coefficient de Poisson νf = 0.22

Masse volumique ρf = 2737 Kg/m3

Epaisseur de chaque face hf = 9 × 10−3m

Coefficient de Poisson de la matrice ν0m = 0.4

Masse volumique de la matrice ρ0m = 999 Kg/m3

Cœur viscoélastique Coefficient de Poisson des inclusions ν0i = 0.5

Masse volumique des inclusions ρ0i = 1600 Kg/m3

Epaisseur du cœur hc = 0.76 × 10−3m

Poutre Longueur L = 1000 × 10−3m

Tab. 4.8 – Caractéristiques mécaniques et géométriques de la poutre sandwich com-

posite Verre/PVB-ISD112/Verre encastrée-encastrée étudiée.

Modes
Struc. initiale [5] Struc. Modifiée

Ωmod/Ωinit ηmod/ηinit

Ωinit(Hz) ηinit Ωmod(Hz) ηmod

1 53.74 0.0091 50.08 0.0416 0.93 4.57

2 145.26 0.0137 129.48 0.0556 0.89 4.06

3 276.26 0.0180 238.55 0.0669 0.86 3.72

4 448.59 0.0221 372.09 0.0757 0.83 3.43

Tab. 4.9 – Fréquences amorties (Ω) et amortissements modales (η) de la poutre sand-

wich composite Verre/PVB-ISD112/Verre encastrée-encastrée étudiée.
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dales et plus précisément de l’amortissement modale dépendent de certains paramètres

des inclusions, notamment la fraction volumique et de la morphologie des inclusions.

En partant de l’exemple de la structure sandwich Verre/PVB-ISD112/Verre encastrée-

encastrée étudiée dans la section 4.3.2, nous étudions l’influence de ces deux paramètres

sur les propriétés modales de la structure.

4.4.1 Influence du pourcentage volumique des inclusions en

ISD112 sur les propriétés modales de la poutre sandwich

Verre/PVB/Verre

Afin d’étudier l’influence de la fraction volumique des inclusions en ISD112 sur les

propriétés modales de la structure, l’approche multi-échelles est utilisée pour calcu-

ler les fréquences amorties et amortissements modaux de la structure pour différentes

fractions volumiques allant de 0% (correspondant à un pare-brise de voiture classique

Verre/PVB/Verre) à 100% (correspondant à un sandwich Verre/ISD112/Verre). Les

inclusions considérées sont des d’ellipses horizontales (figure 3.3). Les courbes d’évolu-

tions des 3 premières fréquences amorties et amortissements modaux en fonction des

fractions volumiques sont construites sur la figure 4.2. On peut constater à travers

ces deux graphes que lorsque la fraction volumique augmente, les fréquences amorties

diminuent alors que les amortissements modaux augmentent. Cela est dû à la baisse

progressive de la rigidité du cœur viscoélastique puisque l’ISD112 à 20°C est moins ri-

gide que le PVB à 20°C. On remarque surtout que l’augmentation des amortissements

modaux est plus importante que la diminution des fréquences amorties. Il est donc

possible d’augmenter sensiblement la qualité de l’amortissement de la structure sans

pour autant provoquer une variation importante des fréquences propres de vibrations.

Cependant L’ISD112 étant largement moins rigide que le PVB, l’augmentation de la

fraction volumique de l’ISD112 et donc la diminution de celle du PVB rend la structure

moins rigide et donc affecte sa tenue mécanique même si ses propriétés amortissantes
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s’en trouvent améliorées.

4.4.2 Influence de la morphologie des inclusions en ISD112

sur les propriétés modales de la poutre sandwich Ver-

re/PVB/Verre

Afin d’étudier l’influence de la morphologie des inclusions, nous construisons sur

la figure 4.4, la courbe de variation des propriétés amortissantes de la structure en

fonction du rapport
a

b
(a et b étant les deux dimensions caractéristiques des inclusions

comme le montre la figure 4.3). Les inclusions ont une forme elliptique verticale pour

a

b
< 1, une forme elliptique horizontale pour

a

b
> 1 et une forme circulaire pour

a

b
= 1.

Afin de montrer comment on peut améliorer les propriétés amortissement simplement

en modifiant la morphologie, les calculs des propriétés amortissantes ont été menés

pour une même fraction volumique de 20% d’inclusions. La figure 4.4 montre que les

fréquences amorties ne varient quasiment pas quelle que soit la morphologie des inclu-

sions. Cependant on peut constater que les amortissements modaux varient fortement.

La valeur la plus faible de l’amortissement est atteinte pour des inclusions circulaires

tandis que sa valeur maximale est atteinte pour la valeur maximale de a respective-

ment la valeur minimale de b correspondant à une forme elliptique horizontale. Par

conséquent pour une fraction volumique donnée, les inclusions elliptiques horizontales

sont les plus appropriées pour optimiser les propriétés amortissantes de la structure.

4.5 Conclusion

Dans cette section nous avons montré dans quelle mesure la nouvelle approche dé-

veloppée peut être un outil de conception des structures sandwichs viscoélastiques à

haut pouvoir amortissant. Dans un premier temps nous avons confirmé l’efficacité de

l’approche pour le calcul des propriétés modales de structures sandwichs à cœur visco-

élastique composite. A cet effet les résultats de simulations numériques à travers cette

119



Chapitre 4. Application : Conception de matériaux sandwichs à haut pouvoir amortissant

nouvelle approche ont été comparés à ceux de la simulation sous ABAQUS. La concor-

dance entre les résultats des deux approches a été prouvée à travers le calcul des erreurs

relatives entres les résultats. Ensuite nous avons montré comment on peut significati-

vement améliorer les propriétés amortissantes d’une structure sandwich viscoélastique,

en noyant dans le matériau du cœur un autre matériau ayant un amortissement plus

élevé. Des cas de structures dont les matériaux de la couche centrale ont des modules

d’Young constants ainsi que celles dont les matériaux ont des modules d’Young va-

riables en fonction de la fréquence ont été traités. Le rapport entre les amortissements

modaux de la structure initiale et ceux de la structure modifiée nous a permis de

constater que l’amortissement peut être doublé voire quadruplé grâce à l’ajout d’une

petite fraction volumique d’un autre matériau ayant un amortissement élevé. Pour aller

plus loin dans l’optimisation des propriétés amortissantes, nous avons étudié l’influence

des fractions volumiques et de la morphologie des inclusions sur les propriétés amortis-

santes de la structure. Nous nous sommes donc rendu compte et logiquement d’ailleurs,

que plus la fraction volumique des inclusions ayant une rigidité faible par rapport à

celle de la matrice augmente, plus la rigidité de la structure diminue. On assiste alors

à une diminution lente de la valeur des fréquences amorties mais à une augmentation

marquée des amortissements modaux. Afin d’observer l’influence de la morphologie des

inclusions sur les propriétés modales, nous avons construit sur un graphe l’évolution

de ces propriétés en fonction de la variation des dimensions des inclusions en partant

d’une forme elliptique verticale progressivement vers une forme elliptique horizontale

en passant évidement par la forme circulaire, pour une fraction volumique constante

et égale à 20%. Il en ressort que la morphologie n’a quasiment aucune influence sur

les fréquences amorties. Cependant les amortissements modaux varient fortement en

fonction de l’évolution de la morphologie. En effet les inclusions elliptiques horizon-

tales permettent d’obtenir les amortissements les plus élevés alors que l’amortissement

minimale est obtenu pour des inclusions circulaires.
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(a) Evolutions des trois premières fréquences amorties (Ω)

(b) Evolutions des trois premiers amortissements modales (η)

Fig. 4.2 – Evolution des propriétés modales du pare brise Verre/PVB/Verre avec un

cœur composites en fonction du pourcentage volumique des inclusions en ISD112
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a

b

Fig. 4.3 – Paramètre définissant la morphologie des inclusions
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4.5. Conclusion

(a) Evolutions des trois premières fréquences amorties (Ω)

(b) Evolutions des trois premiers amortissements modales (η)

Fig. 4.4 – Evolution des propriétés modales du pare brise Verre/PVB/Verre avec un

cœur composites en fonction du rapport a/b des inclusions en ISD112
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Conclusion générale et perspectives

Les matériaux composites viscoélastiques sont de plus en plus utilisés dans de nom-

breuses applications industrielles pour leurs propriétés amortissantes des vibrations.

Ces composites viscoélastiques peuvent se présenter sous plusieurs formes : (i) Les ma-

tériaux sandwichs viscoélastiques constitués d’une fine couche viscoélastique intercalée

entre deux couches élastiques ; (ii) les composites à matrice soit élastique ou viscoélas-

tique dans laquelle sont noyés des inclusions ou fibres viscoélastiques ou élastiques.

L’intérêt des industriels pour ces composites lance un défi pour les chercheurs dans

le cadre de la mise en place d’outils numériques performants pour la simulation des

comportements de ces matériaux. Dans cette thèse nous mettons en place des outils nu-

mériques basés sur les techniques d’homogénéisation pour l’analyse du comportement

vibratoire des longues structures sandwichs viscoélastiques répétitives et des matériaux

hétérogènes viscoélastiques.

Dans le premier chapitre consacré à la revue bibliographique, nous avons fait le tour

d’horizon de l’état de l’art des différents aspects des problèmes abordés dans cette thèse.

Dans un premier temps, nous avons passé en revue les différentes méthodes de résolu-

tions des problèmes linéaires et non linéaires aux valeurs propres complexes résultant

de la formulation du problème de vibrations des structures. Ce passage en revue des

techniques de calcul des propriétés modales des structures amorties ou non amorties

nous a permis de répertorier les avantages et limites de ces différentes techniques. Dans

le cadre d’une simulation éléments finis classique basée sur la discrétisation totale de

toute la structure, nous avons constaté que les techniques actuelles sont assez limi-
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tées pour le calcul des propriétés amortissantes de longues structures sandwichs et les

structures hétérogènes viscoélastiques. La plus part de ces limites sont surtout dues à la

grande taille du problème éléments finis à résoudre. L’homogénéisation apparait alors

comme une solution efficace permettant de réduire la taille des problèmes à résoudre.

Afin de choisir les techniques d’homogénéisation les mieux adaptées aux structures fai-

sant l’objet de cette étude, nous avons mené une étude bibliographique des différentes

techniques d’homogénéisation. Cette étude nous permet de choisir l’homogénéisation

asymptotique à deux échelles pour l’analyse des vibrations linéaires et non linéaires des

longues structures sandwichs viscoélastiques répétitives et l’homogénéisation éléments

finis multi-échelles pour l’analyse des vibrations linéaires et non linéaires des matériaux

hétérogènes viscoélastiques.

Dans le second chapitre nous mettons en œuvre la méthode asymptotique à deux

échelles pour l’analyse des vibrations des longues structures sandwichs viscoélastiques

répétitives. Les fréquences propres de ce type de structures sont regroupées par pa-

quets et les fréquences propres d’un même paquet sont très proches les unes des autres.

L’intervalle entre deux paquets successifs est appelé bande d’arrêt c’est à dire une zone

sans fréquence propre dans laquelle la structure peut être excitée sans que la déforma-

tion résultante ne se propage à toute la structure. La Méthode Asymptotique à Deux

Echelles est une méthode d’homogénéisation qui scinde le problème initial de grande

taille en deux sous problèmes de tailles relativement petites. Le premier est un pro-

blème éléments finis classique de vibrations non linéaire formulé sur un petit nombre

de cellules de base (un, deux ou trois ...). Le second est une équation différentielle

d’amplitude à coefficients complexes dont la résolution permet de calculer les proprié-

tés modales en termes de fréquences amorties et amortissements modaux du début et

de la fin de chaque paquet de fréquences propres. Cette approche permet d’éviter la

discrétisation de toute la structure, et de ne résoudre que des problèmes éléments fi-

nis sur des structures de petites tailles. On obtient ainsi une réduction de la taille du

problème à résoudre, ce qui aboutit à un gain considérable en temps de calcul et en es-
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pace mémoire CPU. Grâce à ces avantages, cette nouvelle approche ouvre de nouvelles

perspectives en matière de conception de longues structures répétitives présentant de

larges bandes d’arrêts. Pour donner une idée sur l’utilité de l’approche proposée la der-

nière section du chapitre a montré comment on peut agir sur les largeurs des bandes

d’arrêt à travers un bon choix des différents paramètres de la structure notamment le

rapport entre les modules d’Young des faces et du cœur d’une part et le rapport entre

les épaisseurs des faces et du cœur d’autre part. Une véritable investigation en vue de

la modélisation de ce type de structure mérite d’être menée en utilisant des outils d’op-

timisation plus sophistiqués prenant en compte tous les paramètres pouvant influencer

sur les largeurs des bandes d’arrêts. Dans ce travail seul la non linéarité matérielle

introduite par la dépendance en fréquence du module d’Young du cœur viscoélastique

a été prise en compte. Il est donc nécessaire de poursuivre ses travaux afin d’aborder

les cas de non linéarités géométriques résultant de la prise en compte des grands dé-

placements par exemple. Afin de compléter cette étude qui demeure essentiellement

numérique, il serait intéressant d’effectuer des essais expérimentaux afin de confirmer

la validité de cette approche. Le troisième chapitre est consacré à l’étude des vibrations

des matériaux composites viscoélastiques. Ici, il s’agit d’étendre la méthode d’homo-

généisation éléments finis multi-échelles proposée par Attipou et al [4], pour prendre

en compte les non linéarités matériels introduites par la dépendance en fréquence du

module d’Young des phases viscoélastiques. Dans la mise en œuvre de cette nouvelle

approche, un VER est soigneusement choisi. Le problème éléments finis est formulé à

deux niveaux : à l’échelle de toute la structure (échelle macroscopique) et à l’échelle

du VER (échelle microscopique). La résolution du problème à l’échelle microscopique

permet de déterminer la loi de comportement macroscopique puis le problème linéaire

de vibration amortie est ensuite résolu à travers les méthodes classiques notamment la

méthode d’Arnoldi (fonction ”eigs” dans Matlab). La difficulté dans cette étude c’est la

résolution à l’échelle microscopique du problème non linéaire résultant de la dépendance

en fréquence de la phase viscoélastique (matrice ou inclusions). En effet la résolution
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du problème à l’échelle microscopique se base sur le principe de superposition pour

l’établissement du tenseur de localisation, principe qui n’est plus valable en présence

d’un problème non linéaire. La MAN est alors utilisée pour linéariser le problème à

résoudre et ainsi rendre le principe de superposition utilisable. Pour rendre générique

et flexible la résolution, des outils de différentiation automatiques ont été utilisés pour

le calcul des coefficients de Taylor des développements en série. On dispose alors d’un

outil robuste, souple et générique permettant de calculer les propriétés modales des

composites viscoélastiques. Cette approche permet d’éviter la discrétisation de toute la

structure et permet la prise en compte de toutes les lois viscoélastiques. La souplesse

de cette approche permet de prendre en compte les composites à matrices élastiques

et inclusions viscoélastiques et vice versa, les composites à matrices et inclusions vis-

coélastiques et les composites à matrice et inclusions élastiques. Des tests numériques

ont été menés pour confirmer la validité de cette approche en prenant les résultats

de la simulation sous ABAQUS comme résultats de référence. Les cas de matériaux

viscoélastiques à module constant, à module variable donné par le modèle ADF, le mo-

dèle à dérivées fractionnaires ont été testés. Nous disposons désormais d’une approche

générique, souple, robuste, efficace, peu coûteuse en temps de calcul et espace mémoire

CPU, pour la conception des structures composites à haut pouvoir amortissant. Ce-

pendant des efforts de recherche restent à faire notamment la prise en compte des non

linéarités géométriques à travers le traitement des grands déplacements par exemple.

La totalité de cette étude a été menée en 2D, une approche 3D reste nécessaire afin de

confirmer la capacité de l’approche à aborder des cas concrets et des géométries plus

complexes. En parallèle des développements numériques, des travaux expérimentaux

seront nécessaires pour une confirmation de l’efficacité de l’approche proposée.

Une des nombreuses applications de l’homogénéisation éléments finis multi-échelles dé-

veloppée dans cette thèse, est la conception de structures sandwichs viscoélastiques à

cœur composites à haut pouvoir amortissant. Dans le quatrième et dernier chapitre,

nous avons montré comment les propriétés amortissantes de matériaux sandwichs vis-
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coélastiques dont le matériau du cœur est un matériau viscoélastique classique, peuvent

être significativement augmentées par l’ajout d’un autre matériau viscoélastique sous

forme d’inclusions ou de fibres. L’approche multi-échelle apparâıt alors comme un outil

idéal pour le calcul des propriétés amortissantes et la conception de ces structures. En

effet, compte tenu de l’épaisseur des couches viscoélastiques par rapport à la taille de

la structure globale, et les tailles éventuelles de ces inclusions, la méthode éléments

finis classique basée sur la discrétisation directe de toute la structure est quasiment

impossible à utiliser pour ces calculs dans certains cas. Après validation de la nouvelle

approche dans le cadre des sandwichs à cœurs composites, nous avons montré comment,

en noyant dans le cœur viscoélastique d’un matériau sandwich, 20% d’un autre ma-

tériau viscoélastique, on peut doubler voir quadrupler son amortissement modal, sans

pour autant modifier de façon significative les fréquences amorties. Aussi nous avons

montré qu’à fraction volumique des inclusions constante, on peut également améliorer

les propriétés amortissantes grâce à un choix judicieux de la morphologie des inclu-

sions. Ainsi il ressort des premiers tests que les meilleurs amortissements sont obtenus

pour des inclusions elliptiques horizontales et les plus petits amortissements sont ob-

tenues pour des inclusions circulaires. A ce stade cette étude est limitée aux cas des

poutres sandwichs viscoélastiques et ouvre la voie à d’autres axes de recherche. Elle

doit notamment être élargie à la théorie des plaques. Afin de poursuivre dans la voie de

la conception, l’influence d’autres paramètres sur les propriétés amortissantes restent

à aborder, notamment les dimensions des faces et du cœur, les modules d’Young des

différents matériaux.
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Annexe A

Expressions des constantes et

fonctions intervenant dans le

développement de la MADE

A.1 Definitions des constants C, M(λ), F (λ) et H

C =
EfSfhfhc

2(2ρfSf + ρcSc)
; M(λ) =

E∗
c (λ)Ic +

EfSfh
2
c

2
2(2ρfSf + ρcSc)

F (λ) =
G∗

c(λ)Sc

2(2ρfSf + ρcSc)
; H =

Ef (2Ic +
EfSfh

2
c

2
)

2(2ρfSf + ρcSc)

(A.1)

où λ est la valeur propre complexe définie par λ = ω2 = Ω2(1 + iη) avec Ω la fréquence

amortie et η l’amortissement ; Ef est le module d’Young des faces, E∗
c (ω) le module

d’Young du cœur et dépendant de la fréquence de vibration, If et Ic les moments

quadratiques respectives des sections droites des faces et du cœur, Sf et Sc les sections

droites respectives des faces et du cœur, ρf et ρc les masses volumiques respectives

des matériaux des faces et du cœur, νc le coefficient de poisson du matériau du cœur.
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G∗
c(λ) = E∗

c (λ)/(2(1 + νc)) est le module de cisaillement du matériaux du cœur.

A.2 Expressions des fonctions F 1
1 , F

1
2 , F

2
1 et F 2

2

F 1
1 (W0, B0) = −3C

∂3W0(X, x)

∂x2∂X
+ 2M(λ)

∂2B0(X, x)

∂x∂X
− F (λ)

∂W0(X, x)

∂X
(A.2)

F 1
2 (W0, B0) = −4H

∂4W0(X, x)

∂x3∂X
+ 3C

∂3B0(X, x)

∂x2∂X
+ F (λ)

(
2
∂2W0(X, x)

∂x∂X
+

∂B0(X, x)

∂X

)
(A.3)

F 2
1 (W0, B0,W1, B1) = −C

(
3
∂3W1(X, x)

∂x2∂X
+ 3

∂3W0(X, x)

∂x∂X2

)
+ 2M(λ)

(
∂2B1(X, x)

∂x∂X
+

∂2B0(X, x)

∂X2

)
− F (λ)

∂W1(X, x)

∂X

(A.4)
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F 2
2 (W0, B0,W1, B1) = −H

(
4
∂4W1(X, x)

∂x3∂X
+ 6

∂4W0(X, x)

∂x2∂X2

)
+ C

(
3
∂3B1(X, x)

∂x2∂X
+

3
∂3B0(X, x)

∂x∂X2

)
+ F (λ)

(
2
∂2W1(X, x)

∂x∂X
+
∂2W0(X, x)

∂X2
+
∂B1(X, x)

∂X

)

(A.5)

A.3 Expression de la constance Ca(λ0)

C1
a(λ0) =

−4(C +H)〈w′′′
1 , w0〉 − 6(C +H)〈w′′

0 , w0〉 + 3[C +M(λ0)]〈b′′
1, w0〉

〈w0, w0〉 (A.6)

C2
a(λ0) =

3[C +M(λ0)]〈b′
0, w0〉

〈w0, w0〉
(A.7)

Ca(λ0) = C1
a(λ0) + C2

a(λ0) (A.8)
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thode asymptotique numérique : une technique de résolution des équations non
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Résumé

Dans cette thèse, des techniques d’homogénéisation multi-échelles sont proposées pour

l’analyse des vibrations des matériaux composites viscoélastiques. Dans la première partie,

la Méthode Asymptotique à Deux Echelles (MADE) est proposée pour la modélisation des

vibrations des longues structures sandwichs viscoélastiques répétitives. Pour ce type de struc-

tures les pulsations amorties correspondant aux modes propres de vibration sont regroupées

en paquets bien distincts. La MADE décompose le problème initial de grande taille en deux

problèmes de petites tailles. Le premier est défini sur quelques cellules de base et le second

est une équation différentielle d’amplitude à coefficients complexes. La résolution de ces pro-

blèmes permet de déterminer les propriétés amortissantes correspondant aux modes de début

et de fin de paquet de la structure tout en évitant la discrétisation de toute la structure. Pour

les structures dont les cœurs ont un module d’Young dépendant de la fréquence, le problème

non linéaire formulé sur les cellules de bases est résolu par l’approche diamant. Les modèles

ADF et à dérivées fractionnaires ont été considérés dans les tests numériques. En utilisant

la MADE, on évite la discrétisation de toute la structure, ce qui permet donc de réduire

considérablement le temps de calcul ainsi que l’espace mémoire CPU nécessaires. L’approche

proposée a été validée en comparant les résultats à ceux de la simulation éléments finis basée

sur la discrétisation de toute la structure, et utilisant l’approche diamant. Dans la seconde

partie de cette thèse, la méthode des éléments finis multi-échelles (EF2) a été développée

pour le calcul des propriétés modales des structures à matériaux hétérogènes viscoélastiques

en terme de fréquences amorties et amortissements modaux. Dans le principe de l’approche

EF2, le problème de vibration est formulé à deux échelles : l’échelle de la structure globale

(échelle macroscopique) et l’échelle d’un VER minutieusement choisi (échelle microscopique).

Le problème à résoudre à l’échelle microscopique est un problème non linéaire alors que le

problème à résoudre à l’échelle macroscopique est un problème linéaire. La non linéarité à

l’échelle microscopique est introduite par la dépendance en fréquence du module d’Young

des matériaux des phases viscoélastiques. Le problème non linéaire ainsi généré à l’échelle

microscopique est résolu grâce à la MAN et ses outils de différentiation automatique réalisés

sous Matlab, Fortran et C++. Un outil numérique, générique, robuste, peu coûteux en temps

de calcul et espace mémoire CPU, de résolution des problèmes de vibrations non amorties des

structures composites viscoélastique est ainsi mis en place. Le modèle viscoélastique à module

constant ainsi que des modèles à modules dépendant de la fréquence notamment le modèle

ADF et le modèle à dérivées fractionnaires ont été considérés pour les tests numériques de

validation. Les comparaisons avec les résultats ABAQUS ont confirmé l’efficacité du code pro-

posé. Le modèle est ensuite utilisé pour le calcul des propriétés amortissantes des structures

sandwichs viscoélastiques à cœur composite. Les capacités de la nouvelle approche à concevoir



des structures sandwichs viscoélastiques à cœur composite et à haut pouvoir amortissant ont

été testées avec succès à travers l’étude de l’influence des différents paramètres des inclusions

sur les propriétés amortissantes d’une structure sandwich viscoélastique à cœur composite.

Mots-clés: Vibrations, structures répétitives, matériaux viscoélastiques, amortissement, dé-

veloppement asymptotique, matériaux composites, éléments finis multi-échelles (EF2), Mé-

thode Asymptotique Numérique (MAN), homogénéisation non linéaire.



Abstract

In this thesis, multiscale homogenization techniques are proposed for vibration anal-

ysis of structures with viscoelastic composite materials. In the first part, the Double Scale

Asymptotic Method is proposed for vibration modeling of large repetitive viscoelastic sand-

wich structures. For this kind of structures, la eigenfrequencies are closely located in well

separated packets. The DSAM splits the initial problem of large size into two problems of

relatively small sizes. The first problem is posed on few basic cells, and the second one is

an amplitude equation with complex coefficients. The resolution of these equations permits

to compute the damping properties that correspond to the beginning and the end of every

packets of eigenmodes. In case of structure with frequency dependent Young modulus in the

core, the diamant approach is used to solve the nonlinear problem posed on basic cells. The

ADF and fractional derivative models are considered in numerical tests. By using the DSAM,

one avoid the discretization of the whole structure, and the computation time and needed

CPU memory are thus reduced. The proposed method is validated by comparing its results

with those of the direct finite element method using the diamant approach. In the second

part of these thesis, the multiscale finite element method (FE2) is proposed for computation

of modal properties (resonant frequency and modal loss factors) of structures with composite

materials. In the principle of the (FE2) method, the vibration problem is formulated at two

scales : the scale of the whole structure (macroscopic scale) and the scale of a Representative

Volume Element (RVE) considered as the microscopic scale. The microscopic problem is a

nonlinear one and the macroscopic problem is linear. The nonlinearity at the microscopic scale

is introduced by the frequency dependence of the Young modulus of the viscoelastic phases.

This nonlinear problem is solved by the Asymptotic Numerical Method and its automatic

differentiation tools realizable in Matlab, Fortran or C++. From this approach, numerical tool

that is generic, flexible, robust and inexpensive in term of CPU time and memory, is proposed

for vibration analysis of viscoelastic structures. The constant Young modulus and frequency

dependent Young modulus are considered in validation tests. The results of numerical simu-

lation with ABAQUS are used are reference. The model is then used to compute the modal

properties of sandwich structure with viscoelastic composite core. To test the capacities of the

proposed approach to design sandwich viscoelastic structure with high damping properties,

the influence of parameters of the inclusions are studied.

Keywords: Vibrations, repetitive structures, viscoelastic materials, damping, asymptotic ex-

pansion, composite materials, Multiscale finite element (FE2), Asymptotic Numerical Method

(ANM), Nonlinear homogenization.
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