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Chapitre I

Introduction générale

I.1 Contexte

Cette thèse est réalisée dans le contexte du transport hydrosédimentaire. Les sédiments

jouent en effet un rôle fondamental dans les échanges environnementaux, la géomorphologie

côtière et estuarienne. Ils impactent grandement le développement des activités humaines en

milieu côtier. Ainsi, une bonne connaissance du comportement des sédiments à long terme est

un enjeu fondamental en sciences environnementales comme en science de l’ingénieur.

I.1.1 Généralités sur le transport hydrosédimentaire

Trois processus régissent la dynamique sédimentaire : le transport, la sédimentation et l’éro-

sion (Cf. Figure I.1). Les particules situées sur le fond marin subissent des efforts hydrodyna-

miques qui tendent à les mettre en mouvement. C’est le phénomène d’érosion. Le déplacement

des particules qui en résulte constitue le phénomène de transport, sous forme de charriage,

de saltation ou de suspension (voir par exemple Guillou et al. (2011) et références incluses).

Lorsque l’intensité de l’écoulement n’est plus suffisante pour maintenir les particules en sus-

pension, celles-ci chutent : c’est la sédimentation. Ces trois processus, que l’on peut qualifier de

phénomènes à petite échelle, ont des conséquences à très grande échelle comme l’envasement

des estuaires ou l’érosion du trait de côte. Ils sont alors à considérer en conjonction avec les

forçages hydrodynamiques tels que la houle, la marée, les courants, . . . Cette vision simplifiée

du transport sédimentaire n’est bien-sûr pas suffisante. En effet, les modes de transport, de sé-
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I. Introduction générale

dimentation, d’érosion sont très dépendants du type de sédiments. Des différences apparaissent

pour les sédiments cohésifs (diamètre < 63 µm) et pour les sédiments non-cohésifs (diamètre >

63 µm). Pour les matériaux non-cohésifs, le transport de la particule n’est lié qu’à la nature de

celle-ci (forme, masse volumique . . . ) et aux forçages hydrodynamiques. Pour les particules co-

hésives, les gradients physico-chimiques, l’activité biologique ainsi que l’histoire du sédiment

ont des conséquences majeures sur ces processus (Winterwerp et van Kesteren (2004)). Cepen-

dant, nous sommes encore très loin de pouvoir prendre en compte tous ces phénomènes dans

les modèles de transport sédimentaire. L’approche couramment utilisée pour modéliser le com-

FIGURE I.1 – Schématisation des processus hydrosédimentaires estuariens (d’après Guillou

et al. (2011)).

portement de macro-systèmes comme les estuaires ou les zones côtières, consiste à décomposer

la zone d’étude en plusieurs domaines de concentrations différentes (par exemple Amoudry et

Souza (2011)). Dans le cas le plus simple, le domaine d’étude se décompose en deux sous-

domaines : le fond solide, au dessus duquel se trouve une suspension de faible concentration

(Cf. figure I.1). Parfois un troisième domaine est considéré, pour prendre en compte le charriage

ou la crème de vase. Dans la suspension, la concentration en particules est supposée très faible

et les interactions fluide-particules sont négligées. Le sédiment est alors supposé transporté par

le fluide comme un traceur, excepté que celui-ci a une vitesse de chute. L’autre sous-domaine,

le fond solide, est un réservoir de sédiments qui, selon les conditions hydrodynamiques, va se

remplir ou s’éroder. Pour des sédiments cohésifs, les phénomènes de consolidation et de tas-

sement sont modélisés (Guillou et al. (2011)). L’échange entre les deux domaines est pris en

compte par le biais de lois de transfert qui modélisent les flux de dépôt et d’érosion. Ces lois

sont souvent très approximatives. Par exemple, la floculation, les interactions entre le fluide et
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I.1. Contexte

les particules, les interactions entre particules, l’effet de la géométrie des particules, etc. sont

dans la majorité des cas négligés.

L’objectif de cette thèse est d’apporter des éléments pour améliorer notre compréhension

des interactions hydrodynamiques entre inclusions, et d’analyser en particulier leurs effets sur

le phénomène de sédimentation.

I.1.2 Vers une étude numérique du transport sédimentaire à l’échelle

de la particule

Il existe deux types d’approche pour étudier les écoulements particulaires. Soit on consi-

dère l’ensemble des phases comme un fluide équivalent ("approche continue"), soit on s’attache

à décrire le comportement des phases séparément ("approche discrète"), en tenant compte des

interactions entre les différentes phases (transfert de masse, de quantité de mouvement et d’éner-

gie. . . ). Du fait de la complexité de ces phénomènes couplés, il est à l’heure actuelle impossible

d’avoir une approche unifiée pour toutes les situations d’écoulements multiphasiques. Le choix

de l’approche est donc lié à la taille du système étudié (Cf. figure I.2). Pour décrire des écoule-

ments à l’échelle macroscopique, seule la première approche est envisageable car il est impos-

sible de tenir compte de chacune des interactions entre les différentes phases. Cette approche

conduit ainsi à écrire des équations de transport pour les quantités physiques à grande échelle

et à modéliser l’influence des phénomènes à petites échelles, via les lois de fermetures. Ce type

d’approche est très utilisé, mais peut donner des résultats approximatifs, voire erronés, dans de

nombreux cas. En effet, la qualité de la modélisation à grande échelle est intrinsèquement liée

à la qualité des lois de fermeture. Ainsi, une meilleure compréhension des phénomènes d’inter-

actions permettrait de prédire le comportement de ces écoulements avec une bien plus grande

précision.

L’approche discrète est essentiellement utilisée aux échelles mésoscopiques et microsco-

piques. Elle permet d’obtenir des informations sur les interactions entre les phases dans des cas

simples et plus théoriques. Elle est indispensable pour valider ou fournir des modèles de ferme-

ture. Ces deux approches sont donc indissociables et complémentaires si l’on veut étudier les

écoulements multiphasiques avec le plus d’exactitude possible.

Si l’approche continue est en général eulérienne pour les deux phases, l’approche discrète

7



I. Introduction générale

utilise en revanche une description lagrangienne pour la phase particulaire.

Cette description permet de modéliser les phénomènes à l’échelle de la particule, et est

elle-même séparée en deux familles (Joseph (2002)) : les modèles lagrangiens approchés et

les modèles lagrangiens complètement résolus. Dans les modèles approchés, les particules sont

assimilées à des points matériels (Zhu et al. (2007), Zhu et al. (2008)) ou à des paquets de

particules (Andrews et O’rourke (1996), Patankar et Joseph (2001)). Dans les modèles "point-

particle", on résout les équations de Navier-Stokes contenant éventuellement un terme source

pour tenir compte de la rétroaction des particules sur le fluide. La connaissance de la vitesse

du fluide et de ses gradients permet alors de déterminer l’effort exercé sur chacune des parti-

cules. Les interactions hydrodynamiques entre particules, les efforts de cohésion et les efforts

de contact sont modélisés de façon plus ou moins précise. Ces méthodes permettent de simuler

le comportement d’un nombre important de particules. On peut trouver un très grand nombre

d’applications dans les articles de revue de Zhu et al. (2007) et de Zhu et al. (2008). Notons

que la "Stokesian Dynamics" (Brady et Bossis (1988), Sierou et Brady (2001)) peut aussi être

assimilée à un modèle approché dans le sens où c’est sur la phase fluide que l’on réalise une

hypothèse simplificatrice (en négligeant le terme d’inertie). Dans les modèles complètement ré-

solus (Hu et al. (1992), Ladd (1994), Glowinski et al. (1999), Patankar et al. (2000), Uhlmann

(2005), Yu et Shao (2007)) qui sont aussi appelés modèles numériques directs pour les écou-

lements particulaires, on considère que la particule est non-ponctuelle et que son diamètre est

plus grand que la taille de la maille fluide. Les efforts hydrodynamiques agissant sur chaque

particule sont alors rigoureusement calculés, seuls les efforts de contact sont modélisés. C’est

cette approche qui sera utilisée dans cette thèse.
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FIGURE I.2 – Schématisation des différentes approches aux différentes échelles spatio-

temporelles (d’après Zhu et al. (2007)).

I.2 Ecoulements particulaires : définitions et caractérisations

Considérons une particule rigide en mouvement dans un fluide incompressible et newtonien.

Nous rappelons dans cette section quelques définitions de base relatives au mouvement de cette

particule.

I.2.1 Nombre de Reynolds particulaire

Le nombre de Reynolds particulaire, noté Rep est défini à partir de la vitesse relative entre

le fluide et la particule :

Rep =
|U − u∞|D

ν
(I.1)

où U est la vitesse de la particule et u∞ la vitesse du fluide à l’infini, D est le diamètre de

la particule 1 et ν est la viscosité cinématique du fluide. On distingue souvent quatre régimes

d’écoulement : le régime de Stokes, un régime inertiel avec sillage stationnaire, un régime iner-

tiel avec sillage périodique et le régime turbulent. La figure I.3 présente une visualisation de la

structure de l’écoulement autour d’un cylindre pour les différents régimes.

1. Dans le cas non-sphérique, le diamètre est défini comme la plus grande distance entre deux points de la

particule.
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I. Introduction générale

FIGURE I.3 – Visualisation de l’écoulement autour d’un cylindre fixe à différents nombres de

Reynolds (Van Dyke (1982)) : (a) le régime de Stokes, (b) un régime inertiel avec sillage sta-

tionnaire, (c) un régime inertiel avec sillage périodique et (d) le régime turbulent.

En régime de Stokes, l’écoulement est dit rampant. Les effets inertiels sont absents 2 et

comme on peut le remarquer sur la vignette (a), les lignes de courant sont symétriques par

rapport aux axes horizontaux et verticaux du cylindre.

Lorsque l’on sort du régime de Stokes, on parle d’écoulements à nombres de Reynolds finis.

Dans ces cas, l’inertie ne peut plus être négligée et cela se traduit par une dissymétrie de l’écou-

lement entre l’amont et l’aval de la particule (Cf. Figure I.3 (b)). Une des particularités de cet

écoulement est la création de recirculations à l’aval de l’obstacle. La taille de ces recirculations

va augmenter avec le nombre de Reynolds.

Lorsque le nombre de Reynolds particulaire est de l’ordre de 100 (pour un cylindre), l’écou-

lement est toujours laminaire mais des tourbillons se détachent périodiquement dans le sillage

de l’obstacle (Cf. Figure I.3 (c)).

Dès que le nombre de Reynolds atteint quelques milliers, le sillage devient turbulent (Cf.

Figure I.3 (d)). Ce régime est rarement atteint dans le cadre du transport sédimentaire et ne sera

2. Notons toutefois que pour un cylindre en milieu infini, la solution stationnaire des équations de Stokes

n’existe pas. Il est nécessaire d’avoir soit un domaine borné soit un nombre de Reynolds non nul pour obtenir une

solution.
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I.3. La sédimentation : un phénomène complexe à l’échelle microscopique

donc pas discuté par la suite.

Dans le cas du transport sédimentaire, seuls les trois premiers régimes d’écoulement sont

représentatifs. En effet, le nombre de Reynolds de sédiments en suspension varie en général de

10−6 pour des argiles à 4.102 pour les sables les plus grossiers (Chauchat (2007)).

I.2.2 Nombre de Stokes particulaire

Le nombre de Stokes particulaire est défini comme le rapport du temps de réponse de la

particule sur le temps caractéristique de l’écoulement (Crowe et Tsuji (1998)). Il mesure donc

l’inertie de l’inclusion et s’écrit, pour une particule sphérique :

Stp =
τp
τf

=
1

9

ρp
ρf

Rep (I.2)

où τf est le temps convectif et τp est le temps de réponse de la particule :

τp =
2ρpa

2

9µ
(I.3)

Lorsque Stp ≪ 1, la particule va très rapidement répondre à une sollicitation du fluide et se

comporter comme un traceur. A contrario, dès que Stp ≫ 1, le fluide n’aura aucune influence

sur le déplacement de la particule (écoulement granulaire). Ce paramètre est aussi le plus perti-

nent pour décrire les collisions entre les particules (Joseph (2003)). Dès lors que Stp ≪ 1, les

collisions sont inélastiques. Dans cette thèse, la masse volumique de la particule est proche de

celle du fluide : le nombre de Stokes reste peu élevé et nos régimes sont peu collisionnels.

I.3 La sédimentation : un phénomène complexe à l’échelle

microscopique

La sédimentation a lieu lorsque les efforts hydrodynamiques ne sont plus suffisants pour

maintenir la particule en suspension. Celle-ci chute alors sous l’effet de la gravité. Il est cou-

ramment admis qu’une particule à petit nombre de Reynolds dans un domaine infini chute à vi-

tesse constante après un court régime transitoire : la sédimentation dans ce cas est relativement

simple. Il n’en va pas de même lorsqu’elle chute en milieu confiné ou en présence d’autres par-
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I. Introduction générale

ticules. Les interactions hydrodynamiques induites par les particules et les parois vont induire

une sédimentation que l’on peut qualifier de complexe. Certains de ces comportements com-

plexes sont présentés dans les sections suivantes. Ils seront étudiés en détail dans les chapitres

IV et V.

I.3.1 Sédimentation d’une particule

Dans le cas d’une sphère seule qui sédimente dans un fluide newtonien et dans un milieu

infini, la vitesse de chute peut être obtenue analytiquement, à Reynolds nul, et s’écrit (Cf. Stokes

(1851)) :

Us =
(ρp − ρf )D

2g

18µ
(I.4)

En présence de parois verticales, la particule est ralentie. La formule ci-dessus doit alors être

multipliée par une fonction d’entravement qui dépend du rapport entre la largeur du canal et le

diamètre de la particule (Cf. Happel et Brenner (1965)). En deux dimensions, la sédimentation

d’un disque entre deux parois présente un effet inattendu : la vitesse de sédimentation est maxi-

male lorsque la particule est excentrée (Harper et Chang (1967), Hu (1995)). Ce phénomène

sera analysé au chapitre IV à l’aide du code de calcul qui sera présenté au chapitre suivant.

I.3.2 Sédimentation d’un doublet de particules

Deux particules qui sédimentent vont interagir l’une avec l’autre par le biais d’interactions

hydrodynamiques et d’interactions interparticulaires. Elles peuvent ainsi former des structures

plus ou moins stables au cours du temps. Considérons le cas de deux sphères qui sédimentent,

en régime de Stokes et en milieu infini, dans un fluide au repos. Pour ce cas, du fait de la réver-

sibilité des équations de Stokes, la distance entre les particules ainsi que leur orientation restent

identiques tout au long du processus (Kim et Karrila (1991)). Elles chutent plus rapidement

qu’une particule isolée. La vitesse des particules est maximale lorsqu’elles sont alignées sui-

vant la verticale et minimale lorsqu’elles sont alignées suivant l’horizontale. Les particules vont

de plus avoir une vitesse horizontale, entièrement déterminée par leur orientation initiale.

Lorsqu’elles sédimentent à nombre de Reynolds fini, les deux sphères vont basculer pour

s’orienter suivant une position préférentielle horizontale. Une fois cette position atteinte, les

particules s’écartent l’une de l’autre jusqu’à ce qu’elles cessent d’interagir (Jayaweera et al.
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(1964)). Des résultats analogues sont obtenus pour de longs cylindres (Jayaweera et Mason

(1965)).

Pour des régimes plus inertiels (Rep de l’ordre de 10), Fortes et al. (1987) ont mis en évi-

dence un processus qu’ils ont nommé le phénomène de Drafting, Kissing and Tumbling (Cf.

Figure I.4). La particule suiveuse va accélérer dans le sillage de la meneuse, puis celles-ci vont

entrer en collision. Elles vont alors basculer et la suiveuse dépasse la meneuse.

FIGURE I.4 – Phénomène Drafting, Kissing and Tumbling (DKT) : (i) et (ii) les particules se

rapprochent l’une de l’autre par un phénomène d’aspiration, (iii) elles entrent en contact, (iv)

et (v) le long corps formé par les deux sphères est instable et les particules basculent. (vi) Les

particules s’éloignent l’une de l’autre (d’après Joseph (2002)).

En deux dimensions, il y a peu de données concernant la sédimentation de deux disques,

si ce n’est pour le phénomène DKT (voir par exemple Feng et al. (1994), Ladd (1994), Hu
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(1996), Glowinski et al. (2001), Uhlmann (2005)). A bas nombre de Reynolds fini et en milieu

confiné, des comportements complexes apparaissent : structures sédimentaires stationnaires ou

périodiques présentant des séries de bifurcations menant à une sédimentation chaotique (Aidun

et Ding (2003)). Cette dynamique complexe rend difficile la prédiction de la vitesse de sédi-

mentation. Ce point sera tout particulièrement examiné au chapitre V.

I.3.3 Sédimentation d’un grand nombre de particules

Pour une suspension de particules en milieu confiné dans toutes les directions, l’augmen-

tation de la concentration en matière solide va réduire l’espace entre les particules, ce qui va

les ralentir. On parle alors de vitesse de chute entravée. Considérons une colonne de sédimen-

tation de particules monodiperses uniformément réparties dans un fluide au repos (Cf. Figure

I.5). Les particules vont commencer à chuter et deux zones distinctes apparaissent : le voisinage

du fond, où les particules sont immobiles et la concentration élevée, au dessus de laquelle se

trouve une suspension de concentration égale à la concentration initiale. Le déplacement des

particules va créer un courant de retour qui va augmenter la traînée qui s’applique sur celles-ci.

Ce phénomène d’entravement sera d’autant plus important que la fraction volumique est élevée.

Pour des sphères, Richardson et Zaki (1954) ont montré expérimentalement que la vitesse

de chute de la suspension est égale à celle d’une particule unique multipliée par une fonction

d’entravement de la forme :

f(αs) = (1− αs)
n (I.5)

où αs est la fraction volumique solide et l’exposant n est généralement égal à 5. En deux dimen-

sions, Höfler et Schwarzer (2000) ont montré numériquement que la vitesse chute de disques

suit aussi une loi de puissance avec un exposant n proche de 4. Leurs résultats ont été obtenus

avec un domaine bipériodique et en modélisant le contre-écoulement en imposant un gradient de

pression vertical. Nous revisitons leur calcul au chapitre VI en utilisant un domaine totalement

fermé.
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FIGURE I.5 – Schématisation du phénomène de sédimentation en colonne : la suspension, de

fraction volumique initiale α0 (en gris) est uniformément répartie dans un fluide au repos.

Lorsque les particules sédimentent on distingue trois domaines : un domaine fluide (blanc),

un domaine ayant la même fraction volumique initiale (gris) et le fond (en noir) qui a atteint la

fraction volumique maximale. A la fin du processus, toutes les particules sont sur le fond.

I.4 Objectifs de la thèse

L’objectif de la thèse sera ainsi de développer un outil numérique pour analyser les phéno-

mènes de sédimentation complexes brièvement décrits dans les sections précédentes.

Au chapitre II, nous présentons la méthode utilisée dans cette thèse. Elle est basée sur l’ap-

proche de "Direct-Forcing/Fictitious-Domain" de Yu et Shao (2007). Le chapitre III porte sur la

validation du code de calcul à partir de cas test classiques issus de la littérature. Au chapitre IV

nous analysons la sédimentation et le phénomène de survitesse d’un disque unique en milieu

confiné. Le cas d’un doublet de particules et de sa dynamique complexe est présenté au chapitre

V. Enfin, nous étudions la sédimentation d’un grand nombre de particules en milieu confiné au

chapitre VI.
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Chapitre II

Méthodologie numérique :

Direct-Forcing/Fictitious-Domain

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode de calcul que nous avons développée durant

cette thèse, la méthode Direct-Forcing/Fictitious-Domain de Yu et Shao (2007). Tout d’abord,

nous présentons une étude bibliographique sur les modèles complètement résolus pour justifier

le choix de notre méthode. Ensuite, nous présentons en détail la formulation en domaine fictif.

Enfin, la dernière partie porte sur le schéma numérique et ses différents paramètres.

II.1 Introduction : tour d’horizon des méthodes lagrangiennes

complètement résolues.

Les modèles lagrangiens complètement résolus (ou méthodes "directes") ne nécessitent pas

d’équations de fermeture pour les interactions hydrodynamiques. La taille des particules est

grande devant celle de la maille fluide. Dans ces méthodes, on considère les équations de

Navier-Stokes pour la phase fluide et les équations de Newton pour la phase discrète. Les mo-

dèles complètement résolus sont généralement classés en deux catégories. La première catégorie

("Boundary-fitted" ou BF) regroupe les techniques dans lesquelles les particules sont considé-

rées comme des frontières du domaine fluide. La seconde catégorie regroupe les méthodes des

Domaines Fictifs ("non-Boundary-fitted" ou DF) où les particules et le fluide sont considérés

comme un seul domaine.
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FIGURE II.1 – Maillage conforme bidimensionnel (Prosperetti et Tryggvason (2007)

II.1.1 Méthodes des domaines réels

Dans cette catégorie de méthodes, le principe est de mailler uniquement la phase fluide

avec un maillage conforme (Cf. figure II.1). La surface des particules est ainsi une frontière

du domaine fluide. Les techniques les plus utilisées sont les méthode "Arbitrary-Lagrangian-

Eulerian" (Hu et al. (1992), Hu (1996), Hu et al. (2001)) et la "Stabilized Space-Time" (Tez-

duyar et al. (1992), Prosperetti et Tryggvason (2007)). Les différences entre ces techniques

portent essentiellement sur la formulation du problème et la façon de gérer l’évolution du

maillage fluide au cours du temps (voir par exemple Prosperetti et Tryggvason (2007) et ré-

férences incluses). Les équations de Navier-Stokes sont généralement résolues sur un maillage

non-structuré mobile avec la méthode des éléments finis. Lorsque les particules se déplacent,

le maillage varie au cours du temps. On doit donc remailler le domaine fluide à chaque pas

de temps et projeter les anciennes solutions sur le nouveau maillage. D’autres techniques per-

mettent de supprimer le remaillage à chaque pas de temps en transportant les nœuds du maillage

fluide. Par exemple, Tezduyar et al. (1992) proposent de résoudre une équation linéaire d’élas-

ticité pour le mouvement des nœuds du maillage en fonction du déplacement des frontières. Hu

(1996), propose quant à lui de résoudre une équation de Poisson pour la vitesse des nœuds du

maillage. Lorsque le maillage devient trop déformé, un nouveau maillage est alors généré et

les champs fluides doivent être projetés. Un avantage majeur de ces méthodes est qu’elles per-
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mettent une description très détaillée de l’écoulement proche des particules. Cette méthode a

été appliquée avec succès à des cas de sédimentation, de fluidisation et d’érosion dans un fluide

newtonien ou non (voir par exemple Joseph (2002), Prosperetti et Tryggvason (2007)).

On peut remarquer cependant que le remaillage et l’utilisation d’un maillage non-structuré

entraînent un coût de calcul non-négligeable. Pour cette raison, nous avons opté pour une mé-

thode de Domaines Fictifs, moins coûteuse, présentée ci-dessous.

II.1.2 Méthodes des Domaines Fictifs

Dans ces méthodes, le maillage est généralement fixe et structuré. Les particules peuvent

être représentées par un ensemble de points discrétisant leur contour ou leur volume. On résout

les équations de Navier-Stokes sur un domaine comprenant le fluide et le volume occupé par les

particules. Le fluide est contraint à respecter le mouvement de corps rigide à l’intérieur et à la

surface de la particule (Glowinski et al. (1999)) ou seulement sur la surface (Mittal et Iaccarino

(2005)). Les méthodes de cette catégorie se différencient par la manière d’imposer le mouve-

ment de corps rigide. Nous proposons maintenant de détailler deux de ces techniques qui sont à

la base de la méthode développée dans cette thèse.

Méthodes IBM

La méthode des frontières immergée (IBM) a initialement été développée par Peskin (1977)

afin de simuler les mouvements des membranes dans le cœur. Les parois sont discrétisées par

une série de points qui vont se déplacer sous l’action du fluide. Leur déformation est calculée

à partir d’équations constitutives (loi de Hooke). Les efforts qui en résultent sont alors trans-

mis au fluide au moyen d’un terme de forçage dans l’équation de quantité de mouvement. Ces

méthodes sont généralement qualifiées de "continues". Cette technique a beaucoup évolué et de

nombreuses variantes ont émergé (Mittal et Iaccarino (2005), Prosperetti et Tryggvason (2007),

Haeri et Shrimpton (2012)). Dans ce type de méthode, les équations de Navier-Stokes sont gé-

néral résolues par différences finies ou volumes finis.

L’approche continue est aussi utilisée dans le cas de parois rigides. Le principe est le même

que celui décrit précédemment, avec un paramètre de raideur beaucoup plus important pour

assurer une quasi-rigidité (Lai et Peskin (2000)). Il est important de noter que la valeur de la

19



II. Méthodologie numérique : Direct-Forcing/Fictitious-Domain

raideur dépend des cas étudiés car la méthode peut être instable (Mittal et Iaccarino (2005)).

Il existe des variantes de la méthode portant essentiellement sur la formulation de l’équation

constitutive.

L’approche continue dans le cas de frontières rigides est majoritairement utilisée pour des

écoulements autour d’objets fixes et à bas nombre de Reynolds, du fait des instabilités qu’elle

peut engendrer. Citons tout de même les travaux de Höfler et Schwarzer (2000) qui simulent des

sphères mobiles avec cette méthode. Cependant, nous avons choisi de ne pas utiliser cette mé-

thode pour les raisons de stabilité que nous avons évoquées précédemment. Nous utiliserons au

contraire une méthode avec forçage direct ("Direct-Forcing/Immersed-Boundary" d’Uhlmann

(2005), notée DF/IB) où le terme de forçage n’est plus obtenu à partir d’une relation constitu-

tive mais directement à partir de la vitesse "désirée" dans l’objet rigide. Dans cette technique, les

contours sont discrétisés par des points matériels auxquels sont associés des volumes discrets

(points colocatifs). Les fonctions d’interpolation discrètes (Peskin (2002)) servent à transférer

les variables entre le maillage du fluide et les points colocatifs 1. La DF/IB permet aussi d’obte-

nir les efforts hydrodynamiques sans avoir à calculer le frottement sur le contour de la particule.

Cependant, cette méthode est instable pour des particules de densité proche de celle du fluide.

De plus, il est nécessaire de calculer explicitement les efforts hydrodynamiques à chaque pas

de temps. Il existe cependant des méthodes permettant d’éviter ces inconvénients. Nous les pré-

sentons dans la section suivante.

Méthode des Multiplicateurs de Lagrange Distribués

Glowinski et al. (1999) ont développé une méthode ("Distributed Lagrange Mulitplier based Fi-

citious Domain", DLM/FD) permettant de simuler des écoulements avec particules libres sans

avoir à calculer explicitement les efforts hydrodynamiques. Le principe, là encore, est de ré-

soudre les équations fluides sur tout le domaine et de forcer le fluide à l’intérieur des particules

à respecter le mouvement de corps rigide. Ceci est fait par une formulation variationnelle : on

minimise l’écart entre la vitesse fluide et la vitesse désirée, ce qui introduit des multiplicateurs

1. Il est important de noter que dans ces diverses méthodes, l’interpolation entre les nœuds fluides et solides

joue un rôle crucial (voir Uhlmann (2005), Yang et al. (2009), Lee et al. (2011)). C’est la raison pour laquelle nous

avons testé différentes fonctions d’interpolation (voir chapitre III).
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de Lagrange dans les équations de transport 2. Cette formulation est alors résolue par éléments

finis (Glowinski et al. (2001), Pan et Glowinski (2002), Yu et al. (2002), Wachs (2009)). Ce

schéma numérique coûte cher en temps de calcul car les vitesses des particules et les multipli-

cateurs de Lagrange sont obtenus à partir d’un schéma implicite.

Plusieurs schémas numériques ont été proposés pour réduire les temps de calcul. Par exemple,

Sharma et Patankar (2005) proposent un schéma numérique plus rapide dans lequel la phase

fluide est résolue avec une méthode des volumes finis et les vitesses des particules sont obtenues

explicitement. Veeramani et al. (2007) et Yu et Shao (2007) ont eux aussi proposé des schémas

numériques totalement explicites. Ces trois méthodes ne sont plus tout à fait des méthodes

DLM/FD (Veeramani et al. (2007) les appellent non-DLM/FD) car la contrainte de mouve-

ment rigide à l’intérieur de la particule est utilisée pour obtenir une expression explicite pour

les vitesses des particules. Le multiplicateur de Lagrange est alors remplacé par une "force de

volume". Les différences entre ces trois méthodes non-DLM/FD portent essentiellement sur le

schéma numérique, l’expression explicite des vitesses des particules et leur discrétisation.

Pour cette thèse, nous avons choisi une méthode de type non-DLM/FD. Nous avons préféré

celle de Yu et Shao (2007) pour d’une part la représentation explicite des particules et d’autre

part la simplicité des fonctions d’interpolation.

II.2 Développement d’un algorithme DF/FD

Nous avons donc choisi d’implémenter la méthode DF/FD de Yu et Shao (2007) car elle est

totalement explicite et ne nécessite pas de relations de fermeture pour le calcul des interactions

hydrodynamiques. Comme avec la DF/IB, la particule est représentée simplement par des points

colocatifs. Elle a aussi l’avantage de rester stable pour des particules de densité proche ou égale

à celle du fluide. Enfin, les efforts hydrodynamiques ne sont pas calculés explicitement à chaque

pas de temps.

Nous proposons maintenant de décrire plus en détail cette méthode en commençant par sa

formulation en domaine fictif. Nous présentons ensuite les caractéristiques de notre schéma

numérique.

2. Patankar et Hu (2000) proposent une autre version de la formulation variationnelle dans laquelle le taux de

déformation est minimisé à l’intérieur de la particule.
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II.2.1 Formulation en Domaine Fictif

P1(t)

P2(t)

P3(t)

Ωf

FIGURE II.2 – Formulation en domaine fictif : schéma du domaine d’étude. Ωf est le domaine

fluide. Chaque particule occupe un domaine noté Pi(t). Leurs frontières sont respectivement no-

tées ∂Ωf pour le fluide et ∂Pi(t) pour les particules. La formulation en domaine fictif s’effectue

sur le domaine simplifié Ω = Ωf ∪ Pi(t).

Nous considérons un domaine Ωf contenant un fluide newtonien incompressible. Ses fron-

tières sont notées ∂Ωf . Les particule rigides sont notées Pi(t) (ici l’indice i représente le nu-

méro de la particule). Les surfaces des particules sont notées ∂Pi(t). L’ensemble du domaine

Ωf ∪ Pi(t) est noté Ω. Le domaine Ω est représenté sur la figure II.2. Pour la phase fluide nous

écrivons les équations de Navier-Stokes :

ρf
du

dt
= ∇.σ dans Ωf , (II.1)

∇.u = 0 dans Ωf , (II.2)

où u est le champ de vitesse du fluide et σ est le tenseur des contraintes :

σ = −pId + 2µD(u) (II.3)

où p est la pression et D(u) est le tenseur des taux de déformation :

D(u) =
1

2
(∇u +t

∇u) (II.4)
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Pour la phase particulaire, nous devons résoudre les équations de Newton qui s’écrivent :

mi
dUi

dt
= Fhi +mi(1−

ρf
ρpi

)g (II.5)

où Ui(t) est le vecteur vitesse du centre de la ime particule, mi est sa masse, ρpi sa masse

volumique, Fhi est l’effort du fluide sur la particule (hors poussée d’Archimède) et ρf est la

masse volumique du fluide. Le théorème du moment cinétique, au centre de la particule, s’écrit :

d(Jiωi)

dt
= Thi (II.6)

où ωi(t) est la vitesse de rotation de la ime particule, Ji est son tenseur d’inertie, et Thi est le

moment exercé par le fluide sur la particule. La condition aux limites entre la phase particulaire

et la phase fluide est la condition de non-glissement sur la surface de la particule qui s’écrit :

u = Ui + ωi × r sur ∂Pi(t). (II.7)

Les efforts hydrodynamiques sont obtenus à partir de :

Fhi =

∫

∂Pi(t)

σniextdl (II.8)

Thi =

∫

∂Pi(t)

r × (σniext)dl (II.9)

avec dl, un petit élément d’arc (en deux dimensions) sur le contour de la particule. La pression

hydrostatique est prise en compte directement dans p. De ce fait la poussée d’Archimède est

ajoutée explicitement à l’équation (II.5).

L’équation (II.1) est étendue au volume occupé par les particule Pi(t) en lui ajoutant une

force volumique λ pour contraindre le fluide à respecter un mouvement de corps rigide (équa-

tion (II.7)). Les équations de Navier-Stokes à l’intérieur de la particule s’écrivent alors :

ρf
du

dt
= ∇.σ + λ dans Pi(t), (II.10)

u = Ui + ωi × r dans Pi(t). (II.11)
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Nous cherchons maintenant à obtenir une formulation sur tout le domaine Ω. Intégrons tout

d’abord (II.10) et r× II.10 sur la particule, nous obtenons :

Fhi = −
∫

Pi(t)

λdS +
ρfmi

ρpi

dUi

dt
, (II.12)

Thi = −
∫

Pi(t)

r × λdS +
ρf
ρpi

d(Jiωi)

dt
. (II.13)

dS est un petit élément de surface de la particule bidimensionnelle. En remplaçant Fhi et Thi

par (II.12) et (II.13) dans (II.8) et (II.9), respectivement, on obtient :

(1− ρf
ρpi

)mi(
dUi

dt
− g) = −

∫

Pi(t)

λdS, (II.14)

(1− ρf
ρpi

)
d(Jiωi)

dt
= −

∫

Pi(t)

r × λdS. (II.15)

Pour résumer, la formulation en domaine fictif s’écrit :

ρf

(

∂u

∂t
+ (u.∇)u

)

= −∇p+ µ∆u + λ dans Ω, (II.16)

∇.u = 0 dans Ω, (II.17)

u = Ui + ωi × r dans Pi(t), (II.18)

(1− ρf
ρpi

)mi(
dUi

dt
− g) = −

∫

Pi(t)

λdS, (II.19)

(1− ρf
ρpi

)
d(Jiωi)

dt
= −

∫

Pi(t)

r × λdS. (II.20)

Pour adimensionner ces équations, les paramètres suivants sont introduits : soient Lc une lon-

gueur, Uc une vitesse, Lc/Uc un temps, ρfU
2
c une pression et ρfU

2
c /Lc une force de volume. La

formulation en domaine fictif adimensionnée s’écrit :

∂u∗

∂t∗
+ (u∗.∇∗)u∗ = −∇

∗p∗ +
∇

2∗u∗

Re

+ λ
∗ dans Ω, (II.21)

∇
∗.u∗ = 0 dans Ω, (II.22)

u∗ = U∗

i + ω
∗

i × r∗ dans Pi(t), (II.23)
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(1− 1

ρri
)V ∗

pi(
dU∗

i

dt∗
− Fr

g

g
) = −

∫

Pi(t)

λ
∗dS∗, (II.24)

(1− 1

ρri
)
d(J∗

iωi
∗)

dt∗
= −

∫

Pi(t)

r∗ × λ
∗dS∗. (II.25)

ρri est la masse volumique adimensionnée (ρri =
ρpi
ρf

). Re est le nombre de Reynolds défini par

Re =
UcLc

ν
et Fr est le nombre de Froude qui s’écrit Fr =

gLc

U2
c

. S∗

pi est la surface adimensionnée

définie par S∗

pi =
mi

ρpiL2
c

et J∗

i est le moment d’inertie adimensionné qui s’écrit J∗

i =
Ji

ρpiL4
c
. Dans

la suite de l’étude, nous n’utiliserons que les paramètres adimensionnés et, pour simplifier la

rédaction, l’indice (∗) sera supprimé.

II.2.2 Schéma numérique

Première version du schéma numérique M1

Le problème est découpé en deux sous-problèmes avec une méthode à pas fractionnaire : un

sous-problème pour le fluide et un sous-problème pour la phase particulaire.

1. Sous-problème fluide, calcul d’une vitesse intermédiaire u∗ et de la pression p (en in-

tégrant le terme convectif par un schéma temporel d’Adams-Bashforth d’ordre 2, et le

terme diffusif par un schéma temporel de Crank-Nicholson d’ordre 2) :

u∗ − un

∆t
= −∇pn+

1

2
(3(u.∇u)n−(u.∇u)n−1)+

1

2
(
1

Re

∇
2un+

1

Re

∇
2u∗)+λ

n (II.26)

∇.u∗ = 0 (II.27)

2. Sous-problème particulaire :

un+1 − u∗

∆t
= λ

n+1 − λ
n, (II.28)

un+1 = Un+1
i + ω

n+1
i × r, (II.29)

(1− 1

ρri
)Vpi(

dUn+1
i

dt
− Fr

g

g
) = −

∫

Pi(t)

λ
n+1dS, (II.30)

(1− 1

ρri
)
d(Jiωi

n+1)

dt
= −

∫

Pi(t)

r × λ
n+1dS. (II.31)

Ces deux sous-problèmes sont résolus sur deux maillages distincts (un pour le domaine Ω et un
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pour la particule Pi(t)).

a) Sous-problème fluide

Le premier sous-problème est un problème de Navier-Stokes classique. Pour sa résolution,

nous avons utilisé le code de simulation numérique directe SUDRES (SUrfactant Drag RE-

duction Study) de Guillou et Makhloufi (2007) dont nous rappelons ici les éléments essentiels.

Le code SUDRES est basé sur l’algorithme de projection de Chorin (1968)-Temam (1969) et

la méthode des différences finies. L’algorithme de projection consiste en une décomposition

temporelle en deux étapes par l’introduction d’une autre vitesse intermédiaire notée u♯. Cela

permet de découpler la résolution de la vitesse et de la pression. L’algorithme de résolution est

le suivant :

u♯ − un

∆t
= −∇pn +

1

2
(3(u.∇u)n − (u.∇u)n−1) +

1

2
(
1

Re

∇
2un +

1

Re

∇
2u♯) + λ

n (II.32)

∆(pn+1 − pn) =
∇.u♯

∆t
(II.33)

u∗ − u♯

∆t
= −∇(pn+1 − pn) (II.34)

Ici, l’exposant n dénote le temps discret auquel est liée la variable. Le pas de temps est calculé

de façon à respecter la condition de Courant-Friedrich-Lewy (CFL) qui s’écrit :

CFL = α(
|u|
∆x

+
|v|
∆y

+
|w|
∆z

) ≤ 1 (II.35)

où α est un facteur de sécurité. Pour la discrétisation spatiale du problème, nous avons utilisé

un maillage entrelacé décalé (Cf. Figure II.3) qui permet de supprimer les oscillations paires-

impaires. Le maillage est uniforme dans toutes les directions ce qui signifie que ∆x = ∆y =

∆z = h, où h est la taille d’une maille. Les dérivées spatiales sont approchées par des dif-

férences de second-ordre centrées en espace. L’équation (II.32) est une équation d’advection-

diffusion résolue avec la méthode de double balayage. L’équation (II.33) est une équation de

Poisson qui peut être résolue, dans le cas d’un maillage cartésien uniforme, en utilisant un

solveur basé sur la FCT (Fast Cosinus Tranform) disponible dans la librairie FISHPACK. Celle-

ci est adaptée pour les maillages conformes, réguliers et les calculs non-parallélisés (voir par
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II.2. Développement d’un algorithme DF/FD

FIGURE II.3 – Sous-problème fluide : maillage entrelacé et décalé.

exemple Uhlmann (2004)).

b) Sous-problème particulaire

Nous présentons les équations discrétisées que nous allons résoudre pour la phase particu-

laire. Les vitesses fluides sont supposées identiques d’un maillage à l’autre. Les expressions

des vitesses des particules Un+1
i et ωn+1

i s’obtiennent en remplaçant (II.7) dans (II.28) et les

équations s’écrivent :

λ
n+1 =

Un+1
i − r × ω

n+1
i − u∗

∆t
− λ

n. (II.36)

En intégrant (II.36) et (II.36)×r sur Pi(t) et en remplaçant ces équations dans (II.30) et (II.31),

on obtient :

ρriVd
Un+1

i

∆t
= (ρri − 1)Vd(

Un
i

∆t
− Fr

g

g
) +

∫

Ωpi

(
u∗

∆t
− λ

n)dS (II.37)

ρri
Ji.ω

n+1
i

∆t
= (ρr − 1)(

Ji.ω
n
i

∆t
) +

∫

ω
n

r × (
u∗

∆t
− λ

n)dS (II.38)

Deuxième version du schéma numérique M2

Dans la version présentée ci-dessus (dite "méthode 1", notée M1, due essentiellement à Yu et

Shao (2007)), nous avons :

un+1 − u∗

∆t
= λ

n+1 − λ
n. (II.39)
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Yu et Shao (2007) proposent de remplacer cette équation par ("méthode 2", notée M2) :

un+1 − u∗

∆t
= λ

n+1. (II.40)

Dans ce cas, les solutions présentent une très forte dépendance au pas de temps et au nombre

de Reynolds. Yu et al. (2002) ont montré numériquement que la solution dépend alors du rap-

port ∆t/Re et que la méthode n’est pas adaptée aux écoulements à bas nombre de Reynolds et

que M1 est préférable. Cependant nous verrons au chapitre suivant que la méthode M2 permet

de réduire les oscillations numériques sur les efforts hydrodynamiques et est plus adaptée aux

grands nombres de Reynolds.

Discrétisation des particules

La discrétisation des particules est un point clé du problème. Dans la DF/FD et la DF/IB, la

particule est discrétisée avec des points collocatifs auxquels est associé un volume discret ∆V ,

et sur lesquels sont définis les pseudo-forces de volume λ. L’arrangement des points lagran-

giens est de grande importance pour des raisons de stabilité et de précision. Premièrement, les

distances entre les points doivent être strictement supérieures à h pour la stabilité du calcul

(Glowinski et al. (1999)) mais ne doivent pas être trop éloignées de cette valeur afin d’améliorer

la précision des résultats. Deuxièmement, il est nécessaire d’avoir une distribution de points la

plus homogène possible, afin de limiter les oscillations causées par les interpolations (Yu et Shao

(2007)). La figure II.4 a) présente le cas de discrétisation d’une particule circulaire uniquement

sur son contour. Le nombre de points qui discrétisent la particule est égal à N . Celui-ci s’obtient

à partir de la relation :

N =
πD

γh
(II.41)

avec γ un facteur sans dimension pour régler l’espace entre les points. Ce facteur peut avoir

des valeurs comprises entre 1 et 2. Yu et Shao (2007) préconisent d’utiliser γ = 1.45, afin qu’il

ne soit pas possible d’avoir deux points lagrangiens dans une même maille fluide. Dans le cas

d’une discrétisation sur le contour, le volume discret associé à chaque point lagrangien prend

une valeur arbitraire. En règle générale, on utilise ∆V = h2. La valeur du volume discret a très

peu d’influence sur les résultats tant qu’il est assez proche de cette valeur (Uhlmann (2005)).
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II.2. Développement d’un algorithme DF/FD

La discrétisation du contour n’est utilisée que pour des cas d’étude pour lesquels la vitesse des

particules est imposée. Lorsque les particules sont libres, celles-ci doivent être discrétisées sur

FIGURE II.4 – Sous-problème particulaire : discrétisation des particules avec la ’Collocation

Point Method’ (CPM) : a) la particule est uniquement discrétisée sur son contour, b) la particule

circulaire est discrétisée à l’intérieur, c) discrétisation d’une particule carrée à l’intérieur.

toute leur surface (pour des problèmes en deux dimensions). Dans le cas de parallélépipèdes,

l’arrangement des points lagrangiens est évident (Cf. Figure II.4 c)). Dans le cas d’un disque,

l’arrangement des points n’est pas trivial pour assurer une distribution homogène. Yu et al.

(2002) proposent de discrétiser la particule comme sur la figure II.4 b). Une représentation

analogue a aussi été proposée par Uhlmann (2004). La particule est décomposée en Nr cercles

concentriques. Chaque cercle est ensuite discrétisé par 6i points Lagrangiens (i varie de 1 à Nr).

Le nombre de points total Np est obtenu à partir de la relation :

Np = 1 + 3(Nr(Nr + 1)) (II.42)

Dans le cas d’une discrétisation à l’intérieur de la particule, le volume discret (surface dis-

crète en deux dimensions) est calculé par ∆V = Vd/Np. Cette discrétisation facilite le calcul

des intégrales dans les équations (II.37) et (II.38). La méthode des rectangles est utilisée et les

intégrales sont calculées avec la formule suivante :

∫

Pi(t)

fdS =

Np
∑

l=1

fL(Xl)∆V (II.43)

avec fL(XL) la valeur discrète de f sur les points colocatifs de position XL .
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Interpolations

Les vitesses fluides sont définies sur le maillage eulérien et les pseudo-forces de volume sont

définies sur la particule. Pour résoudre le sous-problème fluide, la force de volume λ doit être

interpolée sur le maillage fluide. Pour le sous problème particulaire, les vitesses fluides u∗ sont

interpolées sur la particule. En règle générale, les points qui discrétisent la particule ne coïn-

cident pas avec les nœuds du maillage fluide. Dans ce cas, ces opérations sont réalisées comme

dans les méthodes de frontières immergées (Uhlmann (2005)) en utilisant des fonctions d’inter-

polation discrètes δh. Ces fonctions, en trois dimensions, sont définies par :

δh(r) = dh(rx)dh(ry)dh(rz) (II.44)

avec rx, ry, rz, les projections suivant les trois axes du vecteur position r (Cf. figure II.5). On

peut trouver dans la littérature de nombreuses formes de d(r) (Yang et al. (2009)). Pour les

écoulements particulaires, deux formes sont particulièrement utilisées. La fonction chapeau (Yu

et Shao (2007)) et la fonction de Roma et al. (1999) qui s’écrivent :

1. fonction chapeau Yu et Shao (2007)











d(r) = 1− | r
h
| , si |r| < h

d(r) = 0 , sinon

(II.45)

2. fonction 3-points Roma et al. (1999)































d(r) =
1

3
(1 +

√

1− 3| r
h
|2) , si |r| ≤ 0.5h

d(r) =
1

6
(5− 3| r

h
| −

√

1− 3(1− | r
h
|)2) , si 0.5h < |r| ≤ 1.5h

d(r) = 0 , sinon

(II.46)

La fonction chapeau a un support de deux mailles fluides tandis que la fonction de Roma en

a trois. Il existe de nombreuses fonctions avec un support plus élevé (i.e. Yang et al. (2009)).

Cependant, lorsque la particule est discrétisée à l’intérieur et sur son contour, le nombre d’opé-

rations devient tout de suite très important avec des fonctions ayant un support plus élevé. Par

conséquent, les coûts de calcul deviennent trop importants. La fonction chapeau est utilisée
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dans la version initiale de Yu et Shao (2007) ainsi que pour discrétiser les multiplicateurs de

Lagrange comme dans Glowinski et al. (1999). Comparativement à la fonction de Roma, elle

présente deux avantages pour les écoulement particulaires. Le premier est que la fonction cha-

peau est plus efficace en terme de temps de calcul. Le second est que, lorsqu’une particule

s’approche très près d’un mur ou d’une autre particule (de l’ordre d’une maille fluide), il n’est

pas nécessaire d’introduire de traitement particulier. Néanmoins, des oscillations importantes

peuvent apparaître sur les efforts hydrodynamiques. Les fonctions d’ordre plus élevé peuvent

considérablement réduire les oscillations (Cf. Lee et al. (2011)). La fonction de Roma et al.

(1999) coûte plus cher que la fonction chapeau mais elle est plus adaptée pour les maillages

entrelacés-décalés. Nous testerons ces deux fonctions dans le prochain chapitre.

Pour interpoler une quantité discrète f entre le maillage eulérien et le maillage lagrangien, les

rx

ry

h

3h

FIGURE II.5 – Sous-problème particulaire : schématisation des supports d’interpolation pour

la fonction discrète de Roma et al. (1999). Le point colocatif est représenté par le rond noir. Le

support de la fonction d’interpolation en deux dimensions est représenté par le carré en pointillé

de côté 3h. Les nœuds marqués par des carrés sont pris en compte pour l’interpolation tandis

que la fonction discrète est nulle pour ceux marqués par des triangles.

relations suivantes sont utilisées (Cf. Uhlmann (2004)) :

fE→L : fL(Xl) =
∑

i

fE(xi)δh(Xl − xi) (II.47)
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fL→E : fE(xi) =
∑

l

fL(xi)δh(Xl − xi)∆V ∗

l (II.48)

où fL(Xl) et fE(xi) représentent les valeurs lagrangiennes et eulériennes de f aux coordonnées

Xl du maillage lagrangien et xi du maillage eulérien, respectivement. Ici, ∆V ∗

l représente le

rapport du volume discret associé à un point colocatif sur l’aire d’une maille fluide (h2).

Modèle de contact

Dans les modèles complètement résolus, lorsque les particules sont proches les unes des autres

ou proches d’une paroi (d’une distance de l’ordre d’une maille fluide h), la dynamique du fluide

interstitiel est mal calculée. Il est alors impossible d’avoir une résolution assez élevée pour

prendre en compte les efforts de lubrification. De ce fait, les particules peuvent se chevaucher.

Il est donc nécessaire d’introduire un modèle de contact. Deuxièmement, du fait de la technique

utilisée, il est pour le moment nécessaire d’avoir une distance de sureté pour qu’un point eulé-

rien ne puisse pas recevoir la contribution de deux particules. Pour le développement du code,

ds

ji
d

,

ds

'

i
d

Xi Xj

Fcpij Fcpji

Fcwi

Xi’

Xi

FIGURE II.6 – Sous-problème particulaire : schéma du modèle de contact de Glowinski et al.

(1999).

nous avons choisi d’utiliser un modèle très simple qui consiste à introduire une force de répul-

sion normale (les efforts tangentiels de contact sont négligés) lorsque les particules sont proches

les unes des autres (Glowinski et al. (1999)). On considère deux disques de rayons Ri et Rj cen-

trés en Xi et Xj , respectivement. La distance entre les deux centres est notée dij = |Xi−Xj|. La

zone de sureté est notée ds. Lorsque la distance entre deux particules est de la taille de la zone

de sûreté, Glowinski et al. (1999) proposent de modéliser la force de répulsion inter-pacticulaire
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par :











Fcpij =
1

ǫp
(Xi − Xj)(Ri +Rj + ds − dij)

2 si dij ≤ (Ri +Rj + ds)

0 sinon

(II.49)

où ǫp est un petit paramètre positif de "raideur" à déterminer pour chaque cas d’étude. Pour

traiter les contacts avec les parois latérales, un disque fantôme est considéré. Il est de rayon égal

à Ri et se trouve à une position X′

j , en dehors du domaine, de façon à être tangent à la paroi (Cf.

figure II.6). La force de répulsion pariétale Fcwi est alors modélisée par :











Fcwi =
1

ǫw
(Xi − X′

j)(2Ri + ds − d′ij)
2 si d′ij ≤ (2Rj + ds)

0 sinon

(II.50)

avec ǫw = ǫp/2 et d′ij = |Xi − X′

j|.

Dans nos simulations, le code de calcul s’arrête si les particules viennent à se chevaucher

ou à chevaucher le mur. Les deux efforts sont calculés à partir des positions calculées au pas de

temps précédent. L’équation (II.37) s’écrit alors :

ρriVd
Un+1

i

∆t
= (ρri − 1)Vd(

Un
i

∆t
− Fr

g

g
) +

∫

Ωpi

(
u∗

∆t
− λ

n)dS + Fn
cwi + Fn

cpij (II.51)

Au chapitre suivant, nous testerons ce modèle de collision avec deux cas test classiques : le

DKT (décrit au chapitre I) et l’instabilité de Rayleigh-Taylor (Cf. Glowinski et al. (1999), Feng

et Michaelides (2004)).

II.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons justifié notre choix d’implémenter la méthode DF/FD de Yu

et Shao (2007) dans le code SUDRES de Guillou et Makhloufi (2007). Nous avons présenté en

détail la formulation en domaines fictifs ainsi que le schéma numérique qui en découle. Dans

le prochain chapitre, nous analysons l’influence du paramétrage numérique du code de calcul

sur la précision des résultats. Nous comparons aussi les deux schémas numériques M1 et M2

décrits à la page 28. Pour ce faire, notre étude portera sur de nombreux cas test pour une vaste
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gamme de régimes d’écoulement.
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Chapitre III

Validation de la méthode

Dans le chapitre précédent, la méthode que nous avons développée a été présentée en détail.

Nous présentons maintenant plusieurs cas de validation afin de tester la fiabilité du code dans

le cas d’un objet fixe, d’un objet avec mouvement imposé puis d’un objet libre. Les derniers

cas tests porteront sur des particules libres en interaction. Nous ne considérons que des cas

bidimensionnels.

III.1 Ecoulements autour d’un disque avec vitesse imposée.

Cette première section porte sur deux cas tests : l’écoulement autour d’un cylindre fixe et

l’écoulement autour d’un cylindre oscillant. Le cas du cylindre fixe est un cas très classique.

Il va nous permettre de voir comment les paramètres numériques (discrétisation, pas de temps,

fonction d’interpolation . . . ) affectent les efforts hydrodynamiques. Le second cas test a été

initié par Uhlmann (2005). Cet auteur a mis en évidence l’existence d’oscillations numériques

(appelées ’Spurious Force Oscillations’ (SFO) par Lee et al. (2011)) dans les méthodes IBM.

La fréquence spatiale des oscillations est fonction de la taille de la maille fluide. Ce cas test

critique a permis à Uhlmann (2005) d’écarter un certain nombre de méthodes inadaptées à la

modélisation des écoulements particulaires. Le domaine de calcul est schématisé sur la figure

III.1. D est le diamètre de la particule, W est la largeur du domaine et L, sa longueur. Les

coordonnées horizontales et verticales sont notées X et Y , respectivement. La vitesse du fluide

u∞ est imposée en entrée et sur les parois latérales. En sortie, nous avons imposé une condition
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θ 

X 

Y 

FIGURE III.1 – Ecoulement autour d’un disque ayant une vitesse imposée : schéma du do-

maine de calcul. D est le diamètre de la particule, W est la largeur du domaine et L, sa longueur.

aux limites convective :

∂u

∂t
+ c

∂u

∂X
= 0 (III.1)

où c = u∞. Une condition de Neumann sur tout le domaine est imposée pour la pression.

Deux discrétisations de la particule sont testées (voir Chapitre II, section II.2.2 page 28) : la

première consiste à discrétiser uniquement le contour pour comparer nos résultats avec ceux de

Yu et Shao (2007), la deuxième discrétise intégralement la particule pour préparer notre étude

aux écoulements particulaires. Dans cette étude, nous faisons varier le nombre de Reynolds

particulaire, défini par :

Rep =
u∞D

ν
(III.2)

Pour calculer les coefficients de traînée et de portance, nous calculons les efforts hydrodyna-

miques en intégrant l’équation de quantité de mouvement de la formulation en domaine fictif

(eq. (II.10) page 23) sur la particule et nous obtenons :

Fh = −
∫

P

λdV +

∫

P

du

dt
dV (III.3)

36
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Lorsque la particule est uniquement discrétisée sur son contour, l’intégrale de la dérivée tempo-

relle permet d’obtenir de meilleurs résultats (Yu et Shao (2007)). Les coefficients de traînée et

de portance sont alors obtenus avec :

CD =
2Fh//

ρfDu2
∞

(III.4)

CL =
2Fh⊥

ρfDu2
∞

(III.5)

Nous définissons le coefficient de pression Cp = (p−p∞)/(1
2
ρfu

2
∞
), avec p∞ la pression au loin.

En présence de lâchers tourbillonnaires périodiques, nous définissons le nombre de Strouhal

St = fD/u∞ où f est la fréquence de l’écoulement. Les paramètres sont adimensionnés par

u∞ pour la vitesse, D pour la longueur et ρf pour la masse volumique.

III.1.1 Ecoulement autour d’un cylindre fixe

a) Cas 1 : W/D = 4

Un cylindre est placé au centre du domaine de largeur W = 4D. La particule est distante

de six diamètres de l’entrée et la longueur totale du domaine est de vingt cinq diamètres afin

que la sortie ait peu d’influence sur les résultats. Nous faisons varier le nombre de Reynolds

Rep de 0.5 à 100. La particule est uniquement discrétisée sur son contour. Pour cette étude, nous

avons testé trois maillages différents qui correspondent à h = D/16, D/32 et D/64. Le pas de

temps ∆t varie de 0.00025 à 0.01 pour Rep = 100. L’espacement entre les points colocatifs est

fixé à γ = 1.45. Nous avons pris la fonction d’interpolation chapeau pour être dans la même

configuration que Yu et Shao (2007).

La figure III.2 présente les lignes de courant et les contours de vorticité pour différents

nombres de Reynolds caractéristiques. Sur la vignette a), pour Rep = 0.5, les lignes de courant

sont symétriques. Sur la vignette b), l’inertie du fluide devient importante et on voit très claire-

ment l’apparition de cellules de recirculation à l’aval de la particule. Sur la vignette c), la taille

des cellules de recirculation augmente et enfin sur la vignette d) les vortex se détachent pério-

diquement de la particule. La dynamique de l’écoulement est ainsi en accord qualitatif avec les

mesures expérimentales de Van Dyke (1982).

La table III.1 référence les coefficients de trainée obtenus pour les trois maillages. Nous les
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FIGURE III.2 – Ecoulement autour d’un cylindre fixe : contours de vorticité (à gauche) et

lignes de courant (à droite) pour quatre régimes d’écoulement caractéristiques (Rep = 0.5, 20,

40 et 100).

avons comparé avec les résultats numériques de Yu et Shao (2007), obtenus avec leur méthode

spectrale et leur méthode DF/FD. Quelque soit le régime d’écoulement ou le maillage utilisé,

les coefficients de traînée obtenus avec notre méthode sont toujours supérieurs à ceux obtenus

avec la méthode spectrale. Cela est très certainement dû à la taille de leur domaine de calcul

et à leurs conditions aux limites de sortie. Ces informations ne sont pas indiquées dans leur

article. Malgré cette légère différence, le constat est identique. Plus le maillage est grossier et

plus la différence avec la méthode spectrale est importante. La surestimation des coefficients de

traînée avec des méthodes des domaines fictifs de ce type est bien connue (Uhlmann (2005),

Yu et Shao (2007)). Les frontières des particules ne sont pas clairement définies puisque les

points colocatifs représentent un volume discret. Pour remédier à ce problème, il est nécessaire

de rétracter le dernier cercle qui discrétise la particule d’une distance ∆a comprise entre 0 et
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TABLE III.1 – Ecoulement autour d’un cylindre fixe (W/D = 4) : coefficients de traînée

obtenus pour trois maillages (h = D/16, D/32, D/64) comparés avec les résultats de Yu et

Shao (2007) obtenus avec une méthode DF/FD et une méthode spectrale.

Rep 0.5 1 5 10 20 40 100

présente étude D/16, ∆a = 0 93.00 46.68 10.28 6.05 3.96 2.84 2.16

présente étude D/16, ∆a = h/4 89.13 44.75 9.88 5.82 3.81 2.72 2.06

présente étude D/32, ∆a = 0 90.34 46.68 10.01 5.89 3.85 2.75 2.08

présente étude D/32, ∆a = h/5 88.37 44.37 9.80 5.78 3.77 2.70 2.01

présente étude D/64, ∆a = 0 89.11 44.73 9.88 5.83 3.80 2.72 2.06

présente étude D/64, ∆a = h/5 88.13 44.29 9.77 5.76 3.76 2.69 2.00

Yu et Shao (2007) D/16, ∆a = 0 91.28 45.82 10.10 5.942 3.882 2.778 2.119

Yu et Shao (2007) D/16, ∆a = h/4 87.78 44.07 9.733 5.736 3.748 2.677 2.007

Yu et Shao (2007) D/32, ∆a = 0 89.51 44.94 9.915 5.839 3.813 2.723 2.099

Yu et Shao (2007) D/32, ∆a = h/5 88.12 44.25 9.772 5.759 3.762 2.682 2.03

Yu et Shao (2007) D/64, ∆a = 0 88.75 44.56 9.837 5.795 3.785 2.702 2.042

Yu et Shao (2007) D/64, ∆a = h/5 87.99 44.19 9.759 5.751 3.756 2.681 2.024

Yu et Shao (2007) méthode spectrale 87.95 44.16 9.75 5.75 3.76 2.68

h/2. Nous avons donc relancé les calculs pour les différents maillages avec différentes zones de

rétractation (Cf. Table III.1). Les résultats obtenus avec rétractation sont bien plus proches des

valeurs de références. Ainsi, plutôt que de mailler plus finement le domaine, il est préférable

d’adapter la distance de rétractation et de se caler aux valeurs théoriques ou expérimentales.

Plusieurs autres tests ont été lancés en faisant varier le pas de temps, le volume discret ∆V ∗

l

ainsi que l’espacement γ entre les points colocatifs. Dans le cas du cylindre fixe, la variation de

ces paramètres a très peu d’influence sur les coefficients de traînée obtenus. Yu et Shao (2007)

ont fait les mêmes observations.

b) Cas 2 : W/D = 32

Maintenant, le cylindre est placé au centre d’un domaine de longueur et de largeur égales à

trente deux diamètres . Nous avons réalisé ce test car il est très documenté dans la littérature et

permet de valider les efforts hydrodynamiques, les coefficients de pression, la taille des cellules

de recirculation et le nombre de Strouhal. Trois régimes d’écoulement sont étudiés pour ce cas

(Rep = 20, 40 et 100).

Nous avons utilisé deux maillages que l’on notera m1 et m2 (notés m1b et m2b lorsque

la particule est discrétisée sur son ensemble) qui comptent respectivement 513x513 noeuds et
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1025x1025 noeuds, soit une taille de maille h = D/16 et h = D/32. Le pas de temps ∆t est

égal à 0.003. La particule est dans un premier temps discrétisée uniquement sur son contour.

L’espace entre les points colocatifs est fixé à γ = 1.25 et le volume associé à chaque point est

fixé à ∆Vl = h2. Pour ce cas, nous avons aussi testé une discrétisation complète de la particule

(Nr = 7 pour m1b et Nr = 13 pour m2b, d’après les recommandations de Yu et Shao (2007)).

Deux fonctions d’interpolation sont testées, la fonction chapeau et la fonction de Roma et al.

(1999) qui sont notées δ2 et δ3 (voir équations (II.45) et (II.46) à la page 30).

TABLE III.2 – Ecoulement autour d’un cylindre fixe (W/D = 32) : Coefficients de traî-

née et taille des recirculations obtenus pour deux différents maillages m1 et m2 (notés m1b et

m2b lorsque la particule est discrétisée sur son ensemble) et deux différentes fonctions d’inter-

polations δ2 et δ3 pour des nombres de Reynolds particulaires égaux à 20 et 40. Pour le cas

Rep = 100, les coefficients de traînée, de portance ainsi que le nombre de Strouhal sont présen-

tés. Les résultats sont comparés avec les résultats issus de la littérature.

Rep = 20 Rep = 40 Rep = 100
CD Lr CD Lr CD CL St

présente étude m1 δ2 2.11 0.85 1.59 2.12 1.430 ± 0.011 0± 0.345 0.160

présente étude m2 δ2 2.10 0.91 1.57 2.19 1.380 ± 0.011 0± 0.340 0.164

présente étude m1 δ3 2.13 0.89 1.58 2.23 1.395 ± 0.010 0± 0.321 0.159

présente étude m2 δ3 2.13 0.92 1.58 2.24 1.374 ± 0.008 0± 0.335 0.165

présente étude m2b δ2 2.14 0.98 1.60 2.32 1.392 ± 0.009 0± 0.310 0.163

présente étude m2b δ3 2.14 0.95 1.60 2.33 1.385 ± 0.008 0± 0.318 0.164

Silva et al. (2003) 2.04 1.02 1.54 2.53

Ye et al. (1999) 2.03 0.92 1.52 2.27

Park et al. (1998) 2.01 0.95 1.51 2.31 1.33 ± 0.008 0± 0.332 0.165

Uhlmann (2005) 1.501 0± 0.011 ± 0.349 0.172

Liu et al. (1998) 1.350 0± 0.013 ± 0.339 0.165

La table III.2 présente les coefficients de trainée, ainsi que la taille des recirculations derrière

la particule Lr, pour Rep = 20 et 40. Les résultats sont assez proches des résultats obtenus avec

d’autres modèles numériques. Dans la majorité des cas, notre code surestime les valeurs des

coefficients de traînée et de portance. Cette surestimation est très certainement liée au confine-

ment (voir Uhlmann (2005)). En effet, la largeur des domaines est bien plus grande pour Park

et al. (1998) et Ye et al. (1999) qui obtiennent les coefficients de traînée minimaux. De plus,

nos test ont été réalisés sans zone de rétractation (∆a = 0). Les résultats d’Uhlmann (2005)

sont très largement supérieurs à nos résultats et à ceux issus de la littérature. Son domaine est

cependant moins large que le nôtre. Au vu de la variabilité des résultats trouvés dans la littéra-
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ture, les résultats obtenus avec le code fournissent des résultats satisfaisants quelles que soient

la discrétisation de la particule et la fonction d’interpolation utilisée. On notera tout de même

que les coefficients de traînée et de portance obtenus avec la fonction d’interpolation δ3 sont

toujours inférieurs à ceux obtenus avec la fonction δ2.

FIGURE III.3 – Ecoulement autour d’un cylindre fixe dans un canal large : visualisation

des contours de pression et des vecteurs au voisinage du disque pour Rep = 40. A gauche la

particule est discrétisée sur son contour et à droite la particule est totalement discrétisée. Lorsque

la particule est maillée sur tout son domaine, il n’y a pas de contre-écoulement à l’intérieur mais

une pression interne va se développer au cours du temps.

Lorsque la particule est discrétisée sur toute sa surface, les valeurs obtenues sont très lé-

gèrement supérieures à celles obtenues avec une discrétisation sur le contour uniquement. La

différence reste tout de même très faible. La figure III.3 présente les contours de pression et

les vecteurs vitesses autour de la particule pour les deux discrétisations. Lorsque la particule
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n’est discrétisée que sur son contour, un contre-écoulement se développe à l’intérieur tandis

que lorsqu’elle est totalement discrétisée, la vitesse est nulle à l’intérieur mais une pression s’y

développe (alors qu’elle est nulle dans le premier cas). Cette pression peut alors présenter de

forts sauts au niveau de l’interface. Cette pression intérieure ne semble pas avoir d’influence sur

l’écoulement extérieur. La figure III.4 présente le coefficient de pression Cp moyenné au cours

du temps, obtenu avec une particule discrétisée complètement. Ces résultats sont comparés à

ceux de Park et al. (1998) et Uhlmann (2005). La pression est mesurée à partir du nœud de

pression le plus proche d’un point colocatif, à l’extérieur de la particule. Les résultats sont en

accord avec ceux de ces deux auteurs. Cela confirme que la pression intérieure de la particule a

très peu d’influence dans le cas d’un cylindre fixe.
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FIGURE III.4 – Ecoulement autour d’un cylindre fixe (W/D=32) : coefficient de pression

moyenné en temps Cp (pour une particule maillée intérieurement) en fonction de l’angle pour

Rep = 20, 40 et 100, comparés à des résultats issus de la littérature. Les fonctions d’interpolation

et le maillage intérieur n’ont pas d’influence sur les résultats.
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TABLE III.3 – Ecoulement autour d’un cylindre fixe (deuxième version du code) : coeffi-

cients de traînée obtenus à partir d’une deuxième version de la DF/FD. Cette fois-ci, les résul-

tats présentent une forte dépendance au pas de temps et au nombre de Reynolds comme l’ont

constaté Yu et al. (2002).

∆t = 0.001 ∆t = 0.0005 ∆t = 0.0001 ∆t = 0.00005 Yu et Shao (2007)

CD(0.5) 77.38 81.81 86.87 87.75 87.95

CD(1) 41.08 42.52 44.06 44.31 44.16

CD(5) 9.64 9.73 9.81 9.83 9.754

CD(10) 5.73 5.76 5.78 5.79 5.749

CD(20) 3.778 3.773 3.766 3.761 3.756

CD(40) 2.704 2.697 2.669 2.664 2.682

c) Cas 3 : W/D = 4 avec la deuxième version M2

Pour terminer cette section, nous avons à nouveau lancé le premier cas W/D = 4, mais avec

la deuxième version du schéma numérique M2 (Cf. page 28). La particule est totalement discré-

tisée avec Nr = 13 et une distance de rétractation ∆a = h/3 est utilisée. La taille de la maille

fluide est h = D/32. Nous avons fait varier le pas de temps. Les résultats sont présentés dans

la table III.3. Ils confirment bien cette dépendance au pas de temps et au nombre de Reynolds.

Néanmoins, l’adéquation avec les résultats de Yu et Shao (2007) est de bonne qualité pour des

pas de temps assez faible. Nous avons tracé les contours de pressions sur la figure III.5. Tout

comme dans la première version de la méthode, la pression va se développer à l’intérieur de la

particule. Par contre, nous constatons que la variation de pression ne présente pas de sauts ou

de discontinuité sur le contour comme dans la première version du code. Cela vient du fait que

la force de volume λ
n+1 n’est calculée qu’après la pression pn+1.

III.1.2 Ecoulement autour d’un cylindre oscillant

Nous imposons maintenant un mouvement de translation oscillatoire à la particule, perpen-

diculairement à l’écoulement. Pour ce cas, la particule est discrétisée totalement. Le domaine

de calcul est [−1.2, 1.2] × [−1.2, 1.2]. La particule est placée initialement en (-0.645,-0.009).

Le nombre de Reynolds particulaire est fixé à 185. Le mouvement vertical est défini à partir

de la relation y(t) = 0.2D cos(2πff t). La fréquence du forçage ff est égale à 0.8 fois la fré-

quence naturelle de détachement de vortex f . Dans notre cas ff = 0.52. Le maillage comprends

1025x1025 noeuds, soit D/h = 39.4. La particule est discrétisée par Nr = 17. La distance de
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FIGURE III.5 – Ecoulement autour d’un cylindre fixe (deuxième version du code) : contours

de pression. Contrairement à la première version, la pression ne présente pas de discontinuité.

rétractation est fixée à ∆a = h/3. Les fonctions d’interpolation testées sont les mêmes que pour

le cas précédent et gardent la même notation (δ2 et δ3).

La figure III.6 présente l’évolution spatiale du coefficient de traînée et du coefficient de por-

tance pour les différents cas. Le plus remarquable dans ces résultats, est la présence d’oscilla-

tions dont la fréquence est fonction de la taille de la maille fluide h. La fonction d’interpolation

δ3 permet de réduire substantiellement ces oscillations par rapport à δ2. Uhlmann (2005) ex-

plique que la diminution des oscillations en utilisant une fonction d’interpolation d’ordre plus

élevé permet d’avoir une représentation plus lisse de la particule, c’est-à-dire que la force est

distribuée sur plus de points environnant la particule. Ces résultats sont confirmés par Yang et al.

(2009) et Lee et al. (2011).

En dehors du maillage et de la fonction d’interpolation, Lee et al. (2011) évoquent une troi-

sième source d’oscillations qui est la discontinuité de la pression sur le contour de la particule.

Précédemment, nous avons vu que la pression se développe à l’intérieur de la particule et que

cette pression peut présenter de fortes variations à la traversée du contour. Nous avons vu aussi

que dans la version M2, il n’y plus de saut de pression. La figure III.7 présente ainsi le même

cas réalisé avec la deuxième méthode : la continuité de la pression conduit à des résultats de
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FIGURE III.6 – Ecoulement autour d’un cylindre oscillant (W/D = 26.666, Rep = 185) :

coefficients de traînée et de portance en fonction de la position latérale du disque pour deux

fonctions d’interpolations. La fonction δ3 permet de réduire drastiquement les oscillations.

meilleure qualité. Encore une fois, la fonction d’interpolation δ3 fournit les résultats beaucoup

plus lisses que δ2.

Dans la suite de ce chapitre, nous travaillerons uniquement avec la fonction d’interpolation

δ3 qui est plus adaptée pour les maillages entrelacés-décalés.
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FIGURE III.7 – Ecoulement autour d’un cylindre oscillant (W/D = 26.666, Rep = 185) :

coefficients de traînée en fonction de la position latérale du disque obtenus avec la deuxième

version du code pour deux fonctions d’interpolations. Comparativement au cas précédent, l’ab-

sence de saut de pression réduit l’amplitude des oscillations. La fonction δ3 permet aussi de

réduire drastiquement les oscillations.

III.2 Sédimentation d’une particule en milieu confiné

Nous nous intéressons maintenant à plusieurs cas de sédimentation d’une particule circulaire

unique dans un fluide au repos. Nos résultats sont comparés avec ceux de la littérature. La figure

III.8 présente notre domaine d’étude. W est la largeur du domaine, D est le diamètre de la

particule. Y est la coordonnée horizontale et X la coordonnée verticale. Le domaine est fermé

par une paroi horizontale sur le fond et par deux parois verticales (condition de non-glissement).

Il est ouvert sur le dessus (pression imposée et ∂u
∂x

= 0).

Pour toutes les simulations de cette section, nous avons utilisé un domaine de calcul parti-

culier (Cf. figure III.9). Pour pouvoir simuler la sédimentation de particules sur des temps très

longs, nous ne pouvons pas utiliser des domaines de longueur infinie. A la place, Yu et al. (2002)

ont proposé d’utiliser un domaine de longueur fini mais évoluant avec la position verticale de la

particule. Dès que celle-ci est au-dessous d’une position verticale Xlim choisie arbitrairement,

nous interdisons à la particule d’aller plus bas, en la décalant vers le haut d’une maille fluide

h : sa nouvelle hauteur est ainsi X + h. L’ensemble des paramètres (u, p et λ) est alors décalé

vers le haut d’une maille fluide (par exemple u(i,j) = u(i,j−1)), sauf sur la paroi horizontale du

fond où les paramètres restent inchangés. Dans nos simulations, et pour pouvoir comparer nos
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FIGURE III.8 – Sédimentation d’une particule unique : représentation schématique de la sé-

dimentation d’une particule en milieu confiné. W est la largeur du canal, Y est la coordonnée

horizontale.

résultats avec la littérature, nous avons paramétré notre domaine comme celui de Wachs (2009),

soit une longueur L = 20D, une largeur W = 4D et la position Xlim est distante de 6D du

fond.

A bas nombre de Reynolds (écoulement rampant), il existe une relation analytique pour

déterminer la vitesse de chute dans le cas d’un cylindre qui sédimente en milieu confiné (Happel

et Brenner (1965)) :

UHB
s =

D2

16Kµ
(ρp − ρf )g en régime de Stokes (III.6)

où K est une constante permettant de prendre en compte l’influence des parois latérales :

K =
1

lnW ∗ + 0.9157 + 1.7244
W ∗2 − 1.7302

W ∗4 + 2.4056
W ∗6 − 4.5913

W ∗8

(III.7)

où W ∗ = W/D. Lorsque l’inertie devient plus importante, il n’y a pas d’expression analytique
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FIGURE III.9 – Domaine ’infini’ pour étudier la sédimentation : schéma du domaine ’infini’.

Lorsque le centre de la particule atteint une position inférieure à Xlim, sa nouvelle position

est décalée vers le haut d’une distance h (taille de la maille fluide). Les grandeurs fluides et

la pseudo-force de volume sont décalés eux-aussi d’une maille sur le dessus. Sur le fond du

domaine (ici u1,j), les paramètres restent inchangés.

pour Us.

Il est nécessaire de choisir une vitesse de référence pour adimensionner les grandeurs de nos

simulations. Nous utilisons le système d’unités 1 :

ρf , D et Uc (III.8)

où Uc est une vitesse caractéristique choisie différemment suivant que nos simulations sont

fortement ou faiblement inertielles. Dans le cas des régimes faiblement inertiels, nous prenons :

Uc = UHB
s

Dans les cas plus inertiels, nous prendrons (Yu et al. (2002), Wachs (2009)) :

Uc =

√

ΠD

2
(ρr − 1)g (III.9)

1. Sauf indication contraire. En effet, certains de nos cas test seront réalisés dans le système d’unités des auteurs

auxquels nous voulons nous comparer.
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Ces choix nous permettent de comparer plus directement nos résultats avec la littérature. Nous

définissons le nombre de Reynolds particulaire Rep calculé à partir de cette vitesse caractéris-

tique Uc :

Rep =
UcD

ν
(III.10)

Nous testerons les deux méthodes décrites précédemment. Les simulations sont réalisées

avec la fonction d’interpolation de Roma et al. (1999). Le confinement du domaine est W/D =

4.

III.2.1 Sédimentation d’un disque en milieu confiné

Dans un premier temps, nous nous intéressons à trois cas de sédimentation d’un disque

unique. Le premier porte sur la sédimentation d’une particule de masse volumique ρr = 1.1 avec

Rep = 0.1. Nous faisons varier différents paramètres du schéma (discrétisation de la particule,

pas de temps, zone de rétractation . . . ) pour justifier la paramétrisation de nos futures études.

Pour ce premier cas test, nous n’utilisons que la première version du schéma numérique M1
2.

Le deuxième cas test porte sur la sédimentation d’une particule excentrée Y/D = 1 pour

Rep = 200. Nous testons les paramètres du schéma et les deux méthodes.

Enfin, nous terminons notre étude par un cas de sédimentation d’une particule excentrée,

pour une vaste gamme de nombres de Reynolds, et nous comparons nos résultats à des simu-

lations numériques directes issues de la littérature (Feng et al. (1994), Yu et al. (2002), Wachs

(2009)).

a) Sédimentation à bas nombre de Reynolds Rep = 0.1

Pour ce premier cas, la particule est initialement placée au centre du domaine avec une

vitesse initiale nulle. Le fluide est au repos. La vitesse est adimensionnée par (III.6). Deux

maillages sont testés : h = D/16 et h = D/32. La discrétisation de la particule est fixée à

Nr = 6, 7, 8 pour le cas h = D/16 et Nr = 13, 14, 15 pour le cas où h = D/32. Différentes

distances de rétractation sont testées (h/2 ≥ ∆a ≥ 0). Le pas de temps varie de 0.0002 à 0.001.

La figure III.10, présente l’évolution temporelle de la vitesse de chute réduite Us pour dif-

2. Comme nous l’avons vu pour l’écoulement autour d’un cylindre fixe, la deuxième méthode n’est clairement

pas adaptée car elle nécessite des pas de temps très faibles pour les écoulements à bas Rep.
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férents pas de temps. La rétractation est fixée à ∆a = h/3. Les vitesses obtenues dans ce cas,

sont en très bonne adéquation avec la relation (III.6). Le pas de temps a très peu d’influence

sur la convergence des résultats. L’erreur maximale par rapport à la valeur analytique est de

1.5% (h = D/16 et ∆t = 0.001). Pour un maillage plus fin, l’erreur n’excède pas 0.5%. La fi-

gure III.11 présente l’évolution temporelle de la vitesse de chute pour différentes discrétisations

(variation de Nr). Le choix de Nr a très peu d’influence. La figure III.12 présente l’évolution

temporelle de la vitesse de chute pour différentes distances de rétractation. Nous observons que

celle-ci a une influence très importante. Plus la distance de rétractation est grande et plus la

traînée est faible, comme nous l’avions déjà remarqué pour l’écoulement autour d’un objet fixe.

L’erreur maximale par rapport à la solution analytique est de 4% pour h = D/16 et ∆a = h/2.

Pour h = D/16 une rétractation de ∆a = h/4 permet d’avoir une erreur de 0.27%. Pour le

maillage plus fin, l’influence de la zone de rétractation se fait moins ressentir.
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FIGURE III.10 – Sédimentation d’une particule unique à Rep = 0.1 : évolution temporelle de

la vitesse de chute (W = 4D, Rep = 0.1, ∆t = 0.001, ρp = 1.1) pour différentes discrétisations

de la particule. A gauche h = D/16 et à droite h = D/32.

Par conséquent pour Rep = 0.1, et la version M1, nos résultats montrent que le pas de temps

et le nombre de cercles qui discrétisent la particule ont très peu d’effet sur les vitesses de chute.

La zone de rétractation ∆a est le paramètre qui a le plus d’influence. Ce même constat a été

fait par Yu et Shao (2007) et nous confirmons leurs résultats. Bien que les résultats soient très

corrects avec h = D/16, nous conseillons d’utiliser h = D/32 car la solution est beaucoup

moins sensible au paramétrage.
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FIGURE III.11 – Sédimentation d’une particule unique à Rep = 0.1 : évolution temporelle de

la vitesse de chute (W = 4D, Rep = 0.1, ∆a = h/3, ρp = 1.1, ∆t = 0.0005) pour différentes

discrétisations de la particule. A gauche h = D/16 et à droite h = D/32.

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

 0

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3

U
s

t

∆a= h/2
∆a=2h/5
∆a= h/3
∆a= h/4

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

 0

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3

U
s

t

∆a= h/2
∆a=2h/5
∆a= h/3
∆a= h/4

FIGURE III.12 – Sédimentation d’une particule unique à Rep = 0.1 : évolution temporelle de

la vitesse de chute (W = 4D, Rep = 0.1, ρp = 1.1, ∆t = 0.0005) pour différentes distances de

rétractation. A gauche h = D/16 et à droite h = D/32.

b) Sédimentation d’un disque initialement excentré (Rep = 200).

Pour valider le code et vérifier sa convergence, nous avons réalisé un test de la sédimentation

d’une particule initialement excentrée d’un diamètre par rapport au centre du domaine. Pour ce

test, le nombre de Reynolds, calculé à partir de l’équation (III.9), est Rep = 200. Les deux

versions du schéma numérique sont testées. Le maillage est fixé à h = D/32 (Nr = 13) et nous

51



III. Validation de la méthode

choisissons une distance de rétractation ∆a = h/3. Nous faisons uniquement varier le pas de

temps.

Les figures III.13 et III.14 présentent les trajectoires des particules et les vitesses pour nos

différents tests. Durant sa migration vers le centre du domaine, la particule va se mettre à osciller

périodiquement sur l’horizontale, à cause des détachements de vortex. Elle va terminer sa course

au centre du domaine où elle va continuer d’osciller. Les vitesses de chutes ne présentent pas de

différences notables. Cependant, les vitesses de translation horizontales et de rotation présentent

de très fortes oscillations que l’on peut attribuer aux SFO. La convergence des résultats avec le

schéma numérique M1 est très mauvaise. Les oscillations ne sont pas présentes avec le schéma

M2 (figure III.14). Cependant, comme nous pouvions nous y attendre, la dépendance au pas de

temps est visible, surtout pour t = 0.01. Pour les deux autres pas de temps, mis à part lors de la

première transition, les amplitudes des vitesses sont très proches. Pour les trois cas, la trajectoire

de la particule converge bien vers le centre du domaine à la fin des simulations.

Un maillage plus fin permet de diminuer les oscillations des efforts hydrodynamiques (Uhl-

mann (2005)). De plus, pour ces régimes très inertiels, il est nécessaire de mailler plus finement

pour avoir une meilleure représentation de la particule. Nous avons donc relancé ces calculs avec

un maillage deux fois plus fin (h = D/64 et Nr = 28). La figure III.15 présente les trajectoires

et les vitesses de la particule en fonction du temps, pour M1. Les trajectoires présentent une

bien meilleure convergence. Cependant, les oscillations sur la vitesse de rotation ont diminué

mais sont encore non-négligeables. En comparaison avec ce cas, nous avons tracé les mêmes

courbes pour M2. Les résultats présentent une très bonne convergence sur les trajectoires et

les vitesses de translation. On pourra tout de même noter une différence non-négligeable sur

la vitesse de rotation ω lors de la première transition. Cependant, lorsque la particule atteint

le centre du domaine, l’amplitude de ω pour les différents cas ne présente pas de différences

significatives. Par conséquent, pour les régimes très inertiels, la méthode M2 semble beaucoup

plus adéquate pour simuler les écoulements particulaires. La première méthode peut présenter

des oscillations sur les efforts hydrodynamiques. Ces oscillations peuvent encore être réduites

en utilisant un maillage plus fin. Cependant, les temps de calcul deviennent trop importants.

Nous allons maintenant confronter notre méthode à d’autres résultats numériques issus de la

littérature .
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FIGURE III.13 – Sédimentation d’une particule initialement excentrée (Rep = 200, schéma

numérique M1, h = D/32) : trajectoire et variation temporelle des vitesses (Us, Vs et ω) de la

particule pour différents pas de temps.

c) Sédimentation d’un disque initialement excentré (6.93 ≤ Rep ≤ 693.6).

Il n’existe pas de solutions analytiques ou de résultats expérimentaux applicables en deux

dimensions à des régimes inertiels (Rep ≥ 1). Nous allons donc comparer nos résultats avec les

résultats numériques de Feng et al. (1994), Yu et al. (2002) et Wachs (2009) pour le cas d’une

particule initialement excentrée d’un diamètre (Y/D = 1) par rapport au centre du domaine.

Pour cette étude, nous faisons varier la masse volumique. Le nombre de Reynolds est calculé à

partir de la vitesse Uc donnée par la relation (III.9) et 6.93 ≤ Rep ≤ 693.6. Nous proposons dans

un premier temps de faire une comparaison sur les coefficients de traînée CD qui sont obtenus

à partir de la relation (Wachs (2009)) :

CD =
2FD

ρfDU2
s

=
1

U∗2
s

(III.11)
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FIGURE III.14 – Sédimentation d’une particule initialement excentrée (Rep = 200, schéma

numérique M2, h = D/32) : trajectoire et variation temporelle des vitesses (Us, Vs et ω) de la

particule pour différents pas de temps.

avec U∗

s la vitesse terminale de chute Us adimensionnée par la vitesse caractéristique Uc. Nous

définissons aussi le nombre de Reynolds terminal de chute ReT qui est égal à :

ReT =
UsD

ν
= RepU

∗

s (III.12)

Les paramètres numériques sont présentés dans la table III.4. Pour ce test, le maillage est fixé

à h = 1/32 (discrétisation de la particule Nr = 13) pour les cas les moins inertiels (6.93 ≤
Rep ≤ 138.7) et h = 1/64 (discrétisation de la particule Nr = 28) pour les deux cas les plus

inertiels (Rep = 346.8 et 696.6). La distance de rétractation est fixée à ∆a = h/3. Les deux

versions du schéma numérique sont testées. La table III.5 présente une comparaison entre nos

coefficients de traînée et ceux de Wachs (2009) et Yu et al. (2002). Quelle que soit la méthode

utilisée, les coefficients de traînée sont en bon accord avec ces deux publications. En prenant

54



III.2. Sédimentation d’une particule en milieu confiné

−0.8

−0.7

−0.6

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

 0

 0.1

 0  10  20  30  40  50

U
s

t

dt=0.005
dt=0.0025
dt=0.001

−0.1

−0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0  10  20  30  40  50

V
s

t

dt=0.005
dt=0.0025
dt=0.001

−0.04

−0.035

−0.03

−0.025

−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0  10  20  30  40  50

ω

t

dt=0.005
dt=0.0025
dt=0.001

−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

 0

 5

−1.2 −1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2  0  0.2

X

Y

dt=0.005
dt=0.0025
dt=0.001

FIGURE III.15 – Sédimentation d’une particule initialement excentrée (Rep = 200, schéma

numérique M1, h = D/64) : trajectoire et variation temporelle des vitesses (Us, Vs et ω) de la

particule pour différents pas de temps.

le coefficient de traînée de Wachs (2009) comme référence, l’erreur maximale pour M1 est de

9.5% pour Rep = 138.7. Pour M2, l’erreur maximale est d’environ 4% pour Rep = 696.6.

Feng et al. (1994) distinguent cinq régimes d’écoulement :

1. Régime A (apériodique) : la particule converge de façon monotone vers le centre du

domaine puis chute à vitesse constante (0.1 < ReT < 2).

2. Régime B : oscillations rapidement amorties autour de l’axe du domaine ( 2 < ReT <

Recrit).

3. Régime C : faibles oscillations peu amorties autour de l’axe du domaine ( Recrit < ReT

< 60).

4. Régime D : oscillations périodiques autour du centre du domaine ( 60 < ReT < 300).

5. Régime E : oscillations irrégulières ( Rep > 300).
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FIGURE III.16 – Sédimentation d’une particule initialement excentrée (Rep = 200, schéma

numérique M2, h = D/64) : trajectoire et variation temporelle des vitesses (Us, Vs et ω) de la

particule pour différents pas de temps.

Ici Recrit varie selon les auteurs (Recrit = 50.6 pour Feng et al. (1994), Recrit = 42.3 pour

Wachs (2009)). Le régime E n’est pas présent dans les simulations de Yu et al. (2002) et de

Wachs (2009). Seul le régime D est présent.

Nous avons tenté de retrouver les régimes décrits ci-dessus. Ces différents régimes dé-

pendent de la nature de l’écoulement à l’aval du disque. La figure III.17 présente les contours

de vorticité pour les différents cas obtenus avec la méthode M1. Il sont en très bon accord avec

les résultats de Yu et al. (2002) et de Wachs (2009). La figure III.18 présente une comparaison

entre nos trajectoires et celles de Yu et al. (2002) et de Wachs (2009). On peut voir qu’il n’existe

pas de différence substantielle tant que Rep < 138.7. On notera une légère différence entre les

méthodes M1 et M2 pour Rep = 69.36 : la trajectoire calculée avec M1 présente de faibles oscil-

lations autour de l’axe du domaine (Régime C comme Yu et al. (2002) et Wachs (2009)), tandis

que celle obtenue avec M2 est toujours dans le régime B. Ceci est très certainement dû à ce que
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TABLE III.4 – Sédimentation d’une particule excentrée : paramètres physiques et numériques

pour nos simulations

ρr 1.0002 1.002 1.01 1.02 1.03 1.08 1.5 3

Rep 6.93 21.94 49.04 69.36 84.95 138.7 346.8 696.6

∆t 0.002 0.004 0.005 0.0055 0.006 0.008 0.0045 0.005

TABLE III.5 – Sédimentation d’une particule excentrée : coefficients de traînée et nombre

de Reynolds terminal de chute obtenus avec les deux schémas numériques M1 et M2 (Cf. page

28). Les résultats sont comparés avec ceux de Wachs (2009) et de Yu et al. (2002).

Rep 6.93 21.94 49.04 69.36 84.95 138.7 346.8 696.6

CD M1 42.01 6.49 3.17 2.57 2.29 1.89 1.77 1.75

CD M2 41.09 6.34 3.18 2.60 2.36 1.99 1.77 1.83

CD Wachs (2009) 40.09 6.37 3.26 2.68 2.446 2.09 1.785 1.764

CD Yu et al. (2002) 38.10 6.09 2.59 2.37 2.25 1.79

ReT M1 1.07 8.61 27.54 43.26 56.14 100.9 260.67 526.56

ReT M2 1.08 8.71 27.46 43.00 55.3 98.19 257 521.93

ReT Wachs (2009) 1.09 8.69 27.16 42.30 54.3 96.02 259.5 522

ReT Yu et al. (2002) 1.12 8.89 43.1 55.3 96.5 518

le Reynolds terminal de chute est très proche de Recrit (ReT = 43.26 avec M1 et ReT = 43

avec M2), de sorte que des différences, même faibles, entre les divers schémas peuvent avoir

des conséquences importantes sur les trajectoires.

Les deux derniers régimes d’écoulements sont très inertiels et il y a une grande différence

entre nos trajectoires et ceux de la littérature lors de la transition. Cependant cette différence

disparaît dès que la particule a atteint son régime asymptotique aux temps longs. Seul le régime

D est présent dans nos résultats. Ceci est en accord avec les résultats de Yu et al. (2002) et Wachs

(2009) mais contredit ceux de Feng et al. (1994).

Les figures III.19 et III.20 présentent la vitesse horizontale Vs et la vitesse de rotation ω en

fonction du temps pour les deux schémas M1 et M2. Les vitesses horizontales des deux mé-

thodes ne présentent pas de différences majeures. On notera tout de même une légère différence

sur l’amplitude de la vitesse lors de l’apparition de vortex dans le sillage de la particule. La

vitesse de rotation ne présente pas de différence pour les nombre de Reynolds Rep ≤ 21.94.

Cependant, pour des nombres de Reynolds plus importants, la vitesse de rotation va rapidement

se dégrader. Des oscillations parasites apparaissent avec la méthode M1, identiques à celles ren-

contrées pour le cas Rep = 200. Les solutions obtenues avec la méthode M2 ne présentent pas

57



III. Validation de la méthode

‐    
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ReT=55,30 ReT=98,20 ReT=257 ReT=521,93

FIGURE III.17 – Sédimentation d’un disque excentré : contours de vorticité (vingt-six iso-

contours equirépartis entre −2 et +2, les pointillées représentent les isovaleurs négatives) pour

les différents régimes d’écoulement. Les résultats obtenus avec la méthode M1 sont présentés.

ce type d’oscillations.

Ainsi, ces simulations montrent que la méthode M1 est adaptée aux petits nombres de Rey-

nolds alors que M2 est plus adaptée aux régimes inertiels.
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FIGURE III.18 – Sédimentation d’un disque excentré : trajectoires des particules obtenues

avec les deux versions du schéma numérique et celles de Wachs (2009) et de Yu et al. (2002).

Les trajectoires sont quasiment identiques sauf pour les deux cas les plus inertiels.
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FIGURE III.19 – Sédimentation d’un disque excentré : vitesse horizontale Vs des particules

obtenues avec les deux versions du schéma numérique.
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FIGURE III.20 – Sédimentation d’un disque excentré : vitesse de rotation ω des particules

obtenue avec les deux versions du schéma numérique.
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III.3 Sédimentation d’un doublet de particules

Nous nous intéressons maintenant aux interactions hydrodynamiques et interparticulaires.

Afin d’étudier ces phénomènes, nous avons réalisé des test de sédimentation pour deux parti-

cules circulaires en milieu confiné pour différents régimes d’écoulement. Pour tous les cas qui

sont présentés, la fonction d’interpolation de Roma et al. (1999) est utilisée et la distance de

rétractation est fixée à ∆a = h/3. Nous utilisons le schéma M1 pour les tests à petit nombre de

Reynolds et M2 pour les plus hauts nombres de Reynolds.

III.3.1 Sédimentation de deux particules à bas nombre de Reynolds

Nous voulons montrer que le modèle est capable de représenter les structures rencontrées

expérimentalement. La masse volumique de la particule est égale à ρr = 1.1. Dans le premier

cas, le doublet de particules est placé verticalement à mi-distance du centre du domaine et leurs

centres sont distants de deux diamètres. Ici, le confinement est fixé à W/D = 8 et le domaine,

totalement fermé, est de longueur 160D. Le pas de temps est fixé à 0.001. La taille de la maille

est fixée à h = 1/32, et Rep = 2. La particule est discrétisée par Nr = 13 cercles. Les grandeurs

sont adimensionnées par ρf , D, Uc, avec Uc donnée par la vitesse d’Happel et Brenner (1965)

(équation (III.6)).

La figure III.21 présente l’évolution des particules au cours du temps. On nomme "me-

neuse", la particule qui se trouve initialement le plus bas. L’autre particule est la particule "sui-

veuse". Les particules vont tout d’abord se rapprocher l’une de l’autre sans jamais se toucher,

puis elles basculent pour tendre vers une position horizontale éphémère. Elles rejoindront en-

suite une position oblique et oscillante qu’elles garderont aux temps longs. Ces comportements

sont en accord qualitatif avec Feng et al. (1994).

Afin d’analyser l’influence du maillage sur ce comportement, nous avons refait cette simu-

lation avec deux maillages différents m1 (h = D/16) et m2 (h = D/32). La figure III.22

présente l’évolution temporelle des caractéristiques cinématiques des particules dans les deux

cas. Il apparaît que pour le maillage grossier, les solutions peuvent présenter des oscillations

numériques à hautes fréquences. Comme pour une particule unique, le maillage le plus fin est

préférable.
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FIGURE III.21 – Sédimentation d’un doublet de particule à bas Rep : champs de vorticités

pour deux particules qui chutent dans un milieu confiné pour Rep = 2 et W/D = 8

III.3.2 Sédimentation de deux particules sans collisions pour des ré-

gimes inertiels

Ce deuxième cas test fait intervenir deux particules de même taille mais de masse volumique

différente. Il a été initié par Uhlmann (2005). Dans cette réalisation, il n’y a pas de contact entre

les particules durant le processus de sédimentation et il n’est donc pas nécessaire d’introduire de

stratégie pour modéliser les collisions. Le système d’unités utilisé est celui d’Uhlmann (2005),

afin de permettre une comparaison directe avec cet auteur. Le domaine de calcul est [0, 10] ×
[−1, 1]. Le nombre de Reynolds terminal de chute est ReT = 280. La masse volumique est égale

à 1.5 pour la particule que l’on nommera P1 et à 1.25 pour P2. Elles sont placées à (0.8, 0.13) et

(1.2,−0.13), respectivement. Pour ce test, la gravité est vers la droite. La taille de la maille fluide

est h = 1/200. Les particule sont discrétisées par Nr = 17. Le pas de temps est fixé à 0.001.

Ce cas test a été réalisé, dans un premier temps, avec le schéma M1 et les résultats montrent de

très fortes oscillations numériques. Nous présentons uniquement les résultats obtenus avec le

schéma numérique M2, mieux adapté aux régimes inertiels.

La figure III.23 présente l’évolution des particules et du champ de vorticité au cours du

temps. Le détachement tourbillonnaire est clairement visible. Durant le processus de sédimen-

tation la particule la plus lourde dépasse la plus légère sans la toucher. La figure III.24 présente

une comparaison avec les résultats d’Uhlmann (2005). Nous observons un excellent accord
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FIGURE III.22 – Sédimentation d’un doublet de particule à bas Rep : évolution temporelle,

de haut en bas, de la position latérale des particules, de leur vitesse de chute, de leur vitesse de

rotation et de leur distance. Le maillage m2 (h = D/32) permet de réduire drastiquement les

oscillations numériques.
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t=0.5 

 
t=2 

 
t=3.5 

 
t=5.5 

 
t=7 

 
t=8.5 

 

FIGURE III.23 – Sédimentation de deux particules à haut nombre de Reynolds : évolution

temporelle des positions et du champ de vorticité pour deux particules de masse volumique

différente chutant dans un milieu confiné. La particule grise est la plus lourde (P1), la blanche

est la particule P2.

quantitatif.
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FIGURE III.24 – Sédimentation de deux particules à haut nombre de Reynolds : trajectoires

et évolution temporelle des positions et des vitesses de deux particules de masse volumique

différente qui chutent dans un milieu confiné. Les résultats sont comparés à ceux d’Uhlmann

(2005).

III.3.3 Drafting Kissing and Tumbling

Le phénomène de ’Drafting, Kissing and Tumbling’ (DKT) est un cas test classique lors de

la validation de modèles numériques complètement résolus (Glowinski et al. (2001),Uhlmann

(2005)), qui a été étudié expérimentalement par Fortes et al. (1987).

Le système d’unités utilisé dans cette section est celui d’Uhlmann (2005), afin de permettre

une comparaison directe avec cet auteur. Le domaine de calcul est [6, 0]×[−1, 1]. Contrairement

au cas précédent, les particules vont entrer en collision suite à un effet d’aspiration. Les para-

mètres utilisés pour le modèle de contact sont ǫ = 1.10−7 et une distance de sécurité est égale

à 3h (Cf. II.49 page 33). Les particules sont de même diamètre (D = 0.25) et la même masse

volumique (ρp = 1.5). La gravité est vers la droite. Leurs positions initiales sont (1, 0.001) pour

la particule, notée P1 et (1.5,−0.001), notée P2. Ce cas correspond à celui d’Uhlmann (2005)

dans lequel les particules sont légèrement décalées pour provoquer le DKT 3. La taille de la

maille fluide est égale à h = 1/256, soit D/h = 64. Le pas de temps est fixé à 0.00005.

La figure III.25 présente l’évolution temporelle des trajectoires et des vitesses des parti-

3. Lorsque les particule sont alignées suivant l’horizontale, comme pour Glowinski et al. (1999) ou Feng et al.

(1994), le DKT n’apparaît pas, sauf si le maillage est dissymétrique.
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FIGURE III.25 – Sédimentation d’un doublet de particules avec DKT : évolutions tempo-

relles des positions et des vitesses des particules lors du phénomène de ’Drafting, Kissing and

Tumbling’. Les résultats sont comparés avec ceux d’Uhlmann (2005).
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cules. Au début des simulations, la particule suiveuse accélère dans le sillage de la particule

meneuse. Celles-ci vont ensuite entrer en contact, puis basculer pour ensuite s’écarter l’une de

l’autre. Qualitativement, le phénomène de DKT est bien reproduit (Cf. Fortes et al. (1987)). La

comparaison quantitative avec les résultats d’Uhlmann (2005) est moins bonne que dans le cas

précédent. Avant le contact entre les particules, les résultats présentent une bonne concordance

tant que le modèle de contact n’entre pas en jeu. Comme le modèle de contact utilisé par cet

auteur est le même que le nôtre, ces différences sont à chercher dans les paramètres numériques.

En effet, le paramètre de rétractation, la distance entre les points colocatifs ou encore le schéma

numérique sont légèrement différents des nôtres. Les résultats sont tout de même comparables.

III.4 Sédimentation d’un grand nombre de particules

Nous nous intéressons maintenant à la sédimentation de 504 particules dans un milieu

confiné. Le système d’unités utilisé est celui de Glowinski et al. (1999), afin de permettre une

comparaison directe avec cet auteur. Le domaine de calcul est [−1 : 1]×[−1 : 1]. Les disques ont

un diamètre de 0.0625 et une masse volumique de 1.01. Les particules sont initialement placées

comme sur la figure III.26 (28 particules suivant l’horizontale et de 18 suivant la verticale). La

première rangée de particules est décalée de 3D/8 par rapport à la paroi du dessus. L’écart entre

chaque particules est fixé à D/8. L’écart de la première particule avec le mur gauche est égal à

3D/8 pour les lignes impaires et à 2D/8 pour les lignes paires. Au départ de la simulation, le

fluide et les particules sont au repos. Le maillage comporte 512x512 noeuds. Les particules sont

discrétisées par Nr = 7 cercles. Le pas de temps est fixé à 0.0005. Pour le modèle de contact, la

zone de sécurité est égale à 1.5h et ǫ est égal à 8.15x10−5. Le nombre de Reynolds étant petit, les

simulations sont réalisées avec la méthode M1. Les figures III.26 - III.34 présentent l’évolution

du phénomène de sédimentation. Lors des trois premiers instants, les particules commencent à

sédimenter. Les plus proches du murs sont ralenties par la présence du mur. Des deux coté du

domaine, une partie des particules commence à chuter plus rapidement. Le contre-écoulement

engendré par le déplacement de ces particules, laisse les particules se trouvant au centre du

domaine en suspension. Des vortex vont alors se créer au voisinage des parois latérales et au

centre du domaine. Ce processus s’apparente à une instabilité de Rayleigh-Taylor (Glowinski

et al. (1999)). Le comportement des particules est très semblable à celui simulé par Glowinski
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FIGURE III.26 – Sédimentation de 504 particules dans un domaine confiné : t=0

et al. (1999) et Feng et Michaelides (2004). On notera que pour Glowinski et al. (1999), les

particules sont toutes posées sur le fond à t = 24. Comme pour le cas précédent, cela vient très

certainement de la différence des paramètres du modèle de contact.

FIGURE III.27 – Sédimentation de 504 particules dans un domaine confiné : t=1.
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FIGURE III.28 – Sédimentation de 504 particules dans un domaine confiné : t=2.

FIGURE III.29 – Sédimentation de 504 particules dans un domaine confiné : t=3.

III.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons testé notre schéma numérique, dans ses deux versions, à partir

de différents cas de validation. Dans le cas de l’écoulement autour d’un disque fixe, les efforts

hydrodynamiques obtenus sont en bon accord avec ceux issus de la littérature quelle que soit

la version utilisée. Le cas du cylindre oscillant fait apparaître des oscillations numériques dans

les efforts hydrodynamiques, caractéristiques des méthodes de domaines fictifs. Les résultats

montrent clairement que la fonction d’interpolation chapeau ne fournit pas des résultats accep-
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FIGURE III.30 – Sédimentation de 504 particules dans un domaine confiné : t=4.

FIGURE III.31 – Sédimentation de 504 particules dans un domaine confiné : t=5.

tables. La fonction de Roma et al. (1999) permet de réduire substantiellement les oscillations.

De plus, la deuxième version du schéma numérique (voir page II.40) donne de meilleurs ré-

sultats pour ce cas test, car elle conduit à une pression continue sur le contour. Les cas test

de sédimentation ont permis de confirmer que la première version du code est très adaptée aux

écoulements à bas nombre de Reynolds particulaire. Par contre, pour des régimes assez inertiels,

des oscillations numériques apparaissent et la deuxième version du code de calcul est bien plus

adaptée. La sédimentation d’un doublet de particules confirme cette observation. Enfin, nous
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FIGURE III.32 – Sédimentation de 504 particules dans un domaine confiné : t=8.

FIGURE III.33 – Sédimentation de 504 particules dans un domaine confiné : t=12.

avons réalisé un cas de sédimentation avec un nombre important de particules où les collisions

font partie intégrante du phénomène. Les résultats sont en bon accord avec ceux de la littérature.

Dans les trois chapitres suivants nous analysons des phénomènes de sédimentation complexe

à bas nombre de Reynolds. Conséquences des divers essais réalisés dans ce chapitre, nous avons

choisis d’utiliser la première version du schéma numérique ainsi que la fonction d’interpolation

de Roma et al. (1999).
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FIGURE III.34 – Sédimentation de 504 particules dans un domaine confiné : t=24.
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Chapitre IV

Sédimentation d’une particule en milieu

confiné : étude du phénomène de

survitesse.

Dans ce chapitre, nous utilisons le code de calcul présenté dans les pages précédentes, avec

la première version, pour étudier la sédimentation d’une particule unique en milieu confiné à

bas nombres de Reynolds particulaires finis. Dans le cas d’une particule centrée, nous étudions

l’influence de l’inertie du fluide sur la vitesse de chute. Dans le cas d’une particule décentrée,

nous retrouvons à petits nombres de Reynolds (Rep ≪ 1), le phénomène de survitesse mis en

évidence par Harper et Chang (1967). Nous montrons que cette survitesse est très sensible

à l’inertie du fluide et au confinement. Afin de mieux comprendre l’origine de cette survitesse,

nous avons réalisé une étude de l’influence de la pression et du frottement sur la vitesse de chute.

En proche paroi et à bas nombre de Reynolds, nous montrons que l’emploi de la théorie de la

lubrification est pleinement justifiée. Enfin, nous étudions la vitesse de rotation de la particule

(Liu et al. (1993)). Nous retrouvons le phénomène de rotation "anormale", c’est-à-dire que la

particule tourne comme si elle voulait remonter le mur. Cependant, en supprimant le degré de

liberté de rotation de l’inclusion, nous montrons que la rotation de la particule a peu d’effet sur

la vitesse de chute dans le cas de nombres de Reynolds faibles mais finis (Rep ≤ 10).
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g

Y

W

D

y

x

FIGURE IV.1 – Représentation schématique de la sédimentation d’une particule en milieu

confiné. W est la largeur du canal, Y est l’excentrement (nous utiliserons aussi e = 2Y/W
comme excentrement adimensionné).

IV.1 Introduction

Considérons un disque unique, de masse volumique supérieure à celle du fluide, placé dans

un canal vertical contenant un fluide newtonien au repos. Ce canal est supposé infini dans la

direction verticale et de largeur W (Cf. figure IV.1). Bien apparemment très classique, ce pro-

blème présente une grande complexité : il n’existe pas de formule générale pour déterminer

la vitesse de chute de l’objet. En régime de Stokes et en présence de parois latérales, il existe

diverses expressions pour la vitesse de chute d’une particule centrée, c’est-à-dire placée exac-

tement au centre du canal (Happel et Brenner (1965), De Mestre et Russel (1975), Harper et

Chang (1967), Dvinsky et Popel (1987) . . . ). Afin de discuter plus en détail ces résultats bi-

bliographiques, nous notons Y la coordonnée horizontale du centre de la particule, ayant pour

origine l’axe du canal. Nous définissons trois vitesses de sédimentation :

— Us : la vitesse de chute de la particule pour Y quelconque et avec un nombre de Reynolds
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quelconque,

— Us0 : la vitesse de chute de cette même particule sédimentant le long de l’axe Y = 0,

avec un nombre de Reynolds quelconque,

— Uc : la vitesse de chute de la particule sédimentant le long de l’axe Y = 0, avec un

nombre de Reynolds égal à 0.

Et nous définissons deux nombre de Reynolds :

— Rep : le nombre de Reynolds particulaire calculé à partir de la vitesse Uc qui est égal à

DUc/ν.

— ReT : le nombre de Reynolds terminal de chute calculé à partir de la vitesse Us qui est

égal à DUs/ν.

A bas nombre de Reynolds particulaire, de façon assez surprenante, le disque a une vitesse de

chute Us supérieure à Us0 lorsqu’il est excentré (Feng et al. (1996)). Ce phénomène de "survi-

tesse pariétale" a été mis en évidence analytiquement par Harper et Chang (1967). Quelques

études numériques ont confirmé ce résultat analytique pour des nombres de Reynolds inférieurs

à 0.1 (Feng et al. (1996) et Champmartin (2006)). Hu (1995) a étudié numériquement la sé-

dimentation d’une particule excentrée en supprimant deux degrés de liberté (la rotation et le

déplacement horizontal) pour des nombre de Reynolds de 0.1, 1 et 10 avec un modèle ALE. Il a

notamment montré que la survitesse est très sensible au confinement et à l’inertie du fluide. Il a

en outre montré qu’en proche paroi, la théorie de la lubrification permet de bien décrire l’effort

de traînée qui agit sur la particule.

L’objectif de ce chapitre est de revisiter le phénomène de survitesse pariétale avec la DF/FD

et d’étendre l’étude de Hu (1995) en tenant compte de la rotation de la particule.

Dans le cas où le nombre de Reynolds est non-nul, les vitesses Us et Us0 sont inconnues.

Leurs expressions à Reynolds nul sont connues et sont présentées ci-dessous.

La vitesse de chute Uc d’un disque placé au centre du domaine Y = 0 a déjà été rencontrée

au chapitre III. Elle a pour expression (Happel et Brenner (1965)) :

Uc = UHB
s =

D2

16Kµ
(ρp − ρf )g (IV.1)
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avec K une constante qui permet de prendre en compte l’influence des parois latérales, donnée

par :

K =
1

lnW∗ + 0.9157 + 1.7244
W 2

∗

− 1.7302
W 4

∗

+ 2.4056
W 6

∗

− 4.5913
W 8

∗

(IV.2)

où W∗ = W/D représente le rapport de la largeur du domaine sur le diamètre de la particule.

La validité de cette expression pour des nombre de Reynolds finis sera analysée dans la section

suivante.

De même, à nombre de Reynolds nul et pour une particule excentrée, il existe une expres-

sion analytique de la traînée (par unité de longueur) d’une particule avec une vitesse imposée

(Harper et Chang (1967)) que l’on peut relier à Us :

FD =
4πµUs

ln(W )−K(e)
(IV.3)

où e = 2Y/W est l’excentrement adimensionné par rapport au centre du domaine et K(e) est

une fonction représentée sur la figure IV.2. De cette expression nous obtenons la vitesse de chute

Us :

Us =
D2ρpg

16µ
(ln(W )−K(e)) (IV.4)
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FIGURE IV.2 – La fonction −K(e) apparaissant dans l’expression de la traînée d’Harper et

Chang (1967).
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Dans le cas où le nombre de Reynolds est non-nul, il n’existe pas d’expression générale de

Us. Citons toutefois, l’analyse de Champmartin (2006) qui a généralisé l’expression (IV.4) à un

nombre de Reynolds égal à 0.1. A partir d’une étude numérique (méthode des volumes finis

(FLUENT)), il obtient une formule empirique permettant de déterminer l’excentrement e pour

lequel la force de traînée adimensionnée FD/(µUs) est minimale (soit une vitesse de chute Us

maximale) :

e

emax

= 0.543 +
0.560

W
(IV.5)

avec emax l’excentrement maximal pour lequel la particule est en contact avec le mur.

Ces résultats étant très partiels, nous avons décidé d’analyser plus systématiquement l’in-

fluence de l’inertie du fluide sur la sédimentation : la section IV.2 concerne la sédimentation de

la particule le long de l’axe Y = 0, et la section IV.3 porte sur la sédimentation d’une parti-

cule excentrée Y 6= 0. Enfin les sections IV.4 et IV.5 portent sur l’influence de la rotation de la

particule sur sa vitesse de chute.

Dans les simulations de ce chapitre, les diverses quantités seront adimensionnées par ρf , Uc

et D. Le rapport des masses volumiques ρp/ρf = 1.1.

IV.2 Influence de l’inertie du fluide sur la vitesse de chute Us0

d’une particule centrée (Y = 0)

La vitesse caractéristique Uc sera utilisée comme référence dans toute cette section. En par-

ticulier, nous définissons le nombre de Reynolds particulaire :

Rep =
UcD

ν
(IV.6)

Il est communément admis que la vitesse Uc donnée par l’équation (IV.1) reste valable même

à Reynolds fini. Afin de vérifier son domaine de validité, nous avons effectué une série de

simulations en faisant varier le nombre de Reynolds (0.05 ≤ Rep ≤ 10) et le confinement

(2 ≤ W/D ≤ 16). Le domaine est identique au cas de validation (au paragraphe III.2 page

46) avec une longueur de 20D. Le pas du maillage est h = D/32, le pas de temps ∆tUc/D
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FIGURE IV.3 – Sédimentation d’une particule centrée (Y = 0) : variation de la vitesse de

chute Us0 adimensionnée par Uc (équation (IV.1)), en fonction du nombre de Reynolds particu-

laire. Les effets d’inertie sont négligeables tant que Rep ≤ 0.5. Pour des régimes d’écoulements

plus importants, les effets d’inertie vont considérablement affecter la vitesse de chute. Cette

figure montre que l’augmentation du confinement a pour effet de retarder ces effets d’inertie.

varie de 2. 10−6 à 0.0025 pour des nombres de Reynolds allant de Rep = 0.05 à 10. La zone de

rétractation est fixée à ∆a = h/3. La densité de la particule est fixée à 1.1.

La figure IV.3 présente l’évolution de la vitesse de chute d’une particule centrée, notée

Us0, adimensionnée par Uc, en fonction du nombre nombre de Reynolds particulaire. Pour des

nombres de Reynolds inférieurs à 0.5, les effets d’inertie ont très peu d’influence sur la vitesse

de chute, et celle-ci est très bien décrite par l’équation (IV.1). A partir de Rep > 1, l’influence

de l’inertie sur la vitesse de chute est d’autant plus importante que le confinement est faible.

Afin d’illustrer l’influence de l’inertie en fonction du rapport de confinement, nous présen-

tons les contours de vorticité (Cf. Figures IV.4 et IV.5) pour W/D = 4 et 16 et pour trois

régimes d’écoulement (Rep = 0.1, 1 et 10). Lorsque W/D = 4 (Cf. Figure IV.4), l’écoulement
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est quasi-symétrique pour des nombres de Reynolds égaux à 0.1 et 1 tandis qu’il présente une

très forte dissymétrie pour Rep = 10. Lorsque W/D = 16 (Cf. Figure IV.5), la dissymétrie de

l’écoulement liée à l’inertie est déjà très marquée pour Rep = 1 et encore plus pour Rep = 10.

On peut donc ainsi conclure que le confinement a pour effet de retarder les effets d’inertie. Ce

résultat était attendu car il a déjà été observé pour des cylindres fixes (par exemple Sahin et

Owens (2004), Singha et Sinhamahapatra (2010)). Hu (1995) a déjà observé ce résultat.

Nous verrons dans la section suivante que l’inertie du fluide a un effet considérable sur cette

survitesse pariétale.

Rep=0.1 Rep=1 Rep=10

FIGURE IV.4 – Sédimentation d’une particule centrée (Y = 0 et W/D = 4) : visualisation

des contours de vorticité (vingt isocontours equirépartis entre −5 et +5, les pointillées repré-

sentent les isovaleurs négatives), pour trois nombres de Reynolds Rep = 0.1, 1 et 10. Pour

Rep = 0.1 et 1, l’écoulement est quasi-symétrique par rapport à l’axe horizontal de la particule.

Lorsque Rep = 10, la dissymétrie de l’écoulement liée à l’inertie est très marquée.

Rep=0.1 Rep=1 Rep=10

FIGURE IV.5 – Sédimentation d’une particule centrée (Y = 0 et W/D = 16) : visuali-

sation des contours de vorticité (vingt isocontours equirépartis entre −2 et +2, les pointillées

représentent les isovaleurs négatives), pour trois nombres de Reynolds Rep = 0.1, 1 et 10. Pour

Rep = 0.1, l’écoulement à l’amont et à l’aval de la particule reste symétrique mais pour Rep = 1,

la dissymétrie de l’écoulement est déjà très marquée ce qui prouve qu’un fort confinement va

retarder les effets d’inertie.

81



IV. Sédimentation d’une particule en milieu confiné : étude du phénomène de survitesse.

IV.3 Sédimentation d’une particule excentrée (Y 6= 0)

Nous nous intéressons maintenant à la sédimentation d’une particule initialement excentrée

pour les même régimes d’écoulements. Nous calculons tout d’abord la vitesse de chute d’une

particule pour cinq excentrements e différents, pour quatre confinements (W/D = 4, 8, 12 et

16) et pour trois nombres de Reynolds (Rep = 0.1, 1 et 2). La rotation est libre, par contre seule

la translation verticale est autorisée.

Pour ces simulations, la longueur du domaine est fixée à 20D pour W/D = 4 et W/D = 8

et à 40D pour W/D = 12 et W/D = 16. Le pas du maillage est h = D/32. Le pas de temps est

fixé à 0.00002 pour Rep = 0.1, à 0.0001 pour Rep = 1 et à 0.0002 pour Rep = 2. Les diverses

quantités sont adimensionnées par ρf , Uc et D. La densité de la particule est égale à 1.1.

IV.3.1 Calcul de la vitesse de sédimentation Us en fonction de l’excen-

trement e

Les figures IV.6 présentent l’évolution des vitesses terminales de chute Us, rapportées à la

vitesse centrée Us0, en fonction de l’excentrement e, pour différents régimes d’écoulement et

différents confinements. La courbe en pointillés est la vitesse de chute à Rep = 0, obtenue à

partir de la traînée de Harper et Chang (1967) (équation (IV.4)). Nos résultats sont proches

de cette courbe pour Rep = 0.1 et s’en éloignent lorsque Rep augmente. Lorsque W/D = 4,

la différence entre nos résultats et la vitesse de chute obtenue à partir de la traînée de Harper

et Chang (1967) est assez importante. En effet, l’expression de la force de traînée a été obte-

nue pour une largeur du domaine W grande devant le diamètre D du disque. Ces simulations

confirment qu’à faible Rep la vitesse terminale de chute n’est pas maximale lorsque la particule

est au centre du domaine : la position où la particule a une vitesse maximale se trouve proche

de e = 0.5 en accord avec l’expression (IV.5) due à Champmartin (2006). La survitesse relative

peut atteindre 24% pour Rep = 0.1 et W/D = 4. Nous observons que cette survitesse dimi-

nue très rapidement lorsque W/D augmente. Par exemple, pour le même régime d’écoulement

(Cf. figure IV.6) et pour W/D = 16, la survitesse n’est plus que de 4, 5%. Pour ce nombre de

Reynolds, Champmartin (2006) propose la relation empirique suivante, obtenue pour un disque

ayant une vitesse imposée et sans rotation, qui permet d’estimer l’amplitude du minimum de
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FIGURE IV.6 – Sédimentation d’une particule excentrée : vitesse de chute Us, adimension-

née par la vitesse d’une particule centrée Us0, en fonction de l’excentrement e, pour différents

confinements et différents nombres de Reynolds. Les symboles représentent nos simulations et

la courbe en pointillés correspond à Rep = 0 (Harper et Chang (1967)). La survitesse peut

atteindre 25% à petit Reynolds et fort confinement. Celle-ci diminue avec l’augmentation de W
et de Rep jusqu’à disparaitre complètement.
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traînée et qui peut s’écrire en terme de vitesse de chute :

Us0

Us

= 1− 0.72D

W
avec Rep = 0.1 (IV.7)

La comparaison entre nos résultats lorsque Rep = 0.1 et ceux calculés avec la formule (IV.7) est

donnée dans la table IV.3.1. Les résultats sont en très bon accord. Il est important de noter que

la rotation dans nos cas a un effet négligeable sur l’amplitude de la survitesse pour ce nombre

de Reynolds très faible.

Pour Rep > 0.1, cette survitesse diminue et finit par disparaître complètement. Hu (1995)

a étudié ce phénomène avec un modèle ALE pour des nombres de Reynolds compris entre 0.1

et 10 et nos résultats confirment les siens. Nous observons en effet qu’en augmentant Rep, la

vitesse de sédimentation devient une fonction monotone décroissante de e (Cf. figure IV.6),

c’est-à-dire qu’il n’y a plus de survitesse. Ce phénomène est retardé par le confinement.

TABLE IV.1 – Sédimentation d’une particule excentrée à Rep = 0.1 : résultats de la survitesse

comparés avec la formule (IV.7) de Champmartin (2006) (obtenue pour une particule qui ne

tourne pas) pour différents confinements. Les résultats sont en bon accord. La rotation de la

particule ne semble avoir aucun effet sur l’amplitude la survitesse.

W/D 4 8 12 16

DF/FD 1.24 1.12 1.05 1.045

eq.(IV.7) 1.22 1.099 1.063 1.047

IV.3.2 Etude des efforts hydrodynamiques en fonction de l’excentre-

ment e

Afin d’analyser l’influence de l’inertie du fluide sur la survitesse, nous proposons d’étu-

dier les contributions séparées des efforts 1 de pression et de frottement sur l’existence de la

survitesse de la particule.

1. Pour calculer les efforts hydrodynamiques, nous utilisons la formule (III.3) donnée au chapitre III à la page

36. Nous rappelons cette formule ici :

FH = −
∫

P

λdS +

∫

P

dU

dt
dS (IV.8)

La contribution de la pression est calculée en intégrant la pression interpolée sur les points collocatifs décrivant le

contour de la particule. La contribution du frottement est obtenue par soustraction de l’effort de pression à l’effort

hydrodynamique total.
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Les efforts hydrodynamiques agissant sur la particule se décomposent en une contribution

des efforts de pression Fp et de frottement Fµ, soit :

FH = Fp + Fµ = −
∫

∂P

pnextdl +

∫

∂P

2µD(u)nextdl (IV.9)

Nous décomposons la force hydrodynamique en un effort vertical de traînée FD et un effort

horizontal de portance FL. Les contributions de la pression et du frottement sur la traînée et

la portance sont notées FDp (la traînée de forme), FDµ et FLp, FLµ, respectivement. Tous les

calculs réalisés dans cette section montrent que FDp ≥ FDµ et FLp ≥ FLµ.

Efforts hydrodynamiques en présence de survitesse.

La figure IV.7 (a) présente l’évolution de la traînée de forme adimensionnée FDp/(µUs) et

de la traînée de frottement FDµ/(µUs) avec l’excentrement e, pour un confinement W/D = 4

et pour Rep = 0.1. Nous observons que la traînée de forme est toujours supérieure à celle de

frottement. Ces quantités sont très dépendantes de e. Lorsque la particule est proche de la paroi

(e ≃ emax), la différence entre les deux efforts est très importante, probablement à cause des ef-

forts de lubrification qui seront discutés plus loin. Lorsque la particule sédimente à e ≃ 0.5, les

deux efforts adimensionnés sont à leur minimum, de sorte que la vitesse de sédimentation est à

son maximum : cette position correspond à la survitesse. Au centre du domaine e = 0, la contri-

bution de la pression et du frottement sont environ du même ordre de grandeur FDp/FDµ ≃ 1.1,

en accord avec les résultats numériques de Richou et al. (2005).

Les efforts adimensionnés de portance présentent les mêmes caractéristiques : FLp ≥ FLµ

(Cf. figure IV.7 (b)). La force de portance augmente avec e jusqu’à e ≃ 0.5. Elle est maximale

lorsque la vitesse de chute est maximale pour e = 0.5 puis va diminuer lorsque la particule est

de plus en plus proche du mur. Le rapport de l’effort induit par la pression sur celui induit par

le frottement varie très peu avec e et il vaut FLp/FLµ ≃ 1.9.

Efforts hydrodynamiques sans survitesse.

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, pour un plus faible confinement W/D = 16
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FIGURE IV.7 – Efforts hydrodynamiques en présence de survitesse : influence des efforts

induits par le frottement et par la pression en fonction de l’excentrement e pour W/D = 4
et Rep = 0.1. (a) efforts adimensionnés de traînée de frottement FDµ/(µUs) et de pression

FDp/(µUs). Les deux efforts présentent un minimum à e = 0.5. Proche de la paroi, la pression

est le paramètre qui a le plus d’influence sur l’effort de traînée. (b) Efforts adimensionnés de

portance de frottement FLµ/(µUs) et de pression FLp/(µUs). L’effort est maximal lorsque e =
0.5 et la pression contribue deux fois plus que le frottement à l’effort de portance.

et un nombre de Reynolds Rep = 2, il n’y a plus de survitesse. La figure IV.8 (a) présente l’évo-

lution de FDp/(µUs) et de FDµ/(µUs) en fonction de e dans ce cas. Contrairement au cas précé-

dent, les efforts sont maintenant des fonctions monotones croissantes de e, quasiment identiques

jusqu’au voisinage de la paroi.

Tant que e < 0.5, les efforts sont quasiment constants comme si le mur avait un effet uni-

forme sur la vitesse de chute. Dans ce cas, le rapport des efforts vaut alors FDp/FDµ ≃ 1. A

l’approche du mur latéral, les deux efforts augmentent et l’effort induit par la pression devient

beaucoup plus important que celui de frottement, comme dans le cas précédent. Là encore il

s’agit d’un effet de lubrification.

La figure IV.8 (b) présente l’évolution des efforts adimensionnés de portance induits par la

pression FLp/(µUs) et par le frottement FLµ/(µUs). Ces deux efforts sont quasiment identiques

sauf en proche paroi.

Théorie de la lubrification en proche paroi à bas nombre de Reynolds
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FIGURE IV.8 – Efforts hydrodynamiques sans survitesse : influence des efforts induits par

le frottement et par la pression en fonction de l’excentrement e pour W/D = 16 et Rep = 2.

(a) efforts adimensionnés de traînée de frottement FDµ/(µUs) et de pression FDp/(µUs). Les

efforts de traînée induits par la pression et par le frottement augmentent de façon monotone avec

e. L’effort induit par la pression contribue autant que le frottement à la traînée totale lorsque e <
0.5. Ensuite la force de pression devient dominante. (b) Efforts adimensionnés de portance de

frottement FLµ/(µUs) et de pression FLp/(µUs). L’effort de pression augmente avec e. L’effort

de frottement atteint un maximum pour e = 0.75 et chute lorsque la particule se rapproche

du mur. La force induite par la pression ne fait qu’augmenter jusqu’à e = 0.75 puis va très

rapidement diminuer.

Les calculs présentés dans les sections précédentes montrent qu’au voisinage de la paroi, la

traînée de forme domine très largement la traînée de frottement. Afin de vérifier cette tendance,

nous avons utilisé la théorie de la lubrification pour calculer séparément ces deux traînées. Nous

considérons l’espace entre le cylindre et le mur le plus proche (figure IV.9 (b)). La distance adi-

mensionnée entre la paroi et le cylindre s’écrit :

ǫ =
W

D
− 2Y

D
− 1 (IV.10)

Dans le référentiel barycentrique de la particule, la paroi monte avec une vitesse Us, l’écoule-

ment est stationnaire. La pression du fluide dans cet interstice est décrite, en l’absence d’effet

inertiel, par l’équation de Reynolds :

∂

∂x
(h3

L

∂p

∂x
) = 6µ

∂(UshL)

∂x
(IV.11)
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FIGURE IV.9 – Théorie de la lubrification en proche paroi à bas nombre de Reynolds : (a)

profil angulaire de pression adimensionnée pD/(2µUs). La ligne pleine correspond à la théorie

de la lubrification (équation (IV.13)). Les lignes en pointillé correspondent à nos simulations

numériques (ǫ = 0.14). (b) Système de coordonnées utilisé pour la théorie de la lubrification.

où la coordonnée x est présentée sur la figure IV.9 (b) et hL(x) est l’épaisseur du film. Nous

avons de plus supposé que le disque ne tourne pas en proche paroi, comme le suggèrent nos

simulations (voir section IV.4) ainsi que celles de Hu (1995). Il vient en intégrant :

h3
L

∂p

∂x
= 6µUshL + A0 (IV.12)

On en déduit le profil angulaire de pression (x = D/2 sin θ) :

p(θ) =
12µUs

D
F1(ǫ, cos θ) +

4A0

D2
F2(ǫ, cos θ) (IV.13)

où

Fi(ǫ,X) =

∫ 1

X

u

(ǫ+ 1− u)1+i
√
1− u2

du (IV.14)

La constante d’intégration A0 est obtenue en prenant comme condition aux limites : p(π/2) =
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0 (= p(−π/2)) :

A0 = −3µDUs
F1(ǫ, 0)

F2(ǫ, 0)
(IV.15)

La figure IV.9 (a) montre le profil de pression théorique (équation (IV.13)) et celui obtenu nu-

mériquement pour un cylindre chutant à ǫ = 0.14 avec W/D = 4, 8 et 16 et Rep = 0.1. Les

profils sont relativement proches jusqu’à des angles de 30o. Au delà des maxima de pression, la

concordance est beaucoup moins bonne. Cela est dû à la condition de pression nulle en ±π/2 :

cette condition ne correspond pas tout à fait à nos simulations du fait de la présence de l’autre

paroi. De plus, la distance entre la paroi et le mur, pour ces simulations, n’est pas très petite.

En effet, le code de calcul ALE de Hu (1995) permet d’obtenir des résultats en très proche

paroi ǫ ≃ 0.01. Pour de grands domaines et en très proche paroi, ses résultats confirment que la

pression tend vers zéro en π/2.

A partir de ce profil de pression 2, nous pouvons calculer la contrainte visqueuse :

τxz = µ
∂u

∂z
=

1

2
p′(x)(2z − hL)− µ

Us

hL

(IV.16)

A la paroi cette contrainte vaut :

τxz|z=0 =
8µUs

D

cos θ − 1

(1 + ǫ− cos θ)2
(IV.17)

Nous en déduisons la force verticale exercée par le fluide sur le cylindre FD, qui est exactement

égale à celle exercée par le mur sur le fluide en régime permanent :

FD = −
∫ D/2

−D/2

τxz|z=0dx = −4µUsA1(ǫ) (IV.18)

avec

A1(ǫ) = 2

∫ 1

0

u(u− 1)

(1 + ǫ− u)2
√
1− u2

du ≃ −
√
2π

2
√
ǫ
+O(1) (IV.19)

Nous obtenons ainsi le résultat classique :

FD

µUs

=
2
√
2π√
ǫ

+O(1) (IV.20)

2. Dans ses calculs, Hu (1995) ne retient que le terme en F2, ce qui n’est pas correct : cette seule contribution

ne permet pas de retrouver ses résultats numériques.
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La seule contribution de la pression est obtenue par intégration de l’équation (IV.13) sur la demi-

surface du cylindre en regard du mur 3. En intégrant par partie pour éviter d’intégrer directement

F1 et F2, nous obtenons :

FDp

µUs

= −12B1(ǫ) + 12
F1(ǫ, 0)

F2(ǫ, 0)
B2(ǫ) (IV.21)

avec

Bi(ǫ) =

∫ 1

0

u2

(ǫ+ 1− u)i+1
√
1− u2

du (IV.22)

Au premier ordre en ǫ, nous obtenons :

FDp

µUs

=
2
√
2π√
ǫ

+O(1) (IV.23)

et :

FDµ

µUs

= O(1) (IV.24)

Ainsi, la théorie de la lubrification montre que la traînée de forme domine très largement la traîné

de frottement au voisinage de la paroi, comme nous l’avons observé dans nos simulations. Ceci

est dû à ce que lorsque ǫ tend vers 0, la surpression dans le convergent devient très importante.

Nous avons comparé nos résultats en proche paroi avec l’expression (IV.20) (Cf. table

IV.3.2). En très proche paroi, la formule (IV.20) donne une très bonne estimation de l’ef-

fort de traînée. Le nombre de Reynolds basé sur l’épaisseur du film à la gorge du convergent

Relub = UshL(0)/ν est très faible, ce qui justifie l’approximation de lubrification pour le calcul

des efforts. On notera tout de même que pour W/D = 4 et ǫ = 0.14, l’erreur est élevée (18%)

pour les raisons que nous avons évoquées précédemment. Néanmoins lorsque la particule est

très proche du mur et le domaine est assez large, la théorie de la lubrification décrit très bien

l’effort qui agit sur la particule.

3. Comme suggéré par Hu (1995), nous négligeons l’écoulement sur l’autre demi-face du cylindre. Nous avons

vérifié avec nos simulations que cette contribution était effectivement négligeable dans le cas où la particule est

vraiment très proche de la paroi.
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IV.4. Rotation de la particule en fonction de l’excentrement : justification de l’hypothèse de
vitesse de rotation nulle en proche paroi

TABLE IV.2 – Sédimentation d’une particule en proche paroi : comparaison entre les efforts

hydrodynamiques obtenus numériquement et la formule (IV.23). Le faible nombre de Reynolds

dans le convergent Relub = UshL(0)/ν justifie l’emploi de la théorie de la lubirfication pour

décrire ce cas.

W/D Rep ǫ ReT Relub eq. (IV.20) FD/(µUs)
4 0.1 0.14 8.175 10−2 5.7 10−3 23.748 28.08
4 0.1 6.25 10−2 6.48 10−2 2. 10−3 35.543 35.429
8 0.1 0.14 4.58 10−2 3.2 10−3 23.748 23.08
8 0.1 6.25 10−2 3.49 10−2 1.1 10−3 35.543 35.429
16 0.1 0.14 3.02 10−2 2.1 10−3 23.748 22.827
16 2 0.14 5.72 10−1 4.04 10−2 23.748 23.365

IV.4 Rotation de la particule en fonction de l’excentrement :

justification de l’hypothèse de vitesse de rotation nulle

en proche paroi

Dans les sections précédentes, nous avons supposé que la particule ne tourne pas au voisi-

nage de la paroi. Cette hypothèse est vérifiée lorsque la particule est au centre du canal (Y = 0)

puisque l’écoulement est parfaitement symétrique dans ce cas précis. Par contre, dès que la par-

ticule est excentrée, la dissymétrie de l’écoulement est plus prononcée et un couple hydrodyna-

mique apparaît (Cf. figure IV.10). Ce couple hydrodynamique tend à faire tourner la particule

dans le sens "anormal" (comme si la particule voulait remonter le mur (Liu et al. (1993))). Ainsi,

afin de vérifier l’hypothèse de rotation nulle en proche paroi, nous avons réalisé des séries de

calculs, dont deux sont présentés ici : W/D = 4 ; Rep = 0.1 et W/D = 16 ; Rep = 2.

La figure IV.11 montre pour les deux cas, que la vitesse de rotation adimensionnée de la

particule est nulle au centre. Pour W/D = 4, son maximum est en e ≃ 0.5, qui correspond

à la position de la survitesse. Ceci pourrait suggérer que la survitesse de sédimentation cor-

respondrait aussi à une survitesse de rotation. Cependant d’autres calculs, qui ne seront pas

présentés ici, montrent clairement une indépendance totale entre ces deux phénomènes. Enfin,

la vitesse de rotation diminue rapidement et tend vers zéro lorsque l’on s’approche de la paroi.

La tendance est à peu près similaire pour un écoulement plus inertiel et un petit confinement.
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ϵ 6s

FIGURE IV.10 – Rotation ’anormale’ d’une particule excentrée : lignes de courant tracées

dans le repère barycentrique de la particule. Les lignes de courant montrent une forte dissymé-

trie.

IV.5 Influence de la rotation de la particule sur la migration

horizontale

Feng et al. (1994) suggèrent que la rotation de la particule est un des mécanismes majeur de

la migration horizontale. Au contraire, d’après Crowe et Tsuji (1998), la rotation d’une sphère à

bas nombre de Reynolds a très peu d’effet sur les efforts de portance et de traînée, pour de très

nombreux cas. Pour vérifier l’effet de la rotation sur le mouvement horizontal et la survitesse,

nous avons réalisé deux simulations avec un domaine identique au cas précédent, et avec les

paramètres suivants : W = 4D, Rep = 1 et Rep = 5, ρp = 1.1. La particule est initialement

excentrée par rapport à l’axe d’une distance de 1.45D afin qu’il y ait au moins deux mailles de

fluide entre le mur et la particule. Nous avons dans un cas laissé la particule libre de tourner

et dans le deuxième cas, nous avons imposé une vitesse de rotation nulle. Les figures IV.12 et

IV.13 présentent la variation de la vitesse de chute Us et de la vitesse de migration horizontale

Vs en fonction de e = 2Y/W , pour Rep = 1 et Rep = 5, respectivement. Lorsque Rep = 1,
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FIGURE IV.11 – Vitesse de rotation d’une particule excentrée : évolution de la vitesse de

rotation adimensionnée ωD/Us en fonction de l’excentrement e (a) cas W/D = 4 et Rep = 0.1.

La vitesse de rotation est nulle au centre et maximale pour la même position que la survitesse

(e ≃ 0.5). Elle diminue très rapidement lorsque la particule est proche du mur et la tendance

de la courbe laisse suggérer que la vitesse de rotation tend vers 0 en proche paroi. (b) cas

W/D = 16 et Rep = 2. La vitesse de rotation augmente jusqu’à e ≃ 0.875 puis chute très

rapidement lorsque la particule est proche de la paroi.

la différence entre les deux cas est très faible. En effet, l’excentrement e pour lequel la traînée

est minimale est identique dans les deux cas. La valeur de la survitesse est très légèrement

différente dans le cas avec rotation (quelques %). L’effet de la rotation est plus important en ce

qui concerne la vitesse de migration horizontale. Pour Rep = 5 (Cf. figure IV.13), le constat

est à peu près identique. Nous avons lancé d’autres simulations pour des nombres de Reynolds

particulaires supérieurs (jusqu’à Rep = 20) et, là encore, nous n’obtenons pas de différences

majeures entre les deux cas. Ces résultats montrent donc que, contrairement à ce que suggèrent

Feng et al. (1994), la rotation a un effet mineur sur la sédimentation, même lorsque l’inertie du

fluide est prise en compte.
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FIGURE IV.13 – Influence de la rotation sur la sédimentation d’une particule : commentaire

identique à la figure IV.12 avec Rep = 5.

IV.6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons montré que dans le cas d’une particule centrée, la vitesse de

chute est très sensible à l’inertie du fluide et au confinement. Les effets d’inertie sont retar-

dés par le confinement. Dans le cas excentré, le phénomène de survitesse disparaît en régime

inertiel. Le efforts hydrodynamiques induits par la pression sont toujours supérieurs à ceux in-
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duits par le frottement. Cette différence s’accentue avec l’excentrement : le rapport de ces deux

forces diverge à l’approche de la paroi. La théorie de la lubrification confirme cette tendance.

De plus, cette théorie permet de prédire avec une bonne précision les efforts hydrodynamiques

au voisinage de la paroi, ce qui suggère que les efforts sur l’autre demi-face du cylindre sont né-

gligeables lorsque le confinement est faible. Nous observons que la vitesse de rotation présente,

comme la vitesse de chute, un maximum sur une position excentrée. Cette position n’est pas,

en général, la même que celle de la survitesse de chute. La vitesse de rotation tend à s’annuler

en proche paroi. Enfin, en bloquant le degré de liberté de rotation, nous montrons que celui-ci a

une influence minime sur la vitesse de chute.
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Chapitre V

Sédimentation d’un doublet de particules

en milieu confiné : dynamique complexe et

chaos.

Nous analysons maintenant la sédimentation d’un doublet de particules. A fort confinement

(W/D = 4), nous retrouvons la dynamique complexe observée par Aidun et Ding (2003) et Feng

et al. (1994) (hystérésis, doublement de période, cascade sous-harmonique et enfin chaos). Nous

étendons ensuite leur étude à des régimes plus inertiels en faisant varier la force volumique

adimensionnée. Tout d’abord, le chaos laisse place à un phénomène classique de ’Drafting,

Kissing and Tumbling’ qui se répète périodiquement dans le temps. Pour une force volumique

plus importante, le DKT bifurque vers une structure horizontale originale. Cette structure a un

domaine d’existence limité. En augmentant encore la force volumique, nous observons une autre

succession de bifurcations menant à une dynamique chaotique et à un nouvel attracteur étrange.

Cette transition vers le chaos se fait par la route de la quasi-périodicité : un équilibre stable, un

régime périodique, un régime quasi-périodique à deux périodes et un régime chaotique. Enfin,

nous terminons ce chapitre en donnant le diagramme de bifurcation global.
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V. Sédimentation d’un doublet de particules en milieu confiné : dynamique complexe et chaos.

V.1 Introduction

Divers auteurs ont montré que la dynamique d’un doublet de particule peut exhiber des

structures complexes en milieu confiné, pour des régimes d’écoulements (i.e. des nombres de

Reynolds) assez faibles. Le comportement complexe le plus souvent décrit dans la littérature est

incontestablement le phénomène DKT ("Drafting, Kissing and Tumbling", Fortes et al. (1987),

Feng et al. (1994), Hu (1996), Glowinski et al. (1999), Uhlmann (2005) . . . ). Par contre, d’autres

comportements tout aussi complexes (bifurcations, cascades sous-harmonique, chaos) ont été

mis en évidence (Aidun et Ding (2003)) mais restent très peu étudiés.

Re
T

Steady

oblique

doublet

   1 steady

+ 1 periodic

position,

hysteresis

≈4.2

Period-

doubling 

cascade

Chaotic

attractor

≈5≈2.9≈2.61

Periodic motion :

 DKT

W /D=4

FIGURE V.1 – Régimes dynamiques d’un doublet de particules en milieu confiné en fonc-

tion du régime d’écoulement mis en évidence par Aidun et Ding (2003) et Feng et al. (1994) :

pour un nombre de Reynolds terminal de chute de l’ordre de 2, les particules forment un dou-

blet oblique stable. Cette structure bifurque vers une structure oblique oscillante qui va devenir

chaotique après un phénomène de cascades sous-harmonique. Enfin, dès que l’inertie devient

importante, la dynamique des particules est régie par le phénomène de Drafting, Kissing and

Tumbling.

Aidun et Ding (2003) ont analysé numériquement la sédimentation de deux disques en mi-

lieu confiné pour la seule valeur W/D = 4 pour 2 ≤ ReT ≤ 6. Comme ces auteurs, nous

définissons le nombre de Reynolds terminal de chute :

ReT =
UsD

ν
(V.1)
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V.1. Introduction

où Us désigne maintenant la vitesse de chute moyennée sur les temps longs et les deux particules.

Aidun et Ding (2003) observent (Cf. figure V.1) :

(i) des régimes de sédimentation stationnaires à bas Reynolds, où les disques vont se placer

de façon oblique par rapport aux parois ("doublet oblique", figure V.3).

(ii) A plus grand nombre de Reynolds, des régimes périodiques où les particules sédi-

mentent en oscillant.

(iii) Une hystérésis dans laquelle les particules peuvent atteindre différents régimes de sé-

dimentation (stationnaire ou périodique) déterminés par leur position initiale.

(iv) Pour leurs plus grands nombres de Reynolds, une cascade sous-harmonique conduisant

à une sédimentation chaotique.

Les deux premiers comportements avaient déjà été observés par Feng et al. (1994) pour des

confinements W/D = 4 et 8. Pour des régimes plus inertiels, il semble admis que les phé-

nomènes de collision et d’aspiration persistent, quelque soit le nombre de Reynolds. Afin de

vérifier ce point, nous proposons de revisiter l’étude d’Aidun et Ding (2003) et de l’étendre

l’étude à des régimes plus inertiels.

Choix du paramètre de contrôle

Tout comme Aidun et Ding (2003), nous avons choisi de faire varier le poids adimensionnel

de la particule :

F =
π

4
G(ρr − 1) (V.2)

avec G, le nombre de Galilée qui s’écrit :

G =
D3g

ν2
(V.3)

Dans ce chapitre, les masses volumiques du fluide et des particules sont égales à ρf =

1 g/cm3 et ρp = 1.002g /cm3, respectivement. La viscosité cinématique est égale à ν = 0.25 cm2/s.

Enfin le diamètre de la particule D = 1 cm.

Du point de vue numérique, nous avons choisi les paramètres suivants pour toutes ces simu-

lations : la taille de la maille fluide h = D/32, le domaine utilisé est identique à celui décrit au

paragraphe IV.2 page 79 et a une taille de 20×W , le pas de temps est fixé à 0.0005 pour toutes
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ces simulations.

g 

y1 

y2 

α 

W 

FIGURE V.2 – Représentation schématique de la sédimentation d’un doublet de particules en

milieu confiné.

V.2 Doublement de période, cascade sous-harmonique et chaos

(120 ≤ F ≤ 200)

Aidun et Ding (2003) ont étudié la sédimentation d’un doublet de particules pour 120 ≤ F ≤
200. Pour cette gamme de force volumique, nos calculs sont en bon accord avec ces auteurs. Le

comportement des particules et le nombre de Reynolds terminal ReT sont présentés dans cette

section.

La figure V.5 présente ReT en fonction de F . Nous observons, en augmentant F , que deux

structures sédimentaires stables coexistent (Cf. figure V.4). La branche inférieure est un doublet

oblique stationnaire, et la branche supérieure est un doublet oblique qui oscille périodiquement

avec une période T bien déterminée (T = 1.814s pour F = 145.217). Dans le plan (F , ReT ),

ces deux structures correspondent à deux branches induisant un phénomène d’hystérésis (Cf.

figure V.5). La branche inférieure correspond au doublet oblique stationnaire.
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V.2. Doublement de période, cascade sous-harmonique et chaos (120 ≤ F ≤ 200)

FIGURE V.3 – Sédimentation de deux particules : structure stationnaire en doublet oblique

pour deux particules à un nombre de Reynolds terminal de chute ReT = 1.78 et un confinement

W/D = 8. D’après Feng et al. (1994)

Elles sont toutes les deux stables lorsque F est compris entre 130.74 et 147.63. Dans ce cas,

la structure sédimentaire est entièrement déterminée par la position initiale des particules : les

particules injectées dans le bassin d’attraction de la branche inférieure sédimenteront avec une

structure de doublet oblique stationnaire, alors que celles injectées dans le bassin d’attraction de

la branche supérieure sédimenteront avec une structure oblique oscillante. C’est dans ce second

cas que la sédimentation sera la plus rapide (Cf. figure V.5). Pour les deux branches, la distance

moyenne entre les particules est à peu-près identique (≃ 1.8±0.1D) mais l’orientation moyenne

est d’environ 20o pour la branche inférieure et 45o pour la branche supérieure. Pour un doublet

de sphères, un alignement sur la verticale conduit à une vitesse de chute plus rapide que celle

de sphères alignées horizontalement (voir par exemple Guazzelli et al. (2011)).

Ces résultats sont très proches de ceux de Aidun et Ding (2003), cependant ces auteurs

observent que la branche inférieure est oscillante alors qu’elle est clairement stationnaire dans

nos calculs, tout comme dans ceux de Feng et al. (1994). Cette différence peut être liée au code

de calcul, une méthode DF/FD dans notre cas, ALE dans le cas de Feng et al. (1994) et méthode

LBM pour l’étude d’Aidun et Ding (2003). Les oscillations décrites dans l’article d’Aidun et
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FIGURE V.4 – Fort confinement W/D = 4 et Reynolds de l’ordre de l’unité : évolution tem-

porelle des positions transversales du doublets de particules pour F = 136.77. Deux structures

coexistent pour ce même F qui apparaissent selon la position initiales des particules : la structure

oblique stable et la structure oblique oscillante.

Ding (2003) sont de très faible amplitude sur la branche inférieure, 0.025D, soit de l’ordre de sa

maille fluide (h = 0.03125D). Nous avons lancé des calculs avec un maillage deux fois plus fin

(h = 1/64) et un pas de temps très faible et nous trouvons toujours une structure qui se stabilise

dans le temps.

La branche inférieure devient instable dès que F = 147.63 et seule la branche supérieure

persiste au delà de cette valeur. Augmenter encore F conduit à une dynamique extrêmement

complexe : la branche supérieure présente un doublement de période pour F ≃ 146 qui se

reproduit à plusieurs reprises si l’on augmente encore F . La période de la structure sédimen-

taire passe alors de la valeur T à 2T , 4T . . . Il apparaît donc un phénomène de cascade sous-

harmonique conduisant à une sédimentation chaotique du doublet de particules. La figure V.6

montre le premier doublement de période T → 2T . La figure V.7 montre les deux derniers

doublements de période que nous avons pu simuler (4T et 8T ). La transition de 2T → 4T a lieu

pour 154.56 < F ≤ 156.07. La transition de 4T → 8T a lieu pour 157.58 < F ≤ 159.09. La

figure V.8 (a) montre la dynamique dans le plan (Y1, Y2) après un grand nombre de doublements

de période : un attracteur chaotique assez similaire à celui de Aidun et Ding (2003) apparaît.

Pour des régimes d’écoulements plus importants, la structure sédimentaire redevient pério-

dique. En effet, le phénomène ’Drafting Kissing and Tumbling’ va se reproduire périodiquement
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FIGURE V.5 – Hystérésis pour 130.74 ≤ F ≤ 147.63 : apparition d’un phénomène d’hysté-

résis dans le plan (F , ReT ). Deux structures sédimentaires stables coexistent : doublet oblique

stationnaire (a), doublet oblique oscillant (b). Le doublet oblique oscillant sédimente plus rapi-

dement car l’orientation du doublet est plus proche de l’horizontale pour la branche inférieure.

(Cf. figure V.8 (b)). Par rapport au cas chaotique, les collisions font partie intégrante du phéno-

mène.

Influence de la rotation propre des particules sur les structures sédimentaires obliques

Feng et al. (1994) et Aidun et Ding (2003) estiment que la structure oblique résulte d’un ef-

fet Magnus lié à la rotation des particules qui va s’opposer à l’action de répulsion des murs

latéraux. Cependant, au chapitre précédent, nous avons vu que l’influence de la rotation est
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FIGURE V.6 – Cascades sous-harmonique : doublement de période dans de plan (Y1,Y2). Fi-

gure de gauche : F = 145.217. Figure de droite : F = 146.423.
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FIGURE V.7 – Cascades sous-harmonique : Période-4 et période-8 dans de plan (Y1,Y2). Figure

de gauche : F = 156.07. Figure de droite : F = 159.09.

minime sur les vitesses de chute et de migration d’une particule unique. Nous avons donc réa-

lisé des simulations en bloquant la rotation des particules pour les comparer avec les résultats

obtenus avec rotation.

La figure V.9 présente la dynamique des particules dans le plan (Y1, Y2). Les trajectoires

montrent clairement que la rotation n’a pas d’influence sur l’existence de la structure sédimen-

taire. Cependant, comme pour le cas d’une particule unique, la rotation a tout de même un effet
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F = 241.61.
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FIGURE V.9 – Influence de la rotation sur l’existence de la structure oblique : comparaison

des trajectoires d’un doublet de particules (dans le deuxième cas, la rotation est supprimée) dans

le plan (Y1, Y2). La rotation n’a pas d’influence sur l’existence de la structure oblique.

non-négligeable sur les efforts horizontaux. Cela a de légères conséquences sur l’amplitude des

oscillations et sur les positions moyennes d’équilibre. La rotation des particules ne peut pas

expliquer à elle-seule l’existence de cette structure particulière.
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V.3 Une deuxième route vers le chaos : nouvelle structure et

quasi-périodicité (400 ≤ F ≤ 530)

Proche de F ≃ 400, nous observons que le phénomène DKT disparaît et laisse place à une

structure horizontale stable (Cf. figure V.10). Son existence est indépendante de la position ini-

tiale des particules. A notre connaissance, cette structure n’avait jamais été observée pour ce

confinement. Dans cette configuration, les particules sont symétriques par rapport à l’axe ver-

tical du canal. Leur sens de rotation est celui d’une particule qui roulerait sur le mur le plus

proche durant sa chute. La dynamique des deux particules, au voisinage de cette position hori-

zontale, devient périodique puis chaotique avec l’augmentation de F . Contrairement au DKT, la

dynamique que nous observons est seulement régie par les interactions hydrodynamiques. Nous

proposons maintenant de détailler cette nouvelle route vers le chaos.

FIGURE V.10 – Structure horizontale symétrique stable F = 400.12 : la structure formée

par les particules est symétrique par rapport à l’axe vertical du domaine. Le sens de rotation est

indiqué sur la figure. Les contours de vorticité montrent une parfaite symétrie de l’écoulement

suivant l’axe vertical.
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(400 ≤ F ≤ 530)

La figure V.11 présente la dynamique des particules dans le plan (Y1, Y 2) pour un poids

adimensionnel F = 402.1, ainsi que son spectre de puissance du signal Y1(t). La trajectoire

est périodique de fréquence f1 ≃ 0.369Hz. En augmentant F (F ≃ 420), la trajectoire reste

périodique et les premiers harmoniques de f1 apparaissent (Cf. figure V.12). La dynamique des

particules dans le plan de phase (Y1, Y 2) décrit alors un cycle périodique. La taille du cycle va

augmenter avec l’augmentation du poids adimensionnel F .

La dynamique périodique perdure jusqu’à F ≃ 486. A partir de cette valeur, la dynamique

des particules devient quasi-périodique à deux fréquences, f1 et f2. Un exemple est donné sur

la figure V.13. Dans ce cas, les positions des différents pics du spectre de puissance du signal

Y1(t) sont des combinaisons linéaires des fréquences f1 et f2 commme nous le montrons sur la

figure V.14.

Enfin lorsque F ≃ 507, le spectre de puissance du signal Y1(t) devient complètement bruité,

caractéristique d’une dynamique chaotique (Cf. figure V.15).

FIGURE V.11 – Structure horizontale périodique (F = 402.12) : (a) dynamique périodique

dans le plan (Y1, Y 2). (b) spectre de puissance du signal Y1(t). La fréquence est f1 = 0.369Hz.
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FIGURE V.12 – Structure horizontale périodique à deux périodes (F = 480) : (a) dyna-

mique périodique dans le plan (Y1, Y 2). (b) spectre de puissance du signal Y1(t). Le spectre de

puissance fait apparaître les harmoniques de la fréquence f1 (f1 ≃ 0.421Hz).

FIGURE V.13 – Structure horizontale quasi-périodique à deux fréquences (F = 489.5) : (a)

dynamique quasi-périodique dans le plan (Y1, Y 2). (b) spectre de puissance du signal Y1(t). Le

signal est quasi-périodique de fréquences f1 ≃ 0.434Hz et f2 ≃ 0.064Hz.
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(400 ≤ F ≤ 530)

FIGURE V.14 – Structure horizontale quasi-périodique à deux fréquences (F = 489.5) :

spectre de puissance du signal Y1(t). Les positions des pics du spectre de puissance sont des

combinaisons linéaires des fréquences f1 et f2 (f1 ≃ 0.434Hz et f2 ≃ 0.064Hz), caractéris-

tiques d’un signal quasi-périodique à deux fréquences.

(b)(a)

FIGURE V.15 – Chaos (F = 527.78) : (a) dynamique chaotique dans le plan (Y1, Y 2). (b)

spectre de puissance du signal Y1(t). Le signal est bruité, caractéristique d’une dynamique chao-

tique.
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V. Sédimentation d’un doublet de particules en milieu confiné : dynamique complexe et chaos.

Nos résultats suggèrent donc une route vers le chaos via un régime quasi-périodique en

accord avec la théorie de Ruelle-Takens (Ruelle et Takens (1971)) :

(i) une position d’équilibre horizontale stable (F < 402)

(ii) un régime périodique de période f1 ( 402 ≤ F < 486)

(iii) un régime quasi-périodique à deux fréquences f1 et f2 (486 ≤ F < 507)

(iv) un attracteur chaotique pour F ≥ 507

V.4 Conclusion du chapitre : diagramme de bifurcation glo-

bal

Conséquence de la dynamique complexe et des diverses bifurcations étudiées dans les sec-

tions précédentes, la vitesse terminale de chute du doublet est une fonction fortement non-

linéraire de F . La figure V.16 présente l’évolution de ReT en fonction de F pour toute la gamme

examinée dans cette thèse. La vitesse de chute est avant tout déterminée par la structure formée

par les particules. Cette structure est dépendante, dans certains cas, de la position initiale des

particules. Pour une même force, il est donc nécessaire de connaître la position initiale du dou-

blet pour pouvoir prédire sa vitesse de chute. Pour 120 ≤ F ≤ 200, nous retrouvons les deux

états découverts par Aidun et Ding (2003), suivis par une cascade sous-harmonique et un at-

tracteur chaotique. Le DKT est visible pour 250 ≤ F ≤ 300 et il coexiste avec la nouvelle

structure horizontale pour F . 400, puis disparaît. La structure horizontale correspond à une

sédimentation relativement lente par rapport au DKT. Elle bifurque à plusieurs reprises (un

équilibre stable, un régime périodique et un régime quasi-périodique à deux périodes). Cette

quasi-périodicité mène à un nouvel attracteur chaotique.
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V.4. Conclusion du chapitre : diagramme de bifurcation global

FIGURE V.16 – Evolution du nombre de Reynolds terminal de chute ReT avec F . Les deux

points marqués d’un astérisque correspondent à une sédimentation chaotique : (∗) attracteur

d’Aidun et Ding (2003), (∗∗) attracteur mis en évidence dans cette thèse.
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V. Sédimentation d’un doublet de particules en milieu confiné : dynamique complexe et chaos.
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Chapitre VI

Sédimentation d’une suspension de

particules à bas nombre de Reynolds.

Dans ce chapitre, nous analysons la sédimentation d’un grand nombre de particules dans un

domaine fermé. Nous comparons nos résultats aux deux seules références connues (Wachmann

et al. (1998), Höfler et Schwarzer (2000)). Nos résultats sont en désaccord avec ceux de Wach-

mann et al. (1998), lesquels ont été obtenus avec une méthode de particules ponctuelles ("four

way-coupling"). Par contre, nous sommes en accord avec les résultats de Höfler et Schwarzer

(2000) qui ont été obtenus avec une méthode IBM. A la fin du processus de sédimentation et

à forte concentration, l’interface fluide-particules a un comportement qualitativement proche

des sédiments cohésifs. Cet effet paradoxal est attribué au caractère bidimensionnel de notre

écoulement.

VI.1 Introduction

Le sédimentation d’un grand nombre de particules dans une colonne à été très étudiée de-

puis les années 50. La compréhension de ce phénomène présente un grand intérêt dans l’indus-

trie ou les sciences environnementales. La loi empirique la plus utilisée pour prédire la vitesse

moyenne de suspensions de sphères en fonction de la concentration est sans aucun doute celle
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VI. Sédimentation d’une suspension de particules à bas nombre de Reynolds.

de Richardson et Zaki (1954) :

Us = Us0(1− Φ)n(Rep,W/D) (VI.1)

où Us est la vitesse moyenne de chute de la suspension définie plus bas, Us0 est la vitesse de

Stokes d’une sphère en milieu infini, Φ est la fraction volumique solide et n est un exposant

empirique. Il dépend du nombre de Reynolds (Rep = Us0D/ν) et du paramètre de confinement

(W/D) (voir par exemple Peker et Helvaci (2007)). La relation donnée par Richardson et Zaki

(1954) est valable pour une vaste gamme de confinements et de nombres de Reynolds, mais

n’est pas applicable directement à la sédimentation de disques. Il existe cependant très peu de

références bibliographiques sur le problème bidimensionnel, si ce n’est les études numériques

de Wachmann et al. (1998) avec un modèle "point-particle" et Höfler et Schwarzer (2000) avec

un modèle de type frontière immergée.

Ces auteurs considèrent la sédimentation de disques à Rep de l’ordre de l’unité et deux

confinements (W/D = 18 et Rep ≃ 1 pour Wachmann et al. (1998), un domaine bipériodique

et Rep ≃ 0.1 pour Höfler et Schwarzer (2000)). Ils observent que la vitesse de chute suit une

loi de type Richardson- Zaki (RZ) avec un exposant n ≃ 3.3 pour Wachmann et al. (1998)

et n ≃ 3.8 pour Höfler et Schwarzer (2000), à condition de prendre une vitesse de référence

Us0 égale à celle d’un disque unique qui chute au centre du domaine. Ces références étant

très partielles, nous avons décidé de mener des simulations avec notre code de calcul pour deux

confinements (W/D = 11 et 22) dans lesquels nous avons testé deux viscosités (ν = 0.05cm2/s

et ν = 0.25cm2/s), soient quatre nombres de Reynolds particulaires Rep compris entre 0.1 et

2.6. Notre objectif est de vérifier la validité de la loi de puissance de type RZ en deux dimensions

et d’analyser l’évolution de n avec le confinement W/D et le nombre de Reynolds Rep.

Le domaine de calcul (Cf. Figure VI.1) est fermé et sa longueur L = 200D. Initialement,

les particules sont uniformément réparties dans tout le domaine sur une hauteur H0 = 176D.

On note H(t), la hauteur de l’interface fluide-particules à l’instant t. Pour chaque nombre de

Reynolds et chaque paramètre de confinement, nous avons fait six simulations correspondant à

six fractions volumiques initiales différentes ( 0.026 ≤ Φ ≤ 0.32). La taille de la maille fluide

est h = D/16 et le pas de temps est égal à 0.0005 pour Rep = 0.11 à 0.002 pour Rep = 2.6.

La densité des particules est ρp = 1.1 et leur diamètre D = 800µm. La durée des simulations
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VI.1. Introduction

H0

W

L

φ0

FIGURE VI.1 – Représentation schématique de la sédimentation d’un grand nombre de parti-

cules en milieu confiné. W est la largeur du canal, H0 est la hauteur initiale de la suspension de

fraction volumique Φ0.

varie de deux semaines pour Φ = 0.026 et W/D = 11 à un mois et demi pour Phi = 0.32 et

W/D = 22.

Nous présentons, dans un premier temps, une description phénoménologique du processus

de sédimentation en deux dimensions. Dans un deuxième temps, nous présentons l’évolution de

la hauteur H(t) de l’interface fluide-particules en fonction du temps. Enfin, nous calculons la

vitesse de chute en fonction de la fraction volumique solide (Φ) obtenue pour les différents cas.

Ces vitesses seront comparées à la loi de type RZ.
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VI. Sédimentation d’une suspension de particules à bas nombre de Reynolds.

VI.2 Description phénoménologique et variation de l’inter-

face fluide-particules H(t)

La figure VI.2 présente l’évolution temporelle du processus de sédimentation. A l’instant

t = 0, les particules sont réparties de façon homogène dans tout le domaine. Après quelques

instants la structure initiale va se déstabiliser et se mettre en mouvement. Proche du fond, on

retrouve une interface séparant un domaine très concentré d’un autre domaine ayant conservé

la concentration initiale. Ceci est consistant avec le phénomène de sédimentation en colonne

décrit expérimentalement par Winterwerp et van Kesteren (2004).

t=4        t=8        t=16    t=32     t=64      t=96    t=128   t=188  t=320

y

x

FIGURE VI.2 – Sédimentation d’un grand nombre de particules : visualisation de l’évolution

de la suspension.

La figure VI.3 présente l’évolution temporelle de la hauteur de l’interface H(t)/H0 pour

les cas W/D = 22 et ν = 0.05cm2/s. Après que le processus ait commencé, la vitesse de

l’interface est constante. Pour les plus faibles fractions volumiques (Φ = 0.026 et 0.058), les

particules sont soit dans la suspension, soit dans le lit. En effet, sur ces deux courbes, nous re-

marquons une cassure nette à t ≃ 230s lorsque Φ = 0.026 et à t ≃ 300s lorsque Φ = 0.058.

Tandis que pour les fractions volumiques plus élevées, il existe une zone tampon de fraction vo-
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VI.3. Vitesse de chute moyenne en fonction de la fraction volumique Φ

lumique intermédiaire qui s’apparente au phénomène de chute entravée des sédiments cohésifs.

Plus la fraction volumique est élevée et plus cette zone tampon est importante. Pour une suspen-

sion de sphères non-cohésives, cette zone tampon n’existe pas. Or nous l’observons dans nos

simulations où les forces de cohésion sont absentes. Ce paradoxe vient très certainement du fait

qu’à forte concentration et en deux dimensions, le fluide a beaucoup plus de mal à être expulsé

et des phénomènes de blocage peuvent subvenir. Ces simulations mettent donc en évidence un

effet de "blocage bidimensionnel".

FIGURE VI.3 – Sédimentation d’un grand nombre de particules : évolution de la hauteur de

l’interface entre le fluide et la suspension.

VI.3 Vitesse de chute moyenne en fonction de la fraction vo-

lumique Φ

Nous proposons maintenant de calculer la vitesse de chute en fonction de la fraction volu-

mique solide Φ pour nos différents cas d’étude. Pour obtenir la vitesse de chute moyenne de la

suspension, nous avons calculé la pente de H(t) lorsque la vitesse de l’interface est constante.

Une variante de cette méthode consiste à réaliser une moyenne spatio-temporelle sur une aire

de contrôle. Nous avons rejeté cette méthode car à très faible concentration, le nombre d’inclu-
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VI. Sédimentation d’une suspension de particules à bas nombre de Reynolds.

 1

 1

f(
Φ

)

1−Φ

W/D=22, ν=0.05 cm
2
/s 

W/D=22, ν=0.25 cm
2
/s 

W/D=11, ν=0.05 cm
2
/s

0.756(1−Φ)
5.0377

0.822(1−Φ)
4.1953

0.748(1−Φ)
4.2449

FIGURE VI.4 – Sédimentation d’un grand nombre de particules : évolution de la vitesse

moyenne de sédimentation Us, adimensionnée par la vitesse de chute d’une particule centrée

Us0, en fonction de la fraction volumique fluide (1− Φ).

sions n’est pas suffisant pour obtenir des résultats convenables (Crowe et Tsuji (1998)). En effet,

d’après ces mêmes auteurs, les moyennes d’ensemble doivent être réalisées avec un échantillon

de 105 particules pour que celles-ci aient un sens. Pour notre fraction volumique maximale

(Φ = 0.32), nous ne simulons que 1666 inclusions.

La figure VI.4 présente l’évolution de la vitesse de chute Us adimensionnée par Us0 en

fonction de la fraction volumique fluide (1−Φ) pour les trois différents cas. Les courbes en loi

de puissance ont été ajoutées sur la courbe, avec celles obtenues par Wachmann et al. (1998) et

par Höfler et Schwarzer (2000). Nous observons que nos résultats sont relativement bien décrits
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VI.4. Conclusion

par une loi de puissance de type RZ de la forme :

Us = Us0K(1− Φ)n (VI.2)

avec K et n données sur la figure VI.4. Premièrement, nous observons que le confinement a

un effet important sur la valeur n. Tout comme pour des sphères, le confinement le plus fort

(W/D = 11) créé un entravement plus important. Deuxièmement, le régime d’écoulement a

peu d’effet sur la valeur de l’exposant n, si ce n’est une légère diminution de celui-ci avec

l’augmentation du nombre de Reynolds. Ceci est aussi observé pour des sphères (Cf. Peker et

Helvaci (2007)).

La valeur n = 3.3 proposée par Wachmann et al. (1998), obtenue avec un modèle numérique

’point-particle’ pour un confinement W/D = 18, est très sous-évaluée. Ceci peut être dû à une

mauvaise prise en compte des échanges de quantité de mouvement entre la phase continue et

la phase discrète. L’exposant n = 3.8 obtenu par Höfler et Schwarzer (2000) pour un domaine

bipériodique est en bonne adéquation avec nos résultats.

VI.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la sédimentation d’un grand nombre de particules dans

un domaine fermé. Nous avons observé que la vitesse de chute de l’interface fluide-particules

varie en loi de puissance avec la fraction volumique fluide (comme dans Richardson et Zaki

(1954)) mais avec un exposant proche de 4, alors qu’il est généralement égal à 5 en trois di-

mensions. Nous confirmons ainsi les résultats de Höfler et Schwarzer (2000) (n = 3.8). Cet

exposant augmente avec le confinement. Nous observons de plus un phénomène de blocage,

inattendu pour des particules non-cohésives, dû au caractère 2D de la suspension.
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VI. Sédimentation d’une suspension de particules à bas nombre de Reynolds.
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Conclusion générale et perspectives

Dans cette thèse nous avons développé un code de simulation numérique directe, à partir

d’une méthode particulièrement bien adaptée aux inclusions mobiles avec densité proche de

celle du fluide. Nous l’avons validé sur de nombreux cas test puis nous l’avons utilisé pour

analyser la sédimentation complexe de particules bidimensionnelles en milieu confiné.

La méthode est basée sur une approche de domaines fictifs (Chapitre II). Elle consiste à

résoudre les équations de Navier-Stokes sur un domaine étendu comprenant le fluide et les

particules. Le fluide qui se trouve à l’intérieur des inclusions est contraint à respecter un mou-

vement de corps rigide. Parmi le grand nombre de techniques de ce type, nous avons choisi

la méthode "Direct-Forcing/Fictitious-Domain" de Yu et Shao (2007). Elle permet de résoudre

explicitement les écoulements particulaires et ne nécessite pas de relation constitutive pour la

résolution des efforts hydrodynamiques. De plus, elle est stable même si les particules ont une

densité proche ou égale à celle du fluide, et ne nécessite pas un calcul explicite des efforts

hydrodynamiques.

Notre algorithme est proposé en deux versions (notées M1 et M2, Cf. page 28). La première

permet d’obtenir des résultats précis pour les écoulements à bas nombre de Reynolds mais

devient instable pour des régimes assez inertiels. La seconde version n’est pas adaptée aux

écoulement à bas nombre de Reynolds car sa précision est de l’ordre de ∆t/Re. Cependant,

nous avons observé qu’elle est particulièrement bien adaptée aux écoulements plus inertiels.

Au chapite III, nous avons donc testé notre schéma numérique, dans ses deux versions, à

partir de différents cas de validation : cylindre fixe, cylindre oscillant et cylindre libre de se

mouvoir sous l’effet des efforts extérieurs. Un très bon accord quantitatif avec les principaux

résultats de la littérature a été retrouvé dans ces divers cas. Ces résultats montrent que la fonc-

tion d’interpolation de Roma et al. (1999) est particulièrement bien adaptée à notre schéma

numérique.
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Conclusion générale et perspectives

Nous avons analysé la sédimentation d’une particule unique en milieu confiné (Chapitre IV).

La vitesse de chute reste proche de celle calculée en régime de Stokes tant que le nombre de

Reynolds Rep est inférieur 0.5. Au delà, l’inertie du fluide joue un rôle important. Cet effet est

retardé par le confinement. Dans le cas d’une particule excentrée, nous retrouvons la survitesse

de Harper et Chang (1967) et montrons que celle-ci diminue puis disparaît avec l’augmentation

de Rep. Nous revisitons la théorie de la lubrification et montrons qu’elle donne de bons résultats

pour les efforts hydrodynamiques en proche paroi. Enfin nous montrons que la rotation a un

effet mineur sur la migration horizontale et sur la vitesse de chute.

La sédimentation d’un doublet de particules (Chapitre V) en milieu confiné montre une dy-

namique beaucoup plus complexe. En augmentant graduellement le poids adimensionnel, nous

retrouvons le comportement global trouvé par Aidun et Ding (2003) : états multiples et hystéré-

sis, cascade sous-harmonique et attracteur chaotique. Cette succession de bifurcations est suivie

d’un régime de DKT dont nous montrons qu’il peut coexister avec une structure sédimentaire

en doublet horizontal, jamais observée à notre connaissance. Cette structure horizontale corres-

pond à une sédimentation lente. En augmentant encore graduellement le poids adimensionnel

des particules, nous observons que ce doublet horizontal bifurque vers un nouvel attracteur

chaotique, par la voie de la quasi-périodicité. En effet, cette structure bifurque à trois reprises :

sédimentation en doublet horizontal stationnaire, puis périodique, puis quasi-périodique à deux

périodes, et chaos. Nous terminons ce chapitre en donnant le diagramme de bifurcation global,

reliant le nombre de Reynolds terminal au poids adimensionnel des inclusions. La complexité

du phénomène de sédimentation y est clairement visible : diverses branches coexistent, corres-

pondant à diverses vitesses de sédimentation et à des dynamiques très différentes.

La sédimentation d’un grand nombre de particules dans un domaine fermé fait l’objet du

dernier chapitre de la thèse (Chapitre VI). Nous observons que la vitesse de chute de l’interface

fluide-particules suit une loi de puissance en fonction de la fraction volumique du fluide, simi-

laire à celle observée en trois dimensions (Richardson et Zaki (1954)), mais avec un exposant

proche de 4. Cet exposant dépend du confinement. Enfin, nous observons un phénomène de blo-

cage, comme dans le cas de particules cohésives. Cet effet inattendu peut être interprété comme

une conséquence du caractère bidimensionnel de l’étude.

Comme perspective de cette thèse, une étude détaillée de la structure du nouvel attracteur,

mis en évidence au chapitre V, pourrait être réalisée. Le calcul de sa dimension fractale, mais
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aussi son évolution lorsque l’on augmente le poids adimensionnel de la particule, permettrait

de compléter le diagramme de bifurcation que nous avons obtenu (Cf. figure V.16). Nous avons

déjà en partie étudié cette question, et avons observé un retour à la périodicité en forme de

doublet oblique oscillant, lorsque le poids adimensionnel F ≥ 500. De même, l’effet du confi-

nement sur ces divers comportements complexes pourra être étudié par de nouveaux calculs. En

particulier, le nouvel attracteur et la dynamique chaotique existent-ils encore dans des domaines

plus larges ? Dans un domaine très large, la dynamique du doublet est forcément régulière (Jaya-

weera et al. (1964)). L’existence d’un confinement critique au-dessus duquel les phénomènes

complexes apparaissent est à examiner.

Dans le cas d’un grand nombre de particules, il serait intéressant de déterminer la valeur de

l’exposant n (équation (VI.2)) en fonction du nombre de Reynolds et du confinement, comme

cela a été fait en trois dimensions (voir par exemple Peker et Helvaci (2007)). Il serait aussi

intéressant de réaliser les même tests pour des particules polydispersées. Dans une étude pré-

liminaire (Cf. figure VI.5, ci-dessous), nous avons réalisé une première série de simulations

d’une suspension d’une centaine de particules tri-dispersées. Nous retrouvons les comporte-

ments usuels de ségrégation. Une étude plus quantitative est à mener.

Enfin, toutes les études présentées ici pourront être étendues aux cas de particules de formes

quelconques. La discrétisation par points colocatifs nous permet, en effet, de ne pas être limité

sur les formes des particules. Cependant, il est avant tout nécessaire d’implémenter une autre

stratégie plus réaliste pour la gestion des contacts (voir par exemple Wachs (2009), Topin et al.

(2011)).
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Conclusion générale et perspectives

FIGURE VI.5 – Perspective : sédimentation d’une suspension de particules tri-dispersées à bas

nombre de Reynolds (Rep = 0.1), pour une fraction volumique solide initiale Φ = 0.107.

Simulations réalisées avec la version M1 du code développé dans cette thèse (voir Verjus et

Guilou (2013)).
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IV.2 Sédimentation d’une particule en proche paroi : comparaison entre les

efforts hydrodynamiques obtenus numériquement et la formule (IV.23). Le

faible nombre de Reynolds dans le convergent Relub = UshL(0)/ν justifie

l’emploi de la théorie de la lubirfication pour décrire ce cas. . . . . . . . . . 91
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Contribution à la modélisation des processus de sédimentation : étude numérique à l’échelle de la

particule.

Dans cette thèse, nous avons développé un code de simulation numérique directe particulièrement bien adapté

à l’étude des écoulements à phase dispersée. Le schéma numérique est basé sur une technique de domaines fictifs.

Dans un premier temps, nous l’avons validé sur de nombreux cas test puis nous l’avons utilisé pour étudier la

sédimentation complexe de particules bidimensionnelles en milieu confiné. Trois cas ont été analysés : sédimenta-

tion d’une particule unique, sédimentation d’un doublet de particules et enfin sédimentation d’un grand nombre de

particules.

Dans le premier cas nous retrouvons le phénomène de survitesse qui apparaît pour une particule excentrée à bas

nombre de Reynolds. Nous montrons que cette survitesse est très sensible à l’inertie du fluide : elle diminue lors-

qu’on augmente le nombre de Reynolds, jusqu’à disparaître complètement. Cet effet est retardé par le confinement.

Enfin, nous avons étudié les efforts en proche paroi à l’aide de la théorie de la lubrification.

Dans le cas d’un doublet de particules, nous retrouvons les comportements complexes observés dans la litté-

rature (hystérésis, cascade sous-harmonique et chaos). Nous montrons qu’une nouvelle série de bifurcations et un

nouvel attracteur apparaissent pour des particules plus pesantes. Il s’agit là d’une transition vers le chaos par la voie

de la quasi-périodicité. Nous donnons le diagramme de bifurcation étendu. Sur ce diagramme, la nouvelle branche

que nous avons mise en évidence correspond à une structure en doublet horizontal, conduisant à une sédimentation

lente.

Dans le cas d’un grand nombre de particules, nous montrons que la vitesse de chute de l’interface fluide-

particules suit une loi de type Richardson-Zaki, mais avec un exposant d’environ 4. Tout comme pour des sphères,

la valeur de cet exposant dépend du confinement. Enfin, nous observons un phénomène de blocage, inattendu pour

des particules non-cohésives, dû au caractère bidimensionnel de la suspension.

Mots-clés : modélisation numérique, domaine fictif, écoulement diphasique, sédimentation.

Numerical modeling of the sedimentation processes : micro-scale numerical study.

In the present thesis, a fully-resolved numerical code has been developed for the analysis of particle-laden

flows. A fictitious domain method is used. First, this numerical tool has been validated by using classical bench-

marks. It has then been used to simulate the complex sedimentation of particles in three generic two-dimensional

configurations : a single particle, a particle pair and a large number of particles in a confined domain.

In the first case, the peak-velocity of an off-centred inclusion is recovered at low-Reynolds number. It is shown

that this peak-velocity is very sensitive to fluid inertia : the peak-velocity decreases when the Reynolds number

increases. This effect is delayed by the confinement.

The very complex dynamics of a pair of particles sedimenting in a confined domain, observed in the litterature,

is recovered (hysteresis, period-doubling cascade and chaos). It is shown that a new series of bifurcations, leading

to a new attractor, emerges when the non-dimensional particle weight is increased. This new transition corresponds

to a quasi-periodic route. The extended bifurcation diagram is given. The new branch discovered in this work

corresponds to a nearly horizontal particle doublet, with a slow settling velocity.

In the case of the settling of large number of particles, a RZ-like law is recovered for the sedimentation

velocity of the fluid-particle interface. The exponent is close to 4, in contrast with the case of spheres. Finally, the

sedimentation velocity at the end of the settling process is observed to be significantly reduced, like for cohesive

sediments. This unexpected behaviour is related to the two-dimensionality of the suspension.

Keywords : numerical modeling, fictitious domain, multiphase flow, sedimentation.
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