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Introduction

Les travaux présentés dans cette thèse concernent l'étude de certaines hypersurfaces possédant

des propriétés géométriques particulières, essentiellement liées à leur courbure. Ils soulignent

en particulier le lien naturel entre ces propriétés et la géométrie spinorielle extrinsèque de ces

hypersurfaces.

La particularité pour une hypersurface (toujours supposée orientable) d'avoir une courbure

moyenne H constante (CMC H) apparaît naturellement dans les problèmes variationnels ; par

exemple, une hypersurface compacte à bord dont l'aire est minimale parmi toutes les variétés

s'appuyant sur le même bord a une courbure moyenne identiquement nulle. C'est pourquoi on

appelle ces surfaces CMC H = 0 des surfaces minimales : c'est le cas de l'hélicoïde ou de la

caténoïde dans l'espace euclidien. L'étude des surfaces minimales dans les espaces modèles ou

dans les variétés homogènes de dimension 3 a engendré un grand nombre de travaux ces dernières

années, et permis d'exhiber de nouveaux exemples de telles surfaces.

Le cadre des variétés spinorielles fait naturellement intervenir certains invariants riemanniens

lorsque l'on s'intéresse aux obstructions géométriques, voire topologiques, empêchant l'existence

de spineurs particuliers sur la variété. Ces spineurs sont les sections d'un �bré vectoriel appelé

�bré des spineurs. Par exemple, les spineurs de Killing réels (respectivement imaginaires), pour

lesquels la dérivée covariante est un multiple réel (respectivement imaginaire pur) de la multipli-

cation de Cli�ord, ne peuvent exister que sur les variétés d'Einstein compactes à courbure scalaire

constante strictement positive (respectivement non compactes à courbure scalaire constante stric-

tement négative). Les spineurs parallèles, pour lesquels la connexion de Levi-Civita spinorielle est

identiquement nulle, ne peuvent quant à eux exister que sur des variétés Ricci-plates : voir [36].

Une classe de spineurs un peu plus répandue est l'ensemble des spineurs twisteurs, dont l'exis-

tence est indépendante du choix de la métrique dans une classe conforme. Les conditions pour

pouvoir trouver de tels spineurs sur une variété spinorielle ont été l'objet de multiples travaux

([11] ou [50], [51] par exemple).

De façon plus générale, le comportement du spectre de l'opérateur de Dirac est intimement

lié aux propriétés géométriques des variétés spinorielles. Cet opérateur est un opérateur di�é-

rentiel elliptique d'ordre un dé�ni sur le �bré des spineurs. Lorsque la variété est compacte sans

bord, il est L2-autoadjoint, et son spectre est donc réel et discret. L'estimation de sa première

valeur propre positive a mené à beaucoup de travaux depuis le résultat de Lichnerowicz ([54])

stipulant que le noyau de l'opérateur de Dirac intrinsèque d'une variété compacte sans bord à
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Introduction

courbure scalaire strictement positive était nécessairement trivial. Associé au théorème de l'in-

dice d'Atiyah-Singer ([6]), ceci fournit une obstruction topologique à l'existence de métriques à

courbure scalaire positive sur une variété donnée.

La formule de Schrödinger-Lichnerowicz a également permis à Friedrich ([22]) d'obtenir la

minoration suivante de la première valeur propre de l'opérateur de Dirac D sur une variété

compacte sans bord de dimension n dont la courbure scalaire ScalM est positive ou nulle :

λ1(D)2 ≥ n

4(n− 1)
inf
M

ScalM .

De plus, l'égalité ne peut être atteinte que lorsque M est une variété d'Einstein à courbure

scalaire constante, et lorsqu'il existe des spineurs de Killing réels sur M . Contrairement à la

minoration de λ1(D) obtenue par intégration directe de la formule de Schrödinger-Lichnerowicz,

on obtient cette fois une inégalité optimale, où les sphères réalisent l'égalité. Le cas d'égalité

caractérise même les sphères en certaines dimensions ([35]).

Dans le cas d'une hypersurface orientable immergée dans une variété spinorielle, celle-ci hérite

d'une structure spinorielle par restriction de la structure ambiante, appelée structure extrinsèque.

Depuis les travaux de Witten ([75]), qui donna une nouvelle preuve du théorème de l'énergie

positive basée sur l'utilisation d'un opérateur de Dirac sur le bord d'une variété, l'opérateur

de Dirac-Witten, le lien entre les propriétés du spectre de l'opérateur de Dirac extrinsèque �D
et les propriétés géométriques de l'hypersurface a donné naissance à beaucoup de travaux. Par

exemple, la minoration suivante de la première valeur propre positive λ1(�D) de�D, obtenue par

Hijazi, Montiel et Zhang ([41]) pour une hypersurface compacte orientable sans bordMn plongée

dans une variété spinorielleM
n+1

à courbure scalaire positive ou nulle, dont la courbure moyenne

H est positive ou nulle :

λ1(�D) ≥ n

2
inf
M
H.

De plus, le cas d'égalité ne peut se produire que pour certaines hypersurfaces CMC H dans une

variété M Ricci-plate, et les spineurs propres de λ1(�D) sont alors exactement les restrictions de

spineurs parallèles. Dans le cas où M = Rn+1, on en déduit une preuve d'un Théorème classique

d'Alexandrov stipulant que toute surface compacte CMC H plongée dans Rn+1 est une sphère

ronde. Un travail similaire a été e�ectué dans Hn+1 par Hijazi, Montiel et Roldán ([40]) à partir

des ±i/2-spineurs de Killing ambiants.

Ainsi, si la courbure moyenne apparaît naturellement dans la géométrie spinorielle extrinsèque

des hypersurfaces dès lors que l'on utilise l'équation de Gauss spinorielle (2.9), le rôle des Hr-

courbures en général (voir dé�nition (2.1)) est moins évident. Elles interviennent néanmoins déjà

dans certaines estimations de la première valeur propre positive du Laplacien des hypersurfaces

des espaces modèles (voir par exemple [21], [31], [33], [68]), ou d'autres opérateurs elliptiques

d'ordre 2 obtenus grâce aux transformations de Newton ([30], [32]). Ces outils ont par exemple

permis à Alencar, Do Carmo et Rosenberg de classi�er les hypersurfaces r-stables dans l'espace

euclidien ([3]) en les caractérisant en tant que cas limite d'une majoration de la première valeur

propre d'un opérateur elliptique sur l'hypersurface. Il est alors naturel de se demander si un

travail similaire peut avoir lieu pour l'opérateur de Dirac, et plus généralement, quel est le rôle

des Hr-courbures dans la géométrie spinorielle extrinsèque d'une hypersurface ?
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Le Théorème du min-max fournit aisément des majorations de λ1(�D) lorsque l'on connaît

un spineur-test. Ainsi, Bär ([8]) et Ginoux ([27]) ont obtenu des majorations (3.1), (3.2), (3.3)

et (3.4) dans les espaces modèles Rn+1, Hn+1 et Sn+1 en testant les restrictions des spineurs de

Killing ambiants, dont les cas d'égalité dans Rn+1 et Hn+1 n'ont été précisément déterminés que

très récemment ([38] dans Rn+1, [29] dans Hn+1). De plus, la classi�cation précise des surfaces

véri�ant l'égalité dans l'inégalité de Bär dans Sn+1 reste un problème ouvert (mais à l'inverse

des deux autres espaces modèles, on sait cette fois qu'il existe des surfaces CMC autres que des

sphères qui véri�ent l'égalité).

Présentation des résultats

Les résultats présentés dans cette thèse sont de deux natures assez di�érentes. Dans le premier

chapitre, dans un cadre purement riemannien, on construit de nouveaux exemples de surfaces

minimales dans le groupe de Lie Sol3, qui est une variété homogène de dimension 3 dont le groupe

d'isométries est de dimension 3. C'est le modèle qui contient le moins d'isométries parmi les huit

géométries de Thurston ([73]), ce qui rend plus délicat la construction de surfaces CMC dans

Sol3.

Dans les espaces modèles R3, H3 et S3, dont le groupe d'isométries est de dimension 6,

un grand nombre d'outils permet de construire des surfaces CMC. De façon la plus naturelle,

l'existence de groupes à un paramètre de rotations isométriques dans ces espaces permet d'obtenir

des surfaces CMC de révolution. Ensuite, les formules de représentation de type Weierstrass ([65]

pour R3 par exemple, page 146) fournissent des exemples variés de surfaces minimales (hélicoïdes,

caténoïdes, surfaces de Scherk, d'Enneper, d'Henneberg). Ces formules ont été généralisées au cas

d'une courbure moyenne prescrite quelconque ([48]), ou encore au cas de H3 ([14] pour les surfaces

CMC 1, [49] pour les surfaces minimales). On peut également noter que Friedrich ([24]) a donné

une formule de représentation de type Weierstrass pour les surfaces CMC dans R3 en terme

de spineurs. Les surfaces CMC des di�érents espaces modèles peuvent être mises en relation

grâce à la notion de surfaces cousines (correspondance de Lawson, [52]) : ainsi, toute surface

minimale simplement connexe de S3 est isométrique à une surface CMC 1 simplement connexe

de R3, et toute surface minimale simplement connexe de R3 est isométrique à une surface CMC

1 simplement connexe de H3. En�n, la notion de di�érentielle de Hopf ([45]) d'une surface, qui

est la complexi�ée de la partie de trace nulle de la seconde forme fondamentale de l'immersion,

a par exemple permis de démontrer que toute sphère CMC H immergée dans un espace modèle

M3(c) est une sphère ronde de rayon 1/H.

Dans les espaces E(κ, τ) (c'est à dire H2 ×R, S2 ×R, P̃SL2(R), Nil3 et les sphères de Berger

S3
b(τ)), dont le groupe d'isométries est de dimension 4, une partie des outils utilisés dans les

espaces modèles a pu être généralisée. Berdinskii et Taimanov ([12]) ont donné des formules de

représentation de type Weierstrass dans Nil3 et P̃SL2(R). Daniel ([15]) a généralisé le principe de

correspondance de Lawson : lorsque κ1−4τ2
1 = κ2−4τ2

2 et τ2
1 +H2

1 = τ2
2 +H2

2 , les surfaces CMCH1

simplement connexes de E(κ1, τ1) sont en correspondance isométrique avec les surfaces CMC H2

de E(κ2, τ2) ; deux surfaces correspondantes sont appelés surfaces soeurs. En�n, la généralisation
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Introduction

par Abresch et Rosenberg ([1], [2]) de la notion de di�érentielle de Hopf aux espaces E(κ, τ) a

permis d'obtenir un résultat analogue au théorème de Hopf concernant les sphères CMC dans

M2(κ)× R.
Lorsque le nombre d'isométries diminue encore, les outils pour la construction d'exemples se

raré�ent. Dans Sol3, l'absence de groupe à un paramètre de rotations isométriques rend impos-

sible la construction de surface CMC par révolution. Ensuite, les formules de représentation de

Berdinskii et Taimanov ne fournissent qu'un résultat partiel dans le cas de Sol3, et la di�éren-

tielle d'Abresch-Rosenberg n'est utilisable que lorsque le groupe d'isométries est de dimension

supérieure ou égale à 4. Néanmoins, certains exemples explicites de surfaces minimales furent

construits ces dix dernières années : Masaltsev ([59]) et Daniel et Mira ([17]) exhibèrent des

exemples de graphes minimaux. López et Munteanu ([56], [57], [58]), López ([55]) et Masaltsev

([59]) étudièrent les surfaces de Sol3 invariantes par une famille à un paramètre d'isométries am-

biantes. Finalement, Menezes ([61]) construisit les analogues aux surfaces de Scherk simplement

et doublement périodiques dans Nil3 et Sol3 et Nguyen ([64]) donna des conditions pour que le

problème de Dirichlet pour l'équation des surfaces minimales dans Sol3 ait une solution.

La méthode que nous utilisons pour construire nos exemples est inspirée de celle employée

par Daniel et Hauswirth dans Nil3 ([16]) pour construire des anneaux minimaux plongés : dans

un premier temps, on construit une famille à un paramètre de surfaces minimales plongées et

feuilletées par des droites, appelées hélicoïdes, et on calcule son application de Gauss g. Un

résultat d'Inoguchi et Lee ([47]) permet de savoir que cette application est harmonique pour une

certaine métrique sur C. On dé�nit alors une autre famille d'applications g̃ à partir de celles des

hélicoïdes par séparation de variables, de telle sorte que la famille g̃ véri�e toujours l'équation des

applications harmoniques. On utilise ensuite une formule de représentation de type Weierstrass

donnée par Inoguchi et Lee pour reconstruire une famille à un paramètre de surfaces minimales

dont les applications de Gauss sont les g̃. En�n, on démontre que les immersions sont périodiques,

et on obtient donc des anneaux minimaux. A la connaissance de l'auteur, ces anneaux sont les

premiers exemples de surfaces minimales non simplement connexes de topologie �nie (c'est à dire

di�éomorphes à une surface compacte privée d'un nombre �ni de points) dans Sol3 :

Théorème 1 Il existe une famille à un paramètre (Cα)α∈]−1;1[\{0} d'anneaux minimaux propre-

ment plongés dans Sol3, appelés caténoïdes, présentant les propriétés suivantes :

1. L'intersection de Cα avec tout plan {x3 = λ} est une courbe convexe plongée fermée non

vide ;

2. L'anneau Cα est conformément équivalent à C \{0} ;

3. L'anneau Cα a 3 symétries �xant l'origine : par rotation d'angle π autour de l'axe x3, par

ré�exion par rapport au plan {x1 = 0} et par ré�exion par rapport au plan {x2 = 0}.

Les deuxième et troisième chapitres portent quant à eux sur la géométrie spinorielle extrin-

sèque des hypersurfaces. Comme on l'a vu précédemment, les restrictions de spineurs ambiants

particuliers à une hypersurface permettent d'obtenir des informations géométriques sur celle-ci.
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Après avoir rappelé comment une hypersurface orientable immergée dans une variété spinorielle

hérite d'une structure spinorielle intrinsèque et extrinsèque, nous nous penchons sur le Théorème

d'Alexandrov et sa généralisation aux Hr-courbures par Ros ([70]) dans l'espace euclidien Rn+1 :

Théorème 2 (Alexandrov [4], Ros [70]) SoitM une hypersurface compacte plongée dans l'espace

euclidien Rn+1. On suppose qu'il existe r ∈ {1, ..., n} tel que Hr soit constante. Alors M est une

sphère ronde.

Comme expliqué précédemment, le Théorème d'Alexandrov originel pour la courbure moyenne

a déjà été établi par des moyens spinoriels en étudiant le cas limite d'une minoration extrinsèque

de λ1(�D) faisant intervenir H. Ne connaissant pas d'estimation de λ1(�D) par les Hr-courbures, la

méthode ne s'adapte pas de façon similaire. Ce sont les travaux récents d'Hijazi et Montiel ([37])

qui permettent de conclure. Ces résultats, appelés principes holographiques, obtenus grâce à la

positivité du terme de bord de la formule de Schrödinger-Lichnerowicz intégrée sur un domaine

compact à bord de Rn+1, fournissent un critère d'existence de spineurs parallèles ambiants à

partir d'une condition intégrale portant sur le bord. En appliquant ces inégalités à un spineur-

test bien choisi, on obtient le Théorème 2 grâce aux inégalités de Gårding (2.2) et aux formules

de Minkowski (2.19), qui permettent de faire des liens entre les di�érentes Hr-courbures. En�n,

le choix d'un autre spineur-test fournit également une preuve rapide de l'Inégalité de Heintze-

Karcher ([34]) suivante :

Théorème 3 (Heintze-Karcher [34]) Soit Ω un domaine compact de Rn+1, et M = ∂Ω son

bord. On suppose que la courbure moyenne H de l'hypersurface M est strictement positive sur

M . Alors ∫
M

1

H
dM ≥ (n+ 1)VolΩ,

où VolΩ désigne le volume du compact Ω. De plus, on a égalité si et seulement si M est une

sphère ronde.

Cette inégalité a été démontrée sous cette forme par exemple par Ros ([70]) à partir d'une

formule intégrale, et elle y était utilisée justement pour démontrer le Théorème d'Alexandrov

généralisé dans le cas euclidien.

Le Théorème 2 reste vrai en l'état dans l'espace hyperbolique Hn+1 (Montiel et Ros, [63]). Là

encore, la démonstration pour les Hr-courbures est di�érente du cas de la courbure moyenne, et

utilise à nouveau un principe holographique établi très récemment par Hijazi, Montiel et Raulot

([39]). Elle di�ère du cas euclidien par le fait que les spineurs de Killing sur Hn+1 sont imaginaires,

et donc leur norme n'est pas constante, à l'inverse des spineurs parallèles de Rn+1. Une étude de

la fonction norme au carré des spineurs de Killing imaginaires sur Hn+1 est donc nécessaire au

préalable ([10]), et conduira à séparer ces spineurs en deux catégories : les spineurs de type I et de

type II, selon les propriétés de leur norme. C'est l'existence systématique de spineurs de type II

sur un �bré de Dirac modi�é qui permet alors de conclure. On peut en�n noter que le Théorème
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2 n'est pas vrai en l'état dans la sphère Sn+1 : il faut de plus supposer que l'hypersurface est

incluse dans un hémisphère ([63]).

En�n, on cherche dans le troisième chapitre à obtenir des majorations de λ1(�D) à la manière

de Bär mais dans S2 × S1(r) et dans les sphères de Berger S3
b(τ) grâce aux spineurs particuliers

construits par Roth ([72]), et à caractériser précisément l'égalité.

Dans S2 ×R et S2 × S1(r), l'application du Théorème du min-max fournit deux majorations

analogues, dont on sait caractériser le cas d'égalité :

Théorème 4 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S2 × S1(r), avec

S2 munie de son (unique) structure spin et S1(r) munie de sa structure spin triviale. Soit ξ un

champ de vecteurs unitaires tangents aux �bres, N un vecteur normal à M unitaire. On pose

f = 〈ξ,N〉. Soit λ1(�D) la première valeur propre positive ou nulle de�D. Alors

λ1(�D)2 ≤ 1

4
+

1

VolM

∫
M

(
H2 +

3

4
f2

)
dM,

où VolM désigne le volume de M . De plus, on a égalité si et seulement si M est une sphère

minimale S2×{c} ou un tore plat CMC H avec f = 0, i.e. S1(r1)×S1(r) avec r2
1 = (1+4H2)−1.

Noter que l'application f apparaît également dans les équations de Gauss-Codazzi ([15]).

De même, dans les sphères de Berger S3
b(τ) de paramètre τ 6= 0 quelconque, la même méthode

conduit à une majoration (3.29) de λ1(�D) dont on ne sait pas caractériser précisément l'égalité.

On peut noter que dans le cas τ = 1, on retrouve la majoration de Bär (3.2) sur S3. On peut

néanmoins caractériser les surfaces CMC H qui réalisent l'égalité lorsque τ /∈ {0, 1}. En�n, en
distinguant les cas τ2 > 1 et τ2 < 1, on donne deux nouvelles majorations (3.36) et (3.39) moins

précises que (3.29), qui s'avèrent être des inégalités strictes.
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Chapitre 1

Constructions d'anneaux minimaux

dans Sol3

1.1 Introduction

Ce travail a fait l'objet d'une publication à paraître à Paci�c Journal of Mathematics ([19]).

Dans ce chapitre on se propose de construire deux familles à un paramètre d'exemples de sur-

faces minimales plongées dans le groupe de Lie Sol3, muni de sa métrique standard. Le modèle

que nous utiliserons pour décrire Sol3 est présenté dans la seconde section. Dans la section sui-

vante, nous présentons la notion d'application de Gauss et en donnons des propriétés dans le cas

d'une immersion minimale conforme dans Sol3 ([17]). Dans la quatrième section nous construi-

sons la famille d'hélicoïdes (HK)K∈]−1;1[ qui nous permettra, par une sorte d'analogie avec les

surfaces conjuguées de R3, d'obtenir dans la section suivante la famille (Cα)α∈]−1;1[\{0} d'anneaux

minimaux. L'étude de la limite de ces surfaces lorsque le paramètre tend vers ses valeurs limites

fournit un autre exemple de surface minimale, qui est un graphe entier. Remarquons qu'aucune

de ces surfaces n'est invariante par une famille à un paramètre d'isométries ambiantes.

1.2 Le groupe Sol3

Le groupe de Lie Sol3 est l'ensemble R3 muni de la multiplication ∗ dé�nie par

(x1, x2, x3) ∗ (y1, y2, y3) = (y1e
−x3 + x1, y2e

x3 + x2, x3 + y3)

pour tous (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) ∈ R3. L'élément neutre pour cette loi est 0 et l'élément inverse

de (x1, x2, x3) est (x1, x2, x3)−1 = (−x1e
x3 ,−x2e

−x3 ,−x3). Ce groupe est non commutatif. La

multiplication à gauche La par un élément a = (a1, a2, a3) ∈ R3 est donnée pour tout x =

(x1, x2, x3) ∈ R3 par

La(x) = a ∗ x = (x1e
−a3 + a1, x2e

a3 + a2, a3 + x3)

= a+ dLax,

1



Chapitre 1. Constructions d'anneaux minimaux dans Sol3

avec d la dérivée de Lie sur Sol3, et

dLa =

e−a3 0 0

0 ea3 0

0 0 1

 .

On veut munir Sol3 d'une métrique 〈·, ·〉 invariante à gauche, c'est à dire telle que les opérateurs

dLa soient des isométries, ce qui s'écrit encore

〈dLaX, dLaY 〉a∗x = 〈X,Y 〉x

pour tous a, x,X, Y ∈ R3. On pose pour cela :

〈X,Y 〉x = 〈dLx−1X, dLx−1Y 〉can , (1.1)

pour tous x,X, Y ∈ R3, où 〈·, ·〉can est le produit scalaire canonique sur R3, et x−1 est l'inverse

de x dans Sol3. Si on renomme ds2 la métrique dé�nie par (1.1), celle-ci se réécrit

ds2
x = e2x3dx2

1 + e−2x3dx2
2 + dx2

3, (1.2)

avec (x1, x2, x3) les coordonnées canoniques de R3. Le fait que les translations soient maintenant

toutes des isométries garantit que le groupe des isométries de Sol3 agisse transitivement sur Sol3,

qui est donc une variété homogène.

Remarque 1 : Il existe d'autres métriques invariantes à gauche sur Sol3. Plus précisément, il

existe une famille à deux paramètres de métriques invariantes à gauche. Un de ces paramètres

est un facteur homothétique, et les métriques qui ne sont pas homothétiques à (1.2) n'admettent

pas de ré�exions ; voir [60] pour plus de précisions.

Puisque dLa est diagonale, les vecteurs ∂1, ∂2 et ∂3 de la base canonique de R3 sont ortho-

gonaux, et si on pose

E1(x) = dLx∂1 = e−x3∂1, E2(x) = dLx∂2 = ex3∂2, E3(x) = dLx∂3 = ∂3,

on obtient une base orthonormale (E1, E2, E3) de vecteurs invariants à gauche (c'est à dire tels

que dLaEk(x) = Ek(ax)). On a à présent deux bases dans lesquelles exprimer les coordonnées de

champs de vecteurs sur Sol3 ; on notera entre crochets les coordonnées dans la base (E1, E2, E3) ;

ainsi, si on se place en un point x ∈ Sol3, on a

a1∂1 + a2∂2 + a3∂3 =

a1

a2

a3

 =

 ex3a1

e−x3a2

a3

 . (1.3)

On a la propriété suivante ([17]) :
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1.3. L'application de Gauss

Proposition 1 Le groupe d'isotropie de l'origine de Sol3 est isomorphe au groupe diédral D4 et

engendré par les deux isométries

σ : (x1, x2, x3) 7−→ (x2,−x1,−x3) et τ : (x1, x2, x3) 7−→ (−x1, x2, x3).

Ces isométries renversent l'orientation. L'application σ est d'ordre 4 et τ est d'ordre 2.

Voici précisément l'ensemble des isotropies de (0, 0, 0) :

(x1, x2, x3) 7−→ (x1, x2, x3) Identité.

(x1, x2, x3)
σ7−→ (x2,−x1,−x3) Rotation d'angle 3π/2 autour de E3 composée avec la ré�exion par rapport à {x3 = 0}.

(x1, x2, x3)
τ7−→ (−x1, x2, x3) Ré�exion par rapport à {x1 = 0}.

(x1, x2, x3)
σ2

7−→ (−x1,−x2, x3) Rotation d'angle π autour de E3.

(x1, x2, x3)
σ3

7−→ (−x2, x1,−x3) Rotation d'angle π/2 autour de E3 composée avec la ré�exion par rapport à {x3 = 0}.
(x1, x2, x3)

στ7−→ (x2, x1,−x3) Rotation d'angle π autour de l'axe {(x1, x1, 0)}.

(x1, x2, x3)
σ2τ7−→ (x1,−x2, x3) Ré�exion par rapport à {x2 = 0}.

(x1, x2, x3)
σ3τ7−→ (−x2,−x1,−x3) Rotation d'angle π autour de l'axe {(x1,−x1, 0)}.

On en déduit le théorème suivant :

Théorème 5 Le groupe d'isométries de Sol3 est de dimension 3.

Nous terminons cette section en exprimant la connexion de Levi-Civita ∇ sur Sol3 associée

à la métrique (1.2) dans la base (E1, E2, E3). Dans un premier temps, les crochets de Lie dans

l'algèbre de Lie sol3 de Sol3 sont donnés par

[X,Y ] = (Y3X1 −X3Y1, X3Y2 − Y3X2, 0)

pour tous X = (X1, X2, X3) et Y = (Y1, Y2, Y3). Ainsi, on a

[E1, E2] = 0, [E1, E3] = E1, [E2, E3] = −E2.

On en déduit les expressions suivantes :

∇E1
E1 = −E3, ∇E2

E1 = 0, ∇E3
E1 = 0,

∇E1
E2 = 0, ∇E2

E2 = E3, ∇E3
E2 = 0,

∇E1
E3 = E1, ∇E2

E3 = −E2, ∇E3
E3 = 0.

1.3 L'application de Gauss

Soit M une surface de Riemann et z = u+ iv un système de coordonnées complexes locales

sur M . Soit x : M −→ Sol3 une immersion conforme de M dans Sol3, c'est à dire telle que xu et

3



Chapitre 1. Constructions d'anneaux minimaux dans Sol3

xv soient orthogonaux et de même norme en tout point. On pose

x =

x1

x2

x3

 .

Un champ de vecteurs normaux unitaires N : M −→ TSol3 peut être dé�ni par

N =
1

||xu||2
xu ∧ xv :=

N1

N2

N3

 .
On dé�nit alors N̂ : M −→ S2 ⊂ R3 par la formule dLx−1N = N̂ , c'est à dire

N̂ =

ex3 0 0

0 e−x3 0

0 0 1


N1e

−x3

N2e
x3

N3

 =

N1

N2

N3

 .

Dé�nition 1 L'application de Gauss de l'immersion x est l'application

g = σ ◦ N̂ : M −→ C ∪ {∞} = C,

où σ est la projection stéréographique par rapport au pôle Nord, i.e.

N =
1

1 + |g|2

 2<e(g)

2=m(g)

1− |g|2

 ; (1.4)

g =
N1 + iN2

1 +N3
. (1.5)

Avant d'énoncer le Théorème d'Inoguchi et Lee, rappelons que sur une variété Riemannienne

M munie d'un système de coordonnées complexes z = u+ iv, pour toute fonction h : M −→ C,
on a par dé�nition

hz =
1

2

(
∂h

∂u
− i∂h

∂v

)
et hz =

1

2

(
∂h

∂u
+ i

∂h

∂v

)
.

Voici à présent le Théorème d'Inoguchi et Lee ([47]). Il peut être vu comme un théorème de

représentation de type Weierstrass dans Sol3.

Théorème 6 (Inoguchi-Lee [47]) Soit x : M −→ Sol3 une immersion minimale conforme et

g : M −→ C son application de Gauss. Alors en tout point où g n'est ni réelle ni imaginaire

pure, g n'est pas antiholomorphe (i.e. gz 6= 0), et elle satisfait l'équation elliptique du second

ordre suivante :

gzz =
2ggzgz

g2 − g2 . (1.6)
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1.4. Construction des hélicoïdes

De plus, l'immersion x = (x1, x2, x3) s'exprime en fonction de g par la formule de représentation

suivante :

x1z = e−x3
(g2 − 1)gz

g2 − g2 , x2z = iex3
(g2 + 1)gz

g2 − g2 , x3z =
2ggz

g2 − g2 (1.7)

en tout point où elle est bien dé�nie.

Réciproquement, étant donnée une application g : M −→ C dé�nie sur une surface de Rie-

mann simplement connexe M satisfaisant l'équation (1.6), alors l'application x : M −→ Sol3

donnée par la formule (1.7) est une immersion minimale conforme (avec d'éventuels points de

branchement) en tout point où elle est bien dé�nie, dont l'application de Gauss est g.

Remarque 2 : 1. Il existe un résultat similaire pour les surfaces CMC H 6= 0 ([17]).

2. L'équation (1.6) est l'équation des applications harmoniques g : M −→ (C, ds2), où ds2 est

la métrique dé�nie par

ds2 =
|dω|2∣∣ω2 − ω2

∣∣ .
C'est une métrique singulière, non dé�nie sur les axes réels et imaginaires purs : voir [47]

pour plus de détails.

3. L'équation (1.6) ne peut être considérée qu'aux points où g 6=∞. Néanmoins, on remarque

que si g est une solution de (1.6), i/g est également solution aux points où g 6= 0, ce qui

permet d'étudier (1.6) sur M entière.

4. Si g est solution de (1.6), l'application conjuguée g et toute application g ◦ φ avec φ une

fonction holomorphe localement injective sont également solutions. De plus, si g est une

solution nulle part antiholomorphe de (1.6), et que x est l'immersion minimale conforme

induite par g, alors ig et 1/g induisent les immersions minimales conformes σx et τx. En�n,

g est l'application de Gauss de σ2τx après changement d'orientation.

1.4 Construction des hélicoïdes

Passons à la construction des hélicoïdes : on appelle hélicoïde une surface minimale contenant

l'axe x3 dont l'intersection avec tout plan {x3 = constante} est une ligne droite, et telle qu'il

existe T > 0 tel que la surface soit invariante par multiplication à gauche par (0, 0, T ). On va

montrer le théorème suivant :

Théorème 7 Il existe une famille à un paramètre (HK)K∈]−1;1[\{0} d'hélicoïdes proprement

plongées dans Sol3. Ces hélicoïdes ont 3 symétries �xant l'origine : la rotation d'angle π autour

de l'axe x3, la rotation d'angle π autour de l'axe (x, x, 0), et la rotation d'angle π autour de l'axe

(x,−x, 0).
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Chapitre 1. Constructions d'anneaux minimaux dans Sol3

Soit K ∈ ]− 1, 1[ ; on dé�nit une application g : C −→ C par

g(z = u+ iv) = e−ueib(v)e−iπ/4,

avec b satisfaisant à l'équation :

b′ =
√

1−K cos (2b), b(0) = 0. (1.8)

Proposition 2 L'application b est bien dé�nie et a les propriétés suivantes :

1. La fonction b est un di�éomorphisme croissant de R sur lui même ;

2. La fonction b est impaire ;

3. Il existe un réel W > 0 tel que pour tout v ∈ R, b(v +W ) = b(v) + π ;

4. La fonction b véri�e b(kW ) = kπ pour tout k ∈ Z.

Démonstration. Puisque K ∈ ]− 1, 1[, il existe r > 0 tel que 1−K cos (2b) ∈ ]r, 2[ ; le Théorème

de Cauchy-Lipschitz s'applique, et b est bien dé�nie. D'après (1.8) on a b′ > 0 sur son domaine

de dé�nition, et
√
r < b′ <

√
2. Donc b′ est bornée par deux constantes positives, donc b est

dé�nie sur R, et
lim

v→±∞
b(v) = ±∞.

La fonction b̂ : v 7−→ −b(−v) satisfait également à (1.8) avec b̂(0) = 0 ; donc b̂ = b et b est

impaire. En�n, il existe W > 0 tel que b(W ) = π ; alors la fonction b̃ : v 7−→ b(v+W )− π véri�e

(1.8) avec b̃(0) = 0, donc b̃ = b.

Corollaire 1 On a b(kW/2) = kπ/2 pour tout k ∈ 2Z + 1.

Démonstration. On a

b

(
W

2

)
= b

(
−W

2
+W

)
= −b

(
W

2

)
+ π,

ce qui donne la formule pour k = 1. On conclut facilement.

Proposition 3 La fonction g véri�e (g2 − g2)gzz = 2ggzgz.

Ainsi, l'application g induit une immersion minimale conforme x = (x1, x2, x3) telle que

x1z = e−x3
(g2 − 1)gz

g2 − g2 =
[1 + ie−2ue−2ib](1− b′)eibeiπ/4

4e−u cos (2b)
e−x3

x2z = iex3
(g2 + 1)gz

g2 − g2 = − [1− ie−2ue−2ib]i(1− b′)eibeiπ/4

4e−u cos (2b)
ex3

x3z =
2ggz

g2 − g2 =
i(b′ − 1)

2 cos (2b)
.

(1.9)

(1.10)

(1.11)
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1.4. Construction des hélicoïdes

Cette application est bien une immersion puisque la métrique induite par x est donnée par

dw2 = ‖xu‖2 |dz|2 =
K2

(1 + b′)2
cosh2 (u)|dz|2.

On voit de suite que x3 est une fonction d'une variable véri�ant

x′3(v) =
1− b′(v)

cos (2b(v))
=

K

1 + b′(v)
.

Remarque 3 : Si K = 0, on a x3 = constante, et l'image de x est réduite à un point. Ce cas

sera toujours exclu par la suite.

En �xant x3(0) = 0, on choisit x3 parmi les primitives. On obtient alors les propriétés

suivantes pour x3 :

Proposition 4 1. La fonction x3 est une bijection de R ;

2. La fonction x3 est impaire ;

3. La fonction x3 véri�e x3(v +W ) = x3(v) + x3(W ) pour tout v ∈ R.

Démonstration. L'application x3 est bijective sur R puisque c'est la primitive d'une fonction

continue ayant le signe de K. La fonction b est impaire donc b′ est paire donc x′3 est paire et x3

est impaire. En�n, on a x′3(v +W ) = x′3(v) et le résultat s'ensuit.

Ensuite, les fonctions
x1(u+ iv) =

√
2

2
[cos b(v)− sin b(v)]x′3e

−x3 sinh (u)

x2(u+ iv) =

√
2

2
[cos b(v) + sin b(v)]x′3e

x3 sinh (u).

satisfont aux équations (1.9) et (1.10).

Théorème 8 Soit K un réel tel que |K| < 1 et K 6= 0, et b la fonction dé�nie par (1.8). On

dé�nit une fonction x3 par

x′3 =
K

1 + b′
, x3(0) = 0,

Alors l'application

x : u+ iv ∈ C 7−→


√

2

2
[cos b(v)− sin b(v)]x′3e

−x3 sinh (u)
√

2

2
[cos b(v) + sin b(v)]x′3e

x3 sinh (u)

x3(v)


7
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est une immersion minimale conforme dont l'application de Gauss est

g : u+ iv ∈ C 7−→ e−ueib(v)e−iπ/4.

De plus,

(0, 0, 2x3(W )) ∗ x(u+ iv) = x(u+ i(v + 2W )) (1.12)

pour tous u, v ∈ R. La surface image de x est appelée hélicoïde de paramètre K et sera notée

HK .

Démonstration. L'équation (1.12) montre que l'hélicoïde est invariante par multiplication à

gauche par (0, 0, 2x3(W )). Rappelons qu'on a

x3(v + 2W ) = x3(v +W ) + x3(W ) = x3(v) + 2x3(W )

pour tout réel v. On obtient ainsi le résultat pour la troisième coordonnée, et on montre de la

même façon que e−2x3(W )x1(u + iv) = x1(u + i(v + 2W )) et e2x3(W )x2(u + iv) = x2(u + i(v +

2W )).

Remarque 4 : 1. La surface HK est plongée puisque x3 est bijective. Il est aisé de voir

qu'elle est même proprement plongée.

2. Les surfaces HK et H−K sont liées : si on note avec un indice K (respectivement −K) les

données décrivant HK (respectivement H−K), on obtient{
b−K(v) = bK(v +W/2)− π/2
x3−K(v) = −x3K(v +W/2) + x3K(W/2).

En particulier, x3−K(W ) = −x3K(W ) et donc les deux surfaces ont même période |x3K(W )|.
En�n,

x−K(u+ iv) = (0, 0, x3K(W/2)) ∗ σ3xK(u+ i(v +W/2)).

Ainsi, il existe une isométrie de Sol3 qui envoie H−K sur HK .

Proposition 5 Pour tout réel T , il existe une unique hélicoïde HK (à isométrie près, i.e. K 7→
−K) dont la période est T .

Démonstration. La période TK de l'hélicoïde HK de paramètre K est

TK := 2x3(W ) = 2

∫ W

0

K

1 + b′(s)
ds

= 2K

∫ π

0

du√
1−K cos (2u)(1 +

√
1−K cos (2u))

où on a e�ectué le changement de variables u = b(s), avec b(W ) = π. En voyant TK comme une

fonction de K, on obtient

∂TK
∂K

= 2

∫ π

0

1√
1−K cos (2u)

3 du

8
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(valable pour K dans un compact de la forme [0, a] ⊂ [0, 1[, et donc pour K ∈ [0, 1[). Ainsi, la

fonction K 7−→ TK est injective. De plus, on a T0 = 0 et

T1 =

∫ π

0

1√
1− cos (2u)(1 +

√
1− cos (2u))

du

=

∫ π

0

1√
2 sin (u)(1 +

√
2 sin (u))

du

=
1√
2

∫ ∞
0

1 + t2

1 + 2
√

2t+ t2
dt = +∞,

donc TK est une bijection de ]0, 1[ sur ]0,+∞[.

La famille de vecteurs dé�nie par

N =
1

1 + |g|2

 2<e(g)

2=m(g)

1− |g|2


=

√
2

2 cosh (u)

cos (b) + sin (b)

sin (b)− cos (b)√
2 sinh (u)

 .
constitue un champ de vecteurs normaux à la surface. On a

∇xuN = − sin (2b)
sinh (u)

cosh (u)
xu +

(
1 + b′

K cosh2 (u)
− cos (2b)

)
xv,

∇xvN =

(
1 + b′

K cosh2 (u)
− cos (2b)

)
xu + sin (2b)

sinh (u)

cosh (u)
xv,

et la courbure de Gauss est donc donnée par

K = −1 +
1

cosh2 (u)

(
2(1 + b′) cos (2b)

K
− (1 + b′)2

K2 cosh2 (u)
+ sin2 (2b)

)
.

En particulier, les morceaux fondamentaux des hélicoïdes ont une courbure totale in�nie puisque

KdA =

(
− K2

(1 + b′)2
cosh2 (u) +

2K cos (2b)

1 + b′
− 1

cosh2 (u)
+
K2 sin2 (2b)

(1 + b′)2

)
dudv.

Pour terminer, regardons les symétries des hélicoïdes. On a déjà

x(−u+ iv) =

−x1(u+ iv)

−x2(u+ iv)

x3(v)

 = σ2x(u+ iv).

Ainsi, l'hélicoïde HK est symétrique par rotation d'angle π autour de l'axe x3, lequel est inclus

dans l'hélicoïde en tant qu'image de l'axe imaginaire pur de C par x.

9
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Ensuite, notons que la droite {(x, x, 0) | x ∈ R} est incluse dans l'hélicoïde comme image de

l'axe réel de R par x. On a de plus

x(u− iv) =

x2(u+ iv)

x1(u+ iv)

−x3(v)

 = στx(u+ iv),

et donc HK est symétrique par rotation d'angle π autour de l'axe {(x, x, 0) | x ∈ R}.

Remarque 5 : La droite {(x, x, 0) | x ∈ R} est une géodésique de l'hélicoïde. C'est même une

géodésique de Sol3.

En�n, puisque la fonction sinh est impaire, on a

x(−u− iv) =

−x2(u+ iv)

−x1(u+ iv)

−x3(v)

 = σ3τx(u+ iv).

Ainsi, HK est symétrique par rotation d'angle π autour de l'axe {(x,−x, 0) | x ∈ R} (mais cet

axe n'est cette fois pas inclus dans la surface).

L'hélicoïde HK n'a pas d'autre symétrie �xant l'origine ; en e�et si elle en avait, il existerait

un di�éomorphisme φ de C tel que x ◦φ = σ2 ◦ x (ici on choisit par exemple σ2 mais la méthode

est la même pour tout élément du groupe d'isotropie de Sol3). Alors par composition, la surface

possèderait toutes les symétries engendrées par le groupe d'isotropie. On aurait donc en particu-

lier l'existence d'un di�éomorphisme φ de C tel que x ◦ φ = τx. La décomposition φ = φ1 + iφ2

mènerait alors à x1(φ1(u+ iv) + iφ2(u+ iv))

x2(φ1(u+ iv) + iφ2(u+ iv))

x3(φ2(u+ iv))

 =

−x1(u+ iv)

x2(u+ iv)

x3(v)

 .

Mais puisque x3 est bijective, on aurait φ2(u + iv) = v pour tous u, v, et donc on aurait simul-

tanément sinh (φ1(u+ iv)) = sinh (u) et sinh (φ1(u+ iv)) = − sinh (u), ce qui est impossible.

10
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Figure 1.1 � Hélicoïde de paramètre K = 0.4 avec Scilab®.

1.5 Caténoïdes dans Sol3

Passons à présent au coeur du sujet, à savoir la construction d'anneaux minimaux. Soit

α ∈ ]− 1; 1[. On commence par dé�nir une application g sur C par la formule

g(z = u+ iv) = −ie−u−γ(v)eiρ(v),

avec ρ satisfaisant à l'équation

ρ′ =

√
1− α2 sin2 (2ρ), ρ(0) = 0 (1.13)

et γ dé�nie par

γ′ = −α sin (2ρ), γ(0) = 0. (1.14)

Proposition 6 L'application ρ est bien dé�nie et possède les propriétés suivantes :

1. La fonction ρ est un di�éomorphisme croissant de R sur R ;

2. La fonction ρ est impaire ;

3. Il existe un réel V > 0 tel que pour tout v ∈ R, ρ(v + V ) = ρ(v) + π ;

4. La fonction ρ véri�e ρ(kV ) = kπ pour tout k ∈ Z.

Démonstration. Puisque α ∈ ]− 1, 1[, il existe r > 0 tel que 1−α2 sin2 (2ρ) ∈ ]r, 1] ; le Théorème

de Cauchy-Lipschitz s'applique et ρ est bien dé�nie. D'après (1.13) on a ρ′ > 0 sur son domaine

de dé�nition, et
√
r < ρ′ ≤ 1. Ainsi, ρ′ est bornée par deux constantes positives donc ρ est dé�nie

sur R tout entier et

lim
v→±∞

ρ(v) = ±∞.

11
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La fonction ρ̂ : v 7−→ −ρ(−v) satisfait également à (1.13) avec ρ̂(0) = 0 ; donc ρ̂ = ρ et ρ est

impaire. En�n, il existe V > 0 tel que ρ(V ) = π ; alors la fonction ρ̃ : v 7−→ ρ(v + V )− π véri�e

(1.13) avec ρ̃(0) = 0, donc ρ̃ = ρ.

Corollaire 2 1. On a ρ(kV/2) = kπ/2 pour tout k ∈ 2Z + 1 ;

2. On a ρ(−v + V/2) = −ρ(v) +
π

2
pour tout v ∈ R.

Démonstration. 1. On a

ρ

(
V

2

)
= ρ

(
−V

2
+ V

)
= −ρ

(
V

2

)
+ π,

ce qui donne la formule pour k = 1. On conclut facilement.

2. Les fonctions ρ∗ : v 7−→ π/2− ρ(−v + V/2) et ρ satisfont à l'équation (1.13) avec ρ∗(0) =

ρ(0) = 0, donc ρ∗ = ρ.

Remarque 6 : En particulier, ρ(V/4) = π/4 et ρ(3V/4) = 3π/4. En e�et, on a

ρ(V/4) = ρ∗(V/4) =
π

2
− ρ

(π
2
− π

4

)
et le résultat s'ensuit.

Proposition 7 La fonction g véri�e (g2 − g2)gzz = 2ggzgz.

Ainsi, l'application g induit une immersion minimale conforme x = (x1, x2, x3) telle que

x1z = e−x3
(g2 − 1)gz

g2 − g2 , x2z = iex3
(g2 + 1)gz

g2 − g2 , x3z =
2ggz

g2 − g2 .

On a bien une immersion car la métrique induite par x est donnée par

dw2 = ‖xu‖2 |dz|2

= (F ′
2

+ α2) cosh2 (u+ γ)|dz|2

=

(
α4 sin2 (2ρ)

(1 + ρ′)2
+ α2

)
cosh2 (u+ γ)|dz|2

=
2α2

1 + ρ′
cosh2 (u+ γ)|dz|2,

On obtient

x3z =
iρ′ − γ′ − i
2 sin (2ρ)

,

c'est à dire 
x3u = 2<e(x3z) = − γ′

sin (2ρ)
= α

x3v = − 2=m(x3z) =
1− ρ′

sin (2ρ)
=
α2 sin (2ρ)

1 + ρ′
.

12
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Ainsi

x3(u+ iv) = αu+ α2

∫ v sin (2ρ(s))

1 + ρ′(s)
ds.

On choisit alors une condition initiale pour x3 ; on pose

F (v) := α2

∫ v

0

sin (2ρ(s))

1 + ρ′(s)
ds

et on dé�nit alors

x3(u+ iv) := αu+ F (v).

La fonction F est bien dé�nie sur R.

Proposition 8 La fonction F est paire et V -périodique.

Démonstration. La fonction F ′ est impaire puisque ρ est impaire et ρ′ est paire, donc F est paire.

On obtient alors

F ′(v + V ) = α2 sin (2ρ(v) + 2π)

1 + ρ′(v)
= F ′(v),

donc il existe une constante C telle que F (v + V ) = F (v) + C pour tout v ∈ R. En évaluant en

zéro, on obtient C = F (V ), i.e.

C = α2

∫ V

0

sin (2ρ(s))

1 + ρ′(s)︸ ︷︷ ︸
:=H(s)

ds

= α2

{∫ V/4

0

H(s)ds+

∫ 3V/4

V/4

H(s)ds+

∫ V

3V/4

H(s)ds

}

:=
2∑
k=0

Lk(α).

On e�ectue le changement de variable u = sin (2ρ(s)) dans chaque intégrale Lk(α), avec

du = 2ρ′(s) cos (2ρ(s))ds = 2(−1)k
√

(1− α2u2)(1− u2)ds.

Ainsi,

C = α2

∫ 1

−1

u du

(1 +
√

1− α2u2)
√

(1− α2u2)(1− u2)
= 0

et F est V -périodique.

Proposition 9 La fonction γ est paire et V -périodique.

Démonstration. La démonstration est parfaitement analogue au cas de la fonction F .
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Les équations obtenues pour x1 et x2 se réécrivent
x1z = e−x3

(e−u−γ−iρ + eu+γ+iρ)(1− ρ′ − iγ′)
4 sin (2ρ)

x2z = − ex3
(eu+γ+iρ − e−u−γ−iρ)(i− iρ′ + γ′)

4 sin (2ρ)
.

On obtient alors
x1 = e−αu−F

[ eu+γ

2(1− α)
(cos (ρ)F ′ − α sin (ρ))− e−u−γ

2(1 + α)
(α sin (ρ) + cos (ρ)F ′)

]
x2 = eαu+F

[ −eu+γ

2(1 + α)
(α cos (ρ) + F ′ sin (ρ)) +

e−u−γ

2(α− 1)
(α cos (ρ)− F ′ sin (ρ))

]
.

Remarque 7 : si α = 0, x(C) = {0}. Ce cas sera toujours exclu dans la suite.

Théorème 9 Soit α un réel tel que |α| < 1 et α 6= 0, et ρ et γ les fonctions dé�nies par les

équations (1.13) et (1.14). On dé�nit la fonction F par

F (v) = α2

∫ v

0

sin (2ρ(s))

1 + ρ′(s)
ds.

Alors l'application x : C −→ Sol3 dé�nie par
e−αu−F

[ eu+γ

2(1− α)
(cos (ρ)F ′ − α sin (ρ))− e−u−γ

2(1 + α)
(α sin (ρ) + cos (ρ)F ′)

]
eαu+F

[ −eu+γ

2(1 + α)
(α cos (ρ) + F ′ sin (ρ)) +

e−u−γ

2(α− 1)
(α cos (ρ)− F ′ sin (ρ))

]
αu+ F


est une immersion minimale conforme dont l'application de Gauss est

g : u+ iv ∈ C 7−→ −ie−u−γ(v)eiρ(v).

De plus,

x(u+ i(v + 2V )) = x(u+ iv) (1.15)

pour tous u, v ∈ R. La surface image de x est appelée caténoïde de paramètre α et sera notée Cα.

Démonstration. La périodicité de Cα (c'est à dire la formule (1.15)) est une conséquence des

Propositions 6, 8 and 9.

Remarque 8 : Les surfaces Cα et C−α sont liées ; si on note avec un indice α (respectivement

−α) les données décrivant Cα (respectivement C−α), on a
ρ−α = ρα

F−α = Fα

γ−α = −γα
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Ainsi, on obtient

x−α(−u+ iv) = σ2xα(u+ iv).

En particulier, il existe une isométrie de Sol3 �xant l'origine et préservant l'orientation qui envoie

Cα sur C−α.

Montrons à présent que les caténoïdes sont plongées :

Proposition 10 Pour tout λ ∈ R, l'intersection de Cα avec le plan {x3 = λ} est une courbe

convexe plongée fermée non vide.

Démonstration. Déjà, cette intersection est non vide : x(λ/α + i0) ∈ Cα ∩ {x3 = λ}. Regardons
la courbe dans C dé�nie par x3(u+ iv) = αu+ F (v) = λ, c'est à dire la courbe

c : t ∈ R 7−→
(
λ− F (t)

α
, t

)
.

Son image par x est

c : t ∈ R 7−→


e−λ

[ eλ−Fα +γ

2(1− α)
(cos (ρ)F ′ − α sin (ρ))− e−

λ−F
α −γ

2(1 + α)
(α sin (ρ) + cos (ρ)F ′)

]
eλ
[−eλ−Fα +γ

2(1 + α)
(α cos (ρ) + F ′ sin (ρ)) +

e−
λ−F
α −γ

2(α− 1)
(α cos (ρ)− F ′ sin (ρ))

]
λ

 (t)

Le calcul conduit à

c′1(t) =
e−λ

α(1− α2)

[
A(t) cosh

(
λ− F
α

+ γ

)
+B(t) sinh

(
λ− F
α

+ γ

)]
,

avec
A = −F ′2 cos (ρ) + αγ′F ′ cos (ρ)− α2ρ′ cos (ρ) + α2F ′ sin (ρ)− α3γ′ sin (ρ) + α2F ′′ cos (ρ)

−α2F ′ρ′ sin (ρ),

B = αF ′ sin (ρ)− α2γ′ sin (ρ) + αF ′′ cos (ρ)− αF ′ρ′ sin (ρ)− αF ′2 cos (ρ)

+α2γ′F ′ cos (ρ)− α3ρ′ cos (ρ).

Après simpli�cations, on note que B = 0, et

A(t) = (F ′2(t) + α2)(α2 − 1) cos (ρ(t)).

Finalement,

c′1(t) = −e
−λ

α
(F ′2(t) + α2) cos (ρ(t)) cosh

(
λ− F (t)

α
+ γ(t)

)
.

De la même façon, on obtient

c′2(t) = −e
−λ

α
(F ′2(t) + α2) sin (ρ(t)) cosh

(
λ− F (t)

α
+ γ(t)

)
.
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Ainsi

c′21 + c′22 =
e−2λ

α2
(F ′2(t) + α2)2 cosh2

(
λ− F (t)

α
+ γ(t)

)
> 0,

donc l'intersection Cα ∩ {x3 = λ} est une courbe régulière ; de plus, elle est fermée puisque

c(t+ 2V ) = c(t) pour tout t ∈ R.

Les plans {x3 = λ} sont plats : en e�et, les métriques sur ces plans sont données par e2λdx2
1 +

e−2λdx2
2. Ainsi, via un changement a�ne de coordonnées, on peut se ramener à des coordonnées

euclidiennes. La convexité étant préservée par transformation a�ne, on peut supposer que l'on

est en présence de coordonnées euclidiennes.

Pour montrer que c est convexe et plongée, on considère la partie de c correspondant à

t ∈ (−V/2, V/2). Sur (−V/2, V/2), on a cos (ρ(t)) > 0 d'après la Proposition 6 et le Corollaire

2. Donc c′1(t) < 0 si α > 0 (et c′1(t) > 0 si α < 0) et c1 est injective et décroissante α > 0 (et

croissante si α < 0). On obtient
dc2
dc1

= tan (ρ(t)),

donc dc2
dc1

est une fonction croissante de t, et donc de c1 si α < 0 (et une fonction décroissante de

la fonction décroissante c1 si α > 0). Dans les deux cas, la courbe est convexe.

Ainsi, la moitié de c correspondant à t ∈ (−V/2, V/2) est convexe et plongée. Puisque c(t +

V ) = −c(t), la courbe entière est convexe et plongée.

Les graphiques suivants montrent les sections des caténoïdes avec di�érents plans {x3 = λ},
tracés avec Scilab® :

Figure 1.2 � Section de C0.3 avec {x3 = −0.6}.

Figure 1.3 � Section de C0.3 avec {x3 = 0}. Figure 1.4 � Section de C0.3 avec {x3 = 0.6}.
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Corollaire 3 La surface Cα est proprement plongée pour tout α ∈ ]− 1, 1[ \{0}.

Proposition 11 Pour tout α ∈ ] − 1, 1[ \{0}, la surface Cα est conformément équivalente à

C \{0}.

Démonstration. L'application x̃ : C/(2iV Z) −→ Cα est une paramétrisation conforme bijective

de Cα.

Là encore, terminons par regarder les symétries des caténoïdes ; on a

x(u+ i(v + V )) =

−x1(u+ iv)

−x2(u+ iv)

x3(u+ iv)

 = σ2x(u+ iv).

Ainsi, la surface Cα est symétrique par rotation d'angle π autour de l'axe x3.

Remarque 9 : L'axe x3 est contenu dans l' �intérieur� de Cα puisque chaque courbe Cα∩{x3 = λ}
est convexe et symétrique par rapport à cet axe.

On a de même

x(u− iv) =

−x1(u+ iv)

x2(u+ iv)

x3(u+ iv)

 = τx(u+ iv),

donc la surface Cα est symétrique par ré�exion par rapport au plan {x1 = 0}. En�n, on a aussi

x(u+ i(−v + V )) = σ2τx(u+ iv),

donc Cα est symétrique par ré�exion par rapport au plan {x2 = 0}. Comme on l'a prouvé pour

les hélicoïdes, on montre que les caténoïdes Cα n'ont pas d'autre symétrie préservant l'origine.

Figure 1.5 � Caténoïde pour α = −0.6 avec Scilab®.
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1.6 Limites des caténoïdes

Terminons ce chapitre par l'étude des limites des caténoïdes lorsque le paramètre α tend vers

le bord de son domaine de dé�nition, c'est à dire dans un premier temps quand α tend vers 0,

puis lorsque α tend vers ±1.

1.6.1 Le cas α = 0

On e�ectue le changement de paramètres{
u′ = u+ ln (α)

v′ = v.

Dans ces coordonnées, l'immersion x donnée au Théorème 9 prend la forme
eα ln (α)−αu′−F

[ eu
′+γ

2α(1− α)
(cos (ρ)F ′ − α sin (ρ))− αe−u

′−γ

2(1 + α)
(α sin (ρ) + cos (ρ)F ′)

]
e−α ln (α)+αu′+F

[ −eu′+γ
2α(1 + α)

(α cos (ρ) + F ′ sin (ρ)) +
αe−u

′−γ

2(α− 1)
(α cos (ρ)− F ′ sin (ρ))

]
−α ln (α) + αu′ + F


En faisant tendre à présent α vers 0, on obtient

ρ −→ Id

F/α −→ 0

F ′/α −→ 0

γ −→ 0

et la limite de l'immersion est donc 
−e

u′

2
sin (v′)

−e
u′

2
cos (v′)

0

 .

On obtient donc une paramétrisation du plan {x3 = 0}, qui est donc la surface limite de la

famille de surfaces (Cα) lorsque α tend vers 0.

1.6.2 Le cas α = 1

On étudie maintenant la limite lorsque α tend vers 1, le cas où α tend vers −1 étant analogue.

On montre que la surface limite est alors un graphe minimal entier :

Proposition 12 Soit x : C −→ Sol3 l'application dé�nie par

x(u+ iv) =

x1

x2

x3

 =


− tanh (v)

2
(1 + e−2u)

e2u

4
− u

2
− cosh (2v)

4
u+ ln (cosh (v))

 .
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Alors x est une immersion minimale et son image, notée S, est la limite des surfaces Cα lorsque

α tend vers 1 (à une translation près). De plus, il existe une fonction analytique f dé�nie sur

R2 telle que S soit le x2-graphe de f donné par x2 = f(x1,x3).

Démonstration. Pour α = 1, l'application de Gauss est toujours donnée par g(z = u + iv) =

−ie−u−γ(v)eiρ(v), avec ρ satisfaisant cette fois à l'équation :

ρ′ = cos (2ρ), ρ(0) = 0 , (1.16)

et γ véri�ant toujours

γ′ = − sin (2ρ), γ(0) = 0. (1.17)

On a des expressions explicites de ces fonctions : ρ(v) = arctan (e2v)− π/4 = arctan (tanh (v))

γ(v) = −1

2
ln (cosh (2v)).

Ainsi en posant

F (v) =

∫ v

0

sin (2ρ(s))

1 + cos (2ρ(s))
ds,

on obtient F (v) = ln (cosh (v)). L'immersion x est alors donnée par

x =


−e
−2u

2
tanh (v) +

e−v

2 cosh (v)
e2u

4
− u

2
− cosh (2v)

4
u+ ln (cosh (v))

 .

Un champ de vecteurs normaux à S est donné par

N =
1

1 + e−2u cosh (2v)

 2 sinh (v)e−u

−2 cosh (v)e−u

1− e−2u cosh (2v)

 .
On obtient ainsi

g(u+ iv) = −ie−u(cosh (v) + i sinh (v))

qui satisfait bien à l'équation des applications harmoniques (1.6). La métrique induite par cette

immersion sur la surface est

ds2 = (e−4u tanh2 (v) + e2u sinh2 (u) + 1)|dz|2.

La surface image de x est symétrique par ré�exion par rapport à {x1 = 1/2} puisque

x(u+ iv) =


1

2
− tanh (v)

2
(1 + e−2u)

e2u

4
− u

2
− cosh (2v)

4
u+ ln (cosh (v))

 =


1

2
+ x̃1(u, v)

x2(u, v)

x3(u, v)

 ,
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et donc

x(u− iv) =


1

2
− x̃1(u, v)

x2(u, v)

x3(u, v)

 .

Il est équivalent de dire que la surface translatée (−1/2, 0, 0)∗x(u+iv) est symétrique par rapport

à {x1 = 0}. Cette surface translatée, notée S, est l'image de l'immersion minimale x dé�nie par

x(u+ iv) = (−1/2, 0, 0) ∗ x(u+ iv) =


− tanh (v)

2
(1 + e−2u)

e2u

4
− u

2
− cosh (2v)

4
u+ ln (cosh (v))

 .

Cette surface est analytique (comme toute surface minimale dans Sol3), donc elle est localement

un x2-graphe au voisinage de chaque point où ∂2 n'appartient pas au plan tangent, i.e. 〈N, ∂2〉 6=
0. Mais

〈N, ∂2〉 = 0⇐⇒ cosh (v)e−u = 0,

ce qui est impossible. Ainsi, S est un x2-graphe analytique au voisinage de chaque point. Consi-

dérons à présent des sections de S avec les plans {x3 = constante} : sur le plan {x3 = λ}, on
obtient la courbe

cλ(t) =

 − tanh (t)

2

(
1 + e−2λ cosh2 (t)

)
e2λ

4 cosh2 (t)
− λ

2
+

ln (cosh (t))

2
− cosh (2t)

4

 :=

(
x1λ(t)

x2λ(t)

)
.

Ces courbes sont représentées graphiquement à la page suivante. Ainsi,

x1
′
λ(t) =

tanh2 (t)− 1

2
− e−2λ

2
(cosh2 (t) + sinh2 (t)) < 0

pour tout t ∈ R. Les courbes étant injectives, la surface S est plongée. De plus, on déduit

du théorème des fonctions implicites que pour tout λ ∈ R, il existe une fonction fλ telle que

x2λ = fλ(x1λ). Puisque la fonction x1λ est un di�éomorphisme décroissant de R, la fonction

fλ est dé�nie sur R. Le calcul étant valable pour tout λ ∈ R, il existe f : R2 −→ R telle que

x2 = f(x1,x3).

Finalement, cette fonction f coïncide au voisinage de tout point avec la fonction analytique

locale donnant les graphes locaux, donc f est analytique.

Notons pour terminer que pour tout x3 �xé, on a les comportements asymptotiques suivants :

. Lorsque x1 −→ +∞, x2 ≈ −x1e
2x3 ;

. Lorsque x1 −→ −∞, x2 ≈ x1e
2x3 .
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1.6. Limites des caténoïdes

Figure 1.6 � Section avec {x3 = 0}.

Figure 1.7 � Section avec {x3 = 10}.
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Figure 1.8 � Section avec {x3 = −2}.

Figure 1.9 � La surface S avec Maxima®.
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Chapitre 2

Approche spinorielle du Théorème

d'Alexandrov généralisé

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d'utiliser des outils spinoriels pour donner une nouvelle preuve

du Théorème 2 énoncé en introduction, ainsi que son équivalent dans Hn+1.

Dans le cas euclidien, Hsiung ([46]) prouva en 1954 le Théorème 2 pour tout r pour des

hypersurfaces immergées et étoilées. En particulier, le cas de la courbure de Gauss (r = n) du

Théorème 2 se déduisit de ses travaux par l'utilisation du Théorème d'Hadamard, stipulant que

toute hypersurface immergée dont la courbure de Gauss est constante est strictement convexe.

En 1956, Alexandrov énonça le premier le Théorème dans le cas de la courbure moyenne (r = 1),

et le prouva en utilisant un principe de ré�exion ([4]). Une autre preuve du cas r = 1 est due

à Reilly ([67]). Ros ([71]) résolut le cas de la courbure scalaire (r = 2) en adaptant la méthode

de Reilly. Par la suite, ce dernier étendit son propre résultat à toutes les Hr-courbures ([70]) en

utilisant les formules de Minkowski (voir équation (2.19)) et l'Inégalité de Heintze-Karcher. Une

autre preuve fut donnée quasi simultanément par Korevaar dans un appendice à [71].

Ce résultat fut ensuite également établi dans l'espace hyperbolique Hn+1 et dans la sphère

Sn+1 (avec l'hypothèse supplémentaire que l'hypersurface soit plongée dans un hémisphère de

Sn+1) par Montiel et Ros [63] par une méthode similaire à celle utilisée par Ros dans le cas

euclidien.

Si la géométrie spinorielle a déjà permis de démontrer le Théorème 2 dans le cas de la courbure

moyenne H (r = 1), la méthode utilisée ne s'étend pas de façon évidente pour r ≥ 2. En e�et, la

courbure moyenne joue un rôle privilégié par rapport aux autres Hr-courbures par l'intermédiaire

de la formule de Gauss (voir (2.10)). Nous utiliserons les résultats suivants :

Théorème 10 (Hijazi-Montiel [37]) Soit (M, g) une variété Riemannienne connexe de dimen-

sion (n + 1) munie d'une structure spinorielle, et Ω un domaine compact connexe de M ayant
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Chapitre 2. Approche spinorielle du Théorème d'Alexandrov généralisé

un bord M = ∂Ω lisse. On suppose de plus que la courbure scalaire R de M est positive ou nulle,

et que la courbure moyenne H de M par rapport à la normale entrante est strictement positive.

Alors pour tout champ de spineurs extrinsèque ψ ∈ Γ(�ΣM), on a :∫
M

1

H
|�Dψ|2dM ≥

n2

4

∫
M

H|ψ|2dM.

De plus, l'égalité a lieu si et seulement si il existe deux champs de spineurs parallèles Ψ1 et Ψ2

sur Ω tels que P+Ψ1 = P+ψ et P−Ψ2 = P−ψ sur M .

Théorème 11 (Hijazi-Montiel-Raulot [39]) Soit (M, g) une variété Riemannienne connexe de

dimension (n + 1) munie d'une structure spinorielle, et Ω un domaine compact connexe de M

ayant un bord M = ∂Ω lisse. On suppose de plus que la courbure scalaire R de M véri�e

R ≥ −n(n + 1), et que la courbure moyenne H de M par rapport à la normale entrante est

strictement positive. Alors pour tout champ de spineurs extrinsèque ψ ∈ Γ(�EM), on a :∫
M

1

H
|�DE+ψ|2dM ≥

n2

4

∫
M

H|ψ|2dM.

Il y a égalité si et seulement si il existe deux +i/2-spineurs de Killing Ψ1 et Ψ2 sur Ω tels que

P+Ψ1 = P+ψ et P−Ψ2 = P−ψ.

Dans le cas hyperbolique, l'opérateur �DE+ est un opérateur de Dirac modi�é à l'ordre 0,

dé�ni en (2.27) sur un �bré modi�é �EM introduit par les équations (2.24), (2.25) et (2.26). Les

opérateurs P± sont des projections sur le �bré des spineurs extrinsèque, qui fournissent de bonnes

conditions à bord pour l'opérateur de Dirac (voir (2.18) pour le cas euclidien, (2.37) pour le cas

hyperbolique).

Nous allons traiter les cas des espaces euclidien et hyperbolique séparément. Dans un premier

temps nous rappellerons comment une hypersurface orientable d'une variété spinorielle hérite

d'une structure spinorielle induite, puis pour chacun des espaces Rn+1 et Hn+1 nous introduirons

les projections P± apparaissant dans les Théorèmes 10 et 11, avant de nous pencher sur la preuve

du Théorème 2. Nous utiliserons également le Théorème 10 pour démontrer l'Inégalité de Heintze-

Karcher (Théorème 3, [34]) dans l'espace euclidien. Mais avant de distinguer les cas, rappelons

la dé�nition des Hr-courbures : soient k1, ..., kn les courbures principales sur M ; on pose

Hr :=
1(
n
r

) ∑
i1<...<ir

ki1 ...kir , (2.1)

pour 1 ≤ r ≤ n (et H0 = 1 par convention). La fonction Hr est appelée Hr-courbure (ou

r-courbure) pour tout r = 1, ..., n. On peut remarquer que H1 = H (courbure moyenne) et

n(n− 1)H2 = ScalM , où ScalM désigne la courbure scalaire de M , et Hn = KM la courbure de

Gauss.

En�n, la proposition suivante ([63]) utilise les résultats de Gårding ([25]) et est valable à la

fois dans l'espace euclidien et dans l'espace hyperbolique :
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2.2. Structures spinorielles sur une hypersurface

Proposition 13 (Gårding ([25]), Montiel-Ros [63]) Soit x : M −→ M une immersion isomé-

trique entre deux variétés riemanniennes de dimensions respectives n et (n + 1). On suppose

que M est connexe et qu'il existe un point elliptique sur M (c'est à dire où les courbures prin-

cipales sont toutes strictement positives par rapport à la normale entrante). Alors s'il existe un

r ∈ {1, ..., n} tel que Hr > 0 sur M , on a

H ≥ H1/2
2 ≥ ... ≥ H1/r

r sur M. (2.2)

Si r ≥ 2, on a égalité seulement en les points ombilicaux (c'est à dire où toutes les courbures

principales sont égales).

2.2 Structures spinorielles sur une hypersurface

On rappelle ici comment une hypersurface d'une variété spinorielle hérite à son tour d'une

structure spinorielle, comme cela est fait dans [37], [38], [41], [42] ou encore [43], où de façon plus

détaillée dans [13] ou [53].

Une structure spinorielle sur une variété riemannienne (Mn, g) de dimension n est un couple

(SpinM , η) où SpinM est un �bré Spinn-principal sur M et η un revêtement à deux feuillets du

�bré SOn-principal SOM de M tels que le diagramme suivant commute :

SpinM × Spinn

η×Ad

��

// SpinM

η

��

π

##
M,

SOM × SOn // SOM

π

;;

les �èches horizontales représentant les actions des groupes Spinn et SOn sur les �brés principaux

SpinM et SOM . En particulier, on a η(κa) = η(κ)Ad(a) pour tous κ ∈ SpinM et a ∈ Spinn.

Remarque 10 : Toutes les variétés riemanniennes ne peuvent pas être munies d'une telle struc-

ture : par exemple, l'espace projectif complexe de dimension complexe paire CP 2m n'est pas

spinoriel. En cas d'existence d'une telle structure, elle n'est pas nécessairement unique : ainsi, la

sphère S1 peut être munie de deux structures spinorielles non équivalentes (par contre il existe

une unique structure spinorielle sur les sphères Sn lorsque n ≥ 2) : voir [9].

Le �bré des spineurs ΣM d'une variété spinorielle est alors le �bré vectoriel associé à SpinM

par une représentation irréductible ρ : Spinn −→ GLC(Σn), où Σn est un espace vectoriel de

dimension complexe 2[n2 ] :

ΣM := SpinM ×ρ Σn.

Soit à présent (M
n+1

, 〈., .〉) une variété riemannienne spinorielle orientée de dimension (n+1).

On note (SpinM , η) sa structure spinorielle. Soit M une hypersurface orientable de M . Déjà,
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(M, 〈., .〉
∣∣
M

) est une variété riemannienne ; on notera encore 〈., .〉 la restriction du produit scalaire

à M . Comme M est orientable, on peut choisir un champ de vecteurs normaux unitaires global,

noté N , et dé�nir l'application

Π : SOM −→ SOM

{e1, ..., en} 7−→ {e1, ..., en, N}.

Alors Π étant un di�éomorphisme sur son image, SOM s'identi�e à un sous �bré de la restriction

àM de SOM , notée SOM
∣∣
M

= ∪m∈M{m}×{bases orthonormées directes de TmM}. Pour tout
n ∈ N∗, on note Cln l'algèbre de Cli�ord complexe de dimension n, et Cl0n sa partie paire. On

désignera également par “ · ” la multiplication de Cli�ord sur Cln. Rappelons que le morphisme

d'algèbres Υ de Cln sur Cl0n+1 dé�ni pour tout w ∈ Rn par

Υ(w) = w ·N

(où N est ici le dernier vecteur de la base canonique de Rn) est un isomorphisme. En restreignant

Υ à Spinn, on obtient le diagramme commutatif suivant :

Spinn

Adn

��

Υ // Spinn+1

Adn+1

��
SOn

⊂ // SOn+1

,

où Adk est la représentation adjointe de Spink dé�nie par

Adk : Spink −→ SOk

a 7−→
[
Adka : w ∈ Rk 7→ a · x · a−1

]
,

et l'inclusion de SOn dans SOn+1 est celle qui consiste à �xer le dernier vecteur de base sous

l'action de SOn+1 sur Rn+1. Ensuite, le revêtement à deux feuillets η de SOM , lorsqu'il est

restreint à SpinM
∣∣
M
, est à valeurs dans SOM

∣∣
M
, et on pose

SpinM := η−1(Π(SOM)),

qui est un sous-�bré de SpinM
∣∣
M
. Si on note π : SpinM −→ M la projection du �bré SpinM

sur M , on pose

π := π
∣∣
SpinM

et

η′ := Π−1 ◦ η
∣∣
SpinM

.
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Avec ces dé�nitions, on obtient que SpinM est un �bré Spinn-principal sur M et que η′ :

SpinM −→ SOM est un revêtement à deux feuillets. De plus, on voit que le diagramme

SpinM × Spinn

η′×Adn

��

// SpinM

η′

��

π

##
M,

SOM × SOn // SOM

π

;;

commute. Le couple (SpinM ,η′) dé�nit donc bien une structure spinorielle sur M . Le �bré des

spineurs associé est appelé �bré des spineurs intrinsèque, noté ΣM . Maintenant on voudrait

établir un lien entre les spineurs sur M et les spineurs sur M . Soit donc U un ouvert de M et

Ψ ∈ ΓU (ΣM) une section de ΣM , c'est à dire un champ de spineurs. Le spineur Ψ est donc une

classe d'équivalence de la forme Ψ = [σ, s], avec σ ∈ ΓU (SpinM) et s : U −→ Σn+1 une fonction,

la classe d'équivalence étant dé�nie par

(u, v) ∼ (ua, ρ(a)−1v), a ∈ Spinn+1,

où ua désigne l'image de u par action à droite de Spinn+1 sur les �bres de SpinM . Avec les

notations précédentes, η(σ) est une section locale de SOM , et quitte à changer de représentants

pour Ψ, on peut supposer qu'elle a N comme dernier vecteur de base. En e�et, si on change σ

par σa pour a ∈ Spinn+1, alors η(σ) devient η(σ)Adn+1
a , et on choisit a pour que Adn+1

a soit la

bonne isométrie. Alors

Ψ
∣∣
M

=
[
σ
∣∣
U∩M , s

∣∣
U∩M

]
,

où la classe d'équivalence est prise pour la représentation ρn+1 ◦Υ et sur les éléments de Spinn

(puisque les éléments a de Spinn+1 tels que Adn+1
a préserve N sont exactement les Υ(b) pour

b ∈ Spinn). Le �bré des spineurs extrinsèque �ΣM est la restriction à M du �bré des spineurs

complexe de M , c'est à dire�ΣM = ΣM
∣∣
M

= SpinM ×ρn+1◦Υ Σn+1.

Rappelons que le �bré tangent TM d'une variété spinorielle Mn est isomorphe à SpinM ×Ad
Rn. On peut donc écrire tout champ de vecteurs X ∈ Γ(TM) sous la forme X = [σ, χ], avec

σ ∈ Γ(SpinM) et χ : M −→ Rn. La multiplication de Cli�ord intrinsèque est alors donnée par

γM : TM −→ End(ΣM)

X = [σ, χ] 7−→
[
γ(X) : ψ = [σ, s] 7→ [σ, ρ(χ)(s)]

]
,

avec ρ la représentation spinorielle complexe pour la structure spinorielle de M , et elle s'étend

au �bré de Cli�ord de M . Ainsi, si X = [σ, χ] ∈ Γ(TM), on pose X = [σ, χ] une extension

lisse de X au voisinage d'un point de M ; soit également ψ = [σ, s] ∈ Γ(�ΣM) tel que ψ = Ψ
∣∣
M
,

avec Ψ = [σ, s] ∈ Γ(ΣM). La multiplication de Cli�ord de ψ par X pour la structure spinorielle

extrinsèque est un élément de ΓU∩M (�ΣM) dé�ni sur M par

�γ(X)ψ = [σ, ρn+1(Υ(χ)︸ ︷︷ ︸
χ·N

)(s)] = (γ(X)γ(N)Ψ)
∣∣
M
, (2.3)
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où γ est la multiplication de Cli�ord sur M . Cette dé�nition a du sens car la multiplication de

Cli�ord sur M ne fait intervenir que les valeurs ponctuelles de X et Ψ au point voulu. Dans la

suite on notera de la même façon les éléments dé�nis sur M et leurs restrictions à M .

On désigne par le même symbole ∇ les connexions de Levi-Civita riemannienne et spinorielle

sur M , agissant respectivement sur les champs de vecteurs X ∈ Γ(TM) et sur les champs de

spineurs Ψ ∈ Γ(ΣM). Il existe une métrique hermitienne ΣM (voir [53]) telle que les propriétés

suivantes soient véri�ées pour tous X,Y ∈ Γ(TM) et Ψ,Φ ∈ Γ(ΣM) :

〈γ(X)Ψ, γ(X)Φ〉 = |X|2〈Ψ,Φ〉 (2.4)

〈γ(X)Ψ, γ(Y )Ψ〉 = 〈X,Y 〉|Ψ|2 (2.5)

X(〈Ψ,Φ〉) = 〈∇XΨ,Φ〉+ 〈Ψ,∇XΦ〉 (2.6)

∇X(γ(Y )Ψ) = γ(∇XY )Ψ + γ(Y )∇XΨ. (2.7)

La notation X(f) désigne la dérivée de Lie de f ∈ C∞(M,R) dans la direction de X ∈ Γ(TM).

Lorsque ces quatre propriétés sont satisfaites, on dit que (ΣM,γ,∇) est un �bré de Dirac. La

connexion de Levi-Civita riemannienne ��∇ sur M pour la structure riemannienne induite est

donnée par la formule de Gauss suivante : pour tous X,Y ∈ Γ(TM),

��∇XY = ∇XY − 〈AX,Y 〉N sur M, (2.8)

où A est la seconde forme fondamentale de l'immersion de M dans M . Il existe alors une unique

connexion sur �ΣM telle que les propriétés (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7) soient véri�ées pour la

restriction du produit hermitien 〈., .〉 à M et la multiplication de Cli�ord �γ dé�nie en (2.3) :

cette connexion de Levi-Civita extrinsèque est également notée ��∇ et satisfait à la formule de

Gauss spinorielle suivante : pour tous X ∈ Γ(TM) et ψ ∈ Γ(�ΣM),

��∇Xψ = ∇Xψ −
1

2 �
γ(AX)ψ = ∇Xψ −

1

2
γ(AX)γ(N)ψ sur M. (2.9)

L'opérateur de Dirac sur un �bré de Dirac d'une variété spinorielle est un opérateur di�érentiel

elliptique d'ordre 1 dé�ni par composition de la multiplication de Cli�ord avec la connexion de

Levi-Civita spinorielle. Il est formellement L2-autoadjoint lorsque la variété est compacte sans

bord. Sur M , si (e1, ..., en+1) est une base orthonormée locale du �bré tangent, on a localement

pour tout Ψ ∈ Γ(ΣM) :

DΨ =
n+1∑
i=1

γ(ei)∇eiΨ.

De même, l'opérateur de Dirac extrinsèque�D sur M est donné d'après (2.9) par

�Dψ :=
n∑
i=1

�γ(ei)��∇eiψ =
nH

2
ψ − γ(N)

n∑
i=1

γ(ei)∇eiψ (2.10)

pour tout ψ ∈ Γ(�ΣM). On remarque que pour tout ψ ∈ Γ(�ΣM), on a �D(γ(N)ψ) = −γ(N)�Dψ.
Le spectre de�D est donc toujours symétrique par rapport à 0.
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On a donc à présent une structure spinorielle intrinsèque (ΣM,∇M , γM ,DM ) et une extrin-

sèque (�ΣM,��∇, �γ,�D) sur M . En fonction de la parité de la dimension, ces structures peuvent être

ou ne pas être isomorphes :

. Si n = dimM est pair, on a un isomorphisme

(�ΣM, �γ,�D) ≡ (ΣM,γM ,D). (2.11)

. Si n est impair, on a un isomorphisme

(�ΣM, �γ,�D) ≡ (ΣM ⊕ ΣM,γM ⊕−γM ,D ⊕−D). (2.12)

On voit donc qu'il est équivalent d'étudier le spectre de D ou celui de�D.

2.3 Cas de l'espace euclidien

2.3.1 Conditions à bord

Soit M une hypersurface orientable d'une variété spinorielle M
n+1

telle que M = ∂Ω, où Ω

est un domaine compact deM . Dans ce paragraphe (voir [37]), on cherche des projections ortho-

gonales P± : Γ(�ΣM) −→ Γ(�ΣM) qui soient compatibles avec l'opérateur de Dirac extrinsèque

au sens suivant :

�DP± = P∓�D, (2.13)

et qui fournissent de bonnes conditions à bord au sens suivant : pour tout spineur Ψ ∈ Γ(ΣΩ) et

tout ϕ ∈ Γ(�ΣM), il existe un unique ψ ∈ Γ(ΣΩ) tel que{
Dψ = Ψ sur Ω

P+ψ = P+ϕ sur M
(2.14)

(et de même pour P−). Comme on l'a vu à l'instant, la parité de la dimension joue un rôle dans

le comportement de la structure spinorielle extrinsèque ; distinguons donc les cas :

. Lorsque (n + 1) est pair, l'élément de volume complexe ωC
n+1 := i[

n+2
2 ]e1 · ... · en+1 sur M

dé�nit une involution ω := γ(ωC
n+1). Ainsi, ses espaces propres ΣM

±
associés aux valeurs

propres ±1 sont isométriques et orthogonaux : on a donc une décomposition orthogonale

ΣM = ΣM
+ ⊕ ΣM

−
,

et donc par restriction

�ΣM =�ΣM+ ⊕�ΣM− (2.15)

avec�ΣM± := (ΣM
±

)
∣∣
M
.

. Lorsque (n + 1) est impair, alors n est pair et l'élément de volume complexe ωC
n sur M

s'identi�e à iN et fournit une involution ω := γ(iN) sur�ΣM . On a un isomorphisme

(�ΣM, �γ,�D) ≡ (ΣM,γM ,DM ), (2.16)
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ainsi qu'une décomposition orthogonale

�ΣM =�ΣM
+ ⊕�ΣM−, (2.17)

avec

�ΣM
± := {ψ ∈�ΣM | iγ(N)ψ = ±ψ}.

On dé�nit en�n deux projections

P± :=
1

2

(
Id
�ΣM
± iγ(N)

)
:�ΣM −→�ΣM. (2.18)

Ces projections sont les projections orthogonales sur�ΣM
± lorsque n est pair, et sur�ΣM± lorsque

n est impair. Elles sont orthogonales l'une à l'autre et autoadjointes pour le produit hermitien

〈., .〉. De plus, elles véri�ent clairement la propriété de compatibilité (2.13), et on a le résultat

suivant :

Théorème 12 (Hijazi-Montiel [37]) Soit Ω un domaine compact d'une variété spinorielle M et

M = ∂Ω. Alors pour tout spineur Ψ ∈ Γ(ΣΩ) et tout ϕ ∈ Γ(�ΣM), il existe un unique ψ ∈ Γ(ΣΩ)

tel que {
Dψ = Ψ sur Ω

P+ψ = P+ϕ sur M.

Ce Théorème reste bien entendu vrai pour P−. Ce sont ces projections qui apparaissent dans

le Théorème 10.

2.3.2 Le Théorème d'Alexandrov généralisé

Cette section a fait l'objet d'une publication [18]. Commençons par un résultat intégral qui

nous sera très utile :

Proposition 14 (Formules de Minkowski [62]) Soit x : M −→ Rn+1 une immersion d'une

hypersurface compacte orientable M . Pour tout r ∈ {1, ..., n}, on a∫
M

[
Hr−1 +Hr〈x,N〉

]
dM = 0. (2.19)

Ce résultat a été obtenu initialement par Minkowski en 1903 dans le cas de R3. Pour une

preuve dans le cas général, voir [46].

On suppose donc que M est une variété compacte bordant un domaine Ω ⊂ Rn+1, et qu'il

existe un r ∈ {1, ..., n} tel que Hr soit constante. PuisqueM est compacte sans bord,M contient

un point elliptique (on peut choisir par exemple le point de M le plus éloigné d'un point �xé de

Ω). Ainsi, la constante Hr est strictement positive, et H l'est donc également d'après (2.2).
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Soit ψ0 un spineur parallèle sur Rn+1 ; on dé�nit le champ de spineurs ϕ := γ(H
1/r
r x+N)ψ0

sur M . D'après (2.10), on a

�Dϕ =
nH

2
ϕ+

n∑
i=1

γ(ei)γ(N)γ(H1/r
r ei −Aei)ψ0

=
nH

2
ϕ+ n(H1/r

r −H)γ(N)ψ0,

donc

|�Dϕ|2 =
n2H2

4
|ϕ|2 + n2(H1/r

r −H)2|ψ0|2 + n2H(H1/r
r −H)(1 +H1/r

r 〈x,N〉)|ψ0|2

=
n2H2

4
|ϕ|2 + [n2H2/r

r − n2H1/r
r H + n2HH1/r

r (H1/r
r −H)〈x,N〉]|ψ0|2.

Puisque ψ0 est la restriction à M d'un spineur parallèle, sa norme est constante, et donc∫
M

1

H
|�Dϕ|2dM =

n2

4

∫
M

H|ϕ|2dM

+n2H1/r
r |ψ0|2

{∫
M

(
H

1/r
r

H
− 1

)
dM +

∫
M

(H1/r
r −H)〈x,N〉dM

}

:=
n2

4

∫
M

H|ϕ|2dM + Θ. (2.20)

Examinons à présent le signe de Θ.

Lemme 1 Soit r ∈ {1, ..., n} tel que Hr soit constante. Alors∫
M

(H1/r
r −H)〈x,N〉dM ≤ 0.

Si r ≥ 2, on a égalité si et seulement si M est une sphère (si r = 1, le membre de gauche de

l'inégalité est nul).

Démonstration. D'après les formules de Minkowski (2.19),∫
M

Hr−1dM = −
∫
M

Hr〈x,N〉dM.

Si ∆ désigne le Laplacien sur Rn+1, on a ∆|x|2 = 2(n+1) surM . Par le théorème de la divergence

(avec N le vecteur normal entrant), on a∫
M

〈x,N〉dM = −(n+ 1)VolΩ, (2.21)

et donc (puisque Hr est constante)∫
M

Hr−1dM = (n+ 1)HrVolΩ.
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Alors d'après (2.2), ∫
M

Hr−1dM ≥
∫
M

H(r−1)/r
r dM = H(r−1)/r

r VolM,

où VolM désigne le volume de M . Ainsi,

(n+ 1)HrVolΩ ≥ H(r−1)/r
r VolM,

c'est à dire

VolM − (n+ 1)H1/r
r VolΩ ≤ 0,

et �nalement ∫
M

(H1/r
r −H)〈x,N〉dM ≤ 0

d'après les formules de Minkowski. Pour r ≥ 2, on a égalité si et seulement si Hr−1 = H
(r−1)/r
r

sur M . Ceci est équivalent à ce que M soit totalement ombilicale, c'est à dire que M soit une

sphère (puisque M est compacte sans bord).

De plus, puisque ∫
M

(
H

1/r
r

H
− 1

)
dM ≤ 0

d'après (2.2), on a Θ ≤ 0, et donc d'après (2.20) :∫
M

1

H
|�Dϕ|2dM ≤

n2

4

∫
M

H|ϕ|2dM.

En appliquant le Théorème 10, on en déduit que∫
M

1

H
|�Dϕ|2dM =

n2

4

∫
M

H|ϕ|2dM.

Ainsi, on a nécessairement Θ = 0. Puisque les deux termes apparaissant dans l'expression de Θ

sont négatifs, les deux sont nuls : pour r ≥ 2, le premier est nul si et seulement si H
1/r
r = H sur

M , ce qui est équivalent à ce que M soit une sphère ; le second est nul lorsque l'égalité a lieu

dans le Lemme 1, i.e. lorsque M est une sphère, ce qui achève la preuve.

Remarque 11 : La conclusion est di�érente lorsque r = 1 (Théorème d'Alexandrov) : en e�et,

si H est constante, le champ de spineurs ϕ = γ(Hx+N)ψ0 véri�e

�Dϕ =
nH

2
ϕ.

Ainsi, on est dans le cas d'égalité du Théorème 10 : il existe deux champs de spineurs parallèles

Ψ1 et Ψ2 sur Ω tels que ϕ = P+Ψ1 + P−Ψ2 sur M , donc

�Dϕ =
nH

2
(P−Ψ1 + P+Ψ2).
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Ainsi on a nécessairement P+Ψ1 = P+Ψ2 et P−Ψ1 = P−Ψ2, c'est à dire Ψ1 = Ψ2 et ϕ est la

restriction à M d'un champ de spineurs parallèle sur Ω, donc pour tout X ∈ Γ(TM), on a sur

M :

∇Xϕ = γ(HX −AX)ψ0 = 0.

Ainsi on a A = H Id et M est une sphère.

2.3.3 L'Inégalité de Heintze-Karcher

Terminons cette section avec la preuve du Théorème 3. Supposons donc que H > 0 sur M .

Si ψ0 est un champ de spineurs parallèle sur Ω, nous allons appliquer le Théorème 10 au champ

de spineurs ϕ := γ(x)ψ0 sur M ; pour un tel ϕ, on a d'après (2.10)

�Dϕ =
nH

2
ϕ+

n∑
i=1

γ(ei)γ(N)γ(ei)ψ0

=
nH

2
ϕ+ nγ(N)ψ0,

et

|�Dϕ|2 =
n2H2

4
|ϕ|2 + n2(1 +H〈x,N〉)|ψ0|2.

Ainsi, puisque |ψ0|2 est constante, on a∫
M

1

H
|�Dϕ|2dM =

n2

4

∫
M

H|ϕ|2dM + n2|ψ0|2
[∫

M

1

H
dM +

∫
M

〈x,N〉dM
]
.

On applique à présent le Théorème 10 pour obtenir∫
M

1

H
dM +

∫
M

〈x,N〉dM ≥ 0.

et �nalement grâce à (2.21), ∫
M

1

H
dM ≥ (n+ 1)VolΩ.

On a égalité si et seulement si on a égalité dans le Théorème 10 : dans ce cas, il existe deux

spineurs parallèles Ψ1 et Ψ2 sur Ω tels que P+Ψ1 = P+ϕ et P−Ψ2 = P−ϕ sur M . On a donc

ϕ = P+Ψ1 + P−Ψ2, et

�Dϕ =
nH

2
(P−Ψ1 + P+Ψ2),

On en déduit que
2

nH
�Dϕ+ ϕ = Ψ1 + Ψ2 := Ψ3,

c'est à dire
2

nH

(
nγ(N)ψ0 +

nH

2
ϕ

)
+ ϕ = Ψ3,

et �nalement

γ

(
x+

1

H
N

)
ψ0 =

1

2
Ψ3.
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Le champ de spineurs Ψ3 est parallèle puisque Ψ1 et Ψ2 le sont, donc le champ de spineurs

γ

(
x+

1

H
N

)
ψ0

est la restriction à M d'un champ de spineurs parallèle, et puisque ψ0 est parallèle, on a pour

tout X ∈ Γ(TM) :

Hγ(X)ψ0 − γ(AX)ψ0 −
1

H
X(H)γ(N)ψ0 = 0,

où X(H) désigne la dérivée de Lie de la fonction H dans la direction de X. On choisit à présent

X = Xi ∈ Γ(TM), où Xi est une direction principale de courbure pour la courbure principale

µi. En prenant le produit scalaire de l'identité précédente avec le champ de spineurs γ(Xi)ψ0,

on obtient :

(H − µi)|Xi|2|ψ0|2 = 0.

Puisque ψ0 est parallèle, sa longueur est constante donc |ψ0| ne s'annule pas sur M , et en tout

point m ∈M on peut choisir une base (X1, ..., Xn) de TmM constituée de directions principales

de courbures. On en déduit que µi = H sur M pour tout i, donc A = H Id, et M est une sphère

(puisque tout point est ombilical et H > 0 sur M).

En�n, notons que Ros utilisa l'Inégalité de Heintze-Karcher pour prouver le Théorème 2 : voir

[70] : si Hr est constante pour un certain r ∈ {1, ..., n}, rappelons que nécessairement Hr > 0, et

H > 0 d'après (2.2). Soit ψ0 un spineur parallèle sur Ω et soit ϕ := γ(H
1/r
r x+N)ψ0 (déjà dé�ni

précédemment). Dans un premier temps, l'Inégalité de Heintze-Karcher fournit∫
M

〈γ(N)ψ0, ϕ〉dM = H1/r
r |ψ0|2

∫
M

〈x,N〉dM + VolM |ψ0|2

= −(n+ 1)H1/r
r |ψ0|2VolΩ + VolM |ψ0|2

≥ −|ψ0|2
∫
M

H
1/r
r

H
dM + VolM |ψ0|2

=

∫
M

(
1− H

1/r
r

H

)
|ψ0|2dM ≥ 0.

Ensuite, par le Lemme 1 :∫
M

〈γ(N)ψ0, ϕ〉dM =
(
VolM − (n+ 1)H1/r

r VolΩ
)
|ψ0|2

= |ψ0|2
∫
M

(H1/r
r −H)〈x,N〉dM ≤ 0.

Finalement, on a ∫
M

〈γ(N)ψ,ϕ〉dM = 0.

Ainsi, si r ≥ 2, on a égalité dans le Lemme 1, donc M est une sphère. Pour r = 1, le champ de

spineurs ϕ = γ(Hx+N)ψ0 véri�e∫
M

〈γ(N)ψ0, ϕ〉dM = |ψ0|2
∫
M

(1 +H〈x,N〉)dM = 0.
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Mais puisque H est constante, on a∫
M

〈γ(N)ψ0, ϕ〉dM = |ψ0|2 (VolM − (n+ 1)HVolΩ) ,

donc VolM = (n + 1)HVolΩ, et on est dans le cas d'égalité de l'Inégalité de Heintze-Karcher,

donc M est une sphère.

2.4 Cas de l'espace hyperbolique

2.4.1 Opérateur de chiralité et conditions à bord

Le contenu de cette section est extrait de [39].

On revient au cas général d'une hypersurface orientableM d'une variété spinorielleM
n+1

bor-

dant un domaine compact Ω ⊂M , et munie d'une structure spinorielle intrinsèque (ΣM,∇M , γM )

et d'une structure extrinsèque (�ΣM,��∇, �γ) sur M . Comme dans le paragraphe 2.3.1, on va ex-

pliciter des projections satisfaisant les propriétés (2.13) et (2.14), mais pour des opérateurs de

Dirac modi�és à l'ordre 0 que nous dé�nirons plus tard. Nous allons avoir besoin pour cela de

la notion d'opérateur de chiralité : un opérateur de chiralité sur un �bré de Dirac (EM, γ̃, ∇̃)

(muni d'un produit hermitien 〈., .〉) est un endomorphisme ω : Γ(EM) −→ Γ(EM) tel que pour

tous X ∈ Γ(TM) et Ψ,Φ ∈ Γ(EM) :

ω2 = Id, 〈ωΨ, ωΦ〉 = 〈Ψ,Φ〉, (2.22)

ω(γ̃(X)Ψ) = −γ̃(X)ωΨ, ∇̃X(ωΨ) = ω(∇̃XΨ). (2.23)

Nous allons à présent dé�nir un nouveau �bré de Dirac muni d'un opérateur de chiralité de façon

à uni�er les cas selon la parité de n. Soit ainsi le �bré vectoriel

EM =

{
ΣM si (n+ 1) = 2m,

ΣM ⊕ ΣM si (n+ 1) = 2m+ 1,
(2.24)

muni de la multiplication de Cli�ord γ̃ dé�nie par

γ̃ =

{
γ si (n+ 1) = 2m,

γ ⊕−γ si (n+ 1) = 2m+ 1,
(2.25)

et de la connexion de Levi-Civita

∇̃ =

{
∇ si (n+ 1) = 2m,

∇⊕∇ si (n+ 1) = 2m+ 1.
(2.26)

On note encore 〈., .〉 le produit hermitien sur EM , donné par le produit hermitien sur ΣM lorsque

(n + 1) est pair, et par la somme de ces produits hermitiens sur chaque copie de ΣM lorsque

(n+1) est impair. On véri�e aisément que le �bré (EM, ∇̃, γ̃) ainsi construit est un �bré de Dirac.

Voyons à présent les propriétés de ce �bré et de sa restriction (�EM,��∇E , �γ
E) à M , en fonction de

la dimension.
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. Si (n + 1) est pair, l'opérateur ω := γ(ωC
n+1) est un opérateur de chiralité sur ΣM , avec

ωC
n+1 := i[

n+2
2 ]e1 · ... · en+1 l'élément de volume complexe, et comme on l'a déjà vu, on a

des décompositions

EM = EM+ ⊕ EM−,

et par restriction

�EM = �E+M ⊕�E−M,

avec �E±M =�ΣM = E±M
∣∣
M
.

. Si (n+ 1) est impair, on a un opérateur de chiralité sur EM = ΣM ⊕ ΣM donné par

ω : Γ(EM) −→ Γ(EM)(
ψ1

ψ2

)
7−→

(
ψ2

ψ1

)
.

Par restriction, on a

�EM =�ΣM ⊕�ΣM,

qui est donc isomorphe à deux copies du �bré intrinsèque ΣM d'après (2.11).

Terminons en dé�nissant les opérateurs de Dirac modi�és sur EM et �EM mentionnés plus

haut :

�DE± :=�DE ∓ i
n

2
γ̃(N) (2.27)

et

D̃± := D̃ ± i (n+ 1)

2
IdEM , (2.28)

où D̃ est l'opérateur de Dirac du �bré (EM, ∇̃, γ̃). Ces dé�nitions sont motivées par le fait que

si M admet un ±i/2-spineur de Killing ψ± ∈ Γ(EΩ), c'est à dire un spineur véri�ant

∇̃Xψ± = ± i
2
γ̃(X)ψ±, (2.29)

pour tout X ∈ Γ(TΩ), alors on a

D̃±ψ± = 0 (2.30)

�DE±ψ± =
nH

2
ψ+. (2.31)

Remarque 12 : On sait que l'espace Hn+1 admet des ±i/2-spineurs de Killing sur ΣHn+1, mais

il en a également sur EHn+1. En e�et, c'est trivial si (n + 1) est pair, et si (n + 1) est impair

et que φ ∈ Γ(ΣHn+1) est un ±i/2-spineur de Killing, alors Φ+ = (φ, 0) et Φ− = (0, φ) sont

respectivement des ±i/2 et ∓i/2-spineurs de Killing de Γ(EHn+1). De plus, |Φ±|2 = |φ|2. Voir
[39], Remarque 6.

Proposition 15 (Hijazi-Montiel-Raulot [39]) Le �bré (EM, ∇̃, γ̃) est un �bré de Dirac muni d'un

opérateur de chiralité ω. La restriction (�E ,��∇E , �γ
E) est également un �bré de Dirac sur lequel la

formule de Gauss spinorielle

��∇EXψ = ∇̃Xψ −
1

2 �
γE(AX)ψ (2.32)
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est valable pour tout X ∈ Γ(TM) et tout ψ ∈ Γ(�EM). On a également les formules

�DEψ =
nH

2
ψ − γ̃(N)D̃ψ − ∇̃Nψ (2.33)

et

�DE(γ̃(N)ψ) = −γ̃(N)�DEψ. (2.34)

En�n, les opérateurs�DE± sur �EM sont des opérateurs elliptiques d'ordre 1 dépendant uniquement

des structures riemannienne et spinorielle de M .

Dans la suite on ne s'intéressera qu'aux opérateurs�DE+ et D̃+ puisqu'on aura besoin que de

ceux là. On dé�nit à présent l'opérateur

G := γ̃(N)ω : Γ(�EM) −→ Γ(�EM). (2.35)

Cet endomorphisme est une involution, autoadjointe pour le produit hermitien 〈., .〉. On a donc

une décomposition orthogonale

�EM =�VM+ ⊕�VM−, (2.36)

avec �VM± l'espace propre de G associé à la valeur propre ±1. On note P± les projections

associées, i.e.

P± :=
1

2

(
Id
�EM
± γ̃(N)ω

)
: Γ(�EM) −→ Γ(�EM). (2.37)

Ces projections sont orthogonales l'une à l'autre et autoadjointes pour 〈., .〉, et on a

�DE+P± = P∓�DE+. (2.38)

En�n, le Théorème suivant assure que les projections précédentes fournissent de bonnes condi-

tions à bord :

Théorème 13 (Hijazi-Montiel-Raulot [39]) Soit Ω un domaine compact d'une variété spinorielle

M et M = ∂Ω. Alors pour tout ϕ ∈ Γ(�EM), il existe un unique ψ ∈ Γ(EΩ) tel que{
D̃+ψ = 0 sur Ω

P+ψ = P+ϕ sur M.
(2.39)

Ce Théorème reste bien entendu vrai pour P−. Ce sont ces projections qui apparaissent dans

le Théorème 11.

2.4.2 Type des spineurs de Killing de Hn+1

Le modèle utilisé pour Hn+1 est le suivant :

Hn+1 = {x ∈ Rn+2 | 〈x, x〉 = −1, x0 ≥ 1},

où 〈., .〉 est la métrique lorentzienne sur Rn+2 donnée par

〈x, y〉 = −x0y0 + x1y1 + ...+ xn+1yn+1.
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On note x : Hn+1 −→ Rn+2 le vecteur position de Hn+1 dans Rn+2.

Pour adapter la méthode utilisée dans Rn+1, nous sommes confrontés à une di�érence cruciale

entre les spineurs parallèles sur Rn+1 et les ±i/2-spineurs de Killing sur Hn+1 : contrairement

aux premiers nommés, la norme des seconds n'est pas constante (par contre elle ne s'annule

jamais). Helga Baum ([10]) a étudié en détails la norme des spineurs de Killing imaginaires sur

une variété spinorielle, et en a déduit une classi�cation de telles variétés. Selon le comportement

de leur norme, les spineurs de Killing se séparent en deux catégories, que nous allons maintenant

présenter. On se donne un spineur de Killing imaginaire ψ sur un �bré de Dirac quelconque

(FHn+1, ∇̂, γ̂) et on note f := |ψ|2 sa fonction norme au carré. La Proposition suivante va nous

permettre d'énoncer la dé�nition du type d'un spineur :

Proposition 16 (Baum [10]) La fonction qψ dé�nie par

qψ := f2 − |∇f |2 (2.40)

est une constante positive ou nulle, avec ∇f désignant le gradient de f sur Hn+1.

Dé�nition 2 Le spineur ψ est dit de type I si qψ = 0, de type II si qψ > 0.

Proposition 17 (Baum [10]) 1. Lorsque l'on choisit comme �bré de Dirac (FHn+1, ∇̂, γ̂) =

(ΣHn+1,∇, γ), il existe des spineurs de Killing de type I et de type II sur ΣHn+1, sauf si

(n+ 1) ∈ {3, 5}, où tous les spineurs de Killing sur Hn+1 sont de type I.

2. Un spineur de Killing est de type I si et seulement si il existe un champ de vecteurs unitaires

Z ∈ THn+1 tel que γ̂(Z)ψ = iψ sur Hn+1.

3. Si ψ est un spineur de type II, sa norme est minorée par la constante
√
qψ > 0.

On va commencer par montrer qu'il existe toujours des spineurs de type II sur le �bré de

Dirac (EHn+1, ∇̃, γ̃) dé�ni à la section précédente. Déjà, d'après la Remarque 12, il existe des

spineurs de Killing imaginaires sur le �bré EHn+1. Dans le cas où (n+1) est pair, on a clairement

des spineurs de type II d'après la Proposition 17 puisque EHn+1 = ΣHn+1. Dans le cas (n + 1)

impair, on a EHn+1 = ΣHn+1 ⊕ΣHn+1. Soient ψ± ∈ Γ(ΣHn+1) des ±i/2 spineurs de Killing de

type I sur ΣHn+1 (existent toujours) : il existe donc des champs de vecteurs Z± ∈ Γ(THn+1) tel

que iψ± = γ(Z±)ψ± sur Hn+1. On dé�nit alors

ψ0
− := (ψ−, ψ+) ∈ Γ(EHn+1). (2.41)

On pose en�n f = |ψ0
−|2 et f± = |ψ±|2.

38



2.4. Cas de l'espace hyperbolique

Proposition 18 Le spineur ψ0
− ∈ Γ(EHn+1) est un −i/2-spineur de Killing, et les assertions

suivantes sont équivalentes :

1. Le spineur ψ0
− est de type I ;

2. On a Z+ = −Z− ;

3. Il existe λ ∈ R∗+ tel que f+ = λf−.

Démonstration. Le fait que ψ0
− soit un −i/2-spineur de Killing est immédiat à partir des dé�ni-

tions (2.24), (2.25) et (2.26). De plus, f = f+ + f−, et puisque ψ± sont de type I, on a

qψ0
−

= f2 − |∇f |2

= 2f+f− − 2〈∇f+,∇f−〉 = constante

Or par le calcul on voit que

∇f± = ∓f±Z± sur Hn+1. (2.42)

Supposons donc que qψ0
−

= 0, i.e. que ψ0
− est de type I. Alors

f+f− = −〈Z+, Z−〉f+f−,

d'où nécessairement Z+ = −Z− sur Hn+1 car les spineurs de Killing sur Hn+1 ne s'annulent pas.

Ensuite, si Z+ = −Z−, les vecteurs ∇f+ et ∇f− sont colinéaires en tout point : il existe

λ : Hn+1 −→ R∗+ tel que ∇f+ = λ∇f− sur Hn+1, ce qui se réécrit d'après (2.42)

−f+Z+ = λf−Z− = −λf−Z+,

d'où

f+ = λf−.

En di�érentiant cette équation et en prenant le gradient, on voit que nécessairement ∇λ = 0, i.e.

λ est une constante. En�n, il est clair que si f+ = λf−, alors ψ
0
− est de type I.

Ensuite, notons que l'ensemble des−i/2-spineurs de Killing (respectivement des +i/2-spineurs

de Killing) d'un type donné sur un �bré de Dirac donné ne constitue pas un espace vectoriel en

général. Néanmoins, sur le �bré des spineurs ΣHn+1,

. lorsque (n + 1) ∈ {3, 5}, tous les spineurs sont de type I : les −i/2-spineurs de Killing de

type I (respectivement les +i/2-spineurs de Killing de type I) constituent donc un espace

vectoriel complexe de dimension 2[n+1
2 ] ;

. lorsque (n + 1) /∈ {3, 5}, il existe des sous-espaces vectoriels complexes de Γ(ΣHn+1) de

dimension 2[n+1
2 ]−1 de −i/2-spineurs de Killing de type I (respectivement de +i/2-spineurs

de Killing de type I).

Ainsi, on a toujours une droite vectorielle complexe de −i/2-spineurs de Killing de type I (res-

pectivement de +i/2-spineurs de Killing de type I), donc un plan vectoriel réel de tels spineurs.

On peut donc choisir ψ± dans (2.41) tels que leurs fonctions normes au carré ne soient pas

proportionnelles, et alors ψ0
− est de type II.
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On a donc toujours l'existence d'un spineur de type II sur EHn+1, donc on peut choisir

ψ0
− ∈ Γ(EHn+1) un −i/2-spineur de Killing de type II. Quitte à le multiplier par une constante,

on peut supposer que qψ0
−

= 1. On note toujours f = |ψ0
−|2.

Proposition 19 (Baum [10]) La fonction f atteint son minimum 1 en un seul et unique point

b ∈ Hn+1, et on a

f(m) = cosh (d(m, b)) (2.43)

pour tout m ∈ Hn+1, avec d la distance géodésique sur Hn+1 entre m et b.

Or la distance géodésique de m à b dans ce modèle de l'espace hyperbolique est (voir par

exemple [69])

d(m, b) = cosh−1 (−〈x(m), x(b)〉).

Ainsi, si on dé�nit a ∈ Rn+2 tel que x(b) = −a, on a

|ψ0
−|2 = 〈x, a〉. (2.44)

Cette dernière équation relie la norme du spineur ambiant et une grandeur purement rieman-

nienne. Cette relation va nous permettre d'utiliser des formules de type Minkowski, comme dans

le cas euclidien.

2.4.3 Le Théorème d'Alexandrov généralisé

Rappelons que dans le modèle de l'espace hyperbolique que nous avons choisi, la courbure

sectionnelle de Hn+1 est constante égale à −1, et sa courbure scalaire est constante égale à

R = −n(n+1). Comme dans le cas euclidien, commençons par énoncer un analogue aux formules

de Minkowski :

Proposition 20 (Montiel-Ros [63]) Soit x : M −→ Hn+1 une immersion d'une hypersurface

compacte orientée dans l'espace hyperbolique Hn+1. Pour tout r ∈ {1, ..., n} et a ∈ Rn+2 constant,

on a ∫
M

[Hr−1〈x, a〉+Hr〈N, a〉] dM = 0. (2.45)

On considère donc à présent une hypersurface compacte M bordant un domaine compact

Ω ⊂ Hn+1, et plongée dans Hn+1 par x : M −→ Hn+1, telle que Hr soit constante pour un certain

r ∈ {1, ..., n}. Soit ψ0
− ∈ Γ(EHn+1) le −i/2-spineur de Killing de type II dé�ni précédemment.

On dé�nit le spineur

ϕ+ := (H1/r
r − iγ̃(N))ψ0

−. (2.46)

On a alors

�DE+ϕ+ =
nH

2
ϕ+ + in(H −H1/r

r )γ̃(N)ψ0
−,
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ainsi que

|�DE+ϕ+|2 =
n2H2

4
|ϕ+|2 + n2(H −H1/r

r )2|ψ0
−|2 + n2H(H −H1/r

r )<e〈ϕ+, iγ̃(N)ψ0
−〉.

Alors avec

〈ϕ+, iγ̃(N)ψ0
−〉 = 〈(H1/r

r − iγ̃(N))ψ0
−, iγ(N)ψ0

−〉 = H1/r
r 〈ψ0

−, iγ̃(N)ψ0
−〉 − |ψ0

−|2,

on obtient

|�DE+ϕ+|2 =
n2H2

4
|ϕ+|2 + n2HH1/r

r

(
H

1/r
r

H
− 1

)
|ψ0
−|2

+ n2HH1/r
r (H −H1/r

r )〈ψ0
−, iγ̃(N)ψ0

−〉. (2.47)

(noter que le produit scalaire qui apparaît est réel). Puisque M est compacte, il existe un point

où toutes les courbures principales deM sont strictement plus grandes que 1. Ainsi, la constante

Hr est strictement plus grande que 1, et d'après (2.2) on a donc H ≥ H1/r
r > 1, d'où∫

M

|�DE+ϕ+|2

H
dM =

n2

4

∫
M

H|ϕ+|2 + n2H1/r
r

∫
M

(
H

1/r
r

H
− 1

)
|ψ0
−|2dM︸ ︷︷ ︸

:=Θ1

+ n2H1/r
r

∫
M

(H −H1/r
r )〈ψ0

−, iγ̃(N)ψ0
−〉dM︸ ︷︷ ︸

:=Θ2

. (2.48)

D'après les inégalités de Gårding (2.2), et puisque |ψ0
−|2 > 0 sur M , on a directement que

Θ1 ≤ 0, (2.49)

et si r ≥ 2, on a égalité si et seulement si M est une sphère totalement ombilicale.

Lemme 2 Soit a ∈ Rn+2 tel que 〈x, a〉 > 0 sur M , et supposons que Hr est constante. Alors∫
M

(H −H1/r
r )〈N, a〉dM ≥ 0. (2.50)

Lorsque r ≥ 2, on a égalité si et seulement si M est une sphère totalement ombilicale.

Remarque 13 : L'inégalité reste vraie si on suppose seulement que a véri�e 〈x, a〉 ≥ 0 sur M

mais l'égalité peut alors inclure d'autres surfaces a priori.

Démonstration. On a dans un premier temps d'après (2.45) :

−
∫
M

H〈N, a〉dM =

∫
M

〈x, a〉dM. (2.51)
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Ensuite, puisque 〈x, a〉 > 0, on a toujours d'après (2.45) et les inégalités de Gårding (2.2) :

−
∫
M

Hr〈N, a〉dM =

∫
M

Hr−1〈x, a〉dM ≥
∫
M

H(r−1)/r
r 〈x, a〉dM.

Puisque Hr est constante, cette dernière équation donne

−H1/r
r

∫
M

〈N, a〉dM ≥
∫
M

〈x, a〉dM,

ce qui d'après (2.51) conduit �nalement à

−H1/r
r

∫
M

〈N, a〉dM ≥ −
∫
M

H〈N, a〉dM.

Soit a dé�ni à la Proposition 19 et satisfaisant la relation (2.44). Sur M , on a 〈x, a〉 = 〈x, a〉,
donc on a 〈x, a〉 = |ψ0

−|2 sur M . En particulier, 〈x, a〉 ≥ 1 sur M , et donc le Lemme 2 est valable

pour ce a. En prenant la dérivée le long du champ N sur M , on obtient

− 〈ψ0
−, iγ̃(N)ψ0

−〉 = 〈N, a〉, (2.52)

et alors d'après (2.48) et (2.50) :

Θ2 = n2H1/r
r

∫
M

(H −H1/r
r )〈ψ0

−, iγ̃(N)ψ0
−〉dM ≤ 0, (2.53)

et si r ≥ 2 on a égalité si et seulement si on a égalité dans le Lemme 2, si et seulement si M est

une sphère totalement ombilicale.

Finalement, d'après (2.48), on a∫
M

|�DE+ϕ+|2

H
dM ≤ n2

4

∫
M

H|ϕ+|2dM,

et si r ≥ 2 on a égalité si et seulement si M est une sphère totalement ombilicale. D'après le

Théorème 11, si r ≥ 2, M est donc une sphère totalement ombilicale.

Reste le cas où r = 1 ; dans ce cas on a

�DE+ϕ+ =
nH

2
ϕ+,

et donc ϕ+ véri�e l'égalité dans le Théorème 11, donc il existe deux +i/2-spineurs de Killing Ψ1

et Ψ2 sur Ω tels que P+Ψ1 = P+ϕ+ et P−Ψ2 = P−ϕ+. On a alors

�DE+ϕ+ =
nH

2
(P−Ψ1 + P+Ψ2).

Ainsi on a nécessairement P+Ψ1 = P+Ψ2 et P−Ψ1 = P−Ψ2, c'est à dire Ψ1 = Ψ2 et ϕ+ est la

restriction à M d'un +i/2-spineur de Killing sur Ω, donc pour tout X ∈ Γ(TM), on a sur M :

∇̃Xϕ+ = +
i

2
γ̃(X)ϕ+.
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Or par dé�nition de ϕ+, on a

∇̃Xϕ+ = iγ̃(AX)ψ0
− + (H − iγ̃(N))

(
− i

2
γ̃(X)ψ0

−

)
= +

i

2
γ̃(X)ϕ+ + iγ̃(AX −HX)ψ0

−.

Ainsi on a A = H Id et M est une sphère totalement ombilicale.

Terminons par regarder ce qui se passe dans le cas de Sn+1, la sphère unité de courbure

sectionnelle constante égale à 1 et de courbure scalaire constante égale à R = n(n + 1). Le

Théorème 2 s'y énonce ainsi :

Théorème 14 (Montiel-Ros [63]) Soit M une hypersurface compacte plongée dans la sphère

Sn+1 telle que M soit incluse dans un hémisphère de Sn+1. On suppose qu'il existe r ∈ {1, ..., n}
tel que Hr soit constante. Alors M est une sphère géodésique.

Par analogie avec les cas euclidien et hyperbolique, on peut regarder l'action de l'opérateur de

Dirac ambiant D (respectivement de l'opérateur de Dirac extrinsèque�D sur M) sur les spineurs

de Killing de Sn+1 (respectivement sur leurs restrictions à M). Les spineurs de Killing sur Sn+1

sont des spineurs de Killing réels, donc de longueur constante, satisfaisant à l'équation

∇Xψ± = ±1

2
γ(X)ψ± (2.54)

pour tout X ∈ Γ(TSn+1). Pour un +1/2-spineur de Killing ψ+ ∈ Γ(ΣSn+1), on obtient

Dψ+ = − (n+ 1)

2
ψ+ (2.55)

ainsi que

�Dψ+ =
nH

2
ψ+ +

n

2
γ(N)ψ+. (2.56)

Comme dans le cas de l'espace hyperbolique, on peut poser�D+ :=�D−
n

2
γ(N), mais cette fois ceci

dé�nit un opérateur qui n'est pas L2-autoadjoint. Cette propriété de symétrie étant essentielle

dans les preuves des Théorèmes 10 et 11, on n'a pas d'équivalent manifeste de ces Théorèmes

dans Sn+1. On peut néanmoins noter que si ψ0
− est un −1/2-spineur de Killing sur Sn+1, et que

l'on suppose que Hr est constante, le spineur dé�ni par

ϕ+ := (H1/r
r − γ(N))ψ0

− (2.57)

est la restriction àM d'un +1/2-spineur de Killing si et seulement siM est une sphère totalement

ombilicale. De plus, sa norme est constante égale à (H
2/r
r +1)|ψ0

−|2. Il pourrait donc constituer un
bon spineur-test, mais contrairement aux cas de Rn+1 et de Hn+1, on ne sait pas si les restrictions

à M des +1/2-spineurs de Killing constituent exactement l'ensemble des spineurs propres de la
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plus petite valeur propre positive d'un opérateur de type Dirac. On peut remarquer que le spineur

ϕ+ véri�e les identités suivantes :

|�Dϕ+|2 =
n2

4
(H2 + 1)|ϕ+|2 (2.58)

�D+ϕ+ =
nH

2
ϕ+ + n(H −H1/r

r )γ(N)ψ0
− (2.59)

|�D+ϕ+|2 =
n2H2

4
|ϕ+|2 + n2H(H1/r

r −H)|ψ0
−|2. (2.60)

Lorsque M est incluse dans un hémisphère de Sn+1, il existe nécessairement un point où toutes

les courbures principales sont strictement positives. Par les inégalités de Gårding (2.2), on a alors

H ≥ H1/r
r > 0 sur M , et donc

|�D+ϕ+|2 ≤
n2H2

4
|ϕ+|2, (2.61)

avec égalité si et seulement si M est totalement ombilicale. Remarquer que l'égalité (2.58) est

réalisée quelle que soit la Hr-courbure supposée constante initialement, ce qui n'a pas lieu dans

Rn+1 et Hn+1.
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Chapitre 3

Spectre de l'opérateur de Dirac des

surfaces de S2 × S1(r) et de S3b(τ )

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne des majorations de la première valeur propre positive ou nulle

de l'opérateur de Dirac extrinsèque�D d'une hypersurface dans certaines variétés homogènes de

dimension 3, grâce au Théorème du min-max suivant :

Proposition 21 (Théorème du min-max) Soit λ2
1 la plus petite valeur propre (positive ou nulle)

de�D2. Alors pour tout spineur ψ ∈ Γ(�ΣM), on a∫
M

|�Dψ|2dM ≥ λ2
1

∫
M

|ψ|2dM.

De plus, on a égalité si et seulement si ψ véri�e�D2ψ = λ2
1ψ.

En testant l'inégalité précédente sur les restrictions des spineurs de Killing ambiants, Bär

([8]) a obtenu les majorations suivantes dans les espaces modèles :

. Dans Rn+1 :

λ2
1 ≤

n2

4VolM

∫
M

H2dM. (3.1)

. Dans Sn+1 :

λ2
1 ≤

n2

4VolM

∫
M

(H2 + 1)dM. (3.2)

. Dans Hn+1 :

λ2
1 <

n2

4
sup
M

(H2 + 1). (3.3)

Ici VolM désigne le volume de M . Le cas d'égalité dans Rn+1 n'a été caractérisé que très récem-

ment par Hijazi et Montiel ([38]), qui ont établi que seules les sphères rondes réalisaient l'égalité.
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La majoration obtenue par Bär dans Hn+1 n'est pas optimale, et l'apparition de la borne supé-

rieure est due au fait que les spineurs de Killing imaginaires sur Hn+1 ne sont pas de longueur

constante. Cette majoration a été améliorée par Ginoux ([27]) :

λ2
1 ≤

n2

4
sup
M

(H2 − 1), (3.4)

et le cas d'égalité a été caractérisé par Ginoux, Habib et Raulot ([29]) d'une manière analogue

à Hijazi et Montiel ; là encore, seules les sphères ombilicales réalisent le cas d'égalité. En�n, la

caractérisation de l'égalité dans la majoration de Bär dans Sn+1 reste un problème ouvert, mais

on sait néanmoins que les sphères ombilicales et certains tores véri�ent l'égalité.

Les spineurs les plus naturels sur S2×R (respectivement sur les sphères de Berger S3
b(τ)) ont

été construits par Roth par identi�cation du �bré des spineurs de S2×R avec le �bré ΣS2⊕R, et
en utilisant les spineurs de Killing réels sur S2 (respectivement à partir d'une section constante

du �bré des spineurs de la structure spinorielle triviale de S3
b(τ)). Ce sont les restrictions de ces

spineurs à une hypersurface que nous allons tester dans le Théorème du min-max, puis nous

étudierons les cas d'égalité.

Ce travail a pour motivation de compléter la classi�cation des surfaces stables dans certaines

variétés homogènes de dimension 3, qui est partielle pour certaines valeurs de r dans S2 × S1(r)

et pour certaines valeurs de τ dans S3
b(τ) ([74]). Rappelons que si M est une surface CMC H

dans une variété spinorielle M de dimension 3, elle est dite stable si on a∫
M

|∇h|2dM ≥
∫
M

(Ric(N,N) + |A|2)h2dM

pour toute fonction h ∈ C∞(M,R) telle que
∫
M
hdM = 0. Ici, ∇h désigne le gradient de h,

Ric est le tenseur de Ricci de M et A est la première forme fondamentale de l'immersion de M

dansM . L'objectif est de faire apparaître les surfaces stables comme cas limite d'une majoration

optimale de λ1(�D) grâce à l'hypothèse ci-dessus de stabilité, de la même façon que le �rent

Alencar, Do Carmo et Rosenberg dans [3] pour classi�er les surfaces r-stables dans Rn+1 en les

caractérisant comme cas limite d'une majoration optimale de la première valeur propre positive

d'un opérateur elliptique d'ordre 2.

3.2 Dans S2 × R

Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S2 × R, soit N un vecteur

normal, et soit (e1, e2) une base orthonormée locale de M . On note ∇ la connexion de Levi-

Civita sur S2×R et γ sa multiplication de Cli�ord, et�D,��∇, �γ l'opérateur de Dirac, la connexion

de Levi-Civita et la multiplication de Cli�ord extrinsèques de M . On pose ω = e1 · e2 (où “ · ”
est la multiplication sur le �bré de Cli�ord de M) l'élément de volume réel de M . Si ξ est un

champ de vecteurs unitaires tangents aux �bres, on pose ξ = T + fN , avec T ∈ Γ(TM). On a

alors les formules suivantes :

��∇XT = fAX (3.5)

X(f) = −〈AX,T 〉, (3.6)
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où X(f) est la dérivée de Lie de la fonction f dans la direction du champ X.

Remarque 14 : Dans S2 × R, le vecteur T peut être identiquement nul, mais pas f , car sinon

on a une surface du type {courbe} × R, non compacte.

Proposition 22 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S2 × R telle que

f soit constante ; alors f = ±1 et M = S2 × {c} pour un c ∈ R (sphère minimale).

Démonstration. Puisque M est compacte, il existe un point de M en lequel la coordonnée selon

R est maximale. En ce point, le plan tangent est donc horizontal, i.e. ξ = ±N , donc f = ±1. et

T = 0, ce qui correspond à une sphère minimale S2 × {c}.

Remarque 15 : Une classi�cation complète des surfaces de S2×R avec f constante est e�ectuée

dans [20]. Ces surfaces sont appelées surfaces à angle constant, car l'angle e�ectué par la normale

à la surface avec le vecteur ξ est alors constant.

Dans S2 × R, Roth ([72]) a construit des spineurs de longueur constante qui véri�ent

��∇Xψ = η�γ(X)�γ(T )ψ + ηf�γ(X)ψ + η〈X,T 〉ψ − 1

2 �
γ(AX)ψ (3.7)

pour tout X ∈ Γ(TM), avec η = ±1/2, et donc

�Dψ = (H − 2ηf)ψ − η�γ(T )ψ. (3.8)

Ainsi on obtient

|�Dψ|2 =

(
H2 + f2 +

|T |2

4
− 4ηHf

)
|ψ|2,

et donc ∫
M

|�Dψ|2dM =

∫
M

(
H2 − 4ηHf + f2 +

|T |2

4

)
|ψ|2dM.

Or

div(T ) = 2Hf,

donc puisque ∂M = ∅, on a
∫
M
HfdM = 0, d'où∫

M

|�Dψ|2dM =

∫
M

(
H2 + f2 +

|T |2

4

)
|ψ|2dM

=

[
1

4
+

1

VolM

∫
M

(
H2 +

3

4
f2

)
dM

] ∫
M

|ψ|2dM. (3.9)

Grâce au Théorème du min-max, on a donc :
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Théorème 15 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S2 ×R. Soit λ1 la

première valeur propre positive ou nulle de�D. Alors

λ2
1 ≤

1

4
+

1

VolM

∫
M

(
H2 +

3

4
f2

)
dM. (3.10)

On a égalité si et seulement si M est une sphère minimale S2 × {c}.

Remarque 16 : Si on pose ϕ := fψ + �γ(T )ψ, on a |ψ|2 = |ϕ|2 et

�Dϕ = −Hϕ− ηfϕ− ηψ,

et alors on a

|�Dϕ|2 =

[
1

4
+

(
H2 +

3

4
f2 + 4ηHf

)]
|ϕ|2,

d'où d'après (3.9)∫
M

|�Dϕ|2dM =

∫
M

|�Dψ|2dM =

[
1

4
+

1

VolM

∫
M

(
H2 +

3

4
f2

)
dM

] ∫
M

|ϕ|2dM. (3.11)

Preuve du Théorème 15. Si on a égalité, d'après (3.11) et le cas d'égalité du Théorème du min-

max on a

�D2ψ = λ2
1ψ et �D2ϕ = λ2

1ϕ.

Par le calcul, on obtient

. Pour ψ,

�D2ψ =
[
H2 − 2ηHf + f2 + η2|T |2

]
ψ + 2η2f�γ(T )ψ + �γ(∇H − η∇f)ψ. (3.12)

. Pour ϕ,

�D2ϕ =
[
H2 + 2ηHf + η2f2 + η2

]
ϕ+ 2η2fψ − �γ(∇H + η∇f)ϕ. (3.13)

En projetant (3.12) sur ψ et (3.13) sur ϕ, on obtient les deux équations

H2 − 2ηHf + f2 + η2|T |2 = λ2
1 = constante (3.14)

H2 + 2ηHf + η2f2 + η2 + 2η2f2 = λ2
1 = constante. (3.15)

Mais l'équation (3.15) se réécrit

H2 + 2ηHf + f2 + η2|T |2 = λ2
1 = constante,

et donc nécessairement Hf = 0. Projetons alors (3.12) sur �γ(∇H − η∇f)ψ, et prenons la partie

réelle :

<e〈�D2ψ, �γ(∇H − η∇f)ψ〉 = λ2
1<e〈ψ, �γ(∇H − η∇f)ψ〉 = 0

= 2η2f〈T,∇H − η∇f〉|ψ|2 + |∇H − η∇f |2|ψ|2.
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On multiplie alors de part et d'autre par H, et puisque Hf = 0, on obtient

H|∇H − η∇f |2 = 0.

De même, en projetant (3.13) sur �γ(∇H + η∇f)ϕ, on obtient

H|∇H + η∇f |2 = 0.

Par somme,

H(|∇H|2 + η2|∇f |2) = 0. (3.16)

D'après (3.16), il n'y a que deux possibilités :

. Soit H = 0, et alors d'après (3.15) f est constante. D'après la Proposition 22, on a M =

S2 × {c} ;
. Soit H est une constante non nulle et alors f est constante, nécessairement nulle puisque

Hf = 0, ce qui est absurde.

Réciproquement, les sphères S2 × {c} véri�ent bien λ2
1 = 1 d'après l'inégalité de Bär ([7]) :

λ2
1 ≥

4π

VolM
. (3.17)

Remarque 17 : L'inégalité de Bär (3.17) est valable pour toute surface (donc de dimension

2) de genre 0 dans une variété spinorielle de dimension 3, avec égalité si et seulement si la

surface a une courbure de Gauss constante. Noter que pour n ≥ 2, les sphères admettent une

unique structure spinorielle. L'inégalité de Bär assure en particulier qu'il n'y a jamais de spineur

harmonique sur une sphère de dimension 2 (en plus dans ce cas, il n'y a qu'une classe conforme de

métriques, et la dimension des spineurs harmoniques est indépendante de la métrique conforme,

[44]). A l'inverse, toute surface fermée de genre au moins 1 admet une structure spinorielle et

une métrique telles que 0 soit valeur propre de son opérateur de Dirac ([5]). En�n, l'inégalité de

Bär ne s'étend pas à la dimension supérieure, comme on le verra avec les sphères de Berger.

Si on reprend l'inégalité (3.10) en remplaçant f2 par 1− |T |2 et en utilisant que |T |2 ≥ 0, on

obtient :

Théorème 16 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S2 ×R. Soit λ1 la

première valeur propre positive ou nulle de�D. Alors

λ2
1 ≤ 1 +

1

VolM

∫
M

H2dM. (3.18)

On a égalité si et seulement si M est une sphère minimale S2 × {c}.
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Démonstration. Le Théorème du min-max donne tout de suite l'inégalité (3.18), et l'égalité

implique T = 0, c'est à dire queM est une sphère minimale S2×{c}, où c ∈ R est une constante.

On a déjà véri�é que l'égalité avait alors bien lieu. On peut remarquer que la majoration (3.18)

est identique à la majoration obtenue par Bär dans Sn+1.

3.3 Dans S2 × S1(r)

SoitM une hypersurface compacte sans bord et orientable de S2×S1(r), où S1(r) est la sphère

de dimension 1 et de rayon r. On garde les mêmes notations que dans S2×R. Les formules (3.5)

et (3.6) restent valables. Rappelons que S1(r) a deux structures spinorielles non équivalentes,

une triviale et une non triviale (voir [9]). On la munit de sa structure triviale. D'après [28], on a

alors des (0, η)-spineurs de Killing transversaux sur S2 × S1(r) (avec η = ±1/2). On a donc un

champ de spineurs ψ non trivial tel que{
∇Xψ = ηγ(ξ)γ(X)ψ, X ∈ TS2

∇ξψ = 0.

Soit X ∈ TM , que l'on décompose toujours sous la forme X = X̃ + xξ, avec x = 〈X,T 〉 et

X̃ = X − 〈X,T 〉ξ = X − 〈X,T 〉T − f〈X,T 〉N ∈ TS2.

Alors par la formule de Gauss,

��∇Xψ = ∇Xψ −
1

2 �
γ(AX)ψ

= ∇X̃ψ + x∇ξψ −
1

2 �
γ(AX)ψ

= ηγ(ξ)γ(X̃)ψ + 0〈X,T 〉 − 1

2 �
γ(AX)ψ

= −ηγ(X̃)γ(ξ)ψ − 1

2 �
γ(AX)ψ

= −ηγ(X)γ(ξ)ψ − η〈X,T 〉ψ − 1

2 �
γ(AX)ψ

= −ηγ(X)γ(T )ψ ∓ 1

2
fγ(X)γ(N)ψ − η〈X,T 〉ψ − 1

2 �
γ(AX)ψ

= −η�γ(X)�γ(T )ψ − ηf�γ(X)ψ − η〈X,T 〉ψ − 1

2 �
γ(AX)ψ.

On remarque qu'on obtient les mêmes spineurs que Roth ([72]) dans S2×R. Par le Théorème du

min-max, on obtient donc les mêmes majorations (3.10) et (3.18) que dans les Théorèmes 15 et

16 pour S2 × S1(r), en prenant en compte le fait que cette fois f peut être identiquement nulle

et donner un tore plat CMC. Ces Théorèmes s'énoncent donc ainsi :

Théorème 17 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S2×S1(r). Soit λ1

la première valeur propre positive ou nulle de�D. Alors

λ2
1 ≤

1

4
+

1

VolM

∫
M

(
H2 +

3

4
f2

)
dM. (3.19)
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On a égalité si et seulement si M est une sphère minimale S2×{c} ou un tore plat CMC H avec

f = 0.

Théorème 18 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S2×S1(r). Soit λ1

la première valeur propre positive ou nulle de�D. Alors

λ2
1 ≤ 1 +

1

VolM

∫
M

H2dM. (3.20)

On a égalité si et seulement si M est une sphère minimale S2 × {c}.

Comme pour S2 × R, on voit que les sphères S2 × {c} véri�ent e�ectivement l'égalité dans

(3.19) et (3.20). Reste à voir si les tores CMC H avec f = 0 véri�ent l'égalité dans (3.19), en

l'occurrence λ2
1 = 1/4 +H2 :

Proposition 23 Les tores plats CMC H tels que f = 0 sont de la forme S1(r1) × S1(r), avec

0 < r1 ≤ 1, et véri�ent

λ2
1 =

1

4
+H2.

Démonstration. On a une immersion

φ : R2 −→ S2 × S1(r)

(t, s) 7−→


 r1 cos t

r1 sin t√
1− r2

1

 , r

(
cos s

sin s

) := (φ1(t), φ2(s))

dont l'image est S1(r1)×S1(r) ⊂ S2×S1(r). Ici S1(r1) est vu comme un parallèle de S2, de rayon

r1. On calcule

∂φ

∂t
= φt = r1


− sin t

cos t

0

 , 0

 := (φ1
t , 0) et

∂φ

∂s
= φs = r

(
0,

(
− sin s

cos s

))
:= (0, φ1

s).

Les métriques rondes sur les sphères Sn ⊂ Rn+1 étant données par restriction de la métrique

canonique de Rn+1, et puisque la métrique sur un produit de variétés riemanniennes est donnée

par la somme des métriques, si on note g la métrique sur S2 × S1(r), on a
g(φt, φt) = r2

1

g(φs, φs) = r2

g(φt, φs) = 0

La métrique g̃ induite par g et φ sur le tore S1(r1)× S1(r) est donc donnée par la matrice(
r2
1 0

0 r2

)
.
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Ainsi, le tore peut être vu comme R2/Λ, où Λ est le réseau engendré par les vecteurs 2πv1 et

2πv2, avec v1 = (r1, 0) et v2 = (0, r). On obtient que le réseau dual Λ∗ est engendré par les

vecteurs

v∗1 =

(
1

r1
, 0

)
et v∗2 =

(
0,

1

r

)
.

On utilise alors le résultat de Friedrich ([23]) suivant, qui donne la liste des valeurs propres de

l'opérateur de Dirac au carré d'un tore plat de dimension n en fonction de sa structure spinorielle.

Pour un tel tore, il existe 2n structures spinorielles non équivalentes, représentées par les n-uplets

(ε1, ..., εn) avec εk ∈ {0, 1}, la structure triviale correspondant à εk = 0 pour tout k.

Théorème 19 (Friedrich [23]) Soit Λ un réseau dans Rn de base (v1, ..., vn) et de base duale

(v∗1 , ..., v
∗
n), Tn = Rn/Λ le tore associé. On munit Tn de la structure spinorielle décrite par le

n-uplet (ε1, ..., εn). Alors l'ensemble des valeurs propres du carré de l'opérateur de Dirac de Tn

est exactement l'ensemble{∣∣∣ (m+
ε1

2

)
v∗1 +

(
n+

ε2

2

)
v∗2

∣∣∣2,m, n ∈ Z
}
.

On peut noter que l'opérateur de Dirac a un noyau non trivial si et seulement si la structure

spinorielle sur le tore est triviale. Ici on obtient donc

Sp(�D2) =

{
1

r2
1

(
m+

ε1

2

)2

+
1

r2

(
n+

ε2

2

)2

,m, n ∈ Z
}
. (3.21)

La connexion de Levi-Civita ∇ sur le produit S2 × S1(r) est donnée par la formule suivante :

pour tous X1, X2 ∈ T (S2 × S1(r)) avec Xi = (Yi, Zi), Yi ∈ TS2 et Zi ∈ TS1(r), on a

∇X1
X2 =

(
∇S2
Y1
Y2,∇S1(r)

Z1
Z2

)
.

Un vecteur normal à φt et φs au point φ(t, s) est donné par

N =



√

1− r2
1 cos t√

1− r2
1 sin t

−r1

 , 0

 := (N1, N2).

On veut calculer à présent ∇φtN et ∇φsN . D'après la formule de Gauss, puisque le morphisme

de Weingarten vaut (1/r) Id pour l'immersion d'une sphère de rayon r dans l'espace euclidien,

on obtient (au point φ(t, s))

∇φtN =
(
∇S2
φ1
t
N1,∇S1(r)

0 0
)

=

∇R3

φ1
t
N1 − 〈φ1

t , N1〉︸ ︷︷ ︸
=0

 r1 cos t

r1 sin t√
1− r2

1

 , 0

 ,

le vecteur normal à la sphère S2 ⊂ R3 au point φ1(t) étant φ1(t). Ainsi,

∇S2
φ1
t
N1 = ∇R3

φ1
t
N1 =

∂N1 ◦ φ1

∂t
=
√

1− r2
1

− sin t

cos t

0

 ,
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et �nalement

∇φtN =

√
1− r2

1

r1
φ1
t .

De même, on obtient

∇φsN = 0.

La matrice de la seconde forme fondamentale de l'immersion φ est donc donnée par

A = −
√

1− r2
1

r1

(
1 0

0 0

)
,

et donc

H = −
√

1− r2
1

2r1
,

soit encore

r2
1 =

1

1 + 4H2
.

En remplaçant dans (3.21), on obtient

Sp(�D2) =

{
(1 + 4H2)

(
m+

ε1

2

)2

+
1

r2

(
n+

ε2

2

)2

,m, n ∈ Z
}
.

Or d'après l'équation (3.12), le spineur-test ψ est spineur propre de �D2 pour la valeur propre

H2 + 1/4 pour les tores CMC H avec f = 0. Or à r �xé, on voit que H2 + 1/4 n'est valeur

propre que si (ε1, ε2) = (1, 0) (pour le choix m = n = 0), sauf éventuellement pour un nombre

dénombrable de valeurs de H. Néanmoins, un argument de continuité permet d'être assuré que

tous les tores doivent avoir la même structure spinorielle (1, 0). La plus petite valeur propre

est alors clairement H2 + 1/4. Ainsi, les tores plats CMC H avec f = 0 véri�ent l'égalité dans

(3.19).

Pour conclure sur la stabilité, la classi�cation des surfaces stables de S2 × S1(r) est connue

pour r ≥ 1 ([74]) : ce sont exactement les sphères CMC H avec H ≥ H0 ≈ 0.18, ainsi que le tore

géodésique S1 × S1 lorsque r = 1. Malheureusement, ces sphères n'apparaissent pas dans le cas

d'égalité du Théorème 4 (excepté pour H = 0).

De plus, lorsque r < 1, les tores plats S1(r1) × S1(r) avec 0 < r1 ≤ 1 sont stables si et

seulement si r1 ≥ r. Ainsi, seule une partie des tores plats apparaissant dans la caractérisation

de l'égalité du Théorème 4 sont stables lorsque r < 1.

3.4 Dans les sphères de Berger

3.4.1 Géométrie et spineurs particuliers

Les sphères de Berger S3
b(κ, τ) représentent une des huit géométries de Thurston, correspon-

dant à l'espace E(κ, τ) avec κ > 0 et τ 6= 0 tels que κ 6= 4τ2. Rappelons que E(κ, τ) est une

�bration riemannienne (ici, par des cercles) d'une variété de dimension 2 simplement connexe
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de courbure constante égale à κ (ici S2), telle que les �bres sont des géodésiques. On note ξ

un vecteur unitaire tangent aux �bres. Par convention, on considère souvent que les sphères de

Berger correspondent précisément au cas κ = 4. Si on note R la courbure scalaire de la sphère

de Berger S3
b(κ, τ), on a ([74])

R = 2(κ− τ2). (3.22)

En particulier, R est constante.

Remarque 18 : Dans la suite on prendra toujours κ = 4, et on notera S3
b(4, τ) = S3

b(τ) ; cela

va conduire à distinguer la position de τ2 par rapport à 1. Dans le cas général, cela revient à

distinguer la position de τ2 par rapport à κ/4.

Soit M une surface compacte sans bord et orientable de S3
b(τ), soit N un vecteur normal

unitaire, et soit (e1, e2) une base orthonormée locale de M . On note ∇ la connexion de Levi-

Civita sur S3
b(τ) et γ sa multiplication de Cli�ord, et�D,��∇, �γ l'opérateur de Dirac, la connexion

de Levi-Civita et la multiplication de Cli�ord extrinsèques de M . On pose ω = e1 · e2 l'élément

de volume réel de M (noter que ω2 = −1). On a alors pour tout ψ ∈ Γ(�ΣM) :

�D(�γ(ω)ψ) = −�γ(ω)�Dψ. (3.23)

On pose également α = 2(τ − 1/τ), et en�n ξ = T + fN , avec T ∈ Γ(TM) et f = 〈ξ,N〉. On a

les formules suivantes :

��∇XT = f(AX − τJX) (3.24)

X(f) = −〈AX − τJX, T 〉 (3.25)

∇f = −AT − τJT, (3.26)

où J est l'endomorphisme de TM de rotation d'angle π/2.

Les sphères de Berger sont des sphères munies d'une certaine métrique, appelée métrique de

Berger. Pour n ≥ 2, il n'existe qu'une seule structure spinorielle sur les sphères de dimension n,

la structure triviale. Noter qu'en fonction du paramètre τ , on peut avoir, ou non, des spineurs

harmoniques sur les sphères de Berger (en particulier, on peut avoir une structure spinorielle

triviale sans spineur harmonique). D'après [72], il existe des spineurs particuliers sur les surfaces

de S3
b(τ) véri�ant

��∇Xψ = −τ
2 �
γ(X)�γ(ω)ψ +

α

2
〈X,T 〉�γ(T )�γ(ω)ψ − α

2
f〈X,T 〉�γ(ω)ψ − 1

2 �
γ(AX)ψ. (3.27)

Ainsi, on a également

�Dψ = Hψ +
(
τ − α

2
|T |2

)
�γ(ω)ψ − α

2
f�γ(T )�γ(ω)ψ. (3.28)

De plus, ces spineurs sont de longueur constante.
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3.4.2 Majoration dans le cas général

En remarquant que les trois produits scalaires 〈ψ, �γ(ω)ψ〉, 〈�γ(ω)ψ, �γ(T )�γ(ω)ψ〉 et 〈ψ, �γ(T )�γ(ω)ψ〉
sont imaginaires purs (pour le dernier, remarquer que �γ(T )�γ(ω) = −�γ(JT )), on a

|�Dψ|2 = H2|ψ|2 +
(
τ − α

2
|T |2

)2

|ψ|2 +
α2

4
f2|T |2|ψ|2

=

(
H2 +

|T |2

τ2
+ τ2f2

)
|ψ|2.

On obtient alors le résultat :

Théorème 20 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S3
b(τ), avec τ 6= 0.

Soit λ1 la première valeur propre positive ou nulle de�D. Alors

λ2
1 ≤

1

τ2
+

1

VolM

∫
M

(
H2 +

(
τ2 − 1

τ2

)
f2

)
dM, (3.29)

où VolM désigne le volume de M .

Remarque 19 : Cette inégalité (3.29) est vraie dans tous les espaces E(κ, τ) sous la forme :

λ2
1 ≤

κ2

16τ2
+

1

VolM

∫
M

(
H2 +

(
τ2 − κ2

16τ2

)
f2

)
dM.

Si on a égalité dans (3.29), par le Théorème du min-max on a

�D2ψ = λ2
1ψ.

Par le calcul on obtient

�D2ψ =

[
H2 + (2− τ2)f2 +

|T |2

τ2

]
ψ − αHf�γ(T )�γ(ω)ψ

+αHf2
�γ(ω)ψ + �γ(∇H)ψ +

α

2
f�γ(∇f)�γ(ω)ψ − α

2 �γ(∇f)�γ(T )�γ(ω)ψ. (3.30)

En projetant (3.30) sur ψ, on obtient :

H2 + (2− τ2)f2 +
|T |2

τ2
− α

2
〈∇f, JT 〉 = λ2

1 = constante. (3.31)

Projetons maintenant (3.30) sur �γ(T )ψ :

〈∇H − α

2
fJ(∇f), T 〉 = 0.

On projette maintenant (3.30) sur �γ(ω)ψ :

αHf2 +
α

2
〈T,∇f〉 = 0,
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et en�n en projetant sur �γ(T )�γ(ω)ψ :

−αHf |T |2 − 〈∇H,JT 〉+
α

2
f〈∇f, T 〉 = 0.

En les points où T 6= 0, on obtient le système de conditions nécessaires suivant :


λ2

1 = H2 + (2− τ2)f2 +
|T |2

τ2
− α

2
〈∇f, JT 〉

∇H − α

2
fJ(∇f) = −αHfJT
〈∇H,JT 〉 = −αHf
α〈∇f, T 〉 = −2αHf2.

(3.32)

Remarque 20 : 1. Comme dans S2 × R, si on dé�nit ϕ := fψ + �γ(T )ψ, on a |ϕ|2 = |ψ|2 =

constante, et en testant ϕ dans le Théorème du min-max, on obtient la même estimation,

ainsi que le même système de conditions nécessaires pour le cas d'égalité.

2. Les calculs sont aussi valables dans le cas où τ = 1 ; dans ce cas, α = 0 et le système (3.32)

se réduit à : H = constante. Le Théorème 20 est alors juste l'estimation de Bär (3.2) pour

l'opérateur de Dirac extrinsèque d'une hypersurface de S3 = E(4, 1).

Si on ne peut pas vraiment déduire de propriétés géométriques claires à partir de ces équations

dans le cas général, on peut néanmoins en dire quelque chose si on suppose queM est une surface

à courbure moyenne constante qui véri�e l'égalité dans (3.29) (et qu'on suppose τ 6= 1, i.e. α 6= 0).

3.4.3 Egalité pour les surfaces CMC dans le cas général

On va démontrer la Proposition suivante :

Proposition 24 Si τ /∈ {0, 1}, alors :

. Si τ2 < 1, aucune surface CMC ne véri�e l'égalité dans (3.29).

. Si 3 ≥ τ2 > 1, les seules surfaces CMC véri�ant l'égalité dans (3.29) sont les tores plats

CMC H avec f = 0.

. Si τ2 > 3, les seules surfaces CMC véri�ant l'égalité dans (3.29) sont les tores plats CMC

H avec f = 0 et

H2 ≤ (τ2 + 3)2

8(τ2 − 3)τ2
.
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Figure 3.1 � Tores véri�ant l'égalité dans (3.29).

Remarque 21 : Pour tout H ≥ 0, il existe une unique sphère CMC H et un unique tore plat

CMC H (à isométrie près) dans S3
b(τ). Noter que les tores sont tous plongés, mais pas les sphères

([74]).

Déjà, d'après le système (3.32), si H est constante on voit que nécessairement Hf = 0 et

∇f = 0. Ceci implique nécessairement f = 0 d'après les résultats suivants :

Proposition 25 (Reeb [66]) Soit M une surface compacte sans bord et orientable de S3
b(τ) avec

τ 6= 0. Alors f s'annule sur M , autrement dit il n'existe pas de surface compacte sans bord

orientable de S3
b(τ) qui soit transverse à ξ en tout point.

Corollaire 4 Soit M une surface compacte sans bord et orientable de S3
b(τ) avec τ 6= 0 telle

que f soit constante ; alors f = 0 et M est un tore plat CMC H construit par relèvement d'une

courbe de S2 parallèlement aux �bres.

Ainsi, seuls les tores plats CMC avec f = 0 peuvent véri�er l'égalité dans (3.29). Reste à

véri�er quand c'est le cas. La Proposition 24 est une conséquence de la Proposition suivante :

Proposition 26 Soit T (H) un tore plat CMC H avec f = 0 de S3
b(τ). Alors la valeur de λ2

1 est

donnée suivant les valeurs de τ et de H par le tableau suivant :
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τ2 < 1 H2 quelconque λ2
1 = 1 +H2

3 ≥ τ2 > 1 H2 quelconque λ2
1 =

1

τ2
+H2

τ2 > 3

H2 ≤ (τ2 + 3)2

8(τ2 − 3)τ2
λ2

1 =
1

τ2
+H2

H2 ≥ (τ2 + 3)2

8(τ2 − 3)τ2
λ2

1 =
4

τ2
+ (2H −

√
1 +H2)2

Démonstration. Les tores plats CMC H ≥ 0 avec f = 0 de S3
b(τ) sont caractérisés dans [74] : ce

sont les

T (H) = {(z, w) ∈ C2 | |z|2 = r2
1, |w|2 = r2

2},

avec  r2
1 =

1

2
+

H

2
√

1 +H2

r2
2 = 1− r2

1.

Tout tore plat est isométrique à un tore R2/Λ de l'espace euclidien, où Λ est le réseau engendré

par les vecteurs 2π(v1, v2) dé�nis par

〈vi, vj〉eucl = g̃ij , (3.33)

où g̃ est la métrique sur le tore, que l'on va déterminer à présent. La sphère de Berger S3
b(τ) peut

être vue comme la 3-sphère S3 = {(z, w) ∈ C2 | |z|2 + |w|2 = 1} munie de la métrique

gτ (X,Y ) := g(X,Y ) + (τ2 − 1)g(X,V )g(Y, V ), (3.34)

où g est la métrique ronde sur S3 (c'est à dire la restriction à S3 ⊂ R4 de la métrique euclidienne

de R4), et V est le vecteur V(z,w) = (iz, iw). Alors si on considère l'immersion

φ : R2 −→ S3
b(τ)

(t, s) 7−→ (r1e
it, r2e

is),

alors φ(R2) = T (H), et la matrice de la métrique induite sur le tore est donnée dans la base

(φt, φs) par

g̃ =

(
r2
1(r2

2 + τ2) r2
1r

2
2(τ2 − 1)

r2
1r

2
2(τ2 − 1) r2

2(r2
1 + τ2)

)
. (3.35)

Ainsi la résolution de l'équation (3.33) amène à

v1 = r1 (τr1, r2) et v2 = r2 (τr2,−r1) .

Le réseau dual est donné par les vecteurs

v∗1 =

(
1

τ
,
r2

r1

)
et v∗2 =

(
1

τ
,−r1

r2

)
.
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Ainsi, en remplaçant v∗1 et v∗2 dans le Théorème 19, on obtient

Sp(�D2) =

{(
m+ n+ ε1+ε2

2

)2
τ2

+

[(
m+

ε1

2

) r2

r1
−
(
n+

ε2

2

) r1

r2

]2

,m, n ∈ Z

}
,

où (ε1, ε2) représente la structure spinorielle extrinsèque de T (H). On voit dans cette expression

que seul le premier carré apparaissant dans la somme fait intervenir τ . Ensuite, d'après (3.30),

si H est constante et que f = 0, on voit que H2 + 1/τ2 est valeur propre, donc il doit y avoir un

couple (m,n) ∈ Z2 tel que

m+ n+
ε1 + ε2

2
= 1 et

[(
m+

ε1

2

) r2

r1
−
(
n+

ε2

2

) r1

r2

]2

= H2.

La première équation montre que nécessairement la structure spinorielle est donnée par (ε1, ε2) =

(0, 0) (structure triviale) ou (ε1, ε2) = (1, 1). Or le calcul montre que si H 6= 0, on n'a pas de

solution pour (ε1, ε2) = (0, 0), alors que si (ε1, ε2) = (1, 1), m = n = 0 convient. De même, si

H = 0, on a r1 = r2 et le fait que 1/τ2 soit valeur propre impose (ε1, ε2) = (1, 1). Ainsi, la

structure spinorielle sur le tore est donnée par (ε1, ε2) = (1, 1) (par un argument de continuité

identique au cas de S2 × S1(r)). En particulier, le noyau de l'opérateur de Dirac extrinsèque est

trivial. En m = 0 et n = −1, on obtient que 1 + H2 est valeur propre de �D2 ; lorsque τ2 < 1,

cette valeur propre est strictement inférieure à 1/τ2 +H2, donc les tores ne véri�ent pas l'égalité.

Lorsque τ2 > 1 à présent, on peut représenter le réseau de R2 engendré par (v∗1 , v
∗
2) de la

façon suivante :

Figure 3.2 � Réseau dans R2 engendré par (v∗1 , v
∗
2).
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Le cercle bleu désigne le cercle de centre l'origine et dont (v∗1 + v∗2)/2 est un rayon, i.e. le

cercle de rayon 1/τ2 + H2. On veut savoir s'il est possible que des éléments du réseau entrent

dans ce cercle. Il est clair que si cela arrive, le premier élément du réseau à entrer dans le cercle

sera l'un des points bleus sur le dessin. Ces points correspondent à (m,n) = (1, 0) (et son opposé

pour (m,n) = (−2,−1)) et (m,n) = (−1, 0) (et son opposé pour (m,n) = (0,−1)). Or on a∣∣∣3v∗1 + v∗2
2

∣∣∣2 =
4

τ2
+ (2H −

√
1 +H2)2∣∣∣v∗1 − v∗2

2

∣∣∣2 = 1 +H2.

Ainsi, si τ2 > 1, on a :[
λ1(�D)2 =

1

τ2
+H2

]
⇐⇒

[
1

τ2
+H2 ≤ 4

τ2
+ (2H −

√
1 +H2)2

]
.

On en déduit la Proposition 26, et donc la Proposition 24.

Remarque 22 : Lorsque τ = 1, on voit que ces tores véri�ent le cas d'égalité dans l'inégalité

de Bär (3.2), comme cela a déjà été démontré par Ginoux dans [26].

Le fait que 0 ≤ f2 ≤ 1 permet d'obtenir deux autres majorations de λ2
1 ne faisant intervenir

que la courbure moyenne H :

3.4.4 Cas τ 2 < 1

Corollaire 5 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S3
b(τ), avec τ 6= 0 et

τ2 < 1. Soit λ1 la première valeur propre positive ou nulle de�D. Alors

λ2
1 <

1

τ2
+

1

VolM

∫
M

H2dM. (3.36)

En e�et, si τ2 < 1, on a τ2 − 1/τ2 < 0 donc

|�Dψ|2 =

(
H2 +

|T |2

τ2
+ τ2f2

)
|ψ|2

=

(
H2 +

1

τ2
+

(
τ2 − 1

τ2

)
f2

)
|ψ|2

≤
(
H2 +

1

τ2

)
|ψ|2, (3.37)

avec égalité si et seulement si f = 0 sur M , d'où l'inégalité au sens large. Si on a égalité dans

(3.36), alors d'après le Théorème du min-max∫
M

|�Dψ|2dM =

∫
M

(
H2 +

1

τ2
+

(
τ2 − 1

τ2

)
f2

)
|ψ|2dM

≥ λ2
1

∫
M

|ψ|2dM =

∫
M

(
H2 +

1

τ2

)
|ψ|2dM.
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Or d'après (3.37), ∫
M

|�Dψ|2dM ≤
∫
M

(
H2 +

1

τ2

)
|ψ|2dM,

avec égalité si et seulement si f = 0. Ainsi, l'égalité dans le théorème implique f = 0, et alors les

spineurs-test construits par Roth véri�ent∫
M

|�Dψ|2dM =

∫
M

(
H2 +

1

τ2

)
|ψ|2dM = λ2

1

∫
M

|ψ|2dM,

ils véri�ent donc l'égalité dans le Théorème du min-max, donc on doit avoir�D2ψ = λ2
1ψ. Par le

calcul, en utilisant l'équation (3.30), on obtient

�D2ψ = �γ(∇H)ψ +H�Dψ −
1

τ �
γ(ω)�Dψ

= �γ(∇H)ψ +H

[
Hψ +

1

τ �
γ(ω)ψ

]
− 1

τ �
γ(ω)

[
Hψ +

1

τ �
γ(ω)ψ

]
= �γ(∇H)ψ +H2ψ +

1

τ2
ψ.

En prenant le produit scalaire avec ψ, on voit que H doit être constante, et

λ2
1 = H2 +

1

τ2
.

Ainsi seuls les tores plats CMC H avec f = 0 peuvent véri�er l'égalité dans (3.36), et alors

λ2
1 = H2 + 1/τ2. Mais d'après la Proposition 24, ce n'est pas le cas puisque τ2 < 1. On a donc

bien une inégalité stricte dans le Corollaire 5.

3.4.5 Cas τ 2 > 1

Si τ2 > 1, on a 1/τ2 − τ2 < 0 donc∫
M

|�Dψ|2dM =

∫
M

(
H2 + τ2 +

(
1

τ2
− τ2

)
|T |2

)
|ψ|2dM

≤
∫
M

(
H2 + τ2

)
|ψ|2dM, (3.38)

avec égalité si et seulement si T = 0 sur M . On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 6 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S3
b(τ), avec τ2 > 1.

Soit λ1 la première valeur propre positive ou nulle de�D. Alors

λ2
1 < τ2 +

1

VolM

∫
M

H2dM. (3.39)

En e�et, si une surface M véri�e l'égalité, comme dans le cas τ2 < 1 on en déduit que

nécessairement T = 0, ce qui est impossible d'après l'équation (3.24) puisqu'on aurait alors

A = J , ce qui est absurde car J n'est pas diagonalisable.
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Là encore, terminons par une remarque sur la stabilité. Des trois majorations (3.29), (3.36)

et (3.39), seule (3.29) est optimale (au moins lorsque τ2 > 1). La classi�cation ([74]) des surfaces

CMC stables est complète uniquement pour 1/3 ≤ τ2 < 1. Mais on a aucune inégalité optimale

pour τ2 < 1/3, et les tores plats CMC réalisant l'égalité lorsque τ2 > 1 de la Proposition 24 sont

tous instables ([74] toujours).
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Résumé

Les travaux présentés dans cette thèse portent sur le rôle que peuvent jouer les di�érentes

courbures extrinsèques d'une hypersurface dans l'étude de sa géométrie, en particulier dans le

cas des variétés spinorielles. Dans un premier temps, nous nous intéressons au cas de la courbure

moyenne et construisons une nouvelle famille de surfaces minimales non simplement connexes

dans le groupe de Lie Sol3, en adaptant une méthode déjà utilisée par Daniel et Hauswirth dans

Nil3 et utilisant les propriétés de l'application de Gauss d'une surface. Ensuite, nous démontrons

le Théorème d'Alexandrov généralisé aux Hr-courbures dans l'espace euclidien Rn+1 et dans l'es-

pace hyperbolique Hn+1 en testant un spineur adéquat dans des inégalités de type holographiques

établies récemment par Hijazi, Montiel et Raulot. Grâce à ces inégalités, nous démontrons égale-

ment l'Inégalité de Heintze-Karcher dans l'espace euclidien. En�n, nous donnons des majorations

extrinsèques de la première valeur propre de l'opérateur de Dirac des surfaces de S2 × S1(r) et

des sphères de Berger S3
b(τ) grâce aux restrictions de spineurs ambiants construits par Roth, et

nous en caractérisons les cas d'égalité.

Mots-clés: géométrie riemannienne, géométrie spinorielle, hypersurfaces, surfaces minimales,

Hr-courbure, opérateur de Dirac, spectre, Théorème d'Alexandrov

Abstract

In this thesis we are interested in the role played by the extrinsic curvatures of a hyper-

surface in the study of its geometry, especially in the case of spin manifolds. First, we focus our

attention on the mean curvature and construct a new family of non simply connected minimal

surfaces in the Lie group Sol3, by adapting a method used by Daniel and Hauswirth in Nil3

based on the properties of the Gauss map of a surface. Then we give a new spinorial proof

of the Alexandrov Theorem extended to all Hr-curvatures in the euclidean space Rn+1 and in

the hyperbolic space Hn+1, using a well-chosen test-spinor in the holographic inequalities re-

cently obtained by Hijazi, Montiel and Raulot. These inequalities lead to a new proof of the

Heintze-Karcher Inequality as well. Finally we use restrictions of particular ambient spinor �elds

constructed by Roth to give some extrinsic upper bounds for the �rst nonnegative eigenvalue of

the Dirac operator of surfaces immersed into S2 × S1(r) and into the Berger spheres S3
b(τ), and

we describe the equality cases.

Keywords: Riemannian geometry, spin geometry, hypersurfaces, minimal surfaces,Hr-curvature,

Dirac operator, spectrum, Alexandrov Theorem
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