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Introduction

Les travaux présentés dans cette thése concernent 1’étude de certaines hypersurfaces possédant
des propriétés géométriques particuliéres, essentiellement liées & leur courbure. Ils soulignent
en particulier le lien naturel entre ces propriétés et la géométrie spinorielle extrinséque de ces

hypersurfaces.

La particularité pour une hypersurface (toujours supposée orientable) d’avoir une courbure
moyenne H constante (CMC H) apparait naturellement dans les problémes variationnels; par
exemple, une hypersurface compacte & bord dont ’aire est minimale parmi toutes les variétés
s’appuyant sur le méme bord a une courbure moyenne identiquement nulle. C’est pourquoi on
appelle ces surfaces CMC H = 0 des surfaces minimales : c’est le cas de I’hélicoide ou de la
caténoide dans ’espace euclidien. L’étude des surfaces minimales dans les espaces modéles ou
dans les variétés homogenes de dimension 3 a engendré un grand nombre de travaux ces dernieres

années, et permis d’exhiber de nouveaux exemples de telles surfaces.

Le cadre des variétés spinorielles fait naturellement intervenir certains invariants riemanniens
lorsque ’on s’intéresse aux obstructions géométriques, voire topologiques, empéchant 1’existence
de spineurs particuliers sur la variété. Ces spineurs sont les sections d’un fibré vectoriel appelé
fibré des spineurs. Par exemple, les spineurs de Killing réels (respectivement imaginaires), pour
lesquels la dérivée covariante est un multiple réel (respectivement imaginaire pur) de la multipli-
cation de Clifford, ne peuvent exister que sur les variétés d’Einstein compactes & courbure scalaire
constante strictement positive (respectivement non compactes a courbure scalaire constante stric-
tement négative). Les spineurs paralléles, pour lesquels la connexion de Levi-Civita spinorielle est
identiquement nulle, ne peuvent quant a eux exister que sur des variétés Ricci-plates : voir [36].
Une classe de spineurs un peu plus répandue est l’ensemble des spineurs twisteurs, dont 1’exis-
tence est indépendante du choix de la métrique dans une classe conforme. Les conditions pour
pouvoir trouver de tels spineurs sur une variété spinorielle ont été ’objet de multiples travaux
([1] ou [50], [5I] par exemple).

De fagon plus générale, le comportement du spectre de 'opérateur de Dirac est intimement
lié aux propriétés géométriques des variétés spinorielles. Cet opérateur est un opérateur diffé-
rentiel elliptique d’ordre un défini sur le fibré des spineurs. Lorsque la variété est compacte sans
bord, il est L?-autoadjoint, et son spectre est donc réel et discret. L’estimation de sa premiére
valeur propre positive a mené a beaucoup de travaux depuis le résultat de Lichnerowicz ([54])

stipulant que le noyau de 'opérateur de Dirac intrinséque d’une variété compacte sans bord a
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courbure scalaire strictement positive était nécessairement trivial. Associé au théoréme de I'in-
dice d’Atiyah-Singer ([6]), ceci fournit une obstruction topologique & 'existence de métriques a
courbure scalaire positive sur une variété donnée.

La formule de Schrodinger-Lichnerowicz a également permis & Friedrich ([22]) d’obtenir la
minoration suivante de la premiére valeur propre de l'opérateur de Dirac D sur une variété
compacte sans bord de dimension n dont la courbure scalaire Scaly; est positive ou nulle :

)\1(7))2 > m

iﬁf Scaly,.

De plus, I’égalité ne peut étre atteinte que lorsque M est une variété d’Einstein & courbure
scalaire constante, et lorsqu’il existe des spineurs de Killing réels sur M. Contrairement & la
minoration de A;(D) obtenue par intégration directe de la formule de Schrédinger-Lichnerowicz,
on obtient cette fois une inégalité optimale, ou les sphéres réalisent [’égalité. Le cas d’égalité
caractérise méme les sphéres en certaines dimensions ([33]).

Dans le cas d’une hypersurface orientable immergée dans une variété spinorielle, celle-ci hérite
d’une structure spinorielle par restriction de la structure ambiante, appelée structure extrinséque.
Depuis les travaux de Witten (|75]), qui donna une nouvelle preuve du théoréme de I’énergie
positive basée sur l'utilisation d’un opérateur de Dirac sur le bord d’une variété, 'opérateur
de Dirac-Witten, le lien entre les propriétés du spectre de 'opérateur de Dirac extrinséque 2
et les propriétés géométriques de I’hypersurface a donné naissance a beaucoup de travaux. Par
exemple, la minoration suivante de la premiére valeur propre positive \; () de 2, obtenue par
Hijazi, Montiel et Zhang ([41]) pour une hypersurface compacte orientable sans bord M™ plongée
dans une variété spinorielle Mt A courbure scalaire positive ou nulle, dont la courbure moyenne
H est positive ou nulle : .

)\1% > 5 111\1/[f H.
De plus, le cas d’égalité ne peut se produire que pour certaines hypersurfaces CMC H dans une
variété M Ricci-plate, et les spineurs propres de A;(#) sont alors exactement les restrictions de
spineurs paralléles. Dans le cas ot M = R™*! on en déduit une preuve d’un Théoréme classique
d’Alexandrov stipulant que toute surface compacte CMC H plongée dans R™"! est une sphére
ronde. Un travail similaire a été effectué dans H" ™! par Hijazi, Montiel et Roldan ([40]) a partir
des +i/2-spineurs de Killing ambiants.

Ainsi, si la courbure moyenne apparait naturellement dans la géométrie spinorielle extrinséque
des hypersurfaces dés lors que l'on utilise ’équation de Gauss spinorielle , le role des H,-
courbures en général (voir définition ) est moins évident. Elles interviennent néanmoins déja
dans certaines estimations de la premiére valeur propre positive du Laplacien des hypersurfaces
des espaces modéles (voir par exemple [21], [31], [33], [68]), ou d’autres opérateurs elliptiques
d’ordre 2 obtenus grace aux transformations de Newton ([30], [32]). Ces outils ont par exemple
permis & Alencar, Do Carmo et Rosenberg de classifier les hypersurfaces r-stables dans ’espace
euclidien ([3]) en les caractérisant en tant que cas limite d’une majoration de la premiére valeur
propre d’'un opérateur elliptique sur ’hypersurface. Il est alors naturel de se demander si un
travail similaire peut avoir lieu pour l'opérateur de Dirac, et plus généralement, quel est le role

des H,-courbures dans la géométrie spinorielle extrinséque d’une hypersurface ?
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Le Théoréme du min-max fournit aisément des majorations de A;(Zf) lorsque I'on connait
un spineur-test. Ainsi, Bir ([8]) et Ginoux ([27]) ont obtenu des majorations (8.1, (3.2),
et dans les espaces modéles R?T1, H"**+! et S**+! en testant les restrictions des spineurs de
Killing ambiants, dont les cas d’égalité dans R"*1 et H"*! n’ont été précisément déterminés que
trés récemment ([38] dans R"*1, [29] dans H"*1). De plus, la classification précise des surfaces
vérifiant I'égalité dans l'inégalité de Bir dans S"T! reste un probléme ouvert (mais a I'inverse
des deux autres espaces modéles, on sait cette fois qu’il existe des surfaces CMC autres que des

sphéres qui vérifient I’égalité).

Présentation des résultats

Les résultats présentés dans cette thése sont de deux natures assez différentes. Dans le premier
chapitre, dans un cadre purement riemannien, on construit de nouveaux exemples de surfaces
minimales dans le groupe de Lie Sols, qui est une variété homogéne de dimension 3 dont le groupe
d’isométries est de dimension 3. C’est le modéle qui contient le moins d’isométries parmi les huit
géométries de Thurston ([73]), ce qui rend plus délicat la construction de surfaces CMC dans
Sols.

Dans les espaces modeéles R, H? et S, dont le groupe d’isométries est de dimension 6,
un grand nombre d’outils permet de construire des surfaces CMC. De facon la plus naturelle,
I’existence de groupes & un parameétre de rotations isométriques dans ces espaces permet d’obtenir
des surfaces CMC de révolution. Ensuite, les formules de représentation de type Weierstrass ([65]
pour R3 par exemple, page 146) fournissent des exemples variés de surfaces minimales (hélicoides,
caténoides, surfaces de Scherk, d’Enneper, d’Henneberg). Ces formules ont été généralisées au cas
d’une courbure moyenne prescrite quelconque ([48]), ou encore au cas de H® (|14] pour les surfaces
CMC 1, [49] pour les surfaces minimales). On peut également noter que Friedrich ([24]) a donné
une formule de représentation de type Weierstrass pour les surfaces CMC dans R? en terme
de spineurs. Les surfaces CMC des différents espaces modéles peuvent étre mises en relation
grace a la notion de surfaces cousines (correspondance de Lawson, [52]) : ainsi, toute surface
minimale simplement connexe de S? est isométrique & une surface CMC 1 simplement connexe
de R3, et toute surface minimale simplement connexe de R3 est isométrique & une surface CMC
1 simplement connexe de H®. Enfin, la notion de différentielle de Hopf (J45]) d’une surface, qui
est la complexifiée de la partie de trace nulle de la seconde forme fondamentale de I'immersion,
a par exemple permis de démontrer que toute sphére CMC H immergée dans un espace modéle
M?3(c) est une sphére ronde de rayon 1/H.

Dans les espaces E(k,7) (c’est & dire H? x R, S? x R, PTSI/Q(R), Nilz et les sphéres de Berger
SZ’(T)), dont le groupe d’isométries est de dimension 4, une partie des outils utilisés dans les
espaces modéles a pu étre généralisée. Berdinskii et Taimanov ([12]) ont donné des formules de
représentation de type Weierstrass dans Nils et P/S\I;(R) Daniel ([I5]) a généralisé le principe de
correspondance de Lawson : lorsque k1 —477 = ko —475 et 72+ H? = 73+ H2, les surfaces CMC H;
simplement connexes de E(k1,71) sont en correspondance isométrique avec les surfaces CMC Hy

de E(k2, 72) ; deux surfaces correspondantes sont appelés surfaces soeurs. Enfin, la généralisation

vii



Introduction

par Abresch et Rosenberg ([1], [2]) de la notion de différentielle de Hopf aux espaces E(k,7) a
permis d’obtenir un résultat analogue au théoréme de Hopf concernant les sphéres CMC dans
M?2(k) x R.

Lorsque le nombre d’isométries diminue encore, les outils pour la construction d’exemples se
raréfient. Dans Sols, l’absence de groupe & un paramétre de rotations isométriques rend impos-
sible la construction de surface CMC par révolution. Ensuite, les formules de représentation de
Berdinskii et Taimanov ne fournissent qu’un résultat partiel dans le cas de Sols, et la différen-
tielle d’Abresch-Rosenberg n’est utilisable que lorsque le groupe d’isométries est de dimension
supérieure ou égale & 4. Néanmoins, certains exemples explicites de surfaces minimales furent
construits ces dix derniéres années : Masaltsev ([59]) et Daniel et Mira ([I7]) exhibérent des
exemples de graphes minimaux. Lopez et Munteanu ([56], [57], [58]), Lopez (J53]) et Masaltsev
([59]) étudiérent les surfaces de Sols invariantes par une famille & un paramétre d’isométries am-
biantes. Finalement, Menezes ([61]) construisit les analogues aux surfaces de Scherk simplement
et doublement périodiques dans Nils et Sols et Nguyen ([64]) donna des conditions pour que le
probléme de Dirichlet pour ’équation des surfaces minimales dans Sols ait une solution.

La méthode que nous utilisons pour construire nos exemples est inspirée de celle employée
par Daniel et Hauswirth dans Nils ([I6]) pour construire des anneaux minimaux plongés : dans
un premier temps, on construit une famille & un paramétre de surfaces minimales plongées et
feuilletées par des droites, appelées hélicoides, et on calcule son application de Gauss g. Un
résultat d’Inoguchi et Lee ([47]) permet de savoir que cette application est harmonique pour une
certaine métrique sur C. On définit alors une autre famille d’applications ¢ & partir de celles des
hélicoides par séparation de variables, de telle sorte que la famille g vérifie toujours I’équation des
applications harmoniques. On utilise ensuite une formule de représentation de type Weierstrass
donnée par Inoguchi et Lee pour reconstruire une famille & un paramétre de surfaces minimales
dont les applications de Gauss sont les g. Enfin, on démontre que les immersions sont périodiques,
et on obtient donc des anneaux minimaux. A la connaissance de 'auteur, ces anneaux sont les
premiers exemples de surfaces minimales non simplement connexes de topologie finie (c’est & dire

difféomorphes & une surface compacte privée d’un nombre fini de points) dans Sols :

Théoréme 1 Il existe une famille a un parametre (Co)ac)—1,1[\{0} @ onneaus minimauzs propre-

ment plongés dans Sols, appelés caténoides, présentant les propriétés suivantes :

1. L’intersection de C, avec tout plan {x3 = \} est une courbe conveze plongée fermée non
vide ;

2. L’anneau C, est conformément équivalent a C \{0} ;

3. L’anneau C,, a 3 symétries fixant ['origine : par rotation d’angle w autour de l’aze x3, par

réflexion par rapport au plan {x; = 0} et par réflexion par rapport au plan {x3 = 0}.

Les deuxiéme et troisiéme chapitres portent quant a eux sur la géométrie spinorielle extrin-
séque des hypersurfaces. Comme on ’a vu précédemment, les restrictions de spineurs ambiants

particuliers & une hypersurface permettent d’obtenir des informations géométriques sur celle-ci.
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Aprés avoir rappelé comment une hypersurface orientable immergée dans une variété spinorielle
hérite d’une structure spinorielle intrinséque et extrinséque, nous nous penchons sur le Théoréme
d’Alexandrov et sa généralisation aux H,-courbures par Ros (|70]) dans Iespace euclidien R"*! :

Théoréme 2 (Alexandrov [4], Ros [70]) Soit M une hypersurface compacte plongée dans l’espace
euclidien R"™1. On suppose qu’il existe r € {1,...,n} tel que H, soit constante. Alors M est une

spheére ronde.

Comme expliqué précédemment, le Théoréme d’Alexandrov originel pour la courbure moyenne
a déja été établi par des moyens spinoriels en étudiant le cas limite d’une minoration extrinséque
de \; (P) faisant intervenir H. Ne connaissant pas d’estimation de A, (%) par les H,-courbures, la
méthode ne s’adapte pas de fagon similaire. Ce sont les travaux récents d’Hijazi et Montiel ([37])
qui permettent de conclure. Ces résultats, appelés principes holographiques, obtenus grace a la
positivité du terme de bord de la formule de Schrédinger-Lichnerowicz intégrée sur un domaine
compact & bord de R"*!, fournissent un critére d’existence de spineurs paralléles ambiants &
partir d’une condition intégrale portant sur le bord. En appliquant ces inégalités & un spineur-
test bien choisi, on obtient le Théoréme [2| grace aux inégalités de Garding et aux formules
de Minkowski (2.19), qui permettent de faire des liens entre les différentes H,-courbures. Enfin,
le choix d’un autre spineur-test fournit également une preuve rapide de I'Inégalité de Heintze-
Karcher ([34]) suivante :

Théoréme 3 (Heintze-Karcher [34]) Soit Q un domaine compact de R"™, et M = 9Q son
bord. On suppose que la courbure moyenne H de ’hypersurface M est strictement positive sur
M. Alors

1
/ —dM > (n +1)Volf,
M H

ot VolQ) désigne le volume du compact Q). De plus, on a €égalité si et seulement si M est une

spheére ronde.

Cette inégalité a été démontrée sous cette forme par exemple par Ros ([70]) & partir d’une
formule intégrale, et elle y était utilisée justement pour démontrer le Théoréme d’Alexandrov
généralisé dans le cas euclidien.

Le Théorémereste vrai en I’état dans I’espace hyperbolique H" ™! (Montiel et Ros, [63]). La
encore, la démonstration pour les H,.-courbures est différente du cas de la courbure moyenne, et
utilise & nouveau un principe holographique établi trés récemment par Hijazi, Montiel et Raulot
(J39)). Elle différe du cas euclidien par le fait que les spineurs de Killing sur H"*! sont imaginaires,
et donc leur norme n’est pas constante, & 'inverse des spineurs paralléles de R**!. Une étude de
la fonction norme au carré des spineurs de Killing imaginaires sur H**! est donc nécessaire au
préalable ([I0]), et conduira & séparer ces spineurs en deux catégories : les spineurs de type I et de
type II, selon les propriétés de leur norme. C’est 'existence systématique de spineurs de type II

sur un fibré de Dirac modifié qui permet alors de conclure. On peut enfin noter que le Théoréme
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Introduction

n’est pas vrai en 'état dans la sphére S™t! : il faut de plus supposer que ’hypersurface est
incluse dans un hémisphére ([63]).

Enfin, on cherche dans le troisiéme chapitre & obtenir des majorations de A;(#) a la maniére
de Bér mais dans S? x S'(r) et dans les sphéres de Berger S3(7) grace aux spineurs particuliers
construits par Roth ([72]), et & caractériser précisément 1’égalité.

Dans S? x R et S? x St(r), 'application du Théoréme du min-max fournit deux majorations
analogues, dont on sait caractériser le cas d’égalité :

Théoréme 4 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S*> x S'(r), avec
S? munie de son (unique) structure spin et S*(r) munie de sa structure spin triviale. Soit & un
champ de vecteurs unitaires tangents aux fibres, N un vecteur normal & M unitaire. On pose
f = (& N). Soit \i(P) la premiére valeur propre positive ou nulle de P. Alors
1 1 3
MDY <S4 —— H? +Zf2) dM,
(P = 5+ o M< T3/

ot VolM désigne le volume de M. De plus, on a égalité si et seulement si M est une sphére
minimale S* x {c} ou un tore plat CMC H avec f =0, i.e. S'(r1) x S*(r) avec r = (1+4H?*)~1.

Noter que I’application f apparait également dans les équations de Gauss-Codazzi ([15]).

De méme, dans les sphéres de Berger Sg(’]’) de paramétre 7 # 0 quelconque, la méme méthode
conduit & une majoration de A1 (P) dont on ne sait pas caractériser précisément I’égalité.
On peut noter que dans le cas 7 = 1, on retrouve la majoration de Bar sur S3. On peut
néanmoins caractériser les surfaces CMC H qui réalisent I’égalité lorsque 7 ¢ {0, 1}. Enfin, en
distinguant les cas 72 > 1 et 72 < 1, on donne deux nouvelles majorations et (3.39) moins
précises que , qui s’avérent étre des inégalités strictes.



Chapitre 1

Constructions d’anneaux minimaux

dans Solj

1.1 Introduction

Ce travail a fait 'objet d’une publication & paraitre & Pacific Journal of Mathematics ([19]).

Dans ce chapitre on se propose de construire deux familles & un paramétre d’exemples de sur-
faces minimales plongées dans le groupe de Lie Sols, muni de sa métrique standard. Le modéle
que nous utiliserons pour décrire Sols est présenté dans la seconde section. Dans la section sui-
vante, nous présentons la notion d’application de Gauss et en donnons des propriétés dans le cas
d’une immersion minimale conforme dans Sols ([I7]). Dans la quatriéme section nous construi-
sons la famille d’hélicoides (H)xe)—1;1] qui nous permettra, par une sorte d’analogie avec les
surfaces conjuguées de R3, d’obtenir dans la section suivante la famille (Ca)ae]-1;11\fo} d’anneaux
minimaux. L’étude de la limite de ces surfaces lorsque le paramétre tend vers ses valeurs limites
fournit un autre exemple de surface minimale, qui est un graphe entier. Remarquons qu’aucune

de ces surfaces n’est invariante par une famille & un parameétre d’isométries ambiantes.

1.2 Le groupe Sol;

Le groupe de Lie Sols est I’ensemble R? muni de la multiplication * définie par

(1,2, 23) * (Y1,Y2,¥3) = (y1e” " + 21, y2e™ + T2, 23 + y3)

pour tous (x1, T2, 3), (Y1,Y2,y3) € R®. L’élément neutre pour cette loi est 0 et I’élément inverse
de (w1, 79, 73) est (z1,22,23) 1 = (—x1%3, —19e %3, —x3). Ce groupe est non commutatif. La
multiplication & gauche L, par un élément a = (ai,as,a3) € R3 est donnée pour tout x =

(71,2, 23) € R3 par
Ly(z)=axx = (x1e”" +ay,22e"® + as, a3 + 3)

a-+dL,x,
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avec d la dérivée de Lie sur Sols, et

e 0 0
dL, = 0 e 0
0 0 1

On veut munir Sols d’une métrique (-, -) invariante & gauche, c’est a dire telle que les opérateurs

dL, soient des isométries, ce qui s’écrit encore
(dLoX,dLY )gue = (X, Y )y
pour tous a,z, X,Y € R3. On pose pour cela :

(X,Y)y = (dLy-1 X,dL,-1Y) (1.1)

can’

pour tous z, X,Y € R? ot (-, )¢can est le produit scalaire canonique sur R?, et =1 est l'inverse

de 2 dans Sols. Si on renomme ds? la métrique définie par (1.1)), celle-ci se réécrit
ds? = e*"3dx? + e~ **2dad + dal, (1.2)

avec (11,22, 23) les coordonnées canoniques de R, Le fait que les translations soient maintenant
toutes des isométries garantit que le groupe des isométries de Sols agisse transitivement sur Sols,

qui est donc une variété homogéne.

Remarque 1 : Il existe d’autres métriques invariantes a gauche sur Sols. Plus précisément, il
existe une famille & deux paramétres de métriques invariantes & gauche. Un de ces paramétres
est un facteur homothétique, et les métriques qui ne sont pas homothétiques a (|1.2)) n’admettent

pas de réflexions ; voir [60] pour plus de précisions.

Puisque dL, est diagonale, les vecteurs 01, 95 et O3 de la base canonique de R? sont ortho-

gonaux, et si on pose
E1 (.’E) = szZ')l = 6_353’(r“)17 EQ(LL‘) = dLmag = 630382, Ed(l') = szag, = 83,

on obtient une base orthonormale (F1, Es, F3) de vecteurs invariants & gauche (c’est a dire tels
que dL,Ey(x) = Ex(ax)). On a a présent deux bases dans lesquelles exprimer les coordonnées de
champs de vecteurs sur Sols ; on notera entre crochets les coordonnées dans la base (E1, Es, F3) ;

ainsi, si on se place en un point x € Solz, on a

ail er3ay
a101 + a00s +az03 = | as | = |e ®3ay] . (13)
as as

On a la propriété suivante ([I7]) :

2



1.8. L’application de Gauss

Proposition 1 Le groupe d’isotropie de l’origine de Sols est isomorphe au groupe diédral D, et

engendré par les deux isométries
o (x1,29,23) — (z2, —21, —23) et T (21,29, 23) —> (—x1, T2, T3).
Ces isométries renversent l’orientation. L’application o est d’ordre 4 et T est d’ordre 2.

Voici précisément I’ensemble des isotropies de (0,0,0) :

(21,29, 23) — (21, T2, 23) Identité.
(x1, 79, 23) 2> (v9, —21, —r3)  Rotation d’angle 37/2 autour de E3 composée avec la réflexion par rapport a {z
(21,20, 13) — (=21, 2, T3) Réflexion par rapport a {z; = 0}.

2
(x1, 79, 23) V= (—x1, —22,73)  Rotation d’angle 7 autour de Fj.
3
(21,20, 23) = (—x2, 21, —r3)  Rotation d’angle 7/2 autour de F3 composée avec la réflexion par rapport a {x3

(71,2, 23) v (9,21, —T3) Rotation d’angle m autour de l'axe {(x1,21,0)}.
2
(x1, 29, 23) > (21, —T2,T3) Reéflexion par rapport a {xs = 0}.

3
(z1, 72, 23) > (—x9, —21, —w3) Rotation d’angle 7 autour de I'axe {(z1,—x1,0)}.

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 5 Le groupe d’isométries de Sols est de dimension 3.

Nous terminons cette section en exprimant la connexion de Levi-Civita V sur Sols associée
a la métrique (1.2)) dans la base (Eq, E2, E5). Dans un premier temps, les crochets de Lie dans
I’algébre de Lie sols de Solz sont donnés par

(X, Y] = (Y3X1 — X3V, X3Y2 — ¥3X5,0)
pour tous X = (X1, X9, X3) et Y = (Y1, Y2,Y3). Ainsi, on a
[En, Eo] =0, [Eh, Es] = En, [E2, B3] = —Es.

On en déduit les expressions suivantes :

vEl-E’l = _ES) vE2E1 = 07 vE:;-El = 07
Ve B =0, Vig,Er = Es, Ve, By =0,
Ve, Es = E, Vi, B3 = —FEs, Vi B3 =0.

1.3 L’application de Gauss

Soit M une surface de Riemann et z = u + iv un systéme de coordonnées complexes locales
sur M. Soit x : M — Sols une immersion conforme de M dans Sols, c’est & dire telle que z,, et
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x, soient orthogonaux et de méme norme en tout point. On pose

Z1
T = i)

xZs3

Un champ de vecteurs normaux unitaires N : M — T'Solz peut étre défini par

ers 0 0 N16 T3 N1
N=|0 e* 0 Nae®s | = | No
0 0 1 N3 N3

Définition 1 L’application de Gauss de 'immersion x est ’application
g=0coN: M — CU{oc} =C,

ol o est la projection stéréographique par rapport au pole Nord, i.e.

2%e(g)
N = 28m(g) | ; (1.4)
1+ g)?
N1+ iNs
= —=. 1.5
g TN, (1.5)

Avant d’énoncer le Théoréme d’Inoguchi et Lee, rappelons que sur une variété Riemannienne
M munie d’un systéme de coordonnées complexes z = u + iv, pour toute fonction h : M — C,

f L[ oh L, 1fon o
27 2\ du Zav € 7 2\ 0u Z@v ’

Voici & présent le Théoréme d’Inoguchi et Lee ([47]). Il peut étre vu comme un théoréme de

on a par définition

représentation de type Weierstrass dans Sols.

Théoréme 6 (Inoguchi-Lee [47]) Soit x : M — Sols une immersion minimale conforme et
g : M — C son application de Gauss. Alors en tout point ot g n'est ni réelle ni imaginaire
pure, g n’est pas antiholomorphe (i.e. g, # 0), et elle satisfait I’équation elliptique du second

ordre suivante :
299.9z

P -7

G2z = (1.6)
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De plus, Uimmersion © = (x1,22,x3) s’exprime en fonction de g par la formule de représentation

sutvante :

—92 ) —
-1 1 2
e s 7(9 5 Jéqz 5 T2, = 1e™3 7(9 2+ Jégz s T3, = Qggig (17)
9°—49 9°—49 9°—49g

L1, =

en tout point ou elle est bien définie.
Réciproquement, étant donnée une application g : M — C définie sur une surface de Rie-
mann simplement connexe M satisfaisant I’équation (1.6)), alors l’application x : M — Sols
donnée par la formule (1.7) est une immersion minimale conforme (avec d’éventuels points de

branchement) en tout point ou elle est bien définie, dont ’application de Gauss est g.

Remarque 2 : 1. Il existe un résultat similaire pour les surfaces CMC H # 0 ([17]).

2. L’équation (1.6) est ’équation des applications harmoniques g : M — (C, ds?), ou ds? est
la métrique définie par
|dew|®

2
ds® = |w2—52’.

C’est une métrique singuliére, non définie sur les axes réels et imaginaires purs : voir [47]
pour plus de détails.

3. L’équation (1.6) ne peut étre considérée qu’aux points ot g # co. Néanmoins, on remarque
que si g est une solution de (1.6)), i/g est également solution aux points ot g # 0, ce qui
permet d’étudier ((1.6) sur M entiére.

4. Si g est solution de , I’application conjuguée g et toute application g o ¢ avec ¢ une
fonction holomorphe localement injective sont également solutions. De plus, si g est une
solution nulle part antiholomorphe de , et que x est 'immersion minimale conforme
induite par g, alors ig et 1/g induisent les immersions minimales conformes ox et 7x. Enfin,

g est I'application de Gauss de 0?72 aprés changement d’orientation.

1.4 Construction des hélicoides

Passons a la construction des hélicoides : on appelle hélicoide une surface minimale contenant
laxe x3 dont l'intersection avec tout plan {x3 = constante} est une ligne droite, et telle qu’il
existe T > 0 tel que la surface soit invariante par multiplication & gauche par (0,0,7). On va

montrer le théoréme suivant :

Théoréme 7 Il existe une famille a un parametre (Hx)xe—11p\q0y @ hélicoides proprement
plongées dans Solz. Ces hélicoides ont 3 symétries fizant origine : la rotation d’angle w autour
de l'aze x3, la rotation d’angle ™ autour de l'aze (z,x,0), et la rotation d’angle m autour de l’axe
(z,—z,0).
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Soit K € ] — 1,1[; on définit une application g : C — C par
g(z = u+iv) = e e/,

avec b satisfaisant & I’équation :

b =+/1— K cos(2b), b0)=0. (1.8)

Proposition 2 L’application b est bien définie et a les propriétés suivantes :
1. La fonction b est un difféomorphisme croissant de R sur lui méme ;
2. La fonction b est impaire ;
3. Il existe un réel W > 0 tel que pour tout v € R, b(v + W) = b(v) + 7
4. La fonction b vérifie b(kW) = km pour tout k € 7Z.

Démonstration. Puisque K € | —1,1], il existe r > 0 tel que 1 — K cos (2b) € |r,2[; le Théoréme
de Cauchy-Lipschitz s’applique, et b est bien définie. D’apreés on a b’ > 0 sur son domaine
de définition, et \/r < ' < v/2. Donc V' est bornée par deux constantes positives, donc b est
définie sur R, et

lim b(v) = +o0.

v—Foo

La fonction b : v — —b(—v) satisfait également a (1.8) avec 3(0) = 0; donc b = b et b est
impaire. Enfin, il existe W > 0 tel que b(W) = 7 ; alors la fonction b : v — b(v + W) — 7 vérifie
(1.8) avec b(0) = 0, donc b = b. O

Corollaire 1 On a b(kW/2) = kx /2 pour tout k € 27 + 1.

() (3w (2)-

ce qui donne la formule pour £ = 1. On conclut facilement. O

Démonstration. On a

Proposition 3 La fonction g vérifie (g> — §%)g.= = 299.9=.

Ainsi, lapplication ¢ induit une immersion minimale conforme x = (1, z2, x3) telle que

_ =3 (7° — 1g- . 1+ ie—2“e—2ib](1 _ b/)eibeiﬂ/4 o
SR - e (1.9)
9 =49 de~% cos (2b)
7’ ie—2u—2ibli (1 _ pf)pibein/4

Dg: _ _[1 1-b
To, = ie™3 (9" + J2g _ _[ e “%e Ji( Je™e o3 (1.10)

9 -7 4e= cos (2b)

299- i(b' — 1)

B - ' 1.11
e g2 —7g> 2cos(2b) (1.11)
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Cette application est bien une immersion puisque la métrique induite par x est donnée par
2

m COSh2 (U)|d2|2

dw® = |z, |dz]* =

On voit de suite que z3 est une fonction d’une variable vérifiant

1-Vw) K
cos (2b(v))  1+b/(v)

zy(v) =

Remarque 3 : Si K = 0, on a x3 = constante, et 'image de x est réduite & un point. Ce cas

sera toujours exclu par la suite.

En fixant 23(0) = 0, on choisit x5 parmi les primitives. On obtient alors les propriétés

suivantes pour z3 :

Proposition 4 1. La fonction x3 est une bijection de R ;
2. La fonction x3 est impaire ;
3. La fonction x3 vérifie xs(v + W) = x3(v) + 23(W) pour tout v € R.
Démonstration. L’application z3 est bijective sur R puisque c’est la primitive d’une fonction

continue ayant le signe de K. La fonction b est impaire donc b’ est paire donc x4 est paire et x5

est impaire. Enfin, on a 2% (v + W) = 24(v) et le résultat s’ensuit. O

Ensuite, les fonctions
[cos b(v) — sinb(v)]axse*2 sinh (u)

xi(u+iv) =

za2(u+iv) = [cos b(v) + sinb(v)]x5e™ sinh (u).

SIS

satisfont aux équations (1.9) et (1.10).

Théoréme 8 Soit K un réel tel que |K| < 1 et K # 0, et b la fonction définie par (1.8). On

définit une fonction x3 par
K

140"’

.’Eé = .’Eg(O) = 0,

Alors lapplication

[

[cos b(v) — sinb(v)]xse "2 sinh (u)

z:u+iv e Cr——

;S

[cos b(v) + sin b(v)]xse™ sinh (u)

z3(v)
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est une immersion minimale conforme dont ’application de Gauss est

g:u+iveCr— e UeWemim/4,

De plus,

(0,0,2x3(W)) *x x(u + ) = z(u+i(v + 2W)) (1.12)
pour tous u,v € R. La surface image de x est appelée hélicoide de paramétre K et sera notée
Hi-

Démonstration. L’équation (1.12)) montre que I’hélicoide est invariante par multiplication &
gauche par (0,0, 2z5(W)). Rappelons qu’on a

x3(v 4+ 2W) = z3(v + W) + 23(W) = a3(v) + 223(W)

pour tout réel v. On obtient ainsi le résultat pour la troisiéme coordonnée, et on montre de la
méme facon que e~ 2*3MW)g (u + iv) = 21 (u +i(v + 2W)) et e23Wgy(u + iv) = zo(u + i(v +
2W)). O

Remarque 4 : 1. La surface Hx est plongée puisque x3 est bijective. Il est aisé de voir
qu’elle est méme proprement plongée.
2. Les surfaces Hx et H_x sont liées : si on note avec un indice K (respectivement —K) les
données décrivant Hx (respectivement H_ ), on obtient

b_g(v) = br(v+W/2)—m/2
r3_g(v) = —w3r(v+W/2)+a3x(W/2).

En particulier, z5_ g (W) = —235 (W) et donc les deux surfaces ont méme période |z5 g (W)|.
Enfin,
g (u+iv) = (0,0, 235 (W/2)) % 03z (u + i(v + W/2)).

Ainsi, il existe une isométrie de Sols qui envoie H_ i sur H.

Proposition 5 Pour tout réel T, il existe une unique hélicoide Hy (a isométrie pres, i.e. K <
—K ) dont la période est T.

Démonstration. La période Tk de I'hélicoide Hx de paramétre K est

oK
Ty =2 — o 2 g
K 1= 2wg(W) /0 T 0(s) %
du

2 [
0 v/1—Kcos(2u)(1+ /1 — K cos(2u))

ot on a effectué le changement de variables v = b(s), avec b(W) = w. En voyant Tk comme une
fonction de K, on obtient

oT i 1

7K — 2/ Sdu
oK 0 1 — K cos (2u)
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(valable pour K dans un compact de la forme [0,a] C [0, 1], et donc pour K € [0,1]). Ainsi, la
fonction K — Tk est injective. De plus, on a Ty = 0 et

1
T =

\/1—cos 2u (1++/1—cos( 2u

/ V/2sin ( )(1—|—\fsm( ))du
L+
- \f/ Travar e’ =T

donc Tk est une bijection de ]0, 1] sur ]0, +o0].

La famille de vecteurs définie par

2Re(g)
23m(g)
L—g)”
V3 cos (b) + sin (b)

————— |sin (b) — cos (b)
2eosh (u) | o ioh (u)

1+ g|?

constitue un champ de vecteurs normaux a la surface. On a

= ) sinh (u) 14+
N = —sin(2p)2 W T cos(2b) ) @,
Vau sin (2b) cosh (u) u (Kcosh2 (u) cos ( b)> .
1+ sinh (u)
N = ([—T7 _cos(2b op) 2
V. <Kcosh2 (u) cos )> @u +sin (20) cosh (u) v

et la courbure de Gauss est donc donnée par

. 1 2(1+0b)cos(20)  (14b)? .9
=-t cosh? (u) < K K2 cosh? (u) e (Qb)> ’

En particulier, les morceaux fondamentaux des hélicoides ont une courbure totale infinie puisque

K? 2K cos (2b) 1 K?sin? (2b)
dA = [ ———— cosh? - dud
K ( (1 T b/)Q COS. (u) + 1+ b COSh2 (u) (1 + b/)2 > uav

Pour terminer, regardons les symétries des hélicoides. On a déja
—z1(u + iv)
(—u+iv) = | —zo(u+iv) | = o2x(u + iv).
z3(v)

Ainsi, ’hélicoide H g est symétrique par rotation d’angle m autour de 'axe z3, lequel est inclus
dans I’hélicoide en tant qu’image de I’axe imaginaire pur de C par .
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Ensuite, notons que la droite {(z,z,0) | x € R} est incluse dans I’hélicoide comme image de

I’axe réel de R par z. On a de plus

Zo(u + iv)
z(u—iv) = | z1(u+iv) | =ora(u+iv),

—x3(v)

et donc Hx est symétrique par rotation d’angle 7 autour de laxe {(z,z,0) | z € R}.

Remarque 5 : La droite {(z,z,0) | € R} est une géodésique de I’hélicoide. C’est méme une

géodésique de Sols.

Enfin, puisque la fonction sinh est impaire, on a

—zo(u + iv)
r(—u—iv) = | —zi(u+w) | = ro(u+iv).

—x3(v)

Ainsi, Hx est symétrique par rotation d’angle 7w autour de axe {(x,—x,0) | x € R} (mais cet

axe n’est cette fois pas inclus dans la surface).

L’hélicoide Hx n’a pas d’autre symétrie fixant ’origine ; en effet si elle en avait, il existerait
un difféomorphisme ¢ de C tel que 0 ¢ = 0% o x (ici on choisit par exemple o mais la méthode
est la méme pour tout élément du groupe d’isotropie de Sols). Alors par composition, la surface
posséderait toutes les symétries engendrées par le groupe d’isotropie. On aurait donc en particu-
lier ’existence d’un difféeomorphisme ¢ de C tel que x o ¢ = 7. La décomposition ¢ = ¢1 + igo

ménerait alors a

21(p1(u + 1) + ida(u + iv)) —z1(u + iv)
x2(p1(u + i) + ida(u + iv)) = x2(u + iv)
z3(¢2(u + iv)) z3(v)

Mais puisque x3 est bijective, on aurait ¢o(u + iv) = v pour tous u, v, et donc on aurait simul-
tanément sinh (¢1(u + 4v)) = sinh (u) et sinh (¢1(u + 4v)) = —sinh (u), ce qui est impossible.

10



1.5. Caténoides dans Sols

F1GURE 1.1 — Hélicoide de paramétre K = 0.4 avec Scilab®).

1.5 Caténoides dans Sol;

Passons & présent au coeur du sujet, & savoir la construction d’anneaux minimaux. Soit

a € ] — 1;1]. On commence par définir une application g sur C par la formule
g(z =u+ ZU) = 7,L'e*uf’y(v)eip(v),

avec p satisfaisant & I’équation

o =1/1—a2sin®(2p), p(0)=0 (1.13)

v = —asin (2p), v(0) =0. (1.14)

et v définie par

Proposition 6 L’application p est bien définie et posséde les propriétés suivantes :
1. La fonction p est un difféomorphisme croissant de R sur R ;
2. La fonction p est impaire ;
3. Il existe un réel V > 0 tel que pour tout v € R, p(v+V) = p(v) +7;
4. La fonction p vérifie p(kV) = kn pour tout k € Z.

Démonstration. Puisque o € | — 1, 1[, il existe r > 0 tel que 1 —a?sin? (2p) € |r, 1] ; le Théoréme
de Cauchy-Lipschitz s’applique et p est bien définie. D’aprés on a p’ > 0 sur son domaine
de définition, et \/r < p’ < 1. Ainsi, p’ est bornée par deux constantes positives donc p est définie
sur R tout entier et

lim p(v) = fo0.

v—F0o

11
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La fonction p : v — —p(—wv) satisfait également a (1.13) avec p(0) = 0; donc p = p et p est
impaire. Enfin, il existe V' > 0 tel que p(V') = 7; alors la fonction p: v — p(v 4+ V) — 7 vérifie

(1.13) avec p(0) =0, donc p = p. O

Corollaire 2 1. On a p(kV/2) = kn/2 pour tout k € 2Z +1;
2. On a p(—v+V/2) = —p(v) + g pour tout v € R.
Démonstration. 1. On a

() -o(Ee0) o)

ce qui donne la formule pour £ = 1. On conclut facilement.

2. Les fonctions p* : v — 7/2 — p(—v 4+ V/2) et p satisfont a équation (1.13) avec p*(0) =
p(0) = 0, donc p* = p.
O

Remarque 6 : En particulier, p(V/4) = 7/4 et p(3V/4) = 37/4. En effet, on a

(V) =p (V) =5 =p(5-7)

et le résultat s’ensuit.

Proposition 7 La fonction g vérifie (g° — §°)9.= = 299-9=-

Ainsi, 'application g induit une immersion minimale conforme = = (x1, z2, z3) telle que

oy @ —1)g2 20 (@ 1)g: 299
Ty, =€ 8 == Xy, = ie"? == I3, = =
: 9> -7 : 9> -7 T -7
On a bien une immersion car la métrique induite par = est donnée par
dw® = ||z,]*|d2|?
(F'? + a?) cosh? (u + 7)|dz|?
452
otsin®(2) | 5\ )
= —— =+ a“ ) cosh” (u + v)|dz
(T ()l
2a° 2 2
Y cosh” (u + v)|dz|*,
On obtient ] )
i =7 —1
T3, = ——
%27 Tosin (2p)
c’est & dire
,7/
— 2% =T _
T3y 6(1‘32) sin (2p) «Q
1—p a?sin (2p)
= — 2(\ = =
T3, Sm(xs,) Sn 2p) T+,

12



1.5. Caténoides dans Sols

Ainsi
v sin (2p(s))

15 (s) ds.

x3(u —+ iv) zau+a2/

On choisit alors une condition initiale pour x3; on pose

[ sin(20(s))
F(v) := a2/0 Tp’(s)ds

et on définit alors

z3(u +iv) := au + F(v).

La fonction F' est bien définie sur R.

Proposition 8 La fonction F est paire et V-périodique.

Démonstration. La fonction F’ est impaire puisque p est impaire et p’ est paire, donc F est paire.
On obtient alors
28in (2p(v) + 27)

Flo+V)=a )

= F"(v),

donc il existe une constante C telle que F(v + V) = F(v) + C pour tout v € R. En évaluant en
zéro, on obtient C' = F(V), i.e.

v .
_ o [ sin(2p(s))
o = o[ Ty
:=H(s)
V/4 3v/4 v
= o { H(s)ds + / H(s)ds + H(s)ds}
0 v/4 3V/4

= ZLk(a).

k=0

On effectue le changement de variable u = sin (2p(s)) dans chaque intégrale Ly (), avec

du = 2p'(s) cos (2p(s))ds = 2(—=1)* /(1 — a2u?)(1 — u2)ds.

Alinsi,

C— a2 /1 u du —0
1 (1+ VI =aZu?) /(1 - a2u?)(1 — u?)
et F' est V-périodique. O

Proposition 9 La fonction v est paire et V -périodique.
Démonstration. La démonstration est parfaitement analogue au cas de la fonction F'. O

13



Chapitre 1. Constructions d’anneauxr minimaux dans Sols

Les équations obtenues pour x; et xo se réécrivent

gy (T 4 (A — p — i)

e =€ 4sin (2p)
Ty, = —e%3 ("t — e (i — ip" +9) _
? 4sin (2p)
On obtient alors
= e P [ (cos (p)F" — asin () — 5o (ausin (p) + cos () )]
ry = e 31 —a) p asin (p 2(1+a)a1np P
—e¥ty e~ U=
xy = etl [m(a cos (p) + F'sin (p)) + m(a cos (p) — F’sin (P))}-

Remarque 7 : si o =0, 2(C) = {0}. Ce cas sera toujours exclu dans la suite.

Théoréme 9 Soit « un réel tel que |a| < 1 et a # 0, et p et v les fonctions définies par les

équations (1.13) et (1.14). On définit la fonction F par

o [Psn@o(s)
PO = o [

Alors Uapplication x : C — Solg définie par

euty , . e "7 : ’
[w@os O = s ) = (e s )
eutt [2zle+ @) (accos (p) + F'sin (p)) + h(a cos (p) — F'sin (p))}

est une immersion minimale conforme dont l’application de Gauss est
g:u+iveCr— —je v 7Weir(v)

De plus,
z(u+i(v+2V)) = z(u +iv) (1.15)

pour tous u,v € R. La surface image de x est appelée caténoide de paramétre a et sera notée C,,.
Démonstration. La périodicité de C, (c’est a dire la formule (1.15)) est une conséquence des

Propositions [6], [§] and [9} O

Remarque 8 : Les surfaces C, et C_, sont liées; si on note avec un indice « (respectivement

—a) les données décrivant C,, (respectivement C_,), on a

P—a = Pa
F, = F,
V—a = Yo

14



1.5. Caténoides dans Sols

Ainsi, on obtient

T_o(—u+iv) = 0w (u + iv).

En particulier, il existe une isométrie de Sols fixant l’origine et préservant ’orientation qui envoie
Cq sur C_,.

Montrons & présent que les caténoides sont plongées :

Proposition 10 Pour tout A\ € R, lintersection de C,, avec le plan {x3 = A} est une courbe

conveze plongée fermée non vide.

Démonstration. Déja, cette intersection est non vide : z(A/a +i0) € C, N {x3 = A}. Regardons
la courbe dans C définie par z5(u + iv) = au + F(v) = A, c’est & dire la courbe

C:tER»—)()\_aF(t),t).

Son image par z est

o> [W(Cos (p)F" — asin (p)) e (acsin (p) + cos (p)F’)}
2&1 —a) 21+«
c:teR+— _et e~ 5 (t)
e [m(a cos (p) + F'sin (p)) + o —1) (arcos (p) — F'sin (p))}
A
Le calcul conduit &
Y
S € A—F . A—F
¢ (t) = 70[(1 sy {A(t) cosh (a + ’y) + B(t) sinh (a +v11,
avec
A = —F"?cos(p)+ay' F'cos(p) —a?p cos (p) + a?F'sin (p) — a3y sin (p) + o2 F" cos (p)
—a?F'psin (p),
B = aF'sin(p) — a?y sin(p) + aF" cos (p) — aF’p'sin (p) — aF"? cos (p)

+a?y' F' cos (p) — ap’ cos (p).
Aprés simplifications, on note que B = 0, et

A(t) = (F2(t) + a®)(a® — 1) cos (p(1)).

Finalement,
6) = = (F2(0) + o) cos i) cost (2= 1 4(0)).
De la méme facon, on obtient
e _
o(t) = —T(F'Q(t) + a?) sin (p(t)) cosh ()\aF(t) + ’y(t)).

15



Chapitre 1. Constructions d’anneauxr minimaux dans Sols

Ainsi
—2A A— F(t)

= ¢ (F"(t) + a?)? cosh? < + ’y(t)> >0,

donc lintersection C, N {x3 = A} est une courbe réguliére; de plus, elle est fermée puisque
c(t+2V) = ¢(t) pour tout ¢t € R.

o

Les plans {x3 = \} sont plats : en effet, les métriques sur ces plans sont données par e?*dz? +
e~ 22 dx2. Ainsi, via un changement affine de coordonnées, on peut se ramener & des coordonnées
euclidiennes. La convexité étant préservée par transformation affine, on peut supposer que ’on
est en présence de coordonnées euclidiennes.

Pour montrer que ¢ est convexe et plongée, on considére la partie de ¢ correspondant a
t € (=V/2,V/2). Sur (—V/2,V/2), on a cos (p(t)) > 0 d’aprés la Proposition [6] et le Corollaire
Donc ¢j(t) < 0sia >0 (et ¢f(t) > 0si a < 0) et ¢; est injective et décroissante a > 0 (et

croissante si a < 0). On obtient

dCQ .
o, — tan(e(®),

donc Z—E’f est une fonction croissante de ¢, et donc de ¢; si @ < 0 (et une fonction décroissante de
la fonction décroissante ¢y si o > 0). Dans les deux cas, la courbe est convexe.

Ainsi, la moitié de ¢ correspondant a t € (=V/2,V/2) est convexe et plongée. Puisque ¢(t +
V) = —c(t), la courbe entiére est convexe et plongée. O

Les graphiques suivants montrent les sections des caténoides avec différents plans {z3 = A},
tracés avec Scilab@®) :

FIGURE 1.2 — Section de Cy 5 avec {x3 = —0.6}.

FIGURE 1.3 — Section de Cy 5 avec {3 = 0}. FIGURE 1.4 — Section de Cy 5 avec {z3 = 0.6}.
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1.5. Caténoides dans Sols

Corollaire 3 La surface C, est proprement plongée pour tout o € | — 1,1[ \{0}.

Proposition 11 Pour tout o € | — 1,1[ \{0}, la surface C, est conformément équivalente a

C \{o0}.

Démonstration. L’application = : C/(2iVZ) — C, est une paramétrisation conforme bijective
de C,. O

La encore, terminons par regarder les symétries des caténoides; on a
—z1(u + iv)
z(u+i(v+ V)= | —zp(u+iv) | = o®2(u+iv).
x3(u + iv)

Ainsi, la surface C, est symétrique par rotation d’angle w autour de 'axe x3.

Remarque 9 : L’axe z3 est contenu dans I’ “intérieur” de C,, puisque chaque courbe C,N{z5 = A}

est convexe et symétrique par rapport a cet axe.

On a de méme
—x1(u + iv)
z(u—iv) = | za(u+iv) | =7z(u+iv),
z3(u + iv)

donc la surface C, est symétrique par réflexion par rapport au plan {#; = 0}. Enfin, on a aussi
z(u+i(—v+V)) = o?rz(u +iv),

donc C,, est symétrique par réflexion par rapport au plan {zs = 0}. Comme on ’a prouvé pour
les hélicoides, on montre que les caténoides C, n’ont pas d’autre symétrie préservant l’origine.

FIGURE 1.5 — Caténoide pour a = —0.6 avec Scilab®).
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Chapitre 1. Constructions d’anneauxr minimaux dans Sols

1.6 Limites des caténoides

Terminons ce chapitre par I’étude des limites des caténoides lorsque le paramétre « tend vers
le bord de son domaine de définition, c’est & dire dans un premier temps quand « tend vers 0,

puis lorsque « tend vers £1.

1.6.1 Lecasa=0

On effectue le changement de paramétres

v = wu+In(a)
o= .

Dans ces coordonnées, 'immersion = donnée au Théoréme [9] prend la forme

eIn (@) —au'=F [eu/i(cos (p)F' — asin (p)) — Lu/_’y(oz sin (p) + cos (p)F’)}
2a(1 — ) 21+«
—e' Y ot

e—aln (a)+au'+F[ (acos (p) + F'sin (p)) +

m m(a cos (p) — F’sin (P))]
—aln (o) +au' + F

En faisant tendre a présent a vers 0, on obtient

p — Id
Flao — 0
Flaw — 0

v — 0

et la limite de I'immersion est donc
3 sin (v')
——5~ cos (v")
0

On obtient donc une paramétrisation du plan {z3 = 0}, qui est donc la surface limite de la
famille de surfaces (C,) lorsque « tend vers 0.

1.6.2 Lecasa=1

On étudie maintenant la limite lorsque « tend vers 1, le cas o « tend vers —1 étant analogue.

On montre que la surface limite est alors un graphe minimal entier :

Proposition 12 Soit x : C — Sols l'application définie par

tanh (v) o
a) [0 e
x(u+iv)=|xz | = ﬁ _u_ cosh(2v)
4 2 4
3 u + In (cosh (v))
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1.6. Limites des caténoides

Alors x est une immersion minimale et son image, notée S, est la limite des surfaces C,, lorsque
a tend vers 1 (a une translation prés). De plus, il existe une fonction analytique f définie sur

R? telle que S soit le xo-graphe de f donné par xo = f(x1,x3).

Démonstration. Pour o = 1, l’application de Gauss est toujours donnée par g(z = u + iv) =
—ie~ v eir(v) avec p satisfaisant cette fois a I’équation :

p =cos(2p), p(0)=0, (1.16)

et v vérifiant toujours
7 = —sin(2p), ¥(0)=0. (1.17)

On a des expressions explicites de ces fonctions :

pv) = aritan (€?Y) — 7/4 = arctan (tanh (v))
y(v) = ~5 In (cosh (2v)).

Ainsi en posant

s
F= [ ™

on obtient F'(v) = In (cosh (v)). L’immersion z est alors donnée par
—2u e v
tanh —_—
anh (v) + 2 cosh (v)
x = e u  cosh (2v)

4 2 4
u + In (cosh (v))

Un champ de vecteurs normaux & S est donné par

) 2sinh (v)e™™

— —2cosh (v)e~"
1+ e~2v cosh (20) cosh (v)e
1 — e~ 2% cosh (2v)

On obtient ainsi
g(u +iv) = —ie” “(cosh (v) + isinh (v))

qui satisfait bien a I’équation des applications harmoniques (1.6). La métrique induite par cette
immersion sur la surface est

ds* = (e~** tanh® (v) + €2 sinh? (u) + 1)|dz|>.

La surface image de x est symétrique par réflexion par rapport & {z; = 1/2} puisque

1 tanh (v) Cou 1
53— ~(+e™) 5 Ti(uv)
z(u+iv) = ei“ _u _ cosh (2v) = (1, 0) ,
4 2 4 ’
u =+ In (cosh (v)) @3(u, v)
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et donc
1
3 x1(u,v)
z(u—iv) = 2o (u, v)

z3(u,v)

1l est équivalent de dire que la surface translatée (—1/2,0,0)*z(u+iv) est symétrique par rapport
a {z1 = 0}. Cette surface translatée, notée S, est I'image de 'immersion minimale x définie par
tanh (v
_ ( )(1 + e—2u)
2
2u

x(u+iv) = (=1/2,0,0) * z(u+1iv) = | € u  cosh (2v)
4 2 4
u + In (cosh (v))

Cette surface est analytique (comme toute surface minimale dans Sols), donc elle est localement
un xo-graphe au voisinage de chaque point ot 5 n’appartient pas au plan tangent, i.e. (N, dq) #
0. Mais

(N,02) =0 <= cosh (v)e™ " =0,

ce qui est impossible. Ainsi, S est un xy-graphe analytique au voisinage de chaque point. Consi-
dérons & présent des sections de S avec les plans {x3 = constante} : sur le plan {x3 = A}, on
obtient la courbe

_M (1 + e=2* cosh? (t)) x15 (1)
A= T n(eosh() coshan) | <xﬂ<t>> |
4cosh” (t) 2 2 4

Ces courbes sont représentées graphiquement a la page suivante. Ainsi,

_tanh®(t) —1 e

5 5 (cosh? (t) + sinh? (¢)) < 0

x1\(t)

pour tout t € R. Les courbes étant injectives, la surface S est plongée. De plus, on déduit
du théoréme des fonctions implicites que pour tout A € R, il existe une fonction f telle que
X2y = fa(x1). Puisque la fonction x;, est un diffeomorphisme décroissant de R, la fonction
fx est définie sur R. Le calcul étant valable pour tout A € R, il existe f : R2 — R telle que
x2 = f(x1,%3).

Finalement, cette fonction f coincide au voisinage de tout point avec la fonction analytique
locale donnant les graphes locaux, donc f est analytique. O

Notons pour terminer que pour tout x3 fixé, on a les comportements asymptotiques suivants :
> Lorsque x; — 400, Xo &~ —x 2% ;

> Lorsque x; — —00, X & X12%3.
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FIGURE 1.6 — Section avec {x3 = 0}.
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FIGURE 1.7 — Section avec {x3 = 10}.
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FIGURE 1.8 — Section avec {x3 = —2}.

FIGURE 1.9 — La surface S avec Maxima(®).




Chapitre 2

Approche spinorielle du Théoréme

d’Alexandrov généralisé

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d’utiliser des outils spinoriels pour donner une nouvelle preuve
du Theéoréme [2| énoncé en introduction, ainsi que son équivalent dans H"t!,

Dans le cas euclidien, Hsiung ([46]) prouva en 1954 le Théoréme |2| pour tout r pour des
hypersurfaces immergées et étoilées. En particulier, le cas de la courbure de Gauss (r = n) du
Théoréme [2 se déduisit de ses travaux par I'utilisation du Théoréme d’Hadamard, stipulant que
toute hypersurface immergée dont la courbure de Gauss est constante est strictement convexe.
En 1956, Alexandrov énonga le premier le Théoréme dans le cas de la courbure moyenne (r = 1),
et le prouva en utilisant un principe de réflexion ([4]). Une autre preuve du cas r = 1 est due
a Reilly ([67]). Ros (J71]) résolut le cas de la courbure scalaire (r = 2) en adaptant la méthode
de Reilly. Par la suite, ce dernier étendit son propre résultat a toutes les H,.-courbures ([70]) en
utilisant les formules de Minkowski (voir équation (2.19)) et I'Inégalité de Heintze-Karcher. Une
autre preuve fut donnée quasi simultanément par Korevaar dans un appendice a [71].

Ce résultat fut ensuite également établi dans I’espace hyperbolique H"*! et dans la sphére
S"*1 (avec I'hypothése supplémentaire que I’hypersurface soit plongée dans un hémisphére de
S™*1) par Montiel et Ros [63] par une méthode similaire & celle utilisée par Ros dans le cas
euclidien.

Si la géométrie spinorielle a déja permis de démontrer le Théoréme [2]dans le cas de la courbure
moyenne H (r = 1), la méthode utilisée ne s’étend pas de fagon évidente pour r > 2. En effet, la
courbure moyenne joue un role privilégié par rapport aux autres H,-courbures par 'intermédiaire
de la formule de Gauss (voir (2.10))). Nous utiliserons les résultats suivants :

Théoréme 10 (Hijazi-Montiel [37]) Soit (M, g) une variété Riemannienne conneze de dimen-

sion (n + 1) munie d’une structure spinorielle, et Q un domaine compact connexe de M ayant
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un bord M = 0 lisse. On suppose de plus que la courbure scalaire R de M est positive ou nulle,
et que la courbure moyenne H de M par rapport & la normale entrante est strictement positive.
Alors pour tout champ de spineurs extrinséque o € T'(YM), on a :

1 n?
[ woran =" [ wopaw.
M M

De plus, ’égalité a lieu si et seulement si il existe deux champs de spineurs paralleles V1 et Uy
sur ) tels que PL VY = Py et P_-Wy = P_1) sur M.

Théoréme 11 (Hijazi-Montiel-Raulot [39]) Soit (M, g) une variété Riemannienne conneze de
dimension (n + 1) munie d’une structure spinorielle, et Q un domaine compact connere de M
ayant un bord M = O lisse. On suppose de plus que la courbure scalaire R de M vérifie
R > —n(n+ 1), et que la courbure moyenne H de M par rapport a la normale entrante est
strictement positive. Alors pour tout chamyp de spineurs extrinséque v € T(£M), on a :

1 n?
| e =" [ mpa.
M M

1l y a égalité si et seulement si il existe deux +i/2-spineurs de Killing ¥y et Uy sur Q tels que
PV, =P yp et P_Uy=P_1.

Dans le cas hyperbolique, I'opérateur ,@’i est un opérateur de Dirac modifié & 'ordre 0,
défini en sur un fibré modifié £M introduit par les équations (2.24), (2.25) et (2.26). Les
opérateurs Py sont des projections sur le fibré des spineurs extrinséque, qui fournissent de bonnes
conditions & bord pour I'opérateur de Dirac (voir pour le cas euclidien, pour le cas
hyperbolique).

Nous allons traiter les cas des espaces euclidien et hyperbolique séparément. Dans un premier
temps nous rappellerons comment une hypersurface orientable d’une variété spinorielle hérite
d’une structure spinorielle induite, puis pour chacun des espaces R*t! et H™t! nous introduirons
les projections Py apparaissant dans les Théorémes [10] et avant de nous pencher sur la preuve
du Théoréme[2] Nous utiliserons également le Théoreme[I0] pour démontrer 1'Inégalité de Heintze-
Karcher (Théoréme (3} [34]) dans ’espace euclidien. Mais avant de distinguer les cas, rappelons

la définition des H.-courbures : soient k1, ..., k, les courbures principales sur M ; on pose

H, ;(}1 > ki, (2.1)

i1 <...<ip

pour 1 < r < n (et Hy = 1 par convention). La fonction H, est appelée H,-courbure (ou
r-courbure) pour tout r = 1,...,n. On peut remarquer que H; = H (courbure moyenne) et
n(n — 1)Hy = Scaly, ou Scaly, désigne la courbure scalaire de M, et H, = Ky la courbure de
Gauss.

Enfin, la proposition suivante ([63]) utilise les résultats de Garding (|25]) et est valable a la
fois dans ’espace euclidien et dans ’espace hyperbolique :

24



2.2. Structures spinorielles sur une hypersurface

Proposition 13 (Géarding ([25]), Montiel-Ros [63]) Soit x : M — M une immersion isomé-
trique entre deux variétés riemanniennes de dimensions respectives n et (n + 1). On suppose
que M est connexe et qu’il existe un point elliptique sur M (c’est a dire ou les courbures prin-
cipales sont toutes strictement positives par rapport 4 la normale entrante). Alors s’il existe un
re€{l,..,n} tel que H. >0 sur M, on a

H>HY*> .. >HY" sur M. (2.2)

Sir > 2, on a égalité seulement en les points ombilicauz (c¢’est a dire ow toutes les courbures

principales sont égales).

2.2 Structures spinorielles sur une hypersurface

On rappelle ici comment une hypersurface d’une variété spinorielle hérite & son tour d’une
structure spinorielle, comme cela est fait dans [37], [38], [41], [42] ou encore [43], ou de fagon plus
détaillée dans [13] ou [53].

Une structure spinorielle sur une variété riemannienne (M™, g) de dimension n est un couple
(SpinM, ) ou SpinM est un fibré Spin,-principal sur M et 7 un revétement a deux feuillets du
fibré SO,,-principal SOM de M tels que le diagramme suivant commute :

SpinM x Spin,, Spin M

nxAd n M,

SOM x SO, ——— = SOM

les fleches horizontales représentant les actions des groupes Spin,, et SO,, sur les fibrés principaux
SpinM et SOM. En particulier, on a n(ka) = n(x)Ad(a) pour tous x € SpinM et a € Spin,,.

Remarque 10 : Toutes les variétés riemanniennes ne peuvent pas étre munies d’une telle struc-
ture : par exemple, l’espace projectif complexe de dimension complexe paire CP?™ n’est pas
spinoriel. En cas d’existence d’une telle structure, elle n’est pas nécessairement unique : ainsi, la
sphére S! peut étre munie de deux structures spinorielles non équivalentes (par contre il existe

une unique structure spinorielle sur les sphéres S™ lorsque n > 2) : voir [9].

Le fibré des spineurs XM d’une variété spinorielle est alors le fibré vectoriel associé & SpinM
par une représentation irréductible p : Spin, — GL¢(Z,), ou X, est un espace vectoriel de
dimension complexe ol3] .

XM = SpinM X, %,.

Soit & présent (M " , (., .)) une variété riemannienne spinorielle orientée de dimension (n+1).

On note (SpinM, n) sa structure spinorielle. Soit M une hypersurface orientable de M. Déja,

25



Chapitre 2. Approche spinorielle du Théoréme d’Alexandrov généralisé

(M, (., )] ,z) est une variété riemannienne ; on notera encore (., .) la restriction du produit scalaire
a M. Comme M est orientable, on peut choisir un champ de vecteurs normaux unitaires global,
noté N, et définir 'application

II:SOM — SOM

{e1,..nen} — {e1,...,en, N}

Alors IT étant un difféomorphisme sur son image, SOM s’identifie & un sous fibré de la restriction
a M de SOM, notée SOM
n € N*, on note Cl,, I'algébre de Clifford complexe de dimension n, et CI® sa partie paire. On
désignera également par “-” la multiplication de Clifford sur Ci,. Rappelons que le morphisme
d’algebres T de Cl,, sur CIY,, défini pour tout w € R"™ par

n

v = Umenm{m} x {bases orthonormées directes de T, M}. Pour tout

T(w)=w-N

(ot N est ici le dernier vecteur de la base canonique de R™) est un isomorphisme. En restreignant

T a Spin,,, on obtient le diagramme commutatif suivant :

Spin,, - r . Spin,, .,

Ad® Adnt?

SO, ——=—> 80,41

ou Ad* est la représentation adjointe de Spin;, définie par

AdF : Spin, — SO

a — {Ad’;:wERkHa-x-a_l},

et linclusion de SO,, dans SO,,+1 est celle qui consiste a fixer le dernier vecteur de base sous
l'action de SO, ;; sur R"*!. Ensuite, le revétement & deux feuillets  de SOM, lorsqu’il est

restreint & SpinM |, , est & valeurs dans SOM|,,, et on pose
SpinM := 7~ (II(SOM)),

qui est un sous-fibré de SpinM|M. Si on note 7 : SpinM — M la projection du fibré SpinM
sur M, on pose

= 7T|SpinM
et

/. 171
n =1 On}SpinM'
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2.2. Structures spinorielles sur une hypersurface

Avec ces définitions, on obtient que SpinM est un fibré Spin,-principal sur M et que 7’ :
SpinM — SOM est un revétement & deux feuillets. De plus, on voit que le diagramme

SpinM x Spin,, Spin M

7' x Ad™ n M,

SOM x SO, ——— = SOM

commute. Le couple (SpinM,n’) définit donc bien une structure spinorielle sur M. Le fibré des
spineurs associé est appelé fibré des spineurs intrinséque, noté XM . Maintenant on voudrait
établir un lien entre les spineurs sur M et les spineurs sur M. Soit donc U un ouvert de M et
U € T'y(XM) une section de XM, c’est & dire un champ de spineurs. Le spineur ¥ est donc une
classe d’équivalence de la forme ¥ = [0, 5], avec 0 € I';(SpinM) et s : U — 3,41 une fonction,
la classe d’équivalence étant définie par

(’LL, ”U) ~ (uaap(a)ilv)a a € Spinn+1a

ot ua désigne I'image de u par action & droite de Spin, ;1 sur les fibres de SpinM. Avec les
notations précédentes, n(c) est une section locale de SOM, et quitte 4 changer de représentants
pour ¥, on peut supposer qu’elle a N comme dernier vecteur de base. En effet, si on change o
par oa pour a € Spin,, 4, alors n(c) devient 1(c)Ad2™, et on choisit a pour que AdZ* soit la
bonne isométrie. Alors
Ty = o]y Slunnd »

ou la classe d’équivalence est prise pour la représentation p,; o T et sur les éléments de Spin,
(puisque les éléments a de Spin,; tels que Ad"T! préserve N sont exactement les Y(b) pour
b € Spin,,). Le fibré des spineurs extrinséque S'M est la restriction & M du fibré des spineurs
complexe de M, c’est & dire ¥M = XM|, = SpinM X, o1 Sni1-

Rappelons que le fibré tangent T'M d’une variété spinorielle M™ est isomorphe & SpinM X 44
R™. On peut donc écrire tout champ de vecteurs X € I'(T'M) sous la forme X = [0, x], avec
o € I'(SpinM) et x : M — R". La multiplication de Clifford intrinséque est alors donnée par

AM:TM — End(ZM)

X=lod — [1X) 0 =lo.s] = [0 000 (3)]]
avec p la représentation spinorielle complexe pour la structure spinorielle de M, et elle s’étend
au fibré de Clifford de M. Ainsi, si X = [0,x] € (T M), on pose X = [7,%] une extension
lisse de X au voisinage d'un point de M ; soit également 1) = [0, s] € ['(¥YM) tel que ¢ = \I/|M,
avec ¥ = [7,3] € I'(XM). La multiplication de Clifford de v par X pour la structure spinorielle
extrinséque est un élément de I'yns (ZfM ) défini sur M par

HX) = [0, pn1 (Y (X)) ()] = FX)F(N) )], (2.3)
™
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Chapitre 2. Approche spinorielle du Théoréme d’Alexandrov généralisé

ol 7 est la multiplication de Clifford sur M. Cette définition a du sens car la multiplication de
Clifford sur M ne fait intervenir que les valeurs ponctuelles de X et ¥ au point voulu. Dans la
suite on notera de la méme facon les éléments définis sur M et leurs restrictions & M.

On désigne par le méme symbole V les connexions de Levi-Civita riemannienne et spinorielle
sur M, agissant respectivement sur les champs de vecteurs X € I'(T'M) et sur les champs de
spineurs ¥ € T'(XM). 1l existe une métrique hermitienne XM (voir [53]) telle que les propriétés
suivantes soient vérifiées pour tous X,Y € [(TM) et ¥, ® € I'(XM) :

FX),FX)®) = [X[X(P,P) (2.4)
FX)TAY)Y) = (X, V)[¥? (2.5)
XU, @) = (Vx¥,®)+ (¥, Vxd) (2.6)
VxFY)¥) = F(VxY)¥ +5(Y)Vx T (2.7)

La notation X (f) désigne la dérivée de Lie de f € C°°(M,R) dans la direction de X € T'(T'M).
Lorsque ces quatre propriétés sont satisfaites, on dit que (XM,%,V) est un fibré de Dirac. La
connexion de Levi-Civita riemannienne ¥ sur M pour la structure riemannienne induite est
donnée par la formule de Gauss suivante : pour tous X,Y € I'(T'M),

X¥xY =VxY - (AX,Y)N sur M, (2.8)

oll A est la seconde forme fondamentale de I'immersion de M dans M. Il existe alors une unique
connexion sur ¥M telle que les propriétés (2.4), [2.5), et soient vérifiees pour la
restriction du produit hermitien (.,.) & M et la multiplication de Clifford 7 définie en :
cette connexion de Levi-Civita extrinséque est également notée X et satisfait a la formule de
Gauss spinorielle suivante : pour tous X € T'(TM) et 1 € T'(¥M),

Xt = Vxtp = gf(AX)Y = Ut~ 7(AX)F(N)  sur M. (2.9)

L’opérateur de Dirac sur un fibré de Dirac d’une variété spinorielle est un opérateur différentiel
elliptique d’ordre 1 défini par composition de la multiplication de Clifford avec la connexion de
Levi-Civita spinorielle. 11 est formellement L2-autoadjoint lorsque la variété est compacte sans
bord. Sur M, si (eq,...,e,41) est une base orthonormée locale du fibré tangent, on a localement

pour tout ¥ € T'(XM) :
n+1

DV = Zﬁ(ei)vm\lj'
i=1
De méme, I'opérateur de Dirac extrinséque 2 sur M est donné d’aprés (2.9) par
n nH B n B .
D= eVt = -1 = F(N) D_7(e) Vet (2.10)
i=1 1=1

pour tout ¢ € T'(¥M). On remarque que pour tout 1) € I'(¥YM), on a B(F(N)y) = —F(N)B.
Le spectre de P est donc toujours symétrique par rapport & 0.
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2.3. Cas de ’espace euclidien

On a donc & présent une structure spinorielle intrinséque (XM, VM M DM) et une extrin-
seque (¥M, X, %, ) sur M. En fonction de la parité de la dimension, ces structures peuvent étre
ou ne pas étre isomorphes :

> Sin =dim M est pair, on a un isomorphisme
(¥M, 4, P) = (SM, A, D). (2.11)
> Si n est impair, on a un isomorphisme
(XM, %, D) = (M & SM, ™ & —™, D& —D). (2.12)

On voit donc qu’il est équivalent d’étudier le spectre de D ou celui de 7.

2.3 Cas de I'espace euclidien

2.3.1 Conditions a bord

Soit M une hypersurface orientable d’'une variété spinorielle M telle que M = 09, ou Q
est un domaine compact de M. Dans ce paragraphe (voir [37]), on cherche des projections ortho-
gonales Py : T(¥YM) — T'(¥M) qui soient compatibles avec I'opérateur de Dirac extrinséque

au sens suivant :

PP, = P.D, (2.13)

et qui fournissent de bonnes conditions & bord au sens suivant : pour tout spineur ¥ € T'(XQ) et
tout o € T'(¥M), il existe un unique ¢ € T'(XQ) tel que

(2.14)

Dy = ¥ sur )
P = Prp sur' M

(et de méme pour P_). Comme on ’a vu & l'instant, la parité de la dimension joue un role dans

le comportement de la structure spinorielle extrinséque ; distinguons donc les cas :
n+2

> Lorsque (n + 1) est pair, I’élément de volume complexe w;CLH =" }el v pg sur M
définit une involution w := F(wS +1)- Ainsi, ses espaces propres XM associés aux valeurs
propres +1 sont isométriques et orthogonaux : on a donc une décomposition orthogonale

SM=YM oxM ,
et donc par restriction
YM =M, &YM_ (2.15)

—
avec ¥ My := (XM 7)|,,-
> Lorsque (n + 1) est impair, alors n est pair et I’élément de volume complexe w® sur M

s'identifie & iN et fournit une involution w :=5(iN) sur ¥M. On a un isomorphisme

(XM, 5, P) = (SM, M, DY), (2.16)
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ainsi qu’une décomposition orthogonale

SM=YM"®YM", (2.17)

YM* = {y € ¥M | 7(N)p = +¢}.

On définit enfin deux projections

Py = (Id?jM +iy(N)) : XM — ¥M. (2.18)

N =

Ces projections sont les projections orthogonales sur ¥M* lorsque n est pair, et sur ¥ M. lorsque
n est impair. Elles sont orthogonales 'une & 'autre et autoadjointes pour le produit hermitien
(.,.). De plus, elles vérifient clairement la propriété de compatibilité (2.13)), et on a le résultat

suivant :

Théoréme 12 (Hijazi-Montiel [37]) Soit Q un domaine compact d’une variété spinorielle M et
M = 0. Alors pour tout spineur U € T'(XQ) et tout p € T'(¥YM), il existe un unique 1) € T'(XQ)
tel que

Dy = W sur )
Py = Pry surM.

Ce Théoréme reste bien entendu vrai pour P_. Ce sont ces projections qui apparaissent dans
le Théoréme

2.3.2 Le Théoréme d’Alexandrov généralisé

Cette section a fait I’'objet d’une publication [18]. Commencons par un résultat intégral qui
nous sera trés utile :

Proposition 14 (Formules de Minkowski [62]) Soit x : M — R"™ une immersion d’une
hypersurface compacte orientable M. Pour tout r € {1,...,n}, on a

/ [H,_1 + H,(z, N)|dM = 0. (2.19)
M

Ce résultat a été obtenu initialement par Minkowski en 1903 dans le cas de R3. Pour une
preuve dans le cas général, voir [40].

On suppose donc que M est une variété compacte bordant un domaine Q C R+ et qu’il
existe un r € {1,...,n} tel que H, soit constante. Puisque M est compacte sans bord, M contient
un point elliptique (on peut choisir par exemple le point de M le plus éloigné d’un point fixé de
Q). Ainsi, la constante H,. est strictement positive, et H 'est donc également d’aprés .
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2.3. Cas de ’espace euclidien

Soit 1 un spineur paralléle sur R**!; on définit le champ de spineurs ¢ := W(HT1 "y v N Yibo

sur M. D’aprés (2.10), on a

nH n B B 7 .
Do = o+ A T(NTH e; = Aei)iy
i=1
nH _
= 7<P+H(HT1/T—H)W(N)1/)O7
donc
2 n’H? 2/ r71/7 2 2 2 1/r 1/r 2
Dol = = lel” + 0" (H = H) do|* +n*H(H," = H)(1 4 H,/"(z, N)) o
2H2
T R R — Y P HEY (Y~ H) e N

Puisque g est la restriction & M d’un spineur paralléle, sa norme est constante, et donc

1 9 n? 9
= M = — | Hl|p|*dM
/MHW<P| d 1 /M lol*d
Hl/r
+n2 HY 1o ? / ] dM+/(H}/’"—H)<x,N>dM
M H M
n2
= 7/ H|p|?dM + ©. (2.20)
4 M

Examinons & présent le signe de O.

Lemme 1 Soit r € {1,...,n} tel que H, soit constante. Alors
/ (HY" — H)(z, NYdM < 0.
M

Sir > 2, on a égalité si et seulement si M est une sphére (si v = 1, le membre de gauche de
Vinégalité est nul).

Démonstration. D’aprés les formules de Minkowski (2.19)),

/ HHsz—/ H,(x,N)dM.
M M

Si A désigne le Laplacien sur R"*! on a A|z|? = 2(n+1) sur M. Par le théoréme de la divergence
(avec N le vecteur normal entrant), on a

/ (x, N)dM = —(n + 1)VolQ, (2.21)
M
et donc (puisque H, est constante)
/ H,_1dM = (n + 1)H,VolQ.
M
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Alors d’aprés (2.2)),
/ H,_dM 2/ H=Y/m M = H=Y/mVolM,
M M

ou VolM désigne le volume de M. Ainsi,
(n+1)H, Vol > H"~1/"Vol M,

c’est & dire
VolM — (n 4 1)HY"VolQ < 0,

et finalement
/ (HY" — H)(z, N)dM <0
M

d’aprés les formules de Minkowski. Pour r > 2, on a égalité si et seulement si H,_, = HrD/T

sur M. Ceci est équivalent a ce que M soit totalement ombilicale, c’est & dire que M soit une
sphére (puisque M est compacte sans bord). O

1/r
/ Hy —1|ldM <0
M H

d’aprés (2.2), on a © <0, et donc d’aprés ([2.20) :

1 n?
/ PP < Z/ H|p|?dM.
M M

De plus, puisque

En appliquant le Théoréme [10] on en déduit que

L o 2ans " / Hlp|2dM

T4 = 2 :
mH 4 Jur
Ainsi, on a nécessairement © = (. Puisque les deux termes apparaissant dans ’expression de ©
sont, négatifs, les deux sont nuls : pour r > 2, le premier est nul si et seulement si H}/T = H sur
M, ce qui est équivalent a ce que M soit une sphére; le second est nul lorsque 1’égalité a lieu

dans le Lemme [1] i.e. lorsque M est une sphére, ce qui achéve la preuve.

Remarque 11 : La conclusion est différente lorsque r = 1 (Théoréme d’Alexandrov) : en effet,

si H est constante, le champ de spineurs ¢ = J(Hz + N )i vérifie

nH

,@/90 = 790-

Ainsi, on est dans le cas d’égalité du Théoréme [I0]: il existe deux champs de spineurs paralléles
U, et Uy sur Q tels que ¢ = Py Wy + P_Wy sur M, donc

nH
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Ainsi on a nécessairement P, V¥, = Py WUy et P_U; = P_W,, c’est & dire ¥; = Uy et  est la
restriction & M d’un champ de spineurs paralléle sur €2, donc pour tout X € I'(T M), on a sur
M :

Vxp =7(HX — AX)yo = 0.

Ainsi on a A = H Id et M est une sphére.

2.3.3 L’Inégalité de Heintze-Karcher

Terminons cette section avec la preuve du Théoréme [3] Supposons donc que H > 0 sur M.

Si 19 est un champ de spineurs paralléle sur 2, nous allons appliquer le Théoréme [10] au champ
de spineurs ¢ :=7(x)yy sur M ; pour un tel ¢, on a d’apres (2.10)

Do = %SOJFZV(&W(NW(&)%

nH
= et ny(N)vo,

et
[Bol* = |<p|2 +n*(1+ H(z, N))¢ol*.

Ainsi, puisque |1)o|? est constante, on a

/ —=|PolPdM = — / H|p[2dM + n?|yo|? [/ dM—&—/M(m,N)dM]

On applique a présent le Théoréme [I0] pour obtenir
/ —dMJr/ (x, NYdM > 0.

et finalement grace a (2.21),

1
—dM > (n + 1)VolQ.
v H

On a égalité si et seulement si on a égalité dans le Théoreme [I0] : dans ce cas, il existe deux
spineurs paralléles Uy et Wy sur 2 tels que PLV; = Prp et P_Uy; = P_yp sur M. On a donc

=P U+ P_ Ty, et

7nH

P (P_U| + P,0,),

On en déduit que
2
P+ =0, + Uy := U3,
nH
c’est & dire

2

nH
~Z (5N - -
= (m( )ibo + 5 </>>+90 3,

et finalement

1 1
52+ —=N) o= =0s.
’Y($+H )7/)0 5 ¥s
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Le champ de spineurs W3 est paralléle puisque ¥ et ¥, le sont, donc le champ de spineurs

1
¥ —N
v (fC + q ) Yo
est la restriction & M d’un champ de spineurs paralléle, et puisque ¥y est paralléle, on a pour
tout X e I'(TM) :

H(X)yo = T(AX ) — = X (HT(N o =0,

ou X (H) désigne la dérivée de Lie de la fonction H dans la direction de X. On choisit & présent
X =X, e (TM), ou X; est une direction principale de courbure pour la courbure principale
;. En prenant le produit scalaire de I'identité précédente avec le champ de spineurs F(X;)yo,
on obtient :

(H — i) | X[ [4po]> = 0.

Puisque v est paralléle, sa longueur est constante donc |1g| ne s’annule pas sur M, et en tout
point m € M on peut choisir une base (X1, ..., X,,) de T, M constituée de directions principales
de courbures. On en déduit que u; = H sur M pour tout ¢, donc A = H Id, et M est une sphére
(puisque tout point est ombilical et H > 0 sur M).

Enfin, notons que Ros utilisa I'Inégalité de Heintze-Karcher pour prouver le Théoréme [2]: voir
[70] : si H, est constante pour un certain r € {1,...,n}, rappelons que nécessairement H,. > 0, et
H > 0 d’apreés (2.2). Soit 1 un spineur paralléle sur 2 et soit ¢ := F(HY "2 + N (déja défini
précédemment). Dans un premier temps, I'Inégalité de Heintze-Karcher fournit

/W(N)%,@dM H}./WOP/ (z, NYdM + Vol M |v|?
M M

= —(n+4 1) H}M"|1ho|> Vol + Vol M |1 |?
1/r

Hy
> ool [ S Vol |
M

oM
= 1- 10| 2dM > 0.
ARG S

Ensuite, par le Lemme [I] :
/MW(N Jtbo, p)dM = (VolM —(n+ 1)H,}/TVO19) ol
= IwoP/ (HY"™ — H){z, N)ydM < 0.
M

Finalement, on a
| it o

Ainsi, si 7 > 2, on a égalité dans le Lemme [T} donc M est une sphére. Pour r = 1, le champ de
spineurs ¢ = J(Hx + N)i)y vérifie

/MW(N)%, Q)M = |3 /M(l + H{z,N))dM = 0.
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Mais puisque H est constante, on a
/ F(N)o, p)dM = |1bg|* (VolM — (n + 1)HVolQ),
M

donc VolM = (n + 1)HVol(), et on est dans le cas d’égalité de I'Inégalité de Heintze-Karcher,

donc M est une sphére.

2.4 Cas de 'espace hyperbolique

2.4.1 Opérateur de chiralité et conditions & bord

Le contenu de cette section est extrait de [39].

On revient au cas général d’une hypersurface orientable M d’une variété spinorielle M bor-
dant un domaine compact  C M, et munie d’une structure spinorielle intrinséque (XM, VM M)
et d'une structure extrinséque (¥M Y, 7/) sur M. Comme dans le paragraphe on va ex-
pliciter des projections satisfaisant les propriétés et (2.14)), mais pour des opérateurs de
Dirac modifiés & 1'ordre 0 que nous définirons plus tard. Nous allons avoir besoin pour cela de
la notion d’opérateur de chiralité : un opérateur de chiralité sur un fibré de Dirac (€M, ﬁ,%)
(muni d’un produit hermitien (.,.)) est un endomorphisme w : T'(EM) — T'(EM) tel que pour
tous X € (TM) et U, ® € T'(EM) :

w? =1d, (WU, wd) = (T, B), (2.22)
wFX)W) = —F(X)w¥, Vx(@¥) = w(Vx ). (2.23)

Nous allons & présent définir un nouveau fibré de Dirac muni d’un opérateur de chiralité de facon

a unifier les cas selon la parité de n. Soit ainsi le fibré vectoriel

— M i 1)=2
e—q =M ost (gl =2m, (2.24)
SMeXM si (n+1)=2m+1,
muni de la multiplication de Clifford v définie par
ol 1)=2
y=q __ 17 (n+1)=2m, (2.25)
FO—5 st (n+1)=2m+1,
et de la connexion de Levi-Civita
- Vs 1) =2
g-{_ Y s (Eh=2m (2.26)
VeV s (n+1)=2m+1.

On note encore (., .) le produit hermitien sur £M, donné par le produit hermitien sur XM lorsque
(n + 1) est pair, et par la somme de ces produits hermitiens sur chaque copie de XM lorsque
(n+1) est impair. On vérifie aisément que le fibré (€3, V,7) ainsi construit est un fibré de Dirac.
Voyons & présent les propriétés de ce fibré et de sa restriction (£M ,75,7/5) a M, en fonction de

la dimension.
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> Si (n+ 1) est pair, Popérateur w := (w5, ;) est un opérateur de chiralité sur XM, avec
w;ClH = i[nT”]el ‘... - epy1 'élément de volume complexe, et comme on l’a déja vu, on a
des décompositions
EM=EM @ &M ,
et par restriction
[M = Z+M 2 Z, M;
avec £+ M =¥ M = E*M|, .
> Si (n+ 1) est impair, on a un opérateur de chiralité sur EM = XM @& XM donné par

w:T(EM) — T(EM)
(31 - (> .
(D) P
EM =¥M & ¥ M,
qui est donc isomorphe & deux copies du fibré intrinséque M d’aprés (2.11).

Terminons en définissant les opérateurs de Dirac modifiés sur EM et M mentionnés plus
haut :

Par restriction, on a

P =PF F iga(N) (2.27)

et (n+1)

Dy :=D+i Idg7, (2.28)

ot D est I'opérateur de Dirac du fibré (€M, %ﬁ). Ces définitions sont motivées par le fait que
si M admet un +i/2-spineur de Killing v € ['(£Q), c’est & dire un spineur vérifiant

Vixths = £ (X )b (229)

pour tout X € I'(T'Q?), alors on a
Diyy = 0 (2.30)
Cr = %m. (2.31)

Remarque 12 : On sait que I'espace H" ! admet des +i/2-spineurs de Killing sur YH" !, mais
il en a également sur EH" L. En effet, c’est trivial si (n + 1) est pair, et si (n + 1) est impair
et que ¢ € I'(XH"!) est un +i/2-spineur de Killing, alors ®T = (¢,0) et ®~ = (0,¢) sont
respectivement des 4i/2 et Fi/2-spineurs de Killing de I'(EH"*1). De plus, |®*|? = |¢|. Voir
[39], Remarque 6.

Proposition 15 (Hijazi-Montiel-Raulot [39]) Le fibré (EM,V,7) est un fibré de Dirac muni d’un
opérateur de chiralité w. La restriction (5,75,7/5) est également un fibré de Dirac sur lequel la

formule de Gauss spinorielle

S =Vxi— %7/5(AX)1/) (2.32)
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2.4. Cas de l’espace hyperbolique

est valable pour tout X € T(TM) et tout 1» € T(£M). On a également les formules

27y ="y 5By ~ Vi (2.33)
et
PEA(N)Y) = =3 (NP Y. (2.34)

Enfin, les opérateurs ,@/i sur M sont des opérateurs elliptiques d’ordre 1 dépendant uniquement

des structures riemannienne et spinorielle de M.

DanS la Suite on ne S’in‘eressera u’aux O eIateuIS el D uiS u’OIl aura beSOiIl ue de
+ =+
ceux la. ()n deﬁni( a presen( ljopera eur

G = F(N)w : T(EM) —s T(ZM). (2.35)

Cet endomorphisme est une involution, autoadjointe pour le produit hermitien {.,.). On a donc
une décomposition orthogonale

EM =YM*t e YyM-, (2.36)

avec YM* D’espace propre de G associé a la valeur propre 1. On note P. les projections

associées, i.e.
1 ~
Py =3 (Idm +J(N)w) : T(EM) — T(£M). (2.37)
Ces projections sont orthogonales I'une a lautre et autoadjointes pour {.,.), et on a

PP = PP (2.38)

Enfin, le Théoréme suivant assure que les projections précédentes fournissent de bonnes condi-
tions & bord :

Théoréme 13 (Hijazi-Montiel-Raulot [39]) Soit Q un domaine compact d’une variété spinorielle
M et M = 99. Alors pour tout ¢ € T(£M), il existe un unique ¢ € T(EQ) tel que

(2.39)

Dy = 0 sur €2
Py = Pryp sur M.

Ce Théoréme reste bien entendu vrai pour P_. Ce sont ces projections qui apparaissent dans
le Théoréme [Tl

2.4.2 Type des spineurs de Killing de H""!

Le modéle utilisé pour H**! est le suivant :
H" ! = {z € R"*? | (z,2) = 1,20 > 1},
ot (.,.) est la métrique lorentzienne sur R"*2 donnée par
(2,y) = —ZoYo + T1Y1 + - + Tnt1Yn+1.
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On note T : H**1 — R™*2 le vecteur position de H"t! dans R**2.

Pour adapter la méthode utilisée dans R®+!, nous sommes confrontés & une différence cruciale
entre les spineurs paralléles sur R"*! et les 4-i/2-spineurs de Killing sur H**! : contrairement
aux premiers nommeés, la norme des seconds n’est pas constante (par contre elle ne s’annule
jamais). Helga Baum ([10]) a étudié en détails la norme des spineurs de Killing imaginaires sur
une variété spinorielle, et en a déduit une classification de telles variétés. Selon le comportement
de leur norme, les spineurs de Killing se séparent en deux catégories, que nous allons maintenant
présenter. On se donne un spineur de Killing imaginaire 1 sur un fibré de Dirac quelconque
(FH"+L, ﬁﬁ) et on note f := |1)|? sa fonction norme au carré. La Proposition suivante va nous

permettre d’énoncer la définition du type d’un spineur :

Proposition 16 (Baum [I0]) La fonction g, définie par

a =1 =V (2.40)

est une constante positive ou nulle, avec V f désignant le gradient de f sur H"t!.
Définition 2 Le spineur ¢ est dit de type I si ¢, =0, de type II si g, > 0.

Proposition 17 (Baum [10]) 1. Lorsque lon choisit comme fibré de Dirac (FH",V,7) =
(SH™1,V,7), il existe des spineurs de Killing de type I et de type II sur SH" !, sauf si
(n+1) € {3,5}, ou tous les spineurs de Killing sur H" ' sont de type I.

2. Un spineur de Killing est de type I si et seulement si il existe un champ de vecteurs unitaires

Z € TH"! tel que (Z)p = iy sur HHL,

3. Si 1) est un spineur de type II, sa norme est minorée par la constante /g, > 0.

On va commencer par montrer qu’il existe toujours des spineurs de type II sur le fibré de
Dirac (EH"HL, 6,5) défini & la section précédente. Déja, d’aprés la Remarque il existe des
spineurs de Killing imaginaires sur le fibré EH" 1. Dans le cas ot (n+1) est pair, on a clairement
des spineurs de type II d’aprés la Proposition [17] puisque EH" ™ = SH"*!. Dans le cas (n + 1)
impair, on a EA"T! = YH"*! @ XH" . Soient ¢4 € I'(SH"*!) des +i/2 spineurs de Killing de
type I sur SH"*! (existent toujours) : il existe donc des champs de vecteurs Z. € I'(TH"*1) tel
que itp+ = J(Z4 )by sur H*L. On définit alors

W0 = (Yo, 1) € D(EH™D). (2.41)

On pose enfin f = [¢2|? et fi = |4 |
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Proposition 18 Le spineur ¥° € T'(EH"Y) est un —i/2-spineur de Killing, et les assertions

suivantes sont équivalentes :
1. Le spineur ¥° est de type I;
2. OnaZy=—-2_;
3. Il existe A € RY tel que fi = Af_.

Démonstration. Le fait que ¢° soit un —i/2-spineur de Killing est immédiat & partir des défini-
tions ([2.24)), (2.25) et (2.26). De plus, f = fi + f—, et puisque 1+ sont de type [, on a

qyo = f2— |vf|2
2f f- —2(Vfy,Vf_) = constante

Or par le calcul on voit que
Vfs=FfeZs sur HHL (2.42)

Supposons donc que gy =0, i.e. que 2 est de type I. Alors

fifo =20 2)f i

d’ott nécessairement Z, = —Z_ sur H"*! car les spineurs de Killing sur H"*! ne s’annulent pas.
Ensuite, si Z, = —Z_, les vecteurs Vf, et Vf_ sont colinéaires en tout point : il existe
A HPH — RY tel que Vfy = AV f_ sur H"*, ce qui se réécrit d’apres ([2.42))

S Ze = N2 = -N-Ze,

d’ou
fo =M=

En différentiant cette équation et en prenant le gradient, on voit que nécessairement VA = 0, i.e.
A est une constante. Enfin, il est clair que si f, = A\f_, alors ¥° est de type L. O

Ensuite, notons que I’ensemble des —i/2-spineurs de Killing (respectivement des +i/2-spineurs
de Killing) d’un type donné sur un fibré de Dirac donné ne constitue pas un espace vectoriel en
général. Néanmoins, sur le fibré des spineurs SH" 1,

> lorsque (n + 1) € {3,5}, tous les spineurs sont de type I : les —i/2-spineurs de Killing de

type I (respectivement les +i/2-spineurs de Killing de type I) constituent donc un espace
vectoriel complexe de dimension ol*3,
> lorsque (n + 1) ¢ {3,5}, il existe des sous-espaces vectoriels complexes de T'(XH"*!) de
dimension 2(*2 1= de —i/2-spineurs de Killing de type I (respectivement de +i/2-spineurs
de Killing de type I).
Ainsi, on a toujours une droite vectorielle complexe de —i/2-spineurs de Killing de type I (res-
pectivement de +i/2-spineurs de Killing de type I), donc un plan vectoriel réel de tels spineurs.
On peut donc choisir 14 dans tels que leurs fonctions normes au carré ne soient pas

proportionnelles, et alors 1/° est de type IL

39



Chapitre 2. Approche spinorielle du Théoréme d’Alexandrov généralisé

On a donc toujours 'existence d’un spineur de type II sur EH"*!, donc on peut choisir
Y0 € T(EH™1) un —i/2-spineur de Killing de type II. Quitte & le multiplier par une constante,
on peut supposer que gy = 1. On note toujours f = [¢2 |2,

Proposition 19 (Baum [I0]) La fonction f atteint son minimum 1 en un seul et unique point
be H" et ona
f(m) = cosh (d(m, b)) (2.43)

pour tout m € H" ™, avec d la distance géodésique sur H" ™1 entre m et b.

Or la distance géodésique de m a b dans ce modéle de I’espace hyperbolique est (voir par

exemple [69])
d(m,b) = cosh™! (—(z(m),Z(D))).

Ainsi, si on définit a € R"*2 tel que Z(b) = —a, on a
22 = (7,a). (2.44)

Cette derniére équation relie la norme du spineur ambiant et une grandeur purement rieman-
nienne. Cette relation va nous permettre d’utiliser des formules de type Minkowski, comme dans

le cas euclidien.

2.4.3 Le Théoréme d’Alexandrov généralisé

Rappelons que dans le modéle de 'espace hyperbolique que nous avons choisi, la courbure
sectionnelle de H™*! est constante égale & —1, et sa courbure scalaire est constante égale a
R = —n(n+1). Comme dans le cas euclidien, commengons par énoncer un analogue aux formules
de Minkowski :

Proposition 20 (Montiel-Ros [63]) Soit x : M — H"*! une immersion d’une hypersurface
compacte orientée dans ’espace hyperbolique H" ™. Pour toutr € {1,...,n} et a € R"*? constant,

/ (H, 1 (2, a) + Hy (N, a)] dM = 0. (2.45)
M

On considére donc & présent une hypersurface compacte M bordant un domaine compact
Q C H™t!, et plongée dans H™t! par x : M — H"*!, telle que H, soit constante pour un certain
r € {1,...,n}. Soit ¥° € T'(EH"*!) le —i/2-spineur de Killing de type II défini précédemment.
On définit le spineur

o= (HYT—i5(N))y2. (2.46)
On a alors

nH . e~
Coy = 5 P+ in(H — HY")F(N)p2,
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ainsi que
€ 2_”2H2 2 207 prl/ry\20,,,0 |2 2 gyl o~ 0
1o+ ” = e P+ (H = H T2+ nH(H — Hy ") Re{po, 7 (N)Y2).
Alors avec
(P V(N)PL) = ((HYT = 7N, iy(N)$2) = HY (@2 iy (N)p2) — [v2 %,

on obtient

27172 1/r
c n H Hr
Lorl?= 1 o> + nPHHY (H - 1) |2 |2
+ nHHY"(H — HY") (@2, i7(N)p?). (2.47)

(noter que le produit scalaire qui apparait est réel). Puisque M est compacte, il existe un point
ol toutes les courbures principales de M sont strictement plus grandes que 1. Ainsi, la constante
H.. est strictement plus grande que 1, et d’aprés (2.2]) on a donc H > HTI/T > 1, d’ou

lﬂiw? n? 2 2771 ﬁ/r
Tt M =— | H HM" — 1| 2 2dM
| = T e+ e [ (E ) )

::@1

+ nQH}/T/ (H — HY") (" i7(N)y2)dM . (2.48)
M

:=0Oo

D’aprés les inégalités de Garding (2.2), et puisque |%|?> > 0 sur M, on a directement que
0, <0, (2.49)

et si 7 > 2, on a égalité si et seulement si M est une sphére totalement ombilicale.

Lemme 2 Soit a € R"*? tel que (x,a) > 0 sur M, et supposons que H,. est constante. Alors
/ (H— HY")(N,a)dM > 0. (2.50)
M

Lorsque v > 2, on a égalité si et seulement si M est une sphére totalement ombilicale.

Remarque 13 : L’inégalité reste vraie si on suppose seulement que a vérifie (x,a) > 0 sur M

mais I’égalité peut alors inclure d’autres surfaces a priori.

Démonstration. On a dans un premier temps d’aprés (2.45) :
—/ H(N,a>dM:/ (x,a)dM. (2.51)
M M
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Ensuite, puisque (z,a) > 0, on a toujours d’aprés (2.45) et les inégalités de Garding (2.2) :
—/ H,(N,a)dM = / H,_i(z,a)dM > / H=Y/" (2 a)dM.
M M M
Puisque H, est constante, cette derniére équation donne
fH,}/T/ (N,a)dM > / (z,a)dM,
M M
ce qui d’aprés (2.51) conduit finalement &
—H,}/T/ (N,a)dM > —/ H(N,a)dM.
M M

O

Soit a défini & la Proposition [I9 et satisfaisant la relation (2.44). Sur M, on a (%,a) = (z,a),
donc on a {x,a) = [1)°|? sur M. En particulier, (z,a) > 1 sur M, et donc le Lemme est valable
pour ce a. En prenant la dérivée le long du champ N sur M, on obtient

— (2,7 (N)$?) = (N,a), (2.52)
et alors d’aprés et :
©2 =t HY" [ (H ~ HY") (W2, (N0 )aM <o, (2.53)
M

et si 7 > 2 on a égalité si et seulement si on a égalité dans le Lemme [2] si et seulement si M est

une sphére totalement ombilicale.
Finalement, d’aprés (2.48]), on a

12 2
/LMdM<n/ H|g0+|2dM,
H 4
M M

et si r > 2 on a égalité si et seulement si M est une sphére totalement ombilicale. D’aprés le
Théoréme [T1] si r > 2, M est donc une sphére totalement ombilicale.

Reste le cas ot r = 1; dans ce cas on a

nH
2

et donc ¢, vérifie I’égalité dans le Théoréme [11] donc il existe deux -+i/2-spineurs de Killing ¥,

€
+P+ = P+

et WUy sur 2 tels que PV, = Py, et P_V¥y = P_p,. On a alors

nH
Lot = 5 (P-V1+ Py 0s).

Ainsi on a nécessairement PV, = P, Wy et P_V¥; = P_Wsy, c’est & dire Uy = Uy et 4 est la

restriction & M d’un +i/2-spineur de Killing sur 2, donc pour tout X € I'(T'M), on a sur M :

~ Z'~
Vs = +57(X)p+
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Or par définition de ¢4, on a
= . o i
Txps = XN + (T -5 (~57000 )

+57(X)ps + F(AX — HX)y0.

Ainsi on a A = H 1Id et M est une sphére totalement ombilicale.

Terminons par regarder ce qui se passe dans le cas de S**!, la sphére unité de courbure
sectionnelle constante égale a 1 et de courbure scalaire constante égale & R = n(n + 1). Le
Théoréme [2] s’y énonce ainsi :

Théoréme 14 (Montiel-Ros [63]) Soit M une hypersurface compacte plongée dans la sphére
S"*1 telle que M soit incluse dans un hémisphére de S"*1. On suppose qu’il existe r € {1,...,n}

tel que H, soit constante. Alors M est une sphére géodésique.

Par analogie avec les cas euclidien et hyperbolique, on peut regarder I’action de 'opérateur de
Dirac ambiant D (respectivement de I'opérateur de Dirac extrinséque 2 sur M) sur les spineurs
de Killing de S"*! (respectivement sur leurs restrictions & M). Les spineurs de Killing sur S**1

sont des spineurs de Killing réels, donc de longueur constante, satisfaisant a ’équation

Vs = +57(X)es (2.54)

pour tout X € I'(TS"*!). Pour un +1/2-spineur de Killing 1, € I'(XS"*1), on obtient

Dy, = -y, (2.55)
ainsi que
H
By = s + TNy (2.56)

Comme dans le cas de I’espace hyperbolique, on peut poser 2, := P/— gﬁ(N ), mais cette fois ceci
définit un opérateur qui n’est pas L2-autoadjoint. Cette propriété de symétrie étant essentielle
dans les preuves des Théorémes [I0] et [II} on n’a pas d’équivalent manifeste de ces Théorémes
dans S"*1. On peut néanmoins noter que si % est un —1/2-spineur de Killing sur S"*1, et que
I’on suppose que H, est constante, le spineur défini par

o4 o= (HY" = F(N))° (2.57)

est la restriction & M d’un +1/2-spineur de Killing si et seulement si M est une sphére totalement
ombilicale. De plus, sa norme est constante égale & (HTQ/T +1)|9° |2. Tl pourrait donc constituer un
bon spineur-test, mais contrairement aux cas de R™*! et de H™*!, on ne sait pas si les restrictions
a M des +1/2-spineurs de Killing constituent exactement 1’ensemble des spineurs propres de la
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plus petite valeur propre positive d’un opérateur de type Dirac. On peut remarquer que le spineur
(4 vérifie les identités suivantes :

2
n
Do |? = Z(HQ + 1))t )? (2.58)
nH 1/m\= 0
Doy = 5 P+ +n(H — H.")5(N)pZ (2.59)
n2H?
Do = 1 o[> +n?H(HY"™ — H)[y° |, (2.60)

Lorsque M est incluse dans un hémisphére de S”*!, il existe nécessairement un point ot toutes
les courbures principales sont strictement positives. Par les inégalités de Garding ([2.2)), on a alors

H>HY">0sur M, et donc
2 n*H? 2
Doy < 1 o417 (2.61)

avec égalité si et seulement si M est totalement ombilicale. Remarquer que ’égalité (2.58) est

réalisée quelle que soit la H,.-courbure supposée constante initialement, ce qui n’a pas lieu dans
R *1 et HHL,
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Chapitre 3

Spectre de 'opérateur de Dirac des
surfaces de S? x S!(r) et de 82<T)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne des majorations de la premiére valeur propre positive ou nulle
de P’opérateur de Dirac extrinséque 2 d’une hypersurface dans certaines variétés homogeénes de

dimension 3, grace au Théoréme du min-max suivant :

Proposition 21 (Théoréme du min-max) Soit \? la plus petite valeur propre (positive ou nulle)
de P?. Alors pour tout spineur ¢ € T'(¥M), on a

/ Dp2dM > A2 / p[2dM.
M M

De plus, on a égalité si et seulement si 1) vérifie D) = \21p.

En testant l’inégalité précédente sur les restrictions des spineurs de Killing ambiants, Bér
([8]) a obtenu les majorations suivantes dans les espaces modéles :
> Dans R*t! :

2
2 n 2
[ H2dMm. 3.1
L= 4VolM J,, (3.1)
> Dans S**! : )
2 n 2
H? 4+ 1)dM. 2
LS Vol /M( +1) (3.2)
> Dans H™t1! : )
A2 < "Z sup(H? +1). (3.3)

Ici VolM désigne le volume de M. Le cas d’égalité dans R" ! n’a été caractérisé que trés récem-
ment par Hijazi et Montiel ([38]), qui ont établi que seules les sphéres rondes réalisaient ’égalité.
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La majoration obtenue par Bir dans H"*! n’est pas optimale, et ’apparition de la borne supé-
rieure est due au fait que les spineurs de Killing imaginaires sur H"*! ne sont pas de longueur
constante. Cette majoration a été améliorée par Ginoux ([27]) :

2
AT < % Sﬁp(H2 -1), (3.4)

et le cas d’égalité a été caractérisé par Ginoux, Habib et Raulot ([29]) d’'une maniére analogue
a Hijazi et Montiel ; 14 encore, seules les sphéres ombilicales réalisent le cas d’égalité. Enfin, la
caractérisation de I’égalité dans la majoration de Bir dans S"*! reste un probléme ouvert, mais
on sait néanmoins que les sphéres ombilicales et certains tores vérifient 1’égalité.

Les spineurs les plus naturels sur S? x R (respectivement sur les sphéres de Berger S3(7)) ont
été construits par Roth par identification du fibré des spineurs de S? x R avec le fibré ©S? B R, et
en utilisant les spineurs de Killing réels sur S? (respectivement & partir d'une section constante
du fibré des spineurs de la structure spinorielle triviale de S3(7)). Ce sont les restrictions de ces
spineurs & une hypersurface que nous allons tester dans le Théoréme du min-max, puis nous
étudierons les cas d’égalité.

Ce travail a pour motivation de compléter la classification des surfaces stables dans certaines
variétés homogénes de dimension 3, qui est partielle pour certaines valeurs de r dans S? x S!(r)
et pour certaines valeurs de 7 dans S3(7) ([74]). Rappelons que si M est une surface CMC H
dans une variété spinorielle M de dimension 3, elle est dite stable si on a

/ |Vh|2dM2/ (Ric(N, N) + |A]*)h2dM
M M

pour toute fonction h € C°(M,R) telle que fM hdM = 0. Ici, Vh désigne le gradient de h,
Ric est le tenseur de Ricci de M et A est la premiére forme fondamentale de I'immersion de M
dans M. L'objectif est de faire apparaitre les surfaces stables comme cas limite d’une majoration
optimale de \;(P) grace a I’hypothése ci-dessus de stabilité, de la méme facon que le firent
Alencar, Do Carmo et Rosenberg dans [3] pour classifier les surfaces r-stables dans R"*! en les
caractérisant comme cas limite d’une majoration optimale de la premiére valeur propre positive

d’un opérateur elliptique d’ordre 2.

3.2 Dans $2xR

Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S? x R, soit N un vecteur
normal, et soit (er,ez) une base orthonormée locale de M. On note V la connexion de Levi-
Civita sur S? x R et 7 sa multiplication de Clifford, et 2, X, 7 Vopérateur de Dirac, la connexion
de Levi-Civita et la multiplication de Clifford extrinséques de M. On pose w = e; - eg (ou “-”
est la multiplication sur le fibré de Clifford de M) I’élément de volume réel de M. Si € est un
champ de vecteurs unitaires tangents aux fibres, on pose £ =T + fN, avec T € T'(TM). On a

alors les formules suivantes :

NYxT = [fAX (3.5)
X(f) = —(AX,T), (3.6)
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ot X(f) est la dérivée de Lie de la fonction f dans la direction du champ X.

Remarque 14 : Dans S? x R, le vecteur T peut étre identiquement nul, mais pas f, car sinon

on a une surface du type {courbe} x R, non compacte.

Proposition 22 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S*> x R telle que
f soit constante ; alors f = +1 et M = S* x {c} pour un ¢ € R (sphére minimale).

Démonstration. Puisque M est compacte, il existe un point de M en lequel la coordonnée selon
R est maximale. En ce point, le plan tangent est donc horizontal, i.e. £ = +N, donc f = +1. et
T = 0, ce qui correspond & une sphére minimale S? x {c}. O

Remarque 15 : Une classification compléte des surfaces de S? xR avec f constante est effectuée
dans [20]. Ces surfaces sont appelées surfaces a angle constant, car ’angle effectué par la normale
a la surface avec le vecteur £ est alors constant.

Dans S? x R, Roth ([72]) a construit des spineurs de longueur constante qui vérifient

Xxtb = i (TN + (XN + (X, T — 2 y(AX)y (37)

pour tout X € I'(T'M), avec n = £1/2, et donc

P = (H = 2nf)¢ — nf(T)y. (3.8)
Ainsi on obtient )
ol = (12 + 2 B~ antip ) o,

et donc )
T
/M Ww\ng = /M (H2 —4dnHf + f2 + 4|> |1/J|2dM.

Or
div(T) = 2H f,

donc puisque OM = (J, on a fM HfdM =0, d’ou

2
/M(H2+f2+|ﬂ| )|1/)|2dM
_ (! 1 2, 34 5
= [4+V01M/M(H +4f>dM}/M|w| dM. (3.9)

Grace au Théoréme du min-max, on a donc :

| 1pupan
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Théoréme 15 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S® x R. Soit A la

premiére valeur propre positive ou nulle de P. Alors

>\21

3
2, 9,2
< T M<H+4f>dM. (3.10)

On a égalité si et seulement si M est une sphére minimale S* x {c}.

Remarque 16 : Si on pose ¢ := fyp +9(T)¢, on a || = |p|? et

Do =—Ho—nfo—mp,

et alors on a

[B|* = [ (H2+ f2+4an>}|<p|27
d’out d’aprés
1 3
/ [Do|2dM = / |Py|2dM = { Vol <H2+4f2> dM] /M\<p|2dM. (3.11)

Preuve du Théoréeme[I3. Sion a égalité, d’apres (3.11) et le cas d’égalité du Théoréme du min-

max on a
PPp=Xyp et Po=Aop

Par le calcul, on obtient
> Pour 1,

PP =[H? = 2H [ + [+ 0*|TI1*] ¢ + 20° ff () + J(VH =V ). (3.12)

> Pour ¢,
PPo=[H>+2nHf + 0" f>+0°] o +20° f — Y (VH + 1V ). (3.13)

En projetant (3.12) sur ¢ et (3.13)) sur ¢, on obtient les deux équations

H? —2nHf + 2+ n*T|* = \] = constante (3.14)
H? +2nHf +n*f% 4+ n° 4+ 20 f? = A} = constante. (3.15)

Mais I’équation (3.15)) se réécrit
H? +2nHf + f% 4+ 1*|T|* = A} = constante,

et donc nécessairement H f = 0. Projetons alors (3.12) sur #(VH — 7V f)), et prenons la partie
réelle :

Re(@*, f(VH =V ) MNRe(, f(VH =0V f)) =

= 29°f(T,VH —qV )[¢]> + |[VH =V f*|¢]*.
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On multiplie alors de part et d’autre par H, et puisque H f = 0, on obtient
H|VH —nVf*=0.

De méme, en projetant sur 7/(VH 4+ nV f)e, on obtient
H|VH +nVf]>=0.

Par somme,

H(|VH]? +*|Vf*) = 0. (3.16)

D’aprés (3.16), il n’y a que deux possibilités :
> Soit H = 0, et alors d’aprés f est constante. D’aprés la Proposition 22} on a M =
S? x {c};
> Soit H est une constante non nulle et alors f est constante, nécessairement nulle puisque
Hf =0, ce qui est absurde.

Réciproquement, les sphéres S? x {c} vérifient bien A\? = 1 d’apres I'inégalité de Bér ([7]) :

4
A2 > )
L= VolM

(3.17)

O

Remarque 17 : L’inégalité de Bér est valable pour toute surface (donc de dimension
2) de genre 0 dans une variété spinorielle de dimension 3, avec égalité si et seulement si la
surface a une courbure de Gauss constante. Noter que pour n > 2, les sphéres admettent une
unique structure spinorielle. L’inégalité de Bér assure en particulier qu’il n’y a jamais de spineur
harmonique sur une sphére de dimension 2 (en plus dans ce cas, il n’y a qu’une classe conforme de
métriques, et la dimension des spineurs harmoniques est indépendante de la métrique conforme,
[44]). A linverse, toute surface fermée de genre au moins 1 admet une structure spinorielle et
une métrique telles que 0 soit valeur propre de son opérateur de Dirac ([5]). Enfin, I'inégalité de

Bér ne s’étend pas a la dimension supérieure, comme on le verra avec les sphéres de Berger.

Si on reprend I'inégalité (3.10)) en remplagant f2 par 1 — |T|? et en utilisant que |T'|?> > 0, on
obtient :

Théoréme 16 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S*> x R. Soit \; la

premiére valeur propre positive ou nulle de 7. Alors

1
21 7/H2M. 1
M <1+ oo y d (3.18)

On a égalité si et seulement si M est une sphére minimale S? x {c}.
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Démonstration. Le Théoréme du min-max donne tout de suite linégalité (3.18), et I'égalité
implique T = 0, c’est & dire que M est une sphére minimale S x {c}, oil ¢ € R est une constante.
On a déja vérifié que ’égalité avait alors bien lieu. On peut remarquer que la majoration
est identique & la majoration obtenue par Bir dans S*t1. O

3.3 Dans S* x S'(r)

Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S? xS (r), ott S!(r) est la sphére
de dimension 1 et de rayon 7. On garde les mémes notations que dans S? x R. Les formules
et (3.6) restent valables. Rappelons que S'(r) a deux structures spinorielles non équivalentes,
une triviale et une non triviale (voir [9]). On la munit de sa structure triviale. D’aprés [28], on a
alors des (0,7)-spineurs de Killing transversaux sur S? x S!(r) (avec n = £1/2). On a donc un

champ de spineurs ¢ non trivial tel que

Vxy = my(F(X)y, X eTs?
Vo = 0.

Soit X € TM, que 'on décompose toujours sous la forme X = X + z¢, avec # = (X, T) et
X=X—(XTV¢=X— (X, T)T — f(X,T)N €TS>.
Alors par la formule de Gauss,
Mxt = Vit (A
= Vg +aVe — %7/(AX)¢
= O +0(X,T) - y(AX)y
= AR - AKX
= XY~ alX, Th — SH(AX)y
= XTI F 3 ACORN)S — (X, T) — 23(AX)o
= YT) — AN — (X, T~ LHAX).

On remarque qu’on obtient les mémes spineurs que Roth ([72]) dans S? x R. Par le Théoréme du
min-max, on obtient donc les mémes majorations (3.10)) et (3.18) que dans les Théorémes [15] et
pour S? x S'(r), en prenant en compte le fait que cette fois f peut étre identiquement nulle

et donner un tore plat CMC. Ces Théorémes s’énoncent donc ainsi :

Théoréme 17 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S* x S*(r). Soit A\
la premiére valeur propre positive ou nulle de P. Alors

1 1
2\ < 1 / <H2 + Z f2> dM. (3.19)
M

VolM
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On a égalité si et seulement si M est une sphére minimale S® x {c} ou un tore plat CMC H avec

f=o.

Théoréme 18 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S* x S*(r). Soit A\

la premiére valeur propre positive ou nulle de P. Alors

1
2 < . 2dM. )
A1_1+V01M/MH dM (3.20)

On a égalité si et seulement si M est une sphére minimale S* x {c}.

Comme pour S? x R, on voit que les sphéres S? x {c} vérifient effectivement I’égalité dans

(3-19) et (3.20). Reste a voir si les tores CMC H avec f = 0 vérifient ’égalité dans (3.19), en
l'occurrence \2 = 1/4 + H? :

Proposition 23 Les tores plats CMC H tels que f = 0 sont de la forme S*(r1) x S'(r), avec
0 <r <1, et vérifient
1
M =-+H.
1= 7T

Démonstration. On a une immersion

¢:R*> — S*xS'(r)

T1COSt oS 5
(t,s) +— rqsint ’T<sins> = (P1(1), 2(s))
Vi-ri

dont I'image est S'(r1) x S'(r) € S? x S'(r). Ici S'(r1) est vu comme un paralléle de S?, de rayon
r1. On calcule

—sint
% o o @ o —sins o 1
T ¢y =11 Coost ,0] :=(¢;,0) et 95 s =T <0, ( cos s )) = (0, ;).

Les métriques rondes sur les sphéres S* C R™+! étant données par restriction de la métrique
canonique de R™*!, et puisque la métrique sur un produit de variétés riemanniennes est donnée

par la somme des métriques, si on note g la métrique sur S? x Si(r), on a

9(pe, 01) = 7”%
9(¢s,¢8) = 7
g((bta(bs) = 0

La métrique g induite par g et ¢ sur le tore S'(ry) x S!(r) est donc donnée par la matrice

7‘%0
0 r2)°
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Ainsi, le tore peut étre vu comme R?/A, ot A est le réseau engendré par les vecteurs 2mv; et
27mvq, avec v; = (r1,0) et v2 = (0,7). On obtient que le réseau dual A* est engendré par les

. /1 . 1
v, = 71,0 et Vg = 0,; .

On utilise alors le résultat de Friedrich ([23]) suivant, qui donne la liste des valeurs propres de

vecteurs

I'opérateur de Dirac au carré d’un tore plat de dimension n en fonction de sa structure spinorielle.
Pour un tel tore, il existe 2" structures spinorielles non équivalentes, représentées par les n-uplets

(e1,...,en) avec g € {0, 1}, la structure triviale correspondant a €, = 0 pour tout k.

Théoréme 19 (Friedrich [23]) Soit A un réseau dans R™ de base (v1,...,v,) et de base duale
(vF, .., vx), T™ = R"/A le tore associé. On munit T™ de la structure spinorielle décrite par le
n-uplet (€1, ...,en). Alors Uensemble des valeurs propres du carré de l'opérateur de Dirac de T"
est exactement l’ensemble

€1 % 135 *2
‘(m+§>vl+(n+5>v2

On peut noter que 'opérateur de Dirac a un noyau non trivial si et seulement si la structure

,m,nEZ}.

spinorielle sur le tore est triviale. Ici on obtient donc
1 €1 2 1 €9 2
Sp(ﬂz):{ﬁ(m+2) +r—2(n+5) ,m,nez}. (3.21)
La connexion de Levi-Civita V sur le produit S? x S'(r) est donnée par la formule suivante :
pour tous X1, Xo € T(S? x St(r)) avec X; = (V;,2;),Y; € TS? et Z; € TS'(r), on a
Vi, Xs = (95,72, V5,7 2,)
1 12, V7, 2)-
Un vecteur normal & ¢; et ¢, au point ¢(t,s) est donné par

V1 —ricost
N = \/lfT%SiIlt 70 = (N17N2).

—r
On veut calculer & présent Vg, N et V, N. D’aprés la formule de Gauss, puisque le morphisme
de Weingarten vaut (1/7) Id pour 'immersion d’une sphére de rayon r dans l’espace euclidien,
on obtient (au point ¢(¢,s))

— SQ Sl

VoN = (V5im, v Vo)

71 €08t
VE N, — (6}, N int |,0
ot N1 = (91, N1) | risint |0,
———

5 \yitn

le vecteur normal & la sphére S? C R3 au point ¢;(t) étant ¢;(¢). Ainsi,

ON, 0 0 —sint

2 (]

VS%lev]}i;Nl:%:\/lfr% cost |,
0
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3.4. Dans les spheéres de Berger

et finalement
N 1—rf
Vo N = ———¢;.
1
De méme, on obtient

V. N =0.

La matrice de la seconde forme fondamentale de I'immersion ¢ est donc donnée par

A:_mc 0)7

1 0 0
et donc
1— 2
g Vi-ri
27“1
soit encore
r? = 71
V1 44H?

En remplacant dans (3.21)), on obtient

9 £1\2 1 €9\ 2
Sp(P?) = {(1+4H )(m%—;) +72 (n-l—;) ,m,neZ}.
Or d’apreés I'équation , le spineur-test v est spineur propre de P2 pour la valeur propre
H? + 1/4 pour les tores CMC H avec f = 0. Or & r fixé, on voit que H? + 1/4 n’est valeur
propre que si (e1,€2) = (1,0) (pour le choix m = n = 0), sauf éventuellement pour un nombre
dénombrable de valeurs de H. Néanmoins, un argument de continuité permet d’étre assuré que
tous les tores doivent avoir la méme structure spinorielle (1,0). La plus petite valeur propre
est alors clairement H? + 1/4. Ainsi, les tores plats CMC H avec f = 0 vérifient ’égalité dans
(13.19). O

Pour conclure sur la stabilité, la classification des surfaces stables de S? x S!(r) est connue
pour r > 1 ([74]) : ce sont exactement les sphéres CMC H avec H > Hj ~ 0.18, ainsi que le tore
géodésique S! x S! lorsque r = 1. Malheureusement, ces sphéres n’apparaissent pas dans le cas
d’égalité du Théoréme {| (excepté pour H = 0).

De plus, lorsque r < 1, les tores plats S'(r1) x S'(r) avec 0 < 71 < 1 sont stables si et
seulement si 71 > r. Ainsi, seule une partie des tores plats apparaissant dans la caractérisation
de légalité du Théoréme [ sont stables lorsque r < 1.

3.4 Dans les sphéres de Berger

3.4.1 Géométrie et spineurs particuliers

Les sphéres de Berger Sg‘(n, 7) représentent une des huit géométries de Thurston, correspon-
dant & l'espace E(k,7) avec k > 0 et 7 # 0 tels que x # 472, Rappelons que E(k,7) est une
fibration riemannienne (ici, par des cercles) d’une variété de dimension 2 simplement connexe

53



Chapitre 3. Spectre de 'opérateur de Dirac des surfaces de S* x S'(r) et de S3(7)

de courbure constante égale & x (ici S?), telle que les fibres sont des géodésiques. On note ¢
un vecteur unitaire tangent aux fibres. Par convention, on considére souvent que les sphéres de
Berger correspondent précisément au cas k£ = 4. Si on note R la courbure scalaire de la sphére
de Berger S}(k,7), on a ([74])

R=2(k—1?). (3.22)

En particulier, R est constante.

Remarque 18 : Dans la suite on prendra toujours k = 4, et on notera S3(4,7) = S3(7); cela
va conduire & distinguer la position de 72 par rapport a 1. Dans le cas général, cela revient a
distinguer la position de 72 par rapport a x/4.

Soit M une surface compacte sans bord et orientable de Sp(7), soit N un vecteur normal
unitaire, et soit (e1,e2) une base orthonormée locale de M. On note V la connexion de Levi-
Civita sur S3(7) et 7 sa multiplication de Clifford, et X, 7 Vopérateur de Dirac, la connexion
de Levi-Civita et la multiplication de Clifford extrinséques de M. On pose w = e; - e5 1’élément
de volume réel de M (noter que w? = —1). On a alors pour tout ¢ € T'(¥M) :

P (w)) = —pf(w) B (3.23)

Ou pose également o = 2(17 — 1/7), et enfin E =T 4 fN,avec T e T(TM) et f =({,N). On a
les formules suivantes :

YxT = f(AX —7JX) (3.24)
X(f) = —(AX —7JX,T) (3.25)
Vf = —AT —7JT, (3.26)

ou J est 'endomorphisme de TM de rotation d’angle 7/2.

Les sphéres de Berger sont des sphéres munies d’une certaine métrique, appelée métrique de
Berger. Pour n > 2, il n’existe qu’une seule structure spinorielle sur les sphéres de dimension n,
la structure triviale. Noter qu’en fonction du paramétre 7, on peut avoir, ou non, des spineurs
harmoniques sur les sphéres de Berger (en particulier, on peut avoir une structure spinorielle
triviale sans spineur harmonique). D’aprés [72], il existe des spineurs particuliers sur les surfaces
de S}(7) veérifiant

Mxth = =S (X)f(@) + 5 (X, TIHDf () — 5 F (X Thw) - %%(AXW- (3.27)
Ainsi, on a également
B = Hip + (7= SITP) ) = 5 (D). (3.28)
De plus, ces spineurs sont de longueur constante.
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3.4.2 Majoration dans le cas général

En remarquant que les trois produits scalaires (1, 7(w)v), (#(w)v, (T 7/ ) et (¥, #(T)7(w
sont imaginaires purs (pour le dernier, remarquer que %(7)y(w) = —9(JT)), on a

2 2
BuP = B+ (r = SITR) [l + T TR
— (H2 ‘T| 2f2> |1/}‘2
T

On obtient alors le résultat :

Théoréme 20 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S} (7), avec T # 0.

Soit A\, la premiére valeur propre positive ou nulle de P. Alors

1 1 1
< =+ Yoz y <H2 + (# - 72> f2> dM, (3.29)

ot VolM désigne le volume de M.

Remarque 19 : Cette inégalité (3.29) est vraie dans tous les espaces E(x, ) sous la forme :
K2 1 K2
< — H? 2 - 2 ) dM.
1S 1672 T Vot ( * (T 162 )

Si on a égalité dans (3.29), par le Théoréme du min-max on a

PP =My

Par le calcul on obtient
2
o = (m -2+ Dy - anpprypen
() + A (VH + SV = SHTHHT) ). (3.30)
En projetant sur v, on obtient :

2
|T| (Vf, JT) = \? = constante. (3.31)

H? +(2-79)f +
Projetons maintenant sur #(T)y
(VH — %fJ(VfLT) = 0.
On projette maintenant sur 7 (w)ip

aHf? + ST,V f) =0,
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et enfin en projetant sur »(T")7(w)i :
—QHf|T]? — (VH,JT) + %f(Vf, T) = 0.

En les points ou T' # 0, on obtient le systéme de conditions nécessaires suivant :

A2 H2+(2—72)f2+‘::—2|2—§<Vf,JT>
VH - %fJ(Vf) —aHfJT (3.32)
(VH, JT) —aHf
a(Vf,T) —2aH f2.

Remarque 20 : 1. Comme dans S* x R, si on définit ¢ := f¢ + #(T)¢, on a [p|* = [¢|* =
constante, et en testant ¢ dans le Théoréme du min-max, on obtient la méme estimation,

ainsi que le méme systéme de conditions nécessaires pour le cas d’égalité.

2. Les calculs sont aussi valables dans le cas ou 7 = 1; dans ce cas, @ = 0 et le systéme (3.32))
se réduit & : H = constante. Le Théoréme [20| est alors juste ’estimation de Bér (3.2) pour
I'opérateur de Dirac extrinséque d’une hypersurface de S* = E(4,1).

Si on ne peut pas vraiment déduire de propriétés géométriques claires & partir de ces équations
dans le cas général, on peut néanmoins en dire quelque chose si on suppose que M est une surface

a courbure moyenne constante qui vérifie I’égalité dans (3.29)) (et qu’on suppose 7 # 1,1i.e. a # 0).

3.4.3 Egalité pour les surfaces CMC dans le cas général

On va démontrer la Proposition suivante :

Proposition 24 Si T ¢ {0,1}, alors :

> Si 72 < 1, aucune surface CMC ne vérifie l’égalité dans .

> 83> 72> 1, les seules surfaces CMC vérifiant ’égalité dans sont les tores plats
CMC H avec f = 0.

> Si 72 > 3, les seules surfaces CMC vérifiant 1’égalité dans sont les tores plats CMC
H avec f=0 et
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Tores ne vérifiant
pas I'égalité

Tores vérifiant
I'égalité

FIGURE 3.1 — Tores vérifiant 1’égalité dans (3.29)).

Remarque 21 : Pour tout H > 0, il existe une unique sphére CMC H et un unique tore plat
CMC H (& isométrie prés) dans S} (7). Noter que les tores sont tous plongés, mais pas les sphéres

(I74D).-

Déja, d’aprés le systéme (3.32), si H est constante on voit que nécessairement Hf = 0 et
V f = 0. Ceci implique nécessairement, f = 0 d’apreés les résultats suivants :

Proposition 25 (Reeb [66]) Soit M une surface compacte sans bord et orientable de S} (T) avec
T # 0. Alors f s’annule sur M, autrement dit il n’existe pas de surface compacte sans bord
orientable de SZ’(T) qui soit transverse @ & en tout point.

Corollaire 4 Soit M une surface compacte sans bord et orientable de S}(7) avec T # 0 telle
que [ soit constante; alors f =0 et M est un tore plat CMC H construit par relévement d’une

courbe de S? parallélement auz fibres.

Ainsi, seuls les tores plats CMC avec f = 0 peuvent vérifier ’égalité dans (3.29). Reste a
vérifier quand c’est le cas. La Proposition [24] est une conséquence de la Proposition suivante :

Proposition 26 Soit T(H) un tore plat CMC H avec f = 0 de S}(7). Alors la valeur de \} est
donnée suivant les valeurs de T et de H par le tableau suivant :
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2 <1 H? quelconque A =1+ H?
1
3>72>1 H? quelconque A2 = = + H?
o
2 2
+3) 1
H?2< (r A2 = — 4 |2
N N ot i =
-
(72 + 3)? 4
HQZW /\%Zﬁ+(2H—\/1+H2)2

Démonstration. Les tores plats CMC H > 0 avec f = 0 de S}(7) sont caractérisés dans [74] : ce

sont les
T(H) = {(z,w) € C* | [2]* = r{, |w|* = r3},
avec
9 1 H
o= o
2 21+ H?
2 — 1— 2
T3 ri.

Tout tore plat est isométrique a un tore R?/A de I’espace euclidien, ott A est le réseau engendré

par les vecteurs 27 (v1,vo) définis par
(Vis Vj)euet = Gij (3.33)

ou g est la métrique sur le tore, que ’on va déterminer a présent. La sphére de Berger Sg(T) peut
étre vue comme la 3-sphére S3 = {(z,w) € C? | |2|? + |w|?> = 1} munie de la métrique

9r(X,Y) := g(X,Y) + (7% = 1)g(X, V)g(Y, V), (3.34)

oll g est la métrique ronde sur S? (c’est a dire la restriction 4 S* C R* de la métrique euclidienne

de RY), et V est le vecteur Vizw) = (iz,iw). Alors si on considére I'immersion

¢p:R* — S}(7)

(t,s) +—> (rie",rae'),

alors ¢(R?) = T (H), et la matrice de la métrique induite sur le tore est donnée dans la base

(¢ta d)s) par
§:<@@+ﬁ>@@W—n> (3.35)

R -1 r3 )

Ainsi la résolution de I’équation ameéne a
vy =711 (Tr1,72) et vy =1y (Tre, —11).
Le réseau dual est donné par les vecteurs
v = (71_, :j) et vy = <71_,—:;) .
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Ainsi, en remplagant v] et v dans le Théoréme on obtient

S — (er"*El;Ez)z €1\ T2 g2\ 11]°
p(ﬂ2)—{ 5 +{<m+2)—(n+2)} ,m,neZ},

T T1 T9

ou (&1, e2) représente la structure spinorielle extrinséque de 7 (H). On voit dans cette expression
que seul le premier carré apparaissant dans la somme fait intervenir 7. Ensuite, d’aprés ,
si H est constante et que f = 0, on voit que H? + 1/72 est valeur propre, donc il doit y avoir un
couple (m,n) € Z? tel que
e1+e [ €1\ T €2\ T1 27 9
m+n+———=1 et (m+)<n+)] =H".
2 2/ 2/ re

La premiére équation montre que nécessairement la structure spinorielle est donnée par (e1,e2) =
(0,0) (structure triviale) ou (e1,€2) = (1,1). Or le calcul montre que si H # 0, on n’a pas de
solution pour (e1,e2) = (0,0), alors que si (e1,e2) = (1,1), m = n = 0 convient. De méme, si
H = 0,0n ar = ry et lefait que 1/72 soit valeur propre impose (g1,&2) = (1,1). Ainsi, la
structure spinorielle sur le tore est donnée par (e1,¢2) = (1,1) (par un argument de continuité
identique au cas de S? x S'(r)). En particulier, le noyau de I'opérateur de Dirac extrinséque est
trivial. En m = 0 et n = —1, on obtient que 1 4+ H? est valeur propre de 2?; lorsque 72 < 1,
cette valeur propre est strictement inférieure & 1/72 4 H?, donc les tores ne vérifient pas I'égalité.
Lorsque 72 > 1 & présent, on peut représenter le réseau de R? engendré par (v, v3) de la

fagon suivante :

2.5+

0.5+

0.54

-1.59

-2.54

FIGURE 3.2 — Réseau dans R? engendré par (v}, v3).
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Le cercle bleu désigne le cercle de centre l'origine et dont (vi + v3)/2 est un rayon, i.e. le
cercle de rayon 1/72 + H?. On veut savoir s'il est possible que des éléments du réseau entrent
dans ce cercle. Il est clair que si cela arrive, le premier élément du réseau & entrer dans le cercle
sera l’'un des points bleus sur le dessin. Ces points correspondent & (m,n) = (1,0) (et son opposé
pour (m,n) = (—2,-1)) et (m,n) = (—1,0) (et son opposé pour (m,n) = (0,—1)). Or on a

30t +v3 |2 4

‘%TW 4 H -1+ H2)?
-

LTS

Ainsi, si 72 > 1, on a :
Al(,B’)2:i+H2 — | Ltimc i+(2H— 1+ H2)?
72 2 = 12
On en déduit la Proposition [26] et donc la Proposition O

Remarque 22 : Lorsque 7 = 1, on voit que ces tores vérifient le cas d’égalité dans I'inégalité
de Bar (3.2), comme cela a déja été démontré par Ginoux dans [26].

Le fait que 0 < f2 < 1 permet d’obtenir deux autres majorations de A\? ne faisant intervenir

que la courbure moyenne H :

344 Cast’<1

Corollaire 5 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S3(7), avec 7 # 0 et

72 < 1. Soit \; la premiére valeur propre positive ou nulle de 7. Alors

2 2
¥< 5t lM / H2dM. (3.36)

En effet, si 72 < 1, 0n a 72 — 1/7'2 < 0 donc

2 _ 2 @ 2 2 2
vz H? + — + 7212 | [¢]

e 2
< (m+ %) (3.37)

avec égalité si et seulement si f = 0 sur M, d’ou l'inégalité au sens large. Si on a égalité dans
(3.36)), alors d’aprés le Théoréme du min-max

Jera = [ (s G (- ) ) lepae
i [ wpant = [ (824 ) wpan,

Y
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3.4. Dans les spheéres de Berger

Or d’aprés (3:37),
1
[ wopar < [ (H+) p[2dMM,
M M T

avec égalité si et seulement si f = 0. Ainsi, ’égalité dans le théoréme implique f = 0, et alors les

spineurs-test construits par Roth vérifient

2 _ 2, 1 2 2 2
[ wopant = [ (w5 )k =2 [ wpa,

ils vérifient donc I’égalité dans le Théoréme du min-max, donc on doit avoir P2y = A\2¢). Par le
calcul, en utilisant ’équation ((3.30]), on obtient

P = A(VH) + HPG — ()P
— ATH [+ )] - Ty [+ D]
= A(VH)p + H*Y + %21/).

En prenant le produit scalaire avec i, on voit que H doit étre constante, et

1
2 _ rr2
N=H+ .

Ainsi seuls les tores plats CMC H avec f = 0 peuvent vérifier I’égalité dans (3.36)), et alors
A2 = H? + 1/7%. Mais d’aprés la Proposition ce n’est pas le cas puisque 72 < 1. On a donc

bien une inégalité stricte dans le Corollaire [5}

345 Cas7t?>1

Si7T?>1,0nal/r?—72<0 donc

1
/M |Py|PdM = /M (H2 +72+ (T2 - 72) |T|2) |2 dM

/ (H? +72) [y *dM, (3.38)
M

IN

avec égalité si et seulement si T'= 0 sur M. On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 6 Soit M une hypersurface compacte sans bord et orientable de S}(7), avec 72 > 1.

Soit A\, la premiére valeur propre positive ou nulle de P. Alors

1
22 24— / H?dM. 3.39
ST (3.39)

2 < 1 on en déduit que

En effet, si une surface M vérifie ’égalité, comme dans le cas 7
nécessairement 7' = 0, ce qui est impossible d’aprés ’équation (3.24) puisqu’on aurait alors

A =J, ce qui est absurde car J n’est pas diagonalisable.
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Chapitre 3. Spectre de 'opérateur de Dirac des surfaces de S* x S'(r) et de S3(7)

La encore, terminons par une remarque sur la stabilité. Des trois majorations (3.29),
et (3.39), seule (3.29) est optimale (au moins lorsque 72 > 1). La classification ([74]) des surfaces
CMC stables est compléte uniquement pour 1/3 < 72 < 1. Mais on a aucune inégalité optimale
pour 72 < 1/3, et les tores plats CMC réalisant I'égalité lorsque 72 > 1 de la Proposition [24] sont
tous instables ([74] toujours).
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Résumé

Les travaux présentés dans cette thése portent sur le role que peuvent jouer les différentes
courbures extrinséques d’une hypersurface dans I’étude de sa géométrie, en particulier dans le
cas des variétés spinorielles. Dans un premier temps, nous nous intéressons au cas de la courbure
moyenne et construisons une nouvelle famille de surfaces minimales non simplement connexes
dans le groupe de Lie Sols, en adaptant une méthode déja utilisée par Daniel et Hauswirth dans
Nilz et utilisant les propriétés de 'application de Gauss d’une surface. Ensuite, nous démontrons
le Théoréme d’Alexandrov généralisé aux H,.-courbures dans I’espace euclidien R™*! et dans I’es-
pace hyperbolique H"*! en testant un spineur adéquat dans des inégalités de type holographiques
établies récemment par Hijazi, Montiel et Raulot. Grace & ces inégalités, nous démontrons égale-
ment 'Inégalité de Heintze-Karcher dans l’espace euclidien. Enfin, nous donnons des majorations
extrinséques de la premiére valeur propre de 'opérateur de Dirac des surfaces de S? x S'(r) et
des sphéres de Berger SZ’ (1) grace aux restrictions de spineurs ambiants construits par Roth, et

nous en caractérisons les cas d’égalité.

Mots-clés: géométrie riemannienne, géométrie spinorielle, hypersurfaces, surfaces minimales,

H.-courbure, opérateur de Dirac, spectre, Théoréme d’Alexandrov

Abstract

In this thesis we are interested in the role played by the extrinsic curvatures of a hyper-
surface in the study of its geometry, especially in the case of spin manifolds. First, we focus our
attention on the mean curvature and construct a new family of non simply connected minimal
surfaces in the Lie group Sols, by adapting a method used by Daniel and Hauswirth in Nils
based on the properties of the Gauss map of a surface. Then we give a new spinorial proof
of the Alexandrov Theorem extended to all H,-curvatures in the euclidean space R**! and in
the hyperbolic space H"*!, using a well-chosen test-spinor in the holographic inequalities re-
cently obtained by Hijazi, Montiel and Raulot. These inequalities lead to a new proof of the
Heintze-Karcher Inequality as well. Finally we use restrictions of particular ambient spinor fields
constructed by Roth to give some extrinsic upper bounds for the first nonnegative eigenvalue of
the Dirac operator of surfaces immersed into S? x S'(r) and into the Berger spheres Sj(7), and
we describe the equality cases.

Keywords: Riemannian geometry, spin geometry, hypersurfaces, minimal surfaces, H,.-curvature,

Dirac operator, spectrum, Alexandrov Theorem
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