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Introduction

Le sujet de cette thése tourne autour des groupoides étales localement compacts, o-
compacts et séparés. On s’intéresse entre autre aux groupoides de feuilletage qui sont par
définition les groupoides de Lie dont les groupes d’isotropie sont discrets. Dans [CMO01], Crai-
nic et Moerdijk prouvent qu'un groupoide est un groupoide de feuilletage si et seulement si
il est Morita équivalent & un groupoide de Lie étale ou encore si et seulement si ’application
ancre associée a ’algébroide de Lie est injective. Une algébroide de Lie muni d’une application
ancre injective correspond exactement & un feuilletage : ainsi le théoréme de [CMO01] dit qu’un
groupoide de Lie est Morita équivalent a un groupoide de Lie étale si et seulement si il intégre
un feuilletage. Les groupoides étales servent de modéles lors de ’étude de I'espace des feuilles
d’un feuilletage, de ’espace des orbites pour les actions d’un groupes discrets ou encore pour
les orbifolds. On donne ci-dessous un bref aper¢u du contenu de chacun des chapitres de cette
thése.

La premier chapitre de cette thése consiste en quelques rappels sur les groupoides localement
compacts et séparés. La premiére section de ce chapitre est un bref rappel sur les définitions et
propriétés générales concernant les groupoides. On s’intéresse & certaines classes de groupoides
notamment les groupoides de Lie, les groupoides étales, les groupoides propres et les grou-
poides de feuilletage qui sont I'objet des différentes études de cette thése. On discute aussi de
la notion de moyennabilité pour les groupoides. La deuxiéme section aborde la construction,
a partir d’un groupoide topologique, des C*-algébres pleines et réduites associés aux grou-
poides. On y donne en outre quelques résultats classiques sur les modules de Hilbert et leurs
opérateurs qui admettent un adjoint. La derniére section porte sur les Cy(X)-algebres et les
champs (semi-)continu de C*-algebres, qu’on est amené a utiliser dans les divers travaux de
cette thése.

Dans le deuxiéme chapitre on s’intéresse au cas particulier d’un groupoide étale propre
localement compact o-compact obtenu par l'action propre d’un groupe discret dénombrable
sur un espace localement compact et séparé M. On étudie le cas ou 'espace des orbites M /G
est un espace localement compact et o-compact. Le groupoide de transformation G x M = M
obtenu est alors un groupoide étale propre dont la C*-algebre pleine C*(G x M) (qui s’identifie
a la C*-algebre réduite C(G x M)) coincide avec la C*-algébre de produit croisé¢ Co(M) x G.
L’objectif de ce chapitre est de décrire complétement le groupe de K-théorie K (C'O(M ) X G)
de la C*-algeébre de produit croisé a l'aide des fibrés vectoriels complexes et G-équivariants
sur le G-espace M. D’aprés [Phi89|, pour toute action propre d’un groupe localement compact
et séparé GG sur un espace localement compact et séparé M, on sait par I'isomorphisme de
Green-Julg généralisé que le groupe de K-théorie Ky (CO(M ) X G) est isomorphe au groupe de
K-théorie équivariante K2 (M). Les éléments du groupe K2 (M) sont des classes d’équivalence
de K-cocycles définis notamment & l'aide de fibrés de Hilbert G-équivariants sur M qui sont
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en quelques sorte des fibrés vectoriels complexes G-équivariants dont les fibres sont des espaces
de Hilbert (et peuvent donc étre de dimension infinie). Dans le cas général d’une action d’un
groupe localement compact et séparé GG sur un espace localement compact et séparé M, il n’est
pas possible de décrire le groupe K (C’O(M )X G) uniquement en terme de K-cocycles constitués
de fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M (dont les fibres sont de dimension finie) : en
effet Phillips donne un exemple d’une action propre d’un groupe localement compact et séparé
G sur un espace localement compact et séparé M pour lequel les fibrés vectoriels complexes
G-équivariants sur M ne suffisent pas a décrire Ky (CO(M ) X G) en prouvant que certains
éléments de K (CO(M ) X G) ne peuvent étre obtenus, par I'isomorphisme de Green-Julg, qu’a
partir de K-cocycles constitués de fibrés de Hilbert G-équivariants dont les fibres sont de
dimension infinie. Qu’en est-il dans le cas particulier d’une action propre d’un groupe discret
dénombrable 7 Existe-t-il des situations dans lesquelles il est possible de décrire complétement
le groupe Ky (CO(M ) X G) uniquement & l'aide des K-cocycles obtenus a partir des fibrés
vectoriels complexes G-équivariants sur M (dont les fibres sont de dimension finie)? Une
réponse positive a cette question est donnée dans l'article [BHS10] o les auteurs étudient le
cas d’une action propre d’un groupe discret dénombrable G sur un espace localement compact
et séparé M de telle sorte que l'espace quotient M /G est compact : on dit que M est un G-
espace propre G-compact. Baum, Higson et Schick utilisent un résultat de [LOOI] de Liick et
Oliver qui leur assure l'existence d’un fibré vectoriel complexe et G-équivariant sur M tel que
la fibre F, en tout point x de M contient un multiple de la représentation réguliére du groupe
des stabilisateurs de z. L’existence d’un tel fibré E leur permet de définir une classe de fibrés
vectoriels équivariants sur M appelés G-fibrés standards jouissant d’une structure ordonnée
et de propriétés utiles : tout fibré vectoriel complexe G-équivariant est isomorphe & un G-fibré
standard. Cette classe de G-fibrés standards va étre 'outil essentiel qui leur permet d’aboutir
au résultat voulu. Ils construisent tout d’abord une bijection entre les classes d’équivalences de
projections dans Cy(M) x G et les classes d’isomorphismes de G-fibrés standards sur M puis
une approximation de l'unité dans Cy(M) x G constituée de projections a I'aide des G-fibrés
standards sur M. Ils peuvent alors prouver que cette bijection induit un isomorphisme naturel
entre le groupe de Grothendieck des fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M et le
groupe de K-théorie K (C’O(M ) X G’). Le but du travail réalisé dans le deuxiéme chapitre
de cette thése est de prolonger les travaux de Baum, Higson et Schick en s’affranchissant
notamment de la condition de cocompacité du G-espace propre M. On considére donc le cas
d’une action propre d'un groupe G discret et dénombrable sur un espace localement compact
et séparé M tel que lespace quotient M /G est o-compact : plusieurs points essentiels du
raisonnement de [BHS10] perdent leur pertinence lorsqu’on remplace ’hypothése de compacité
de I'espace quotient M /G par celle de o-compacité notamment le corollaire du résultat de Liick
et Oliver sur 'existence du fibré E sur M mais aussi l’existence d’une approximation de 'unité
dans Cy(M) »x G constituée de projections.

On suppose dans le cadre de notre étude que pour tout sous espace G-compact X de M, il existe
un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur M tel que pour tout x dans X la fibre E, contient
un mutiple de la représentation réguliére du groupe G, d’isotropie (ou des stabilisateurs) de
x. Cette hypothése (notée (Hyp)) est bien sir satisfaite dans le cas ou M est lui-méme G-
compact du fait des résultats de [LOOI| mais il n’y a pour l'instant pas de résultat général
dans le cas o M /G est o-compact de 'existence de tels fibrés. On va alors utiliser la classe des
G-fibrés standards introduite dans [BHSI10| et 'hypothése (Hyp) va nous permettre d’obtenir
des propriétés analogues a celle de [BHS10] et de construire une sorte de structure d’ensemble
ordonnée sur cette classe. On montre ensuite que 'hypothése (Hyp) sur M équivaut a la
donnée d’une approximation de 'unité pour Cy(M ) x G constituée de projections dans l’algébre
des multiplicateurs M (CO(M ) X G) : pour prouver cela, on utilise la propriété de structure



Introduction ix

ordonnée dans la classe des G-fibrés standards sur M. L’existence d’une telle approximation
de P'unité pour Cy(M) x G constituée de projections dans M (Co(M) x G) est 'outil central
qui nous permet de décrire complétement le groupe de K-théorie Ky (CO(M ) X G) a laide
des K-cocycles constitués uniquement de fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M
(dont les fibres sont de dimension finie). L’idée globale de cette démarche est de considérer un
élément quelconque du groupe Ky (CO(M ) X G) que l'on regarde comme un élément du groupe
de K K-théorie K K (C, Co(M) x G) puis d’utiliser les propriétés de la théorie des groupes de
K K-théorie pour lui associer un élément ayant la méme classe dans K Ky ((C, Co(M) x G) qui
soit I'image par I'isomorphisme de Green-Julg généralisé d’'un K-cocycle constitué uniquement
de fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M (dont les fibres sont de dimension finie).

Le troisiéme chapitre porte sur ’étude des groupoides étales localement compacts et o-
compacts : pour un tel groupoide G, on s’intéresse aux propriétés algébriques d’exactitude de
la C*-algébre réduite du groupoide et du foncteur x,G. Dans le cas d’'un groupe discret G
(qui est un cas particulier de groupoide étale) Anantharaman-Delaroche démontre le théoréme
suivant dans larticle [AD02] :

Théoréme 1. [ADO2| Soit G un groupe discret. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) le groupe G admet une action moyennable sur un espace compact X (on dit que G est
moyennable a 'infini)
(2) le groupe G est exact
(3) pour toute G-C*-algeébre B, la C*-algébre B 1, G est une C*-algébre exacte
(4) la C*-algeébre réduite C;(G) du groupe G est une C*-algébre exacte

Le résultat prouvé par Anantharaman-Delaroche est plus général puisqu’elle s’intéresse au
cas des groupes localement compacts pour lesquels elle prouve les implications suivantes (1) =
(2) = (3) = (4). Cependant il est difficile de démontrer en général I'implication (4) = (1).
Anantharaman-Delaroche le fait dans le cas ou le groupe G satisfait une certaine condition,
appelée propriété (W), qui est une condition plus faible que la condition de moyennabilité
intérieure. Comme tout groupe discret vérifie cette propriété (W), les assertions sont alors
toutes équivalentes dans le cas d’un groupe discret.

On note C}(G) la sous-C*-algebre de Cy(G) formée des fonctions bornées et uniformément
continue a gauche au sens suivant : une fonction f sur Cy(G) est uniformément continue a
gauche si

limHtf—fH =0 avec tf:g— f(t7lg)
t—e o0

Pour tout groupe localement compact G, la C*-algeébre commutative C}'(G) est munie d'une
action du groupe et on note "G le spectre de C*(G) qui est un espace compact et séparé
muni d’une action continue du groupe GG. Anantharaman-Delaroche montre dans [AD02] que
la condition de moyennabilité & l’infini pour un groupe localement compact équivaut a la
moyennabilité de 'action de G sur le spectre S“G. Dans le cas ou GG est discret, il est clair que
le C}(G) coincide avec Cy(G) et que le spectre f“G est alors le compactifié de Stone-Céch du
groupe G.

Le groupe G est dit exact si le foncteur x,.G transforme toute suite exacte courte de G-C*-
algébres en une suite exacte courte de C*-algébres : lorsque le groupe G est discret, Kirchberg
et Wassermann prouvent dans [KW99| que 'exactitude de G équivaut a 'exactitude de la
C*-algebre réduite C(G).

Dans cette thése, on cherche a généraliser le théoréme [I|de [AD02] au cas des groupoides étales



localement compact et o-compacts et séparés. Dans la premiére section de ce chapitre, on va
tout d’abord définir une version de la notion de moyennabilité a I'infini pour un groupoide
étale G = X ainsi qu'une sous-C*-algébre de Cy(G) qui joue le role de la C*-algébre des
fonctions bornées et uniformément continues a gauche dans le cas des groupes localement
compacts : on notera C§(G) cette G-C*-algébre et SxG le spectre de cette G-C*-algebre qui est
un G-espace localement compact. La moyennabilité a l'infini d’un groupoide étale G implique
alors la moyennabilité de 'action du groupoide G sur le spectre S8xG mais nous n’avons pas
obtenu de réciproque & cette proposition et donc d’équivalence, comme dans le cas des groupes
localement, compacts entre ces deux notions. On démontre alors en cette fin de section le
théoréme suivant :

Théoréme 1. Soit G un groupoide étale d’espace des unités X. On considére les assertions
suvantes :

(1) le groupoide G est moyennable a l'infini
(2) le groupoide G agit moyennablement sur ’espace BxG
(3) le groupoide G est exact
(4) la C*-algébre C}(G) est exacte
Alors on a (1) = (2) = (3) = (4).

La seconde section de ce chapitre tente de prouver I'implication (4) = (2) en utilisant
les techniques analogues a celles de Anantharaman-Delaroche dans [AD02]. On considére un
groupoide étale localement compact et o-compact séparé G = X tel que la C*-algébre réduite
C;(G) est exacte et on note v le systéme de Haar pour G constitué des mesures de comptage des
s-fibres de G et L(L?(G,v)) la Co(X)-algebre des opérateurs Co(X)-linéaires qui admettent
un adjoint, sur le Co(X)-module de Hilbert L?(G,v). L’idée est de travailler sur des Cp(X)-
algebres continues et exactes afin d’utiliser un résultat de [Bla97] de plongement Cy(X)-linéaire
de telles Cy(X)-algebres dans la Cy(X)-algebre nucléaire Cy(X) @ O2, ot Oy est 'algebre de
Cuntz. Comme la C*-algébre C}(G) n’est pas munie d'une structure de Cp(X)-algébre, on
construit une Cy(X)-algébre, notée A, qui est la plus petite sous-C*-algébre de E(Lz(g, 1/))
contenant 'image de C;(G) dans £(L?(G,v)) par la représentation réguliére A et I'image de
Co(X) par la structure de Cp(X )-algebre de £(L?(G,v)). On montre alors que I'exactitude de
la C*-algébre C;(G) implique I'exactitude de la Cy(X )-algebre A. Afin d’utiliser le théoréme de
[Bla97], on suppose que la Cy(X)-algeébre A est continue et on se restreint au cas ot 'espace des
unités X du groupoide est compact On travaille donc sur une classe plus faible de groupoides
étales localement compact et o-compact qui satisfont ces deux conditions. Dés lors que 1'on
a utilisé le théoréme de plongement C(X)-linéaire des C(X)-algébres continues et exactes
dans la C(X)-algébre nucléaire C'(X) ® Oz, on va pouvoir utiliser les propriétés de C(X)-
nucléarité pour obtenir une approximation par des factorisations a travers les C'(X)-algébres
C(X)® My (C) de I'application identité sur A et donc de la représentation réguliére de C(G).
C’est par le biais de cette approximation par des factorisations de la représentation réguliére
de la C*-algebre exacte Cf(G) que nous pouvons montrer la moyennabilité de 'action de G sur
BxG. On obtient alors 'implication (4) = (2) pour la classe des groupoides étales localement
compacts et o-compacts dont l’espace des unités est compact et tels que la C(X)-algébre
induite A est continue.

Le dernier chapitre de cette thése porte sur les morphismes K-orientés entre groupoides de
feuilletages et la construction d’éléments de groupe de Kasparov. On s’inspire des résultats de
[HS87| dans lequel pour un morphisme d’espaces singuliers f : Vi /Fy — Va/Fy, ou (V;, F;) est
une variété feuilletée et V;/ F; est 'espace des feuilles du feuilletage (V;, F;), Hilsum et Skandalis
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construisent un élément fi du groupe de Kasparov K K (C’*(Vl, Fy),C*(Va, Fg)) ,ou C*(V;, Fy)
correspond a la C*-algébre (pleine) du groupoide d’holonomie associé au feuilletage (V;, F;). Ils
étudient également les propriétés fonctorielles d’une telle construction en comparant 1’élément
de groupe de Kasparov obtenu en composant deux morphismes K-orientés d’espaces singuliers
et le produit de Kasparov des deux éléments de groupe de Kasparov obtenus a partir de chacun
de ces morphismes K-orientés d’espaces singuliers. L’existence de tels éléments, conjecturée
par Connes dans [Con82|, a été prouvée dans certains cas particuliers : dans [CS84] Connes et
Skandalis construisent un éléments f; dans le cas ou le feuilletage Fj est trivial (c’est-a-dire Vj
est 'unique feuille du feuilletage) et prouvent ’égalité (g o )1 = fi ® g pour tout morphisme
K-orienté f et g qui sont composables. Ce résultat est généralisé dans le cas tordu par Carrillo
et Wang dans [CRW1I1] pour des morphismes f: W — M/F ou le groupoide d’holonomie du
feuilletage (M, F’) est muni d’une torsion et la fonctorialité de cette construction est démontrée
en utilisant le théoréme de l'indice longitudinal. Pour obtenir un tel élément de groupe de
Kasparov a partir d’'un morphisme K-orienté, il est courant d’utiliser une factorisation du
morphisme f = poi ol p est une submersion et ¢ une immersion injective et de réaliser ces
constructions sur chacun des morphismes p et ¢. Dans le cas d’'une immersion injective et K-
orientée ¢ : G — Go, Hilsum et Skandalis supposent le groupoide G; moyennable et utilisent
la technique de déformations au cone normal pour obtenir le groupoide normal Dgf et la suite
exacte courte de C*-algébre suivante

0 — C*(G2x]0,1]) — C*(DF) — C*(G1) — 0

Par nucléarité de C*(G1) (car G; moyennable) et avec les techniques de K K-théorie et I'exis-
tence de certains éléments de groupes de Kasparov, ils construisent ¢ dans K K (C*(G1), C*(G2))
et prouvent la fonctorialité de cette construction. Dans le cas d’une submersion, ils construisent
directement les bimodules de Kasparov a partir d’une submersion p : G — Go d’abord dans le
cas presque isométrique puis dans le cas général en se ramenant au cas presque isométrique.
Ils parviennent également & prouver la fonctorialité de cette construction.
Pour le cas général, Hilsum et Skandalis considérent f : Vi/Fy — Va/F, une application
K-orientée et de classe C'°°. L’application admet des factorisations de type f = p o4 ou
i:V1/F1 — V/F (respectivement p : V/F — Va/F») est une immersion (respectivement sub-
mersion) K-orientée pour laquelle a été défini un élément 4y (respectivement py). Il serait alors
tentant de définir fi en posant f, := 41 ® pi. Il s’agit de répondre aux questions suivantes :
(a) a-t-on 4 @ p = i{ ® p| pour deux factorisations différentes de f?
(b) pour f3 : Vi/Fy — Vo/Fy et f1 : Vo/Fy, — V3/F3 applications K-orientées et C°°,
a-t-on (fio fs)r = (f3)r @ (fi)?
On rappelle que le groupoide étale Gy, utilisé dans le cas de 'immersion est moyennable ce qui
équivaut a la nucléarité de C*(Gy).

Proposition 1. Soit

VE
PN
Vi/F Va/Fy
N
V'/F

un diagramme commutatif d’applications K-orientées ou 7,7’ sont des immersions et p,p’ des
submersions, alors

N @ ® Py =N, @1 ® pi
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ol N; est le fibré normal de 'immersion ¢ et Ny est le fibré normal de I'immersion #’.

La démonstration de cette proposition se trouve dans [HS87] et on voit que ce résultat
montre qu’il n’y a a priori pas de définition naturelle pour fi dans le cas général a moins de
savoir que vy = 1 pour tout Gi-fibré N. Puisque le groupoide G; est supposé moyennable dans
la construction de [HS8T7], les auteurs donne la conjecture suivante

Conjecture 1. Si G; est moyennable, alors pour tout Gi-fibré F, on a yg = 1.

Si cette conjecture est vraie :

(1) on remarque que pour toute factorisation f = poi = p’ o ¢’ vérifiant les conditions de
la proposition (1], on a I'égalité i| ® p; = iy ® pi, ce qui prouve que fi ne dépend pas de
la factorisation choisie.

(2) Hilsum et Skandalis prouvent que pour toutes applications fs3 : Vi /F1 — Va/Fy et
f1: Va/Fy — V3 /F3 K-orientée, on obtient (f3o f1); = (f1)1 ® (f3)

Dans ce quatriéme chapitre, on s’intéresse seulement au cas d’une immersion injective K-
orientée ¢+ : G — H qui est un homomorphisme strict entre groupoides de Lie étales. On
essaie de construire un élément v de K K-théorie dans KK (C;(G1), C;(G2)) out les C*-algebres
C(G;) sont les C*-algebres réduites du groupoide G; et non plus les C*-algébres pleines comme
dans Darticle [HS87]. On n’obtient en général pas un élément du groupe de K K-théorie mais
seulement un élément du groupe de E-théorie E(C}(G1), C;(G2)). Le raisonnement utilisé pour
la construction de ¢ est a 'origine analogue & celui développé dans [HS87| en considérant la
déformation au céne normal associée & I'immersion injective K-orientée ¢ suivante

DF = g1 x {0}| |G2x]0,1]
afin d’obtenir si possible une suite exacte courte de la forme
0 — C7(G2x]0,1]) — C} (DY) — C(G1) — 0 (1)

Une telle suite n’est en général pas exacte. On va donc se restreindre au cas ol l'espace des
unités H(©) du groupoide de Lie étale H est muni d’une métrique riemannienne H-invariante et
on montre alors que le fibré de C*-algebres sur [0, 1], noté ([0, 1], C} (D), m : C (D) — C;(Dy))
ou 7 est 'homomorphisme d’évaluation, est un fibré de C*-algébres continu c¢’est-a-dire que
lapplication ¢ — ||m:(f)|| est continue pour tout élément f de Cj(D). Ce probléme lié a
I’obtention d’une suite exacte courte de la forme [1| n’apparait pas dans le cas des C*-algébres
pleines traité dans [HS87| puisqu’une déformation au céne normal va induire directement une
suite exacte courte. Une fois la suite exacte courte [I| construite, on utilise les propriétés de
E-théorie pour obtenir un élément ¢ dans le groupe E(C;(G1), Cy(G2)). La fonctorialité de
cette construction est traitée uniquement dans le cas ot les groupoides de Lie étales considérés
sont moyennables en K-théorie ce qui implique la nucléarité en K-théorie de leur C*-algébre
réduite. On peut deés lors se placer dans le cadre de la K K-théorie et la démonstration est
exactement la méme que celle de [HS87].

Ce chapitre est scindé en quatre sections : la premiére section de ce chapitre débute par quelques
rappels sur les notions de K-orientation des fibrés vectoriels réels et des homomorphismes
généralisés entre groupoides de feuilletage, ainsi que la construction de certains éléments du
groupe de Kasparov utilisés pour définir 1’élément ¢ associé & une immersion injective ¢.
On termine cette premiére section en démontrant la conjecture [I] annoncée par Hilsum et
Skandalis : voir 5.9 de [HS87]. On fait une démonstration un peu plus générale de ce résultat
en traitant les groupoides étales localement compact o-compacts munis d’un systéme de Haar
et en s’appuyant essentiellement sur la K K-théorie équivariante par rapport & un groupoide
définie par LeGall dans [LG99|. La deuxiéme section de ce chapitre est un rappel sur la
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déformation au céne normal associée & une immersion d’une variété dans une autre ainsi que
les propriétés fonctorielles liées & cette construction qui nous sont utiles lorsqu’on travaille sur
une immersion d’un groupoide de Lie étale dans un autre. La troisiéme section est consacrée a la
construction de I'élément ¢ du groupe E(C}(G1),C(G2)) & partir d’une immersion injective
et K-orientée ¢ : G — H d’un groupoide de Lie étale G dans un groupoide de Lie étale H
dont l'espace des unités H(9) est muni d’une métrique riemannienne #-invariante. Enfin la
derniére section porte sur la fonctorialité d’une telle construction dans le cas particulier ou les
groupoides considérés sont moyennables en K-théorie.
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Chapitre 1

Préliminaires sur les groupoides

Dans cette section, nous rappelons les définitions de bases de la théorie des groupoides.
On définit, dans le cadre de notre travail, une catégorie dont les objets sont les groupoides
de Lie et les morphismes des morphismes dits généralisés. On va s’intéresser entre autre aux
groupoides de Lie issus des feuilletages de variétés, qui nous permettra d’introduire la notion
de groupoides de feuilletages et leur lien avec les groupoides étales.

1.1 Deéfinitions générales et constructions pour les groupoides

1.1.1 Groupoides topologiques

Un groupoide peut étre vu comme une généralisation des groupes et des espaces. Il s’agit
d’une petite catégorie dans laquelle tous les morphismes sont inversibles. Il est courant d’adop-
ter les notations G(°) pour définir les objets et G (parfois noté G pour définir les morphismes
(souvent appelés fleches). On donne ci-dessous une définition plus concréte d’un groupoide

Définition 1.1.1. Un groupoide consiste en la donnée de deuz espaces G et GO et d’applica-
tions

a) s,r:G — GO respectivement applications source et but,

b) m:G® — G, Vapplication produit, ou G® = {(v,n) € G x G : s(y) = r(n)},

ainsi que d’une application unité notée v : GO — G et d’une application inverse notée i : G —
G vérifiant, si l'on note m(vy,n) = v.n, u(z) = x et i(y) =y, les relations suivantes

r(yn) =r(v) et s(y.n) = s(n)

v.(n.8) = (v.n).8,  pour tout (y,n) et (n,d) dans G*

o vx=retxn, pourtout (y,n) dans Gg@ . s(y) =x =r(n)
° 7.7_1

=7r(y) ety Ly =s(y), pour touty dans G

Notation 1.1.2. Il est assez courant de simplifier les notations en occultant la fonction u et en
considérant G(© comme un sous espace de G. De méme, on pourra se permettre d’écrire y.m
voire yn pour m(vy,n) afin d’alléger les formules.

Topologie : on considére par la suite des groupoides topologiques c’est-a-dire les groupoides
G = GO pour lesquels les espaces G et G(© sont munis d’une topologie et les applications
de structure du groupoide, r,s, m,u,i sont continues. On travaille essentiellement avec les
groupoides topologiques suivants
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(a) un groupoides localement compacts et séparés est un groupoide topologique pour
lesquel I'espace G est localement compact et séparé. Un tel groupoide est o-compact si
I’espace topologique G est o-compact.

(b) un groupoide étale est un groupoide localement compact et séparé pour lequel les
applications but et sources sont des homéomorphismes locaux.

(c) un groupoide de Lie est un groupoide pour lequel les espaces G et G () sont munis d’une
structure de variété et les applications de structures du groupoide sont des applications
lisses. De plus, les applications s et r sont des submersions.

Proposition 1.1.3 ([Tu04]). Si G = G est un groupoide séparé localement compact (res-
pectivement localement compact o-compact) alors GO est localement compact (respectivement
localement compact o-compact).

Démonstration. On note Ag la diagonale de l'espace G x G. Le groupoide G étant séparé,
Ag est un sous espace fermé de G x G. Alors GO = (id,r)"1(Ag) est fermé dans G, donc
localement compact.

Soit (Kp)nen une suite de sous espaces compacts dans G, telle que G = UpenK,,. L'appli-
cation 7 : G — GO étant continue, (r(K),))nen est une suite de sous espaces compacts de G(¥)
telle que Upenr(K,) = G@ . Alors G est localement compact o-compact.

O

Groupe d’isotropie :  soit G = G(¥) un groupoide topologique et X et Y des sous espaces
de GO, On appelle Gx 'ensemble des fléches de G qui "commencent dans X" et GY l’ensemble
des fleches qui "terminent dans Y" c’est-a-dire les sous espaces de G définis par

Gx ={7€G:5(7)eX} et GV :={yveG:r(y)eY}

On note g§ = Gx NGY Pensemble des fleches qui commencent dans X et finissent dans Y.
Lorsqu’on considére A := {z} réduit a un seul élément, on dit que G, (resp. G*) est la s-fibre
(resp. r-fibre) au point x et 'ensemble GF est muni d’une structure de groupe qu’on appelle
le groupe d’isotropie en x du groupoide G.

Exemples de groupoides : on donne quelques exemples de groupoides topologiques et on
montre comment certains ensembles classiques peuvent étre vu comme des groupoides :

(1) Groupe : tout groupe topologique G peut étre considéré comme le groupoide topo-
logique G = {e} ou les applications but et source s’identifient a la projection continue
sur I’élément neutre e du groupe, la multiplication (resp. inversion) pour le groupoide
s’identifie & la multiplication (resp. inversion) du groupe. Lorsque le groupe est de Lie,
alors le groupoide induit est aussi de Lie.

(2) Espace : tout espace topologique (resp. variété) M peut étre conidéré comme un
groupoide topologique (resp. de Lie) G == M, ou l'ensemble G est ’espace topologique
(resp. la variété) M, c’est-a-dire l’espace méme des unités. Toutes les applications de
structures s’identifient & I'identité. On I'appelle le groupoide identité associé a ’espace
topologique (resp. la variété) M.

(3) Groupoide paire : pour tout espace topologique M, on peut construire un autre
groupoide topologique noté Pair(M) = M et appelé le groupoide paire de espace



Préliminaires sur les groupoides 3

topologique M, dont 'espace des fléches est ’espace topologique produit Pair(M) :=
M x M. Les applications but et source sont définies s(x,y) := y et r(z,y) := z, et la
multiplication (z,y).(y, 2) := (=, 2), pour tout couple (z,y) et (y,z) de M x M. Les
applications inverse et unité sont i(x,y) := (z,y) " = (y,7) et u(z) := (v, 7).

(4) Action de groupe : on considére un groupe de Lie G agissant a gauche par difféo-
morphismes sur une variété M. On appelle groupoide de transformation le groupoide
noté G x M = M, ou l'espace des fleches G x M est la variété produit G x M.

(5) Pullback : soient M un espace topologique, G un groupoide topologique et ¢ : M —
G une application continue et surjective. L’espace

O G :={(m,y,m)eMxGxM:r(y)=m,s(y)=m'} =M X4, G X5, M

est muni d’une structure de groupoide topologique ol ’espace des unités est M et les
fleches reliant m’ et m dans M sont les fleches de G reliant p(m) et o(m’). L’applica-
tion but étant donnée par la premiére projection, I'application source par la troisiéme
projection. Le produit est défini par (mq,vy, ms).(ma,7,m3) = (m1,vy,m3) et Uinverse
par (m,y,m')~" = (m/,y~1,m).

(6) Feuilletage : soit M une variété C*> compacte et de dimension n. Un feuilletage
de M consiste grossiérement en une partition de la variété M en sous variétés plon-
gées (appelées feuilles du feuilletage). Il existe plusieurs définitions d’un feuilletage sur
la variété M qui peut s’exprimer en termes d’atlas de feuilletage ou encore en termes
de cocycles de Haefliger ou encore en termes de sous fibré du fibré tangent que 'on
donne ici : un feuilletage F de M de codimension ¢ (avec 1 < g < n) est la donnée
d’un sous fibré E du fibré tangent T'M de rang n — ¢ tel que ’ensemble des sections
lisses C*(E) = {X € C*(M,TM) : X,, € Ep,, Ym € M} est une sous algébre de
Lie de C°°(M,TM). On peut associer a tout feuilletage des groupoides notamment les
groupoides de monodromie et d’holonomie; le groupoide de monodromie Mon(M, F)
est défini a l'aide des classes d’homotopie des chemins sur les feuilles du feuilletage :
une fleche reliant les points = et y d’'une méme feuille du feuilletage est une classe d’ho-
motopie d’un chemin de points d’extrémités x et y et restant sur la feuille de x et y et
deux points de M situés sur deux feuilles différentes ne peuvent étre liés par une fléche.
Son groupe d’isotropie en point x de la feuille L est exactement le groupe fondamental
m1(L, z). Le groupoide d’holonomie Hol(M, F) est défini de maniére similaire en consi-
dérant les classes d’holonomie (et non plus les classes d’homotopie) des chemins restant
sur une feuille. Le groupoide d’holonomie a été introduit par Ehresmann [Ehr65| et
Winkelnkemper [Win83]. On trouve aussi des détails sur ce sujet dans [MMO03], [Vas01].

Homomorphisme : on considére deux groupoides topologiques G = G(© et H = H(? et on
note sg (respectivement sy ) 'application source de G (respectivement H) et rg (respectivement
r91) Papplication but de G (respectivement H). Un homomorphisme de groupoides ¢ : G — H
est défini par deux applications continues

0:GoH et oGO0 4 yO

telles que les relations suivantes sont satisfaites

e o(vn) = (7)o p(n), pour tout (v,n) dans G?
o syop=posg
° THotp:go(o)org
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e o(v ) =)

Si on considére les groupoides du point de vue des catégories, un homomorphisme entre
groupoides est un foncteur continu ¢ : G — H c’est-a-dire la donnée d’une application conti-
nue entre les espaces des objets et d’une application continue entre les espaces de fléches
compatibles avec les applications de structures des groupoides.

Remarque 1.1.4. On rencontre parfois le terme d’homomorphisme strict de groupoides pour
caractériser de tels homomorphismes pour éviter les confusions avec les homomorphismes gé-
néralisés de groupoides que 'on définira plus tard.

Exemples 1.1.5. On donne deux exemples basiques d’homomorphismes stricts de groupoides :

(1) I est clair qu’un homomorphisme de groupes topologique f : G — H est un homomor-
phisme (strict) de groupoides lorsqu’on se place du point de vue des groupoides.

(2) Toute application continue f: X — Y entre espaces topologiques définit un homomor-
phisme strict entre les groupoides identités induits par les espaces topologiques. Il en va
de méme pour les groupoides paires associés aux espaces topologiques.

Algébroide de Lie

De la méme maniére que les algébres de Lie joue le réle de la version infinitésimale pour les
groupes de Lie, les algébroides de Lie jouent un role similaire pour les groupoides de Lie. On
définit dans un premier temps la notion générale d’algébroide de Lie puis on montre comment
associer un algébroide de Lie & tout groupoide de Lie.

Définition 1.1.6. Soit M une variété C*°. Un algébroide de Lie sur la variété M est la donnée
d’un fibré vectoriel A — M muni d’un morphisme de fibré an : A — T M, appelé application
ancre, et d’un crochet de Lie sur l’espace T'(A) des sections C*°(M) tels que pour toutes sections
X,Y dans I'(A) et toute fonction f dans C*°, on a

1. an([X,Y]) = [an(X), an(Y)]
2. [X, Y] = fIX, Y]+ (an(X)(f)).Y

Soit ¢ = G un groupoide de Lie, on construit une algébroide de Lie associée & G. Cette
construction peut étre considérée comme une généralisation de la notion de feuilletage vu
comme sous fibré intégrable d’un fibré tangent.

Définition 1.1.7. On appelle fibré des vecteurs s-verticaur de G le sous fibré du fibré tangent
TG, noté TG, définit par TG = ker(ds). Un champ de vecteur vertical est une section du
fibré wg : T°G — G, c’est-a-dire un champ de vecteur X : G — T°G.

Soient 75 : T°G — G la projection canonique et u : g0 ¢ I’application de structure
unité du groupoide G, on note

AG = {(z,v) € GO X T°G : u(z) = ms(v) }

c’est-a-dire le tiré en arriére de T°G par le plongement u. On a le diagramme commutatif
suivant

AG —4. Tsg

Lk

g _* _g
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On rappelle que tout élément g dans G¥ induit, par translation & droite, un difféomorphisme
Ry : s7Y(y) — s~ !(x) entre s-fibres (mais pas sur tout le groupoide).

Définition 1.1.8. Un champ de vecteur X dans X(G) est dit G-invariant a droite (ou invariant
a droite quand [’action est explicite) si X est un champ de vecteur vertical et si pour tout (h, g)
dans 9(2), on a

Xhg = (dRg)n(Xn)

On note L'y, (T°G) Uensemble des champs de vecteurs G-invariants a droite.

Proposition 1.1.9. L’ensemble i, (T°G) des champs de vecteurs G-invariants a droite est
fermé pour le crochet de Lie de X(G).

Démonstration. La preuve est dans le dernier chapitre de [MMO03]. O

On peut voir qu'un champ de vecteur G-invariant a droite est déterminé de maniére unique
par sa restriction a l'espace G(9 des unités du groupoide, puisqu'on a, pour tout X dans
Linu(T4G) et tout g dans G avec r(g) = z, la relation suivante

Xg = Xu(z)g = Xu(m)g = (ng)u(x) (Xu(m))

L’homomorphisme d’espace vectoriel ¢ : T (T°G) — T'(AG) qui a tout X dans 'y, (T°G) as-
socie ¢(X) ot ¢(X)(x) = Xy(y), pour tout x dans G(©) est un isomorphisme dont la réciproque
est ’homomorphisme ¢! : T'(AG) — Ty, (T°G) défini par ¢~1(X)(g) = (dRyg)u(r(g)) (X (u(r(g)))
Il existe alors une unique structure d’algébre de Lie sur I'(AG) de sorte que 'isomorphisme ¢
d’espaces vectoriels soit un isomorphisme d’algébres de Lie.

Définition 1.1.10. L’application ancre, an : AG — TG, est la composée des applications de
fibrés vectoriels suivant

AG du T5G tdrg TG dr Tg(o)
glo) £ o g " go)

c’est-a-dire an := dr o du et est un morphisme de fibrés vectoriels.

Définition 1.1.11. Le fibré vectoriel AG — g(o) muni de Uapplication ancre an : AG — TQ(O)
et du crochet défini sur T'(AG) est lalgébroide de Lie associée au groupoide de Lie G.

1.1.2 Classes de groupoides particuliers

On donne dans cette partie la définition de certaines classes de groupoides qui nous inté-
ressent & savoir les groupoides propres, les groupoides étales et les groupoides de feuilletage.

Groupoides propres : on étudie ces groupoides dans le deuxiéme chapitre ainsi que dans
la premiére section du quatriéme chapitre. On se référe principalement a [Tu04] en ce qui
concerne les groupoides propres.

Définition 1.1.12. Un groupoide G = G est dit propre lorsque lapplication (r,s) : G —
G0 % G0) est propre.

Remarque 1.1.13. Soient G = G(9 un groupoide et Z un espace topologique muni d’une action
a gauche (respectivement a droite) du groupoide G. L’action de G sur Z est dite propre (ou
encore G agit proprement sur Z) si le groupoide produit croisé G x Z (respectivement Z x G)
est propre.
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Proposition 1.1.14. Si G; = X1 et Go = X9 sont des groupoides propres, alors le groupoide
produit G1 X Go = X1 X Xo est propre.

Démonstration. Voir la démonstration dans [Tu04] proposition 2.17 O

Proposition 1.1.15. Soit G un groupoide topologique tel que G est localement compact et
r:G — GO est ouverte. Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Si (r,5)(G) est localement fermé dans G x GO alors GO /G est localement compact

2. Si GO est o-compact, alors G(O)/G est o-compact.

3. Si (r,5)(G) est fermé (par exemple quand G est propre), alors G0 /G est séparé.
Proposition 1.1.16. $i G = G un groupoide localement compact, séparé tel que les appli-

cations source et but soient ouvertes et X un espace localement compact, séparé muni d’une
action propre de G, alors l’espace des orbites X /G est un espace localement compact et sépareé.

Démonstration. Voir la démonstration de la Proposition 1.85 de [Goe09] t

Groupoides étales : on étudie dans le deuxiéme chapitre cette thése un cas particulier de
groupoide étale donné par 'action continue d’un groupe discret sur un espace topologique.

Définition 1.1.17. Un groupoide topologique G = GO est dit étale si les applications but r
et source s sont des homéomorphismes locauz. Dans le cas ot G est un groupoide de Lie, on
demande o ce que les applications but r et source s soient des difféomorphismes locaux.

On remarque que tout groupoide étale propre posséde des groupes d’isotropie qui sont
finis.

Groupoides de feuilletages : on appelle groupoide de feuilletage tout groupoide de Lie
dont les groupes d’isotropie sont discrets. Par exemples, les groupoides de monodromie et d’ho-
lonomie associés a un feuilletage d’une variété sont des groupoides de feuilletage. Inversement,
tout groupoide de feuilletage va induire une structure de feuilletage sur son espace des unités.
Les groupoides de feuilletage peuvent étre définis de différentes maniére par le théoréme qui
suit :

Théoréme 1.1.18. Soit G == GO un groupoide de Lie. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) G est Morita équivalent a un groupoide de Lie étale

(i) les groupes d’isotropie de G sont discrets

(iii) L’application ancre, an : AG — TGO, de lalgébroide de Lie associée a G, est injective
Démonstration. On trouve la démonstration dans le deuxiéme chapitre de [CMO01]. O

Remarque 1.1.19. Un groupoide de Lie étale est bien stir un groupoide de feuilletage.

1.1.3 Action et fibré

On donne la définition d’une action & droite d’un groupoide sur un espace (I’action a gauche
étant définie de maniére analogue).

Définition 1.1.20. Soit G = GO un groupoide topologique et Z un espace localement compact,
séparé et o-compact. On appelle action & droite du groupoide G sur l'espace Z, la donnée d’une
application continue o : Z — G(©) (souvent appelée application momentum)et d’une application
continue de Z X, G a valeurs dans Z, noté (z,v) = z.7y et vérifiant pour tout z € Z
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a) o(z.y) = s(y), pour tout v dans G tel que o(z) = r(7).

b) z.x = z, pour tout z dans GO tel que o(z) = .
¢) (z4).A = z.(v.), pour tout (v,~') dans G tel que o(z) = r(v)

Remarque 1.1.21. L’application o : Z — GO est appelée parfois application momentum de
lPaction de G sur Z.

L’action d’un groupoide G sur un espace Z permet de construire un groupoide produit croisé
de Z par G, noté Z x G, composé de I'ensemble des triplets (z,7v,y) dans Z x G x Z, tels que
24 = y. Les éléments de (Z x G)®) sont les paires ((:E,'y, v), (y,7, z)) et leur multiplication
est définie par (z,7,).(y,7',2) = (x,7.7,2). L'inverse de (z,7v,y)" ' = (y,7 1, ).

Définition 1.1.22. Soient G = G un groupoide topologique et M un espace topologique. Un
G-fibré sur l’espace M est la donnée d’un G-espace Z, par rapport a l'application (momentum,)
o:Z — GO et dune application © : Z — M telles que pour tout (2,7) € Z X6, G, on a
m(z.y) =m(z).

Proposition 1.1.23. Soient Z un espace localement compact o-compact et G = GO un grou-

poide localement compact et o-compact agissant sur Z. Alors le groupoide Z X G est localement
compact et o-compact.

Démonstration. Voir la preuve dans [Tu04] Proposition 2.6. t

Remarque 1.1.24. Un G-fibré Z sur M est dit principal si
(i) m: Z — M est une application surjective qui admet des sections locales,
(ii) Papplication Z X4, G = Z Xpr Z = (2,9) — (2, 2.9) est un homéomorphisme.

Un G-fibré principal Z sur M est dit localement trivial s’il est isomorphe au G-fibré principal

L Ui x G
(@,4,7) ~ (2,4, ¢ij(x).7)

défini par un 1-cocycle & valeur dans G,
{cij :UinUj = G :cij(@).cip(x) = cij(x)}

par rapport a (U;); un recouvrement ouvert de G(©),

1.1.4 Homomorphismes généralisés et équivalence de Morita

On rappelle briévement les définitions et propriétés essentielles concernant les homomor-
phismes généralisés entre groupoides et les équivalences de Morita qui sont des homomor-
phismes généralisés particuliers. On peut se référer a [TXLGO04| pour certaines preuves.

Définition 1.1.25. Un morphisme généralisé d'un groupoide G = G© wvers un groupoide
H = HO est la donnée dun espace Z, de deux applications p: Z — GO et o+ Z — HO)

g@)) / Z \ij

d’une action a gauche de G par rapport a p et d’une action a droite de H par rapport & o sur
Z tels que
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(1) les actions commutent, c’est-a-dire pour tout (g,z) € G X5, Z et tout (z,h) € Z Xq, H,
on a p(z.h) = p(z), 0(g.2) = o(2) et g.(z.h) = (g.2).h
(i) p:Z — GO est un fibré G-principal localement trivial.

Exemple 1.1.26. Soit f : G — H un morphisme strict de groupoide. On note Zy := G XgrH
et on note Zs % GO (2,h) = x et Z; T (x,h) — s(h). L’action a gauche de G sur Zs
est définie, pour tout (g, (x,h)) € G xs54 Zf, par g.(x,h) := (r(7), f(g).h) et Uaction a droite
de H sur Zy est définie, pour tout ((x,h),h') € Zy Xy, M, par (x,h).h = (z,h.h'). I est
clair que ces actions commutent et on montre aisément que le H-fibré Zy sur GO est principal
et localement trivial.

Les compositions de morphismes généralisés sont données par la construction suivante :
soient Z1 : G1 — Go et Zy : Go — G3 deux morphismes généralisés et

Zg = Z1 X Gy ZQ = (Zl ><(717p2 ZQ)/(

21,22)~ (217275 ' 22)

alors Z3 définit un morphisme généralisé du groupoide G; vers le groupoide G3. On peut
représenter une composition de morphismes généralisés par le diagramme suivant

Zl. Xg2 Zg

< pra

g1 Al g ) ) Z g3
IV N N
g%O) géﬂ) g?(’O)

Remarque 1.1.27. La composition de morphismes généralisés est associative : soient Z; : G; —
Git+1 des morphismes généralisés entre groupoides, avec i € {1, ..., 3}, on a par composition les
morphismes généralisés Z = (71 Xg, Z2) Xg, Z3 et Z' = Z1 Xg, (Z2 Xg, Z3) du groupoide G;
vers le groupoide Gy.

On donne maintenant la définition d’une équivalence de Morita entre deux groupoides :

Définition 1.1.28. Deux groupoides G et H sont dits Morita équivalents s’il existe un espace
Z qui soit un homomorphisme généralisé de G vers H et un homomorphisme généralisé de H

vers G, ¢’est-a-dire GO ﬁ Z est un fibré H-principal et Z g HO) est un fibré G-principal.

Remarque 1.1.29. Soit G =% X un groupoide et U = {U,};c; un recouvrement ouvert de X.
On considére la réunion disjointe I;c;U; = {(i,z) € I x X : x € U;} et 'homéomorphisme
local donné par la projection p : IL;U; — X, (i,2) — x. L’ensemble

GU) == {(i,7,j) €I x G x I:7(y) € U;,s(7) € Uj}

est muni d’une structure de groupoide dont ’espace des unités est IL;c;U;. Les applications
but et source sont définies par 7(i,7,7) = (i,7(y)) et s(i,7,7) = (4, s(7)). Deux triplets sont
composables s'ils sont de la forme (i,7,j) et (j,n, k) avec (y,1) € G et leur produit est

donné par (4,7, ).(j,n, k) = (i,vn, k). L'inverse de (i,, ) est (4,7, i).
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Lemme 1.1.30. Soit G = X un groupoide et U = (U;); un recouvrement ouvert de X . Alors
le morphisme généralisé Z, : GIU| — G induit par [’homomorphisme strict canonique

v:GUl =G, (,7,0) =y
est une équivalence de Morita entre G[U] et G.
Démonstration. La démonstration est détaillée dans le premier chapitre de [TXLG04]. O

Proposition 1.1.31. Tout morphisme généralisé GO « Z - TO) est obtenu par composition
d’une équivalence de Morita canonique entre G et GIU], ot U est un recouvrement d’ouverts
de GO) et d’un homomorphisme strict de groupoide f : G[U] — T.

Démonstration. La démonstration est détaillée dans le premier chapitre de [TXLGO04]. O

Proposition 1.1.32. Deux groupoides Gy et Go sont Morita-équivalents s’il existe un espace

topologique T et des applications continues, ouvertes et surjectives f; : T — QZ»(O) telles que
G1[T] et Go[T] sont isomorphes.

Démonstration. Voir [TXLG04] proposition 2.29. O

1.1.5 Systémes de Haar et moyennabilité

On a besoin d’introduire un analogue de la mesure de Haar d’un groupe localement compact
pour développer une théorie algébrique de fonctions sur un groupoide localement compact et
séparé. Ce role va étre joué par un systéme de Haar, qui sera une famille de mesures soumises
& certaines conditions de continuité et d’invariance.

Définition 1.1.33. Un systéme de Haar sur un groupoide localement compact et séparé G est
un ensemble de mesures de Radon positives (ou encore de mesures boreliennes réguliéres) sur
G, notév:={v* :x € g<0>} vérifiant les conditions suivantes

(a) Supp(v*) = G*, pour tout x dans X

(b) pour toute fonction f dans C.(G), l'application GO — C définie par

r— [ f(y)dv(v)
gz

est continue.

(c) pour toute fonction f dans C.(G) et tout v dans G, on a la condition d’invariance
suivante
[ 10w = [ sy )ar)
gr(m Gs(v)

Remarque 1.1.34. Intuitivement, un systéme de Haar est un objet de nature métrique qui joue
le r6le des mesures de Haar a gauche pour certains groupes.
La conditions (ii) est la condition de continuité tandis que (iii) est celle d’invariance & gauche.
Contrairement au cas des groupes localement compact, un systéme de Haar sur un groupoide
n’existe pas nécessairement et lorsqu’il existe, celui-ci n’est en général pas unique. Dans les
articles [RMS88]| et [Sed76], les auteurs donnent des conditions nécessaires et/ou suffisantes
d’existence de tel systéme pour certains groupoides.
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Exemples 1.1.35. On donne quelques exemples de systémes de Haar dans des cas classiques :
(a) Soit G un groupe localement compact et séparé, alors le groupoide G admet un unique
systeme de Haar {\g} o A est la mesure de Haar du groupe G.
(b) Soit X un espace localement compact et séparé, alors la famille {5, : v € X} ou §, est
la mesure de Dirac en x, forme un systéme de Haar pour X vu comme un groupoide.
(c) Soit X un espace localement compact et séparé et G un groupe localement compact et
séparé agissant de maniére continue sur X alors la famille {0, x X :x € X} ou X est
une mesure de Haar de G, forme un systéme de Haar pour le groupoide X x G = X.

On rappelle maintenant les notions de moyennabilité dans le contexte des groupoides. Les
définitions et propositions qui suivent sont toutes énoncées et démontrées dans le livre trés
complet [ADROO] qui est consacré a la notion de moyennabilité dans la théorie des groupoides.

Définition 1.1.36. Soient X et Y des espaces localement compacts et séparés et m: X —Y
une surjection continue. On appelle systéme continu de mesures pour 7 toute famille {a¥ : y €
Y} de mesures de Radon positives sur X vérifiant les deux conditions suivantes :

(a) pour tout y dans Y, le support Supp(a¥) est inclus dans m*(y)

(b) pour toute fonction f dans C.(X) Uapplication a(f) : Y — C définie par

alf) 1y = a¥(f) = /X f()da? (z)

est continue sur'Y et a support compact.

On dit qu'un tel systéme {a?},cy continu de mesures pour 7 est propre si pour tout y dans
Y, la mesure oY est non nulle et il est dit plein si pour tout y dans Y, le support Supp(a¥)
est exactement 7! (y).

Définition 1.1.37. Soit G un groupoide localement compact et X et Y des G-espaces pour
lesquels Uapplication momentum (c’est-a-dire myx : X — GO etmy : Y — g<0)) est ouverte.
On considére w : X — Y une surjection continue et G-équivariante. Un m-systéme continu
invariant est un systéme continu de mesure pour w tel que pour tout (v,y) dans G*Y, on a
v.a¥ =Y ou

vl f — /Xf('y.x)day(:c)

Définition 1.1.38. Soit G un groupoide localement compact et X et'Y des G-espaces loca-
lement compact tels que les applications momentum sont ouvertes. On considére m : X — Y
une surjection continue et G-équivariante. Une moyenne continue invariante approchée pour
7 est une suite généralisée {m; : i € I} de systémes continus de mesures de probabilité pour
7 telle que la limite de ||y.m? —m] "Y1 converge vers zéro uniformément sur tout sous espace
compact de G x Y.

La condition d’invariance d’un systéme {a¥} continu invariant de mesure pour 7 se traduit
aussi par 'égalité ||ya¥ —a?¥||;= 0. On peut donc interpréter une moyenne continue inva-
riante approchée comme une suite généralisée de systéme continu de mesures (de probabilité)
pour 7 dont la limite s’apparente & un systéme continu invariant de mesure pour 7.

Les trois définitions précédentes vont nous permettre de définir les notions de moyen-
nabilité dans le cadre des groupoides localement compacts. La définition qui suit donne la
moyennabilité pour une surjection continue et G-équivariante & partir de laquelle est définie la
moyennabilité d’un groupoide et celle d’un G-espace.
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Définition 1.1.39. Soient G un groupoide localement compact et séparé et X et Y des G-
espaces dont les applications momentum sont ouvertes. Une surjection continue et G-équivariante
m: X — Y est dite moyennable si elle admet une moyenne continue invariante approchée
{m;}icr. En particulier, un groupoide dont les applications but et source sont ouvertes est dit
moyennable si ’application source r : G — Q(O) est moyennable.

Le G-espace X est dit moyennable si le groupoide de transformation associé est un groupoide
moyennable.

La notion de moyennabilité d’une surjection continue et G-équivariante m : X — Y est
définie en terme d’existence d’une moyenne continue invariante approchée pour 'application
7. La proposition qui va suivre donne une condition suffisante pour la moyennabilité de 7 qui
s’exprime & ’aide de fonctions continues sur X dont le support est dit m-compact.

Définition 1.1.40. Soit m : X — Y wune surjection continue entre des espaces localement
compacts et séparés. Un ensemble A de X est dit m-compact si pour tout sous espace compact
K de Y, Uintersection AN 7 1(K) est compacte dans X. On définit C.(X) l’ensemble des
fonctions continues sur X et a support w-compact.

On a besoin également de la notion de fonction de type positif sur un groupoide de trans-
formation

Définition 1.1.41. Soit G un groupoide localement compact et séparé et X un G-espace loca-
lement compact et séparé. Une fonction e : G x X — C est dite de type positif si pour tout x
dans X, tout entier n, tout vi,...,yn dans G™=®) | tout z1,...,z, dans C, on a

n

> el ta)ziz 20
ij=1

On note €9 la restriction de e & GO x X.

Proposition 1.1.42. [ADRO00] Soient G un groupoide localement compact et séparé et X et
Y des G-espaces localement compact et séparé pour lesquels les applications momentum sont
ouvertes. Soit m: X — Y wune surjection continue et G-équivariante pour laquelle il existe un
w-systéme o continu et invariant de mesures. On considére les assertions suivantes :
(a) ™ est moyennable
(b) il existe une suite généralisée (g;)icr de fonctions positives dans Ce (X)) telles que
(i) [y gida?(z) =1, pour tout y dans Y
(ii) [x|gi(v.x) — gi(x)|da?(x) converge vers zéro uniformément sur tout sous espace com-
pact de G *Y
(c) il existe une suite généralisée (&;)icr de fonctions positives dans Ce (X)) telles que
(i) [xl&l?do¥(z) =1, pour tout y dans Y
(i) [y|&(v-@) — &(x)[Pda¥(z) converge vers zéro uniformément sur tout sous espace com-
pact de G *Y
(d) il existe une suite généralisée (&;)ic; dans Ce(X) telle que la suite (e;)icr de fonctions
de type positif sur G x Y définie par e;j(v,y) == [y &(x)&i(yvLa)daY (x) vérifie
(i) e =1 pour tout i dans I

(2

(ii) la suite (e;)ier converge vers un uniformément sur tout sous espace compact de G Y

Alors on a : b <= ¢ <= d = a. Si le G-espace X est propre, alors les assertions sont
toutes équivalentes.
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1.2 Algébres associées & un groupoide

Dans cette section, on rappelle les constructions des C*-algébres pleines et réduites asso-
ciées & un groupoide localement compact et séparé muni d’'un systéme de Haar.

1.2.1 Algébres de convolution et représentations

On va définir, pour un groupoide G muni d’un systéme de Haar, une structure x-algébrique
sur l'espace vectoriel complexe C.(G) des fonctions continues et a support compact sur le
groupoide. On définit tout d’abord le produit de convolution et I'involution sur C.(G) puis on
étudie les x-représentations afin de définir des C*-normes qui nous permettront de construire
des C*-algébres.

Soit G un groupoide séparé localement compact muni d’un systéme de Haar v = {v*, x € G (0)}
et C.(G) l'espace vectoriel complexe des fonctions continues a support compact sur le groupoide
et & valeurs complexes.

Définition 1.2.1. On définit une involution * et un produit de convolution x sur C.(G) de la
maniere swwante
(i) Convolution : pour toutes fonctions f,g dans C.(G), on pose

frg:= / F()g(ry)dv ) (7))
Ggr(v

(i) Involution : pour toute fonction f dans C.(G) et tout v dans G, on pose

Remarque 1.2.2. On peut munir la x-algébre C.(G) de la topologie induite par la famille de
semi-normes {||.||x : K C G compact}, définie pour tout K compact dans G et toute fonction
f de C.(G) par :
1/l zc:= sup|f ()]
zeK

La structure dépend du choix du systéme de Haar v : on la note généralement C.(G,v) ou
C.(G) ¢’il n’y a pas d’ambiguité.

On définit une norme sur C.(G, v) de la maniére suivante :

Définition 1.2.3. On note ||.||; la norme sur la x-algébre topologique C.(G) définie, pour toute
fonction f dans C.(G) par

Il mae{ s [ 1)l ) s [l

zeG(©) zeG©)

Remarque 1.2.4. On montre facilement que ||.||; vérifie les propriétés d’une norme sur C¢(G).
De plus, pour toutes fonctions f, g dans C.(G), on a

1A= 1L et A f = gllir< £l rllglls

On rappelle quelques définitions sur les représentations de C*-algébres :

Définition 1.2.5. Soit B une C*-algébre et H un espace de Hilbert. Une x-représentation de
B dans H est un x-homomorphisme w: B — L(H). Une *-représentation est dite fidéle si elle
est injective.



Préliminaires sur les groupoides 13

D’aprés le théoréme de Gelfand, pour toute C*-algebre B, il existe une espace de Hilbert
H et une représentation fidele 7 : B — L(H). Si la C*-algébre B est séparable, alors H peut
étre 'unique (& isométrie prés) espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Ce théoréme
signifie que toute C*-algébre peut étre vue comme une sous-algebre involutive fermée (pour la
norme des opérateurs) de L(H).

Définition 1.2.6. Soient B une x-algébre de Banach et (7y)acn une famille de x-représentations
continues de B. Le complété de l’algébre de Banach involutive B par la semi-norme

[|#]|:= sup||ma ()|
a€EA

est une C*-algebre appelée la C*-algébre enveloppante de B.

Remarque 1.2.7. On s’intéresse aux x-représentations de C.(G) dans un espace de Hilbert H
c’est-a-dire aux *-homomorphismes

m:C.(G) — B(H)
continus pour la topologie faible sur B(H) et tels que ’espace vectoriel engendré par {7 (f)¢, f €
C.(G), £ € H} est dense dans H.

Définition 1.2.8. Une x-représentation m est continue pour la norme ||.||r s’il existe M > 0
tel que pour toute fonction f de C.(G) on a

I (I MILfIlz

1.2.2 (*-algébres réduites et pleines d’un groupoide

On considére (mq)qen(g) I'ensemble des *-représentations continues et I-bornées de Ce.(G).
On utilise ces *-représentations pour définir des C*-normes.

Définition 1.2.9. Soit G un groupoide séparé localement compact muni d’un systéeme de Haar

v et C.(G) la x-algébre topologique associée.
a7 LAl

La C*-algébre pleine C*(G) est l'algébre enveloppante de C.(G)

c’est-a-dire le complété de
Valgebre de Banach involutive C.(G)""" pour la semi-norme définie pour toute fonction f dans

oM par
I£1l:="sup_|lma(f)]l

acA(G)

Pour définir la C*-algébre réduite du groupoide, on a besoin des quelques remarques qui
suivent : on considére z un élément de G 0) ot 1,2 (gfv , I/x) I’espace de Hilbert obtenu en com-

plétant C.(G*) pour la norme
1/2
felo= ([ teoPa)

On note 7, : Co(G) — L(L?(G*, %)) la xreprésentation non-dégénérée définie pour tout f
dans C.(G) et tout g dans L?(G*,v*) par

(m2(f)(9)) () == . FONg(YVdv (') = fxg(7)

Pour tout z dans G (0), la x-représentation m, vérifie

[ (A< 11z
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Définition 1.2.10. La C*-algébre réduite C}(G) est la completion de C.(G) pour la C*-norme
réduite |||, définie pour toute fonction f de C.(G) par

[fllr := sup [[m(f)]]

z€G()

1.2.3 Modules de Hilbert et représentation réguliére

On fait un rappel succinct sur les modules de Hilbert. On trouve de nombreuses références
sur ce sujet notamment les ouvrages [Lan95|, [MTO05], [JT91], ou encore [Kas80a]. On rap-
pelle quelques définitions concernant les opérateurs sur les modules de Hilbert ainsi que la
construction du produit tensoriel interne.

Définition 1.2.11. Soit B une C*-algébre et £ et F des B-modules de Hilbert.
o Un opérateur T : £ — F est une application qui admet un adjoint s’il existe une appli-
cation T* : F — & telle que,
(T&n) = (T
pour tout £ € € et tout n € F. T™ est appelé l'adjoint de T

e On note L(E,F) l'ensemble des applications de € dans F qui admettent un adjoint. On
note L(E) pour L(E,E).

Remarque 1.2.12. Une application qui admet un adjoint est automatiquement C-linéaire et
méme B-linéaire et est un opérateur borné.

Comme dans le cas des espaces de Hilbert, il existe des opérateurs de rang un dans L(E, F)).
Soient ¢ dans E et n dans F, on pose 0¢ , 'opérateur de L(E, F') défini pour tout ¢ dans F
par Oém(C) = &(n,() et tel que Ogm = Oy ¢. Si T est un opérateur dans L(F,G), alors on a
T o0¢y, = Or¢y et si T est dans L(G, E), alors 0¢, o T = 0¢ 7+,. On note Ko(E, F') I'espace
vectoriel engendré par les opérateurs de rang un et la fermeture de Ko(F, F') est appelée 'en-
semble des opérateurs "compacts" du module de Hilbert E vers le module de Hilbert F' (méme
s’ils ne sont pas compacts comme opérateurs entre espaces de Banach) et est noté IC(E, F).
On note K(F) pour l'idéal fermé K(F, E) de la C*-algébre L(E).

Soient By et By des C*-algébres et pour ¢ dans {1,2}, on considére E; un B;-module
de Hilbert muni du produit scalaire (—, —); a valeurs dans B;. On suppose qu’il existe un
«-homomorphisme ¢ : By — Lp,(E>). Le produit tensoriel interne est une construction qui
permet d’associer a Ep, Es et ¢ un Bs-module de Hilbert noté Ey; ®4 E2 : pour cela on
considére Fy muni de la structure de Bij-module définie pour tout b7 dans Bj et es dans
Ey par bi.ea = ¢(b1)(e2) et on note E; ®p, E2 le produit tensoriel algébrique muni d’une
structure de Bz-module a droite. Le produit tensoriel interne E; ®¢ Ey est le complété du
produit tensoriel algébrique Ey ® Ey pour le produit scalaire (—, —) a valeur dans By défini
pour tout e; et €} dans Ej et tout ey et e, dans Fy par

(e1 ® e, €} @ ebh) = (e, (€1, e’1>1.e’2>2

avec (e1,€})1.e5 = gb((el,e’l)l)(e’z).

Soit G = X un groupoide localement compact et séparé muni d’un systéme de Haar v. On
consideére sur l'espace vectoriel complexe C.(G) le produit scalaire a valeurs dans Cy(X) défini
pour toutes fonction £ et ¢ dans C.(G) par

€0 [ e o)
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qui correspond en fait & la restriction & ’espace X de 'application £* (. On définit une struc-
ture de Co(X)-module (& gauche) sur Co(G) en posant, £.f(v) = £(v)f(s(7)), pour toutes
fonctions £ dans C.(G), f de Cp(X) et tout v dans G. On obtient alors un Cp(X)-module
préhilbertien et on note L?(G, v) le Co(X)-module de Hilbert obtenu en quotientant C,.(G) par
le sous-module des éléments de norme nulle.

Proposition 1.2.13. L’ensemble Lc,(x)(L*(G,v)) des opérateurs Co(X)-linéaires qui ad-
mettent un adjoint est muni d’une structure de Co(X)-algébre.

Démonstration. L’ensemble L, (x)(L*(G,v)) des opérateurs Co(X)-linéaires sur L*(G,v) qui
admettent un adjoint est muni d’une structure de C'*-algébre.
Par définition, les opérateurs de L¢(x)(L*(G,v)) sont Co(X)-linéaires, c’est-a-dire que

TE.f)=T(&).f

pour tout 7' dans L, (x)(L*(G,v)), f dans C(X) et £ dans L?(G,v). L’algebre des multipli-
cateurs M (L, (x)(L*(G,v))) étant égal a Loy(x)(L*(G,v)), on pose

¢ Co(X) = Z(M(Lay(x) (LG, V)

définie par ¢(f)(T)(&) := T(£.f) = T().f, pour tout T dans Ley(x)(L*(G,v)), f dans Co(X)
et ¢ dans L%(G,v).

L’homomorphisme ¢ : Co(X) = Loy (x) (LQ(Q , 1/)) étant non-dégénéré, il définit une structure
de Cy(X)-algebre sur Ly (x)(L*(G,v)). O

Remarque 1.2.14. Comme C. (g) agit sur lui-méme par convolution, on a un homomorphisme
injectif A : Co(G) = Leyx)(L*(G,v)) qui s'étend en une s-représentation de X : C*(G) —
Leyx)(L*(G,v)) dont I'image est *-isomorphe & la C*-algébre réduite Cjf(G). On obtient une
représentation fidele de la C*-algebre C;(G) dans le Cp(X )-module de Hilbert L, X)( 2(G,v)).
L’image par la représentation A\ de C;(G) est une sous-C*-algébre de L (x ( 2(G,v)), qui
n’est pas nécessairement stable par la structure de Cp(X)-module de L (x ( 2(G,v)).

1.3 (Cy(X)-algébre et fibré de C*-algébres

On va dans cette partie donner la définition et des généralités sur les Cp(X)-algebres et
les C*-fibrés semi-continus supérieurement. On trouve des exposés détaillés et plus complets

dans [GoeQ9)] et [Wil07].
1.3.1 Cy(X)-algébre

Soit A une C*-algébre, on note M (A) I'algébre des multiplicateurs de A qui est une C*-
algébre pour laquelle A est un idéal essentiel. On note Z(A) le centre de la C*-algébre A
cest-a-dire Z(A) :={a € A:ab=b.a,Vbec A}.

Définition 1.3.1. Soit A une C*-algébre et X un espace localement compact et séparé.
On dit que A est une Co(X)-algébre s’il existe un x-homomorphisme

¢4 Co(X) — Z(M(A))

qui est non-dégénéré au sens ot pA(Co(X)).A = Span{pa(f).a/a € A, f € Co(X)} est dense
dans A.
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Si J est un idéal dans Cp(X), la fermeture de ¢4(J).A est un idéal dans A. Ce résultat
permet de visualiser les Cy(X)-algébres comme des objects fibrés au-dessus de X : en effet,
en considérant J, l'idéal des fonctions de Cp(X) qui s’annulent en z, on obtient un idéal
I, := ¢a(Jz).A dans A et le quotient A(x) := A/I, peut étre vu comme une fibre de A au
point . Pour tout a dans A et  dans X, on note a(z) I'image de a dans A(x) par l'application

quotient A — A(x) et ainsi a peut étre interprété comme une fonction de X dans | |,y A(x).

Exemple 1.3.2. Soit D une C*-algébre et X un espace séparé localement compact, alors
A = Cy(X,D) est une Co(X)-algebre dont application de structure est donnée par Vf €
Co(X),Vae A, Ve e X

(Chagque fibre A(x) s’identifie a D)

Exemple 1.3.3. Soient X et Y deux espaces séparé localement compacts et Y — X une
surjection.
Alors Cy(Y) est une Co(X)-algebre pour ’homomorphisme de structure donné par

¢cov)(Fgy) = Fly)g(y)
(Chaque fibre Co(Y ), est isomorphe & Co(pu=t(z)).)

Exemple 1.3.4. Soit A un C*-fibré semi-continu supérieurement et A = T'o(X,.A).
Alors A est une Cy(X)-algébre pour ’homomorphisme de structure défini parVu € Co(X), Vf €
A Ve e X

pa(p) f(x) == (u.f)(x) = p(x)f(x)

Définition 1.3.5. Soient A et B deuz Cy(X)-algébres. Un homomorphisme de Co(X)-algébre
(appelé aussi Co(X)-homomorphisme) est un homomorphisme ¢ : A — B de C*-algébres qui
est Co(X)-linéaire au sens suivant : pour toute fonction f dans Cy(X) et tout a dans A, on a

p(da(f).a) = ¢5(f)-(p(a))

Remarque 1.3.6. Dans les conditions de la définition, pour tout x dans X, ¢ induit, par passage
au quotient, un homomorphisme ¢, : A, — B, tel que ¢, (a(z)) = ¢(a)(z). De plus si ¢ est
un isomorphisme alors chaque ¢, est un isomorphisme.

Proposition 1.3.7. Soit A et B deuz Co(X)-algébres et ¢ : A — B un homomorphisme
Co(X)-linéaire. Alors pour tout x € X, ¢ se factorise a travers l'application v, : A(x) — B(x)
de sorte que P (a(z)) = Y(a)(x). De plus si 1) est un isomorphisme alors chaque application
Py en est un.

1.3.2 Fibré semi-continu supérieurement

Définition 1.3.8. Un fibré semi-continu supérieurement de C*-algébres sur un espace locale-
ment compact et séparé X est un espace topologique A muni d’une application continue, ou-
verte et surjective p : A — X et d'une structure de C*-algébre sur chaque fibre A, := p~1({z})
vérifiant les conditions suivantes

(a) a — ||a|| est semi-continu supérieurement comme application de A dans R+
(b) Uinvolution a — a* est continue comme application de A dans A

(c) les applications (a,b) — a + b et (a,b) — ab sont continues de Ax A dans A o Ax A =
{(a1;a2) € A* - p(a1) = p(az)}
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(d) pour tout complexe A\, l’application a — A.a est continue comme application A — A

(e) Soit (a;)icr une suite d’éléments de A telle que lim; p(a;) = x et lim;||a;||= 0, alors la
suite (a;)ier converge vers Oy, ou 0, est l’élément nul de A,

Si on remplace dans l'aziome (a), la condition "a — ||a|| semi-continu supérieurement” par
la condition "a — ||la|| est continue”, alors le fibré p : A — X est appelé fibré continu de
C*-algebres.

Remarque 1.3.9. Pour tout x dans X, la topologie de la fibre A, comme sous espace de I'espace
topologique A coincide avec la topologie de la structure de C*-algébre. L’espace total d’un fibré
semi-continu supérieurement de C*-algébre n’est pas nécessairement séparé. Cependant, dans
le cas d’un fibré continu de C*-algébres, ’espace total est séparé.

Proposition 1.3.10. Soit p : A — X un fibré semi-continu supérieurement de C*-algébres.
On considére a un élément de A et (a;)icr une suite dans A telle que p(a;) converge dans X
vers p(a). Supposons que pour tout réel € strictement positif, il existe une suite (u;);er dans A
et un élément u dans A tel que

(a) (ui)icr converge vers u dans A

(b) p(u;) = p(a;), pour tout i dans I

(¢) lla—ul<e

(d) ||la; — wi||< €, a partir d’un certain rang i.

alors la suite (a;);c; converge vers a dans A.

Démonstration. L’espace X étant séparé, on a p(u) = p(a). L’application p : A — X est
ouverte, donc il existe une suite (¢;);ep ou I’ C I qui converge vers a et qui vérifie p(¢;) = p(a;),
pour tout ¢ dans I’. On considére un réel e strictement positif et (u;);c; comme supposé dans
I’énoncé. L’addition étant continue la suite (¢; — a;);er converge vers a — u dans A. L’ensemble
{b e A:|b|l< €} étant ouvert et |la —ul[< €, on a ||¢; — u;||< €. Par I'inégalité triangulaire
on a ||a; — ¢;||< 2e donc ||a; — u;|| converge vers 0. Par la condition (e) de la définition ,
on a (a; — ¢;) converge vers Op(q).-

a; = (a; — ¢;) + ¢ — Opq) +ta=a
O

Définition 1.3.11. Soientp: A — X et q: B — X deux fibrés semi-continus supérieurement
de C*-algébres. Une application continue ¢ : A — B est appelée un homomorphisme de fibrés
semi-continus supérieurement de C*-algébres si qo ¢ = p et si pour tout x dans X, la restric-
tion ¢, : Ay — By est un homomorphisme de C*-algébres.

Un isomorphisme de fibrés semi-continus supérieurement de C*-algébres est un homomor-
phisme de fibrés semi-continus supérieurement de C*-algébres bijectif et bicontinu.

Espace des sections :

Soit p : A — X un fibré semi-continu supérieurement de C*-algébres, on s’intéresse a ’espace
des sections c’est-a-dire les applications f : X — A vérifiant la relation p(f(z)) = z, pour
tout x dans X. On note I'(X, A) 'ensemble des sections continues du fibré semi-continu su-
périeurement de C*-algébres p : A — X. On peut munir 'ensemble I'(X, . A) d’une structure
naturelle d’espace vectoriel ot pour toutes sections f, g dans I'(X,.4) et tout complexe A, on
a

f+g:z— f(x)+g(x) et Afix— Af(x)
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On peut également munir I'( X, A) d’une structure de Cy(X )-module & gauche en posant pour
toute fonction ¢ dans Cy(X) et toute section f dans I'(X,.A), ¢.f la section continue définie,
pour tout z dans X, par

(¢-f)(z) = ¢(z)f ()

On définit ci-dessous des sous Cp(X )-modules de I'( X, .A) constitués de sections continues dont
le support vérifie certaines conditions :

Définition 1.3.12. Soit p : A — X un fibré semi-continu supérieurement de C*-algébres et
f X — A une section continue. L’application [ est dite nulle a linfini si pour tout réel ¢
strictement positif 'ensemble {x € X : ||f(x)||> €} est compact dans X. On note I'o(X, A)
l’ensemble des sections continues de p : A — X qui sont nulles a Uinfini. On note I't(X,A) le
sous ensemble de 'ensemble T'o(X, A) constitué des sections a support compact dans X .

Les sous ensembles T'g(X, A) et T'.(X,.A) sont clairement des sous Cy(X)-modules de
I'(X,A). I'y(X, A) peut étre muni de la norme || f||o = sup,ex| f(z)||. Si A est un C*-fibré
semi-continu supérieurement, alors on peut munir I'(X,.4) d’une involution et d’un produit.

On a le théoréme suivant et un corollaire qui montrent les relations entre Cy(X)-algébres et
champs semi-continus supérieurement de C*-algébres
Théoréme 1.3.13. Soit A une C*-algébre. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est une Cy(X)-algebre

2. il existe une application continue o4 : Prim(A) — X

3. il existe un champ semi continu supérieurement de C*-algébres pq : A — X et un
isomorphisme Cy(X)-linéaire de A dans T'o(X, A)

De plus A est un champ continu de C*-algébre si et seulement si o4 est ouverte.

Corollaire 1.3.14. Soit A une Cy(X)-algébre. On peut alors munir 'union disjointe A =
|l,ex A(z) d’une unique topologie qui en fait un champ semi continu supérieurement de C*-
algebres tel que lapplication qui pour tout a de A associe la section x — a(x) est un isomor-

phisme Co(X)-linéaire de A dans T'o(X, A).

1.3.3 Construction de "tiré en arriére"

Définition 1.3.15. Soient X et Y deux espaces localement compacts et séparés et o : Y — X
une application continue. On considére p : A — X un fibré semi-continu supérieurement de
C*-algebres. Le tiré en arriere de A (par o : Y — X) est le sous espace de Y x A défini par

o A={(y,a) €Y x A :o(y) = pa)}

o* A est muni de la topologie induite par la topologie produit de Y x A et Uapplication q :
oc* A =Y définie, pour tout (y,a) dans c*A, par q(y,a) =y est continue.

Le tiré en arriére o* A est lui-méme un fibré de C*-algébres qui est semi-continu supérieu-
rement si p: A — X lest et qui est continu si p: A — X Dest.

Définition 1.3.16. Soient X et Y deux espaces localement compacts et séparés et o : Y — X
une application continue. On considére A une Co(X)-algébre et p : A — X le fibré semi-
continu supérieurement de C*-algébres associé a A. Le tiré en arriére de la Co(X)-algébre A
(par Uapplication o 1 Y — X ) est la Co(Y')-algébre o* A définie par

o A:=Ty(Y,0%A)
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Si 'application continue ¢ : Y — X est surjective le tiré en arriére c* A coincide avec la
Co(Y)-algebre Co(Y) @c,(x) A ot Co(Y') est considéré comme Cp(X)-algebre. La proposition
qui suit donne une généralisation de cette identification.

Proposition 1.3.17. Soient X etY deux espaces localement compacts et séparés eto : Y — X
une application continue. On considére A une Cy(X)-algebre et p : A — X le fibré semi-continu
supérieurement de C*-algébres associé a A. Soit f une fonction dans C.(Y) et a dans o*A.
On pose f@a:y— f(y)a(a(y)) pour tout y dans Y. Alors f @ a est dans T'o(Y,0*A) et

CY)o A:=span{f®a : feC(Y),ac o A}

est dense dans o* A
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Chapitre 2

K-theorie équivariante : action propre
d’un groupe discret

Dans l'article [Seg68], Segal construit un groupe de K-théorie équivariante, noté K¢ (X),
dans le cadre de I'action d’un groupe compact G sur un espace séparé compact X. Il s’agit ici
d’un cas particulier d’une action propre d’un groupe sur un espace. Cette définition du groupe
de K-théorie équivariante consiste en des différences formelles E1 — Ey de fibrés vectoriels
complexes G-équivariants sur X dont les fibres sont de dimension finie, modulo une relation
d’équivalence

K(X) = {By — Fr}/ ~

ou la relation d’équivalence est donnée par : Ey — Ey ~ E| — Ef si et seulement si il existe F'
un fibré vectoriel G-équivariant sur X tel que la relation suivante est vérifiée

EyOE @ F=Ey0E10F

Le théoréme de Green-Julg donne une bijection entre les groupes de K-théories Kg(X ) et
K()(C()(X> X G)

Dans le livre [Phi89], Phillips généralise la construction du groupe de K-théorie équiva-
riante K% (X) dans le cadre d’une action propre d’un groupe topologique G localement compact
sur un espace localement compact et séparé X. La construction de Phillips est dans la lignée
de celle de Segal mais utilise une classe plus grande de fibré vectoriel localement trivial : ce
sont les fibrés de Hilbert sur X c’est-a-dire les fibrés localement triviaux sur X dont les fibres
sont des espaces de Hilbert H et le groupe de structure est ’ensemble des isomorphismes iso-
meétriques de H. Pour tout fibré de Hilbert £ — X, on note I'(E) (resp. I'.(E), resp. I'g(E))
I’ensemble des sections continues (resp. continues a support compact, resp. continues et nulles
a U'infini) de E.

L’auteur introduit 'action d’un groupe G sur un fibré hilbertien et définit alors la notion de
fibré G-hilbertien de la maniére suivante :

Définition 2.0.18. [Phi89] Un fibré G-hilbertien sur un G-espace X est la donnée d’un fibré de
Hilbert E sur X et d’une action continue de G sur E par isométrie linéaire telle que 7 : B — X
est équivariante. En d’autre termes, il s’agit d’une application continue G x E — E telle que
pour tout x dans X et tout g dans G, Uaction de g sur E, est une isométrie linéaire de E,
vers Eg,.

Dans le cas d'un fibré G-hilbertien 7 : E' — X, I'espace I'g(E) est muni d’une structure de
Co(X)-module de Hilbert avec une action compatible du groupe G.
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Phillips définit également un morphisme équivariant entre fibrés G-hilbertiens : soient F et F
deux fibrés G-hilbertiens sur un G-espace X, on appelle morphisme toute application continue
t: E — F telle que t : £, — F, est une application linéaire pour tout z de X et telle que
Papplication t* : F' — E définie sur chaque fibre F, par (t*¢,n) = (£, tn) pour tout = dans
X, & dans F, et n dans FE,, est continue. Le morphisme ¢ : £ — F est dit équivariant s’il
vérifie t(g.£) = g.(t(f)), pour tout g dans G et £ dans E. On note Mor(E, F') ’ensemble des
morphismes de fibrés G-hilbertiens de E dans F' muni de l'action de G définie, pour tout g
dans G, t dans Mor(E, F) et & dans E par (g.t)(£) = g.(t(g71¢)).

Phillips s’inspire de la notion de complexes de Fredholm définie par Segal dans [Seg70]
pour définir la notion de morphisme G-Fredholm défini de la maniére suivante :

Définition 2.0.19. [Phi89/ Soit E et F deux fibrés G-hilbertiens sur un G-espace X et t :
E — F un morphisme

(a) on appelle support de t l’espace Supp(t) :={x € X :t, # 0}

(b) t: E— F est un morphisme compact si pour tout compact K dans X,

{t(€) : €€ By, v € K, ||€]|=1} est compact

(c) le morphisme t est dit G-Fredholm s’il est G-équivariant et s’il existe s : F' — E un
morphisme tel que 1 — st et 1 — ts sont des morphismes compacts & support G-compact.

On appelle K-cocycle pour le G-espace X tout triplet (E, F,t), ou E et F sont des fibrés
G-hilbertiens et ¢t : E — F un morphisme G-Fredholm. Phillips définit des relations d’équiva-
lences sur les K-cocycles : soient X un G-espace et (Eo, Fy, to) et (Eq, F1,t1) deux K-cocycles
pour le G-espace X. Il sont isomorphes s’il existe des morphismes unitaires G-équivariants
u: By — Eqpetov: Fy— Fy tels que t1 ou = v o tgy. Ils sont dits homotopes s’il existe un K-
cocycles (E, F,t) pour le G-espace [0, 1] x X tel que la restriction (E, F,t)[(;1x x est isomorphe
a (E;, Fj,t;), pour i = {0,1} et (E, F,t) est appelée homotopie de (Eyp, Fy, to) vers (Ey, F1,t1).

Définition 2.0.20. Soit X un G-espace propre. On dit qu’un K-cocycle o = (E, F,t) est
trivial si le morphisme t est unitaire c’est-a-dire si (E,F,t) est isomorphe o (E,E,1). La
somme directe des deux K-cocycles \1 = (E1, F1,t1) et Ao = (Ea, Fa, ta) est le K-cocycle

A B Ay = (El ® FEs, F| & Fo, 1y @tz)

On dit que deux K-cocycles A1 et Ao sont équivalents s’il existe un K -cocycle trivial o tel que
M Do et Ay ® o sont homotopes. On note K&(X) Uensemble des classes d’équivalences de
K -cocycles pour le G-espace X .

En utilisant la K K-théorie de Kasparov, Phillips donne une version généralisée de 1’iso-
morphisme de Green-Julg dans [Phi89] et prouve I'isomorphisme entre le groupes de K-théorie
KO(C’O(X) X G) et Kg(X).

Meéme si dans certains cas d’action propre de groupes non compacts, comme les groupes
isomorphes & un sous groupe fermé du groupe GL,,(R) avec n entier, les fibrés de dimension
finie suffisent & engendrer le groupe de K-théorie équivariante, I'idée d’introduire des fibrés de
dimension infinie dans le cas des actions propres en remplacement des fibrés de dimension finie
(comme dans la version de Seagal) est nécessaire : en effet, Phillips donne 'exemple du groupe
localement compact et non compact G = R*/Z* x Z? agissant proprement sur 'espace locale-
ment compact et séparé X = R? pour lequel il prouve que les classes de projections dans les
algébres de matrices sur Co(R?) x ((R*/Z*) x Z?), qui correspondent aux classes représentées
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par des fibrés de dimension finie, n’engendrent pas le groupe Ko(Co(R?) x ((R*/Z*) x Z2))
montrant ainsi que les fibrés de dimension finie ne suffisent pas pour définir le groupe de K-
théorie équivariante K2 (R?).

Dans cette section, on considére ’action propre d’un groupe discret sur un espace locale-
ment compact et séparé M tel que le quotient M/G est un espace localement compact, sé-
paré et o-compact. L’objectif principal consiste & démontrer, quand M satisfait une condition
d’existence de certains fibrés vectoriels complexes G-équivariants, que les K-cocycles définis
uniquement & l'aide de fibrés vectoriels complexes G-équivariants de dimension finie sur M
suffisent & décrire complétement le groupe de K-théorie équivariante K2 (M).

2.1 Contexte

Dans [Liic05|, Pauteur définit des espaces classifiants pour des familles F (fermées par
conjugaison et intersection finie) de sous groupes fermés d’un groupe topologique G. Il donne
deux versions de tels espaces classifiants, 'une sous forme de G-CW-complexes, notée ErG et
Pautre sous forme de G-espace qu’on appellera numérable ("numerable G-space" dans [Liic09]),
notée Jr(G. Sans s’attarder sur les détails de l'article de Liick, on donne ci-dessous quelques
résultats de [Liic05].

Dans la version des G-C'W-complexes, un modeéle ExG de classifiant pour la famille 7 de sous
groupes de G est un G-C'W-complexe dont tous les groupes d’isotropie sont dans F et tel que
pour tout G-C'W-complexe Y dont les groupes d’isotropie sont dans F, il existe une unique
(& G-homomtopie prés) application continue et G-équivariante Y — ErG. Le théoréme 1.9
de cet article assure 'existence d’un tel espace classifiant qui peut étre vu comme un objet
terminal dans la catégorie des classe d’équivalence G-homotopique des G-C'W-complexes, dont
les groupes d’isotropie sont dans F.

On rappelle quun G-espace est dit F-numérable s’il existe un recouvrement d’ouverts G-
invariants {U; : i € I} tel que pour tout ¢ dans I, il existe
1) une application continue G-invariante U; — G/G;, avec G; € F

2) une partition de l'unité localement finie {e; : ¢ € I} subordonnée au recouvrement
constituée de fonctions continues G-invariantes

Dans la version des G-espaces numérables, un modéle JrG de classifiant pour la famille F de
sous groupes de G est un G-espace qui est F-numérable et tel que pour tout G-espace Y qui est
F-numeérable, il existe une unique (& G-homotopie prés) application continue et G-équivariante
Y — JrG. Le théoréme 2.5 de larticle |Liic05] assure l'existence d’un tel espace classifiant
JrG, dont les groupes d’isotropie sont dans F et qui peut étre vu comme un objet terminal
dans la catégorie des classe d’équivalence G-homotopique des G-espaces F-numérables.

L’auteur prouve que le G-CW-complexe ErG est F-numérable induisant alors I’existence
d’une application continue et G-équivariante ErG — JrG, unique a G-homotopie prés. En
comparant ces deux versions pour différents groupes topologiques G, il apparait dans certains
cas, notamment celui des groupes discrets, que 'application ExG — JxG est une équivalence
G-homotopique.

Dans l'article [BHS10], Baum, Higson et Schick étudient les G-espaces propres G-compacts
dans le cas ot G est un groupe discret. Pour tout G-espaces propres GG-compacts X, ils prouvent
dans le théoréme 6.8 que le groupe de Grothendieck associé au monoide des fibrés vectoriels
G-équivariants sur X est isomorphe au groupe de K-théorie K (C’O(X ) X G) et donc que
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le groupe de K-théorie équivariante K (X) peut étre décrit uniquement en termes de fibrés
vectoriels G-équivariants (de dimension finie) sur X. Pour démontrer ce résultat, Baum, Higson
et Schick s’appuient sur le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 (|[BHS10]). Pour tout G-espace propre G-compact, il existe un fibré vectoriel
G-équivariant E — X tel que, pour tout x dans X, la fibre E, contient un multiple de la
représentation réguliere du groupe d’isotropie G du point x.

Pour prouver le théoréme les auteurs utilisent le théoréme 2.8 de l'article [LOOT| qui
annonce le méme résultat dans le cas des G-CW-complexes X qui sont G-finis (G discret).
Le groupe G étant discret, d’aprés le succinct rappel sur les espaces classifiants, les G-espaces
EG et JG sont G-homotopiquement équivalents et il existe alors une application (unique a
G-homotopie prés) continue et G-équivariante 7 : X — EG, dont I'image est contenue dans
un sous complexe G-fini de EG et sur lequel il existe donc un tel fibré vectoriel complexe
G-équivariant. Il suffit alors de le "tirer en arriére" par I'application m pour prouver le théo-
réme [2.1.0] . Les auteurs prouvent alors que le théoréme [2.1.1] équivaut a l'existence d’une
approximation de 'unité constituée de projections dans la C*-algeébre de produit croisé (ré-

duit) C()(X) X G.

Le travail qui suit adopte un cheminement similaire & celui de I'article [BHS10] dans un
contexte plus général d’un point de vue topologique. On considére dans ce travail le cas d’un
groupe discret G agissant & droite de maniére continue sur un espace localement compact
et séparé M et on suppose que 'espace M est un G-espace propre et o-G-compact au sens
suivant :

Définition 2.1.2. Soit G un groupe discret, on dit qu’un G-espace M est propre et o-G-
compact st

(i) M est un espace localement compact et séparé muni d’une action continue du groupe G
(ii) Uespace quotient M /G est o-compact et séparé (pour la topologie quotient)

(iii) pour tout m dans M il existe un voisinage Uy, de m, un sous groupe Hy, fini et une
application continue et G-équivariante mpy, : Uy, — G/ Hy,

C’est bien str la condition (i¢) qui différe du cadre de l'article [BHS10] dans lequel les
G-espaces propres considérés sont tels que espace quotient M /G est compact, ce qui est
une condition plus forte. La classe des G-espaces propres et o-G-compacts que nous étudions,
contient entre autre les G-espaces propres G-compacts étudiés par Baum, Higson et Schick.
Cet élargissement du cadre d’étude n’est pas sans conséquence puisque ’on ne peut utiliser
en général le théoréme [2.1.1] pour les G-espaces propres et o-G-compacts. C’est pour cette
raison qu’on suppose que les G-espaces propres et o-G-compacts M qu’on étudie, vérifient la
condition suivante :

(Hyp) : pour tout sous espace G-compact X de M, il existe un G-fibré vectoriel E sur
M tel que, pour tout x dans X, la fibre E, contient la représentation réguliére
du groupe d’isotropie G, = {g € G : g.x = x}

Cette hypothése, qui est vérifiée dans le cas ou M est un G-espace propre G-compact par le
biais du théoréme [2.1.1] nous permet de montrer I’existence d’une grande richesse de fibrés
vectoriels complexes G-équivariants sur ’espace M, comme on le démontre dans la sous section
On utilise pour cela le lemme suivant qui est adaptation du corollaire 5.2 de [BHS10] et
qui découle de 'hypotheése (Hyp) :
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Lemme 2.1.3. Soit M un G-espace propre o-G-compact vérifiant la condition (Hyp) alors
pour tout X sous espace G-compact de M et F' un G-fibré vectoriel sur X, il existe un G-fibré
vectoriel E sur M tel que F' puisse étre plongé dans E|x.

Démonstration. D’aprés la condition (Hyp) vérifiée par M, il existe un fibré vectoriel complexe
G-équivariant £ — M tel que pour tout x dans X, la fibre E, contient un multiple de la
représentation réguliére du groupe d’isotropie G,. Le G-espace X étant propre et G-compact,
il existe une famille {U;}}' ; d’ouverts G-invariants dans M vérifiant :

(a) X est inclus dans | J', U;

(b) pour tout ¢ dans {1,...,n}, il existe H; un sous groupe fini de G et m; : U; — G/H; une
application continue et G-équivariante

(c) pour tout ¢ dans {1,...,n}, la restriction F|y, est isomorphe au tiré en arriére par ’ap-
plication 7; d’un fibré vectoriel sur G/H;

(d) pour tout ¢ dans {1,...,n}, la restriction E'|y, est isomorphe au tiré en arriére par
lapplication 7; d’un fibré vectoriel sur G/H;

ot les assertions (c) et (d) découlent du lemme 3.7 de l'article [LOOT]. Pour tout i dans {1, ...,n}
et quitte a remplacer E par une somme directe finie £ & ... E, le fibré F|y, peut étre plongé
comme un facteur de E. En utilisant une partition de 'unité constituée de fonctions continues,
G-invariantes et & support G-compacts dans les ouverts U; et quitte & remplacer encore une
fois E par une somme directe finie, on a alors un plongement du fibré F' dans E|x. O

Si dans le cas d'un G-espace propre G-compact X 'existence d’un tel fibré sur X équivaut
a l'existence d’une approximation de 'unité constituée de projections dans la C*-algeébre de
produit croisé¢ Cp(X) x G, la situation est différente dans le cas plus général d’un G-espace
propre o-G-compact M : on obtient également une approximation de I'unité pour la C*-algébre
Co(M) x G constituée de projections mais celle-ci se trouve dans ’algébre des multiplicateurs
de la C*-algébre de produit croisé M (CO (M) G). Il s’agit alors d’utiliser cette approximation
de 'unité pour la C*-algébre Co(M) x G constituée de projections dans M (CO(M) X G) pour
montrer, & 'aide de calcul de K K-théorie, que le groupe de K-théorie équivariante K%(M )
est défini complétement & I'aide de K-cocycles dont les G-fibrés hilbertiens qui le composent,
sont des fibrés vectoriels G-équivariants sur M dont les fibres sont de dimension finie.

Le travail qui suit se découpe en trois parties : la premiére étudie les fibrés vectoriels
G-équivariants sur ’espace M et notamment ’ensemble des G-fibrés standards qui est muni
d’une structure d’ordre grace a ’hypothése (Hyp). On s’intéresse dans la deuxiéme partie a
la C*-algebre de produit croisé Co(M) x G et le lien entre 'hypothése (Hyp) et Pexistence
d’une approximation de I'unité constituée de projections. Enfin la troisiéme partie est dédiée
a la description du groupe de K-théorie équivariante K%(M ) : on montre en utilisant ’ap-
proximation de I'unité de projections et par les calculs de K K-théorie, que 'on peut décrire
complétement K2 (M) a laide de K-cocycles dont les fibrés G-hilbertiens sont uniquement
des fibrés vectoriels G-équivariants sur M (dont les fibres sont de dimension finie).

2.2 Fibrés vectoriels complexes GG-équivariant

L’objectif de cette section est de montrer comment la condition (Hyp) vérifiée par un G-
espace propre, o-G-compact induit I'existence d’une structure riche de fibrés vectoriels com-
plexes G-équivariants sur M. On va suivre le raisonnement de l'article [BHS10] en introduisant
la notion de G-fibrés standards.
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Définition 2.2.1. Un G-fibré standard sur un G-espace propre, o-G-compact M est un sous
espace G-invariant E de M x C[G] tel que pour tout sous espace compact K de M, il existe
un ensemble fini Sk dans G pour lequel lintersection de E avec K x C[G] est un sous fibré
vectoriel complexe du fibré vectoriel complexe trivial K x C[Sk].

Remarque 2.2.2. Les notions de G-fibrés standards sur M et de fibrés vectoriels complexes
G-équivariants sur M sont proches par les deux observations suivantes :

(i) Pour tout sous espace K compact dans M, la restriction E|x est munie de la topologie
induite par I'application injective E|x<— K x C[Sk]. On munit ainsi ’espace G-invariant
FE d’une structure de fibré vectoriel complexe et G-équivariant.

(ii) De plus tout fibré vectoriel complexe G-équivariant F' — M est isomorphe & un G-fibré
standard : il suffit pour cela de considérer les trivialisations locales d’un tel fibré et en
utilisant un partition de 'unité de fonctions G-invariantes.

On va montrer que ’ensemble des G-fibrés standards est muni d’une structure d’ensemble
ordonné qui est exprimée dans le théoréme [2.2.6] . Pour aboutir & ce résultat, on s’aidera des
trois lemmes qui suivent :

Lemme 2.2.3. Soit E un G-fibré vectoriel sur M et Fo un G-fibré standard sur M, alors il
existe un G-fibré standard Fy sur M tel que

1. Ep est isomorphe 4 E
2. Ej est orthogonal a Fo

Démonstration. La construction se fera en trois étapes :

Etape 1: ETUDE LOCALE DE FE

On a un recouvrement de M par des ouverts G-invariants (U;);es tel qu’il existe une fa-
mille (H;);c; de sous-groupes finis de G et une famille (7;);e; d’applications continues G-
équivariantes, ou 7; : U; — G/ H;, pour tout 7 dans I. Quitte & restreindre les ouverts U;, on
peut supposer (d’aprés le lemme 3.7 de [LOO01]) que, pour tout ¢ dans I, la restriction de E a
Pouvert U; est le "tiré-en-arriére" d’un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur G/H;, qui
sont de la forme G x g, Vi, ou (V;, ;) est une représentation de dimension finie du groupe H;.
On a alors le diagramme commutatif suivant :

E|U7; GXHi V:L
Ui G/Hz

L’action du groupe H; sur G x V; étant donnée par la relation h(g, &) = (gh™!, h€), la classe
d’un élément est

l9,¢]" = {(gh™",h¢) : h € H;}

Pour tout g dans G, on note g la classe de g dans G/H; et p; : G X, Vi — G/H; 'application
canonique qui, a toute classe [g, €]’ de G x y, V;, associe pi([g, 5]’) =g, ot §* est la classe de
g dans le groupe quotient G/ H,.

On peut décrire explicitement E|y, pour tout ¢ dans I de la maniére suivante :

Ely, = {(z,[9.€]") € U; x (G xm; Vi) : mi(z) = pi([g.€]") = 7'}
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De plus, du fait que V; soit une représentation de dimension finie du sous groupe H;, il existe
un entier n; tel qu’on a les inclusions suivantes

Vi = &L, C[H;] — C[G]
et I'application suivante est alors bien définie

G X}{i‘Q — (;/13} X (:[(;
l9,¢]" — (7", 9¢)

Pour la trivialisation de E sur le sous espace U;, on a alors
{(2.[9.€]") € Ui x (G xm, Vi) mi(x) = pi(l9,€]") = 7'}

{(a:, (g,n)) € U; x (G/H; x C[G]) : m;(z) = [g]; et g™'n € @fim;e(C[Hi]}
- {(x,n) cU; xC[G] : mi(x) =g et g Iy € @fime(C[HZ-]}

IE‘LQ

N

L’application j; : E|y, — U; x C[G] définie, pour tout (x, [g,f]i) dans E|y,, par j; (a;, [g,ﬁ]i) =
(x, gf) auparavant est continue, injective et G-équivariante :

e Injectivité : I'application j; définit un morphisme de fibrés vectoriels dont on voit direc-
tement que le noyau est réduit a 1’élément nul, ker(j;) = {0}. L’application est injective.

e (G-équivariance : on choisit (a:, [g,g]i) dans Fly, et v dans G, alors l'action de v sur
(x, [g,f]i) est donnée par (yz, [’yg,f]i) et

vii((2,19.€]) = (2, g€) = (ya,vg€) = ji((va, [v9,€]")) = ji(v(, [9,€]"))

ce qui montre que 'application est G-équivariante.

Etape 2 : STRUCTURE TOPOLOGIQUE DE F
On va étudier localement, sur les ouverts d’une certaine trivialisation, le G-fibré vectoriel com-
plexe G-équivariant E. Le G-espace M est o-G-compact c’est-a-dire M est réunion U,cnM,
de G-espaces propres G-compacts (donc G-invariants) qui vérifient M,, C MnH, pour tout
entier n. Ceci équivaut a 'existence d’une suite (Kp),en d’espaces compacts dans M telle
que K, C f(nJrl et vérifiant M,, = GK, pour tout entier n. On définit la famille des espaces
(Cp)nen ot C, = My, ~ M,,_1 et Cy = My. On remarque que les espaces C), sont invariants
par l'action de G, ce qui permet d’affiner la trivialisation du G-fibré vectoriel E en remplagant
la famille (U;);er par une famille d’ouverts G-invariants (Up,;)nen telle que pour tout entier n,
on a 1
C, C U Upi avec U,iNCpio=10
i€ln,

Par le méme argument que dans 1’étape 1, on a, pour tout entier n et tout ¢ dans I, le
diagramme commutatif qui suit

E|Un,i G XHn,i ani

| l

[Lui (;/}{nﬂ

et les applications j,; : Ely,, — Upni x C[G] sont toujours continues, injectives et G-
équivariantes.
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On supposera également que pour tout couple (n,) dans N x I,,, I'espace T, }(Hm) est rela-
tivement compact dans M.

On ne considérera désormais plus les éléments de E|y, , comme étant les triplets (a:, [g,{])
mais plutot leurs images dans U; x C[G] par 'application jp, ;.

Pour le G-fibré standard Fs, par définition, on peut associer a tout compact K, défini
précédemment, une partie finie Sk, du groupe G telle que

E2|Kn<—> Kn X (C[SKn]

est un fibré vectoriel complexe (non nécessairement G-équivariant).

a)Pour n=0et i=0:
On travaille sur le sous espace Up inclus dans M. On a la trivialisation locale suivante

E|U0,0 =G X Ho,o VO,O

| l

Uoo G/Hy

ot w0 : Upo — G/Hp, est une application continue et G-équivariante.
Pour tout élément y de Uy il existe g dans G tel que moo(y) = gHo,0, par G-équivariance de
I’application, on a alors

-1 —1
m0.0(9” y) =9 mo0(y) = Hoo
Ainsi le sous espace relativement compact 7, é(H(),O) engendre 'ouvert G-invariant Up .

Montrons maintenant que pour tout compact K de M, I'image m o (Uo,o NK ) est finie dans
G/HO,O :

Uoo NK = (Gry(Hoo)) NK C GRooNK = | gFoo N K
geG

ot Fp g est 'adhérence dans M de W&é (Hop,), donc compact dans M.
L’action de G sur M étant propre, on en déduit que {g € G:gFyoNK # (Z)} est compact
dans G, donc de cardinal fini. Il existe alors g, ..., g, dans G tels que

n
U(),() NK C U 91‘770_7(1)(H0,0) NK
i=1
On en conclut que

n
70,0(Uo o N K) C UgiHO,O
i=1
et pour tout compact K C M, I'image m9,0(Up,o N K) est finie.

En considérant le compact K7, on peut affirmer que 7 o(Upo N K1) est fini dans G/Ho g,
ce qui nous permet de choisir une partie finie So o C G et définir I'application suivante

h0,0 : E’U(),oﬁKl — (Uo,(] N Kl) X (C[SO,O]
(1‘75) — ($,¢0’0($,§))
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ott Yo,0 : Elygoni;— C[So,0] est linéaire sur chaque fibre. Ainsi pour tout (z,&) dans Ely, onx;,

Supp (Yo,0(z,€)) C Sop

Puisque Sy et Sk, sont finies, on peut trouver un élément oo dans G tel que pour tout
(z,&) dans Ely, onk,, on a

(Supp(%,o(l‘a 5))70,0) () Sk, =0

L’application hgg s’étend naturellement a 'ouvert Uy tout entier par la trivialisation
locale du fibré E|y, , et on obtient I'application G-équivariante suivante :

h070 : E’UO,O — U[)70 X (C[G]
($,§) — (xawo,()(xag))

En effet, puisque £, C Uy x C[G], pour tout (z,n) dans E, il existe (v, y) dans Gx(Upo N K1)
tel que

(z,n) = (vy,m) = v(y, v 'n)
on a alors 1g,0(z,n) := yhoo(y, v 'n) C ClySo ).

De plus, quitte a translater par vo,0, I'image hoo(E|v,,) est orthogonale a sy, ,-

b)Pour n=0eti=1:
On travaille sur le sous espace Up, inclus dans M. On raisonne de la méme maniére que
précédemment pour définir Sp 1 une partie finie de G telle qu’on ait I’application

h071 : E|U0’l|"‘|K1 — (UO,l N Kl) X (C[SOJ]
(1‘75) — ($7¢0,1(‘T’§))

De plus, on peut trouver 7p 1 dans G vérifiant les deux relations suivantes :
(Supp(%,l(l‘,ﬁ))%,l) N (5Upp(¢o,0($,§))70,0> =0

(Supp(%&(x,g))%’l) N SK1 =0

Par une construction analogue au cas n = 0, ¢ = 0, on peut alors étendre I'application hg 1
sur E|y, , de sorte qu’elle soit continue et G-équivariante

h071 : E|U0,1 — U070 X C[G]
(IE,g) — (%@%,1(%5))
c)Pour n=0eticj:

On peut alors définir, par récurrence forte, une partie finie Sp; C G et une application hg;
telles que

h(),i : E’Uo,iﬂfﬁ — (U()’Z‘ N Kl) X C[S(m]
(-’E,g) — (l’awo,z'(l‘af))
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De plus, on peut trouver 7p; € G vérifiant les deux relations suivantes

<Uj<i Supp(wo,j(fﬁf))’m,j) N (SUPP(¢O,i($a§))VO,i> =0

(Supp(wo,i(w, f))m) NSk, =0

Par une construction analogue aux cas précédents, on peut alors étendre I’application hg; sur
I'ouvert Uy ;, pour obtenir une application continue et G-équivariante

hoﬂ' : E|U0,i — UO,i X (C[G]
(‘T7£) — (xa¢0,i(xa£))

On veut maintenant faire cette construction sur chaque espace C),, pour tout entier n : on
procéde également de maniére itérative sur les indices n.

d)Pour n fixé et i dans I,
Comme dans les cas précédents, on considére tout d’abord ’espace Uy, ;N K41 qui est compact
dans U, ; et on peut encore définir Sy, ; une partie finie de G' de sorte que ’on ait I'application
suivante

b Elu, nkny — (Uni N EKpg1) % C[Sp,]
(xvf) — (wﬂpn,z(xag))

On peut de plus trouver un élément v, ; € G tel que

Supp (n,i(,£))Vn,i N Sk, = 0
( i Suppwn,j(x,f)m,j) N <Supp<¢n,@-<m,s>m,i> 9

j<i

< L] SUPp(@Dnl,j(:v,E))%u) N (Supp(@bn,i(xaé))'yn,i) =0
jeIn—l

Comme dans les cas précédent, on étend alors I'application h,; sur 'ouvert U, ; afin
d’obtenir 'application continue et G-équivariante suivante

hnﬂ' : E|Un,i — Unﬂ' X (C[G}
(‘T’f) — (xu¢n,z($7£))

Etape 3 : CONSTRUCTION DU G-FIBRE STANDARD Fj
L’objectif est maintenant de construire un G-fibré standard sur M qui soit isomorphe au
G-fibré vectoriel E. Pour cela on se donne une partition de 'unité (¢, ;) subordonnée au
recouvrement de la trivialisation (Uy, ;)n; définie auparavant et telle que chaque ¢, ; soit G-
équivariant.
On a alors 'application suivante

h: E — M xC[G]
(5,6) — (m ) son,xx)(w,z-(x,é)w))

neN
i€l
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Alors E; := h(F) posséde une structure de G-fibré standard sur M et de plus 'injectivité
de h suffit pour s’assurer que F7 est isomorphe au G-fibré vectoriel complexe G-équivariant
E. Enfin, par construction le G-fibré standard F; est orthogonal au G-fibré standard Es.

O

Lemme 2.2.4. Soit U un ouvert G-invariant de M, soient Y et Z deux sous espaces fermeés,
G-invariants de M etY est G-compact. On suppose que les inclusions suivantes sont vérifiées :

ZcUcYcM

Si F' est un G-fibré standard sur'Y, alors
1. il existe By — M un G-fibré standard sur M tel que F|z; C E1|z

2. si By un G-fibré standard sur M tel que la restriction Es|y est orthogonale a F', alors
on peut choisir Ey de sorte qu’il soit orthogonal a o

Démonstration. D’apreés le lemme [2 , il existe un G-fibré vectoriel E sur M tel que F' peut
étre plongé dans E|y. Le sous espace supplementalre du plongement de F' dans E|y est un
fibré vectoriel complexe G équivariant sur Y, noté F’, qui _peut lui méme étre plongé dans
Ely et par le lemme [2 , il existe un G-fibré standard F sur Y qui est isomorphe au G-
fibré vectoriel F’ sur Y et orthogonal au G-fibré standard F' & Fs|y. On peut donc définir un
isomorphisme

¢:Ely — FaF

En utilisant le lemme il existe un G-fibré standard F sur M qui est isomorphe au G-fibré
vectoriel F, orthogonal au G—ﬁbre standard Fs et dont la restriction E|y sur Y est orthogonale
au G-fibré standard F. On note ¢ : E — E 'isomorphisme induit.

On considére une fonction continue f a valeurs réelles et G-invariante sur M telle que

f=1 sur Z
{fEO sur M \ U (2.1)

et on note h = 1 — f. Le fibré défini par Ey = (f.¢ + h.¢)[E] est un G-fibré standard sur M
dont la restriction E1|z contient le fibré F'|z et qui est orthogonal au G-fibré standard Es.
O

Le lemme qui suit est une adaptation du lemme 5.11 de [BHS10| dans le cas des espaces
propres o-G-compacts :

Lemme 2.2.5. Soit M un G-espace propre o-G-compact. Soit K un sous espace compact de
M et S un sous ensemble fini du groupe G, alors il existe un G-fibré standard E sur M tel que
la restriction E|g contient K x C[S].

Démonstration. Soient K et S comme dans ’énoncé. On pose alors K = J;; K; ou chaque
compact K; posséde un voisinage ouvert G-invariant U; tel qu’il existe des applications conti-
nues et G-équivariantes m; : U; — G/ H; vérifiant m;(K;) = é'.

On raisonne par récurrence et on montre la propriété pour Ki : on considére Y un sous
espace G-compact contenant 'ouvert U; et pour lequel il existe une application continue et
équivariante 7 : Y — G/H; et on note Y] := ﬁfl(él). On choisit un ensemble fini S dans G
suffisamment grand qui contient S et qui est H 1 invariant et on pose L :=J,cq gY1 % C[S1g]
est un fibré sur Y et en appliquant le lemme [2.2.4] il existe un fibré G-standard E; sur M tel
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que L|g, est contenu dans F1|x, donc Ej contient K; x C[S].

Supposons que la propriété est vraie au rang n — 1 c’est-a-dire qu’on suppose ’existence
d’un G-fibré standard F5 contenant ’ensemble

(Kl U...u Kn—l) X (C[S]

Il existe Y un sous espace G-compact de M contenant un voisinage ouvert G-invariant U, de
K,. On pose 71, : Y — G/H, et Y, := ﬁ;l(én), alors le sous espace compact K, est inclus
dans Y;,. On pose

L= U gYn X (C[Sng]
geG

avec S, un sous ensemble fini de G suffisament grand, contenant S et H,-invariant & droite.
L’espace L est un G-fibré standard sur Y. On note F' le fibré vectoriel complexe G-équivariant
sur Y qui est le supplémentaire orthogonal de Es|y dans L et il vérifie FF @ Esly = L. En
appliquant le lemme pour le G-fibré standard F' — Y, le G-fibré standard F» — M dont
la restriction sur Y est orthogonale au G-fibré standard F' et pour les inclusions suivantes

K,cU,cYCcM
et il existe alors un G-fibré standard E; sur M tel que
E| L Ey et F‘KnCE1|Kn

Alors le G-fibré standard E) @ E» contient K x C[S].
O

On peut désormais démontrer le théoréme suivant qui donne une structure d’ensemble
ordonné & ’ensemble des G-fibrés standards sur M :

Théoréme 2.2.6. Soit M un G-espace propre o-G-compact vérifiant la condition (Hyp).

(a) Soient Ey et Ey deux G-fibrés standards sur M, alors pour tout sous espace G-compact
X de M, il existe un G-fibré standard E sur M tel que les restrictions Fi|x et Ea|x
sotent des sous fibrés de E|x.

(b) La réunion de tous les G-fibrés standards sur M est l'espace M x C[G].

Démonstration. : (a) Soient Fj et Fy des G-fibrés standards sur M et X un sous espace de
M qui soit G-compact. On considére K un sous espace compact de M tel que X soit contenu
dans le saturé K G du compact K par 'action de G. On peut alors choisir S un partie finie du
groupe G vérifiant :

E1|KC K x C[S] et E2|KC K x C[S]

Alors il existe un G-fibré standard E contenant K x C[S], d’aprés le lemme [2.2.5]. Par consé-
quent, la restriction F|x contient les restrictions E1|x et Ea|x.

(b) Puisqu’il existe toujours un G-fibré standard contenant K x C[S] pour tout compact
K C M, alors la réunion de tous les G-fibrés standards est l'espace M x C[G].
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2.3 (*-algébres, approximation de I’unité et projection

Soit G un groupe discret et M un G-espace propre o-G-compact. On note o I’homomor-
phisme de groupe qui associe a tout élément g du groupe G' un automorphisme « : Co(M) —
Co(M) défini pour tout f dans Co(M) par

ag(f) x> flg~'a)

On obtient un systéme dynamique (C'O(M ), G, a) et on rappelle briévement la construction
des C*-algébres de produit croisé plein et réduit associée a (CO(M ),G,a). On considére la
x-algébre C., (G, Co(M )) pour laquelle la multiplication et I'involution sont données par

frhige > f(M)ay(h(v'g))

yeG
g ay(flgh))

On appelle représentation covariante de (C() (M), G, a) la donnée d’une paire (7, p) de repré-
sentations de Cp(M) et G dans un méme espace de Hilbert séparable H satisfaisant, pour tout
f dans Cy(M) et g dans G, la relation

m(ag(f)) = plg)m(f)p(g)"

On associe a toute représentation covariante (7, p) une représentation non dégénérée m X p de
Ce(G,Co(M)) dans L(H). On peut alors définir une norme sur C(G,Co(M)) de la maniére

suivante :

HfH := sup {||[7 x p](f)|| : (m, p) est une représntation covariante de (Co(M),G, )}
(7:p)

Le complété de C.(G, Cyo(M)) pour la norme est une C*-algébre notée Co(M) x G et appelée
C*-algebre de produit croisé plein. On peut également définir une autre norme notée ||.||,
en considérant la représentation covariante suivante : soit m une représentation fidéle et non-
dégénérée de Cy(M) dans un Hilbert séparable H. On considére le systéme covariant (7, )
dans I2(G, H) = I>(G) ® H défini de la maniére suivante :

Ta(£)(€) 1 g = ag(f)E(g) et AN)(E) g~ &g ")

On définit alors la norme réduite ||.||, sur C.(G,Cy(M)) en posant pour tout f :

1£llr:= [|lma 3 AJCF)

et on note Co(M) x, G le complété de C.(G,Co(M)) par la norme réduite et est appelée la
C*-algébre de produit croisé réduit. Lorsque G est compact ou moyennable, alors il y a un
isomorphisme entre ces deux C*-algébres et Co(M) x G = Cy(M) x, G (voir [Ped79]). Dans
le cas d’une action propre du groupe, il existe un tel isomorphisme d’aprés le théoréme suivant
dont on trouve une preuve dans [Phi89]

Théoréme 2.3.1. Si G est un groupe agissant proprement sur l’espace M alors
Co(M) X G = Co(M) A G

Démonstration. On trouve la démonstration dans le deuxiéme chapitre de [Phi89]. O
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On introduit dans cette partie une C*-algébre, notée C*(M, G), comme des fonctions conti-
nues sur M & valeur dans I’ensemble des opérateurs compacts de [2(G) et vérifiant certaines
conditions. On montre que celle-ci coincide avec la C*-algébre du produit croisé Co(M) x G.
On cherche ensuite a déterminer des critéres (en termes de fibrés vectoriels complexes sur M)
impliquant 'existence d’une approximation de I'unité constituée de projections dans 1’algébre
des multiplicateurs de C*(M, G).

On considére le Co(M )-module de Hilbert B = Co(M)®1%(G) obtenu en complétant Co(M x G)

avec la norme 12
Jela= (sup o)

xeMgeG

Par ailleurs, les éléments de Co(M) ® [2(G) (appelés champs continus de vecteurs) sont
exactement les familles normiquement continues sur M et nulles & I'infini d’éléments de 12(G).
Les éléments de £(Co(M) ® [*(G)) sont les familles *-fortement continues sur M et bor-
nées d’opérateurs de L(I*(G)). De plus, un opérateur T de L£(Co(M) @ I*(G)) appartient a
K(Co(M)®1*(G)) si et seulement si T}, est dans K (1*(G)) pour tout  dans M et I'application
x — T, est normiquement continue.

Lemme 2.3.2. £(B) est muni d’une structure de Co(M/G)-algébre.

Démonstration. On note m: M — M/G. Soit f une fonction de Cy(M/G) et T un opérateur
dans £(B). On pose f.T l'opérateur dans L£(B) tel que pour tout = dans M on a (f.T), :=
f(m(@)) T

O

On considére G un groupe discret et M un G-espace propre et o-G-compact.

Définition 2.3.3. On note C*(M, G) l'ensemble des fonctions continues sur M et a valeurs
dans ensemble des opérateurs compacts de 12(G), qui sont G-équivariantes et vérifiant la
condition suivante : pour tout € strictement positif, il existe M’ sous espace G-compact dans
M, tel que pour x dans M ~ M’', on a

1@ 2y < €

On peut munir la C*-algébre C*(M,G) d’une structure de Co(M/G)-algébre : on note
7w : M — M/G lapplication quotient et 6 : Co(M/G) — Z(M(C*(M,G))) définie pour tout
f dans C*(M, G), toute fonction ¢ de Co(M/G) et tout = dans M par

0(0)(f)(x) := ¢(n(x)) f(x)

On note dans la suite Mat[G] la x-algébre des matrices a coefficients complexes T' =
(Tg’h)g heG dont les lignes et colonnes sont paramétrisées par GG et ayant seulement un nombre

fini de coefficients non nuls. La *-algébre Mat[G] est une sous algébre dense de K (I?(G)) et
on peut la munir d’une action de G de la maniére suivante : pour tout g, g; et go dans G

(9 (T))ngQ = Tgg1.992

Définition 2.3.4. Soit M wun G-espace propre, on appelle fonction standard, une fonction
F : M — Mat|G] telle que les fonctions associées suivantes Fg, g, : € —> (F(gv))g1 g SONE
continues et a support compact ; de plus, pour tout sous espace compact K de M presque toutes

les fonctions associées (toutes sauf un nombre fini) s’annulent dans K.
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On note C(M, G) 'ensemble des fonctions standards et G-équivariantes de M dans Mat[G]
qui sont & support G-compact.

Lemme 2.3.5. C(M,G) est une x-algébre dense dans la C*-algébre C*(M, G).

Démonstration. Soit f dans C(M,G) c’est-a-dire une fonction sur M a valeurs dans K (I*(G))
(car Mat[G] est inclus dans K (I*(G))) qui est continue, G-équivariante et & support G-
compact, d’ou f est dans C*(M,G) et C(M,G) est donc une sous algébre de la C*-algébre
C*(M,G).

On considére € un réel strictement positif et f un élément de C*(M,G). Par définition, il
existe un sous espace M; (respectivement Ms)de M qui est G-compact tel que pour tout z
dans M ~ M (respectivement M ~\ Ms), on a || f(z)||< e (respectivement ||f(x)||< £/2). On
note K (respectivement K3) le sous espace compact de M/G tel que M; = GK; (respecti-
vement My = GK3) et ¢ une fonction dans C.(M/G) telle que xx, < ¢ < xk, < 1. Par
la structure de Cy(M/G)-algebre, 0(¢)(f) est dans C*(M,G) et on a pour tout x dans M,
16(0)(f)(z) — f()]1< e.

On considére = dans K1, on a 6(¢)(f)(z) est dans K (I?(G)) donc il existe m, dans Mat|G]
tel que [|0(p)(f)(x) — mg||< €. Par continuité de 6(¢)(f) sur M, il existe un voisinage ouvert
U de x dans K tel que pour tout y dans U, on a [|0(¢)(f)(y) — ms||< e. Par compacité de
K7, il existe un recouvrement ouvert fini {Uy, }/*; de K; pour lequel on peut supposer que
Uy, est inclus dans K5 pour tout 4. On note {¢;}”_; une partition de I'unité subordonnée a ce
recouvrement ouvert et on pose f':=>""" | 1);m,, une fonction telle que pour tout x dans M,
on a f'(x) = Y1 i(m(x))mg,. On remarque que f’ est dans C(M,G) et pour tout = dans
M on a

1f(z) = @) = /() = 6(p)(£) (@) + 0() () (@) = (@)l
< £ () = 0() (N @0 () () = (@)l

< 2e

on a alors montré que pour tout élément f de C*(M, G) et tout e strictement positif, il existe
une fonction f’ dans C(M, G) telle que || f — f'||< e. La sous algébre C(M, G) est dense dans
C*(M,G).

O

On montre maintenant que 'on peut identifier la C*-algébre C*(M, G) avec la C*-algébre
de produit croisé Cp(M) x G. Pour cela, on utilisera le lemme suivant

Lemme 2.3.6. Soit F' dans C(M,G) alors il existe un sous ensemble fini H dans G tel que
pour tout g dans G~ H la fonction associée Fp 4 : M — C est identiquement nulle sur M.

Démonstration. Par définition des éléments de C(M, G), le support de F' est G-compact donc
on considére un sous espace compact K dans M tel que Supp(F) est inclus dans le saturé
GK. De plus, toujours par définition de F', presque toutes les fonctions associées de F' (toutes
sauf un nombre fini) s’annulent dans K. En utilisant la G-équivariance de F', on conclut qu’il
existe un sous ensemble fini H dans G tel que pour tout g dans G ~ H, la fonction associée
F, 4 est identiquement nulle sur M.

O]

Proposition 2.3.7. La C*-algébre C*(M,G) est isomorphe a la C*-algébre de produit croisé
Co(M) X G.
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Démonstration. On construit une représentation covariante (w,U) du systéme dynamique
(Co(M),G,«) avec w une *-homomorphisme injectif de Cy(M) dans C*(M,G) et U un ho-
momorphisme du groupe G dans les unitaires de 'algébre des multiplicateurs de C*(M, G)
vérifient la relation : pour tout f dans Cy(M) et tout g dans G, on a

m(ag(f)) = U(g)m(f)Ug-

Pour tout f dans Cyp(M), on pose 7(f) 'application sur M qui a tout x associe

Zah ) Bl

heG

ou (E"72), ., est une matrice de Mat[G] dont tous les coefficients sont nuls sauf au rang
(71,72) ou il vaut un. L’application 7(f) est clairement continue sur M et a valeur dans
L(Co(M) ® I*(G)). 11 est clair que Papplication © : Co(M) — L(Co(M) ® [*(G)) est un
homomorphisme de C*-algébres.

On montre qu'il est & valeurs dans I'ensemble des opérateurs compacts K(Co(M) @ I*(G)) :
pour tout f dans Co(M) et tout = dans M, on a 7(f)(z) = > ,cq f(h'2)E™". Pour tout
¢ strictement positif, il existe un compact K. dans M tel que, pour tout m dans M ~\ K,
on a |f(m)‘ < e. L’action du groupe G sur M étant propre, il existe une partie G' = {g €
G : K.NgK. # 0} finie dans G telle que pour tout A dans G\ G’, on a |f(hz)|< €. On a alors

(@)=Y ST EM + YT (B

heG’ heG\G’

ot Y-y f(R1z)EMM définit un opérateur de rang fini dans B(1?(G)) et

> f(hTta)Et

heGN\G’

Ainsi pour tout € positif, il existe une partie finie G’ dans G et telle que

- f(h )

heG’

Pour tout = dans M, I'opérateur 7(f)(z) est un opérateur compact sur [2(G) et 7(f) est dans
IC(CO(M )® l2(G)). Si on considére le sous espace GK,. de M qui est G-compact, on remarque
également que pour tout z dans M \ K¢, on a |f(x)|< € et par conséquent

T (D@2 <€

De plus I'application est G-équivariante : en effet pour tout g dans G et tout « dans M on a :

:Zah( (gx)EM" = th Lga)EMh

heG heG
_ Z f(h/—lx)Egh/7gh' Z f h/ 1 Eh/ h/))
h'eG h'eG

=9( > an(H)B") = g(w(f)(x))

h'eG
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On obtient alors un homomorphisme injectif 7 : Co(M) — C*(M, G) et il est assez facile
de voir que 'image de C.(M) par 7 est dans C(M, G).

Pour tout g dans G, on note d, la fonction caractéristique en g qui est dans I2(G). On
considére U : G — U(M(C*(M,G))) défini pour tout z dans X, tout g et h dans G

Ug(x) : 5h — (5hg—1

On a alors pour tout f dans Cy(M), tout g dans G et pour tout x dans M

m(ag() (@) =D anag(f)(@)EM" =Y flg 'n a)EM"

heG heG
= > ST BN = N (W ) Uy () 0 B 0 Uya (2)
h'eG h'eG

= (Ugrr(f)qu) (x)

La paire d’homomorphismes (7, U) est bien un homomorphisme covariant (au sens de la défi-
nition 2.37 de [Wil07]) de (Co(M), G, o) dans L(Co(M)®1%(G)), la Co(M)-algebre des opéra-
teurs du Cy(M )-module de Hilbert Co(M)®1?(G). D’aprés la proposition 2.39 de [Wil07], 'ho-
momorphisme covariant (7, U) induit un homomorphisme 7 x U : C.(G, Co(M)) — C*(M, G)
qui & tout élément f.9, associe 7(f)U, et qui se prolonge en un homomorphisme de Co(M) x
G — C*(M, G). L'image de la x-algébre C.(G, Cy(M)) par 'homomorphisme 7 x U est dans
la x-algebre C(M, G).

On construit maintenant un homomorphisme de *-algébres i : C*(M,G) — Co(M) x G.
On considére f un élément de C*(M,G). Pour tout x dans M, on a f(z) est un opérateur
compact sur [2(G). Pour tout couple (g, h) dans G2, on note f, 5 : M — C la fonction définie,
pour tout = dans M, par

fg,h(x> = <f(x)(6h)759>

ol 0, (respectivement dp,) est la fonction caractéristique au point g (repectivement h) sur
G, qui est dans [2(G). On pose i(f) la fonction sur G a valeurs dans Co(M) définie par
i(f) = deG fe,glgl, ot pour tout g dans G, on a fe,: M — C.

Pour tout g dans G, on montre que la fonction f. 4 est dans Co(M) : en effet, supposons
que feq n'est pas dans Co(M) c’est-a-dire qu’il existe e strictement positif tel que pour tout
sous espace compact K de M, il existe m dans M \ K tel que |fe 4(m)|> €. On considére une
suite (M, )nen de sous espace G-compact de M tel que M,, C Mn—l-h pour tout entier n et on
note (Kp)nen suite de sous espaces compacts de M telle que M,, = GK,, pour tout entier n.
On peut alors construire deux suites (gn)nen €t (mn)nen telle que pour entier n, on a m,, est
dans M ~\ K, tel que |fc 4(my)|> € et gymy, est dans M ~\ M,,. On a pour tout entier n,

|f€79(m")‘ = ‘fgn,gng(mngn)‘ > €

Ainsi pour tout M’ sous espace G-compact de M, il existe m dans M ~ M’, il existe (g, h)
dans G2, tel que |fg,h(m)} > ¢ ce qui contradictoire car f est dans C(M, Q). Pour tout g dans
G, la fonction a[g] est dans Cy(M).
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Soit f un élément de C*(M,G) et i(f) = >_ c fe,gg], on a alors

1/2
Mmm@igawmw—M)@w(z\ ) )

EeL(B zeM

G
lel|=1 lgl|=1 9€
9\ 172

= sup <Sup (Z‘Za feh (hg)(x)| ) )

EeL(B) \zeM \ 2q heq

ll€]l=1

9\ /2

= sup <sup<Z‘ng,hg )‘ > >

glleﬁﬁ [i) €M N\ 4eG heG

:sm><wmu@@wm@>=swnﬂ®m@
ceL(B) \zeM £eL(B)
ll€]|=1 ll€]|=1

On considére la fonction f dans C(M,G) et il existe K un sous espace compact de M tel
que pour tout x dans M ~ GK, on a f(x) = 0. D’aprés le lemme , il existe un sous
ensemble fini H dans le groupe G tel que pour pour tout g dans G ~\ H, la fonction f, , est
nulle sur M et on a alors i(f) = >/ feglg]. Donc i(f) est dans Ce(G, Co(M)). Ainsi on
a une application i : C(M,G) — Co(M) x G qui est de plus clairement linéaire. Pour toute
fonction f dans C*(M,G) et tout réel e strictement positif il existe f de C(M,G) telle que
f— ng < e. Par conséquent, on a ||i(f) — i(f)||< e et pour tout f dans C*(M,G), I'opé-
rateur z(f) est dans Co(M) x G.

On montre enfin que 'application ¢ est un homomorphisme de C*-algebres : pour tout f
et f dans C*(M, G) et tout g dans G, on a

= Z fe,h.fh,g = Z fe,hah(fe,hflg)

heG heG

= Z <Z feyk5k> (h).ap, < Z fe,hlgék> (h™'g)
heG NkeG keG

=Y /()
heG

=i(f)*i(f)(9)

i(f)al = (F7) ey = foe= ag(?)e,g 1 =ag((f7)),
= ay(i(Nlg™'") = (iI(N)"[

donc i : C(M,G) = Cp(M) x G est un homomorphisme de *-algébres.
On a ainsi construit un homomorphisme 7 x U : Co(M) x G — C*(M,G) qui envoie

la x-algébre C.(G,Co(M)) dans la x-algébre C(M,G) et un homomorphisme i : C(M,G) —
C.(G,Cy(M)) x G. Or pour tout élément f dans C(M,G) on a (m x U) oi(f) = f : en effet,
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pour tout z dans M

((W x U)o 1)(f)($) = (7( A U) ( Z fe,g‘sg) (z) = ( Z ah(fe,g)EhﬁUg) (2)

geG g,heG
= Y feg(WR)EMM = 3" fiypg(2) BN = f(x)
g,heG g,heG

L’opérateur (7 x U) o coincide avec idg(pr,z)- On en déduit que I'image de la restriction de
m x U est la x-algébre C(M,G) qui est dense dans C*(M,G) et donc que I'image de m x U
est la C*-algébre C*(M,G). L’homomorphisme © x U : Co(M) x U — C*(M,G) est donc
surjectif. On montre de méme que I'application i o (7 x U) coincide avec 'identité idcy(aryc
sur Cp(M) x G donc on obtient bien un isomorphisme de C*-algébres entre Co(M) x G et
C*(M,G).

O

Une autre maniére de construire la C*-algébre C*(M, G) est donnée dans l'article [TXLG04]
en utilisant un procédé consistant & "moyenniser" des opérateurs compacts : 'action du groupe
G sur M étant propre, il existe une fonction de coupure ¢ : M — RT c’est-a-dire une fonction
continue sur M telle que

1. pour tout z dans M, 3 o c(gz) =1

2. pour tout compact K dans M, on a Supp(c) N GK est compact dans M
En utilisant les fonctions de coupure, on peut transformer les opérateurs de L£(B) en des
opérateurs G-invariants. Pour tout 7' dans £(B), on pose T¢ un opérateur dans £(B)“ tel que
pour tout z dans M, on a

TxG = Z ag(Tya)c(g)
geG

qui définit une projection £(B) — L(B)%.
On note Kg(B) le sous ensemble de £(B)“ défini par

Ka(B) = {T LB : lim ||To]|=0 et T € K(B), Vo e CO(M)}
zeM/G

En utilisant les résultats énoncés dans le cadre plus général des groupoides propres et des
C*-algebres de fibrés de Fell de Particle [TXLGO04], on a les relations suivantes

(i) Kg(B) est une sous-C*-algébre de £(B) qui coincide avec {T¢ : T € K(B)}.
(ii) Soit G un groupe discret agissant proprement sur un espace localement compact M,
alors on a Co(M) x G = Kg(B).
(iii) M(Ka(B)) = £(B).
Il est clair que la C*-algébre £(B)“ est munie d'une structure une Co(M/G)-algébre et que
Ka(B) également.

Remarque 2.3.8. L’intérét d’introduire la sous algébre dense C(M, G) réside dans la relation
qu’il existe entre les projections de cette algébre et les G-fibrés standards sur M introduits
dans la définition . en effet, si P est une projection dans C(M, G) alors le fibré induit sur
M dont la fibre au-dessus d'un point z de M est I'image de l'opérateur de projection P(z)
dans C[G] est un G-fibré standard sur M. La réciproque est quelque peu différente : on consi-
dére E un G-fibré standard sur M. Pour tout & dans M on note S, la partie finie de G telle
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que E, = C[S,]. On pose Pg la fonction continue et G-équivariante sur M qui associe a tout
x dans M la projection sur C[S,]. On obtient ainsi une projection dans £(B)%. Ainsi a tout
G-fibré standard correspond une projection dans 1’algébre des multiplicateurs M (C*(M , G))

Le théoréme [2.3.10| qui suit annonce I’équivalence entre la condition (Hyp) du G-espace
propre et o-G-compact M et 'existence d’une approximation de I'unité constituée de projec-
tions dans M (C*(M, G)). On utilisera le lemme suivant lors de la démonstration du théoréme

2310 :

Lemme 2.3.9. Soit G un groupe discret agissant continuement et proprement sur un espace
M localement compact et séparé, alors pour tout x dans M, il existe un voisinage V, de x tel
que pour tout y dans V., le groupe d’isotropie Gy est inclus dans le groupe d’isotropie G.

Démonstration. Soit x dans M et supposons, en raisonnant par l'absurde, que pour tout
voisinage V. de z, il existe un y dans V, et un élément g de Gy tel que g n’est pas dans G.
On considére K un voisinage compact de x dans M. On note A :={g€ G: KN K.g # 0}
le sous ensemble de GG qui est fini car I'action de G est propre. Pour tout voisinage V; de x,
I'intersection V; N K est un voisinage de z et il existe y; dans V; N K et g; dans Gy, tel que
g; n'est pas dans G,. On obtient donc une suite généralisée {(y;, g;) }ica dans K x Ag telle
que g;y; = y; pour tout ¢ dans A et (y;);ep converge vers . Comme Ag est fini alors (quitte
éxtraire une sous suite), on peut suppose la suite (g;);cp constante et on note g I’élément de la
suite. On a alors lim;ep y; = lim;ep gy; = g et donc gxr = x. Ainsi g est dans GG,. On obtient
une contradiction. O

Théoréme 2.3.10. Soit G groupe discret et M un G-espace propre et o-G-compact. Les
assertions suitvantes sont équivalentes

1. Pour tout sous espace G-compact Y dans M, il existe un G-fibré vectoriel E — M tel
que, pour tout y dans Y, la fibre E|, contienne la représentation réguliére du groupe
d’isotropie Gy, = {g € G : gy = y}.

2. Il existe une approximation de 'unité (Pp)nen pour la C*-algébre Kq(B) constituée de
projections dans la C*-algebre L(B)C telle que Uopérateur ¢.P, est dans IC(B), pour tout
entier n et toute fonction ¢ dans C.(M),

Démonstration. On démontre ci-dessous chacune des implications :

(1) = (2) On se place dans C(M,G) pour construire de telle projections puis on utilisera
la séparabilité et la densité de C(M, G) dans C*(M, G) pour obtenir le résultat souhaité.

Soit n un entier, on considére Fi,..., F,, des éléments dans C(M,G). Pour tout i dans
{1,...,n}, le support de F;, noté Supp(F;) = {x € M / F;(z) # 0}, est un sous espace G-
compact de M et on considére K un sous espace compact de M dont le saturé GK par
l'action de G coincide avec U} Supp(F;).

Il existe, par définition des éléments de C(M, G), une partie finie S, dans G telle que pour
tout x dans K, on a pour tout ¢ dans {1,...,n},

Im(F;(z)) C C[S,]
D’aprés le lemme [2.2.5], il existe un G-fibré standard E,, sur 'espace M vérifiant

K x (C[Sn] C En‘K
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D’aprés la remarque , la fonction induite P = Pg, : M — K (ZQ(G)) est une projection
dans Dalgeébre des multiplicateurs M (C*(M,G)) (dont le support n’est pas nécessairement
G-compact) et on a, pour tout ¢ dans {1,...n},

F;= P, F; = F;Pg, et  F'=PgF'=FPg,

La x-algebre étant séparable et dense dans C*(M,G), on peut ainsi définir une famille
(Pp)nen d’éléments de M(C*(M, G)), qui soit une approximation de 'unité pour la C*-algébre
C*(M, G), constituée de projections et vérifiant pour toute fonction ¢ dans C.(M) et tout
élément F' de C*(M, G), les deux relations suivantes :

oP, € K(B) et lim P,F =F

n—oo
(2) = (1) Soit (Py)nen une approximation de I'unité dans £(B)Y = M(C*(M, G)) consti-
tuée des projections vérifiant les conditions du théoréme. On considére Y un sous espace de M
qui est G-compact, et montrons qu’il existe un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur M
tel que la fibre F, au-dessus de x contient la représentation réguliére de G, pour tout x dans Y.

On considére K un sous espace compact de M dont le saturé GK par I'action de G coincide
avec Y. L’action de G sur M étant propre, il existe une fonction de coupure ¢ dans C'(M) a
valeurs positives, telle que

1. deG clgr) =1
2. Supp(c) () Z est compact, pour tout Z sous espace G-compact de M

Pour tout z dans K, le groupe d’isotropie de G, est un sous groupe fin du groupe G.
D’aprés le lemme , il existe alors un voisinage de x noté V, tel que, pour tout y dans V,,
le groupe d’isotropie G est inclus dans le groupe d’isotropie G. Ainsi par compacité de K,
il existe x1, ..., T, des éléments de K tel que

K C Lnj Ve,
=1

On pose S = |J;"; G, qui un sous ensemble fini du groupe G. Pour tout z dans K, le groupe
d’isotropie G est alors inclus dans S. On pose Pg 'opérateur dans B (ZQ(G)) défini comme la
projection sur [?(S). On pose alors I'opérateur b dans K(Co(M) ® (*(G)) défini, pour tout «
dans M, par

b(z) = ¢(z)Ps
ol ¢ est une fonction continue, a support compact M et a valeurs réelles positives telle que
xrx < < 1. On utilise le procédé de moyennisation de l'opérateur b

a(y) =Y (Uy(99)blay)U, " (9y)) c(gy)
geG

et on obtient un opérateur a dans Kg(B). Par définition de Y et K, pour tout y dans Y, il existe
un couple (z,7) dans K x G vérifiant y = 2y~!. En utilisant 1’égalité Uﬁ/(SL’)PsU,Y_l(l') =Pys,
pour tout = dans M, on a alors
a(y) = Uy (y)b(vy) U (vy)e(vy)

> \U,(vy) PsUS  (vy)

> APyg

> AP,

Z A'P(Gy)ﬁ
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ot A est un réel tel que A < ¢(yy).
D’apreés ’hypothése, il existe une approximation de 'unité (P,),cn constituée de projections
dans ’algébre des multiplicateurs M (C*(M , G)) donc pour un certain j° dans N, pour tout
j <j,ona

125 (W) Py = Peyal <1

donc pour tout vecteur £ dans I'm (P(Gy),v) non nul, 'inégalité stricte suivante est vérifiée

1P;(m)€ — €| < €]l

donc Pj(y)¢ # 0 et la projection est injective sur Im(P(GyM). En posant E, := Im(P;(y)),
on obtient alors

Im(Pg,) = Im(Pj(y)|1m(ps,,)) C By

mais puisque Im(PGﬂ) >~ 2(Gyy) 2 I?(Gy) on peut conclure que chaque fibre E, du fibré E
contient la représentation réguliere de G,.

O]

2.4 K-théorie équivariante et fibrés de dimension finie

Dans [Phi89], Phillips généralise I'isomorphisme de Green/Julg ([Jul81] et [Gre82]) dans
le cas des actions propres de groupes topologiques localement compacts. Il utilise pour cela la
K K-théorie de Kasparov et construit pour chaque classe de K-cocycle (E, F,t) de K, g(X ) un
bimodule de Kasparov noté¢ I([E, F\,t]) :

(E,F,t) — (I‘C(E)@ T.(F), <¢?t) cb(é*)) )

ou I'.(F) et T'(F) sont des modules hilbertiens sur Cy(X) x G (obtenus a partir des sections
des fibrés) et ¢(t) : I'e(E) — I'c(F) un morphisme de modules hilbertiens sur Co(X) x G
induit par ¢t : E — F. En considérant I'image de I par 'isomorphisme K K ((C, Co(X) x G) —
Ko(Cp(X) x G), on obtient une application I : K&(X) — Ko(Co(X) x G) qui est un isomor-
phisme de groupe.

Dans notre cas, on a le théoréme suivant

Théoréme 2.4.1. Soit G un groupe discret et M un G-espace propre, o-G-compact vérifiant
la propriété (Hyp). Le groupe de K-théorie équivariante KQ(M) est engendré par les K-
cocycles (E, F,t) ou E et F les fibrés vectoriels complexes G-équivariants dont les fibres sont
de dimension finie c’est-a-dire

Kg(M) = {(E,F, t) : E et F fibrés vectoriels G-équivariants de dimension finie
etdY C M :VNre M\Y t,: E, — F, est un z'somorphisme}

Pour prouver ce résultat, on montre, en utilisant le groupe de K K-théorie de Kasparov
KK ((C, Co(M) % G), que le groupe Ky (C’O(M) X G) est engendré par les images par I'appli-
cations I des classes d’équivalences dans K %(M ) représentées par les fibrés de dimension finie.

On suppose que le G-espace M vérifie la condition (Hyp) c’est-a-dire qu’il existe une famille
(Pn)nen de projections dans £(B)% telle que pour tout entier n et toute fonction ¢ dans Co(M),
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lopérateur ¢p,, est dans K(B) et qui soit une approximation de I'unité pour Kg(B).

Dans cette section, on cherche & décrire le groupe de K-théorie Ky (CO(M ) X G) en termes
de fibrés vectoriels complexes G-équivariants de dimension finie sur M. Par I'identification
suivante

Ko(Co(M) x G) = Ko(Ka(B)) = KKo(C,Ka(B))

il suffit de considérer les éléments de KK (C,Kg(B)). Ainsi pour toute classe [(E, F)] dans
KK ((C,ICg(B)), on lui associe par les simplifications standards de la K K-théorie une classe
[(E1, F1)] équivalente que 'on pourra décrire en termes de fibrés vectoriels complexes G-
équivariants sur M. On note dans la suite A = Kg(B).

Soit [(E, F')] un élément de K K(C;.A). D’aprés les simplifications standards des éléments
de KK-théorie, on peut supposer :

. E=Hs®HjouHy=ARH

*
2. F= <; ](;> et tel que 1 —T*T et 1 — TT* sont dans K(Hy) = A® K(H)

Le travail qui suit consiste en une succession de transformations de 'opérateur F' permettant
d’obtenir un nouvel élément de K K-théorie dont la classe sera la méme que celle de ’élément

de départ (E, F).

Calcul fonctionnel : les opérateurs 1 — T*T et 1 — TT* étant dans K(H4) = A® K(H),
alors pour tout réel ¢ strictemnt positif, il existe un sous espace G-compact M, dans M, tel
que pour tout x dans M ~\ M, on a

|le = TiTe|| <e et |l —ToTh|| <e

On note K. le sous espace compact de M/G tel que M, = K.G. On considére ¢ = 1/4 :
pour tout z dans M ~\ Mj 4, le spectre des l'opérateur 1, — 1,1, et 1, — T, T, se situe dans
l'intervalle [—1/4,1/4], ce qui signifie que le spectre de T T, et T,/ T, se trouve dans l'intervalle
[3/4,5/4].
Par calcul fonctionnel, en appliquant & 'opérateur F' la fonction f continue et bornée sur R
définie par

-1 si x€]—o00;—1/2]
flz) =< 2z si x € [-1/2;1/2]
1 si xe[1/2;400]

on obtient un opérateur f(F) dans £(H.4) tel que pour tout 2 dans M~ M 4, on a f(F)32 =1
et la classe de (E, f(F)) dans K K((C, A) coincide avec celle de (E, F') car 'opérateur f(F')
est une perturbation compacte de 'opérateur F'.

Perturbations compactes : soit (ey)nen 'approximation de l'unité canonique de K(H)
définie, pour tout n dans N, de la maniére suivante

1 sii i=je{l,..n
(en)i’j:{ jed }

0 sinon

On peut construire une suite de projections (Pp,)nen dans M(A) @ K(H) qui soit aussi une
approximation de 'unité formée pour A ® K (H), pour tout n dans N, par

P, =p,®ey
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et telle que pour toute fonction ¢ dans C.(M), on a ¥ P, est dans A® K(H).

On pose ¢ une fonction dans C.(M/G) telle que XKy, < ¢ <1, 00 Ky )y est le sous espace
compact de M/G défini auparavant. Puisque £(B) est muni d’une structure de Co(M/G)-
algébre, alors pour tout entier n, 'opérateur P, est dans E(B)G et vérifie

Tim [[(pPo)ll= lm [o(r(@)(Pa)ull= 0, avecw € M
On en déduit que opérateur P, est dans A® K(H) = K(H4)

Pour tout entier n, on note pour simplifier les notations H{* := P,H4 et HY := (1g, —
P,)H 4 les sous modules hilbertiens.

On considére I'opérateur 7" défini de la maniére suivante
T'=T(1ga) — 9Pn)

Puisque T — T = TP, et que pP, est dans K(H4), Uopérateur T” est une perturba-

T/*
7 0
ment (E, F’) dont la classe dans KK (C;.A) coincide avec celle de (E, F'). Comme T™*T" =
(1g, —P,)T*T (1, — ¢P,), alors on peut, pour tout « dans M, écrire T,,"T}, sous la forme

THT) = <(1 - cp(x()))Q(lH;z)x ‘2)

tion compacte de l'opérateur T'. Ainsi en notant F' l'opérateur , on a un élé-

ot V est la compression de T*T" sur Hy'.
En effet, on distingue les deux cas cas ou x appartient ou non a l'espace G-compact M 4.
e Six est dans My, alors o(x) =1 et

TP = (L, — Pa)eTiTo(li, — Po)e = (8 V0>

e Six est dans M ~ My )y, alors 77T, =1, donc V, =1

—p(x)?(1gn
TrTL = (1g, — ¢(2)P,)? = <(1 i ())) (1ap)e (1;)”)1)

Montrons qu’en prenant un entier n suffisamment grand, on peut considérer V inversible : en
effet, opérateur V' est défini comme la compression de l'opérateur T*T sur (1 — P,)H 4. Par
définition, l'opérateur T*T — 1p, étant compact c’est-a-dire dans IC(H 4), pour tout réel e
strictement positif, il existe des vecteurs &y,...,&m, et N1,...,nm dans H 4 tels que

<e/2

m
H(T*T - 1HA) - Z Hﬁﬂh
i=1
La suite de projections (P,)nen étant une unité approchée pour K(H 4), il existe un entier n.

pour lequel on a
m m
‘ Pns(z Hfi,ni)Pne - Zefiﬂ?i < 5/2
i=1 i=1




K-theorie équivariante : action propre d’un groupe discret 45

Or pour tout i dans {1,...,m}, on a P, 0¢, ;. Po. = 0p,_(¢,),P,. (n:)> O0 @ alors

<eg

m
H(T*T —1u,) — Z 0P, (&).Pu. (m)
=1

et par compression des opérateurs sur le sous module Hy<, on a

7 = i) = Q= P (o) i = P = [V = )~ 0] <

i=1
Le spectre de l'opérateur V' — 1yne se trouve dans U'intervalle [—e, ] et donc celui de V' qui
est dans l'intervalle [1 — &, 1 4 ¢] ne contient pas la valeur 0. L’opérateur V est donc positif et
inversible ; ceci nous permet de réaliser une nouvelle perturbation compacte décrite ci-dessous
en utilisant, par calcul fonctionnel continu, I'opérateur vV on pose T” l'opérateur obtenu
a partir de 7" de la maniére suivante :

1 Ne O
T :T’< Iél v‘“2>

On remarque que 1”7 est une perturbation compacte de 7" puisque

1 ne O 1 Ne O 0 O
T T =T Hy N _ Hy =T _
| ( 0 v 1”) ( 0 Ly e

or on sait que V — Lype est la compression de opérateur 7T — 1 sur Hy® qui est un opérateur
dans K(H 4) ; donc V' étant une perturbation compacte de 1'unité, alors par calcul fonctionnel
continu, V~1/2 est une perturbation compacte de I'unité et donc V2 1 est compact. Ainsi
on peut affirmer que (E, F”) définit un élément de K K(C;.A) ayant la méme classe que celle

de I’élément (E, F).

Comme précédemment, on peut décrire explicitement I’opérateur F~ en chaque point de
I’espace M : pour x dans M, on a

2
T = (Lppe)e 91/2 (1— @)’ Appe)e 0 (Qrpe)a 91/2
0 W 0 Vs 0oV

7 77 0 0
e Pour z dans My 4, on a 1 —p(z) =0 et donc T, T, = ( )

0 (1H§5)w
2
e Pour z dans M ~ M4, on a Vy =1 et donc T,.T, = <(1 B gg(:c)) 1 0 )
( H;IE):B

Sous modules hilbertiens : par commodité, on note dans la suite T' I'opérateur T obtenu
précédemment, on note P = P,,_ la projection utilisée précédemment et soit H; = im(P) et
Hy = ker(P), comme P est une projection, le module H 4 se décompose en la somme directe
de ces sous modules hilbertiens sur A

Ha= Hi® Ho
On peut écrire de maniére générale le produit T*T sous la forme suivante, en posant

Y =20 — @2 1w
o (A =)g, O
= < 0 1H2>
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On va maintenant introduire une nouvelle projection obtenue a partir de 'opérateur T :
d’apres I'égalité suivante

(1=9)1m 0

(1HA_P)T*T(lHA_P):(lHA_P)( 0 1y

)(1HA_P):1HA_P

en posant ¢ = T (1, — P)T*, on obtient une projection q : Hq — H 4 : en effet
¢ = T(ly, —P)T*T(ly, — P)T*
= T[(lHA — P)T*T(IHA - P)|T*
= T(lHA —P)T*"=q

¢ = T(p,—P)T" =¢q

Cette projection permet de décomposer H 4 en la somme directe de sous modules hilbertiens
sur A suivante
Ha=1Im(lg, —q) ® Im(q)

e I'image I'm(q) est incluse dans T'(Ha) : en effet, la projection ¢ s’écrivant T'(1y , —P)T™* =
TPy, T* (ou Py, est la projection canonique sur Hs) on remarque que Im(q) est inclus
dans T'(Hj).

e l'image Im(1y,—q) est incluse dans T'(H)" : en effet, si on considére v dans Im(1y, — q)
et  dans Hy et £ = T'(n) dans T'(H3), on a

(v,6) = (v—quv,T(n))
= (T*(1m, — q)v,n)
= (T"v = T*T(1g, — P)T"v,n)
= (T"v — (1, —¥P)(lg, — P)T*v),n)
= <T*v — Py, T*v, 77>
= <PH1T*U,77>
= (T*v, Pg,n) =0

ce qui prouve l'inclusion de Im(1y, — q) dans T(Hy)" .

On obtient alors les inclusions successives suivantes
Ha=1Im(lg, —q) @ Im(q) C T(Ha)" ® T(Hy) C Hy

a partir desquelles on a la décomposition H4 = T'(Hs)* @ T(Hs).

Remarque 2.4.2. On pose H| := T(Hs)* et H) = T(Hy).
L’opérateur T est une isométrie sur Hs puisque la composée T HéT’ H, des restrictions de T’
a Hy et T* a H), est I'opérateur identité de Hj.
T et T™ se décomposent alors de la maniére suivante
T="T|g&T g, : H, © Hy — H| & H)

T* =T g T gy - H{ ® Hy — Hy @ Ho
On notera 17, T, T} et T4 les restrictions précédentes.
L’opérateur de la classe de K K-théorie considérée s’écrit donc

(0 T\ _ [0 T; 0 Ty
F=(p 5)=(n §)+(n §)-r+r
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On remarque que opérateur Fy définit un élément (Ho @ H); Fy) dégénéré donc de classe nulle
dans le groupe de K K-théorie.
La classe considérée peut donc s’écrire sous la forme suivante

Oﬁ@ﬂ@(g §v> (2.2)

ou H; est I'image par la projection P du A-module hilbertien H4 et Hj est 'image par la
projection 1 — ¢ du A-module hilbertien H 4.

La derniére expression de la classe de ’élément du groupe de Kasparov permet de donner
une version géométrique de la classe de K-théorie de I’élément initialement considéré, faisant in-
tervenir notamment des fibrés vectoriels équivariants sur ’espace M. A chacun des A-modules
hilbertiens Hy et Hj, on va associer un fibré vectoriel G-équivariant sur M. On va d’abord
faire une construction générale nous permettant d’obtenir des fibrés vectoriels équivariants sur
M a partir de A-modules de Hilbert satisfaisant certaines conditions puis on montre que les
A-modules obtenus satisfont ces conditions.

Construction générale : on rappelle tout d’abord quelques résultats généraux concernant
les modules de Hilbert et notamment les opérateurs d’un module de Hilbert obtenu par produit
tensoriel interne.

Soient A et B des C*-algébres, F un A-module de Hilbert, F un B-module de Hilbert
et ¢ : A = Kp(F) un *-homomorphisme et F ®g4 F' le produit tensoriel iterne. Si 7" est un
opérateur dans L(E), alors T'® idp définit un opérateur de L(E ®4 F') et on obtient un *-
homomorphisme unital ¢, : L(E) = L(E ®¢ F) qui est injectif si ¢ est injectif. En général,
I'image par ¢, des opérateurs compacts K(FE) n’est pas incluse dans I’ensemble des opérateurs
compacts K(E ®¢ F), cependant, il existe certains cas dans lesquels ce résultat est possible
comme le montre la proposition suivante :

Proposition 2.4.3. [Lan95] Soient A et B des C*-algébres, E un A-module de Hilbert, F' un
B-module de Hilbert et ¢ : A — Kp(F') un *-homomorphisme. On considére [’homomorphisme
¢« 1 L(E) = L(E ®g F). La restriction de ¢, a Ka(E) est a image dans Kg(E ®4 F) et si ¢
est injective (resp. surjective) alors ¢l A(E) est injective (resp. surjective).

Démonstration. [Lan95] Pour tout « dans E, on note L, 'opérateur dans Lg(F, E®¢4F') défini
pour tout y dans F' par L,;(y) = z ®y. Son adjoint L est défini de la maniére suivante : pour
tout u dans E et tout v et y dans F, on a

(Lo(y),u®v) = (z @ y,u®v) = (y, o({z, u))(v))
= (y. Li(u®v))
donc on a Li(u®v) = ¢(<m,u>)(v) On va utiliser ce type d’opérateur pour démontrer le
résultat voulu : pour tout a dans A, tout x, y, u dans E et tout v dans F', on considére tout
d’abord le cas particulier de 'opérateur ¢, (6zq,y) :
D4 (Ozay) (U @ V) = bpay(u) @ v =zaly,u) v
z ® ¢(afy,u)(v)
=2 ® ¢(a)p((y,u)) (v)
= (Lo ¢(a)o L}) (u® )
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et on a ¢y (bpay) = Lz 0 ¢(a) o Ly, or ¢(a) est dans Kp(F) donc ¢ (0za,y) est compact. Pour
obtenir le cas général, il suffit de considérer (a;);c; une approximation de 'unité dans A et
de voir que (0gq,,y)icr converge pour la topologie de la norme vers 6, , dans K4(E) et par
conséquent (¢*(91ai7y))iel converge dans L(E®4 F) vers ¢4 (0,,,) pour la topologie de la norme
et donc pour tout x et y dans E, 'opérateur ¢, (6,,,) est compact et ¢ (ICA(E)) est contenu
dans K(E® F). L'injectivité de ¢, est évidente dés lors que ¢ est injective. Si ¢ est surjective,
alors pour tout z’ et y' dans F, il existe a dans A tel que ¢(a) = 0,7, et on alors, avec les
meémes notations qu’auparavant :

Orw yoy (U@ V) =2 @2 (y@y u@v) =22 (y,o({y,u))(v))
=2 ® 0o,y (8((y, 0) (v)) = 2 ® ¢(a) ($((y, ) (v))
=L,o0 ¢(a) o LZ(U ® ’U) = eza,y(u ® U)

et puisque ¢, est & image fermée, on en déduit que ¢, est surjective. ]

On considére de maniére générale un A-module de Hilbert F qui s’écrit
E=PHy4

ot P est une projection dans M(A)® K (H) telle que g.P est un opérateur dans K(B)® K (H),
pour toute fonction g dans Cy(M). On rappelle que la C*-algébre [Z(B)G est munie d’une
structure de Co(M/G)-algébre et il en va bien sir de méme pour sa sous C*-algebre Kg(B).
Soit ¢ est une fonction dans Cy(M/G), alors par la structure de Co(M /G)-algébre de M (A) =
L(B)Y, alors I'opérateur ¢.P est dans £(B)® @ K (H) et vérifie les deux conditions suivantes :
pour toute fonction g dans Co(M)
g-(.P) e KB) et lim [[(¥.P)] =
zeM/G

Ainsi pour toute fonction ¢ dans Cyo(M/G), on a ©.P est dans Kg(B) @ K(H) c’est-a-dire
dans KC(H 4).

Soit K un sous espace compact dans M /G et on note f une fonction de C.(M/G) telle que
Xk < f < 1. Onnote ¢y : E= PH4 — PHy = E ’homomorphisme induit par la structure
de Co(M/G)-algebre sur A. On montre que 1Py est un opérateur compact sur F : en effet,
Vopérateur ¢y : PH 4 — PH 4 vérifie les égalités suivantes :

@ZJf = ’QZJfP = P’(/JfP c ’C(HA)

car P est une projection. Par conséquent, comme P = P* = P? on a Py;P € PK(H4)P
Dans ce cas, on a alors

PK(HA)P = P{T,,y :nn € Hyet V& € Ha, T,y (&) =n(n, &)} P
= {PTyP 1 € Haet VE € Hy, Ty (§) = (i, )}
= {Tpypy im0 € Haet VE € Hy, TPnPn() Pn(Pn’, &)}

Or Tpy, py(§) = Pn(Pn',§) = Pn(P*Pn',§) = Pn(Pn', P) ce qui permet de considérer &
dans E et non plus dans H 4.

PK(HA)P = {T,, v,/ €EetVE€E, T, (6) = vV, &)}
= K(E)
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on en déduit donc que 'opérateur ¢y = Py P est un opérateur compact sur le A-module de
Hilbert F.

On note Cx(M/G) I'idéal fermé bilatére de Co(M/G) constitué des fonctions continues
de Cy(M/G) et nulle sur le compact K et Ix := Cg(M/G)Kg(B) idéal fermé bilatére de
Ka(B) : on obtient alors la C'(K)-algébre Kq(B)/Ix qui est isomorphe a la C(K)-algébre
C(K) ® K(I*(G)) et un homomorphisme quotient 7x : Kg(B) — Kg(B)/Ix. On note dans
la suite px : Kq(B) — C(K) ® K(1*(G)) obtenu par composition de mx et de 'isomorphisme
Ka(B)/Ix — C(K) ® K(I*(G)). On construit alors un C(K) ® K(I1?(G))-module de Hilbert
noté Ex par produit tensoriel interne

Eg = E®,, (C(K)®K(*Q)))

On a vu que 'homomorphisme ¢ : E — E est dans I’ensemble des opérateurs compacts C(E)
et d’aprés la proposition , Popérateur induit ¢y ® 1 dans L(Ex) est dans 'ensemble des
opérateurs compacts K(Ex). De plus, pour tous e, ¢’ dans E et g,¢' dans C(K) @ K(I*(G)),
on a

(Yr@idle®g),e @4) = (Wrle)®g, ¢ @g') = (g,px (YK (e),¢))d")
= (9, pr(f-(e,;€))g") = (9, pc({e,€))g")
=(e®g,e@¢)

et on en déduit que l'opérateur ¢y ® id de K(Ek) coincide avec I'opérateur identité. Ainsi
I'identité sur Ex est un opérateur compact et on a alors égalité entre les algébres d’opérateurs
IC(EK) et [,(EK)

Les C*-algébres C(K) et C(K) ® K(I2(G)) sont stablement isomorphes donc Morita équi-
valentes et E := C(K) ® *(G) est un C(K) ® K(I*(G))-C(K)-bimodule d’imprimitivité E. On
note E* le module dual de E oa E* = {£* : £ € E} muni des opérations £*+n* = ({+n)*, a.&* =
(@€)* est un C(K)-C(K)®K(I?(G))-bimodule d'imprimitivité avec f€*F = (FEf)* pour tout f
dans C(K) et F dans C(K)®K(I?(G)). De plus 'application £@n* +— (€, N c(K)eK2(c)) induit
un isomorphisme de C'(K)® K (I*(G))-module de Hilbert entre EQc ) E* et C(K) @K (1%(G)).

On note K(E) 'ensemble des opérateurs compacts de Lo ) (E) et ¢ : C(K)QK(1*(G)) — K(E)
le *-isomorphisme associé au bimodule d’imprimitivité. On a le lemme suivant qui dit que ¢y :
On utilise la proposition [2.4.3] pour laquelle les conditions sont réunies ici et on a le corollaire
suivant

Lemme 2.4.4. Pour tout C(K) ® K(I*(G))-module de Hilbert E, lapplication ¢ : L(E) —
L(E @c(k) E) est un isomorphisme de C*-algebre.

Démonstration. Soit E un C(K)®K(I1?(G))-module de Hilbert. Le x-isomorphisme ¢ : C'(K)®
K(*(G)) — K(E) induit un homomorphisme injectif ¢, : L(E) — L(E ®4 E) qui a tout T
de L(F) associe I'opérateur T' ® id. On considére le bimodule dual E*, qui est un C(K)-
C(K) ® K(I*(G))-bimodule d’imprimitivité donc il existe un #-isomorphisme ¢’ : C(K) —
KC(E*). L’homomorphisme L(F ®4 E) = L(E @4 E @4 E*) est injectif. On a vu que

LE®sE®y EY) 2 L(E®, (C(K)®K(I*(G)))) 2 L(E)

On a alors un isomorphisme entre L(E) et L(E @4 E).
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Proposition 2.4.5. Le C(K)-module de Hilbert Ey = Eg ®g¢ E est projectif de type fini.

Démonstration. 11 existe une bijection entre I’ensemble des C'(K)-modules de Hilbert et ’en-
semble des C(K) ® K(I>(G))-modules de Hilbert. On note ¢ : C(K) ® K(1*(G)) — K(E) le
*-isomorphisme associ¢ au C(K) ® K(I?(@))-C(K)-bimodule d’'imprimitivité E.

Soit Ex un C(K) ® K(I*(G))-module de Hilbert et Ex := Ex ®4E le C(K)-module de
de Hilbert associé. D’aprés le lemme ’homomorphisme L(Ex) — L(Ex) qui a tout
opérateur T' de L(FE) associe 'opérateur ¢.(7) = T ® id est un x-isomorphisme. D’aprés la
proposition le *-homomorphisme ¢, : K(E) — K(E) est un x-isomorphisme. Pour Ex le
C(K)® K(I*(G))-module de Hilbert étudié, on a montré que £(E) coincide avec K(FE) par
conséquent en utilisant les isomorphismes suivant obtenus

/:,(EK) = ﬁ(EK), ﬁ(EK) = IC(EK) et ’C(EK> = ’C(EK>

on en déduit que K(FEx) coincide avec L(Ef) et Ef est alors un C(K)-module de Hilbert

projectif de type fini.
O

On rappelle que l'espace M /G est o-compact donc il existe un suite croissante de sous
espaces compacts (K, )nen de M /G tel que pour tout entier n, on a K, est inclus dans Io{n+1.
Pour tout entier n, on note pg, : Kg(B) — C(K,) ® K(I*(G)) le *-homomorphisme définit
auparavant et E, := C(K,) ® ZQ(G) le O(K,) ® K(I*(Q))-C(K,)-bimodule d'imprimitivité.
Ainsi pour le A-module de Hilbert E = PH 4 et pour tout n dans N, on définit un C(K,) ®
K(12(@))-module de Hilbert Eg, et un C(K,)-module de Hilbert Ex, en posant

Eg, =E®,, (C(K,)®K(*G)) et Eg,:=Fk, 4, E,

Pour tout entier n > m, on note oy, @ C(K,) ® K(I? (G)) — O(Ky) ® K(I?(G)) 'homo-
morphisme surjectif de C*-algébres et on a C(K,) ® K(I*(G)) ®a,,.,. C(Km) @ K(I*(G)) est
isomorphe en tant que module de Hilbert & C(K,,) ® K(I1?(G)). On a les égalités suivantes

B, @ (CUEm) @ KIAG)) = (B @y, (CUK) @ KIA(E))) ) @an (CUm) @ K(E(E)))

= B p,0,,id) ((CUE) ®K(H(G)) Ba, (ClKm) @ K((G)))
= E @y, (C(Km) © K(2(G))) = Exc

m

De plus, pour tout couple ~(m,n) dans N? tel que n > m, on a la relation suivante entre le
C(K,)-module de Hilbert Eg, et le C(Ky,)-module de Hilbert Fg,,
By, = B @0, B = (B, @ (CKm) © K(X(G))) ) @45, B

= Bk, @ ((C(Km) @ K(IA(G))) @5, B
= Ex, ®anm Em = Fk, ®ap.m (En R (Km) En) = Er, RC(K ) Em

Remarque 2.4.6. Par le théoréme de Serre-Swan, pour tout entier n, il existe un unique fibré
vectoriel complexe de dimension finie EKn = Ugzexk,, E K,z sur K tel que FE K, soit isomorphe
au module des sections continues de EKn. Pour tout x dans K, la fibre EKmx est définie par
EKn,m = EKn Oevy C.
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Par conséquent, au niveau des fibrés vectoriels on a pour tout x dans K,,,

EKm,x — EKm ®evz C= (EKn ® ]Em) ®evz C
= E~Kn ®evx C= EKn,x

On considére le systéme inductif ((Kn, E K, ) fn,k)n oy indéxé par N, sur la catégorie des
fibrés vectoriels complexes sur les espaces topologiques, par la donnée d’un fibré vectoriel
complexe G-équivariant p, : EKn — K, et de morphismes f, : E'Kn — EKk pour tout
couple (n,k) € N2, avec k > n. Les morphismes de ce systéme inductif sont les morphismes
d’inclusion de fibrés vectoriels.

La limite inductive de ce systéme est obtenue par quotient de ’espace des réunions disjointes
Lnen EKn par la relation d’équivalence donnée par

p > max(n, k)

frp(@) = frp(y)

Le fibré vectoriel complexe défini sur I'espace o-compact M /G peut s’étendre (en respectant
l’action de G sur M) en un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur 1’espace M dont la fibre
en chaque point de M est un espace vectoriel de dimension finie.

(x,n) ~ (y,k) < TIpeN: {

Applications : la construction précédemment réalisée, permettant de construire un fibré
vectoriel G-équivariant sur M a partir de certain type de A-modules de Hilbert, va étre utilisée
pour démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.4.7. Tout élément w dans K Ko(C; A) s’écrit comme un triplet (Hy, H|,Ty) ot
(a) H, et ﬁ{ sont des fibrés vectoriels G-équivariants sur M de dimension finie
(b) T, : H — fNI{ un homomorphisme pour lequel il existe un sous espace G-compact
Y dans M tel que pour tout x dans M 'Y, lapplication T1 . : Hyz — H{x est un
isomorphisme.

Démonstration. En étudiant une classe [(E, F)] de KKo(C, A), on est parvenu & déterminer
un élément de méme classe (voir ) pouvant s’écrire sous la forme

0 Ty
(mem (s )

ou Hj est I'image par la projection P du A-module hilbertien H4 et H/ est 'image par la
projection 1, — ¢ du A-module hilbertien H 4.

La démonstration consiste & utiliser les résultats obtenus précédemment aux A-modules
hilbertiens Hy = PH et H{ = (1, — q)H 4 en prouvant que les projections P et 1, — ¢
vérifient la condition suivante : pour toute fonction g dans Cy(M), les opérateurs g.P et
9-(1g, — q) sont dans KC(B) @ K(H).

La projection P étant une projection de I'approximation de l'unité (P,),en alors elle vérifie
(par définition) cette condition.
La projection 1y, — g peut s’écrire

lg,—q=1g, —T(lg, — P)T" =1y, —TT*)+ TP, T"

Par définition de I'élément (£, F'), I'opérateur 15, — TT* est dans K(H 4) et comme P, vé-
rifie cette condition, alors, pour toute fonction g dans Cy(M), V'opérateur fTP,T* est dans
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K(B)® K(H)

On associe & chacun d’eux un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur M, respectivement
notés Hy et Hj. Pour chaque point x dans M, les fibres (de dimension finie) respectives sont
Hl,a: = Qey, C et H{,x = Qey, C.

De plus il existe un sous espace compact K dans M (dont le saturé est noté GK) vérifiant
pour tout z dans M ~ GK

0 T
2 _ 1,z
Fr, =1, avec E@‘(ﬂ@ 0)

On en déduit que, pour tout = dans M \ GK, on a 17, Ty, = 1et T} 77, = 1. On pose
Tl = (lex)me M et Tf = (sz)xe u familles d’opérateurs définis (en prenant pour chaque z de
M un entier n suffisamment grand) par

Tl,x - ((T]. ®pKn 7’d) ®¢n Zd) ®e'U:c 1(C : I;[LI — ﬁi,]}
Tl*,x = ((Tl* ®PKn Zd) ®¢n Zd) Revy 1c : ﬁ{,x — ‘FILI

On obtient alors deux homomorphismes entre les G-fibrés vectoriels complexes H; et H
vérifiant pour tout x dans M \ GK :
Tf,xfl,m =1

o
m, et T =1l

Ainsi tout élément w dans K Ko(C;.A) s’écrit comme un triplet (Hy, H},T1) on
(a) Hiet H 1 sont des fibrés vectoriels G-équivariants sur M dont les fibres sont de dimension
finie
(b) T« H — f[{ un homomorphisme de fibrés vectoriels G-équivariants pour lequel il

existe un sous espace G-compact Y dans M tel que pour tout x dans M \ Y, 'application
Tip:Hiz— H{x est un isomorphisme.

L]
On peut alors démontrer le théoréme [2.4.1] :

Démonstration. (Théoréme ) D’aprés lisomorphisme de Green-Julg généralisé au cas
des actions propres, on a un isomorphisme de groupe entre K%(M) et Ko (CO(M ) X G). On a
montré dans le lemme que pour toute classe w dans KKy ((C, Co(M) % G), il existe un
triplet (E1, Eo, F') o, pour i = 1,2, F; est un fibré vectoriel complexe G-équivariant dont les
fibres sur M sont de dimension finie et F' : F; — FE5 un morphisme G-équivariant de fibré
vectoriel complexe G-équivariant pour lequel il existe un sous espace G-compact Y dans M
tel que F), est un isomorphisme pour tout z dans M N\ Y. On a ainsi montré que K%(M) peut
étre complétement décrit a l'aide de classes d’équivalence de K-cocycles (E1, Fa,t) dont les
fibrés G-hilbertiens E7 et E5 sont des fibrés vectoriels complexes G-équivariants dont les fibres
sont de dimension finie sur M.

O



Chapitre 3

Exactitude de la C*-algébre réduite
d’un groupoide étale

Les premiéres notions de moyennabilité d’'un groupe apparaissent en 1929 dans l'article
[INeu29| de Von Neumann. Un groupe est dit moyennable si ’ensemble de ses parties admet
une mesure finie qui est finiment additive et invariante par translation. Il existe de nombreuses
définitions de la moyennabilité pour les groupes localement compacts en termes de moyennes
invariantes sur certains espaces, en termes de point fixes, en termes de représentations, en
termes de suite de Fglner etc....On trouve de nombreuses références littéraires sur la moyen-
nabilité des groupes parmi lesquels [Pie84], [Pat88], [Run02], [BAIHVO08] ou encore [ADROO]
pour la généralisation de la moyennabilité au cas des groupoides. On utilise la définition de
moyennabilité d’'un groupe localement compact en termes de moyenne invariante : pour tout
groupe G localement compact, on appelle moyenne sur G une forme linéaire m : L>*°(G) — R
positive, c’est-a-dire vérifiant m(f) > 0 si f > 0 et de norme un.

Définition 3.0.8. Un groupe G localement compact est moyennable s’il existe une moyenne
sur G, notée m : L°(G) — R, invariante & gauche c’est-a-dire vérifiant pour tout g dans G
et toute fonction f dans L>®(G), on a m(g.f) = m(f) et telle que m(lLoo(G)) =1.

De nombreux travaux sur les groupes portent sur la relation entre la moyennabilité d’'un
groupe localement compact G et la nucléarité des C*-algébres pleine C*(G) et réduite C(G)
associées au groupe G. On rappelle quune C*-algébre A est nucléaire si pour toute C*-algébre
B, on a l'identification A ®min B = A ®max B. Dans le cas d’un groupe discret GG, Lance prouve
dans [Lan73| I’équivalence entre la moyennabilité de G et la nucléarité de C)(G).

Dans [Eff75], 'auteur donne une définition plus faible de la moyennabilité pour un groupe
localement compact et appelée moyennabilité intérieure : on donne la définition de moyenna-
bilité intérieure des articles [BAIH86], [Pat88], [LP9I1] ou encore [Sta06] qui differe de celle de
[Ef75]

Définition 3.0.9. Un groupe localement compact G est dit intérieurement moyennable s’il
existe une moyenne m : L®(G) — R sur G qui soit invariante par automorphismes inté-
rieurs, c’est-a-dire telle que pour tout g dans G et tout f dans L*°(QG), la moyenne m vérifie

m(gfg~t) = m(f).

Lau et Paterson prouvent dans [LP91] que tout groupe G localement compact et intérieu-
rement moyennable, tel que la C*-algébre C}(G) est nucléaire, est alors un groupe moyennable.

93
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Dans larticle [AD02], 'auteur étudie le cas de groupe de transformation (X, G) ¢’est-a-dire
le cas d’un espace localement compact muni d’une action d’un groupe localement compact. Un
des objectifs principaux de I'article [AD02] est la généralisation du résultat de Lau et Paterson
énoncé auparavant au cas des groupes de transformation. Pour un groupe de transformation
(X, @), la notion de moyennabilité utilisée est celle de moyennabilité (topologique) du grou-
poide X x G : Anantharaman-Delaroche donne la définition de moyennabilité du groupe de
transformation (X,G) en termes de moyenne continue invariante approchée de la maniére
suivante

Définition 3.0.10. [AD02] On dit que le groupe de transformation (X, G) est moyennable s’il
existe une suite (m;)ier d’applications continues x — m7 de X dans l'espace Prob(G) telles
que
lim||s.m; —m;*||1=0
1

uniformément sur tout sous espace compact de X x G. Une telle suite (m;);cr est appelée
moyenne continue invariante approchée.

Anantharaman-Delaroche adapte la proposition [I.1.42] au cas des groupes de transforma-
tion pour obtenir une caractérisation de la moyennabilité en termes de suite de fonctions. La
notion de groupe intérieurement moyennable n’admet & priori pas de généralisation pour les
groupes de transformation. Anantharaman-Delaroche remplace cette condition par une notion
plus faible qui est la propriété (W) pour un groupe de transformation (X, G) exprimée a 'aide
de fonctions de type positif sur le G x G-espace X x X :

Définition 3.0.11. Soient G un groupe localement compact et séparé et X un G-espace lo-
calement compact et séparé. Le groupe de transformation (X,G) a la propriété (W) si pour
tout sous espace compact K de X x G et pour tout réel € strictement positif, il existe une
fonction h continue, bornée de type positif, a support m-propre sur (X x G) x (X x G) telle
que |h(z,t,x,t) — 1|< &, pour tout (x,t) dans K.

Tout groupe de transformation (X, G) moyennable posséde la propriété (W). On dit qu’un
groupe posséde la propriété (W) si le groupe de transformation ({.},G) posséde la propriété
(W), ou le groupe G agit trivialement sur l’espace {p} constitué d’un seul point. Dans ce cas, il
s’agit d’une notion plus faible que la moyennabilité intérieure d’un groupe localement compact.
On montre assez facilement que tout groupe discret posséde la propriété (W) ou encore que si
un groupe G posséde la propriété (W), alors tout groupe de transformation (X, G) posséde ausi
la propriété (W). Anantharaman-Delaroche prouve le théoréme suivant qui généralise celui de
Lau et Paterson |[LP9]]

Théoréme 3.0.12. [AD02] Soit (X,G) un groupe de transformation avec X un G-espace
localement compact et G un groupe localement compact et séparé. Les assertions suivantes
sont équivalentes

(a) (X,G) est moyennable

(b) C(X x G) est nucléaire et (X,G) a la propriété (W).

Comme les groupes discrets possédent la propriété (W), on retrouve 1’équivalence entre
la moyennabilité¢ du groupe G et la nucléarité¢ de C(G) démontré dans [Lan73]. De méme,
dans le cas d’un groupe de transformation (X,G) avec G un groupe discret, le théoréme
de Anantharaman-Delaroche prouve qu’il y a équivalence entre la moyennabilité du groupe
de transformation (X, G) et la nucléarité de C)(X x G). Le cas des groupes discrets attire
I’attention notamment pour les liens avec la conjecture de Novikov qui est le sujet de nombreux
travaux comme [Hig00], [Yu00] ou [HRO0]. Dans ces articles, une propriété importante pour
un groupe discret est la moyennabilité & I'infini :
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Définition 3.0.13. Un groupe localement compact G est moyennable a l'infini s’il existe un
G-espace compact X pour lequel le groupe de transformation est moyennable.

Pour les groupes discrets on a une caractérisation des groupes moyennables & I'infini. On
note SG le compactifié de Stone-Céch de G, qui coincide avec le spectre de Cy(G), algébre
des fonctions continues et bornées sur G. Dans l'article [Oza00], 'auteur prouve le théoréme
suivant

Théoréme 3.0.14 (|0za00]). Soit G un groupe discret. Le groupe G est exact si et seulement
si le groupe G agit moyennablement sur l’espace SG.

Pour démontrer ce théoréme, Ozawa utilise un résultat de [HR00] qui dit que l'action d’un
groupe discret G par translation & gauche sur son compactifié de Stone-Céch est moyennable
si et seulement si la C*-algébre de Roe est nucléaire. La C*-algébre C(G) étant une sous
C*-algebre de la C*-algebre de Roe, alors C}(G) est exacte. Ozawa prouve alors la réciproque
du résultat de [HR00|] de Higson et Roe et montre que pour tout groupe G discret dont la
C*-algebre C}(Q) est exacte, la C*-algébre de Roe du groupe est nucléaire.

Dans le chapitre 7 de l'article [AD02] , Anantharaman-Delaroche étudie la moyennabilité
a l'infini des groupes localement compacts. L’auteur définit pour tout groupe G localement
compact, un G-espace compact, noté %G, comme le spectre d’une algébre et qui coincide
dans le cas d’un groupe discret avec le compactifié de Stone-Céch SG. Elle prouve dans la
proposition 3.4, que pour tout groupe localement compact G, la moyennabilité & I'infinie de G
équivaut a la moyennabilité du groupe de transformation ("G, G). Elle démontre le théoréme
suivant

Théoréme 3.0.15 (JAD02]). Soit G un groupe localement compact. On considére les assertions
sutvantes :

(1) le groupe G est moyennable a l'infini
(2) le groupe G est exact

(3) Pour toute G-C*-algébre exacte B, la C*-algébre de produit croisé réduit C)(G,B) est
une C*-algébre exacte.

(4) la C*-algebre C)(G) est exacte

Alors (1) = (2) = (3) = (4). Si le groupe G posséde la propriété (W), alors (4) = (1) et les
assertions sont toutes équivalentes.

Le travail qui suit consiste en I’étude des groupoides étales localement compacts o-compacts
et séparés qui généralisent les groupes discrets, les groupes de transformations (X, G) avec G
un groupe discret et X un G-espace localement compact o-compact et séparé ou encore qui
apparaissent dans 1’étude des groupoides d’holonomie de feuilletages. On s’intéresse princi-
palement & des propriétés de moyennabilité; la moyennabilité dans le cadre des groupoides
localement compacts et séparés joue un réle dans la théorie des algébres d’opérateurs : on a
vu auparavant les liens entre I'existence d’'une action moyennable d’un groupe G localement
compact sur un espace compact et 'exactitude de sa C*-algébre réduite.

On verra notamment les relations entre des propriétés de moyennabilité du groupoide, des
propriétés d’exactitude du groupoide et d’exactitude de la C*-algébre réduite du groupoide.

e La définition [3.1.2] donne une version de la moyennabilité a I'infini dans le cas des grou-

poides étales localement compacts et séparés.
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e L’espace fx§ est défini comme le spectre d’une certaine G-algébre, notée C(G) (défini-
tion dans la section ) et dans le cas oit G est un groupe discret, ’espace SxG est
exactement le compactifié de Stone-Cech 5G.

e Un groupoide étale localement compact G est dit exact si le foncteur
dans la catégorie des G-algébres et des G-homomorphismes.

Les résultats que nous obtenons pour les groupoides étales localement compact peuvent

étre schématisés par le diagramme suivant :

"%,G" est exact

G moyennable a l'infini

ﬂ

BxG x G moyennable =—————= G exact

ﬂ

C}(G) exact
+(Cond

L’implication "C}(G) exact = (8xG,G) moyennable " n’a été obtenue dans notre cas qu’en
imposant certaines conditions sur le groupoide G = X : la premiére est une version pour les
groupoides de la Propriété (W) introduite dans [Anan|. La seconde intervient dans I’étude de
la C*-algébre C(G) a laquelle on associe un champ de C*-algébres sur X que l'on supposera
continu. Dans toute la section on considére G = X un groupoide étale localement compact et
séparé. On utilise les notions de Cp(X)-algebres, de champ (semi-)continu (supérieurement)
de C*-algébres dont quelques rappels sont donnés dans la premiére partie de ce manuscrit.

3.1 Espace universel et groupoide moyennable

Soit G = X un groupoide étale localement compact et séparé tel que ’espace des unités X
est o-compact. Le résultat principal de cette section est la démonstration du théoréme [3.1.31
que 'on donne ci-dessous :

Théoréme 1. Soit G un groupoide étale d’espace des unités X. On considére les assertions
sutvantes :

(1) le groupoide G est moyennable a l'infini
(2) le groupoide G agit moyennablement sur ’espace BxG
(3) le groupoide G est exact
(4) la C*-algebre C}(G) est exacte
Alors on a (1) = (2) = (3) = (4)

Les parties a ont pour objectif d’obtenir un résultat analogue a la proposition
dans le cas de groupoides étales localement compacts et séparés. Pour cela on doit
définir une version de la moyennabilité & I'infini pour les groupoides ainsi qu'un espace SxG
muni d’une action continue du groupoide G qui joue le role du compactifié de Stone-Cech dans
le cas des groupes discrets. On obtient alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit G un groupoide étale localement compact et X [’espace localement com-
pact des unités du groupoide G. Si le groupoide G est moyennable a linfini, alors le groupoide
BxG % G est moyennable.

On donne tout d’abord une définition de la moyennabilité infinie pour les groupoides :
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Définition 3.1.2. Soit G un groupoide étale localement compact et X [’espace des unités
(localement compact) du groupoide G. Le groupoide est dit moyennable a l'infini s’il existe un
G-espace localement compact et séparé Y, pour lequel l'application m :' Y — X est continue,
surjective, ouverte et propre, et tel que le groupoide Y X G est moyennable.

Pour démontrer le théoréme [3.1.1], on raisonne de la maniére suivante :

1) il s’agit tout d’abord de définir 'espace SxG comme étant le spectre d’'une C*-algébre
commutative qui sera notée C3(G)

2) on munit l’espace topologique BxG d’une action continue du groupoide G et on prouve
que Bx G vérifie une propriété universelle

3) al’aide de la propriété universelle de SxG et des propriétés des groupoides moyennables,
on démontre de théoréme B.1.1].

La partie de cette section est constituée de quelques résultats généraux sur les C*-
algébres qui nous seront utiles dans la suite.

La partie de cette section consiste a définir la C*-algébre commutative C§(G) : il
s’agit d’une sous-C*-algébre de la C*-algébre commutative des fonctions & valeurs complexes,
continues et bornées sur G. On peut alors définir une structure de Cp(X)-algebre sur C§(G)
et la munir d’une action continue du groupoide G. On obtient ainsi un systéme dynamique de

groupoide (C§(G),G, ).

La partie porte sur I'étude de I'espace SxG qui est défini comme le spectre de C§(G).
Le fait que C§(G) soit une G-algébre commutative induit une action continue de G sur 'espace
localement compact et séparé BxG. On termine cette partie en prouvant que ’espace BxG
vérifie la propriété universelle suivante : soit Z un G-espace localement compact et séparé tel
que Z — X est continue, surjective, propre et admet une section continue (non nécessairement
équivariante), alors il existe une application 0 : BxG — Z continue, G-équivariante et propre.

La propriété universelle vérifiée par BxG est le résultat essentiel qui nous permet de dé-
montrer le théoréme [3.1.1]: en effet, si G est moyennable a U'infini, alors il existe un G-espace Y
localement compact et séparé tel que 'application Y — X est continue, surjective, ouverte et
propre et sur lequel ’action de G est moyennable. On ne peut appliquer dans ce cas la propriété
universelle car la condition d’existence d’une section de ¥ — X n’est pas (nécessairement)
vérifiee. C’est 'objet des parties [3.1.4] et [3.1.5] qui consiste a définir un G-espace localement
compact et séparé M obtenu en considérant un sous espace des mesures de probabilité de Y.
On s’emploie alors a démontrer 'existence d’une section continue pour 'application M — X
et prouver ainsi que l'espace M satisfait les conditions de la propriété universelle de SxG : on
a alors une application  : 8xG — M continue, G-équivariante et propre.

Dans la partie [3.1.6] , on prouve que laction de G sur M est moyennable et on montre
comment on peut "tiré en arriére" le caractére moyennable de M x G sur 8xG x G par le biais
de I'application 0 : BxG — M.

3.1.1 Quelques propriétés des C*-algébres commutatives

On démontre ici quelques résultats généraux dans le cadre des C*-algébres commutatives,
qui seront utilisés dans cette section.

Définition 3.1.3. Soit i : Co(X) — Co(Y) un homomorphisme de C*-algébres; on dit que i
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est non dégénéré si pour toute approximation de l'unité, (ex)aea, de Co(X), la suite généralisée
(i(e,\))/\eA est une approrimation de l'unité de Cop(Y).

Proposition 3.1.4. Si un homomorphisme i : Co(X) — Co(Y) de C*-algebres est non dégé-
néré, alors il existe une application i* :' Y — X, induite par 1.

Démonstration. On considére x un caractére, non nul, de Cp(Y) c’est-a-dire un homomor-
phisme non nul y : Cy(Y) — C. Il existe alors un unique y € Y tel que pour toute fonction
f dans Co(Y), on a x(f) = f(y). On pose x’ := x o i. C’est un homomorphisme (car compo-
sition d’homomorphismes) de Cy(X) dans C, qui est non nul; en effet, supposons que ' est
I’homomorphisme nul. On considére (ey)yep une approximation de 1'unité de Cy(X). Comme
I'homomorphisme i : Cp(X) — Cp(Y) est non dégénéré, la suite (i(e/\))AeA est une approxi-
mation de I'unité de Cy(Y), donc on a

Jim x(iex)) = lim i(ex)(y) =1

Or on a supposé X' = x o4, d’ou x(i(ex)) = x'(ex) = 0, pour tout A\ dans A. On obtient une
contradiction. Donc ’homomorphisme x’ : Cy(X) — C est non nul. Il existe alors un unique
x dans X vérifiant pour toute fonction g de Cy(X), I'égalité x'(g) = g(x).
Ainsi, par 'homomorphisme i : Cy(X) — Cp(Y), non dégénéré, a tout y dans Y, on peut
associer un unique élément x de X. On a donc une application ¢* : Y — X, induite par i.

O

Proposition 3.1.5. Soit i : Co(X) — Co(Y) un homomorphisme de C*-algébres et i* : Y —
X Dapplication induite par i. Si i est injectif et non dégénéré, alors Uapplication i* : Y — X
est continue, surjective et propre.

Démonstration. Pour montrer que 'application est continue, on considére U un ouvert de X.
On pose V = (i*)~}(U) I'image réciproque de U par I'application i*. Soit o un élément de V'
et £9 = i*(yp). On considére une fonction f dans Cy(X), a valeurs réelles positives et a support
compact dans U telle que f(z¢) = 1. On a alors une fonction i(f) dans Cy(Y), a valeurs réelles
positives et & support dans V. Soit € > 0, le sous espace U. :={zr € X /1 —¢ < f(z)} est un
sous espace ouvert dans U contenant xo. On a alors (i*) "} (U.) ={y €V / 1 —¢e <i(f)(y)},
qui est un ouvert dans V' contenant yq. Ainsi V' est un ouvert de Y et application i* : ¥ — X
est continue.

Pour montrer que I'application i* : Y — X est propre, on considére KX C X un sous espace
compact et on montre que (i*) (K est compact dans Y. On considére f une fonction dans
Co(X) telle que f(x) = 1, pour tout = dans K. L’application i(f) est alors dans Cy(Y") et on
a, par définition, i(f)(y) = 1 pour tout y dans (i*) "1 (K).

De plus, i(f) est dans Co(Y), alors il existe K un sous espace compact de Y tel que pour
tout y dans Y \ K, on a |f(y)|< 1; le sous espace (i*) "' (K) est fermé par continuité de i* et
contenu dans le compact K, donc (i*)'(K) est compact. L’application i* : ¥ — X est donc

propre.

Pour montrer que 'application ¢* est surjective, on prouve tout d’abord que son image
Im(i*) est dense dans X. Soit U un ouvert non vide de X. Montrons qu’il existe = dans
UNIm(i*); en effet, si Im(i*) N U = @, alors toute fonction f de Cp(X), non nulle, et a
support compact dans U a pour image par ¢ la fonction nulle sur Y ; or ceci est en contradiction
avec l'injectivité de i : Cp(X) — Cp(Y). Ainsi pour tout ouvert U de X, il existe un élément z
qui soit dans I'image I'm(i*). Donc i* est & image dense dans X . L’application ¢* étant propre,
son image Im(i*) est fermée. L'image de i* étant fermée et dense, alors Iapplication i* est
surjective. O
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3.1.2 §G-algébre

Dans cette section, on considére G = X un groupoide étale localement compact et séparé.
On suppose que l'espace des unités X est o-compact. On note r : G — X et s: G - X
les applications but et source. On note Cy(G) 'algébre de Banach des fonctions continues et
bornées sur G, ou l'involution et la multiplication sont définies de la maniére suivante :

Ff) = f(v) et fg(y):=f(r)g()

pour toutes fonctions f et g dans Cp(G) et tout v dans G. On note ||.||~ la norme supérieure,
définie, pour tout f dans Cy(G), par || f|leo:= sup,eg|f(7)]. Munie de cette norme, 'algebre
Cy(G) est une C*-algébre.

Dans la définition qui suit, on introduit un sous ensemble de C4(G) que I'on note C§(G) et
on montre que c’est une sous-C*-algébre de Cy(G). L’objectif dans cette partie est de munir
la C*-algébre C§(G) d'une action continue du groupoide G. Pour cela, on définit tout d’abord
une approximation de l'unité (e,)nen de la C*-algébre Cy(X) en utilisant la o-compacité de
X. A Taide de l’application source s : G — X, on construit ensuite un *-homomorphisme
s*: Co(X) — Z(M(C§)) et on se sert de 'approximation de 1'unité (e, )nen pour montrer
que s* est non-dégénérée et donc que C§(G) est une Cy(X)-algeébre. Pour finir, on définit une
action continue du groupoide G sur la Cp(X)-algebre C§(G) en utilisant les propriétés daes au
caractére étale du groupoide G.

Définition 3.1.6. On note C§(G) le sous ensemble de Cy(G) formé des fonctions f continues
et bornées telles que pour tout réel € strictement positif, il existe un sous espace compact K,
de X tel que pour tout vy dans G, tel que s(vy) est dans X \ K¢, on a |f(7)|< e.

Proposition 3.1.7. C§(G) est une sous C*-algébre de Cy(G).

Démonstration. 11 est clair que C§(G) est un sous espace vectoriel de Cy(G) stable par I'in-
volution. Pour toute fonction f (respectivement g) de C§(G) et pour tout réel e strictement
positif, il existe un sous espace compact K. (respectivement K!) de X tel que pour tout =
dans G tel que s(7y) est dans X \ K (respectivement X \ K) on a |f(y)|< /€ (respectivement
lg(7)|< v/€). Ainsi pour tout v de G tel que s(v) est dans X ~\ (K. U K.), on a |f.g(7)|< € et
C§(G) est stable par le produit.

On considére (fy)nen une suite de fonctions de C§(G) qui converge vers une fonction f de
Cy(G). Soit e un réel strictement positif : il existe un entier ny tel que, pour tout n > ny,
on a ||f — fullco< €/2. De plus il existe un entier ng, tel que pour tout entier p,q > ng, on a
|l fp — fqlloo< €/2 et il existe donc un compact K. dans X tel que pour tout v dans G pour
lequel s(7y) est dans X \ K¢, on a |fy(7)|< €/2, pour tout p > ny. On a alors pour tout réel e
strictement positif, il existe un entier n = max{ni,n2} et un compact K. de X tel que pour
tout v de G avec s(v) dans X \ K., on a

FNI= () = fo() + LIS TF () = foWIHI ()] < e

pour p > n. L’algébre C§(G) est fermée pour la norme ||.||s et est une sous C*-algébre de
Cy(G).
O

Remarque 3.1.8. A partir de maintenant, on écrit Cj pour la C*-algebre C§(G), ceci afin de
simplifier les notations.
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On construit tout d’abord une approximation de 'unité pour la C*-algébre Cp(X). L'es-
pace X étant considéré o-compact, on choisit (K, ),en, une suite croissante de sous espaces
compacts de X, tels que K, C f(nﬂ. On considére (ey,)nen une suite de fonctions continues a
support compact dans X telles que pour tout n € N

en(@) = 1 size K,
L0 siz é Ky

(eén)nen est une approximation de l'unité de Cy(X), puisque chaque fonction e,, est positive
et dans la boule unité de Cy(X); de plus la suite (e,)nen est croissante et on a, pour toute
fonction f de Cp(X),

Tim | = feall = 0

On utilise 'approximation de 1'unité (e, )nen construite auparavant, pour définir une struc-
ture de Cp(X)-algebre sur Cj. Pour cela, on considére une fonction f de Cy(X) et on pose
s*(f) la fonction sur G définie, pour tout v dans G, par s*(f)(v) := f(s(y)). La fonction s*(f)
est clairement continue et bornée. Pour tout réel € strictement positif, il existe K. sous espace
compact de X tel que pour tout x dans X \ K, on a | f(z)|< e. Ainsi pour tout v dans G pour
lequel s(7y) est dans X ~\ K., on a |s*(f)(7)|= |f(s(7))|< e. La fonction s*(f) est donc dans
la C*-algebre C§. On obtient une application s* : Co(X) — C§ dont il est facile de prouver
qu’elle est un homomorphisme de C*-algébres.

Proposition 3.1.9. L’homomorphisme s* : Co(X) — C§ est injectif et non-dégénéreé.

Démonstration. On sait que s* : Cp(X) — C§ est un homomorphisme de C*-algébres.
On considére f une fonction de Cy(X) vérifiant s*(f) = 0, alors pour tout v € G, on a
s*(f)(v) =0= f(s(v)). Or pour tout = dans X, on a u(z) € G, et

f(x) = f(s(u(@))) = 5" () (u(z)) = 0

La fonction f est nulle sur X. Ainsi s* est injectif.

Pour prouver que I'homomorphisme s* : Cp(X) — Cj est non-dégénéré, il suffit de montrer
que la suite (s*(ep))nen est une approximation de 'unité de C§. Chaque fonction s*(e),) est
positive et se trouve dans la boule unité de Cf, car s* est un homomorphisme injectif donc
une application positive et isométrique. De plus, la suite (s*(e,))nen est croissante.

Soit f une fonction de Cf alors pour tout € > 0, il existe n’ dans N tel que pour tout n > n'
et pour tout y hors de Gk, , on a |f(y)|< €. On a donc pour tout n > n’ et tout v dans G,

[F (V) = FMO(en) (W] = [F(7) = F(Venls(7))]

=f() = f()
=0

et pour tout n > n' et tout vy en dehors de G, , on a

1£(7) = F()s™ (en) (M) = 1£(v) = F(V)en(s(1)]
<IN = en(s(7))]

<e€

Ainsi pour toute fonction f dans Cj et pour tout réel € strictement positif, il existe un entier
n’ tel que pour tout n > n’ et tout pour tout v de G, on a

1f(y) = f(y)s™(en)(V)|< €
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c’est-a-dire que pour toute fonction f de Cg, on a
lim [|f — fs*(en)[=0
n—oo

Donc (s*(en))nen est une approximation de I'unité dans C§. L’homomorphisme s* est donc
non-dégénéré.

O

Remarque 3.1.10. C§ étant une C*-algébre commutative, on a une injection de Cf dans
Z(M(CY)) , le centre de I'algebre des multiplicateurs.

Proposition 3.1.11. La C*-algébre commutative C§ est munie d’une structure de Cp(X)-
algebre par Uhomomorphisme s* : Co(X) — Z(M(C})).

Démonstration. Comme Cj s’injecte dans le centre Z (M (Cg)) de T'algébre des multiplica-
teurs de Cf, alors s* définit un homomorphisme de Cp(X) dans Z (M (Cg)) De plus, 'image
(s*(en))nen de I'approximation de I'unité (e, )nen de Co(X) étant une approximation de 'unité
de C§, on a alors s*(Cp(X))C§ est dense dans Cfj; donc Cf est une Cp(X)-algébre par 'ho-
momorphisme s*.

O]

On construit ci-dessous un systéme dynamique de groupoide (Cf§, G, «) : pour cela, le ca-
ractére étale du groupoide nous permet de définir une action o du groupoide G sur la Cy(X)-
algebre Cj et on prouve que cette action est continue. On rappelle quelques notations concer-
nant les Cp(X)-algebres que I'on utilise ici : pour tout « dans X, on note I, := s*(Cy(X))C§
idéal fermé de C§ et C§(z) := C§ /1, la fibre de C§ sur . Pour tout x dans X et toute fonction
f de C§, on notera f(x) I'image de f dans la fibre C§(z).

On définit une action du groupoide G sur la Cy(X)-algébre Cf c’est-a-dire qu’on construit
une famille (a,)yeg telle que pour tout v dans G, 'application

ay 1 G5 (s(7) = G (r(7))

est un isomorphisme vérifiant, pour tout (v,7) dans G2 Iégalité o, = a0 o).

Soit v un élément de G et U, un voisinage ouvert (que 'on peut supposer relativement
compact) de v dans G tel que les restrictions des applications but et source a U, sont des
homéomorphismes sur leur image respective 7(U) et s(Uy). On note x = s(v) et y = r(7)
dans X et on pose p, : s(Uy) = Uy et py : 7(Uy) = U, les homéomorphismes réciproques
des restrictions sur U, respectivement des applications source et but. Il existe alors un homéo-
morphisme R, : r(U,) — s(U,) défini, pour tout z dans r(Us), par R,(z) := s(py(2)). On
considére K, un voisinage compact de x dans s(Uy) et ¢, une fonction continue et a support
dans s(U,) vérifiant xr, < ¢, < 1.

Soit f une fonction de C§ et f(x) son image dans la fibre C§(x). On a alors égalité dans
la C*-algébre Cj(x) des éléments f(z) et (s*(pz)f) ()
Pour tout 7 dans G,y ), on pose

F) = (5"(9a) f) (n-py(s(n))) (3.1)

qui définit une fonction continue sur G, (g ) et pour tout 1 tel que s(n) est en dehors de 'ouvert
r(Uy) relativement compact, on a f(n) = 0. Ainsi f est dans la Co(X)-algebre C§.
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Pour toute fonction f dans C, on pose o, ( f (x)) =7 (y). On montre aisément que pour toute
fonction f dans C§ et toute paire (y,n) dans G®?, on a l'égalité

ayp(f) = ay (O‘n(f))

On a ainsi défini une action du groupoide G sur la Cy(X)-algebre C§.

Remarque 3.1.12. Sur la Cy(X)-algébre Cy(G), il existe une action continue du groupoide G,
notée a, ot pour tout v dans G, on a

ay : Co(9)(s(7)) = Co(Gs(y)) — Co(9)(r(7)) = Co(Gr(y))

définie pour toute fonction f dans Co(Gy(-)) par ay(f)(n) = f(n.y), pour tout n dans G, ).
On voit alors que la restriction de I'action «, définie ci-dessus, a la sous Cy(X)-algebre Cp(G)
coincide avec I'action continue a de G sur Cy(G).

Pour montrer que I'action de G sur C est continue, on se place dans le contexte du champ
continu de C*-algebres Cj associé¢ a Cj et on montre que I"application

C5xG — C

définie par l'action de G sur 'espace topologique Cj est continue. On utilise la proposition
rappelée dans les préliminaires.

On considére une suite (a;,7;)icr dans C§*, s G convergeant vers un élément (a,v) de C§*, 5 G.
Pour tout ¢ dans I, on note x; := p(a;) = s(;) et  := p(a) = s(y). Pour tout ¢ dans I, il
existe une fonction f; dans Cf telle que fi(x;) = a; et il existe une fonction f dans Cj telle
que f(z) = a. On considére U un voisinage ouvert de v dans G homéomorphe a V' := s(U),
voisinage ouvert de x et on peut supposer qu’il existe un compact K, d’intérieur non vide et
inclus dans V. On note ¢, : V — R telle que x g, < ¢, < 1. Il existe i’ dans I tel que pour tout
i > 1, Pélément x; est dans Kx Quitte & utiliser la fonction ¢,, on peut supposer alors qu’il
existe que pour tout i > ¢, le support de f; est inclus dans s~1(V). Suivant la construction
on obtient des fonctions f; et f dans Cg telles que, pour tout i > ', on a f;(r(yi)) = vy (a;)
et f(r(y)) = ay(a). Pour tout 4 > i, on note u; = f(r(v;)) et la suite (u;);>y converge vers
ay(a) = f(r(v)) dans C§. Soit un réel  strictement positif, il existe 7. dans I, tel que pour
tout 4 > max{i’, i}, on a || f;(r(7:)) — F(r(v))||< £/2 et alors a.,(a;) — f(r(v;)) converge vers
0,(y) dans C§. On a alors

ay,(ai) = (o (ai) — i) + g 0r(y) + y(a)

L’action du groupoide G sur la Cy(X)-algebre Cf est continue et on a un systéme dynamique

(€5, G, ).

3.1.3 Espace (xG et propriété universelle

Dans cette partie, on utilise la G-algébre commutative C§ construite auparavant pour
définir 'espace topologique BxG. Une fois 'espace SxG défini, on montre qu’il est localement
compact et séparé et muni d’une action continue du groupoide G.

Enfin on prouve que le G-espace Bx G vérifie une propriété universelle.

Définition 3.1.13. On définit ’espace topologique BxG comme le spectre de la C*-algébre
commutative C§.
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Remarque 3.1.14. La C*-algébre Cy(G) étant un idéal (bilatére) fermé de la C*-algébre Cf,

—

I'espace G = Cp(G) est un sous espace ouvert de SxG. Par la transformée de Gelfand, il existe
isomorphisme *-isométrique de C*-algebres entre C§ et Co(SxG) et on a alors un homomor-

phisme s* : Cyp(X) — Co(SxG). On note

— —

5:BxG = Co(Bx9) Co(X)=X

I’application induite par 'homomorphisme s*. L’application § restreinte a 'ouvert G coincide
avec 'application source du groupoide s : G — X.

Proposition 3.1.15. L’application § : fxG — X induite par ’homomorphisme s* : Co(X) —
Co(BxG) est continue, propre et surjective.

Démonstration. D’aprés la proposition , on sait que 'homomorphisme s* : Cy(X) —
C§ est injectif et non-dégénéré et d’aprés la remarque C§ est isomorphe & Cp(8xG).
L’homomorphisme de C*-algebres s* : Co(X) — Co(BxG) est injectif et non dégénéré. En
appliquant la proposition [3.1.5], I'application § : SxG — X est continue, propre et surjective.

[

Proposition 3.1.16. L’espace topologique BxG est localement compact et muni d’une action
continue du groupoide G.

Démonstration. L’espace topologique Sx G étant défini comme le spectre de la C*-algebre Cf,
il est donc localement compact.

On a montré auparavant I’existence d’une application s : BxG — X continue, propre, surjective
et ouverte. On pose alors

BxG# G = | | Cy(@) % G := {(x,v)é u@xgzé(x)zr(w}

reX zeX

Pour (x,7) dans BxG *, G, la relation §(x) = r(v) implique que x est dans Cm)).
On pose ¢ : fxG *.G — BxG une application telle que, pour tout couple (x, ) dans BxG *, G,
on a ¢(x,7v) = x.y ot x.y € C5(s(7)) est tel que

VEeCi(s(),  xA(f) = x(ay(f))

On obtient donc une action & droite continue du groupoide G sur I'espace 5xG.
O

La fin de cette partie consiste & démontrer que I'espace SxG est un espace universel pour
la propriété suivante :

Proposition 3.1.17. Soit Z un G-espace localement compact pour lequel application w :
Z — X est continue, propre, surjective et admet une section continue (qui n’est pas néces-
sairement G-équivariante) o : X — Z, alors il existe une application 0 : BxG — Z continue,
G-équivariante et propre.

Soit Z un G-espace localement compact pour lequel 'application 7 : Z — X est continue,
propre, surjective et admet une section continue (non nécessairement G-équivariante) notée
0:X — Z.On pose 0 : G — Z lapplication définie pour tout v € G par

0(v) :=o(r(v)y
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Cette application est bien définie car pour tout v € G, on a o(r(7)) € Z,(4), et en appliquant
'action de 7 sur o(r(7)), on obtient bien o(r(7)).y un élément de Zy..

L’application # est continue car composée d’applications continues et G-équivariante car pour
toute paire (y1,72) de G, on a

o(r(m72))-(1172)
o(r(m)) )72

O(7172) =
=0(71) 72

Pour 7 dans G, on a 6(y) = o(r(v)).y est dans le sous espace Zg(yy =7 1(s(7)) compact
dans Z.

Lemme 3.1.18. L’application continue 0 : G — Z induit un homomorphisme de C*-algébres
0 : Co(Z2) — Cj.

Démonstration. L’application § : G — Z induit un homomorphisme de C*-algébres 6* :
Co(Z) — Cp(G) défini par

0*(f)(7) == fob(y) = f(a(r(7)))

pour toute fonction f de Cp(Z) et tout v de G.

Soient une fonction f dans Cp(Z) et € > 0, il existe alors un sous espace compact K. dans Z
tel que |f(z)|< € pour tout z en dehors de K.

En posant K := w(K_), on obtient un sous espace compact de X et pour tout v n’appartenant
pas a l'espace Gk, I'élément () = o(r(7y)).y se trouve en dehors de K, par conséquent

‘6*<f)(7)‘ = }f(U(T(’y)).’y)‘ <e

On a montré que pour tout € > 0, il existe un sous espace K. compact dans X tel que pour
tout v dans G avec s(vy) ¢ K., on a |0*(f)(7)|< e. Donc 0*(f) est dans C§j. On obtient alors
un homomorphisme de C*-algébre, 6* : Co(Z) — C§.

O

Lemme 3.1.19. L’homomorphisme 0* : Co(Z) — C§ est G-équivariant.

Démonstration. Les C*-algébres Cy(Z) et C sont des G-algébres dont les actions sont données
par les familles d’isomorphismes C*-algebres (dy)yeg avec 8 : Co(Z)(s(7y)) = Co(Z)(r(7)) et
(Py)veg, avec py : C3(s(7)) = CG(r(7))-

Pour tout « dans X, on pose 0} : Cy(Z)(z) — Cj(x) 'homomorphisme de C*-algebres induit
par 0% : Cy(Z) — C§ sur les fibres en x.

On a pour toute fonction g de Co(Z)(r (7)) et tout n dans G,

Py 0071 (9)(0) = pry (67, (9)) () = 07 (9) (n7) = g(0(n.7))
= g(0(n).7) = ,(9)(0(m))
= 03y ©04(9) ()

Ainsi pour tout v de G, on a p, o 9:(7) = 9:(7) o 0, par conséquent, ’homomorphisme 6* :
Co(Z) — Cf est G-équivariant.

O]
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Démonstration de la propriété[3.1.17 . En étudiant la C*-algébre C§, on a montré qu’il existe
un *-isomorphisme isométrique de C§ dans Cy(8xG). On obtient un homomorphisme de C*-
algebres 6% : Cop(Z) — Co(BxG).

On considére (e, )nen une approximation de 'unité de Cp(Z) et on veut montrer que (6*(ep,))nen
est une approximation de I'unité de Cy(SxG). Soit f une fonction dans Cy(8xG); pour tout
e > 0, il existe un sous espace K compact dans X, tel que pour tout v dans G \ Gg, on a
|f(7)|< €. En posant K’ := {o(r(v)).y / s(y) € K} C n }(K), on obtient un sous espace
compact de Z. Il existe ng dans N tel que pour tout n > ng, on a pour tout z dans 7~ (K)
1 < en(2) < 1—e. Par conséquent, on a pour tout v dans G, 1 < 0*(ep,)(y) < 1 —¢ ce qui
implique

[F(9) = 0" (en) (N (D] < €] f()]

De méme, pour n > ngy pour y n’appartenant pas a G, puisque | f(7)|< € et 8*(e,) () € [0, 1],
on a

[f(0) = 07 (en) N F ()| < &

Ainsi on a montré que pour f fonction de Cy(8xG), pour € > 0, il existe ng dans N tel que
pour tout n > ng, on a

IF =6"(en)flloe </l
On en conclut que (6*(e,))nen est une approximation de 'unité de Cy(S8xG) et 'homomor-
phisme 6% : Co(Z) — Co(BxG) est non dégénéré.

D’apreés la proposition I’homomorphisme non dégénéré 6* : Cy(Z) — Cy(BxG) induit
une application 0 : 8xG — Z.

L’application g : BxG — Z est continue : en effet, on considére U un ouvert de Z et on
pose V = éfl(U). Si V est vide, alors c¢’est un ouvert de SxG. S’il existe pg dans V', on pose
20 = B(py), son image dans U. Soit f une fonction de Cy(Z) a valeurs dans [0,1], a support
dans U et pour laquelle f(z9) = 1. La fonction 6*(f) de Cy(8xG) est a valeurs dans [0, 1], non
nulle car 6*(f)(po) = 1 et a support dans V. On a alors §*(f)~*(]0,1]) est un ouvert dans
BxG contenant py et contenu dans V. Donc V = 6~ (U) est un ouvert de SxG. L’application
6 : BxG — Z est continue.

L’application 6 : BxG — Z est G-équivariante : en effet pour tout élément (p,7y) dans
BxG %35, G et toute fonction f dans Cy(Z), on a

F(0)) =0 () (p7) = 050 (N A) = py (05, () ()
=00, (6:(5) (p) = 6,(/)(0(p)) = f(0(p)-7)

Pour tout couple (p,7) dans SxG, on a I'égalité é(p.’y) = é(p).’y, ce qui prouve que 'application
0 est G-équivariante.

Soit K un sous espace compact de Z, montrons que 0~_1(K ) est un sous espace compact
de BxG. Le sous espace 6! (K) est fermé dans fxG et 6 (K) est inclus dans 57! (7 (K)) car
pour tout p dans 671 (K) il existe z dans K tel que :

0(p) =z et 5(p)=mn(0(p))
donc p € 57 1(n(K)). Or I'application 7 étant continue et 'application § étant propre, alors
5 Y (K)) est un sous espace compact de SxG. On en déduit que 0*1({() est un sous espace
fermé du compact 57! (m(K)), donc §~1(K) est compact. L’application @ est donc propre.
O
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3.1.4 Espace de mesure

La moyennabilité a I'infinie du groupoide G se caractérise par 'existence d’un G-espace lo-

calement compact et séparé Y tel que 7 : Y — X une application continue, propre, surjective
et ouverte pour lequel 'action est moyennable. Pour démontrer le théoréme B.1.1], & savoir
que la moyennabilité infinie du groupoide G implique la moyennabilité du groupoide SxG % G,
I'outil essentiel est la propriété universelle de SxG. Le premier réflexe serait d’appliquer cette
propriété universelle au G-espace Y mais ceci n’est pas possible car 'application 7 : ¥ — X
n’admet en général pas de section continue.
L’objectif de cette partie et de la suivante vise a remplacer ’espace Y par un G-espace M
de mesures de probabilité sur Y judicieusement choisi de sorte que ’espace M posséde les
mémes caractéristiques que ’espace Y et que 'on puisse construire une section continue pour
I’application 7 : M — X induite par I'action de G.

Dans cette partie, on s’emploie tout d’abord & définir I’espace M de mesures sur Y puis
on montre que ’espace M est muni d’une action continue du groupoide G pour lequel I'appli-
cation ™ : M — X est continue, surjective, ouverte et propre.

Pour tout # € X, on note Y, = 7~ 1(x). On note R(Y) I'espace des mesures de Radon sur
Y. On pose alors

M={peR(Y):3zeX, Supp(p) C Yy et p(Y) =1}

L’ensemble M est un sous espace de la boule unité de 'espace R(Y"). Pour toute mesure p
dans M, il existe un unique z,, dans X tel que Supp(p) est inclus dans Y,,. Onnote 7@ : M — X
I'application canonique qui & toute mesure p de M associe I’élément 7(p) = x,, de X.

Proposition 3.1.20. L’application canonique @ : M — X est continue, surjective, ouverte et
propre.

Démonstration. On montre successivement que l'application est surjective, continue, ouverte
et propre.

La surjectivité est assez directe : pour toute mesure p € M, il existe z, € X tel que
Supp p C Yz, L’application canonique 7 : M — X est définie par 7(u) = z,,. Elle est claire-
ment surjective.

Pour montrer la continuité de ’application @ : M — X, on considére U un ouvert dans
X et on cherche & montrer que 7 1(U) est un ouvert de M ; soit pp un élément de 7~ 1(U)
et xp := 7(u). Soit Uy un ouvert dans U contenant xg; puisque 'application 7 : Y — X est
continue alors 7~ (Up) est un ouvert de Y ; soit f € C.(71(Up)) une fonction continue &
support compact dans 771 (Up) et & valeurs dans [0, 1] telle que f ly,,= 1. Alors I'ensemble

{pneM:|u(f)—po(f)l<1}

est un ouvert dans #~!(U) contenant pg. Ainsi #~!(U) est un ouvert de M. L’application
m: M — X est donc continue.

Supposons maintenant que 'application 7 n’est pas ouverte c’est-a-dire qu’il existe un
ouvert Uy de M tel que 7(Uy) n’est pas ouvert dans X. On peut supposer que Uy est un
voisinage ouvert de ug de la forme

Up={pe M:|u(fi) —po(fi)l<a Vie{l,.,n}}
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avec a un réel strictement positif et f; est une fonction dans Cy(Y') pour tout 7 dans {1, ..,n}.
Comme 7(Up) n’est pas ouvert dans X, il existe alors une mesure p' dans Uy avec 2’ = 7(u)
tel que pour tout voisinage V' de 2/ dans X, on a V' € 7(Up). On peut donc construire une
suite généralisée (x))rep dans X qui converge vers 2’ et telle que pour tout A dans A, I’élément
x) nest pas dans 7(Uy), c’est-a-dire pour tout py dans 7= 1(z)), il existe i dans {1,...,n} tel
que |px(fi) — po(fi)|= a.

On considére ¢ un réel strictement positif tel que pour tout ¢ dans {1,...,n} on a

1 (fi) — po(fi)|< a — 2¢

Pour tout z dans Y, on pose

U. =nis{y €Y : |fily) — filz)|< e}

qui est un ouvert de z dans Y. On obtient un recouvrement d’ouverts du compact Y, duquel

on peut extraire un sous recouvrement fini et on a Y, C UL, U, .

L’application 7 : Y — X étant ouverte, I'espace N2 7 (U, J) est un ouvert de X contenant z’.

Ainsi il existe M € A, tel que pour tout A > X\, on a ZC)\ appartient a 'ouvert ﬂ;":ﬂr(Uj).

On pose (¢j)1<j<m, une partition de 'unité associée au recouvrement de 'espace Y,/ par les

ouverts {U,; }7; .

On considére z) dans N2 m(U,). Pour tout j € {1,..,m}, il existe y; dans U,; N Yy, et on

construit une mesure py définie par uy = 27:1 w;dj, ol 05 est la mesure de Dirac en y; et
= 1/(¢;). On obtient une mesure a support dans Y, et comme

V) =) widi (M) =>4 (¢;) = Z% p(ly,)=1
j=1 J=1

la mesure py est dans 'espace M. Pour tout ¢ dans {1, ...,n}, on a

ij fz Zd’gfz

Vfilz) = > (¢ f:)
Jj=1

|/’L)\(fi) fz ‘ =

et, pour tout 1 < j < m, on a (fi(y;) — 5)¢j < ¢;f; < (fily;) +¢e)¢;.
Par conséquent,

Zul(d)j)[fi(zj) - (fz(y]) +5)] < M)\(fz fz < Z d)] fz Z] (fz(y]) - 5)}
=1 7=1

Par définition des ouverts U; construits, pour tout i dans {1,...,n}, on a
—e < fi(z) — fily;) < e
On en déduit alors que pour tout A > N, pour tout j dans {1,...,m} et tout ¢ dans {1,...,n},

\ua(fi) — ' (fi)] < 2e

Ainsi on a pour tout ¢ dans {1,...,n}, tout réel e strictement positif, il existe \" dans A tel que

|/ (fi) = mo(fi)| = |1/ (fi) — pa(fi) + x(fi) — po(fi)]
\a(fi) = ' (fi)| = |pa(fi) = po(f3)]

>a—2¢
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On obtient alors une contradiction. L’application 7 : M — X est donc ouverte.

Montrons maintenant que 'application est propre : 'espace M est un sous espace fermé
de R(Y) pour la topologie o (R(Y),Co(Y)). En effet, soit (un)nen est une suite de mesure
dans M qui converge vers une mesure p de R(Y') pour la toplogie xo(R(Y'), Cp(Y')). On note
S le support de p qui est non vide (car p est dans la boule unité de R(Y)) et (zp)nen la
suite dans X ou, pour tout entier n, on a x, = T(,). Soit x un élément de 7(S), alors z
est dans adhérence de {x,, : n € N}. Supposons (on raisonne par l’absurde) qu’il existe deux
éléments z et z’ distincts dans 7(.S). On considére U et U’ des voisinages ouverts et disjoints
respectivement de x et 2’. On considére f (respectivement f! ) une fonction & support compact
dans 'ouvert 71 (U) (respectivement 7= 1(U’)) telle que u(f) = 1 (respectivement u(f’) = 1).
Pour tout réel e strictement positif, il existe un entier ng tel que pour tout n > ng, on a

(f) = pnl(f) <& et [u(f) —pal(f) <e

Pour tout n > ng, I'espace Supp(uy,) est contenu dans 7! (x,,). L’espace 7~ (z,,) est inclus et
dans 7~1(U) et dans 7~1(U’), ce qui est contradictoire. Donc 7(S) est réduit a un singleton
{z} dans X et u est dans M. L’espace M est fermé dans la boule unité de R(Y) qui est
compacte par le théoréme de Banach-Alaoglu. L’espace M est donc compact et I’application
m: M — X est propre.

O

Proposition 3.1.21. L’espace topologique M est un G-espace localement compact.

Démonstration. L’application @ : M — X étant propre, I’espace M est alors localement
compact. On munit M d’une action du groupoide G : on considére ’espace M *G comme étant
Iensemble {(p,7) € M x G : #(p) =r(7)} et on note § : M * G — M Dapplication qui a tout
(1,7y) de M % G, associe 0((u,7y)) = p.y € M ou u.y est définie pour toute fonction f dans
ColY) par

- /Y F)du~(y) = fy)dp(y) = Fzy)du(z)

Ys(m) Yi(y)

On obtient bien une mesure de probabilité et comme 7 (u.y) = s(), le support de p.y est un
sous espace de Y. Ainsi pour tout élément (u,v) dans M x G, la mesure de probabilité .y
est dans I'espace M.

De plus, pour tout (v,n) dans G®@ et toute fonction f dans Co(Y), on a

(rm)( / Fy)d(pm)( / f(zym)du(z)

9(71) T(“/)
f(zn)du.~y(z fy)d(py)n(y)
/T(n) /S(n)
= (p-y)-n(f)

Enfin, pour tout u € M tel que 7(u) = x et toute fonction f € Cyh(Y), on a

/f Ydp.e(x /ny )du(y) = p(f)

Ainsi on a muni 'espace localement compact M d’une action du groupoide G.
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L’action est continue si I'application (induite par I’action) M 3, G — M est continue. On
considére une suite (u;);c; de mesures dans M convergeant vers une mesure p dans M. Pour
tout ¢ dans I, on note x; := 7(u;) et x := 7(p) et on a une suite (z;);er dans X qui converge
vers z. On considére une suite (7;);c; dans G telle que pour tout ¢ dans I, ; est dans G* et
qui converge vers un ¢élément v dans G*. On montre que la suite (p;.7;)ier converge dans M
vers f1.7y.

On considére U un voisinage ouvert de v dans G tel que les applications but et source sont
des homéomorphismes sur leur image respective. On note p, : r(U) — U ’homéomorphisme
inverse de la restriction r : U — r(U).

On considére V' un voisinage ouvert de u.y dans M que l'on peut supposer de la forme

V=A{peM:|ufy)—py(fi)l<e,Vie{l,...,m}}

ou ¢ est un réel strictement positif et pour tout j dans {1,...,m}, f; est une fonction dans
Co(Y) telle que Supp(f;j) est inclus dans I'ouvert 7—1(s(U)). Pour tout j dans {1,...m}, on
note fj la fonction de Cp(Y") obtenue par I'action de v sur f; telle que le support Supp( f})
est inclus dans 71 (r(U)) On note V le voisinage ouvert de p dans M défini par

V= {WeM: ‘,u,’(f]) —u(fj)| <e,Vje{l, .. m}}

et la suite (u;);er convergeant vers p, il existe i, dans I tel que pour tout i > i, I'élément ~;
est dans U et on a, pour tout j dans {1,...,m},

|Mi(fj) - M(Jgj)‘ <eg
Or on a pour tout j dans {1,...,m}

/ Fiy)duly / Fi(y)du(y / Fi(y-pa(m(y)))dp(y)

= [t dnty / HEdmNE = [ HEwE)
Ys(m) Y
= (1) (fy)
On obtient de méme pour tout ¢ > i, dans I et tout j dans {1, ...,m}, 'égalité
pi(f5) = mai(f))
Ainsi pour tout i > i., on a, pour tout j dans {1,...,m}

|iyi(f5) = e (F)| = | (F5) = n(f5)] < e

donc p;.y; est dans 'ouvert V' pour tout ¢ > i.. L’action du groupoide G sur M est continue.
O

3.1.5 Existence d’une section continue

Pour démontrer que 'application 7 : M — X continue, surjective, propre et ouverte pos-
séde une section continue (non nécessairement équivariante), on utilise le théoréme de sélection
de Michael [Mic56] dont on donne un rappel succinct pour la commodité du lecteur.

On considére A et B deux espaces topologiques (A étant supposé séparé) et on note 27
I'ensemble des parties non vide de B. On considére © : A — 28 une application qui sera dite
semi-continue inférieurement si, pour tout ouvert V de B, 'ensemble {a € A : Q(a) NV # (I}
est un ouvert de A.
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Définition 3.1.22. Soit A et B des espaces topologiques et Q : A — 2B une application. On
appelle sélection pour Uapplication Q une application continue f : A — B telle que, pour tout
a dans A, lélément f(a) est dans Q(a).

On considére a partir de maintenant que B est un espace de Banach et on note dans la
suite de cette sous section F(B) := {S C B : S convexe et fermée} qui est une sous famille
de 28. Michael donne alors une caractérisation des applications 2 : A — F(B) qui admettent
une sélection par le théoréme qui suit :

Théoréme 3.1.23 ([Mic56|). Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) A est un espace paracompact

b) toute application Q : A — F(B) semi-continue inférieurement admet une sélection.

Remarque 3.1.24. L’intérét d’introduire 'espace M réside dans le fait que l'application 7 :
M — X est continue, surjective, propre et ouverte, comme le prouve la proposition [3.1.20]
L’espace des mesures de Radon R(Y) étant un espace de Banach, on va, par le théoréme
de sélection de Michael [3.1.23] en déduire l'existence d’une section continue de 7. En mu-
nissant ’espace M d’une structure de G-espace localement compact, on peut ainsi appliquer
la propriété universelle de I'espace SxG et définir une application continue et G-équivariante
6:BxG — M.

Proposition 3.1.25. L’application 7 : M — X continue, surjective, propre et ouverte admet
une section continue (non nécessairement G-équivarainte).

Démonstration. 11 s’agit de réunir les conditions pour appliquer le théoréme de sélection de
Michael L’espace M est un sous espace de l'espace des mesures de Radon R(Y) qui est
un espace de Banach. Pour tout z dans X, on note M, := 7~ ({z}) et on a M = {M,},cx
qui est une sous famille de 28(Y). On voit clairement que pour tout = dans X, l'espace M,
est fermé et convexe et M est donc une sous famille de F(R(Y)). On pose 2 : X — F(R(Y))
Papplication définie, pour tout = dans X, par Q(z) = M,. Pour montrer que I'application
Q: X —>7F (R(Y)) est semi-continue inférieurement, on raisonne par ’absurde : on suppose
qu'’il existe un ouvert V dans R(Y) pour lequel U'ensemble {z € X : Q(z) NV # 0} n’est pas
ouvert dans X. On peut supposer qu’il existe a un réel strictement positif, uo dans R(Y') et
une famille (f;)7, de fonctions dans C.(Y") tels que V est de la forme

{we RY) : u(fi) — po(fi)l< a, Vie{1,..,m}}

L’espace {x € X : Q(x) NV # @} étant supposé non ouvert dans X (et donc non vide), il
existe 2’ dans X et ¢/ dans M NV avec 7(u') = 2/, tels que pour tout voisinage ouvert U’ de
2’ dans X, U’ n’est pas contenu dans {x € X : Q(z) NV # (}.

On considére € un réel dans |0, a/2[, vérifiant, pour tout ¢ dans {1,...,m}, l'inégalité

W (fi) = po(fi)|< a—2¢
On applique un raisonnement similaire & celui de la démonstration de [3.1.20] et on construit
alors

e une suite généralisée (r))xrecp convergeant dans X vers 2’ tel que pour tout A\ dans A,
I'intersection de M, avec V est vide

e un recouvrement ouvert fini {Uy,}}_; de Y;» pour lequel il existe A, dans A tel que, pour
tout A > A, 'élément zy est dans N7_; 7(U,).
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e pour A > )y, une mesure py dans M,, telle que pour tout i dans {1,...,m}, on a
A (fi) — W (fi)|< 22
On aboutit alors a la contradiction |u/(f;) — po(fi)|> a — 2e. Donc Papplication Q : X —
S (R(Y)) est semi-continue inférieurement. L’espace X étant paracompact, 'application 2
admet une sélection et il existe donc une section continue de 'application 7 : M — X que l'on
note o : X — M.
O

Le G-espace localement compact et séparé M satisfaisant les conditions de la propriété
universelle, on obtient alors la proposition suivante :

Proposition 3.1.26. [l existe une application 6 : BxG — M continue, propre et G-équivariante.

Démonstration. D’apres[3.1.21] Pespace M est un G-espace localement compact. D’aprés[3.1.20
et[3.1.25’application 7 : M — Z est continue, surjective, propre et admet une section continue
0 : X — M. Les conditions de la proposition étant réunies, il existe une application
6 : BxG — M continue, propre et G-équivariante.

O

3.1.6 Moyennabilité

La moyennabilité & l'infini du groupoide G se caractérise par l'existence d’un G-espace
localement compact et séparé Y tel que 7 : Y — X une application continue, propre, sur-
jective et ouverte pour lequel I'action est moyennable. On a construit & ’aide de mesures de
probabilité sur Y le G-espace localement compact M pour lequel 'application 7 : M — X est
continue, surjective, propre et admet une section continue (non nécessairement équivariante).
La proposition donne l'existence d’une application 0 : BxG — M continue, propre et
G-équivariante.

Dans cette partie, on commence par prouver que la moyennabilité du groupoide Y x G
implique celle du groupoide M x G. Une fois la moyennabilité de M x G établie, on s’attaque
a la démonstration du théoréme [3.1.1]: on va énoncer deux lemmes [3.1.29) et 3-1.30], qui nous
permettront de "tiré en arriére" la moyennabilité de M x G sur SxG x G en utilisant entre
autre l’application 6 : BxG — M.

Remarque 3.1.27. On considére Y/ un sous espace de Y et G’ un sous espace de G. On note
Y’ %5, G le sous espace de Y %, G défini par Y/ %, G' == {(y,7) €Y' x G : 7(y) =r(7)}.
Si les espaces Y’ et G’ sont compacts respectivement dans Y et G, alors 'espace Y/ x , G est
compact dans Y #,, G; en effet, Pespace Y’ x G’ est compact dans Y x G, I'espace Y #,, G
est fermé dans Y x Get ona Y %, G’ = (Y’ X Q’) N (Y oy g).

On a la proposition suivante :

Proposition 3.1.28. Si Y x G est un groupoide moyennable, alors M x G est un groupoide
moyennable.

Démonstration. On suppose que Y x G est un groupoide moyennable c’est-a-dire qu’il existe
une suite (¢;);er de fonctions continues, de type positif et & support compact dans Y x G telle
que

o Viel, ¢§0) <1ou qbgo) est la restriction de ¢; a (Y X (]) ©
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e lim; ¢; = 1 uniformément sur tout sous espace compact de ¥ x G

Pour tout ¢ dans I, on pose v; la fonction définie, pour tout (u,y) dans M x G, par

i) = /Y 61 7)dp(y)

On obtient ainsi une suite de fonctions (1;);c; définie sur M x G et on montre successivement
que les fonctions v); sont continues, de type positif, & support compact et qu’elles vérifient un
critére de convergence uniforme sur les compacts ce qui implique la moyennabilité du grou-
poide M x G.

On prouve tout d’abord la continuité des fonctions v; : soit ¢ dans I et (up, 7o) un élément
de M x G. Le groupoide G étant étale et localement compact, on considére Uy un voisinage
ouvert de 79 homéomorphe a 'ouvert s(Uy) de X et Ky un voisinage compact de vy inclus
dans Up. 11 existe une fonction continue ¢ a support dans Uy telle que ¢|g,= 1. On définit une
fonction ¢~)Z sur Y par

g _ 90(7)¢i(y77)7 sly € 71'_1(7'(Uv0)), v €U
dily) = { 0, siy ¢ 71 (r(Up))

qui est continue sur Y. On a, pour tout (u,y) dans M =z, Up,

i (e, ) — i0, 0 \—‘/ oiy,7)du(y /¢z Y, Y0)dpo(y )‘

/cm Vdu(y /qbz Yoy ‘

Soit ((f4x,7r))rea une suite d’éléments de M x G qui converge vers (i, o). Pour tout réel e
strictement positif, il existe Vy un voisinage ouvert de pg dans M tel que, pour tout u dans

Vo, on a
/qbz Yu(y /gm Yoy '

Ainsi il existe A" dans A tel que pour tout A > N, I'élément (py, vx) est dans Vj *z , Up et donc

|i(1x, va) — vipo,0)| = ‘/ i (y)dpa(y /qbz )dpo(y ‘

Ainsi pour tout ¢ dans I, la fonction 1; est continue sur M % G.

On montre que les fonctions 1; sont de type positif : pour tout ¢ dans I, la fonction ; est
de type positif : soient n dans N, Ay, ..., \, dans C, p dans M et 71, ..., v, dans G on a

A= Z Tp}‘q%(ﬂ%ﬁp_l%) = Z )‘p)‘q/ ¢i(y”yp_1’7q)d“"7p(y)

Y.

p,q=1 p,g=1 s(vp)
n
= ApAg®i (279, 1 1 vg) dpa(2)
p,q=1 Y, r(vp)

_/ Z Mo AgBi (29 7y ) dp(z) > 0

"'('Yp) p,q=1
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car chaque fonction ¢; est de type positif donc Zg,q:1 ApAg®i (2.7, Yp Ly,) > 0. Pour tout i de
I, la fonction v; est de type positif.

On montre maintenant que les fonctions 1; sont & support compact : soit 7 € I, on pose
K; := Supp(;). La fonction ¢; étant a support compact, 'espace Q; = Supp(¢;) est un
sous espace compact de Y X G; les projections p; : Y XG = Y et po : Y XG — G
étant continues, les espaces p1(Q;) et p2(Q;) sont compacts respectivement dans Y et G et

C; = m(p1(Qi)) = r(p2(Q;)) est un sous espace compact de X ; d’aprés la remarque

771(Cy) *7, p2(Q;) est compact dans M x G. Le support de v; est donc un fermé contenu
dans le sous espace compact 7 (C;) x p2(Q;). Pour tout i dans I, la fonction 1; est & support
compact dans M x G.

On montre le critére de convergence uniforme : soit K un sous espace compact de M x G,
alors on a pour tout (u,~y) dans K

|[Wi(psy) — 1] = ‘/y ®i(y, v)duly) — 1‘ = '/Y (¢i(y,7) — 1)du(y)
S/Y}@(y,v)—lldu(y)

On pose p1(K) 'image de K par la premiére projection sur M. L’espace p1(K) est un sous
espace compact de M et 7(p1(K)) est un sous espace compact de X. Pour (u,v) dans K, il
existe z dans 7(p;1(K)) tel que Supp(p) C Yy et on a

{yeY :3(u7) €K, ye Supp(pn)} C 7 (7(p1(K)))

ot K :=n! (fr(pl(K))) est un sous espace compact de Y, car application 7 : ¥ — X est
propre. De plus pa(K) est un sous espace compact de G, donc d’aprés la remarque
I’espace K s P2(K) est un sous espace compact de Y x G. Alors pour tout réel € strictement
positif, il existe i, dans I tel que pour tout i > i. on a pour tout (y,~) dans K s D2(K)

|9i(y,7) — 1<e
ainsi pour tout (u,7) dans K et tout ¢ > i., on a
i, ) — 1] < /Y |9i(y, ) — 1]du(y) < E/Ydu(y) <e
Donc lim; ¥; = 1 uniformément sur tout compact K de M x G.

Enfin pour tout ¢ € I, on note %(0) la restriction de ¢; a (M % G)(®. On a pour tout z € X
et tout p € M,

)| = ‘ / Iasi(y,e(x))du(y)\ - \ /| ¢§0)(y)du(y)‘
</ 1 W) < / 1duy) <1

On a montré l'existence d’une suite (1););cr de fonctions continues, de type positif et a
support compact dans M x G telle que

e pour tout ¢ € I, qbz(o) <1lou gZ)Z(O) est la restriction de ¢; a (M X g) ©

e ¢; converge vers un sur tout sous espace compact de M x G
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ce qui prouve que le groupoide M x G est moyennable.
O

Lemme 3.1.29. Soient H1 et Ho des groupoides topologiques. Soient f : H1 — Ha un homo-
morphisme de groupoide continu et ¢ une fonction continue sur Ha et de type positif.
(a) la fonction @ o f est continue sur Hi et de type positif
(b) si f est propre et ¢ a support compact dans Ha, alors o f est a support compact dans
Ha

Démonstration. (a) Il est clair que la composition ¢ o f est continue sur H;. La fonction ¢
étant de type positif, on a pour tout entier n, x dans Héo), Y1, ..., Yo dans ‘HE et tout complexe
Alyes An
n
—1 3N
2 )N 2 0
i,j=1

Ainsi on a pour tout n entier, x dans 7-[50), Y1, ..., Y dans HY et tout complexe Ay, ..., A\,

n

wo fO AN = Y o(F(r) T () Ny

1 i,j=1

A:

-

)]

(') XiNj >0
1

.

|
.Mz

)

donc la fonction ¢ o f est de type positif.

(b) On suppose que la fonction ¢ est a support compact et que f est propre. On note K; le
support de la fonction @ o f, qui est fermé de H; et Ko le support de ¢, qui est compact dans
Ha. Soit v dans H; tel que |p(f(7))|> 0, alors f(v) est dans le support de ¢ et v se trouve
dans f~!(K5). Comme f est propre, on a f~!(K3) est compact et K est un sous espace fermé
de f~1(K3), donc lui aussi compact. La fonction ¢ o f est a support compact.

O

Lemme 3.1.30. Soit f: Hi1 — Ho un homomorphisme entre groupoides topologiques continu
et propre. St Ho est moyennable, alors Hi est moyennable.

Démonstration. Le groupoide Hg étant moyennable il existe une suite (¢;);e; de fonctions
continues sur Ho, de type positif et & support compact telle que

e pour tout ¢ € I, 901(0) <1ou d)l(-o) est la restriction de ¢; a Hgo)

e ; converge vers un uniformément sur tout sous espace compact de Ha
Pour tout ¢ dans I, on note ¥; = @; o f la fonction définie sur H;. D’apreés le lemme [3.1.29
chaque fonction 1; est continue, de type positif et & support compact dans Hq. Pour tout 4
dans I et x dans ’Hgo), on a ¢§0) (x) = gpz(-o)(f(x)) < 1. Soit K un sous espace compact de H1,
par continuité de f, le sous espace f(K) est compact dans Ho; la suite (¢;)icr convergeant
uniformément vers 1 sur f(K), pour tout réel e strictement positif, il existe ¢’ dans I tel que
pour tout ¢ > i’ et tout &' dans f(K), on a |p(k’) — 1|< e. Ainsi on a pour tout ¢ > i’ et tout
k dans K

[Yi(k) — 1= |ei(f(k)) —1|< e
Le groupoide H; est moyennable. O

On en arrive a la démonstration du théoréme [B.1.1]
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Démonstration du Théoreme 311l On suppose qu’il existe un G-espace localement compact Y
pour lequel 'application 7 : ¥ — X est continue, propre, surjective et ouverte et le groupoide
Y % G est moyennable. On considére M le sous espace de 1'espace des mesures de Radon R(Y)
de Y défini par

M={peR(Y):3zeX, Supp(p) C Yy et p(Y) =1}

Suivant la proposition , espace M est localement compact et muni d’une action conti-
nue du groupoide G. On note @ : M — X l'application canonique et d’aprés la proposition
, Papplication 7 est continue, surjective, propre et ouverte. Le groupoide Y x G étant
moyennable, la proposition [3.1.28 implique que le groupoide M x G est moyennable. D’apres la
proposition il existe une application 6 : BxG — M continue, propre et G-équivariante.
On note ég : BxG % G — M x G lapplication définie, pour tout (z,7) dans SxG x G, par

Og(2,7) = (0(2),7)

L’application ég est un homomorphisme de groupoides : en effet pour tout z dans SxG et
(v,n) dans G® avec r(y) = 5(z), on a

L’homomorphisme de groupoide ég est clairement continu et propre, par composition d’ap-
plications continues et propres. D’aprés le lemme [3.1.30] puisque le groupoide M x G est
moyennable et ’homomorphisme ég : BxG x G — M x G continu et propre, alors le groupoide
BxG x G est moyennable.

O

3.1.7 Groupoide étale exact

On dit qu'un groupoide G est exact si pour toute suite exacte G-équivariante,
0—I1—A—A/l —0
de G-algébres, la suite
0—1xG—Ax,G—A/Ix.G—0

est exacte.

On rappelle qu'un groupoide étale localement compact G =% X (X est I'espace des unités du
groupoide G) est moyennable & I'infini s’il existe un G-espace localement compact Y, pour lequel
I'application m : ¥ — X est continue, surjective, ouverte et propre, et tel que le groupoide
Y X G est moyennable.

Théoréme 3.1.31. Soit G un groupoide étale d’espace des unités X. On considére les asser-
tions sutvantes :

(1) le groupoide G est moyennable a l'infini
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(2) le groupoide G agit moyennablement sur ’espace BxG
(3) le groupoide G est exact
(4) la C*-algeébre C}(G) est exacte

Alors on a (1) = (2) = (3) = (4)

Démonstration. On démontre successivement chacune des implications dans ’ordre de I’énoncé :

(1)=(2) : il s’agit de la démonstration du théoréme
(2)=-(3) : on considére une suite exacte 0 - I — A — A/I — 0 de G-algebres. La suite

0— 7] —7"A— 7"A/] — 0

est alors une suite exacte de Cp(Y)-algébres munies d’une action du groupoide Y x G. Le
groupoide Y x G étant moyennable, le foncteur B — B x, (Y x G) est exacte dans la catégorie
des Y x G-algébres. On a la suite exacte suivante :

0= Ix (Y XG) =571 Ax (Y XG) > 7"A/T %, (Y xG) =0

L’application 7 : Y — G(© étant continue, surjective et propre, il existe un homomorphisme
injectif de C*- algebres ¢y : IX,G — 7*I X, (Y x G). On définit de méme des homomorphismes
injectifs ¢4 : A X, G = T A X (Y ) G)et payr: A/ 3 G — 7% AJT %, (Y % G).

0 I~ G Ax,G A/l x,. G 0
1 PA ba/T
0——=7"I X, (Y XG)——=7*A X, (Y XG) —=7"A/] %, (Y xG) ——=0

Pour montrer que la premiére ligne est exacte, on considére a dans A X, G tel que g,(a) =0
et ¢pa(a) est dans 7* A %, (Y'G). Soit (u;);c; une approximation de 1'unité dans 'idéal I, alors
(¢1(ui))ier est une approximation de l'unité dans I’algébre des multiplicateurs de 7*I %, (Y xG)
et on a

¢ala) = lim¢r(ui)pa(a) = limda(ui-a) € o1(I %, G)
Comme ¢4 est injective, I’élément a est dans I X, G et la suite
0—1xG—A%,G—A/Ix,G—0

est exacte et le foncteur B — B X, G est exact sur la catégorie des G-algébres.
(3)=-(4) : on considére la suite exacte de C*-algébres suivantes

0—I1—A—A/I —0
La C*-algebre Cy(G(?)) étant nucléaire, on a alors
0—I®Cy(G?) — A® Cy(6V) — A/T ® Cy(6 V) — 0
est une suite de Cy (g(o))—algébres telle que la collection d’applications
idy : Co(G, I)(s(7)) = Co(G, I)(r(v))

qui & tout i dans Co(G(?), I)(s(7)) = I associe id., (i) = i dans I = Co(G), T)(s(7)) définit une
action continue de G sur I ® Co(g<0)). On obtient une suite exacte de G-algébres et le foncteur
X -G étant exact, par hypothése, on a

0—1®CHG) %, G — AR Cy(GV) %, G — A/T ® Co(G) x, G — 0
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correspondant & la suite
0 —I®CH(G) — ARCIHG) — A/IRCHG) — 0

est exacte.

O]

3.2 (*-algébre C¥(G) et approximation de la représentation ré-
guliére

Il est légitime de se demander si 'exactitude de C*-algébre réduite C}(G) implique a
son tour la moyennabilité a l'infini du groupoide G ou encore la moyennabilité du groupoide

BxG = G.

Dans [KW99|, Kirchberg et Wassermann donne ’équivalence entre I'exactitude d'un groupe
discret et 'exactitude de sa C*-algebre réduite de ce groupe. Dans [0za00], Ozawa prouve
I’équivalence entre I'exactitude de la C*-algébre réduite et la moyennabilité de I'action par
translation & gauche du groupe sur son compactifié de Stone-Cech.

Anantharaman-Delaroche donne une réponse affirmative a cette question dans [AD02| dans
le cadre plus large des groupes localement compacts et séparés en utilisant une condition
suffisante sur le groupe localement compact et séparé qu’elle appelle propriété (W) et qui est
une condition plus faible que la moyennabilité intérieure :

Définition 3.2.1. On dit qu’un groupe localement compact et séparé posséde la propriété (W)
si pour tout compact K de G et tout réel € strictement positif, il existe une fonction f continue,
bornée, de type positif et a support proprement supporté sur G x G telle que }f(g,g) - 1‘ <e¢
pour tout élément g dans K.

et obtient le résultat suivant

Théoréme 3.2.2 (J[AD02],Théoréme 7.3). Soit G un groupe localement compact et séparé. Si
le groupe G posséde la propriété (W) et si la C*-algébre C)(G) est exacte, alors le groupe G
est moyennable & l'infini.

I1 est facile de prouver que les groupes discrets possédent la propriété (W) en considérant
la fonction caractéristique sur la diagonale Ag de 'espace G X G ce qui permet de retrouver
le résultat de Ozawa [Oza00] :

Cr(G) exact <= G moyennable a l'infini <= SG x G moyennable

Dans cette section, on considére un groupoide étale localement compact et o-compact
séparé G = X tel que la C*-algébre réduite C(G) est exacte et on note v le systéme de Haar
pour G constitué des mesures de comptage des s-fibres de G et E(Lz(g, 1/)) la Cy(X)-algebre
des opérateurs Cp(X)-linéaires qui admettent un adjoint, sur le Cp(X)-module de Hilbert
L?(G,v). L’idée est de travailler sur des Co(X)-algébres continues et exactes afin d'utiliser
un résultat de [Bla97] de plongement Cp(X)-linéaire de telles Cp(X)-algebres dans la Cp(X)-
algebre nucléaire Cy(X ) ® Og, ot Oz est 'algebre de Cuntz. Comme la C*-algebre C(G) n’est
pas munie d’une structure de Cp(X)-algébre, on construit une Cy(X)-algébre, notée A, qui est
la plus petite sous-C*-algebre de £(L?*(G,v)) contenant 'image de C;(G) dans £L(L*(G,v))
par la représentation réguliére A et I'image de Cy(X) par la structure de Cp(X)-algebre de
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L(L*(G,v)). On montre alors que I'exactitude de la C*-algebre Cj(G) implique I'exactitude de
la Cy(X)-algebre A. Afin d’utiliser le théoréme de [Bla97|, on suppose que la Cy(X)-algebre A
est continue et on se restreint au cas ou ’espace des unités X du groupoide est compact. On
travaille donc sur une classe plus faible de groupoides étales localement compacts et o-compacts
qui satisfont ces deux conditions. Dés lors que 'on a utilisé le théoréme de plongement C(X)-
linéaire des C'(X)-algebres continues et exactes dans la C'(X)-algébre nucléaire C(X) ® Oa,
on va pouvoir utiliser les propriétés de C'(X)-nucléarité pour obtenir une approximation par
des factorisations a travers les C'(X)-algébres C(X)® M, (C) de I'application identité sur A et
donc de la représentation réguliére de C}(G). C’est par le biais de cette approximation par des
factorisations de la représentation réguliére de la C*-algébre exacte C(G) que nous pouvons
montrer la moyennabilité de l'action de G sur SxG. On obtient alors 'implication (4) = (2) du
théoréeme pour la classe des groupoides étales localement compacts et o-compacts ayant
la propriété (W), dont 'espace des unités est compact et tels que la C'(X)-algébre induite A
est continue.

3.2.1 Approximation de 'unité et opérateurs de rangs finis

Dans cette partie, on utilise les résultats de l'article d’Arveson [Arv77| sur les C*-algébres
que l'on adapte au cas des Cy(X )-algebres, dont les éléments sont considérés comme des opé-
rateurs sur un Cp(X)-module de Hilbert.

Pour H un espace de Hilbert séparable, on rappelle qu'un opérateur quasidiagonal T" est
un opérateur borné sur l'espace de Hilbert séparable H pour lequel il existe une suite (F},)nen
de projections de rang fini, qui converge fortement vers 'identité et vérifiant

lim || F,T — TF,||=0
n—oo

Cette définition équivaut a lexistence d’une suite (E,)nen de projections de rang fini deux a
deux orthogonales telle que ) - En = 1 et T est une perturbation compacte de I'opérateur
S ert EnTEn.
Dans Darticle [Arv77|, 'auteur construit, dans le cadre plus général des opérateurs bornés
T : H — H (non nécessairement quasidiagonaux), une suite (F},),en d’opérateurs positifs de
rang fini, qui converge fortement vers 'opérateur identité et vérifiant la relation, pour tout T’
dans L(H),

lim || F,T — TF,||=0

neN

Comme dans le cas des opérateurs quasidiagonaux, l’existence d’une telle suite (F},),cn permet
de construire une suite (E,)nen d’opérateurs positifs de rang fini dans L(H) tel que Y, . B2 =
1 et pour laquelle, tout opérateur T" est une perturbation compacte de ) - E,TEy,.

Le principal objectif de cette partie consiste & montrer que pour toute Cy(X)-algebre A,
considérée comme sous Cp(X)-algebre de la Cy(X)-algébre des opérateurs d'un Cp(X )-module
de Hilbert H, et tout idéal KC de A d’espace nul trivial, il existe une suite (E),)nen d’éléments
positifs dans K vérifiant

(a) B, €K et Y, E2=Idy

(b) A—=>", E,AE, est dans K, pour tout A dans A

On montre aussi que pour toute partie finie F de A, il est possible de choisir les éléments FE,,
de sorte que, pour tout élément A de F, la norme ||A =) E, AE,|| soit aussi petite qu’on le
souhaite.
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On considére A une Cy(X)-algebre et K un idéal bilatére, non nécessairement fermé, dans

A.

Définition 3.2.3. Une approximation de l'unité pour K est une suite croissante (ex)rep d’é€lé-
ments positifs de la boule unité de ’idéal K tels que limy|lexk — k||= 0 pour tout k dans K. De
plus, si (ex)aen satisfait la relation limy||lexa — aey||= 0, pour tout a dans A, alors la suite est
quasicentrale.

Dans le cadre des Cy(X)-algébres, on obtient un théoréme sur l'existence d’approximation
de l'unité quasicentrale, analogue au cas des C*-algébres.

Théoréme 3.2.4. Tout idéal K dans une Cy(X)-algébre A posséde une approrimation de
lunité quasicentrale. St de plus A est séparable, cette unité approchée quasicentrale peut étre
indexée sur N et on a U, < upy1, pour tout n dans N.

Démonstration. L’idéal K de la C'(X)-algébre A est aussi un idéal pour la structure de C*-
algébre sous jacente de A ; on applique alors la démonstration de [Arv77]. O

Remarque 3.2.5. La preuve montre que ’on peut constuire, & partir d’'une unité approchée
(ex)rea quelconque pour K, une approximation de l'unité quasicentrale, dont les éléments
sont des combinaisons linéaires convexes des éléments de (e))aen-

Soit B une C*-algébre et H un module hilbertien sur B.

Définition 3.2.6. Soit H un B-module hilbertien séparable et T un opérateur B-linéaire et
possédant un adjoint sur H ; on dit que T est un opérateur positif si pour tout élément € dans
H on a (TE, &) est positif dans B.

Notation 3.2.7. On adoptera les notations suivantes en ce qui concerne les opérateurs de rang
fini :
e On appelle opérateur de rang 1, tout endomorphisme sur le B-module hilbertien H qui
s’écrit sous la forme 6, ,, avec x et y dans H, ot pour tout £ dans H, on a 6, , (&) = x(y, ).
e On appelle opérateur de rang fini sur le B-module hilbertien H est un endomorphisme
de B-module T : H — H, qui est une combinaison linéaire d’opérateurs de rang un.
e [’ensemble des opérateurs de rang fini sur un B-module hilbertien H est un idéal dans
L(H), noté Ky, dont la fermeture, notée IC, est ’ensemble des opérateurs compacts de

L(H).

En utilisant le théoréme , on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.8. Soit H un C(X)-module de Hilbert séparable.

(i) Il existe une suite croissante (F))xen d’opérateurs positifs de rang fini qui converge for-
tement vers lopérateur identité de H et vérifiant la relation imy ||F\T — TF\||= 0, pour
tout opérateur C(X)-linéaire T dans L(H).

(ii) Pour A une C(X)-algébre séparable d’opérateurs sur un champ continu d’espaces de
Hilbert séparables H, il existe une suite (Fy,)nen croissante d’opérateurs positifs et de rang
fini qui converge fortement vers l'identité et vérifiant la relation lim,||F,,A — AF,||= 0,
pour tout A dans A.

Démonstration. Quitte & remplacer A par la C'(X)-algébre des perturbations compactes d’opé-
rateurs de A, on considére 'idéal K des opérateurs de rang fini dans la C'(X)-algébre séparable
A et on applique le théoréme [3.2.4] pour obtenir la suite voulue.

O
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Dans le théoréme qui suit, on considére la C'(X)-algébre A comme une sous C(X)-algébre
d’opérateurs de I’ensemble des opérateurs bornés, C'(X)-linéaires et possédant un adjoint sur
un C'(X)-module hilbertien H ¢ (x). Soit Z un idéal de A, on appelle espace nul de Z, 'espace
défini par {¢ € Hexy : T(6) =0,VT € T} ; on dira que l'espace nul de I'idéal T est trivial,
s’il est réduit au vecteur nul.

Théoréme 3.2.9. Soit K un idéal dans A dont l’espace nul est trivial. Il existe une suite
(Ep)nen d’opérateurs positifs dans la fermeture KC (pour la topologie de la norme de K) telle
que pour tout n dans N, on a E2 est dans Uidéal K, >, < E2=1¢et A—Y E,AE, est dans
lidéal IC, pour tout A dans A. -

De plus, en fizrant € > 0 et F C A un sous ensemble fini, on peut choisir la suite (Ey)nen de
sorte que ||A =Y E,AE,|< e, pour tout A dans F

Remarque 3.2.10. Avant de s’attaquer a la démonstration du théoréme, on peut faire les re-
marques suivantes :

a) Si une telle suite (E,)nen existe, alors Y FE,AE, est bien définie par I'hypothése
3" E2 =1 qui implique la convergence forte de la somme.
En effet, on considére le C'(X)-module hilbertien H' := P,,cy He(x) et on note i’ la représen-
tation de A dans I’ensemble des opérateurs E(’H’) définie par i'(A) = BpenA. On peut alors
définir une isométrie, en posant

V' Heoxy — OnenHeox) = H'
5 — @nGNEn(g)

On note P, : H' — H' la projection sur les n premiéres composantes de H' = @npente(x) et
V,, := P,V ; alors pour tout A dans A, on a la convergence dans la topologie forte

S r_ ExAE, = V*P,i'(A)P,V V(A = Y N ELAE;,

b) L’application [(A) = Y E, AFE,, pouvant s’écrire sous la forme [(A) = V*i'(A)V, elle est
complétement positive et son image est dans la fermeture forte jforte de A. Puisque ’élément

A —1(A) est dans K qui est un idéal de A, alors 'application [ est a image dans A.

Pour démontrer le théoréme [3.2.9| on utilise le lemme suivant démontré dans [Arv77] :

Lemme 3.2.11. Soit ¢ un réel strictement positif et f une fonction continue sur lintervalle
[0,1] & valeurs complexes et qui soit nulle en 0. Alors il existe un réel § strictement positif tel
que pour tout élément a et tout élément positif e dans la boule unité de A, on a |ae —eal|| < §

implique laf(e) — f(e)a] < <.

Démonstration du Théoréeme[3.2.9. On va utiliser I'existence de ’approximation de l'unité
dans K pour construire la suite (Ej,)nen

a) Soit € strictement positif, alors, d’aprés le lemme il existe (9, )nen suite décrois-
sante de réels positifs tendant vers 0 telle que pour tout a et E dans la boule unité de A, avec
FE positif, on a

|Ea — aE| < 6, = |[EY?a — aEY?| < g/2"!

On considére une suite croissante (F,)nen de sous ensembles finis de A telle que la réunion
\J Fn est dense dans la boule unité de A. (On supposera de plus que Fj contient un nombre
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fini d’éléments de norme 1)
On a vu qu’il existe (up)nen une approximation de I'unité quasicentrale dans K et (quitte a
considérer une sous suite), on peut supposer que pour tout A dans F, 41,

lunA — Auy|| < 6,/2
On a, en posant ug = 0

VA e Fi, |lu1 A — Auq|| < 61

VA e F,, |(un, — upn—1)A — A(up — up—1)|| < dp-1
b/ Par calcul fonctionnel continu pour la fonction f(x) = 212, on pose, pour tout n dans
N, B, = (up — un_l)l/ 2. Alors pour € > 0 et une suite décroissante de réels postifs tendant
vers zéro (0, )neN appropriée, on a pour tout A dans F,

|E A — AE,|| < /2"

Lélément E? = u, — u,_1 est dans K; comme (u,),en est une unité approchée pour
K (dont 'espace nul est trivial), la suite (u,),en converge fortement vers 1, ce qui implique

I'égalité
“+00
R
n=1

¢/ Il reste & montrer que pour tout élément A dans A, I'image [(A) est une perturbation
compacte de l'opérateur A. Or pour tout A dans |JF,, on a par construction ) ||E,A —
AE, || < 4+o0. D’apreés la remarque [3.2.10] , combinée avec ’égalité suivante

A—1(A)=A-> E,AE, =) (AE. - E,AE,) =) (AE, - E,A)E,

n>1 n>1 n>1

on a alors A —[(A) € K, pour tout A dans |JF,.
Or pour tout A dans A, il existe une suite (Ag)gen d’éléments de | Fy,, qui converge en norme
vers A. D’aprés la remarque , A —[(A) est bien définie et la suite (Ak — l(Ak))keN
converge en norme vers A — [(A). Comme Ay — [(Ag) est compact pour tout k entier, on en
déduit que pour tout A dans A, I’élément A — [(A) est dans K.

O

Définition 3.2.12. Soit A une C(X)-algébre, considérée comme sous-C(X)-algébre de la
C(X)-algebre des opérateurs bornés, C(X)-linéaires admettant un adjoint sur un C (X )-module
de Hilbert séparable. On suppose lexistence d’une suite (Ey)nen d’opérateurs positifs, de rang
fini satisfaisant Y, E2 = 1. On pose w : A — A Uapplication C(X)-linéaire positive qui, a
tout a de A, associe l'opérateur ) . Enaly, Lapplication w : A — A est dite application
localisante pour A si pour tout a dans A, lopérateur a — w(a) est compact.

3.2.2 Représentation réguliére et opérateurs de rang fini

On a vu dans la section [1.2.2] la construction de C*-algébres associées & un groupoide
localement compact et séparé muni d’un systéme de Haar. Pour simplifier les notations, on
note dans la suite £(L?(G,v)) pour la Cy(X)-algebre des opérateurs Loy (x)(L*(G,v)).
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La représentation réguliére est le x-homomorphisme injectif de C*-algébres A : C}(G) —

,C(L2 (g, 1/)) et, d’apreés la proposition la C*-algebre E(L2 (g, 1/)) est munie d’une struc-
ture de Cp(X)-algebre. L’'image par la représentation A\ de C;(G) est une sous-C*-algébre
de E(Lz(g,u)), qui n’est pas nécessairement stable par la structure de Cy(X)-module de
L(L*G,v)).
Dans cette partie on définit une sous-Co(X)-algebre de £L(L?(G,v)), que I'on note A, & partir
de la C*-algébre réduite C(G). On montre, via la proposition que cette construction
conserve la propriété d’exactitude. L’idée est de remplacer la sous-C*-algébre C(G) exacte
par la sous-Cy(X)-algébre A de maniére & pouvoir utiliser un théoréme de [Bla97] qui donne
lexistence d’un plongement Cj(X)-linéaire de toute Cy(X)-algébre continue et exacte dans
la Cp(X)-algebre Cp(X) ® Oz. On termine cette partie en appliquant le théoréme ala
Co(X)-algebre A et I'idéal des opérateurs compacts : la suite d’opérateurs positifs compacts
que l'on obtient, joue un roéle central dans 'approximation par factorisation de ’application
identité de A.

Définition 3.2.13. On note A = C*(A(C}(G)), #(Co(X))), la plus petite sous C*-algebre
d’opérateurs de L*(G,v) contenant ¢(Co(X)) et A(C;(G)).

Pour tout a dans C*(G), I'opérateur A(a) sur L?(G,v) est C(X)-linéaire. La C*-algébre A
est engendrée par les éléments ) ;. ; #(fi).A(a;) oil la somme est finie et a; est un élément de
C}(G) et la fonction f; est dans C(X).

Proposition 3.2.14. La C*-algebre A est une sous-Co(X)-algebre de la Co(X)-algebre L(L*(G,v)).

Remarque 3.2.15. Nous considérons a partir de maintenant la Cy(X)-algébre A comme une
sous-Co (X )-algebre de la Co(X)-algebre des opérateurs £(L*(G,v)).

Définition 3.2.16. Soit B une Cy(X)-algébre. On dit que B une Co(X)-algébre continue si
le champ semi-continu supérieurement de C*-algébres sur X est continu, c’est-a-dire si pour
tout b dans B, la fonction x — ||by|| est continue.

Notation 3.2.17. On dit que le groupoide G == X vérifie la condition (Cont) si la Cp(X)-
algébre associée A introduite dans la définition [3.2.13] est continue. On suppose & partir de
maintenant que le groupoide étale G =% X vérifie la condition (Cont) c’est-a-dire que la
Co(X)-algebre A est continue.

La proposition qui suit permet de voir que la propriété d’exactitude de la C*-algébre réduite
CF(G) est transférée a la C*-algebre A :

Proposition 3.2.18. Si la C*-algébre C}(G) est exacte, alors la C(X)-algébre A est exacte.

Démonstration. On note A la C*-algebre C(G) et on suppose que A est exacte ; la C*-algébre
C(X) étant nucléaire, A® C(X) est exacte. On définit un homomorphisme 7 : AQC(X) — A
défini pour les éléments de la forme ), a; ® f; par

( Z a; ® f;) = Z o(fi)-Aai

Cet homomorphisme est surjectif et on a un isomorphisme de C*-algébres de A® C(X)/I dans
A, ou I := ker(m). D’aprés un résultat de Kirchberg (voir une version (IV.3.4.19) de [Blac|)
affirmant que tout quotient de C*-algébre séparable exacte est exact, la C'(X)-algébre A est
exacte.

O]
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On rappelle ci-dessous le théoréme de stabilisation de Kasparov pour les modules de Hil-
bert :

Définition 3.2.19. A toute C*-algébre B, on associe le module de Hilbert standard sur B,
que l’on note Hp défini par

Hp = {(bk) € H B : Zb};bk converge dans B}

keN keN

Théoréme 3.2.20 (Stabilisation de Kasparov). Pour tout B-module de Hilbert F, dé-
nombrablement engendré, il existe un isomorphisme de B-module de Hilbert entre F & Hp et
Hp.

On trouve une démonstartion du théoréme |3.2.20| dans [Kas80a] ou encore dans [Lan95]| :
il s’agit d’'une variante de l'orthogonalisation de Gram-Schmidt. A D'aide du théoréme de
stabilisation de Kasparov , on prouve la proposition suivante

Proposition 3.2.21. [l existe un homomorphisme de C(X)-algébres injectif de la C(X)-
algebre L(L*(G,v) ® I*(N)) dans L(Hc(x))

Démonstration. Comme [?(N) est un espace de Hilbert séparable donc dénombrablement
engendré (e,)neny et L?(G,v) est un C(X)-module de Hilbert dénombrablement engendré,
alors le C(X)-module de Hilbert L?(G,v) ® I2(N) est dénombrablement engendré. En appli-
quant le théoréme de stabilisation de Kasparov au C(X)-module de Hilbert L?(G,v) ®
I(N) dénombrablement engendré, il existe un isomorphisme de C'(X)-module hilbertien entre
L*(G,v) ® I*(N) & He(x) et Hex)- L’homomorphisme de C(X)-module de Hilbert

i: L*(G,v) @ *(N) = L*(G,v) ® I*(N) @ Ho(x)
étant injectif, il existe un plongement C(X)-linéaire £L(L*(G,v) ® I*(N)) dans L(Hc(x)). O

On termine cette partie en appliquant le théoréme a la C(X)-algebre d’opérateurs
A. On note Ky l'idéal des opérateurs de rang fini sur le C'(X)-module de Hilbert L(H¢(x)),
décrit auparavant. On suppose, quitte & remplacer A par la C'(X)-algébre des perturbations
compactes des éléments de A, que 'ensemble des opérateurs compacts K est dans A.
On considére (ey)nen, la suite dans £(C(X) ® *(N)), telle que pour tout entier n, on a
en = 1 ® pn, avec p, la projection sur les n premiéres composantes de (?(N). On obtient
une approximation de 'unité dans I'idéal Ky, constituée de projections. On va ainsi pouvoir
construire une approximation de l'unité quasicentrale (u,) dans I'idéal Ky de A c’est-a-dire
une suite croissante (un)nen d’éléments positifs de la boule unité de K, telle que pour tout a
dans A, lim,_ Haun — unaH = 0 c’est-a-dire

lim_sup [la(z)un(2) — un(@)a(z)|| = 0
rzeX

Lemme 3.2.22. L’idéal Ko des opérateurs de rang fini dans la C(X)-algébre A posséde une
approzimation de 'unité quasicentrale (un)nen, obtenue & partir de combinaisons linéaires
convezxes d’éléments de l'approximation de 'unité (e,)nen de Ko.

Démonstration. La preuve est directe en utilisant le théoréme O

Lemme 3.2.23. L’espace nul de lidéal Ko est trivial.
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Proposition 3.2.24. [ existe une suite d’opérateurs (Ey)nen positifs dans l'ensemble des opé-
rateurs de rang fini Ko, telle que ), oy E2 =1 et pour tout A dans A, on a Y nen EnAE, est
une pertubation compacte de A. De plus, pour tout réel strictement positif € et tout toute partie
finie (ou méme compacte) F dans A, on peut choisir (Ep)nen de sorte que [|[A — 3 oy EnAE,[|<
g, pour tout A dans F.

Démonstration. L’ensemble Ky des opérateurs de rang fini sur le C(X)-module de Hilbert
He(x) est un idéal bilatére dans la C'(X)-algébre A, dont I'espace nul est réduit au vecteur
nul de Hq(x), et on a construit une unité approchée dans Ky quasicentrale pour A. D’aprés le
théoréeme il existe une suite (E,),en d’opérateurs positifs dans I’ensemble des opérateurs
compacts C, (qui est la fermeture pour la norme de 'idéal Ky) vérifiant pour tout entier n,
E? est un opérateur de rang fini, dYon E2 = 1 et pour tout opérateur A de A, I'opérateur
A -5 E,AE, est compact. De plus, pour tout entier n, 'opérateur E,, est de rang fini car
E2 Vest.

O

La suite d’opérateurs positifs compacts (Ej,)neny donnée par la proposition [3.2.24] nous
permet de construire dans les prochaines étapes une application localisante dans A et des
projections dans L(Hc(x))-

3.2.3 (C(X)-nucléarité et exactitude

On considére a partir de maintenant et ceci jusqu’a la fin de cette section que 'espace des

unités X du groupoide étudié est compact. Dans cette partie, on s’intéresse aux relations entre
Iexactitude et la nucléarité dans la catégorie des C'(X)-algébres continues.
On rappelle tout d’abord les notions de nucléarité pour les C'(X)-algébres. On définit 1’algébre
de Cuntz O2 puis on montre que la C'(X)-algébre continue C(X) ® Oz est C(X)-nucléaire.
On utilise alors un résultat de Kirchberg qui apparait dans 'appendice de [Bla97] pour définir
un homomorphisme injectif de C'(X)-algébres 7 : A — C(X) ® Oz. On se sert alors de la
C(X)-nucléarité de C'(X) ® O pour obtenir les premiéres approximations par factorisations
de I'’homomorphisme identité id 4.

Dans la théorie des C*-algébres, la nucléarité d’'une C*-algébre B peut étre caractérisée
par l'existence d’approximations par les applications complétement positives de rang fini de
I’homomorphisme identité de B. On dit que I’homomorphisme identité est nucléaire. Cette
définition s’étend aux applications linéaires complétement positives.

On définit une notion analogue de C'(X)-nucléarité pour les applications C'(X)-linéaires com-
plétement positives entre C'(X)-algébres.

Définition 3.2.25. a) Soient A; et Ay deur C(X)-algébres. Une application C(X)-linéaire
complétement positive 0 : A; — Ag est dite C(X)-nucléaire si et seulement si pour tout sous
ensemble compact K dans Ay et tout réel strictement positif €, il existe un entier n et des ap-
plications C(X)-linéaires, complétement positives et contractantes ¢, : A1 — C(X) @ M, (C)
et Py, : C(X) @ M, (C) — Az telles que pour tout a dans K, on ait

Hﬁ(a) —¢no an(a)H <e
b) Une C(X)-algébre A est dite C(X)-nucléaire si ’homomorphisme identité est C(X)-nucléaire.

Définition 3.2.26. On appelle C*-algébre de Cuntz unifére la C*-algébre engendrée par deux
isométries s1, sp satisfaisant la relation 1 = s15] + s255. On note Oy cette C*-algébre.
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Proposition 3.2.27. La C(X)-algébre C(X) ® Oy est C(X)-nucléaire.

Démonstration. La C*-algébre Oy étant nucléaire, pour tout sous espace compact K de Oo
et tout réel strictement positif ¢, il existe un entier n et des applications linéaires continues,
complétement positives et contractantes, notées ¢ : Oz — M,,(C) et ¢ : M,,(C) — Oy vérifiant
pour tout o dans K,

lo—1op(o)l<e

L’algebre Oy ® C(X) est une C(X)-algeébre continue (c’est un champ continu trivial de C*-
algebres sur X de fibre constante O2). On considére K un sous espace compact de Oz ® C(X)
et € un réel strictement positif. Pour tout f dans K, on pose Uy le voisinage ouvert défini par
Ur={9€0,®C(X): | f—gll<e/3}. On obtient alors un recrouvrement ouvert de K. Par
compacité, il existe une famille finie {fi, ..., fp} d’éléments de IC, tels que K C U§:1U 7;- Pour
tout f dans K, il existe j dans {1, ..., p} tel que pour tout = dans X, on a

1f(x) = fi(x)]< /3

On peut identifier la C(X)-algebre Oy ® C(X) avec la C(X)-algebre C(X, O3) et pour tout j
dans {1,...,p}, on a f;(K) est un sous espace compact de Q. La réunion finie K = U?Zlfj(K)
est un sous espace compact de O, et il existe donc n un entier et des contractions linéaires
continues et complétement positives, notées @ : Oy — M, (C) et ¥+ M,(C) — Oy, vérifiant
| fi(x) — ¢ o@(fi(x))]< e/3, pour tout x dans X et tout j dans {1,...,p}. On pose ¢ : Oy ®
C(X) — M, ® C(X) application C(X)-linéaire complétement positive et contractante définie
par ¢ 1= pRido(x) et ¥ : M, @ C(X) — O ® C(X) application C'(X)-linéaire complétement
positive et contractante définie par ¢ := 1[1 ® ido(x) et on a pour tout j dans {1,...,p},

£ — o odlf;) H—supr] (¥ ®ide(x)) © (¢ ® ideix)) (f5)(@)]]
—suprj bo@(fi(x))| <

Wl m

Pour tout f dans IC, il existe j dans {1, ..., p} tel que pour tout = dans X, on a || f(z) — f;(z)||<
€/3 et on a

|f=vouN)|=|If—Ffi+fi—vop(fi)+vop(f)— H

<|lf =Ll +1fi = voelfi) ||+H¢O<Pfa —vou(f)

<jH5lenn-nl <3S ool A
g

<§+§+§<8

On a donc prouvé que pour tout réel strictement positif et tout sous ensemble compact K de
02 ® C(X), il existe un entier n et deux applications ¢ : Oy @ C(X) — M, @ C(X) et ¢ :
M, ®C(X) = O,®C(X), C(X)-linéaires continues, complétement positives et contractantes
telles que, pour tout f dans IC, on a

If —voe(fll<e

Donc la C'(X)-algebre Oy @ C(X) est C(X)-nucléaire.
O

Dans |Blan|, 'auteur donne une caractérisation des C'(X)-algébres continues et nucléaires,
étendue au cas des C(X)-algébres continues et exactes par Kirchberg (voire appendice de
[Blan]). Il démontre le théoréme suivant :
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Théoréme 3.2.28 ([Blad7]). Soit B une C(X)-algébre continue et séparable. La C*-algébre B
est exacte si et seulement si il existe un plongement C(X)-linéaire de B dans la C(X)-algébre
C(X) ®Q Oy.

On applique alors le théoréme [3.2.28 & la C'(X)-algébre continue et exacte A et on obtient
le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.29. [ existe un homomorphisme injectif de C(X)-algébresm : A — C(X) ® Os.

Démonstration. La C(X)-algébre A étant continue et exacte, d’apre le théoréme (3.2.28] il
existe un homomorphisme injectif de C'(X)-algébres 7 : A — C(X) ® Os.
O

La proposition qui suit permet de plonger la C(X)-algébre continue C(X) ® Oy dans
L(Mex))

Proposition 3.2.30. Il existe un homomorphisme injectif de C(X)-algébres de O @ C(X)
dans E(HC(X)).

Démonstration. La C*-algébre de Cuntz Oy étant séparable, il existe, par le théoréme de
Gelfand-Naimark, un homomorphisme injectif i : Op < L(I2(N)). On a alors

i®ido(x) : 02 ® C(X) = L(I*(N)) ® C(X) = L(I*(N) ® C(X))

C(X) étant une C*-algébre o-unitale, on a L(I*(N) ® C(X)) = L(Hc(x))-
Il existe donc un homomorphisme injectif de C'(X)-algébres de Oy ® C(X) dans L(H ¢ (x))-
O

Remarque 3.2.31. Le probléme que nous devons étudier, & savoir 'approximation de la repré-
sentation réguliére de C¥(G), peut se résumer grossiérement par le diagramme suivant :

c L(L*(G,v) ® B(N))— L(Hc(x))
v

id g

C(X)® 0y 1 C(X) ® Os——L(Hc(x))

(%) & My (C)

3.2.4 Etude de E, : projection et application localisante

On utilise la suite (E,)neny d’opérateurs positifs compacts obtenus dans la proposition
3.2.24] pour construire des projections Ppg, dans E(”HC(X)) et une application localisante
l: A — A définie par I(A) = >, E,AE,. L'intérét d’introduire ces objets est la démons-

tration de la proposition [3.2.41].

On rappelle un théoréme classique pour les opérateurs sur un module hilbertien, dont
I'image est fermée (voir [Lan95] ou [MTO05])

Proposition 3.2.32. Soit B une C*-algébre, £ et F des B-modules hilbertiens. Soit t €
L(E,F) a image fermée, alors on a
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a) Le noyau ker(t) est un sous module de € qui admet un sous module supplémentaire.
b) L’image Im(t) est un sous module de F qui admet un sous module supplémentaire.

c) t* € L(F,E) a une image fermée.

Proposition 3.2.33. Pour tout entier n dans N, l"image de l'opérateur E,, est fermée dans
Hex) et admet un sous module supplémentaire.

Démonstration. Pour tout entier n, l'opérateur E, est positif donc Ef E,, = E2. Par définition,
on a E2 = u, — u,_1 et le spectre o(E2) est un ensemble fini, donc o(E2) \ {0} est fermée.
L’opérateur By, a une image fermée dans Ho(x).
En appliquant la proposition a lopérateur E,,, on en déduit que l'image I'm(E,) admet
un sous module supplémentaire dans Heo(x).

]

Remarque 3.2.34. On note Pg, : Hox) = He(x) la projection associée au sous module
Im(E,).

Lemme 3.2.35. Pour tout n dans N, il existe un entier N, tel que l'image de l'opérateur E,
soit incluse dans C(X) ® CNn.

Démonstration. Pour tout entier n, on a, par construction, ETQL = Up4+1 — Up. Or chaque u,, est
une combinaison linéaire convexe d’éléments de la suite (ey,)nen. Les opérateurs E2 peuvent
alors s’écrire sous la forme E,QL = ZnGN An€n, ol A, est non nul pour un nombre fini de n et
vérifient ) A, = 0. Puisque chaque opérateur E? est diagonal et de rang fini, il existe un
entier positif N,, tel que I'image de E,, soit inclus dans C(X) ® CN»,

O

Remarque 3.2.36. On pose H := ®penIm(E,). L'espace H est muni d'une structure de C'(X)-
module hilbertien séparable (voir [Lan95| pour la construction générale) : on définit un élément
de H comme une suite (n)nen, ot xy, est dans E,, et vérifiant ) (xp,zy,) convergence dans
C(X) et la structure de C'(X)-module est évidente (voir [Lan95] pour la construction générale).

Remarque 3.2.37. On a par construction de H un isomorphisme de C(X)-module hilbertien
entre H et Ho(x)

Lemme 3.2.38. Pour tout n dans N, il existe N,, entier, tel que Pg, (HC(X)) soit isomorphe
au C(X)-module de Hilbert C(X) @ CNn.

Lemme 3.2.39. Soit V : Hex) — H Uapplication qui o tout vecteur & de Heo(x) associe le
vecteur V(&) = OnenEn(§). L’application V : Hexy — H est une isométrie.

Démonstration. Pour tout § dans He(x), on a

IV = l|@nenEn(©)IP= Y (En(€), En(&)) = > (E2(£),£)

neN neN

—( T B©.6) = (6.6 = lel?

neN
Pour tout 1 = ®,enm, de H et tout ¢ dans Heo(x), on a

<V§, 77> = <@n€NEn€7 @nENnn> = Z <En§7 77n> = Z <§7 EZ%>

neN neN

= <5, ZEnnn> = (&, V™)

neN
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Son adjoint V* est défini pour tout 7 = Gpenmn, de H par V(1) = 3,y Bn ().
O

L’application [ : A — A définie pour tout A dans A par I(A) = > E,AE, est telle que
A —I(A) est un opérateur compact, pour tout A dans A.

Définition 3.2.40. On pose, pour tout n entier, l’application 6, : A — Pg, (HC(X)) définie,
pour tout A dans A, par 6,(A) = Pg, APg, . On dit que 6,,(A) est la compression de ’opérateur
A sur le sous module Pg, (HC(X)).

On pose 6 = Bpendn Lapplication sur A & valeurs dans les opérateurs L(H).

Proposition 3.2.41. I existe un C(X)-module hilbertien séparable H, une isométrie V :
Heoxy — H et une application C(X)-linéaire, completement positive 6 : A — L(H) tels que
pour tout A dans A, lopérateur A est une perturbation compacte de V*§(A)V .

Démonstration. Le C(X)-module hilbertien séparable H, I'isométrie V' et I'application C'(X)-
linéaire complétement positive ont été construits auparavant. De plus, on a pour tout entier
n et tout A dans A, la relation E,0,(A)E, = E,AE,, par définition de §,(A). Ainsi on a

V*S(A)V = V*(@nen AEy) = Y E,AE, = I(A)
neN

L’application [ étant localisante, alors pour tout A dans A 'opérateur A est une perturbation
compacte de V*§(A)V.
O

3.2.5 Champ de formes vectorielles

Dans cette partie, on s’intéresse aux applications C'(X)-linéaires et complétement positives
9+ A — M,,(C(X)), définies pour tout entier ¢ dans : on associe a ¢; une application
8, My, (A) — C(X) également C(X)-linéaire et complétement positive qui est un C(X)-état
et on montre que 0, peut étre approchée par des C'(X)-états vectoriels définis eux-méme a 'aide
de la C(X)-représentation fideéle m,, : M, (A) — ﬁ(?—[zf(X)) induite par 7 : A — L(Hc(x))
obtenue au corollaire On utilisera les résultats d’approximation d’un état d’'une C*-
algébre par des sommes états vectoriels que 1'on peut retrouver dans le livre [Dix96].

On considére la C(X)-représentation fidele 7 : A — L(Hc(x)), obtenue & partir du plon-
gement C(X)-linéaire 7 : A — C(X) ® Os. Pour tout i dans N, on note m,, := 7 ® id :
A® Mm. — E(HC(X)) &® Mm.

Lemme 3.2.42. Pour tout i dans N, Uapplication my,, : My, (A) — L(?—[Zf(X)) est un champ
de représentations fidéles.

Démonstration. Soit ¢ un entier. L’application my,, : My, (A) — [,(’Hgi(x)) est évidemment un
homomorphisme de C'(X)-algebres. Il s’agit de montrer pour tout  dans X, que ’homomor-
phisme 7y, 5 : My, (Az) — E((HE”(X))Q,) est une représentation fidele de la fibre en z. On a,
pour tout = dans X et tout A dans M, (A),

17,2 (az) || = inf{””m(a) — fn ()], f € Cz(X)}
= inf{””m(a —fa)l, f € CI(X)}
= inf {Ha — fual, f € CI(X)}

= [laz||
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On a montré, pour tout = dans X, que ||m,, »||= 1, c’est-a-dire que 7y, , est une représen-
tation fidele de la fibre M, (A;) dans la C*-algébre des opérateurs de ’espace de Hilbert
E((’Hgi( X))x)‘ Ainsi 7y, est un champ de représentations fidéles.

O

On rappelle un résultat classique pour les états, dans le cadre général des C*-algébres dont
les détails se trouvent dans [Dix96].
Soit B une C*-algébre et H un espace de Hilbert séparable. On considére une représentation
fidele de B dans ’algébre des opérateurs de H, que 'on note 7 : B < L(H). Pour tout vecteur
§ de H, on note wg la forme linéaire continue positive sur B, définie par la représentation 7 de
B et le vecteur &, c’est-a-~dire I'application linéaire continue positive définie pour tout b dans
B, par

we(b) = (€, 7(D)E)

Une telle forme linéaire sera appelée forme vectorielle. Si la représentation 7 est non dégénérée
et si le vecteur £ de H est unitaire, alors la forme linéaire we est un état et on parle alors d’état
vectoriel sur B.

Théoréme 3.2.43. [Diz96] Soient H un espace de Hilbert, K l’ensemble des opérateurs com-
pacts sur H, B une sous-C*-algébre d’opérateurs de L(H) et ¢ est un état sur B nul sur BNK.
Alors ¢ est limite x-faible d’états vectoriels de B.

Définition 3.2.44. [Bla906] Soit B une C(X)-algébre. On appelle champ continu d’états (ou
C(X)-état) une application C(X)-linéaire positive ¢ de B dans C(X) telle que, pour tout x
dans X, Uapplication p, = e, 0 @ soit un état sur By.

Définition 3.2.45. Soit B une C(X)-algébre continue et w : B — L(H) une C(X)-représentation
fidéle dans la C(X)-algebre des opérateurs sur le C(X)-module hilbertien H. Un C(X)-état
vectoriel ¢ : B — C(X) est un C(X)-état pour lequel il existe un vecteur & dans H, tel que &,
est unitaire dans Hy pour tout x dans X et vérifiant o(b) = (£, m(b)§) pour tout b dans B.

Proposition 3.2.46. Pour tout i dans N, [’application 6; : A — My, (C(X)) est C(X)-linéaire
et complétement positive.

Démonstration. Soit i un entier. L’application ¢; : A — M, ® C(X) est C(X)-linéaire car,
pour tout A dans A, on a 6;(A) = Pg,APg,, ot Pg, et A (vu comme opérateurs sur He(x))
sont C'(X)-linéaires.

Pour montrer que J; est complétement positive, on montre que pour tout entier n, tout
(Aq,..., A,) dans A et tout (my,...,my) dans M,, ® C(X), on a

Su =Y mrsi(ArA)my >

pq=1
Or pour tout entier n, tout (A, ..., A,) dans A et tout (my,...,my) dans M,,, ® C(X), on a
n = Z m*(5 A* mq = Z m;(PElA;AqPEl)mq = Z (ApPEimp)*AqPEimq
p,q=1 p,q=1 /pq*1
=SS (A Prmy) Ay Py = Z( (4, Pr,my) ZA Pr,my )
p=1¢=1 =1
= <Z(APPEimP)> <Z(AQPEimQ)) >0
p=1 q=1
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Lemme 3.2.47. Pour tout entier n et toute C(X)-algébre A, il existe une correspondance
entre les applications C(X)-linéaires completement positives de A dans M, (C) @ C(X) et les
applications C(X)-linéaires complétement positives de M, (C) ® A dans C(X).

Démonstration. On trouve un preuve dans [Bla06| (11.6.9.11). O

Remarque 3.2.48. On associe & 9; : A — M,,, ® C(X), par la correspondance donnée dans le
lemme , 07+ My, (A) — C(X) lapplication C'(X)-linéaire complétement positive. On
va montrer que ¢ : M,,(A) — C(X) est un C(X)-état et de maniére analogue au théoréme
sur les états, on prouve, pour tout ¢ dans N, que le C(X)-état ¢, : My, (A) — C(X) est
limite *-faible de C'(X)-états vectoriels.

Proposition 3.2.49. L’application &, est un un champ continu de formes linéaires continues
et positives.

Démonstration. L’application §, est une application C(X)-linéaire (complétement) positive de
M,,(A) dans C(X). De plus pour tout = dans X, 'application 52’-@ = e, 0 0, est une forme
linéaire continue et positive sur My, (A)y = My, (Ay).

]

Pour prouver que 0} est limite *-faible de C'(X)-états, on va procéder en deux étapes :

1) on fait une étude locale de d; en chaque point z de X et on utilise les résultats connus
de formes linéaires et continues pour les C*-algébres

2) on utilise une partition de I'unité pour revenir dans le cadre global des champs continus
de formes linéaires

Etape 1) Pour i dans N et xz dans X fixés, on considére la forme linéaire continue et
positive définie par (52’»@ : My, (A;) — C, obtenue par la composition e, o 4.

Proposition 3.2.50. Pour tout réel € strictement positif et toute partie finie F de My, (A),
il existe (i, x) dans (Ho(x))y' tel que pour tout A dans F, on ait

|5;,x <A$) - w{(i,a:) (Wm,x(Azr))‘ <e€

Démonstration. En utilisant la représentation fidéle 7y, ,, on considére M, (A;) comme sous-
C*-algebre de £ ((’HZJ'(X))QC). Quitte a tensoriser par I2(N), on peut supposer que A;NK ((’Hgi(x))x)
est réduit a I’élément nul. L’application §, . : My, (A;) — C est une forme linéaire continue et
positive. 7

En appliquant le théoréme , on en conclut que (5;36 est limite x-faible de formes vecto-
rielles. Ainsi pour tout € > 0, toute partie finie F de M, (.A), il existe un vecteur £(i,z) dans
(Hgi(x))x tel que, pour tout A dans F,

|6;,a: (Al") - w{(i,w) (Wnl,x(Am))‘ <e
]

Remarque 3.2.51. Puisque ’HZJ'(X) est un C(X)-module de Hilbert, il existe suffisamment de
n; ng

sections au sens oil, pour tout n € (’HC(X))I, il existe 1 € (’HC(X)) tel que n = 7.

Il existe un vecteur {i(x) € (Hgi(x)) tel que 51-(2) =£{(i, ).
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Lemme 3.2.52. Pour tout réel € strictement positif et toute partie finie F de My, (A), il existe
un voisinage ouwvert U; , de x dans X, tel que pour tout y dans U, et tout A dans F, on a
les inégalités suivantes

|0} (As) = 8] ,(A))] < e
‘wfﬁc) A ) 5Z(gz)(Ay)‘ < €

Démonstration. En effet, la premiere inégalité résulte du fait que d, est un C'(X)-état c’est-a-
dire un champ continu d’états sur X. La seconde inégalité s’obtient en considérant la fonction

continue f := We(a) (A) = <§§x); wi(A)f( )> de C(X). On a alors pour tout € > 0 un voisinage

ouvert V, de x tel que pour tout y € V, on a

(@) — f)l = (€, wm<A>5§"f>><a:>—<s§ T (A ()]
= ’<£z(,:§3)’ T,z (A )5 > <£zz)’ Ty (Ay) i,y>’<6
Il

Proposition 3.2.53. Pour tout réel € strictement positif et toute partie finie F de My, (A),
il existe un voisinage ouwvert U; , de x dans X, tel que pour touty dans U, et tout A dans F,
on a

‘5;,11("42/) —w (Ay)} <e

£

Démonstration. On utilise la propriété [3.2.50| et le lemme [3.2.52| pour le réel £/3 et la famille
finie . On a pour tout A dans F et pour tout y € U;

D = |§,(4) - w§<z><Ay>|
= ‘5 5/ (Ag) + 52,1(1490) — wé_(z)(Ax) + wﬁgz)(Ax) — wg(z)(Ay)‘
i,x 1, Y
g
< |00, (Ay) = 81 (Ad)| + |80 (As) — We(e) (Az)| + Wew (Aa) = W) (4y)] <3 x 3
1,T ,Y Y
< €

O]

Remarque 3.2.54. Pour tout réel ¢ strictement positif et toute partie finie 7 de My, (A), il
existe un vecteur §z-(x) dans ( gi( X)) et un voisinage ouvert de z, noté U, ., tel que 51(2) est

unitaire dans (ng( X))y pour tout y € U; , et vérifiant pour tout y dans U; , et tout A dans F

|07, (A) — wezyy (A)] <&

Etape 2) On cherche maintenant & revenir aux champs continus de formes linéaires et
continues sur ’espace X. On fixe ¢ un entier dans N, un réel ¢ strictement positif et une partie
finie F dans M,, (A).

Pour l'opérateur o, : M, (A) — C(X), on peut, pour tout x dans X, réitérer la démarche
précédente assurant 'existence d’un voisinage ouvert U; , de x dans X et d'un vecteur SZ@
dans (H¢e(x))™ tel que pour tout y dans U4, le vecteur éj}est unitaire dans (Hgi(X))y' On

considére U; = {U; ; }zcx le recouvrement ouvert de X.
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Remarque 3.2.55. Comme X est un espace topologique supposé compact, il existe un ensemble
fini F; dans X tel que U; = {U; o }acF, soit un recouvrement ouvert fini de X. On note {{> }aer,
les vecteurs de (He(x))"™

On pose {¢i o facr, une partition de I'unité associée a ce recouvrement d’ouverts, ot ¢; o : X —
[0, 1] fonctions continues a support compact dans U; o vérifiant 'égalité Y o p ¢5.q(z) = 1, pour
tout  dans X.

Lemme 3.2.56. I existe une application C(X)-linéaire w; : My, (A) — C(X) telle que, pour
tout y dans X et tout A dans F, on a ’52’-7y(A) —wi(A)(y)| <e

Démonstration. On pose w; = ) cp ¢iawee, application C(X)-linéaire de M,,(A) dans
C(X) et ona

16:(A) (W) = wi(A)®)] = | D Gia()d,(A) = Y dialy)we (A)(y)

acl; a€F;
<Y bia®)]07,(A) — wea (A) ()| < &
OtEFi

O
On considére F; de la forme {1,...,m;} et on note &; := (\/qSi’lfil; e \/(;Si’mif;ni), élément

de (Hejix))™ - En effet, on a

(€,6) =D Vil VOiald) =D bl ) € C(X)
a=1 a=1

Lemme 3.2.57. L’application w; est un champ continu de formes linéaires positives vecto-
rielles.

Démonstration. Sion pose wg, == Y o) i <£l“, T, (A)ff‘>, on obtient un C'(X)-état vectoriel
tel que
wg.

2

:Wi

O]

Remarque 3.2.58. Pour tout entier ¢ dans N, tout réel e strictement positif et toute partie finie
F de M,,(A), on a obtenu une approximation de chacun des C(X)-états ¢, par un C(X)-état
vectoriel we,, ou & est dans ( gi( X))mi.

On a montré que pour tout entier ¢, application 6] : My, (A) — C(X) est limite *-faible
de C(X)-états c’est-a-dire que pour tout réel e strictement positif et toute partie finie F de
M, (A) il existe un vecteur §; dans (Hgi(X))mi tel que pour tout A dans F

[0i(A) — we, (A)|| <&

3.2.6 Approximation par factorisation

Pour tout entier ¢, on a construit le vecteur & = (\ [$i1&L; .5 /d)@miflmi) dans le C(X)-
module hilbertien EBZZI EB?;I He(x)- On adoptera les notations suivantes, en supposant que §&;
s’écrive sous la forme

1,1 1,2 1,m;
& & &
gi = s ) :

§ni’1 5%‘2 gﬁz‘.vmi

7 7 7
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ot chaque &9 est un élément de He(x).
On note, pour k entier, {i(k) I’élément de (HC( )) , défini par f(] (f 55’2, ,§fmz)

Définition 3.2.59. On note, pour tout i entier, V; : C(X)" — (Hgl(x)) *, Uapplication
linéaire définie par Vi(f1, ..., fn,) = @, @7, f;€7 = @i, ;69

Proposition 3.2.60. L’application V; : C(X)" — (”Hgl(x))mi est une application C(X)-
linéaire, bornée et possédant un adjoint.

Démonstration. L’application V; est C'(X)-linéaire. Pour montrer qu’elle est bornée on consi-
dere (f1, ..., fn;) un élément de C'(X)™. On a alors

? —sup| gD g em 6D i) ()|

Z|fj|2<x> )¢9 (@
j=1

< H(fl))fnz)

L’application C'(X)-linéaire V; est donc bornée.
On montre que V;* : (Hgi(x))mi — C(X)™ est définie, pour tout 7 dans (H?g)ml, par

H‘/;(flu "‘7f7lz‘)

= sup Z|f3 ’ |95 (@
\

= sup

|’ < H(fl,...,fni)

*[l(g1, -+ n)

En effet, pour tout (fi,..., fr;) dans C(X)™ et tout n dans (H'y)™, on a

Vilfr o fo), (ZZ (€* s, ”“f;) S8 S (e

=1 g=1 7=1 k=1
_ ij J)’ <(f17 o fni)s (<§§j),n(j)>)1<j<m>
_< Fioeoes Fnd) Vi ()

L’application C'(X)-linéaire bornée V; admet un opérateur adjoint.
De plus pour (fi, ..., fn,) dans C(X)™, on a

VEVilT e ) = Vi (@0 567) = (08 €5 569

B (fj<§§j)’fz‘(j)>)1<j<m - <fj Z(fzj’k,ﬁf’kQ
1<j<n;

k=1
= (glfh agnlfnl)

ou chaque g; est une fonction continue positive non nulle sur X définie, pour tout entier 7,

par g; = (¢, ¢). | |
L’application V; : C(X)™ (HZZ(X))W est dans Lox) (C(X)™, (Hg(x))mz) O

Remarque 3.2.61. Par le lemme donnant la correspondance entre les applications C'(X)-
linéaires complétement positives f : A — M, (C(X)) et les applications C'(X)-linéaires com-
plétement positives f : M,,(A) — C(X), on associe a l'application wg, : My, (A) = C(X),
I'application C(X)-linéaire et complétement positive &g, : A — M, (C(X)).
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Lemme 3.2.62. L’application C(X)-linéaire et complétement positive we, : A — M, (C(X))
est définie pour tout A dans A par

e (4) = (B4 &% o, (r()51)))

1<p,q<n;

Démonstration. L’application étant C'(X)-linéaire et complétement positive sur My, (A), on
peut, pour toute matrice A = (A ) dans My, (A), écrire we, (A) sous la forme > 7 _ ) wp ¢(Apq).
L’application C'(X)-linéaire et complétement positive &g, est défini, pour tout A dans A, par

la formule
n; n

we; (A) = Z Z €p,q ® Wp,q(A)

p=1g=1

Pour toute matrice A = (4, 4) dans M,,(A), on a

we; (A) = (&, (@?—1 . (A4))&:)
(@, &7y &5, o, (mn, (A) 7L, €17))

<@?;1£g7k’ n, ((Apq)) 7L &y

I
Ms

k=1
m U
3 (e (SR A = 0 ST (RS w (A )
k=1 q=1 k=1p=1 q=1
n; g Ny
= <€9k 1§p7 Sre1m(Apg) 5% :Zzwpq pa)
p=1q=1 p=1q=1

ol wpq(Apq) = };”:lﬁf’k,@?:lﬂ(Ap,q)fg’k>. L’application C(X)-linéaire et complétement
positive we,; est donc définie par

ny Ny

D, (A) = 33 ey @ (@, €% o (AR

p=1g=1

O]

Proposition 3.2.63. Pour toute partie finie F C A il existe un vecteur & dans (Hg"(x))m tel
que pour tout A dans F

0:(A) = (&7, (7(A) @ idm ) (E7))) 1y gem:

est un opérateur compact dans My, @ C(X) ; de plus pour un réel strictement positif €, on peut
choisir §; de sorte que, pour tout A dans F, la norme de cet opérateur compact soit inférieure

N £
0/277%..

Démonstration. On pose F = {A®e,,, A€ F, 1<p,q<n;}est une partie finie de M, (A).
Par le travail précédent, il existe un élément &; € (HZf(X))m tel que pour tout A dans F, on a

3

I91(4) ~ e (A< 7z
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et pour tout A dans M, (A), on a I'égalité

5(A) —we (D) = S ipalApg) = S (€W, (n(Apg) © id ) (€))
p,q=1 p,q=1
> (6,pq<A ) = (&7 (7 (Ap) © i, ) (€] >>>)
p,q=1
Pour tout A dans A,
5(4) ~ G (D) = 3 e ® (Bipgld) — (€2, (7(A) @ idy ) (€7))
p,q=1

donc on a _
16:(A) — @6, (A < 3 [6ipa(A) — €F, (7(A) @ idin, ) (EL9))]|
p,q=1

Pour tout A dans F et tout p, ¢ dans {1, ...,n;}, la matrice A ® e, , est dans F, on a alors

M = H(Si,p,q <€(p) ® del 5(‘1) >H
F(A® epg) - Z@Ep (T(A® epg) ® idn) (€7)) H
- pP,q

Donc pour tout € > 0 et toute partie finie  dans A, on a pour tout A dans F,

16:(A) — @e (A)]| < 55

Remarque 3.2.64. Pour tout §; € (Hgi(x))m et tout A dans A, on a

(67, (1(A) @ idn ) (E))) 1 s = Vi (7(A) @ ) @ iy, ) Vi
Corollaire 3.2.65. Pour tout réel strictement positif € et toute partie finie F incluse dans A,
il existe Vi dans Lox) (C(X)™, (Hg(X))mi), telle que pour tout A dans F
[8:(4) = Vi ((4) @ idn,) @ i, JVi]| < =

Approximation : on va maintenant pouvoir donner une approximation de l'application
identité de A ce qui induit alors une approximation de la représentation réguliére du groupoide
G localement compact o-compact et étale. On note dans la suite H%O( x) = Dien (”Hg’( X))mi
On considére 0 = @;end; : A — BienM,p, ® C(X) et on pose
W @iENC(X)ni — EB@'EN( gZ(X))mZ
défini par W := @;enV;. On note mo la représentation fidéle définie par
A — Bien((7(A) @ idn,) @ idp,)
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Proposition 3.2.66. Pour tout ¢ > 0 et toute partie finie F C A, on a

a) il existe une application W : ”HOCO(X) — H%O(X) qui est C(X)-linéaire et adjointable tel
que §(A) — W*(moo(A))W est compact pour tout A dans F et vérifie

|6(A) = WH(1oo(A))W|| < &

b) il existe une application W : HZ?(X) — H%O(X) C(X)-linéaire et adjointable tel que pour
tout A dans F A —W* (7TOO<A))W est compact et vérifie

|4 = W (o ()W < €

Démonstration. Soit € > 0 et F une partie finie de A.

a) Pour tout 7 dans N, il existe un opérateur borné V; : C(X)" — (Hgl( X))m, tel que pour
tout A dans F, on a [|0;(A) — Vi¥or(A)Vi[[< &.

On pose W : ©;enC(X)™ — Djen (HZf(X))m défini, pour tout (f;);en dans @;enC(X)™ par
W((fi)ien) = ®ienVi(fi). W est un opérateur défini sur @;enC(X)™, qui admet un adjoint
W* = @;enV;*, donc continu par le théoréme du graphe fermé. On a alors

16(A) = W*Too (AW | = [[Biendi(A) — BienVi" & w(A)Vi|
* €
<D NEA) -V en(Vill <Y o
ieN ieN
<e€

b) Il existe V :— tel que A — V*3(A)V est compact et |4 — V*§(A)V| < e donc en notant
W =VW,onaA—W*(mo(A))W est compact et vérifie

A = W*(Toe(A)) W] < &
L]

Théoréme 3.2.67. Pour toute famille finie F dans A et tout réel € strictement positif, il
existe un entier n et des applications ¢ : A — M, @ C(X) et ¢ : M, ® C(X) — E(H%O(X)),
chacune C(X)-linéaire, complétement positive et contractante, vérifiant pour tout A dans F

HA—@Z)O@(A)H <e€

Démonstration. On considére une famille finie F dans A et € un réel strictement positif. Par
la proposition précédente, il existe un opérateur W dans £( 2?( X)), tel que pour tout A dans
F,

|4 = W (AW |<

Par la C(X)-nucléarité de la C'(X)-algébre C'(X) ® Oz, on a montré, pour l'ensemble fini
F de A et e le réel strictement positif choisis, 'existence d'un entier n et d’applications
¢:A— C(X)® M,(C) et 9 : C(X)® M,(C) - L(Hc(x)), C(X)-linéaires complétement
positives et contractantes vérifiant, pour tout A dans F,

3

I7(A) = do@(A)]| < S
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On pose ¢ := ¢ une application de A dans M,, ® C(X) et ¢ := W* (1/; ® idj2(yy) W une appli-
cation de M, ® C(X) dans E(’HE?( X)). Ce sont des applications C(X)-linéaires complétement
positives et contractantes et pour tout A dans F, on a

|A=vop(A)| = ||A—WTe(A)W + Wna (A)W — tp o p(A)||
< A= W rao(A W] + W (A)W = 1 0 o(A)

<5+ WA e (W = W* (0 & idia ) (AW |
3

< 5+ W (moo(A) = (¥ @ 2 10)) (2(A)) W |
<5 A WP [lroe (4) = (& @ idia ) (B(A)|
< S+ WPl () = D o 3(A))) @ idg) |
< S+ WP llr(4) = do p(a))

9 2 €
<5 +wl 21w
<e¢

On a montré que pour toute famille finie F dans A et tout e réel strictement positif, il existe
un entier n et des applications ¢ : A — M, ® C(X) et ¢ : M,, ® C(X) = L( Z?(X)), chacune
C(X)-linéaire, complétement positive et contractante, vérifiant pour tout A dans F

HA—@/}ocp(A)H <e
L]

Remarque 3.2.68. On peut étendre le résultat du théoréme a des familles F compactes
(et non plus seulement finie) de A. En effet en considérant F une famille compacte dans A
et € un réel strictement positif, on peut pour chaque élément a de F considérer un voisinage
ouvert U, dans A de sorte que pour tout a’ dans Ug, on a ||a — a’||< £/3. On obtient ainsi un
recouvrement ouvert de A duquel on peut extraire un sous recouvrement fini U = {Ug, }I" ;.
On considére Fi le sous ensemble fini de F constitué des m éléments a;, pour ¢ variant de 1 a
m. D’apreés le théoréme[3.2.67], il existe un entier n et des applications ¢ : A — M, ® C(X) et
VM, ®C(X)— E(HE?( X)), chacune C'(X)-linéaire, complétement positive et contractante,
vérifiant pour tout ¢ dans {1,...,m},

Hai —1o go(ai)H <e/3

Pour tout a dans F, il existe a; dans F, tel que ||a — a;||< €/3, et on a

la =¥ op(a)]| = |la—ai+ai —¥opa) +¥op(a) —vop(a)
< fla—aif| + lai = ¥ o pla;) H+H¢osoaz) w wa)]
<e/3+¢/3+¢/3
<e€

Définition 3.2.69. Soit G un groupoide séparé, localement compact, B une Cy(X)-algébre et
¢ : CHG) — B une application Cy(X)-linéaire complétement positive. L’application ¢ est dite
a support compact s’il existe un sous espace compact K de G tel que pour toute fonction f dans
C.(G) vérifiant Supp(f)NK =0, on a ¢(f) =
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Proposition 3.2.70. Soit ¢ : A — M, ® C(X) une application C(X)-linéaire et comple-
tement positive, alors pour tout réel € strictement positif et tout famille finie F dans A, il
existe une application C(X)-linéaire, complétement positive et a support compact ¢’ : A —
M, @ C(X) telle que pour tout a dans F,

lo(a) —¢'(a)||< e

Démonstration. L’application ¢ : A — M, ® C(X) étant C(X)-linéaire et complétement
positive, alors par le théoréme de Stinespring pour les C'(X)-modules de Hilbert, il existe un
C(X)-module F,, un *-homomorphisme 7, : A — L(F,) et un opérateur v, dans L(M, ®
C(X), Fy) tel que pour tout a dans A, on a ¢(a) = vim,(a)v, cest-a-dire qu'il existe des
vecteurs ey, ..., e, dans Fy, tels que

pla) = vimp(a)vy = [(ei, mp(a)e;)]
On a un représentation fidéle de A : A dans L?(G,v) et pour tout 7 > 0, quitte & prendre
un multiple de la représentation fidéle ), il existe des vecteurs &1, ..., &, dans L%(G,v) tels que
pour tout a dans F

[(eis mp(a)es) — (€, Ma)€5)| < n
On peut supposer que les fonctions &; sont & support compact et en posant ¢(a) = [(&, A(a)&;)],

on obtient une application C'(X)-linéaire, complétement positive et & support compact ¢’ :
A — M, ® C(X) telle que pour tout a dans F,

lp(a) — ¢'(a)l|< e

3.2.7 Moyennabilité

On considére ’espace produit G x G et pour ¢ = 1,2, on note p; : G xG — G la projection sur
la i-iéme composante. Soit F' un sous espace fermé de 'espace G x G, on dit que F' est (p1, p2)-
propre si pour tout sous espace compact K de G, les ensembles F N (K x G) et FNG x K
sont compacts.

Définition 3.2.71. On dit que le groupoide G a la propriété (W) si pour tout sous espace
compact K de G et pour tout réel € strictement positif, il existe une fonction h : G x G — C
continue, bornée, de type positif et a support (p1,p2)-propre vérifiant pour tout vy dans K,

|h(v,7) — 1< e

On considére h : G x G — C une fonction continue, bornée, a support (p1, p2)-propre et de
type positif. Pour tout v dans G, on note h,, la fonction continue sur G et & support compact
définie par h(n) := h(v,n) pour tout n dans G.

Lemme 3.2.72. Soit h : G x G — C une fonction continue, bornée, a support (p1,p2)-propre
et de type positif. L’application v — A(h,) continue sur G a valeurs dans C)(G) est de type
positif.

Démonstration. On doit prouver que pour tout entier n, tout x dans X, tout vy, ..., vy, dans
G®, tout &1, ..., &, dans L?(G), on a, pour tout y dans X

n

> (&, A1, )&} (y) 2 0

ij=1
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On peut supposer, pour tout i dans N = {1,...,n}, que les fonctions &; sont dans C¢(G). On
considére F' := U} Supp(&;|g,) 'ensemble fini de G,. On a alors

A=Y (&M )6) Z > Gla)(h-1, %&5)(a)

=33 Y @k, (@87Ng(8)

1,7=1 a€Gy pegr(x)

- Z Z Z &ilan)h(v; g e )é ()

i,j=1reF r'eF

Pour tout ¢ dans N = {1,...,n} et r dans F, on pose A, := §i(ay), 0ip =7 €t Tip =«

et on a
A= NioAjh(o;, T i) 20
i€N jEN

reF e
car par définition, 'application h : G x G — C est de type positif.
O

On suppose que le groupoide G a la propriété (W). Soit n un entier, on consideére le sous
espace compact K, de G. Il existe une fonction h : G x G — C continue, bornée, de type positif
et & support p1, pe-propre vérifiant pour tout v dans K,

h(v,y) —1]< (2n)

Pour tout 3 dans G, on note hg : G — C la fonction définie, pour tout o dans G, par
hg(c) :== h(B, ) qui est continue et & support compact sur G. On considére F = {A(hg) : B €
K,} qui est une partie compacte de C)(G). D’aprés 'approximation par factorisation de la
représentation réguliére faite dans7 il existe une application C'(X)-linéaire, complétement

[e.9]

positive et contractante ¢, : A — E( C(X)) telle que pour tout 8 dans K,

| ¢n(hp) —ida(hg)|| < (2n)~"

et Iapplication ¢, est a support dans un compact C,, de G.

Pour tout v dans G, on considére U, un voisinage ouvert de v sur lequel les restrictions
des applications but et source sont homéomorphismes sur leur image respective. On obtient
ainsi un recouvrement d’ouvert {U,},cg de I'espace G duquel on peut extraire un sous recou-
vrement localement fini U’ = {U,, }iecr, ott I est dénombrable. On note U := {U, x Us, }icr le
recouvrement ouvert localement fini de la diagonale Ag de G x G. On lui associe une partition
de l'unité {9 };er, ou chaque fonction 1; est continue, positive et a support compact dans

louvert U,, x U,, telles que
Ag Y Wi <1

el

On pose (o, B) = > c;¥i(e, B) la fonction définie sur G x G continue et a support dans
Uier(U,, x U,,). Pour tout v dans G, on note f, : G — R définie par f,(a) = (v, ) est
une fonction continue et & support compact dans W, = Ujer, Us,, ot I, = {iel:veU,}
est une partie finie de I. La restriction des applications but et source a chaque W, est un
homéomorphisme sur leur image respective.

Comme G est o-compact, on suppose qu’il existe une suite (K, ),en croissante de compacts de
g telle que K,, C Io(nH pour tout n entier et UneN K, =4g.
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Proposition 3.2.73. Pour tout n dans N, il existe une fonction p, continue sur G %, G, a
valeurs réelles, de type positif et a support dans un tube telle que pour tout (v,n) dans le tube
Tk, , on a

ln (v, m) — 1< 1/n

Démonstration. On pose puy, la fonction définie sur G *, G qui, a tout couple (v,7n) de G *, G,

associe fin(7,1) = (f2, dn(hy-1,) (f;)) (), o0t & = r(y) = r(n).

Les applications v — f, et 3 — hg étant continue sur G, alors i, : G*.G — R est continue
comme composition d’applications continues.

Le support C,, de l'application ¢, un sous espace compact de G et la fonction h est &
support (p1,p2))-propre donc on a Supp(h) NG x C), est compact. On en déduit alors que
{a € G : ¢n(ha) # 0} est compact et que la fonction u, est & support dans un tube.

On montre que les fonctions u, sont de type positif : 'application ¢,, étant complétement
positive, on a alors pour tout entier n, tout (z)i<x<n dans C, pour tout z dans X et tout
(7p)1<p<n dans G, on a

n
A= Z ZpZqtin(Vps Va)

p,g=1
n

= Z Z7q( £}, ¢”(h7517q)f;4>(x>
p,q=1

= > (@fion(h 1) (Els) (@)

p,g=1
or l'application v — A(h,) est de type positif d’aprés le lemme [3.2.72] donc la matrice
[)\(h%ﬂ 'yq)]lﬁpv‘ﬁ" est positive et comme 'application ¢ est complétement positive alors la

matrice [gb(hw_l 7q)]l <pg<n St positive et la fonction u, est donc de type positif pour tout
p Py >
entier n.

Pour prouver que la suite (py,)nen converge uniformément vers un sur les tubes, on a, pour
tout couple (v, 7n) dans le tube Tk, ,

B = () — 1= | (£, du (1) (@) — 1]
< (2 (6 — i) (i) (EN @) + | il 1) () (@) — 1
S @)y 5 £2)(a) 1]

< H(¢n - Z.dA)(hﬂﬁln)H +

a€Gy
< (6 = )t + [FET S o) < 1
Begr()
H —id 4)(hy-1y) H""}hv (7" 77)f U _1‘
SH —ida)(h H+}h 2 (7 ) —1‘
< (2n)7! (2n)
<1/n
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Théoréme 3.2.74. Soit G = X un groupoide étale localement compact o-compact et séparé
ayant un espace des unités X compact, satisfaisant la propriété (W) et la condition (Cont).
Si la C*-algebre C(G) est exacte, alors le groupoide fxG X G est moyennable.

Démonstration. Pour prouver que groupoide SxG X G est moyennable, il suffit de montrer que
pour tout réel strictement positif € et tout sous espace compact K de xG x G, il existe une
fonction v, i dans C.(BxG x G), continue, de type positif et & support compact telle que pour
tout (z,7) dans K, on a

|VE,K(77T]) - 1|< €

Pour cela on va utiliser la o-compacité de G : il existe une suite (K, )nen croissante de com-
pacts de G telle que K, C K, 1 pour tout n entier et | J,cny Kn = G.

On a montré que pour tout n dans N, il existe une fonction i, : G*, .G — R de type positif,
a support dans le tube Tk, ,, telle que pour tout couple (v,n) dans Tk, , on a |uy(y,n) — 1|<
n~L.
On note p, : G — R la fonction continue définie pour tout couple (v,m) dans G®? par
P (7,m) = pn(y,yn). On remarque que si 7 est en dehors du compact K41 alors pour tout
dans G,(;), on a p,(y,n) = 0.
Pour tout v dans K,,, on considére un voisinage ouvert U, de v inclus dans K,, de sorte que
les applications source et but restreintes a U, soient des homéomorphismes sur leur image
respective. On peut alors définir un recouvrement ouvert fini du compact K, noté U, =
{U}, iy L’application but étant un homéomorphisme de Uj, sur r(U3) pour tout j dans

n+1

{1,...,m}, on note o3, : T(U%) —s U une section de . On note {@%}2":1 une partition de I'unité

subordonnée au recouvrement U, telle que pour tout n dans K, on a ZTZI wh(n) = 1.

Pour tout j dans {1, ...,m}, on considére p}, : G — R définie pour tout (v, n) par ph(v,n) =
1/2 . .

pn(V: M), ; (n) qui est & support dans G s, Uy, ;

On pose v, : G — R I'application définie pour tout v par

) = { Ph(ohls(n) sist) erl)
" 0 si s() ¢ U, r(U7)

On remarque que la fonction 'V% est continue, bornée sur G et pour tout v hors du compact
K41 on a vy (y) = 0. Ainsi 14, est dans la C*-algebre C§ donc dans Cp(BxG).
On pose vy, : G@ — R définie pour tout (v,7n) par

i) = 4 A (1o el ), sine Kun
’ 0, sinon

La fonction v, est dans Cy(8xG x G) et prolonge par continuité la fonction p,, ; en effet, pour
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tout (,n) dans Supp(pn), on a

Pr(7:m) = vn(v,m) = pn(7, 1) — i v) (% U%(S(’Y))) on ()
p=
= pu(7,m) — i%(v U%(S('y)))@i{f(n)
pm
SGUE WA G EHETRIHE)
= pn(7,m) — ipn (% 77) 3/]2( ) 711{]2(77)

=Pu(1,1) = Pu(1,1) Y @nj(n) =0
=1

On montre que le support de chaque fonction v, est compact : le support de la fonction v, est
dans BxG *5, Kpy1 et r(Kp41) est un sous espace de X compact (par continuité de I’applica-
tion but). De plus I'application § : BxG — X étant propre, 'espace 1 (r(K,11)) est compact
dans BxG. Ainsi le support de v, qui est fermé et inclus dans 5! (r(K,11)) x5, Kpy1 est un
compact de BxG x G. Donc v, est & support compact.

Puisque les fonctions pu, sont de type positif, il est clair que les fonctions v, sont également
de type positif.

On montre maintenant que la suite (vy,)nen converge uniformément sur les compacts de
BxG x G : il suffit de considérer le cas particulier Z x K ou Z est un compact 8xG et K un
compact de G. On note Z = Z N G le sous espace de G et on a alors pour tout n entier

sup  |va(z,m) =1 = sup  |vn(y,m) —1]
(z,m)eZ+xK (vm)EZ*K
= sup |ua(y,ym) — 1
(vmEZxK

:Sup{|:un(77’7,) -1 : ('y,’y,) c Z*g / ’7_1’)// c K}

et on en déduit que la suite (v,)nen converge uniformément vers un sur les sous espaces
compacts de BxG X G.

Ainsi le groupoide S8xG x G est moyennable.



Chapitre 4

Eléments de Kasparov et morphismes
K-orientés de groupoides étales

Dans Darticle [HS87], Hilsum et Skandalis construisent pour toute application K-orientée
entre espaces de feuilles de feuilletages f : V1 /F; — Va/F» un élément du groupe de Kaspa-
rov fi dans KK (C’*(Vl, F), C’*(VQ,FQ)) et ils calculent le produit fi ® gi. Ils définissent tout
d’abord I’élément fi dans le cas d’'une immersion puis d’une submersion. Ils démontrent des
résultats de fonctorialité (f o g); = g1 ® fi dans ces deux cas. Pour traiter le cas général, ils
utilisent une factorisation f = poi, ol ¢ est une immersion et p une submersion. Ils comparent
les définitions pour différentes factorisations de f et montrent que le défaut de fonctorialité
est relié a 1’élément v de Kasparov.

Ce chapitre est scindé en quatre sections : la premiére section de ce chapitre débute par
quelques rappels sur les notions de K-orientation des fibrés vectoriels réels et des homomor-
phismes généralisés entre groupoides de feuilletage, ainsi que la construction de certains élé-
ments du groupe de Kasparov utilisés pour définir ’élément ¢y associé & une immersion. On
termine cette premiére section en démontrant la conjecture [I] conjecturée par Hilsum et Skan-
dalis : voir 5.9 de [HS87| On fait une démonstration un peu plus générale de ce résultat en
traitant les groupoides étales localement compact o-compacts munis d’un systéme de Haar
et en s’appuyant essentiellement sur la K K-théorie équivariante par rapport aux groupoides
définie par LeGall dans [LG99]. La deuxiéme section de ce chapitre est un rappel sur la dé-
formation au céne normal associée & une immersion d’une variété dans une autre ainsi que les
propriétés fonctorielles liées & cette construction qui nous sont utiles lorsqu’on travaille sur une
immersion d’un groupoide de Lie étale dans un autre. La troisiéme section est consacrée & la
construction de I'élément ¢ du groupe E(C;(G1),C;(G2)) a partir d’'une immersion injective
et K-orientée + : G — H d’un groupoide de Lie étale G dans le groupoide de Lie étale H
dont l'espace des unités H(9) est muni d’une métrique riemannienne #-invariante. Enfin la
derniére section porte sur la fonctorialité d’une telle construction dans le cas particulier ot les
groupoides considérés sont moyennables en K-théorie.

4.1 Morphisme K-orienté et éléments du groupe de Kasparov

On rappelle dans cette section la notion de K-orientation et la construction de certains
éléments de groupes de K K-théorie. On trouve des exposés détaillés de ces objets dans [HS87]
et [Val88]. On termine cette section en prouvant un résultat sur les groupoides moyennables qui
démontre notamment la conjecture 5.9 annoncée par Hilsum et Skandalis dans ’article [HS87].
Pour réaliser cette preuve, on utilise le cadre de la K K-théorie équivariante par rapport aux
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groupoides construite par Le Gall dans [LG99].

4.1.1 Notions de K-orientation et éléments du groupe de Kasparov

On considére M1, (R) le groupe métalinéaire c’est-a-dire le revétement a deux feuillets du
groupe Gt des matrices réelles a déterminant strictement positif. On note MIS le groupe
défini par

MIy, = M1, (R) x7,/97 U(1)

ot U(1) est le groupe multilicatif des éléments unitaires dans C. Si on réalise la méme construc-
tion & partir du groupe SO(n), on obtient d’abord le groupe spinoriel Spin(n) puis le groupe
¢-spinoriel Spin¢(n). Le sous groupe compact maximal de MIS (resp. Ml,(R), resp. GI}) est
le groupe Spin®(n) (resp. Spin(n), resp. SO(n)).

Définition 4.1.1. Soit E un G-fibré vectoriel réel, alors E est dit K-orienté si son groupe de
structure est réduit a MI,.

Proposition 4.1.2. On considére E un G-fibré vectoriel
a) Si E est un G-fibré complexe, alors E est K-orienté
b) Si E est K-orienté, alors E* est K-orienté
c) Le G-fibré E @ E* est K-orienté

d) Soit 0 - Ey — E — FEy — 0 une suite exacte de G-fibrés telle que deux de ces fibrés
sont K -orientés alors le troisiéme est K -orienté

e) Soit 0 » Fy — E — Ey — 0 une suite exacte de G-fibrés alors le G-fibré Ey & Es est
K-orienté si et seulement si le G-fibré E est K-orienté

Démonstration. On trouve les démonstrations dans [HS87] et [Val88].
O

Une orientation sur un fibré vectoriel réel £ de rang n signifie que 'on peut réduire son
groupe de structure au groupe G (R) ; une métrique euclidienne sur un fibré orienté E signifie
que 'on peut réduire son groupe structural au groupe SO(n).

Dans [HS87]|, les auteurs étudient une application C'*° entre les espaces de feuilles de
variétés feuilletées qu’ils définissent de la maniére suivante : soient (Vi, Fy) et (Va, Fy) des
variétés feuilletées dont les groupoides d’holonomie sont respectivement notés G; et Go.

Définition 4.1.3. [HS87] Une application C* f : Vi/F| — Vo /Fy est définie par 'une des
données équivalentes suivantes :
(1) un Gy-fibré principal Gy sur Vi de groupoide de structure Gy
(2) un cocycle de Gy dans Go
(3) un homomorphisme (strict) de groupoides g : Gi — G o G! est un groupoide Morita
équivalent au groupoide G; pour i = 1,2
(4) un homomorphisme (strict) de groupoides ¢ : ng,lT1 — QQTfTQ ot T; est une transversale
fidele de (V;, F;) pour i =1,2

La définition (1) correspond en fait en la donnée d’'un homomorphisme généralisé du grou-
poide d’holonomie G; dans le groupoide d’holonomie Gs et

g1 f Go

I~

Vi Va
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Hilsum et Skandalis donnent également les notions de submersion et immersion pour une
application C* f : V1 /F; — V,/F5 de la maniére suivante

Définition 4.1.4. L’application f est une submersion si l'une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiées
(1) Uapplication o : Gy — Vo est une submersion
(2) I’homomorphisme ¢ : ngle — QQTfTQ est une submersion
L’application f est une immersion si l'une des conditions équivalentes suivantes est vérifides
(1) on adp\(Fy) = do~ ()
(2) I’homomorphisme ¢ : QflTl — gngTz est une immersion

Pour tout Go-fibré réel E sur Va, on considére oL E le Go-fibré sur G 7 ("tiré en arriére" de
E par o : Gy — V) sur lequel G; agit trivialement. Comme Gy est un Go-fibré principal, alors
il existe un unique G;-fibré E’ sur V; vérifiant p*E’ = ¢*F en tant que Gy, Go-fibrés sur Gy. On
pose dans la suite f*F := E’. (Une autre méthode pour construire f*F consiste & composer le
cocycle i : Go — GL,(R) associé au Ga-fibré réel E avec le cocycle définissant I’application f
noté ¢s : Gi — Go.) Pour j dans {1,2}, on note 7; le fibré transverse a (V}, F) o pour tout x
dans Vj, on a 7, = T,V /Fj, qui est un G;-fibré sur Vj. Hilsum et Skandalis définissent alors
la notion de K-orientation pour une application C*® f: Vi /F| — Va/Fy :

Définition 4.1.5. [HS87/ L’application f est dite K-orientée si le Gi-fibré 77 & f*1 est K-
orienté.

On donne maintenant la définition de la K-orientation pour un homomorphisme généralisé
de groupoides de feuilletage f : Gi — Go2. On s’inspire de la définition de [HS87] et il s’agit
essentiellement de voir quels sont les fibrés équivariants sur QEO) et ng) qui jouent les roéles
de 7 et 7o dans la définition On utilise pour les définir les algébroides de Lie et les
applications ancres associées aux groupoides de feuilletage : pour j dans {1,2}, on note A;
I'algébroide de Lie du groupoide de feuilletage G; et ¢; I'application ancre qui & tout x dans
Q](O) est définie par ¢;, = ds; : Tng — ng](o). On note Fj, le sous espace de TG obtenu
en considérant I'image de TG} par g;,. Puisque nous travaillons avec des groupoides de
feuilletage, les applications ancre g;, sont injectives pour tout x dans g](.()) et par conséquent
F} » est un sous espace vectoriel de TG ) On considére alors le fibré 7 =TG ](-0) /F. ’ qui est un
G;-fibré vectoriel sur g](.o) et on définit exactement comme dans [HS87|, I'unique Gi-fibré f*m

sur g{‘”. On a alors la définition d’un homomorphisme généralisé K-orienté de groupoides de
feuilletage :

Définition 4.1.6. Soit f : G1 — Gs un homomorphisme de groupoides de feuilletage. L’homo-
morphisme généralisé f est dit K-orienté si le fibré Gy-équivariant 7" ® f*1o est K-orienté.

Pour tout homomorphisme généralisé ¢ : G — H, on a un morphisme entre les groupes de
Kasparov de K K-théorie équivariante par rapport aux groupoides

i*: KKy(A,B) — KKg(i*A,i*B)
ol A et B sont des H-algébres et si on note jrg I’homomorphisme de descente réduit, on a

3¢ KKg(i*A,i*B) — KK ((i*A) %, G, (i*B) x, G)



106 4.1. Morphisme K-orienté et éléments du groupe de Kasparov

On notera dans la suite pour simplifier les notations i* la composition j¢ o i* et on a alors
I’homomorphisme suivant

i*: KKy(A,B) — KK ((i*A) %, G, (i*B) %, G)

Notation 4.1.7. Soient G = X un groupoide de Lie et p : N — X un fibré G-équivariant
ott N est muni d’une structure de variété C>, on note GV le groupoide r*(N) := {(v,7) €
N x G : p(v) = r(y)} dont I'espace des unités est N. GV est un groupoide de Lie et est étale
si le groupoide G est étale.

L’élément v de Kasparov est un outil utilisé pour démontrer dans certains cas la conjecture
de Baum-Connes : cette conjecture propose de décrire la K-théorie de la C*-algébre réduite
associée & un groupe ou un groupoide. Dans le cas ou le groupe H est connexe, Kasparov
détermine un élément vy dans K Ky (C,C) tel que

e vy est un idempotent : vy ® yg = v
e v = l¢ dans le cas ot H est moyennable
e si K est le sous groupe compact maximal de H, alors ’lhomomorphisme de restriction
restl : KKy (C,C) - KKg(C,C) induit un isomorphisme de
Im(yg) :={r € KKy(C,C) : 2yg = yux =z} - KKk(C,C)

e si H; et Hy sont deux groupes connexes et si on note p; : H; x Hy — H; la projection
canonique pour ¢ dans {1, 2} alors vu, xm, = pi (Ve ) ® P5(VH,)

e Soit ¢ : H; — Hy un homomorphisme propre de groupes, alors ¢*(vm,) = v,

On considére le cas o H = GL;(R) le groupe connexe des matrices réelles a déterminant
strictement positif pour lequel on note ~,, I'élément Vortm

Soit E un G-fibré vectoriel réel orienté pour lequel on note i : G — GL; (R) le cocycle associé.

Définition 4.1.8. On note vg Uélément du groupe KK (CF(G), C;(G)) défini par

VB =1 ()

En utilisant les caractéristiques de ’élément vz énoncées auparavant, on a la proposition :
Proposition 4.1.9. Soit E un G-fibré vectoriel réel orienté. Les propriétés suivantes sont
vérifices

a) vg est un idempotent
b) vg =1 si le groupe de structure de E se réduit & un groupe moyennable
c¢) Soit 0 - Ey — E — Eo — 0 une suite exacte de G-fibrés vectoriels réels orientés, alors

YE;, b2y YE; = VE

Démonstration. Voir la démonstration dans [HS87]. O

Remarque 4.1.10. Comme le fibré E & E est canoniquement orienté et que 'on a vgor = V&,
alors I'élément vg ne dépend pas de 'orientation de F et peut étre défini pour les G-fibrés
réels (non nécessairement orientés) en posant yg = YraE.
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On note o, 'élément de K Ky (Co(R™),C) et 3], dans K Kppe (C, Co(R™)) vérifiant

/

5% ® FYMZ% = ﬁ;z et IVMZ% ® OZ;L = oy,

Si on applique ’homomorphisme de restriction restjzif e
obtient a,, appelé élément de Bott, du groupe K Kgyine(n) (CO(R”), (C) et respectivement (,,
appelé élément de Bott "inverse", du groupe K K gpipe(n) (C, Cy (R”)) construits par Kasparov

et qui constituent une formulation de I’isomorphisme de Thom dans la théorie de Kasparov.

N / . N /
a «,, et respectivement a f3;,, on

Définition 4.1.11. Soit E un G-fibré vectoriel réel K-orienté pour lequel on note i : G —
MIS le cocycle associé, alors on définit les éléments oy de KK (Cr(GF),CH(G)) et By dans
KK (C3(9),C;(GF)) par

ap =it e fp=it(B)
Proposition 4.1.12. On a les propriétés suivantes

a) VEQ By =Py, &g @ Vg =0 et By Q oy =E

b) Soient Ey et Ey des G-fibrés vectoriels réels orientés, alors
6;3169152 = 6}31 ® 5552

4.1.2 Construction de Hilsum-Skandalis

On rappelle briévement les constructions de Hilsum et Skandalis qui associent a tout mor-
phisme K-orienté de classe C* f : Vi /F; — Va/F; entre les espaces (singuliers) de feuilles des
feuilletages (Vi, F1) et (Va, Fo) un élément fi de KK (C*(Vi, Fy),C*(Va, F2)), ou C*(V;, F;)
est la C*-algébre du groupoide d’holonomie du feuilletage (V;, F;). Pour ce faire, les auteurs
étudient le cas des immersions et des submersions a partir desquels ils définissent le cas général.

Immersion : dans le cas d’'une immersion f : Fy/V; — Fy/V,, on se raméne a 'étude
d’un homomorphisme strict de groupoides étales i : Gi — Go qui soient un immersion
injective K-orientée, ot G; est le groupoide étale par restriction du groupoide d’holono-
mie de (V}, Fj) a une transversale fidéle T; de la variété feuilletée (Vj, Fj). L'élément fi du
groupe KK (C’*(Vl, Fy),C*(Va, Fg)) s’obtient directement de I’élément construit 4, du groupe
KK (C*(G1),C*(G2)) alaide du bimodule d’imprimitivité entre C*(Vy, F1) et C*(G1) (un tel
bimodule d’'imprimitivité existe d’aprées [HS83]).

L’¢lément 4 est lui-méme obtenu par un produit de Kasparov : 4 = ff ® o ou [} est
I'élément de la définition associé au fibré normal N de 'immersion 77 — T qui est un
G1-fibré K-orienté.

La construction de I’élément o fait intervenir la notion de déformation au coéne normal (que
l'on détaille dans la prochaine section et que 'on utilise également dans notre construction).
Au fibré Gi-équivariant NV est associé le groupoide Q{V qui est aussi 'espace total du fibré
normal de 'immersion i : G; — Gs. Hilsum et Skandalis définissent alors le groupoide normal

G =G\ x {0}| ]| G2x]0,1]

dont la structure de variété, compatible avec la structure de groupoide en fait un groupoide
de Lie étale. En notant hg : C* (g) — C* (Q{V) et hy : C* (g) — C* (ggx](), 1]), pour 0 <t <1
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les homomorphismes d’évaluation, ils en déduisent alors la suite exacte de C*-algébres pleines
de groupoides suivante

0——= C*(G2x]0, 1]) —= C*(G) —2 C*(GN) —> 0

Hilsum et Skandalis supposent dans leur construction que le groupoide G; est moyennable
impliquant alors la moyennabilité du groupoide Gi¥ et donc la nucléarité de la C*-algébre
C* (Q{V ) Du fait de la nucléarité de C* (Q{V ), des propriétés de la K K-théorie vis-a-vis des
suites exactes et de la contractibilité de la C*-algébre C* (gz x10, 1]), I’homomorphisme de
groupes de K K-théorie

®[ho]

KK*(C*(G),C*(9)) KK*(C*(G"),C*(G1))

est un isomorphisme. L’élément [hg] est inversible en K K-théorie et il existe donc [ho] ™! dans

KK (C*(G]),C*(G)) tel que [ho] ® [ho] ™! = 1g et [ho]~* & [Ro] = Ign.

Définition 4.1.13. Soit i : G — Gy un homomorphisme de groupoides étales qui est une
immersion C* injective et K-orientée. On suppose que C*(G1) est nucléaire. On définit 1’élé-
ment iy de KK (C*(V1, Fy),C*(Va, F2)) a partir des éléments By de KK (C*(G1),C*(G)),
o = [ho] ' @ [h1] de KK (C*(GY),C*(G2)) en posant

ih=[E]®By®o® (&)

ou, pour j € {1,2}, [€;] est un élément inversible dans KK (C*(V}, F;),C*(G;)) induit par &;
le bimodule d’imprimitivité entre C*(Vj, Fj) et C*(G;).

Proposition 4.1.14. Soientis : G — Gy et iy : Go — Gs deux homomorphismes de groupoides
étales vérifiant les conditions de|4.1.13| et on note iy = i1 oi3. Alors on a (i2); = (i) ® (i1):.

Submersion : dans le cas d’une submersion f : Vi /F) — Va/Fy, le feuilletage F5 se rameéne
en arriére par f en un feuilletage Fj := f~1F, sur V4, avec Fy C F}, et il suffit alors d’étudier
le double feuilletage de Vi ainsi que lapplication étale Vi /F} — Vo /F.

D’apres larticle [CS84], on associe, a I'application étale Vy /Fjy — Vo /Fy, un C*(Va, F»)-module
de Hilbert, noté £ sur lequel la C*-algebre C*(V1, Fy) agit par opérateurs compacts et définit
donc un élément ey du groupe KK (C*(Vy, F}), C*(Va, F3)).

Le cas du double feuilletage de Vi par F}; C Fj se fait en considérant tout d’abord le cas o
le Gi-fibré Fj/F) est muni d’une structure presque isométrique. La K-orientation de Fj/F}
induit 'existence d'un G;-fibré complexe hermitien S. Hilsum et Skandalis construisent alors
un C*(V1, Fj)-module de Hilbert, noté £g, une représentation de C*(Vy, F1) dans Eg et d'un
opérateur D dans L(Eg) tel que (g, D) est un bimodule de Kasparov qui induit un élément
de KK(C*(Vl, F), C*(VI,Fé)). L’élément f de KK(C*(Vl, F),C*(Va, Fg)) est défini par le
bimodule de Kasparov (€5 ® £, D ® 1).

Pour traiter le cas général ou lapplication K-orientée f : Vi/F; — Va/F, n'est pas né-
cessairement presque isométrique, Hilsum et Skandalis considérent le Gi-fibré des formes
quadratiques sur Fj/F; muni d'un certain feuilletage F| tel que l'application induite f’ :
W/F| — Va/F; est K-orientée et presque isométrique, définissant alors un élément f| de
KK(C*(W,F{),C’*(VQ,FQ)).
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Définition 4.1.15. Soit f : Vi/F| — Vo/Fy une submersion K-orientée entre espace de
feuilles de feuilletage. L’élément fi de KK (C*(Vq, Fy),C*(Va, F»)) est défini par fi = B ® i
ot B est un élément de KK(C*(Vl,Fl),C*(W, F{)), obtenu d’une maniére analogue a celui
de L1111

Proposition 4.1.16. Soient f3 : Vi/Fy — Va/Fy et f1 : Vao/Fy — V3/F3 deux submersions
K -orientées et on note fo = f1 0 f3. Alors on a (f2)1 = (f3) ® (f1).

Cas général : on considére f : Vi /F; — V5 /F5 une application K-orientée et de classe C.
L’application admet des factorisations de type f = poioni: Vi/F|; — V/F (respectivement
p: V/F — V3/F») est une immersion (respectivement submersion) K-orientée pour laquelle
a été défini un élément 4y (respectivement py). On serait alors tenté de définir f; en posant
fr:=14 ®p. Il s’agit alors de voir :

(a) a-t-on 4 ® p) = iy ® p| pour deux factorisations différentes de f?

(b) pour f3 : Vi/Fy — Vao/F5 et fi : Vo/Fy — V3/F5 applications K-orientées et C'°,

a-t-on (fio fa)r = (fa)i @ (fih?

On rappelle que le groupoide étale Gy, utilisé dans le cas de 'immersion est moyennable ce qui
équivaut a la nucléarité de C*(Gy).

Proposition 4.1.17. Soit

N

Vi/Fy Va/Fy

V//F/

un diagramme commutatif d’applications K-orientées ot i,1 sont des immersions et p,p’ des
submersions, alors
. -/ /
YN,y @ U QP =N, @1 QP

ot N; est le fibré normal de l’immersion i et Ny est le fibré normal de l’immersion 1.

La démonstration de cette proposition se trouve dans [HS87] et on voit que ce résultat
montre qu’il n’y a & priori pas de définition naturelle pour f; dans le cas général & moins de
savoir que vy = 1 pour tout G-fibré N. Puisque le groupoide G; est supposé moyennable dans
la construction de [HS87], les auteurs donne la conjecture suivante

Conjecture 1. Si Gy est moyennable, alors pour tout Gy-fibré E, on a yg = 1.

Remarque 4.1.18. Si cette conjecture est vraie :

(@) on remarque que pour toute factorisation f = poi = p’ oi’ vérifiant les conditions de
la proposition , on a l'égalité if ® p| = 41 @ pi, ce qui prouve que fi ne dépend pas
de la factorisation choisie.

(b) Hilsum et Skandalis prouvent que pour toutes applications f3 : Vi/F; — Va/Fy et
f1: Va/Fy — V3/F3 K-orientées, on obtient (fso f1)1 = (fi)1 ® (f3)

On prouve dans la partie suivante que cette conjecture est vérifiée : on utilise pour cela la
K K-théorie équivariante par rapport aux groupoides construite par Le Gall dans [LG99| qui
est résumé dans |[LGI7|. Le résultat que nous prouvons est un peu plus général que I’énoncé
de la conjecture [1] qui en est un cas particulier.
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4.1.3 Groupoides moyennables et K K-théorie équivariante

Dans cette section, les groupoides considérés sont séparés, localement compact o-compact
et munis d’un systéme de Haar. L’objectif est de démontrer le résultat suivant :
Théoréme 1. Soit f un morphisme généralisé du groupoide G vers le groupoide H.
Si G est moyennable et si le groupoide H posséde un élément v de Kasparov, noté vy, alors

[fym) =1

Espace classifiant : on rappelle la définition d’un espace classifiant pour les actions propres
de groupoides et on donne la construction d’un tel espace universel pour certains groupoides.

Définition 4.1.19. Soit G = G© un groupoide. Un espace EG est dit universel pour les
actions propres de G si EG est un espace séparé, localement compact o-compact et muni d’une
action propre du groupoide G et pour tout espace Z séparé, localement compact o-compact et
muni d’une action propre du groupoide G, il existe une application continue G-équivariante
Z — EG, unique a homotopie G-équivariante pres.

Lemme 4.1.20. Soient G = GO un groupoide, Z un G-espace séparé localement compact
et o-compact dont Uapplication momentum est notée p : Z — GO Soit p : Y — GO une
application continue ot Y est un espace topologique séparé localement compact et o-compact.
Le groupoide Z x G est Morita équivalent au groupoide (Y *p, Z) x G[Y|. De plus Z x G est
propre st et seulement si (Y %, , Z) x G[Y] est propre.

Démonstration. Onnote T' I'espace topologique Y'x, ,Z. Les groupoides ZxG et Yx, ,ZxG[Y]
ont pour espaces des unités respectifs Z et Y x, , Z. On considére f1 : T — Z la projection
sur la deuxieéme composante et fo : T'— Y %, , Z l'application identité. Les applications f; et
fo sont continues, ouvertes et surjectives. On a

T (G1V]) = { (9 2): (. 71.9), (4 2) €T x GIY] X T ply) = 1(7) et p(y') = 5(7)}

Comme (T X (Q[Y])) [T] est un groupoide dont I'espace des unités est T', on a alors

(7% (g) [1] =T % (G[])
D’autre part, on a
(ZxG)[T)={((y,2):(2,7), (), 2") €T X (ZxG)xT: 2 =2zv}
On considére Tapplication ¢ : (2 x G)[T] — (T x (9[Y]))[T] definie, pour tout élément
((y,2), (2,7), (¢, 2")) dans (Z = G)[T] par
¢((,2), (,7), (', 2) = (v, 2), (W, 7,9/), (v, &)

L’application ¢ est clairement un homomorphisme de groupoides et 'homomorphisme ¥ : (T>4

(Q[Y])) [T] — (Z X Q)[T] définie pour tout ((y,z), (y,7, y’),(y',z’)) dans (T X (g[Y])) [T]7

par w((y, 2), (v, 7, 9"), (v, z’)) = ((y, 2), (z,7), (¢, z’)) est ’homomorphisme inverse de ¢. Les
applications f; et fo étant continues, ouvertes et surjectives, en utilisant la proposition [1.1.32

on conclut que les groupoides Z x G et (Y %, , Z) x G[Y] sont Morita-équivalents.

D’apreés la proposition 2.36 de [Tu04], le groupoide Z x G est propre si et seulement si le
groupoide (Y *,, Z) x G[Y] est propre.
O
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Proposition 4.1.21. Soient G = X un groupoide et EG l’espace classifiant pour les actions
propres de G. Soit U = {U,}ic1 un recouvrement ouvert de X et on note Y = IL;U; la réunion
disjointe des ouverts du recouvrement, alors

EG xrpY :={(z,2;) € EG XY : 7(2) = p(a;) }
otp:GlY] =G et m: EG — GO est un espace classifiant pour les actions propres de G[Y].

Démonstration. D’aprés le lemme A.1.20] le groupoide £G x G est Morita-équivalent au grou-
poide (EG *:,Y) x G[Y] et (EG *r ), Y) x G[Y] est un groupoide propre. L’espace EG %, Y
est séparé, localement compact, o-compact et muni d’une action propre du groupoide G[Y].

Soit Z un espace séparé localement compact o-compact sur lequel agit proprement le grou-
poide G[Y]. On note p : Z — Y 'application induite par 'action de G[Y] sur Z et p' := pop et
Z Xy, G:i=(pop, r)_l(Agm)) qui est un sous espace séparé, localement compact o-compact
et qui est fermé dans Z x G. Le groupoide G[Y] agit a gauche sur Z x o/ G, en posant,
(i, m,x5).(2,7) = (2(xi,m, :Cj),p(n)_lfy), pour tout (z,v) € Z Xy, G et tout (x;,n, ;) € gly|
tel que p(z) = x;. Cette action de G[Y] est propre.

L’espace des orbites de I'action de G[Y] sur l'espace Z X g est noté Z Xgly] g. L’action
de G[Y] étant propre, alors, d’aprés la proposition [1.1.16 , 'espace Z Xgly] 9 est un espace
séparé, localement compact o-compact. Le groupoide G aglt a droite sur I’ espace Z Xgy19 en

posant (z,7).n = (z,7n), ot (2,7) € Z xg[y) G et n € G, avec (v,7n) € G2, Cette actlon de G
est propre.

L’espace EG étant I’espace classifiant pour les actions propres de G, il existe une application
G-équivariante (unique & homotopie G-équivariante prés) f:z Xgy1 9 — EG. On note i :
Z — Z Xgy) G telle que i(z) = (z,0'(2)), pour tout z € Z, et on pose f : Z — EG*Y
Papplication définie pour tout z dans Z par f(z) = (f(z(z)), p(z)). Pour tout z dans Z et tout
(xi,7,25) € GIY] tels que p(2) = z;, on a

f(z‘(m%%xj)) = (
-
-

donc f est une application G[Y]-équivariante.

(i(z))7pop( (x2777xj))) ( ( (xivf)/?mj%p(xj))?xj)
(Zap(V)p(x]» ) ( ( 7) ) (f(Z,p(l’Z))’Y,fE])
(Z’p(xi))x ) (x2777xj) ( ) (x2777xj)

Ry e T

On remarque que pour toute application f : Z — EG %Y qui est G[Y]-équivariante, on
peut écrire f(z) = (f(2), p(2)), pour z dans Z.
On considére, pour i € {1,2}, deux applications G[Y]-équivariantes f; : Z — EG * Y. On note
(fi,f2) 1 Z = (EG X7 EG) Xz pY : 2+ ((fl(z), fg(z)),p(z)) et on a le diagramme commutatif

suivant,

EGxY
hn Tprlxid
Z Vo) (EG xr EG) %rp Y

\ lpTQ xid

EG Y
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ou pri : EG x EG — EG est la projection sur la i-iéme composante, avec i € {1,2}. L’espace
EG étant le classifiant pour les actions propres de G, les applications G-équivariantes pri et pro
sont G-homotopes. Pour i € {1, 2}, les applications pr; X id : (EQ X Eg) XrzpY — EG %Y sont
GlY]-équivariantes et G[Y]-homotopes. Par conséquent, les applications G[Y]-équivariantes f;
et fo sont G-homotopes.

L’espace EG Y est un espace classifiant pour les actions propres de G[Y].
O

Element v de Kasparov : on rappelle la définition de 1’élément v de Kasparov pour un
groupoide et on utilise les propriétés connues des espaces classifiants pour les actions propres
et celles de I’élément ~ pour les groupoide pour prouver le théoréme .

Définition 4.1.22. Soit G = GO un groupoide, EG Uespace classifiant pour les actions
propres de G, m : EG — Q) Uapplication correspondant & action de G sur EG. On dit
que G posséde un élément v de Kasparov, noté g, s’il existe une EG x G-algébre A et des
éléments ng € KKg(C’o(g(o)),A) et Dg € KKg(A,C’o(g(O))) tels que m(ng ®4 Dg) =1 €
K Kpgug(Co(EG), Co(EG)).

Lemme 4.1.23. Soit G = X un groupoide, U = {U;} un recouvrement ouvert de X et on
note Y = IL,U; et p : Y — X lapplication continue, ouverte et surjective. Si G posséde un
élément vy de Kasparov, alors G[Y]| posséde un élément v de Kasparov et ygy) = p* (’yg).

Démonstration. Soit EG le classifiant pour les actions propres de G et m : EG — X l'ap-
plication associée a l'action de G sur EG. Il existe D une EG x G-algébre et des éléments
ng € KKg(Cy(X),D) et Dg € KKg(D,Cy(X)) tels que vg = ng ®p Dg vérifie 7*(yg) =1 €
K KEgxg(Co(EG), Co(EG)).

On note p : G[Y] — G 'homomorphisme strict canonique. D’aprés le théoréme 7.1 de [LG99],
pour toutes G[Y]-algebres A et B, I'application p* : KKg(pA,pB) — KKgy|(A, B) est un
isomorphisme de groupes. En prenant A = B = Cy(Y), on a pjA = Cy(X) et on obtient
I’isomorphisme de groupes

p* 1 KKg(Co(X),Co(X)) = KKgy(Co(Y),Co(Y))

On note ngy] = p*(ng) élément de K Kgy|(Co(IL;U;),p*D) et Dgpy) = p*(Dg) élément de
KKgy|(p*D,Co(Y)). La C*-algebre D est une Cp(E£G)-algebre et Co(Y) est une Co(Y)-
algebre. Par définition, p*D = D Q¢ (x) Co(Y), on peut donc lui donner une structure de
Co(EG) @cy(x) Co(Y)-algébre. Par construction, les C*-algébres Co(E£G) ®c,(x) Co(Y) et
Co(EG xrp Y') sont isomorphes et I'espace EG X, Y est classifiant pour les actions propres
du groupoide G[Y]. On note my : EG X, Y — Y l'application induite par I’action de G[Y].
La C*-algebre p*D est munie de structures de G[Y]-algebre et de Co(EG X, Y)-algébre qui
sont compatibles.

Si on note p1 : EG *,, Y — EG la projection canonique sur la premiére composante, on a le
diagramme commutatif suivant

EG#rp Y — Y

p1 p
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et par fonctorialité par rapport au produit de Kasparov,

Ty (ngy) ®p-p Dgpy)) = 7y (p*(ng ® Dg))
= pi (7 (ng) @ 7*(Dg)) =1

Il existe une (Eg Xr.p Y) x G[Y]-algebre p*D et des éléments ng[y| = p*(1g) appartenant
a KKgpy)(Co(Y),p™ D) et Dgpy) = p*(Dg) appartenant & K Kg(p*D C'O(Y)) tels que I’élément

7y (ngpy) ©@pp Dgpy)) € KKEgx, v xgiy](Co(EG X7, Y), Co(EG XxpY))

est ’élément neutre du groupe de Kasparov.
Ainsi le groupoide G[Y| posséde un élément v de Kasparov, noté Yg[y], et on a

Yopv] = Ngly] @pp Dgpy) = p*(7g)
Il

Lemme 4.1.24. Soient G; = X; des groupoides pouri € {1,2}. Si chaque groupoide G; posséde
un élément v de Kasparov, noté vg,, alors le groupoide G1 X Go = X1 x Xy posséde un élément
v de Kasparov, noté vg,xg, €t on a ¥g,xg, = pri(vg,) @ pri(vg,), ot pri : G1 X Go — G; est la
projection sur G;, pour i € {1,2}.

Démonstration. Pour ¢ = 1,2, on note EG; l'espace classifiant pour les actions propres de
G, etm : EG, — Q(O) Il existe une EG; x G;-algébre A; et des éléments 7; appartenant
a KKg,(Co(X;),Ai) et D; appartenant a K Kg,(A;, Co(X;)) tels que 7} (n; ® D;) = 1 dans
KKEgMgi (CO (Egl)v Co (Egl))

On montre que 'espace £Gy x EGy est un espace classifiant pour les actions propres du
groupoide Gy X Go. L’espace EGy X EGs est localement compact o-compact car les espaces EG;
et EGs le sont. Le groupoide produit G; X Go agit sur £Gy X EGs et on a un isomorphisme de
groupoides

(EG: x Egz) % (G1 X G2) — (EG1 1 G1) x (EGa % Go)

D’apreés la proposition (Eg1 X gl) X (Egg X gz) est propre comme produit de grou-
poides propres donc G; X Qg aglt proprement sur ’espace £Gy x EG,.

Soit Z un espace localement compact sur lequel agit proprement le groupoide G; x Go. L’espace
Z admet alors une action canonique de G;, pour i € {1, 2}, qui est aussi propre. Pour i € {1, 2},
il existe une application f; : Z — EG, continue G;-équivariante et unique & homotopie G;-
équivariante prés. On pose f1 X fo : Z — EG; X EGs est une application G; X Gs-équivariante
et continue et unique & homotopie G; x Go-équivariante prés. Donc EG; X EGy est l'espace
classifiant pour les actions propres du groupoide G; X Go.

Pour i € {1,2}, on note pr; : G1 X Go — G; la projection sur la i-iéme composante. On
a priCo(X;) = Co(X1 x Xa) et pri(v;) est un élément de KKg, xg,(pr;Co(X;), priCo(X5))
c’est-a-dire de K Kg, xg,(Co(X1 x X2),Co(X71 X X3)). On note (y1,72) := pri(y) @pri(y2) et
on a, par les propriétés du produit de Kasparov,
(71,72) = pri(m ®a, D1) @cy(x,xX2) Pra(nz ®a, D2)
= (pri(m) ®a, pri(D1)) ®cy(x,xxs) (Pr3(n2) @, pr(D2))
=pri(m) ®a, (pri(D1) @cy(x,xx,) Pr3(12)) @4, pry(D2)
= pri(m) ®a, (Tprra, (pr3(12)) @pr Aveprs Az (Tprs A, (pr7(D1)))) @, pri(Da)
(pTl (m1) XAy Tprr Ay (pr3 (772))) Qpry A1 @prs As (Tpr§A2 (pri(D1)) R4y pra (DZ))

- 77 ®pr1A1®pr2A2 D
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ot 7] est un élément de K Kg, xg,(Co(X1x Xa), priA1@priAs), D est élément de K Kg, xg, (priA1®
pryAa, Co(X1 x X2)) et priA; @ priAs est une (Egl X Egg) X (Q1 X gg)-algébre.

On montre que le (7 X 772)*((71,72)) =1 : en considérant les applications canoniques, on a

le diagramme commutatif suivant,

EG1 X EG2 EG;
7r1><7r2l lﬂ'i
X1 X XQ pre Xi

et on a, en K K-théorie de Kasparov, 1’égalité

(w1 x m2)* (pri (i) = pf (7 (7))
et
(m1 x m2)*((71,72)) = (m1 x m2)* (pri(m P’f’é‘(%))

(m)®

= (m1 x m2)*(pri(m)) @ (m1 x m2)* (pr3(12))

= pi (71 (m)) @ p5(m3(72)) = pi(1) @ p3(1)
1

Soient G1 et Go deux groupoide étales, tel qu’il existe un élément ~; pour G; et 9 pour Go,
alors il existe une (Egl X Egg) X (91 X Qg)—algébre, priA; ® priAs, et des éléments 7 dans
KKg xg, (C’O(X1 x Xo),priA; ®pr§A2)) et D dans KKg, xg, (prfAl ® priAg, Co(X7 X Xg))
tel que

(m1 x m)* (7 ® D) = 1 € KK(5g, x EGy) (61 xG2) (Co(EG1 x EGs), Co(EG1 x EGs))

pour m X me : EG1 X EGs — X7 x X9 I'application correspondant & 'action de G; X Gy sur
EG x EGs.
O

Lemme 4.1.25. Soient G = GO et H = HO) des groupoides et h : G — H un homomor-
phisme strict et propre de groupoides. Si G et H possédent un élément v de Kasparov, notés
respectivement g et vy, alors on a h*(vy) = g.

Démonstration. On note EH 'espace classifiant pour les actions propres du groupoide H. On
note 7 : EH — H© Dapplication associée a Paction du groupoide H sur EH. On considére
EH' le sous espace fermé de EH défini de la maniére suivante

EH =1 (h(G?)) := {2 € EH :7(z) € ()}
Par construction, I'espace EH' est un espace localement compact, séparé et o-compact.

On note 7' : EH' — G DPapplication canonique continue et on munit EH’ d’une action
continue & droite du groupoide G & partir de 'action de ‘H sur EH : pour tout v dans G et
tout z dans EH' tel que 7'(2) = (), on pose

zy = z.h(¥)

On montre que I'espace localement compact, séparé et o-compact EH’ est I’espace classi-
fiant pour les actions propres du groupoide G, c’est-a-dire
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(1) Taction de G sur E'H’ est propre
(2) pour tout G-espace propre Z, localement compact, séparé et o-compact, il existe une
application G-équivariante Z — EH’, unique & homotopie G-équivariante prés.

(1) On note b : EH' x G — EH x H Dlapplication définie pour tout (z,7) dans EH' x G
par b(z,v) = (z, h('y)). C’est une application continue et propre car I'inclusion EH' — EH et
I’homomorphisme h sont propres. On note d : EH' x EH' — EH x EH l'inclusion canonique.
On a le diagramme commutatif suivant

EH' %G - EH' x EH'
b d
EH xH < EH x EH

ot les applications b, ¢ et d sont propres. L’application a : EH' x G — EH' x EH' est alors
propre et I'action de G sur EH’ est propre.

(2) Soit Z un espace localement compact, séparé et o-compact sur lequel le groupoide G agit
proprement et p : Z — GO Dapplication. On pose Z % H Pespace défini par

Zx M =7 xpopr M ={(2,7) €Z xH :hop(z) =r(7)}

qui, par construction, est un espace localement compact, séparé et o-compact. On définit une
action continue & gauche du groupoide G de la maniére suivante : g.(z,7) = (2.9, h(g71)7),
pour tout (z,7) dans Z = H et tout g dans G tels que r(y) = r(g). L’action de G sur Z = H est
propre : en effet on considére K un sous espace compact de Z * H et on note pri : ZxH — Z
I’application continue et G-équivariante qui consiste en la projection sur la premiére compo-
sante. L'image prq(K) est un sous espace compact de Z. L’action de G sur Z étant propre,
Pespace {g € G : pri(K)gNpri(K) # 0} est compact dans G. Comme {g € G : ¢. KN K # 0}
est un sous espace fermé de {g € G : pri(K)g N pri(K) # 0}, alors il est compact. Ainsi
I’action du groupoide G sur Z % H est propre.

On note Z xg H l'espace des orbites de l'action de G sur Z x H. D’aprés la proposition

1.1.16| , le groupoide G x (Z * ’H) étant propre, l'espace des orbites Z xg H est localement
compact, o-compact et séparé.
Le groupoide H agit a droite sur l'espace Z xg H en posant pour tout (z,v) dans Z xg H
et tout 7' dans H, (z,7).7 = (2,7Y'). Le groupoide H étant séparé, I'action de H sur lui
méme est propre. On note pre : Z xXg H — H la projection sur la deuxiéme composante. Pour
tout sous espace compact K de Z xg H, 'image pro(K) est un sous espace compact de H et
{v €H:pro(K)yNpro(K) # 0} est compact dans H. Puisque {y € H : K.yNK # (0} est un
sous espace fermé de {y € H : pro(K).y Npra(K) # 0}, alors il est compact et I'action de H
sur Z xXg H est propre.

L’action de H sur Z xg H étant propre, il existe f : Z xg H — EH, une application
continue, H-équivariante et unique & homotopie H-équivariante preés.
Soit i : Z «— Z xg H lapplication continue et propre définie, pour tout z dans Z, par i(z) =
(z,h o p(z)) L’applictaion ¢ est G-équivariante car pour tout z dans Z et g dans G avec
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i(z.9) = (2. g,hOP 2.9)) = (2, h(g)h(p(2.9)))
= (z h(g.s( ) = (z,h(g )
Z(Zh(()))h() i(2)-h(g)
On note f' : Z — EH 'application continue, propre et G-équivariante obtenue par la com-
position f o4 dont I'image f'(Z) est dans le sous espace EH' = 71 (h(G®)). On a alors
'+ Z — EH' une application continue et G-équivariante et propre.

B

Il reste & prouver que cette application est unique a homotopie G-équivariante prés : suppo-
sons qu'il existe, pour ¢ € {1,2}, des applications G-équivariantes, f! : Z — EH’. On obtient
alors le diagramme commutatif suivant

EH'

1 ,
pry
! !

Z (f11f2) EH/ X EHI

I i ,
pry
EH'

oupr; : EH' x EH' — EH' est la projection sur la i-iéme composante, c¢’est-a-dire une restric-
tion au sous espace EH' x EH' de la projection sur la i-iéme composante pr; : EH XE’H — EH.
Les applications pri et pro étant H-homotopes, les restrictions, respectivement pr et prh, sont

g
donc Hg(o) g(o) ,

et prh sont G-homotopes. Par commutativité du diagramme précédent, les applications f] et
1% sont G-homotopes.

-homotopes. Le groupoide G étant un sous groupoide de HY o, les applications pr}

On a ainsi montré que 'espace EH' est I'espace classifiant pour les actions propres du
groupoide G.

L’homomorphisme strict de groupoide b : EH' x G — EH x H est propre et on obtient le
diagramme commutatif suivant

KK gyp (Co(EM), Co(EH)) KKpw«g(Co(EH'), Co(EH))

KKy (Co(H), Co(H)) KKg(Co(G©),Co(G®))

h*

Par définition de 1’élément v de Kasparov, pour v dans KKy (C’o(’H(O)),C’o(H(O))), on a
7™ () = 1 et, par commutativité du diagramme précédent, on obtient 1’égalité

(1 (yw)) = b (2 () = 1

Il existe une EH x H-algébre A et des éléments 1y dans KKy (CO(H(O)),A) et Dy dans
KKy (A, CO(H(O))) tels que vy =y ®4 Dy. On a

h*(yn) = B (1 ®a Dy) = B () @pxa) R (D)
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avec h*(ny) dans K Kz (h*(Co(H())), h*(A)) et h* (D) dans K Kg(h*(A), h*(Co(H?))). Or
R*(Co(H)) = Co(G©)) et h*(A) est une EH' x G-algebre. On en déduit alors que h*(yy)
correspond a 1’élément vg.

O

Théoréme 4.1.26. Soit f un morphisme généralisé du groupoide G vers le groupoide H. Si
G est moyennable et si le groupoide H posséde un élément v de Kasparov, noté vy, alors

) =1

Démonstration. Le morphisme généralisé f : G — H est la composition d’'une équivalence de
Morita entre G et GU], ot U = {U;}; est un recouvrement ouvert de G et d’un homomor-
phisme strict f': G[Y] — H, avec Y := IL,U;.
On note p : Y — G Dapplication continue, surjective et ouverte, induite par 1’homomor-
phisme strict p : G[Y] — G. D’aprés [LG99), application p : Y — G induit un isomorphisme
de groupes

p*: KEg(Co(G™),Co(6)) — KKgpyy(Co(Y), Co(Y))

L’application f’ étant la composée f o p, on a alors (f')* = p* o f*. On se rameéne donc a
montrer que (f')*(vy) = 1.

Le groupoide G étant moyennable, il posséde un élément gamma, noté g appartenant a
KKg(Co(G?),Co(G™)) et yg = 1. D’aprés le lemme4.1.23|, G[Y] posséde un élément gamma
de Kasparov, noté ygy) et vérifiant ygy = p*(7g) = 1.

On considére 'homomorphisme strict, propre et injectif h = (id, f') : G[Y] — G[Y] x H,
dont 'image h(G[Y]) est fermé dans G[Y] x H. On note pry : G[Y] x H — G[Y] la projection
sur la premiére composante et pry : G[Y] x H — H la projection sur la deuxiéme composante.
Les applications pri et pry sont des homomoprhismes stricts de groupoides et le diagramme

suivant est commutatif
Gly] ! H
(m %21
GIY| xH

Par commutativité, on a f*(vy) = h*(pri(yx)). Puisque Yory] = 1, on a pri(vgy)) = 1.
D’apres les lemmes précédents, on a

W (pr3(vn)) = h* (pri (vgpy)) @ prs(vw)) = B (vgpy)xm)
=giy] =1

et on en déduit alors I'égalité f™*(v4) = 1.
On déduit alors de (f')* = p* o f* que 'on a I’égalité suivante

ffvm) =1

4.2 Déformation au cOne normal

On rappelle la construction de la déformation au cdéne normal associée & une immersion
injective d’une variété lisse X dans une variété lisse M. On reprend la démarche développée
dans |[CROT| ou encore dans [CRW1I] en étudiant le cas ot X est une sous variété de M.
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4.2.1 Définition et exemples de déformation au cé6ne normal

On considére M une variété C*° et X une sous variété C*° de M. On note N )J‘(/[ le fibré
normal sur X associé & 'immersion de X dans M, c’est-a-dire le fibré défini par N é\(/f =
TxM/TX. On définit 'ensemble DY de la maniére suivante :

DY = N{ x {0}| |M xR*

L’objectif de cette section est de munir ’ensemble Dﬁ‘gl d’une structure de variété C*°. Pour y
parvenir, on construit un atlas C'*° pour I’ensemble Dé‘g a partir d’un atlas C*° de la variété
M dont les cartes vérifient certaines conditions.

On se place tout d’abord dans le cas particulier ot M = R™ et X = RP x {0}. On note
q =n — p. L’ensemble D%Z que l'on note Dy par commodité, a la forme suivante

Dy =R xR x {0}|_|R" x R*

et on note ¢ : R x R? x R — D} la bijection d’ensemble définie pour tout (z,§,t) dans
RP x R? x R par

(x,£,0) sit=0

(x,t€,t) sit#0

On munit I'ensemble Dy de la topologie induite par la bijection ¢ : RP x R? x R — Dp. Si U

est un ouvert de R, on note V.= U N (RP x {0}) et 'espace DY =V x R? x {0} | JU x R*
est un sous espace ouvert de D)) : en effet, on pose

w6t ={

Qf =y (DY) = {(2,£,1) e RP x RT x R : (z,t€) € U}

est un ouvert dans RP x R? x R.

On considére maintenant le cas général ott M est un variété C'° et X un sous variété C*
de M. On utilise les résultats du cas particuliers précédent. On va construire un atlas de cartes
pour D)]\g a partir de cartes particuliéres de la variété lisse M, appelée cartes adaptées a X,
que 'on définit de la maniére suivante :

Définition 4.2.1. Une carte de coordonnée (U, ) pour la variété M est appelée carte adaptée
a X st elle vérifie :

(a) ¢:U — U CRP x RY est un difféomorphisme

(b) Sionpose V=UNX, alorsV=¢"1(V) ou V =UnN (RP x {0})

On consideére (U, ¢) une carte adaptée a X. Pour tout = dans V, on a ¢(z) = (qf)l (), 0) ol
¢1:V — V C RY est un difféeomorphisme. On définit alors une bijection

en posant
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ou l'application (dy¢), (N M)v — RY est la composante normale de 'application d¢, :

U — T¢(U)U La bljectlon ¢ induit une structure C*° sur D et en considérant 'ouvert
Qg =Y~ (DU), on a un difféfomorphisme

@::¢_1o¢§:DZ{,{—>Qg

On consideére (Z/{a, <Z>a)a ca un atlas de la varieté M formé de cartes adaptées & X et on a
Dé\(/l = UQGADZ{/IS. On montre que la collection (D]L,{Z, @W)aeA associée a 'atlas de M forme un
atlas C* pour DY, en prouvant, pour tout o, 8 dans A, que application suivante

_ Us U Ue, Z
950 ¢a t a(Dye NDYY) — (DY DY)
est C°. Par définition on a

~ [ (ppo bz (), dn(dg o ¢a)e(€),0)  sit=0
80,8080a1(x,§7t>—{ (%(Z)goqﬁ;l(:v,tf),t) sit#0

Pour t # 0, il est facile de voir que I'application est de classe C* par composition d’applications
de clagsse C'™ et le probléme se situe en t = 0 : on obtient le résultat en utilisant la proposition
suivante :

Proposition 4.2.2. Soient U sous espace ouvert de RP x RY et U' un sous espace ouvert de
RP xR? et F: U — U’ une application C™ telle que F5(x,0) = 0, si on écrit F' = (Fy, F).
Alors Uapplication F QU — QV, définie pour tout (x,&,t) dans Qg, par

)
. [ (Fi(=,0),%2(2,0).€,0) sit=0
Fla,&1) = { (Fi(z,t€), 1 (%.FQ (z,t) ,t) sit#0

est de classe C™°.

Démonstration. On se refére a [CROT| pour les détails et notamment 1'utilité du lemme 3.1.2.
O

Définition 4.2.3. Soit X une sous variété C° de la variété C*° M, alors l’ensemble Dé\(/[
munie de la structure C* induite par latlas des cartes adaptées a X est appelé la déformation
au cone normal associée au plongement de X dans M.

Remarque 4.2.4. Dans le cas ou ¢ : X < M est une immersion injective, on peut définir de
maniére analogue une déformation au cone normal Dﬁ\{/[ associée a 'application .

Exemples 4.2.5. On donne quelques exemples de déformations au cone normal. On considére
M une variété C> :
(a) On considére le cas extréme ou X est l'ensemble vide X = (). On obtient alors la défor-
mation
D) = M x R*
munie de la topologie produit de variété C°.

(b) L’autre cas extréme consiste a prendre X = M et on a la déformation suivante
Dyt =M x {0}| |M xR*=M xR

munie de la topologie produit.
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(c) 1l est possible de donner une version générale des cas (a) et (b) en considérant X comme
une sous variété ouverte de M. On sait alors que Tx M est isomorphe a TX et on a la
déformation suivante

DY =X x {0} |M x R*

(d) On considére xog dans M. On s’intéresse au cas ot X = {xo} et on obtient la déformation
susvante :

Dyl = TooM x {0} | M x R*

Remarque 4.2.6. (Restriction a I'intervalle [0, 1]) Pour tout couple (M, X) de variétés C*°, on
a construit la déformation au cone normal DY = N¥ x {0} | | M x R* sur laquelle nous avons
défini une structure de variété C'°°. Dans la suite de notre travail, nous nous intéresserons
surtout & la restriction de Dé\(/f a U'intervalle [0, 1], que ’on note encore Dﬁ\g ,

DY = N¥ x {0}] |Mx]o,1

qui est une variété a bord lorsqu’on la munit de la topologie induite par celle de D% =
NY < {0} M x R*.

4.2.2 Fonctiorialité de la déformation au cone normal

Une caractéristique importante de la construction de déformation au coéne normal associée
au couple C* (M, X) réside dans sa fonctorialité : soient (M, X) et (M’, X’) deux couples
C®, on va montrer que pour toute application C* F : M — M’ satisfaisant la condition
F(X) C X', alors il existe une application C* entre les variétés de déformation au cone nor-
mal D(F)) : D% — D%,. Cette propriété de fonctorialité nous est trés utile par la suite lorsque
I’on considére la déformation au cone normal dans le cas des groupoides de Lie.

On se place tout d’abord dans le cas particulier on U C R? x R4, U’ = R? x R? avec
p+qg=mnetp +q¢ =n'des entiers. Onnote V.=UnN (R x {0}) et V' =U'nN (]Rp/ x {0}).
On considére une application C® F : U — U’ telle que F(V) est un sous espace de V' et on
définit D(F) : DY — DY), de la maniére suivante :

(Fi(,0), %P}(x, 0).£,0) sit=0
(Fl(fE,{),FQ(JU,ﬁ).{,t) Slt#o

et on a la caractéristique suivante pour l'application D(F')

D(F)(e.6.0) = {

Proposition 4.2.7. L’application D(F) : Dg — DZ// est une application de classe C™.

Démonstration. On considére QE et QE: les ouverts respectifs de R? x R? et de R?" x R? et
P Qg — Dg et Q) — Dg,/ les difféomorphismes C'*° construits dans la section O

On considére Cs° la catégorie dont les objets sont des couples (M, X)) ot M est une variété
C* et X un sous variété C>®° de M et les morphismes F : (M, X) — (M’',X’) sont des
applications C* F : M — M’ telles que F(X) est inclus dans X’. A tout morphisme F :
(M, X) — (M', X") dans la catégorie C3°, on associe 'application

D(F) : DY — DY

définie par
{ D(F)(v,w,0) := (F(v), (dvF)y(w),0)
D(F)(u,t) := (F(u),t)

o dyF : N )]}/[ — N )]‘(4,/ est la composante normale de I'application dF : TM — TM’.
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Proposition 4.2.8. L’application D(F) : D% — D%I est une application de classe C'*°.
Démonstration. Voir [CRO7] O

Remarque 4.2.9. Si on note C* la catégorie dont les objets sont les variétés C'° et les mor-
phismes les applications de classe C°°, on obtient alors, par la construction des déformations
au cone normal, un foncteur D : C3° — C*°.

On utilise dans la suite de notre travail la proposition suivante

Proposition 4.2.10. Soient (M, X) et (M', X") deux objets de la catégorie C3° et F : (M, X) —
(M', X') un morphisme, alors lapplication

D(F): DY — DY

est une immersion (respectivement une submersion) si et seulement si les applications F :
! . . . .
M — M’ et dNF : N¥ — N3 sont des immersions (respectivement des submersions).

Démonstration. Voir [CRO7]. O

4.2.3 Cas des groupoides de Lie étales

On considére G et ‘H des groupoides de Lie étales. On note, sans faire de distinction entre
les deux groupoides, s,r,m,i et u les applications de structure des groupoides G = G(© et
H = H©. On considére ¢ : G < H un morphisme strict de groupoides qui est une immersion
injective. On peut appliquer la construction de la déformation au céone normal et on obtient
alors une variété C* :

DY = NG x {0}| |H x R*

Soit o : GO < HO) I'immersion injective obtenue par restriction de I'immersion injective ¢ &
I'espace des unités et par déformation au cone normal, on obtient la variété C°° :

(0) (0) *
Do) =Ny x {0} |H® xR

De méme, en considérant 'immersion injective 5 : G < H?) on construit par déformation
au cone normal, la variété C° :

(2) (2) *
Di) =Ny x {0}|_|H x R

Sans se soucier (pour l’instant) des structures C*° des objets considérés, on peut construire
un groupoide DH = Dg(o) en définissant les applications de structure de la maniére suivante :
pour tout (v, w,0) dans /\@H, (h,t) dans H x R*, (z,v,0) dans Ngfé?) et (y,t) dans H® x R*,

on pose :

(1) su(v,w,0) = (s(7), (dns)y(w),0) et su(h,t) = (s(h),?)
(2) ru(v,w,0) = (r( ’y (dnT)y(w),0) et r,(h,t) = (r(h),t)
(3) i(y,w,0) = (v, (dni)y(w),0) et i(h,t) = (b1, t)
4) w(z,v,0) = (u(x ) (dnu)e(v),0) et w(y,t) = (u(y),t)

et pour tout (7/,«’,0) tel que s,(v,w,0) =r,(7,w’,0) et tout (1, t) tel que s,(h,t) =r, (I, 1),
on définit la multiplication par

(5) mL((fy,w,O), ('y’,w',O)) = (’y’y', (de)(%Vl)(w,w'),O) et mL((h,t), (h',t)) = (hl/, 1)
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Il est assez facile de montrer que les applications s,,r,, m,, i, et u, vérifient les relations néces-
. . . .. 0)
saires pour induire une structure de groupoide sur Dé{ = Dg(o) .

La démarche qui suit tend & montrer la compatibilité entre la structure de variété C'*° de
DE‘ et la structure de groupoide D?j = D;“((OO)) définie auparavant. Il s’agit de prouver que les
applications de structures s,,r,, m,, u, et ¢, du groupoide sont de classes C*° pour la structure
de variété. On utilise pour cela la propriété de fonctorialité de D : C5° — C*°.

Lemme 4.2.11. Les applications s,,r,,i, et u, sont de classes C*°. De plus, les applications
s, et r, sont des submersions.

Démonstration. D’aprés les propriétés de fonctorialité de D : C3° — C*°, le morphisme s :
(1,G) = (H©,G©®) dans la catégorie C3° induit un morphisme D(s) : DY — Déﬂ(o(;) dans la
catégorie C* et D(s) est une application de classe C™° entre variétés C'*° définie par

{ D(s)(v,w,0) = (s(7), (dns)y(w),0) ,sit=0
D(s)(h,t) = (s(h),t) ,sit#0

donc on voit que D(s) coincide avec I’application de structure s, définie auparavant et s, est
de classe C*°.

On prouve de maniére analogue en utilisant les propriétés de fonctorialité que les applications
r,,1, et u, sont des applications de classe C*°.

Dans le cas des submersions s et 7, en utilisant la proposition [£.2.10], on obtient directement
que les applications D(s) = s, et D(r) = r, sont des submersions.
0

Il reste & prouver que 'application de multiplication m, : (Dg)@) — Dg est de classe
C*°. On considére le morphisme m : (H(2), 9(2)) — (H,G) dans la catégorie C5° qui induit un
morphisme

(2)
D(m) : DX, — DY

Lemme 4.2.12. Les variétés lisses Dg(g) et (Dg)@) sont difféomorphes et lapplication de

multiplication m, : (Dg)@) — Dg‘ est de classe C°.

Démonstration. Chaque variété est décrite de la maniére suivante :
7-[(2 (2)
Dy = Ngloy || H®
2 * *
(Dg)( ) _ (V< {0}) s, (J\fg1£ x {0}) |_| (H x R*) *5,r, (K x RY)
et il existe une application canonique p : (DH)(Q) — DZJ‘((Q)) définie, pour tout élément
((7v,w,0), (7,&',0)) dans (NZ x {0}) *s,., (NG x {0}) et tout élément ((h,t), (k',t)) dans
(H x R*) *5,r, (H x R*), par
a) p(<77 w, 0)7 ('7/7 (.d/, 0)) = (('77 7/)7 (wa wl)a 0)
b) p((h,t),(h't)) = ((h,1),t)
Cette application canonique est clairement un difféomorphisme C'* et l'application m, est
obtenue par la composition D(m) o p qui est de classe C*°. L’application de multiplication m,

est donc de classe C°.
O
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.y . 0 . .
Proposition 4.2.13. Le groupoide Dg = Dg((o)) est un groupoide de Lie pour les structures de
variété induite par le procédé de déformation au cone normal associé aur immersions injectives

1:G —H etLo:g(0)<—>’H(O).

Démonstration. L’espace des fléches Dg et I’espace des unités Dé‘(g) qui forment le groupoide

DE‘ = Dg((o(;) sont des variétés C°°, d’aprés la section consacrée au déformation au cone
normal ; les applications de structures s,,r,,m,. i, et U, sont de classe C° et s, et r, sont des
submersions d’aprés les lemmes [4.2.11] et 4.2.12[. Le groupoide Dg = Dg((oo)) est un groupoide
de Lie pour les structures de variété induites par le procédé de déformation au céne normal. [

4.3 Immersion injective K-orientée de groupoides de Lie étales

On considére dans cette section le cas d’une immersion injective et K-orientée ¢ : G — H
ol G et H sont des groupoides de Lie étales. On obtient alors une déformation au cdéne normal
D que 'on restreint a 'intervalle [0, 1] et on utilise la notation suivante

D =N x {0}| |#x]0,1]

L’objectif est construire un élément ¢ dans le groupe de E-théorie E(C;(G), Cy(H)) et d’étu-
dier la fonctorialité de la construction. De tels éléments ont déja été construits (dans le groupe
de K K-théorie) dans certains cas particuliers dans [BC00] [Con82] [CS84] et [HS87]. Cette
construction est faite ici en imposant I'existence d’une métrique riemannienne sur H(©) inva-
riante par action de H comme on le verra plus tard.

4.3.1 Groupoide normal et fibré de C*-algébres

On note D = N x {0} | | Hx]0, 1] la restriction a I'intervalle [0, 1] du groupoide de déforma-
tion au céne normal induit par 'immersion injective et K-orientée ¢ : G — H entre groupoides
de Lie étales. On a vu dans la section [f.2.3]que D est muni d’une struture de variété compatible
avec la structure de groupoide de sorte que D soit un groupoide de Lie étale.

Remarque 4.3.1. Pour 'homomorphisme ¢ : G — H de groupoides de Lie étales qui est une
immersion injective K-orientée, on note N le fibré normal de Pimmersion ¢ : GO0 — H(©
obtenue par restriction de ¢ & I'espace des unités du groupoide G. Le fibré normal N est
G-équivariant et le groupoide GV = 7*(N) coincide avec le fibré normal N de I'immersion
t : G — H. Le groupoide D peut donc aussi s’écrire (et on utilise cette notation en fin de
section)

D =GN x {0} |#x]0,1]

On choisit une métrique riemannienne sur H. On construit maintenant a 1’aide de la stru-
ture riemannienne sur H un sous espace O ouvert dans N x [0,1] qui nous sera utile pour
la suite. Pour tout h de H et tout vecteur w dans TpH, il existe une unique géodésique c,,
telle que ¢, (0) = h et ¢, = w. On considére le réel I, pour lequel [0,l,] est I'intervalle non
négatif maximal sur lequel la géodésique est définie. On note Oy, I’ensemble des vecteurs v de
Ty H pour lesquels le réel [, associé la géodésique g, vérifie [, > 1. On définit I’application
exponentielle en h,

expy,: Op —H
w — expy(w) = ¢,(1)
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En construisant de cette maniére une application exponentielle en tout point h de H et en
notant O = J,cy On, on obtient une application exp : (J,cy On — H, dont la restriction a
O, est exp;,. On I'appelle I'application exponentielle. Le sous espace O est ouvert dans TH.
Pour tout h dans H, application exp,, est un difféomorphisme local dans un voisinage de (h, 0)
de Ty H. Cette propriété locale des applications exponentielles provient du résultat suivant,

Propriété 4.3.2. [Wil93] Pour tout h dans H, il existe un voisinage ouvert Wy, de h et un réel
e strictement positif tels que pour tout h' dans Wy, B(W &) C TpH la boule ouverte centrée
en (h',0) de rayon e dans TyH est difféomorphe a son image dans H par application expy, .
De plus, W), C expy (B(W,€)).

On consideére le sous espace ouvert O de N x [0,1] défini par

O =N x {0} | | (U00(t))

ot O(t) == {((7,w),t) € N x {t} : (7,tw) € O} et on note ¢ : O — D l'application définie

par
(v,w,0) sit=0
t) = .
P(7,w:t) { (expv(tw),t) sit>0
Remarque 4.3.3. La structure de variété du groupoide D peut étre décrite de la maniére
suivante : la structure de variété sur H x|0, 1] correspond & la structure induite par le produit
de variétés. En zéro les cartes locales ont la forme suivante : soit v dans G, d’aprés la propriété
, il existe un voisinage W de y et un réel £ > 0 tel que U := UneW Bar(n, €) est un ouvert
de N N O. L’application ¢ induit une bijection entre les ensembles

{(n,w,t) e N x [0,1]: (n,tw) € U} = (| J Ny x {0}) || (9(U x]0,1]))
new
ou {(n,w,t) € N x [0,1] : (n,tw) € U} est un sous espace ouvert de N x [0,1] et (U, ey Ny %
{0}) LI (¢(U x]0,1])) est un sous ensemble de A et ¢ est un difféomorphisme. C’est par cette
méthode que Hilsum et Skandalis ont muni le groupoide normal associé & une immersion d’une

structure de variété (voir partie 3 de [HS87]). On utilisera parfois cette description des cartes
locales dans la suite de notre travail.

L’objectif consiste en 'é¢tude de la C*-algebre réduite C)(D) associée au groupoide D,
c’est-a-dire le complété de A(C.(D)) dans I'algebre d’opérateurs £(L?(D,v)), ou A : Co(D) —
E(L2(D, u)) est la représentation réguliére et v un systéme de Haar pour D ou les mesures
qui constituent le systéme de Haar sont les mesures de comptage. Le but est de montrer qu’en
imposant I’existence d’une métrique riemannienne sur H©) qui est H-invariante, on a la suite
exacte courte suivante

0 —=C;(#x]0,1]) —= C} (D) —= C; (N x {0}) —=0

On utilise les notations suivantes : pour tout («,t) dans DO on note
T(at) + CC(D) - CC(D(a,t))

la restriction des fonctions de C¢(D) au sous espace fermé D, 4y = s~ ((e, t)). De méme, pour
tout (a,t) dans AN x [0,1], on note

Fla) : ColNV X [0,1]) = Cu(Nay x {t})
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la restriction des fonctions de Co(N x [0,1]) au sous espace fermé N, x {t} = §7'((a,1)).
Pour toute fonction F' de C.(N x [0,1]), on note Ao (F) dans £(L*(Na x {t}, V() pour
désigner la restriction de I'opérateur A(F') au sous espace L*(Ng X {t}, ¥(a,p))-

Dans ce qui suit, on définit pour les C*-algebres Cjf (D) et Cf (N x [0,1]) une structure
de fibré de C*-algébres au sens de Kirchberg et Wasserman [KW95|, dont on rappelle ici la
définition :

Définition 4.3.4. [KW95] Un fibré de C*-algébres (appelé aussi C*-fibré) sur un espace to-
pologique localement compact séparé X, est un triplet (X, A,m, : A — Ap) ou A est une
C*-algebre, appelée C*-algebre fibrée, A, est une C*-algébre pour tout x de X et w, : A — A,
est un x-épimorphisme de C*-algébres tels que
(1) la famille {m, : x € X} est fidéle c’est-a-dire ||a||= sup,cx||7z(a)]|
(ii) pour tout f € Co(X) et tout a € A, il existe un élément f.a de A tel que m(f.a) =
f(z)my(a), pour tout x dans X.

Remarque 4.3.5. On rappelle qu'un fibré de C*-algébres (X, A,m, : A — A;) est dit semi
continu supérieurement (respectivement continu) si 'application @ — ||7;(a)|| est semi conti-
nue supérieurement (respectivement continue) pour tout a dans A.

Soit ¢ un réel dans [0, 1], on note Dy := p~({t}), ot p : D — [0, 1] est la projection ca-
nonique. L’espace D; est un sous espace fermé de D et la restriction de toute fonction f de
C.(D) au sous espace fermé D; est une fonction de C.(D;). On note m; : Ce(D) — Co(Dy)
I's-épimorphisme de *-algébres ainsi obtenu. Pour tout ¢ dans [0,1], m : Ce(D) — C.(Dy)
s’étend en un x-épimorphisme de C*-algebres m; : C(D) — C(Dy).

De maniére analogue, pour ¢ dans [0,1], on considére I’s+-épimorphisme de x-algébres
T+ Co(N x [0,1]) — C.(N x {t}), de restriction des fonctions de Cc(N x [0,1]) sur le
sous espace fermé N x {t}. L’application 7; s’étend en un x-épimorphisme 7; : C}(N x
[0,1]) — CF(N x {t}) de C*-algebres. Le triplet ([0, 1], C;(N x [0,1]), 7 : CF(N x [0,1]) —
Cr(N x {t})) est un fibré de C*-algebres.

4.3.2 Quelques résultats et notations

Les résultats qui suivent nous permettront d’établir, par la suite, des critéres de continuité
sur le fibré de C*-algebres associé a la C*-algebre C} (D).

Lemme 4.3.6. Soit f € C.(D), alors il existe une fonction continue ¢ € C([O, 1}) et un réel
t > 0 tels que }
{ Supp(y.f) C ¢(O) i
Supp((l — w)f) C H x [t 1]

Démonstration. Pour t > 0 et (v,t) € Supp(f), il existe un voisinage ouvert V, de v dans ‘H
et un réel t, > 0 tels que V, x |ty, 1] est un voisinage ouvert de (,t) dans D.

En t = 0 on utilise la remarque et la description des cartes locales : soit (v,w,0) dans
Supp(f), il existe un voisinage ouvert Uy, .,y de (v,w) dans N et un réel ¢,y > 0 tels que
Ulyw) X [0, t(%w)[ est un ouvert dans ©. On obtient donc un recouvrement ouvert du support
de f,

Supp(f) C < U (U X 10, (y.0) D) U ( U wxt, 1])

(7,w,0)€Supp(f) (7,t)€Supp(f)
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Le support Supp(f) étant compact, il existe une partie finie {('yl, w1)y oo (Ym,s wm)} d’éléments
de N et une partie finie {771, . nn} d’éléments de H telles que

m

Supp(f) C < U e (U x [(),t(%wi)[)> U < Olvnj Xt 1})
2

=1

On pose £ := min {tﬂj 1 j €A1, ,n}} et on considére une fonction continue, décroissante 1)
de C([0,1]) telle que w‘[o,t”/z} =1et ¢|[E,1]: 0. On a alors f =.f + (1 —).f, ou Supp(.f)
est dans p(O) et Supp((l - w)f) est dans H x [t,1].

]

Remarque 4.3.7. Quitte a utiliser une fonction v € C([O, 1]) comme dans le lemme , on
suppose (sauf affirmation contraire) dans la suite que les fonctions f de C.(D) ont un support
qui est dans @(@) Pour toute fonction f dans C.(D), il existe {U; x [0,¢;[}1>i>, une famille
d’ouverts de N x [0, 1] tels que Supp(f) C Uiy ¢ (Us x [0,%]).

Définition 4.3.8. On appelle fonction associée & f, une fonction notée F' de C’C( x [0, 1])
définie pour tout (y,w,t) € N x [0,1] par

f(7,w,0) sit=0
F(y,w,t) = ¢ f(exp,(tw),t) si(y,w,t) € Ui, Ui x [0,]
0 sinon

Remarque 4.3.9. Soit f une fonction dans C¢(D) et F une fonction associée a f dans Ce(N x [0, 1]).
On note S := s(Supp(f)), R := r(Supp(f)) les sous espaces compacts de DO et §' :=
s(Supp(F)), R' := r(Supp(F)) les sous espaces compacts de N x [0, 1].

Pour tout sous espace Y de D@ on appelle saturé de Y dans D@ le sous espace

Sat(Y) :={z e D :3y e DY}
Lemme 4.3.10. Sat(S) = Sat(R)

Démonstration. Soit (z,t) un élément de Sat(S) alors il existe v dans D, tel que 7(y) est
dans S. Il existe alors n dans Supp(f) tel que s(n) = r(v) et r(n) est dans R. Alors I’élément
77y est dans Df » donc (x,t) est dans Sat(R). O

x,t

Lemme 4.3.11. Soit (z,t) un élément de D). L opérateur Az,) (f) est un opérateur non nul
si et seulement si (x,t) est dans Sat(S).

Démonstration. On considére (x,t) dans D) < Sat(S) et & une fonction de 1*(D(y,1)). Suppo-
sons qu'il existe v dans D, 4 tel que |()\(x7t)(f)(§)) ('y)‘ > 0. Il existe alors 7 dans D, tel que
f(n~Y)|> 0. Puisque r(y) = r(n~!) € R, on a (z,t) est dans Sat(R) donc d’aprés le lemme
, (z,t) est dans Sat(S). Ce qui est impossible car (x,t) est dans D©) \ Sat(S). Ainsi
pour tout £ dans ZQ(D(M)) et pour tout v dans D, 4, on a ()\(m)(f)(f))(v) =0, et Az (f)
est donc 'opérateur nul.

Réciproquement, si A, ;)(f) = 0 alors pour toute fonction £ dans lz(D(m)) et tout v dans
D(x,t)a
A (NE@) = > F e =0
ME€Dr(y)
donc pour tout n de Dggt(ay), f(n™h) = 0. Puisque Supp(f) N Dgat(z,r) = 0, alors (z,t) n'est
pas dans Sat(S5).
]
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Lemme 4.3.12. Pour tout (z,t) dans Sat(S5),
May () B (D) — (D)

Démonstration. Soit (x,t) dans Sat(S), on a A4 (f) : 1*(D(yr)) = 1*(Dzypy)- En notant S, le
complémentaire de S dans D) on a l2( (@ t)) = ( ) @12 (DgC t))' Ci dessous, on montre
successivement

(i) que [? (D(S;m)) est dans ker(A(; 4 (f)),
(ii) que Im(Az 4 (f)) est dans 12 (Dg“2 t))
(i) On considére ¢ une fonction de 1?(D(, ) telle que r(Supp(§)) NS = 0 et pour tout

dans D, o012 (o (1)E) () = T, ™€), Pour tout 1 dams Dy tel que ™
est dans Supp(f), on a 7(n) = s(n~!) est dans S, donc 7y est dans D( 0 La fonction & étant

nulle sur D(m 1> on a §(ny) = 0. On a alors A, ) (f)(§) = 0. Donc 12 (Df t)) est dans le noyau
de l'opérateur A(, ) (f).

(ii) Soit & une fonction dans I? (Dfx t)) et v dans D, ;) tels que

(A (D) ()] > 0

alors il existe 1 dans D, tel que n~! est dans Supp(f) et |f(n~1)é(ny)|> 0. Puisque r(vy) =
s(n) = r(n~!) est dans R, alors v est dans D{i . Ainsi I'image de I'opérateur A, ;) (f) est
R
dans [? (D(:E t))
O

Remarque 4.3.13. Pour toute fonction f de C.(D), la norme de 'opérateur A(f) sur L?(D,v),
est

A= sup [A@n(HlI=  sup  [A@qn ()
(x,t)€DO) (z,t)€Sat(S)

Pour tout (x,t) dans Sat(.5), les sous ensembles fermés Dfx #) €t D@ ;) sont discrets et il existe
des parties discrétes A de S et A’ de R, telles que

ey = L Dl et = || Dloyy

a€A beN’

Remarque 4.3.14. On peut, par un raisonnement similaire, transposer les lemmes [4.3.10]
[4.3.12] et [4.3.13] dans le cadre d’une application F' associée a f. On obtient alors les assertions
suivantes :

1. Sat(8') = Sat(R')

2. Pour tout (,v,t) dans N'©) x {t}, l'opérateur A(z,v,t) (F) est nul si et seulement si (x, v, 1)
n’est pas dans Sat(S’).

3. Pour tout (z,v,t) dans N'© x {t}, 12(N x {t}
son image est dans [? (N x {t}

Ceavt) ) est dans le noyau de A, o4 (F) et

a:vt)

4. Pour tout (z,v,t) dans N x {t}, il existe des parties discrétes T de S et Y’ de R’ et
telles que

S/ (a,u,t) R’ . (byw,t)
Mx v t) |_| N et N |_| '/V’(:c,v,t)

(z,v,t) (z,v t
(a,u,t)eT (byw,t)ex’
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4.3.3 Meétrique riemannienne invariante

Pour montrer que la suite 0 —= Cj(#x]0,1]) — C}(D) — C} (N x {0}) —=0
est exacte on va prouver que le fibré de C*-algebres ([0, 1], C¥ (D), m; : Cf(D) — C;(Dy)) est
continu en montrant que Papplication ¢ — ||A:(f)]| est continue sur [0,1]. On va pour cela
utiliser le sous espace @ ouvert dans N x [0,1]. On impose alors I'existence d’une métrique
riemannienne H-invariante sur H©) et on montre alors que l'espace @ est un sous groupoide
de Lie étale ouvert du groupoide de Lie étale NV x [0, 1] ce qui nous permet de montrer alors

la continuité du fibré de C*-algebres ([0, 1], CF (D), m : CF (D) — Cf(Dy)).

On a besoin de la proposition suivante qui est assez évidente :

Proposition 4.3.15. Le fibré de C*-algébres ([0,1],CF(N x [0,1]),7 : CF(N x [0,1]) —
Cr(N x {t})) est un fibré de C*-algébres continu.

Démonstration. La C*-algébre C;(N x [0,1]) est isomorphe & la C*-algebre C([0, 1], C(N))
qui est un fibré de C*-algébres continu. Donc le fibré de C*-algebres ([0, 1], CHN x [0,1]), 7 :
Cx(N x[0,1]) = C#(N x {t})) est un fibré de C*-algébres continu.

]

Proposition 4.3.16. Soit H = H) un groupoide de Lie étale tel que HO est muni d’une
métrique Tiemannienne H-invariante. Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) Pour touty dans H, v induit une isométrie d’un voisinage Vy(,y de s(y) dans HO) dans
un voisinage V,(y de r(7y) dans HO),
(ii) 1l existe une métrique riemannienne sur H pour laquelle les applications r et s sont
des isométries locales.
(iii) Pour tout v dans H, les applications (dr)y : TyH — Ty (7—[(0)) et dsy : T,H —
Ty (?—[(0)) sont des isométries.

Démonstration. On a clairement 1’équivalence entre (ii) et (iii). Pour tout v dans H, on note
R, le diffeomorphisme R, : Vi(,) = Vi) ot Vy(,y (tesp. V,(,)) est un voisinage de s(7) (resp.
(7)) dans H(®. On considére g := s*(gg) la métrique riemannienne induite sur A : alors
I’application R, est une isométrie locale si et seulement si r est une isométrie locale. ]

On considére que le groupoide H est muni d’une métrique riemannienne invariante.

Corollaire 4.3.17. Les applications de structure,  savoir la multiplication m : H2 — H,
Uapplication inverse i : H — H, Uapplication unité u : H(O) — H sont des isométries locales.

Démonstration. Les applications de structure de groupoide étale sont des difféomorphismes
locaux.

D’apreés le lemme , les applications r et s sont des isométries locales; 'application
(r,8) : H — HO x HO est une isométrie locale et pour tout (y1,72) dans H? et (wyi,ws)

dans Ty, ) H®

H(dm)(“flﬁ2)(w1’w2)u = H(d?“, d5)y 42 (dm(vlm)(%”m)”
= Hd((r,s)om)( )(Wl,WQ)H
= [[d(r x 5)(31,70)( |
= [ ((wr,w2)]]

On montre de maniére analogue que les applications inverses et unités associées au groupide
‘H sont des isométries locales.

V1,72

Wi, w2)

O]
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Dans les prochaines démonstrations on utilise parfois I’équivalence suivante : une courbe
¢ : [0,][= M, C' par morceaux est une géodésique dans une variété riemannienne M si et
seulement si ¢ est paramétrée a vitesse constante et est localement minimisante.

Lemme 4.3.18. Soient (v,w) dans N et ¢ : I — H une géodésique telle que c(0) = ~ et
¢(0) = w. Les applications r o c : [0,I[— HO) et soc: [0,1][— 3':[(0) sont des géodésiques
vérifiant r o ¢(0) = r(y), (roc)(0) = (dr),(w) et soc(0) = s(vy), (s0c)(0) = (ds)(w).

Démonstration. Par définition des géodésiques, les isométries préservent les géodésiques. Les
courbes s o ¢ et r o ¢ sont des géodésiques dans H(©).
O

Proposition 4.3.19. Le sous espace O est un sous groupoide de Lie étale du groupoide de
Lie étale N x [0, 1].

Démonstration. On considére les applications de structure r, s, m, 7, u induites par celles du
groupoide N x [0, 1].

1) APPLICATIONS BUT ET SOURCE : soit 7,5 : O — N x [0,1] la restriction des appli-
cations but et source au sous espace O. Soit (v,w,t) dans O et ¢ : [0,1] — H la géodésique
associée a (v,tw). D’aprés le lemme , la courbe 7 o ¢ est une géodésique associée a
(r(7), tdr(w)). Done r(v,w,t) est dans O N N(©® x [0,1]. On démontre de maniére analogue

que s(7,w,t) est dans O NN x [0, 1].

2) MULTIPLICATION : on considére (y1,w1,t) et (y2,ws,t) dans O tels que (s(y1,ws,t)) =
7((7y2,w2,t)) et pour i dans {1, 2}, ¢; : [0,1] — H la géodésique associée a (7, tw;). On considére
la courbe c3 : [0, 1] — H définie pour tout x dans [0, 1] par c3(z) = m(c1(x), ca(x)). La courbe
c3 est alors localement minimisante : en effet la courbe r o c3 = 7 0 ¢; est une géodésique
(d’apres donc localement minimisante et pour tout x dans [0, 1], il existe un voisinage
ouvert Vi, ;) de c3(z) et un voisinage ouvert V.., (,)) de r(cz(x)) tel que r : Vo, 2y = Vi(ey(a))
est une isométrie. Quitte a restreindre les voisinages choisis, ¢z est minimisante sur V(). De
plus c3 est paramétrée a vitesse constante : en effet, d’apres [£.3.17, m est une isométrie locale,
on a pour tout x dans [0, 1]

1é3(2) 1= lldme, (@),ca(a)) (€1(2), E2(@)) = [[(é1(), éa ()]

or les courbes ¢ et co sont paramétrées & vitesse constante donc cg aussi. La courbe c3 =
m(c1,c2) est donc une géodésique associée a (7172, tdmg,, 772)(w1,w2)).

Ainsi (71, w1, t) (72, w2, t) est dans O.

On démontre de maniére analogue (en utilisant le fait que les applications inverses et unités
sont des isométries locales) que pour tout (vy,w,t) dans O, on a i(y,w,t) est dans O et pour
tout (z,v,t) dans O NN x [0,1], on a u(x,v,t) est dans O. Ainsi O est un sous groupoide
du groupoide étale N x [0, 1].

O

Lemme 4.3.20. Soient deuz courbes C' par morceauz c1,cs [a,b] = H. Siroci =rocy et
s’il existe to dans [a,b] tel que c1(to) = ca(to), alors ¢ = ca.

Démonstration. L’ensemble X := {t € [a,b] : ¢1(t) = ca(t)} est un ensemble fermé de l'inter-
valle [a, b] et non vide puisque g en est un élément. Pour tout x dans X, il exite un voisinage
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ouvert V de ¢i(z) = ca(x) dans H pour lequel r : V. — r(V) est un difféomorphisme. Par
continuité de ¢;, 'ensemble U := ¢ (V) est un voisinage ouvert de « dans [a, b]. Or pour tout
t dans U, on a r(c1(t)) = r(ca(t)), donc pour tout ¢ dans U, ¢i(t) = ca(t) et U C X. Ainsi X
est un sous espace de [a, b] non vide, ouvert et fermé. Donc par connexité, X = [a, b].

O

Remarque 4.3.21. Le lemme[4.3.20]est également vérifié si on remplace la condition roc; = rocy
par la condition soc¢; = socs.
Proposition 4.3.22. Soit (i, v,t) un élément de OO tel que exp,(tv) = x, Uapplication

Y (’)ézzg — HE x {t} est un homomorphisme injectif de groupe.

)

~+ o
_—

Démonstration. Soit (&, v,t) un éléement de O©) tel que exp; (tv) = , et (v, w,t) dans @g’:’

'Yy

alors par définition de O, ©(v,w,t) est bien définie et on a

r(e(r,w,1) = r((exp, (tw), 1))
( eprY (tw)) )
(expr ('t (dry(w)), t)
= (z,1)
de méme, on a s(p(v,w,t)) = (,t) et Papplication ¢ : O((i;)g — HZ x {t} est donc bien

définie.
Soit (v,w,t) dans ng:g son inverse i(vy,w,t) = (y71,diy(w),t) est aussi dans (’N)Ejzg On
note ¢ : [0,1] — H la géodésique associée a (vy,tw) et ¢ : [0,1] — H la géodésique associée a

(yv~1,t(diy,)). Puisque i o ¢ = &, on a alors

gp(i(’y,w,t)) = ap(('y*l,divw,t)) = (exp,y_l(tdivw),t) = (5(1),t)
= (i0c(1),t) = i(exp, (tw,1))
= i(p(y,w,1))
(0,0)

Soit (v/,w’, t) dans (’)(x v p)> I'€élément (v, w, ) (7, ', t) = (v, dmy 7 4w, w’),t) est dans o)

(&,v,t) )
on considére ¢ : [0, 1] — H une géodésique associée a (7, tw’, ) et ¢’ : [0, 1] — H une géodésique

associée a (v, tdm, ) (w,w")). Comme m(c,c’) = ¢”, on a alors

o((v,w, t) (o', ) = (expwl(tdm(%,yf)(w,w'),t) = (d'(1),t)
= (c(l),t).(c’(l),t) = ((expv(tw),t).(expy tw/),t)
= @(Vawa t).go('y/,w/,t)

~(&,v,t)

Pour montrer que 'homomorphisme de groupe ¢ : (’)(x vit)

(v1,w1,t) et (y2,wo,t) dans O((izg tels que ¢((v1,w1,t)) = ¢((y2,we,t)). Pour i € {1,2}, on

considére ¢; : [0,1] — H la géodésique associée & (4, tw;), vérifiant ¢;(0) = 75, ¢(0) = tw;
et ¢(1) = exp%_(tw,;). Les géodésiques sont 7o ¢y et 7o cy et on a ¢1(1) = ¢((m,w1,t)) =
o((y2,w2,t)) = c2(1). D’aprés le lemme ,onac = c et (y,w,t) = (72,w2,1).
L’homomorphisme ¢ est injectif.

— HZE x {t} est injectif, on considére

O

La proposition qui suit est un résultat général sur les groupoides de Lie étales et qui géné-
ralise un résultat classique (voir [BOOS|) des groupes discrets : si G est un sous groupe d’un
groupe discret H, alors pour toute fonction f dans C[G], on a || Ac(f)llza2(a)= 1A ()l L2y
On utilisera la proposition suivante dans la suite :
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Proposition 4.3.23. Soient H un groupoide de Lie étale et G un sous groupoide ouvert de
H. Pour toute fonction continue & support compact f dans C.(G), on a

IACH]

Démonstration. Soit f dans C.(G), on note S = s(Supp(f)) et R = r(Supp(f)); ce sont des
sous espaces de HO. On a [l () = 50Dy s (Flez 00 A1) 2 E(HS) — 2(HE).
Pour tout  dans H(?) et tout y dans Sat(z), on a

1Az (F)llcx ) = IAg (Pl e 20
Pour tout x en dehors de Sat(S), on a Ay (f) = 0 donc [[Az(f)[lcx(m) = supzegllAz(f)|l-
Soit € S, on a alors A\;(f) : I2(H) — P(HE) et on a HY = UsesHE = UgesnaHE ot

Na € HE quelconque et de méme HI = UpecpmyHE avec 1, € Hg quelconque. On a alors

Ae(f) s D P (i) — PP (nHE)

a€S beR

cx= 1Ml

Le groupe d’isotropie G étant un sous groupe discret du groupe d’isotropie discret HZ, on
considére {ag}trep, une famille d’éléments de HZ contenant exactement un représentant de
chaque classe & droite de Gy dans H et on a Hi = | |,c,. Gz et on a alors

) @ (Drmzan) — @ (Drmozan)

k€ky ~a€S k€rkz “bER

Pour tout i dans kg, on note P° : @, (@aes lz(naguﬁfak)> — Doeg *(1aGEa) et

PR @, (@beR l2(77bg§ak)> = @yper 2(mpGEey) les projections orthogonales. On a I'éga-
lite PF oA, (f) = A\u(f) o P7.
On note AL(f) : Dues P (MaGEas) — @per 12 (MGE ;) opérateur induit.

On considére les opérateurs unitaires V;° : @,cql?(naG%ar) = Doeg?(7.G2) et VE -
Brcr P(mGEan) — Bpep 2 (mGE) les opérateurs unitaires et on a alors

(VI N (HVE = NL(f)

On a donc
N Ollex = sup [Az(Hllczy= sup H@keez)";(f)‘o*(%)
x€H () x€H () "
= sup | sup )\’;f . >=SUP<SUP )\I;f . )
s (s D) = 0 (s [Py
= sup (sup ANV e ) = 510 (510 Il )
k€ke \ zeH(0) T k€ke \ peH(0)

= ANz
O

Corollaire 4.3.24. Soit f de C.(D) et F une fonction dans C.(N x [0,1]) associée a f. On
a l’égalité
IAE) ez vxpo,iy= M)

Cx(0)
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Démonstration. Le groupoide O est un sous groupoide ouvert du groupoide étale N x [0, 1].
On applique la proposition {4.3.23} et pour toute fonction F' de C.(N % [0,1]) & support dans
O, on a

MOz o= INE sy

4.3.4 Continuité du fibré de C*-algébre
Soient f une fonction de C.(D) et F une fonction dans C,(N x [0,1]) associée & f.

Lemme 4.3.25. Soit f une fonction de Ce(D) et F une fonction associée dans Co(N x [0, 1]).
Alors pour tout (z,v,t) € O, on a l’égalité

| Ae(f) = [[Xe(F

ecz2on) e

Démonstration. On considére séparément les cas t = 0 et ¢ > 0.

a) Pour ¢ = 0, on a clairement I'égalité puisque, pour tout (y,w) € N, f(v,w,0) =
F(v,w,0), par définition de F et

H)\O(f)Hﬁ(Lz(NX{O})) = sSup Sup <f*§7§>

(z,0)EN() EELZ(N (4 1))

= sup sup (Fx¢&, §>
(z,0)ENO) £€L2(N(g 1))

= H)‘O(F)H[,(LQ(NX{O}))
b) On considére ¢ > 0 et on étudie la représentation réguliére
At 0 CH(Dy) — L(L*(Dy))
dont la norme est donnée, pour tout f dans C7(Dz) par | Ae(f)|lz(z21))= Subrer© A @0 (-

Pour tout z de H(©, on a d’apres le lemme [4.3.12 A (f) : 12 (Hf) — 12 (Hf) D’aprés
la remarque [4.3.13}, il existe des parties discrétes A dans S et A’ dans R telles que

Dy = || Hixt et = || Hhxt
(a,t)eA (bt)eA!

En utilisant les décomposition en réunions disjointes de Df et de Df, on

@ ZZ(Ha @ l2 be

(a,t)EA (bt)en!

Pour tout (a,t) € A (respectivement (b,t) € A’), on considére 7, (respectivement 7,) un
élément (quelconque) de HE (respectivement de H2) tel que I'espace H2 (respectivement )
s’identifie & n,. HZ% (respectivement 7. HZ).

On obtient alors
My () : D 2 (na-H5) — DI (- H2)
a€A beN’

Il existe (i,v,t) dans O©) tel que p(i,v,t) = (z,t). L’application o : O — H étant

un homomorphisme injectif sur les groupes d’isotropies, le sous groupe (’)gz t; du groupe
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(z,v,t)
O(:): v,t)

On considére {a; }ier une partie de HZ contenant exactement un représentant de chaque classe
a droite suivant @(@(?’”’t)) et on obtient

(&,v,t)
= Jo(00)

el

d’isotropie N, ((ff)) x {t} est isomorphe au sous groupe go( ) du groupe d’isotropie HZ.

On note, pour tout ¢ dans I,

P @P(me(0f0)) ) o Piyec(@E(me(0fr7)a))

ac beA’
i€l i€l
les projections orthogonales respectivement sur la composante ¢, 12 (naw(@gz:jg) .ai> et

la composante @,/ 12 <nb.g0<(9gzg ) ai> qui vérifient, pour tout ¢ dans I, I'égalité

P;;,A/ © )‘(:c,t)(f) = )‘(m,t)(f) © ;,A = P;,A’ 0 )‘(w,t)(f) © P;;,A

Pour tout ¢ dans I, on note )\%m)(f) lopérateur dans £ ( Do 1? (nacp(@g . g))) de restric-
tion obtenu par composition de A, 4 (f) avec les projections et on a A\, 4 (f) = @iel)\fw t)(f).

Les opérateurs

Vit s P (w050 i) — DB (nae(05)))

acA acA
Vit o @ E(me(Of)i) — D E(me(05))
beN beN’

sont des opérateurs unitaires et on note
ey (F) = (V") 0 Moy (F) 0 (Vi)
on a alors szx,t)(f)H = H)\’(x’t)(f)H On a alors

M) (f) = @iert Mg (f)
= @ier (Vi) (N (1) (V)

= (®icr Vi) (@ier Xy (1) ( @ier Vi)

Ainsi pour tout ¢ dans I, 'opérateur

A%m ) (f): EBaeAl2 (77a-90 (Ogi :,} g)) — EBbeA’l2 (Ub-%@ (ééizg))

1l nous suffit de montrer I'égalité pour tout (z,t) dans #(°) des normes des opérateurs )\Z('m t)( f)

et )\(x"v7t)(F).
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On considére les opérateurs

n @ Plaaan0olil) — DR (neO5)

(a,a@,t)eYT acA
' @ & (O‘(I;,E,t) éff,i ) — @ 2 (7757 @ : ;))
(b,b,t)eY! beA’

défini, pour tout £ = @4 q.1er(a,d,.), Par T(§) := Baenéa ol

§a(77a~7) = gcpfl(a,t) (acpfl(a,t) '()071 (77 t))

On définit de maniére analogue 'opérateur 7. Les opérateurs 7 et 7’ sont unitaires et on a le
diagramme commutatif suivant

A (d0,t) A,v.) (F) A (d,0,8)
Doaner & (O‘(a76 t)- O( )) @(b,é,t)er/ & <a(i),g,t)‘o(a':,v,t)>

N i
@aGA l (7]‘1 @(OEI v g)) S @bGA’ l2 (nbso(ogmjvzig))

On a alors

~——

Pl = [[(@1er Vi) (@ier Ny (D) (@11 Vi) | =50

m)H = HA(dc,v,t)(F)H

—

[N ()]

O

Proposition 4.3.26. Le fibré de C*-algebres ([0,1],Cf (D), m; : Cf (D) — C;(Dy)) est un fibré
de C*-algébres continu.

Démonstration. Il s’agit de montrer pour toute fonction f de C.(D), que 'application t —
IA¢(f)|l est continue sur [0, 1]. Le probléme de la continuité se pose essentiellement en zéro.
On utilise le lemme [£.3.6] ainsi que la remarque [£.3.7] pour se ramener a une fonction a support
dans ¢(O). Soit F dans C.(N x [0,1]) la fonction associée & f que I'on a définie dans
D’aprés le lemme pour tout (z,t) dans Sat(S), on a I'égalité suivante

Aty (D= 1A 0,0 (F)l

L’application t — [[\¢(F)| z(2(vx{t})) €tant continue d’aprés la proposition 4.3.15] alors I'ap-
plication t = [|A;(f)llz(z2(p,)) est continue sur [0, 1] et le fibré de C*-algebres ([0, 1], C (D), :
C}(D) — Cf(Dy)) est un fibré de C*-algebres continu.

O

4.4 Elément de E-théorie

On étudie dans cette section la suite 0 — C(Hx]0,1]) — C} (D) — C; (G x {0}) = 0
et on prouve qu’elle est exacte. On utilise ensuite les propriétés du bifoncteur de E-théorie
pour déterminer un morphisme de groupe de K-théorie K (C: (QN )) dans K (C;f (’H))



Eléments de Kasparov et morphismes K-orientés de groupoides étales 135

4.4.1 Suite exacte de C'*-algébres

Proposition 4.4.1. La suite courte de C*-algébres
0 — C(Hx]0,1]) - C*(D) =% C(GN) — 0
est exacte.

Démonstration. Il est clair que les homomorphismes de C*-algébres
i:Cr(Hx]0,1]) = C3(D) et m: CH(D) — Cx(GN x {0})

sont respectivement injectif et surjectif. De méme, I'inclusion (i) C ker(m) est évidente. Il
s’agit de prouver que l’on a l'inclusion ker(mg) C (7). Soit @ un opérateur dans C;f(N) vérifiant
mo(a) = 0. Soit € > 0, il existe une fonction f. dans C.(N) telle que |ja — A(f:)||< e. Ainsi
on a ||mo(f:)||< e. Soit & € [0, 5[ et ¥ une fonction croissante sur [0, 1], telle que ;g 5= 0 et
Ylj25,1)= 1. On note he s := 5. f: la fonction dans C.(Hx]0,1]). On a alors

lla = Aheg)|| = [la = A(fe) + A(fe) = Ahes) |
< la=AF)| + M) = Ahes)
<cema{pa(r)] s [1-wstlIns

0<t<2

D’aprés la proposition .3.26] 'application ¢ — ||A:(fz)]| est continue sur [0, 1]. Il existe un
réel n > 0 vérifiant pour tout ¢ € [0,n[ 'inégalité || A(f:)||< 2e. On choisissant 6 < 2, on a
alors

|la = A(hes)|| < €+ max {e; 2¢}
< 3e

Ainsi pour tout opérateur a de C(D) tel que a est dans ker(m), et pour tout réel e > 0, il
existe une fonction h dans C.(#H x]0,1]) telle que ||a — A(h)||< €. L’opérateur a est donc dans
Im(i) et on a ker(mp) = Im(7). La suite courte de C*-algébres

00— C;(Hx]0,1]) —— C} (D) —> C; (") —=0
est exacte. O

L’exactitude de la suite va nous permettre d’obtenir un élément de E-théorie et par consé-
quent un morphisme entre groupes de K-théorie. Ceux-ci sont explicités dans la section qui
suit ot on rappelle tout d’abord quelques notions succintes sur la E-théorie puis on applique
les propriétés de ce foncteur sur la suite exacte que nous venons d’obtenir.

4.4.2 FE-théorie

On rappelle trés briévement quelques notions de la E-théorie. On se refére principalement
aux articles [CH90], [Bla86] et [GHTO00]. On trouve également des exposés détaillés sur la
E-théorie dans [Con94| ou encore dans [Tho99| et [Pop04] pour la version équivariante par
rapport & un groupe et un groupoides. Toutes les C*-algébres considérées dans notre travail
sont séparables.
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Morphismes asymptotiques : on utilise la définition originale d’un morphisme asympto-
tique défini dans [CHI0)] :

Définition 4.4.2. Soient A et B des C*-algébres. Un morphisme asymptotique de A dans B
est une famille asymptotique d’applications (‘Pt)te[l,oo[ de A dans B telle que pour tout a dans
A, Uapplication t — ¢(a) est continue et vérifie les conditions suivantes : pour tout a et o

dans A et X\ dans C
1) lim [jp(a”) = ¢(a)*]|=0
2)  lim [lp(a+ M) — p(a) — Ap(@) =0
3)  lim lp(aa’) — p(a)p(a’)|=0

Deux morphismes asymptotiques (¢1)ief,00] €t (Pt)te[1,00] de A dans B sont dits équivalents si
pour tout a dans A.

lim | gu(a) — 61(a)]|= 0

Deux morphismes asymptotiques (9f)tep1 00 € (91 )te1,co] de A dans B sont dits homotopes
s’il existe un morphisme asymptotique (t)ie)1 00 de A dans B ® C([0,1]) tel que pour tout a
dans A et tout t dans [1,00]

e (@))(0) = ¢P(a) et [pe(@)](1) = pi(a)

On note [[A, B]] ’ensemble des classes d’homotopie de morphismes asymptotiques de A dans

B.

Remarque 4.4.3. Soient A et B des C*-algebres, on note IB = Cy([0, 1], B) la C*-algebre des
fonctions f : [1,00[— B continues et bornées et on note InB = Cy([0,1], B) I'idéal de IB
constitué des fonctions continues sur [1,00] & valeurs dans B et qui s’annulent (en norme)
a l'infinie. On appelle algébre asymptotique de B la C*-algébre quotient AB := IB/IyB.
Tout morphisme asymptotique de A dans B induit un homomorphisme de C*-algébres de A
dans AB et réciproquement tout homomorphisme de C*-algébres de A dans 2AB induit un
morphisme asymptotique de A dans B.

Exemples 4.4.4. On donne un exemple canonique de morphisme asymptotique ainsi que les
relation avec la K-théorie des C*-algébres :

(a) Tout homomorphisme de C*-algébres ¢ : A — B induit un morphisme asymptotique
canonique de A dans B : on pose pour tout t dans [1,00[, ¢ := @. On obtient ainsi
une application naturelle F : [A, B] — [[A, B]] de l’ensemble des classes d’homotopie
d’homomorphismes de C*-algébres entre A et B vers l’ensemble des classes d’homotopie
de morphismes asymptotiques de A dans B qui n’est pas surjectif et qui peut ne pas étre
mjectif.

(b) Soit ¢ un morphisme asymptotique de A dans B et p une projection dans A alors
pour un t suffisamment grand ¢i(p) est "proche” d’une projection q dans B. La classe
de q dans l’ensemble des classes d’idempotents de B ne dépend que de celle de p dans
A. Sans entrer dans les détails, le morphisme asymptotique ¢ définit une application
o« : Ki(A) — K;(B) entre les groupes de K -théorie des C*-algébres, pour i =0, 1.

Il est possible de composer les morphismes asymptotiques comme on compose les homo-
morphismes entre C'*-algébres : la définition d’une composition de deux morphismes asympto-
tiques n’est pas aussi directe que la composition d’homomorphismes car pour tout morphisme
asymptotique (¢)e(1,00] de A dans B et (¢1)ief1,00 de B dans D, la famille d’applications
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(¢t © Pt)eef1,00[ D'est en général pas un morphisme asymptotique. Pour construire une telle
composition, on considére une classe particuliére de morphisme asymptotique de A dans B
appelé morphisme asymptotique uniforme (qui satisfont en plus des relations de convergence
uniforme sur des compact de A) et pour lesquels on définit une composition. Enfin pour géné-
raliser la construction a tout morphisme asymptotique, il suffit de prouver que tout morphisme
asymptotique est équivalent & un morphisme asymptotique uniforme (cf. [CH90]) et la com-
position est définie par le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.5. [CHI0/,/Bla86] Soient A, B et D des C*-algébres.

a) (¢t)te[1,00] un morphisme asymptotique uniforme de A dans B et (¢t)ie[1,00] un mor-
phisme asymptotique uniforme de B dans D, alors il existe r : [1,00[— [1,00[ fonction
continue et croissante telle que ((br(t) o SOt)te[l,oo[ est un morphisme asymptotique de A
dans D.

b) La classe d’homotopie du morphisme asymptotique (qﬁr(t) o SOt)te[l,oo[ obtenu par compo-
sition ne dépend que de la classe d’homotopie des morphismes asymptotiques (%)te[l,oo[
et (t)te[1,00[- On a alors une application

[[A, Bl x [[B, DJ] — [[4, D]

¢) La composition de morphisme asymptotique est associative, commute avec le produit
tensoriel et coincide avec la composition classique d’homomorphismes (vu comme des
morphismes asymptotiques).

Foncteur de E-théorie et suite exacte : on donne la définition du groupe de E-théorie
pour les C*-algébres A et B comme classe d’homotopie de morphismes asymptotiques. On
rappelle que SA est la suspension de A c’est-a-dire la C*-algébre séparable définie par

SA:={f:10,1] = A f contimue et lim|f(t)|a= 0 = lim|[f(t)] 1}
Définition 4.4.6. Soient A et B des C*-algébres séparables, alors
E(A,B) :=[[SA®K,SB®K]]
ot K est [’ensemble des opérateurs compacts d’un espace de Hilbert séparable H .

Remarque 4.4.7. 11 est possible de munir E(A, B) d’une structure de groupe en donnant une
structure additive dans E(A, B) et une application d’inversion. On ne donne pas les détails de
ces constructions que I'on trouve dans [CH90], [Bla86] ou encore [GHT00]. On s’intéresse aux
propriétés du bifoncteur de E-théorie notamment vis-a-vis des suites exactes.

Lemme 4.4.8. Soit 0 J A—21-B 0 wune suite exacte de C*-algébres. On
suppose que J posséde (Ut)te[l,oo[ une approzimation de l'unité quasicentrale continue et qu’il
existe o une section de q. Alors la famille (¢¢) définie pour tout t par ¢(f @b) := f(uy)o(b) est
un morphisme asymptotique de Cy(0,1)® B dans J qui s’étend en un morphisme asymptotique
de SB dans J. Ce dernier que l’on note £, ne dépend ni du choiz de l'approximation de l'unité
ni du choiz de la section.

On pose pour toutes C*-algébres A et B, E°(A, B) := E(A,B) et E'(A,B) := E(A,SB) =
E(SA,B). En utilisant le lemme précédent, il est possible de démontrer le théoréme suivant
qui donne au bifoncteur une propriété de semi-exactitude et qui permet d’avoir des suites
exactes & six termes
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Théoréme 4.4.9. Soit 0 J—toa 1

D une C*-algeébre.
(i) alors les suites suivantes sont exactes en leur milieu

B 0 wune suite exacte de C*-algébres et

E(D,J) -~ E(D,A)—*~ E(D, B)

E(B,D) -~ E(A, D) "~ E(J,D)

(ii) on a les suites exactes a siz termes suivantes

E(D,J) —== E(D, A) —%~ E°(D, B)

EY(D, B) -~ EV(D, A) —“~ E\(D, J)

EY(B, D) L~ E%(A, D) "~ EO(J, D)

E\D,J) -~ E\D, A) "~ E\(D, B)

Application : d’aprés la proposition , on a obtenu a partir de toute immersion injec-
tive d’un groupoide de Lie étale G dans un groupoide de Lie étale H muni d’une métrique
riemannienne H-invariante, la suite exacte de C*-algébres suivante

0 —— G (3]0, 1]) —— CF (D) %~ C} () —=0

On remarque que la C*-algebre C;(H x]0, 1]) est isomorphe a la C*-algebre Co(]0,1]) @ C (H)
qui est contractile. On note [mo] I'élément de E(C; (D), C;(G")) induit par 'homomorphisme
d’évaluation de C*-algébre my : C}(D) — C*(GY). Pour toute C*-algébre séparable A, on a
alors la suite exacte de groupes de F-théorie suivante

E(4,C(D))

‘\

®[mo] E(A,C;(Hx]0,1]))

E(A,CHGY))

La C*-algébre Cj(Hx]0,1]) étant contractile, on a alors E(A,Cj(Hx]0,1])) est réduit au
groupe & un seul élément et

®[mo] : E(A,CH(D)) — E(A,Cr(GN))

est un isomorphisme de groupes et on note (®[mo]) ™" : E(A,C}(GY)) — E(A, C}(D)) le mor-
phisme inverse. On note m; : C;(D) — C(H) 'homomorphisme de C*-algébres d’évaluation
en un qui induit un morphisme de groupes de E-théorie

[m] - E(4,C; (D)) — (A, C;(H))



Eléments de Kasparov et morphismes K-orientés de groupoides étales 139

et on note ¢4 : E(A, C(GN)) = E(A,C}(H)) qui & tout élément x de E(A, C;(G")) associe

r

I’élément (( ® [7‘(‘0])_1(1‘)) ® [m1].

Si on considére le cas particulier ot A = C (QN ), on obtient alors I’homomorphisme de
groupes de E-théorie suivant
6 ) B(Cr(0Y), €1 @Y)) — B(CIEY), Cr )
On note 1¢x(gny I'élément de E(Cr(GN),Cx(GY)) induit par I'identité sur C;(G") qui est
l'élément neutre de la multiplication dans E(C;(G"), C;(GY)) vu comme anneau et on pose

o=0¢" (gN) (10; (gN)) I'image de I’élément unité. On pose
E(A,CHGN)) — E(A,CH(H))

le morphisme de groupes définie pour tout z dans E (A cr(gh ) par =T ®o et

on montre par le diagramme commutatif suivant que on a ¢4 = a4 pour tout z dans

E(A,CHGY))

E(A,Cx(GN)) " B(CHGN), CE(GN))
[mo] [7o]
| E(ACHD)) 2 B(CH(GN),CHD)) | gere™)
[m1] [m1]
E(A,C;(H)) e B(CH(GN), CE(M))

ainsi pour 1o« gn) dans E(Cr(GY),Cx(GN)) on a alors

¢A(gp) — ¢A($® 10:(gN)) = ® <¢C:(gN)(1C:(QN))> —r®0 = OéA(LL’)

Définition 4.4.10. Soit ¢ : G — H un homomorphisme de groupoides de Lie étales qui soit
une immersion injective. On pose o, = (;SC:"k(gJ\r)(lc;j (gN)) élément de E(C;(GN), Cr(H)).

On rappelle une proposition de [HS87| qui nous sera utile dans I’étude de la fonctorialité
qui est faite dans la prochaine section.

Remarque 4.4.11. Soit G un groupoide de Lie étale et 0 — E; — E — FEy — 0 une
suite exacte de fibrés G-équivariants et K-orientés sur G Le fibré normal de I'immersion
i: By — E est le fibré Ey @ E; sur By et on obtient un élément o; de E(Cj(GF1952), Cx(GF)).
De plus d’aprés la K-orientation des fibrés induit I'existence des éléments [ dans
KK (Cr(G"),Cr(G™)) et By gp, dans KK (Cr(G), Cr(GP®F2)). Comme il existe un mor-
phisme canonique de la K K-théorie vers la E-théorie, on considére les éléments de K K-théorie
comme des éléments de E-théorie pour les calculs qui suivent.

Proposition 4.4.12. [HS87] Avec les notations utilisées précédemment, on a

5/E = 5357169E2 K g
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Démonstration. On trouve la démonstration dans [HS87] qui est la preuve de la proposition
3.6. O

Définition 4.4.13. Soit ¢« : G — H un homomorphisme de groupoides de Lie étales qui est
une immersion injective et K-orientée. On définit Uélément v de E(C}(G),Cr(H)) a partir
des éléments By de KK (CH(G),Cx(GN)) et o, de E(CF(GN),C}(H)) en posant

L!:Bk(@UL

4.4.3 Fonctorialité dans le cas des groupoides moyennables en K-théorie

On rappelle quelques notions concernant la nucléarité en K-théorie pour les C*-algébres
ainsi que la moyennabilité en K-théorie d’'un groupoide.

Nucléarité en K-théorie : dans l'article [Ska88|, Skandalis définit la notion de nucléarité
en K-théorie pour les C*-algébres séparables. Skandalis démontre que si A est une C*-algébre
nucléaire en K-théorie alors pour toute C*-algébre quelconque D, 'application A ®pa. D —
A ®umin D est une équivalence de K-théorie et que le foncteur D — K K (A, B) est semi-exact :
toute suite exacte 0 — J — D — D/J — 0 induit une suite exacte hexagonale de groupes
KK(A,.). La notion de nucléarité en K-théorie se définit a 1’aide de bimodule nucléaire que
nous rappelons ci-dessous et que 'on trouve dans la premiére partie de [Ska88] :

Définition 4.4.14. Soient A et B des C*-algébres séparables et ¢ : A — B une application
complétement positive.

(a) Uapplication ¢ est dite factorisable s’il existe des applications o : A — M, (C) et
7 : M,(C) — B toutes deux complétement positives vérifiant ¢ = T o 0.
(b) si B est l’algébre des multiplicateurs d’une C*-algébre J, alors l'application ¢ est dite

strictement nucléaire si elle est limite simple stricte d’applications complétement positives
factorisables.

Pour A et B des C*-algébres séparables, on appelle A, B-bimodule un B-module de Hilbert
& dénombrablement engendré, muni d’un *-homomorphisme A — L(E).

Définition 4.4.15. Soient A et B sont des C*-algébres séparables et £ un A, B-bimodule. Le
bimodule £ est dit nucléaire si [’homomorphisme A — L(E) est strictement nucléaire

La définition d’une C*-algébre nucléaire en K-théorie s’exprime en terme de bimodule
nucléaire de la maniére suivante

Définition 4.4.16. [Ska88] Une C*-algébre séparable A est dite nucléaire en K -théorie s’il
existe un A, A-bimodule nucléaire £ et F' dans L(E) tel que (€, F) soit un bimodule de Kasparov
de classe 14, l’élément neutre du groupe KK (A, A).

Dans le théoréme 3.6 de [Ska88|, Skandalis généralise un résultat de Kasparov [Kas80b]
sur des propriétés de semi-exactitude

Théoréme 4.4.17. [Ska88] Pour toute C*-algébre A nucléaire en K-théorie, le foncteur
KK(A,.) est semi-ezact.
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Moyennabilité en K-théorie : on note H = [?(N) l'espace de Hilbert séparable de di-
mension infinie et H = H & H muni de la Z./27-graduation canonique. Soit G un groupoide
localement, compact muni d’un systéme de Haar. On note HY le Co(G©)-module de Hilbert
G-équivariant L2 (g)®ﬁ . On rappelle la définition de la forte moyennabilité en K-théorie d’un
groupoide :

Définition 4.4.18. On dit que G est fortement moyennable en K-théorie si l’élément neutre
KKg (Co(g<0>), Co(g(0>)) est représenté par un bimodule de Kasparov de la forme (HY, F).

On montre que notre construction est fonctorielle pour les compositions d’immersions in-
jectives de groupoides de Lie étales. On se place dans le cas particulier ot les groupoides consi-
dérés sont fortement moyennables en K-théorie ce qui implique que les C*-algébres pleines et
réduites qui leur sont associées sont nucléaires en K-théorie : cela est donné par la proposition
4.12 de [Tu99|

Proposition 4.4.19. [Tu99] Soit G un groupoide localement compact muni d’un systéme de
Haar. On consideére les assertions suivantes :

(i) le groupoide G est fortement moyennable en K -théorie
(il) pour toute G-algébre A, les C*-algebres Ax G et A X, G sont nucléaires en K-théorie.
On a alors (i) = (ii).

On montre que la construction qui & tout immersion injective K-orientée i : G — H de
groupoides de Lie étales associe un élément iy de E(C;(G),Cy(H)) est fonctorielle pour la
composée de deux telles immersions injectives K-orientées. On se place dans le cas particulier
ou les groupoides utilisés sont moyennables en K-théorie ce qui implique d’ailleurs que les
C*-algébres réduites des groupoides sont nucléaires en K-théorie. La nucléarité en K-théorie
et ses propriétés concernant les suites exactes & six-termes en K K-théorie permet d’utiliser la
K K-théorie (au lieu de la E-théorie) et dans ces conditions, on se raméne au cas de l'article
[HS87| et on obtient pour chaque immersion injective K-orientée i : G — H un élément i
du groupe de K K-théorie KK (C;(G),C;(H)). La démonstration de la fonctorialité pour la
composition est alors exactement la méme que celle donnée dans la troisiéme partie de [HS87]
et que l'on retranscrit tout de méme ici

Théoréme 4.4.20. Soient 13 : G1 — Go et 11 : Go — G des homomorphismes qui sont des
immersions injectives et K-orientées de groupoides de Lie étales moyennables en K-théorie

0 . L, - . . . . .
tels que QZ-( ) est muni d'une métrique riemannienne G;-invariante, pour i dans {2,3}. On a
alors

(t2)1 = (L1 0e3), = (13)1 ® (1)1

Démonstration. [HS87] On obtient un suite exacte de fibrés Gi-équivariants

0 N3 N; N 0

dont 'immersion N3 < Na, qui a pour fibré normal N3 @ N{, induit un élément o] dans
KK (Cx(GNs®N), ¢ (g{Vz)) De plus I'immersion K-orientée Ni < Nj de fibré normal N3® N
induit un élément o} dans KK (C(GN®M), Cr (G2M)).

En utilisant les lemmes [4.4.21| , 4.4.22| , |4.4.23| qui suivent, on montre que le diagramme
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suivant (ou les fleches désignent des éléments de K K-théorie) est commutatif :

Cr(G1%) . Cr(G2) (4.1)
\ 51
8 o (g . Cr(G3")
Cr(Gr) o o1
B4
Cr(G1%) = C(Gs)

Lemme 4.4.21. [HS87] On a By = B3 ® By, ® 0}
1

Démonstration. On utilise la proposition [£.1.12] et la proposition et le résultat est im-
médiat. ]

Lemme 4.4.22. [HS87] On a 03 ® B} = By, @ 03

Démonstration. Soient G le groupoides normal de I'immersion de G; dans G5 et G’ le groupoide
normal de 'immersion de Q{V ! dans Qév '. Le groupoide G’ est aussi l'espace total du fibré
vectoriel N sur G qui est K-orienté et par les propriétés de naturalité, on a le diagramme
commutatif suivant ol les fléches désignent des éléments de K K-théorie

B,
Cr (G2) Cr(92")
[hllT T[hﬂ
Bl ,
Cr(9) Cr (")
[ho]i l[hfﬂ
’8;\7’ ; /
Cr (G L (G

Lemme 4.4.23. [HS87] On a 0] ® 02 = 04 @ 01

Démonstration. On note H} le groupoide normal de 'immersion de G; dans G et Ha le grou-
poide normal de I'immersion de G; dans G3. On a alors une immersion de 7-[’1 dans Ho dont le

, . . . . . N!
fibré normal s’identifie au groupoide normal de I'immersion de G; ' dans Qév L

On considére I'ensemble
G =g M| (g{V2><]o, 1] % {0}) U (ggvl x {0}x]0, 1]) U <g3><]0, 1]x]0, 1])

On note I'y := Q{VQ x {0} U G3x]0,1] le groupoide normal de 'immersion de G; dans G3 et

Iy = Q{VﬁN{ x {0} U (Q{VQX]O, 1]) le groupoide normal de I'immersion de GYs dans G2,
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Les groupoides I'y et I'y sont des sous groupoides fermés du groupoide G. On a le diagramme
commutatif d’homomorphismes d’évaluation de C*-algébres de groupoides suivant :

h nt

Cr (G Cr (He) Cr(Gs)
it o 2 e I

Cr (1) = Cr(G) ———=Cr(I)
I n Po oo 72

GG g Cr(2) = C1(G)

Les éléments de K K-théorie [ )], [f§], [hb]; [po] et [qo] sont inversibles et on a par définition
o @y =[] @R [f]7 ® [f]
et en utilisant le diagramme commutatif précédent on a
o1 ® 02 = [hoo) ™ @ [ha )]
De la maniére analogue, on a par définition
oy @01 =[fo) @[] @ [hg] ™ ® [h]
ce qui par commutativité induit

o3 ® 01 = [ho0)] " ® [h,1)] = 0] ® 02

Ce qui permet de conclure que le diagramme est commutatif.
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