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Introduction

Le sujet de cette thèse tourne autour des groupoïdes étales localement compacts, σ-
compacts et séparés. On s’intéresse entre autre aux groupoïdes de feuilletage qui sont par
définition les groupoïdes de Lie dont les groupes d’isotropie sont discrets. Dans [CM01], Crai-
nic et Moerdijk prouvent qu’un groupoïde est un groupoïde de feuilletage si et seulement si
il est Morita équivalent à un groupoïde de Lie étale ou encore si et seulement si l’application
ancre associée à l’algébroïde de Lie est injective. Une algébroïde de Lie muni d’une application
ancre injective correspond exactement à un feuilletage : ainsi le théorème de [CM01] dit qu’un
groupoïde de Lie est Morita équivalent à un groupoïde de Lie étale si et seulement si il intègre
un feuilletage. Les groupoïdes étales servent de modèles lors de l’étude de l’espace des feuilles
d’un feuilletage, de l’espace des orbites pour les actions d’un groupes discrets ou encore pour
les orbifolds. On donne ci-dessous un bref aperçu du contenu de chacun des chapitres de cette
thèse.

La premier chapitre de cette thèse consiste en quelques rappels sur les groupoïdes localement
compacts et séparés. La première section de ce chapitre est un bref rappel sur les définitions et
propriétés générales concernant les groupoïdes. On s’intéresse à certaines classes de groupoïdes
notamment les groupoïdes de Lie, les groupoïdes étales, les groupoïdes propres et les grou-
poïdes de feuilletage qui sont l’objet des différentes études de cette thèse. On discute aussi de
la notion de moyennabilité pour les groupoïdes. La deuxième section aborde la construction,
à partir d’un groupoïde topologique, des C∗-algèbres pleines et réduites associés aux grou-
poïdes. On y donne en outre quelques résultats classiques sur les modules de Hilbert et leurs
opérateurs qui admettent un adjoint. La dernière section porte sur les C0(X)-algèbres et les
champs (semi-)continu de C∗-algèbres, qu’on est amené à utiliser dans les divers travaux de
cette thèse.

Dans le deuxième chapitre on s’intéresse au cas particulier d’un groupoïde étale propre
localement compact σ-compact obtenu par l’action propre d’un groupe discret dénombrable
sur un espace localement compact et séparé M . On étudie le cas où l’espace des orbites M/G
est un espace localement compact et σ-compact. Le groupoïde de transformation G⋉M ⇒M
obtenu est alors un groupoïde étale propre dont la C∗-algèbre pleine C∗(G⋉M) (qui s’identifie
à la C∗-algèbre réduite C∗

r (G⋉M)) coincide avec la C∗-algèbre de produit croisé C0(M)⋊G.
L’objectif de ce chapitre est de décrire complètement le groupe de K-théorie K0

(

C0(M)⋊G
)

de la C∗-algèbre de produit croisé à l’aide des fibrés vectoriels complexes et G-équivariants
sur le G-espace M . D’après [Phi89], pour toute action propre d’un groupe localement compact
et séparé G sur un espace localement compact et séparé M , on sait par l’isomorphisme de
Green-Julg généralisé que le groupe de K-théorie K0

(

C0(M)⋊G
)

est isomorphe au groupe de
K-théorie équivariante K0

G(M). Les éléments du groupe K0
G(M) sont des classes d’équivalence

de K-cocycles définis notamment à l’aide de fibrés de Hilbert G-équivariants sur M qui sont
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en quelques sorte des fibrés vectoriels complexes G-équivariants dont les fibres sont des espaces
de Hilbert (et peuvent donc être de dimension infinie). Dans le cas général d’une action d’un
groupe localement compact et séparé G sur un espace localement compact et séparé M , il n’est
pas possible de décrire le groupeK0

(

C0(M)⋊G
)

uniquement en terme deK-cocycles constitués
de fibrés vectoriels complexes G-équivariants surM (dont les fibres sont de dimension finie) : en
effet Phillips donne un exemple d’une action propre d’un groupe localement compact et séparé
G sur un espace localement compact et séparé M pour lequel les fibrés vectoriels complexes
G-équivariants sur M ne suffisent pas à décrire K0

(

C0(M) ⋊ G
)

en prouvant que certains
éléments de K0

(

C0(M)⋊G
)

ne peuvent être obtenus, par l’isomorphisme de Green-Julg, qu’à
partir de K-cocycles constitués de fibrés de Hilbert G-équivariants dont les fibres sont de
dimension infinie. Qu’en est-il dans le cas particulier d’une action propre d’un groupe discret
dénombrable ? Existe-t-il des situations dans lesquelles il est possible de décrire complètement
le groupe K0

(

C0(M) ⋊ G
)

uniquement à l’aide des K-cocycles obtenus à partir des fibrés
vectoriels complexes G-équivariants sur M (dont les fibres sont de dimension finie) ? Une
réponse positive à cette question est donnée dans l’article [BHS10] où les auteurs étudient le
cas d’une action propre d’un groupe discret dénombrable G sur un espace localement compact
et séparé M de telle sorte que l’espace quotient M/G est compact : on dit que M est un G-
espace propre G-compact. Baum, Higson et Schick utilisent un résultat de [LO01] de Lück et
Oliver qui leur assure l’existence d’un fibré vectoriel complexe et G-équivariant sur M tel que
la fibre Ex en tout point x de M contient un multiple de la représentation régulière du groupe
des stabilisateurs de x. L’existence d’un tel fibré E leur permet de définir une classe de fibrés
vectoriels équivariants sur M appelés G-fibrés standards jouissant d’une structure ordonnée
et de propriétés utiles : tout fibré vectoriel complexe G-équivariant est isomorphe à un G-fibré
standard. Cette classe de G-fibrés standards va être l’outil essentiel qui leur permet d’aboutir
au résultat voulu. Ils construisent tout d’abord une bijection entre les classes d’équivalences de
projections dans C0(M)⋊G et les classes d’isomorphismes de G-fibrés standards sur M puis
une approximation de l’unité dans C0(M)⋊G constituée de projections à l’aide des G-fibrés
standards sur M . Ils peuvent alors prouver que cette bijection induit un isomorphisme naturel
entre le groupe de Grothendieck des fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M et le
groupe de K-théorie K0

(

C0(M) ⋊ G
)

. Le but du travail réalisé dans le deuxième chapitre
de cette thèse est de prolonger les travaux de Baum, Higson et Schick en s’affranchissant
notamment de la condition de cocompacité du G-espace propre M . On considère donc le cas
d’une action propre d’un groupe G discret et dénombrable sur un espace localement compact
et séparé M tel que l’espace quotient M/G est σ-compact : plusieurs points essentiels du
raisonnement de [BHS10] perdent leur pertinence lorsqu’on remplace l’hypothèse de compacité
de l’espace quotient M/G par celle de σ-compacité notamment le corollaire du résultat de Lück
et Oliver sur l’existence du fibré E sur M mais aussi l’existence d’une approximation de l’unité
dans C0(M)⋊G constituée de projections.

On suppose dans le cadre de notre étude que pour tout sous espace G-compactX deM , il existe
un fibré vectoriel complexe G-équivariant surM tel que pour tout x dansX la fibre Ex contient
un mutiple de la représentation régulière du groupe Gx d’isotropie (ou des stabilisateurs) de
x. Cette hypothèse (notée (Hyp)) est bien sûr satisfaite dans le cas où M est lui-même G-
compact du fait des résultats de [LO01] mais il n’y a pour l’instant pas de résultat général
dans le cas où M/G est σ-compact de l’existence de tels fibrés. On va alors utiliser la classe des
G-fibrés standards introduite dans [BHS10] et l’hypothèse (Hyp) va nous permettre d’obtenir
des propriétés analogues à celle de [BHS10] et de construire une sorte de structure d’ensemble
ordonnée sur cette classe. On montre ensuite que l’hypothèse (Hyp) sur M équivaut à la
donnée d’une approximation de l’unité pour C0(M)⋊G constituée de projections dans l’algèbre
des multiplicateurs M

(

C0(M) ⋊ G
)

: pour prouver cela, on utilise la propriété de structure
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ordonnée dans la classe des G-fibrés standards sur M . L’existence d’une telle approximation
de l’unité pour C0(M) ⋊G constituée de projections dans M

(

C0(M) ⋊G
)

est l’outil central
qui nous permet de décrire complètement le groupe de K-théorie K0

(

C0(M) ⋊ G
)

à l’aide
des K-cocycles constitués uniquement de fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M
(dont les fibres sont de dimension finie). L’idée globale de cette démarche est de considérer un
élément quelconque du groupe K0

(

C0(M)⋊G
)

que l’on regarde comme un élément du groupe
de KK-théorie KK0

(

C, C0(M)⋊G
)

puis d’utiliser les propriétés de la théorie des groupes de
KK-théorie pour lui associer un élément ayant la même classe dans KK0

(

C, C0(M)⋊G
)

qui
soit l’image par l’isomorphisme de Green-Julg généralisé d’un K-cocycle constitué uniquement
de fibrés vectoriels complexes G-équivariants sur M (dont les fibres sont de dimension finie).

Le troisième chapitre porte sur l’étude des groupoïdes étales localement compacts et σ-
compacts : pour un tel groupoïde G, on s’intéresse aux propriétés algébriques d’exactitude de
la C∗-algèbre réduite du groupoïde et du foncteur ⋊rG. Dans le cas d’un groupe discret G
(qui est un cas particulier de groupoïde étale) Anantharaman-Delaroche démontre le théorème
suivant dans l’article [AD02] :

Théorème 1. [AD02] Soit G un groupe discret. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) le groupe G admet une action moyennable sur un espace compact X (on dit que G est
moyennable à l’infini)

(2) le groupe G est exact

(3) pour toute G-C∗-algèbre B, la C∗-algèbre B ⋊r G est une C∗-algèbre exacte

(4) la C∗-algèbre réduite C∗
r (G) du groupe G est une C∗-algèbre exacte

Le résultat prouvé par Anantharaman-Delaroche est plus général puisqu’elle s’intéresse au
cas des groupes localement compacts pour lesquels elle prouve les implications suivantes (1)⇒
(2) ⇒ (3) ⇒ (4). Cependant il est difficile de démontrer en général l’implication (4) ⇒ (1).
Anantharaman-Delaroche le fait dans le cas où le groupe G satisfait une certaine condition,
appelée propriété (W ), qui est une condition plus faible que la condition de moyennabilité
intérieure. Comme tout groupe discret vérifie cette propriété (W ), les assertions sont alors
toutes équivalentes dans le cas d’un groupe discret.
On note Cub (G) la sous-C∗-algèbre de Cb(G) formée des fonctions bornées et uniformément
continue à gauche au sens suivant : une fonction f sur Cb(G) est uniformément continue à
gauche si

lim
t→e

∥

∥tf − f
∥

∥

∞
= 0 avec tf : g 7→ f(t−1g)

Pour tout groupe localement compact G, la C∗-algèbre commutative Cub (G) est munie d’une
action du groupe et on note βuG le spectre de Cub (G) qui est un espace compact et séparé
muni d’une action continue du groupe G. Anantharaman-Delaroche montre dans [AD02] que
la condition de moyennabilité à l’infini pour un groupe localement compact équivaut à la
moyennabilité de l’action de G sur le spectre βuG. Dans le cas où G est discret, il est clair que
le Cub (G) coincide avec Cb(G) et que le spectre βuG est alors le compactifié de Stone-Cěch du
groupe G.
Le groupe G est dit exact si le foncteur ⋊rG transforme toute suite exacte courte de G-C∗-
algèbres en une suite exacte courte de C∗-algèbres : lorsque le groupe G est discret, Kirchberg
et Wassermann prouvent dans [KW99] que l’exactitude de G équivaut à l’exactitude de la
C∗-algèbre réduite C∗

r (G).

Dans cette thèse, on cherche à généraliser le théorème 1 de [AD02] au cas des groupoïdes étales
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localement compact et σ-compacts et séparés. Dans la première section de ce chapitre, on va
tout d’abord définir une version de la notion de moyennabilité à l’infini pour un groupoïde
étale G ⇒ X ainsi qu’une sous-C∗-algèbre de Cb(G) qui joue le rôle de la C∗-algèbre des
fonctions bornées et uniformément continues à gauche dans le cas des groupes localement
compacts : on notera Cs0(G) cette G-C∗-algèbre et βXG le spectre de cette G-C∗-algèbre qui est
un G-espace localement compact. La moyennabilité à l’infini d’un groupoïde étale G implique
alors la moyennabilité de l’action du groupoïde G sur le spectre βXG mais nous n’avons pas
obtenu de réciproque à cette proposition et donc d’équivalence, comme dans le cas des groupes
localement, compacts entre ces deux notions. On démontre alors en cette fin de section le
théorème suivant :

Théorème 1. Soit G un groupoïde étale d’espace des unités X. On considère les assertions
suivantes :

(1) le groupoïde G est moyennable à l’infini

(2) le groupoïde G agit moyennablement sur l’espace βXG
(3) le groupoïde G est exact

(4) la C∗-algèbre C∗
r (G) est exacte

Alors on a (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4).

La seconde section de ce chapitre tente de prouver l’implication (4) ⇒ (2) en utilisant
les techniques analogues à celles de Anantharaman-Delaroche dans [AD02]. On considère un
groupoïde étale localement compact et σ-compact séparé G ⇒ X tel que la C∗-algèbre réduite
C∗
r (G) est exacte et on note ν le système de Haar pour G constitué des mesures de comptage des

s-fibres de G et L
(

L2(G, ν)
)

la C0(X)-algèbre des opérateurs C0(X)-linéaires qui admettent
un adjoint, sur le C0(X)-module de Hilbert L2(G, ν). L’idée est de travailler sur des C0(X)-
algèbres continues et exactes afin d’utiliser un résultat de [Bla97] de plongement C0(X)-linéaire
de telles C0(X)-algèbres dans la C0(X)-algèbre nucléaire C0(X)⊗O2, où O2 est l’algèbre de
Cuntz. Comme la C∗-algèbre C∗

r (G) n’est pas munie d’une structure de C0(X)-algèbre, on
construit une C0(X)-algèbre, notée A, qui est la plus petite sous-C∗-algèbre de L

(

L2(G, ν)
)

contenant l’image de C∗
r (G) dans L

(

L2(G, ν)
)

par la représentation régulière λ et l’image de
C0(X) par la structure de C0(X)-algèbre de L

(

L2(G, ν)
)

. On montre alors que l’exactitude de
la C∗-algèbre C∗

r (G) implique l’exactitude de la C0(X)-algèbre A. Afin d’utiliser le théorème de
[Bla97], on suppose que la C0(X)-algèbre A est continue et on se restreint au cas où l’espace des
unités X du groupoïde est compact On travaille donc sur une classe plus faible de groupoïdes
étales localement compact et σ-compact qui satisfont ces deux conditions. Dès lors que l’on
a utilisé le théorème de plongement C(X)-linéaire des C(X)-algèbres continues et exactes
dans la C(X)-algèbre nucléaire C(X) ⊗ O2, on va pouvoir utiliser les propriétés de C(X)-
nucléarité pour obtenir une approximation par des factorisations à travers les C(X)-algèbres
C(X)⊗Mn(C) de l’application identité sur A et donc de la représentation régulière de C∗

r (G).
C’est par le biais de cette approximation par des factorisations de la représentation régulière
de la C∗-algèbre exacte C∗

r (G) que nous pouvons montrer la moyennabilité de l’action de G sur
βXG. On obtient alors l’implication (4)⇒ (2) pour la classe des groupoïdes étales localement
compacts et σ-compacts dont l’espace des unités est compact et tels que la C(X)-algèbre
induite A est continue.

Le dernier chapitre de cette thèse porte sur les morphismes K-orientés entre groupoïdes de
feuilletages et la construction d’éléments de groupe de Kasparov. On s’inspire des résultats de
[HS87] dans lequel pour un morphisme d’espaces singuliers f : V1/F1 → V2/F2, où (Vi, Fi) est
une variété feuilletée et Vi/Fi est l’espace des feuilles du feuilletage (Vi, Fi), Hilsum et Skandalis
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construisent un élément f! du groupe de Kasparov KK
(

C∗(V1, F1), C
∗(V2, F2)

)

, où C∗(Vi, Fi)
correspond à la C∗-algèbre (pleine) du groupoïde d’holonomie associé au feuilletage (Vi, Fi). Ils
étudient également les propriétés fonctorielles d’une telle construction en comparant l’élément
de groupe de Kasparov obtenu en composant deux morphismes K-orientés d’espaces singuliers
et le produit de Kasparov des deux éléments de groupe de Kasparov obtenus à partir de chacun
de ces morphismes K-orientés d’espaces singuliers. L’existence de tels éléments, conjecturée
par Connes dans [Con82], a été prouvée dans certains cas particuliers : dans [CS84] Connes et
Skandalis construisent un éléments f! dans le cas où le feuilletage F1 est trivial (c’est-à-dire V1
est l’unique feuille du feuilletage) et prouvent l’égalité (g ◦ f)! = f! ⊗ g! pour tout morphisme
K-orienté f et g qui sont composables. Ce résultat est généralisé dans le cas tordu par Carrillo
et Wang dans [CRW11] pour des morphismes f :W →M/F où le groupoïde d’holonomie du
feuilletage (M,F ) est muni d’une torsion et la fonctorialité de cette construction est démontrée
en utilisant le théorème de l’indice longitudinal. Pour obtenir un tel élément de groupe de
Kasparov à partir d’un morphisme K-orienté, il est courant d’utiliser une factorisation du
morphisme f = p ◦ i où p est une submersion et i une immersion injective et de réaliser ces
constructions sur chacun des morphismes p et i. Dans le cas d’une immersion injective et K-
orientée ι : G1 → G2, Hilsum et Skandalis supposent le groupoïde G1 moyennable et utilisent
la technique de déformations au cône normal pour obtenir le groupoïde normal DG2

G1
et la suite

exacte courte de C∗-algèbre suivante

0 −→ C∗
(

G2×]0, 1]
)

−→ C∗
(

DG2
G1

)

−→ C∗(GN1 ) −→ 0

Par nucléarité de C∗(G1) (car G1 moyennable) et avec les techniques de KK-théorie et l’exis-
tence de certains éléments de groupes de Kasparov, ils construisent ι! dansKK

(

C∗(G1), C∗(G2)
)

et prouvent la fonctorialité de cette construction. Dans le cas d’une submersion, ils construisent
directement les bimodules de Kasparov à partir d’une submersion p : G1 → G2 d’abord dans le
cas presque isométrique puis dans le cas général en se ramenant au cas presque isométrique.
Ils parviennent également à prouver la fonctorialité de cette construction.
Pour le cas général, Hilsum et Skandalis considèrent f : V1/F1 → V2/F2 une application
K-orientée et de classe C∞. L’application admet des factorisations de type f = p ◦ i où
i : V1/F1 → V/F (respectivement p : V/F → V2/F2) est une immersion (respectivement sub-
mersion) K-orientée pour laquelle a été défini un élément i! (respectivement p!). Il serait alors
tentant de définir f! en posant f! := i! ⊗ p!. Il s’agit de répondre aux questions suivantes :

(a) a-t-on i! ⊗ p! = i′! ⊗ p′! pour deux factorisations différentes de f ?
(b) pour f3 : V1/F1 → V2/F2 et f1 : V2/F2 → V3/F3 applications K-orientées et C∞,

a-t-on (f1 ◦ f3)! = (f3)! ⊗ (f1)! ?
On rappelle que le groupoïde étale G1, utilisé dans le cas de l’immersion est moyennable ce qui
équivaut à la nucléarité de C∗(G1).
Proposition 1. Soit

V/F
p

$$
V1/F1

i
::

i′ $$

V2/F2

V ′/F ′
p′

::

un diagramme commutatif d’applications K-orientées où i, i′ sont des immersions et p, p′ des
submersions, alors

γN ′
i
⊗ i! ⊗ p! = γNi ⊗ i′! ⊗ p′!
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où Ni est le fibré normal de l’immersion i et Ni′ est le fibré normal de l’immersion i′.

La démonstration de cette proposition se trouve dans [HS87] et on voit que ce résultat
montre qu’il n’y a à priori pas de définition naturelle pour f! dans le cas général à moins de
savoir que γN = 1 pour tout G1-fibré N . Puisque le groupoïde G1 est supposé moyennable dans
la construction de [HS87], les auteurs donne la conjecture suivante

Conjecture 1. Si G1 est moyennable, alors pour tout G1-fibré E, on a γE = 1.

Si cette conjecture est vraie :
(1) on remarque que pour toute factorisation f = p ◦ i = p′ ◦ i′ vérifiant les conditions de

la proposition 1 , on a l’égalité i′! ⊗ p′! = i! ⊗ p!, ce qui prouve que f! ne dépend pas de
la factorisation choisie.

(2) Hilsum et Skandalis prouvent que pour toutes applications f3 : V1/F1 → V2/F2 et
f1 : V2/F2 → V3/F3 K-orientée, on obtient (f3 ◦ f1)! = (f1)! ⊗ (f3)!

Dans ce quatrième chapitre, on s’intéresse seulement au cas d’une immersion injective K-
orientée ι : G → H qui est un homomorphisme strict entre groupoïdes de Lie étales. On
essaie de construire un élément ι! de KK-théorie dans KK

(

C∗
r (G1), C∗

r (G2)
)

où les C∗-algèbres
C∗
r (Gi) sont les C∗-algèbres réduites du groupoïde Gi et non plus les C∗-algèbres pleines comme

dans l’article [HS87]. On n’obtient en général pas un élément du groupe de KK-théorie mais
seulement un élément du groupe de E-théorie E

(

C∗
r (G1), C∗

r (G2)
)

. Le raisonnement utilisé pour
la construction de ι! est à l’origine analogue à celui développé dans [HS87] en considérant la
déformation au cône normal associée à l’immersion injective K-orientée ι suivante

DH
G := GN1 × {0}

⊔

G2×]0, 1]

afin d’obtenir si possible une suite exacte courte de la forme

0 −→ C∗
r

(

G2×]0, 1]
)

−→ C∗
r

(

DH
G

)

−→ C∗
r (GN1 ) −→ 0 (1)

Une telle suite n’est en général pas exacte. On va donc se restreindre au cas où l’espace des
unités H(0) du groupoïde de Lie étale H est muni d’une métrique riemannienne H-invariante et
on montre alors que le fibré de C∗-algèbres sur [0, 1], noté

(

[0, 1], C∗
r (D), πt : C∗

r (D)→ C∗
r (Dt)

)

où πt est l’homomorphisme d’évaluation, est un fibré de C∗-algèbres continu c’est-à-dire que
l’application t 7→ ‖πt(f)‖ est continue pour tout élément f de C∗

r (D). Ce problème lié à
l’obtention d’une suite exacte courte de la forme 1 n’apparait pas dans le cas des C∗-algèbres
pleines traité dans [HS87] puisqu’une déformation au cône normal va induire directement une
suite exacte courte. Une fois la suite exacte courte 1 construite, on utilise les propriétés de
E-théorie pour obtenir un élément ι! dans le groupe E

(

C∗
r (G1), C∗

r (G2)
)

. La fonctorialité de
cette construction est traitée uniquement dans le cas où les groupoïdes de Lie étales considérés
sont moyennables en K-théorie ce qui implique la nucléarité en K-théorie de leur C∗-algèbre
réduite. On peut dès lors se placer dans le cadre de la KK-théorie et la démonstration est
exactement la même que celle de [HS87].
Ce chapitre est scindé en quatre sections : la première section de ce chapitre débute par quelques
rappels sur les notions de K-orientation des fibrés vectoriels réels et des homomorphismes
généralisés entre groupoïdes de feuilletage, ainsi que la construction de certains éléments du
groupe de Kasparov utilisés pour définir l’élément ι! associé à une immersion injective ι.
On termine cette première section en démontrant la conjecture 1 annoncée par Hilsum et
Skandalis : voir 5.9 de [HS87]. On fait une démonstration un peu plus générale de ce résultat
en traitant les groupoïdes étales localement compact σ-compacts munis d’un système de Haar
et en s’appuyant essentiellement sur la KK-théorie équivariante par rapport à un groupoïde
définie par LeGall dans [LG99]. La deuxième section de ce chapitre est un rappel sur la
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déformation au cône normal associée à une immersion d’une variété dans une autre ainsi que
les propriétés fonctorielles liées à cette construction qui nous sont utiles lorsqu’on travaille sur
une immersion d’un groupoïde de Lie étale dans un autre. La troisième section est consacrée à la
construction de l’élément ι! du groupe E

(

C∗
r (G1), C∗

r (G2)
)

à partir d’une immersion injective
et K-orientée ι : G → H d’un groupoïde de Lie étale G dans un groupoïde de Lie étale H
dont l’espace des unités H(0) est muni d’une métrique riemannienne H-invariante. Enfin la
dernière section porte sur la fonctorialité d’une telle construction dans le cas particulier où les
groupoïdes considérés sont moyennables en K-théorie.



xiv



Chapitre 1

Préliminaires sur les groupoïdes

Dans cette section, nous rappelons les définitions de bases de la théorie des groupoïdes.
On définit, dans le cadre de notre travail, une catégorie dont les objets sont les groupoïdes
de Lie et les morphismes des morphismes dits généralisés. On va s’intéresser entre autre aux
groupoïdes de Lie issus des feuilletages de variétés, qui nous permettra d’introduire la notion
de groupoïdes de feuilletages et leur lien avec les groupoïdes étales.

1.1 Définitions générales et constructions pour les groupoïdes

1.1.1 Groupoïdes topologiques

Un groupoïde peut être vu comme une généralisation des groupes et des espaces. Il s’agit
d’une petite catégorie dans laquelle tous les morphismes sont inversibles. Il est courant d’adop-
ter les notations G(0) pour définir les objets et G (parfois noté G(1)) pour définir les morphismes
(souvent appelés flèches). On donne ci-dessous une définition plus concrète d’un groupoïde

Définition 1.1.1. Un groupoïde consiste en la donnée de deux espaces G et G(0) et d’applica-
tions

a) s, r : G → G(0) respectivement applications source et but,

b) m : G(2) → G, l’application produit, où G(2) = {(γ, η) ∈ G × G : s(γ) = r(η)},
ainsi que d’une application unité notée u : G(0) → G et d’une application inverse notée i : G →
G vérifiant, si l’on note m(γ, η) = γ.η, u(x) = x et i(γ) = γ−1, les relations suivantes

• r(γ.η) = r(γ) et s(γ.η) = s(η)

• γ.(η.δ) = (γ.η).δ, pour tout (γ, η) et (η, δ) dans G(2)

• γ.x = γ et x.η, pour tout (γ, η) dans G(2) : s(γ) = x = r(η)

• γ.γ−1 = r(γ) et γ−1.γ = s(γ), pour tout γ dans G

Notation 1.1.2. Il est assez courant de simplifier les notations en occultant la fonction u et en
considérant G(0) comme un sous espace de G. De même, on pourra se permettre d’écrire γ.η
voire γη pour m(γ, η) afin d’alléger les formules.

Topologie : on considère par la suite des groupoïdes topologiques c’est-à-dire les groupoïdes
G ⇒ G(0) pour lesquels les espaces G et G(0) sont munis d’une topologie et les applications
de structure du groupoïde, r, s,m, u, i sont continues. On travaille essentiellement avec les
groupoïdes topologiques suivants

1
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(a) un groupoïdes localement compacts et séparés est un groupoïde topologique pour
lesquel l’espace G est localement compact et séparé. Un tel groupoïde est σ-compact si
l’espace topologique G est σ-compact.

(b) un groupoïde étale est un groupoïde localement compact et séparé pour lequel les
applications but et sources sont des homéomorphismes locaux.

(c) un groupoïde de Lie est un groupoïde pour lequel les espaces G et G(0) sont munis d’une
structure de variété et les applications de structures du groupoïde sont des applications
lisses. De plus, les applications s et r sont des submersions.

Proposition 1.1.3 ([Tu04]). Si G ⇒ G(0) est un groupoïde séparé localement compact (res-
pectivement localement compact σ-compact) alors G(0) est localement compact (respectivement
localement compact σ-compact).

Démonstration. On note ∆G la diagonale de l’espace G × G. Le groupoïde G étant séparé,
∆G est un sous espace fermé de G × G. Alors G(0) = (id, r)−1(∆G) est fermé dans G, donc
localement compact.

Soit (Kn)n∈N une suite de sous espaces compacts dans G, telle que G = ∪n∈NKn. L’appli-
cation r : G → G(0) étant continue, (r(Kn))n∈N est une suite de sous espaces compacts de G(0)
telle que ∪n∈Nr(Kn) = G(0). Alors G(0) est localement compact σ-compact.

Groupe d’isotropie : soit G ⇒ G(0) un groupoïde topologique et X et Y des sous espaces
de G(0). On appelle GX l’ensemble des flèches de G qui "commencent dans X" et GY l’ensemble
des flèches qui "terminent dans Y " c’est-à-dire les sous espaces de G définis par

GX := {γ ∈ G : s(γ) ∈ X} et GY := {γ ∈ G : r(γ) ∈ Y }

On note GYX := GX ∩ GY l’ensemble des flèches qui commencent dans X et finissent dans Y .
Lorsqu’on considère A := {x} réduit à un seul élément, on dit que Gx (resp. Gx) est la s-fibre
(resp. r-fibre) au point x et l’ensemble Gxx est muni d’une structure de groupe qu’on appelle
le groupe d’isotropie en x du groupoïde G.

Exemples de groupoïdes : on donne quelques exemples de groupoïdes topologiques et on
montre comment certains ensembles classiques peuvent être vu comme des groupoïdes :

(1) Groupe : tout groupe topologique G peut être considéré comme le groupoïde topo-
logique G ⇒ {e} où les applications but et source s’identifient à la projection continue
sur l’élément neutre e du groupe, la multiplication (resp. inversion) pour le groupoïde
s’identifie à la multiplication (resp. inversion) du groupe. Lorsque le groupe est de Lie,
alors le groupoïde induit est aussi de Lie.

(2) Espace : tout espace topologique (resp. variété) M peut être conidéré comme un
groupoïde topologique (resp. de Lie) G ⇒ M , où l’ensemble G est l’espace topologique
(resp. la variété) M , c’est-à-dire l’espace même des unités. Toutes les applications de
structures s’identifient à l’identité. On l’appelle le groupoïde identité associé à l’espace
topologique (resp. la variété) M .

(3) Groupoïde paire : pour tout espace topologique M , on peut construire un autre
groupoïde topologique noté Pair(M) ⇒ M et appelé le groupoïde paire de l’espace



Préliminaires sur les groupoïdes 3

topologique M , dont l’espace des flèches est l’espace topologique produit Pair(M) :=
M ×M . Les applications but et source sont définies s(x, y) := y et r(x, y) := x, et la
multiplication (x, y).(y, z) := (x, z), pour tout couple (x, y) et (y, z) de M ×M . Les
applications inverse et unité sont i(x, y) := (x, y)−1 = (y, x) et u(x) := (x, x).

(4) Action de groupe : on considère un groupe de Lie G agissant à gauche par difféo-
morphismes sur une variété M . On appelle groupoïde de transformation le groupoïde
noté G⋉M ⇒M , où l’espace des flèches G⋉M est la variété produit G×M .

(5) Pullback : soient M un espace topologique, G un groupoïde topologique et ϕ :M →
G(0) une application continue et surjective. L’espace

ϕ∗G := {(m, γ,m′) ∈M × G ×M : r(γ) = m , s(γ) = m′} =M ×ϕ,r G ×s,ϕM

est muni d’une structure de groupoïde topologique où l’espace des unités est M et les
flèches reliant m′ et m dans M sont les flèches de G reliant ϕ(m) et ϕ(m′). L’applica-
tion but étant donnée par la première projection, l’application source par la troisième
projection. Le produit est défini par (m1, γ,m2).(m2, γ

′,m3) = (m1, γγ
′,m3) et l’inverse

par (m, γ,m′)−1 = (m′, γ−1,m).

(6) Feuilletage : soit M une variété C∞ compacte et de dimension n. Un feuilletage
de M consiste grossièrement en une partition de la variété M en sous variétés plon-
gées (appelées feuilles du feuilletage). Il existe plusieurs définitions d’un feuilletage sur
la variété M qui peut s’exprimer en termes d’atlas de feuilletage ou encore en termes
de cocycles de Haefliger ou encore en termes de sous fibré du fibré tangent que l’on
donne ici : un feuilletage F de M de codimension q (avec 1 ≤ q ≤ n) est la donnée
d’un sous fibré E du fibré tangent TM de rang n − q tel que l’ensemble des sections
lisses C∞(E) := {X ∈ C∞(M,TM) : Xm ∈ Em, ∀m ∈ M} est une sous algèbre de
Lie de C∞(M,TM). On peut associer à tout feuilletage des groupoïdes notamment les
groupoïdes de monodromie et d’holonomie ; le groupoïde de monodromie Mon(M,F)
est défini à l’aide des classes d’homotopie des chemins sur les feuilles du feuilletage :
une flèche reliant les points x et y d’une même feuille du feuilletage est une classe d’ho-
motopie d’un chemin de points d’extrémités x et y et restant sur la feuille de x et y et
deux points de M situés sur deux feuilles différentes ne peuvent être liés par une flèche.
Son groupe d’isotropie en point x de la feuille L est exactement le groupe fondamental
π1(L, x). Le groupoïde d’holonomie Hol(M,F) est défini de manière similaire en consi-
dérant les classes d’holonomie (et non plus les classes d’homotopie) des chemins restant
sur une feuille. Le groupoïde d’holonomie a été introduit par Ehresmann [Ehr65] et
Winkelnkemper [Win83]. On trouve aussi des détails sur ce sujet dans [MM03], [Vas01].

Homomorphisme : on considère deux groupoïdes topologiques G ⇒ G(0) etH⇒ H(0) et on
note sG (respectivement sH) l’application source de G (respectivementH) et rG (respectivement
rH) l’application but de G (respectivement H). Un homomorphisme de groupoïdes ϕ : G → H
est défini par deux applications continues

ϕ : G → H et ϕ(0) : G(0) → H(0)

telles que les relations suivantes sont satisfaites
• ϕ(γη) = ϕ(γ) ◦ ϕ(η), pour tout (γ, η) dans G(2)
• sH ◦ ϕ = ϕ(0) ◦ sG
• rH ◦ ϕ = ϕ(0) ◦ rG
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• ϕ(γ−1) = ϕ(γ)−1

Si on considère les groupoïdes du point de vue des catégories, un homomorphisme entre
groupoïdes est un foncteur continu φ : G → H c’est-à-dire la donnée d’une application conti-
nue entre les espaces des objets et d’une application continue entre les espaces de flèches
compatibles avec les applications de structures des groupoïdes.

Remarque 1.1.4. On rencontre parfois le terme d’homomorphisme strict de groupoïdes pour
caractériser de tels homomorphismes pour éviter les confusions avec les homomorphismes gé-
néralisés de groupoïdes que l’on définira plus tard.

Exemples 1.1.5. On donne deux exemples basiques d’homomorphismes stricts de groupoïdes :

(1) Il est clair qu’un homomorphisme de groupes topologique f : G→ H est un homomor-
phisme (strict) de groupoïdes lorsqu’on se place du point de vue des groupoïdes.

(2) Toute application continue f : X → Y entre espaces topologiques définit un homomor-
phisme strict entre les groupoïdes identités induits par les espaces topologiques. Il en va
de même pour les groupoïdes paires associés aux espaces topologiques.

Algébroïde de Lie

De la même manière que les algèbres de Lie joue le rôle de la version infinitésimale pour les
groupes de Lie, les algébroïdes de Lie jouent un rôle similaire pour les groupoïdes de Lie. On
définit dans un premier temps la notion générale d’algébroïde de Lie puis on montre comment
associer un algébroïde de Lie à tout groupoïde de Lie.

Définition 1.1.6. Soit M une variété C∞. Un algébroïde de Lie sur la variété M est la donnée
d’un fibré vectoriel A → M muni d’un morphisme de fibré an : A → TM , appelé application
ancre, et d’un crochet de Lie sur l’espace Γ(A) des sections C∞(M) tels que pour toutes sections
X,Y dans Γ(A) et toute fonction f dans C∞, on a

1. an
(

[X,Y ]
)

= [an(X), an(Y )]

2. [X, f.Y ] = f.[X,Y ] +
(

an(X)(f)
)

.Y

Soit G ⇒ G(0) un groupoïde de Lie, on construit une algébroïde de Lie associée à G. Cette
construction peut être considérée comme une généralisation de la notion de feuilletage vu
comme sous fibré intégrable d’un fibré tangent.

Définition 1.1.7. On appelle fibré des vecteurs s-verticaux de G le sous fibré du fibré tangent
TG, noté T sG, définit par T sG := ker(ds). Un champ de vecteur vertical est une section du
fibré πs : T

sG → G, c’est-à-dire un champ de vecteur X : G → T sG.

Soient πs : T sG → G la projection canonique et u : G(0) → G l’application de structure
unité du groupoïde G, on note

AG :=
{

(x, v) ∈ G(0) × T sG : u(x) = πs(v)
}

c’est-à-dire le tiré en arrière de T sG par le plongement u. On a le diagramme commutatif
suivant

AG

��

du // T sG
πs
��

G(0) u // G
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On rappelle que tout élément g dans Gyx induit, par translation à droite, un difféomorphisme
Rg : s

−1(y)→ s−1(x) entre s-fibres (mais pas sur tout le groupoïde).

Définition 1.1.8. Un champ de vecteur X dans X(G) est dit G-invariant à droite (ou invariant
à droite quand l’action est explicite) si X est un champ de vecteur vertical et si pour tout (h, g)
dans G(2), on a

Xhg = (dRg)h(Xh)

On note Γinv(T
sG) l’ensemble des champs de vecteurs G-invariants à droite.

Proposition 1.1.9. L’ensemble Γinv(T
sG) des champs de vecteurs G-invariants à droite est

fermé pour le crochet de Lie de X(G).
Démonstration. La preuve est dans le dernier chapitre de [MM03].

On peut voir qu’un champ de vecteur G-invariant à droite est déterminé de manière unique
par sa restriction à l’espace G(0) des unités du groupoïde, puisqu’on a, pour tout X dans
Γinv(T

sG) et tout g dans G avec r(g) = x, la relation suivante

Xg = Xu(x).g = Xu(x).g = (dRg)u(x)(Xu(x))

L’homomorphisme d’espace vectoriel φ : Γinv(T
sG)→ Γ(AG) qui à tout X dans Γinv(T sG) as-

socie φ(X) où φ(X)(x) = Xu(x), pour tout x dans G(0) est un isomorphisme dont la réciproque
est l’homomorphisme φ−1 : Γ(AG)→ Γinv(T

sG) défini par φ−1(X)(g) = (dRg)u(r(g))(X(u(r(g)))
Il existe alors une unique structure d’algèbre de Lie sur Γ(AG) de sorte que l’isomorphisme φ
d’espaces vectoriels soit un isomorphisme d’algèbres de Lie.

Définition 1.1.10. L’application ancre, an : AG → TG, est la composée des applications de
fibrés vectoriels suivant

AG du //

��

T sG

��

idTG // TG dr //

��

TG(0)

��
G(0) u // G idG // G r // G(0)

c’est-à-dire an := dr ◦ du et est un morphisme de fibrés vectoriels.

Définition 1.1.11. Le fibré vectoriel AG → G(0) muni de l’application ancre an : AG → TG(0)
et du crochet défini sur Γ(AG) est l’algébroïde de Lie associée au groupoïde de Lie G.

1.1.2 Classes de groupoïdes particuliers

On donne dans cette partie la définition de certaines classes de groupoïdes qui nous inté-
ressent à savoir les groupoïdes propres, les groupoïdes étales et les groupoïdes de feuilletage.

Groupoïdes propres : on étudie ces groupoïdes dans le deuxième chapitre ainsi que dans
la première section du quatrième chapitre. On se réfère principalement à [Tu04] en ce qui
concerne les groupoïdes propres.

Définition 1.1.12. Un groupoïde G ⇒ G(0) est dit propre lorsque l’application (r, s) : G →
G(0) × G(0) est propre.

Remarque 1.1.13. Soient G ⇒ G(0) un groupoïde et Z un espace topologique muni d’une action
à gauche (respectivement à droite) du groupoïde G. L’action de G sur Z est dite propre (ou
encore G agit proprement sur Z) si le groupoïde produit croisé G ⋉Z (respectivement Z ⋊ G)
est propre.
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Proposition 1.1.14. Si G1 ⇒ X1 et G2 ⇒ X2 sont des groupoïdes propres, alors le groupoïde
produit G1 × G2 ⇒ X1 ×X2 est propre.

Démonstration. Voir la démonstration dans [Tu04] proposition 2.17

Proposition 1.1.15. Soit G un groupoïde topologique tel que G(0) est localement compact et
r : G→ G(0) est ouverte. Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Si (r, s)(G) est localement fermé dans G(0) ×G(0), alors G(0)/G est localement compact

2. Si G(0) est σ-compact, alors G(0)/G est σ-compact.

3. Si (r, s)(G) est fermé (par exemple quand G est propre), alors G(0)/G est séparé.

Proposition 1.1.16. Si G ⇒ G(0) un groupoïde localement compact, séparé tel que les appli-
cations source et but soient ouvertes et X un espace localement compact, séparé muni d’une
action propre de G, alors l’espace des orbites X/G est un espace localement compact et séparé.

Démonstration. Voir la démonstration de la Proposition 1.85 de [Goe09]

Groupoïdes étales : on étudie dans le deuxième chapitre cette thèse un cas particulier de
groupoïde étale donné par l’action continue d’un groupe discret sur un espace topologique.

Définition 1.1.17. Un groupoïde topologique G ⇒ G(0) est dit étale si les applications but r
et source s sont des homéomorphismes locaux. Dans le cas où G est un groupoïde de Lie, on
demande à ce que les applications but r et source s soient des difféomorphismes locaux.

On remarque que tout groupoïde étale propre possède des groupes d’isotropie qui sont
finis.

Groupoïdes de feuilletages : on appelle groupoïde de feuilletage tout groupoïde de Lie
dont les groupes d’isotropie sont discrets. Par exemples, les groupoïdes de monodromie et d’ho-
lonomie associés à un feuilletage d’une variété sont des groupoïdes de feuilletage. Inversement,
tout groupoïde de feuilletage va induire une structure de feuilletage sur son espace des unités.
Les groupoïdes de feuilletage peuvent être définis de différentes manière par le théorème qui
suit :

Théorème 1.1.18. Soit G ⇒ G(0) un groupoïde de Lie. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) G est Morita équivalent à un groupoïde de Lie étale

(ii) les groupes d’isotropie de G sont discrets

(iii) L’application ancre, an : AG → TG(0), de l’algébroïde de Lie associée à G, est injective

Démonstration. On trouve la démonstration dans le deuxième chapitre de [CM01].

Remarque 1.1.19. Un groupoïde de Lie étale est bien sûr un groupoïde de feuilletage.

1.1.3 Action et fibré

On donne la définition d’une action à droite d’un groupoïde sur un espace (l’action à gauche
étant définie de manière analogue).

Définition 1.1.20. Soit G ⇒ G(0) un groupoïde topologique et Z un espace localement compact,
séparé et σ-compact. On appelle action à droite du groupoïde G sur l’espace Z, la donnée d’une
application continue σ : Z → G(0) (souvent appelée application momentum)et d’une application
continue de Z ×σ,r G à valeurs dans Z, noté (z, γ) = z.γ et vérifiant pour tout z ∈ Z
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a) σ(z.γ) = s(γ), pour tout γ dans G tel que σ(z) = r(γ).

b) z.x = z, pour tout x dans G(0) tel que σ(z) = x.

c) (z.γ).γ′ = z.(γ.γ′), pour tout (γ, γ′) dans G(2) tel que σ(z) = r(γ)

Remarque 1.1.21. L’application σ : Z → G(0) est appelée parfois application momentum de
l’action de G sur Z.
L’action d’un groupoïde G sur un espace Z permet de construire un groupoïde produit croisé
de Z par G, noté Z ⋊ G, composé de l’ensemble des triplets (z, γ, y) dans Z × G × Z, tels que
z.γ = y. Les éléments de (Z ⋊ G)(2) sont les paires

(

(x, γ, y), (y, γ′, z)
)

et leur multiplication
est définie par (x, γ, y).(y, γ′, z) = (x, γ.γ′, z). L’inverse de (x, γ, y)−1 = (y, γ−1, x).

Définition 1.1.22. Soient G ⇒ G(0) un groupoïde topologique et M un espace topologique. Un
G-fibré sur l’espace M est la donnée d’un G-espace Z, par rapport à l’application (momentum)
σ : Z → G(0), et d’une application π : Z → M telles que pour tout (z, γ) ∈ Z ×σ,r G, on a
π(z.γ) = π(z).

Proposition 1.1.23. Soient Z un espace localement compact σ-compact et G ⇒ G(0) un grou-
poïde localement compact et σ-compact agissant sur Z. Alors le groupoïde Z⋊G est localement
compact et σ-compact.

Démonstration. Voir la preuve dans [Tu04] Proposition 2.6.

Remarque 1.1.24. Un G-fibré Z sur M est dit principal si
(i) π : Z →M est une application surjective qui admet des sections locales,
(ii) l’application Z ×σ,r G → Z ×M Z : (z, g)→ (z, z.g) est un homéomorphisme.

Un G-fibré principal Z surM est dit localement trivial s’il est isomorphe au G-fibré principal
⊔

i Ui × G
(x, j, γ) ∼ (x, i, ci,j(x).γ)

défini par un 1-cocycle à valeur dans G,

{ci,j : Ui ∩ Uj → G : ci,j(x).cj,k(x) = ci,j(x)}

par rapport à (Ui)i un recouvrement ouvert de G(0).

1.1.4 Homomorphismes généralisés et équivalence de Morita

On rappelle brièvement les définitions et propriétés essentielles concernant les homomor-
phismes généralisés entre groupoïdes et les équivalences de Morita qui sont des homomor-
phismes généralisés particuliers. On peut se référer à [TXLG04] pour certaines preuves.

Définition 1.1.25. Un morphisme généralisé d’un groupoïde G ⇒ G(0) vers un groupoïde
H⇒ H(0) est la donnée d’un espace Z, de deux applications ρ : Z → G(0) et σ : Z → H(0)

G

����

Z
ρ

~~
σ

!!

H

����
G(0) H(0)

d’une action à gauche de G par rapport à ρ et d’une action à droite de H par rapport à σ sur
Z tels que
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(i) les actions commutent, c’est-à-dire pour tout (g, z) ∈ G ×s,ρ Z et tout (z, h) ∈ Z ×σ,r H,
on a ρ(z.h) = ρ(z), σ(g.z) = σ(z) et g.(z.h) = (g.z).h

(ii) ρ : Z → G(0) est un fibré G-principal localement trivial.

Exemple 1.1.26. Soit f : G → H un morphisme strict de groupoïde. On note Zf := G(0)×f,rH
et on note Zf

φ→ G(0) : (x, h)→ x et Zf
ψ→ H : (x, h)→ s(h). L’action à gauche de G sur Zf

est définie, pour tout (g, (x, h)) ∈ G ×s,φ Zf , par g.(x, h) := (r(γ), f(g).h) et l’action à droite
de H sur Zf est définie, pour tout ((x, h), h′) ∈ Zf ×ψ,r H, par (x, h).h′ := (x, h.h′). Il est
clair que ces actions commutent et on montre aisément que le H-fibré Zf sur G(0) est principal
et localement trivial.

Les compositions de morphismes généralisés sont données par la construction suivante :
soient Z1 : G1 → G2 et Z2 : G2 → G3 deux morphismes généralisés et

Z3 = Z1 ×G2 Z2 :=
(

Z1 ×σ1,ρ2 Z2

)

/(z1,z2)∼(z1γ2,γ
−1
2 z2)

alors Z3 définit un morphisme généralisé du groupoïde G1 vers le groupoïde G3. On peut
représenter une composition de morphismes généralisés par le diagramme suivant

Z1 ×G2 Z2

pr1
zz

ρ3

��

σ3

��

pr2
$$

G1

����

Z1

ρ1
xx

σ1 $$

G2

����

Z2

ρ2zz
σ2

&&

G3

����

G(0)1 G(0)2 G(0)3

Remarque 1.1.27. La composition de morphismes généralisés est associative : soient Zi : Gi →
Gi+1 des morphismes généralisés entre groupoïdes, avec i ∈ {1, ..., 3}, on a par composition les
morphismes généralisés Z = (Z1 ×G2 Z2)×G3 Z3 et Z ′ = Z1 ×G2 (Z2 ×G3 Z3) du groupoïde G1
vers le groupoïde G4.

On donne maintenant la définition d’une équivalence de Morita entre deux groupoïdes :

Définition 1.1.28. Deux groupoïdes G et H sont dits Morita équivalents s’il existe un espace
Z qui soit un homomorphisme généralisé de G vers H et un homomorphisme généralisé de H
vers G, c’est-à-dire G(0) φ← Z est un fibré H-principal et Z

ψ→ H(0) est un fibré G-principal.

Remarque 1.1.29. Soit G ⇒r
s X un groupoïde et U = {Ui}i∈I un recouvrement ouvert de X.

On considère la réunion disjointe ∐i∈IUi := {(i, x) ∈ I ×X : x ∈ Ui} et l’homéomorphisme
local donné par la projection p : ∐iUi → X, (i, x)→ x. L’ensemble

G[U ] :=
{

(i, γ, j) ∈ I × G × I : r(γ) ∈ Ui, s(γ) ∈ Uj
}

est muni d’une structure de groupoïde dont l’espace des unités est ∐i∈IUi. Les applications
but et source sont définies par r(i, γ, j) = (i, r(γ)) et s(i, γ, j) = (j, s(γ)). Deux triplets sont
composables s’ils sont de la forme (i, γ, j) et (j, η, k) avec (γ, η) ∈ G(2) et leur produit est
donné par (i, γ, j).(j, η, k) = (i, γη, k). L’inverse de (i, γ, j) est (j, γ−1, i).
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Lemme 1.1.30. Soit G ⇒ X un groupoïde et U = (Ui)i un recouvrement ouvert de X. Alors
le morphisme généralisé Zι : G[U ]→ G induit par l’homomorphisme strict canonique

ι : G[U ]→ G, (i, γ, j)→ γ

est une équivalence de Morita entre G[U ] et G.

Démonstration. La démonstration est détaillée dans le premier chapitre de [TXLG04].

Proposition 1.1.31. Tout morphisme généralisé G(0) ← Z → Γ(0) est obtenu par composition
d’une équivalence de Morita canonique entre G et G[U ], où U est un recouvrement d’ouverts
de G(0) et d’un homomorphisme strict de groupoïde f : G[U ]→ Γ.

Démonstration. La démonstration est détaillée dans le premier chapitre de [TXLG04].

Proposition 1.1.32. Deux groupoïdes G1 et G2 sont Morita-équivalents s’il existe un espace

topologique T et des applications continues, ouvertes et surjectives fi : T → G(0)i telles que
G1[T ] et G2[T ] sont isomorphes.

Démonstration. Voir [TXLG04] proposition 2.29.

1.1.5 Systèmes de Haar et moyennabilité

On a besoin d’introduire un analogue de la mesure de Haar d’un groupe localement compact
pour développer une théorie algébrique de fonctions sur un groupoïde localement compact et
séparé. Ce rôle va être joué par un système de Haar, qui sera une famille de mesures soumises
à certaines conditions de continuité et d’invariance.

Définition 1.1.33. Un système de Haar sur un groupoïde localement compact et séparé G est
un ensemble de mesures de Radon positives (ou encore de mesures boreliennes régulières) sur
G, noté ν := {νx : x ∈ G(0)} vérifiant les conditions suivantes

(a) Supp(νx) = Gx, pour tout x dans X

(b) pour toute fonction f dans Cc(G), l’application G(0) → C définie par

x −→
∫

Gx

f(γ)dνx(γ)

est continue.

(c) pour toute fonction f dans Cc(G) et tout γ dans G, on a la condition d’invariance
suivante

∫

Gr(γ)

f(γ′)dνr(γ)(γ′) =

∫

Gs(γ)

f(γγ′)dνs(γ)(γ′)

Remarque 1.1.34. Intuitivement, un système de Haar est un objet de nature métrique qui joue
le rôle des mesures de Haar à gauche pour certains groupes.
La conditions (ii) est la condition de continuité tandis que (iii) est celle d’invariance à gauche.
Contrairement au cas des groupes localement compact, un système de Haar sur un groupoïde
n’existe pas nécessairement et lorsqu’il existe, celui-ci n’est en général pas unique. Dans les
articles [RM88] et [Sed76], les auteurs donnent des conditions nécessaires et/ou suffisantes
d’existence de tel système pour certains groupoïdes.
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Exemples 1.1.35. On donne quelques exemples de systèmes de Haar dans des cas classiques :
(a) Soit G un groupe localement compact et séparé, alors le groupoïde G admet un unique

système de Haar {λG} où λG est la mesure de Haar du groupe G.
(b) Soit X un espace localement compact et séparé, alors la famille {δx : x ∈ X} où δx est

la mesure de Dirac en x, forme un système de Haar pour X vu comme un groupoïde.
(c) Soit X un espace localement compact et séparé et G un groupe localement compact et

séparé agissant de manière continue sur X alors la famille {δx × λ : x ∈ X} où λ est
une mesure de Haar de G, forme un système de Haar pour le groupoïde X ×G⇒ X.

On rappelle maintenant les notions de moyennabilité dans le contexte des groupoïdes. Les
définitions et propositions qui suivent sont toutes énoncées et démontrées dans le livre très
complet [ADR00] qui est consacré à la notion de moyennabilité dans la théorie des groupoïdes.

Définition 1.1.36. Soient X et Y des espaces localement compacts et séparés et π : X → Y
une surjection continue. On appelle système continu de mesures pour π toute famille {αy : y ∈
Y } de mesures de Radon positives sur X vérifiant les deux conditions suivantes :

(a) pour tout y dans Y , le support Supp(αy) est inclus dans π−1(y)
(b) pour toute fonction f dans Cc(X) l’application α(f) : Y → C définie par

α(f) : y → αy(f) =

∫

X
f(x)dαy(x)

est continue sur Y et à support compact.

On dit qu’un tel système {αy}y∈Y continu de mesures pour π est propre si pour tout y dans
Y , la mesure αy est non nulle et il est dit plein si pour tout y dans Y , le support Supp(αy)
est exactement π−1(y).

Définition 1.1.37. Soit G un groupoïde localement compact et X et Y des G-espaces pour
lesquels l’application momentum (c’est-à-dire mX : X → G(0) et mY : Y → G(0)) est ouverte.
On considère π : X → Y une surjection continue et G-équivariante. Un π-système continu
invariant est un système continu de mesure pour π tel que pour tout (γ, y) dans G ∗ Y , on a
γ.αy = αγ.y où

γ.αy : f →
∫

X
f(γ.x)dαy(x)

Définition 1.1.38. Soit G un groupoïde localement compact et X et Y des G-espaces loca-
lement compact tels que les applications momentum sont ouvertes. On considère π : X → Y
une surjection continue et G-équivariante. Une moyenne continue invariante approchée pour
π est une suite généralisée {mi : i ∈ I} de systèmes continus de mesures de probabilité pour
π telle que la limite de ‖γ.my

i −m
γ.y
i ‖1 converge vers zéro uniformément sur tout sous espace

compact de G ∗ Y .

La condition d’invariance d’un système {αy} continu invariant de mesure pour π se traduit
aussi par l’égalité ‖γαy − αγ.y‖1= 0. On peut donc interpréter une moyenne continue inva-
riante approchée comme une suite généralisée de système continu de mesures (de probabilité)
pour π dont la limite s’apparente à un système continu invariant de mesure pour π.

Les trois définitions précédentes vont nous permettre de définir les notions de moyen-
nabilité dans le cadre des groupoïdes localement compacts. La définition qui suit donne la
moyennabilité pour une surjection continue et G-équivariante à partir de laquelle est définie la
moyennabilité d’un groupoïde et celle d’un G-espace.
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Définition 1.1.39. Soient G un groupoïde localement compact et séparé et X et Y des G-
espaces dont les applications momentum sont ouvertes. Une surjection continue et G-équivariante
π : X → Y est dite moyennable si elle admet une moyenne continue invariante approchée
{mi}i∈I . En particulier, un groupoïde dont les applications but et source sont ouvertes est dit
moyennable si l’application source r : G → G(0) est moyennable.
Le G-espace X est dit moyennable si le groupoïde de transformation associé est un groupoïde
moyennable.

La notion de moyennabilité d’une surjection continue et G-équivariante π : X → Y est
définie en terme d’existence d’une moyenne continue invariante approchée pour l’application
π. La proposition qui va suivre donne une condition suffisante pour la moyennabilité de π qui
s’exprime à l’aide de fonctions continues sur X dont le support est dit π-compact.

Définition 1.1.40. Soit π : X → Y une surjection continue entre des espaces localement
compacts et séparés. Un ensemble A de X est dit π-compact si pour tout sous espace compact
K de Y , l’intersection A ∩ π−1(K) est compacte dans X. On définit Cc,π(X) l’ensemble des
fonctions continues sur X et à support π-compact.

On a besoin également de la notion de fonction de type positif sur un groupoïde de trans-
formation

Définition 1.1.41. Soit G un groupoïde localement compact et séparé et X un G-espace loca-
lement compact et séparé. Une fonction e : G ⋉X → C est dite de type positif si pour tout x
dans X, tout entier n, tout γ1,...,γn dans Gmx(x), tout z1,...,zn dans C, on a

n
∑

i,j=1

e
(

γ−1
i γj , γ

−1
i .x

)

zizj ≥ 0

On note e(0) la restriction de e à G(0) ⋉X.

Proposition 1.1.42. [ADR00] Soient G un groupoïde localement compact et séparé et X et
Y des G-espaces localement compact et séparé pour lesquels les applications momentum sont
ouvertes. Soit π : X → Y une surjection continue et G-équivariante pour laquelle il existe un
π-système α continu et invariant de mesures. On considère les assertions suivantes :

(a) π est moyennable

(b) il existe une suite généralisée (gi)i∈I de fonctions positives dans Cc,π(X) telles que
(i)
∫

X gidα
y(x) = 1, pour tout y dans Y

(ii)
∫

X |gi(γ.x)− gi(x)|dαy(x) converge vers zéro uniformément sur tout sous espace com-
pact de G ∗ Y

(c) il existe une suite généralisée (ξi)i∈I de fonctions positives dans Cc,π(X) telles que
(i)
∫

X |ξi|2dαy(x) = 1, pour tout y dans Y

(ii)
∫

X |ξi(γ.x)− ξi(x)|2dαy(x) converge vers zéro uniformément sur tout sous espace com-
pact de G ∗ Y

(d) il existe une suite généralisée (ξi)i∈I dans Cc,π(X) telle que la suite (ei)i∈I de fonctions

de type positif sur G ⋉ Y définie par ei(γ, y) :=
∫

X ξi(x)ξi(γ
−1.x)dαy(x) vérifie

(i) e
(0)
i = 1 pour tout i dans I

(ii) la suite (ei)i∈I converge vers un uniformément sur tout sous espace compact de G ∗ Y
Alors on a : b ⇐⇒ c ⇐⇒ d =⇒ a. Si le G-espace X est propre, alors les assertions sont
toutes équivalentes.
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1.2 Algèbres associées à un groupoïde

Dans cette section, on rappelle les constructions des C∗-algèbres pleines et réduites asso-
ciées à un groupoïde localement compact et séparé muni d’un système de Haar.

1.2.1 Algèbres de convolution et représentations

On va définir, pour un groupoïde G muni d’un système de Haar, une structure ∗-algébrique
sur l’espace vectoriel complexe Cc(G) des fonctions continues et à support compact sur le
groupoïde. On définit tout d’abord le produit de convolution et l’involution sur Cc(G) puis on
étudie les ∗-représentations afin de définir des C∗-normes qui nous permettront de construire
des C∗-algèbres.

Soit G un groupoïde séparé localement compact muni d’un système de Haar ν = {νx, x ∈ G(0)}
et Cc(G) l’espace vectoriel complexe des fonctions continues à support compact sur le groupoïde
et à valeurs complexes.

Définition 1.2.1. On définit une involution ∗ et un produit de convolution ⋆ sur Cc(G) de la
manière suivante

(i) Convolution : pour toutes fonctions f, g dans Cc(G), on pose

f ⋆ g :=

∫

Gr(γ)

f(γ′)g(γγ′)dνr(γ)(γ′)

(ii) Involution : pour toute fonction f dans Cc(G) et tout γ dans G, on pose

f∗(γ) := f(γ−1)

Remarque 1.2.2. On peut munir la ∗-algèbre Cc(G) de la topologie induite par la famille de
semi-normes {‖.‖K : K ⊂ G compact}, définie pour tout K compact dans G et toute fonction
f de Cc(G) par :

‖f‖K := sup
x∈K
|f(x)|

La structure dépend du choix du système de Haar ν : on la note généralement Cc(G, ν) ou
Cc(G) s’il n’y a pas d’ambiguité.

On définit une norme sur Cc(G, ν) de la manière suivante :

Définition 1.2.3. On note ‖.‖I la norme sur la ∗-algèbre topologique Cc(G) définie, pour toute
fonction f dans Cc(G) par

‖f‖I := max

{

sup
x∈G(0)

∫

Gx

|f(γ)|dνx(γ) , sup
x∈G(0)

∫

Gx

|f(γ)|dνx(γ)
}

Remarque 1.2.4. On montre facilement que ‖.‖I vérifie les propriétés d’une norme sur Cc(G).
De plus, pour toutes fonctions f, g dans Cc(G), on a

‖f‖I= ‖f∗‖I et ‖f ⋆ g‖I6 ‖f‖I‖g‖I

On rappelle quelques définitions sur les représentations de C∗-algèbres :

Définition 1.2.5. Soit B une C∗-algèbre et H un espace de Hilbert. Une ∗-représentation de
B dans H est un ∗-homomorphisme π : B → L(H). Une ∗-représentation est dite fidèle si elle
est injective.
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D’après le théorème de Gelfand, pour toute C∗-algèbre B, il existe une espace de Hilbert
H et une représentation fidèle π : B → L(H). Si la C∗-algèbre B est séparable, alors H peut
être l’unique (à isométrie près) espace de Hilbert séparable de dimension infinie. Ce théorème
signifie que toute C∗-algèbre peut être vue comme une sous-algèbre involutive fermée (pour la
norme des opérateurs) de L(H).

Définition 1.2.6. Soient B une ∗-algèbre de Banach et (πα)α∈Λ une famille de ∗-représentations
continues de B. Le complété de l’algèbre de Banach involutive B par la semi-norme

‖x‖:= sup
α∈Λ
‖πα(x)‖

est une C∗-algèbre appelée la C∗-algèbre enveloppante de B.

Remarque 1.2.7. On s’intéresse aux ∗-représentations de Cc(G) dans un espace de Hilbert H
c’est-à-dire aux ∗-homomorphismes

π : Cc(G) −→ B(H)

continus pour la topologie faible sur B(H) et tels que l’espace vectoriel engendré par {π(f)ξ, f ∈
Cc(G), ξ ∈ H} est dense dans H.

Définition 1.2.8. Une ∗-représentation π est continue pour la norme ‖.‖I s’il existe M > 0
tel que pour toute fonction f de Cc(G) on a

‖π(f)‖≤M‖f‖I

1.2.2 C∗-algèbres réduites et pleines d’un groupoïde

On considère (πα)α∈Λ(G) l’ensemble des ∗-représentations continues et I-bornées de Cc(G).
On utilise ces ∗-représentations pour définir des C∗-normes.

Définition 1.2.9. Soit G un groupoïde séparé localement compact muni d’un système de Haar
ν et Cc(G) la ∗-algèbre topologique associée.

La C∗-algèbre pleine C∗(G) est l’algèbre enveloppante de Cc(G)
‖.‖I

c’est-à-dire le complété de

l’algèbre de Banach involutive Cc(G)
‖.‖I

pour la semi-norme définie pour toute fonction f dans

Cc(G)
‖.‖I

par
‖f‖:= sup

α∈Λ(G)
‖πα(f)‖

Pour définir la C∗-algèbre réduite du groupoïde, on a besoin des quelques remarques qui
suivent : on considère x un élément de G(0) et L2

(

Gx, νx
)

l’espace de Hilbert obtenu en com-
plétant Cc(Gx) pour la norme

‖ξ‖2=
(∫

Gx

|ξ(γ)|2dνx(γ)
)1/2

On note πx : Cc(G) → L(L2(Gx, νx)) la ∗-représentation non-dégénérée définie pour tout f
dans Cc(G) et tout g dans L2(Gx, νx) par

(πx(f)(g))(γ) :=

∫

Gx

f(γ′)g(γ′γ)dνx(γ′) = f ⋆ g(γ)

Pour tout x dans G(0), la ∗-représentation πx vérifie

‖πx(f)‖≤ ‖f‖I
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Définition 1.2.10. La C∗-algèbre réduite C∗
r (G) est la completion de Cc(G) pour la C∗-norme

réduite ‖.‖r définie pour toute fonction f de Cc(G) par

‖f‖r := sup
x∈G(0)

‖πx(f)‖

1.2.3 Modules de Hilbert et représentation régulière

On fait un rappel succinct sur les modules de Hilbert. On trouve de nombreuses références
sur ce sujet notamment les ouvrages [Lan95], [MT05], [JT91], ou encore [Kas80a]. On rap-
pelle quelques définitions concernant les opérateurs sur les modules de Hilbert ainsi que la
construction du produit tensoriel interne.

Définition 1.2.11. Soit B une C∗-algèbre et E et F des B-modules de Hilbert.
• Un opérateur T : E → F est une application qui admet un adjoint s’il existe une appli-

cation T ∗ : F → E telle que,
〈Tξ, η〉 = 〈ξ, T ∗η〉

pour tout ξ ∈ E et tout η ∈ F . T ∗ est appelé l’adjoint de T .
• On note L(E ,F) l’ensemble des applications de E dans F qui admettent un adjoint. On

note L(E) pour L(E , E).
Remarque 1.2.12. Une application qui admet un adjoint est automatiquement C-linéaire et
même B-linéaire et est un opérateur borné.

Comme dans le cas des espaces de Hilbert, il existe des opérateurs de rang un dans L(E,F ).
Soient ξ dans E et η dans F , on pose θξ,η l’opérateur de L(E,F ) défini pour tout ζ dans E
par θ′ξ,η(ζ) = ξ〈η, ζ〉 et tel que θ∗ξ,η = θη,ξ. Si T est un opérateur dans L(F,G), alors on a
T ◦ θξ,η = θTξ,η et si T est dans L(G,E), alors θξ,η ◦ T = θξ,T ∗η. On note K0(E,F ) l’espace
vectoriel engendré par les opérateurs de rang un et la fermeture de K0(E,F ) est appelée l’en-
semble des opérateurs "compacts" du module de Hilbert E vers le module de Hilbert F (même
s’ils ne sont pas compacts comme opérateurs entre espaces de Banach) et est noté K(E,F ).
On note K(E) pour l’idéal fermé K(E,E) de la C∗-algèbre L(E).

Soient B1 et B2 des C∗-algèbres et pour i dans {1, 2}, on considère Ei un Bi-module
de Hilbert muni du produit scalaire 〈−,−〉i à valeurs dans Bi. On suppose qu’il existe un
∗-homomorphisme φ : B1 → LB2(E2). Le produit tensoriel interne est une construction qui
permet d’associer à E1, E2 et φ un B2-module de Hilbert noté E1 ⊗φ E2 : pour cela on
considère E2 muni de la structure de B1-module définie pour tout b1 dans B1 et e2 dans
E2 par b1.e2 = φ(b1)(e2) et on note E1 ⊙B1 E2 le produit tensoriel algébrique muni d’une
structure de B2-module à droite. Le produit tensoriel interne E1 ⊗φ E2 est le complété du
produit tensoriel algébrique E1 ⊙ E2 pour le produit scalaire 〈−,−〉 à valeur dans B2 défini
pour tout e1 et e′1 dans E1 et tout e2 et e′2 dans E2 par

〈e1 ⊗ e2, e′1 ⊗ e′2〉 =
〈

e2, 〈e1, e′1〉1.e′2
〉

2

avec 〈e1, e′1〉1.e′2 = φ
(

〈e1, e′1〉1
)

(e′2).

Soit G ⇒ X un groupoïde localement compact et séparé muni d’un système de Haar ν. On
considère sur l’espace vectoriel complexe Cc(G) le produit scalaire à valeurs dans C0(X) défini
pour toutes fonction ξ et ζ dans Cc(G) par

〈ξ, ζ〉 : x→
∫

Gx

ξ∗(γ)ζ(γ−1)dνx(γ)
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qui correspond en fait à la restriction à l’espace X de l’application ξ∗ ⋆ζ. On définit une struc-
ture de C0(X)-module (à gauche) sur Cc(G) en posant, ξ.f(γ) = ξ(γ)f

(

s(γ)
)

, pour toutes
fonctions ξ dans Cc(G), f de C0(X) et tout γ dans G. On obtient alors un C0(X)-module
préhilbertien et on note L2(G, ν) le C0(X)-module de Hilbert obtenu en quotientant Cc(G) par
le sous-module des éléments de norme nulle.

Proposition 1.2.13. L’ensemble LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

des opérateurs C0(X)-linéaires qui ad-
mettent un adjoint est muni d’une structure de C0(X)-algèbre.

Démonstration. L’ensemble LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

des opérateurs C0(X)-linéaires sur L2(G, ν) qui
admettent un adjoint est muni d’une structure de C∗-algèbre.
Par définition, les opérateurs de LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

sont C0(X)-linéaires, c’est-à-dire que

T (ξ.f) = T (ξ).f

pour tout T dans LC0(X)(L
2(G, ν)), f dans C(X) et ξ dans L2(G, ν). L’algèbre des multipli-

cateurs M
(

LC0(X)(L
2(G, ν))

)

étant égal à LC0(X)(L
2(G, ν)), on pose

φ : C0(X)→ Z
(

M(LC0(X)(L
2(G, ν)))

)

définie par φ(f)(T )(ξ) := T (ξ.f) = T (ξ).f , pour tout T dans LC0(X)(L
2(G, ν)), f dans C0(X)

et ξ dans L2(G, ν).
L’homomorphisme φ : C0(X)→ LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

étant non-dégénéré, il définit une structure
de C0(X)-algèbre sur LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

.

Remarque 1.2.14. Comme Cc(G) agit sur lui-même par convolution, on a un homomorphisme
injectif λ : Cc(G) →֒ LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

qui s’étend en une ∗-représentation de λ : C∗(G) →
LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

dont l’image est ∗-isomorphe à la C∗-algèbre réduite C∗
r (G). On obtient une

représentation fidèle de la C∗-algèbre C∗
r (G) dans le C0(X)-module de Hilbert LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

.
L’image par la représentation λ de C∗

r (G) est une sous-C∗-algèbre de LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

, qui
n’est pas nécessairement stable par la structure de C0(X)-module de LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

.

1.3 C0(X)-algèbre et fibré de C∗-algèbres

On va dans cette partie donner la définition et des généralités sur les C0(X)-algèbres et
les C∗-fibrés semi-continus supérieurement. On trouve des exposés détaillés et plus complets
dans [Goe09] et [Wil07].

1.3.1 C0(X)-algèbre

Soit A une C∗-algèbre, on note M(A) l’algèbre des multiplicateurs de A qui est une C∗-
algèbre pour laquelle A est un idéal essentiel. On note Z(A) le centre de la C∗-algèbre A
c’est-à-dire Z(A) := {a ∈ A : a.b = b.a, ∀b ∈ A}.

Définition 1.3.1. Soit A une C∗-algèbre et X un espace localement compact et séparé.
On dit que A est une C0(X)-algèbre s’il existe un ∗-homomorphisme

φA : C0(X) −→ Z(M(A))

qui est non-dégénéré au sens où φA(C0(X)).A = Span{φA(f).a / a ∈ A, f ∈ C0(X)} est dense
dans A.
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Si J est un idéal dans C0(X), la fermeture de φA(J).A est un idéal dans A. Ce résultat
permet de visualiser les C0(X)-algèbres comme des objects fibrés au-dessus de X : en effet,
en considérant Jx l’idéal des fonctions de C0(X) qui s’annulent en x, on obtient un idéal
Ix := φA(Jx).A dans A et le quotient A(x) := A/Ix peut être vu comme une fibre de A au
point x. Pour tout a dans A et x dans X, on note a(x) l’image de a dans A(x) par l’application
quotient A→ A(x) et ainsi a peut être interprété comme une fonction de X dans

⊔

x∈X A(x).

Exemple 1.3.2. Soit D une C∗-algèbre et X un espace séparé localement compact, alors
A = C0(X,D) est une C0(X)-algèbre dont l’application de structure est donnée par ∀f ∈
C0(X), ∀a ∈ A, ∀x ∈ X

φA(f)(a)(x) := f(x)a(x)

(Chaque fibre A(x) s’identifie à D)

Exemple 1.3.3. Soient X et Y deux espaces séparé localement compacts et µ : Y → X une
surjection.
Alors C0(Y ) est une C0(X)-algèbre pour l’homomorphisme de structure donné par

φC0(Y )(f)g(y) := f(µ(y))g(y)

(Chaque fibre C0(Y )x est isomorphe à C0(µ
−1(x)).)

Exemple 1.3.4. Soit A un C∗-fibré semi-continu supérieurement et A = Γ0(X,A).
Alors A est une C0(X)-algèbre pour l’homomorphisme de structure défini par ∀µ ∈ C0(X), ∀f ∈
A, ∀x ∈ X

φA(µ)f(x) := (µ.f)(x) = µ(x)f(x)

Définition 1.3.5. Soient A et B deux C0(X)-algèbres. Un homomorphisme de C0(X)-algèbre
(appelé aussi C0(X)-homomorphisme) est un homomorphisme ϕ : A → B de C∗-algèbres qui
est C0(X)-linéaire au sens suivant : pour toute fonction f dans C0(X) et tout a dans A, on a

ϕ(φA(f).a) = φB(f).(ϕ(a))

Remarque 1.3.6. Dans les conditions de la définition, pour tout x dans X, φ induit, par passage
au quotient, un homomorphisme φx : Ax → Bx tel que φx

(

a(x)
)

= φ(a)(x). De plus si φ est
un isomorphisme alors chaque φx est un isomorphisme.

Proposition 1.3.7. Soit A et B deux C0(X)-algèbres et ψ : A → B un homomorphisme
C0(X)-linéaire. Alors pour tout x ∈ X, ψ se factorise à travers l’application ψx : A(x)→ B(x)
de sorte que ψx(a(x)) = ψ(a)(x). De plus si ψ est un isomorphisme alors chaque application
ψx en est un.

1.3.2 Fibré semi-continu supérieurement

Définition 1.3.8. Un fibré semi-continu supérieurement de C∗-algèbres sur un espace locale-
ment compact et séparé X est un espace topologique A muni d’une application continue, ou-
verte et surjective p : A → X et d’une structure de C∗-algèbre sur chaque fibre Ax := p−1({x})
vérifiant les conditions suivantes

(a) a→ ‖a‖ est semi-continu supérieurement comme application de A dans R+

(b) l’involution a→ a∗ est continue comme application de A dans A
(c) les applications (a, b)→ a+ b et (a, b)→ ab sont continues de A∗A dans A où A∗A =
{(a1; a2) ∈ A2 : p(a1) = p(a2)}
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(d) pour tout complexe λ, l’application a→ λ.a est continue comme application A → A
(e) Soit (ai)i∈I une suite d’éléments de A telle que limi p(ai) = x et limi‖ai‖= 0, alors la

suite (ai)i∈I converge vers 0x, où 0x est l’élément nul de Ax
Si on remplace dans l’axiome (a), la condition "a → ‖a‖ semi-continu supérieurement" par
la condition "a → ‖a‖ est continue", alors le fibré p : A → X est appelé fibré continu de
C∗-algèbres.

Remarque 1.3.9. Pour tout x dans X, la topologie de la fibre Ax comme sous espace de l’espace
topologique A coincide avec la topologie de la structure de C∗-algèbre. L’espace total d’un fibré
semi-continu supérieurement de C∗-algèbre n’est pas nécessairement séparé. Cependant, dans
le cas d’un fibré continu de C∗-algèbres, l’espace total est séparé.

Proposition 1.3.10. Soit p : A → X un fibré semi-continu supérieurement de C∗-algèbres.
On considère a un élément de A et (ai)i∈I une suite dans A telle que p(ai) converge dans X
vers p(a). Supposons que pour tout réel ε strictement positif, il existe une suite (ui)i∈I dans A
et un élément u dans A tel que

(a) (ui)i∈I converge vers u dans A
(b) p(ui) = p(ai), pour tout i dans I

(c) ‖a− u‖< ε

(d) ‖ai − ui‖< ε, à partir d’un certain rang iε

alors la suite (ai)i∈I converge vers a dans A.

Démonstration. L’espace X étant séparé, on a p(u) = p(a). L’application p : A → X est
ouverte, donc il existe une suite (ci)i∈I′ où I ′ ⊂ I qui converge vers a et qui vérifie p(ci) = p(ai),
pour tout i dans I ′. On considère un réel ε strictement positif et (ui)i∈I comme supposé dans
l’énoncé. L’addition étant continue la suite (ci−ai)i∈I converge vers a−u dans A. L’ensemble
{b ∈ A : ‖b‖< ε} étant ouvert et ‖a− u‖< ε, on a ‖ci − ui‖< ε. Par l’inégalité triangulaire
on a ‖ai − ci‖< 2ε donc ‖ai − ui‖ converge vers 0. Par la condition (e) de la définition 1.3.8 ,
on a (ai − ci) converge vers 0p(a).

ai = (ai − ci) + ci −→ 0p(a) + a = a

Définition 1.3.11. Soient p : A → X et q : B → X deux fibrés semi-continus supérieurement
de C∗-algèbres. Une application continue φ : A → B est appelée un homomorphisme de fibrés
semi-continus supérieurement de C∗-algèbres si q ◦ φ = p et si pour tout x dans X, la restric-
tion φx : Ax → Bx est un homomorphisme de C∗-algèbres.
Un isomorphisme de fibrés semi-continus supérieurement de C∗-algèbres est un homomor-
phisme de fibrés semi-continus supérieurement de C∗-algèbres bijectif et bicontinu.

Espace des sections :
Soit p : A → X un fibré semi-continu supérieurement de C∗-algèbres, on s’intéresse à l’espace
des sections c’est-à-dire les applications f : X → A vérifiant la relation p(f(x)) = x, pour
tout x dans X. On note Γ(X,A) l’ensemble des sections continues du fibré semi-continu su-
périeurement de C∗-algèbres p : A → X. On peut munir l’ensemble Γ(X,A) d’une structure
naturelle d’espace vectoriel où pour toutes sections f, g dans Γ(X,A) et tout complexe λ, on
a

f + g : x→ f(x) + g(x) et λ.f : x→ λf(x)
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On peut également munir Γ(X,A) d’une structure de C0(X)-module à gauche en posant pour
toute fonction φ dans C0(X) et toute section f dans Γ(X,A), φ.f la section continue définie,
pour tout x dans X, par

(φ.f)(x) = φ(x)f(x)

On définit ci-dessous des sous C0(X)-modules de Γ(X,A) constitués de sections continues dont
le support vérifie certaines conditions :

Définition 1.3.12. Soit p : A → X un fibré semi-continu supérieurement de C∗-algèbres et
f : X → A une section continue. L’application f est dite nulle à l’infini si pour tout réel ε
strictement positif l’ensemble {x ∈ X : ‖f(x)‖≥ ε} est compact dans X. On note Γ0(X,A)
l’ensemble des sections continues de p : A → X qui sont nulles à l’infini. On note Γc(X,A) le
sous ensemble de l’ensemble Γ0(X,A) constitué des sections à support compact dans X.

Les sous ensembles Γ0(X,A) et Γc(X,A) sont clairement des sous C0(X)-modules de
Γ(X,A). Γ0(X,A) peut être muni de la norme ‖f‖∞ = supx∈X‖f(x)‖. Si A est un C∗-fibré
semi-continu supérieurement, alors on peut munir Γ(X,A) d’une involution et d’un produit.

On a le théorème suivant et un corollaire qui montrent les relations entre C0(X)-algèbres et
champs semi-continus supérieurement de C∗-algèbres

Théorème 1.3.13. Soit A une C∗-algèbre. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est une C0(X)-algèbre

2. il existe une application continue σA : Prim(A)→ X

3. il existe un champ semi continu supérieurement de C∗-algèbres pA : A → X et un
isomorphisme C0(X)-linéaire de A dans Γ0(X,A)

De plus A est un champ continu de C∗-algèbre si et seulement si σA est ouverte.

Corollaire 1.3.14. Soit A une C0(X)-algèbre. On peut alors munir l’union disjointe A =
⊔

x∈X A(x) d’une unique topologie qui en fait un champ semi continu supérieurement de C∗-
algèbres tel que l’application qui pour tout a de A associe la section x → a(x) est un isomor-
phisme C0(X)-linéaire de A dans Γ0(X,A).

1.3.3 Construction de "tiré en arrière"

Définition 1.3.15. Soient X et Y deux espaces localement compacts et séparés et σ : Y → X
une application continue. On considère p : A → X un fibré semi-continu supérieurement de
C∗-algèbres. Le tiré en arrière de A (par σ : Y → X) est le sous espace de Y ×A défini par

σ∗A = {(y, a) ∈ Y ×A : σ(y) = p(a)}

σ∗A est muni de la topologie induite par la topologie produit de Y × A et l’application q :
σ∗A → Y définie, pour tout (y, a) dans σ∗A, par q(y, a) = y est continue.

Le tiré en arrière σ∗A est lui-même un fibré de C∗-algèbres qui est semi-continu supérieu-
rement si p : A → X l’est et qui est continu si p : A → X l’est.

Définition 1.3.16. Soient X et Y deux espaces localement compacts et séparés et σ : Y → X
une application continue. On considère A une C0(X)-algèbre et p : A → X le fibré semi-
continu supérieurement de C∗-algèbres associé à A. Le tiré en arrière de la C0(X)-algèbre A
(par l’application σ : Y → X) est la C0(Y )-algèbre σ∗A définie par

σ∗A := Γ0(Y, σ
∗A)
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Si l’application continue σ : Y → X est surjective le tiré en arrière σ∗A coincide avec la
C0(Y )-algèbre C0(Y )⊗C0(X) A où C0(Y ) est considéré comme C0(X)-algèbre. La proposition
qui suit donne une généralisation de cette identification.

Proposition 1.3.17. Soient X et Y deux espaces localement compacts et séparés et σ : Y → X
une application continue. On considère A une C0(X)-algèbre et p : A → X le fibré semi-continu
supérieurement de C∗-algèbres associé à A. Soit f une fonction dans Cc(Y ) et a dans σ∗A.
On pose f ⊗ a : y → f(y)a

(

σ(y)
)

pour tout y dans Y . Alors f ⊗ a est dans Γc(Y, σ
∗A) et

Cc(Y )⊙A := span{f ⊗ a : f ∈ Cc(Y ) , a ∈ σ∗A}

est dense dans σ∗A



20 1.3. C0(X)-algèbre et fibré de C∗-algèbres



Chapitre 2

K-theorie équivariante : action propre

d’un groupe discret

Dans l’article [Seg68], Segal construit un groupe de K-théorie équivariante, noté K∗
G(X),

dans le cadre de l’action d’un groupe compact G sur un espace séparé compact X. Il s’agit ici
d’un cas particulier d’une action propre d’un groupe sur un espace. Cette définition du groupe
de K-théorie équivariante consiste en des différences formelles E1 − E0 de fibrés vectoriels
complexes G-équivariants sur X dont les fibres sont de dimension finie, modulo une relation
d’équivalence

K0
G(X) = {E0 − E1}/ ∼

où la relation d’équivalence est donnée par : E0 − E1 ∼ E′
0 − E′

1 si et seulement si il existe F
un fibré vectoriel G-équivariant sur X tel que la relation suivante est vérifiée

E0 ⊕ E′
1 ⊕ F ∼= E′

0 ⊕ E1 ⊕ F

Le théorème de Green-Julg donne une bijection entre les groupes de K-théories K0
G(X) et

K0

(

C0(X)⋊G
)

.

Dans le livre [Phi89], Phillips généralise la construction du groupe de K-théorie équiva-
rianteK∗

G(X) dans le cadre d’une action propre d’un groupe topologique G localement compact
sur un espace localement compact et séparé X. La construction de Phillips est dans la lignée
de celle de Segal mais utilise une classe plus grande de fibré vectoriel localement trivial : ce
sont les fibrés de Hilbert sur X c’est-à-dire les fibrés localement triviaux sur X dont les fibres
sont des espaces de Hilbert H et le groupe de structure est l’ensemble des isomorphismes iso-
métriques de H. Pour tout fibré de Hilbert E → X, on note Γ(E) (resp. Γc(E), resp. Γ0(E))
l’ensemble des sections continues (resp. continues à support compact, resp. continues et nulles
à l’infini) de E.

L’auteur introduit l’action d’un groupe G sur un fibré hilbertien et définit alors la notion de
fibré G-hilbertien de la manière suivante :

Définition 2.0.18. [Phi89] Un fibré G-hilbertien sur un G-espace X est la donnée d’un fibré de
Hilbert E sur X et d’une action continue de G sur E par isométrie linéaire telle que π : E → X
est équivariante. En d’autre termes, il s’agit d’une application continue G× E → E telle que
pour tout x dans X et tout g dans G, l’action de g sur Ex est une isométrie linéaire de Ex
vers Egx.

Dans le cas d’un fibré G-hilbertien π : E → X, l’espace Γ0(E) est muni d’une structure de
C0(X)-module de Hilbert avec une action compatible du groupe G.
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Phillips définit également un morphisme équivariant entre fibrés G-hilbertiens : soient E et F
deux fibrés G-hilbertiens sur un G-espace X, on appelle morphisme toute application continue
t : E → F telle que t : Ex → Fx est une application linéaire pour tout x de X et telle que
l’application t∗ : F → E définie sur chaque fibre Fx par 〈t∗ξ, η〉 = 〈ξ, tη〉 pour tout x dans
X, ξ dans Fx et η dans Ex, est continue. Le morphisme t : E → F est dit équivariant s’il
vérifie t(g.ξ) = g.

(

t(ξ)
)

, pour tout g dans G et ξ dans E. On note Mor(E,F ) l’ensemble des
morphismes de fibrés G-hilbertiens de E dans F muni de l’action de G définie, pour tout g
dans G, t dans Mor(E,F ) et ξ dans E par (g.t)(ξ) := g.

(

t(g−1ξ)
)

.
Phillips s’inspire de la notion de complexes de Fredholm définie par Segal dans [Seg70]

pour définir la notion de morphisme G-Fredholm défini de la manière suivante :

Définition 2.0.19. [Phi89] Soit E et F deux fibrés G-hilbertiens sur un G-espace X et t :
E → F un morphisme

(a) on appelle support de t l’espace Supp(t) := {x ∈ X : tx 6= 0}
(b) t : E → F est un morphisme compact si pour tout compact K dans X,

{t(ξ) : ξ ∈ Ex, x ∈ K, ‖ξ‖= 1} est compact

(c) le morphisme t est dit G-Fredholm s’il est G-équivariant et s’il existe s : F → E un
morphisme tel que 1− st et 1− ts sont des morphismes compacts à support G-compact.

On appelle K-cocycle pour le G-espace X tout triplet (E,F, t), où E et F sont des fibrés
G-hilbertiens et t : E → F un morphisme G-Fredholm. Phillips définit des relations d’équiva-
lences sur les K-cocycles : soient X un G-espace et (E0, F0, t0) et (E1, F1, t1) deux K-cocycles
pour le G-espace X. Il sont isomorphes s’il existe des morphismes unitaires G-équivariants
u : E0 → E1 et v : F0 → F1 tels que t1 ◦ u = v ◦ t0. Ils sont dits homotopes s’il existe un K-
cocycles (E,F, t) pour le G-espace [0, 1]×X tel que la restriction (E,F, t)|{i}×X est isomorphe
à (Ei, Fi, ti), pour i = {0, 1} et (E,F, t) est appelée homotopie de (E0, F0, t0) vers (E1, F1, t1).

Définition 2.0.20. Soit X un G-espace propre. On dit qu’un K-cocycle σ = (E,F, t) est
trivial si le morphisme t est unitaire c’est-à-dire si (E,F, t) est isomorphe à (E,E, 1). La
somme directe des deux K-cocycles λ1 = (E1, F1, t1) et λ2 = (E2, F2, t2) est le K-cocycle

λ1 ⊕ λ2 := (E1 ⊕ E2, F1 ⊕ F2, t1 ⊕ t2)

On dit que deux K-cocycles λ1 et λ2 sont équivalents s’il existe un K-cocycle trivial σ tel que
λ1 ⊕ σ et λ2 ⊕ σ sont homotopes. On note K0

G(X) l’ensemble des classes d’équivalences de
K-cocycles pour le G-espace X.

En utilisant la KK-théorie de Kasparov, Phillips donne une version généralisée de l’iso-
morphisme de Green-Julg dans [Phi89] et prouve l’isomorphisme entre le groupes de K-théorie
K0

(

C0(X)⋊G
)

et K0
G(X).

Même si dans certains cas d’action propre de groupes non compacts, comme les groupes
isomorphes à un sous groupe fermé du groupe GLn(R) avec n entier, les fibrés de dimension
finie suffisent à engendrer le groupe de K-théorie équivariante, l’idée d’introduire des fibrés de
dimension infinie dans le cas des actions propres en remplacement des fibrés de dimension finie
(comme dans la version de Seagal) est nécessaire : en effet, Phillips donne l’exemple du groupe
localement compact et non compact G = R4/Z4 ⋊Z2 agissant proprement sur l’espace locale-
ment compact et séparé X = R2 pour lequel il prouve que les classes de projections dans les
algèbres de matrices sur C0(R2)⋊ ((R4/Z4)⋊Z2), qui correspondent aux classes représentées
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par des fibrés de dimension finie, n’engendrent pas le groupe K0

(

C0(R2) ⋊ ((R4/Z4) ⋊ Z2)
)

montrant ainsi que les fibrés de dimension finie ne suffisent pas pour définir le groupe de K-
théorie équivariante K0

G(R
2).

Dans cette section, on considère l’action propre d’un groupe discret sur un espace locale-
ment compact et séparé M tel que le quotient M/G est un espace localement compact, sé-
paré et σ-compact. L’objectif principal consiste à démontrer, quand M satisfait une condition
d’existence de certains fibrés vectoriels complexes G-équivariants, que les K-cocycles définis
uniquement à l’aide de fibrés vectoriels complexes G-équivariants de dimension finie sur M
suffisent à décrire complètement le groupe de K-théorie équivariante K0

G(M).

2.1 Contexte

Dans [Lüc05], l’auteur définit des espaces classifiants pour des familles F (fermées par
conjugaison et intersection finie) de sous groupes fermés d’un groupe topologique G. Il donne
deux versions de tels espaces classifiants, l’une sous forme de G-CW -complexes, notée EFG et
l’autre sous forme deG-espace qu’on appellera numérable ("numerable G-space" dans [Lüc05]),
notée JFG. Sans s’attarder sur les détails de l’article de Lück, on donne ci-dessous quelques
résultats de [Lüc05].

Dans la version des G-CW -complexes, un modèle EFG de classifiant pour la famille F de sous
groupes de G est un G-CW -complexe dont tous les groupes d’isotropie sont dans F et tel que
pour tout G-CW -complexe Y dont les groupes d’isotropie sont dans F , il existe une unique
(à G-homomtopie près) application continue et G-équivariante Y → EFG. Le théorème 1.9
de cet article assure l’existence d’un tel espace classifiant qui peut être vu comme un objet
terminal dans la catégorie des classe d’équivalence G-homotopique des G-CW -complexes, dont
les groupes d’isotropie sont dans F .

On rappelle qu’un G-espace est dit F-numérable s’il existe un recouvrement d’ouverts G-
invariants {Ui : i ∈ I} tel que pour tout i dans I, il existe

1) une application continue G-invariante Ui → G/Gi, avec Gi ∈ F
2) une partition de l’unité localement finie {ei : i ∈ I} subordonnée au recouvrement

constituée de fonctions continues G-invariantes

Dans la version des G-espaces numérables, un modèle JFG de classifiant pour la famille F de
sous groupes de G est un G-espace qui est F-numérable et tel que pour tout G-espace Y qui est
F-numérable, il existe une unique (à G-homotopie près) application continue et G-équivariante
Y → JFG. Le théorème 2.5 de l’article [Lüc05] assure l’existence d’un tel espace classifiant
JFG, dont les groupes d’isotropie sont dans F et qui peut être vu comme un objet terminal
dans la catégorie des classe d’équivalence G-homotopique des G-espaces F-numérables.

L’auteur prouve que le G-CW -complexe EFG est F-numérable induisant alors l’existence
d’une application continue et G-équivariante EFG → JFG, unique à G-homotopie près. En
comparant ces deux versions pour différents groupes topologiques G, il apparait dans certains
cas, notamment celui des groupes discrets, que l’application EFG→ JFG est une équivalence
G-homotopique.

Dans l’article [BHS10], Baum, Higson et Schick étudient les G-espaces propres G-compacts
dans le cas oùG est un groupe discret. Pour toutG-espaces propresG-compactsX, ils prouvent
dans le théorème 6.8 que le groupe de Grothendieck associé au monoïde des fibrés vectoriels
G-équivariants sur X est isomorphe au groupe de K-théorie K0

(

C0(X) ⋊ G
)

et donc que
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le groupe de K-théorie équivariante K0
G(X) peut être décrit uniquement en termes de fibrés

vectoriels G-équivariants (de dimension finie) surX. Pour démontrer ce résultat, Baum, Higson
et Schick s’appuient sur le théorème suivant :

Théorème 2.1.1 ([BHS10]). Pour tout G-espace propre G-compact, il existe un fibré vectoriel
G-équivariant E → X tel que, pour tout x dans X, la fibre Ex contient un multiple de la
représentation régulière du groupe d’isotropie Gx du point x.

Pour prouver le théorème 2.1.1, les auteurs utilisent le théorème 2.8 de l’article [LO01] qui
annonce le même résultat dans le cas des G-CW -complexes X qui sont G-finis (G discret).
Le groupe G étant discret, d’après le succinct rappel sur les espaces classifiants, les G-espaces
EG et JG sont G-homotopiquement équivalents et il existe alors une application (unique à
G-homotopie près) continue et G-équivariante π : X → EG, dont l’image est contenue dans
un sous complexe G-fini de EG et sur lequel il existe donc un tel fibré vectoriel complexe
G-équivariant. Il suffit alors de le "tirer en arrière" par l’application π pour prouver le théo-
rème 2.1.1 . Les auteurs prouvent alors que le théorème 2.1.1 équivaut à l’existence d’une
approximation de l’unité constituée de projections dans la C∗-algèbre de produit croisé (ré-
duit) C0(X)⋊G.

Le travail qui suit adopte un cheminement similaire à celui de l’article [BHS10] dans un
contexte plus général d’un point de vue topologique. On considère dans ce travail le cas d’un
groupe discret G agissant à droite de manière continue sur un espace localement compact
et séparé M et on suppose que l’espace M est un G-espace propre et σ-G-compact au sens
suivant :

Définition 2.1.2. Soit G un groupe discret, on dit qu’un G-espace M est propre et σ-G-
compact si

(i) M est un espace localement compact et séparé muni d’une action continue du groupe G

(ii) l’espace quotient M/G est σ-compact et séparé (pour la topologie quotient)

(iii) pour tout m dans M il existe un voisinage Um de m, un sous groupe Hm fini et une
application continue et G-équivariante πm : Um → G/Hm

C’est bien sûr la condition (ii) qui diffère du cadre de l’article [BHS10] dans lequel les
G-espaces propres considérés sont tels que l’espace quotient M/G est compact, ce qui est
une condition plus forte. La classe des G-espaces propres et σ-G-compacts que nous étudions,
contient entre autre les G-espaces propres G-compacts étudiés par Baum, Higson et Schick.
Cet élargissement du cadre d’étude n’est pas sans conséquence puisque l’on ne peut utiliser
en général le théorème 2.1.1 pour les G-espaces propres et σ-G-compacts. C’est pour cette
raison qu’on suppose que les G-espaces propres et σ-G-compacts M qu’on étudie, vérifient la
condition suivante :

(Hyp) : pour tout sous espace G-compact X de M , il existe un G-fibré vectoriel E sur
M tel que, pour tout x dans X, la fibre Ex contient la représentation régulière
du groupe d’isotropie Gx = {g ∈ G : g.x = x}

Cette hypothèse, qui est vérifiée dans le cas où M est un G-espace propre G-compact par le
biais du théorème 2.1.1, nous permet de montrer l’existence d’une grande richesse de fibrés
vectoriels complexes G-équivariants sur l’espace M , comme on le démontre dans la sous section
2.2. On utilise pour cela le lemme suivant qui est adaptation du corollaire 5.2 de [BHS10] et
qui découle de l’hypothèse (Hyp) :
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Lemme 2.1.3. Soit M un G-espace propre σ-G-compact vérifiant la condition (Hyp) alors
pour tout X sous espace G-compact de M et F un G-fibré vectoriel sur X, il existe un G-fibré
vectoriel E sur M tel que F puisse être plongé dans E|X .

Démonstration. D’après la condition (Hyp) vérifiée par M , il existe un fibré vectoriel complexe
G-équivariant E → M tel que pour tout x dans X, la fibre Ex contient un multiple de la
représentation régulière du groupe d’isotropie Gx. Le G-espace X étant propre et G-compact,
il existe une famille {Ui}ni=1 d’ouverts G-invariants dans M vérifiant :

(a) X est inclus dans
⋃n
i=1 Ui

(b) pour tout i dans {1, ..., n}, il existe Hi un sous groupe fini de G et πi : Ui → G/Hi une
application continue et G-équivariante

(c) pour tout i dans {1, ..., n}, la restriction F |Ui est isomorphe au tiré en arrière par l’ap-
plication πi d’un fibré vectoriel sur G/Hi

(d) pour tout i dans {1, ..., n}, la restriction E′|Ui est isomorphe au tiré en arrière par
l’application πi d’un fibré vectoriel sur G/Hi

où les assertions (c) et (d) découlent du lemme 3.7 de l’article [LO01]. Pour tout i dans {1, ..., n}
et quitte à remplacer E par une somme directe finie E⊕ ...⊕E, le fibré F |Ui peut être plongé
comme un facteur de E. En utilisant une partition de l’unité constituée de fonctions continues,
G-invariantes et à support G-compacts dans les ouverts Ui et quitte à remplacer encore une
fois E par une somme directe finie, on a alors un plongement du fibré F dans E|X .

Si dans le cas d’un G-espace propre G-compact X l’existence d’un tel fibré sur X équivaut
à l’existence d’une approximation de l’unité constituée de projections dans la C∗-algèbre de
produit croisé C0(X) ⋊ G, la situation est différente dans le cas plus général d’un G-espace
propre σ-G-compactM : on obtient également une approximation de l’unité pour la C∗-algèbre
C0(M)⋊G constituée de projections mais celle-ci se trouve dans l’algèbre des multiplicateurs
de la C∗-algèbre de produit croiséM

(

C0(M)⋊G
)

. Il s’agit alors d’utiliser cette approximation
de l’unité pour la C∗-algèbre C0(M)⋊G constituée de projections dansM

(

C0(M)⋊G
)

pour
montrer, à l’aide de calcul de KK-théorie, que le groupe de K-théorie équivariante K0

G(M)
est défini complètement à l’aide de K-cocycles dont les G-fibrés hilbertiens qui le composent,
sont des fibrés vectoriels G-équivariants sur M dont les fibres sont de dimension finie.

Le travail qui suit se découpe en trois parties : la première étudie les fibrés vectoriels
G-équivariants sur l’espace M et notamment l’ensemble des G-fibrés standards qui est muni
d’une structure d’ordre grâce à l’hypothèse (Hyp). On s’intéresse dans la deuxième partie à
la C∗-algèbre de produit croisé C0(M) ⋊ G et le lien entre l’hypothèse (Hyp) et l’existence
d’une approximation de l’unité constituée de projections. Enfin la troisième partie est dédiée
à la description du groupe de K-théorie équivariante K0

G(M) : on montre en utilisant l’ap-
proximation de l’unité de projections et par les calculs de KK-théorie, que l’on peut décrire
complètement K0

G(M) à l’aide de K-cocycles dont les fibrés G-hilbertiens sont uniquement
des fibrés vectoriels G-équivariants sur M (dont les fibres sont de dimension finie).

2.2 Fibrés vectoriels complexes G-équivariant

L’objectif de cette section est de montrer comment la condition (Hyp) vérifiée par un G-
espace propre, σ-G-compact induit l’existence d’une structure riche de fibrés vectoriels com-
plexes G-équivariants sur M . On va suivre le raisonnement de l’article [BHS10] en introduisant
la notion de G-fibrés standards.
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Définition 2.2.1. Un G-fibré standard sur un G-espace propre, σ-G-compact M est un sous
espace G-invariant E de M × C[G] tel que pour tout sous espace compact K de M , il existe
un ensemble fini SK dans G pour lequel l’intersection de E avec K × C[G] est un sous fibré
vectoriel complexe du fibré vectoriel complexe trivial K × C[SK ].

Remarque 2.2.2. Les notions de G-fibrés standards sur M et de fibrés vectoriels complexes
G-équivariants sur M sont proches par les deux observations suivantes :

(i) Pour tout sous espace K compact dans M , la restriction E|K est munie de la topologie
induite par l’application injective E|K →֒ K × C[SK ]. On munit ainsi l’espace G-invariant
E d’une structure de fibré vectoriel complexe et G-équivariant.

(ii) De plus tout fibré vectoriel complexe G-équivariant F →M est isomorphe à un G-fibré
standard : il suffit pour cela de considérer les trivialisations locales d’un tel fibré et en
utilisant un partition de l’unité de fonctions G-invariantes.

On va montrer que l’ensemble des G-fibrés standards est muni d’une structure d’ensemble
ordonné qui est exprimée dans le théorème 2.2.6 . Pour aboutir à ce résultat, on s’aidera des
trois lemmes qui suivent :

Lemme 2.2.3. Soit E un G-fibré vectoriel sur M et E2 un G-fibré standard sur M , alors il
existe un G-fibré standard E1 sur M tel que

1. E1 est isomorphe à E

2. E1 est orthogonal à E2

Démonstration. La construction se fera en trois étapes :

Etape 1 : Etude locale de E
On a un recouvrement de M par des ouverts G-invariants (Ui)i∈I tel qu’il existe une fa-
mille (Hi)i∈I de sous-groupes finis de G et une famille (πi)i∈I d’applications continues G-
équivariantes, où πi : Ui −→ G/Hi, pour tout i dans I. Quitte à restreindre les ouverts Ui, on
peut supposer (d’après le lemme 3.7 de [LO01]) que, pour tout i dans I, la restriction de E à
l’ouvert Ui est le "tiré-en-arrière" d’un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur G/Hi, qui
sont de la forme G×Hi Vi, où (Vi, ri) est une représentation de dimension finie du groupe Hi.
On a alors le diagramme commutatif suivant :

E|Ui
//

��

G×Hi Vi

��
Ui // G/Hi

L’action du groupe Hi sur G × Vi étant donnée par la relation h(g, ξ) = (gh−1, hξ), la classe
d’un élément est

[g, ξ]i =
{

(gh−1, hξ) : h ∈ Hi

}

Pour tout g dans G, on note ḡi la classe de g dans G/Hi et ρi : G×Hi Vi → G/Hi l’application
canonique qui, à toute classe [g, ξ]i de G×Hi Vi, associe ρi

(

[g, ξ]i
)

:= gi, où gi est la classe de
g dans le groupe quotient G/Hi.
On peut décrire explicitement E|Ui pour tout i dans I de la manière suivante :

E|Ui =
{

(x, [g, ξ]i) ∈ Ui × (G×Hi Vi) : πi(x) = ρi
(

[g, ξ]i
)

= ḡi
}
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De plus, du fait que Vi soit une représentation de dimension finie du sous groupe Hi, il existe
un entier ni tel qu’on a les inclusions suivantes

Vi →֒ ⊕ni
k=1C[Hi] →֒ C[G∞]

et l’application suivante est alors bien définie

G×Hi Vi −→ G/Hi × C[G]

[g, ξ]i −→
(

ḡi, gξ
)

Pour la trivialisation de E sur le sous espace Ui, on a alors

E|Ui =
{(

x, [g, ξ]i
)

∈ Ui × (G×Hi Vi) : πi(x) = ρi([g, ξ]
i) = gi

}

⊆
{(

x, (g, η)
)

∈ Ui × (G/Hi × C[G]) : πi(x) = [g]i et g−1η ∈ ⊕finieC[Hi]
}

⊆
{

(x, η) ∈ Ui × C[G] : πi(x) = gi et g−1η ∈ ⊕finieC[Hi]
}

L’application ji : E|Ui →֒ Ui × C[G] définie, pour tout
(

x, [g, ξ]i
)

dans E|Ui , par ji
(

x, [g, ξ]i
)

:=
(

x, gξ
)

auparavant est continue, injective et G-équivariante :

• Injectivité : l’application ji définit un morphisme de fibrés vectoriels dont on voit direc-
tement que le noyau est réduit à l’élément nul, ker(ji) = {0}. L’application est injective.

• G-équivariance : on choisit
(

x, [g, ξ]i
)

dans E|Ui et γ dans G, alors l’action de γ sur
(

x, [g, ξ]i
)

est donnée par (γx, [γg, ξ]i
)

et

γji
(

(x, [g, ξ]i)
)

= γ(x, gξ) = (γx, γgξ) = ji
(

(γx, [γg, ξ]i)
)

= ji
(

γ(x, [g, ξ]i)
)

ce qui montre que l’application est G-équivariante.

Etape 2 : Structure topologique de E
On va étudier localement, sur les ouverts d’une certaine trivialisation, le G-fibré vectoriel com-
plexe G-équivariant E. Le G-espace M est σ-G-compact c’est-à-dire M est réunion ∪n∈NMn

de G-espaces propres G-compacts (donc G-invariants) qui vérifient Mn ⊂ M̊n+1, pour tout
entier n. Ceci équivaut à l’existence d’une suite (Kn)n∈N d’espaces compacts dans M telle
que Kn ⊂ K̊n+1 et vérifiant Mn = GKn pour tout entier n. On définit la famille des espaces
(Cn)n∈N où Cn = Mn rMn−1 et C0 = M0. On remarque que les espaces Cn sont invariants
par l’action de G, ce qui permet d’affiner la trivialisation du G-fibré vectoriel E en remplaçant
la famille (Ui)i∈I par une famille d’ouverts G-invariants (Un,i)n∈N

i∈In

telle que pour tout entier n,
on a

Cn ⊂
⋃

i∈In

Un,i avec Un,i ∩ Cn±2 = ∅

Par le même argument que dans l’étape 1, on a, pour tout entier n et tout i dans I, le
diagramme commutatif qui suit

E|Un,i
//

��

G×Hn,i Vn,i

��
Un,i // G/Hn,i

et les applications jn,i : E|Un,i −→ Un,i × C[G] sont toujours continues, injectives et G-
équivariantes.
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On supposera également que pour tout couple (n, i) dans N× In, l’espace π−1
n,i (Hn,i) est rela-

tivement compact dans M .
On ne considèrera désormais plus les éléments de E|Un,i comme étant les triplets

(

x, [g, ξ]
)

mais plutôt leurs images dans Ui × C[G] par l’application jn,i.

Pour le G-fibré standard E2, par définition, on peut associer à tout compact Kn défini
précédemment, une partie finie SKn du groupe G telle que

E2|Kn →֒ Kn × C[SKn ]

est un fibré vectoriel complexe (non nécessairement G-équivariant).

a)Pour n = 0 et i = 0 :
On travaille sur le sous espace U0,0 inclus dans M . On a la trivialisation locale suivante

E|U0,0
//

��

G×H0,0 V0,0

��
U0,0

// G/H0,0

où π0,0 : U0,0 → G/H0,0 est une application continue et G-équivariante.
Pour tout élément y de U0,0 il existe g dans G tel que π0,0(y) = gH0,0, par G-équivariance de
l’application, on a alors

π0,0(g
−1y) = g−1π0,0(y) = H0,0

Ainsi le sous espace relativement compact π−1
0,0(H0,0) engendre l’ouvert G-invariant U0,0.

Montrons maintenant que pour tout compact K de M , l’image π0,0
(

U0,0∩K
)

est finie dans
G/H0,0 :

U0,0 ∩K =
(

Gπ−1
0,0(H0,0)

)

∩K ⊂ GF0,0 ∩K =
⋃

g∈G

gF0,0 ∩K

où F0,0 est l’adhérence dans M de π−1
0,0(H0,0), donc compact dans M .

L’action de G sur M étant propre, on en déduit que
{

g ∈ G : gF0,0 ∩ K 6= ∅
}

est compact
dans G, donc de cardinal fini. Il existe alors g1, ..., gn dans G tels que

U0,0 ∩K ⊂
n
⋃

i=1

giπ
−1
0,0(H0,0) ∩K

On en conclut que

π0,0(U0,0 ∩K) ⊂
n
⋃

i=1

giH0,0

et pour tout compact K ⊂M , l’image π0,0(U0,0 ∩K) est finie.

En considérant le compact K1, on peut affirmer que π0,0(U0,0 ∩K1) est fini dans G/H0,0,
ce qui nous permet de choisir une partie finie S0,0 ⊂ G et définir l’application suivante

h0,0 : E|U0,0∩K1 −→ (U0,0 ∩K1)× C[S0,0]

(x, ξ) −→
(

x, ψ0,0(x, ξ)
)
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où ψ0,0 : E|U0,0∩K1→ C[S0,0] est linéaire sur chaque fibre. Ainsi pour tout (x, ξ) dans E|U0,0∩K1

Supp
(

ψ0,0(x, ξ)
)

⊂ S0,0

Puisque S0,0 et SK1 sont finies, on peut trouver un élément γ0,0 dans G tel que pour tout
(x, ξ) dans E|U0,0∩K1 , on a

(

Supp(ψ0,0(x, ξ))γ0,0

)

⋂

SK1 = ∅

L’application h0,0 s’étend naturellement à l’ouvert U0,0 tout entier par la trivialisation
locale du fibré E|U0,0 et on obtient l’application G-équivariante suivante :

h0,0 : E|U0,0 −→ U0,0 × C[G]

(x, ξ) −→
(

x, ψ0,0(x, ξ)
)

En effet, puisque Ex ⊂ U0,0 × C[G], pour tout (x, η) dans Ex il existe (γ, y) dansG×(U0,0 ∩K1)
tel que

(x, η) = (γy, η) = γ(y, γ−1η)

on a alors ψ0,0(x, η) := γψ0,0(y, γ
−1η) ⊂ C[γS0,0].

De plus, quitte à translater par γ0,0, l’image h0,0(E|U0,0) est orthogonale à E2|U0,0 .

b)Pour n = 0 et i = 1 :
On travaille sur le sous espace U0,1 inclus dans M . On raisonne de la même manière que
précédemment pour définir S0,1 une partie finie de G telle qu’on ait l’application

h0,1 : E|U0,1∩K1 −→ (U0,1 ∩K1)× C[S0,1]

(x, ξ) −→
(

x, ψ0,1(x, ξ)
)

De plus, on peut trouver γ0,1 dans G vérifiant les deux relations suivantes :















(

Supp
(

ψ0,1(x, ξ)
)

γ0,1

)

∩
(

Supp
(

ψ0,0(x, ξ)
)

γ0,0

)

= ∅
(

Supp
(

ψ0,1(x, ξ)
)

γ0,1

)

∩ SK1 = ∅

Par une construction analogue au cas n = 0, i = 0, on peut alors étendre l’application h0,1
sur E|U0,1 de sorte qu’elle soit continue et G-équivariante

h0,1 : E|U0,1 −→ U0,0 × C[G]

(x, ξ) −→
(

x, ψ0,1(x, ξ)
)

c)Pour n = 0 et i ∈ I0 :
On peut alors définir, par récurrence forte, une partie finie S0,i ⊂ G et une application h0,i
telles que

h0,i : E|U0,i∩K1 −→ (U0,i ∩K1)× C[S0,i]

(x, ξ) −→
(

x, ψ0,i(x, ξ)
)
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De plus, on peut trouver γ0,i ∈ G vérifiant les deux relations suivantes



















(

⊔

j<i Supp
(

ψ0,j(x, ξ)
)

γ0,j

)

⋂

(

Supp
(

ψ0,i(x, ξ)
)

γ0,i

)

= ∅

(

Supp
(

ψ0,i(x, ξ)
)

γ0,i

)

⋂

SK1 = ∅

Par une construction analogue aux cas précédents, on peut alors étendre l’application h0,i sur
l’ouvert U0,i, pour obtenir une application continue et G-équivariante

h0,i : E|U0,i −→ U0,i × C[G]

(x, ξ) −→
(

x, ψ0,i(x, ξ)
)

On veut maintenant faire cette construction sur chaque espace Cn pour tout entier n : on
procède également de manière itérative sur les indices n.

d)Pour n fixé et i dans In
Comme dans les cas précédents, on considère tout d’abord l’espace Un,i∩Kn+1 qui est compact
dans Un,i et on peut encore définir Sn,i une partie finie de G de sorte que l’on ait l’application
suivante

hn,i : E|Un,i∩Kn+1 −→
(

Un,i ∩Kn+1

)

× C[Sn,i]

(x, ξ) −→
(

x, ψn,i(x, ξ)
)

On peut de plus trouver un élément γn,i ∈ G tel que


























Supp(ψn,i(x, ξ))γn,i ∩ SKn+1 = ∅
(

⊔

j<i
Supp(ψn,j(x, ξ))γn,j

)

⋂

(

Supp(ψn,i(x, ξ))γn,i

)

= ∅
(

⊔

j∈In−1

Supp(ψn−1,j(x, ξ))γn−1,j

)

⋂

(

Supp(ψn,i(x, ξ))γn,i

)

= ∅

Comme dans les cas précédent, on étend alors l’application hn,i sur l’ouvert Un,i afin
d’obtenir l’application continue et G-équivariante suivante

hn,i : E|Un,i −→ Un,i × C[G]

(x, ξ) −→
(

x, ψn,i(x, ξ)
)

Etape 3 : Construction du G-fibré standard E1

L’objectif est maintenant de construire un G-fibré standard sur M qui soit isomorphe au
G-fibré vectoriel E. Pour cela on se donne une partition de l’unité (ϕn,i) subordonnée au
recouvrement de la trivialisation (Un,i)n,i définie auparavant et telle que chaque ϕn,i soit G-
équivariant.
On a alors l’application suivante

h : E −→M × C[G]

(x, ξ) −→
(

x,
∑

n∈N
i∈In

ϕn,i(x)
(

ψn,i(x, ξ)γn,i
)

)
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Alors E1 := h(E) possède une structure de G-fibré standard sur M et de plus l’injectivité
de h suffit pour s’assurer que E1 est isomorphe au G-fibré vectoriel complexe G-équivariant
E. Enfin, par construction le G-fibré standard E1 est orthogonal au G-fibré standard E2.

Lemme 2.2.4. Soit U un ouvert G-invariant de M , soient Y et Z deux sous espaces fermés,
G-invariants de M et Y est G-compact. On suppose que les inclusions suivantes sont vérifiées :

Z ⊂ U ⊂ Y ⊂M

Si F est un G-fibré standard sur Y , alors

1. il existe E1 →M un G-fibré standard sur M tel que F |Z ⊂ E1|Z
2. si E2 un G-fibré standard sur M tel que la restriction E2|Y est orthogonale à F , alors

on peut choisir E1 de sorte qu’il soit orthogonal à E2

Démonstration. D’après le lemme 2.1.3 , il existe un G-fibré vectoriel E sur M tel que F peut
être plongé dans E|Y . Le sous espace supplémentaire du plongement de F dans E|Y est un
fibré vectoriel complexe G-équivariant sur Y , noté F ′, qui peut lui même être plongé dans
E|Y et par le lemme 2.2.3 , il existe un G-fibré standard F̃ sur Y qui est isomorphe au G-
fibré vectoriel F ′ sur Y et orthogonal au G-fibré standard F ⊕E2|Y . On peut donc définir un
isomorphisme

φ : E|Y −→ F ⊕ F̃
En utilisant le lemme 2.2.3, il existe un G-fibré standard Ẽ sur M qui est isomorphe au G-fibré
vectoriel E, orthogonal au G-fibré standard E2 et dont la restriction Ẽ|Y sur Y est orthogonale
au G-fibré standard F . On note ψ : E → Ẽ l’isomorphisme induit.

On considère une fonction continue f à valeurs réelles et G-invariante sur M telle que
{

f ≡ 1 sur Z
f ≡ 0 sur M r U

(2.1)

et on note h = 1 − f . Le fibré défini par E1 = (f.φ + h.ψ)[E] est un G-fibré standard sur M
dont la restriction E1|Z contient le fibré F |Z et qui est orthogonal au G-fibré standard E2.

Le lemme qui suit est une adaptation du lemme 5.11 de [BHS10] dans le cas des espaces
propres σ-G-compacts :

Lemme 2.2.5. Soit M un G-espace propre σ-G-compact. Soit K un sous espace compact de
M et S un sous ensemble fini du groupe G, alors il existe un G-fibré standard E sur M tel que
la restriction E|K contient K × C[S].

Démonstration. Soient K et S comme dans l’énoncé. On pose alors K =
⋃n
i=1Ki où chaque

compact Ki possède un voisinage ouvert G-invariant Ui tel qu’il existe des applications conti-
nues et G-équivariantes πi : Ui −→ G/Hi vérifiant πi(Ki) = ēi.

On raisonne par récurrence et on montre la propriété pour K1 : on considère Y un sous
espace G-compact contenant l’ouvert U1 et pour lequel il existe une application continue et
équivariante π̃1 : Y → G/H1 et on note Y1 := π̃−1(ē1). On choisit un ensemble fini S1 dans G
suffisamment grand qui contient S et qui est H1-invariant et on pose L :=

⋃

g∈G gY1 ×C[S1g]
est un fibré sur Y et en appliquant le lemme 2.2.4, il existe un fibré G-standard E1 sur M tel
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que L|K1 est contenu dans E1|K1 donc E1 contient K1 × C[S].

Supposons que la propriété est vraie au rang n − 1 c’est-à-dire qu’on suppose l’existence
d’un G-fibré standard E2 contenant l’ensemble

(K1 ∪ ... ∪Kn−1)× C[S]

Il existe Y un sous espace G-compact de M contenant un voisinage ouvert G-invariant Un de
Kn. On pose π̃n : Y −→ G/Hn et Yn := π̃−1

n

(

ēn
)

, alors le sous espace compact Kn est inclus
dans Yn. On pose

L =
⋃

g∈G

gYn × C[Sng]

avec Sn un sous ensemble fini de G suffisament grand, contenant S et Hn-invariant à droite.
L’espace L est un G-fibré standard sur Y . On note F le fibré vectoriel complexe G-équivariant
sur Y qui est le supplémentaire orthogonal de E2|Y dans L et il vérifie F ⊕ E2|Y = L. En
appliquant le lemme 2.2.4 pour le G-fibré standard F → Y , le G-fibré standard E2 →M dont
la restriction sur Y est orthogonale au G-fibré standard F et pour les inclusions suivantes

Kn ⊂ Un ⊂ Y ⊂M

et il existe alors un G-fibré standard E1 sur M tel que

E1 ⊥ E2 et F |Kn ⊂ E1|Kn

Alors le G-fibré standard E1 ⊕ E2 contient K × C[S].

On peut désormais démontrer le théorème suivant qui donne une structure d’ensemble
ordonné à l’ensemble des G-fibrés standards sur M :

Théorème 2.2.6. Soit M un G-espace propre σ-G-compact vérifiant la condition (Hyp).

(a) Soient E1 et E2 deux G-fibrés standards sur M , alors pour tout sous espace G-compact
X de M , il existe un G-fibré standard E sur M tel que les restrictions E1|X et E2|X
soient des sous fibrés de E|X .

(b) La réunion de tous les G-fibrés standards sur M est l’espace M × C[G].

Démonstration. : (a) Soient E1 et E2 des G-fibrés standards sur M et X un sous espace de
M qui soit G-compact. On considère K un sous espace compact de M tel que X soit contenu
dans le saturé KG du compact K par l’action de G. On peut alors choisir S un partie finie du
groupe G vérifiant :

E1|K⊂ K × C[S] et E2|K⊂ K × C[S]

Alors il existe un G-fibré standard E contenant K ×C[S], d’après le lemme 2.2.5 . Par consé-
quent, la restriction E|X contient les restrictions E1|X et E2|X .

(b) Puisqu’il existe toujours un G-fibré standard contenant K × C[S] pour tout compact
K ⊂M , alors la réunion de tous les G-fibrés standards est l’espace M × C[G].
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2.3 C∗-algèbres, approximation de l’unité et projection

Soit G un groupe discret et M un G-espace propre σ-G-compact. On note α l’homomor-
phisme de groupe qui associe à tout élément g du groupe G un automorphisme αg : C0(M)→
C0(M) défini pour tout f dans C0(M) par

αg(f) : x 7→ f(g−1x)

On obtient un système dynamique
(

C0(M), G, α
)

et on rappelle brièvement la construction
des C∗-algèbres de produit croisé plein et réduit associée à

(

C0(M), G, α
)

. On considère la
∗-algèbre Cc

(

G,C0(M)
)

pour laquelle la multiplication et l’involution sont données par

f ⋆ h : g 7→
∑

γ∈G

f(γ)αγ
(

h(γ−1g)
)

f∗ : g 7→ αg
(

f(g−1)
)

On appelle représentation covariante de
(

C0(M), G, α
)

la donnée d’une paire (π, ρ) de repré-
sentations de C0(M) et G dans un même espace de Hilbert séparable H satisfaisant, pour tout
f dans C0(M) et g dans G, la relation

π
(

αg(f)
)

= ρ(g)π(f)ρ(g)∗

On associe à toute représentation covariante (π, ρ) une représentation non dégénérée π⋊ ρ de
Cc
(

G,C0(M)
)

dans L(H). On peut alors définir une norme sur Cc
(

G,C0(M)
)

de la manière
suivante :

∥

∥f
∥

∥ := sup
(π,ρ)

{

‖[π ⋊ ρ](f)‖ : (π, ρ) est une représntation covariante de (C0(M), G, α)
}

Le complété de Cc(G,C0(M)) pour la norme est une C∗-algèbre notée C0(M)⋊G et appelée
C∗-algèbre de produit croisé plein. On peut également définir une autre norme notée ‖.‖r
en considérant la représentation covariante suivante : soit π une représentation fidèle et non-
dégénérée de C0(M) dans un Hilbert séparable H. On considère le système covariant (πα, λ)
dans l2(G,H) = l2(G)⊗H défini de la manière suivante :

πα(f)(ξ) : g 7→ αg(f)ξ(g) et λ(γ)(ξ) : g 7→ ξ(g−1γ)

On définit alors la norme réduite ‖.‖r sur Cc(G,C0(M)) en posant pour tout f :

‖f‖r:=
∥

∥[πα ⋊ λ](f)
∥

∥

et on note C0(M) ⋊r G le complété de Cc(G,C0(M)) par la norme réduite et est appelée la
C∗-algèbre de produit croisé réduit. Lorsque G est compact ou moyennable, alors il y a un
isomorphisme entre ces deux C∗-algèbres et C0(M) ⋊ G ∼= C0(M)⋊r G (voir [Ped79]). Dans
le cas d’une action propre du groupe, il existe un tel isomorphisme d’après le théorème suivant
dont on trouve une preuve dans [Phi89]

Théorème 2.3.1. Si G est un groupe agissant proprement sur l’espace M alors

C0(M)⋊G ∼= C0(M)⋊r G

Démonstration. On trouve la démonstration dans le deuxième chapitre de [Phi89].
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On introduit dans cette partie une C∗-algèbre, notée C∗(M,G), comme des fonctions conti-
nues sur M à valeur dans l’ensemble des opérateurs compacts de l2(G) et vérifiant certaines
conditions. On montre que celle-ci coincide avec la C∗-algèbre du produit croisé C0(M) ⋊G.
On cherche ensuite à déterminer des critères (en termes de fibrés vectoriels complexes sur M)
impliquant l’existence d’une approximation de l’unité constituée de projections dans l’algèbre
des multiplicateurs de C∗(M,G).

On considère le C0(M)-module de Hilbert B = C0(M)⊗l2(G) obtenu en complétant Cc(M×G)
avec la norme

‖ξ‖2=
(

sup
x∈M

∑

g∈G

|ξ(x, g)|2
)1/2

Par ailleurs, les éléments de C0(M) ⊗ l2(G) (appelés champs continus de vecteurs) sont
exactement les familles normiquement continues sur M et nulles à l’infini d’éléments de l2(G).
Les éléments de L

(

C0(M) ⊗ l2(G)
)

sont les familles ∗-fortement continues sur M et bor-
nées d’opérateurs de L(l2(G)). De plus, un opérateur T de L

(

C0(M) ⊗ l2(G)) appartient à
K
(

C0(M)⊗ l2(G)
)

si et seulement si Tx est dans K(l2(G)) pour tout x dans M et l’application
x→ Tx est normiquement continue.

Lemme 2.3.2. L(B) est muni d’une structure de C0(M/G)-algèbre.

Démonstration. On note π :M →M/G. Soit f une fonction de C0(M/G) et T un opérateur
dans L(B). On pose f.T l’opérateur dans L(B) tel que pour tout x dans M on a (f.T )x :=
f(π(x))Tx.

On considère G un groupe discret et M un G-espace propre et σ-G-compact.

Définition 2.3.3. On note C∗(M,G) l’ensemble des fonctions continues sur M et à valeurs
dans l’ensemble des opérateurs compacts de l2(G), qui sont G-équivariantes et vérifiant la
condition suivante : pour tout ε strictement positif, il existe M ′ sous espace G-compact dans
M , tel que pour x dans M rM ′, on a

∥

∥f(x)
∥

∥

L(l2(G))
< ε

On peut munir la C∗-algèbre C∗(M,G) d’une structure de C0(M/G)-algèbre : on note
π : M → M/G l’application quotient et θ : C0(M/G) → Z(M(C∗(M,G))) définie pour tout
f dans C∗(M,G), toute fonction φ de C0(M/G) et tout x dans M par

θ(φ)(f)(x) := φ(π(x))f(x)

On note dans la suite Mat[G] la ∗-algèbre des matrices à coefficients complexes T =
(

Tg,h
)

g,h∈G
dont les lignes et colonnes sont paramétrisées par G et ayant seulement un nombre

fini de coefficients non nuls. La ∗-algèbre Mat[G] est une sous algèbre dense de K(l2(G)) et
on peut la munir d’une action de G de la manière suivante : pour tout g, g1 et g2 dans G

(

g(T )
)

g1,g2
= Tgg1,gg2

Définition 2.3.4. Soit M un G-espace propre, on appelle fonction standard, une fonction
F : M −→ Mat[G] telle que les fonctions associées suivantes Fg1,g2 : x −→

(

F (x)
)

g1,g2
sont

continues et à support compact ; de plus, pour tout sous espace compact K de M presque toutes
les fonctions associées (toutes sauf un nombre fini) s’annulent dans K.
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On note C(M,G) l’ensemble des fonctions standards et G-équivariantes de M dans Mat[G]
qui sont à support G-compact.

Lemme 2.3.5. C(M,G) est une ∗-algèbre dense dans la C∗-algèbre C∗(M,G).

Démonstration. Soit f dans C(M,G) c’est-à-dire une fonction sur M à valeurs dans K
(

l2(G)
)

(car Mat[G] est inclus dans K(l2(G))) qui est continue, G-équivariante et à support G-
compact, d’où f est dans C∗(M,G) et C(M,G) est donc une sous algèbre de la C∗-algèbre
C∗(M,G).
On considère ε un réel strictement positif et f un élément de C∗(M,G). Par définition, il
existe un sous espace M1 (respectivement M2)de M qui est G-compact tel que pour tout x
dans M rM1 (respectivement M rM2), on a ‖f(x)‖< ε (respectivement ‖f(x)‖< ε/2). On
note K1 (respectivement K2) le sous espace compact de M/G tel que M1 = GK1 (respecti-
vement M2 = GK2) et ϕ une fonction dans Cc(M/G) telle que χK1 < ϕ < χK2 < 1. Par
la structure de C0(M/G)-algèbre, θ(ϕ)(f) est dans C∗(M,G) et on a pour tout x dans M ,
‖θ(ϕ)(f)(x)− f(x)‖< ε.
On considère x dans K1, on a θ(ϕ)(f)(x) est dans K

(

l2(G)
)

donc il existe mx dans Mat[G]
tel que ‖θ(ϕ)(f)(x)−mx‖< ε. Par continuité de θ(ϕ)(f) sur M , il existe un voisinage ouvert
Ux de x dans K1 tel que pour tout y dans Ux, on a ‖θ(ϕ)(f)(y)−mx‖< ε. Par compacité de
K1, il existe un recouvrement ouvert fini {Uxi}ni=1 de K1 pour lequel on peut supposer que
Uxi est inclus dans K2 pour tout i. On note {ψi}ni=1 une partition de l’unité subordonnée à ce
recouvrement ouvert et on pose f ′ :=

∑n
i=1 ψimxi une fonction telle que pour tout x dans M ,

on a f ′(x) =
∑n

i=1 ψi(π(x))mxi . On remarque que f ′ est dans C(M,G) et pour tout x dans
M on a

‖f(x)− f ′(x)‖ = ‖f(x)− θ(ϕ)(f)(x) + θ(ϕ)(f)(x)− f ′(x)‖
≤ ‖f(x)− θ(ϕ)(f)(x)‖+‖θ(ϕ)(f)(x)− f ′(x)‖
< 2ε

on a alors montré que pour tout élément f de C∗(M,G) et tout ε strictement positif, il existe
une fonction f ′ dans C(M,G) telle que ‖f − f ′‖< ε. La sous algèbre C(M,G) est dense dans
C∗(M,G).

On montre maintenant que l’on peut identifier la C∗-algèbre C∗(M,G) avec la C∗-algèbre
de produit croisé C0(M)⋊G. Pour cela, on utilisera le lemme suivant

Lemme 2.3.6. Soit F dans C(M,G) alors il existe un sous ensemble fini H dans G tel que
pour tout g dans GrH la fonction associée Fe,g :M → C est identiquement nulle sur M .

Démonstration. Par définition des éléments de C(M,G), le support de F est G-compact donc
on considère un sous espace compact K dans M tel que Supp(F ) est inclus dans le saturé
GK. De plus, toujours par définition de F , presque toutes les fonctions associées de F (toutes
sauf un nombre fini) s’annulent dans K. En utilisant la G-équivariance de F , on conclut qu’il
existe un sous ensemble fini H dans G tel que pour tout g dans G rH, la fonction associée
Fe,g est identiquement nulle sur M .

Proposition 2.3.7. La C∗-algèbre C∗(M,G) est isomorphe à la C*-algèbre de produit croisé
C0(M)⋊G.
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Démonstration. On construit une représentation covariante (π, U) du système dynamique
(C0(M), G, α) avec π une ∗-homomorphisme injectif de C0(M) dans C∗(M,G) et U un ho-
momorphisme du groupe G dans les unitaires de l’algèbre des multiplicateurs de C∗(M,G)
vérifient la relation : pour tout f dans C0(M) et tout g dans G, on a

π(αg(f)) = U(g)π(f)Ug−1

Pour tout f dans C0(M), on pose π(f) l’application sur M qui à tout x associe

π(f)(x) :=
∑

h∈G

αh(f)(x)E
h,h

où (Eγ1,γ2)γ1,γ2 est une matrice de Mat[G] dont tous les coefficients sont nuls sauf au rang
(γ1, γ2) où il vaut un. L’application π(f) est clairement continue sur M et à valeur dans
L
(

C0(M) ⊗ l2(G)
)

. Il est clair que l’application π : C0(M) → L
(

C0(M)⊗ l2(G)
)

est un
homomorphisme de C∗-algèbres.
On montre qu’il est à valeurs dans l’ensemble des opérateurs compacts K

(

C0(M) ⊗ l2(G)
)

:
pour tout f dans C0(M) et tout x dans M , on a π(f)(x) =

∑

h∈G f(h
−1x)Eh,h. Pour tout

ε strictement positif, il existe un compact Kε dans M tel que, pour tout m dans M r Kε,
on a

∣

∣f(m)
∣

∣ < ε. L’action du groupe G sur M étant propre, il existe une partie G′ = {g ∈
G : Kε∩ gKε 6= ∅} finie dans G telle que pour tout h dans GrG′, on a |f(hx)|< ε. On a alors

π(f)(x) =
∑

h∈G′

f(h−1x)Eh,h +
∑

h∈GrG′

f(h−1x)Eh,h

où
∑

h∈G′ f(h−1x)Eh,h définit un opérateur de rang fini dans B(l2(G)) et

∥

∥

∥

∥

∑

h∈GrG′

f(h−1x)Eh,h
∥

∥

∥

∥

< ε

Ainsi pour tout ε positif, il existe une partie finie G′ dans G et telle que
∥

∥

∥

∥

π(f)(x)−
∑

h∈G′

f(h−1x)

∥

∥

∥

∥

< ε

Pour tout x dans M , l’opérateur π(f)(x) est un opérateur compact sur l2(G) et π(f) est dans
K
(

C0(M)⊗ l2(G)
)

. Si on considère le sous espace GKε de M qui est G-compact, on remarque
également que pour tout x dans M rKε, on a |f(x)|< ε et par conséquent

∥

∥π(f)(x)
∥

∥

L(l2(G))
< ε

De plus l’application est G-équivariante : en effet pour tout g dans G et tout x dans M on a :

π(f)(gx) =
∑

h∈G

αh(f)(gx)E
h,h =

∑

h∈G

f(h−1gx)Eh,h

=
∑

h′∈G

f(h′−1x)Egh
′,gh′ =

∑

h′∈G

f(h′−1x)
(

g(Eh
′,h′)

)

= g
(

∑

h′∈G

αh′(f)(x)E
h′,h′

)

= g
(

π(f)(x)
)
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On obtient alors un homomorphisme injectif π : C0(M) → C∗(M,G) et il est assez facile
de voir que l’image de Cc(M) par π est dans C(M,G).

Pour tout g dans G, on note δg la fonction caractéristique en g qui est dans l2(G). On
considère U : G→ U

(

M(C∗(M,G))
)

défini pour tout x dans X, tout g et h dans G

Ug(x) : δh → δhg−1

On a alors pour tout f dans C0(M), tout g dans G et pour tout x dans M

π
(

αg(f)
)

(x) =
∑

h∈G

αhαg(f)(x)E
h,h =

∑

h∈G

f(g−1h−1x)Eh,h

=
∑

h′∈G

f(h′−1x)Eh
′g−1,h′g−1

=
∑

h′∈G

f(h′−1x)Ug(x) ◦ Eh
′,h′ ◦ Ug−1(x)

=
(

Ugπ(f)Ug−1

)

(x)

La paire d’homomorphismes (π, U) est bien un homomorphisme covariant (au sens de la défi-
nition 2.37 de [Wil07]) de

(

C0(M), G, α
)

dans L
(

C0(M)⊗ l2(G)
)

, la C0(M)-algèbre des opéra-
teurs du C0(M)-module de Hilbert C0(M)⊗l2(G). D’après la proposition 2.39 de [Wil07], l’ho-
momorphisme covariant (π, U) induit un homomorphisme π⋊U : Cc(G,C0(M))→ C∗(M,G)
qui à tout élément f.δg associe π(f)Ug et qui se prolonge en un homomorphisme de C0(M)⋊
G→ C∗(M,G). L’image de la ∗-algèbre Cc(G,C0(M)) par l’homomorphisme π ⋊ U est dans
la ∗-algèbre C(M,G).

On construit maintenant un homomorphisme de ∗-algèbres i : C∗(M,G) → C0(M) ⋊ G.
On considère f un élément de C∗(M,G). Pour tout x dans M , on a f(x) est un opérateur
compact sur l2(G). Pour tout couple (g, h) dans G2, on note fg,h :M → C la fonction définie,
pour tout x dans M , par

fg,h(x) =
〈

f(x)(δh), δg
〉

où δg (respectivement δh) est la fonction caractéristique au point g (repectivement h) sur
G, qui est dans l2(G). On pose i(f) la fonction sur G à valeurs dans C0(M) définie par
i(f) :=

∑

g∈G fe,g[g], où pour tout g dans G, on a fe,g :M → C.

Pour tout g dans G, on montre que la fonction fe,g est dans C0(M) : en effet, supposons
que fe,g n’est pas dans C0(M) c’est-à-dire qu’il existe ε strictement positif tel que pour tout
sous espace compact K de M , il existe m dans M rK tel que |fe,g(m)|≥ ε. On considère une
suite (Mn)n∈N de sous espace G-compact de M tel que Mn ⊂ M̊n+1, pour tout entier n et on
note (Kn)n∈N suite de sous espaces compacts de M telle que Mn = GKn, pour tout entier n.
On peut alors construire deux suites (gn)n∈N et (mn)n∈N telle que pour entier n, on a mn est
dans M rKn tel que |fe,g(mn)|≥ ε et gnmn est dans M rMn. On a pour tout entier n,

∣

∣fe,g(mn)
∣

∣ =
∣

∣fgn,gng(mngn)
∣

∣ ≥ ε

Ainsi pour tout M ′ sous espace G-compact de M , il existe m dans M rM ′, il existe (g, h)
dans G2, tel que

∣

∣fg,h(m)
∣

∣ ≥ ε ce qui contradictoire car f est dans C(M,G). Pour tout g dans
G, la fonction a[g] est dans C0(M).
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Soit f un élément de C∗(M,G) et i(f) =
∑

g∈G fe,g[g], on a alors

‖i(f)‖L(B) = sup
ξ∈L(B)
‖ξ‖=1

‖i(f)‖B= sup
ξ∈L(B)
‖ξ‖=1

(

sup
x∈M

(

∑

g∈G

∣

∣i(f)(ξ)(x, g)
∣

∣

2
)

1/2
)

= sup
ξ∈L(B)
‖ξ‖=1

(

sup
x∈M

(

∑

g∈G

∣

∣

∑

h∈G

αg−1(fe,h)(x)ξ(hg)(x)
∣

∣

2
)

1/2
)

= sup
ξ∈L(B)
‖ξ‖=1

(

sup
x∈M

(

∑

g∈G

∣

∣

∑

h∈G

fg,hg(x)ξ(hg)(x)
∣

∣

2
)

1/2
)

= sup
ξ∈L(B)
‖ξ‖=1

(

sup
x∈M
‖f(ξ)(x)‖l2(G)

)

= sup
ξ∈L(B)
‖ξ‖=1

‖f(ξ)‖L(B)

On considère la fonction f dans C(M,G) et il existe K un sous espace compact de M tel
que pour tout x dans M r GK, on a f(x) = 0. D’après le lemme 2.3.6 , il existe un sous
ensemble fini H dans le groupe G tel que pour pour tout g dans G rH, la fonction fe,g est
nulle sur M et on a alors i(f) =

∑

g∈H fe,g[g]. Donc i(f) est dans Cc(G,C0(M)). Ainsi on
a une application i : C(M,G) → C0(M)⋊G qui est de plus clairement linéaire. Pour toute
fonction f dans C∗(M,G) et tout réel ε strictement positif il existe f̃ de C(M,G) telle que
‖f − f̃‖L(B)< ε. Par conséquent, on a ‖i(f)− i(f̃)‖< ε et pour tout f dans C∗(M,G), l’opé-
rateur i(f) est dans C0(M)⋊G.

On montre enfin que l’application i est un homomorphisme de C∗-algèbres : pour tout f
et f̃ dans C∗(M,G) et tout g dans G, on a

i
(

ff̃
)

[g] =
∑

h∈G

fe,hf̃h,g =
∑

h∈G

fe,hαh(f̃e,h−1g)

=
∑

h∈G

(

∑

k∈G

fe,kδk

)

(h).αh

(

∑

k∈G

f̃e,h−1gδk

)

(h−1g)

=
∑

h∈G

i′
(

f
)

[h]αh
(

i′
(

f̃
))

[h−1g]

= i
(

f
)

⋆ i
(

f̃
)

(g)

et

i
(

f∗
)

[g] =
(

f∗
)

e,g
= fg,e = αg(f)e,g−1 = αg

(

(f∗)
)

e,g−1

= αg
(

i(f)[g−1]∗
)

=
(

i(f)
)∗
[g]

donc i : C(M,G)→ C0(M)⋊G est un homomorphisme de ∗-algèbres.

On a ainsi construit un homomorphisme π ⋊ U : C0(M) ⋊ G → C∗(M,G) qui envoie
la ∗-algèbre Cc(G,C0(M)) dans la ∗-algèbre C(M,G) et un homomorphisme i : C(M,G) →
Cc(G,C0(M))⋊G. Or pour tout élément f dans C(M,G) on a (π ⋊ U) ◦ i(f) = f : en effet,
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pour tout x dans M

(

(π ⋊ U) ◦ i
)

(f)(x) =
(

π ⋊ U
)(

∑

g∈G

fe,gδg
)

(x) =
(

∑

g,h∈G

αh(fe,g)E
h,hUg

)

(x)

=
∑

g,h∈G

fe,g(h
−1x)Eh,hg =

∑

g,h∈G

fh,hg(x)E
h,hg = f(x)

L’opérateur (π ⋊ U) ◦ i coincide avec idC(M,G). On en déduit que l’image de la restriction de
π ⋊ U est la ∗-algèbre C(M,G) qui est dense dans C∗(M,G) et donc que l’image de π ⋊ U
est la C∗-algèbre C∗(M,G). L’homomorphisme π ⋊ U : C0(M) ⋊ U → C∗(M,G) est donc
surjectif. On montre de même que l’application i ◦ (π ⋊ U) coincide avec l’identité idC0(M)⋊G
sur C0(M) ⋊ G donc on obtient bien un isomorphisme de C∗-algèbres entre C0(M) ⋊ G et
C∗(M,G).

Une autre manière de construire la C∗-algèbre C∗(M,G) est donnée dans l’article [TXLG04]
en utilisant un procédé consistant à "moyenniser" des opérateurs compacts : l’action du groupe
G sur M étant propre, il existe une fonction de coupure ϕ :M → R+ c’est-à-dire une fonction
continue sur M telle que

1. pour tout x dans M ,
∑

g∈G c(gx) = 1

2. pour tout compact K dans M , on a Supp(c) ∩GK est compact dans M

En utilisant les fonctions de coupure, on peut transformer les opérateurs de L(B) en des
opérateurs G-invariants. Pour tout T dans L(B), on pose TG un opérateur dans L(B)G tel que
pour tout x dans M , on a

TGx =
∑

g∈G

αg(Tgx)c(gx)

qui définit une projection L(B)→ L(B)G.

On note KG(B) le sous ensemble de L(B)G défini par

KG(B) :=
{

T ∈ L(B)G : lim
x→∞
x∈M/G

‖Tx‖= 0 et φT ∈ K(B), ∀φ ∈ C0(M)

}

En utilisant les résultats énoncés dans le cadre plus général des groupoïdes propres et des
C∗-algèbres de fibrés de Fell de l’article [TXLG04], on a les relations suivantes

(i) KG(B) est une sous-C∗-algèbre de L(B) qui coincide avec {TG : T ∈ K(B)}.
(ii) Soit G un groupe discret agissant proprement sur un espace localement compact M ,

alors on a C0(M)⋊G = KG(B).
(iii) M

(

KG(B)
)

= L(B)G.

Il est clair que la C∗-algèbre L(B)G est munie d’une structure une C0(M/G)-algèbre et que
KG(B) également.

Remarque 2.3.8. L’intérêt d’introduire la sous algèbre dense C(M,G) réside dans la relation
qu’il existe entre les projections de cette algèbre et les G-fibrés standards sur M introduits
dans la définition 2.2.1 : en effet, si P est une projection dans C(M,G) alors le fibré induit sur
M dont la fibre au-dessus d’un point x de M est l’image de l’opérateur de projection P (x)
dans C[G] est un G-fibré standard sur M . La réciproque est quelque peu différente : on consi-
dère E un G-fibré standard sur M . Pour tout x dans M on note Sx la partie finie de G telle
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que Ex = C[Sx]. On pose PE la fonction continue et G-équivariante sur M qui associe à tout
x dans M la projection sur C[Sx]. On obtient ainsi une projection dans L(B)G. Ainsi à tout
G-fibré standard correspond une projection dans l’algèbre des multiplicateursM

(

C∗(M,G)
)

.

Le théorème 2.3.10 qui suit annonce l’équivalence entre la condition (Hyp) du G-espace
propre et σ-G-compact M et l’existence d’une approximation de l’unité constituée de projec-
tions dansM

(

C∗(M,G)
)

. On utilisera le lemme suivant lors de la démonstration du théorème
2.3.10 :

Lemme 2.3.9. Soit G un groupe discret agissant continuement et proprement sur un espace
M localement compact et séparé, alors pour tout x dans M , il existe un voisinage Vx de x tel
que pour tout y dans Vx, le groupe d’isotropie Gy est inclus dans le groupe d’isotropie Gy.

Démonstration. Soit x dans M et supposons, en raisonnant par l’absurde, que pour tout
voisinage Vx de x, il existe un y dans Vx et un élément g de Gy tel que g n’est pas dans Gx.
On considère K un voisinage compact de x dans M . On note AK := {g ∈ G : K ∩K.g 6= ∅}
le sous ensemble de G qui est fini car l’action de G est propre. Pour tout voisinage Vi de x,
l’intersection Vi ∩K est un voisinage de x et il existe yi dans Vi ∩K et gi dans Gyi tel que
gi n’est pas dans Gx. On obtient donc une suite généralisée {(yi, gi)}i∈Λ dans K × AK telle
que giyi = yi pour tout i dans Λ et (yi)i∈Λ converge vers x. Comme AK est fini alors (quitte
èxtraire une sous suite), on peut suppose la suite (gi)i∈Λ constante et on note g l’élément de la
suite. On a alors limi∈Λ yi = limi∈Λ gyi = gx et donc gx = x. Ainsi g est dans Gx. On obtient
une contradiction.

Théorème 2.3.10. Soit G groupe discret et M un G-espace propre et σ-G-compact. Les
assertions suivantes sont équivalentes

1. Pour tout sous espace G-compact Y dans M , il existe un G-fibré vectoriel E → M tel
que, pour tout y dans Y , la fibre E|y contienne la représentation régulière du groupe
d’isotropie Gy = {g ∈ G : gy = y}.

2. Il existe une approximation de l’unité (Pn)n∈N pour la C∗-algèbre KG(B) constituée de
projections dans la C∗-algèbre L(B)G telle que l’opérateur ϕ.Pn est dans K(B), pour tout
entier n et toute fonction ϕ dans Cc(M),

Démonstration. On démontre ci-dessous chacune des implications :

(1) ⇒ (2) On se place dans C(M,G) pour construire de telle projections puis on utilisera
la séparabilité et la densité de C(M,G) dans C∗(M,G) pour obtenir le résultat souhaité.

Soit n un entier, on considère F1, ..., Fn des éléments dans C(M,G). Pour tout i dans
{1, ..., n}, le support de Fi, noté Supp(Fi) = {x ∈M / Fi(x) 6= 0}, est un sous espace G-
compact de M et on considère K un sous espace compact de M dont le saturé GK par
l’action de G coincide avec ∪ni=1Supp(Fi).
Il existe, par définition des éléments de C(M,G), une partie finie Sn dans G telle que pour
tout x dans K, on a pour tout i dans {1, ..., n},

Im
(

Fi(x)
)

⊂ C[Sn]

D’après le lemme 2.2.5 , il existe un G-fibré standard En sur l’espace M vérifiant

K × C[Sn] ⊂ En|K
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D’après la remarque 2.3.8 , la fonction induite P = PEn : M → K
(

l2(G)
)

est une projection
dans l’algèbre des multiplicateurs M(C∗(M,G)) (dont le support n’est pas nécessairement
G-compact) et on a, pour tout i dans {1, ...n},

Fi = PEnFi = FiPEn et F ∗
i = PEnF

∗
i = F ∗

i PEn

La ∗-algèbre étant séparable et dense dans C∗(M,G), on peut ainsi définir une famille
(Pn)n∈N d’éléments deM(C∗(M,G)), qui soit une approximation de l’unité pour la C∗-algèbre
C∗(M,G), constituée de projections et vérifiant pour toute fonction ϕ dans Cc(M) et tout
élément F de C∗(M,G), les deux relations suivantes :

ϕPn ∈ K(B) et lim
n→∞

PnF = F

(2)⇒ (1) Soit (Pn)n∈N une approximation de l’unité dans L(B)G =M
(

C∗(M,G)
)

consti-
tuée des projections vérifiant les conditions du théorème. On considère Y un sous espace de M
qui est G-compact, et montrons qu’il existe un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur M
tel que la fibre Ex au-dessus de x contient la représentation régulière de Gx, pour tout x dans Y .

On considère K un sous espace compact de M dont le saturé GK par l’action de G coincide
avec Y . L’action de G sur M étant propre, il existe une fonction de coupure c dans C(M) à
valeurs positives, telle que

1.
∑

g∈G c(gx) = 1

2. Supp(c)
⋂

Z est compact, pour tout Z sous espace G-compact de M

Pour tout x dans K, le groupe d’isotropie de Gx est un sous groupe fin du groupe G.
D’après le lemme 2.3.9 , il existe alors un voisinage de x noté Vx tel que, pour tout y dans Vx,
le groupe d’isotropie Gy est inclus dans le groupe d’isotropie Gx. Ainsi par compacité de K,
il existe x1, ..., xn des éléments de K tel que

K ⊂
n
⋃

i=1

Vxi

On pose S =
⋃n
i=1Gxi qui un sous ensemble fini du groupe G. Pour tout x dans K, le groupe

d’isotropie Gx est alors inclus dans S. On pose PS l’opérateur dans B
(

l2(G)
)

défini comme la
projection sur l2(S). On pose alors l’opérateur b dans K

(

C0(M)⊗ l2(G)
)

défini, pour tout x
dans M , par

b(x) = ϕ(x)PS

où ϕ est une fonction continue, à support compact M et à valeurs réelles positives telle que
χK ≤ ϕ ≤ 1. On utilise le procédé de moyennisation de l’opérateur b

a(y) =
∑

g∈G

(

Ug(gy)b(gy)U
−1
g (gy)

)

c(gy)

et on obtient un opérateur a dans KG(B). Par définition de Y etK, pour tout y dans Y , il existe
un couple (z, γ) dans K ×G vérifiant y = zγ−1. En utilisant l’égalité Uγ(x)PSU−1

γ (x) = PγS ,
pour tout x dans M , on a alors

a(y) ≥ Uγ(γy)b(γy)U−1
γ (γy)c(γy)

≥ λ.Uγ(γy)PSU−1
γ (γy)

≥ λ.PγS
≥ λ.PγGyγ

≥ λ.P(Gy).γ
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où λ est un réel tel que λ ≤ c(γy).
D’après l’hypothèse, il existe une approximation de l’unité (Pn)n∈N constituée de projections
dans l’algèbre des multiplicateurs M

(

C∗(M,G)
)

donc pour un certain j′ dans N, pour tout
j′ ≤ j, on a

∥

∥Pj(y)P(Gy).γ − P(Gy).γ

∥

∥ < 1

donc pour tout vecteur ξ dans Im
(

P(Gy).γ

)

non nul, l’inégalité stricte suivante est vérifiée

∥

∥Pj(y)ξ − ξ
∥

∥ <
∥

∥ξ
∥

∥

donc Pj(y)ξ 6= 0 et la projection est injective sur Im
(

P(Gy).γ

)

. En posant Ey := Im(Pj(y)),
on obtient alors

Im
(

PGyγ

) ∼= Im
(

Pj(y)|Im(PGyγ)

)

⊂ Ey
mais puisque Im

(

PGyγ

) ∼= l2(Gyγ) ∼= l2(Gy) on peut conclure que chaque fibre Ey du fibré E
contient la représentation régulière de Gy.

2.4 K-théorie équivariante et fibrés de dimension finie

Dans [Phi89], Phillips généralise l’isomorphisme de Green/Julg ([Jul81] et [Gre82]) dans
le cas des actions propres de groupes topologiques localement compacts. Il utilise pour cela la
KK-théorie de Kasparov et construit pour chaque classe de K-cocycle (E,F, t) de K0

G(X) un
bimodule de Kasparov noté I

(

[E,F, t]
)

:

(E,F, t) −→
(

Γc(E)⊕ Γc(F ),

(

0 φ(t∗)
φ(t) 0

))

où Γc(E) et Γc(F ) sont des modules hilbertiens sur C0(X)⋊G (obtenus à partir des sections
des fibrés) et φ(t) : Γc(E) → Γc(F ) un morphisme de modules hilbertiens sur C0(X) ⋊ G
induit par t : E → F . En considérant l’image de I par l’isomorphisme KK0

(

C, C0(X)⋊G
)

→
K0

(

C0(X)⋊G
)

, on obtient une application I : K0
G(X)→ K0

(

C0(X)⋊G
)

qui est un isomor-
phisme de groupe.

Dans notre cas, on a le théorème suivant

Théorème 2.4.1. Soit G un groupe discret et M un G-espace propre, σ-G-compact vérifiant
la propriété (Hyp). Le groupe de K-théorie équivariante K0

G(M) est engendré par les K-
cocycles (E,F, t) où E et F les fibrés vectoriels complexes G-équivariants dont les fibres sont
de dimension finie c’est-à-dire

K0
G(M) =

{

(E,F, t) : E et F fibrés vectoriels G-équivariants de dimension finie

et ∃Y ⊂M : ∀x ∈M r Y tx : Ex → Fx est un isomorphisme

}

Pour prouver ce résultat, on montre, en utilisant le groupe de KK-théorie de Kasparov
KK0

(

C, C0(M)⋊G
)

, que le groupe K0

(

C0(M)⋊G
)

est engendré par les images par l’appli-
cations I des classes d’équivalences dans K0

G(M) représentées par les fibrés de dimension finie.

On suppose que le G-espaceM vérifie la condition (Hyp) c’est-à-dire qu’il existe une famille
(pn)n∈N de projections dans L(B)G telle que pour tout entier n et toute fonction φ dans Cc(M),
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l’opérateur φpn est dans K(B) et qui soit une approximation de l’unité pour KG(B).
Dans cette section, on cherche à décrire le groupe de K-théorie K0

(

C0(M) ⋊ G
)

en termes
de fibrés vectoriels complexes G-équivariants de dimension finie sur M . Par l’identification
suivante

K0

(

C0(M)⋊G
)

= K0

(

KG(B)
)

= KK0

(

C,KG(B)
)

il suffit de considérer les éléments de KK
(

C,KG(B)
)

. Ainsi pour toute classe [(E,F )] dans
KK

(

C,KG(B)
)

, on lui associe par les simplifications standards de la KK-théorie une classe
[(E1, F1)] équivalente que l’on pourra décrire en termes de fibrés vectoriels complexes G-
équivariants sur M . On note dans la suite A = KG(B).

Soit [(E,F )] un élément de KK(C;A). D’après les simplifications standards des éléments
de KK-théorie, on peut supposer :

1. E = HA ⊕HA où HA = A⊗H

2. F =

(

0 T ∗

T 0

)

et tel que 1− T ∗T et 1− TT ∗ sont dans K(HA) = A⊗K(H)

Le travail qui suit consiste en une succession de transformations de l’opérateur F permettant
d’obtenir un nouvel élément de KK-théorie dont la classe sera la même que celle de l’élément
de départ (E,F ).

Calcul fonctionnel : les opérateurs 1− T ∗T et 1− TT ∗ étant dans K(HA) = A⊗K(H),
alors pour tout réel ε strictemnt positif, il existe un sous espace G-compact Mε dans M , tel
que pour tout x dans M rMε, on a

∥

∥1x − T ∗
xTx

∥

∥ < ε et
∥

∥1x − TxT ∗
x

∥

∥ < ε

On note Kε le sous espace compact de M/G tel que Mε = KεG. On considère ε = 1/4 :
pour tout x dans M rM1/4, le spectre des l’opérateur 1x − T ∗

xTx et 1x − TxT ∗
x se situe dans

l’intervalle [−1/4, 1/4], ce qui signifie que le spectre de T ∗
xTx et TxT ∗

x se trouve dans l’intervalle
[3/4, 5/4].
Par calcul fonctionnel, en appliquant à l’opérateur F la fonction f continue et bornée sur R
définie par

f(x) =







−1 si x ∈]−∞;−1/2]
2x si x ∈ [−1/2; 1/2]
1 si x ∈ [1/2;+∞[

on obtient un opérateur f(F ) dans L(HA) tel que pour tout x dans MrM1/4, on a f(F )2x = 1
et la classe de (E, f(F )) dans KK0(C,A) coincide avec celle de (E,F ) car l’opérateur f(F )
est une perturbation compacte de l’opérateur F .

Perturbations compactes : soit (en)n∈N l’approximation de l’unité canonique de K(H)
définie, pour tout n dans N, de la manière suivante

(en)i,j =

{

1 si i = j ∈ {1, ..., n}
0 sinon

On peut construire une suite de projections (Pn)n∈N dans M(A) ⊗K(H) qui soit aussi une
approximation de l’unité formée pour A⊗K(H), pour tout n dans N, par

Pn = pn ⊗ en
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et telle que pour toute fonction ψ dans Cc(M), on a ψPn est dans A⊗K(H).

On pose ϕ une fonction dans Cc(M/G) telle que χK1/4
≤ ϕ ≤ 1, où K1/4 est le sous espace

compact de M/G défini auparavant. Puisque L(B) est muni d’une structure de C0(M/G)-
algèbre, alors pour tout entier n, l’opérateur ϕPn est dans L(B)G et vérifie

lim
x→∞
‖(ϕPn)x‖= lim

x→∞
‖ϕ(π(x))(Pn)x‖= 0, avec x ∈M

On en déduit que l’opérateur ϕPn est dans A⊗K(H) = K(HA)

Pour tout entier n, on note pour simplifier les notations Hn
1 := PnHA et Hn

2 := (1HA
−

Pn)HA les sous modules hilbertiens.

On considère l’opérateur T ′ défini de la manière suivante

T ′ = T (1H(A) − ϕPn)

Puisque T − T ′ = TϕPn et que ϕPn est dans K(HA), l’opérateur T ′ est une perturba-

tion compacte de l’opérateur T . Ainsi en notant F l’opérateur

(

0 T ′∗

T ′ 0

)

, on a un élé-

ment (E,F ′) dont la classe dans KK(C;A) coincide avec celle de (E,F ). Comme T ′∗T ′ =
(1HA

− ϕPn)T ∗T (1HA
− ϕPn), alors on peut, pour tout x dans M , écrire T ′∗

x T
′
x sous la forme

T ′∗
x T

′
x =

(

(1− ϕ(x))2(1Hn
1
)x 0

0 Vx

)

où V est la compression de T ∗T sur Hn
2 .

En effet, on distingue les deux cas cas où x appartient ou non à l’espace G-compact M1/4.
• Si x est dans M1/4, alors ϕ(x) = 1 et

T ′∗
x T

′
x = (1HA

− Pn)xT ∗
xTx(1HA

− Pn)x =

(

0 0
0 Vx

)

• Si x est dans M rM1/4, alors T ∗
xTx = 1x donc Vx = 1

T ′∗
x T

′
x = (1HA

− ϕ(x)Pn)2 =
(

(1− ϕ(x))2(1Hn
1
)x 0

0 (1Hn
2
)x

)

Montrons qu’en prenant un entier n suffisamment grand, on peut considérer V inversible : en
effet, l’opérateur V est défini comme la compression de l’opérateur T ∗T sur (1− Pn)HA. Par
définition, l’opérateur T ∗T − 1HA

étant compact c’est-à-dire dans K(HA), pour tout réel ε
strictement positif, il existe des vecteurs ξ1,...,ξm et η1,...,ηm dans HA tels que

∥

∥

∥

∥

(T ∗T − 1HA
)−

m
∑

i=1

θξi,ηi

∥

∥

∥

∥

< ε/2

La suite de projections (Pn)n∈N étant une unité approchée pour K(HA), il existe un entier nε
pour lequel on a

∥

∥

∥

∥

Pnε

(

m
∑

i=1

θξi,ηi
)

Pnε −
m
∑

i=1

θξi,ηi

∥

∥

∥

∥

< ε/2
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Or pour tout i dans {1, ...,m}, on a Pnεθξi,ηiPnε = θPnε (ξi),Pnε (ηi)
, on a alors

∥

∥

∥

∥

(T ∗T − 1HA
)−

m
∑

i=1

θPnε (ξi),Pnε (ηi)

∥

∥

∥

∥

< ε

et par compression des opérateurs sur le sous module Hnε
2 , on a

∥

∥

∥

∥

(V − 1Hnε
2
)− (1HA

− Pnε)
(

m
∑

i=1

θPnε (ξi),Pnε (ηi)

)

(1HA
− Pnε)

∥

∥

∥

∥

=
∥

∥(V − 1Hnε
2
)− 0

∥

∥ < ε

Le spectre de l’opérateur V − 1Hnε
2

se trouve dans l’intervalle [−ε, ε] et donc celui de V qui
est dans l’intervalle [1− ε, 1 + ε] ne contient pas la valeur 0. L’opérateur V est donc positif et
inversible ; ceci nous permet de réaliser une nouvelle perturbation compacte décrite ci-dessous
en utilisant, par calcul fonctionnel continu, l’opérateur V

−1/2
: on pose T” l’opérateur obtenu

à partir de T ′ de la manière suivante :

T” = T ′

(

1Hnε
1

0

0 V
−1/2

)

On remarque que T” est une perturbation compacte de T ′ puisque

T”− T ′ = T ′

[

(

1Hnε
1

0

0 V
−1/2

)

−
(

1Hnε
1

0

0 1Hnε
2

)

]

= T ′

[

(

0 0

0 V
−1/2 − 1Hnε

2

)

]

or on sait que V −1Hnε
2

est la compression de l’opérateur T ∗T −1 sur Hnε
2 qui est un opérateur

dans K(HA) ; donc V étant une perturbation compacte de l’unité, alors par calcul fonctionnel
continu, V −1/2 est une perturbation compacte de l’unité et donc V

−1/2 − 1 est compact. Ainsi
on peut affirmer que (E,F”) définit un élément de KK(C;A) ayant la même classe que celle
de l’élément (E,F ).

Comme précédemment, on peut décrire explicitement l’opérateur F ” en chaque point de
l’espace M : pour x dans M , on a

T ”
xT

”
x =

(

(1Hnε
1
)x 0

0 V
−1/2

x

)(

(

1− ϕ(x)
)2
(1Hnε

1
)x 0

0 Vx

)(

(1Hnε
1
)x 0

0 V
−1/2

x

)

• Pour x dans M1/4, on a 1− ϕ(x) = 0 et donc T ”
xT

”
x =

(

0 0
0 (1Hnε

2
)x

)

• Pour x dans M rM1/4, on a Vx = 1 et donc T ”
xT

”
x =

(

(

1− ϕ(x)
)2

0
0 (1Hnε

2
)x

)

Sous modules hilbertiens : par commodité, on note dans la suite T l’opérateur T ” obtenu
précédemment, on note P = Pnε la projection utilisée précédemment et soit H1 = im(P ) et
H2 = ker(P ), comme P est une projection, le module HA se décompose en la somme directe
de ces sous modules hilbertiens sur A

HA = H1 ⊕H2

On peut écrire de manière générale le produit T ∗T sous la forme suivante, en posant
ψ = 2ϕ− ϕ2.

T ∗T =

(

(1− ψ)1H1 0
0 1H2

)
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On va maintenant introduire une nouvelle projection obtenue à partir de l’opérateur T :
d’après l’égalité suivante

(1HA
− P )T ∗T (1HA

− P ) = (1HA
− P )

(

(1− ψ)1H1 0
0 1H2

)

(1HA
− P ) = 1HA

− P

en posant q = T (1HA
− P )T ∗, on obtient une projection q : HA → HA : en effet

q2 = T (1HA
− P )T ∗T (1HA

− P )T ∗

= T [(1HA
− P )T ∗T (1HA

− P )]T ∗

= T (1HA
− P )T ∗ = q

q∗ = T (1HA
− P )T ∗ = q

Cette projection permet de décomposerHA en la somme directe de sous modules hilbertiens
sur A suivante

HA = Im(1HA
− q)⊕ Im(q)

• l’image Im(q) est incluse dans T (H2) : en effet, la projection q s’écrivant T (1HA
−P )T ∗ =

TPH2T
∗ (où PH2 est la projection canonique sur H2) on remarque que Im(q) est inclus

dans T (H2).
• l’image Im(1HA

−q) est incluse dans T (H2)
⊥ : en effet, si on considère v dans Im(1HA

− q)
et η dans H2 et ξ = T (η) dans T (H2), on a

〈v, ξ〉 =
〈

v − qv, T (η)
〉

=
〈

T ∗(1HA
− q)v, η

〉

=
〈

T ∗v − T ∗T (1HA
− P )T ∗v, η

〉

=
〈

T ∗v − (1HA
− ψP )(1HA

− P )T ∗v), η
〉

=
〈

T ∗v − PH2T
∗v, η

〉

=
〈

PH1T
∗v, η

〉

=
〈

T ∗v, PH1η
〉

= 0

ce qui prouve l’inclusion de Im(1HA
− q) dans T (H2)

⊥.

On obtient alors les inclusions successives suivantes

HA = Im(1HA
− q)⊕ Im(q) ⊂ T (H2)

⊥ ⊕ T (H2) ⊂ HA

à partir desquelles on a la décomposition HA = T (H2)
⊥ ⊕ T (H2).

Remarque 2.4.2. On pose H ′
1 := T (H2)

⊥ et H ′
2 = T (H2).

L’opérateur T est une isométrie sur H2 puisque la composée T ∗|H′
2
T |H2

des restrictions de T
à H2 et T ∗ à H ′

2 est l’opérateur identité de H2.
T et T ∗ se décomposent alors de la manière suivante

T = T |H1⊕T |H2 : H1 ⊕H2 −→ H ′
1 ⊕H ′

2

T ∗ = T ∗|H′
1
⊕T ∗|H′

2
: H ′

1 ⊕H ′
2 −→ H1 ⊕H2

On notera T1, T2, T ∗
1 et T ∗

2 les restrictions précédentes.
L’opérateur de la classe de KK-théorie considérée s’écrit donc

F =

(

0 T ∗

T 0

)

=

(

0 T ∗
1

T1 0

)

+

(

0 T ∗
2

T2 0

)

= F1 + F2
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On remarque que l’opérateur F2 définit un élément (H2⊕H ′
2;F2) dégénéré donc de classe nulle

dans le groupe de KK-théorie.
La classe considérée peut donc s’écrire sous la forme suivante

(

H1 ⊕H ′
1,

(

0 T ∗
1

T1 0

))

(2.2)

où H1 est l’image par la projection P du A-module hilbertien HA et H ′
1 est l’image par la

projection 1− q du A-module hilbertien HA.

La dernière expression de la classe de l’élément du groupe de Kasparov permet de donner
une version géométrique de la classe de K-théorie de l’élément initialement considéré, faisant in-
tervenir notamment des fibrés vectoriels équivariants sur l’espace M . A chacun des A-modules
hilbertiens H1 et H ′

1, on va associer un fibré vectoriel G-équivariant sur M . On va d’abord
faire une construction générale nous permettant d’obtenir des fibrés vectoriels équivariants sur
M à partir de A-modules de Hilbert satisfaisant certaines conditions puis on montre que les
A-modules obtenus satisfont ces conditions.

Construction générale : on rappelle tout d’abord quelques résultats généraux concernant
les modules de Hilbert et notamment les opérateurs d’un module de Hilbert obtenu par produit
tensoriel interne.

Soient A et B des C∗-algèbres, E un A-module de Hilbert, F un B-module de Hilbert
et φ : A → KB(F ) un ∗-homomorphisme et E ⊗φ F le produit tensoriel iterne. Si T est un
opérateur dans L(E), alors T ⊗ idF définit un opérateur de L(E ⊗φ F ) et on obtient un ∗-
homomorphisme unital φ∗ : L(E) → L(E ⊗φ F ) qui est injectif si φ est injectif. En général,
l’image par φ∗ des opérateurs compacts K(E) n’est pas incluse dans l’ensemble des opérateurs
compacts K(E ⊗φ F ), cependant, il existe certains cas dans lesquels ce résultat est possible
comme le montre la proposition suivante :

Proposition 2.4.3. [Lan95] Soient A et B des C∗-algèbres, E un A-module de Hilbert, F un
B-module de Hilbert et φ : A→ KB(F ) un ∗-homomorphisme. On considère l’homomorphisme
φ∗ : L(E)→ L(E ⊗φ F ). La restriction de φ∗ à KA(E) est à image dans KB

(

E ⊗φ F
)

et si φ
est injective (resp. surjective) alors φ∗|KA(E) est injective (resp. surjective).

Démonstration. [Lan95] Pour tout x dans E, on note Lx l’opérateur dans LB(F,E⊗φF ) défini
pour tout y dans F par Lx(y) = x⊗ y. Son adjoint L∗

x est défini de la manière suivante : pour
tout u dans E et tout v et y dans F , on a

〈Lx(y), u⊗ v〉 = 〈x⊗ y, u⊗ v〉 =
〈

y, φ(〈x, u〉)(v)
〉

=
〈

y, L∗
x(u⊗ v)

〉

donc on a L∗
x(u ⊗ v) = φ

(

〈x, u〉
)

(v). On va utiliser ce type d’opérateur pour démontrer le
résultat voulu : pour tout a dans A, tout x, y, u dans E et tout v dans F , on considère tout
d’abord le cas particulier de l’opérateur φ∗(θxa,y) :

φ∗
(

θxa,y
)

(u⊗ v) = θxa,y(u)⊗ v = xa〈y, u〉 ⊗ v
= x⊗ φ

(

a〈y, u
)

(v)

= x⊗ φ(a)φ
(

〈y, u〉
)

(v)

=
(

Lx ◦ φ(a) ◦ L∗
y

)

(u⊗ v)
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et on a φ∗(θxa,y) = Lx ◦ φ(a) ◦ L∗
y, or φ(a) est dans KB(F ) donc φ∗(θxa,y) est compact. Pour

obtenir le cas général, il suffit de considérer (ai)i∈I une approximation de l’unité dans A et
de voir que (θxai,y)i∈I converge pour la topologie de la norme vers θx,y dans KA(E) et par
conséquent

(

φ∗(θxai,y)
)

i∈I
converge dans L(E⊗φF ) vers φ∗(θx,y) pour la topologie de la norme

et donc pour tout x et y dans E, l’opérateur φ∗(θx,y) est compact et φ∗
(

KA(E)
)

est contenu
dans K(E⊗φF ). L’injectivité de φ∗ est évidente dès lors que φ est injective. Si φ est surjective,
alors pour tout x′ et y′ dans F , il existe a dans A tel que φ(a) = θx′,y′ et on alors, avec les
mêmes notations qu’auparavant :

θx⊗x′,y⊗y′(u⊗ v) = x⊗ x′
〈

y ⊗ y′, u⊗ v
〉

= x⊗ x′
〈

y′, φ(〈y, u〉)(v)
〉

= x⊗ θx′,y′
(

φ(〈y, u〉)(v)
)

= x⊗ φ(a)
(

φ(〈y, u〉)(v)
)

= Lx ◦ φ(a) ◦ L∗
y(u⊗ v) = θxa,y(u⊗ v)

et puisque φ∗ est à image fermée, on en déduit que φ∗ est surjective.

On considère de manière générale un A-module de Hilbert E qui s’écrit

E = PHA

où P est une projection dansM(A)⊗K(H) telle que g.P est un opérateur dans K(B)⊗K(H),
pour toute fonction g dans C0(M). On rappelle que la C∗-algèbre L(B)G est munie d’une
structure de C0(M/G)-algèbre et il en va bien sûr de même pour sa sous C∗-algèbre KG(B).
Soit φ est une fonction dans C0(M/G), alors par la structure de C0(M/G)-algèbre de M(A) =
L(B)G, alors l’opérateur φ.P est dans L(B)G⊗K(H) et vérifie les deux conditions suivantes :
pour toute fonction g dans C0(M)

g.
(

ψ.P
)

∈ K(B) et lim
x→∞
x∈M/G

∥

∥(ψ.P )x
∥

∥ = 0

Ainsi pour toute fonction ψ dans C0(M/G), on a ψ.P est dans KG(B) ⊗ K(H) c’est-à-dire
dans K(HA).

Soit K un sous espace compact dans M/G et on note f une fonction de Cc(M/G) telle que
χK ≤ f ≤ 1. On note ψf : E = PHA → PHA = E l’homomorphisme induit par la structure
de C0(M/G)-algèbre sur A. On montre que ψf est un opérateur compact sur E : en effet,
l’opérateur ψf : PHA → PHA vérifie les égalités suivantes :

ψf = ψfP = PψfP ∈ K(HA)

car P est une projection. Par conséquent, comme P = P ∗ = P 2, on a PψfP ∈ PK(HA)P .
Dans ce cas, on a alors

PK(HA)P = P
{

Tη,η′ : η, η′ ∈ HA et ∀ξ ∈ HA, Tη,η′(ξ) = η〈η′, ξ〉
}

P

=
{

PTη,η′P : η, η′ ∈ HA et ∀ξ ∈ HA, Tη,η′(ξ) = η〈η′, ξ〉
}

=
{

TPη,Pη′ : η, η′ ∈ HA et ∀ξ ∈ HA, TPη,Pη′(ξ) = Pη〈Pη′, ξ〉
}

Or TPη,Pη′(ξ) = Pη〈Pη′, ξ〉 = Pη〈P ∗Pη′, ξ〉 = Pη〈Pη′, P ξ〉 ce qui permet de considérer ξ
dans E et non plus dans HA.

PK(HA)P =
{

Tν,ν′ : ν, ν ′ ∈ E et ∀ξ ∈ E, Tν,ν′(ξ) = ν〈ν ′, ξ〉
}

= K(E)
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on en déduit donc que l’opérateur ψf = PψfP est un opérateur compact sur le A-module de
Hilbert E.

On note CK(M/G) l’idéal fermé bilatère de C0(M/G) constitué des fonctions continues
de C0(M/G) et nulle sur le compact K et IK := CK(M/G)KG(B) idéal fermé bilatère de
KG(B) : on obtient alors la C(K)-algèbre KG(B)/IK qui est isomorphe à la C(K)-algèbre
C(K) ⊗ K

(

l2(G)
)

et un homomorphisme quotient πK : KG(B) → KG(B)/IK . On note dans
la suite ρK : KG(B)→ C(K)⊗K

(

l2(G)
)

obtenu par composition de πK et de l’isomorphisme
KG(B)/IK → C(K)⊗K

(

l2(G)
)

. On construit alors un C(K) ⊗ K
(

l2(G)
)

-module de Hilbert
noté EK par produit tensoriel interne

EK := E ⊗ρK
(

C(K)⊗K(l2(G))
)

On a vu que l’homomorphisme ψf : E → E est dans l’ensemble des opérateurs compacts K(E)
et d’après la proposition 2.4.3 , l’opérateur induit ψf ⊗ 1 dans L(EK) est dans l’ensemble des
opérateurs compacts K(EK). De plus, pour tous e, e′ dans E et g, g′ dans C(K) ⊗ K

(

l2(G)
)

,
on a

〈ψf ⊗ id(e⊗ g), e′ ⊗ g′〉 = 〈ψf (e)⊗ g, e′ ⊗ g′〉 =
〈

g, ρK(〈ψK(e), e′〉)g′
〉

=
〈

g, ρK(f.〈e, e′〉)g′
〉

=
〈

g, ρK(〈e, e′〉)g′
〉

= 〈e⊗ g, e′ ⊗ g′〉

et on en déduit que l’opérateur ψf ⊗ id de K(EK) coincide avec l’opérateur identité. Ainsi
l’identité sur EK est un opérateur compact et on a alors égalité entre les algèbres d’opérateurs
K(EK) et L(EK).

Les C∗-algèbres C(K) et C(K)⊗K(l2(G)) sont stablement isomorphes donc Morita équi-
valentes et E := C(K)⊗ l2(G) est un C(K)⊗K(l2(G))-C(K)-bimodule d’imprimitivité E. On
note E∗ le module dual de E où E∗ = {ξ∗ : ξ ∈ E}muni des opérations ξ∗+η∗ = (ξ+η)∗, α.ξ∗ =
(ᾱξ)∗ est un C(K)-C(K)⊗K(l2(G))-bimodule d’imprimitivité avec fξ∗F = (Fξf)∗ pour tout f
dans C(K) et F dans C(K)⊗K(l2(G)). De plus l’application ξ⊗η∗ 7→ 〈ξ, η〉C(K)⊗K(l2(G)) induit
un isomorphisme de C(K)⊗K(l2(G))-module de Hilbert entre E⊗C(K)E∗ et C(K)⊗K(l2(G)).

On note K(E) l’ensemble des opérateurs compacts de LC(K)(E) et φ : C(K)⊗K(l2(G))→ K(E)
le ∗-isomorphisme associé au bimodule d’imprimitivité. On a le lemme suivant qui dit que φ∗ :
On utilise la proposition 2.4.3 pour laquelle les conditions sont réunies ici et on a le corollaire
suivant

Lemme 2.4.4. Pour tout C(K) ⊗ K(l2(G))-module de Hilbert E, l’application φ∗ : L(E) →
L(E ⊗C(K) E) est un isomorphisme de C∗-algèbre.

Démonstration. Soit E un C(K)⊗K(l2(G))-module de Hilbert. Le ∗-isomorphisme φ : C(K)⊗
K(l2(G)) → K(E) induit un homomorphisme injectif φ∗ : L(E) → L(E ⊗φ E) qui à tout T
de L(E) associe l’opérateur T ⊗ id. On considère le bimodule dual E∗, qui est un C(K)-
C(K) ⊗ K(l2(G))-bimodule d’imprimitivité donc il existe un ∗-isomorphisme φ′ : C(K) →
K(E∗). L’homomorphisme L(E ⊗φ E)→ L(E ⊗φ E⊗φ′ E∗) est injectif. On a vu que

L(E ⊗φ E⊗φ′ E∗) ∼= L
(

E ⊗φ (C(K)⊗K(l2(G)))
) ∼= L(E)

On a alors un isomorphisme entre L(E) et L(E ⊗φ E).
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Proposition 2.4.5. Le C(K)-module de Hilbert ẼK := EK ⊗φ E est projectif de type fini.

Démonstration. Il existe une bijection entre l’ensemble des C(K)-modules de Hilbert et l’en-
semble des C(K) ⊗ K(l2(G))-modules de Hilbert. On note φ : C(K) ⊗ K(l2(G)) → K(E) le
∗-isomorphisme associé au C(K)⊗K(l2(G))-C(K)-bimodule d’imprimitivité E.

Soit EK un C(K) ⊗ K(l2(G))-module de Hilbert et ẼK := EK ⊗φ E le C(K)-module de
de Hilbert associé. D’après le lemme 2.4.4 l’homomorphisme L(EK) → L(ẼK) qui à tout
opérateur T de L(E) associe l’opérateur φ∗(T ) = T ⊗ id est un ∗-isomorphisme. D’après la
proposition 2.4.3 le ∗-homomorphisme φ∗ : K(E)→ K(Ẽ) est un ∗-isomorphisme. Pour EK le
C(K)⊗K(l2(G))-module de Hilbert étudié, on a montré que L(EK) coincide avec K(EK) par
conséquent en utilisant les isomorphismes suivant obtenus

L(EK) ∼= L(ẼK), L(EK) ∼= K(EK) et K(EK) ∼= K(ẼK)

on en déduit que K(ẼK) coincide avec L(ẼK) et ẼK est alors un C(K)-module de Hilbert
projectif de type fini.

On rappelle que l’espace M/G est σ-compact donc il existe un suite croissante de sous
espaces compacts (Kn)n∈N de M/G tel que pour tout entier n, on a Kn est inclus dans K̊n+1.
Pour tout entier n, on note ρKn : KG(B) → C(Kn)⊗K(l2(G)) le ∗-homomorphisme définit
auparavant et En := C(Kn) ⊗ l2(G) le C(Kn) ⊗ K(l2(G))-C(Kn)-bimodule d’imprimitivité.
Ainsi pour le A-module de Hilbert E = PHA et pour tout n dans N, on définit un C(Kn) ⊗
K(l2(G))-module de Hilbert EKn et un C(Kn)-module de Hilbert ˜EKn en posant

EKn := E ⊗ρKn

(

C(Kn)⊗K(l2(G))
)

et ẼKn := EKn ⊗φn En

Pour tout entier n ≥ m, on note αn,m : C(Kn) ⊗ K(l2(G)) → C(Km) ⊗ K(l2(G)) l’homo-
morphisme surjectif de C∗-algèbres et on a C(Kn) ⊗ K(l2(G)) ⊗αn,m C(Km) ⊗ K(l2(G)) est
isomorphe en tant que module de Hilbert à C(Km)⊗K(l2(G)). On a les égalités suivantes

EKn ⊗αn,m

(

C(Km)⊗K(l2(G))
)

=
(

E ⊗ρKn

(

C(Kn)⊗K(l2(G))
)

)

⊗αn,m

(

C(Km)⊗K(l2(G))
)

= E ⊗(ρKn⊗ αn,m
id)

(

(

C(Kn)⊗K(l2(G))
)

⊗αn,m

(

C(Km)⊗K(l2(G))
)

)

= E ⊗ρKm

(

C(Km)⊗K(l2(G))
)

= EKm

De plus, pour tout couple (m,n) dans N2 tel que n ≥ m, on a la relation suivante entre le
C(Kn)-module de Hilbert ẼKn et le C(Kn)-module de Hilbert ẼKm :

ẼKm = EKm ⊗φm Em =
(

EKn ⊗αn,m

(

C(Km)⊗K(l2(G))
)

)

⊗φm Em

= EKn ⊗αn,m

(

(

C(Km)⊗K(l2(G))
)

⊗φm Em
)

= EKn ⊗αn,m Em = EKn ⊗αn,m

(

En ⊗C(Km) Em
)

= ẼKn ⊗C(Km) Em

Remarque 2.4.6. Par le théorème de Serre-Swan, pour tout entier n, il existe un unique fibré
vectoriel complexe de dimension finie ÊKn = ∪x∈KnÊKn,x sur K tel que ẼKn soit isomorphe
au module des sections continues de ÊKn . Pour tout x dans Kn, la fibre ÊKn,x est définie par
ÊKn,x = ẼKn ⊗evx C.
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Par conséquent, au niveau des fibrés vectoriels on a pour tout x dans Km,

ÊKm,x = ẼKm ⊗evx C =
(

ẼKn ⊗ Em)⊗evx C

= ẼKn ⊗evx C = ÊKn,x

On considère le système inductif
(

(Kn, ẼKn), fn,k
)

n∈N, indéxé par N, sur la catégorie des
fibrés vectoriels complexes sur les espaces topologiques, par la donnée d’un fibré vectoriel
complexe G-équivariant pn : ẼKn → Kn et de morphismes fn,k : ẼKn → ẼKk

pour tout
couple (n, k) ∈ N2, avec k ≥ n. Les morphismes de ce système inductif sont les morphismes
d’inclusion de fibrés vectoriels.
La limite inductive de ce système est obtenue par quotient de l’espace des réunions disjointes
⊔

n∈N ẼKn par la relation d’équivalence donnée par

(x, n) ∼ (y, k) ⇐⇒ ∃p ∈ N :

{

p ≥ max(n, k)
fn,p(x) = fk,p(y)

Le fibré vectoriel complexe défini sur l’espace σ-compact M/G peut s’étendre (en respectant
l’action de G sur M) en un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur l’espace M dont la fibre
en chaque point de M est un espace vectoriel de dimension finie.

Applications : la construction précédemment réalisée, permettant de construire un fibré
vectoriel G-équivariant sur M à partir de certain type de A-modules de Hilbert, va être utilisée
pour démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.4.7. Tout élément ω dans KK0(C;A) s’écrit comme un triplet (H̃1, H̃
′
1, T̃1) où

(a) H̃1 et H̃ ′
1 sont des fibrés vectoriels G-équivariants sur M de dimension finie

(b) T̃1 : H̃1 −→ H̃ ′
1 un homomorphisme pour lequel il existe un sous espace G-compact

Y dans M tel que pour tout x dans M r Y , l’application T̃1,x : H̃1,x → H̃ ′
1,x est un

isomorphisme.

Démonstration. En étudiant une classe [(E,F )] de KK0

(

C,A
)

, on est parvenu à déterminer
un élément de même classe (voir 2.2 ) pouvant s’écrire sous la forme

(

H1 ⊕H ′
1,

(

0 T ∗
1

T1 0

))

où H1 est l’image par la projection P du A-module hilbertien HA et H ′
1 est l’image par la

projection 1HA
− q du A-module hilbertien HA.

La démonstration consiste à utiliser les résultats obtenus précédemment aux A-modules
hilbertiens H1 = PHA et H ′

1 = (1HA
− q)HA en prouvant que les projections P et 1HA

− q
vérifient la condition suivante : pour toute fonction g dans C0(M), les opérateurs g.P et
g.(1HA

− q) sont dans K(B)⊗K(H).
La projection P étant une projection de l’approximation de l’unité (Pn)n∈N alors elle vérifie
(par définition) cette condition.
La projection 1HA

− q peut s’écrire

1HA
− q = 1HA

− T (1HA
− Pn)T ∗ = (1HA

− TT ∗) + TPnT
∗

Par définition de l’élément (E,F ), l’opérateur 1HA
− TT ∗ est dans K(HA) et comme Pn vé-

rifie cette condition, alors, pour toute fonction g dans C0(M), l’opérateur fTPnT ∗ est dans
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K(B)⊗K(H)

On associe à chacun d’eux un fibré vectoriel complexe G-équivariant sur M , respectivement
notés Ĥ1 et Ĥ ′

1. Pour chaque point x dans M , les fibres (de dimension finie) respectives sont
Ĥ1,x = H̃1 ⊗evx C et Ĥ ′

1,x = H̃1 ⊗evx C.

De plus il existe un sous espace compact K dans M (dont le saturé est noté GK) vérifiant
pour tout x dans M rGK

F 2
1,x = 1, avec F1,x =

(

0 T ∗
1,x

T1,x 0

)

On en déduit que, pour tout x dans M r GK, on a T ∗
1,xT1,x = 1 et T1,xT

∗
1,x = 1. On pose

T̂1 = (T̂1,x)x∈M et T̂ ∗
1 = (T̂ ∗

1,x)x∈M familles d’opérateurs définis (en prenant pour chaque x de
M un entier n suffisamment grand) par

T̂1,x =
(

(T1 ⊗ρKn
id)⊗φn id

)

⊗evx 1C : Ĥ1,x −→ Ĥ ′
1,x

T̂ ∗
1,x =

(

(T ∗
1 ⊗ρKn

id)⊗φn id
)

⊗evx 1C : Ĥ ′
1,x −→ Ĥ1,x

On obtient alors deux homomorphismes entre les G-fibrés vectoriels complexes Ĥ1 et Ĥ ′
1

vérifiant pour tout x dans M rGK :

T̂ ∗
1,xT̂1,x = 1Ĥ1,x

et T̃1,xT̂
∗
1,x = 1Ĥ′

1,x

Ainsi tout élément ω dans KK0(C;A) s’écrit comme un triplet (Ĥ1, Ĥ
′
1, T̂1) où

(a) Ĥ1 et Ĥ ′
1 sont des fibrés vectoriels G-équivariants surM dont les fibres sont de dimension

finie

(b) T̂1 : Ĥ1 −→ Ĥ ′
1 un homomorphisme de fibrés vectoriels G-équivariants pour lequel il

existe un sous espace G-compact Y dans M tel que pour tout x dans MrY , l’application
T̂1,x : Ĥ1,x → Ĥ ′

1,x est un isomorphisme.

On peut alors démontrer le théorème 2.4.1 :

Démonstration. (Théorème 2.4.1 ) D’après l’isomorphisme de Green-Julg généralisé au cas
des actions propres, on a un isomorphisme de groupe entre K0

G(M) et K0

(

C0(M)⋊G
)

. On a
montré dans le lemme 2.4.7 que pour toute classe ω dans KK0

(

C, C0(M) ⋊ G
)

, il existe un
triplet (E1, E2, F ) où, pour i = 1, 2, Ei est un fibré vectoriel complexe G-équivariant dont les
fibres sur M sont de dimension finie et F : E1 → E2 un morphisme G-équivariant de fibré
vectoriel complexe G-équivariant pour lequel il existe un sous espace G-compact Y dans M
tel que Fx est un isomorphisme pour tout x dans M rY . On a ainsi montré que K0

G(M) peut
être complètement décrit à l’aide de classes d’équivalence de K-cocycles (E1, E2, t) dont les
fibrés G-hilbertiens E1 et E2 sont des fibrés vectoriels complexes G-équivariants dont les fibres
sont de dimension finie sur M .



Chapitre 3

Exactitude de la C∗-algèbre réduite

d’un groupoïde étale

Les premières notions de moyennabilité d’un groupe apparaissent en 1929 dans l’article
[Neu29] de Von Neumann. Un groupe est dit moyennable si l’ensemble de ses parties admet
une mesure finie qui est finiment additive et invariante par translation. Il existe de nombreuses
définitions de la moyennabilité pour les groupes localement compacts en termes de moyennes
invariantes sur certains espaces, en termes de point fixes, en termes de représentations, en
termes de suite de Følner etc....On trouve de nombreuses références littéraires sur la moyen-
nabilité des groupes parmi lesquels [Pie84], [Pat88], [Run02], [BdlHV08] ou encore [ADR00]
pour la généralisation de la moyennabilité au cas des groupoïdes. On utilise la définition de
moyennabilité d’un groupe localement compact en termes de moyenne invariante : pour tout
groupe G localement compact, on appelle moyenne sur G une forme linéaire m : L∞(G)→ R
positive, c’est-à-dire vérifiant m(f) ≥ 0 si f ≥ 0 et de norme un.

Définition 3.0.8. Un groupe G localement compact est moyennable s’il existe une moyenne
sur G, notée m : L∞(G) → R, invariante à gauche c’est-à-dire vérifiant pour tout g dans G
et toute fonction f dans L∞(G), on a m(g.f) = m(f) et telle que m

(

1L∞(G)

)

= 1.

De nombreux travaux sur les groupes portent sur la relation entre la moyennabilité d’un
groupe localement compact G et la nucléarité des C∗-algèbres pleine C∗(G) et réduite C∗

r (G)
associées au groupe G. On rappelle qu’une C∗-algèbre A est nucléaire si pour toute C∗-algèbre
B, on a l’identification A⊗minB = A⊗maxB. Dans le cas d’un groupe discret G, Lance prouve
dans [Lan73] l’équivalence entre la moyennabilité de G et la nucléarité de C∗

r (G).

Dans [Eff75], l’auteur donne une définition plus faible de la moyennabilité pour un groupe
localement compact et appelée moyennabilité intérieure : on donne la définition de moyenna-
bilité intérieure des articles [BdlH86], [Pat88], [LP91] ou encore [Sta06] qui diffère de celle de
[Eff75]

Définition 3.0.9. Un groupe localement compact G est dit intérieurement moyennable s’il
existe une moyenne m : L∞(G) → R sur G qui soit invariante par automorphismes inté-
rieurs, c’est-à-dire telle que pour tout g dans G et tout f dans L∞(G), la moyenne m vérifie
m(gfg−1) = m(f).

Lau et Paterson prouvent dans [LP91] que tout groupe G localement compact et intérieu-
rement moyennable, tel que la C∗-algèbre C∗

r (G) est nucléaire, est alors un groupe moyennable.
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Dans l’article [AD02], l’auteur étudie le cas de groupe de transformation (X,G) c’est-à-dire
le cas d’un espace localement compact muni d’une action d’un groupe localement compact. Un
des objectifs principaux de l’article [AD02] est la généralisation du résultat de Lau et Paterson
énoncé auparavant au cas des groupes de transformation. Pour un groupe de transformation
(X,G), la notion de moyennabilité utilisée est celle de moyennabilité (topologique) du grou-
poïde X ⋊ G : Anantharaman-Delaroche donne la définition de moyennabilité du groupe de
transformation (X,G) en termes de moyenne continue invariante approchée de la manière
suivante

Définition 3.0.10. [AD02] On dit que le groupe de transformation (X,G) est moyennable s’il
existe une suite (mi)i∈I d’applications continues x 7→ mx

i de X dans l’espace Prob(G) telles
que

lim
i
‖s.mx

i −msx
i ‖1= 0

uniformément sur tout sous espace compact de X × G. Une telle suite (mi)i∈I est appelée
moyenne continue invariante approchée.

Anantharaman-Delaroche adapte la proposition 1.1.42 au cas des groupes de transforma-
tion pour obtenir une caractérisation de la moyennabilité en termes de suite de fonctions. La
notion de groupe intérieurement moyennable n’admet à priori pas de généralisation pour les
groupes de transformation. Anantharaman-Delaroche remplace cette condition par une notion
plus faible qui est la propriété (W) pour un groupe de transformation (X,G) exprimée à l’aide
de fonctions de type positif sur le G×G-espace X ×X :

Définition 3.0.11. Soient G un groupe localement compact et séparé et X un G-espace lo-
calement compact et séparé. Le groupe de transformation (X,G) a la propriété (W) si pour
tout sous espace compact K de X × G et pour tout réel ε strictement positif, il existe une
fonction h continue, bornée de type positif, à support π-propre sur (X × G) × (X × G) telle
que |h(x, t, x, t)− 1|≤ ε, pour tout (x, t) dans K.

Tout groupe de transformation (X,G) moyennable possède la propriété (W). On dit qu’un
groupe possède la propriété (W) si le groupe de transformation

(

{.}, G
)

possède la propriété
(W), où le groupe G agit trivialement sur l’espace {p} constitué d’un seul point. Dans ce cas, il
s’agit d’une notion plus faible que la moyennabilité intérieure d’un groupe localement compact.
On montre assez facilement que tout groupe discret possède la propriété (W) ou encore que si
un groupe G possède la propriété (W), alors tout groupe de transformation (X,G) possède ausi
la propriété (W). Anantharaman-Delaroche prouve le théorème suivant qui généralise celui de
Lau et Paterson [LP91]

Théorème 3.0.12. [AD02] Soit (X,G) un groupe de transformation avec X un G-espace
localement compact et G un groupe localement compact et séparé. Les assertions suivantes
sont équivalentes

(a) (X,G) est moyennable
(b) C∗

r (X ⋊G) est nucléaire et (X,G) a la propriété (W).

Comme les groupes discrets possèdent la propriété (W), on retrouve l’équivalence entre
la moyennabilité du groupe G et la nucléarité de C∗

r (G) démontré dans [Lan73]. De même,
dans le cas d’un groupe de transformation (X,G) avec G un groupe discret, le théorème
de Anantharaman-Delaroche prouve qu’il y a équivalence entre la moyennabilité du groupe
de transformation (X,G) et la nucléarité de C∗

r (X ⋊ G). Le cas des groupes discrets attire
l’attention notamment pour les liens avec la conjecture de Novikov qui est le sujet de nombreux
travaux comme [Hig00], [Yu00] ou [HR00]. Dans ces articles, une propriété importante pour
un groupe discret est la moyennabilité à l’infini :
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Définition 3.0.13. Un groupe localement compact G est moyennable à l’infini s’il existe un
G-espace compact X pour lequel le groupe de transformation est moyennable.

Pour les groupes discrets on a une caractérisation des groupes moyennables à l’infini. On
note βG le compactifié de Stone-Cěch de G, qui coincide avec le spectre de Cb(G), algèbre
des fonctions continues et bornées sur G. Dans l’article [Oza00], l’auteur prouve le théorème
suivant

Théorème 3.0.14 ([Oza00]). Soit G un groupe discret. Le groupe G est exact si et seulement
si le groupe G agit moyennablement sur l’espace βG.

Pour démontrer ce théorème, Ozawa utilise un résultat de [HR00] qui dit que l’action d’un
groupe discret G par translation à gauche sur son compactifié de Stone-Cěch est moyennable
si et seulement si la C∗-algèbre de Roe est nucléaire. La C∗-algèbre C∗

r (G) étant une sous
C∗-algèbre de la C∗-algèbre de Roe, alors C∗

r (G) est exacte. Ozawa prouve alors la réciproque
du résultat de [HR00] de Higson et Roe et montre que pour tout groupe G discret dont la
C∗-algèbre C∗

r (G) est exacte, la C∗-algèbre de Roe du groupe est nucléaire.

Dans le chapitre 7 de l’article [AD02] , Anantharaman-Delaroche étudie la moyennabilité
à l’infini des groupes localement compacts. L’auteur définit pour tout groupe G localement
compact, un G-espace compact, noté βuG, comme le spectre d’une algèbre et qui coincide
dans le cas d’un groupe discret avec le compactifié de Stone-Cěch βG. Elle prouve dans la
proposition 3.4, que pour tout groupe localement compact G, la moyennabilité à l’infinie de G
équivaut à la moyennabilité du groupe de transformation (βuG,G). Elle démontre le théorème
suivant

Théorème 3.0.15 ([AD02]). Soit G un groupe localement compact. On considère les assertions
suivantes :

(1) le groupe G est moyennable à l’infini

(2) le groupe G est exact

(3) Pour toute G-C∗-algèbre exacte B, la C∗-algèbre de produit croisé réduit C∗
r (G,B) est

une C∗-algèbre exacte.

(4) la C∗-algèbre C∗
r (G) est exacte

Alors (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4). Si le groupe G possède la propriété (W), alors (4) ⇒ (1) et les
assertions sont toutes équivalentes.

Le travail qui suit consiste en l’étude des groupoïdes étales localement compacts σ-compacts
et séparés qui généralisent les groupes discrets, les groupes de transformations (X,G) avec G
un groupe discret et X un G-espace localement compact σ-compact et séparé ou encore qui
apparaissent dans l’étude des groupoïdes d’holonomie de feuilletages. On s’intéresse princi-
palement à des propriétés de moyennabilité ; la moyennabilité dans le cadre des groupoïdes
localement compacts et séparés joue un rôle dans la théorie des algèbres d’opérateurs : on a
vu auparavant les liens entre l’existence d’une action moyennable d’un groupe G localement
compact sur un espace compact et l’exactitude de sa C∗-algèbre réduite.

On verra notamment les relations entre des propriétés de moyennabilité du groupoïde, des
propriétés d’exactitude du groupoïde et d’exactitude de la C∗-algèbre réduite du groupoïde.
• La définition 3.1.2 donne une version de la moyennabilité à l’infini dans le cas des grou-

poïdes étales localement compacts et séparés.
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• L’espace βXG est défini comme le spectre d’une certaine G-algèbre, notée Cs0(G) (défini-
tion dans la section 3.1.2 ) et dans le cas où G est un groupe discret, l’espace βXG est
exactement le compactifié de Stone-Cech βG.
• Un groupoïde étale localement compact G est dit exact si le foncteur "⋊rG" est exact

dans la catégorie des G-algèbres et des G-homomorphismes.
Les résultats que nous obtenons pour les groupoïdes étales localement compact peuvent

être schématisés par le diagramme suivant :

G moyennable à l’infini

��
βXG ⋊ G moyennable +3 G exact

��
C∗
r (G) exact

+(Cond)

[c

L’implication "C∗
r (G) exact ⇒ (βXG,G) moyennable " n’a été obtenue dans notre cas qu’en

imposant certaines conditions sur le groupoïde G ⇒ X : la première est une version pour les
groupoïdes de la Propriété (W) introduite dans [Anan]. La seconde intervient dans l’étude de
la C∗-algèbre C∗

r (G) à laquelle on associe un champ de C∗-algèbres sur X que l’on supposera
continu. Dans toute la section on considère G ⇒ X un groupoïde étale localement compact et
séparé. On utilise les notions de C0(X)-algèbres, de champ (semi-)continu (supérieurement)
de C∗-algèbres dont quelques rappels sont donnés dans la première partie de ce manuscrit.

3.1 Espace universel et groupoïde moyennable

Soit G ⇒ X un groupoïde étale localement compact et séparé tel que l’espace des unités X
est σ-compact. Le résultat principal de cette section est la démonstration du théorème 3.1.31
que l’on donne ci-dessous :

Théorème 1. Soit G un groupoïde étale d’espace des unités X. On considère les assertions
suivantes :

(1) le groupoïde G est moyennable à l’infini

(2) le groupoïde G agit moyennablement sur l’espace βXG
(3) le groupoïde G est exact

(4) la C∗-algèbre C∗
r (G) est exacte

Alors on a (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒ (4)

Les parties 3.1.1 à 3.1.6 ont pour objectif d’obtenir un résultat analogue à la proposition
3.0.15 dans le cas de groupoïdes étales localement compacts et séparés. Pour cela on doit
définir une version de la moyennabilité à l’infini pour les groupoïdes ainsi qu’un espace βXG
muni d’une action continue du groupoïde G qui joue le rôle du compactifié de Stone-Cech dans
le cas des groupes discrets. On obtient alors le théorème suivant :

Théorème 3.1.1. Soit G un groupoïde étale localement compact et X l’espace localement com-
pact des unités du groupoïde G. Si le groupoïde G est moyennable à l’infini, alors le groupoïde
βXG ⋊ G est moyennable.

On donne tout d’abord une définition de la moyennabilité infinie pour les groupoïdes :
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Définition 3.1.2. Soit G un groupoïde étale localement compact et X l’espace des unités
(localement compact) du groupoïde G. Le groupoïde est dit moyennable à l’infini s’il existe un
G-espace localement compact et séparé Y , pour lequel l’application π : Y → X est continue,
surjective, ouverte et propre, et tel que le groupoïde Y ⋊ G est moyennable.

Pour démontrer le théorème 3.1.1 , on raisonne de la manière suivante :

1) il s’agit tout d’abord de définir l’espace βXG comme étant le spectre d’une C∗-algèbre
commutative qui sera notée Cs0(G)

2) on munit l’espace topologique βXG d’une action continue du groupoïde G et on prouve
que βXG vérifie une propriété universelle

3) à l’aide de la propriété universelle de βXG et des propriétés des groupoïdes moyennables,
on démontre de théorème 3.1.1 .

La partie 3.1.1 de cette section est constituée de quelques résultats généraux sur les C∗-
algèbres qui nous seront utiles dans la suite.

La partie 3.1.2 de cette section consiste à définir la C∗-algèbre commutative Cs0(G) : il
s’agit d’une sous-C∗-algèbre de la C∗-algèbre commutative des fonctions à valeurs complexes,
continues et bornées sur G. On peut alors définir une structure de C0(X)-algèbre sur Cs0(G)
et la munir d’une action continue du groupoïde G. On obtient ainsi un système dynamique de
groupoïde

(

Cs0(G),G, α
)

.

La partie 3.1.3 porte sur l’étude de l’espace βXG qui est défini comme le spectre de Cs0(G).
Le fait que Cs0(G) soit une G-algèbre commutative induit une action continue de G sur l’espace
localement compact et séparé βXG. On termine cette partie en prouvant que l’espace βXG
vérifie la propriété universelle suivante : soit Z un G-espace localement compact et séparé tel
que Z → X est continue, surjective, propre et admet une section continue (non nécessairement
équivariante), alors il existe une application θ̃ : βXG → Z continue, G-équivariante et propre.

La propriété universelle vérifiée par βXG est le résultat essentiel qui nous permet de dé-
montrer le théorème 3.1.1 : en effet, si G est moyennable à l’infini, alors il existe un G-espace Y
localement compact et séparé tel que l’application Y → X est continue, surjective, ouverte et
propre et sur lequel l’action de G est moyennable. On ne peut appliquer dans ce cas la propriété
universelle car la condition d’existence d’une section de Y → X n’est pas (nécessairement)
vérifiée. C’est l’objet des parties 3.1.4 et 3.1.5 qui consiste à définir un G-espace localement
compact et séparé M obtenu en considérant un sous espace des mesures de probabilité de Y .
On s’emploie alors à démontrer l’existence d’une section continue pour l’application M → X
et prouver ainsi que l’espace M satisfait les conditions de la propriété universelle de βXG : on
a alors une application θ̃ : βXG →M continue, G-équivariante et propre.

Dans la partie 3.1.6 , on prouve que l’action de G sur M est moyennable et on montre
comment on peut "tiré en arrière" le caractère moyennable de M ⋊G sur βXG⋊G par le biais
de l’application θ̃ : βXG →M .

3.1.1 Quelques propriétés des C∗-algèbres commutatives

On démontre ici quelques résultats généraux dans le cadre des C∗-algèbres commutatives,
qui seront utilisés dans cette section.

Définition 3.1.3. Soit i : C0(X) → C0(Y ) un homomorphisme de C∗-algèbres ; on dit que i
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est non dégénéré si pour toute approximation de l’unité, (eλ)λ∈Λ, de C0(X), la suite généralisée
(

i(eλ)
)

λ∈Λ
est une approximation de l’unité de C0(Y ).

Proposition 3.1.4. Si un homomorphisme i : C0(X)→ C0(Y ) de C∗-algèbres est non dégé-
néré, alors il existe une application i∗ : Y → X, induite par i.

Démonstration. On considère χ un caractère, non nul, de C0(Y ) c’est-à-dire un homomor-
phisme non nul χ : C0(Y ) → C. Il existe alors un unique y ∈ Y tel que pour toute fonction
f dans C0(Y ), on a χ(f) = f(y). On pose χ′ := χ ◦ i. C’est un homomorphisme (car compo-
sition d’homomorphismes) de C0(X) dans C, qui est non nul ; en effet, supposons que χ′ est
l’homomorphisme nul. On considère (eλ)λ∈Λ une approximation de l’unité de C0(X). Comme
l’homomorphisme i : C0(X) → C0(Y ) est non dégénéré, la suite

(

i(eλ)
)

λ∈Λ
est une approxi-

mation de l’unité de C0(Y ), donc on a

lim
λ→∞

χ
(

i(eλ)
)

= lim
λ→∞

i(eλ)(y) = 1

Or on a supposé χ′ = χ ◦ i, d’où χ(i(eλ)) = χ′(eλ) = 0, pour tout λ dans Λ. On obtient une
contradiction. Donc l’homomorphisme χ′ : C0(X) → C est non nul. Il existe alors un unique
x dans X vérifiant pour toute fonction g de C0(X), l’égalité χ′(g) = g(x).
Ainsi, par l’homomorphisme i : C0(X) → C0(Y ), non dégénéré, à tout y dans Y , on peut
associer un unique élément x de X. On a donc une application i∗ : Y → X, induite par i.

Proposition 3.1.5. Soit i : C0(X) →֒ C0(Y ) un homomorphisme de C∗-algèbres et i∗ : Y →
X l’application induite par i. Si i est injectif et non dégénéré, alors l’application i∗ : Y → X
est continue, surjective et propre.

Démonstration. Pour montrer que l’application est continue, on considère U un ouvert de X.
On pose V = (i∗)−1(U) l’image réciproque de U par l’application i∗. Soit y0 un élément de V
et x0 = i∗(y0). On considère une fonction f dans C0(X), à valeurs réelles positives et à support
compact dans U telle que f(x0) = 1. On a alors une fonction i(f) dans C0(Y ), à valeurs réelles
positives et à support dans V . Soit ε > 0, le sous espace Uε := {x ∈ X / 1− ε < f(x)} est un
sous espace ouvert dans U contenant x0. On a alors (i∗)−1(Uε) = {y ∈ V / 1− ε < i(f)(y)},
qui est un ouvert dans V contenant y0. Ainsi V est un ouvert de Y et l’application i∗ : Y → X
est continue.

Pour montrer que l’application i∗ : Y → X est propre, on considère K ⊂ X un sous espace
compact et on montre que (i∗)−1(K) est compact dans Y . On considère f une fonction dans
C0(X) telle que f(x) = 1, pour tout x dans K. L’application i(f) est alors dans C0(Y ) et on
a, par définition, i(f)(y) = 1 pour tout y dans (i∗)−1(K).
De plus, i(f) est dans C0(Y ), alors il existe K̃ un sous espace compact de Y tel que pour
tout y dans Y \ K̃, on a |f(y)|< 1 ; le sous espace (i∗)−1(K) est fermé par continuité de i∗ et
contenu dans le compact K̃, donc (i∗)−1(K) est compact. L’application i∗ : Y → X est donc
propre.

Pour montrer que l’application i∗ est surjective, on prouve tout d’abord que son image
Im(i∗) est dense dans X. Soit U un ouvert non vide de X. Montrons qu’il existe x dans
U ∩ Im(i∗) ; en effet, si Im(i∗) ∩ U = ∅, alors toute fonction f de C0(X), non nulle, et à
support compact dans U a pour image par i la fonction nulle sur Y ; or ceci est en contradiction
avec l’injectivité de i : C0(X)→ C0(Y ). Ainsi pour tout ouvert U de X, il existe un élément x
qui soit dans l’image Im(i∗). Donc i∗ est à image dense dans X. L’application i∗ étant propre,
son image Im(i∗) est fermée. L’image de i∗ étant fermée et dense, alors l’application i∗ est
surjective.
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3.1.2 G-algèbre

Dans cette section, on considère G ⇒ X un groupoïde étale localement compact et séparé.
On suppose que l’espace des unités X est σ-compact. On note r : G → X et s : G → X
les applications but et source. On note Cb(G) l’algèbre de Banach des fonctions continues et
bornées sur G, où l’involution et la multiplication sont définies de la manière suivante :

f∗(γ) := f(γ) et f.g(γ) := f(γ)g(γ)

pour toutes fonctions f et g dans Cb(G) et tout γ dans G. On note ‖.‖∞ la norme supérieure,
définie, pour tout f dans Cb(G), par ‖f‖∞:= supγ∈G |f(γ)|. Munie de cette norme, l’algèbre
Cb(G) est une C∗-algèbre.

Dans la définition qui suit, on introduit un sous ensemble de Cb(G) que l’on note Cs0(G) et
on montre que c’est une sous-C∗-algèbre de Cb(G). L’objectif dans cette partie est de munir
la C∗-algèbre Cs0(G) d’une action continue du groupoïde G. Pour cela, on définit tout d’abord
une approximation de l’unité (en)n∈N de la C∗-algèbre C0(X) en utilisant la σ-compacité de
X. A l’aide de l’application source s : G → X, on construit ensuite un ∗-homomorphisme
s∗ : C0(X) → Z

(

M(Cs0)
)

et on se sert de l’approximation de l’unité (en)n∈N pour montrer
que s∗ est non-dégénérée et donc que Cs0(G) est une C0(X)-algèbre. Pour finir, on définit une
action continue du groupoïde G sur la C0(X)-algèbre Cs0(G) en utilisant les propriétés dûes au
caractère étale du groupoïde G.

Définition 3.1.6. On note Cs0(G) le sous ensemble de Cb(G) formé des fonctions f continues
et bornées telles que pour tout réel ε strictement positif, il existe un sous espace compact Kε

de X tel que pour tout γ dans G, tel que s(γ) est dans X rKε, on a |f(γ)|< ε.

Proposition 3.1.7. Cs0(G) est une sous C∗-algèbre de Cb(G).

Démonstration. Il est clair que Cs0(G) est un sous espace vectoriel de Cb(G) stable par l’in-
volution. Pour toute fonction f (respectivement g) de Cs0(G) et pour tout réel ε strictement
positif, il existe un sous espace compact Kε (respectivement K ′

ε) de X tel que pour tout γ
dans G tel que s(γ) est dans XrKε (respectivement XrK ′

ε) on a |f(γ)|< √ε (respectivement
|g(γ)|< √ε). Ainsi pour tout γ de G tel que s(γ) est dans X r (Kε ∪K ′

ε), on a |f.g(γ)|< ε et
Cs0(G) est stable par le produit.
On considère (fn)n∈N une suite de fonctions de Cs0(G) qui converge vers une fonction f de
Cb(G). Soit ε un réel strictement positif : il existe un entier n1 tel que, pour tout n > n1,
on a ‖f − fn‖∞< ε/2. De plus il existe un entier n2, tel que pour tout entier p, q > n2, on a
‖fp − fq‖∞< ε/2 et il existe donc un compact Kε dans X tel que pour tout γ dans G pour
lequel s(γ) est dans X rKε, on a |fp(γ)|< ε/2, pour tout p > n2. On a alors pour tout réel ε
strictement positif, il existe un entier n = max{n1, n2} et un compact Kε de X tel que pour
tout γ de G avec s(γ) dans X rKε, on a

|f(γ)|= |f(γ)− fp(γ) + fp(γ)|≤ |f(γ)− fp(γ)|+|fp(γ)| < ε

pour p > n. L’algèbre Cs0(G) est fermée pour la norme ‖.‖∞ et est une sous C∗-algèbre de
Cb(G).

Remarque 3.1.8. A partir de maintenant, on écrit Cs0 pour la C∗-algèbre Cs0(G), ceci afin de
simplifier les notations.
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On construit tout d’abord une approximation de l’unité pour la C∗-algèbre C0(X). L’es-
pace X étant considéré σ-compact, on choisit (Kn)n∈N, une suite croissante de sous espaces
compacts de X, tels que Kn ⊂ K̊n+1. On considère (en)n∈N une suite de fonctions continues à
support compact dans X telles que pour tout n ∈ N

en(x) =

{

1 si x ∈ Kn

0 si x /∈ K̊n+1

(en)n∈N est une approximation de l’unité de C0(X), puisque chaque fonction en est positive
et dans la boule unité de C0(X) ; de plus la suite (en)n∈N est croissante et on a, pour toute
fonction f de C0(X),

lim
n→∞

‖f − f.en‖ = 0

On utilise l’approximation de l’unité (en)n∈N construite auparavant, pour définir une struc-
ture de C0(X)-algèbre sur Cs0 . Pour cela, on considère une fonction f de C0(X) et on pose
s∗(f) la fonction sur G définie, pour tout γ dans G, par s∗

(

f
)

(γ) := f
(

s(γ)
)

. La fonction s∗(f)
est clairement continue et bornée. Pour tout réel ε strictement positif, il existe Kε sous espace
compact de X tel que pour tout x dans XrKε, on a |f(x)|< ε. Ainsi pour tout γ dans G pour
lequel s(γ) est dans X rKε, on a |s∗(f)(γ)|= |f(s(γ))|< ε. La fonction s∗(f) est donc dans
la C∗-algèbre Cs0 . On obtient une application s∗ : C0(X) → Cs0 dont il est facile de prouver
qu’elle est un homomorphisme de C∗-algèbres.

Proposition 3.1.9. L’homomorphisme s∗ : C0(X)→ Cs0 est injectif et non-dégénéré.

Démonstration. On sait que s∗ : C0(X)→ Cs0 est un homomorphisme de C∗-algèbres.
On considère f une fonction de C0(X) vérifiant s∗(f) = 0, alors pour tout γ ∈ G, on a
s∗(f)(γ) = 0 = f(s(γ)). Or pour tout x dans X, on a u(x) ∈ G, et

f(x) = f(s(u(x))) = s∗(f)(u(x)) = 0

La fonction f est nulle sur X. Ainsi s∗ est injectif.
Pour prouver que l’homomorphisme s∗ : C0(X) → Cs0 est non-dégénéré, il suffit de montrer
que la suite (s∗(en))n∈N est une approximation de l’unité de Cs0 . Chaque fonction s∗(en) est
positive et se trouve dans la boule unité de Cs0 , car s∗ est un homomorphisme injectif donc
une application positive et isométrique. De plus, la suite (s∗(en))n∈N est croissante.
Soit f une fonction de Cs0 alors pour tout ε > 0, il existe n′ dans N tel que pour tout n ≥ n′

et pour tout γ hors de GKn , on a |f(γ)|< ε. On a donc pour tout n ≥ n′ et tout γ dans GKn

|f(γ)− f(γ)θ(en)(γ)| = |f(γ)− f(γ)en(s(γ))|
= |f(γ)− f(γ)|
= 0

et pour tout n ≥ n′ et tout γ en dehors de GKn , on a

|f(γ)− f(γ)s∗(en)(γ)| = |f(γ)− f(γ)en(s(γ))|
≤ |f(γ)||1− en(s(γ))|
< ε

Ainsi pour toute fonction f dans Cs0 et pour tout réel ε strictement positif, il existe un entier
n′ tel que pour tout n ≥ n′ et tout pour tout γ de G, on a

|f(γ)− f(γ)s∗(en)(γ)|< ε
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c’est-à-dire que pour toute fonction f de Cs0 , on a

lim
n→∞

‖f − fs∗(en)‖= 0

Donc (s∗(en))n∈N est une approximation de l’unité dans Cs0 . L’homomorphisme s∗ est donc
non-dégénéré.

Remarque 3.1.10. Cs0 étant une C∗-algèbre commutative, on a une injection de Cs0 dans
Z
(

M(Cs0)
)

, le centre de l’algèbre des multiplicateurs.

Proposition 3.1.11. La C∗-algèbre commutative Cs0 est munie d’une structure de C0(X)-
algèbre par l’homomorphisme s∗ : C0(X)→ Z

(

M(Cs0)
)

.

Démonstration. Comme Cs0 s’injecte dans le centre Z
(

M(Cs0)
)

de l’algèbre des multiplica-
teurs de Cs0 , alors s∗ définit un homomorphisme de C0(X) dans Z

(

M(Cs0)
)

. De plus, l’image
(s∗(en))n∈N de l’approximation de l’unité (en)n∈N de C0(X) étant une approximation de l’unité
de Cs0 , on a alors s∗(C0(X))Cs0 est dense dans Cs0 ; donc Cs0 est une C0(X)-algèbre par l’ho-
momorphisme s∗.

On construit ci-dessous un système dynamique de groupoïde (Cs0 ,G, α) : pour cela, le ca-
ractère étale du groupoïde nous permet de définir une action α du groupoïde G sur la C0(X)-
algèbre Cs0 et on prouve que cette action est continue. On rappelle quelques notations concer-
nant les C0(X)-algèbres que l’on utilise ici : pour tout x dans X, on note Ix := s∗(Cx(X))Cs0
idéal fermé de Cs0 et Cs0(x) := Cs0/Ix, la fibre de Cs0 sur x. Pour tout x dans X et toute fonction
f de Cs0 , on notera f(x) l’image de f dans la fibre Cs0(x).

On définit une action du groupoïde G sur la C0(X)-algèbre Cs0 c’est-à-dire qu’on construit
une famille (αγ)γ∈G telle que pour tout γ dans G, l’application

αγ : Cs0
(

s(γ)
)

→ Cs0
(

r(γ)
)

est un isomorphisme vérifiant, pour tout (γ, η) dans G(2) l’égalité αγ.η = αγ ◦ αη.
Soit γ un élément de G et Uγ un voisinage ouvert (que l’on peut supposer relativement

compact) de γ dans G tel que les restrictions des applications but et source à Uγ sont des
homéomorphismes sur leur image respective r(Uγ) et s(Uγ). On note x = s(γ) et y = r(γ)
dans X et on pose ρx : s(Uγ) → Uγ et ρy : r(Uγ) → Uγ les homéomorphismes réciproques
des restrictions sur Uγ respectivement des applications source et but. Il existe alors un homéo-
morphisme Rγ : r(Uγ) → s(Uγ) défini, pour tout z dans r(Uγ), par Rγ(z) := s

(

ρy(z)
)

. On
considère Kx un voisinage compact de x dans s(Uγ) et ϕx une fonction continue et à support
dans s(Uγ) vérifiant χKx ≤ ϕx ≤ 1.

Soit f une fonction de Cs0 et f(x) son image dans la fibre Cs0(x). On a alors égalité dans
la C∗-algèbre Cs0(x) des éléments f(x) et

(

s∗(ϕx)f
)

(x)
Pour tout η dans Gr(Uγ), on pose

f̃(η) :=
(

s∗(ϕx)f
)(

η.ρy(s(η))
)

(3.1)

qui définit une fonction continue sur Gr(Uγ) et pour tout η tel que s(η) est en dehors de l’ouvert

r(Uγ) relativement compact, on a f̃(η) = 0. Ainsi f̃ est dans la C0(X)-algèbre Cs0 .
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Pour toute fonction f dans Cs0 , on pose αγ
(

f(x)
)

:= f̃(y). On montre aisément que pour toute
fonction f dans Cs0 et toute paire (γ, η) dans G(2), on a l’égalité

αγ.η(f) = αγ
(

αη(f)
)

On a ainsi défini une action du groupoïde G sur la C0(X)-algèbre Cs0 .

Remarque 3.1.12. Sur la C0(X)-algèbre C0(G), il existe une action continue du groupoïde G,
notée a, où pour tout γ dans G, on a

aγ : C0(G)(s(γ)) ∼= C0(Gs(γ)) −→ C0(G)(r(γ)) ∼= C0(Gr(γ))

définie pour toute fonction f dans C0(Gs(γ)) par aγ(f)(η) = f(η.γ), pour tout η dans Gr(γ).
On voit alors que la restriction de l’action α, définie ci-dessus, à la sous C0(X)-algèbre C0(G)
coincide avec l’action continue a de G sur C0(G).

Pour montrer que l’action de G sur Cs0 est continue, on se place dans le contexte du champ
continu de C∗-algèbres Cs0 associé à Cs0 et on montre que l’application

Cs0 ∗ G −→ Cs0

définie par l’action de G sur l’espace topologique Cs0 est continue. On utilise la proposition
1.3.10 rappelée dans les préliminaires.
On considère une suite (ai, γi)i∈I dans Cs0 ∗p,s G convergeant vers un élément (a, γ) de Cs0 ∗p,s G.
Pour tout i dans I, on note xi := p(ai) = s(γi) et x := p(a) = s(γ). Pour tout i dans I, il
existe une fonction fi dans Cs0 telle que fi(xi) = ai et il existe une fonction f dans Cs0 telle
que f(x) = a. On considère U un voisinage ouvert de γ dans G homéomorphe à V := s(U),
voisinage ouvert de x et on peut supposer qu’il existe un compact Kx d’intérieur non vide et
inclus dans V . On note ϕx : V → R telle que χKx ≤ ϕx ≤ 1. Il existe i′ dans I tel que pour tout
i ≥ i′, l’élément xi est dans K̊x. Quitte à utiliser la fonction ϕx, on peut supposer alors qu’il
existe que pour tout i ≥ i′, le support de fi est inclus dans s−1(V ). Suivant la construction 3.1,
on obtient des fonctions f̃i et f̃ dans Cs0 telles que, pour tout i ≥ i′, on a f̃i(r(γi)) = αγi(ai)
et f̃(r(γ)) = αγ(a). Pour tout i ≥ i′, on note ui = f̃(r(γi)) et la suite (ui)i≥i′ converge vers
αγ(a) = f̃(r(γ)) dans Cs0. Soit un réel ε strictement positif, il existe iε dans I, tel que pour
tout i ≥ max{i′, iε}, on a ‖f̃i(r(γi))− f̃(r(γi))‖< ε/2 et alors αγi(ai)− f̃(r(γi)) converge vers
0r(γ) dans Cs0. On a alors

αγi(ai) =
(

αγi(ai)− ui
)

+ ui // 0r(γ) + αγ(a)

L’action du groupoïde G sur la C0(X)-algèbre Cs0 est continue et on a un système dynamique
(Cs0 ,G, α).

3.1.3 Espace βXG et propriété universelle

Dans cette partie, on utilise la G-algèbre commutative Cs0 construite auparavant pour
définir l’espace topologique βXG. Une fois l’espace βXG défini, on montre qu’il est localement
compact et séparé et muni d’une action continue du groupoïde G.
Enfin on prouve que le G-espace βXG vérifie une propriété universelle.

Définition 3.1.13. On définit l’espace topologique βXG comme le spectre de la C∗-algèbre
commutative Cs0.



Exactitude de la C∗-algèbre réduite d’un groupoïde étale 63

Remarque 3.1.14. La C∗-algèbre C0(G) étant un idéal (bilatère) fermé de la C∗-algèbre Cs0 ,

l’espace G = Ĉ0(G) est un sous espace ouvert de βXG. Par la transformée de Gelfand, il existe
isomorphisme ∗-isométrique de C∗-algèbres entre Cs0 et C0(βXG) et on a alors un homomor-
phisme s∗ : C0(X)→ C0(βXG). On note

s̃ : βXG = ̂C0(βXG) // Ĉ0(X) = X

l’application induite par l’homomorphisme s∗. L’application s̃ restreinte à l’ouvert G coincide
avec l’application source du groupoïde s : G → X.

Proposition 3.1.15. L’application s̃ : βXG → X induite par l’homomorphisme s∗ : C0(X)→
C0(βXG) est continue, propre et surjective.

Démonstration. D’après la proposition 3.1.9 , on sait que l’homomorphisme s∗ : C0(X) →
Cs0 est injectif et non-dégénéré et d’après la remarque 3.1.14, Cs0 est isomorphe à C0(βXG).
L’homomorphisme de C∗-algèbres s∗ : C0(X) → C0(βXG) est injectif et non dégénéré. En
appliquant la proposition 3.1.5 , l’application s̃ : βXG → X est continue, propre et surjective.

Proposition 3.1.16. L’espace topologique βXG est localement compact et muni d’une action
continue du groupoïde G.

Démonstration. L’espace topologique βXG étant défini comme le spectre de la C∗-algèbre Cs0 ,
il est donc localement compact.
On a montré auparavant l’existence d’une application s̃ : βXG → X continue, propre, surjective
et ouverte. On pose alors

βXG ∗r G =
⊔

x∈X

Ĉs0(x) ∗r G :=

{

(χ, γ) ∈
⊔

x∈X

Ĉs0(x)× G : s̃(χ) = r(γ)

}

Pour (χ, γ) dans βXG ∗r G, la relation s̃(χ) = r(γ) implique que χ est dans ̂Cs0(r(γ)).
On pose φ : βXG ∗r G → βXG une application telle que, pour tout couple (χ, γ) dans βXG ∗r G,
on a φ(χ, γ) := χ.γ où χ.γ ∈ Cs0(s(γ)) est tel que

∀f ∈ Cs0
(

s(γ)
)

, χ.γ(f) := χ
(

αγ(f)
)

On obtient donc une action à droite continue du groupoïde G sur l’espace βXG.

La fin de cette partie consiste à démontrer que l’espace βXG est un espace universel pour
la propriété suivante :

Proposition 3.1.17. Soit Z un G-espace localement compact pour lequel l’application π :
Z → X est continue, propre, surjective et admet une section continue (qui n’est pas néces-
sairement G-équivariante) σ : X → Z, alors il existe une application θ̃ : βXG → Z continue,
G-équivariante et propre.

Soit Z un G-espace localement compact pour lequel l’application π : Z → X est continue,
propre, surjective et admet une section continue (non nécessairement G-équivariante) notée
σ : X → Z. On pose θ : G → Z l’application définie pour tout γ ∈ G par

θ(γ) := σ(r(γ)).γ
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Cette application est bien définie car pour tout γ ∈ G, on a σ(r(γ)) ∈ Zr(γ), et en appliquant
l’action de γ sur σ(r(γ)), on obtient bien σ(r(γ)).γ un élément de Zs(γ).
L’application θ est continue car composée d’applications continues et G-équivariante car pour
toute paire (γ1, γ2) de G(2), on a

θ(γ1γ2) = σ(r(γ1γ2)).(γ1γ2)

=
(

σ(r(γ1)).γ1
)

.γ2

= θ(γ1).γ2

Pour γ dans G, on a θ(γ) = σ
(

r(γ)
)

.γ est dans le sous espace Zs(γ) := π−1
(

s(γ)
)

compact
dans Z.

Lemme 3.1.18. L’application continue θ : G → Z induit un homomorphisme de C∗-algèbres
θ∗ : C0(Z)→ Cs0.

Démonstration. L’application θ : G → Z induit un homomorphisme de C∗-algèbres θ∗ :
C0(Z)→ Cb(G) défini par

θ∗(f)(γ) := f ◦ θ(γ) = f
(

σ(r(γ)).γ
)

pour toute fonction f de C0(Z) et tout γ de G.
Soient une fonction f dans C0(Z) et ε > 0, il existe alors un sous espace compact Kε dans Z
tel que |f(z)|< ε pour tout z en dehors de Kε.
En posant K ′

ε := π(Kε), on obtient un sous espace compact de X et pour tout γ n’appartenant
pas à l’espace GK′

ε
, l’élément θ(γ) = σ(r(γ)).γ se trouve en dehors de Kε, par conséquent

∣

∣θ∗(f)(γ)
∣

∣ =
∣

∣f
(

σ(r(γ)).γ
)∣

∣ < ε

On a montré que pour tout ε > 0, il existe un sous espace K ′
ε compact dans X tel que pour

tout γ dans G avec s(γ) /∈ K ′
ε, on a |θ∗(f)(γ)|< ε. Donc θ∗(f) est dans Cs0 . On obtient alors

un homomorphisme de C∗-algèbre, θ∗ : C0(Z)→ Cs0 .

Lemme 3.1.19. L’homomorphisme θ∗ : C0(Z)→ Cs0 est G-équivariant.

Démonstration. Les C∗-algèbres C0(Z) et Cs0 sont des G-algèbres dont les actions sont données
par les familles d’isomorphismes C∗-algèbres (δγ)γ∈G avec δγ : C0(Z)(s(γ))→ C0(Z)(r(γ)) et
(ργ)γ∈G , avec ργ : Cs0(s(γ))→ Cs0(r(γ)).
Pour tout x dans X, on pose θ∗x : C0(Z)(x)→ Cs0(x) l’homomorphisme de C∗-algèbres induit
par θ∗ : C0(Z)→ Cs0 sur les fibres en x.
On a pour toute fonction g de C0(Z)(r(γ)) et tout η dans Gr(γ)

ργ ◦ θ∗r(γ)(g)(η) = ργ
(

θ∗r(γ)(g)
)

(η) = θ∗r(γ)(g)(η.γ) = g
(

θ(η.γ)
)

= g
(

θ(η).γ
)

= δγ(g)
(

θ(η)
)

= θ∗s(γ) ◦ δγ(g)(η)

Ainsi pour tout γ de G, on a ργ ◦ θ∗r(γ) = θ∗s(γ) ◦ δγ , par conséquent, l’homomorphisme θ∗ :

C0(Z)→ Cs0 est G-équivariant.
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Démonstration de la propriété 3.1.17 . En étudiant la C∗-algèbre Cs0 , on a montré qu’il existe
un ∗-isomorphisme isométrique de Cs0 dans C0(βXG). On obtient un homomorphisme de C∗-
algèbres θ∗ : C0(Z)→ C0(βXG).
On considère (en)n∈N une approximation de l’unité de C0(Z) et on veut montrer que (θ∗(en))n∈N
est une approximation de l’unité de C0(βXG). Soit f une fonction dans C0(βXG) ; pour tout
ε > 0, il existe un sous espace K compact dans X, tel que pour tout γ dans G \ GK , on a
|f(γ)|< ε. En posant K ′ :=

{

σ
(

r(γ)
)

.γ / s(γ) ∈ K
}

⊂ π−1(K), on obtient un sous espace
compact de Z. Il existe n0 dans N tel que pour tout n ≥ n0, on a pour tout z dans π−1(K)
1 ≤ en(z) ≤ 1− ε. Par conséquent, on a pour tout γ dans GK , 1 ≤ θ∗(en)(γ) ≤ 1− ε ce qui
implique

∣

∣f(γ)− θ∗(en)(γ)f(γ)
∣

∣ ≤ ε
∣

∣f(γ)
∣

∣

De même, pour n ≥ n0 pour γ n’appartenant pas à GK , puisque |f(γ)|≤ ε et θ∗(en)(γ) ∈ [0, 1],
on a

∣

∣f(γ)− θ∗(en)(γ)f(γ)
∣

∣ < ε

Ainsi on a montré que pour f fonction de C0(βXG), pour ε > 0, il existe n0 dans N tel que
pour tout n ≥ n0, on a

∥

∥f − θ∗(en)f
∥

∥

∞
< ε
∥

∥f
∥

∥

∞

On en conclut que (θ∗(en))n∈N est une approximation de l’unité de C0(βXG) et l’homomor-
phisme θ∗ : C0(Z)→ C0(βXG) est non dégénéré.

D’après la proposition 3.1.4, l’homomorphisme non dégénéré θ∗ : C0(Z)→ C0(βXG) induit
une application θ̃ : βXG → Z.

L’application θ̃ : βXG → Z est continue : en effet, on considère U un ouvert de Z et on
pose V = θ̃−1(U). Si V est vide, alors c’est un ouvert de βXG. S’il existe p0 dans V , on pose
z0 = θ̃(p0), son image dans U . Soit f une fonction de C0(Z) à valeurs dans [0, 1], à support
dans U et pour laquelle f(z0) = 1. La fonction θ∗(f) de C0(βXG) est à valeurs dans [0, 1], non
nulle car θ∗(f)(p0) = 1 et à support dans V. On a alors θ∗(f)−1

(

]0, 1]
)

est un ouvert dans
βXG contenant p0 et contenu dans V . Donc V = θ̃−1(U) est un ouvert de βXG. L’application
θ̃ : βXG → Z est continue.

L’application θ̃ : βXG → Z est G-équivariante : en effet pour tout élément (p, γ) dans
βXG ∗s̃,r G et toute fonction f dans C0(Z), on a

f
(

θ̃(p.γ)
)

= θ∗(f)(p.γ) = θ∗r(γ)(f)(p.γ) = ργ
(

θ∗r(γ)(f)
)

(p)

= θ∗s(γ)
(

δγ(f)
)

(p) = δγ(f)
(

θ̃(p)
)

= f
(

θ̃(p).γ
)

Pour tout couple (p, γ) dans βXG, on a l’égalité θ̃(p.γ) = θ̃(p).γ, ce qui prouve que l’application
θ̃ est G-équivariante.

Soit K un sous espace compact de Z, montrons que θ̃−1(K) est un sous espace compact
de βXG. Le sous espace θ̃−1(K) est fermé dans βXG et θ̃−1(K) est inclus dans s̃−1(π(K)) car
pour tout p dans θ̃−1(K) il existe z dans K tel que :

θ̃(p) = z et s̃(p) = π(θ̃(p))

donc p ∈ s̃−1(π(K)). Or l’application π étant continue et l’application s̃ étant propre, alors
s̃−1(π(K)) est un sous espace compact de βXG. On en déduit que θ̃−1(K) est un sous espace
fermé du compact s̃−1(π(K)), donc θ̃−1(K) est compact. L’application θ̃ est donc propre.
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3.1.4 Espace de mesure

La moyennabilité à l’infinie du groupoïde G se caractérise par l’existence d’un G-espace lo-
calement compact et séparé Y tel que π : Y → X une application continue, propre, surjective
et ouverte pour lequel l’action est moyennable. Pour démontrer le théorème 3.1.1 , à savoir
que la moyennabilité infinie du groupoïde G implique la moyennabilité du groupoïde βXG⋊G,
l’outil essentiel est la propriété universelle de βXG. Le premier réflexe serait d’appliquer cette
propriété universelle au G-espace Y mais ceci n’est pas possible car l’application π : Y → X
n’admet en général pas de section continue.
L’objectif de cette partie et de la suivante vise à remplacer l’espace Y par un G-espace M
de mesures de probabilité sur Y judicieusement choisi de sorte que l’espace M possède les
mêmes caractéristiques que l’espace Y et que l’on puisse construire une section continue pour
l’application π̃ :M → X induite par l’action de G.

Dans cette partie, on s’emploie tout d’abord à définir l’espace M de mesures sur Y puis
on montre que l’espace M est muni d’une action continue du groupoïde G pour lequel l’appli-
cation π̃ :M → X est continue, surjective, ouverte et propre.

Pour tout x ∈ X, on note Yx = π−1(x). On note R(Y ) l’espace des mesures de Radon sur
Y . On pose alors

M =
{

µ ∈ R(Y ) : ∃x ∈ X, Supp(µ) ⊂ Yx et µ(Y ) = 1
}

L’ensemble M est un sous espace de la boule unité de l’espace R(Y ). Pour toute mesure µ
dansM , il existe un unique xµ dansX tel que Supp(µ) est inclus dans Yxµ . On note π̃ :M → X
l’application canonique qui à toute mesure µ de M associe l’élément π̃(µ) = xµ de X.

Proposition 3.1.20. L’application canonique π̃ :M → X est continue, surjective, ouverte et
propre.

Démonstration. On montre successivement que l’application est surjective, continue, ouverte
et propre.

La surjectivité est assez directe : pour toute mesure µ ∈ M , il existe xµ ∈ X tel que
Supp µ ⊂ Yxµ . L’application canonique π̃ : M → X est définie par π̃(µ) = xµ. Elle est claire-
ment surjective.

Pour montrer la continuité de l’application π̃ : M → X, on considère U un ouvert dans
X et on cherche à montrer que π̃−1(U) est un ouvert de M ; soit µ0 un élément de π̃−1(U)
et x0 := π̃(µ). Soit U0 un ouvert dans U contenant x0 ; puisque l’application π : Y → X est
continue alors π−1(U0) est un ouvert de Y ; soit f ∈ Cc(π

−1(U0)) une fonction continue à
support compact dans π−1(U0) et à valeurs dans [0, 1] telle que f |Yµ0≡ 1. Alors l’ensemble

{

µ ∈M : |µ(f)− µ0(f)|< 1
}

est un ouvert dans π̃−1(U) contenant µ0. Ainsi π̃−1(U) est un ouvert de M . L’application
π̃ :M → X est donc continue.

Supposons maintenant que l’application π̃ n’est pas ouverte c’est-à-dire qu’il existe un
ouvert U0 de M tel que π̃(U0) n’est pas ouvert dans X. On peut supposer que U0 est un
voisinage ouvert de µ0 de la forme

U0 =
{

µ ∈M : |µ(fi)− µ0(fi)|< a, ∀i ∈ {1, .., n}
}
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avec a un réel strictement positif et fi est une fonction dans C0(Y ) pour tout i dans {1, .., n}.
Comme π̃(U0) n’est pas ouvert dans X, il existe alors une mesure µ′ dans U0 avec x′ = π̃(µ′)
tel que pour tout voisinage V ′ de x′ dans X, on a V ′ * π̃(U0). On peut donc construire une
suite généralisée (xλ)λ∈Λ dans X qui converge vers x′ et telle que pour tout λ dans Λ, l’élément
xλ n’est pas dans π̃(U0), c’est-à-dire pour tout µλ dans π̃−1(xλ), il existe i dans {1, ..., n} tel
que |µλ(fi)− µ0(fi)|≥ a.
On considère ε un réel strictement positif tel que pour tout i dans {1, ..., n} on a

|µ′(fi)− µ0(fi)|< a− 2ε

Pour tout z dans Yx′ , on pose

Uz = ∩ni=1

{

y ∈ Y : |fi(y)− fi(z)|< ε
}

qui est un ouvert de z dans Y . On obtient un recouvrement d’ouverts du compact Yx′ duquel
on peut extraire un sous recouvrement fini et on a Yx′ ⊂ ∪mj=1Uzj .
L’application π : Y → X étant ouverte, l’espace ∩mj=1π(Uzj ) est un ouvert de X contenant x′.
Ainsi il existe λ′ ∈ Λ, tel que pour tout λ > λ′, on a xλ appartient à l’ouvert ∩mj=1π(Uj).
On pose (φj)1≤j≤m, une partition de l’unité associée au recouvrement de l’espace Yx′ par les
ouverts {Uzj}mj=1 .
On considère xλ dans ∩mj=1π(Uzj ). Pour tout j ∈ {1, ..,m}, il existe yj dans Uzj ∩ Yxλ et on
construit une mesure µλ définie par µλ =

∑m
j=1 ωjδj , où δj est la mesure de Dirac en yj et

ωj = µ′(φj). On obtient une mesure à support dans Yxλ et comme

µλ(Y ) =

m
∑

j=1

ωjδj(M) =

m
∑

j=1

µ′(φj) = µ′(
∑

j

φj) = µ′(1Yx′ ) = 1

la mesure µλ est dans l’espace M . Pour tout i dans {1, ..., n}, on a

∣

∣µλ(fi)− µ′(fi)
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=1

ωjδj(fi)− µ
(

m
∑

j=1

φjfi
)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=1

µ′(φj)fi(zj)−
m
∑

j=1

µ′(φjfi)

∣

∣

∣

∣

et, pour tout 1 ≤ j ≤ m, on a (fi(yj)− ε)φj ≤ φjfj ≤ (fi(yj) + ε)φj .
Par conséquent,

m
∑

j=1

µ′(φj)
[

fi(zj)− (fi(yj) + ε)
]

≤ µλ(fi)− µ′(fi) ≤
m
∑

j=1

µ′(φj)
[

fi(zj)− (fi(yj)− ε)
]

Par définition des ouverts Uj construits, pour tout i dans {1, ..., n}, on a

−ε ≤ fi(zj)− fi(yj) ≤ ε
On en déduit alors que pour tout λ ≥ λ′, pour tout j dans {1, ...,m} et tout i dans {1, ..., n},

∣

∣µλ(fi)− µ′(fi)
∣

∣ ≤ 2ε

Ainsi on a pour tout i dans {1, ..., n}, tout réel ε strictement positif, il existe λ′ dans Λ tel que
∣

∣µ′(fi)− µ0(fi)
∣

∣ =
∣

∣µ′(fi)− µλ(fi) + µλ(fi)− µ0(fi)
∣

∣

≥
∣

∣

∣

∣

∣

∣µλ(fi)− µ′(fi)
∣

∣−
∣

∣µλ(fi)− µ0(fi)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

≥ a− 2ε



68 3.1. Espace universel et groupoïde moyennable

On obtient alors une contradiction. L’application π̃ :M → X est donc ouverte.

Montrons maintenant que l’application est propre : l’espace M est un sous espace fermé
de R(Y ) pour la topologie ∗σ(R(Y ), C0(Y )). En effet, soit (µn)n∈N est une suite de mesure
dans M qui converge vers une mesure µ de R(Y ) pour la toplogie ∗σ(R(Y ), C0(Y )). On note
S le support de µ qui est non vide (car µ est dans la boule unité de R(Y )) et (xn)n∈N la
suite dans X où, pour tout entier n, on a xn = π̃(µn). Soit x un élément de π̃(S), alors x
est dans l’adhérence de {xn : n ∈ N}. Supposons (on raisonne par l’absurde) qu’il existe deux
éléments x et x′ distincts dans π̃(S). On considère U et U ′ des voisinages ouverts et disjoints
respectivement de x et x′. On considère f (respectivement f ′) une fonction à support compact
dans l’ouvert π−1(U) (respectivement π−1(U ′)) telle que µ(f) = 1 (respectivement µ(f ′) = 1).
Pour tout réel ε strictement positif, il existe un entier n0 tel que pour tout n > n0, on a

|µ(f)− µn(f) < ε et |µ(f ′)− µn(f ′) < ε

Pour tout n > n0, l’espace Supp(µn) est contenu dans π−1(xn). L’espace π−1(xn) est inclus et
dans π−1(U) et dans π−1(U ′), ce qui est contradictoire. Donc π̃(S) est réduit à un singleton
{x} dans X et µ est dans M . L’espace M est fermé dans la boule unité de R(Y ) qui est
compacte par le théorème de Banach-Alaoglu. L’espace M est donc compact et l’application
π̃ :M → X est propre.

Proposition 3.1.21. L’espace topologique M est un G-espace localement compact.

Démonstration. L’application π̃ : M → X étant propre, l’espace M est alors localement
compact. On munit M d’une action du groupoïde G : on considère l’espace M ∗G comme étant
l’ensemble

{

(µ, γ) ∈M × G : π̃(µ) = r(γ)
}

et on note θ :M ∗ G →M l’application qui à tout
(µ, γ) de M ∗ G, associe θ((µ, γ)) = µ.γ ∈ M où µ.γ est définie pour toute fonction f dans
C0(Y ) par

µ.γ(f) =

∫

Y
f(y)dµ.γ(y) =

∫

Ys(γ)

f(y)dµ.γ(y) =

∫

Yr(γ)

f(zγ)dµ(z)

On obtient bien une mesure de probabilité et comme π̃(µ.γ) = s(γ), le support de µ.γ est un
sous espace de Ys(γ). Ainsi pour tout élément (µ, γ) dans M ∗ G, la mesure de probabilité µ.γ
est dans l’espace M .
De plus, pour tout (γ, η) dans G(2) et toute fonction f dans C0(Y ), on a

(µ.γη)(f) =

∫

Ys(η)

f(y)d(µ.γη)(y) =

∫

Yr(γ)

f(zγη)dµ(z)

=

∫

Yr(η)

f(zη)dµ.γ(z) =

∫

Ys(η)

f(y)d(µ.γ).η(y)

= (µ.γ).η(f)

Enfin, pour tout µ ∈M tel que π̃(µ) = x et toute fonction f ∈ C0(Y ), on a

µ.π̃(µ)(f) =

∫

Yx

f(y)dµ.ε(x)(y) =

∫

Yx

f(yε(x))dµ(y) = µ(f)

Ainsi on a muni l’espace localement compact M d’une action du groupoïde G.
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L’action est continue si l’application (induite par l’action) M ∗π̃,r G →M est continue. On
considère une suite (µi)i∈I de mesures dans M convergeant vers une mesure µ dans M . Pour
tout i dans I, on note xi := π̃(µi) et x := π̃(µ) et on a une suite (xi)i∈I dans X qui converge
vers x. On considère une suite (γi)i∈I dans G telle que pour tout i dans I, γi est dans Gxi et
qui converge vers un élément γ dans Gx. On montre que la suite (µi.γi)i∈I converge dans M
vers µ.γ.
On considère U un voisinage ouvert de γ dans G tel que les applications but et source sont
des homéomorphismes sur leur image respective. On note ρx : r(U) → U l’homéomorphisme
inverse de la restriction r : U → r(U).
On considère V un voisinage ouvert de µ.γ dans M que l’on peut supposer de la forme

V =
{

µ ∈M : |µ(fj)− µ.γ(fj)|< ε , ∀j ∈ {1, ...,m}
}

où ε est un réel strictement positif et pour tout j dans {1, ...,m}, fj est une fonction dans
C0(Y ) telle que Supp(fj) est inclus dans l’ouvert π−1(s(U)). Pour tout j dans {1, ...m}, on
note f̃j la fonction de C0(Y ) obtenue par l’action de γ sur fj telle que le support Supp

(

f̃j
)

est inclus dans π−1
(

r(U)
)

. On note Ṽ le voisinage ouvert de µ dans M défini par

Ṽ :=
{

µ′ ∈M :
∣

∣µ′
(

f̃j
)

− µ
(

f̃j
)∣

∣ < ε , ∀j ∈ {1, ...,m}
}

et la suite (µi)i∈I convergeant vers µ, il existe iε dans I tel que pour tout i ≥ iε, l’élément γi
est dans U et on a, pour tout j dans {1, ...,m},

∣

∣µi(f̃j)− µ(f̃j)
∣

∣ < ε

Or on a pour tout j dans {1, ...,m}

µ
(

f̃j
)

=

∫

Y
f̃j(y)dµ(y) =

∫

Yx

f̃j(y)dµ(y) =

∫

Yx

fj
(

y.ρx(π(y))
)

dµ(y)

=

∫

Yx

fj(y.γ)dµ(y) =

∫

Ys(γ)

fj(z)d(µ.γ)(z) =

∫

Y
fj(z)(.µ.γ)(z)

=
(

µ.γ
)

(fj)

On obtient de même pour tout i ≥ iε dans I et tout j dans {1, ...,m}, l’égalité

µi
(

f̃j
)

= µi.γi(fj)

Ainsi pour tout i ≥ iε, on a, pour tout j dans {1, ...,m}
∣

∣µi.γi(fj)− µ.γ(fj)
∣

∣ =
∣

∣µi
(

f̃j
)

− µ
(

f̃j
)∣

∣ < ε

donc µi.γi est dans l’ouvert V pour tout i ≥ iε. L’action du groupoïde G sur M est continue.

3.1.5 Existence d’une section continue

Pour démontrer que l’application π̃ : M → X continue, surjective, propre et ouverte pos-
sède une section continue (non nécessairement équivariante), on utilise le théorème de sélection
de Michael [Mic56] dont on donne un rappel succinct pour la commodité du lecteur.

On considère A et B deux espaces topologiques (A étant supposé séparé) et on note 2B

l’ensemble des parties non vide de B. On considère Ω : A→ 2B une application qui sera dite
semi-continue inférieurement si, pour tout ouvert V de B, l’ensemble {a ∈ A : Ω(a) ∩ V 6= ∅}
est un ouvert de A.
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Définition 3.1.22. Soit A et B des espaces topologiques et Ω : A → 2B une application. On
appelle sélection pour l’application Ω une application continue f : A→ B telle que, pour tout
a dans A, l’élément f(a) est dans Ω(a).

On considère à partir de maintenant que B est un espace de Banach et on note dans la
suite de cette sous section F(B) :=

{

S ⊂ B : S convexe et fermée
}

qui est une sous famille
de 2B. Michael donne alors une caractérisation des applications Ω : A→ F(B) qui admettent
une sélection par le théorème qui suit :

Théorème 3.1.23 ([Mic56]). Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) A est un espace paracompact

b) toute application Ω : A→ F(B) semi-continue inférieurement admet une sélection.

Remarque 3.1.24. L’intérêt d’introduire l’espace M réside dans le fait que l’application π̃ :
M → X est continue, surjective, propre et ouverte, comme le prouve la proposition 3.1.20.
L’espace des mesures de Radon R(Y ) étant un espace de Banach, on va, par le théorème
de sélection de Michael 3.1.23, en déduire l’existence d’une section continue de π̃. En mu-
nissant l’espace M d’une structure de G-espace localement compact, on peut ainsi appliquer
la propriété universelle de l’espace βXG et définir une application continue et G-équivariante
θ̃ : βXG →M .

Proposition 3.1.25. L’application π̃ :M → X continue, surjective, propre et ouverte admet
une section continue (non nécessairement G-équivarainte).

Démonstration. Il s’agit de réunir les conditions pour appliquer le théorème de sélection de
Michael 3.1.23. L’espace M est un sous espace de l’espace des mesures de Radon R(Y ) qui est
un espace de Banach. Pour tout x dans X, on note Mx := π̃−1

(

{x}
)

et on a M = {Mx}x∈X
qui est une sous famille de 2R(Y ). On voit clairement que pour tout x dans X, l’espace Mx

est fermé et convexe et M est donc une sous famille de F
(

R(Y )
)

. On pose Ω : X → F
(

R(Y )
)

l’application définie, pour tout x dans X, par Ω(x) = Mx. Pour montrer que l’application
Ω : X → F

(

R(Y )
)

est semi-continue inférieurement, on raisonne par l’absurde : on suppose
qu’il existe un ouvert V dans R(Y ) pour lequel l’ensemble {x ∈ X : Ω(x) ∩ V 6= ∅} n’est pas
ouvert dans X. On peut supposer qu’il existe a un réel strictement positif, µ0 dans R(Y ) et
une famille (fi)

m
i=1 de fonctions dans Cc(Y ) tels que V est de la forme

{

µ ∈ R(Y ) : |µ(fi)− µ0(fi)|< a, ∀i ∈ {1, ...,m}
}

L’espace {x ∈ X : Ω(x) ∩ V 6= ∅} étant supposé non ouvert dans X (et donc non vide), il
existe x′ dans X et µ′ dans M ∩ V avec π̃(µ′) = x′, tels que pour tout voisinage ouvert U ′ de
x′ dans X, U ′ n’est pas contenu dans {x ∈ X : Ω(x) ∩ V 6= ∅}.
On considère ε un réel dans ]0, a/2[, vérifiant, pour tout i dans {1, ...,m}, l’inégalité

|µ′(fi)− µ0(fi)|< a− 2ε

On applique un raisonnement similaire à celui de la démonstration de 3.1.20 et on construit
alors

• une suite généralisée (xλ)λ∈Λ convergeant dans X vers x′ tel que pour tout λ dans Λ,
l’intersection de Mµλ avec V est vide

• un recouvrement ouvert fini {Uzj}nj=1 de Yx′ pour lequel il existe λn dans Λ tel que, pour
tout λ > λn, l’élément xλ est dans ∩nj=1π(Uzj ).
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• pour λ > λ1, une mesure µλ dans Mxλ telle que pour tout i dans {1, ...,m}, on a
|µλ(fi)− µ′(fi)|≤ 2ε

On aboutit alors à la contradiction |µ′(fi)− µ0(fi)|≥ a− 2ε. Donc l’application Ω : X →
F
(

R(Y )
)

est semi-continue inférieurement. L’espace X étant paracompact, l’application Ω
admet une sélection et il existe donc une section continue de l’application π̃ :M → X que l’on
note σ : X →M .

Le G-espace localement compact et séparé M satisfaisant les conditions de la propriété
universelle, on obtient alors la proposition suivante :

Proposition 3.1.26. Il existe une application θ̃ : βXG →M continue, propre et G-équivariante.

Démonstration. D’après 3.1.21, l’espaceM est un G-espace localement compact. D’après 3.1.20
et 3.1.25 l’application π̃ :M → Z est continue, surjective, propre et admet une section continue
θ : X → M . Les conditions de la proposition 3.1.17 étant réunies, il existe une application
θ̃ : βXG →M continue, propre et G-équivariante.

3.1.6 Moyennabilité

La moyennabilité à l’infini du groupoïde G se caractérise par l’existence d’un G-espace
localement compact et séparé Y tel que π : Y → X une application continue, propre, sur-
jective et ouverte pour lequel l’action est moyennable. On a construit à l’aide de mesures de
probabilité sur Y le G-espace localement compact M pour lequel l’application π̃ :M → X est
continue, surjective, propre et admet une section continue (non nécessairement équivariante).
La proposition 3.1.26 donne l’existence d’une application θ̃ : βXG → M continue, propre et
G-équivariante.

Dans cette partie, on commence par prouver que la moyennabilité du groupoïde Y ⋊ G
implique celle du groupoïde M ⋊ G. Une fois la moyennabilité de M ⋊ G établie, on s’attaque
à la démonstration du théorème 3.1.1 : on va énoncer deux lemmes 3.1.29 et 3.1.30 , qui nous
permettront de "tiré en arrière" la moyennabilité de M ⋊ G sur βXG ⋊ G en utilisant entre
autre l’application θ̃ : βXG →M .

Remarque 3.1.27. On considère Y ′ un sous espace de Y et G′ un sous espace de G. On note
Y ′ ∗π,r G′ le sous espace de Y ∗π,r G défini par Y ′ ∗π,r G′ :=

{

(y, γ) ∈ Y ′ × G′ : π(y) = r(γ)
}

.
Si les espaces Y ′ et G′ sont compacts respectivement dans Y et G, alors l’espace Y ′ ∗π,r G′ est
compact dans Y ∗π,r G ; en effet, l’espace Y ′ × G′ est compact dans Y × G, l’espace Y ∗π,r G
est fermé dans Y × G et on a Y ′ ∗π,r G′ =

(

Y ′ × G′
)

∩
(

Y ∗π,r G
)

.

On a la proposition suivante :

Proposition 3.1.28. Si Y ⋊ G est un groupoïde moyennable, alors M ⋊ G est un groupoïde
moyennable.

Démonstration. On suppose que Y ⋊ G est un groupoïde moyennable c’est-à-dire qu’il existe
une suite (φi)i∈I de fonctions continues, de type positif et à support compact dans Y ⋊G telle
que

• ∀i ∈ I, φ(0)i ≤ 1 où φ(0)i est la restriction de φi à
(

Y ⋊ G
)(0)
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• limi φi = 1 uniformément sur tout sous espace compact de Y ⋊ G

Pour tout i dans I, on pose ψi la fonction définie, pour tout (µ, γ) dans M ⋊ G, par

ψi(µ, γ) :=

∫

Y
φi(y, γ)dµ(y)

On obtient ainsi une suite de fonctions (ψi)i∈I définie sur M ⋊G et on montre successivement
que les fonctions ψi sont continues, de type positif, à support compact et qu’elles vérifient un
critère de convergence uniforme sur les compacts ce qui implique la moyennabilité du grou-
poïde M ⋊ G.

On prouve tout d’abord la continuité des fonctions ψi : soit i dans I et (µ0, γ0) un élément
de M ⋊ G. Le groupoïde G étant étale et localement compact, on considère U0 un voisinage
ouvert de γ0 homéomorphe à l’ouvert s(U0) de X et K0 un voisinage compact de γ0 inclus
dans U0. Il existe une fonction continue ϕ à support dans U0 telle que ϕ|K0≡ 1. On définit une
fonction φ̃i sur Y par

φ̃i(y) =

{

ϕ(γ)φi(y, γ), si y ∈ π−1(r(U0)), γ ∈ U0

0, si y /∈ π−1(r(U0))

qui est continue sur Y . On a, pour tout (µ, γ) dans M ∗π̃,r U0,

∣

∣ψi(µ, γ)− ψi(µ0, γ0)
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∫

Y
φi(y, γ)dµ(y)−

∫

Y
φi(y, γ0)dµ0(y)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Y
φ̃i(y)dµ(y)−

∫

Y
φ̃i(y)dµ0(y)

∣

∣

∣

∣

Soit ((µλ, γλ))λ∈Λ une suite d’éléments de M ⋊ G qui converge vers (µ0, γ0). Pour tout réel ε
strictement positif, il existe V0 un voisinage ouvert de µ0 dans M tel que, pour tout µ dans
V0, on a

∣

∣

∣

∣

∫

Y
φ̃i(y)dµ(y)−

∫

Y
φ̃i(y)dµ0(y)

∣

∣

∣

∣

< ε

Ainsi il existe λ′ dans Λ tel que pour tout λ ≥ λ′, l’élément (µλ, γλ) est dans V0 ∗π̃,r U0 et donc

∣

∣ψi(µλ, γλ)− ψi(µ0, γ0)
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∫

Y
φ̃i(y)dµλ(y)−

∫

Y
φ̃i(y)dµ0(y)

∣

∣

∣

∣

< ε

Ainsi pour tout i dans I, la fonction ψi est continue sur M ⋊ G.

On montre que les fonctions ψi sont de type positif : pour tout i dans I, la fonction ψi est
de type positif : soient n dans N, λ1, ..., λn dans C, µ dans M et γ1, ..., γn dans Gπ̃(µ), on a

A =
n
∑

p,q=1

λpλqψi(µγp, γ
−1
p γq) =

n
∑

p,q=1

λpλq

∫

Ys(γp)

φi(y, γ
−1
p γq)dµ.γp(y)

=

n
∑

p,q=1

∫

Yr(γp)

λpλqφi(z.γp, γ
−1
p γq)dµ(z)

=

∫

Yr(γp)

n
∑

p,q=1

λpλqφi(z.γp, γ
−1
p γq)dµ(z) ≥ 0
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car chaque fonction φi est de type positif donc
∑n

p,q=1 λpλqφi(z.γp, γ
−1
p γq) ≥ 0. Pour tout i de

I, la fonction ψi est de type positif.

On montre maintenant que les fonctions ψi sont à support compact : soit i ∈ I, on pose
Ki := Supp(ψi). La fonction φi étant à support compact, l’espace Qi := Supp(φi) est un
sous espace compact de Y ⋊ G ; les projections p1 : Y ⋊ G → Y et p2 : Y ⋊ G → G
étant continues, les espaces p1(Qi) et p2(Qi) sont compacts respectivement dans Y et G et
Ci := π(p1(Qi)) = r(p2(Qi)) est un sous espace compact de X ; d’après la remarque 3.1.27,
π̃−1(Ci) ∗π̃,r p2(Qi) est compact dans M ⋊ G. Le support de ψi est donc un fermé contenu
dans le sous espace compact π̃−1(Ci)⋊p2(Qi). Pour tout i dans I, la fonction ψi est à support
compact dans M ⋊ G.

On montre le critère de convergence uniforme : soit K un sous espace compact de M ⋊ G,
alors on a pour tout (µ, γ) dans K

|ψi(µ, γ)− 1| =
∣

∣

∣

∣

∫

Y
φi(y, γ)dµ(y)− 1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Y

(

φi(y, γ)− 1
)

dµ(y)

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Y

∣

∣φi(y, γ)− 1
∣

∣dµ(y)

On pose p1(K) l’image de K par la première projection sur M . L’espace p1(K) est un sous
espace compact de M et π̃(p1(K)) est un sous espace compact de X. Pour (µ, γ) dans K, il
existe x dans π̃(p1(K)) tel que Supp(µ) ⊂ Yx et on a

{

y ∈ Y : ∃(µ, γ) ∈ K, y ∈ Supp(µ)
}

⊂ π−1
(

π̃(p1(K))
)

où K̃ := π−1
(

π̃(p1(K))
)

est un sous espace compact de Y , car l’application π : Y → X est
propre. De plus p2(K) est un sous espace compact de G, donc d’après la remarque 3.1.27,
l’espace K̃ ∗π,r p2(K) est un sous espace compact de Y ⋊G. Alors pour tout réel ε strictement
positif, il existe iε dans I tel que pour tout i ≥ iε on a pour tout (y, γ) dans K̃ ∗π,r p2(K)

|φi(y, γ)− 1|< ε

ainsi pour tout (µ, γ) dans K et tout i ≥ iε, on a

∣

∣ψi(µ, γ)− 1
∣

∣ ≤
∫

Y

∣

∣φi(y, γ)− 1
∣

∣dµ(y) < ε

∫

Y
dµ(y) < ε

Donc limi ψi = 1 uniformément sur tout compact K de M ⋊ G.

Enfin pour tout i ∈ I, on note ψ(0)
i la restriction de ψi à (M ⋊G)(0). On a pour tout x ∈ X

et tout µ ∈Mx

∣

∣ψ
(0)
i

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∫

Yx

φi(y, ε(x))dµ(y)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Yx

φ
(0)
i (y)dµ(y)

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Yx

|φ(0)i (y)|dµ(y) ≤
∫

Yx

1dµ(y) ≤ 1

On a montré l’existence d’une suite (ψi)i∈I de fonctions continues, de type positif et à
support compact dans M ⋊ G telle que

• pour tout i ∈ I, φ(0)i ≤ 1 où φ(0)i est la restriction de φi à
(

M ⋊ G
)(0)

• φi converge vers un sur tout sous espace compact de M ⋊ G
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ce qui prouve que le groupoïde M ⋊ G est moyennable.

Lemme 3.1.29. Soient H1 et H2 des groupoïdes topologiques. Soient f : H1 → H2 un homo-
morphisme de groupoïde continu et ϕ une fonction continue sur H2 et de type positif.

(a) la fonction ϕ ◦ f est continue sur H1 et de type positif
(b) si f est propre et ϕ à support compact dans H2, alors ϕ ◦ f est à support compact dans
H1

Démonstration. (a) Il est clair que la composition ϕ ◦ f est continue sur H1. La fonction ϕ

étant de type positif, on a pour tout entier n, x dans H(0)
2 , γ1, ..., γn dans Hx2 et tout complexe

λ1, ..., λn
n
∑

i,j=1

ϕ(γ−1
i γj)λiλj ≥ 0

Ainsi on a pour tout n entier, x dans H(0)
1 , γ1, ..., γn dans Hx1 et tout complexe λ1, ..., λn

A =
n
∑

i,j=1

ϕ ◦ f(γ−1
i γj)λiλj =

n
∑

i,j=1

ϕ
(

f(γi)
−1f(γj)

)

λiλj

=

n
∑

i,j=1

ϕ(η−1
i ηj)λiλj ≥ 0

donc la fonction ϕ ◦ f est de type positif.

(b) On suppose que la fonction ϕ est à support compact et que f est propre. On note K1 le
support de la fonction ϕ ◦ f , qui est fermé de H1 et K2 le support de ϕ, qui est compact dans
H2. Soit γ dans H1 tel que |ϕ(f(γ))|> 0, alors f(γ) est dans le support de ϕ et γ se trouve
dans f−1(K2). Comme f est propre, on a f−1(K2) est compact et K1 est un sous espace fermé
de f−1(K2), donc lui aussi compact. La fonction ϕ ◦ f est à support compact.

Lemme 3.1.30. Soit f : H1 → H2 un homomorphisme entre groupoïdes topologiques continu
et propre. Si H2 est moyennable, alors H1 est moyennable.

Démonstration. Le groupoïde H2 étant moyennable il existe une suite (ϕi)i∈I de fonctions
continues sur H2, de type positif et à support compact telle que
• pour tout i ∈ I, ϕ(0)

i ≤ 1 où φ(0)i est la restriction de ϕi à H(0)
2

• ϕi converge vers un uniformément sur tout sous espace compact de H2

Pour tout i dans I, on note ψi = ϕi ◦ f la fonction définie sur H1. D’après le lemme 3.1.29,
chaque fonction ψi est continue, de type positif et à support compact dans H1. Pour tout i
dans I et x dans H(0)

1 , on a ψ(0)
i (x) = ϕ

(0)
i (f(x)) ≤ 1. Soit K un sous espace compact de H1,

par continuité de f , le sous espace f(K) est compact dans H2 ; la suite (ϕi)i∈I convergeant
uniformément vers 1 sur f(K), pour tout réel ε strictement positif, il existe i′ dans I tel que
pour tout i ≥ i′ et tout k′ dans f(K), on a |ϕ(k′)− 1|< ε. Ainsi on a pour tout i ≥ i′ et tout
k dans K

|ψi(k)− 1|= |ϕi(f(k))− 1|< ε

Le groupoïde H1 est moyennable.

On en arrive à la démonstration du théorème 3.1.1
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Démonstration du Théorème 3.1.1. On suppose qu’il existe un G-espace localement compact Y
pour lequel l’application π : Y → X est continue, propre, surjective et ouverte et le groupoïde
Y ⋊G est moyennable. On considère M le sous espace de l’espace des mesures de Radon R(Y )
de Y défini par

M =
{

µ ∈ R(Y ) : ∃x ∈ X, Supp(µ) ⊂ Yx et µ(Y ) = 1
}

Suivant la proposition 3.1.21 , l’espace M est localement compact et muni d’une action conti-
nue du groupoïde G. On note π̃ : M → X l’application canonique et d’après la proposition
3.1.20 , l’application π̃ est continue, surjective, propre et ouverte. Le groupoïde Y ⋊ G étant
moyennable, la proposition 3.1.28 implique que le groupoïde M⋊G est moyennable. D’après la
proposition 3.1.26, il existe une application θ̃ : βXG →M continue, propre et G-équivariante.
On note θ̃G : βXG ⋊ G →M ⋊ G l’application définie, pour tout (z, γ) dans βXG ⋊ G, par

θ̃G(z, γ) =
(

θ̃(z), γ
)

L’application θ̃G est un homomorphisme de groupoïdes : en effet pour tout z dans βXG et
(γ, η) dans G(2) avec r(γ) = s̃(z), on a

θ̃G(z, γ)θ̃G(zγ, η) =
(

θ̃(z), γ
)

.
(

θ̃(zγ), η
)

=
(

θ̃(z), γ
)

.
(

θ̃(z)γ, η
)

=
(

θ̃(z), γη
)

= θ̃G(z, γη)

= θ̃G
(

(z, γ).(zγ, η)
)

L’homomorphisme de groupoïde θ̃G est clairement continu et propre, par composition d’ap-
plications continues et propres. D’après le lemme 3.1.30, puisque le groupoïde M ⋊ G est
moyennable et l’homomorphisme θ̃G : βXG⋊G →M ⋊ G continu et propre, alors le groupoïde
βXG ⋊ G est moyennable.

3.1.7 Groupoïde étale exact

On dit qu’un groupoïde G est exact si pour toute suite exacte G-équivariante,

0 −→ I −→ A −→ A/I −→ 0

de G-algèbres, la suite

0 −→ I ⋊r G −→ A⋊r G −→ A/I ⋊r G −→ 0

est exacte.

On rappelle qu’un groupoïde étale localement compact G ⇒ X (X est l’espace des unités du
groupoïde G) est moyennable à l’infini s’il existe un G-espace localement compact Y , pour lequel
l’application π : Y → X est continue, surjective, ouverte et propre, et tel que le groupoïde
Y ⋊ G est moyennable.

Théorème 3.1.31. Soit G un groupoïde étale d’espace des unités X. On considère les asser-
tions suivantes :

(1) le groupoïde G est moyennable à l’infini



76 3.1. Espace universel et groupoïde moyennable

(2) le groupoïde G agit moyennablement sur l’espace βXG
(3) le groupoïde G est exact

(4) la C∗-algèbre C∗
r (G) est exacte

Alors on a (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)

Démonstration. On démontre successivement chacune des implications dans l’ordre de l’énoncé :
(1)⇒(2) : il s’agit de la démonstration 3.1.6 du théorème 3.1.1.
(2)⇒(3) : on considère une suite exacte 0→ I → A→ A/I → 0 de G-algèbres. La suite

0 −→ π∗I −→ π∗A −→ π∗A/I −→ 0

est alors une suite exacte de C0(Y )-algèbres munies d’une action du groupoïde Y ⋊ G. Le
groupoïde Y ⋊G étant moyennable, le foncteur B → B ⋊r (Y ⋊ G) est exacte dans la catégorie
des Y ⋊ G-algèbres. On a la suite exacte suivante :

0→ π∗I ⋊r (Y ⋊ G)→ π∗A⋊r (Y ⋊ G)→ π∗A/I ⋊r (Y ⋊ G)→ 0

L’application π : Y → G(0) étant continue, surjective et propre, il existe un homomorphisme
injectif de C∗- algèbres φI : I⋊rG →֒ π∗I⋊r(Y ⋊ G). On définit de même des homomorphismes
injectifs φA : A⋊r G →֒ π∗A⋊r (Y ⋊ G) et φA/I : A/I ⋊r G →֒ π∗A/I ⋊r (Y ⋊ G).

0 // I ⋊r G ir //
� _

φI
��

A⋊r G
qr //

� _

φA
��

A/I ⋊r G //
� _

φA/I

��

0

0 // π∗I ⋊r (Y ⋊ G) // π∗A⋊r (Y ⋊ G) // π∗A/I ⋊r (Y ⋊ G) // 0

Pour montrer que la première ligne est exacte, on considère a dans A ⋊r G tel que qr(a) = 0
et φA(a) est dans π∗A⋊r (Y G). Soit (ui)i∈I une approximation de l’unité dans l’idéal I, alors
(φI(ui))i∈I est une approximation de l’unité dans l’algèbre des multiplicateurs de π∗I⋊r(Y ⋊G)
et on a

φA(a) = lim
i
φI(ui)φA(a) = lim

i
φA(ui.a) ∈ φI(I ⋊r G)

Comme φA est injective, l’élément a est dans I ⋊r G et la suite

0 −→ I ⋊r G −→ A⋊r G −→ A/I ⋊r G −→ 0

est exacte et le foncteur B → B ⋊r G est exact sur la catégorie des G-algèbres.
(3)⇒(4) : on considère la suite exacte de C∗-algèbres suivantes

0 −→ I −→ A −→ A/I −→ 0

La C∗-algèbre C0(G(0)) étant nucléaire, on a alors

0 −→ I ⊗ C0(G(0)) −→ A⊗ C0(G(0)) −→ A/I ⊗ C0(G(0)) −→ 0

est une suite de C0(G(0))-algèbres telle que la collection d’applications

idγ : C0(G(0), I)(s(γ))→ C0(G(0), I)(r(γ))

qui à tout i dans C0(G(0), I)(s(γ)) = I associe idγ(i) = i dans I = C0(G(0), I)(s(γ)) définit une
action continue de G sur I⊗C0(G(0)). On obtient une suite exacte de G-algèbres et le foncteur
⋊rG étant exact, par hypothèse, on a

0 −→ I ⊗ C0(G(0))⋊r G −→ A⊗ C0(G(0))⋊r G −→ A/I ⊗ C0(G(0))⋊r G −→ 0
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correspondant à la suite

0 −→ I ⊗ C∗
r (G) −→ A⊗ C∗

r (G) −→ A/I ⊗ C∗
r (G) −→ 0

est exacte.

3.2 C∗-algèbre C∗r (G) et approximation de la représentation ré-

gulière

Il est légitime de se demander si l’exactitude de C∗-algèbre réduite C∗
r (G) implique à

son tour la moyennabilité à l’infini du groupoïde G ou encore la moyennabilité du groupoïde
βXG ⋊ G.

Dans [KW99], Kirchberg et Wassermann donne l’équivalence entre l’exactitude d’un groupe
discret et l’exactitude de sa C∗-algèbre réduite de ce groupe. Dans [Oza00], Ozawa prouve
l’équivalence entre l’exactitude de la C∗-algèbre réduite et la moyennabilité de l’action par
translation à gauche du groupe sur son compactifié de Stone-Cech.

Anantharaman-Delaroche donne une réponse affirmative à cette question dans [AD02] dans
le cadre plus large des groupes localement compacts et séparés en utilisant une condition
suffisante sur le groupe localement compact et séparé qu’elle appelle propriété (W ) et qui est
une condition plus faible que la moyennabilité intérieure :

Définition 3.2.1. On dit qu’un groupe localement compact et séparé possède la propriété (W )
si pour tout compact K de G et tout réel ε strictement positif, il existe une fonction f continue,
bornée, de type positif et à support proprement supporté sur G×G telle que

∣

∣f(g, g)− 1
∣

∣ ≤ ε
pour tout élément g dans K.

et obtient le résultat suivant

Théorème 3.2.2 ([AD02],Théorème 7.3). Soit G un groupe localement compact et séparé. Si
le groupe G possède la propriété (W ) et si la C∗-algèbre C∗

r (G) est exacte, alors le groupe G
est moyennable à l’infini.

Il est facile de prouver que les groupes discrets possèdent la propriété (W ) en considérant
la fonction caractéristique sur la diagonale ∆G de l’espace G×G ce qui permet de retrouver
le résultat de Ozawa [Oza00] :

C∗
r (G) exact ⇐⇒ G moyennable à l’infini ⇐⇒ βG⋊G moyennable

Dans cette section, on considère un groupoïde étale localement compact et σ-compact
séparé G ⇒ X tel que la C∗-algèbre réduite C∗

r (G) est exacte et on note ν le système de Haar
pour G constitué des mesures de comptage des s-fibres de G et L

(

L2(G, ν)
)

la C0(X)-algèbre
des opérateurs C0(X)-linéaires qui admettent un adjoint, sur le C0(X)-module de Hilbert
L2(G, ν). L’idée est de travailler sur des C0(X)-algèbres continues et exactes afin d’utiliser
un résultat de [Bla97] de plongement C0(X)-linéaire de telles C0(X)-algèbres dans la C0(X)-
algèbre nucléaire C0(X)⊗O2, où O2 est l’algèbre de Cuntz. Comme la C∗-algèbre C∗

r (G) n’est
pas munie d’une structure de C0(X)-algèbre, on construit une C0(X)-algèbre, notée A, qui est
la plus petite sous-C∗-algèbre de L

(

L2(G, ν)
)

contenant l’image de C∗
r (G) dans L

(

L2(G, ν)
)

par la représentation régulière λ et l’image de C0(X) par la structure de C0(X)-algèbre de
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L
(

L2(G, ν)
)

. On montre alors que l’exactitude de la C∗-algèbre C∗
r (G) implique l’exactitude de

la C0(X)-algèbre A. Afin d’utiliser le théorème de [Bla97], on suppose que la C0(X)-algèbre A
est continue et on se restreint au cas où l’espace des unités X du groupoïde est compact. On
travaille donc sur une classe plus faible de groupoïdes étales localement compacts et σ-compacts
qui satisfont ces deux conditions. Dès lors que l’on a utilisé le théorème de plongement C(X)-
linéaire des C(X)-algèbres continues et exactes dans la C(X)-algèbre nucléaire C(X) ⊗ O2,
on va pouvoir utiliser les propriétés de C(X)-nucléarité pour obtenir une approximation par
des factorisations à travers les C(X)-algèbres C(X)⊗Mn(C) de l’application identité sur A et
donc de la représentation régulière de C∗

r (G). C’est par le biais de cette approximation par des
factorisations de la représentation régulière de la C∗-algèbre exacte C∗

r (G) que nous pouvons
montrer la moyennabilité de l’action de G sur βXG. On obtient alors l’implication (4)⇒ (2) du
théorème 3.1.31 pour la classe des groupoïdes étales localement compacts et σ-compacts ayant
la propriété (W ), dont l’espace des unités est compact et tels que la C(X)-algèbre induite A
est continue.

3.2.1 Approximation de l’unité et opérateurs de rangs finis

Dans cette partie, on utilise les résultats de l’article d’Arveson [Arv77] sur les C∗-algèbres
que l’on adapte au cas des C0(X)-algèbres, dont les éléments sont considérés comme des opé-
rateurs sur un C0(X)-module de Hilbert.

Pour H un espace de Hilbert séparable, on rappelle qu’un opérateur quasidiagonal T est
un opérateur borné sur l’espace de Hilbert séparable H pour lequel il existe une suite (Fn)n∈N
de projections de rang fini, qui converge fortement vers l’identité et vérifiant

lim
n→∞

‖FnT − TFn‖= 0

Cette définition équivaut à l’existence d’une suite (En)n∈N de projections de rang fini deux à
deux orthogonales telle que

∑

n∈NEn = 1 et T est une perturbation compacte de l’opérateur
∑

n∈NEnTEn.
Dans l’article [Arv77], l’auteur construit, dans le cadre plus général des opérateurs bornés
T : H → H (non nécessairement quasidiagonaux), une suite (Fn)n∈N d’opérateurs positifs de
rang fini, qui converge fortement vers l’opérateur identité et vérifiant la relation, pour tout T
dans L(H),

lim
n∈N
‖FnT − TFn‖= 0

Comme dans le cas des opérateurs quasidiagonaux, l’existence d’une telle suite (Fn)n∈N permet
de construire une suite (En)n∈N d’opérateurs positifs de rang fini dans L(H) tel que

∑

n∈NE
2
n =

1 et pour laquelle, tout opérateur T est une perturbation compacte de
∑

n∈NEnTEn.

Le principal objectif de cette partie consiste à montrer que pour toute C0(X)-algèbre A,
considérée comme sous C0(X)-algèbre de la C0(X)-algèbre des opérateurs d’un C0(X)-module
de Hilbert H, et tout idéal K de A d’espace nul trivial, il existe une suite (En)n∈N d’éléments
positifs dans K vérifiant

(a) En ∈ K et
∑

nE
2
n = IdH

(b) A−∑nEnAEn est dans K, pour tout A dans A
On montre aussi que pour toute partie finie F de A, il est possible de choisir les éléments En
de sorte que, pour tout élément A de F , la norme ‖A−∑nEnAEn‖ soit aussi petite qu’on le
souhaite.
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On considère A une C0(X)-algèbre et K un idéal bilatère, non nécessairement fermé, dans
A.

Définition 3.2.3. Une approximation de l’unité pour K est une suite croissante (eλ)λ∈Λ d’élé-
ments positifs de la boule unité de l’idéal K tels que limλ‖eλk − k‖= 0 pour tout k dans K. De
plus, si (eλ)λ∈Λ satisfait la relation limλ‖eλa− aeλ‖= 0, pour tout a dans A, alors la suite est
quasicentrale.

Dans le cadre des C0(X)-algèbres, on obtient un théorème sur l’existence d’approximation
de l’unité quasicentrale, analogue au cas des C∗-algèbres.

Théorème 3.2.4. Tout idéal K dans une C0(X)-algèbre A possède une approximation de
l’unité quasicentrale. Si de plus A est séparable, cette unité approchée quasicentrale peut être
indexée sur N et on a un ≤ un+1, pour tout n dans N.

Démonstration. L’idéal K de la C(X)-algèbre A est aussi un idéal pour la structure de C∗-
algèbre sous jacente de A ; on applique alors la démonstration de [Arv77].

Remarque 3.2.5. La preuve montre que l’on peut constuire, à partir d’une unité approchée
(eλ)λ∈Λ quelconque pour K, une approximation de l’unité quasicentrale, dont les éléments
sont des combinaisons linéaires convexes des éléments de (eλ)λ∈Λ.

Soit B une C∗-algèbre et H un module hilbertien sur B.

Définition 3.2.6. Soit H un B-module hilbertien séparable et T un opérateur B-linéaire et
possédant un adjoint sur H ; on dit que T est un opérateur positif si pour tout élément ξ dans
H on a 〈Tξ, ξ〉 est positif dans B.

Notation 3.2.7. On adoptera les notations suivantes en ce qui concerne les opérateurs de rang
fini :
• On appelle opérateur de rang 1, tout endomorphisme sur le B-module hilbertien H qui

s’écrit sous la forme θx,y, avec x et y dansH, où pour tout ξ dansH, on a θx,y(ξ) = x〈y, ξ〉.
• On appelle opérateur de rang fini sur le B-module hilbertien H est un endomorphisme

de B-module T : H → H, qui est une combinaison linéaire d’opérateurs de rang un.
• L’ensemble des opérateurs de rang fini sur un B-module hilbertien H est un idéal dans
L(H), noté K0, dont la fermeture, notée K, est l’ensemble des opérateurs compacts de
L(H).

En utilisant le théorème 3.2.4 , on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.8. Soit H un C(X)-module de Hilbert séparable.

(i) Il existe une suite croissante (Fλ)λ∈Λ d’opérateurs positifs de rang fini qui converge for-
tement vers l’opérateur identité de H et vérifiant la relation limλ‖FλT − TFλ‖= 0, pour
tout opérateur C(X)-linéaire T dans L

(

H
)

.

(ii) Pour A une C(X)-algèbre séparable d’opérateurs sur un champ continu d’espaces de
Hilbert séparables H, il existe une suite (Fn)n∈N croissante d’opérateurs positifs et de rang
fini qui converge fortement vers l’identité et vérifiant la relation limn‖FnA−AFn‖= 0,
pour tout A dans A.

Démonstration. Quitte à remplacer A par la C(X)-algèbre des perturbations compactes d’opé-
rateurs de A, on considère l’idéal K des opérateurs de rang fini dans la C(X)-algèbre séparable
A et on applique le théorème 3.2.4 pour obtenir la suite voulue.
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Dans le théorème qui suit, on considère la C(X)-algèbre A comme une sous C(X)-algèbre
d’opérateurs de l’ensemble des opérateurs bornés, C(X)-linéaires et possédant un adjoint sur
un C(X)-module hilbertien HC(X). Soit I un idéal de A, on appelle espace nul de I, l’espace
défini par

{

ξ ∈ HC(X) : T (ξ) = 0, ∀T ∈ I
}

; on dira que l’espace nul de l’idéal I est trivial,
s’il est réduit au vecteur nul.

Théorème 3.2.9. Soit K un idéal dans A dont l’espace nul est trivial. Il existe une suite
(En)n∈N d’opérateurs positifs dans la fermeture K (pour la topologie de la norme de K) telle
que pour tout n dans N, on a E2

n est dans l’idéal K,
∑

n≥1E
2
n = 1 et A−∑EnAEn est dans

l’idéal K, pour tout A dans A.
De plus, en fixant ε ≥ 0 et F ⊂ A un sous ensemble fini, on peut choisir la suite (En)n∈N de
sorte que ‖A−∑EnAEn‖< ε, pour tout A dans F

Remarque 3.2.10. Avant de s’attaquer à la démonstration du théorème, on peut faire les re-
marques suivantes :

a) Si une telle suite (En)n∈N existe, alors
∑

EnAEn est bien définie par l’hypothèse
∑

E2
n = 1 qui implique la convergence forte de la somme.

En effet, on considère le C(X)-module hilbertien H′ :=
⊕

n∈NHC(X) et on note i′ la représen-
tation de A dans l’ensemble des opérateurs L

(

H′
)

définie par i′(A) = ⊕n∈NA. On peut alors
définir une isométrie, en posant

V : HC(X) −→ ⊕n∈NHC(X) = H′

ξ −→ ⊕n∈NEn(ξ)

On note Pn : H′ → H′ la projection sur les n premières composantes de H′ = ⊕n∈NHC(X) et
Vn := PnV ; alors pour tout A dans A, on a la convergence dans la topologie forte

∑n
k=1EkAEk = V ∗Pni

′(A)PnV // V ∗i′(A)V =
∑+∞

k=1EkAEk

b) L’application l(A) =
∑

EnAEn pouvant s’écrire sous la forme l(A) = V ∗i′(A)V , elle est

complètement positive et son image est dans la fermeture forte Aforte de A. Puisque l’élément
A− l(A) est dans K qui est un idéal de A, alors l’application l est à image dans A.

Pour démontrer le théorème 3.2.9, on utilise le lemme suivant démontré dans [Arv77] :

Lemme 3.2.11. Soit ε un réel strictement positif et f une fonction continue sur l’intervalle
[0, 1] à valeurs complexes et qui soit nulle en 0. Alors il existe un réel δ strictement positif tel
que pour tout élément a et tout élément positif e dans la boule unité de A, on a ‖ae− ea‖ 6 δ
implique ‖af(e)− f(e)a‖ 6 ε.

Démonstration du Théorème 3.2.9. On va utiliser l’existence de l’approximation de l’unité
dans K pour construire la suite (En)n∈N

a) Soit ε strictement positif, alors, d’après le lemme 3.2.11, il existe (δn)n∈N suite décrois-
sante de réels positifs tendant vers 0 telle que pour tout a et E dans la boule unité de A, avec
E positif, on a

‖Ea− aE‖ ≤ δn ⇒ ‖E1/2a− aE1/2‖ ≤ ε/2n+1

On considère une suite croissante (Fn)n∈N de sous ensembles finis de A telle que la réunion
⋃Fn est dense dans la boule unité de A. (On supposera de plus que F1 contient un nombre
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fini d’éléments de norme 1)
On a vu qu’il existe (un)n∈N une approximation de l’unité quasicentrale dans K et (quitte à
considérer une sous suite), on peut supposer que pour tout A dans Fn+1,

‖unA−Aun‖ ≤ δn/2

On a, en posant u0 = 0

{

∀A ∈ F1, ‖u1A−Au1‖ < δ1
∀A ∈ Fn, ‖(un − un−1)A−A(un − un−1)‖ < δn−1

b/ Par calcul fonctionnel continu pour la fonction f(x) = x1/2, on pose, pour tout n dans
N, En = (un − un−1)

1/2. Alors pour ε ≥ 0 et une suite décroissante de réels postifs tendant
vers zéro (δn)n∈N appropriée, on a pour tout A dans Fn

‖EnA−AEn‖ ≤ ε/2n

L’élément E2
n = un − un−1 est dans K ; comme (un)n∈N est une unité approchée pour

K (dont l’espace nul est trivial), la suite (un)n∈N converge fortement vers 1, ce qui implique
l’égalité

+∞
∑

n=1

E2
n = 1

c/ Il reste à montrer que pour tout élément A dans A, l’image l(A) est une perturbation
compacte de l’opérateur A. Or pour tout A dans

⋃Fn, on a par construction
∑ ‖EnA −

AEn‖ < +∞. D’après la remarque 3.2.10 , combinée avec l’égalité suivante

A− l(A) = A−
∑

n≥1

EnAEn =
∑

n≥1

(AE2
n − EnAEn) =

∑

n≥1

(AEn − EnA)En

on a alors A− l(A) ∈ K, pour tout A dans
⋃Fn.

Or pour tout A dans A, il existe une suite (Ak)k∈N d’éléments de
⋃Fn, qui converge en norme

vers A. D’après la remarque 3.2.10 , A − l(A) est bien définie et la suite
(

Ak − l(Ak)
)

k∈N
converge en norme vers A − l(A). Comme Ak − l(Ak) est compact pour tout k entier, on en
déduit que pour tout A dans A, l’élément A− l(A) est dans K.

Définition 3.2.12. Soit A une C(X)-algèbre, considérée comme sous-C(X)-algèbre de la
C(X)-algèbre des opérateurs bornés, C(X)-linéaires admettant un adjoint sur un C(X)-module
de Hilbert séparable. On suppose l’existence d’une suite (En)n∈N d’opérateurs positifs, de rang
fini satisfaisant

∑

nE
2
n = 1. On pose ω : A → A l’application C(X)-linéaire positive qui, à

tout a de A, associe l’opérateur
∑

n∈NEnaEn L’application ω : A → A est dite application
localisante pour A si pour tout a dans A, l’opérateur a− ω(a) est compact.

3.2.2 Représentation régulière et opérateurs de rang fini

On a vu dans la section 1.2.2, la construction de C∗-algèbres associées à un groupoïde
localement compact et séparé muni d’un système de Haar. Pour simplifier les notations, on
note dans la suite L(L2(G, ν)) pour la C0(X)-algèbre des opérateurs LC0(X)

(

L2(G, ν)
)

.
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La représentation régulière est le ∗-homomorphisme injectif de C∗-algèbres λ : C∗
r (G) →

L
(

L2(G, ν)
)

et, d’après la proposition 1.2.13, la C∗-algèbre L
(

L2(G, ν)
)

est munie d’une struc-
ture de C0(X)-algèbre. L’image par la représentation λ de C∗

r (G) est une sous-C∗-algèbre
de L

(

L2(G, ν)
)

, qui n’est pas nécessairement stable par la structure de C0(X)-module de
L
(

L2(G, ν)
)

.

Dans cette partie on définit une sous-C0(X)-algèbre de L(L2(G, ν)), que l’on note A, à partir
de la C∗-algèbre réduite C∗

r (G). On montre, via la proposition 3.2.18, que cette construction
conserve la propriété d’exactitude. L’idée est de remplacer la sous-C∗-algèbre C∗

r (G) exacte
par la sous-C0(X)-algèbre A de manière à pouvoir utiliser un théorème de [Bla97] qui donne
l’existence d’un plongement C0(X)-linéaire de toute C0(X)-algèbre continue et exacte dans
la C0(X)-algèbre C0(X) ⊗ O2. On termine cette partie en appliquant le théorème 3.2.9 à la
C0(X)-algèbre A et l’idéal des opérateurs compacts : la suite d’opérateurs positifs compacts
que l’on obtient, joue un rôle central dans l’approximation par factorisation de l’application
identité de A.

Définition 3.2.13. On note A = C∗
(

λ(C∗
r (G)), φ(C0(X))

)

, la plus petite sous C∗-algèbre
d’opérateurs de L2(G, ν) contenant φ

(

C0(X)
)

et λ
(

C∗
r (G)

)

.

Pour tout a dans C∗
r (G), l’opérateur λ(a) sur L2(G, ν) est C(X)-linéaire. La C∗-algèbre A

est engendrée par les éléments
∑

i∈I φ(fi).λ(ai) où la somme est finie et ai est un élément de
C∗
r (G) et la fonction fi est dans C(X).

Proposition 3.2.14. La C∗-algèbre A est une sous-C0(X)-algèbre de la C0(X)-algèbre L
(

L2(G, ν)
)

.

Remarque 3.2.15. Nous considérons à partir de maintenant la C0(X)-algèbre A comme une
sous-C0(X)-algèbre de la C0(X)-algèbre des opérateurs L

(

L2(G, ν)
)

.

Définition 3.2.16. Soit B une C0(X)-algèbre. On dit que B une C0(X)-algèbre continue si
le champ semi-continu supérieurement de C∗-algèbres sur X est continu, c’est-à-dire si pour
tout b dans B, la fonction x→ ‖bx‖ est continue.

Notation 3.2.17. On dit que le groupoïde G ⇒ X vérifie la condition (Cont) si la C0(X)-
algèbre associée A introduite dans la définition 3.2.13 est continue. On suppose à partir de
maintenant que le groupoïde étale G ⇒ X vérifie la condition (Cont) c’est-à-dire que la
C0(X)-algèbre A est continue.

La proposition qui suit permet de voir que la propriété d’exactitude de la C∗-algèbre réduite
C∗
r (G) est transférée à la C∗-algèbre A :

Proposition 3.2.18. Si la C∗-algèbre C∗
r (G) est exacte, alors la C(X)-algèbre A est exacte.

Démonstration. On note A la C∗-algèbre C∗
r (G) et on suppose que A est exacte ; la C∗-algèbre

C(X) étant nucléaire, A⊗C(X) est exacte. On définit un homomorphisme π : A⊗C(X)→ A
défini pour les éléments de la forme

∑

i ai ⊗ fi par

π
(

∑

i

ai ⊗ fi
)

=
∑

i

φ(fi).λ(ai)

Cet homomorphisme est surjectif et on a un isomorphisme de C∗-algèbres de A⊗C(X)/I dans
A, où I := ker(π). D’après un résultat de Kirchberg (voir une version (IV.3.4.19) de [Blac])
affirmant que tout quotient de C∗-algèbre séparable exacte est exact, la C(X)-algèbre A est
exacte.



Exactitude de la C∗-algèbre réduite d’un groupoïde étale 83

On rappelle ci-dessous le théorème de stabilisation de Kasparov pour les modules de Hil-
bert :

Définition 3.2.19. A toute C∗-algèbre B, on associe le module de Hilbert standard sur B,
que l’on note HB défini par

HB =

{

(bk) ∈
∏

k∈N

B :
∑

k∈N

b∗kbk converge dans B

}

Théorème 3.2.20 (Stabilisation de Kasparov). Pour tout B-module de Hilbert F , dé-
nombrablement engendré, il existe un isomorphisme de B-module de Hilbert entre F ⊕HB et
HB.

On trouve une démonstartion du théorème 3.2.20 dans [Kas80a] ou encore dans [Lan95] :
il s’agit d’une variante de l’orthogonalisation de Gram-Schmidt. A l’aide du théorème de
stabilisation de Kasparov 3.2.20 , on prouve la proposition suivante

Proposition 3.2.21. Il existe un homomorphisme de C(X)-algèbres injectif de la C(X)-
algèbre L

(

L2(G, ν)⊗ l2(N)
)

dans L
(

HC(X)

)

Démonstration. Comme l2(N) est un espace de Hilbert séparable donc dénombrablement
engendré (en)n∈N et L2(G, ν) est un C(X)-module de Hilbert dénombrablement engendré,
alors le C(X)-module de Hilbert L2(G, ν) ⊗ l2(N) est dénombrablement engendré. En appli-
quant le théorème 3.2.20 de stabilisation de Kasparov au C(X)-module de Hilbert L2(G, ν)⊗
l2(N) dénombrablement engendré, il existe un isomorphisme de C(X)-module hilbertien entre
L2(G, ν)⊗ l2(N)⊕HC(X) et HC(X). L’homomorphisme de C(X)-module de Hilbert

i : L2(G, ν)⊗ l2(N) →֒ L2(G, ν)⊗ l2(N)⊕HC(X)

étant injectif, il existe un plongement C(X)-linéaire L(L2(G, ν)⊗ l2(N)) dans L(HC(X)).

On termine cette partie en appliquant le théorème 3.2.9 à la C(X)-algèbre d’opérateurs
A. On note K0 l’idéal des opérateurs de rang fini sur le C(X)-module de Hilbert L(HC(X)),
décrit auparavant. On suppose, quitte à remplacer A par la C(X)-algèbre des perturbations
compactes des éléments de A, que l’ensemble des opérateurs compacts K est dans A.
On considère (en)n∈N, la suite dans L

(

C(X) ⊗ l2(N)
)

, telle que pour tout entier n, on a
en = 1 ⊗ pn, avec pn la projection sur les n premières composantes de l2(N). On obtient
une approximation de l’unité dans l’idéal K0, constituée de projections. On va ainsi pouvoir
construire une approximation de l’unité quasicentrale (un) dans l’idéal K0 de A c’est-à-dire
une suite croissante (un)n∈N d’éléments positifs de la boule unité de K, telle que pour tout a
dans A, limn→∞

∥

∥aun − una
∥

∥ = 0 c’est-à-dire

lim
n→∞

sup
x∈X

∥

∥a(x)un(x)− un(x)a(x)
∥

∥ = 0

Lemme 3.2.22. L’idéal K0 des opérateurs de rang fini dans la C(X)-algèbre A possède une
approximation de l’unité quasicentrale (un)n∈N, obtenue à partir de combinaisons linéaires
convexes d’éléments de l’approximation de l’unité (en)n∈N de K0.

Démonstration. La preuve est directe en utilisant le théorème 3.2.4.

Lemme 3.2.23. L’espace nul de l’idéal K0 est trivial.
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Proposition 3.2.24. Il existe une suite d’opérateurs (En)n∈N positifs dans l’ensemble des opé-
rateurs de rang fini K0, telle que

∑

n∈NE
2
n = 1 et pour tout A dans A, on a

∑

n∈NEnAEn est
une pertubation compacte de A. De plus, pour tout réel strictement positif ε et tout toute partie
finie (ou même compacte) F dans A, on peut choisir (En)n∈N de sorte que ‖A−∑n∈NEnAEn‖<
ε, pour tout A dans F .

Démonstration. L’ensemble K0 des opérateurs de rang fini sur le C(X)-module de Hilbert
HC(X) est un idéal bilatère dans la C(X)-algèbre A, dont l’espace nul est réduit au vecteur
nul de HC(X), et on a construit une unité approchée dans K0 quasicentrale pour A. D’après le
théorème 3.2.9 il existe une suite (En)n∈N d’opérateurs positifs dans l’ensemble des opérateurs
compacts K, (qui est la fermeture pour la norme de l’idéal K0) vérifiant pour tout entier n,
E2
n est un opérateur de rang fini,

∑

nE
2
n = 1 et pour tout opérateur A de A, l’opérateur

A−∑nEnAEn est compact. De plus, pour tout entier n, l’opérateur En est de rang fini car
E2
n l’est.

La suite d’opérateurs positifs compacts (En)n∈N donnée par la proposition 3.2.24 nous
permet de construire dans les prochaines étapes une application localisante dans A et des
projections dans L(HC(X)).

3.2.3 C(X)-nucléarité et exactitude

On considère à partir de maintenant et ceci jusqu’à la fin de cette section que l’espace des
unités X du groupoïde étudié est compact. Dans cette partie, on s’intéresse aux relations entre
l’exactitude et la nucléarité dans la catégorie des C(X)-algèbres continues.
On rappelle tout d’abord les notions de nucléarité pour les C(X)-algèbres. On définit l’algèbre
de Cuntz O2 puis on montre que la C(X)-algèbre continue C(X) ⊗ O2 est C(X)-nucléaire.
On utilise alors un résultat de Kirchberg qui apparait dans l’appendice de [Bla97] pour définir
un homomorphisme injectif de C(X)-algèbres π : A → C(X)⊗O2. On se sert alors de la
C(X)-nucléarité de C(X) ⊗ O2 pour obtenir les premières approximations par factorisations
de l’homomorphisme identité idA.

Dans la théorie des C∗-algèbres, la nucléarité d’une C∗-algèbre B peut être caractérisée
par l’existence d’approximations par les applications complètement positives de rang fini de
l’homomorphisme identité de B. On dit que l’homomorphisme identité est nucléaire. Cette
définition s’étend aux applications linéaires complètement positives.
On définit une notion analogue de C(X)-nucléarité pour les applications C(X)-linéaires com-
plètement positives entre C(X)-algèbres.

Définition 3.2.25. a) Soient A1 et A2 deux C(X)-algèbres. Une application C(X)-linéaire
complètement positive θ : A1 → A2 est dite C(X)-nucléaire si et seulement si pour tout sous
ensemble compact K dans A1 et tout réel strictement positif ε, il existe un entier n et des ap-
plications C(X)-linéaires, complètement positives et contractantes φn : A1 → C(X)⊗Mn(C)
et ψn : C(X)⊗Mn(C)→ A2 telles que pour tout a dans K, on ait

∥

∥θ(a)− ψn ◦ φn(a)
∥

∥ < ε

b) Une C(X)-algèbre A est dite C(X)-nucléaire si l’homomorphisme identité est C(X)-nucléaire.

Définition 3.2.26. On appelle C∗-algèbre de Cuntz unifère la C∗-algèbre engendrée par deux
isométries s1, s2 satisfaisant la relation 1 = s1s

∗
1 + s2s

∗
2. On note O2 cette C∗-algèbre.



Exactitude de la C∗-algèbre réduite d’un groupoïde étale 85

Proposition 3.2.27. La C(X)-algèbre C(X)⊗O2 est C(X)-nucléaire.

Démonstration. La C∗-algèbre O2 étant nucléaire, pour tout sous espace compact K de O2

et tout réel strictement positif ε, il existe un entier n et des applications linéaires continues,
complètement positives et contractantes, notées ϕ : O2 →Mn(C) et ψ :Mn(C)→ O2 vérifiant
pour tout o dans K,

‖o− ψ ◦ ϕ(o)‖< ε

L’algèbre O2 ⊗ C(X) est une C(X)-algèbre continue (c’est un champ continu trivial de C∗-
algèbres sur X de fibre constante O2). On considère K un sous espace compact de O2⊗C(X)
et ε un réel strictement positif. Pour tout f dans K, on pose Uf le voisinage ouvert défini par
Uf =

{

g ∈ O2 ⊗ C(X) : ‖f − g‖< ε/3
}

. On obtient alors un recrouvrement ouvert de K. Par
compacité, il existe une famille finie {f1, ..., fp} d’éléments de K, tels que K ⊂ ∪pj=1Ufj . Pour
tout f dans K, il existe j dans {1, ..., p} tel que pour tout x dans X, on a

‖f(x)− fj(x)‖< ε/3

On peut identifier la C(X)-algèbre O2 ⊗C(X) avec la C(X)-algèbre C(X,O2) et pour tout j
dans {1, ..., p}, on a fj(K) est un sous espace compact de O2. La réunion finie K = ∪pj=1fj(K)
est un sous espace compact de O2, et il existe donc n un entier et des contractions linéaires
continues et complètement positives, notées ϕ̃ : O2 → Mn(C) et ψ̃ : Mn(C) → O2, vérifiant
‖fj(x)− ψ̃ ◦ ϕ̃(fj(x))‖< ε/3, pour tout x dans X et tout j dans {1, ..., p}. On pose ϕ : O2 ⊗
C(X)→Mn ⊗ C(X) application C(X)-linéaire complètement positive et contractante définie
par ϕ := ϕ̃⊗ idC(X) et ψ :Mn⊗C(X)→ O2⊗C(X) application C(X)-linéaire complètement

positive et contractante définie par ψ := ψ̃ ⊗ idC(X) et on a pour tout j dans {1, ..., p},
∥

∥fj − ψ ◦ φ(fj)
∥

∥ = sup
x∈X

∥

∥fj(x)− (ψ̃ ⊗ idC(X)) ◦ (ϕ̃⊗ idC(X))(fj)(x)
∥

∥

= sup
x∈X

∥

∥fj(x)ψ̃ ◦ ϕ̃(fj(x))
∥

∥ <
ε

3

Pour tout f dans K, il existe j dans {1, ..., p} tel que pour tout x dans X, on a ‖f(x)− fj(x)‖<
ε/3 et on a

∥

∥f − ψ ◦ ϕ(f)
∥

∥ =
∥

∥f − fj + fj − ψ ◦ ϕ(fj) + ψ ◦ ϕ(fj)− ψ ◦ ϕ(f)
∥

∥

≤
∥

∥f − fj
∥

∥+
∥

∥fj − ψ ◦ ϕ(fj)
∥

∥+
∥

∥ψ ◦ ϕ(fj)− ψ ◦ ϕ(f)
∥

∥

<
ε

3
+
ε

3
+
∥

∥ψ ◦ ϕ(fj − f)
∥

∥ <
ε

3
+
ε

3
+
∥

∥ψ ◦ ϕ
∥

∥

∥

∥fj − f
∥

∥

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
< ε

On a donc prouvé que pour tout réel strictement positif et tout sous ensemble compact K de
O2 ⊗ C(X), il existe un entier n et deux applications ϕ : O2 ⊗ C(X) → Mn ⊗ C(X) et ψ :
Mn⊗C(X)→ O2⊗C(X), C(X)-linéaires continues, complètement positives et contractantes
telles que, pour tout f dans K, on a

‖f − ψ ◦ ϕ(f)‖< ε

Donc la C(X)-algèbre O2 ⊗ C(X) est C(X)-nucléaire.

Dans [Blan], l’auteur donne une caractérisation des C(X)-algèbres continues et nucléaires,
étendue au cas des C(X)-algèbres continues et exactes par Kirchberg (voire appendice de
[Blan]). Il démontre le théorème suivant :
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Théorème 3.2.28 ([Bla97]). Soit B une C(X)-algèbre continue et séparable. La C∗-algèbre B
est exacte si et seulement si il existe un plongement C(X)-linéaire de B dans la C(X)-algèbre
C(X)⊗O2.

On applique alors le théorème 3.2.28 à la C(X)-algèbre continue et exacte A et on obtient
le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.29. Il existe un homomorphisme injectif de C(X)-algèbres π : A → C(X)⊗O2.

Démonstration. La C(X)-algèbre A étant continue et exacte, d’aprè le théorème 3.2.28, il
existe un homomorphisme injectif de C(X)-algèbres π : A → C(X)⊗O2.

La proposition qui suit permet de plonger la C(X)-algèbre continue C(X) ⊗ O2 dans
L
(

HC(X)

)

:

Proposition 3.2.30. Il existe un homomorphisme injectif de C(X)-algèbres de O2 ⊗ C(X)
dans L

(

HC(X)

)

.

Démonstration. La C∗-algèbre de Cuntz O2 étant séparable, il existe, par le théorème de
Gelfand-Naimark, un homomorphisme injectif i : O2 →֒ L(l2(N)). On a alors

i⊗ idC(X) : O2 ⊗ C(X) →֒ L(l2(N))⊗ C(X) →֒ L
(

l2(N)⊗ C(X)
)

C(X) étant une C∗-algèbre σ-unitale, on a L
(

l2(N)⊗ C(X)
) ∼= L(HC(X)).

Il existe donc un homomorphisme injectif de C(X)-algèbres de O2 ⊗ C(X) dans L(HC(X)).

Remarque 3.2.31. Le problème que nous devons étudier, à savoir l’approximation de la repré-
sentation régulière de C∗

r (G), peut se résumer grossièrement par le diagramme suivant :

A � � //
� _

π

��

L
(

L2(G, ν)⊗ l2(N)
)

� � // L
(

HC(X))

C(X)⊗O2
id //

((

C(X)⊗O2
� � // L

(

HC(X)

)

��

?

^^

C(X)⊗Mn(C)
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3.2.4 Etude de En : projection et application localisante

On utilise la suite (En)n∈N d’opérateurs positifs compacts obtenus dans la proposition
3.2.24 pour construire des projections PEn dans L(HC(X)) et une application localisante
l : A → A définie par l(A) =

∑

nEnAEn. L’intérêt d’introduire ces objets est la démons-
tration de la proposition 3.2.41 .

On rappelle un théorème classique pour les opérateurs sur un module hilbertien, dont
l’image est fermée (voir [Lan95] ou [MT05])

Proposition 3.2.32. Soit B une C∗-algèbre, E et F des B-modules hilbertiens. Soit t ∈
L(E ,F) à image fermée, alors on a
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a) Le noyau ker(t) est un sous module de E qui admet un sous module supplémentaire.

b) L’image Im(t) est un sous module de F qui admet un sous module supplémentaire.

c) t∗ ∈ L(F , E) a une image fermée.

Proposition 3.2.33. Pour tout entier n dans N, l’image de l’opérateur En est fermée dans
HC(X) et admet un sous module supplémentaire.

Démonstration. Pour tout entier n, l’opérateur En est positif donc E∗
nEn = E2

n. Par définition,
on a E2

n = un − un−1 et le spectre σ(E2
n) est un ensemble fini, donc σ(E2

n) r {0} est fermée.
L’opérateur En a une image fermée dans HC(X).
En appliquant la proposition 3.2.32 à l’opérateur En, on en déduit que l’image Im(En) admet
un sous module supplémentaire dans HC(X).

Remarque 3.2.34. On note PEn : HC(X) → HC(X) la projection associée au sous module
Im(En).

Lemme 3.2.35. Pour tout n dans N, il existe un entier Nn tel que l’image de l’opérateur En
soit incluse dans C(X)⊗ CNn .

Démonstration. Pour tout entier n, on a, par construction, E2
n = un+1−un. Or chaque un est

une combinaison linéaire convexe d’éléments de la suite (en)n∈N. Les opérateurs E2
n peuvent

alors s’écrire sous la forme E2
n =

∑

n∈N λnen, où λn est non nul pour un nombre fini de n et
vérifient

∑

n λn = 0. Puisque chaque opérateur E2
n est diagonal et de rang fini, il existe un

entier positif Nn tel que l’image de En soit inclus dans C(X)⊗ CNn .

Remarque 3.2.36. On pose Ȟ := ⊕n∈NIm(En). L’espace Ȟ est muni d’une structure de C(X)-
module hilbertien séparable (voir [Lan95] pour la construction générale) : on définit un élément
de Ȟ comme une suite (xn)n∈N, où xn est dans En, et vérifiant

∑

n〈xn, xn〉 convergence dans
C(X) et la structure de C(X)-module est évidente (voir [Lan95] pour la construction générale).

Remarque 3.2.37. On a par construction de Ȟ un isomorphisme de C(X)-module hilbertien
entre Ȟ et HC(X)

Lemme 3.2.38. Pour tout n dans N, il existe Nn entier, tel que PEn(HC(X)) soit isomorphe

au C(X)-module de Hilbert C(X)⊗ CNn .

Lemme 3.2.39. Soit V : HC(X) → Ȟ l’application qui à tout vecteur ξ de HC(X) associe le

vecteur V (ξ) = ⊕n∈NEn(ξ). L’application V : HC(X) → Ȟ est une isométrie.

Démonstration. Pour tout ξ dans HC(X), on a

‖V (ξ)‖2 = ‖⊕n∈NEn(ξ)‖2=
∑

n∈N

〈

En(ξ), En(ξ)
〉

=
∑

n∈N

〈

E2
n(ξ), ξ

〉

=

〈

∑

n∈N

E2
n(ξ), ξ

〉

=
〈

ξ, ξ
〉

= ‖ξ‖2

Pour tout η = ⊕n∈Nηn de Ȟ et tout ξ dans HC(X), on a

〈V ξ, η〉 =
〈

⊕n∈NEnξ,⊕n∈Nηn
〉

=
∑

n∈N

〈

Enξ, ηn
〉

=
∑

n∈N

〈

ξ, E∗
nηn
〉

=

〈

ξ,
∑

n∈N

Enηn

〉

= 〈ξ, V ∗η〉
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Son adjoint V ∗ est défini pour tout η = ⊕n∈Nηn de Ȟ par V ∗(η) =
∑

n∈NEn(ηn).

L’application l : A → A définie pour tout A dans A par l(A) =
∑

n∈NEnAEn est telle que
A− l(A) est un opérateur compact, pour tout A dans A.

Définition 3.2.40. On pose, pour tout n entier, l’application δn : A → PEn(HC(X)) définie,
pour tout A dans A, par δn(A) = PEnAPEn . On dit que δn(A) est la compression de l’opérateur
A sur le sous module PEn

(

HC(X)

)

.

On pose δ = ⊕n∈Nδn l’application sur A à valeurs dans les opérateurs L(Ȟ).

Proposition 3.2.41. Il existe un C(X)-module hilbertien séparable Ȟ, une isométrie V :
HC(X) → Ȟ et une application C(X)-linéaire, complètement positive δ : A → L(Ȟ) tels que
pour tout A dans A, l’opérateur A est une perturbation compacte de V ∗δ(A)V .

Démonstration. Le C(X)-module hilbertien séparable Ȟ, l’isométrie V et l’application C(X)-
linéaire complètement positive ont été construits auparavant. De plus, on a pour tout entier
n et tout A dans A, la relation Enδn(A)En = EnAEn, par définition de δn(A). Ainsi on a

V ∗δ(A)V = V ∗
(

⊕n∈N AEn
)

=
∑

n∈N

EnAEn = l(A)

L’application l étant localisante, alors pour tout A dans A l’opérateur A est une perturbation
compacte de V ∗δ(A)V .

3.2.5 Champ de formes vectorielles

Dans cette partie, on s’intéresse aux applications C(X)-linéaires et complètement positives
δi : A → Mni(C(X)), définies pour tout entier i dans 3.2.40 : on associe à δi une application
δ′i :Mni(A)→ C(X) également C(X)-linéaire et complètement positive qui est un C(X)-état
et on montre que δ′i peut être approchée par des C(X)-états vectoriels définis eux-même à l’aide
de la C(X)-représentation fidèle πni : Mni(A) → L(Hni

C(X)) induite par π : A → L(HC(X))

obtenue au corollaire 3.2.29. On utilisera les résultats d’approximation d’un état d’une C∗-
algèbre par des sommes états vectoriels que l’on peut retrouver dans le livre [Dix96].

On considère la C(X)-représentation fidèle π : A →֒ L(HC(X)), obtenue à partir du plon-
gement C(X)-linéaire π : A → C(X)⊗O2. Pour tout i dans N, on note πni := π ⊗ id :
A⊗Mni → L

(

HC(X)

)

⊗Mni .

Lemme 3.2.42. Pour tout i dans N, l’application πni : Mni(A) → L
(

Hni

C(X)

)

est un champ
de représentations fidèles.

Démonstration. Soit i un entier. L’application πni :Mni(A)→ L
(

Hni

C(X)

)

est évidemment un
homomorphisme de C(X)-algèbres. Il s’agit de montrer pour tout x dans X, que l’homomor-
phisme πni,x : Mni(Ax) → L

(

(Hni

C(X))x
)

est une représentation fidèle de la fibre en x. On a,
pour tout x dans X et tout A dans Mni(A),

‖πni,x(ax)‖ = inf
{

‖πni(a)− f.πni(a)‖, f ∈ Cx(X)
}

= inf
{

‖πni(a− f.a)‖, f ∈ Cx(X)
}

= inf
{

‖a− f.a‖, f ∈ Cx(X)
}

= ‖ax‖
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On a montré, pour tout x dans X, que ‖πni,x‖= 1, c’est-à-dire que πni,x est une représen-
tation fidèle de la fibre Mni(Ax) dans la C∗-algèbre des opérateurs de l’espace de Hilbert
L
(

(Hni

C(X))x
)

. Ainsi πni est un champ de représentations fidèles.

On rappelle un résultat classique pour les états, dans le cadre général des C∗-algèbres dont
les détails se trouvent dans [Dix96].
Soit B une C∗-algèbre et H un espace de Hilbert séparable. On considère une représentation
fidèle de B dans l’algèbre des opérateurs de H, que l’on note π : B →֒ L(H). Pour tout vecteur
ξ de H, on note ωξ la forme linéaire continue positive sur B, définie par la représentation π de
B et le vecteur ξ, c’est-à-dire l’application linéaire continue positive définie pour tout b dans
B, par

ωξ(b) = 〈ξ, π(b)ξ〉
Une telle forme linéaire sera appelée forme vectorielle. Si la représentation π est non dégénérée
et si le vecteur ξ de H est unitaire, alors la forme linéaire ωξ est un état et on parle alors d’état
vectoriel sur B.

Théorème 3.2.43. [Dix96] Soient H un espace de Hilbert, K l’ensemble des opérateurs com-
pacts sur H, B une sous-C∗-algèbre d’opérateurs de L(H) et φ est un état sur B nul sur B∩K.
Alors φ est limite ∗-faible d’états vectoriels de B.

Définition 3.2.44. [Bla96] Soit B une C(X)-algèbre. On appelle champ continu d’états (ou
C(X)-état) une application C(X)-linéaire positive ϕ de B dans C(X) telle que, pour tout x
dans X, l’application ϕx = ex ◦ ϕ soit un état sur Bx.
Définition 3.2.45. Soit B une C(X)-algèbre continue et π : B → L(H) une C(X)-représentation
fidèle dans la C(X)-algèbre des opérateurs sur le C(X)-module hilbertien H. Un C(X)-état
vectoriel ϕ : B → C(X) est un C(X)-état pour lequel il existe un vecteur ξ dans H, tel que ξx
est unitaire dans Hx pour tout x dans X et vérifiant ϕ(b) = 〈ξ, π(b)ξ〉 pour tout b dans B.
Proposition 3.2.46. Pour tout i dans N, l’application δi : A →Mni(C(X)) est C(X)-linéaire
et complètement positive.

Démonstration. Soit i un entier. L’application δi : A → Mni ⊗ C(X) est C(X)-linéaire car,
pour tout A dans A, on a δi(A) = PEiAPEi , où PEi et A (vu comme opérateurs sur HC(X))
sont C(X)-linéaires.
Pour montrer que δi est complètement positive, on montre que pour tout entier n, tout
(A1, ..., An) dans A et tout (m1, ...,mn) dans Mni ⊗ C(X), on a

Sn =

n
∑

p,q=1

m∗
pδi(A

∗
pAq)mq ≥ 0

Or pour tout entier n, tout (A1, ..., An) dans A et tout (m1, ...,mn) dans Mni ⊗ C(X), on a

Sn =

n
∑

p,q=1

m∗
pδi(A

∗
pAq)mq =

n
∑

p,q=1

m∗
p

(

PEiA
∗
pAqPEi

)

mq =

n
∑

p,q=1

(

ApPEimp

)∗
AqPEimq

=

n
∑

p=1

n
∑

q=1

(

ApPEimp

)∗
AqPEimq =

n
∑

p=1

(

(

ApPEimp

)∗(
n
∑

q=1

AqPEimq

)

)

=

( n
∑

p=1

(ApPEimp)

)∗( n
∑

q=1

(AqPEimq)

)

≥ 0
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Lemme 3.2.47. Pour tout entier n et toute C(X)-algèbre A, il existe une correspondance
entre les applications C(X)-linéaires complètement positives de A dans Mn(C)⊗ C(X) et les
applications C(X)-linéaires complètement positives de Mn(C)⊗A dans C(X).

Démonstration. On trouve un preuve dans [Bla06] (II.6.9.11).

Remarque 3.2.48. On associe à δi : A → Mni ⊗ C(X), par la correspondance donnée dans le
lemme 3.2.47 , δ′i : Mni(A) → C(X) l’application C(X)-linéaire complètement positive. On
va montrer que δ′i : Mni(A) → C(X) est un C(X)-état et de manière analogue au théorème
3.2.43 sur les états, on prouve, pour tout i dans N, que le C(X)-état δ′i :Mni(A)→ C(X) est
limite ∗-faible de C(X)-états vectoriels.

Proposition 3.2.49. L’application δ′i est un un champ continu de formes linéaires continues
et positives.

Démonstration. L’application δ′i est une application C(X)-linéaire (complètement) positive de
Mni(A) dans C(X). De plus pour tout x dans X, l’application δ′i,x := ex ◦ δ′i est une forme
linéaire continue et positive sur Mni(A)x ∼=Mni(Ax).

Pour prouver que δ′i est limite ∗-faible de C(X)-états, on va procéder en deux étapes :
1) on fait une étude locale de δi en chaque point x de X et on utilise les résultats connus

de formes linéaires et continues pour les C∗-algèbres
2) on utilise une partition de l’unité pour revenir dans le cadre global des champs continus

de formes linéaires

Etape 1) Pour i dans N et x dans X fixés, on considère la forme linéaire continue et
positive définie par δ′i,x :Mni(Ax)→ C, obtenue par la composition ex ◦ δ′i.

Proposition 3.2.50. Pour tout réel ε strictement positif et toute partie finie F de Mni(A),
il existe ξ(i, x) dans (HC(X))

ni
x tel que pour tout A dans F , on ait

∣

∣δ′i,x(Ax)− ωξ(i,x)(πni,x(Ax))
∣

∣ < ε

Démonstration. En utilisant la représentation fidèle πni,x, on considère Mni(Ax) comme sous-
C∗-algèbre de L

(

(Hni

C(X))x
)

. Quitte à tensoriser par l2(N), on peut supposer queAx∩K
(

(Hni

C(X))x
)

est réduit à l’élément nul. L’application δ′i,x :Mni(Ax)→ C est une forme linéaire continue et
positive.
En appliquant le théorème 3.2.43 , on en conclut que δ′i,x est limite ∗-faible de formes vecto-
rielles. Ainsi pour tout ε > 0, toute partie finie F de Mni(A), il existe un vecteur ξ(i, x) dans
(

Hni

C(X)

)

x
tel que, pour tout A dans F ,

∣

∣δ′i,x(Ax)− ωξ(i,x)(πni,x(Ax))
∣

∣ < ε

Remarque 3.2.51. Puisque Hni

C(X) est un C(X)-module de Hilbert, il existe suffisamment de

sections au sens où, pour tout η ∈
(

Hni

C(X)

)

x
, il existe η̃ ∈

(

Hni

C(X)

)

tel que η = η̃x.

Il existe un vecteur ξ(x)i ∈
(

Hni

C(X)

)

tel que ξ(x)i,x = ξ(i, x).
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Lemme 3.2.52. Pour tout réel ε strictement positif et toute partie finie F de Mni(A), il existe
un voisinage ouvert Ui,x de x dans X, tel que pour tout y dans Ui,x et tout A dans F , on a
les inégalités suivantes

{ ∣

∣δ′i,x(Ax)− δ′i,y(Ay)
∣

∣ < ε
∣

∣ω
ξ
(x)
i,x

(Ax)− ωξ(x)i,y

(Ay)
∣

∣ < ε

Démonstration. En effet, la première inégalité résulte du fait que δ′i est un C(X)-état c’est-à-
dire un champ continu d’états sur X. La seconde inégalité s’obtient en considérant la fonction
continue f := ω

ξ
(x)
i

(A) = 〈ξ(x)i ;πi(A)ξ
(x)
i 〉 de C(X). On a alors pour tout ε > 0 un voisinage

ouvert Vx de x tel que pour tout y ∈ Vx on a

|f(x)− f(y)| =
∣

∣

〈

ξ
(x)
i , πni(A)ξ

(x)
i

〉

(x)−
〈

ξ
(x)
i , πni(A)ξ

(x)
i

〉

(y)
∣

∣

=
∣

∣

〈

ξ
(x)
i,x , πni,x(Ax)ξ

(x)
i,x

〉

−
〈

ξ
(x)
i,y , πni,y(Ay)ξ

(x)
i,y

〉∣

∣ < ε

Proposition 3.2.53. Pour tout réel ε strictement positif et toute partie finie F de Mni(A),
il existe un voisinage ouvert Ui,x de x dans X, tel que pour tout y dans Ui,x et tout A dans F ,
on a

∣

∣δ′i,y(Ay)− ωξ(x)i,y

(Ay)
∣

∣ < ε

Démonstration. On utilise la propriété 3.2.50 et le lemme 3.2.52 pour le réel ε/3 et la famille
finie F . On a pour tout A dans F et pour tout y ∈ Ui,x

D = |δ′i,y(A)− ωξ(x)i,y

(Ay)|

=
∣

∣δ′i,y(Ay)− δ′i,x(Ax) + δ′i,x(Ax)− ωξ(x)i,x

(Ax) + ω
ξ
(x)
i,x

(Ax)− ωξ(x)i,y

(Ay)
∣

∣

<
∣

∣δ′i,y(Ay)− δ′i,x(Ax)
∣

∣+
∣

∣δ′i,x(Ax)− ωξ(x)i,x

(Ax)
∣

∣+
∣

∣ω
ξ
(x)
i,y

(Ax)− ωξ(x)i,y

(Ay)
∣

∣ < 3× ε

3
< ε

Remarque 3.2.54. Pour tout réel ε strictement positif et toute partie finie F de Mni(A), il

existe un vecteur ξ(x)i dans (Hni

C(X)) et un voisinage ouvert de x, noté Ui,x, tel que ξ(x)i,y est

unitaire dans
(

Hni

C(X)

)

y
pour tout y ∈ Ui,x et vérifiant pour tout y dans Ui,x et tout A dans F

∣

∣δ′i,y(A)− ωξxi (y)(A)
∣

∣ < ε

Etape 2) On cherche maintenant à revenir aux champs continus de formes linéaires et
continues sur l’espace X. On fixe i un entier dans N, un réel ε strictement positif et une partie
finie F dans Mni(A).
Pour l’opérateur δ′i : Mni(A) → C(X), on peut, pour tout x dans X, réitérer la démarche

précédente assurant l’existence d’un voisinage ouvert Ui,x de x dans X et d’un vecteur ξ(x)i

dans (HC(X))
ni tel que pour tout y dans Ui,x, le vecteur ξ(x)i,y est unitaire dans

(

Hni

C(X)

)

y
. On

considère Ũi = {Ui,x}x∈X le recouvrement ouvert de X.
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Remarque 3.2.55. Comme X est un espace topologique supposé compact, il existe un ensemble
fini Fi dans X tel que Ui = {Ui,α}α∈Fi soit un recouvrement ouvert fini de X. On note {ξαi }α∈Fi

les vecteurs de (HC(X))
ni .

On pose {φi,α}α∈Fi une partition de l’unité associée à ce recouvrement d’ouverts, où φi,α : X →
[0, 1] fonctions continues à support compact dans Ui,α vérifiant l’égalité

∑

α∈F φi,α(x) = 1, pour
tout x dans X.

Lemme 3.2.56. Il existe une application C(X)-linéaire ωi : Mni(A)→ C(X) telle que, pour
tout y dans X et tout A dans F , on a

∣

∣δ′i,y(A)− ωi(A)(y)
∣

∣ < ε

Démonstration. On pose ωi :=
∑

α∈Fi
φi,αωξαi , application C(X)-linéaire de Mni(A) dans

C(X) et on a

∣

∣δ′i(A)(y)− ωi(A)(y)
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

∑

α∈Fi

φi,α(y)δ
′
i,y(A)−

∑

α∈Fi

φi,α(y)ωξαi (A)(y)

∣

∣

∣

∣

<
∑

α∈Fi

φi,α(y)
∣

∣δ′i,y(A)− ωξαi (A)(y)
∣

∣ < ε

On considère Fi de la forme {1, ...,mi} et on note ξi :=
(√

φi,1ξ
1
i ; ...;

√

φi,miξ
mi
i

)

, élément
de (Hni

C(X))
mi . En effet, on a

〈

ξi, ξi
〉

=

mi
∑

α=1

〈√

φi,αξ
α
i ,
√

φi,αξ
α
i

〉

=

mi
∑

α=1

φi,α
〈

ξαi , ξ
α
i

〉

∈ C(X)

Lemme 3.2.57. L’application ωi est un champ continu de formes linéaires positives vecto-
rielles.

Démonstration. Si on pose ωξi :=
∑mi

α=1 φi,α
〈

ξαi ;πni(A)ξ
α
i

〉

, on obtient un C(X)-état vectoriel
tel que

ωξi = ωi

Remarque 3.2.58. Pour tout entier i dans N, tout réel ε strictement positif et toute partie finie
F de Mni(A), on a obtenu une approximation de chacun des C(X)-états δ′i par un C(X)-état
vectoriel ωξi , où ξi est dans (Hni

C(X))
mi .

On a montré que pour tout entier i, l’application δ′i : Mni(A) → C(X) est limite ∗-faible
de C(X)-états c’est-à-dire que pour tout réel ε strictement positif et toute partie finie F de
Mni(A) il existe un vecteur ξi dans

(

Hni

C(X)

)mi tel que pour tout A dans F
∥

∥δ′i(A)− ωξi(A)
∥

∥ < ε

3.2.6 Approximation par factorisation

Pour tout entier i, on a construit le vecteur ξi =
(√

φi,1ξ
1
i ; ...;

√

φi,miξ
mi
i

)

dans le C(X)-
module hilbertien ⊕mi

k=1⊕
ni
j=1HC(X). On adoptera les notations suivantes, en supposant que ξi

s’écrive sous la forme

ξi =













ξ1,1i
...

ξni,1
i






,







ξ1,2i
...

ξni,2
i






, · · ·







ξ1,mi
i
...

ξni,mi
i












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où chaque ξp,qi est un élément de HC(X).

On note, pour k entier, ξ(k)i l’élément de
(

HC(X)

)mi , défini par ξ(j)i = (ξj,1i , ξj,2i , ..., ξj,mi
i ).

Définition 3.2.59. On note, pour tout i entier, Vi : C(X)ni →
(

Hni

C(X)

)mi , l’application

linéaire définie par Vi(f1, ..., fni) = ⊕mi
k=1 ⊕

ni
j=1 fjξ

j,k
i = ⊕ni

j=1fjξ
(j)
i

Proposition 3.2.60. L’application Vi : C(X)ni →
(

Hni

C(X)

)mi est une application C(X)-
linéaire, bornée et possédant un adjoint.

Démonstration. L’application Vi est C(X)-linéaire. Pour montrer qu’elle est bornée on consi-
dère (f1, ..., fni) un élément de C(X)ni . On a alors

∥

∥Vi(f1, ..., fni)
∥

∥

2
= sup

x∈X

∣

∣〈⊕ni
j=1ξ

(j)
i fj ,⊕ni

j=1ξ
(j)
i fj〉(x)

∣

∣

= sup
x∈X

∣

∣

∣

∣

ni
∑

j=1

|fj |2(x)〈ξ(j)i , ξ
(j)
i 〉(x)

∣

∣

∣

∣

= sup
x∈X

ni
∑

j=1

|fj(x)|2|gj(x)|2

≤
∥

∥(f1, ..., fni)
∥

∥

2∥
∥(g1, ..., gni)

∥

∥

2 ≤
∥

∥(f1, ..., fni)
∥

∥

2

L’application C(X)-linéaire Vi est donc bornée.
On montre que V ∗

i :
(

Hni

C(X)

)mi → C(X)ni est définie, pour tout η dans
(

Hni
X

)mi , par

V ∗
i (η) =

(

〈ξ(j)i , η(j)〉
)

16j6ni

En effet, pour tout (f1, ..., fni) dans C(X)ni et tout η dans (Hni
X )mi , on a

〈

Vi(f1, ..., fni), η
〉

=

( mi
∑

k=1

ni
∑

q=1

〈

ξj,ki fj , η
j,kfj

〉

)

=

ni
∑

j=1

fj

m
∑

k=1

〈ξj,ki , ηj,k〉

=

ni
∑

j=1

fj〈ξ(j)i , η(j)〉 =
〈

(f1, ..., fni),
(

〈ξ(j)i , η(j)〉
)

16j6ni

〉

=
〈

(f1, ..., fni), V
∗
i (η)

〉

L’application C(X)-linéaire bornée Vi admet un opérateur adjoint.
De plus pour (f1, ..., fni) dans C(X)ni , on a

V ∗
i Vi(f1, ..., fni) = V ∗

i

(

⊕ni
j=1 fjξ

(j)
i

)

=
(〈

⊕mk=1 ξ
j,k
i , fjξ

(j)
i

〉)

16j6ni

=
(

fj
〈

ξ
(j)
i , ξ

(j)
i

〉)

16j6ni
=

(

fj

m
∑

k=1

〈ξj,ki , ξj,ki 〉
)

16j6ni

= (g1f1, ..., gnifni)

où chaque gj est une fonction continue positive non nulle sur X définie, pour tout entier j,

par gj = 〈ξ(j)i , ξ
(j)
i 〉.

L’application Vi : C(X)ni →
(

Hni

C(X)

)mi est dans LC(X)

(

C(X)ni ,
(

Hni

C(X)

)mi
)

Remarque 3.2.61. Par le lemme 3.2.47 donnant la correspondance entre les applications C(X)-
linéaires complètement positives f : A → Mni(C(X)) et les applications C(X)-linéaires com-
plètement positives f : Mni(A) → C(X), on associe à l’application ωξi : Mni(A) → C(X),
l’application C(X)-linéaire et complètement positive ω̃ξi : A →Mni(C(X)).
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Lemme 3.2.62. L’application C(X)-linéaire et complètement positive ω̃ξi : A →Mni(C(X))
est définie pour tout A dans A par

ω̃ξi(A) =

(

〈

⊕mi
k=1ξ

p,k
i ,⊕mi

k=1

(

π(A)ξq,ki
)〉

)

16p,q6ni

Démonstration. L’application étant C(X)-linéaire et complètement positive sur Mni(A), on
peut, pour toute matriceA = (Ap,q) dansMni(A), écrire ωξi(A) sous la forme

∑ni
p,q=1 ωp,q(Ap,q).

L’application C(X)-linéaire et complètement positive ω̃ξi est défini, pour tout A dans A, par
la formule

ω̃ξi(A) =

ni
∑

p=1

ni
∑

q=1

ep,q ⊗ ωp,q(A)

Pour toute matrice A = (Ap,q) dans Mni(A), on a

ωξi(A) =
〈

ξi,
(

⊕mk=1 πni(A)
)

ξi
〉

=
〈

⊕mk=1 ⊕ni
j=1 ξ

j,k
i ,⊕mk=1

(

πni(A)⊕ni
j=1 ξ

j,k
i

)〉

=

m
∑

k=1

〈

⊕ni
j=1ξ

j,k
i , πni

(

(Ap,q)
)

⊕ni
j=1 ξ

j,k
i

〉

=
m
∑

k=1

〈

⊕ni
j=1ξ

j,k
i ,⊕ni

p=1

(

ni
∑

q=1

π(Ap,q)ξ
q,k
i

)〉

=
m
∑

k=1

ni
∑

p=1

〈

ξp,ki ,

ni
∑

q=1

π(Ap,q)ξ
q,k
i

〉

=

ni
∑

p=1

ni
∑

q=1

〈

⊕mk=1ξ
p,k
i ,⊕mk=1π(Ap,q)ξ

q,k
i

〉

=

ni
∑

p=1

ni
∑

q=1

ωp,q(Ap,q)

où ωp,q(Ap,q) =
〈

⊕mk=1ξ
p,k
i ,⊕mk=1π(Ap,q)ξ

q,k
i

〉

. L’application C(X)-linéaire et complètement
positive ω̃ξi est donc définie par

ω̃ξi(A) =

ni
∑

p=1

ni
∑

q=1

ep,q ⊗
〈

⊕mk=1ξ
p,k
i ,⊕mk=1π(A)ξ

q,k
i

〉

Proposition 3.2.63. Pour toute partie finie F ⊂ A il existe un vecteur ξi dans
(

Hni

C(X)

)m
tel

que pour tout A dans F

δi(A)−
(〈

ξ
(p)
i , (π(A)⊗ idmi)(ξ

(q)
i )
〉)

16p,q6ni

est un opérateur compact dans Mni⊗C(X) ; de plus pour un réel strictement positif ε, on peut
choisir ξi de sorte que, pour tout A dans F , la norme de cet opérateur compact soit inférieure
à ε

2ni .

Démonstration. On pose F̃ = {A⊗ ep,q, A ∈ F , 1 ≤ p, q ≤ ni} est une partie finie de Mni(A).
Par le travail précédent, il existe un élément ξi ∈ (Hni

C(X))
m tel que pour tout Ã dans F̃ , on a

‖δ′i(Ã)− ωξi(Ã)‖<
ε

n2i 2
i
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et pour tout Ã dans Mni(A), on a l’égalité

δ′i(Ã)− ωξi(Ã) =
ni
∑

p,q=1

δi,p,q(Ãp,q)−
ni
∑

p,q=1

〈

ξ
(p)
i , (π(Ãp,q)⊗ idmi)(ξ

(q)
i )
〉

=

ni
∑

p,q=1

(

δi,p,q(Ãp,q)−
〈

ξ
(p)
i , (π(Ãp,q)⊗ idmi)(ξ

(q)
i )
〉

)

Pour tout A dans A,

δi(A)− ω̃ξi(A) =
ni
∑

p,q=1

ep,q ⊗
(

δi,p,q(A)− 〈ξ(p)i , (π(A)⊗ idmi)(ξ
(q)
i )〉

)

donc on a
∥

∥δi(A)− ω̃ξi(A)
∥

∥ ≤
ni
∑

p,q=1

∥

∥δi,p,q(A)− 〈ξ(p)i , (π(A)⊗ idmi)(ξ
(q)
i )〉

∥

∥

Pour tout A dans F et tout p, q dans {1, ..., ni}, la matrice A⊗ ep,q est dans F̃ , on a alors

M =
∥

∥δi,p,q(A)−
〈

ξ
(p)
i , (π(A)⊗ idmi)(ξ

(q)
i )
〉∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

δ′i(A⊗ ep,q)−
∑

p,q

〈ξ(p)i , (π(A⊗ ep,q)⊗ idmi)(ξ
(q)
i )〉

∥

∥

∥

∥

<
ε

n2i 2
i

Donc pour tout ε > 0 et toute partie finie F dans A, on a pour tout A dans F ,

∥

∥δi(A)− ω̃ξi(A)
∥

∥ <
ε

2i

Remarque 3.2.64. Pour tout ξi ∈
(

Hni

C(X)

)m
et tout A dans A, on a

(〈

ξ
(j)
i , (π(A)⊗ idmi)(ξ

(j)
i )
〉)

16j6ni
= V ∗

i

(

(π(A)⊗ idni)⊗ idmi

)

Vi

Corollaire 3.2.65. Pour tout réel strictement positif ε et toute partie finie F incluse dans A,
il existe Vi dans LC(X)

(

C(X)ni , (Hni

C(X))
mi
)

, telle que pour tout A dans F
∥

∥δi(A)− V ∗
i

(

(π(A)⊗ idni)⊗ idmi

)

Vi
∥

∥ <
ε

2i

Approximation : on va maintenant pouvoir donner une approximation de l’application
identité de A ce qui induit alors une approximation de la représentation régulière du groupoïde
G localement compact σ-compact et étale. On note dans la suite H∞

C(X) := ⊕i∈N
(

Hni

C(X)

)mi .
On considère δ = ⊕i∈Nδi : A → ⊕i∈NMni ⊗ C(X) et on pose

W : ⊕i∈NC(X)ni −→ ⊕i∈N
(

Hni

C(X)

)mi

défini par W := ⊕i∈NVi. On note π∞ la représentation fidèle définie par

π∞ : A −→ L
(

H∞
C(X)

)

A −→ ⊕i∈N
(

(π(A)⊗ idni)⊗ idmi

)



96 3.2. C∗-algèbre C∗
r (G) et approximation de la représentation régulière

Proposition 3.2.66. Pour tout ε > 0 et toute partie finie F ⊂ A, on a

a) il existe une application W : H∞
C(X) → H∞

C(X) qui est C(X)-linéaire et adjointable tel

que δ(A)−W ∗
(

π∞(A)
)

W est compact pour tout A dans F et vérifie

∥

∥δ(A)−W ∗
(

π∞(A)
)

W
∥

∥ < ε

b) il existe une application W̃ : H∞
C(X) → H∞

C(X) C(X)-linéaire et adjointable tel que pour

tout A dans F A− W̃ ∗
(

π∞(A)
)

W̃ est compact et vérifie

∥

∥A− W̃ ∗
(

π∞(A)
)

W̃
∥

∥ < ε

Démonstration. Soit ε > 0 et F une partie finie de A.

a) Pour tout i dans N, il existe un opérateur borné Vi : C(X)ni →
(

Hni

C(X)

)m
, tel que pour

tout A dans F , on a ‖δi(A)− V ∗
i ⊕π(A)Vi‖< ε

2i
.

On pose W : ⊕i∈NC(X)ni → ⊕i∈N
(

Hni

C(X)

)m
défini, pour tout (fi)i∈N dans ⊕i∈NC(X)ni par

W ((fi)i∈N) = ⊕i∈NVi(fi). W est un opérateur défini sur ⊕i∈NC(X)ni , qui admet un adjoint
W ∗ = ⊕i∈NV ∗

i , donc continu par le théorème du graphe fermé. On a alors

‖δ(A)−W ∗π∞(A)W‖ = ‖⊕i∈Nδi(A)−⊕i∈NV ∗
i ⊕ π(A)Vi‖

≤
∑

i∈N

‖δi(A)− V ∗
i ⊕ π(A)Vi‖ <

∑

i∈N

ε

2i

< ε

b) Il existe V :→ tel que A − V ∗δ(A)V est compact et ‖A − V ∗δ(A)V ‖< ε donc en notant
W̃ = VW , on a A− W̃ ∗

(

π∞(A)
)

W̃ est compact et vérifie

‖A− W̃ ∗
(

π∞(A)
)

W̃‖ ≤ ε

Théorème 3.2.67. Pour toute famille finie F dans A et tout réel ε strictement positif, il
existe un entier n et des applications ϕ : A → Mn ⊗ C(X) et ψ : Mn ⊗ C(X) → L

(

H∞
C(X)

)

,

chacune C(X)-linéaire, complètement positive et contractante, vérifiant pour tout A dans F
∥

∥A− ψ ◦ ϕ(A)
∥

∥ < ε

Démonstration. On considère une famille finie F dans A et ε un réel strictement positif. Par
la proposition précédente, il existe un opérateur W dans L(H∞

C(X)), tel que pour tout A dans
F ,

‖A−W ∗π∞(A)W‖< ε

2

Par la C(X)-nucléarité de la C(X)-algèbre C(X) ⊗ O2, on a montré, pour l’ensemble fini
F de A et ε le réel strictement positif choisis, l’existence d’un entier n et d’applications
ϕ̃ : A → C(X)⊗Mn(C) et ψ̃ : C(X) ⊗Mn(C) → L

(

HC(X)

)

, C(X)-linéaires complètement
positives et contractantes vérifiant, pour tout A dans F ,

∥

∥π(A)− ψ̃ ◦ ϕ̃(A)
∥

∥ <
ε

2‖W‖2
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On pose ϕ := ϕ̃ une application de A dans Mn ⊗ C(X) et ψ :=W ∗(ψ̃ ⊗ idl2(N))W une appli-
cation de Mn ⊗C(X) dans L(H∞

C(X)). Ce sont des applications C(X)-linéaires complètement
positives et contractantes et pour tout A dans F , on a

∥

∥A− ψ ◦ ϕ(A)
∥

∥ =
∥

∥A−W ∗π∞(A)W +W ∗π∞(A)W − ψ ◦ ϕ(A)
∥

∥

≤
∥

∥A−W ∗π∞(A)W
∥

∥+
∥

∥W ∗π∞(A)W − ψ ◦ ϕ(A)
∥

∥

<
ε

2
+
∥

∥W ∗π∞(A)W −W ∗(ψ̃ ⊗ idl2(N))(ϕ̃(A))W
∥

∥

<
ε

2
+
∥

∥W ∗
(

π∞(A)− (ψ̃ ⊗ idl2(N))(ϕ̃(A))
)

W
∥

∥

<
ε

2
+
∥

∥W
∥

∥

2∥
∥π∞(A)− (ψ̃ ⊗ idl2(N))(ϕ̃(A))

∥

∥

<
ε

2
+
∥

∥W
∥

∥

2∥
∥

(

π(A)− ψ̃ ◦ ϕ̃(A))
)

⊗ idl2(N)
∥

∥

<
ε

2
+
∥

∥W
∥

∥

2∥
∥π(A)− ψ̃ ◦ ϕ̃(A))

∥

∥

<
ε

2
+
∥

∥W
∥

∥

2 ε

2‖W‖2
< ε

On a montré que pour toute famille finie F dans A et tout ε réel strictement positif, il existe
un entier n et des applications ϕ : A →Mn ⊗ C(X) et ψ :Mn⊗C(X)→ L

(

H∞
C(X)

)

, chacune
C(X)-linéaire, complètement positive et contractante, vérifiant pour tout A dans F

∥

∥A− ψ ◦ ϕ(A)
∥

∥ < ε

Remarque 3.2.68. On peut étendre le résultat du théorème 3.2.67 à des familles F compactes
(et non plus seulement finie) de A. En effet en considérant F une famille compacte dans A
et ε un réel strictement positif, on peut pour chaque élément a de F considérer un voisinage
ouvert Ua dans A de sorte que pour tout a′ dans Ua, on a ‖a− a′‖< ε/3. On obtient ainsi un
recouvrement ouvert de A duquel on peut extraire un sous recouvrement fini U = {Uai}ni=1.
On considère F1 le sous ensemble fini de F constitué des m éléments ai, pour i variant de 1 à
m. D’après le théorème 3.2.67 , il existe un entier n et des applications ϕ : A →Mn ⊗ C(X) et
ψ :Mn ⊗ C(X)→ L

(

H∞
C(X)

)

, chacune C(X)-linéaire, complètement positive et contractante,
vérifiant pour tout i dans {1, ...,m},

∥

∥ai − ψ ◦ ϕ(ai)
∥

∥ < ε/3

Pour tout a dans F , il existe ai dans F ′, tel que ‖a− ai‖< ε/3, et on a

∥

∥a− ψ ◦ ϕ(a)
∥

∥ =
∥

∥a− ai + ai − ψ ◦ ϕ(ai) + ψ ◦ ϕ(ai)− ψ ◦ ϕ(a)
∥

∥

≤
∥

∥a− ai
∥

∥+
∥

∥ai − ψ ◦ ϕ(ai)
∥

∥+
∥

∥ψ ◦ ϕ(ai)− ψ ◦ ϕ(a)
∥

∥

< ε/3 + ε/3 + ε/3

< ε

Définition 3.2.69. Soit G un groupoïde séparé, localement compact, B une C0(X)-algèbre et
φ : C∗

r (G)→ B une application C0(X)-linéaire complètement positive. L’application φ est dite
à support compact s’il existe un sous espace compact K de G tel que pour toute fonction f dans
Cc(G) vérifiant Supp(f) ∩K = ∅, on a φ(f) = 0.
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Proposition 3.2.70. Soit ϕ : A → Mn ⊗ C(X) une application C(X)-linéaire et complè-
tement positive, alors pour tout réel ε strictement positif et tout famille finie F dans A, il
existe une application C(X)-linéaire, complètement positive et à support compact ϕ′ : A →
Mn ⊗ C(X) telle que pour tout a dans F ,

‖ϕ(a)− ϕ′(a)‖< ε

Démonstration. L’application ϕ : A → Mn ⊗ C(X) étant C(X)-linéaire et complètement
positive, alors par le théorème de Stinespring pour les C(X)-modules de Hilbert, il existe un
C(X)-module Fϕ, un ∗-homomorphisme πϕ : A → L(Fϕ) et un opérateur vϕ dans L(Mn ⊗
C(X), Fϕ) tel que pour tout a dans A, on a ϕ(a) = v∗ϕπϕ(a)vϕ c’est-à-dire qu’il existe des
vecteurs e1, ..., en dans Fϕ tels que

ϕ(a) = v∗ϕπϕ(a)vϕ =
[

〈ei, πϕ(a)ej〉
]

On a un représentation fidèle de λ : A dans L2(G, ν) et pour tout η > 0, quitte à prendre
un multiple de la représentation fidèle λ, il existe des vecteurs ξ1, ..., ξn dans L2(G, ν) tels que
pour tout a dans F

∣

∣〈ei, πϕ(a)ej〉 − 〈ξi, λ(a)ξj〉
∣

∣ < η

On peut supposer que les fonctions ξi sont à support compact et en posant ϕ′(a) =
[

〈ξi, λ(a)ξj〉
]

,
on obtient une application C(X)-linéaire, complètement positive et à support compact ϕ′ :
A →Mn ⊗ C(X) telle que pour tout a dans F ,

‖ϕ(a)− ϕ′(a)‖< ε

3.2.7 Moyennabilité

On considère l’espace produit G×G et pour i = 1, 2, on note pi : G×G → G la projection sur
la i-ième composante. Soit F un sous espace fermé de l’espace G×G, on dit que F est (p1, p2)-
propre si pour tout sous espace compact K de G, les ensembles F ∩ (K × G) et F ∩ G ×K
sont compacts.

Définition 3.2.71. On dit que le groupoïde G a la propriété (W ) si pour tout sous espace
compact K de G et pour tout réel ε strictement positif, il existe une fonction h : G × G → C
continue, bornée, de type positif et à support (p1, p2)-propre vérifiant pour tout γ dans K,

|h(γ, γ)− 1|< ε

On considère h : G ×G → C une fonction continue, bornée, à support (p1, p2)-propre et de
type positif. Pour tout γ dans G, on note hγ la fonction continue sur G et à support compact
définie par hγ(η) := h(γ, η) pour tout η dans G.

Lemme 3.2.72. Soit h : G × G → C une fonction continue, bornée, à support (p1, p2)-propre
et de type positif. L’application γ → λ(hγ) continue sur G à valeurs dans C∗

r (G) est de type
positif.

Démonstration. On doit prouver que pour tout entier n, tout x dans X, tout γ1, ..., γn dans
Gx, tout ξ1, ..., ξn dans L2(G), on a, pour tout y dans X

n
∑

i,j=1

〈

ξi, λ(hγ−1
i γj

)ξj
〉

(y) ≥ 0



Exactitude de la C∗-algèbre réduite d’un groupoïde étale 99

On peut supposer, pour tout i dans N = {1, ..., n}, que les fonctions ξi sont dans Cc(G). On
considère F := ∪ni=1Supp(ξi|Gy) l’ensemble fini de Gy. On a alors

A =

n
∑

i,j=1

〈

ξi, λ(hγ−1
i γj

)ξj
〉

(y) =

n
∑

i,j=1

∑

α∈Gy

ξi(α)
(

hγ−1
i γj

⋆ ξj
)

(α)

=
n
∑

i,j=1

∑

α∈Gy

∑

β∈Gr(α)

ξi(α)hγ−1
i γj

(αβ−1)ξj(β)

=

n
∑

i,j=1

∑

r∈F

∑

r′∈F

ξi(αr)h(γ
−1
i γj , αrα

−1
r′ )ξj(αr′)

Pour tout i dans N = {1, ..., n} et r dans F , on pose λi,r := ξi(αr), σi,r := γi et τi,r := α−1
r ,

et on a

A =
∑

i∈N
r∈F

∑

j∈N
r′∈F

λi,rλj,r′h(σ
−1
i,r σj,r′ , τ

−1
i,r τj,r′) ≥ 0

car par définition, l’application h : G × G → C est de type positif.

On suppose que le groupoïde G a la propriété (W ). Soit n un entier, on considère le sous
espace compact Kn de G. Il existe une fonction h : G×G → C continue, bornée, de type positif
et à support p1, p2-propre vérifiant pour tout γ dans Kn,

|h(γ, γ)− 1|< (2n)−1

Pour tout β dans G, on note hβ : G → C la fonction définie, pour tout α dans G, par
hβ(α) := h(β, α) qui est continue et à support compact sur G. On considère F = {λ(hβ) : β ∈
Kn} qui est une partie compacte de C∗

r (G). D’après l’approximation par factorisation de la
représentation régulière faite dans 3.2.6 , il existe une application C(X)-linéaire, complètement
positive et contractante φn : A → L

(

H∞
C(X)

)

telle que pour tout β dans Kn,
∥

∥φn(hβ)− idA(hβ)
∥

∥ < (2n)−1

et l’application φn est à support dans un compact Cn de G.

Pour tout γ dans G, on considère Uγ un voisinage ouvert de γ sur lequel les restrictions
des applications but et source sont homéomorphismes sur leur image respective. On obtient
ainsi un recouvrement d’ouvert {Uγ}γ∈G de l’espace G duquel on peut extraire un sous recou-
vrement localement fini U ′ = {Uγi}i∈I , où I est dénombrable. On note U := {Uγi × Uγi}i∈I le
recouvrement ouvert localement fini de la diagonale ∆G de G ×G. On lui associe une partition
de l’unité {ψi}i∈I , où chaque fonction ψi est continue, positive et à support compact dans
l’ouvert Uγi × Uγi telles que

χ∆G
≤
∑

i∈I

ψi ≤ 1

On pose ψ(α, β) =
∑

i∈I ψi(α, β) la fonction définie sur G × G continue et à support dans
∪i∈I(Uγi × Uγi). Pour tout γ dans G, on note fγ : G → R définie par fγ(α) = ψ(γ, α) est
une fonction continue et à support compact dans Wγ = ∪i∈IγUγi , où Iγ = {i ∈ I : γ ∈ Uγi}
est une partie finie de I. La restriction des applications but et source à chaque Wγ est un
homéomorphisme sur leur image respective.
Comme G est σ-compact, on suppose qu’il existe une suite (Kn)n∈N croissante de compacts de
G telle que Kn ⊂ K̊n+1 pour tout n entier et

⋃

n∈NKn = G.
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Proposition 3.2.73. Pour tout n dans N, il existe une fonction µn continue sur G ∗r G, à
valeurs réelles, de type positif et à support dans un tube telle que pour tout (γ, η) dans le tube
TKn , on a

|µn(γ, η)− 1|< 1/n

Démonstration. On pose µn la fonction définie sur G ∗r G qui, à tout couple (γ, η) de G ∗r G,
associe µn(γ, η) =

〈

f∗γ , φn(hγ−1η)(f
∗
η )
〉

(x), où x = r(γ) = r(η).

Les applications γ → fγ et β → hβ étant continue sur G, alors µn : G ∗r G → R est continue
comme composition d’applications continues.

Le support Cn de l’application φn un sous espace compact de G et la fonction h est à
support (p1, p2))-propre donc on a Supp(h) ∩ G × Cn est compact. On en déduit alors que
{α ∈ G : φn(hα) 6= 0} est compact et que la fonction µn est à support dans un tube.

On montre que les fonctions µn sont de type positif : l’application φn étant complètement
positive, on a alors pour tout entier n, tout (zk)1≤k≤n dans C, pour tout x dans X et tout
(γp)1≤p≤n dans Gx, on a

A =

n
∑

p,q=1

zpzqµn(γp, γq)

=
n
∑

p,q=1

zpzq
〈

f∗γp ;φn
(

hγ−1
p γq

)

f∗γq
〉

(x)

=
n
∑

p,q=1

〈

zpf
∗
γp ;φn

(

hγ−1
p γq

)

(zqf
∗
γq)
〉

(x)

or l’application γ → λ(hγ) est de type positif d’après le lemme 3.2.72 donc la matrice
[λ(hγ−1

p γq
)]1≤p,q≤n est positive et comme l’application φ est complètement positive alors la

matrice
[

φ(hγ−1
p γq

)
]

1≤p,q≤n
est positive et la fonction µn est donc de type positif pour tout

entier n.

Pour prouver que la suite (µn)n∈N converge uniformément vers un sur les tubes, on a, pour
tout couple (γ, η) dans le tube TKn ,

B = |µn(γ, η)− 1|=
∣

∣〈f∗γ , φn(hγ−1η)(f
∗
η )〉(x)− 1

∣

∣

≤
∣

∣〈f∗γ , (φn − idA)(hγ−1η)(f
∗
η )〉(x)

∣

∣+
∣

∣〈f∗γ , idA(hγ−1η)(f
∗
η )〉(x)− 1

∣

∣

≤
∥

∥(φn − idA)(hγ−1η)
∥

∥+

∣

∣

∣

∣

∑

α∈Gx

f∗γ (α)(hγ−1η ⋆ f
∗
η )(α)− 1

∣

∣

∣

∣

≤
∥

∥(φn − idA)(hγ−1η)
∥

∥+

∣

∣

∣

∣

f∗γ (γ
−1)

∑

β∈Gr(γ)

hγ−1η(γ
−1β)f∗η (β

−1)− 1

∣

∣

∣

∣

≤
∥

∥(φn − idA)(hγ−1η)
∥

∥+
∣

∣hγ−1η(γ
−1η)f∗η (η

−1)− 1
∣

∣

≤
∥

∥(φn − idA)(hγ−1η)
∥

∥+
∣

∣hγ−1η(γ
−1η)− 1

∣

∣

< (2n)−1 + (2n)−1

< 1/n
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Théorème 3.2.74. Soit G ⇒ X un groupoïde étale localement compact σ-compact et séparé
ayant un espace des unités X compact, satisfaisant la propriété (W) et la condition (Cont).
Si la C∗-algèbre C∗

r (G) est exacte, alors le groupoïde βXG ⋊ G est moyennable.

Démonstration. Pour prouver que groupoïde βXG⋊G est moyennable, il suffit de montrer que
pour tout réel strictement positif ε et tout sous espace compact K de βXG ⋊ G, il existe une
fonction νε,K dans Cc(βXG⋊G), continue, de type positif et à support compact telle que pour
tout (z, γ) dans K, on a

|νε,K(γ, η)− 1|< ε

Pour cela on va utiliser la σ-compacité de G : il existe une suite (Kn)n∈N croissante de com-
pacts de G telle que Kn ⊂ K̊n+1 pour tout n entier et

⋃

n∈NKn = G.

On a montré que pour tout n dans N, il existe une fonction µn : G∗r,rG → R de type positif,
à support dans le tube TKn+1 telle que pour tout couple (γ, η) dans TKn , on a |µn(γ, η)− 1|<
n−1.
On note pn : G(2) → R la fonction continue définie pour tout couple (γ, η) dans G(2) par
pn(γ, η) = µn(γ, γη). On remarque que si η est en dehors du compact Kn+1 alors pour tout γ
dans Gr(η), on a pn(γ, η) = 0.

Pour tout γ dans Kn, on considère un voisinage ouvert Uγn de γ inclus dans K̊n de sorte que
les applications source et but restreintes à Uγn soient des homéomorphismes sur leur image
respective. On peut alors définir un recouvrement ouvert fini du compact Kn noté Un =
{U jn}mj=1. L’application but étant un homéomorphisme de U jn sur r(U jn) pour tout j dans

{1, ...,m}, on note σjn : r(U jn)→ U jn une section de r. On note {ϕjn}mj=1 une partition de l’unité

subordonnée au recouvrement Un telle que pour tout η dans Kn, on a
∑m

j=1 ϕ
j
n(η) = 1.

Pour tout j dans {1, ...,m}, on considère pjn : G(2) → R définie pour tout (γ, η) par pjn(γ, η) =

pn(γ, η)ϕ
1/2
n,j (η) qui est à support dans G ∗s,r Un,j

On pose νjn : G → R l’application définie pour tout γ par

νjn(γ) =

{

pjn
(

γ, σjn(s(γ))
)

si s(γ) ∈ r(U jn)
0 si s(γ) /∈ ∪mj=1r(U

j
n)

On remarque que la fonction νjn est continue, bornée sur G et pour tout γ hors du compact
Kn+1 on a νjn(γ) = 0. Ainsi νjn est dans la C∗-algèbre Cs0 donc dans C0(βXG).
On pose νn : G(2) → R définie pour tout (γ, η) par

νn(γ, η) =

{

∑m
j=1 ν

j
n

(

γ, σjn(s(γ))
)

ϕ
1/2
n,j (η), si η ∈ Kn+1

0, sinon

La fonction νn est dans C0(βXG ⋊ G) et prolonge par continuité la fonction pn ; en effet, pour
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tout (γ, η) dans Supp(pn), on a

pn(γ, η)− νn(γ, η) = pn(γ, η)−
m
∑

j=1

νjn

(

γ, σjn(s(γ))
)

ϕ
1/2
n,j (η)

= pn(γ, η)−
m
∑

j=1

pjn

(

γ, σjn(s(γ))
)

ϕ
1/2
n,j (η)

= pn(γ, η)−
m
∑

j=1

pn

(

γ, σjn(s(γ))
)

ϕ
1/2
n,j (σ

j
n(s(γ)))ϕ

1/2
n,j (η)

= pn(γ, η)−
m
∑

j=1

pn

(

γ, η
)

ϕ
1/2
n,j (η)ϕ

1/2
n,j (η)

= pn(γ, η)− pn(γ, η)
m
∑

j=1

ϕn,j(η) = 0

On montre que le support de chaque fonction νn est compact : le support de la fonction νn est
dans βXG ∗s̃,rKn+1 et r(Kn+1) est un sous espace de X compact (par continuité de l’applica-
tion but). De plus l’application s̃ : βXG → X étant propre, l’espace s̃−1(r(Kn+1)) est compact
dans βXG. Ainsi le support de νn qui est fermé et inclus dans s̃−1(r(Kn+1)) ∗s̃,r Kn+1 est un
compact de βXG ⋊ G. Donc νn est à support compact.

Puisque les fonctions µn sont de type positif, il est clair que les fonctions νn sont également
de type positif.

On montre maintenant que la suite (νn)n∈N converge uniformément sur les compacts de
βXG ⋊ G : il suffit de considérer le cas particulier Z ∗K où Z est un compact βXG et K un
compact de G. On note Z̃ = Z ∩ G le sous espace de G et on a alors pour tout n entier

sup
(z,η)∈Z∗K

∣

∣νn(z, η)− 1
∣

∣ = sup
(γ,η)∈Z̃∗K

∣

∣νn(γ, η)− 1
∣

∣

= sup
(γ,η)∈Z̃∗K

∣

∣µn(γ, γη)− 1
∣

∣

= sup
{

|µn(γ, γ′)− 1| : (γ, γ′) ∈ Z̃ ∗ G / γ−1γ′ ∈ K
}

et on en déduit que la suite (νn)n∈N converge uniformément vers un sur les sous espaces
compacts de βXG ⋊ G.
Ainsi le groupoïde βXG ⋊ G est moyennable.



Chapitre 4

Eléments de Kasparov et morphismes

K-orientés de groupoïdes étales

Dans l’article [HS87], Hilsum et Skandalis construisent pour toute application K-orientée
entre espaces de feuilles de feuilletages f : V1/F1 → V2/F2 un élément du groupe de Kaspa-
rov f! dans KK

(

C∗(V1, F1), C
∗(V2, F2)

)

et ils calculent le produit f! ⊗ g!. Ils définissent tout
d’abord l’élément f! dans le cas d’une immersion puis d’une submersion. Ils démontrent des
résultats de fonctorialité (f ◦ g)! = g! ⊗ f! dans ces deux cas. Pour traiter le cas général, ils
utilisent une factorisation f = p◦ i, où i est une immersion et p une submersion. Ils comparent
les définitions pour différentes factorisations de f et montrent que le défaut de fonctorialité
est relié à l’élément γ de Kasparov.

Ce chapitre est scindé en quatre sections : la première section de ce chapitre débute par
quelques rappels sur les notions de K-orientation des fibrés vectoriels réels et des homomor-
phismes généralisés entre groupoïdes de feuilletage, ainsi que la construction de certains élé-
ments du groupe de Kasparov utilisés pour définir l’élément ι! associé à une immersion. On
termine cette première section en démontrant la conjecture 1 conjecturée par Hilsum et Skan-
dalis : voir 5.9 de [HS87] On fait une démonstration un peu plus générale de ce résultat en
traitant les groupoïdes étales localement compact σ-compacts munis d’un système de Haar
et en s’appuyant essentiellement sur la KK-théorie équivariante par rapport aux groupoïdes
définie par LeGall dans [LG99]. La deuxième section de ce chapitre est un rappel sur la dé-
formation au cône normal associée à une immersion d’une variété dans une autre ainsi que les
propriétés fonctorielles liées à cette construction qui nous sont utiles lorsqu’on travaille sur une
immersion d’un groupoïde de Lie étale dans un autre. La troisième section est consacrée à la
construction de l’élément ι! du groupe E

(

C∗
r (G1), C∗

r (G2)
)

à partir d’une immersion injective
et K-orientée ι : G → H d’un groupoïde de Lie étale G dans le groupoïde de Lie étale H
dont l’espace des unités H(0) est muni d’une métrique riemannienne H-invariante. Enfin la
dernière section porte sur la fonctorialité d’une telle construction dans le cas particulier où les
groupoïdes considérés sont moyennables en K-théorie.

4.1 Morphisme K-orienté et éléments du groupe de Kasparov

On rappelle dans cette section la notion de K-orientation et la construction de certains
éléments de groupes de KK-théorie. On trouve des exposés détaillés de ces objets dans [HS87]
et [Val88]. On termine cette section en prouvant un résultat sur les groupoïdes moyennables qui
démontre notamment la conjecture 5.9 annoncée par Hilsum et Skandalis dans l’article [HS87].
Pour réaliser cette preuve, on utilise le cadre de la KK-théorie équivariante par rapport aux
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groupoïdes construite par Le Gall dans [LG99].

4.1.1 Notions de K-orientation et éléments du groupe de Kasparov

On considère Mln(R) le groupe métalinéaire c’est-à-dire le revêtement à deux feuillets du
groupe Gl+n des matrices réelles à déterminant strictement positif. On note Mlcn le groupe
défini par

Mlcn :=Mln(R)×Z/2Z U(1)

où U(1) est le groupe multilicatif des éléments unitaires dans C. Si on réalise la même construc-
tion à partir du groupe SO(n), on obtient d’abord le groupe spinoriel Spin(n) puis le groupe
c-spinoriel Spinc(n). Le sous groupe compact maximal de Mlcn (resp. Mln(R), resp. Gl+n ) est
le groupe Spinc(n) (resp. Spin(n), resp. SO(n)).

Définition 4.1.1. Soit E un G-fibré vectoriel réel, alors E est dit K-orienté si son groupe de
structure est réduit à Mlcn.

Proposition 4.1.2. On considère E un G-fibré vectoriel

a) Si E est un G-fibré complexe, alors E est K-orienté

b) Si E est K-orienté, alors E∗ est K-orienté

c) Le G-fibré E ⊕ E∗ est K-orienté

d) Soit 0 → E1 → E → E2 → 0 une suite exacte de G-fibrés telle que deux de ces fibrés
sont K-orientés alors le troisième est K-orienté

e) Soit 0 → E1 → E → E2 → 0 une suite exacte de G-fibrés alors le G-fibré E1 ⊕ E2 est
K-orienté si et seulement si le G-fibré E est K-orienté

Démonstration. On trouve les démonstrations dans [HS87] et [Val88].

Une orientation sur un fibré vectoriel réel E de rang n signifie que l’on peut réduire son
groupe de structure au groupe Gl+n (R) ; une métrique euclidienne sur un fibré orienté E signifie
que l’on peut réduire son groupe structural au groupe SO(n).

Dans [HS87], les auteurs étudient une application C∞ entre les espaces de feuilles de
variétés feuilletées qu’ils définissent de la manière suivante : soient (V1, F1) et (V2, F2) des
variétés feuilletées dont les groupoïdes d’holonomie sont respectivement notés G1 et G2.
Définition 4.1.3. [HS87] Une application C∞ f : V1/F1 → V2/F2 est définie par l’une des
données équivalentes suivantes :

(1) un G1-fibré principal Gf sur V1 de groupoïde de structure G2
(2) un cocycle de G1 dans G2
(3) un homomorphisme (strict) de groupoïdes g : G′1 → G′2 où G′i est un groupoïde Morita

équivalent au groupoïde Gi pour i = 1, 2
(4) un homomorphisme (strict) de groupoïdes ϕ : GT11,T1 → G

T2
2,T2

où Ti est une transversale
fidèle de (Vi, Fi) pour i = 1, 2

La définition (1) correspond en fait en la donnée d’un homomorphisme généralisé du grou-
poïde d’holonomie G1 dans le groupoïde d’holonomie G2 et

G1

����

Gf
ρ

~~

σ

  

G2

����
V1 V2
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Hilsum et Skandalis donnent également les notions de submersion et immersion pour une
application C∞ f : V1/F1 → V2/F2 de la manière suivante

Définition 4.1.4. L’application f est une submersion si l’une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiées

(1) l’application σ : Gf → V2 est une submersion

(2) l’homomorphisme ϕ : GT11,T1 → G
T2
2,T2

est une submersion

L’application f est une immersion si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiées

(1) on a dρ−1(F1) = dσ−1(F2)
(2) l’homomorphisme ϕ : GT11,T1 → G

T2
2,T2

est une immersion

Pour tout G2-fibré réel E sur V2, on considère σ−1E le G2-fibré sur Gf ("tiré en arrière" de
E par σ : Gf → V2) sur lequel G1 agit trivialement. Comme Gf est un G2-fibré principal, alors
il existe un unique G1-fibré E′ sur V1 vérifiant ρ∗E′ = σ∗E en tant que G1,G2-fibrés sur Gf . On
pose dans la suite f∗E := E′. (Une autre méthode pour construire f∗E consiste à composer le
cocycle i : G2 → GLn(R) associé au G2-fibré réel E avec le cocycle définissant l’application f
noté cf : G1 → G2.) Pour j dans {1, 2}, on note τj le fibré transverse à (Vj , Fj) où pour tout x
dans Vj , on a τx = TxVj/Fj,x qui est un Gj-fibré sur Vj . Hilsum et Skandalis définissent alors
la notion de K-orientation pour une application C∞ f : V1/F1 → V2/F2 :

Définition 4.1.5. [HS87] L’application f est dite K-orientée si le G1-fibré τ∗1 ⊕ f∗τ2 est K-
orienté.

On donne maintenant la définition de la K-orientation pour un homomorphisme généralisé
de groupoïdes de feuilletage f : G1 → G2. On s’inspire de la définition de [HS87] et il s’agit

essentiellement de voir quels sont les fibrés équivariants sur G(0)1 et G(0)2 qui jouent les rôles
de τ1 et τ2 dans la définition 4.1.5. On utilise pour les définir les algébroïdes de Lie et les
applications ancres associées aux groupoïdes de feuilletage : pour j dans {1, 2}, on note Aj
l’algébroïde de Lie du groupoïde de feuilletage Gj et qj l’application ancre qui à tout x dans

G(0)j est définie par qj,x = dsx : TxGxj → TxG(0)j . On note Fj,x le sous espace de TxG(0) obtenu
en considérant l’image de TxGxj par qj,x. Puisque nous travaillons avec des groupoïdes de

feuilletage, les applications ancre qj,x sont injectives pour tout x dans G(0)j et par conséquent

Fj,x est un sous espace vectoriel de TxG(0). On considère alors le fibré τj := TG(0)j /Fj qui est un

Gj-fibré vectoriel sur G(0)j et on définit exactement comme dans [HS87], l’unique G1-fibré f∗τ2

sur G(0)1 . On a alors la définition d’un homomorphisme généralisé K-orienté de groupoïdes de
feuilletage :

Définition 4.1.6. Soit f : G1 → G2 un homomorphisme de groupoïdes de feuilletage. L’homo-
morphisme généralisé f est dit K-orienté si le fibré G1-équivariant τ∗1 ⊕ f∗τ2 est K-orienté.

Pour tout homomorphisme généralisé i : G → H, on a un morphisme entre les groupes de
Kasparov de KK-théorie équivariante par rapport aux groupoïdes

ĩ∗ : KKH(A,B) −→ KKG(i
∗A, i∗B)

où A et B sont des H-algèbres et si on note jGr l’homomorphisme de descente réduit, on a

jGr : KKG(i
∗A, i∗B)→ KK

(

(i∗A)⋊r G, (i∗B)⋊r G
)
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On notera dans la suite pour simplifier les notations i∗ la composition jGr ◦ ĩ∗ et on a alors
l’homomorphisme suivant

i∗ : KKH(A,B) −→ KK
(

(i∗A)⋊r G, (i∗B)⋊r G
)

Notation 4.1.7. Soient G ⇒ X un groupoïde de Lie et p : N → X un fibré G-équivariant
où N est muni d’une structure de variété C∞, on note GN le groupoïde r∗(N) := {(v, γ) ∈
N × G : p(v) = r(γ)} dont l’espace des unités est N . GN est un groupoïde de Lie et est étale
si le groupoïde G est étale.

L’élément γ de Kasparov est un outil utilisé pour démontrer dans certains cas la conjecture
de Baum-Connes : cette conjecture propose de décrire la K-théorie de la C∗-algèbre réduite
associée à un groupe ou un groupoïde. Dans le cas où le groupe H est connexe, Kasparov
détermine un élément γH dans KKH(C,C) tel que

• γH est un idempotent : γH ⊗ γH = γH

• γH = 1C dans le cas où H est moyennable

• si K est le sous groupe compact maximal de H, alors l’homomorphisme de restriction
restKH : KKH(C,C)→ KKK(C,C) induit un isomorphisme de

Im(γH) := {x ∈ KKH(C,C) : xγH = γHx = x} → KKK(C,C)

• si H1 et H2 sont deux groupes connexes et si on note pi : H1 ×H2 → Hi la projection
canonique pour i dans {1, 2} alors γH1×H2 = p∗1(γH1)⊗ p∗2(γH2)

• Soit ϕ : H1 → H2 un homomorphisme propre de groupes, alors ϕ∗(γH1) = γH2

On considère le cas où H = GL+
n (R) le groupe connexe des matrices réelles à déterminant

strictement positif pour lequel on note γn l’élément γ
GL+

n (R)
.

Soit E un G-fibré vectoriel réel orienté pour lequel on note i : G → GL+
n (R) le cocycle associé.

Définition 4.1.8. On note γE l’élément du groupe KK
(

C∗
r (G), C∗

r (G)
)

défini par

γE := i∗(γn)

En utilisant les caractéristiques de l’élément γH énoncées auparavant, on a la proposition :

Proposition 4.1.9. Soit E un G-fibré vectoriel réel orienté. Les propriétés suivantes sont
vérifiées

a) γE est un idempotent

b) γE = 1 si le groupe de structure de E se réduit à un groupe moyennable

c) Soit 0→ E1 → E → E2 → 0 une suite exacte de G-fibrés vectoriels réels orientés, alors
γE1 ⊗ γE2 = γE

Démonstration. Voir la démonstration dans [HS87].

Remarque 4.1.10. Comme le fibré E ⊕E est canoniquement orienté et que l’on a γE⊕E = γE ,
alors l’élément γE ne dépend pas de l’orientation de E et peut être défini pour les G-fibrés
réels (non nécessairement orientés) en posant γE = γE⊕E .
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On note α′
n l’élément de KKMlcn

(

C0(Rn),C
)

et β′n dans KKMlcn

(

C, C0(Rn)
)

vérifiant

β′n ⊗ γMlcn
= β′n et γ

Mlcn
⊗ α′

n = α′
n

Si on applique l’homomorphisme de restriction rest
Spinc(n)

Mlcn
à α′

n et respectivement à β′n, on

obtient αn, appelé élément de Bott, du groupe KKSpinc(n)

(

C0(Rn),C
)

et respectivement βn,
appelé élément de Bott "inverse", du groupe KKSpinc(n)

(

C, C0(Rn)
)

construits par Kasparov
et qui constituent une formulation de l’isomorphisme de Thom dans la théorie de Kasparov.

Définition 4.1.11. Soit E un G-fibré vectoriel réel K-orienté pour lequel on note i : G →
Mlcn le cocycle associé, alors on définit les éléments α′

E de KK
(

C∗
r (GE), C∗

r (G)
)

et β′E dans
KK

(

C∗
r (G), C∗

r (GE)
)

par

α′
E := i∗(α′

n) et β′E := i∗(β′n)

Proposition 4.1.12. On a les propriétés suivantes

a) γE ⊗ β′E = β′E, α′
E ⊗ γE = α′

E et β′E ⊗ α′
E = γE

b) Soient E1 et E2 des G-fibrés vectoriels réels orientés, alors

β′E1⊕E2
= β′E1

⊗ β′E2

4.1.2 Construction de Hilsum-Skandalis

On rappelle brièvement les constructions de Hilsum et Skandalis qui associent à tout mor-
phisme K-orienté de classe C∞ f : V1/F1 → V2/F2 entre les espaces (singuliers) de feuilles des
feuilletages (V1, F1) et (V2, F2) un élément f! de KK

(

C∗(V1, F1), C
∗(V2, F2)

)

, où C∗(Vi, Fi)
est la C∗-algèbre du groupoïde d’holonomie du feuilletage (Vi, Fi). Pour ce faire, les auteurs
étudient le cas des immersions et des submersions à partir desquels ils définissent le cas général.

Immersion : dans le cas d’une immersion f : F1/V1 → F2/V2, on se ramène à l’étude
d’un homomorphisme strict de groupoïdes étales i : G1 → G2 qui soient un immersion
injective K-orientée, où Gj est le groupoïde étale par restriction du groupoïde d’holono-
mie de (Vj , Fj) à une transversale fidèle Tj de la variété feuilletée (Vj , Fj). L’élément f! du
groupe KK

(

C∗(V1, F1), C
∗(V2, F2)

)

s’obtient directement de l’élément construit i! du groupe
KK

(

C∗(G1), C∗(G2)
)

à l’aide du bimodule d’imprimitivité entre C∗(V1, F1) et C∗(G1) (un tel
bimodule d’imprimitivité existe d’après [HS83]).

L’élément i! est lui-même obtenu par un produit de Kasparov : i! = β′N ⊗ σ où β′N est
l’élément de la définition 4.1.11 associé au fibré normal N de l’immersion T1 → T2 qui est un
G1-fibré K-orienté.
La construction de l’élément σ fait intervenir la notion de déformation au cône normal (que
l’on détaille dans la prochaine section et que l’on utilise également dans notre construction).
Au fibré G1-équivariant N est associé le groupoïde GN1 qui est aussi l’espace total du fibré
normal de l’immersion i : G1 → G2. Hilsum et Skandalis définissent alors le groupoïde normal

G := GN1 × {0}
⊔

G2×]0, 1]

dont la structure de variété, compatible avec la structure de groupoïde en fait un groupoïde
de Lie étale. En notant h0 : C∗

(

G
)

→ C∗
(

GN1
)

et ht : C∗
(

G
)

→ C∗
(

G2×]0, 1]
)

, pour 0 < t ≤ 1
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les homomorphismes d’évaluation, ils en déduisent alors la suite exacte de C∗-algèbres pleines
de groupoïdes suivante

0 // C∗
(

G2×]0, 1]
)

// C∗
(

G
) h0 // C∗

(

GN1
)

// 0

Hilsum et Skandalis supposent dans leur construction que le groupoïde G1 est moyennable
impliquant alors la moyennabilité du groupoïde GN1 et donc la nucléarité de la C∗-algèbre
C∗
(

GN1
)

. Du fait de la nucléarité de C∗
(

GN1
)

, des propriétés de la KK-théorie vis-à-vis des
suites exactes et de la contractibilité de la C∗-algèbre C∗

(

G2×]0, 1]
)

, l’homomorphisme de
groupes de KK-théorie

KK∗
(

C∗(GN1 ), C∗(G)
) ⊗[h0] // KK∗

(

C∗(GN1 ), C∗(GN1 )
)

est un isomorphisme. L’élément [h0] est inversible en KK-théorie et il existe donc [h0]
−1 dans

KK
(

C∗(GN1 ), C∗(G)
)

tel que [h0]⊗ [h0]
−1 = 1G et [h0]

−1 ⊗ [h0] = 1GN
1

.

Définition 4.1.13. Soit i : G1 → G2 un homomorphisme de groupoïdes étales qui est une
immersion C∞ injective et K-orientée. On suppose que C∗(G1) est nucléaire. On définit l’élé-
ment i! de KK

(

C∗(V1, F1), C
∗(V2, F2)

)

à partir des éléments β′N de KK
(

C∗(G1), C∗(GN1 )
)

,
σ = [h0]

−1 ⊗ [h1] de KK
(

C∗(GN1 ), C∗(G2)
)

en posant

i! = [E1]⊗ β′N ⊗ σ ⊗ [E2]−1

où, pour j ∈ {1, 2}, [Ej ] est un élément inversible dans KK
(

C∗(Vj , Fj), C
∗(Gj)

)

induit par Ej
le bimodule d’imprimitivité entre C∗(Vj , Fj) et C∗(Gj).

Proposition 4.1.14. Soient i3 : G1 → G2 et i1 : G2 → G3 deux homomorphismes de groupoïdes
étales vérifiant les conditions de 4.1.13 et on note i2 = i1 ◦ i3. Alors on a (i2)! = (i3)! ⊗ (i1)!.

Submersion : dans le cas d’une submersion f : V1/F1 → V2/F2, le feuilletage F2 se ramène
en arrière par f en un feuilletage F ′

2 := f−1F2 sur V1, avec F1 ⊂ F ′
2, et il suffit alors d’étudier

le double feuilletage de V1 ainsi que l’application étale V1/F ′
2 → V2/F2.

D’après l’article [CS84], on associe, à l’application étale V1/F ′
2 → V2/F2, un C∗(V2, F2)-module

de Hilbert, noté Ef sur lequel la C∗-algèbre C∗(V1, F
′
2) agit par opérateurs compacts et définit

donc un élément εf du groupe KK
(

C∗(V1, F
′
2), C

∗(V2, F2)
)

.

Le cas du double feuilletage de V1 par F1 ⊂ F ′
2 se fait en considérant tout d’abord le cas où

le G1-fibré F ′
2/F1 est muni d’une structure presque isométrique. La K-orientation de F ′

2/F1

induit l’existence d’un G1-fibré complexe hermitien S. Hilsum et Skandalis construisent alors
un C∗(V1, F

′
2)-module de Hilbert, noté ES , une représentation de C∗(V1, F1) dans ES et d’un

opérateur D dans L(ES) tel que (ES , D) est un bimodule de Kasparov qui induit un élément
de KK

(

C∗(V1, F1), C
∗(V1, F

′
2)
)

. L’élément f! de KK
(

C∗(V1, F1), C
∗(V2, F2)

)

est défini par le
bimodule de Kasparov (ES ⊗ Ef , D ⊗ 1).

Pour traiter le cas général où l’application K-orientée f : V1/F1 → V2/F2 n’est pas né-
cessairement presque isométrique, Hilsum et Skandalis considèrent le G1-fibré des formes
quadratiques sur F ′

2/F1 muni d’un certain feuilletage F ′
1 tel que l’application induite f ′ :

W/F ′
1 → V2/F2 est K-orientée et presque isométrique, définissant alors un élément f ′! de

KK
(

C∗(W,F ′
1), C

∗(V2, F2)
)

.
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Définition 4.1.15. Soit f : V1/F1 → V2/F2 une submersion K-orientée entre espace de
feuilles de feuilletage. L’élément f! de KK

(

C∗(V1, F1), C
∗(V2, F2)

)

est défini par f! = β̃′ ⊗ f ′!
où β̃′ est un élément de KK

(

C∗(V1, F1), C
∗(W,F ′

1)
)

, obtenu d’une manière analogue a celui
de 4.1.11.

Proposition 4.1.16. Soient f3 : V1/F1 → V2/F2 et f1 : V2/F2 → V3/F3 deux submersions
K-orientées et on note f2 = f1 ◦ f3. Alors on a (f2)! = (f3)! ⊗ (f1)!.

Cas général : on considère f : V1/F1 → V2/F2 une application K-orientée et de classe C∞.
L’application admet des factorisations de type f = p ◦ i où i : V1/F1 → V/F (respectivement
p : V/F → V2/F2) est une immersion (respectivement submersion) K-orientée pour laquelle
a été défini un élément i! (respectivement p!). On serait alors tenté de définir f! en posant
f! := i! ⊗ p!. Il s’agit alors de voir :

(a) a-t-on i! ⊗ p! = i′! ⊗ p′! pour deux factorisations différentes de f ?
(b) pour f3 : V1/F1 → V2/F2 et f1 : V2/F2 → V3/F3 applications K-orientées et C∞,

a-t-on (f1 ◦ f3)! = (f3)! ⊗ (f1)! ?
On rappelle que le groupoïde étale G1, utilisé dans le cas de l’immersion est moyennable ce qui
équivaut à la nucléarité de C∗(G1).
Proposition 4.1.17. Soit

V/F
p

$$
V1/F1

i
::

i′ $$

V2/F2

V ′/F ′
p′

::

un diagramme commutatif d’applications K-orientées où i, i′ sont des immersions et p, p′ des
submersions, alors

γNi′
⊗ i! ⊗ p! = γNi ⊗ i′! ⊗ p′!

où Ni est le fibré normal de l’immersion i et Ni′ est le fibré normal de l’immersion i′.

La démonstration de cette proposition se trouve dans [HS87] et on voit que ce résultat
montre qu’il n’y a à priori pas de définition naturelle pour f! dans le cas général à moins de
savoir que γN = 1 pour tout G1-fibré N . Puisque le groupoïde G1 est supposé moyennable dans
la construction de [HS87], les auteurs donne la conjecture suivante

Conjecture 1. Si G1 est moyennable, alors pour tout G1-fibré E, on a γE = 1.

Remarque 4.1.18. Si cette conjecture est vraie :
(a) on remarque que pour toute factorisation f = p ◦ i = p′ ◦ i′ vérifiant les conditions de

la proposition 4.1.17 , on a l’égalité i′! ⊗ p′! = i! ⊗ p!, ce qui prouve que f! ne dépend pas
de la factorisation choisie.

(b) Hilsum et Skandalis prouvent que pour toutes applications f3 : V1/F1 → V2/F2 et
f1 : V2/F2 → V3/F3 K-orientées, on obtient (f3 ◦ f1)! = (f1)! ⊗ (f3)!

On prouve dans la partie suivante que cette conjecture est vérifiée : on utilise pour cela la
KK-théorie équivariante par rapport aux groupoïdes construite par Le Gall dans [LG99] qui
est résumé dans [LG97]. Le résultat que nous prouvons est un peu plus général que l’énoncé
de la conjecture 1 qui en est un cas particulier.



110 4.1. Morphisme K-orienté et éléments du groupe de Kasparov

4.1.3 Groupoïdes moyennables et KK-théorie équivariante

Dans cette section, les groupoïdes considérés sont séparés, localement compact σ-compact
et munis d’un système de Haar. L’objectif est de démontrer le résultat suivant :

Théorème 4.1.26 1. Soit f un morphisme généralisé du groupoïde G vers le groupoïde H.
Si G est moyennable et si le groupoïde H possède un élément γ de Kasparov, noté γH, alors
f∗(γH) = 1.

Espace classifiant : on rappelle la définition d’un espace classifiant pour les actions propres
de groupoïdes et on donne la construction d’un tel espace universel pour certains groupoïdes.

Définition 4.1.19. Soit G ⇒ G(0) un groupoïde. Un espace EG est dit universel pour les
actions propres de G si EG est un espace séparé, localement compact σ-compact et muni d’une
action propre du groupoïde G et pour tout espace Z séparé, localement compact σ-compact et
muni d’une action propre du groupoïde G, il existe une application continue G-équivariante
Z → EG, unique à homotopie G-équivariante près.

Lemme 4.1.20. Soient G ⇒ G(0) un groupoïde, Z un G-espace séparé localement compact
et σ-compact dont l’application momentum est notée ρ : Z → G(0). Soit p : Y → G(0) une
application continue où Y est un espace topologique séparé localement compact et σ-compact.
Le groupoïde Z ⋊ G est Morita équivalent au groupoïde (Y ∗p,ρ Z) ⋊ G[Y ]. De plus Z ⋊ G est
propre si et seulement si (Y ∗p,ρ Z)⋊ G[Y ] est propre.

Démonstration. On note T l’espace topologique Y ∗p,ρZ. Les groupoïdes Z⋊G et Y ∗p,ρZ⋊G[Y ]
ont pour espaces des unités respectifs Z et Y ∗p,ρ Z. On considère f1 : T → Z la projection
sur la deuxième composante et f2 : T → Y ∗p,ρ Z l’application identité. Les applications f1 et
f2 sont continues, ouvertes et surjectives. On a

T ⋊
(

G[Y ]
)

=
{

(

(y, z), (y, γ, y′), (y′, z′)
)

∈ T × G[Y ]× T : p(y) = r(γ) et p(y′) = s(γ)
}

Comme
(

T ⋊
(

G[Y ]
)

)

[

T
]

est un groupoïde dont l’espace des unités est T , on a alors

(

T ⋊
(

G[Y ]
)

)

[

T
]

= T ⋊
(

G[Y ]
)

D’autre part, on a
(

Z ⋊ G
)

[T ] =
{(

(y, z), (z, γ), (y′, z′)
)

∈ T × (Z ⋊ G)× T : z′ = zγ
}

On considère l’application φ :
(

Z ⋊ G
)

[T ] →
(

T ⋊
(

G[Y ]
)

)

[

T
]

définie, pour tout élément
(

(y, z), (z, γ), (y′, z′)
)

dans
(

Z ⋊ G
)

[T ] par

φ
(

(y, z), (z, γ), (y′, z′)
)

=
(

(y, z), (y, γ, y′), (y′, z′)
)

L’application φ est clairement un homomorphisme de groupoïdes et l’homomorphisme ψ :
(

T⋊
(

G[Y ]
)

)

[

T
]

→
(

Z ⋊ G
)

[T ] définie pour tout
(

(y, z), (y, γ, y′), (y′, z′)
)

dans
(

T ⋊
(

G[Y ]
)

)

[

T
]

,

par ψ
(

(y, z), (y, γ, y′), (y′, z′)
)

=
(

(y, z), (z, γ), (y′, z′)
)

est l’homomorphisme inverse de φ. Les
applications f1 et f2 étant continues, ouvertes et surjectives, en utilisant la proposition 1.1.32,
on conclut que les groupoïdes Z ⋊ G et (Y ∗p,ρ Z)⋊ G[Y ] sont Morita-équivalents.

D’après la proposition 2.36 de [Tu04], le groupoïde Z ⋊ G est propre si et seulement si le
groupoïde (Y ∗p,ρ Z)⋊ G[Y ] est propre.
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Proposition 4.1.21. Soient G ⇒ X un groupoïde et EG l’espace classifiant pour les actions
propres de G. Soit U = {Ui}i∈I un recouvrement ouvert de X et on note Y = ∐iUi la réunion
disjointe des ouverts du recouvrement, alors

EG ×π,p Y :=
{

(z, xi) ∈ EG × Y : π(z) = p(xi)
}

où p : G[Y ]→ G et π : EG → G(0), est un espace classifiant pour les actions propres de G[Y ].

Démonstration. D’après le lemme 4.1.20, le groupoïde EG ⋊ G est Morita-équivalent au grou-
poïde (EG ∗π,p Y )⋊ G[Y ] et (EG ∗π,p Y )⋊ G[Y ] est un groupoïde propre. L’espace EG ∗π,p Y
est séparé, localement compact, σ-compact et muni d’une action propre du groupoïde G[Y ].

Soit Z un espace séparé localement compact σ-compact sur lequel agit proprement le grou-
poïde G[Y ]. On note ρ : Z → Y l’application induite par l’action de G[Y ] sur Z et ρ′ := p◦ρ et
Z ×ρ′,r G := (p ◦ ρ, r)−1(∆G(0)) qui est un sous espace séparé, localement compact σ-compact
et qui est fermé dans Z × G. Le groupoïde G[Y ] agit à gauche sur Z ×ρ′,r G, en posant,
(xi, η, xj).(z, γ) = (z(xi, η, xj), p(η)

−1γ), pour tout (z, γ) ∈ Z ×ρ′,r G et tout (xi, η, xj) ∈ G[Y ]
tel que ρ(z) = xi. Cette action de G[Y ] est propre.

L’espace des orbites de l’action de G[Y ] sur l’espace Z ×ρ′,r G est noté Z ×G[Y ] G. L’action
de G[Y ] étant propre, alors, d’après la proposition 1.1.16 , l’espace Z ×G[Y ] G est un espace
séparé, localement compact σ-compact. Le groupoïde G agit à droite sur l’espace Z×G[Y ] G en
posant (z, γ).η := (z, γη), où (z, γ) ∈ Z ×G[Y ] G et η ∈ G, avec (γ, η) ∈ G(2). Cette action de G
est propre.

L’espace EG étant l’espace classifiant pour les actions propres de G, il existe une application
G-équivariante (unique à homotopie G-équivariante près) f̃ : Z ×G[Y ] G → EG. On note i :
Z → Z ×G[Y ] G telle que i(z) = (z, ρ′(z)), pour tout z ∈ Z, et on pose f : Z → EG ∗ Y
l’application définie pour tout z dans Z par f(z) =

(

f̃(i(z)), ρ(z)
)

. Pour tout z dans Z et tout
(xi, γ, xj) ∈ G[Y ] tels que ρ(z) = xi, on a

f
(

z.(xi, γ, xj)
)

=
(

f̃(i(z)), p ◦ ρ(z.(xi, γ, xj))
)

=
(

f̃(z.(xi, γ, xj), p(xj)), xj
)

=
(

f̃(z, p(γ)p(xj)), xj
)

=
(

f̃(z, γ), xj
)

=
(

f̃(z, p(xi)).γ, xj
)

=
(

f̃(z, p(xi))xi
)

.(xi, γ, xj) = f(z).(xi, γ, xj)

donc f est une application G[Y ]-équivariante.

On remarque que pour toute application f : Z → EG ∗ Y qui est G[Y ]-équivariante, on
peut écrire f(z) = (f̃(z), ρ(z)), pour z dans Z.
On considère, pour i ∈ {1, 2}, deux applications G[Y ]-équivariantes fi : Z → EG ∗ Y . On note
(f1, f2) : Z →

(

EG×πEG
)

×π,pY : z 7→
(

(f̃1(z), f̃2(z)), ρ(z)
)

et on a le diagramme commutatif
suivant,

EG ∗ Y

Z
(f1,f2) //

f2

**

f1

44

(

EG ×π EG
)

×π,p Y
pr2×id

��

pr1×id

OO

EG ∗ Y
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où pri : EG × EG → EG est la projection sur la i-ième composante, avec i ∈ {1, 2}. L’espace
EG étant le classifiant pour les actions propres de G, les applications G-équivariantes pr1 et pr2
sont G-homotopes. Pour i ∈ {1, 2}, les applications pri× id :

(

EG×EG
)

×π,pY → EG ∗ Y sont
G[Y ]-équivariantes et G[Y ]-homotopes. Par conséquent, les applications G[Y ]-équivariantes f1
et f2 sont G-homotopes.

L’espace EG ∗ Y est un espace classifiant pour les actions propres de G[Y ].

Element γ de Kasparov : on rappelle la définition de l’élément γ de Kasparov pour un
groupoïde et on utilise les propriétés connues des espaces classifiants pour les actions propres
et celles de l’élément γ pour les groupoïde pour prouver le théorème 4.1.26 .

Définition 4.1.22. Soit G ⇒ G(0) un groupoïde, EG l’espace classifiant pour les actions
propres de G, π : EG → G(0) l’application correspondant à l’action de G sur EG. On dit
que G possède un élément γ de Kasparov, noté γG, s’il existe une EG ⋊ G-algèbre A et des
éléments ηG ∈ KKG

(

C0(G(0)), A
)

et DG ∈ KKG

(

A,C0(G(0))
)

tels que π∗(ηG ⊗A DG) = 1 ∈
KKEG⋊G

(

C0(EG), C0(EG)
)

.

Lemme 4.1.23. Soit G ⇒ X un groupoïde, U = {Ui} un recouvrement ouvert de X et on
note Y := ∐iUi et p : Y → X l’application continue, ouverte et surjective. Si G possède un
élément γ de Kasparov, alors G[Y ] possède un élément γ de Kasparov et γG[Y ] = p∗

(

γG
)

.

Démonstration. Soit EG le classifiant pour les actions propres de G et π : EG → X l’ap-
plication associée à l’action de G sur EG. Il existe D une EG ⋊ G-algèbre et des éléments
ηG ∈ KKG(C0(X),D) et DG ∈ KKG(D, C0(X)) tels que γG = ηG ⊗D DG vérifie π∗(γG) = 1 ∈
KKEG⋊G(C0(EG), C0(EG)).
On note p : G[Y ]→ G l’homomorphisme strict canonique. D’après le théorème 7.1 de [LG99],
pour toutes G[Y ]-algèbres A et B, l’application p∗ : KKG(p!A, p!B) → KKG[Y ](A,B) est un
isomorphisme de groupes. En prenant A = B = C0(Y ), on a p!A = C0(X) et on obtient
l’isomorphisme de groupes

p∗ : KKG(C0(X), C0(X))→ KKG[Y ](C0(Y ), C0(Y ))

On note ηG[Y ] = p∗(ηG) élément de KKG[Y ](C0(∐iUi), p∗D) et DG[Y ] = p∗(DG) élément de
KKG[Y ](p

∗D, C0(Y )). La C∗-algèbre D est une C0(EG)-algèbre et C0(Y ) est une C0(Y )-
algèbre. Par définition, p∗D = D ⊗C0(X) C0(Y ), on peut donc lui donner une structure de
C0(EG) ⊗C0(X) C0(Y )-algèbre. Par construction, les C∗-algèbres C0(EG) ⊗C0(X) C0(Y ) et
C0(EG ×π,p Y ) sont isomorphes et l’espace EG ×π,p Y est classifiant pour les actions propres
du groupoïde G[Y ]. On note πY : EG ×π,p Y → Y l’application induite par l’action de G[Y ].
La C∗-algèbre p∗D est munie de structures de G[Y ]-algèbre et de C0(EG ×π,p Y )-algèbre qui
sont compatibles.
Si on note p1 : EG ∗π,p Y → EG la projection canonique sur la première composante, on a le
diagramme commutatif suivant

EG ∗π,p Y
πY //

p1

��

Y

p

��
EG π // X
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et par fonctorialité par rapport au produit de Kasparov,

π∗Y
(

ηG[Y ] ⊗p∗D DG[Y ]

)

= π∗Y
(

p∗(ηG ⊗DG)
)

= p∗1
(

π∗(ηG)⊗ π∗(DG)
)

= 1

Il existe une
(

EG ×π,p Y
)

⋊ G[Y ]-algèbre p∗D et des éléments ηG[Y ] = p∗(ηG) appartenant
à KKG[Y ](C0(Y ), p∗D) et DG[Y ] = p∗(DG) appartenant à KKG(p

∗D, C0(Y )) tels que l’élément

π∗Y
(

ηG[Y ] ⊗p∗D DG[Y ]

)

∈ KKEG×π,pY ⋊G[Y ]

(

C0(EG ×π,p Y ), C0(EG ×π,p Y )
)

est l’élément neutre du groupe de Kasparov.
Ainsi le groupoïde G[Y ] possède un élément γ de Kasparov, noté γG[Y ], et on a

γG[Y ] = ηG[Y ] ⊗p∗D DG[Y ] = p∗(γG)

Lemme 4.1.24. Soient Gi ⇒ Xi des groupoïdes pour i ∈ {1, 2}. Si chaque groupoïde Gi possède
un élément γ de Kasparov, noté γGi , alors le groupoïde G1×G2 ⇒ X1 ×X2 possède un élément
γ de Kasparov, noté γG1×G2 et on a γG1×G2 = pr∗1(γG1)⊗ pr∗2(γG2), où pri : G1×G2 → Gi est la
projection sur Gi, pour i ∈ {1, 2}.
Démonstration. Pour i = 1, 2, on note EGi l’espace classifiant pour les actions propres de
Gi et πi : EGi → G(0)i . Il existe une EGi ⋊ Gi-algèbre Ai et des éléments ηi appartenant
à KKGi(C0(Xi), Ai) et Di appartenant à KKGi(Ai, C0(Xi)) tels que π∗i (ηi ⊗ Di) = 1 dans
KKEGi⋊Gi

(

C0(EGi), C0(EGi)
)

.

On montre que l’espace EG1 × EG2 est un espace classifiant pour les actions propres du
groupoïde G1×G2. L’espace EG1×EG2 est localement compact σ-compact car les espaces EG1
et EG2 le sont. Le groupoïde produit G1 ×G2 agit sur EG1 ×EG2 et on a un isomorphisme de
groupoïdes

(

EG1 × EG2
)

⋊
(

G1 × G2
) ∼=−→

(

EG1 ⋊ G1
)

×
(

EG2 ⋊ G2
)

D’après la proposition 1.1.14 ,
(

EG1 ⋊ G1
)

×
(

EG2 ⋊ G2
)

est propre comme produit de grou-
poïdes propres donc G1 × G2 agit proprement sur l’espace EG1 × EG2.
Soit Z un espace localement compact sur lequel agit proprement le groupoïde G1×G2. L’espace
Z admet alors une action canonique de Gi, pour i ∈ {1, 2}, qui est aussi propre. Pour i ∈ {1, 2},
il existe une application fi : Z → EGi continue Gi-équivariante et unique à homotopie Gi-
équivariante près. On pose f1 × f2 : Z → EG1 × EG2 est une application G1 ×G2-équivariante
et continue et unique à homotopie G1 × G2-équivariante près. Donc EG1 × EG2 est l’espace
classifiant pour les actions propres du groupoïde G1 × G2.

Pour i ∈ {1, 2}, on note pri : G1 × G2 → Gi la projection sur la i-ième composante. On
a pr∗iC0(Xi) = C0(X1 × X2) et pr∗i (γi) est un élément de KKG1×G2(pr

∗
iC0(Xi), pr

∗
iC0(Xi))

c’est-à-dire de KKG1×G2(C0(X1 ×X2), C0(X1 ×X2)). On note (γ1, γ2) := pr∗1(γ1)⊗pr∗2(γ2) et
on a, par les propriétés du produit de Kasparov,

(γ1, γ2) = pr∗1(η1 ⊗A1 D1)⊗C0(X1×X2) pr
∗
2(η2 ⊗A2 D2)

=
(

pr∗1(η1)⊗A1 pr
∗
1(D1)

)

⊗C0(X1×X2)

(

pr∗2(η2)⊗A2 pr
∗
2(D2)

)

= pr∗1(η1)⊗A1

(

pr∗1(D1)⊗C0(X1×X2) pr
∗
2(η2)

)

⊗A2 pr
∗
2(D2)

= pr∗1(η1)⊗A1

(

τpr∗1A1(pr
∗
2(η2))⊗pr∗1A1⊗pr∗2A2 (τpr∗2A2(pr

∗
1(D1)))

)

⊗A2 pr
∗
2(D2)

=
(

pr∗1(η1)⊗A1 τpr∗1A1(pr
∗
2(η2))

)

⊗pr∗1A1⊗pr∗2A2

(

τpr∗2A2(pr
∗
1(D1))⊗A2 pr

∗
2(D2)

)

= η̃ ⊗pr∗1A1⊗pr∗2A2 D̃
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où η̃ est un élément deKKG1×G2(C0(X1×X2), pr
∗
1A1⊗pr∗2A2), D̃ est élément deKKG1×G2(pr

∗
1A1⊗

pr∗2A2, C0(X1 ×X2)) et pr∗1A1 ⊗ pr∗2A2 est une
(

EG1 × EG2
)

⋊
(

G1 × G2
)

-algèbre.
On montre que le (π1 × π2)∗

(

(γ1, γ2)
)

= 1 : en considérant les applications canoniques, on a
le diagramme commutatif suivant,

EG1 × EG2
σi //

π1×π2
��

EGi
πi
��

X1 ×X2
pri // Xi

et on a, en KK-théorie de Kasparov, l’égalité

(π1 × π2)∗
(

pr∗i (γi)
)

= p∗i
(

π∗i (γi)
)

et

(π1 × π2)∗
(

(γ1, γ2)
)

= (π1 × π2)∗
(

pr∗1(γ1)⊗ pr∗2(γ2)
)

= (π1 × π2)∗
(

pr∗1(γ1)
)

⊗ (π1 × π2)∗
(

pr∗2(γ2)
)

= p∗1
(

π∗1(γ1)
)

⊗ p∗2
(

π∗2(γ2)
)

= p∗1(1)⊗ p∗2(1)
= 1

Soient G1 et G2 deux groupoïde étales, tel qu’il existe un élément γ1 pour G1 et γ2 pour G2,
alors il existe une

(

EG1 × EG2
)

⋊
(

G1 × G2
)

-algèbre, pr∗1A1 ⊗ pr∗2A2, et des éléments η̃ dans
KKG1×G2

(

C0(X1 ×X2), pr
∗
1A1 ⊗ pr∗2A2)

)

et D̃ dans KKG1×G2

(

pr∗1A1 ⊗ pr∗2A2, C0(X1 ×X2)
)

tel que

(π1 × π2)∗(η̃ ⊗ D̃) = 1 ∈ KK(EG1×EG2)⋊(G1×G2)

(

C0(EG1 × EG2), C0(EG1 × EG2)
)

pour π1 × π2 : EG1 × EG2 → X1 ×X2 l’application correspondant à l’action de G1 × G2 sur
EG1 × EG2.

Lemme 4.1.25. Soient G ⇒ G(0) et H ⇒ H(0) des groupoïdes et h : G → H un homomor-
phisme strict et propre de groupoïdes. Si G et H possèdent un élément γ de Kasparov, notés
respectivement γG et γH, alors on a h∗(γH) = γG.

Démonstration. On note EH l’espace classifiant pour les actions propres du groupoïde H. On
note π : EH → H(0) l’application associée à l’action du groupoïde H sur EH. On considère
EH′ le sous espace fermé de EH défini de la manière suivante

EH′ := π−1
(

h(G(0))
)

:=
{

z ∈ EH : π(z) ∈ h(G(0))
}

Par construction, l’espace EH′ est un espace localement compact, séparé et σ-compact.

On note π′ : EH′ → G(0) l’application canonique continue et on munit EH′ d’une action
continue à droite du groupoïde G à partir de l’action de H sur EH : pour tout γ dans G et
tout z dans EH′ tel que π′(z) = r(γ), on pose

z.γ = z.h(γ)

On montre que l’espace localement compact, séparé et σ-compact EH′ est l’espace classi-
fiant pour les actions propres du groupoïde G, c’est-à-dire
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(1) l’action de G sur EH′ est propre
(2) pour tout G-espace propre Z, localement compact, séparé et σ-compact, il existe une

application G-équivariante Z → EH′, unique à homotopie G-équivariante près.

(1) On note b : EH′ ⋊ G → EH ⋊H l’application définie pour tout (z, γ) dans EH′ ⋊ G
par b(z, γ) =

(

z, h(γ)
)

. C’est une application continue et propre car l’inclusion EH′ → EH et
l’homomorphisme h sont propres. On note d : EH′×EH′ → EH×EH l’inclusion canonique.
On a le diagramme commutatif suivant

EH′ ⋊ G a //

b

��

EH′ × EH′

d

��
EH⋊H c // EH× EH

où les applications b, c et d sont propres. L’application a : EH′ ⋊ G → EH′ × EH′ est alors
propre et l’action de G sur EH′ est propre.

(2) Soit Z un espace localement compact, séparé et σ-compact sur lequel le groupoïde G agit
proprement et p : Z → G(0) l’application. On pose Z ∗ H l’espace défini par

Z ∗ H := Z ∗h◦p,r H =
{

(z, γ) ∈ Z ×H : h ◦ p(z) = r(γ)
}

qui, par construction, est un espace localement compact, séparé et σ-compact. On définit une
action continue à gauche du groupoïde G de la manière suivante : g.(z, γ) =

(

z.g, h(g−1)γ
)

,
pour tout (z, γ) dans Z ∗H et tout g dans G tels que r(γ) = r(g). L’action de G sur Z ∗H est
propre : en effet on considère K un sous espace compact de Z ∗ H et on note pr1 : Z ∗H → Z
l’application continue et G-équivariante qui consiste en la projection sur la première compo-
sante. L’image pr1(K) est un sous espace compact de Z. L’action de G sur Z étant propre,
l’espace {g ∈ G : pr1(K)g ∩ pr1(K) 6= ∅} est compact dans G. Comme {g ∈ G : g.K ∩K 6= ∅}
est un sous espace fermé de {g ∈ G : pr1(K)g ∩ pr1(K) 6= ∅}, alors il est compact. Ainsi
l’action du groupoïde G sur Z ∗ H est propre.

On note Z ×G H l’espace des orbites de l’action de G sur Z ∗ H. D’après la proposition
1.1.16 , le groupoïde G ⋉

(

Z ∗ H
)

étant propre, l’espace des orbites Z ×G H est localement
compact, σ-compact et séparé.
Le groupoïde H agit à droite sur l’espace Z ×G H en posant pour tout (z, γ) dans Z ×G H
et tout γ′ dans H, (z, γ).γ′ = (z, γγ′). Le groupoïde H étant séparé, l’action de H sur lui
même est propre. On note pr2 : Z ×G H → H la projection sur la deuxième composante. Pour
tout sous espace compact K de Z ×G H, l’image pr2(K) est un sous espace compact de H et
{γ ∈ H : pr2(K).γ ∩ pr2(K) 6= ∅} est compact dans H. Puisque {γ ∈ H : K.γ ∩K 6= ∅} est un
sous espace fermé de {γ ∈ H : pr2(K).γ ∩ pr2(K) 6= ∅}, alors il est compact et l’action de H
sur Z ×G H est propre.

L’action de H sur Z ×G H étant propre, il existe f : Z ×G H → EH, une application
continue, H-équivariante et unique à homotopie H-équivariante près.
Soit i : Z →֒ Z ×G H l’application continue et propre définie, pour tout z dans Z, par i(z) =
(

z, h ◦ p(z)
)

. L’applictaion i est G-équivariante car pour tout z dans Z et g dans G avec
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p(z) = r(g), on a

i(z.g) =
(

z.g, h ◦ p(z.g)
)

=
(

z, h(g)h(p(z.g))
)

=
(

z, h(g.s(g))
)

=
(

z, h(g)
)

=
(

z, h(r(g))
)

.h(g) = i(z).h(g)

On note f ′ : Z → EH l’application continue, propre et G-équivariante obtenue par la com-
position f ◦ i dont l’image f ′(Z) est dans le sous espace EH′ = π−1

(

h(G(0))
)

. On a alors
f ′ : Z → EH′ une application continue et G-équivariante et propre.

Il reste à prouver que cette application est unique à homotopie G-équivariante près : suppo-
sons qu’il existe, pour i ∈ {1, 2}, des applications G-équivariantes, f ′i : Z → EH′. On obtient
alors le diagramme commutatif suivant

EH′

Z
(f ′1,f

′
2) //

f ′2

((

f ′1

66

EH′ × EH′

pr′2
��

pr′1

OO

EH′

où pr′i : EH′×EH′ → EH′ est la projection sur la i-ième composante, c’est-à-dire une restric-
tion au sous espace EH′×EH′ de la projection sur la i-ième composante pri : EH×EH → EH.
Les applications pr1 et pr2 étant H-homotopes, les restrictions, respectivement pr′1 et pr′2, sont

donc HG(0)

G(0) -homotopes. Le groupoïde G étant un sous groupoïde de HG(0)

G(0) , les applications pr′1
et pr′2 sont G-homotopes. Par commutativité du diagramme précédent, les applications f ′1 et
f ′2 sont G-homotopes.

On a ainsi montré que l’espace EH′ est l’espace classifiant pour les actions propres du
groupoïde G.

L’homomorphisme strict de groupoïde b : EH′ ⋊ G → EH⋊H est propre et on obtient le
diagramme commutatif suivant

KKEH⋊H

(

C0(EH), C0(EH)
) b∗ // KKEH′⋊G

(

C0(EH′), C0(EH′)
)

KKH

(

C0(H(0)), C0(H(0))
)

h∗
//

π∗

OO

KKG

(

C0(G(0)), C0(G(0))
)

π′∗

OO

Par définition de l’élément γ de Kasparov, pour γH dans KKH

(

C0(H(0)), C0(H(0))
)

, on a
π∗(γH) = 1 et, par commutativité du diagramme précédent, on obtient l’égalité

π′∗
(

h∗(γH)
)

= b∗
(

π∗(γH)
)

= 1

Il existe une EH ⋊ H-algèbre A et des éléments ηH dans KKH

(

C0(H(0)), A
)

et DH dans
KKH

(

A,C0(H(0))
)

tels que γH = ηH ⊗A DH. On a

h∗(γH) = h∗(ηH ⊗A DH) = h∗(ηH)⊗h∗(A) h∗(DH)



Eléments de Kasparov et morphismes K-orientés de groupoïdes étales 117

avec h∗(ηH) dans KKH

(

h∗(C0(H(0))), h∗(A)
)

et h∗(DH) dans KKG

(

h∗(A), h∗(C0(H(0)))
)

. Or
h∗(C0(H(0))) = C0(G(0)) et h∗(A) est une EH′ ⋊ G-algèbre. On en déduit alors que h∗(γH)
correspond à l’élément γG .

Théorème 4.1.26. Soit f un morphisme généralisé du groupoïde G vers le groupoïde H. Si
G est moyennable et si le groupoïde H possède un élément γ de Kasparov, noté γH, alors
f∗(γH) = 1.

Démonstration. Le morphisme généralisé f : G → H est la composition d’une équivalence de
Morita entre G et G[U ], où U = {Ui}i est un recouvrement ouvert de G(0) et d’un homomor-
phisme strict f ′ : G[Y ]→ H, avec Y := ∐iUi.
On note p : Y → G(0) l’application continue, surjective et ouverte, induite par l’homomor-
phisme strict p : G[Y ]→ G. D’après [LG99], l’application p : Y → G(0) induit un isomorphisme
de groupes

p∗ : KKG

(

C0(G(0)), C0(G(0))
)

−→ KKG[Y ]

(

C0(Y ), C0(Y )
)

L’application f ′ étant la composée f ◦ p, on a alors (f ′)∗ = p∗ ◦ f∗. On se ramène donc à
montrer que (f ′)∗(γH) = 1.

Le groupoïde G étant moyennable, il possède un élément gamma, noté γG appartenant à
KKG

(

C0(G(0)), C0(G(0))
)

et γG = 1. D’après le lemme 4.1.23 , G[Y ] possède un élément gamma
de Kasparov, noté γG[Y ] et vérifiant γG[Y ] = p∗(γG) = 1.

On considère l’homomorphisme strict, propre et injectif h = (id, f ′) : G[Y ] → G[Y ]×H,
dont l’image h(G[Y ]) est fermé dans G[Y ]×H. On note pr1 : G[Y ]×H → G[Y ] la projection
sur la première composante et pr2 : G[Y ]×H → H la projection sur la deuxième composante.
Les applications pr1 et pr2 sont des homomoprhismes stricts de groupoïdes et le diagramme
suivant est commutatif

G[Y ]
f ′ //

(id,f ′) %%

H

G[Y ]×H
pr2

::

Par commutativité, on a f ′∗(γH) = h∗
(

pr∗2(γH)
)

. Puisque γG[Y ] = 1, on a pr∗1(γG[Y ]) = 1.
D’après les lemmes précédents, on a

h∗
(

pr∗2(γH)
)

= h∗
(

pr∗1(γG[Y ])⊗ pr∗2(γH)
)

= h∗(γG[Y ]×H)

= γG[Y ] = 1

et on en déduit alors l’égalité f ′∗(γH) = 1.
On déduit alors de (f ′)∗ = p∗ ◦ f∗ que l’on a l’égalité suivante

f∗(γH) = 1

4.2 Déformation au cône normal

On rappelle la construction de la déformation au cône normal associée à une immersion
injective d’une variété lisse X dans une variété lisse M . On reprend la démarche développée
dans [CR07] ou encore dans [CRW11] en étudiant le cas où X est une sous variété de M .
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4.2.1 Définition et exemples de déformation au cône normal

On considère M une variété C∞ et X une sous variété C∞ de M . On note NM
X le fibré

normal sur X associé à l’immersion de X dans M , c’est-à-dire le fibré défini par NM
X :=

TXM/TX. On définit l’ensemble DMX de la manière suivante :

DMX = NM
X × {0}

⊔

M × R∗

L’objectif de cette section est de munir l’ensemble DMX d’une structure de variété C∞. Pour y
parvenir, on construit un atlas C∞ pour l’ensemble DMX à partir d’un atlas C∞ de la variété
M dont les cartes vérifient certaines conditions.

On se place tout d’abord dans le cas particulier où M = Rn et X = Rp × {0}. On note
q = n− p. L’ensemble DRn

Rp que l’on note Dnp par commodité, a la forme suivante

Dnp = Rp × Rq × {0}
⊔

Rn × R∗

et on note ψ : Rp × Rq × R → Dnp la bijection d’ensemble définie pour tout (x, ξ, t) dans
Rp × Rq × R par

ψ(x, ξ, t) =

{

(x, ξ, 0) si t = 0
(x, tξ, t) si t 6= 0

On munit l’ensemble Dnp de la topologie induite par la bijection ψ : Rp × Rq × R→ Dnp . Si U
est un ouvert de Rn, on note V = U ∩

(

Rp × {0}
)

et l’espace DUV = V × Rq × {0}⊔U × R∗

est un sous espace ouvert de Dnp : en effet, on pose

ΩUV := ψ−1
(

DUV
)

=
{

(x, ξ, t) ∈ Rp × Rq × R : (x, tξ) ∈ U
}

est un ouvert dans Rp × Rq × R.

On considère maintenant le cas général où M est un variété C∞ et X un sous variété C∞

de M . On utilise les résultats du cas particuliers précédent. On va construire un atlas de cartes
pour DMX à partir de cartes particulières de la variété lisse M , appelée cartes adaptées à X,
que l’on définit de la manière suivante :

Définition 4.2.1. Une carte de coordonnée (U , φ) pour la variété M est appelée carte adaptée
à X si elle vérifie :

(a) φ : U → U ⊂ Rp × Rq est un difféomorphisme

(b) Si on pose V = U ∩X, alors V = φ−1(V ) où V = U ∩
(

Rp × {0}
)

On considère (U , φ) une carte adaptée à X. Pour tout x dans V , on a φ(x) =
(

φ1(x), 0
)

où
φ1 : V → V ⊂ Rq est un difféomorphisme. On définit alors une bijection

φ̃ : DU
V −→ DUV

en posant
{

φ̃(v, ω, 0) :=
(

φ1(v), (dNφ)v(ω), 0
)

φ̃(u, t) :=
(

φ(u), t
)
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où l’application (dNφ)v :
(

N U
V

)

v
→ Rq est la composante normale de l’application dφv :

TvU → Tφ(v)U . La bijection φ̃ induit une structure C∞ sur DU
V et en considérant l’ouvert

ΩUV = ψ−1
(

DUV
)

, on a un difféomorphisme

ϕ := ψ−1 ◦ φ̃ : DU
V −→ ΩUV

On considère
(

Uα, φα
)

α∈Λ
un atlas de la variété M formé de cartes adaptées à X et on a

DMX = ∪α∈ΛDUα
Vα

. On montre que la collection
(

DUα
Vα
, ϕα

)

α∈Λ
associée à l’atlas de M forme un

atlas C∞ pour DMX , en prouvant, pour tout α, β dans Λ, que l’application suivante

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα

(

DUα
Vα
∩ DUβ

Vβ

)

−→ ϕβ
(

DUα
Vα
∩ DUβ

Vβ

)

est C∞. Par définition on a

ϕβ ◦ ϕ−1
α (x, ξ, t) =

{ (

φβ ◦ φ−1
α (x), dN (φβ ◦ φ−1

α )x(ξ), 0
)

si t = 0
(

1
tφβ ◦ φ−1

α (x, tξ), t
)

si t 6= 0

Pour t 6= 0, il est facile de voir que l’application est de classe C∞ par composition d’applications
de classe C∞ et le problème se situe en t = 0 : on obtient le résultat en utilisant la proposition
suivante :

Proposition 4.2.2. Soient U sous espace ouvert de Rp × Rq et U ′ un sous espace ouvert de
Rp × Rq et F : U → U ′ une application C∞ telle que F2(x, 0) = 0, si on écrit F = (F1, F2).
Alors l’application F̃ : ΩUV → ΩU

′

V ′ définie pour tout (x, ξ, t) dans ΩUV , par

F̃ (x, ξ, t) =

{
(

F1(x, 0),
∂F2
∂ξ (x, 0).ξ, 0

)

si t = 0
(

F1(x, tξ),
1
tF2(x, tξ), t

)

si t 6= 0

est de classe C∞.

Démonstration. On se refère à [CR07] pour les détails et notamment l’utilité du lemme 3.1.2.

Définition 4.2.3. Soit X une sous variété C∞ de la variété C∞ M , alors l’ensemble DMX
munie de la structure C∞ induite par l’atlas des cartes adaptées à X est appelé la déformation
au cône normal associée au plongement de X dans M .

Remarque 4.2.4. Dans le cas où ι : X →֒ M est une immersion injective, on peut définir de
manière analogue une déformation au cône normal DMX associée à l’application ι.

Exemples 4.2.5. On donne quelques exemples de déformations au cône normal. On considère
M une variété C∞ :

(a) On considère le cas extrême où X est l’ensemble vide X = ∅. On obtient alors la défor-
mation

DM∅ =M × R∗

munie de la topologie produit de variété C∞.

(b) L’autre cas extrême consiste à prendre X =M et on a la déformation suivante

DMM =M × {0}
⊔

M × R∗ =M × R

munie de la topologie produit.
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(c) Il est possible de donner une version générale des cas (a) et (b) en considérant X comme
une sous variété ouverte de M . On sait alors que TXM est isomorphe à TX et on a la
déformation suivante

DMX = X × {0}
⊔

M × R∗

(d) On considère x0 dans M . On s’intéresse au cas où X = {x0} et on obtient la déformation
suivante :

DM{x0} = Tx0M × {0}
⊔

M × R∗

Remarque 4.2.6. (Restriction à l’intervalle [0, 1]) Pour tout couple (M,X) de variétés C∞, on
a construit la déformation au cône normal DMX = NM

X ×{0}
⊔

M ×R∗ sur laquelle nous avons
défini une structure de variété C∞. Dans la suite de notre travail, nous nous intéresserons
surtout à la restriction de DMX à l’intervalle [0, 1], que l’on note encore DMX ,

DMX = NM
X × {0}

⊔

M×]0, 1]

qui est une variété à bord lorsqu’on la munit de la topologie induite par celle de DMX =
NM
X × {0}

⊔

M × R∗.

4.2.2 Fonctiorialité de la déformation au cône normal

Une caractéristique importante de la construction de déformation au cône normal associée
au couple C∞ (M,X) réside dans sa fonctorialité : soient (M,X) et (M ′, X ′) deux couples
C∞, on va montrer que pour toute application C∞ F : M → M ′ satisfaisant la condition
F (X) ⊂ X ′, alors il existe une application C∞ entre les variétés de déformation au cône nor-
mal D(F ) : DMX → DM

′

X′ . Cette propriété de fonctorialité nous est très utile par la suite lorsque
l’on considère la déformation au cône normal dans le cas des groupoïdes de Lie.

On se place tout d’abord dans le cas particulier où U ⊂ Rp × Rq, U ′ = Rp
′ × Rq

′

avec
p+ q = n et p′ + q′ = n′ des entiers. On note V = U ∩

(

Rp × {0}
)

et V ′ = U ′ ∩
(

Rp
′ × {0}

)

.
On considère une application C∞ F : U → U ′ telle que F (V ) est un sous espace de V ′ et on
définit D(F ) : DVU → DV

′

U ′ de la manière suivante :

D(F )(x, ξ, t) =
{
(

F1(x, 0),
∂F2
∂ξ (x, 0).ξ, 0

)

si t = 0
(

F1(x, ξ), F2(x, ξ).ξ, t
)

si t 6= 0

et on a la caractéristique suivante pour l’application D(F )
Proposition 4.2.7. L’application D(F ) : DVU → DV

′

U ′ est une application de classe C∞.

Démonstration. On considère ΩVU et ΩV
′

U ′ les ouverts respectifs de Rp × Rq et de Rp
′ × Rq

′

et
ψ : ΩVU → DVU et ΩV

′

U ′ → DV ′

U ′ les difféomorphismes C∞ construits dans la section 4.2.

On considère C∞2 la catégorie dont les objets sont des couples (M,X) où M est une variété
C∞ et X un sous variété C∞ de M et les morphismes F : (M,X) → (M ′, X ′) sont des
applications C∞ F : M → M ′ telles que F (X) est inclus dans X ′. A tout morphisme F :
(M,X)→ (M ′, X ′) dans la catégorie C∞2 , on associe l’application

D(F ) : DMX −→ DM
′

X′

définie par
{

D(F )(v, ω, 0) :=
(

F (v), (dNF )v(ω), 0
)

D(F )(u, t) :=
(

F (u), t
)

où dNF : NM
X → NM ′

X′ est la composante normale de l’application dF : TM → TM ′.
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Proposition 4.2.8. L’application D(F ) : DMX → DM
′

X′ est une application de classe C∞.

Démonstration. Voir [CR07]

Remarque 4.2.9. Si on note C∞ la catégorie dont les objets sont les variétés C∞ et les mor-
phismes les applications de classe C∞, on obtient alors, par la construction des déformations
au cône normal, un foncteur D : C∞2 → C∞.

On utilise dans la suite de notre travail la proposition suivante

Proposition 4.2.10. Soient (M,X) et (M ′, X ′) deux objets de la catégorie C∞2 et F : (M,X)→
(M ′, X ′) un morphisme, alors l’application

D(F ) : DMX → DM
′

X′

est une immersion (respectivement une submersion) si et seulement si les applications F :
M →M ′ et dNF : NM

X → NM ′

X′ sont des immersions (respectivement des submersions).

Démonstration. Voir [CR07].

4.2.3 Cas des groupoïdes de Lie étales

On considère G et H des groupoïdes de Lie étales. On note, sans faire de distinction entre
les deux groupoïdes, s, r,m, i et u les applications de structure des groupoïdes G ⇒ G(0) et
H⇒ H(0). On considère ι : G →֒ H un morphisme strict de groupoïdes qui est une immersion
injective. On peut appliquer la construction de la déformation au cône normal et on obtient
alors une variété C∞ :

DH
G = NH

G × {0}
⊔

H× R∗

Soit ι0 : G(0) →֒ H(0) l’immersion injective obtenue par restriction de l’immersion injective ι à
l’espace des unités et par déformation au cône normal, on obtient la variété C∞ :

DH(0)

G(0) = NH(0)

G(0) × {0}
⊔

H(0) × R∗

De même, en considérant l’immersion injective ι2 : G(2) →֒ H(2), on construit par déformation
au cône normal, la variété C∞ :

DH(2)

G(2) = NH(2)

G(2) × {0}
⊔

H(2) × R∗

Sans se soucier (pour l’instant) des structures C∞ des objets considérés, on peut construire
un groupoïde DH

G ⇒ DH(0)

G(0) en définissant les applications de structure de la manière suivante :

pour tout (γ, ω, 0) dans NH
G , (h, t) dans H×R∗, (x, v, 0) dans NH(0)

G(0) et (y, t) dans H(0) ×R∗,
on pose :

(1) sι(γ, ω, 0) =
(

s(γ), (dNs)γ(ω), 0
)

et sι(h, t) =
(

s(h), t
)

(2) rι(γ, ω, 0) =
(

r(γ), (dNr)γ(ω), 0
)

et rι(h, t) =
(

r(h), t
)

(3) iι(γ, ω, 0) =
(

γ−1, (dN i)γ(ω), 0
)

et iι(h, t) = (h−1, t)

(4) uι(x, v, 0) =
(

u(x), (dNu)x(v), 0
)

et uι(y, t) =
(

u(y), t
)

et pour tout (γ′, ω′, 0) tel que sι(γ, ω, 0) = rι(γ
′, ω′, 0) et tout (h′, t) tel que sι(h, t) = rι(h

′, t),
on définit la multiplication par

(5) mι

(

(γ, ω, 0), (γ′, ω′, 0)
)

=
(

γγ′, (dNm)(γ,γ′)(ω, ω
′), 0

)

et mι

(

(h, t), (h′, t)
)

= (hh′, t)
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Il est assez facile de montrer que les applications sι, rι,mι, iι et uι vérifient les relations néces-
saires pour induire une structure de groupoïde sur DH

G ⇒ DH(0)

G(0) .

La démarche qui suit tend à montrer la compatibilité entre la structure de variété C∞ de
DH

G et la structure de groupoïde DH
G ⇒ DH(0)

G(0) définie auparavant. Il s’agit de prouver que les
applications de structures sι, rι,mι, uι et iι du groupoïde sont de classes C∞ pour la structure
de variété. On utilise pour cela la propriété de fonctorialité de D : C∞2 → C∞.

Lemme 4.2.11. Les applications sι, rι, iι et uι sont de classes C∞. De plus, les applications
sι et rι sont des submersions.

Démonstration. D’après les propriétés de fonctorialité de D : C∞2 → C∞, le morphisme s :

(H,G) → (H(0),G(0)) dans la catégorie C∞2 induit un morphisme D(s) : DH
G → DH(0)

G(0) dans la
catégorie C∞ et D(s) est une application de classe C∞ entre variétés C∞ définie par

{

D(s)
(

γ, ω, 0
)

=
(

s(γ), (dNs)γ(ω), 0
)

, si t = 0
D(s)

(

h, t
)

=
(

s(h), t
)

, si t 6= 0

donc on voit que D(s) coïncide avec l’application de structure sι définie auparavant et sι est
de classe C∞.
On prouve de manière analogue en utilisant les propriétés de fonctorialité que les applications
rι, iι et uι sont des applications de classe C∞.

Dans le cas des submersions s et r, en utilisant la proposition 4.2.10, on obtient directement
que les applications D(s) = sι et D(r) = rι sont des submersions.

Il reste à prouver que l’application de multiplication mι :
(

DH
G

)(2) −→ DH
G est de classe

C∞. On considère le morphisme m :
(

H(2),G(2)
)

→ (H,G) dans la catégorie C∞2 qui induit un
morphisme

D(m) : DH(2)

G(2) −→ DH
G

Lemme 4.2.12. Les variétés lisses DH(2)

G(2) et
(

DH
G

)(2)
sont difféomorphes et l’application de

multiplication mι :
(

DH
G

)(2) −→ DH
G est de classe C∞.

Démonstration. Chaque variété est décrite de la manière suivante :

DH(2)

G(2) = NH(2)

G(2)

⊔

H(2)×]0, 1]
(

DH
G

)(2)
=
(

NH
G × {0}

)

∗sι,rι
(

NH
G × {0}

)

⊔

(

H× R∗
)

∗sι,rι
(

H× R∗
)

et il existe une application canonique p :
(

DH
G

)(2) −→ DH(2)

G(2) définie, pour tout élément
(

(γ, ω, 0), (γ′, ω′, 0)
)

dans
(

NH
G × {0}

)

∗sι,rι
(

NH
G × {0}

)

et tout élément
(

(h, t), (h′, t)
)

dans
(

H× R∗
)

∗sι,rι
(

H× R∗
)

, par

a) p
(

(γ, ω, 0), (γ′, ω′, 0)
)

=
(

(γ, γ′), (ω, ω′), 0
)

b) p
(

(h, t), (h′t)
)

=
(

(h, h′), t
)

Cette application canonique est clairement un difféomorphisme C∞ et l’application mι est
obtenue par la composition D(m) ◦ p qui est de classe C∞. L’application de multiplication mι

est donc de classe C∞.
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Proposition 4.2.13. Le groupoïde DH
G ⇒ DH(0)

G(0) est un groupoïde de Lie pour les structures de
variété induite par le procédé de déformation au cône normal associé aux immersions injectives
ι : G →֒ H et ι0 : G(0) →֒ H(0).

Démonstration. L’espace des flèches DH
G et l’espace des unités DH(0)

G(0) qui forment le groupoïde

DH
G ⇒ DH(0)

G(0) sont des variétés C∞, d’après la section consacrée au déformation au cône
normal ; les applications de structures sι, rι,mι, iι et Uι sont de classe C∞ et sι et rι sont des
submersions d’après les lemmes 4.2.11 et 4.2.12 . Le groupoïde DH

G ⇒ DH(0)

G(0) est un groupoïde
de Lie pour les structures de variété induites par le procédé de déformation au cône normal.

4.3 Immersion injective K-orientée de groupoïdes de Lie étales

On considère dans cette section le cas d’une immersion injective et K-orientée ι : G → H
où G et H sont des groupoïdes de Lie étales. On obtient alors une déformation au cône normal
D que l’on restreint à l’intervalle [0, 1] et on utilise la notation suivante

D = N × {0}
⊔

H×]0, 1]

L’objectif est construire un élément ι! dans le groupe de E-théorie E
(

C∗
r (G), C∗

r (H)
)

et d’étu-
dier la fonctorialité de la construction. De tels éléments ont déjà été construits (dans le groupe
de KK-théorie) dans certains cas particuliers dans [BC00] [Con82] [CS84] et [HS87]. Cette
construction est faite ici en imposant l’existence d’une métrique riemannienne sur H(0) inva-
riante par action de H comme on le verra plus tard.

4.3.1 Groupoïde normal et fibré de C∗-algèbres

On note D = N×{0}⊔H×]0, 1] la restriction à l’intervalle [0, 1] du groupoïde de déforma-
tion au cône normal induit par l’immersion injective et K-orientée ι : G → H entre groupoïdes
de Lie étales. On a vu dans la section 4.2.3 que D est muni d’une struture de variété compatible
avec la structure de groupoïde de sorte que D soit un groupoïde de Lie étale.

Remarque 4.3.1. Pour l’homomorphisme ι : G → H de groupoïdes de Lie étales qui est une
immersion injective K-orientée, on note N le fibré normal de l’immersion ι0 : G(0) → H(0)

obtenue par restriction de ι à l’espace des unités du groupoïde G. Le fibré normal N est
G-équivariant et le groupoïde GN = r∗(N) coincide avec le fibré normal N de l’immersion
ι : G → H. Le groupoïde D peut donc aussi s’écrire (et on utilise cette notation en fin de
section)

D = GN × {0}
⊔

H×]0, 1]
On choisit une métrique riemannienne sur H. On construit maintenant à l’aide de la stru-

ture riemannienne sur H un sous espace Õ ouvert dans N × [0, 1] qui nous sera utile pour
la suite. Pour tout h de H et tout vecteur ω dans ThH, il existe une unique géodésique cω
telle que cω(0) = h et ċω = ω. On considère le réel lω pour lequel [0, lω[ est l’intervalle non
négatif maximal sur lequel la géodésique est définie. On note Oh l’ensemble des vecteurs ν de
ThH pour lesquels le réel lν associé la géodésique gν vérifie lν > 1. On définit l’application
exponentielle en h,

exph : Oh → H
ω −→ exph(ω) := cω(1)
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En construisant de cette manière une application exponentielle en tout point h de H et en
notant O =

⋃

h∈HOh, on obtient une application exp :
⋃

h∈HOh → H, dont la restriction à
Oh est exph. On l’appelle l’application exponentielle. Le sous espace O est ouvert dans TH.
Pour tout h dansH, l’application exph est un difféomorphisme local dans un voisinage de (h, 0)
de ThH. Cette propriété locale des applications exponentielles provient du résultat suivant,

Propriété 4.3.2. [Wil93] Pour tout h dans H, il existe un voisinage ouvert Wh de h et un réel
ε strictement positif tels que pour tout h′ dans Wh, B(h′, ε) ⊂ Th′H la boule ouverte centrée
en (h′, 0) de rayon ε dans Th′H est difféomorphe à son image dans H par l’application exph′ .
De plus, Wh ⊂ exph′

(

B(h′, ε)
)

.

On considère le sous espace ouvert Õ de N × [0, 1] défini par

Õ =
(

N × {0}
)

⊔

(

∪ t>0O(t)
)

où O(t) :=
{(

(γ, ω), t
)

∈ N ×{t} : (γ, tω) ∈ O
}

et on note ϕ : Õ → D l’application définie
par

ϕ(γ, ω, t) =

{

(γ, ω, 0) si t = 0
(

expγ(tω), t
)

si t > 0

Remarque 4.3.3. La structure de variété du groupoïde D peut être décrite de la manière
suivante : la structure de variété sur H×]0, 1] correspond à la structure induite par le produit
de variétés. En zéro les cartes locales ont la forme suivante : soit γ dans G, d’après la propriété
4.3.2 , il existe un voisinage W de γ et un réel ε > 0 tel que U :=

⋃

η∈W BN (η, ε) est un ouvert
de N ∩O. L’application ϕ induit une bijection entre les ensembles

{

(η, ω, t) ∈ N × [0, 1] : (η, tω) ∈ U
} ∼=

(

⋃

η∈W

Nη × {0}
)

⊔

(

ϕ(U × ]0, 1])
)

où
{

(η, ω, t) ∈ N × [0, 1] : (η, tω) ∈ U
}

est un sous espace ouvert de N × [0, 1] et
(
⋃

η∈W Nη×
{0}
)
⊔
(

ϕ(U × ]0, 1])
)

est un sous ensemble de N et ϕ est un difféomorphisme. C’est par cette
méthode que Hilsum et Skandalis ont muni le groupoïde normal associé à une immersion d’une
structure de variété (voir partie 3 de [HS87]). On utilisera parfois cette description des cartes
locales dans la suite de notre travail.

L’objectif consiste en l’étude de la C∗-algèbre réduite C∗
r (D) associée au groupoïde D,

c’est-à-dire le complété de λ(Cc(D)) dans l’algèbre d’opérateurs L
(

L2(D, ν)
)

, où λ : Cc(D)→
L
(

L2(D, ν)
)

est la représentation régulière et ν un système de Haar pour D où les mesures
qui constituent le système de Haar sont les mesures de comptage. Le but est de montrer qu’en
imposant l’existence d’une métrique riemannienne sur H(0) qui est H-invariante, on a la suite
exacte courte suivante

0 // C∗
r

(

H×]0, 1]
)

// C∗
r

(

D
)

// C∗
r

(

N × {0}
)

// 0

On utilise les notations suivantes : pour tout (α, t) dans D(0), on note

π(α,t) : Cc(D)→ Cc(D(α,t))

la restriction des fonctions de Cc(D) au sous espace fermé D(α,t) = s−1
(

(α, t)
)

. De même, pour
tout (α, t) dans N (0) × [0, 1], on note

π̃(α,t) : Cc(N × [0, 1])→ Cc(Nα × {t})



Eléments de Kasparov et morphismes K-orientés de groupoïdes étales 125

la restriction des fonctions de Cc(N × [0, 1]) au sous espace fermé Nα × {t} = s̃−1
(

(α, t)
)

.
Pour toute fonction F de Cc(N × [0, 1]), on note λ(α,t)(F ) dans L

(

L2(Nα × {t}, ν(α,t))
)

pour
désigner la restriction de l’opérateur λ(F ) au sous espace L2(Nα × {t}, ν(α,t)).

Dans ce qui suit, on définit pour les C∗-algèbres C∗
r

(

D
)

et C∗
r

(

N × [0, 1]
)

une structure
de fibré de C∗-algèbres au sens de Kirchberg et Wasserman [KW95], dont on rappelle ici la
définition :

Définition 4.3.4. [KW95] Un fibré de C∗-algèbres (appelé aussi C∗-fibré) sur un espace to-
pologique localement compact séparé X, est un triplet (X,A, πx : A → Ax) où A est une
C∗-algèbre, appelée C∗-algèbre fibrée, Ax est une C∗-algèbre pour tout x de X et πx : A→ Ax
est un ∗-épimorphisme de C∗-algèbres tels que

(i) la famille {πx : x ∈ X} est fidèle c’est-à-dire ‖a‖= supx∈X‖πx(a)‖
(ii) pour tout f ∈ C0(X) et tout a ∈ A, il existe un élément f.a de A tel que πx(f.a) =

f(x)πx(a), pour tout x dans X.

Remarque 4.3.5. On rappelle qu’un fibré de C∗-algèbres (X,A, πx : A → Ax) est dit semi
continu supérieurement (respectivement continu) si l’application x→ ‖πx(a)‖ est semi conti-
nue supérieurement (respectivement continue) pour tout a dans A.

Soit t un réel dans [0, 1], on note Dt := p−1({t}), où p : D → [0, 1] est la projection ca-
nonique. L’espace Dt est un sous espace fermé de D et la restriction de toute fonction f de
Cc(D) au sous espace fermé Dt est une fonction de Cc(Dt). On note πt : Cc(D) → Cc(Dt)
l’∗-épimorphisme de ∗-algèbres ainsi obtenu. Pour tout t dans [0, 1], πt : Cc(D) → Cc(Dt)
s’étend en un ∗-épimorphisme de C∗-algèbres πt : C∗

r (D)→ C∗
r (Dt).

De manière analogue, pour t dans [0, 1], on considère l’∗-épimorphisme de ∗-algèbres
π̃t : Cc

(

N × [0, 1]
)

→ Cc
(

N × {t}
)

, de restriction des fonctions de Cc
(

N × [0, 1]
)

sur le
sous espace fermé N × {t}. L’application π̃t s’étend en un ∗-épimorphisme π̃t : C∗

r

(

N ×
[0, 1]

)

→ C∗
r

(

N × {t}
)

de C∗-algèbres. Le triplet
(

[0, 1], C∗
r (N × [0, 1]), π̃t : C

∗
r (N × [0, 1]) →

C∗
r (N × {t})

)

est un fibré de C∗-algèbres.

4.3.2 Quelques résultats et notations

Les résultats qui suivent nous permettront d’établir, par la suite, des critères de continuité
sur le fibré de C∗-algèbres associé à la C∗-algèbre C∗

r (D).
Lemme 4.3.6. Soit f ∈ Cc(D), alors il existe une fonction continue ψ ∈ C

(

[0, 1]
)

et un réel
t̃ > 0 tels que

{

Supp(ψ.f) ⊂ ϕ
(

Õ
)

Supp
(

(1− ψ).f
)

⊂ H× [t̃, 1]

Démonstration. Pour t > 0 et (γ, t) ∈ Supp(f), il existe un voisinage ouvert Vγ de γ dans H
et un réel tγ > 0 tels que Vγ × ]tγ , 1] est un voisinage ouvert de (γ, t) dans D.
En t = 0 on utilise la remarque 4.3.3 et la description des cartes locales : soit (γ, ω, 0) dans
Supp(f), il existe un voisinage ouvert U(γ,ω) de (γ, ω) dans N et un réel t(γ,ω) > 0 tels que

U(γ,ω) × [0, t(γ,ω)[ est un ouvert dans Õ. On obtient donc un recouvrement ouvert du support
de f ,

Supp(f) ⊂
(

⋃

(γ,ω,0)∈Supp(f)

ϕ
(

U(γ,ω) × [0, t(γ,ω)[
)

)

⋃

(

⋃

(γ,t)∈Supp(f)

Vγ × ]tγ , 1]

)
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Le support Supp(f) étant compact, il existe une partie finie
{

(γ1, ω1), ...(γm, ωm)
}

d’éléments
de N et une partie finie

{

η1, ..., ηn
}

d’éléments de H telles que

Supp(f) ⊂
( m
⋃

i=1

ϕ
(

U(γi,ωi) × [0, t(γi,ωi)[
)

)

⋃

( n
⋃

j=1

Vηj×]tηj , 1]
)

On pose t̃ := min
{

tηj : j ∈ {1, ..., n}
}

et on considère une fonction continue, décroissante ψ
de C([0, 1]) telle que ψ|[0,t̃/2] = 1 et ψ|[t̃,1]= 0. On a alors f = ψ.f + (1− ψ).f , où Supp(ψ.f)

est dans ϕ(Õ) et Supp
(

(1− ψ).f
)

est dans H× [t̃, 1].

Remarque 4.3.7. Quitte à utiliser une fonction ψ ∈ C
(

[0, 1]
)

comme dans le lemme 4.3.6 , on
suppose (sauf affirmation contraire) dans la suite que les fonctions f de Cc(D) ont un support
qui est dans ϕ

(

Õ
)

. Pour toute fonction f dans Cc(D), il existe {Ui × [0, ti[}1≥i≥n une famille
d’ouverts de N × [0, 1] tels que Supp(f) ⊂ ⋃n

i=1 ϕ
(

Ui × [0, ti[
)

.

Définition 4.3.8. On appelle fonction associée à f , une fonction notée F de Cc
(

N × [0, 1]
)

définie pour tout (γ, ω, t) ∈ N × [0, 1] par

F (γ, ω, t) =







f(γ, ω, 0) si t = 0
f
(

expγ(tω), t
)

si (γ, ω, t) ∈ ⋃n
i=1 Ui × [0, ti[

0 sinon

Remarque 4.3.9. Soit f une fonction dans Cc(D) et F une fonction associée à f dans Cc
(

N × [0, 1]
)

.
On note S := s(Supp(f)), R := r(Supp(f)) les sous espaces compacts de D(0) et S′ :=
s(Supp(F )), R′ := r(Supp(F )) les sous espaces compacts de N (0) × [0, 1].
Pour tout sous espace Y de D(0), on appelle saturé de Y dans D(0) le sous espace

Sat(Y ) := {z ∈ D(0) : ∃γ ∈ DYz }

Lemme 4.3.10. Sat(S) = Sat(R)

Démonstration. Soit (x, t) un élément de Sat(S) alors il existe γ dans D(x,t) tel que r(γ) est
dans S. Il existe alors η dans Supp(f) tel que s(η) = r(γ) et r(η) est dans R. Alors l’élément
ηγ est dans DR(x,t), donc (x, t) est dans Sat(R).

Lemme 4.3.11. Soit (x, t) un élément de D(0). L’opérateur λ(x,t)(f) est un opérateur non nul
si et seulement si (x, t) est dans Sat(S).

Démonstration. On considère (x, t) dans D(0)rSat(S) et ξ une fonction de l2(D(x,t)). Suppo-
sons qu’il existe γ dans D(x,t) tel que

∣

∣

(

λ(x,t)(f)(ξ)
)

(γ)
∣

∣ > 0. Il existe alors η dans Dr(γ) tel que
|f(η−1)|> 0. Puisque r(γ) = r(η−1) ∈ R, on a (x, t) est dans Sat(R) donc d’après le lemme
4.3.10 , (x, t) est dans Sat(S). Ce qui est impossible car (x, t) est dans D(0) r Sat(S). Ainsi
pour tout ξ dans l2(D(x,t)) et pour tout γ dans D(x,t), on a

(

λ(x,t)(f)(ξ)
)

(γ) = 0, et λ(x,t)(f)
est donc l’opérateur nul.

Réciproquement, si λ(x,t)(f) = 0 alors pour toute fonction ξ dans l2(D(x,t)) et tout γ dans
D(x,t),

(

λ(x,t)(f)(ξ)
)

(γ) =
∑

η∈Dr(γ)

f(η−1)ξ(ηγ) = 0

donc pour tout η de DSat(x,t), f(η−1) = 0. Puisque Supp(f) ∩ DSat(x,t) = ∅, alors (x, t) n’est
pas dans Sat(S).
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Lemme 4.3.12. Pour tout (x, t) dans Sat(S),

λ(x,t)(f) : l
2
(

DS(x,t)
)

−→ l2
(

DR(x,t)
)

Démonstration. Soit (x, t) dans Sat(S), on a λ(x,t)(f) : l
2(D(x,t))→ l2(D(x,t)). En notant S̄, le

complémentaire de S dans D(0), on a l2
(

D(x,t)

)

= l2
(

DS(x,t)
)

⊕ l2
(

DS̄(x,t)
)

. Ci dessous, on montre
successivement

(i) que l2
(

DS̄(x,t)
)

est dans ker(λ(x,t)(f)),

(ii) que Im(λ(x,t)(f)) est dans l2
(

DR(x,t)
)

.

(i) On considère ξ une fonction de l2(D(x,t)) telle que r(Supp(ξ)) ∩ S = ∅ et pour tout γ
dans D(x,t), on a

(

λ(x,t)(f)(ξ)
)

(γ) =
∑

η∈Dr(γ)
f(η−1)ξ(ηγ). Pour tout η dans Dr(γ) tel que η−1

est dans Supp(f), on a r(η) = s(η−1) est dans S, donc ηγ est dans DS(x,t). La fonction ξ étant

nulle sur DS(x,t), on a ξ(ηγ) = 0. On a alors λ(x,t)(f)(ξ) = 0. Donc l2
(

DS̄(x,t)
)

est dans le noyau
de l’opérateur λ(x,t)(f).

(ii) Soit ξ une fonction dans l2
(

DS(x,t)
)

et γ dans D(x,t) tels que

∣

∣

(

λ(x,t)(f)(ξ)
)

(γ)
∣

∣ > 0

alors il existe η dans Dr(γ) tel que η−1 est dans Supp(f) et |f(η−1)ξ(ηγ)|> 0. Puisque r(γ) =
s(η) = r(η−1) est dans R, alors γ est dans DR(x,t). Ainsi l’image de l’opérateur λ(x,t)(f) est

dans l2
(

DR(x,t)
)

.

Remarque 4.3.13. Pour toute fonction f de Cc(D), la norme de l’opérateur λ(f) sur L2(D, ν),
est

‖λ(f)‖= sup
(x,t)∈D(0)

‖λ(x,t)(f)‖= sup
(x,t)∈Sat(S)

‖λ(x,t)(f)‖

Pour tout (x, t) dans Sat(S), les sous ensembles fermés DS(x,t) et DR(x,t) sont discrets et il existe
des parties discrètes Λ de S et Λ′ de R, telles que

DS(x,t) =
⊔

a∈Λ

Da(x,t) et DR(x,t) =
⊔

b∈Λ′

Db(x,t)

Remarque 4.3.14. On peut, par un raisonnement similaire, transposer les lemmes 4.3.10, 4.3.11,
4.3.12 et 4.3.13 dans le cadre d’une application F associée à f . On obtient alors les assertions
suivantes :

1. Sat(S′) = Sat(R′)

2. Pour tout (x, v, t) dans N (0)×{t}, l’opérateur λ(x,v,t)(F ) est nul si et seulement si (x, v, t)
n’est pas dans Sat(S′).

3. Pour tout (x, v, t) dans N (0) × {t}, l2
(

N × {t}S̄′

(x,v,t)

)

est dans le noyau de λ(x,v,t)(F ) et

son image est dans l2
(

N × {t}R′

(x,v,t)

)

4. Pour tout (x, v, t) dans N (0) × {t}, il existe des parties discrètes Υ de S′ et Υ′ de R′ et
telles que

N S′

(x,v,t) =
⊔

(a,u,t)∈Υ

N (a,u,t)
(x,v,t) et NR′

(x,v,t) =
⊔

(b,w,t)∈Υ′

N (b,w,t)
(x,v,t)
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4.3.3 Métrique riemannienne invariante

Pour montrer que la suite 0 // C∗
r

(

H×]0, 1]
)

// C∗
r

(

D
)

// C∗
r

(

N × {0}
)

// 0

est exacte on va prouver que le fibré de C∗-algèbres
(

[0, 1], C∗
r (D), πt : C∗

r (D) → C∗
r (Dt)

)

est
continu en montrant que l’application t → ‖λt(f)‖ est continue sur [0, 1]. On va pour cela
utiliser le sous espace Õ ouvert dans N × [0, 1]. On impose alors l’existence d’une métrique
riemannienne H-invariante sur H(0) et on montre alors que l’espace Õ est un sous groupoïde
de Lie étale ouvert du groupoïde de Lie étale N × [0, 1] ce qui nous permet de montrer alors
la continuité du fibré de C∗-algèbres

(

[0, 1], C∗
r (D), πt : C∗

r (D)→ C∗
r (Dt)

)

.

On a besoin de la proposition suivante qui est assez évidente :

Proposition 4.3.15. Le fibré de C∗-algèbres
(

[0, 1], C∗
r (N × [0, 1]), π̃t : C∗

r (N × [0, 1]) →
C∗
r (N × {t})

)

est un fibré de C∗-algèbres continu.

Démonstration. La C∗-algèbre C∗
r

(

N × [0, 1]
)

est isomorphe à la C∗-algèbre C
(

[0, 1], C∗
r (N )

)

qui est un fibré de C∗-algèbres continu. Donc le fibré de C∗-algèbres
(

[0, 1], C∗
r (N × [0, 1]), π̃t :

C∗
r (N × [0, 1])→ C∗

r (N × {t})
)

est un fibré de C∗-algèbres continu.

Proposition 4.3.16. Soit H ⇒ H(0) un groupoïde de Lie étale tel que H(0) est muni d’une
métrique riemannienne H-invariante. Les assertions suivantes sont équivalentes

(i) Pour tout γ dans H, γ induit une isométrie d’un voisinage Vs(γ) de s(γ) dans H(0) dans

un voisinage Vr(γ) de r(γ) dans H(0).
(ii) Il existe une métrique riemannienne sur H pour laquelle les applications r et s sont

des isométries locales.
(iii) Pour tout γ dans H, les applications (dr)γ : TγH → Tr(γ)

(

H(0)
)

et dsγ : TγH →
Ts(γ)

(

H(0)
)

sont des isométries.

Démonstration. On a clairement l’équivalence entre (ii) et (iii). Pour tout γ dans H, on note
Rγ le difféomorphisme Rγ : Vs(γ) → Vr(γ) où Vs(γ) (resp. Vr(γ)) est un voisinage de s(γ) (resp.
r(γ)) dans H(0). On considère g := s∗(g0) la métrique riemannienne induite sur H : alors
l’application Rγ est une isométrie locale si et seulement si r est une isométrie locale.

On considère que le groupoïde H est muni d’une métrique riemannienne invariante.

Corollaire 4.3.17. Les applications de structure, à savoir la multiplication m : H(2) → H,
l’application inverse i : H → H, l’application unité u : H(0) → H sont des isométries locales.

Démonstration. Les applications de structure de groupoïde étale sont des difféomorphismes
locaux.
D’après le lemme 4.3.16 , les applications r et s sont des isométries locales ; l’application
(r, s) : H → H(0) × H(0) est une isométrie locale et pour tout (γ1, γ2) dans H(2) et (ω1, ω2)
dans T(γ1,γ2)H(2)

∥

∥(dm)(γ1,γ2)(ω1, ω2)
∥

∥ =
∥

∥(dr, ds)γ1.γ2(dm(γ1,γ2)(γ1, γ2)
∥

∥

=
∥

∥d
(

(r, s) ◦m
)

(γ1,γ2)
(ω1, ω2)

∥

∥

=
∥

∥d(r × s)(γ1,γ2)(ω1, ω2)
∥

∥

=
∥

∥

(

(ω1, ω2

)∥

∥

On montre de manière analogue que les applications inverses et unités associées au groupïde
H sont des isométries locales.
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Dans les prochaines démonstrations on utilise parfois l’équivalence suivante : une courbe
c : [0, l[→ M , C1 par morceaux est une géodésique dans une variété riemannienne M si et
seulement si c est paramétrée à vitesse constante et est localement minimisante.

Lemme 4.3.18. Soient (γ, ω) dans N et c : I → H une géodésique telle que c(0) = γ et
ċ(0) = ω. Les applications r ◦ c : [0, l[→ H(0) et s ◦ c : [0, l[→ H(0) sont des géodésiques
vérifiant r ◦ c(0) = r(γ), ˙(r ◦ c)(0) = (dr)γ(ω) et s ◦ c(0) = s(γ), ˙(s ◦ c)(0) = (ds)γ(ω).

Démonstration. Par définition des géodésiques, les isométries préservent les géodésiques. Les
courbes s ◦ c et r ◦ c sont des géodésiques dans H(0).

Proposition 4.3.19. Le sous espace Õ est un sous groupoïde de Lie étale du groupoïde de
Lie étale N × [0, 1].

Démonstration. On considère les applications de structure r, s,m, i, u induites par celles du
groupoïde N × [0, 1].

1) Applications but et source : soit r, s : Õ → N (0) × [0, 1] la restriction des appli-
cations but et source au sous espace Õ. Soit (γ, ω, t) dans Õ et c : [0, 1] → H la géodésique
associée à (γ, tω). D’après le lemme 4.3.18 , la courbe r ◦ c est une géodésique associée à
(r(γ), tdrγ(ω)). Donc r(γ, ω, t) est dans Õ ∩ N (0) × [0, 1]. On démontre de manière analogue
que s(γ, ω, t) est dans Õ ∩ N (0) × [0, 1].

2) Multiplication : on considère (γ1, ω1, t) et (γ2, ω2, t) dans Õ tels que (s(γ1, ω1, t)) =
r((γ2, ω2, t)) et pour i dans {1, 2}, ci : [0, 1]→ H la géodésique associée à (γi, tωi). On considère
la courbe c3 : [0, 1]→ H définie pour tout x dans [0, 1] par c3(x) = m(c1(x), c2(x)). La courbe
c3 est alors localement minimisante : en effet la courbe r ◦ c3 = r ◦ c1 est une géodésique
(d’après 4.3.18) donc localement minimisante et pour tout x dans [0, 1], il existe un voisinage
ouvert Vc3(x) de c3(x) et un voisinage ouvert Vr(c3(x)) de r(c3(x)) tel que r : Vc3(x) → Vr(c3(x))
est une isométrie. Quitte à restreindre les voisinages choisis, c3 est minimisante sur Vc3(x). De
plus c3 est paramétrée à vitesse constante : en effet, d’après 4.3.17, m est une isométrie locale,
on a pour tout x dans [0, 1]

‖ċ3(x)‖= ‖dm(c1(x),c2(x))(ċ1(x), ċ2(x))‖= ‖(ċ1(x), ċ2(x))‖

or les courbes c1 et c2 sont paramétrées à vitesse constante donc c3 aussi. La courbe c3 =
m(c1, c2) est donc une géodésique associée à

(

γ1γ2, tdm(γ1,γ2)(ω1, ω2)
)

.

Ainsi (γ1, ω1, t)(γ2, ω2, t) est dans Õ.

On démontre de manière analogue (en utilisant le fait que les applications inverses et unités
sont des isométries locales) que pour tout (γ, ω, t) dans Õ, on a i(γ, ω, t) est dans Õ et pour
tout (x, v, t) dans Õ ∩ N (0) × [0, 1], on a u(x, v, t) est dans Õ. Ainsi Õ est un sous groupoïde
du groupoïde étale N × [0, 1].

Lemme 4.3.20. Soient deux courbes C1 par morceaux c1, c2 : [a, b]→ H. Si r ◦ c1 = r ◦ c2 et
s’il existe t0 dans [a, b] tel que c1(t0) = c2(t0), alors c1 = c2.

Démonstration. L’ensemble X := {t ∈ [a, b] : c1(t) = c2(t)} est un ensemble fermé de l’inter-
valle [a, b] et non vide puisque t0 en est un élément. Pour tout x dans X, il exite un voisinage
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ouvert V de c1(x) = c2(x) dans H pour lequel r : V → r(V ) est un difféomorphisme. Par
continuité de c1, l’ensemble U := c−1

1 (V ) est un voisinage ouvert de x dans [a, b]. Or pour tout
t dans U , on a r(c1(t)) = r(c2(t)), donc pour tout t dans U , c1(t) = c2(t) et U ⊂ X. Ainsi X
est un sous espace de [a, b] non vide, ouvert et fermé. Donc par connexité, X = [a, b].

Remarque 4.3.21. Le lemme 4.3.20 est également vérifié si on remplace la condition r◦c1 = r◦c2
par la condition s ◦ c1 = s ◦ c2.
Proposition 4.3.22. Soit (ẋ, v, t) un élément de Õ(0) tel que expẋ(tv) = x, l’application

ϕ : Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t) → Hxx × {t} est un homomorphisme injectif de groupe.

Démonstration. Soit (ẋ, v, t) un élément de Õ(0) tel que expẋ(tv) = x, et (γ, ω, t) dans Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t),

alors par définition de Õ, ϕ(γ, ω, t) est bien définie et on a

r
(

ϕ(γ, ω, t)
)

= r
(

(expγ(tω), t)
)

=
(

r(expγ(tω)), t
)

=
(

expr(γ) t(drγ(ω)), t
)

= (x, t)

de même, on a s
(

ϕ(γ, ω, t)
)

= (x, t) et l’application ϕ : Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t) → Hxx × {t} est donc bien

définie.
Soit (γ, ω, t) dans Õ(ẋ,v,t)

(ẋ,v,t), son inverse i(γ, ω, t) = (γ−1, diγ(ω), t) est aussi dans Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t). On

note c : [0, 1] → H la géodésique associée à (γ, tω) et c̃ : [0, 1] → H la géodésique associée à
(γ−1, t(diω)). Puisque i ◦ c = c̃, on a alors

ϕ
(

i(γ, ω, t)
)

= ϕ
(

(γ−1, diγω, t)
)

=
(

expγ−1(tdiγω), t
)

=
(

c̃(1), t
)

=
(

i ◦ c(1), t
)

= i
(

expγ(tω, t)
)

= i
(

ϕ(γ, ω, t)
)

Soit (γ′, ω′, t) dans Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t), l’élément (γ, ω, t)(γ′, ω′, t) =

(

γγ′, dm(γ,γ′)(ω, ω
′), t
)

est dans Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t) ;

on considère c′ : [0, 1]→ H une géodésique associée à (γ′, tω′, ) et c′′ : [0, 1]→ H une géodésique
associée à (γγ′, tdm(γ,γ′)(ω, ω

′)). Comme m(c, c′) = c′′, on a alors

ϕ
(

(γ, ω, t)(γ′, ω′, t)
)

=
(

expγγ′(tdm(γ,γ′)(ω, ω
′), t
)

=
(

c′′(1), t
)

=
(

c(1), t
)

.
(

c′(1), t
)

=
(

(expγ(tω), t
)

.
(

expγ′ tω
′), t
)

= ϕ(γ, ω, t).ϕ(γ′, ω′, t)

Pour montrer que l’homomorphisme de groupe ϕ : Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t) → Hxx×{t} est injectif, on considère

(γ1, ω1, t) et (γ2, ω2, t) dans Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t) tels que ϕ((γ1, ω1, t)) = ϕ((γ2, ω2, t)). Pour i ∈ {1, 2}, on

considère ci : [0, 1] → H la géodésique associée à (γi, tωi), vérifiant ci(0) = γi, ċi(0) = tωi
et c(1) = expγi(tωi). Les géodésiques sont r ◦ c1 et r ◦ c2 et on a c1(1) = ϕ((γ1, ω1, t)) =
ϕ((γ2, ω2, t)) = c2(1). D’après le lemme 4.3.20 , on a c1 = c2 et (γ1, ω1, t) = (γ2, ω2, t).
L’homomorphisme ϕ est injectif.

La proposition qui suit est un résultat général sur les groupoïdes de Lie étales et qui géné-
ralise un résultat classique (voir [BO08]) des groupes discrets : si G est un sous groupe d’un
groupe discretH, alors pour toute fonction f dans C[G], on a ‖λG(f)‖L(l2(G))= ‖λH(f)‖L(l2(H)).
On utilisera la proposition suivante dans la suite :
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Proposition 4.3.23. Soient H un groupoïde de Lie étale et G un sous groupoïde ouvert de
H. Pour toute fonction continue à support compact f dans Cc(G), on a

‖λ(f)‖C∗
r (H)= ‖λ(f)‖C∗

r (G)

Démonstration. Soit f dans Cc(G), on note S = s(Supp(f)) et R = r(Supp(f)) ; ce sont des
sous espaces deH(0). On a ‖λ(f)‖C∗

r (H) = supx∈H(0) ‖λx(f)‖C∗
r (H) où λx(f) : l2(HSx )→ l2(HRx ).

Pour tout x dans H(0) et tout y dans Sat(x), on a

‖λx(f)‖C∗
r (H) = ‖λy(f)‖C∗

r (H)

Pour tout x en dehors de Sat(S), on a λx(f) = 0 donc ‖λx(f)‖C∗
r (H) = supx∈S‖λx(f)‖.

Soit x ∈ S, on a alors λx(f) : l2(HSx ) → l2(HRx ) et on a HSx = ⊔a∈SHax = ⊔a∈SηaHxx où
ηa ∈ Hax quelconque et de même HRx = ⊔b∈RηbHxx avec ηb ∈ Hbx quelconque. On a alors

λx(f) :
⊕

a∈S

l2(ηaHxx) −→
⊕

b∈R

l2(ηbHxx)

Le groupe d’isotropie Gxx étant un sous groupe discret du groupe d’isotropie discret Hxx, on
considère {αk}k∈κx une famille d’éléments de Hxx contenant exactement un représentant de
chaque classe à droite de Gxx dans Hxx et on a Hxx =

⊔

α∈κx
Gxxαk et on a alors

λx(f) :
⊕

k∈κx

(

⊕

a∈S

l2(ηaGxxαk)
)

−→
⊕

k∈κx

(

⊕

b∈R

l2(ηbGxxαk)
)

Pour tout i dans κx, on note PSi :
⊕

k∈κx

(

⊕

a∈S l
2(ηaGxxαk)

)

→ ⊕

a∈S l
2(ηaGxxαi) et

PRi :
⊕

k∈κx

(

⊕

b∈R l
2(ηbGxxαk)

)

→⊕

b∈R l
2(ηbGxxαi) les projections orthogonales. On a l’éga-

lité PRi ◦ λx(f) = λx(f) ◦ PSi .

On note λix(f) :
⊕

a∈S l
2(ηaGxxαi)→

⊕

b∈R l
2(ηbGxxαi) l’opérateur induit.

On considère les opérateurs unitaires V S
i :

⊕

a∈S l
2(ηaGxxαk) →

⊕

a∈S l
2(ηaGxx) et V R

i :
⊕

b∈R l
2(ηbGxxαk)→

⊕

b∈R l
2(ηbGxx) les opérateurs unitaires et on a alors

(V R
i )∗λGx(f)V

S
i = λix(f)

On a donc

‖λ(f)‖C∗
r (H) = sup

x∈H(0)

‖λx(f)‖C∗
r (H)= sup

x∈H(0)

∥

∥⊕k∈κxλkx(f)
∥

∥

C∗
r (H)

= sup
x∈H(0)

(

sup
k∈κx

∥

∥λkx(f)
∥

∥

C∗
r (H)

)

= sup
k∈κx

(

sup
x∈H(0)

∥

∥λkx(f)
∥

∥

C∗
r (H)

)

= sup
k∈κx

(

sup
x∈H(0)

∥

∥(V R
k )∗λGx(f)V

S
k

∥

∥

C∗
r (H)

)

= sup
k∈κx

(

sup
x∈H(0)

‖λx(f)‖C∗
r (G)

)

= ‖λ(f)‖C∗
r (G)

Corollaire 4.3.24. Soit f de Cc(D) et F une fonction dans Cc(N × [0, 1]) associée à f . On
a l’égalité

‖λ(F )‖C∗
r (N×[0,1])= ‖λ(F )‖C∗

r (Õ)
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Démonstration. Le groupoïde Õ est un sous groupoïde ouvert du groupoïde étale N × [0, 1].
On applique la proposition 4.3.23, et pour toute fonction F de Cc(N × [0, 1]) à support dans
Õ, on a

‖λ(F )‖C∗
r (N×[0,1])= ‖λ(F )‖C∗

r (Õ)

4.3.4 Continuité du fibré de C∗-algèbre

Soient f une fonction de Cc(D) et F une fonction dans Cc(N × [0, 1]) associée à f .

Lemme 4.3.25. Soit f une fonction de Cc(D) et F une fonction associée dans Cc
(

N × [0, 1]
)

.

Alors pour tout (x, v, t) ∈ Õ, on a l’égalité

∥

∥λt(f)
∥

∥

L(L2(Dt))
=
∥

∥λt(F )
∥

∥

L(L2(N×{t}))

Démonstration. On considère séparément les cas t = 0 et t > 0.

a) Pour t = 0, on a clairement l’égalité puisque, pour tout (γ, ω) ∈ N , f(γ, ω, 0) =
F (γ, ω, 0), par définition de F et

∥

∥λ0(f)
∥

∥

L(L2(N×{0}))
= sup

(x,v)∈N (0)

sup
ξ∈L2(N(x,v))

〈f ⋆ ξ, ξ〉

= sup
(x,v)∈N (0)

sup
ξ∈L2(N(x,v))

〈F ⋆ ξ, ξ〉

=
∥

∥λ0(F )
∥

∥

L(L2(N×{0}))

b) On considère t > 0 et on étudie la représentation régulière

λt : C
∗
r (Dt) −→ L

(

L2(Dt)
)

dont la norme est donnée, pour tout f dans C∗
r (Dt) par ‖λt(f)‖L(L2(H))= Supx∈H(0)‖λ(x,t)(f)‖.

Pour tout x de H(0), on a d’après le lemme 4.3.12, λ(x,t)(f) : l
2
(

HSx
)

→ l2
(

HRx
)

. D’après
la remarque 4.3.13, il existe des parties discrètes Λ dans S et Λ′ dans R telles que

DS(x,t) =
⊔

(a,t)∈Λ

Hax × t et DR(x,t) =
⊔

(b,t)∈Λ′

Hbx × t

En utilisant les décomposition en réunions disjointes de DSx et de DRx , on a

λ(x,t)(f) :
⊕

(a,t)∈Λ

l2
(

Hax
)

−→
⊕

(b,t)∈Λ′

l2
(

Hbx
)

Pour tout (a, t) ∈ Λ (respectivement (b, t) ∈ Λ′), on considère ηa (respectivement ηb) un
élément (quelconque) de Hax (respectivement de Hbx) tel que l’espace Hax (respectivement Hbx)
s’identifie à ηa.Hxx (respectivement ηb.Hxx).
On obtient alors

λ(x,t)(f) :
⊕

a∈Λ

l2
(

ηa.Hxx
)

−→
⊕

b∈Λ′

l2
(

ηb.Hxx
)

Il existe (ẋ, v, t) dans Õ(0) tel que ϕ(ẋ, v, t) = (x, t). L’application ϕ : Õ → H étant

un homomorphisme injectif sur les groupes d’isotropies, le sous groupe Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t) du groupe
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d’isotropie N (ẋ,v)
(ẋ,v) × {t} est isomorphe au sous groupe ϕ

(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

du groupe d’isotropie Hxx.
On considère {αi}i∈I une partie de Hxx contenant exactement un représentant de chaque classe

à droite suivant ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

et on obtient

Hxx =
⊔

i∈I

ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

.αi

On note, pour tout i dans I,

P ix,Λ ∈ L
(

⊕

a∈Λ
i∈I

l2
(

ηa.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

.αi

)

)

et P ix,Λ′ ∈ L
(

⊕

b∈Λ′

i∈I

l2
(

ηb.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

.αi

)

)

les projections orthogonales respectivement sur la composante
⊕

a∈Λ l
2
(

ηa.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

.αi

)

et

la composante
⊕

b∈Λ′ l2
(

ηb.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

.αi

)

qui vérifient, pour tout i dans I, l’égalité

P ix,Λ′ ◦ λ(x,t)(f) = λ(x,t)(f) ◦ P ix,Λ = P ix,Λ′ ◦ λ(x,t)(f) ◦ P ix,Λ

Pour tout i dans I, on note λi(x,t)(f) l’opérateur dans L
(

⊕

a∈Λ l
2
(

ηaϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

)

)

de restric-

tion obtenu par composition de λ(x,t)(f) avec les projections et on a λ(x,t)(f) = ⊕i∈Iλi(x,t)(f).
Les opérateurs

V x,i
Λ :

⊕

a∈Λ

l2
(

ηa.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

.αi

)

−→
⊕

a∈Λ

l2
(

ηa.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

)

V x,i
Λ′ :

⊕

b∈Λ′

l2
(

ηb.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

.αi

)

−→
⊕

b∈Λ′

l2
(

ηb.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

)

sont des opérateurs unitaires et on note

˜λi(x,t)(f) := (V x,i
Λ′ ) ◦ λi(x,t)(f) ◦ (V

x,i
Λ )∗

on a alors
∥

∥
˜λi(x,t)(f)

∥

∥ = ‖λi(x,t)(f)‖. On a alors

λ(x,t)(f) = ⊕i∈Iλi(x,t)(f)

= ⊕i∈I
(

V x,i
Λ′

)∗( ˜λi(x,t)(f)
)(

V x,i
Λ

)

=
(

⊕i∈I V x,i
Λ′

)∗(⊕i∈I ˜λi(x,t)(f)
)(

⊕i∈I V x,i
Λ

)

Ainsi pour tout i dans I, l’opérateur

˜λi(x,t)(f) : ⊕a∈Λl
2
(

ηa.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

))

−→ ⊕b∈Λ′ l2
(

ηb.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

))

Il nous suffit de montrer l’égalité pour tout (x, t) dans H(0) des normes des opérateurs ˜λi(x,t)(f)
et λ(ẋ,v,t)(F ).
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On considère les opérateurs

π :
⊕

(ȧ,~a,t)∈Υ

l2
(

α(ȧ,~a,t).O(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

−→
⊕

a∈Λ

l2
(

ηa.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

)

π′ :
⊕

(ḃ,~b,t)∈Υ′

l2
(

α
(ḃ,~b,t)

.O(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

−→
⊕

b∈Λ′

l2
(

ηb.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

)

défini, pour tout ξ = ⊕(ȧ,~a,t)∈Υξ(ȧ,~a,t), par π(ξ) := ⊕a∈Λξa où

ξa(ηa.γ) := ξϕ−1(a,t)

(

αϕ−1(a,t).ϕ
−1(γ, t)

)

On définit de manière analogue l’opérateur π′. Les opérateurs π et π′ sont unitaires et on a le
diagramme commutatif suivant

⊕

(ȧ,~a,t)∈Υ l
2
(

α(ȧ,~a,t).Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

) λ(ẋ,v,t)(F )
//

π

��

⊕

(ḃ,~b,t)∈Υ′ l
2
(

α
(ḃ,~b,t)

.Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

π′

��
⊕

a∈Λ l
2
(

ηa.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

)
˜λi
(x,t)

(f)
//
⊕

b∈Λ′ l2
(

ηb.ϕ
(

Õ(ẋ,v,t)
(ẋ,v,t)

)

)

On a alors

∥

∥λ(x,t)(f)
∥

∥ =
∥

∥

∥

(

⊕i∈I V x,i
Λ′

)∗(⊕i∈I ˜λi(x,t)(f)
)(

⊕i∈I V x,i
Λ

)

∥

∥

∥
= sup

i∈I

∥

∥

∥
λ̃i(x,t)(f)

∥

∥

∥

=
∥

∥

∥

˜λi(x,t)(f)
∥

∥

∥
=
∥

∥

∥
λ(ẋ,v,t)(F )

∥

∥

∥

Proposition 4.3.26. Le fibré de C∗-algèbres
(

[0, 1], C∗
r (D), πt : C∗

r (D)→ C∗
r (Dt)

)

est un fibré
de C∗-algèbres continu.

Démonstration. Il s’agit de montrer pour toute fonction f de Cc(D), que l’application t →
‖λt(f)‖ est continue sur [0, 1]. Le problème de la continuité se pose essentiellement en zéro.
On utilise le lemme 4.3.6 ainsi que la remarque 4.3.7 pour se ramener à une fonction à support
dans ϕ(Õ). Soit F dans Cc(N × [0, 1]) la fonction associée à f que l’on a définie dans 4.3.8.
D’après le lemme 4.3.25, pour tout (x, t) dans Sat(S), on a l’égalité suivante

‖λ(x,t)(f)‖= ‖λ(ẋ,v,t)(F )‖

L’application t→ ‖λt(F )‖L(L2(N×{t})) étant continue d’après la proposition 4.3.15, alors l’ap-
plication t→ ‖λt(f)‖L(L2(Dt)) est continue sur [0, 1] et le fibré de C∗-algèbres

(

[0, 1], C∗
r (D), πt :

C∗
r (D)→ C∗

r (Dt)
)

est un fibré de C∗-algèbres continu.

4.4 Elément de E-théorie

On étudie dans cette section la suite 0 → C∗
r

(

H×]0, 1]
)

→ C∗
r

(

D
)

→ C∗
r

(

GN × {0}
)

→ 0
et on prouve qu’elle est exacte. On utilise ensuite les propriétés du bifoncteur de E-théorie
pour déterminer un morphisme de groupe de K-théorie K

(

C∗
r

(

GN )
)

dans K
(

C∗
r

(

H)
)

.
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4.4.1 Suite exacte de C∗-algèbres

Proposition 4.4.1. La suite courte de C∗-algèbres

0 −→ C∗
r

(

H×]0, 1]
) i−→ C∗

r

(

D
) π0−→ C∗

r

(

GN
)

−→ 0

est exacte.

Démonstration. Il est clair que les homomorphismes de C∗-algèbres

i : C∗
r

(

H×]0, 1]
)

→ C∗
r

(

D
)

et π0 : C
∗
r

(

D
)

→ C∗
r

(

GN × {0}
)

sont respectivement injectif et surjectif. De même, l’inclusion ℑ(i) ⊂ ker(π0) est évidente. Il
s’agit de prouver que l’on a l’inclusion ker(π0) ⊂ ℑ(i). Soit a un opérateur dans C∗

r (N ) vérifiant
π0(a) = 0. Soit ε > 0, il existe une fonction fε dans Cc(N ) telle que ‖a− λ(fε)‖< ε. Ainsi
on a ‖π0(fε)‖< ε. Soit δ ∈ [0, 12 [ et ψδ une fonction croissante sur [0, 1], telle que ψ|[0,δ]= 0 et
ψ|[2δ,1]= 1. On note hε,δ := ψδ.fε la fonction dans Cc(H×]0, 1]). On a alors

∥

∥a− λ(hε,δ)
∥

∥ =
∥

∥a− λ(fε) + λ(fε)− λ(hε,δ)
∥

∥

≤
∥

∥a− λ(fε)
∥

∥+
∥

∥λ(fε)− λ(hε,δ)
∥

∥

≤ ε+max

{

∥

∥λ0(fε)
∥

∥ ; sup
0<t<2δ

∣

∣1− ψδ(t)
∣

∣

∥

∥λt(fε)
∥

∥

}

D’après la proposition 4.3.26, l’application t→ ‖λt(fε)‖ est continue sur [0, 1]. Il existe un
réel η > 0 vérifiant pour tout t ∈ [0, η[ l’inégalité ‖λt(fε)‖< 2ε. On choisissant δ < η

2 , on a
alors

∥

∥a− λ(hε,δ)
∥

∥ < ε+max
{

ε ; 2ε
}

< 3ε

Ainsi pour tout opérateur a de C∗
r (D) tel que a est dans ker(π0), et pour tout réel ε > 0, il

existe une fonction h dans Cc(H×]0, 1]) telle que ‖a− λ(h)‖< ε. L’opérateur a est donc dans
Im(i) et on a ker(π0) = Im(i). La suite courte de C∗-algèbres

0 // C∗
r

(

H×]0, 1]
) i // C∗

r

(

D
) π0 // C∗

r

(

GN
)

// 0

est exacte.

L’exactitude de la suite va nous permettre d’obtenir un élément de E-théorie et par consé-
quent un morphisme entre groupes de K-théorie. Ceux-ci sont explicités dans la section qui
suit où on rappelle tout d’abord quelques notions succintes sur la E-théorie puis on applique
les propriétés de ce foncteur sur la suite exacte que nous venons d’obtenir.

4.4.2 E-théorie

On rappelle très brièvement quelques notions de la E-théorie. On se refère principalement
aux articles [CH90], [Bla86] et [GHT00]. On trouve également des exposés détaillés sur la
E-théorie dans [Con94] ou encore dans [Tho99] et [Pop04] pour la version équivariante par
rapport à un groupe et un groupoïdes. Toutes les C∗-algèbres considérées dans notre travail
sont séparables.
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Morphismes asymptotiques : on utilise la définition originale d’un morphisme asympto-
tique défini dans [CH90] :

Définition 4.4.2. Soient A et B des C∗-algèbres. Un morphisme asymptotique de A dans B
est une famille asymptotique d’applications (ϕt)t∈[1,∞[ de A dans B telle que pour tout a dans
A, l’application t → ϕt(a) est continue et vérifie les conditions suivantes : pour tout a et a′

dans A et λ dans C

1) lim
t→∞
‖ϕ(a∗)− ϕ(a)∗‖= 0

2) lim
t→∞
‖ϕ(a+ λa′)− ϕ(a)− λϕ(a′)‖= 0

3) lim
t→∞
‖ϕ(aa′)− ϕ(a)ϕ(a′)‖= 0

Deux morphismes asymptotiques (ϕt)t∈[1,∞[ et (φt)t∈[1,∞[ de A dans B sont dits équivalents si
pour tout a dans A.

lim
t∈∞
‖ϕt(a)− φt(a)‖= 0

Deux morphismes asymptotiques (ϕ0
t )t∈[1,∞[ et (ϕ1

t )t∈[1,∞[ de A dans B sont dits homotopes
s’il existe un morphisme asymptotique (ϕt)t∈[1,∞[ de A dans B ⊗ C([0, 1]) tel que pour tout a
dans A et tout t dans [1,∞[

[ϕt(a)](0) = ϕ0
t (a) et [ϕt(a)](1) = ϕ1

t (a)

On note [[A,B]] l’ensemble des classes d’homotopie de morphismes asymptotiques de A dans
B.

Remarque 4.4.3. Soient A et B des C∗-algèbres, on note IB = Cb([0, 1], B) la C∗-algèbre des
fonctions f : [1,∞[→ B continues et bornées et on note I0B = C0([0, 1], B) l’idéal de IB
constitué des fonctions continues sur [1,∞] à valeurs dans B et qui s’annulent (en norme)
à l’infinie. On appelle algèbre asymptotique de B la C∗-algèbre quotient AB := IB/I0B.
Tout morphisme asymptotique de A dans B induit un homomorphisme de C∗-algèbres de A
dans AB et réciproquement tout homomorphisme de C∗-algèbres de A dans AB induit un
morphisme asymptotique de A dans B.

Exemples 4.4.4. On donne un exemple canonique de morphisme asymptotique ainsi que les
relation avec la K-théorie des C∗-algèbres :

(a) Tout homomorphisme de C∗-algèbres ϕ : A → B induit un morphisme asymptotique
canonique de A dans B : on pose pour tout t dans [1,∞[, ϕt := ϕ. On obtient ainsi
une application naturelle F : [A,B] → [[A,B]] de l’ensemble des classes d’homotopie
d’homomorphismes de C∗-algèbres entre A et B vers l’ensemble des classes d’homotopie
de morphismes asymptotiques de A dans B qui n’est pas surjectif et qui peut ne pas être
injectif.

(b) Soit φ un morphisme asymptotique de A dans B et p une projection dans A alors
pour un t suffisamment grand φt(p) est "proche" d’une projection q dans B. La classe
de q dans l’ensemble des classes d’idempotents de B ne dépend que de celle de p dans
A. Sans entrer dans les détails, le morphisme asymptotique φ définit une application
φ∗ : Ki(A)→ Ki(B) entre les groupes de K-théorie des C∗-algèbres, pour i = 0, 1.

Il est possible de composer les morphismes asymptotiques comme on compose les homo-
morphismes entre C∗-algèbres : la définition d’une composition de deux morphismes asympto-
tiques n’est pas aussi directe que la composition d’homomorphismes car pour tout morphisme
asymptotique (ϕt)t∈[1,∞[ de A dans B et (φt)t∈[1,∞[ de B dans D, la famille d’applications
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(φt ◦ ϕt)t∈[1,∞[ n’est en général pas un morphisme asymptotique. Pour construire une telle
composition, on considère une classe particulière de morphisme asymptotique de A dans B
appelé morphisme asymptotique uniforme (qui satisfont en plus des relations de convergence
uniforme sur des compact de A) et pour lesquels on définit une composition. Enfin pour géné-
raliser la construction à tout morphisme asymptotique, il suffit de prouver que tout morphisme
asymptotique est équivalent à un morphisme asymptotique uniforme (cf. [CH90]) et la com-
position est définie par le théorème suivant :

Théorème 4.4.5. [CH90],[Bla86] Soient A, B et D des C∗-algèbres.

a) (ϕt)t∈[1,∞[ un morphisme asymptotique uniforme de A dans B et (φt)t∈[1,∞[ un mor-
phisme asymptotique uniforme de B dans D, alors il existe r : [1,∞[→ [1,∞[ fonction
continue et croissante telle que (φr(t) ◦ ϕt)t∈[1,∞[ est un morphisme asymptotique de A
dans D.

b) La classe d’homotopie du morphisme asymptotique (φr(t) ◦ϕt)t∈[1,∞[ obtenu par compo-
sition ne dépend que de la classe d’homotopie des morphismes asymptotiques (ϕt)t∈[1,∞[

et (φt)t∈[1,∞[. On a alors une application

[[A,B]]× [[B,D]] −→ [[A,D]]

c) La composition de morphisme asymptotique est associative, commute avec le produit
tensoriel et coincide avec la composition classique d’homomorphismes (vu comme des
morphismes asymptotiques).

Foncteur de E-théorie et suite exacte : on donne la définition du groupe de E-théorie
pour les C∗-algèbres A et B comme classe d’homotopie de morphismes asymptotiques. On
rappelle que SA est la suspension de A c’est-à-dire la C∗-algèbre séparable définie par

SA :=
{

f : [0, 1]→ A : f continue et lim
t→0
‖f(t)‖A= 0 = lim

t→1
‖f(t)‖A

}

Définition 4.4.6. Soient A et B des C∗-algèbres séparables, alors

E(A,B) := [[SA⊗K, SB ⊗K]]

où K est l’ensemble des opérateurs compacts d’un espace de Hilbert séparable H.

Remarque 4.4.7. Il est possible de munir E(A,B) d’une structure de groupe en donnant une
structure additive dans E(A,B) et une application d’inversion. On ne donne pas les détails de
ces constructions que l’on trouve dans [CH90], [Bla86] ou encore [GHT00]. On s’intéresse aux
propriétés du bifoncteur de E-théorie notamment vis-à-vis des suites exactes.

Lemme 4.4.8. Soit 0 // J // A
q // B // 0 une suite exacte de C∗-algèbres. On

suppose que J possède (ut)t∈[1,∞[ une approximation de l’unité quasicentrale continue et qu’il
existe σ une section de q. Alors la famille (φt) définie pour tout t par φt(f⊗b) := f(ut)σ(b) est
un morphisme asymptotique de C0(0, 1)⊙B dans J qui s’étend en un morphisme asymptotique
de SB dans J . Ce dernier que l’on note εq ne dépend ni du choix de l’approximation de l’unité
ni du choix de la section.

On pose pour toutes C∗-algèbres A et B, E0(A,B) := E(A,B) et E1(A,B) := E(A,SB) =
E(SA,B). En utilisant le lemme précédent, il est possible de démontrer le théorème suivant
qui donne au bifoncteur une propriété de semi-exactitude et qui permet d’avoir des suites
exactes à six termes
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Théorème 4.4.9. Soit 0 // J
i // A

q // B // 0 une suite exacte de C∗-algèbres et
D une C∗-algèbre.

(i) alors les suites suivantes sont exactes en leur milieu

E(D, J)
i∗ // E(D,A)

q∗ // E(D,B)

E(B,D)
q∗ // E(A,D)

i∗ // E(J,D)

(ii) on a les suites exactes à six termes suivantes

E0(D, J)
i∗ // E0(D,A)

q∗ // E0(D,B)

εq
��

E1(D,B)

εq

OO

i∗ // E1(D,A)
q∗ // E1(D, J)

E0(B,D)
q∗ // E0(A,D)

i∗ // E0(J,D)

εq
��

E1(D, J)

εq

OO

q∗ // E1(D,A)
i∗ // E1(D,B)

Application : d’après la proposition 4.4.1 , on a obtenu à partir de toute immersion injec-
tive d’un groupoïde de Lie étale G dans un groupoïde de Lie étale H muni d’une métrique
riemannienne H-invariante, la suite exacte de C∗-algèbres suivante

0 // C∗
r

(

H×]0, 1]
) i // C∗

r

(

D
) π0 // C∗

r

(

GN
)

// 0

On remarque que la C∗-algèbre C∗
r

(

H×]0, 1]
)

est isomorphe à la C∗-algèbre C0

(

]0, 1]
)

⊗C∗
r (H)

qui est contractile. On note [π0] l’élément de E
(

C∗
r (D), C∗

r (GN )
)

induit par l’homomorphisme
d’évaluation de C∗-algèbre π0 : C∗

r (D) → C∗
r (GN ). Pour toute C∗-algèbre séparable A, on a

alors la suite exacte de groupes de E-théorie suivante

E
(

A,C∗
r (D)

)

⊗[π0]

��

E
(

A,C∗
r (H×]0, 1])

)

kk

E
(

A,C∗
r (GN )

)

33

La C∗-algèbre C∗
r (H×]0, 1]) étant contractile, on a alors E

(

A,C∗
r (H×]0, 1])

)

est réduit au
groupe à un seul élément et

⊗[π0] : E
(

A,C∗
r (D)

)

−→ E
(

A,C∗
r (GN )

)

est un isomorphisme de groupes et on note (⊗[π0])−1 : E
(

A,C∗
r (GN )

)

→ E
(

A,C∗
r (D)

)

le mor-
phisme inverse. On note π1 : C∗

r (D) → C∗
r (H) l’homomorphisme de C∗-algèbres d’évaluation

en un qui induit un morphisme de groupes de E-théorie

[π1] : E
(

A,C∗
r (D)

)

−→ E
(

A,C∗
r (H)

)
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et on note φA : E
(

A,C∗
r (GN )

)

→ E
(

A,C∗
r (H)

)

qui à tout élément x de E
(

A,C∗
r (GN )

)

associe

l’élément
(

(

⊗ [π0]
)−1

(x)
)

⊗ [π1].

Si on considère le cas particulier où A = C∗
r

(

GN
)

, on obtient alors l’homomorphisme de
groupes de E-théorie suivant

φC
∗
r

(

GN
)

: E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (GN )
)

−→ E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (H)
)

On note 1C∗
r (G

N ) l’élément de E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (GN )
)

induit par l’identité sur C∗
r (GN ) qui est

l’élément neutre de la multiplication dans E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (GN )
)

vu comme anneau et on pose

σ = φC
∗
r

(

GN
)

(

1C∗
r (G

N )

)

l’image de l’élément unité. On pose

αA : E
(

A,C∗
r (GN )

)

−→ E
(

A,C∗
r (H)

)

le morphisme de groupes définie pour tout x dans E
(

A,C∗
r (GN )

)

par αA(x) = x ⊗ σ et
on montre par le diagramme commutatif suivant que l’on a φA = αA : pour tout x dans
E
(

A,C∗
r (GN )

)

E
(

A,C∗
r (GN )

)

φA

$$

E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (GN )
)x⊗oo

φC
∗
r (GN )

zz

E
(

A,C∗
r (D)

)

[π0]

OO

[π1]

��

E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (D)
)x⊗oo

[π0]

OO

[π1]

��
E
(

A,C∗
r (H)

)

E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (H)
)x⊗oo

ainsi pour 1C∗
r (G

N ) dans E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (GN )
)

on a alors

φA(x) = φA
(

x⊗ 1C∗
r (G

N )

)

= x⊗
(

φC
∗
r (G

N )
(

1C∗
r (G

N )

)

)

= x⊗ σ = αA(x)

Définition 4.4.10. Soit ι : G → H un homomorphisme de groupoïdes de Lie étales qui soit
une immersion injective. On pose σι = φC

∗
r (G

N )
(

1C∗
r (G

N )

)

élément de E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (H)
)

.

On rappelle une proposition de [HS87] qui nous sera utile dans l’étude de la fonctorialité
qui est faite dans la prochaine section.

Remarque 4.4.11. Soit G un groupoïde de Lie étale et 0 → E1 → E → E2 → 0 une
suite exacte de fibrés G-équivariants et K-orientés sur G(0). Le fibré normal de l’immersion
i : E1 → E est le fibré E1⊕E2 sur E1 et on obtient un élément σi de E

(

C∗
r (GE1⊕E2), C∗

r (GE1)
)

.
De plus d’après 4.1.11 la K-orientation des fibrés induit l’existence des éléments β′E dans
KK

(

C∗
r (GE), C∗

r (GE1)
)

et β′E1⊕E2
dans KK

(

C∗
r (G), C∗

r (GE1⊕E2)
)

. Comme il existe un mor-
phisme canonique de la KK-théorie vers la E-théorie, on considère les éléments de KK-théorie
comme des éléments de E-théorie pour les calculs qui suivent.

Proposition 4.4.12. [HS87] Avec les notations utilisées précédemment, on a

β′E = β′E1⊕E2
⊗ σi
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Démonstration. On trouve la démonstration dans [HS87] qui est la preuve de la proposition
3.6.

Définition 4.4.13. Soit ι : G → H un homomorphisme de groupoïdes de Lie étales qui est
une immersion injective et K-orientée. On définit l’élément ι! de E

(

C∗
r (G), C∗

r (H)
)

à partir
des éléments β′N de KK

(

C∗
r (G), C∗

r (GN )
)

et σι de E
(

C∗
r (GN ), C∗

r (H)
)

en posant

ι! = β′N ⊗ σι

4.4.3 Fonctorialité dans le cas des groupoïdes moyennables en K-théorie

On rappelle quelques notions concernant la nucléarité en K-théorie pour les C∗-algèbres
ainsi que la moyennabilité en K-théorie d’un groupoïde.

Nucléarité en K-théorie : dans l’article [Ska88], Skandalis définit la notion de nucléarité
en K-théorie pour les C∗-algèbres séparables. Skandalis démontre que si A est une C∗-algèbre
nucléaire en K-théorie alors pour toute C∗-algèbre quelconque D, l’application A⊗max D →
A⊗min D est une équivalence de K-théorie et que le foncteur D → KK(A,B) est semi-exact :
toute suite exacte 0 → J → D → D/J → 0 induit une suite exacte hexagonale de groupes
KK(A, .). La notion de nucléarité en K-théorie se définit à l’aide de bimodule nucléaire que
nous rappelons ci-dessous et que l’on trouve dans la première partie de [Ska88] :

Définition 4.4.14. Soient A et B des C∗-algèbres séparables et ϕ : A → B une application
complètement positive.

(a) l’application ϕ est dite factorisable s’il existe des applications σ : A → Mn(C) et
τ :Mn(C)→ B toutes deux complètement positives vérifiant ϕ = τ ◦ σ.

(b) si B est l’algèbre des multiplicateurs d’une C∗-algèbre J , alors l’application ϕ est dite
strictement nucléaire si elle est limite simple stricte d’applications complètement positives
factorisables.

Pour A et B des C∗-algèbres séparables, on appelle A,B-bimodule un B-module de Hilbert
E dénombrablement engendré, muni d’un ∗-homomorphisme A→ L(E).

Définition 4.4.15. Soient A et B sont des C∗-algèbres séparables et E un A,B-bimodule. Le
bimodule E est dit nucléaire si l’homomorphisme A→ L(E) est strictement nucléaire

La définition d’une C∗-algèbre nucléaire en K-théorie s’exprime en terme de bimodule
nucléaire de la manière suivante

Définition 4.4.16. [Ska88] Une C∗-algèbre séparable A est dite nucléaire en K-théorie s’il
existe un A,A-bimodule nucléaire E et F dans L(E) tel que (E , F ) soit un bimodule de Kasparov
de classe 1A, l’élément neutre du groupe KK(A,A).

Dans le théorème 3.6 de [Ska88], Skandalis généralise un résultat de Kasparov [Kas80b]
sur des propriétés de semi-exactitude

Théorème 4.4.17. [Ska88] Pour toute C∗-algèbre A nucléaire en K-théorie, le foncteur
KK(A, .) est semi-exact.
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Moyennabilité en K-théorie : on note H = l2(N) l’espace de Hilbert séparable de di-
mension infinie et Ĥ = H ⊕H muni de la Z/2Z-graduation canonique. Soit G un groupoïde
localement compact muni d’un système de Haar. On note ĤG le C0(G(0))-module de Hilbert
G-équivariant L2(G)⊗̂Ĥ. On rappelle la définition de la forte moyennabilité en K-théorie d’un
groupoïde :

Définition 4.4.18. On dit que G est fortement moyennable en K-théorie si l’élément neutre
KKG

(

C0(G(0)), C0(G(0))
)

est représenté par un bimodule de Kasparov de la forme (ĤG , F ).

On montre que notre construction est fonctorielle pour les compositions d’immersions in-
jectives de groupoïdes de Lie étales. On se place dans le cas particulier où les groupoïdes consi-
dérés sont fortement moyennables en K-théorie ce qui implique que les C∗-algèbres pleines et
réduites qui leur sont associées sont nucléaires en K-théorie : cela est donné par la proposition
4.12 de [Tu99]

Proposition 4.4.19. [Tu99] Soit G un groupoïde localement compact muni d’un système de
Haar. On considère les assertions suivantes :

(i) le groupoïde G est fortement moyennable en K-théorie

(ii) pour toute G-algèbre A, les C∗-algèbres A⋊G et A⋊r G sont nucléaires en K-théorie.

On a alors (i)⇒ (ii).

On montre que la construction qui à tout immersion injective K-orientée i : G → H de
groupoïdes de Lie étales associe un élément i! de E

(

C∗
r (G), C∗

r (H)
)

est fonctorielle pour la
composée de deux telles immersions injectives K-orientées. On se place dans le cas particulier
où les groupoïdes utilisés sont moyennables en K-théorie ce qui implique d’ailleurs que les
C∗-algèbres réduites des groupoïdes sont nucléaires en K-théorie. La nucléarité en K-théorie
et ses propriétés concernant les suites exactes à six-termes en KK-théorie permet d’utiliser la
KK-théorie (au lieu de la E-théorie) et dans ces conditions, on se ramène au cas de l’article
[HS87] et on obtient pour chaque immersion injective K-orientée i : G → H un élément i!
du groupe de KK-théorie KK

(

C∗
r (G), C∗

r (H)
)

. La démonstration de la fonctorialité pour la
composition est alors exactement la même que celle donnée dans la troisième partie de [HS87]
et que l’on retranscrit tout de même ici

Théorème 4.4.20. Soient ι3 : G1 → G2 et ι1 : G2 → G3 des homomorphismes qui sont des
immersions injectives et K-orientées de groupoïdes de Lie étales moyennables en K-théorie

tels que G(0)i est muni d’une métrique riemannienne Gi-invariante, pour i dans {2, 3}. On a
alors

(ι2)! =
(

ι1 ◦ ι3
)

!
= (ι3)! ⊗ (ι1)!

Démonstration. [HS87] On obtient un suite exacte de fibrés G1-équivariants

0 // N3
// N2

// N ′
1

// 0

dont l’immersion N3 →֒ N2, qui a pour fibré normal N3 ⊕ N ′
1, induit un élément σ′1 dans

KK
(

C∗
r (GN3⊕N ′

1), C∗
r (GN2

1 )
)

. De plus l’immersionK-orientéeN ′
1 →֒ N1 de fibré normalN3⊕N ′

1

induit un élément σ′3 dans KK
(

C∗
r (GN3⊕N ′

1), C∗
r (GN1

2 )
)

.

En utilisant les lemmes 4.4.21 , 4.4.22 , 4.4.23 qui suivent, on montre que le diagramme
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suivant (où les flèches désignent des éléments de KK-théorie) est commutatif :

C∗
r

(

GN3
1

) σ3 //

β′

N′
1

&&

C∗
r

(

G2
)

β′
1

$$

C∗
r

(

GN3⊕N ′
1

1

)

σ′
1

��

σ′
3 // C∗

r

(

GN1
2

)

σ1

��

C∗
r (G1)

β′
3

OO

β′
2

''

C∗
r

(

GN2
1 )

σ2 // C∗
r (G3)

(4.1)

Lemme 4.4.21. [HS87] On a β′2 = β′3 ⊗ β′N ′
1
⊗ σ′1

Démonstration. On utilise la proposition 4.1.12 et la proposition 4.4.12 et le résultat est im-
médiat.

Lemme 4.4.22. [HS87] On a σ3 ⊗ β′1 = β′N ′
1
⊗ σ′3

Démonstration. Soient G le groupoïdes normal de l’immersion de G1 dans G2 et G′ le groupoïde

normal de l’immersion de GN
′
1

1 dans GN1
2 . Le groupoïde G′ est aussi l’espace total du fibré

vectoriel N sur G qui est K-orienté et par les propriétés de naturalité, on a le diagramme
commutatif suivant où les flèches désignent des éléments de KK-théorie

C∗
r

(

G2
)

β′
N1 // C∗

r

(

GN1
2

)

C∗
r

(

G
) β′

N //

[h1]

OO

[h0]
��

C∗
r

(

G′
)

[h′1]

OO

[h′0]
��

C∗
r

(

GN3
1

)

β′

N′
1 // C∗

r

(

GN3⊕N ′
1

1

)

Lemme 4.4.23. [HS87] On a σ′1 ⊗ σ2 = σ′3 ⊗ σ1

Démonstration. On note H′
1 le groupoïde normal de l’immersion de G1 dans G2 et H2 le grou-

poïde normal de l’immersion de G1 dans G3. On a alors une immersion de H′
1 dans H2 dont le

fibré normal s’identifie au groupoïde normal de l’immersion de GN
′
1

1 dans GN1
2 .

On considère l’ensemble

G := GN3⊕N ′
1

1

⋃

(

GN2
1 ×]0, 1]× {0}

)

⋃

(

GN1
2 × {0}×]0, 1]

)

⋃

(

G3×]0, 1]×]0, 1]
)

On note Γ1 := GN2
1 × {0} ∪ G3×]0, 1] le groupoïde normal de l’immersion de G1 dans G3 et

Γ2 := GN3⊕N ′
1

1 × {0} ∪
(

GN2
1 ×]0, 1]

)

le groupoïde normal de l’immersion de GN3
1 dans GN2

1 .
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Les groupoïdes Γ1 et Γ2 sont des sous groupoïdes fermés du groupoïde G. On a le diagramme
commutatif d’homomorphismes d’évaluation de C∗-algèbres de groupoïdes suivant :

C∗
r

(

GN1
2

)

C∗
r

(

H2

) h11 //
h10oo C∗

r

(

G3
)

C∗
r

(

H1

)

f11

OO

f10

��

C∗
r

(

G
)

p1

OO

p0

��

h(1,1)

;;

h(1,0)

##

h(1,0)

dd

h(0,0)

zz

q1 //
q0

oo C∗
r

(

Γ1

)

f21

OO

f20

��

C∗
r

(

GN3⊕N ′
1

1

)

C∗
r

(

Γ2

)

h20

oo
h21

// C∗
r

(

GN2
1

)

Les éléments de KK-théorie [h(0,0)], [f
i
0], [h

i
0], [p0] et [q0] sont inversibles et on a par définition

σ′1 ⊗ σ2 = [h20]
−1 ⊗ [h21]⊗ [f20 ]

−1 ⊗ [f21 ]

et en utilisant le diagramme commutatif précédent on a

σ′1 ⊗ σ2 = [h(0,0)]
−1 ⊗ [h(1,1)]

De la manière analogue, on a par définition

σ′3 ⊗ σ1 = [f10 ]
−1 ⊗ [f11 ]⊗ [h10]

−1 ⊗ [h11]

ce qui par commutativité induit

σ′3 ⊗ σ1 = [h(0,0)]
−1 ⊗ [h(1,1)] = σ′1 ⊗ σ2

Ce qui permet de conclure que le diagramme 4.1 est commutatif.
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