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■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭■❘✮ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r✲❛ss✐st❡❞ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ✉s❡rs ❢r♦♠ ❛❧❧ ❧❡✈❡❧s ✭♥♦✈✐❝❡s ❛♥❞ ❡①♣❡rts✮ ❛❝❝❡ss ❡✈❡r② ❞❛② ❢♦r ❛ ♠②r✐❛❞ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
t❛s❦s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ■❘ s②st❡♠s ❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ♣❤♦♥❡
♥✉♠❜❡rs✱ ❜r♦✇s✐♥❣ ✐♠❛❣❡s✱ ♠✉s✐❝✱ ✈✐❞❡♦s✱ t❤❡ ❲❡❜✱ ♠❛♣s✱ ❜♦♦❦s✱ ❡t❝✳ ❲❡ str❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ✐s ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣♦rt❛❜❧❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥st❛♥t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡s❡ ■❘ s②st❡♠s ❛r❡ ❥✉st t❤♦s❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤r♦✉❣❤ s♠❛rt♣❤♦♥❡s✱
♣❡♦♣❧❡ ❝❛♥ ✐♥st❛♥t❧② ❛❝❝❡ss ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❲✐❦✐♣❡❞✐❛✶✱ ♦r ❣✐❛♥t s❡❛r❝❤
❡♥❣✐♥❡s s✉❝❤ ❛s ●♦♦❣❧❡ ♦r ❨❛❤♦♦ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t t❤❡♠ t♦ ❛♥② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❲❡❜✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ■❘ s②st❡♠s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r✱ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♥♦♥✲❝♦♠♣✉t❡r✲❛ss✐st❡❞✳
❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❜♦♦❦ ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✇r✐tt❡♥ ❜② ▼❛♥♥✐♥❣ ❬✾✸❪ st❛t❡s t❤✐s ❢❛❝t ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

✏❏✉st ❣❡tt✐♥❣ ❛ ❝r❡❞✐t ❝❛r❞ ♦✉t ♦❢ ②♦✉r ✇❛❧❧❡t s♦ t❤❛t ②♦✉ ❝❛♥ t②♣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛r❞ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛ ❢♦r♠
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✳✑

■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ■❘ ♥♦t ❥✉st ❛s ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛s ❛ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❬✼✹❪
✇❤✐❝❤ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s♣❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✉s❡r✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❛♥❞ ❛ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳

❲❤❛t ❞♦ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛s ❛♥ ■❘ s②st❡♠❄ ▲❡t ✉s ❧❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❘
s②st❡♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✧❆♥ ■❘ s②st❡♠ ✐s ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣
❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ s♦♠❡ s♦rt✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✉s❡r r❡q✉❡st ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ q✉❡r②✧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐✈✐❞❡ ♦✉r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ■❘ s②st❡♠ ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✶
s❤♦✇s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥ ■❘ s②st❡♠✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r r❡❝t❛♥❣❧❡✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ r❡❝t❛♥❣❧❡s✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥❞❡①✐♥❣ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ t♦ ✐ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
s♣❛❝❡ ✐s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✏■♥❞❡①✑✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧ r❡❢❡rs t♦ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r q✉❡r② t♦
t❤❡ ✐♥❞❡① ✉s✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡
✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❖♥❝❡ t❤❡ q✉❡r② ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥❞❡①✱ ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ q✉❡r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤♦s❡ t❤❛t
♠❛② ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤❡s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤ ✐s r❡tr✐❡✈❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳

❯s✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐s ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧✳
❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ ✐♥❞❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡
❛r❡ s♦♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✐♥❞❡① ❛t r❡tr✐❡✈❛❧ t✐♠❡✱ t❤✉s ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss❡s ❬✷✺✱ ✽✷❪✳ ❚❤✐s ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ■❘ s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳ ■❘ s②st❡♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t
✇♦r❦ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣♦r❛✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦t❤❡r ■❘ s②st❡♠s✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ❬✻✸❪ ❛♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ❬✾✸❪✳ ❚❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ❝❤❛♣t❡rs✳ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴
✷❚❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❧✐❞❡s❤❛r❡✳♥❡t✴♠♦✉♥✐❛❧❛❧♠❛s✴❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❢♦r✲s❡❛r❝❤✐♥❣✲❝♦♠♣❧❡①✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲s♣❛❝❡s

✶

http://www.wikipedia.org/
http://www.slideshare.net/mounialalmas/aggregation-for-searching-complex-information-spaces
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Retrieval 

func)on 

Query 

Query Representation 

Representa)on 

func)on 

Document Representation 

Index 

Results 

Retrieval Indexing 

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛♥ ■❘ s②st❡♠

♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦❢ ■❘ s②st❡♠s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦✈❡r ❋❈❆ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❈❤❛♣t❡r ✷ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥ts ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✐♥❞❡①✐♥❣✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥❞❡①✐♥❣
✉s✐♥❣ ❋❈❆ ✐s ♦❧❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦
t❡st ❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡r ✐ts ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛♥❞ ❜❡♥❡✜ts✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤ st❛rts ✇✐t❤ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢
✐♥❞❡①✐♥❣✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳

❈❤❛♣t❡r ✶

■❘ s②st❡♠s st❛rt❡❞ ❛❧♠♦st ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✐ts❡❧❢✱ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❛♥ ♦❧❞ ❜✉t ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠✿ ❍♦✇ t♦
s❡❛r❝❤ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❧✐❜r❛r②❄ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t s❡❛r❝❤ ❛♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇❛s ♥♦t ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❆ r❛t❤❡r s✉r♣r✐s✐♥❣ q✉♦t❡ ♦❢ ❘♦❜❡rt ❆✳
❋❛✐rt❤♦r♥❡ st❛t❡❞ ❬✺✹❪✿

✏❆t ✜rst s✐❣❤t ▲✐❜r❛r② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ ❧✐tt❧❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥
✭✳✳✳✮✳ ▲✐❜r❛r② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ♦r s♦ ■ ❛♠ ♦❢t❡♥ t♦❧❞✱ ✇✐t❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ■ ❞♦✉❜t✳
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✭✳✳✳✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❛♥❞

r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♠❛r❦❡❞ ❡✈❡♥ts ✲ s✐❣♥❛❧s✲ ✭✳✳✳✮✳✑

■♥❞❡❡❞✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r✐sts ✇❡r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s✐❣♥❛❧s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳
■t ✇❛s ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠ t❤❛t t❤❡② ✉♥❞❡rt♦♦❦ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▲❡t ✉s q✉♦t❡
❋❛✐rt❤♦r♥❡ ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ ♦♥ t❤✐s ♠❛tt❡r ❬✺✹❪✿

✏▲✐❜r❛r② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❤✉♠❛♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ tr✉t❤ ❛♥❞
❢❛❧s❡❤♦♦❞✱ ❍❡❣❡❧✐❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❦❡❀ ✐t ✐s ♠♦st ❝❡rt❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ Pr✐♥t❡❞ ▼❛tt❡r✳

❚❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡✱ ❤❡❛✈② ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♠❛r❦s ♦♥✳✑

✷



❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♠❛r❦s ♦♥ ✇❛s t❤❡ ♥♦r♠ ♦♥ ❧✐❜r❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❉❡✇❡② ❉❡❝✐♠❛❧ ❙②st❡♠ ❢♦r ❧✐❜r❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✶✽✼✻✸ ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❛ t❛①♦♥♦♠② ♦❢ t♦♣✐❝s t✐❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛r❦ ❜♦♦❦s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧✐❜r❛r②
♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❛s❡ t❤❡✐r s❡❛r❝❤✳

❚❤❡ ✜rst ■❘ ♠♦❞❡❧s ❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤✐s ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♠❛r❦s ✈✐❡✇ ✐♥ ❛ ❝❧❡✈❡r❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✉t♦♠❛t❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥ts✳
▲❛t❡r ♦♥✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❬✶✵✺❪ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✇❤❛t t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ❧❛t❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t
❆♥❛❧②s✐s ✭❋❈❆✮ ❬✻✸❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛s t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦r ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘✳
❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤♦✇ ■❘ ❛♥❞ ❋❈❆ ❤❛✈❡ ❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ②❡❛rs ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉♦t❡ ♦❢ ❋❛✐rt❤♦r♥❡ ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❡ s❛②s
✏▲✐❜r❛r② ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ♦r s♦ ■ ❛♠ ♦❢t❡♥ t♦❧❞✱ ✇✐t❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ■ ❞♦✉❜t✳✑ ❲❤❛t
❤❡ ♣r♦❜❛❜❧② ♠❡❛♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❤❛s ❧✐tt❧❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✇✐t❤✐♥ t❤♦s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞♦❝✲
✉♠❡♥ts ❛s ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♠❛r❦s✱ ✇❡ ❛r❡ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛r❦ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t
s♣❛❝❡✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ ✇❤❛t t❤♦s❡ ♠❛r❦s ♠❡❛♥ ♦r ✇❤❛t t❤♦s❡ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♥t❛✐♥✳ ▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳

❉✶ きれいな花を敷きつめてあげる

❉✷ 花が咲いているよ色とりどりの花が

❉✸ 未来も過去も意味をもとない

❉✹ 遠すぎた闇を越え飛び立つ

❉✺ この気持ちは枯れない花のように揺らめいて

❉✻ 時は奏でて想いはあふれる

❉✼ そんな飛べない無邪気な天使にも

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❉♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣✉s ♦❢ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts

❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s ✽ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①❝❡r♣ts ❢r♦♠ ❏❛♣❛♥❡s❡ s♦♥❣ ❧②r✐❝s✳ ❋♦r
❛♥② ♥♦♥✲❏❛♣❛♥❡s❡ s♣❡❛❦❡r✱ ❡✈❡r② ❝❤❛r❛❝t❡r ♠❛② ❜❡ t❛❦❡♥ ❥✉st ❛s ❛ s②♠❜♦❧ ♦r ❛ ♠❛r❦✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ♦✉r r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋❈❆ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞
❡❛❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②♠❜♦❧✱ ❡✳❣✳ {花}′ = {D1, D2, D5}✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢
❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣✉s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t
♦❢ t❤✐s r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❇② ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧
♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥t❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ✐ts ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡✇ ❞♦❝✉♠❡♥t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

❉✽ ▲❛s ✢♦rés ❞❡ ♠✐ ❥❛r❞í♥ ❤❛♥ ❞❡ s❡r ♠✐s ❡♥❢❡r♠❡r❛s

✸❤tt♣s✿✴✴❛r❝❤✐✈❡✳♦r❣✴❞❡t❛✐❧s✴❝❧❛ss✐❢✐❝❛t✐♦♥❛♥✵✵❞❡✇❡r✐❝❤

✸

https://archive.org/details/classificationan00dewerich


■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉♦❝✉♠❡♥t ❉✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①❝❡r♣t ♦❢ ❛ s♦♥❣ ❧②r✐❝s ✐♥ ❙♣❛♥✐s❤✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤✐s s♦♥❣ ❤❛s
❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥♦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ s♦♥❣s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✐♥❞❡① ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st♦♣ ✐❣♥♦r✐♥❣ ✇❤❛t t❤❡
♠❛r❦s ♠❡❛♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s♦✉r❝❡ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧✳
❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s②♠❜♦❧ 花 ✐s ❛♥ ✐❞❡♦❣r❛♠ ❢♦r ✏✢♦✇❡r✑ ❛♥❞ t❤❛t ✏✢♦r❡s✑ ✐s t❤❡
♣❧✉r❛❧ ❢♦r ✏✢♦r✑ ✇❤✐❝❤ ✐s ✏✢♦✇❡r✑ ✐♥ ❙♣❛♥✐s❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ✐♥s❡rt s♦♥❣ ❉✽ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①
❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❏❛♣❛♥❡s❡ ❧②r✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t r❡❧❛t❡❞ ❜② ✏♠❛r❦s✑✱
❜✉t ❜② ✏♠❡❛♥✐♥❣✑ ♦r ✏❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✉♥✐ts✑✱ ✐✳❡✳ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ♠❛♣ t♦ ❛ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❝♦♥❝❡♣t s✉❝❤ ❛s
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✏✢♦✇❡r✑✳ ▲❡t ✉s s❛② t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✢♦✇❡r✳s✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s✉❝❤ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡♥
{flower.s.1}′ = {D1, D2, D5, D8}✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ♠❛② s❡❡♠ ❢❛r✲❢❡t❝❤❡❞✱ ❜✉t ✐♥ ❢❛❝t t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r②
❝♦♠♠♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ s✉❜❥❡❝t ❝❛❧❧❡❞ ❈r♦ss✲▲❛♥❣✉❛❣❡ ■❘ ❬✶✶✶❪✳

❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s t❤❛t ❋❈❆ ❜r♦✉❣❤t
t♦ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ ■❘ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❬✷✶✱ ✶✷✵❪ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ■❘ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❈❆ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ♣r♦✲
❝❡ss ❬✶✻❪✳ ❖✉r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✭♥❛♠❡❞ ❈▲❆■❘❊✿ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❊tr✐❡✈❛❧✮✱
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ r❡❧❛t❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❜② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t✹✱ ✐♥st❡❛❞
❜② ❥✉st ♠❛r❦s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ■ts ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡✿

• ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ■❘ s②st❡♠ ❛s ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡ss

• ❚❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t②

• ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝❛s❡✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♠♦❞✐❢② ❛ q✉❡r② ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉s✐♥✲❝♦♥❝❡♣ts

• ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ✉s✐♥❣
❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡

• ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✈❡rs✉s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡tr✐❡✈❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❈❤❛♣t❡r ✸

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘ ♠♦❞❡❧ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ✉s❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r♦♠
❧♦♥❣ ❛❣♦ ❛s t♦♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡r♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♥❡❡❞s ❬✾✸❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ■❘ ❝♦♠♠✉♥✐t②
✇♦✉❧❞ q✉✐❝❦❧② ♠♦✈❡ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✏♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ♠❛r❦s✑ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ st❛rt t♦
❝♦♥s✐❞❡r ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛s ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❝♦♠♣r✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛✉t❤♦rs❤✐♣✱ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❞❛t❡ ♦❢ ❝r❡✲
❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❱❙▼✮ ❬✶✷✾❪
✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♦♥❡s✳

■♥ ❱❙▼✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t ✉s✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❡①t ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✈❡❝t♦r ✐♥
✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❞♦❝✉♠❡♥t✳

✹❆ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥tr♦♣② ❬✾✸❪✳

✹



◗✉❡r② ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
■❘ 〈1, 0〉 ✵✳✷✶

s♠❛rt♣❤♦♥❡ 〈0, 1〉 ✶✳✷✵

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ q✉❡r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t 〈0.85, 0.15〉

▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ t❡①t ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❡r♠s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✺ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✜✈❡ t✐♠❡s ✭t♦❣❡t❤❡r✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ❛❝r♦♥②♠ ■❘ ❤❛s
❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✶✼ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ t❡r♠ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✸ t✐♠❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s
♥♦ s✉r♣r✐s❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛ t❤❡s✐s ✇♦r❦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

r❡tr✐❡✈❛❧ ✇❤✐❧❡ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ✇❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♥❛rr❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ ❛ r❡♣♦rt
❛❜♦✉t s♠❛rt♣❤♦♥❡s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤✐s t❡r♠ ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
t❤❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❡q✉❛❧❧②
r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❡r♠s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥
t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❡✐t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ♦r ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✭t❤✉s✱ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮✻✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ t❤❡ ❱❙▼ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛♠♦♥❣ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ❛
❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❡r♠s ■❘ ❛♥❞ s♠❛rt♣❤♦♥❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s
❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ ■❘ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✶✼ t✐♠❡s ❛♥❞ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ♦♥❧② ✸✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❛② t❤❛t ♦✉r
❞♦❝✉♠❡♥t ❤❛s ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✵ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ✐t ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r 〈0.85, 0.15〉✱
✇❤❡r❡ ✵✳✽✺ ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ■❘ ✭✶✼ ♦✈❡r ✷✵✮ ❛♥❞ ✵✳✶✺ ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ✭✸ ♦✈❡r ✷✵✮✳
●✐✈❡♥ ❛ q✉❡r② ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ ■❘✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ✐t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤✐s ✐s
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ t❡r♠ ■❘ ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ✭✶ ♦✈❡r ✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t❡r♠ s♠❛rt♣❤♦♥❡

✭✵ ♦✈❡r ✶✮ 〈1, 0〉✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ q✉❡r② ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② 〈0, 1〉✳ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ q✉❡r② ❢♦r ■❘ ✐s ♠✉❝❤
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ q✉❡r② s♠❛rt♣❤♦♥❡✱ r❡♥❞❡r✐♥❣ ✐t ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ♥♦t✐♦♥✱ t❤❡ ❱❙▼ r❛♥❦s ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❡r② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❜✉t ❝♦s✐♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡s
❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ❱❙▼ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❋❈❆ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❇♦♦❧❡❛♥ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❋❈❆ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧
♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈▲❆■❘❊ s②st❡♠ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ✉s✐♥❣
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❱❙▼✳ ❲❡ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✼✾❪ ❛♥❞ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ r❛❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡
str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ✭✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥✲❈▲❆■❘❊✮✳

■♥ t❤❡ ❱❙▼✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♠❛❦❡s ✉s ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✈❡❝t♦rs✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s s✉♣♣♦rt❡❞ ♦✈❡r ❛ ♥♦✈❡❧ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆✱ ♥❛♠❡❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✭❍P❙✮✳ ❚❤r♦✉❣❤
t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡① ❞♦❝✉♠❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡ s✉❝❤ ❛s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛r❡✿

✺❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❢♦♥t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❡r♠s ❢r♦♠ ❛❝t✉❛❧ ✏❝♦♥❝❡♣ts✑✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✏✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✑ r❡❢❡rs
t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ r❡❢❡rs t♦ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ t❡①t✳

✻❉♦❝✉♠❡♥t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝✐r❝✉♠✲
st❛♥❝❡s✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ♦♥❡ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉s❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s✳ ❆ r❡tr✐❡✈❛❧
s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❣✐✈❡♥ ❛ ✉s❡r q✉❡r②✳

✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

• ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❈❆ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ✭✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✮

• ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s

• ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝✲
t✉r❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s♣❛❝❡s

• ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✭❍P❙✮ ❛s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s✉♣♣♦rt
r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ❬✼✶❪ ♦✈❡r ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s

• ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✐♥❞❡① ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❈❤❛♣t❡r ✹

❚❤❡ ❢r♦♥t✐❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ ♠✐♥✐♥❣ ✭❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✮ ✐s ❢✉③③② ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞
❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡② s✉♣♣♦rt✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ❡✈❡♥ ❝❧❡❛r❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❍P❙ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t
✐♥❞❡①✐♥❣✳

❍P❙ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t
s♣❛❝❡s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ❝❧✉st❡rs ♦❢
t❡r♠s✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ❤♦✇ t❤♦s❡ t❡r♠s ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❛t❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❙✉❝❤ ♣❛tt❡r♥s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝❧✉st❡r r❡❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤
s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❬✾✶❪✳

❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❢♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡ ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥
❞❛t❛s❡ts ❬✻✶❪✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ❬✹✹❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠✐♥✐♥❣ ❬✾❪✳

❲❤✐❧❡ ❍P❙ r❡s❡♠❜❧❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ❍P❙ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❡r♠s✳ ■♥ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ t❡r♠s
❛♥❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛t❡r r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
❜✐❝❧✉st❡r✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ♠♦✈❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐♥t♦ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
❋❈❆✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤r♦✉❣❤
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❛❜❧❡ ♦❢
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ ♠✐♥❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r✐t② r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❧✐♥❦s
❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❋❈❆✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r ♠✐♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥
✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ❬✽✽❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇r❛♣ ❝♦❤❡r❡♥t❧② t❤❡ ❧❡ss♦♥s ❧❡❛r♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t ❈❤❛♣t❡rs ✷
❛♥❞ ✸✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛r❡✿

• ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ❜✐❝❧✉st❡r ♠✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s

• ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ s✉♣♣♦rt ❜✐❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r✐t②

• ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡

✻



• ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✉s✐♥❣ ❜✐❝❧✉st❡rs ❛♥❞
❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡

• ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠✐♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡s

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳

• ❈❤❛♣t❡r ✶ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥✿

⊲ ✏❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✲ ❆ s✉r✈❡②✑ ❛t t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s✳ ✷✵✶✺ ❬✸✾❪✳

• ❈❤❛♣t❡r ✷ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥✿

⊲ ✏❆ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❈❆ ✲ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦
s♦♥❣ ❞❛t❛s❡ts✑ ❛t ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✷ ❬✸✺❪✳

⊲ ✏❆ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧✑ ❛t ❆♥♥❛❧s ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ✷✵✶✹ ❬✸✻❪✳

• ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥✿

⊲ ✏❯s✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s t♦ s✉♣♣♦rt ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✇✐t❤ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧✲
②s✐s✑ ❛t ✷♥❞ ❲♦r❦s❤♦♣ ✏❲❤❛t ❝❛♥ ❋❈❆ ❞♦ ❢♦r ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡❄✑✳ ✷✵✶✸ ❬✸✹❪✳

⊲ ✏❆ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s✑ ❛t
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s✳ ✷✵✶✹ ❬✸✼❪✳

• ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥✿

⊲ ✏▲❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ P❛rt✐t✐♦♥ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s✑ ❛t ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r✲
❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✳ ✷✵✶✹ ❬✸✽❪✳

⊲ ✏❚❤r❡❡ ❘❡❧❛t❡❞ ❋❈❆ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ▼✐♥✐♥❣ ❇✐❝❧✉st❡rs ♦❢ ❙✐♠✐❧❛r ❱❛❧✉❡s✑ ❛t ❈♦♥❝❡♣t
▲❛tt✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ✷✵✶✹ ❬✼✻❪✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✽



❈❤❛♣t❡r ✶

❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫

❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

❈♦♥t❡♥ts

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✷✳✶ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❙t❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✷✳✸ ▼❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❈♦♥t❡①ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✷✳✹ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❙❝❛❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✷✳✺ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✷✳✻ P❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✹ ❆ s✉r✈❡② ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✹✳✶ Pr❡✲❋❈❆ ❤✐st♦r② ✲ ❆ ❧❛tt✐❝❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t s♣❛❝❡s ✷✷

✶✳✹✳✷ ❋❈❆ ♠❡❡ts ■❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✶✳✹✳✸ ❊♥r✐❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s ✳ ✳ ✷✻

✶✳✹✳✹ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ✭❋❈❆✮ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✭■❘✮✱ ❛♥❞
✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐t ♣r❡s❡♥ts ❛ s✉r✈❡② ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ❤❛s
❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ②❡❛rs✳

❖✉r ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❡ t❤❡ r❡❛❞❡r ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐♠ ✇✐t❤ ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤✐♠ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❲❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤✐s
❣♦❛❧ ✐♥ ❛ r❛t❤❡r ❞✐❞❛❝t✐❝ ♠❛♥♥❡r s✐♥❝❡ s❛❞❧②✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠❛♥② t❤✐♥❣s ❋❈❆ ❛♥❞ ■❘ ❤❛✈❡ ✐♥
❝♦♠♠♦♥✱ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳

✾



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

✶✳✷ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❬✻✸❪✳
❉❛t❛ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K = (G, M, I)✱ ✐✳❡✳ ❛ ❜✐♥❛r② t❛❜❧❡ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱
M ❛ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❛♥❞ I ⊆ G× M ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❜② gIm t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t g ❤❛s
t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ m ✭❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s (g, m) ∈ I✮✳ ❋♦r A ⊆ G ❛♥❞ B ⊆ M✱ t✇♦
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs (·)′ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

′ : ℘(G) −→ ℘(M)✱ ✇✐t❤ A′ = {m ∈ M | ∀g ∈ A, gIm} ✭✶✳✶✮
′ : ℘(M) −→ ℘(G)✱ ✇✐t❤ B′ = {g ∈ G | ∀m ∈ B, gIm} ✭✶✳✷✮

❲❤❡r❡ ℘(G) ❛♥❞ ℘(M) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦✇❡rs❡ts ♦❢ G ❛♥❞ M✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs (·)′ ❢♦r♠ ❛ ●❛❧♦✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✼ ❜❡t✇❡❡♥ ℘(G) ❛♥❞ ℘(M) ❬✻✸❪✳ ❋♦r ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts A✱ A′

✐s t❤❡ s❡t ❛ttr✐❜✉t❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ A✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s
B✱ B′ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈✐♥❣ ❛❧❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ B✳ ❆ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛✐r (A, B)
✇❤❡r❡ A ⊆ G✱ B ⊆ M✱ A′ = B ❛♥❞ B′ = A✱ A ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t ❛♥❞ B t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t
✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ A′′ = A ❛♥❞ B′′ = B✮✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts B(G, M, I)✱ t❤❡ ♦r❞❡r ≤K ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(A1, B1) ≤K (A2, B2) ⇐⇒ A1 ⊆ A2 ✭❞✉❛❧❧② B2 ⊆ B1) ✭✶✳✸✮

❲❤❡r❡ (A1, B1) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✉❜✲❝♦♥❝❡♣t ♦❢ (A2, B2) ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡❧②✱ (A2, B2) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s✉♣❡r✲
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ (A1, B1)✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜②
B(G, M, I)✳

❋♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t g ∈ G✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥t❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ ❢♦r m ∈M ✱
t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❡①t❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✺✳

g′ = {m ∈ M |gIm} ✭✶✳✹✮

m′ = {g ∈ G | gIm} ✭✶✳✺✮

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t g✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✻ ✭✇❤❡r❡ g′′ st❛♥❞s ❢♦r (g′)′✮✳
❉✉❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡ m✱ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✼✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st✲❡①t❡♥t ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡
❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st✲✐♥t❡♥t ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡✳

γ(g) = (g′′, g′) ✭✶✳✻✮

µ(m) = (m′, m′′) ✭✶✳✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t C = (A, B)✱ ✐ts s✉♣♣♦rt ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ✐ts ❡①t❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts G ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✽✳

σ(C) =
|B|

|G|
✭✶✳✽✮

✶✵



✶✳✷✳ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s

m1 m2 m3 m4 m5

g1 × × ×

g2 × × × ×

g3 × × × ×

g4 × × ×

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥t❡①t ❊①❛♠♣❧❡

❊①❛♠♣❧❡ ✶✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K = (G, M, I) ✇✐t❤ ❢♦✉r ♦❜❥❡❝ts (G =
{g1, g2, g3, g4}) ❛♥❞ ✜✈❡ ❛ttr✐❜✉t❡s (M = {m1, m2, m3, m4, m5})✳ ❊❛❝❤ ❝r♦ss ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts
❛♥ ♦❜❥❡❝t✲❛ttr✐❜✉t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❡t ❤❛s ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❢♦✉rt❡❡♥
(|I| = 14)✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t B1 = {m3, m4}✱ t❤❡♥ B′1 = A = {g2, g3}✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t (A, B1) ✐s ♥♦t
❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t s✐♥❝❡ A′ = {m2, m3, m4} 6= B1✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇✐t❤ B = {m2, m3, m4} t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (A, B) ✐s
❛ ♣r♦♣❡r ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❍❛ss❡ ❉✐❛❣r❛♠✽ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧
❝♦♥t❡①t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ r❡❞✉❝❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② ♦❜❥❡❝t
❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✏❊❛❝❤ ♥♦❞❡ r❡♣r❡s❡♥ts
❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❝❡♣t C✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣t ✏❜❡❧♦✇✑ C ✭✐✳❡✳
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉❜✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ C✮ ❝♦♥st✐t✉t❡ ✐ts ❡①t❡♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡
❝♦♥❝❡♣t ✏♦✈❡r✑ C ✭✐✳❡✳ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ C✮ ❝♦♥st✐t✉t❡ ✐ts ✐♥t❡♥t✑✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♠❛r❦❡❞ ❛s C ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❤❛s ❛s ❡①t❡♥t t❤❡ s❡t {g2, g3} ❛♥❞ ❛s ✐♥t❡♥t t❤❡ s❡t
{m2, m3, m4}✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶
✳

✶✳✷✳✶ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s

❆♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s B1, B2 ⊆ M ✇✐t❤ B1∩B2 = ∅ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✼❆ ●❛❧♦✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✉❛❧ ❛❞❥✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡ts✳
✽❋✐❣✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈♦♥❊①♣ s♦❢t✇❛r❡ ❤tt♣✿✴✴❝♦♥❡①♣✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t✴✳

✶✶

http://conexp.sourceforge.net/


❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

B1 → B2 ⇐⇒ B2 ⊆ B′′1 ✭✶✳✾✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✾ ✐s r❡❛❞ ❛s ✏B1 ✐♠♣❧✐❡s B2✑ ✐✛ ❛❧❧ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ B1 ❛❧s♦
❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ B2✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❛② t❤❛t B1 ✐s ❛ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ B2✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ s❡ts B1 = {m3, m4} ❛♥❞ B2 = {m2} ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✱ t❤❡♥✿

B′1 = {g2, g3}

B′′1 = {m2, m3, m4}

B2 ⊆ B′′1 =⇒ {m3, m4} → {m2}

❆♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ mi → mj ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡s mi, mj ∈ M ✐✛ µ(mi) ≤K

µ(mj)✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ m5 → m4 ✭t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ m5 ✐s
✏❜❡❧♦✇✑ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ m4✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ✐❞❡❛ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■❢ C1 ✐s t❤❡
♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ B1✱ C2 ✐s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ B2✱ ❛♥❞ C1 ≤K C2✱ t❤❡♥ B1 → B2✳ ■♥ t❤❡ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡
♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ B1 ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ C ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉❜✲❝♦♥❝❡♣t
♦❢ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ B2✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s µ(m2) ♦r t❤❡ ♦♥❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤
m2✳

■❢ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ B1 ❛♥❞ B2 ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ B1 → B2 ❛♥❞ B2 →
B1✮ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✏❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ♦r ❛ ✏❞❡✜♥✐t✐♦♥✑✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s B1 ↔ B2✳
❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡s mi ↔ mj ✐✛ µ(mi) ≡ µ(mj)✱ ❡✳❣✳
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s m2 ❛♥❞ m3✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✱ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

σ(B1 → B2) =
|(B1 ∪ B2)

′|

|G′|
✭✶✳✶✵✮

❆♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡ s❡ts s✉❝❤ ❛s B1 ∩ B2 = ∅
✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❛s B1 ⇒ B2✮ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✶ ❬✶❪✳

conf(B1 ⇒ B2) =
|(B1 ∪ B2)

′|

|B′1|
✭✶✳✶✶✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s B1 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ❛♥❞ B2 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ♦❢
t❤❡ r✉❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ {m2, m3} ⇒ {m4} ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✳
❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

conf({m2, m3} → {m4}) =
|{m2, m3, m4}

′|

|{m2, m3}′|

=
|{g2, g3}|

|{g1, g2, g3}|

=
2

3

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s❛② ✏✻✻✪ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ {m2, m3} ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ m4✑✳

✶✷



✶✳✷✳ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦
s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡ {m3, m4} ⇒ {m2} ✇✐t❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✿

conf({m3, m4} → {m2}) =
|{m2, m3, m4}

′|

|{m3, m4}′|

=
|{g2, g3}|

|{g2, g3}|

=
2

2
= 1

σ({m3, m4} → {m2}) =
|{g2, g3}|

|{g2, g3}|

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆ss♦✲
❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✐t❡♠s❡t ♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ s❡♥t❡♥❝❡s
❧✐❦❡ ✏✾✵✪ ♦❢ t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs ❜✉②✐♥❣ ✐t❡♠s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛❧s♦ ❜✉② ✐t❡♠ ✸✑✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥
r✉❧❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r✉❧❡✬s str❡♥❣t❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♣r♦✈✐❞❡s ❛
♥♦t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❬✶❪✳

✶✳✷✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❙t❛❜✐❧✐t②

❈♦♥❝❡♣t st❛❜✐❧✐t② ❬✽✹❪ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛
❞❛t❛ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❛t s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❬✶✷✺❪✱ t❤❡ ✏✐♥t❡♥s✐♦♥❛❧
st❛❜✐❧✐t②✑ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✏t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐ts ✐♥t❡♥t ❛❢t❡r ❧❡❛✈✐♥❣ ♦✉t ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✑✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♠❛❦❡s st❛❜✐❧✐t② ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✏♥♦✐s❡✑✱ t❤✐s ✐s ✐❢ ❛ ❢♦r♠❛❧
❝♦♥❝❡♣t ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts r❡❛❧✐t② ♦r ✐❢ ✐t ✐s ❜✉✐❧t ❜② ❝❤❛♥❝❡ ❛s ❛♥ ❛rt❡❢❛❝t ♦❢ r❛♥❞♦♠♥❡ss✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ✏✐♥t✉✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥✑ ♦❢ ✇❤❛t st❛❜✐❧✐t② ✐s✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❝❡♥❛r✐♦✳ ❨♦✉ ❛r❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❡st ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ②♦✉ ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st ❣r♦✉♣s t♦ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤♦s❡
✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ r❡♠❛✐♥ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❧❡❢t ✐t✱ t❤✉s ✇❡ ✇✐❧❧
❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❣r♦✉♣ ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♠❡♠❜❡rs ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢
t❤❡ ❣r♦✉♣✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❢♦♦t❜❛❧❧✑ ✇✐t❤
t❤r❡❡ ♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❛rts✑✱ ✇✐t❤ ❢♦✉r ♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤❡♥✱ ②♦✉ r✉♥ ❛ ❧✐tt❧❡ ♣♦♦❧ ❛❜♦✉t t❤❡
✐♥t❡r❡sts ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❡♠❜❡r ✐♥ ❜♦t❤ ❝❧✉❜s✱ ❛♥s✇❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❢♦♦t❜❛❧❧✑✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t✇♦ ♠❡♠❜❡rs ❤❛✈❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ s♣♦rts
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢♦♦t❜❛❧❧✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r ❢r♦♠ t❤✐s t❤❛t ❋✳✷ ❛♥❞
❋✳✸ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢♦♦t❜❛❧❧✲r❡❧❛t❡❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐❢ ❋✳✶ ✇❛s ♥♦t ✐♥ t❤❡✐r ❣r♦✉♣✱ ❛♥❞ ✐❢
t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❡r❡ t♦ ❧❡❛✈❡ ✐t✱ ❋✳✷ ❛♥❞ ❋✳✸ ✇♦✉❧❞ q✉✐❝❦❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♥❛♠❡ t♦ ✏❈❧✉❜ ♦❢ s♣♦rts✑✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ❡✐t❤❡r ❋✳✷ ♦r ❋✳✸ ✭♦r ❜♦t❤✮ ❧❡❢t t❤❡ ❣r♦✉♣✱ s✐♥❝❡ ❋✳✶ ✐s ❥✉st ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❢♦♦t❜❛❧❧✳

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❛rts✑✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛rts ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ t❤❡② ❛❧❧ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ■❢ ❆✳✹ ✇❡r❡ t♦ ❧❡❛✈❡✱
t❤❡ ❣r♦✉♣ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② r❡♠❛✐♥ ❛s ❛ ❝❧✉❜ ♦❢ ❛rts s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠✐①❡❞ ✐♥t❡r❡sts r❡❧❛t❡❞
t♦ ❛rts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❆✳✶ ❛♥❞ ❆✳✹ ✇❡r❡ t♦ ❧❡❛✈❡✱ ❆✳✷ ❛♥❞ ❆✳✸ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧②
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ■♥t❡r❡st
❋✳✶ ❋♦♦t❜❛❧❧
❋✳✷ ❙♣♦rts
❋✳✸ ❙♣♦rts
❆✳✶ P❛✐♥t✐♥❣
❆✳✷ P❛✐♥t✐♥❣ ✫ ▼✉s✐❝
❆✳✸ ▼✉s✐❝ ✫ ❙❝✉❧♣t✉r❡
❆✳✹ ❙❝✉❧♣t✉r❡ ✫ P❛✐♥t✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❆♥s✇❡rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❋♦♦t❜❛❧❧✑ ✭❋✳✶✱❋✳✷✱❋✳✸✮ ❛♥❞ ♠❡♠❜❡rs
♦❢ t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❛rts✑ ✭❆✳✶✱❆✳✷✱❆✳✸✱❆✳✹✮

❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs ●r♦✉♣ r❡♠❛✐♥s
❋✳✶✱❋✳✷✱❋✳✸ X

❋✳✶✱❋✳✷ X

❋✳✶✱❋✳✸ X

❋✳✷✱❋✳✸ ✗

❋✳✶ X

❋✳✷ ✗

❋✳✸ ✗

∅ ✗

❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❢♦♦t❜❛❧❧✑

❝r❡❛t❡ ❛ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ♠✉s✐❝✑✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❜♦t❤ ❛❣r❡❡ ✐♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✳ ❆ s✐♠✐❧❛r t❤✐♥❣ ✇♦✉❧❞
❤❛♣♣❡♥ ✐❢ ❆✳✸ ✇❡r❡ t♦ ❧❡❛✈❡✱ s✐♥❝❡ ❆✳✶✱ ❆✳✷ ❛♥❞ ❆✳✹ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❝r❡❛t❡ ❛ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ♣❛✐♥t✐♥❣✑✳

❚❛❜❧❡s ✶✳✸ ❛♥❞ ✶✳✹ s❤♦✇s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧✉❜s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t✇♦ tr✐✈✐❛❧ ♦♥❡s✱ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦❜♦❞② ❧❡❛✈❡s ✭✜rst r♦✇✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r②❜♦❞② ❧❡❛✈❡s ✭❧❛st r♦✇✮✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❢♦♦t❜❛❧❧✑✱ ✐♥ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❣r♦✉♣ r❡♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❛rts✑ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❣r♦✉♣ r❡♠❛✐♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞
s❛② t❤❛t t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❢♦♦t❜❛❧❧✑ ✐s ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❛rts✑ ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢
✜♥❛♥❝✐♥❣ ✐t✮✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ st❛❜✐❧✐t② ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t
t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✐ts ✐♥t❡♥t ✭t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉❜✮ ✐❢ ✇❡ r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ✐ts ❡①t❡♥t ✭s♦♠❡
♠❡♠❜❡rs ❧❡❛✈❡✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏✐♥t❡♥s✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②✑ ❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t (A, B)✱ ✐t ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✷✳

σ(A, B) =
|{C ⊆ A | C′ = B}|

2|A|
✭✶✳✶✷✮

✶✳✷✳✸ ▼❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❈♦♥t❡①ts

❈❡rt❛✐♥ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ♥♦t ❇♦♦❧❡❛♥ ❜✉t t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ✭❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ✏❛❣❡✑ ♦❢
❛ ♣❡rs♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② t❛❦❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✷✵ ♦r ✏❣❡♥r❡✑ ♦❢ ❛ ✜❧♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛② t❛❦❡
✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❡✳❣✳ ✏❛❝t✐♦♥✑✱ ✏❝♦♠❡❞②✑✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞
✏♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s✑ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝ts ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t ♦❢ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s M✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡ m ∈ M✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
t❤❛t ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♠❛② t❛❦❡ ❢♦r ✐t✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Wm✳ ❚❤❡♥✱ W ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♦❜❥❡❝ts ✐♥ G
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✶✳✷✳ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s

❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠❡♠❜❡rs ●r♦✉♣ r❡♠❛✐♥s ◆❡✇ ❈❧✉❜
❆✳✶✱❆✳✷✱❆✳✸✱❆✳✹ X ✲
❆✳✶✱❆✳✷✱❆✳✸ X ✲
❆✳✶✱❆✳✷✱❆✳✹ ✗ P❛✐♥t✐♥❣
❆✳✶✱❆✳✸✱❆✳✹ X ✲
❆✳✷✱❆✳✸✱❆✳✹ X ✲
❆✳✶✱❆✳✷ ✗ P❛✐♥t✐♥❣
❆✳✶✱❆✳✸ X ✲
❆✳✶✱❆✳✹ ✗ P❛✐♥t✐♥❣
❆✳✷✱❆✳✸ ✗ ▼✉s✐❝
❆✳✷✱❆✳✹ ✗ P❛✐♥t✐♥❣
❆✳✸✱❆✳✹ ✗ ❙❝✉❧♣t✉r❡
❆✳✶ ✗ P❛✐♥t✐♥❣
❆✳✷ ✗ P❛✐♥t✐♥❣ ✫ ▼✉s✐❝
❆✳✸ ✗ ▼✉s✐❝ ✫ ❙❝✉❧♣t✉r❡
❆✳✹ ✗ ❙❝✉❧♣t✉r❡ ✫ P❛✐♥t✐♥❣
∅ ✗

❚❛❜❧❡ ✶✳✹✿ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡ ✏❈❧✉❜ ♦❢ ❛rts✑

▲❛♥❣✉❛❣❡ P✉❜✳ ❨❡❛r ●❡♥r❡ ❆✉t❤♦r
❉✐✈✐♥❡ ❈♦♠❡❞② ■t❛❧✐❛♥ ✶✺✺✺ ❊♣✐❝ ❆❧❧✐❣❤✐❡r✐
▲❡s ▼✐sér❛❜❧❡s ❋r❡♥❝❤ ✶✽✻✷ ❊♣✐❝ ❱✐❝t♦r ❍✉❣♦
❉♦♥ ◗✉✐①♦t❡ ❙♣❛♥✐s❤ ✶✻✵✺ ❊♣✐❝ ❈❡r✈❛♥t❡s
❍❛♠❧❡t ❊♥❣❧✐s❤ ✶✻✵✸ ❚r❛❣❡❞② ❙❤❛❦❡s♣❡❛r❡
▲❛ ❆r❛✉❝❛♥❛ ❙♣❛♥✐s❤ ✶✺✻✾ ❊♣✐❝ ❊r❝✐❧❧❛
▲❡s ❚r♦✐s ▼♦✉sq✉❡t❛✐r❡s ❋r❡♥❝❤ ✶✽✹✹ ◆♦✈❡❧ ❉✉♠❛s
❉❡❝❛♠❡r♦♥❡ ■t❛❧✐❛♥ ✶✽✽✻ ◆♦✈❡❧ ❇♦❝❛❝❝✐♦
❲❛r ❛♥❞ P❡❛❝❡ ❘✉ss✐❛♥ ✶✽✻✾ ◆♦✈❡❧ ❚♦❧st♦✐

❚❛❜❧❡ ✶✳✺✿ ▼❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t ❡①❛♠♣❧❡ ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❆♠❛③♦♥✱ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛ ❛♥❞
●♦♦❣❧❡ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ●r❛♣❤✮

♠❛② t❛❦❡ ❢♦r ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ M✳ ❚❤❡ t❡r♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ I ⊆ G × M × W ❝♦♥t❛✐♥s tr✐♣❧❡s (g, m, w) ∈ I

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ♦❜❥❡❝t g t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ w ❢♦r ❛ttr✐❜✉t❡ m✱ ♦r ✇❤❛t ✐s t❤❡ s❛♠❡ m(g) = w✳ ❆♥
♦❜❥❡❝t ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ♣❡r ❛ttr✐❜✉t❡✱ ✐✳❡✳ (g, m, w1) ∈ I ❛♥❞ (g, m, w2) ∈ I ✐✛
w1 = w2✳ ❆ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t✉♣❧❡ (G, M, W, I)✳ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺ s❤♦✇s ❛
♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t ❜✉✐❧t ❢♦r ❡✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss✐❝ ❜♦♦❦s ✇❤❡r❡ genre(Quixote) = Epic✳

✶✳✷✳✹ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❙❝❛❧✐♥❣

●✐✈❡♥ ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢r♦♠ ✐t ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss
♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❝❛❧✐♥❣✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ s❝❛❧❡ Sm ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ m ∈ M ❛s
Sm = (Gm, Mm, Im)✱ ✇✐t❤ m(G) ⊆ Gm✳ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧✱ tr❡❡✱ s❡ts✮ ♦r t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞✳ ❖❢t❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛
s❝❛❧❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (G, M, W, I) ❛s t❤❡ tr✐♣❧❡ (G, N, J)✱
✇❤❡r❡ N ⊆ M× W✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ J ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥
❛♣♣❧②✐♥❣ ♣❧❛✐♥ s❝❛❧✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ gJ(m, w) ⇐⇒ m(g) = w✱ ❡✳❣✳ ♣❧❛✐♥ s❝❛❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

▲❛♥❣✉❛❣❡ ●❡♥r❡ P✉❜✳❨❡❛r

■t
❛❧
✐❛
♥

❙♣
❛♥
✐s
❤

❊
♥❣
❧✐s
❤

❋r
❡♥
❝❤

❘
✉s
s✐
❛♥

❊
♣✐
❝

❚
r❛
❣❡
❞②

◆
♦✈
❡❧

≤
1
5
5
5

≤
1
5
6
9

≤
1
6
0
3

≤
1
6
0
5

≤
1
8
4
4

≤
1
8
6
2

≤
1
8
6
9

≤
1
8
8
6

❉✐✈✐♥❡ ❈♦♠❡❞② × × ×

▲❛ ❆r❛✉❝❛♥❛ × × × ×

❍❛♠❧❡t × × × × ×

❉♦♥ ◗✉✐①♦t❡ × × × × × ×

▲❡s ❚r♦✐s ▼♦✉sq✉❡t❛✐r❡s × × × × × × ×

▲❡s ▼✐sér❛❜❧❡s × × × × × × × ×

❉❡❝❛♠❡r♦♥❡ × × × × × × × × ×

❲❛r ❛♥❞ P❡❛❝❡ × × × × × × × × × ×

❚❛❜❧❡ ✶✳✻✿ ❋♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛❢t❡r ♣❧❛✐♥ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✺

❛ttr✐❜✉t❡s ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ●❡♥r❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻✳ ❋♦r ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ✭♦r ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ ❛
❣✐✈❡♥ ♦r❞❡r ≤✮✱ ✐ts ♦r❞✐♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② gJ(m, w) ⇐⇒ m(g) ≤ w✱ ❡✳❣✳ ♦r❞✐♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ P✉❜✳ ❨❡❛r ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✻✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ P✉❜✳ ❨❡❛r ✇❡
❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❡s ✭❡✳❣✳ ≤ 1700 ❛♥❞ > 1700✮✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❢✉❧❧
♦r❞✐♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳

✶✳✷✳✺ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡

❙❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✱ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ s❡t ♦❢
❛❧❧ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❬✽✼❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳ ❈♦♥❡①♣✲♥❣ ✾✱
❚♦s❝❛♥❛❏✶✵✱ ❈♦r♦♥✶✶✱ ●❛❧✐❝✐❛✶✷✱ ❡t❝✳✮✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
♦✉r ♦✇♥ s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ❙❡♣❤✐r♦t✶✸ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✸✾❪✳

✶✳✷✳✻ P❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s

P❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①
♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ♥♦t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ❬✻✷❪✳ ❙❡✈❡r❛❧ t②♣❡s
♦❢ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿

◦ ●r❛♣❤ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✭♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❬✻✷❪

◦ ■♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❬✼✾❪

◦ P❛rt✐t✐♦♥ ❛♥❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❬✾❪

✾❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❢❝❛t♦♦❧s✴❝♦♥❡①♣✲♥❣
✶✵❤tt♣✿✴✴t♦s❝❛♥❛❥✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t
✶✶❤tt♣✿✴✴❝♦r♦♥✳❧♦r✐❛✳❢r
✶✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r♦✳✉♠♦♥tr❡❛❧✳❝❛✴⑦❣❛❧✐❝✐❛✴
✶✸❤tt♣s✿✴✴❝♦❞❡✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴♣✴s❡♣❤✐r♦t✴

✶✻

https://github.com/fcatools/conexp-ng
http://toscanaj.sourceforge.net
http://coron.loria.fr
http://www.iro.umontreal.ca/~galicia/
https://code.google.com/p/sephirot/


✶✳✷✳ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ ●❛❧♦✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t ℘(G) ✭✐✳❡✳
t❤❡ ♣♦✇❡rs❡t ♦❢ G✮ ❛♥❞ ❛ s❡♠✐✲❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s D ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡t✇❡❡♥
℘(G) ❛♥❞ ℘(M) s✉❝❤ ❛s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝t
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s D t♦ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ♠❛♣♣❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ : G → D✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
♦❜❥❡❝t g✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s δ(g)✳ ❋♦r ❛♥② t✇♦ ♦❜❥❡❝ts g1, g2✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r ⊓ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛s d = δ(g1) ⊓ δ(g2)✱ ✇❤❡r❡ d ∈ D ✐s ❝❛❧❧❡❞
❛ ✏♣❛tt❡r♥✑✳ P❛tt❡r♥s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♠❛② ✭♦r ♠❛② ♥♦t✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

●✐✈❡♥ ❛♥② t✇♦ ♣❛tt❡r♥s d1, d2 ∈ D✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭⊑✮ ✇✳r✳t✳ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♦♣❡r❛t♦r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✭♦r ✐♥❞✐st✐♥❝t❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢
♣❛tt❡r♥s✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r ❞❡✜♥❡s ❛ s❡♠✐✲❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s D = (D,⊑)✳

d1 ⊑ d2 ⇐⇒ d1 ⊓ d2 = d1 ✭✶✳✶✸✮

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ❋❈❆✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs (·)� ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts A ⊆ G

❛♥❞ ❛ ♣❛tt❡r♥ d ∈ D ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✳✶✹ ❛♥❞ ✶✳✶✺✳

A� =
l

g∈A

δ(g) ✭✶✳✶✹✮

d� = {g ∈ G | d ⊑ δ(g)} ✭✶✳✶✺✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛✐r (A, d) s❛t✐s❢②✐♥❣ A� = d ❛♥❞ d� = A✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t✳ P❛tt❡r♥
❝♦♥❝❡♣ts ❝❛♥ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② ❡①t❡♥t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②
t❤❛t ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❞♦✳

P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ ✉s

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ✏❙❡t ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡✑ ✇❤✐❝❤ ❢r❛♠❡s ❋❈❆ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡✳ ■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❛ st❛♥❞❛r❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ❬✶✵✺❪✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (G, M, I) ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✼✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ ✏s❡t ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡✑
❛s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ M ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦✇❡rs❡t ♦❢ M ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s ℘(M)✮
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ δ : G → D ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t g ∈ G✱ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ D✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥t❡♥t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✹✳

δ(g) = {m ∈ M | gIm}

❚❤✉s✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✶✳✼ ✭❡✳❣✳ δ(g1) = {m1, m2}✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ r❡♣r❡s❡♥ts ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ❛ss✐❣♥❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ♥♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦
❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ D✳ ▲❡t gi, gj ❜❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ G✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

δ(gi) ⊓ δ(gj) = {m ∈ M | giIm ❛♥❞ gjIm} = δ(gi) ∩ δ(gj)

✶✼



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

■t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸ ❤♦❧❞s ❢♦r ⊓ ❛s ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ ⊑≡⊆✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

δ(g1) ⊓ δ(g2) = {m1, m2} = δ(g1) =⇒ δ(g1) ⊑ δ(g2)

❲❤❡r❡ δ(g1) ⊆ δ(g2)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✳✶✹ ❛♥❞
✶✳✶✺✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ⊓ ≡ ∩✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶ ❛♥❞ ✶✳✶✺ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

d� = {g ∈ G | d ⊑ δ(g)}

= {g ∈ G | ∀m ∈ d, m ∈ δ(g)}

= {g ∈ G | ∀m ∈ d, m ∈ {m ∈ M | gIm}}

= {g ∈ G | ∀m ∈ d, gIm}

= d′

❚❤✉s✱ ❛ s❡t ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t (A, d) ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (G, D, δ) ✭♦r (G, (℘(M),⊑
), δ)✮ ✐s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t (A, B) ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (G, M, I)✱ t❤❡♥ B = d✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ❛s ♠❛♥② ✐♥t❡♥ts ✐♥ (G, M, I) ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ s❡t ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ (G, D, δ)
❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ s❤♦✇s t❤❡ s❡t ♣❛tt❡r♥ str✉❝✲
t✉r❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❊❛❝❤ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ t❛❦❡s ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t♦ t❤❡✐r
s❡t ♣❛tt❡r♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❇♦♦❧❡❛♥✱ t❤✉s ♥♦t ❡✈❡r② s✉❜s❡t ♦❢ M
❤❛s ❛ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❡①t❡♥ts✳

✶✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭■❘✮ ✐s ❛ r❡s❡❛r❝❤ ❞♦♠❛✐♥ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❛ ✉s❡r r❡q✉❡st tr❛♥s❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❬✾✸✱ ✻❪✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② ■❘
✇✐t❤ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢
t❤♦✉❣❤t✱ t♦ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠s ✭❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦r ♥♦t✮ ♦r t♦ ❛ s❡t ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❛♥❞ ✐t ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❡ ❝❛♥ ♠❛♥❛❣❡✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛♥ ■❘ s②st❡♠
❛s ❛ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ s♦ ✉s❡rs ❝❛♥
❛❝❝❡ss ✐t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ s♣❧✐t ❛♥ ■❘ s②st❡♠ ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♥❛♠❡❧② ■♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡tr✐❡✈❛❧
❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ■♥❞❡①✐♥❣ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐s t❛❦❡♥
t♦ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ✐♥❞❡① ✮ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r ✐♥❞✐❝❡s ♠❛② ❜❡ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♦r ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡✳ ❘❡tr✐❡✈❛❧ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤r♦✉❣❤

m1 m2 m3 m4

g1 × ×

g2 × × ×

g3 × × ×

g4 × × ×

❚❛❜❧❡ ✶✳✼✿ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥t❡①t ❊①❛♠♣❧❡ ✷

✶✽



✶✳✸✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

m1 m2 m3 m4

m1, m3m1, m2 m1, m4 m2, m3 m2, m4 m3, m4

m1, m2, m3 m1, m2, m4 m1, m3, m4 m2, m3, m4

M

∅

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡ ♣♦✇❡rs❡t ℘(M) r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡

✇❤✐❝❤ ❛ ✉s❡r r❡q✉❡st ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ q✉❡r②✮ ✐s t❛❦❡♥ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① ❜② ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✉s❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ■❘
s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❛♥❞
✐♥✈❡rt❡❞ ✐♥❞✐❝❡s✱ ♦r t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② s❡t ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s
✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❛♥❞ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❚❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡st t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ✐♥❞❡①
❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❬✻✱ ✾✸❪✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts G✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t g
❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❞❡s❝r✐♣t♦rs g′ ⊆ M✱ ✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❞❡s❝r✐♣t♦rs
✭s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ✏r❡♣❡rt♦r②✑ ♦r ✏❞✐❝t✐♦♥❛r②✑✮✳ ❆ q✉❡r② ✭✏r❡q✉❡st✑✱ ♦r ✏♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✑✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ s❡t ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r AND,OR,NOT ✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞❡s❝r✐♣t♦rs
✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❡r♠s ✇✐t❤✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉♠♣❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛♥② ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞
♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ■❘✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t t❤❛t
✇❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋❈❆ ✭g′✮✱ ✐♥ ■❘ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤
❛♥ ✐♥✈❡rt❡❞ ✐♥❞❡① ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❡♥tr✐❡s ✭❞❡s❝r✐♣t♦rs✮ ✇✐t❤ ♣♦st✐♥❣s ✭❞♦❝✉♠❡♥ts✮✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡
❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ t❡①t ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ s❡t ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❢r♦♠ ✐t ✭❡✳❣✳ ♣❛rs✐♥❣✱ t♦❦❡♥✐③✐♥❣✱ ❧❡♠♠❛t✐③❛t✐♦♥✱
❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❬✾✸❪✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ■❘ t♦♦❧ t❤❡② s✉♣♣♦rt✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡② ❛r❡
♥♦t ❛ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ❛s ❣✐✈❡♥✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣♦r❛
❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲❞❡s❝r✐♣t♦r ❢♦r♠❛t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② tr✉❡ ❢♦r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ t❡st ❞❛t❛s❡ts
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ✇❡ ✉s❡ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st q✉❡r② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② AND ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ✏❝♦♥✲

✶✾



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

g1 g2 g3 g4 m1 m2 m3 m4

m1, m3m1, m2 m1, m4 m2, m3 m2, m4 m3, m4

m1, m2, m3 m1, m2, m4 m1, m3, m4 m2, m3, m4

M

∅

δ(g1)

δ(g2)

δ(g3)

δ(g4)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ▼❛♣♣✐♥❣ δ : G→ D

❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r②✑✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② qand✱ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts t♦ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞
✭q′and✮ ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ❛❧❧ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✳ ❆ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ✭✉s✲
✐♥❣ OR✮ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ✐ts ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ♣❛rts ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝❛♥
❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡♣❛r❛t❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r NOT ✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❡✈❡r② q✉❡r② q ❛s ❜❡✐♥❣ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡✱ ✉♥❧❡ss
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✶✳✹ ❆ s✉r✈❡② ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡✲

tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❙✉r✈❡②✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ✭❋❈❆✮ ❬✻✸❪ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❬✻❪
✐s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s t❤❛t ❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ s♦
✇✐❞❡ t❤❛t ❥✉st ❣❡tt✐♥❣ ❛ r❡❧❡✈❛♥t s❡t ♦❢ ❛rt✐❝❧❡s t♦ r❡♣♦rt ❛❜♦✉t ✐s ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡ss
✐♥ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s✉r✈❡② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② P♦❡❧♠❛♥s ❡t ❛❧✳ ✐♥ ✷✵✶✷ ❬✶✶✽❪
✇❤❡r❡ ❋❈❆ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣♦rt ❛❜♦✉t ✶✵✸ ❛rt✐❝❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t♦♣✐❝s ♦❢ ❋❈❆ ❛♥❞ ■❘ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢
♦♥❧② s✐① ②❡❛rs ✭✷✵✵✸✲✷✵✵✾✮ ❝r❛✇❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❲❡❜✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡
s✉r✈❡②✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ♠❛♥♥❡r✳ ❲❡ tr② t♦ ❛♥s✇❡r ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ q✉❡st✐♦♥✳ ❍♦✇
❋❈❆ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ■❘ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s❄ ❲❡ ❛♥s✇❡r t❤✐s ✐♥
❛ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❛rr❛t✐♦♥✱ tr②✐♥❣ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ✷✺ ②❡❛rs ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ✐♥❝❡♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡r✐❡s ✭♦r ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡②
✇❡r❡ ❝❛❧❧❡❞✮ t♦ t❤❡ ❧❛st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ✜❧❡ s②st❡♠s ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳

❆s ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ r❡st ♦✈❡r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣♦♦❧ ♦❢ ✐❞❡❛s
❛♥❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❋❈❆✴■❘ ❜✉t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♠②r✐❛❞ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❛r❡✿

✶✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t s♣❛❝❡s

✷✵



✶✳✹✳ ❆ s✉r✈❡② ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

g3 g4 g2

g3, g4 g2, g3 g2, g4 g1, g2

g1, g2, g3 g1, g2, g4g2, g3, g4

∅

G

m1 m2 m3 m4

m1, m3m1, m2 m1, m4 m2, m3 m2, m4 m3, m4

m1, m2, m3 m1, m2, m4 m1, m3, m4 m2, m3, m4

M

∅

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❙❡t ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✶✳✼

✷✳ ❊♥r✐❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s

✸✳ ❊♥❛❜❧✐♥❣ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ❋❡❡❞❜❛❝❦

• ▼✐①✐♥❣ q✉❡r②✐♥❣ ❛♥❞ ❜r♦✇s✐♥❣
• ◗✉❡r②✲❜②✲♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
• ◗✉❡r②✲❜②✲❡①❛♠♣❧❡

✹✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛s ❛ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡tr✐❡✈❛❧

❖✉r ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s s✉r✈❡② ✐s t✇♦✲❢♦❧❞✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s s♦ ❢✉t✉r❡
❡♥❞❡❛✈♦✉rs ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❛s✐❡r ✇❛② r❡❛❝❤✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❞♦♠❛✐♥s ✇❤✐❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♥❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t
❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧② ✕❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✕ ✇❡ s❡t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s r♦♦t❡❞✳

❖t❤❡r s✉r✈❡②s

❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ P♦❡❧♠❛♥s ❬✶✶✽❪✱ t❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t r❡✈✐❡✇s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❋❈❆ ❛♥❞ ■❘ ❬✷✻✱ ✶✷✷✱ ✶✸✽❪✳ ■♥ ✷✵✵✺✱ ❈❛r♣✐♥❡t♦ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ❬✷✻❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥
♣♦ss✐❜❧❡ t❛s❦s t❤❛t ❋❈❆ ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ r❡❣❛r❞✐♥❣ q✉❡r②✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ s♦♠❡
♦❢ t❤❡✐r ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ ✷✵✵✼✱ ❯t❛ Pr✐ss ❬✶✷✷❪ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛ ❢✉❧❧ ❝❤❛♣t❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✉♣ t♦ ✷✵✵✹ ♦♥ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ✐♥ ❤❡r ♣❛♣❡r ♦♥ ❋❈❆ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✳
❚❤❡ ❧❛st ♦❢ t❤❡s❡ r❡✈✐❡✇s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❱❛❧✈❡r❞❡ ❛♥❞ P❡❧á❡③✲▼♦r❡♥♦ ✐♥ ✷✵✶✸ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✭❛♥❞
s❛❞❧②✱ t❤❡ ❧❛st✮ ✇♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ♠❡❡ts ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭❊❈■❘ ✷✵✶✸✮✶✹✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s

✶✹❤tt♣✿✴✴❢❝❛✐r✳❤s❡✳r✉

✷✶

http://fcair.hse.ru


❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

❜❡t✇❡❡♥ ✇❤❛t ✐s ❋❈❆ ✐♥ ■❘ ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ❋❈❆ ❢♦r ■❘✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ✏❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ■❘ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✐❞❡❛s ♦❢ ❋❈❆✑✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ✐♥
s❡✈❡♥ ✏❛✛♦r❞❛♥❝❡s✑ ♦❢ ❋❈❆ ❢♦r ■❘✱ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡♠ t❤❡ ❜♦❞②✲♦❢✲✇♦r❦ ♦❢ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ ❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✉s✐♥❣
❋❈❆✳ ❖✉r ✇♦r❦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ✐♥ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t✐♠❡ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✉♣❞❛t❡
t❤❡ ❧✐st ♦❢ r❡♣♦rt❡❞ ✇♦r❦s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ s✉r✈❡②✐♥❣ t❛s❦ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❞✐❞❛❝t✐❝ ♠❛♥♥❡r✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✇♦r❦s ❜② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ t❡❧❧ t❤❡ st♦r② ♦❢ ❤♦✇ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❡♠❡r❣❡❞
✐♥ t❤❡ ■❘ ❛r❡♥❛ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ❞✐✈❡r❣❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❋❈❆✳

✶✳✹✳✶ Pr❡✲❋❈❆ ❤✐st♦r② ✲ ❆ ❧❛tt✐❝❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t
s♣❛❝❡s

▲❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ ❡❛r❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐sts ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✲
✐♥❣ ❬✺✹✱ ✶✵✺❪✳ ❆s ❡❛r❧② ❛s ✶✾✺✻✱ ❘♦❜❡rt ❆✳ ❋❛✐rt❤♦r♥❡ ❬✺✹❪ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❧✐❜r❛r②
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡q✉❡sts ✭q✉❡r✐❡s✮ ❛s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s
✭❞❡s❝r✐♣t♦rs✮ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t♦rs ✭AND,OR,NOT ✮ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❛ ✏❢r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐✈❡ ❧❛tt✐❝❡✑✳ ❙♦♠❡ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❈❛❧✈✐♥ ▼♦♦❡rs ❬✶✵✺❪ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ s♣❛❝❡s
❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s P ✭❞❡s❝r✐♣t♦rs✮ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❞♦❝✉♠❡♥ts s✉❜s❡ts ❛s L = ℘(G)✳

❍❡ r❡❛❧✐s❡❞ t❤❛t L ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ⊆ ✇❛s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛ ♣❛rt✐❛❧❧②✲♦r❞❡r❡❞ s❡t
✭♦r ♣♦s❡t✮ ❛♥❞ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s ✭❛❝t✉❛❧❧② ✇❤❡♥ P = ℘(M)✮✱ P ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s s✉❝❤✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T : P → L t❤❛t
✐s ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭q✉❡r②✮ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st s✉❜s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t s❛t✐s✜❡s ✐t ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ▼♦♦❡rs ❞✐❞ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ■❘ s②st❡♠✱ ❜✉t ❛ ✏♠♦❞❡❧✑ ❢♦r
r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡
t❤❛t ❋❈❆ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛
●❛❧♦✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ℘(G) ❛♥❞ ℘(M) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❛❝❡s P ❛♥❞ L ❛s ✐t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡♠ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♠❛♥♥❡r✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱
✇❤❡♥ t❤✐s ●❛❧♦✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭(·)′✮✱ ❋❈❆ ❜❡❝♦♠❡s
❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❈❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠✲
♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✲✉s❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ t❛s❦s ♦❢ ❜r♦✇s✐♥❣
❛♥❞ q✉❡r②✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (G, M, I) ♦❢
❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✽✳ ❉♦❝✉♠❡♥ts ❢♦r ❛ q✉❡r② Q ⊆ M ❛r❡
r❡tr✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ Q′ ⊆ G ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ❛s t❤❡ ✏tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✑ T s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✳✺✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② Q = {arthroscopy, complication} ❤❛s ❛s ❛♥s✇❡r
❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ Q′ = {g7, g8}✳
❑❡② ❛s♣❡❝ts✿ ❚❤❡ q✉❡r② Q ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ Q′′✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡
s❡t ♦❢ ❛♥s✇❡rs Q′✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ q✉❡r② Q = {MRI} ❡①t❡♥❞s t♦ Q′′ = {MRI,medicine}
❛♥❞ t❤❡② ❜♦t❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥s✇❡r Q′ = {g3, g4}✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ▼♦♦❡rs
❬✶✵✺❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥t❡①t t♦ ✉s❡r
q✉❡r✐❡s ✭✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t❤❛t ❤✐s ❛♥s✇❡r ❢♦r MRI ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t

✷✷



✶✳✹✳ ❆ s✉r✈❡② ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

P: 
L: 

T 

0 0 

1 1 

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ▼♦♦❡rs✬ ♠♦❞❡❧✿ ✏❚❤❡ s♣❛❝❡ P ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✭q✉❡r✐❡s✮✱ t❤❡
s♣❛❝❡ L ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s✉❜s❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♣♦✐♥ts
✐♥ P ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts ✐♥ L✳✑

✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✶✺✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❞ ❜② (Q′, Q′′) ❤❛s
❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✈✐rt✉❛❧ ♥♦❞❡✱ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦r q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❜♦t❤✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
q✉❡r② ✭✐♥t❡♥t✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✭❡①t❡♥t✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛♥
❡♠♣t② s❡t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❞♦❝✉♠❡♥ts s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ✈✐rt✉❛❧✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✏q✉❡r② ❡①t❡♥s✐♦♥✑ ❛♥❞ ✏q✉❡r② ❡①♣❛♥s✐♦♥✑✳
❚❤❡ ✜rst ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✇✳r✳t✳ (·)′✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ❛❝t✉❛❧
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ s❡t Q1 ✇❤❡r❡ Q′′

1 6= Q′′ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ Q1 ∩ Q 6= ∅ ✭✐✳❡✳
✜♥❞✐♥❣ ❛ q✉❡r② Q1 r❡❧❛t❡❞ t♦ Q ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✮✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t ❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡ ❤❛s ♥♦t ✈❛r✐❡❞ ♠✉❝❤ ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦♦❦ ♦❢ ❇❛r❜✉t ❛♥❞ ▼♦♥❥❛r❞❡t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇❤❛t
✇✐❧❧ ❜❡ ❋❈❆ ❧❛t❡r ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✾✼✵✦ ❬✶✵✱ ✶✹✵❪✮✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s ✐♥ ♥♦ ✇❛② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦✐♥t ❢♦r
❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧② ❛ st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ✜t ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❋❈❆ ✐s ❛❧s♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠❛✐♥
❞r❛✇❜❛❝❦s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦❞❡r♥ ■❘ s②st❡♠s✳

❚❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘ ♠♦❞❡❧ ✇❛s q✉✐❝❦❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♦ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦r t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ♥✉♠❡r✐❝ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥✮✳ ❚❤❡ ■❘ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇♦✉❧❞ s❤✐❢t t♦ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❢♦r r❛♥❦✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❜② ✏r❡❧❡✈❛♥❝❡✑ ✇✳r✳t✳ ❛
q✉❡r②✮ ♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤♦s❡ ♠♦r❡ ✏r❡❧❡✈❛♥t✑ ❢♦r ❛ ✉s❡r✮✳
❈✉rr❡♥t ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❜♦♦❦s ♦♥ ■❘ ❬✾✸✱ ✻❪ ❞♦ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ✭♥♦t t♦ s❛② ❝♦♥❝❡♣t
❧❛tt✐❝❡s✮ ❛s ✈❛❧✐❞ ■❘ ♠♦❞❡❧s✶✻✳ ■♥ ❬✾✸❪✱ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ♦♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘ ♠♦❞❡❧ ✜♥✐s❤❡s ✇✐t❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉♦t❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❈❛❧✈✐♥ ▼♦♦❡rs ✐♥ ❛ ❜♦♦❦ ♦❢ ❘♦❜❡rt ❆✳ ❋❛✐rt❤♦r♥❡ ✭✶✾✻✶✮✿

✏■t ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❢❛❧❧❛❝② ✭✳✳✳✮ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ●❡♦r❣❡ ❇♦♦❧❡ ✭✶✽✹✼✮ ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ ✐s ✇✐❞❡❧② ❛♥❞ ✉♥❝r✐t✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s ✐t ✐s

✇r♦♥❣✳✑

✶✺❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴▼❘■❴✭❞✐s❛♠❜✐❣✉❛t✐♦♥✮
✶✻❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❬✻❪ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡♥tr② ♦❢ t✇♦ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✲ ✐♥ ❛ ✺✵✵ ♣❛❣❡s ❜♦♦❦ ✲ ❛❜♦✉t ❧❛tt✐❝❡s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✵ ❛❜♦✉t

✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ❬✷✷✱ ✶✶✸❪ ❛s s②st❡♠s ❢♦r q✉❡r② r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡①♣❛♥s✐♦♥✮✳

✷✸
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
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❧❛
♣❛
r♦
s❝
♦♣
②

s❝
❛♥

✉s
❡r

♠
❡❞
✐❝
✐♥
❡

r❡
s♣
♦♥
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❡

▼
❘
■
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❛❝
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❝❡

❝♦
♠
♣❧
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♥
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♦♣
②

✐♥
❢❡
❝t
✐♦
♥

g1 × × × ×

g2 × × × × × ×

g3 × × × ×

g4 × × ×

g5 × × ×

g6 × ×

g7 × ×

g8 × × ×

g9 × ×

❚❛❜❧❡ ✶✳✽✿ ❆ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t

❆ ❝♦♠♠❡♥t❛r② ♦♥ ▼♦♦❡rs✬ q✉♦t❡

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ ❤✐st♦r②✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❛r❣✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛st q✉♦t❡ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥
r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦❞❡r♥ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s ❝❛♥♥♦t r❡❧② ♦♥ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s②st❡♠ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲t❡①t✉❛❧
❞♦❝✉♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡s✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ❜❡❝❛♠❡ t❤❡ ✏❞❡ ❢❛❝t♦✑ st❛♥❞❛r❞ ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✉str② ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❡ ♦❢ ▼♦♦❡rs✬ st❛t❡♠❡♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬✶✷✽❪ ❛♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❬✶✷✾❪ s✐♥❝❡ ✶✾✼✺✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✐s ♥♦t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥ ❛s
t❤❡ ❤❛♠♠❡r ❛♥❞ ♥❛✐❧s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦♦❧s ❢♦r st✐❝❦✐♥❣ t✇♦ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ✇♦♦❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❆s
✐♥ ❛♥② t♦♦❧❜♦①✱ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s ♣❛rt ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ✈❛r② ✐♥
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✉♣ t♦ ✉s✱ t❤❡ ❜✉✐❧❞❡rs✱ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡♥ ♦✉r t♦♦❧s ✇♦r❦ t❤❡ ❜❡st✳

✶✳✹✳✷ ❋❈❆ ♠❡❡ts ■❘

❚❤❡ ❜❛❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❞r❛✇❜❛❝❦s ❞✐❞ ♥♦t st♦♣ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs
❢r♦♠ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ■♥ t❤❡ ✬✾✵s✱ t❤❡ ✜rst ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘
s②st❡♠s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✇❤✐❧❡ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ❜❡❝❛♠❡
♣♦♣✉❧❛r✳

◆♦♥✲❋❈❆ ❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠s

P❡❞❡rs❡♥ ✐♥ ❬✶✶✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❇❘❆◗❯❊ ✭❇❘♦✇s❡ ❆♥❞ ◗❯❡r② ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮ ❛s ❛ s②st❡♠ t❤❛t
❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❧❛tt✐❝❡ ❬✶✶✹❪✱ str♦♥❣❧②
r❡s❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳ ❆t t❤❡ ❆❚✫❚ ❇❡❧❧ ❧❛❜s✱ ●✐♥s❜❡r❣ ❬✻✹❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❲♦r❧❞❱✐❡✇s✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✏♦❢ ❛ s②st❡♠ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧
s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✑ ✉s✐♥❣ ❛ t❛①♦♥♦♠② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❇♦s♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺❪✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ●✐♥s❜❡r❣✬s ❲♦r❧❞▲❛tt✐❝❡ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛
✏❍②♣❡r✐♥❞❡①✑ ♦❢ ❛ ❢❛❝❡t❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t❤❡s❛✉r✉s ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s✉♣♣♦rt❡❞

✷✹



✶✳✹✳ ❆ s✉r✈❡② ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❛ ✏q✉❡r②✲❜②✲♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✑ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ❝♦✉❧❞ ✏r❡✜♥❡✑ ♦r ✏❡♥❧❛r❣❡✑ ❛ q✉❡r②✳ ■♥ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ▼✐❧✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ✐♥❞❡① ♦❢ s♦❢t✇❛r❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦❢t✇❛r❡ r❡✉s❡ ♥❡❡❞s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦
t②♣❡s ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧ ♥❛♠❡❧②✱ ✏❡①❛❝t✑ ✇❤✐❝❤ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✏❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✑
♠❡❛s✉r✐♥❣ ✏♣r♦①✐♠✐t②✑ ✇✳r✳t ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r②✳

❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠s

■t ✇❛s t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ●♦❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✻❪ t❤❛t r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s
❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❇♦♦❧❡❛♥ q✉❡r②✐♥❣ ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❜✉✐❧t ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ②❡❛rs
❜❡❢♦r❡ ❬✻✼✱ ✻✺❪ ✳ ❆ ♠❛❥♦r ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜r♦✇s✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢r♦♠ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛
q✉❡r② s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ♣♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❡r✐❡s ✇✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛
s❡t ♦❢ t❡r♠s t♦ ❜❡ s♦✉❣❤t ✇✐t❤✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✉s❡rs
❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡①✐❝♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r✱ ❈❛r♣✐♥❡t♦ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡✐r s②st❡♠ ●❆▲❖■❙ ❬✶✾❪ ❢♦r ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧
❝❧✉st❡r✐♥❣✶✼ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣✉r♣♦s❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ q✉❡r②
❜r♦✇s✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛❧❧❡❞ ❯▲❨❙❙❊❙ ❬✷✵✱ ✷✷❪✳ ❯▲❨❙❙❊❙ ❞❡✈❡❧♦♣s ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❡r②✐♥❣ ❛♥❞ ❜r♦✇s✐♥❣ ♣❧✉s ❛ t❤✐r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏❜♦✉♥❞✐♥❣✑✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛❧❧♦✇s
t❤❡ ✉s❡r t♦ r❡str✐❝t t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✭❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ s✉❜✲❧❛tt✐❝❡✮ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✐♥t♦ t❤❡ q✉❡r② s❡♥t❡♥❝❡s s✉❝❤ ❛s ✏❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ m✑ ✭✐✳❡✳ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts (A,B)s.t.(A,B) ≤ (m′,m′′)✮ ❛♥❞ ✏❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♥♦t ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠
m✑ ✭✐✳❡✳ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts (A,B) s✉❝❤ t❤❛t B ∩m′′ = ∅✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞
s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts t♦ ❛ ♣❧❛✐♥ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✳

❆s ❋❛✐rt❤♦r♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✺✹❪✱ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ✇♦r❧❞ ✇❡ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❧✐❜r❛r② ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡q✉❡sts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✭t❤✐s
♠❛♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ P s♣❛❝❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❛ r❛t❤❡r ❛♥ ✉♥❧✐❦❡❧② s❝❡♥❛r✐♦ ❛s t❤❡
s✐③❡ ♦❢ s✉❝❤ ♠❛♣ ❣r♦✇s ✏❢❛st❡r t❤❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✑ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❬✶✷✶❪✳ ■♥st❡❛❞✱
✇❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s♠❛❧❧❡r P s♣❛❝❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✏♠♦st ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✑ q✉❡r✐❡s✶✽✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t✇♦ ♠❛✐♥ str❛t❡❣✐❡s ✇❡r❡ ❡♠❜r❛❝❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛✉t❤♦r✐t❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡
s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤❡s❛✉r✉s✲❜❛s❡❞ ❲♦r❞▲❛tt✐❝❡ ✐♥ ❬✻✹❪ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡ ♠❛♥♥❡r
t❤❡ s♣❛❝❡ P ✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❡❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ✭❧❡①✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❬✶✺❪✱ ♠❡t❛❞❛t❛ ❬✶✶✸❪ ♦r t❡r♠s ❬✻✻✱ ✷✵❪✮✳
❆♥ ❛♥❡❝❞♦t❡✳ ▼♦♦❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✭L ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✮ ♦❢ ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜s❡ts ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❢r♦♠ ✐t✱ ❜❡✐♥❣
t❤❡ st❛❣❣❡r✐♥❣ ✜❣✉r❡ ♦❢ 10310,000 ❬✶✵✺❪✳ ❚❤✐s r❡♠❡♠❜❡r❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
❛ ❣♦♦❣♦❧ ✭10100✮✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✶✾✸✽ ❜② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥ ❊❞✇❛r❞ ❑❛s♥❡r t♦ ❡①❡♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✏❛♥ ✉♥✐♠❛❣✐♥❛❜❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t②✑ ✶✾✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ❣♦♦❣♦❧ ✐s ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❡✷✵✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ L s♣❛❝❡ ✐s
♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛ ❣♦♦❣♦❧✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t t❤❡ ✜rst ♦♥❡s t♦ st❡♣ ♦♥ t❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❢❛❝t✳ ■♥ ✶✾✾✼✱ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❡♥tr❡♣r❡♥❡✉rs ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ♥❛♠❡ ❢♦r t❤❡✐r s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡✱ ✐♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t

✶✼❆❝t✉❛❧❧②✱ ●❆▲❖■❙ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳
✶✽■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✏♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧♥❡ss✑ ♦❢ ❛ r❡q✉❡st ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❲❤❛t ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r✳ ▼❡❛♥✐♥❣ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✳
✶✾❲✐❦✐♣❡❞✐❛ ❛rt✐❝❧❡ ✲ ❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴●♦♦❣♦❧
✷✵❱✐❞❡♦ ❛❜♦✉t ❣♦♦❣♦❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆♦tt✐♥❣❤❛♠ ✲ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳②♦✉t✉❜❡✳❝♦♠✴✇❛t❝❤❄✈❂✽●❊❡❜①✼✷✲qs

✷✺

http://en.wikipedia.org/wiki/Googol
https://www.youtube.com/watch?v=8GEebx72-qs


❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✏✐♥❞❡①✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♠♠❡♥s❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✑ ✷✶✱ r❡❣✐st❡r❡❞ t❤❡ ♠✐ss♣❡❧❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥
✏●♦♦❣❧❡✑✳

✶✳✹✳✸ ❊♥r✐❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s

■♥ t❤❡ ❋❈❆✲■❘ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ t❤✐s s♣❛❝❡ ✭P ✮ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❜✉t ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❛t
✐t ❝❛♥ s✉✛❡r ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥✲r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t
s❡t ❜② ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s ✭♣♦♦r ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♣♦♦r ✈♦❝❛❜✉❧❛r②✱ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❡t❝✳✮✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t
❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s②♥♦♥②♠✐❛ ❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣
✭❡✳❣✳ r❡❧❛t✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✏❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s✑ ❛♥❞ ✏●❛❧♦✐s ❧❛tt✐❝❡s✑✮ ✇❡ ♠❛② ✉s❡ ❛
t❤❡s❛✉r✉s✳ ■♥ ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ r❡❧❛t✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✏♠♦♥❦❡②s✑ ✇✐t❤ t❤♦s❡ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✏♣r✐♠❛t❡s✑✮ ✇❡ ♠❛② ✉s❡ ❛ t❛①♦♥♦♠②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ r❡❧❛t✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇r✐tt❡♥ ❜②
❛ ❋r❡♥❝❤ ❛✉t❤♦r t♦ t❤♦s❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② ❛ ●❡r♠❛♥ ❛✉t❤♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏❊✉r♦♣❡❛♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✑✮ ✇❡
♠❛② ✉s❡ ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣②✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡r♥s✱ ✐♥ ✶✾✾✻ ❈❛r♣✐♥❡t♦ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
●❆▲❖■❙ s②st❡♠ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✏❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ t❤❡s❛✉r✉s ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t
✐♥❞❡①✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❋❈❆ ❬✷✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠❛❧
❝♦♥❝❡♣ts ✭≤K✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✭≤T ✮ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ t❤❡s❛✉r✉s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

(A1, B1) ≤K (A2, B2) ⇐⇒ ∀m2 ∈ B2, ∃m1 ∈ B1 s.t. m1 ≤T m2

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② r❡❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡s❝r✐♣t♦r s❡ts ❛s✿

B1 ∩
∗ B2 = {mi | mi ≥T m1,m2 ✇✐t❤ m1 ∈ B1,m2 ∈ B2,mi ∈ T ,

∄mj ∈ T , s.t. mi ≥T mj ≥T m1,m2}

❋r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✽✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❤❡s❛✉r✉s T ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛rt❤r♦s❝♦♣②✱ ❧❛✲
♣❛r♦s❝♦♣② ≤T ❡♥❞♦s❝♦♣②✷✷✳ ❚❤❡♥✱ {laparoscopy} ∩∗ {arthroscopy} = {endoscopy} ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ({g1, g2, g3, g6, g7, g8, g9}✱{endoscopy})✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r✲
♠❛❧ ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ endoscopy ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡❧❛t❡❞ ❡✐t❤❡r t♦
❧❛♣❛r♦s❝♦♣② ♦r ❛rt❤r♦s❝♦♣② ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡♥❞♦s❝♦♣②✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡s❛✉r✉s t❡r♠s t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ ✶✾✾✼✱ ❯t❛ Pr✐ss ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘
s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❬✶✷✵❪✳ ❋✐rst❧②✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t
❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠❡t❛❞❛t❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❡✳❣✳ ♣✉❜❧✐s❤❡r✱ ❛✉t❤♦r✱ ❡t❝✳✮✳
❋✐❡❧❞s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ✇❡r❡ ❝♦❞❡❞ ❜② ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❧❛t❡r s❝❛❧❡❞ ✭s❡❡
❛ttr✐❜✉t❡ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ❬✻✸❪✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡s❛✉r✉s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜② t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥t✲❞❡s❝r✐♣t♦r ♣❛✐rs t♦ t❤❡s❛✉r✉s
❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❞❡s❝r✐♣t♦rs

✷✶❉❛✈✐❞ ❑♦❧❧❡r ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡ ✏●♦♦❣❧❡✑ ❤tt♣✿✴✴❣r❛♣❤✐❝s✳st❛♥❢♦r❞✳❡❞✉✴⑦❞❦✴❣♦♦❣❧❡❴♥❛♠❡❴♦r✐❣✐♥✳
❤t♠❧

✷✷❲✐❦✐♣❡❞✐❛ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❈❛t❡❣♦r②✿❊♥❞♦s❝♦♣②

✷✻

http://graphics.stanford.edu/~dk/google_name_origin.html
http://graphics.stanford.edu/~dk/google_name_origin.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Category:Endoscopy


✶✳✹✳ ❆ s✉r✈❡② ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❛♥❞ t❤❡s❛✉r✉s ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ✭❘❈❆✮ ♠❛♥♥❡r ✭t❤✐s ❘❈❆ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s
❢♦r♠❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❍✉❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✼✶❪✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡❢❡rr❡❞
t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✏♥❡st❡❞ ❧✐♥❡ ❞✐❛❣r❛♠s✑ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ♠❛♥♥❡r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈✐❡✇ ♦✛❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ✇❡r❡ ❧❛t❡r r❡✈✐s✐t❡❞ ❜② ❈♦❧❡ ❛♥❞ ❊❦❧✉♥❞ ✐♥ ✶✾✾✾ ❬✹✶❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❡✲♠❛✐❧ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❈❆✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❛s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣
✏❝❧❛ss✐✜❡r ♦✉t♣✉ts✑ ❛s ❛ttr✐❜✉t❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ✇❛s ❛s❦❡❞ t♦ ♦r❞❡r ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ✭G ✐s ❛ s❡t ♦❢
❡♠❛✐❧s✮✳ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ❞❡r✐✈✐♥❣ ✈✐❡✇s ✭s✉❜✲❧❛tt✐❝❡s✮
t❤❛t ✇❡r❡ ♠♦r❡ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r t♦ ❜r♦✇s❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❡♠❛✐❧
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ✷✵✵✸✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✭♣❧✉s ●❡r❞ ❙t✉♠♠❡✮ ✇♦✉❧❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ✇♦r❦
✐♥t♦ ❛ ❢✉❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ✏❍■❊❘▼❆■▲✑ ❬✹✷❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡st❡❞✲❧✐♥❡✲❞✐❛❣r❛♠s ✇❡r❡ ✉s❡❞
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❝❛❧❡s ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✉❜✲❧❛tt✐❝❡s✮ ❢♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦✈❡r ❛♥ ❡✲♠❛✐❧
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ ❈♦❧❡ ❛♥❞ ❊❦❧✉♥❞ ❤❛❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✏❢♦❧❞✐♥❣✑ ❛♥❞ ✏✉♥❢♦❧❞✐♥❣✑ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✭✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ s❝❛❧❡s✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦r✐❡♥t❡❞
t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ t❤❡s❛✉r✉s
❝❛❧❧❡❞ ❙◆❖▼❊❉ ❬✹✵❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✇❡r❡ ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞♦♠❛✐♥✲s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠s ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
▼✐❤②❡ ❛♥❞ ❈♦♠♣t♦♥ ✐♥ ✷✵✵✶ ❬✽✵❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❬✽✶❪✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦
✐s t❤❛t ✐t ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❛①♦♥♦♠✐❡s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞❡① ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t st❛t✐❝ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞
❡✈♦❧✈❡ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐s ✉s❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts
❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❛✐❞ ✉s❡rs ✐♥ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛①♦♥♦♠②✳

✶✳✹✳✹ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❘❡tr✐❡✈❛❧

❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ❋❡❡❞❜❛❝❦

❖t❤❡r t❤❛♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✱
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ✐s t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ✉s❡r ❝❧♦s✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧②
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ✏t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❣❛♣✑ ❬✼✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❣❛♣ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s ♦❢ ❛ ✉s❡r ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ✐ts ❛❜✐❧✐t②
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✉s❡r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ✏t❤❡ ❜♦♦❦ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ♠❛❞❡ ❛ ✜❧♠ ❛❜♦✉t ❛♥❞ ❛ ✇✐③❛r❞ ❛♣♣❡❛rs ♦♥ ✐t✑✳ ❙♦♠❡❜♦❞② ❝♦✉❧❞ ❛♥s✇❡r ✏■s ✐t ❛❜♦✉t ❛ ❣✐r❧✱
❛ ❧✐♦♥✱ ❛ t✐♥ ♠❛♥ ❛♥❞ ❛ s❝❛r❡❝r♦✇❄✑ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ❛♥s✇❡r ✏◆♦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❦✐❞s ✐♥
❛ s❝❤♦♦❧✑✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❛♥s✇❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❛rr♦✇❡❞ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ✼ ❜♦♦❦s ♦❢ t❤❡ ✏❍❛rr② P♦tt❡r✑ s❛❣❛✳
❍❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❣❛♣ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
q✉❡r②✱ ♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s ✏❜♦♦❦ ❢✐❧♠ ✇✐③❛r❞✑✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡✱ ❛♥❞
t❤❡ q✉❡r② t❤❛t ❤❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♥❡❡❞s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✏❍❛rr② P♦tt❡r ❜♦♦❦✑✳

■♥ ✶✾✼✶✱ ❘♦❝❝❤✐♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤✐s ❢❛♠♦✉s r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠♦❞❡❧ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❬✶✷✹❪✳
❲❡ ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛s ❛ ✏q✉❡r② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✑ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❡①tr❛ ✉s❡r ✐♥♣✉ts✳ ■♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✉s❡r q✉❡r② ✇❛s ✈❡r② ❛❜str❛❝t✳ ❙♦♠❡❜♦❞② ✭♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ❧✐❜r❛r✐❛♥✮✱
✇✐t❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❢❛♥t❛s② ❜♦♦❦s ❛s❦❡❞ t❤❡ ✉s❡r ❛ q✉❡st✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t
t❤❡ ❛♥s✇❡r ♠❛② ❜❡ ✏❚❤❡ ✇✐③❛r❞ ♦❢ ❖③✑✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡
✭✐✳❡✳ ✏❚❤❡ ✇✐③❛r❞ ♦❢ ♦③✑ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ q✉❡r②✿ ❜♦♦❦ ❢✐❧♠ ✇✐③❛r❞

s❝❤♦♦❧ ✲✏t❤❡ ✇✐③❛r❞ ♦❢ ♦③✑✷✸✳
■♥ ❋❈❆ t❡r♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛s t❤❡ ❥♦✐♥ ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣ts ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻❜✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❡r② ②✐❡❧❞s ❝♦♥❝❡♣t ✵ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ♣r♦♣♦s❡ ❝♦♥❝❡♣t ✶

✷✸■♥ ●♦♦❣❧❡ q✉❡r② s②♥t❛①✱ ✬✲✬ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❡r♠s ✲ ❤tt♣✿✴✴❣♦♦✳❣❧✴✼❘❩r◗❧

✷✼

http://goo.gl/7RZrQl


❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

♦r ❝♦♥❝❡♣t ✷✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❛r♣✐♥❡t♦ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ✐♥ ✶✾✾✽ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r s②st❡♠ ❘❊✲

❋■◆❊❘ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ✉s❡r ♣♦s❡s ❛ q✉❡r② t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✏✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤❡
❧❛tt✐❝❡✑✳ ❇② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦✈❡r ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❘❊❋■◆❊❘ ✐s ❛❜❧❡
t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♠✐♥✐♠❛❧ q✉❡r② r❡✜♥❡♠❡♥ts✴❡♥❧❛r❣❡♠❡♥ts ✭r❡s♣✳✮ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts
s❤♦✇❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ t✐♠❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘
♠♦❞❡❧✳ ■♥ ✷✵✵✷✱ ●r♦♦t❥❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✻✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r r♦✉❣❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ✏❝♦♥❝❡♣t✉❛❧
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✑ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s ❛ q✉❡r② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✻✾❪ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❬✾✸❪✳

■♥ ✷✵✵✼✱ ◆❛✉❡r ❛♥❞ ❚♦✉ss❛✐♥t ❬✶✵✼❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✏❡①♣❧✐❝✐t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✑✷✹ ♦✈❡r
❛ st❛♥❞❛r❞ ❲❡❜ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡ ✭s✉❝❤ ❛s ●♦♦❣❧❡✮ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦✈❡r ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧
❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜② ✏❡①t❡♥s✐♦♥✑ ❛♥❞ ✏r❡❞✉❝t✐♦♥✑ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳
❊①t❡♥s✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✉s❡r s✉❜♠✐tt❡❞ ❛ ♥❡✇ q✉❡r② ♦r ❣❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✳
❘❡❞✉❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✉s❡r ❣❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛ss❡ss♠❡♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❡①♣❧✐❝✐t
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✇❛s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❜② ▼❛rt✐♥❡s ❛♥❞ ▲♦✐s❛♥t ❬✾✻❪ ❢♦r
❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❯s❡rs ✇❡r❡ ❛s❦❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✐♠❛❣❡s ❛s ✏❣♦♦❞✑ ♦r ✏❜❛❞✑✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✏✐♠♣❧✐❝✐t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✑ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❉✉❝r♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺✵❪✱
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✏q✉❡r②✲❜②✲❡①❛♠♣❧❡✑✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛s❦✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r t♦ ❣✐✈❡ ❡①♣❧✐❝✐t
r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥ts✱ t❤❡ q✉❡r② ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛ s❛♠♣❧❡ s❡t ♠❛♥✉❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

❘❛♥❦✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts

❙♦ ❢❛r ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛ss✐st t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ ❛♥❞
❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ♦r ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❤❛t
❤❡❧♣s t❤❡♠ r❡tr✐❡✈❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✏q✉❡r②✲❜②✲♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✑✱ ✏q✉❡r②✲❜②✲
❜r♦✇s✐♥❣✑✱ ✏r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✑ ♦r ✏q✉❡r②✲❜②✲❡①❛♠♣❧❡✑✳ ❚❤✐s ❤♦✇❡✈❡r ✐s ♥♦t ✇❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✏✜❧❡ s❡❛r❝❤ ♣r♦❣r❛♠✑ ♦❢ ❛♥② ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✱ ♦r t❤❡
♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❲❡❜ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡s ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ✉s❡r ✐♥♣✉ts
❛ q✉❡r② ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♦✉t♣✉ts ❛ ❧✐st ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛❧r❡❛❞② ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✏r❡❧❡✈❛♥❝❡✑ ✇✳r✳t✳
t❤❛t q✉❡r②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ♥♦t✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ q✉❡r✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✲s♣❛❝❡✳ ✏❘❡❧❡✈❛♥❝❡✑ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛ q✉❡r② ❛♥❞ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✭t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐t ✐s ✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❡r②✮ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻❛ ✭❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s ♦r ✇❤② t❤❡
❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ q✉❡r② ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛s t❤❡② ❛r❡✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡ ❬✾✸❪✮✳

❆ s✐♠✐❧❛r ♥♦t✐♦♥ ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❈❛r♣✐♥❡t♦ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ✐♥ ✷✵✵✵ ✐♥ ✇❤❛t t❤❡② ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❝❡♣t
❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ r❛♥❦✐♥❣ ✭❈▲❘✮ ❬✷✹❪ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❘❊❋■◆❊❘
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥❝❡♣t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❛ s❡r✐❡s
♦❢ ✏❝♦♥❝❡♥tr✐❝ r✐♥❣s✑ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ②✐❡❧❞s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s r❛♥❦✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts
✭❡✳❣✳ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻❜✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✶ ❛♥❞ ✷ ✲ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ✵ ✲ ❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✶✱
✇❤✐❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡✐r s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✷✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❛❧s♦
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❉✉❝r♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✺✵❪ ✇❤❡r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✱
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❡①t❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡♥t s❡ts ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✷✹✐✳❡✳ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s❦❡❞ t♦ ♠❛❦❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖♣♣♦s❡❞ t♦ ✏✐♠♣❧✐❝✐t r❡❧❡✈❛♥❝❡
❢❡❡❞❜❛❝❦✑✱ ✇❤❡r❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥ts ❛r❡ ✏✐♥❢❡rr❡❞✑ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳

✷✽



✶✳✹✳ ❆ s✉r✈❡② ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

d1 

d2 

d3 
d4 

Q 

✭❛✮ ❱❡❝t♦r✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❉♦❝✉♠❡♥ts
✭d1, d2, d3, d4✮ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡r② Q ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s
♣♦✐♥ts✳ ❆①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
s♣❛❝❡s✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts d2 ❛♥❞ d4✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s
❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ q✉❡r② t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t
✐s ♠♦r❡ ✏r❡❧❡✈❛♥t✑ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ♣✉r♣♦s❡s

1

{Harry Potter}
×

{book,movie,wizard,
school,kids}

2

{Wizard of Oz}
×

{book,movie,wizard,
girl,lion,tinman,scarecrow}

0

{Harry Potter,
Wizard of Oz }

×
{book,movie,wizard}

✭❜✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❡①❛♠♣❧❡s

✶✳✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❙②st❡♠s

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❙❡♠❛♥t✐❝ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❍♦✇ t♦ ♠✐① s❡♠❛♥t✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✭✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s s❡♠❛♥t✐❝ ✇❡❜✮ ✇✐t❤
■❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ■t ✐s ❢❛✐r t♦ s❛② t❤❛t ♠♦❞❡r♥ ■❘ s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦r❡ ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ ❤♦✇ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢r♦♠ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s t❤❛♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦r ✐♥❢❡rr✐♥❣
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡✐r ❡♥❣✐♥❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❤❛s ♥♦t ❤✐♥❞❡r❡❞ t❤❡ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝ ✇❡❜ ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ●♦♦❣❧❡ ❲❡❜ ❡♥❣✐♥❡✷✺✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❋❈❆✲
❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡ ❝❛♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼❡ss❛✐ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✷✵✵✺ ❛❞❛♣t✐♥❣
t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ q✉❡r② r❡✜♥❡♠❡♥t t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ✷✵✶✷✱
❋❡rré ❡t ❛❧ ❬✺✺❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ▲■❙◗▲✱ ❛ q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s s✉♣♣♦rt✐♥❣
❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♠♦♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡s❡ ✐❞❡❛s ✇❡r❡ ♠❛t❡r✐❛❧✐s❡❞ ✐♥ ❛ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✷✵✶✹ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆❧❛♠ ❡t ❛❧ ❬✸❪ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛s ❛
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙P❆❘◗▲ ❛♥s✇❡rs t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✈✐❡✇s ♦♥ ❧✐♥❦❡❞ ♦♣❡♥ ❞❛t❛ r❡tr✐❡✈❛❧✳

❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ✭❘❙s✮✳ ❘❙s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛r ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t t❤❛t ❝✉r✲
r❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❘❙s ❤❛✈❡ t❤❡✐r r♦♦ts ✐♥ ■❘ s❤❛r✐♥❣
♠❛♥② ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥❞❡①✐♥❣✱ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣✳ ❚♦ ♣❤r❛s❡ ✐t ✐♥ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ❬✶✸✽❪✱ ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❛✛♦r❞❛♥❝❡ ♦❢ ❋❈❆ ❢♦r ❘❙s ✐s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s✱
✐✳❡✳ ✐t ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐t❡♠ ✐s ❜❡✐♥❣ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ s♦ t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❡①✲
♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✇❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❬✼✸❪ ✐♥ ✷✵✵✽ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s②st❡♠ ❢♦r
✏✇❡❧❧✲✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❈❆✑ ❢♦r ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t ❦❡②✇♦r❞s ✉s✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛✲
t✐♦♥ r✉❧❡s✳ Pr❡✈✐♦✉s❧②✱ ✐♥ ✷✵✵✻ ❬✹✼❪ ❋❈❆ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✉s❡rs
t❤❛t ❛❣r❡❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✐t❡♠s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
t❤❡ ✏❡♥tr②✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✑ ♦❢ ❛ ✉s❡r ♦r ❛♥ ✐t❡♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s✉❣❣❡st t❤❛t ❋❈❆ ❛❧❧❡✈✐❛t❡s

✷✺❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴✐♥s✐❞❡s❡❛r❝❤✴❢❡❛t✉r❡s✴s❡❛r❝❤✴❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳❤t♠❧
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http://www.google.com/insidesearch/features/search/knowledge.html


❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

t❤❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❤❛r❞ t❛s❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐t❡♠ ♦r ✉s❡r ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✳
■♥ ✷✵✶✸✱ ❙❡♥❛t♦r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆
✭♥❛♠❡❧②✱ ✏❋✉③③② ❋❈❆✑ ♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❋❈❆ ✇✐t❤ ❢✉③③② ❛ttr✐❜✉t❡s✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❡❣r❡❡s
♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✉s❡rs ✭✐✳❡✳ ♥♦t ❥✉st ❇♦♦❧❡❛♥ r❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r r❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐t❡♠✮ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
r❛♥❦❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐t❡♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✷✵✶✹ ❈❛st❡❧❧❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞
♦♥ ❬✹✼❪ t♦ ❡①tr❛❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ❛ ✉s❡r ❛❝t✐✈✐t② ❧♦❣ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧②✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐t❡♠
r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡♠✳
❖t❤❡rs✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❜r❡✈✐t②✱ ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉♠♠❛r✐s❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s♦♠❡ ♦t❤❡r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠s✳ ❋✐❧❡ ❙②st❡♠s ✭❋❙✮ ❛r❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇✲
❧❡✈❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✭♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ❧❡✈❡❧✮✳ ❋❈❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦r❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ✜❧❡ s②st❡♠ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❋❙ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ tr❡❡
❬✺✻✱ ✾✺✱ ✶✸✶❪ ❙♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛s ✐t ❡♥❛❜❧❡s
❝♦❞❡ r❡❢❛❝t♦r✐♥❣✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✶✵✷✱ ✶✶✾✱ ✷❪✳ ❖t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❡❛r❝❤ ❬✶✵✾❪ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❬✾✻✱ ✺✵❪✳

❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❙②st❡♠s

◦ ❋❛■❘ ✭✷✵✵✵✮ ❜② ❯t❛ Pr✐ss ❬✶✷✶❪✿ ❆ ❢❛❝❡t❡❞ ■❘ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❞♦❝✉✲
♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡s❛✉r✐ ❡♥tr✐❡s✳ ■t ❢❡❛t✉r❡s ❛ q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜✉✐❧t
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs AND✱ OR✱ NOT ✳

◦ ❈❘❊❉❖ ✭✷✵✵✹✮ ❜② ❈❛r♣✐♥❡t♦ ❛♥❞ ❘♦♠❛♥♦ ❬✷✺❪✿ ❈❘❊❉❖ ✇♦r❦s ❛s t❤❡ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♦❢ ❛
❲❡❜ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡ ✭s✉❝❤ ❛s ●♦♦❣❧❡ ♦r ❨❛❤♦♦✮✳ ■t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✬ ✐❞❡❛s
✐♥ q✉❡r② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❊❋■◆❊❘✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t t♦ ❛♥ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♣❧❛✐♥✲❧✐st ♦❢
r❛♥❦❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❈❘❊❉❖ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐ts ♣♦rt t♦ ♠♦❜✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s ✭❈❘❊❉■◆❖
❛♥❞ ❙♠❛rt❈❘❊❉❖ ❬✶✽❪✮✳

◦ ❏❇r❛✐♥❉❡❛❞ ✭✷✵✵✹✮ ❜② ❈✐❣❛rrá♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪✿ ❆ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s st❛♥✲
❞❛r❞ ■❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s t❡r♠ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳
❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✬s ❡✛♦rt ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜♥❞
❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳

◦ ▼❛✐❧✲❙❧❡✉t❤ ❛♥❞ t❤❡ ❙❧❡✉t❤ ❋❛♠✐❧② ✭✷✵✵✹ ✲ ✷✵✵✾✮✱ ❊❦❧✉♥❞✱ ❉✉❝r♦✉ ❡t ❛❧✳✿ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥
♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ▼❛✐❧✲❙❧❡✉t❤ ❬✺✸❪✱ ❛ s②st❡♠ ❢♦r
s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❜r♦✇s✐♥❣ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡♠❛✐❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♥♦✈✐❝❡ ✉s❡rs
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❛ ❧✐♥❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡s❡ ✐❞❡❛s t♦
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✿ ■♠❛❣❡❙❧❡✉t❤ ❬✺✵❪ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❜r♦✇s✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ✭❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✮✱ ❉❱❉❙❧❡✉t❤ ❬✹✽❪ ❢♦r ❜r♦✇s✐♥❣ ❲❡❜ ❝❛t❛❧♦❣✉❡s ✱ ❙❡❛r❝❤❙❧❡✉t❤ ❬✹✾❪
❢♦r ❜r♦✇s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❲❡❜ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥❙❧❡✉t❤ ❬✺✷❪ ❛ s②st❡♠
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❜r♦✇s✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧✲♠✉s❡✉♠ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ✷✵✶✹✱ ❲r❛② ❛♥❞ ❊❦❧✉♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✏❆ ♣❧❛❝❡ ❢♦r ❛rt✑ ❬✶✹✶❪ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ st❡♣s ♦❢ ❆♥♥♦t❛t✐♦♥❙❧❡✉t❤ ✇✐t❤
❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

◦ ❋♦♦❈❆ ✭✷✵✵✺✮ ❜② ❑♦❡st❡r ❬✽✷❪✿ ■♥ t❤❡ st❡♣s ♦❢ ❈❘❊❉❖✱ ✐t ❛❧s♦ r❡❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t ✉s❡rs ❝❛♥ ♠❛♥❛❣❡ ❧✐♥❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✳

◦ ❇❘✲❊①♣❧♦r❡r ✭✷✵✵✻✮ ❜② ▼❡ss❛✐ ❡t ❛❧ ❬✾✾❪✿ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✏q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✑✱ ✏♣✐✈♦t✐♥❣✑ ❛♥❞ ✏r❛♥❦✐♥❣✑ ✇✐t❤✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ❜✉✐❧t ❢r♦♠
❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝ ❞❛t❛s❡ts✳

✸✵



✶✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

◦ ❈❛♠❡❧✐s ✭✷✵✵✼✮ ❜② ❙❡❜❛st✐❛♥ ❋❡rré✿ ❇❛s❡❞ ♦♥ ✏❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆✑ ♥❛♠❡❞ ▲♦❣✐❝❛❧
❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ✭▲❈❆✮ ✇❤❡r❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧æ✳ ❉❡s✐❣♥❡❞ t♦
❝♦✈❡r ❢♦✉r ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts✿ ♠✐①✐♥❣ q✉❡r② ❛♥❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ❡①♣r❡ss✐✈❡ q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❣❡♥❡r✐❝✲
✐t② ✐♥ ❞❛t❛ t②♣❡s✱ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳ ❈❛♠❡❧✐s ✐♥t❡❣r❛t❡s s❡✈❡r❛❧ t❛①♦♥♦♠✐❡s
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ❡✳❣✳ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✭P❛r✐s ⊑ ❋r❛♥❝❡✮✱ ♥✉♠❡r✐❝ ✭1999 ≤ 2000✮ ❛♥❞ ❝♦♥✲
❝❡♣t✉❛❧ ✭■❈❋❈❆ ⊑ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① q✉❡r②✐♥❣ ❛♥❞ ♦t❤❡r t❛s❦s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❞✐s❝✉ss❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ✏q✉❡r②✲❜②✲♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✑ ❛♥❞ ✏q✉❡r②✲❜②✲❡①❛♠♣❧❡✑✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❈❛♠❡❧✐s
❝❛❧❧❡❞ ❙❡✇❡❧✐s ✭♦r ❈❛♠❡❧✐s ✷✮ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✺❪ ❢♦r ✏◗✉❡r②✲❜❛s❡❞ ❋❛❝❡t❡❞ ❙❡❛r❝❤✑ ♦♥
❧✐♥❦❡❞ ❞❛t❛✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ q✉❡r② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛❧❧❡❞ ▲■❙◗▲ ✭▲♦❣✐❝❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❙②st❡♠ ◗✉❡r② ▲❛♥❣✉❛❣❡✮✳

◦ ❈r❡❈❤❛✐♥❉♦ ✭✷✵✵✼✮ ❜② ◆❛✉❡r ❛♥❞ ❚♦✉ss❛✐♥t ❬✶✵✽❪✿ ❆ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠ s✉♣♣♦rt✐♥❣
❡①♣❧✐❝✐t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳

✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚✇♦ r❡❧❛t❡❞ t♦♣✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❡❢t ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s r❡✈✐❡✇ ✇❤✐❧❡ t❤❡② r❡♠❛✐♥ ♦❢ ❡①tr❡♠❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✲
✐♥❣✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s t❤❛♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❇♦♦❧❡❛♥
r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ▼❛✐♥❧②✱ t❤❡② r❡❧② ✐♥ t❤r❡❡ ❋❈❆ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✱ ▲♦❣✐❝❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❬✺✼❪✱ ❋✉③③② ❋❈❆ s✉❝❤
❛s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❬✶✸✵❪ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❬✸✼❪ ♦r ❬✾✽❪ ✭t❤❡ ❧❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛♣♣❧② ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✱ ❜✉t t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✮✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❋❈❆ t♦ ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦r ❜✐❣ ❞❛t❛ ✭❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
❬✽✻❪✮✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛tt❡rs ❞❡s❡r✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ tr❡❛t♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t❤❡♠
❤❡r❡✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❋❈❆ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ st❛♥❞❛r❞ ■❘ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡❝❛❞❡s ❜❡❢♦r❡ ❋❈❆ ✇❛s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
❋❈❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ■❘ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❛s
✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡♠✮ r❡st ♦✈❡r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣♦♦❧ ♦❢ ✐❞❡❛s✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ st❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❇♦♦❧❡❛♥
■❘ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦✈❡r ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡s❡ ✏❛✛♦r❞❛♥❝❡s✑ ♦❢ ❋❈❆ ❢♦r ■❘
❛s t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❬✶✸✽❪✱ ❤❛✈❡ ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡ ✐♥ ❛ ♠②r✐❛❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ ✉s✉❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ t♦ s❡♠❛♥t✐❝ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✜❧❡
s②st❡♠s✳

✸✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✫ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

✸✷



❈❤❛♣t❡r ✷

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

❈♦♥t❡♥ts

✷✳✶ Pr♦❧♦❣✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✸ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✸✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ❛s ❛ s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✷✳✸✳✷ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ❘❛♥❦✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✹ ❈▲❆■❘❊ ✲ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋♦r✲
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✷✳✹✳✹ ❙t❡♣ ✶ ✲ ❉♦❝✉♠❡♥t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
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✷✳✶ Pr♦❧♦❣✉❡

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r ■❘
s②st❡♠s ✇❛s ♦♥❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦t✐♦♥s ❜❡❤✐♥❞ ❋❈❆✱ ❞❡❝❛❞❡s ❜❡❢♦r❡ ✐t ✇❛s ❢♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❬✶✵✺❪✳ ■♥ ❛ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛s ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡① ✇❤❡r❡
t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥t❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ♦r❞❡r✳ ❖✉r r❡s❡❛r❝❤ st❛rts
❢r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t
✐♥❞❡① ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t✇♦✲❢♦❧❞✳ ❋✐rst❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢✉rt❤❡r t❤❛♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s

✸✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

t♦ s✉♣♣♦rt ❛ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧②✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛s ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✳ ▲❡ss♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥♦✇❛❞❛②s ✐♠♣❧✐❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦
❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✉s❡r ♥❡❡❞s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤✐s t❛s❦✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✭■❘✮ ❬✾✸❪✳ ❉♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛ s✉❜✲t❛s❦ ♦❢ ■❘✱ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❝✉♠❡♥ts
❝♦♥t❛✐♥ ✭t❡r♠s✱ ♣❤r❛s❡s✱ ❧✐♥❦s✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛
❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡① t❤❛t ✉s❡rs ❝❛♥ ❜r♦✇s❡ ❛♥❞ q✉❡r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥✲s♣❡❝✐✜❝✱ t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡ t♦♦
❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞✱ ❛♥❞
t❤✉s ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s s❡♠❛♥t✐❝s✱ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✐♥❣
❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ■❘ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✺✶❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧✱ ❛ ♥♦✈❡❧
t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡r♠s t❤❡② s❤❛r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s
♦❢ t❤♦s❡ t❡r♠s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t✇♦ t②♣✐❝❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥❛♠❡❧②
✏♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✑ ❛♠♦♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✏r❛♥❦✐♥❣✑ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s ♦❢ ❛ ✉s❡r q✉❡r②✳ ❇♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✹❪✱ ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ❝♦♥❝❡♣t
❧❛tt✐❝❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡① t♦ ❛♥s✇❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r q✉❡r②✳ ❚❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛s
❛ q✉❡r② ✐♥❞❡① ❛r❡ t✇♦✲❢♦❧❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ str✉❝t✉r❡❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧
q✉❡r② s♣❛❝❡ ✭♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡r✐❡s ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
✭♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s✮ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉s❡r q✉❡r② ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛
♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✏q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✑ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❬✶✵✻❪✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡❛s② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢
❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛t ❛ttr✐❜✉t❡ ✭t❡r♠✮ ❧❡✈❡❧✱ t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❛s♣❡❝t
♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡
❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✑✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
r❛♥❦✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❬✺✾❪✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❧❡①✐❝❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✇❡ ❛♥❝❤♦r ♦✉r ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦
t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢r❛♠❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡ss ✭❝♦♠♣r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞♦❝✉♠❡♥t
❛♥❛❧②s✐s t♦ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ✭❑❉❉✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❬✶✻❪✳ ❋r♦♠ ❛ ♣r♦❝❡ss ❞❡s✐❣♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❝❧❡❛r ❑❉❉ ♣r♦❝❡ss
t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ♠❛✐♥ st❡♣s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ■❘ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✉s❡rs✬
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s♠❛❧❧ s✉❜✲s❡ts ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦❢ ✈❛st ❞♦❝✉♠❡♥t
❝♦r♣♦r❛✳ ❋r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❑❉❉ ✐s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❋❈❆ ❬✶✶✼❪✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❤❡
✉s❡ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t r❛♥❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✱ ❜✉✐❧t ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❑❉❉✲❧✐❦❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧
✉s✐♥❣ ✹ t②♣✐❝❛❧ ■❘ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ ✸ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧

✸✹



✷✳✸✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞✳

✷✳✸ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

✷✳✸✳✶ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ❛s ❛ s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡

❲❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ t❡r♠s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s
▲✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❬✽✾❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② ❛ t❡r♠ ♦r
❛ ✇♦r❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥t❡①t ✭♣✐❡❝❡ ♦❢ t❡①t✱ ❞♦❝✉♠❡♥t ♦r ❝♦r♣✉s✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t d1 ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t✇♦ t❡r♠s✿ ❛rt❤r♦s❝♦♣②✷✻ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱
♦✉r ❥♦❜ ✐s t♦ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r ❞♦❝✉♠❡♥ts t♦ d1✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ t❛❦❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤✐♥ d1
✭❧❡t ✉s ♣✐❝❦ t❤❡ t❡r♠ ❛rt❤r♦s❝♦♣②✮ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❢♦r ♦t❤❡r ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❛t t❡r♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♦❢ s✉❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ t❤❡ ✜rst ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ❛rt❤r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛rt❤r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♥♦✇ ✐s ❤♦✇ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡
t❡r♠ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦s❡s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✏❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✑ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ s✉r❣❡r② s✉❝❤ ❛s ❛♥
❛rt❤r♦s❝♦♣② ✭✐♥❞❡❡❞✱ ❛ ✈❡r② s❡r✐♦✉s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❡r♠ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧✱
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❛t t❡r♠ ❧❡ss s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❡r♠s✱ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥
❝♦♥t❡①t✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ▲✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ t❡①t ❝♦r♣✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❛❧✐t✐❡s t❤♦s❡ t❡r♠s ❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ❧❡①✐❝❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②
✭s✉❝❤ ❛s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✮✳ ❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡✱ ❣✐✈❡♥ t✇♦ t❡r♠s m1 ❛♥❞ m2✱ t❤❡ ▲✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ m1

❛♥❞ m2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

lin(m1,m2) =
2 log p(ms)

log p(m1) + log p(m2)
✭✷✳✶✮

❲❤❡r❡ p(mi) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡r♠ mi t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦r♣✉s
❛♥❞ ms ✐s t❤❡ ✏❧♦✇❡st ❝♦♠♠♦♥ s✉❜s✉♠❡r✑ ♦❢ t❡r♠s m1 ❛♥❞ m2 ✐♥ t❤❡ ❧❡①✐❝❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ■♥ t❤✐s
✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❇r♦✇♥ ❝♦r♣✉s✷✼✱ ❛s t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣✉s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❡r♠
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❲♦r❞◆❡t ❛s t❤❡ ❧❡①✐❝❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② t❤❛t ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♠♦♥ s✉❜s✉♠❡r ♦❢
t❤❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡s❡ r❡s♦✉r❝❡s ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ■❘ s②st❡♠s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r
r❡s♦✉r❝❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡
r❡s♦✉r❝❡s✳
❇r♦✇♥ ❈♦r♣✉s✳ ❚❤❡ ❇r♦✇♥ ❈♦r♣✉s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❡①t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s s❛♠♣❧❡s ♦❢
✺✵✵ ❊♥❣❧✐s❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❡①t ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ✇♦r❞s✱ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❡①t
❧✐♥❣✉✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❇r♦✇♥ ❝♦r♣✉s ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭p(mi) ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✮✳
❲♦r❞◆❡t✳ ❲♦r❞◆❡t ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ s❡♠❛♥t✐❝ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❡r♠s ✇✐t❤ t❤❡✐r
♠❡❛♥✐♥❣s✱ ❝❛❧❧❡❞ s②♥s❡ts ✭❛s ✏s❡t ♦❢ s②♥♦♥②♠s✑✮ ❬✶✵✸❪✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ ❲♦r❞◆❡t ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ s②♥s❡ts✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s②♥s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✳
❙②♥s❡ts ✐♥s✐❞❡ ❲♦r❞◆❡t ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❤②♣❡r✲
♥②♠✴❤②♣♦♥②♠ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡ ❲♦r❞♥❡t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♠♦♥ s✉❜s✉♠❡r
ms ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♠♦♥ s✉❜s✉♠❡r ❢♦r t✇♦ s②♥s❡ts ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧
s②♥s❡t ✐♥ t❤❡ ❲♦r❞♥❡t ❤✐❡r❛r❝❤② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❤②♣❡r♥②♠ ❢♦r t❤❡♠ ❜♦t❤✳

✷✻❆rt❤r♦s❝♦♣② r❡❢❡rs t♦ ❛ s✉r❣❡r② ♦♥ ❛ ❥♦✐♥t ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛rt❤r♦s❝♦♣❡✳
✷✼❤tt♣✿✴✴❦❤♥t✳❛❦s✐s✳✉✐❜✳♥♦✴✐❝❛♠❡✴♠❛♥✉❛❧s✴❜r♦✇♥✴
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

Abstraction
(0.55)

... Psychological Feature

Ill health
(0.0012) Event

Illness
Infection

(0.0000339)
Human Activity

Disease Activity

Complication
(0.0000047)

Practice
(0.000999)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❡r♠s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❡①✐❝❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②
❲♦r❞♥❡t✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❞❛r❦❡r ❜♦①❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♠♠♦♥ s✉❜s✉♠❡rs✳ ❚❤❡ ❜♦① ✇✐t❤
t❤r❡❡ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥ts ✺ ✉♥✐♠♣♦rt❛♥t t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

▲❡t ✉s s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ▲✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛✲
s✉r❡✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ t❡r♠s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐♥❢❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❧♦✇❡r ❝♦♠♠♦♥ s✉❜s✉♠❡rs ✐❧❧ ❤❡❛❧t❤ ❛♥❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭❞❛r❦❡♥
❜♦①❡s✮✱ ❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❲♦r❞◆❡t✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ✉♥❞❡r ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
t❤❛t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❇r♦✇♥ ❝♦r♣✉s✳ ■t ♠❛② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
t❡r♠ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ ✏❛♥② ❞✐s❡❛s❡ ♦r ❞✐s♦r❞❡r t❤❛t ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ✭♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢✮ ❛♥♦t❤❡r ❞✐s❡❛s❡✑✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s ✈❡r② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡
t❡r♠ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✶✹ st❡♣s ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦♥❧② ✹ ❢♦r ✐♥❢❡❝t✐♦♥✮ s❤❛r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❝♦♠✲
♠♦♥ s✉❜s✉♠❡r ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭❞❡✜♥❡❞ ❛s ✏❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r♠❡❞ ❜② ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡s
❢r♦♠ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❛♠♣❧❡s✑✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ▲✐♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t❡r♠
♣❛✐rs✿ ✵✳✺✾ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣❛✐r✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✵✳✵✻✷ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✲♣r❛❝t✐❝❡ ♣❛✐r✱
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ t❡r♠ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✷ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ❘❛♥❦✐♥❣

❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✇✳r✳t✳ t♦ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣ r❛♥❦✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✮✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ ✇♦r❦s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱
✇❡ ✇✐❧❧ r❡✲✉s❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✽ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡r q✉❡r② qi ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ❛rt❤r♦s❝♦♣②

❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❤❡r❡❛❢t❡r ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ t❡r♠s ✇✐t❤✐♥ ❛ q✉❡r② ❛s ❦❡②✇♦r❞s✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✹✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❛s ❛
✏✈✐rt✉❛❧ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✑ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♦❜❥❡❝t
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛s ❛♥② ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t
✐s r❡❞❡✜♥❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ q✉❡r② q = (qe, qi)✱ ✇❤❡r❡ qe ✐s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ qi ⊆ M ❝♦♥t❛✐♥s
✐ts ❦❡②✇♦r❞s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❡r②✮✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐s ❞❡♥♦t❡❞
❛s Kq = (G ∪ {qe}, M, I ∪ {(qe, m)∀m∈qi}) ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
❋❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✳✽ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ q✉❡r②✮ ✐s

✸✻



✷✳✸✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✽✳ ❆❢t❡r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❈▲❘
❢❛♠✐❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♦❜❥❡❝t qe✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✉s✉❛❧❧②
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t t♦ ✜♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ q✉❡r② ✐♥ t❤❡
❧❛tt✐❝❡ ❬✾✼✱ ✶✵✵✱ ✷✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❈♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ r❡❞✉❝❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ q✉❡r②✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥ts✴✐♥t❡♥ts
♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✴❛ttr✐❜✉t❡ ❢r♦♠ t♦♣✲t♦✲❜♦tt♦♠✴❜♦tt♦♠✲t♦✲t♦♣ ✭r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✮✱ ✐✳❡✳ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♥❝❡♣ts
✭❡✳❣✳ ❝♦♥❝❡♣t ✶✾ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t d8 ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t ✶✺ ✐s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳

▲❡t ✉s ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡ q✉❡r② ✇✐t❤ ❦❡②✇♦r❞s qi
✐s ❝♦♥❝❡♣t ✶✼ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ■ts ✐♥t❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s t❡r♠s ❛rt❤r♦s❝♦♣②
❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■ts ❡①t❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♦❜❥❡❝t qe ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts d2✱ d7 ❛♥❞ d8 ✇❤✐❝❤
s❛t✐s❢② ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ q✉❡r② qi✱ ✐✳❡✳ t❤❡s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ t❤❡ q✉❡r② ❦❡②✇♦r❞s✳
❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛s t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥s✇❡r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ ♠❡❡t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢
❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ❞✉❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐ss✉❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✭❡✳❣✳ s②♥♦♥②♠✐t② ♦r
♣♦❧②s❡♠② ♦❢ t❡r♠s✮✱ ♣♦♦r ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✉s❡r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣♦s❡ ❛ q✉❡st✐♦♥ ♦r ❝r❡❛t❡ ❛ q✉❡r②✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥t
♣r♦❜❧❡♠ ❬✷✹❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ✉s❡r q✉❡r② ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s
❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤ ✐ts ❦❡②✇♦r❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥s✇❡r✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡

✷✽❋✐❣✉r❡ ❞r❛✇♥ ✉s✐♥❣ ●❛❧✐❝✐❛ s♦❢t✇❛r❡ ✲ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r♦✳✉♠♦♥tr❡❛❧✳❝❛✴⑦❣❛❧✐❝✐❛✴
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ t♦ s❛t✐s❢② ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ q✉❡r②✱ ✐✳❡✳ r❡tr✐❡✈❡
❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② s♦♠❡ q✉❡r② t❡r♠s✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✳
❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥❝❡♣t ✶✻✱ ❛ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✶✼✱ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥ ✐ts ❡①t❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥t d6 ❛♥❞ ✐♥ ✐ts
✐♥t❡♥t t❤❡ t❡r♠ ❛rt❤r♦s❝♦♣②✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ✶✺✱ ❛❧s♦ ❛ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✶✼✱ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥ ✐ts ❡①t❡♥t
❞♦❝✉♠❡♥t d1 ❛♥❞ ✐♥ ✐ts ✐♥t❡♥t t❤❡ t❡r♠ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✏♣❛rt✐❛❧❧②✑
♠❡❡t t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧♦s❡ ♦r ♣❛rt✐❛❧ ❛♥s✇❡r✳

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❡❛❝❤ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❛t q✉❡r②✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✭✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✉♥✐♦♥s✮ ✇♦r❦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❢♦r ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥✜❣✉r❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ q✉❡r② s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❡r②
❝♦♥❝❡♣t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉s❡r q✉❡r② ❛♥❞ ✐ts s✉♣❡r ❛♥❞ s✉❜✲❝♦♥❝❡♣ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r t❤❛t q✉❡r② t♦ ✜♥❞ ✏♣❛rt✐❛❧✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts✑✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t ♦♥❧② s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛♥ t❤♦s❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡
q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ s✐♥❝❡ s✉❜✲❝♦♥❝❡♣t✬s ❡①t❡♥ts ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✬s ❡①t❡♥t✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ✐ts s✉♣❡r ❛♥❞ s✉❜✲
❝♦♥❝❡♣ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥t❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t②
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ s♦♠❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ t❡r♠s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r q✉❡r② ❛♥❞
❞♦ ♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
❢♦r♠s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ q✉❡r② s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t
r❡♣r❡s❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢✿ ✶✮ ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ t❤❡
❧❛tt✐❝❡ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ t❤❡♥ ✷✮ r❛♥❦✐♥❣ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✳r✳t✳ t❤❡✐r
r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✳

❈✉rr❡♥t ❧❛tt✐❝❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❚✇♦ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✲
❤♦♦❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ str❛t❡❣② ❬✷✹❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✈✐s✐t✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✐♥ ❛♥ ✏❡①♣❛♥❞✐♥❣ r✐♥❣✑
♦r❞❡r✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐s✲
✐t✐♥❣ s✉♣❡r ♦r s✉❜✲❝♦♥❝❡♣ts✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r✐♥❣ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s✉♣❡r ❛♥❞ s✉❜✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡
q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❬✶✵✵❪ ♥❛✈✐❣❛t❡s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡
s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡s❡ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛♥ t❤♦s❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❇♦t❤ str❛t❡❣✐❡s ❛ss✉♠❡ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❛♥❦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❛❝❤❡❞
❜② ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✭❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❬✶✸✷❪✱ s❡❡ ❛❧s♦
t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✷✹❪✮✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♥❡❛r❡r
❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✏♠♦r❡ r❡❧❛t❡❞✑ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r
r❛♥❦✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ str❛t❡❣✐❡s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ r❡❛❝❤ ♠❛♥② ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇♦r❦s ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② t♦ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✲
❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢
❞♦❝✉♠❡♥ts ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥s✇❡r ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✹ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✭❝♦♥❝❡♣t ✸ ✐♥ ✇❤✐t❡✮ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ❛rt❤r♦s❝♦♣② ❆◆❉ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❆◆❉ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
♠❛r❦❡r qe ✐s ♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ✸✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❇♦t❤ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts
♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✭❝♦♥❝❡♣t ✶✹ ❛♥❞ ✶✼✮ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❦✐♥❣ ✭t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ❛t ❞✐st❛♥❝❡

✸✽



✷✳✸✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

16

{qe, d2, d6, d7, d8, d9}
×

{Arthroscopy}

17

{qe, d2, d7, d8}
×

{Arthroscopy
Complication}

14

{qe, d2, d6}
×

{Arthroscopy
Practice}

3

{qe, d2}
×

{Arthroscopy
Complication
Practice}

2 2

1 1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❙❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ s❤♦✇✐♥❣ ✹ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❆rr♦✇s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r②
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ q✉❡r② ❛rt❤r♦s❝♦♣②✱ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✇❤✐t❡✮✳

✶ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✮ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥ts ♦❢ ❜♦t❤ s✉♣❡r✲
❝♦♥❝❡♣ts✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❛♥s✇❡r ❢♦r t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ✭❛rt❤r♦s❝♦♣② ❆◆❉ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✮
❖❘ ✭❛rt❤r♦s❝♦♣② ❆◆❉ ♣r❛❝t✐❝❡✮ ♦r ♠♦r❡ s❤♦rt❧②✱ ❛rt❤r♦s❝♦♣② ❆◆❉ ✭❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❖❘ ♣r❛❝t✐❝❡✮✳
■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ s❡❛r❝❤❡s ✐♥ t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ ❢♦r r❡❧❛①❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ❛♥❞ r❛♥❦ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧❛①❡❞ t❤❡
q✉❡r②✱ t❤❡ ❧♦✇❡st r❛♥❦✐♥❣ ✐t ❤❛s ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✶✻ r❛♥❦❡❞ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✷ ❛♥s✇❡rs t❤❡
✈❡r② r❡❧❛①❡❞ q✉❡r② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ ❛rt❤r♦s❝♦♣②✮✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥
str❛t❡❣② s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✏r✐♥❣✑ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ✭✐✳❡✳ t❤♦s❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r②
❝♦♥❝❡♣t✮ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ r❛♥❦❡❞ ❡q✉❛❧❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ❛rt❤r♦s❝♦♣② ❆◆❉ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❆◆❉ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
✻ ♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♣ts ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✹ ✏r✐♥❣s✑ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❝s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✭❡✳❣✳ r✐♥❣ ✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♥❝❡♣ts ✶✹
❛♥❞ ✶✼✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ t❤❛t ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥t ❝❛r❞✐♥❛❧✐t✐❡s r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡
r❛♥❦✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✏r✐♥❣✑ ✭❡✳❣✳ ❝♦♥❝❡♣ts ✶✻ ❛♥❞ ✶✾ ✐♥ t❤❡ r✐♥❣ ✷✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t
✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ q✉❡r② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ r✐♥❣ ✹ ✭❝♦♥❝❡♣t ✷✵✮ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐ts
♣♦t❡♥t✐❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②
✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t d1 ✐s ♥❡✈❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ❛♥s✇❡r✮✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥
❛❝t✉❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛♥ ✐❞❡❛ t❤❛t ❝❧♦s❡r ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✇✐❧❧
❝♦♥t❛✐♥ ❝❧♦s❡r ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❝❧♦s❡r r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts✳

✸✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

20

{d1, d8, d9}
×

{Infection}

16

{qe, d2, d6, d7, d8, d9}
×

{Arthroscopy}

21

{d8, d9}
×

{Arthroscopy
Infection}

17

{qe, d2, d7, d8}
×

{Arthroscopy
Complication}

14

{qe, d2, d6}
×

{Arthroscopy
Practice}

19

{d8}
×

{Arthroscopy
Complication
Infection}

3

{qe, d2}
×

{Arthroscopy
Complication
Practice}

1 1

2 234

3 2

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ s❤♦✇✐♥❣ ✼ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❆rr♦✇s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r②
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ q✉❡r② ❛rt❤r♦s❝♦♣②✱ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✇❤✐t❡✮✳

✷✳✹ ❈▲❆■❘❊ ✲ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

✷✳✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋♦r✲
♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✭❍❊✮
❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭◆❊✮ str❛t❡❣✐❡s ✐s ❤♦✇ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳
❙✐♥❝❡ ❍❊ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧❡❛r q✉❡r② r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❤♦✇ r❡❧❛①❡❞ ✐s t❤❡ q✉❡r② t❤❡② s❛t✐s❢② ✭✇✳r✳t✳ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r②✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❛♥s✇❡rs
t❤❛t ❍❊ ♣r♦✈✐❞❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ◆❊✱ ❛r❡ ♦❢ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ◆❊ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ r❡❣✐♦♥
✉s❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❛♥s✇❡rs ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❧❛r❣❡r q✉❛♥t✐t②
♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❍❊ ✭❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r q✉❛♥t✐t② ♦❢
✐rr❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts✮✳

❚❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ■❘ ❞♦♠❛✐♥✱
♠❛✐♥❧② r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✿ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ❬✾✸❪
✭t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✷✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❤✐❣❤
q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ✈❡rs✉s ♦♥❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❛♥s✇❡rs s✐♥❝❡✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ r❡st❛✉r❛♥t ✐♥ ❛♥
✉♥❢❛♠✐❧✐❛r ❝✐t②✱ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❧♦♦❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤♦s❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❢♦❝✉s
♦♥ q✉❛♥t✐t②✮✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❤✐❧❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ r❡st❛✉r❛♥t ✐♥ ❤✐s ♦✇♥ ❝✐t②✱ t❤❡ ✉s❡r ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡✱ ❜r❛♥❞ ♦r ❧♦❝❛❧✐t② ✭❢♦❝✉s ♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞
t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t②✴q✉❛♥t✐t② ❜❛❧❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉r ❣♦❛❧ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ t❛❦❡ ❧❡ss♦♥s ❢r♦♠ ❍❊ ❛♥❞ ◆❊ str❛t❡❣✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❛r❡❢✉❧
❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✭r❛♥❦✐♥❣✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✲❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢
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✷✳✹✳ ❈▲❆■❘❊ ✲ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✭♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts
♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✱ ♥❛♠❡❧② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛
♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
r❛♥❦✐♥❣✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡♠❛♥t✐❝✲❜❛s❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❈▲❆■❘❊
✭❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❊tr✐❡✈❛❧✮✳

✷✳✹✳✷ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❈▲❆■❘❊

❈▲❆■❘❊ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts✳

✶✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ♠❡❛♥✐♥❣s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✑✳
❋✐rst❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ❋❈❆ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❞❡①
❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ✭t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡♥✱
❣✐✈❡♥ ❛ ✉s❡r q✉❡r②✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❢♦r ✐♥s❡rt✐♥❣
t❤❡ q✉❡r② ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥s✇❡rs
t♦ t❤❡ q✉❡r② ✭t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ q✉❡r②✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ q✉❡r②
✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈▲❘ ❢❛♠✐❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ❈▲❆■❘❊✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✐s ♥♦t ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❋❈❆
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❡✳❣✳ ●❛❧♦✐s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈▲❘ ❬✶✾❪✮✱ ❜✉t ✐t ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ t❤r♦✉❣❤
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✳

✷✳ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥✿ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛✐❧♦r❡❞
t♦ t❤❡ ♥❡❡❞s ♦❢ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❲❤✐❧❡
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡♥s❡ ❛s ✐♥ ❈▲❘✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥❝❡♣ts ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ ♦✉r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✐s t❤❛t
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✱ ♣❛rt✐❛❧✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✉s❡r q✉❡r② ❜✉t ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r t❤❛t t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ q✉❡r② ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞✳ ❲❡
❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ t♦ ✐ts s✉♣❡r✲
❝♦♥❝❡♣ts ✭✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦st❡r✐♦r s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧
❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✭✐✳❡✳ t❤❡ s✉❜✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs✮✳ ❙✐♥❝❡
q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts r❡t❛✐♥
s♦♠❡ ❦❡②✇♦r❞s ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs✮ ✇❤✐❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ ♦t❤❡r
t❡r♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ ❛ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❤❛s t❤❡ ✐♥t❡♥t {m1, m2}
❛♥❞ ✐ts q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦r ✇✐t❤ ✐♥t❡♥t {m1}✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦r
✇❡ ❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤ ✐♥t❡♥ts {m1, m3} ❛♥❞ {m1, m4} ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ✭✐✳❡✳ r❡♣❧❛❝✐♥❣ m2 ✇✐t❤ m3 ♦r m4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳

✸✳ ❘❛♥❦✐♥❣✿ ❙✐♥❝❡ ♠❛♥② ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✭♦r q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ❝❧♦s❡ ❛r❡ t❤❡s❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r②✳ ❋♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✇❡
s❤♦✉❧❞ r❡♣❧❛❝❡ m2 ✇✐t❤ m3 ♦r ✇✐t❤ m4✳ ❲❡ ❛♥s✇❡r t❤✐s ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②
♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ r❡tr✐❡✈❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s✳ ■♥ t❤✐s
✇❛②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r q✉❡r② ✐♥ ❛
s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ✇❛②✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳
❲❡ ✉s❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✾❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
✏s❡♠❛♥t✐❝ ❝❧♦s❡♥❡ss✑✳

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

✷✳✹✳✸ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈▲❆■❘❊ ❛s ❛ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❉❛t❛❜❛s❡s
♣r♦❝❡ss

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❈▲❆■❘❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ✭❑❉❉✮ ♣r♦❝❡ss ❬✶✻❪
❛❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ t❛s❦s ✇✐t❤✐♥ ❛ r♦❜✉st ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡✲
tr✐❡✈❛❧ ♣r♦❝❡ss ✭❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ t❤r❡❡ st❡♣s
❑❉❉✲❧✐❦❡ ♣r♦❝❡ss t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✭❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣✮✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✏❉♦❝✉♠❡♥t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✑✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡✲✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣
♦❢ ❛ ❑❉❉ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s ✏▲❛tt✐❝❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥✑ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♥❣✴❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❞✐s❝♦✈❡r② ❑❉❉✲♣r♦❝❡ss st❡♣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❝❡ss ✐s ✏❈♦♥❝❡♣t ❘❛♥❦✐♥❣✑✱ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣✳

❉❛t❛ ✭❉♦❝✉♠❡♥ts ❛s ❜❛❣✲♦❢✲✇♦r❞s✱ ✉s❡r q✉❡r②✮

↓
❙t❡♣ ✶ ✲ ❉♦❝✉♠❡♥t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❵ ↓ ❚❡r♠ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥✐♥❣

↓ ❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t

↓ ◗✉❡r② ❙♣❛❝❡ ❈r❡❛t✐♦♥

❙t❡♣ ✷ ✲ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥

↓ ◗✉❡r② ✐♥s❡rt✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝❧❛ss✐❢✐❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣

↓ ❈♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣t s❡❛r❝❤

❙t❡♣ ✸ ✲ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❘❛♥❦✐♥❣

↓ ❈♦♥❝❡♣t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝ r❡s♦✉r❝❡s

↓ ❘❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts

❘❡tr✐❡✈❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✭❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r q✉❡r②✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ✸✲st❡♣ ❑❉❉✲❧✐❦❡ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r♦❝❡ss✳

✷✳✹✳✹ ❙t❡♣ ✶ ✲ ❉♦❝✉♠❡♥t ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s st❡♣ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K = (G, M, I) ❛s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✭❡✳❣✳ ♣❛rs✐♥❣✱ t♦❦❡♥✐③✐♥❣✱ st♦♣✲✇♦r❞ ✜❧t❡r✐♥❣
❡t❝✳ ❬✾✹❪✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞✐③❡ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❜❛❣✲♦❢✲✇♦r❞s ✭✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
t❡r♠s✮✳ ❲❡ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ s❛❢❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣♦r❛ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❡①t t♦ ❜❛❣✲♦❢✲✇♦r❞s ✐s ❛
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡
s♣❛rs✐t② ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❚❤r❡❡ ❜❛s✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❬✾✹❪✳ ❙t❡♠♠✐♥❣ ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ♥♦r♠❛❧✐③❡s ❛ s❡t ♦❢ ✇♦r❞s t♦ t❤❡✐r
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r♦♦t ✭❡✳❣ r❡tr✐❡✈❛❧✱ r❡tr✐❡✈❡s✱ r❡tr✐❡✈❡ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❣r❡❛t❧②
r❡❞✉❝❡s t❤❡ s♣❛rs✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛✐♥t❛✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✭❡✳❣✳ r❡tr✐❡✈ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ✇♦r❞✮✳ ❚♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣

✹✷



✷✳✹✳ ❈▲❆■❘❊ ✲ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡s ❛ s❡t ♦❢ ✇♦r❞s
t♦ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡ ✭❡✳❣✳ r❡❝♦✈❡r✱ r❡tr✐❡✈❡✱ ✜♥❞✱

r❡❣❛✐♥ ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✏●❡t ♦r ✜♥❞ ❜❛❝❦❀ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢✑✮✷✾✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
r❡❞✉❝❡s s♣❛rs✐t② ❜✉t ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤
t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ r❡❝♦✈❡r ♠❛♣s t♦ ✹ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❡r♠s t♦ t❤❡✐r ✐♥✢❡❝t❡❞
❢♦r♠s ✭❡✳❣✳ r❡tr✐❡✈❛❧✱ r❡tr✐❡✈❡s✱ r❡tr✐❡✈❡ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡s
t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡✐r ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ✇❡
♥♦r♠❛❧✐③❡ ❞♦❝✉♠❡♥t t❡r♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ✇♦r❞ ❧❡♠♠❛t✐③❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣✉s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①✐st t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s❡t
♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❬✽✼❪✳ ❋♦r t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡
r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✸✾❪ ❣✐✈❡♥ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡✐r ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡

✷✳✹✳✺ ❙t❡♣ ✷ ✲ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✏❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✑ ♦r ✏q✉❡r② s♣❛❝❡✑ ✐♥
♦r❞❡r t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r q✉❡r②✸✵✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞
❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡① ✐s ❜✉✐❧t ❛✲♣r✐♦r✐ ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥
✉s❡r q✉❡r② ❧✐❦❡ ✐♥ ✉s✉❛❧ ❈▲❘✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❢r♦♠ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s✐③❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡r② ✐s s✐♠♣❧② ✏✐♥s❡rt❡❞✑ ✭❛❝t✉❛❧❧②✱
❝❧❛ss✐✜❡❞✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✇❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞✳

◗✉❡r② ✐♥s❡rt✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣

❚❤✐s s✉❜✲st❡♣ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❛ ✉s❡r q✉❡r② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ s❡t
♦❢ ❦❡②✇♦r❞s✳ ■ts ♦✉t♣✉t ✐s ❛ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❆ ✉s❡r q✉❡r② q ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t q = (qe, qi)
✇❤❡r❡ qe ✐s ❛ ✏❞✉♠♠② ✈❛r✐❛❜❧❡✑ t♦ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② r❡tr✐❡✈❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ qi ⊆ M ✐s ❛ s❡t ♦❢
❦❡②✇♦r❞s✳

❚❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✐s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ✏✐♥s❡rt❡❞✑ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ✏❝❧❛ss✐✜❡❞✑ ❜② ✐t ✉s✐♥❣
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✵✻❪✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t q✱ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡
♠♦st s♣❡❝✐✜❝ s✉❜s✉♠❡rs ✭▼❙❙✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ s✉❜s✉♠❡❡s ✭▼●❙✮ ♦❢ q✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❛r❝❤
❢♦r t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ s✉❜s✉♠❡❡s ❤❡r❡ ✐s ✉s❡❧❡ss✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♠♦st s♣❡❝✐✜❝ s✉❜s✉♠❡rs ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ❛♥❞ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❝❧❛ss✐❢② q ❛♥❞ ❛ ▼❙❙ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♥❝❡♣t C ✭❧✐♥❡ ✶✮✳ C ✐s ✜rst❧②
❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ✐❢ ✐t ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✈✐s✐t❡❞ ❛♥❞ ✐❢ ♥♦t✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♠❛r❦❡❞ ✭❧✐♥❡s ✷✲✹✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❛t ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ❆ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ t❡st ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r

✷✾❉✐❝t✐♦♥❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡♥s❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r ❣✐✈❡♥ ❜② ❲♦r❞♥❡t✳
✸✵◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✏❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✑ ♦r ✏q✉❡r② s♣❛❝❡✑ ❛r❡ ❜♦t❤ ❛ ❞✉❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡

♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❡①t❡♥ts ♦r ✐♥t❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡r❡❛❢t❡r ✇❡ r❡❢❡r t♦ ✏❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✑✱ ✏q✉❡r② s♣❛❝❡✑✱ ✏❝♦♥❝❡♣t
❧❛tt✐❝❡✑ ♦r ✏s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❞❡①✑ ✐♥❞✐st✐♥❝t❧②✳

✹✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

✶ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ (q, C)
✷ ✐❢ C ✐s ♠❛r❦❡❞

✸ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ④⑥

✹ ❡❧s❡ ♠❛r❦ C

✺ ✐❢ C ❞♦❡s ♥♦t s✉❜s✉♠❡ q

✻ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ④⑥

✼ ❡❧s❡ ▼❙❙ ← ④⑥

✽ ❢♦r ❡✈❡r② ❞❡s❝❡♥❞❛♥t E ♦❢ C ❞♦

✾ ▼❙❙ ← ▼❙❙ ∪ ❝♦♠♣❛r❡ (q, E)
✶✵ ✐❢ ▼❙❙ ❂ ④⑥

✶✶ t❤❡♥ r❡t✉r♥ ④C⑥

✶✷ ❡❧s❡ r❡t✉r♥ ▼❙❙

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❘❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♠♦st s♣❡❝✐✜❝ s✉❜s✉♠❡rs
♦❢ q✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❜❥❡❝t C ✇✐t❤ q✳

C s✉❜s✉♠❡s q✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ t❡st r❡❧✐❡s ♦♥ ✐♥t❡♥t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✿ C s✉❜s✉♠❡s q ❛s ❧♦♥❣ ❛s
t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ C ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦♥ q ✭❧✐♥❡ ✺✮✳ ■❢ C ❞♦❡s ♥♦t s✉❜s✉♠❡ q✱ t❤❡ s✉❜✲❧❛tt✐❝❡
r♦♦t❡❞ ✐♥ C ✐s ❝✉t ❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❧✐♥❡ ✻✮✳ ■❢ C s✉❜s✉♠❡s q✱ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s✉❜✲❧❛tt✐❝❡ r♦♦t❡❞ ✐♥ C ✭❧✐♥❡ ✼✲✾✮✳ ❚❤❡
tr❛✈❡rs❛❧ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♦❢ C ❛♥❞ s♦ ♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ tr❛✈❡rs❛❧ ❡♥❞s
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡♣ts t♦ ✈✐s✐t ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ▼❙❙ ♦❢ ♠♦st s♣❡❝✐✜❝ s✉❜s✉♠❡rs✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♥♦ ▼❙❙ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲❧❛tt✐❝❡ ♦❢ C✱ t❤❡♥ C ❜❡❝♦♠❡s ❛ ▼❙❙ ✭❧✐♥❡s ✶✵✲✶✷✮
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡s❡ ♠♦st s♣❡❝✐✜❝ s✉❜s✉♠❡rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs✳

■♥ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t (A, B) s✉❝❤ ❛s B ≡ qi✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐❞❡♥t✐✜❡s (A, B) ❛s t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ A ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥s✇❡r✳ ❚❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t ❛♥s✇❡r ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① q✉❡r✐❡s✳
❚❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ♥♦ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ t♦♣ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ ♥♦ t❡r♠s✸✶✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡
✐❢ ♥♦ ❦❡②✇♦r❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ q✉❡r②
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❢♦r ❛ ✉s❡r q✉❡r② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ q✉❡r②
❣❡♥❡r❛t♦rs r❡♣r❡s❡♥t ✏r❡❧❛①❡❞ ✈❡rs✐♦♥s✑ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉s❡r q✉❡r②✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ❢❡✇❡r ❦❡②✇♦r❞s
t❤❛♥ t❤❡ q✉❡r② ✐♥t❡♥t✳ ❆♥② ♦t❤❡r s✉❜✲❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦r ✕❡①❝❡♣t t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✕
✐♥❞✉❝❡s ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✉s❡r q✉❡r②✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ q✉❡r②
❣❡♥❡r❛t♦r✱ ♣❧✉s ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✜♥❞✐♥❣ ✏s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✑
♦❢ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉s❡r q✉❡r②✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❞♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥s✇❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ r❡✉s❡ t❤❡s❡ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉s✐♥
❝♦♥❝❡♣ts✳

❈♦✉s✐♥ ❈♦♥❝❡♣t ❉❡✜♥✐t✐♦♥✿

❚✇♦ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts (A1, B1) ❛♥❞ (A2, B2) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❢♦r ≤K ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦✉s✐♥
❝♦♥❝❡♣ts ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts (A3, B3) 6= ⊤ s✉❝❤ t❤❛t✿

✸✶■❢ t❤❡ t♦♣ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ t❡r♠ ✐♥ ✐ts ✐♥t❡♥t✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts s❤❛r❡ t❤❛t t❡r♠✳ ■❢ s✉❝❤ ❛
❝❛s❡✱ t❤❛t t❡r♠ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❡❧♣ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✳

✹✹



✷✳✹✳ ❈▲❆■❘❊ ✲ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

16

{d2, d6, d7, d8, d9}
×

{Arthroscopy}

14

{d2, d6}
×

{Arthroscopy, Practice}

17

{d7, d8}
×

{Arthroscopy,
Complication}

21

{d8, d9}
×

{Arthroscopy, Infection}

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✭✶✼✮ ✇❡ ♥❛✈✐❣❛t❡ t♦
✐ts ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✭✶✹✱✷✶✮ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts d2✱ d6 ❛♥❞ d9 ✭❞♦❝✉♠❡♥t d8 ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡
q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t r❡tr✐❡✈❡❞ ❛❣❛✐♥✮✳ ❈♦♥❝❡♣ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡①t❡♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡♥ts✳
❆rr♦✇s s❤♦✇ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳

• (A1, B1) ≤K (A3, B3)✳

• (A2, B2) ≤K (A3, B3)✳

• DK((A2, B2), (A3, B3)) = 1 ❛♥❞ DK((A1, B1), (A3, B3)) = 1✳

❲❤❡r❡ ⊤ ✐s t❤❡ t♦♣ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ DK ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ✏t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✑ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢♦r♠❛❧
❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ DK ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ✏♠✐♥✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❧❡♥❣t❤✑ ❢♦r t✇♦ ♥♦❞❡s
✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✶✸✷❪✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t (A1, B1) ❛♥❞ (A2, B2) ❞♦ ♥♦t s✉❜s✉♠❡
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❛t (A3, B3) ✐s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ (A1, B1) ∨ (A2, B2)✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ (A3, B3) r❡♣r❡s❡♥ts
❛ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ q✉❡r✐❡s (A1, B1) ❛♥❞ (A2, B2)✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ q✉❡r② ✐♥ (A1, B1) ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✐♥ (A2, B2) ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❲❡ r❡str✐❝t q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs
♥♦t t♦ ❜❡ t❤❡ t♦♣ ❝♦♥❝❡♣t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♠♣t② q✉❡r② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
q✉❡r② s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❝♦♥❝❡♣t ✶✽ ✐s ❛ ❝♦✉s✐♥ ♦❢ ✶✼ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ✶✺✱
❝♦♥❝❡♣t ✻ ✐s ❛ ❝♦✉s✐♥ ♦❢ ✶✸ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ✶✷ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥❝❡♣t ✶✵ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦✉s✐♥
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✶✷ s✐♥❝❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥❝❡♣t ✹ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
t♦♣✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② ❛♥❞ ✐ts q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ q✉❡r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛✐♠s ❛t tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
t♦ ❡①tr❛❝t ❛❧❧ ✐ts ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts (Ai, Bi)✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② r❡❛s♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ r❡str✐❝t❡❞ t❤❡ ❝♦✉s✐♥
❝♦♥❝❡♣ts t♦ ❜❡ ❛t ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✷ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭✐✳❡✳ ♦♥❡ ✉♣✱ ♦♥❡ ❞♦✇♥✮✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ❞✐s♣❧❛②s ❝♦♥❝❡♣ts ✶✹✱ ✶✻✱ ✶✼
❛♥❞ ✷✶✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥❝❡♣t ✶✼ ✭✐♥ ✇❤✐t❡✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r t❤❡ q✉❡r② ✇✐t❤ ❦❡②✇♦r❞s
❛rt❤r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■ts ❡①t❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥s✇❡r✱ ✐✳❡✳ ❞♦❝✉♠❡♥ts d7 ❛♥❞ d8✳
❈♦♥❝❡♣t ✽ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥ ✐ts ✐♥t❡♥t ❥✉st t❤❡ t❡r♠ ❛rt❤r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❧❛①❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ✇♦r❦✐♥❣ ❛s ❛ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts
♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ✶✼✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥❝❡♣ts ✶✹ ❛♥❞ ✷✶✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
t❤❡ t❡r♠ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❡r♠s ♣r❛❝t✐❝❡ ♦r ✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
❝❤♦♦s✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❞♦❝✉♠❡♥t d2 ❛♥❞ d6 ♦r ❞♦❝✉♠❡♥t d9 s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ✜rst✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
♦♥ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣✳

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

✷✳✹✳✻ ❙t❡♣ ✸ ✲ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❘❛♥❦✐♥❣

●✐✈❡♥ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t r❛♥❦✐♥❣ st❡♣ ✐s ❛
s♦rt❡❞ ❧✐st ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡tr✐❡✈❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ❆s ✇❡ r❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ ❛ ❝♦✉s✐♥
❝♦♥❝❡♣t r❡♣r❡s❡♥ts ❜♦t❤ ❛ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✐♥ ✐ts ✐♥t❡♥t✮ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t s❛t✐s❢②
t❤❛t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✐ts ❡①t❡♥t✮✳ ■♥ t❤✐s st❡♣ ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡s❡ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✉s❡r q✉❡r②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤♦s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❞❡✈✐❛t❡s ❧❡ss ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❛r❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ q✉❡r②✮ s❤♦✉❧❞ ②✐❡❧❞
❞♦❝✉♠❡♥ts ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t✇♦
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts

■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✲
✐t② ♠❡tr✐❝ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋♦r♠✐❝❛ ❬✺✾❪✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts C1 = (A1, B1) ❛♥❞ C2 = (A2, B2)
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ C1 ❛♥❞ C2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

sim(C1, C2) =
|A1 ∩ A2|

max(|A1|, |A2|)
∗ w +

M(B1, B2)

max(|B1|, |B2|)
∗ (1− w) ✭✷✳✷✮

❲❤❡r❡ 0 ≤ w ≤ 1 ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ M(B1, B2) ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐r ♦❢ t❡r♠s ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣
♦♥❡ t❡r♠ ❢r♦♠ B1 ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢r♦♠ B2✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t❡r♠s ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ❧❡①✐❝❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞✴♦r t❤❡✐r ❝♦✲♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥ ❛ t❡①t ❝♦r♣✉s
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✮✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ❝♦♥❝❡♣t r❛♥❦✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❋♦r♠✐❝❛✬s s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ q✉❡r② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦♥❝❡♣t ✶✼✱ ✇❡ ♥❛✈✐❣❛t❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ✜♥❞ t✇♦
❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝♦♥❝❡♣t ✶✹ ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts d2 ❛♥❞ d6✮ ❛♥❞ ✷✶ ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❞♦❝✉♠❡♥t d9✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ②✐❡❧❞s t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts
✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✉s✐♥❣ ❋♦r♠✐❝❛✬s ♠❡tr✐❝ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶
✇✐t❤ w = 0.5✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❲♦r❞♥❡t ❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❡①✐❝❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡ ❇r♦✇♥ ❝♦r♣✉s ❛s t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❡①t t♦ ❧♦❝❛t❡ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
sim(17, 21) = 0.6137✱ ✇❤✐❧❡ sim(17, 14) = 0.225✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛✐r ✭❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✮ ❤❛s
❛ ❤✐❣❤❡r s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♣❛✐r ✭❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♣r❛❝t✐❝❡✮✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✱
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥ts ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ✶✼ ❛♥❞ ✶✹ ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✶✼ ❛♥❞
✷✶✱ t❤❡ ❡①t❡♥t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭d8✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♠❛② r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t
d9 ❜❡❢♦r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts d6 ❛♥❞ d2 ✭t❤✉s✱ r❛♥❦✐♥❣ ✐t ✜rst✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡s w ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ✭❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝
✭❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡♥ts✮ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts✳

✷✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚♦ t❡st t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t ♦♥ ❢♦✉r ❞❛t❛s❡ts ♦❢ t❤❡ ❙▼❆❘❚ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✸✷

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✉s❡❞ ✐♥ t❡①t ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❊❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞
❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❧✐st ♦❢ q✉❡r✐❡s ✭✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❢♦r♠❛ts✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳ ❆ q✉❡r② ❤❛s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ❛♥s✇❡rs✱ ✐✳❡✳ ❞♦❝✉♠❡♥ts
t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥ ❡①♣❡rts t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❛t q✉❡r②✳

✸✷❢t♣✿✴✴❢t♣✳❝s✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴♣✉❜✴s♠❛rt✴

✹✻

ftp://ftp.cs.cornell.edu/pub/smart/


✷✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✷✳✺✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣

❆❧❧ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ♣❛rs✐♥❣✱ st♦♣ ✇♦r❞ r❡♠♦✈❛❧ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦♦❧❦✐t ✭◆▲❚❑✮ ❧✐❜r❛r②✸✸ ❢♦r P②t❤♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ❞❡t❛✐❧s ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t❡r♠s✱ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ r❡❧❛t✐♦♥s✮✱ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥✲
t❡①t ❞❡♥s✐t② ✭★❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✴ ✭★❞♦❝✉♠❡♥ts × ★t❡r♠s✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡r✐❡s ✇✐t❤ ♣r♦✈✐❞❡❞
❛♥s✇❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✱ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ ❧❡♠♠❛t✐③❡❞ t❡r♠s ✐s ❝r❡❛t❡❞
❛♥❞ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐t ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✸✾❪✳
Pr❡♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s
✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❳ ❧✐❜r❛r②✸✹ ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤s✳ ❊❛❝❤
r❡❝❡✐✈❡❞ q✉❡r② ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❜❛❣✲♦❢✲✇♦r❞s ✉s✐♥❣ ✐ts ❧❡♠♠❛t✐③❡❞ ❦❡②✇♦r❞s✳ ❆ q✉❡r②
❝♦♥❝❡♣t ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❧❡♠♠❛t✐③❡❞ ❦❡②✇♦r❞s ✐♥ ✐ts ✐♥t❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❡♠♣t② ❡①t❡♥t✳ ❯s✐♥❣
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉t❡
❋♦r♠✐❝❛✬s s✐♠✐❧❛r✐t②✱ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❡①t❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥ts
♦❢ ❛❧❧ ✐ts q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝ ❣r❡❛t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
r❛♥❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
❚❤❡ s✉❜✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs ✭❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✮ ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ✉s✐♥❣ ❋♦r♠✐❝❛✬s s✐♠✐❧❛r✐t②
♠❡❛s✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❧✐st ♦❢ s♦rt❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥t
♦❢ t❤❡ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❆ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ♦♥❧② ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣t
✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st r❛♥❦✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐st ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉s✐♥
❝♦♥❝❡♣t ✐s ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✳

◆❛♠❡ ★❞♦❝✉♠❡♥ts ★t❡r♠s ★❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❈t①✳ ❞❡♥s✐t② ★ q✉❡r✐❡s

❈■❙■ ✶✹✻✵ ✽✶✻✾ ✻✽✽✷✼ ✵✳✵✺✪ ✸✵
❈❆❈▼ ✸✷✵✹ ✼✹✻✻ ✻✼✺✵✷ ✵✳✷✪ ✺✸
▼❊❉ ✶✵✸✸ ✶✶✷✵✼ ✺✼✸✼✵ ✵✳✹✪ ✷✻
❈❘❆◆ ✶✸✾✽ ✺✾✻✹ ✼✼✼✹✸ ✵✳✾✪ ✶✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❉❛t❛s❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r❡❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱
♥❛♠❡❧② ❡①❛❝t ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❇▼✷✺ ❛♥❞ ❈▲❘✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✭❊▼✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
✇❤✐❝❤ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❦❡②✇♦r❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤♦✇ ♠❛♥② t❡r♠s t❤❡② ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✳r✳t✳
t❤❡ q✉❡r②✳ ❉♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❡r♠s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ✜rst✳ ❚❤❡ ❇▼✷✺ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✾✸❪ ✭❛❧s♦
❦♥♦✇♥ ❛s ❖❦❛♣✐ ❇▼✷✺✮ ✉s❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❛♥❦ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
s✐③❡ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s s❝♦r❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❡r② ✉s✐♥❣ ❛
♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❡r♠✲❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡✲❞♦❝✉♠❡♥t✲❢r❡q✉❡♥❝② ✭❚❋✳■❉❋✮
✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳ ❇▼✷✺ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❇▼ ✭❇❡st ▼❛t❝❤✮ ❢❛♠✐❧② ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss
r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ ❊▼ ♠❡t❤♦❞s✳ ❈▲❘ ✭❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ r❛♥❦✐♥❣✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❬✷✹❪✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

✷✳✺✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛s ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✾✸❪✳ Pr❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❝❛❧❧ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡s t❤❛t ❛ss❡ss t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥s✇❡r❡❞

✸✸❤tt♣✿✴✴♥❧t❦✳♦r❣
✸✹❤tt♣✿✴✴♥❡t✇♦r❦①✳❣✐t❤✉❜✳❝♦♠

✹✼
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

❜② ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ q✉❡r② q✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✷✳✸
❛♥❞ ✷✳✹ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t retrieved ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢♦✉♥❞ ❢♦r q✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t
relevant ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♥s✇❡r ❢♦r q ✭❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✮✳ ❚❤❡
s❡t positive = |retrieved∩ relevant| r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡❝t s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢♦r
q✉❡r② q✳

precision(retrieved) =
|positive|

|retrieved|
✭✷✳✸✮

recall(retrieved) =
|positive|

|relevant|
✭✷✳✹✮

❚❤❡ relevant s❡t ✭♦r ✏❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✑✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥
❡①♣❡rts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
❞♦❝✉♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✮✳ ❍❛✈✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❡r②
✇✐t❤ ❦❡②✇♦r❞s ✏❛rt❤r♦s❝♦♣②✑ ❛♥❞ ✏❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✑ ❛♥s✇❡r❡❞ ❜② ❈▲❆■❘❊ ✇✐t❤ ❞♦❝✉♠❡♥ts s❤♦✇♥
✐♥ ❧✐st ✶ ❛t ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ retrieved s❡t ✭❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮✳ ❚❤❡ relevant s❡t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❧✐st ✷ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❚❛❜❧❡✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❛t ❈▲❆■❘❊ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ✸ ♦✉t ♦❢ ✹ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t ❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❧❡✈❛♥t
❛♥❞ t❤✉s✱ ♦✉r q✉❡r② ✇❛s ❛♥s✇❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❝❛❧❧ ♦❢ ✵✳✼✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✸ r❡❧❡✈❛♥t
❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ♦✉r s②st❡♠ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✷ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❢❛❧s❡✲♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r s②st❡♠ ✜♥❞s ✸ ❝♦rr❡❝t ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦✉t ♦❢ ✺ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ 0.6✳

▲✐st ❙❡t ◆❛♠❡ ❉♦❝✉♠❡♥ts Pr❡❝✐s✐♦♥ ❘❡❝❛❧❧

✶ ●r♦✉♥❞ ❚r✉t❤ d4, d6, d7, d9 ✲ ✲
✷ ❙②st❡♠ ❆♥s✇❡r d2, d6, d7, d8, d9 ✵✳✻ ✵✳✼✺
✸ ▲♦✇ ◗✉❛❧✐t②✴❍✐❣❤ ◗✉❛♥t✐t② d1, d2, d3, d4, d5, d6, d7, d8, d9 ✵✳✹✹ ✶
✹ ❍✐❣❤ ◗✉❛❧✐t②✴▲♦✇ ◗✉❛♥t✐t② d7 ✶ ✵✳✷✺
✺ ❙②st❡♠ ❛♥s✇❡r ✭r❛♥❦❡❞✮ d7, d8, d9, d2, d6 ✵✳✻ ✵✳✼✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ Pr❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❝❛❧❧ ✲ ❊①❛♠♣❧❡s

❘♦✇ ❉♦❝✉♠❡♥t ❘❡❧❡✈❛♥t❄ Pr❡❝✐s✐♦♥ ❘❡❝❛❧❧

✶ d7 X ✶ ✵✳✷✺
✷ d8 ✗ ✵✳✺ ✵✳✷✺
✸ d9 X ✵✳✻✻ ✵✳✺
✹ d2 ✗ ✵✳✺ ✵✳✺
✺ d6 X ✵✳✻ ✵✳✼✺

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✶✱✷✱✸✱✹ ❛♥❞ ✺ r❛♥❦❡❞
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❧✐st ✺ ❛t ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ Pr❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐st ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧
♣r❡✈✐♦✉s ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ r❛♥❦✐♥❣ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞
r♦✇ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥ts d7, d8 ❛♥❞ d9✳ ❈♦❧✉♠♥ ✏❘❡❧❡✈❛♥t❄✑ s❤♦✇s ✐❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❛♥❦✐♥❣ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✭✐♥ ❧✐st ✶ ❛t ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✮✳✮

■♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡rs ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ❢♦✉♥❞
❜② ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡rs ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡❝❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡

✹✽



✷✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡rs ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡rs✳
Pr❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢
t❤❡ ❛♥s✇❡rs ✇❤❡r❡ ❛ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ q✉❛♥t✐t② ♦❢
❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡rs ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ ❤✐❣❤ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r
q✉❡r② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ❧♦✇ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭❧♦✇ q✉❛❧✐t②✴❤✐❣❤ q✉❛♥t✐t②✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥
❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❧✐st ♥✉♠❜❡r ✸ ✇✐t❤ r❡❝❛❧❧ ♦❢ 1 ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ 0.44✳ ■♥✈❡rs❡❧②✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛
❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜② r❡tr✐❡✈✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ❧♦✇
r❡❝❛❧❧ ✭❤✐❣❤ q✉❛❧✐t②✴❧♦✇ q✉❛♥t✐t②✮✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐st ✹ ✇✐t❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ 1✱ ❜✉t
r❡❝❛❧❧ ♦❢ 0.25✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ ♠❛✐♥t❛✐♥
❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ q✉❛♥t✐t② ✭♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✮✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡
❈▲❆■❘❊ ✇✳r✳t✳ ♦t❤❡r s②st❡♠s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r
❛s♣❡❝t ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t r❛♥❦✐♥❣
✐♥ t❤❡ ❛♥s✇❡r ♦❢ ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ❧✐sts ✷ ❛♥❞ ✺ ✭♥♦t r❛♥❦❡❞
❛♥❞ r❛♥❦❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ♦♥❧②
♥❡❡❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥s✇❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥s✇❡rs✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❛♥❦✐♥❣✳ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❛♥❦❡❞ ❛♥s✇❡r ✐♥ ❧✐st ✺ ❛t ❚❛❜❧❡
✷✳✷ ✇❤❡r❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺ ❞♦❝✉♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
❤♦✇ ♠❛♥② ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✭✉s✉❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t②✴q✉❛♥t✐t②
tr❛❞❡✲♦✛✱ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ✐s t❤❛t ❛s ♠♦r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❧❡ss ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❛ r❛♥❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s st❛♥❞❛r❞ ■❘ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✻❪✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛t
❛ r❡❝❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❝❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❛t ✐♥t❡r✈❛❧✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛t t❤❡ r❡❝❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧ [0.5, 1] ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦♥❣
0.66, 0.5, 0.6 ✭❢♦r r♦✇s ✸✱✹ ❛♥❞ ✺ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐s 0.66✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 0.5] ✐s 1✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭■❆P✮
✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ r❡❝❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥s ❢♦r [0, 0.5] ❛♥❞ [0.5, 1] ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ✐t ✐s 0.83✳ ❋♦r t✇♦ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✇❡ s❛②
✷✲♣♦✐♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦r ■❆P❅✷✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ✶✶ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛♥❞
✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✶✶✲♣♦✐♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦r ■❆P❅✶✶✳

❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ■❆P✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭▼❆P✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✏❘❡❧❡✈❛♥t❄✑ ✐s ♠❛r❦❡❞ ❛s ❝♦rr❡❝t ✭X✮✳ ❚❤✐s
✐s✱ ✐t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❞♦❝✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✭dx✮ ✐s ❛ r❡❧❡✈❛♥t
❞♦❝✉♠❡♥t✸✺✳ ❚❤❡ ▼❆P ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r♦✇s ✶✱✸ ❛♥❞ ✺
✇❤✐❝❤ ✐s 0.753✳

❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t rank = {d1, d2, ..., dn} ❛s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❞♦❝✲
✉♠❡♥ts ❛♥s✇❡r❡❞ ❜② ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② s♦rt❡❞ ❜② ❞❡s❝❡♥❞❡♥t r❛♥❦✐♥❣✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ rankdx ⊆ rank ❛s ❛ s✉❜✲❧✐st ♦❢ rank ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✉♥t✐❧
❡❧❡♠❡♥t dx ∈ rank✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✺ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
❡❞❣❡s r1 ❛♥❞ r2✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✻ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✶✶✲♣♦✐♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥

✸✺❚♦ ❜❡ str✐❝t❧② ❝♦rr❡❝t✱ t❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✑ ✭❆P✮✱ ✇❤✐❧❡ ▼❆P ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❆P ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢
q✉❡r✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ s❡t ♦❢ q✉❡r✐❡s✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❆P ❛s
▼❆P✳

✹✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

✷✳✼ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

ip(r1, r2) = argmax
dx∈rank

{precision(rankdx) ⇐⇒ recall(rankdx) ∈ [r1, r2[} ✭✷✳✺✮

IAP@11 =

10
∑

i=0
ip( i

10 ,
(i+1)
10 )

11
✭✷✳✻✮

MAP =

∑

x∈positive
precision(rankx)

|positive|
✭✷✳✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✜✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
r❛♥❦✐♥❣ ♦r P❅✺✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ r❛♥❦✐♥❣✱ ❜✉t ✐t ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡
♣r❛❝t✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✉s❡rs t❡♥❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts
❜② t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡✇ ✜rst ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✱ t❤❡ P❅✺ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❧✐st ✺ ❛♥❞ ✐t ✐s 0.6✳

✷✳✺✳✸ ❘❡s✉❧ts

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✸ ♠❡❛s✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛t ✶✶✲♣♦✐♥ts
✭■❆P❅✶✶✮✱ ♠❡❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭▼❆P✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✺ r❛♥❦❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✭P❅✺✮
♦♥ t❤❡ ❢♦✉r ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❱❛❧✉❡s ✐♥ ❜♦❧❞❢❛❝❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❜❡st
✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ t❤❛t
❈▲❆■❘❊ s✉r♣❛ss❡s t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ ❛ s❝♦r❡ ♦❢ ❈▲❆■❘❊✿ ✾✱ ❈▲❘✿ ✵✱ ❊▼✿ ✷ ❛♥❞
❇▼✷✺✿ ✶✳ ❈▲❆■❘❊ ❛❧✇❛②s ✇✐♥s ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■❆P ❛♥❞ ▼❆P ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s
t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ❞♦❝✉♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ s❛♠❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✴r❡❝❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡❛s ✐t ♦♥❧② ✇✐♥s ♦♥❝❡
✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✜✈❡ r❛♥❦❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥♥❡r ✉s❡❞ ❜② ❈▲❆■❘❊ t♦ r❛♥❦ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❡r♠s s❤❛r❡❞ ❜② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ ❛ q✉❡r②✳
❆ s✉❜s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❢❡✇ t❡r♠s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❡r②✱ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ s✐♠✐❧❛r
t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❛♥❦ t❤❡♠ ❤✐❣❤ ✐♥ t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❧✐st ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❡r♠s
✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❡r② ❜✉t ❛ ❢❡✇ s✐♠✐❧❛r t❡r♠s✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❡r♠s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥
✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❡r② ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t❡r♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠♦st
❞♦❝✉♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♠❛♥② t❡r♠s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❡r②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❧✐❦❡ ❊▼ ❛♥❞ ❇▼✷✺ ❛r❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛t r❛♥❦✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✭t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❡r♠s ✐♥
❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r q✉❡r②✮ ❛♥❞ ❜❛❞ ❛t r❛♥❦✐♥❣ ♠❛♥② ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡✐r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r②
♣♦✇❡r ✐s ❧♦✇ ✭t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t❡r♠s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ✉s❡r q✉❡r②✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t♦r② ♣♦✇❡r ♦❢ ❈▲❆■❘❊ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ♠❛❦✐♥❣
✐t r♦❜✉st ✇✳r✳t✳ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ q✉❡r②✱ ♠❛✐♥❧② ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢
s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♠♦♥❣ t❡r♠s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❈▲❆■❘❊ ❛❧✇❛②s ✇✐♥s ✐♥ t❤❡ ❈❘❆◆
❞❛t❛s❡t ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦✇ s❝♦r❡ ✈❛❧✉❡s s✉❣❣❡st ❛ r❛t❤❡r ♣♦♦r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❡r② t❡r♠s ❛♥❞
❞♦❝✉♠❡♥ts✳

❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡s ✷✳✽ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛t ✶✶ ❞✐✛❡r✲
❡♥t r❡❝❛❧❧ ♣♦✐♥ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t✱ ✇✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❘❆◆ ❞❛t❛s❡t✱ ❊▼ ❛❧✇❛②s ❤❛s t❤❡
❜❡st ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t 0.0✱ ✇❤✐❧❡ ❈▲❆■❘❊ q✉✐❝❦❧② s✉r♣❛ss ❊▼ ✭❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮
❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ♣♦✐♥ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋♦r♠✐❝❛✬s s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t s❡❡❦ ❢♦r ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ w s✐♥❝❡ ♦✉r ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

✺✵



✷✳✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❉❛t❛s❡t ▼❊❉ ❈❆❈▼
❆♣♣r♦❛❝❤ ❈▲❆■❘❊ ❈▲❘ ❊▼ ❇▼✷✺ ❈▲❆■❘❊ ❈▲❘ ❊▼ ❇▼✷✺

■❆P❅✶✶ ✵✱✺✹✺✶ ✵✱✹✻✶✾ ✵✱✺✶✶✻ ✵✱✺✵✶✺ ✵✱✷✼✺✻ ✵✱✶✺✵✹ ✵✱✷✶✸✺ ✵✱✵✽✹✽
▼❆P ✵✱✺✵✷✾ ✵✱✹✵✷ ✵✱✹✻✽✻ ✵✱✹✽✵✹ ✵✱✷✺✷✹ ✵✱✶✻✾✼ ✵✱✶✾✸✾ ✵✱✵✼✷✹
P❅✺ ✵✱✹✽ ✵✱✸✸✻ ✵✱✺✺✷✹ ✵✱✺✼✶✹ ✵✱✶✻✵✽ ✵✱✵✼✻✾ ✵✱✷✶✺✹ ✵✱✶✵✸✽

❉❛t❛s❡t ❈■❙■ ❈❘❆◆
❆♣♣r♦❛❝❤ ❈▲❆■❘❊ ❈▲❘ ❊▼ ❇▼✷✺ ❈▲❆■❘❊ ❈▲❘ ❊▼ ❇▼✷✺

■❆P❅✶✶ ✵✱✸✺✷✼ ✵✱✷✾✼✽ ✵✱✶✼ ✵✱✶✼✻✷ ✵✱✵✷✼✾ ✵✱✵✶✾✾ ✵✱✵✶✺✹ ✵✱✵✶✽✶
▼❆P ✵✱✸✷✸✹ ✵✱✷✺✾ ✵✱✶✹✹✹ ✵✱✶✹✾✾ ✵✱✵✷✻✷ ✵✱✵✶✽✶ ✵✱✵✶✸ ✵✱✵✶✺✾
P❅✺ ✵✱✷✸✵✸ ✵✱✶✽✽✻ ✵✱✷✽ ✵✱✷✺✼✶ ✵✱✵✶✷✷ ✵✱✵✵✹✸ ✵✱✵✵✹✸ ✵✱✵✶✵✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ▼❡❛s✉r❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤

❜❡tt❡r ♦r s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈▲❆■❘❊ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛♥❞❛r❞ ■❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ♠♦st q✉❡r✐❡s ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡s✮✱ t❤❡
q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❡①t❡♥t ✐s ❡♠♣t②✱ ✐✳❡✳ ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t❤❛t ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s❡r q✉❡r②✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡ ❧❡❢t ✭❛❞❞✐t✐✈❡✮ t❡r♠ ♦❢ ❋♦r♠✐❝❛✬s s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ♥♦t
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✭❡q✉❛❧ t♦ ✵✮✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t
❡①t❡♥t ❛s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs✬ ❡①t❡♥ts✳ ❚❤✐s ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❣r❡❛t❧②
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦✉r ❞❛t❛s❡ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✷✳✺✳✹ ◗✉❡r② ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜r✐❡❢ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s♦♠❡ q✉❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❈■❙■ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ❈▲❆■❘❊ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❢♦r ❈▲❆■❘❊✳

❚❤❡ s✉♥♥② ❝❛s❡ ♦❢ q✉❡r② ✻✿ ◗✉❡r② ✻ ❝♦♥t❛✐♥s t❡r♠s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✈❡r❜❛❧✱ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱

✇♦r❞✱ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❤✉♠❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♦♥❧② ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❥✉st ♦♥❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥t ✭♦✉t ♦❢
✶✹✻✵✮✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ✸✵ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✺✳

■❉ ■♥t❡♥t

G6.1 ✇♦r❞✱ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❤✉♠❛♥

G6.2 ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

G6.3 ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❤✉♠❛♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✺✿ ◗✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r q✉❡r② ✻

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs ❧❡❞ ✉s t♦ ✸✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✭q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✮ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦♣ ✶✵ ✐♥ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ❣r❡②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥
✐ts ❡①t❡♥t ✹ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡r ❢♦r t❤❡ q✉❡r②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ q✉❡r②
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ✏❙♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ✐s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ❜② ♦r t♦ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡♦♣❧❡ ♦r ❣r♦✉♣s✑✮ ❜② t❤❡ t❡r♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
✏❆ ♠❡ss❛❣❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst♦♦❞✑✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤ t❤r♦✉❣❤ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✱ t❤❡
s②st❡♠ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤✐s ✉♥✐q✉❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥t s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❤❡ ✐♥❢❛♠♦✉s ❝❛s❡ ♦❢ q✉❡r② ✽✿ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❡r② ✽✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❡r♠s ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥❞❡①✐♥❣✱
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♥❞ s❝✐❡♥❝❡✱ ✐s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ✼✻ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❡r②
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ✈❛❧✉❡s ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❡r② ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✽✮
❧❡❛❞✐♥❣ ✉s t♦ ✸✶ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✶✽ ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡rs✳

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧
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✭❞✮ ❈❘❆◆ ❞❛t❛s❡t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ✶✶✲♣♦✐♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs ✭✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✼✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛♥② ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡rs ♠❛❦✐♥❣ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s❡❧❡ss✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❦❡②✇♦r❞s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ❛r❡ t♦♦ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛❧❧♦✇✐♥❣
q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs t♦ ❜❡ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✷ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ❡①♣❧♦s✐♦♥
♦♥ t❤❡ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✭❢r♦♠ ✼✻ t♦ ✺✵✹✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❧♦✇❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r♦❝❡ss✳

❋✐♥❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✿ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ♦❢ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡tr✐❡✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✲
✉♠❡♥ts✮ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs t♦ ❜❡ ❛t
❞✐st❛♥❝❡s ❢❛rt❤❡r t❤❛♥ ✶ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t ❝♦st ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ ✭t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✮ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✇✐❧❧ ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■t ❛❧s♦
✐♠♣❛❝ts ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡tr✐❡✈❡❞
♦✈❡r t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡tr✐❡✈❡❞✮✳

❆♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②✿ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❋❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐t ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥
t❤❛t ❈▲❆■❘❊ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❲❡❜ ♦r ❡✈❡♥ s♦♠❡ s✉❜s❡ts
♦❢ ✐t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s st❛♥❞❛r❞ ❞❛t❛s❡ts ❢♦r t❡st✐♥❣ ■❘ t❛s❦s✸✻✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈▲❆■❘❊ ✐s
r❡str✐❝t❡❞ t♦ s♠❛❧❧❡r ❞❛t❛s❡ts✱ ✉s✉❛❧❧② ♣❡rs♦♥❛❧ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts
✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵✵✳✵✵✵ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ♣❡rs♦♥❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✱ r❡s❡❛r❝❤ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱

✸✻❚❤❡ ❚❘❡❈ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ■❘ t❛s❦s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥t❛✐♥ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢
❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ ❤tt♣✿✴✴tr❡❝✳♥✐st✳❣♦✈✴

✺✷
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✷✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❋♦r♠✐❝❛ ❙✐♠ ■♥t❡♥t ❊①t❡♥t s✉♣♣♦rt

✶ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✈❡r❜❛❧✱ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇♦r❞✱ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❤✉♠❛♥ † ✵
✵✳✻✸✼ ✇♦r❞✱ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❤✉♠❛♥✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✹
✵✳✻✸✹ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✇♦r❞✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜❛s❡❞✱ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❤✉♠❛♥✱ t❡①t ✸
✵✳✻✵✸ r❡s❡❛r❝❤✱ ✇♦r❞✱ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❤✉♠❛♥ ✸
✵✳✻✵✷ ✐♥❞❡①✱ ✇♦r❞✱ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❤✉♠❛♥ ✸
✵✳✺✾✺ ✇♦r❞✱ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ♠❛❦❡✱ ❤✉♠❛♥ ✸
✵✳✹✾✸ ❝♦♥❝❡♣t✱ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❤✉♠❛♥✱ ❛♥❛❧②s✐s ✸
✵✳✹✽✹ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❢♦r♠✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✹
✵✳✹✼✵ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ❤✉♠❛♥✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✸
✵✳✹✼✵ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✶✺
✵✳✹✹✾ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✹

† ●r❡② r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t

❚❛❜❧❡ ✷✳✻✿ ❘❛♥❦❡❞ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r q✉❡r② ✻

■❉ ■♥t❡♥t

G8.1 ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣

G8.2 s❝✐❡♥❝❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣

G8.3 s❝✐❡♥❝❡✱ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥❞❡①✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✷✳✼✿ ◗✉❡r② ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢♦r q✉❡r② ✽

♠❛✐❧ ❛r❝❤✐✈❡s✱ ♠✉s✐❝ ❛❧❜✉♠s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts s❤❛r❡ t❤r❡❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ t❤❡② ❛r❡ r❡❛❧✲❧✐❢❡
❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡② ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s s✐♥❝❡ ♠♦st❧② ❛♥② ♣❡rs♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ❝r❡❛t❡s s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡♠❀
❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❛❧ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ✇✐t❤✐♥
t❤❡♠✳

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❘❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❧❡♠♠❛t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❡♠♠✐♥❣✮✱ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✭s❡♠❛♥t✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣✮✱ ♠✐♥✐♥❣
✭❋❈❆✮ ❛♥❞ ❝❛s❡✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❋r♦♠ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦❤❡r✲
❡♥❝❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ♣r♦♣♦s❡s ❛ r♦❜✉st ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ■❘ ✐s ❛ ❑❉❉ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✐ts ✈❡r② ❝♦r❡ ❢♦r t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❛s♦♥s✳
❋✐rst❧②✱ ✐t ✐s ❛ ❤✉♠❛♥✲❝❡♥t❡r❡❞ ♣r♦❝❡ss s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✉s❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞s✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ✭❢r♦♠ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♠❡t❛❞❛t❛ ✐♥ t❤❡
❝♦r♣✉s✮ t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡ r❡tr✐❡✈❡❞ r❛♥❦❡❞ ❧✐st ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✮ t♦ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭✇❤❛t t❤❡ ✉s❡r ❣❡ts
❢r♦♠ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡tr✐❡✈❡❞✮✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❑❉❉✲❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛♥ ■❘
s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❈❆ ❝❛❧❧❡❞ ❈▲❆■❘❊ ✭❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❊tr✐❡✈❛❧✮✳

▲✐❦❡ s❡✈❡r❛❧ s②st❡♠s ❜❡❢♦r❡ ✐t✱ ❈▲❆■❘❊ s❤♦✇s t❤❡ ❣♦♦❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❋❈❆ ❢♦r ■❘✳ ❆ ❝♦♥❝❡♣t
❧❛tt✐❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ✏♠❛♣✑ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧
❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤✐s ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡tr✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
s♦✉r❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❋❈❆✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❣✐✈❡s ✉s
t❤❡ ✏♠❛♣✑ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ t❡❧❧✐♥❣ ✉s ✇❤✐❝❤ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❤♦✇✳ ❙❡♠❛♥t✐❝
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧

❋♦r♠✐❝❛ ❙✐♠ ■♥t❡♥t ❊①t❡♥t ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②

✶ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ s❝✐❡♥❝❡ † ✵
✵✳✾✽✼ s❝✐❡♥❝❡✱ ✇♦r❞✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✷
✵✳✾✼✼ s✉❜❥❡❝t✱ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✺
✵✳✾✼✼ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✜❡❧❞✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✺
✵✳✾✼✷ s❝✐❡♥❝❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❡r♠✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✹
✵✳✾✺✾ s❝✐❡♥❝❡✱ s✉❜❥❡❝t✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✹
✵✳✾✸✻ ♠❡t❤♦❞✱ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✼
✵✳✾✷✼ ♠❡t❤♦❞✱ s❝✐❡♥❝❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✹
✵✳✾✷✻ s②st❡♠✱ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✶✸
✵✳✾✷✶ s❝✐❡♥❝❡✱ r❡s❡❛r❝❤✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✹
✵✳✾✶✻ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✸

† ●r❡② r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t

❚❛❜❧❡ ✷✳✽✿ ❘❛♥❦❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r q✉❡r② ✽

s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡r❡ t♦ ❣♦ ✐♥
t❤✐s ♠❛♣✳

❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✶✳ ❆ ❑❉❉ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s

✷✳ ❆ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✲r❛♥❦✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s

✸✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛s ❛ ❈❇❘✲❜❛s❡❞ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣②

✹✳ ❆ s❡♠❛♥t✐❝✲s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ✉s✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts

❚❤❡ ❧❡ss♦♥s ❧❡❛r♥t ❛r❡✿

• ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✸ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r r❛♥❦✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt
♦❢ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ✭P❅✺✮ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❛② s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇♦r❦s ✭❡✳❣✳ ✶ ♣❛✐r ♦❢ ❡q✉❛❧ t❡r♠s
❛r❡ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✷ ♣❛✐rs ♦❢ ❤❛❧❢✲s✐♠✐❧❛r t❡r♠s✮

• ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ t❤❡ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ t♦ ✜♥❞
r❡❧❛t❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢♦r ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❦❡②✇♦r❞s ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ✭s❡❡ ✏❚❤❡ ✐♥❢❛♠♦✉s ❝❛s❡ ♦❢ q✉❡r②
✽✑✮

❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❝♦r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❡r♠s ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢♦r r❛♥❦✐♥❣
♣✉r♣♦s❡s✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❛❧r❡❛❞② t❛❦❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣
✐♥✈❡rs❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✏♣✉♥✐s❤✑ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♣✉s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r s❝♦r✐♥❣
❢❛❝t♦r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ✏✐♥❞❡①✐♥❣✑ st❛❣❡
♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t s✉♣♣♦rt ❛s ✐t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞♦❝✉♠❡♥t
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ♥♦t ❇♦♦❧❡❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡s ❜✉t ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✑ ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧✳

✺✹



❈❤❛♣t❡r ✸

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

❈♦♥t❡♥ts
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✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ✭❱❙▼✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✷✳✷ ■♥t❡r✈❛❧ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✷✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ✭❘❈❆✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✸✳✸ ❈▲❆■❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
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✸✳✸✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✸✳✹ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞❡①✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✸✳✹✳✶ ■♥s♣✐r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✲ ▲❛t❡♥t ❙❡♠❛♥t✐❝ ■♥❞❡①✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
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✸✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✱ ❋❈❆ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘ ♠♦❞❡❧✳ ❙❛❞❧②✱
♠♦❞❡r♥ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s ❤❛✈❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✏✈❡❝t♦r s♣❛❝❡
♠♦❞❡❧✑ ♦r t❤❡ ✏♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✑✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢
t❡r♠s ❜✉t ❜② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛❧✉❡s ♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❝❛t❝❤ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✇❛② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞
t❡r♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❬✶✷✾❪✳ ■♥ t❤❡ ❚❋✳■❉❋ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
s❝❤❡♠❡ ✭t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ✲ ✐♥✈❡rs❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✮ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ t❡r♠s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❬✾✸❪✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❋❈❆✲❜❛s❡❞
■❘ ♠♦❞❡❧ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✼✾❪ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❝♦♥❝❡♣t

✺✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥t❡♥ts✳ ■♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥s ❞❡s❝r✐❜❡
❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❲❤✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r
❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❡ r❡❛❧✐s❡ t❤❛t ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt r❡tr✐❡✈❛❧
✐♥ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥
❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❡ ♠♦✈❡ ❢♦r✇❛r❞ t♦✇❛r❞s ❛ ♥♦✈❡❧ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥ts
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ✐✳❡✳ ❛ ♠✐①❡❞ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❇♦♦❧❡❛♥
❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ s❤♦✇
❤♦✇✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✏♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✑ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡♠❛♥t✐❝ t❛❣s✳ ❉♦✐♥❣ t❤✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
r❡str✐❝t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥
❧❛r❣❡r ❞❛t❛s❡ts✳

✸✳✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆
♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳

✸✳✷✳✶ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧ ✭❱❙▼✮

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥❞❡① t❤❡ ❜♦♦❦ ✏▲❛ ❆r❛✉❝❛♥❛✑ ♦❢ ❆❧♦♥s♦ ❞❡ ❊r❝✐❧❧❛ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✿

✏▲❛ ❆r❛✉❝❛♥❛ ✭❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❊♥❣❧✐s❤ ❛s ❚❤❡ ❆r❛✉❝❛♥✐❛❞✮ ✐s ❛ ✶✻t❤✲❝❡♥t✉r② ❡♣✐❝ ♣♦❡♠ ✐♥
❙♣❛♥✐s❤ ❛❜♦✉t t❤❡ ❙♣❛♥✐s❤ ❈♦♥q✉❡st ♦❢ ❈❤✐❧❡ ❜② ❆❧♦♥s♦ ❞❡ ❊r❝✐❧❧❛✳ ■t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡

♥❛t✐♦♥❛❧ ❡♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❑✐♥❣❞♦♠ ♦❢ ❈❤✐❧❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✇♦r❦s ♦❢ t❤❡ ❙♣❛♥✐s❤
●♦❧❞❡♥ ❆❣❡ ✭❙✐❣❧♦ ❞❡ ❖r♦✮✳✑

❊♥❣❧✐s❤ ✇✐❦✐♣❛❣❡ ♦♥ ▲❛ ❆r❛✉❝❛♥❛✸✼

❆ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛♥❛❧②s❡ t❤✐s t❡①t ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛t❡r ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❛❣✲♦❢✲✇♦r❞s
✇✐t❤ t❡r♠s✿

❛r❛✉❝❛♥❛✱ ❡♥❣❧✐s❤✱ ❛r❛✉❝❛♥✐❛❞✱ ✶✻t❤✲❝❡♥t✉r②✱ ❡♣✐❝✱ ♣♦❡♠✱ s♣❛♥✐s❤✱ s♣❛♥✐s❤✱ ❝♦♥q✉❡st✱ ❝❤✐❧❡✱ ❛❧♦♥s♦✱

❡r❝✐❧❧❛✱ ♥❛t✐♦♥❛❧✱ ❡♣✐❝✱ ❦✐♥❣❞♦♠✱ ❝❤✐❧❡✱ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✇♦r❦✱ s♣❛♥✐s❤✱ ❣♦❧❞❡♥✱ ❛❣❡✱ s✐❣❧♦✱ ♦r♦

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❧✐st t❤❡ t❡r♠s ❡♥❣❧✐s❤ ❛♥❞ s♣❛♥✐s❤ ❛r❡ ❜♦t❤ ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❞❡①✐♥❣
❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ q✉❡r② ❡♥❣❧✐s❤ ❡♣✐❝ ♣♦❡♠✱ t❤✐s ❜♦♦❦
✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ s♣❛♥✐s❤✳

❆ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡
r♦❧❡ t❤❛t t❡r♠s ♣❧❛② ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ t❡r♠ s♣❛♥✐s❤ ✐s
♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ❡♥❣❧✐s❤ ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❜♦♦❦✱ ❛ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❡ t❡r♠ ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t ✭✸ t✐♠❡s ❢♦r
s♣❛♥✐s❤✱ ✈❡rs✉s ✶ t✐♠❡ ❢♦r ❡♥❣❧✐s❤✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❡r♠s ❡♣✐❝ ❛♥❞ ❝❤✐❧❡ ✇✐t❤ t✇♦ ♠❡♥t✐♦♥s
❡❛❝❤✳

✸✼❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴▲❛❴❆r❛✉❝❛♥❛

✺✻

http://en.wikipedia.org/wiki/La_Araucana


✸✳✷✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥ t❤❡ ❱❙▼✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✏✐♠♣♦rt❛♥❝❡✑ ♦❢ ❛ t❡r♠ ✇✳r✳t✳ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❜② ❛
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ✏✇❡✐❣❤t✑✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ✏✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✑
w : (D ×M) → R ✇❤✐❝❤ ❛ss✐❣♥s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♣❛✐r (d,m) ❛ ✇❡✐❣❤t ✈❛❧✉❡ w ❜❛s❡❞
♦♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏✐♠♣♦rt❛♥❝❡✑ ♦❢ m ✇✐t❤✐♥ d✳ ❲❡ str❡ss t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢
t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✳ ■♥ ❬✾✸❪✱ s❡✈❡r❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭♦r s❝❤❡♠❡s✮
❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦♥❛❧❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✐♠♣❧❡ ✏t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✑ ✇❡✐❣❤t✐♥❣✳

▲❡t m ❜❡ ❛ t❡r♠ ✇✐t❤✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t d✱ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② tfd,m ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
♦❢ m ✐♥ d ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② nd,m✱ ❡✳❣✳ n❆r❛✉❝❛♥❛,s♣❛♥✐s❤ = 3✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛ t✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❆r❛✉❝❛♥❛ ✐s
❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦t ❛ t❡r♠✮ ♦✈❡r t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ d✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s❡s ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t ❆r❛✉❝❛♥❛ ✐s ✷✸✳ ▼♦r❡
❢♦r♠❛❧❧②✱ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✳

tfd,m =
nd,m

∑

mi∈M
nd,mi

✭✸✳✶✮

❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t tf❛r❛✉❝❛♥❛,s♣❛♥✐s❤ = 3/23 ≡ 0.13✳
■♥ t❤❡ ❱❙▼ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❡r♠✲✇❡✐❣❤ts ✐♥ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦r❞❡r✱

✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡t ✉s r❡✲✉s❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (G, M, I) ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✽ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐♦♥ gIm ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❡r♠ m ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t g ♦r ✇❤❛t ✐s t❤❡ s❛♠❡✱
(g, m) ∈ I =⇒ nd,m = 1✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (G, M, W, I)
s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡
❧❛❜❡❧ mi, i ∈ [1, 12]✮✱ ✇❤❡r❡

tfg,m = m(g) =
1

|g′|

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ g′6 = {m9, m11}✱ t❤❡♥ |g′6| = 2 ❛♥❞ tfg6,m11 = 0.5✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t g ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s✿

~g = 〈tfg,mi〉i∈[1,|M|]

❚❤✉s✱ ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ r♦✇✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

~g1 = 〈0.25, 0.25, 0.25, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.25, 0, 0〉

❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s M ❞❡✜♥❡s ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t d ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s d(i)
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r d ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ mi✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ✇❡
❝❛♥ r❡s♦rt t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞♦❝✉♠❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❧♦s❡r t✇♦
❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t❤❡② ❛r❡✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦s✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❬✹✺❪✳

✺✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

♣
❛t
✐❡
♥
t

❧❛
♣
❛r
♦
s❝
♦
♣②

s❝
❛♥

✉
s❡
r

♠
❡❞

✐❝
✐♥
❡

r❡
s♣
♦
♥
s❡

t✐
♠
❡

▼
❘
■

♣r
❛❝
t✐
❝❡

❝♦
♠
♣
❧✐❝
❛t
✐♦
♥

❛r
t❤
r♦
s❝
♦
♣②

✐♥
❢❡
❝t
✐♦
♥

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11 m12

g1 ✵✳✷✺ ✵✳✷✺ ✵✳✷✺ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵✳✷✺ ✵ ✵
g2 ✵ ✵ ✵✳✶✻ ✵✳✶✻ ✵✳✶✻ ✵✳✶✻ ✵✳✶✻ ✵ ✵✳✶✻ ✵ ✵ ✵
g3 ✵ ✵✳✷✺ ✵ ✵✳✷✺ ✵✳✷✺ ✵ ✵ ✵✳✷✺ ✵ ✵ ✵ ✵
g4 ✵✳✸ ✵ ✵ ✵ ✵✳✸ ✵ ✵ ✵✳✸ ✵ ✵ ✵ ✵
g5 ✵ ✵ ✵ ✵✳✸ ✵ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵
g6 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵✳✺ ✵ ✵✳✺ ✵
g7 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵✳✺ ✵✳✺ ✵
g8 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵✳✸ ✵✳✸ ✵✳✸
g9 ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵✳✺ ✵✳✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣✉s ❞❛t❛s❡t ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ♥❛♠❡❧② ❛s ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (G, M, W, I)✱
❛s ❛ s❡t ♦❢ tr✐♣❧❡s (g, m, tfg,m) ♦r ❛s ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐① Aij = tfgi,mj ✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞
t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦r t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐①
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❞❡♥♦♠✐♥❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✷ ■♥t❡r✈❛❧ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s

❚❤❡ ✏✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✑ s❡tt✐♥❣ ✐s ❛ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✮ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✼✾❪ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♣✉r♣♦s❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❈❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ g ∈ G ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s ❞❡✜♥❡❞ ❛s δ(g) = 〈[li, ri]〉 ✇✐t❤ i ∈ [1..|M|]✱ li, ri ∈ R
❛♥❞ li ≤ ri✳

❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✻ t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ s♣❛❝❡ D

❤❛s t♦ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ✇✳r✳t✳ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r ⊓ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛❧❧♦✇s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲❧❛tt✐❝❡ ♦❢
♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ D✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❢♦r t✇♦ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥s d1 = 〈[l1i, r

1
i]〉 ❛♥❞ d2 = 〈[l2i, r

2
i]〉✱

t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✳

d1 ⊓ d2 = 〈[min(l1i, l
2
i),max(r1i, r

2
i)]〉 ✭✸✳✷✮

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥ ♦♥ D✱ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✭✐✳❡✳ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r✈❛❧✮ 〈[1, 1]〉, 〈[2, 2]〉, 〈[3, 3]〉, 〈[4, 4]〉 ❛♥❞ t❤❡✐r s❡♠✐✲❧❛tt✐❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t (A, d) ❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
s♣❛❝❡ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② d✮ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♣♦♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② A✮✳ ❚❤✐s
❢❛❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t r❡❧❡✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✏❝❧✉st❡rs✑ ♦❢
❞♦❝✉♠❡♥ts✸✽✳

✸✽❍❡r❡❛❢t❡r ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❝❧✉st❡r✑ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲❱✲s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳

✺✽



✸✳✷✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

[1, 1] [2, 2] [3, 3] [4, 4]

[1, 2] [2, 3] [3, 4]

[1, 3] [2, 4]

[1, 4]

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ s❡♠✐✲❧❛tt✐❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s

✸✳✷✳✸ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ✭❘❈❆✮

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❡♥r✐❝❤✐♥❣
❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❛♥s✇❡rs ❣✐✈❡♥ ❢♦r q✉❡r②✐♥❣ ✉s❡rs ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✮✳ ❚❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❡✐t❤❡r ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①ts ❬✶✷✵❪ ♦r ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆ ❝❧♦s✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r ❬✷✶❪✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✱ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ✭❘❈❆✮
❬✶✷✻✱ ✶✷✼❪ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t
♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ✭♥♦t ❥✉st ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r
❛ttr✐❜✉t❡s✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣✑✳

❈♦♥s✐❞❡r ♦✉r r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✽ ✭r❡✲
♣❡❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❝✮✳ ❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤✐s t❛❜❧❡ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s❡t ♦❢
♦❜❥❡❝ts ✭❞♦❝✉♠❡♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡s ✭t❡r♠s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❡r♠s ❛r❡ ❛❧s♦
♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❜ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
t❡r♠s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ s✐① ❞✐✛❡r❡♥t s②♥♦♥②♠s ✭♦r s②♥s❡ts✮ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❲♦r❞♥❡t✳ ■♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✇❡
❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❡r♠s ❤❛✈❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❧❡ s②♥s❡ts ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ t❡r♠s✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✷❛ s❤♦✇s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦✇ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t ♦❢
❛ttr✐❜✉t❡s✱ t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t❤❛t ❝r❡❛t❡❞ t❤❡♠✸✾✳ ■♥ t❤✐s ♥❡✇ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❡r♠s ✐s ♥♦✇ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts G1 ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s G2✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ♠❛② s❡❡♠ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ✐t
✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠✉❝❤ ❞❡❡♣❡r t❤❛♥ t❤❛t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❋❈❆✱ ♦✉r ❣♦❛❧ ✉s✐♥❣ ❘❈❆ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
✐♥❞❡① ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✳r✳t✳ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ s②♥s❡ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ♣❧❛✐♥ t❡r♠s✳ ❚❤✐s
✐s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✜♥❞ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s②♥s❡ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜str❛❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✿

❆ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ✇❤✐❝❤ r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ P❡rs♦♥

■♥ t❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❡ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡② r❡❢❡r t♦ t❤❡ s❡♥s❡ P❡rs♦♥✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥ts g1✱g2✱g3✱g4 ❛♥❞ g5 ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❡r♠s ♣❛t✐❡♥t ♦r ✉s❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❝ t❤✐s ❡①t❡♥t ✭❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ✜✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✳

✸✾❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛✉t❤♦rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦❜❥❡❝ts ❛s t❤❡② ❝❧❡❛r❧② ❤❛✈❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥✱ ❡✳❣✳ ♥❛t✐♦♥❛❧✐t②✱
❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ♣❡r✐♦❞✱ ❡t❝✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ❛s s✐♠♣❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛ttr✐❜✉t❡s✳

✺✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

❛
✉
t❤
♦
r✶

❛
✉
t❤
♦
r✷

❛
✉
t❤
♦
r✸

❛
✉
t❤
♦
r✹

g1 × ×
g2 × ×
g3 × ×
g4 × × ×
g5 ×
g6 ×
g7 × ×
g8 ×
g9 × ×

✭❛✮

P
❡r
s♦
♥

❙
✉
r❣
❡r
②

■❧
❧♥
❡s
s

❆
rt
❡❢
❛
❝t

❊
✈
❡♥
t

❆
❝t
✐✈
✐t
②

♣❛t✐❡♥t ×
❧❛♣❛r♦s❝♦♣② × ×
s❝❛♥ ×
✉s❡r ×
♠❡❞✐❝✐♥❡ ×
r❡s♣♦♥s❡ ×
t✐♠❡ ×
▼❘■ ×
♣r❛❝t✐❝❡ ×
❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ×
❛rt❤r♦s❝♦♣② × ×
✐♥❢❡❝t✐♦♥ ×

✭❜✮

♣
❛
t✐
❡♥
t

❧❛
♣
❛
r♦
s❝
♦
♣
②

s❝
❛
♥

✉
s❡
r

♠
❡❞
✐❝
✐♥
❡

r❡
s♣
♦
♥
s❡

t✐
♠
❡

▼
❘
■

♣
r❛
❝t
✐❝
❡

❝♦
♠
♣
❧✐
❝❛
t✐
♦
♥

❛
rt
❤
r♦
s❝
♦
♣
②

✐♥
❢❡
❝t
✐♦
♥

g1 × × × ×
g2 × × × × × ×
g3 × × × ×
g4 × × ×
g5 × × ×
g6 × ×
g7 × ×
g8 × × ×
g9 × ×

✭❝✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢❛♠✐❧② ✭❘❈❋✮ ✲ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❛✿ ❋♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K1 ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❡✐r ❛✉t❤♦rs✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❜✿ ❋♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K2 ♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❲♦r❞♥❡t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡
✸✳✷❝✿ ❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t aw r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ✏❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤✑ t❡r♠

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❬✶✷✻✱ ✶✷✼❪ ❛♥❞
t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✱ ✇❤❡r❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❝ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ✭✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✮ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✏❞♦❝✉♠❡♥t ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ t❡r♠✑ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s aw✮✳

❆ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢❛♠✐❧② ✭❘❈❋✮ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥t❡①ts K = {K1,K2} ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❜✐♥❛r②
r❡❧❛t✐♦♥s R = {r}✹✵✳ ❆ r❡❧❛t✐♦♥ r ⊆ G1×G2 ❝♦♥♥❡❝ts t✇♦ ♦❜❥❡❝t s❡ts✱ ❛ ❞♦♠❛✐♥ G1✱ ✭dom(r) = G1✮
❛♥❞ ❛ r❛♥❣❡ G2✱ ✭ran(r) = G2✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡t✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
r : G1 → ℘(G2) ❬✶✷✻❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K2 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❜

❋♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t G1 ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ G2 ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠s✳ ❚❤❡♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❘❈❋ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❝♦♥t❡①ts K1 = (G1, M1, I1) ✭✇✐t❤ M1, I1 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡
✸✳✷❛✮✱ K2 = (G2, M2, I2) ✭✇✐t❤ M2, I2 ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❜✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t aw ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸✳✷❝✳

❘❈❆ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠s ❛ r❡❧❛t✐♦♥ r ✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢

✹✵❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢❛♠✐❧② ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ n ≥ 2 ❝♦♥t❡①ts ✐♥ K ❛♥❞ n − 1 r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ R✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜✐♥❛r②✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s✐♠♣❧❡r✽ t♦ ❞❡✜♥❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡tt✐♥❣✳

✻✵



✸✳✸✳ ❈▲❆■❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧
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t❤
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✶

❛✉
t❤
♦r
✷

❛✉
t❤
♦r
✸

❛✉
t❤
♦r
✹

∃
a
w
:
C
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∃
a
w
:
C
2

∃
a
w
:
C
3

∃
a
w
:
C
4

∃
a
w
:
C
5

∃
a
w
:
C
6

∃
a
w
:
C
7

g1 × × × × × × ×

g2 × × × × × ×

g3 × × × × × ×

g4 × × × × × ×

g5 × × ×

g6 × × × ×

g7 × × × × ×

g8 × × × ×

g9 × × × × ×

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❈♦♥t❡①t K1 ❛❢t❡r r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r✳ ❲❡ ❤❛✈❡ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ∃aw : C0 ✉s✉❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t

r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ✏✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✑ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡t
G1 = dom(r)✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐♦♥ r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t s❡t✱ ✐✳❡✳ L1 ❢♦r G1 ❛♥❞
L2 ❢♦r G2✳

❚❤❡ ❘❈❆ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ st❛rts ❢r♦♠ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✱ L1 ❛♥❞ L2✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r✲
♠❡❞✐❛t❡ ❧❛tt✐❝❡s ❜② ❣r❛❞✉❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥t❡①t K1 ✇✐t❤ ♥❡✇ ✏r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✑✳
❘❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝s ✭❉▲✮ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ r♦❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❬✺❪✳ ❆ r❡❧❛✲
t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ∃r : C✱ C ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ∃ t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r✱ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥
♦❜❥❡❝t g ∈ G ✇❤❡♥❡✈❡r r(g) ∩ extent(C) 6= ∅ ✭♦t❤❡r q✉❛♥t✐✜❡rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s❡❡ ❬✶✷✻❪✮✳ ❚❤❡
s❡r✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❛tt✐❝❡s ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ❛ ✏✜①♣♦✐♥t✑ ♦r ✏✜♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✑ ❛♥❞ t❤❡ ❘❈❆ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠ ✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ✜♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❘❈❋✳ ❋♦r t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✷ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K2 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❜✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✏r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t✑ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❝✱
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✏r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✑ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❛✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ∃aw : C4 ✭C4 ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
✇✐t❤ ✐♥t❡♥t P❡rs♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts gi ∈ G1 ✐♥ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K1

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❛ ✐❢ gi ❝♦♥t❛✐♥s t❡r♠s ♣❛t✐❡♥t ♦r ✉s❡r ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❝✳ ❚❛❜❧❡
✸✳✸ s❤♦✇s ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K1 ❛❢t❡r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✸✳✸ ❈▲❆■❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❈▲❆■❘❊ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣✉s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛
♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (G, M, W, I)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ K = (G, D, δ)
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ δ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳

δ(g) = 〈[tfg,mi , tfg,mi ]〉, i ∈ [1, |M|] ✭✸✳✸✮

✻✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

δ(g1) = 〈[0, 25, 0, 25], [0, 25, 0, 25], [0, 25, 0, 25], [0, 0],

[0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 25, 0, 25], [0, 0], [0, 0]〉

❚❤✉s✱ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t (A, d) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡
♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② d✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts A ✇✐t❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥✳
●✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❱❙▼✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ✏❝❧♦s❡r✑ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r✱ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥
❝♦♥❝❡♣t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝❧✉st❡r❡❞ ❜② s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❚❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥✳

■t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦✉r ♦✇♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛② ♦❢ t❤✐♥❦✐♥❣✳ ▲❡t ✉s
t❤❡♥ ✉s❡ ❛ t♦② ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛❣❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✏❤♦✇ ♦❧❞✏ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t
✐s ✐♥ ❛ s❝❛❧❡ ♦❢ 1−4✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ✈❡r② ♦❧❞ ✇❤✐❧❡ 4 ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐t ✐s
✈❡r② r❡❝❡♥t✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❣r❛♥✉❧❛r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ t❤✐s ✐s ❛ s✐♥❣❧❡
❝❧✉st❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ ✵ ✇✳r✳t✳ t❤❡✐r ❛❣❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❧❡ss✲❣r❛♥✉❧❛r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥s ✐♥t❡r✈❛❧s [1, 2]✱ [2, 3] ❛♥❞ [3, 4]✳ ❲❡ ❝❛♥ ❧❛❜❡❧ t❤❡s❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❛s ✏♦❧❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts✑✱ ✏♠♦❞❡r♥
❞♦❝✉♠❡♥ts✑ ❛♥❞ ✏♥❡✇ ❞♦❝✉♠❡♥ts✑✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ❛t ♠♦st ❛t
❞✐st❛♥❝❡ ✶✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ [1, 3] ❛♥❞ [2, 4] ✇❤✐❝❤ ✇❡
❝❛♥ ❝❛❧❧ ✏♦❧❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts✑ ❛♥❞ ✏♥❡✇ ❞♦❝✉♠❡♥ts✑ ✇✐t❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛t ♠♦st ✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧✉st❡r [1, 4] ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛r❡ ❛t ♠♦st ❛t
❞✐st❛♥❝❡ ✸✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s❡♠✐✲❧❛tt✐❝❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❆ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ❝❧✉st❡rs ♦✈❡r❧❛♣✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✏♦❧❞✑ ❛♥❞ ✏♥❡✇✑ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✭✉s✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s [1, 3] ❛♥❞ [2, 4]✮✳
❲❤✐❧❡ t❤✐s ♠❛② ♣r❡s❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✏▲❛ ❆r❛✉❝❛♥❛✑ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ✶✻t❤ ❝❡♥t✉r②
✐s ♦❧❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✏❍❛rr② P♦tt❡r✑ ✭✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ✷✶st ❝❡♥t✉r②✮ ❜✉t q✉✐t❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
■❧✐❛❞✱ ❞❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✽t❤ ❝❡♥t✉r② ❇✳❈✳

■♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♥
✐♥t❡r✈❛❧ ✈❡❝t♦r 〈[li, ri]〉, i ∈ [1, |M|] ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛t ♠♦st ❛t ❞✐st❛♥❝❡✿

√

∑

i∈[1,|M |]

(ri − li)
2

✸✳✸✳✶ ◗✉❡r②✐♥❣

▲✐❦❡ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❈▲❆■❘❊✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ q✉❡r② q = {t1, t2, ..t|q|} ❛s ❛ ✏✈✐rt✉❛❧ ♦❜❥❡❝t✑ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐①A✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❡r②
q = {❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛rt❤r♦s❝♦♣②} ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡✿

δ(q) = 〈[0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0, 0], [0.5, 0.5], [0.5, 0.5], [0, 0]〉

❚❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✐s st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ q✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢
t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛

✻✷



✸✳✸✳ ❈▲❆■❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧

♣♦♦❧ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ q✉❡r② ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❤❡r❡ t❤❡ q✉❡r② s♣❛❝❡ ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♦r❞❡r❡❞ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t (q, δ(q)) ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❣✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛t ✵ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r②✳

❘❡❝❛❧❧ ❢r♦♠ t❤❡ ✏❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✑ ✭❍❊✮ str❛t❡❣② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷ t❤❡ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇❡r❡ r❛♥❦❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❛
♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣✱ ❍❊ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠❛♥t✐❝s✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❡①t❡♥t ❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵ t♦ t❤❡ q✉❡r②
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭✇✳r✳t✳ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡✮✳ ❉✐r❡❝t s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢
t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥t❛✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐ts ♦✇♥
s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ❝♦♥t❛✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛②✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ q✉❡r② q = {❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛rt❤r♦s❝♦♣②} ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥s ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥
t❤❡ q✉❡r② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✱ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✭♠❛r❦❡❞ ❛s q✮✱
t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❞♦❝✉♠❡♥t g7✱ s✐♥❝❡ δ(q)� = {q, g7}✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ~g7 ❛♥❞ ~q ✐s ✵✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t q ❝♦♥t❛✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts
g6 ❛♥❞ g9 ✭❝♦♥❝❡♣t ✶✮ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t g8 ✭❝♦♥❝❡♣t ✷✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♥❡①t ✏❝❧♦s❡r✑ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✳r✳t✳
t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡✱ g6 ❛♥❞ g9 ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✺✱ ❛♥❞ g8 ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✷✽✳
❚♦ ❡♥❧❛r❣❡ t❤❡ ❛♥s✇❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t g1 ❢r♦♠ ❝♦♥❝❡♣t ✸✱ ❛ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t
✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✺✻ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t♦♣ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥
t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

❋r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡
t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛♥❞ r❛♥❦ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❱❙▼✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ❛r❡ ✏✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✑ ✐♥ s✉♣❡r✲❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢
t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✱ ❡✳❣✳ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ❡✐t❤❡r ❝♦♥❝❡♣t ✶ ♦r ❝♦♥❝❡♣t ✷ ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦
t❤❡ q✉❡r② ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❞♦❝✉♠❡♥t g8 ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ q✉❡r② t❤❛♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts g6 ❛♥❞ g9✱ ❜✉t t❤✐s
✐s ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ✈❡❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ~g8, ~g6
❛♥❞ ~g9✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❧♦st ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❝❛❧❝✉❧❛t❡ s✐♥❣❧❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
❧❛tt✐❝❡ ✐♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉♣♣❡r

1({q, g7, g6, g9}, 〈[0, 0.5][0.5, 0.5]〉) 2 ({q, g7, g8}, 〈[0.3, 0.5][0.3, 0.5]〉)

3 ({q, g1, g7, g8}, 〈[0, 25, 0.5][0, 0.5]〉)

4 (G, 〈[0, 0.5][0, 0.5]〉)

q({q, g7}, 〈[0.5, 0.5][0.5, 0.5]〉)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ■♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ q✉❡r② q =
{❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛rt❤r♦s❝♦♣②}

✻✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

❜♦✉♥❞s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢
❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ 〈[li, ri]〉, i ∈ [1, |M|] ❛r❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐ts ❧❡❢t ✈❛❧✉❡s li ❛♥❞
r✐❣❤t ✈❛❧✉❡s ri✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✈❡❝t♦rs✳
❈♦♥s✐❞❡r ❝♦♥❝❡♣t ✷ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✇✐t❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ 〈[0.3, 0.5], [0.3, 0.5]〉✳ ■ts ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡
✈❡❝t♦rs 〈0.3, 0.3〉 ❛♥❞ 〈0.5, 0.5〉 ❛♥❞ t❤✉s✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s✿

√

(0.3− 0.5)2 + (0.3− 0.5)2 ≈ 0.28

❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛♥② ❞♦❝✉♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✐s ❛t ♠♦st ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✷✽ ❛♥❞✱ ❣✐✈❡♥
t❤❛t t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ♦❜❥❡❝t q ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ❛t ♠♦st
❛t ❞✐st❛♥❝❡ ✵✳✷✽ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❡r②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ✶ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✐s ✵✳✺✱ ✇❡
r❛♥❦ ❞♦❝✉♠❡♥t g8 ♦✈❡r g6 ❛♥❞ g9✳ ❉♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t r❡♠❛✐♥ ✉♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢♦r
r❛♥❦✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳

✸✳✸✳✷ ❘❡tr✐❡✈✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ✐♣✲❈▲❆■❘❊

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ ❈▲❆■❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ❱❙▼ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧
✐♣✲❈▲❆■❘❊✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r ■♥t❡r✈❛❧ P❛tt❡r♥ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❊tr✐❡✈❛❧✳ ❚❤❡
♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ●✐✈❡♥ ❛ q✉❡r② q✱ ♦❜t❛✐♥ ✐ts ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ

✷✳ ❈❧❛ss✐❢② q ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t
(δ(q)�, δ(q))

✸✳ ❖❜t❛✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t

✹✳ ❘❛♥❦ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♥♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

✸✳✸✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❚♦ t❡st t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ✐♣✲❈▲❆■❘❊✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t ♦♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ■❘ ❞❛t❛s❡t ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣❡♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❚❤❡ ❈■❙■ ❞❛t❛s❡t✹✶ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✶✹✻✵ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ ✸✺ q✉❡r✐❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞
❛♥s✇❡rs✳ ❉♦❝✉♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥ t❡①t ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠s
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts t♦ ✈❡❝t♦rs ♦❢
✇❡✐❣❤t❡❞ t❡r♠s st♦r❡❞ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ✇❛s t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝②✲
✐♥✈❡rs❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ✭t❢✳✐❞❢ ✮ ❬✾✸❪✳ ❇♦♦❧❡❛♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ q✉❡r② ✇❡r❡ ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ s✐♥❝❡
t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❇♦♦❧❡❛♥ ♠♦❞❡❧
❝❛s❡ ❬✶✷✽❪ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✮✳ ❚❤❡ ✈✐rt✉❛❧ q✉❡r②✲❞♦❝✉♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts t❡r♠s✳

❆❢t❡r r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ q✉❡r②✱ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ❝♦♥s✉❧ts t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ ❡①tr❛❝ts ❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ✷ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ q✉❡r②✳ ❚❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡
❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ✐ts s✉♣❡r❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❛♥❞ r❛♥❦❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡✐r ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳ ❈♦s✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✇❛s
❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ s❤♦✇✐♥❣ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡
r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✷✳✷✼ ●❍③ ✇✐t❤ ✻✷ ●❇ ♦❢ ❘❆▼ ♠❡♠♦r②✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✶✶✲♣♦✐♥t
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✜①❡❞ r❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ✻ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t♦♣ ✺✱✶✵ ❛♥❞ ✷✵ r❛♥❦❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts
r❡tr✐❡✈❡❞✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ r❛♥❦✐♥❣ ✭❈▲❘✮ ❬✷✹❪ ✐s
r❡♣♦rt❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

✹✶❤tt♣✿✴✴❢t♣✳❝s✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴♣✉❜✴s♠❛rt✴❝✐s✐✴

✻✹

http://ftp.cs.cornell.edu/pub/smart/cisi/


✸✳✸✳ ❈▲❆■❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧

✐♣✲❈▲❆■❘❊ ❈▲❘ ❊▼

✶✶✲♣♦✐♥t ■❆P❛ ✵✳✷✸✷ ✵✳✶✾✶ ✵✳✶✼✹
▼❆P❜ ✵✳✷✵✷ ✵✳✶✻✸ ✵✳✶✹✺
Pr❡❝✐s✐♦♥❅✺ ✵✳✷✺✼ ✵✳✷✵✻ ✵✳✷✽✺

Pr❡❝✐s✐♦♥❅✶✵ ✵✳✷✺✶ ✵✳✶✼✹ ✵✳✷✺✼

Pr❡❝✐s✐♦♥❅✷✵ ✵✳✷✹✺ ✵✳✶✼✹ ✵✳✷✵✼
❘❡❝❛❧❧❅✺ ✵✳✵✸✷ ✵✳✵✹✾ ✵✳✵✺✼

❘❡❝❛❧❧❅✶✵ ✵✳✵✻✵ ✵✳✵✼✸ ✵✳✵✼✾

❘❡❝❛❧❧❅✷✵ ✵✳✶✹✻ ✵✳✶✶✷ ✵✳✶✷✸

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❈■❙■ ❞❛t❛s❡t ✲ ❘❡s✉❧ts ❢♦r
✸✺ q✉❡r✐❡s

❛■♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥
❜▼❡❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ■♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ✶✶ ♣♦✐♥ts ♦❢ r❡❝❛❧❧

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ r❡♣♦rts t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ✽ ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ✐♣✲❈▲❆■❘❊✱ ❛ r❡♣♦rt❡❞ ❈▲❆■❘❊ s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞
❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ r❛♥❦✐♥❣ ✭❈▲❘✮ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ❛ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❡①❛❝t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✭❊▼✮ ✇❤❡r❡
❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤♦✇ ♠❛♥② t❡r♠s t❤❡② ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❡r②✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ r♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭■❆P✮ ♦✈❡r ✶✶✲♣♦✐♥ts ♦❢ r❡❝❛❧❧
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ■♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❝❛❧❧ ♣♦✐♥t ri ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [ri, ri+1[✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥
t❤❡ r❡❝❛❧❧ ♣♦✐♥t 0 ❢♦r ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ✐s t❤❡ ❜❡st ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1[ ❡q✉❛❧ t♦
0.51✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ r♦✇ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✭▼❆P✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡
♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✐❞ ❞♦❝✉♠❡♥t ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❦❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠
❢♦r ❡❛❝❤ q✉❡r②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ✜rst ✈❛❧✐❞ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❛♥❦✐♥❣✱ t❤❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ 0.3✳ ■❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜❢t❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱
t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s 0.2 ❛♥❞ t❤❡ ▼❆P ✐s 0.25✳ ■❆P ❛♥❞ ▼❆P ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧
♠❡❛s✉r❡s ❬✾✸❪ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ r❛♥❦❡❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r♦✇s ♣r❡s❡♥t
✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✺ ✭❅✺ ✮✱ ✶✵ ✭❅✶✵ ✮ ❛♥❞ ✷✵ ✭❅✷✵ ✮ r❛♥❦❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❢♦r
❡❛❝❤ s②st❡♠✳ ❇♦❧❞❢❛❝❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s②st❡♠s✳

❱❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹ s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ♦♥ ✹ ♦❢ t❤❡ ✽ ♠❡❛s✉r❡s✱
✇❤✐❧❡ ❊▼ ✐s ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✹✱ ♥❛♠❡❧② ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ✺ ❛♥❞ ✶✵ r❛♥❦❡❞
❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❊▼ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡tt❡r t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
q✉❡r②✱ ❜✉t ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❡r②✱ ❊▼ ✐s ♥♦t ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♣✲❈▲❆■❘❊
q✉✐❝❦❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❊▼ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❜❡tt❡r ✐♥ ✶ ♦❢ t❤❡ ✶✶ r❡❝❛❧❧ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ✐s
❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■❆P ❛♥❞ ▼❆P ❜❡t✇❡❡♥ ✐♣✲❈▲❆■❘❊
❛♥❞ ❊▼✳ ❋♦r t❤❡ ✸✺ q✉❡r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦♦❦ ✹✷✳✷✸ s❡❝♦♥❞s ✭✶✳✷ s❡❝♦♥❞s ♣❡r
q✉❡r②✮ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❈▲❘ t♦♦❦ ✶✺✺✵✳✸✸✸ ✭✹✹✳✷✾ s❡❝♦♥❞s ♣❡r q✉❡r②✮ s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡
❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❛ ❦❡② ✐ss✉❡ ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t
r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✐♠❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✸✳✸✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ✐♣✲❈▲❆■❘❊

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❈❆ ♥❛♠❡❞ ✐♣✲
❈▲❆■❘❊✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❱❙▼ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦♥ ❛
❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✿ ❇② ✉s✐♥❣

✻✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥s ❛s ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥t❡♥ts ✇❡ ❜❡❝♦♠❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦
❡①♣❧♦✐t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✏❛✛♦r❞❛♥❝❡s✑ ♦❢ ❋❈❆ ❢♦r ■❘✱ ♥❛♠❡❧② ❡♥r✐❝❤✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥t
❝♦r♣♦r❛ t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❡r②
❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✮✳

❈♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✼ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮ ❛♥❞ ✸✳✸ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮ r❡❢❡r ❜♦t❤ t♦ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ✐s ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❡r② ❝♦♥❝❡♣t✳ ■♥ t❤❡ ✜rst
s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❡r❣❡ ❜♦t❤ ♥♦t✐♦♥s✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
r❡❧❛t❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❜② t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r r❡❧❛t✐♦♥s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣♦r❛✳
❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♥❛t✉r❛❧❧② ❛❧❧♦✇s ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥❞ r❛♥❦ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✳r✳t✳ ❛ ❣✐✈❡♥
q✉❡r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡
t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡✳

❚♦ t❤❡ ❛✉t❤♦r✬s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ✐s t❤❡ ✜rst ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ♠♦❞❡❧ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❱❙▼ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ✐t ❛r✐s❡s ❛r❡ ♦❢ ❢❛r ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✐s ❛ ❣♦♦❞
s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ❱❙▼✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ✇♦r❦ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇❡
❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳

✸✳✹ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞❡①✐♥❣

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ t❤❡ ❱❙▼ ♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♥❡✇
❛♥❞ ❛❝t✉❛❧❧②✱ ✐t ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜♦❞② ♦❢ ✇♦r❦ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ✐t✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛r❡ t❤❡ ✏❧❛t❡♥t s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❞❡①✐♥❣✑ ✭▲❙■✮ ♠♦❞❡❧ ❬✺✶❪✱ t❤❡ ✏♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧❛t❡♥t s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❞❡①✐♥❣✑
✭P▲❙■✮ ♠♦❞❡❧ ❬✼✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ✏❧❛t❡♥t ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✑ ✭▲❉❆✮ ♠♦❞❡❧ ❬✶✹❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡♠
❛s t❤❡ ✏▲❛t❡♥t ❱❛r✐❛❜❧❡s ♠♦❞❡❧s✑ ♦r ▲❱✲♠♦❞❡❧s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ✏t♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✑ ❬✶✸✸❪✳

▲❱✲♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛ ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞✱ ❝✉tt✐♥❣✲❡❞❣❡ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ♠❛♥♥❡r t♦ ✐♥❞❡①✱ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡
❞♦❝✉♠❡♥ts ❬✾✹❪✳ ❚❤❡② s❤❛r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐s
✏❣❡♥❡r❛t❡❞✑ ❜② ❛ r❡❞✉❝❡❞ s❡t ♦❢ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭▲❱s✮ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳ t❡r♠s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥
❞♦❝✉♠❡♥t ❛r❡ ❛ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ t♦♣✐❝s ♦r ▲❱s ✭❡✳❣✳ ✐♥ ❛♥ ❛rt✐❝❧❡ ❛❜♦✉t ✏❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s✑ ✱
t❤❡ t❡r♠s ✏❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✑ ❛♥❞ ✏❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✑ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✮✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡② ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t t♦♣✐❝s✱ t❤♦s❡ t♦♣✐❝s
❧❛❝❦ ❛ ♣r♦♣❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥✱ ♠❛❦❡s t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛t❡♥t s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✭▲❙■✮ ❬✹✸❪ ✭❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦
✐♥ t♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✮✱ ▲❱s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐①✳ ❊✐❣❡♥✈❡❝t♦rs
♦r ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✭✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✏❝❧✉st❡rs✑✮ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞❧② r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡
❛s ❜❡✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ✏❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s✑✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ tr② t♦ ♠❛♥✉❛❧❧②
r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❡r♠s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r ❧❛❜❡❧✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ▲❱✲♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛✐❞ ✐♥ t❤❡ ✏❝❧✉st❡r ❧❛❜❡❧❧✐♥❣✑ t❛s❦ ❬✾✸✱ ✶✸✺❪✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❋❈❆ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts
✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡♥t✴✐♥t❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✮✱ ▲❱s✬ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡
♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❛❧②s✐s ✭❘❈❆✮ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢❛♠✐❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ✭❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡✮✱ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢♦r t❡r♠s✬ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s

✻✻



✸✳✹✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞❡①✐♥❣

❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❲♦r❞♥❡t✱ ❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❡r♠s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ✏❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ t❡r♠✑✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛ ❦❡② ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦
✐s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ t❤❛t r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❢♦r ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ✉s
t♦ ✐♥❞❡① ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛
❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧❡❞
❛ttr✐❜✉t❡s ❝r❡❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❈❆✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ ✏❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✑ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✹✳✶ ■♥s♣✐r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✲ ▲❛t❡♥t ❙❡♠❛♥t✐❝ ■♥❞❡①✐♥❣

▲❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ▲❱✲♠♦❞❡❧s ❧❛❝❦ ❛ ♣r♦♣❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲❱s ❢♦✉♥❞ t❤r♦✉❣❤
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▲❛t❡♥t ❙❡♠❛♥t✐❝ ■♥❞❡①✐♥❣ ✭▲❙■✮ ❬✹✸❪ ✭s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
✏▲❛t❡♥t ❙❡♠❛♥t✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✑ ♦r ▲❙❆✮✱ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✭■❘✮
❢♦r ✐♥❞❡①❛t✐♦♥✱ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❛
❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐① ✭❛s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ✏❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✑
✭▲❱s✮ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ▲❙■ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ ✉♥❝♦✈❡r t❤❡s❡ ▲❱s t❤r♦✉❣❤ ❛ ✏❧♦✇❡r✲r❛♥❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ ♠❛tr✐①
✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ♠❡t❤♦❞s ✭s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❱❉✮ ❬✶✸✻❪✮✳ ❇② t❤✐s✱
❞♦❝✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥♦t ❛s ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❡r♠ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❜✉t ❛s ✈❡❝t♦rs ♦❢ ▲❱ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛
r❡❞✉❝❡❞ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡✳ ▲❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝s✑ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢
❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣r❛s♣ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
✈❡❝t♦rs ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❙■ ♣r♦❝❡ss
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹✸❪✳

▲❛t❡♥t ❙❡♠❛♥t✐❝ ■♥❞❡①✐♥❣

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛s ❛ ♠❛tr✐① A ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 9× 12✳
▲❙■ ✇♦r❦s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❙❱❉ ♦❢ ♠❛tr✐① A ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢
▲❱s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

A(9×12) = U(9×9) · Σ(9×12) · V
T
(12×12) ✭✸✳✹✮

Ã(9×12) = U(9×k) · Σ(k×k) · V
T
(k×12) (✇✐t❤ k ≪ min(9, 12)) ✭✸✳✺✮

A ∼ Ã ✭✸✳✻✮

Ã · ÃT = U(9×k) · Σ(k×k) · V
T
(k×12) · V(12×k) · Σ

T
(k×k) · U

T
(k×9) ✭✸✳✼✮

Ã · ÃT = (U(9×k) · Σ(k×k)) · (U(9×k) · Σ(k×k))
T ✭✸✳✽✮

❲❤❡r❡ (A)T ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✏tr❛♥s♣♦s❡✑ ♦❢ ♠❛tr✐① A❀ U, V ❛r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ Σ ✐s ❛
❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ✏s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡s✑✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ t❤❡ ❧♦✇❡r✲r❛♥❦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥
✸✳✻✮ t♦ ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ r❛♥❦ k ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♥s✉r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st k − rank ♠❛tr✐① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜②
t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❬✶✸✻❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥
✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽✮ ✉s✐♥❣ ♠❛tr✐① U(9×k) ·Σ(k×k) ❛s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ k ▲❱s✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺ s❤♦✇s
t❤✐s s♣❛❝❡ ❢♦r ♠❛tr✐① A ✇✐t❤ k = 2✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛s ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✷ ❞♦❝✉♠❡♥t ❣r♦✉♣s✱

✻✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

❦✶ ❦✷
g1 ✵✳✶✶✽ ✲✵✳✷✸✽
g2 ✵✳✵✹✻ ✲✵✳✷✼✶
g3 ✵✳✵✶✹ ✲✵✳✹✶✸
g4 ✵✳✵✶✹ ✲✵✳✸✻✽
g5 ✵✳✵✵✽ ✲✵✳✷✼✼
g6 ✵✳✺✶✾ ✵✳✵✵✷
g7 ✵✳✻✵✸ ✲✵✳✵✶✼
g8 ✵✳✹✻✾ ✵✳✵✷
g9 ✵✳✺✽✽ ✵✳✵✾✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✺✿ ❉♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ ✷ ▲❱s
❚❛❜❧❡ ✸✳✻✿ ●r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉✲
♠❡♥ts ❛s ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ▲❱ s♣❛❝❡

✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✏❝❧✉st❡rs✑✹✷✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✉s❡s ♦❢ ▲❙■ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts s♦ t❤❛t ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ▲❱s✳ ■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱
❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❧✉st❡r ✭r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✳

Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛② ✇❤② t❤❡② ❡①✐st
♦r ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❧② ♦♥ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤
t❡r♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❞♦❝✉♠❡♥ts g6 − g9 s❤❛r❡ t❤❡ t❡r♠ ✏❛rt❤r♦s❝♦♣②✑✹✸✳ ❲❤✐❧❡
t❤✐s ✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② ❝❧❡❛r ✇✐t❤ ❞♦❝✉♠❡♥ts g1 − g5 ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ t❡r♠✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t ❞♦❝✉♠❡♥ts g1−g4 s❤❛r❡ t❤❡ t❡r♠ ♣❛t✐❡♥t ❛♥❞ g2✱ g3 ❛♥❞ g5 s❤❛r❡ t❤❡ t❡r♠ ✉s❡r✳ ❇♦t❤ t❡r♠s
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ P❡rs♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❲♦r❞♥❡t ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❜✮ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞
✉s t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ▲❱s ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥❝❡r♥✳

❖♥❡ ✇❛② t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♠❛❦❡ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❈❆ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❡r♠s ❛s ♦❜❥❡❝ts✱ ▲❱ ✈❛❧✉❡s ❛s ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱
❛♥❞ ❲♦r❞♥❡t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛s t❡r♠ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✲t❡r♠ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② aw ✐♥
❚❛❜❧❡ ✸✳✷❝✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ▲❙■ ❣❡♥❡r❛t❡s ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ▲❱ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ▲❱✲s♣❛❝❡ ❛r❡ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❤♦✇ t♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❈❆ ✐♥ t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❈❆ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡s✳ ❲❡ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❆ s✉❜✲❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ✜♥❞ ♦✉t ✐❢ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✏s❡♠❛♥t✐❝s✑ ✐♥ ▲❱s✳ ❲❡ ♠❡❡t t❤✐s s✉❜✲❣♦❛❧ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❱s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❈❆ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ▲❱s ❞❡✜♥❡ ❛

✹✷❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❝❧✉st❡r✑ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲❱ s♣❛❝❡✳
✹✸❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ g6 − g9 t♦ ❞❡♥♦t❡ ✏❛❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ g6 ❛♥❞ g9✑✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts g7 ❛♥❞ g8✳

✻✽



✸✳✹✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞❡①✐♥❣

k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭k ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▲❱s✮ ✇❤❡r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✿ ■s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ✉s t♦ ✜♥❞ s✉❜✲r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ▲❱ ✈❛❧✉❡s r❡❧❛t❡❞
t♦ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❲♦r❞♥❡t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s❄ ❆♥❞ ✐❢ s♦✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡
t❤❡s❡ s✉❜✲r❡❣✐♦♥s❄✳

✸✳✹✳✷ ❆❞❛♣t✐♥❣ ❘❈❆ ❢♦r ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✜rst❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❘❈❋✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥❞✉❝❡s ❛
♥❡✇ s♣❛❝❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ s✉♣♣♦rt ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥♦✈❡❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s
✐♥st❛♥❝❡✳

❋♦r♠❛❧ ▼♦❞❡❧

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ r ⊆ G1 × G2 ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡ts ♦❢
♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t s❡t ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ ❛s K1 = (G1, (D,⊓), δ)✳
❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t s❡t ✐♥s✐❞❡ ❛ ❜✐♥❛r② ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K2 = (G2, M, I)✳ ▲❡t
✉s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❡t✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r : G1 → ℘(G2) ❛♥❞ ❧❡t L1 = B(K1) ❛♥❞
L2 = B(K2) ❜❡ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ K1,K2 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢❛♠✐❧② (K,R) ✇❤❡r❡ K = {K1,K2} ❛♥❞ R = {r}✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧
❘❈❆ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥❞✉❝❡s ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t K1 t❤r♦✉❣❤ ❛ ✏r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣✑ t❛s❦ ✉s✐♥❣
L2 ✭✏t❛r❣❡t ❧❛tt✐❝❡✑ ♦❢ r✮✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ L1 ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡
s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✭✉♥✐✈❡rs❛❧✱ ❡①✐st❡♥t✐❛❧✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts ✐♥t♦ ❛
s♣❛❝❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ K1 ✐s
❛ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ❛s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✶✷✻❪✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♠♦✈❡ ❢♦r✇❛r❞ t♦ r❡❞❡✜♥❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rt
♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛ r❡❧❛t✐♦♥ r✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❛ s❡t ♦❢
r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧
s❝❛❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭✉♥✐✈❡rs❛❧✱ ❡①✐st❡♥t✐❛❧✱ ❡t❝✳✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t r ⊆ G1×G2 ❜❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝t s❡ts ✇❤❡r❡ L2 ✐s ✐ts t❛r❣❡t ❧❛tt✐❝❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts C✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s
Pr s❝❛❧❡❞ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥ r ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✹✹✿

Pr = {r : C, ∀C ∈Lj} ✭✸✳✾✮

❋♦r g ∈ G1✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ρ∃r , ρ
∀∃
r : G1 → ℘(Pr) ✇❤✐❝❤ ❛ss✐❣♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧

❛ttr✐❜✉t❡s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦❜❥❡❝t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❵❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r ♦♣❡r❛t♦r ✭∃✮✑ ❛♥❞ t❤❡ ✏✉♥✐✈❡rs❛❧✲
❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r ♦♣❡r❛t♦r ✭∀∃✮✑ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

ρ∃r(g) = {r : C ∈ Pr | r(g) ∩ extent(C) 6= ∅} ✭✸✳✶✵✮

ρ∀∃r (g) = {r : C ∈ Pr | r(g) 6= ∅, r(g) ⊆ extent(C)} ✭✸✳✶✶✮

❍❡r❡❛❢t❡r ✇❡ r❡❢❡r t♦ ρ∃r(g) ♦r ρ
∀∃
r (g) ❛s t❤❡ ✏r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ g✑✳

✹✹◆♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s r : C ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ∃ ♦r ∀∃ ❛tt❛❝❤❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✜① ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ♣r❡✜①❡s ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳

✻✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳ ▲❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ❜❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢❛♠✐❧② ♦❢ t✇♦ ❝♦♥t❡①ts K = {K1,K2} ✇❤❡r❡ K1 = (G1, (D,⊓), δ) ✐s
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ▲❱ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ❛♥❞ K2 ✐s t❤❡
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ❲♦r❞♥❡t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❜✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛s ✇❡❧❧
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✏❞♦❝✉♠❡♥t ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ t❡r♠✑ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷❝ s✉❝❤ ❛s R = {r}✳ ❋r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❧❛tt✐❝❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s Pr = {aw : Ci}
✇❤❡r❡ i ∈ [0, 7] ✭✐✳❡✳ ❡❛❝❤ Ci ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✹✺✮✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❤❛✈❡✿

r(g1) = {patient, laparoscopy, scan, complication}

extent(C1) = {MRI, scan}

r(g1) ∩ extent(C1) = {scan} 6= ∅ =⇒ aw : C1 ∈ ρ∃r(g1)

ρ∃r(g1) = {aw : C1, aw : C2, aw : C3, aw : C4, aw : C7}

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t (G1, (D,⊓), δ) ❜❡ ❛ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts G1 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ ❛ s❡t Pr t❤r♦✉❣❤ ρ∃r ♦r ρ∀∃r ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡ (G1, (H, ⊓H ), ∆) ✇✐t❤ ♠❛♣♣✐♥❣s ∆∃, ∆∀∃ : G1 → H ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

H = D× ℘(Pr) ✭✸✳✶✷✮

∆∃(g) = (δ(g), ρ∃r(g)) ✭✸✳✶✸✮

∆∀∃(g) = (δ(g), ρ∀∃r (g)) ✭✸✳✶✹✮

❲❤❡r❡ H ❝♦♥t❛✐♥s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ G1 ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤✱ ❛ ♣❛tt❡r♥ δ(g) ∈ D

❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ Pr✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t r ❜❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts s❡ts✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r
✭sc∃r✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r sc∀∃r ❢♦r ❛ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ K1 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

sc∃r(K1) = (G1, (H, ⊓H ), ∆
∃) sc∀∃r (K1) = (G1, (H, ⊓H ), ∆

∀∃) ✭✸✳✶✺✱ ✸✳✶✻✮

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛
♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ δ(g) ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ρ∃r(g) ♦r ρ∀∃r (g)✳ ❚❤✐s
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦r ✏❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✑ H ✐s ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡rs❡t ♦❢ Pr t♦ ✇❤✐❝❤ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t❤r♦✉❣❤ ∆∃ : G1 → H✳
❲❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡ t❤✐s ♥❡✇ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥st❛♥❝❡ ✏❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✑✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✼ s❤♦✇s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞♦❝✉✲
♠❡♥ts ✇✐t❤ ▲❱s ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s✿

∆∃(g1) = (δ(g1), ρ
∃
r(g1))

δ(g1) = 〈[0.118, 0.118], [−0.238,−0.238]〉

ρ∃r(g1) = {aw : C1, aw : C2, aw : C3, aw : C4, aw : C7}

✹✺❛✇ st❛♥❞s ❢♦r ✏❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤✑✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧
q✉❛♥t✐✜❡r✳

✼✵



✸✳✹✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞❡①✐♥❣

D Pr

❦✶ ❦✷ a
w
:
C
1

a
w
:
C
2

a
w
:
C
3

a
w
:
C
4

a
w
:
C
5

a
w
:
C
6

a
w
:
C
7

g1 ✵✳✶✶✽ ✲✵✳✷✸✽ × × × × ×

g2 ✵✳✵✹✻ ✲✵✳✷✼✶ × × × ×

g3 ✵✳✵✶✹ ✲✵✳✹✶✸ × × × ×

g4 ✵✳✵✶✹ ✲✵✳✸✻✽ × × ×

g5 ✵✳✵✵✽ ✲✵✳✷✼✼ × ×

g6 ✵✳✺✶✾ ✵✳✵✵✷ × × ×

g7 ✵✳✻✵✸ ✲✵✳✵✶✼ × × ×

g8 ✵✳✹✻✾ ✵✳✵✷ × × ×

g9 ✵✳✺✽✽ ✵✳✵✾✷ × × ×

❚❛❜❧❡ ✸✳✼✿ ❘❡s✉❧t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❤②❜r✐❞
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ aw : C0 ✉s✉❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t✳

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳ ▲❡t H = D× ℘(Pr) ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ h1 = (d1, B1)
❛♥❞ h2 = (d2, B2) ❛r❡ t✇♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇✐t❤ d1, d2 ∈ D✱ B1, B2 ⊆ Pr ❛♥❞
h1, h2 ∈ H ✭t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts d ❛♥❞ B ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✏❝♦♠♣♦♥❡♥ts✑ ♦❢ h✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✏s✐♠✐✲
❧❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r✑ ⊓H ❜❡t✇❡❡♥ h1 ❛♥❞ h2 ❛s✿

h1 ⊓H h2 = (d1 ⊓ d2, B1 ∩ B2) ✭✸✳✶✼✮

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ g1 ❛♥❞ g2 ✐s✿

∆∃(g1) ⊓H ∆∃(g2) = (δ(g1) ⊓ δ(g2), ρ
∃
r(g1) ∩ ρ∃r(g2))

δ(g1) ⊓ δ(g2) = 〈[0.046, 0.118], [−0.271,−0.238]〉

ρ∃r(g1) ∩ ρ∃r(g2) = {aw : C1, aw : C2, aw : C4}

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ (H,⊑) ✇✐t❤ ⊓H ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞
s❡ts (D,⊑) ❛♥❞ (℘(Pr),⊆) ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ✐ts❡❧❢✳

Pr♦♦❢ ✶✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t (H,⊑) ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦❞✉❝t ♦❢ (D,⊑) ❛♥❞ (℘(Pr),⊆)✱ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t h1⊑ h2 :⇐⇒ d1 ⊑ d2 ❛♥❞ B1 ⊆ B2 ✭❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✸❪✮✳

h1⊑ h2 ⇐⇒ h1 ⊓H h2 = h1 ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✸ ✭✸✳✶✽✮

⇐⇒ (d1 ⊓ d2, B1 ∩ B2) = (d1, B1) ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭✸✳✶✾✮

⇐⇒ d1 ⊓ d2 = d1 ❛♥❞ B1 ∩ B2 = B1 ✭✸✳✷✵✮

⇐⇒ d1 ⊑ d2 ❛♥❞ B1 ⊆ B2 ✭✸✳✷✶✮

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t
❧❛tt✐❝❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡

✼✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

(G1, (D,⊓), δ) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❧❛✲
t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s (G, M, I) ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ I ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✷✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
t❤✐s✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r (·)′ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✸ ❢♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts A ∈ G1 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ∃r ✳

I =
⋃

g∈G1

{(g, m), ∀m ∈ ρ∃r(g)} A′ =
⋂

g∈A

ρ∃r(g) ✭✸✳✷✷✱ ✸✳✷✸✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs (·)⋄ ✐♥ (G1, (H, ⊓H ), ∆
∃) ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t s❡t A ⊆ G1 ❛♥❞ ❛

❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡♠❡♥t h ∈ H ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

A⋄ =
l

g∈A

∆∃(g) h⋄ = {g ∈ G1 | h ⊑ ∆∃(g)} ✭✸✳✷✹✱ ✸✳✷✺✮

❆ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ✭❤♣✲❝♦♥❝❡♣t✮ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛✐r (A, h) ✇❤❡r❡ h⋄ = A

❛♥❞ A⋄ = h✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡♠❡♥t h = (d, B) ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

(d, B)⋄ = d� ∩ B′ ✭✸✳✷✻✮

Pr♦♦❢ ✷✳ ▲❡t g ∈ h⋄✱ ✇✐t❤ h = (d, B)✱ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✺ ✇❡ ❤❛✈❡✿

g ∈ h⋄ ⇐⇒ h ⊑ ∆∃(g) ⇐⇒ d ⊑ δ(g) ❛♥❞ B ⊆ ρ∃r(g) Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶

❚❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ ❧❛st ❢♦r♠✉❧❛ s❤♦✇s t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❯s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ②✐❡❧❞s d ⊑ δ(g) ⇐⇒ g ∈ d�✳ ❆s ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t (g, m) ∈ I, ∀m ∈ ρ∃r(g)✳ ❚❤❡♥✱ ∀m ∈ (B ⊆ ρ∃r(g)) ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t (g, m) ∈ I ❛♥❞ t❤✉s g ∈ B′✳
❲✐t❤ t❤✐s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

g ∈ (d, B)⋄ ⇐⇒ g ∈ d� ❛♥❞ g ∈ B′

(d, B)⋄ = d� ∩ B′

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts A ∈ G1 ✭❛♥ ❡①t❡♥t✮ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢
✐ts ❝❧♦s✉r❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

A⋄⋄ = A�� ∩ A′′ ✭✸✳✷✼✮

Pr♦♦❢ ✸✳

A⋄⋄ = (
l

g∈A

∆∃(g))⋄ = (
l

g∈A

δ(g),
⋂

g∈A

ρ∃r(g))
⋄ = (A�, A′)⋄ = A�� ∩ A′′

❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡①t❡♥t A✱ ♥❛♠❡❧②
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭A⋄⋄ = A�� = A′′✮✱ ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ✭❡✐t❤❡r A�� ⊆ A′′ ♦r
A′′ ⊆ A��✮✱ ♦r ✐♥ ♥♦♥❡ ✭A�� * A′′ ♦r A′′ * A��✮✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥ ✐s t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡①t❡♥ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ t✇♦ ✇❛②s
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❋✐rst❧②✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✼ ✐s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
t❡st ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❆❞❞■♥t❡♥t ❬✶✸✾❪✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❝❛♥
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ❡①t❡♥ts ❢r♦♠ ❜♦t❤✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡
s❡♣❛r❛t❡❧② ❛♥❞ ✐♥t❡rs❡❝t t❤❡♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡①t❡♥t✳

✼✷



✸✳✹✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞❡①✐♥❣

❊①t❡♥t Ai (Ai)
�� (Ai)

′′ A⋄⋄ = A�� ∩ A′′ (Ai)
⋄

A1 = {g1, g3} {g1 − g4} {g1, g3} {g1, g3} ✲
A2 = {g5, g9} {g1, g2, g5, g6, g8, g9} G1 {g1, g2, g5, g6, g8, g9} ✲

A3 = {g1, g6 − g9} A3 A3 A3 (A�
3
, A′

3
)

A4 = {g6, g7} A4 A3 A4 (A�
4
, A′

4
)

A5 = {g1, g3, g7} {g1 − g4, g7} {g1, g3, g6 − g9} A5 (A�
5
, A′

5
)

❚❛❜❧❡ ✸✳✽✿ ❚❛❜❧❡ s❤♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t s❡ts ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧♦s✉r❡s✳ A1 ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❡①t❡♥t
♦❢ (G1, (H, ⊓H ), ∆∃) ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r (·)⋄ ✇❤✐❧❡ A2 ✐s ♥♦t✳ A3 ✐s t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❛ ✏♣✉r❡
❤♣✲❝♦♥❝❡♣t✑✱ ✇❤✐❧❡ A4✱ ♦❢ ❛ ✏s❡♠✐✲♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t✑ ✭❜❡❝❛✉s❡ A4 ⊆ A3✮✳ A5 ✐s ❛♥ ❡①t❡♥t ♦❢ ❛ ✏♠✐①❡❞
❤♣✲❝♦♥❝❡♣t✑

❊①❛♠♣❧❡ ✼✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡t A1 ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✽✳ ❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✜❢t❤ ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇s t❤❛t
A1 = A⋄⋄1 ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ❛ ♣r♦♣❡r ❡①t❡♥t ♦❢ (G1, (H, ⊓H ), ∆∃)✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r A2✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ h ∈ H ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

h⋄⋄ = (h⋄�, h⋄′) ✭✸✳✷✽✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✹ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡❛s✐❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡♥ts ❛s ✇❡ s❤♦✇ ♥❡①t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ▲❡t A1 ❜❡ ❛♥ ❡①t❡♥t ✐♥ (G1, (D,⊓), δ) ❛♥❞ A2 ❜❡ ❛♥ ❡①t❡♥t ✐♥ (G, M, I) ✇❤❡r❡
A1 ⊆ A2 ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ❡①t❡♥t A ✐♥ (G, M, I) ✇❡ ❤❛✈❡ A1 ⊆ A ⊆ A2 ⇐⇒ A2 = A✱ ✐✳❡✳ A2 ✐s t❤❡
❝♦✈❡r ♦❢ A1✳ ❚❤❡♥ ❢♦r h = (A�1 , A

′
2)✱ h ✐s ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡♥t ❛♥❞ (A1, h) ✐s ❛ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t✳

Pr♦♦❢ ✹✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t (A�1 , A
′
2)

⋄⋄ = (A�1 , A
′
2)

(A�1 , A
′
2)

⋄⋄ = (A��
1 ∩ A′′2)

⋄ = (A1 ∩ A2)
⋄ = (A1)

⋄

=
l

g∈A1

∆∃(g) = (
l

g∈A1

δ(g),
⋂

g∈A1

ρ∃r(g))

= (A�1 , A
′
1) = (A�1 , A

′
2)

❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ t♦ A1 ❛♥❞ A2 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
A1 ⊆ A2 =⇒ A1 ⊆ A′′1 ⊆ A2 =⇒ A′′1 = A2 =⇒ A′1 = A′2

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ A2 ⊆ A1✱ t❤❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t (A2, (A�2 , A
′
2)) ❡①✐sts✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (G1, (D,⊓), δ) ❛♥❞ ✐♥ (G, M, I) ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t
✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts ✐♥
(G1, (H, ⊓H ), ∆

∃)✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts ✭❞❡♥♦t❡❞ ❛s B((G1, (H, ⊓H ), ∆

∃))✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❡①t❡♥ts✱ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧♦s❡❞ ❡①t❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ t②♣❡s ✏♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✑✱ ✏s❡♠✐✲♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✑ ❛♥❞
✏♠✐①❡❞ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✑ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t (A, h) ∈ (G1, (H, ⊓H ), ∆
∃) ✇❡ s❛② t❤❛t✿

(A, h) ✐s ✏♣✉r❡✑ ✐✛ A�� = A′′ ✭✸✳✷✾✮

(A, h) ✐s ✏s❡♠✐✲♣✉r❡✑ ✐✛ A�� ⊆ A′′ ♦r A′′ ⊆ A�� ✭✸✳✸✵✮

(A, h) ✐s ✏♠✐①❡❞✑ ✐✛ A�� ∩ A′′ 6= ∅ ❛♥❞ A�� * A′′ ❛♥❞ A′′ * A�� ✭✸✳✸✶✮

✼✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

❊①❛♠♣❧❡ ✽✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✽✱ A3 ✐s ❛ ♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t ❡①t❡♥t s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
A4 ✐s ❛ s❡♠✐✲♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t ❡①t❡♥t s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜✉t ♥♦t
✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ A5 ✐s ❛ ♠✐①❡❞ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t ❛s ✐t ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♣✲❧❛tt✐❝❡
❜✉t ♥♦t ✐♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❡ts ♦❢
♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ♠❛t❝❤ t❤❡♠ ✉s✐♥❣
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❉♦✐♥❣ s♦ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ✉s ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✉r❡ ❛♥❞ s❡♠✐✲♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ s❡t ♦❢ ♠✐①❡❞ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♠✐ss✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✳

❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❤♣✲❧❛tt✐❝❡

❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (G1, (H, ⊓H ), ∆
∃) ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣❛tt❡r♥

str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❤♣✲❧❛tt✐❝❡✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✼✾❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ♠❛♥♥❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❤♣✲❧❛tt✐❝❡ ✐s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✏s❝❛❧❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✑✳

❆ ✏r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✑✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✻✷❪✱ ✐s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❛ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ✐ts ❞❡r✐✈❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♥t❡①t ❛r❡ ✐♥ ✶✲✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡✐r ❡①t❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❬✻✷✱ ✽✺❪✳ ■♥
t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛t❡r ✏r❡❧❛t✐♦♥❛❧❧② s❝❛❧❡❞✑ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❘❈❆ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳ ▲❡t (G1, (H, ⊓H ), ∆∃) ❜❡ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts (G, M, I)
❛♥❞ (G1, (D,⊓), δ)✳ ❚❤❡ ✏s❝❛❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✑ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s (G1, D ∪ Pr, J) ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✲
❝✐❞❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s✿

(g, x) ∈ J ⇐⇒ x ⊑ δ(g) ♦r x ∈ ρ∃r(g); ∀g ∈ G1 ❛♥❞ x ∈ (D ∪ Pr)

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ (G1, D ∪ Pr, J) ✐s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ (G1, (D,⊓), δ) ♣❧✉s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧
s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ (G, M, I)✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✏s❝❛❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✑ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝
t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ (G1, (H, ⊓H ), ∆∃)✳ ❋♦r t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡
s❝❛❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧
❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❡q✉❛❧❧②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ s❡t D ∪ Pr✳ P❛tt❡r♥s ✐♥ D ✇❡r❡ ✜❧t❡r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
s✐♠✐❧❛r✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✼✺❪✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥♦♥✲r❡str✐❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥t❛✐♥
❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ■♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡ ✜❧t❡r ❜② s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
D ❝❛✉s❡❞ t❤❡ ❤♣✲❧❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✾ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♣✉r❡ ❛♥❞ s❡♠✐✲♣✉r❡
❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡✐r ❡①t❡♥ts ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r (·)� ♦r (·)′ ♦r ❜♦t❤✳

❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ t❤❡♠
❢❛✈♦✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ♠♦❞❡❧

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ❛♥s✇❡r ♥♦✇✳
■s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ✉s t♦ ✜♥❞ s✉❜✲r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ▲❱ ✈❛❧✉❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞♦♠❛✐♥

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts❄ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥✳ ❆ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t ❞❡s❝r✐❜❡s ❡①❛❝t❧② t❤✐s ✐♥ ✐ts ✐♥t❡♥t ❛s ❛
r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❲♦r❞♥❡t t❛①♦♥♦♠②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

✼✹



✸✳✹✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞❡①✐♥❣

D Pr

✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵✶✶✶✷✶✸✶✹✶✺✶✻✶✼✶✽✶✾✷✵✷✶✷✷✷✸✷✹✷✺✷✻✷✼✷✽✷✾✸✵✸✶✸✷✸✸ ❛✇
✿❈
✵

❛✇
✿❈
✶

❛✇
✿❈
✷

❛✇
✿❈
✸

❛✇
✿❈
✹

❛✇
✿❈
✺

❛✇
✿❈
✼

❣✶ ××××××× ××××× ×
❣✷ ×××××××× × × × × ××× ××
❣✸ ×× × × × × × ××× × ×
❣✹ ×××× × × × × × × × × ××× ×
❣✺ ××× × × × × × × × ××
❣✻ × × × × × × × × × ×× ×
❣✼ × × × × × × × ×× ×
❣✽ × × × × × × × ×× ×
❣✾ × × × × × × ×× ×× ×

❚❛❜❧❡ ✸✳✾✿ ❙❝❛❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ❢♦r t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ P❛tt❡r♥s ✐♥ D ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❝❛r❞✐♥❛❧s ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸✸ ✭♥✉♠❜❡r ✶ ✇❛s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛s ✐t r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ⊤✮✳

t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❬✶❪✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡
❛r❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r✉❧❡ 6↔ aw : C4 ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ♥✉♠❜❡r❡❞ 6 ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❲♦r❞♥❡t
❝♦♥❝❡♣t P❡rs♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡t ♦❢
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛♣ r❡♣r❡s❡♥ts ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛
✏❧❛❜❡❧❧❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝❧✉st❡r✐♥❣✑ ❬✶✸✺❪ ♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ♠❛♣✱
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♠❛r❦❡❞ ❛s ❆❝t✐✈✐t② ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s r❡❣✐♦♥s✳
❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ s✉❜✲r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ▲❱ ✈❛❧✉❡s

❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts❄ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✱
♥❛♠❡❧② ♣✉r❡✱ s❡♠✐✲♣✉r❡ ❛♥❞ ♠✐①❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳
▲❡t ✉s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ❬✾✸❪ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t✬s ❡①t❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥ts
♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭| · | r❡♣r❡s❡♥ts s❡t ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✮✿

J(A��, A′′) =
|A�� ∩ A′′|

|A�� ∪ A′′|
=

|A⋄⋄|

|A�� ∪ A′′|

P✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t str♦♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧✉s✲
t❡rs ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t (A, h)✱ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①
J(A��, A′′) = 1✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❡①t❡♥t g1 − g5 ✭r❡❣✐♦♥ ✻✮ ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✏❝❧♦s❡❞✑ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛❝❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣✐❝ P❡♦♣❧❡✱ ✐✳❡✳ ♦✉ts✐❞❡
t❤✐s r❡❣✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ P❡♦♣❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡ ✏♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✑ ❛s
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝s ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✭❉▲✮ ❬✺❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ r❡❣✐♦♥ ✻ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❜❡✐♥❣ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ P❡♦♣❧❡✳

❆ s❡♠✐✲♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❡✐t❤❡r A�� ⊆ A′′ ♦r A′′ ⊆ A��✳
❚❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡① ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② |A��|

|A′′| ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ♦r |A′′|
|A��|

✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❤♣✲❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❡①t❡♥t g6 − g7 ✭r❡❣✐♦♥ ✷✷✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡❧❛t❡❞ t♦ ■❧❧♥❡ss ❛♥❞ ❙✉r❣❡r②✱ ❜✉t
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✭✐✳❡✳ g1 ✐s ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ ❛ s❡♠✐✲♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t
❛♥ ✏♦♣❡♥✑ r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛❝❡✳ ■♥ ❉▲ t❡r♠s✱ s❡♠✐✲♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts r❡♣r❡s❡♥t
♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❜❡✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ r❡❣✐♦♥ ✷✷ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❜✉t ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
❜❡✐♥❣ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❙✉r❣❡r②✳

▼✐①❡❞ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✇❡❛❦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡✐r ❏❛❝❝❛r❞ ✐♥❞❡①
✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ s❡♠✐✲♣✉r❡ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✳

✼✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ■♥❞❡①✐♥❣

ACTIVITY 

PERSON 
ARTEFACT 

ILLNESS, 

SURGERY 

EVENT 

g5 

g2 

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ▲❛❜❡❧❧❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝❧✉st❡rs ✉s✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❤♣✲❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ ♠❛❣♥✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❞♦❝✉♠❡♥ts g2 ❛♥❞ g5

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡
t♦ ✜♥❞ ✉s❡❢✉❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❝♦♥✈❡① ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
❣✐✈✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛s ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t❤❡♦r② ❬✹✻❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣ts✱ ❧❡❢t ✉♥❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❧❡❛❞s ✉s
t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡② ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❖t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞♦♠❛✐♥s s❡❡♠ ❛❧s♦ t♦ ✜t ❛s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱
✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ✈❡❝t♦rs ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❲♦r❞♥❡t t❛①♦♥♦♠②✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t✲
t❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❘❈❆✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ▲❱✲♠♦❞❡❧✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✇❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♥❞
✈❛r✐❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡② r❡❧② ♦✈❡r ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♣♦♦❧ ♦❢ ✐❞❡❛s✱ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡

✼✻



✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ♠♦st❧② ✇♦r❦ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ■❘
♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r❛♠❡❞ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ ❋❈❆ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡❞
❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♥❛♠❡❞ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ✭■♥t❡r✈❛❧
P❛tt❡r♥ ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❊tr✐❡✈❛❧✮✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈❡①
r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛s ✈❡❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❛s ❝❧✉st❡rs
♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✏❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✑ ✭❍❊✮ str❛t❡❣② ❢♦r q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦✈❡r ❋❈❆ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✲✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❍❊ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t r❛♥❦✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥❝❡♣t
❧❛tt✐❝❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r q✉❡r②✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✇✳r✳t✳ st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❛t❝❤✐♥❣ r❡tr✐❡✈❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r
r❡❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦r♣♦r❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts t♦ ✈❡❝t♦rs
✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡ts ♦❢ t❡r♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡t ❛s✐❞❡ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❈❆ ❢♦r ■❘
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡✲
❧❛t❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ♠♦❞❡❧
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠✐① ✈❡❝t♦r✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✏❧❛❜❡❧❧❡❞
♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣✑ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛❧s♦ ♦✛❡r ✐♥✲
t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❡② ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s s♣❛❝❡s✳

❆ ❣♦♦❞ q✉❡st✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts r❡❣❛r❞s t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t ✭❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t✮ ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✱
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❛ ✏❝❧✉st❡r✑ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❆ ❤♣✲❝♦♥❝❡♣t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ♣❧✉s ❛ ✏❝❧✉st❡r ♦❢
s❡♠❛♥t✐❝ t❛❣s✑✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s ✐t r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏❜✐❝❧✉st❡r✑✱ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ❢♦r ♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❛♥❞ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❬✾✶❪✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳

✼✼
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❈❤❛♣t❡r ✹

❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❈♦♥t❡♥ts

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✷✳✶ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✷✳✷ ❚❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❋❈❆ ❛♥❞ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✷✳✸ ❚r✐❛❞✐❝ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✹✳✸ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❋❈❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✸✳✶ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✸✳✷ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✹✳✸✳✸ P❛rt✐t✐♦♥ ❙♣❛❝❡ ❛♥❞ P❛rt✐t✐♦♥ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✸✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✹✳✸✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❋❈❆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✹ ❋❈❆ ❛♥❞ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✹✳✹✳✶ ❙❝❛❧❡❞ P❛rt✐t✐♦♥ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✹✳✹✳✷ ■♥t❡r✈❛❧ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡ ❆♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✹✳✸ ❚r✐❛❞✐❝ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❆♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✹✳✹✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✹✳✹✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✹✳✺✳✶ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡r ❙②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✹✳✺✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✭❍P❙✮ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts
✇✳r✳t✳ s❡✈❡r❛❧ ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s s♣❛❝❡s ✭❞✐st✐♥❝t ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t②♣❡✱ ❡✳❣✳
❇♦♦❧❡❛♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝ ❞❛t❛✮✳ ❍P❙ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤✱ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡

✼✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧s s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ✐♥❞❡①✐♥❣ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♣❛r❛❞✐❣♠s s✐♠✉❧t❛✲
♥❡♦✉s❧②✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝❧✉st❡r ❣❡ts ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠s
❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥✈❡rs❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s ❣❡ts ✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r
♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❡r♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t
❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❡r♠ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❛①♦♥♦♠✐❡s
❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❡♣✐st❡♠✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❬✶✷✺❪✱ ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❢♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ❬✶✶❪✱
♦r ❜♦❞✐❡s ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t✐♥❣ ❞✐❣✐t❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ❬✸✸❪✳

❚❤✐s ❞✉❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ✏❞♦❝✉♠❡♥ts ❝❧✉st❡r❡❞ ❜② t❡r♠s✑ ❛♥❞ ✏t❡r♠s ❝❧✉st❡r❡❞ ❜② ❞♦❝✉♠❡♥ts✑ ✐s
♦r❣❛♥✐❝ ✐♥ t❤❡ ❋❈❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜✉t✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❜✐❝❧✉st❡r✳ ❉✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t❡s ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡✐r ❛ttr✐❜✉t❡s✱
✈❛❧✉❡s ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❜✐❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♦❜❥❡❝t r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝❧✉st❡r ❬✾✶❪✳ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♦❧ ❢♦r ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❬✻✶❪✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ❬✹✹❪
❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠✐♥✐♥❣ ❬✾❪✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♠♦✈❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥❞❡①✐♥❣ t♦✇❛r❞s ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❜✐✲
❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❋❈❆ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✳r✳t✳ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ◆❡①t✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ st✉❞② ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❋❈❆ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ♠✐♥❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ ❛
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❛❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧②
❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✜❧♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠✐♥✐♥❣✳

✹✳✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

✹✳✷✳✶ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣

❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✲t❛❜❧❡ ✐s ❛ ♠❛tr✐① A ✇❤❡r❡ Aij ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t gi ∈ G ✇✳r✳t✳ t❤❡
❛ttr✐❜✉t❡ mj ∈ M ✇✐t❤ i ∈ [1..|G|] ❛♥❞ j ∈ [1..|M|] ✭| · | r❡♣r❡s❡♥ts s❡t ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✮✳ ❆ ❜✐❝❧✉st❡r ♦❢ A
✐s ❛ s✉❜♠❛tr✐① B ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ Bij s❛t✐s✜❡s ❛ ❣✐✈❡♥ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✻✶✱ ✾✶❪✱ t❤❡r❡
❛r❡ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡str✐❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❈♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s Bij = c ❲✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐①✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t c ∈ R
✭R ✐♥❞✐❝❛t❡s r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✮✳

❈♦♥st❛♥t r♦✇ ✈❛❧✉❡s Bij = c + αi ❲✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐①✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r♦✇ i ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ❛
❝♦♥st❛♥t c ❛♥❞ ❛ r♦✇ ❛❞❥✉st♠❡♥t αi ∈ R✳

❈♦♥st❛♥t ❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡s Bij = c + αj ❲✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐①✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❧✉♠♥ j ❛r❡ ❡q✉❛❧
t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t c ❛♥❞ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t αj ∈ R✳

❈♦❤❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s Bij = c + αi + βj ❲✐t❤✐♥ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐①✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❧✉♠♥ j ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦
❛ ❝♦♥st❛♥t c✱ ❛ r♦✇ ❛❞❥✉st♠❡♥t αi ❛♥❞ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t βj ✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❢❛❝t♦rs✳

❈♦❤❡r❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❱❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐① ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❚②♣❡s ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡rs

❙✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s

❘❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ❞❡✜♥❡ ✏❜✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡s✑✱ ✐✳❡✳ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐①✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ✐s
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✹✳✷✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

m1 m2 m3 m4 m5

g1 ✶ ✷ ✷ ✶ ✻

g2 ✷ ✶ ✶ ✵ ✻

g3 ✷ ✷ ✶ ✼ ✻

g4 ✽ ✾ ✷ ✻ ✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❇✐❝❧✉st❡r ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s
✭θ = 1✮ ✲ ❊①❛♠♣❧❡

m1 m3

g2 ✷ ✶

g3 ✷ ✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❈♦♥st❛♥t ❝♦❧✉♠♥ ❜✐❝❧✉st❡r ✲ ❊①✲
❛♠♣❧❡

♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ❞❛t❛✲t❛❜❧❡ ✭❞✉❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ♦r ❡rr♦rs ✐♥ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡♠❡♥t✮✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ❡①♣❡❝t t❤❛t ♦❜❥❡❝ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❤❛✈❡ t❛❝❦❧❡❞ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❡✳❣✳ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✶✶✷❪✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❬✶✷✱ ✶✵✹❪ ❛♥❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❬✼✼❪✳

❆ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❤❡♥ ✐t
✐s ❛❧s♦ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ✐t ✐s t❤❡♥ ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❬✽✸❪✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛
t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭≃θ✮ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r
❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛❧✐t② ✭=✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ θ ∈ R ❛♥❞ ❛♥② t✇♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
✈❛❧✉❡s w1, w2 ∈ R✱ ✇❡ s❛② t❤❛t w1 ≃θ w2 ⇐⇒ |w1 −w2| ≤ θ ✭❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ | · | r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡❛❞ ✏w1 ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ w2 ✇✳r✳t✳ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ θ✑✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❞❛♣t t❤❡ ✜rst t✇♦ ✈❛❧✉❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ t♦ s✉♣♣♦rt t♦❧❡r❛♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t B ❜❡ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r ✇✐t❤ n1 r♦✇s ❛♥❞ n2 ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❧❡t i, j, k, l ❜❡ ✐♥❞❡①❡s
s✉❝❤ ❛s i, k ∈ [1, n1] ❛♥❞ j, l ∈ [1, n2]✱ t❤❡♥✿

✶✳ ❙✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s✿ Bij ≃θ Bkl

✷✳ ❙✐♠✐❧❛r r♦✇✴❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡s✿

✭❛✮ ❙✐♠✐❧❛r r♦✇ ✈❛❧✉❡s✿ Bij ≃θ Bil

✭❜✮ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡s✿ Bij ≃θ Bkj

❙✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs r❡q✉✐r❡s t❤❛t ❛♥② ✈❛❧✉❡ Bij ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ Bkl ✐♥ t❤❡
❜✐❝❧✉st❡r✳ ❙✐♠✐❧❛r r♦✇s r❡q✉✐r❡s t❤❛t ✐♥ r♦✇ i ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ✐✳❡✳ ❛♥② ✈❛❧✉❡ Bij ❤❛s t♦ ❜❡
s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧✉♠♥ Bil✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ s✐♠✐❧❛r ❝♦❧✉♠♥s r❡q✉✐r❡
t❤❛t ❢♦r ❝♦❧✉♠♥ j✱ ❛♥② ✈❛❧✉❡ Bij ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦❧✉♠♥ Bkj ■t ✐s ✇♦rt❤
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✇❤❡♥ θ = 0✱ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾✳ ❲✐t❤ θ = 1✱ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ s❤♦✇s ✐♥ ✐ts ✉♣♣❡r ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ❛ ❜✐❝❧✉st❡r ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s
✭❞❛r❦ ❣r❡②✮✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦❧✉♠♥ ❜✐❝❧✉st❡r ✭❧✐❣❤t ❣r❡②✮✳ ▲♦✇❡r
❧❡❢t ❝♦r♥❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ {g3, g4} ❛♥❞ {m1, m2} ✭♥♦t ♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♠✐❧❛r r♦✇
❜✐❝❧✉st❡r✳

❍✐❡r❛r❝❤②✱ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧✐t②

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛❞❛♣t ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✶✺✱ ✼✼❪ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r
❤✐❡r❛r❝❤②✱ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧✐t②✳ ▲❡t B ∈ B ❜❡ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✲t❛❜❧❡ A ✇❤❡r❡ B ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ B ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ s❡ts (A, B) ✇❤❡r❡ A ⊆ G

❛♥❞ B ⊆ M s✉❝❤ ❛s ❢♦r ❡❛❝❤ gi ∈ A ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ mj ∈ M✱ t❤❡ ❝❡❧❧ Aij ∈ B✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ρ : B→ ℘(G)× ℘(M)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✭≤✮ ❜❡t✇❡❡♥
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

t✇♦ ❜✐❝❧✉st❡rs B1 ❛♥❞ B2 ❡q✉❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r ≤K ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳✸✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❜✐❝❧✉st❡rs
✐❢ t❤❡✐r ♠❛♣♣✐♥❣s ρ(B1) = (A1, B1), ρ(B

2) = (A2, B2) ❛r❡ ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✳r✳t✳ ≤ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ♥❡①t✳

• ❍✐❡r❛r❝❤②✿ B1 ≤ B2 ⇐⇒ ρ(B1) ≤K ρ(B2)✳

• ❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣✿ ❚✇♦ ❜✐❝❧✉st❡rs ♦✈❡r❧❛♣ ✐✛ ρ(B1) �K ρ(B2) ❛♥❞ ρ(B1) �K ρ(B2) ❛♥❞
✭A1 ∩ A2 6= ∅ ♦r B1 ∩ B2 6= ∅✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r B ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐✛ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦r ✭❡①❝❧✉s✐✈❡ ♦r✮ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡
t♦ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r ❬✼✽❪✱ ♦r ✐❢ ❢♦r ✐ts ♠❛♣♣✐♥❣ ρ(B) = (A, B) ✇❡ ❤❛✈❡✿

• (A ∪ {g}, B) ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ρ−1((A ∪ {g}, B)) ∈ B✳

• (A, B ∪ {m}) ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡✲✐♠❛❣❡ ρ−1((A, B ∪ {m})) ∈ B✳

❘❡♠❛r❦✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r θ ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❤♦✇❡✈❡r t♦ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡
✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♥♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r r❡❛❧✲✇♦r❧❞
❞❛t❛s❡ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs θm ✭∀m ∈ M✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝❛♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡✴s❝❛❧❡
t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r θ✳

✹✳✷✳✷ ❚❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❋❈❆ ❛♥❞ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t t♦ ❜❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✲t❛❜❧❡ ✇❤❡r❡ ❝r♦ss❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✈❛❧✉❡ ✶✱ ❛♥❞ ❡♠♣t② ❝❡❧❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵✱ t❤❡♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ♠❛①✐♠❛❧
❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡r ✭✇❤❡r❡ Bij = 1✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❬✶✶✻❪ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❛s
❋❈❆ ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❜✐♥❛r② ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ✇❤❡r❡ Bij = 0 ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✭♦❢ ❝♦✉rs❡✱
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡
m✱ ❝r❡❛t❡ ❛♥♦t❤❡r ❝❛❧❧❡❞ ¬m✮✳

❯s✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❋❈❆ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❞❛t❛ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t♦ ❜✐♥❛r② ✈❛❧✉❡s ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ s❝❛❧✐♥❣ ❬✻✸✱ ✼✼❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♠♦r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❬✶✷❪ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬✼✾✱ ✾❪✳

✹✳✷✳✸ ❚r✐❛❞✐❝ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s✳

❆ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥t❡①t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (G, M, N, Y) ✇❤❡r❡ G✱ M✱ ❛♥❞ N ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ s❡ts ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱
❛ttr✐❜✉t❡s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ Y ⊆ G×M×N✳ ❚❤❡ ❢❛❝t (g, m, n) ∈ Y ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ st❛t❡♠❡♥t
✏❖❜❥❡❝t g ❤❛s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ m ✉♥❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ n✑✳ ❆ ✭tr✐❛❞✐❝✮ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ (G, M, N, Y) ✐s ❛ tr✐♣❧❡
(A1, A2, A3) ✇✐t❤ A1 ⊆ G✱ A2 ⊆ M ❛♥❞ A3 ⊆ N ✇❤❡r❡ ✐❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷ ❤♦❧❞✱ t❤❡♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✹✳✸ ♠✉st ❤♦❧❞✳

A1 × A2 × A3 ⊆ Y, X1 × X2 × X3 ⊆ Y ✭✹✳✶✮

A1 ⊆ X1, A2 ⊆ X2 ❛♥❞ A3 ⊆ X3 ✭✹✳✷✮

A1 = X1, A2 = X2 ❛♥❞ A3 = X3 ✭✹✳✸✮

■❢ (G, M, N, Y) ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❝♦♥✲
❝❡♣t st❛♥❞s ❢♦r ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❢✉❧❧ ♦❢ ❝r♦ss❡s ✇❤✐❧❡ ❊q✉❛t✐♦♥s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡

✽✷



✹✳✸✳ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❋❈❆

❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ♠❛①✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❋♦r ❛ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣t (A1, A2, A3)✱ A1 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡①t❡♥t✱
A2 t❤❡ ✐♥t❡♥t ❛♥❞ A3 t❤❡ ♠♦❞✉s✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts✱ t✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❬✽✽❪ ❢♦r t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✉♥❞❡r✲
st❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

✹✳✸ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❋❈❆

❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛s ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ✭❋❈❆✮ ❬✻✸❪✳ ■♥ ❋❈❆
♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❡② s❤❛r❡ ✐♥ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❞❡♥♦♠✐✲
♥❛t❡❞ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❜✐❝❧✉st❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞
❛ttr✐❜✉t❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝❛❧❡✳

❋❈❆ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❜✉t ❤❛s ♠✉❝❤ t♦ ♦✛❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✽✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❤✐❡r❛r❝❤②
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ❬✶✶✻❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ s♦♠❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❋❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♠✐♥❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✲
t❛❜❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s❤♦✇✐♥❣ ❣♦♦❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❬✼✽✱ ✼✼❪✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡
❢♦r ❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬✻✷❪✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❜✐❝❧✉st❡rs
✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r r♦✇✴❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♠✐♥✐♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s
✇✐t❤ ❝♦❤❡r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢
♦❜❥❡❝ts ❬✾✶❪✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❬✾❪✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t②
♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ✭✇✳r✳t✳ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r✮✳

✹✳✸✳✶ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✉s❡rs ✭r♦✇s✮ r❛t✐♥❣s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ✜❧♠s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ■♥t✉✲
✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✜♥❞ ✉s❡rs ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜❧♠ ✭❝♦♥st❛♥t ❝♦❧✉♠♥✮
✇❤✐❧❡ ❧❡tt✐♥❣ r❛t✐♥❣s ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧♠s ✭♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t r♦✇✮✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✉s❡rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❛st❡ ✐♥ ❝✐♥❡♠❛✳

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✜❧♠ m3 ✭❛ttr✐❜✉t❡✮ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ❲❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
r❛t✐♥❣s ✭✈❛❧✉❡s✮ ❢♦r t❤✐s ✜❧♠ ✏❜r❡❛❦✑ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉s❡rs ✭♦❜❥❡❝ts✮ ✐♥ t✇♦ s✉❜s❡ts✱ ♥❛♠❡❧② {g1, g4}
✭r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ ✷✮ ❛♥❞ {g2, g3} ✭r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ ✶✮✳ ❯s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ✜❧♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ m5✱ ✇❡ ❝❛♥
♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ ❜♦t❤ ✜❧♠s ✏❜r❡❛❦✑ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✉s❡rs✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s s✉❜s❡ts {g1}, {g2, g3}, {g4}✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛✐r ({g2, g3}, {m3, m5}) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✏❜✐❝❧✉st❡r ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t
❝♦❧✉♠♥s✑ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳

❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❜✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r r♦✇✴❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✏❜r❡❛❦✐♥❣✑
♦r ✏♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✑✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t r❡❧✐❡s ♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♣❛tt❡r♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❞❛t❛✲t❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❋❈❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
str✉❝t✉r❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ✐s ❥✉st ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ❋❈❆✳

✹✳✸✳✷ ❋♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s

❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ d = {pi} ♦❢ ❛ s❡t G ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts pi ⊆ G s✉❝❤ ❛s✿

✽✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

⋃

pi∈d

pi = G pi ∩ pj = ∅ ; (pi, pj ∈ d, i 6= j)

❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s D ❬✾❪✳ ❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ d1 ✐s ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥
d2 ✭♦r d2 ✐s ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦❢ d1✮ ✐✛ ∀ pi ∈ d1, ∃ pj ∈ d2, pi ⊆ pj ✳ ❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ G ❝❛♥ ❜❡
❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ [g]✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡✢❡①✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞
tr❛♥s✐t✐✈❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ s❡t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ [gi]mj
♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✳r✳t✳ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

[gi]mj = {gk ∈ G | Aij = Akj} ✭✹✳✹✮

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ δ : M→ D ✇❤✐❝❤ ❛ss✐❣♥s ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦✈❡r G s✉❝❤ ❛s✿

δ(mj) = {[gi]mj
| gi ∈ G} ✭✹✳✺✮

❊①❛♠♣❧❡ ✶✵✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ [g1]m5 = [g2]m5 = [g3]m5 = {g1, g2, g3}✱ [g4]m5
= {g4}✱ ❛♥❞

δ(m5) = {{g1, g2, g3}, {g4}}✳

❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t gi ✇✳r✳t✳ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ mj ❛♥❞ ❛
❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ θ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

[gi]
θ
mj

= {gk ∈ G | Aij ≃θ Akj} ✭✹✳✻✮

❲❤❡r❡ Aij ≃θ Akj ⇐⇒ |Aij −Akj | ≤ θ ✐s ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✶✳ ❋r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ [g1]θ=1
m4

= [g2]
θ=1
m4

= {g1, g2}✱ [g3]θ=1
m4

= [g4]
θ=1
m4

= {g3, g4}
❛♥❞ δ(m4) = {{g1, g2}, {g3, g4}}✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ θ = 0✱ ❊q✉❛t✐♦♥s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✻ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞ t❤✉s✱ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s
❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦r
t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤✐s ❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❢♦r♠❡r
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♠✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t ❜✐❝❧✉st❡rs ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r
♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ❜♦t❤ ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❧② ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢
t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ θ ✈❛❧✉❡✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❝♦✐♥❝✐✲
❞❡♥❝❡s✮ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s❝♦✈❡r ❜✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡s ✭♦r s✐♠✐❧❛r ❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡s✱ ✉s✐♥❣
t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s D✳ ❲❡
s❤♦✇ t❤❛t D ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s♣❛❝❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s M ❛♥❞ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢
♣❛rt✐t✐♦♥s D ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ●❛❧♦✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❬✽✸✱ ✻✸❪ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♠✐♥❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❝❧✉st❡r ♣❛✐rs ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✲t❛❜❧❡ r❡✉s✐♥❣
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♦❢ ❋❈❆✳

✽✹



✹✳✸✳ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❋❈❆

✹✳✸✳✸ P❛rt✐t✐♦♥ ❙♣❛❝❡ ❛♥❞ P❛rt✐t✐♦♥ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s

❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s D ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❛tt✐❝❡ ❬✾✱ ✶✵✹❪ ✇❤❡r❡ ❢♦r t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts d1✱ d2 ∈ D
t❤❡ ♠❡❡t ❛♥❞ ❥♦✐♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✹✳✼ ❛♥❞ ✹✳✽ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✾✳

d1 ⊓ d2 =
⋃

pi∈d1, pk∈d2

(pi ∩ pj) ✭✹✳✼✮

d1 ⊔ d2 = (
⋃

pi∈d1, pk∈d2
pi∩pj 6=∅

pi ∪ pj)
+ ✭✹✳✽✮

d1 ⊑ d2 ⇐⇒ d1 ⊓ d2 = d1 ✭✹✳✾✮

❲❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ (·)+ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❝❧♦s✉r❡ ❢♦r d ⊆ ℘(G) ✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts pi ⊆ G s✉❝❤ ❛s✿

d+ = {pi ∈ d | ∄p ∈ d, pi ⊆ p}

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s❡r✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ d ♥♦t ✐♥✲
❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❡❡t ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡st ❝♦♠♠♦♥
r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧❛t❡r✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❥♦✐♥✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜♥❡st ❝♦❛rs❡♥✲
✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ✐t ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥
♣❛rt✐t✐♦♥s ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ D ✇❤❡r❡ ❝♦❛rs❡r ♣❛rt✐t✐♦♥s s✉❜s✉♠❡s
✜♥❡r ♣❛rt✐t✐♦♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r θ = 1 ❢♦r ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ δ(m1) = {{g1, g2, g3}, {g4}}✱
δ(m4) = {{g1, g2}, {g3, g4}} ❛♥❞ δ(m5) = {{g1, g2, g3, g4}}✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

δ(m4) ⊓ δ(m5) = ({g1, g2, g3, g4} ∩ {g1, g2}) ∪ ({g1, g2, g3, g4} ∩ {g3, g4})

δ(m4) ⊓ δ(m5) = {{g1, g2}, {g3, g4}}

δ(m4) ⊓ δ(m5) = δ(m4) ⇐⇒ δ(m4) ⊑ δ(m5)

δ(m1) ⊔ δ(m4) = {{g1, g2, g3}, {g1, g2, g3, g4}, {g1, g2, g4}, {g3, g4}}
+

= {g1, g2, g3, g4}

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✺ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s♣❛❝❡ ♦❢
♣❛rt✐t✐♦♥s D = (D,⊓)✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (M, D, δ) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✳ P❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❬✾❪
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s❡t ♣❛rt✐t✐♦♥s✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ M ❛s t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (M, D, δ)✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱
s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❜✐❝❧✉st❡rs ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r ❛ttr✐❜✉t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♠❛❦✐♥❣
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝r❡❛t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥ G✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ②✐❡❧❞s ✏s✐♠✐❧❛r ❝♦❧✉♠♥ ❜✐❝❧✉st❡rs✑✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡
✏s✐♠✐❧❛r r♦✇ ❜✐❝❧✉st❡rs✑ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (G, D, δ)✱ ✇❤❡r❡ D ✐s ♥♦✇
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ M ❛♥❞ δ : G→ D✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t (B, d) ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ✭♣♣✲❝♦♥❝❡♣t✮
✇❤❡♥ B� = d ❛♥❞ d� = B ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r t✇♦ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts (B1, d1) ❛♥❞ (B2, d2)✱ t❤❡ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ P❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡

t❤❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② (B1, d1) ≤ (B2, d2) ⇐⇒ (B1 ⊆ B2) ♦r ✭d2 ⊑ d1✮✳ ❲❤❡♥ B�� = B✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣t (B, d) ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣t✳ P♣✲❝♦♥❝❡♣ts ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❜✐❝❧✉st❡rs
❛s ♣❛✐rs (p, B) ✇❤❡r❡ p ∈ d ✐s ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t♦
❦❡❡♣ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❛s ♣❛✐rs (p, B) ✭p r❡♣r❡s❡♥t r♦✇s ❛♥❞
B r❡♣r❡s❡♥t ❝♦❧✉♠♥s✮✱ ✇❤✐❧❡ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥✈❡rs❡❧② (B, d) ✭B ✐s t❤❡ ❡①t❡♥t ❛♥❞ d ✐s t❤❡
✐♥t❡♥t ♦❢ (B, d)✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t (B, d) ❜❡ ❛ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t p ∈ d ❡❛❝❤ ♣❛✐r (p, B)
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦❧✉♠♥ ❜✐❝❧✉st❡r✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❡❛s② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛✐r (p, B) r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉❜♠❛tr✐①
t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡
s✐♠✐❧❛r ✇✳r✳t✳ ≃θ✳

❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❜✐❝❧✉st❡r (p, B) ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐✛ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t t♦ p ♦r ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ t♦ B ❞♦❡s
♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r✱ ✐✳❡✳ (p ∪ {g}, B) ❛♥❞ (p, B ∪ {m}) ❛r❡ ♥♦t ❜✐❝❧✉st❡rs✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✸✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✭♣♣✲❧❛tt✐❝❡✮ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠
❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✉s✐♥❣ θ = 1✳ ❚❤❡ ♣♣✲❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✹ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts✱ ❜✉t t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✻ ♠❛①✐♠❛❧
s✐♠✐❧❛r ❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳

❲❤✐❧❡ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r (·)�✮✱ ❜✐❝❧✉st❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❛✐rs (p, B)
❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❜✐❝❧✉st❡r ✼ ✐s ♥♦t ♠❛①✐♠❛❧
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r ✸✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ❜✐❝❧✉st❡r ✽ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♠❛①✐♠❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
✹✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ✇✳r✳t✳
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ❛r❡ st✐❧❧ ❡❛s② t♦
✐❞❡♥t✐❢②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t (B1, d1), (B2, d2) ❜❡ t✇♦ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts s✉❝❤ ❛s (B1, d1) ≤ (B2, d2)✳ ▲❡t p ⊆ G ❜❡
❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ■❢ p ∈ d1 ❛♥❞ p /∈ d2 t❤❡♥ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ (p, B1) ✐s
♠❛①✐♠❛❧✳

Pr♦♦❢ ✺✳ ●✐✈❡♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs (·)� ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❢♦r (B1, d1) ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② gi ∈ p✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s tr✉❡✿

p =
⋂

mj∈B1

{gk ∈ G | Aij = Akj} ✭✹✳✶✵✮
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✹✳✸✳ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❋❈❆

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t gh ∈ G✱ s✉❝❤ ❛s gh /∈ p✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Aij 6= Ahj ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❛✐r
(p+ {gh}, B) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r✳

▲❡t B2 = B1 + {mj} ❢♦r ❛♥② mj ∈ M✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t (p, B2) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ ❝❧✉st❡r ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
▲❡t (p, B2) ❜❡ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts t❤❡ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣t (B2, B�2 ) s✉❝❤ ❛s p ∈ B�2 ✳ ■❢ ✐t ❞♦❡s✱
t❤❡♥ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ❞✐r❡❝t s✉♣❡r ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ (B1, d1)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
p /∈ B�2 ✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ✏❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦♥❝❡♣t✑ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✮ ✭❡✳❣✳ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡r ✻ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣t ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ m4 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡
t❤❛t {g3, g4} ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥t ♦❢ ✐ts s✉♣❡r❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ❜✐❝❧✉st❡r
✼ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ {m1, m2} ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s r❡✲
s❡♠❜❧❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ s❡t ✐s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ■♥ ❬✾❪✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥
❤♦✇✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡s✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ ❛
❜✐♥❛r② ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡ ✏s❝❛❧✐♥❣✑ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❞❛t❛✮ ❣❡♥❡r❛t❡s
❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

▼✐♥✐♥❣ ❜✐❝❧✉st❡rs

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❞❞■♥t❡♥t ✭t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❬✶✸✾❪✮ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✲t❛❜❧❡✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ δ(mj) ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ mj ∈ M✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❧✉♠♥✳
❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ✐♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ♦❜❥❡❝ts G ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ mj ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐s❥♦✐♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❧♦❝❦s✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❧♦❝❦ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ v ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s W ✭❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✸❪✮✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡ mj ✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❧♦❝❦s Vj ✇❤❡r❡ ❛♥② t✇♦ ✐♥t❡r✈❛❧s
v1, v2 ∈ Vj ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ v1 ∩ v2 = ∅✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t gi ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ v = [l, r[
✇✐t❤ l, r ∈ W ✐✛ l ≤ Aij < r✳ ❚✇♦ ♦❜❥❡❝ts gi, gk ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r Vj ✭❣✐✈❡♥ mj✮ ✐✛ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ v ∈ Vj ✳ ❊❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s
❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(γ|M||G|)✱ ✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ❝r❡❛t❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r ♦r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ W ❣✐✈❡♥ γ✱ ✇❤❡r❡ W ✐s t❤❡
s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s M ❢♦r G✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤✱ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ γ ✈❛❧✉❡✳

❇✐❝❧✉st❡r ❊❧❡♠❡♥ts ▼❛①✐♠❛❧❄

✶ ({g1, g2, g3, g4},{m3, m5}) X

✷ ({g1, g2, g3},{m1, m2, m3, m5}) X

✸ ({g4},{m1, m2, m3, m4, m5}) X

✹ ({g1, g2},{m1, m2, m3, m4, m5}) X

✺ ({g3},{m1, m2, m3, m4, m5}) X

✻ ({g3, g4},{m3, m4, m5}) X

✼ ({g4},{m1, m2}) ✗

✽ ({g1, g2},{m3, m4, m5}) ✗

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❇✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ♣♣✲❧❛tt✐❝❡

✽✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❇r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✿ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣t (B, d)✱ ♥♦t
❡✈❡r② ♣❛✐r (p, B) ✇✐t❤ p ∈ d r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡r✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ✇❡
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞✐s❝♦✈❡r ❜✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♣✲❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❜❡✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❧❡ss t❤❛♥ ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♣✲❧❛tt✐❝❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❤♦❧❞ ❛ ♠❛①✐♠❛❧
❜✐❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s ❤❛s ❣✐✈❡♥ r♦♦♠ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r✉♥✐♥❣
t❤❡ ♣♣✲❧❛tt✐❝❡ ❢r♦♠ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts ♥♦t ❤♦❧❞✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❜r❡❛❦s t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✱ ✐t ❦❡❡♣s t❤❡ ♦r❞❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣ts✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❆❞❞■♥t❡♥t r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❈♦♠♣❧❡①✐t②✿ ❆s✐❞❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❢❛❝t r❡♠❛✐♥s t❤❛t
❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛✲t❛❜❧❡✱ ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧②
✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❬✻✶✱ ✾✶❪✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡rs ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s O(|L|·|G|2 ·|M|)
✇❤❡r❡ |L| ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣r♦✇ ✉♣ t♦ 2|G| ❬✶✸✾❪✳

▼❡t❤♦❞s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❋❈❆✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ♦t❤❡r
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✳ ❆ ♣♦♣✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❋❈❆ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♠✐♥✐♥❣✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❝✉tt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♥♦t r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r
❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ♦r ❝♦❧✉♠♥s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ❜✐❝❧✉st❡r✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥
❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❜✐❝❧✉st❡r ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❛✈♦✐❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ❬✾✶❪✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ s❡t ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧
σ✳ ❊❛❝❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss s✉❝❤ ❛s |[g]mj | ≤ σ ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ♣♣✲❝♦♥❝❡♣t ✐♥t❡♥t✳

✹✳✸✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡
✉s❡❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝❛❧❧❡❞ ▼♦✈✐❡▲❡♥s ✶✵✵❦✹✻ ♦❢ ✜❧♠ r❛t✐♥❣s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✾✹✸ ✉s❡rs ❛♥❞ ✺✵
✜❧♠s ✭♦✉t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✻✽✷✮ ✉s✐♥❣ σ = 1 ✭❛❧❧ ❜✐❝❧✉st❡r s✐③❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❡t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❧♦❝❦s [1, 2][3, 3][4, 5]✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ✉s❡r r❛t✐♥❣s ❢♦r ✜❧♠s ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✺✳ ❲❤❡♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s ✵ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐sr❡❣❛r❞ ✭✇❡ ❞♦ ♥♦t ♠✐♥❡ ❜✐❝❧✉st❡rs
✇✐t❤ ❝♦❧✉♠♥s ❡q✉❛❧ t♦ ✵✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✶✻✺✸✷ s✐♠✐❧❛r ❝♦❧✉♠♥ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡ss❡s ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥s❡rt✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ❆❞❞■♥t❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❧❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡
❞❛t❛s❡t s✐③❡ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❧❡t σ = 1 ❛♥❞ ♠✐♥❡ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✐❝❧✉st❡r✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤♦✉t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭✸✵✳✺
s❡❝♦♥❞s✮✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭❢♦r ❛ ❧❛tt✐❝❡
♣r✉♥❡ ❛t ❡❛❝❤ ❆❞❞■♥t❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ ❧❛t❡r t❤❡ t✐♠❡ q✉✐❝❦❧② st❛❜✐❧✐③❡s ❛r♦✉♥❞ ❤❛❧❢ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡
♥♦♥✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡st t✐♠❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✹✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭✶✺ s❡❝♦♥❞s✮✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡♥t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❆❞❞■♥t❡♥t✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ♣r✉♥❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❛s ♠❛♥② ✐♥t❡♥ts t♦ ✐♥t❡rs❡❝t ❛s t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❛♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❛s❦ ❛♥❞ ❛❞❞s ♦✈❡r❤❡❛❞ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ❜❛❧❛♥❝❡
♦❢ t❤✐s tr❛❞❡✲♦✛ ❧❡❛❞s t♦ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭t✇✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮✱
❤♦✇❡✈❡r ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛✲t❛❜❧❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞r❛✇ ♠♦r❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts s❡tt✐♥❣✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❛t❛s❡t ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠
❇✐❝❆t✹✼ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✹✶✾ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✼✵ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❲❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

✹✻❤tt♣✿✴✴❣r♦✉♣❧❡♥s✳♦r❣✴❞❛t❛s❡ts✴❢✐❧♠❧❡♥s✴
✹✼❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t✐❦✳❡❡✳❡t❤③✳❝❤✴s♦♣✴❜✐❝❛t✴
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http://grouplens.org/datasets/filmlens/
http://www.tik.ee.ethz.ch/sop/bicat/
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Iterations [units]


❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❆❞❞■♥t❡♥t ■t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r ♣r✉♥❡ ✈s ❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡

♠✐♥✐♥❣ s✐♠✐❧❛r r♦✇ ❜✐❝❧✉st❡rs ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❈❤❡♥❣ ❛♥❞ ❈❤✉r❝❤✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❈❈✮ ❬✷✾❪✳ ❈❈ tr✐❡s
t♦ ✜♥❞ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r
δ✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♣♣✲❧❛tt✐❝❡ ❛r❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❧♦❝❦s
γ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r σ✳ ❈❈ ✇❛s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❇✐❝❆t ❛♥❞
♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❧❡❢t ❛s s②st❡♠✬s ❞❡❢❛✉❧t✳

❘❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠✐♥❡ ♠♦r❡
t❤❛♥ ❢♦✉r ♠✐❧❧✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐♥ ❧❡ss t✐♠❡ t❤❛♥ ❈❈ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ♦♥❧②
t❡♥ t❤♦✉s❛♥❞s✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡ts s♠❛❧❧❡r s❝♦r❡s
✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ❈❈ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❧❛r❣❡r ❜✐❝❧✉st❡rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡♥ t❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ str❛t❡❣② ✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts✳ ❲❤✐❧❡ ❧❛r❣❡r ❜✐❝❧✉st❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝❧❛ss❡s ✭γ✮✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈❈✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❡tt❡r ♦♥ ✜♥❞✐♥❣
♠❛♥② ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ✐♥❞✉❝✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ♦❜❥❡❝ts✳
❈❈ ✐s ❜❡tt❡r ❛t ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛✲t❛❜❧❡ ❜② ✜♥❞✐♥❣ ❧❛r❣❡r ❜✐❝❧✉st❡rs✳

✹✳✸✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❋❈❆

❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ✉s✉❛❧❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧✲
②s✐s✳ ❆ t❤♦r♦✉❣❤ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✾✶❪ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♦♥❡ ✐♥
❬✻✶❪✳ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❚✐♠❡ ❇✐❝❧✉st❡rs P❛r❛♠❡t❡rs ▼❙❊ ▼❛① ❙✐③❡

❬s❪ ❬❑✉♥✐ts❪ ▼❛① ❬❝❡❧❧s❪

PP▲ ✹✺✶ ✾✵✶ γ❂✷✵✱ σ❂✶✵ ✵✳✵✶✻ ✷✵✾

PP▲ ✷✼ ✸✻ γ❂✶✵✱ σ❂✸✵ ✵✳✵✸✷ ✸✼✷

PP▲ ✸✵✻ ✸✾✵ γ❂✶✵✱ σ❂✷✺ ✵✳✵✸✼ ✹✹✷

PP▲ ✸✱✹✵✹ ✹✱✹✼✶ γ❂✶✵✱ σ❂✸✵ ✵✳✵✹✶ ✹✻✷

PP▲ ✷✺✸ ✸✶✹ γ❂✺✱ σ❂✺✵ ✵✳✷✺✾ ✶✱✶✼✸

❈❈ ✹✶✽ ✶ δ = 0.5 ✸✳✷ ✶✼✱✼✺✷

❈❈ ✹✶✻ ✶ δ = 0.3 ✷✳✽✶ ✶✼✱✼✺✷

❈❈ ✹✱✵✶✽ ✶✵ δ = 0.5 ✹✳✾✷ ✶✼✱✼✺✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❈ ❛♥❞ ♣♣✲❧❛tt✐❝❡ ❜✐❝❧✉st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠

✽✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

■♥ ❬✼✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s t♦ ♠✐♥❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡
❜✐❝❧✉st❡rs ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❧❛t❡r r❡✈✐s✐t❡❞ ✉s✐♥❣ ❚r✐❛❞✐❝ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ✭❚❈❆✮ ✐♥ ❬✼✼❪✳ ❖✉r ✇♦r❦
s❤❛r❡s ♠❛♥② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞
♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧② s✐♠✐❧❛r r♦✇✴❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

▲❛tt✐❝❡✲❜❛s❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❛s ❛❧s♦ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❬✶✵✹❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦r ♣r♦♣♦s❡s ❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ s✐♥❣❧❡✲❧✐♥❦❛❣❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ●❛❧♦✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❬✻✸❪✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦r ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✏♦❜❥❡❝t✑ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❜♦t❤✱ s②♠❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❞❛t❛✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①t❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s t♦ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇♦r❦✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦♦❧ t❤❛t ❋❈❆ ❝❛♥ s✉♣♣♦rt ❤❛s ❜❡❡♥
❝❛t❛❧♦❣✉❡❞ ❛s ✏❡①❤❛✉st✐✈❡ ❜✐❝❧✉st❡r ♠✐♥✐♥❣✑✱ t❤✐s ✐s ✜♥❞✐♥❣ ❛❧❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ❣✐✈❡♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛
t❛❜❧❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✷❪✱ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ◆❇❙✲♠✐♥❡r ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❜✐✲
s❡ts✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛
t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✏♦❜❥❡❝t✑ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s✱ ✐♥ ❬✶✶✷❪✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❣❡ s✉♣♣♦rt
♣❛tt❡r♥s ♠✐♥✐♥❣ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❡①❤❛✉st✐✈❡
✏s✐♠✐❧❛r✑ r♦✇ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❆♣r✐♦r✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬✽✼❪✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡s❡♥t ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②s ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
❞✐✛❡rs ✐♥ t❤❛t ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥s✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❋❈❆ ❛♥❞ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✱ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜♦t❤ r❡❧② ♦♥
t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❜② t❤❡ ❞✉❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ s❛②
t❤❛t ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ✐♥ t❤❛t ✐t ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ❛s ✇❡ ❤❛✈❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆✳ ❚❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❋❈❆ ❛♥❞ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ❣♦✐♥❣ ❛s
❢❛r ❛s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❡tt✐♥❣s r❡❣❛r❞✐♥❣ ❜✐❝❧✉st❡r ♠✐♥✐♥❣✳

✹✳✹ ❋❈❆ ❛♥❞ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ❋❈❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❋❈❆ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱
♥❛♠❡❧② ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❬✼✾❪ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ❛♥❞ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧✲
②s✐s ✭❚❈❆✮ ❬✽✽❪ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s✉❧ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡
❜✐❝❧✉st❡rs ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❛❜❧❡✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✏❢♦✉rt❤ ♠❡t❤♦❞✑ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❋❈❆✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐s ❥✉st t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❛❜❧❡
♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❇② ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡② ②✐❡❧❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s✳
❊①❛♠♣❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r s❤♦✇ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ ♥❡✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❞❛t❛ t❛❜❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ♦❜❥❡❝ts G = {g1, g2, g3, g4, g5} ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② r♦✇s ✇❤✐❧❡
❛ttr✐❜✉t❡s M {m1, m2✱ m3, m4} ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❝♦❧✉♠♥s✳ W = {0, 1, 2, 6, 7, 8, 9} ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ m4(g2) = 9✳

✾✵



✹✳✹✳ ❋❈❆ ❛♥❞ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s

m1 m2 m3 m4

g1 ✶ ✷ ✷ ✽

g2 ✷ ✶ ✷ ✾

g3 ✷ ✶ ✶ ✷

g4 ✶ ✵ ✼ ✻

g5 ✻ ✻ ✻ ✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❛❜❧❡

✹✳✹✳✶ ❙❝❛❧❡❞ P❛rt✐t✐♦♥ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s✐♠✐❧❛r ❛s t❤❡②
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠✐♥✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✻✸❪ ✭♣❛❣❡ ✾✷✮
s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳

❋✐rst❧②✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❢✉t✉r❡ s❝❡♥❛r✐♦s
✭♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✮✳ ▲❡t (G, M, W, I) ❜❡ ❛ ♠❛♥②✲
✈❛❧✉❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❞❡✜♥❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s❡t G ❛s Πm ⊆ ℘(G)✱ ✇❤❡r❡ ci ∈ Πm ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ci ∩ cj = ∅ ❢♦r ❛❧❧ ci, cj ∈ Πm s✳t✳ i 6= j✱ ❛♥❞

⋃

ci = G✱ ✇❤❡r❡ m ∈ M ✐s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡
t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Πm✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✿

∀ci ∈ Πm, ∀g, h ∈ ci, m(g) = m(h)

❚❤✉s✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (M, D, δ) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ D ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❡♠✐✲❧❛tt✐❝❡ ♦❢
♣❛rt✐t✐♦♥s ♦r❞❡r❡❞ ❜② s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ δ(m) = Πm(G) ✐s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤
❛ttr✐❜✉t❡ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ G✳

■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t✳ ❇② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t
(M, G × G, I) st✳ (m, (g, h)) ∈ I ⇐⇒ m(g) = m(h) ❞❡r✐✈❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ (M, D, δ) ❬✾❪✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t♦ ❣❡t
♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s m(g) ≃θ m(h)✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✾❪✳ ■♥ ♦✉r r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉❝❤ ❝♦♥t❡①t ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ❢♦r ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦❢ θ = 1✱ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸
✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥
✹✳✸ ✭r✐❣❤t✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❤♦✇ t❤❡s❡ t✇♦ ❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝✳

(g1, g2) (g1, g3) (g1, g4) (g1, g5) (g2, g3) (g2, g4) (g2, g5) (g3, g4) (g3, g5) (g4, g5)

m1 × × × × × ×

m2 × × × × ×

m3 × × × ×

m4 × × ×

❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ❋♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t s❝❛❧❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻

✾✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ P❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✱ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡

✹✳✹✳✷ ■♥t❡r✈❛❧ P❛tt❡r♥ ❙tr✉❝t✉r❡ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡t
✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t (G, M, W, I)✱ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (G, D, δ)
♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❡❝t♦r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦r❞❡r ✇✳r✳t✳ M
✭✐✳❡✳ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞
t❤✉s✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ δ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦♣❡r❛t♦r ⊓ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ g, h ∈ G ❛♥❞ mj ∈ M ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

δ(g) = 〈[mj(g), mj(g)]〉, j ∈ [1, |M|]

δ(g) ⊓ δ(h) = 〈[min(mj(g), mj(h)),max(mj(g), mj(h))], j ∈ [1, |M|]

❊①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻✱ ({g1, g2, g3}, 〈[1, 2], [1, 2], [1, 2], [2, 9]〉) ✐s ❛ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t✿

δ(g1) = 〈[1, 1], [2, 2], [2, 2], [8, 8]〉

{g1, g2, g3}
� = δ(g1) ⊓ δ(g2) ⊓ δ(g3) = 〈[1, 2], [1, 2], [1, 2], [2, 9]〉

〈[1, 2], [1, 2], [1, 2], [8, 9]〉 ⊑ 〈[1, 2], [1, 2], [1, 2], [2, 9]〉

{g1, g2, g3}
�� = {g1, g2, g3}

■♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❛♥❞
t❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≃θ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥s✐st✐♥❣❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t
t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ✐♥ ❋❈❆✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ attr : D → M ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t✲
tr✐❜✉t❡s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ θ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❢♦r d = 〈[lj , rj ]〉✱ j ∈ [1, |M|]✿
attr(d) = {mj ∈ M | lj ≃θ rj}✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ attr ✏✇❛❧❦s✑ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■❢ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ t❤❡ θ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡♥ ✐t
r❡t✉r♥s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♦r❞❡r ✇✐t❤✐♥ ✈❡❝t♦rs ✇✳r✳t✳ t❤❡ s❡t M✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r θ = 1 ❛♥❞ t❤❡ ✐♣✲
❝♦♥❝❡♣t✹✽ (A1, d1) = ({g1, g2, g3}, 〈[1, 2], [1, 2], [1, 2], [2, 9]〉) ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 2− 1 = 1 ≤ θ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡

✹✽■♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t

✾✷



✹✳✹✳ ❋❈❆ ❛♥❞ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s

❢♦✉rt❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s 9 − 2 = 7 � θ✳ ❍❡♥❝❡✱ attr(d1) = {m1, m2, m3}✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r t❤❡ ✐♣✲❝♦♥❝❡♣t
(A2, d2) = ({g1, g2}, 〈[1, 2], [1, 2], [1, 2], [8, 9]〉) ✇❡ ❤❛✈❡ attr(d2) = {m1, m2, m3, m4}✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡t (G, M, W, I) ❛s ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (G, D, δ)✳
❋♦r ❛♥② ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡r B✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t (A, d) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❝❡❧❧s ρ(B) =
(A, attr(d))✳

Pr♦♦❢ ✻✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❛♥ ✐♣✲❝♦♥❝❡♣t (A, d)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
d = A�✳ ❚❤✉s✱

attr(d) = attr(A�) = {mj ∈ M | max(mj(gi))−min(mj(gi)) ≤ θ, ∀gi ∈ A}

= {mj ∈ M | min(mj(gi)) ≃θ max(mj(gi)), ∀gi ∈ A}

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❢♦r ❛♥② t✇♦ ♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts gi, gk ∈ A✱ mj(gi) ≃θ mj(gk)✱ ∀mj ∈ M ♦r ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱
Aij ≃ Aik ❜② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t ❛s ❛ ♠❛tr✐① A✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✈❡r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❛ ❜✐❝❧✉st❡r ❛♥❞ t❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♣✲❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❜✐❝❧✉st❡rs✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥t✱ ✐✳❡✳ A�� = A✳

✹✳✹✳✸ ❚r✐❛❞✐❝ ❈♦♥❝❡♣t ❆♥❛❧②s✐s ❆♣♣r♦❛❝❤

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ✭❚❈❆✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣✉r✲
♣♦s❡s ✐♥ ❬✼✼❪✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛
❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧t✿ ❛♥② ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❛ tr✐❛❞✐❝
❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥t❡①t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡t ❜② ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛❧✉❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡t ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t (G, M, W, I)✱ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥t❡①t ❣✐✈❡♥ ❜② (M, G, G, Y) s✳t✳ (mj , gi, gk) ∈ Y ⇐⇒ mj(gi) ≃θ mj(gk)✳
❋♦r ❛♥② ❜✐❝❧✉st❡r B s✉❝❤ ❛s ρ(B) = (A, B)✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣t (B, A, A)✳

Pr♦♦❢ ✼✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ t♦ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❚❈❆ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳

❊①❛♠♣❧❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛❣❛✐♥ θ = 1✱ t❤❡ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥t❡①t ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠
❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✽✳ ❚❤❡ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ({m1, m2, m3}, {g1, g3, g2}, {g1, g2, g3}) ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡r ({g1, g3, g2}, {m1, m2, m3})✳

✾✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

m1 g1 g2 g3 g4 g5

g1 × × × ×

g2 × × × ×

g3 × × × ×

g4 × × × ×

g5 ×

m2 g1 g2 g3 g4 g5

g1 × × ×

g2 × × × ×

g3 × × × ×

g4 × × ×

g5 ×

m3 g1 g2 g3 g4 g5

g1 × × ×

g2 × × ×

g3 × × ×

g4 × ×

g5 × ×

m4 g1 g2 g3 g4 g5

g1 × × ×

g2 × ×

g3 ×

g4 × ×

g5 × × ×

❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ❚r✐❛❞✐❝ ❝♦♥t❡①t ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻ ✉s✐♥❣ ≃1

✹✳✹✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❋❈❆ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s✳ ❲❡ r❡♣♦rt ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss
✭♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts✮ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳

❉❛t❛ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s

❚❤❡ ✜rst ❞❛t❛s❡t✱ ✏❉✐❛❣♥♦s✐s✑✹✾✱ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✷✵ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ✽ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛ttr✐❜✉t❡
♣r♦✈✐❞❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛t✐❡♥t ✇✐t❤ ❛ r❛♥❣❡ [35.5, 41.5] ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧✮✳ ❋♦r
t❤✐s ❛ttr✐❜✉t❡ ✇❡ ✉s❡❞ θ = 0.1 ❛♥❞ t❤❡♥ θ = 0.3✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✼ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ ❜✐♥❛r② ✭θ = 0✮✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t✱ ✏❞❛t❛❙❛♠♣❧❡❴✶✳t①t✑✱ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇✐❈❛t s♦❢t✇❛r❡✺✵✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✹✷✵
♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✼✵ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ✇✐t❤ r❛♥❣❡ [−5.9, 6.7]✳ ❲❡ ✉s❡❞ θ = 0.05 ❢♦r ❛❧❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳
❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✾ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❋❈❆ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱
♥❛♠❡❧② ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ✭■P❙✮✱ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s✴♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✭❚❇P❙✮
❛♥❞ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ✭❚❈❆✮✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♦❢ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❝♦♥t❡①ts✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✭❋❈❆✲❈▲✮✳ ❆ ❝♦♥t❡①t ✐s ❝❧❛r✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥❡✐t❤❡r
t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ♦r t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡s s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳

❋♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❈❆ ❛♥❞ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✭■P❙✱ ❚❇P❙✮✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❈✰✰ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✸✾❪✺✶✳ ◆♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡
❚❈❆ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❉❛t❛✲P❡❡❧❡r ❬✷✽❪✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ▲✐♥✉① ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❊✼ r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✷✳✻✼●❍③ ✇✐t❤ ✶❚❇ ♦❢ ❘❆▼✳

✹✾❤tt♣✿✴✴❛r❝❤✐✈❡✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴♠❧✴❞❛t❛s❡ts✴❈♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡✰▼❡t❤♦❞✰❈❤♦✐❝❡
✺✵❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t✐❦✳❡❡✳❡t❤③✳❝❤✴s♦♣✴❜✐❝❛t✴
✺✶❤tt♣s✿✴✴❝♦❞❡✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴♣✴s❡♣❤✐r♦t✴

✾✹

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Contraceptive+Method+Choice
http://www.tik.ee.ethz.ch/sop/bicat/
https://code.google.com/p/sephirot/


✹✳✹✳ ❋❈❆ ❛♥❞ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣✿ ❚✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s

❘❡s✉❧ts

❘❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✾ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❝♦♥t❡①t ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❋❈❆ ✭❋❈❆✲❈▲✮ ✐s t❤❡ ❜❡st ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✳r✳t✳ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❇✐❝❆t s❛♠♣❧❡
✶✱ t❤❡ ❜❡st ✐s ❚❈❆✳ ❚✐♠❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❋❈❆ ❛♥❞ ❋❈❆✲❈▲✱ t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛s ❤✐❣❤ ❛s t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❇✐❝❆t ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡s❡ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡
✐❣♥♦r❡❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ θ ✈❛❧✉❡✱ ❤❡♥❝❡
❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t θ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❛s❦ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t
t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧ ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✳r✳t✳
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✭✐t ✐s ❛❝t✉❛❧❧②✱ ❥✉st ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❢♦r♠❛t✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ ❛ ♠♦r❡
❝♦♠♣❛❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✭❚❇P❙✮ ❛♥❞
✐ts ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✈❡rs✐♦♥s ✭❋❈❆ ❛♥❞ ❋❈❆✲❈▲✮✳ ❲❤✐❧❡ ❚❇P❙ ✐s t❤❡ s❧♦✇❡st ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ♠❡t❤♦❞s✱
✐t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ♦♥❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡s♦✉r❝❡s✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❘❆▼✳ ❚❈❆
✐s t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❞❛t❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r
t❤✐s ②✐❡❧❞s r❡s✉❧ts ❢❛st❡r✳ ■♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛s ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢
❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

❋♦r t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ♥♦r
t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❜✉t
♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❋❈❆ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs✱ t❤✐s ✐s t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❜✐❝❧✉st❡r ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
❜✐❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ❡①tr❛❝t❡❞✱ ❜✉t ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦st✲
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ❢r♦♠ t❤❡♠✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❚❈❆ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦✉♥❞✱
✇❤✐❧❡ ❢♦r ■P❙ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts t✐♠❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s
♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡t sq✉❛r❡❞ ❛♥❞ ❢♦r ❚❇P❙ ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r✲s✉❜ ❝♦♥❝❡♣t
r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❜✐❝❧✉st❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡♥❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉♥❢❛✐r✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❆❞❞■♥t❡♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ❝✉ts ✐♥ ❤❛❧❢
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r ♠✐♥✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥
♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ■P❙ ❛♥❞ ❚❈❆ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜✉t ❛r❡ st✐❧❧
❛ ♠❛tt❡r ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳

❉✐❛❣♥♦s✐s ❇✐❝❆t s❛♠♣❧❡ ✶

θ = 0.3 θ = 0.1 θ = 0.05

❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❚✐♠❡ ❬s❪ ★❈♦♥❝❡♣ts ❊①❡❝✳ ❚✐♠❡ ❬s❪ ★❈♦♥❝❡♣ts ❊①❡❝✳ ❚✐♠❡ ❬s❪ ★❈♦♥❝❡♣ts

Pr❡♣r♦❝ ✰ ❊①❡❝✳ Pr❡♣r♦❝ ✰ ❊①❡❝✳ Pr❡♣r♦❝ ✰ ❊①❡❝✳

❋❈❆ ✵✳✶✶ ✰ ✵✳✸✸✺ ✾✽ ✵✳✶✶ ✰ ✵✳✷✾✶ ✽✽ ✷✳✸ ✰ ✷✱✷✷✵ ✹✼✻✱✾✺✵

❋❈❆✲❈▲ ✵✳✶✶ ✰ ✵✳✵✷ ✾✽ ✵✳✶✶ ✰ ✵✳✵✶✶ ✽✽ ✷✳✸ ✰ ✷✱✷✷✵ ✹✼✻✱✾✺✵

❚❈❆ ✵✳✵✹ ✰ ✸✸✳✸ ✸✱✸✷✷ ✵✳✵✹ ✰ ✸✶✳✸✹ ✷✱✶✷✼ ✸✳✶✼ ✰ ✸✻✵ ✼✹✶✱✹✷✶
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❚❛❜❧❡ ✹✳✾✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✭♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✰ ❆❞❞■♥t❡♥t r✉♥✮
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✹✳✹✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s t❛s❦ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s tr❛♥✲
s❝r✐♣t♦♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❜✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s✳ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❛♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛✐♥ ♦r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛❞ ❤♦❝ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ♦❢ s✐♠✲
✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❝♦❧✉♠♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ♦r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts
❛♥❞ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ♥♦t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡
❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♦❢ ❋❈❆✳

✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡♣♦rt ♦♥ t✇♦ ❦♥♦✇♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❢✉❧✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢♦r r❡❝♦♠✲
♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❛♠❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t♦ ♠✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✳

✹✳✺✳✶ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡r ❙②st❡♠s

❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡r ❙②st❡♠s ✭❘❙s✮ ❛r❡ ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
✇❤✐❝❤ ✐t❡♠s ❢r♦♠ ❛ ❝❛t❛❧♦❣✉❡ ✇♦✉❧❞ ❛ ✉s❡r ❝♦♥s✉♠❡ ♦r ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ ✐t❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❬✶✷✸❪✳

❘❙s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛r s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✾✾✬s ✏◆❡t✢✐① ♣r✐③❡✑✺✷✱ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❢♦r
❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ◆❡t✢✐①✬s tr❛❞❡♠❛r❦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐③❡ ♦❢ ❛ ♠✐❧❧✐♦♥
❞♦❧❧❛rs✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥t❡st ✐s ❜❡✐♥❣ ❤❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭■❏❈❆■ ✷✵✶✺✮ ✺✸ ♦✛❡r✐♥❣ ❛ ♣r✐③❡ ♦❢ t❡♥ t❤♦✉s❛♥❞s ❞♦❧❧❛rs ❢♦r
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✉s❡r r❡t✉r♥s t♦ ❛♥ ❡✲❝♦♠♠❡r❝❡ ❲❡❜s✐t❡ ✐♥ ❛♥ ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t ❝♦♥t❡①t✳

❚✇♦ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❘❙s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✷✸❪✱ ♥❛♠❡❧② ✏❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ❘❙s✑ ❛♥❞ ✏❝♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❘❙s✑✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇♦r❦✱ ❧❡t ✉s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡
s♦♠❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❘❙s✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ✉s❡rs ❛♥❞ M✱ ❛ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ❛ ❝♦♥t❡①t
❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t (G, M, W, I) ✇❤❡r❡ W ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
r❛t✐♥❣s t❤❛t ✉s❡rs ✐♥ G ❝❛♥ ❣✐✈❡ t♦ ✐t❡♠s ✐♥ M ✇❤✐❧❡ (g, m, w) ∈ I ✐✛ t❤❡ ✉s❡r g ❤❛s r❛t❡❞ ✐t❡♠ m

✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ w ♦r✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ s❛♠❡ m(g) = w✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s fg : G × G → [0, 1]✱ ❛♥❞

fm : M × M → [0, 1] ❛❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ✉s❡rs ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐t❡♠s t❤❡② ❤❛✈❡ ✏❧✐❦❡❞✑
❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ ✐t❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❡✳❣✳ ❜♦♦❦s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜② ❝♦♥t❡♥t✱
✜❧♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜② ❝❛st✱ ❡t❝✳✮✳

●✐✈❡♥ ❛ ✉s❡r g ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s B ⊆ M t❤❛t ❤❡ ❤❛❞ ❧✐❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✱ ✏❝♦♥t❡♥t✲❜❛s❡❞ ❘❙s✑
r❡❝♦♠♠❡♥❞s t❤♦s❡ ✐t❡♠s n ∈ M s✳t✳

∑

m∈B
fm(m, n) ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ■♥ s✐♠♣❧❡r t❡r♠s✱ ✐t s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛❧❧

✐t❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ t❤❛t g ❤❛s ❧✐❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳
❚❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ✏❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❘❙s✑ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ●✐✈❡♥

✉s❡r g ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s ❤❡ ❤❛s r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❞❡♥♦t❡❞ ❛s g′ ✭♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡
✐t❡♠s ❤❡ ❤❛s r❛t❡❞✱ ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧✐❦❡❞✮✳ ❚❤❡ s②st❡♠ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤♦s❡ ✉s❡rs h ∈ G s✉❝❤

✺✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♥❡t❢❧✐①♣r✐③❡✳❝♦♠
✺✸❤tt♣✿✴✴✐❥❝❛✐✲✶✺✳♦r❣✴✐♥❞❡①✳♣❤♣✴r❡♣❡❛t✲❜✉②❡rs✲♣r❡❞✐❝t✐♦♥✲❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
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t❤❛t fg(g, h) ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s②st❡♠ r❡❝♦♠♠❡♥❞s ✐t❡♠s m ∈ h′ s✉❝❤ ❛s m /∈ g′ ❛♥❞ m(h) ✐s ❤✐❣❤✳
■♥ s✐♠♣❧❡r t❡r♠s✱ ✐t s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛❧❧ ✉s❡rs s✐♠✐❧❛r t♦ g ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❤✐♠ ✐t❡♠s t❤❡② ❤❛✈❡ ❧✐❦❡❞
❛♥❞ t❤❛t g ❤❛s ♥♦t r❛t❡❞ ②❡t✳

❆♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛❞✐❣♠s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✏❤②❜r✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✑ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧②
r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ❜✐❣ t❤✐r❞ ❘❙s ♠♦❞❡❧✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ ❘❙s ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥t❡①t
t♦ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛❞✈❡rt✐s❡♠❡♥t ❛♥❞ ♥❡✇s
❲❡❜ s✐t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛ ♥❡✇s ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ ♣❧❛♥❡ ❝r❛s❤✱ ❛ ❝♦♥t❡♥t✲
❜❛s❡❞ ❘❙s ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❛♥ ❛✐r ❧✐♥❡ ❲❡❜s✐t❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❛rt✐❝❧❡✳ ❚❤✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❛❞❧②✱ ✐s ♥♦t ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❡①❛♠♣❧❡ ❛t ❛❧❧✱ ❝♦✉❧❞ s❡❡♠
✈❡r② ❛❞❡q✉❛t❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✐✳❡✳ s♦♠❡ ♥✉♠❜❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇❤✐❝❤
✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✐s
✇r♦♥❣✳ ❇❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ✏♣❧❛♥❡ ❝r❛s❤✑✱ ❛♥ ❛✐r ❧✐♥❡
❲❡❜s✐t❡ ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❦❡② ❛s♣❡❝t t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐ss✉❡s✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ ❘❙s ✐s ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ✉s❡r ✇❤② ❛♥ ✐t❡♠ ✐s ❜❡✐♥❣ r❡❝✲
♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✏✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✐t❡♠ ❳ ❜❡❝❛✉s❡ ②♦✉ ❧✐❦❡
✐t❡♠ ❨✑ ♦r ✏✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✐t❡♠ ❳ ❜❡❝❛✉s❡ ✉s❡r ❩ ❧✐❦❡ ✐t✑✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✜♥❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s✱ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❛t ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ❧✐❦❡ ✐t❡♠ ❳✱ ♥♦t t♦ ❜❧❛♠❡ t❤❡ ❘❙✳ ❚❤✐s ✐s s♣❡❝✐❛❧❧②
✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜❧♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✉s❡r ♠❛② ❧✐❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥r❡s ♦❢ ✜❧♠s ❛♥❞ t❤✉s✱ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❣❡♥r❡s ♦❢ ✜❧♠s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ❤✐♠✳ ■❢ ❤❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ✏♠♦♦❞✑ ♦❢ ✇❛t❝❤✐♥❣ ❛ ✜❧♠ ❢r♦♠
❛ s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♥r❡✱ t❤❡♥ ❤❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s
❣✐✈❡♥ t♦ ❤✐♠✳

■♥ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s✱ ❛s ♥♦t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ❋❈❆ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛❝❦❜♦♥❡
♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s t♦ s✉♣♣♦rt ❝♦♥t❡①t ✐♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❬✷✼✱ ✹✼✱ ✼✸✱ ✼✷✱
✶✸✵❪✳

■♥ ❤❡r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ t♦ s✉♣♣♦rt ❛
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠✳ ❲❡ ❜✉✐❧❞ ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❯s✐♥❣
❜✐❝❧✉st❡rs ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡
s✉❣❣❡st ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❘❙s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹❪✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵ ✭✇❤✐t❡ ❝❡❧❧s✮✺✹✱ ✇❤❡r❡ r♦✇s r❡♣r❡s❡♥t ✜❧♠s✱
❝♦❧✉♠♥s r❡♣r❡s❡♥t ✉s❡rs✱ ❛♥❞ ❝❡❧❧s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣✐✈❡♥ r❛t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❧♠✲✉s❡r ♣❛✐r✳ ❋✐❧♠s ❛♥❞
❯s❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ●r❡② ❝❡❧❧s r❡♣r❡s❡♥t ❛ t❛r❣❡t ✉s❡r ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥
gt✱ ✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ♠❛r❦s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❛t r❛t✐♥❣✳ ❘❛t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ✶ ❢♦r ✏❞✐s❧✐❦❡✑✱ ✷ ❢♦r ✏♥❡✉tr❛❧✑ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❢♦r ✏❧✐❦❡✑✳ ◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡ (M, D, δ) ✇❤❡r❡ M ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✜❧♠s ❛♥❞ D r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡♠✐✲❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉s❡rs G✳

✺✹❯s❡r ✐❝♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❝♦♥❛r❝❤✐✈❡✳❝♦♠✴❛rt✐st✴❥❡❛♥❡tt❡✲❢♦s❤❡❡✳❤t♠❧

✾✼

http://www.iconarchive.com/artist/jeanette-foshee.html


❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8 g9 gt

m1 ✶ ✶ ✶ ✸ ✸ ✸ ✸ ✷ ✸ ❄

m2 ✶ ✶ ✶ ✷ ✷ ✶ ✶ ✸ ✷ ❄

m3 ✸ ✸ ✸ ✶ ✶ ✷ ✷ ✸ ✸ ❄

m4 ✷ ✷ ✷ ✸ ✸ ✷ ✷ ✷ ✸ ✶

m5 ✸ ✸ ✷ ✶ ✶ ✸ ✸ ✷ ✸ ✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✿ ❆ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶ s❤♦✇s ❡❧❡✈❡♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵ ✭♦♥❧② ✇❤✐t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
t❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡s❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t r♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✉s❡rs s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛t✐♥❣s ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ✜❧♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ ❜✐❝❧✉st❡r ✺ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶ ❛♥❞ ❝♦♥s✉❧t✐♥❣ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✱ ✇❡
❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❡❛❝❤ ✉s❡r ❤❛s r❛t❡❞ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✜❧♠s m1, m2, m4 ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ ✸✱✷✱✸ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❇✐❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✉s❡rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❛st❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝✐♥❡♠❛✳

❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s

❲❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❛ ✜❧♠ ❢♦r ✉s❡r gt ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❣r❡② ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✳ ❋♦r t❤✐s ✉s❡r
✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t✇♦ r❛t✐♥❣s ❛♥❞ t❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜❧♠s t❤❡ ✉s❡r
r❛t❡❞ ✭m4 ❛♥❞ m5✮✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜✐❝❧✉st❡rs ✶✱✷✱✸✱✻ ❛♥❞ ✾✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✱ t❤❡s❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❣✐✈❡ ✉s ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❛♠♦♥❣ ✉s❡rs✱ ❛ ❢❛❝t
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✿

✶✳ ◆❛✐✈❡ str❛t❡❣②✿ ❋✐✈❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ t❛r❣❡t
✉s❡r gt ❞♦❡s ♥♦t ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉s❡rs ✐♥ ❜✐❝❧✉st❡r ✷ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡

✾✽



✹✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♦♣♣♦s✐t❡ t❛st❡ ✇✳r✳t t❤❡ ✜❧♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r t❤❛♥ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r✱
✜❧♠s m4 ❛♥❞ m5 ❛r❡ r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✸ ❛♥❞ ✶ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ❤❛s r❛t❡❞ t❤❡♠ ✇✐t❤
✶ ❛♥❞ ✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ♥♦t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜❧t❡r ❜✐❝❧✉st❡rs ❜② ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✳r✳t✳ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ❛♥❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✐t❡♠s ✉s✐♥❣ t❤♦s❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜✐❝❧✉st❡r
✶ s❡❡♠s t♦ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ✭❡✳❣✳ ✷✱✸ ❢♦r t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r ✈❡rs✉s ✶✱✸ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t
✉s❡r ✐♥ ✜❧♠s m4 ❛♥❞ m5✮✳ ❯s❡rs ✐♥ ❜✐❝❧✉st❡r ✶ ❧✐❦❡ ✜❧♠ m3 ❛♥❞ t❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❛t
✜❧♠ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r✳

✏❲❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✜❧♠ m3 ❜❡❝❛✉s❡ ✷ ✉s❡rs s✐♠✐❧❛r t♦ g5 ❧✐❦❡ ✐t✳✑

✷✳ ❆✈❡r❛❣❡ r❛t✐♥❣ str❛t❡❣②✿ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s str❛t❡❣② ❞✐❞ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❜✐❝❧✉st❡rs
♠❛② ❞✐s❛❣r❡❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜✐❝❧✉st❡r ✶ ❛♥❞ ✸ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✭✷✱✸ ❢♦r ❜♦t❤ ❜✐❝❧✉st❡rs ✈❡rs✉s ✶✱✸ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✜❧♠
m1 ✐s ❞✐s❧✐❦❡❞ ✐♥ ❜✐❝❧✉st❡r ✶ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❜✐❝❧✉st❡r ✷ ✐s ❧✐❦❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✜❧♠ m2 ✐s ❧✐❦❡❞
❜② ❜✐❝❧✉st❡r ✶ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥❡✉tr❛❧ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r ✷✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ❜✐❝❧✉st❡rs✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t✐♥❣s t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡
r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❜✐❝❧✉st❡rs✱ ✜❧♠ m1 ❜❡❝♦♠❡s ♥❡✉tr❛❧✱ ✇❤✐❧❡
✜❧♠ m2 ❜❡❝♦♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ❧✐❦❡❞ ✭✇✐t❤ ❛ r❛t✐♥❣ ✷✳✺✮ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r✳

✏❲❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ✜❧♠ m3 ❜❡❝❛✉s❡ ✹ ✉s❡rs s✐♠✐❧❛r t♦ g5 ❢♦✉♥❞ ✐t ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞
❧✐❦❡❛❜❧❡✳✑

✸✳ ❉✐s❛❣r❡❡♠❡♥t str❛t❡❣②✿ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s str❛t❡❣② ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞ ❜✐❝❧✉st❡r ✷ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t
❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥✲
❞❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ✐s ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡rs ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r ✷✱ t❤❡♥ ✇❡
❝♦✉❧❞ ✐♥❢❡r t❤❛t ❤❡ ✇✐❧❧ ❧✐❦❡ ✇❤❛t ✉s❡rs ✐♥ ❜✐❝❧✉st❡r ✷ ❞✐s❧✐❦❡✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡❧❛t❡ t❤✐s r❛t✐♦♥❛❧❡
t♦ t❤❛t ♦❢ ❛♥❛❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❬✶✵✶❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞
❛✈❡r❛❣❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❜✐❝❧✉st❡r
✷ t♦ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ✜❧♠ m3 s✐♥❝❡ ✉s❡rs ✇✐t❤✐♥ ❜✐❝❧✉st❡r ✷ ❞✐s❧✐❦❡ ✐t✳ ■♥
t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ✇♦✉❧❞ ❞✐s❧✐❦❡ ✜❧♠ m1 s✐♥❝❡ ✉s❡rs ✐♥
❜✐❝❧✉st❡r ✷ ❧✐❦❡ ✐t✳ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s str❛t❡❣②✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❢❡r t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ✉s❡r ❞✐s❧✐❦❡s ✜❧♠ m1 ❛♥❞ ❧✐❦❡s ✜❧♠ m3✳

✹✳ ❖t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✿ ■t ✐s ❤❛r❞ t♦ t❡❧❧ ✐❢ ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t❤❛t ❛ ❜✐❝❧✉st❡r ❤❛s ♠♦r❡ ✜❧♠s ♦r
♠♦r❡ ✉s❡rs✳ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡s❡ s♣❛❝❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ●❛❧♦✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❧♠s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥
❜✐❝❧✉st❡r✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s✱
❤♦✇❡✈❡r ✐t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐❢ ✐t ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t ♠❛♥② ✉s❡rs ❛❣r❡❡ ✐♥
s♦♠❡ ✜❧♠s✱ ♦r t❤❛t s♦♠❡ ✉s❡rs ❛❣r❡❡ ✐♥ ♠❛♥② ✜❧♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✏❜❧♦❝❦❜✉st❡rs✑✺✺ ✇✐❧❧
✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉s❡rs ❧✐❦✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❤♦✇ t❤❡② ❜❡❝❛♠❡
✏❜❧♦❝❦❜✉st❡rs✑✳ ❇✐❝❧✉st❡rs ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✏❜❧♦❝❦❜✉st❡rs✑ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡s ❛s ✉s❡rs✱ ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r t❛st❡✱ ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ❧✐❦❡ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢
❤♦✇ ❜✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ♠❛♥② ✉s❡rs ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ❜✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ♠❛♥② ✜❧♠s✳ ■♥
♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✱ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛② ❜❡ tr✉❡✳

✺✺❱❡r② ♣♦♣✉❧❛r ✜❧♠s

✾✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
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❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✿ ▼❛①✐♠❛❧ ❜✐❝❧✉st❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❢r♦♠
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✳ ❊❛❝❤ ❜✐❝❧✉st❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ✐❞✱ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✜❧♠s ❛♥❞ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✉s❡rs✳ ❚❤❡
✜rst t❤r❡❡ ❜✐❝❧✉st❡rs s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✜❧♠s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

▼♦❞❡r♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s r❡❧② ✐♥ ♠❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r
r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤r♦✉❣❤ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✜❧♠
❛s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡rs t❤❛t ❛❣r❡❡ ✐♥ t❤❡ r❛t✐♥❣s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
✜❧♠s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡✐r ❣❡♥r❡s ✭s❡ts ♦❢ t❛❣s✮✱ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❛t❡s ✭❞❛t❡s✮✱ ❧♦❝❛t✐♦♥s
✭❝♦♦r❞✐♥❛t❡✮✱ ❡t❝✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥

✶✵✵



✹✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

str✉❝t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜❧♠
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡rs✱ s❡ts ♦❢ ❣❡♥r❡ t❛❣s✱ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❞❛t❡s✱ ❡t❝✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥t❡①t t♦ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s t♦ ❛✈♦✐❞ ✇r♦♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥r❡s ♦❢ ✜❧♠s✱ ♥❛♠❡❧② ❤♦rr♦r ✜❧♠s ✭m1✱m2 ❛♥❞
m4✮✱ ❛♥❞ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✜❧♠s ✭m3 ❛♥❞ m5✮✳ ❇✐❝❧✉st❡r ✸ ❝♦♥t❛✐♥s ✉s❡rs t❤❛t ❣❛✈❡ ❣♦♦❞ r❛t✐♥❣s t♦ ❜♦t❤✱
❤♦rr♦r ✜❧♠s ❛♥❞ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✜❧♠s✳ ❚❤✐s ❜✐❝❧✉st❡r r❡♣r❡s❡♥ts ✉s❡rs t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❜✐❛s❡❞
t♦✇❛r❞s ❛ ❣❡♥r❡ ♦❢ ❝✐♥❡♠❛✱ ♠❛② r❛t❡ ✜❧♠s ❜② t❤❡✐r q✉❛❧✐t②✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❜✐❝❧✉st❡r ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡♥❞ ✉♣
r❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ ❛ ❤♦rr♦r ✜❧♠ t♦ ❛ ✉s❡r t❤❛t ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❤❛s ❧✐❦❡❞ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✜❧♠s✳

❚❤r♦✉❣❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✜❧♠s
❜② t❤❡✐r ❣❡♥r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✉s❡rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❧✐❦❡❞ t❤❡♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t❡①t t❤❛t ❤♦rr♦r ✜❧♠s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✜❧♠s✳

✹✳✺✳✷ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

■♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠♦❞❡❧✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭❋❉s✮ ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r
t②♣❡s ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡ s❡ts ❬✶✸✼❪✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥ ❛ttr✐❜✉t❡ s❡t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡ s❡t✳ ❚❤❡s❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ❬✾✷❪✳ ■♥ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳
❡rr♦rs ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ❞❛t❛✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡s mi, mj ∈ M ✐❢ ✇❡
❝❛♥ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✲✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ❛♥❞ t❤❡
♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥
♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t
(G, M, W, I)✱ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ Πm ⊆ ℘(G) ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts G ✭✇✐t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ck ∈ Πm✱

⋃

ck = G✱
❛♥❞ ck ∩ cl = ∅ ❢♦r ❛❧❧ ck, cl ∈ Πm ✇✐t❤ k 6= l✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡ m ∈ M s✉❝❤ t❤❛t ∀g, h ∈ ck, m(g) = m(h)✳

❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡ s❡ts X,Y ⊆ M✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s X → Y ✱ ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐✛ ΠX = ΠX∪Y ✳ ❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (M, D, δ)✱ ✐❢ X� = (X∪Y )�

t❤❡♥ X → Y ✳ ❋r♦♠ t❤✐s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

X → Y ⇐⇒ X� = (X ∪ Y )�

⇐⇒ X� = X� ⊓ Y �

⇐⇒ X� ⊑ Y �

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❣✐✈❡♥ t✇♦ ❛ttr✐❜✉t❡ s❡ts✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡② ❞❡r✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡r✐✈❡ tr✐✈✐❛❧ ❋❉s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ (M, D, δ)✱
t❤✐s ✐s✱ ❢♦r t✇♦ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣ts γ(n) ≤K γ(m) ✇✐t❤ m, n ∈ M t❤❡♥ t❤❡ ❋❉ n → m ❤♦❧❞s✺✻✳ ■t
✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❋❉s ❛r❡ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ✏♦❜❥❡❝t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✑ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ (M, D, δ) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✱ ❈❤❛♣t❡r
✶✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ✏♦❜❥❡❝t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✑ ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢
✏❛ttr✐❜✉t❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✑ ❜② ✉s✐♥❣ ❡①t❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥t❡♥t r❡❧❛t✐♦♥s✳

❇② ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ t♦ ✉s❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✭✉s✐♥❣ t♦❧❡r❛♥❝❡
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✮ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭❙❉s✮ ❬✽❪✳

✺✻❘❡❝❛❧❧ t❤❛t M ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ (M, D, δ)

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❊①❛♠♣❧❡ ✶✹✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♥②✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✼ ❛♥❞ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
θ = 1✿

Πm1 = {g1, g2, g3, g4}, {g5}

Πm2 = {g1, g2, g3}, {g2, g3, g4}, {g5}

Πm1 ⊓Πm2 = Πm2 =⇒ m2 → m1

❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ m2 ❛♥❞ m1✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤✐s ✐♥ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ✇❤❡r❡ γ(m1) ≤K γ(m2)✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❙❉s ✐s ❛
s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r θ = 0 ✭❢♦r ❋❉s✮ ♦r θ > 0 ✭❢♦r ❙❉s✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ♦♥❧② r❡❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡
❢♦r Πm✱ ck ∩ cl = ∅ ❢♦r ❛❧❧ ck, cl ∈ Πm ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤♦❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❋❉s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ❙❉s ❛s ✇❡❧❧✳

▼✐♥✐♥❣ ❋❉s

❖t❤❡r t❤❛♥ tr✐✈✐❛❧ ❋❉s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ✇❡
❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❋❉s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✏✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②✑
♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳ ▲❡t (A, d) ❜❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡♥ ✐ts ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

σ(A, d) =
|{C ⊆ A | C� = A�}|

2|A|

❆❝t✉❛❧❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ C ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t C → A\C✳ ❚❤✐s
❋❉ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❜②✿

C� = (A\C ∪ C)�

= (A)�

❲❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❉s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥
♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ s✐♥❝❡ ✐t ❣✐✈❡s ✉s ❛ t♦♦❧ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢
❝♦♥❝❡♣ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❤❡ st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❋❉s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥❝❡♣t ✭❛❝t✉❛❧❧②✱
t❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 2|A|✮✳ ❈✉rr❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✼❪
✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ q✉✐❝❦ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❉s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t
✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❋❉ ♠✐♥✐♥❣✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✺✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❡t ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ m2 ❛♥❞ m3 ✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s ♦❢ ❋✐❣✉r❡
✹✳✸✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s m1, m2, m3 ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ ✐ts st❛❜✐❧✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿

{m1, m2, m3}, {m1, m3}, {m2, m3}

■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t {m1, m3} → m2 ❛♥❞ {m2, m3} → m1 ✭❧❡t ✉s ♦❜✈✐❛t❡ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❙❉ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ✜rst s❡t✮✳

✶✵✷



✹✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❊①♣❡r✐♠❡♥ts

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❙❉s ♠✐♥✐♥❣✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠✐♥✐♥❣✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤
✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ♥❛♠❡❧② ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✱ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞
❋❈❆✱ ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆ ✉s✐♥❣ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❝♦♥t❡①ts ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✮✳
❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ✻ ❝♦r❡s r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✷✳✷✼●❍③ ❛♥❞ ✸✷ ●❇ ♦❢
❘❆▼ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ −O3
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❉❛t❛s❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡tt✐♥❣s✿ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✸ ❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠
t❤❡ ❯❈■ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❡♣♦s✐t♦r② ❛♥❞ ✸ ❞❛t❛s❡ts ❢r♦♠ t❤❡ ❏❆❙❆ ❞❛t❛ ❛r❝❤✐✈❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
❞✐❛❣♥♦s✐s✺✼ ❝♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡✺✽✱ s❡r✈♦✺✾✱ ❝❛✉❧❦✐♥s ✻✵✱ ❤✉❣❤❡s✲r ✻✶✱ ❛♥❞ ♣❣❧✇✵✵ ✻✷ ❞❛t❛s❡ts✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✳

❊①❝❡♣t ❢♦r ❝❛✉❧❦✐♥s ❛♥❞ ❤✉❣❤❡s✲r✱ ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❝❛✉❧❦✐♥s✱ s♦♠❡ ❝♦❧✉♠♥s ✇❡r❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ✇✐t❤
r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡♥tr② ✭t❤❡r❡ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤✐s
✇❡✐❣❤t✱ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✏❣r❛♠✧ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✉❣❤❡s✲r ✇❡ ❛❞❞❡❞ ❢♦✉r ❝♦❧✉♠♥s t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❝♦❧✉♠♥s✳
❆❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❜✐♥❛r②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✲✶ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✏❡♠♣t② ✈❛❧✉❡✑✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐✳❡✳ ❢♦r t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥t❡♥ts ❣❡♥❡r❛t❡❞
❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥s✱ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✲✶ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❈❤❛♥❣❡s
t♦ ♦t❤❡r ❞❛t❛s❡ts ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❡♥tr✐❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ str✐♥❣
t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ t✉r♥ ❛ ❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✭✐✳❡✳ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥✮ ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈✐❛ ❛ s✐♠♣❧❡ s❝r✐♣t✿ ❢♦r ❛♥② t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ G✱ ✐t ❣✐✈❡s t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ❢r♦♠ M ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤♦s❡
♦❜❥❡❝ts ❛❣r❡❡✱ ✐✳❡✳ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t❡①t
❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛✈♦✐❞s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛❣r❡❡ ❢♦r ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡
❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■t ✐♥❞❡❡❞ ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s
❬✻✸❪✳ ■t ❤♦✇❡✈❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❆s s✉❝❤✱ ✇❡ ♣r♦❞✉❝❡ ❜♦t❤
t❤❡ ♥♦♥✲❝❧❛r✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❝♦♥t❡①ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❋♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠❛❧
❝♦♥t❡①ts✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❞❞■♥t❡♥t✻✸ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✸✾❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳

❚♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✱ ❡❛❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡ m ∈ M ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛s❡t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❢r♦♠ G ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r θm✳
❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝✐t② ♦❢ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❢❛✐r ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦❝❡ss
❛ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♦✈❡rr✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s✉♠♣t✐♦♥ t❡st ❢♦r ❛♥② t✇♦ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❇♦t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝
✇✳r✳t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜❥❡❝ts G ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✇❡ ✉s❡
str✐♣❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦❡❡♣ s✐♥❣❧❡t♦♥s ✐♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✱ ❛s ✐♥ ❬✾✵❪ ❛♥❞ ❬✼❪✳

✺✼❤tt♣✿✴✴❛r❝❤✐✈❡✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴♠❧✴❞❛t❛s❡ts✴❆❝✉t❡✰■♥❢❧❛♠♠❛t✐♦♥s
✺✽❤tt♣✿✴✴❛r❝❤✐✈❡✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴♠❧✴❞❛t❛s❡ts✴❈♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡✰▼❡t❤♦❞✰❈❤♦✐❝❡
✺✾❤tt♣✿✴✴❛r❝❤✐✈❡✳✐❝s✳✉❝✐✳❡❞✉✴♠❧✴❞❛t❛s❡ts✴❙❡r✈♦
✻✵❤tt♣✿✴✴❧✐❜✳st❛t✳❝♠✉✳❡❞✉✴❥❛s❛❞❛t❛✴❝❛✉❧❦✐♥s✲♣
✻✶❤tt♣✿✴✴❧✐❜✳st❛t✳❝♠✉✳❡❞✉✴❥❛s❛❞❛t❛✴❤✉❣❤❡s✲r
✻✷❤tt♣✿✴✴❧✐❜✳st❛t✳❝♠✉✳❡❞✉✴❥❛s❛❞❛t❛✴♣❣❧✇✵✵✳③✐♣
✻✸❤tt♣s✿✴✴❝♦❞❡✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴♣✴s❡♣❤✐r♦t✴

✶✵✸

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Acute+Inflammations
http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Contraceptive+Method+Choice
http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Servo
http://lib.stat.cmu.edu/jasadata/caulkins-p
http://lib.stat.cmu.edu/jasadata/hughes-r
http://lib.stat.cmu.edu/jasadata/pglw00.zip
https://code.google.com/p/sephirot/


❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉s✐♥❣ t♦❧❡r❛♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦r ✉s✐♥❣
♣❛rt✐t✐♦♥s ❛s ❛ttr✐❜✉t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s δ(m) ✭❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼❪✮ ✐s t❤❛t t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❝❛♥ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❖♣❡♥▼P✻✹ ❧✐❜r❛r② ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✿ ❲❡ ♣r♦❝❡ss ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✭✐✮ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❆❞❞■♥t❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❀ ✭✐✐✮ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❆❞❞■♥✲
t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸ r❡♣♦rts
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤♦s❡ ❧❛tt✐❝❡s✳ ❋♦r ♥♦♥✲❝❧❛r✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts✱
❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s r❡♣♦rt ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥✴❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❆❞❞■♥t❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡t ✐♥t♦ ❛ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✉s❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s θ✲
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✵ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❜② t❤❡t❛
❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t θ✲✈❛❧✉❡s ✇❤❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✇✐t❤ ♥♦
r❡❣❛r❞ ❢♦r ✐ts ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❜✉t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳

■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞❛t❛s❡ts ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ♣❣❧✇✵✵ ✮✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
t❤❛♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲❝❧❛r✐✜❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜✉✐❧❞✐♥❣✿ ✇❤❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts (g1, g2) ∈ (G × G) ✐s
❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥♦t❤❡r ♣❛✐r (h1, h2) ∈ (G × G) s✉❝❤ t❤❛t
(g1, g2)

′ = (h1, h2)
′✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛✐r (g1, g2) ✐s ❞r♦♣♣❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣

t✐♠❡s ❢♦r ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❜② ❢❛r ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❣r❡❛t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐t
♣❡r❢♦r♠s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ ❞❛t❛s❡t✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛✐rs ❢r♦♠ ✶ ♠✐❧❧✐♦♥ t♦ ✶ t❤♦✉s❛♥❞✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❝❤❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts ✐s s✐♠✐❧❛r
t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts ✭❛r♦✉♥❞ ✺✵✪✮✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛r❡ ♥♦t
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ❞❛t❛s❡t ♣❣❧✇✵✵✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ✶✼✾✾✺ ✭104✮ ♦❜❥❡❝ts ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t s❤♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ 108 ♦❜❥❡❝ts ✭❛❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡
✜❣✉r❡ ✐s ♦✈❡r ✶✻✶ ♠✐❧❧✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s s❤❡❡r s✐③❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❛❦❡s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ s✐③❡ ✽ ❜②t❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♥t❡①t ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✶✷ ●❇ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✭❜❡st ❝❛s❡✮✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✻ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❝❛♥ ♦♥❧②
❝♦♥t❛✐♥ ✉♣ t♦ ✻✹ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✭✇❤✐❝❤ ✐t ❞♦❡s✮✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✇❡ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♣❣❧✇✵✵ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ♠✐♥✉t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✐♥
❛ ❝♦♠♣❛❝t ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✶✸ ▼❇ ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ❢♦r s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ♦♥❡s ✭❝♦♥s✐❞❡r
t❤❛t ♣❣❧✇✵✵ ✐t ✐s ♦♥❧② ✶ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❝❛✉❧❦✐♥s ♦r ❝♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡✮✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢❡❛s✐❜❧❡✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹ ❣✐✈❡s ❛ ❢❡✇ st❛t✐st✐❝s ❛❜♦✉t ♣❛tt❡r♥ ✐♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤

✻✹❤tt♣✿✴✴♦♣❡♥♠♣✳♦r❣✴

✶✵✹

http://openmp.org/


✹✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❞❛t❛s❡t ✐t s❤♦✇s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✭❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s✳ ❋♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t ❝❛✉❧❦✐♥s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t✱
✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✐♥t❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s ✺✺✶ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥ t❤❛t✱ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞
♠❛❦❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✵❑ s❡t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦s✉r❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡
❢❛❝t t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉❧❦✐♥s ❞❛t❛s❡t ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ✉s✐♥❣
♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s t❛❦❡s ♦✈❡r ✺ ❤♦✉rs✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ♣❣✇❧✵✵✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✵
t✐♠❡s ♠♦r❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❤❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✽✽ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❡r ✐♥t❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✽❑ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
♣❡r ❝❧♦s✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♣❣✇❧✵✵ ♦♥❧② ❤❛s ♦♥❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡
❛♥❞ ❤❛❧❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s t❤❛♥ ❝❛✉❧❦✐♥s✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❝❛✉❧❦✐♥s ✇✐t❤ ❤✉❣❤❡s✲
r ❤❛✈✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤✉❣❤❡s✲r
❞❛t❛s❡t r❡q✉✐r❡s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛✉❧❦✐♥s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡♥
✇❤❡♥ ❤✉❣❤❡s✲r ❤❛s ❛ q✉❛rt❡r ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛✉❧❦✐♥s✬s ♦❜❥❡❝ts ✭✹✵✶ ❛♥❞ ✶✻✽✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱
t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts ❢♦r ❜♦t❤ ❞❛t❛s❡ts ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r s✐③❡s ✭✶✶✹✻ × ✶✷ ❢♦r ❝❛✉❧❦✐♥s ❛♥❞
✶✵✺✹ × ✶✷ ❢♦r ❤✉❣❤❡s✲r✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❡✈❡♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✳

❚❤❡ ♦♥❧② ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛t✲
tr✐❜✉t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❝❛✉❧❦✐♥s ❛r❡ ✾ ♦✉t ♦❢ ✶✷ ♦r t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤♦s❡ ♦❢ ❤✉❣❤❡s✲r ✇✐t❤ ✸ ♦✉t ♦❢ ✶✷
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ θ✲✈❛❧✉❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
✇✐t❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❢❡✇❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♣❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡✱ ✇❤✐❝❤
②✐❡❧❞s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❡ss ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ▼♦r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣❡r ♣❛tt❡r♥ ✐♥t❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥t
q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ♣❡r ❝❧♦s✉r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞
❜② t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t ♣❛tt❡r♥ ✐♥t❡♥ts ✐♥ ❤✉❣❤❡s✲r ❤❛✈❡ ✐♥
❛✈❡r❛❣❡ ❧❡ss ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛♥ ❝❛✉❧❦✐♥s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ❣r❛s♣❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡
❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts ♥♦r t❤❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❛ ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤ θ✲✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡ m ∈ M✱ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❛t ❛ttr✐❜✉t❡
❛♥❞ t❤✉s✱ ❡✈❡r② ♣❛✐r ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❛t ❛ttr✐❜✉t❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
❛ttr✐❜✉t❡ m ✇✐❧❧ s✉❜s✉♠❡ ❛♥② ♦t❤❡r ❛ttr✐❜✉t❡ ✐♥ M✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ m ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r
❛ttr✐❜✉t❡ ✐s t❤❡ t♦♣ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ θ✲✈❛❧✉❡✱ ♠♦st ♣❛✐rs ♦❢
♦❜❥❡❝ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦t s✐♠✐❧❛r ✇✳r✳t✳ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐❢ ♥♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
❢♦r m✱ t❤❡ ♠❡❡t ❜❡t✇❡❡♥ γ(m) ❛♥❞ γ(n) ❢♦r ❛♥② n ∈ M✱ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✭✐❢
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛✐rs (gi, gj) ✇✐t❤ gi = gj✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ❢♦r ♠✐❞❞❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s
✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ✐✳❡✳ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ θ✲✈❛❧✉❡
❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛t❡❣♦r② ♣❡r ♦❜❥❡❝t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ θ✲✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ✐♥
t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡s✳ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s ②✐❡❧❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s
②✐❡❧❞ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ✭✇✐t❤ ♦✈❡r❧❛♣s✮✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r✱ ❤❛s ❛ ❢❛r ❧❛r❣❡r s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ✜rst✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡
♦❢ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✐s ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥ ♠❡❞✐✉♠✲❧❛r❣❡
❞❛t❛s❡ts✱ ✇❤❡r❡ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆ ✐s ❛
❢❛r ❜❡tt❡r ♦♣t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❤♦✇ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ θ ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
♦✉t♣✉t ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ s❝r✐♣ts ❛♥❞ ❜✐♥❛r✐❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡
❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✻✺✳

✻✺❤tt♣✿✴✴❧✐r✐s✳❝♥rs✳❢r✴♠❡❤❞✐✳❦❛②t♦✉❡✴❛❧❣✴✐❥❣s✷✵✶✹✳❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳t❜③

✶✵✺

http://liris.cnrs.fr/mehdi.kaytoue/alg/ijgs2014.experiments.tbz


❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❉❛t❛s❡t θ✲✈❛❧✉❡s

❉✐❛❣♥♦s✐s θ1 = 0.3, θ2,3,4,5,6,7,8 = 0

❈♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ θ1 = 5, θ2,3,4,5,6,7,8,9 = 0

❙❡r✈♦ θ1,2,4,5 = 0, θ3 = 5

❈❛✉❧❦✐♥s θ1 = 5, θ2,3,4 = 0, θ5,12 = 300, θ6,7,10 = 2000, θ8,9,11 = 10

❍✉❣❤❡s✲r θ1,2,3, θ4,5,6,7,8,9,10,11,12 = 0

P❣❧✇✵✵ θ1 = 5, θ2,3,4,5,6 = 0

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✿ ❚❤❡t❛ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ s✉❜✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ θ✲✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❛ttr✐❜✉t❡ ✐t ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥✳ ❈♦♠♠❛ s❡♣❛r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❛ttr✐❜✉t❡✳

P❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s (M, (D,⊓), δ)

❉❛t❛s❡t |M | |T |❂|G| ★❈♦♥✳ ◆✉♠✳ ❈❛t✳ ❊①❡❝✳ ❚✐♠❡ ❬s❪

❉✐❛❣♥♦s✐s ✽ ✶✷✵ ✾✽ ✶ ✼ ✵✳✽✶

❈♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ ✶✵ ✶✹✼✸ ✶✵✷✹ ✶ ✾ ✼✸✹✳✷

❙❡r✈♦ ✺ ✶✻✼ ✷✽ ✶ ✹ ✶✳✸✵

❈❛✉❧❦✐♥s ✶✷ ✶✻✽✺ ✷✼✵✹ ✾ ✸ ✶✾✼✽✸✳✸

❍✉❣❤❡s✲r ✶✷ ✹✵✶ ✼✺✹ ✸ ✾ ✷✹✳✸✺

P❣❧✇✵✵ ✻ ✶✼✾✾✺ ✻✹ ✶ ✺ ✺✺✳✽✹

❋♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (B2(G),M, I)

❉❛t❛s❡t |G| |M | ★❈♦♥✳ ◆✉♠✳ ❈❛t✳ ❉❡♥✳ ❬✪❪ ❊①❡❝✳ ❚✐♠❡ ❬s❪

❉✐❛❣♥♦s✐s ✼✵✽✷ ✽ ✾✽ ✶ ✼ ✹✽✳✺ ✵✳✸✷ ✰ ✵✳✵✾

❈♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ ✶✵✽✷✸✵✼ ✶✵ ✶✵✷✹ ✶ ✾ ✹✹✳✽ ✶✷✵✳✹✻ ✰ ✹✼✳✻

❙❡r✈♦ ✶✸✻✽✽ ✺ ✷✽ ✶ ✹ ✸✽✳✶ ✵✳✺✹ ✰ ✵✳✶

❈❛✉❧❦✐♥s ✶✹✶✷✽✷✼ ✶✷ ✷✼✵✹ ✾ ✸ ✹✸✳✹ ✶✻✽✳✶✾ ✰ ✶✵✷✳✷✹✾

❍✉❣❤❡s✲r ✽✵✷✵✵ ✶✷ ✼✺✹ ✸ ✾ ✺✵✳✹ ✺✳✶✶ ✰ ✸✳✽✺

P❣❧✇✵✵ ✶✻✶✽✾✷✵✶✼ ✻ ✻✹ ✶ ✺ ✲ ✲

❋♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t (B2(G),M, I) ❝❧❛r✐✜❡❞

❉❛t❛s❡t |G| |M | ★❈♦♥✳ ◆✉♠✳ ❈❛t✳ ❉❡♥✳ ❬ ✪❪ ❊①❡❝✳ ❚✐♠❡ ❬s❪

❉✐❛❣♥♦s✐s ✺✵ ✽ ✾✽ ✶ ✼ ✹✽✳✺ ✵✳✸✷ ✰ ✵✳✵✷

❈♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ ✶✵✶✼ ✶✵ ✶✵✷✹ ✶ ✾ ✺✵✳✵ ✶✷✵✳✹✻ ✰ ✵✳✵✽✾

❙❡r✈♦ ✷✺ ✺ ✷✽ ✶ ✹ ✹✽✳✹ ✵✳✺✹ ✰ ✵✳✵✵✻

❈❛✉❧❦✐♥s ✶✶✹✻ ✶✷ ✷✼✵✹ ✾ ✸ ✹✼✳✹ ✶✻✽✳✶✾ ✰ ✵✳✶✻✾

❍✉❣❤❡s✲r ✶✵✺✹ ✶✷ ✼✺✹ ✸ ✾ ✹✾✳✺ ✺✳✶✶ ✰ ✵✳✵✻✸

P❣❧✇✵✵ ✲ ✻ ✻✹ ✶ ✺ ✲ ✲

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✿ ❉❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✭❈♦♥✳ ✿ ❈♦♥❝❡♣ts✳ ◆✉♠✳ ✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❈❛t✳
✿ ❈❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❉❡♥✳ ✿ ❉❡♥s✐t② ✭ |I|

|G|×|M |✮✮✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ✧✲✧ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

✶✵✻



✹✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

P❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s

❉❛t❛s❡t ▼❡❛♥ ❡❧❡♠❡♥ts ❙❚❉ ❡❧❡♠❡♥ts ▼❡❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❙❚❉ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❉✐❛❣♥♦s✐s ✶✾✳✻✸ ✶✺✳✼✷ ✷✺✳✼✷ ✷✺✳✵✶

❈♦♥tr❛❝❡♣t✐✈❡ ✷✹✳✵✾ ✻✵✳✺✶ ✹✶✻✳✼✼ ✷✾✽✳✻✺

❙❡r✈♦ ✷✵✳✶✷ ✷✹✳✹✸ ✸✸✳✺ ✹✵✳✶✾

❈❛✉❧❦✐♥s ✶✷✳✻✾ ✹✸✳✸✾ ✺✺✶✳✻✻ ✶✼✸✳✾✾

❍✉❣❤❡s✲r ✷✾✳✸✻ ✸✶✳✻✻ ✷✺✳✹✻ ✷✵✳✹✾

P❣❧✇✵✵ ✶✻✶✻✳✶✸ ✷✵✵✽✳✷✺ ✽✽✳✸ ✶✸✾✳✶✻

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹✿ ❙t❛t✐st✐❝s ♦✈❡r t❤❡ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥t❡♥ts

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✲❧✐❦❡ ♣r♦❝❡ss ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❛❧♦❣✐❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❜✐❝❧✉st❡rs✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡♠ ❤❡r❡✳

• ❇✐❝❧✉st❡rs ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞✉❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ■ts ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✇✐t❤ ❋❈❆ ✐s t❤❛t ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ✈❛❧✉❡s✳

• ❇✐❝❧✉st❡rs ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✉♥❞❡r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✳

• ❇✐❝❧✉st❡rs ❝❛♣t✉r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛ ✏❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡✑ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✏❣❧♦❜❛❧ s❝❛❧❡✑ ❝❛♣✲
t✉r❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳

• ❇✐❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❛ s✉❜♠❛tr✐❝❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡str✐❝t✐♦♥✳

■♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜✐❝❧✉st❡rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥
♣❛tt❡r♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❣♦♥❡ ❛s ❢❛r ❛s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❜❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❧❡
st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❞
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s✱ ❡①♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❡♣ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛s ❛ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❇② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♦❢ ❋❈❆ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞
t❛s❦s ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t❤✐s ❝❧❡❛r ❜② s❤♦✇✐♥❣ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
♦✉r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠✐♥✐♥❣✳ ❲❡
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇✱ ✉s✐♥❣ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜✐❝❧✉st❡rs ❛♥❞ t❛❣
❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥t❡①t✉❛❧✐③❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❝❛♥ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭✐✳❡✳ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❤♦✇✱ ♥♦t✐♦♥s ❛s ❛ttr✐❜✉t❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞
❝♦♥❝❡♣t st❛❜✐❧✐t②✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✐❞ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡✳

✶✵✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❇❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✿ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✵✽



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❙✉♠♠❛r②

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ✐s ❛❧♠♦st ❛s ♦❧❞ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐❝s ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rsts r❡❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❞✐s❝♦✈❡r②✱ ✇❛s ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧s s✉♣♣♦rt✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❛♥s✇❡rs ❢♦r ✉s❡r q✉❡r✐❡s✳ ❊✈❡♥ ♥♦✇✱ ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❋❈❆ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❇♦♦❧❡❛♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡tr✐❡✈❛❧✳

❇♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧✐♥❦❡❞ ❢r♦♠ ❧♦♥❣ ❛❣♦ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t❧②✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❜♦♥❞ ✐s
✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ✐t ✉s❡❞ t♦ ❜❡✱ t❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇✐t❤
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♠②r✐❛❞ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s s♣❛♥♥✐♥❣ ♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ❧✐♥❦❡❞ ♦♣❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✜❧❡
s②st❡♠s✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ ■❘ ✉s✐♥❣ ❋❈❆ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡♠
✐♥ ✐ts t✇♦ ♠❛✐♥ s✉❜✲♣r♦❝❡ss❡s✱ ♥❛♠❡❧② ✏r❡tr✐❡✈❛❧✑ ❛♥❞ ✏✐♥❞❡①✐♥❣✑✳ ❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧❡✈❡r ♣r♦❝❡ss ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡ss✱ ♥❛♠❡❞ ❈▲❆■❘❊ ✭❛❢t❡r ❈♦♥❝❡♣t ▲❛tt✐❝❡s ❢♦r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❊tr✐❡✈❛❧✮✱ ✐s ❢r❛♠❡❞ ✐♥ t❤❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ✐♥ ❞❛t❛❜❛s❡s ♣r♦❝❡ss ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r② t❛s❦ ✐ts❡❧❢✳ ❚♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡
❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✲❢♦r✲r❡tr✐❡✈❛❧ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❚❤✐s str❛t❡❣②
❛❧❧♦✇s ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r q✉❡r② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝❛s❡✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞ r❡tr✐❡✈❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠s✳

❆s t❤❡ ■❘ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♠♦✈❡❞ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ❋❈❆ ❜❡❝❛♠❡ ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t
❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s✱ ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝✉rr❡♥t ✐♥❞❡①❡s ❛r❡
❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❝♦♠♣❧❡① ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
♦♥ ✐♥❞❡①✐♥❣ r❡❢❡r ✐♥✐t✐❛❧❧② t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈▲❆■❘❊ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛❞✈❛♥❝❡❞
r❡tr✐❡✈❛❧ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤✐s ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆ t❤❛t ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❲❡
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ r❛♥❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts r❡tr✐❡✈❡❞
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✉s❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♣✲
❈▲❆■❘❊ ✭❛❢t❡r ✏✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥✲❈▲❆■❘❊✑✮✳ ❲❤✐❧❡ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞
■❘ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐t ❛❧s♦ ❧♦s❡s ✇❤❛t ♠❛❞❡ ❋❈❆ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r ■❘ s②st❡♠s✱ ♠❛✐♥❧②
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♥r✐❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉s❡r s❡❛r❝❤ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥
✐♥❞❡①✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ❛ ♠❡❛♥ t♦ ✐♥❞❡①
❞♦❝✉♠❡♥ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t s♣❛❝❡s✱ ✐✳❡✳ s♣❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ❡✳❣✳ ♥✉♠❡r✐❝❛❧✱ s❡ts✱ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ❡t❝✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❞✐❝❡s ✇❤❡r❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

✶✵✾



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥s✐❞❡ ❛ t❛①♦♥♦♠②✳
❖✉r ✜♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r

❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣✳ ■♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥❞❡①✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡② s✉♣♣♦rt✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠s ❢♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣
♣✉r♣♦s❡s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡ss♦♥s ❧❡❛r♥t
❢r♦♠ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❢♦r
♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠✐♥✐♥❣✱
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠✐♥✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
❜✐❝❧✉st❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❋❈❆ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❣♦✐♥❣ ❛s ❢❛r ❛s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ ♥❛♠❡❧② ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✱ ✐♥t❡r✈❛❧ ♣❛tt❡r♥
str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ tr✐❛❞✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡
❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❈▲❆■❘❊ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ■❘ ✉s✐♥❣ ❋❈❆✱ ❝❛s❡✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣
❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① s❡♠❛♥t✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧♦❣✐❝s ✭❉▲✮ ❬✶✸✹✱ ✺❪✳ ❆r❣✉❛❜❧②✱
t❤❡ ✇❛② ✐♥ t❤❛t q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ s♦✉r❝❡ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱
❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✮✳ ❆ ❣♦♦❞ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✐❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♦♥t♦❧♦❣②✲
❜❛s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝✐♥❣✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ♦✈❡r ♦♥t♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✭❘❉❋✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❦❡❞ ♦♣❡♥ ❞❛t❛ ❬✶✸❪ ❛♥❞ ✐ts r❡tr✐❡✈❛❧ ✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ t♦♣✐❝ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❬✸✱ ✺✽❪✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡✲
s❡❛r❝❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ st✉❞② t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ s✉♣♣♦rt ❞✐✛❡r❡♥t ■❘ ❞②♥❛♠✐❝s✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐♣✲❈▲❆■❘❊ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❉✐✛❡r✲
❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ❞♦❝✉♠❡♥ts ❛♥❞ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥s ❬✾✸❪ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✏❤♦✇ ❧✐❦❡❧② ✐s t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❛t q✉❡r②✑✳
■♥ ✐♣✲❈▲❆■❘❊✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❞♦❝✉♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧
❝♦♥❝❡♣t ✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❡r②✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❜② ✉♣♣❡r✲
❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ q✉❡r②✳
❚❤✐s ✐❞❡❛ s❡❡♠s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ❝♦♥❝❡♣t st❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✐ts ✐♥t❡♥t ✐❢ ❛r❜✐tr❛r② ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ✐ts
❡①t❡♥t ❬✶✷✺❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ ✐♥t❡r✈❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞
✐♥ ❬✶✼❪✳

❚✇♦ ♠♦❞❡❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ r❡✲
s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ ♠✐♥❡ ❜✐❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥
t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦r ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ✏❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❝♦✲❝❧✉st❡r✐♥❣✑ ❬✸✵❪ ✭❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐♥ t❤r❡❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡s ✇❡ ❝❛♥ ♠✐♥❡ ❝♦✲❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❝✉❜❡s✮✳ ❈✉❜❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧
❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❜✉s✐♥❡ss ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❡✳❣✳ ❖▲❆P ❝✉❜❡s ❬✸✷❪✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ♦✉r ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❜✐❝❧✉st❡r ♠✐♥✐♥❣✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❜✐❝❧✉st❡r ❛s ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ✐ts
❛ttr✐❜✉t❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ✐s
❢r❡q✉❡♥t ✐♥ ❧✐♥❦❡❞ ♦♣❡♥ ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞❛t❛ t②♣❡s ❬✻✵✱ ✶✶✵❪✳
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t✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ✈❛r✐❛♥ts ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❧❡①✐❝❛❧ ❛♥❞
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❘és✉♠é

❯♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞è❧❡s ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥❞❡① ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ét❛✐t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❡♥ tr❡✐❧❧✐s✱ ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ❛✈❛♥t ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ✭❆❋❈✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ s♦❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛
❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❘■✮
❛ ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s
♣❛r❛❞✐❣♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡t st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❉❡ t♦✉t ❢❛ç♦♥✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❋❈❆ s✉r ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡♥ ■❘ t♦✉t ❡♥ ♦✛r❛♥t
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❜❛sé❡s ❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡✱ ❥❛♠❛✐s ❝❛r✐é❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧és
❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛①és s✉r ❆❋❈ ✭❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠s✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐✈✐sé
♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❡♥ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥✱
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s sé♠❛♥t✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs
❞❛♥s ✉♥ ❝♦r♣✉s ❞❡ ❞♦❝✉♠❡♥ts✳ P♦✉r ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ tr❡✐❧❧✐s ❞❡
●❛❧♦✐s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥é ♣♦✉r ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❤étér♦❣è♥❡ à tr❛✈❡rs
❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❇♦♦❧é❡♥♥❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦✉✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥
❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts✱ à s❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❜✐❝❧✉st❡rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❆❋❈✳
❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧✐és
♣❛r ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❛ttr✐❜✉ts ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ st❛♥❞❛r❞✳ ❊♥ tr❛❞✉✐s❛♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❞❡ ●❛❧♦✐s ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❜✐❝❧✉st❡rs ❛✈❡❝ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♥♦tr❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡✳

▼♦ts✲❝❧és✿ ❛♥❛❧②s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t ✱ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✱ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞✲
❜❛❝❦✱ s②stè♠❡s ❞❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥
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❆❜str❛❝t

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧s ❡✈❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡① ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❡r♠s ❛s
❞❡s❝r✐♣t♦rs✱ ✇❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❞❡❝❛❞❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧ ❈♦♥❝❡♣t
❆♥❛❧②s✐s ✭❋❈❆✮ ❛s ❛ s♦❧✐❞ t❤❡♦r② ❢♦r ❞❛t❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐s❝♦✈❡r②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ■♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭■❘✮ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s s❤✐❢t❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❞♦❝✉♠❡♥t r❡tr✐❡✈❛❧✱
❧✐❦❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝ ♣❛r❛❞✐❣♠s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❋❈❆ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐♥ ■❘ ✇❤✐❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛♥❞
s❡♠❛♥t✐❝ ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡s✱ ♥❡✈❡r ❞❡❝❛②❡❞✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠s✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t✇♦ s❡ts✱ ♥❛♠❡❧② r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞❡①✐♥❣✳ ❋♦r r❡tr✐❡✈❛❧✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts s❡♠❛♥t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✐♥ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t
❝♦r♣✉s ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✭❝❛❧❧❡❞ ❝♦✉s✐♥ ❝♦♥❝❡♣ts✮✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ✉s t♦
s✉♣♣♦rt ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
r❡tr✐❡✈❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r str❛t❡❣② ✐s s✉♣♣♦rt✐♥❣ q✉❡r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣
✏t❡r♠ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥ts✑ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t②✳

❋♦r ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
r❡tr✐❡✈❛❧ ✉s✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❋❈❆✲❜❛s❡❞ ■❘ s②st❡♠s
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❋❈❆ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❋❈❆ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝t
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ r❡tr✐❡✈❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥❞❡①✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❇♦♦❧❡❛♥ r❡tr✐❡✈❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥✈❡① r❡❣✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❡❝t♦r✐❛❧ s♣❛❝❡
❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ❞♦❝✉♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♠♦✈❡ ❢♦r✇❛r❞ t♦ ❛ ♠✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞♦❝✉♠❡♥t ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧②
❡①❤❛✉st✐✈❡ ❜✐❝❧✉st❡r ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❋❈❆✳ ❇✐❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❧✐❦❡ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❇② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❋❈❆✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r♦❜✉st ♠❛❝❤✐♥❡r② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥❝❡♣t ❧❛tt✐❝❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠✐♥✐♥❣ ❜✐❝❧✉st❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ s❤♦✇
❤♦✇ ♦✉r t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❝✉rr❡♥t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡tr✐❡✈❛❧✱ ❜✐❝❧✉st❡r✐♥❣✱ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦✱
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s
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