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Introduction générale

La vibration est un phénomeéne généralement indésiré dans les infrastructures, car elle
peut entrainer la ruine de ces derniéres. Le bruit de son c6té est nuisible pour la santé
d’un étre humain surtout lorsque ce dernier en est longuement exposé. Aussi des solutions
ont-elles été proposées pour éviter 'endommagement précoce des infrastructures par les
phénoménes vibratoires et atténuer le bruit. La solution trés efficace et de loin la plus
utilisée & cette fin est la méthode dite "d’amortissement passif". L’amortissement passif
est trés utilisé dans plusieurs domaines (aéronautique, aérospatiale, automobile, électro-
ménager, . ...) puisqu’il consiste en l'utilisation des structures sandwichs viscoélastiques a
haut pouvoir amortissant. Les structures sandwichs viscoélastiques sont constituées d’une
couche mince de matériau viscoélastique contrainte entre deux couches épaisses de maté-

riaux élastiques plus rigides.

Il y a quelques années encore, on utilisait des matériaux isotropes pour la conception
des structures pour ’amortissement passif. Cependant les exigences de rigidité combinées
a la légéreté des infrastructures notamment dans l'aéronautique, ’aérospatial, et 1'auto-
mobile imposent 1'utilisation de matériaux composites pour la conception des structures
sandwichs viscoélastiques. En effet, les matériaux composites offrent un bon rapport lé-
geéreté /rigidité a un effort spécifique comparé aux matériaux homogenes isotropes et sont
donc de plus en plus utiliser. De plus, les matériaux composites présentent une anisotropie
qui permet de faire varier I’amortissement de la structure a travers leur positionnement

dans la structure globale.

L’une des difficultés principales de la modélisation des structures sandwichs viscoélas-

tiques est la résolution d’équations aux valeurs propres non linéaires complexes avec une
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dépendance en fréquence introduite par la couche viscoélastique. Cette difficulté, méme
si des solutions de résolution ont été proposées, fait que I’étude du positionnement des
matériaux composites dans la structure globale et les effets d’autres parameétres pouvant
influer sur 'amortissement de la structure n’ont jamais été étudiés de maniére continue.

Le premier objectif du présent travail est de développer un code numérique pour cal-
culer les propriétés modales de plaques sandwichs symétriques viscoélastiques dont les
couches sont considérées élastiques orthotropes pour les faces et viscoélastique ortho-
trope pour le cceur. Basé sur une formulation éléments finis, les équations aux valeurs
propres non linéaires complexes dépendant de la fréquence obtenues dans ce code sont
résolues par la technique d’homotopie couplée a la méthode asymptotique numérique et
a la différentiation automatique. Ensuite nous proposons une méthode de résolution gé-
nérique de problémes résiduels aux valeurs propres complexes dépendant a la fois de la
fréquence et d’un paramétre physique de conception. Pour ce genre de problémes rési-
duels, la dépendance en fréquence est induite par la couche viscoélastique et le second
parameétre de dépendance est un parameétre de modélisation devant décrire un intervalle
d’étude bien précis. Cette nouvelle méthode de résolution sera utilisée pour étudier les
effets du positionnement des matériaux composites dans la structure globale d’une part
et des épaisseurs des couches de la structure d’autre part sur les propriétés modales.

Dans le présent rapport de thése, nous proposons dans le Chapitre 1 un état de ’art sur
la modélisation et le calcul des propriétés modales amortissantes des structures sandwichs
viscoélastiques. Puis nous présentons quelques généralités sur les matériaux composites
orthotropes et leurs lois de comportement.

Dans le Chapitre 2, nous proposons une formulation par éléments finis des vibrations
propres des sandwichs composites a coeur viscoélastique. Le modéle proposé est basé sur
une cinématique de type zig-zag avec continuité du déplacement aux interfaces. Le calcul
des propriétés modales amortissantes se fait a 1’aide de la technique d’homotopie couplée
a la méthode asymptotique numérique en utilisant la différentiation automatique.

Dans le Chapitre 3, nous développons une méthode générique de résolution d’équations

résiduelles aux valeurs propres non linéaires complexes & double paramétre de dépendance
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dont 'un est la fréquence. Deux cas d’utilisation de cette méthode sont présentés. Le
premier cas concerne 1’étude continue de l'influence du positionnement des matériaux
composites sur les propriétés modales de la structure dont la formulation éléments finis
est présentée dans le chapitre 4. Le deuxiéme exemple dont la formulation est présentée
dans le chapitre 5 concerne les effets de la variation des couches de la structures sur ces

propriétés modales .






Chapitre 1

L’amortissement passif : Etat de ’art

1.1 Introduction

L’amortissement passif est un moyen trés efficace pour amortir les vibrations et dis-
siper des énergies sonores en moyennes et hautes fréquences. Son utilisation assure la
longévité des infrastructures et surtout protége la santé des étres humains; aussi est il
trés utilisé dans tous les domaines (aéronautique, aérospatial, automobile, ...). Générale-
ment, 'amortissement passif revient a I'utilisation de structures sandwichs viscoélastiques

constituées d’une couche viscoélastique contrainte entre deux couches élastiques.

Au tout début de leur utilisation, les structures sandwichs viscoélastiques sont élabo-
rées avec des matériaux homogenes donc ayant un comportement isotrope. La modélisa-
tion de ces structures pose deux problémes majeurs. Le premier est le choix du champ
cinématique adéquat permettant une meilleure approximation des champs de déforma-
tion de la structure. Le second est la résolution d’un probléme aux valeurs propres non
linéaires complexes dépendant de la fréquence pour déterminer les propriétés modales de
ces structures. La dépendance en fréquence du probléme aux valeurs propres est due a la
loi de comportement dépendant en fréquence de la couche viscoélastique du cceur. Pour
avoir un champ cinématique adéquat pour la modélisation de ces structures, différents
types de champs cinématiques ont été proposés dans la littérature. La résolution de ce

probléme est délicat et a également fait I’objet de plusieurs travaux rencontrés dans la
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littérature.

De nos jours, a cause des exigences de plus en plus élevées de minimisation de la
masse des infrastructures, des matériaux présentant une anisotropie dans leur compor-
tement sont de plus en plus utilisés pour I’élaboration des sandwichs viscoélastiques.
L’intérét de ces matériaux appelés composites réside dans leur légéreté comparativement
aux matériaux isotropes en plus de leur rigidité a un effort spécifique. En particulier les
matériaux orthotropes qui en plus de leur légereté et de leur bonne rigidité, offrent la pos-
sibilité d’améliorer I'amortissement en jouant sur le positionnement de leurs fibres dans
la structure du sandwich, prennent une place importante dans les constructions actuelles.

Nous exposerons dans ce chapitre, les différents types de champs cinématiques uti-
lisés pour la modélisation des structures sandwichs viscoélastiques puis les différentes
méthodes de résolution du probléme aux valeurs propres non linéaires complexes obtenus.
Ensuite, nous présenterons quelques généralités sur les matériaux composites orthotropes
et quelques travaux déja réalisés sur les structures sandwichs viscoélastiques élaborées
avec ces matériaux. Et pour finir nous présenterons l'objectif de ce présent travail a tra-
vers notre apport pour la modélisation des structures sandwichs viscoélastiques congues

avec des matériaux orthotropes.

1.2 Les matériaux viscoélastiques

1.2.1 Loi de comportement des matériaux viscoélastiques

Les matériaux viscoélastiques présentent un double comportement. Ils se comportent
a la fois comme un solide idéal dit "Hookéen" et un liquide visqueux dit "Newtonien". La
réponse d’un matériau viscoélastique a une déformation est alors un couplage entre la ré-
ponse d’un fluide visqueux et celle d’un solide élastique. Son élasticité traduit sa capacité
a conserver et a restituer de I’énergie aprés déformation (contrainte proportionnelle a la
déformation) ; alors que sa viscosité traduit sa capacité a dissiper de ’énergie (contrainte

proportionnelle a la vitesse de déformation). Les études ont montré que la loi de compor-

6
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tement des matériaux viscoélastiques linéaires homogeénes et non vieillissants peut s’écrire
en terme de produit de convolution de Riemann traduisant une évolution dans le temps

entre la déformation (g;5) et la contrainte (0;;) et vice versa

gij(t) = Tiju(t) * opa(t)

O'ij(t) = Rijkl(t) * gkl(t)

ou dans ’espace de Laplace et de Carson ou espace fréquentiel sous la forme :

€ij(s) = Tiu(s)ou(s) seC
(12)

0ij(s) = ,R;jkl(8>5kl(8>

ot Rijur » Rijp et Tijri, Jiji sont respectivement les tenseurs d’ordre quatre des modules
opérationnels et des complaisances opérationnelles. La formule (équation 1.2) est analogue
a la loi de Hooke généralisée reliant les contraintes aux déformations et vice versa. Aussi
~1
2. : : : 2 : . * _ *
les deux tenseurs opérationnels sont-ils liés par la relation : R, = | ijkl} . Pour plus

de détails, se référer a la thése de Bilasse [1].

1.2.2 Les facteurs d’influence du comportement des matériaux
viscoélastiques

Des mesures expérimentales ont montré que les propriétés mécaniques des matériaux

viscoélastiques sont liées a des facteurs dits d’environnement. Parmi ces facteurs dans

lesquels on retrouve I’humidité, la prédéformation ou la précontrainte statique g, les plus

influants sont la fréquence w de vibration de la structure, et la température 7' .

1.2.2.1 Dépendance en fréquence

Dans le cadre d’une sollicitation harmonique uniaxiale sur un matériau viscoélastique
linéaire homogeéne isotrope et non vieillissant, le module opérationnel R*(s) dans 'espace

fréquentiel correspond tout simplement au module de Young complexe s’il s’agit d'une

7
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traction ou une compression, et au module de cisaillement complexe s’il s’agit d'un ci-
saillement pur. Pour les matériaux viscoélastiques, les constances d’élasticité dépendent

de la fréquence et s’écrivent :

E*(iw) = E'(w) +iE" (w) = E'(w)(1 +in(w))
(1.3)

G*(iw) = G (W) +iG" (w) = G (W) (1 + in(w))

Il est généralement admis que le facteur de perte des matériaux viscoélastiques isotropes
El/ w G/l w
est ) = ) = CL)
E'w)  G(w)
viscoélastiques sont également complexes et dépendants de la température [2|, mais leur

. Dans la réalité, les coefficients de Poisson v* des matériaux

mesure pose des problémes d’ordre expérimental. Aussi, pour des raisons de simplicité des

formulations, les coefficients de Poisson sont souvent supposés constants.

1.2.2.2 Dépendance en température

La température est le facteur d’environnement le plus influant sur les caractéristiques
mécaniques des matériaux viscoélastiques. Selon Schapery [3] cette dépendance se traduit

par la relation constitutive suivante :
t . do ’
et)= | JE—&)-7dE (1.4)
0 dg

ou ¢ est la déformation uniaxiale due & la contrainte ¢ induite par la variation de la
température du milieu. La fonction J (&€ — &) représente la fonction de fluage dépendant

du temps et de la température, & est appelé "reduced time parameter" et est défini par :

fdr
0 /O‘T (1.5)
¢=d=[ &

avec ar = arp[T(T)] appelé "facteur de décalage en température" qui est fonction de la
température absolue T sur I'incrément de temps 7 = &€ — ¢ . Dans 1’équation constitutive

(1.4), il est admis que 0 = ¢ = 0 lorsque ¢ < 0.

8
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1.2.2.3 Variable réduite

L’analyse des résultats expérimentaux des matériaux viscoélastiques a différentes fré-
quences montre la possibilité de superposition des courbes a différentes températures. Ceci
a amené a poser I’équivalence fréquence/température [4] et 'introduction d’un parameétre
de couplage entre la fréquence et la température appelé "fréquence réduite" qui n’est
autre que le produit du facteur de décalage en température ar et de la fréquence w et
est noté apw. Ainsi la double dépendance en fréquence et en température des caractéris-
tiques mécaniques d'un matériau viscoélastique homogéne non vieillissant et isotrope peut

se représenter analytiquement & travers son module de Young par la présente formule :

/

E*(w,T) = E'(w, T)[1 +in(w,T)] = E' (azw)[1 + in(arw)] (1.6)

Le principe de cette équivalence est que, la valeur du module complexe a une fréquence
wy pour une température fixée T est la méme qu’a toute autre fréquence wy pour toute

autre température T, avec l'introduction du facteur de décalage en température :

E*(wl,Tl) = E*(WQO(T(TQ),TQ) (17)

Il existe des formules analytiques empiriques donnant ce facteur de décalage dont les plus

utilisées sont :

— la loi de Williams, Landel et Ferry plus connue sous le nom de (WLF) applicable
dans la zone de transition, a des températures supérieures a celle de la transition
vitreuse T, du matériau. Une plage d’environ 50°C c’est-a-dire T, a T, + 50°C

est généralement admise. Les coefficients C et Cy sont des caractéristiques du

matériau.
~C\(T —T,)
log(ar) = m (1.8)
g
— la loi de Landel
T, 1,
log(ar) = T, (1.9)
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ou les températures T, et T}, sont caractéristiques du matériau

— la loi empirique de puissance (Power Law)

(1.10)

T-T,1"
OéT:|:1—|— p:|

A

ol les températures 7, A, et le coefficient n sont des caractéristiques du matériau

— la loi d’Arrhenius, applicable aussi bien dans la région des transitions secondaires

a basse température (T' < T,), que dans la région d’écoulement (7" > T).

log(aur) = 22 (% - Ti) (1.11)

ou Tj est une température de référence en degrés Kelvin, E, correspond a 1’énergie
d’activation de la réaction |5] et R = 8.314 x 1073 K Jmol ' K~! est la constante

des gaz parfaits.

1.2.3 Représentations du module

Les constantes d’élasticité des matériaux viscoélastiques présentent une dépendance
en fréquence et en température. Pour les études en vibration ol une représentation dans
le domaine fréquentiel est nécessaire, des représentations sont alors utilisées pour traduire

la valeur de leur module complexe.

1.2.3.1 Formes tabulées

La loi tabulée est utilisée surtout pour les essais expérimentaux ot on stocke les valeurs
du module de stockage et le facteur de perte du matériau pour différentes fréquences a
différentes températures en fonction de la fréquence réduite. De ce fait, pour connaitre
le module de stockage ou le facteur de perte en un point de fonctionnement arbitraire

(wk,T), on interpole ou extrapole les valeurs expérimentales du facteur de décalage pour

10
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trouver la fréquence réduite, puis on interpole ou extrapole le module. L’avantage d’une
représentation tabulée est qu’elle permet la représentation du comportement général for-
tement dépendant de la fréquence et de la température sur une large gamme. De plus
elle permet de contourner des étapes de choix de représentation et d’identification des pa-
rametres. Cependant pour des besoins de calculs analytiques et numériques, 'utilisation
de loi tabulée parait peu adaptée puisqu’elle implique & chaque fréquence (qui n’est pas

forcément connue d’avance) et température, la lecture dans des tables.

1.2.3.2 Représentations paramétriques

Pour décrire de facon analytique le comportement viscoélastique des matériaux, on a
souvent recours a des représentations rhéologiques et d’autres représentations établies par

certains auteurs.

— Les modéles rhéologiques

Les modeles rhéologiques sont des représentations analogiques combinant des ressorts
(éléments élastiques) et amortissements (élément visqueux dissipatif). Il en existe deux
grands groupes : les modéles standards linéaires (figure 1.1) et les modéles fractionnaires.
Les lois de comportement et les modules complexes des modéles rhéologiques linéaires

sont regroupés dans le tableau (1.1)

d*a(t) X2 dRe(t)
o(t)+ Y ax p bos(t) + ) b e
k=1 k=1
(1.12)
bo 4+ SN2 by (iw)®
R (iw) = ra—
y ao + 3Ly ar(iw)"

ou V7 et Ny sont des entiers , ay et by des coefficients caractéristiques du matériau.

11
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Modeéles rhéologiques Loi de comportement Module opérationnel R*(iw)
Kelvin-Voigt o(t) = Ere(t) + ne(t) Ey + iwn
n . . 1wnEy
M 11 t)+ —o(t) = t —_
axwe o(t) + EOJ( ) = né(t) ot i
ener (Eo + Er)o(t) +no(t) Ey(Ey + iwn)
— By(Eiz(t) +7:(0) Byt Brion
: . . . Ey + twn ~ 1
Kelvin-Voigt généralisé Loi 1.12 — + —_—
& & wn by kz:; Ey + iwny,
PR . : — i By
Maxwell généralisé Loi 1.12 Ey +iwn + :
xWeE B 0 K kz:: Ey, + wwny,

Tableau 1.1 — Lois de comportement et modules opérationnels des modéles standards

E E,
—AAMN— E, W
e | j— W — —W—

{t 7 —H—

7 n
a- Kelvin-Voigt b- Maxwell c- Zener
E] E2 En

—_r— _E|_

m m T
d- Kelvin-Voigt généralise |
E, E, E; E
E, L==l7
e I e [ |
Ui T 7}? T

e- Maxwell généralisé

Figure 1.1 — Modeles rhéologiques standards classiques

Les modéles fractionnaires, sont une combinaison des modéles standards linéaires et
d’un élément mécanique analogique a mémoire appelé spring-pot et ayant un comporte-
ment rhéologique intermédiaire entre celui d’'un ressort élastique (spring) et celui d’un

amortisseur visqueux (dashpot) (figure 1.2)

12
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E,
E, E,

—AMN— E, E T« —AANN—
—  —w—) L AW—
:E,,'z;a CE,,;a

a- Kelvin-Voigt fractionnaire b- Maxwell fractionnaire c- Zener fractionnaire

Figure 1.2 — Modéles rhéologiques fractionnaires de base

La loi de comportement et le module complexe du spring-pot est donnée par I’équation
(1.13)
o(t)=FET*D%(t) 0<a<l1

(1.13)
R*(iw) = E(iwT)”

ou D® désigne 'opérateur de dérivation non entiére d’ordre « [6, 7] et définit pour une

fonction e(t) par I'équation (1.14)

N _dve(t) 1 d [t e(r)
D%(t) = g T —a)@/o de (1.14)

avec ' la fonction gamma I'(z) = f+oo e ®x* 1dx pour tout z > 0. Dans les équations

0
(1.13) et (1.14), 7 représente le temps de relaxation du modeéle. Les modules complexes

correspondant a ces modéles rhéologiques fractionnaires de base sont donnés par :

p

R*(iw) = E1[1 + (iwT)*]  Kelvin — Voigt fractionnaire
Ey(iwT)®
R*(iw) = M Mazwell fractionnaire
1+ (iwT)® (1.15)
Ell W )* '
R*(iw) = M Zener fractionnaire
1+ & (iwT)®
BB
\ N E(] + E1

— L’approche a variables internes
Elle est basée sur la théorie de la thermodynamique des systémes irréversibles comme la

viscoélasticité. Généralement, elle permet une représentation paramétrique du module de
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Chapitre 1. L’amortissement passif : Etat de 'art

cisaillement complexe du matériau. La représentation fractionnaire de Bagley et Torvik
[8] est utilisée par Galucio et al. [9] pour identifier le comportement du polymeére ISD112
avec seulement quatre parameétres. Le modeéle de Lesieutre [10] est basé sur la théorie des
champs de déplacement anélastique et est plus connu sous le nom de Anelastic Displace-
ment Field (ADF). Celui de MacTavish et Hughes [11] représente le module par des termes
mini-oscillateurs et est plus connu sous le nom de Golla Hughes MacTavish (GHM). Les
modéles ADF et GHM sont utilisés par Trindade [12, 13, 14] pour identifier le compor-
tement des polymeéres ISD112 et DYADGO6 & l'aide d’une série a trois ou & cing termes.
D’autres représentations comme celle de Biot [15] et Yiu [16] sont également utilisées dans

la littérature.

( E,5* — Eybs”
G*(s) = Gy + u, 0<a,8<1 Bagleyet Torvik
14 bse

G*(s) = Go + Gy Z C:isb Biot
G*(s) Lesieutre (1.16)
G*(s) Go—l-GoZ Sfﬁ;%é McTavish et Hughes

Q;T; .

Y

\G() G0+GO<TOS+ZT]S—I—1) i

1.3 Structures sandwichs viscoélastiques pour I’amor-

tissement passif

Les structures sandwichs viscoélastiques utilisées pour 'amortissement passif sont
d’une maniére globale constituées de trois couches. Une couche centrale, élaborée avec
un matériau trés mou du type viscoélastique, appelée coeur ou ame. Cette couche visco-
élastique est confinée entre deux couches élastiques trés rigides et souvent plus épaisses
appelées faces (face supérieure et inférieure). L’amortissement des structures sandwichs
viscoélastiques est di a la grande déformation en cisaillement de la couche viscoélastique

du ceeur [1].
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1.3 Structures sandwichs viscoélastiques pour ’amortissement passif

La modélisation des structures sandwichs viscoélastiques nécessite 1'utilisation de mo-
déles cinématiques capables de rendre compte de ce cisaillement. Nous rappelons dans ce

qui suit, les modeéles cinématiques des structures sandwichs existants dans la littérature.

1.3.1 Les modéles cinématiques pour les structures sandwichs

Historiquement, 'analyse des vibrations aurait ses débuts avec Galileo Galilei (1564-
1642), qui aurait résolu par des moyens géométriques, la dépendance de la fréquence
naturelle d’'un pendule simple de sa longueur en 1638. Mais la fondation pour un traite-
ment plus précis de la vibration des systémes continus a été posée par Hooke quand il a
établi la loi fondamentale de 1'élasticité, par Newton quand il a établi le principe fonda-
mental de la dynamique et par Liebniz quand il a établi le calcul différentiel. Comme nous
pouvons le constater, I’étude des phénoménes vibratoires a attiré bon nombre d’auteurs
depuis le XVI siecle et chacun y a mis de sa contribution. Toutefois, la vibration des
coques a débuté avec les travaux de Sophie Germain [17| qui a donné une forme presque
correcte de I'équation de la plaque mais n’a pas pu définir les matrices de rigidité et de
masse en flexion ni la forme correcte des conditions aux limites. Elle posa I’hypothése selon
laquelle, la déformation dans le plan de la surface médiane d’une coque est négligeable.
Malgré la brillance de son approche, les erreurs contenues dans ces équations expliquent
pourquoi son nom n’est pas attribué aujourd’hui a ’équation des coques. Des corrections
et contributions ont été alors faites par des auteurs aux travaux de Germaine. En 1829,
Poisson propose une forme correcte pour la matrice de rigidité [18|. La forme correcte
des conditions aux limites n’a pu étre trouvée qu’en 1850 par Kirchhoff [19]. S’appuyant
sur les travaux de Aron [20| qui a réduit a cinq les équations de vibration des plaques a
partir des travaux de Germaine, Love propose une équation simplifiée étendue a I’'étude
de vibration des poutres et plaques en 1888 [21]. Quelques années plutot, et en 1882, Lord
Rayleigh [22] proposa des variantes de simplification en considérant la surface médiane de
la coque comme extensionnelle ou non extensionnelle. La théorie générale de Love est une

forme simplifiée particuliére des variantes proposées par Rayleigh. Les équations de Love,
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Chapitre 1. L’amortissement passif : Etat de 'art

introduisent le développement de base de la théorie des vibrations des structures continues
qui ont une épaisseur négligeable devant n’importe quelle autre longueur de la structure.
Les bases de la théorie des vibrations étant ainsi lancées, divers schémas cinématiques ont
été proposés au fil du temps pour modéliser des structures multicouches ou sandwichs vis-
coélastiques. Ces modeles peuvent étre regroupés en deux grandes catégories : I’approche

monocouche équivalente [23| et 'approche par couche.

Concernant les sandwichs viscoélastiques, seule I’approche par couche est adapté car
elle tient compte du cisaillement important dans les couches viscoélastiques. Pour cette
approche, la structure multicouche est constituée d’un ensemble de sous-structure ot
chaque sous-structure représente une couche de la structure. On applique a chaque sous-
structure ou couche I'une des théories de 'approche monocouche équivalente. L’objectif de
cette approche est de bien décrire les effets d’interface entre les couches et les contraintes
hors plan. Le modeéle dit zig-zag est le plus utilisé dans I’approche par couche. On distingue
globalement deux types de modélisation zig-zag : modéles zig-zag couches discrétes et
modeéles zig-zag monocouches. Lorsque la continuité des contraintes de cisaillement est
assurées aux interfaces des couches, on parle de zig-zag du type "IC-ZZT" et dans le cas
contraire de zig-zag du type "ID-ZZT". Du point de vue de 'approximation utilisée pour
le champ de déplacement, on peut parler de zig-zag linéaire et zig-zag non-linéaire ou

d’ordre supérieur (figure 1.3).

Lincaire Non linéaire

i Elastique

Figure 1.3 — Schéma cinématique zig-zag pour les déplacements
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1.3.1.1 Modeéles zig-zag par couches discrétes

Les modéles zig-zag par couches discrétes consistent a représenter la structure multi-
couche par un ensemble de plaques couplées par des efforts d’interface. Les conditions de
continuité aux interfaces sont également assurées. Les équations sont alors écrites pour
chaque couche et par conséquent le nombre d’inconnues dépend du nombre de couches
de la structure. Pour modéliser des structures sandwichs viscoélastiques dont rappelons
le, la couche viscoélastique se déforme fortement en cisaillement, des auteurs ont pro-
posé d’appliquer le modéle classique de Love-Kirchhoff [24] aux couches rigides et un
modeéle enrichi d’ordre supérieur pour la couche viscoélastique. Ainsi lorsqu’on considére
une plaque sandwich symétrique trois couches et qu’on impose le repére orthonormé de
référence (z,y, z), tel que le plan (x,y) coincide avec le plan médian de la couche cen-
trale de la structure et coté a z = 0, le champ de déplacement peut s’écrire de maniére

générale :

(

B he + hy\ Ow(z,y,t) he h
Ul(xvyazut)_ul<$7yat>_ <Z_ 9 ) o ?<Z<§
ow(w,y.t) < he he
Ug(x,y,z,t) = ug(:c,y,t) - ZT + ;fj(z)ﬁxj(xay7t) _5 <2< E
B he + hy\ Ow(z,y,t) h he
\US(%ZJ,ZJ)—US(%?JJ)_ <Z+ 9 ) or —§ <Z<—?

(1.17)
ou Uy, k=1,2,3 est le déplacement longitudinal de la couche k du sandwich (les couches
sont numérotés de haut en bas); ug, k& = 1,2,3 le déplacement longitudinal du plan
médian de la couche k; h. et hy les épaisseurs respectives de la couche centrale (coeur
ou ame) et des faces, h I'épaisseur totale de la structure; 3,; les rotations additionnelles
par rapport a l'axe (x). Le déplacement longitudinal dans la direction (y) s’exprime de

la méme maniére en remplacant les U, u par V, v et les rotations additionnelles f,;
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par [3,; relatives a l'axe (y). Les fonctions f;(z) différent selon les auteurs et suivant
I’approximation désirée. Ainsi

— pour n =1, fi(z) = z, on a le modéle de Rao [25]
3

— pour n =2, fi(2) = z, fo(z) = 2%, on a un modéle mixte.

— pourn =1, fi(z) =z — on a le modeéle de Reddy [26]

Pour une structure sandwich viscoélastique mince trois couches, il a été prouvé par Hu
et al. [23] que le modéle zig-zag linéaire de Rao [25] est performant dans les conditions
he/hy < 10 et E./E; < 0.01 avec E, et E; les modules de Young respectifs du cceur et

des faces et h., hy leurs épaisseurs respectives.

1.3.1.2 Modéles zig-zag monocouches

Il existe des approches intermédiaires pour traiter les structures sandwichs. L’une de
ces approches intermédiaires est de traiter la structure comme étant une seule couche en
modeéle non zig-zag en ajoutant au champ de déplacement une fonction dite "fonction
zig-zag" [27]. Carrera 28] et Brischetto et al. [29] ont démontré l'intérét et la simpli-
cité d’implémentation de cette méthode qui permet non seulement d’introduire les effets
zig-zag mais également de réduire le nombre des variables, pour I'étude des structures
multicouches.

Des comparaisons des résultats d’analyses tridimensionnelles a celles bidimensionnelles
ont prouvé qu’il est important d’assurer les conditions de continuité pour les déplacements
et les contraintes transversales aux interfaces entre deux couches adjacentes pour une
structure multicouche surtout quant cette derniére est épaisse pour une analyse plus pré-
cise [30, 31, 32, 33]. Ces conditions de continuité dénommées "C? -requirements" par Car-
rera [34] sont introduites par cet auteur avec succés dans plusieurs travaux de modélisation
de probléme de vibration pour divers modéles de schémas cinématiques [35, 36, 37, 38|.

Ganapathi et Makhecha [39] sont allés plus loin en développant un modéle basé sur
I’approche monocouche mais en considérant une approximation par un polynoéme quadra-
tique du déplacement transversal dans I’épaisseur de la structure et un développement a

I'ordre trois pour les déplacements dans le plan. Dans ce modéle, ils ont introduit égale-
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ment la fonction zig-zag de Murakami [27] pour satisfaire les conditions de continuité "C?

-requirements". L’expression de leur champ de déplacement s’écrit :

( 3
Ulx,y,z,t) = u(z,y,t) + Z Zuj(z,y,t) + 2(—1)k2—2u4(x,y,t)
j=1
i z
V(z,y,z,t) =v(z,y,t) + Z Zvi(x,y,t) + 2(—1)kh—];v4(x,y,t) (1.18)
j=1
= z
W(z,y,zt) =w(x,y,t) + Z Zw;(z,y,t) + 2(—1)kh—2w3(:v7y,t)
j=1

\

ou k est l'indice des couches et varie de 1 & N (nombre total de couches), hy désigne

I’épaisseur de la couche d’indice k, 2z la cote du plan moyen de la couche d’indice k.

L’avantage principal du champ de déplacement des modéles zig-zag réside dans la
bonne approximation de la distorsion de la normale de la surface déformée, ainsi que
dans le respect des conditions de continuité. L’utilisation des coefficients de correction
dans le cas de la théorie de déformation de cisaillement constante ou de premier ordre
est ainsi évitée. Rappelons toutefois que Di Sciuva [40, 41, 42] fut le premier & proposer
le modéle zig-zag de premier ordre. Dans son modéle, les déplacements membranaires
sont les résultats de la superposition du champ de déplacement global d'une théorie du
premier ordre et d’une fonction zig-zag. Les avantages de ce modéle ont inspiré d’autres
auteurs qui ont développé d’autres théories comme celles de Rao [25] et Reddy [26] pour
les sandwichs viscoélastiques. Si ’approche par couche permet 'obtention de résultats
plus précis en ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan, elle est relativement
cotliteuse puisque son nombre de variables dépend du nombre de couches de la structure.
La plupart du temps ’écriture des équations de continuité permet de réduire les variables

dans ces modéles.

Au vue de cette étude cinématique, il est clair que le modéle zig-zag permet une bonne

approximation des champs de déplacement pour les structures sandwichs viscoélastiques.

19



Chapitre 1. L’amortissement passif : Etat de 'art

Dans toute analyse de probléme de vibration, il est également important de définir le

moyen de résolution du probléme.

1.3.2 Modélisation et calcul de I’amortissement passif

Pour utiliser une structure sandwich viscoélastique pour I'amortissement passif, il est
important de savoir calculer ou du moins estimer ses propriétés modales amortissantes. Le
calcul de la fréquence amortie ({2) et de 'amortissement (1) appelés propriétés modales
, passe par la résolution du probléme des vibrations libres ou le probléme des vibrations
harmoniques forcées. Il existe classiquement deux maniéres d’aborder les problémes de
vibration dans la littérature : les approches analytiques, applicables sur des structures a
géométries (poutres et plaques) et conditions aux limites simples et les approches numé-

riques.

1.3.2.1 Approches analytiques

Au tout début de l'utilisation des sandwichs & coeur viscoélastique, les couches sont
réalisées avec des matériaux élastiques isotropes pour les faces et viscoélastiques isotropes
pour le coeur. Aussi les premiers travaux se sont-ils intéressés a ces types de sandwichs. Les
premiers travaux sur les structures sandwichs sont a mettre a l’actif de Kerwin [43] et Ross
[44]. Ils ont considéré dans leur étude une poutre sandwich trois couches en appui simple,
dont la couche centrale est viscoélastique de faible amortissement . En considérant les effets
de membrane dans les trois couches et l'effet de cisaillement uniquement pour la couche
viscoélastique, ils ont obtenu une équation différentielle d’ordre quatre du mouvement
transversal, équivalente a une équation du mouvement de flexion de type Euler-Bernoulli :

4, 2,7
300 om0 = ) (1.19)
ou B = Byo(1+1n) et m sont respectivement une rigidité équivalente et une masse linéique ;
ce qui leur permet d’établir une expression analytique relativement simple du facteur de

perte (1) en fonction des caractéristiques de la structure. DiTaranto [45] a étudié les
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conditions aux limites arbitraires sur les mémes types de poutre en considérant les mémes
hypothéses que Kerwin [43] et Ross [44]. Il a obtenu une équation différentielle d’ordre six
pour le déplacement longitudinal du plan moyen des couches élastiques externes et défini

la pulsation complexe sous la forme :

w? = Q*(1 +1in) (1.20)

Ces résultats lui ont permis d’affirmer que le facteur de perte (n) et la fréquence amortie
sont fonction de la géométrie de la structure et non des conditions aux limites; laquelle
affirmation sera réfutée plus tard par Mead et Markus [46, 47]. Ces derniers ont réécrit
dans la foulée les équations de mouvement et proposé une méthode itérative (semblable a
la méthode de Newton-Raphson) de résolution de cette équation. L’approche de Kerwin
[43] et Ross [44] fut améliorée et utilisée pour les plaques sandwichs par Yu [48] par
une formulation dans le cas bidimensionnel en rajoutant les effets d’inertie pour les trois
couches et le cisaillement pour les faces. Yan et Dowell [49] d’une part, Rao et Nakra
[50] d’autre part ont étudié les propriétés modales des structures sandwichs asymétriques.
Les premiers ont considéré les hypothéses de contrainte plane, la continuité du champ de
déplacement et de la contrainte de cisaillement aux interfaces des couches. Les derniers
ont ajouté les effets d’inertie transversale, longitudinale et rotationnelle pour une étude
de vibration forcée harmonique. Une étude similaire a été réalisée par He et Ma [51].
Les équations obtenues pour I'étude de vibration transversale sont d’ordre élevé et leur
résolution pose des problémes. Aussi Ovarsky et al. [52] ont proposé une méthode basée
sur la technique de perturbation permettant de linéariser ces problémes. Ils ont fait une
application dans le cas d’une poutre sandwich encastrée-libre. Une étude plus compléte
des apports pour la modélisation analytique des structures plaques et poutres sandwichs

viscoélastiques est accessible dans les travaux de thése de Bilasse [1] et Koutsawa [53].

L’ensemble de ces formulations analytiques supposent généralement les hypothéses

suivantes :

— Les couches sont homogénes, linéaires, élastiques pour les faces et viscoélastique
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non vieillissant pour le coeur
— La couche viscoélastique se déforme principalement en cisaillement
— Tous les points sur une normale a la plaque ont le méme déplacement transverse
— La linéarité au sens géométrique du champ de déformation est admise, les études
sont alors faites dans les hypothéses des petites perturbations
— Aucun glissement entre les couches n’est permis, assurant ainsi la continuité du
champ de déplacement aux interfaces des couches.
Cependant, les équations différentielles obtenues au cours de ces études n’admettent gé-
néralement pas de solutions exactes ou du moins sont difficiles a résoudre surtout pour
des conditions aux limites arbitraires. De plus il est impossible de prendre en compte
dans ces équations différentielles, la dépendance d’un paramétre comme par exemple la
dépendance en fréquence induite par le coeur viscoélastique. Pour palier a ces limites, des

approches numériques sont introduites et sont de plus en plus utilisées.

1.3.2.2 Approches numériques

Les approches numériques se résument globalement a 1'utilisation de la méthode des
éléments finis. Cette méthode consiste a discrétiser le domaine spatial en petits éléments
(mailles), et a rechercher une formulation simplifiee du probléme sur chaque élément.
Ce faisant, on transforme le systéme d’équations quelconques en un systéme d’équations
linéaires. Chaque systéme d’équations linéaires peut étre représenté par une matrice. Les
systémes d’équations pour tous les éléments sont ensuite rassemblés, pour former une
grande matrice (matrice globale). La résolution du systéme global obtenu donne la solution
approchée du probléme. Dans la méthode des éléments finis, il existe diverses maniéres de
discrétisation classées selon leur dimension. On distingue donc les éléments 1D (éléments
linéiques), 2D (éléments plaques ou coques) et 3D (éléments volumiques).

Pour réaliser une discrétisation en éléments finis épousant parfaitement la forme in-
tégrale d’une structure sandwich, il faudrait utiliser les éléments volumiques. Mais une
telle discrétisation engendrerait un nombre considérable de degrés de liberté. Or plus il y

a de degré de liberté, plus la taille de la matrice globale est grande et plus la résolution
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du probleme est difficile et nécessite beaucoup de temps de calcul et d’espace mémoire.
Des propositions de discrétisation ont alors été faites par des auteurs pour amoindrir au
maximum les degrés de liberté. Dans le cas des structures sandwichs a coeur viscoélas-
tique des propositions coque/volume/coque, plaque/volume/plaque, coque/coque/coque
ou plaque/plaque/plaque ont été faites. Nous pouvons citer les travaux de Lu et al. [54]
qui ont considéré un élément hexaédrique isoparamétrique (8 nceuds) pour la couche vis-
coélastique et un élément plaque quadrilatéres & 4 noeuds représentatif du plan moyen
pour les faces. Johnson et al. [55], ont proposé un modeéle similaire en ramenant la repré-
sentation des faces sur les interfaces au lieu du plan moyen utilisé par Lu et al. [54]. Daya
et Potier-Ferry [56] ont développé un élément du type coque/volume/coque en considé-
rant les hypothéses de continuité des champs de déplacement aux interfaces coeur-peaux
ou I’élément coque est I’élément triangulaire a trois nceuds DKT. Cet élément sera réécrit
par Duigou et al. [57] en remplagant 1’élément triangulaire DKT par un élément quadri-
latére & 8 nceuds en vue de mieux prendre en compte la déformation en membrane. Les
modeles coque/volume/coque et plaque/volume/plaque posent le probléme d’incompati-
bilité des champs de déplacement des faces et celui du cceur ce qui n’est pas le cas des
modeéles coque/coque/coque et plaque/plaque/plaque. Cependant ces deux derniers sont
plus adaptés a la modélisation des structures sandwichs en flexion ot le déplacement trans-
versal est supposé commun pour toutes les couches et la rotation identique pour les faces.
En plus, la prise en compte de ’hypothése de la continuité du champ de déplacement aux
interfaces coeur-peau permet de réduire considérablement le nombre de degré de liberté
par nceud, en général ces degrés de liberté aux nocuds peuvent étre exprimés uniquement
soit dans les deux faces élastiques soit dans le coeur viscoélastique. Dans cette logique,
Ma et He [58] ont présenté un élément triangulaire & trois nceuds plaque/plaque/plaque
avec cinq degrés de liberté (w, w,,, w,y, By, By) par nceud. Bilasse [1, 59| dans le cadre de
sa thése a utilisé pour la modélisation en vibration linéaire et non linéaire (non linéarité
géométrique) des plaques sandwichs viscoélastiques symétriques trois couches, un élément
similaire mais quadrangulaire dans un schéma cinématique zig-zag en appliquant la théo-

rie de Love-Kirchhoff [24] pour les faces et Reissner-Mindlin [60, 61] pour le coeur. Dans
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son étude de vibration en flexion, les conditions de continuité lui ont permis de ramener
la description de la plaque sandwich au plan moyen de la couche centrale viscoélastique

ce qui entraine une diminution considérablement du nombre de degrés de liberté.

Dans la méthode des éléments finis, une chose est de discrétiser la forme faible du
probléme pour obtenir une équation aux valeurs propres, une autre est de résoudre ce

probléme aux valeurs propres.

Peu importe le modéle éléments finis utilisé, ’équation aux valeurs propres a résoudre
s’écrit de fagon générale, pour une vibration libre, lorsqu’on ne considére que la dépen-

dance en fréquence de la couche viscoélastique :

[K(w) - w*M] {U} = {0} (1.21)

ou [K(w)], et [M], sont respectivement la matrice de rigidité dépendant de la fréquence,
et la matrice de masse; les inconnues w et {U} sont respectivement la fréquence et le

vecteur modal.

Le probléme posé par ’équation (1.21) est un probléme fortement non linéaire aux
valeurs propres complexes avec une dépendance en fréquence dont la résolution est délicate
et a déja fait 'objet de plusieurs études dont les détails sont présentés dans la section qui

va suivre.

1.3.2.3 Les méthodes de résolution du probléme aux valeurs propres

La résolution du probléme aux valeurs propres obtenue lors d’une étude de vibration
d’une structure est fortement non linéaire a cause de sa dépendance en fréquence introduite
par la couche viscoélastique. Des propositions de résolution de ces probléemes sont classées

en trois groupes dans la littérature. On distingue :
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— L’analyse de la réponse fréquentielle

Cette méthode consiste a appliquer une excitation harmonique F' a la structure ramenant

ainsi I’équation (1.21) sous la forme
[ (@) — M| {U} = {F) (122)

Il existe deux propositions de résolution pour ce cas dans la littérature. La premiére
consiste & chercher les courbes de réponses en déplacement {U(w)} en inversant la matrice

dynamique [K (w) — w?*M] pour diverses valeurs de w. Ensuite la fréquence amortie {2 est

wr —w
2

de la bande passante a -3db [62]. Pour cette méthode, plus I'incrément utilisé pour les

déterminée au pic de la résonance et le facteur de perte n = : par la méthode
valeurs de w est petit plus le résultat est plus précis; mais cela revient a inverser une
multitude de matrices dynamiques [K(w) — w?M]| ce qui engendre donc un temps de
calcul assez considérable. De plus, I’évaluation du facteur de perte n’est valide que pour
un amortissement petit et pour des fréquences propres suffisamment séparées. Précisons
toutefois que cette méthode est beaucoup plus utilisée au cours des essais expérimentaux

ou les déplacements sont déterminés expérimentalement pour différentes valeurs de w.

Déplacement

Maxi

Maxi/\ 2

Fréquence

Figure 1.4 — Calcul de 'amortissement par la méthode des bandes passantes
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La deuxiéme méthode est proposée par Abdoun et al. [63] et est basée sur la méthode

asymptotique numeérique. Ils ont réécrit ’équation de vibration forcée (1.22) sous la forme :
[K(0) + E(w)K, —w’M] {U} = {F} (1.23)

a partir d’'une décomposition du module de Young complexe et dépendant de la fréquence

du ceceur viscoélastique comme suit :
E*(w) = E*(0) + E(w) (1.24)

La matrice [K,] est purement réelle et relative au coeur viscoélastique et [K(0)] est la
matrice d’élasticité retardée de la structure. Pour résoudre I’équation (1.23), les inconnues
(w,U) sont développées en séries de Taylor ; une suite récurrente de problémes linéaires est
alors obtenue et sa résolution permet d’obtenir directement la courbe de réponse. Cette
technique procure un gain de temps considérable par rapport a la premiére méthode et
est applicable & n’importe quelle genre de structure et n’importe quelle loi de dépendance

en fréquence du coeur viscoélastique.

— Analyse modale

L’analyse modale consiste a estimer directement & partir de 1’équation de vibration libre
(formule 1.21) les propriétés modales de la structure. Deux cas sont présentés : le cas de

module complexe constant du cceur viscoélastique et le cas de la dépendance en fréquence.
Dans le cas du module de Young complexe constant du coeur viscoélastique, le probléme
de vibration libre (1.21) s’écrit simplement |64, 65] :

[K —w*M]{U} = {0} (1.25)

Ce probléme est alors résolu par les algorithmes classiques tels que la méthode QR [66]

implémentée dans Matlab comme fonction "eig", la méthode itérative des sous espaces
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[67], la méthode de Lanczos [68], la méthode de Krylov-Arnoldi [69] implémentée dans
Matlab comme fonction "eigs". La fréquence amortie et 'amortissement sont obtenues
a partir de la fréquence complexe calculée par une de ces méthodes selon la formule de

DiTaranto (équation 1.20)

Dans le cas ou le module de Young du ceeur viscoélastique dépend de la fréquence, le
probléme aux valeurs propres devient un probléme complexe non linéaire que les méthodes
citées plutot ne permettent pas de résoudre. D’autres méthodes ont alors été proposées et
peuvent étre classées en deux groupes : les méthodes approchées et les méthodes quasi-

exactes.

Les méthodes approchées

La méthode d’énergie de déformation modale ou modal strain energy me-
thod (MSE) : elle est basée sur la répartition de 'énergie de déformation dans la struc-
ture et définit ’amortissement structurel comme étant la somme des facteurs de perte des

sous-structures constitutives pondérés de leur fraction d’énergie de déformation :

Uy,
= E 1.26

avec 1y le facteur de perte de la couche k et Uy, son énergie de déformation. Cette méthode
s’applique de deux différentes maniéres suivant la précision désirée en utilisant soit des
modes réels (MSER) ou des modes complexes (MSEC). La MSER consiste a résoudre
I’équation :

[K(0) - «3M] {U.} = {0} (L.27)

avec [K(0)] la matrice construite seulement avec 1’élasticité retardée. Une fois les inconnues

(wo, U,) trouvées, le probléme général (1.21) est réécrit de fagon approximative :

(K (w0) — w*M] {U;} = {0} (1.28)
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permettant d’estimer les propriétés modales comme étant :

ey U K] {02
SR A Y TR

(1.29)

Cette méthode (MSER) a un coiit de calcul relativement faible puisqu’elle permet d’es-
timer I’amortissement en ne calculant que des modes réels. Cependant, elle ne donne de
bons résultats que pour des structures de faible amortissement. Sa version complexe per-
met d’améliorer les estimations des propriétés modales et consiste a remplacer {U} par
une approximation du mode complexe {U.} obtenu en résolvant 1’équation de vibration
forcée suivante :

(K (w0) — M) {U.} = {F} (1.30)

ou {F} est le vecteur des amplitudes des forces harmoniques imposées. Les propriétés

modales sont en suite estimées :

{0 (K@) {U)
H{U.} M]{U}

w? = 0?1 +in) = (1.31)

Les méthodes quasi-exactes

Dans ces types d’approche, nous distinguons :

La méthode d’Arnoldi non linéaire [70] : Elle consiste en une projection dans des
sous-espaces de Krylov des problémes aux valeurs propres non linéaires creux de grande

taille pouvant se mettre sous la forme :

TNz =0, T\ eC™ zeC" (1.32)

Les problémes non linéaires sont ainsi transformés en problémes linéaires de taille réduite

et sont résolus par des techniques itératives.
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L’approche asymptotique de Ma et He [58]. Cette approche consiste & remplacer

directement dans I'équation (1.21) w? par 22(1 + in) pour obtenir la présente équation
[K(92,n) — 221+ i) M] {U} = {0} (1.33)

Les inconnues (£2%,n, U ) sont ensuite développées en séries entiéres d’'un parameétre choisi
de fagon appropriée ce qui permet de ramener le probléme a l'origine non linéaire a
une suite récurrente de problémes linéaires & qui on rajoute la condition d’orthogonalité
des modes. Dans le cas d'un module complexe dépendant de la fréquence, les séries ne
convergent généralement pas et une méthode de continuation est alors utilisée a cette fin.
Cette méthode n’a cependant été utilisée que dans le cas particulier d’une structure de
faible amortissement avec un module complexe constant.

La méthode d’itération-réduction de Chen et al. |71] : cette approche consiste

2 = X et a écrire le module de cisaillement du matériau viscoélastique de la

a poser w
maniére suivante : G*(A) = G(\) (1 +i8())). Ce faisant on réécrit I’équation (1.21) sous
la forme :

(K (G(N) + BN K2 (G(A) — AM]{U} = {0} (1.34)

La méthode d’itération-réduction, consiste en la résolution de deux problémes distincts.
Le premier consiste a supposer 5 = 0 et & développer les inconnues (:\r, ﬁr) en séries de

Taylor a 'ordre 1 :

(

K (G(\)) = K(Go) + 56 la=cq (G(Ar) = Go)

A=A+ 256, (G(\) — Go) (1.35)

\Ur = Ur + %[(];T ‘G:GO (G()\r) - GO)

Le probléme a lordre 0 est [K(Go) — A\.M]{U,} = {0}. La solution \, du probléme a

I'ordre 1, vaut alors en associant la condition d’orthogonalité des modes :

5=t 2, (GOV) — Go) = A, 4 {T) B—QGZGO] U (GO = Go) (136)
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Le deuxiéme probléme consiste en la résolution du probléme initial (1.34) en posant A = A,
dans [K], [Ks] et 5. Avec ces changements, le probléme devient un probléme linéaire aux
valeurs propres complexe qui est résolu par l'algorithme itératif de Lanczos [68| couplé
a une base réduite. Cette méthode nécessite beaucoup d’itérations, ce qui augmente le

temps de calcul surtout pour les structures de grande taille.

La méthode asymptotique numérique (MAN) de Daya et Potier-Ferry |72] :
elle est basée sur la technique de perturbation et d’homotopie. Dans sa formulation, on
pose, w? = X et le module de Young complexe et dépendant de la fréquence de la couche
viscoélastique E*(A) = E*(0) + E()A) et on introduit le paramétre p d’homotopie. On

raméne ainsi ’équation (1.21) sous la forme :

[K(0) + pE(A) K, — AM]{U} = {0} (1.37)

ou la matrice de rigidité [K,] est purement réelle et relative au coeur viscoélastique et
[K(0)] est la matrice de rigidité d’élasticité retardée de la structure. Le principe de cette
méthode est de partir d’une solution simple correspondant a la valeur p = 0 qui est la so-
lution du probléme aux valeurs propres correspondant a la structure en ne considérant que
son élasticité retardée pour arriver a la solution finale correspondant au cas p = 1. Pour
parvenir & cette fin, les inconnues (\,U) sont développées en séries entiéres en fonction du
paramétre p et injectées dans 1'équation (1.37). On obtient alors une suite récurrente de
problémes linéaires qui sont résolus a chaque ordre en ajoutant la condition d’orthogona-
lisation des modes. Une continuation est associée a la méthode pour piloter le paramétre
p de 0 & 1. En se basant sur les outils de différentiation automatique |73], Bilasse et al.
[74] ont automatisé cette technique de résolution de probléme aux valeurs propres non
linéaires permettant ainsi de prendre en compte n’importe quelle loi viscoélastique dé-
pendant de la fréquence. Duigou et al [57] ont proposé deux méthodes similaires mais
itératives pour la résolution de problémes aux valeurs propres non linéaires complexes. La
premiére méthode est une sorte de méthode de Newton modifiée avec introduction du pa-

ramétre d’homotopie et un développement en série entiére d’ordre élevé des inconnues en
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fonction du paramétre d’homotopie. La deuxiéme méthode applicable aux structures de
faible amortissement consiste a approximer la matrice [K(w) — w?M] par [K(0) — w3, M]
et & construire une matrice tangente purement réelle a partir des solutions du probléme
sans amortissement [K(0) — w2, M]{Uy} = 0. Ils ont ajouté les approximants de Padé
pour accélérer la convergence des séries et réduire les temps de calculs. Récemment, Bou-
mediene et al. [75] ont proposé une méthode sur les modéles réduits couplée a la méthode
de Newton d’ordre élevé pour ce qui permet de réduire les temps de calculs.

Tous ces acquis ont balisés la voie a la modélisation des sandwichs composites a coeur
viscoélastique. Nous présentant dans la section suivante des généralités sur les matériaux
composites et les travaux déja réalisés sur ces derniers dans le cadre de I’amortissement

passif.

1.4 L’amortissement passif & ’aide de matériaux com-

posites

1.4.1 Généralités sur les matériaux composites

Un matériau composite est un matériau hétérogéne et anisotrope formé d’au moins
deux constituants non miscibles qui sont disposés selon une organisation géométrique par-
ticuliére. Quasiment tous les composites sont constitués d’'une matrice dans laquelle sont
noyés des renforts. Dans cet ensemble hétérogéne, aboutissant & un matériau dont les per-
formances sont supérieures a celui des composants pris séparément, chaque constituant a
un role particulier. La matrice assure la cohésion de ’ensemble et le transfert des efforts
ainsi que l’essentiel des propriétés autres que mécaniques qui sont assurées par les ren-
forts. Lorsque le matériau composite est non endommagé, les renforts et la matrice sont
parfaitement liés et il ne peut pas y avoir ni glissement ni séparation entre les différents
constituants.

Les matrices employées pour les composites sont de deux types : les matrices orga-
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niques regroupant les résines thermodurcissables et les polyméres thermoplastiques et les
matrices minérales regroupant les céramiques et les métaux. Dans un grand nombre de
cas, la matrice constituant le matériau composite est une résine polymeére. Les résines
polyméres existent en grand nombre et chacune a un domaine particulier d’utilisation.
Mais de maniére générale, les matrices thermodurcissables sont plus fréquemment em-
ployées que les thermoplastiques, en raison de leur plus grande facilité de mise en forme
(il est plus facile d’imprégner des fibres avec un liquide qu’avec des granulés ramollis, et
les températures a utiliser sont souvent plus raisonnables). Parmi les plus courantes, on
peut citer les résines polyester, peu cofliteuses et souvent utilisées dans les applications
"grande diffusion", et les résines époxy (ou époxydes), trés employées dans les applications
"hautes performances". Toutefois lorsque le domaine d’application requiert une tenue de
la structure aux trés hautes températures, les matrices métalliques, en céramiques ou en
carbones sont utilisées. De plus les matériaux les plus performants utilisés pour les ma-
trices ont des caractéristiques mécaniques élevées et une masse volumique faible. Notons
également que d’autres produits sont parfois incorporés a la résine pour renforcer les pro-
priétés mécaniques (charges renforgantes) ou pour diminuer le cotit des matrices en résine
(charges non renforgantes). Ces produits souvent appelés additifs sont variés et il en existe

qui sont utilisés pour le role de colorant ou agent de démoulage.

composite composite composite
a particules a fibres laminé

Figure 1.5 — Différents types de renforts pour matériau composite

Les renforts sont généralement congus de sorte a avoir des propriétés mécaniques no-

tamment la résistance et la rigidité optimales. Les propriétés mécaniques du composite
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sont souvent liées aux types de renforts et a leur disposition dans la matrice. On peut
distinguer d’un point de vue géométrique, trois grands types de renforts : les renforts de
fibres longues (laminés), les renforts de fibres courtes et les particules (inclusions) (figure
1.5). Du point de vue de la matiére, les renforts peuvent étre groupés en deux grandes caté-
gories : les renforts inorganiques parmi lesquels on peut citer les polyesters et les aramides
et les renforts organiques parmi lesquels on retrouve les minéraux (verre, céramiques,
bore, les métaux, le carbone) et les végétaux. L’utilisation de tels ou tels renforts est
sujette aux propriétés mécaniques souhaitées. Les fibres de verre ont un excellent rapport
performance-prix qui les placent de loin au premier rang des renforts utilisés actuellement
dans la construction des structures composites. Les fibres de carbone par contre ont de trés
fortes propriétés mécaniques; on en rencontre classiquement : T300, T800, MR40, TR50,
IM6, IM7, GY, M55J. Un autre renfort souvent rencontré est le Kevlar (verre-kevlar ou
carbone-kevlar) qui est trés utilisé dans le domaine des loisirs (ski, raquette de tennis) et

est du type fibres aramides.

Un cas particulier de matériaux composites est les matériaux orthotropes qui sont des
composites a fibres longues. Les matériaux composites de type orthotrope seront utilisés
dans ce travail et & chaque fois, le terme matériaux composites sous entend les matériaux

composites orthotropes.

1.4.2 Les différents types de matériaux composites orthotropes

On distingue parmi les matériaux orthotropes, les matériaux orthotropes unidirection-

nels et des stratifiés.

Les matériaux orthotropes unidirectionnels ou plis unidirectionnels, sont constitués de
fibres longues continues, toutes paralléles entre elles, prises dans une matrice. L’anisotropie
est donc trés prononcée pour ces matériaux puisque les fibres sont orientées dans une seule

direction (figure 1.7) [76].
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ao®  ap” 90  45° 0° 45°

ERER

Figure 1.6 — Exemples de stratifiés unidirectionnels

Les stratifiés sont un type particulier de matériaux composites qui sont composés de
couches successives. La plupart du temps il s’agit d’une succession de couches unidirec-
tionnelles orientées différemment. Leur désignation se fait suivant un code en fonction du

systéme d’axes choisi [76] :

— Chaque couche est désignée par un nombre indiquant la valeur en degrés de 1’angle
que fait la direction des fibres avec 'axe x de référence.

— Les couches successives sont séparées par un "/" si leurs angles sont différents.

— Les couches successives de méme orientation sont désignées par un indice numé-
rique.

— Les couches sont nommées successivement en allant d’une face & 'autre. Des cro-
chets (ou parenthéses) indiquent le début et la fin du code.

— La figure (1.6) montre deux exemples de stratifiés. Le premier est désigné dans sa

référence par le code [45/0/45/902/30] et le second par le code [0/ — 45/90/45/0]

Une fois le composite congu, il posséde des caractéristiques mécaniques anisotropes bien

définies qui feront 'objet de la section suivante.
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1.4.3 Lois de comportement et effets d’orientation des fibres dans

la structure

Dans ce travail, seuls les probléemes d’élasticité linéaires sont abordés. Les lois de com-
portement liant les contraintes aux déformations (ou 'inverse) des matériaux composites
sont par conséquent écrites dans le cadre d’élasticité linéaire. Les effets d’orientation sont
relatives a la différence entre les repéres du matériau et celui de la structure. En d’autres

termes il s’agit d’un changement de base pour le matériau composite.

1.4.3.1 Lois de comportement dans le repére du matériau

Un matériau posséde un comportement élastique linéaire s’il existe une relation linéaire
bi-univoque entre son tenseur des contraintes et son tenseur des déformations. Cette

relation permet d’écrire :

(
0ij = Cijrichi

(1.38)

\ €ij = Sijklakl

ot Cjjp et Siji représentent respectivement les tenseurs des rigidités et des souplesses
d’ordre quatre et sont inverses I'un de ’autre. Les considérations de symétrie matérielle et
thermodynamique permettent d’écrire Cjj; avec 21 constantes élastiques indépendantes.
Lorsqu’on écrit sous forme vectorielle les tenseurs de contrainte et de déformation comme

suite : )

_t
o = {011 022 033 023 013 012}

(1.39)

t
€= {811 €92 €33 2823 2¢13 2512}
\
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alors on écrit ’équation de comportement (équation 1.38) d’un matériau anisotrope sous

formes vectorielles (équation 1.40) ci apreés :

011 Cyy Cia Ciz Cu Cis Cig €11
022 Cop  Coz Oy Oy Oy €22
033 Css  Csq Cs5 Clsg €33
= (1.40)
023 Cu Cy Cug 2e93
013 Sym. Css Cse 2¢e13
o192 Ces 2e12

Dans les matériaux anisotropes (tricliniques) se retrouvent des classes de matériaux
qui présentent des matrices de rigidité (de souplesse) particuliéres dans le repére matériau

ici désigné par (]\71, No, ]\73) On retrouve par exemple :

— Des matériaux orthotropes : Ils possédent 3 plans de symétrie orthogonaux deux
a deux. En général, c’est le cas des tissus noyés dans un polymeére. Dans un repére
défini par les axes d’orthotropie, la matrice de rigidité de ces types de matériaux

peut s’écrire avec 9 constantes (1.41)

Ciy Cip Ci3 0 0 0
022 023 0 0 0

C = (1.41)
Cu 0 0
Sym. 055 0
066

— Des matériaux unidirectionnels : ils possédent un axe de symétrie. C’est le cas
pour un ensemble de fibres unidirectionnelles dans un substrat. Par géométrie,
le matériau unidirectionnel est orthotrope et est souvent appelé orthotrope de

révolution ou isotrope transverse. Dans le repére d’orthotropie, sa matrice s’écrit
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avec 5 constantes pour le cas de symétrie d’axe (Ny) (1.42)

Cin Cia Chiy 0 0 0
022 023 0 0 0
Coa 0 0 0
C = (1.42)
0225023 0 0
Sym. 066 0
. 066 -

— Des matériaux isotropes : ils possédent un méme comportement dans les trois sens
du repére matériau. La matrice de rigidité des matériaux isotropes est définie par
2 constantes ou constantes de Lamé (E le module de Young et v le coefficient de

Poisson ) et est de la forme (1.43)

Cu Ci2 Cio 0 0 0
Cii Ci 0 0 0
Ci 0 0 0
C = (1.43)

0115012 0 0
Sym 0115012 0

C11=Ci12

- 2 =

Comme nous pouvons le remarquer, les matériaux unidirectionnels et isotropes constituent
une partie des matériaux orthotropes puisqu’a partir de la matrice de rigidité des maté-
riaux orthotropes on peut facilement retrouver celles des unidirectionnels et isotropes.
Aussi pour pouvoir simuler une gamme plus large de matériaux composites et éventuelle-
ment les matériaux isotropes, nous convenons d’utiliser des matériaux orthotropes dans

ce travail.

Expression des constantes de la matrice de rigidité d’un matériau ortho-

trope en fonction des paramétres de I'Ingénieur

Un matériau orthotrope posséde en effet un comportement différent dans chaque di-
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rection du repére matériau. Aussi lorsqu’on considére le repére d’orthotropie (]\71, ]\72, ]\73)
on note par E; i« =1,2,3 les modules de Young respectifs de chaque direction du repére
et par G;;, v;; (4,7) = (1,2), (1,3), (2, 3) respectivement les modules de cisaillements et
les coefficients de Poisson. A partir de ces constantes la matrice de souplesse du matériau

orthotrope dans le repére d’orthotropie est alors (1.44) :

1 Vg —Vi3 i
— 0 0 0
Ey Ei1 Eq
—Ul12 —V12

— 0 0 0
Ey E, %1
—113  —Ula3 L 0 0 0
e e (1.44)
0 0 0 — 0 0
Gas 1
0 0 0 0 — 0
Gi3 )
0 0 0 0 0 —
L G12 _

Les constantes de rigidité (1.45) sont déduites en inversant la matrice de souplesse

4
1 — vo3039 I — 303 1 —vovg
= —=—-= Oy = —""2 (3= —-""=
U B EA 27 B BE,A B BE,A
O — Vo1 + V31l93 _ e + U3al/13 Ol — V31 + Va1V39 _ U3 + V123
12 EyEsA E,ExA 13 EyEsA E,ExA
U3 + Viol31 Va3 + Vo113
Cys = = Css =G Cos = G
23 BB LB, 55 13 66 12
1 — vy9191 — Va3lgp — V31113 — 2U91V32013
A = Cu=0G
\ E\E»E; wes

(1.45)

Les modules d’¢lasticité et les coefficients de Poisson sont liés par la relation (1.46)

E, E;
o §i=1,2,3 (1.46)
Vij Vji

1.4.3.2 Lois de comportement en-dehors du repére matériau

Un composite étant un assemblage avec une structure bien définie et possédant un

repére matériau dans lequel son comportement élastique est bien connu; lorsqu’il est
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considéré dans un collectif (un sandwich, un stratifié qui est élaboré par couches successives
dont la direction des fibres ou de chaine est décalée d’une couche & une autre), il est alors
nécessaire d’exprimer son comportement élastique dans le systéme de référence de la
structure (collectif) avant toute étude faisant appel a la loi de Hooke. Considérant le cas
des structures planes telles que les plaques et les poutres, le passage du repére matériau
(]\71,]\72,]\73) = (1,2,3) = (L,T,T") au repére de référence de la structure (X,?,Z) =
(z,y,2) = (1,2, 3) est équivalent a une rotation d’un angle —6 autour de I'axe (N3) = (3)
du matériau comme le montre la figure (1.7) [76]. Rappelons que la loi de comportement

dans le repére matériau du composite ici considéré orthotrope est donné par la formule

(1.41)

Figure 1.7 — Matériau : repére matériau et de référence de la structure

En appelant par C’ la matrice de rigidité dans le repére de référence de la structure,
on déduit 'expression de sa matrice de rigidité en fonction de celle du repére matériau

par la formule (1.47) qui n’est valable que dans le cas particulier ainsi considéré.

C'='"T.CT. (1.47)

Aussi la loi de Hooke dans le repére de référence de la structure se traduit-elle par la
suivante formule (1.48)

o = (1.48)

avec o’ et €’ respectivement les tenseurs des contraintes et des déformations dans le repére

de la structure. Dans ’équation (1.47), T est la matrice de changement de base des
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déformations dont 'expression est donnée par I’équation (1.49) :

cos?# sin? 6 0 0 0 sin 6 cos 0
sin® 6 cos? 6 0 0 0 —sin @ cos 0
0 0 1 0 0 0
T, = (1.49)
0 0 0 cosf —sinf 0
0 0 0 sinf cosf 0
—2sinfcosf@ 2sinfcosfd 0 0 0 cos?6 — sin? 6

1.4.3.3 Etat de contraintes planes

Les formules écrites jusqu’a présent font état d’'un comportement en dimension trois
(3D) des matériaux composites et sont applicables a la résolution d’un probléme quel-
conque d’élasticité. Cependant pour des soucis de mémoires de calcul, et la rapidité des
opérations a effectuer dans des calculs de modélisation surtout en élément finis, des for-
mulations en contraintes planes sont utilisées. Dans ces cas, le probléme de dimension
trois (3D) est ramené a un probléme de dimension deux (2D). Lorsqu’on considére un

état de contraintes planes ou la direction principale est la direction (Z) correspondant a

une valeur propre nulle, le tenseur des contraintes (formule 1.39) se réduit a :

o =? {0'11 0922 0'12} (150)

les autres composantes étant considérées nulles. La loi de Hooke s’écrit alors dans le repére

matériau :

011 Q11 Q12 0 €11
022 =11 Q2 Qa2 O €22 (1.51)
012 0 0 Qes 2e12
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En réécrivant la loi de Hooke donnée par la formule (1.48) dans le repére de référence de
la structure considérée sur la figure (1.7) dans I’état de contraintes planes considéré, on

aboutit a la forme simple suivante :

I ! I
011 Qn Q Q €1
/ _ / / / /
022 = | Qu @y (y €99 (1.52)
i li ! I !
&P Qi Qo Qg 2e1

Dans la formule (1.51) les );; sont donnés par les modules d’élasticité du matériau

(

Er Er
Qu = 1 = Er 2
—vrrivrr — E VLT
E E E
Q22 = 1 a = Ez 5 E—TQH
—vervre 1= Fvip L
(1.53)
viTE:
Q12 = AR virQa2
I —vervrr
Qes = Grr
\

alors que les Q;j sont liés aux ();; par les angles multiples de I'angle ¢ de rotation per-

mettant le passage du repére de référence au repére d’orthotropie

Q) = Q11050 + Qaasin? 0 + 2(Q12 + 2Q¢6 ) (sin O cos )2

Q' = (Q11 + Qaz — 4Qg6)(sin 0 cos 0)? + Q12(cos* 6 + sin' )

Qs = (Qu1 — Q12 — 2Q¢6) sin cos® O + (Q12 — Qo + 2Qss) sin®  cos (1.5
Qb = Q11 5in* 0 + Qo cos? 0 + 2(Q12 + 2Qs) (sin 6 cos #)?

Q,26 = (Qu1 — Q12 — 2Q¢s) sin® § cos 0 + (Q12 — Qa2 + 2Qs6) sin § cos® 4

K62%’6 = [Qu1 + Qa2 — 2(Q12 + 2Qss)] (sin 6 cos 0)* + Qe (sin® 6 + cos? 0)
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Lorsque le matériau composite orthotrope est considéré comme viscoélastique, la forme
des modules d’élasticité du point de vue de l'ingénieur dans le repére matériau s’écrit

comme suit |77, 78] :

;

By =E (1+in, () Gip=Grr(l +inuy (w))

. (1.55)

E} = ET(l +inr (W)) VET = VLT(l + inVLT (w))

Trés souvent pour des raisons de simplicité, le coefficient de Poisson est considéré comme
réel et constant ce qui revient a considérer comme nul le coefficient d’amortissement re-
latif au coefficient de Poisson 7,,,. En admettant cette forme des modules de 'ingénieur
pour les composites viscoélastiques, et en se placant dans les hypothéses de contraintes
planes décrites précédemment, les Q;; de la loi de comportement des composites ortho-
tropes (équation 1.52) sont remplacés par leurs équivalents complexes Q;; et généralement
dépendants de la fréquence de vibration de la structure. L’équation (1.53) devient dans

ce cas .

* *
Q* _ EL _ EL
11 — - E*
1 —vi s _ZT(x )2
LoVt 1 B (Vir)

B B B
Q* — >‘(T - — *T — _Z:Q*
2l —vipvp, 11— gz (vip)?  Ep H
{ (1.56)
vinBx
Q1 = % = V@5
L —virvrp

\Qgt") =Glr
Les Q;j (équation 1.54) seront également remplacés par leurs équivalents complexes et

dépendant de la fréquence Q;}‘ et dont les expressions en dehors du repére matériau sont

données ci aprés (équation 1.57) :
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QT = Qi cos* 0 + Qb sin' 0 + 2(Q%, + 2Q%) (sin  cos 0)?
Q= (Qf + Qb — 4Q%s) (sin 0 cos ) + Q%,(cos? § + sin? )
Q/f% = (@11 — Qi — 2Q5) sin b cos® 0 + (QF, — Q3 + 2Q5) sin’ O cos §

Qyy = QF sin 0 + Q3, cos? 0 + 2(Q%, + 2Q%) (sin 6 cos 0)?

(1.57)

Q/2*6 = (@7, — Q12 — 2Q%) sin® 6 cos 6 + (Q79 — Q39 + 2Q%s) sin 0 cos’ §

leﬁ’% = [Q1 + Q5y — 2(Q%y + 2Q%)] (sin  cos 0)% + Qi (sin® 6 + cos? 0)

1.4.4 Matériaux composites pour ’amortissement passif : travaux

existants

Avec le gros intérét porté sur les matériaux composites, les études en vibration se sont
peu a peu orientées vers des structures constituées de ces types de matériaux. Dans un pre-
mier temps des auteurs se sont intéressés a la modélisation des structures multicouches
composites poutres et plaques tels que les stratifiés. Tous les matériaux possédent un
amortissement ; seulement que la valeur de cette capacité dissipative est trés faible pour
les matériaux métalliques pour étre négligée. Cependant, cette capacité dissipative est
quelque fois significative pour les matériaux composites pour étre prise en compte en
I’absence de matériau viscoélastique. Cette capacité est induite soit par le comportement
viscoélastique de la matrice, la friction aux interfaces matrice-fibre soit par un endomma-
gement. D’ailleurs cette capacité a attiré I’attention de plusieurs auteurs dans plusieurs
travaux. D’autres auteurs ont considéré les effets de cette capacité dissipative des maté-
riaux composites méme en présence de matériau viscoélastique. On distingue deux types

d’approches : les approches analytiques et les approches numériques.
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1.4.4.1 Les approches analytiques

Se basant sur I'un des modéles cinématiques précités, des auteurs ont étudié a par-
tir des approches analytiques, les comportements en vibration de structures sandwichs
viscoélastiques contenant des couches en composites. Nous présentons dans ce qui suit

quelques uns de ces travaux.

Adams et Bacon [79] ont développé une méthode basée sur le calcul des énergies to-
tale et dissipée pour l'analyse de ’amortissement d’une structure composite. Dans leur
approche qui est basée sur la théorie classique des stratifiés, ils considérent que, pour
un matériau composite poutre en flexion, 1'énergie dissipée (AU) est la somme de trois
dissipations (AU, AU,, AU,,) chacune relative & la contrainte o,, o, et 0,,. L’amortis-
sement est finalement estimé comme étant n = AU/ (27U) ou U est I'énergie de flexion
de la poutre. Elle sera améliorée et adaptée aux cas généraux de stratifiés symétriques
par Ni et Adams [80] en introduisant les moments de flexions. Cette approche amélio-
rée, appelée théorie de Ni et Adams fut étendue aux sandwichs a couches composites en
fibre de carbone et verre [81] et fut par la suite utilisée par beaucoup d’autres auteurs
dans l'estimation de ’amortissement des structures multicouches composites et sandwichs
avec couche viscoélastique. C’est le cas de Yim et al. [82] qui ont étudié 'amortissement
des structures poutres composites contenant une couche viscoélastique pour la condition
aux limites encastré-libre. Ils ont montré dans leur étude que I'épaisseur de la couche
viscoélastique et la longueur de la poutre ont une influence sur l'amortissement de la
structure. Dix ans plutdt, Adams et Maheri [83] ont étudié l'effet de l'orientation sur
I'amortissement des poutres composites en CFRP (Carbon-Fiber-Reinforced Polymer) et
GRP (Glass-Reinforced Plastic). Ils ont montré la cohérence de leurs résultats par des
tests expérimentaux. Yim [84] a étudié 'amortissement des stratifiés symétriques par la
méthode de Adams et Bacon en utilisant la forme complexe du coefficient de Poisson qui
est souvent considéré comme constant et réel dans beaucoup d’études. Son travail sera
étendu a d’autres types de stratifiés par Yim et Jang [85] et par Yim et Gillespie [86]

en incluant les effets de cisaillement pour les cas des stratifiés unidirectionnels croisés
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[0°/90°].

Sun et al. [87] ont proposé un modéle de prédiction de propriétés modales des stratifiés
en se basant sur le modéle classique des stratifiés combiné aux principes de correspondance
élastique-viscoélastique de Hashin [88, 89] pour les matériaux composites (écriture en
module complexe). Toutefois leur approche ne prend pas en compte les contraintes aux
interfaces, en plus ils ne considérent pas de vraies couches viscoélastiques mais seulement

la faible capacité dissipative que possédent les matériaux composites.

Berthelot et Sefrani [90] ont développé un modéle basé sur la méthode énergétique de
Ritz pour décrire le comportement amortissant des plaques constituées de composites uni-
directionnels. Dans leur travail, ils ont comparé leurs résultats a ceux obtenus en utilisant
les approches de Adams-Bacon et Ni-Adams relevant par la méme occasion 'incapacité
de ces approches de prendre en compte 1’épaisseur des poutres contrairement a la leur.
Leur étude sera étendue a l'analyse des sandwichs de face en stratifiés par Berthelot [91].
Ils ont également montré I'influence de I'orientation des fibres sur les propriétés modales
de ces structures a travers un calcul discret pour différents angles d’orientation des fibres.
Cependant, ils n’ont proposé de solution que pour des conditions aux limites particuliéres.
Li et Narita [92] ont récemment proposé une méthode pour généraliser ces conditions aux
limites.

Meunier et Shenoi [93, 94| ont utilisé¢ la théorie raffinée de déformation d’ordre supé-
rieur (HSDT) de Reddy pour étudier le comportement en vibration des sandwichs consti-
tués de couches composites FRP (Fibre Reinforced Plastic). Avec cette cinématique ils
assurent une distribution parabolique de la déformation dans 1’épaisseur de la structure. Ils
ont étendu cette étude analytique plus tard en considérant le coeur de la structure comme
étant en PVC (Polychlorure de Vinyle) avec une dépendance en fréquence. L’équation
du mouvement est obtenue par ’application du principe de Hamilton et la résolution de
I’équation non linéaire aux valeurs propres obtenue se fait de maniére itérative en considé-
rant des valeurs expérimentales du module complexe du PVC pour différentes fréquences
ce qui permet de ramener ce probléme & une suite de problémes linéaires plus faciles a

résoudre.
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Cupial et Niziol [64] ont développé une méthode analytique pour déterminer les fré-
quences amorties et 'amortissement des structures plaques rectangulaires trois couches en
appui simple. La couche centrale est viscoélastique et les faces sont des stratifiés. Ils ont
utilisé pour ce travail, la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre pour les
faces sans négliger les effets d’inertie pour obtenir une équation générale. Une simplifica-
tion est en suite faite ramenant ainsi le modéle des faces a celui de Love-kirchhoff. Leurs
résultats sont comparés avec succés a ceux obtenus par une modélisation en éléments finis
de Johnson et al. [55] pour une plaque symétrique dont les couches de faces sont isotropes.
IIs ont également réalisé une étude des propriétés modales (fréquence adimensionnelle et
facteur de perte) en fonction d’un paramétre défini liant le module de cisaillement du
coeur pour une plaque dont les faces sont en stratifié (0°/90°/0°). Dans tout leur travail,
le coeur viscoélastique est considéré comme ayant un module de cisaillement complexe
constant.

On rencontre également certains travaux portant sur les approches numériques et sont

présentés dans la suite.

1.4.4.2 Les approches numeériques

D’autres auteurs ont utilisé les approches numériques pour étudier les comportements
en vibration des structures sandwichs viscoélastiques dont les couches comportent des
matériaux composites dont voici quelques exemples.

Rikards [95] a congu un super-élément du type poutre/poutre/poutre pour une poutre
sandwich et plaque/plaque/plaque pour une plaque sandwich. Basés sur la théorie de
déformation de cisaillement du premier ordre, ces éléments ont quatre nceuds pour les
poutres et six noeuds pour les plaques ; de plus, chaque nceud posséde six degrés de liberté
(les déplacements et les rotations). Il a utilisé ces éléments pour modéliser le comportement
en vibration des structures dont les couches sont en stratifiés [95, 96].

Zhang et Chen [97] ont utilisé la méthode MSE (modal strain energy) pour étudier
les propriétés modales des stratifiés composites poutres contenant des couches viscoélas-

tiques. Le modéle utilisé est du type volume/volume/volume avec un élément hexaédrique
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SOLID46 possédant huit nceuds et trois degrés de liberté par nceud (w, u, v), ils ont cou-
plé une méthode itérative basée sur la dite méthode MSE pour prendre en compte la
dépendance en fréquence de la couche viscoélastique. Ils ont également étudié la variation
des propriétés modales de ces structures en fonction du positionnement des fibres des

stratifiés toujours par des calculs discrets pour diverses orientations.

Le Maout et al. [98] ont proposé un outil d’optimisation de I’amortissement pour des
structures plaques sandwichs constituées de couches en matériau composite et de couches
viscoélastiques. Ils ont joué sur la séquence d’empilement et le nombre de couches pour
cette optimisation. Leur méthode consiste & minimiser la fonction f = (% Zjvzl m) - avec
N le nombre de fréquence amorties comprise dans [1Hz, 1000Hz| et 7; les amortissements
correspondant a ces fréquences amorties. A cette fonction, ils ont ajouté des contraintes sur
la masse de la structure, des contraintes de déplacement dans les trois directions pour un
chargement en statique de la structure. Pour calculer les fréquences propres non amorties,
ils ont utilisé un modéle du type volume/volume/volume avec I’élément hexaédrique a huit

neeuds C3D8I, 'amortissement est en suite calculé par la méthode MSE et 'optimisation

est réalisée par un code Matlab.

Arvin et al. [99] ont utilisé une théorie d’ordre supérieur pour les structures poutres
sandwichs trois couches a coeur viscoélastique et dont les faces sont en matériau com-
posite. Dans leur approche, ils ont considéré un déplacement transversal différent pour
les faces et une distribution linéaire dans I’épaisseur pour le coeur. L’écriture des condi-
tions de continuité aux interfaces leur a permis de ramener le probléme dans les plans
médians des couches des faces. L’équation de mouvement est obtenue par le principe de
Hamilton dans lequel les énergies de rotation d’inertie ainsi que 1’énergie cinétique dans
le coeur viscoélastique sont considérées. Ils ont étudié les effets des paramétres tels que
I'orientation des fibres des faces et les épaisseurs des couches sur les propriétés modales
de la structure par un calcul itératif incrémental sur ces paramétres en considérant le
module du ceeur viscoélastique comme complexe constant. Le modeéle utilisé est du type
poutre/poutre/poutre avec un élément fini linéique & deux nceuds, chacun ayant trois

degrés de liberté par noeuds, (wy, @1, uy) pour la face supérieure et (ws, s, us) pour la
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face inférieure.

Moita et al. [100] ont construit un élément triangulaire, en appliquant la théorie de
Reissner-Mindlin pour le coeur et la théorie de Love-Kircchoff pour les faces de la structure
sandwich viscoélastique. Cet élément comportant trois noeuds et huit degrés de liberté
par neeud (w, u, v, Wy, W,y, By, By, ) est utilisé pour la modélisation des propriétés
modales des structures sandwichs & coeur viscoélastique et dont les faces sont en matériau
composite et piézoélectriques (les faces externes). Ils ont proposé une nouvelle version de
cet élément en utilisant cette fois ci la théorie de déformation de cisaillement d’ordre trois
de Reddy pour la couche viscoélastique [101].

Carrera a proposé un modeéle élément finis du type zig-zag du premier ordre consistant
en une superposition de la cinématique de Reissner-Mindlin et des fonctions zig-zag. Il a
construit un élément quadrilatére a neufs nceuds possédant sept degrés de liberté par noeud
et de continuité "C? -requirements". Cet élément d’abord appliqué pour des structures
multicouches composites |37, 102, 103] sera par la suite utilisé pour la modélisation en
vibration des structures sandwichs a coeur viscoélastique [77].

Des travaux concernant 1’étude en dynamique et en statique des contraintes, des dé-
formations des structures composites ont également fait 'objet de plusieurs théses de

doctorat dont voici quelques exemples [104, 105, 106, 107].

1.5 Conclusion : Motivations et objectifs de la thése

[’amortissement passif est un moyen treés efficace pour amortir les vibrations et dissiper
les énergies acoustiques dans les infrastructures. Le pouvoir amortissant d’une structure
sandwich viscoélastique dépend de ces propriétés modales qui sont généralement estimées
a travers une modélisation numérique ou par des essais expérimentaux. Récemment en-
core, les structures sandwichs viscoélastiques sont congues avec des matériaux isotropes.
Pour augmenter le pouvoir amortissant de ces structures, il est alors nécessaire d’augmen-
ter I'épaisseur de la couche viscoélastique ce qui équivaut a augmenter la masse de cette

structure. Or, des besoins d’avoir des structures sandwichs viscoélastiques a haut pou-
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voir amortissant pour de faible masse deviennent des soucis majeurs dans les industries
d’aujourd’hui. Pour cela, des matériaux composites qui sont souvent plus légers et plus
résistants sont utilisés en lieu et place des matériaux isotropes. Par ailleurs, les études ont
montré que ces matériaux composites offrent également la possibilité d’un pouvoir amor-
tissant optimal des structures sandwichs viscoélastiques en jouant sur leur positionnement

par rapport a la structure globale et méme pour de faible épaisseur des couches.

Nous avons montré les difficultés rencontrés pour la modélisation en vibration des
structures sandwichs & base de matériaux isotropes. Ces difficultés sont plus importantes
dans le cas ou les matériaux composites sont utilisés puisque ces derniers présentent
une forte anisotropie dans leur loi de comportement. Dans les travaux déja existants a
cet effet, on note des difficultés de résolution du probléme aux valeurs propres complexes
obtenus pour la détermination de maniére précise des propriétés modales de ces structures.
De plus il n’existe pas encore une méthode pour étudier de maniére continue les effets
de l'orientation des composites dans la structure ou des épaisseurs des couches sur les
propriétés modales de cette derniére. Des auteurs qui ont tenté de montrer les effets de
ces paramétres de conception ont fait des calculs itératifs pour des valeurs particuliéres,
ce qui non seulement ne montre pas ce qui se passe pour les autres valeurs mais nécessite

un temps de calcul assez considérable.

Aussi nous proposons dans cette thése, un code générique numérique de détermination
de propriétés modales des structures plaques sandwichs viscoélastiques dont les couches
sont en matériaux composites orthotropes. Basé sur une modélisation par éléments finis, le
probléme aux valeurs propres non linéaires complexes sera résolu de maniére quasi-exacte
par la technique de I'homotopie couplé a la Méthode Asymptotique Numérique (MAN) et

de facon automatique en utilisant les outils de différentiation automatiques "diamant".

Ensuite nous allons proposer une méthode générique de résolution de problémes rési-
duels aux valeurs propres non linéaires complexes dépendant de la fréquence et d’un autre

parameétre de conception des structures sandwichs viscoélastiques. La forme générale du
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probléme résiduel est :

R(U,w,p) = [K (w,p) —w*M (p)]U=0 pel (1.58)

ou I, est un intervalle de valeurs réelles constituant un intervalle d’étude.

Nous allons proposer par la suite une formulation permettant d’étudier de maniére
continue et précise les effets du positionnement des matériaux composites classiques (les
matériaux composites unidirectionnels et les stratifiés tels que les stratifiés antisymé-
triques, les stratifiés croisés symétriques et antisymétriques) dans la structure globale
du sandwich sur ces propriétés amortissantes. Une formulation similaire sera faite pour
étudier cette fois-ci les effets de la variation des épaisseurs des couches du sandwich sur
ces propriétés amortissantes. Pour ces deux formulations, les paramétres de modélisa-
tion sont respectivement l’angle d’orientation et I'épaisseur des couches. Les problémes
résiduels aux valeurs propres non linéaires complexes résolus pour la détermination des
propriétés modales sont sous la forme (équation 1.58) dont la résolution constitue des

tests d’application de la nouvelle méthode de résolution.
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Chapitre 2

Modélisation des vibrations propres de
structures composites viscoélastiques a

couches orthotropes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons un code numérique générique pour le calcul des
propriétés modales des plaques sandwichs composites a coeur viscoélastique. Basé sur
une modélisation par la méthode des éléments finis de type zig-zag avec la continuité
des champs de déplacement aux interfaces des couches, ce code prend en compte 'ani-
sotropie des matériaux composites et n’importe quelles lois de dépendance en fréquence
de la couche viscoélastique. La résolution du probléme aux valeurs propres non linéaires
complexes est faite de maniére automatique par la technique de I’homotopie couplée & la

méthode asymptotique numérique (MAN) et a la différentiation automatique (DA) [74].

2.2 Formulation éléments finis du probléme

Le probléme considéré est le calcul des propriétés modales des plaques sandwichs

composites symétriques dont la couche centrale est viscoélastique ayant un comportement
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dépendant de la fréquence et dont les des faces sont élastiques. Pour pouvoir modéliser le
comportement vibratoire d’une large gamme de sandwichs plaques a cceur viscoélastique,
les faces sont considérées élastiques composites et caractérisées par la loi de comportement
des matériaux orthotropes tandis que la couche centrale ou ame plus souple est caractérisée
par une loi viscoélastique orthotrope. Le sandwich ainsi considéré est symétrique avec un
nombre impaire de couches. Ce nombre de couches sera trois lorsque les faces sont faites
par une couche orthotrope ou unidirectionnelle. Dans le cas ou les faces sont élaborées
par un stratifié, chaque sous couche du stratifié sera considérée comme une couche pour
le sandwich. Un exemple de structure plaque sandwich multicouche est présentée sur la

figure ou les faces sont en stratifi¢ (2.1)

he T~ —— e — ’ L
f e — Rl N z
I e P I L L

L

Figure 2.1 — Plaque sandwich multicouche (représentation des dimensions et des plans
moyens)

symeétrie

Figure 2.2 — Plaque sandwich multicouche (représentation des angles d’orientation des
couches)
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2.2 Formulation éléments finis du probléme

2.2.1 Modéle cinématique et tenseurs de déformation

Considérons la structure plaque rectangulaire dans le systéme de référence de la struc-
ture (o, x,vy, z) de telle sorte que le plan (o, z,y) soit le plan moyen de la couche centrale
viscoélastique (figure 2.1). La longueur de la plaque est notée L, [ sa largeur et h; son
épaisseur totale. Le nombre de couches de la plaque est N = 2n 4+ 1, n > 1. Les couches
de la structure sont numérotées du haut vers le bas. L’épaisseur de la couche viscoélas-
tique est notée h.; celle d'une couche ¢ des faces est notée hy;. Le passage du repére
matériau au repére de référence de la structure pour chaque couche est relatif a une ro-
tation dans le plan (o, z,y) d'un angle 6;. L’angle de rotation de la couche viscoélastique
est par contre notée 0.(figure 2.2). L’analyse vibratoire en flexion est menée pour cette
structure en adoptant un modele couche discréte zig-zag. Nous donnons a titre d’exemple
le schéma cinématique d’un cas simple concernant une plaque sandwich viscoélastique a

cinq couches (figures 2.3).

z
A
L

<
<

Y

Figure 2.3 — Schéma cinématique d’une plaque sandwich viscoélastique cing couches

Dans cette analyse, la théorie de Love-Kirchhoff [24] est appliquée aux couches élas-
tiques orthotropes des faces et la théorie de Mindlin-Reissner |60, 61] pour la couche
viscoélastique orthotrope du cceur ou a&me. Ces théories sont appliquées en admettant les
hypothéses suivantes communes a plusieurs auteurs|56, 58, 64|

— tous les points sur une normale au plan moyen de la plaque ont le méme déplace-

ment transverse ;
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Chapitre 2. Modélisation des vibrations propres de structures composites viscoélastiques

— tous les points sur une normale au plan moyen des couches élastiques ont la méme
rotation

— la continuité du champ de déplacement aux interfaces est requise en admettant que
toutes les couches du sandwich sont parfaitement collées entre elles;

— la contrainte normale transverse dans la direction (o, z) est trés faible comparati-
vement aux contraintes normales dans les directions (o, x) et (o, y);

— la déformation de cisaillement est prise en compte dans la couche centrale visco-
élastique, mais ignorée dans les couches élastiques constituant les faces;

— les effets d’inertie plane et rotationnelle sont négligeables vis-a-vis des effets d’iner-
tie transverse pour 1’étude en flexion ;

— les matériaux constitutifs de la plaque sandwich sont supposés homogénes, ortho-
tropes, linéaires pour les faces et viscoélastique orthotrope et non vieillissant pour
la couche du ceeur.

— les coefficients de Poisson des matériaux sont supposés constants.

Avec ces hypotheéses et ce champ cinématique choisi, le champ de déplacement s’écrit pour

les couches élastiques orthotropes des faces :

Ui(x,y, z,t) = ui(z,y,t) — (2 — z;) w,, (2,9, 1)

Vilz,y, 2, t) = vi(z,y,t) — (2 — z) wy (z,y,t) i=1,2,..,n,n+2, (2.1)

VVi(xuy’Zut) :w(x7y7t) n—|—3,,2n+1

et pour la couche viscoélastique du coeur

;

Ui(x,y, z,t) = u(z,y,t) + (2 — ;) Bu(x, y, 1)
Vilz,y,z,t) = v(x,y,t) + (2 — 2) By(z,y,t) i=n+1 (2.2)

Wi(x,y,z,t) = w(x,y,t)

\

Dans 'équation (2.1), les u;, v; représentent respectivement les déplacements longitudi-

naux suivant les directions (o, x) et (o0, y) du plan moyen de la couche i de la structure de
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2.2 Formulation éléments finis du probléme

cote z; dans la référence (o, x,y, z) . De méme pour 1’équation (2.2), les u, v représentent

respectivement les déplacements longitudinaux suivant les directions (o, x) et (o, y) du

plan moyen de la couche viscoélastique et [, et 3, respectivement les rotations autour

des axes (o,

x) et (o, y). w est le déplacement transversal commun & toutes les couches.

Dans cette référence les plans moyens des couches sont cotés comme suit (équation 2.3) :

( n
he + hy;
k=i+1
2n42—i — TXi L= 17 27 sy 1
Zn+1l = 0
\

(2.3)

Les champs de déformation {{;} dans les couches des faces s’écrivent en fonction des

tenseurs de déformation linéaire en flexion {k} et de déformation linéaire en membrane

{Ii}

{6} ={li} + (2 = z) {r}

{ri} = {Uiy  Viy Uiy +Vig} 1=1,2,....,n,n+ 2,

{k} =t {—w’zz —Wyy —— Zw@y} n+3,...,2n+1
\

Dans la couche viscoélastique nous avons comme champ de déplacement :

{&} ={Tch + (2 — zi) {Kc}
{Te}="{u, vy, uy+v,} i=n+1

\ {"fc} = {61,:3 By,y Bx,y + By,x}

(2.4)

Avec {&.}, {T'.} et {k.} respectivement champ de déformation , tenseur de déformation

linéaire en flexion et tenseur de déformation linéaire en membrane dans la couche visco-

élastique. Le champ de cisaillement dans le coeur a pour expression :

{¢}="{wa+ Bs wy+ By}

95



Chapitre 2. Modélisation des vibrations propres de structures composites viscoélastiques

Dans cette modélisation, la continuité du champ de déplacement est assurée aux interfaces
des couches pour avoir une meilleure approximation des champs de déplacement dans la

structure. Cette continuité se traduit par les relations suivantes :

Uz‘(%% Zint“t) - Ui+1(x7y7 Zinti7t> 1= 1727 )2n

V;(fﬂ,y, Zintiat> = ‘/;+1<x7y7 Zintut) 1= 1727 ,277/

hf; .

Zint; = 2 — éf i=1,2,...n (2.7)
he

Zinti:Zi_E 1=n+1
hf; .

Zint; = i + t=n+2,n+3,..,2n

\

ot les Z;,,;, sont les cotes des interfaces qui sont également numérotés du haut vers le bas.
Les faces libres des couches externes (couche 1 et couche 2n + 1) ne sont pas considérées.
En mettant les égalités du systéme (2.7) dans les équations (2.1) , et (2.2), on obtient le

systéme d’équations de continuité aux interfaces suivant :

. he
w=u— (2 — —)We +— B
h? 2 i=1,2,...n
v;i=v— (2 — 5 VW, +— 5 °B, (28)
he he
up =u— (— + z1)W,p —— P
h2 h2 k=n+2n+3,...2n+1
L Up =0 — (76 + Zk)way _éﬁy

Cette continuité (systéme 2.8) se traduit du point de vue des tenseurs de déformation par

la relation suivante (systéme 2.9) :

he he :

— — =1,2, ..
2){/€}+ 2 {KZC} ¢ » < 7n
h he ,

3){/@'}—3{/@,3} i=n+2,n+3,..,2n+1

{Li} ={Te} + (2 —
Ly ={Ce} + (2 +

(2.9)

56



2.2 Formulation éléments finis du probléme

2.2.2 Loi de Hooke généralisée
2.2.2.1 Pour les couches élastiques des faces

La loi de Hooke (Chapitre 1) appliquée dans le repére de référence de la structure
(0, 2,9, z) a chaque couche des faces permet de calculer des matrices Q; en fonction des
angles 6; des couches i. A partir de ces matrices @Q; (équation 1.54), on définit les matrices
de comportement en membrane C,(6;) et en flexion C'4(6;) des couches des faces par la
relation :
Cral0:) = hyiQ;

R

(2.10)

2.2.2.2 Pour la couche viscoélastique

Les matrices de comportement en membrane et en flexion de la couche viscoélastique
< . . . L, /
sont obtenues a partir des matrices de module complexe dépendant de la fréquence @ *

déja exprimées par I’équation (1.57)

C* (0o, w) = heQ

hQ
Ci(0e, w) = ECm(QC,w)

(2.11)

La matrice de comportement en membrane peut étre réécrite en fonction des modules de

Young E?.., et de cisaillement G

Cr(0e,w) = he (@1 + @2+ 43) (0e) By (w) + 04(0e) Gy (w) (2.12)

celle de comportement en flexion devient alors :

Ch(0e,w) = % (@ + @2 + a3) () Erpe(w) + %(Qc)GZyc(W)) (2.13)
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Chapitre 2. Modélisation des vibrations propres de structures composites viscoélastiques

ol les matrices ¢;, ¢ = 1,2,..,4 traduisent la rotation ou le passage du repére matériau

au repére de référence de la structure et sont exprimées comme suit :

cos* . 1sin®20,  sinf.cos’ 0,

1
q(0.) = Tycyyxc 1sin* 20, sin 6, sin® 6. cos 6. (2.14)

: 3 .3 12
sinf.cos” . sin”0.cosf. 5 sin” 20,

% sin? 26, cos* 6, + sin* 4, —% sin 26, cos 20,
1% xc
q2(0.) = ly— cos? 6, + sin* 6, 1sin” 26, 1 sin 26, cos 26, (2.15)
- mecyyxc
—% sin 26, cos 26.. % sin 26, cos 26.. —% sin? 26)..
sin* 6, % sin? 26, —sin®#, cos b,
Vyze 1
q3(0.) = Vy 11— }L sin? 26, cos* 0, —sinf. cos® b, (2.16)
Tyc zycVyxc
—sin®#.cosf, —sinf.cos® b, 1sin® 26,
sin? 26, —sin? 26, — sin 26, cos 20,
q(6.) = —sin? 26, sin® 26, sin 26.. cos 26.. (2.17)

—sin 260, cos 20, sin 20, cos 20, cos® 26, — % sin? 26,

La matrice de comportement en cisaillement C? s’exprime en fonction des matrices de

*
Trzc)

/ . ~ . . .
modules complexes ().F qui eux méme sont fonctions des modules de cisaillement G

Gy .. et de I'épaisseur de la couche viscoélastique h. comme le montrent les équations (2.18

et 2.19)
4
QI;ZM = G;zc COS2 ec + Gch SiI12 Qc
Qs = (GZZC — G;ZC) cosf,.sin 6, (2.18)

yzc

T« __ ok c 2 * 2
\QS55 =G sin“ 0.+ GY . cos” 0,
x "%
Q544 Qs45

’ /

Q;LE Qs*55

Ci(O.w) = he (2.19)

Cette matrice de comportement en cisaillement C(6,.,w) est décomposable en deux par-
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2.2 Formulation éléments finis du probléme

ties :
(

C: (967W> = hc (qs(_ec)G;zc(w) + QS(HC)Gch(w>)

cos? 6. cosf,.sinf, (2.20)
QS(ec) -

cos .sin 0, sin® 6,

\

Les décompositions des équations (2.12 et 2.20) sont trés utiles en ce sens qu’elles per-
mettent d’éviter la différentiation d’ordre élevé des matrices de grande taille avec une
dépendance en fréquence assurant ainsi le gain d’espace mémoire et de temps de calcul au
cours de la résolution du probléme aux valeurs propres non linéaires complexes obtenus

par cette modélisation.

2.2.2.3 Efforts normaux, moments fléchissants et effort tranchant

La connaissance des matrices de comportement en membrane et en flexion des diffé-
rentes couches permet de définir les efforts normaux (V;) et moments fléchissants (M) de

ces diverses couches. Pour les couches élastiques des faces nous avons :

{Ni} =" {Nieo  Niyy  Nigy} = [CL(0)]{T:} i#n+1
(2.21)

{Mi} =' {Miza  Miyy  Mizy} = [C3(0:)] {5}

Et pour la couche centrale viscoélastique supposée orthotrope linéaire et non vieillissante,
les modules d’élasticités correspondant sont des quantités complexes et dépendant de
la fréquence. Dans ce cas, les lois de comportement définissant les efforts (normal et
tranchant) et le moment fléchissant dans la couche centrale s’écrivent en termes de produit
de convolution qui peut étre ramené dans ’espace de Laplace et de Carson pour ressortir

la dépendance en fréquence. L’effort normal et le moment fléchissant s’écrivent alors :

{Ne} =' { Nege Nyye Nzyc} =[G, (0c, w)] {Tc}
(2.22)

{Mc} =! {Mmc My Mwyc} = [C}(emw)} {ch}
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Chapitre 2. Modélisation des vibrations propres de structures composites viscoélastiques

L’effort tranchant ). de la structure due uniquement au cisaillement dans la couche

viscoélastique s’écrit :

{Qc} =t {szc Qyzc} = [C:(eww)] {CC} (2'23)

2.2.3 Equation du mouvement

L’équation du mouvement de vibration libre de la plaque multicouche viscoélastique
considérée est obtenue en appliquant le principe des puissances virtuelles. L’application
du principe des puissances virtuelles a la structure est équivalente & une sommation des
puissances virtuelles associées & chaque couche de la structure prise isolément. Ceci se

traduit par les formules de I’équation (2.24) :

;

6Pacc = 6Pint + 5Pe:ct

" 0w
5 Pee = / / pehe +2 " pyiby; gz Owds
§ i=1
(2.24)

5Pyt = — / / (N} {00} + (M) {0m) + 1 {Q.} {6¢.)) ds
_//(Z t{Ni}{éFi}th{Mi}{cSm}) ds

i#n+1

6Peact =0

avec p. la masse volumique du cceur et py; celle de la couche i, 0 Py, 0 Peyt, 0 Pyec les puis-
sances virtuelles respectivement des efforts intérieurs, extérieurs et d’inertie. En rempla-
cant les expressions des {0I';} obtenues a partir des équations de continuité aux interfaces

(2.9) dans l'expression de §P;,; (équation 2.24), on réécrit 'expression de la puissance
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2.2 Formulation éléments finis du probléme

virtuelle intérieure § P;,; sous la forme :

0Py = — / / ({NVH{oTe} + " {Ms} {okc} + " {Mu} {or} +"{Qc} {0¢:}) ds  (2.25)

Avec :

(N = (N3 + Y (V)
i#n+1
My} = {0} + e 5 30 (N~ (Naves ) (2.26)

{M b= {M}+Z ) ({Ni} = {Nantoi})

i#n+1

En mettant 'équation (2.9) dans I’équation des efforts normaux (2.21), on détermine la

différence d’effort normaux de 1'équation (2.26), soit :

({N:i} = {Nongoi}) =2 [C},(6))] ((z,- — %) {k} + % {nc}> L i=1,2,...,n  (2.27)

Avec ces transformations, les déplacements généralisés sont ramenés dans la couche cen-
trale viscoélastique orthotrope a 'aide de cinq fonctions indépendantes {u, v, w, B;, 5,}

et I’équation du mouvement (2.24) devient :
g P*w :
// (pchc—i-Z;pﬁhﬁ) 5 Owds = —//s( {N}{oT.}) ds .
— [ [ 00} )+ () {5} + Q) (56.1) ds

Dans cette équation du mouvement (2.28) l'effort normal ({N}) et tranchant ({Q.}) et

les moments fléchissants ({ Mg} et {M,,}) (équation 2.26) sont définis par :

()= (V) + PO
() = o)+ Z (2 c] (( S0+ e ) (2.20)
{M}—H;H{MHZ P (210 (- 00+ )
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Cette équation (2.28) décrit un couplage entre le mouvement membranaire et le mouve-
ment de flexion. Grace a la symétrie de la structure, I'équation (2.28) peut étre découplée
en une équation d’équilibre dans le plan & travers laquelle on peut déterminer les dépla-

cements longitudinaux {u, v} en résolvant I’équation (2.30) :

//S(t {N}{or.})ds =0 (2.30)

et une équation du mouvement de flexion

//S (Pchc+2gpﬁhﬁ> a;TC;&uds = —//S(t { M} {6x.}) ds

B / / ("{M.} {5} +{QH{0C:}) ds

(2.31)

2.2.4 Discrétisation par éléments finis

Puisque nous nous intéressons uniquement aux propriétés modales (fréquences amor-
ties et amortissements) de la structure, seule I’équation de mouvement de flexion (2.31)
sera discrétisée. Les fonctions de déplacement transversal et de rotation {w, B, 8,} sont

alors cherchées sous la forme harmonique comme suit :

.

w(z,y,t) = W(x,y)e

Bu(,y,t) = By(z,y)e! (2.32)

ﬁy(xv Y, t) = By(ZE, y)eiwt

\
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2.2 Formulation éléments finis du probléme

La discrétisation de I’équation du mouvement de flexion (2.31) est faite a I'aide de la
méthode des éléments finis avec un élément quadrangulaire a quatre noeuds et nécessitant

seulement l'interpolation de cing degrés de liberté en chacun de ces nceuds a savoir :

— Le déplacement transversal w
— Les pentes w,, et w,,

— Les rotations 3, et 3,

Ainsi pour chaque élément formé par les nceuds k£ = 1,2, 3,4 , le vecteur élémentaire des

déplacements modaux s’écrit :
{Ue} = {Wk’ W)Z‘k’ VVayk: Bxk Byk:} (233)

Chaque élément posséde donc 4 x 5 degrés de liberté et le vecteur élémentaire des dé-
placements modaux est de dimension 20 x 1. Le déplacement transversal W ainsi que
les rotations B,, et B, sont interpolés sur chaque élément en utilisant les matrices [IN,,],
[Ngz], et [Ng,] qui sont des matrices 1 x 20 contenant les fonctions de forme bidimension-
nelle classiques de degré quatre pour le déplacement transversal et de degré deux pour les

rotations. Le vecteur des déplacements pour chaque élément s’écrit alors sous la forme :
"W B, By} ="[Nuw Ngo NgJ{U"} (2.34)

En introduisant I’équation (2.34) dans 'équation du mouvement de flexion (2.31), on

obtient le probleme élémentaire aux valeurs propres suivant :
[K(w) — WM {U°} =0 (2.35)

ol [M*] est la matrice de masse élémentaire qui est définie par :

= [ f (m " 2Zpﬁhﬁ> ' [N] [Nu] ds (2.36)
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et [K¢(w)] la matrice de rigidité élémentaire dépendant de la fréquence et définie par :

] (o J)o
wef [ ( [N [ (c56)+ (- %)?0@(9»)] [Nm) s
e2f [ ( [N [Z (%i- %)Cfnw»)] [Nf]> ds (237
=) ( ] [Z (%i- %mw»)] [wa]> ds

/ / 1[CF (0, w)] [NJ]) ds

s désigne l'aire de la section plane élémentaire. Les matrices [Ny ¢], [IVf], et [IV,] sont des

C7(0e,w) +2( ) ZOZ

combinaisons des fonctions de forme [N,,|, [N3.], et [Ng,] [1] :

Nw TT Nﬁx,a}
Nw,ax + Nﬁ:c
[wa] = _Nw,yy [Nf] = Nﬁy,y [NS] = (238)
Nuy + Ngy
2way NBL?J"‘NBy:C

L’assemblage des problémes élémentaires (équation 2.35) conduit & un probléme aux va-

leurs propres non linéaires complexes dépendant de la fréquence qui se met sous la forme :

[K(w) —w’M]{U}=0 (2.39)

ou [M] et [K(w)] sont respectivement les matrices de masse et de rigidité globales de
la structure plaque sandwich; {U} le mode propre complexe regroupant 1’ensemble des

degrés de liberté aux nceuds. En se basant sur les décompositions des équations (2.12 et
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2.2 Formulation éléments finis du probléme

2.20) la matrice de rigidité complexe et dépendant de la fréquence [K(w)] s’écrit :

[K(w)] = [Kr] + Eppo(w) [Ka] + [Ks] Ghye(w) + [K] Goe(w) + [Ku] G p(w) - (2:40)

zyc yzc

ou [Kg| est la rigidité due aux couches élastiques des faces et est issue de I’assemblage de

la matrice élémentaire [K| dont I'expression est :

mi=2f [ ( ) [(%)Zcmw)] [Nf]> is
ef [ ( [No] [ (C56+ (- %)?Omi))] [wa1) ds

e2f [ ( [N [ (- %)GW))] [Nf]> s
=) ( 3] [Z (- %)(Jm))] [wa]> is

Les matrices [K,], [Ka], [K3] et [K4] sont issues de I'assemblage respectif des matrices

(2.41)

¢lémentaires (K|, [K$], [K$] et [Kf] qui ont pour expression :

K¢ = / / N7 (a1 + a2+ as) (8] [N]) ds
< = / / [N7] aa(6e)] [N]) ds (242)

K5 =he [ [ (1) a(-0.) () ds
K =he [ [ €I a1 18] d

Les modules d’élasticité de 1’équation (2.40) peuvent étre décomposés en deux parties;

la premiére partie est réelle et représente 1’élasticité retardée et la deuxiéme partie est

complexe
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(

L (UJ) =F (O) + Exmc(w>7 Exmc(0> =0

xrxc Trxc

GryeW) = G1ye(0) + Gaye(w), Gaye(0) = 0

zyc zyc

(2.43)
G (w) =G (O> + G:vzc(w)v szc(o) =0

xzc Tzc

\G* (W) = G,.(0) + Gyac(w), Gyae(0) =0

yzc yzc

Ce faisant on réécrit 1'équation (2.40) sous la forme :

[K(w)] = [K(0)] 4 Egge(w) [K1] 4 Gaye(w) [K2] + Gaze(w) [Ks] + Gyze(w) [K]

[K(0)] = [Kg] + E;

xrxc

(0) (K] + G

Tyc

(0) [I2] + G7..(0) [K] + G (0) [K4]
(2.44)

La dépendance en fréquence de la matrice de rigidité (équation 2.44) se traduit par le
module de Young E,,.(w), et les modules de cisaillement G, e(w), Guze(w) et Gyue(w).
Précisons que le coefficient de Poisson est considéré constant pour des raisons de simpli-

fication.
— Cas d’un cceur viscoélastique orthotrope unidirectionnel

Dans ce cas spécifique, on a les relations :

p

G;zc = G:;yc
Er v
Glo= B = O 2.45
VIO 21+ vyee)  2Waye (L4 1) ™€ ( )
yyc
Vyze = P
\ 2G5,

A partir des relations de I’équation (2.45) la matrice de rigidité élémentaire (équation

2.41) s’écrit :
)

(K (w)] = [KR] + E;

xrxc

(w) [KT4] + Gye(w) [K3]

i = K]+ 5, 1K (246)

| [7e55] = [K5) + K]
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Les matrices élémentaires [K§], [K¢], [KS], [K$], et [K§] sont respectivement définies
dans les équations (2.41 ) et (2.42). La matrice globale de rigidité de la structure aprés
assemblage des matrices élémentaires qui était de la forme (équation 2.44) pour le cas

général orthotrope devient :

[K(w)] = [K(0)] 4+ Egoc(w) [K1a] + Gaye(w) [Kas]
(2.47)

La dépendance en fréquence de la matrice de rigidité (équation 2.44) est alors réduite au

module de Young E,,.(w), et au module de cisaillement Gyc(w).

— Cas d’un cceur viscoélastique isotrope

Dans le cas d’'un matériau viscoélastique isotrope, on a les relations suivantes :

Ve = Veye = Vyze = Vaze = Vyze

E*

G=G.,.=G._ . =G  =—" 2.48
c xyc xze yze 9 (1 + Vc) ( )

E*=FE% =E* =E. =E0)+ E(w), E.(0)=0

c TxC yyc zzcC

Et la matrice de rigidité élémentaire (équation 2.41 ) devient :

[K(w)] = [KR] + E(w) [K]]
1
2 (1 + l/c)

(2.49)

(K] = [Ki] + ([KG] + [KG] + [K4])

Les matrices élémentaires [K§], [K¢], [KS], [K$], et [K§] sont respectivement définies
dans les équations (2.41 ) et (2.42). La matrice globale de rigidité de la structure aprés
assemblage des matrices élémentaires pour ce cas particulier et de loin le plus rencontré

est :

[K(w)] = [K(0)] + Ec(w) [K,]
(2.50)

[K(0)] = [Kr] + E2(0) [K,]
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Dans ce cas, la dépendance en fréquence de la matrice de rigidité (équation 2.44) est

réduite au module de Young E.(w).

2.3 Résolution du probléme aux valeurs propres non
linéaires

Les probléemes aux valeurs propres non linéaires obtenus dans les divers cas considérés
sont des problémes aux valeurs propres non linéaires complexes dépendant de la fréquence
(équation 2.39). Dans ce chapitre, les angles d’orientation des couches (6; et 6..) sont fixés
et ne sont donc pas considérés comme des parameétres variables. Les décompositions de la
matrice de rigidité dans ces cas considérés, sont adaptés a la résolution par la technique
de 'homotopie présentée dans le Chapitre 1. Aussi la résolution de ces équations sera faite
par la technique d’homotopie couplée a la MAN et a la DA. Cette technique a déja été
présentée par Bilasse et al. [74] certes dans le cadre d’une couche viscoélastique isotrope
ou la dépendance en fréquence est seulement résumée par le module de Young de la
structure. Cette méthode sera adaptée aux cas des matériaux viscoélastiques orthotropes
lesquels cas, la dépendance en fréquence est due aux modules de Young dans les directions
longitudinaux et les trois modules de cisaillement. Cette méthode sera détaillée dans le

Chapitre 3.

2.4 Tests de validation et résultats numériques

Pour valider ce modéle, nous proposons dans ce qui suit, des résultats numériques.
Différentes structures plaques sont considérées du point de vue de nombre de couches,
du point vue de la géométrie (presque carrées et rectangulaires), du point de vue ma-

tériaux (orthotropes, unidirectionnels et isotropes) avec différents types de conditions
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aux limites. Différents types de lois viscoélastiques avec dépendance en fréquence sont
également considérées. Des comparaisons avec des résultats de la littérature ou avec les
résultats de simulation éléments finis sur Abaqus sont présentées. Pour des raisons de
symétrie, nous donnerons seulement les dimensions et les caractéristiques mécaniques des
couches constituants la face supérieure et de la couche centrale viscoélastique. Lorsque
les faces sont constituées de stratifiés de méme matériau, nous donnerons seulement les
caractéristiques mécaniques générales de ce matériau dans son repére matériau. Dans tout
ce travail, des types de couches viscoélastiques isotropes seront utilisés. Nous donnons en

méme temps leurs caractéristiques mécaniques.
— 3M ISD112

Le polymére 3M ISD112 est un matériau dont la loi viscoélastique dépend fortement
de la fréquence et induisant un amortissement élevé. La loi d’évolution du module de
cisaillement complexe de ce matériau est représentée par le modéle de Maxwell généralisé

a travers le modéle Anelastic Displacement Field (ADF) [12, 14]

Ge (w) = Go <1 + Xn: ﬁ%) (2.51)

ou Gy est le module de cisaillement d’élasticité retardée et (A;, £2;) sont les parameétres
du modéle obtenus par lissage des courbes maitresses. Les coefficients apparaissant dans
la formule (2.51) sont donnés pour deux différentes température et sont regroupés dans le
3

tableau (2.1) avec le nombre de termes n = 3. Sa masse volumique est p. = 1600/ g.m~

et son coefficient de Poisson v, = 0,5

27°C 20°C
j | Go(Pa) A 2; (rad.s™') | Go(Pa) A 2; (rad.s™)
1/0,5x10% 0,746 468,7 0,0511 x 10° 2,8164 31,1176
2 3,265 47424 13,1162 446,4542
3 43,284 71532,5 45,4655 5502,5318

Tableau 2.1 — Parameétres du modéle de Maxwell généralisé pour ISD112 a 27°C et 20°C
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— Le Polyvinyl de Butyral (PVB)

Le PVB est un matériau viscoélastique dont le comportement est modélisé par un modéle
a dérivées fractionnaires dont la loi d’évolution du module de cisaillement complexe [53|

est donnée par le modéle a dérivée fractionnaire :

B

G (w) = Goo + (Go — Goo) [1 4 (iwT) ] (2.52)

A 20°C, les coefficients associés a la caractérisation du PVB sont : Gy = 479 x 10®Pa,
Goo = 2,35 x 108Pa, 7 = 0,3979, a = 0,46, et B = 0,1946, sa masse volumique est

pe = 999K g.m =3 et son coefficient de Poisson : v, = 0,4
— DYADG606

Le DYADG06 est également un matériau dont la loi viscoélastique dépend de la fréquence
et la loi d’évolution de son module de cisaillement complexe est également représentée
par le modéle ADF de I'équation (2.51) [13]. Pour le DYADG606 le nombre de termes est
n = b, ces autres paramétres sont regroupés dans le tableau (2.2) Sa masse volumique est

pe = 1104K g.m ™3 et son coefficient de Poisson : v, = 0, 29.

Go(Pa) Ny 2 (rad.s™') | Go(Pa) Ny 2 (rad.s™")
] 10°C 25°C
1]5,94x10° 5,88 5,85 2,02 x 10° 9,89 58,18
2 13,66  2345,09 3,14 6,75
3 8,94 331,7 18,94 403
4 6,47 50,65 35,06  3097,38
) 34,562 25033,79 165,97 57244
f 30°C 33°C
1{2,09x10° 54 73,06 1,74 x 10° 1,15 27,02
2 14,15 453,34 3,59 213,35
3 1,43 8,83 11,79 1257,50
4 28,33  3406,8 2441 7585,29
) 128,85 5H2781,28 113,12 92517,87

Tableau 2.2 — Paramétres du modéle de Maxwell généralisé pour DYADG606 & 10°C, 25°C,
30°C et 38°C
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2.4.1 Cas des plaques a trois couches

Les exemples qui sont présentés dans cette sous section concernent des structures

plaques sandwichs symétriques trois couches.

2.4.1.1 Cas d’une plaque sandwich & cceur souple non viscoélastique

Le premier exemple pour tester ce modéle est un exemple souvent considéré dans
la littérature. Il s’agit d’une plaque rectangulaire trois couches en appuis simple, dont
les faces sont constituées d’un matériau élastique isotropes (aluminium) et le coeur d’un
matériau élastique orthotrope souple (plaque 1) . Les caractéristiques géométriques et
mécaniques de cette plaque sont regroupées dans le tableau (2.3) et les résultats comparés

avec certains résultats de la littérature dans le tableau (2.4).

Dans cet exemple, a cause du grand écart de rigidité entre le matériau du cceur et
celui des faces, le coeur se déforme essentiellement en cisaillement. Cette structure a été
maillée en 46 x 30 quadrangles, soit en 1380 éléments pour un total de 7285 degrés de
liberté. Le probléme obtenu aprés discrétisation par ce présent modeéle est un probléme
a valeur propre linéaire qui est uniquement résolu avec la méthode de Krylov-Arnoldi
[69] implémentée dans Matlab comme fonction "eigs". Les résultats obtenus pour les dix
premiers modes (tableau 2.4) sont en bon accord avec les résultats expérimentaux obtenus

par Alam et al. [108].

Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du cceur Les couches de face
hsi = 0,406 Erpe = Eyye = 137TM Pa E; =170,23GPa
h. = 0,635 Gaye = 45,7TMPa, Gy,c = 137TMPa vy =0,3
L = 1829 Gyze = 52, TM Pa, Vyye = 0,5 py = 2820kg.m™*

[ = 1219 pe = 124, 1kg.m ™3

Tableau 2.3 — Caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque 1
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Modes Présent Modele Alam et al. [108] Araujo et al. [109] Ferreira et al.

(4 x 4Q9) [77]
1 22,90 - 23,5 23,28
2 43,64 45 44,8 44,91
3 70,67 69 71,7 70,93
4 77,97 78 79,5 83,04
5 90,36 92 92,5 91,72
6 123,20 129 126,5 128,90
7 124,85 133 126,83 139,28
8 149,36 152 150,7 151,62
9 168,00 169 170,7 171,56
10 168,48 177 173,0 181,46

Tableau 2.4 — Résultats de la plaque 1

2.4.1.2 Cas d’une plaque sandwich a coeur viscoélastique de module constant

Nous considérons a présent des cas de structures plaques sandwichs symétriques trois
couches avec un coeur viscoélastique isotrope dont le module est modélisé par une loi

constante :

Ei(w) = E2(0) + Ee(w) = EZ(0)(1 + inc) (2.53)

— Premier test de validation

Nous considérons une structure plaque (plaque 2) rectangulaire dont le coeur est viscoélas-
tique avec un module de Young constant comme décrit par la formule (2.53). Les caracté-
ristiques géométriques et mécaniques de la structure sont regroupées dans le tableau (2.5).
Le matériau utilisé pour les faces est le T700/3234, un composite unidirectionnel de car-
bon /epoxy. Cette structure est discrétisée avec 54 x 18 quadrangles (972 éléments). Le
nombre de degré de liberté est alors de 5225. Le coefficient d’amortissement de la couche
viscoélastique est prise a n. = 0,5. Deux conditions aux limites sont étudiées a savoir
I’encastrement sur tous les bords de la plaque et ’appuis simple. Les sont regroupés dans
le tableau (2.6) pour le cas d’encastrement et dans le tableau (2.7) pour 'appui simple.
Pour avoir un résultat de comparaison, une simulation éléments finis 3D est effectuée sur
Abaqus 6.7 ou la structure est discrétisée avec 1’élément volumique quadratique C3D20R.

Le mouvement de flexion en vibration de la plaque 2 est simulé sur Abaqus avec 3600
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éléments pour 113322 degrés de liberté. Sur Abaqus, il n’est pas possible de calculer les
propriétés modales (fréquence amortie et amortissement) de la structure directement. Le
processus se déroule en deux étapes. Une premiére dans laquelle on calcul les fréquences
en utilisant 1’élasticité retardée du coeur viscoélastique pour un nombre de modes choisis.
La deuxiéme étape consiste a appliquer une force d’excitation a la structure. L’équation de
vibration forcée est résolue incrémentalement sur un intervalle Aw contenant la fréquence
amortie {2 cherchée. Dans le cas d'un module de Young constant du coeur viscoélastique
(loi 2.53), la fréquence amortie n’est pas trés éloignée de la fréquence calculée dans la
premiére étape; ce qui n’est pas le cas lorsqu’on considére une véritable dépendance en
fréquence du coeur viscoélastique (cas de ISD112 & 27°C). Le choix de lintervalle Aw
et de I'incrément de pas dw sont trés importants pour la précision du résultat. Une fois
ce choix fait aprés plusieurs tests, la fréquence amortie {2 est obtenue comme étant la
valeur w donnant le maximum de la courbe de réponse de 1’équation de vibration forcée.
L’amortissement est ensuite obtenue par la méthode de la bande passante a -3db décrite
dans le chapitre précédent. Comme nous ’avons déja expliqué, cette technique est moins
précise pour des structures ayant un amortissement élevé mais également quand les modes

ne sont pas bien éloignés les uns des autres.

Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du ceeur Les couches de face
hp = 0,762 E*(0) = 2670080Pa E,, = 119GPa, G, = 3GPa
he = 0,254 EX(w)=E:0)(1+0,5) E, =FE,, =87GPa
L =300 v, = 0,49 Gy = Gy, = 4G Pa,
{ =100 pe = 999kg.m=3 Vpy = Vg, = 0,32

vy, = 0,3, py = 1560kg.m™3

Tableau 2.5 — Caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque 2

Concernant la plaque 2, pour les modes 1 et 3, la force est appliquée au point de
coordonnées (L/2,Y/2,0) et a pour intensité F; = 1000N. Pour le mode 2 par contre, nous
avons appliqué deux forces de sens opposés Fy, = —F3 = 1000/N aux points de coordonnées
respectives (L/4,1/2,0) et (3L/4,Y/2,0) ou (£/2,Y/4,0) et (L/2,3!/4,0) selon 'angle d’orientation

des fibres des couches des faces. En générale, les résultats sont beaucoup plus précis quand
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les forces sont appliquées sur des points ot la déformation en vibration libre de la structure

est maximale en valeur absolue.

mode 1 mode 2 mode 3
P n {2 n P n
0/d] PM 279,79 0,189 363,52 0,156 526,28 0,111
s Abaqus 278,07 0,198 363,64 0,156 527,48 0,106
PM 306,59 0,164 389,39 0,141 519,78 0,120

Séquences

[22.5/¢]5 Abaqus 304,33 0,173 390,22 0,141 520,02 0,113
45/c] PM 430,79 0,095 477,95 0,100 555,45 0,105
*  Abaqus 427,84 0,101 478,42 0,100 555,85 0,095
167.5/c] PM 609,34 0,054 627,84 0,059 662,71 0,068
* Abaqus 602,86 0,059 623,74 0,059 663,34 0,066
190/, PM 690,88 0,044 702,77 0,047 726,40 0,054

Abaqus 683,36 0,052 - - 727,25 0,058

Tableau 2.6 — Résultats plaque 2 encastrée sur tous les bords

L’analyse du tableau (2.6) montre que globalement les résultats obtenus par le présent
modele (PM) sont en bon accord avec les résultats obtenus par la simulation sur Abaqus.
Toutefois, les résultats obtenu par le PM et la simulation sur Abaqus de la structure de
séquence [0/c]s sont beaucoup plus proches pour les trois premiers modes que pour les
autres structures considérées. En effet, pour toutes les séquences de structures considé-
rées, 'amortissement est relativement faible (de 'ordre de 20%) donc la simulation sur
Abaqus doit étre en mesure de donner des résultats relativement corrects. Cependant, on
constate que les modes de la structure de séquence [0/c|s sont suffisamment découplés (la
différence minimale entre les quatre premiers modes est {2mode 2 — 2mode 1 = 83,73H z)
ce qui explique le fait que les résultats obtenus sur Abaqus pour cette structure sont en
trés bons accord avec nos résultats. Par contre, I’écart minimal entre les fréquences amor-
ties des quatre premiers modes diminue progressivement au fur et & mesure que 'angle
d’orientation des fibres des couches des faces augmente au point que cet écart devient
2mode?2 — 2mode1l = 11,89H z pour la structure [90/c|s ce qui explique le faite que
les résultats obtenus sur Abaqus sont relativement éloignés de nos résultats pour cette
structure que pour les autres surtout pour les fréquences. Pour la méthode de la bande

passante a -3db utilisée sur Abaqus, plus les modes sont suffisamment découplés et les
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amortissements faibles plus les résultats obtenus sont proches des notres; et dans le cas
contraire, les résultats sont moins bons ou simplement impossibles & déterminer c’est le
cas du mode 2 de la structure de séquence [90/c|s. Pour cette séquence de structure [90/c|;
le mode 2 influence les résultats du mode 1 qui du coup sont moins bon a cause du faible
écart qui existe entre ces derniers; au méme moment le mode 2 est influencé par les
modes 1 et 3 a tel point qu’il est impossible de déterminer sa fréquence amortie et son
amortissement. Alors que les fréquences amorties croissent avec augmentation de 'angle
d’orientation des fibres de 0° & 90° pour les trois modes présentés, 'amortissement fait le

chemin inverse pour devenir quasiment négligeable a 90°.

mode 1 mode 2 mode 3
2 n @ n P n
0/d] PM 172,56 0,168 249,38 0,171 396,54 0,132
5 Abaqus 171,62 0,173 248,96 0,173 396,65 0,125
PM 193,10 0,167 274,71 0,156 397,97 0,142

Séquences

[22.5/cl5 Abaqus 191,50 0,175 273,66 0,158 396,77 0,134
[45/(] PM 243,76 0,164 302,21 0,155 389,30 0,149
®  Abaqus 240,57 0,176 300,98 0,157 388,92 0,136
67.5/c] PM 311,37 0,139 338,34 0,137 388,59 0,140
®  Abaqus 306,34 0,158 336,47 0,141 389,31 0,133
190/l PM 343,96 0,128 360,22 0,126 395,50 0,130

Abaqus 339,24 0,150 358,27 0,130 396,03 0,122

Tableau 2.7 — Résultats plaque 2 en appui simple sur tous les bords

Une analyse similaire peut étre faite pour le cas de l'appui simple (tableau 2.7).
En effet pour ce cas, les résultats des calculs sur Matlab (PM) et sur Abaqus sont
également beaucoup plus proches pour la structure de séquence [0/c|; ou l'écart mi-
nimal entre les modes est de f2mode2 — (2model = 76,82Hz et un peu moins pour
la structure de séquence [90/c]s pour laquelle I’écart minimal entre les modes est de
2mode 2 — 2mode 1 = 16,26H z. Les fréquences amorties dans ce cas croissent énormé-
ment avec I'augmentation de ’angle d’orientation des fibres comme dans le cas de ’encas-
trement mais les amortissements décroissent cette fois ci de fagon modérée contrairement
a ce qu'on a observé dans le cas de I’encastrement ot ces amortissements décroissaient

énormément pour devenir quasiment négligeable & 90° devant les valeurs obtenues pour
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0°. De fagon globale nous pouvons estimer satisfaisant les résultats obtenus par le PM

pour ces séquences de structures pour les deux conditions aux limites considérées.

— Deuxiéme test de validation
Pour montrer que le présent modeéle est valide pour n’importe quelle structure du point
de vue des dimensions géométriques, nous proposons un deuxiéme test de validation cette

fois ci pour une structure semblable a la derniére (plaque 2) mais du type presque carré.

Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du coeur Les couches de face
hp = 0,762 E*(0) = 2670080 Pa E,, =119GPa, G, = 3GPa
he = 0,254 E*(w) = EX(0)(1+0,5/) E,, = E., =8,7GPa
L =348 v, = 0,49 Gy = Gy = 4GPa,
1 =304,8 pe = 999kg.m=3 Viy = Vg, = 0,32

vy, = 0,3, py = 1560kg.m=3

Tableau 2.8 — Caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque 3

Les dimensions de la structure presque carrée (plaque 3) ainsi considérée sont regrou-
pées dans le tableau (2.8) ainsi que ces caractéristiques mécaniques. La condition aux
limites étudiée est ’encastrement sur tous les bords de la structure. Les résultats des
calculs par le PM et la simulation sur Abaqus sont présentés dans le tableau (2.9). La
plaque 3 est maillée sur Abaqus avec 12810 éléments du type C3D20R pour un total de
196494 degrés de liberté alors que 32 x 28 éléments pour un total de 4785 degrés de liberté
ont été nécessaires pour le calcul du PM.

Globalement I'amortissement de la structure est faible (moins de 20%) et les modes
sont suffisamment découplés pour permettre 1'utilisation de la méthode de vibration for-
cée couplée a la technique de la bande passante & -3db sur Abaqus. D’ailleurs les résultats
(tableau 2.9) le montrent bien. Néanmoins les mémes constatations observées dans le
premier test de validation peuvent de nouveau étre faits pour ce deuxiéme test de valida-
tion. En effet comme dans les cas précédents, lorsque ’angle d’orientation des fibres de

la couche orthotrope unidirectionnelle augmente de 0 a 90°, la structure se comporte de
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plus en plus comme une structure répétitive donc les modes sont de plus en plus proches
ce qui diminue fortement la précision des résultats obtenus sur Abaqus. Mais de maniére
globale les résultats obtenus dans les deux calculs (PM et Abaqus) sont assez proches ce
qui justifie la validité de notre modéle pour ces structures. Pour cette structure, les fré-
quences amorties ainsi que les amortissements varient trés peu avec la variation de 'angle
d’orientation des fibres pour les trois modes de telle sorte qu’on peut la considérer comme
étant globalement insensible & une variation d’orientation des fibres. Cette insensibilité

est encore plus forte pour les amortissements du premier mode.

Séquences mode 1 mode 2 mode 3
2 n 2 n P n

0/d PM 80,11 0,172 132,27 0,170 191,73 0,144
5 Abaqus 88,47 0,178 131,54 0,164 189,28 0,169
22.5/] PM 86,76 0,171 136,86 0,166 179,24 0,152
* Abaqus 86,63 0,175 13543 0,175 176,75 0,168
145/c] PM 87,28 0,170 139,80 0,159 177,83 0,160
s Abaqus 86,90 0,175 138,60 0,158 175,00 0,153
167.5/] PM 96,06 0,172 129,99 0,163 187,46 0,168
*  Abaqus 9547 0,178 12891 0,174 188,49 0,158
190/l PM 102,02 0,170 129,80 0,163 180,29 0,174

Abaqus 101,06 0,179 129,47 0,158 181,27 0,158

Tableau 2.9 — Résultats plaque 3 encastrée sur tous les bords

2.4.2 Cas des plaques sandwichs viscoélastiques a face en stratifié

Dans cette section, nous considérons des structures plaques sandwichs viscoélastiques
dont les faces sont en stratifié de méme matériau. Le stratifié est considéré comme étant

multicouche suivant les orientations des fibres.

2.4.2.1 Cas d’un cceur viscoélastique de module constant

Nous considérons dans un premier cas, une plaque sandwich rectangulaire dont le coeur
viscoélastique est modélisé par la loi constante (2.53) et dont les faces sont constituées
de stratifié & deux couches a base du matériau T700/3234 dans la séquence [0;/6s]. Le
coefficient d’amortissement de la couche viscoélastique ici considérée isotrope est 1. = 0, 5.

Les caractéristiques de la structure (plaque 4) sont présentées dans le tableau (2.10).
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Différentes séquences d’orientation des fibres sont considérées. Les résultats obtenus pour
le PM et sur Abaqus sont présentés dans le tableau (2.11) pour la condition aux limites
d’encastrement sur tous les bords et dans le tableau (2.12) pour le cas de 'appui simple
sur tous les bords. Pour faire la simulation sur Abaqus, la structure a été discrétisée avec
6000 éléments du type C3D20R pour un total de 173826 degrés de liberté. La plaque
4 ayant les mémes dimensions longitudinales que la plaque 2, il a fallu également 972

¢léments correspondant a 5225 degrés de liberté pour la simulation sur Matlab (PM).

Dans le tableau (2.11),on observe une bonne cohérence entre les résultats obtenus
avec le PM et ceux d’ Abaqus pour les structures de séquences [0/6;/c],, par contre il
existe un écart entre ces deux résultats pour les autres structures. En effet, pour les
structures de séquences [0/6,/c|,, les modes sont relativement assez découplés ce qui
n’est pas le cas des autres séquences de structure. Toutefois cet écart n’excéde pas 5%
ni au niveau des fréquences qui subissent beaucoup plus cette influence, ni au niveau des
amortissements. On note également que les structures de séquence [0/62/c], et de séquence

[6,/0/ c]s présentent un meilleur amortissement que pour les autres séquences de structure.

Globalement, on observe une variation des propriétés modales de la structure selon la
séquence d’orientation des fibres dans la structure. Ainsi, on est passé d’un amortissement
de n = 0.156 pour la structure [0/0/c|, & un amortissement de n = 0.075 pour la structure
[90/60/c], pour le premier mode, de n = 0.115 & n = 0.072 et de n = 0.072 & n = 0.069
respectivement pour le deuxiéme et troisiéme mode. On montre ainsi I’effet de I’orientation

des fibres sur les propriétés modales pour ce type de structures.

Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du coeur Les couches de face
hfi = hg =0,5 E*(0) = 2670080 Pa Ey, = 119GPa, G, = 3GPa
he=10,5 E¥(w)=EX}0)(1+0,5) E,, =FE,, =87GPa
L = 300 v. = 0,49 Gyy = Gy = 4G Pa,
[ =100 pe = 999kg.m=3 Viy = Vgo = 0,32

vy, = 0,3, p; = 1560kg.m=3

Tableau 2.10 — Caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque 4
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/ mode 1 mode 2 mode 3
Séquences 0 ; . ; - -
0/0/d] PM 315,90 0,156 422,12 0,115 631,52 0,072
* Abaqus 313,73 0,162 421,80 0,116 630,60 0,071
0/30/c] PM 331,34 0,136 421,99 0,119 576,72 0,104
® Abaqus 328,52 0,141 420,32 0,121 576,38 0,098
0/45/c] PM 358,14 0,110 433,25 0,112 559,89 0,111
* Abaqus 355,18 0,114 431,27 0,113 560,25 0,104
0/60/c] PM 395,63 0,082 454,17 0,097 557,78 0,108
® Abaqus 392,76 0,085 452,01 0,098 558,74 0,100
0/90/c] PM 441,98 0,056 484,73 0,079 567,18 0,099
® Abaqus 439,39 0,058 482,29 0,080 568,06 0,091
30/0/c] PM 339,73 0,154 42548 0,127 568,78 0,096
® Abaqus 335,78 0,162 422,79 0,129 567,67 0,092
[45/0/d], PM 375,99 0,146 442,24 0,129 552,94 0,104

Abaqus 370,35 0,157 438,95 0,131 552,51 0,098

60/0/c] PM 423,64 0,135 470,54 0,125 555,33 0,107
°  Abaqus 416,72 0,147 462,76 0,131 555,58 0,099

90/0/c] PM 480,85 0,123 508,79 0,118 571,15 0,106
® Abaqus 471,72 0,137 504,47 0,121 571,22 0,102

s0/45/, PM 43326 0074 50843 0,084 62511 0,088
* Abaqus 429,55 0,076 505,02 0,085 624,71 0,084

PM 463,14 0,056 520,06 0,077 613,80 0,091

30/60/¢ls Apaqus 45932 0,058 516,48 0,079 612,01 0,085

PM 472,85 0,056 519,52 0,074 599,49 0,089

[30/90/¢ls Abaqus 468,70 0,058 515,96 0,075 597,96 0,082

PM 449,42 0,102 513,50 0,095 619,64 0,085

U5/30/els Apaqus 44347 0,108 509.85 0,097 617.96 0.081

PM 564,89 0,041 608,99 0,056 683,49 0,069

[45/60/cs Abaqus 559,26 0,043 604,27 0,057 681,10 0,064

PM 527,37 0,054 570,53 0,067 641,78 0,078

U5/90/els Apaqus 52191 0,057 56622 0,068 63940 0,072

PM 493,67 0,107 533,06 0,101 609,95 0,092

[60/30/¢s Abaqus 485,39 0,116 528,22 0,103 608,84 0,085

PM 586,47 0,072 619,14 0,072 683,11 0,072

60/45/€ls Apaqus 577.60 0.077 61344 0,073 680.3 0.067

PM 622,67 0,051 658,67 0,056 716,84 0,064

[60/90/¢], Abaqus 614,75 0,054 653,17 0,057 713,42 0,058

PM 506,86 0,112 538,48 0,105 601,42 0,095

[90/30/cs Abaqus 497,29 0,126 533,55 0,107 600,60 0,089

PM 955,64 0,096 586,76 0,091 644,52 0,084

90/45/€ls - Apaqus 54540 0.109 581,13 0,093 642.21 0,079

PM 642,00 0,075 670,04 0,072 719,81 0,069

90/60/¢ls Apaqus 630.85 0,086 66317 0,073 71588 0,065

Tableau 2.11 — Résultats plaque 4 encastrée sur tous les bords
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Chapitre 2. Modélisation des vibrations propres de structures composites viscoélastiques

Q¢ mode 1 mode 2 mode 3
équences v ; 5 ; E -
0/0/c] PM 195,05 0,215 284,65 0,161 468,75 0,097

®  Abaqus 193,16 0,224 283,96 0,163 468,47 0,094

0/30/d] PM 202,30 0,196 284,54 0,168 422,77 0,146

Abaqus 200,25 0,206 283,20 0,172 422,44 0,137

[0/45/c] PM 209,52 0,182 285,02 0,174 404,93 0,160
®  Abaqus 207,39 0,192 283,54 0,178 404,85 0,148
PM 218,34 0,167 284,25 0,181 391,51 0,175

[0/60/¢ls Abaqus 216,18 0,175 282,85 0,185 392,78 0,158
10/90/] PM 229,73 0,148 284,09 0,184 378,60 0,191
* Abaqus 227,60 0,155 282,85 0,188 380,99 0,169
130/0/] PM 21548 0,234 296,76 0,192 425,30 0,150
S Abaqus 213,83 0254 294,57 0,198 42477 0,141
1450/ PM 234,95 0,252 301,52 0,209 406,46 0,163
*  Abaqus 229,51 0,285 208,96 0,216 406,19 0,150
160/0/] PM 25720 0,262 305,79 0,226 390,99 0,175
*  Abaqus 249,32 0,311 303,17 0,234 391,77 0,160
190/0/d, PM 28327 0,263 312,83 0,238 378,59 0,191

Abaqus 274,70 0,326 309,90 0,249 379,64 0,163

Tableau 2.12 — Résultats plaque 4 en appui simple sur tous les bords

2.4.2.2 Cas d’un cceur viscoélastique de module dépendant de la fréquence

Nous considérons maintenant une plaque sandwich rectangulaire dont les faces sont
constituées de stratifié de deux séquences de méme épaisseur du matériau T700/3234. La
couche viscoélastique de la structure est de 'ISD112 & 27°C. Les caractéristiques géomé-
triques et mécaniques de cette structure (plaque 5) sont regroupées dans le tableau (2.15).
Pour la simulation sur Matlab nous avons utilisé 30 x 20 éléments pour 3255 degrés de
liberté. Pour valider nos résultats, une simulation est une fois encore faite sur Abaqus avec
12000 éléments pour 341466 degrés de liberté en utilisant toujours 1’élément 3D C3D20R
. Les résultats de nos calculs et ceux obtenus sur Abaqus sont regroupés dans le tableau
(2.13) pour les appuis simples sur tous les bords et dans le tableau (2.14) pour le cas

d’encastrement sur les bords. Pour appliquer les forces de chargement dans la simulation
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2.4 Tests de validation et résultats numériques

sur Abaqus, il a fallu "partitionner" la face supérieure de la structure en petites cellules
pour avoir des points de chargement. En effet la forme de la déformation de la plaque 5
en vibration est assez différente des autres cas. Pour les premiers cas étudiés, les points
de déformation maximale en valeur absolue de ces structures passent par des points faci-
lement repérables tels que (£/4,Y/2,0), (3L/4,1/2,0), (£/2,V/4,0) et (£/2,3!/1,0) donc il n’avait
pas fallu beaucoup de partition pour ces structures. Cette partition entraine la distorsion
de certains éléments de la structure. Pour le cas de la plaque 5, les points de déformation
maximale sont assez éloignés de ces points. Or, plus on applique les chargements dans
des zones éloignées des points de déformation maximale, plus les résultats obtenus pour
les propriétés modales sont moins bons. Ceci peut expliquer la différence sur les résultats
surtout pour les modes 2 et 3 malgré le fait que les modes sont un peu plus découplés
que dans les autres cas déja présentés. Néanmoins, les résultats sont globalement en bon

accord pour les deux simulations.

mode 1 mode 2 mode 3
Q2 n 2 n @) n
0/0/] PM 252,93 0,213 553,25 0,281 741,17 0,107
® Abaqus 25043 0,219 551,80 0,285 739,62 0,110
PM 250,60 0,235 569,656 0,261 644,48 0,197

Séquences

0/30/¢]s Abaqus 248,46 0,247 567,95 0,270 640,60 0,207
0/45/d PM 252,74 0,230 538,12 0,264 671,47 0,179
S Abaqus 24843 0241 536,75 0,272 668,59 0,189
0/60/d PM 251,83 0,230 507,69 0,280 724,15 0,144
S Abaqus 248,09 0,239 505,38 0,290 721,08 0,150
0/90/d PM 24952 0,226 474,50 0,315 792,52 0,102
S Abaqus 247,04 0234 469,38 0,338 788,06 0,106
30/0/d PM 254,79 0,280 568,13 0,234 654,86 0,260
S Abaqus 249,83 0,296 566,58 0,255 646,28 0,273
45/0/d PM 25802 0,298 532,12 0,220 694,27 0,287
S Abaqus 253,04 0,312 529,97 0,233 688,98 0,299
60/0/d PM 260,58 0,323 498,32 0217 760,24 0,291
S Abaqus 254,95 0,335 494,38 0,227 752,90 0,306
90/0/dl, PM 263,36 0,359 460,20 0,225 848,15 0,289

Abaqus 257,73 0,375 455,89 0,233 843,03 0,300

Tableau 2.13 — Résultats plaque 5 en appui simple sur tous les bords
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¢ mode 1 mode 2 mode 3
équences v ; 5 ; > -
0/0/d] PM 488,74 0,131 846,24 0,177 1131,13 0,076

® Abaqus 487,10 0,131 845,28 0,180 1128,40 0,080

0/30/d, PM_ A5L5L 0168 8911 0,180 950,13 0,130

Abaqus 449,82 0,166 857,41 0,182 947,92 0,136

(0/45/c] PM 449,40 0,162 812,40 0,188 987,20 0,117
®  Abaqus 447,86 0,158 810,97 0,193 983,59 0,126
0/60/c] PM 464,51 0,143 772,96 0,192 1085,68 0,093
® Abaqus 46291 0,144 769,87 0,198 1081,70 0,098

PM 491,97 0,119 749,60 0,191 1218,55 0,197
Abaqus 492,19 0,119 747,70 0,195 1216,03 0,205
PM 451,34 0,169 850,26 0,145 963,13 0,167
Abaqus 450,80 0,170 847,58 0,151 960,00 0,175
PM 452,94 0,183 793,82 0,133 1019,85 0,193
Abaqus 452,17 0,185 791,01 0,140 1016,08 0,203
60/0/c] PM 473,03 0,191 755,99 0,137 1130,13 0,192
* Abaqus 471,54 0,195 754,47 0,143 1127,82 0,205
90/0/c] PM 506,05 0,193 734,63 0,142 1173,19 0,097
® Abaqus 503,48 0,199 732,80 0,150 1169,49 0,105

[0/90/¢]s

[30/0/¢ls

[45/0/c]s

Tableau 2.14 — Résultats plaque 5 encastrée sur tous les bords

Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du coeur Les couches de face
hfl :hf2:2 Em:119GPa, GyZ:?)GPa
he=1 E, =FE.. =87GPa
L = 300 ISD112 a 27° (2.1)  Gay = G4 = 4GPa,
[ =200 Vpy = Vg, = 0,32

vy, = 0,3, py = 1560kg.m™3

Tableau 2.15 — Caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque 5

2.4.3 Temps de calcul

L’utilité de notre modélisation passe surtout par le gain en temps de calcul CPU et
en espace mémoire . Dans le tableau (2.16) nous présentons les temps de calcul pour les

simulations de notre modéle (PM) et sur Abaqus.
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2.5 Conclusion

Temps de calculs (secondes)

Plaques CCCC SSSS
Plaque 2 PM 860 267
Abaqus 227486 233735
PM 774 -
Plaque 3\ paqus 204737 -
Plaque 4 PM 3905 265
Abaqus 1335718 549460
Plaque 5 PM 532 391
Abaqus 3734141 3513717

Tableau 2.16 — Les temps de calculs

Les temps de calculs présentés concernent les résultats des tableaux (2.6, 2.7, 2.9, 2.11,
2.12, 2.13, 2.14). L’analyse du tableau (2.16) montre que les temps de calculs pour le
présent modéle sont négligeables devant ceux des simulation sur Abaqus. En méme temps
qu’il était attendu qu’un modele 2D (cas du PM) soit nettement meilleur qu’un modéle
3D (cas de Abaqus) en temps de calculs, la méthode de résolution sur Abaqus est de plus
incrémentale et nécessite donc plusieurs inversions de matrices. Le temps de calculs pour
le PM regroupe tous les calculs élémentaires & partir du maillage de la structure jusqu’au
résultat alors que celui présenté pour les résultats sur Abaqus représente les temps de
calculs omis le maillage de la structure et la formation des éléments. Par ailleurs nous
n’avons pas comptabilisé le temps de cadrage de 'intervalle Aw qui se fait avec plusieurs
essais de simulations préliminaires. Nous rappelons que les calculs sur Abaqus sont faits
sur le Cluster du laboratoire LEM3 alors que les calculs sur Matlab (PM) sur I'ordinateur

portable ASUS Intel Core i3-2350M CPU @ 2.30GHz 2.30GHz.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un code générique de calcul des propriétés
modales modales des structures sandwichs multicouches a coeur viscoélastique dont le
module dépend ou non de la fréquence. L’élément fini utilisé est de type zig-zag avec
continuité des champs de déplacement aux interfacesdes couches. L’intérét de cette mo-

délisation réside dans la diversité des plaques sandwichs qu’elle peut traiter du point de
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Chapitre 2. Modélisation des vibrations propres de structures composites viscoélastiques

vue des matériaux pour les couches (orthotropes, stratifiés, isotropes) et les différentes
lois viscoélastiques pouvant étre considérées pour la couche centrale viscoélastique. La
résolution du probléme aux valeurs propres non linéaires complexes est faite de maniére
automatique par la technique de 'homotopie couplée a la MAN et la DA. Les résultats
présentés montrent la validité de ce modéle, et le temps de calcul comparé a celui de la
simulation sur Abaqus montre toute 'importance du modéle.

Toutefois, pour concevoir des sandwichs viscoélastiques composites & haut pouvoir
amortissant, une étude est généralement faite par rapport aux parameétres de conception
tels que : les orientations des fibres et les épaisseurs des couches. Jusqu’alors, il n’existe
pas de méthode permettant une étude continue des propriétés modales de ces structures
en fonction de ces paramétres de conception, faute & un moyen de résolution adéquat des
équations aux valeurs propres non linéaires. Dans le chapitre suivant nous développons

une méthode de résolution permettant ces études continues.
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Chapitre 3

Une nouvelle méthode générique de
résolution de problémes aux valeurs
propres non linéaires complexes a

parameétres variables

3.1 Introduction

La conception de structures sandwichs viscoélastiques a haut pouvoir amortissant,
on tient compte des paramétres de modélisation qui influencent les propriétés modales
amortissantes de ces structures notamment les angles d’orientation des fibres et des épais-
seurs des couches. La prise en compte de I'un de ces paramétres de modélisation introduit
une variable décrivant un intervalle d’étude dans le probléme aux valeurs propres non
linéaires complexes généralement obtenu. Ainsi pour une étude en fonction de l'orienta-
tion des fibres des couches d’un sandwich viscoélastique dont les couches sont constituées
de composites classiques (composites unidirectionnels, stratifiés croisés, stratifiés antisy-
métriques), le probléme aux valeurs propres non linéaires complexes a résoudre peut se

mettre sous la forme :
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Chapitre 3. Une méthode générique de résolution de problémes & paramétres variables

(K (w,0) — MU =0 6 €I (3.1)

ou f est 'angle d’orientation du composite par rapport au repére du sandwich et Iy
I'intervalle des valeurs réelles devant étre prises par 6. Et pour une étude en fonction des

épaisseurs des couches, le probléme a résoudre s’écrit :

(K (w,r) —w*M (r)]U=0 rel, (3.2)

ol r est un parameétre relatif & la variation des épaisseurs des couches et I, I'intervalle de
valeurs réelles possibles de r. Jusqu’a ce jour, pour résoudre ces problémes (équations 3.1 et
3.2), des valeurs discrétes sont utilisées pour les paramétres de modélisation ce qui permet
de ramener ces problémes a ceux classiquement résolus dans les études de vibration des
sandwichs viscoélastiques comme ce fut le cas dans le Chapitre 2 ot nous avons fixer les
angles d’orientation des fibres. Outre le temps de calcul important que ces types de calculs
nécessitent, il est difficile de suivre de maniére continue les effets de ces paramétres sur les
propriétés modales de ces structures. Dans ce chapitre, nous développons une méthode de
résolution générique de problémes résiduels non linéaires aux valeurs propres complexes
dépendant de la fréquence de vibration et contenant un paramétre physique variable de
modélisation dont on souhaite étudier I'effet sur les propriétés modales de la structure.
Cette nouvelle méthode de résolution est basée sur Méthode Asymptotique Numérique
(MAN) couplée a la Différentiation Automatique (DA) et la technique de ’homotopie.
Pour ce faire, nous allons rappeler dans un premier temps les principes de I’homotopie et

de 'approche diamant avant de présenter cette nouvelle méthode.
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3.2 Principes de ’homotopie et de 'approche diamant

3.2 Principes de I’homotopie et de Papproche diamant

3.2.1 Principe de ’homotopie

La technique de 'homotopie est une technique qui permet de résoudre des problémes
complexes en partant d’un probléme simple relativement facile a résoudre ou dont on
connait la solution pour aller vers la solution du probléme d’origine.

Soit & résoudre 1’équation :

g9(x) = fi(x)+ f2(x) =0 (3.3)

On suppose qu’on connait la solution du probléme simple

fi(z)=0 (3.4)

ou du moins la résolution de cette équation (3.4) est plus facile a faire. Alors on introduit

un parameétre a dit d’homotopie dans I’équation (3.3) pour la réécrire sous la forme :

gn(x,a) = f1(z) +afy(x) =0 (3:5)

ou le paramétre d’homotopie d’écrit 'intervalle de nombre réel [0, 1]. Remarquons que
g(x) =0 <= gn(z,1)=0e¢t gy (,0) =0 < fi(z)=0.

L’algorithme de résolution de 1’équation (3.3) a partir de la technique d’homotopie
c’est a dire a partir de 1’équation (3.5) peut étre résumé comme suit :

— Début

— Initialiser a = 0 et z est la solution de I’équation (3.4)

— tant que a < 1

1. augmenter légérement a

2. résoudre I’équation (3.5) en utilisant la solution précédente comme point de départ

pour résoudre le nouveau probléme
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— Fin
La difficulté de cette méthode réside dans le pilotage de la valeur de a et la résolution

I’équation (3.5). Dans notre cas, la technique d’homotopie sera couplée a la MAN, et le

pilotage de la valeur de a est donnée par le rayon de convergence des séries déterminé par

la MAN.

3.2.2 Résolution d’équations résiduelles par diamant

3.2.2.1 Principe

Le principe de la MAN est basée sur la différentiation du probléme résiduel dont
on cherche la solution en des ordres élevés permettant de ramener des problémes non
linéaires & une série de problémes linéaires. Pour éviter la lourde tache de différentiation
manuelle des fonctions et des séries contenues dans le probléme résiduel, la technique
de différentiation automatique a été introduite. Ainsi I'approche diamant qui n’est autre
que I'acronyme de " Différentiation Automatique de la Méthode Asymptotique Numérique
Typée" [110] a été introduite comme approche générique pour la résolution des problémes
non linéaires résiduels en utilisant la MAN et la DA. Cette approche a été développée sous
diverses langages de programmation orientés-objet telles que C+-+, Fortran 90 ou Matlab.
La fonction de la DA dans cette approche est le calcul automatique des séries de Taylor
utilisées dans la formulation de la MAN, par des formules de récurrence préalablement

établies, une fois que les fonctions & différentier sont données.

En effet, pour un probléme résiduel de la forme :

R(U,\) =0 (3.6)

ou R (U,\) € C9 est le vecteur résidu dépendant du vecteur inconnu U € CY et du

paramétre A € C. Le principe de la MAN requiert un développement en séries entiéres
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3.2 Principes de ’homotopie et de 'approche diamant

tronquées a un ordre /N des inconnues; ce qui se traduit par :

;

U(a+da) =N (6a)" U, (a)

Aa+da) =320 (60)" An (@)

\

ou da est I'incrément du paramétre de chemin a et

1 1 0"U
— —77n) S
Un(a) n!U (e) n! da» (a)
(3.8)
1 1 9™\
— () N
k)\n (a) n! AT (a) n! da™ (a)

les coefficients de Taylor de U et A\ a l'ordre n évalués au point a. Le probléme rési-
duel (équation 3.6) est généralement complété avec 1'équation définissant le paramétre de

chemin par le pseudo longueur d’arc [111] :

0= U (@)~ U )] % )+ (o)~ A0)] 9 (0) (39

puisque la différentiation du probléme résiduel (équation 3.6) donne N équations linéaires

a N +1 inconnues. Génériquement, les N équations linéaires peuvent s’écrire sous la forme
L (Uy, \y) = F, (3.10)

ou L; est un opérateur linéaire tangent et F), le second membre contenant les coefficients
de Taylor de U et A aux ordres antérieurs a n. Les coefficients de Taylor contenu dans
le second membre F), sont un peu différents des coefficients de Taylor obtenus pour une
différentiation classique puisqu’ils leurs manquent des termes utilisés pour la construction

de 'opérateur linaire tangent L.

Pour pouvoir faire la différentiation automatique adaptée aux conditions de la MAN

c’est a dire obtenir pour les coefficients de Taylor, les termes devant servir dans le second
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Chapitre 3. Une méthode générique de résolution de problémes & paramétres variables

membre F, et ceux devant servir pour la construction de 'opérateur linéaire L;, I’approche
diamant utilise la formulation de récurrence de Faa di Bruno pour la différentiation. Pour
une fonction analytique f (a) = ¢ o x (a), les coefficients de Taylor s’écrivent selon Faa di

Bruno :
n

fn:(gbom)nzz

m=1

1 0™¢
I (1) (n—m+1)

ol (0) Bnm (x s T ) (3.11)
ou zg = z (0) et les By, ,, sont les polynoémes de Bell [73]. L’approche diamant décompose

alors les coefficients de Taylor en deux parties moyennant des initialisations appropriées

comme suit :

fo = {fijgr=1} Tn + { falwn=o } (3.12)

Décomposition dans laquelle le terme { f1\x1:1} est la dérivée linéaire tangente f; évaluée
avec 1 = 1 et le terme { fn|xn:0} est le coefficient de Taylor f, évalué avec x,, = 0. En
appliquant la décomposition de I’équation (3.12) au probléme résiduel (3.6) ce dernier est

réécrit sous la forme générique suivante :

R, = {Ruvi=ran=0} Un + {R1jtnzori=1} A + {Rnjvn=orn=0} =0 (3.13)

ol {%1|U1:Id,>\1:0} est la matrice linéaire tangente. Dans l'expression de cette matrice
linéaire tangente, la notation "U; = Id" traduit le fait que cette matrice peut étre calculée
en évaluant p fois le premier coefficient de Taylor R; et en choisissant le vecteur U; dans
la base canonique de R?. De méme, les terme linéaires {%1|U1=0,/\1=1} et {mmUn:O’)\n:O}
sont calculés en initialisant respectivement a Uy =0, \; =1, U, =0et A\, =0 . Pour
{i)ﬁimUn:Q Anzo} I'initialisation U,, = 0 , A,, = 0 permet d’annuler la contribution des deux

premiers termes linéaires tangents.

3.2.2.2 Boite a outil diamant

La différentiation automatique des équations résiduelles dans la technique de résolution
par diamant réside dans 'existence d’une boite a outil contenant des formules de récur-

rence pour la différentiation de haut degré et des techniques de surcharge d’opérateurs.
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3.2 Principes de ’homotopie et de 'approche diamant

La technique de surcharge d’opérateurs dans le cadre de 'approche diamant consiste a
attacher le calcul de dérivées aux opérateurs arithmétiques (+, —, X, /, <,>,0,...) et aux
fonctions mathématiques intrinséques au langage de programmation. Les formules de ré-
currences de la boite a outil diamant ont été programmées de maniére a propager les
coefficients de Taylor. Les opérations effectuées par la boite & outil diamant pour le calcul
des coefficients de Taylor des séries, ne se font pas comme dans les opérations habituelles
de calculs. En effet pour une fonction composée notée Z = p(u, v), les séries de Taylor de
la fonction Z a 'ordre n sont calculées par une propagation des coefficients de Taylor des

séries u et v [112]

Z=u+v, Zy=u,+u,

Z=uXv Zn = Z?:o U;Un—j

(3.14)
1 n—1
7 = - — V-
U/U Zn o [un Z Zjvn J Vo 7é 0
7=0
1 n—1
\Z:\/ﬂ anrwlun_jzlzjzn—j ug # 0

ou Z,, u,, v, sont les coefficients de Taylor respectifs de Z, u et v a l'ordre n. Pour
utiliser ces coefficients de Taylor dans les codes de programmation en Matlab, il a été
créé une nouvelle classe d’objet dénommée "TaylorSeries" dans la boite a outil diamant
version Matlab [73, 53]. A tout élément appartement & cette classe, il est attribué trois
propriétés. Ainsi & un élément Z appartenant a cette classe d’objet, il lui est attribué la
propriété "value" définie par Z.value et correspondant a la valeur du coefficient de Taylor
de Z a l'ordre n = 0, la propriété "coef" définie par Z.coef et contenant les coefficients
de Taylor aux ordres n = 1,2, ..., N et pour finir la propriété "order" définie par Z.order

correspondant a l’ordre de troncature des séries V.
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3.3 Nouvelle méthode générique de résolution de pro-
blémes aux valeurs propres non linéaires a para-
meétres variables

Le probléme résiduel non linéaire aux valeurs propres complexes considéré s’écrit sous

la forme générique suivante :
Ry (U,w,p) = [K (w,p) —w’M (p)| U =0, pel (3.15)

Dans cette équation (3.15), le paramétre physique ou objectif variable de modélisation
est noté par p € I, K (w,p) € C? x C? représente la matrice de rigidité de la structure
et dépend a la fois de la fréquence w et de p, M (p) € C? x C? est la matrice de masse
dépendante uniquement de p. Le résidu R, (U, w, p) et le vecteur modal U sont des vecteurs
appartenant a C?, la fréquence w appartient a C et le paramétre d’étude a un intervalle
réel I. La spécificité de cette équation résiduelle, est qu’il existe pour toute valeur de p
prise dans l'intervalle I, une unique paire de solution (U, w) par mode. Dans ce qui va
suivre, nous allons proposer une méthode de résolution du probléme (équation 3.15) en

fonction du paramétre p.

3.3.1 Différentiation du probléme résiduel

Dans le probléme résiduel défini précédemment (3.15), nous posons :\ = w? ramenant

le probléme sous la forme :
Ry (U, A p) = [K(Ap) =AM (p)]U =0,  pel (3.16)

Le fait que pour toute valeur p de lintervalle I, il existe une paire (U, \) solution de
'équation (3.16) par mode, implique que sur un intervalle réel I, tel que I, C I et pour
une certaine précision €, la paire solution (U, A) peut étre définie comme une fonction

de p : (U (p), A(p)). Lapplication de la technique de perturbation permet d’écrire les
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inconnues solutions sous la forme de séries entiéres tronquées a 'ordre N comme dans

I’équation (3.7)

Ulp+dp)=>_ (p)"Un(p)  Ap+p) =D (5p)" M (p) -
n=0 n=0 3.17
19U 1

Uap) = U™ () = 15m (0) Ma(p) = A" () =

L’introduction de ce développement (équation 3.17) dans I’équation résiduelle (équation

3.16) permet d’écrire cette derniére comme une série de Taylor de I'incrément op

Ry (U (p), A(p),p+0p) =Y (6p)" Rgn (U (p) , A (p) ,p) = 0 |
n=0 (3.18

B (U (0) AB).2) = 9% (U () A 0).9) = 5 08 (U 0). A ) )

En utilisant la propriété définie a 'équation (3.12), on écrit 1'équation (3.18) sous la

forme :

R0 = {Rgojvo=ra} Uo =0

Ry = {mgl|U1:Id,)\1:0} U, + {%91|U1:0,A1:1} An + {mgn|Un:O,)\n:0} =0 n=12,..,N
(3.19)

Pour trouver la paire solution (U (p), A (p)), les problémes résiduels génériques R, doivent

étre résolus a chaque ordre n =0,1,2, ..., V.

3.3.2 Reésolution du probléme a 1’ordre 0

Le probléme résiduel a 'ordre 0 s’écrit :

Reo = {Ryojo=ta} Uo = [K (Mo, p) — AoM (p)] Uy =0 (3.20)

Généralement les problémes a 1'ordre 0 obtenu pour les problémes non linéaires avec la
MAN sont linéaires [63, 72, 74| ce qui n’est pas le cas de notre probléme résiduel a 'ordre

0. En effet le probléme résiduel (équation 3.20) présente une dépendance en fréquence
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puisque la matrice de rigidité [K (Ao, p)] contient encore I'une des inconnues (1)) de la
paire solution de I’équation. Aussi le probléme résiduel a l'ordre 0 sera résolu par la
technique de I’homotopie couplée a la MAN et a la DA [74]. Cependant ce probléme
(équation 3.20) ne peut étre résolu sans connaitre le point de départ pour p. Aussi nous
proposons pour pouvoir réaliser cette étude sur tout 'intervalle I, de résoudre le probléme

a lordre 0, en prenant comme premiére valeur de p, p; = inf(I) ou ps = sup(I).

3.3.2.1 Reéécriture du probléme a ’ordre 0

Dans la pratique, on évite la différentiation des matrices qui sont généralement de
taille trés considérable lorsqu’on utilise la MEF pour la discrétisation de la structure, ce
qui permet de gagner en espace mémoire et en temps de calculs CPU. Aussi les matrices

de rigidité et de masse sont formulées sous la forme :

(K (A p)] = [E; (A p)] [K]

(M (p)] = [Em (p)] [M,]

(3.21)

ou [Ex (\,p)] = [E; (\p), Efy(\p), ...], [Kg =" K1, Ky, ..]et [My] =" [My, M,, ...],
(B (P)] = [Em1 (p), Em2(p), ...] avec B}, € C, i = 1,2,..., By € R i = 1,2,
K, eCixCli=1,2,..., M; e RIxR% i =1,2,.... De plus, [E;‘ ()\,p)} qui est complexe,
a souvent la particularité d’étre réécrite en faisant sortir le terme représentant 1’élasticité

retardée (un exemple est donné a 'équation 2.43).

[E; (\p)] = [E; (0,p)] + [Ey (A, p)] (3.22)

En prenant la valeur fixe choisie pour p : p; = inf(I) (éventuellement p, = sup(I)) et
en utilisant les écritures des équations (3.21) et (3.22), le probléme résiduel a I'ordre 0

devient alors :

Rgo = [E; (0,p:) Ky + Ey (Mo, pi) Kg — Ao B (i) M| Uy = 0 (3.23)
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3.3.2.2 Reésolution du probléme a ’ordre 0 par la technique de ’homotopie

Le probléme a l'ordre 0 (équation 3.23) est un probléme aux valeurs propres non
linéaires complexes avec une dépendance en fréquence. Pour le résoudre, la technique
d’homotopie est utilisée |72, 74|. Cette technique consiste & transformer le dit probléme
(3.23) en un sous probléme résiduel en introduisant le paramétre d’homotopie ici noté a.
Cette résolution consiste a construire la solution branche par branche en partant de la
valeur initiale a1y = 0 pour obtenir la valeur désirée a(;) = 1. Les branches (a(;),a(j+1))
sont construites a travers la MAN. En introduisant le parameétre d’homotopie dans le
probléme a l'ordre 0 et en faisant le changement de variables suivant : (Up, Ao) = (V,7),

on définit le nouveau probléme résiduel suivant :

;

9oigo (Uo, /\o,pi) =Ry (V,%pu a = 1) =0

Ry, (V,7v,pi,a) = S(V,v) +al (V,y) =0 (3.24)

Ry (V,7,pia) = [E; (0,p:) Kg — vEm (i) Mg} V+alE, (v,pi) K4V

\

En perturbant le parameétre d’homotopie a de da, le nouveau probléme résiduel R, de-

vient :

R (V, 7, pi,a¢y + 0a) =S (V,7) + (ag) + 6a) T (V,v) =0 (3.25)

A partir du développement en séries de Taylor des fonctions T' et S, I'équation (3.24)

devient :
N N
n=0 ":0
avec
Sp = HS( Mag) = E@a@) (agy) Tn= ES( H(aw) = Haa@) (@)
(3.27)
. 1oV 1 1o
|V = VW (a) = =52 (ag)  m=—7" () = —5=— (a0)
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L’équation (3.26) est ensuite développée et les termes de méme puissance de da sont
regroupés. Nous obtenons alors un systéeme a N + 1 équations linéaires représentées par
(équation 3.28)

So + a(j)TQ =0
(3.28)

Sn+a(j)Tn+Tn_1:O n:1,2,...,N

La toute premiere équation linéaire a résoudre et qui correspond au cas agj—;) = 0, est
le probléme linéaire aux valeurs propres réelles permettant d’obtenir la paire de solution

initiale (Vp,70) et qui s’écrit :
So = [E; (0,p:1) Ky — Y0 Em (pi) My] Vo =0 (3.29)

Cette équation linéaire aux valeurs propres réelles est résolue par 'une des méthodes
précitées [66, 67, 68, 69]. Pour la résolution des autres équations linéaires, la décomposition

de la formule (3.12) est utilisée ramenant le probléme linéaire sous la forme

[{Sivi=tam=0} + agy {Tywi=ram=0}] Vo = = {Supwa=0} — ay {Tapu=o} — T, n 21
(3.30)

L’équation (3.30) est mal définie puisque chacune de ces équations contient deux incon-

nues. Aussi on associe a cette équation, la condition d’orthogonalité des modes :
Vo (V = Vo) = 0 (3.31)

On introduit ensuite le multiplicateur de Lagrange y en combinaison avec les équations

(3.30) et (3.31) pour former le systéme

AV Vi - - {Sn\vnzo} — a(y) {Tnm:o} —Th
W 0 X 0
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ou
[A] = [{51\V1:1d,71:0} + ay) {T1|V1:1d,71:0}}
= [E; (0,ps) Kg — Y0 B (pi) My + a(jEg (70, i) Ky

(3.33)

est la matrice linéaire tangente de la série et a la particularité d’étre singuliere. Cette
singularité implique que le systéme (équation 3.32) n’a de solution que si la condition

suivante est satisfaite

Vo ({Savi=o} + a) {Tuy=o} +Tn-1) =0 (3.34)

en réécrivant les termes { S, v, =0} et {Tnp,—0} selon la formule (équation 3.12) on fait

apparaitre les v,

{Sn|Vn:0} = {Sn\\/nzo,'yn:()} + {51\\/1:0,71:1} Yn

{Tovi=o} = {Tavi=omm=0} + {Tijviz0y1=1} I

(3.35)

En introduisant la décomposition (équation 3.35) dans I’équation de solvabilité (équation

3.34), on déduit l'expression générique pour le calcul des ~,, comme suit :

= Vo [{Suvazomn=0} + ag) {Tapva=on=0} + Tno1] n=1.2 ..N (3.36)

t‘/b [{Sl|V1:0,’71=1} + Q(4) {T1|V1:0,’yl:1}}

La valeur calculée est ensuite injectée dans I’équation (3.32) et cette derniére est résolue
pour trouver la valeur de la deuxiéme inconnue V,,. A la fin de la série, le rayon de
convergence de la série est estimé a partir de la précision e choisie au départ par la

relation classique 63, 72, 74| :

Al ) v
da = (5— (3.37
A )

Aprés que le rayon de convergence soit calculé, on vérifie la condition d’arrét de calcul

suivante :

ag+1y = agy +oa
! ’ (3.38)

ag+1) = 1
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Si cette condition (équation 3.38) est satisfaite, le calcul est arrété et la solution du

probléme résiduel a 'ordre 0 est déterminé comme étant :

Vo= (1= an)" Va

A=Y (1=aw)"

(3.39)

avec a(yy la derniére valeur de a satisfaisant la condition d’arrét (équation 3.38). Dans le
cas contraire, une nouvelle branche de série est entamée par continuation, en partant de
la derniére série

Vo= ZN 0 ((sa)n Va

n=

Y0 = Yno (60)"

(3.40)

et ce jusqu’a ce que la condition d’arrét (équation 3.38) soit vérifiée.
Le probleme résiduel a I'ordre 0 étant résolu, on s’attele a la résolution des équations

au NN autres ordres.

3.3.3 Résolution du probléme a ’ordre n et continuation

Connaissant la valeur de la paire solution (Up,\g), il faut maintenant calculer les autres
paires (U,,\,) de solution a partir des N autres problémes résiduels qui sont réécrits sous

la forme :

{‘ﬁguUl:Id,,\l:o} Up,=— {mgl\Ulzo,)q:l} Ap — {f}{gmUn:O,)\n:O} n=12,..,N (341)

Etant donné que chacune des équations (3.41) sont mal conditionnées car possédant deux
inconnues, on leur associe une fois encore la condition d’orthogonalité des modes qui s’écrit

cette fois ci :

o (U —Up) =0 (3.42)

En désignant par K; = {%91|U1:1d,>\1:0} la matrice linéaire tangente et en introduisant
comme précédemment un multiplicateur de Lagrange, les deux équations (3.41) et (3.42)

forme un systéme dont la résolution donne la paire solution (U,,\,,).
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Kt UO Un - {%91|U1:O,)\1:1} >‘n - {%gnwn:o,)\n:()}
= n = 1, ceey N
tUO 0 X 0
La matrice linéaire tangente

est également singuliére. Cette particularité de la matrice K; exige une condition de

solvabilité pour résoudre le systéme de I’équation (3.43). Cette condition est :

Vo ({Rgrmn=ori=1} M + {Rgnip=or,=0}) = 0 (3.45)

La condition de solvabilité (équation 3.45) permet de calculer d’abord les A, & travers la

formule générique :

"Uo ({Rgnpa=or,=0})

_ 3.46
Ty ((Rororcon]) (3.46)

TL:

Ensuite les A, calculés sont injectés dans le systéme (équation 3.43) dont la résolution per-
met d’obtenir la valeur du vecteur inconnu U,,. A la fin de la série, le rayon de convergence

Op de cette derniére est estimé a travers la formule :

UL 7
op = GH) (3.47)

La continuation ou l'arréte de calcul réside dans la vérification de la condition :

P(i+1) = PG) + 0p
! ’ (3.48)
| PG+ > ps = sup (1)
éventuellement )
P(i+1) = P) — 0P
’ ’ (3.49)
PG+ < pi =inf (I)

\
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La condition de l'équation (3.48) est utilisée lorsque 1’'on débute la construction des
branches solutions de I'équation résiduelle (3.15) en partant de la premiére valeur p(j—g) =
pi = inf(I) de p; alors que la condition (équation 3.49) est utilisée dans le cas ot on com-
mence par pj—gy = ps = sup(l). Lorsque la condition d’arrét est vérifiée, cela signifie
qu’on a couvert tout l'intervalle I et le calcul s’arréte. Dans le cas contraire, la construc-
tion des branches solutions continue avec la construction d’'une nouvelle paire de séries

dont la valeur a 'ordre 0 est obtenue a partir de la série précédente par la formule :

Us = 3_n_g (0p)" Un

Ao = erjzo (5p)n An

(3.50)

éventuellement

Uo = 2712720 (_517)” Un

Ao =30 (=0p)" A

(3.51)

selon que l'on utilise la condition (3.48) ou la condition (3.49). La différentiation des
séries est alors faite par rapport a p(;;1) de méme que la matrice linéaire tangente qui
est actualisée en considérant les nouvelles valeurs de la paire solution initiale calculée par

I'équation (3.50) éventuellement (3.51).

Notons que cette méthode nécessite I'utilisation de la technique d’homotopie juste
pour trouver la solution du probléme & l'ordre 0 pour la toute premiére paire de séries.
Une fois que cette solution est trouvée, la technique d’homotopie n’est plus utilisée jusqu’a
recouvrement total des valeurs de l'intervalle d’étude I. Il est important de mentionner
aussi que d’autres conditions d’arrét peuvent étre ajoutées a celle déja mentionnée, se-
lon les cas considérés. Nous rappelons les formules suivantes permettant le calcul de la

fréquence amortie

W= (1+in) = AF4+iM =)

VAR by

S TR

(3.52)
Q=
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3.3.4 Algorithme de la méthode de résolution

I. Résolution du probléme résiduel a I'ordre 0 par homotopie
1. Détermination de la paire (Vp, ) & travers 1’équation (3.29)
I2. Construction de la matrice tangente [A] selon 1'équation (3.33)
I3. Construction du dénominateur de I’équation (3.36)
14. Evaluation de Ty
I5. Calcul des séries v,, et V,, pour n =1,2,.... N
I5.1. Evaluation de {S,v, o} et {Tnyv,=0} par la DA
[5.2. Evaluation de 7, selon I'équation (3.36)
15.3. Evaluation de V,, selon I’équation (3.32)
I5.4. Actualisation de S,, et T;, par la DA
I6. Test de convergence pour le calcul d’homotopie
16.1. Estimation du rayon de convergence selon I’équation (3.37)
16.2. Si (3.38) n’est pas satisfaite, calcul de (Up, Ag) (3.39),
sinon retour a ’étape 12.
17. Si 'intervalle d’étude est une constante, faire 11.3
et arrét de calcul sinon aller a II.

IT. Résolution du probléme résiduel a l'ordre n et continuation

II1.1. Evaluation de la matrice linéaire tangente K; (équation 3.44)

I1.2. Calcul des séries A, et U, pour n=1,2,....,. N
I1.2.1 Evaluation de {%gl\U1:O,)\1:1} et {%gn‘[]n:o,)\":o} par la DA
I1.2.2. Evaluation de A, selon I'équation (3.46)
I1.2.3. Evaluation de U, selon ’équation (3.43)
I1.2.4. Actualisation de R, par la DA
I1.2.5. Estimation du rayon de convergence (équation 3.47)

I1.3. Test d’arrét
Si (3.48) satisfaite (éventuellement 3.49) ou autres conditions
ajoutées satisfaites, arrét de calcul, sinon initialisation des séries
(3.50, éventuellement 3.51) et retour a II.1

Tableau 3.1 — Algorithme de résolution de probléme aux valeurs propres non linéaires
complexes a parameétres variables

Les formulations théoriques des sections 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3 sont groupées dans un code
numérique programmé sous le logiciel Matlab. Utilisant la boite a outil diamant pour la
différentiation automatique des fonctions et séries, ce code permet une résolution automa-
tique des problémes résiduels se présentant sous la forme de 1’équation résiduelle (3.15).
Pour utiliser ce code, il faut lui fournir les entrées suivantes : les coefficients matriciels de
rigidité K], de masse [M,] et leurs fonctions & différentier associées [E} (X, p)] et [En, (p)];

il faut également a I'entrée donner la premiére valeur a prendre pour p : p; = inf(I) (éven-
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tuellement p, = sup(I)), les constantes [E7 (0,p;)] et [En, (p;)] sont également données
ainsi que le paramétre de précision ¢, le nombre de troncature des séries N et I'intervalle
d’étude I. A la sortie, on recueille les résultats stockés dans des vecteurs et contenant
les valeurs des fréquences amorties, des amortissements et les valeurs correspondantes du
paramétre p . L’algorithme de résolution peut étre résumé comme suit (tableau 3.1) .
Lorsque U'intervalle d’étude I est une constante c’est a dire p; = inf(I) = ps = sup(I),
I’algorithme de calcul s’arréte aprés avoir exécuté la technique de ’homotopie. Ce cas

particulier concerne surtout les calculs discrets.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une nouvelle méthode générique de résolution
de probléme résiduel non linéaire aux valeurs propres complexes a deux parameétres dont
I'un est la fréquence et 'autre un parameétre physique de modélisation. Basée sur le cou-
plage entre la technique d’homotopie, la MAN et la DA, cette méthode est implémentée
sous Matlab et utilise la boite a outil diamant pour la différentiation des séries. L’inté-
rét de cette méthode est qu’elle permet une étude continue des propriétés modales des
structures sandwichs viscoélastiques en fonction de la variation du paramétre physique.
Par ailleurs cette méthode prend en compte différentes lois viscoélastiques et son auto-
matisation permet de gagner en temps de calcul. Elle peut également étre utilisée pour
étudier la sensibilité des propriétés modales par rapport a une variation des parameétres
physiques de la structure tels que : les coefficients de Poisson, les masses volumiques, les
modules d’élasticité, etc....

Dans les deux chapitres suivantes, la méthode développée dans ce chapitre sera utilisée
pour deux cas particuliers d’études a savoir l'orientation des fibres et les épaisseurs des

couches de la structure.
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Chapitre 4

Calcul des propriétés modales de
plaques composites viscoélastiques en

fonction de I'orientation des fibres

4.1 Introduction

L’utilisation des structures sandwichs viscoélastiques pour I'amortissement passif est
fortement fonction de leurs propriétés modales . Pour les structures sandwichs multi-
couches a ceoeur viscoélastique dont les couches sont constituées de stratifiés ou des maté-
riaux composites de type orthotrope, I'orientation des fibres des couches et les séquences
d’empilement de ces derniéres influencent énormément les propriétés modales de ces struc-
tures [90, 91, 92, 97, 99].

Nous proposons dans ce chapitre, différentes formulations éléments finis pour une étude
continue des effets de la variation de 'orientation des fibres des composites constituant les
faces sur les propriétés modales des plaques sandwichs composites a coeur viscoélastique.
Les composites de type orthotrope usuels tels que les monocouches unidirectionnelles, les
stratifiés antisymétriques et les stratifiés croisés symétriques ou antisymétriques seront
considérés. Pour ces types de composites considérés pour les faces du sandwich, les formu-

lations introduisent une nouvelle variable de non linéarité 6 qui est l'orientation des fibres
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dans le probléme aux valeurs propres non linéaires complexes qui d’habitude ne présente
pour seule non linéarité que la dépendance en fréquence. Les nouveaux problémes aux
valeurs propres complexes et fortement non linéaires a double dépendance (w, €) sont
résolus par la nouvelle méthode développée au Chapitre 3. Pour les différentes structures
étudiées, les résultats obtenus par la nouvelle méthode seront confrontés a ceux de la
littérature [99] ou aux résultats obtenus de maniére discréte par la méthode de référence
développée au Chapitre 2. Nous montrerons & travers les résultats numériques que les
variations des propriétés modales ne sont ni standards ni uniformes par rapport aux di-
mensions des structures, des conditions aux limites et des types de lois viscoélastiques.
En fin, nous présenterons briévement 'intérét de ces nouvelles formulations du point de

vue de temps de calcul.

4.2 Plaques sandwichs viscoélastiques trois couches

Nous considérons dans cette partie, une plaque symétrique sandwich trois couches a
coeur viscoélastique. Les couches des faces sont élastiques et orthotropes et leurs fibres sont
orientées dans le repére de référence de la structure par I’angle 6. La couche viscoélastique

est supposée orthotrope non vieillissante. Cette structure est représentée sur la figure (4.1).

n l ZA——te

Figure 4.1 — Plaque sandwich viscoélastique trois couches

Pour étudier de maniére continue les propriétés modales de cette structure, les for-

mulations éléments finis développées dans le Chapitre 2 seront réécrites afin de mieux
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représenter la dépendance en angle d’orientation # des fibres.

4.2.1 Matrices de comportement en membrane et en flexion des

faces

Pour éviter de différentier des matrices de grandes tailles dépendantes de la fréquence
et de 'angle d’orientation des fibres, les matrices de comportement en membrane et en
flexion des faces doivent étre réécrites de maniére convenable.

Les matrices de comportement en membrane et en flexion sont déja définies par la
relation (équation 2.10). Pour réécrire ces matrices, nous posons les constantes (équation

4.1) suivantes & partir des modules d’élasticité du matériau orthotrope utilisé pour les

faces )
HiFE,,
Cll = ———
1 — vy Vya
_HiEy
Co2 = 1—
{ VayVya (4.1)
1y — VyoH By viyHpEy,
12 = =
1 — VpyVya 1 — Vpylya
\666 = Hfoy

A partir de ces constantes (équation 4.1), nous définissons les matrices A;, i = 1,2,..,5
obtenues en utilisant les relations de passage du repére matériau au repére de référence
de la structure (équation 1.54). En effet de la relation (1.54), on regroupe dans une méme
matrice tous les termes de méme coefficient cos*f. La méme chose est faite pour les

coefficients sin @, (sin # cos #)2, sin 6 cos® 6, et sin® f cos § respectivement.

cin ¢z 0
Ay = Cip Cypo 0 (42)

0 0 Ce6

Cyp c12 0
Ar= | ¢ i1 0 (4.3)

0 0 Ce6
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2(c12+ 2ce6) €11 + Cag — 4ces 0
As = | 11 +cop —4degs 2 (c1n + 2c66) 0 (4.4)
0 0 c11 + 22 — 2 (12 + co6)
0 0 C11 — C12 — 2Ce6
Ay = 0 0 Cl2 — Co2 + 2¢66 (4.5)
C11 — C12 — 2Ce6  C12 — Ca2 + 2Ce6 0
0 0 C12 — C92 + 2066
As = 0 0 C11 — C12 — 2Ce6 (4.6)
Clz — Co2 + 2C66  C11 — C12 — 2C66 0

Ainsi la matrice de comportement en membrane définie comme fonction de ’angle d’orien-

tation 8 des faces s’écrit :

Cy (0) = Ay cos® 0 + Aysin® § + Assin® 0 cos® § + Ay sinf cos® 0 + Assin®fcosd  (4.7)

et la matrice de comportement en flexion :

Ct (0) = Bycos* 0 + Bysin® 0 + Bysin® 6 cos® 0 + Bysinf cos® § + Bssin®fcos  (4.8)

avec
1 2

Bz‘:—
12/

A i=1,2,..5 (4.9)

Les matrices A;, B;, i = 1,2,..,5 sont purement réelles et leurs valeurs différent d’un

matériau & un autre.

4.2.2 Equation du mouvement et discrétisation par éléments finis

L’équation du mouvement de flexion dans ce cas particulier de structure plaque symé-

trique a trois couches se déduit de 1’équation de flexion générale du Chapitre 2 et définie
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4.2 Plaques sandwichs viscoélastiques trois couches

par 'équation (2.31) mais avec :

(3} = (G500 )] T} + e[ 0] () + 5 ()

, , (4.10)
(2} = 2105 O 16} + G 0] (4 10} + 5 ()

En utilisant I’élément fini décrit dans le Chapitre 2 ;| et en rajoutant la matrice d’inter-

polation suivante :
Hy h

— [Nus] + = [Vy] (4.11)

Num] = = 2

a celles de I'équation (2.38), on écrit 'équation du mouvement de flexion pour un élément

sous la forme :

wW? [ [ (pehe + 201 Hp) ' [NW] [Nu] ds = [ [, (" [N7] [C7(0c, w)] [Nf]) ds
+ [ Joe 2" [Num] [Con ()] [Num] + 2° [Nug] [C (0)] [Nug] + * [NS] [C5 (6, w)] [NS]) ds
(4.12)
ce qui permet d’obtenir une équation élémentaire de la forme :
[K(w,8) — WM {U} =0 (4.13)

avec K¢(w, ) la matrice de rigidité élémentaire dépendant a la fois de la fréquence et de
I’angle d’orientation des fibres des faces. Nous rappelons que seuls les angles d’orientation
des fibres des faces sont considérés comme des variables, celui du cceur viscoélastique
orthotrope 6. étant supposé constant donc ne constitue pas une dépendance d’étude.
Cette matrice peut étre découplée en deux parties telles que exprimée par ’équation
(4.14) :

[K(w,0)] = [KR(0)] + [KZ(w)] (4.14)

Dans ’équation (4.14) la matrice de rigidité élémentaire [K§] dépendant de I'angle d’orien-

tation des faces est due a la contribution des deux faces de la structure et s’écrit :

KGO =2 [ [ (o] O 0)) o]+ [Nag (€ 0)] g s (119
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En introduisant les décompositions des matrices de comportement en membrane (équation
4.7) et en flexion (équation 4.8), on réécrit la matrice de rigidité élémentaire [K | sous la

forme :

[K5(0)] = [Ktg] cos® 0+ [KSp] sin® 04+ [K$g] sin? 0 cos® 0+ K] sin 0 cos® 0+ [ K] sin® 6 cos
(4.16)

ou les matrices [K | sont définies par :

K5 =2 [ [ (N A N+ Nag (B N} s, 1= 1,205 (417)

L’orientation des fibres des faces n’a aucun effet sur la masse de la structure puisque la
masse volumique des couches n’est pas fonction des orientations de leurs fibres dans la
structure. Ainsi, la matrice élémentaire de masse [M°] reste la méme que celle définie
au Chapitre 2 (équation 2.36). Par contre, la matrice de rigidité élémentaire [K¢(w)]
dépendante de la fréquence et due a la couche viscoélastique est fonction de 'orientation

des fibres 6. qui n’est pas considéré comme parameétre d’étude dans cette formulation :

wmm://cwm@@mehwmwm%mwmws (4.18)

L’assemblage des matrices élémentaires définies par les équations (4.16, 4.18 et 2.36)
permet d’obtenir un probléme aux valeurs propres non linéaires complexes avec deux

paramétres de dépendance (w,f) suivant :
[Kr(0) + K. (w) —w’M]| {U}=0 (4.19)

Comme dans le Chapitre 2, plusieurs cas sont & considérer pour la couche viscoélastique.

Ainsi lorsque cette couche est considérée comme viscoélastique orthotrope (cas général),

108



4.2 Plaques sandwichs viscoélastiques trois couches

la matrice [K. (w)] se déduit de la matrice [K (w)] de I’équation (2.44) et s’écrit :

(

\

(K (w)] = [Kc(0)] + [Kee(w)]
[K.(0)] = E%,.(0) [K1] + G2,0(0) [Ka] + G, (0) [K3] + G, (0) [K] (4.20)

[Kee(W)] = Eipe(w) [Ki] + Gaye(w) [Ka] + Gaze(w) [K3] + Gyze(w) [Kd]

Dans le cas ot la couche est considérée comme viscoélastique unidirectionnelle, on a :

(

[KC(W)] = [KC(O)] + [ch(w)]

Y [K(0)] = E5,.(0) [K1a] + G2, (0) [ 23] (4.21)

xrxc

[Kee(W)] = Eige(w) [Kia] + Guye(w) [Ko3]

\

et dans le cas viscoélastique isotrope :

(

[Ke(w)] = [K(0)] + [Kee(w)]

[Ke(0)] = E2(0) [K,] (4.22)

[Kee(w)] = Ee(w) []

\

De fagon générale, I'équation de vibration libre (4.19) devient :

[Ke(0) + K (0) + Kee (w) —*M] {U} =0,  O€l (4.23)

pour les trois cas de couches viscoélastiques considérées pour le coeur. Les matrices de

rigidité K.(0) représente 1'élasticité retardée de la couche viscoélastique et la matrice de

rigidité Kr () représente la contribution en rigidité des couches des faces.

4.2.3

Intervalle d’étude

Le probléme aux valeurs propres non linéaires complexes obtenu pour cette étude

(équation 4.23), est sous une forme consistant a étudier les propriétés modales de la
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Chapitre 4. Calcul des propriétés modales en fonction de 'orientation des fibres

structure en fonction de 'orientation 6 des fibres des couches des faces. Cet angle doit
varier dans la logique dans lintervalle [0°, 360°]. Mais la parité et I'imparité des fonc-
tions trigonométriques utilisées dans la décomposition des matrices de comportement en
membrane et en flexion des couches des faces (équations 4.7 et 4.8) assurant le passage du
repére matériau au repére de référence de la structure, ajouté a la symétrie de la structure,
font que l'intervalle d’étude devient [0°, 180°]. Lorsque les conditions aux limites appli-
quées aux bords de la structure sont symétriques, cet intervalle d’étude se réduit encore et
devient [0°, 90°]. Dans le cas o la plaque considérée est carrée et que les conditions aux
limites sont également symétriques, I’étude se fera uniquement sur l'intervalle [0°, 45°].
Pour ce cas, I'extension de I'étude sur [0°, 180°], est faite par la symétrie du résultat de
[0°, 45°] d’abord par rapport & x = 45°; puis la symétrie du résultat obtenu par rapport
ax=90°

4.2.4 Résolution continue du probléme

Le probléme aux valeurs propres non linéaires complexes (équation 4.19) obtenu par
cette formulation est résolu de maniére continue par la nouvelle méthode du Chapitre 3.
Pour ce faire, nous avons posé les coefficients matriciels et leurs fonctions a différentier

comme suit :

[Kg] =" [K1R7 KQR) K3R7 K4Ra K5R7 Kv}
(4.24)

[E; (/\vp)} = [E; (/\7p) ) E;Z ()\,p) ’ E;3 ()‘7p) ) E;4 (/\7]9) ’ E;5 (/\vp> ’ E;G ()\,p)} (425)

avec )
Er (A p) = cos'p E:y (A, p) = sinpcos® p
B (A p) = sin® p Ers (A p) = sin® p cos p (4.26)
| 5y O p) = sin?peostp By () = E2(0) + E.()
et

[Em (p)] =1 (4.27)



4.3 Plaques sandwichs viscoélastiques multicouches

I'intervalle d’étude I est défini suivant les dimensions de la structure et des conditions aux
limites qui lui sont appliquées. Nous rappelons que A = w? et que p = 0 est le paramétre

d’étude

4.3 Plaques sandwichs viscoélastiques multicouches

Nous considérons a présent, une plaque dont les faces sont constituées de stratifié de
plusieurs couches référencées du haut en bas par 7, leur épaisseur par hy; et I'orientation

de leurs fibres par ; comme ce fut le cas dans le Chapitre 2 (figures 2.1 et 2.2).

4.3.1 Plaques sandwichs de séquences particuliéres

Dans la littérature [94, 113], on rencontre souvent des structures constituées de strati-
fiés de séquence du type [0 + a1 /.../0 + oy, /], (figure 4.2). Pour cette séquence générale,
seul I'angle 0 sera considéré variable dans cette étude, les autres angles (aq, ..., o, ) sont
donc considérés constants. Cette séquence générale permet d’obtenir des séquences parti-
culiéres telles que les cas ot les faces sont constituées des stratifiés croisés symétrique ou

antisymétrique.

symétrie X

Figure 4.2 — Plaque sandwich de séquence particuliére

4.3.1.1 Matrices de comportement en membrane et en flexion

Pour pouvoir mener a bien cette étude, nous allons récrire la matrice de comporte-

ment en membrane et en flexion de chaque couche constituant les faces en linéarisant les
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fonctions trigonométriques (cos* 6, sin* 6, (sin @ cos)?, sinfcos® 0, et sin®6@cosf)1234°

contenues dans ces expressions. Une telle linéarisation permet de réécrire la matrice de

comportement en membrane de I’équation (4.7) sous la forme :

Chm (0) = ag + ay cos (40) + ag cos (20) + az sin (46) + a4 sin (20) (4.28)

avec a;, j =0,1,..,4 des matrices qui sont fonctions des modules d’élasticité du matériau

et sont exprimées comme suit :

= Daye L,

a; = %fh + éAz - éAs

as = %Al - %Az (4.29)
as = %A4 - éAs

1= ;1A4 + 2A5

ou les A;, j =1,2,..,5 sont données par les équations (4.2, 4.3, 4.4, 4.5 et 4.6). Ainsi
pour une couche référencée 7, dont les fibres sont orientées par l'angle 6 + «; la matrice

de comportement en membrane s’écrit :

C! (0 + a;) = al+a) cos (40 + day)+ab cos (20 + 2a;) +ak sin (460 + 4a;) +a’y sin (20 + 2a;)
(4.30)
Les angles additionnels «; étant des constantes, les développements 7™ des cos (k6 + ka;)

et sin (k€ + koy) k = 2,4 permettent de réécrire cette matrice sous la forme :

Cl (04 oy) = Al + A cos (40) + Al cos (20) + A% sin (46) + A sin (20) (4.31)

cos? 0 = cos (46) /8 + cos (20) /2 + 3/8

sin® @ = cos (46) /8 — cos (26) /2 + 3/8

(sinf cos )% = 1/8 — cos (46) /8

sin  cos® @ = sin (460) /8 + sin (260) /4

sin® @ cos § = —sin (46) /8 + sin (20) /4

cos (kO + ko) = cos (k) cos (ka;) — sin (k) sin (ko)
sin (k0 4 ka;) = sin (k0) cos (ka;) + cos (k) sin (ko)

A S e
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4.3 Plaques sandwichs viscoélastiques multicouches

ou les coefficients matriciels Aj-, 0= 1,2,...n, 7 = 0,1,...,4 sont des combinaisons
des matrices a;, j = 0,1,..,4 , combinaisons issues des formules trigonométriques de

développement. Ces matrices sont alors exprimées comme suit (équation 4.32) :

i g
Ay = ag

Al = a} cos (4a;) + af sin (4day;)

b = abcos (204) + a’ sin (20y) (4.32)
Al = —a’ sin (4o;) + af cos (4oy)
Al = —alsin (2;) + a, cos (2a;)

La matrice de comportement en flexion se déduit de la matrice de comportement en

membrane comme ce fut le cas des plaques (section 4.2) trois couches et s’écrit :
C5 (0 + oy) = By + B cos (40) + Bj cos (20) + B sin (40) + By sin (20) (4.33)
les coefficients matriciels s’exprimant dans ce cas par :

2_1 2 7
B = Shid;

Wi VR

i=1,2,...,n, j=0,1,..4 (4.34)

4.3.1.2 Equation du mouvement et discrétisation par éléments finis

Pour utiliser I’élément fini développé pour les plaques multicouches dans le Chapitre 2,
il est important de réécrire certaines expressions dans I’équation de mouvement de flexion,
notamment les matrices des moments fléchissants { Mz} et {M,, }(équation 2.29) qui sont
directement affectés par les variations d’angle 6. Pour cela nous allons exprimer les termes

portant les sommations dans I’expression de ces moments. Ainsi :

n

S oM} =2> {M}=2 Z [C} (0 + )] {r} (4.35)

i#n+1 i=1
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En remplagant C' (6 + o) par son expression de I'équation (4.33), la somme des moments

(équation 4.35) des couches de faces s’écrit finalement :

D M} =235, Byl {r} + 2cos (40) 3201, [Bi] {x} + 2cos (20) D25, [Bo] {}

250 (40) 7, [BY] {x) + 25in (20) S0, [BY] {)
(4.36)

En remplagant C? (6 + «;) par son expression de 1’équation (4.31) dans expression de la

sommation { Mz} (équation 2.29) on a :

5321 ((z@-—%{m}ﬂ{m ) - Z J) )
+ cos (40) h, Z [AY] {K:} + cos (20) h Z [AL] {r:} (4.37)

+ sin (460) h, Z [A4] {x:} + sin (20) h Z [AY] {x:}

avec
he he
{ri} = (2 — 5) {rx}+ 5 {Kc} (4.38)
De maniére similaire, la sommation de {M,,} (équation 2.29) devient :

> (2 [CZ]((‘—%){“}+%{KC))—QZ ley 48] i)

n hc

+2 cos (46) Z(z ~ %) [AL] {k:} + 2 cos (26) Z( i— ) [A] {si} (4.39)
+2sin (40) Z<Zl — %) [A5] {r:} + 2sin (20) Z(zz — %) [AL] {xi}

Les décompositions des formules (équations 4.36, 4.37 et 4.39) évitent de faire une som-
mation sur angle d’étude . Leur utilité sera prouvée beaucoup plus loin au cours de la
résolution du probléme aux valeurs propres non linéaires complexes obtenu. En discréti-
sant 1’équation de mouvement de flexion (équation 2.31) avec I’élément fini du Chapitre
2, on obtient un probléme élémentaire aux valeurs propres, semblable & celui obtenu dans

le cas de plaque trois couches (équation 4.13) mais dont seule 'expression de la matrice
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4.3 Plaques sandwichs viscoélastiques multicouches

de rigidité différe. En effet, la matrice de rigidité dépendante des deux parameétres de non
linéarité w et @ peut étre découplée comme dans le cas de 1'équation (4.14). La matrice
[K¢(w)] reste la méme que dans le cas des structures plaques trois couches, quelque soit le
type de matiére viscoélastique considérée pour le cceur. L’expression de [K§(6)] devient

par contre :
[K5(0)] = [K§g] + [K{g| cos (40) 4+ [KSg] cos (20) + [K$g] sin (40) + [K{g] sin (26) (4.40)

ol les matrices élémentaires [K jR} , 7 =0,1,...,4 ont pour expression :

[Kfr] =2 / / E (t [Ny] (%)2224 [Nf]> ds

+2//Se (t [Nuw] 'n <B;l+ (2 — %)%4;1)] [wa]> ds
w2f [ ( [N [ nl (%i- %)A;ﬁ)] [Nf]> s

(4.41)

1=

= ( N [z (e %M;)] [wa]) s

L’assemblage des matrices élémentaires conduit & un probléme aux valeurs propres non
linéaire et a double dépendance similaire a celui de ’équation (4.23) et dont la matrice

de rigidité réelle [Kg(0)] dépend de 'angle d’orientation 6 et a pour expression :
[KR<0)] = [KOR] + [KlR] COS (40) + [KQR} COS (20) + [KgR] sin (49) + [K4R] sin (29) (442)

les matrices [K;g|, 7 = 0,1,...,4 étant issues de 'assemblage des matrices élémentaires

[K¢:] . j=0,1,....,4 définies a I'équation (4.41).
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4.3.1.3 Faces constituées de stratifiés croisés symétrique ou antisymétrique

Un stratifié croisé est constitué de couches dont les directions principales sont orientées
alternativement a 0° ou 90° des directions de référence du stratifié. Un stratifié croisé est
dit symétrique lorsque son nombre de couches est impair soit n = 2p + 1, tandis qu’il est

dit antisymétrique pour un nombre de couches pair soit n = 2p (figure 4.3).

(a) Stratifié croisé symétrique trois couches (b) Stratifié croisé antisymétrique quatre couches

Figure 4.3 — Stratifiés croisés

Ainsi, pour avoir le cas particulier de structures sandwichs plaques dont les faces sont
constituées de stratifié croisé symétrique, il suffit de prendre un nombre impair de couches
et prendre les angles d’orientation o; = 0° (ou 90°) pour les ¢ pairs et o; = 90° (ou 0°)
pour les ¢ impairs. De méme pour avoir le cas particulier de structures sandwichs plaques
dont les faces sont constituées de stratifié croisé antisymétrique il faut prendre un nombre
pair de couches et l'orientation est faite de la méme maniére que pour le cas de stratifié
croisé symétrique. Dans tous les cas, les épaisseurs des couches sont les mémes. Pour ces
deux cas, I’ajout de ’angle @ sur les orientations des différentes couches signifie la rotation

de I'angle 6 de tout le stratifié constituant les faces .

4.3.2 Plaques sandwichs de faces constituées de stratifié antisy-
métrique

Un stratifié antisymétrique est constitué de couches en nombre pair, dont la répartition
des épaisseurs est symétrique alors que celle des orientations des axes est antisymétrique
par rapport au plan moyen du stratifié. Ainsi, pour notre structure sandwich viscoélastique
considérée, dire que les faces inférieure et supérieure de la structure sont constituées de
stratifié antisymétrique revient a considérer :

— le nombre de couches de chaque face égal a n = 2p
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4.3 Plaques sandwichs viscoélastiques multicouches

— lorsque 'angle d’orientation de la couche i est 6+, celui de la couche k = n+1—1
égal & — (0 + o), pour tout 1 = 1,2, ..., p

— de plus les épaisseurs telles que hy; = hypq1-; , pour tout @ = 1,2, ...,p

Figure 4.4 — Stratifié antisymétrique quatre couches

4.3.2.1 Matrices de comportement en membrane et en flexion

Pour la plaque sandwich considérée dans cette section, la face supérieure (ou inférieure)
est subdivisée en deux parties suivant son plan moyen. Les couches en haut de ce plan
moyen (couches de référence i = 1,2, ..., p ) ont un comportement en membrane donné par
I'équation (4.31) et celui en flexion par I’équation (4.33). Par contre, les couches en dessous
de ce plan moyen ont un comportement en membrane pour tout k =p+ 1, p+2,...,2p

comme suit :

Ck (=0 — ai;) = Ak + Aj cos (40) + A5 cos (20) + A} sin (40) + A% sin (20) (4.43)

avec des coefficients matriciels différents de ceux de la formule (équation 4.32) et sont

exprimées par la formule (équation 4.44)

kE_  k
Ap = ag

A¥ = ak cos (4a;) — af sin (4a;)

Ab = ak cos (2;) — af sin (2a;) (4.44)
Ab = —alsin (4a;) — af cos (4ay)
AY = —ak sin (2a;) — af cos (2a;)
\
k

avec 1 = 2p + 1 — k. Les matrices a 7 =0,1,...,4 étant calculées de la méme maniére
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que dans la formule (équation 4.29). La matrice de comportement en flexion se déduit
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toujours de la matrice de Comportement en ﬁeXiOH par la formule gé nérale
; 1 .
f 12 i~ m> ) Sy ) &P

La symétrie de la structure impose toujours le développement des formules pour une seule

face.

4.3.2.2 Equation du mouvement et discrétisation par éléments finis

L’équation du mouvement de flexion de cette structure est identique a celle détaillée
dans le Chapitre 2 (équation 2.31). De méme, la discrétisation par éléments finis de cette
équation est similaire a celle déja exposée dans le cas des structures plaques sandwichs de
séquence [0 + aq/.../0 + o, /c],. Toutefois, les sommations se font en deux parties, d’abord
de 1 & p puis de p+ 1 & 2p pour bien prendre en compte les expressions des matrices de
comportement en membrane et en flexion en se servant des équations (4.31 et 4.43). Ce
faisant, le probléme aux valeurs propres non linéaire élémentaire et global obtenu sont
identiques & ceux des équations (4.13) et (4.23) sauf I'expression de la matrice [Kg(6)]

qui est similaire a celui de I’équation (4.42).

4.3.3 Faces constituées de stratifiés équilibrés ou alternés

Un stratifié est dit équilibré s’il comporte autant de couches orientées suivant un angle
0 que de couches orientées suivant un angle —@. Il peut étre quelconque, symétrique ou
antisymétrique.

Lorsque le stratifié est constitué de couches orientées alternativement suivant les di-
rections 6 et —6, relativement aux axes de référence du stratifié, ce dernier est dit alterné.
Un stratifié équilibré peut étre également alterné.

Pour ces genres de stratifiés, I’équation du mouvement de vibration libre décomposée
en fonction de I'angle d’orientation 6, s’obtient en appliquant les comportements respectifs
de I’équation (4.31) pour les couches d’orientation 6 et de I’équation (4.44) pour les couches

d’orientation —6 les angles additionnels étant a; = 0. Ce faisant, on écrit une fois encore
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I'équation de mouvement de vibration libre sous la forme donnée par I’équation (4.23).

4.3.4 Intervalle d’étude

Le comportement observé dans le cas de structure sandwich viscoélastique a trois
couches s’observe également dans les cas actuels. En effet les fonctions trigonométriques
(cos (40), cos (20)) sont paires alors que (sin (46), sin (26)) sont impaires, de plus la struc-
ture est toujours symétrique. On se retrouve ainsi dans les mémes conditions que celles

décrites dans la sous section 4.2.3.

4.3.5 Résolution continue du probléme

La résolution continue du probléme aux valeurs propres non linéaires complexes des
sandwichs multicouches viscoélastiques par la nouvelle méthode du Chapitre 3, revient a

poser les coeflficients matriciels et leurs fonctions associées a différentier comme suit :

[Kg] =! [K0R7 K1R7 K2R7 K3R7 K4R7 Kv]
(4.46)

[M,] = [M]

[EX (A p)] = [E (AN p), Ely(A\p), Eis(A\,p), Eiy(A\p), Eis(A\,p), Eis(\,p)] (4.47)

avec .
E; (Ap)=1 Eg, (A, p) =sin (4p)
Ejy (A, p) = cos (4p)  Ej; (A, p) = sin (2p) (4.48)
\E;:a (A,p) =cos (2p) Eys (A p) = E:0)+ E.(\)
et

[Em (p)] =1 (4.49)

Ici encore, le paramétre d’étude est l'orientation des fibres des couches dont l'intervalle
décrit varie selon les dimensions de la structure et des conditions aux limites qui lui sont

appliquées mais également de la séquence d’empilement des couches. Ici encore A = w? et
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Chapitre 4. Calcul des propriétés modales en fonction de 'orientation des fibres

p = 0 est le paramétre d’étude

4.4 Tests de validation et Résultats numériques

Pour valider les formulations théoriques développées dans ce chapitre, nous allons pré-
senter dans cette section quelques résultats numériques. Nous allons tout d’abord valider
le modéle éléments finis pour les structures sandwichs trois couche (section4.2) en com-
parant les résultats obtenus avec notre nouvelle méthode de résolution (3) a ceux de la
littérature [99]. Ensuite pour des structures plus complexes, n’ayant pas trouvé dans la
littérature des résolutions de problémes de ce type, une comparaison sera faite par rapport
a un calcul discret correspondant aux développements du Chapitre 2 ou tous les angles
d’orientation des fibres sont connus d’avance. La résolution continue par la nouvelle mé-
thode sera dénommée CCNM (Calcul Continu par la Nouvelle Méthode) et la résolution
discréte par CDPM (Calcul Discret par le Présent Modele). Pour les calculs, une étude de
convergence non présentée dans le document permet de fixé pour le CCNM, la précision
a e = 10"* et pour le CDPM & ¢ = 1075, Dans les deux cas de calculs, le nombre de
troncature des séries est fixé & NV = 20. Nous rappelons que pour le calcul par homotopie
dans le CCNM la précision utilisée est e = 107° . Différents types de structures de part
les dimensions,les lois viscoélastiques et les conditions aux limites seront présentés. Ces
conditions aux limites (CL) seront écrites en adoptant la codification anglaise représen-
tant 'encastrement par C (Clamped) ’appui simple par S (simply supported) et libre par
F (Free).

4.4.1 Cas des structures sandwichs a trois couches
4.4.1.1 Poutre sandwich viscoélastique

Le premier test de validation concerne une poutre sandwich viscoélastique trois couches
encastrée-libre. Cette poutre dont les faces sont en graphite-epoxy (T7300/5208) est

étudiée par Arvin et al. [99]. Les autres caractéristiques de la poutre sont présentées dans
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4.4 Tests de validation et Résultats numériques

le tableau (4.1).

Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du coeur Les couches de face
hfp =4 E*(0) =2,097026M Pa  E,, = 141,2GPa,
he =20 E¥(w)=EX0)(1+0,3)) E, =9,72GPa
L = 1000 v, = 0,49 Gyy = 5,53G Pa,

[ =25 pe = 970kg.m=3 Vgy = 0,28

pr = 1536kg.m™3

Tableau 4.1 — Caractéristiques géométriques et mécaniques de la poutre sandwich

Dans leur étude, Arvin et al. ont étudié la variation des propriétés modales de cette
poutre en fonction de 'angle d’orientation des faces en incrémentant a pas de 10° sur
I'intervalle d’étude I = [0°, 90°]. Ce probléme de vibration propre est repris avec notre
formulation et le probléme aux valeurs propres non linéaires complexes est résolu de
maniére continue par la nouvelle méthode du Chapitre 3. Pour faire cette étude, la poutre
sandwich viscoélastique trois couches a été maillée a 160 x 4 éléments. Nous présentons sur
la figure (4.5) une comparaison de nos résultats et ceux de Arvin et al. [99] pour les quatre
premiers modes de vibration en flexion de cette poutre. On note une bonne corrélation
entre résultats des deux formulations pour les quatre premiers modes de flexion tant au
niveau des fréquences que des amortissements. Pour le quatriéme mode, on observe un
écart pour la valeur # = 0° au niveau de la fréquence et de 'amortissement pour les deux
formulations. En effet il s’agit tout simplement d’une omission puisque pour cette valeur
0 = 0° Arvin et al. [99] ont pris la valeur du cinquiéme mode & la place du quatriéme mode.
Nos calculs pour le cinquiéme mode donnent €2 = 141,13Hz et n = 0,034 , alors que la
valeur qu’ils ont représentée pour le quatriéme mode sur la figure est : 2 = 140,41 Hz et
n = 0,034. Pour le quatriéme mode, la courbe de variation de la fréquence amortie passe
par un point maximum autour de la valeur 8 = 7,32°. Pour les valeurs de 'orientation
inférieure a la valeur du maximum (6 = 7,32°), 'amortissement du quatriéme mode est
presque constante et augmente rapidement au dela de 6 = 7,32°. Cette observation ne
peut pas étre faite dans le cas du calcul discret de Arvin et al. [99] puisque le calcul pour

I’orientation 6§ = 7, 32° n’a pas été fait.
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Figure 4.5 — Etude continue des propriétés modales de la poutre sandwich

4.4.1.2 Plaques sandwichs viscoélastiques

Les résultats qui seront présentés dans cette sous section, concerne le cas des structures
de la section 4.2. Nous reprenons alors la plaque 2 (tableau 2.5) en remplagant sa couche
centrale viscoélastique par une couche en ISD112 4 27°C (2.4). Cette plaque est dénommée

plaque 6 et ces caractéristiques géométriques et mécaniques sont rappelées dans le tableau

(4.2).
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Figure 4.6 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6, CL : CCCC

Pour cette plaque, nous présentons la variation des propriétés modales (fréquences
amorties et amortissements) pour trois conditions aux limites : encastrements, appui
simple et encastrement de deux cotés successifs les deux autres étant libres. Pour les deux
premiéres conditions aux limites, leur symétrie ajoutée au fait que la plaque 6 est rectan-
gulaire impose une étude sur l'intervalle = [0°, 90°] (4.2.3). Pour la derniére condition

aux limites par contre, son asymétrie impose une étude sur Uintervalle I = [0°, 180°].
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Figure 4.7 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6, CL
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60 180

Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du coeur  Les couches de face
hyi = 0,762 E., = 119GPa, G, = 3GPa
he = 0,254 ISD112 a 27°C E, =F.,=8,7GPa
L =300 Loi (2.1) Guy = Gy = 4G Pa,
{ =100 Vpy = Vg, = 0,32
vy, = 0,3, py = 1560kg.m=3

Tableau 4.2 — Caractéristiques géométriques et

mécaniques de la plaque 6
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Figure 4.8 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6, CL : SSSS

[’étude continue par la méthode de résolution décrite dans le Chapitre 3 de la plaque
6 pour le cas de I'encastrement (figure 4.6), montre une croissance des fréquences amorties
pour les trois premiers modes de vibration sur I'intervalle d’étude I alors que les amortisse-
ments correspondants a ces fréquences décroissent. Pour le cas de la condition aux limites
appui simple (figure 4.8), les fréquences amorties des deux premiers modes croissent sur
'intervalle d’étude alors que celle du troisiéme mode croit légérement d’abord sur [0°, 30°]
avant de décroitre 1égérement sur I’autre partie de I. Pour les amortissements par contre,

seul celui du premier mode croit sur 'intervalle d’étude [ ; alors que ceux des deuxiéme et
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Chapitre 4. Calcul des propriétés modales en fonction de 'orientation des fibres

troisiéeme modes alternent des phases de décroissance et de croissance présentant ainsi des
extrémums pour les valeurs # = 23°, # = 60° pour le deuxiéme mode et § = 25°, § = 57°.
L’étude de la plaque 6 pour la condition aux limites encastré de deux cotés consécutifs et
libres des deux autres, montre réellement la dissymétrie des propriétés modales . Alors que
les deux premiers modes présentent des maximums autour de 6 = 85° pour les fréquences
amorties, le troisiéme présente un minimum pour # = 105°. Pour les amortissements, on
observe un maximum a 6 = 87,5°, 6 = 80,5°, et # = 0°, 180°, respectivement pour le

premier, le deuxiéme et le troisiéme mode.

4.4.2 Cas des structures plaques sandwichs dont les faces sont en

stratifié

Les cas d’étude qui vont suivre concernent des structures sandwichs plaques dont les

faces sont constituées de stratifié de séquences diverses.

4.4.2.1 Faces constituées de stratifié croisé symétrique

Le premier cas d’étude correspond a ’étude de la sous section 4.3.1.3. Nous considé-
rons pour cette étude, une plaque rectangulaire dont le coeur est congu avec le matériau
viscoélastique DYAD a 25°C (2.4). Cette plaque que nous désignerons par plaque 7 a ses
faces constituées de stratifié croisé symétrique avec trois couches chacun dans la séquence
générale [0/0 + 90/0]. La représentation séquentielle générale de la plaque 7 est alors
16/6490/6/c/6/0 4 90/6] ou plus simplement [#/6 + 90/6/c|, et ces caractéristiques géo-
métriques et mécaniques sont regroupées dans le tableau (4.3). Nous présentons pour cette
structure, quatre différentes conditions aux limites pour I’étude continue des propriétés

modales .
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4.4 Tests de validation et Résultats numériques

Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du coeur  Les couches de face
hyi = 0,2 Ey = 119GPa, G, = 3GPa
1=1,2,3 DYAD a 25°C (24) E,, =FE,, =8,7GPa
h, = 0,2 Loi (2.51) Gy = G,. = 4GPa,
L =300 Vgy = Vg, = 0,32
[ =100 vy, = 0,3, py = 1560kg.m =3

Tableau 4.3 — Caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque 7
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Figure 4.9 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 7, CL : CCCC
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Figure 4.10 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 7, CL : SSSS

Ainsi la figure (4.9) montre que pour avoir une fréquence amortie et un amortissement
maximal pour les trois premiers modes, il faut prendre I'angle § = 90° pour la condition
aux limites encastrement. Pour la condition aux limites appui simple (figure 4.10) par
contre, les amortissements optimaux sont obtenus autour de # = 40° pour les trois premiers
modes. Dans cette zone d’orientation, les courbes des fréquences amorties des deuxiéme et
troisieme mode présentent également des valeurs maximales mais cette valeur maximale

s’obtient pour le premier mode pour 6 = 90°.
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Figure 4.11 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 7, CL : CFCF
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Figure 4.12 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 7, CL : CCFF

4.4.2.2 Faces constituées de stratifié croisé antisymétrique

L’exemple présenté ici concerne une plaque sandwich symétrique notée plaque 8 dont
chaque face est constituée d’un stratifié croisé antisymétrique de quatre couches de méme
épaisseur. La couche viscoélastique est cette fois c¢i du DYAD & 38°C. Les propriétés
générales de cette structure sont représentées dans le tableau (4.4). Cet exemple fait
référence aux types de structures de la sous section 4.3.1.3. La représentation séquentielle
générale de la plaque 8 est [6/6 +90/6/6 +90/c/6/6 +90/6/6 + 90] ou plus simplement

[6/60 +90/60/6 + 90/c],. Deux conditions aux limites sont présentées pour cette plaque :
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encastrement (figure 4.13) et une alternance d’encastrement et d’appui simple (figure

4.14).
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Figure 4.13 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 8, CL : CCCC

Une analyse des courbes de variation pour les trois premiers modes montre pour la
condition aux limites encastrement que les fréquences amorties varient trés peu ce qui n’est
pas le cas des amortissements correspondants. Alors que les modes deux et trois présentent
des amortissements optimaux pour l'orientation # = 45°, on observe un amortissement
quasi minimal pour le premier mode pour cette orientation. L’amortissement optimal du

premier mode s’obtient pour la valeur § = 90° de l'orientation. La figure (4.14) de son
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coté révele que les fréquences amorties sont également peu influencées par la variation
de I'angle d’orientation # et pour obtenir des amortissements optimaux pour les trois

premiers modes de vibration, il faut prendre I'angle d’orientation autour de 6 = 40°.
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Figure 4.14 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 8, CL : CSCS
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Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du coeur  Les couches de face
hyi = 0,2 Ey = 119GPa, G, = 3GPa
1=1,2,3,4 DYAD 4 38°C (24) E,, =FE,, =8,7GPa
h, = 0,2 Loi (2.51) Gy = G,. = 4GPa,
L =300 Vgy = Vg, = 0,32
[ =100 vy, = 0,3, py = 1560kg.m =3

Tableau 4.4 — Caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque 8

4.4.2.3 Faces constituées de stratifié antisymétrique

Un autre exemple de cette étude continue des propriétés modales concerne une struc-
ture plaque rectangulaire dont les faces sont constituées de stratifié antisymétrique tant
au niveau des angles d’orientation qu’au niveau des épaisseurs des couches du stratifié. Le
stratifié antisymétrique en question est formé de quatre couches. Les angles d’orientation
additionnelle ont pour valeur : a; = 0, apy = 45. Dans le repére de référence de la structure
plaque sandwich ainsi constituée, ce stratifié a pour séquence [6/0 + 45/ — 0 — 45/ — 0).
La couche viscoélastique de cette plaque qui sera appelée plaque 9 est en PVB a 20°C (2.4).
La condition aux limites dissymétrique CFSF seule est représentée pour cette structure

plaque sandwich dont les caractéristiques sont représentées dans le tableau (4.5).

Caractéristiques Caractéristiques mécaniques
géométriques(mm) La couche du cceur  Les couches de face
hfi =hsp =0,2 E., = 119GPa, G, = 3GPa
ho = hps =0,1 PVB 4 20°C (24) E,, =FE,, =8,7GPa
he=0,4 Loi (2.52) Gy = Gy, = 4G Pa,
L =300 Vpy = Vg, = 0,32
[ =200 vy, = 0,3, py = 1560kg.m=3

Tableau 4.5 — Caractéristiques géométriques et mécaniques de la plaque 9

La courbe de variation des propriétés modales (figure 4.15) de cette structure montre
une variation de ces derniers en fonction de I'orientation #. On notera d’aprés ces courbes
de variation que pour avoir un amortissement optimal en moyenne pour ces trois premiers

modes, il faut fixer la valeur de cette orientation a 8 = 145°.
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Fréguence amortie Q (Hertz)

Facteur de perte n

Figure 4.15 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 9, CL

4.5 Temps de calcul

L’un des intéréts de ce travail est le gain de temps de calcul ; pour cela il est important
de présenter les temps de calcul des deux méthodes. Ces temps de calcul sont résumés dans
le tableau (4.6) ou CL, NIT, NIN et TC signifient respectivement : conditions aux limites,
nombre d’itération, nombre d’incrément et le temps de calcul CPU. Pour la nouvelle
méthode de résolution du Chapitre 3, le temps de calcul est fortement dépendant du

maillage de la structure mais surtout du type de fonction & différentier. Ainsi, le temps
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4.5 Temps de calcul

de différentiation par la DA de la dépendance de 'ISD112 (2.4) est moindre que celui du
DYAD (2.4) alors que les deux matériaux sont représentés par le méme type de loi, celle
de Maxwell généralisé (2.51). Cette différence est due au nombre de termes utilisé pour la
représentation de chacun de ces matériaux (n = 3 pour 'ISD112 et n = 5 pour le DYAD).
Le temps de différentiation des lois des modéles fractionnaires de Maxwell est cependant
encore meilleur par rapport aux lois de type puissance telle que celle du PVB (2.52).
Globalement, plus les courbes de variation des propriétés modales présentent des formes
compliquées, plus le nombre d’itération est grand et plus le temps de calcul est également
important. Toutefois le temps de calcul par la nouvelle méthode est nettement meilleur
a un calcul incrémental. En effet, dans la résolution des problémes aux valeurs propres
non linéaires complexes par la méthode d’homotopie [74], la résolution du probléme initial
(3.29) appelant la méthode de Krylov-Arnoldi [69] implémentant la fonction "eigs" sous
Matlab constitue environs 80 & 90% du temps de calcul alors que cette méthode est
utilisée une seule fois dans le CCNM. De plus alors que la technique d’homotopie fait
une, deux, voir jusqu’a cing itérations pour trouver la solution pour une valeur donnée de
I’angle d’orientation, une seule itération de la nouvelle méthode donne les solutions pour
un ensemble de valeurs de cet angle d’orientation. Par ailleurs les calculs élémentaires
d’intégration de Gauss, d’assemblage, d’application des conditions aux limites qui sont
répétés a chaque fois dans le CDPM sont effectués une seule fois dans le CCNM. Le gain
en temps de calculs est alors assuré dans tous les cas pour le CCNM par rapport au
CDPM. Rappelons que les valeurs du NIT du tableau (4.6) correspondent aux nombres
d’itération de chaque mode pour le CCNM. Nous pouvons voir dans le tableau (4.6) que la
nouvelle méthode a toujours permis de décrire correctement les variations des propriétés
modales en un temps moindre. Le cas le plus flagrant est celui de la plaque 7 pour les
conditions CCCC et SSSS. En effet un calcul pour une valeur de I’angle 6 cotite environ
300 secondes par la méthode discréte. Pour une simple augmentation de 50%, la nouvelle

méthode permet de calculer les propriétés modales de toutes les valeurs de 6 de 0 & 90°.

Nous rappelons une fois encore que les calculs sont faits sur 'ordinateur portable ASUS

Intel Core 13-2350M CPU @ 2.30GHz 2.30GHz.
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CL CCCC SSSS  CCFF  CFCF CSCS  CFSF
NIT (555) (566) (12,12,13) - - -

CCNM

lnctie 6 TC 423 176 790 ; . ;
blaq cppy NN 17 17 35 - - -
TC 2281 2255 6336 : : :
NIT (5,5,5) (5,55) (12,12,12) (6,9,9) - -
- . CONM —r—468 454 973 643 . -
aque cppy NIN_ 10 10 19 10 - -
TC 3058 2940 6212 3707 ; -
NIT (6,6,6) ; : : (6,5,9) :
- . CONM —ra—58 : : : 478 ;
aque cppy NN 10 - - - 10 ;
TC 3781 : - . 1020 -
NIT - - - - - (10,13,27)
CONM —7 : . - . - 1047
Plaque 9
cppy NN - - - - 19
TC - : - . . 1943

Tableau 4.6 — Temps de calculs (en seconde) du CCNM et du CDPM

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé différentes formulations éléments finis pour étu-
dier de maniére continue les effets de I'orientation des fibres sur les propriétés modales des
structures sandwichs composites viscoélastiques. Nous avons étudier successivement : les
structures a faces monocouche unidirectionnelle, les stratifiés antisymétriques, les strati-
fiés croisés symétrique ou antisymétrique. La nouvelle méthode de résolution présentée au
Chapitre 3 a été utilisée et validée pour ’ensemble des structures étudié. L’intérét de cette
étude réside dans le faite qu’a partir d’un seul assemblage on arrive a étudier les propriétés
modales sur un grand intervalle prédéfini pour I'angle 6. On supprime ainsi la répétition
des calculs élémentaires généralement effectués pour les calculs discrets par éléments finis.
De plus, on arrive a suivre rigoureusement la courbe de variation des propriétés modales
, peu importe sa complexité; ce qui n’est pas le cas des calculs incrémentaux ot on ne
peut envisager ce qui se passe entre deux valeurs consécutives. Le gain de temps de calculs
observé prouve l'intérét de cette méthode.

Nous rappelons toutefois que pour des plaques presque carrées ou carrées, la nouvelle
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4.6 Conclusion

méthode de résolution ne permet pas une classification des modes de vibration et que sur
certain intervalle un mode peut devenir un autre [114]. Le tracé des courbes de variation
permet de bien observer le phénoméne.

A part lorientation des fibres des composites par rapport a la structure globale,
d’autres parameétres de conception tel que les épaisseurs des couches influent également
sur les propriétés amortissantes des structures sandwichs viscoélastiques. Nous présentons
dans le chapitre qui va suivre, les effets de la variation des épaisseurs des couches sur les

propriétés modales des structures sandwichs viscoélastiques.

137



138



Chapitre 5

Calcul des propriétés modales des
plaques composites viscoélastiques en

fonction des épaisseurs des couches

5.1 Introduction

Les épaisseurs des couches constituant les structures sandwichs viscoélastiques ont
également une grande influence sur les propriétés modales de ces derniéres. D’une fa-
¢on générale, plus I'épaisseur de la couche viscoélastique du sandwich augmente, plus
I’amortissement est important. Cependant 1’épaisseur des couches devient rapidement
une contrainte en ce sens ou plus les épaisseurs augmentent plus la structure est lourde.
Or la quéte de la légéreté des infrastructures modernes est devenue une exigence trés im-
portante dans les industries aéronautique, aérospatiale, automobile alors que la recherche
de structure a haut pouvoir amortissant n’a pas diminué pour autant. Pour concevoir des
structures sandwichs viscoélastiques répondant a la fois aux exigences de légéreté et d'un
haut pouvoir amortissant, il convient de maitriser les effets de la variation des épaisseurs
des couches des structures sandwichs viscoélastiques. Jusqu’a ce jour les études sur les
propriétés modales des sandwichs en fonction de la variation des épaisseurs des couches

sont, comme dans le cas des orientations des fibres des couches (Chapitre 4), limitées a
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des calculs discrets pour certaines valeurs fixes des épaisseurs des couches [82, 99, 115].
Ce faisant on ne maitrise pas vraiment les effets de ces paramétres de conception sur les
propriétés modales . Par ailleurs, ces calculs discrets incrémentaux nécessitent un temps
de calcul assez considérable.

Dans ce chapitre, nous proposons une étude des effets de la variation des épaisseurs
des couches sur les propriétés modales des sandwichs viscoélastiques. Deux formulations
éléments finis seront proposées pour traiter les problémes aux valeurs propres non linéaires
complexes avec variation d’épaisseur. La premiére pour étudier de maniére continue les
effets de la variation de I’épaisseur de la couche viscoélastique du sandwich sur ces pro-
priétés modales et la seconde pour étudier les effets de la variation de toutes les épaisseurs
du sandwich dont I’épaisseur totale est supposée constante sur ses propriétés modales .
Nous montrerons une fois encore a travers les résultats numériques que les variations des
propriétés modales ne sont ni standards ni uniformes par rapport aux dimensions des

structures, des conditions aux limites et des types de lois viscoélastiques.

5.2 Variation de I’épaisseur de la couche du cceur vis-

coélastique

Nous considérons dans cette section, la plaque sandwich viscoélastique multicouche
dont nous avons étudié les propriétés modales dans le Chapitre 2. L’étude qui est menée
ici, suppose constantes les épaisseurs hy; des couches des faces et variable celle du coeur
viscoélastique.

Pour étudier de maniére continue les effets de la variation de I’épaisseur de la structure
sandwich viscoélastique ainsi considérée, sur ses propriétés modales , nous allons introduire
la variable r dans les formulations éléments finis du Chapitre 2. Mais tout d’abord nous

posons Hy comme épaisseur totale des couches d’une face de la structure :

Hy=> hy (5.1)
=1
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5.2 Variation de I’épaisseur de la couche du coeur viscoélastique

Nous introduisons alors la variable non dimensionnel » comme étant le rapport entre
I’épaisseur de la couche viscoélastique et I'épaisseur d’une face de la structure. Ceci se

traduit par I’équation (5.2).

he
r =
H;y (5.2)
hC:THf
Z 4 v,
- T bha
’/ hf2
,,,,, 7/, e A
hfl 1774 _____________________ — A ZE Zl
he=rH et L =
H:

Figure 5.1 — Sandwich multicouche viscoélastique a cceur d’épaisseur variable

L’introduction de cette variable r impose la réécriture des matrices de rigidité et de
masse de la structure, lesquelles matrices sont directement affectées par la variation de

I’épaisseur de la couche du cceur de la structure.

5.2.1 Matrice de rigidité de la structure

Les formulations développées dans le Chapitre 2 pour la structure multicouche restent
valables avec l'introduction de la variable r . La variation de r entraine de facto une
variation dans la matrice de rigidité de la structure. En remplacant dans l’expression
de la matrice de rigidité élémentaire réelle [K§] (équation 2.41) I'épaisseur de la couche

viscoélastique par son équivalent issu de 'équation (5.2) et en sachant que

he he + hyi - he  hy .
Zi—§=<T+thk)—?: 9 —f‘zhfk (53)
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nous faisons apparaitre la variable r dans ’expression de la matrice de rigidité élémentaire

[K%] qui s’écrit alors :

Kaol =2 [ [ [(%)Zcmw)] N ds

i 2
- i hyi - i
e _z:l k=i+1
+27“// " [Nug z”: (ﬂ (@+ Zn: hfk) C, (9'))] [Ny] ds
5 w ‘ 2 2 ' m 2
e L i=1 k=i+1
“~ (H By
2 ‘N Lz = ) 6:) ) | [Nuy)d
vor [ [t [Z( Ut »)][ ur)ds
(5.4)
Nous venons ainsi d’écrire la matrice de rigidité élémentaire sous la forme :
(K] = [Kap]r® + [KTp] v + [K5g] (5.5)

ou

4 (C}(QQ + (2 — %)QC;H(GZ))] [wa]> ds
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5.2 Variation de I’épaisseur de la couche du coeur viscoélastique

De méme les matrices décomposées (équation 2.42) formant la matrice de rigidité de la
couche viscoélastique sont réécrites en faisant apparaitre la variable r dans leur expression

respective comme suit :

Ke_r_// N/ (g1 + g2 + gs) (6.)] [Ny]) ds

(K5 = r3—L [N¢] [qa(60)] [N ]) ds
\ // et f (5.7)
51 = oty [ [ (N 0] () s
ki) =ty [ [N 0] 18] ds

et en posant

il =10 [ ] 1 ) 001180 o

= %//8 (" [N/] [qa(6.)] [Ny]) dss o)
[K53] = Hy / / (" [NJ] [gs(—0.)] [NS]) ds
K =y [ [ (1Nl (6] () ds

nous réécrivons finalement la matrice de rigidité élémentaire (équation 2.37) de la structure

plaque sous la forme :

[Ke(w, )] = (Bppe(w) [KT1] + Gyow) [K5,]) 7 + [KSg] 172
(5.9)

+ ([KTR] + Groo(w) [K5] + Gy.o(w) [KE]) 7+ [KGp]

L’assemblage de cette matrice de rigidité élémentaire conduit a la matrice de rigidité
globale de la structure qui s’écrit alors comme une fonction dépendant de la fréquence et

de la variable r :

(K (w,r)] = (Ejpe(w) [Ku1] + Gipo(w) [Kpo]) 1 + [Kag] 12
(5.10)

([KlR] + GCCZC( ) [K33] + Gyzc( ) [K44]) T+ [KOR]
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Comme nous 'avons déja présenté dans les autres chapitres, on peut considérer plusieurs
types de matériau pour la couche viscoélastique et pour chaque cas considéré, la matrice
de rigidité élémentaire d’abord puis globale peuvent étre réécrites en se basant sur les
formules (2.45, 2.48). Ainsi lorsque la couche du coeur viscoélastique est supposée isotrope,
les matrices de rigidité élémentaire (équation 5.9) et globale (équation 5.10) deviennent

respectivement (équation 5.11) et (équation 5.12).

[Ke(w, )] = [K5g] 7° + [Kig] m + [KGg] + EX(w) ([Kiy] r° + [K5] )
e _ € 1 €
[KT,] = [Kf] + m [K35,] (5.11)
15 = gy (5l + 1K)
[K(W,T)] = [KZR] T2 + [KlR] T+ [KOR] + E:(w) ([Klg] 7’3 + [K34] ’I") (512)

5.2.2 Matrice de masse de la structure

Tout comme la matrice de rigidité de la structure, la matrice de masse subie elle
aussi une variation par rapport a 1’épaisseur de la couche viscoélastique. Cette variation
se traduit par la présence de la variable r» dans l’expression de la matrice de masse. En
effet, & partir de I'expression de la matrice de masse élémentaire de I’équation (2.36) et
en utilisant 'expression de ’épaisseur du cceur viscoélastique donnée a la formule (5.2),

nous réécrivons la matrice de masse élémentaire sous la forme :

(M€ (r)] = // <chfr +2 prihfi> ! [Nw] [Nw] ds (5.13)

En posant le coefficient matriciel de masse :

= [ [ N[N s (5.14)
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5.2 Variation de I’épaisseur de la couche du coeur viscoélastique

la matrice de masse élémentaire [M¢] (équation 5.13) s’écrit plus simplement comme une

fonction linéaire de la variable r :

i=1

(M (r)] = (PCHﬂ" +2) Pfihfi> (M) (5.15)

L’assemblage de cette matrice élémentaire (équation 5.15) conduit a la matrice de masse

globale de la structure qui est :

[M(r)] = <,0ch7” + QZﬂfihfi> [Mo] (5.16)

=1
5.2.3 probléme aux valeurs propres non linéaires et résolution
5.2.3.1 probléme aux valeurs propres non linéaires

En reprenant la méme formulation éléments finis développée Chapitre 2, le probléme
aux valeurs propres non linéaires obtenu est alors similaire & celui de I’équation (2.39). En
remplagant les matrices de masse et de rigidité de ce probléme aux valeurs propres non

linéaires par leur expression des équations (5.16) et (5.10), nous obtenons :
[Kr (r) + K.(w,r) —w*M (r)] {U} =0, rel (5.17)
équation qui peut se mettre sous la forme générale
[K.(0,7) + Kg (r) + Kee (w, ) — w*M ()] {U} = 0, rel (5.18)

avec

(

[Kee (0, 7)] = (Fawe(@) [K11] + Guye(w) [Ka2]) 1% 4 (Guze(w) [K33] + Gyze(w) [Kaa]) 7

Y [Be(0,7)] = (E5,0(0) [K1a] + G,0(0) [Kn]) 72 + (G (0) [K5] + G (0) [KEy)

Txc

k[KR (r)] = [Kar] 7% + [K1g] 7 + [Kor]

(5.19)
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et dans le cas particulier de coeur viscoélastique isotrope,

¢

[Keolw, 7)] = Ee(w) ([K2] 7 + [Ksa] 7)

[Kc(0,7)] = EZ(0) ([Ka2] r* + [Ksa] ) (5.20)

[Kr (r)] = [Kar] 7* + [K1g] 7 + [Kog]

\

et I est l'intervalle dans lequel varie r ou intervalle d’étude. L’équation (5.18) va étre

résolue de fagon continue par la méthode développée au Chapitre 3.

5.2.3.2 Intervalle d’étude

Hu et al. [23] ont établi les conditions de performance dune structure sandwich visco-
élastique symétrique a trois couches pour la formulation utilisée pour cette étude. Certes
leur étude a porté sur le cas ot les matériaux utilisés sont élastiques isotropes pour les faces
et viscoélastique isotrope pour le coeur. Néanmoins nous allons considérer leurs conditions
liant les dimensions pour définir un intervalle de calcul pour la variable r. Cette condition

est la suivante :

he
Hy

<10 (5.21)

cette condition impose des valeurs de r telles que 0 < r < 10. Dans la pratique, nous

écrivons cette inégalité sous la forme :

H, < r < 10. (5.22)

ol H, est une faible valeur, de 1'ordre de 102 par exemple. L’introduction de H. permet
d’éviter le cas incompatible ou il n’existe pas de couche viscoélastique dans la structure
(r = 0) mais au contraire on assimile la limite vers 0 de I’épaisseur de la couche viscoélas-

tique par une treés faible épaisseur , d’ou I'introduction de la valeur ..
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5.2 Variation de I’épaisseur de la couche du coeur viscoélastique

5.2.3.3 Reésolution continue du probléme

Pour ce cas, les matrices de rigidité et de masse du probléme aux valeurs propres
non linéaires complexes a résoudre sont respectivement données par les formules (5.12)
et (5.16). Pour appliquer la nouvelle méthode développée pour ce probléme, nous avons

définit les coeflicients matriciels et leurs fonctions associées a différentier comme suit :

[Kg] = [KORa K1R7 K2R7 K127 K34]

(5.23)
[My] = [Mo]
[E; ()\,p)} = [EZI (Avp) ’ E;Z (Aap) ’ E;?; ()\,p) ) E;4 ()‘7])) ) E;5 (/\7]))] (524)
By (p) =1 Eiy(hp) = (E20) + E.(V)
VE(Ap)=p  Ej(A\p)=p(E(0) +E(N) (5:25)
| B Op) =17
et

[Em (p)] = (pch p+2> prih fi) (5.26)

=1

Dans la formule (5.26), le nombre n représente le nombre de couches d'une face de la
structure sandwich considérée ; & ne pas confondre avec la variable incrémentale n utilisée
pour la sommation des séries dans la section (3.3). Dans la pratique, le second membre de
la formule (5.26) est directement écrit sous la forme bp + d puisque toutes les constantes
sont connues d’avance. L’intervalle d’étude dans ce cas est I = [H,, 10] (équation 5.22).

Pour ce cas, A = w? et p = r est le paramétre d’étude.
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5.3 Variation des épaisseurs, épaisseur totale de la struc-

ture étant constante

Une autre facon de concevoir des structures sandwichs viscoélastiques est de fixer
I’épaisseur totale de la structure défini par ’encombrement maximum autorisé en concep-
tion. L’objectif ici est de déterminer les dimensions de structure permettant un amortis-
sement optimal en jouant sur la variation des épaisseurs des couches des faces et du coeur
simultanément, I’épaisseur totale de la structure étant fixe. Ce type de contrainte est géné-
ralement associé avec d’autres contraintes telle qu'une masse maximale, une déformation
maximale & un chargement et d’autres encore. Dans cette section nous ne considérons que
la simple contrainte d’épaisseur fixe pour la structure en vue d’obtenir un amortissement

optimal.

Nous considérons dans cette étude, la méme plaque que dans la section précédente
et qui a été définie au Chapitre 2. Les hypothéses utilisées ainsi que les formulations du

Chapitre 2 restent valables.

L’hypothése de la constance de 'épaisseur de la structure se traduit par la relation :
2Hy + he = hy (5.27)

h; étant la valeur de I’épaisseur totale constante considérée pour la structure et H; la
somme des épaisseurs des couches d’une face comme définie a I’équation (5.30). Pour

introduire le parameétre r de variation des couches, nous posons la relation qui suit :

2 (5.28)

En effet I'augmentation algébrique de 1’épaisseur de la couche centrale viscoélastique est
due & une diminution algébrique équitable des épaisseurs des couches des faces supérieure

et inférieure de la structure. Lorsque les faces sont des stratifiés, nous allons supposer que
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5.3 Variation des épaisseurs, épaisseur totale de la structure étant constante

cette diminution algébrique est répartie équitablement sur toutes les couches du stratifié
des faces supérieure et inférieure. Il vient alors que I’épaisseur de la couche i du stratifié

a donc pour épaisseur pour une augmentation r de la couche viscoélastique du coeur :

,
hpi = hpai — o (5.29)

ol hyg; est une épaisseur définie au départ. On notera également les relations :

Hp=3"" hp

hya = > 1y hyai

(5.30)

Les équations (5.28, 5.29 et 5.30) permettent de respecter a tout moment la condition de

I'équation (5.27).

T ha=h - r/(2n)
:[ hp=Nh - r/(2n)

77777 f = o4
hi=hye - r/(2n)l N i, E 7
hc:hcd+r Y > - - - >

Figure 5.2 — Sandwich multicouche viscoélastique a couches d’épaisseur variable

L’introduction de la variable r passe par la réécriture des expressions des matrices de
rigidité et de masse de la structure qui sont une fois encore directement affectées par la

variation des épaisseurs des couches de la structure.

5.3.1 Matrice de rigidité de la structure

......

nous allons réécrire I'expression de chaque partie de cette matrice de rigidité élémentaire.

Tout d’abord nous allons réécrire I'expression de la matrice [K§] précédemment définie
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(équation 2.41). Pour ce faire, redéfinissons tous les termes pouvant contenir le paramétre

r de variation d’épaisseur des couches. Ainsi le terme :

he h, i - hyai
2 — — f Z hfk fd ( — 1+ ) + Z hfdk (531)

k=i+1 k=i+1

et les matrices de comportement en membrane et en flexion (équation 2.10) sont réécrites

sous la forme :

CL(0;) = hyuQ; = (hfdi - %) Q;
112 (hfdz 27;1)362;

Dans 'expression de la matrice réelle élémentaire [K§] (équation 2.41) nous avons le

(5.32)

e
Ci(6:) = 216 =

terme :

(%)2 ilcfn(@) B i (hcd2+ r>2 (hfdz' B %) Q0 (5.33)

1=

En développant le terme du second membre de cette égalité (équation 5.33), nous trans-

formons ce terme en une somme polynomiale de degré trois de la variable réelle r :

2 n n
(%) > CL6:) =) (Al + Blr+ Dir* + J}r%) Q, (5.34)
=1

i=1

Les coefficients des polynémes sont définis pour chaque couche 7 de la face comme suit :

Azl = hcdhfdl
1 1
Bl = Zheahya; — —h2y
% X 8n (5.35)
DY = ~hgg — —h,
LTy e
1
Jh=——
\ ! 8TL
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On retrouve également dans 'expression de [K§] le terme :

n

> (cjt00 + = Sprcnien) = 3 g (haa - 57) G

= . , N (5.36)
3 (s ger T (5o
=1 k=i+1

qui est réécrit aprés développement sous la forme d’une somme polynomiale de degré trois

de I’équation (5.37) :

n n

) (C}(ez’) + (2 — E)QC%(@)) =Y (A7 + Bir+ Dir* + Jir*) Q; (5.37)

: 2 :
=1 =1

Les coefficients utilisés pour ces nouveaux polynomes sont définis pour chaque couche ¢

de la face par les égalités de I’équation (5.38)

( 2
1 1 ~
Af = ﬁh?”di + <§hfdi + > hfdk> hoyai
k=it1
) 1|1, 1 a .3 a
Bi :—% thdi—{_ 5hfdi+ Z hfdk 271—22-1-5 hfdi—i- Z hfdk
k=i+1 k=i+1

1\*[1 1\’ 1 -
D} = (%) [thdi + (n—iJr 5) hai + (2n — 2i+ 1) <§hfdz + > hya
k=i+1
1\ 1 1\’
2 _ _ _ _
= (2n) T (n o 2)

Le dernier terme a réécrire dans 'expression de la matrice ¢élémentaire réelle [K§] est :

(5.38)

he he, i |1 1\ r = r
(E(zi — E)mei)) = [2hfdz (n 1+ 2) on +k;1 hfdk:] <hfdz 2n)

1 /
X§ (hcd + ’I") Qz

(5.39)
Comme les autres termes, il s’écrit sous la forme (équation 5.40) aprés développement de

son second membre :
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n

> (E(zi - %)%(@)) = (A} + Blr + D}r* + J%) Q, (5.40)

: 2 ,
=1 =1

Et les coefficients définissants ces polynomes sont donnés a I’équation (5.41) pour chaque

couche 7 de la face :

( 1
A = 3 <2hfdz + Z hfdk) heah pa;
k=i+1
B3——ih L, <+ih + n—z’+1 hai +1 —h <+ih h
i An cd 9 fdi Rt fdk 9 fdi 9 9 fdi Rt fdk fdi
1

1 1 1 [(1 - e
D? Sl <n—z—|— )hfdz n [<§hfdi+ Z hfdk) o (n—l—i—E) hcd]

k=i+1
1 1
JP=—"—(n—i+=
| T B2 (n 1+ 2)

Avec ces décompositions (équations 5.34, 5.37 et 5.40), nous écrivons finalement la matrice

(5.41)

de rigidité réelle élémentaire [K§,] sous la forme d'un polynéme du troisiéme degré de la

variable r suivante :

(K (r)] = [Kog) + [Kigl 7+ [K5g] r? + [K5p] r° (5.42)
(K§pl =2 [ [, ("IN [, AJQL] ING] + " [Nug] [2o1, A7Q;] [Nuy]) ds (5.43)
+2ff (" [Nus] Doy ARQ;] [Ng] + P ING] [Doi, APQ;] [Nuy]) ds
[KfR - 2ff ( Nf [Zz 1B ] [Nf] [ wf] [Zi:l Bi QJ [wa]) ds (5.44>

|2 [, (V] [ BIQ] [NS] + 1 INj] [0, BIQi] [Nuyl) ds

) [Kspl =2 [ [, ("IN [Xom, DIQS] [INf) + " [Nug] [Yoim, DFQ;] [Nuyl) ds
|2/ ). (" [Nug] [0 DEQ] [INg] + P ING] [X20, DYQ;] [Nuyl) ds

(5.45)
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(Kspl =2 [ [, ("[Nf] [0y J1Qs) [N+ [INwg] [Do1, J2Q;] [Nuwy]) ds
+2 [ [, ("[Nwg] [2o0 J2Qu) [N+ [Ng] [Xoi J3Q5] [Nuyl) ds

L’assemblage de cette matrice élémentaire donne la matrice de rigidité globale issue de la

(5.46)

contribution des couches des faces de la structure et se met sous la forme :
[KR(T)] = [KOR] -+ [KlR]T+ [KQR] T2+ [K3R] 7’3 (547)
ou les matrices [K;g|, i = 0,1,2,3 sont obtenues par I’assemblage des matrices élémen-

taires [K(], i = 0,1,2,3 définies aux équations (5.43, 5.44, 5.45, 5.46).

Pour introduire totalement la variable r dans la matrice de rigidité élémentaire de la

......

bution de la couche viscoélastique de la structure. Pour cela nous définissons les matrices

suivantes :

(

150 =15 [ I+ g+ 5) 0] V) s

e __ i t B
[ = 15 / / e( [N/] [ga(6.)] [N/]) d .
K3 = [ [ (NI fa-e) V) ds
k5= [ [ NI o0 ) ds

La contribution en rigidité élémentaire de la couche viscoélastique s’écrit alors :

K& (w,r) = (hea + 1) (Elpe(w) [KL] + Giyelw) [K5,])
(5.49)
+ (hea + 1) (Ghe(w) [K5] + Go(w) [KL])

Et puisque la rigidité élémentaire de la structure est la somme de la contribution en

rigidité élémentaire des faces et de la couche viscoélastique elle s’écrit alors :

[K(w, r)] = [KR(r)] + [KE(w,7)] (5.50)
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Son I’assemblage conduit a la matrice de rigidité globale de la structure :

[K(w,r)] = [Kg (r)] + [Ke (w, 7)] (5.51)

Dans le cas ou le matériau viscoélastique du coeur est isotrope, les relations décrites pour
le cas des couches viscoélastiques isotropes (équation 2.48) permettent d’écrire la matrice

de rigidité élémentaire sous la forme :

(K (w, )] = [KR(r)] + (hea + 1) B} (@) [Kfol] + (hea + 1) B} (w) [K3,]
1
2 (1 —+ I/C)

([KG] + [KL])

(K] = [K7] + (K] (5.52)

1
(Kol = 57—
G 2(1+ v,

L’assemblage des matrices élémentaires de I'équation (5.52) conduit a la matrice de rigidité

globale suivante :
(K (w,m)] = [Kr(r)] + B (W) ((hea +7)° [Kaze] + (hea + 1) [Ksac]) (5.53)

en utilisant les décompositions pratiques utilisées dans la technique d’homotopie pour les

modules d’élasticité, la matrice de rigidité (équation 5.53) devient :
[K(w, )] = [Ke(0,7)] + [Kr(r)] + [Kee(w, )] (5.54)

avec

[Kc(0)] = EZ(0) ((hea +7)° [K1ae] + (hea + 1) [Kaac])
(5.55)

[ch(w7 T)] = Ec(w) ((h'cd + T)S [K12c] + (hcd + T) [K34c])

5.3.2 Matrice de masse

Pour la matrice de masse, en considérant le coefficient matriciel de masse de I’équation

(5.14) et en introduisant les relations de ’équation (5.29) dans 'expression de la masse
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élémentaire définie précédemment, nous obtenons :

[M*(r)] = (pchcd +2 (Z Pfihfdi> + (Pc - %prz) 7“) [Mg] (5.56)

=1

Son assemblage conduit & la matrice de masse de la structure qui a pour expression :

[M(r)] = <pchcd +2 (Z pfz'hfdz'> + (pc — %Zpﬁ) 7“) [M] (5.57)

5.3.3 probléme aux valeurs propres non linéaires et résolution
5.3.3.1 probléme aux valeurs propres non linéaires

A partir des matrices de rigidité (équation 5.54) et de masse (équation 5.57) I’équa-
tion du probléme aux valeurs propres non linéaires complexes s’écrit sous la forme déja

présentée a I’équation (5.18).

5.3.3.2 Intervalle d’étude

Le probléme aux valeurs propres non linéaires complexes obtenu dans le cas présent
se met également sous la forme décrite par I’équation (5.18) et sera de méme résolue de
maniére continue par la méthode développée au Chapitre 3 sur un intervalle de valeur
réelle de la variable r. En utilisant une fois encore la condition de Hu et al. [23] définie a

I'équation (5.21) nous pouvons écrire :

he
0< et 9 (5.58)

hfd—%r -

cette équation (5.58) induit la condition suivante pour la variable r :

5 1
— hcd <r< ghfd — ahcd (559)
En posant
5! 1
mar — 7 _hc 5.60
r 5 /ra = ghea (5.60)
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nous avons :

1 1
Hfmm = hfd — 5Tmaz = _ht
2 12 (5.61)

5
hcmax = hcd + Tmaz = aht
Ensuite en posant
o = — g (5.62)

nous pouvons écrire

1 1
Hfmax = hfd — 5Tmin = _ht
2 2 (5.63)

hcmin - hcd + Tmin = 0

Ainsi lorsque I'épaisseur totale de la structure plaque sandwich est définie, il suffit de

prendre :
( 1
hfa = Eht
e = ght (5.64)
r=20

comme condition de départ de calcul. La condition d’arrét de calcul dans ce cas est alors :

r=—ha+*H (5.65)

ot H est une épaisseur trés faible (de ordre de 10~%mm par exemple). Puisque lorsque ’'on
prend » = —h,4 on se retrouve dans une situation incompatible ot il n’existe pas de couche
viscoélastique dans la structure ce qui ne correspond pas au genre de structure traité dans
cette étude. Dans le cas ou les faces sont constituées de stratifié dont les épaisseurs des
couches sont différentes, nous rajoutons la condition d’arrét supplémentaire suivante :

min (hy;) = min (hfdi—%) <Hfi=12..,n (5.66)

ot H; est une petite valeur d’épaisseur (de ordre de 10~%mm par exemple) permettant
d’éviter la disparition d’'une couche des faces au cours de la résolution du probléme aux

valeurs propres non linéaires complexes (5.18) ou pire de créer une couche d’épaisseur
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négative dans la structure.

5.3.3.3 Résolution continue du probléme

Le deuxiéme cas d’é¢tude de variation d’épaisseur revient a la résolution du probléme
aux valeurs propres non linéaires complexes dont les coeflicients matriciels et leurs fonc-

tions associées pour une résolution continue par la nouvelle méthode sont les suivantes :

[Kg] = [K0R7 KlRa K2R7 K3R7 Kch: K34c]
(5.67)

[My] = [Mo]

[E; ()\,p)] - [E;1 (Aap) ’ E;2 ()\,p) ) EZB ()‘7p) ) E;4 (/\7]7) ’ E;5 <)‘7P> ’ E;G (Aap)} (568)

En(Ap) =1 E;(\p) =p°
E:(\p)=p E5\p) = (ha+p)’ (E0)+ E(N)) (5.69)
KEZ‘:% (\p)=p* Eis(Ap) = (hea+p)(EL0) + E.(N)
et

[Em (p)] = (pchcd + 2 <Z pfihfdz‘) + <pc - %Zpﬁ) p) (5.70)

Ici encore le second membre de 'équation (5.70) est directement écrit sous la forme bp+d
puisque toutes les constantes sont connues d’avance. Les valeurs de départ (h.q, hyq)
sont définis par les équations (5.64) et l'intervalle d’étude est I = [—heq + H, 0]. Nous

rappelons toujours que A = w? et que p = r est le paramétre de modélisation.

5.4 Tests de validation et résultats numériques

Nous présentons dans la suite de ce chapitre des résultats numériques montrant la

variation des propriétés modales des structures sandwichs viscoélastiques par rapport aux
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épaisseurs des couches. Dans un premier temps, nous allons valider le modéle éléments
finis développé pour les structures sandwichs viscoélastiques a coeur d’épaisseur variable
(section 5.2). Nous présenterons dans un second temps le cas des plaques sandwichs a
faces composites avec variation des épaisseurs de toutes les couches (section 5.3). Nous
allons démontrer a travers des exemples précis que la variation des propriétés modales en
fonction des épaisseurs n’est pas standard mais relative aux dimensions de la structure,
au type de conditions aux limites appliquées, a la loi viscoélastique du ceeur, et a la
séquence d’orientation des fibres des couches des faces de la structure. Tout comme au
Chapitre 4, nous validerons nos résultats soit avec des résultats de la littérature, soit par
comparaison avec des calculs discrets a partir de la formulation de référence du Chapitre
2. Nous rappelons que les calculs par la nouvelle méthode de résolution seront désignés par
CCNM et les calculs discrets par CDPM. Pour les calculs par le CCNM et le CDPM, nous

avons fixé la précision et la troncature des séries a4 ¢ = 107% et N = 20 respectivement.

5.4.1 Variation de I’épaisseur du cceur

Nous présentons ici les variations des propriétés modales amortissantes des structures
sandwichs viscoélastiques en fonction de I’épaisseur de la couche viscoélastique. Nous al-
lons tout d’abord présenter un cas de poutre trois couches déja étudié dans la littérature
[99]. Ensuite nous allons présenter des cas de variation des propriétés modales des plaques
trois couches. Nous considérerons pour une méme plaque rectangulaire sandwich trois
couches, trois couches viscoélastiques (3M ISD112, DYAD et PVB) ayant différentes lois
pour montrer que la variation des propriétés modales amortissantes différe selon le type de
matériau viscoélastique utilisé pour le coeur. Plusieurs séquences d’orientations des fibres
des couches des faces et conditions aux limites seront également considérées pour montrer
qu’elles ont aussi des effets sur la forme de la courbe de variation des propriétés modales

de ces structures. Un exemple de plaque carrée sandwich trois couches sera présentée en
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comparaison aux résultats de la plaque rectangulaire sandwich trois couches pour mon-
trer que les extrémums locaux ne sont pas toujours fixes mais dépendent des dimensions
(longueur, largeur) de la structure. Pour finir, nous présenterons quelques cas de plaques
rectangulaires sandwichs multicouches pour diverses séquences d’orientation et conditions

aux limites.

5.4.1.1 Poutre sandwich viscoélastique

Nous reprenons la poutre sandwich viscoélastique trois couches de Arvin et al. [99] pour
laquelle nous avons comparé les résultats sur I’étude de I'orientation des fibres des couches
des faces qui sont en graphite-epoxy (T300/5208). Pour cette étude portant uniquement
sur la variation de I’épaisseur de la couche viscoélastique, les caractéristiques de la poutre
(tableau 4.1) restent inchangées sauf pour ’épaisseur du cceur qui est considérée comme
variable et définie sur un intervalle d’étude : 4mm < h. < 20mm et I'angle d’orientation
des fibres des couches des faces est fixée a 0 = 30°. La variation des propriétés modales de
cette poutre est présentée en fonction de I'épaisseur de la couche du coeur h, = rHy sur
la figure (5.3) pour les quatre premiers modes. Pour faire cette étude, la structure poutre

a été maillée & 160 x 4 éléments.

La résolution du probléme aux valeurs propres complexes obtenu pour cette structure
a nécessité respectivement 7, 8, 8 et 9 itérations respectivement pour les modes un, deux,
trois et quatre. La comparaison des résultats montrent une bonne cohérence bien que
Arvin et al. [99] n’aient pas négligé les effets d’inertie dans leur modeéle contrairement a
nous. De maniére générale, on note que 'amortissement de cette poutre sandwich croit
lorsque I’épaisseur de la couche viscoélastique augmente de 4mm & 20mm du moins pour
les quatre premiers modes de vibration alors que les fréquences amorties correspondantes
sont un peu moins sensibles a cette variation d’épaisseur méme si dans ’ensemble, elles

décroissent.
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Figure 5.3 — Etude continue des propriétés modales de la poutre en fonction de ’épaisseur
du coeur (0 = 30°)

5.4.1.2 Plaques sandwichs viscoélastiques trois couches

1. Variation selon le matériau viscoélastique du coeur

Pour montrer que la variation des propriétés modales amortissantes n’est pas la méme
pour tous les matériaux viscoélastiques utilisés comme cceur de la structure, nous consi-
dérons trois plaques sandwichs trois couches qui différent seulement par leur couche vis-

coélastique du coeur :
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— Plaque rectangulaire a coceur en 3M ISD112
Nous reprenons la plaque sandwich viscoélastique rectangulaire dénommée plaque 6 dont
les caractéristiques sont données dans le tableau (4.2). Nous rappelons que cette plaque
a un coeur viscoélastique en ISD112 & 27°C , matériau dont la loi viscoélastique dépend

fortement de la fréquence (loi 2.1).

CCNM, mode 1, CL=CCCC
O CDPM, mode 1, CL=CCCC
CCNM, mode 1, CL=CSCS
O CDPM, mode 1, CL=CSCS
CCNM, mode 1, CL=SSSS [
O CDPM, mode 1, CL=SSSS

300

Fréquence amortie Q (Hertz)

150

100

Rapport r=hc/Hf, 6=0°

0.8f
)
0.7t
)
0.6}
o
2
5 051
o
()
o
5 04r
2
3
&L 0.3f CCNM, mode 1, CL=CCCC
O CDPM, mode 1, CL=CCCC
0.2 CCNM, mode 1, CL=CSCS |
O CDPM, mode 1, CL=CSCS
0.1¢ CCNM, mode 1, CL=SSSS |
O CDPM, mode 1, CL=SSSS
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5

Rapport r=hc/Hf, 8=0°
Figure 5.4 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de I’épaisseur

du cceur (0 = 0° mode 1)

L’objectif ici étant d’étudier de maniére continue, la variation des propriétés modales
(fréquence amortie et amortissement) de cette structure en fonction de 'épaisseur de

la couche viscoélastique, toutes les caractéristiques données dans le tableau (4.2) sont
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maintenues sauf I’épaisseur de la couche viscoélastique qui est considérée variable. D’apreés
I’équation (5.22), cette étude peut se faire, en considérant le rapport des épaisseurs sur un
intervalle I = [H,, 10]. Toutefois nous présenterons les résultats sur un intervalle d’étude
I. = [1073, 5] pour plus de clarté. Cet intervalle d’étude I, sera d’ailleurs utilisé pour
toutes les études qui seront présentées concernant la variation de 1’épaisseur des couches
viscoélastiques ou modifié si besoin est. Pour des raisons de clarté les calculs discrets par

le CDPM ne sont pas représentés sur certaines figures.

Les résultats de 1’étude de cette plaque sont représentés sur les figures (5.4, 5.5, 5.6,
5.7, 5.8, 5.9). D’'une maniére générale, 'amortissement augmente lorsque 1'épaisseur de la
couche viscoélastique augmente (r augmente). Toutefois, pour certaines conditions aux
limites, orientations des fibres des couches des faces et certains modes de vibration, la
courbe de variation de ’amortissement alterne des phases de croissance et de décrois-
sance. Les courbes de variation de ’amortissement sont, pour ces cas, caractérisées par
la présence de maximums locaux (figures 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9) pour de faibles valeurs
de I’épaisseur de la couche viscoélastique. Les caractéristiques de ces maximums locaux
sont présentées dans les tableaux (5.1, 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5). L’amortissement correspon-
dant a 'extrémum local de la courbe de variation de I'amortissement pour certains cas
est nettement meilleur que pour toute autres valeurs prises dans 'intervalle d’étude consi-
déré (figure 5.7). Pour d’autres cas, on peut obtenir le méme amortissement pour deux
épaisseurs différentes de la couche viscoélastique. Par exemple, on obtient le méme amor-
tissement pour les valeurs r = 2,377 et r = 0,176 pour le premier mode de la condition
CSCS a 6 = 60° soit pour h, = 1,811mm et h, = 0,134mm (figure 5.7). La courbe de
variation de la fréquence amortie est décroissante pour tous les cas considérés pour cette
structure. Ceci s’explique par le fait que lorsque ’épaisseur de la couche viscoélastique
(3M ISD112) augmente, la structure perd en rigidité au profit de sa masse. Les résultats
de cette plaque montrent que la courbe d’amortissement n’est pas forcément uniforme.
On peut alors se demander s’il en serait de méme pour tout matériau viscoélastique autre

que 3M ISD112.
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CCNM, mode 2, CL=CCCC
5500 O  CDPM, mode 2, CL=CCCC |
CCNM, mode 2, CL=CSCS
O CDPM, mode 2, CL=CSCS
CCNM, mode 2, CL=SSSS ||

O CDPM, mode 2, CL=SSSS

Fréguence amortie Q (Hertz)

0 1 2 3 4
Rapport r=hc/Hf, 8=0°

o
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o
N

CCNM, mode 2, CL=CCCC
O CDPM, mode 2, CL=CCCC

CCNM, mode 2, CL=CSCS |
O CDPM, mode 2, CL=CSCS
CCNM, mode 2, CL=SSSS |
O CDPM, mode 2, CL=SSSS

4 5

2 3
Rapport r=hc/Hf, 6=0°

Figure 5.5 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de I’épaisseur
du cceur (0 = 0° mode 2)

Maximum local

Conditions aux limites r he(mm) Q(Hz) n
Ccccce - - - -
CSCS 0,146 0,110 341,75 0,314
SSSS - - - -

Tableau 5.1 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en
ISD112 & 27°C (mode 2, 6§ = 0°)
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CCNM, mode 3, CL=CCCC
O CDPM, mode 3, CL=CCCC
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O CDPM, mode 3, CL=CSCS
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O CDPM, mode 3, CL=SSSS
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g 08f
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Figure 5.6 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de I’épaisseur
du cceur (f = 0° mode 3)

Maximum local

Conditions aux limites r he(mm) Q(Hz) n
CCCC 0,248 0,189 585,42 0,377
CSCS - - - -
SSSS 0,175 0,133 458,33 0,398

Tableau 5.2 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en
ISD112 & 27°C (mode 3, 6 = 0°)
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Figure 5.7 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de I’épaisseur
du coeur (8 = 60° et 90° mode 1)

Maximum local

Angle d’orientation | Conditions aux limites r he(mm) Q(Hz) n
CCCC 0,061 0,046 730,90 0,377
60° CSCS 0,176 0,134 330,78 0,407
SSSS 0,174 0,132 328,43 0,409
CCCC 0,052 0,04 929,02 0,389
90° CSCS 0,151 0,115 407,85 0,433
SSSS 0,151 0,115 405,56 0,441

Tableau 5.3 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en
ISD112 & 27°C (mode 1, 8 = 60°, et € = 90°)
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Figure 5.8 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de I’épaisseur
du cceur (8 = 60° et 90° mode 2)

extrémum local

Angle d’orientation | Conditions aux limites r he(mm) Q(Hz) n
CCCC 0,062 0,047 764,17 0,360
60° CSCS 0,233 0,177 364,63 0,395
SSSS 0,208 0,158 360,32 0,395
CCCC 0,052 0,04 945,19 0,382
90° CSCS 0,161 0,123 429,70 0,423
SSSS 0,154 0,117 422,96 0,429

Tableau 5.4 — Extrémums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 a coeur en
ISD112 & 27°C (mode 2, § = 60°, et § = 90°)
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Figure 5.9 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de I’épaisseur
du coeur (8 = 60° et 90° mode 3)

Maximum local

Angle d’orientation | Conditions aux limites r he(mm) Q(Hz) n
CCCC 0,066 0,050 719,92 0,335
60° CSCS - - - -
SSSS - - - -
CCCC 0,052 0,04 978,92 0,367
90° CSCS 0,261 0,198 451,83 0,405
SSSS 0,172 0,13 458,19 0,402

Tableau 5.5 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en
ISD112 & 27°C (mode 3, 8 = 60°, et § = 90°)
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— Plaque rectangulaire sandwich trois couches a cceur en DYADG606

Nous changeons de matériaux viscoélastique en remplagant pour la plaque 6, la couche
viscoélastique 3M ISD112 a 27°C par une couche viscoélastique en DYAD606 & 30°C. Nous
rappelons que les deux matériaux viscoélastiques (3M ISD112 et DYADG606) ont une loi
de type Maxwell généralisé obtenu en utilisant la méthode ADF [12, 13, 14]. Les résultats

de I’étude de cette plaque sont représentés sur les figures (5.10 et 5.11).
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Figure 5.10 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de 1’épais-
seur du cceur en DYAD & 30°C (trois premiers modes pour § = 0° et § = 90°), CL :
CCCC
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Figure 5.11 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de ’épais-
seur du cceur en DYAD a 30°C (trois premiers modes pour § = 0° et § = 90°), CL :
SSSS

Ces résultats (figures 5.10, 5.11) montrent que, les courbes de variation des propriétés
modales de la plaque 6 avec un cceur en DYADG06 ne sont pas similaires a celles de la
plaque 6 avec un cceur en 3M ISD112 présentées plus haut surtout pour les fréquences
amorties. En effet, sur ces figures (5.10, 5.11) les courbes des fréquences amorties et les
amortissements correspondants croissent lorsque 1’épaisseur de la couche viscoélastique
augmente ce qui contredit les résultats obtenus avec 'ISD112 malgré que les lois visco-

élastiques de ces deux matériaux sont issues du méme modeéle (Maxwell généralisé obtenu
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par la méthode ADF). Ceci montre que la forme de la courbe de variation des propriétés
modales de ces structures n’est pas liée au modéle de représentation utilisé pour caracté-
riser la loi viscoélastique du matériau mais plutot de la nature intrinseque de ce matériau.
Il est a noter que, le matériau 3M ISD112 est beaucoup plus souple et plus lourd que
le DYAD606 (prspii2 = 1600kg.m™3 et ppyapeos = 1104kg.m=3 ). Pour le DYADG06 a
30°C, l'augmentation de la rigidité de la structure I’emporte sur celle de sa masse d’oul
les courbes de fréquences amorties croissent lorsque 1’épaisseur de la couche viscoélastique
augmente (figures 5.10, 5.11) contrairement a I'ISD112 (figures 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9). Pour
étayer ces arguments avancés pour expliquer la différence de forme des courbes obtenues
en utilisant 'ISD112 et le DYADG606, nous allons utiliser un matériau viscoélastique dont
la loi n’est pas caractérisée par le modéle fractionnaire de Maxwell généralisé.

— Plaque rectangulaire trois couches a coeur en PVB
Nous changeons cette fois ci de type de loi viscoélastique en remplacant la couche visco-
élastique du ceeur (3M ISD112 & 27°C) de la plaque 6 par une couche viscoélastique en
PVB a 20°C. Pour rappel, la loi viscoélastique de 3M ISD112 a 27°C est de type frac-
tionnaire de Maxwell généralisé alors que celle du PVB a 20°C est de type puissance.
Les résultats obtenus pour 1’étude des propriétés modales de la plaque 6 & coeur en PVB
(figures 5.12, 5.13) montrent que les formes des courbes de variation sont similaires a
celles obtenues avec un cceur en DYADG606 (figures 5.10, 5.11). En effet, comparative-
ment au DYADG06 et I'ISD112, le PVB est un matériau moins amortissant. De plus
sa masse volumique (pppy = 999kg.m™3) est nettement inférieure a celles du DYAD
(ppy apsos = 1104kg.m™3 ) et de I'ISD112 (prspi12 = 1600kg.m=3). L’apport en rigidité
du PVB lorsque son épaisseur augmente est également plus conséquent que I’augmentation
de la masse de la structure d’out la croissance uniforme des propriétés amortissantes.

On peut conclure en disant que la forme des courbes de variation des propriétés mo-
dales d'une structure dépend de la nature intrinséque de la couche viscoélastique utilisée
notamment sa masse et son taux de contribution en rigidité pour la structure. Toutefois,
avant de tirer une conclusion plus générale par rapport aux caractéristiques mécaniques du

matériau viscoélastique quant a ce qui concerne la forme des courbes de variation des pro-
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priétés amortissantes, il serait intéressant de faire une étude sur les rapports des modules

E
de Young (ﬁ) et de masse (&) des couches des faces et du cceur. Nous rappelons

(& pC
que sur la figure (5.13) les courbes de variation des fréquences amorties des troisiémes
modes des orientations 6§ = 0° et § = 90° sont confondues et presque confondues pour les

amortissement correspondants.
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Figure 5.12 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de 1’épais-
seur du coeur en PVB a 20°C (trois premiers modes pour 6 = 0° et § = 90°), CL : CCCC
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Figure 5.13 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction de ’épais-
seur du cceur en PVB a 20°C (trois premiers modes pour § = 0° et § = 90°), CL : SSSS

2. Variation selon les dimensions de la plaque

Nous allons montrer a présent que les maximums locaux, s’ils existent, ne sont pas
localisés en des valeurs fixes pour un méme matériau viscoélastique lorsque les dimensions
(longueur et largeur) de la structure changent. Pour cela, nous considérons une plaque car-
rée ayant les mémes caractéristiques mécaniques et géométriques (épaisseurs des couches)
que la plaque 6 mais dont les dimensions dans le plan horizontal sont 300mm x 300mm.

Les conditions aux limites encastrement sur tous les bords (CCCC) et appuis simples
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(SSSS) sont étudiées pour diverses orientations des fibres des faces de la structure. Les
résultats obtenus sont présentés sur les figures (5.14) pour le premier mode de vibration et
(5.15) pour les amortissements des deuxiéme et troisiéme modes de vibration. Les symé-
tries de la plaque et des conditions aux limites appliquées font que la courbe de variation

des propriétés modales de cette structure pour 'orientation 6 = 90° est la méme que pour
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Figure 5.14 — Etude continue des propriétés modales de la plaque carrée en fonction de
I'épaisseur du ceeur (mode 1), CL : CCCC et SSSS

173



Chapitre 5. Calcul des propriétés modales en fonction des épaisseurs des couches

0.7
06F i
05F
oy
2
S 04f
()
o
2 03}
@
L CCNM, mode 2, CL=CCCC, 0°
0.2H CCNM, mode 2, CL=CCCC, 30°| -
CCNM, mode 2, CL=CCCC, 45°
CCNM, mode 2, CL=SSSS, 0°

01 CCNM, mode 2, CL=SSSS, 30° | |
CCNM, mode 2, CL=SSSS, 45°

O L L L L L
0 1 2 3 4 5
Rapport r=hc/Hf

0.8f

0.7}

06f

jo

2

5 05

Q.

()

©

5 0.4

2

3

L 03r CCNM, mode 3, CL=CCCC, 0°

CCNM, mode 3, CL=CCCC, 30°
0.2 CCNM, mode 3, CL=CCCC, 45°|
CCNM, mode 3, CL=SSSS, 0°
0.1 CCNM, mode 3, CL=SSSS, 30° |
CCNM, mode 3, CL=SSSS, 45°
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5

Rapport r=hc/Hf

Figure 5.15 — Etude continue des propriétés modales de la plaque carrée en fonction de
I'épaisseur du cceur (amortissement des modes 2 et 3), CL : CCCC et SSSS

Si la variation des fréquences amorties (figure 5.14) est similaire & celle obtenue pour
la plaque 6 & cceur en ISD112 & 27°C (figure 5.4), on n’observe pas cependant les mémes
formes pour les courbes d’amortissement pour la plaque carrée (figures 5.14 et 5.15) et la
plaque rectangulaire 6 & coeur en ISD112 a 27°C (figures 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9). Les seuls
maximums locaux sont obtenus pour les orientations § = 0° (r = 0,199, 2 = 111,11 Hz,
n = 0,260, h. = 0,152mm) et § = 45° (r = 0,172 , 2 = 217,26Hz, n = 0,312, h, =

0, 131mm) respectivement pour le premier et troisiéme mode pour I’encastrement.
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5.4.1.3 Plaques sandwichs viscoélastiques multicouches

Nous présentons a présent quelques exemples pour des plaques rectangulaires sand-
wichs viscoélastiques dont les faces sont constituées de stratifié.

— Faces constituées de stratifié croisé symétrique
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Figure 5.16 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 7 en fonction de ’épais-
seur du cceur en ISD112 & 27°C (cing premiers modes pour la séquence [0°/90°/0°/c],),
CL : CCCC

Nous reprenons la structure plaque sandwich dénommeée plaque 7 dont les caracté-
ristiques géométriques et mécaniques sont données dans le tableau (4.3). Le matériau

viscoélastique constituant sa couche viscoélastique (DYAD & 25°C) est remplacé par de
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'ISD112 & 27°C. Deux séquences d’orientation ([0°/90°/0°/c], et [90°/0°/90°/c],) sont pré-

sentées, pour la seule condition aux limites encastrement.
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Figure 5.17 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 7 en fonction de ’épais-
seur du coeur en ISD112 & 27°C (cinq premiers modes pour la séquence [90°/0°/90°/c],),
CL : CCCC

Les courbes de variation des propriétés modales pour les séquences [0°/90°/0°/c],
(figure 5.16) et [90°/0°/90°/c], (figure 5.17) montrent les méme variations que pour la
plaque 6 (figures 5.5, 5.6, 5.7, 5.8, 5.9). De plus, les amortissements de la séquences
[90°/0°/90°/c], sont rangés de maniére croissante du premier au cinquiéme mode, alors

que c’est le contraire pour la séquence [0°/90°/0°/c],. Mais de maniére globale, la séquence
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[0°/90°/0°/c], donne un meilleur amortissement en moyenne sur les cinq premiers modes
présentés par rapport a la séquence [90°/0°/90°/c], pour une valeur fixe de r prise dans

Iintervalle d’étude présentée (I, = [1073; 2,5]).

— Faces constituées de stratifié croisé antisymétrique
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Figure 5.18 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 9 en fonction de 1’épais-
seur du cceur en ISD112 & 27°C (cing premiers modes pour la séquence [0°/90°/0°/90°/c],),
CL : CCCC
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Figure 5.19 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 9 en fonction de ’épais-
seur du coeur en ISD112 & 27°C (cing premiers modes pour la séquence [90°/0°/90°/0°/c],),
CL : CCCC

Pour cet exemple nous reprenons la plaque sandwich viscoélastique rectangulaire 8
dont les caractéristiques sont données dans le tableau (4.4) en remplagant sa couche vis-
coélastique par une couche en ISD112 & 27°C et en prenant 1’épaisseur de chaque couche
du stratifié égale a hy; = 0,5mm. Cette plaque est dénommeée plaque 9. Comme précé-
demment, deux séquences sont présentées pour la condition aux limites encastrement. Ces
deux séquences sont : [0°/90°/0°/90°/c|, et [90°/0°/90°/0°/c], et les courbes représenta-

tives de la variation de leurs propriétés modales pour les cing premiers modes de vibration
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en flexion sont représentées sur les figures (5.18) pour la premiére séquence et (5.19) pour

la deuxiéme séquence.

Pour cette structure (plaque 9), 'amortissement des cing premiers modes de vibration
sont globalement faibles. La variation des propriétés modales en fonction de I'épaisseur
de la couche viscoélastique est similaire aux autres cas ot 'ISD112 est utilis¢ (figures 5.5,
5.6, 5.7, 5.8, 5.9). Pour les deux séquences considérées, les courbes montrent trés bien la
présence de maximum local pour les cinq premiers modes présentés, qui est localisé dans
les voisinages proches du point r = 0,00185 (h, = 0,037mm) et r = 0,00152 (h, =
0,030mm) respectivement pour les séquences [90°/0°/90°/0°/c], et [0°/90°/0°/90°/c],.
Pour ces points extrémums, ’amortissement obtenu pour les cinq modes de vibration
est nettement meilleur que lorsqu’on utilise une épaisseur de h, = 5mm (r = 2,5) méme
s’il peut étre difficile dans la conception d’obtenir des structures avec de si faibles couches

viscoélastiques correspondantes aux maximums locaux.

5.4.2 Variation de I’épaisseur de toutes les couches, 1’épaisseur

totale de la structure étant constante

Nous présentons dans ce qui suit, la variation des propriétés modales des plaques sand-
wichs viscoélastiques en considérant constante 1’épaisseur totale de la structure alors que
les épaisseurs des couches des faces et du cceur varient. Nous présenterons tout d’abord
quelques cas de plaques sandwichs viscoélastiques trois couches puis des cas de plaques
sandwichs viscoélastiques multicouches. Différentes séquences et conditions aux limites
seront considérées. Nous montrerons que les variations différent selon le matériau visco-
élastique utilisé pour le cceur de la structure, en considérant deux différents matériaux
viscoélastiques (3M ISD112 et PVB) pour une méme plaque. Les variations des propriétés
modales seront présentées en fonction de I’épaisseur h. de la couche viscoélastique. Pour la
clarté des figures, les résultats de comparaison par CDPM ne seront pas représentés. Nous
déterminerons les caractéristiques des points maximums, lorsqu’ils existent, des courbes

des amortissements dans cette étude.
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5.4.2.1 Plaques sandwichs trois couches

— Plaque rectangulaire a cceur en 3M ISD112

Nous reprenons une fois encore la plaque 6 dont les caractéristiques sont données dans le
tableau (4.2) en maintenant son épaisseur totale égale a h, = 1, 778mm. Deux conditions
aux limites (CCCC et SSSS) et diverses orientations des fibres des faces sont considérées
pour cette étude. Nous présentons seulement la variation des propriétés modales pour les

trois premiers modes de vibration de la structure.

Les variations des propriétés modales de cette structure en fonction de I’épaisseur de
la couche viscoélastique sont représentées sur les figures (5.20, 5.20) pour la condition aux
limites encastrement (CCCC) et sur les figures (5.22, 5.23) pour les appuis simples (SSSS).
Globalement, I'amortissement de la structure augmente lorsque ’épaisseur de la couche
viscoélastique augmente. Néanmoins, la variation de ’amortissement n’est pas uniforme.
On note pour presque toutes les courbes d’amortissement la présence de maximums locaux
(tableaux 5.6, 5.7, 5.8, 5.9) et parfois méme des minimums locaux (amortissements des
orientations § = 45°, § = 60°, = 90° figures 5.20, 5.20, 5.22, et 5.23). Si physiquement
certaines valeurs des points maximums paraissent difficiles & obtenir dans la conception
parce que étant trop faible (maximums locaux des amortissements des orientations 6 = 0°
6 = 30° pour la condition aux limites encastrement), cela n’exclus toutefois pas leur exis-
tence. On note également que les valeurs des maximums locaux pour la condition aux
limites appuis simples sont beaucoup plus réalisables en conception que pour ’encastre-
ment. Les courbes des fréquences amorties par contre décroissent uniformément pour tous
les cas considérés lorsque I'épaisseur de la couche viscoélastique augmente (figures 5.20
et 5.22). Les différentes orientations étudiées montrent que globalement, I’amortissement
de la structure diminue de § = 0° & § = 90° pour l'encastrement (figures 5.20 et 5.20).
Pour la condition aux limites appuis simples par contre, ’amortissement pour l’orienta-
tion 8 = 90° est plus important que pour les autres orientations pour certaines valeurs de

I’épaisseur de la couche viscoélastique (figures 5.22 et 5.23).
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Figure 5.20 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction des épais-
seurs des couches (mode 1), CL : CCCC

Maximum local
Angles d’orientation  h.(mm) Q(Hz) n

0° 1,374 119,49 0,796
30° 1,458 117,87 0,796
45° 0,059 620,82 0,348
60° 0,043 834,95 0,372
90° 0,036 1067,81 0,387

Tableau 5.6 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en
ISD112 a 27°C, épaisseur totale constante (mode 1, CL :CCCC)
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Figure 5.21 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction des épais-
seurs des couches (amortissements mode 2 et 3), CL : CCCC

Maximum local

Angles d’orientation mode 2 mode 3
he(mm) Q(Hz) n he(mm) Q(Hz) n
0° 1,411 136,95 0,875 | 1,467 159,80 1,044
30° 1,473 135,04 0,860 - - -
45° 0,099 655,52 0,33 | 0,147 680,53 0,315
60° 0,044 872,74 0,356 | 0,046 939,49 0,332
90° 0,036  1085,48 0,381 | 0,036 1124,45 0,366

Tableau 5.7 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en
ISD112 a 27°C, épaisseur totale constante (mode 2 et 3, CL :CCCC)
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Figure 5.22 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction des épais-
seurs des couches (mode 1), CL : SSSS

Maximum local

Angles d’orientation  h.(mm) Q(Hz) n
0° 1,089 109,00 0,520
30° 1,249 106,99 0,575
45° 1,384 104,45 0,664
60° 0,126 356,16 0,408
90° 0,110 443,11 0,437

Tableau 5.8 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en

ISD112 a 27°C, épaisseur totale constante (mode 1, CL :SSSS)
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Figure 5.23 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 en fonction des épais-
seurs des couches (amortissements mode 2 et 3), CL : SSSS

Maximum local

Angles d’orientation mode 2 mode 3
& he(mm)  Q(Hz) n he(mm)  Q(Hz) n
. 0,120 494,43 0,393
0 L2317 064 | o e e
30° 1,353 124,99 0,661 1,426 150, 64 0,815
45° 1,412 122,86 0,709 | 1,423 151,11 0,812
. 0,182 371,61 0,392
60 1414 150,59 0,814 1,414 150,59 0,814
. 0,126 495, 30 0,396
90 0,113 461, 69 0,424 1,409 148,73 0,820

Tableau 5.9 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en
ISD112 a 27°C, épaisseur totale constante (mode 2 et 3, CL :SSSS)
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Dans la section précédente ou seule ’épaisseur de la couche du coeur variait (sous-
section 5.4.1.2) nous avons montré que la forme des courbes des propriétés modales dif-
ferent selon la couche viscoélastique utilisée pour une méme plaque viscoélastique. Nous
allons vérifier 8’il en est de méme pour ce cas ot les épaisseurs de toutes les couches varient

en gardant la contrainte d’épaisseur totale constante de la structure.

— Plaque rectangulaire a cceur en PVB

Nous reprenons la plaque 6 (caractéristiques données dans le tableau 4.2) en rem-
placant sa couche viscoélastique en 3M ISD112 par une couche en PVB & 20°C. Seuls
les résultats pour les premiers modes des conditions aux limites encastrement (CCCC) et
appuis simples (SSSS) sont présentés pour cette plaque (figures 5.24 et 5.25). Tout comme
les fréquences amorties de la plaque 6 & coeur en 3M ISD112 a 27°C (figures 5.20 et 5.22),
les fréquences amorties de la plaque 6 & coeur en PVB & 20°C décroissent uniformément
lorsque I'épaisseur de la couche viscoélastique augmente. Toutefois, les fréquences amor-
ties de la plaque 6 & cceur en PVB a 20°C sont moins sensibles a la variation de I’épaisseur
du coeur que pour la plaque 6 & cceur en 3M ISD112 a 27°C. On observe pour les courbes
d’amortissement, des maximums locaux pour des valeurs proches de h., = 1lmm pour
toutes les orientations représentées a I'exception de l'orientation # = 0° qui ne présente
pas de maximum local. Les valeurs exactes de ces points maximums ainsi que les propriétés

modales correspondantes sont données dans les tableaux (5.10 et 5.11).

On retiendra que pour le PVB, les maximums locaux, lorsqu’ils existent, sont regroupés
autour de la valeur h, = 1mm pour les deux conditions aux limites (CCCC et SSSS) pour
le premier mode de vibration contrairement au 3M ISD112 pour lequel les maximums
locaux sont beaucoup plus dispersés suivant les orientations. Par ailleurs, les variations
des amortissements (figures 5.24 et 5.25) montrent que les amortissements ne sont pas
toujours croissants lorsque que l’épaisseur de la couche viscoélastique de la structure

augmente.
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Figure 5.24 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 de coeur en PVB a
20°C en fonction des épaisseurs des couches (mode 1), CL : CCCC

Maximum local

Angles d’orientation | h.(mm) Q(Hz) n
0° - - -
30° 1,085 598,25 0,022
45° 1,035 797,95 0,034
60° 1,045 1009,26 0,044
90° 1,064 1217,66 0,050

Tableau 5.10 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en
PVB a 20°C, épaisseur totale constante (mode 1, CL :CCCC)
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Figure 5.25 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 6 de coeur en PVB a
20°C en fonction des épaisseurs des couches (mode 1), CL : SSSS

Maximum local

Angles d’orientation | h.(mm) Q(Hz) n
0° - - -
30° - - -
45° 1,023 419,67 0,014
60° 0,980 542,53 0,016
90° 0,966 673,97 0,020

Tableau 5.11 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 6 & coeur en
PVB a 20°C, épaisseur totale constante (mode 1, CL :SSSS)
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Les résultats de la plaque 6 a coeur en 3M ISD112 (figures 5.20 et 5.22, ) comparés
a ceux de la plaque 6 a cceur en PVB (figures 5.24 et 5.25) permettent de conclure une
fois encore que la variation des propriétés modales est fonction du type de matériau

viscoélastique utilisé au coeur de la structure.

5.4.2.2 Plaques sandwichs viscoélastiques multicouches

Nous présentons pour les plaques sandwichs viscoélastiques multicouches, les résultats
de la plaque rectangulaire sandwich 5 dont les faces sont constituées de stratifié. Ses carac-
téristiques sont données dans le tableau (2.15). Nous présentons uniquement la variation
de 'amortissement du premier mode de vibration pour deux conditions (CCCC et SSSS).
Diverses séquences sont considérées pour cette structure; et les résultats sont présentés

sur la figure (5.26).

Pour les différentes séquences étudiées, les courbes d’amortissement montrent globa-
lement que, la séquence [90°/0°/C], donne un meilleur amortissement et qu’il vaut mieux
éviter de prendre I’épaisseur de la couche viscoélastique entre 1mm et 5mm si 'on désire
avoir un amortissement assez conséquent pour cette structure et ce, pour les deux condi-
tions aux limites considérées. Nous rappelons que la séquence [0°/0°/C], est la séquence
de référence et est équivalente & une plaque trois couches dont les fibres des faces sont
orientées dans la direction § = 0° et d’épaisseur équivalente H; = 4mm. Cette séquence
de référence donne toutefois un amortissement trés moyen comparé aux autres séquences.
Par ailleurs pour avoir un amortissement maximal pour une faible épaisseur de la couche
viscoélastique, il faut prendre une valeur autour de h. = 0,07mm pour I’encastrement
et autour de h, = 0, 18mm pour 'appui simple. On voit trés bien & travers cet exemple
de plaque sandwich multicouche que les séquences d’orientation des couches influencent

énormément 'amortissement de la structure.
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Figure 5.26 — Etude continue des propriétés modales de la plaque 5 en fonction des épais-
seurs des couches (mode 1, CL : CCCC et SSSS)

Maximum local

, . . CCCC SSSS
Séquences d’orientation hmm)  Q(Hz) p hlmm)  Q(Hz) p

[0°/0°/C], 0,081 746,11 0,304 | 0,160 363,71 0,302
[0°/45°/C1, 0,098 135,04 0,860 | 0,181 367,12 0,360
[0°/90°/C1, 0,074 787,64 0,431 | 0,179 369,50 0,434
[45°/0°/C1, 0,099 752,97 0,501 | 0,205 394,62 0,528
[90°/0°/C], 0,082 931,46 0,723 | 0,209 422,22 0,778
[90°/45°/C], 0,065 1086,24 0,561 | 0,179 484,06 0,593

Tableau 5.12 — Maximums locaux des courbes d’amortissement de la plaque 5, épaisseur
totale constante (mode 1, CL : CCCC et SSSS)
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté deux différentes formulations éléments finis pour
I’étude continue de la variation des propriétés modales des structures sandwichs viscoélas-
tiques composites. La premiére formulation traite le cas ou seule I'épaisseur de la couche
viscoélastique de la structure varie. La deuxiéme formulation suppose variables toutes les
épaisseurs de la structure en ajoutant la condition d’encombrement qui limite 1’épaisseur
totale de la structure a une valeur fixe. Ces formulations éléments finis ont conduit a
la résolution de problémes aux valeurs propres complexes non linéaires par la méthode
développée au Chapitre 3. Nous avons validé ces formulations par un exemple de poutre
tiré de la littérature et des exemples de plaques sandwichs trois couches et multicouches
viscoélastiques en faisant des comparaisons avec des calculs discrets obtenus a partir de
la formulation de référence du Chapitre 2. Différents types de plaques viscoélastiques de
part les dimensions, les couches viscoélastiques, et diverses séquences d’orientation et de
conditions aux limites ont été considérés pour les deux types de formulations. Les ré-
sultats ont montré que la forme des courbes de variation des propriétés modales de ces
structures varie en fonction des dimensions, des conditions aux limites, des séquences
d’orientation des couches des faces mais surtout de la couche viscoélastique utilisée au
coeur de ces structures. Contrairement a ce qu’on peut imaginer, la courbe de variation
de 'amortissement n’est pas toujours uniformément croissante lorsque 'épaisseur de la
couche viscoélastique augmente puisque pour certains cas, elle présente des maximums
locaux. Ainsi, on peut avoir un méme amortissement pour deux valeurs différentes de
I’épaisseur de la couche viscoélastique dans certains cas. L’intérét de ces formulations ré-
side dans le gain de temps de calcul puisqu’a partir de la résolution d’un seul probléme
aux valeurs propres non linéaires complexes par la technique d’homotopie, on décrit de
maniére continue la variation des propriétés modales par des branches solutions a travers

la MAN et la continuation.
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Le travail effectué dans ce mémoire a pour objectif la modélisation et la conception de
structures composites viscoélastiques. Le but principal est I'obtention de structures légéres
possédant un haut pouvoir amortissant pour un usage dans les domaines de I'aéronautique,
I’aérospatiale, ’automobile. Pour atteindre cet objectif, les sandwichs a faces composites
et & coeur viscoélastique ont été proposés. La modélisation proposée tient compte a la fois
de ’anisotropie des faces et la dépendance en fréquence des caractéristiques mécaniques
du ceeur. L’anisotropie présente dans la loi de comportement de ces matériaux composites
a constitué une difficulté qui venait s’ajouter aux difficultés déja rencontrées dans la mo-
délisation en vibration libre de structures sandwichs viscoélastiques telles que le choix du
schéma cinématique adéquat et la résolution du probléme aux valeurs propres non linéaires
complexes pour la détermination des propriétés modales amortissantes de ces derniéres.
Le Chapitre 1 a été consacré a une revue bibliographie sur les structures sandwichs vis-
coélastiques, les difficultés rencontrées dans leur modélisation en vibration propre libre,
les solutions proposées pour surmonter ces difficultés ainsi que quelques généralités sur
les matériaux composites et les travaux déja effectués concernant les sandwichs viscoélas-
tiques composites. Cette étude bibliographie a non seulement montré des difficultés dans
la modélisation en vibration libre des sandwichs viscoélastiques composites et la détermi-
nation de maniére exacte de leurs propriétés modales amortissantes mais également la non
existence de méthode ou technique permettant de réaliser une étude continue des effets

d’un parameétre de conception sur les propriétés modales des sandwichs viscoélastiques.

Contributions originales
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Pour surmonter ces difficultés qui sont importantes pour la modélisation et la concep-
tion des sandwichs viscoélastiques & haut pouvoir amortissant et satisfaisants les exigences

de légereté et de rigidité, nous avons :

1. dans le Chapitre 2 proposé une modélisation en vibration libre de plaques sand-
wichs composites & partir des éléments finis de type plaque/plaque/plaque pour le
calcul de maniére directe et exacte des propriétés modales de ces structures et ce
pour n’importe quelle loi viscoélastique dépendante de la fréquence. A partir de
cette formulation théorique, nous avons implémenté sous le logiciel Matlab, un outil
générique de détermination des propriétés modales amortissantes des plaques sand-
wichs composites dont les faces sont considérées en stratifié de plusieurs couches
orientées dans diverses directions et le coeur viscoélastique orthotrope dont la loi
de comportement dépend de la fréquence. Pour résoudre le probléme aux valeurs
propres non linéaires complexes, nous avons adapté la méthode de résolution directe
et exacte des propriétés modales utilisée par Bilasse et al. [74] dans le cas d’un coeur
isotrope viscoélastique. Cette méthode est un couplage entre la technique d’homo-

topie, la méthode asymptotique numérique et la différentiation automatique,

2. dans le Chapitre 3, développé une méthode générique de résolution de probléme
résiduel non linéaire aux valeurs propres complexes a double dépendance dont
I'une est la fréquence et 'autre un parameétre de conception décrivant un intervalle
d’étude spécifique. Basée sur la méthode asymptotique numérique, la différentiation
automatique, ’homotopie et la continuation, cette méthode a été implémentée sous
Matlab et utilise la boite a outil diamant pour les différentiations automatiques.
Son efficacité a été prouvée a travers la résolution des équations non linéaires aux

valeurs propres complexes a double dépendance obtenues dans les Chapitres 4 et 5

3. dans le Chapitres 4 proposé une formulation élément finis a partir de 1’élément
plaque/plaque/plaque utilisé dans le Chapitre 2 pour étudier de maniére continue
les effets des angles d’orientation des fibres des composites classiques (monocouches

unidirectionnelles, stratifiés antisymétriques, stratifiés croisés symétriques ou anti-
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symétriques) sur les propriétés modales amortissantes des plaques sandwichs visco-
élastiques composites. Cette formulation a débouché sur un probléme aux valeurs
propres non linéaires complexes & double dépendance (fréquence et angle d’orien-
tation) qui a été résolu avec succés par la nouvelle méthode développée dans le

Chapitre 3,

4. dans le Chapitre 5 développé également a partir de I’élément plaque/plaque/plaque
utilisé dans le Chapitre 2, une formulation pour étudier de maniére continue cette
fois ci les effets des épaisseurs des couches du sandwich sur les propriétés modales
amortissantes de ce dernier. Le probléme aux valeurs propres obtenu dans cette
formulation est similaire & celui du Chapitres 4 et est également résolu par par la

nouvelle méthode développée dans le Chapitre 3

Perspectives

Les travaux réalisés au cours de cette thése ont certes apportés une contribution im-
portante dans la modélisation en vibration libre des sandwichs composites, néanmoins il
reste beaucoup de travaux a effectuer soit pour améliorer les présents travaux soit pour
les compléter.

Du point de vue modélisation

Les améliorations suivantes sont envisageables :

Modéle cinématique et élément fini :

Dans ce travail nous avons utilisé un schéma cinématique zig-zag avec continuité aux
interfaces des couches en appliquant la théorie de Love-kirchhoff pour les faces et la
théorie de déformation du premier ordre de Mindlin-Reissner au cceur. Cependant, il serait
beaucoup plus intéressant d’utiliser des théories de déformation d’ordre élevé, pour mieux
prendre en compte I'anisotropie et le cisaillement dans la structure. Notre modele utilisant
un élément fini de type plaque/plaque/plaque, pour modéliser des structures plus épaisses
et de géométries plus complexes, il serait souhaitable de développer un élément fini de
type coque prenant en compte les courbures. Par ailleurs il serait également judicieux de

tester la nouvelle méthode de résolution de problémes aux valeurs propres non linéaires
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complexes a double dépendance développé dans le Chapitre 3 sur un modéle éléments finis
introduisant les effets de la température sur les propriétés modales de la structure. Ceci
permettra de prendre en compte le couplage fréquence-température contenue dans la loi
des matériaux viscoélastiques. On peut également envisager un couplage de la méthode
de résolution développée au Chapitre 3 avec une base réduite pour réduire la taille des
matrices pour gagner en temps de calcul. On pourra s’inspirer des travaux de Boumediéne

et al. [75]

Calcul des propriétés amortissantes

Les méthodes proposées pour le calcul de 'amortissement et les fréquences amorties a
partir de la résolution des problémes de vibrations libres peuvent étre étendues au calcul
des vibrations forcées dans le cas linéaire et non linéaire (non linéarité géométrique).
Ces méthodes peuvent étre couplées avec les techniques de réductions classiques (Analyse
modale, PGD, MAN, ... etc) pour la modélisation de structures complexes.

Du point de vue pratique

Les outils numériques développés peuvent étre utilisés a des fins d’optimisation de
I’amortissement. En effet, on peut les utiliser dans les procédures d’optimisation et de cal-
cul de sensibilité. L’aspect générique de ces formulations permettrait de prendre d’autres

critéres et paramétres de conception.
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Résumé

L’objectif de ce travail est de développer des outils numériques utilisables dans la déter-
mination de maniére exacte des propriétés modales des structures sandwichs viscoélastiques
composites au vue de la conception des structures sandwichs viscoélastiques 1égéres mais & haut
pouvoir amortissant. Pour cela nous avons tout d’abord développé un outil générique implé-
menté en Matlab pour la détermination des propriétés modales en vibration libre des plaques
sandwichs viscoélastiques dont les faces sont en stratifié de plusieurs couches orientées dans di-
verses directions. L’intérét de cet outil, basé sur une formulation éléments finis, réside dans sa
capacité a prendre en compte ’anisotropie des couches composites, la non linéarité matérielle
de la couche viscoélastique traduit par diverses lois viscoélastiques dépendant de la fréquence
ainsi que diverses conditions aux limites. La résolution du probléme aux valeurs propres non
linéaires complexes se fait par le couplage entre la technique d’homotopie, la méthode asympto-
tique numérique et la différentiation automatique. Ensuite pour permettre une étude continue des
effets d’un parameétre de modélisation sur les propriétés modales des sandwichs viscoélastiques,
nous avons proposé une méthode générique de résolution de probléme résiduel non linéaire aux
valeurs propres complexes possédant en plus de la dépendance en fréquence introduite par la
couche viscoélastique du cceur, la dépendance du paramétre de modélisation qui décrit un inter-
valle d’étude bien spécifique. Cette résolution est basée sur la méthode asymptotique numérique,
la différentiation automatique, la technique d’homotopie et la continuation et prend en compte
diverses lois viscoélastiques. Nous proposons aprés cela, deux formulations distinctes pour étu-
dier les effets, sur les propriétés amortissantes, de deux paramétres de modélisation qui sont
importants dans la conception de sandwichs viscoélastiques a haut pouvoir amortissement. Le
premier est 'orientation des fibres des composites dans la référence du sandwich et le second
est I’épaisseur des couches qui lorsqu’elles sont bien définies permettent d’obtenir non seulement
des structures sandwichs & haut pouvoir amortissant mais trés légeres. Les équations fortement
non linéaires aux valeurs propres complexes obtenues dans ces formulations sont résolues par
la nouvelle méthode de résolution d’équation résiduelle développée. Des comparaisons avec des
résultats discrets sont faites ainsi que les temps de calcul pour montrer non seulement 'utilité de
ces deux formulations mais également celle de la méthode de résolution d’équations résiduelles
non linéaires aux valeurs propres complexes & double dépendance.

Mots-clés : sandwichs viscoélastiques, anisotropie, orthotropie, vibration libre, amortisse-
ment, fréquence propre, technique d’homotopie, méthode asymptotique numérique, différentia-
tion automatique, éléments finis, probléme résiduel non linéaire aux valeurs propres complexes &
double dépendance, orientation des fibres et propriétés amortissantes, épaisseurs des couches et
propriétés amortissantes
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Abstract

The aim of this thesis is to develop numerical tools to determine accurately damping pro-
perties of composite sandwich structures for the design of lightweight viscoelastic sandwichs
structures with high damping power. In a first step, we developed a generic tool implemented in
Matlab for determining damping properties in free vibration of viscoelastic sandwich plates with
laminate faces composed of multilayers. The advantage of this tool, which is based on a finite
element formulation, is its ability to take into account the anisotropy of composite layers, the
material non-linearity of the viscoelastic core induiced by the frequency-dependent viscoelastic
laws and various boundary conditions . The nonlinear complex eigenvalues problem is solved by
coupling homotopy technic, asymptotic numerical method and automatic differentiation. Then
for the continuous study of a modeling parameter on damping properties of viscoelastic sand-
wichs, we proposed a generic method to solve the nonlinear residual complex eigenvalues problem
which has in addition to the frequency dependence introduced by the viscoelastic core, a mode-
ling parameter dependence that describes a very specific study interval. This resolution is based
on asymptotic numerical method, automatic differentiation, homotopy technique and continua-
tion technic and takes into account various viscoelastic laws. We propose after that, two separate
formulations to study effects on the damping properties according to two modeling parameters
which are important in the design of high viscoelastic sandwichs with high damping power. The
first is laminate fibers orientation in the sandwich reference and the second is layers thickness
which when they are well defined allow to obtain not only sandwich structures with high damping
power but also very light. The highly nonlinear complex eigenvalues problems obtained in these
formulations are solved by the new method of resolution of eigenvalue residual problem with
two nonlinearity developed before. Comparisons with discrete results and computation time are
made to show the usefulness of these two formulations and of the new method of solving nonlinear
complex eigenvalues residual problem of two dependances.

Keywords : Viscoelastic sandwichs , anisotropic, orthotropic, free vibration, damping, natu-
ral frequency, homotopy technic, asymptotic numerical method, automatic differentiation, finite
element, nonlinear complex eigenvalues residual problem with double dependency, fiber orienta-
tion and damping properties, layers thicknesses and damping properties.
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