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Introduction générale

Les problemes de vibrations sont rencontrés dans de nombreux domaines d’ingénierie, qui
vont de I’électroménager a l'aérospatiale en passant par les secteurs de la mécanique et du génie
civil. Dans de nombreux cas, ces vibrations sont nuisibles car elles produisent des effets
indésirables qui se présentent sous forme d’inconfort des usagers, de bruit, etc. Les vibrations
peuvent également entrainer un dysfonctionnement d’ouvrages et méme aboutir a leur ruine.
Pour éviter ces effets néfastes, une solution passive, bien établie depuis plus de 50 ans, consiste
en l'utilisation de structures incorporant des matériaux viscoélastiques dont les propriétés
dissipatives ne sont plus a démontrer. Ces matériaux viscoélastiques sont introduits sous
diverses formes dans le but d’augmenter leurs effets amortissants. On y rencontre ainsi des
structures sandwichs ou hétérogénes dans lesquelles le matériau viscoélastique est introduit,
respectivement, sous forme de couche compleéte entre deux ou plusieurs couches élastiques ou

d’inclusions noyées dans une matrice élastique (voir figure 1).

Matrice élastique Inclusions /\Qscoélastiques

\
Elastique @ o\,o O 00 %)\g O 0
Viscoélastique O 000 0O0 @) O O
Elastique OO0 00000000 O0
Structure sandwich viscoélastique Structure hétérogéne viscoélastique

Figure 1 Quelques systemes d’amortissement par introduction de matériaux viscoélastiques

Cette méthode d’amortissement présente des limites du point de vue du taux de matériaux
viscoélastiques pouvant étre introduits dans le matériau hote. En effet, avec I’allegement des
structures qui sont de plus en plus sollicitées, la résistance mécanique devient un enjeu majeur
a prendre en compte. Il devient nécessaire d’envisager d’autres méthodes d’amortissement pour
la mise en ceuvre des matériaux dans ces conditions extrémes. Les matériaux piézoélectriques,
de par leurs propriétés a se déformer sous impulsions électriques et inversement, offrent une

alternative dans ce sens. Ces matériaux offrent des possibilités d’amortissement passif et/ou
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actif. Le premier consiste a appliquer des patchs piézoélectriques sur la structure et a les relier
a une masse (voir figure 2-a). Il s’agit d’amortissement passif par shunt. La seconde technique
d’amortissement consiste a appliquer sur la structure a amortir des patchs ; les uns servant de
capteurs pour récupérer I’énergie lors de la déformation, qui est transformée et réintroduite au

moyen d’actionneurs, en vue de maitriser I’amplitude des vibrations (voir figure 2-b).

(@) (b)
- Sctz)l:]r;en{i ¢ Controleur - S&tﬁi? ¢ Controleur +——
Couches
piézoélectrique Capteur
Structure hote ‘ Structure hote
e
Actionneur
R L
D_mm Filtre

Amortissement passif par shunt Contrdle actif par régulation de la tension

Figure 2 Systemes d’amortissement passif (a) et actif (b) des vibrations au moyen des
matériaux piézoélectriques

Pour maitriser les caractéristiques de ces types de matériaux et structures, des études
expérimentales, le plus souvent destructives, sont menées. Afin de réduire ce colt et, par
conséquent, le codt global de production, ces essais sont de nos jours remplacés en majorité par
des simulations numériques. Ainsi, plusieurs chercheurs se sont attelés a proposer des modeéles
décrivant les différents comportements de ces matériaux lors de leurs mise en ceuvre. D’autres,
s’inspirant des travaux de ceux-ci, ont pu modéliser en échelle réduite des structures réalistes.
De nos jours, le développement des outils numériques a rendu plus ou moins aisée cette
procédure. En effet, ces matériaux sont utilisés sur des structures qui peuvent aller de simples
formes géométriques (poutres, plaques, coques) a des formes géométriques complexes
(véhicules, batiments, etc.). Parfois méme, on rencontre une coexistence de zones épaisses,
nécessitant une cinématique tridimensionnelle, et de zones minces, dont de simples hypotheses
bidimensionnelles suffisent a bien les modéliser (voir figure 3). Dans ces configurations, on se
confronte parfois a des difficultés dues a I’utilisation d’hypothéses complexes de connexion
d’éléments 2D-3D. Pour se soustraire de ces techniques, on procede souvent a un maillage plus
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fin des zones de transition ; ce qui se révele colteux en temps de calcul. Ainsi, des éléments qui
soient effectifs aussi bien pour des structures minces que pour des applications générales
tridimensionnelles simplifieraient considérablement la modélisation de telles structures. En
effet, ils éviteraient a la fois la définition arbitraire de zones de séparation entre parties épaisses
et composantes structurales minces, ainsi que les difficultés relatives a la connexion de

différents types d’éléments.

55700401
Zdsed

Figure 3 Structures montrant la jonction de zones épaisses (3D) et fines (2D)

Dans le but d’apporter une contribution dans ce sens, des éléments coques volumiques sont
développés. Il s’agit d’éléments ayant le plus souvent une géométrie tridimensionnelle mais
autorisant néanmoins des élancements importants. Ce type d’éléments présente beaucoup
d’avantages. lls permettent de modéliser aussi bien des structures minces qu’épaisses. Ils
permettent de modéliser aussi bien des structures minces qu’épaisses. Le gain de temps devient
non négligeable par rapport au colt que nécessite I’utilisation d’éléments volumiques

classiques. Cela a conduit plusieurs chercheurs a s’intéresser a cette nouvelle formulation.
Motivations et objectifs de cette these

Cette these s’inscrit dans la suite du développement des éléments solide—coques de type
SHB. Cependant, les applications seront orientées vers la modélisation et maitrise des

vibrations des structures multicouches. Ces structures font le plus souvent intervenir des
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matériaux viscoélastiques et piézoélectriques. Pour atteindre cet objectif, cette these sera

organisée comme suit.

Dans le premier chapitre, nous explorons la littérature afin de cibler les apports nécessaires
dans ce sens. Nous débuterons par I’état de I’art sur la modélisation des vibrations de structures
multicouches ainsi que quelques différents modeles proposés pour la formulation d’éléments
finis solide—coques.

Le second chapitre est dédié a la modélisation des vibrations de poutres sandwichs a ame
viscoélastique en adoptant des éléments finis de type solide—coque. Mais, au préalable, un
rappel est fait sur les éléments finis utilisés ainsi que sur la méthode de résolution poursuivie

pour la résolution des problemes abordés.

Au troisieme chapitre, I’étude précédente est étendue au travers de la formulation d’éléments
finis de type solide—coque dédiées a la modélisation de structures multicouches comportant des

matériaux piézoélectriques. Des validations sont faites aussi bien en statique qu’en vibration.

Le quatrieme et dernier chapitre est consacré a la modélisation de I’amortissement actif—
passif ou hybride. En effet, un outil numérique est également proposé pour résoudre le probleme
découlant de la combinaison des matériaux viscoélastiques et piézoélectriques. Des applications
sont présentées pour montrer I’intérét de I’approche ainsi proposée.
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1.1 Introduction

1.1. Introduction

La maitrise des vibrations est un facteur important pour la mise en ceuvre des matériaux dans
certaines conditions de sollicitations. En effet, certaines vibrations peuvent étre nuisibles a la
tenue en service et au bon fonctionnement ou méme causer la ruine de structures. Il est donc
impératif d’approfondir la compréhension de ces phénomenes ainsi que du comportement des
matériaux afin de faire les choix les plus adéquats. L’un des moyens d’amortir ou de contrdler
passivement les vibrations, est [I’incorporation sous diverses formes de matériaux
viscoélastiques dans les structures. En effet, cette technique permet de contrdler surtout les
hautes fréquences. Il faut cependant noter que, malgré le comportement intéressant des
matériaux viscoélastiques, leurs pouvoirs amortissants restent limités surtout pour le contréle
des basses fréquences. Un autre moyen serait I’utilisation des matériaux piézoélectriques. En
effet, ces derniers, du fait de leurs capacités a générer du potentiel électrique sous chargement
mécanique et vice versa, permettent d’augmenter I’amortissement. On procéde ainsi par
contréle actif en appliquant aux patchs ou couches piézoélectriques des impulsions électriques
maitrisées. Pour comprendre tous ces phénomenes, la modélisation numérique se révele étre le
moyen le plus efficace et le moins onéreux. On rencontre ainsi dans la littérature des modeles
éléments finis de toutes sortes, basés sur des hypotheses trés diverses. Certains modéles sont
limités par le nombre de degrés de liberté générés, d’autres soit par la forme géométrique ou la
configuration matérielle. C’est notamment I’exemple de structures épaisses comportant des

parties trés minces, telles que les couches viscoélastiques ou les patchs piézoélectriques.

Dans ce chapitre, nous ferons au prime abord un état de I’art des modeles multicouches
proposés. Ensuite, suivront les modéles éléments finis de type coque. Ceci nous permettra enfin
de faire ressortir les points sur lesquels cette thése sera axée. Mais bien avant tout, un petit
rappel du comportement des matériaux viscoélastiques et piézoélectriques utilisés dans les
structures modélisees sera présenté. Cette section permettra ainsi de faire le bilan, mettre I’étude

dans son contexte et de faire émerger la pertinence de ce travail.
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1.2. Geénéralités sur les matériaux amortissants

Les matériaux amortissants dont on fait état dans cette thése sont les matériaux

viscoélastiques et les matériaux piézoélectriques.

1.2.1. Matériaux viscoélastiques

La viscoélasticité est définie comme un comportement intermédiaire entre un solide idéal dit
« hookeen » et un fluide parfait dit « newtonien ». Ce comportement peut étre défini par des

modeles allant des plus simples aux plus complexes.

1.2.1.1. Modéles rhéologiques classiques

Comme traditionnellement définie, la viscoélasticité peut étre représentée par une
combinaison discréte de ressorts et d’amortisseurs. Le ressort constitue la partie élastique dont
la contrainte est proportionnelle a la déformation et définie par la loi de Hooke : o (t) = E&(t),
ou E désigne le module d’Young. L amortisseur représentant la partie visqueuse est décrit par
une contrainte proportionnelle a la vitesse de déformation : o (t) = 7£(t) (loi de Newton), ou 7
représente le parametre de viscosité. Deux grandes familles de modéles rhéologiques sont
généralement définies : les modéles standards linéaires et les modéles fractionnaires. Nous nous
intéresserons dans cette partie a la premiére famille. Quelques-uns de ces modeéles sont
schématisés sur la figure 1.1 et les modules complexes équivalents sont reportés dans le tableau
1.1.
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E, E,
Eo n VY E,
7 AMMN—F W
L
a. Kelvin-Voigt b. Maxwell c. Zener
E, E, E,
— VW,
Eo Ui
—NVWA— M n, - 1,  —
[— [1— [—
L L=

d. Kelvin-Voigt généralisé

e. Maxwell généralisé

Figure 1.1 Modeles rhéologiques de base

Tableau 1.1 Modules opérationnels en domaine fréquentiel

Modeles rhéologiques | Module complexe

Kelvin-Voigt E+ion
inwkE

Maxwell N0

E, +ion

E,(E, +ion)
Zener kS B

E,+E +ion

-1

Kelvin-Voigt généralisé E, +lon + 1

ionk, FE;+ine

n .ok,
Maxwell généralisé Ep+) ———
o E; +In0

Rappelons également que le coefficient de Poisson est en réalité aussi fonction de la
fréquence, mais il est supposé généralement constant [1] du fait que sa mesure pose des

difficultés expérimentales.
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Aussi, les modeles présentés ci-haut sont assez sommaires et ne permettent pas de
caractériser la viscoélasticité d’un matériau. Des modéles complexes ont donc été développés

en ce sens.

1.2.1.2. Modéles rhéologiques complexes

Ces modeéles décrivent de facon plus réaliste le comportement mécanique des matériaux
viscoélastiques. En effet, plusieurs paramétres sont généralement nécessaires pour représenter

au mieux ces matériaux. Parmi ces modéles, on distingue :

- le modéle ADF (Anelastic Displacement Field) qui est une extension en 3D du modéle
ATF (Augmented Thermodynamic Field) basé sur les principes de la thermodynamique
[2, 3].

[1+ZN:A @ +ia0, J (1.1)

= @* +Q

- le modéle GHM, du nom de ses auteurs Golla, Hughes et McTavish, qui propose de

modeéliser le matériau viscoélastique sous forme de mini-oscillateurs [4, 5].

N o’ +2B.y.0
_EO(1+204j . I zj (1.2)

o o +2ﬁj;/ja)+;/j

Dans I’'un ou I’autre modéle, E, désigne le module de Young de I’état statique ou retardé et o

la fréquence. Tous les autres paramétres sont afférents au modele utilisé. Ces deux modeles

sont parmi les plus utilisés en modélisation viscoélastique.

1.2.1.3. Amortissement viscoélastique

L’amortissement obtenu par les matériaux viscoélastiques provient du cisaillement induit
dans la couche qui en contient. En effet, une partie de I’énergie produite lors de la déformation

est stockée et I’autre dissipée. Ainsi, en décomposant le module complexe sous la forme :

E(w) = ER(w) +iE' (@) (1.3)

ol Ef(w) et E'(w) représentent, respectivement, la partie réelle (module de stockage) et

imaginaire (module de dissipation), on peut définir le facteur de perte par :
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E' (o)
E* (o)

Rappelons également que le comportement d’un matériau viscoélastique dépend aussi de la

n(w) = (1.4)

température [6].

1.2.2. Matériaux piézoélectriques

Les matériaux piézoélectriques sont des matériaux capables de générer de I’électricité
lorsqu’on leur applique une charge mécanique (capteurs). Inversement, ils ont la capacité de se
déformer quand ils sont soumis a une charge électrique (actionneurs). Ces propriétés leurs
offrent le privilege d’étre utilisés pour le contrdle des vibrations. Les plus connus et répandus
sont les piézocéramiques (PZT), le PVDF (Polyfluorure de Vinylidene) et le quartz.

1.2.2.1. Couplage piézoélectrique

Comme décrit ci-haut, le couplage mécano-électrique peut étre formulé comme suit :

(1.5)

oc=Ce—¢e'E
D=eg+«xE

ou o et g désignent, respectivement, le tenseur de contrainte et de déformation. D et E
représentent le déplacement et le champ électrique. C, e et k sont, respectivement, la matrice
d’élasticité, la matrice piézoélectrique et la permittivité diélectrique. Les composantes de la
matrice d’élasticité sont mesurées a champ électrique constant, tandis que les coefficients de la

matrice de permittivité sont mesurés a déformations constantes.

1.2.2.2. Mécanismes d’actionnement

Les matériaux piézoélectriques, selon le sens de polarisation, peuvent étre actionnés soit en
cisaillement ou en extension, comme montré sur la figure 1.2. En effet, lorsque le champ
électrique appliqué est perpendiculaire au sens de polarisation, il se produit un cisaillement dans
les couches piézoélectriques. De méme, lorsque la sollicitation électrique et le sens de
polarisation sont dans la méme direction, il se produit une déformation par extension des
couches piézoélectriques. Généralement, le mécanisme d’extension produit une déformation

plus importante que celle induite par le cisaillement [7].
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——» E  Champ électrique
—— 3 P Polarisation

Mode de cisaillement (e,;)

Figure 1.2 Mecanismes de déformation fondamentaux

1.2.2.3. Notion de controle

Selon le type de contrdle désiré, des patchs ou couches piézoélectriques sont apposés aux
structures. Une partie des patchs est utilisée comme des capteurs afin de récupérer et d’évaluer
la charge adéquate pour le contrdle escompté. La charge nécessaire est donc retournée a la
structure par I’intermédiaire des autres patchs qui servent d’actionneurs. Cela permet soit le
contréle par anticipation, dit « feedforward control », ou par rétroaction, dit « feedback

control », comme schématisé sur la figure 1.3.
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i Structure — S,|]9’nal de
Source > référence
secondaire Controleur Structure
Signal de N
référence
Controleur
A . ; )
Signal d’erreur Signal d’erreur
a. Controle par anticipation b. Contrble par rétroaction

Figure 1.3 Représentation schématique des classes de controle

Plusieurs algorithmes ont été proposés dans la littérature pour optimiser le contrble des
vibrations. Quelques-uns seront présentés dans les paragraphes a venir.

1.3. Modélisation des vibrations de structures multicouches

Deux moyens principaux sont utilisés pour I’amortissement des vibrations :

- I’amortissement passif, par combinaison de couches élastiques et viscoélastiques, qui est
d’origine visqueuse.
- I’amortissement actif, par combinaison de couches élastiques et piézoélectriques et

application d’une loi de contréle électrique.

On peut ajouter I’amortissement hybride, qui est la combinaison des deux types de contrdle

mentionnés ci-dessus.

1.3.1. Amortissement passif des vibrations

L’amortissement passif des vibrations provient des propriétés dissipatives des matériaux
viscoélastiques. Ces propriétés dépendent généralement de la fréquence, de I’lamplitude, du type
d’excitation et également de la température. 1l s’avere donc nécessaire de maitriser tous ces
paramétres pour mieux modéliser le comportement des structures comportant des couches
viscoélastiques. Ce besoin a motivé plusieurs auteurs dans leurs recherches a proposer des

approches pouvant décrire plus ou moins correctement la réalité physique.
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La premiére étude sur les propriétés vibratoires des poutres sandwichs a cceur viscoélastique
a été présentée vers les années 50 par Kerwin [8]. Il a considéré des poutres sandwichs
simplement appuyées dont les peaux élastiques étaient plus rigides que le cceur. DiTaranto [9],
en étendant les travaux de Kerwin, s’est intéressé a la description du mouvement des poutres
sandwichs en vibration libre soumises a des conditions aux limites arbitraires. En se basant sur
les travaux ci-haut, Mead et Markus [10] ont proposé un modeéle pour étudier les vibrations
forcées avec plusieurs conditions aux limites. Récemment, Hu et al. [11], ainsi que d’autres
auteurs [12], ont effectué une revue bibliographique des outils existants dans la littérature pour
la modélisation des structures multicouches. Il en ressort que la difficulté principale dans ce
type de modélisation porte sur la description adéquate de la cinématique. En effet, les
contributions récentes sont basées sur les théories classiques des stratifiés développés par
Kirchhoff-Love. Avec cette approche, la déformation due au cisaillement est négligée par
rapport aux autres contributions. Quelques années plus tard, la prise en compte des effets de
cisaillement transversal (Reissner [13] ; Mindlin [14] ; etc.) a permis d’établir une théorie dite
de premier ordre. Ces théories ont vite montré leurs limites, puisque la déformation due au
cisaillement doit varier au moins de fagon quadratique de maniére a satisfaire une contrainte
nulle aux surfaces externes des peaux. C’est ce qui a amené Gay [15] a introduire la notion de
coefficient de correction, qui se révele difficile a estimer pour les stratifiés. C’est pour éviter
cette difficulté que les théories dites d’ordres élevés ont été introduites par plusieurs auteurs,
dont Reddy [16] et Touratier [17, 18], qui représentent des contributions majeures. Reddy [16]
a proposé un modele basé sur une description cubique du champ de déplacement dans
I’épaisseur, tandis que Touratier [17] a proposé, quant a lui, une description sinusoidale de ce
méme champ. Ceux-ci ont I’avantage de permettre une description parabolique de la contrainte
de cisaillement, tout en remplissant la condition de contrainte nulle sur les surfaces externes du

sandwich.

Les modeles d’ordres élevés ont suscité un grand intérét et sont largement utilisés dans la
modélisation des structures multicouches. En effet, ils permettent dans moult situations des
estimations assez satisfaisantes de grandeurs telles que la fleche, les fréquences propres, etc.
Notons que pour les modeles ci-hauts, la structure est traitéte comme une seule couche
permettant une simplification majeure de I’analyse. En revanche, cette approche conduit dans
certaines configurations géométriques et matérielles a des résultats plus ou moins erronés. Cela
a conduit a I’adoption de modéles de type zig-zag, qui consistent a décrire couche par couche
les champs de déplacement (voir figure 1.4). On distingue deux types de modéles zigzag :
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- Les modeéles IC-ZZT (Zig-Zag Theories with Interlaminar Continuity) qui assurent la
continuité des contraintes aux interfaces des différentes couches.
- Les modeéles ID-ZZT (Zig-Zag Theories with Interlaminar Discontinuity) qui I’ignorent

tout simplement.

(@)

Linéaire  Non-linéaire

\ Elastique / \ \
/Viscoélastique / / /
‘ Elastique / / l

Modeéles non zig-zag

(b)

Linéaire  Non-linéaire Linéaire  Non-linéaire

\ Elastique / / \ \ Elastique / _/ \
/ Viscoélastique\ & / / Viscoélastique\ K_ /
Elastique / / ‘ ‘ Elastique _/ / {

Modeles zig-zag avec continuité Modeles zig-zag avec discontinuité
IC-ZZT ID-ZZT

Modeles zig-zag

Figure 1.4 Cinématiques de structures sandwichs

Carrera [12], en 2003, a effectué une synthese des modeéles IC-ZZT dans laquelle il a montré

que la plupart des théories de stratifiés nécessitent la prise en compte des conditions de

continuité de la contrainte de cisaillement aux interfaces. Cependant, nombreux sont les auteurs

[10, 19-21] qui I’ont ignorée dans leurs travaux sur I’analyse des vibrations des structures

sandwichs. Il s’est donc avéré indispensable d’avoir un apercu suffisamment clair sur le

domaine de validité de chaque modele.

Une autre alternative consisterait a utiliser des éléments finis hexaédriques linéaires ou
quadratiques. Les premiers s’averent pauvres en termes d’interpolation, nécessitant un maillage

trés fin pour avoir un résultat satisfaisant, ce qui n’est pas le cas dans pas mal de configurations.
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Les éléments finis quadratiques, de par leurs cinématiques, sont bien plus colteux en temps de

calcul.

Rappelons que I’amortissement passif peut aussi étre obtenu avec des matériaux dits
« intelligents », tels que les matériaux piézoélectriques, a condition de le shunter. Les premiers
a avoir mis en ceuvre cette solution furent Liu et Forward [22] en 1981. En effet, ils ont montré
que I’ajout d’un circuit shunt (potentiel nul), sur des patchs piézoélectriques apposés a une
structure, permet d’obtenir un amortissement passif par la dissipation d’une partie de I’énergie
vibratoire transformée en énergie électrique. Hagood et al. [23], poursuivant ces travaux, ont
proposé en 1990 des modeles analytiques quantitatifs couplant le patch piézoélectrique, soit a
une résistance en série, soit & un circuit RL (résistance et inductance en série). lls ont déterminé
les valeurs du circuit optimal pour la dissipation maximale. Depuis une vingtaine d’années, de
nombreux travaux sont menés sur ce type d’amortissement passif. Edberg et al. [24] ont montré
qu’il était possible d’atténuer simultanément deux modes de vibrations a I’aide de circuits
accordés multiples. Wu et Bicos [25] ont implanté des contrdles multimodes sur des plaques
composites. Récemment, Del et al. [26-28] ont présenté des modéles basés sur I’optimisation
des paramétres d’amortissement par shunt. Une revue plus exhaustive sur le contr6le passif par

« shunt » peut étre consultée dans les travaux de Moheimani [29].

L apport du controle passif de type shunt est indéniable et présente I’avantage d’étre simple
a mettre en ceuvre tout en préservant la stabilité du systéme. Néanmoins, les performances
obtenues par ce type de contréle restent faibles et ne concernent que quelques modes Visés.

L’amortissement peut également &tre amélioré par un contrdle dit actif.

1.3.2. Controéle actif des vibrations

Le contrdle actif est obtenu par application d’efforts externes sur une structure en vibration.
Le plus souvent, cet effort est une différence de potentiel. L’un des premiers a avoir mis au
point ce concept fut Olsen [30] dans les années 50. Depuis, plusieurs travaux allant de
I’expérimentation & la modélisation et simulation du comportement des matériaux
piézoélectriques, offrant cette possibilité, ont été menés. Une revue bibliographique non
exhaustive sera présentée dans les paragraphes suivants. Elle actualise celle présentée dans les
theses de Piefort [31] ; Trinidade [32] et Boudaoud [33]. Récemment, Belouettar et al. [34] ainsi
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1.3 Modélisation des vibrations de structures multicouches

qu’Azrar et al. [35] ont proposé une étude des vibrations non-linéaires de poutres sandwichs

piézoélectriques.

o Lois de contrdle

En effet, les premiers travaux de contrdle de vibrations par actionneurs sont ceux de Liu et
Forward [22] et Bailey et Hubbard [36] qui ont respectivement utilisé des actionneurs pour
controler les vibrations de structures flexibles et poutres. Alors s’en est suivi des travaux
s’intéressant a la modélisation tels Crawley et de Luis [37] ; Hagood et al. [23] qui ont montré
la possibilité d’utiliser des actionneurs piézoélectriques pour le contréle de vibrations. Mais le
probleme de poids des patchs piézoélectriques, qui sont généralement des piézocéramiques, a
conduit a I'utilisation des capteurs et actionneurs piézoélectriques en couches tres fines ou
discrets localisés. 1l convient donc de trouver les positions adéquates pour un contréle optimal.
Des algorithmes dans la littérature permettent de déterminer ces positions. Nous avons par
exemple les algorithmes basés sur la loi de contréle dérivative (D) (Kapadia et Kawiecki [38] ;
...), proportionnelle (P) (Azvine et al. [39] ; Rongong et al. [40]; ...) ou proportionnelle-
dérivative (PD) (Shen [41]; Veley et Rao [42] ; Lesieutre et Lee [43] et bien d’autres) qui
occupent la majeure partie de la littérature du fait de leurs simples conception et mise en ceuvre.
Par ailleurs, plusieurs auteurs, tels que Lam et al. [44] ; Liao et Wang [45-47], ont montré dans
leurs travaux que des algorithmes optimaux du type LQR (Linear Quadratic Regulator)
permettent d’augmenter la dissipation d’énergie. Un modele éléments finis de type FSDT
utilisant I’algorithme LQR a été proposé par Bruant et al. [48] pour déterminer la geométrie et
les positions des patchs piézoélectriques. Cette approche est peu réaliste (pas de perturbations,
état du systéme parfaitement connu). Cet algorithme a été amélioré en LQG (Linear Quadratic
Gaussian), presenté dans la theése de Trinidade [32], par I'utilisation d’un filtre de Kalman.
Récemment, Chhabra et al. [49], se basant sur les travaux de Wang et Wang [50] et bien
d’autres, ont utilisé le MCMSVD (Modified Control Matrix and Singular Value
Decomposition) pour déterminer les positions optimales des actionneurs sur une plaque pour

un contrble efficient.

Un autre facteur dont dépend le pouvoir électromécanique des matériaux piézoélectriques

est le mode de déformation utilisé.
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o0 Mécanismes de déformations

Un autre facteur permettant de maitriser I’effet piézoélectrique des patchs est le mécanisme
de déformation utilisé pour les patchs. Ainsi, les patchs peuvent étre actionnés en extension
(généralement apposés en surface) ou en cisaillement (le plus souvent incorporés a la structure),

comme indiqué sur la figure 1.2.

Le mécanisme d’actionnement par extension est obtenu par application d’un champ
électrique et la polarisation du matériau piézoélectrique dans la méme direction (transversale).
Il en résulte des déformations de membrane. Ce mécanisme est le plus utilisé et constitue la
majeure partie des contributions, puisqu’il permet une déformation plus importante que
I’actionnement par cisaillement. On peut citer quelques travaux en vibration tels que ceux de
Saravanos et Heyliger [51]; Benjeddou et Del [52] ; Yang et Lee [53] et bien d’autres.
Cependant, vu I’intérét grandissant de la mise en ceuvre des composites avec actionneurs
intégrés, tels que les sandwichs, le mécanisme d’actionnement par extension se révele parfois
moins efficace. 1l est montré par Bent et al. [54] ainsi que Crawley et de Luis [37] que ce
mécanisme n’est performant que lorsque les patchs sont placés loin du plan moyen de la
structure. C’est 1a que le mécanisme de cisaillement trouve son intérét. Il consiste a polariser
longitudinalement les patchs, de maniére & induire des déformations de cisaillement lorsqu’ils
sont actionnés par un champ électrique transversal. Les travaux de Benjeddou [55] ont permis
d’avoir un apercu sur les deux mécanismes et une valorisation du mécanisme d’actionnement

en cisaillement des patchs piézoélectriques [56-58].

1.3.3. Controle hybride des vibrations

Les résultats intéressants de I’amortissement passif et du contrble actif ont motivé le
développement des modeles actif—passifs dits hybrides. L’avantage majeur d’une telle approche
est indéniable, puisqu’elle permet d’augmenter activement le cisaillement d’un matériau
viscoélastique au moyen d’un actionneur piézoélectrique. 1l en résulte une dissipation d’énergie
plus importante et donc la réduction des amplitudes de vibrations. Le plus connu de ces
traitements est le RCA (Revétement Contraint Actif) suggéré par Plump et Hubbard [59]. Ainsi,
plusieurs configurations ont été proposées dans la littérature. Des auteurs comme Huang et al.
[60] ; Yellin et Shen [61], pour ne citer que ceux-ci, ont utilisé des actionneurs auto-capteurs

dans un RCA. D’autres, tels que Lesieutre et Lee [43], ont proposé de segmenter le traitement
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hybride afin d’augmenter sa robustesse ; travaux étendus par Baz [62] sur une poutre afin
d’étudier le cisaillement dans la couche viscoélastique.

Afin de modéliser les vibrations des structures ayant subi un traitement hybride, plusieurs
auteurs dans la littérature ont présenté des modeles éléments finis. Ainsi, Van Nostrand et al.
[63] ont développé un modéle éléments finis sandwich de type poutre pour lequel le RCA
couvre toute la structure. Huang et al. [60] et Baz [64] ont proposé un modéle similaire mais en
tenant compte aussi des extensions et flexion de la couche viscoélastique. Ensuite, Lesieutre et
Lee [43] ont développé un modéle éléments finis & 9 degrés de liberté par élément, avec des
interpolations quadratiques pour le déplacement longitudinal et I’angle de cisaillement. Les
effets des inerties de rotation ont été pris en compte pour les trois couches. Par ailleurs, des
éléments finis iso-paramétriques ont été utilisés par Varadan et al. [65] pour étudier des
traitements hybrides. Dans les deux cas, des degrés de liberté électriques ont été utilisés pour
modéliser I’action piézoélectrique. D’autre part, la méthode de Rayleigh-Ritz a aussi été
utilisée par Baz et Ro [66] et Liao et Wang [46] pour discrétiser les équations de mouvement,
ou I’inertie de rotation a été négligée mais les déformations axiales de la couche viscoélastique
ont été considérées. Une revue plus fournie peut étre consultée dans les theses de Piefort [31],
Trinidade [32] et Boudaoud [33], qui ont également proposé des modéles éléments finis pour
modéliser les structures multicouches contenant a la fois des matériaux piézoélectriques et

viscoélastiques.

Malgré tous ces modeles présentés, force est de constater I’absence d’un modeéle coque
prenant en compte le comportement piézoélectrique de certains matériaux dans les codes
commerciaux tels qu’ABAQUS et ANSYS. Méme si des éléments hexaédriques a 8 et 20
nceuds sont disponibles dans le code commercial ABAQUS, aucun solveur permettant de
prendre en compte le contrble hybride n’est disponible. Par ailleurs, les matériaux
piézoélectriques peuvent étre utilisés sous forme de patchs localisés sur des géométries
complexes. Dans de telles situations, les éléments hexaédriques classiques deviennent
rapidement trés limités, puisqu’un maillage fin est trés souvent necessaire pour capter les effets

aux limites des patchs piézoélectriques.

Pour pallier a cela, Nestorovi¢ et al. [67-69] ont récemment implémenté un élément coque a
9 nceuds basé sur la théorie de Mindlin. Vu I’intérét porté aujourd’hui aux éléments finis de
type solide—coque, Tan et Vu-Quoc [70] ont étendu leurs travaux [71, 72] pour prendre en
compte le couplage piézoélectrique. Klinkel et Wagner [73, 74] en ont fait de méme en
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proposant des éléments finis de type solide—coque hexaédrique a 8 nceuds. On peut également
citer les travaux de Zouari et al. [75-77], qui ont propose un elément fini curviligne hexaédrique
piézoélectrique a 8 nceuds basé sur le concept de la rotation de la fibre de I'espace. Il s’agit pour
la plupart d’éléments finis solides dégénérés, c’est-a-dire présentant une géométrie coque avec
un comportement purement 3D. Dans cette thése, I’approche proposée est purement
tridimensionnelle. Quelques modéles de coques volumiques sont présentés dans la section 1.4.

1.4. Modeles éléments finis de type coque volumique et solide-
coque

Plusieurs modéles éléments finis sont proposés pour la modélisation des structures. Ainsi,
pour des structures minces, on dispose d’éléments de type coque, plaque, etc. D’autres éléments
finis, dits solides ou volumiques, sont dédiés a I’étude des structures plus épaisses. Cependant,
lorsque I’on se retrouve face a des structures comportant des géométries tres contrastées, a
I’instar d’une tour de centrale nucléaire (assimilable a une structure coque) reposant sur une
fondation épaisse (structure 3D), I’'une des difficultés principales est de connecter les éléments
finis coques aux éléments finis solides. Cette difficulté réside dans I’incompatibilité
géométrique des deux types d’éléments finis représentant les deux structures (mince et épaisse).
Une alternative consiste en I’utilisation d’un maillage completement 3D, ce qui se révéle trés
colteux en temps de calcul. Pour pallier a cela, des modeles combinant les avantages de ces
deux types d’eléments ont été développés récemment, montrant ainsi leur intérét. L’avantage
majeur de cette approche réside dans la formulation complétement 3D pouvant modéliser a la

fois une structure trés mince et/ou épaisse.

Rappelons que nous distinguons dans la littérature deux types de formulations développées
pour remédier aux limitations ci-dessus mentionnées : (i) les coques tridimensionnelles

dégénérées et (ii) les modeles solide—coques.
1.4.1. Modeles coques tridimensionnelles dégénérées

Nous présentons ici un apercu global de ces éléments présentes dans la thése de Trinh [78].

Parmi les premiers a avoir tenté de fournir une réponse au probléme de coque, on peut citer

Ahmad et al. [79] dans les années 70. Ces modeles, nommés éléments finis tridimensionnels
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dégénérés, se basent sur des éléments iso-paramétriques volumiques n’ayant que deux nceuds
suivant la direction de I’épaisseur (voir figure 1.5). Ainsi, ces éléments respectent I’hypothese
de sections droites classiquement admise pour les coques. A cela est ajoutée une modification
du principe des puissances virtuelles afin de négliger I’énergie engendrée par la déformation
normale transverse. Cette modification impose, en particulier, I'utilisation d’une relation de

comportement pour le matériau prenant en compte I’hypothése des contraintes planes.

a. Modele a 16 nceuds b. Modeéle a 24 nceuds

Figure 1.5 Modéles coques 3D d’Ahmad

L’ avantage de cette modélisation réside dans I’utilisation exclusive de degrés de liberté en
déplacement. Cependant, elle souffre de la modification du principe des puissances virtuelles,
ce qui nécessite la modification de la loi de comportement du matériau. Plusieurs auteurs, tels
que Parisch [80], Brendel et Ramm [81], et autres, ont néanmoins valorisé cette approche. Pour
éviter la modification du comportement du matériau, Kim et al. [82] ont proposé un élément
cogue volumique a 20 nceuds avec une intégration numérique réduite, 2x2x3 points de Gauss.
Cependant, cette derniére solution reste colteuse en temps de calcul puisqu’elle fait intervenir
9 degrés de liberté le long de la surface moyenne alors que les coques classiques n’en
nécessitent que 6. On rencontre également dans la littérature des modeles de type solide—coque.

1.4.2. Modeles éléments finis de type solide—coque

Les modeles solide—coques sont basés sur une formulation purement tridimensionnelle,

c’est-a-dire aussi bien au niveau de la geométrie que pour la loi de comportement. Ils ne
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nécessitent que des degrés de liberté en déplacement. lls permettent de modéliser de fagon
satisfaisante des structures en grandes transformations, avec une actualisation de la
configuration plus aisée que dans le cas de présence de ddls en rotation, et peuvent étre
facilement connectés a des éléments finis 3D ayant les mémes nombres de degrés de liberté.
Cependant, tout comme pour les éléments coques, ils peuvent étre sujets a certains verrouillages
qui peuvent étre de type cisaillement, membrane ou volumique. Il convient alors, pour leur
assurer une formulation robuste et efficace, de trouver un moyen d’éviter ou d’éliminer

d’éventuels problémes de verrouillage que I’on peut étre amené a rencontrer.

Vu le nombre d’avantages que présentent ces éléments, beaucoup de chercheurs se sont
lancés dans leurs développements. Parmi les pionniers, on peut citer Wilson et al. [83]. Il
s’agissait d’un élément iso-paramétrique hexaédrique a 8 nceuds et 3 degrés de liberté en
déplacement par nceud, basé sur la méthode dite des « modes incompatibles ». Mais la limite de
cet élément est qu’il ne passait pas le patch test. Cela a poussé Taylor et al. [84] a proposer une
version plus performante. Outre I’utilisation de la méthode des modes incompatibles, un moyen
alternatif pour résoudre le probléme de verrouillage (membrane et cisaillement) est la méthode
d’intégration réduite et sélective présentée par Zienkiewicz et al. [85] ; Hughes et al. [86, 87].
Cette méthode a fait ses preuves mais conduit généralement a des éléments instables
caracterisés par I’apparition de modes de déformation a énergies nulles, aussi connus sous le
nom de modes de « hourglass ». Pour relever ce nouveau défi, Simo et Rifai [88] ont suggéré
la projection de I’opérateur gradient discrétisé sur un sous-espace approprié. Cette technique
est appelée « Assumed Strain » et fut appliquée avec succes dans [89, 90].

D’autres auteurs ont proposé des méthodes aussi efficaces pour éliminer les modes de
hourglass causés par I'utilisation de I’intégration réduite. Parmi ceux-ci, on rencontre la
technique introduite par Flanagan et Belytschko [91] utilisant une intégration sélective réduite
et la méthode nommeée « projection gamma ». Rappelons que le concept d’intégration réduite a
connu une forte popularité grace principalement a son faible colt en termes de temps de calcul.
Aussi, la stabilisation appliquée a de tels éléments sous-intégrés doit respecter cette exigence.
Or, l'intégration sélective réduite est au moins aussi codteuse que I’intégration exacte
puisqu’elle integre exactement la partie déviatorique de la déformation. Ainsi, les éléments
stabilisés par la méthode de I’intégration sélective réduite perdent une grande partie de leur
intérét et de leur efficacité. En revanche, la méthode de projection de Flanagan et Belytschko
[91] permet, a la fois, de stabiliser les éléments sous-intégrés et de préserver leur faible codt.
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Elle consiste a rajouter a la matrice de rigidité une raideur artificielle dont le multiplicateur reste
indéterminé. Cette matrice de stabilisation est obtenue par une projection orthogonale. En
d’autres termes, elle doit étre orthogonale aux modes rigides, et doit fournir une énergie non
nulle lorsque I'un des modes de hourglass est activé. Le multiplicateur indéterminé doit étre
introduit par I’utilisateur du code et peut étre soit de type viscosité artificielle, soit de type
rigidite artificielle.

Une approche alternative pour contr6ler les modes de hourglass, basée sur le principe
variationnel de Hu-Washizu, a été utilisée par Belytschko et al. [92] pour formuler deux
éléments finis quadrilatéraux et hexaédriques a intégration réduite. Leur élément quadrangle a
quatre nceuds présente des verrouillages pour les matériaux incompressibles, mais posséde un
bon comportement dans les problemes de flexion dans le plan. Ce concept a été utilise dans [89,
90, 93] afin de résoudre les problémes impliquant des matériaux incompressibles.

Au cours des années 1990, Simo et al. [88, 94, 95] ont introduit une nouvelle méthode
nommée EAS (Enhanced Assumed Strain). Cette méthode consiste a enrichir le champ de
déformations en rajoutant un champ de variables qui produit des modes de déformations
supplémentaires. Ces champs de variables sont ensuite projetés sur un sous-espace approprié
afin d’éviter les différents types de verrouillages. Cette technique a été largement utilisée dans

plusieurs travaux de la littérature, parmi lesquels on peut citer [96-99].

Depuis 2002, une classe d’éléments nommés SHB (voir figure 1.5) a été proposée par Abed-
Meraim, Combescure et leurs collaborateurs [100-107]. Il s’agit d’éléments finis
tridimensionnels de type solide—coque a intégration réduite. Cette intégration se fait suivant une
direction privilégiée qui correspond a I’épaisseur. Une revue succincte de ces eléments est
présentée ci-dessous. Les éléments ayant fait I’objet de cette thése sont développés plus
amplement dans le chapitre 2.

1.4.3. Eléments finis solide—coques SHB

Dans un premier temps, I’élément solide—coque hexaédrique a 8 nceuds nommé SHB8PS a
été proposé par Abed-Meraim et Combescure [100]. Il a été développé dans le cadre d’une
formulation explicite et implanté dans le code de dynamique rapide EUROPLEXUS, co-
développé par le CEA, pour simuler des problemes d’impact. Cette version explicite a été

également utilisée pour simuler I’ingestion de volatiles par des turbines d’avions ainsi que
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d’autres situations accidentelles rencontrées par la SNECMA. Puis, la version implicite de cet
élément a été implantée dans le code quasi statique implicite STANLAX-INCA du CEA, pour
des applications de stabilité élasto-plastique par Legay et Combescure [101]. Ensuite, la
formulation du SHB8PS a éte revisitée et enrichie par de nouvelles projections afin de mieux
éliminer certains verrouillages résiduels constatés dans certaines applications [103]. Outre sa
géométrie tridimensionnelle (hexaédre a 8 nceuds avec seulement des degrés de liberté de
déplacement), plusieurs modifications sont introduites afin de le munir de certaines propriétés
propres aux éléments de coques. Parmi elles, un comportement proche de celui d’une coque est
recherché par une modification de sa loi de comportement élastique tridimensionnelle et ses
points d’intégration sont alignés le long d’une direction préférentielle, désignée comme
I’épaisseur. La nouvelle version obtenue du SHB8PS a été implantée dans les codes quasi
statiques implicites ASTER, développé par EDF, et CASTOR, développé par le CETIM. Le
schéma d’intégration réduite initié dans [85-87] est utilisé afin d’améliorer I’efficacité des
calculs, d’une part, et pour atténuer certains phénomeénes de verrouillage en membrane et
cisaillement transverse, d’autre part. Les modes parasites a énergie nulle dus a cette sous-
intégration dans le plan sont efficacement contr6lés par une technique de stabilisation inspirée
de I’approche proposée par Belytschko et Bindeman [108]. Il est d’abord montré que les modes
de hourglass associés sont les vecteurs du noyau de la matrice de rigidité autres que les modes
de corps rigides. Pour pallier cette déficience de rang de la matrice de raideur, les modes de
hourglass sont déterminés explicitement, en utilisant une base de I’espace vectoriel des
déplacements discrétisés, pour étre ensuite efficacement stabilisés. 1l est important de noter que
la formulation proposée est valable pour n’importe quel ensemble de points d’intégration
distribués le long de la direction de I’épaisseur et comprenant au moins deux points
d’intégration.

Pour I’élimination des différents effets de verrouillage (cisaillement transverse, membrane,
volumique, ...), I'opérateur gradient discrétisé est projeté sur un sous-espace approprié. Cette
technique de projection peut se déduire du formalisme de la méthode de I’Assumed Strain basée
sur les premiers travaux de [88, 95]. Cette nouvelle version a été implémentée sous ABAQUS
au moyen d’une subroutine UEL (User-defined Element) et a permis de simuler la mise en

forme de tdles minces anisotropes par Salahouelhadj et al. [106].
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Figure 1.6 Eléments solide—coques de type SHB

Ce développement réussi d’éléments de coques volumiques hexaédriques a rendu nécessaire
I’existence d’éléments de coques volumiques prismatiques afin de pouvoir mailler facilement
et automatiquement des géométries de forme quelconque. En effet, avec I’avenement d’outils
libres de génération de maillage ne générant pas que des hexaédres, et pour étre capable de
mailler des structures arbitrairement complexes, le développement d’éléments de coques
volumiques & base triangulaire est requis. A cet égard, Trinh et al. [105] ont développé un
élément de coque volumique prismatique appelé le SHB6 (voir figure 1.6). Cet élément est
formulé en suivant une démarche purement tridimensionnelle, similaire a celle utilisée pour
développer le SHB8PS. De la méme fagon, pour améliorer ses performances, I’intégration
réduite a été utilisée ainsi que la méthode de I’Assumed Strain basée sur le principe variationnel
mixte de Hu-Washizu. La formulation obtenue pour le SHB6 est valable pour un nombre
arbitraire de points d’intégration (avec un minimum de deux points) situés dans la direction de
I’épaisseur. A travers des exemples numériques sélectifs et représentatifs, il a été mis en

évidence le role tres utile que joue le SHB6 en tant que complément a I’élément SHB8PS. Ceci
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montre clairement I’intérét d’utiliser des maillages mixtes composés d’éléments de coques

volumiques complémentaires tels que le SHB8PS et le SHBS.

Enfin, pour compléter ces développements, cette premiéere famille d’éléments de coques
volumiques linaires a été enrichie par deux nouveaux éléments finis similaires mais a
interpolation quadratique. Il s’agit d’un élément hexaédrique a 20 nceuds, appelé le SHB20, et
un élément prismatique a 15 nceuds, nommé le SHB15 [107]. Ce développement d’éléments
finis solide—coques quadratiques est motivé par une réponse un peu trop raide que fournit le
SHB6 dans certains problémes a flexion dominante. Ceci est courant dans les éléments linéaires
a base triangulaire, dans lesquels la déformation est constante. L’augmentation du degré
d’interpolation fournit un équivalent quadratique, SHB15, ayant des performances bien
meilleures en termes de comportement et qui se montre beaucoup moins sensible au

verrouillage.

Récemment, une nouvelle approche de discrétisation de probleme dite « isogéométrique» a
été développée dans la littérature. Depuis les jalons posés par Hughes et al. [109] et développés
par Cottrell et al. [110], I’Analyse IsoGéometrique (ISA) a bousculé certains fondamentaux des
éléments finis. En effet, contrairement a la méthode des éléments finis, les fonctions de forme
dites NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) sont construites directement a partir de la
géométrie ayant servie a la Conception Assistée par Ordinateur (CAO). Cette technologie a
inspiré les travaux d’Elguedj et al. [111, 112] qui I’ont utilisée pour simuler efficacement le
comportement non linéaire des matériaux quasi-incompressibles. Pour augmenter les
performances des éléments émanant de I’approche IGA classique, des versions solide—coques
ont été développées récemment par Bouclier et al. [113, 114]. La aussi, des traitements
spécifiques des différents verrouillages ont été menés.

Une fois le probléme de vibration discrétise, la résolution reste la derniére étape pour extraire
les solutions. La complexité de la résolution de ces problemes a motivé plusieurs travaux

présents dans la littérature. Un apercu global est présenté dans la section 1.5.

1.5. Méthodes de résolution des problemes de vibrations

Du point de vue de I’ingénieur, la résolution d’un probleme de vibrations revient a

I’évaluation des propriétés amortissantes que sont la pulsation de résonance Q2 (ou la fréquence
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amortie f ) et I’amortissement modal 7. Les premiéres approches sont analytiques et reposent

dans leur globalité sur des hypotheses diverses pour établir des équations différentielles
simplifiées. Ces dernieres peuvent alors facilement se résoudre au moyen des méthodes
basiques et permettent d’extraire les propriétés amortissantes. On rencontre dans la littérature
des travaux intéressants, parmi lesquels les contributions suivantes peuvent étre citées : Kerwin
[8], Ungar [115], Yu [116], Yan et Dowell [117], Rao et Nakra [118]. Cependant, dans les
applications réelles, on fait face a des structures de configurations géométriques et matérielles
diverses avec des conditions aux limites variées. La formulation de tels problémes débouche
sur des équations complexes difficilement résolvables avec des méthodes analytiques. La seule
approche possible reste numérique. Le développement de la méthode des éléments finis a

permis de discrétiser ces problémes qui se mettent généralement sous la forme :
[K*(@)-o’M" {U} ={F} (1.6)

ou K"“(w) représente la matrice de rigidit¢, M" la matrice masse, {U} le vecteur

déplacements nodaux, également appelé vecteur des modes propres nodaux, et {F} le vecteur

des forces nodales.

Selon la sollicitation de la structure, on dispose de deux approches qui permettent d’estimer

les propriétés amortissantes dans le cas {F} =0 (vibrations forcées) et dans le cas {F}=0

(vibrations libres). Ces probléemes deviennent alors aisément résolvables & condition d’avoir un

outil numérique robuste. Deux méthodes sont utilisées : la réponse fréquentielle pour une

sollicitation {F} = 0 et I'analyse modale pour {F}=0.

1.5.1. Réponse fréquentielle

Elle consiste a analyser la réponse de la structure soumise a une force harmonique

d’amplitude {F} de maniére a exciter les modes auxquels on s’intéresse. Les courbes de
réponse en déplacement {U(a))} sont obtenues par assemblage et inversion de la matrice

dynamique complexe A(w) = [K”“ (w) —a)ZM“”} pour chaque valeur de w.
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Déplacement

\

0, Q o,

Pulsation

Figure 1.7 Calcul de I’'amortissement par la méthode de la bande passante a -3dB

A partir de la courbe de réponses en fréquence (voir figure 1.7), on détermine la pulsation

amortie Q correspondant au pic de résonance. Le calcul du facteur de perte 7 de la structure

peut alors se faire a I’aide de la méthode des bandes passantes a -3dB donnée par la formule :

! (1.7)

Cette méthode a été initialement développée pour estimer I’amortissement a partir de
résultats experimentaux. Celle-ci, bien qu’effective, présente un certain nombre de limitations
lorsqu’elle est appliquée a un probléme mobilisant un grand nombre de degré de liberté. D’une
part, la recherche d’une solution précise requiert parfois un pas de pulsation tres faible pour
suivre au mieux la réponse fréquentielle. Dans de telles configurations, les opérations
engendrent un temps de calcul important di au nombre d’inversions de la matrice dynamique
A(w) . De l'autre, elle n’est valide que pour de petites valeurs d’amortissement et pour des
fréquences suffisamment séparées. Abdoun et al. [119] ont amélioré cette méthode en utilisant
la méthode asymptotiqgue numérique. La méthode permet non seulement d’extraire plus
efficacement les parametres amortissants mais réduit aussi considérablement le temps de calcul.

On commence par décomposer le module d”Young traduisant la dépendance en fréguence sous

la forme E"(w) = E(0)+ E(w) . Le probléme (1.6) se réécrit alors sous la forme :
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(K", +E(@)K", -o’M" |{U} = {F} (1.8)

ou K™, et K" sont des matrices purement réelles issues de la décomposition de la matrice de

rigidité K" (w). Les inconnues (w,U) ainsi que E’(w) sont ensuite développées en série de
Taylor et injectées dans le probleme (1.8). On obtient ainsi une suite récurrente de problemes

linéaires, dont la résolution permet de calculer directement la réponse {U} . La technique des

bandes passantes permet finalement d’extraire les paramétres amortissants que sont Q et 7.

1.5.2. Analyse modale

L’analyse modale consiste a déterminer les parameétres d’amortissement d’une structure en

vibrations libres ({F} =0) par calcul direct des modes propres. Le probleme (1.6) s’écrit :

[K*(@)-o'M™ [{U}={0} (1.9)
Selon le module d’Young considéré, deux méthodes sont utilisées :

- le module complexe constant E”(w) = E(L+i7,)

- le module complexe dépendant de la fréquence E”(w)=E(0)+E(w).

1.5.2.1. Module complexe constant

Dans le cadre de cette hypothése, I’équation (1.9) se réduit a :
(K" oM™ J{u}={0} (1.10)

ou K" est la matrice de rigidité complexe constante. Le probleme (1.10) est alors linéaire et
se résout par des algorithmes classiques de valeurs propres. Cette forme est largement utilisée
dans la littérature pour la modélisation des structures sandwichs [120, 121]. L’équation (1.10)
est résolue par les algorithmes classiques a I’instar de la méthode de Lanczos [122], la méthode
d’Arnoldi [123], la méthode QR de Bathe [124] ou la méthode itérative des sous espaces
présentée dans [125]. lls sont implémentés pour la plupart dans I’environnement de certains
codes de calcul comme les fonctions de MATLAB « eig » implémentant la méthode QR et

« eigs » implémentant la méthode d’Arnoldi.
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En réalité, le module d”Young d’un matériau viscoélastique dépend de la fréquence ce qui rend
ces méthodes inopérationnelles.

1.5.2.2. Module complexe dépendant de la fréquence

Dans le cadre de cette hypothese, le probleme (1.9) est résolu soit par des méthodes
approchées ou celles dites « quasi-exactes ».

- Méthodes approchées

La plus répandue est la méthode d’énergie de déformation modale connue sous le nom de
MSE (Modal Strain Energy). Cette méthode, proposée par Johnson et al. [126], est basée sur la
répartition de I’énergie de déformation dans la structure. L’amortissement structurel dans la
MSE est défini comme le quotient entre la somme des énergies de déformation modales des
sous-systemes, dans la base du systéme non-amorti, pondérées par leur amortissement respectif,

et la somme des énergies de déformation :
Sk
n=2mn"sas
Zk: “Ss, (1.11)
k

ou n, et S, sont respectivement le facteur de perte et I’énergie de deformation de la sous-

structure k. Deux déclinaisons de cette méthode sont couramment utilisées : la méthode

d’énergie modale mode réel (MSER) et la méthode d’énergie modale mode complexe (MSEC).

Méthode d’énergie de déformation — mode réel (MSER)

Cette version repose sur I’hypothése que le mode propre de la structure étudiée est
proportionnel au mode propre non amorti {U R}, qui Vérifie le probleme aux valeurs propres

reelles :
[K*(@)-a,’M" ]{U"} ={0} (1.12)

ou K" (w) est la matrice de rigidité construite en ne considérant que I’élasticité retardée pour
le matériau viscoélastique. En résolvant (1.12), le couple (w,,U") est obtenu. Ensuite, on

approxime K" (w) par K" (®,), ce qui permet d’extraire les solutions sous la forme :
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W? = {U } [KUU(@O)]{U }=Q2 (1+in) (1.13)

ur} M= J{ur}

La MSER permet d’estimer I’amortissement en ne calculant que des modes réels, elle a donc

un colt numérique faible mais elle ne demeure précise que pour des structures faiblement

amorties [21].

Méthode d’énergie de déformation — mode complexe (MSEC)

On peut améliorer I’estimation de Q et 7 en utilisant la méme technique et en résolvant le

systeme linéaire forcé décrit par :
(K" (@) - "™ [{U°} ={F} (1.14)

La pulsation amortie Q ainsi que le facteur de perte 7 sont calculés alors par :

o? = {U } [Kuu (a)o)]{u } — Q% (1+ip) (1.15)

oc} [m~ Jjue}

Méme si la méthode d’énergie modale mode complexe donne de meilleurs résultats que la

méthode d’énergie modale mode réel, la précision des estimations reste encore a améliorer.
Pour cela, des méthodes numériques plus performantes qualifiées de "quasi-exactes" sont

développées.
- Méthodes quasi-exactes

Ce sont des méthodes qui de fagon générale transforment le probléme initialement non

linéaire en sous-problémes linéaires résolus avec des méthodes récurrentes.

Approche asymptotique de Ma et He [20]

Cette approche consiste a substituer * par Q°(1+ir) dans I’équation (1.10) pour obtenir
n

le probleme :

(K@) -Q*A+in)M™ J{U} = {0} (1.16)
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Les inconnues (Q?,n,U) sont ensuite développées en séries de Taylor d’un paramétre

minutieusement choisi de facon a transformer le probleme a I’origine non linéaire en une suite
récurrente de problémes linéaires. On résout ces derniers en utilisant la condition
d’orthogonalité des modes. Dans le cas d’un module dépendant de la fréquence, les séries ne

convergent généralement pas, ce qui rend nécessaire une méthode de continuation.

Méthode d’itération-réduction de Chen et al. [127]

Dans cette approche, on pose o” = A et on décompose le module de cisaillement du matériau

viscoélastique sous la forme G*(/i):G(}t)(1+i/3(/1)). En injectant ces relations dans le

probléme (1.10), on obtient le probleme montrant la décomposition de la matrice de rigidité en
partie élastique et partie viscoélastique :

[K™(G(A) +iB(AK™, - AM* J{U} = {0} (1.17)

La méthode d’itération-réduction consistant a résoudre le probleme (1.17) en deux pas est

ensuite utilisée. Cette méthode se présente comme suit :
- Au premier pas, on approxime tout d’abord la solution a I’ordre 0. On obtient pour un
mode de rang n la solution (4,U,) du probléeme aux valeurs propres réelles
[K*(G,)—AM™ J{U} ={0}. Dans cette équation, G, est une valeur fixée de G(4) et

correspond généralement au module de cisaillement retardé de la phase viscoélastique.

On recherche ensuite la solution asymptotique (4 ,,U,) & I'ordre 1 pour f=0. En

développant les inconnues (1 ,,U,) en séries de Taylor, le probléme s’écrit

[K*(G(4)-AM™ J{u} ={0}

uu uu aKUU
K™ (G(4)) =K™(Gy) + (G(4)-G,)
0G |og,
N 1.18
ol zr=,1r+”“f (G(4)-G,) (1.19)
G=G,
Ur:Ur+aU“ (G(4,)-Gy)
G=G,
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La propriété d’orthogonalité des modes permet alors d’obtenir la solution asymptotique

a I’ordre 1 sous la forme :

oK™
oG

- oa
A=A+ aGr (G(4)~G,)=2, +{u,}T[

G=G,

}{Ur}(G(ﬂr)—Go) (1.19)

G=G,

- Le deuxiéme pas est une technique itérative pour trouver les valeurs propres complexes.
Ici on commence par poser 4 =/ dans S et les matrices de rigidit¢ K", K", Le

probléme est ainsi linéarisé et peut se résoudre par la méthode de Lanczos couplée a une

base réduite.

La méthode d’itération-réduction nécessite beaucoup d’itérations, ce qui augmente
significativement le temps de calcul pour des structures de grande taille. Une alternative
basée sur la technique de perturbation et d’homotopie est donc développée par Daya et
Potier-Ferry [128].

Méthode Asymptotique Numérique couplée a I’lhomotopie de Daya et Potier-Ferry [128]

La Méthode Asymptotique Numérique (MAN) est presentée de fagcon plus générale dans
I’annexe A. Sa version dédiée a la résolution des problémes de vibration est proposée par Daya
et Potier-Ferry [128]. Elle couple la technique de perturbation a celle d’homotopie et utilise une

procédure de continuation. Dans sa premiere version, le module d”Young du cceur dépendant
de la fréquence est réécrit sous la forme E"(1)=E(0)+E(A), soit en posant A =@*. On
introduit ensuite la technique d’homotopie, qui consiste a injecter un parametre p, et le

probleme est alors transformé en :
(K" + PE(H)K™, —AM™ [{U} = {0} (1.20)

Les inconnues (4,U) ainsi que la fonction E(A) sont alors développées en séries de Taylor
du parametre p. Les valeurs initiales des séries de (4,U) sont choisies de telle maniére a ce que
(4,,U,) soient solutions du probléme aux valeurs propres pour lequel p=0. L’introduction

des séries obtenues dans (1.20) permet de distinguer a chaque ordre un probleme linéaire

permettant de calculer sous forme récurrente les solutions (A,U) pour le parametre
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d’homotopie p =1. Cette technique a été améliorée par Duigou et al. [129] qui ont proposé de

remplacer les séries de Taylor par les approximants de Padé. Cette nouvelle variante permet

d’améliorer la convergence des séries tout en réduisant le nombre d’inversions de la matrice

dynamique A(1) = [K““O + pE(A)K™, —AM™ ]

Toutefois, la mise en ceuvre de ces méthodes est laborieuse a cause des séries développées

manuellement.

Approche DIAMANT : (DIfférentiation Automatique de la Méthode Asymptotique
Numeérique Typée) [130-132]

Dans les deux versions précédentes, les séries sont développées manuellement ce qui rend
plus fastidieux I’utilisation de la méthode. Les travaux de Koutsawa et al. [130], Bilasse et al.
[131], puis Lampoh et al. [132] ont permis d’automatiser le calcul de ces séries. En effet, partant
des travaux de Charpentier et Potier-Ferry [133], Koutsawa et al. [130] ont développé sous
MATLAB une boite a outils contenant les séries de Taylor de fonctions usuelles et composées
(voir annexe A). Cette boite a outils a été utilisée ensuite par Bilasse et al. [131] pour proposer
une méthode de résolution genérique des problémes de vibrations et ceci pour n’importe quel
module complexe dépendant de la frequence. Il suffit avec la méthode de fournir les matrices

ST

proposer une méthode d’analyse de sensibilité des solutions des problémes non-linéaires par
Lampoh et al. [132].

1.6. Bilan et positionnement du sujet

Une revue bibliographique a été menée aussi bien sur les modéles destinés a I’étude des
vibrations des structures multicouches que sur les modeéles éléments finis de type coque
volumique. Il en ressort que les modéles existants destinés a I’étude des structures sandwichs
ou multicouches sont efficaces dans des configurations limitées. Au-dela de celles-ci, ils
deviennent beaucoup moins justes et s’éloignent significativement des solutions réelles
escomptées. La solution complétement tridimensionnelle, plus précise, est pour sa part bien
plus colteuse en temps de calcul. Un outil pouvant a la fois modéliser des structures aussi fines

qu’épaisses pourrait étre d’une grande utilité, surtout dans la modélisation des structures
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présentant des contrastes géométriques. Au vu des résultats encourageant obtenus par les
éléments finis de type coque volumique SHB, tant en statique qu’en dynamique, nous
proposons une modélisation par ceux-ci des vibrations des structures multicouches. Il sera
question dans un premier temps d’évaluer les performances du SHB8PS et SHB20 dans la
modélisation de I’amortissement passif, c’est-a-dire pour des structures contenant
exclusivement des couches élastiques et viscoélastiques. Etant donné les propriétés
amortissantes intéressantes des matériaux piézoélectriques, les éléments SHB8PS et SHB20
sont alors étendus pour pouvoir les appliquer a la modélisation de structures a comportement
piézoélectrique. Des degrés de liberté électriques supplémentaires ont ainsi été rajoutés a
chaque nceud de ces éléments solide—coques.

Dans la suite, nous nous sommes proposés de modéliser le contrble actif-passif des
vibrations. Il s’agit de structures contenant des matériaux élastiques, viscoélastiques et
piézoélectriques. Cette combinaison permet d’exploiter les propriétés amortissantes des deux
derniers matériaux. Une loi de contrOle est appliquée aux couples capteurs—actionneurs afin de
contréler activement les amplitudes de vibrations. Il en résulte un probléeme non-linéaire
dépendant fortement de la fréquence. L’approche DIAMANT est adoptée et un outil numérique
est proposé pour résoudre les problemes afférents. L’outil ainsi mis en place permet de
considérer des lois de contrdle rétroactif complexes, qui ne peuvent étre résolues aisément par
la méthode MAN traditionnelle. Pour illustrer I’étendue des possibilités de la méthode
développée, nous terminerons par des applications a des cas industriels d’amortissement
hybride.

49






Chapitre 2 : Modélisation des vibrations de

structures sandwichs a ame
viscoelastique par eléments finis
solide—coques

Sommaire - Chapitre 2

P00 R o oo (U 1 o] o PSPPI 53
2.2. Formulation du probléme et limitations des modélisations éléments finis
BXISTANTES ...ttt ettt e bt e et e e e e e e et e e be e e neeeenes 53
2.3. Nouvelle discrétisation éléments finis du probléme de vibrations ................. 56
2.3.1. Cinématique et interpolation............ccccooiviiiiiiiiie e 56
2.3.2. Opérateurs gradients diSCrEISES ........uviiiurieiiiiieiiee i ee e 61
2.3.3. Controle des modes a énergie nulle et traitement des verrouillages ......... 61
2.3.4. Matrices de stabilisation et repéres co-rotationnels .............ccccccoeveeeennen, 64
2.4. Meéthode de résolution du probleme diSCrétisé ...........ccocoveeviiiiiieeiiiee e, 66
2.5. Résultats NUMEriquES et diSCUSSIONS..........cciurieiiiiie e e 68
2.5.1. Tests de validation Sur leS POULIES...........eveeiiiivieeeiiiiiee e 69
2.5.2. Application du modele poutre : modélisation d’unrail............................ 75
2.5.3. Cas des plaques sSandWIChS .............ccoiiiiiiiiiiiiiec e, 77
2.6, CONCIUSIONS ....eeiiiiie ittt et e s be e e neee e 81

51



Chapitre 2 : Modélisation des vibrations de structures sandwichs & &me viscoélastique par éléments
finis solide—coques

52



2.1 Introduction

2.1. Introduction

Comme discuté dans le chapitre précédent, plusieurs modeles éléments finis existent dans la
littérature pour modéliser efficacement les structures sandwichs. Cependant, les uns comme les
autres présentent des restrictions et des limitations quant a leurs domaines de validité et par
conséquent leurs champs d’application. Ces limitations peuvent provenir par exemple des
contrastes géométriques et/ou matériaux. Aussi, le temps de calcul peut devenir tres important
lorsque la géométrie devient complexe, laissant comme seule alternative I’utilisation
d’éléments finis tridimensionnels. Dans ce chapitre, nous allons dans un premier temps mettre
en évidence quelques limitations des approches traditionnelles existantes, avant de présenter les
modeéles éléments finis de type solide—coque SHB8PS et SHB20. Ces derniers contribueront a
modéliser non seulement les structures ci-dessus, au-dela des limites d’application des modéles
existants, mais également des structures de géométries plus complexes. L’avantage de cette

approche sera montré au travers de cas tests et de quelques applications illustratives.

2.2. Formulation du probléme et limitations des modélisations
eléments finis existantes

Nous considérons le probléme des vibrations libres d’une poutre sandwich schématisée sur
la figure 2.1. Différentes discrétisations éléments finis seront adoptées en vue de comparer leurs
performances et ainsi mettre en évidence d’éventuelles limitations. L’équation d’équilibre

basique des vibrations s’obtient par le principe des puissances virtuelles (PPV) comme suit :

1 0€ + 82u-5u dv=0 2.1
IV o:0¢ ,0? = (2.1)

ou o, £ et u désignent, respectivement, les tenseurs de contrainte et de déformation, et le

vecteur de déplacement en un point de la structure de volume V. p représente la densité du

matériau.

Le comportement viscoélastique peut étre pris en compte dans la loi constitutive sous la

forme :
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oc=C(w):e& avec C(w)=C*(w)+iC'(w) (2.2)

ol C*(w) et C'(w) sont les tenseurs qui caractérisent, respectivement, le stockage et la

dissipation d’énergie du matériau viscoélastique.

Elastique T hy
h| | Viscoélastique | | he
Elastique | | by

Figure 2.1 Poutre sandwich a faces élastiques et cceur élastique ou viscoélastique

En combinant les équations (2.1) et (2.2), puis en utilisant une discrétisation par éléments

finis, le probléme de vibrations libres d’une structure viscoélastique peut s’écrire :
[K*(@)-o’M" |{U} =0 (2.3)

K™ et M" sont respectivement la matrice de rigidité et la matrice de masse de la structure, et

le vecteur U désigne les modes complexes nodaux de vibration.

Dans les travaux de Hu et al. [11], les limites des modeles CLT (Classical Laminated
Theories), FSDT (First-order Shear Deformation Theories) et HSDT (Hight-order Shear
Deformation Theories) ont été présentées en détails tout en montrant I’avantage du ZZT (Zig-
Zag Theories). Cependant, ce dernier presente aussi des limitations qui sont liées a des ratios
élevés de caractéristiques géométriques et/ou a un contraste des modules de rigidité entre les
couches. Pour montrer cela, des cas tests se limitant seulement aux fréquences propres ont été
simulés a des fins de comparaison entre les IC-ZZT et les éléments quadratiques 2D et 3D du

code commercial ABAQUS. Pour ces derniers, il s’agit des éléments finis suivants :

- CPES8R: élément quadratique 2D formulé en déformations planes avec intégration
réduite.
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- CPS8R : elément quadratique 2D formulé en contraintes planes avec intégration réduite.
- C3D20R : élément hexaédrique quadratique 3D avec intégration réduite.

Les calculs sont réalisés pour une poutre sandwich encastrée—libre. Les caractéristiques
géométriques ainsi que les propriétés des matériaux sont présentés dans le tableau 2.1 et

permettent de déduire tous les autres parametres avec les ratios (Ec/Es), (L/h) et (hc/hy).

Tableau 2.1 Parametres géométriques et mecaniques de la poutre sandwich

E; P P h Vi v,

C

6,0x10°Pa 2766 kg.m® 1600 kg.m® 0,05 m 0,3 0,49

Tableau 2.2 Influence du ratio E¢/Es (he/hs = 1, L/h = 20)

Eléments C3D20R CPESR CPS8R FSDT IC-ZZT
E 95,860 106,71 94,031 93,088
E—° =100 597,92 665,74 586,53 588,51
f 1664,5 1851,6 1630,7 1645,6

Tableau 2.3 Influence du ratio L/h (he/hs = 1, Ec/Ef = 10°)

Eléments C3D20R CPESR CPS8R FSDT IC-ZZT
L 300,77 309,06 290,56 296,72
—=4 1750,3 1792,0 1995,4 1856,4
h 5559,1 5701,1 5394,2 5197,3

Tableau 2.4 Influence du ratio he/hs (L/h = 20, Ec/Ef= 10°)

Eléments C3D20R CPESR CPS8R FSDT IC-ZZT
h 31,212 32,173 31,088 27,103
h—° =107 148,05 153,10 147,38 136,66

f 377,50 391,52 375,50 365,87

Les trois premiéres fréquences propres présentées dans les tableaux 2.2, 2.3 et 2.4
correspondent aux valeurs convergées. 1l en ressort que le IC-ZZT ne convient pas dans toutes

ces différentes configurations ; ce qui empéche son utilisation au-dela de certaines limites.
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Aussi, les éléments 2D, qu’ils soient formulés en contraintes planes ou en déformations planes,
deviennent moins précis parce qu’ils ne prennent pas en compte les effets de la largeur dans le
cas du CPE8R (déformations planes) ou les effets d’épaisseur pour le CPS8R (contraintes

planes).

Les résultats ci-dessus montrent clairement les limites de ces modéles dédiés a la
modélisation des sandwichs viscoélastiques. Pour surmonter ces limitations, une nouvelle
discrétisation éléments finis est proposée. Cette derniere stratégie couple le concept solide—
coque a I’approche DIAMANT (Différentiation Automatique de la Méthode Asymptotique
Numérique Typée). Cette modélisation est présentée dans les paragraphes suivants.

2.3. Nouvelle discrétisation éléments finis du probleme de
vibrations

L’objectif de cette méthode est de permettre de considérer toutes les configurations
géométriques et matérielles, tout en assurant un gain de temps significatif. La modélisation
proposée pour discrétiser le probleme sous la forme (2.3), et de le résoudre pour n’importe
quelle configuration géométrique et matérielle de structures sandwichs, est basée sur les
éléments finis proposés par Abed-Meraim et al. [103, 107]. Il s’agit des éléments finis solide—
coques linéaire SHB8PS et quadratique SHB20. Une breve description de ceux-ci sera
présentée dans cette section.

2.3.1. Cinématique et interpolation

Les éléments SHB8PS et SHB20 sont, respectivement, des éléments hexaédriques a 8 et 20
nceuds formulés en déplacements. Ils possedent ainsi uniquement trois degrés de liberté de
déplacements par nceud. lls ont des interpolations similaires a celles des éléments finis 3D
traditionnels, respectivement, a 8 et 20 nceuds. Contrairement a ces derniers, un certain nombre
de modifications ont été introduites lors de leur formulation pour en améliorer les performances.
En particulier, une intégration réduite a été adoptée en vue d’augmenter leur efficacité et

d’améliorer leurs comportements vis-a-vis de certains verrouillages. Aussi, une direction
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privilégiée (suivant le sens de I’épaisseur ¢ ) est choisie le long de laquelle sont placés les

points d’intégration, comme illustré sur la figure 2.2.

5 ¢4 8 5 420 8
17 j 19970
o5 o o019
6 4 7 6 13’5,3 7 18 16
3 n % 19 1= 17 n
9o 1 o7 128 m15 4
1 2 4 o
14 80 ®
o1 4 70.;’9‘_. i;» 15
66 1b 11
P4 3 P 3
£ £ 10

Figure 2.2 Géométrie des eléments de référence SHB8PS et SHB20 avec nin=5

Coordonnées des nceuds du SHB8PS

1(-1-1-1)  2(1-1-1)  3(L,1,1)  4(1, 1,-1)
5(-1-1,1)  6(1,-1,1) 7(1,1,1)  8(11,1)

Coordonnées des nceuds du SHB20

1(-1,-1,-1) 2(1,-1,-1) 3(1,1,-1) 4(-1,1,-1)

5(-1,-1, 1) 6(1,-1,1) 7(1,1,1) 8(-1,1,1)

9(0-1,-1)  10(1,0-1)  11(0,1,-1) 12 (-1,0,-1)

13(-1,-1,0) 14(1-1,0) 15(1,1,0) 16(-1,1,0)

17(0-1,1)  18(1,0,1) 19(0,1,1) 20(-1,0,1)
Les coordonnées d’un point x;, i =1,2,3 sont reliees aux coordonnées nodales x, au moyen
des fonctions de forme N, (I =1,...,8, pour le SHB8PS, et | =1,...,20, pour le SHB20) comme

suit :
Xi:Xi|N|(§r77y§) (2.4)

De méme, les déplacements U; d’un point sont reliés aux déplacements nodaux U, par la

relation :

u =u,N, (£7.¢) (2.5)
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Les champs de déplacement peuvent étre développés sous la forme d’une somme de termes

constants a,, , des termes linéaires en X; et des termes additionnels qui impliquent des fonctions

h, (a=1,...,4, pour le SHB8PS, et o =1,...,16, pour le SHB20).

Ainsi, pour le SHB8PS, on écrit :

{ui = 8y 18X +a,X, + 85X +C;h + ¢, +-¢5h, ¢, (2.6)

hy=nd, h,=E&C, h,=¢&n, h,=¢&ng

En évaluant I’équation (2.6) aux nceuds de I’élément, on obtient trois systémes de 8 équations

définis par :

di = a'OiS + a1ixl + a'2ix2 + a‘SiXE} +C1ihl + C2ih2 +C3ih3 + C4ih4

=123 @7)

ou d, et x, representent les déplacements et coordonnees nodaux et les vecteurs S et h_ sont

définis par :

s'=(1,1111111)
h) =(1,1-1,-1,-1-11,1)
h, =(1,-1-1,1,-1,1,1,1)
hy =(1-1,1,1,1,-1,1,1)
hy =(-1,1,-1,1,1,-1, 1,-1)

(2.8)

Pour obtenir les constantes a; et c,, on introduit les dérivées des fonctions de forme N

calculées a I’origine du repere de référence :

b, -N,(0)= N i=1,2,3 2.9)

Xi leep=¢0

Finalement, en utilisant un certain nombre de relations d’orthogonalité, que I’on démontre au
préalable pour les vecteurs b,, S, h, et x;, on en deduit :
a,=bl-d, c,=y.-d (2.10)

I J [

avec
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3

ya:%lha—Z(hl-xj)bj] , a=1,..4

=1

Dans le cas du SHB20, on obtient :

Ui = Qg +ay; X, + 35X, + 85X +C1ihl+czih2 +Csih3 +C4ih4 +C5ih5

h =

+C6i h6 +C7i h7 +C8ih8 +C9i h9 + C1Oi th + Clli hll + C12ihlZ + Cl3i hl3
+014ih14 + ClSi hlS +C16i h16

hszégzﬂlhgzgzé/’ h10:7726€, hl1:772§7 hlz=§2§, h13:é/277’

hy,

=g, hg =¢En’d hg =éEnd?

&, hy=nd, hy=~2n, h4:6€2’ h5:772' h6:é‘2, h, =é&nd,

(2.11)

(2.12)

De méme, I’évaluation de (2.12) aux nceuds de I’élément conduit & trois systéemes de 20
équations définis par :

di = ayS+ ;X +aX, + a5iX5 +Clih1 + C2ih2 + C3ih3 +eeet C16ih16

ou d, et x,

donnés par :

i=12,3
représentent les déplacements et coordonnées nodaux et les vecteurs S et h,_ sont
:(11111111111111111111)
=(1,-1,-1,1,-1,1,1,-1,0,-1,0,1,0,0,0,0,0, 1,0, -1)
:(1 1-1,-1,-1,-1,1,110,-1,0,0,0,0,0,-1,0,1,0)
h;=(1,-1,1,-1,1,-1,1,-1,0,0,0,0,1,-1,1,-1,0,0, 0, 0)
h,=(1,111,1111010,11,1,1,1,0,1,0,1)
hy=(111111111010111110,1,0)
hg=(1,1111111111100,0,0,11,1,1)
h;=(-1,1,-1,1,1,-1,1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0)
hg=(-1,-1,1,1,-1,-1,1,1,0,0,0,0,-1,-1,1,1,0, 0, 0, 0)
hg=(-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,0,-1,0,-1,0,0,0,0,0, 1,0, 1)
h}0=(111 -1,-1,1,1,-1,0,0,0,0,-1,1,1,-1,0,0, 0, 0)
h,=(-1,-1,-1,-1,1,1,1,1,-1,0,-1,0,0,0,0,0, 1,0, 1, 0)
h,=(-1,11-,-1,11,-1010,-1,0,0,0,0,0,1,0,-1)
h,=(-1,-1,1,1,-1,-1,1,1,-1,0,1,0,0,0,0,0,-1,0, 1, 0)
h,=(1,1,-1,-1,-1,-1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
hIS:(l, -1,-1,1,-1,1,1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0)
h,=(1-11,-1,1,-1,1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
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On obtient de fagon similaire les constantes a; et c,; (voir I’équation (2.10)). Néanmoins, les

vecteurs y,, sont remplacés par :

Yo =Ny (0] —(h]-x; )b} )+, (] = (0} -x; )b} )+ n,q (] —(h3 -x; )b])

4 4
T T T T T T T T
+Nye [ha__ - he—gs X; [0 4n,7 (N (h7 XJ> bi) (2.15)
T T T T T T T T T
1, (15 = (17 -x;)-bT )+ 1, (1 = (nF -X; )BT )+ o (], — (W, -, )-bT )
T T T T T T T T T
+na11<h11_(h11'xj)'bj)+na12(h12_(h12'xj)'bj)"’nals(hla_(hla'xj)'bj)
T T T T T T T T T
+na14(h14_<h14'xj)'bj>+na15<h15_(hls'xj)'bj>+na16(h16_<h16'xj>'bj)
avec les coefficients constants n_, explicités par :
1 1
— 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o —— 0
4 4
1 1
0 — 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o — 0 0
4 4
1 1
0 0 — 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ——
4 4
3 1 1
0 0 0 — — — 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 8 8
1 3 1
0 0 0 — — — 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 8 8
1 1 3
0 0 0 — — — 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8 8 8
1
0 0 0 0 0 0 g 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1
0 0 0 0 0 0 0 — 0 0 0 o -—— 0 0 0
N, 2 . 10 (2.16)
0 0 0 0 0 0 0 0 — o —— 0 0 0 0 0
20 10
1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 — o — 0 0 0 0
20 10
1 3
0 0 0 0 0 0 0 0o —— — 0 0 0 0 0
10 20
1 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0o — 0 — 0 0 0 0
10 20
1 3
0 0 0 0 0 0 o —-— 0 0 0 — 0 0 0
10 20
1 1
o —— 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 — 0 0
4 8
1 1
-— 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 — 0
4 8
1 1
0 o — 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —
4 8
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Une fois toutes ces interpolations faites pour les champs de déplacement, on peut en déduire

les opérateurs gradients discrétisés B" relatifs aux éléments SHB8PS et SHB20.

2.3.2. Opérateurs gradients discreétisés

Apres ces longues manipulations, les expressions suivantes pour le gradient de déplacement

u,; et pour I'opérateur gradient discrétisé BY, qui relie le champ de déformation aux

déplacements nodaux par la relation V__(u) =B"-d, peuvent étre écrites sous la forme :

sym

U= (b: + ha,j'Yl)'di
_bI + ha,ﬂl 0 0 |
0 b, +h, 7] 0
BY _ 0 0 by +h, .. (2.17)
b; + ha,zyl bI + ha,ly-(; 0
b; + ha,syl 0 bI + ha,l’Yl
|0 by +h, 5y, by +h,,v, |

L’expression (2.17) de I'opérateur gradient discrétisé B" permet de traiter séparément
chaque mode de déformation afin de construire une forme simple et d’utiliser la projection de
type Assumed Strain. Cette forme permet également de vérifier toute déficience quant au rang
de la matrice de rigidité et de proposer, le cas échéant, une stabilisation adéquate. Il est a noter
gu'aucune projection pour I’opérateur gradient discrétisé de I’élément solide—coque SHB20 n’a
été nécessaire, car aucun verrouillage significatif n’a été rencontré jusqu'a présent dans les cas
tests de référence étudiés. En revanche, I’élément solide—coque linéaire SHB8PS a nécessité un
traitement spécifique afin de stabiliser, d’une part, les modes a énergie nulle (hourglass) et

d’éliminer, d’autre part, les divers verrouillages rencontrés.

2.3.3. Contrdle des modes a énergie nulle et traitement des verrouillages

Comme discuté auparavant, un certain nombre de modifications sont introduites dans la
formulation de I’élément SHB8PS afin d’améliorer sa cinématique et d’éliminer certains types
de verrouillages. Il s’agit principalement de verrouillages en membrane, en cisaillement
transverse et ceux associés a une épaisseur devenant tres faible (i.e., grands élancements des

éléments). Pour ce faire, on utilise le principe variationnel mixte de Hu—Washizu combiné a la
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méthode des déformations postulées, connue sous le nom d’Assumed Strain Method (ASM) et
proposée par Belytschko et Bindeman [108]. L’originalité dans ce travail est la prise en compte
de la dépendance en fréquence du comportement du matériau. Cela permet de considérer et de
modéliser des matériaux aussi bien élastiques que viscoelastiques. La matrice de rigidité

élémentaire s’exprime alors sous la forme :

K" (@) = jv B'T.C(w)-B" dv (2.18)

ol B représente la forme projetée de BY par la méthode ASM (voir I'exemple dans [108]) et

définie par :
bl + X/, 0 0
0 bl +Y, 0
5| 00 Bz

T YAl T o T

b, +Y, b +X, 0

INT 5T NT oT
b3 + le 0 b1 + >(12

KT, 2T o7  \JT
0 by +Z, b;+Y, |

(2.19)

~ 4 R ~ 4 " ~ 4 R
Xﬂ;f - Z ha,Xya; Yﬂy - Z ha,yya; Zﬂ7 - Z hayzya
a=p a=p a=p
Dans I’équation (2.19), les vecteurs Bi sont ceux proposés par Flanagan et Belytschko [91]

pour remplacer ceux de Hallquist (voir I’équation (2.9)). Ils sont définis par :

b, =viejve N, (&m¢)dv; =123 (2.20)

Outre les modifications introduites par I’approche Assumed Strain et la projection associée, le
choix de placer les points d’intégration du SHB8PS le long de la fibre définie par £=7=0
contribue aussi a lui donner des caractéristiques proches de celles des coques. Cependant,
I’utilisation d’une intégration réduite dans le plan introduit des modes de déformations a énergie
nulle qui nécessitent une stabilisation de I’élément. Une étude détaillée a été présentée par
Abed-Meraim et Combescure [103] et permet d’avoir un apercu complet de ces modes de
sablier (dits aussi modes parasites). En effet, il est montré qu’en utilisant au moins 2 points
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d’intégration, on réduit les modes d’hourglass a six. Ceux-ci sont composés des vecteurs h, et

h, illustrés sur la figure 2.3 et donnés par :

h,) (0) (0 h,) (0) (0
0l |h,|, 0], |0} |h| |0 (2.21)
o) (o) \h, o) (o) |n,

Ces modes sont finalement contrdlés par I’ajout d’une rigidité de stabilisation a la matrice
de raideur élémentaire. Cette matrice de stabilisation est définie dans un repere co-rotationnel
et quelques étapes clés de son calcul seront présentées dans la section 2.3.4. En plus de I’ASM
pour le traitement des verrouillages, la matrice d’élasticité est également modifiée pour
améliorer I’immunité de I’élément vis-a-vis du verrouillage lié a une épaisseur tres faible. Cela
lui confére aussi un comportement proche de celui des coques et permet de considérer des
élancements bien supérieurs a ceux des éléments hexaédriques standards. La loi adoptée est

donnée par :

ZZ,u

+
Ny
+
ooooNA)I

E () —_E(o)v

Clo)= 2(1+v) 1-

avec u =

o O O o o

o O o m o o

O O O O N
O o O o o
o O o o o

y7,

ol E” et v représentent, respectivement, le module d’Young et le coefficient de Poisson.

7

h, : flexion h, : non physique

N

Figure 2.3 Modes d’hourglass suivant la direction Ox pour au moins 2 points d’intégration
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Ce choix permet d'éviter certains phénomeénes de verrouillage rencontrés avec la matrice
constitutive standard et, contrairement a une loi de comportement en contraintes planes, permet
de prendre en compte I'énergie de déformation associée aux déformations normales a la surface

moyenne de la coque.

2.3.4. Matrices de stabilisation et reperes co-rotationnels

Comme décrit ci-haut, six modes a énergie nulle apparaissent et doivent étre stabilisés. Pour
ce faire, la procédure proposée par Belytschko et Bindeman [108] est utilisée (voir les détails
complets dans [103]). Cette approche combine efficacement la technique de stabilisation a la

méthode de projection de type Assumed-strain. Pour commencer, |’opérateur BY est

décomposé comme suit :

~

u _Tu Su
B" =B, +B;,

bl + X[, 0 0
0 bl +Y] 0
2| 0 0 bie7]
12 bl +Y, bf +X], 0
6; + 2;2 0 bl + X,
0 by+Z; b}+Y] | (2.23)
X5, 0 0
0 Yy O
= 0 0 77
By = %
0 0 o0
0 0 O
0 0 O

Il est connu que I§§4 s’annule a tous les points d’intégrations de I’élément SHB8PS. Ainsi, si

I"opérateur BY est évalué en ces points, il est réduit & B,. La matrice de rigidité élémentaire

peut étre écrite alors sous la forme :
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Kuue (w) = Kuulz (0)+ KuuStab (@)
ou K%, (@)= .[v ész C(a)- éijz dv

uu TU TU (2'24)
et K (w) = Ive BlZT -C(w)- B, dv

+ jve BL -C(w)-BY, dv+IVe BT -C(w)-BY, dv

Puisque la matrice de stabilisation s’annulerait si elle était évaluée aux points d’intégration du
SHBB8PS, alors on choisit de la calculer dans un repere co-rotationnel. Ce dernier est défini par
une matrice de rotation R qui permet de transformer un vecteur du repére global au repére co-
rotationnel. Les composantes des deux premiéres colonnes de cette matrice de rotation R

désignees par a,; et a,,, sont explicitées par :

a, =A% , a,=A,-X, i=12,3
A =(-111,-1,-111-1) (2.25)
A, =(-1-111,-1,-111)

Ensuite, le second vecteur colonne a, est modifié pour le rendre orthogonal a a, en y ajoutant

le vecteur correctif a, tel que :

T

a, -a,

a ‘(a,+a,)=0 = a":_af-al

a, (2.26)

Le troisieme vecteur de base a, est simplement obtenu par le produit vectoriel

az;=a,;A(a,+a,).

Finalement, la matrice de rotation R, qui transforme un vecteur du systéme de coordonnées
globales vers le systéeme de coordonnées co-rotationnelles, est finalement donnée, aprés

normalisation, par :

. TR L. oI . T =123 2.27
Rl el Tl 220

Dans ce repéere, la matrice de stabilisation K™, devient plus simple a calculer, puisque le

repere co-rotationnel est choisi aligné avec le repére de référence de I’élément SHB8PS. On
obtient enfin les termes explicités dans [103]. Quelques grandes lignes sont rappelées dans
I’annexe B.

65



Chapitre 2 : Modélisation des vibrations de structures sandwichs & &me viscoélastique par éléments
finis solide—coques

A ce stade, le probléme de vibrations de n’importe quelle structure peut étre discrétisé par
les éléments SHB8PS et SHB20. Pour résoudre le probleme discrétisé, le solveur dit
DIAMANT (DlIfférentiation Automatique de la Méthode Asymptotique Numérique Typée)
développé au sein du LEM3 dont I’avantage par rapport aux autres méthodes est mis en lumiere
dans [130-132]. Elle est brievement présentée dans la section 2.4.

2.4. Meéthode de résolution du probléme discrétisé

Pour résoudre le probléme non linéaire aux valeurs propres complexes, résultant de la
discrétisation par les éléments finis solide—coques présentés ci-haut, le solveur DIAMANT est
adopté. Cette technique présentée dans [130-132] couple I’homotopie a la MAN [128]
(Méthode Asymptotique Numérique) automatisée par la technique de la DA [133]
(Différentiation Automatique). Elle permet ainsi de calculer automatiquement des dérivées
d’ordres élevés et de considerer des lois viscoélastiques complexes que la MAN ne permettait
pas. Plus de détails peuvent étre consultés dans [130-132]. Néanmoins, quelques grandes lignes
de cette technique sont rappelées dans les paragraphes suivants.

Premierement, on décompose la matrice de rigidité globale K" (w) :

K"(w) =K", + E(0)K"™,
K", =E(Q)K™" (2.28)
E(w)=E"(0) - E(w)

Dans I’équation (2.28), E(0) est constante et représente I’élasticité retardée de la structure,
C’est-a-dire en faisant abstraction de la viscoélasticité. Les matrices K™, et K™, sont

constantes. Le probléme de vibrations est réécrit sous la forme résiduelle :
R(U,2) =[K*; + E(@)K™, = AM" [{U} =S(U, )+ T(U, 1) =0 (2.29)

On commence la résolution du probléme non-linéaire dépendant de la fréquence par

I’introduction du paramétre d’homotopie p €[0,1], ce qui transforme I’équation (2.29) en
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R(U, 4, p)=S(U,A)+pTU, 1) =0
S(U, )= K", - AM™ J{U} (2.30)
T(U,4) =E(a)[ K", [{U}

Ensuite, on pose A=’ et les solutions du probléme (2.29) sont recherchées sous forme de

séries entiéres a I’ordre N du parametre d’homotopie p :

U:iwm

j=0

. 0<p<l (2.31)

On introduit par la suite la technique d’homotopie pour piloter la solution a partir du probleme
aux valeurs propres réelles S(U,1)=0, émanant de R(U,A4,p)=SU, )+ pTU,1)=0
lorsque p =0 (dont les solutions connues correspondent a (U, 4) = (U,, 4,) ), aux solutions du

probléme aux valeurs propres complexes associé a p =1.

Finalement, la branche de solution (U(p),/”t(p)) est calculée en utilisant le développement

en séries de Taylor (S;,T;) des fonctions (S, T). On obtient alors le probleme a résoudre :

Ay Ug[|U; | _{S”uj=o}_p{Tj|uj=o}_{Tj71}
U, 0 ||k 0

AO — Kuuo _//lOMuu + pE(//lO)KUUV

ou L TUO -|:{Sj|Uj:0,/lj:0}+ p{Tj|Uj:0',1j:0}+{ijl}:|
i U, -[{81|U1=0'&=1}+ p{‘l‘llulzmzl}]

x désigne le multiplicateur de Lagrange

(2.32)

La solution compléte (U, 1) est obtenue en utilisant la procédure de continuation qui permet

d’aller d’une branche solution & une nouvelle. Plus de détails sur cette méthode peuvent étre

consultés dans [131].

Cette procédure permet d’extraire exactement les modes propres complexes U et les

pulsations propres associées @, qui ne sont rien d’autres que les racines carrées des valeurs
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propres 4. On en déduit enfin les pulsations amorties Q_ et les facteurs de perte 7., a chaque

rang n, par la formule :

o =Qr (1+7,) (2.33)

La méthode est implémentée sous MATLAB. Pour déterminer les solutions, I’utilisateur n’a
besoin d’entrer que :

- les matrices K", K" et M™ obtenues par discrétisation éléments finis,
- la solution de départ (U,, 4,) (obtenue par résolution du probléme aux valeurs propres

réelles),
- I’ordre de troncature N,

- et la précision désirée €.

Pour montrer les avantages du modéle proposeé, plusieurs cas tests numériques sont proposés.

Ces tests d’évaluation concernent des poutres et plaques multicouches.

2.5. Résultats numériques et discussions

Afin d’évaluer les performances des éléments de type solide—coque SHB8PS et SHB20 dans
la modélisation des vibrations de structures multicouches, différents tests sur des poutres en
configurations géométriques et matérielles variées ont été menés. Les résultats sont confrontés
a ceux obtenus avec les éléments finis du code ABAQUS. Les éléments sélectionnés
d’ABAQUS sont, respectivement, le C3D8 (hexaedre a 8 nceuds, intégration exacte) et le
C3D20R (hexaédre a 20 nceuds, intégration réduite). Ce dernier va servir de solution de
référence, compte tenu de sa cinématique et ses performances notables. Mais avant d’aller plus
loin, les éléments de type solide—coque SHB8PS et SHB20 seront validés sur une poutre
sandwich étudiée dans [119, 134].
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2.5.1. Tests de validation sur les poutres

2.5.1.1. Poutre sandwich en console

Nous analysons ici les vibrations d’une poutre sandwich a cceur viscoélastique et faces
élastiques (voir figure 2.1). Les résultats obtenus par discrétisation du probleme avec les
éléments SHB8PS et SHB20 sont comparés a ceux d’ABAQUS, cités ci-haut, et a ceux du
FSDT IC-ZZT, donnés dans [134]. Les propriétés géométriques et matérielles de la structure
sont présentées dans le tableau 2.5. La propriété viscoélastique du cceur est décrite par une loi

d’amortissement constant donnée par :
E. =E,(1+in,) (2.34)

ou E, représente le module de Young de I"élasticité retardée et 7, le facteur de perte du cceur.

Tableau 2.5 Parameétres géométriques et matériaux de la poutre sandwich

Module de Young E, =6,9x10" Pa
Coefficient de Poisson v, =0,3
Densité p, =2766 Kg-m™

Epaisseur h, =1,524 mm

Module de Young E_ =1,794x10° Pa
Coefficient de Poisson v, =0,3
Densité p =968,1 Kg-m*
Epaisseur h, =0,127 mm

Longueur L=177,8 mm
Largeur b=12,7 mm

Faces élastiques

Cceur viscoélastique

Géométrie de la poutre

Une analyse modale des cing premiers modes a permis d’évaluer les propriétés amortissantes
(fréquence amortie f et facteur d’amortissement 7). Ces résultats sont rapportés dans le
tableau 2.6. Seuls les résultats correspondant aux maillages convergés de chaque élément sont
présentés. Ces premiers résultats valident non seulement les éléments solide—coques proposés,
mais mettent aussi en évidence les avantages de ceux-ci. En effet, peu de degrés de liberté sont

généralement nécessaires pour avoir de bons résultats, comparativement aux éléments standards
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ayant la méme géométrie, tels que rapportés dans le tableau 2.6. Outre le nombre plus faible de

degrés de liberté nécessités par les éléments de type solide—coque, la discrétisation avec le

SHB8PS requiert aussi quatre fois moins de points d’intégration par élément que les autres

discrétisations tridimensionnelles testées (voir le tableau 2.6).

Tableau 2.6 Parameétres d’amortissement associés aux cing premiers modes de flexion

SHBSPS SHB20 C3D8 C3D20R FSDT IC-ZZT [134]
Nddl/couche 744 1179 9999 3925 3000
Npi/élément 2 8 8 8 -
f(Hz) n/n, | fHz2) n/n, | T(Hz2) n/n, | THz) n/n, | T(H2)  n/n,
643 0281 | 647 0279 | 635 0281 | 643 0275 | 641 0,281
2976 0241 | 2989 0241 | 291,3 0249 | 2979 0237 | 2967 0,242
n,=01 | 7483 0152 | 750,3 0,153 | 7278 0,160 | 7474 0149 | 7445 0,154
1405,3 0,087 | 1407,0 0,088 | 1360,9 0,092 | 1400,7 0,086 | 13957 0,089
22781 0056 | 22836 0056 | 22058 0,058 | 22725 0,055 | 22645 0,057

2.5.1.2. Contribution a la modélisation de poutres sandwichs viscoélastiques

Les analyses proposées dans cette section ont pour but de montrer I’efficacité des éléments

finis de type solide—coque dans la modélisation des poutres sandwichs. En effet, les travaux de

Hu et al. [11] ont permis de montrer les limites des modeles FSDT. Au-dela de ces limites, les

éléments proposés dans cette étude peuvent constituer un atout important. On considére trois

configurations paramétriques dans cette section. 1l s’agit des rapports de module de Young du

ceeur et des faces (Ec/Er), des rapports de la longueur sur I’épaisseur totale (L/h) et des rapports

des épaisseurs du cceur et des faces (hc/hr). Rappelons que toutes ces configurations peuvent

étre décrites avec les données du tableau 2.7. Ainsi, une analyse modale est proposée sur des

poutres présentant les configurations suivantes :

- Cceur mince/épais : 0,1 < he/hs < 100 avec (L/h=20 et Ec/E;=2x107)
- Poutre courte/longue : 4 < L/h < 100 avec (he/hs =1 et Ec/Er=2x10")

- Cceur mou/rigide : 0,0001 < Ec/Ef < 100 avec (he/hs =1 et L/h=20)
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Les résultats obtenus avec les éléments de type solide—coque seront confrontés a ceux des
éléments C3D8 et C3D20R du code ABAQUS. Les propriétés géométriques et mécaniques
données dans le tableau 2.7 permettent d’obtenir toutes les propriétés des structures analysées.

Tableau 2.7 Propriétés des poutres sandwichs pour I’étude paramétrique

E, Pa)  p, (kg.m's) pc(kg.m'3) h(m) v, v,
6,9x10%° 2766 1600 0,05m 0,3 0,49

La loi viscoélastique du cceur est décrite par le modele de Maxwell généralisé :

G(w) =G, (1+i A0 J (2.35)

j=1 CO_|QJ

ou G, représente le module de cisaillement de I’élasticité retardée et (A;,Q;) les parametres

du modeéle donnés dans le tableau 2.8.

Tableau 2.8 Parametres viscoélastiques du modele de Maxwell pour I’étude paramétrique

j A, Q(rad.s™)
1 0,746 468,7

2 3,265 4742,4

3 43,284 71532,5

Dans un premier temps, une étude de convergence des trois configurations est faite et seuls
les maillages donnant les résultats convergés sont utilisés pour I’analyse modale. Les trois
premieres fréquences propres des différentes configurations sont presentées dans les tableaux
2.9-2.11. Les résultats en gras dans les tableaux indiquent les limites de certains modéles vis-
a-vis des configurations associées. Dans cette plage de parametres, ces modeles sont moins
précis ou requierent un maillage plus fins, ce qui accroit considérablement le nombre de degrés
de liberté et par la le temps de calcul. 1l ressort des tableaux 2.9-2.11 que le SHB8PS et SHB20
donnent des résultats trés proches de ceux du C3D20R qui est pris comme référence.
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Tableau 2.9 Influence du ratio he/hs (L/h = 20, E¢/Es = 2x107)

SHB8PS SHB20 C3D8 C3D20R
Nddl/couche 378 384 9999 1179
Npi/élément 2 8 8 8
h 21,591 21,741 21,638 21,605
—=0,1 122,45 122,79 122,43 122,19
hy 337,43 336,49 335,46 334,83
h 13,097 13,183 13,266 13,102
—=1 75,838 76,327 77,080 75,970
hy 209,82 210,45 212,77 209,63
h, 4,2207 4,2822 4,4651 4,2203
hoT 40 12,285 13,002 14,142 12,281
f 22,082 22,330 25,968 22,002

h 4,0513 4,1035 4,2184 4,0507
— =100 12,255 12,413 13,086 12,255
hy 21,146 21,409 23,361 21,144

Tableau 2.10 Influence du ratio L/h (he/hs = 1, Eo/Ef = 2x107)

SHB8PS SHB20 C3D8 C3D20R
Nddl/couche 378 384 9999 1179
Npi/élément 2 8 8 8
L 301,43 301,97 302,94 301,93
—=4 1822,5 1822,1 1847,2 1822,6
h 5827,4 5833,9 5629,1 5834,8
L 49,087 49,354 49,433 49,132
—=10 300,42 300,33 301,42 300,46
h 814,33 815,20 810,75 815,68
3,9490 3,9825 4,5161 3,9491
L 40 19,987 20,050 24,125 19,940
h 53,314 53,536 65,450 53,299
2,8551 2,8481 2,8626 2,8472
L 100 3,9592 3,9818 6,4666 3,9597
h 9,4097 9,4712 17,104 9,4105

Néanmoins, ce dernier requiert beaucoup plus de degrés de liberté pour converger, ce qui
nécessite un temps de calcul trés important. Il faut noter également que malgré le nombre
important de degres de liberté nécessaires a la convergence du C3D8, les résultats fournis par
ce dernier restent relativement moins précis et commencent a s’écarter de la référence

notamment lorsque le rapport hc/hs devient supérieur & 1 (voir le tableau 2.9). Ces résultats
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peuvent s’expliquer par une plus grande sensibilité du C3D8 au phénoméne de verrouillage, ce
qui tend a surestimer la rigidité de la structure et par la les fréquences propres associées.

Tableau 2.11 Influence du ratio E¢/Es (he/hs = 1, L/h = 20)

SHB8PS SHB20 C3D8 C3D20R
Nddl/couche 378 384 9999 1179
Npi/élément 2 8 8 8
E, » 16,511 16,582 16,767 16,550
T 10 80,943 81,142 82,799 81,068
f 214,56 214,92 219,49 214,44
E, . 42,520 42,546 42,640 42,536
T 10 252,56 252,12 253,18 252,57
f 657,94 656,99 658,87 657,30
E, 95,304 96,016 97,430 95,860
T 100 595,94 596,53 607,62 597,92
f 1666,78 1663,2 1690,5 1664,5

Une vue globale de I'ensemble de ces analyses de sensibilité (voir tableaux 2.9-2.11) permet
de conclure que les éléments solide—coques proposées sont capables de fournir des résultats
précis pour les différentes configurations étudiées, tout en conservant des temps de calculs

raisonnables.

400

0,35

0,31

w

o

o
T

0,25f

0,2r

N

o

o
T

0,154

Frequence (Hz)
Facteur de perte

100} 0.1y

0,05f

0

10° 10" 10° 10 10° 400 10° 10" 10°
h/h; h/h;
C3D20R -1179 == O~ SHB8PS - 378 SHB20 - 384

Figure 2.4 Paramétres d’amortissement des trois premiers modes de flexion pour la variation
du rapport d’épaisseurs he/hy
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Figure 2.5 Parametres d’amortissement des trois premiers modes de flexion pour la variation
du rapport d’élancement L/h
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Figure 2.6 Parametres d’amortissement des trois premiers modes de flexion pour la variation
du rapport de rigidité Ec/Es

Pour compléter I’étude paramétrique des poutres sandwichs, les propriétés amortissantes
sont évaluées dans les différentes configurations ci-dessus. Les fréquences amorties et les
facteurs de perte obtenus avec les éléments de type solide—-coque SHB8PS et SHB20 sont
confrontés a ceux du C3D20R et sont représentés sur les figures 2.4, 2.5 et 2.6. Nous montrons

une fois encore que les éléments solide—coques présentent de bonnes aptitudes dans ce type de
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modélisation. Cette analyse montre I’avantage de ces éléments dans la modélisation des
vibrations de structures sandwichs sur une large gamme de variations des parametres

géométriques et matériaux.

L’intérét de I’étude paramétrique a été ensuite montré au travers d’une application des

modeles poutres.

2.5.2. Application du modele poutre : modélisation d’un rail

Nous considérons ici un modeéle simplifié d’un rail sur traverses sandwichs a cceur
viscoélastique. Cette analyse illustrative est proposée pour montrer lI'intérét du modele proposé
dans la modélisation de structures réelles. Les traverses peuvent étre assimilées a des poutres
courtes et sont fixées sur un fond supposé rigide. On s’intéresse aux modes de flexion par
flambage ; modes qui sont susceptibles de causer le déraillement d'un train. Ce systéeme peut
contribuer a I’amortissement des vibrations causées par les trains. Le rail et les faces élastiques
des transverses sont en acier dont les propriétés du matériau sont données ci-apres : Eacier=210
GPa, Vacier=0,3 €t pacier=7800 Kg.m™. Le coeur viscoélastique des traverses est en ISD112 dont
les paramétres sont présentés plus haut (voir les tableaux 2.7 et 2.8). Les parameétres
géométriques sont indiqués sur la figure 2.7.

L’analyse de la structure a consisté en I’évaluation des propriétés amortissantes qui sont les
fréquences amorties et les facteurs de perte. Les trois premiers modes de déformation sont
représentés sur la figure 2.8. Les résultats obtenus avec les formulations solide—coques
proposées sont comparés a ceux du C3D20R, tels que présentés dans le tableau 2.12. On
remarque que peu de degrés de liberté sont nécessaires pour obtenir un résultat proche de la

référence, ce qui constitue un gain important en temps de calcul.
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Traverses
(poutres sandwichs a ———>
coeur viscoélastique)

Figure 2.7 Rail sur traverses constituées de poutres courtes a cceur viscoélastique

Mode 1

Mode 2 Mode 3

Figure 2.8 Trois premiers modes de flexion par flambage du rail sur traverses sandwichs

Tableau 2.12 Fréquences propres et parametres amortissants associés aux trois premiers
modes de flexion par flambage du rail sur transverses sandwichs

SHB8PS SHB20 C3D20R
Nddl total 1926 4341 9168
Npi/élément 2 8 8
f;(Hz) f(Hz) n f;(Hz) f(Hz) n fo(H2) f (Hz) n
1 163,17 165,23 6,22x107% 163,90 166,34 5,50x10? 163,07 165,31 5,51x10?
2 361,62 370,80 1,08x10"| 359,60 368,81 9,95x107? 357,28 366,83 1,03x10*
3 620,16 637,13 9,62x10% 609,20 624,04 9,80x10? 604,54 617,78 9,83x10?
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Les résultats intéressants obtenus nous ont motivé a étendre I’étude aux plaques et coques

sandwichs.

2.5.3. Cas des plaques sandwichs

Dans cette partie, nous analysons des modéles de plaques sandwichs encastrées sur tous leurs
bords, tel que montré sur la figure 2.9. L’influence des hypothéses géométriques sur les

paramétres amortissants sera mise en lumiere a travers les tests ci-dessous :
. . . L. . a
- Cas 1: Epaisseur totale h fixe, épaisseur du cceur h, variant entre O et h =20

. hy ., .
- Cas 2 : Rapport d’épaisseurs r = h—° fixe, épaisseur totale variant entre O et h :%
f

c

- Cas 3 : Epaisseurs totale h et du ceeur h, fixes, position de ceeur variant entre 0 et

Dans toutes ces configurations, les couches élastiques sont en aluminium et les couches
viscoélastiques en 1ISD112 a 27°C obéissant a la loi viscoélastique décrite par le modele de

Maxwell généralisé :

G(w) =G, (1+i A J (2.36)

j=1 CO—|QJ

ou G, représente le module de cisaillement de I’élasticité retardée et (A;,Q;) les parametres

du modeéle donnés dans le tableau 2.8.
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Figure 2.9 Plaque sandwich rectangulaire & cceur viscoélastique et faces élastiques encastree
sur tous ses bords

2.5.3.1. Cas1: épaisseur totale h fixe, epaisseur du ceeur h, variant entre O et h = 2%

Dans ce modele, nous considérons la plague schématisée par la figure 2.9 avec une épaisseur
totale fixe et un cceur d’épaisseur variant de 0 a h. Les propriétés amortissantes sont portées sur
la figure 2.10. On remarque dans un premier temps que les éléments solide—coques nécessitent
peut de degrés de liberté pour donner des résultats aussi précis que ceux du C3D20R, I’élément
standard d’ABAQUS. En effet, nous avons utilisé 5 fois plus de degrés de liberté pour
discrétiser la plague sandwich avec I’élément C3D20R que I’élément SHB8PS.

2000 0,8 S
C3D20R — 23073 C3D20R - 23073
‘0. SHBSPS — 4536 ‘0 SHB8PS — 4536

= 1500 SHB20 - 6147 , 06} SHB20 - 6147
= £
[7e] [¢5)
[<5] o
e @
c
@ 1000} S 0,4
3 5
e 2
Ll Q

500} )

0 0¢ : ' : :
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
r=h./h r=h./h

Figure 2.10 Parameétres amortissants : épaisseur totale h fixe, épaisseur du cceur he € [0, h]
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Comparé a I’élément quadratique solide—coque SHB20, 4 fois plus de degrés de liberté ont
été nécessaires a I’élément C3D20R du code ABAQUS. Il en découle un gain en termes de colt
de calcul. Cette analyse reste valable pour les trois configurations de plaque présentées un peu
plus bas. Par ailleurs, une analyse en termes d’amortissement montre une décroissance de la
fréquence et une augmentation du facteur de perte. Le premier est dd a la diminution de la
réduction de la rigidité de la structure et le second a I’augmentation du cisaillement dans le
ceeur viscoélastique. Cependant, pour une structure purement viscoélastique, I’amortissement
chute. Cela est d a la faiblesse du cisaillement puisqu’en I’absence d’un matériau plus rigide

sur les faces, le matériau viscoélastique présente une déformation en flexion plus importante.

2.5.3.2. Cas 2 : rapport d’épaisseurs r =E—° fixe, épaisseur totale h variant entre %
f

ot =
10

Ici, nous proposons une étude orientée vers I’influence de I’élancement de la plaque. Pour

ce faire, le rapport d’épaisseurs r =h—c est supposé constant et I’épaisseur totale varie entre
f

a a I . S .
100 et 0 Les propriétés amortissantes présentées sur la figure 2.11 montrent une chute de la

. . \ s a
fréquence et une croissance du facteur de perte lorsque I’élancement r = h augmente. En effet,

le cisaillement est plus important dans les structures élancées puisque la flexion est plus tolérée.

2000 0.25
—— C3D20R — 23073 —— C3D20R — 23073
0 SHBSPS — 4536 0 SHBSPS — 4536

SHB20 — 6147 0.2H -

= 15001 @ SHB20 — 6147

L ]
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$ 1000} 5

= 2 01
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500} 005

0 20 40 60 80 100

Figure 2.11 Paramétres amortissants : rapport d’épaisseurs r=hc/h fixe, épaisseur totale h
[0, a/10]
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2.5.3.3. Cas 3 : Epaisseurs totale h et du cceur h_ fixes, position de cceur variant entre

0 et h-h

Dans cet exemple, nous recherchons I’influence de la position de la couche viscoélastique

sur les paramétres amortissants d’une structure sandwich. Nous considérons une plagque
. r a o T
sandwich d’épaisseur totale h :% constante ainsi que celle de la couche viscoélastique. On

fait varier ensuite la position de la ligne moyenne de cette derniere du centre de la structure

N - . h—h . . e
(correspondant a la position 0) a 5 ¢ (qui représente un matériau viscoélastique proche de la

face de la structure). L’analyse des paramétres amortissants portés sur la figure 2.12 montre
une augmentation de la fréquence et une chute du facteur de perte au fur et a mesure que la
couche viscoélastique s’éloigne de la ligne médiane du matériau sandwich. Ces résultats
montrent que la position optimale de la couche viscoélastique reste le centre de la structure

sandwich.
1600 0,035
C3D20R — 23073 |\ C3D20R — 23073
‘0 SHBSPS — 4536 [N ‘0 SHBSPS — 4536
< 14001 SHB20 - 6147 @ 003} 0\ SHB20 - 6147
I o RN
@ 1200} 2 0,025
c —
[<5) >
> [<5]
g 1000F G 002
(C s
8004 0,015
600 : : : : : x10° 001 : : :
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3
Position de la ligne moyenne du ceeur Position de la ligne moyenne du cceur

Figure 2.12 Paramétres amortissants : position du cceur variant du centre a la face.
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2.6. Conclusions

Une modélisation basée sur les éléments finis de type solide—coque dédiée a I’analyse des
vibrations de structures sandwichs a été présentée. Dans un premier temps, les limites des
modeéles 2D ont été ressorties afin de mieux appréhender la modélisation a venir. Les éléments
SHB8PS et SHB20 proposés par Abed-Meraim et al. [103, 107] ont été adoptés. Une extension
de ces formulations d’éléments finis prenant en compte la dépendance en fréquence provenant
des matériaux viscoélastiques a été introduite. Pour résoudre le probléme non-linéaire en
fréquence obtenu apres discrétisation, I’approche DIAMANT [130-132] a été adoptée compte
tenu de sa robustesse et de sa précision. La validation a ensuite été faite en comparant nos
résultats a ceux de I’élément quadratiqgue C3D20R du code ABAQUS, pris comme référence.
I en ressort que les résultats présentés ci-haut montrent clairement les avantages de I’approche
proposeée. En effet, avec relativement peu d’éléments, comparativement aux éléments finis 3D
traditionnels ayant les mémes cinématiques, on arrive a des résultats proches de ceux donnés
par un élément fini 3D a 20 nceuds. Ainsi, I’analyse du nombre de degrés de liberté montre que
les éléments solide-coques SHB8PS et SHB20 sont moins colteux que les éléments
quadratiques classiques, tel que le C3D20R. Afin de compléter la modélisation des vibrations
de structures multicouches par P’introduction d’un contrdle actif, une extension de ces
formulations éléments finis a des structures piézoélectriques sera proposée dans le chapitre 3
par I’ajout de degrés de liberté piézoélectriques additionnels.
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3.1 Introduction

3.1. Introduction

Les matériaux piézoélectriques ont la capacité de générer un potentiel électrique lorsqu’ils
sont soumis a un chargement mécanique. lls ont également I’aptitude de se déformer lorsqu’un
potentiel électrique leur est appliqué. Ces propriétés leurs conférent des intéréts dans plusieurs
domaines d’ingénierie, ou ils sont utilisés comme transducteurs servant, selon I’utilisation, de
capteurs ou d’actionneurs. Ainsi, ils peuvent étre utilisés pour contréler les vibrations [34, 135,
136], pour contrdler les formes des structures [137-139], réduire ou amplifier les bruits [140-
142]. On les retrouve également dans les applications medicales, tels que les pacemakers [143],
dans le génie civil [144-146], ou ils servent a ausculter I’état de santé des ouvrages, et dans bien
d’autres domaines. Plusieurs travaux dans la littérature se sont attelés a la modélisation de tels
matériaux. Certains auteurs, tels que [51, 147-150], ont proposé un couplage électromécanique
complet en y greffant aux éléments finis classiques des degrés de liberté électriques. Pour
réduire les degrés de liberté, ces auteurs ont adopté la condensation de Guyan. Cette
condensation est appliquée sur le probléme discrétisé. Ces modéles ont I’avantage de décrire de
maniére plus ou moins fidéle le phénomeéne de couplage électromécanique, mais aboutissent le
plus souvent a des modeles trés colteux en termes de temps de calcul. Dans un souci
d’améliorer le gain de temps de calcul, d’autres auteurs ont proposé des modeles basés sur la
condensation sur la loi constitutive [7, 52]. Ces modeles ont I’effet escompté mais ne décrivent
généralement pas de maniére fidéle le couplage électromécanique. Par ailleurs, certains travaux
de la littérature, dont [7, 34, 148, 151, 152], ont proposé des modéles multicouches utilisant ou
non la condensation des degrés de liberté. Ces modéles réduisent de maniére trés significative
le temps de calcul, mais sont généralement limités & des configurations géometriques bien
déterminées. Par ailleurs, rappelons que les matériaux piézoélectriques sont le plus souvent
utilisés sous forme de patchs localisés [144]. Ils cbtoient ainsi des couches aussi bien fines
qu’épaisses. 1l est donc nécessaire de disposer de modeles éléments finis décrivant fidelement
le couplage électromécanique, pour n’importe quelle configuration géométrique, tout en
assurant un temps de calcul raisonnable. Partant des avantages des eléments SHB8PS et SHB20
proposes par Abed-Meraim et al. [103, 107], nous proposons ici de les étendre pour formuler
de nouveaux éléments piézoélectriques baptisés "SHBBPSE" et "SHB20E". Un degré de liberté
supplémentaire, de type piézoélectrique, a donc été greffé a chaque nceud des éléments de base
et les mémes procédures de traitement de verrouillages ont été adoptées. Plusieurs cas tests,

85



Chapitre 3 : Formulation d’éléments finis de type solide—coque piézoélectriques

allant de simples poutres sandwichs & des coques multicouches, sont menés et validés par
rapport aux résultats de référence de la littérature et ceux donnés par les éléments hexaédriques
quadratiques C3D20E du code ABAQUS.

3.2. Equations constitutives et discrétisation des problémes

3.2.1. Equations constitutives

Lorsqu’un matériau piézoélectrique génere de I’électricité sous chargement mécanique, on
parle de piézoélectricité directe et la couche piézoélectrique sert de capteur. Inversement,
lorsqu’une structure se déforme sous I’effet d’une charge électrique, on parle de piézoélectricité
inverse et la couche piézoélectrique est utilisée comme actionneur. Ces deux propriétés

permettent de coupler les champs mécaniques et électriques par les relations :

{azCe—e E (3.1)

D =eg¢+xE

ou o et g désignent, respectivement, le tenseur de contrainte et de déformation. D et E
représentent le déplacement et le champ électrique. C, e et x sont, respectivement, la matrice

d’élasticité, la matrice piézoélectrique et la permittivité diélectrique. Les formes discrétisées

{e} et {E}, respectivement, des tenseurs de déformations & et du vecteur champ électrique
E sont reliées aux déplacements {u} et au potentiel électrique {¢} par les opérateurs gradients

discrétisés [ B* | et [ B | par les formules :

e} =[B" J{u}
{E}=[B’ J{g}

(3.2)

Dans ce travail, [B" ] et [Bﬂ sont obtenus par discrétisation éléments finis SHBSPSE et

SHB20E. IIs sont détaillés dans la section 3.3.2.
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3.2.2. Probléemes discrétisés

Le principe variationnel gouvernant les matériaux piézoélectriques est décrit par le principe

d’Hamilton [147], dans lequel le couplage électromécanique est pris en compte :

—ijU2~5udV—IVG ; §gdv+jv f, ~5udv+L f,-ouds+suf, 03
:—JVD:JEdv+IVqV-5¢dv+jsqs-5¢5ds+5¢qp '

ou o est la densité ; q,, g, et g, représentent respectivement les charges électriques

volumiques, surfaciques et ponctuelles ; f,, f et f désignent respectivement les forces

volumiques, surfaciques et ponctuelles. La discrétisation éléments finis du probléme (3.3)

conduit généralement au systeme d’équations :

[ J{U} [ J{u [ J{a) = {F)

(3.4
[K* Jiu}+[K*]ig}={Q}
Les différents matrices et vecteurs de (3.4) sont explicités dans le tableau 3.1.
Tableau 3.1 Formes explicites des vecteurs et matrices résultants du couplage
électromécanique

[M”“]=IV[N”]T/J[N“]dV Matrice de masse

[k=]=[,[B"] [c][BJav Matrice de rigidité

[K?]=-[ [B* ]T [x][ B Jav Matrice de "rigidité" diélectrique

[k =[BT [e]'[B*]av; [K*]=[K*]"  Matrice de "rigidité" piézoélectrique
{F} :Iv[Nu]T {f.}av +L[N”]T {f.}dS+ T, Vecteur force
{Q} = —IV [N “’]T {a,}av —L [N "’]T {a,}dS—a, Vecteur charge électrique
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3.3. Formulation des éléments finis SHBSPSE et SHB20E

3.3.1. Cinématique et interpolation

Les éléments finis de type solide—coque SHB8PSE et SHB20E sont des extensions des
éléments de type solide—coque présentés dans [103, 107]. A ceux-ci, on ajoute des degrés de
liberté piézoélectriques & chaque nceud. Les grandes lignes de la formulation sont présentées

ci-dessous, en rappelant de fagcon bréve celle des éléments SHB8PS et SHB20.

¢
A
20
uGz S T 8 uez 5 8
o5
A 1\17 , 19 0
5 ) 019
%6 > 2 %6 131 2 7 ou]10
i 3 U 182 | o] "¢
| ol [ e
. 14 809 -2 130..1%-9._
h Y, 12e 11
2 3 2 12 23
4 Yy 10

Figure 3.1 Géométrie de référence des éléments finis SHBSPSE et SHB20E et
positionnement des points d'intégration (nin=5)

Les éléments SHBBPSE et SHB20E sont respectivement des éléments hexaédriques a 8 et
20 nceuds. lls disposent par nceud de trois degrés de liberté de déplacements et un degré de
liberté électrique. Une direction privilégiée est choisie suivant I’épaisseur, normale au plan
moyen des éléments, comme indiqué sur la figure 3.1. Une intégration réduite dans le plan est
utilisée (c.a.d. 1xnin pour le SHB8PSE et 4xnin pour le SHB20E) pour augmenter I’efficacité
des éléments et améliorer leur comportement vis-a-vis de certains verrouillages. Dans I’'un et

I"autre cas, les coordonnées spatiales x, sont reliées aux coordonnées nodales x, par les

fonctions de formes N*, :

Xi:XilNul(élnig) (3.5)

ou i=12,3 et représente le nombre de nceuds de I’élément fini correspondant. De méme, les

champs de déplacement u. et de potentiel électrique ¢ s’écrivent :
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{usui.N“.(fw,C) (3.6)

¢ =¢|N¢| (98’77’4/)

3.3.2. Opéerateurs gradients discrétises

Les opérateurs gradients discrétisés des éléments finis SHB8PSE et SHB20E s’écrivent sous

la forme :
_bI + ha,l’y-la—: 0 0 |
O b; + ha,Z’Y-zl; 0 T T
b, +h .y
Bu O 0 b; + h SVT t B¢ b':ll' hal (')If
= a, a e = +
b +h, 7] bl +hyl 0 2 eV .7
’ ’ b3 + ha,Sya
b; +h, v, 0 b; +h, v,
L O b-fli— + ha,BY-rl; b-|2— + ha,Z’Y-zl;_
ol bt, h,, ety ont été explicités dans la section 2.3.2. Néanmoins, plus de détails peuvent

étre consultés dans [100, 103, 107].

Tout comme le SHB20, le SHB20E ne souffre pas de phénomenes de verrouillage. En
revanche, le SHB8PSE a nécessité un traitement spécifique, en suivant la procédure utilisée
pour I’élément SHB8PS, afin d’éliminer les verrouillages associés. Une attention particuliére a

été portée a I’opérateur gradient discrétisé électrique B?.

3.3.3. Controle des modes a énergie nulle et traitement des verrouillages

Rappelons dans un premier temps que les vecteurs b;, originalement de la forme de Hallquist

dans (3.7), sont remplacés par les vecteurs Bi de Flanagan et Belytschko [91] :

~ 1 "
b, ZIIVE N (&,7,¢)dV (3.8)

Les opérateurs gradients discrétisés B“ et B’ sont ensuite remplacés par B' et B,

respectivement. Ainsi, en utilisant le principe variationnel mixte de Hu—Washizu combiné a la

méthode Assumed Strain présentée dans [108], I’opérateur gradient discrétisé BY est transformé
en B". Ce dernier est ensuite décomposé en deux opérateurs BY, et I§§4 définis par :
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bI + Xsz A 0 A 0 X;A P 0
0 bl +Y,, 0 0 Y,
= 0 0 bl + 77 = 0 0 77
[B;‘Z} o T i [834} _ =
b, +Y, b + X, 0 0 0 0 (3.9)
bl +2] ) OA bl + X}, 0 0 0
0 by +Z;, bl+Y] | 0 0 0
~ Y " ~ Y R ~ V4 a
X = 2 M0t Yoo = 2 N ¥ai 2 = 20,4,
a=p a=p a=p
La matrice de rigidité élémentaire s’obtient alors :
Kuue = Kuulz + KuuStab
ol K%, = jve BLT-C-BY, dV
(3.10)

~ T ~
K s = J;, B, -C-B;,dV
+[ By -C-Bjdv+| ByT-C-BYdv
La matrice de stabilisation de la rigidité en déplacement K™, est évaluée dans le repére co-

rotationnel explicité par les équations (2.25-2.27).

Cette procédure a également été adoptée pour le traitement des verrouillages qui peuvent
résulter du couplage électromécanique. Ainsi, pour évaluer les matrices de "rigidité"
piézoélectrique K“ et diélectrique K?, I’opérateur gradient discrétisé électrique B’ est
d’abord modifié par substitution des vecteurs b, par Bi. Il est ensuite projeté par la méthode

Assumed Strain pour en construire un opérateur B?, lequel est décomposé additivement en

deux parties BY, et BY, définies par :

by + X}, X34
éfz = 6; +YA1£ et é& = \?31 (3.11)
bl +Z], Z;

On obtient finalement les matrices élémentaires K3* et K# :
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Kwe = Ku¢12 + Ku¢8tab
ol K¥,, = -[ve EfZT e’ Efz dv
Ku¢5tab = .[ve Eijo e '§g4 dv
(B Bhov ], By BLav

et (3.12)

WK o0
K e_K 12+K Stab

. ~ T ~
ol K*, = —jve BT -k-BY,dV
~ T ~
K e = _-[Ve Bf, - x-Bf, dV
~ T ~ ~ T ~
—jve BY, - k-BY dV —jve B, - k-BY, dV
ou la matrice de stabilisation pour la rigidité piézoélectrique K*,,, et la matrice de stabilisation

our la rigidité diélectriqgue K% sont également évaluées dans le repére co-rotationnel R
Stab

défini par les équations (2.25-2.27).

Par ailleurs, rappelons que les caractéristiques du matériau piézoélectrique, désignées par C
, e et ¥ sont initialement données dans le repere du matériau (repere local). Il convient ainsi
de les transformer dans le repére global pour décrire au mieux le couplage, surtout dans les
problemes présentant de fortes non-linéarités géométriques. Les détails de cette transformation
de repére sont présentés dans I’annexe C.

3.4. Validation et applications

Dans cette section, des cas tests de validation, aussi bien en statique qu’en vibration sont
effectués, puis quelques applications en contrdle de forme sont présentées.

3.4.1. Cas tests statiques

Dans le cas de sollicitations statiques, le probleme (3.4) se réduit a :

Kuu Ku¢ U F
K* K* ||g = 0 (3.13)
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Trois cas tests de la littérature sont menés dans ce qui suit. Les deux premiers concernent les
poutres (bilame et mécanismes de déformations), tandis que le troisieme est dédié aux plaques

et coques.

3.4.1.1. Modéles poutres

Poutre bilame en PVDF

Il s’agit d’une poutre en console composée de deux couches polarisées dans des directions
opposées (-z et z dans notre cas). Ce cas test a été adopté par plusieurs auteurs, dont Tzou et Ye
[153], Sze et al. [154] et Klinkel et Wagner [73]. Un potentiel électrique A¢ =1V est appliqué

sur les faces extérieures du bilame. Les propriétés géométriques sont indiquées sur la figure 3.2.

Direction de

T< y polarisation
X iy’

Figure 3.2 Poutre bilame en console

Vu les différents résultats proposés dans la littérature et les faiblesses pointées de I’élément
3D quadratique C3D20E du code ABAQUS (voir, par exemple, [154]), nous avons jugé

intéressant de considérer pour coefficient de poisson v = 0,29 (dans la plupart des cas) et v =0

(voir [73]). Les autres parametres ainsi que les résultats obtenus avec les éléments 3D linéaire
et quadratique, C3D8E et C3D20E du code ABAQUS, et les éléments solide—coques proposes,
SHBB8PSE et SHB20E, sont reportés dans le tableau 3.2. Ils sont également comparés a la

solution analytique donnée par :

E ey,AQ X2

U.00=-75"

(3.14)
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Tableau 3.2 Fléche U, pour les différents paramétres et éléments U, =0,345um

E €a1 €3 K3 U, (um)
v i ) C3DBE  C3D20E SHBBPSE SHB20E
(GPa) (C/m?) (C/m?*) (UF/M) | 100xax2) (20x1x2) (10x1x2)  (5x1x2)

2 0,29 -0,046 -0,046 0,1062 0,229 0,246 0,229 0,248
0 -0,046 -0,046 0,1062 0,258 0,344 0,345 0,345
0,29 -0,046 0 0,1062 0,263 0,343 0,335 0,342
0 -0,046 0 0,1062 0,263 0,343 0,335 0,342

Cas

A W DN B
N N DN

Les résultats du tableau 3.2 laissent clairement apparaitre une dépendance au coefficient de
Poisson. En effet, lorsque ce dernier est nul, tous les résultats a I’exception du C3D8E
convergent vers la solution analytique. Cela peut s’expliquer par la déformation dans la
direction transversale qui n’est pas prise en compte dans la solution analytique. Ce mécanisme

de déformation par extension sera présenté dans I’exemple suivant.

Mécanisme de déformation des patchs piézoélectriques : extension et cisaillement

Pour le second cas test, nous considérons deux configurations de poutres sandwichs
encastrée—libres, représentées dans la figure 3.3, pouvant étre actionnées en extension (a) et en
cisaillement (b). Ces modeles ont également été étudiés dans plusieurs travaux, dont Zhang et
Sun [155, 156], Benjeddou et al. [7], et constituent ainsi d’excellents tests de validation.

(b)

T<y Aluminium

Figure 3.3 Poutres actionnées par extension (a) et par cisaillement (b)
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Les matériaux sont polarisés suivant la direction z, pour le mécanisme d’extension, et suivant
x pour I’actionnement par cisaillement. Les propriétés géométriques des deux mécanismes ainsi
que la définition des matériaux de chaque couche sont reportées sur la figure 3.3. Les propriétés
des matériaux associés sont données dans le tableau 3.3. Les poutres sont encastrées en x =0
et libres en x=L. Afin de faire fléchir la poutre, des tensions sont appliquées sur les surfaces
supérieures et inférieures des couches piézoélectriques, induisant des efforts électriques de

flexion. Pour le mécanisme d’action par cisaillement, un potentiel électrique de Ag=20V est
appliqué a la couche piézoélectrique. Cette tension est de Ag =+10V sur chaque couche,

pour le mécanisme d’action par extension.

Tableau 3.3 Propriétés des matériaux utilisés dans les modeles d’actionnement par extension
et par cisaillement

p=7730 Kg.m?

C,=C,,= C,,=126 GPa

C,,=79,5 GPa ; C,,=C,,=84,1 GPa;
(PZT-5H) Cuu=Css=Cq=23,0 GPa

e,.=€,,=17 C/m* ;

e, =€, =—6,5 C/m? ; e,,=23,3 C/m?
K,,=K,,=1,503e® F/m ; x,,=1,30e® F/m

p=32 Kg.m®
Mousse
E=35,3 MPa ; v=0,38
.. =2690 Kg.m?
Aluminium P £

E=70,3 GPa ; v=0,345

Les résultats numeériques obtenus avec le SHB8PSE et SHB20E seront confrontés a ceux de
la littérature et a ceux obtenus avec I’élément quadratique C3D20E du code ABAQUS. Dans
un premier temps, nous nous sommes intéressés a la déformée des deux mécanismes pour le
cas ou les couches piézoélectriques couvrent toute la longueur de la poutre. Les graphes
correspondants, traces sur la figure 3.4, montrent que nos résultats (SHB8PSE et SHB20E)
concordent bien avec ceux obtenus avec le code ABAQUS. Cependant, ceux de la littérature
(2D) semblent surestimer la fleche pour le cas ou la poutre est actionnée par extension

piézoélectrique.
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4 (b)

x 10 ‘ ‘ @) ‘ ‘ ) x 10

S 2 o o
o o 9o I
I D Q |'d N\

[N
o
L2

Déformée de la poutre (mm)
w
Déformée de la poutre (mm)

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Position le long de la direction x (mm) Position le long de la direction x (mm)

—&— Zhang et Sun [155] ———— C3D8E-40x8X7  —4— SHB8PSE-20x4x5
Benjeddou et al. [7] C3D20E-20x4x5 —e&— SHB20E-10x2x3

Figure 3.4 Déformée de la ligne moyenne de la poutre pour les mécanismes de déformation

par extension (a) et par cisaillement (b)

5 (a) 5 (b)
210 0,510
’g *—C3D8E-40x8x7 ’g
=N ——C3D20E-20x4x5 g 9
> —+— SHB8PSE-20xX4x5 - 65
=\ ——SHB20E-10x2x3 g °
o o
o e 8
=3 = |[F= Piefort [31
° ® 75 ie f)rt[ ]
'g '2 ' Benjeddou et al. [7]
=K S ;|| C3D8E-40x8x7
3 3 —— C3D20E-20x4X5
B % 6.5} —— SHBSPSE-20x4x5 s
a a —o— SHB20E-10x2x3
0 . . . . : : . .
20 0 60 8 20 0 60 8
Position des patchs piézoélectriques (mm) Position des patchs piézoélectriques (mm)

Figure 3.5 Fleche a I’extrémiteé libre pour les différentes positions de I’actionneur pour les

mécanismes de déformation par extension (a) et par cisaillement (b)

Dans la suite, on fait varier la position du centre de I’actionneur dans I’intervalle [10-90]
mm. On évalue la fleche maximale de la poutre (a I’extrémité libre x = L) pour chaque position
du ou des patchs piézoélectriques. Les résultats obtenus sont comparés a ceux donnés par les
éléments C3D8E et C3D20E du code ABAQUS, a ceux donnés par Benjeddou et al. [7] et &

ceux de Piefort [31]. Les graphes de la figure 3.5 indiquent que les résultats donnés par les
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éléments finis SHBBPSE et SHB20E concordent bien avec ceux de la littérature et avec ceux
obtenus avec I’élément C3D20E d’ABAQUS, quel que soit le mécanisme d’actionnement. Il
en ressort également que peu de degrés de liberté sont nécessaires avec les éléments solide—
cogues proposés pour aboutir a de bons résultats.

3.4.1.2. Modéles plaques et coques

Dans cette partie, nous nous intéressons & la modélisation de structures présentant des formes
géométriques plus complexes et plus réalistes. Ainsi, des actionneurs et capteurs
piézoélectriques monocouches et multicouches sont modelisés avec des applications en

contrdle de forme.

Controle de forme d’une plaque sur appuis simples

Un des avantages du comportement piézoélectrique est le contréle de forme des structures. Pour
cela, nous considérons une plague carrée de 200x200 mmz? d’épaisseur 8 mm recouverte sur ses
deux faces par des patchs piézoélectriques de 1 mm d'épaisseur. Ces patchs en PZT-5H, de
dimensions 40x40 mmz, sont placés a des endroits bien spécifiés comme I'indique la figure 3.6.

Figure 3.6 Plague carrée avec patchs piézoélectriques
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L'intérét de ce test est de déterminer la position la plus judicieuse pour contréler la forme de la
plague soumise a une charge uniformément répartie de 200 N/m?2 sur toute sa surface. Les
plaques sont sur appuis simples sur leurs 4 bords inférieurs. Ainsi, en appliquant une tension a
chaque paire de patchs, on introduit une déformation permettant de ramener plus ou moins la
plaque a sa position avant tout chargement. Plusieurs tensions appliquées aux configurations de
la figure 3.6 ont permis d’avoir les résultats représentés sur la figure 3.7. Ces résultats,
confrontés a ceux des éléments quadratiques C3D20E du code ABAQUS, permettent de valider
une fois de plus les éléments SHB8PSE et SHB20E. Il en ressort également que peu de degrés
de libertés sont nécessaires aux éléments solide—coques pour aboutir a un résultat satisfaisant.
Par ailleurs, une analyse des graphes de la figure 3.7 permet de déduire que les configurations
(@) et (d) permettent de réduire la fleche au centre de la plaque. Néanmoins, il faut jusqu’a -20
V par paire de patchs pour controler la forme de la plaque pour la configuration (a), alors que
seuls 2 V sont nécessaires pour la configuration (d).
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Figure 3.7 Fleche de la ligne médiane de la plaque avec différentes tensions
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Coque sandwich incurvée

L’objectif de ce cas test est de montrer la capacité des éléments finis SHB8PSE et SHB20E
dans la modélisation des structures présentant des non-linéarités géométriques. Pour cela, nous
considérons une coque sandwich cylindrique de 300x300 mm?, en porte & faux comme
schématisée sur la figure 3.8. Un modele similaire a été propose par Kioua et Mirza [157], mais
I’analyse était destinée aux vibrations forcées. Ici encore, la coque héte élastique est en
aluminium d’épaisseur 2,50 mm. Elle est entierement recouverte sur chacune de ses faces par
une fine couche piézoélectrique en PZT-5H d’épaisseur 0,25 mm. Les couches piézoélectriques
sont polarisées dans des directions opposées a travers I'épaisseur. Une tension est appliquée sur
chaque couche piézoélectrique (les faces internes sont reliées a la masse, tandis que les faces
externes sont soumises a 50V). Cette configuration de chargement provoque un couplage de
rigidité élevée. Il en résulte une flexion de la coque ainsi qu’une déformation de torsion sur les

deux bords libres, due a une flexion plus importante sur les bords libres. Trois valeurs du rapport

de courbure R/b ={ 1, 10, o} sont étudiées.

Figure 3.8 Coque sandwich en console
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Figure 3.9 Fleches suivant les lignes (A), (B) et (C) des coques sandwichs de courbure R/b

Les déformées des lignes (A), (B) et (C), indiquées sur la figure 3.8, sont relevées pour chaque
modele et représentées sur la figure 3.9. Les résultats fournis par les éléments solide—coques
SHBB8PSE et SHB20E sont comparés a ceux des éléments quadratiques C3D20E d’ABAQUS.
De nouveau, les résultats de simulation donnés par I’approche solide—coque proposée se
montrent a la fois précis et efficaces. En effet, ces simulations avec I’approche solide—coque
nécessitent généralement moins d’éléments dans la discrétisation, d’une part, et ces mémes

éléments, étant sous-intégreés, requierent beaucoup moins de points d’intégration, d’autre part.

3.4.2. Problémes aux valeurs propres

Cette partie est consacrée a I’évaluation des fréquences propres de structures multicouches
combinant des couches élastiques a des couches piézoélectriques. Les structures sont étudiées
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dans des configurations de circuit ouvert et court-circuit. Ces cas tests sont menés sur des

poutres, plaques et coques.

Dans le cas de vibrations libres, le probléme (3.4) se transforme en :

[P e AN

3.4.2.1. Cas des poutres

Nous considérons deux modeles de poutres sandwichs. Ces poutres sont semblables a celles
précédemment étudiées en statique, telles que montrées sur la figure 3.10. Les couches
élastiques et piézoélectriques sont respectivement en aluminium et en PZT-5H. Les analyses
modales sont effectuées en configurations de court-circuit (figures 3.10 (a) et (b)) et circuit
ouvert (figure 3.10 (a)). Les fréquences propres reportées dans les tableaux 3.4 et 3.5 montrent
que les résultats de nos formulations (SHB8PSE et SHB20E) sont en accord avec ceux des
éléments finis de référence C3D20E et HEX20E. Il est cependant important de souligner que
peu de degrés de liberté ont été necessaires pour le SHB8PSE et SHB20E pour aboutir a ces
résultats. De plus, ces derniers étant sous-intégrés, ils requiérent beaucoup moins de points

d’intégration que leurs homologues linéaire et quadratique, respectivement, du code ABAQUS.

PZT5H
Al
PZT5H

(b)

A

PZT5H

—1mm Al

flmm
1 mm

@mm
o

%

Figure 3.10 Poutres sandwichs en console avec les mécanismes de déformation par extension
(a) et cisaillement (b)
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Tableau 3.4 Cing premiéres fréquences propres de la poutre sandwich en configuration
d’actionnement par extension

C3D20E HEX20E SHB8SPSE SHB20E
(3396) (3396) (3280) (1112)
Court-circuit
1 751,58 749,33 754,72 749,35
2 1271,2 1268,4 1275,8 1268,46
3 4630,3 4615,9 4655,5 4616,0
4 7615,7 7600,7 7658,6 7600,8
5 9293,6 9253,4 9223,6 9253,3
Circuit ouvert
1 787,17 785,74 789,10 785,76
2 1297.,4 12944 1301,6 1294,8
3 48425 4833,2 4861,4 4833,3
4 7763,3 7748,4 7805,3 7750,6
5 9297,4 9295,5 9261,9 9296,0

Tableau 3.5 Cing premiéres fréquences propres de la poutre sandwich en configuration
d’actionnement par cisaillement

C3D20E HEX20E SHB8PSE SHB20E
(3396) (3396) (3280) (1112)
Court-circuit

1 780,87 781,60 789,10 781,61
2 1271,8 1269,2 1276,77 1269,2
3 4813,2 4817,4 4873,4 4817,5
4 7623,8 7610,8 7668,6 7610,8
5 10475 10433 10501 10434

3.4.2.2. Cas des plaques

Cette partie est consacrée a I’étude des vibrations libres de plaques sandwichs a coeur
élastique et faces piézoélectriques. La plaque est sur appuis simples sur ses 4 bords. Les faces
piézoélectriques en PZT-5H sont polarisées suivant I’épaisseur. Le coeur est en aluminium et
plusieurs épaisseurs ont été considérées. Les propriétés géométriques sont présentées sur la

figure 3.11. Les résultats sont reportés dans les tableaux 3.6 et 3.7.
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| hy=1mm
The=rh,
L hy=1 mm

mm
a=250

Figure 3.11 Plaque sandwich rectangulaire sur appuis simples

Tableau 3.6 Cing premiéres fréquences propres de la plaque sandwich sur appuis simples
(Court-circuit)

Rapport C3D20E HEX20E SHB8PSE SHB20E
d’épaisseurs (8196) (8196) (3584) (3524)
183,23 181,11 185,98 181,09
333,22 330,38 341,49 330,27
r=1 392,41 390,97 405,12 390,66
584,85 587,31 605,46 586,70
606,99 606,38 640,87 605,60
514,54 507,01 512,84 506,96
930,65 919,72 939,91 919,43
r=>5 1095,1 1089,0 1115,0 1088,2
1628,7 1621,8 1660,3 1620,1
1697,8 1697,1 1766,7 1695,0
1712,3 1705,8 1704,7 1707,4
3004,0 2875,8 3003,2 2875,3
r=20 3441,1 3386,6 3406,6 3385,4
5125,0 5150,8 5159,3 5146,7
5426,7 5560,1 5603,9 5522,3
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Tableau 3.7 Cing premiéres fréquences propres de la plaque sandwich sur appuis simples
(Circuit ouvert)

Rapport C3D20E HEX20E SHB8PSE SHB20E
d’épaisseurs (8196) (8196) (3584) (3524)
207,35 205,22 210,04 205,20
374,25 372,33 382,95 372,21
r=1 441,48 440,27 455,22 439,92
658,43 660,70 680,54 660,02
686,53 686,70 723,84 685,81
558,40 551,50 557,74 551,45
1010,5 1003,8 1021,7 1003,5
r=>5 1191,5 1186,0 12145 1185,1
1771,0 1765,9 1806,6 1764,1
1851,0 1850,8 1927,8 1848,5
1771,2 1757,4 1764,6 1758,9
3099,4 3000,68 3126,3 3000,0
r=20 3551,9 3496,9 3618,3 3495,7
5282,7 5311,6 5335,9 5307,2
5596,6 5700,5 5786,0 5661,0

Il ressort de ces tableaux de comparaison que les résultats donnés par nos formulations solide—
coques convergent vers les résultats de référence avec un nombre de degrés de liberté réduit
comparé a celui nécessité par les éléments finis de référence.

3.4.2.3. Cas des coques

Lame sandwich incurvée

Ces cas tests sont menés pour évaluer la modélisation proposée des vibrations de structures
sandwichs en présence de non-linéarités géométriques. Pour cela, on considere une lame
sandwich incurvée a cceur élastique et faces piézoélectriques. Les faces sont en PZT-5H, tandis
que le cceur est en aluminium, tels que montres sur la figure 3.12. Tout comme dans le cas
précédent, plusieurs épaisseurs du cceur élastique ont été considérées. Les résultats présentés
dans les tableaux 3.8 et 3.9 montrent une fois de plus une concordance avec les résultats de
référence, avec néanmoins une formulation solide—coque nécessitant a la fois moins de degrés

de liberté et moins de points d’intégration par élément.
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o.=5/6 rad / R=300 mm

Figure 3.12 Lame sandwich incurvée en console

Tableau 3.8 Cing premiéres fréquences propres de la lame sandwich incurvée en console
(Court-circuit)

Rapport C3D20E HEX20E SHB8PSE SHB20E
d’épaisseurs (8196) (8196) (2288) (3524)
68,824 68,705 72,162 68,736
124,93 124,69 128,27 124,75
r=1 218,86 218,47 225,35 218,56
281,80 281,07 296,81 281,19
310,50 309,56 323,07 309,68
153,62 153,81 154,86 153,99
183,57 183,45 186,08 183,67
r=>5 528,10 528,06 530,31 528,67
572,11 572,50 585,25 573,17
705,46 705,63 716,42 706,46
285,08 284,36 284,26 286,33
502,38 501,43 499,81 504,90
r=20 1401,4 1398,1 1415,8 1407,7
1526,1 1523,7 1527,4 1534,4
1757,5 1752,5 1765,7 1764,6
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Tableau 3.9 Cing premiéres fréquences propres de la lame sandwich incurvée en console
(Circuit ouvert)

Rapport C3D20E HEX20E SHB8PSE SHB20E
d’épaisseurs (8196) (8196) (2288) (3524)
76,910 76,047 79,093 76,081
138,20 138,30 140,42 138,36
r=1 236,48 236,41 242,90 236,51
317,98 313,03 327,73 313,16
338,24 331,73 345,72 331,87
161,91 160,07 161,03 160,26
197,90 197,92 199,98 198,16
r=>5 538,66 538,67 539,90 539,29
622,81 614,64 627,02 615,36
754,54 744,93 754,82 745,80
298,60 297,91 297,74 299,96
513,38 509,70 508,13 513,22
r=20 1473,6 1469,5 1487,2 1479,6
1545,6 1548,8 1552,3 1559,7
1825,2 1807,2 1820,5 1819,7

Coupole sandwich trouée

Le dernier exemple de validation concerne une structure de coque a double courbure. La
coque hémisphérique avec un trou 18° et un rayon moyen de 200 mm est représentée sur la
figure 3.13. La structure hote est en aluminium d’une épaisseur de 1,50 mm. Elle est
entierement recouverte sur les deux faces d'une couche mince de PZT-5H de 0,25 mm
d'épaisseur et polarisé a travers I'épaisseur. La structure est encastrée sur toute la face trouée.
L'analyse a consisté a évaluer les cing premiéres fréquences propres dans des configurations en
circuit ouvert et court-circuit. Les modes associés sont représentés sur la figure 3.14. Les

résultats sont reportés dans le tableau 3.10.
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z
Bord encastré @ i 1,50 mm

X f y

Bord libre

Figure 3.13 Coupole sandwich trouée

Mode 1 Mode 2 Mode 3

Mode 4 Mode 5

Figure 3.14 Cing premiers modes de vibration de la coupole sandwich trouée
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Tableau 3.10 Cing premieres fréguences propres de la coupole sandwich trouée (Court-circuit
et Circuit ouvert)

C3D20E HEX20E SHB8PSE SHB20E
(60x20x3) (60x20x3) (56x14x3) (28x7x3)

Court-circuit

76,109 76,024 79,149 76,110
114,60 113,65 118,04 113,80
215,44 215,53 220,94 215,81
289,37 289,75 301,63 289,86
342,83 348,51 363,47 348,82
Circuit ouvert
77,366 77,360 80,407 77,447
115,33 113,73 119,04 113,87
217,30 215,59 221,51 215,88
292,63 293,39 304,01 293,50
346,70 348,65 364,21 348,95

Il en ressort une fois de plus que les éléments solide—coques SHB8PSE et SHB20E
présentent des résultats qui sont en accord avec ceux de référence donnés par les éléments 3D
quadratiques C3D20E d’ABAQUS et HEX20E. Toutefois, I’élément SHB8BPSE semble
Iégerement surestimer les fréquences propres sur ce cas test, ce qui s’explique par sa
cinématique linéaire et la sévérité bien connue, en termes de phénomenes de verrouillage, de

ce cas test d’hémisphere doublement courbé.

3.5. Conclusions

Une extension des éléments finis solide—coques SHB8PS et SHB20 a été proposée en vue
de prendre en compte les propriétés piézoélectriques et modéliser de maniére efficace le
couplage électromécanique. Pour ce faire, un degré de liberté a été ajouté a chaque nceud de ces
éléments. Au cours de la formulation solide—coque linéaire SHB8PSE, la méthode Assumed
Strain a été utilisée pour traiter les phénomenes de verrouillage associés. Des tests de validation
sélectifs et représentatifs ont été menés aussi bien en statique qu’en analyse vibratoire. Les
résultats de ces tests d’évaluation ont été comparés aux résultats de référence de la littérature et
a ceux donnés par les éléments d’ABAQUS. Les résultats obtenus sont satisfaisants et

permettent de montrer I’avantage des nouveaux modeles solide—coques proposés. En effet, ces
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modélisations ont été menées avec succes sur des structures allant de simples poutres a des
plaques et coques multicouches. Cette étude a été entreprise dans le but de modéliser la prise
en compte du contrdle que permettent ces matériaux dans les problématiques d’amortissement
des vibrations. Dans le chapitre 4, nous nous intéresserons a des structures comportant a la fois
des matériaux viscoélastiques et piézoélectriques, ce qui permet de modéliser I’amortissement

actif—passif.
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actif—passif des structures
multicouches
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4.1 Introduction

4.1. Introduction

La conception de systéme d’amortissement efficace est un défi que les ingénieurs s’attélent
a relever avec I’exigence de structures de plus en plus sollicitées et allégées. Pour ce faire, le
moyen le plus connu et surtout le plus utilisé est I’utilisation de matériaux viscoélastiques sous
diverses formes. Ainsi, ceux-ci peuvent se présenter sous forme de couches uniformes insérées
entre deux couches élastiques (sandwichs a ceeur viscoélastique) [128, 134, 158, 159] ou sous
forme de nid d’abeille rempli de matériau viscoélastique [160-162]. On y rencontre également
des systemes a matériau d'@me en fibres enchevétrées [163, 164] ou sous forme d’inclusions
viscoélastiques noyées dans les couches élastiques [165]. Cependant, cette technique ne permet
que d’avoir un amortissement de type passif. Pour améliorer les propriétés amortissantes, on
est parfois amené a augmenter I’épaisseur de la couche viscoélastique. On rencontre alors vite
des limites liées aux dimensions et aux propriétés mécaniques des composites qui deviennent
moins résistants lorsque I’épaisseur des couches viscoélastiques devient plus importante. Aussi,
on est parfois limité en épaisseur totale de la structure, ce qui est lié a sa mise en ceuvre. Pour
pallier & ces limitations tout en augmentant les propriétés amortissantes des structures
multicouches, I’utilisation des matériaux piézoélectriques devient indispensable et parfois
incontournable. La capacité de ceux-ci a se déformer sous chargement électrique et vice versa
les rend indispensables. En effet, le courant généré par la déformation est recueilli et amplifié
ou atténué afin de contrdler les amplitudes de vibrations. Certaines études combinent
efficacement I’amortissement passif au contrble actif en utilisant un sandwich a cceur
viscoélastique contrainte par une couche en matériau piézoélectrique [44, 60]. La maitrise de
ce phénomeéne s’avere donc important pour mieux mettre en ceuvre ces systemes. Dans la
littérature, beaucoup d’études y sont consacrés, parmi lesquels on distingue les contributions de
[33, 166]. Il ressort de ces derniers que la discrétisation éléments finis conduit & un probléeme
non linéaire dépendant de la fréquence. La complexité de ce probléeme a amené Duigou-
Kersulec [166] et Boudaoud [33] entre autres a se limiter a des lois de contréle de type PD
(Proportional Derivative).

Les résultats encourageants obtenus avec les éléments finis de type solide-coque SHB8PSE
et SHB20E, dans les problemes résolus dans les chapitres 2 et 3, nous permettent de les utiliser
dans ce nouveau modele. Avec les outils de la DA (Différentiation Automatique) couplés a la

111



Chapitre 4 : Modélisation de I’amortissement actif—passif des structures multicouches

MAN [130-132], on arrive a obtenir les coefficients de Taylor émanant du développement en
séries entieres des différents paramétres. Le probleme non-linéaire est transformé en sous-
problemes récurrents pour n’importe quelle loi de contréle. La résolution de problémes résultant
du couplage piézoélectrique et viscoélastique devient alors plus aisée. Le solveur DIAMANT
a ainsi été étendu pour prendre en compte n’importe quelle loi de contr6le dépendant de la

fréquence.

4.2. Formulation et discrétisation du probleme des vibrations
active—passives

Nous considérons le probléme de vibrations de structures multicouches combinant a la fois
des couches élastiques, viscoélastiques et piézoélectriques. La discrétisation d’un tel probleme
conduit a un systéeme de probléme non linéaire dépendant de la fréquence et explicité par les

relations :

[M* U} +[K*(@) [{U}+[K* ] {g} = {F}
[K* (U} +[K*]{g}={Q}

Le choix des éléments finis a utiliser dans une telle discrétisation a porté sur les éléments

(4.1)

finis solide—coques SHBBPSE et SHB20E qui ont été formulés dans le chapitre précédent.
L’originalité ici repose sur la dépendance en fréequence de la matrice de rigidité. Celle-ci
découle de la combinaison des formulations présentées dans les chapitres 2 et 3. Un autre apport
dans la présente approche est que, outre la matrice de rigidité dépendant de la fréquence,
n’importe quelle loi de contrble rétroactive reliant les actionneurs aux capteurs peut étre

introduite.

4.3. Meéthodes et lois de contrble actif des vibrations

Il existe plusieurs méthodes pour contrdler les vibrations avec les matériaux
piézoélectriques. Certaines sont basées sur la position optimale des patchs piézoélectriques [49,
136, 167]. D’autres tels que le LQR (Linear Quadratic Regulator) [168-170] et le LQG (Linear
Quadratic Gaussian) [171, 172], par exemple, déterminent le gain de contrdle pour contrdler

les vibrations. Nous nous limiterons dans ce travail a I'utilisation des lois de contréle
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rétroactives reliant le potentiel électrique aux bords des actionneurs a celui aux bords des
capteurs. Ainsi, nous montrons la performance de I’approche DIAMANT. Cela permet ensuite
d’utiliser des lois de contréle plus complexes, tel qu’un filtre de transfert monté entre les

actionneurs et les capteurs.

4.3.1. Controle de type « Proportional Feedback » et probléme résultant

Lorsqu’une structure vibre, la couche capteur génere une tension de sortie qui est amplifiée
et réintroduite, via une loi directe proportionnelle ou une loi de contrdle en vitesse, dans la
couche actionneur. Le contrdle peut alors s’exprimer de maniére généralisée sous la forme

suivante :

{¢.} =H(@){4.} (4.2)

ou H(w) représente la fonction de transfert d’un filtre placé dans le circuit reliant les capteurs
aux actionneurs, tel que montré sur la figure 4.1. En distinguant les différentes couches de la
structure et en appliquant uniquement une force harmonique F =F,e'* au systéme, on peut

réécrire I’équation (4.1) des vibrations d’une structure sous la forme :

K“(w) K" K" M“ 0 O0f|[U F
KM K% 0 |-0’|0 0 O0|i¢.t=10 (4.3)
K e 0 K* 0 0 O0}|l|\g, 0

Capteur (s)

S~

| Piézoélectrique |
Elastique

Filtre Viscoélastique
Elastique

| Piézoélectrique |

Actionneur (a)

Figure 4.1 Structure avec un systéeme d’amortissement actif-passif par matériau
viscoélastique et filtre

La tension générée au niveau du capteur peut donc s’écrire sous la forme :
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{p.}=—[k*] " [k*]{u} (4.4)

En mettant I’équation (4.4) dans (4.2) on obtient :

{$.}=—H@[K*] [k*|{u} (4.5)

En substituant I’équation (4.4) et (4.5) dans la premiere ligne de I’équation (4.3), et en écrivant

K"(w) =K", + E(w)K"™,, onarrive a :

K, +E(@)K, —H (@)K, —o’M|{U} = {F} (4.6)

ou les différentes matrices sont explicitées par :

KO = Kqu - Ksensor 1
K, = K™, K auaror = | K [ ][]
1 avec » (4.7)
K P Kactuator Ksensor = [KWS HKWS ] [K¢us ]
M =MW

Tout comme la fonction E(w), la fonction H(w) peut facilement étre différentiée au moyen

de la boite a outils developpée sous MATLAB par Koutsawa et al. [130]. Ainsi, des lois plus
complexes, telles que celles découlant des fonctions de filtres d’ordres élevés, peuvent aisément
étre considérées. Quelques filtres utilisés pour la validation et les applications dans cette thése

sont présentés ci-apres. Plus de détails peuvent étre consultés dans [173].

4.3.2. Quelques fonctions de transfert de filtres

4.3.2.1. Filtre gaussien en amplitude

Certaines applications, telles que les radars par exemple, nécessitent des filtres ayant une
réponse impulsionnelle symétrique et dépourvue d’oscillations. La forme idéale est la

gaussienne d’équation :

H(w) = exp [Iﬂ] (4.8)

Wy

ou @ désigne la pulsation propre du mode que I’on souhaite contréler.
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L’intérét de ce filtre pour nous réside dans sa forme symétrique et semblable aux amplitudes
de vibrations. Elle permettra alors de réduire et méme d’optimiser I’énergie a fournir au systeme

a travers le filtre pour controler la vibration.

4.3.2.2. Filtres de type Tchebychev

L’intérét de cette famille de filtres est qu’ils permettent de couvrir une large bande passante
et rendent ainsi possible de contrdler plusieurs modes simultanés. Parmi ces filtres, on distingue
les filtres de Lerner ayant un temps de groupe et un affaiblissement simultanément optimaux

au sens de Tchebychev :

_~~__ =)'
H(w)_zb-l—i(a)—Zna) abeR (4.9)

—00

En développant en série entiére et sommant cette série, on obtient :

1+¢° cos[nﬂ
a

H(w) Zﬂg(p ; qozexp[—;zz—t;] (4.10)

Ces deux fonctions seront utilisees pour montrer I’intérét de I’outil numérique de résolution
des problémes de contrdle actif—passif de vibrations basé sur I’approche DIAMANT développé

ci-dessous.

4.4. Methode de resolution numérigue du probleme résultant :
approche DIAMANT

Deux approches ont été utilisées dans ce chapitre pour montrer I’intérét du contrdle actif. Il

s’agit de I’analyse modale permettant d’extraire les propriétés amortissantes (€,7) et la
réponse fréquentielle permettant d’extraire les amplitudes de vibrations U (@) pour chaque
fréquence donnée et a un point de la structure.

4.4.1. Analyse modale

Cet outil se base sur I’approche DIAMANT couplant la DIfférentiation Automatique a la
Méthode Asymptotique Numérique. Il s’agit d’une extension du solveur présenté dans la
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section 2.4. On écrit tout d’abord le probléme non-linéaire des vibrations libres (4.6) sous la

forme résiduelle :
RU, 1) = [KO +E(0)K, -H(o)K, —/IM}{U} =S(U,1)+TU,4)=0 (4.11)

On introduit de la méme fagon le parametre d’homotopie p sous la forme :

R(U, 4, p)=S(U,A)+pT(U,A)=0
S(U,2) =[K, - AM]{U} (4.12)
T(U,4) =[ E(@)K, -H(o)K, |{U}

On continue par développer les inconnues U et A en séries entiéres du parametre d’homotopie

P :

N
U=U,+> p'U,

=1 .

N ,  O<p<l (4.13)
A=X+). P4

j=1

La technique d’homotopie permet ensuite de piloter et d’extraire branche par branche la

solution (U, 1) . Ainsi, a partir du probleme aux valeurs propres réelles S(U,A) =0, résultant
de R(U,4,p)=S(U, 1)+ pT(U,1)=0 ou p=0 (avec pour solution initiale (U, 1) =(U,,4,)
), on évalue la solution complexe du probleme aux valeurs propres résiduel R(U,4)=0

correspondant & p =1. On obtient la branche solution (U (p),A(p)) par les séries de Taylor

(S;,T;) des fonctions (S, T) eten résolvant :
A, Ug [{U; | _{Sj\Uj:O}_ p{Tj|Uj:0}_{Tj—1}
U, 0 llx]| 0
A, =K, - 4M+p(E(4)K, —H(4)K,)

ou 1 = TUO '[{Snuj:o,/lj:o}+ p{Tj|uj=o,,1]=o}+{Tj71}}
J ! Uo '[{Sl|u1:o,41:1}+ p{-r1|u1:o,11:1}]

x designe le multiplicateur de Lagrange

(4.14)
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4.4 Méthode de résolution numérique du probléme résultant : approche DIAMANT

La solution compléte (U, 1) est obtenue au moyen de la procédure de continuation proposée
dans [131]. Cette procédure permet de calculer la solution complexe exacte a savoir les modes
propres U et les fréquences propres o qui sont les racines carrées des A. On peut ensuite

déduire la fréquence amortie Q_ et le facteur de perte 7, atous les rangs n par :

o, =Q.*(1+7,) (4.15)

Finalement, la méthode a été implémentée pour étendre le solveur DIAMANT sous
MATLAB. Cet outil est utilisé pour déterminer les solutions de I’équation (4.6). L’utilisateur

doit uniquement fournir les matrices K, K,, K et M, la solution initiale (U, 4;), I'ordre

de troncature N et la précision désirée €.

Quelques exemples numérigques sont présentés ci-apres pour valider le modéle développé et

montrer I’intérét de I’outil proposé pour le contrdle des vibrations.

4.4.2. Réponse fréquentielle

La réponse fréquentielle est déterminée par la MAN. La procédure est présentée par Azrar
et al. [174, 175] avec un déeveloppement en séries de Taylor de A, U et de la fonction E . Cette
méthode a été rendue plus robuste par Abdoun et al. [119] qui ont remplacé dans la procédure
de continuation les séries de Taylor par les approximants de Padé [176]. La méthode dans sa
configuration initiale, présentée par Abdoun et al. [119], est réservée a I’extraction des
amplitudes de vibrations de structures sandwichs viscoélastiques. Nous proposons ici une
extension de cette méthode dans I’optique de résoudre les probléemes de vibrations forcées de

structures incluant aussi des matériaux piézoélectriques pour le contréle actif-passif.

4.4.2.1. Méthode asymptotique numérique

Cet algorithme combinant les techniques de perturbation a la méthode des éléments finis a
été proposé pour résoudre d'autres classes de problémes non linéaires. Les différentes étapes de

I'algorithme proposé peuvent étre présentées de la maniére suivante :

Etape 1 : On commence par développer en séries de Taylor du paramétre p au moyen de la
boite a outils DIAMANT les inconnues U, A et les fonctions caractéristiques E et H sous

la forme :
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N .
U(p)=U,+> p'U,
j=1

A=A+ 3P, .
= o p= (VUL (-4 (4.16)

N .
E(p)=E,+ ) p'E,
i1

N .
H(p):Ho"'szHj

j=1

Etape 2 : L’introduction des équations (4.16) dans (4.6) permet de distinguer aux différents

ordres de p les équations linéaires suivantes :

- JIARUG={F} , 2
Ordre 0 {[A]_ KO+ EK,—HK,] Ay = @, (a)
Odre1:  [A}{U}=[A4[M]-E[K,]+H,[K,]]{U,} (b) (4.17)
Ordre j>2: [A]{Uj}{g Izjlj( [K,]-H [K, ])} Ul (o)

Pour une fréquence initiale @, = \/Z donnée, loin de la résonance, la solution du systeme
linéaire (4.17-a) permet d'obtenir le déplacement initial U, a partir d'une force d'excitation fixe
F . Il faut également rappeler que la matrice tangente [A] dans les équations (4.17) est la
méme a tous les ordres j . Cela signifie qu’une seule inversion de la matrice est nécessaire pour
tous les vecteurs U, de labranche j. Aussi, il est a noter que la matrice [A] , puis les vecteurs
U, sont complexes. Une décomposition en parties entiere et imaginaire est utilisée dans les

travaux d’Abdoun et al. [119]. Cependant, avec la boite & outils DIAMANT développée sous
MATLAB par Koutsawa et al. [130], cette decomposition n’est pas nécessaire. Aussi, la

procédure de continuation classique utilisant les séries de Taylor est utilisée.

4.4.2.2. Procédure de continuation

La méthode présentée ci-haut a un domaine de validité correspondant au rayon de

convergence de la série, caractérisée par [0, a,,,,] deéfini par :
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1
B =(e Hﬂl“j“ (4.18)

ou e est un parameétre de précision suffisamment faible pour assurer la convergence. Le lecteur

est prié de se référer a [177] pour plus de détails.

Toute la procédure développée a été validée et mise en valeur a travers des cas tests présentés

ci-dessous.

4.5. Tests numeriques et application au contr6le de vibrations

Dans un premier temps, une analyse modale sur une plague sandwich a cing couches en
console est présentée en vue de valider la méthode de résolution proposée. Ensuite, des cas tests
faisant intervenir des lois de contrdle plus complexes seront introduits pour montrer, d’une part,

I’utilité de la méthode de résolution et, d’autre part, I’avantage de ces lois.

4.5.1. Validation de I’outil numérique

45.1.1. Analyse modale

Nous considérons dans cette partie une plaque sandwich de 5 couches a ceeur viscoélastique
et faces piézoélectriques, telle que montrée sur la figure 4.2. La plaque est en console et les
dimensions sont indiquées sur la figure 4.2. Les propriétés des couches sont définies dans le
tableau 4.1.
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hp= h/50
Piézoélectrique
Elastique he=22h/50

1 h=5mm| | Viscoélastique hv=4h/50

Elastique he= 22h/50
Piézoélectrique

7hp= h/50

Figure 4.2 Plaque sandwich a 5 couches a cceur viscoélastique et faces piézoélectriques en
console

Tableau 4.1 Propriétés mécaniques et piézoélectriques des matériaux

p,=2040 Kg-m™
Couches

Slasti E.=45,54 GPa
elastiques e

v,=0,33

p,=7500 Kg-m”

C,=C,,=139 GPa; C,=1153 GPa
COUCheS C13 :C23 :74’3 GPa ; Clz :77’8 GPa

piézoélectriques | C,,=C;=25,6 GPa; C,,=30,6 GPa
(PZT4) e, =e, =12,7 C/m’ ;

e,,=e,,=-5,21 C/m* ; e,,=15,1 C/m’
K, =K,,=1,31e® Fim; «x,,=1,15¢° F/m
p,=1200Kg-m®

E,=7,25MPa

v,=0,45

Couche
viscoélastique

Le comportement viscoélastique du cceur est décrit par le module d’Young complexe

constant :

E, (@) = E, (1+i7,) (4.19)
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ou E, et 7, représentent le module d”Young d’élasticite retardee et le facteur de perte du cceur.

Le contréle et I'amortissement actif n’étant pas possible a modéliser dans ABAQUS, nous
comparerons nos résultats a ceux de I’élément quadratique hexaédrique standard HEX20E. Ce
dernier est validé dans un premier temps a I’aide des éléments tridimensionnels quadratiques
C3D20E, par une comparaison des modes propres de la plague non-amortie. Ce test a permis
entre autres de déterminer les maillages adéquats pour les éléments SHB8PSE et SHB20E.
Nous considérons les 3 configurations suivantes pour également mettre en lumiére I’effet du

couplage électromécanique :

- structure sans couplage électromécanique
- structure avec couplage électromécanique et court-circuit

- structure avec couplage électromécanique et circuit ouvert

Les figures 4.3 montrent les 5 premiéres fréquences propres. Les premiers résultats sont
présentés dans le tableau 4.2 ou I’on peut observer un bon accord entre les résultats des éléments
SHBB8PSE et SHB20E et ceux des éléments de référence C3D20E et HEX20E. Aussi, on note
déja I’effet du couplage électromécanique sur les fréquences propres. En effet, il ressort qu’en
court-circuitant le systeme, cela revient a traiter le cas ou le couplage électromécanique n’est
pas pris en compte. En revanche, lorsque le circuit est ouvert, les fréquences propres
augmentent légérement. Cette augmentation est due a I’augmentation de la matrice de rigidité
résultant du couplage électromécanique. Ce phénoméne sera mis a contribution pour la

réduction et le contrble des amplitudes de vibrations étudiés un peu plus loin.

Mode 1 Mode 2 Mode 3

Figure 4.3 Cing premiers modes de vibration de la poutre en console
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Tableau 4.2 Cing premiéres fréquences propres du sandwich a 5 couches

Configurations | Modes C3D8E C3D20E HEX20E SHB8PSE SHB20E
(96x32x5¢c) | (24x8x5¢) (24x8x5¢) (24x8x5¢) (12x4x5c)
1 39,406 38,481 38,519 38,344 38,46
Sans couplage 2 153,59 153,80 153,93 153,08 153,93
électromécanique 3 188,45 180,83 181,23 180,83 181,23
4 457,47 434,64 435,05 438,91 435,00
5 459,05 460,34 460,53 460,07 460,52
1 39,406 38,481 38,519 38,344 38,519
Avec couplage 2 153,59 153,81 153,93 153,08 153,93
électromécanique 3 188,45 180,83 181,23 180,83 181,23
(court-circuit) 4 457,47 434,65 435,05 438,91 435,00
5 459,05 460,34 460,53 460,07 460,52
1 39,889 38,859 38,910 38,353 38,907
Avec couplage 2 153,72 153,89 154,01 158,64 154,01
électromécanique 3 190,79 182,44 182,87 182,19 182,87
(circuit ouvert) 4 460,22 438,77 439,22 439,05 439,17
5 463,52 461,05 461,26 475,58 461,25

Dans la suite, nous allons évaluer les propriétés amortissantes de la plaque en utilisant tour

a tour la loi de contrdle proportionnelle dérivative décrite par :

(.} =0, {4} +0.{6.} (4.20)

ou g, et g, désignent, respectivement, les gains en déplacement et en vitesse. On deéduit ainsi

la fonction H(w) donnée par :

H(w) =9, +iog, (4.21)

Les résultats obtenus sont présentes sur les figures 4.4 et 4.5 pour différentes valeurs du gain
de contréle et du facteur de perte. Il ressort dans un premier temps une adéquation entre nos
résultats et ceux des éléments de référence. Aussi, il faut noter que peu de degrés de liberté sont
nécessaires pour les éléments SHB8PSE et SHB20E (respectivement, 5400 et 5548 ddls) pour
avoir des résultats équivalents a ceux de I’élément HEX20E qui a eu besoin de 19884 ddls. Le
nombre de points d’intégration dans les formulations solide—coques proposées est également
bien plus faible, grace a I’intégration réduite adoptée.
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45 - : " y y 0,14
0,12f
~ 40r &
I S L
= 8_ 0,1
8 35t 2
S S 0,08 [—— HEX20E-24x8x5
3 = 0 SHBSPSE-24x8x5
- SHB20E—12x4x5
E—’- 30 % 0,06 x4x
I % 0,04t
25 ;/IC:]_ ——HEX20E—24x8x5 |- n.=0,1
.0+ SHBSPSE—24x8x5 0,02t eo——o—o-—o o080
; SHB20E—12x4x5
29 - : : : ' Q ‘ ‘ ‘ ‘ )
-30 -20 =10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30
of of

Figure 4.4 Parametres amortissants en fonction du gain de contréle en déplacement gq (gv=0)

50

—— HEX20E—24x8x5 —— HEX20E—24x8x5

[0 SHBSPSE—24x8x5 9 0 SHB8PSE—24x8x5
48 0,6
--#-- SHB20E—12x4x5

-=#=-SHB20E—12x4x5

Frequences (Hz)
Facteur de perte

36 )
0 002 004 006 0,08 0,1 % 002 004 006 008 0,1

9 9

Figure 4.5 Paraméetres amortissants en fonction du gain de contréle en vitesse gy (gd¢ =0)

Par ailleurs, ces graphes montrent I'influence du controle actif sur les propriétés
amortissantes de la structure. En effet, il apparait dans un premier temps qu’en augmentant le
gain en déplacement, la fréquence amortie augmente de maniére globale jusqu’a une certaine
valeur du coefficient d’amortissement. Cette augmentation est due a I’augmentation de la
matrice de rigidité. Mais au-dela d’une certaine valeur du coefficient d’amortissement et du
gain en déplacement, la fréquence commence a chuter puisque la rigidité diminue. En méme
temps, le facteur de perte reste quasiment constant puisque le gain en déplacement n’introduit
aucun effet de perte d’énergie.
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Concernant le gain en vitesse, on observe une faible variation de la fréquence pour un
coefficient d’amortissement faible, et une augmentation plus ou moins importante pour des
coefficients élevés. En revanche, les facteurs de perte augmentent avec le gain en vitesse et le
coefficient d’amortissement. En effet, la loi de contrdle en vitesse ressemble beaucoup a celle

de la dissipation viscoélastique, ce qui explique I’apport en amortissement du gain en vitesse.

Ce test a permis de voir I’intérét et quelques limites de ce type de contrdle actif des
vibrations. Pour augmenter le controle actif, des lois plus complexes, telles que celles résultant
d’un filtre par exemple peuvent étre d’une utilité non négligeable. En outre, il est parfois
préférable pour I’ingénieur d’avoir une idée des amplitudes de vibrations. Pour cela, des
réponses fréquentielles sont nécessaires. Nous allons donc évaluer les réponses fréquentielles

dans les analyses a suivre.

4.5.1.2. Réponse fréquentielle d’une plague sandwich en contr6le actif-passif

Nous considérons une plaque rectangulaire sur appuis simples comme indiquée sur la figure
4.6. Les faces piézoélectriques sont en PZT-5H dont les propriétés sont présentées dans le
tableau 4.3. Deux matériaux viscoélastiques sont utilisés dans le cceur pour montrer I’influence
de ceux-ci sur le contrle actif. Pour cela, nous considérons I’ISD112 & 27°C et le DYADG606

a 30°C dont les comportements sont décrits par le modele de Maxwell généralisé :

G(w)=G, (1+i A_"iag’z }

avec n=3 pour I’'lSD112
et n=5 pour le DY AD606

(4.22)

ou G, représente le module de cisaillement de I’élasticité retardée et (A;,Q;) les parametres

du modele donnés dans les tableaux 4.4 et 4.5. Les autres paramétres mécaniques sont indiqués
dans le tableau 4.3.

Les couches élastiques sont en aluminium. On s’intéressera aux 3 premiers modes de vibrations
dans le but de voir I’intérét et les limites des différentes méthodes de contrdle en ce qui concerne
les modes de vibrations.
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Tableau 4.3 Propriétés mécaniques et piézoélectriques des matériaux

p,=2690 Kg-m™
Couches élastiques

(Aluminium) E,=70,3GPa

v, = 0,345

= -3

p,=7730 Kg-m

Cll :sz :C33 =126 GPa ;
Couches C,=79,5GPa; C,,=C,,=84,1 GPa;
piezoélectriques C,=C, =230 GPa; C =233 GPa;
(PZT-5H)

e,=e,, =17 C/m* ;
e, =e,=—6,5C/m” ; e, =233 C/m’

K,,=K,,=1,303e® F/m; x,,=1,503e® F/m

p,=1600 Kg-m®
E,=1,49 MPa
v,=0,49

Couche viscoélastique
(1SD112 & 27°C)

p,=1104 Kg-m?®
E,=5,3922 MPa
v,=0,29

Couche viscoélastique
(DYADG606 a 30°C)

Tableau 4.4 Parameétres viscoélastiques de I’1SD112 a 27°C

j A, Q(rads™)
1 0,746 468,7

2 3,265 4742,4
3 43,284 71532,5

Tableau 4.5 Parameétres viscoélastiques du DY ADG606 a 30°C

j A Q,(rad.s™)
1 5,40 73,06

2 14,15 453,34

3 1,43 8,83

4 28,33 3406,80

5 128,85  52781,28
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PZT-5H

300
m Aluminium

1ISD112 ou DYADG606

Aluminium

PZT-5H

Figure 4.6 Plague sandwich a 5 couches sur appuis simples

Une impulsion sinusoidale d’amplitude F=1000N est appliquée tour a tour pour exciter les trois
premiers modes de vibrations de la plaque tel qu’indiqué sur les figures 4.7. Une combinaison

des parametres de contrdle actif en deplacement g, et en vitesse g, est effectuée pour montrer

la contribution de chacun dans la réduction des amplitudes de vibrations des différents modes.

Figure 4.7 Chargement de la plaque pour différents modes excités
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0,09 T : : : . : : : :
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0.04F

Amplitudes de vibrations (mm)
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0,03F
-------- HEX20E — 47196
002 — SHBSPSE — 12580
001 SHB20E — 12600
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Figure 4.8 Réponse fréquentielle avec combinaison des coefficients de la loi proportionnelle
dérivative (ISD112 27°C) — Mode 1

0,03
(gd=0 ; gvzo)
E 0,025} (4,20 ¢,=0,01)
2 (9,10 ; 9,~0)
S
8 002f ™
2
2 %
=]
80,015
2
g
< 001t (9,10 9,~0,01)
“““““ HEX20E — 47196
SHBSPSE — 12580
»_SHB20E — 12600
0,005

130 140 150 160 170 180 190 200 210 220 230
Fréquences (Hz)

Figure 4.9 Réponse fréquentielle avec combinaison des coefficients de la loi proportionnelle
dérivative (ISD112 27°C) — Mode 2
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Figure 4.10 Reéponse fréquentielle avec combinaison des coefficients de la loi proportionnelle
dérivative (ISD112 27°C) — Mode 3
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Figure 4.11 Reponse fréquentielle avec combinaison des coefficients de la loi proportionnelle
dérivative (DYADG606 30°C) — Mode 1
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Figure 4.12 Reponse fréquentielle avec combinaison des coefficients de la loi proportionnelle
dérivative (DYADG606 30°C) — Mode 2
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Figure 4.13 Reéponse fréquentielle avec combinaison des coefficients de la loi proportionnelle
dérivative (DYADG606 30°C) — Mode 3

Les résultats sont présentés sur les figures 4.8-4.13. D’un point de vue performance numérique,
il ressort que les éléments finis solide—-coques SHB8PSE et SHB20E nécessitent une fois de

plus 4 fois moins de degrés de liberté pour donner des résultats équivalents a ceux de I’élément
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de référence HEX20E. A noter cependant que le SHBSPSE prédit des amplitudes un peu plus
élevées qui peuvent aller jusqu’a 4 % de plus sur les modes supérieurs étudiés, a savoir le second
et troisieme. Par ailleurs, I’analyse des courbes de réponses fréquentielles permet de mieux
appréhender I’influence des différents paramétres de contrdle des amplitudes de vibrations. On
remarque que le contréle de type proportionnel dérivatif permet de réduire plus ou moins les

amplitudes de vibrations pour ces deux matériaux viscoélastiques sur tous les modes excités.

Rappelons que nous avons choisi ces deux valeurs de §, et §, pour avoir des réductions

d’amplitudes équivalentes. Ainsi, pour la plaque dont le cceur viscoélastique est fait d’1SD112,
I’amplitude de vibration est réduite de 30 a 40% environ par rapport au controle passif seul. En
ce qui concerne la plaque de couche viscoélastique en DY ADG606, les amplitudes de vibration

sont quasiment atténuées.

Ces analyses permettent de faire ressortir toute la difficulté a choisir une loi de contrdle
capable d’atténuer tous les modes de vibrations quel que soit le matériau viscoélastique choisi.
Certes des modeles de contréle actif optimal tels que les LQR, LQG, etc. existent dans la
littérature et donnent des résultats intéressants. Néanmoins, d’autres moyens tels que
I’installation de filtres dans le circuit de contrble peuvent apporter une alternative différente.
Pour ce faire, nous proposons dans la suite des lois de contrdle actif présentant une forte
dépendance en fréquence. La résolution des équations permettra, d’une part, de valider I’outil
de résolution, et d’autre part, de montrer la réduction plus importante des amplitudes de
vibrations par de telles lois.

4.5.2. Application a la réduction des amplitudes de vibrations d’une
plaque

Dans cette partie, deux lois de contr6le rétroactif sont appliquées a des structures sandwichs
pour controler les amplitudes de vibrations. L’objectif est de montrer dans un premier temps
tout I’intérét a utiliser des filtres de transfert et leurs apports au contréle des amplitudes de
structures. 1l s’agit également de mettre en lumiere I’utilité de I’outil numérique développé dans

la prise en compte de lois de contrdle non-linéaires.
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45.2.1. Filtre de Gauss

Nous considérons de nouveau la structure schématisée sur la figure 4.6. Un filtre de type
gaussien est installé dans le circuit reliant les capteurs aux actionneurs. La loi de contrdle décrite
par la fonction de ce filtre est donnée par la relation :

1)

H(a)):kexp[ j : k=100 (4.23)

@,

ol o represente la dépendance en fréquence et @, la fréquence propre du mode autour duquel

se fait I’analyse. Les trois premiers modes sont également excités tour a tour par une force
F=1000N. Les amplitudes obtenues avec cette loi sont superposées a celles obtenues par
amortissement passif et représentées sur les figures 4.14-4.19. Pour vérifier la validité de ces
résultats, nous superposons également les résultats des éléments solide—coques SHB8PSE et
SHB20E a ceux du HEX20E (élément hexaédrique quadratique a 20 nceuds). Une fois de plus,
les résultats des éléments finis solide—coques sont en bon accord avec ceux de I’élément de
référence HEX20E. L’analyse des figures 4.14-4.19 montre une réduction des amplitudes
maximales entre 40% (mode 1) et 60% (mode 3) par rapport au contrble passif obtenu par
I’ISD112 a 27°C. Cette réduction varie entre 20% (mode 1) a 60% (mode 3) pour un sandwich
dont le cceur est fait de DY AD606 a 30°C. La variation du coefficient k présent dans la fonction
de filtre donnée par I’équation (4.23) peut permettre de moduler le controle d’amplitudes.
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Figure 4.14 Reéponse fréquentielle 1ISD112 - filtre de Gauss — Mode 1
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Figure 4.15 Reéponse fréquentielle 1ISD112 - filtre de Gauss — Mode 2
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Figure 4.17 Reponse fréquentielle DY AD606 - filtre de Gauss — Mode 1
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Figure 4.19 Reponse fréquentielle DY AD606 - filtre de Gauss — Mode 3

Pour améliorer le controle actif, un autre filtre est installé dans le circuit de contrble actif

reliant les capteurs aux actionneurs piézoélectriques.

4.5.2.2. Filtre de type Tchebychev

Nous nous plagons dans la méme configuration que précédemment, & I’exception de la loi

de contr6le qui est décrite ici par la relation :
H(w):k(a+bcos(iﬁn , A=, , b:i et k=-0,65 (4.24)
a @,

Les réponses fréquentielles indiquées sur les figures 4.20-4.25 montrent une concordance entre
les résultats de référence fournis par le HEX20E et ceux des éléments solide—coques SHB8PSE
et SHB20E. Par ailleurs, on observe une atténuation assez importante des amplitudes de
vibrations quel que soit le matériau viscoélastique utilisé pour le contrdle passif. Ce type de
filtre peut étre utilisé dans les structures ou aucune déflexion n’est autorisée, a I’instar des
circuits imprimés ou méme une faible déformation peut entrainer un dysfonctionnement de

I’appareil dans lequel ils sont installés.
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4.6. Conclusions

Dans ce chapitre, des modéles éléments finis sont proposés en vue de modéliser le contréle
actif-passif des vibrations au moyen de filtres actifs. Ces modeéles basés sur une discrétisation
éléments finis solide—coque permettent de considérer des structures présentant des formes
géométriques et matériaux complexes méme si la validation a concerné des plaques.
L’extraction des propriétés amortissantes a été faite par une extension de I’outil générique
couplant I’homotopie a la MAN automatisée par la DA présenté par Bilasse et al. [131]. Les
amplitudes de vibrations ont été évaluées par I’extension de la MAN automatisée par la DA
présentée par Abdoun et al. [119]. Des cas tests de contrble hybride des vibrations ont été menés
avec succes essentiellement sur des plaques. Dans un premier temps, I’intérét du contrdle actif
a eté montré par I'utilisation de la loi Proportionnelle Dérivative pour différentes valeurs

d’amortissement 77, constant. Pour aller plus loin, deux matériaux viscoélastiques, dont le
comportement dépend de la fréquence, ont été introduits et I’influence de deux parametres g,
et g, a été mise en lumiere. Pour finir, des lois de controle actif non-linéaires présentant une

forte dépendance en fréquence ont été introduite et I’avantage démontré a travers la réduction
des amplitudes de vibrations. Ces tests, bien qu’appliqués ici uniqguement sur des plaques,

peuvent également étre étendus a des structures a geométries complexes.
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Cette thése s’inscrit dans une démarche de développement d’éléments finis de type solide-
coques destinés a la modélisation de structures multicouches en vibrations. En effet, la
combinaison des avantages d’un matériau a celles de I’autre a montré beaucoup d’intérét dans
les applications industrielles. C’est le cas des sandwichs utilisés pour I’amortissement des
vibrations qui combinent la résistance des matériaux élastiques au pouvoir amortissant des
matériaux viscoélastiques. Ainsi, pour une meilleur conception et mise en ceuvre de cette classe
de matériaux, il est nécessaire d’avoir une bonne maitrise de ceux-ci. De nos jours, dans un
souci de réduire les codts de production, la plupart des essais expérimentaux effectués jadis sont
remplacés par des simulations numériques. Cette nouvelle problématique a motivé les travaux
de plusieurs chercheurs. A cet effet, différents modeles dans la littérature ont permis de
modéliser le comportement des structures multicouches en vibrations. Cependant, dans
certaines configurations, on se confronte parfois a des limites qui conduisent a I’utilisation de
certains éléments finis enrichies et, le cas échant, a un maillage plus fin, ce qui se révele colteux

en temps de calcul.

Dans le but d’apporter une contribution dans ce sens, des €léments coques volumiques sont
développés. Ce type d’éléments présente beaucoup d’avantages par rapport aux éléments
standards ayant la méme cinématique. lls permettent de modéliser aussi bien des structures
minces qu’épaisses. Le gain de temps devient non négligeable par rapport au codt que nécessite
I’utilisation d’éléments volumiques classiques. Ces qualités nous ont poussés dans un premier
temps & proposer une modélisation de structures viscoélastiques pour I’amortissement des
vibrations. A cet effet, la loi constitutive viscoélastique a été introduite et des tests numériques
menés sur des poutres et plaques dans diverses configurations ont permis de montrer I’intérét
des modeles proposeés. Il apparait que les éléments de type solide—-coque SHB8PS et SHB20
permettent de modéliser les structures multicouches poutres au-dela des limites mises en

évidence par Hu et al. [11] et cela avec un gain de temps non négligeable.

Ensuite, nous nous sommes rendu compte que I’amortissement passif ne permettait pas de
maximiser le contr6le des amplitudes de vibrations des structures. Pour ce faire, les matériaux

piézoélectriques ont été introduits pour leur comportement inverse ; en d’autres termes leurs
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capacités a se déformer lorsqu’un potentiel électrique leur est appliqué. Cette propriété
intéressante permet d’apporter ou de dissiper le courant généré au cours de la déformation de
la structure pour maitriser les amplitudes de vibrations. Pour modéliser ce phénomene, nous
avons jugé important dans un premier temps de formuler les versions piézoélectriques des
éléments de type solide—coque proposés par Abed-Meraim et al. [103, 107]. Pour ce faire, des
degrés de liberté électriques ont été adjoints a chaque nceud de ceux-ci. La méthode Assumed-
Strain a également été utilisée pour résoudre les problemes de verrouillage émanant du
couplage électromécanique des éléments linéaires SHB8PSE. Pour valider les éléments
formulés, des tests aussi bien en statique qu’en vibrations libres ont été entrepris sur des
structures multicouches allant de simples poutres aux plaques et coques. Ces études ont permis

de montrer une fois de plus le gain par rapport aux éléments classiques.

Pour finir, nous avons introduit des lois de contrdle actif en vue d’exploiter les propriétés
piézoélectriques. Grace a la boite a outils DIAMANT développée par [130-132] un solveur a
été développé pour prendre en compte des lois de contrdle rétroactives non-linéaires. Ces lois
peuvent s’obtenir par application d’un filtre entre les capteurs et les actionneurs
piézoélectriques apposés sur la structure a contrdler. L’idée est de réduire le plus possible les
déflexions, c’est-a-dire les amplitudes de vibrations. Avec la limite d’ABAQUS a permettre la
prise en compte de lois de contrdle, les résultats ont été confrontés a ceux du HEX20E. Il s’agit
de I’élément classique hexaédrique a 20 nceuds avec un degré de liberté électrique a chaque
nceud. Nous avons pu dans un premier temps valider I’outil numérique ainsi que les modéles
proposes. Une fois ceci fait, nous nous sommes attelés a réduire le plus possible les amplitudes
en introduisant des lois de contrdle non-linéaires. 1l en ressort une réduction d’amplitudes plus

importante que celle du traitement passif seul.

Cette these a permis de poser les premiers jalons dans la formulation et la modélisation des
vibrations par des éléments finis de type solide—coque. Elle permet d’ouvrir des axes de
recherches consacrés a la formulation d’éléments finis multicouches 3D dédiés a la
modélisation de structures de formes géométriques quelconques. Certes, plusieurs modéles
dans la littérature ont déja abordé ce probleme et apporté des contributions non négligeables.
Néanmoins, cette étude a montré I’intérét des éléments finis solide—coques par rapport aux
éléments présentant la méme cinématique. Pour augmenter encore les performances en termes
de temps de calcul, il serait intéressant dans un premier temps de formuler une version

multicouche d’éléments SHB8PS et SHB20 de maniére & ne considérer qu’un seul élément dans

140



Conclusion générale et perspectives

I’épaisseur en utilisant par exemple la méthode présentée par Gaudenzi et al. [178]. Cela
permettra de réduire encore plus et de maniere considérable le temps de calcul tout en
modélisant de maniére plus ou moins précise des structures multicouches de géométries
complexes. Cette approche pourra permettre d’entreprendre la modélisation des structures de
type FGM (Functionally Graded Materials) [179, 180] de maniere efficiente avec un gain de

temps non négligeable.

Par ailleurs, d’autres travaux peuvent également étre entrepris sur le couplage
électromécanique et le contrdle actif des vibrations. 1l serait intéressant d’introduire la prise en
compte de I’hystérésis piézoélectrique que I’on rencontre dans les matériaux ferroélectriques
[75, 181]. Aussi, des lois de controle de type LQR, LQG, SSD (Synchronized Switch Damping)
[48, 172] peuvent étre introduites pour améliorer la réduction des vibrations. Enfin, le modéle
multicouche pourra également étre étendu aux structures FGPM (Functionally Graded
Piezoelectric Materials) [182-184].
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Annexe A : Méthode asymptotigue numerique
et approche DIAMANT

La résolution de certains probléemes non-linéaires exige des outils robustes en raison de la
taille ou de la complexité du probleme a traiter. Pour ce faire, la Méthode Asymptotique
Numérique (MAN) a été développée par Cochelin et al. [177]. Son application demande une
différentiation des parameétres, ce qui rendait assez difficile son application pour des problemes
complexes. Avec le développement des outils de la Différentiation Automatique (DA),
I’application de la MAN est devenue plus aisée.

A.l. Meéthode asymptotique numérique

La résolution de nombreux problémes physiques dépendant d’un paramétre @ peut aboutir

a une équation du type :
R(U,0)=0 (A1)

ou U eR" représente le vecteur des inconnues et R e R" le résidu a minimiser.

Morceau de branché

Figure A.1 Schéma descriptif de la MAN
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L’idée principale de la MAN repose sur un tracé numérique de la branche de solutions de
I’équation (A.1) en générant non pas une séquence de points, mais une séquence de "morceaux”
de branches successives : branche , branche 2, ..., branche /, branche 1, (voir figure A.1). Le
principe de la MAN consiste a générer une succession de morceaux de branches, chaque
nouveau morceau de branche est déterminé par une représentation en séries a partir d’un point

de départ.

A.1.1. Technique de perturbation

A partir d’un point solution connu (U',,8’) de la branche J, on génére un nouveau morceau

de branche en cherchant sa représentation en séries entieres par rapport a un parametre de

chemina:

U@ =U’,+> a’ul =ul +au’ +a’u’, +--

p=1

0(@)=0'+> ak¢’ =0’ +ad’ +a’0’, +
\ p=1

(A2)
U(@=U’ +> a’u! =Ul +au’ +au’,+--

p=1

0(@)=06",+> ake' =6) +af’ +a’e’, + -

p=1

La branche solution définie par I’équation (A.2) doit étre solution de I’équation (A.1), ce qui
se traduit par :

0

R(U', +au’,+a’U’, +--,0, +ad’ +a°0’, +--)

:R(Uj0,9j0)+§—sj(anl+a2Ujz+---)+%j<a9jl+a29j2+---)
1 6°R | | . . A3
+2507 j(aull+a2u12+---)(aull+a2u'2+---) (A3)
10°R| - - -
YT j(a¢911+a2¢9’2+---)(a9’1+a29‘2+---)+---

En utilisant le fait que R(U’;,8',) soit nul et en ordonnant les termes suivant les puissances

croissantes du parametre de chemin a, I’équation (A.3) se réécrit :
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OR

ou

oza{

i

U’ +

OR

06|,

0}

OR . OR| .. 10°R i . 10°R i
+ati—— UL, +—| 6, += uilul += 0',)
{auj Sooel 7 2007 2092j( X
+a3{g—5 U13+% 0, + termes dépendants derl,sz,ejl,sz} (A4)
i i
+ap{g_tlj.U",)Jrg—lz_6"'pthermesdépendantsoleUJ'l,~--,UJ'p_l,eil,...,aip_l}
J J
Cette derniére équation peut se réecrire sous forme condensée :
R(U(a).0(a))=aR, +a’R,+---+a’R +---=0 (A.5)

La relation (A.5) devant étre vérifiée pour toute valeur de a, on en déduit une infinité
d’équations permettant de définir successivement les termes de la série (A.2) :

R,=0 p>1

) pour

p>1 R, =0 pour (A.6)

A chaque ordre p, I’équation (A.6) est un systeme linéaire en U jp,ij qui s’écrit sous la

forme :

OR

U],

OR

u’ +—‘ ¢, =F!
j

p

(A7)

p

P00

ou le second membre F‘p ne dépend que des termes aux ordres précédents.

A.1.2. Définition du paramétre de chemin

Le probleme (A.7) n’est pas en réalité bien posé puisqu’il s’agit d’un systeme de N équations
a N +1 inconnues. Comme dans les méthodes de prédiction-correction, il faut une condition
supplémentaire a chaque ordre. Cette condition est la définition du parametre de chemin a
intervenant dans les séries (A.2). On définit le parametre de chemin a comme étant la pseudo—

longueur d’arc:

a=(U-U)' +(0-6")6 (A.8)
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qui correspond & la projection de I’incrément sur la direction tangente (U',,87,). En reportant

les séries (A.2) dans I’équation (A.8), on obtient la condition supplémentaire cherchée a chaque

ordre p :

[IIU W@ =1
(A.9)

ulul+6'6' =0

Si N représente I’ordre de troncature des séries, alors le calcul de la branche ! demande le
calcul de N seconds membres Fjp et la résolution de N problemes linéaires (A.7) et (A.9).

L’avantage fondamental de la MAN est qu’a la différence des méthodes de prédiction-

. . OR
correction, une seule matrice tangente a—u

doit étre calculée et inversée pour résoudre tous
i

les problemes linéaires (A.7). Il en résulte un temps de calcul énormément réduit vu que le
temps de traitement du second membre est relativement faible par rapport a celui d’une matrice

jacobienne. La principale difficulté dans le traitement des séries de la MAN est le calcul des

seconds membres F jp et la différentiation des inconnues et paramétres necessaires pour la

branche 1. Cette derniére a été rendue plus aisée avec les outils proposés et implémentés sous
Fortran par Charpentier et Potier-Ferry [133], puis par la suite par Koutsawa et al. [130] sous
MATLAB. Ces outils ont permis de développer un solveur basé sur I’approche dite DIAMANT
(DlIfférentiation Automatique de la Méthode Asymptotique Numérique Typée). Seule la boite
a outils est présentée ci-dessous, I’approche ayant été adaptée a chaque probléme dans cette
these (voir les sections 2.4 et 4.4).

A.2. Boite a outils DIAMANT

L’élaboration de la boite a outils DIAMANT repose sur deux principes fondamentaux : les
formules de récurrence pour la différentiation de haut degré et les techniques de surcharge
d’opeérateurs. Dans le cadre de la différentiation de haut degré, des formules de récurrence sont
fournies permettant le calcul des séries de Taylor. Ainsi pour une composée de fonction

Z =¢(u,v), les séries de Taylor de la fonction Z a I’ordre n peuvent étre calculées en utilisant

les séries de Taylor des fonctions u et v [185]. Quelques exemples sont présentés ci-dessous :
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Z=u+yv, Z,=u,+V,
Z =uxyv, Z,=) Uy,
j=0
n-1
V4 :g, Zn :i un _szvnfj (A10)
v A i
1 n-1
Z =+, Z,=——u,~> 2.2,
2u, =1

ou Z , u, et v sont les coefficients de Taylor respectifsde Z, u et v al’ordre n.

Cette technique a été utilisée par Koutsawa et al. [130] pour ajouter dans MATLAB une
classe d’objets nommée " TaylorCoef " qui permet de calculer les séries de Taylor pour un

certain nombre de fonctions.

Ainsi, pour un objet donné Z de cette classe, il lui a été associé trois propriétés. La propriété
"value" pour Z.value est le coefficient de Taylor a I’ordre n=0 de I’objet. La propriété "coef "
pour Z.coef contient les coefficients de Taylor aux ordres supérieurs n = 1...N. Enfin, la

propriété "order" pour Z.order est I’ordre maximal de troncature des séries, c’est-a-dire N .

Dans le cadre du probleme résiduel (A.1), tous les coefficients de Taylor peuvent étre
calculés automatiquement en utilisant la boite & outils DIAMANT étant donné que le résidu

R(U,#) est une composée de U et de &. Pour ce faire, il suffit a I’opérateur de coder le résidu
R(U,#) en déclarant ses variables U et & comme étant des objets de classe "TaylorCoef " et

avec les initialisations requises. D’autres détails plus fournis sur la conception et I’utilisation
de la boite a outils DIAMANT en version MATLAB peuvent étre trouvés dans la référence
[130]. Pour I’approche générique destinée a la résolution de problémes de vibrations, se référer
a[131, 186]
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Annexe B : Controle des modes de hourglass
et calcul de la matrice de
stabilisation du SHB8PSE

Dans cette annexe, nous présentons I’identification et le contr6le des modes a énergie nulle
ainsi que le détail du calcul de la matrice de stabilisation. Il s’agit d’un extrait des travaux de
Belytschko et Bindeman [108] et Abed-Meraim et Combescure [103]. La méme procédure a

été utilisée pour les matrices de couplage électromécanique.

B.1. Identification des modes de hourglass

Les modes d’hourglass de I'élément fini linéaire de type solide—coque SHBB8PS
correspondent aux modes de déformations a énergie nulle. En d’autres termes, il s’agit des
vecteurs propres de la matrice de rigidité associés aux valeurs propres nulles, excepté les modes

de corps rigide.

On commence par écrire les vecteurs b,, i=1...3 sous la forme :

bIl -1 1 1 -1-111-41
b] :gJ‘O -1 -11 1 -1-111 (B.1)
b] -1 -1-1-11 111

Cette écriture du vecteur b permet de montrer plus facilement les conditions

d’orthogonalité :

{bf-hazo, b -s=0, b x;=5,
h,-s=0,  hl-h,=85, (B.2)
i,j=1..3; af=1..4

Afin de bien identifier le noyau de la matrice de rigidité, les conditions d'orthogonalité
indiquées dans I'équation (B.2) seront utilisées conjointement avec des développements

algébrigues. On commence par écrire la matrice de rigidité sous forme discréte :
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Mint

K.=> o(£)I¢)B'(£,)-C-B(() (B.3)

1=1

ou J(<,) représente le jacobien de la transformation entre la configuration de référence et la
configuration réelle.

A partir de la matrice de rigidité donnée sous forme discrete par l'équation (B.3), on
recherche un mode a énergie nulle défini par le vecteur h® qui satisfait :

B()h'=0, I=1..n, (B4)

On démontre aisément qu'une base de I'espace vectoriel des déplacements discrétisés est donnée
par les vecteurs suivants :

, e, =
0

S 0 X
0 S 0
0 0
y 0 0

e, =0, e=|Y|, €=|0], ey=
0 0 y
h

B.5
1 0 0 h2 0 0 ( )
€= 01, €= h1 v B = 01, €5 = 0, €y, = hz y G = 0
0 0 h1 0 0 h2
h3 0 0 h4 0 0
€ = 0|, €y = hs y €y = 0, €, = 01, € = h4 y €y = 0
0 0 h 0 h

2.2€ =0 (B.6)

En multipliant I’équation (B.6) par les vecteurs (b; 0 0), (0 b 0) et (0 0 b]), i=1,2,3 et

en utilisant les relations d’orthogonalité (B.2), on obtient :
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B.1 Identification des modes de hourglass

24
(biT 0 0)- Zaiei =a3i+1=0
i=1

24
(0 bl 0):| > ae |=a;,=0, =123 (B.7)
i=1

24
0o blT) zaiei = 85,3 =0
i=1

On répéte I’opération avec les vecteurs (h] 0 0), (0 h! 0) et (0 0 h!),i=1,...4, onarrivea:

24
(hl 0 0)- Zaiei =8a,,.4, =0
i-1

24
(0 h 0)| Y ae |=8a,,=0 , a=1..4 (B9)
i=1

2
(00 hl) Zaiei =8a,,, =0
i=L

La combinaison des équations (B.5) — (B.8) permet de déduire :

& =8,=8=0 (B.9)

Cette derniere relation montre que les vecteurs e;, i=1,...,24 sont linéairement indépendants
et donc forment un espace vectoriel des déplacements discrétisés. Supposons maintenant que le
vecteur h® appartient au noyau de la matrice de rigidité. Ce vecteur peut étre exprimé en

fonction des vecteurs de base e, :

24
he=> ce, (B.10)
i=1
En combinant les équations (B.4) et (2.23) aux conditions d’orthogonalité (B.2), on obtient :

C4 + hl,X (§| )Cl3 + hZ,X (é:l )C16
Cs + hl,y(él )C14 + hz,y (§| )017
6o+, (60 +, (6 o
o +Cyhy (606 + 1, (800 +hy ()0 +hy (E)ey |0 | e (B
CG + C].O + hl,Z (fl )Cl3 + hl,)( (él )ClS + hZ,Z (fl )C16 + h2,X (§| )C18
Cq +Cpy + hl,z (§I )Cl4 + h1,y (§| )C15 + hz,z (§| )C17 + h2,y(§| )C18

L'évaluation de I'équation (B.11) aux points d'intégration n._ conduit aux relations :

int
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C, =C3=C, =0

Ce=Cy =C, =0

e CI;S :Céj :g (B.12)
C,=C,=0
C,=¢,;=0

Finalement, le vecteur h® définit en (B.10) s’exprime sous la forme :

S 0 0 -y A 0
h®=c,|0|+C,| S |[+C| O |+C| X [+C4| O |+Cy| —2
0 0 S 0 X y
(B.13)
h, 0 0 h, 0 0
+Cq| O [+Cy| Ny [+Cy| O |+C,p| O |+Cyylhy, |+Cy| O
0 0 h, 0 0 h,

" / \
N (8
) Y A
I’ ‘\
’ .
! v
l" “‘
. .
; \ S/
¢ v / 4
/- "

h, : gauchissement h, : flexion

1L / L\
/.-t 7

h, : flexion h, : non physique

Figure B.1 Modes d’hourglass dans la direction x du SHB8PS pour 1 point d’intégration

Il en ressort que le noyau de la matrice de rigidité de I'élément SHB8PS comprend 6 modes de

corps rigides habituels, voir les six premiers vecteurs dans I'équation (B.13)), et 6 modes
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d’hourglass comme indiqué par les six derniers vecteurs dans I'équation (B.13) et illustré a la
figure 2.3. Il est important de noter que cette formulation de I’élément SHB8PS est valable pour

un ensemble de n

.. points d'intégration situés le long de la ligne & =7, =0, I=1..n,,
contenant au moins 2 points d'intégration. Rappelons également qu’on aurait 12 modes

d’hourglass si un seul point d’intégration était utilisé (voir figure B.1).

Une fois les modes d’hourglass identifiés, I’opérateur gradient discrétisé B est projeté sur
un champ dit "postulé” afin de réduire ses verrouillages. La démarche a été présentée par
Belytschko et Bindeman [108]. Quelques grandes lignes ont été rappelées dans la section 2.3.4.
Les lignes ci-dessous sont consacrées au calcul de la matrice de stabilisation.

B.2. Matrice de stabilisation du SHB8PSE

La matrice de stabilisation est calculée dans le repére co-rotationnel défini dans la section
2.3.4. Dans ce repére, plusieurs termes peuvent étre simplifiés. Etant donné que ce systéme de
coordonnées co-rotationnelles est choisi pour étre aligné au repére de référence, les relations

entre les deux systemes de coordonnées peuvent étre approximées par :

%_ 1 _1 T.x

o ot jox 8 1

. (B.14)
X, OX; o

=—=0 pour i#]

o8, of

ou le vecteur X, designe les coordonnées nodales exprimées dans le repere co-rotationnel, et

les indices répétés n’indiquent pas une sommation. L'équation (B.14) permet d’avoir les

simplifications suivantes :

h..:a—hizo h . = 8 h . — 8§j§k \.J~:/\1T-)~(1A/\2T-)N(2 AST.)”(3
N 8)~(| ’ g A'T X , . AiT ‘)N(i ’ 8 8 8

(B.15)

ou J désigne le déterminant de la matrice jacobienne. Rappelons encore une fois que les indices
répétés n’indiquent pas une sommation. De plus, les indices i, j, et k sont deux a deux distincts
et prennent les valeurs 1, 2 et 3 avec toutes les permutations possibles. L'équation (B.15) conduit

par la suite aux expressions suivantes :
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[.hdv =0

1 (AjT ‘ij)(AkT ')~(k)

Ho = [ (hy )%V = [ (h,)%aV =3, (h,,)%aV AT (B.16)

=
1 o
H; :Ivehi,jhj,idv :g(AkT %)

En insérant les expressions (B.16) dans I’équation (2.24) décrivant la matrice de

stabilisation, il vient :

Ky Ky, K
Ku Ky Ky (B.17)

k31 32 33

ou les matrices kij de taille 8x8 sont explicitées par :
7 far 1oy
kj, = (4 +2y)H11|:7/373 +§747/4 }
7 Aat  Llaag
Ky, =(A+2u)H,, | 7375 +§747/4 (B.18)

A AT

- 1
k33 = (/1 +2/U)H11§7474

k=0, i#j

De la méme maniére, les matrices de stabilisation issues du couplage électromécanique peuvent

étre déduites :

u A 1..
k ¢11 =eyH,, [737; +§7474T}
ku¢11 1
Ku¢Stab = ku¢21 : ku¢21 =e,H,, |:7373T +§7474T:|
k‘”’31 (B.19)
k ¢31 =0
n A 1..
K” g = _[k¢¢11] ; k™1 = Ky Hyy {737; +§747/4T}
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Annexe C : Transformation de tenseurs due a
un changement de repere

Les propriétés piézoélectriques des matériaux sont données dans le repéere d’orthotropie
inhérent au matériau. Ce repére n’étant pas forcément celui du repere local, il est nécessaire de
déterminer ces propriétés dans le repere global lié a la structure a modéliser. Pour ce faire, on

utilise la matrice de rotation R permettant la transformation inverse du repere global au repére

local. Ainsi, les composantes Cy e; et x; destenseurs C, e et x, exprimés dans le repere

global, sont reliées a leurs composantes Cmnop , €. €t %, dans le repére local par les relations :

cijk, R,R. R,R.C

im” Y jn Ip ™~ mnop
le Rjn Rko mno (C 1)
K = le Rjn mn

Figure C.1 Passage du repere local au global
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Résumé

Résumeé

Cette these s’intéresse au développement d’éléments finis solide—coques dédiés a la
modélisation de structures multicouches sollicitées en vibrations. En effet, la plupart des
modeles multicouches dans la littérature présentent des limitations dans certaines
configurations géometriques et matérielles. Face a ce constat et dans un souci de proposer un
outil moins colteux en temps de calcul, nous avons proposé une approche basée sur le concept
solide—coques. Il s’agit d’éléments finis tridimensionnels dont le comportement a été amélioré
par I’Assumed Strain Method. Dans un premier temps, nous avons formulé le probléme de
vibrations de structures sandwichs a ceeur viscoélastique. La dépendance en fréquence a ainsi
été prise en compte en utilisant une loi constitutive complexe. Pour résoudre le probléme
discrétisé, la Méthode Asymptotique Numérique, couplée a I’homotopie, et utilisant I’approche
DIAMANT, a été adoptée pour les excellents résultats qu’elle offre par rapport aux autres
méthodes. Des tests ont permis de valider les modeles proposés et de montrer I’avantage par
rapport aux éléments ayant la méme cinématique. Poursuivant nos travaux, et dans un souci
d’augmenter I’amortissement, nous nous sommes orientés vers un contrdle actif des vibrations.
Pour ce faire, deux éléments finis piézoélectriques ont été formulés. Il s’agit des éléments
SHB8PSE et SHB20E qui sont des extensions des éléments finis SHB8PS et SHB20,
respectivement. Le couplage électromécanique a consisté en I’ajout d’un degré de liberté a
chacun des nceuds des dits éléments. Quelques exemples en statique et en vibrations menés sur
des structures multicouches allant de simples poutres aux structures présentant des non-
linearités géométriques ont permis de valider les éléments solide—coques proposes. Pour finir,
une synthése des acquis des chapitres 2 et 3 a permis de proposer une modélisation de structures
multicouches comprenant des couches élastiques, viscoélastiques et piézoélectriques. A
I’amortissement passif provenant du pouvoir amortissant des matériaux viscoélastiques, on
ajoute un contrdle actif qui découle du courant électrique généré au cours de la déformation des
couches piézoélectriques. Ainsi, un filtre a été installé entre les capteurs et actionneurs. Ce filtre
permet d’amplifier ou d’atténuer le potentiel électrique généré dans le but de réduire les
amplitudes de vibrations. Pour résoudre le probléme résultant nous avons étendu le solveur
utilisé au chapitre 2. Pour valider les modéles proposés, des tests de contrdle actif—passif ont
été menés sur des structures plaques multicouches. Enfin, quelques lois de contr6le découlant
de filtres ont permis de montrer comment cette procédure permet de réduire ou méme d’éviter
I’amplification des vibrations.

Mots clés: Eléments finis solide-coques, Méthode « Assumed Strain », Structures

multicouches, Vibrations, Viscoélasticité, Piézoélectricité, Amortissement passif,
Controle actif, Différentiation Automatique, Méthode Asymptotique Numérique.
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Abstract

Abstract

This thesis deals with the development of solid—shell finite elements for vibration modeling
of multilayer structures. Indeed, most of multilayer models in the literature show some
limitations in certain geometric and material configurations. Considering these restrictions and
in order to develop a more efficient calculation tool, we proposed an approach based on the
solid—shell concept. This consists of three-dimensional finite elements enhanced through the
Assumed Strain Method. First of all, we have formulated the problem of vibrations of sandwich
structures with viscoelastic core. The frequency dependence has been taken into account by
using a complex constitutive law. To solve the discretized problem, the Asymptotic Numerical
Method, coupled with the homotopy technique and the DIAMANT toolbox approach, was
adopted due to the excellent results it provides compared to other methods. Benchmark tests
have validated the models and highlighted their advantages over existing elements having the
same kinematics. In order to increase damping properties, we directed our attention towards an
active vibration control. For this purpose, two piezoelectric finite elements have been
developed. These finite elements SHB8PSE and SHB20E are extensions, of the elements
SHB8PS and SHB20, respectively. The electromechanical coupling consisted in adding an
electrical degree of freedom to each node of these elements. A variety of test problems both in
static and vibration analysis conducted on multilayer structures ranging from simple beams to
structures involving geometric nonlinearities allowed validating the proposed solid—shell
elements. Finally, combining the achievements made in chapters 2 and 3, we proposed a
modeling approach for multilayer structures composed of elastic, viscoelastic and piezoelectric
layers. Active control is introduced using the piezoelectric properties in order to improve the
reduction in vibration amplitudes. Thus, a filter has been mounted between the sensors and
actuators. This filter allows amplifying or attenuating the generated electric potential in order
to reduce the vibration amplitudes. To solve the resulting problem, we extended the resolution
method used in chapter 2. To validate the proposed models, active—passive control tests have
been conducted on multilayer plate structures. Finally, some control laws, associated with
filters, have shown how this procedure can allow reducing or even avoiding amplification of
vibrations.

Keywords: Solid—shell finite elements, Assumed Strain Method, Multilayer structures,
Vibrations, Viscoelasticity, Piezoelectricity, Passive damping, Active control,
Automatic Differentiation, Asymptotic Numerical Method.
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