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Résumé

De nos jours, les centrales nucléaires produisent de I’énergie par des réac-
tions de fission (division d’un noyau atomique lourd en plusieurs noyaux ato-
miques légers et neutrons). Une alternative serait d’utiliser plutot la réaction
de fusion de noyaux légers de deutérium et de tritium, isotopes de ’hydro-
géne. Toutefois, cette technique reste encore du domaine de la recherche en
physique des plasmas. Les expériences effectuées dans ce domaine ont révélé
que les réacteurs a configuration magnétique toroidale, dite tokamak, sont les
plus efficaces. Un mélange gazeux d’isotopes de I’hydrogéne appelé plasma
est confiné grace a un champ magnétique produit par des bobines. Ce plasma
doit étre chauffé a une température trés élevée afin que les réactions de fusion
aboutissent. De méme, un courant intense doit étre maintenu dans le plasma
afin d’obtenir une configuration magnétique qui permet de le confiner. Une
des méthodes les plus attrayantes parmi les techniques connues pour géné-
rer du courant est basée sur l'injection d’ondes électromagnétiques dans le
plasma a la fréquence proche de la résonance hybride. Cette méthode offre
la possibilité de controler le profil de densité dans le plasma. Une analyse de
type Full-Wave permet alors de modéliser la propagation et I’absorption de
I’onde hybride a partir des équations de Maxwell.

Le but de cette thése est de développer une méthode numérique pour cette
simulation Full-Wave. Le chapitre 2 présente les équations de propagation
d’ondes en mettant en évidence les caractéres physiques du plasma. Une
approche variationnelle de type mixte augmentée est développée et une ana-
lyse mathématique de cette derniére est effectué dans le chapitre 3. Dans le
contexte de la géométrie d'un tokamak, le probléme Full-Wave dépendant
de trois paramétres peut étre réduit en une série de problémes a deux va-
riables a l'aide de la transformation de Fourier, ce sera 'objet du chapitre 4.
Dans le chapitre 5, la formulation variationnelle obtenue a partir du probléme
mode par mode est discrétisée en utilisant des éléments finis nodaux de type



Taylor-Hood. Le chapitre 6 concerne les méthodes de résolution du systéme
linéaire apres discrétisation. A V'aide de différents diagnostics physiques pré-
sentés dans le chapitre 7, des résultats de la simulation Full-Wave obtenues
a partir d’'un code MATLAB sont présentées dans le chapitre 8. Enfin, dans
le but de développer une version paralléle de la simulation, le chapitre 9 est
consacré a une méthode de décomposition de domaine sans recouvrement
associé au systéme Full-Wave.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

Soit  C R? que I'on suppose ouvert borné connexe a frontiére I' lipschit-
zienne. On note (ej, ey, €3) une base canonique de R3.
Dans la suite, on utilise les notations suivantes :

U1
— . d R3
v o= Vs :un vecteur et ses composantes dans R”,
U3
ny
n = n, | @ vecteur unitaire sortant normal & T,
n3
u, = u-mn:composante normale a I' de u,
utr = m X (u X mn):composante tangentielle & I de n.

Opérateurs différentiels
()
8SL’Z' ’

Pour simplifier, on notera les dérivées partielles selon z; : 0;(-) =



On note les opérateurs différentiels, exprimés en coordonnées cartésiennes,
de la facon suivante :

011
gradient de v : gradwv = Oovs |
O3U3
divergence de v : divv = 01v; + Oavg + 0303,
O3 — O3y
rotationnel de v : rotv = | gy, — 9,05

817)2 - 32?11

1.1.1 Espaces fonctionnels

On va rappeler les différents espaces de Hilbert que nous utiliserons prin-
cipalement par la suite ainsi que leur norme associée.
Espaces de champs vectoriels
Soit

0o 3
D(0) = (C(2)) (11)
I’espace des fonctions infiniment différentiables et a support compact dans
Q.
Définition 1.1. L’espace (L*())® = L*(QQ) est I’espace des fonctions w sur
Q, mesurables et telle que la quantité ( [, \u\%lQ)lﬂ est finie.
L’espace LQ(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire usuel
(u|v) = [,u- vdQ.
On note [[ul[2 = [[uf[2.0 = (u | w).
On introduit alors les espaces suivants, qui sont aussi des espaces de Hilbert
pour les produits scalaires associés :
HY(Q): = {vel*Q)|gradve L*(Q)} et H'(Q):= H'(Q)?
H(div,Q): = {ve L*Q)|divv € L*(Q)},
H(rot,Q): = {vec L*(Q)|rotv e L*(Q)}.



munis respectivement des produits scalaires

(u,v)gr := (u | v) + (grad u | gradv),
(u, V) i) = (u | v) + (divu | divw),

(w, V) Hrot) = (u | v) + (rotu | rot v).

1.1.2 Espaces des traces

Définition 1.2. I ’espace D() est constitué des restrictions sur 2, des fonc-
tions C> a support compact dans R3.

Définition 1.3. (trace)
Soit f une fonction réguliére définie sur Q). On note Uapplication trace v :

fo\r'

Proposition 1.4. L’application v définie sur D(QQ) se prolonge par conti-
nuité en une application linéaire continue de H'(Q) sur HY?(0Q) = v(H'(Q)),
qui est surjective.

Définition 1.5. (trace normale)
Soit f une fonction réguliére définie sur Q2. On note 'application trace nor-

male v, : f — f-nr.

Proposition 1.6. L’application vy, définie sur D(S2) se prolonge par conti-
nuité en une application linéaire continue de H (div, Q) sur H 2(9Q) (es-
pace dual de H1/2(89)), qui est surjective.

Définition 1.7. (trace tangentielle et composante tangentielle)
Soit f une fonction réguliere définie sur ). On note les applications trace
tangentielle vt © f — f X np et trace composante tangentielle Tt : f +—

fr=nx(fxn).

Proposition 1.8. Les applications 1 et wr définies sur D(2) se prolongent
par continuité en applications linéaires continues de H'(Q) vers HY?(99).
On note respectivement Hi/Q(GQ) et Hﬁ/Q(BQ) les espaces d’arrivée.

On renvoie aux articles [16][17] pour les caractérisations de ces espaces.



Définition 1.9. On appelle H_1/2(8Q) H_1/2((9Q) les duauz des es-
paces H/ 1/2 (09)) et H 2(0Q) par rapport o Uespace pivot L2(09) := {w €
L2(89)|w n = 0}.

Définition 1.10. On définit opérateur divergence tangentielle, noté divr,
de HF”(@Q) vers H=3/2(00) satisfaisant

< divr A\, >o0= —(X grad ") eq Vo € HY?(09). (1.2)
00 K .. >oo= (.,.)g-3/2.32, ¥* € H*(Q) un relevement de ¢ dans Q et
grad est le gradient tangentiel défini par grad, v = wr(gradv).

On définit le rotationnel vectoriel tangentiel par rottu = ~yr(gradu).
L’opérateur rotationnel scalaire tangentiel de Hll/z(aﬂ) vers H=3/2(0Q)) est
défini par

L 1ot A, 1) Saa= (A, rotT ¥ )aq VU € HY2(99). (1.3)

On a alors les théorémes suivant prouvés dans [16] :

Théoréme 1.11. Soit Yoo = {A € H,V*(0Q) | divs X € H-Y2(0Q)},
Uapplication trace tangentielle y1 est continue de H (rot, Q) vers Y et elle
est surjective.

Théoréme 1.12. Soit Uyy = {A € H,*(0Q) | rotr A € H-V2(0Q)},
Papplication trace composante tangentielle wr est continue de H (rot, Q) vers
Uyq et elle est surjective.

On introduit les fermetures de D(2) dans les espaces H'(Q), H (div, )
et H(rot, ) :

o) = o,
Ho(div,Q) = D)y
HO(I‘Ot,Q) _ ( )H(rotﬂ

L’existence des traces permet d’identifier ces espaces.
Théoréme 1.13.
Hy(Q) = {veH'vr =0},
H(div,Q) = {ve H(div,Q)|v-nr =0},
H(rot,Q) = {v e H(rot,Q)|lv xnp =0}



1.1.3 Formules de Green
Les preuves des formules qui suivent sont dans [35].

Vu € H(div,2),Vv € Hl(Q),/ [u-gradv + (dive)v|dQ = (u-n,v)r (1.4)
Q

Vu € H(rot,Q),Vv € Hl(Q),/ [rotw-v —u-rotv]dQ = (u,v x n)r(1.5)
Q

ou <.7 '>F = <., '>H*1/2(F),H1/2(F)'

Lorsque les deux fonctions sont dans H (rot, (2), il existe une formule d’inté-
gration par parties, semblable a la formule (1.5), qui utilise la dualité entre
la trace tangentielle et la composante tangentielle démontrée dans [16] :

Proposition 1.14. Les espaces Y yq et Ugyq sont duauz. Et on a

Vu € H(rot,2),Vv € H(rot,2),
/ [rotw-v—u-rotv]dQ = (ut,v X )y, 1. (1.6)
Q

1.1.4 Propriétés des opérateurs différentiels et des es-
paces de Hilbert

Définition 1.15. - On dit que l'inclusion d’un espace A dans B est continue
St

lvllp < Cllvlla Yo e A

- On dit que linclusion de A dans B est compacte si toute suite bornée de A
admet une sous-suile convergente dans B.

Théoréme 1.16. (de Rellich)
L’injection H'(Q) C L*(Q) est compacte.

Démonstration. Voir [35]. O

Proposition 1.17. (inégalité de Poincaré)
Il eziste une constante C,, dépendant de Q) telle que

llv]|o < Cyl|gradvlly Vv € H&(Q) (1.7)



On définit 'espace suivant
X (Q) = H(rot,Q2) N H(div,?)
muni du produit scalaire
(u,v)x := (u | v) + (rotu | rot v) + (divu | divw).
Remarque 1.18. L’espace X () est généralement noté H (rot,div; ().
On note les espaces

Xn(Q) = {ve X(Q)|vxnr=0}
= Hy(rot, Q) N H(div,Q).

XT(Q) = {'U S X(Q)”U N = 0}
= H(rot,Q) N Hy(div,Q).

Propriétés de I’espace X ()
Proposition 1.19. L’espace X x(Q)NX () coincide avec Uespace H(12).
Démonstration. Voir [4]. O
Les théorémes qui suivent sont démontrés dans [4].
Théoréme 1.20. L’inclusion X () C L*(Q2) n’est pas compacte.

Théoréme 1.21. L’inclusion de X n(Q) ainsi que X7(Q) dans L*(Q) est
compacie.

Théoréme 1.22. Si Q est de classe C*' ou conveze alors X n(Q) ainsi que
X 1(Q) s’injectent continuement dans H* ().

1.2 Rappel sur les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell décrivent les phénoménes électromagnétiques.
Elles relient les champs électriques € et magnétiques H ainsi que les champs



d’induction électrique D et d’induction magnétique B a la densité de courant
J et ala densité de charge électrique p sous la forme suivante :

divD
divBB

rot &€

rot H

o (loi de Gauss électrique), (1.8)
0 (loi de Gauss magnétique),
B
—%—t (loi de Faraday), (1.10)
D
J + aa—t (loi d’Ampére) (1.11)

ou &D,H,B, T :(r,t) e R® xRT — R3,
On a la relation de conservation de charge :

% +divg = 0. (1.12)

Lorsque le milieu est un conducteur imparfait, il existe un tenseur o qui relie
le champ électrique &€ et la densité de courant J par la loi d’Ohm :

J =o€ (1.13)



Chapitre 2

Onde électromagnétique :
simulation Full-Wave

L’objectif de ce chapitre est d’une part de présenter la problématique
physique en expliquant le fonctionnement d’un réacteur a fusion nucléaire
ainsi que les différents techniques connues pour produire de I'énergie [19][18].
D’autre part, on s’intéresse & une technique en particulier : la simulation
Full-Wave [52][57]. Sur la base de travaux déja effectués [46][36], on étudie
un systéme d’équations de propagation d’onde obtenu & partir des équations
de Maxwell en régime harmonique [5][44]. On propose alors une approche
variationnelle de type mixte augmentée |21].

2.1 Contexte physique
Une possibilité de produire de 1’énergie nucléaire sont les réactions de

fusion de noyaux légers de deutérium et tritium.
Mais, cette technique reste encore du domaine de la recherche fondamentale

¢ +@
e = / Hélium
S

Tritium

+

Netrn | Energie

10
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en physique des plasmas et nécessite la mise en ceuvre de machines complexes.

2.1.1 Reéacteur a fusion nucléaire

Un réacteur a fusion est un réacteur thermonucléaire a I'intérieur duquel
se trouve le mélange de deutérium et tritium sous forme de gaz ionisé appelé
généralement plasma. [’énergie thermique produite par la fusion serait alors
transformée en électricité. Parmi les concepts possibles, c¢’est le tokamak, une
configuration magnétique toroidale, qui s’est révélé le plus prometteur. Un
tokamak est constitué d’une chambre & vide de forme torique, entourée de
bobines supraconductrices et contenant un anneau de plasma. Il en existe
quelques uns dans le monde comme ToreSupra, Jet, etc... Actuellement un
prototype & grande échelle de réacteur nucléaire a fusion est en cours de
construction en France dans le cadre d’une importante collaboration scien-
tifique internationale. Ce projet se nomme ITER (International Thermonu-
clear Ezperimental Reactor)! en référence au terme "chemin" du latin. Les
clés de la réussite d’'une machine a fusion sont le confinement et le chauffage
du plasma.

1. pour plus d’information www.iter.gouv.fr
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2.1.2 Confinement magnétique

Dans un tokamak, le confinement du plasma est assuré par la superposi-
tion d’un champ magnétique toroidal B, (en bleu sur la figure 2.1) engendré
par des bobinages extérieurs et d’'un champ poloidal By (en rouge sur la
figure 2.1) induit par un courant circulant toroidalement dans le plasma. Les

FIGURE 2.1 — champ toroidal et poloidal

particules chargées décrivent une trajectoire en hélice en suivant les lignes de
champ magnétique, ce qui permet de compenser la pression du plasma (qui
cherche a s’étendre comme un gaz) par la pression magnétique. Cependant,
un tel équilibre peut devenir instable dans le sens o1l une petite perturbation
peut conduire dans certains cas a la perte compléte du confinement. La stabi-
lité de ’équilibre magnétique doit donc étre assurée. Il existe alors un régime
de confinement amélioré, appelé mode H (pour "High confinement"), qui sera
adopté dans les machines des prochaines générations (notament ITER). Sa
découverte dans les années 1980 a été capitale pour la fusion thermonucléaire.
Ce mode permet d’établir un seuil de puissance a partir duquel le confine-
ment est considérablement amélioré.

2.1.3 Chauffage et géneration de courant

Pour que le bilan énergétique du réacteur soit rentable, il faut que 1’éner-
gie produite par les réactions de fusion compense I'énergie utilisée pour le
fonctionnement du réacteur. Le critére de Lawson [41| permet de quantifier
cette condition : la puissance perdue P, dans le processus doit étre inférieure
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solénoide

Bobine poloidale toroidale

courant plasma plasma ligne de champ

a la puissance P, créée par celui-ci. Plus explicitement, pour un tokamak de
type ITER, on a la relation [18|

nTtr > 10*' keVm3s7!

avec n la densité, T la température du plasma et tg le temps de confinement
de I'énergie. Dans un tokamak, les densités de plasma réalisables sont de
I'ordre 10%° par métre cube. Ainsi, pour une température optimale 7' d’en-
viron 10 keV (correspondant & plusieurs centaines de millions de degrés), il
est donc nécessaire que le temps de confinement tg dépasse la seconde, per-
formance qui n’a encore jamais été atteinte (le temps maximum étant de
0,8 s pour les machines actuelles). Le courant nécessaire au confinement du
plasma permet un chauffage naturel par effet Joule. Cependant, cet effet ne
permet d’atteindre que des températures limitées (de Pordre de 2 keV). Pour
atteindre les températures élevées requises, on a recours a des systémes de
chauffages additionnels que I'on classe en deux grandes familles : le chauffage
par injection de particules neutres et le chauffage par onde radio-fréquence.
Un autre probléme fondamental pour le confinement concerne le maintien du
courant plasma (20 millions d’ampére dans ITER) pour assurer la présence
du champ magnétique poloidal. On a également recours a I'interaction d’onde
radio-fréquence avec le plasma. Dans ce travail, on s’intéresse a ce processus
qui consiste a envoyer dans le plasma une onde a une fréquence bien choisie
de maniére & étre en résonance avec les particules et a leur communiquer de
I’énergie. Dans un réacteur, 'onde générée par un émetteur se propage jus-
qu’au tokamak par des lignes de transmission (guides d’onde) et se couple au
plasma par l'intermédiaire d'une antenne placée a l'intérieur de la chambre
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a vide.
Il existe plusieurs types de chauffage classés suivant la gamme de fréquence

e

Transmission (guide d'onde)

Antenne

Emetteur

de 'onde :

- le chauffage a la fréquence cyclotronique ionique qui est de l'ordre de
quelques dizaines de mégahertz (MHz),

- le chauffage a la fréquence électronique qui est de 'ordre des centaines de
gigahertz.

Chaque chauffage posséde ses applications propres et fournit différents résul-
tats suivant la maniére dont il est utilisé. Dans le cas de I'entrainement du
courant plasma, on va considérer un type particulier d’onde radio-fréquence :
I'onde dite "hybride basse".

2.2 Equation de propagation de ’onde hybride

2.2.1 L’approche Full-Wave

On étudie désormais le modéle ou la fréquence de 'onde w avoisine la
fréquence de résonance hybride wy g calculée au centre du plasma [19]. Cette
onde, dite lente aux alentours de quelques GHz, correspond & des longueurs
d’onde de I'ordre du centimétre, ce qui est faible par rapport aux dimensions
du plasma. L’hypothése de base tout au long de notre travail sera alors

Wei Cw K Wee (21)

avec we. la fréquence cyclotronique électronique et w,; la fréquence cyclotro-
nique ionique [12]|. Les expressions de ces fréquences sont données au cha-
pitre 7. Dans ces conditions, la dynamique de 'onde peut étre décrite dans
I’approximation des plasmas froids. Ce modéle de plasma suppose que les
particules du milieu soient immobiles en I’absence de perturbation et que,
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sous 'action du champ électromagnétique de 1'onde, elles oscillent autour de
leur position d’équilibre fixe dans I'espace. La méthode Full-Wave décrit la
propagation d’ondes hybrides dans un plasma froid magnétisé a partir des
équations de Maxwell.

2.2.2 L’équation des ondes en régime harmonique

On considére un modéle simplifié du tokamak : le domaine € est désor-
mais supposé axisymétrique. On note la présence d'un champ magnétique
By extérieur invariant en temps qui confine le plasma contenu dans 2. Ce
plasma est supposé non collisionnel et dans un tel milieu, on a

B(r,t) = peH(r,t)
D(r,t) = eo&(r,t)

ol g¢ est la permittivité diélectrique du vide et g la perméabilité magné-
tique du vide. En régime harmonique, on suppose que les champs électriques

_Sé antenne

® X

B b

0 0

FIGURE 2.2 — coupe du domaine 2.

—wwt

et magnétiques ont une dépendance temporelle en e™*, c’est-a-dire qu’ils

s’écrivent sous la forme suivante
E(r,t) = Re[E(r)e ™" et B(r,t) = Re[B(r)e ™

ol 2 = v/—1 et w > 0 la pulsation a laquelle se déroule le phénoméne en
rad/s. On rappelle que w = 27 f avec f la fréquence en hertz (Hz). De la
méme maniére, on note

J(r,t) = Re[J(r)e ™" et o(r,t) = Re[p(r)e ™.
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La propagation des ondes électromagnétiques dans un plasma anisotrope est
décrite par les champs F et B solutions des équations de Maxwell (1.8)-(1.11)
dans le vide exprimées en régime harmonique :

div(eoE) = p, (2.4)
divB = 0, (2.5)
rot E = whB, (2.6)
polrot B+ wegE = J. (2.7)
On élimine le champ B a 'aide des équations (2.7) et (2.6),
rot (2.6) = rotrot E =wrot B,
wi(2.7) = wrot B —wequoE = wpugd.
On obtient alors :
W2
rot rot E — —FE = wypod dans €,
c
(2.8)

avec go/ipc®> = 1 oul ¢ est la vitesse de la lumiére dans le vide.
Finalement, en soustrayant wpgJ aux deux membres de (2.8) et en appli-
quant la loi d’Ohm (1.13), on a

2
rot rot E — w—(l+ Lg)E =0 dans . (2.9)

c2 Eow
On peut trouver une expression explicite de la matrice de la conductivité o,
c’est le but de la section suivante.

2.2.3 Description diélectrique

Dans ce paragraphe, on propose de trouver I’expression du tenseur dié¢lec-
trique
I+ Lg(r).
EoW
Dans un plasma froid, en présence d’'un champ électrique £;,; et magnétique
B, les particules (de masse m, de charge ¢ et animées d’une vitesse u)
obéissent a ’équation de conservation de la quantité de mouvement (cette
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équation peut étre obtenue & partir de I’équation de Vlasov, pour plus de
détails on pourra consulter [53]) :

m%u +m(u-V)u —q(Epr +u X Byot) + mrv.u =0 (2.10)

ou v, représente la fréquence de collision électron-ion. Dans le plasma, on
considére deux types de particules : les électrons et les ions. Dans cette équa-
tion m et ¢ correspondent aussi bien aux ions qu’aux électrons.
On suppose qu’avant l'arrivée de 'onde électromagnétique (E(r,t), B(r,t))
dans le plasma, celui-ci était dans un état d’équilibre. Et lorsque 'onde entre
dans le plasma, elle agit comme une petite perturbation locale. Ainsi on peut
linéariser I’équation de conservation de la quantité de mouvement, on pose

u(r,t) = uo(r) + uy (7, 1)

avec ug = 0 car les particules sont immobiles avant ’arrivée de 'onde. Les
champs s’écrivent alors sous la forme :

Eit(r,t) = Ey(r)+ E(r,t)
Bioi(r,t) = Byg(r)+ B(r,t)

ou Ey représente le champ électrique régnant dans le plasma avant 'arrivée
de 'onde et B le champ magnétique de confinement. A I'ordre 0 par rapport
a la perturbation, I’équation (2.10) donne I’équilibre stationnaire du tokamak
et on obtient Eq = 0. Au premier ordre, I’équation (2.10) devient

m%ul(r, t) — q(E(r,t) + ui(r,t) x Bo(r)) + mv.(r)u(r,t) =0. (2.11)

Ensuite, comme la densité de charge o := gqn avec n la densité des particules
et la densité de courant J := ou, en multipliant par ﬁ, on a
m

%J(r,t) (0€(r,t) + T (r,t) X By(r)) + v.T (r,t) = 0. (2.12)

_4
m
En régime harmonique, on obtient

w4 we)dJ + 60w]2)E + sign(q)w.J x b= 0, (2.13)
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ou b= ‘g—g‘ et suivant le cas électrique ou ionique, on a

2

q .
wp = —— la fréquence plasma,
Eomn
We = M|B0| la fréquence cyclotronique.
m

L’équation pour les électrons est
Ww+we)Je + egwi B — weed e x b= 0. (2.14)
En faisant le produit vectoriel de (2.14) avec b par la droite, on a
Ww+we)Je X b+ egwl B X b—we(Je X b) x b=0, (2.15)
On se place alors dans le repére suivant introduit dans [53].

Définition 2.1. On appelle repére local de Stix, un systéeme de coordonnées
(21,29, x3) tel que le vecteur es associé G x3 est paralléle au champ magné-
tique Bo. On note alors

V| = V1€ + Vg€ et ’UH = VUszes.

Dans ce référentiel, les vecteurs v peuvent étre exprimés a l'aide de leurs
composantes paralléles et perpendiculaire a By :

v = v, CosQ
vy = v Sing
v = (2.16)

avec v, = |v | = Jvi+v3 et ¢ représente Uazimut par rapport & laze
x> 0.

On a alors J, := b x (J x b) et donc I’équation (2.15) devient
w4 we)de x b+ sowf)eE X b+ wedo =0, (2.17)

Puis en faisant de nouveau le produit vectoriel de (2.17) avec b mais cette
fois-ci par la gauche, on a

Ww+we)de +50w12)6EL — Weede X b =0, (2.18)
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ce qui nous permet d’éliminer J, x b dans (2.17) :
(w+we)® —wl) Jei = 1w+ we)eowi EL + eqwiwe B X b. (2.19)

L’équation en J := (J. - b)b s’obtient en appliquant le produit scalaire de
(2.14) avec b :

2

"B (2.20)
(&

La densité de courant des électrons est donné par J, = J¢+J. c’est-a-dire

2 2 2
1E0W,e YW + we)ggws, E0WpeWee
J. = |+ L

w + 1,

Exb. (221)

(W~ we)? — w2, (W~ we)? — w2,

Pour les ions, de la méme maniére on a

2 2 2
Wy, 1w + we)eowy, Eow,;Wei
Ji= —L1 B + ( )02 1 - T ~E xb. (222
w + 1w, (W+we)? — w (W—+we)? — w
Ce qui nous donne le courant total intérieur, J = J,.+ J; :
w2, + w?, w? w2,
J = zeoquHJrzeowarwc pe + P =) BL+
w(w + w,) w (WHw.)? —w? (W w.)? —w;
—— N ~~
=:0 =y
w2 w W2 Wei
pe > — B Exb 2.23
o (o= e —m) 22
=6
= 1wy E +1eqw(f —7)(E - b)b+ cqwdE X b, (2.24)

avec B, = E - FE|.

La loi d’Ohm J = o F nous permet alors de déterminer la conductivité o.
Or dans la base orthonormale locale (e, es,b), on a E = Fye; + Fsyes + Eyb,
E-b=F, E xXb= FEye, — Eie,, ce qui nous donne

—y w60 0
1

—0 = _ _ 2.25
Eowg 1w —y 0 (2.25)

0 0 -p
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et on pose

er)=I+—o= -0 1—v 0 - (2.26)

On a donc 'expression du tenseur diélectrique

Propriété 2.2. Dans le repére de Stix, on a

S(r) —D(r) 0

e(r)=1| «D(r) S 0 (2.27)

ot les fonctions S, D et P sont données par

Str) = 1— O‘f:) Z . (:;”S_(ZL oL (2.28)

B l Wee(T ) .(T) WCZ(T)W;(T)
br) = w(a%)—uﬂ(r) 2 <>—w3,<r>)’ (2:29)

Pr) = 1= ?a—((:; (2.30)

ions

avec a(r) = w + w,(T).
Remarque 2.3. Siv. # 0 alors g(r) n'est pas hermitien.

Par ailleurs, dans un plasma, il existe des mécanismes qui peuvent ab-
sorber une partie de I'énergie de 'onde électromagnétique introduite dans
le milieu. Ce phénoméne est appelé absorption (ou dissipation) et résulte
principalement de deux mécanismes : ’effet collisionnel que 'on a présenté
précédement et ’amortissement sans collision appelé plus courament ’amor-
tissement Landau [40|. Ce dernier n’apparait pas dans le tenseur diélectrique



21

(2.27) puisque 'on est parti d’'un modéle fluide. D’aprés [47], il suffit d’ajouter
un terme & €(r) et on a le tenseur diélectrique au sens phénoménologique :

00 0
K(T)zg('f‘)JrgO% 00 0 (2.31)
0 0 ~l(r)

ol 7, correspond au taux d’amortissement Landau dans le plasma. Son ex-
pression est [40]

= VAwng Xp( L) (2.32)

ﬂmvfhkﬁ 2Ut2hk‘ﬁ

ol vy, est la vitesse d’agitation thermique des particules et k) la composante
du vecteur d’onde k paralléle & B,.

v
Pour simplifier les notations, on écrit dorénavant Pp(r) = P(r) + —.(r).

EoW
L’équation (2.9) s’écrit alors

2
rot rot E— = KE =0 dans Q. (2.33)
C

2.3 Conditions au bord

On suppose que le domaine 2 est & bord I' métallique et que I" est séparé
en deux parties I'4 et I'c de mesure non nulle. On considére que 'antenne
est modélisée par I'4 et on traitera indépendament les conditions de type
Dirichlet et de type Neumann sur ’antenne. La condition de type Fourier
ou Silver-Miiller harmonique est envisageable mais ne sera pas abordée. Sur
l'autre partie du bord que 'on note I'c = '\ T'4, le champ électrique vérifie
la condition du conducteur parfait :

Exn=0 surlc. (2.34)
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2.3.1 Conditions aux limites naturelle

Aucun courant n’est imposé dans le plasma mais ’antenne est parcourue
par un courant superficiel 3, supposé connu, et donc on pose

J =30, avec j,-m=0. (2.35)
En régime harmonique, le champ électrique E vérifie alors sur I’antenne :

rot E xn =wppj, surly, (2.36)
ou 3,(r,t) = Relj,(r)e ™. Cette équation provient du lemme suivant [13] :

Lemme 2.4. ("Condition de saut” entre deuz milieur magnétiques)

Soit T, Uinterface entre deuxr milieuxr Q1 et (s, on note miy un vecteur
unitaire sortant par rapport au milieu 2. Les champs magnétiques vérifient
alors les égalités suivantes sur 'y, :

B —Bu = 0, (2.37)
HTQ — HTI = Js X Nq2. (238)

Montrons alors I’équation (2.36).

Démonstration. On suppose que le plasma représente le milieu Qq et I'),, = 'y
alors nis = n et Hty = ualBTl. Le milieu €5 est un conducteur supposé
parfait, on a donc H = 0 dans ()5 et par continuité, on a Hto = 0. D’ou
I'équation (2.38) du lemme précédent devient

1
__BTl = Js X N.
Ho
En régime harmonique, cette derniére s’écrit
1 : .
——Bt1=3sxXn (2:9 — rot £E=j3,xn
Ho W ito
= - (rotE)xn:(jsxn)xn

Wity
= TOtE XM = 1wjpjs.

Donc on a bien

rot Exn = wyugj, surly. (2.39)
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La condition sur le bord complémentaire de 'antenne s’écrit £ x n =
0 surlq.
On résume alors notre probléme.
Soit © un ouvert borné de R3 représentant le volume du plasma. On note n un
vecteur normal unitaire et I' le bord de €2. On distingue I'y C I" ’antenne sur
le bord et I'c = I'\ I'4. La description diélectrique du plasma est représentée
localement par un tenseur diélectrique € dont l’expression est donnée par
la relation (2.27) auquel il faut ajouter un terme correctif da a l'interaction
entre I'onde électromagnétique et les électrons (2.31). En régime harmonique,
le champ électrique E vérifie les équations

2

rotrot £ — w—QKE = 0 dans Q, (2.40)
c

div(KE) = 0 dans (), (2.41)

Exn = 0 surlyg, (2.42)

rot E xn = wpuej, sur 4. (2.43)

[’équation (2.41) provient tout simplement de la divergence de I’équation
(2.40).

2.3.2 Conditions aux limites essentielle

On peut remplacer la condition sur 'antenne I'4 de type Neumann par
une condition au limite de type Dirichlet non homogeéne :
Trouver une fonction E vérifiant les équations suivantes

2

rotrot E — w—QKE = 0 dans Q, (2.44)

c
div(KE) 0 dans €, (2.45)
Exn = 0 surlg, (2.46)
Exn = h surly4. (2.47)

On définit les espaces

H(divK,Q) = {uc L*Q)|div(Ku) € L*(Q)}, (2.48)
X(K,Q) := H(rot,Q)N H(divK,Q). (2.49)

Relévement
S’il existe une solution & ces équations qui appartient a L*(Q), alors E €
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X (K, Q). 1l faut donc que h, prolongement de h par 0 a tout T, soit la trace
d’un champ X (K, Q). Or nous verrons que I'application 1 est surjective de
X (K, Q) dans Ysq (cf. la proposition 3.18), donc si b € Y alors il existe
E, c X(K,Q) tel que E, x njp = h. La fonction E, est un relévement de
la fonction h et on peut écrire

E=FE+FE,

avec E x nr = 0.
Le probléme (2.44) - (2.47) devient alors
Trouver une fonction E vérifiant les équations suivantes

2 2

rotrot E — w—QKE = —rotrotE, + W—QKE(Z dans Q, (2.50)
¢ ¢

div(KE) = —div(KE,) dansQ, (2.51)

Exn = 0 surl. (2.52)

2.4 Formulation variationnelle

2.4.1 Conditions aux limites naturelle

Pour obtenir la formulation variationnelle qui conduit & la méthode d’élé-
ments finis, on multiplie (2.40) par des fonctions-test et on intégre sur le
domaine 2. L’énergie électromagnétique est supposée finie, on impose alors
que les champs E et B soient L*(Q2). Cependant, en régime harmonique, la
loi de Faraday (2.7) implique que le champ E € H(rot,(2). On prend donc
une fonction-test F' € H(rot,(?) :

2
0=(0|F) = (rotrotE|F)— - (KE|F)
C
w2
-2

= —(rot E xn,F1)r+ (rot E | rot F) (KE | F).
c

On en déduit d’aprés (2.36) et si F' x n =0 sur ['c.

2
(witojs, F1)r, = (rot E | rot F) — - (KE | F). (2.53)
C
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On introduit 'espace de fonctions
H§ (rot,Q) := {u € H(rot,Q) |u x n, = 0}. (2.54)

On obtient directement une formulation variationnelle de (2.40)—(2.42) :
Trouver E € HS (rot, Q) tel que

a(E,F)=1(F) VF c H{(rot,Q), (2.55)
a(E,F) = (rotE |rotF)— i—j(KE | F), (2.56)
UF) = wipolfs, Fr)r,. (2.57)

On définit 'espace
XG(K,Q) = Hf(rot,Q)n H(div K,Q). (2.58)

On régularise la formulation (2.55) en ajoutant un terme lié a la condition de
divergence (2.41), la nouvelle formulation variationnelle dite augmentée |21|
(FVA)

Trouver E € X$ (K, Q) tel que

a,(E,F)=1(F) YF e X${(K,Q), (2.59)
as(E,F) = a(E, F)+ s(div(KFE) | div(KF)), (2.60)

avec s € C un paramétre que ’on précisera plus tard.

On traite alors la condition de divergence (2.41) comme une contrainte pour
obtenir la formulation variationnelle mizte augmentée (FVMA) :

Trouver (E,p) € XS (K, Q) x L*(Q) tel que

a(E,F)+b(F,p) = I(F) VFeXS(K,Q), (2.61)
bWE,q) = 0 Yqe L*(9), (2.62)
b(F.p) = (div(KF) | p). (2.63)

On s’intéressera dorénavant & cette formulation.
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Remarque 2.5. La formulation variationnelle mizte non augmentée (FVMNA)
est
Trouver (E,p) € HS (rot, Q) x HL(Q) tel que

ao(E,F)+3(F,p) = I(F) VF c Hf(rot,Q), (2.64)
B(E.q) = 0 VYge Hy(Q), (2.65)
B(F,p) == —(KF | gradp). (2.66)

En effet dans la formulation forte, on introduit le multiplicateur de La-
grange pour la contrainte div K. E = 0. On cherche alors un couple (E,p)
solution de

2

rotrot E— —KE — K" gradp = 0 dans Q, (2.67)
¢

div(KE) = 0 dans Q, (2.68)

Exn = 0 surlg, (2.69)

rot E xn = wpej, sur[y. (2.70)

il est alors naturel de chercher E € H{ (rot,Q) et p € HL(Q). Sous forme
variationnelle, on a (2.64)-(2.65).

Nous verrons dans la suite les motifs de notre intérét pour la FVMA (2.61)-
(2.62) plutot que la FVMNA (2.64)-(2.65).

2.4.2 Conditions aux limites essentielle

En multipliant (2.50) par une fonction test F' € H(rot,(2), on a
5 O w2
(rot E |rot F') — g(KE | F) = —(rot E, | rot F') + E<KEG | F).

Or I'application F' — a(E,, F') est linéaire et continue. Elle appartient alors &
H(rot, Q)" et peut s’écrire (f, F'). Ecrivons les formulations variationnelles.
= (FV) Trouver E € H(rot, ) tel que

a(E,F) = (f,F) VF e Hy(rot,Q).

Comme on a supposé E, € X y(K,Q) alors —divKE, := g € L*(Q) et on
peut augmenter la formulation variationnelle.
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= (FVA) Trouver E € X y(K, Q) := Hy(rot,Q) N H(div K, Q) tel que

a(E,F)+s(divKE | divKF) = (f, F)+ s(g | div KF) (2.71)
VF € XN(K, Q).

= (FVMA) Trouver (E,p) € X n(K,Q) x L*(Q) tel que

as(E,F)+b(F,p) = L(F) VFec Xy(K,Q) (2.72)
WE,q) = ((q) Yqe L*Q). (2.73)

2

a,(E,F) = (rotE |rotF)— %(KE | F) + s(div KE | div KF),
b(F,p) = (div(KF)|p),
Ly(F) = (f,F)+s(g|divKF),
lg) = (919



Chapitre 3

Analyse mathématique

Dans ce chapitre, on s’intéresse au caractére bien posé des problémes
(2.61)-(2.62) et (2.72)-(2.73) en mettant en avant le role joué par le pro-
cessus dissipatif du milieu (effet collisionnel et amortissement Landau). Ce
résultat s’appuie sur la coercitivité des formes sesquilinéaires [52].

Ensuite, afin de concevoir une méthode d’élément fini qui accompagne na-
turellement ce genre de formulation variationnelle, des propriétés de ’espace
X (K, Q) sont présentées.

3.1 Un théoréme d’existence et d’unicité

On rappelle un théoréme fondamental qui assure le caractére bien posé
de certains équations variationnelles.

Théoréme 3.1. (Laz-Milgram)
Soit a:' V x V +—— C une forme sesquilinéaire continue, i.e.

|a(v, w)| < cof[v]|v|[wllv (3.1)
el coercitive [25], i.e.
la(v,v)| = el [v][ (3.2)

et soit | une forme linéaire continue sur V', alors l’équation

a(u,v) =1(v) YveV (3.3)
posséde une unique solution uw € V' et elle dépend continiment de la donnée :
lully < ClI]]v (3-4)

28
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En présence d’'une contrainte telle que (2.41), on obtient un probléme
variationnel dit mizte (dans notre cas (2.61)-(2.62) ainsi que (2.64)-(2.65))
avec lequel ce théoréme se généralise de la fagon suivante :

Théoréme 3.2. (Babuska-Brezzi)
Soitent W et ) deux espaces de Hilbert, a et b deuzr formes sesquilinéaires
continues

a(.,.): W xW 3 (u,v) — a(u,v) €C, (3.5)
b(.,.): W x Q> (v,q) — bv,q) €C,

—~
o
D

et L, | deux formes linéaires continues

L(.):W>3v — L(v) €C,
I():Q3q  I(g) €C,

On pose V.={v € W;b(v,q) =0 Vqe€ Q}.5i
(1) la forme sesquilinéaire a est V -coercitive, i.e. il existe une constante o > 0
telle que

la(v,v)| > a||lv|lw Yv e V. (3.9)

(11) la forme sesquilinéaire b satisfait la condition inf-sup, i.e. il existe une
constante 6 > 0 telle que

bv. gl 5

inf sup > (3.10)
€Qvew ||v]|wlldllo
alors le probléeme
Trouver (u,p) € W x @ tel que
a(u,v)+b(v,p) = Lv) YveW, (3.11)
b(u,q) = llg) VqgeQ, (3.12)

est bien posé, i.e. il existe un unique couple (u,p) vérifiant (3.11)-(3.12) et

llullw +lplle < C(IILIw: + [ler) (3.13)

Démonstration. voir [15] ou [35]. O
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Remarque 3.3. La condition inf-sup (ii) nous fournit une condition néces-
saire et suffisante pour que la formulation soit bien posée. Elle est vérifiée si
et seulement si :

VgeQ FveV telque [b(v,q)| > dllvllwllglle (3.14)

Pour une forme bilinéaire & valeurs complexes, on peut obtenir la V-
coercitivité (condition (7)) de la maniére suivante

Théoréme 3.4. Soient V' et H des espaces de Hilbert tel que ’injection de
V' dans H soit continue et a(.,.) une forme bilinéaire sur V-.x V. Si
— (1) il existe deux constantes o > 0 et X > 0 telle que la partie réelle de
a(.,.), Rela(.,.)], vérifie l'inégalité :
|Rela(v,v)]| = allv][i = Aljv][f;, Vv € V (3.15)
— (¢") il existe une constante v > 0, telle que la partie imaginaire de
a(.,.), Imla(.,.)], vérifie 'inégalité :
[Im[a(v, v)]| > ~||v|[3, Vv e V. (3.16)
Alors la forme sesquilinéaire a est 'V -coercitive.
Démonstration. On a
= [Rela(v,v)]|* + [Im[a(v, v)][?
(e |v][T = llvl|7)?* +~*||oll

ooy — 20|70l + Aol + % lv][k

(v, v)[*

>
>
Or l'inégalité de Young nous donne
2
«
—2a|ol[pl[olli = ——llvlly —eX|fvll  ¥e > 0.
Ce qui nous améne a
1
(v, 0)]* 2 @*(1 =)ol + (1 =) +]loll-
Pour éliminer le terme en ||v||};, on cherche un & > 0 tel que A?(1—¢)+~% =0
2
5

le.e=1+ 2 > (. On obtient alors

la(v,v)[* = o*(1- vl +0
1+ %
ay

> —— L |vl]|?.

= la(v, v)]
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O

Remarque 3.5. L’hypothese (i) de la proposition ne suffit pas seule pour
que a(.,.) soit coercitive. Par exemple, on prend V.= H (rot,Q), H = L*(Q)
et a(u,v) = (rot u|rot v).

L’hypotheése (i) est vérifiée car

a(v,v) = [[rot vl[7. = [[v[[{ —[|v]l%,
mais a n’est pas coercitive car on n’a pas
la(v,v)| = ||rotv|[}. > c|jv||} Vv e V.

En effet, si v est un gradient, l'inégalité est fausse.

3.2 Application aux ondes électromagnétiques

On va montrer le théoréme suivant

Théoréme 3.6. On suppose que les fonctions ve, Ve, wWes €t Wps, pour chaque
espece s (ions et électrons), sont continues de Q dans R et bornées infé-
rieurement et supérieurement par des nombres strictement positifs. Alors les
problémes variationnels (2.61)-(2.62) et (2.72)-(2.73) admettent une solution

st Re(s) > 0 et Im(s) <0.

On considére dorénavant que les hypothéses du théoréme sont vérifiées.
Il suffit alors d’appliquer le théoréme 3.2 de Babuska-Brezzi aux problémes
variationnels.

Proposition 3.7. La forme sesquilinéaire as vérifie la condition (i).

Pour démontrer cette proposition, il suffit de vérifier les deux hypothéses
du théoréme 3.4. Pour cela, on se donne deux lemmes

Lemme 3.8. La fonction v — K (r) est bornée, continue de Q dans Ms(C)
et max,..q || K(r)||s = KT < +oo avec

K* = max { max [\i(r)[}

’L:1,2,3 ’I"EQ

ot ||.||2 représente la norme matricielle induite par la norme vectorielle eu-
clidienne et \; les valeurs propres de K définies dans la proposition 3.10.
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Démonstration. Soit r € 0, la norme du tenseur K (r) induite par la norme
vectorielle euclidienne peut étre exprimée par

| K (7)|]2 = [valeur propre maximale de K (r)K (r)]"/2. (3.17)
D’aprés (2.31), on a

1S(r)]? + [D(r)]* —21Re[S(r)D(r)] 0
K"'(r)K(r)= | 2 Re[S(r)D(r)] |S(r)?+ D> 0
0 0 Py ()2

Les valeurs propres de cette matrice sont |Pr(7)|?, |S(r) — D(v)|%,|S(r) +
D(r)|%
D’ou (3.17) devient

1) = ma {5(0) = DL IS(r) + DL P31
Ainsi on obtient le résultat du lemme en prenant
A= ma { s [5(0) = Do) (1) + D) e Py (1)
ref) reQ) re
qui est effectivement bornée grace aux hypothéses du théoréme 3.6. O

Remarque 3.9. Le fait que K soit la valeur singuliére mazimale implique
Re[(x" Kx)] < KT (z"x). (3.18)

Proposition 3.10. Les valeurs propres de la matrice K sont \y = S +
D, Xy =S — D et A\3 = P. De plus, il existe une base de vecteurs propres
indépendants des valeurs S, D et Pp.

En effet, les vecteurs propres selon, respectivement, les valeurs propres
S+ D,S—D et Ppsont :

7 1 0

u, = -1 Uy = — U3z = 0 . (319)

V2
2
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Lemme 3.11. [ existe une constante ( > 0 dépendant de w et telle que
l? K(r)x| > Im[(z? K (r)x)] > ((x7x) Ve C?® VvrecR (3.20)
Démonstration. La proposition 3.10 nous montre qu’il existe une matrice
unitaire U constante et une matrice diagonale A(r) telles que K(r) =
UA(r)U". Dou, Va € C?
2" K(r)z = 2"UA(rU " — y" A(r)y
avec y = U x vérifiant |y| = |x|. On a donc

3

Im[z" K (r)2] = Im[y" A(r)y] = Y Im[A(r)]|yl?

Soit by(r) = w2 (r) — w? + v2(r), on a alors d’aprés (2.28)-(2.30)
m[h(r)] = Im[S(r)+ D(r)]

_ VC(T) (Z . Wpi<r) [(w B Wci("°))2 + VS(T)]

Imo(r)] = Im[S(r) — D(r)

Im\s(r)] = Im[Py(r)] = —S2 prs —i——%(r).

w2—|—1/2

D’aprés les hypothéses faites sur les différentes fréquences, on peut montrer
que Im[\;]i=1 23 sont uniformément bornées inférieurement. On pose alors

i=1,2,3

= min {ml{r)l[m[)\ (r)]}.

Par conséquent ¢ > 0 et on obtient bien le résultat suivant

Im|(z" Kx)] > (=" x).
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Montrons alors la proposition 3.7.

Démonstration. On a

(P F) = || ot FI[} + s||dv(KF)|} -  (KF | F),
Ce qui nous donne
Rela,(F.F)] = || ot F|f} + Rels]||dv(KF)|} - % Rel(5CF | F)]
Il (F.F)] = Ifs]|| ()|} — <5 I{(ECF | F)].

On obtient alors les inégalités suivantes
2
. w
Rela,(F, F)] > min(L, Rels])(||[F|[x = [|F|I5) = — KT FI[5,
2
) w
Imla(F, F)] < Imls]|| div(KF)|l; = —Cl|F|l5
Si Im[s] <0 et Re[s] > 0 alors

Rela(F.F)] > min(1, Rels])|FI — (min(1, Rels]) + 5 K| FI;
2 2
Inlay(F,F)] < Imls]||div(KF)|; ~ S FIR < - I PR

Les hypothéses (i') et (i) sont donc bien vérifiées. O
Grace au théoréme 3.1 de Lax-Milgram, on a alors
Proposition 3.12. Les FVA (2.59) et (2.71) sont bien posées.

Avant de montrer la deuxiéme condition du théoréme 3.2, on donne une
proposition qui nous sera utile pour la suite.

Proposition 3.13. Pour tout f € H=Y(Q), le probléeme elliptique
Trouver ¢ € H}(Q) tel que

—Ago=—div(K grad¢) = f (3.21)
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est bien posé et la solution vérifie

ol < Cll [l

avec C' > 0 une constante indépendante de ¢ et f.

Démonstration. La formule de Green (1.4) nous donne la formulation varia-
tionnelle de (3.21) :

d(6,4) = U)Wy € HY(Q) (3.22)

avec
¢(00) = [ (Kerado)-gradia@ ev () = | fiao.

Pour montrer la coercitivité de la forme bilinéaire dans (3.22), on se sert du
lemme 3.11 et de Iinégalité de Poincaré (1.7). On a

d'(¢,0)] = Imld'(¢, )]
> Il [ (K grad ) - grad Gas)
Q
> ¢ [ gradopan = (|l grad g} = Gllol
Q
Donc le théoréme de Lax-Milgram nous permet d’affirmer le caractére bien
posé du probléme et donc ||d||g < C||f||g-1- O

Remarque 3.14. Le probleme elliptique avec lopérateur A g est également
bien posé.

On peut alors montrer le résultat suivant :

Proposition 3.15. Dans les équations (2.61)-(2.62) et (2.72)-(2.73), la
forme sesquilinéaire b vérifie la condition (i7).

Démonstration. Soit ¢ € L?*(Q), cherchons un v € X$(K,Q) vérifiant
(3.14).

On remarque tout d’abord que, comme X y (K, ) = Hy(rot, Q)NH (div K,Q) C
X (K, Q), il suffit de trouver un v € X y(K,Q) vérifiant

[b(v, q)| = dllvl[x]lqllo-
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Soit ¢ € H(Q) verifiant (3.21) avec f = ¢ € L*() et v = grad ¢ d’ou
v € Hy(rot, 2)[26]. De plus

e’ = div(Kv)elL®> = wvecH(ivK,Q).

Ce qui implique que v € Hy(rot, Q) N H(div K,Q) = X (K, Q).
Le lemme 3.11 nous donne

| [ (grads) -graddag| = [ [ (K grado)-grad 2] = ¢ grad o
Q Q

et on rappelle que

— (4
| [ (Kgrade) -gradaan| ' (div K grad s | 6)] = |ia | 0.
Q
Comme l'inégalité de Poincaré (1.7) nous dit qu’il existe C,, > 0 tel que

(g [ @)l <lldllollollo < lglloCyl grad |l

C
alors il existe une constante C' = —2 > 0 tel que

|| grad ¢[|o < C|lg|fo.
Enfin on a

ol = [foll3 + | rot v][3 + || div Kl
— || grad 612 + || rot grad o2 +|| div K grad |2
T
— |lgrad o2 + [lgl2
< (1+C)lqll2 (3.23)

On obtient au final

b(v.q) _ (divEKv|q) _  lldlls
|vl|x lollx = VI+C?ldllo
Ce 1
d’ou la condition inf-sup avec 6 = —— m

V1I+C?
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On peut aussi voir que

Proposition 3.16. Dans la FVMNA, les équations (2.64)-(2.65), la forme
bilinéaire 5 vérifie la condition (7).

Démonstration. Soit ¢ € HJ(Q2) ce qui implique gradq € Hy(rot,2). On
pose alors v = grad ¢ € Hy(rot, 2). Le lemme 3.11 montre que

Bw.q) = | / (Kv) - gradqd?) = |(Kv | v)|
(9]
> ¢lIol? = Cliwllol grad gllo. (3.24)
Or
2 2\1/2
olliwory = (191 + [ rot w]2) > = [vllo

et I'inégalité de Poincaré (1.7) montre que

1
lgradgllo 2 —z===llallm
V1I+C;

Donc on a bien dans (3.24)

16w, @) = Cpl[v][meron llgl] s

¢

Remarque 3.17. On remarque ici que le lemme 3.11 est crucial pour mon-
trer la coercitivité des formes bilinéaires ainsi que les conditions inf-sup des
FVMA et FVMNA. Ce qui signifie que sans l’absorption induite par les colli-
stons et l'amortissement Landau, notre raisonnement n’est plus valable. Des-
prés et al. [28] ont montré que le probléeme limite lorsque l'absorption tend
vers 0 est mal posé dans certains cas.

avec Cg = O

Il nous reste & montrer que la propriété de la trace tangentielle invoquée
pour la modélisation du probléme avec condition au bord essentielle (para-
graphe 2.3.2) est bien vraie.

Proposition 3.18. L’application trace tangentielle vt est surjective de X (K, Q)
dans Y sq.
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Démonstration. Soit g € Ygq, par définition, il existe w € H(rot, () tel
que w X n = g dans J€2. On sait que le probléme elliptique

Trouver ¢ € Hg(Q) tel que
~Ag¢ = div(Kw) avec div(Kw)e H '(Q)  (3.25)

admet une solution grace a la proposition 3.13. On pose v = w + grad ¢,
ce qui implique div(Kv) = 0. Comme grad H}(Q) C Hy(rot,2), on a
v € X(K,Q) vérifiant v x n = g dans 0. O

On va maintenant montrer I’équivalence entre toutes les formulations.

Proposition 3.19. Toute solution (E,p) de la FVMA (2.61)-(2.62) (res-
pectivement de la FVMNA (2.64)-(2.65) ) vérifie p = 0.

Démonstration. Soit (E,p) une solution de FVMA, on prend ¢ € H{ (),
I'unique fonction vérifiant div(K grad ¢) = p et on choisit F = grad ¢ €
X n(K, Q) comme fonction-test dans (2.61) :

0 = a(BE.grad¢)+bgradd,p) - l(grad ¢)
2
w . .
= ——(KE|grad¢)+ s(div(KE) | p) + ||pll — who(fs, (grad ¢)7)r
2
s w?o .
=~ ([dVKE|¢)+ [Ipllg — wpo(js, (grad é)r)r
2.62 .
2 |pll3 — wonoljs, m x (grad ¢ x n))r
= lplly car grad¢ € X (K, Q). (3.26)
Pour la FVMNA, la démonstration est identique. n

Pour montrer ’équivalence des trois formulations FVA, FVMNA et FVMA,
il suffit de montrer que la solution d’une formulation est une solution des
autres. En effet, les propositions 3.12, 3.15 et 3.16 ont montré 'unicité de la
solution de chaque formulation. Tout d’abord, on a l'implication triviale :

Proposition 3.20. (E,0) est une solution de la FVMA (2.61)-(2.62) = E
est une solution de la FVA (2.59).

Enfin montrons que

Proposition 3.21. (E,0) est une solution de la FVMNA (2.64)-(2.65) =
(E,0) est une solution de la FVMA (2.61)-(2.62).
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Démonstration. Soit (E,0) une solution de la FVMNA, Péquation (2.65)
implique que div(KE) = 0 dans D’'(Q), plus particuliérement dans L?(().
En utilisant la formule de Green (1.4), on a

0=/3(E,q) = —(KE | gradq) = (div(KE) | q) = b(E,q) Vg€ H,

et comme H} est dense dans L? on a notre résultat ainsi que 'équation
(2.62). Et donc on a E € X (K,Q). On en déduit alors I'équation (2.61) :

as(E,F)+b(F,0) = a(E,F)+s(div(KE)|div(KF))
2V WF) VF e XK, Q).

3.3 Propriétés de ’espace X (K, Q)

3.3.1 Un résultat de compacité

On se demande ici si le théoréme (1.21) ne s’applique pas en remplacant
X n(Q) par X y(K, Q). En effet, dans I'article [56], il est montré que, dans
un ensemble G simplement connexe, X y(g,G) = Hy(rot,G) N H(dive, G)
s'injecte de facon compacte dans L*(G) si la matrice € est & valeur dans R,
symétrique, bornée et définie positive uniformément. Ce qui est loin d’étre le
cas pour notre tenseur diélectrique K, cf. (2.31), ainsi que notre domaine 2
qui n’est pas simplement connexe. Néanmoins, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.22. Si Q est lipschitzien alors X y(K,Q) s’injecte de facon
compacte dans L*(1).

On fixe tout d’abord des propriétés topologiques de domaines réguliers
mais non simplement connexe.

Définition 3.23. Un domaine borné Q de R® est dit pseudo-lipschitzien si
pour tout point x sur le bord 0N, il existe un entier r(x) égal a4 1 ou 2 et un
réel strictement positif ag tel que pour tout réel a avec 0 < a < ay, l'inter-
section de Q avec la boule de centre x et de rayon o, a r(x) composante(s)
conneze(s) qui sont chacune lipschitzienne.
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On suppose Q C R3 un domaine lipschitzien tel qu’il existe N € N surfaces
ouvertes connexes %; (dites coupures), 1 < j < N inclus dans Q vérifiant :
- %;NY; =0 pour i # j et les ¥; ne sont pas tangentes a I'.
- le bord des X; est contenu dans I" pour 1 < j < N.

- si on définit ¥ = U§V21 Y et Q = Q\ %, alors Q est pseudo-lipschitzien et
simplement connexe.
Enfin, on décompose I' en U;n:l I';, ot I'; sont les composantes connexes de

[. Or le tore vérifie bien ces propriétés avec N = 1 et sa frontiére est connexe
donc m = 1.
On a alors le lemme suivant (démontré dans [4]).

Lemme 3.24. (potentiel vecteur tangentiel)
SiT" a plusieurs composantes (i.e. m > 1), alors une fonction w dans H (div, 2)
satisfait

divu =0 dans Q et (u-n,1)r,=0 0<j<m. (3.27)
si el seulement si il existe un potentiel vecteur A € X (Q) tel que

u=rotA dans Q et divA =0 dansQ, (3.28)
A-n=0 sur T' et (A-nl)y =0 Vj (3.29

La fonction A est unique et on a
1A[lo < Cllullo. (3.30)

Remarque 3.25. Si la frontiére I est connexe alors Ihypotheése (3.27) de-
vient

divu = 0 dans Q. (3.31)

Enfin on a une décomposition de Helmholtz des champs de vecteurs L*(Q)
en partie gradient et " K-solénoide".

Lemme 3.26. Soit u € L*(Q), alors il existe ¢ € HL(Q) et ur € L*(Q)
avec div(Kur) = 0 tel que

u = grad ¢ + ur (3.32)
vérifiant

lgrad ¢llo < Cllullo et |lurllo < Cllullo. (3.33)
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Démonstration. En appliquant div K aux deux membres de I’équation (3.32),
on cherche ¢ € H}(Q) tel que div(Ku) = Ag¢p. Or u € L*(Q) = Ku €
L*(Q) = div(Ku) € H(Q) car la divergence est continue de L*(f2) dans
H~1(Q). Et donc la proposition 3.13 montre Uexistence et I'unicité d’une telle
fonction.

On pose alors ur = u — grad ¢ et on a

ur € L*(Q) et div(Kur) = 0.
[

Remarque 3.27. i) Siu € Xy(K,Q) alors grad¢ € X n(K,Q) et par
conséquent ur € X n (I, Q) et la décomposition (3.32) est continue en norme
X (K. 9).

it) Grace a la remarque 3.14, on a aussi une décomposition des champs de
vecteurs L*(Q) en partie K -gradient et solénoide : soit w € L*(Q), alors il
eviste ¢ € HY(Q) et ur € L*(Q) avec divur = 0 tel que

u=K"grad ¢ + ur. (3.34)

On démontre alors le théoréme 3.22. On suppose pour simplifier I connexe,
ce qui est le cas du tore.

Démonstration. Soit {t,, }men une suite bornée dans X v (K, Q) , elle vérifie
alors Ym € N, il existe un C € R tel que

(1) m]lo < C (2) || rotuy|lo < C
3) |[div(Kun)|lo <C (4) up x np = 0. (3.35)

Par la remarque 3.27. i), on pose u; € X y(K,Q) et u?, € X y(K, Q) avec

(1) wp=u. +u (2)u) =gradg¢, avecd,, € Hy(Q)
(3) div(Ku2)=0 (4)ul, xnr=0 i=1,2. (3.36)

Montrons alors qu’on peut extraire une sous-suite de {u!, };—1 2 qui converge
dans L*(9).

La suite {u}, } bornée dans X y(K, Q) par le lemme 3.26, on a ||¢,, ||z < C.
En appliquant le théoréeme 1.16 de Rellich, on peut extraire une sous-suite,
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encore notée {@,,}, convergente dans L?*(2). On pose alors ¢y = ¢p — ¢y et
on a

(div(K grad ¢p)|dr)| = |[(div(K (uy —up))|or)] — 0 k1 — 400
. 1.4
et |(div(K grad ¢p)|dw)| L |(K grad ¢p| grad ¢x)|
(3.20)
> (|| grad ¢pllo = C||ugy — ugllo- (3.37)

Ce qui implique que la suite {u! } converge dans L*(Q2).
La suite {u?,} vérifie (3.36)(3) et par le théoréme du potentiel vecteur tan-
gentiel 3.24, on a

Ku? =rot A,, avec A,, € X(Q), (3.38)

vérifiant div A,, =0 et A, - np = 0.
Il est clair que Ym € N, A,, € X 1(£2), on montre alors que la suite {A,,}
est bornée :

Anllx, < [[Awllo + [ div Ay, [lo + [ rot A, [[o
=0 —Ku2

(3.30) ) , ., (339
< (C+ DKyl < Cluglle < C"|unllo (3-39)

et par (3.35)1), on a {A,,} bornée. Par le théoréme 1.21, la suite {A,,}
admet une sous-suite, encore notée {A,,} convergente dans L*(£2). On pose
alors A, = A, — A; et on a

’(I‘OtK_l rot Akl‘Akl)’ =

|
ot [(rot K 'rot AulAn)| = |[(K~'rot Ay|rot Ay)|
|(uf,

(u — i | K (uy — ui))|

(rot(u; — ul)|Aw)| — 0 k,l — +oo

(3.20) ) )
> Clul — o (3.40)
Ce qui implique que la suite {u2,} converge dans L*(Q2). O

3.3.2 Un résultat de régularité

On suppose désormais K € W'®(Q). Dans le méme registre que le
résultat de compacité de I'espace X (K, Q) dans L*(€2), on veut montrer le
théoréme suivant :
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Théoréme 3.28. On suppose Q) un ouvert régulier i.e. de classe C*' alors
Vespace X n(K, Q) est inclus dans H' ().

La démonstration pour X y(12) est faite dans [35], cependant on ne peut
pas la transcrire pour notre cas. On propose alors une preuve en deux étapes,
I'une portant sur la décomposition dite de Birman-Solomyak [11] et 'autre
sur la régularité du probléme elliptique.

Proposition 3.29. Toute fonction u € X y(K,Q) s’écrit sous la forme
u = upgs + grad ¢ (3.41)
avec ups € H(Q) et o € HY(Q) avec Agp € L2(RQ).

Démonstration. On considére O un ouvert régulier simplement connexe &
bord connexe contenant Q) (une boule par exemple). Soit u € X y(K, (),
on pose w € L*(O) définie par @ = u dans € et nulle a 'extérieur. Comme
u x n = 0 sur 0€2, on a alors grace a la formule de Green (1.5) que rot @ €
L*(Q). Or divrot@ = 0 et donc, d’aprés le théoréme du potentiel vecteur
(135], théoréme 3.4 p. 45), il existe v € H'(O) telle que

rotv=rotu et divv=0 dansO. (3.42)

Or on obtient rot(@ — v) = 0, donc d’aprés le théoréme du potentiel scalaire
([35], théoréme 2.9 p. 31), il existe ¢, € H'(O) telle que
u—v=gradp; & u =+ grad ¢;. (3.43)

D’apres la définition de w, on a grad ¢; = —v dans O \ Q, ce qui implique
Pijonm) € H*(O\ Q). 1l existe alors un prolongement ¢, € H*(O) telle que
P110\8) = Pa0\)|35]. On peut écrire alors

u = (v + grad ;) + grad (1 — ¢2). (3.44)
——— ——
=ups =p

En se restreignant sur {2, on a @t = u, ups = Ups|q € H'(Q) et := Do €
H'(Q). Mieux, comme g et ¢ sont nuls sur O \ Q alors ugs € Hy(f2) et
o € H}(Q). Enfin, on a

Ag(pr =) = divKgrad(e — )
= div K[u — (v + grad ¢»)].

Or par définition, div Ku € L*(Q) et comme (v + grad ¢2)jo € H'(12), on
a div K (v + grad ¢,) € L?(Q) car K € Wh®(Q). O
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Le théoréme 3.28 est alors prouvé si 'on montre que grad p € H'(2) ou
encore que ¢ € H?(Q). Pour cela, on se sert de la théorie de la régularité
des problémes elliptiques que I’on peut trouver dans [37]. On rappelle ici les
principaux résultats : soit une forme sesquilinéaire

6.0) =Y [ a@ 5@ 5 @)

L’opérateur A associé, appliquant Hj(Q2) dans H™'(Q) si (a;;) € L>(Q),
s’écrit

0, 0
Ap = ; %(ai’jé_a:i)'

Définition 3.30. On dit que Uopérateur A est (uniformément) fortement
elliptique s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

veeQ VreC® Re(rA(z)r) > clr]?
avec A la matrice (a; ;).

Théoréme 3.31. Soit @ un ouvert borné et régulier. On suppose que l’opé-
rateur A est fortement elliptique avec les coefficients a;; € W1*°(Q) et que
f € L*Q). Alors la solution du probléeme

Ap=f et ¢€ HyQ)
appartient & H*(Q).
On peut alors dire que, si €2 est assez régulier :
Proposition 3.32. La fonction ¢ de la proposition 3.29 appartient & H?(12).
Démonstration. On ne peut appliquer le théoréme précédent au probléme

Agp = div(Kgrady)=f avec f € L*(Q)
p € Hy(Q)

car I'opérateur Ak n’est pas fortement elliptique. Cependant, on sait qu’il
existe un ¢ > 0 tel que

Im|[(z Kx)] > (("xz) Vx e C.
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il suffit alors de multiplier par —: la matrice K pour qu’on ait un opérateur
A_, g = —1Ak qui soit fortement elliptique. En appliquant le théoréeme 3.31
au probléme

A ke = div(—Kgrady) = —1f avec f € L*(Q)
p € Hy(Q)

alors p € H*(Q). O



Chapitre 4

Réduction du probléme en 2D

Le systéme (2.40)-(2.43) est posé dans @ C R?, plus précisement Q) est
un tore représentant la cavité du plasma. En utilisant les coordonnées cylin-
driques ainsi que les séries de Fourier, on va montrer qu’on peut réduire le
probléme a un probléme posé dans un ouvert  C R? que l'on précisera.

4.1 Le systéme cylindrique

Dans la géométrie torique, on utilise les coordonnées (R, Z, ¢), dites cy-
lindriques, on R désigne la coordonnée radiale mesurée a partir de 'axe (Ox),
Z Vopposé de la coordonnée cartésienne z, et ¢ 'azimut i.e.

r=Rcos¢p y=Rsing z=-—-7

avec (x,y, z) les coordonnées cartésiennes.

On note (eg,ez,ey) la base de vecteurs associée aux coordonnées cylin-
driques. On désigne par  lintersection de Q et d’un demi-plan méridien
d’équation ¢ = constante. Dans ce demi-plan, les coordonnées (R, Z) s’assi-
milent aux coordonnées cartésiennes.

Remarque 4.1. La géométrie de ) entraine le fait que, dans ce systéme, le
ngr

2 y —
vecteur normal n’a pas de composante en ¢ 1.e. n= | p,

0

46
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4.2 Décomposition en série de Fourier

Toute fonction f = f(R, Z,$) € L*(Q) peut étre décomposée en séries de
Fourier de la facon suivante :

( kEZ k ( 1)
avec

fo(R.Z) = / F(R, Z,d)edg,

On peut ainsi définir les operateurs différentiels pour un mode de Fourier k :

divw = \/_Zdlvk wi(R, Z)e*™®  pourw € H(div,)

keZ
rotw = _Zrotk wi(R, Z)e™®  pourw € H(rot, )
2 kEZ
avec
_ 0F, 1 O(RFy) oF; OFg 1k
I‘Oth = 8Ze R 8R ez+(aR — 82 )6¢—|—R8¢XF (42)
. 8F¢ 1k 1k 1 8(RF¢,) 8FZ 8FR
= (g7 ~glent (Rle— =g ezt (gp = 57 )es
) 1 9(RFg) OFy; ik
lekF = E 8R + 62 + €¢ F
1 0(RFR) 8FZ Zl{f

On prend les deux hypothéses suivantes :

i) le champ By est paralléle & e,

ii) les fonctions v., e, wes €t wys sont indépendantes de ¢.
L’hypothése i) est une simplification de la réalité technique (§2.1.2), mais
elle simplifie grandement la modélisation. Elle implique en particulier que
By est indépendant de ¢, puisque div By = 0. L’hypothése ii) provient du
fait que la diffusion des particules est beaucoup plus rapide dans la direction
du champ B, que dans les directions perpendiculaires. En conséquence, la
densité des particules est indépendante de ¢. Les paramétres physiques définis
au chapitre 7, et la matrice K, sont donc indépendants de ¢. On a alors

Kw = \/_ZK (R, Z)wi(R, Z)e™. (4.4)

keZ
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4.3 Reéduction de dimension

Pour une solution E(R,Z,¢) = >, Ex(R, Z)e*® de (2.40)-(2.43), les
coefficients de Fourier satisfont des équations similaires au systéme d’équa-
tions initiales (2.40)-(2.43) de par leur linéarité ainsi que par l'égalité (4.4) :

2

rot, rot, E; — w—zﬁEk — 0 dans Q, (4.5)
c

div,(KE;) = 0 dans (), (4.6)

E.xn = 0 surlg, (4.7)

rot, Ex xn = wpoj,, sur Iy (4.8)

ol fc et T4 sont respectivement les intersections de I'c et I'4 avec le demi-
plan méridien. De la méme maniére, on peut montrer que ces coefficients sont
solutions d’une formulation semblable a la FVMA. Pour cela, on introduit
I’espace suivant :

Définition 4.2. Pour tout 7 € R, on considére ’espace a poids
L2(Q) = {w mesurable sur Q tel que||w|[5 . = // lw(R, Z)|*RTdRdZ < oo}.
)
Pour tout mode de Fourier k, espace L?(Q) est alors 'espace des coeffi-
cients de Fourier qui sont L*(2) i.e. (ure® | vpe™®) o) = (ur | v&) 12(0)-

Remarque 4.3. Dans notre cas o Q est la section d’un tore, pour tout
(R, Z) € Q, il existe Ryin > 0 tel que R > Ryin. Ceci implique que L(Q)
est algébriquement et topologiquement égal a LQ(Q) mais les normes sont
différentes.

On a alors le résultat suivant [24] :
Proposition 4.4. Soit l’espace défini par
ng(g, Q) = {uec L}Q) tel que rotyu € L3(Q) et divy(Ku) € L3(Q)

ainsi quew X np, = 0} (4.9)
muni de la norme
|l xr = vty wllf ) + || dive (K5, + [|ullg ;-

Le champ E € Xg(K, Q) si et seulement si, Yk € Z, ses coefficients de
Fourier Ey, € X%k(K, Q) et la somme Y, ., || Erl|lk ki est finie.
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Remarque 4.5. Pour la méme raison que la remarque précédente, [’es-
pace ng(K7 Q) ne dépend pas du mode k. Il existe un isomorphisme entre

X%k(K, Q) et le sous espace de X (K, Q) formé des champs n’ayant qu’un
seul coefficient de Fourier non nul (celui d’indice k).

On peut maintenant affirmer que la linéarité des équations de la FVMA
(2.61)-(2.62), ajoutée a cela 'orthogonalité entre les différents modes de Fou-
rier pour le produit scalaire L*(Q) entrainent que les coefficients de Fourier
E;. de E sont solutions d’une formulation similaire & la FVMA, utilisant les
opérateurs roty et divy. Cette formulation s’écrit alors

Trouver (Ey, pi) € X%’k(K, Q) x L2(Q) tel que pour tout s € C

a5 (B, F)+b(F,p) = (F) VF e X, (K, Q)(4.10)
bi(E,q) = 0 VYgqe Li(Q), (4.11)

avec, en notant également (- | -) le produit scalaire L3((Q),

2

agp(u,v) = (rotku|rotkv)—°g—2(gu|v)+s(divk(gu)|divk(5v)),
be(v,q) = (divi(Kw) | q),
lk(v) = wpo(Jsk vT)r

On a donc bien une réduction en 2D des équations (2.61)-(2.62).
On remarque enfin, pour un k& € Z, la fonction (R, Z,¢) — E(R, Z)e*?®
définie dans © est solution (2.40) avec une source js (R, Z)e™®. De méme,
la fonction

(R7 Z7 ¢) = (Ek(R7 Z)elk¢7 pk(R7 Z)ell“i))

est solution du probléme avec condition naturelle (2.61)-(2.62). Il en va de
méme pour les problémes avec condition essentielle (2.72)-(2.73). Ce qui per-
met d’appliquer les résultats 3D (existence, unicité, équivalence des formu-
lations) & nos nouveaux problémes 2D.



Chapitre 5

Discrétisation du probléme

L’objectif de cette partie est de formuler une méthode d’éléments finis
adaptée a la résolution de 'EDP modale (4.5)-(4.8). La formulation varia-
tionnelle (4.10)-(4.11) est discrétisée en utilisant des éléments finis de type
Taylor-Hood.

5.1 Eléments finis de Taylor-Hood

La méthode des éléments finis est un outil de discrétisation, qui consiste
a découper le domaine € en un nombre fini d’éléments, des triangles dans
notre cas. Elle consiste & chercher une solution approchée dans un sous espace
de dimension finie engendré par des fonctions de base. Pour simplifier, on
approche ) par un polygone. Pour définir les espaces fonctionnels discrets,

on considére une triangulation 73, de Q a laide de triangles fermés T, de
diameétre inférieur ou égal a 2h avec h > 0, telle que

Le maillage est supposé conforme dans le sens ot pour deux éléments distincts
T, T € Ty, lintersection T N T est soit vide, une aréte ou un sommet (de
T et T"). Pour discrétiser la FVMA, on considére un deuxiéme niveau de
discrétisation obtenue a partir de 75, : on note 75, une triangulation conforme
obtenue par décomposition de chaque triangle 75, en quatre sous-triangles
égaux. On note P, 'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

o0
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On considére alors les éléments finis Po-iso-IP; introduits par Taylor et Hood
dans [54].

Définition 5.1. On appelle élément fini de Taylor-Hood Py-iso-Py lorsque
le multiplicateur de Lagrange, évalué sur le maillage grossier Tgy,, est appro-

ché par les éléments finis de Lagrange continus en Py sur chaque triangle
grossier :

V2h = {U € 00(9)7 vr € ]P)l(T), VT € 'TQh},
et les composantes du champ électrique, évaluées sur le maillage fin Ty, sont
aussi approchées par les éléments finis de Lagrange continus en Py sur chaque
triangle fin :

Y" = {v e C%Q), vy € Pi(T), VT € T,}.

FIGURE 5.1 — élément fini de Taylor-Hood

Les nceuds sur 7, (respectivement 7Toy,) sont notés N (7,) (respectivement

N(Tar)).-

5.2 Formulation dans les espaces discrets

On note X et X’]‘V’C les espaces Y" N X (K, Q) et Y" ﬂngk(K, Q),
respectivement. Dans le méme registre que la remarque 4.5, les espaces X 7\, et
X 7“0 sont isomorphes, respectivement, a des sous espaces de dimension finie
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de X y(K,Q) et X$ (K, Q). Par analogie avec le cas K = I démontré dans
[22], on suppose que les paires d’espaces (X, Q*") et (X}le,c» Q?") vérifient
la version discréte du théoréme 3.2 de Babuska-Brezzi [15] :

Théoréme 5.2. Soient W, et Q) respectivement inclus dans W et ). On
considere le probleme suivant :

Trouver (up, pp) € Wi, X Qp, tel que

a(uh,vh)—i-b('vh,ph) = L(’Uh) V’U}LEW;L, (51)
b(up,qn) = Ugn) Yaqn € Qn, (5.2)

avec a, b, L et | vérifiant les hypothéses du théoreme 3.2. On pose V) =
{vn € Wiib(vn,qn) =0 Vg, € Qp}. Si

(1) la forme bilinéaire a est V,-coercitive, i.e. il existe une constante o > 0
mdépendant de h telle que

]a(vh,vh)| > Oé*H'UhHW V’Uh c Vh. (53)

(7i) la forme bilinéaire b satisfait la condition inf-sup discréte, i.e. il existe
une constante 6* > 0 indépendante de h telle que

inf sup M > 0"

> (5.4)
€@ v, ew;, [[Vnllwllanllo

alors le probleme (5.1)-(5.2) a une solution et une seule et on a existence
d’une constante C > 0 indépendante de h mais dépendant de o* et 6* telle
que

uU—u + — <C’( inf ||lu—v + inf — ) 5.5
la = wnllw + llp = pulle < € int = wallw + int llp = aillo) (53

ot (u,p) est la solution au probléeme (3.11)-(3.12).

Remarque 5.3. D’aprés [24], il existe une dépendance de la condition inf-
sup discrete en k le mode de Fourier. On négligera ce probléeme dans cette
monographie car, en pratique, k est fixé par le second membre et ne tend pas
vers 0.

Le paragraphe suivant concerne I'écriture matricielle de la formulation
variationnelle dans ’espace discret sans condition limite. La condition au
bord sera traitée a la fin du chapitre.
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5.3 Ecriture matricielle

Soit X" = Y on a X" C XK, Q) isomorphe & un sous espace de
dimension finie de X (K, ). On note N, := [N (7},)| et donc dim X" = 3N;,.
L’espace X" admet une base de vecteur nodale

@ = {¢%7¢%7¢?7"'7¢Nh ¢N}L’¢Nh} (56)

dont les fonctions de forme sont définies par
(}’):n = Pi€y, T = 1,2,3, gpl(:c]) :5ij; Z,j = 17~--7Nh~ (57)

Ici {e1, eq, e3} est la base {er, ez, e,}.
On considére de méme V2" C P2(Q2) I'espace de dimension finie associé a
L*(Q) avec dim V2" = Ny, et une base nodale

U = {¢1, Ce ,@ZJN%}, wz(a?]) = (52‘]‘, Z,] = ]_, .. .,Ngh. (58)

Un vecteur u" € X" s’écrit alors

ZZ“ ¢; = Z (Zu %) er. (5.9)

=1 =1 =

On notera dans la suite la coordonnée de u" selon e; comme suit u} =
N R . ..
> ubp;. De méme, une fonction p?* € V2" g’écrit

Nap,

= Zpi%' (5-10)
i=1

FVMA discréte
La version discréte de la FVMA modale (4.10)-(4.11) est donnée par

trouver (E", p*") € X o x V" tel que

asi(E", F)+b,(F,p?) = I,(F) VFe X}, (511)
b(E"q) = 0 VqeV* (5.12)

avec
Nap,

FZX_ZZ —Zerl, q—Zq]w] (5.13)
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Les équations (5.11)—(5.12) s’écrivent

D (ENTATEL + Y (F)(BYp = Y (F)If

I,m l l
ZQHEIEZ =0
l
avec
(Alsm)” = as,k(d)gnaqsé)? Z7.] - 17"'7Nh; lam - 172737
(gl)ij = be(@ph b)), i=1,... Nop; j=1,..., Ny 1 =1,2,3,
(), = (), i=1,... Ny 1=123.

Ecriture matricielle

On obtient
H
F; Al AP AP B[ B
F} AY AT A? B || B
= (5.14)
Fi | | A AP AP BT || B
q B' B* B’ 0 p
H
P F
F; f?
= (5.15)
Fy f?
q 0

pour tout (F', F? F? q) € C3¥»*N2n Enfin, il nous reste & résoudre le sys-
téme linéaire suivant

= , (5.16)
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avec

All A;Q A13

]

A = | A2 A2 AR | €0 (5.17)

B = <§1 B2 53)6(CN2’1X3Nh, (5.18)
uj

u = | b | €C (5.19)
u
fl

fo= 1 g | eC™ (5.20)
f3

5.4 Formule de quadrature

Pour la construction des matrices du systémes (5.16), on évalue les inté-
grales comme suit

/fda::Z/fd:c, /fda:Z/fdo-, (5.21)

) TeT T Eeg g

ou 7 est 'ensemble des triangles dans ) et £ 'ensemble des arétes sur I'.
Comme seules quelques fonctions de base sont # 0 sur T (respectivement
sur F) pour chaque élément, on va obtenir des matrices dites élémentaires
et des vecteurs élémentaires R;", M7", D", Bi., pour chaque élément
T € T et f"y, Al pour chaque E € £. Ensuite, plutdt que de faire tous
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les calculs pour chaque élément, nous allons les effectuer sur une maille de
référence T := {(&,&) € R?|&,& > 0,€ + & < 1} pour les triangles et
E:= [0, 1] pour les arétes. Nous transportons les informations sur ’ensemble
des mailles par les transformations affines suivantes :

Fr(¢) =br+ B¢, €€T, (5.22)
by = P? B = < pr_ pT P? —pr ) , (5.23)
Fp(§) =bp+ B, €€k (5.24)
by := PY, Bp:=PY - PF (5.25)

avec PT, PY PY et P PF les sommets de T et les extrémités de E, res-
pectivement. Les intégrales se transforment alors de la fagon suivante

/ f(@)de = |det(By) / (f o Fr)(€) de. (5.26)

/ f(x)de = |Byl / (F o Fi)(€) de. (5.27)

Enfin on va approcher les intégrales d’une fonction par une valeur calculée a
I'aide de somme finies i.e.

/a e ~ gwiﬂw»

ou les x; € [a,b], i = 0,...,n sont appelés les nceuds ou points d’intégra-
tion.et les w;, 1 = 0, ...,n les poids de la formule de quadrature.

Formule de Newton-Cotes

Soit f une fonction connue a des points équidistants x; pour s = 0, ..., n, on
note L(x) 'interpolation lagrangienne de f par les points (xq, f(20)), ..., (Zn, f(22))-

On a alors
/abf<x)dm/abL(x)dx _ /abif(xi)li(x)dx
= if(xi>/ab§li(l’)dx

= Z wi f(xi)
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avec w; = fab > oo li(x) ou les I; sont les polynomes de Lagrange [27].
Sur Paréte de référence E , on obtient
1 & 11
[H©de= 3> wrn), mi= g6+, (5.28)
/ =1
E

avec les données suivantes
KE = 2, W1 = Wy = 17 52 == —51 =1. (529)

Sur le triangle de référence 7', on a

Kr
[ ferae= 3> wse. (5.30)
p 1=1
de données ]
KT = 3, W1 = Wy = W3 = g, (531)
et
wie- (M) e (D) (L), oa

ou £, (% %) 6= (0, %) £ = (%0) . (5.33)
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5.5 Structure des matrices du schéma

5.5.1 La matrice A,

On rappelle que la matrice A, est une matrice 3N, x 3N;, formée de
blocs 3 x 3 AY associés aux sommets de 7;, qui se décompose en somme de
trois matrices :

All A12 A13
o . w? 3N}, X3N,
A = | an AR An | = R-SMaDect
A31 A32 A33
avec
(R™)i; = (roty @} |rot, "), (5.34)
(M™)i; = (Ko} | o)), (5.35)
(D™)i; = (divi(K¢}) | divi(Ke;")). (5.36)

En considérant les formulations des opérateurs en coordonnées cylindriques,
on a

0 k k 1 0(R
rot, @} = (5n 9¢; 5nZZ_¢j) er + <5nR%¢j nd)R (8}?)) ez +

oz
1 0(RK ; K
divy(roy) = ) | OB ;Z"“’J) + 0K 0, (5.38)
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Ce qui nous donne :

B = [ (fon+ 55 5 ) Rimez
Q

0z 0Z

09 0
(R2);, = — T}%@ZRdeZ = (R™);i,

Q

(Elg)ij = Zk/ (%%’@—i‘ %@) deZZ_(ESI)jh
)

22 _ K 09,0
(R?), — / (—¢J¢z+@ aR)RdeZ,
(B¥),; = / 00 . dRAZ = ~(B®);:,

99
OR

(R®); = /(RV% Vo, + ¢J¢z+¢] +8¢J¢z) dRdZ,

Q

(), = / 0I5, 63 R ARAZ,

(Q )’L'j = /(R—Rn¢J R ¢J —Rn aR] Z (b] —Zn aZ] R_¢n¢3>

Q

1 aKRm Y 6KZm 96 ik
(R—Rm(bl ¢Z + KRm aR ¢Z —Zm 82 R_¢m¢z
RdRdZ.

En notant { Ny, Ny, ...} les fonctions de bases de référence avec NJTOFT =N;
et grad f o Fp = By grad(f o Frp), I'équation (5.26) donne les intégrales
suivants
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(M7T")ij

(D7T")ij

e ENENE)

det(B ‘/ S (5:39)
HBZ TN (€), <B;T%Ni<s>>2) (Fr (€)1 de
~|det(By) / B YN (€)(By ON):(Fr(€)de (540
(R7)jis (5.41)

NAONE) | pron e
Hdet(By) / (s BN @@ ) de (a2
—(R*) i, (5.43)

ENON(E)

|det(B7) |/< Fr@)? + (5.44)
+<_;TVNj<s>>1<_fvzvi<s>>1)(FT<5>>1ds,
hidet(By)| [ (B: TN (€)Ni(€) d€ = (B, (5.45)
det(Bo)| [ ((Pr(©) (BTN ©) (BTINE) ¢ (540
N;(§)Ni(€) ) T . TN, .
+ (FT(S))l +NJ(€)(ET VNZ(€>>1+(§T VNJ(&))INz(g)) d£7
det(By)| | M€Ky (Fr(€)N,(€) (Pr(€): de (547
e By)| [ (EGr e s BN+ (a9
o (Fr(€)) (B2 N (€)1 + 27 (Fr()N,(€) +

e RIS, (Fr(€))V,(€)
o (FrO) BTN (€, + o T SIS )
L e
Vo (Fr (@) (B YN(E)s + 22 (P (€) Ni(e) +
e K (Fr@NE)
o Fr @By N (€): — T2 2 SV (e,
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Finalement, on utilise la formule de quadrature (5.30) et on obtient une
approximation des matrices élémentaires

(Ry )iy = |det ( Z ]gg)Jr (5.49)
— 1)

7-5113

+(Br VN;)2(Br VN ZT wi(Fr(§)) ) )

= )
ey
det(B ~ ~
B2y ~ B BTN ) (BTN, ~ (B (550
Kr
det(B TS
(RE), ~ o L—%ﬂﬂQ%ﬁwggvmn§jwM@n) (5:51)
=1
=:53;
= —(E?:}l)jz', (5.52)
(BT =~ woﬁs .+ (B; VN, (B ;T§Ni)152>, (5.53)
det(B =~
w), = wl B BN s, ~ ), (5.54)
det(B ~ ~
(RP); ~ MOQ;TVM)-(Q;TVM)Sﬁ (5.55)

+51,5 + (E;‘TﬁNi)ISSj + (E;TﬁNthSi) )

(a1 9UE) sz Ko (Fr(€)N, (€)(Fr(€))s,  (5.56)
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L=

oy, = OUBOISE | (Kn(Fr€)NE) | 0L,
(D7) = Z ( (Fr(€): oR

K o (Fr(€) (B 9N + 8§5”<FT<51>>
FT El

(Fr(&§))N; (&) +

_I_

_qm
+K,. (Fr(§)) (B TVN) +k (Fr(&))h

@)

‘(KRm(FT(El))Ni(El) n OK (Fr(&))Ni(€) +

(Fr(&)) OR

—_— = 0K ..
+K g, (Fr(&)) (B VN + 5—ZZ(FT(51))Ni(€z) +
e e K (Fr(&))Ni(€
+ K 4, (Fr(€))(B7 VN;)y — 1k—2 Skl ( l))(FT(ﬁl))l
(F7(&))
5.5.2 La matrice B
On effectue le méme travail que précédement.
On rappelle que B est une matrice Ny, x 3N},
B-(p p p)ecvn, (557)
avec
(B")y = (divi(K7}),vi)oe; (5.58)
1 0K 5, O, K " 99,
= / <R—Rn¢] R ¢] —Rn aRj Z ¢J —Zn aZJ RK¢”¢])
Q
ViRdRdZ, (5.59)
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Ce qui, avec les fonctions de bases et dans I’élément de référence, nous donne

By = ey [ (L EIBE) O (ry (6, 6) +

K (P, (€) (B3 U, (€)1 + 52 (Fr, ()N,(€) +

kK 5 (Fr, (€)1 (€)
(Fr, (), )560

VK 5, (Fr, (€))(B7, VN;(€))2 +
-N-T%<FTh<s>><FTh<s>> de

\det Z <KRn ?T;(éll)))) (&) i (5.61)

(Fr,(€))N;(€) + K (Fr,, (€)) (B, VN, +
%(Fn(ﬁz))]\@(ﬁl) + KZn<FTh(€z))(§}:VNj)2 +

+Zk£¢n((1;;’1“((££ll))))]:[]<€l))NZTQh (FTh <€l>>(FTh (Sl))l

12

aKRn
T oR

5.5.3 Le vecteur f (CL naturelle)

On rappelle que

I
F=1751¢€ C3Nn
I

avec

(f™)i = wpo(ds, PTi)r 4 (5.62)
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d’on
(f) = wpo / ¢i (jsrny — jsznrnz) RARAZ (5.63)
Ta
(%) = WMO/¢¢ (jsknzng — jszng) RARAZ (5.64)
Ta
(% = wpo / bijsp(ns +ny)RARAZ. (5.65)
Ta

Ce qui, avec les fonctions de bases et dans ’élément de référence, nous donne

wg|B

(£ = Bl S8 g ang 7] (5.66)
wg|B

()i = M[HE,Z”E,RSZR—”%,RSZZ} (5.67)
B

(Fpe = Bl g )se. (5.68)

5.6 Elimination de la condition essentielle

La condition au bord E x n = 0 sur ['¢ entraine une matrice de masse
assez complexe a inverser. ’idée serait alors d’éliminer des degrés de liberté
en faisant un changement de base locale sur I'c [39].

5.6.1 La base locale

L’idée naturelle serait de mettre la normale n dans la nouvelle base et
de fixer les deux autres composantes. On prend alors comme nouvelle base,
la base orthonormée directe B = {n,T,n x 7} avec T le vecteur unitaire

:e¢
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tangent & I'. Donc E X n = h implique

h, EL 1 0
| = e | x|o|=]| E
n, B, 0 B

On obtient au finale une "quasi" condition de Dirichlet, & savoir

E} —h;
= (5.69)
E} hi;

5.6.2 Discrétisation de I’espace avec conditions aux li-
mites essentielles

Soit D (respectivement IN) Pensemble des points de discrétisation du
bord avec condition de Dirichlet T'p (respectivement I'y ceux du bord avec
condition de Neumann) et Np = |D| (respectivement Ny = |N|). On note
Npq = Np + Ny.

Remarque 5.4. Pour la modélisation avec condition naturelle (2.40)-(2.43),

onal'p=T¢ et 'y =1 4. Et pour la modélisation avec condition essentielle
(2.50)-(2.52), on a Tp =T et Ty = 0.

On ordonne alors les sommets du maillage comme suit : intérieurs (notés
w), N, D. On décompose alors I = I, UIy UIp avec

I, = {1,..,N,}
In = {N,, +1,....,N,+ Ny}
Ip = {N,, +Nwwv+1,...,N,+ Ny + Np}.

On utilisera donc deux types de bases selon 'emplacement des sommets notés
Mi .
- Viel,Uly, M; € wUN, on travaille dans la base {e;, e, e3}.
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— Vi € Ip, M; € D, on travaille dans la base locale B; = {n;, 7;,n; x 7;}
(que I'on notera aussi {b;, b7, b}}).

1) )

Comme u" € X% ou X% ¢, on a d’aprés (5.69)

=YD u(M)¢; = ZZ“ e

=1 =1 =1 i=1

= Z > %ez+ZZ M;)pier

=1 il ,NIN =1 Ip
3
l
- E [ E szel + E uBz Sozb
=1 el,NIy i€lp
= E E %el + E U (;O'an
=1 iel ,NIN i€lp
— g h (M) oiT; + E h;(M;) s (ns X T4).
i€lp i€lp

5.6.3 Matrice de raideur interne

Soit A € (R3*3)NoxNu 13 matrice A, dans la base B ou les sommets du
maillage ont été ordonné de la facon décrite précédement. On écrit

wa,wa wa,c

A= (5.70)

Ac,wa Ac,c

Les sous-blocs A% tels que 4, j € I, NIy sont définis dans la base {e;, e, e3}
et ont déja été calculé précédement. Ils sont contenus dans la sous-matrice
suivante : A, wa-

La sous-matrice A.. € (R3*3)NexNe egt composée des No X N¢ sous-blocs
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A% e R tels que : Vi € Ip,Vj € Ip

aS(ijnjv ©in;) as(@ﬂ'ja i) as(%’"j X Tj, ©in;)
Alci - CLS(%DjTja %’ni) as(%"'j’ 901'7'1) as(QOjTja Ty X Tz') ( '71)
as(pjm; X Tj,0m;)  as(pjmg X Ti,0iTi)  as(@im; X 75, 0im; X ;)

La sous-matrice A, . € (R¥3)NotNv)XNo o5t composée des (N, + Ny) x Np
sous-blocs A% € R3*3 tels que : Vi € I, UIy,Vj € Ip

wa,c

as(%’nj, %el) as((PjTja(Piel) as(%‘nj X Tj, %'el)

Aﬂz,c - as(¢jnj7<,0i€2) Gs(sﬁjTj,%GQ) as(@jnj X Tja%ez) : (5'72)

as(pjm, pies) as(0;Tj, pies) as(pjn; X T;, pe3)

Symétriquement, la sous-matrice A, € (R¥*3)NoxX(NotNn) ot telle que :
Vi€ Ip,Vj € I, ULy, A%, = A%, .

L’élimination des conditions aux limites essentielle dans A correspond a éli-
miner les lignes et les colonnes de A dont les éléments dépendent de T et
n X 7, on appelle Ay la matrice obtenue.

Soit A, ., € (R¥*3)NexNe 1a matrice A, dont on a éliminé les termes dépen-
dant des vecteurs en question sauf les termes diagonaux, pour lesquels on a

imposé la valeur 1 : Vi € Ip,Vj € Ip

as(@jnja Soz'nZ) 0 0
AL = 0 6; 0 |- (5.73)
0 0 9y

Remarque 5.5. En imposant la valeur 1 sur les termes diagonauz éliminés,
on s’assure que la matrice ainsi modifiée soit inversible.

De méme, soit A, € (R¥3)NetN8XNo qui devient : Vi € I, ULy, V) €
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as(%‘nja%‘el) 00
AZZL,WZ as(gojnj,cpieg) 00 : (574)

as(@jmn;, pies) 0 0

Symétriquement, A% = AJ"  On en déduit que

wa,y Ywa

Awa,wa Awa,'y
A= . (5.75)

A%WG A%’Y

Pour résumer le tout, nous avons discrétisé la formulation variationnelle
modale de type mixte augmentée (4.10)-(4.11) a Paide des éléments finis de
Taylor-Hood Ps-iso-IP;. Le systéme linéaire

A, B" !

Ax=b ou A,= et b= : (5.76)

s
o

0

avec x contenant les valeurs nodales du champ E, et py, est alors modifié au
niveau des nceuds du bord avec conditions aux limites essentielle.

5.7 Analyse d’erreur

On s’intéresse maintenant au calcul de 'erreur commis, entre la solution
continue et la solution discréte, en fonction du pas de maillage h. On donne

un théoréme sur 'ordre de convergence des éléments finis de Taylor-Hood
[54].

Théoréme 5.6. (Ordre de convergence) Si, en plus des hypothéses du théo-
reme 5.2 de Babuska-Brezzi dicret, Wy, contient les polynomes de degré k+1
et le sous-espace Q) contient les polynomes de degré k alors il existe une
constante C' > 0 telle que on ait

= wallw, + 1p = palla, < OB (|faallnss + [17]lx) (5.77)
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siue H"™ et pe H*.

On rappelle alors les éléments finis de Taylor-Hood Py-P; qui est une
alternative aux éléments finis Ps-iso-IP;.

Définition 5.7. On appelle élément fini de Taylor-Hood Py-IPy lorsque le
multiplicateur de Lagrange et les composantes du champ électrique sont éva-
lués sur le méme maillage. Le multiplicateur de Lagrange est approché par
les éléments finis de Lagrange continus en Py et les composantes du champ
électrique sont approchées par les éléments finis de Lagrange continus en Py.
L’espace d’approximation du champ électrique est

V= {v e '), vr € Po(T), VT € Tp.},

et celui des multiplicateurs de Lagrange est

Y" = {veC'), vy €P(T), VT € Tp,}.

Il est démontré dans [32] que les éléments finis Po-iso-P; ont le méme taux
de convergence pour ||lu — uy|| que les éléments Po-IPy, on a I'égalité (5.77)
avec k = 1.
Nous allons maintenant établir U'erreur en norme L2. On rappelle que (E},, pr,)
est la solution approchée et (E,0) la solution exacte aux problémes mixtes
pour le modéle Full-Wave. En utilisant I’astuce d’Aubin-Nitsche, on obtient
la convergence en norme L? du champ électrique :

Théoréme 5.8. On a Uestimation ||E — Ey||o < Ch%.

Et lorsque la frontiére courbe est approchée par des maillages polygonaux,
la convergence en norme L? du multiplicateur de Lagrange est donnée par :

Théoréme 5.9. On a l'estimation ||p — pullo < Ch3/2,

On va maintenant montrer qu’on a les mémes estimations d’erreurs avec
ou sans multiplicateur de Lagrange. Soit 7 le taux de convergence du calcul
de FE solution de la formulation augmentée non mixte.

Lemme 5.10. Il eziste une constante C, > 0 indépendant du domaine et du

maillage telle que
[Ipnll < CphT.
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Démonstration. Soit ¢ € HL(2) ou HLC(Q) tel que
div K grad ¢ = p;, dans Q.

L’existence d’un tel ¢ est assurée par la proposition 3.13. On pose v* =
grad ¢ d’ott v* € X = X y(K,Q) ou X5(K,Q) tel que

div Kv* = p;, ; rotv* = 0.
On a donc 'égalité
(rot v* | rot F) + (div(Kv*) | div(KF)) = (py | div(KF)) VF € X(5.78)
Soit v; € X, la solution du probléme discrétisé correspondant, on a
(rot v} | rot F'y,) + (div(Kw}) | div(KF})) = (pr | div(KFy)) VF), € X5.79)
On a donc
[|lv* —vl|x Figﬁl ||v* — Fp||x d’aprés le lemme de Céa

<
< Ch™||v*||x d’aprés [39]
< C'|pn||h™ d’apres (3.23).

En choisissant F', = Ej, dans le probléme discrétisé (5.79), on a

(div(Kwvy) | div(KER) = (pn | div(KE})) (5.80)
= b(Eh,ph) (5-81)
= (91 pn) = (g|div(Kv*))  (5.82)

On injecte F', = v} dans la FVMA discréte et on a

as(Ep, v},) + b(v}, pr) = 1s(v})
= a(BEy,v;) + s(div(KE) | div(Kwvy)) + b(v;, pr) = [(v,) + s(g | div(Kwv}))

Ce qui implique d’aprés (5.82)

(pn | div(Kv}) = s(g| div(Kv)) — s(div(KEy) | ps)
P2 (g | div(Ew}) — s(g | pr)
—  s(g | div(K[v] — v*])) = L, (v} — v*)



avec L, une forme linéaire définie sur X ;. D’ou

pells = (pn | div(Kv*))
(pn | div(K[v* —v}])) + (pn | div(Kv}))
= (pn | div(K[v" — v}])) + Ls(v} — v7).

On pose ||L]|x = suppey |Ls(F)| et on a

thH(Q)
([Ipallo + 1Ll x)vf — v*]|x
(Iprllo + 1Ll x)Cllpalloh™

INIA A

[|Pal ol div(K[v™ = vi])lo + [[£s][x |0}, — v"[[x
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On simplifie alors par ||py|lo et pour h suffisament petit, on a Ch™ < 1/2

d’ont

Ioullo < 2210 12,1 one

= |lpnllo < 2||Ls||xh" = C,h".

Soient Ej} € X, la solution de la FVA discréte
&S(Ez, Fh) = Ls(Fh) VFh € Xh;
et (Ey,pn) € X, x @y la solution de la FVMA discréte

as(En, Fr) +b(Fh,prn) = Ls(Fn) VF, € X,
b(Enaqn) = £an) Yan € Qn.

Le but étant de trouver un encadrement de ||E — E}||x, on a

|E - Eil|lx = ||(E—-E})+ (E;, — Ey)|
< ||E - E;||x +||E;, — E|x.

(5.86)

Proposition 5.11. Il existe une constante Cy > 0 telle que || E} — Ep||x <

Co||PhHo-
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Démonstration. En injectant, dans les formulations discréte (5.83) et (5.84),
F,=E; —E, ona

as(E}, Ej, — Ey) = L(E}, — Ey),

et

CLS(Eh7 E;(L - Eh) + b(EZ - Emph) = LS(E;: — Eh)

En effectuant leur différence, on a

0.(E} — Ey., B}, — Ey) = 0B}, — Br, py)
Or la coercitivité de la forme a, nous donne une constante o > 0 tel que

AlE, - Eillx < la(E) — By, Ej - Ey))|

< [b(E}, — Ep;pn)|
< Alpnllol div(K[E}, — Ex))llo
< |lpallol| B} — Enl|x
Ce qui implique le résultat avec Cy = 1/a. O

D’aprés la définition de 7, il existe une constante C; > 0 tel que ||E —
¥lx < Cyh7. La proposition 5.11 et le lemme 5.10 montrent qu’il existe
une constante Cy > 0 tel que ||E} — Ey||x < Coh™. On rapporte ces deux
inégalités dans (5.86) et alors 7 est le taux de convergence du calcul de E
solution de la formulation mixte augmentée qui vaut 1 en norme X.



Chapitre 6

Diagnostics physiques

6.1 Théoréme de Poynting pour le modéle Full-
Wave

Le théoréme de Poynting concerne la conservation de I’énergie dans un
champ électromagnétique. On définit le vecteur de Poynting instantané [38].

Définition 6.1. On appelle vecteur de Poynting, noté S, un champ de vec-
teur dont le flux a travers une surface donne la puissance électromagnétique
traversant cette surface. Sa direction indique celle de la propagation d’une
onde électromagnétique. Pour un milieu non magnétique, on a

S=ExMH. (6.1)

Le flux du vecteur de Poynting a travers une surface > donnant la puis-
sance électromagnétique P est égale & :

P:/S-da.
>

Définition 6.2. On définit la densité d’énergie électrique instantanée
1
et la densité d’énergie magnétique instantanée

1
Wy = E(B -H). (6.3)

73
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Théoréme 6.3. (théoréme de Poynting instationnaire)
On a Uégalité :

.7-8+%[wE~|—wm]+diV8:O, (6.4)

ot J - & est la densité de puissance instantanée injectée par la source dans
le malieu.

6.1.1 Théoréme de Poynting en régime harmonique

Dans le cas harmonique, il serait plus intéressant de déterminer la valeur
moyenne des puisances. On la calcule sur une période du signal. Par exemple,
pour le vecteur de Poynting, on a

1 2

E(r,t) x H(r, t)d(wt). (6.5)

27 Jo

En régime harmonique, on a

1 27
(6.5) = o /. Re|E(r)e ™" x Re[H (r)e ""|d(wt)

1 o 1 —wwt Enl wt —wwt ITr wt

= o i Z([E('r')e + E(r)e™’] x [H(r)e + H(r)e ])d(wt)

27

_ Si (E x He ' + E x He**' + E x H + E x H)d(wt)
™ Jo
1 _— = 1 —

~ {(ExH+ExH) = Re[E x H]. (6.6)

Définition 6.4. On définit le vecteur de Poynting compleze
1 —
S = §E x H. (6.7)

De la méme maniére, on calcule les densités d’énergie (6.2) et (6.3) en
régime harmonique :

(6.2) = %/0 (E(r 1) - Dr 1))d(wl) = iRe(E-D)

et aussi (6.3) = 1Re(B - H).
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Définition 6.5. On définit la densité harmonique d’énergie électrique par

Wi = iE D (6.8)

et la densité harmonique d’énergie magnétique par

1 —

Théoréme 6.6. (théoréme de Poynting harmonique)
On a l’égalité :

1—
§J - E 4 2w(wg — wp,| +div.S = 0. (6.10)
Démonstration.
(26)-H = rotE-H=wB -H (6.11)
(27)-E = rotH-E—wD-E=J-E. (6.12)

En soustrayant ces deux derniéres équations, on obtient
rotE-H —rotH -E+wD-E=wB-H-J-E. (6.13)
Or on a l'identité vectorielle
div(u x v) = (rotu) - v — u - (rotv). (6.14)
L’équation (6.13) s’écrit alors

J-E+wD-E—-B-H|+2divS =0. (6.15)

6.1.2 Application au modéle Full-Wave

Soit V' C €2, on note X4 = AV NI 4. On va écrire I'expression intégrale de
I'équation (6.4) dans V. Le plasma peut étre considéré comme un ensemble
de particules chargées se déplacant dans le vide en créant un courant de
conduction J.. On a donc B = ugH, D = ¢yFE, et le courant total est
J = Js+J.ou J; est le courant de I'antenne. L’équation (6.10) s’écrit alors

Exﬁ_

Ho

I 1
(Js+Je) - E+w(eo| Bl — M—|B|2) + div 0. (6.16)
0
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D’aprés (2.26) modifié par (2.31), on a o = 15w(I — K). On arrive alors a
I’expression suivante :

J..E"YGE.E = —weE-KE)-E

= —weo|El* +weoKE - E.
L’équation (6.16) devient

— S 1
J, E+wl[eoKE-E — —|B]*] +2divS = 0. (6.17)
Ho
On intégre cette équation sur V :

_ - 1
/JS-E]dV+zw/[EOKE-E——\B[Q]dV+2/dideV:0. (6.18)
1% 1% Ho 1%

On s’intéresse alors & la partie réelle. En remarquant que RelweoKE - E| =
—Imlweg KE - E] = Im[weg K FE - E| et en divisant par 2, on obtient :

1— —
/ Re[—js'E]dEer—go/Im[KE-E]dV+/Re[divS]dV:O.(6.19)
XA 2 2 Jv 1%

Remarque 6.7. La valeur P, = <5* [, Im[KE - E|dV est égale a la puis-
sance transférée au plasma par effet Joule. Le lemme 3.11 nous montre que

cette puissance se dissipe, en effet on a :

Cweo

0<
2

/ B2V < P,
Vv

6.2 Critére d’accessibilité de ’onde hybride

6.2.1 Relation de dispersion

On cherche une solution a ’équation de type Helmholtz (2.40) sous la
forme d’onde plane, a savoir :

E = Eez(kz-w—wt)

ot E est I’amplitude de ’onde, w sa pulsation et on note k le vecteur d’onde.
En reportant dans I’équation (2.40), on obtient :

2

Wk x (1kx E)—~KE = 0 (6.20)
C
= nx(nxE)+KE = 0 (6.21)
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N . c . g , .
otl, exclusivement dans ce paragraphe, on note n = —k l'indice de réfraction.
w

Cette relation est appelée relation de dispersion.
On se place dorénavant dans un repére de Stix (définition 2.1) tel que k, = 0,
on a

ng

il

Proposition 6.8. L’équation (6.21) est linéaire en E, elle s'écrit

ME =0 (6.22)
avec
S — nﬁ —D nin
M = D S —n? — nﬁ 0
nin| 0 P— ni

Démonstration. On utilise la formule du double produit vectoriel, a savoir :

ux(vxw)=(u wv-—(u v)w.

D’ou
ny E,
nx(mxE) = (B +nE)|l o [-@l+n)]| E,
n E,
—nj 0 nin Ex
= 0 ni —nj 0 E,
nin 0 —ni EZ

- NE. (6.23)
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Donc I'équation (6.21) s’écrit,

NE+KE=ME=0

avec
S—nﬁ —D nin
M=N+K-= D S—ni —nf 0
nin 0 P—ni

]

Pour avoir une solution non triviale en E, il faut que E =% 0. Donc dans
le systéme linéaire (6.22), la matrice M vérifie det M = 0, c’est-a-dire :

0 = det M
= Sni —[(S+ P)(S — nﬁ) — D?*n? + P[(S — nﬁ)2 — D? =0. (6.24)

6.2.2 Critére d’accessibilité

On suppose connue la fréquence w et I'on cherche s’il existe des solutions
en onde progressive (n réel) a la relation de dispersion. Les cas m imagi-
naire pur et complexe représentent respectivement une onde évanescente et
amortie. On parle d’accessibilité stricte lorsqu’il existe n € R3 tel que
det M = 0, ou, de fagon équivalente, la valeur de n| € R est telle que I'équa-
tion (6.24) admette une solution réelle en n . Dans la suite de ce chapitre,
on suppose donc que nj est un réel connu et on pose r = S — nﬁ L’expres-
sion det M est alors un polynéme en n, de degré 4, plus précisement un
polynome en n? de degré 2 :

det M =Q(n3) =0 (6.25)

avec Q(X = aMXz—bMX—ch ol apyr = S7 bM = (S+P)T—D2 et
CM:P( 2—D2).
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De plus, on néglige les phénomeénes d’absorption (amortissement Landau
et collisions), on prend donc :

Ye = Ve = 0.

Ceci entraine o = w et les coefficients S, D, Py, sont réels, ce qui permet de
simplifier les calculs. En réalité, leur partie imaginaire est négligeable par
rapport a la partie réelle. Si on la prend en compte, une onde progressive se
propagera encore avec un petit amortissement alors qu’une onde amortie ou
évanescente ne se propagera pas mieux. Les coefficients S, D, P (2.28)-(2.29)
s’écrivent alors

2 2
w we;
_ pe p?
S = 1_w2—w2 ) (6.26)
1 WeeW? Wiy,
D = —| - 4 = 6.27
ol Qe (620
2 2
Wi, + w
Sachant que 'on a toujours
Wei K Wee €6 Wy K We, (6.29)

on suppose dans la suite que le coefficient w, w,; vérifie
Wei KWK Wee €t Wy <w <K We. (6.30)

Proposition 6.9. Si les inégalités (6.30) sont vérifiées alors S >0, D > 0
et P <0 avec S,D < |P| = —P.

Démonstration. Supposons (6.30), alors on a

w2 wQ»
~ pe pr
(6.26) = S~1+ 2w >0 (6.31)

2
WeeWpe — Weilldyy;

(627) = D= >0 (6.32)

2 3
ww?, w

2 2
Wpe T Wy
2

(6.28) = P~1- <0. (6.33)

w

On voit facilement que S, D < |P| = —P. O
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On effectue alors une étude de racines du polynome @) de degré 2 dans
R. Tout d’abord on calcule le discriminant Ay :

Ay = ((S+ P)r—D??—4SP(* - D?)
= (S—P)*r* —2D*(S + P)r + D*(D* + 4SP)

Les valeurs de r telles que Ay, = 0 sont alors

_ D*(S+P) - /4D2SP(D? — (S — P)?)
e (5= P)?

et

D?(S + P) + \/AD2SP(D? — (S — P)?)
(5 —P)? '

o =

Remarque 6.10. La proposition 6.9 entraine que 4D*SP(D* — (S — P)?)
est positive.

On distingue alors deux cas selon le signe de Ay,.

Le cas Ay >0

Comme (S — P)? >0, O0n a Ay > 0sir ¢ [ry,m). Alors le polynome Q
admet deux racines réelles et on distingue deux cas :

Si au moins I'une des deux est positive alors il existe un n, € R tel que
det M = 0, on est dans un cas d’accessibilité stricte.

Sinon les deux racines sont strictement négatives et toutes les solution
en n sont alors imaginaires pures. Toutes les ondes sont complétement
évanescentes, on dit qu’il y a inaccessibilité stricte.

Déterminons les valeurs de r pour lesquelles les racines du polynome () sont
négatives. Du coup, la somme des racines, notée X, est strictement négative
et leur produit, noté II, est strictement positif. Or on a

_ N2 2 _ 132
w_bu _(S+Ppr—D" o _ew  POT-D7)
apnr S apnr S
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On obtient alors les inégalités suivantes :

P)r — D?
Y<0 & (S+P)r <0

S

D2
&S r>r =

T T S+P

et

P(r? — D?

II>0 %>O

s —D<r<D.

Enfin, on peut remarquer que r = S — nﬁ est inférieur & S. On en conclut
qu’on a :
accessibilité stricte si r & [ry, 2], r < S et r &|ry, S[. Ce qui implique

r €] —oo,m],

inaccessibilité stricte si r & [ry,79], r € [=D, D], r > 1" et r < S. Ce
qui implique
r €lry, T
avec T' = min{S, D}. Ce résultat provient de la proposition 6.9 qui montre
que r; < 1’ < ry. En effet on a

D*(S + P) — \/AD2SP(D? — (S — P)?) D?

ri—r =

(S — P)2 S+P
_ D*P—/—4D?’SP?  D?
- p? P
V—4D25P3

Montrons maintenant que r’ < ry. Pour cela, il suffit de voir que " < 0 et
ro > 0. Enfin montrons que r, < S et ro < D, on a :

D?(S + P) + \/AD2SP(D? — (S — P)?)

S—’I"Q = S- (S—P)2
I D?P +2v/-D2SP?
~ o 2

P
D? V—D?P D2\?
= S—?—FQ\/ET:(\/E—F —?) >O,
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et
D*S+ P 4D2SP(D* — (S — P)?
Dy _ p_DAS+P)+ADSP(D? (S~ P))
(5 —P)?
_ DP?—D*P+2/-D?SP?
~ V2
_ D(P?*—-DP)+2y=D?SP® _DP?+2y/-D?SP3 .
- P2 ~ P2 :

Le cas Ay <0

On a Ay < 0sir € [r,ry). Alors le polynome @ admet deux racines
imaginaires donc il n’y a jamais accessibilité stricte. Par ailleurs, on va cher-
cher les cas ot on a accessibilité vague. On dit qu’il y a accessibilité vague
si il existe n, € C tel que det M = 0 et |Re(n,)| > [Im(ny)| i.e. o € RT
avec o grand tel que |Re(ny)| > o|Im(n,)|. De méme, on dit qu’il y a in-
accessibilité vague si |[Im(n, )| est non négligeable devant |Re(n, ).

Remarque 6.11. Dans la pratique, on a la méme situation entre accessibilité
vague et accessibilité stricte si ['atténuation de l'onde due a la partie imagi-
naire de ['indice est du méme ordre que celle due aur phénomeénes négligés

(Ve et ).
Si Ap; < 0, les deux racines imaginaires du polynome () sont :

bM + 1/ —AM
28 '

En écrivant n; = a +10 avec o, 5 € R, on a

" =

b
?— 57 = Re(u?) = 2

VB, — Ay

28

502 — b + /03 — Ay
N 25
vV b?w — Ay — by

28

0+ 7 = || =

23?2 =
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Les racines du polynéme ) sont alors

nlzﬁ{i(bM+1/b§w—AM)l/ZizG/b?w—AM—bM>1/2}

On s’apercoit que
si |Ap| > b3, alors la partie réelle et imaginaire de n; sont du méme
ordre, on a donc inaccessibilité.
si |Ap] < b3, alors soit by < 0 et on a |Re(n,)| < [Im(ny)], c’est-
a~dire inaccessibilité vague; soit on a by, > 0 et on a |Re(ny)| >
|[Im(n,)|, c’est-a-dire accessibilité vague.
On s’intéresse donc & cette derniére condition : |Ay| < b3,. Calculons la
limite de I’accessibilité vague i.e. cherchons o tel que |Re(ny)| > o|Im(n)|.
Déterminons les valeurs de r pour lesquelles on a b3, > —Ay; > 0 et by > 0
Calculons d’abord ob3, + Ay, on a :

oby, + Ay = [0(S+P)*+(S—P)?r*—2(c+1)(S+ P)D*r + (0 +1)D* +4SPD?
C’est de nouveau un polyndéme de degré 2 en r, d’ot les racines sont

sy (c+1)(S+P)D*+£/5,
P = oS+ P2+ (S P)

avec 6, = 4D?SP((0 +1)D? — o(S + P)? — (S — P)?) > 0.
Donc comme o(S + P)? + (5 = P)* > 0, on a oby; + Ay > 0'sir €]p?, p7[
Enfin, on a

2

D
by >0 & (S+P)r—D*>0 & r<S+P:r’.

Pour ¢ assez grand, on a ry < p? <71’ < p7 < ry. En effet

D2(S + P) — \/AD2SP(D? — (S— P)?) (0 +1)(S+ P)D? — /5,

neee = (S—P)? T (S P21 (S— Py
_ D*P—/=IDISP® (0 +1)PD?— \/—4(0 + 1)D2SP?
- P2 (0 + 1)P?

2, VDEP
Vo+1 P2

_ <0, (6.35)
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et aussi
e D> (o+1)(S+P)D* =5,
P~ = S51p o(S+P)2+(S—-P)?
D*  (0+1)PD*— /3,

Q

P (o0 +1)P2
_ £>O
 (o+1)P2 7

La démonstration est similaire pour 7 < pg < ro. On en conclut qu’on a :
- accessibilité vague sir € [ry, 7o), 7 <1’ et r ¢]p7, p7[. Ce qui implique

r 6]7’1, p7 [
- inaccessibilité vague si r € [ry, ro] et r ¢]ry, p?[. Ce qui implique

r€lp?, ra.

6.2.3 Conclusion

On résume les résultats que I'on a trouvé dans la partie précédente :
— on a accessibilité stricte si et seulement si r € ] — 0o; 7],

— on a accessibilité vague si et seulement si r € |rq; p7 [,

— on a inaccessibilité vague si et seulement si r € [p”; rof,

— on a inaccessibilité stricte si et seulement si r € |rq; T .

AS IS

+ f f f f I
—D T .t 0 p(T

1 . N T 4

Remarque 6.12. Le schéma ci-dessus n’est pas a [’échelle. Par exemple, on

/ 1 )| /|
1 9

donc p° est trés proche de 1’ par rapport a ri. On peut alors, dans la pra-
tique, poser r' comme limite entre ['accessibilité et 'inaccessibilité vagues.
Cela tombe bien puisque l'on a |Re(n )| = [Im(ny)| lorsque r = 1" et l'on
n’a plus a discuter de la valeur précise de o.

Iy —p7| = (1—
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Enfin on rappelle qu’on a posé r = S — nﬁ, donc il nous reste simplement a
exprimer les valeurs de n pour lesquelles on a accessibilité vague et stricte.

Proposition 6.13. (Critére d’accessibilité large)
On a accessibilité stricte si S — nﬁ < ry, ce qui est équivalent, en valeur
approximative, &

|nH|> \/S—ﬁ%\/g—}—\/%,

De méme, on a accessibilité vague st ry < S — nﬁ < p%, ce qui est

équivalent, en valeur approrimative, a

5 <In <\/_+—
U+1 ] Nayes

Démonstration. Exprimons alors /S — r1. Sachant que l'on a |S| < |P| et
|D| < |P|, on obtient

D(S + P) — \/4AD?SP(D? — (S — P)?)

S—Tl = S- (S—P)2
2p — 2v/D2SP3 D? D
~ S — S gD s P
P2 P V—P
et
S = (0 +1)(S+ P)D? — /6,

- ~ o(S+P)2+(S—P)?
+1)PD? — \/—2(c + 1) D2SP? D?
=5 — = +2V/S—m.
(o +1)P? P —(c+1)P

]

Q

P s

Enfin, en fonction des différents fréquences we., wye, wy; et w, on obtient

wi

2 pe
D . W2W2,
—pP 1 4 eeten wp€+w
4 2 2
_ wpe w ~ wpe
2,02 " _, 2 2 2 o
wws, —w’ + Wpe + Wi Wz,
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On retrouve donc bien I'indice de réfraction paralléle cité dans [12] :

2 2

D w ws; w
> S_ %\/g -~ 1 ﬁ_ﬂl/z ﬁ'
iz VEmn RS R Ut G m ) T,



Chapitre 7

Simulation numérique

La méthode d’élément finis pour la résolution du probléme Full-Wave
(5.11)-(5.12) a été programmée en MATLAB. Un premier test est effectué
dans un cas simple, a savoir K = I afin de valider 'algorithme Full-Wave.
Ensuite, pour avoir un code évolutif, on suppose connue la densité des par-
ticules en tout point du section du tore. On présente alors des résultats nu-
mériques de la simulation Full-Wave avec deux densité de profils différents.
Seul le champ électrique est représenté, composante par composante, pour
différentes valeurs de la fréquence w et du mode de Fourier k. La propaga-
tion de 'onde est décrit selon le niveau d’accessibilité obtenu pour chaque
cas-test. Mais avant tout, un adimensionnement des équations (2.40)-(2.43)
est nécessaire pour simplifier la représentation paramétrique du probléme
physique.

7.1 Adimensionnement du code Full-Wave

7.1.1 Probléme modéle avec CL naturelle

On propose de mettre le code en unités normalisées afin de ne plus se
préoccuper des dimensions. On prend alors comme référence d’espace, le pe-
tit rayon du tore a et comme référence de fréquence, la fréquence w excitée a
I'antenne I'4. On va montrer qu’on introduit ainsi un coefficient <*, ¢ étant
la vitesse de la lumiére, qui est sans dimension.

On traite les équations des ondes électromagnétiques avec condition aux li-

87



88

mites naturelle :
2

rotrot E— —KE = 0 dans (, (7.1)
c

div(KE) = 0 dans Q, (7.2)

Exn = 0 surlg, (7.3)

rot E xn = wpupj, sur 4. (7.4)

Pour tout vecteur v (respectivement scalaire ¢), on a v = 9v’ avec © I'échelle
de v et v’ la normalisée de v (respectivement ¢ = ¢¢’). Enfin pour les opéra-
teurs, on a

rot = a 'rot’ et div=a'div (7.5)

Comme les phénoménes électrostatiques sont dominants, on va relier 1’échelle
de longueur E du champ électrique a celles de la charge et du courant comme
suit. La conservation de la charge (1.12) nous donne

J= awp.
A Taide de la loi de Gauss dans le vide div(egE) = p, on a I'égalité
j = wsOE.

Or js = aJ car la dimension de j; est en courant par unité de surface alors
que la dimension de J est en courant par unité de volume. Ce qui nous donne

Js = aweo . (7.6)
Les équations (2.40), (2.41), (2.42) et (2.43) deviennent alors

2

a ?rot'rot' FE' — %KEE’ = 0 dans (7.7)
c

a'div'(KFE') = 0 dans (7.8)

EE xn = 0 surly, (7.9)

a'rot' EE' xn = wpugjsj, sur I, (7.10)

avec (Y, I'', I, et I';, les domaines €2, I', I'4 et I'c normalisés respectivement.
On obtient alors trivialement

(78) => div(KE')=0 dans (7.11)
(79) => E' xn=0 surly. (7.12)
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On pose alors
wa
= 7.13
= (7.13)

le coefficient sans dimension. Ensuite en multipliant 1’équation (7.7) par
a’E~t on a

rot'rot' E' — )’ KE' =0 dans (.
Enfin I'équation (7.10) s’écrit

rot' E' x n = iwuoaJ—Esj; sur I,.
Grace a (7.6), on a

wuoa‘y—g = wipaawesy = n°.

On obtient finalement le probléme normalisé suivant :

rot'rot' E' —n?KE = 0 dans (), (7.14)
div'(KE') = 0 dans (Y, (7.15)

E'xn = 0 surly, (7.16)

rot' E' xn = wm?j, surl’,. (7.17)

7.1.2 Théoréme de Poynting adimensionné

On va écrire le théoréme de Poynting en régime harmonique (6.19) en
unités normalisées, c¢’est-a-dire que l'on va normaliser (6.19).

Proposition 7.1. En unités normalisées, le théoréme de Poynting s’écrit

1 — 1 — 1
5/ Reljs - E'ds'| + 5/ Im[KE' - E'dV’| + —2/ div'S’dv’ = 0.
= ’ n ’
Démonstration. 1'équation de Faraday en régime harmonique (2.6) nous
donne que B = #, d’ou

S=S8 = “FE xB
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avec §' = LE' x B’ le vecteur de Poynting normalisé. On a alors

EQ
/ divSdV = / a”'div'S"a*dV’.
v awflo Jy
E2
- = [ awvsav,
Who Jyr
Puis on a
1 — 1 ST ot 2 gt
= Re[js- Elds = - Reljsjs - EE'|a*ds
2 /s, 2 )y,
3 EQ _
_ a (,L)E(] / R@[jsl A E/]dsl
> Jy,
— e 2 —
%‘EO Im[KE -EdV] = % / Im[KE' - EdV"]
V !
o : 1 .
On multiplie 'équation (6.19) par ———=—, on obtient alors
adwegE?

1 1 — 1
5/ Re[js'-E’ds’} +§/ Im[KE’-E’dV’]Jr?/ div'S'dV’ = 0.
E / !/

’
A

7.2 Résultats numériques préliminaires

7.2.1 Introduction

On considére Q) un polygone approchant un cercle de rayon a = 1 et de
centre (3,0) en coordonnées (R, Z) adimensionnées. On suppose l'antenne
T4 est le bord du cercle compris entre les angles —7/4 et 7 /4 (cf. figure 7.1).
Nous avons travaillé avec quatre différents maillages dont les caractéristiques
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f,l

FIGURE 7.1 — section du tokamak en coordonnées (R, Z)

sont les suivantes :

Maillage 1 2 3 4
h, pas de maillage 8.0x1072|4.0x1072|20x1072|1.0x 10?2
Nombre de noeuds Py (grossier) 85 383 1580 6671
Nombre de noeuds P; (fin) 313 1477 6207 26461

7.2.2 Expérimentation numérique

Nous allons dans un premier temps simuler numériquement le probléme
suivant :

rotrot £ — 100F
div(E)

f dans €,
g dans ,

(7.18)
(7.19)

qui correspond au probléme (7.14)-(7.15) avec le tenseur K égal a la matrice
identité, un second membre non nul et n* = 100. On considére la solution
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raillace fin

kR o

06|

04

0z2f

02r

04

06

-08

FIGURE 7.2 — maillage.

particuliére
Ee.r - (R - RO; Z’ O)Tu (720)

que l'on a choisi délibérément indépendant de ¢ et vérifiant la condition du
conducteur parfait sur tout le bord I'c et I'4. Le paramétre de régularisation
s a été choisi égal a 1 car la solution exacte est réelle et le tenseur K = I
n’a pas a vérifier les hypothéses du théoréme 3.4. On obtient, pour les trois
composantes (Er, Ez, Ey), les figures suivantes oil I'on représente le champ
approché a gauche et ’écart entre le champ exact et approché & droite dans
un premier temps pour le cas CL essentielle.
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On constate que la solution calculée approche trés correctement la solu-
tion exacte, I'écart étant de 'ordre de 1072, Afin de confirmer ce résultat, une
étude de convergence est ainsi réalisée, on calcule pour chaque cas 'erreur
relative L? correspondant & ||e||/|| E..|lo.q avec |le|| := [|E — E..|joo que 'on
calcule a I'aide de la matrice de masse de 'espace du champ électrique.ll en
va de méme pour la norme du multiplicateur de Lagrange ||ploq-

h 80x102[40x1072[20x1072| 1.0 x 1072

lell/ | Besllon | 85 x 1073 | 23 x 1073 | 4.8 x 1074 | 1.4 x 1074

[p[l0,0 1.0x 1071 [ 3.6 x 1072 | 1.4 x 1072 | 5.0 x 1073

La convergence du champ électrique en norme L? est en h® avec o = 1.97 et
celle du multiplicateur de Lagrange est en h” avec 3 = 1.44. Ces ordres sont
bien compatibles avec les théorémes 5.8 et 5.9.
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FIGURE 7.7 — partie réelle de F,

FIGURE 7.8 — écart des F,
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Méme constat pour le cas CL naturelle, la solution calculée approche trés
correctement la solution exacte. De plus, sur les figures représentant ’écart
entre solution approchée et exacte (celles de droite sur les figures 7.10, 7.12 et
7.14), on observe 'erreur qui se situe clairement sur Pantenne I"4. Toutefois,
Ierreur relative reste du méme ordre que dans le cas CL essentielle.

h 8.0x 1072 | 40x1072|20x1072| 1.0 x 1072

lell/ | Beslloe | 7.3 x 1073 | 2.0 x 1073 | 4.7 x 1074 | 9.7 x 1075

[p[l0,0 1.0x 1071 [ 3.6x1072| 1.6 x 1072 | 5.8 x 1073

De méme, on observe la convergence du champ électrique en h* avec @ = 2.08
et celle du multiplicateur de Lagrange en h” avec 3 = 1.37.

7.3 Simulation Full-Wave : un premier profil de
densité

Dans cette section, on rappelle tous les paramétres physiques que l'on a
introduit dans le chapitre 2. Pour cela, nous les avons classés par catégorie
et nous les avons énumérés dans des tableaux ol l'on cite leur symbole et
leur nom. On se place ensuite dans un plasma particulier dont les données
ont été fournies par des physiciens du CEA. On donne ensuite les valeurs des
différentes fréquences ainsi que des résultats numériques obtenus.

7.3.1 Parameétres physiques

Constantes physiques
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1
.8 q/v .,
" ™,
.6 N\
/ ‘
04
0.2
0
02 A
04 x.\
-2 s
0.5 \“' JI
0.3 \“ .f"i
g 25 3 35
FIGURE 7.11 — partie réelle de F, FIGURE 7.12 — écart des Ey
3
1 ,10
1
0. 08
L3 5\1 0.6 \,‘
sy 0.4
0.2 0.2
] 0
0.2 02
04 0.4
v
-6 J“ 0.6 ”’
08 0.8
g 25 3 B 4 3 5 3 35

FIGURE 7.13 — partie réelle de E, FIGURE 7.14 — écart des E,



qi
€0

ks

masse des électrons
charge des électrons
masse des ions

charge des ions

0.91094 x 1030 kg
—1.6x1079C
1.6726 x 102" kg

1.6 x 107 C

permittivité électrique dans le vide | 8.85 x 1072 Fm™!

constante de Boltzman

1.381 x 1078 JK!

Parameétres du plasma

Whe

wpi

fréquence plasma des électrons

fréquence plasma des ions

Fréquence collisionnelle

Ap

A

Ve

longueur de Debye

Volume de la sphére de Debye

fréquence collisionnelle

Fréquences cyclotroniques et fréquence hybride

wce

Wei

WLH

fréquence hybride

fréquence cyclotronique des électrons

fréquence cyclotronique des ions

lec|B
Me

lalB
my

\ WeeWei

L’amortissement Landau
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2kgT
Ve | Vitesse d’agitation thermique des électrons =
Me
9 Y ~ k .
Kk | composante du vecteur d’onde k paralléle a B = ( k mode de Fourier)

7.3.2 Valeurs numériques

Les données sur © sont inchangées par rapport au paragraphe précédent,
la dimension du tore est alors proche des tokamaks Tore Supra ou JET
encore en activité. On considére un plasma de densité des particules constant
ne(R,Z) = ni(R, Z) = Nyae = 10 m~3. On obtient alors pour les fréquences
plasmas :

wpe = 1,7827 x 10" rad/s et wy; ~ 4,1638 x 10° rad/s. (7.21)

On suppose que l'intensité du champ magnétique externe est constant et a
valeur By = 3.2 T et la température cinétique kg7 = 1.6x10710J = 103eV =
1keV. Les fréquences cyclotroniques sont alors données par

Wee = 5,6202 x 10" rad/s et wy =~ 3,0659 x 10°rad/s. (7.22)
Auquel cas, la fréquence hybride vaut
wr ~ 1,3127 x 10" rad/s. (7.23)

D’ou la fréquence de 'onde w = Awry avec A compris entre 0,1 et 10 que
I'on précisera pour chaque simulation. Enfin on suppose que la densité de
courant J, = (0 0 1)T correspondant au champ électrique excité a 'antenne.

Au sujet du paramétre de régularisation s, un deuxiéme test similaire a
été effectué avec le tenseur diélectrique K définie au chapitre 2 et un second
membre du méme ordre que celui de la FVMA (2.61)-(2.62) afin de trouver
une valeur de s optimale [8]. On donne dans les tableaux suivants l'erreur
relative ||e||/|| Eez|loq en fonction des différents valeurs de la partie réelle et
imaginaire de s pour, respectivement, h = 0.04, 0.02 et 0.01.
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Re(s) =0.01 | Re(s) =0.1| Re(s) =1 | Re(s) =10
Im(s)=—001| 6x103 | 5x107® |54x1073| 7.7 x 10-3
Im(s) =—-0.1 6.2 x 1073 6 x 1073 5.6 x 1073 | 7.7 x 1073
Im(s)=—1 | 6.7x107% | 6.6x1073 | 6.2x107%| 7.7 x 1073
Im(s)=—10 | 88x107% | 88x 107 |8.6x 1073 | 8.8 x 1073
Re(s) =0.01 | Re(s) =0.1| Re(s) =1 | Re(s) =10
Im(s)=-0.01| 1.8x 1073 14x107% | 1.2x107% | 2.1 x 1073
Im(s)=—01 | 22x10% | 21x1073 | 1x107® | 2.3 x 1073
Im(s) =—1 2.6 x 1073 26x 1073 |24 x 1073 | 2.7 x 1073
Im(s)=-10 3.5 x 1073 3.5x107% | 34x1073| 3.6 x 1073
Re(s) =0.01 | Re(s) =0.1| Re(s) =1 | Re(s) =10
Im(s)=-0.01| 2.6x 1073 26x 1073 | 25%x 1073 | 3.9 x 1073
Im(s)=—01 | 2.8x107% | 27x1073 | 2.6x 1073 | 4x 1073
Im(s) =—1 3.x 1073 26x 1073 |23 x107* | 41x 1073
Im(s)=—10 | 48x107% | 48x 1073 | 4.6 x 107% | 4.8 x 1073

On constate qu’il n’y a pas de valeur optimale fixe de s pour laquelle 'erreur
relative en norme L? soit minimale pour tous les pas de maillage. Cependant,
lorsque |Re(s)|, ainsi que [Im(s)|, est compris entre 0.01 et 1, Pordre de
Ierreur différe peu. Dans la suite, on choisit de prendre s égal a 1 — 1, elle
vérifie bien 'hypothése du théoréme 3.6 sur ’existence et 'unicité du solution
du probléme Full-Wayve.
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FIGURE 7.15 — nombre de points par longueur d’onde

7.3.3 Illustration numérique

Lorsque 1’on discrétise un probléme de propagation d’onde par une mé-
thode d’éléments finis, afin d’évaluer au mieux la solution, la taille maximale
d’une maille doit prendre en compte la longueur d’onde de cette derniére. En
effet, il est préférable d’avoir au moins une dizaine de points par longueur
d’onde comme le montre la figure 7.15. Dans le cas de la simulation Full-
Wave, la longueur d’onde en question est de 'ordre d’au moins une dizaine
de centimétres (i.e. 0,1 m), on considére le quatriéme maillage, a savoir un
pas de maillage h = 0,01 m. La matrice du systéme linéaire (5.16) est alors de
taille d’environ 100000. Une méthode directe, plus précisement la méthode
d’élimination de Gauss [48], est utilisée pour résoudre le systéme.

On analyse alors les parties réelles des composantes du champ électrique
pour plusieurs valeurs du mode de Fourier k£ et de fréquence w suivant ’ac-
cessibilité de 'onde électromagnétique. On se place dans le premier cas de
densité des particules, & savoir constant dans tout le plasma.



On a présenté ici le cas w = wpy/2 pour k = 200, on a

S ~ 0.69+1.32x107%
8.62—928 x 10771

D
P, ~ —=736+0.154.

Q

On étudie alors accessibilité de 'onde. On a

D
\/§+ﬁ

2

S+2 VSD + =
V@ tDP P

n

1.154

0.923

2.285,
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(7.24)
(7.25)
(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

ot n est calculé sur 'antenne. Comme |n| > V'S + \/%—P, on est dans un cas
d’accessibilité stricte et I’on observe un phénoméne de pénétration de ’onde.
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FIGURE 7.17 — partie imaginaire
de ER

FIGURE 7.19 — partie imaginaire
de EZ

,10° :

FIGURE 7.18 — partie réelle de E,

FIGURE 7.21 — partie imaginaire
FIGURE 7.20 — partie réelle de Fy de B,
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Lorsque w = wry et k = 550, on a

S ~ 1+2.64x10% (7.30)
D =~ 43+212x107" (7.31)
P, ~ —183+0.03. (7.32)

Au niveau de 'accessibilité de 'onde, on a

D

VS4+ — = 1318 7.33

V—P (7.33)
D D?

S+2 Vs + = 1.08 (7.34)
V—(c+1)P =P

n” = 1.57. (735)

Comme |nj| > VS + \/%—P, on est de nouveau dans un cas d’accessibilité
stricte mais l'on observe que la propagation de I'onde dans le plasma est
moindre par rapport au cas précédent.
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FIGURE 7.23 — partie imaginaire

FIGURE 7.22 — partie réelle de Fy do E
R

FIGURE 7.25 — partie imaginaire
de EZ

FIGURE 7.27 — partie imaginaire
FIGURE 7.26 — partie réelle de Fy de B,
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Lorsque w = 2wpg et k = 200, on a

S ~ 1.07+83x10"s (7.36)
D =~ 215+58x107%: (7.37)
P, ~ —45+3x107%s. (7.38)

Au niveau de 'accessibilité de 'onde, on a

D
VS+ —— = 1357 7.39
J_P (7:59)
D D2
S+2 VS + — 1.115 (7.40)
V—(c+1)P =P
n|| = 0.57. (7.41)

Comme |n)| < /S + 2% + L% on est dans un cas d’inaccessibilité
—(O

stricte et 'on observe une absence de pénétration de 'onde. On parle alors
de phénoméne de réfraction.
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FIGURE 7.28 — partie réelle de Er FIGURE 7.29 — partie imaginaire

de ER
_ 1 '
Y 0.5
- iy
%R o il
LR Q
<
=4-0.5
X
3 - a2
EH Py &1
274
b ﬁﬁ"’ -1.5
?A ok
/ 2 i
2.5

FIGURE 7.31 — partie imaginaire

FIGURE 7.30 — partie réelle de E,
de EZ

FIGURE 7.33 — partie imaginaire
FIGURE 7.32 — partie réelle de F, de E,



107

F1GURE 7.34 — profil radial de la densité des particules dans un tokamak

7.4 Simulation Full-Wave : un deuxiéme profil
de densité

7.4.1 Variation de la densité

On étudie ici un deuxiéme profil de densité des particules qui se rap-
proche plus des expérimentations réelles ou la densité peut étre décrite dans
une section du tokamak simplement en fonction du rayon du plasma R, on
parle alors de profil radial [18|. On considére que la densité, ainsi que la tem-
pérature et la pression, maximales au centre du plasma et décroissant vers
le bord de la décharge comme illustrée sur la figure 7.34. Pour approcher
au mieux cette description, on suppose que la fonction n. décroit de facon
parabolique a partir du centre de jusqu’au bord de celui-ci ou la densité
est proche de zéro sans jamais étre nulle. En effet, si elle était nulle en un
point du tore, les fréquences plasmas décrites ci-dessus seraient nulles et les
hypothéses du théoréme 3.6 ne seraient plus garanties. Si d est la distance
d’un point du section du tore a son centre alors on a

d* = (R — Ry)* + Z*.
Soit € > 0 tel que € < 1, on prend alors comme densité
ne(R, Z) = gz [(1 — ) (1 = (R — Rp)* — Z%) + €.

De 14, on peut calculer successivement les paramétres numériques dépendant
de cette derniére ainsi que leurs dérivées partielles. Or les seuls paramétres
utilisant n.(r) sont a(r),wpe(r) et wyi(r). Si le champ B est uniforme alors
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les fréquences cyclotroniques sont constantes : wee(r) = wee €t Wei(T) = Wei-
On rappelle qu’on a

Qe qi
e t 7 = e . 742
L Vo) et wulr) = L /nr). (42)

Wpe(T) =

S

Remarque 7.2. On n'utilise que leur carré dans les coefficients S, D et P.

Il nous reste a exprimer «(r) = w + w,(r) en fonction de n.(r), on a

ve(r) = In(A(r))wpe(r) avec A(r) =4r

A(r) @ ne(r)
_ q. (cokgT)*? 1
o AwedkpTd2/m. [ID(MT) 2 tn(ne(r))]ne(r).

[

(éol{iBT)g/Q 1

On calcule maintenant les dérivées partielles des coefficients de la matrice
K(R,Z) pour exprimer divy Ku. D’aprés (4.3), on a

1 O(RSur —1RDuy) N 0(tDug + Suz) 1k

: _1 - . (74
lekK’U, R OR 07 +RPLU¢ (7 3)

2
a
Ainsi, pour exprimer 7. et R il suffit de calculer 7. et (9p ® en fonction

on,

de

(0 - étant OR ou 0Z). On a

o -
8512)8 = @ % avec s = e ou 1,
. EoMis .

Jda aVc q4 8ne

- - - - 1 1 e ;

o - Za } ZgﬁgngT?,/Q /—me( + In(n )) o -

avec

on.
8R = —nmaw(l — E)Z(R — RQ),
on.

= — 1—¢)27.
8Z nmaw( 5)
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On a donc
a8 _ 10a wr (R, Z)
?(R’ Z) = S wa - - (aQ(R, Z) — Wes (7.44)

2
Owg s

AR Z) ~ (FE(0P(R,Z) — W) — 25, (R, Z)a(R, Z2) 5
2 ( (02(R, Z) = w2,)? )

W
s

s (02(R, Z) — w2) — 202 (R, Z)o(R, Z)22
(OéQ(R, Z) - wgs)2
oud, =—1letd =1. (7.45)

oD Wes
a_(R7Z) - Zs:ésw

Lorsque w = wr g /2, les parties réelles des coefficients S, D et Pp définis dans
(7.24)-(7.26) vérifies bien la proposition 6.9 et on a T = min{S, D} = S.
On représente alors les composantes R, Z, ¢ du champ E pour un mode de
Fourier k£ = 100.
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FIGURE 7.36 — partie imaginaire
de ER

B L

4

ol

s

FIGURE 7.38 — partie imaginaire
de EZ

FIGURE 7.40 — tie i inai
FIGURE 7.39 — partie réelle de Ey de E, partie 1maginaire
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7.4.2 Influence des paramétres sur 1’accessibilité

On rappelle la composante paralléle du vecteur d’onde :

ky(r) = (7.46)

k

7
ck

L’indice de réfraction donne alors nj(r) = —. L’évolution de I'accessibilité

dépend alors du mode de Fourier k et de la fréquence w. En effet, si ’on sup-
pose w constante alors, lorsque le mode de Fourier £ augmente, n augmente
et I'accessibilité croit. Nous allons confirmer ce résultat par des tests numé-
riques oll w = wry. Les figures 7.41-7.46 montrent clairement une évolution
de la pénétration de 'onde lorsque 'on augment k.

Dans le méme registre, on suppose k constante et I'on fait varier w. Il est
clair que lorsque w augmente, ’accessibilité décroit cette fois-ci. On considére
le résultat numérique de la figure 7.46, i.e. k = 150 et w = wry/2, ou l'on
a un cas d’accessibilité stricte. On représente les mémes résultats lorsque
w augmente afin d’observer une décroissance de ’accessibilité. Cette fois-ci,
nous observons dans les figures 7.47-7.52 une décroissance de la pénétration
de 'onde lorsque w augmente.

Enfin, pour chaque fréquence w choisie, nous avons remarqué qu’il existe
un mode de Fourier optimal tel que 'onde émis par 'antenne pénétre au
maximum dans le plasma.

w wLH/Q WrH QWLH SwLH

k optimal | ~ 200 | ~ 300 | ~ 520 | ~ 700
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FIGURE 7.41 — partie réelle de Fr

pour k = 100

+1-0.01

-0.02

-0.03

FIGURE 7.43 — partie réelle de Fy

pour k =125

0.02

0.01

-0.02

FIGURE 7.45 — partie réelle de Fr

pour k = 150

0.03
0.02

+10.01

i -0.01

-0.02

-0.03

-0.04

FIGURE 7.42 — partie réelle de E

pour k£ = 100

1

[

[ 2
o)

"m

0.z 2 »ﬁ‘ !

: -

-0.2 9.: }

" * *

0.6 5 ’

0.8

o 25 3 35 4

0.02

0.01

:1-0.01

-0.02

-0.03

FIGURE 7.44 — partie réelle de F

pour k = 125
1
0s
[N
04
0.z
0
0.2
04
-0.6
-0.8
g 25 3

FIGURE 7.46 — partie réelle de F,

pour k = 150
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0.8 001 [X3
: 0
- -0.01 =
E: 25 7 35 . .-0.02 ) % -
FIGURE 7.47 — partie réelle de Er FIGURE 7.48 — partie réelle de F,
pour w = 0.5wry pour w = 0.bwry
i N : 0.1
04 04 %\, 0 05
0.2 nz *.‘
0 0 ':! 0
0.2 02 - -0.05
04 4 i
0.8 08 - -0.1
-0.15
FIGURE 7.49 — partie réelle de Er FIGURE 7.50 — partie réelle de F
pour w = wry pour w = wry
0.8 0-4 ng Q
£
04 0_2 04 ‘% !
0.2 02 “é- |
0 Y
0 0 g_‘-!
02 -0:2 1.2 ‘::
04 -4 7 [
08 'O 4 0.6 '“i
“ 0.6 '
FIGURE 7.51 — partie réelle de E FIGURE 7.52 — partie réelle de F,

pour w = 1.bwry pour w = 1.bwry



Chapitre 8

Résolution du systéme linéaire de
type point-selle généralisé

Le but de ce chapitre est de montrer comment résoudre les systémes
linéaires dits de type point-selle

A CH u f

Cc 0 P g

avec A € M, (C) et C € M,,,(C). On s’intéresse a une méthode itérative en
particulier, la méthode GMRES, proposé dans [50], qui sera ensuite précondi-
tionnée. On rappelle d’une part les notions de bases des méthodes itératives
de type Krylov pour présenter la méthode GMRES. Et d’autre part, on étu-
die des préconditionneurs adaptés a la résolution des équations des fluides
incompressibles qui donnent lieu au méme type de systéme que la simulation

Full-Wave.

8.1 Classification du probléme

Lorsque A est hermitienne définie positive alors le systéme (8.1) devient
un probléme d’optimisation avec contrainte :

1
min J(u) = EuHAu—fHu (8.2)

tel que Cu = g.
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Une solution (u*,p*) de (8.2) est alors un point-selle du lagrangien
1

d’ou l'appellation de ce type de systéme.

Dans la littérature, lorsque la matrice A n’est pas hermitienne, on parle
d’un probléme de point-selle généralisé, ce qui est le cas pour le systéme
(5.16) de notre simulation Full-Wave. Les articles correspondant aux pro-
blémes de point-selle traitent généralement le cas hermitien, on cite alors,
pour le cas non hermitien, l'article de Ciarlet Jr., Huang et Zou [23] ou en-
core le systéme matriciel des équations d’Oseen (correspondant aux équations
de Navier-Stokes linéarisées) [30]. Une bonne référence regroupant tous les
cas est 'article de Benzi, Golub et Liesen |10].

8.2 La méthode GMRES

On s’intéresse ici & une méthode de résolution du systéme (8.1). Lorsque
la taille de la matrice A est modérée, une méthode directe [20] reste fai-
sable, sinon il serait plus convenable d’utiliser une méthode itérative. On
rappelle qu'une méthode itérative consiste & construire une suite de vecteurs
(x,,) convergeant vers x la solution du probléme. En particulier, on consi-
dére une méthode itérative dite de type Krylov, en particulier la méthode
GMRES qui est adaptée a notre systéme linéaire (5.16) car elle ne requiert
pas que la matrice du systéme soit hermitienne définie positive contraire-
ment aux méthodes itératives classiques telle que la méthode du gradient
conjugué. Le terme GMRES provient de Generalized Minimum RESidual
et cette méthode a été proposé par Saad [50] en 1986. L’idée consiste a
calculer une solution approchée sous la forme x,, = g+ d ol xy est un
vecteur initial et 4 un vecteur appartenant au m-iéme espace de Krylov
K,,(A b) = Vect{b, Ab, A’D, ..., A" 'b}. A l'aide du processus d’Arnoldi,
on peut générer une base orthonormale v, ..., v,, de cette espace. On exprime
alors x,, dans cette base : x,,, = ¢o+V,,y,, ou V, & C"™ la matrice formée
des vecteurs v, ..., v,,. L’algorithme d’Arnoldi permet de calculer une ma-
trice de Hessenberg supérieure H,, € C™)*™ telle que H,, = VI AV .
Soit 7, := Az, — b le résidu a 'étape m, la matrice V. étant orthogonale,
on a

7l = Ly, — Besllo,
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ou 5 = ||roll2 et e = (1,0, ...,0). On calcule alors y,, de telle maniére & ce
que le résidu soit minimisé, ce qui revient a résoudre un probléme de moindres
carrés. L’algorithme GMRES se résume comme suit :

1. Choisir x.
Calculer ro = b — Az, B = ||ro]]2 et v1 = 7ro/5.

2. Processus d’Arnoldi (Gram-Schmidt classique).
Pourt=1,2,....m

w = Av;

Pour k=1,2,...,1
hy; =< w,v; >cn avec < -, >cn le produit scalaire standard,
w=w — hy, v
hivii = ||wl2,
Vit1 = w/hi+1,i-

3. Probléme de moindres carrés
Emy - /661”2 = ||Emym - 661”2'

4. L’approximation de la solution

minyeR'm

On peut faire une estimation du taux de convergence de la méthode GMRES
a l'aide du conditionnement et des valeurs propres de la matrice A. En effet,
la solution approchée x,, appartenant a xy+K,, (A, b), elle peut donc s’écrire
sous la forme

T = T + Gm—1(A)70
ol ¢y,_1 est un polynome de degré m — 1. On a alors

Irmll> = |l AZm = bllo = min = [lAz = bfl,.

o +Km, (Avb

Or A(xo + ¢n-1(A)ro) — b= Axy — b+Agn,_1(A)re. D’oi
—_—

0

[[7mll2 = Inin [p(A)rol |2

avec II,, 'ensemble des polynéme de degré m qui vaut 1 en 0. Supposons
alors que A est diagonalisable, i.e A = XDX ! avec D = diag()\;), la
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norme du résidu satisfait alors

HrmHz = pfélﬁ{ln|!p(é)7“o\|2

IN

min || Xp(D)X |20l
pGHm

< (| Zll> min [[p(D)|l2l| X []2] o[-
PElm
= |Iroll=[12 [l 2~"[]> min max [p(A;)]. (8.4)
pEllyn  Aj
Définition 8.1. Soit ||-|| une norme matricielle, on appelle conditionnement

d’une matrice inversible M, la valeur
cond(M) = || M]|.||M""].

Cette valeur permet de mesurer 'amplification des erreurs d’arrondi au
cours d’un calcul [20]|. L’inégalité (8.4) contient le conditionnement de la
matrice X.

Propriété 8.2. Pour tout matrice inversible M € M,,(C), on a

- cond(M) > 1,
- cond(M) = cond(M ™),
- cond(M) = cond(aM) Va € C*.

On dit qu’une matrice est bien conditionnée si son conditionnement est
proche de sa valeur minimale 1.

8.3 Préconditionnement

On traite dans ce paragraphe, la notion de préconditionnement d’un sys-
téeme linéaire qui permet d’accélérer considérablement la convergence des
méthodes itératives de Krylov et de les stabiliser.

Soit P une matrice inversible, on considére le systéme linéaire

AP 'z’ = b, (8.5)

avec ' = Px qui est équivalent au systéme (8.1) de telle sorte que la matrice
du systéme (8.5) soit plus facile & inverser numériquement. La matrice P est
appelé préconditionneur (& droite) de A
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Remarque 8.3. Le préconditionneur & gauche est celui qui est le plus cou-
ramment utilisé et le systéme se transforme en

P Az = P'b. (8.6)

Plus généralement, un systéme linéaire peut étre préconditionné a la fois a
droite et a gauche :

P 'AP;'z = P;'b. (8.7)

Nous allons étudier un préconditionneur convenable & notre systéme li-

1
néaire (5.16). Pour cela, on écrit A, = H, + N, ou H, = 5(45 + A

1
est la partie hermitienne de la matrice A, et N, = E(AS — A") sa partie

A, B"
anti-hermitienne. On rappelle que A, = une matrice carrée

B 0

de taille m.
On s’intéresse alors & deux types de préconditionneurs [30] : soit C est un
préconditionneur hermitien du complément de Schur BHS_IQH, on pose

P, = et P,, = o , (8.8)

respectivement, le préconditionneur diagonal par bloc et le préconditionneur
triangulaire par bloc. Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 8.4. Les valeurs propres de la matrice A, du probleme Full-
Wave préconditionnée par P,, (i = 1,2) se situent dans un rectangle de taille
indépendant de h et ne contenant pas 0.

L’inégalité (8.4) montre clairement le lien entre la convergence de la mé-
thode GMRES et la localisation du spectre de la matrice A. On suit alors le
méme raisonnement que dans [42] pour les équations d’Oseen. Dans ce der-
nier, la matrice hermitienne correspondant a H , est supposée définie positive,
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ce qui ne est pas forcément dans notre cas : en effet, soit z € C™ corres-
pondant 2 la discrétisation d'un v, € X" ¢ X(K,Q), i.e. v, = Ef’i\[{” 2i0;,
on a

2

2"H z = ||rotv.||2 + Re(s)||div Kv.||3 — w—QRe[(K'vZ | v.)].
¢

Cependant, on a

Lemme 8.5. Si P est un préconditionneur de M alors aP est un précon-
ditionneur de la matrice aM pour tout o € C*.

En 'occurence, on choisit o =1 et on a

Proposition 8.6. La matrice hermitienne H, = 1N, = s[A,) + (1A)"]
est définie positive.

Démonstration. Soit z € C™\ {0}, on a
2

ZMH 2 = —Tm(s)|| div Kv.|]2 + = Im[(Kv. | v.)]. (8.9)
C

Or —Im(s) > 0 (cf. théoréme 3.6) et le lemme 3.11 montre qu'il existe ¢ > 0
tel que Im[(Kv, | v.)] > ¢||v.||3. On a donc 2 H .z > 0. O

Dans la suite, afin de ne pas alourdir les notations en mettant des "tildes"
sur toutes les matrices, on suppose que la multiplication par ¢ a été effectuée.
On pose S, = B_A;lﬁH le complément de Schur de la matrice A, le résultat
suivant permet d’exprimer les valeurs propres du systéme préconditionné par
rapport aux valeurs propres de la matrice Qs_lﬁs.

Proposition 8.7. Soient y' € C, i = 1,...,m les valeurs propres de la
matrice Qs_lﬁs alors :
. 1Eo
- A P! admet comme valeurs propres {1} U Uz:l{Ts}
- APy admet comme valeurs propres {1} U {p’}
avec ol une racine carrée compleze de 1+ 4y’

Démonstration. Soit A une valeur propre de A P! et v son vecteur propre
associé, on a alors ASB_IU = \v. En posant u = P~ 'v, on a A.u = \Pu.

Pour P = P, A vérifie alors
A, B" Uy A, 0 U
= (8.10)
E 0 U2 0 Qs U2
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Auy+BMuy =M A,
=
Bu, —AC,us
)
Bu; + BA;lﬁHug = \Bu,
=
Bu, = \C,u;
)
Su; =(A—-1)Bu,
=
Bu, =\C,u,

\

= §S'U,2 = ()\ — 1))\QS'LL2

Soit p une valeur propre de C;'S,, alors elle vérifie

1+
p=AA—1)=r=-—"2

avec ¢ une racine carrée complexe de 1+ 4u. D’autre part, il est clair que 1
est une valeur propre de A P~ associé au vecteur propre (u; 0)7 quelque
soit uq.

Pour P = P, X vérifie alors

BH u, A BH U,
=\ (8.11)

Ug

oo
S
§
o
|
Q
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Au; +B"uy =M A,u+ 2 \B"u,
=

Bu, = —-AC,u,

)

Bu, + BA;'B"u;, = \Bu, + \BA_'B"u,
=

Bu, = —)\QSUQ
=

Bu, = —)\QS’UQ

\
= Su;=\C,us; si\#1
La valeur propre p de C;'S, vérifie alors
= A

et 1 est valeur propre comme avant. O]

Il ne reste donc plus qu’a montrer que les p% sont bornés indépendament
de h. Pour cela, on utilise le lemme suivant [42].

Lemme 8.8. (Bendizson) Soit M une matrice carrée & valeurs complezes
de taille m, on note sa partie hermitienne H et sa partie anti-hermitienne
N. On suppose que :
- la matrice P est hermitienne définie positive de taille m telle que 'on
ait Vz € C™\ {0}

"Hz < t 0 < 12N>
e —
zH Pz g L zHi Pz

N

< < 0y (8.12)

-\ est une valeur propre de la matrice P~'M.
Alors on a

11 < Re(A) <y et § <Im(N) < d. (8.13)
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Démonstration.

Mz = )\Pz
= 2IMz=)\2"'Pz
L Mz
zH Pz
2PHz + 2Nz

=xeC
= 21Ps €

Comme H est hermitienne et IN anti-hermitienne, on a
H H
z"HzeR et z"NzeciR. (8.14)

Comme 2Pz € R (car P hermitienne) et avec les inégalités (8.12), on a
bien

71 < RG()\) <7y et 51 < ]m()\) < 52.
O
Proposition 8.9. On pose ﬁs = ﬂ;1/2ﬂsﬂ;1/z. On suppose qu’il existe
v > 0 indépendant de h tel que | IN|| < v et que le préconditionneur hermi-

tien C vérifie

2ZPBH'BY 2
< —f — < 8.15
B 2IC 2 B2 (8.15)

avec (31 et (o strictement positives et indépendant de h. Alors les valeurs
propres pi’ de Qs_lﬁs de la proposition 8.7 sont contenues dans un rectangle
du plan complexe de taille indépendante de h et ne contenant pas 0.

Avant de démontrer la proposition, on va montrer que v = KT(! (cf.
lemmes 3.8 et 3.11) vérifie I'hypothése ||IN,|| < . On va montrer d’abord
que 127N 2z <y2z"H 2 Vz € C™. En effet, on a

2
K* (2" Hz = —K*¢m(s)||div Kv. |2 + S K¢ m|(Ko. | v.)]
C

B ) w2 (.4)2
> K ()] div Ko+ S5 K oul 2 K o}
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et

2
12PN,z = —Hrotvzﬂg—Re(s)HdivazHg—i-%Re[(ﬁvz | v,)]
¢

S
318 2 - 2, Wy 2wy 2
< —llrotw.fly — Re(s)|| div Kv:[ly + —5 K vy < — K7 [[v:]fo.

On a alors 12" N 2 < Kt("'2"H 2 Vz € C™. En posant y = H'?z, on
en déduit que
YNyl < K¢ 'y"y vyeCm (8.16)

Comme NN, est anti-hermitienne, elle est diagonalisable en base unitaire et
elle peut s’écrire sous la forme

N, =1UAU" (8.17)

ot A, est une matrice réelle diagonale et U une matrice unitaire. La majo-
ration (8.16) s’écrit alors

ce qui est équivalent a |\;| < K¢~ pour tout i. On a alors

<KUY i v = Uy e

Ny = y"N.N.y=y"UAU"UAU"y
= wlA’w = Z M| w; [?

< (K*¢H Z|wz|2 (K¢ |yl

On a donc bien ||N,|| < K¢

Démonstration. On va appliquer le lemme de Bendixson aux matrices P =
C.et M =S, i.e. on va montrer que les f; sont bornés. Soit D, la partie
herrmtlenne de S, = BA_IBH et on pose N N =H; 1/2N H 1/2 on a

D, = (S, +8

1
= ;BA +A)B"

1
= 3BA (A, + ADA"B"
— BA'H A;"B".
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OrA;'=(H,+N,)'=H;Y*(I+N,) "H".

=D, = BH;Y*(I+N,)'(I+N, "H;'/*B"
- BH'?(I+N,+N. +N'N)"'H'/*B"
=0

On considére le quotient de Rayleigh Vz € C™ \ {0}

"Dz  zM'D.z Z'BH_'B"z

2HC.z zHBH_'B"z 21C.z

Il suffit de montrer que les deux quotients du terme de droite sont bornés.

Le second quotient 'est grace a I'hypothése (8.15). Il reste a montrer que
H
z"D. z

2HBH;'B"2

est borné, on a

"D 2 B ZHBHS_1/2(l+ﬂfﬁs)_lﬂs_l/2§HZ
2HIBH.'Bz 2l BH;'B" > '

¥ o H
On pose w = ﬂ;l/ZﬁHz et comme N, = —IN_ , on obtient

28D 2 B wH(l—ﬁi)_lw (8.18)
zfBH'B"z whw ' ‘

La matrice IN étant anti-hermitienne, son carré est une matrice hermitienne
définie négative. On a

wi (I — NQ)’w w? N’ w
— =1-———>1 VYweC"\{0}. 8.19
L1 LY ) vweCm\ {0 (819)
En posant y = (I — ﬂi)*l/sz
H(f _ N°)-1 H
w( H—s) Yo YY1 vwerm\{0}. (820

Et comme ||N,|| <, on a, a l'aide de I'inégalité triangulaire

1 yy
< v Yy € C™\ {0}. (8.21)
L+ yi(I - Ny



On obtient alors

b1 2"D z

< [y VzeC™\{0}.

<
14++2  2HC.z

Pour la partie anti-hermitienne E_, on a

E. =

S

D’ou

1zVE2 1 2"'Ez 2'BH_'B"z

1
—(§.— 81

2 (—8 —S )
1Ba - a7)B"
2 S S

1

§B_A;1(Af —A)A"BY

—BA;'N A "B"
_E(ES + ﬂs)_lﬂs(ﬂs + ﬂs)_HﬁH

~BH'?(I+N,)'N,(I+N,) "H;'/?B".

128C,z 1 2BBH'B"2  21C.z

Le quotient de droite est borné (cf. (8.15)). Pour celui de gauche, on refait

comime avant :

1 21E 2

1zHBH_'B72

ZBH;V*(I+N,)'N,(I+N,) "H;'/*B"2

125

(8.22)

- 1

w' N, w

=1BH,'B">

= 3 avec w=(I+N,) TH'?B~

wi(I+ N)(I+N,) w
w’ N w

w(L+ NN, Jw

(8.17) wHU_ASQHw

Cwl(L+UAU )w
A x

= 7

= — = avee x=U"w.

S al(L+A)x =

Or 'inégalité de Young nous donne

1
A < 5(1+A2) A €ER.

(8.24)

(8.23)
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On a alors

Az = > Nz}l
< 2:|)\u|$2
< |— 1+ZA 2|— H(L+ Al (8.25)
En conclusion, on a
2PE = A x 1

zHﬂS_IQHz‘ B |mH(l+A§)a:| Sy

62 ZHESZ 52
o P22 = o2
2 T ZHC .z~ 2

[]

On rappelle que les valeurs propres des matrices ASB;; pour ¢ = 1,2
sont respectivement

1j:0

{1}u U{ et {1}U{ui}. (8.26)

D’apres la proposition 8.9, ces valeurs propres sont contenues dans un rec-
tangle du plan complexe de taille indépendante de / et ne contenant pas 0. 11

X 140! A
nous reste donc plus qu’a montrer que les 2‘75 sont contenues dans un méme

type de rectangle. En effet, dans le plan complexe, on a

i 61 /82 /82
€l——. 0] x[-=, =
/’Ls [1+727/82] [ 27 2]
i 451
= 1+4pl e[l + Tfy?’l + 40, x [—202,20]
, 43
= [1+4u:>1
. 451 1/2
= > (1
1+

avec € > 0 indépendant de h. On a alors démontré la proposition 8.4.
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8.4 Implémentation du préconditionneur

Dans ce paragraphe, on va donner les expressions des préconditionneurs
P, i=1,2de la formule (8.8).

2 189

8.4.1 Préconditionnement de la matrice A,

On sait qu’une matrice est un préconditionneur pour elle-méme mais que
c’est trivialement inefficace a cause du cotit de calcul qu’il peut engendrer.
Alors dans les préconditionneurs P,., on remplace la matrice A, par une
matrice AS proche de A, qui est facile & inverser.

On décompose la matrice A, sous la forme A, = D, + E, + F_ ou D,
est la diagonale de A, E, sa partie triangulaire strictement inférieure et F',
sa partie triangulaire strictement supérieure. On considére alors les trois pré-

conditionneurs classiques suivants [48] qui sont assez faciles & implémenter ;

1. préconditionneur diagonal
Dans le cas ou la matrice A, est hermitienne définie positive, on prend

A, = D,. Sinon, on prend A\S = (dy) on dj; = (Z;‘:l a?j)l/2 avec a;;
les éléments de la matrice A,.

2. préconditionneur LU incompléte sans remplissage (ILU)
On calcule deux matrices L, et U, qui sont respectivement triangu-
laire inférieur et triangulaire supérieur, de sorte que le résidu R, =
A,— LU, posséde des propriétés données, comme celle d’avoir certains

coefficients nuls. On prend alors comme préconditionneur A, = L .U ..

3. préconditionneur de surrelaxation successive (SOR)
On prend A, = D, +vE, avec v le paramétre de relaxation. Lorsque
v = 1, le préconditionneur A, est aussi appelé Gauss-Seidel.

8.4.2 Préconditionnement du complément de Schur

On vérifie un résultat que 1’on a sur le complément de Schur des équations
de Navier-Stokes. Soit M, la matrice de masse de I'espace des multiplicateurs

de Lagrange : pi M ps = ||ps||§. On a alors la proposition suivante [15] :
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Proposition 8.10. Si les formes bilinéaires associées aur matrices H et
B vérifient les hypothéses du théoreme 5.2 de Babuska-Brezzi discret alors
il existe deux constantes strictement positives (31 et [y indépendantes de h
telles que

2"BH;'B" 2
2HM 2

b < < fa. (8.27)

Soient a(-,-) une forme sesquilinéaire hermitienne et coercitive sur un
espace W avec

aollolf = (v, v) > arlfoll?, Vo e W,

et l;(, -) une forme sesquilinéaire satisfaisant la condition inf-sup avec une
constante o > 0 :

b
inf sup @D s
4€Qvew [[v]lwlldlle

Soient W, et (), des espaces de Hilbert de dimension finie respectivement
inclus dans W et Q. On note W et Q) les espaces duaux de W, et @
avec (-, )w et (-,-)g leur produit de dualité respectivement. On définit les
notations suivantes :

— lopérateur A : W, — W, défini par

(Au,v)y = a(u,v), Yu,v € Wy,
— lopérateur B: W, — ()}, défini par
(Bu, ji)g = b(u, 1), YueW,, VueQ.
Lemme 8.11. On suppose qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

|1Bv|or < c||v|lw Vv € W, (8.28)

Alors le complément de Schur S = BZ‘EH vérifie

8 ~ o,
;HQHQ <(8¢,9)q < ?HQHQ‘ (8.29)
1 0
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~—1
Démonstration. Tout d’abord, 'opérateur A : W} — W, est bien défini
car la forme sesquilinéaire a(-, -) est hermitienne et définie positive. De plus,

on a BH : Qn — W, d’ou lopérateur S:Qn— @}, est bien défini. On a
~ ~ 1 ~H
(8¢,9)q = (BA B q¢,9)q
~1~H ~H
= (A B ¢,B qw

~1 ~

— (AA B¢ A B 9w

~—1 ~H
= [|[A B ||}

ol ||ul|; = (Au, u)y. On a alors

~—1~H
1A B qlf = sup S0
vEW,\{0} ||’UHg

= sup =
vewn\(0)  (Av, o)y

~H
B 2

— sup <—~ q, v>W ]
vew, \{0} (Av, v)w

Alors la condition inf-sup implique que

~ 52
(8a.0%0 > Z5lall3,
1

et ’hypothése (8.28) que

2
~ C
(Sq.9)q < —llallp-
ay
0

Il nous reste a appliquer ce dernier lemme pour démontrer la proposition
8.10. La forme sesquilinéaire associée a H , définie par (8.9), est hermitienne
et coercitive. La forme sesquilinéaire associée & B vérifie bien la condition
inf-sup et on a aussi :

|4y Bvi| = [b(vh, gn)| = [(div(Kvp) | gn)| < C*[Jvnllx|lgnllo-
On a alors trouvé un préconditionneur (hermitien défini positif) C, = M, du
complément de Schur BH ;* B qui vérifie 'inégalité (8.15) de la proposition
8.9. Dans la pratique, on prendra C; un préconditionneur de la matrice M,
qui sera du méme type que celui de C,.
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8.5 Reésultats numériques pour la méthode GMRES
préconditionnée

Nous allons effectuer une série de tests numériques sur la simulation Full-
Wave afin de valider la méthode itérative introduite dans ce chapitre. Une
étude comparative des cotits de calculs de la méthode GMRES avec précon-
ditionneurs sera présentée. Dans la suite, on note id, diag(i), ilu(i) et sor(i)
pour désigner la méthode GMRES avec le préconditionneur P, (cf. (8.8))
correspondant, respectivement, au préconditionneur identité (équivalent a
une absence de préconditionneur), diagonal, ILU et SOR avec le paramétre
de relaxation v = 1 (Gauss-Seidel). Tous les tests numériques utilisent le
critére d’arrét ||“7;fg““ < 1075,

Les tests Full-Wave qui vont suivre, reprennent les mémes paramétres
numériques qu’au chapitre 7 en précisant les valeurs des variables modifiées.

8.5.1 Choix du préconditionneur

Le premier test a été effectué pour la fréquence w = wpy et le mode de
Fourier £ = 300 dans le cas ot la densité est variable, avec un pas de maillage
h = 0.04. Les résultats des itérations de la méthode GMRES appliquée aux
différents préconditionneurs sont résumés sur le tableau suivant

préconditionneur | id | diag | ILU | SOR

P 80 | 70 | >100 | 25

=—1s

P,, 80 | 65 | >100| 20

On constate tout d’abord que le préconditionneur ILU n’est pas du tout satis-
faisant. Ce résultat provient du fait que ce préconditionneur est trés sensible
pour des matrices indéfinies [50]. Pour les autres cas, on remarque bien que
la méthode sans préconditionneur est plus cotiteux que la méthode avec un
préconditionneur. On note que le comportement des préconditionneurs P,
et P, sont trés proches. Néanmoins le préconditionneur triangulaire par bloc
P, est meilleur que la diagonal par bloc P, un argument est que les valeurs
propres du systéme préconditionné par P, (cf. (8.26)) sont contenues dans
les deux cotés du plan complexe séparé par 'axe imaginaire [30]. Toutefois le
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préconditionneur diagonal est simple & mettre en ceuvre et peu cotiteux mais
n’est pas efficace. Finalement, c¢’est le préconditionneur SOR qui fonctionne
relativement bien, résultats cohérents avec ceux obtenus dans [29).

8.5.2 Résultat sur 'optimalité

On s’attend a ce que la méthode GMRES préconditionnée par sor(2)
dépende trés faiblement de la taille du maillage, on parle alors de précondi-
tionneur optimal. En effet, I’étude spectrale effectuée au début du chapitre a
donné des résultats spectraux similaires a ceux des équations d’Oseen auquel
le préconditonneur était optimal [30]. On représente alors le nombre d’ité-
rations de la méthode GMRES préconditonnée par sor(2) pour les quatres
maillages décrits dans la section 7.2.1.

h=0.08 | h=0.04 | h=0.02 | h=0.01

sor(2) 20 30 46 72

Dans notre cas, on constate que l'on n’a pas d’optimalité. D’autres tests
avec différentes valeurs des variables w et k£ ont été effectué mais 'absence
d’optimalité était toujours présent. Par ailleurs, le nombre de degré de liberté
est multiplié par 4 lorsque l'on divise le pas de maillage par 2. Or le nombre
d’itérations de sor(2) augmente linéairement, d’environ 50%, quand h est
divisé par 2. Par conséquent, 'usage de la méthode GMRES préconditionnée
est justifié lorsque h est petit.
[’absence d’optimalité s’explique a I’aide de l'inégalité (8.4) :

|7ml]2 .
< X) min m 1.
||TOH2 | — cond(_) pEIIII:L )\?X ‘p(/\J)‘

En effet, nous n’avons pas déterminé cond(X). Cette derniére vaut 1 lorsque
la matrice du systéme linéaire A est normale (alors X est unitaire) mais ce
n’est pas le cas pour la matrice de notre probléme Full-Wave et ce condition-
nement peut augmenter lorsque h augmente. Cependant, on arrive & justifier
les résultats sur la dépendance de la convergence de la méthode par rapport
au variable w et k. Les tableaux suivants représentent le nombre d’itération
de la méthode GMRES(sor(2)) pour h = 0.02.
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W= WLy k=100 | k=150 | k=200 | &k = 250
nombre d’itérations 64 60 44 32
k =200 WZWLH/2 W=WrLH | W= 1-5WLH WZQWLH
nombre d’itérations 60 44 38 36

On constate que lorsque les variables w et k augmentent alors le nombre
d’itération diminue. Les raisons sont les suivantes :
Lorsque w augmente, le tenseur K tend vers la matrice identité et alors
A, tend vers une matrice hermitienne ce qui implique que cond(X)
diminue et tend vers 1.
Lorsque k augmente, les parties imaginaires des coefficents de A, aug-
mente donc A tend vers une matrice anti-hermitienne ce qui implique
que cond(X) diminue et tend vers 1.

8.5.3 Perspectives

On a montré que la partie anti-hermitienne de la matrice A, du systéme
linéaire du probléme Full-Wave est définie positive (cf proposition 8.6), ce qui
nous a permis de situer les valeurs propres de la matrice préconditionnée mais
¢’était insuffisant pour que le préconditionneur soit optimal. Le probléme
vient donc de 'absence de caractére hermitien et défini positif de la matrice
A, qui écarte notre probléme par rapport au cas classique des problémes
de point-selle généralisés. Parmi les idées envisageables pour contourner ce
piége, on pourrait étudier les valeurs singuliéres de la matrice A, plutot que
les valeurs propres ou utiliser une méthode de type splitting telle que le HSS
(Hermitian and skew-Hermitian splitting). C’est une méthode itérative in-
troduit par Bai, Golub et Ng en 2003 [7] dont la convergence a été démontré
pour des matrices non hermitienne définies positives. La matrice A, n’est
malheureusement pas définie positive. Cependant, il serait intéressant de sé-
parer la partie hermitienne et anti-hermitienne pour les préconditionner de
facons différentes.



Chapitre 9

Décomposition de domaine pour
la simulation Full-Wave

Le principe de la méthode de décomposition de domaine consiste & trans-
former un probléme donné en plusieurs sous-problémes de taille plus petite
afin de les résoudre en paralléle. Les références sont les ouvrages de Quarte-
roni et Valli [49] ainsi que celui de Mathew [42].

On distingue deux grandes catégories : les méthodes sans recouvrement et les
méthodes avec recouvrement. Plusieurs approches de décomposition de do-
maine pour les équations de Maxwell ont été développées. Pour la méthode
avec recouvrement, on cite par exemple les articles de Toselli [55], Pasciak
[45] ou encore celui de Benamou et Després [9]. On s’intéresse par contre
aux décompositions sans recouvrement lesquels sont étudiées notament par
Alonso et Valli [1][2]|. Plus précisement, notre travail est basé sur Particle de
Assous et al. [6] qui s’applique bien a notre probléme.

Une décomposition en n > 2 sous-domaines a été traitée, cependant on consi-
dére ici une décomposition en 2 sous-domaines pour simplifier. Les subtilités
entre le cas général et simplifié seront mis en remarque.

9.1 Le probléme Full-Wave généralisé décom-
poOsé

On considére le probléme général suivant qui découle du probléme Full-
Wave (2.50)-(2.52) :

133
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Trouver un champ FE vérifiant
2

rotrot E— —KE = f dans, (9.1)
c

div(KE) = g dansQ, (9.2)

Exn = 0 surdf. (9.3)

avec les seconds membres f et g supposés connus et, pour simplifier la ré-
daction, de régularité L?. On prend ce modéle qui a l'avantage de ne pas
différencier les conditions aux bords (I'y et I'c) et donc de ne pas alourdir
les notations. En pratique, on n’utilise pas de relévement pour résoudre de
probléme de Dirichlet non homogéne, donc ce qui suit est une justification
théorique.

On partitionne le domaine 2 en sous-domaines disjoints €2; et €25. On note
Iinterface ¥ = O N Qs et le bord extérieur I'¥ = I' N 99, pour i = 1,2. De
méme, soient E; la restriction a €; du champ E solution des équations (9.1)-
(9.3). On va alors le reformuler sous une forme équivalente. On s’intéresse
alors aux problémes suivants :

Trouver les champs E; (i = 1,2) vérifiant

w2

rotrot E; — —KE; = f, dans (),
c

div(KE;) = g¢g; dans ),
E,xn = 0 surl"

On rajoute a cela des conditions de transmission sur l'interface X sur les
champs E; et E,. Deux d’entre eux concernent, respectivement, la régularité
H (rot, Q) et H(div K, Q) des champs :

El XNy = —E2 X Ty et KEl N = —KEQ Ny (94)

Une derniére condition est nécessaire pour satisfaire ’équation (9.1) dans le
sens des distributions

rot E1 x ny = —rot E5 X ny (9.5)

oll n; est le vecteur normal de ¥ unitaire sortant par rapport a €2;. On note
le saut [F|y = F'; — F5 sur X et donc les sauts (9.4) et (9.5) s’écrivent

[Exnly=0 et [KFE -nly=0
rot E x nly, = 0.

—~
© ©
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9.1.1 Les formulations variationnelles décomposées

On introduit quelques espaces :

V, = {v; € H(rot,)|v; x nyp: = 0},
V? HO(r0t7Qi)7
xy = {peH'*(I)|¢=vxnsve Hyrot,Q)}.

Les caractéristiques de l'espace x% se trouvent dans [16]|17]. Il est clair que
@ le prolongé de ¢ € x¥ par 0 a 99Q; est la trace tangentielle d’'un champ
v; € V;sur 0Q; et donc @ € YTy, (cd. théoréme 1.11). L’espace Xg coincide
donc avec l'espace des traces tangentielles de V| et de V5 sur 2.

On note RV : x% — Hy(rot, Q) un opérateur de relévement tel que (RY ¢ x
n)jz = @ et R} ses restrictions sur €; i.e. R ¢ = RV .. On a une formu-
lation variationnelle du probléme (que 'on appelle FVD) :

Trouver E; € V;, (i =1,2) tels que

a(E;,F;) = Li(F;) VF, eV’ (9.8)
[Exnls = 0 (9.9)
ar(E1, RY @) = Li(RY @)+ La(Ry @) — as(Es, Ry ) Ve € x5 (9.10)

avec, en notant (vjw); == [, v - wdQ,
w2
c

Démonstration. Pour obtenir 'équation (9.8), on multiplie (2.44) par une
fonction test F; € V? et on intégre sur le domaine €; :

2
(fi| Fi); = (rotrotE;|F,),— —(KE,|F,), VF, eV’
C

2
= <I‘Ot Esz X ’I’I,>3Qi + (I'Ot Ez | rot Fz)z — (‘U—Q(K.EZ | Fz)z VFZ € V?
C

2
C
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La fonction RV ¢ appartient bien a H(rot,2), on pose alors

(FIRVp) = (fi|RV@)i+ (fo] RYp)2=Li(RY @)+ La(RY @)
2
w
= (rotrot B | R{ ) — =2 (EKE| R )

2
w
+(rotrot E; | Ry ¢)s — — (KE> | R3 )2

= a(E,,R}¢)+ (rot E;,R) ¢ x n)p1 + (rot E1, R ¢ x ny)s
+as(Ey, RY @) + (rot Ey, RY ¢ x n)r2 + (rot Ey, R ¢ X )5
a1 (E1, RY @) + ay(Es, Ry @) + (rot E, +rot Ey, o)x

a1(E1, RY @) + az2(E2, Ry ).

A
=)
~

-

]

Soient Y; = {q € H'()|qr: = 0} et Y = H}(€;). En introduisant le
multiplicateur de Lagrange pour la contrainte (2.45), on obtient 1’équivalent
de la FVMNA sur chaque sous-domaines (que 1'on appelle FVMNAD) :

Trouver (E;,p;) € V; xY;, (i =1,2) tels que

a;(E;, Fi) + Bi(Fi,p;) = Li(F;) VF;¢€ V? (9.12)
Bi(Ei,q)) = li(g) YgeY (9.13)
[Exn]s = 0 (9.14)
Bl = 0 (9.15)
ay(E1, Rip) + Bi(Rip,p1) = Li(Rip) + La(Rop) — az(Eq, Ryp) — G2(Ratp, p2)
Vo € xn (9.16)
avec
Bi(Es, pi) == —(KE; | gradp;);. (9.17)

Proposition 9.1. Si (E,p) est solution de FVMNA alors (Eq,,pgq,) et
(Eq,,pj0,) sont solutions de FVMNAD. Réciproquement, si (E;,p;) est so-
lution de FVMNAD alors (E,p), défini par Eq, := E; et pio, := p;, est so-
lution de FVMNA. En particulier, le probleme FVMNAD admet une unique
solution.
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Démonstration. Supposons (E,p) solution de FVMNA, on pose (E;, p;) =
(Ejq,,pi0,) (1 =1,2). On a (E;,p;) € V; x Y; et les équations (9.12)-(9.15)
sont vérifiées. Soit ¢ € x%, on considére la fonction RY ¢ définie dans la dé-
monstration précédente, on a a(E, RV ) + B(RV ¢, p) = I(RY ¢) si et seule-
ment si

Réciproquement, supposons (E;, p;) (i = 1,2) solution de FVMNAD, on pose

(Ebpl) dans €y,
(E,p) =
(Eq,pe) dans Q.

Les équations (9.14) et (9.15) impliquent que (E,p) € Ho(rot, Q) x Hj ().
Soit F' € Hy(rot,2), on pose ¢ = Fis € x%. On a (Fjo, — R/ ) € V7 et
on a

2
a(E,F)+B(F,p) = Y |ai(E; Fo, — R/¢)+ B(Fio, — R ¢,p)

=1

+ai(E;, R @) + B(RY @, p;)]
2

= Z[Lz‘(FIQi — R ) + Li(R )]
_ P, (9.18)
O

On s’intéresse maintenant a la FVA et 4 la FVMA pour la version dé-
composée.

Proposition 9.2. Les conditions (9.6) sont équivalents & la condition
[E]y, = 0. (9.19)

D’aprés le théoréme 3.6, la matrice K est continue sur I'interface 3. La
démonstration de la proposition se raméne au lemme suivant.
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Lemme 9.3. Pour tout x sur l'interface X2, on appelle T, le plan tangent
a X au point x. L’application

C* — CxT,Xx
v — (Kv-n(z),vxn(zx))
est bijective.

Démonstration. En dimension finie, il suffit de vérifier que son noyau est
réduit a 0. Comme v X n = 0 est équivalent & v = An avec A un scalaire, il
nous reste a montrer que A\ est nul.

Kv-n=v"K'n=vK"n=_n)"Kn. (9.20)
D’apreés le lemme 3.11, il existe une constante ¢ > 0 telle que

In”Kn| > ((nn) = (.
(9.21)

Ce qui donne

Kv n=0=\A=0=v=0.

On considére les espaces suivants :

W, = {v, € H(rot, ;) N H(div K, ;)|v; x np: = 0},
W? = HQ(I‘Ot,QZ)mH(dIVK, Qz) :XN(Ka QZ)?
W = {pe H D)= vg v e Xy(K, )},

Proposition 9.4. Il existe un relévement continu RY : x¥ — X n(K,Q)
satisfaisant (R @)z = ¢.

Démonstration. D’aprés la définition de Iespace x%', I'application trace 7 :
Xn(K,Q) — x¥ est surjective. Soit I'espace E C X y(K, ) 'orthogonal
du noyau de la trace, v : E — x% est alors injective : on a un isomorphisme
de E dans x¥. On prend pour RY la bijection réciproque qui est continue
par le théoréme de Banach-Schauder [14]. O

On note la restriction R} sa restriction sur €;. on obtient la FVA (que
I'on appelle FVAD) :
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Trouver E; € W, (i = 1,2) tels que

a;s(E, F;) = Li(F;) YF,e W} (9.22)
[E]s 0 (9.23)
ars(En, RY@) = Li(RY )+ Ly(Ry ¢) — az,s(Es, RY¢) Veexy

avec

2

ainsi que la FVMA (que 'on appelle FVMAD) :

Trouver (E;,p;) € W; x L*(;), (i =1,2) tels que

@ s(Ei, F;) + b;(F;,p;) = Li(F;) VF; €W} (9.24)
bi(Ei,q) = li(g) Vai € L*() (9.25)
Ely = 0 (9.26)
ars(E1, RY @) + 0i(RY @, p1) = Li(RY ) + La(Ry ) — a s(Es, Ry )
—by(RY @, pa) Ve €xy (9-27)
avec
bi(E;, p;) := (div K E; | p;);. (9.28)

9.1.2 Une formulation avec contrainte

On décide de prendre les sauts (9.6) comme contrainte [6], on définit alors
les espaces suivants :

W = {ve L*Q)|vj, € H(rot,Q;) N H(div K, Q)},
Wy = {veWlvxn=0surl}.

Les espaces W et W, s’identifient respectivement avec le produit cartésien
des X (K, ;) et W; = Xy (K,Q;) pour i = 1,2. On dualise les conditions
d’interface (9.6) en introduisant un multiplicateur de Lagrange A décomposé
en composantes normale et tangentielle. Le saut (9.6); appartient a x¥% C
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H7'2(%) et le saut (9.6), & H~Y2(X). On introduit alors I'espace SY C

H7Y2(%) x x%, I'espace d’arrivée de I'application

Wo = (H'2(2) % x3)

w — ([Kw-n],[wxn]).
Il s’identifie & ’espace d’arrivée des applications suivantes

Wi = (H2(8) x x3)

w — (Kw-n,wxmn).

La donnée des traces (respectivement des sauts) sous cette forme est équiva-
lente & celle des traces et sauts tri-dimensionnels grace au lemme 9.3. Il est
alors naturel de choisir A € (Sy). On va alors s’intéresser & une nouvelle
formulation (appelée FVMADL) définie sur le domaine décomposé :
Trouver (E,p,\) € W x L*(Q) x (S¥) tels que

Z (ais(Ei, Fy) + 0i(Fi,pi) + (Ao, [KF - n])s 4+ (A7, [F X n])s

= Li(F;), YFeW, (929
Zbi(Ei,qi) = Zli(ql-), Vqe L*9Q), (9.30)
(tin, [KE -nl)s + (ur, [E x n])s =0, Ype (Sg). (9.31)

Proposition 9.5. Le probléme variationnel mizte (9.29)-(9.51) est bien posé.

Démonstration. Les équations (9.29)-(9.31) peuvent s’écrire : trouver (E,p, A) €
W x L2(Q) x (S tels que
A(E F)+BFp N = L(F) YFeW,
B(E;qp) = Ugp) Y(gp) €L Q) x(Sy),

avec

2
A(EF) = {(rotEi|rotFi)—”—2(KEi\Fi)+s(dingi|divKFi),
- C

B(Bsq.p) = S (divKE: | q)+ {1, [KE - nl)s + (ur, [E x nl)s.

)
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Montrons d’abord la coercitivité de A, sur ker 5. On rappelle la norme sur
W,

][y, = Z [H%’H%%Qi) + || rot vi“%%ﬂi) + HdiVK’Uz‘H%%Qi) :

Soit v € ker B, elle vérifie en particulier
(tn, [Kv - n])s + (pr. [v x nl)s =0, Vpe (SY)"

Ce qui implique [Kv-n] =0et [v x n] =0, dou v € X (K, Q). Or sur
I'espace X v (K, ), la norme W est égale a la norme X y (K, Q) et la forme
sesquilinéaire A,(u,v) = as(u, v) est coercitive (cf. proposition 3.7).

On note § = SY. Pour montrer la condition inf-sup (3.10), on fixe (¢, ) €
L*(Q2) x S’ et on cherche v € W, tel que

1/2

B(v:q, ) > 8lvllwy (llall2: + [pl%) (9.32)

avec 0 indépendant de g et p.
On traite d’abord le cas de p : S étant un espace de trace, sa norme est

lells = inf{[lollw, : [Kv-n] = o, et [ x n] = ).

Par le méme argument que la proposition 9.4, il existe un relévement continu

de S dans W :

[Re xn] =@, [KRp-n]=g¢, et |[Reo|lw,<Cgllells

Par définition de la norme duale, on a

||pa||s = sup

(1, @)
ves |l

. (9.33)
S
On décompose S = ker pu @ Cepg, ont @, vérifie (u, ) =1 et ¢, L ker p, ce
qui entraine ||@g||s = . On introduit ensuite la forme linéaire continue

1
, Tealls?
l, sur W définie par

<luv ’U> = <Mn’ [KU : 'I’L]>§; + <MT> [v X n]>2 (934)

On a alors |[l,]|w;, < ||p]|s7. On introduit la décomposition W = ker(l,,) ©
Cwy, avec wy = agRp, et ap € C. On normalise wy par la condition
(s w0) = [|][%. On a alors (g1, apy) = ||l ce qui implique ag = || 3.
d’ou [[wollw, < Crl|plls'-
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Pour prendre en compte le multiplicateur ¢, on pose v = wq + grad ¢,
ol ¢ € HY(Q) satisfait Agd = f avec f; = ¢; — div(Kwy;) dans ;. On a
alors div Kv; = ¢; dans €; et

Pla) < Cilllgllzz@) + [lwollw,)
< Ci(lallez@) + l|1ells7)
d’on
o[, = |lwo+ grad ¢Hi2(9) + Z [H rot wol|72(q,) + l4ll720)

2[||woll3, + 6l71)] + lal172(q)
Co(llall720) + el

Or grad ¢ € X (K, (), ce qui implique

<
<

[Kv-n]=[Kwy-n| et [vxmn]=][w,xnl.

On en conclut que

Bwsq.p) = S (divEwv, | g) + (. Ko - nl)s + (g, [o x )y,

-~

= Z lgil 72 + (s [Kwo - n))s + (pr, [wo x n))s,
' (b wo)=| |12l 12,
= allF2q) + llell3,
1 1/2
> —||v 2y + ] [2) 77
> \/@H llwo (19l [720) + [1el1%)

[]

Avant de montrer I'équivalence entre la FVMADL (9.29)-(9.31) et la FV-
MAD (9.24)-(9.27), on propose quelques lemmes.

Lemme 9.6. Soit o(K,Q) = {w € HL(Q) tel que Agw € L*(Q)} ; Uappli-
cation

sn: Oo(K,Q) — H YY)
¢ +— [Kgrad¢- n|s (9.35)

est surjective.
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Démonstration. On va montrer que le probléme
Trouver ¢ € Hy () tel que

—Ag¢p = 0 dans Q
Sp¢ = g sur X

est bien posé. En effet, la formulation variationnelle s’écrit

/ Kgrad ¢ - grad ¢d) = K grad ¢ - grad ¢d$); + K grad ¢ - grad ¢d(),
Q Q1 Qa

_ / (K grad ¢ - n]sddS. = (g,0)s Yo € HL(Q).

On a bien vz € HY3(Z) et Agg € L*(Q). Le théoréme de Lax-Milgram
permet de conclure que le probléme précédent admet bien une solution. [

Lemme 9.7. Une application linéaire continue Ly sur Wy s’annule sur
XN(K,Q) si et seulement si il existe un unique élément p € (SY )" tel que

Ly (F) = /E/M[KF ‘nls,, +pr - [F xnly, do. (9.36)

Démonstration. Soit LYy, € (W), alors une application du théoréme de
Hahn-Banach et de la représentation de Riesz (cf. [14], théoréme VIII.13)
implique qu'il existe g, € L*(Q;), g8 € L*(%) et gy € L*(Q;) tel que VF; €
W, on ait

Ly, (F) = / (gh- F + g div KF' + g} - rot F;)dzx.
Q;
Comme W = [[, W;,ona (W) = [[,(W;)". Il s’en suit qu’une application
linéaire sur W s’écrit sous la forme

2

Ly(F)=>_ </_(go.F+g1ding+gQ.rotF))dm

i=1 NS

avec g, € L*(Q),q1 € L*(Q) et g, € L*(Q). On applique maintenant la
décomposition de Helmholtz en partie K-gradient et solénoide a g, de la
remarque 3.27 : il existe un unique couple (g;,gr) tel que g, = g; + g avec
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g, = K" grad+ ou ¢ € H(Q) et divg, = 0.

On suppose dorénavant que Ly s’annule sur X v (K, ). Soit F' € D(1),
il existe une décomposition de type Helmholtz en partie gradient et "K-
solénoide" ot on a F = F + F7 avec rot F';, = 0 car F';, est un gradient et
div K F1 = 0. Les fonctions F'j et F'p appartiennent a X y (K, Q) (remarque
3.27). On remarque qu'on a [, Fr-g;de = [, Fy, - grde = 0. Comme Ly,
s’annule sur X y(K,Q), on a

OzLW(FL):/(gL-FL—i-gT'FL—i-gldivKFL—i—gQ~rotFL)dw.
@ =0 =0

En ajoutant (g, - Fr+ g1div KFr)de =0, on a
/ (g, F + g1div KF)dz =0 VF € D(Q). (9.37)
0

Ce qui implique K" grad g; = g, dans D’(2), et comme g; € L*(Q), alors
g1 € H'(Q). On a grad g; = grad ¢ et ¢ € H}(2), donc g; est constante sur
le bord 09.

Soit w € HY() tel que Agw € L*() et donc gradw € X y(K,2), on a

0= Lwy(gradw) = /(gL -gradw + g1 Agw)dx
Q

(L) / (g, - gradw — K" grad g, - grad w) d

.

~~

-0
+(g1, K gradw - n)r

On peut construire w tel que (1, K gradw - n)r # 0 (cf. lemme 9.6), ce qui
implique que g; est nulle sur le bord d’on g; € Hj(€2). De méme, on a

0= Lw(Fr) :/(gL'FT+gT'FT+91diVKFT+g2'rOtFT>dm'
Q —— —

=0 =0

Or en ajoutant [,(gy - Fp +g,-rot Fp)de =0, on a

/(gT -F+g,-rot F)de =0 VF € D(Q). (9.38)
0
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De la méme maniére, on a rot g, = —g, dans D'(Q) et comme g, € L*(Q)
ainsi que div g, = 0 alors g, € X (€2). En additionnant (9.37) et (9.38), on a
une forme linéaire continue Ly, sur W s’annulant sur X y (K, Q) qui s’écrit

2
Ly (F) = Z/Q (g1div KF + K" grad g, - F + g, - rot F —rot g, - F)dz.
=1 g

avec g1 € H}(Q) et g, € X(€). En utilisant les formules de Green (1.4) et
(1.5), on a

Lip(F) = Z/@Q (0:(KF 1) + gy - (F x n))do

mais comme ¢; est nul sur le bord I' et F' € W, alors il nous reste que les
termes sur 'interface :

Lw(F) = [ (ualKF -l + s - [P ns)do

ol i, € HY?(X) est la trace de gy sur ¥ et pr € (x%) est la composante
tangentielle de la trace de g, sur 2.

Il nous reste a prouver 'unicité de u, et p+. Grace a la linéarité, il suffit de
montrer que Ly (F) =0 VF € Wy implique p,, =0 et pur = 0.

Montrons d’abord g, = 0 dans H'/2(X). Soit g € H~Y/?(X), d’aprés le lemme
9.6, il existe ¢ € H}(Q) tel que [K grad ¢ - n|x = g. On pose F = grad ¢,
on a alors F € Wy, [KF -n]y =get [F xnly=0. D'ou

0= Lw(F) :/MH[KF"I’L]ZCZO'.

Ce qui veut dire que l'on a
(o, 9)s =0 Vge HVX(E) = p,=0 dans H'*(%)

Il nous reste a démontrer p = 0 dans (x%)". Soient f € x% et i =1 ou 2, il
existe alors F} € H(rot, ;) tel que F} x n =0 sur [V et F} x n; soit égal
40 d'un coté de X et & f de 'autre de maniére a ce que [F' x n]y = f. Soit
alors ¢; la solution du probléme elliptique

Trouver ¢; € H3 () tel que
—Ag¢; = — div(KF;) (9.39)
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On écrit F; = F} +grad¢; etona Fy;xn=0sur et F; xn=F; xn
sur X. On pose F', défini sur €2, qui vaut F; dans €2; et nul dans Q \ €; alors
Fe Xy(K,Q) CWyet [F xnly = f. Comme Ly (F) = 0, cela implique

(., fle=0 Vfexy=pr=0 dans (x3)
[
Théoréme 9.8. La FVMADL (9.29)-(9.31) et la FVMA (2.72)-(2.73) sont

équivalentes, et on a

A = (sg — sdivKE — p) et At = (rot E)7x (9.40)

b
Démonstration. Supposons (E,p, A) solution de la FVMADL. L’équation
(9.31) implique les sauts (9.6), ce qui donne E € X (K, Q). Si on prend
comme fonction test F € X y(K, ), les termes en A, et At disparaissent
dans 1'équation (9.29). Cette derniére équation accompagné de (9.30) est
identique a la FVMA, autrement dit (E,p) € X n(K,Q) x L*(Q) est solu-
tion de cette derniére.

Réciproquement, soit (E,p) solution de la FVMA (2.72)-(2.73). Comme
E ¢ X§(K,Q), on a automatiquement [E x n]y = 0 et [KE -n|y =0
ce qui implique I’équation (9.31). Pour I’équation (9.30), on a

Z(diin (@) =(divE [q)=(g|q) = Z(gz | i)

On définit lapplication antilinéaire Ly, sur Wy :
F Y (= ai (B, F;) = bi(F;,pi) + Li(F))
Elle s’annule alors sur X y (K, ). D’aprés le lemme 9.7, il existe un unique

A e (SY) tel que

>
et donc I'équation (9.29) est vérifiée. Pour l'interprétation de A, et At, grace
a la formulation forte et a ’équation (9.29), on obtient :

(—rot E,F xn)y + s(divKE KF -n)s + (KF -n,p)s
+\, KF -n)s + (A1, F xn)y = s(g, KF -n)s.

On en déduit les expressions de A, et Ar. O
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9.1.3 Discrétisation

Afin d’utiliser la méme méthode d’éléments finis pour la FVMADL, on
réduit la formulation comme dans le chapitre 4. On considére une nouvelle
FVMADL définie pour chaque mode de Fourier k. On poursuit le méme
raisonnement que dans le chapitre 5 pour discrétiser. Soient 75, et 7,/ des
triangulations conformes de ; de telle sorte que T,;, U Ty}, soit une trian-
gulation conforme de Q. Cela induit sur linterface ¥ une décomposition en
segments Zo,. On définit alors les espaces de dimension finie sur chaque sous-
domaine. On note :

. W? I’espace d’approximation des fonctions de W, :

{ve Co(ﬁ), vr EP(T) VT € T)); v x n =0 sur i
Soit {(bj} les fonctions de bases, linéaires par morceaux, de W;‘, on a
I ol S P Z (Zuj%) e, (041)
=1 j=1

- Q%M I'espace d’approximation des fonctions dans LQ(QZ-) :

{v e CQ), vy € Py(T) VT € T}

PreQP =p" =) piy (9.42)
j=1

On introduit alors
h={reC'%), Ty cP(I) VI € T}

I’espace d’approximation du multiplicateur de Lagrange sur les interfaces ou
les fonctions de bases sont les traces sur X de qbé- :

3
Nesh=x=>" Y Mo, (9.43)

=1 mx,eX

En notant, par un indice 4, les matrices de masses des équations (5.17)-(5.20)
sur le domaine €; et G;; la matrice correspondant a (E;, u), la FVMADL
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s’écrit
W2
R,E); — ?MiEhi + 8D, Ep; + Bl popi + Z Gij%HAhij = fi(9.44)
J
B,E); = 92&9-45)

avec €; = 1 si1 < jete; = —1sii> j. L'expression des matrices sont
données au chapitre 5 sauf celle de la matrice G;; qui est :

(Qg'm)lp = <¢Z?¢;n>7 [ = 17 c '7Nhi; Py S EZ]; m,n = 172737
On va donner maintenant I'expression du systéme linéaire tout entier (i.e.
avec les deux sous-domaines réunis). On note alors u = (E1, p1, Eo,po)7 et

A = (Ag)T. Le systéme linéaire a résoudre s’écrit

Q G" u F
-’ = , (9.47)
G 0 A 0
avec
le
Q, = , (9.48)
O QQS
 BH
Q. = | | (9.49)
B 0

=i

Le systéme linéaire (9.47) est, de nouveau, un probléme de type point-selle
généralisé. On peut alors utiliser la méthode GMRES préconditionné du cha-
pitre 6 pour la résolution de ce systéme.

9.2 Reésultats numériques

A partir du code MATLAB élaboré pour le monodomaine, on utilise la
Parallel Computing Toolbox pour élaborer le code de décomposition de do-
maine. Les tests numériques présentés dans ce chapitre sont d’'une part le cas
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test (7.20) oi le domaine Q est divisé en deux sous-domaines et d’une autre
part la simulation Full-Wave sur 5 sous-domaines. Nous allons faire une étude
comparative entre les solutions obtenues avec la méthode monodomaine et
décomposition de domaine. Pour la résolution des systémes algébriques, nous
avons utilisé de nouveau la méthode d’élimination de Gauss.

9.2.1 Décomposition en 2 sous-domaines
On considére le probléme (7.18)-(7.19) avec la solution exacte (7.20) dans

le domaine Q, cercle de centre (3,0) et de rayon 1. On choisit de décomposer
2 en deux sous-domaine comme lillustre la figure 9.1. Les figures 9.2-9.7

1

FIGURE 9.1 — décomposition en deux sous-domaines

montrent, pour h = 0.01, & gauche les composantes de la solution obtenues
sur le domaine tout entier et, & droite, I’écart avec la solution exacte. On
constate que la solution approchée présente principalement une faible erreur
au niveau de l'interface. Toutefois le tableau suivant montre que 'erreur
relative reste pratiquement identique au cas monodomaine.



FIGURE 9.4 — partie réelle de E,
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h 8.0x 1072 |40x1072|20x1072| 1.0 x 1072

lell/[[Eezllog | 1.3 %1072 | 4.0 x 107% | 7.8 x 107* | 1.7 x 10~*

9.2.2 Décomposition en 5 sous-domaines

On consideére le probléeme Full-Wave (2.40)-(2.43) avec le second membre
et les paramétres définis dans 7.3.2. Le domaine €2 est cette fois-ci divisé en
cing sous-domaines comme le montre la figure 9.8. Ne connaissant pas 1’ex-

FIGURE 9.8 — décomposition en cinqg sous-domaines

pression de la solution exacte du probléme, nous allons comparer la solution
obtenue par la méthode multidomaine avec celle obtenue par monodomaine.
Les figures (9.9)-(9.20) montrent les composantes de la solution multidomaine
a gauche et I’écart avec la solution monodomaine a droite pour les paramétres
w = wry et k = 250 avec un pas de maillage h = 0,01. Nous observons une
faible erreur entre les solutions. Nous allons évaluer I'erreur L? relative entre
les deux solutions pour différents maillages afin de montrer leur convergence.
On pose eyp = Ey — Ep ou E) est la solution approchée par la méthode
monodomaine et Ep celle approchée par décomposition de domaine.

h 8.0x 1072 | 4.0x 1072 | 20 x 1072 | 1.0 x 1072

lewnll/| Eullog | 0.25 0.12 0.06 0.03
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0.01

-40.005

-0.005

-0.01

FIGURE 9.13 — partie réelle de Fy FIGURE 9.14 — écart de Ey
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(=]
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FIGURE 9.15 — partie imaginaire
de ER

F'IGURE 9.17 — partie imaginaire
de EZ
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On constate que les deux solutions convergent vers un méme résultat lorsque
h diminue.

On s’intéresse maintenant & la dépendance de cette erreur par rapport au
mode de Fourier k et a la fréquence w. Le tableau suivant représente ’erreur
relative ||eyp||/||E]| en fonction de plusieurs valeurs de ces derniers.

h 8.0x 1072 |40x1072|20x1072|1.0x 1072
w=wry, k=150 0.24 0.12 0.06 0.03
w=wrg, k=50 0.26 0.12 0.06 0.03

w = 2wy, k=250 0.17 0.12 0.06 0.03
w = 2wry, k=150 0.18 0.12 0.06 0.03
w=2wry, k=50 0.19 0.13 0.06 0.03
w = 3wry, k=250 0.16 0.1 0.06 0.03
w = 3wy, k=150 0.17 0.11 0.06 0.03
w = 3wrm, k=50 0.19 0.12 0.06 0.03

On observe ainsi une dépendance trés faible en k et w.
Enfin, on représente quelques simulations qui ont été fait dans le cas
monodomaine :
le cas w = wy /2 et k = 100 dans un plasma a densité constante sur
les figures 9.21-9.32.
le cas w = 2wy et kK = 200 dans un plasma a densité constante sur les
figures 9.33-9.44.
le cas w = wry/2 et k = 100 dans un plasma a densité variable sur les
figures 9.45-9.56.
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Conclusions

Notre objectif était de proposer une méthode de décomposition de do-
maine qui résout un probléme de propagation d’onde hybride dans un plasma
froid magnétisé contenu dans un tokamak. Nous présentons ici quelques
conclusions sur le travail réalisé.

Nous avons débuté cette thése par la mise en équation de la propagation
d’ondes électromagnétiques en régime harmonique, modéle appelé Full-Wave.
Une des principales caractéristiques de ce probléme est que le tenseur diélec-
trique de notre équations aux dérivées partielles, provenant d’un modéle de
plasma froid, est a valeur complexe et non hermitienne. Nous avons étudié
deux conditions aux bords, naturelle et essentielle, sur I’antenne. Parmi les
formulations variationnelles proposées, selon que la condition de divergence
soit prise comme contrainte ou non, nous nous sommes intéressés a la formu-
lation de type mixte augmentée. Les propriétés spectrales du tenseur diélec-
trique permettent d’établir ’existence et 'unicité du probléme en question.
En effet, sous certaines hypothéses sur les diverses fréquences du modéle
physique ainsi que sur le paramétre de régularisation, nous avons montré,
a 'aide du théoréme de Babuska-Brezzi, que la formulation variationnelle
mixte augmentée est bien posée. Une étude sur I'espace auquel appartient le
champ électrique a été réalisée. Nous avons obtenu un résultat de régularité
de l'espace justifiant 1'usage d’éléments finis nodaux.

Nous avons exprimé le probléme Full-Wave en coordonnées cylindriques
R, 7 et ¢. Cela nous a permis de réduire le probléme en deux dimensions &
I’aide de développement en série de Fourier par rapport a ¢. Nous avons consi-
déré une approximation numérique ou la discrétisation est établie a 'aide
des éléments finis de Taylor-Hood Ps-iso-PP;. Le systéme matriciel obtenu
est alors un systéme linéaire de type point selle ot la matrice en question
n’est ni hermitienne ni définie positive. Des résultats numeériques ont été mis
en évidence pour des problémes simplifiés (le tenseur diélectrique égal a la
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matrice identité) pour les différents conditions aux bords sur Uantenne avec
lesquelles une solution explicite a été calculée. Un taux de convergence de
I’erreur relative, compatible avec la valeur théorique a été trouvé. Le mo-
déle Full-Wave, avec deux profils de densité possibles, a alors été étudié. Les
expériences numériques ont conduit a des résultats mettant en évidence la
notion d’onde pénétrante et réfractante. La solution exacte ne pouvant étre
calculée, le critére d’accessibilité donne une idée de la description physique
du champ électrique. Une seconde étude sur ’évolution de I'accessibilité par
rapport au mode de Fourier et de la fréquence de I'onde permet de confirmer
nos simulations.

Nos avons achevé la partie numérique par une étude sur le préconditionne-
ment du systéme linéaire de type point-selle généralisé. Le préconditionneur
triangulaire supérieur par bloc s’est alors montré plus adapté que le précon-
ditionneur diagonale par bloc.

La derniére partie de la thése décrit une méthode de décomposition de do-
maine sans recouvrement pour résoudre le probléme Full-Wave. En posant le
probléme originel sur chaque sous-domaine, I’équivalence avec le cas monodo-
maine est obtenue grace a diverses conditions de saut sur les interfaces entre
chaque sous-domaine. Nous avons étudié les formulations variationnelles dé-
composées, de type identique & ceux de la premiére partie, et montré les
équivalences entre elles. Afin de réutiliser le travail numérique réalisé dans le
cas monodomaine, nous nous sommes itéressés a la version décomposée de
la formulation variationnelle mixte augmentée. Nous avons alors dualisé les
conditions de saut, équivalent a une seule condition de saut de continuité du
champ électrique, afin d’obtenir une formulation multidomaine de type mixte
augmentée et nous avons montré que celle-ci est bien posée. Une discrétisa-
tion par éléments finis de Taylor-Hood a été utilisé et nous avons mené une
étude comparative avec les résultats obtenus dans le cas monodomaine. Aprés
vérification du méme taux de convergence de U'erreur relative pour le cas test
lorsque le domaine est divisé en deux, les mémes simulations que celles de
notre probléme Full-Wave monodomaine ont été effectuées avec, cette fois-ci,
un domaine divisé en cinq sous-domaines. L’étude de l'erreur relative entre
les solutions monodomaine et multidomaine montre que la solution appro-
chée par la méthode de décomposition de domaine converge vers celle du cas
monodomaine lorsque le pas de maillage h diminue. Cette convergence est
indépendant du mode de Fourier et faiblement dépendant de la fréquence de
I'onde.
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