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Résumé

De nos jours, les centrales nucléaires produisent de l'énergie par des réac-
tions de �ssion (division d'un noyau atomique lourd en plusieurs noyaux ato-
miques légers et neutrons). Une alternative serait d'utiliser plutôt la réaction
de fusion de noyaux légers de deutérium et de tritium, isotopes de l'hydro-
gène. Toutefois, cette technique reste encore du domaine de la recherche en
physique des plasmas. Les expériences e�ectuées dans ce domaine ont révélé
que les réacteurs à con�guration magnétique toroïdale, dite tokamak, sont les
plus e�caces. Un mélange gazeux d'isotopes de l'hydrogène appelé plasma
est con�né grâce à un champ magnétique produit par des bobines. Ce plasma
doit être chau�é à une température très élevée a�n que les réactions de fusion
aboutissent. De même, un courant intense doit être maintenu dans le plasma
a�n d'obtenir une con�guration magnétique qui permet de le con�ner. Une
des méthodes les plus attrayantes parmi les techniques connues pour géné-
rer du courant est basée sur l'injection d'ondes électromagnétiques dans le
plasma à la fréquence proche de la résonance hybride. Cette méthode o�re
la possibilité de contrôler le pro�l de densité dans le plasma. Une analyse de
type Full-Wave permet alors de modéliser la propagation et l'absorption de
l'onde hybride à partir des équations de Maxwell.
Le but de cette thèse est de développer une méthode numérique pour cette
simulation Full-Wave. Le chapitre 2 présente les équations de propagation
d'ondes en mettant en évidence les caractères physiques du plasma. Une
approche variationnelle de type mixte augmentée est développée et une ana-
lyse mathématique de cette dernière est e�ectué dans le chapitre 3. Dans le
contexte de la géométrie d'un tokamak, le problème Full-Wave dépendant
de trois paramètres peut être réduit en une série de problèmes à deux va-
riables à l'aide de la transformation de Fourier, ce sera l'objet du chapitre 4.
Dans le chapitre 5, la formulation variationnelle obtenue à partir du problème
mode par mode est discrétisée en utilisant des éléments �nis nodaux de type

1



2

Taylor-Hood. Le chapitre 6 concerne les méthodes de résolution du système
linéaire après discrétisation. A l'aide de di�érents diagnostics physiques pré-
sentés dans le chapitre 7, des résultats de la simulation Full-Wave obtenues
à partir d'un code MATLAB sont présentées dans le chapitre 8. En�n, dans
le but de développer une version parallèle de la simulation, le chapitre 9 est
consacré à une méthode de décomposition de domaine sans recouvrement
associé au système Full-Wave.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Rappels d'analyse fonctionnelle

Soit Ω ⊂ R3 que l'on suppose ouvert borné connexe à frontière Γ lipschit-
zienne. On note (e1, e2, e3) une base canonique de R3.
Dans la suite, on utilise les notations suivantes :

v =


v1

v2

v3

 : un vecteur et ses composantes dans R3,

n =


n1

n2

n3

 : vecteur unitaire sortant normal à Γ,

un = u · n : composante normale à Γ de u,

u> = n× (u× n) : composante tangentielle à Γ de n.

Opérateurs di�érentiels

Pour simpli�er, on notera les dérivées partielles selon xi : ∂i(·) =
∂(·)
∂xi

.

3
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On note les opérateurs di�érentiels, exprimés en coordonnées cartésiennes,
de la façon suivante :

gradient de v : grad v =


∂1v1

∂2v2

∂3v3

 ,

divergence de v : divv = ∂1v1 + ∂2v2 + ∂3v3,

rotationnel de v : rotv =


∂2v3 − ∂3v2

∂3v1 − ∂1v3

∂1v2 − ∂2v1

 .

1.1.1 Espaces fonctionnels

On va rappeler les di�érents espaces de Hilbert que nous utiliserons prin-
cipalement par la suite ainsi que leur norme associée.
Espaces de champs vectoriels
Soit

D(Ω) =
(
C∞c (Ω)

)3
(1.1)

l'espace des fonctions in�niment di�érentiables et à support compact dans
Ω.

Dé�nition 1.1. L'espace (L2(Ω))3 = L2(Ω) est l'espace des fonctions u sur

Ω, mesurables et telle que la quantité
( ∫

Ω
|u|2dΩ

)1/2
est �nie.

L'espace L2(Ω) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire usuel
(u | v) :=

∫
Ω
u · vdΩ.

On note ||u||20 = ||u||2
L2(Ω)

= (u | u).
On introduit alors les espaces suivants, qui sont aussi des espaces de Hilbert
pour les produits scalaires associés :

H1(Ω) : = {v ∈ L2(Ω)|grad v ∈ L2(Ω)} et H1(Ω) := H1(Ω)3,

H(div,Ω) : = {v ∈ L2(Ω)| div v ∈ L2(Ω)},
H(rot,Ω) : = {v ∈ L2(Ω)| rotv ∈ L2(Ω)}.
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munis respectivement des produits scalaires

(u, v)H1 := (u | v) + (gradu | grad v),

(u,v)H(div) := (u | v) + (divu | div v),

(u,v)H(rot) := (u | v) + (rotu | rotv).

1.1.2 Espaces des traces

Dé�nition 1.2. L'espace D(Ω) est constitué des restrictions sur Ω, des fonc-
tions C∞ à support compact dans R3.

Dé�nition 1.3. (trace)
Soit f une fonction régulière dé�nie sur Ω. On note l'application trace γ :
f 7→ f |Γ.

Proposition 1.4. L'application γ dé�nie sur D(Ω) se prolonge par conti-
nuité en une application linéaire continue deH1(Ω) surH1/2(∂Ω) = γ(H1(Ω)),
qui est surjective.

Dé�nition 1.5. (trace normale)
Soit f une fonction régulière dé�nie sur Ω. On note l'application trace nor-
male γn : f 7→ f · n|Γ.

Proposition 1.6. L'application γn dé�nie sur D(Ω) se prolonge par conti-
nuité en une application linéaire continue de H(div,Ω) sur H−1/2(∂Ω) (l'es-
pace dual de H1/2(∂Ω)), qui est surjective.

Dé�nition 1.7. (trace tangentielle et composante tangentielle)
Soit f une fonction régulière dé�nie sur Ω. On note les applications trace
tangentielle γ> : f 7→ f × n|Γ et trace composante tangentielle π> : f 7→
f> = n× (f × n)|Γ.

Proposition 1.8. Les applications γ> et π> dé�nies sur D(Ω) se prolongent
par continuité en applications linéaires continues de H1(Ω) vers H1/2(∂Ω).

On note respectivement H
1/2
⊥ (∂Ω) et H

1/2
‖ (∂Ω) les espaces d'arrivée.

On renvoie aux articles [16][17] pour les caractérisations de ces espaces.
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Dé�nition 1.9. On appelle H
−1/2
⊥ (∂Ω) et H

−1/2
‖ (∂Ω) les duaux des es-

paces H
1/2
⊥ (∂Ω) et H

1/2
‖ (∂Ω) par rapport à l'espace pivot L2

t (∂Ω) := {w ∈
L2(∂Ω)|w · n = 0}.

Dé�nition 1.10. On dé�nit l'opérateur divergence tangentielle, noté div>,
de H

−1/2
‖ (∂Ω) vers H−3/2(∂Ω) satisfaisant

� div> λ, ψ �∂Ω= −〈λ,grad> ψ
?〉∂Ω ∀ψ ∈ H3/2(∂Ω). (1.2)

où � ., . �∂Ω= 〈., .〉H−3/2,H3/2, ψ? ∈ H2(Ω) un relèvement de ψ dans Ω et
grad> est le gradient tangentiel dé�ni par grad> v = π>(grad v).

On dé�nit le rotationnel vectoriel tangentiel par rot> u = γ>(gradu).

L'opérateur rotationnel scalaire tangentiel de H
−1/2
⊥ (∂Ω) vers H−3/2(∂Ω) est

dé�ni par

� rot> λ, ψ �∂Ω= 〈λ, rot> ψ
?〉∂Ω ∀ψ ∈ H3/2(∂Ω). (1.3)

On a alors les théorèmes suivant prouvés dans [16] :

Théorème 1.11. Soit Υ∂Ω = {λ ∈ H−1/2
‖ (∂Ω) | div> λ ∈ H−1/2(∂Ω)},

l'application trace tangentielle γ> est continue de H(rot,Ω) vers Υ∂Ω et elle
est surjective.

Théorème 1.12. Soit U ∂Ω = {λ ∈ H−1/2
⊥ (∂Ω) | rot> λ ∈ H−1/2(∂Ω)},

l'application trace composante tangentielle π> est continue deH(rot,Ω) vers
U ∂Ω et elle est surjective.

On introduit les fermetures de D(Ω) dans les espaces H1(Ω), H(div,Ω)
et H(rot,Ω) :

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)
,

H0(div,Ω) = D(Ω)
H(div,Ω)

,

H0(rot,Ω) = D(Ω)
H(rot,Ω)

.

L'existence des traces permet d'identi�er ces espaces.

Théorème 1.13.

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1|v|Γ = 0},

H0(div,Ω) = {v ∈H(div,Ω)|v · n|Γ = 0},
H0(rot,Ω) = {v ∈H(rot,Ω)|v × n|Γ = 0}.
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1.1.3 Formules de Green

Les preuves des formules qui suivent sont dans [35].

∀u ∈H(div,Ω),∀v ∈ H1(Ω),

∫
Ω

[
u · grad v + (divu)v

]
dΩ = 〈u · n, v〉Γ (1.4)

∀u ∈H(rot,Ω),∀v ∈H1(Ω),

∫
Ω

[
rotu · v − u · rotv

]
dΩ = 〈u,v × n〉Γ(1.5)

où 〈., .〉Γ = 〈., .〉H−1/2(Γ),H1/2(Γ).
Lorsque les deux fonctions sont dans H(rot,Ω), il existe une formule d'inté-
gration par parties, semblable à la formule (1.5), qui utilise la dualité entre
la trace tangentielle et la composante tangentielle démontrée dans [16] :

Proposition 1.14. Les espaces Υ∂Ω et U ∂Ω sont duaux. Et on a

∀u ∈H(rot,Ω),∀v ∈H(rot,Ω),∫
Ω

[
rotu · v − u · rotv

]
dΩ = 〈u>,v × n〉U∂Ω,Υ∂Ω

(1.6)

1.1.4 Propriétés des opérateurs di�érentiels et des es-
paces de Hilbert

Dé�nition 1.15. - On dit que l'inclusion d'un espace A dans B est continue
si

||v||B ≤ C||v||A ∀v ∈ A.

- On dit que l'inclusion de A dans B est compacte si toute suite bornée de A
admet une sous-suite convergente dans B.

Théorème 1.16. (de Rellich)
L'injection H1(Ω) ⊂ L2(Ω) est compacte.

Démonstration. Voir [35].

Proposition 1.17. (inégalité de Poincaré)
Il existe une constante Cp dépendant de Ω telle que

||v||0 ≤ Cp||grad v||0 ∀v ∈ H1
0 (Ω). (1.7)
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On dé�nit l'espace suivant

X(Ω) = H(rot,Ω) ∩H(div,Ω)

muni du produit scalaire

(u,v)X := (u | v) + (rotu | rotv) + (divu | divv).

Remarque 1.18. L'espace X(Ω) est généralement noté H(rot, div; Ω).

On note les espaces

XN(Ω) = {v ∈X(Ω)|v × n|Γ = 0}
= H0(rot,Ω) ∩H(div,Ω).

XT (Ω) = {v ∈X(Ω)|v · n|Γ = 0}
= H(rot,Ω) ∩H0(div,Ω).

Propriétés de l'espace X(Ω)

Proposition 1.19. L'espace XN(Ω)∩XT (Ω) coïncide avec l'espace H1
0(Ω).

Démonstration. Voir [4].

Les théorèmes qui suivent sont démontrés dans [4].

Théorème 1.20. L'inclusion X(Ω) ⊂ L2(Ω) n'est pas compacte.

Théorème 1.21. L'inclusion de XN(Ω) ainsi que XT (Ω) dans L2(Ω) est
compacte.

Théorème 1.22. Si Ω est de classe C1,1 ou convexe alors XN(Ω) ainsi que
XT (Ω) s'injectent continuement dans H1(Ω).

1.2 Rappel sur les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell décrivent les phénomènes électromagnétiques.
Elles relient les champs électriques E et magnétiques H ainsi que les champs
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d'induction électrique D et d'induction magnétique B à la densité de courant
J et à la densité de charge électrique % sous la forme suivante :

divD = % (loi de Gauss électrique), (1.8)

divB = 0 (loi de Gauss magnétique), (1.9)

rot E = −∂B
∂t

(loi de Faraday), (1.10)

rot H = J +
∂D
∂t

(loi d'Ampère) (1.11)

où E ,D,H,B,J : (r, t) ∈ R3 × R+ 7−→ R3.
On a la relation de conservation de charge :

∂%

∂t
+ divJ = 0. (1.12)

Lorsque le milieu est un conducteur imparfait, il existe un tenseur σ qui relie
le champ électrique E et la densité de courant J par la loi d'Ohm :

J = σE . (1.13)



Chapitre 2

Onde électromagnétique :

simulation Full-Wave

L'objectif de ce chapitre est d'une part de présenter la problématique
physique en expliquant le fonctionnement d'un réacteur à fusion nucléaire
ainsi que les di�érents techniques connues pour produire de l'énergie [19][18].
D'autre part, on s'intéresse à une technique en particulier : la simulation
Full-Wave [52][57]. Sur la base de travaux déjà e�ectués [46][36], on étudie
un système d'équations de propagation d'onde obtenu à partir des équations
de Maxwell en régime harmonique [5][44]. On propose alors une approche
variationnelle de type mixte augmentée [21].

2.1 Contexte physique

Une possibilité de produire de l'énergie nucléaire sont les réactions de
fusion de noyaux légers de deutérium et tritium.
Mais, cette technique reste encore du domaine de la recherche fondamentale

10
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en physique des plasmas et nécessite la mise en ÷uvre de machines complexes.

2.1.1 Réacteur à fusion nucléaire

Un réacteur à fusion est un réacteur thermonucléaire à l'intérieur duquel
se trouve le mélange de deutérium et tritium sous forme de gaz ionisé appelé
généralement plasma. L'énergie thermique produite par la fusion serait alors
transformée en électricité. Parmi les concepts possibles, c'est le tokamak, une
con�guration magnétique toroïdale, qui s'est révélé le plus prometteur. Un
tokamak est constitué d'une chambre à vide de forme torique, entourée de
bobines supraconductrices et contenant un anneau de plasma. Il en existe
quelques uns dans le monde comme ToreSupra, Jet, etc... Actuellement un
prototype à grande échelle de réacteur nucléaire à fusion est en cours de
construction en France dans le cadre d'une importante collaboration scien-
ti�que internationale. Ce projet se nomme ITER (International Thermonu-
clear Experimental Reactor) 1 en référence au terme "chemin" du latin. Les
clés de la réussite d'une machine à fusion sont le con�nement et le chau�age
du plasma.

1. pour plus d'information www.iter.gouv.fr



12

2.1.2 Con�nement magnétique

Dans un tokamak, le con�nement du plasma est assuré par la superposi-
tion d'un champ magnétique toroïdal Bφ (en bleu sur la �gure 2.1) engendré
par des bobinages extérieurs et d'un champ poloïdal Bθ (en rouge sur la
�gure 2.1) induit par un courant circulant toroïdalement dans le plasma. Les

Figure 2.1 � champ toroïdal et poloïdal

particules chargées décrivent une trajectoire en hélice en suivant les lignes de
champ magnétique, ce qui permet de compenser la pression du plasma (qui
cherche à s'étendre comme un gaz) par la pression magnétique. Cependant,
un tel équilibre peut devenir instable dans le sens où une petite perturbation
peut conduire dans certains cas à la perte complète du con�nement. La stabi-
lité de l'équilibre magnétique doit donc être assurée. Il existe alors un régime
de con�nement amélioré, appelé mode H (pour "High con�nement"), qui sera
adopté dans les machines des prochaines générations (notament ITER). Sa
découverte dans les années 1980 a été capitale pour la fusion thermonucléaire.
Ce mode permet d'établir un seuil de puissance à partir duquel le con�ne-
ment est considérablement amélioré.

2.1.3 Chau�age et géneration de courant

Pour que le bilan énergétique du réacteur soit rentable, il faut que l'éner-
gie produite par les réactions de fusion compense l'énergie utilisée pour le
fonctionnement du réacteur. Le critère de Lawson [41] permet de quanti�er
cette condition : la puissance perdue Pp dans le processus doit être inférieure
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à la puissance Pr créée par celui-ci. Plus explicitement, pour un tokamak de
type ITER, on a la relation [18]

nTtE ≥ 1021 keV m−3s−1

avec n la densité, T la température du plasma et tE le temps de con�nement
de l'énergie. Dans un tokamak, les densités de plasma réalisables sont de
l'ordre 1020 par mètre cube. Ainsi, pour une température optimale T d'en-
viron 10 keV (correspondant à plusieurs centaines de millions de degrés), il
est donc nécessaire que le temps de con�nement tE dépasse la seconde, per-
formance qui n'a encore jamais été atteinte (le temps maximum étant de
0,8 s pour les machines actuelles). Le courant nécessaire au con�nement du
plasma permet un chau�age naturel par e�et Joule. Cependant, cet e�et ne
permet d'atteindre que des températures limitées (de l'ordre de 2 keV). Pour
atteindre les températures élevées requises, on a recours à des systèmes de
chau�ages additionnels que l'on classe en deux grandes familles : le chau�age
par injection de particules neutres et le chau�age par onde radio-fréquence.
Un autre problème fondamental pour le con�nement concerne le maintien du
courant plasma (20 millions d'ampère dans ITER) pour assurer la présence
du champ magnétique poloïdal. On a également recours à l'interaction d'onde
radio-fréquence avec le plasma. Dans ce travail, on s'intéresse à ce processus
qui consiste à envoyer dans le plasma une onde à une fréquence bien choisie
de manière à être en résonance avec les particules et à leur communiquer de
l'énergie. Dans un réacteur, l'onde générée par un émetteur se propage jus-
qu'au tokamak par des lignes de transmission (guides d'onde) et se couple au
plasma par l'intermédiaire d'une antenne placée à l'intérieur de la chambre
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à vide.
Il existe plusieurs types de chau�age classés suivant la gamme de fréquence

de l'onde :
· le chau�age à la fréquence cyclotronique ionique qui est de l'ordre de
quelques dizaines de mégahertz (MHz),
· le chau�age à la fréquence électronique qui est de l'ordre des centaines de
gigahertz.
Chaque chau�age possède ses applications propres et fournit di�érents résul-
tats suivant la manière dont il est utilisé. Dans le cas de l'entrainement du
courant plasma, on va considérer un type particulier d'onde radio-fréquence :
l'onde dite "hybride basse".

2.2 Equation de propagation de l'onde hybride

2.2.1 L'approche Full-Wave

On étudie désormais le modèle où la fréquence de l'onde ω avoisine la
fréquence de résonance hybride ωLH calculée au centre du plasma [19]. Cette
onde, dite lente aux alentours de quelques GHz, correspond à des longueurs
d'onde de l'ordre du centimètre, ce qui est faible par rapport aux dimensions
du plasma. L'hypothèse de base tout au long de notre travail sera alors

ωci � ω � ωce (2.1)

avec ωce la fréquence cyclotronique électronique et ωci la fréquence cyclotro-
nique ionique [12]. Les expressions de ces fréquences sont données au cha-
pitre 7. Dans ces conditions, la dynamique de l'onde peut être décrite dans
l'approximation des plasmas froids. Ce modèle de plasma suppose que les
particules du milieu soient immobiles en l'absence de perturbation et que,
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sous l'action du champ électromagnétique de l'onde, elles oscillent autour de
leur position d'équilibre �xe dans l'espace. La méthode Full-Wave décrit la
propagation d'ondes hybrides dans un plasma froid magnétisé à partir des
équations de Maxwell.

2.2.2 L'équation des ondes en régime harmonique

On considère un modèle simpli�é du tokamak : le domaine Ω est désor-
mais supposé axisymétrique. On note la présence d'un champ magnétique
B0 extérieur invariant en temps qui con�ne le plasma contenu dans Ω. Ce
plasma est supposé non collisionnel et dans un tel milieu, on a

B(r, t) = µ0H(r, t) (2.2)

D(r, t) = ε0E(r, t) (2.3)

où ε0 est la permittivité diélectrique du vide et µ0 la perméabilité magné-
tique du vide. En régime harmonique, on suppose que les champs électriques

Figure 2.2 � coupe du domaine Ω.

et magnétiques ont une dépendance temporelle en e−ıωt, c'est-à-dire qu'ils
s'écrivent sous la forme suivante

E(r, t) = Re[E(r)e−ıωt] et B(r, t) = Re[B(r)e−ıωt]

où ı =
√
−1 et ω > 0 la pulsation à laquelle se déroule le phénomène en

rad/s. On rappelle que ω = 2πf avec f la fréquence en hertz (Hz). De la
même manière, on note

J (r, t) = Re[J(r)e−ıωt] et %(r, t) = Re[ρ(r)e−ıωt].
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La propagation des ondes électromagnétiques dans un plasma anisotrope est
décrite par les champsE etB solutions des équations de Maxwell (1.8)-(1.11)
dans le vide exprimées en régime harmonique :

div(ε0E) = ρ, (2.4)

divB = 0, (2.5)

rotE = ıωB, (2.6)

µ−1
0 rotB + ıωε0E = J . (2.7)

On élimine le champ B à l'aide des équations (2.7) et (2.6),

rot (2.6) ⇒ rot rotE = ıω rotB,

ıωµ0(2.7) ⇒ ıω rotB − ω2ε0µ0E = ıωµ0J .

On obtient alors :

rot rotE − ω2

c2
E = ıωµ0J dans Ω,

(2.8)

avec ε0µ0c
2 = 1 où c est la vitesse de la lumière dans le vide.

Finalement, en soustrayant ıωµ0J aux deux membres de (2.8) et en appli-
quant la loi d'Ohm (1.13), on a

rot rotE − ω2

c2

(
I +

ı

ε0ω
σ
)
E = 0 dans Ω. (2.9)

On peut trouver une expression explicite de la matrice de la conductivité σ,
c'est le but de la section suivante.

2.2.3 Description diélectrique

Dans ce paragraphe, on propose de trouver l'expression du tenseur diélec-
trique

I +
ı

ε0ω
σ(r).

Dans un plasma froid, en présence d'un champ électrique E tot et magnétique
Btot, les particules (de masse m, de charge q et animées d'une vitesse u)
obéissent à l'équation de conservation de la quantité de mouvement (cette
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équation peut être obtenue à partir de l'équation de Vlasov, pour plus de
détails on pourra consulter [53]) :

m
∂

∂t
u+m(u · ∇)u− q(E tot + u×Btot) +mνcu = 0 (2.10)

où νc représente la fréquence de collision électron-ion. Dans le plasma, on
considère deux types de particules : les électrons et les ions. Dans cette équa-
tion m et q correspondent aussi bien aux ions qu'aux électrons.
On suppose qu'avant l'arrivée de l'onde électromagnétique (E(r, t),B(r, t))
dans le plasma, celui-ci était dans un état d'équilibre. Et lorsque l'onde entre
dans le plasma, elle agit comme une petite perturbation locale. Ainsi on peut
linéariser l'équation de conservation de la quantité de mouvement, on pose

u(r, t) = u0(r) + u1(r, t)

avec u0 = 0 car les particules sont immobiles avant l'arrivée de l'onde. Les
champs s'écrivent alors sous la forme :

E tot(r, t) = E0(r) + E(r, t)

Btot(r, t) = B0(r) + B(r, t)

où E0 représente le champ électrique régnant dans le plasma avant l'arrivée
de l'onde etB0 le champ magnétique de con�nement. A l'ordre 0 par rapport
à la perturbation, l'équation (2.10) donne l'équilibre stationnaire du tokamak
et on obtient E0 = 0. Au premier ordre, l'équation (2.10) devient

m
∂

∂t
u1(r, t)− q(E(r, t) + u1(r, t)×B0(r)) +mνc(r)u1(r, t) = 0. (2.11)

Ensuite, comme la densité de charge % := qn avec n la densité des particules
et la densité de courant J := %u, en multipliant par

%

m
, on a

∂

∂t
J (r, t)− q

m
(%E(r, t) + J (r, t)×B0(r)) + νcJ (r, t) = 0. (2.12)

En régime harmonique, on obtient

ı(ω + ıνc)J + ε0ω
2
pE + sign(q)ωcJ × b = 0, (2.13)
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où b = B0

|B0| et suivant le cas électrique ou ionique, on a

ωp :=

√
nq2

ε0m
la fréquence plasma,

ωc :=
|q|
m
|B0| la fréquence cyclotronique.

L'équation pour les électrons est

ı(ω + ıνc)J e + ε0ω
2
peE − ωceJ e × b = 0. (2.14)

En faisant le produit vectoriel de (2.14) avec b par la droite, on a

ı(ω + ıνc)J e × b+ ε0ω
2
peE × b− ωce(J e × b)× b = 0, (2.15)

On se place alors dans le repère suivant introduit dans [53].

Dé�nition 2.1. On appelle repère local de Stix, un système de coordonnées
(x1, x2, x3) tel que le vecteur e3 associé à x3 est parallèle au champ magné-
tique B0. On note alors

v⊥ = v1e1 + v2e2 et v|| = v3e3.

Dans ce référentiel, les vecteurs v peuvent être exprimés à l'aide de leurs
composantes parallèles et perpendiculaire à B0 :

v1 = v⊥ cosφ

v2 = v⊥ sinφ

v3 = v|| (2.16)

avec v⊥ = |v⊥| =
√
v2

1 + v2
2 et φ représente l'azimut par rapport à l'axe

x1 > 0.

On a alors J⊥ := b× (J × b) et donc l'équation (2.15) devient

ı(ω + ıνc)J e × b+ ε0ω
2
peE × b+ ωceJ e⊥ = 0, (2.17)

Puis en faisant de nouveau le produit vectoriel de (2.17) avec b mais cette
fois-ci par la gauche, on a

ı(ω + ıνc)J e⊥ + ε0ω
2
peE⊥ − ωceJ e × b = 0, (2.18)
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ce qui nous permet d'éliminer J e × b dans (2.17) :(
(ω + ıνc)

2 − ω2
ce

)
J e⊥ = ı(ω + ıνc)ε0ω

2
peE⊥ + ε0ω

2
peωceE × b. (2.19)

L'équation en J e‖ := (J e · b)b s'obtient en appliquant le produit scalaire de
(2.14) avec b :

J e‖ =
ıε0ω

2
pe

ω + ıνc
E‖. (2.20)

La densité de courant des électrons est donné par J e = J e‖+J e⊥ c'est-à-dire

J e =
ıε0ω

2
pe

ω + ıνc
E‖ +

ı(ω + ıνc)ε0ω
2
pe

(ω + ıνc)2 − ω2
ce

E⊥ +
ε0ω

2
peωce

(ω + ıνc)2 − ω2
ce

E × b. (2.21)

Pour les ions, de la même manière on a

J i =
ıε0ω

2
pi

ω + ıνc
E‖ +

ı(ω + ıνc)ε0ω
2
pi

(ω + ıνc)2 − ω2
ci

E⊥ −
ε0ω

2
piωci

(ω + ıνc)2 − ω2
ci

E × b. (2.22)

Ce qui nous donne le courant total intérieur, J = J e + J i :

J = ıε0ω
ω2
pe + ω2

pi

ω(ω + ıνc)︸ ︷︷ ︸
=:β

E‖ + ıε0ω
ω + ıνc
ω

(
ω2
pe

(ω + ıνc)2 − ω2
ce

+
ω2
pi

(ω + ıνc)2 − ω2
ci

)
︸ ︷︷ ︸

=:γ

E⊥ +

+ε0ω

(
ω2
peωce

ω((ω + ıνc)2 − ω2
ce)
−

ω2
piωci

ω((ω + ıνc)2 − ω2
ci)

)
︸ ︷︷ ︸

=:δ

E × b (2.23)

= ıε0ωγE + ıε0ω(β − γ)(E · b)b+ ε0ωδE × b, (2.24)

avec E⊥ = E −E‖.
La loi d'Ohm J = σE nous permet alors de déterminer la conductivité σ.
Or dans la base orthonormale locale (e1, e2, b), on a E = E1e1 +E2e2 +Ebb,
E · b = Eb, E × b = E2e1 − E1e2, ce qui nous donne

ı

ε0ω
σ =


−γ ıδ 0

−ıδ −γ 0

0 0 −β

 (2.25)
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et on pose

ε(r) = I +
ı

ε0ω
σ =


1− γ ıδ 0

−ıδ 1− γ 0

0 0 1− β

 . (2.26)

On a donc l'expression du tenseur diélectrique

Propriété 2.2. Dans le repère de Stix, on a

ε(r) =


S(r) −ıD(r) 0

ıD(r) S(r) 0

0 0 P (r)

 (2.27)

où les fonctions S, D et P sont données par

S(r) = 1− α(r)

ω

∑
s

ω2
ps(r)

α2(r)− ω2
cs(r)

, (2.28)

D(r) =
1

ω

(−ωce(r)ω2
pe(r)

α2(r)− ω2
ce(r)

+
∑
ions

ωci(r)ω2
pi(r)

α2(r)− ω2
ci(r)

)
, (2.29)

P (r) = 1−
∑
s

ω2
ps(r)

ωα(r)
, (2.30)

avec α(r) = ω + ıνc(r).

Remarque 2.3. Si νc 6= 0 alors ε(r) n'est pas hermitien.

Par ailleurs, dans un plasma, il existe des mécanismes qui peuvent ab-
sorber une partie de l'énergie de l'onde électromagnétique introduite dans
le milieu. Ce phénomène est appelé absorption (ou dissipation) et résulte
principalement de deux mécanismes : l'e�et collisionnel que l'on a présenté
précédement et l'amortissement sans collision appelé plus courament l'amor-
tissement Landau [40]. Ce dernier n'apparait pas dans le tenseur diélectrique
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(2.27) puisque l'on est parti d'un modèle �uide. D'après [47], il su�t d'ajouter
un terme à ε(r) et on a le tenseur diélectrique au sens phénoménologique :

K(r) = ε(r) +
ı

ε0ω


0 0 0

0 0 0

0 0 γe(r)

 (2.31)

où γe correspond au taux d'amortissement Landau dans le plasma. Son ex-
pression est [40]

γe =

√
πω2nq2

√
2mv3

thk
3
||

exp

(
− ω

2v2
thk

2
||

)
(2.32)

où vth est la vitesse d'agitation thermique des particules et k|| la composante
du vecteur d'onde k parallèle à B0.
Pour simpli�er les notations, on écrit dorénavant PL(r) = P (r) +

ı

ε0ω
γe(r).

L'équation (2.9) s'écrit alors

rot rotE − ω2

c2
KE = 0 dans Ω. (2.33)

2.3 Conditions au bord

On suppose que le domaine Ω est à bord Γ métallique et que Γ est séparé
en deux parties ΓA et ΓC de mesure non nulle. On considère que l'antenne
est modélisée par ΓA et on traitera indépendament les conditions de type
Dirichlet et de type Neumann sur l'antenne. La condition de type Fourier
ou Silver-Müller harmonique est envisageable mais ne sera pas abordée. Sur
l'autre partie du bord que l'on note ΓC = Γ \ ΓA, le champ électrique véri�e
la condition du conducteur parfait :

E × n = 0 sur ΓC . (2.34)
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2.3.1 Conditions aux limites naturelle

Aucun courant n'est imposé dans le plasma mais l'antenne est parcourue
par un courant super�ciel s, supposé connu, et donc on pose

J = sδΓA avec s · n = 0. (2.35)

En régime harmonique, le champ électrique E véri�e alors sur l'antenne :

rot E × n = ıωµ0js sur ΓA, (2.36)

où s(r, t) = Re[js(r)e−ıωt]. Cette équation provient du lemme suivant [13] :

Lemme 2.4. ("Condition de saut" entre deux milieux magnétiques)
Soit Γm l'interface entre deux milieux Ω1 et Ω2, on note n12 un vecteur
unitaire sortant par rapport au milieu Ω1. Les champs magnétiques véri�ent
alors les égalités suivantes sur Γm :

Bn2 − Bn1 = 0, (2.37)

H>2 −H>1 = s × n12. (2.38)

Montrons alors l'équation (2.36).

Démonstration. On suppose que le plasma représente le milieu Ω1 et Γm = ΓA
alors n12 = n et H>1 = µ−1

0 B>1. Le milieu Ω2 est un conducteur supposé
parfait, on a donc H = 0 dans Ω2 et par continuité, on a H>2 = 0. D'où
l'équation (2.38) du lemme précédent devient

− 1

µ0

B>1 = s × n.

En régime harmonique, cette dernière s'écrit

− 1

µ0

B>1 = js × n
(2.6)⇒ − 1

ıωµ0

rot E = js × n

⇒ − 1

ıωµ0

(
rot E

)
× n =

(
js × n

)
× n

⇒ rotE × n = ıωµ0js.

Donc on a bien

rot E × n = ıωµ0js sur ΓA. (2.39)
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La condition sur le bord complémentaire de l'antenne s'écrit E × n =
0 sur ΓC .
On résume alors notre problème.
Soit Ω un ouvert borné de R3 représentant le volume du plasma. On note n un
vecteur normal unitaire et Γ le bord de Ω. On distingue ΓA ⊂ Γ l'antenne sur
le bord et ΓC = Γ\ΓA. La description diélectrique du plasma est représentée
localement par un tenseur diélectrique ε dont l'expression est donnée par
la relation (2.27) auquel il faut ajouter un terme correctif dû à l'interaction
entre l'onde électromagnétique et les électrons (2.31). En régime harmonique,
le champ électrique E véri�e les équations

rot rotE − ω2

c2
KE = 0 dans Ω, (2.40)

div(KE) = 0 dans Ω, (2.41)

E × n = 0 sur ΓC , (2.42)

rotE × n = ıωµ0js sur ΓA. (2.43)

L'équation (2.41) provient tout simplement de la divergence de l'équation
(2.40).

2.3.2 Conditions aux limites essentielle

On peut remplacer la condition sur l'antenne ΓA de type Neumann par
une condition au limite de type Dirichlet non homogène :
Trouver une fonction E véri�ant les équations suivantes

rot rotE − ω2

c2
KE = 0 dans Ω, (2.44)

div(KE) = 0 dans Ω, (2.45)

E × n = 0 sur ΓC , (2.46)

E × n = h sur ΓA. (2.47)

On dé�nit les espaces

H(divK,Ω) := {u ∈ L2(Ω) | div(Ku) ∈ L2(Ω)}, (2.48)

X(K,Ω) := H(rot,Ω) ∩H(divK,Ω). (2.49)

Relèvement
S'il existe une solution à ces équations qui appartient à L2(Ω), alors E ∈
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X(K,Ω). Il faut donc que h̃, prolongement de h par 0 à tout Γ, soit la trace
d'un champ X(K,Ω). Or nous verrons que l'application γ> est surjective de
X(K,Ω) dans Υ∂Ω (cf. la proposition 3.18), donc si h̃ ∈ Υ∂Ω alors il existe
Ea ∈ X(K,Ω) tel que Ea × n|Γ = h̃. La fonction Ea est un relèvement de
la fonction h et on peut écrire

E = Ẽ +Ea

avec Ẽ × n|Γ = 0.
Le problème (2.44) - (2.47) devient alors
Trouver une fonction Ẽ véri�ant les équations suivantes

rot rot Ẽ − ω2

c2
KẼ = − rot rotEa +

ω2

c2
KEa dans Ω, (2.50)

div(KẼ) = −div(KEa) dans Ω, (2.51)

Ẽ × n = 0 sur Γ. (2.52)

2.4 Formulation variationnelle

2.4.1 Conditions aux limites naturelle

Pour obtenir la formulation variationnelle qui conduit à la méthode d'élé-
ments �nis, on multiplie (2.40) par des fonctions-test et on intègre sur le
domaine Ω. L'énergie électromagnétique est supposée �nie, on impose alors
que les champs E et B soient L2(Ω). Cependant, en régime harmonique, la
loi de Faraday (2.7) implique que le champ E ∈ H(rot,Ω). On prend donc
une fonction-test F ∈H(rot,Ω) :

0 = (0 | F ) = (rot rotE | F )− ω2

c2
(KE | F )

= −〈rotE × n,F>〉Γ + (rotE | rotF )− ω2

c2
(KE | F ).

On en déduit d'après (2.36) et si F × n = 0 sur ΓC .

〈ıωµ0js,F>〉ΓA = (rotE | rotF )− ω2

c2
(KE | F ). (2.53)



25

On introduit l'espace de fonctions

HC
0 (rot,Ω) := {u ∈H(rot,Ω) |u× n|ΓC = 0}. (2.54)

On obtient directement une formulation variationnelle de (2.40)�(2.42) :
Trouver E ∈HC

0 (rot,Ω) tel que

a(E,F ) = l(F ) ∀F ∈HC
0 (rot,Ω), (2.55)

avec

a(E,F ) := (rotE | rotF )− ω2

c2
(KE | F ), (2.56)

l(F ) := ıωµ0〈js,F>〉ΓA . (2.57)

On dé�nit l'espace

XC
N(K,Ω) := HC

0 (rot,Ω) ∩H(divK,Ω). (2.58)

On régularise la formulation (2.55) en ajoutant un terme lié à la condition de
divergence (2.41), la nouvelle formulation variationnelle dite augmentée [21]
(FVA)
Trouver E ∈XC

N(K,Ω) tel que

as(E,F ) = l(F ) ∀F ∈XC
N(K,Ω), (2.59)

où

as(E,F ) := a(E,F ) + s(div(KE) | div(KF )), (2.60)

avec s ∈ C un paramètre que l'on précisera plus tard.
On traite alors la condition de divergence (2.41) comme une contrainte pour
obtenir la formulation variationnelle mixte augmentée (FVMA) :
Trouver (E, p) ∈XC

N(K,Ω)× L2(Ω) tel que

as(E,F ) + b(F , p) = l(F ) ∀F ∈XC
N(K,Ω), (2.61)

b(E, q) = 0 ∀ q ∈ L2(Ω), (2.62)

avec
b(F , p) := (div(KF ) | p). (2.63)

On s'intéressera dorénavant à cette formulation.
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Remarque 2.5. La formulation variationnelle mixte non augmentée (FVMNA)
est
Trouver (E, p) ∈HC

0 (rot,Ω)×H1
0 (Ω) tel que

a(E,F ) + β(F , p) = l(F ) ∀F ∈HC
0 (rot,Ω), (2.64)

β(E, q) = 0 ∀ q ∈ H1
0 (Ω), (2.65)

avec
β(F , p) := −(KF | grad p). (2.66)

En e�et dans la formulation forte, on introduit le multiplicateur de La-
grange pour la contrainte divKE = 0. On cherche alors un couple (E, p)
solution de

rot rotE − ω2

c2
KE −KH grad p = 0 dans Ω, (2.67)

div(KE) = 0 dans Ω, (2.68)

E × n = 0 sur ΓC , (2.69)

rotE × n = ıωµ0js sur ΓA. (2.70)

il est alors naturel de chercher E ∈ HC
0 (rot,Ω) et p ∈ H1

0 (Ω). Sous forme
variationnelle, on a (2.64)-(2.65).
Nous verrons dans la suite les motifs de notre intérêt pour la FVMA (2.61)-
(2.62) plutôt que la FVMNA (2.64)-(2.65).

2.4.2 Conditions aux limites essentielle

En multipliant (2.50) par une fonction test F ∈H0(rot,Ω), on a

(rot Ẽ | rotF )− ω2

c2
(KẼ | F ) = −(rotEa | rotF ) +

ω2

c2
(KEa | F ).

Or l'application F 7→ a(Ea,F ) est linéaire et continue. Elle appartient alors à
H0(rot,Ω)′ et peut s'écrire 〈f ,F 〉. Ecrivons les formulations variationnelles.
⇒ (FV) Trouver Ẽ ∈H0(rot,Ω) tel que

a(Ẽ,F ) = 〈f ,F 〉 ∀F ∈ H0(rot,Ω).

Comme on a supposé Ea ∈ XN(K,Ω) alors − divKEa := g ∈ L2(Ω) et on
peut augmenter la formulation variationnelle.
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⇒ (FVA) Trouver Ẽ ∈XN(K,Ω) := H0(rot,Ω) ∩H(divK,Ω) tel que

a(Ẽ,F ) + s(divKẼ | divKF ) = 〈f ,F 〉+ s(g | divKF ) (2.71)

∀F ∈XN(K,Ω).

⇒ (FVMA) Trouver (Ẽ, p) ∈XN(K,Ω)× L2(Ω) tel que

as(Ẽ,F ) + b(F , p) = Ls(F ) ∀F ∈XN(K,Ω) (2.72)

b(Ẽ, q) = `(q) ∀q ∈ L2(Ω). (2.73)

avec

as(Ẽ,F ) := (rot Ẽ | rotF )− ω2

c2
(KẼ | F ) + s(divKẼ | divKF ),

b(F , p) := (div(KF ) | p),
Ls(F ) := 〈f ,F 〉+ s(g | divKF ),

`(q) := (g | q).



Chapitre 3

Analyse mathématique

Dans ce chapitre, on s'intéresse au caractère bien posé des problèmes
(2.61)-(2.62) et (2.72)-(2.73) en mettant en avant le rôle joué par le pro-
cessus dissipatif du milieu (e�et collisionnel et amortissement Landau). Ce
résultat s'appuie sur la coercitivité des formes sesquilinéaires [52].
Ensuite, a�n de concevoir une méthode d'élément �ni qui accompagne na-
turellement ce genre de formulation variationnelle, des propriétés de l'espace
XN(K,Ω) sont présentées.

3.1 Un théorème d'existence et d'unicité

On rappelle un théorème fondamental qui assure le caractère bien posé
de certains équations variationnelles.

Théorème 3.1. (Lax-Milgram)
Soit a : V × V 7−→ C une forme sesquilinéaire continue, i.e.

|a(v,w)| ≤ c0||v||V ||w||V (3.1)

et coercitive [25], i.e.

|a(v,v)| ≥ c1||v||2V (3.2)

et soit l une forme linéaire continue sur V , alors l'équation

a(u,v) = l(v) ∀v ∈ V (3.3)

posséde une unique solution u ∈ V et elle dépend continûment de la donnée :

||u||V ≤ C||l||V ′ . (3.4)

28
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En présence d'une contrainte telle que (2.41), on obtient un problème
variationnel dit mixte (dans notre cas (2.61)-(2.62) ainsi que (2.64)-(2.65))
avec lequel ce théorème se généralise de la façon suivante :

Théorème 3.2. (Babuska-Brezzi)
Soient W et Q deux espaces de Hilbert, a et b deux formes sesquilinéaires
continues

a(., .) : W ×W 3 (u,v) 7−→ a(u,v) ∈ C, (3.5)

b(., .) : W ×Q 3 (v, q) 7−→ b(v, q) ∈ C, (3.6)

et L, l deux formes linéaires continues

L(.) : W 3 v 7−→ L(v) ∈ C, (3.7)

l(.) : Q 3 q 7−→ l(q) ∈ C, (3.8)

On pose V = {v ∈W ; b(v, q) = 0 ∀q ∈ Q}.Si
(i) la forme sesquilinéaire a est V -coercitive, i.e. il existe une constante α > 0
telle que

|a(v,v)| ≥ α||v||W ∀v ∈ V . (3.9)

(ii) la forme sesquilinéaire b satisfait la condition inf-sup, i.e. il existe une
constante δ > 0 telle que

inf
q∈Q

sup
v∈W

|b(v, q)|
||v||W ||q||Q

≥ δ (3.10)

alors le problème

Trouver (u, p) ∈W ×Q tel que

a(u,v) + b(v, p) = L(v) ∀v ∈W , (3.11)

b(u, q) = l(q) ∀ q ∈ Q, (3.12)

est bien posé, i.e. il existe un unique couple (u, p) véri�ant (3.11)-(3.12) et

||u||W + ||p||Q ≤ C
(
||L||W ′ + ||l||Q′

)
(3.13)

Démonstration. voir [15] ou [35].
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Remarque 3.3. La condition inf-sup (ii) nous fournit une condition néces-
saire et su�sante pour que la formulation soit bien posée. Elle est véri�ée si
et seulement si :

∀q ∈ Q ∃v ∈ V tel que |b(v, q)| ≥ δ||v||W ||q||Q. (3.14)

Pour une forme bilinéaire à valeurs complexes, on peut obtenir la V -
coercitivité (condition (i)) de la manière suivante

Théorème 3.4. Soient V et H des espaces de Hilbert tel que l'injection de
V dans H soit continue et a(., .) une forme bilinéaire sur V × V . Si

� (i′) il existe deux constantes α > 0 et λ > 0 telle que la partie réelle de
a(., .), Re[a(., .)], véri�e l'inégalité :

|Re[a(v,v)]| ≥ α||v||2V − λ||v||2H , ∀v ∈ V (3.15)

� (i′′) il existe une constante γ > 0, telle que la partie imaginaire de
a(., .), Im[a(., .)], véri�e l'inégalité :

|Im[a(v,v)]| ≥ γ||v||2H , ∀v ∈ V . (3.16)

Alors la forme sesquilinéaire a est V -coercitive.

Démonstration. On a

|a(v,v)|2 = |Re[a(v,v)]|2 + |Im[a(v,v)]|2

≥ (α||v||2V − λ||v||2H)2 + γ2||v||4H
≥ α2||v||4V − 2αλ||v||2V ||v||2H + λ2||v||4H + γ2||v||4H

Or l'inégalité de Young nous donne

−2αλ||v||2V ||v||2H ≥ −
α2

ε
||v||4V − ελ2||v||4H ∀ε > 0.

Ce qui nous amène à

|a(v,v)|2 ≥ α2(1− 1

ε
)||v||4V + [λ2(1− ε) + γ2]||v||4H .

Pour éliminer le terme en ||v||4H , on cherche un ε > 0 tel que λ2(1−ε)+γ2 = 0

i.e. ε = 1 +
γ2

λ2
> 0. On obtient alors

|a(v,v)|2 ≥ α2(1− 1

1 + γ2

λ2

)||v||4V + 0

⇒ |a(v,v)| ≥ αγ√
λ2 + γ2

||v||2V .
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Remarque 3.5. L'hypothèse (i′) de la proposition ne su�t pas seule pour
que a(., .) soit coercitive. Par exemple, on prend V = H(rot,Ω),H = L2(Ω)
et a(u,v) = (rotu| rotv).
L'hypothèse (i′) est véri�ée car

a(v,v) = || rotv||2L2 = ||v||2V − ||v||2H ,

mais a n'est pas coercitive car on n'a pas

|a(v,v)| = || rotv||2L2 ≥ c||v||2V ∀v ∈ V .

En e�et, si v est un gradient, l'inégalité est fausse.

3.2 Application aux ondes électromagnétiques

On va montrer le théorème suivant

Théorème 3.6. On suppose que les fonctions νc, γe, ωcs et ωps, pour chaque
espèce s (ions et électrons), sont continues de Ω dans R et bornées infé-
rieurement et supérieurement par des nombres strictement positifs. Alors les
problèmes variationnels (2.61)-(2.62) et (2.72)-(2.73) admettent une solution
si Re(s) > 0 et Im(s) ≤ 0.

On considère dorénavant que les hypothèses du théorème sont véri�ées.
Il su�t alors d'appliquer le théorème 3.2 de Babuska-Brezzi aux problèmes
variationnels.

Proposition 3.7. La forme sesquilinéaire as véri�e la condition (i).

Pour démontrer cette proposition, il su�t de véri�er les deux hypothèses
du théorème 3.4. Pour cela, on se donne deux lemmes

Lemme 3.8. La fonction r 7→K(r) est bornée, continue de Ω dans M3(C)
et maxr∈Ω ||K(r)||2 = K+ < +∞ avec

K+ = max
i=1,2,3

{
max
r∈Ω
|λi(r)|

}
où ||.||2 représente la norme matricielle induite par la norme vectorielle eu-
clidienne et λi les valeurs propres de K dé�nies dans la proposition 3.10.
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Démonstration. Soit r ∈ Ω, la norme du tenseur K(r) induite par la norme
vectorielle euclidienne peut être exprimée par

||K(r)||2 = [valeur propre maximale de KH(r)K(r)]1/2. (3.17)

D'après (2.31), on a

KH(r)K(r) =


|S(r)|2 + |D(r)|2 −2ı Re[S(r)D(r)] 0

2ı Re[S(r)D(r)] |S(r)|2 + |D(r)|2 0

0 0 |PL(r)|2

 .

Les valeurs propres de cette matrice sont |PL(r)|2, |S(r) − D(r)|2, |S(r) +
D(r)|2.
D'où (3.17) devient

||K(r)||2 = max

{
|S(r)−D(r)|, |S(r) +D(r)|, |PL(r)|

}
.

Ainsi on obtient le résultat du lemme en prenant

K+ = max

{
max
r∈Ω
|S(r)−D(r)|,max

r∈Ω
|S(r) +D(r)|,max

r∈Ω
|PL(r)|

}
qui est e�ectivement bornée grâce aux hypothèses du théorème 3.6.

Remarque 3.9. Le fait que K+ soit la valeur singulière maximale implique

Re[(xHKx)] ≤ K+(xHx). (3.18)

Proposition 3.10. Les valeurs propres de la matrice K sont λ1 = S +
D,λ2 = S − D et λ3 = PL. De plus, il existe une base de vecteurs propres
indépendants des valeurs S,D et PL.

En e�et, les vecteurs propres selon, respectivement, les valeurs propres
S +D,S −D et PL sont :

u1 =

√
2

2


ı

−1

0

 u2 =

√
2

2


1

−ı

0

 u3 =


0

0

1

 . (3.19)
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Lemme 3.11. Il existe une constante ζ > 0 dépendant de ω et telle que

|xHK(r)x| ≥ Im[(xHK(r)x)] ≥ ζ(xHx) ∀x ∈ C3, ∀r ∈ R3. (3.20)

Démonstration. La proposition 3.10 nous montre qu'il existe une matrice
unitaire U constante et une matrice diagonale Λ(r) telles que K(r) =
UΛ(r)UH . D'où, ∀x ∈ C3

xHK(r)x = xHUΛ(r)UHx = yHΛ(r)y

avec y = UHx véri�ant |y| = |x|. On a donc

Im[xHK(r)x] = Im[yHΛ(r)y] =
3∑
i=1

Im[λi(r)]|yi|2

Soit bs(r) = ω2
cs(r)− ω2 + ν2

c (r), on a alors d'après (2.28)-(2.30)

Im[λ1(r)] = Im[S(r) +D(r)]

=
νc(r)

ω

(∑
ions

ω2
pi(r)

b2
i (r) + 4ω2ν2

c (r)

[
(ω − ωci(r))2 + ν2

c (r)
]

+
ω2
pe(r)

b2
e(r) + 4ω2ν2

c (r)

[
(ω + ωce(r))2 + ν2

c (r)
])
,

Im[λ2(r)] = Im[S(r)−D(r)]

=
νc(r)

ω

(∑
ions

ω2
pi(r)

b2
i (r) + 4ω2ν2

c (r)

[
(ω + ωci(r))2 + ν2

c (r)
]

+
ω2
pe(r)

b2
e(r) + 4ω2ν2

c (r)

[
(ω − ωce(r))2 + ν2

c (r)
])
,

Im[λ3(r)] = Im[PL(r)] =
νc(r)

ω(ω2 + ν2
c (r))

∑
s

ω2
ps(r) +

1

ε0ω
γe(r).

D'après les hypothèses faites sur les di�érentes fréquences, on peut montrer
que Im[λi]i=1,2,3 sont uniformément bornées inférieurement. On pose alors

ζ = min
i=1,2,3

{
min
r∈Ω

Im[λi(r)]
}
.

Par conséquent ζ > 0 et on obtient bien le résultat suivant

Im[(xHKx)] ≥ ζ(xHx).
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Montrons alors la proposition 3.7.

Démonstration. On a

as(F ,F ) = || rotF ||20 + s|| div(KF )||20 −
ω2

c2
(KF | F ).

Ce qui nous donne

Re[as(F ,F )] = || rotF ||20 +Re[s]|| div(KF )||20 −
ω2

c2
Re[(KF | F )],

Im[as(F ,F )] = Im[s]|| div(KF )||20 −
ω2

c2
Im[(KF | F )].

On obtient alors les inégalités suivantes

Re[as(F ,F )] ≥ min(1, Re[s])(||F ||2X − ||F ||20)− ω2

c2
K+||F ||20,

Im[as(F ,F )] ≤ Im[s]|| div(KF )||20 −
ω2

c2
ζ||F ||20.

Si Im[s] ≤ 0 et Re[s] > 0 alors

Re[as(F ,F )] ≥ min(1, Re[s])||F ||2X − (min(1, Re[s]) +
ω2

c2
K+)||F ||20,

Im[as(F ,F )] ≤ Im[s]|| div(KF )||20 −
ω2

c2
ζ||F ||20 ≤ −

ω2

c2
ζ||F ||20.

Les hypothèses (i′) et (i′′) sont donc bien véri�ées.

Grâce au théorème 3.1 de Lax-Milgram, on a alors

Proposition 3.12. Les FVA (2.59) et (2.71) sont bien posées.

Avant de montrer la deuxième condition du théorème 3.2, on donne une
proposition qui nous sera utile pour la suite.

Proposition 3.13. Pour tout f ∈ H−1(Ω), le problème elliptique

Trouver φ ∈ H1
0 (Ω) tel que

−∆Kφ = − div(K gradφ) = f (3.21)
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est bien posé et la solution véri�e

||φ||H1 ≤ C||f ||H−1

avec C > 0 une constante indépendante de φ et f .

Démonstration. La formule de Green (1.4) nous donne la formulation varia-
tionnelle de (3.21) :

a′(φ, ψ) = l′(ψ) ∀ψ ∈ H1
0 (Ω) (3.22)

avec

a′(φ, ψ) =

∫
Ω

(K gradφ) · gradψdΩ et l′(ψ) =

∫
Ω

fψdΩ.

Pour montrer la coercitivité de la forme bilinéaire dans (3.22), on se sert du
lemme 3.11 et de l'inégalité de Poincaré (1.7). On a

|a′(φ, φ)| ≥ Im[a′(φ, φ)]

≥ Im[

∫
Ω

(K gradφ) · gradφdΩ]

≥ ζ

∫
Ω

|gradφ|2dΩ = ζ||gradφ||20 ≥ ζ0||φ||21.

Donc le théorème de Lax-Milgram nous permet d'a�rmer le caractère bien
posé du problème et donc ||φ||H1 ≤ C||f ||H−1 .

Remarque 3.14. Le problème elliptique avec l'opérateur ∆KH est également
bien posé.

On peut alors montrer le résultat suivant :

Proposition 3.15. Dans les équations (2.61)-(2.62) et (2.72)-(2.73), la
forme sesquilinéaire b véri�e la condition (ii).

Démonstration. Soit q ∈ L2(Ω), cherchons un v ∈ XC
N(K,Ω) véri�ant

(3.14).
On remarque tout d'abord que, commeXN(K,Ω) = H0(rot,Ω)∩H(divK,Ω) ⊂
XC

N(K,Ω), il su�t de trouver un v ∈XN(K,Ω) véri�ant

|b(v, q)| ≥ δ||v||X ||q||0.
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Soit φ ∈ H1
0 (Ω) véri�ant (3.21) avec f = q ∈ L2(Ω) et v = gradφ d'où

v ∈H0(rot,Ω)[26]. De plus

q ∈ L2 ⇒ div(Kv) ∈ L2 ⇒ v ∈H(divK,Ω).

Ce qui implique que v ∈H0(rot,Ω) ∩H(divK,Ω) = XN(K,Ω).
Le lemme 3.11 nous donne∣∣ ∫

Ω

(K gradφ) ·gradφdΩ
∣∣ ≥ Im

[ ∫
Ω

(K gradφ) ·gradφdΩ
]
≥ ζ||gradφ||20

et on rappelle que∣∣ ∫
Ω

(K gradφ) · gradφdΩ
∣∣ (1.4)

= |(divK gradφ | φ)| = |(q | φ)|.

Comme l'inégalité de Poincaré (1.7) nous dit qu'il existe Cp > 0 tel que

|(q | φ)| ≤ ||q||0||φ||0 ≤ ||q||0Cp||gradφ||0

alors il existe une constante C =
Cp
ζ
> 0 tel que

||gradφ||0 ≤ C||q||0.

En�n on a

||v||2X = ||v||20 + || rotv||20 + || divKv||20
= ||gradφ||20 + || rot gradφ||20︸ ︷︷ ︸

=0

+|| divK gradφ||20

= ||gradφ||20 + ||q||20
≤ (1 + C2)||q||20. (3.23)

On obtient au �nal

b(v, q)

||v||X
=

(divKv | q)
||v||X

≥ ||q||20√
1 + C2||q||0

d'où la condition inf-sup avec δ =
1√

1 + C2
.
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On peut aussi voir que

Proposition 3.16. Dans la FVMNA, les équations (2.64)-(2.65), la forme
bilinéaire β véri�e la condition (ii).

Démonstration. Soit q ∈ H1
0 (Ω) ce qui implique grad q ∈ H0(rot,Ω). On

pose alors v = grad q ∈H0(rot,Ω). Le lemme 3.11 montre que

|β(v, q)| = |
∫

Ω

(Kv) · grad qdΩ| = |(Kv | v)|

≥ ζ||v||20 = ζ||v||0||grad q||0. (3.24)

Or
||v||H(rot) =

(
||v||20 + || rotv||20

)1/2
= ||v||0

et l'inégalité de Poincaré (1.7) montre que

||grad q||0 ≥
1√

1 + C2
p

||q||H1 .

Donc on a bien dans (3.24)

|β(v, q)| ≥ Cβ||v||H(rot)||q||H1

avec Cβ =
ζ√

1 + C2
p

.

Remarque 3.17. On remarque ici que le lemme 3.11 est crucial pour mon-
trer la coercitivité des formes bilinéaires ainsi que les conditions inf-sup des
FVMA et FVMNA. Ce qui signi�e que sans l'absorption induite par les colli-
sions et l'amortissement Landau, notre raisonnement n'est plus valable. Des-
prés et al. [28] ont montré que le problème limite lorsque l'absorption tend
vers 0 est mal posé dans certains cas.

Il nous reste à montrer que la propriété de la trace tangentielle invoquée
pour la modélisation du problème avec condition au bord essentielle (para-
graphe 2.3.2) est bien vraie.

Proposition 3.18. L'application trace tangentielle γ> est surjective deX(K,Ω)
dans Υ∂Ω.
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Démonstration. Soit g ∈ Υ∂Ω, par dé�nition, il existe w ∈ H(rot,Ω) tel
que w × n = g dans ∂Ω. On sait que le problème elliptique

Trouver φ ∈ H1
0 (Ω) tel que

−∆Kφ = div(Kw) avec div(Kw) ∈ H−1(Ω) (3.25)

admet une solution grâce à la proposition 3.13. On pose v = w + gradφ,
ce qui implique div(Kv) = 0. Comme gradH1

0 (Ω) ⊂ H0(rot,Ω), on a
v ∈X(K,Ω) véri�ant v × n = g dans ∂Ω.

On va maintenant montrer l'équivalence entre toutes les formulations.

Proposition 3.19. Toute solution (E, p) de la FVMA (2.61)-(2.62) (res-
pectivement de la FVMNA (2.64)-(2.65) ) véri�e p = 0.

Démonstration. Soit (E, p) une solution de FVMA, on prend φ ∈ H1
0 (Ω),

l'unique fonction véri�ant div(K gradφ) = p et on choisit F = gradφ ∈
XN(K,Ω) comme fonction-test dans (2.61) :

0 = as(E,gradφ) + b(gradφ, p)− l(gradφ)

= −ω
2

c2
(KE | gradφ) + s(div(KE) | p) + ‖p‖2

0 − ıωµ0〈js, (gradφ)>〉Γ
(1.3)
= −ω

2

c2
(divKE | φ) + ‖p‖2

0 − ıωµ0〈js, (gradφ)>〉Γ
(2.62)
= ‖p‖2

0 − ıωµ0〈js,n× (gradφ× n)〉Γ
= ‖p‖2

0 car gradφ ∈XN(K,Ω). (3.26)

Pour la FVMNA, la démonstration est identique.

Pour montrer l'équivalence des trois formulations FVA, FVMNA et FVMA,
il su�t de montrer que la solution d'une formulation est une solution des
autres. En e�et, les propositions 3.12, 3.15 et 3.16 ont montré l'unicité de la
solution de chaque formulation. Tout d'abord, on a l'implication triviale :

Proposition 3.20. (E, 0) est une solution de la FVMA (2.61)-(2.62) ⇒ E
est une solution de la FVA (2.59).

En�n montrons que

Proposition 3.21. (E, 0) est une solution de la FVMNA (2.64)-(2.65) ⇒
(E, 0) est une solution de la FVMA (2.61)-(2.62).
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Démonstration. Soit (E, 0) une solution de la FVMNA, l'équation (2.65)
implique que div(KE) = 0 dans D′(Ω), plus particulièrement dans L2(Ω).
En utilisant la formule de Green (1.4), on a

0 = β(E, q) = −(KE | grad q) = (div(KE) | q) = b(E, q) ∀ q ∈ H1
0

et comme H1
0 est dense dans L2, on a notre résultat ainsi que l'équation

(2.62). Et donc on a E ∈XC
N(K,Ω). On en déduit alors l'équation (2.61) :

as(E,F ) + b(F , 0) = a(E,F ) + s(div(KE) | div(KF ))
(2.64)
= l(F ) ∀F ∈XC

N(K,Ω).

3.3 Propriétés de l'espace XN(K,Ω)

3.3.1 Un résultat de compacité

On se demande ici si le théorème (1.21) ne s'applique pas en remplaçant
XN(Ω) par XN(K,Ω). En e�et, dans l'article [56], il est montré que, dans
un ensemble G simplement connexe, XN(ε, G) = H0(rot, G) ∩H(div ε, G)
s'injecte de façon compacte dans L2(G) si la matrice ε est à valeur dans R,
symétrique, bornée et dé�nie positive uniformément. Ce qui est loin d'être le
cas pour notre tenseur diélectrique K, cf. (2.31), ainsi que notre domaine Ω
qui n'est pas simplement connexe. Néanmoins, on a le résultat suivant :

Théorème 3.22. Si Ω est lipschitzien alors XN(K,Ω) s'injecte de façon
compacte dans L2(Ω).

On �xe tout d'abord des propriétés topologiques de domaines réguliers
mais non simplement connexe.

Dé�nition 3.23. Un domaine borné Ω de R3 est dit pseudo-lipschitzien si
pour tout point x sur le bord ∂Ω, il existe un entier r(x) égal à 1 ou 2 et un
réel strictement positif α0 tel que pour tout réel α avec 0 < α < α0, l'inter-
section de Ω avec la boule de centre x et de rayon α, a r(x) composante(s)
connexe(s) qui sont chacune lipschitzienne.
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On suppose Ω ⊂ R3 un domaine lipschitzien tel qu'il existe Ñ ∈ N surfaces
ouvertes connexes Σj (dites coupures), 1 ≤ j ≤ Ñ inclus dans Ω véri�ant :
· Σi ∩ Σj = ∅ pour i 6= j et les Σj ne sont pas tangentes à Γ.
· le bord des Σj est contenu dans Γ pour 1 ≤ j ≤ Ñ .

· si on dé�nit Σ =
⋃Ñ
j=1 Σj et Ω̇ = Ω \ Σ, alors Ω̇ est pseudo-lipschitzien et

simplement connexe.
En�n, on décompose Γ en

⋃m
j=1 Γj, où Γj sont les composantes connexes de

Γ. Or le tore véri�e bien ces propriétés avec Ñ = 1 et sa frontière est connexe
donc m = 1.
On a alors le lemme suivant (démontré dans [4]).

Lemme 3.24. (potentiel vecteur tangentiel)
Si Γ a plusieurs composantes (i.e.m > 1), alors une fonction u dansH(div,Ω)
satisfait

divu = 0 dans Ω et 〈u · n, 1〉Γj = 0 0 ≤ j ≤ m. (3.27)

si et seulement si il existe un potentiel vecteur A ∈X(Ω) tel que

u = rotA dans Ω et divA = 0 dans Ω, (3.28)

A · n = 0 sur Γ et 〈A · n, 1〉Σj = 0 ∀j. (3.29)

La fonction A est unique et on a

||A||0 ≤ C||u||0. (3.30)

Remarque 3.25. Si la frontière Γ est connexe alors l'hypothèse (3.27) de-
vient

divu = 0 dans Ω. (3.31)

En�n on a une décomposition de Helmholtz des champs de vecteurs L2(Ω)
en partie gradient et "K-solénoïde".

Lemme 3.26. Soit u ∈ L2(Ω), alors il existe φ ∈ H1
0 (Ω) et uT ∈ L2(Ω)

avec div(KuT ) = 0 tel que

u = gradφ+ uT (3.32)

véri�ant

||gradφ||0 ≤ C||u||0 et ||uT ||0 ≤ C||u||0. (3.33)
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Démonstration. En appliquant divK aux deux membres de l'équation (3.32),
on cherche φ ∈ H1

0 (Ω) tel que div(Ku) = ∆Kφ. Or u ∈ L2(Ω) ⇒ Ku ∈
L2(Ω) ⇒ div(Ku) ∈ H−1(Ω) car la divergence est continue de L2(Ω) dans
H−1(Ω). Et donc la proposition 3.13 montre l'existence et l'unicité d'une telle
fonction.
On pose alors uT = u− gradφ et on a

uT ∈ L2(Ω) et div(KuT ) = 0.

Remarque 3.27. i) Si u ∈ XN(K,Ω) alors gradφ ∈ XN(K,Ω) et par
conséquent uT ∈XN(K,Ω) et la décomposition (3.32) est continue en norme
XN(K,Ω).
ii) Grâce à la remarque 3.14, on a aussi une décomposition des champs de
vecteurs L2(Ω) en partie KH-gradient et solénoïde : soit u ∈ L2(Ω), alors il
existe φ ∈ H1

0 (Ω) et uT ∈ L2(Ω) avec divuT = 0 tel que

u = KH gradφ+ uT . (3.34)

On démontre alors le théorème 3.22. On suppose pour simpli�er Γ connexe,
ce qui est le cas du tore.

Démonstration. Soit {um}m∈N une suite bornée dansXN(K,Ω) , elle véri�e
alors ∀m ∈ N, il existe un C ∈ R tel que

(1) ||um||0 ≤ C (2) || rotum||0 ≤ C

(3) || div(Kum)||0 ≤ C (4) um × n|Γ = 0. (3.35)

Par la remarque 3.27. i), on pose u1
m ∈XN(K,Ω) et u2

m ∈XN(K,Ω) avec

(1) um = u1
m + u2

m (2) u1
m = gradφm avec φm ∈ H1

0 (Ω)

(3) div(Ku2
m) = 0 (4) uim × n|Γ = 0 i = 1, 2. (3.36)

Montrons alors qu'on peut extraire une sous-suite de {uim}i=1,2 qui converge
dans L2(Ω).
La suite {u1

m} bornée dansXN(K,Ω) par le lemme 3.26, on a ||φm||H1 ≤ C.
En appliquant le théorème 1.16 de Rellich, on peut extraire une sous-suite,
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encore notée {φm}, convergente dans L2(Ω). On pose alors φkl = φk − φl et
on a

|(div(K gradφkl)|φkl)| = |(div(K(u1
k − u1

l ))|φkl)| → 0 k, l→ +∞

et |(div(K gradφkl)|φkl)|
(1.4)
= |(K gradφkl|gradφkl)|

(3.20)

≥ ζ||gradφkl||0 = ζ||u1
k − u1

l ||0. (3.37)

Ce qui implique que la suite {u1
m} converge dans L2(Ω).

La suite {u2
m} véri�e (3.36)(3) et par le théorème du potentiel vecteur tan-

gentiel 3.24, on a

Ku2
m = rotAm avec Am ∈X(Ω), (3.38)

véri�ant divAm = 0 et Am · n|Γ = 0.
Il est clair que ∀m ∈ N,Am ∈ XT (Ω), on montre alors que la suite {Am}
est bornée :

||Am||XT
≤ ||Am||0 + || divAm︸ ︷︷ ︸

=0

||0 + || rotAm︸ ︷︷ ︸
=Ku2

m

||0

(3.30)

≤ (C + 1)||Ku2
m||0 ≤ C ′||u2

m||0
(3.33)

≤ C ′′||um||0 (3.39)

et par (3.35)(1), on a {Am} bornée. Par le théorème 1.21, la suite {Am}
admet une sous-suite, encore notée {Am} convergente dans L2(Ω). On pose
alors Akl = Ak −Al et on a

|(rotK−1 rotAkl|Akl)| = |(rot(u2
k − u2

l )|Akl)| → 0 k, l→ +∞

et |(rotK−1 rotAkl|Akl)|
(1.5)
= |(K−1 rotAkl| rotAkl)|
= |(u2

k − u2
l |K(u2

k − u2
l ))|

(3.20)

≥ ζ||u1
k − u1

l ||0. (3.40)

Ce qui implique que la suite {u2
m} converge dans L2(Ω).

3.3.2 Un résultat de régularité

On suppose désormais K ∈ W 1,∞(Ω). Dans le même registre que le
résultat de compacité de l'espace XN(K,Ω) dans L2(Ω), on veut montrer le
théorème suivant :
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Théorème 3.28. On suppose Ω un ouvert régulier i.e. de classe C1,1 alors
l'espace XN(K,Ω) est inclus dans H1(Ω).

La démonstration pour XN(Ω) est faite dans [35], cependant on ne peut
pas la transcrire pour notre cas. On propose alors une preuve en deux étapes,
l'une portant sur la décomposition dite de Birman-Solomyak [11] et l'autre
sur la régularité du problème elliptique.

Proposition 3.29. Toute fonction u ∈XN(K,Ω) s'écrit sous la forme

u = uBS + gradϕ (3.41)

avec uBS ∈H1
0(Ω) et ϕ ∈ H1

0 (Ω) avec ∆Kϕ ∈ L2(Ω).

Démonstration. On considère O un ouvert régulier simplement connexe à
bord connexe contenant Ω (une boule par exemple). Soit u ∈ XN(K,Ω),
on pose ũ ∈ L2(O) dé�nie par ũ = u dans Ω et nulle à l'extérieur. Comme
u× n = 0 sur ∂Ω, on a alors grâce à la formule de Green (1.5) que rot ũ ∈
L2(Ω). Or div rot ũ = 0 et donc, d'après le théorème du potentiel vecteur
([35], théorème 3.4 p. 45), il existe v ∈H1(O) telle que

rotv = rot ũ et divv = 0 dans O. (3.42)

Or on obtient rot(ũ−v) = 0, donc d'après le théorème du potentiel scalaire
([35], théorème 2.9 p. 31), il existe ϕ1 ∈ H1(O) telle que

ũ− v = gradϕ1 ⇔ ũ = v + gradϕ1. (3.43)

D'après la dé�nition de ũ, on a gradϕ1 = −v dans O \ Ω, ce qui implique
ϕ1|(O\Ω) ∈ H2(O \ Ω). Il existe alors un prolongement ϕ2 ∈ H2(O) telle que
ϕ1|(O\Ω) = ϕ2|(O\Ω)[35]. On peut écrire alors

ũ = (v + gradϕ2)︸ ︷︷ ︸
:=ũBS

+ grad(ϕ1 − ϕ2︸ ︷︷ ︸
:=ϕ̃

). (3.44)

En se restreignant sur Ω, on a ũ|Ω = u, uBS := ũBS|Ω ∈H1(Ω) et ϕ := ϕ̃|Ω ∈
H1(Ω). Mieux, comme ũBS et ϕ̃ sont nuls sur O \ Ω alors uBS ∈ H1

0(Ω) et
ϕ ∈ H1

0 (Ω). En�n, on a

∆K(ϕ1 − ϕ2) = divK grad(ϕ1 − ϕ2)

= divK[u− (v + gradϕ2)].

Or par dé�nition, divKu ∈ L2(Ω) et comme (v + gradϕ2)|Ω ∈ H1(Ω), on
a divK(v + gradϕ2) ∈ L2(Ω) car K ∈W 1,∞(Ω).
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Le théorème 3.28 est alors prouvé si l'on montre que gradϕ ∈H1(Ω) ou
encore que ϕ ∈ H2(Ω). Pour cela, on se sert de la théorie de la régularité
des problèmes elliptiques que l'on peut trouver dans [37]. On rappelle ici les
principaux résultats : soit une forme sesquilinéaire

a(φ, ψ) =
∑
i,j

∫
Ω

ai,j(x)
∂φ

∂xi
(x)

∂ψ

∂xi
(x).

L'opérateur A associé, appliquant H1
0 (Ω) dans H−1(Ω) si (ai,j) ∈ L∞(Ω),

s'écrit

Aφ =
∑
i,j

∂

∂xi
(ai,j

∂φ

∂xi
).

Dé�nition 3.30. On dit que l'opérateur A est (uniformément) fortement
elliptique s'il existe une constante c > 0 telle que

∀x ∈ Ω ∀r ∈ C3 Re
(
rHA(x)r

)
≥ c|r|2

avec A la matrice (ai,j).

Théorème 3.31. Soit Ω un ouvert borné et régulier. On suppose que l'opé-
rateur A est fortement elliptique avec les coe�cients ai,j ∈ W 1,∞(Ω) et que
f ∈ L2(Ω). Alors la solution du problème

Aφ = f et φ ∈ H1
0 (Ω)

appartient à H2(Ω).

On peut alors dire que, si Ω est assez régulier :

Proposition 3.32. La fonction ϕ de la proposition 3.29 appartient àH2(Ω).

Démonstration. On ne peut appliquer le théorème précédent au problème

∆Kϕ = div(K gradϕ) = f avec f ∈ L2(Ω)

ϕ ∈ H1
0 (Ω)

car l'opérateur ∆K n'est pas fortement elliptique. Cependant, on sait qu'il
existe un ζ > 0 tel que

Im[(xHKx)] ≥ ζ(xHx) ∀x ∈ C3.
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il su�t alors de multiplier par −ı la matrice K pour qu'on ait un opérateur
∆−ıK = −ı∆K qui soit fortement elliptique. En appliquant le théorème 3.31
au problème

∆−ıKϕ = div(−ıK gradϕ) = −ıf avec f ∈ L2(Ω)

ϕ ∈ H1
0 (Ω)

alors ϕ ∈ H2(Ω).



Chapitre 4

Réduction du problème en 2D

Le système (2.40)-(2.43) est posé dans Ω ⊂ R3, plus précisement Ω est
un tore représentant la cavité du plasma. En utilisant les coordonnées cylin-
driques ainsi que les séries de Fourier, on va montrer qu'on peut réduire le
problème à un problème posé dans un ouvert Ω̃ ⊂ R2 que l'on précisera.

4.1 Le système cylindrique

Dans la géométrie torique, on utilise les coordonnées (R,Z, φ), dites cy-
lindriques, où R désigne la coordonnée radiale mesurée à partir de l'axe (Ox),
Z l'opposé de la coordonnée cartésienne z, et φ l'azimut i.e.

x = R cosφ y = R sinφ z = −Z

avec (x, y, z) les coordonnées cartésiennes.
On note (eR, eZ , eφ) la base de vecteurs associée aux coordonnées cylin-
driques. On désigne par Ω̃ l'intersection de Ω et d'un demi-plan méridien
d'équation φ = constante. Dans ce demi-plan, les coordonnées (R,Z) s'assi-
milent aux coordonnées cartésiennes.

Remarque 4.1. La géométrie de Ω entraîne le fait que, dans ce système, le

vecteur normal n'a pas de composante en φ i.e. n =


nR

nZ

0

 .

46
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4.2 Décomposition en série de Fourier

Toute fonction f = f(R,Z, φ) ∈ L2(Ω) peut être décomposée en séries de
Fourier de la façon suivante :

f(R,Z, φ) =
1√
2π

∑
k∈Z

fk(R,Z)eıkφ (4.1)

avec

fk(R,Z) =
1

2π

∫ π

−π
f(R,Z, φ)e−ıkφdφ.

On peut ainsi dé�nir les opérateurs di�érentiels pour un mode de Fourier k :

divw =
1√
2π

∑
k∈Z

divkwk(R,Z)eıkφ pourw ∈H(div,Ω)

rotw =
1√
2π

∑
k∈Z

rotkwk(R,Z)eıkφ pourw ∈H(rot,Ω)

avec

rotk F =
∂Fφ
∂Z

eR −
1

R

∂(RFφ)

∂R
eZ + (

∂FZ
∂R
− ∂FR

∂Z
)eφ +

ık

R
eφ × F (4.2)

= (
∂Fφ
∂Z
− ık

R
FZ)eR + (

ık

R
FR −

1

R

∂(RFφ)

∂R
)eZ + (

∂FZ
∂R
− ∂FR

∂Z
)eφ

divk F =
1

R

∂(RFR)

∂R
+
∂FZ
∂Z

+
ık

R
eφ · F

=
1

R

∂(RFR)

∂R
+
∂FZ
∂Z

+
ık

R
Fφ. (4.3)

On prend les deux hypothèses suivantes :
i) le champ B0 est parallèle à eφ
ii) les fonctions νc, γe, ωcs et ωps sont indépendantes de φ.

L'hypothèse i) est une simpli�cation de la réalité technique (�2.1.2), mais
elle simpli�e grandement la modélisation. Elle implique en particulier que
B0 est indépendant de φ, puisque divB0 = 0. L'hypothèse ii) provient du
fait que la di�usion des particules est beaucoup plus rapide dans la direction
du champ B0 que dans les directions perpendiculaires. En conséquence, la
densité des particules est indépendante de φ. Les paramètres physiques dé�nis
au chapitre 7, et la matrice K, sont donc indépendants de φ. On a alors

Kw =
1√
2π

∑
k∈Z

K(R,Z)wk(R,Z)eıkφ. (4.4)
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4.3 Réduction de dimension

Pour une solution E(R,Z, φ) =
∑

k∈ZEk(R,Z)eıkφ de (2.40)-(2.43), les
coe�cients de Fourier satisfont des équations similaires au système d'équa-
tions initiales (2.40)-(2.43) de par leur linéarité ainsi que par l'égalité (4.4) :

rotk rotkEk −
ω2

c2
KEk = 0 dans Ω̃, (4.5)

divk(KEk) = 0 dans Ω̃, (4.6)

Ek × n = 0 sur Γ̃C , (4.7)

rotkEk × n = ıωµ0js,k sur Γ̃A. (4.8)

où Γ̃C et Γ̃A sont respectivement les intersections de ΓC et ΓA avec le demi-
plan méridien. De la même manière, on peut montrer que ces coe�cients sont
solutions d'une formulation semblable à la FVMA. Pour cela, on introduit
l'espace suivant :

Dé�nition 4.2. Pour tout τ ∈ R, on considère l'espace à poids

L2
τ (Ω̃) = {w mesurable sur Ω̃ tel que ||w||20,τ =

∫ ∫
Ω̃

|w(R,Z)|2RτdRdZ <∞}.

Pour tout mode de Fourier k, l'espace L2
1(Ω̃) est alors l'espace des coe�-

cients de Fourier qui sont L2(Ω) i.e. (uke
ıkφ | vkeıkφ)L2(Ω) = (uk | vk)L2

1(Ω).

Remarque 4.3. Dans notre cas où Ω̃ est la section d'un tore, pour tout
(R,Z) ∈ Ω̃, il existe Rmin > 0 tel que R ≥ Rmin. Ceci implique que L2

1(Ω̃)
est algébriquement et topologiquement égal à L2(Ω̃) mais les normes sont
di�érentes.

On a alors le résultat suivant [24] :

Proposition 4.4. Soit l'espace dé�ni par

XC
N,k(K, Ω̃) = {u ∈ L2

1(Ω̃) tel que rotk u ∈ L2
1(Ω̃) et divk(Ku) ∈ L2

1(Ω̃)

ainsi queu× n|Γ̃C = 0} (4.9)

muni de la norme

||u||2X,K,k := || rotk u||20,1 + || divk(Ku)||20,1 + ||u||20,1.

Le champ E ∈ XC
N(K,Ω) si et seulement si, ∀k ∈ Z, ses coe�cients de

Fourier Ek ∈XC
N,k(K,Ω) et la somme

∑
k∈Z ||Ek||2X,K,k est �nie.
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Remarque 4.5. Pour la même raison que la remarque précédente, l'es-
pace XC

N,k(K, Ω̃) ne dépend pas du mode k. Il existe un isomorphisme entre

XC
N,k(K, Ω̃) et le sous espace de XC

N(K,Ω) formé des champs n'ayant qu'un
seul coe�cient de Fourier non nul (celui d'indice k).

On peut maintenant a�rmer que la linéarité des équations de la FVMA
(2.61)-(2.62), ajoutée à cela l'orthogonalité entre les di�érents modes de Fou-
rier pour le produit scalaire L2(Ω) entraînent que les coe�cients de Fourier
Ek de E sont solutions d'une formulation similaire à la FVMA, utilisant les
opérateurs rotk et divk. Cette formulation s'écrit alors

Trouver (Ek, pk) ∈XC
N,k(K, Ω̃)× L2

1(Ω̃) tel que pour tout s ∈ C

as,k(E,F ) + bk(F , p) = lk(F ) ∀F ∈XC
N,k(K, Ω̃),(4.10)

bk(E, q) = 0 ∀ q ∈ L2
1(Ω̃), (4.11)

avec, en notant également (· | ·) le produit scalaire L2
1(Ω̃),

as,k(u,v) := (rotk u | rotk v)− ω2

c2
(Ku | v) + s(divk(Ku) | divk(Kv)),

bk(v, q) := (divk(Kv) | q),
lk(v) := ıωµ0〈js,k,v>〉Γ.

On a donc bien une réduction en 2D des équations (2.61)-(2.62).
On remarque en�n, pour un k ∈ Z, la fonction (R,Z, φ) 7→ Ek(R,Z)eıkφ

dé�nie dans Ω est solution (2.40) avec une source js,k(R,Z)eıkφ. De même,
la fonction

(R,Z, φ) 7→
(
Ek(R,Z)eıkφ, pk(R,Z)eıkφ

)
est solution du problème avec condition naturelle (2.61)-(2.62). Il en va de
même pour les problèmes avec condition essentielle (2.72)-(2.73). Ce qui per-
met d'appliquer les résultats 3D (existence, unicité, équivalence des formu-
lations) à nos nouveaux problèmes 2D.



Chapitre 5

Discrétisation du problème

L'objectif de cette partie est de formuler une méthode d'éléments �nis
adaptée à la résolution de l'EDP modale (4.5)-(4.8). La formulation varia-
tionnelle (4.10)-(4.11) est discrétisée en utilisant des éléments �nis de type
Taylor-Hood.

5.1 Eléments �nis de Taylor-Hood

La méthode des éléments �nis est un outil de discrétisation, qui consiste

à découper le domaine Ω̃ en un nombre �ni d'éléments, des triangles dans
notre cas. Elle consiste à chercher une solution approchée dans un sous espace
de dimension �nie engendré par des fonctions de base. Pour simpli�er, on

approche Ω̃ par un polygone. Pour dé�nir les espaces fonctionnels discrets,

on considère une triangulation T2h de Ω̃ à l'aide de triangles fermés T , de
diamètre inférieur ou égal à 2h avec h > 0, telle que

Ω̃ =
⋃

T∈T2h

T.

Le maillage est supposé conforme dans le sens où pour deux éléments distincts
T, T ∈ T2h, l'intersection T̄ ∩ T̄ ′ est soit vide, une arète ou un sommet (de
T et T ′). Pour discrétiser la FVMA, on considère un deuxième niveau de
discrétisation obtenue à partir de T2h : on note Th une triangulation conforme
obtenue par décomposition de chaque triangle T2h en quatre sous-triangles
égaux. On note Pn l'espace des polynômes de degré inférieur ou égal à n.

50
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On considère alors les éléments �nis P2-iso-P1 introduits par Taylor et Hood
dans [54].

Dé�nition 5.1. On appelle élément �ni de Taylor-Hood P2-iso-P1 lorsque
le multiplicateur de Lagrange, évalué sur le maillage grossier T2h, est appro-
ché par les éléments �nis de Lagrange continus en P1 sur chaque triangle
grossier :

V 2h = {v ∈ C0(Ω̃), v|T ∈ P1(T ), ∀T ∈ T2h},
et les composantes du champ électrique, évaluées sur le maillage �n Th, sont
aussi approchées par les éléments �nis de Lagrange continus en P1 sur chaque
triangle �n :

Y h = {v ∈ C0(Ω̃), v|T ∈ P1(T ), ∀T ∈ Th}.

Figure 5.1 � élément �ni de Taylor-Hood

Les n÷uds sur Th (respectivement T2h) sont notés N (Th) (respectivement
N (T2h)).

5.2 Formulation dans les espaces discrets

On note Xh
N et Xh

N,C les espaces Y h∩XN,k(K, Ω̃) et Y h∩XC
N,k(K, Ω̃),

respectivement. Dans le même registre que la remarque 4.5, les espacesXh
N et

Xh
N,C sont isomorphes, respectivement, à des sous espaces de dimension �nie
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de XN(K,Ω) et XC
N(K,Ω). Par analogie avec le cas K = I démontré dans

[22], on suppose que les paires d'espaces (Xh
N , Q

2h) et (Xh
N,C , Q

2h) véri�ent
la version discrète du théorème 3.2 de Babuska-Brezzi [15] :

Théorème 5.2. Soient W h et Qh respectivement inclus dans W et Q. On
considère le problème suivant :

Trouver (uh, ph) ∈W h ×Qh tel que

a(uh,vh) + b(vh, ph) = L(vh) ∀vh ∈W h, (5.1)

b(uh, qh) = l(qh) ∀ qh ∈ Qh, (5.2)

avec a, b, L et l véri�ant les hypothèses du théorème 3.2. On pose V h =
{vh ∈W h; b(vh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh}. Si
(i) la forme bilinéaire a est V h-coercitive, i.e. il existe une constante α? > 0
indépendant de h telle que

|a(vh,vh)| ≥ α?||vh||W ∀vh ∈ V h. (5.3)

(ii) la forme bilinéaire b satisfait la condition inf-sup discrète, i.e. il existe
une constante δ? > 0 indépendante de h telle que

inf
qh∈Qh

sup
vh∈W h

|b(vh, qh)|
||vh||W ||qh||Q

≥ δ? (5.4)

alors le problème (5.1)-(5.2) a une solution et une seule et on a l'existence
d'une constante C > 0 indépendante de h mais dépendant de α? et δ? telle
que

||u− uh||W + ||p− ph||Q ≤ C
(

inf
vh∈W h

||u− vh||W + inf
qh∈Qh

||p− qh||Q
)
(5.5)

où (u, p) est la solution au problème (3.11)-(3.12).

Remarque 5.3. D'après [24], il existe une dépendance de la condition inf-
sup discrète en k le mode de Fourier. On négligera ce problème dans cette
monographie car, en pratique, k est �xé par le second membre et ne tend pas
vers 0.

Le paragraphe suivant concerne l'écriture matricielle de la formulation
variationnelle dans l'espace discret sans condition limite. La condition au
bord sera traitée à la �n du chapitre.
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5.3 Ecriture matricielle

Soit Xh = Y h, on a Xh ⊂ Xk(K, Ω̃) isomorphe à un sous espace de
dimension �nie deX(K,Ω). On note Nh := |N (Th)| et donc dimXh = 3Nh.
L'espace Xh admet une base de vecteur nodale

Φ = {φ1
1,φ

2
1,φ

3
1, . . . ,φ

1
Nh
,φ2

Nh
,φ3

Nh
}, (5.6)

dont les fonctions de forme sont dé�nies par

φmi := ϕiem, m = 1, 2, 3, ϕi(xj) = δij, i, j = 1, . . . , Nh. (5.7)

Ici {e1, e2, e3} est la base {eR, eZ , eφ}.
On considère de même V 2h ⊂ P2h

1 (Ω) l'espace de dimension �nie associé à
L2(Ω) avec dimV 2h = N2h et une base nodale

Ψ = {ψ1, . . . , ψN2h
}, ψi(xj) = δij, i, j = 1, . . . , N2h. (5.8)

Un vecteur uh ∈Xh s'écrit alors

uh =
3∑
l=1

Nh∑
i=1

uliφ
l
i =

3∑
l=1

(
Nh∑
i=1

uliϕi

)
el. (5.9)

On notera dans la suite la coordonnée de uh selon el comme suit uhl =∑Nh
i=1 u

l
iϕi. De même, une fonction p2h ∈ V 2h s'écrit

p2h =

N2h∑
i=1

piψi. (5.10)

FVMA discrète
La version discrète de la FVMA modale (4.10)-(4.11) est donnée par

trouver (Eh, p2h) ∈Xh
N,C × V 2h tel que

as,k(E
h,F ) + bk(F , p2h) = lk(F ) ∀F ∈Xh

N,C , (5.11)

bk(E
h, q) = 0 ∀ q ∈ V 2h (5.12)

avec

F =
3∑
l=1

Nh∑
j=1

F l
jφ

l
j =

3∑
l=1

F h
l el, q =

N2h∑
j=1

qjψj. (5.13)
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Les équations (5.11)�(5.12) s'écrivent∑
l,m

(F h
l )HAlm

s E
h
m +

∑
l

(F h
l )H(Bl)Hp =

∑
l

(F h
l )
Hf l∑

l

qHBlEl = 0

avec (
Alm
s

)
ij

:= as,k(φ
m
j ,φ

l
i), i, j = 1, . . . , Nh; l,m = 1, 2, 3,(

Bl
)
ij

:= bk(φ
l
j, ψi), i = 1, . . . , N2h; j = 1, . . . , Nh; l = 1, 2, 3,(

f l
)
i

:= lk(φ
l
i), i = 1, . . . , Nh; l = 1, 2, 3.

Ecriture matricielle
On obtient 

F h
1

F h
2

F h
3

q



H

A11
s A12

s A13
s B1H

A21
s A22

s A23
s B2H

A31
s A32

s A33
s B3H

B1 B2 B3 0





Eh
1

Eh
2

Eh
3

p


= (5.14)

=



F h
1

F h
2

F h
3

q



H

f 1

f 2

f 3

0


(5.15)

pour tout (F 1,F 2,F 3, q) ∈ C3Nh+N2h . En�n, il nous reste à résoudre le sys-
tème linéaire suivant As BH

B 0


 u

p

 =

 f

0

 , (5.16)
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avec

As :=


A11
s A12

s A13
s

A21
s A22

s A23
s

A31
s A32

s A33
s

 ∈ C3Nh×3Nh , (5.17)

B :=

(
B1 B2 B3

)
∈ CN2h×3Nh , (5.18)

u :=


uh1

uh2

uh3

 ∈ C3Nh , (5.19)

f :=


f 1

f 2

f 3

 ∈ C3Nh . (5.20)

5.4 Formule de quadrature

Pour la construction des matrices du systèmes (5.16), on évalue les inté-
grales comme suit∫

Ω

f dx =
∑
T∈T

∫
T

f dx,

∫
Γ

f dσ =
∑
E∈E

∫
E

f dσ, (5.21)

où T est l'ensemble des triangles dans Ω et E l'ensemble des arêtes sur Γ.
Comme seules quelques fonctions de base sont 6≡ 0 sur T (respectivement
sur E) pour chaque élément, on va obtenir des matrices dites élémentaires
et des vecteurs élémentaires Rmn

T , Mmn
T , Dmn

T , Bn
T , pour chaque élément

T ∈ T et fmE, h
m
E pour chaque E ∈ E . Ensuite, plutôt que de faire tous
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les calculs pour chaque élément, nous allons les e�ectuer sur une maille de
référence T̂ := {(ξ1, ξ2) ∈ R2 | ξ1, ξ2 ≥ 0, ξ1 + ξ2 ≤ 1} pour les triangles et
Ê := [0, 1] pour les arêtes. Nous transportons les informations sur l'ensemble
des mailles par les transformations a�nes suivantes :

F T (ξ) := bT +BTξ, ξ ∈ T̂ , (5.22)

bT := P T
1 , BT :=

(
P T

2 − P T
1 P T

3 − P T
1

)
, (5.23)

F E(ξ) := bE +BEξ, ξ ∈ Ê, (5.24)

bE := P E
1 , BE := P E

2 − P E
1 , (5.25)

avec P T
1 ,P

T
2 ,P

T
3 et P E

1 ,P
E
2 les sommets de T et les extrémités de E, res-

pectivement. Les intégrales se transforment alors de la façon suivante∫
T

f(x) dx = |det(BT )|
∫
T̂

(f ◦ F T )(ξ) dξ, (5.26)

∫
E

f(x) dx = |BE|
∫
Ê

(f ◦ F E)(ξ) dξ. (5.27)

En�n on va approcher les intégrales d'une fonction par une valeur calculée à
l'aide de somme �nies i.e.∫ b

a

f(x)dx ≈
n∑
i=0

ωif(xi)

où les xi ∈ [a, b], i = 0, ..., n sont appelés les n÷uds ou points d'intégra-
tion.et les ωi, i = 0, ..., n les poids de la formule de quadrature.

Formule de Newton-Cotes

Soit f une fonction connue à des points équidistants xi pour i = 0, ..., n, on
note L(x) l'interpolation lagrangienne de f par les points (x0, f(x0)), ..., (xn, f(xn)).
On a alors ∫ b

a

f(x)dx ≈
∫ b

a

L(x)dx =

∫ b

a

n∑
i=0

f(xi)li(x)dx

=
n∑
i=0

f(xi)

∫ b

a

n∑
i=0

li(x)dx

=
n∑
i=0

ωif(xi)



57

avec ωi =
∫ b
a

∑n
i=0 li(x) où les li sont les polynômes de Lagrange [27].

Sur l'arête de référence Ê, on obtient∫
Ê

f(ξ) dξ ' 1

2

KE∑
l=1

wlf(ηl), ηl :=
1

2
ξl +

1

2
, (5.28)

avec les données suivantes

KE = 2, w1 = w2 = 1, ξ2 = −ξ1 = 1. (5.29)

Sur le triangle de référence T̂ , on a∫
T̂

f(ξ) dξ ' 1

2

KT∑
l=1

wlf(ξl), (5.30)

de données

KT = 3, w1 = w2 = w3 =
1

3
, (5.31)

et

soit ξ1 =

(
1

6
,
1

6

)
, ξ2 =

(
2

3
,
1

6

)
, ξ3 =

(
1

6
,
2

3

)
, (5.32)

ou ξ1 =

(
1

2
,
1

2

)
, ξ2 =

(
0,

1

2

)
, ξ3 =

(
1

2
, 0

)
. (5.33)



58

5.5 Structure des matrices du schéma

5.5.1 La matrice As

On rappelle que la matrice As est une matrice 3Nh × 3Nh, formée de
blocs 3× 3 Aij

s associés aux sommets de Th, qui se décompose en somme de
trois matrices :

As :=


A11
s A12

s A13
s

A21
s A22

s A23
s

A31
s A32

s A33
s

 =: R− ω2

c2
M + sD ∈ C3Nh×3Nh

avec

(Rmn)ij = (rotk φ
n
j | rotk φ

m
i ), (5.34)

(Mmn)ij = (Kφnj | φmi ), (5.35)

(Dmn)ij = (divk(Kφ
n
j ) | divk(Kφ

m
i )). (5.36)

En considérant les formulations des opérateurs en coordonnées cylindriques,
on a

rotk φ
n
j =

(
δnφ

∂φj
∂Z
− δnZ

ık

R
φj

)
eR +

(
δnR

ık

R
φj − δnφ

1

R

∂(Rφj)

∂R

)
eZ +

+

(
δnZ

∂φj
∂R
− δnR

∂φj
∂Z

)
eφ, (5.37)

divk(Kφnj ) =
1

R

∂(RKRnφj)

∂R
+
∂(KZnφj)

∂Z
+
ık

R
Kφnφj. (5.38)
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Ce qui nous donne :

(R11)ij =

∫
Ω

(
k2

R2
φjφi +

∂φj
∂Z

∂φi
∂Z

)
RdRdZ,

(R12)ij = −
∫
Ω

∂φj
∂R

∂φi
∂Z

RdRdZ = (R21)ji,

(R13)ij = ık

∫
Ω

(
1

R
φjφi +

∂φj
∂R

φi

)
dRdZ = −(R31)ji,

(R22)ij =

∫
Ω

(
k2

R2
φjφi +

∂φj
∂R

∂φi
∂R

)
RdRdZ,

(R23)ij = ık

∫
Ω

∂φj
∂Z

φi dRdZ = −(R32)ji,

(R33)ij =

∫
Ω

(
R∇φj · ∇φi +

1

R
φjφi + φj

∂φi
∂R

+
∂φj
∂R

φi

)
dRdZ,

(Mmn)ij =

∫
Ω

φiKmnφjRdRdZ,

(Dmn)ij =

∫
Ω

(
1

R
KRnφj +

∂KRn

∂R
φj +KRn

∂φj
∂R

+
∂KZn

∂Z
φj +KZn

∂φj
∂Z

+
ık

R
Kφnφj

)
·

·
(

1

R
KRmφi +

∂KRm

∂R
φi +KRm

∂φi
∂R

+
∂KZm

∂Z
φi +KZm

∂φi
∂Z
− ık

R
Kφmφi

)
RdRdZ.

En notant {N1, N2, ...} les fonctions de bases de référence avec NT
j ◦F T = Nj

et grad f ◦ F T = B−>T grad(f ◦ F T ), l'équation (5.26) donne les intégrales
suivants
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(R11
T )ij = |det(BT )|

∫
T̂

(
k2Nj(ξ)Ni(ξ)

(F T (ξ))2
1

+ (5.39)

+(B−>T ∇̂Nj(ξ))2(B−>T ∇̂Ni(ξ))2

)
(F T (ξ))1 dξ

(R12
T )ij = −|det(BT )|

∫
T̂

(B−>T ∇̂Nj(ξ))1(B−>T ∇̂Ni(ξ))2(F T (ξ))1 dξ (5.40)

= (R21
T )ji, (5.41)

(R13
T )ij = ık|det(BT )|

∫
T̂

(
Nj(ξ)Ni(ξ)

(F T (ξ))1

+ (B−>T ∇̂Nj(ξ))1Ni(ξ)

)
dξ (5.42)

= −(R31)ji, (5.43)

(R22
T )ij = |det(BT )|

∫
T̂

(
k2Nj(ξ)Ni(ξ)

(F T (ξ))2
1

+ (5.44)

+(B−>T ∇̂Nj(ξ))1(B−>T ∇̂Ni(ξ))1

)
(F T (ξ))1 dξ,

(R23
T )ij = ık|det(BT )|

∫
T̂

(B−>T ∇̂Nj(ξ))2Ni(ξ) dξ = −(R32
T )ji, (5.45)

(R33
T )ij = |det(BT )|

∫
T̂

(
(F T (ξ))1(B−>T ∇̂Nj(ξ)) · (B−>T ∇̂Ni(ξ)) + (5.46)

+
Nj(ξ)Ni(ξ)

(F T (ξ))1

+Nj(ξ)(B−>T ∇̂Ni(ξ))1 + (B−>T ∇̂Nj(ξ))1Ni(ξ)

)
dξ,

(Mmn
T )ij = |det(BT )|

∫
T̂

Ni(ξ)Kmn(F T (ξ))Nj(ξ)(F T (ξ))1 dξ, (5.47)

(Dmn
T )ij = |det(BT )|

∫
T̂

(
KRn(F T (ξ))Nj(ξ)

(F T (ξ))1

+
∂KRn

∂R
(F T (ξ))Nj(ξ) + (5.48)

+KRn(F T (ξ))(B−>T ∇̂Nj(ξ))1 +
∂KZn

∂Z
(F T (ξ))Nj(ξ) +

+KZn(F T (ξ))(B−>T ∇̂Nj(ξ))2 +
ıkKφn(F T (ξ))Nj(ξ)

(F T (ξ))1

)
·

·
(
KRm(F T (ξ))Ni(ξ)

(F T (ξ))1

+
∂KRm

∂R
(F T (ξ))Ni(ξ) +

+KRm(F T (ξ))(B−>T ∇̂Ni(ξ))1 +
∂KZm

∂Z
(F T (ξ))Ni(ξ) +

+KZm(F T (ξ))(B−>T ∇̂Ni(ξ))2 −
ıkKφm(F T (x))Ni(ξ)

(F T (ξ))1

)
(F T (ξ))1 dξ.
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Finalement, on utilise la formule de quadrature (5.30) et on obtient une
approximation des matrices élémentaires

(R11
T )ij '

| det(BT )|
2

(
k2

KT∑
l=1

wl
Nj(ξl)Ni(ξl)

(F T (ξl))1︸ ︷︷ ︸
=:S1ij

+ (5.49)

+(B−>T ∇̂Nj)2(B−>T ∇̂Ni)2

KT∑
l=1

wl(F T (ξl))1︸ ︷︷ ︸
=:S2

)
,

(R12
T )ij ' −| det(BT )|

2
(B−>T ∇̂Nj)1(B−>T ∇̂Ni)2S2 ' (R21

T )ji, (5.50)

(R13
T )ij ' ık

| det(BT )|
2

(
S1ij + (B−>T ∇̂Nj)1

KT∑
l=1

wlNi(ξl)︸ ︷︷ ︸
=:S3i

)
(5.51)

' −(R31
T )ji, (5.52)

(R22
T )ij '

| det(BT )|
2

(
k2S1ij + (B−>T ∇̂Nj)1(B−>T ∇̂Ni)1S2

)
, (5.53)

(R23
T )ij ' ık

| det(BT )|
2

(B−>T ∇̂Nj)2S3i ' −(R32
T )ji (5.54)

(R33
T )ij '

| det(BT )|
2

(
(B−>T ∇̂Nj) · (B−>T ∇̂Ni)S2 + (5.55)

+S1ij + (B−>T ∇̂Ni)1S3j + (B−>T ∇̂Nj)1S3i

)
,

(Mmn
T )ij '

| det(BT )|
2

KT∑
l=1

wlNi(ξl)Kmn(F T (ξl))Nj(ξl)(F T (ξl))1, (5.56)
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(Dmn
T )ij '

| det(BT )|
2

KT∑
l=1

wl

(
KRn(F T (ξl))Nj(ξl)

(F T (ξl))1

+
∂KRn

∂R
(F T (ξl))Nj(ξl) +

+KRn(F T (ξl))(B
−>
T ∇̂Nj)1 +

∂KZn

∂Z
(F T (ξl))Nj(ξl) +

+KZn(F T (ξl))(B
−>
T ∇̂Nj)2 + ık

Kφn(F T (ξl))Nj(ξl)

(F T (ξl))1

)
·

·
(
KRm(F T (ξl))Ni(ξl)

(F T (ξl))1

+
∂KRm

∂R
(F T (ξl))Ni(ξl) +

+KRm(F T (ξl))(B
−>
T ∇̂Ni)1 +

∂KZm

∂Z
(F T (ξl))Ni(ξl) +

+KZm(F T (ξl))(B
−>
T ∇̂Ni)2 − ık

Kφm(F T (ξl))Ni(ξl)

(F T (ξl))1

)
(F T (ξl))1.

5.5.2 La matrice B

On e�ectue le même travail que précédement.
On rappelle que B est une matrice N2h × 3Nh

B :=

(
B1 B2 B3

)
∈ CN2h×3Nh , (5.57)

avec

(Bn)ij = (divk(Kφ
n
j ), ψi)0,Ω, (5.58)

=

∫
Ω

(
1

R
KRnφj +

∂KRn

∂R
φj +KRn

∂φj
∂R

+
∂KZn

∂Z
φj +KZn

∂φj
∂Z

+
ık

R
Kφnφj

)
· ψiRdRdZ, (5.59)
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Ce qui, avec les fonctions de bases et dans l'élément de référence, nous donne

(Bn
Th

)ij = |det(BTh
)|
∫
T̂

(
KRn(F Th(ξ))Nj(ξ)

(F Th(ξ))1

+
∂KRn

∂R
(F Th(ξ))Nj(ξ) +

+KRn(F Th(ξ))(B−>Th ∇̂Nj(ξ))1 +
∂KZn

∂Z
(F Th(ξ))Nj(ξ) +

+KZn(F Th(ξ))(B−>Th ∇̂Nj(ξ))2 +
ıkKφn(F Th(ξ))Nj(ξ)

(F Th(ξ))1

)
·(5.60)

·NT2h
i (F Th(ξ))(F Th(ξ))1 dξ

'
| det(BTh

)|
2

KTh∑
l=1

wl

(
KRn(F Th(ξl))Nj(ξl)

(F Th(ξl))1

+ (5.61)

+
∂KRn

∂R
(F Th(ξl))Nj(ξl) +KRn(F Th(ξl))(B

−>
Th
∇̂Nj)1 +

+
∂KZn

∂Z
(F Th(ξl))Nj(ξl) +KZn(F Th(ξl))(B

−>
Th
∇̂Nj)2 +

+ık
Kφn(F Th(ξl))Nj(ξl)

(F Th(ξl))1

)
NT2h
i (F Th(ξl))(F Th(ξl))1.

5.5.3 Le vecteur f (CL naturelle)

On rappelle que

f :=


f 1

f 2

f 3

 ∈ C3Nh

avec

(fm)i = ıωµ0〈js,φm>i〉ΓA (5.62)
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d'où

(f 1)i = ıωµ0

∫
ΓA

φi
(
jsRn

2
Z − jsZnRnZ

)
RdRdZ (5.63)

(f 2)i = ıωµ0

∫
ΓA

φi
(
jsRnZnR − jsZn2

R

)
RdRdZ (5.64)

(f 3)i = ıωµ0

∫
ΓA

φijsφ(n2
R + n2

Z)RdRdZ. (5.65)

Ce qui, avec les fonctions de bases et dans l'élément de référence, nous donne

(f 1
E)i =

ıωµ0|BE|
2

[n2
E,ZS

R
i − nE,RnE,ZSZi ] (5.66)

(f 2
E)i =

ıωµ0|BE|
2

[nE,ZnE,RS
R
i − n2

E,RS
Z
i ] (5.67)

(f 3
E)i =

ıωµ0|BE|
2

(n2
E,R + n2

E,Z)Sφi . (5.68)

5.6 Elimination de la condition essentielle

La condition au bord E × n = 0 sur ΓC entraîne une matrice de masse
assez complexe à inverser. L'idée serait alors d'éliminer des degrés de liberté
en faisant un changement de base locale sur ΓC [39].

5.6.1 La base locale

L'idée naturelle serait de mettre la normale n dans la nouvelle base et
de �xer les deux autres composantes. On prend alors comme nouvelle base,
la base orthonormée directe B = {n, τ ,n× τ︸ ︷︷ ︸

=eφ

} avec τ le vecteur unitaire
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tangent à Γ. Donc E × n = h implique
h1
B

h2
B

h3
B

 =


E1
B

E2
B

E3
B

×


1

0

0

 =


0

E3
B

−E2
B

 .

On obtient au �nale une "quasi" condition de Dirichlet, à savoir E2
B

E3
B

 =

 −h3
B

h2
B

 (5.69)

5.6.2 Discrétisation de l'espace avec conditions aux li-
mites essentielles

Soit D (respectivement N) l'ensemble des points de discrétisation du
bord avec condition de Dirichlet ΓD (respectivement ΓN ceux du bord avec
condition de Neumann) et ND = |D| (respectivement NN = |N|). On note
N∂Ω = ND +NN .

Remarque 5.4. Pour la modélisation avec condition naturelle (2.40)-(2.43),
on a ΓD = ΓC et ΓN = ΓA. Et pour la modélisation avec condition essentielle
(2.50)-(2.52), on a ΓD = Γ et ΓN = ∅.

On ordonne alors les sommets du maillage comme suit : intérieurs (notés
ω), N, D. On décompose alors IΩ = Iω ∪ IN ∪ ID avec

Iω = {1, ..., Nω}
IN = {Nωh + 1, ..., Nω +NN}
ID = {Nωh +NhN + 1, ..., Nω +NN +ND}.

On utilisera donc deux types de bases selon l'emplacement des sommets notés
Mi :

� ∀i ∈ Iω ∪ IN , Mi ∈ ω ∪N, on travaille dans la base {e1, e2, e3}.
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� ∀i ∈ ID, Mi ∈ D, on travaille dans la base locale Bi = {ni, τ i,ni× τ i}
(que l'on notera aussi {b1

i , b
2
i , b

3
i }).

Comme uh ∈Xh
N ou Xh

N,C , on a d'après (5.69)

uh =
3∑
l=1

Nh∑
i=1

uli(Mi)φ
l
i =

3∑
l=1

Nh∑
i=1

uli(Mi)ϕiel

=
3∑
l=1

∑
i∈Iω∩IN

uli(Mi)ϕiel +
3∑
l=1

∑
i∈ID

uli(Mi)ϕiel

=
3∑
l=1

[ ∑
i∈Iω∩IN

uli(Mi)ϕiel +
∑
i∈ID

ulBi(Mi)ϕib
l
i

]
=

3∑
l=1

∑
i∈Iω∩IN

uli(Mi)ϕiel +
∑
i∈ID

u1
i (Mi)ϕini

−
∑
i∈ID

h3
Bi(Mi)ϕiτ i +

∑
i∈ID

h2
Bi(Mi)ϕi(ni × τ i).

5.6.3 Matrice de raideur interne

Soit A ∈ (R3×3)Nh×Nh la matrice As dans la base B où les sommets du
maillage ont été ordonné de la façon décrite précédement. On écrit

A =

 Aωa,ωa Aωa,c

Ac,ωa Ac,c

 (5.70)

Les sous-blocs Ai,j tels que i, j ∈ Iω∩ IN sont dé�nis dans la base {e1, e2, e3}
et ont déjà été calculé précédement. Ils sont contenus dans la sous-matrice
suivante : Aωa,ωa.
La sous-matrice Ac,c ∈ (R3×3)NC×NC est composée des NC × NC sous-blocs
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Ai,j
c,c ∈ R3×3 tels que : ∀i ∈ ID,∀j ∈ ID

Ai,j
c,c =


as(ϕjnj, ϕini) as(ϕjτ j, ϕini) as(ϕjnj × τ j, ϕini)

as(ϕjτ j, ϕini) as(ϕjτ j, ϕiτ i) as(ϕjτ j, ϕini × τ i)

as(ϕjnj × τ j, ϕini) as(ϕjnj × τ j, ϕiτ i) as(ϕjnj × τ j, ϕini × τ i)

(5.71)

La sous-matrice Aωa,c ∈ (R3×3)(Nω+NN )×ND est composée des (Nω+NN)×ND

sous-blocs Ai,j
ωa,c ∈ R3×3 tels que : ∀i ∈ Iω ∪ IN , ∀j ∈ ID

Ai,j
ωa,c =


as(ϕjnj, ϕie1) as(ϕjτ j, ϕie1) as(ϕjnj × τ j, ϕie1)

as(ϕjnj, ϕie2) as(ϕjτ j, ϕie2) as(ϕjnj × τ j, ϕie2)

as(ϕjnj, ϕie3) as(ϕjτ j, ϕie3) as(ϕjnj × τ j, ϕie3)

 . (5.72)

Symétriquement, la sous-matrice Ac,ωa ∈ (R3×3)ND×(Nω+NN ) est telle que :
∀i ∈ ID,∀j ∈ Iω ∪ IN ,Ai,j

ωa,c = Aj,i
c,ωa.

L'élimination des conditions aux limites essentielle dans A correspond à éli-
miner les lignes et les colonnes de A dont les éléments dépendent de τ et
n× τ , on appelle A0 la matrice obtenue.
Soit Aγ,γ ∈ (R3×3)NC×NC la matrice Ac,c dont on a éliminé les termes dépen-
dant des vecteurs en question sauf les termes diagonaux, pour lesquels on a
imposé la valeur 1 : ∀i ∈ ID,∀j ∈ ID

Ai,j
γ,γ =


as(ϕjnj, ϕini) 0 0

0 δij 0

0 0 δij

 . (5.73)

Remarque 5.5. En imposant la valeur 1 sur les termes diagonaux éliminés,
on s'assure que la matrice ainsi modi�ée soit inversible.

De même, soit Aωa,γ ∈ (R3×3)(Nω+NN )×ND qui devient : ∀i ∈ Iω ∪ IN ,∀j ∈
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IC

Ai,j
ωa,γ =


as(ϕjnj, ϕie1) 0 0

as(ϕjnj, ϕie2) 0 0

as(ϕjnj, ϕie3) 0 0

 . (5.74)

Symétriquement, Ai,j
ωa,γ = Aj,i

γ,ωa. On en déduit que

A =

 Aωa,ωa Aωa,γ

Aγ,ωa Aγ,γ

 . (5.75)

Pour résumer le tout, nous avons discrétisé la formulation variationnelle
modale de type mixte augmentée (4.10)-(4.11) à l'aide des éléments �nis de
Taylor-Hood P2-iso-P1. Le système linéaire

Asx = b où As =

 As BH

B 0

 et b =

 f

0

 , (5.76)

avec x contenant les valeurs nodales du champ Ek et pk, est alors modi�é au
niveau des n÷uds du bord avec conditions aux limites essentielle.

5.7 Analyse d'erreur

On s'intéresse maintenant au calcul de l'erreur commis, entre la solution
continue et la solution discrète, en fonction du pas de maillage h. On donne
un théorème sur l'ordre de convergence des éléments �nis de Taylor-Hood
[54].

Théorème 5.6. (Ordre de convergence) Si, en plus des hypothèses du théo-
rème 5.2 de Babuska-Brezzi dicret,W h contient les polynômes de degré k+1
et le sous-espace Qh contient les polynômes de degré k alors il existe une
constante C > 0 telle que l'on ait

||u− uh||Wh
+ ||p− ph||Qh ≤ Chk

(
||u||k+1 + ||p||k

)
(5.77)
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si u ∈Hk+1 et p ∈ Hk.

On rappelle alors les éléments �nis de Taylor-Hood P2-P1 qui est une
alternative aux éléments �nis P2-iso-P1.

Dé�nition 5.7. On appelle élément �ni de Taylor-Hood P2-P1 lorsque le
multiplicateur de Lagrange et les composantes du champ électrique sont éva-
lués sur le même maillage. Le multiplicateur de Lagrange est approché par
les éléments �nis de Lagrange continus en P1 et les composantes du champ
électrique sont approchées par les éléments �nis de Lagrange continus en P2.
L'espace d'approximation du champ électrique est

V h = {v ∈ C0(Ω̃), v|T ∈ P2(T ), ∀T ∈ Th},

et celui des multiplicateurs de Lagrange est

Y h = {v ∈ C0(Ω̃), v|T ∈ P1(T ), ∀T ∈ Th}.

Il est démontré dans [32] que les éléments �nis P2-iso-P1 ont le même taux
de convergence pour ||u − uh|| que les éléments P2-P1, on a l'égalité (5.77)
avec k = 1.
Nous allons maintenant établir l'erreur en norme L2. On rappelle que (Eh, ph)
est la solution approchée et (E, 0) la solution exacte aux problèmes mixtes
pour le modèle Full-Wave. En utilisant l'astuce d'Aubin-Nitsche, on obtient
la convergence en norme L2 du champ électrique :

Théorème 5.8. On a l'estimation ||E −Eh||0 ≤ Ch2.

Et lorsque la frontière courbe est approchée par des maillages polygonaux,
la convergence en norme L2 du multiplicateur de Lagrange est donnée par :

Théorème 5.9. On a l'estimation ||p− ph||0 ≤ Ch3/2.

On va maintenant montrer qu'on a les mêmes estimations d'erreurs avec
ou sans multiplicateur de Lagrange. Soit τ le taux de convergence du calcul
de E solution de la formulation augmentée non mixte.

Lemme 5.10. Il existe une constante Cp > 0 indépendant du domaine et du
maillage telle que

||ph|| ≤ Cph
τ .
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Démonstration. Soit φ ∈ H1
0 (Ω) ou H1C

0 (Ω) tel que

divK gradφ = ph dans Ω.

L'existence d'un tel φ est assurée par la proposition 3.13. On pose v? =
gradφ d'où v? ∈X = XN(K,Ω) ou XC

N(K,Ω) tel que

divKv? = ph ; rotv? = 0.

On a donc l'égalité

(rotv? | rotF ) + (div(Kv?) | div(KF )) = (ph | div(KF )) ∀F ∈X.(5.78)

Soit v?h ∈Xh la solution du problème discrétisé correspondant, on a

(rotv?h | rotF h) + (div(Kv?h) | div(KF h)) = (ph | div(KF h)) ∀F h ∈Xh.(5.79)

On a donc

||v? − v?h||X ≤ inf
F h∈Xh

||v? − F h||X d'après le lemme de Céa

≤ Chτ ||v?||X d'après [39]

≤ C ′||ph||hτ d'après (3.23).

En choisissant F h = Eh dans le problème discrétisé (5.79), on a

(div(Kv?h) | div(KEh)) = (ph | div(KEh)) (5.80)

= b(Eh, ph) (5.81)

= (g | ph) = (g | div(Kv?)) (5.82)

On injecte F h = v?h dans la FVMA discrète et on a

as(Eh,v
?
h) + b(v?h, ph) = ls(v

?
h)

⇒ a(Eh,v
?
h) + s(div(KEh) | div(Kv?h)) + b(v?h, ph) = l(v?h) + s(g | div(Kv?h))

Ce qui implique d'après (5.82)

(ph | div(Kv?h)) = s(g | div(Kv?h))− s(div(KEh) | ph)
(5.82)
= s(g | div(Kv?h))− s(g | ph)
= s(g | div(K[v?h − v?])) = Ls(v?h − v?)
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avec Ls une forme linéaire dé�nie sur Xh. D'où

||ph||20 = (ph | div(Kv?))

= (ph | div(K[v? − v?h])) + (ph | div(Kv?h))

= (ph | div(K[v? − v?h])) + Ls(v?h − v?).

On pose ||Ls||X′ = supF∈X |Ls(F )| et on a

||ph||20 ≤ ||ph||0|| div(K[v? − v?h])||0 + ||Ls||X′||v?h − v?||X
≤ (||ph||0 + ||Ls||X′)||v?h − v?||X
≤ (||ph||0 + ||Ls||X′)C||ph||0hτ .

On simpli�e alors par ||ph||0 et pour h su�sament petit, on a Chτ < 1/2
d'où

||ph||0 ≤
||ph||0

2
+ ||Ls||X′Chτ

⇒ ||ph||0 ≤ 2||Ls||X′hτ = Cph
τ .

Soient E?
h ∈Xh la solution de la FVA discrète

as(E
?
h,F h) = Ls(Fh) ∀F h ∈Xh, (5.83)

et (Eh, ph) ∈Xh ×Qh la solution de la FVMA discrète

as(Eh,F h) + b(F h, ph) = Ls(Fh) ∀F h ∈Xh (5.84)

b(Eh, qh) = `(qh) ∀qh ∈ Qh. (5.85)

Le but étant de trouver un encadrement de ||E −Eh||X , on a

||E −Eh||X = ||(E −E?
h) + (E?

h −Eh)||
≤ ||E −E?

h||X + ||E?
h −Eh||X . (5.86)

Proposition 5.11. Il existe une constante C0 > 0 telle que ||E?
h −Eh||X ≤

C0||ph||0.
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Démonstration. En injectant, dans les formulations discrète (5.83) et (5.84),
F h = E?

h −Eh, on a

as(E
?
h,E

?
h −Eh) = Ls(E

?
h −Eh),

et
as(Eh,E

?
h −Eh) + b(E?

h −Eh, ph) = Ls(E
?
h −Eh).

En e�ectuant leur di�érence, on a

as(E
?
h −Eh,E

?
h −Eh) = b(E?

h −Eh, ph)

Or la coercitivité de la forme as nous donne une constante α > 0 tel que

α||E?
h −Eh||2X ≤ |as(E?

h −Eh,E
?
h −Eh)|

≤ |b(E?
h −Eh, ph)|

≤ ||ph||0|| div(K[E?
h −Eh])||0

≤ ||ph||0||E?
h −Eh||X

Ce qui implique le résultat avec C0 = 1/α.

D'après la dé�nition de τ , il existe une constante C1 > 0 tel que ||E −
E?
h||X < C1h

τ . La proposition 5.11 et le lemme 5.10 montrent qu'il existe
une constante C0 > 0 tel que ||E?

h − Eh||X < C0h
τ . On rapporte ces deux

inégalités dans (5.86) et alors τ est le taux de convergence du calcul de E
solution de la formulation mixte augmentée qui vaut 1 en norme X.



Chapitre 6

Diagnostics physiques

6.1 Théorème de Poynting pour le modèle Full-

Wave

Le théorème de Poynting concerne la conservation de l'énergie dans un
champ électromagnétique. On dé�nit le vecteur de Poynting instantané [38].

Dé�nition 6.1. On appelle vecteur de Poynting, noté S, un champ de vec-
teur dont le �ux à travers une surface donne la puissance électromagnétique
traversant cette surface. Sa direction indique celle de la propagation d'une
onde électromagnétique. Pour un milieu non magnétique, on a

S = E ×H. (6.1)

Le �ux du vecteur de Poynting à travers une surface Σ donnant la puis-
sance électromagnétique P est égale à :

P =

∫
Σ

S · dσ.

Dé�nition 6.2. On dé�nit la densité d'énergie électrique instantanée

wE =
1

2
(E ·D) (6.2)

et la densité d'énergie magnétique instantanée

wm =
1

2
(B ·H). (6.3)

73
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Théorème 6.3. (théorème de Poynting instationnaire)
On a l'égalité :

J · E +
∂

∂t
[wE + wm] + divS = 0, (6.4)

où J · E est la densité de puissance instantanée injectée par la source dans
le milieu.

6.1.1 Théorème de Poynting en régime harmonique

Dans le cas harmonique, il serait plus intéressant de déterminer la valeur
moyenne des puisances. On la calcule sur une période du signal. Par exemple,
pour le vecteur de Poynting, on a

1

2π

∫ 2π

0

E(r, t)×H(r, t)d(ωt). (6.5)

En régime harmonique, on a

(6.5) =
1

2π

∫ 2π

0

Re[E(r)e−ıωt]×Re[H(r)e−ıωt]d(ωt)

=
1

2π

∫ 2π

0

1

4

(
[E(r)e−ıωt +E(r)eıωt]× [H(r)e−ıωt +H(r)eıωt]

)
d(ωt)

=
1

8π

∫ 2π

0

(
E ×He−2ıωt +E ×He2ıωt +E ×H +E ×H

)
d(ωt)

=
1

4
(E ×H +E ×H) =

1

2
Re[E ×H ]. (6.6)

Dé�nition 6.4. On dé�nit le vecteur de Poynting complexe

S =
1

2
E ×H . (6.7)

De la même manière, on calcule les densités d'énergie (6.2) et (6.3) en
régime harmonique :

(6.2) =
1

4π

∫ 2π

0

(E(r, t) ·D(r, t))d(ωt) =
1

4
Re(E ·D)

et aussi (6.3) = 1
4
Re(B ·H).
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Dé�nition 6.5. On dé�nit la densité harmonique d'énergie électrique par

wE =
1

4
E ·D (6.8)

et la densité harmonique d'énergie magnétique par

wm =
1

4
B ·H . (6.9)

Théorème 6.6. (théorème de Poynting harmonique)
On a l'égalité :

1

2
J ·E + 2ıω[wE − wm] + divS = 0. (6.10)

Démonstration.

(2.6) ·H ⇒ rotE ·H = ıωB ·H (6.11)

(2.7) ·E ⇒ rotH ·E − ıωD ·E = J ·E. (6.12)

En soustrayant ces deux dernières équations, on obtient

rotE ·H − rotH ·E + ıωD ·E = ıωB ·H − J ·E. (6.13)

Or on a l'identité vectorielle

div(u× v) = (rotu) · v − u · (rotv). (6.14)

L'équation (6.13) s'écrit alors

J ·E + ıω[D ·E −B ·H ] + 2 divS = 0. (6.15)

6.1.2 Application au modèle Full-Wave

Soit V ⊂ Ω, on note ΣA = ∂V ∩ΓA. On va écrire l'expression intégrale de
l'équation (6.4) dans V . Le plasma peut être considéré comme un ensemble
de particules chargées se déplaçant dans le vide en créant un courant de
conduction J c. On a donc B = µ0H , D = ε0E, et le courant total est
J = J s +J c où J s est le courant de l'antenne. L'équation (6.10) s'écrit alors

(J s + J c) ·E + ıω
(
ε0|E|2 −

1

µ0

|B|2
)

+ div
E ×B
µ0

= 0. (6.16)



76

D'après (2.26) modi�é par (2.31), on a σ = ıε0ω(I −K). On arrive alors à
l'expression suivante :

J c ·E
(1.13)
= σE ·E = −ıωε0(E −KE) ·E

= −ıωε0|E|2 + ıωε0KE ·E.

L'équation (6.16) devient

J s ·E + ıω[ε0KE ·E −
1

µ0

|B|2] + 2 divS = 0. (6.17)

On intègre cette équation sur V :∫
V

J s ·E]dV + ıω

∫
V

[ε0KE ·E −
1

µ0

|B|2]dV + 2

∫
V

divSdV = 0. (6.18)

On s'intéresse alors à la partie réelle. En remarquant que Re[ıωε0KE ·E] =
−Im[ωε0KE ·E] = Im[ωε0KE ·E] et en divisant par 2, on obtient :∫

ΣA

Re[
1

2
js ·E]dΣ +

ωε0

2

∫
V

Im[KE ·E]dV +

∫
V

Re[divS]dV = 0.(6.19)

Remarque 6.7. La valeur Pu = ωε0
2

∫
V
Im[KE ·E]dV est égale à la puis-

sance transférée au plasma par e�et Joule. Le lemme 3.11 nous montre que
cette puissance se dissipe, en e�et on a :

0 <
ζωε0

2

∫
V

|E|2dV ≤ Pu

6.2 Critère d'accessibilité de l'onde hybride

6.2.1 Relation de dispersion

On cherche une solution à l'équation de type Helmholtz (2.40) sous la
forme d'onde plane, à savoir :

E = Ẽeı(k·x−ωt)

où Ẽ est l'amplitude de l'onde, ω sa pulsation et on note k le vecteur d'onde.
En reportant dans l'équation (2.40), on obtient :

ık × (ık × Ẽ)− ω2

c2
KẼ = 0 (6.20)

⇒ n× (n× Ẽ) +KẼ = 0 (6.21)
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où, exclusivement dans ce paragraphe, on note n =
c

ω
k l'indice de réfraction.

Cette relation est appelée relation de dispersion.
On se place dorénavant dans un repère de Stix (dé�nition 2.1) tel que ky = 0,
on a

n =


n⊥

0

n‖

 .

Proposition 6.8. L'équation (6.21) est linéaire en Ẽ, elle s'écrit

MẼ = 0 (6.22)

avec

M =


S − n2

‖ −ıD n⊥n‖

ıD S − n2
⊥ − n2

‖ 0

n⊥n‖ 0 P − n2
⊥

 .

Démonstration. On utilise la formule du double produit vectoriel, à savoir :

u× (v ×w) = (u ·w)v − (u · v)w.

D'où

n× (n× Ẽ) = (n⊥Ẽx + n‖Ẽz)


n⊥

0

n‖

− (n2
⊥ + n2

‖)


Ẽx

Ẽy

Ẽz



=


−n2
‖ 0 n⊥n‖

0 −n2
⊥ − n2

‖ 0

n⊥n‖ 0 −n2
⊥




Ẽx

Ẽy

Ẽz


= NẼ. (6.23)
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Donc l'équation (6.21) s'écrit

NẼ +KẼ = MẼ = 0

avec

M = N +K =


S − n2

‖ −ıD n⊥n‖

ıD S − n2
⊥ − n2

‖ 0

n⊥n‖ 0 P − n2
⊥

 .

Pour avoir une solution non triviale en E, il faut que Ẽ 6= 0. Donc dans
le système linéaire (6.22), la matrice M véri�e detM = 0, c'est-à-dire :

0 = det M

= Sn4
⊥ − [(S + P )(S − n2

‖)−D2]n2
⊥ + P [(S − n2

‖)
2 −D2] = 0. (6.24)

6.2.2 Critère d'accessibilité

On suppose connue la fréquence ω et l'on cherche s'il existe des solutions
en onde progressive (n réel) à la relation de dispersion. Les cas n imagi-
naire pur et complexe représentent respectivement une onde évanescente et
amortie. On parle d'accessibilité stricte lorsqu'il existe n ∈ R3 tel que
det M = 0, ou, de façon équivalente, la valeur de n‖ ∈ R est telle que l'équa-
tion (6.24) admette une solution réelle en n⊥. Dans la suite de ce chapitre,
on suppose donc que n‖ est un réel connu et on pose r = S − n2

‖. L'expres-
sion det M est alors un polynôme en n⊥ de degré 4, plus précisement un
polynôme en n2

⊥ de degré 2 :

detM = Q(n2
⊥) = 0 (6.25)

avec Q(X) = aM X2 − bM X + cM où aM = S, bM = (S + P )r − D2 et
cM = P (r2 −D2).
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De plus, on néglige les phénomènes d'absorption (amortissement Landau
et collisions), on prend donc :

γe = νc = 0.

Ceci entraîne α = ω et les coe�cients S,D, PL sont réels, ce qui permet de
simpli�er les calculs. En réalité, leur partie imaginaire est négligeable par
rapport à la partie réelle. Si on la prend en compte, une onde progressive se
propagera encore avec un petit amortissement alors qu'une onde amortie ou
évanescente ne se propagera pas mieux. Les coe�cients S,D, P (2.28)-(2.29)
s'écrivent alors

S = 1−
ω2
pe

ω2 − ω2
ce

−
ω2
pi

ω2 − ω2
ci

(6.26)

D =
1

ω

(
−

ωceω
2
pe

ω2 − ω2
ce

+
ωciω

2
pi

ω2 − ω2
ci

)
(6.27)

P = 1−
ω2
pe + ω2

pi

ω2
. (6.28)

Sachant que l'on a toujours

ωci � ωce et ωpi � ωpe, (6.29)

on suppose dans la suite que le coe�cient ω, ωci véri�e

ωci � ω � ωce et ωpi ≤ ω � ωpe. (6.30)

Proposition 6.9. Si les inégalités (6.30) sont véri�ées alors S > 0, D > 0
et P < 0 avec S,D � |P | = −P .

Démonstration. Supposons (6.30), alors on a

(6.26) ⇒ S ≈ 1 +
ω2
pe

ω2
ce

−
ω2
pi

ω2
> 0 (6.31)

(6.27) ⇒ D ≈
ωceω

2
pe

ωω2
ce

+
ωciω

2
pi

ω3
> 0 (6.32)

(6.28) ⇒ P ≈ 1−
ω2
pe + ω2

pi

ω2
< 0. (6.33)

On voit facilement que S,D � |P | = −P .
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On e�ectue alors une étude de racines du polynôme Q de degré 2 dans
R. Tout d'abord on calcule le discriminant ∆M :

∆M =
(
(S + P )r −D2

)2 − 4SP (r2 −D2)

= (S − P )2r2 − 2D2(S + P )r +D2(D2 + 4SP )

Les valeurs de r telles que ∆M = 0 sont alors

r1 =
D2(S + P )−

√
4D2SP (D2 − (S − P )2)

(S − P )2

et

r2 =
D2(S + P ) +

√
4D2SP (D2 − (S − P )2)

(S − P )2
.

Remarque 6.10. La proposition 6.9 entraîne que 4D2SP (D2 − (S − P )2)
est positive.

On distingue alors deux cas selon le signe de ∆M .

Le cas ∆M > 0

Comme (S − P )2 > 0, On a ∆M > 0 si r /∈ [r1, r2]. Alors le polynôme Q
admet deux racines réelles et on distingue deux cas :

Si au moins l'une des deux est positive alors il existe un n⊥ ∈ R tel que
detM = 0, on est dans un cas d'accessibilité stricte.

Sinon les deux racines sont strictement négatives et toutes les solution
en n⊥ sont alors imaginaires pures. Toutes les ondes sont complètement
évanescentes, on dit qu'il y a inaccessibilité stricte.

Déterminons les valeurs de r pour lesquelles les racines du polynôme Q sont
négatives. Du coup, la somme des racines, notée Σ, est strictement négative
et leur produit, noté Π, est strictement positif. Or on a

Σ =
bM
aM

=
(S + P )r −D2

S
et Π =

cM
aM

=
P (r2 −D2)

S
.
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On obtient alors les inégalités suivantes :

Σ < 0 ⇔ (S + P )r −D2

S
< 0

⇔ r > r′ =
D2

S + P
et

Π > 0 ⇔ P (r2 −D2)

S
> 0

⇔ −D < r < D.

En�n, on peut remarquer que r = S − n2
‖ est inférieur à S. On en conclut

qu'on a :
accessibilité stricte si r /∈ [r1, r2], r < S et r /∈]r2, S[. Ce qui implique

r ∈]−∞, r1[,

inaccessibilité stricte si r /∈ [r1, r2], r ∈ [−D,D], r > r′ et r < S. Ce
qui implique

r ∈]r2, T [

avec T = min{S,D}. Ce résultat provient de la proposition 6.9 qui montre
que r1 < r′ < r2. En e�et on a

r1 − r′ =
D2(S + P )−

√
4D2SP (D2 − (S − P )2)

(S − P )2
− D2

S + P

≈ D2P −
√
−4D2SP 3

P 2
− D2

P

= −
√
−4D2SP 3

P 2
< 0. (6.34)

Montrons maintenant que r′ < r2. Pour cela, il su�t de voir que r′ < 0 et
r2 > 0. En�n montrons que r2 < S et r2 < D, on a :

S − r2 = S −
D2(S + P ) +

√
4D2SP (D2 − (S − P )2)

(S − P )2

≈ S − D2P + 2
√
−D2SP 3

P 2

= S − D2

P
+ 2
√
S

√
−D2P

P
=

(√
S +

√
−D

2

P

)2

> 0,
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et

D − r2 = D −
D2(S + P ) +

√
4D2SP (D2 − (S − P )2)

(S − P )2

≈ DP 2 −D2P + 2
√
−D2SP 3

P 2

=
D(P 2 −DP ) + 2

√
−D2SP 3

P 2
≈ DP 2 + 2

√
−D2SP 3

P 2
> 0.

Le cas ∆M < 0

On a ∆M < 0 si r ∈ [r1, r2]. Alors le polynôme Q admet deux racines
imaginaires donc il n'y a jamais accessibilité stricte. Par ailleurs, on va cher-
cher les cas où on a accessibilité vague. On dit qu'il y a accessibilité vague
si il existe n⊥ ∈ C tel que detM = 0 et |Re(n⊥)| � |Im(n⊥)| i.e. ∃σ ∈ R+

avec σ grand tel que |Re(n⊥)| > σ|Im(n⊥)|. De même, on dit qu'il y a in-
accessibilité vague si |Im(n⊥)| est non négligeable devant |Re(n⊥)|.

Remarque 6.11. Dans la pratique, on a la même situation entre accessibilité
vague et accessibilité stricte si l'atténuation de l'onde due à la partie imagi-
naire de l'indice est du même ordre que celle due aux phénomènes négligés
(νc et γe).

Si ∆M < 0, les deux racines imaginaires du polynôme Q sont :

n2
⊥ =

bM ± ı
√
−∆M

2S
.

En écrivant n⊥ = α + ıβ avec α, β ∈ R, on a
α2 − β2 = Re(n2

⊥) =
bM
2S

α2 + β2 = |n2
⊥| =

√
b2
M −∆M

2S

d'où 
2α2 =

bM +
√
b2
M −∆M

2S

2β2 =

√
b2
M −∆M − bM

2S
.
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Les racines du polynôme Q sont alors

n⊥ =
1

2
√
S

[
±
(
bM +

√
b2
M −∆M

)1/2

± ı
(√

b2
M −∆M − bM

)1/2
]
.

On s'aperçoit que
si |∆M | � b2

M alors la partie réelle et imaginaire de n⊥ sont du même
ordre, on a donc inaccessibilité.
si |∆M | � b2

M alors soit bM < 0 et on a |Re(n⊥)| � |Im(n⊥)|, c'est-
à-dire inaccessibilité vague ; soit on a bM > 0 et on a |Re(n⊥)| �
|Im(n⊥)|, c'est-à-dire accessibilité vague.

On s'intéresse donc à cette dernière condition : |∆M | � b2
M . Calculons la

limite de l'accessibilité vague i.e. cherchons σ tel que |Re(n⊥)| > σ|Im(n⊥)|.
Déterminons les valeurs de r pour lesquelles on a b2

M � −∆M > 0 et bM > 0 :
Calculons d'abord σb2

M + ∆M , on a :

σb2
M + ∆M = [σ(S + P )2 + (S − P )2]r2 − 2(σ + 1)(S + P )D2r + (σ + 1)D4 + 4SPD2

C'est de nouveau un polynôme de degré 2 en r, d'où les racines sont

ρσ± =
(σ + 1)(S + P )D2 ±

√
δσ

σ(S + P )2 + (S − P )2

avec δσ = 4D2SP
(
(σ + 1)D2 − σ(S + P )2 − (S − P )2

)
> 0.

Donc comme σ(S + P )2 + (S − P )2 > 0, on a σb2
M + ∆M > 0 si r /∈]ρσ−, ρ

σ
+[.

En�n, on a

bM > 0 ⇔ (S + P )r −D2 > 0 ⇔ r <
D2

S + P
= r′.

Pour σ assez grand, on a r1 < ρσ− < r′ < ρσ+ < r2. En e�et

r1 − ρσ− =
D2(S + P )−

√
4D2SP (D2 − (S − P )2)

(S − P )2
− (σ + 1)(S + P )D2 −

√
δσ

σ(S + P )2 + (S − P )2

≈ D2P −
√
−4D2SP 3

P 2
−

(σ + 1)PD2 −
√
−4(σ + 1)D2SP 3

(σ + 1)P 2

= (
2√
σ + 1

− 2)

√
−D2SP 3

P 2
< 0, (6.35)
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et aussi

r′ − ρσ− =
D2

S + P
− (σ + 1)(S + P )D2 −

√
δσ

σ(S + P )2 + (S − P )2

≈ D2

P
− (σ + 1)PD2 −

√
δσ

(σ + 1)P 2

=

√
δσ

(σ + 1)P 2
> 0.

La démonstration est similaire pour r′ < ρσ+ < r2. On en conclut qu'on a :
· accessibilité vague si r ∈ [r1, r2], r < r′ et r /∈]ρσ−, ρ

σ
+[. Ce qui implique

r ∈]r1, ρ
σ
−[.

· inaccessibilité vague si r ∈ [r1, r2] et r /∈]r1, ρ
σ
−[. Ce qui implique

r ∈]ρσ−, r2[.

6.2.3 Conclusion

On résume les résultats que l'on a trouvé dans la partie précédente :
� on a accessibilité stricte si et seulement si r ∈ ]−∞; r1[,
� on a accessibilité vague si et seulement si r ∈ ]r1; ρσ−[ ,
� on a inaccessibilité vague si et seulement si r ∈ ]ρσ−; r2[ ,
� on a inaccessibilité stricte si et seulement si r ∈ ]r2;T ] .

Remarque 6.12. Le schéma ci-dessus n'est pas à l'échelle. Par exemple, on
a d'après (6.34) et (6.35)

|r1 − ρσ−| ≈ (1− 1√
σ + 1

)|r1 − r′|,

donc ρσ− est très proche de r′ par rapport à r1. On peut alors, dans la pra-
tique, poser r′ comme limite entre l'accessibilité et l'inaccessibilité vagues.
Cela tombe bien puisque l'on a |Re(n⊥)| = |Im(n⊥)| lorsque r = r′ et l'on
n'a plus à discuter de la valeur précise de σ.
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En�n on rappelle qu'on a posé r = S − n2
‖, donc il nous reste simplement à

exprimer les valeurs de n‖ pour lesquelles on a accessibilité vague et stricte.

Proposition 6.13. (Critère d'accessibilité large)
On a accessibilité stricte si S−n2

‖ < r1, ce qui est équivalent, en valeur
approximative, à

|n‖| >
√
S − r1 ≈

√
S +

D√
−P

.

De même, on a accessibilité vague si r1 < S − n2
‖ < ρσ−, ce qui est

équivalent, en valeur approximative, à√
S + 2

√
SD√

−(σ + 1)P
+
D2

−P
< |n‖| <

√
S +

D√
−P

.

Démonstration. Exprimons alors
√
S − r1. Sachant que l'on a |S| � |P | et

|D| � |P |, on obtient

S − r1 = S −
D2(S + P )−

√
4D2SP (D2 − (S − P )2)

(S − P )2

≈ S − D2P − 2
√
D2SP 3

P 2
= S − D2

P
+ 2
√
S

D√
−P

et

S − ρσ− = S − (σ + 1)(S + P )D2 −
√
δσ

σ(S + P )2 + (S − P )2

≈ S −
(σ + 1)PD2 −

√
−2(σ + 1)D2SP 3

(σ + 1)P 2
= S − D2

P
+ 2
√
S

D√
−(σ + 1)P

.

En�n, en fonction des di�érents fréquences ωce, ωpe, ωpi et ω, on obtient

D2

−P
=

ω4
pe

ω2ω2
ce

−1 +
ω2
pe+ω

2
pi

ω2

=
ω4
pe

ω2ω2
ce

.
ω2

−ω2 + ω2
pe + ω2

pi

≈
ω2
pe

ω2
ce

.
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On retrouve donc bien l'indice de réfraction parallèle cité dans [12] :

|n‖| >
√
S − r1 ≈

√
S +

D√
−P
≈ (1 +

ω2
pe

ω2
ce

−
ω2
pi

ω2
)1/2 +

ωpe
ωce

.



Chapitre 7

Simulation numérique

La méthode d'élément �nis pour la résolution du problème Full-Wave
(5.11)-(5.12) a été programmée en MATLAB. Un premier test est e�ectué
dans un cas simple, à savoir K = I a�n de valider l'algorithme Full-Wave.
Ensuite, pour avoir un code évolutif, on suppose connue la densité des par-
ticules en tout point du section du tore. On présente alors des résultats nu-
mériques de la simulation Full-Wave avec deux densité de pro�ls di�érents.
Seul le champ électrique est représenté, composante par composante, pour
di�érentes valeurs de la fréquence ω et du mode de Fourier k. La propaga-
tion de l'onde est décrit selon le niveau d'accessibilité obtenu pour chaque
cas-test. Mais avant tout, un adimensionnement des équations (2.40)-(2.43)
est nécessaire pour simpli�er la représentation paramétrique du problème
physique.

7.1 Adimensionnement du code Full-Wave

7.1.1 Problème modèle avec CL naturelle

On propose de mettre le code en unités normalisées a�n de ne plus se
préoccuper des dimensions. On prend alors comme référence d'espace, le pe-
tit rayon du tore a et comme référence de fréquence, la fréquence ω excitée à
l'antenne ΓA. On va montrer qu'on introduit ainsi un coe�cient ωa

c
, c étant

la vitesse de la lumière, qui est sans dimension.
On traite les équations des ondes électromagnétiques avec condition aux li-

87
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mites naturelle :

rot rotE − ω2

c2
KE = 0 dans Ω, (7.1)

div(KE) = 0 dans Ω, (7.2)

E × n = 0 sur ΓC , (7.3)

rotE × n = ıωµ0js sur ΓA. (7.4)

Pour tout vecteur v (respectivement scalaire q), on a v = v̌v′ avec v̌ l'échelle
de v et v′ la normalisée de v (respectivement q = q̌q′). En�n pour les opéra-
teurs, on a

rot = a−1 rot′ et div = a−1div′ (7.5)

Comme les phénomènes électrostatiques sont dominants, on va relier l'échelle
de longueur Ě du champ électrique à celles de la charge et du courant comme
suit. La conservation de la charge (1.12) nous donne

J̌ = aωρ̌.

A l'aide de la loi de Gauss dans le vide div(ε0E) = ρ, on a l'égalité

J̌ = ωε0Ě.

Or ǰs = aJ̌ car la dimension de ǰs est en courant par unité de surface alors
que la dimension de J̌ est en courant par unité de volume. Ce qui nous donne

ǰs = aωε0Ě. (7.6)

Les équations (2.40), (2.41), (2.42) et (2.43) deviennent alors

a−2 rot′ rot′ ĚE′ − ω2

c2
KĚE′ = 0 dans Ω′, (7.7)

a−1div′(KĚE′) = 0 dans Ω′, (7.8)

ĚE′ × n = 0 sur Γ′C , (7.9)

a−1 rot′ ĚE′ × n = ıωµ0ǰsj
′
s sur Γ′A. (7.10)

avec Ω′, Γ′, Γ′A et Γ′C les domaines Ω, Γ, ΓA et ΓC normalisés respectivement.
On obtient alors trivialement

(7.8) => div′(KE′) = 0 dans Ω′, (7.11)

(7.9) => E′ × n = 0 sur Γ′C . (7.12)
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On pose alors

η =
ωa

c
(7.13)

le coe�cient sans dimension. Ensuite en multipliant l'équation (7.7) par
a2Ě−1, on a

rot′ rot′E′ − η2KE′ = 0 dans Ω′.

En�n l'équation (7.10) s'écrit

rot′E′ × n = iωµ0a
ǰs

Ě
j ′s sur Γ′A.

Grâce à (7.6), on a

ωµ0a
ǰs

Ě
= ωµ0aaωε0 = η2.

On obtient �nalement le problème normalisé suivant :

rot′ rot′E′ − η2KE′ = 0 dans Ω′, (7.14)

div′(KE′) = 0 dans Ω′, (7.15)

E′ × n = 0 sur Γ′C , (7.16)

rot′E′ × n = ıη2j ′s sur Γ′A. (7.17)

7.1.2 Théorème de Poynting adimensionné

On va écrire le théorème de Poynting en régime harmonique (6.19) en
unités normalisées, c'est-à-dire que l'on va normaliser (6.19).

Proposition 7.1. En unités normalisées, le théorème de Poynting s'écrit

1

2

∫
Σ′A

Re[js
′ ·E′ds′] +

1

2

∫
V ′
Im[KE′ ·E′dV ′] +

1

η2

∫
V ′

div′S′dV ′ = 0.

Démonstration. L'équation de Faraday en régime harmonique (2.6) nous
donne que B̌ = a−1Ě

ω
, d'où

S = ŠS′ =
ĚB̌

2µ0

E′ ×B′

=
Ě2

2aωµ0

E′ ×B′ =
Ě2

aωµ0

S′.
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avec S′ = 1
2
E′ ×B′ le vecteur de Poynting normalisé. On a alors

∫
V

divSdV =
Ě2

aωµ0

∫
V ′
a−1div′S′a3dV ′.

=
aĚ2

ωµ0

∫
V ′

div′S′dV ′.

Puis on a

1

2

∫
ΣA

Re[js ·E]ds =
1

2

∫
Σ′A

Re[ǰsjs
′ · ĚE′]a2ds′

=
a3ωε0Ě

2

2

∫
Σ′A

Re[js
′ ·E′]ds′

ωε0

2

∫
V

Im[KE ·EdV ] =
a3ωε0Ě

2

2

∫
V ′
Im[KE′ ·E′dV ′]

On multiplie l'équation (6.19) par
1

a3ωε0Ě2
, on obtient alors

1

2

∫
Σ′A

Re
[
js
′ ·E′ds′]+

1

2

∫
V ′
Im[KE′ ·E′dV ′] +

1

η2

∫
V ′

div′S′dV ′ = 0.

7.2 Résultats numériques préliminaires

7.2.1 Introduction

On considère Ω̃ un polygone approchant un cercle de rayon a = 1 et de
centre (3, 0) en coordonnées (R,Z) adimensionnées. On suppose l'antenne
Γ̃A est le bord du cercle compris entre les angles −π/4 et π/4 (cf. �gure 7.1).
Nous avons travaillé avec quatre di�érents maillages dont les caractéristiques
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Figure 7.1 � section du tokamak en coordonnées (R,Z)

sont les suivantes :

Maillage 1 2 3 4

h, pas de maillage 8.0× 10−2 4.0× 10−2 2.0× 10−2 1.0× 10−2

Nombre de noeuds P1 (grossier) 85 383 1580 6671

Nombre de noeuds P1 (�n) 313 1477 6207 26461

7.2.2 Expérimentation numérique

Nous allons dans un premier temps simuler numériquement le problème
suivant :

rot rotE − 100E = f dans Ω, (7.18)

div(E) = g dans Ω, (7.19)

qui correspond au problème (7.14)-(7.15) avec le tenseurK égal à la matrice
identité, un second membre non nul et η2 = 100. On considère la solution
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Figure 7.2 � maillage.

particulière

Eex = (R−R0, Z, 0)T , (7.20)

que l'on a choisi délibérément indépendant de φ et véri�ant la condition du
conducteur parfait sur tout le bord ΓC et ΓA. Le paramètre de régularisation
s a été choisi égal à 1 car la solution exacte est réelle et le tenseur K = I
n'a pas à véri�er les hypothèses du théorème 3.4. On obtient, pour les trois
composantes (ER, EZ , Eφ), les �gures suivantes où l'on représente le champ
approché à gauche et l'écart entre le champ exact et approché à droite dans
un premier temps pour le cas CL essentielle.
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On constate que la solution calculée approche très correctement la solu-
tion exacte, l'écart étant de l'ordre de 10−3. A�n de con�rmer ce résultat, une
étude de convergence est ainsi réalisée, on calcule pour chaque cas l'erreur
relative L2 correspondant à ‖e‖/‖Eex‖0,Ω avec ‖e‖ := ‖E−Eex‖0,Ω que l'on
calcule à l'aide de la matrice de masse de l'espace du champ électrique.Il en
va de même pour la norme du multiplicateur de Lagrange ‖p‖0,Ω.

h 8.0× 10−2 4.0× 10−2 2.0× 10−2 1.0× 10−2

‖e‖/‖Eex‖0,Ω 8.5× 10−3 2.3× 10−3 4.8× 10−4 1.4× 10−4

‖p‖0,Ω 1.0× 10−1 3.6× 10−2 1.4× 10−2 5.0× 10−3

La convergence du champ électrique en norme L2 est en hα avec α = 1.97 et
celle du multiplicateur de Lagrange est en hβ avec β = 1.44. Ces ordres sont
bien compatibles avec les théorèmes 5.8 et 5.9.
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Figure 7.3 � partie réelle de ER Figure 7.4 � écart des ER

Figure 7.5 � partie réelle de EZ Figure 7.6 � écart des EZ

Figure 7.7 � partie réelle de Eφ Figure 7.8 � écart des Eφ
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Même constat pour le cas CL naturelle, la solution calculée approche très
correctement la solution exacte. De plus, sur les �gures représentant l'écart
entre solution approchée et exacte (celles de droite sur les �gures 7.10, 7.12 et
7.14), on observe l'erreur qui se situe clairement sur l'antenne ΓA. Toutefois,
l'erreur relative reste du même ordre que dans le cas CL essentielle.

h 8.0× 10−2 4.0× 10−2 2.0× 10−2 1.0× 10−2

‖e‖/‖Eex‖0,Ω 7.3× 10−3 2.0× 10−3 4.7× 10−4 9.7× 10−5

‖p‖0,Ω 1.0× 10−1 3.6× 10−2 1.6× 10−2 5.8× 10−3

De même, on observe la convergence du champ électrique en hα avec α = 2.08
et celle du multiplicateur de Lagrange en hβ avec β = 1.37.

7.3 Simulation Full-Wave : un premier pro�l de

densité

Dans cette section, on rappelle tous les paramètres physiques que l'on a
introduit dans le chapitre 2. Pour cela, nous les avons classés par catégorie
et nous les avons énumérés dans des tableaux où l'on cite leur symbole et
leur nom. On se place ensuite dans un plasma particulier dont les données
ont été fournies par des physiciens du CEA. On donne ensuite les valeurs des
di�érentes fréquences ainsi que des résultats numériques obtenus.

7.3.1 Paramètres physiques

Constantes physiques
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Figure 7.9 � partie réelle de ER Figure 7.10 � écart des ER

Figure 7.11 � partie réelle de EZ Figure 7.12 � écart des EZ

Figure 7.13 � partie réelle de Eφ Figure 7.14 � écart des Eφ
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me masse des électrons 0.91094× 10−30 kg

qe charge des électrons −1.6× 10−19 C

mi masse des ions 1.6726× 10−27 kg

qi charge des ions 1.6× 10−19 C

ε0 permittivité électrique dans le vide 8.85× 10−12 Fm−1

kB constante de Boltzman 1.381× 10−23 J K−1

Paramètres du plasma

ωpe fréquence plasma des électrons

√
neq

2
e

ε0me

ωpi fréquence plasma des ions

√
niq

2
i

ε0mi

Fréquence collisionnelle

λD longueur de Debye

√
ε0kBT

neq2
e

Λ Volume de la sphère de Debye 4
3
πλ3

Dne

νc fréquence collisionnelle
ln(Λ)ωpe

Λ

Fréquences cyclotroniques et fréquence hybride

ωce fréquence cyclotronique des électrons
|qe|B
me

ωci fréquence cyclotronique des ions
|qi|B
mi

ωLH fréquence hybride
√
ωceωci

L'amortissement Landau
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vthe vitesse d'agitation thermique des électrons

√
2kBT

me

k|| composante du vecteur d'onde k parallèle à B0
k

R
( k mode de Fourier)

7.3.2 Valeurs numériques

Les données sur Ω̃ sont inchangées par rapport au paragraphe précédent,
la dimension du tore est alors proche des tokamaks Tore Supra ou JET
encore en activité. On considère un plasma de densité des particules constant
ne(R,Z) = ni(R,Z) = nmax = 1019 m−3. On obtient alors pour les fréquences
plasmas :

ωpe ≈ 1, 7827× 1011 rad/s et ωpi ≈ 4, 1638× 109 rad/s. (7.21)

On suppose que l'intensité du champ magnétique externe est constant et à
valeur B0 = 3.2 T et la température cinétique kBT = 1.6×10−16 J = 103 eV =
1 keV. Les fréquences cyclotroniques sont alors données par

ωce ≈ 5, 6202× 1011 rad/s et ωci ≈ 3, 0659× 108 rad/s. (7.22)

Auquel cas, la fréquence hybride vaut

ωLH ≈ 1, 3127× 1010 rad/s. (7.23)

D'où la fréquence de l'onde ω = λωLH avec λ compris entre 0, 1 et 10 que
l'on précisera pour chaque simulation. En�n on suppose que la densité de
courant js = (0 0 1)T correspondant au champ électrique excité à l'antenne.

Au sujet du paramètre de régularisation s, un deuxième test similaire a
été e�ectué avec le tenseur diélectrique K dé�nie au chapitre 2 et un second
membre du même ordre que celui de la FVMA (2.61)-(2.62) a�n de trouver
une valeur de s optimale [8]. On donne dans les tableaux suivants l'erreur
relative ‖e‖/‖Eex‖0,Ω en fonction des di�érents valeurs de la partie réelle et
imaginaire de s pour, respectivement, h = 0.04, 0.02 et 0.01.
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Re(s) = 0.01 Re(s) = 0.1 Re(s) = 1 Re(s) = 10

Im(s) = −0.01 6× 10−3 5× 10−3 5.4× 10−3 7.7× 10−3

Im(s) = −0.1 6.2× 10−3 6× 10−3 5.6× 10−3 7.7× 10−3

Im(s) = −1 6.7× 10−3 6.6× 10−3 6.2× 10−3 7.7× 10−3

Im(s) = −10 8.8× 10−3 8.8× 10−3 8.6× 10−3 8.8× 10−3

Re(s) = 0.01 Re(s) = 0.1 Re(s) = 1 Re(s) = 10

Im(s) = −0.01 1.8× 10−3 1.4× 10−3 1.2× 10−3 2.1× 10−3

Im(s) = −0.1 2.2× 10−3 2.1× 10−3 1× 10−3 2.3× 10−3

Im(s) = −1 2.6× 10−3 2.6× 10−3 2.4× 10−3 2.7× 10−3

Im(s) = −10 3.5× 10−3 3.5× 10−3 3.4× 10−3 3.6× 10−3

Re(s) = 0.01 Re(s) = 0.1 Re(s) = 1 Re(s) = 10

Im(s) = −0.01 2.6× 10−3 2.6× 10−3 2.5× 10−3 3.9× 10−3

Im(s) = −0.1 2.8× 10−3 2.7× 10−3 2.6× 10−3 4× 10−3

Im(s) = −1 3.× 10−3 2.6× 10−3 2.3× 10−4 4.1× 10−3

Im(s) = −10 4.8× 10−3 4.8× 10−3 4.6× 10−3 4.8× 10−3

On constate qu'il n'y a pas de valeur optimale �xe de s pour laquelle l'erreur
relative en norme L2 soit minimale pour tous les pas de maillage. Cependant,
lorsque |Re(s)|, ainsi que |Im(s)|, est compris entre 0.01 et 1, l'ordre de
l'erreur di�ère peu. Dans la suite, on choisit de prendre s égal à 1 − ı, elle
véri�e bien l'hypothèse du théorème 3.6 sur l'existence et l'unicité du solution
du problème Full-Wave.
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Figure 7.15 � nombre de points par longueur d'onde

7.3.3 Illustration numérique

Lorsque l'on discrétise un problème de propagation d'onde par une mé-
thode d'éléments �nis, a�n d'évaluer au mieux la solution, la taille maximale
d'une maille doit prendre en compte la longueur d'onde de cette dernière. En
e�et, il est préférable d'avoir au moins une dizaine de points par longueur
d'onde comme le montre la �gure 7.15. Dans le cas de la simulation Full-
Wave, la longueur d'onde en question est de l'ordre d'au moins une dizaine
de centimètres (i.e. 0,1 m), on considère le quatrième maillage, à savoir un
pas de maillage h = 0,01 m. La matrice du système linéaire (5.16) est alors de
taille d'environ 100000. Une méthode directe, plus précisement la méthode
d'élimination de Gauss [48], est utilisée pour résoudre le système.

On analyse alors les parties réelles des composantes du champ électrique
pour plusieurs valeurs du mode de Fourier k et de fréquence ω suivant l'ac-
cessibilité de l'onde électromagnétique. On se place dans le premier cas de
densité des particules, à savoir constant dans tout le plasma.
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On a présenté ici le cas ω = ωLH/2 pour k = 200, on a

S ≈ 0.69 + 1.32× 10−5 ı (7.24)

D ≈ 8.62− 9.28× 10−7 ı (7.25)

PL ≈ −736 + 0.15 ı. (7.26)

On étudie alors l'accessibilité de l'onde. On a

√
S +

D√
−P

= 1.154 (7.27)√
S + 2

√
SD√

−(σ + 1)P
+
D2

−P
= 0.923 (7.28)

n‖ = 2.285, (7.29)

où n‖ est calculé sur l'antenne. Comme |n‖| >
√
S+ D√

−P , on est dans un cas
d'accessibilité stricte et l'on observe un phénomène de pénétration de l'onde.
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Figure 7.16 � partie réelle de ER
Figure 7.17 � partie imaginaire
de ER

Figure 7.18 � partie réelle de EZ
Figure 7.19 � partie imaginaire
de EZ

Figure 7.20 � partie réelle de Eφ
Figure 7.21 � partie imaginaire
de Eφ
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Lorsque ω = ωLH et k = 550, on a

S ≈ 1 + 2.64× 10−6 ı (7.30)

D ≈ 4.3 + 2.12× 10−17 ı (7.31)

PL ≈ −183 + 0.03 ı. (7.32)

Au niveau de l'accessibilité de l'onde, on a

√
S +

D√
−P

= 1.318 (7.33)√
S + 2

√
SD√

−(σ + 1)P
+
D2

−P
= 1.08 (7.34)

n‖ = 1.57. (7.35)

Comme |n‖| >
√
S + D√

−P , on est de nouveau dans un cas d'accessibilité
stricte mais l'on observe que la propagation de l'onde dans le plasma est
moindre par rapport au cas précédent.
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Figure 7.22 � partie réelle de ER
Figure 7.23 � partie imaginaire
de ER

Figure 7.24 � partie réelle de EZ
Figure 7.25 � partie imaginaire
de EZ

Figure 7.26 � partie réelle de Eφ
Figure 7.27 � partie imaginaire
de Eφ
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Lorsque ω = 2ωLH et k = 200, on a

S ≈ 1.07 + 8.3× 10−7 ı (7.36)

D ≈ 2.15 + 5.8× 10−8 ı (7.37)

PL ≈ −45 + 3× 10−4 ı. (7.38)

Au niveau de l'accessibilité de l'onde, on a

√
S +

D√
−P

= 1.357 (7.39)√
S + 2

√
SD√

−(σ + 1)P
+
D2

−P
= 1.115 (7.40)

n‖ = 0.57. (7.41)

Comme |n‖| <
√
S + 2

√
SD√

−(σ+1)P
+ D2

−P , on est dans un cas d'inaccessibilité

stricte et l'on observe une absence de pénétration de l'onde. On parle alors
de phénomène de réfraction.
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Figure 7.28 � partie réelle de ER
Figure 7.29 � partie imaginaire
de ER

Figure 7.30 � partie réelle de EZ
Figure 7.31 � partie imaginaire
de EZ

Figure 7.32 � partie réelle de Eφ
Figure 7.33 � partie imaginaire
de Eφ
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Figure 7.34 � pro�l radial de la densité des particules dans un tokamak

7.4 Simulation Full-Wave : un deuxième pro�l

de densité

7.4.1 Variation de la densité

On étudie ici un deuxième pro�l de densité des particules qui se rap-
proche plus des expérimentations réelles où la densité peut être décrite dans
une section du tokamak simplement en fonction du rayon du plasma R, on
parle alors de pro�l radial [18]. On considère que la densité, ainsi que la tem-
pérature et la pression, maximales au centre du plasma et décroissant vers
le bord de la décharge comme illustrée sur la �gure 7.34. Pour approcher
au mieux cette description, on suppose que la fonction ne décroît de façon
parabolique à partir du centre de Ω̃ jusqu'au bord de celui-ci où la densité
est proche de zéro sans jamais être nulle. En e�et, si elle était nulle en un
point du tore, les fréquences plasmas décrites ci-dessus seraient nulles et les
hypothèses du théorème 3.6 ne seraient plus garanties. Si d est la distance
d'un point du section du tore à son centre alors on a

d2 = (R−R0)2 + Z2.

Soit ε > 0 tel que ε� 1, on prend alors comme densité

ne(R,Z) = nmax[(1− ε)(1− (R−R0)2 − Z2) + ε].

De là, on peut calculer successivement les paramètres numériques dépendant
de cette dernière ainsi que leurs dérivées partielles. Or les seuls paramètres
utilisant ne(r) sont α(r), ωpe(r) et ωpi(r). Si le champ B est uniforme alors
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les fréquences cyclotroniques sont constantes : ωce(r) = ωce et ωci(r) = ωci.
On rappelle qu'on a

ωpe(r) =
qe√
ε0me

√
ne(r) et ωpi(r) =

qi√
ε0mi

√
ne(r). (7.42)

Remarque 7.2. On n'utilise que leur carré dans les coe�cients S,D et P .

Il nous reste à exprimer α(r) = ω + ıνc(r) en fonction de ne(r), on a

νc(r) =
ln(Λ(r))ωpe(r)

Λ(r)
avec Λ(r) = 4π

(ε0kBT )3/2

q3
e

1√
ne(r)

=
q4
e

4πε2
0kBT

3/2
√
me

[
ln(4π

(ε0kBT )3/2

q3
e

)− 1

2
ln(ne(r))

]
ne(r).

On calcule maintenant les dérivées partielles des coe�cients de la matrice
K(R,Z) pour exprimer divkKu. D'après (4.3), on a

divkKu =
1

R

∂(RSuR − ıRDuZ)

∂R
+
∂(ıDuR + SuZ)

∂Z
+
ık

R
PLuφ. (7.43)

Ainsi, pour exprimer
∂S

∂ ·
et
∂D

∂ ·
, il su�t de calculer

∂α

∂ ·
et
∂ω2

ps

∂ ·
en fonction

de
∂ne
∂ ·

(∂ · étant ∂R ou ∂Z). On a

∂ω2
ps

∂ ·
=

q2
s

ε0ms

∂ne
∂ ·

avec s = e ou i,

∂α

∂ ·
= ı

∂νc
∂ ·

= −ı q4
e

8πε2
0kBT

3/2
√
me

(
1 + ln(ne)

)∂ne
∂ ·

,

avec

∂ne
∂R

= −nmax(1− ε)2(R−R0),

∂ne
∂Z

= −nmax(1− ε)2Z.
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On a donc

∂S

∂ ·
(R,Z) = − 1

ω

∂α

∂ ·
∑
s

(
ω2
ps(R,Z)

α2(R,Z)− ωcs

)
(7.44)

−α(R,Z)

ω

∑
s

( ∂ω2
ps

∂ · (α2(R,Z)− ω2
cs)− 2ω2

ps(R,Z)α(R,Z) ∂α
∂ ·

(α2(R,Z)− ω2
cs)

2

)
∂D

∂ ·
(R,Z) =

∑
s

δs
ωcs
ω

( ∂ω2
ps

∂ · (α2(R,Z)− ω2
cs)− 2ω2

ps(R,Z)α(R,Z) ∂α
∂ ·

(α2(R,Z)− ω2
cs)

2

)
où δe = −1 et δi = 1. (7.45)

Lorsque ω = ωLH/2, les parties réelles des coe�cients S, D et PL dé�nis dans
(7.24)-(7.26) véri�es bien la proposition 6.9 et on a T = min{S,D} = S.
On représente alors les composantes R,Z, φ du champ E pour un mode de
Fourier k = 100.
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Figure 7.35 � partie réelle de ER
Figure 7.36 � partie imaginaire
de ER

Figure 7.37 � partie réelle de EZ
Figure 7.38 � partie imaginaire
de EZ

Figure 7.39 � partie réelle de Eφ
Figure 7.40 � partie imaginaire
de Eφ
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7.4.2 In�uence des paramètres sur l'accessibilité

On rappelle la composante parallèle du vecteur d'onde :

k||(r) =
k

R
. (7.46)

L'indice de réfraction donne alors n||(r) =
ck

ωR
. L'évolution de l'accessibilité

dépend alors du mode de Fourier k et de la fréquence ω. En e�et, si l'on sup-
pose ω constante alors, lorsque le mode de Fourier k augmente, n|| augmente
et l'accessibilité croît. Nous allons con�rmer ce résultat par des tests numé-
riques où ω = ωLH . Les �gures 7.41-7.46 montrent clairement une évolution
de la pénétration de l'onde lorsque l'on augment k.

Dans le même registre, on suppose k constante et l'on fait varier ω. Il est
clair que lorsque ω augmente, l'accessibilité décroit cette fois-ci. On considére
le résultat numérique de la �gure 7.46, i.e. k = 150 et ω = ωLH/2, où l'on
a un cas d'accessibilité stricte. On représente les mêmes résultats lorsque
ω augmente a�n d'observer une décroissance de l'accessibilité. Cette fois-ci,
nous observons dans les �gures 7.47-7.52 une décroissance de la pénétration
de l'onde lorsque ω augmente.

En�n, pour chaque fréquence ω choisie, nous avons remarqué qu'il existe
un mode de Fourier optimal tel que l'onde émis par l'antenne pénètre au
maximum dans le plasma.

ω ωLH/2 ωLH 2ωLH 3ωLH

k optimal ≈ 200 ≈ 300 ≈ 520 ≈ 700
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Figure 7.41 � partie réelle de ER
pour k = 100

Figure 7.42 � partie réelle de EZ
pour k = 100

Figure 7.43 � partie réelle de ER
pour k = 125

Figure 7.44 � partie réelle de EZ
pour k = 125

Figure 7.45 � partie réelle de ER
pour k = 150

Figure 7.46 � partie réelle de EZ
pour k = 150
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Figure 7.47 � partie réelle de ER
pour ω = 0.5ωLH

Figure 7.48 � partie réelle de EZ
pour ω = 0.5ωLH

Figure 7.49 � partie réelle de ER
pour ω = ωLH

Figure 7.50 � partie réelle de EZ
pour ω = ωLH

Figure 7.51 � partie réelle de ER
pour ω = 1.5ωLH

Figure 7.52 � partie réelle de EZ
pour ω = 1.5ωLH



Chapitre 8

Résolution du système linéaire de

type point-selle généralisé

Le but de ce chapitre est de montrer comment résoudre les systèmes
linéaires dits de type point-selle A CH

C 0


 u

p

 =

 f

g

 ⇔ Ax = b, (8.1)

avec A ∈Mn(C) et C ∈Mm,n(C). On s'intéresse à une méthode itérative en
particulier, la méthode GMRES, proposé dans [50], qui sera ensuite précondi-
tionnée. On rappelle d'une part les notions de bases des méthodes itératives
de type Krylov pour présenter la méthode GMRES. Et d'autre part, on étu-
die des préconditionneurs adaptés à la résolution des équations des �uides
incompressibles qui donnent lieu au même type de système que la simulation
Full-Wave.

8.1 Classi�cation du problème

Lorsque A est hermitienne dé�nie positive alors le système (8.1) devient
un problème d'optimisation avec contrainte :

min J(u) =
1

2
uHAu− fHu (8.2)

tel que Cu = g.

114
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Une solution (u?,p?) de (8.2) est alors un point-selle du lagrangien

L(u,p) =
1

2
uHAu− fHu+ (Cu− g)Hp, (8.3)

d'où l'appellation de ce type de système.
Dans la littérature, lorsque la matrice A n'est pas hermitienne, on parle
d'un problème de point-selle généralisé, ce qui est le cas pour le système
(5.16) de notre simulation Full-Wave. Les articles correspondant aux pro-
blèmes de point-selle traitent généralement le cas hermitien, on cite alors,
pour le cas non hermitien, l'article de Ciarlet Jr., Huang et Zou [23] ou en-
core le système matriciel des équations d'Oseen (correspondant aux équations
de Navier-Stokes linéarisées) [30]. Une bonne référence regroupant tous les
cas est l'article de Benzi, Golub et Liesen [10].

8.2 La méthode GMRES

On s'intéresse ici à une méthode de résolution du système (8.1). Lorsque
la taille de la matrice A est modérée, une méthode directe [20] reste fai-
sable, sinon il serait plus convenable d'utiliser une méthode itérative. On
rappelle qu'une méthode itérative consiste à construire une suite de vecteurs
(xm) convergeant vers x la solution du problème. En particulier, on consi-
dère une méthode itérative dite de type Krylov, en particulier la méthode
GMRES qui est adaptée à notre système linéaire (5.16) car elle ne requiert
pas que la matrice du système soit hermitienne dé�nie positive contraire-
ment aux méthodes itératives classiques telle que la méthode du gradient
conjugué. Le terme GMRES provient de Generalized Minimum RESidual
et cette méthode a été proposé par Saad [50] en 1986. L'idée consiste à
calculer une solution approchée sous la forme xm = x0 + δ où x0 est un
vecteur initial et δ un vecteur appartenant au m-ième espace de Krylov
Km(A, b) = V ect{b,Ab,A2b, ...,Am−1b}. A l'aide du processus d'Arnoldi,
on peut générer une base orthonormale v1, ...,vm de cette espace. On exprime
alors xm dans cette base : xm = x0+V mym où V m ∈ Cn×m la matrice formée
des vecteurs v1, ...,vm. L'algorithme d'Arnoldi permet de calculer une ma-
trice de Hessenberg supérieureHm ∈ C(m+1)×m telle queHm = V H

m+1AV m.
Soit rm := Axm− b le résidu à l'étape m, la matrice V m étant orthogonale,
on a

||rm||2 = ||Hmym − βe1||2,
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où β = ||r0||2 et e1 = (1, 0, ..., 0). On calcule alors ym de telle manière à ce
que le résidu soit minimisé, ce qui revient à résoudre un problème de moindres
carrés. L'algorithme GMRES se résume comme suit :

1. Choisir x0.
Calculer r0 = b−Ax0, β = ||r0||2 et v1 = r0/β.

2. Processus d'Arnoldi (Gram-Schmidt classique).
Pour i = 1, 2, ...,m
w = Avi
Pour k = 1, 2, ..., i
hk,i =< w,vi >Cn avec < ·, · >Cn le produit scalaire standard,
w = w − hk,ivk ;
hi+1,i = ||w||2,
vi+1 = w/hi+1,i.

3. Problème de moindres carrés
miny∈Rm ||Hmy − βe1||2 = ||Hmym − βe1||2.

4. L'approximation de la solution
xm = x0 + V mym.

On peut faire une estimation du taux de convergence de la méthode GMRES
à l'aide du conditionnement et des valeurs propres de la matrice A. En e�et,
la solution approchée xm appartenant à x0+Km(A, b), elle peut donc s'écrire
sous la forme

xm = x0 + qm−1(A)r0

où qm−1 est un polynôme de degré m− 1. On a alors

||rm||2 = ||Axm − b||2 = min
x0+Km(A,b)

||Ax− b||2.

Or A(x0 + qm−1(A)r0)− b = Ax0 − b︸ ︷︷ ︸
r0

+Aqm−1(A)r0. D'où

||rm||2 = min
p∈Πm

||p(A)r0||2

avec Πm l'ensemble des polynôme de degré m qui vaut 1 en 0. Supposons
alors que A est diagonalisable, i.e A = XDX−1 avec D = diag(λj), la
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norme du résidu satisfait alors

||rm||2 = min
p∈Πm

||p(A)r0||2

≤ min
p∈Πm

||Xp(D)X−1||2||r0||2

≤ ||X ||2 min
p∈Πm

||p(D)||2||X−1||2||r0||2

= ||r0||2||X ||2||X−1||2 min
p∈Πm

max
λj
|p(λj)|. (8.4)

Dé�nition 8.1. Soit ||·|| une norme matricielle, on appelle conditionnement
d'une matrice inversible M , la valeur

cond(M ) = ||M ||.||M−1||.

Cette valeur permet de mesurer l'ampli�cation des erreurs d'arrondi au
cours d'un calcul [20]. L'inégalité (8.4) contient le conditionnement de la
matrice X .

Propriété 8.2. Pour tout matrice inversible M ∈Mm(C), on a
· cond(M) ≥ 1,
· cond(M) = cond(M−1),
· cond(M) = cond(αM) ∀α ∈ C?.

On dit qu'une matrice est bien conditionnée si son conditionnement est
proche de sa valeur minimale 1.

8.3 Préconditionnement

On traite dans ce paragraphe, la notion de préconditionnement d'un sys-
tème linéaire qui permet d'accélérer considérablement la convergence des
méthodes itératives de Krylov et de les stabiliser.
Soit P une matrice inversible, on considère le système linéaire

AP−1x′ = b, (8.5)

avec x′ = Px qui est équivalent au système (8.1) de telle sorte que la matrice
du système (8.5) soit plus facile à inverser numériquement. La matrice P est
appelé préconditionneur (à droite) de A
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Remarque 8.3. Le préconditionneur à gauche est celui qui est le plus cou-
ramment utilisé et le système se transforme en

P−1Ax = P−1b. (8.6)

Plus généralement, un système linéaire peut être préconditionné à la fois à
droite et à gauche :

P−1
L AP−1

R x = P−1
L b. (8.7)

Nous allons étudier un préconditionneur convenable à notre système li-

néaire (5.16). Pour cela, on écrit As = Hs + N s où Hs =
1

2
(As + AH

s )

est la partie hermitienne de la matrice As et N s =
1

2
(As −AH

s ) sa partie

anti-hermitienne. On rappelle que As =

 As BH

B 0

 une matrice carrée

de taille m.
On s'intéresse alors à deux types de préconditionneurs [30] : soit Cs est un
préconditionneur hermitien du complément de Schur BH−1

s B
H , on pose

P 1s =

 As 0

0 Cs

 et P 2s =

 As BH

0 −Cs

 , (8.8)

respectivement, le préconditionneur diagonal par bloc et le préconditionneur
triangulaire par bloc. Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 8.4. Les valeurs propres de la matrice As du problème Full-
Wave préconditionnée par P is (i = 1, 2) se situent dans un rectangle de taille
indépendant de h et ne contenant pas 0.

L'inégalité (8.4) montre clairement le lien entre la convergence de la mé-
thode GMRES et la localisation du spectre de la matrice A. On suit alors le
même raisonnement que dans [42] pour les équations d'Oseen. Dans ce der-
nier, la matrice hermitienne correspondant àHs est supposée dé�nie positive,



119

ce qui ne l'est pas forcément dans notre cas : en e�et, soit z ∈ Cm corres-
pondant à la discrétisation d'un vz ∈ Xh ⊂ X(K,Ω), i.e. vz =

∑3Nh
i=1 ziφi,

on a

zHHsz = || rotvz||20 +Re(s)|| divKvz||20 −
ω2

c2
Re[(Kvz | vz)].

Cependant, on a

Lemme 8.5. Si P est un préconditionneur de M alors αP est un précon-
ditionneur de la matrice αM pour tout α ∈ C?.

En l'occurence, on choisit α = ı et on a

Proposition 8.6. La matrice hermitienne H̃s = ıN s = 1
2
[(ıAs) + (ıAs)

H ]
est dé�nie positive.

Démonstration. Soit z ∈ Cm \ {0}, on a

zHH̃sz = −Im(s)|| divKvz||20 +
ω2

c2
Im[(Kvz | vz)]. (8.9)

Or −Im(s) ≥ 0 (cf. théorème 3.6) et le lemme 3.11 montre qu'il existe ζ > 0
tel que Im[(Kvz | vz)] ≥ ζ||vz||20. On a donc zHH̃sz > 0.

Dans la suite, a�n de ne pas alourdir les notations en mettant des "tildes"
sur toutes les matrices, on suppose que la multiplication par ı a été e�ectuée.
On pose Ss = BA−1

s B
H le complément de Schur de la matrice As, le résultat

suivant permet d'exprimer les valeurs propres du système préconditionné par
rapport aux valeurs propres de la matrice C−1

s Ss.

Proposition 8.7. Soient µis ∈ C, i = 1, ...,m les valeurs propres de la
matrice C−1

s Ss alors :

· AsP
−1
1s admet comme valeurs propres {1} ∪

⋃m
i=1{

1± σis
2
}.

· AsP
−1
2s admet comme valeurs propres {1} ∪ {µis}

avec σis une racine carrée complexe de 1 + 4µis.

Démonstration. Soit λ une valeur propre de AsP
−1 et v son vecteur propre

associé, on a alors AsP
−1v = λv. En posant u = P−1v, on a Asu = λPu.

Pour P = P 1s, λ véri�e alors As BH

B 0


 u1

u2

 = λ

 As 0

0 Cs


 u1

u2

 (8.10)
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⇒


Asu1 +BHu2 = λAsu1

Bu1 = λCsu2

⇒


Bu1 +BA−1

s B
Hu2 = λBu1

Bu1 = λCsu2

⇒


Ssu2 = (λ− 1)Bu1

Bu1 = λCsu2

⇒ Ssu2 = (λ− 1)λCsu2

Soit µ une valeur propre de C−1
s Ss, alors elle véri�e

µ = λ(λ− 1)⇒ λ =
1± σ

2

avec σ une racine carrée complexe de 1 + 4µ. D'autre part, il est clair que 1
est une valeur propre de AsP

−1 associé au vecteur propre (u1 0)T quelque
soit u1.
Pour P = P 2s, λ véri�e alors

 As BH

B 0


 u1

u2

 = λ

 As BH

0 −Cs


 u1

u2

 (8.11)
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⇒


Asu1 +BHu2 = λAsu+ λBHu2

Bu1 = −λCsu2

⇒


Bu1 +BA−1

s B
Hu2 = λBu1 + λBA−1

s B
Hu2

Bu1 = −λCsu2

⇒


(1− λ)Ssu2 = (λ− 1)Bu1

Bu1 = −λCsu2

⇒ Ssu2 = λCsu2 si λ 6= 1.

La valeur propre µ de C−1
s Ss véri�e alors

µ = λ.

et 1 est valeur propre comme avant.

Il ne reste donc plus qu'à montrer que les µis sont bornés indépendament
de h. Pour cela, on utilise le lemme suivant [42].

Lemme 8.8. (Bendixson) Soit M une matrice carrée à valeurs complexes
de taille m, on note sa partie hermitienne H et sa partie anti-hermitienne
N . On suppose que :

· la matrice P est hermitienne dé�nie positive de taille m telle que l'on
ait ∀z ∈ Cm \ {0}

γ1 <
zHHz

zHPz
< γ2 et δ1 <

1

ı

zHNz

zHPz
< δ2 (8.12)

· λ est une valeur propre de la matrice P−1M .

Alors on a

γ1 < Re(λ) < γ2 et δ1 < Im(λ) < δ2. (8.13)
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Démonstration.

Mz = λPz

⇒ zHMz = λzHPz

⇒ zHMz

zHPz
= λ

⇒ zHHz + zHNz

zHPz
= λ ∈ C

Comme H est hermitienne et N anti-hermitienne, on a

zHHz ∈ R et zHNz ∈ ıR. (8.14)

Comme zHPz ∈ R (car P hermitienne) et avec les inégalités (8.12), on a
bien

γ1 < Re(λ) < γ2 et δ1 < Im(λ) < δ2.

Proposition 8.9. On pose N̆ s = H−1/2
s N sH

−1/2
s . On suppose qu'il existe

γ > 0 indépendant de h tel que ||N̆ s|| < γ et que le préconditionneur hermi-
tien Cs véri�e

β1 <
zHBH−1

s B
Hz

zHCsz
< β2 (8.15)

avec β1 et β2 strictement positives et indépendant de h. Alors les valeurs
propres µis de C

−1
s Ss de la proposition 8.7 sont contenues dans un rectangle

du plan complexe de taille indépendante de h et ne contenant pas 0.

Avant de démontrer la proposition, on va montrer que γ = K+ζ−1 (cf.
lemmes 3.8 et 3.11) véri�e l'hypothèse ||N̆ s|| < γ. On va montrer d'abord
que ızHN sz ≤ γzHHsz ∀z ∈ Cm. En e�et, on a

K+ζ−1zHHsz = −K+ζ−1Im(s)|| divKvz||20 +
ω2

c2
K+ζ−1Im[(Kvz | vz)]

≥ −K+ζ−1Im(s)|| divKvz||20 +
ω2

c2
K+||vz||20 ≥

ω2

c2
K+||vz||20
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et

ızHN sz = −|| rotvz||20 −Re(s)|| divKvz||20 +
ω2

c2
Re[(Kvz | vz)]

(3.18)

≤ −|| rotvz||20 −Re(s)|| divKvz||20 +
ω2

c2
K+||vz||20 ≤

ω2

c2
K+||vz||20.

On a alors ızHN sz ≤ K+ζ−1zHHsz ∀z ∈ Cm. En posant y = H1/2
s z, on

en déduit que

|yHN̆ sy| ≤ K+ζ−1yHy ∀y ∈ Cm. (8.16)

Comme N̆ s est anti-hermitienne, elle est diagonalisable en base unitaire et
elle peut s'écrire sous la forme

N̆ s = ıUΛsU
H (8.17)

où Λs est une matrice réelle diagonale et U une matrice unitaire. La majo-
ration (8.16) s'écrit alors∣∣∣∣∣∑

i

λi|wi|2
∣∣∣∣∣ ≤ K+ζ−1

∑
i

|wi|2 ∀w = UHy ∈ Cm,

ce qui est équivalent à |λi| ≤ K+ζ−1 pour tout i. On a alors

|N̆ sy|2 = yHN̆
H

s N̆ sy = yHUΛsU
HUΛsU

Hy

= wHΛ2
sw =

∑
i

λ2
i |wi|2

≤ (K+ζ−1)2
∑
i

|wi|2 = (K+ζ−1)2|y|2.

On a donc bien ||N̆ s|| ≤ K+ζ−1.

Démonstration. On va appliquer le lemme de Bendixson aux matrices P =
Cs et M = Ss i.e. on va montrer que les µsi sont bornés. Soit Ds la partie
hermitienne de Ss = BA−1

s B
H et on pose N̆ s = H−1/2

s N sH
−1/2
s , on a

Ds =
1

2
(Ss + SHs )

=
1

2
B(A−1

s +A−Hs )BH

=
1

2
BA−1

s (As +AH
s )A−Hs BH

= BA−1
s HsA

−H
s BH .
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Or A−1
s = (Hs +N s)

−1 = H−1/2
s (I + N̆ s)

−1H−1/2
s .

⇒Ds = BH−1/2
s (I + N̆ s)

−1(I + N̆ s)
−HH−1/2

s BH

= BH−1/2
s (I + N̆ s + N̆

H

s︸ ︷︷ ︸
=0

+N̆
H

s N̆ s)
−1H−1/2

s BH .

On considère le quotient de Rayleigh ∀z ∈ Cm \ {0}

zHDsz

zHCsz
=

zHDsz

zHBH−1
s B

Hz

zHBH−1
s B

Hz

zHCsz
.

Il su�t de montrer que les deux quotients du terme de droite sont bornés.
Le second quotient l'est grâce à l'hypothèse (8.15). Il reste à montrer que

zHDsz

zHBH−1
s B

Hz
est borné, on a

zHDsz

zHBH−1
s B

Hz
=
zHBH−1/2

s (I + N̆
H

s N̆ s)
−1H−1/2

s BHz

zHBH−1
s B

Hz
.

On pose w = H−1/2
s BHz et comme N̆ s = −N̆

H

s , on obtient

zHDsz

zHBH−1
s B

Hz
=
wH(I − N̆

2

s)
−1w

wHw
. (8.18)

La matrice N̆ étant anti-hermitienne, son carré est une matrice hermitienne
dé�nie négative. On a

wH(I − N̆
2

s)w

wHw
= 1− w

HN̆
2

sw

wHw
> 1 ∀w ∈ Cm \ {0}. (8.19)

En posant y = (I − N̆
2

s)
−1/2w

wH(I − N̆
2

s)
−1w

wHw
=

yHy

yH(I − N̆
2

s)y
< 1 ∀w ∈ Cm \ {0}. (8.20)

Et comme ||N̆ s|| < γ, on a, à l'aide de l'inégalité triangulaire

1

1 + γ2
<

yHy

yH(I − N̆
2

s)y
∀y ∈ Cm \ {0}. (8.21)
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On obtient alors

β1

1 + γ2
<
zHDsz

zHCsz
< β2 ∀z ∈ Cm \ {0}. (8.22)

Pour la partie anti-hermitienne Es, on a

Es =
1

2
(Ss − SHs )

=
1

2
B(A−1

s −A−Hs )BH

=
1

2
BA−1

s (AH
s −As)A

−H
s BH

= −BA−1
s N sA

−H
s BH

= −B(Hs +N s)
−1N s(Hs +N s)

−HBH

= −BH−1/2
s (I + N̆ s)

−1N̆ s(I + N̆ s)
−HH−1/2

s BH .

D'où
1

ı

zHEsz

zHCsz
=

1

ı

zHEsz

zHBH−1
s B

Hz

zHBH−1
s B

Hz

zHCsz
.

Le quotient de droite est borné (cf. (8.15)). Pour celui de gauche, on refait
comme avant :

1

ı

zHEsz

zHBH−1
s B

Hz
= ı

zHBH−1/2
s (I + N̆ s)

−1N̆ s(I + N̆ s)
−HH−1/2

s BHz

zHBH−1
s B

Hz

= ı
wHN̆ sw

wH(I + N̆ s)(I + N̆ s)
Hw

avec w = (I + N̆ s)
−HH−1/2

s BHz

= ı
wHN̆ sw

wH(I + N̆ sN̆
H

s )w
(8.23)

(8.17)
= − wHUΛsU

Hw

wH(I +UΛ2
sU

H)w

= − xHΛsx

xH(I + Λ2
s)x

avec x = UHw.

Or l'inégalité de Young nous donne

|λ| ≤ 1

2
(1 + λ2) λ ∈ R. (8.24)
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On a alors

|xHΛsx| = |
∑

λiix
2
i |

≤
∑
|λii|x2

i

≤ |1
2

(1 +
∑
i

λ2
ii)x

2
i | =

1

2
xH(I + Λ2

s)x. (8.25)

En conclusion, on a∣∣ zHEsz

zHBH−1
s B

Hz

∣∣ =
∣∣ xHΛsx

xH(I + Λ2
s)x

∣∣ < 1

2
.

⇒ −β2

2
≤ z

HEsz

zHCsz
≤ β2

2

On rappelle que les valeurs propres des matrices AsP
−1
is pour i = 1, 2

sont respectivement

{1} ∪
m⋃
i=1

{1± σis
2
} et {1} ∪ {µis}. (8.26)

D'après la proposition 8.9, ces valeurs propres sont contenues dans un rec-
tangle du plan complexe de taille indépendante de h et ne contenant pas 0. Il
nous reste donc plus qu'à montrer que les 1±σis

2
sont contenues dans un même

type de rectangle. En e�et, dans le plan complexe, on a

µis ∈ [
β1

1 + γ2
, β2]× [−β2

2
,
β2

2
]

⇒ 1 + 4µis ∈ [1 +
4β1

1 + γ2
, 1 + 4β2]× [−2β2, 2β2]

⇒ |1 + 4µis| ≥ 1 +
4β1

1 + γ2

⇒ |σis| ≥
(
1 +

4β1

1 + γ2

)1/2

⇒ |1± σ
i
s

2
| > ε,

avec ε > 0 indépendant de h. On a alors démontré la proposition 8.4.
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8.4 Implémentation du préconditionneur

Dans ce paragraphe, on va donner les expressions des préconditionneurs
P is, i = 1, 2 de la formule (8.8).

8.4.1 Préconditionnement de la matrice As

On sait qu'une matrice est un préconditionneur pour elle-même mais que
c'est trivialement ine�cace à cause du coût de calcul qu'il peut engendrer.
Alors dans les préconditionneurs P is, on remplace la matrice As par une
matrice Âs proche de As qui est facile à inverser.

On décompose la matrice As sous la forme As = Ds + Es + F s où Ds

est la diagonale de As, Es sa partie triangulaire strictement inférieure et F s

sa partie triangulaire strictement supérieure. On considère alors les trois pré-
conditionneurs classiques suivants [48] qui sont assez faciles à implémenter ;

1. préconditionneur diagonal
Dans le cas où la matrice As est hermitienne dé�nie positive, on prend

Âs = Ds. Sinon, on prend Âs = (dii) où dii =
(∑n

j=1 a
2
ij

)1/2
avec aij

les éléments de la matrice As.

2. préconditionneur LU incomplète sans remplissage (ILU)
On calcule deux matrices Ls et U s qui sont respectivement triangu-
laire inférieur et triangulaire supérieur, de sorte que le résidu Rs =
As−LsU s possède des propriétés données, comme celle d'avoir certains
coe�cients nuls. On prend alors comme préconditionneur Âs = LsU s.

3. préconditionneur de surrelaxation successive (SOR)

On prend Âs = Ds + νEs avec ν le paramètre de relaxation. Lorsque
ν = 1, le préconditionneur Âs est aussi appelé Gauss-Seidel.

8.4.2 Préconditionnement du complément de Schur

On véri�e un résultat que l'on a sur le complément de Schur des équations
de Navier-Stokes. SoitM p la matrice de masse de l'espace des multiplicateurs
de Lagrange : pHhM pph = ||ph||20. On a alors la proposition suivante [15] :
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Proposition 8.10. Si les formes bilinéaires associées aux matrices Hs et
B véri�ent les hypothèses du théorème 5.2 de Babuska-Brezzi discret alors
il existe deux constantes strictement positives β1 et β2 indépendantes de h
telles que

β1 <
zHBH−1

s B
Hz

zHM pz
< β2. (8.27)

Soient ã(·, ·) une forme sesquilinéaire hermitienne et coercitive sur un
espace W avec

α0||v||2W ≥ ã(v,v) ≥ α1||v||2W ∀v ∈W ,

et b̃(·, ·) une forme sesquilinéaire satisfaisant la condition inf-sup avec une
constante δ > 0 :

inf
q∈Q

sup
v∈W

|b̃(v, q)|
||v||W ||q||Q

≥ δ.

Soient W h et Qh des espaces de Hilbert de dimension �nie respectivement
inclus dans W et Q. On note W ′

h et Q′h les espaces duaux de W h et Qh

avec 〈·, ·〉W et 〈·, ·〉Q leur produit de dualité respectivement. On dé�nit les
notations suivantes :

� l'opérateur Ã : W h →W ′
h dé�ni par

〈Ãu,v〉W = ã(u,v), ∀u,v ∈W h,

� l'opérateur B̃ : W h → Q′h dé�ni par

〈B̃u, µ〉Q = b̃(u, µ), ∀u ∈W h, ∀µ ∈ Qh.

Lemme 8.11. On suppose qu'il existe une constante c > 0 telle que

||B̃v||Q′ ≤ c||v||W ∀v ∈W h. (8.28)

Alors le complément de Schur S̃ = B̃Ã
−1
B̃
H
véri�e

δ2

α2
1

||q||2Q ≤ 〈S̃q, q〉Q ≤
c2

α2
0

||q||2Q. (8.29)
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Démonstration. Tout d'abord, l'opérateur Ã
−1

: W ′
h →W h est bien dé�ni

car la forme sesquilinéaire ã(·, ·) est hermitienne et dé�nie positive. De plus,

on a B̃
H

: Qh →W ′
h d'où l'opérateur S̃ : Qh → Q′h est bien dé�ni. On a

〈S̃q, q〉Q = 〈B̃Ã
−1
B̃
H
q, q〉Q

= 〈Ã
−1
B̃
H
q, B̃

H
q〉W ′

= 〈ÃÃ
−1
B̃
H
q, Ã

−1
B̃
H
q〉W

= ||Ã
−1
B̃
H
q||2

Ã
,

où ||u||Ã = 〈Ãu,u〉W . On a alors

||Ã
−1
B̃
H
q||2

Ã
= sup

v∈W h\{0}

〈ÃÃ
−1
B̃
H
q,v〉2W

||v||2
Ã

= sup
v∈W h\{0}

〈ÃÃ
−1
B̃
H
q,v〉2W

〈Ãv,v〉W

= sup
v∈W h\{0}

〈B̃
H
q,v〉2W

〈Ãv,v〉W
.

Alors la condition inf-sup implique que

〈S̃q, q〉Q ≥
δ2

α2
1

||q||2Q,

et l'hypothèse (8.28) que

〈S̃q, q〉Q ≤
c2

α2
0

||q||2Q.

Il nous reste à appliquer ce dernier lemme pour démontrer la proposition
8.10. La forme sesquilinéaire associée àHs, dé�nie par (8.9), est hermitienne
et coercitive. La forme sesquilinéaire associée à B véri�e bien la condition
inf-sup et on a aussi :

|qhBvh| = |b(vh, qh)| = |(div(Kvh) | qh)| ≤ C?||vh||X ||qh||0.
On a alors trouvé un préconditionneur (hermitien dé�ni positif)Cs = M p du
complément de Schur BH−1

s B
H qui véri�e l'inégalité (8.15) de la proposition

8.9. Dans la pratique, on prendra Cs un préconditionneur de la matriceM p

qui sera du même type que celui de Cs.
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8.5 Résultats numériques pour la méthode GMRES

préconditionnée

Nous allons e�ectuer une série de tests numériques sur la simulation Full-
Wave a�n de valider la méthode itérative introduite dans ce chapitre. Une
étude comparative des coûts de calculs de la méthode GMRES avec précon-
ditionneurs sera présentée. Dans la suite, on note id, diag(i), ilu(i) et sor(i)
pour désigner la méthode GMRES avec le préconditionneur P is (cf. (8.8))
correspondant, respectivement, au préconditionneur identité (équivalent à
une absence de préconditionneur), diagonal, ILU et SOR avec le paramètre
de relaxation ν = 1 (Gauss-Seidel). Tous les tests numériques utilisent le
critère d'arrêt ||rm||||r0|| < 10−6.

Les tests Full-Wave qui vont suivre, reprennent les mêmes paramètres
numériques qu'au chapitre 7 en précisant les valeurs des variables modi�ées.

8.5.1 Choix du préconditionneur

Le premier test a été e�ectué pour la fréquence ω = ωLH et le mode de
Fourier k = 300 dans le cas où la densité est variable, avec un pas de maillage
h = 0.04. Les résultats des itérations de la méthode GMRES appliquée aux
di�érents préconditionneurs sont résumés sur le tableau suivant

préconditionneur id diag ILU SOR

P 1s 80 70 > 100 25

P 2s 80 65 > 100 20

On constate tout d'abord que le préconditionneur ILU n'est pas du tout satis-
faisant. Ce résultat provient du fait que ce préconditionneur est très sensible
pour des matrices indé�nies [50]. Pour les autres cas, on remarque bien que
la méthode sans préconditionneur est plus coûteux que la méthode avec un
préconditionneur. On note que le comportement des préconditionneurs P 1s

et P 2s sont très proches. Néanmoins le préconditionneur triangulaire par bloc
P 2s est meilleur que la diagonal par bloc P 1s, un argument est que les valeurs
propres du système préconditionné par P 1s (cf. (8.26)) sont contenues dans
les deux côtés du plan complexe séparé par l'axe imaginaire [30]. Toutefois le
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préconditionneur diagonal est simple à mettre en ÷uvre et peu coûteux mais
n'est pas e�cace. Finalement, c'est le préconditionneur SOR qui fonctionne
relativement bien, résultats cohérents avec ceux obtenus dans [29].

8.5.2 Résultat sur l'optimalité

On s'attend à ce que la méthode GMRES préconditionnée par sor(2)
dépende très faiblement de la taille du maillage, on parle alors de précondi-
tionneur optimal. En e�et, l'étude spectrale e�ectuée au début du chapitre a
donné des résultats spectraux similaires à ceux des équations d'Oseen auquel
le préconditonneur était optimal [30]. On représente alors le nombre d'ité-
rations de la méthode GMRES préconditonnée par sor(2) pour les quatres
maillages décrits dans la section 7.2.1.

h=0.08 h=0.04 h=0.02 h=0.01

sor(2) 20 30 46 72

Dans notre cas, on constate que l'on n'a pas d'optimalité. D'autres tests
avec di�érentes valeurs des variables ω et k ont été e�ectué mais l'absence
d'optimalité était toujours présent. Par ailleurs, le nombre de degré de liberté
est multiplié par 4 lorsque l'on divise le pas de maillage par 2. Or le nombre
d'itérations de sor(2) augmente linéairement, d'environ 50%, quand h est
divisé par 2. Par conséquent, l'usage de la méthode GMRES préconditionnée
est justi�é lorsque h est petit.

L'absence d'optimalité s'explique à l'aide de l'inégalité (8.4) :

||rm||2
||r0||2

| ≤ cond(X ) min
p∈Πm

max
λj
|p(λj)|.

En e�et, nous n'avons pas déterminé cond(X ). Cette dernière vaut 1 lorsque
la matrice du système linéaire A est normale (alors X est unitaire) mais ce
n'est pas le cas pour la matrice de notre problème Full-Wave et ce condition-
nement peut augmenter lorsque h augmente. Cependant, on arrive à justi�er
les résultats sur la dépendance de la convergence de la méthode par rapport
au variable ω et k. Les tableaux suivants représentent le nombre d'itération
de la méthode GMRES(sor(2)) pour h = 0.02.
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ω = ωLH k = 100 k = 150 k = 200 k = 250

nombre d'itérations 64 60 44 32

k = 200 ω = ωLH/2 ω = ωLH ω = 1.5ωLH ω = 2ωLH

nombre d'itérations 60 44 38 36

On constate que lorsque les variables ω et k augmentent alors le nombre
d'itération diminue. Les raisons sont les suivantes :

Lorsque ω augmente, le tenseurK tend vers la matrice identité et alors
As tend vers une matrice hermitienne ce qui implique que cond(X )
diminue et tend vers 1.
Lorsque k augmente, les parties imaginaires des coe�cents de As aug-
mente donc A tend vers une matrice anti-hermitienne ce qui implique
que cond(X ) diminue et tend vers 1.

8.5.3 Perspectives

On a montré que la partie anti-hermitienne de la matrice As du système
linéaire du problème Full-Wave est dé�nie positive (cf proposition 8.6), ce qui
nous a permis de situer les valeurs propres de la matrice préconditionnée mais
c'était insu�sant pour que le préconditionneur soit optimal. Le problème
vient donc de l'absence de caractère hermitien et dé�ni positif de la matrice
As qui écarte notre problème par rapport au cas classique des problèmes
de point-selle généralisés. Parmi les idées envisageables pour contourner ce
piège, on pourrait étudier les valeurs singulières de la matrice As plutôt que
les valeurs propres ou utiliser une méthode de type splitting telle que le HSS
(Hermitian and skew-Hermitian splitting). C'est une méthode itérative in-
troduit par Bai, Golub et Ng en 2003 [7] dont la convergence a été démontré
pour des matrices non hermitienne dé�nies positives. La matrice As n'est
malheureusement pas dé�nie positive. Cependant, il serait intéressant de sé-
parer la partie hermitienne et anti-hermitienne pour les préconditionner de
façons di�érentes.



Chapitre 9

Décomposition de domaine pour

la simulation Full-Wave

Le principe de la méthode de décomposition de domaine consiste à trans-
former un problème donné en plusieurs sous-problèmes de taille plus petite
a�n de les résoudre en parallèle. Les références sont les ouvrages de Quarte-
roni et Valli [49] ainsi que celui de Mathew [42].
On distingue deux grandes catégories : les méthodes sans recouvrement et les
méthodes avec recouvrement. Plusieurs approches de décomposition de do-
maine pour les équations de Maxwell ont été développées. Pour la méthode
avec recouvrement, on cite par exemple les articles de Toselli [55], Pasciak
[45] ou encore celui de Benamou et Desprès [9]. On s'intéresse par contre
aux décompositions sans recouvrement lesquels sont étudiées notament par
Alonso et Valli [1][2]. Plus précisement, notre travail est basé sur l'article de
Assous et al. [6] qui s'applique bien à notre problème.
Une décomposition en n ≥ 2 sous-domaines a été traitée, cependant on consi-
dère ici une décomposition en 2 sous-domaines pour simpli�er. Les subtilités
entre le cas général et simpli�é seront mis en remarque.

9.1 Le problème Full-Wave généralisé décom-

posé

On considère le problème général suivant qui découle du problème Full-
Wave (2.50)-(2.52) :
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Trouver un champ E véri�ant

rot rotE − ω2

c2
KE = f dans Ω, (9.1)

div(KE) = g dans Ω, (9.2)

E × n = 0 sur ∂Ω. (9.3)

avec les seconds membres f et g supposés connus et, pour simpli�er la ré-
daction, de régularité L2. On prend ce modèle qui a l'avantage de ne pas
di�érencier les conditions aux bords (ΓA et ΓC) et donc de ne pas alourdir
les notations. En pratique, on n'utilise pas de relèvement pour résoudre de
problème de Dirichlet non homogène, donc ce qui suit est une justi�cation
théorique.
On partitionne le domaine Ω en sous-domaines disjoints Ω1 et Ω2. On note
l'interface Σ = Ω1 ∩ Ω2 et le bord extérieur Γi = Γ ∩ ∂Ωi pour i = 1, 2. De
même, soient Ei la restriction à Ωi du champ E solution des équations (9.1)-
(9.3). On va alors le reformuler sous une forme équivalente. On s'intéresse
alors aux problèmes suivants :
Trouver les champs Ei (i = 1, 2) véri�ant

rot rotEi −
ω2

c2
KEi = f i dans Ωi,

div(KEi) = gi dans Ωi,

Ei × n = 0 sur Γi,

On rajoute à cela des conditions de transmission sur l'interface Σ sur les
champs E1 et E2. Deux d'entre eux concernent, respectivement, la régularité
H(rot,Ω) et H(divK,Ω) des champs :

E1 × n1 = −E2 × n2 et KE1 · n1 = −KE2 · n2 (9.4)

Une dernière condition est nécessaire pour satisfaire l'équation (9.1) dans le
sens des distributions

rotE1 × n1 = − rotE2 × n2 (9.5)

où ni est le vecteur normal de Σ unitaire sortant par rapport à Ωi. On note
le saut [F ]Σ = F 1 − F 2 sur Σ et donc les sauts (9.4) et (9.5) s'écrivent

[E × n]Σ = 0 et [KE · n]Σ = 0 (9.6)

[rotE × n]Σ = 0. (9.7)
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9.1.1 Les formulations variationnelles décomposées

On introduit quelques espaces :

V i = {vi ∈H(rot,Ωi)|vi × n|Γi = 0},
V 0

i = H0(rot,Ωi),

χVΣ = {ϕ ∈H−1/2(Σ)|ϕ = v × n|Σ,v ∈H0(rot,Ω)}.

Les caractéristiques de l'espace χVΣ se trouvent dans [16][17]. Il est clair que
ϕ̃ le prolongé de ϕ ∈ χVΣ par 0 à ∂Ωi est la trace tangentielle d'un champ
vi ∈ V i sur ∂Ωi et donc ϕ̃ ∈ Υ∂Ωi (cd. théorème 1.11). L'espace χVΣ coïncide
donc avec l'espace des traces tangentielles de V 1 et de V 2 sur Σ.
On note RV : χVΣ →H0(rot,Ω) un opérateur de relèvement tel que (RVϕ×
n)|Σ = ϕ et RV

i ses restrictions sur Ωi i.e. RV
i ϕ = RVϕ|Ωi . On a une formu-

lation variationnelle du problème (que l'on appelle FVD) :

Trouver Ei ∈ V i, (i = 1, 2) tels que

ai(Ei,F i) = Li(F i) ∀F i ∈ V 0
i (9.8)

[E × n]Σ = 0 (9.9)

a1(E1, R
V
1 ϕ) = L1(RV

1 ϕ) + L2(RV
2 ϕ)− a2(E2, R

V
2 ϕ) ∀ϕ ∈ χVΣ (9.10)

avec, en notant (v|w)i :=
∫

Ωi
v ·wdΩi

ai(Ei,F i) := (rotEi | rotF i)i −
ω2

c2
(KEi | F i)i (9.11)

Li(F i) := (f i | F i).

Démonstration. Pour obtenir l'équation (9.8), on multiplie (2.44) par une
fonction test F i ∈ V 0

i et on intègre sur le domaine Ωi :

(f i | F i)i = (rot rotEi | F i)i −
ω2

c2
(KEi | F i)i ∀F i ∈ V 0

i

= 〈rotEi,F i × n〉∂Ωi + (rotEi | rotF i)i −
ω2

c2
(KEi | F i)i ∀F i ∈ V 0

i

= (rotEi | rotF i)i −
ω2

c2
(KEi | F i)i ∀F i ∈ V 0

i .
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La fonction RVϕ appartient bien à H0(rot,Ω), on pose alors

(f | RVϕ) = (f 1 | RV
1 ϕ)1 + (f 2 | RV

2 ϕ)2 = L1(RV
1 ϕ) + L2(RV

2 ϕ)

= (rot rotE1 | RV
1 ϕ)1 −

ω2

c2
(KE1 | RV

1 ϕ)1

+(rot rotE2 | RV
2 ϕ)2 −

ω2

c2
(KE2 | RV

2 ϕ)2

= a1(E1, R
V
1 ϕ) + 〈rotE1, R

V
1 ϕ× n〉Γ1 + 〈rotE1, R

V
1 ϕ× n1〉Σ

+a2(E2, R
V
2 ϕ) + 〈rotE2, R

V
2 ϕ× n〉Γ2 + 〈rotE2, R

V
2 ϕ× n2〉Σ

= a1(E1, R
V
1 ϕ) + a2(E2, R

V
2 ϕ) + 〈rotE1 + rotE2,ϕ〉Σ

(9.7)
= a1(E1, R

V
1 ϕ) + a2(E2, R

V
2 ϕ).

Soient Yi = {q ∈ H1(Ωi)|q|Γi = 0} et Y 0
i = H1

0 (Ωi). En introduisant le
multiplicateur de Lagrange pour la contrainte (2.45), on obtient l'équivalent
de la FVMNA sur chaque sous-domaines (que l'on appelle FVMNAD) :

Trouver (Ei, pi) ∈ V i × Yi, (i = 1, 2) tels que

ai(Ei,F i) + βi(F i, pi) = Li(F i) ∀F i ∈ V 0
i (9.12)

βi(Ei, qi) = li(qi) ∀ qi ∈ Y 0
i (9.13)

[E × n]Σ = 0 (9.14)

[p]Σ = 0 (9.15)

a1(E1, R1ϕ) + β1(R1ϕ, p1) = L1(R1ϕ) + L2(R2ϕ)− a2(E2, R2ϕ)− β2(R2ϕ, p2)

∀ϕ ∈ χVΣ (9.16)

avec

βi(Ei, pi) := −(KEi | grad pi)i. (9.17)

Proposition 9.1. Si (E, p) est solution de FVMNA alors (E|Ω1 , p|Ω1) et
(E|Ω2 , p|Ω2) sont solutions de FVMNAD. Réciproquement, si (Ei, pi) est so-
lution de FVMNAD alors (E, p), dé�ni par E|Ωi := Ei et p|Ωi := pi, est so-
lution de FVMNA. En particulier, le problème FVMNAD admet une unique
solution.
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Démonstration. Supposons (E, p) solution de FVMNA, on pose (Ei, pi) =
(E|Ωi , p|Ωi) (i = 1, 2). On a (Ei, pi) ∈ V i × Yi et les équations (9.12)-(9.15)
sont véri�ées. Soit ϕ ∈ χVΣ , on considère la fonction RVϕ dé�nie dans la dé-
monstration précédente, on a a(E, RVϕ) + β(RVϕ, p) = l(RVϕ) si et seule-
ment si

a1(E1, R
V
1 ϕ)+β1(RV

1 ϕ, p)+a2(E2, R
V
2 ϕ)+β2(RV

2 ϕ, p) = L2(RV
2 ϕ)+L1(RV

1 ϕ).

Réciproquement, supposons (Ei, pi) (i = 1, 2) solution de FVMNAD, on pose

(E, p) =


(E1, p1) dans Ω1,

(E2, p2) dans Ω2.

Les équations (9.14) et (9.15) impliquent que (E, p) ∈H0(rot,Ω)×H1
0 (Ω).

Soit F ∈ H0(rot,Ω), on pose ϕ = F |Σ ∈ χVΣ . On a (F |Ωi − RV
i ϕ) ∈ V 0

i et
on a

a(E,F ) + β(F , p) =
2∑
i=1

[ai(Ei,F |Ωi −RV
i ϕ) + β(F |Ωi −RV

i ϕ, pi)

+ai(Ei, R
V
i ϕ) + β(RV

i ϕ, pi)]

=
2∑
i=1

[Li(F |Ωi −RV
i ϕ) + Li(R

V
i ϕ)]

= L(F ). (9.18)

On s'intéresse maintenant à la FVA et à la FVMA pour la version dé-
composée.

Proposition 9.2. Les conditions (9.6) sont équivalents à la condition

[E]Σ = 0. (9.19)

D'après le théorème 3.6, la matrice K est continue sur l'interface Σ. La
démonstration de la proposition se ramène au lemme suivant.



138

Lemme 9.3. Pour tout x sur l'interface Σ, on appelle TxΣ le plan tangent
à Σ au point x. L'application

C3 → C× TxΣ

v 7→
(
Kv · n(x),v × n(x)

)
est bijective.

Démonstration. En dimension �nie, il su�t de véri�er que son noyau est
réduit à 0. Comme v × n = 0 est équivalent à v = λn avec λ un scalaire, il
nous reste à montrer que λ est nul.

Kv · n = vHKHn = vKHn = (λn)HKn. (9.20)

D'après le lemme 3.11, il existe une constante ζ > 0 telle que

|nHKn| > ζ(nHn) = ζ.

(9.21)

Ce qui donne

Kv · n = 0⇒ λ = 0⇒ v = 0.

On considère les espaces suivants :

W i = {vi ∈H(rot,Ωi) ∩H(divK,Ωi)|vi × n|Γi = 0},
W 0

i = H0(rot,Ωi) ∩H(divK,Ωi) = XN(K,Ωi),

χWΣ = {ϕ ∈H−1/2(Σ)|ϕ = v|Σ,v ∈XN(K,Ω)}.

Proposition 9.4. Il existe un relèvement continu RW : χWΣ → XN(K,Ω)
satisfaisant (RWϕ)|Σ = ϕ.

Démonstration. D'après la dé�nition de l'espace χWΣ , l'application trace γ :
XN(K,Ω) → χWΣ est surjective. Soit l'espace E ⊂ XN(K,Ω) l'orthogonal
du noyau de la trace, γ : E → χWΣ est alors injective : on a un isomorphisme
de E dans χWΣ . On prend pour RW la bijection réciproque qui est continue
par le théorème de Banach-Schauder [14].

On note la restriction RW
i sa restriction sur Ωi. on obtient la FVA (que

l'on appelle FVAD) :
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Trouver Ei ∈W i, (i = 1, 2) tels que

ai,s(Ei,F i) = Li(F i) ∀F i ∈W 0
i (9.22)

[E]Σ = 0 (9.23)

a1,s(E1, R
W
1 ϕ) = L1(RW

1 ϕ) + L2(RW
2 ϕ)− a2,s(E2, R

W
2 ϕ) ∀ϕ ∈ χWΣ

avec

ai,s(Ei,F i) := (rotEi | rotF i)i −
ω2

c2
(KEi | F i)i + s(divKEi | divKF i)i ;

ainsi que la FVMA (que l'on appelle FVMAD) :

Trouver (Ei, pi) ∈W i × L2(Ωi), (i = 1, 2) tels que

ai,s(Ei,F i) + bi(F i, pi) = Li(F i) ∀F i ∈W 0
i (9.24)

bi(Ei, qi) = li(qi) ∀ qi ∈ L2(Ωi) (9.25)

[E]Σ = 0 (9.26)

a1,s(E1, R
W
1 ϕ) + b1(RW

1 ϕ, p1) = L1(RW
1 ϕ) + L2(RW

2 ϕ)− a2,s(E2, R
W
2 ϕ)

−b2(RW
2 ϕ, p2) ∀ϕ ∈ χWΣ (9.27)

avec

bi(Ei, pi) := (divKEi | pi)i. (9.28)

9.1.2 Une formulation avec contrainte

On décide de prendre les sauts (9.6) comme contrainte [6], on dé�nit alors
les espaces suivants :

W = {v ∈ L2(Ω)|v|Ωi ∈H(rot,Ωi) ∩H(divK,Ωi)},
W 0 = {v ∈W |v × n = 0 sur Γ}.

Les espaces W et W 0 s'identi�ent respectivement avec le produit cartésien
des X(K,Ωi) et W i = XΓi

N (K,Ωi) pour i = 1, 2. On dualise les conditions
d'interface (9.6) en introduisant un multiplicateur de Lagrange λ décomposé
en composantes normale et tangentielle. Le saut (9.6)1 appartient à χVΣ ⊂
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H−1/2(Σ) et le saut (9.6)2 à H̃−1/2(Σ). On introduit alors l'espace SWΣ ⊂
H̃−1/2(Σ)× χVΣ , l'espace d'arrivée de l'application

W 0 7→ (H̃−1/2(Σ)× χVΣ)

w →
(
[Kw · n], [w × n]

)
.

Il s'identi�e à l'espace d'arrivée des applications suivantes

W i 7→ (H̃−1/2(Σ)× χVΣ)

w →
(
Kw · n,w × n

)
.

La donnée des traces (respectivement des sauts) sous cette forme est équiva-
lente à celle des traces et sauts tri-dimensionnels grâce au lemme 9.3. Il est
alors naturel de choisir λ ∈ (SWΣ )′. On va alors s'intéresser à une nouvelle
formulation (appelée FVMADL) dé�nie sur le domaine décomposé :
Trouver (E, p,λ) ∈W 0 × L2(Ω)× (SWΣ )′ tels que∑

i

(
ai,s(Ei,F i) + bi(F i, pi)

)
+ 〈λn, [KF · n]〉Σ + 〈λ>, [F × n]〉Σ

=
∑
i

Li(F i), ∀F ∈W 0, (9.29)∑
i

bi(Ei, qi) =
∑
i

li(qi), ∀ q ∈ L2(Ω), (9.30)

〈µn, [KE · n]〉Σ + 〈µ>, [E × n]〉Σ = 0, ∀µ ∈ (SWΣ )′. (9.31)

Proposition 9.5. Le problème variationnel mixte (9.29)-(9.31) est bien posé.

Démonstration. Les équations (9.29)-(9.31) peuvent s'écrire : trouver (E, p,λ) ∈
W 0 × L2(Ω)× (SWΣ )′ tels que

As(E,F ) + B(F ; p,λ) = L(F ) ∀F ∈W 0,

B(E; q,µ) = `(q,µ) ∀(q,µ) ∈ L2(Ω)× (SWΣ )′,

avec

As(E,F ) :=
∑
i

[
(rotEi | rotF i)−

ω2

c2
(KEi | F i) + s(divKEi | divKF i)

]
,

B(E; q,µ) :=
∑
i

(divKEi | qi) + 〈µn, [KE · n]〉Σ + 〈µ>, [E × n]〉Σ.
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Montrons d'abord la coercitivité de As sur kerB. On rappelle la norme sur
W 0

||v||2W 0
=
∑
i

[
||vi||2L2(Ωi)

+ || rotvi||2L2(Ωi)
+ || divKvi||2L2(Ωi)

]
.

Soit v ∈ kerB, elle véri�e en particulier

〈µn, [Kv · n]〉Σ + 〈µ>, [v × n]〉Σ = 0, ∀µ ∈ (SWΣ )′.

Ce qui implique [Kv · n] = 0 et [v × n] = 0, d'où v ∈ XN(K,Ω). Or sur
l'espaceXN(K,Ω), la normeW 0 est égale à la normeXN(K,Ω) et la forme
sesquilinéaire As(u,v) = as(u,v) est coercitive (cf. proposition 3.7).
On note S = SWΣ . Pour montrer la condition inf-sup (3.10), on �xe (q,µ) ∈
L2(Ω)× S′ et on cherche v ∈W 0 tel que

B(v; q,µ) ≥ δ||v||W 0

(
||q||2L2 + ||µ||2S′

)1/2
(9.32)

avec δ indépendant de q et µ.
On traite d'abord le cas de µ : S étant un espace de trace, sa norme est

||ϕ||S = inf{||v||W 0 : [Kv · n] = ϕn et [v × n] = ϕ>}.

Par le même argument que la proposition 9.4, il existe un relèvement continu
de S dans W 0 :

[Rϕ× n] = ϕ>, [KRϕ · n] = ϕn et ||Rϕ||W 0 ≤ CR||ϕ||S.

Par dé�nition de la norme duale, on a

||µ||S′ = sup
ϕ∈S

|〈µ,ϕ〉|
||ϕ||S

. (9.33)

On décompose S = kerµ⊕Cϕ0, où ϕ0 véri�e 〈µ,ϕ0〉 = 1 et ϕ0 ⊥ kerµ, ce
qui entraîne ||ϕ0||S = 1

||µ||S′
. On introduit ensuite la forme linéaire continue

lµ sur W 0 dé�nie par

〈lµ,v〉 = 〈µn, [Kv · n]〉Σ + 〈µ>, [v × n]〉Σ (9.34)

On a alors ||lµ||W ′0 ≤ ||µ||S′ . On introduit la décompositionW 0 = ker(lµ)⊕
Cw0, avec w0 = α0Rϕ0 et α0 ∈ C. On normalise w0 par la condition
〈lµ,w0〉 = ||µ||2S′ . On a alors 〈µ, α0ϕ0〉 = ||µ||2S′ , ce qui implique α0 = ||µ||2S′ ,
d'où ||w0||W 0 ≤ CR||µ||S′ .
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Pour prendre en compte le multiplicateur q, on pose v = w0 + gradφ,
où φ ∈ H1

0 (Ω) satisfait ∆Kφ = f avec fi = qi − div(Kw0i) dans Ωi. On a
alors divKvi = qi dans Ωi et

|φ|H1(Ω) ≤ C1(||q||L2(Ω) + ||w0||W 0)

≤ C ′1(||q||L2(Ω) + ||µ||S′)

d'où

||v||2W 0
= ||w0 + gradφ||2L2(Ω) +

∑
i

[
|| rotw0||2L2(Ωi)

+ ||q||2L2(Ωi)

]
≤ 2

[
||w0||2W 0

+ |φ|2H1(Ω)

]
+ ||q||2L2(Ω)

≤ C2

(
||q||2L2(Ω) + ||µ||2S′

)
.

Or gradφ ∈XN(K,Ω), ce qui implique

[Kv · n] = [Kw0 · n] et [v × n] = [w0 × n].

On en conclut que

B(v; q,µ) =
∑
i

(divKvi | qi) + 〈µn, [Kv · n]〉Σ + 〈µ>, [v × n]〉Σ,

=
∑
i

||qi||2L2(Ωi)
+ 〈µn, [Kw0 · n]〉Σ + 〈µ>, [w0 × n]〉Σ︸ ︷︷ ︸

〈lµ,w0〉=||µ||2S′

,

= ||q||2L2(Ω) + ||µ||2S′ ,

≥ 1√
C2

||v||W 0

(
||q||2L2(Ω) + ||µ||2S′

)1/2
.

Avant de montrer l'équivalence entre la FVMADL (9.29)-(9.31) et la FV-
MAD (9.24)-(9.27), on propose quelques lemmes.

Lemme 9.6. Soit Φ0(K,Ω) = {w ∈ H1
0 (Ω) tel que ∆Kw ∈ L2(Ω)} ; l'appli-

cation

sn : Φ0(K,Ω) −→ H̃−1/2(Σ)

φ 7→ [K gradφ · n]|Σ (9.35)

est surjective.
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Démonstration. On va montrer que le problème

Trouver φ ∈ H1
0 (Ω) tel que

−∆Kφ = 0 dans Ω

snφ = g sur Σ

est bien posé. En e�et, la formulation variationnelle s'écrit∫
Ω

K gradφ · gradψdΩ =

∫
Ω1

K gradφ · gradψdΩ1 +

∫
Ω2

K gradφ · gradψdΩ2

=

∫
Σ

[K gradφ · n]|ΣψdΣ = 〈g, ψ〉Σ ∀ψ ∈ H1
0 (Ω).

On a bien ψ|Σ ∈ H̃1/2(Σ) et ∆Kφ ∈ L2(Ω). Le théorème de Lax-Milgram
permet de conclure que le problème précédent admet bien une solution.

Lemme 9.7. Une application linéaire continue LW sur W 0 s'annule sur
XN(K,Ω) si et seulement si il existe un unique élément µ ∈ (SWΣ )′ tel que

LW (F ) =

∫
Σ

µn[KF · n]Σij + µ> · [F × n]Σijdσ. (9.36)

Démonstration. Soit LiW ∈ (W i)
′, alors une application du théorème de

Hahn-Banach et de la représentation de Riesz (cf. [14], théorème VIII.13)
implique qu'il existe gi0 ∈ L2(Ωi), g

i
1 ∈ L2(Ωi) et gi2 ∈ L2(Ωi) tel que ∀F i ∈

W i on ait

LiW (F ) =

∫
Ωi

(gi0 · F + gi1 divKF
i + gi2 · rotF i)dx.

CommeW 0 =
∏

iW i, on a (W 0)′ =
∏

i(W i)
′. Il s'en suit qu'une application

linéaire sur W 0 s'écrit sous la forme

LW (F ) =
2∑
i=1

(∫
Ωi

(g0 · F + g1 divKF + g2 · rotF )

)
dx

avec g0 ∈ L2(Ω), g1 ∈ L2(Ω) et g2 ∈ L2(Ω). On applique maintenant la
décomposition de Helmholtz en partie KH-gradient et solénoïde à g0 de la
remarque 3.27 : il existe un unique couple (gL, gT ) tel que g0 = gL+gT avec
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gL = KH gradψ où ψ ∈ H1
0 (Ω) et div gT = 0.

On suppose dorénavant que LW s'annule sur XN(K,Ω). Soit F ∈ D(Ω),
il existe une décomposition de type Helmholtz en partie gradient et "K-
solénoïde" où on a F = F L +F T avec rotF L = 0 car F L est un gradient et
divKF T = 0. Les fonctions F L et F T appartiennent àXN(K,Ω) (remarque
3.27). On remarque qu'on a

∫
Ω
F T · gLdx =

∫
Ω
F L · gTdx = 0. Comme LW

s'annule sur XN(K,Ω), on a

0 = LW (F L) =

∫
Ω

(gL · F L + gT · F L︸ ︷︷ ︸
=0

+g1 divKF L + g2 · rotF L︸ ︷︷ ︸
=0

)dx.

En ajoutant
∫

Ω
(gL · F T + g1 divKF T )dx = 0, on a∫

Ω

(gL · F + g1 divKF )dx = 0 ∀F ∈ D(Ω). (9.37)

Ce qui implique KH grad g1 = gL dans D′(Ω), et comme gL ∈ L2(Ω), alors
g1 ∈ H1(Ω). On a grad g1 = gradψ et ψ ∈ H1

0 (Ω), donc g1 est constante sur
le bord ∂Ω.
Soit w ∈ H1

0 (Ω) tel que ∆Kw ∈ L2(Ω) et donc gradw ∈XN(K,Ω), on a

0 = LW (gradw) =

∫
Ω

(gL · gradw + g1∆Kw)dx

(1.4)
=

∫
Ω

(gL · gradw −KH grad g1 · gradw)︸ ︷︷ ︸
=0

dx

+〈g1,K gradw · n〉Γ

On peut construire w tel que 〈1,K gradw · n〉Γ 6= 0 (cf. lemme 9.6), ce qui
implique que g1 est nulle sur le bord d'où g1 ∈ H1

0 (Ω). De même, on a

0 = LW (F T ) =

∫
Ω

(gL · F T︸ ︷︷ ︸
=0

+gT · F T + g1 divKF T︸ ︷︷ ︸
=0

+g2 · rotF T )dx.

Or en ajoutant
∫

Ω
(gT · F L + g2 · rotF L)dx = 0, on a∫

Ω

(gT · F + g2 · rotF )dx = 0 ∀F ∈ D(Ω). (9.38)
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De la même manière, on a rot g2 = −gT dans D′(Ω) et comme gT ∈ L2(Ω)
ainsi que div gT = 0 alors g2 ∈X(Ω). En additionnant (9.37) et (9.38), on a
une forme linéaire continue LW surW 0 s'annulant sur XN(K,Ω) qui s'écrit

LW (F ) =
2∑
i=1

∫
Ωi

(g1 divKF +KH grad g1 · F + g2 · rotF − rot g2 · F )dx.

avec g1 ∈ H1
0 (Ω) et g2 ∈ X(Ω). En utilisant les formules de Green (1.4) et

(1.5), on a

LW (F ) =
2∑
i=1

∫
∂Ωi

(
g1(KF · n) + g2 · (F × n)

)
dσ

mais comme g1 est nul sur le bord Γ et F ∈ W 0 alors il nous reste que les
termes sur l'interface :

LW (F ) =

∫
Σ

(
µn[KF · n]Σ + µ> · [F × n]Σ

)
dσ

où µn ∈ H̃1/2(Σ) est la trace de g1 sur Σ et µ> ∈ (χVΣ)′ est la composante
tangentielle de la trace de g2 sur Σ.
Il nous reste à prouver l'unicité de µn et µ>. Grâce à la linéarité, il su�t de
montrer que LW (F ) = 0 ∀F ∈W 0 implique µn = 0 et µ> = 0.
Montrons d'abord µn = 0 dans H̃1/2(Σ). Soit g ∈ H̃−1/2(Σ), d'après le lemme
9.6, il existe φ ∈ H1

0 (Ω) tel que [K gradφ · n]Σ = g. On pose F = gradφ,
on a alors F ∈W 0, [KF · n]Σ = g et [F × n]Σ = 0. D'où

0 = LW (F ) =

∫
Σ

µn[KF · n]Σdσ.

Ce qui veut dire que l'on a

〈µn, g〉Σ = 0 ∀g ∈ H̃−1/2(Σ) ⇒ µn = 0 dans H̃1/2(Σ)

Il nous reste à démontrer µ> = 0 dans (χVΣ)′. Soient f ∈ χVΣ et i = 1 ou 2, il
existe alors F 1

i ∈H(rot,Ωi) tel que F
1
i × n = 0 sur Γi et F 1

i × ni soit égal
à 0 d'un côté de Σ et à f de l'autre de manière à ce que [F 1×n]Σ = f . Soit
alors φi la solution du problème elliptique

Trouver φi ∈ H1
0 (Ωi) tel que

−∆Kφi = − div(KF 1
i ) (9.39)
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On écrit F i = F 1
i + gradφi et on a F i × n = 0 sur Γi et F i × n = F 1

i × n
sur Σ. On pose F , dé�ni sur Ω, qui vaut F i dans Ωi et nul dans Ω \Ωi alors
F ∈XN(K,Ωi) ⊂W 0 et [F ×n]Σ = f . Comme LW (F ) = 0, cela implique

〈µ>,f〉Σ = 0 ∀f ∈ χVΣ ⇒ µ> = 0 dans (χVΣ)′.

Théorème 9.8. La FVMADL (9.29)-(9.31) et la FVMA (2.72)-(2.73) sont
équivalentes, et on a

λn =
(
sg − s divKE − p

)
|Σ et λ> = (rotE)>|Σ (9.40)

Démonstration. Supposons (E, p,λ) solution de la FVMADL. L'équation
(9.31) implique les sauts (9.6), ce qui donne E ∈ XN(K,Ω). Si on prend
comme fonction test F ∈ XN(K,Ω), les termes en λn et λ> disparaissent
dans l'équation (9.29). Cette dernière équation accompagné de (9.30) est
identique à la FVMA, autrement dit (E, p) ∈ XN(K,Ω) × L2(Ω) est solu-
tion de cette dernière.
Réciproquement, soit (E, p) solution de la FVMA (2.72)-(2.73). Comme
E ∈ XN(K,Ω), on a automatiquement [E × n]Σ = 0 et [KE · n]Σ = 0
ce qui implique l'équation (9.31). Pour l'équation (9.30), on a∑

i

(divEi | qi) = (divE | q) = (g | q) =
∑
i

(gi | qi).

On dé�nit l'application antilinéaire LW sur W 0 :

F 7→
∑
i

(
− ai,s(Ei,F i)− bi(F i, pi) + Li(F i)

)
Elle s'annule alors sur XN(K,Ω). D'après le lemme 9.7, il existe un unique
λ ∈ (SWΣ )′ tel que

LW (F ) =

∫
Σ

λn[KF · n]Σ + λ> · [F × n]Σdσ.

et donc l'équation (9.29) est véri�ée. Pour l'interprétation de λn et λ>, grâce
à la formulation forte et à l'équation (9.29), on obtient :

〈− rotE,F × n〉Σ + s〈divKE,KF · n〉Σ + 〈KF · n, p〉Σ
+〈λn,KF · n〉Σ + 〈λ>,F × n〉Σ = s〈g,KF · n〉Σ.

On en déduit les expressions de λn et λ>.
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9.1.3 Discrétisation

A�n d'utiliser la même méthode d'éléments �nis pour la FVMADL, on
réduit la formulation comme dans le chapitre 4. On considère une nouvelle
FVMADL dé�nie pour chaque mode de Fourier k. On poursuit le même
raisonnement que dans le chapitre 5 pour discrétiser. Soient T i2h et T ih des
triangulations conformes de Ω̃i de telle sorte que T 1

2h ∪ T 2
2h soit une trian-

gulation conforme de Ω̃. Cela induit sur l'interface Σ̃ une décomposition en
segments I2h. On dé�nit alors les espaces de dimension �nie sur chaque sous-
domaine. On note :
·W h

i l'espace d'approximation des fonctions de W i :

{v ∈ C0(Ω̃), v|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ T ih ; v × n = 0 sur Γ̃i}

Soit {φj} les fonctions de bases, linéaires par morceaux, de W h
i , on a

uh ∈W h
i ⇒ uh =

3∑
l=1

∑
j=1

uljφ
l
j =

3∑
l=1

(∑
j=1

uljϕj

)
el, (9.41)

· Q2h
i l'espace d'approximation des fonctions dans L2(Ω̃i) :

{v ∈ C0(Ω̃), v|T ∈ P1(T ) ∀T ∈ T i2h}

ph ∈ Q2h
i ⇒ ph =

∑
j=1

pjψj (9.42)

On introduit alors

Sh = {τ ∈ C0(Σ̃), τ |I ∈ P1(I) ∀I ∈ Ih}

l'espace d'approximation du multiplicateur de Lagrange sur les interfaces où
les fonctions de bases sont les traces sur Σ de φlj :

λh ∈ Sh ⇒ λh =
3∑
l=1

∑
m:xm∈Σ

λlmφ
l
m. (9.43)

En notant, par un indice i, les matrices de masses des équations (5.17)-(5.20)
sur le domaine Ω̃i et Gij la matrice correspondant à 〈Ei,µ〉, la FVMADL
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s'écrit

RiEhi −
ω2

c2
M iEhi + sDiEhi +BH

i p2hi +
∑
j

εijGij
Hλhij = fhi(9.44)

BiEhi = g2hi(9.45)

Gij(Ehi −Ehj) = 0 (9.46)

avec εij = 1 si i < j et εij = −1 si i > j. L'expression des matrices sont
données au chapitre 5 sauf celle de la matrice Gij qui est :(

Gmn
ij

)
lp

:= 〈φnp ,φml 〉, l = 1, . . . , Nhi; p : xp ∈ Σij; m,n = 1, 2, 3,

On va donner maintenant l'expression du système linéaire tout entier (i.e.
avec les deux sous-domaines réunis). On note alors u = (E1, p1,E2, p2)T et
λ = (λΣ)T . Le système linéaire à résoudre s'écrit Q

s
GH

G 0


 u

λ

 =

 F

0

 , (9.47)

avec

Q
s

:=

 Q1s
0

0 Q
2s

 , (9.48)

Q
is

:=

 Ais BH
i

Bi 0

 . (9.49)

Le système linéaire (9.47) est, de nouveau, un problème de type point-selle
généralisé. On peut alors utiliser la méthode GMRES préconditionné du cha-
pitre 6 pour la résolution de ce système.

9.2 Résultats numériques

A partir du code MATLAB élaboré pour le monodomaine, on utilise la
Parallel Computing Toolbox pour élaborer le code de décomposition de do-
maine. Les tests numériques présentés dans ce chapitre sont d'une part le cas
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test (7.20) où le domaine Ω̃ est divisé en deux sous-domaines et d'une autre
part la simulation Full-Wave sur 5 sous-domaines. Nous allons faire une étude
comparative entre les solutions obtenues avec la méthode monodomaine et
décomposition de domaine. Pour la résolution des systèmes algébriques, nous
avons utilisé de nouveau la méthode d'élimination de Gauss.

9.2.1 Décomposition en 2 sous-domaines

On considère le problème (7.18)-(7.19) avec la solution exacte (7.20) dans
le domaine Ω̃, cercle de centre (3, 0) et de rayon 1. On choisit de décomposer
Ω̃ en deux sous-domaine comme l'illustre la �gure 9.1. Les �gures 9.2-9.7

Figure 9.1 � décomposition en deux sous-domaines

montrent, pour h = 0.01, à gauche les composantes de la solution obtenues
sur le domaine tout entier et, à droite, l'écart avec la solution exacte. On
constate que la solution approchée présente principalement une faible erreur
au niveau de l'interface. Toutefois le tableau suivant montre que l'erreur
relative reste pratiquement identique au cas monodomaine.
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Figure 9.2 � partie réelle de ER Figure 9.3 � écart des ER

Figure 9.4 � partie réelle de EZ Figure 9.5 � écart des EZ

Figure 9.6 � partie réelle de Eφ Figure 9.7 � écart des Eφ



151

h 8.0× 10−2 4.0× 10−2 2.0× 10−2 1.0× 10−2

‖e‖/‖Eex‖0,Ω 1.3× 10−2 4.0× 10−3 7.8× 10−4 1.7× 10−4

9.2.2 Décomposition en 5 sous-domaines

On considère le problème Full-Wave (2.40)-(2.43) avec le second membre
et les paramètres dé�nis dans 7.3.2. Le domaine Ω̃ est cette fois-ci divisé en
cinq sous-domaines comme le montre la �gure 9.8. Ne connaissant pas l'ex-

Figure 9.8 � décomposition en cinq sous-domaines

pression de la solution exacte du problème, nous allons comparer la solution
obtenue par la méthode multidomaine avec celle obtenue par monodomaine.
Les �gures (9.9)-(9.20) montrent les composantes de la solution multidomaine
à gauche et l'écart avec la solution monodomaine à droite pour les paramètres
ω = ωLH et k = 250 avec un pas de maillage h = 0, 01. Nous observons une
faible erreur entre les solutions. Nous allons évaluer l'erreur L2 relative entre
les deux solutions pour di�érents maillages a�n de montrer leur convergence.
On pose eMD = EM −ED où EM est la solution approchée par la méthode
monodomaine et ED celle approchée par décomposition de domaine.

h 8.0× 10−2 4.0× 10−2 2.0× 10−2 1.0× 10−2

‖eMD‖/‖EM‖0,Ω 0.25 0.12 0.06 0.03
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Figure 9.9 � partie réelle de ER
Figure 9.10 � écart des ER

Figure 9.11 � partie réelle de EZ Figure 9.12 � écart des EZ

Figure 9.13 � partie réelle de Eφ Figure 9.14 � écart de Eφ
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Figure 9.15 � partie imaginaire
de ER Figure 9.16 � écart des ER

Figure 9.17 � partie imaginaire
de EZ

Figure 9.18 � écart des EZ

Figure 9.19 � partie imaginaire
de Eφ

Figure 9.20 � écart de Eφ
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On constate que les deux solutions convergent vers un même résultat lorsque
h diminue.

On s'intéresse maintenant à la dépendance de cette erreur par rapport au
mode de Fourier k et à la fréquence ω. Le tableau suivant représente l'erreur
relative ‖eMD‖/‖EM‖ en fonction de plusieurs valeurs de ces derniers.

h 8.0× 10−2 4.0× 10−2 2.0× 10−2 1.0× 10−2

ω = ωLH , k = 150 0.24 0.12 0.06 0.03

ω = ωLH , k = 50 0.26 0.12 0.06 0.03

ω = 2ωLH , k = 250 0.17 0.12 0.06 0.03

ω = 2ωLH , k = 150 0.18 0.12 0.06 0.03

ω = 2ωLH , k = 50 0.19 0.13 0.06 0.03

ω = 3ωLH , k = 250 0.16 0.1 0.06 0.03

ω = 3ωLH , k = 150 0.17 0.11 0.06 0.03

ω = 3ωLH , k = 50 0.19 0.12 0.06 0.03

On observe ainsi une dépendance très faible en k et ω.
En�n, on représente quelques simulations qui ont été fait dans le cas

monodomaine :
le cas ω = ωLH/2 et k = 100 dans un plasma à densité constante sur
les �gures 9.21-9.32.
le cas ω = 2ωLH et k = 200 dans un plasma à densité constante sur les
�gures 9.33-9.44.
le cas ω = ωLH/2 et k = 100 dans un plasma à densité variable sur les
�gures 9.45-9.56.
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Figure 9.21 � partie réelle de ER Figure 9.22 � écart des ER

Figure 9.23 � partie réelle de EZ Figure 9.24 � écart des EZ

Figure 9.25 � partie réelle de Eφ Figure 9.26 � écart de Eφ
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Figure 9.27 � partie imaginaire
de ER

Figure 9.28 � écart des ER

Figure 9.29 � partie imaginaire
de EZ

Figure 9.30 � écart des EZ

Figure 9.31 � partie imaginaire
de Eφ

Figure 9.32 � écart de Eφ
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Figure 9.33 � partie réelle de ER Figure 9.34 � écart des ER

Figure 9.35 � partie réelle de EZ Figure 9.36 � écart des EZ

Figure 9.37 � partie réelle de Eφ Figure 9.38 � écart de Eφ
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Figure 9.39 � partie imaginaire
de ER

Figure 9.40 � écart des ER

Figure 9.41 � partie imaginaire
de EZ Figure 9.42 � écart des EZ

Figure 9.43 � partie imaginaire
de Eφ

Figure 9.44 � écart de Eφ



159

Figure 9.45 � partie réelle de ER Figure 9.46 � écart des ER

Figure 9.47 � partie réelle de EZ Figure 9.48 � écart des EZ

Figure 9.49 � partie réelle de Eφ Figure 9.50 � écart de Eφ
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Figure 9.51 � partie imaginaire
de ER

Figure 9.52 � écart des ER

Figure 9.53 � partie imaginaire
de EZ

Figure 9.54 � écart des EZ

Figure 9.55 � partie imaginaire
de Eφ

Figure 9.56 � écart de Eφ



Conclusions

Notre objectif était de proposer une méthode de décomposition de do-
maine qui résout un problème de propagation d'onde hybride dans un plasma
froid magnétisé contenu dans un tokamak. Nous présentons ici quelques
conclusions sur le travail réalisé.

Nous avons débuté cette thèse par la mise en équation de la propagation
d'ondes électromagnétiques en régime harmonique, modèle appelé Full-Wave.
Une des principales caractéristiques de ce problème est que le tenseur diélec-
trique de notre équations aux dérivées partielles, provenant d'un modèle de
plasma froid, est à valeur complexe et non hermitienne. Nous avons étudié
deux conditions aux bords, naturelle et essentielle, sur l'antenne. Parmi les
formulations variationnelles proposées, selon que la condition de divergence
soit prise comme contrainte ou non, nous nous sommes intéressés à la formu-
lation de type mixte augmentée. Les propriétés spectrales du tenseur diélec-
trique permettent d'établir l'existence et l'unicité du problème en question.
En e�et, sous certaines hypothèses sur les diverses fréquences du modèle
physique ainsi que sur le paramètre de régularisation, nous avons montré,
à l'aide du théorème de Babuska-Brezzi, que la formulation variationnelle
mixte augmentée est bien posée. Une étude sur l'espace auquel appartient le
champ électrique a été réalisée. Nous avons obtenu un résultat de régularité
de l'espace justi�ant l'usage d'éléments �nis nodaux.

Nous avons exprimé le problème Full-Wave en coordonnées cylindriques
R, Z et φ. Cela nous a permis de réduire le problème en deux dimensions à
l'aide de développement en série de Fourier par rapport à φ. Nous avons consi-
déré une approximation numérique où la discrétisation est établie à l'aide
des éléments �nis de Taylor-Hood P2-iso-P1. Le système matriciel obtenu
est alors un système linéaire de type point selle où la matrice en question
n'est ni hermitienne ni dé�nie positive. Des résultats numériques ont été mis
en évidence pour des problèmes simpli�és (le tenseur diélectrique égal à la
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matrice identité) pour les di�érents conditions aux bords sur l'antenne avec
lesquelles une solution explicite a été calculée. Un taux de convergence de
l'erreur relative, compatible avec la valeur théorique a été trouvé. Le mo-
dèle Full-Wave, avec deux pro�ls de densité possibles, a alors été étudié. Les
expériences numériques ont conduit à des résultats mettant en évidence la
notion d'onde pénétrante et réfractante. La solution exacte ne pouvant être
calculée, le critère d'accessibilité donne une idée de la description physique
du champ électrique. Une seconde étude sur l'évolution de l'accessibilité par
rapport au mode de Fourier et de la fréquence de l'onde permet de con�rmer
nos simulations.

Nos avons achevé la partie numérique par une étude sur le préconditionne-
ment du système linéaire de type point-selle généralisé. Le préconditionneur
triangulaire supérieur par bloc s'est alors montré plus adapté que le précon-
ditionneur diagonale par bloc.

La dernière partie de la thèse décrit une méthode de décomposition de do-
maine sans recouvrement pour résoudre le problème Full-Wave. En posant le
problème originel sur chaque sous-domaine, l'équivalence avec le cas monodo-
maine est obtenue grâce à diverses conditions de saut sur les interfaces entre
chaque sous-domaine. Nous avons étudié les formulations variationnelles dé-
composées, de type identique à ceux de la première partie, et montré les
équivalences entre elles. A�n de réutiliser le travail numérique réalisé dans le
cas monodomaine, nous nous sommes itéressés à la version décomposée de
la formulation variationnelle mixte augmentée. Nous avons alors dualisé les
conditions de saut, équivalent à une seule condition de saut de continuité du
champ électrique, a�n d'obtenir une formulation multidomaine de type mixte
augmentée et nous avons montré que celle-ci est bien posée. Une discrétisa-
tion par éléments �nis de Taylor-Hood a été utilisé et nous avons mené une
étude comparative avec les résultats obtenus dans le cas monodomaine. Après
véri�cation du même taux de convergence de l'erreur relative pour le cas test
lorsque le domaine est divisé en deux, les mêmes simulations que celles de
notre problème Full-Wave monodomaine ont été e�ectuées avec, cette fois-ci,
un domaine divisé en cinq sous-domaines. L'étude de l'erreur relative entre
les solutions monodomaine et multidomaine montre que la solution appro-
chée par la méthode de décomposition de domaine converge vers celle du cas
monodomaine lorsque le pas de maillage h diminue. Cette convergence est
indépendant du mode de Fourier et faiblement dépendant de la fréquence de
l'onde.
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