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Chapine z.éro : Introduction générale

INTRODUCTION

Le présent travail fait suite à un tavail antérieur fait par Siad L. et Potier-Ferry M.

l1gl. I s'agissait de déterminer par une méthode asymptotique à double échelle de

variation, te modèle de poutre droite équivalent à une poutre ondulée d'épaisseur ffès

petite devant le pas des ondulations. Cette étude a êtê motivé par un problème souvent

renconfré dans I'industrie alimentaire qui n'est autre que le problème de flambage des

boites alimentaires. Pour rendre les boites plus rigides on leur fait subir des

moulurations dans leur tronc ceci fait que la boite n'est plus rigoureusement parlant un

cylindre droit. Faire des calculs de charge critique sur une telle structure est beaucoup

plus compliqué. Pour faciliter ce calcul il est nécessaire de déterminer par une méthode

d'homogénéisation un cylindre droit qui aura le même comportement, vis à vis des

chargements extérieurs, que la boite moulurée et dont le matériau constitutif sera

aniso6on". tu matrice de rigidité s'exprimera en fonction des caractéristiques

géométriques d'une moulure et des rigidités du matériau constitutif de la boite initiale.

alimentaires moulurées

5
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Clnpitre z.éro : Introdaûion génêralz

L. Siad et M. Potier-Ferry [30] avait déterminé, lors d'un conffat industriel, par une

homogénéisation asymptotique les expressions analytiques de la souplesse axiale M11

et la rigidité à la flexion circonférentielle D22 d'une coque cylindrique droite

équivalente à une coque moulurée d'épaisseur très petite devant la longueur d'une

ondulation. Or dans la pratique les structures ondulées ont généralement l'épaisseur et

la période du même ordre de grandeur. D. Caillerie avait montré dans sa thèse [4] que

tes rigidités équivalentes d'une plaque mince à microstructure périodiques calculées

par la méthode asymptotique en faisant tendre vers zéro d'abord l'épaisseur ensuite la

période sont différentes du cas où I'on commence par faire tendre la période vers zéro

et ensuite l'épaisseur qui sont aussi différentes du cas où on les considère du même

ordre de grandeurs.

Le but de cette étude sera donc d'étendre les travaux faits concernant la détermination

des modèles homogénéisés de certaines structures ondulées au cas où l'épaisseur de

celles-ci serait du même ordre de grandeur que la longueur d'une ondulation. La

méthode adoptée dans ce rapport est la méthode d'homogénéisaton. Cette méthode a

été développée depuis les années 7O par plusieurs auteurs E. Sanchez-Panencia 1251,

A. Bensoussan, J.L. Lions, G. Papanicolaou [3], L. Tartar l32i et D. Cioranescu, J.

Saint Jean Paulin tSl. Elle permet de remplacer un milieu hétérogène, dans noffe cas

l'hétérogénéité est géométriquo, pff un milieu homogène équivalent. Dans cette

méthode, on peut procéder par deux techniques différentes. La première est la méthode

de l'énergie ou méthode variationnelle dont on monffera les différentes étapes au

premier chapitre et la seconde est la méthode asymptotique ou méthodes des échelles

multiples qui consiste à postuler un développement formel de la solution mais

constructif en fonction du petit paramèffe du problème à savoir l'épaisseur ou la

longueur d'une ondulation. La suite consiste à utiliser les résultats des théorèmes de

convergences et d'existence et de I'unicité de la solution. Cette dernière méthode fera

aussi I'objet d'un exemple au premier chapitre.

Prés entation da rap?ort.

Dans le premier clupitre de ce rapport nous allons faire un rappel des techniques

d'homogénéisation qui représentent un outil considérable permettant de rendre compte

du rôle de certaines hétérogeneités (matérielles ou géométriques) dans le renforcement

6



Chapitre z.éro : Introduction gênêralz

des rigidités des structures. On citera aussi quelques domaines d'utilisation de ces

techniques.

Au d,eartème clwpitre nous reprenons le travail de L. Siad et M. Potier-Ferry [29] qui

consistait à Eouver le modèle de poutre droite équivalente à une poutre ondulée

d'épaisseur constante et très petite devant le pas des ondulations. Le but de ce chapitre

est de généraliser cette étude au cas des poutres ondulées à épaisseurs pouvant être

variables et surtout nous allons déterminer toutes les caractéristiques du modèle

équivalent qui sera de type Bernoulli. Nous allons aussi déterrniner les équations de

localisation qui pourront être très utile pour faire une étude de I'influence des

ondulations dans le comportement élastoplastiques de la poutre.

Dans le troisième chapitre nous traiterons le cas d'une poutre ondulée d'épaisseur du

même ordre de grandeur que la longueur d'une ondulation. Nous déterminons par la

méthode asymptotique le modèle équivalent et les rigidités équivalentes que nous

comparerons avec celles du chapire II pour des poutres à épaisseurs très petites.

Au quatrième chapilre nous poussons notre étude au cas d'une plaque ondulée. Cette

étude est comparable à celle faite par A. Kalamkarov et Z. Parton [23] pour une

structure différente. On établira par la suite une comparaison des rigidités calculées par

la méthode asymptotique et I'approche tridimensionnelles et des résultats empiriques

qu'on a trouvé dans la littérature [28], [21], U8l.



premier chaoitre : Généralités sur les méthodes d'homogénéisation

Introduction

La méthode d'homogénéisation est une technique qui consiste à trouver pour

un matériau qui présente de fortes hétérogénéités matérielles (matériau

composite,....) ou géomeffiques (plaque perforée, tôle ondulée "'), un matériau

(ou une structure) homogène équivalent (équivalente) Fig'1' En effet' faire des

calculs directs sur de telles Structures, Pil exemple des calculs de charges

critiques ou de modes de flambage etc.' par des méthodes standards telles que la

méthode des élémen$ finis ou la méthode des différences finies' est beaucoup

plus complexe et peut conduire à des résultats erronés' Ce n'est qu'après une

étude par homogénéisation qui discerne |'échelle microscopique de l'échelle

macroscopique que l'on peut implémenter sous une forme ou une autre ies effets

de ces phénomènes locaux dans les éiéments finis' En calcul de strucfure' on

montre qu'il y a une grande influence de ces hétérogénéités sur le comportement

de Ia structure globale. Souvent la présence de ces hétérogénéités permet de

renforcer la rigidité de la structure : on cite les exemples pratiques de Str'uctures

ondulées, de coques raidies, de matériaux composites etc'  Fig'L '

L,homogénéisation f.r-., donc de défink un milieu homogène équivalent dont

les caractéristiques tiennent compte de l'état de ces hétérogénéités' Cette

technique s'est bien développée depuis les années l97O' Les travaux de E'

Sanchez-Palencia i25l A. Bensoussan, J.L Lions, G' Papanicoiaou [3] et d'autes

présentent une première formulation claire et simplifiée des problèmes

d,homogénéisation sous forme d'un problème asymptotique avec petit

paramètre



Premier chaPitre : Généralités sur les méthodes d'homogénéisation

,*r;

Fig.l.:QuelquesStructuresnonhomogènesàgéométriepériodique.

Les méthodes d'homogénéisation se basent surtout sur une hypothèse de

périodicité. ceci suppose que les champs physiques décrivant la structure

fluctuent rapidement autour d'un champ moyen. L'idée est d'approcher la

solution par ce champ moyen qui caractérisera en fait le milieu homogène

équivalent. Piusieurs méthodes ont été proposées pour la détermination des

caractéristiques du milieu homogène équivalent. On en cite la méthode de

l'éqergie ou la méthode variationnelle qui consiste à faire un passage à la Jimite

rigoureux de Ia solution lorsque le petit paramètre d'échelle qui caractérise

l,existence des hétérogénéités tend vers z&o J. L. Lions [20] et Tafiat l32l

D. Cioranescu, J. Saint Jean Paulin tSl.Pour illustrer les différentes étapes suivies

par cette méthode nous allons montrer par la suite comment I'appliquer à un

problème de thermique simple posé sur une structure périodique de période très

petite devant les autres dimensions de |a Structure' La deuxième méthode' que

nous allons adopter tout au long de ce travail, est la méthode des

développements asymptotiques ou méthode des échelles multiples' L'étude d'un

problème par la méthode asymptotique débute nécessailement pal une érude

formelle qui consiste à postuler l'existence d'un développement asymptotique'

cn fonction du petit pararaètre d'échelie du prcbleme' de toutc'; Ies

caractéristiques physiques de la structure à énrdier' Une deuxième étape est bien

entendu la justifîcation rigoureuse de la solution formelle à I'aide d'un théorème

de convergence. Cette méthotie, étant pratique et simpie, a suscité I'intérêt de

. plusieurs auteurs et a été déveioppée dans différents domaines' Dans ce qui suit



Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d'homogénéisation

nous allons citer brièvement quelques domaines d'utilisation de la méthode

asymptotique.

Structures minces

Les méthodes asymptotiques ont pennis d'établir rigoureusement la théorie des

plaques à partir de 1'élasticii6 Sldimensionnelle' Dans le livre de P' G' Ciarlet Fl'

on trouve une description précise de ces équations' En fait la méthode

asymptotique appliquée aux plaques (ou coques) minces permet le passage d'un

modèle tridimensionnel à un modèle formulé sur la surface moyenne de la

plaque.P.Destuynder[12]aérudié,pouruneplaquemince,lecomportement
asymptotique de la solution du modèle tridimensionnel de l'élasticité lorsque

l,épaisseur e de la plaque tend vers zêro- Il a donc cherché formellement la

solution du problème sous forme d'un développement asymptotique en s' Sous

deux hypothèses de régularité portant d'une part sur les coefficients d'élasticité

et les forces appliquées et d'autre paft sur la géométrie de la structure' il a pu

montrer qr. qlrund e tend vers zéro les équations tridimensionnelles se

simplifient et conduisent à des équations découplées qui représentent

respectivement le modèle des plaques en flexion et celui des plaques

membranaires.

Struct,tres dis crètes'

Dans le cas des structures discrètes de type treillis, le but de la méthode

d,homogénéisation asymptotique est de trouver un milieu continu équivalent'

ce modèle continu a un intérôt scientifique car il permet d'avoir une

représentation analytique du comportement global d'une strucrure répétitive

discrète. Ainsi iI permet une compréhension plus fine des phénomènes mis en

jeu. D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin t9l ont éfudié le comportement des

structures treillis périodiques par cette méthode' Elles ont considéré deux

paramètres qui sont la dimension de |a cellule et l'épaisseur des barres' Le

comportement des.barres qui.constituent le treillis est modélisé par les lois de la

mécanique des milieux continus qui sont écrites en chàque point de tà barre'

Eltes ont fait des érudes de conu.rgence quand les petits paramèues tendent

vers zéro. c'est une approche "d'homogénéisation des milieux continus"' Elles

onr aussi étudié par la même méthode [10] une gritle périodiquement percée de

trous où trois petits paramètres ont été considérés' |a dimension de la cellule'

l 0



Premier chaPitre : Généralités sur les méthodes d'lnmogénéisation

l,épaisseur de ses parois et I'épaisseur de la grille. Le comportement limite des

structures étudiées lorsque les petits paramètres tendent vers zéro' est caractérisé

par des expressions analytiques des coefficients du matériau' De la même façon

D. Artola et G. Duvaut [1] ont fait une homogénéisation asymptotique d'une

plaque renforcée Par un système de barres soudées' D' Caitlerie et P' Verna [5]

ont dévetoppé également une technique d'homogénéisation adaptée aux

milieux discrets.

Dans le cadre des structures minces à microstrucnre périodique, D. Caillerie [4] a

érudié par la méthode des développements asymptotiques le comportement

d,une plaque linéairement élastique et anisotrope à structure périodique dans

son plan. L'auteur a caiculé les coefficients d'éiasticité de la plaque dans trois

cas. Le premier cas consistait à faire tendre vers zêto d'abord l'épaisseur de la

plaque puis }a taiile des cellules qui la composent, dans le deuxième cas il s'agit

de faire l'inverse, c'est-à-dire faire tendre d'abord la période vers zéro puis

l'épaisseur de la plaque, et le troisième cas consiste à faire tendre simultanément

l'épaisseur et la période vers zéro. Dans ces trois cas D' Caillerie a montré que les

coefficients d'élasticité homogénéisés sont différents' Autrement dit'

l'homogénéisation, c'est-à-dire la limite vers zéro de la taiile d'une période et ia

limite vers zéro de l'épaisseur du doniaine ne corlmutent pas' Ceci est un résultat

important puisqu'il met en évidence le rapport entre I'ordre de grandeur de

l'épaisseur de la plaque et celui de la taille des cellules qui la composent'

Toujours dans le cas des structures minces et périodiques on cite /es structures

ond.ulées qui feront l'objet de ce travail. Ces structures sont d'un grand usage

dans le domaine de f industrie, à savoir tôles ondulées' boîtes alimentaires

moulurées etc. En effet les ondulations permettent souvent de renforcer la

rigidité de la structure. Toutefois des informations au niveau global de la

structure sont difficiles à déterminer par un calcul direct ( calcul de charge

critique, modes de flambage, vibrations. ..). Il serait donc nécessaire de

déterminer le modèle -équivalent droit d'une strlcture ondulée'.Du1: "o 
travail

récent L. Siad et M. Potier-Ferry [29] se sont intéressés au cas d'une poutre

ondulée d'épaisseur constante et très petite devant la longueur d'une

ondulation. Le but était de rléterminer le modèle de poutre droite équivalente à

la poutre en question par une méthode de développement asymptotique à

double échelle de variation : une échelle lente associée à la fibre moyenne de la

il



Premierchapitre:Généralitéssurlesméthodesd,hotnogénéisation

poutre et une échelle rapide décrivant la cellule de base représentée par une

ondulation. Cette étude a pennis de donner une formulation analytique des

modules de rigidités équivalents en traction-comPression et en flexion de la

poutre ondulée. En flexion le résultat coincide avec un résultat empirique de

Seydel E. t301. Ce travail sera complété dans le deuxième chapire de ce rapport'

En fait nous allons généraliser cette étude au cas d'une poutre ondulée à

épaisseur variable et nous allons d'une part déterminer les propriétés du modèle

équivalent qui sera de type Bernoulli et d'autre part retrouver les champs locaux

qui faciliteront l'étude de certains phénomènes que le modèle homogénéisé ne

peut prendre en compte. Dans le quatrième chapitre nous allons étudier un

proUtO*e d'élasticité tridimensionnelle posé sur une plaque ondulée d'épaisseur

comparable au pas des ondulations. Le but est de kouver |e modèle de plaque

droite équivalente. Cette étude est comparable à celle faite par V' Z' Parton et A'

L. Kalamk arcv lZ3lqui ont étudié un problème d'éiasticité tridimensionnel d'une

couche mince anisotrope de structure périodique dans deux direction de

l'espace Fig.Z. Les caractéristiques du matériau ainsi que l'épaisseur de la

structure sonr variables. Cette étude a été faite par une méthode

d'homogénéisation asymptotique dans le cas où l'épaisseur et la période ont

même ordre de grandeur. Les auteurs de cet article ont ramené le problème

tridimensionnel à un problème classique de coque' Les coefficients d'élasticité

homogénéisés sont exprimés en fonction des solutions des problèmes locaux

posés sur la cellule de base, et on retrouvc aussi les équations d'équilibre et la loi

de comportement du modèie classique de coque. Une étude similaire a été faite

par les mêmes auteurs pour calculer les coefficients effectifs thermoélastiques et

thermiques pour la même structure'

fig.2: Couche mince périodique non homogène'

t2



premier chapitre : Généralités sur les méthodes d'homogénéisation

Dans ce qui suit nous allons présenter les différentes étaPes suivies par les deux

méthodes (méthode de l'énergie et méttlode asymptotique) pour la détermination

du modèle homogénéisé. Les problèmes raités sont des problèmes classiques'

I. Mêthode de l'énergie

Pour illustrer les différentes étapes suivies par cette méthode nous allons

considérer un problème thermique simple et classique posé sur une structure

périodique de période P tès petite devant sa longueur L Fig'3' On pose I = P/L

ie petit paramètre d'échelle du problème'

Fig.3 : Structure non homogène périodique'

1.1 Position du Problème

Les coefficients physiques du matériau constitutif de la strucfure' k1;' varient

rapidement en fonction de q. Le problème"se formule de Jc façon suivt'ate :

ï
lL

t 3



Premierchapitre:Généralitéssurlesméthodesd,|wmagénéisation

[*''0"'

f" 
=o
(k,,(xtqt#t - - f  dans a

t

(1)

sur AA

où f désigne un terme de source qui est supposé donné'

Les étapes essentielles de la méthode de l'énergie appliquée au problème (1) sont

les suivantes.

7.2 Formulation variationnelle du problème

La première étape de la méthode de |'énergie consiste à trouver une formulation

variationnelle du problème. En effet on cherche a4 dans un espace V de Hilbert

tel que :

f  - - t ,  ^ ,  . r l
V = lv  /v  e  t { ' (  sz  ) ,  ,1 rn=,  I

En multipliant I'équation (1) par v appartenant à I'ensemble V' on obtient la

forrnulation variationnelle suivante après des intégrations par parties :

a(uq,v)=L(v)  VveV

où:

âun

a(u,v) = [rrtr/n)+{a'
a 

dxi dxi

L(u,v) = If  '*
a

Cii est bien Jans ]e cadre d'eppiication du tnéorème de Lax-Milgram' -;e qui

établit I,existence et I',unicité de la solution du problème (1)'

l 4



Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d'homogénéisation

1.3 Estimation a Priori

L'étape Suivante consiste à montrer que la fonction uq (x) est borné' autrement

dit qu'il existe une constante C telle que :

ll,'llu

ce qui permet de déduire qu'il existe une Sous-suite de uTt convergeant

faiblement vers une foncti oo u0 de V quand q tend vers zéro' On montre aussi

l,existence d'une sous-suite de kg(x/rt)# convergeant faiblement vers ei
J

quand I tend vers zéro. Par un passage à la limite on montre We C! est solution

de I'équation suivante :

; ç o
dçi ç

t

oxi
dans C)

Après une démonstration technique, on montre que

ço àuo
çi = nrA\

1.4 Equation homogénéis é e

Les coefficients q4 sont les coefficients thermiques homogénéisés et sont

constanrs. Les coeificients homogénéisés se déduisent des fonctions k; (x /n)'

La limite u0 de ra lorsque 1 tend vers zéro est donc solution du problème

homogénéisé suivant :

â2uo
- n . -  ==u àxràx,

uo=0

dans O

1! t"met sous la forme :

l 5
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premier chnpitre : Généralités sur les méthodes d'homogénéisation

On montre que le problème (2) admet une

déduire que c'est la suite u4 tout entière qui

choix de u0 comme approximation de za'

2. Mêthode aslmPtotique

solution unique, ce qui Permet de

converge ,ers uo,et rend valide le

Pour bien expliquer les différentes étapes de cette méthode on va considérer un

problème classique d'élasticité linéaire posé sur une structure périodique' La

structure a une longueur L, elle est rapportée à un repère orthonormé

(o,x1,x2,x3). Désignons par P la longueut d'une période. Les dimensions d'une

période étant très petlt.s devant la longueur de la structure on pose alors I = P /

L le petit paramètre du problème. Pour érudier ce qui se passe au voisinage d'un

poiof *, oo fait subir à ce voisinage un fort grossissement de rapport 1/1 et on se

place ainsi à une nouvelle échelle que I'on qualifiera de microscopique' Les

coordonnées dans cette échelle locale seront notées (yr=xr/I, yz=xz/\, Y:=x:/Î)

Fig.4. Dans la cellule de base (une période) règne donc des champs de

déptacements, de déformations et de contraintes (un, en, or)' Le matériau

constitutif de la strucfure est Supposé être anisotrope de coefficients d'élasticité

alkh( x / n ) . Leparamètre 1 étant petit, on cherche s'il existe (u0, t0, 6o) limites

de (un, g1, orl) quand 11 tend vers 0. Si c'est le cas, la loi de comportement

homogénéisée sera par définition la relation liant ces limites. C'est Ia technique

adoptée par E. Sanchez-Palencia 126l etD. Cioranescu et J' Saint-Jean-Paulin

t8l.
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Premierchapitre:Généralitéssurlesméthodesd,homogénéisatbn

ÏL

I
I
t
Echelle macroscoPique

h/rt

Echelle microscoPique

Cellule de base
xr/rl

Fig.4:Structulenonhomogènepériodiqueetcelluledebase.

2.1 Position du Problème

Supposons que la Structure, occupant un volume Ç), est soumise à des efforts

volumiques imposés f, des efforts surfaciques F sur une partie fp de sa frontière

âO, un déplacement nul étant imposé sur la partie complémentaire f6 de à9 'Le

champ de contrainte Oa et de déplacement rl4 sont soiutions du problème

d'élastostatique suivant :

17



Premier chapitre : Généralités sur les néthod'es d'lnmogénéisation

div oq

otl =

o4  .n

uq=

+f=o

aq :  e (uq  )

=F

0

dans I

sur rF

sur fo

avec :

ei j (un )  =

Le compoftement de la cellule de base est défini par des coefficients d'élasticité

qui varient périodiquement dans I'espace :

a ,1p, ( ! )  =  a ls(x /n)

2.2 D év elopp ements asymptotique s

Ce problème, étant bien défini, admet donc une solution'unique (voir G' Duvaut

et J.L. Lions t13l). L'idée est de chercher (un' on) sous forme d'un

développement asymptotique à double échelle (x, y) en q. on développe les

champsdedéplacementetdecontraintedelafaçonsuivante:

lunçt1  -  u | (x ,  y )  +  nu l (x ,  y )  +  n 'u ' ( ' '  y )  +  " '
I

I

lon( r )  =  o , (x ,  y )  +  t lo l (x '  y )  +  n 'o ' ( ' '  y )  +  " '

L,étape suivante consiste à substituer ces développements dans l'équation

d'équilibre et la loi de comportement en tenant compte du fait que la dérivation

par rapport à Ia variable globale x sera remplacée paI une formule qui tient

compte de la dépendance en la variable locale y soit :

!( a"! * u\
2\ôx i  à* ,  )

l 8



Premier clwpitre : Généralités sur les méthodes d'homogénéisation

a
à*,

div

E=ex+

1a
+ - -'  

\ Ù i

1. .
+  -dw"

n
I- ev
n

a
=

àr,

= div,

On obtient alors :

r1-Idiurol + (dirrot + divro| + f) * "' = 0

o0 + no l  +  . . .  =  o , (n- ' r r (o0 )  +  (er tu l  )  +  e ' (uTf )  *  )

on procède ensuite pal une identification successive des termes de même

puissance en Tl' 
-^"o âÂrlrricnnq er 

'mation que le champ de
Ainsi à I'ordre -1 nous déduisons en première approxr

contrainte est localement auto-équilibré et le champ de déplacement ne dépend

que de la variable lente x soit :

ldiuuoo = o
1 '

L o'= uo (x)

Ce résultat est très classique en homogénéisation' Le champ de déptacement à

l,ordre 0 caractérise en fait |e champ de déplacement macroscopique'

À l,ordre suivant on Eouve que le champ de contrainte à l'ordre 0 s'écrit :

60  =  o , (er (  u I  )  +  er (  uo ) )

On constate donc que (d, u/) est solution Cu problème suivant qui est posé sur

la cellule de base et où la variable globale x joue le rôle d'un paramète :

l 9



Premierchnpitre:Génératitéssurlesméthodesd'homngénéisation

divroo = 0

oo = a(y) : (er {u l )  +  e ' (uo ) )

uI Y - périodique en Y

oo.n Y-antiPériodique en Y'

2.3 Localisation

ce problème érant linéaire il exisre donc 7m ( y ) et skh ( y ) tels que :

fu '  
( t ,  y  )  = xtu (y )e,rn(oo ( t ) )

I

I

loo{* ,  y)  = stù( l )er*{uo(x))

Les nouvelles inconnu es X,kh ( y ) et Sh ( y ) sont appelés tenseurs de localisation

et sont donc solutions des problèmes locaux suivants :

d.iv, Sw = 0

Se=a(y) :e(p*  +  x , tù)  où(PM) i= ln  ôh.

x,H' Y - périodiEte en Y.

Sm . n Y - antiPéiodique enY'

qui sont des problèmes posés sur la cellule de base et admettent une solution

unique à une constante additive près'

2.4 Homogénéisation

Une fois que les fonctions Xm(y) et Se(y) sont connucs' les coefficients

homogénéisés se déduisent par application de l'opérateur moyenne à stù(y)'

L'opérateur moyenne est défini Par :
l e

{ . ) = ' ' ' | (.) dY où lzl est Ia rnesure de Y'
\ ' /  

ly l  ry

20



Premierchnpitre:Généralitéssurlesméthodesd'homogénéisation

La moyenne sur la cellule de base de d(x, y) s'écrit :

("') = (s"rrt) e*tuo )

Cette équation définit la loi de comportement homogénéisée où les coefficients

decomportementhomogénéisé(G'Duvaut[14])s'écrivent:

eiir, = (tff ) = ,L^l("rrr( t ) e, o/ rm + 7w 1pv
t - l v

Maintenant appliquons l'opérateur moyenne à l'équation d'équilibre à I'ordre

zéro qui s'écrivait :

divrot = -f - ilivroo

Par Y-antipériodicit é de ot.n sur les bords de Y, on obtient I'équation d'équilibre

homogénéisée suivante :

d iv , (o ' )  * ( / )  =o

En posant alors: (oo tr, il) = E6)

on obtient que le couple (u0, E) est solution du problème homogénéisé suivant :

dans Q

dans O

sur fo

sur fF

lanz + f = o

l" = q:e(uo)

1,' = 0
lZ." = F

2 l



Premierchapitre:Généralitéssurlesméthodesd'honogénéisation

Ainsi on a substitué au milieu initial un milieu éIastique homogène de

coefficients constants qijrn. Les champs de contraintes E(x) et e(uo) = E(x)

solutions de ce problème sont appelés champs de containtes et de déformations

m(rcroscopiques. on peut dire qu'un développement asymptotique cohérent en

échelles multiples x et y - x/q permet d'établir les équations globales du

comportement du milieu (comportement en x) dont les lois de comportement

s'obtiennent à I'aide des équations en y'

Les premiers termes non nuls des développements asymptotiques des champs

sn(un) et 61 sont eo(x, y) et oo(x, y) : ils constiruent en fait les çftamps de

déformations et de contrainte s micro s c opique s'
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Deuxième chapitre : Hornogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur petite devant le pas

des ondulations

2.7 Introduction

Dans ce chapitre nous reprenons un travail antérieur de L. Siad et M Potier-

Ferry l29l qui consistait à calculer, pal une méthode de développement

asymptotique à deux échelles de variations, les modules de rigidités d'une

poutre droite censée avoir Ia même réponse, aux différentes sollicitations, qu'une

poute ondulée. L'utilisation de la méthode asymptotique est justifiée lorsque le

nombre d'onduiations de la poutre est suffisamment grand' Les modules de

rigidités de Iapoure droite sont appelésrigidités équivalentes. Ils s'expriment à

|'aide des données géométriques et mécaniques de |a poutre réelie' Cette én'rde a

permis d'avoir une formulation analytique des modules de rigidité équivalents en

traction-compression e[ en flexion. La poutre ondulée considérée avait une

épaisseur constante et très petite devant le pas des ondulations' Notre

contribution dans ce travail consiste à généraliser cette étude au cas où

l'épaisseur est variable et à montrer que le modèle équivalent est bien le

modèle de Bernoul/i. Dans le dernier paragraphe nous allons nous intéresser à

la détermination des grandeurs locales. Ceci a I'utilité de prévoir I'apparition de

phénomènes non linéaires tels que la plastification ou bien la rupture de la

structure etc.

2.2 Position du Problème

Nous considérons une poutre ondulée dont la fibre moyenne est une courbe

plane uniformément ondulée autour de I'axe Ox. Cette courbe est paramêrtêe

par I'abscisse curviligne s. On désigne par L la longueur totale de la struchrre

suivant l'axe Ox. Nous Supposons que ia puutre présente un grand Irombre

23



Deuxième chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre onlulée d'épaisseur petite devant Ie pas

des ondulatiors

d,ondulations, noté N, qui se réPètent de manière périodique dans la direction

Ox. Nous pouvons alors définir le petit ParamèEe d'échelle du problème q par

l^i. L'épaisseur, hn(s), de la poutre est variable et elle est très petite devant la

longueur /l d'une ondulation et sa profondeur I/4' Les longueurs 14 et ff4 sont

du même ordre de grandeur et sont très petites devant L, Fig'S'

Ainsi et par application d'une homothétie de rappott ln à la poutre, on obtient

une cellule de base que I'on supposera symétrique par rapport à son centre

Fig. L. L'arc de courbe S = s / "4 est la variable microscopique ou rapide et

Y(S) = y(s)/l représente l'équation de ia courbe décrivant la cellule de base'

Les longueurs I -tn 14 etH =HTt / 4 sont respectivement la longeur de la

cellule de base et sa profondeur. Le matériau constitutif de Ia structure est

linéairement élastique de module d'Young E' Lapoutre est soumise à des efforts

contenus dans son plan, de densité linéique fn(t). Le problème consiste à

déterminer par une méthode asymptotique le modèle de poutre droite équivalent

à la poutre ondulée considérée'

Dans ce qui suit nous nous limitons à des déplacements dans le plan et nous

désignons par t(S) et n(S) respectivement ies vecteurs unitaires tangent et

normal en S, Fig.S. La direction ox, qui conespond à la fibre moyenne de la

poutre ondulée, sera appelée dans Ia suite direction horizontale tandis que la

directionoy,elle,seraappeléedirectionverticale.
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Deuxième chapitre : Homogénêisation géométrtque d'une poatre otldulée d'épaisseur pertte devant le pas

des ondulations

Fig.S : Poutre ondulée et cellule de base.

Les équations régissant le problème se répartissent en rois groupes qui sont les

équations d'équilibre, les relations purement géométriques entre déplacement et

déformations, et les lois de comportement. On se place ici dans le cadre le plus

simple de l'élasticité linéaire en petites perturbations- Le modèle de poutre peut

tenir compte des déformations de cisaillement (modèle de Timoshenko)'

2.2.J É quatio::s d' ê quilîbres

soient nrr (s) et Mn (s) les efforts résultants sur une section d'abscisse s Fig.6.

x

L-ex

(s)n(s)

{
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Deuxième chapitre : Homogénéisation géométrique d'une Poutre onlulée d'épaisseur petite devant le pas

des ondulations

fry(s)+ rq(s) = o
l 4s
1

l%(s) + n4(s).n(s) = o

Fig.6:EffortsrésultantsSurunesectiond'abscisses.

ces efforts obéissent aux équations d'équilibre suivantes :

(1)

on décompose les vtcteurs n(S), t(S) dans la base (e", er) de |a façon suivante :

n(S) = -sin cr ex + cos c[ ev

t(S) = cos cr e^ + sin cr et

par la suite, on définira un effort normal Nq(s) et un effort tranchant Tn(s) par

projection sur la ligne moyenne de la poutre ondulée :

Rt?  (s )

2.2.2
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Avec:

lu r ( t )  
- -  u ,q(s)cosa + vrq(s)s ina

I

Lunf r ;  
=  -L t rT(s)s ina +  vrq(s)cosa

Dewième chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur petite devant Ie pas

des ondulatioru

Un(s)e tpn(s)dés ignent respect ivement leschampsdedéplacementetde

rotation de la poutre, auxquels colresPondent les champs de déformation ea(s)

et la variation de courbure KTI(s). Selon les cas, on exprimera le champ de

déplaceme * Un(s) sur la base locale variable ou sur la bæe fixe (e*' er) associée

à la ligne moyenne :

Un(s)  =  aTr (s) t (s )  +  vn(s)n(s)  (2)

= u*n(s)e,  +  vr l (s)e,

Les champs de déformation et de variation de courbure sont alors donnés par :

où pa(s) est le rayon de courbure de la fibre moyenne'

2.2.3 Lois de comPortement

Le matériau constitutif de Ia poutre étant élastque les lois de comportement

s'écrivent de la façon suivante :
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Deuxième chapitre : Homogénéisation géométrique d'une Poutre ondulée d'épaisseur petite devant le pas

des ondubrtons

pn(s) . t (s )  =  EA(s)  e4(s)

Ma(s)  =  EI (s )  rc I (s )

Fq(s) = #,"
pn(s) .n(s)

(5)

(6)

(7)rfl
- 1 : -

p" kA tt

où k est le coefficient de cisaillement de Timoshenko et p le module de rigidité

de cisaillement du matériau .A(s) et (s) sont respectivement la section et I'inertie

de la poutre en un point d'abscisse s'

Pour une poutre droite, I'analyse est immédiate vu ia simplicité des expressions

de er?(s) et rfl(s) alors qu'en présence d'ondulations les variations de la courbure

de |a fibre moyenne compliquent la résolution du problème d'autant plus que r1

est petit. De nombreuses méthodes d'analyse mécanique ont été mises en oeuvre

pour résoudre des problèmes en homogénéisation. La méthode adoptée ici

consiste à chercher la solution sous forme d'un développement asymptotique en

1.

2.i Principe de Ia méthode aslmptotique

En homogénéisation asymptotique la solution du problème posé en (1)' (5) et (6)

est écrite sous forme d'un développement asymptotique en puissances de 11' Les

coefficients de ce développement sont des fonctions de deux variables

indépendantes : Ia variable macroscopique (lente) x qui parcourt I'axe moyen de

|a poutre onduiée Ox (à noter qu'on peut utiliser aussi s corlme variable

macroscopique) er la variable microscopique (rapide) S qui décrit la cellule de

base définie après l'homothétie de rapport q. Ce:; coeffici''nts sont aussi

supposés l-Périodiques en S'
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Deuxième chapitre : Homogénéisafion géométrique d'une poutre on'd'ulée d'épaisseur Petite devant le pas

des ondulo'tiors

Une analyse mécanique basée sur les ordres de grandeurs des différentes

quantités introduites dans ce problème nous a conduit à poser pour celles-ci des

développements sous la forme suivante :

R4 (s )

Ma(s)

u! (s)

vl (s)

Fn ( t )

f ! (s)

f l (s)

Ro(*,  s)  + qRI(r ,  s)  +. . .

nMI(x,  s)  +. . .

n'r!(r, ' t) + r73u1r{*, s) + "'

r7r'r{*, s) + r:tui{*, s) + tl3utrt*, s) + "'

nF'(r,5) + n'F (*, s) + ."

T!(r,s)
nfi(x, s)

(8)

(e)
(  10)

( t I )

(  12)

(rs)
(  14)

où tous les termes de ces développements sont l-périodiques pal rapport à la

variable rapide S. Dans ces développements on remarque que la flèche vr(s) est

plus grande que Ie déplacement axial vt'(s) et que la force horizontale est plus

importante que la force verticale : c'est la différence entre I'homogénéisation

c) 'assiqueet laméthodequenousut i l isonslelongdecetravai l .

En supposant 1 petit, on fait tendre la taille des ondulations vers zéro' la

longueur macroscopique L étant fixée. Or le modèle de départ (paragraphe

précédent) fait intervenir plusieurs longueurs qui sont directement

proportionnelies au rapport d'homothétie q: c'est le cas du rayon de courbure

local, de l'épaisseur, de I'aire et du moment quadratique de la section droite qui

sont proportionnels respectivement à 1, r1' 12 et rla' Donc les coefficients du

modèle de départ varient avec {, de la nranière suivante :

P4 = T1 fçl

EA=a(S)EI /n2
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Deuxième chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur petite devant Ie pas

des ondulatioru

où po(s) est le rayon de courbure de la ligne moyenne après homothétie Fig'7

qui est supposé indépendant de rl. De même on suppose que a(S) ne dépend

Pas de I.

,,,fu
Fig.1:Celluledebaseavechomothétiesurl 'épaisseur.

La suite des calculs consiste àreporter les développements (8), (9), (10)' (11)'

(12), (13) et (1a) dans les équations d'équilibres et de comportement (1)' (5) et

(6).

I1 est essentiel en homogénéisation de distinguer la variable rapide

(microscopique) S et la variable iente (macroscopique) x lors de la dérivation

soit :

d a ]d=-+
ds âs n aS

= cosu
ra

+
nas

a
=-
dx

(15)

s(S) étant l'angle formé entre ex et t(S), Fig'S'

Après identification dans les équations qui en ressortent des tennes de même

puissances en 1, nous obtenons de nouvelles équations auxquelles on applique

I'opérateur moyenne sur la cellule de base que nous définissons par :

Ceci permettra de déterminer les efforts macroscopiques (homogénéisation) et

d'écrire les grandeurs locales en fonction des grandeurs globales (localisation)'

+ for'tæ



Deu.xième chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondutée d'épaisseur petite devant Ie pas

des ondulatioru

2.4 Modèle homogénéisé

L'obtention de la strucfure homogène équivalente passe par I'application d'une

méthode d'homogénéisation géométrique. Le but est de définir les équations

d'équilibres macroscopiques et leurs lois de comPortement associées qui doivent

être semblables à celles d'une poutre droite. En poursuivant la procédure ci-

dessus nous allons d'abord commencer par retrouver les équations d'équilibre

macroscopiques et leurs lois de comportements associées et on en déduira par la

suite les moduies de rigidités équivalentes'

2.4.1

En reportant les déveloPPements

d'équil ibre (1). En tenant comPte

développements suivants :

(8), (9), (13) et (14) dans les équations

de la relation (15), nous aboutissons aux

,t-'#.(#.#.
(  an'  àR2

4[;; - -as -

r')
/ ' )

+

+ . . . -  0 (16)

Dans le système d'équations (16) et (17) on identifie tous les termes de même

puissance en 11. On obtient aux premiers ordres les résultats suivants :

i) Ordre -1

âRo=o
as

soit Ro = no ( *)
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Deuième chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ordu!ée d'épaisseur petite devant le pas

des onlulatiors

ii) Ordre 0

a) À cet ordre, l'équation (16) donne :

â*o*4.f0=o
às aS

(16-0)

En appliquant à cette équation l'opérateur moyenne' défini précédemment' tout

en uril isant l 'hypothèse de périodicité de R / en S et en la projetant

respectivement selon ex et ev on obtient :

^  l c 0 \
dN' \J, I - n

------------l

dx \cos a)

sroat - = 0 soit To est une constante'
dx

En tenant compre de ces résultats, la projection de l'équation (16-0) selon ex

donne, après intégration pal rapport à la variable locale S, la forme de I'effort

nonnal à I'ordre 1 soit :

,  -c ( ax' ^n) ,-
Nl(r, s) = N'^(*) - Ji l  cos d-T + Ï i  7t-  - \  ax  )

Cependant Ia projection de cette même équation (16-0) selon ev pennet de

conclure que l'effort tranchant à I'ordre 1 dépenrl lentement de x soit :

T t  =  T t  ( r )

b) L'équation (17) à I'ordre 0 s'écrit :
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Deuxièmechapitre:Homogénéisationgéométriqued'unepoutreon.du!éed,épaisseurpetitedevantlepas
des ondulntiors

L'application de I'opérateur moyenne à cette équation permet de montrer que

I'effort tranchant à I'ordre 0 est nul d'où :

Ro = No(*) ex

Ensuite, en utilisant le fait que dY = sins dS, on intègre l'équation (17-0) par

rapport à S. on obtient la forme du moment de flexion à l'ordre 1 soit :

Mt (x ,  s )  =  No(x)  Y(s)  +  mL(x)

iii) Ordre I

a) L'équation (16) s'écrit :

àM' *  Ro.n= oas

à*'*4*ft=o
âs AS

/  ^ l \

dr, n \/ t i ,  = o
dx \cos a)

b) L'équation (17) à I'ordre 1 est :

àM' * âM' * Rt.n = o
âs aS

(17-0)

(16-1)

On applique l'opérateur moyenne à la projection de cette équation sur ev et on

I obtient I'équation d'équilibre macroscopique vérifiée par I'effort tranchant soit :
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On applique I'opérateur moyenne à cette équation on obtient :

, , dml --, dNo
\cos a7T * \ f  (S) cos a)T .  Qos u)TI(x) -

(tr ' r t ,  s)sina) = o

En écrivant sincr = dY/dS et compte tenu de I'équation d'équilibre :

dNo i,NI , îo n
cosa-d* *  

;S 
-  Jx v '

on en déduit que :

\N'(*, s)sina) = ("'#) = -(t#)
sxr9

= (Y(s) cos a)!# . (rrstf )

La cellule de base étant symétrique par rapport à son centre' on en conclut que

(Y(s)  cos a)

on retrouve alors l'équation d'équilibre macroscopique des moments avec

apparition d'un moment induit par la force horizontale extérieur /'0 soit :

o*' *TI(x)+ ,I-Fvrs)/, ,) = o
dx (cos a) \

2.4.2 Traitement d.es relations géoryétriqttes et iles lois de comportement:

Les champs de déformation et de variation de courbure en(s) (3) et rn (s) (7)

sont écrits en fonction des coordonnées du vecteur déplacement dans la base
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curviligne (t(S), n(S)). Il est donc nécessaire de donner les déveloPpements de

u4 et v4 en fonction de u! et vl en effet :

uq = rTs inavt ,  +  n2("?tcosa,  +

n3(r f -cosq,  + v3,s ina)  +

vTI = r7 ,ot a rI, + nt ( -n| sin a

q3 ( -u3, sin a + v3, cos u)

v jsmd)  +

. ,; cos d,) +

+

Ainsi le champ de déformation se développe de la façon suivante :

en (s)  =
^ t
dv"
_J stn CIas
^ )
dtt'-̂ c o s A
âs

+ ,(#*na + #,",.. #,i,*)*
r ?  \
dv:. I

+ - is inal+. . .
ds)

(18)

, (

I
np"as

^ )  -  3dv-, dtt
+-*s ina +  ]cosa

dS dJ

Les termes en se simplifient en utilisant le fait que :

àa(S)

On reporte ce dernier développement (18) dans la loi de comportement (5) en

prenant en considération les résultats obtenus précédemment et le

développement qui résulte de I'homothétie réalisée au niveau de l'épaisseur soit

A -- a I / n2. On obtient, après identifications des termes de même puissances en

4, les équations suivantes :

I
vv
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des ondulatiors

4
as

= o soit vly = vty(x)

ff^o*{,,,o= o!r ino +
ds

( r8- t)

(  18-2)

No(,)H = #:",". #sina *
. ?
dv:.'  s i ndas

âu1*  cosd +as

D'autre part on écrit le développement de Bn(s1, selon la relation (7) et en tenant

compte des résultats précédents, comme suit :

Fq (,) =, (*cos a, - ff ,in o * #,^ ")

n'(-ff ,t',o * {,o, o - ff ,''o
àrt, No ( x) sin a\

Tscosa 
+ 

kwI

(1e)

Ainsi la loi de comportement en cisaillement peut s'écrire sous la forrne :
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p' = 
lroro 

- 
$rino * ff,o'o 

(ls-I)

P' = #sina 
+ {,o'o 

- 
fi 'no *

at|, No ( x) sin a
-:- çgg Çl r --
AS 

- - - -  
k l ta l

P' = 
#sinu 

+ ! 'o'o 
- 

#sina 
+

avi:t Ri-z.n
cos C(, - ------ Pour i> 3

aS kPat

(Le-2)

De ce développement découle celui de la variation de courbure (4) soit :

)Rr  dB2 ABt ,  , ,âF3 àF'  ,  .
Kn(s) = 

k 
* nt:ft + E) * n'( U 

+ -î, - " '

En introduisant ce dernier développement dans la ioi de comportement des

moments (6) et en identifiant tout les termes de même puissances en Î on

obtient aux deux premiers ordres les équations suivantes :

i) Ordre 0

aBt = u soû p'  = 0 ' ( r )as

ii) Ordre I

*1 (*) + Y(s)wo(*) = aP'- * aP'
EI âs aS
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En appliquant l'opérateur moyenne à cette équation et compte tenu de la

périodicité en s et de la symétrie de la cellule de bæe, on obtient:

.  I  r \  .dTt
^ ' f  * ) \ * )  -  (cos  

" ) î\E t  I

D'autre part des équations (18-1) et (19-1), on obtient la dérivée par rapport à S

du vecteur déplacement à I'ordre 2 soit :

AU2 r RI / -, 
d' ' '  dv!'

- rS  tP  tn '  -  
#cos  

a )n  -  (  
ù  

s ina )  t

La périodicité du vecleur déplacement par rapport à S permet d'écrire que :

/  r . . 2 \  / À 2 \
ldu ; \_1" 'v \ -n

\E/ \a'l

ceci nous fait aboutir au résultat important suivant :

dvt
F|(r) = i

Ainsi la loi de comportement des moments à l'ordre 1 s'écrit sous la forme

classique d'une loi de flexion de poutre :

.  l r \  d 'u ! ,
* ' t * l ( * \  = (cos a)- j

" \E/  l  cL \ '

En combinant les équations (18-1) et (19-1) on trouve :
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à"1
as

v"

du3

À ce niveau une intégration par rapport à S de la première équation fait aboutir

à la forme de Bernoulli suivante :

,2*{*,s) = u2*,(x) - Y(s)#

on procède de la même façon avec 1es équations (18-2) et (19-2) soit :

= -F'(r)sina, = 
#sina

= ,j{x)

as

La dérivée pal rapport à S du vecteur déplacement à I'ordre 3 est en moyenne

nulle. En particulier sa composante selon e* donne :

--n ' f  , ,o" u 4+\ - *U:,o,a) - (B'sina) = o
t t t " ( t ) \  

EG 
* 

k.rr l -  d* '
I

cependant :

(" ! ro '  a)  = (cos  a) t t ,? , , , (x )  e t  (F '  t i "a )  =

Or la loi de comportement des moments à I'ordre 1 permet d'écrire que :

-(',',#)
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(tr' #) = r',-,(#\

Ainsi on retrouve la loi de comportement macroscopique en traction-

compression soit :

f  I  1  . ?

No(r) = (rora)l  ( '?jr"  * l , ' l -  -o *
l \  E Ia  k l t l a

r, \l-' dur*,
nl) d-

La composante selon e, de la moyenne de la dérivée par rappoft à S du vecteur

déplacement à I'ordre 3 est nuile. Ceci nous fait aboutir au résultat suivant :

i , , 2  l I l , \
\F ro,a) = (cosal  È 

-  ry ' f ' ) (  cosdsina(7fo -  
ùf t ) )

2.4.3 Récaqitulatif

nq (s)

Mq(s)

Uq (s )  =

Fn(s)

en (s)

rcn (s)

Noçx1e,  + n(Ntçr ,  s)e,

n(vts)No (x) + * ' (r))

( (

,7 , ' r t  *  ) t ,  + a ' [ [ rL f  t l

,13(Jt  (* ,  s)  + . . .

npt(x)  + nt | ' ( * ,  s)  +

, ! ts ' ( * ,  S)  + . . .

nrct (x ,  s)  +. . .

Rt(* ,  s)  + . . .

-L

résultante est une force

La force verticale (l'effort

+ r t1x1er)  +

+ rfM'(*, s)

dr.{)
Y( S)-J le '

dx )

\
I

. l

+ v i (x )e"  |  +
) t t l

)

Nous remarquons donc qu'au premier ordre,

horizontale. EIIe varie lentement en fonction de

l a

X .
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tranchant) n'apparaît qLl'au deuxième ordre. Elle varie aussi lentement en

fonction de x. On note qu'au premier ordre le moment Se compose d'un moment

à moyenne nulle qlli est induit par la force horizontale à I'ordre zéro et d'un

moment macroscopique qui varie lentement en fonction de x' Pour passer aux

expressions nafurelles cles diverses quantités, nous définissons les efforts

macroscopiques par:

N(x)  =  No(* )

T(x)  = nTI(* )

M(x)  = r7* t t r )

effort normal macros coPique.

efrort tranchant macros coPique.

nt o rnent d e fl exion mac ro s c opique.

En posant :

f r (  x)  =
1 r'\

' 1  \ " ' r  /' '  
( cos  a)

Les efforts macroscoPlqLles

(voir pages 32,33 et 34) :

forc e linéique horizontale globale'

force linéiEte verticale globale'

moment de flexion global dû à laforce

linéique horizontale.

obéissent donc aux équations d'équilibres suivantes
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dN
E
TT
E
dM
E

Ces équations sont bien les équations d'équilibre d'une poutre droite'

Pour le champ de déplacement on remarque qu'au premier ordre on a une

déflexion et à l'ordre suivant on a un champ de type Bernoulli' En définissant le

champ de déplacement macroscopique par :

u^( x)  -  q2rt t , , , {  *)

u (x ,  y )  -  r72r t2 r { r ,  s )

v (  x )  =  ï1 r1 r t  * l

on voit que le déplacenient horizontale varie dans Ia cellule de base selon la loi

de normalité de Belnoulli :

t

u(x ,  y )  =  L t^ (x)  -  Y(S) i *

f , (x)  = 0

fr(x)  = 0

T(x)  +  rn(x)  =  0

Ce champ de déplacement obéit aux lois de comportement

suivantes :

N(x) := (EA)nr,,*

, 7
ct-v

M(x) = (EI)aq,,i 
cE

(20)

(2r)

(22)

macroscoPiques

(2s)

(24)
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où (EA)6qu1 et (El)6qui Son[ respectivement les modules de rigidité équivalents en

traction-compression et en flexion. Ils s'écrivent ainsi :

(H)nnu, = (rrr")[( #
, sin2 u, , yt \'l-'t  t1a - TI l)

(2s)

(26)( EI )un,, =

Dans le cas d'une polltre ondulée d'épaisseur h constante ces modules

deviennent :

fi{""'")

|  1 \ - t
\cos utl o 1

EA(cos ùlk"r' o) * . #(r,)l( EA)aqui =
(27 )

( EI )eq,i = EI (cos a) (28)

Le module équivalent cle flexion est sans surprise puisqu il ne diffère du moduie

EI de ia poutre droite que pal le facteur cosg en moyenne qui traduit le passage

de l,abscisse culviligne s à la composante rectiligne x. on peut trouver

l,expression du module de flexion équivalent dans la littérature ancienne [28]'

En revanche la rigidité cle traction-compression semble avoir été obtenue potu

la première fois par L. Siad et M. Potier-Ferry 1291. Ce dernier module dépend

fortement de Ia rigidité de flexion locale EI, ce qui est bien naturel : on a vu en

effet qu'une traction macroscopique induit localement un moment de flexion'

Les résultats obtenr-rs ici diffèrent aussi de |a théorie des poutres,droites ou de

I'homogénéisation classique par une expression plus complexe de l'évolution

locale des différents champs. La force R étant horizontale au premier ordre' elle

rarie lentement en fonction de x et ce n'est qu'à I'ordre suivant qu'apparaît

l'effort tranchant ou lit tbrce verticale, comme dans tous les modèles de poutre
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ou de plaque [6]. Le mon1en[ de flexion est |a somme de deux termes; I'un de ces

termes est lentement val'iable et il est relié à la courbure globale de la poutre

déformée, comme en thétlrie des poutres classique' L'autre terme est le moment

local induit par la force cle traction : il est rapidement variable et à moyenne

nulle et donc sans contribution à la loi de comportement globale en flexion' Ce

nouveau terme intervient sur la loi de comportement globale en traction; il aurait

une forte influence clans le domaine plastique'

Après retour aux variables physiques, |e moment de flexion s'écrit sous |a forme

suivante :

Mn(s)  =  y (s)No(x)  +  M(x)  +  o(n2)

Avec :

M(x)  =  (E I ) tq
, f

d - l t

,t?

2.5 Localisation

L'avantage du modèle homogénéisé est qu'il simplifie le calcul de structure à

l,échelle macroscopique, mais quand il s'agit de prévoir I'apparition de

phénomènes non linéaires, au niveau de la microstructure' tels que les

phénomènes de plastification ou bien de rupture etc "'ce modèle ne peut

répondre à ces qr"restions. II serait donc nécessaire de définir les champs locaux'

Dans ce paragrapire nous allons définir les champs de déformation et de

variation de courbure locaux en fonction des efforts macroscopiques'

D'une part la loi de comportement à I'ordre 1 s'écrit (pages 37 et 38) :
.;

*I (r lL * No(.r )ry = d (*, s), , , r " rE I  r . . /  
E I
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d'onlulatioru.

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons caractérisé le comportement

asymptotique d'une poutre élastique ondulée grâce à une approche

asymptotique standard à deux échelles de variations, une échelle lente associée

à Ia fibre moyenne de ia poutre et une éche||e rapide associée à une ondulation'

Dans ce qui suit nous supposons que l'échelle rapide est à deux variables, ce qui

corïespond à ta situation d'une poutre ondulée assez épaisse,l'épaisseur étant

du même ordre de grandeul que la longueur de I'ondulation. Dans le chapitre

précèdent, le modèle de départ était la théorie des poutres courbes' Ici, nous

partirons de l'élasticité bidimensionnelle. Les modules de rigidité obtenus

seront valables quelle que soit l'épaisseur de I'ondulation, à condition qu'il y ait

un assez grand nombre d'ondulations. En utilisant comme outil la méthode

asymptotique, on se ramène à la résolution de trois probièmes d'élasticité linéaire

plane posés sur une cellule de base. Le premier problème permet de calculer le

module de rigidité équivalent en traction-compression de la poutre, le second est

un problème en flexion (calcul de la rigidité équivalente en flexion) et Ie

troisième est un problème en cisaillement. Il ne nous a pas été possible de

trouver une solution analytique pour les deux premiers problèmes du fait de la

complexité de la géométrie de la cellule de base. Nous avons donc été amenés à

faire une résolution numérique en utilisant la méthode des é|éments finis' Pour

valider c.- tra'.,ail nous avons, dans le dernier paragraphe d: ce chapitre,

confronté les deux approches (l'approche unidimensionnelle et I'approche

biclimensionnelle) dans le cas limite d'une pouffe ondulée à épaisseur constante

et petite devant le pas des ondulations.
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3.2 Position du Problème

On considère une poutre ondulée d'épaisseur variable et de matériau constitutif

linéairement élastique. Sa fibre moyenne est une courbe plane uniformément

ondulée autour de l'axe Ox et de longueur projetée sur cet ue égale à L' Les

ondulations sont réparties de façon périodique selon Ox' On se proPose de

caractériser Ie comPortement de la poutre lorsque l'épaisseur' le pas des

ondulations et leurs profondeurs deviennent simultanément très petites devant

L. Soit N le nombre d'ondulations. On choisit le petit paramètle d'échelle du

problème n de telle sorte qu'il soit inversement proportionnel à N ou bien

proportionnel à l'épaisseur de la poutre. Nous désignons par pn et Hn le pas des

ondulations et leur profondeur respectivement Fig'8'

Fig.8: Poutre éPaisse ondulée '

Nous avons à résoudre un problème classique d'élasticité linéaire plane

(contrainte plane) posé sur une structure élancée de géométrie répétitive' On

lrote (Jn(x), en(x) et on(x) respectivement les champs de déplacement' de

déformation linéarisée associé et de contrainte, où x désigne le vecteur position

de coordonnées X et y. Lel équ*ions gouvcrnant l'équilibre et le compÛrtement

de la struc[ure sont :

,fr
b*
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faivon(x) 
+ fn(x) =

lenen(x)) = |(ru'
I
loq (x) = A: eq ((In (:

' n

" j

x) )

(  1)

t  V(Jn) tz l

(3)

A étant le tenseur

efforts extérieurs.

(er, ez) selon :

des modules d'élasticité

Le vecteur déPlacement

eT.ln(x) la densité surfacique des

Un(x) est décomPosé sur la base

(4)
UTt(x) - 11n(x)e 1a va(x)e2

L,idée est de chercher la soiution ((Jn, en,6n) du problème posé en (1)' (2) et (3)

sous forme d'un développement asymptotique en 1'

L,ar,alyse asymptotique que noui proposons pour modéliser Ie comportement

de la poutre considérée est analogue à celie faite au chapitre précédent' En effet'

ere est basée sur re fait qu'il existe deux écheles de variations. Les variations

Ientes ou macroscopiques sont prises en compte par une seule variable' soit x'

qui se rapporte à la fibre moyenne de la poutre ondulée' Les variations rapides

sont prises en compte pal deux variables X et I décrivant la cellule de base

Fig.9 avec :

X=x/T1 Y=y/r l

La cellule de base Y

homothétie de raPPort

(une ondulation) est obtenue après avoir réalisé une

1/r1 sur la structure. cette cellule de base :era supposée
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indépendante du petit palamère q, de même que les longueurs P = pn/'4 et

H = Hn/î.

Fig.9 : Cellule de base'

Le principe consiste à écrire les différentes quantités décrivant le comportement

de la Stnrcture SouS forne d'un développement asymptotique en q ' Nous

supposons que Ia périodicité de la géométrie de la structure entraîne celle des

perfurbations. Cette hypothèse conjuguée avec une analyse mécanique de ces

quantités conduit aux développements suivants :

d6) = oo(x, x, Y) + r7 d (x, x' Y) + "'

un') = uo(*, x, Y) * ,7 r/ ç*, x, Y) + ...

vne) - ,-t y-t(x, x, y) * ,o 1r, x, Y) + rl u' (r, x, Y) + ...

T!(x) = f ! {* ,  X, Y)

iXt' l = nfi(x, x, Y)

(s)
(6)

(7)
(8)
(e)

où tous les termes cle ces développements sont p-périodiqrres (p = pî/ q) par

rapport à la variable rapide x. Le développement posé diffère de

i,homogénéisation classique, la flèche v(x) êtantsupposée plus grande que le

déplacement axial. En ce sens, la méthode utilisée se rapproche des Passagus

élasticité 2D - pouue ou bien élasticité 3D - plaque f6l, qui sont d'ailleurs des cas
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particuliers des analyses présentées dans cette thèse' De même la force verticale

est supposée plus petite que la force horizontale'La suite des calculs consiste à

reporrer les développements (5), (6), (7), (8) et (9) dans les équations (1)' (2) et

(3), en tenanr comPte des règles habituelles des développements en échelles

multiples qui discernent les variables locales X et Y des variables globales x et y

soit :

I
V ( . )  =  =Vr* , " r ( . )  +  V6,y1( . )

n

divo = ! divqy,yp + f,,ivç*,v)o
n

Ensuite nous identifions, dans les équations qui en ressortent' les diverses

puissances en 1 ce qui conduit à de nouvelles équations' À ces équations on

applique I'opérateur moyenne qu'on définit par :

(.) = --l-_,_^[ir.l dxdY
mes(Y 1t7 

'

oi mes(Y)désigne la surface de la cellule de base notée par y'

Ceci permettra de définil les efforts généralisés macroscopiques (effort normal'

effort tranchant et moment de flexion). Nous monfferons que ces efforts

Satisfont tes équations d'équilibre d'une poutre droite et nous retrouvons aussi

les lois de comportement auxquelles ils satisfont' On déterminera par la suite les

grandeurs locales en fonction des grandeurs'macroscopiques (localisation)'
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d'ondulatbrs.

3.4 ModèIe hornogénéisé

Le but de ce paragraphe est de déterminer les équations d'équilibres et les lois

de comportement homogénéisées et d'en déduire les modules de rigidités

équivalents de la poute droite équivalente'

3.4. 7 É, quations d' é quilibre macro sc opique s

Nous reportons le développement du champ de contrainte (5) et celui des

efforts volumiques (8) et (9) dans les équations d'équilibre (i)' Nous obtenons le

développement suivant :

!ûr ,* . " ro0 (  x,  x ,Y )  + (d i r r , , r )o0 (  x,  x ,Y )  *  d i ' ( * , r )ot  (  x 'x 'Y )  +
n  l a t r  )' lo  

(* ,x,y))  + n(dirr* , r to|  (  x,x,Y) + diu(*,r ,o (x,x,Y) +

f  t  (* ,* ,v))  + . . . -  o

Nous identifions ensuite à zéro les termes de mêm: puissance en I' Nous

obtenons aux différents ordres les résultats suivants.

À l'ordre -1

dir(* , " )o (x,X,Y) = o

On constate que le tenseur des contraintes à I'ordre zéro est auto-équilibré'

À I'ordre 0

(10)
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Troisième chnpitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre onlulée d'épaisseur comparable au Pas

d'onàiatinns.

Fig.10

D,après (10) et Ia condition aux limites o0.n -- 0 sur AE et DF Fig'10' la

poutre comprise entre AD et EF est en équilibre à l'ordre zéro' ce qui entraîne

une équation d'équilibre des résultantes et une équation d'équilibre des

moments:

dY=
[ttr'?,0
Ittrvû,

[#t."t,o' 
=

l#ttrr*,., =

v fio!,av

SDoYoo,,av

et ceci bien sûr quelle que soit la section EF. Il s'ensuit que les résultantes sru

l,épaisseur des quantite, o!, et Yd,, sont indépendantes de X et donc qu'elles

sont liées à leur moyenne sur la surface ABCD :

("?,)

(v4,)
pour toute section EF.

Pour une pouffe ondulée d'épaisseur variable, on définit I'effort normai sur

l'épaisseur par une résultante des contraintes sur Ie domaine physique soit :

N(x) = rry("?,) (12)
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d'ondulatioru.

De même, on définit le moment de flexion macroscoprque M et la force

horizontale linéique macroscopique /' par:

M(x) = 
"ryFvfl,)

r,= nry(f:)

(13)

(14)

Nous retrouvons alors l'équation d'équilibre de I'effort nonnal macroscopique

suivante :

dN(x )  *  r  ( x t  =  0----;- -T 
J -l ^ /

dx

L'étape suivante consiste à chercher l'équation d'équilibre du moment' A cet

effer, on muitiplie la première équation du système (11) par Y et on applique

l'opérateur moyenne à l'équation qui en résulte. Compte tenu des conditions de

périodicité et de surface libre, on obtient I'équation suivante :

ry-ki,)*(vr!)=o
On raisonne comme pour l'effort normal et on définit I'effort tranchant généralisé

macroscopique Par :

T ( x) = ,z 
tneslY ) 

klr) 
(1s)

^  \ " /  \  . ' ,
. . i

on Eouve alors I'équation d'équilibre des moments soit :

dM_(x)  *  T(x)  +  m(x)  = 0 (16)
dx
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d'ondulatioru.

où, m(x) désigne

horizontale soit :

le moment de flexion macroscopique induit par la force

4
AY

âo3,
AY

9+= o
dx

4t. r.: = o
dx .l

(1 8)
f r (x)  = 0

m(x) = ,'ryçYf:)

À I'ordre I

&
dx

4
dx

dT(x)
d* -

Nous appliquons I'opérateur moyenne

On obtient l'équation suivante :

à la deuxième équation de ce système'

La force verticale linéique macroscopique étant déf,rnie par :

f  -  rzmes(Y)1çt \J y  t t  
p  

- \ J y l ,

on retrouve l'équation d'équilibre de I'effort tranchant macroscopique soit :

Les équations (14), (16) et (18) sont bien les équations d'équilibres d'une poutre

droite où N(x), T(x) etif(x) sont respectivement l'effort normal, I'effort tranchant

et le moment de flexion d'une poutre droite'

01)
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d'ondulntioru.

3.4.2 l-ois ile comportements et coeffrcienÆ d'éInsticité homogônéisés

Du développement du vecteur déplacement (6) et (7) il s'ensuit le

développement suivant pour le champ de déformation (2) :

^ -' âuo
eit = '1 'æ *

r  - l

-  - o d t t 'e'[ = Tl-" -eT +

r ,- /
- )  u v

Zti', = ,l - -AX ,

}uo }ut
A*-æ

#. #.,(#.
-, àvo, t 'æ *

/ : - l
- r l  d l t '

Tl 'l --=-
\ox

dLt'
- L - - F'dY

Avt }uz
....'.'._ J- rr- rF

AY 
' ,  

àY

, Avo âu')t  ax - -E)-

( au' av2 àu'\
n[;;* àx*Ay)

En substituant ce développement ainsi que celui du champ de contrainte (5)

dans la loi de comportement (en contraintes planes) (3), on trouve :

4,+ ncit +... = *(r-'r#-. n-'t$ * '$t *

(#.#.,$t* n(#*#. "fft. )
drr+ rt6)z+... = 

*(r'#. n-t(v#. #'*

ru{ * ,# * st. ,ttu# * '# * $t. )

lrO,+ 24oiz+ = *(r'#. n-'t# * #. i'

| . (#. #* $'t* r(*.#. #). )

Nous identifions ensuite tous les termes de même puissance en n, on trouve :
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d'ondulàtions.

À l'ordre -2

#=oet #=o 
= v-t=v-I(x)

- -0

=0

dv" A
æ 

v

uo^{  x )

v ; (x )

k, (  x )

k r (  x )

(1e)

Les deux premières équations de ce système montrent que :

uo =  uo(x ,  Y)  e t  vo  =  vo(x ,  X)

La troisième équation du système (19) nous pefinet d'écrire u0 etv0 de la façon

suivante :

f"0,,, 
Y)

L"('' x)
+Y

+X

où kr(x) etkz\) sont reliés Par :

\ , dv-lkr(x)=-l--k,(x)

À l'é.h.lle microscopique k{x) eLk2fu) sontdes constar^tes donc des données

du problème local. Puisque v0 doit être périodique en X la fonction kz6) est
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d'ondulatbrc.

nulle. Ainsi le développement approprié pour le champ de déplacement un(x)

s'écrit sous la forme suivante :

(20)

Nous remarquons que le champ de déplacement un(x) admet pour terme

principal une déflexionv't(x) et à I'ordre suivant un champ de déplacement de

type Bernoulti. Le terme principai du champ des tenseurs de déformation

correspondant à (20) s'écrit :

où:

'  - t  I  t

€(* ,y ) (u '  )  =

La loi de comportement à I'ordre zéro s'écrit donc comme suit :

eo (x,x,Y) = e6,y1(uI  )

arr_, (y^
F\O

n E (a" '  , ,av ldi, = 
,-[  N 

* 'av

^  E  . (  àu I  dv t
4' = 

r - ,,[ 'o * âY

n E (au' âuI
2oiz= 

r.r [æ. N

(2r)+ # rts)-
0\ ,du | (0
o)- ar \ t tz

+ "(+cLx,

, auÎ, )' r  
d - )

1/2 \
0)

1(o,*,r,u' +' v,*,rfl t)

, d"o^
ï

dx,
,#)

,4r\
d-x- )
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d'ondul.ations.

Nous constatons que (d, u/) est solution du problème élastique suivant :

divr*,", oo = 0

oo = A: [s1x,v l@t)-  t ' ' ]

tres = #f; D.#ç
ut(*,x,Y)

oo.nloo +

oo -nlo, =

est p- périodique Par raPPort àX'

oo .nl*

oo.r l*

0\ dro^
0)-E

(  o I /2\
\ t tz o )

- -0

=0

n est Ie vecteur normal extérieur'

Localisation

Le problème local, qui est posé sur la cellule de base Fig'9 et où x joue le rôle

d'un paramètre fixé, est donc un problème d'élasticité plane bien posé ayant

pour solution unique (modulo les déplacements rigides) (d, yl)' Nous

remarquons, dans Ia formule (21), que le tenseur de déformation total s'écrit

comme une Sorune d'une déformation locale et d'une déformation résiduelle'

cette dernière est une combinaison linéaire des trois quantités nacroscopiques

d"o^ 
ry ,, %. La linéarité de ce problème nous pennet donc d'écrire la

dx '  dxz  dx

solution sous forme d'une combinaison linéaire de ces quantités soit :
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d'ondubtions.

du0 à2..-t
oo ( x,x,y )  =æ( x)EI (x,Y )*?( x)E (x 'Y )

dvo
+ t/2ff-t- lE3 (x,Y) (22- 1)

'  duo 4(x)( ' l t2(x 'Y)uI  (* , t t , tz)  =æ(x)ut t  (x,Y )+ dxz \  
- . .

dvo
+r/2fff tWtt(x,Y) (22-2)

où I1, 22 etl3 sont respectivement les tenseurs de localisation des effets de

traction-compression, de flexion et de cisaillement' Les expressions linéaires

(22-L) et (22-2) permettent la décomposition de ce problème iocal en trois

problèmes locaux Pr, Pz et P3 d'élasticité plane posés sur la cellule de base Fig'9'

Le problème P1 de solution (D,Il1t) se formule de la façon suivante :

div11,yytr/ = 0

2t  =  A: [€1x,v l (U1] ) -  t t ]

,  (- I  0\
E '  =  

[o  0)

UIt (X,Y ) est p- périodique par rapport àX

2'  .n lo,  + Zt .n l r ,  = o

E'.nlo,  = E'  . , ]1r,  = 0

Ce pr,.iblème pennet rle cal.uler la réponse dc la cellule de base à une

déformation imposée et constante dans le sens axial' Nous considérons donc

que ce problème est un problème en traction-compression.
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d'ondulntbns.

Le probtème Pz donne la réponse à une déformation imposée dans [e sens axial

et qui varie linéairement par rapport à la variable Y. On peut donc le considérer

cornmeunProblèmedeflexion'Ilseformulecommesuit:

Problème P2 : Troave' (82, (It2) solution de:

div6,y1E2 = 0

yz =  A: [€6,v1 ( ]12)  -  t t f

e2 =(53)

IJ12 ( X,Y ) est p - périodique par rapport à X'

\ t .n loo + t2.r l r ,  = o

Et.nlo,  = 2 ' . r l ro = 0

De même, le problème P3 peut êue considéré comme |a réponse à un cisaillement

résiduel. Il se formule comme suit :

divlx,x)E3 = o

y3 = o , [ r , * , " ,J ]13) -  t ' ]

.  (  0  -1 /2 \
e" -- l_ttz o )

(J13 (X,Y ) est p - périodique par rapport àX'

Et .r lo,  + E3 .nlr ,  = 0

Et .nlo, = Et .nlr, = o
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Troisième ctupitre : Honogénéisation géométrique d'une poute ondulée d'épaisseur comparable au pas

d'ondulatiotu.

La solution exacte de ce problème peut être obtenue et la contrainte

colresPondante est nulle :

2t = 0

IJI3 = -Yt,

En fait, le déplacement U/3 ressemble à un champ de cisaillement uniforme et il

compense un champ dû à la déflexion v-t (x). ce troisième problème n'a donc

pas de contribution à la contrainte'

3.4.2.1

Après application de I'opérateur moyenne à l'équation de localisation (22-1) on

obtient l'équation suivante :

n ' ) - l
) . , v  . _ ,  \  d _ V  

-  
/  y 2  \("?,) =i\Ei,)+æ\2")

Ensuite on multiplie cette même équation (22-I) pN Y et on prend la moyenne''

On trouve.

(v4) =

La symétrie de la cellule de base entraîne des propriétés de symétrie des champs

2t et E2, qui cc.nd,tisent en particulier a''''.i relations (Annexel ' :

(zî,) = (r21,)= o

duo
E (vzl,) + # (rtî,)
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[ r t * l  
=  

"o^(r )

Iu(t,t  = n-tr- '( *)

Troisième clwpitre : Honogéneisation géométrique d'une poutre onlulée d'épaisseur comparable 4u pcg

d'ondulations.

Ceci permet de découpler les effets de traction-compression et de flexion et Par

suite on a :

("?,) = ff {rt,)
(ro?,) = # Fz?,)

pour faciliter la recrure des résurtats, il est intéressant d'introduire un champ de

déplacement "macroscopique" ou moyen :

qui correspond aux premiers termes des développements posés (6) et (7)'

Ainsi er en renant compte des définitions (12) et (13) des efforts généralisés

macroscopiques, on trouve qu'i ls obéissent à des lois de comportement

macroscopiques en traction-complession et en flexion qui sont identiques à

celles d'une poutre droite de rype Bernoulli :

N(x) = ,ryP(zi,) 4t- 
Q3)

M(x) = ,'ryFvz?,) #

3.4.2.2ry

La résolution des problèmes P1 et P2, est forcément numérique w la complexité

de la géométrie de la ceilule de base. Les solutiuns ('El' gtt) er'(8'Ut2) des

problèmes P1 et P2 déterminent |e comportement à la traction-compression et à la



Troisième chnpitre : Honogénéisation géométrique d'une poutre on'dulée d'épaisseur conparable au pas

d'ond.ulations.

f lex ionde laPout recons idérée.onrappel leque lescoef f ic ientsde

comportement homogénéisés sont les coefficients qui relient la moyenne sur la

cellule de base de la déformation à la moyenne de la contrainte u5l.

Du système d'équation (23), on déduit la définition des modules de rtgÏdités

équivalenls en uaction-compression (EA)aquiet en flexion (El)6nui de la poutre

droite équivalente'

fr^t"''
l(EI) aa"t

,*y(>i,)

,,*P?vz?,)

mesYn / çr \
T\"t t l

(ry\'F,,?,)
\ .  P ' t  ) \ r  

t )

(24)

Ces expressions semblent plus ou moins dépendre du choix du petit paramètre

l ,qu ies t tou joursarb i t ra i re .En fa i t ,onpeu tmont re r fac i iementqu 'un

changement de petit paramètre de la forme 1* = kt1 G étant une constante) ne

modifie pas les expressions des rigidités équivalentes' Si on choisit le petit

paramètre 1 ayani la dimension d'une longueur soit :

mesY\n -- -7-

où mesy\ est la surface d'une ondulation à l'échelle physique (avant

1'homothétie), Ia cellule de base et les variables X etY sont sans dimension' Dans

ce cas les rigidités équivalentes s'écrivent :

{'"o'""'
l(EI)un,'
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Troisième chapitre : Homagénéisatbn géométrique d'une poutre ottdulée d'épaisseur comparable au Pcts

d'ondulations.

Récapinlatif

On a donc subsûrué à un problème d'élasticité plane posé sur une poutre

ondulée, d'épaisseur comparable avec le pas des ondulations, un problème de

poutre élastique posé sur un segment de droite. Le problème global posé sur la

pourre droite équivalente consiste à trouver u(x), v(x), M(x) etN(x) obéissant

aux équations d'équilibres et aux lois de comportement suivantes :

+ f"=0 P. 54

+ f . .=0 P.55

+ T(x) + m(x)  = 0 P. 54

N(x) P.63

M( x) = ( EI )er,t
d2v

æ
P.63

Conditions aux limites

Dans le paragraphe qui suit nous donnons les résultats numériques des

problùmes P1 et P2 pour d:s poutres ondulé:s d'épaisseur constante' Nous

calculerons ensuite les modules de rigidités équivalents que nous comparerons

avec les résultats du. premier chapitre pour ie cas des poutres ondulées

d'épaisseur très petite devant le pas des ondulations.

dtt
= ( EA.laoui -

' a x
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Troisième clwpitre : Homogénéisation géométique d'une poutre ottdulée d'épaisseur comparable au pas

d'ondulations.

On considère une poutre ondulée d'épaisseur t constante et de Pas d'ondulation

p Fig.ll. La cellule de base est constituée par des arcs de cercles concentriques

symétriques par rapport au centre de la cellule, d'angle d'inclinaison o Fig.ll

Pour différentes valeurs de t et de O, nous avons procédé à une résolution

numérique des problèmes P1 et P2 posés sur une cellule de base (ondulation) et

ensuite nous avons déterminé les modules de rigidités équivalents de Ia poutre,

en traction-compression et en flexion. Pour les poutres d'épaisseur t très petite

devant |e pas des ondulations nous avons aussi fait ces calculs avec I'approche

unidimensionnelle du chapitre précèdent qu'on a comparée avec les calculs

numériques.

La résolution numérique des problèmes P1 et Pz a été réalisée par le logiciel

d'éléments finis ABAQUS. On a utilisé des éléments triangulaires à six noeuds et

à deux degrés de liberté par noeud. Avec ce fype d'é}éments l'interpolation est

quadratique ce qui nous a permis d'avoir une bonne convergence des résultats'

Le calcul des modules de rigidités équivalents a nécessité la mise en piace d'un

pro$arnme de calcul de moYenne.

Fig.L1
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Troisième chapitre : Homogénéisation géométique d'une poutre ottdu!ée d'épaisseur comparable au Pas

d'ondulations.

En faisant varier l'épaisseur t de la poutre, on a calculé la rigidité équivalente en

traction-compression (EA)aqut par la formule (24) en utilisant I'approche

bidimensionnelle. Le calcul a nécessité la résolution numérique du problème P1.

Ensuite on a calculé ce même module de rigidité mais avec I'approche

unidimensionnelle du chapitre précédent. Sur la Fig.(L}.a) on a représenté le

rapport des deux rigidités calculées respectivement par I 'approche

unidimensionnelle et I'approche bidimensionneile en fonction d'un coefficient

de forme qu'on a choisi égal à p/2t où p est la période des ondulations'

Le calcul unidimensionnel a été fait pour le cas où on tient compte des

déformations de cisaillement avec un coefficient de Timoshenko k = 5/6 (cas

d,une poutre à section rectangulaire) (formule (21) du chapitre II) et en

négligeant complètement le cisaillement c'est à dire en prenant k infini (modèle

de Bernoulli).

Les mêmes résultats ont été présentés sous forme de tableau (voir Tableau L)'

Fig.(12.a)

0 20 40 60 80 loo 120 l'10

Pnr

- - - -41-coef f ic ient  de Timoshenko=5/6

o coef f ic ient  de Timoshenko inf in i
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d'ondulntions.

Cellule de base pour P/2t = l7 '4 soit 4Vo

d'écart enre I'approche 2-D et I'approche
l-D de Bernoulli

Interprétation

Cellule de base pour p/2t = 5.76 soit24Vo
d'écart enue I'approche 2-D et I'approche
l-D de Bernoulli

Fie.(12.b)

Les résultats obtenus par les deux approches sont cohérents : pour des cellules

de base minces, I'approche unidimensionnelle, qui, rappelons-ie, conduit à une

formule analytique, donne la même rigidité que l'approche bidimensionnelle'

que l'on peut considérer ici comme exacte. Pour des ceilules de base plus

épaisses, l'approche unidimensionnelle sous-estime la rigidité' Comme on

pouvait le deviner, Ia rigidité équivalente obtenue à partir du modèle de

Timoshenko est inférieule à ce[e obtenue pal le modèle de Bernotr'lli : elle est

donc plus éloignée du résultat de référence obtenu par 1'approche

bidimensionnelle.

L'approche unidimensionnelle est valable (avec un écaft maximum de 47o) pout

un élancem entpl2tsupérieur ou égal à 17. Quelques cas de cellules de base plus

épaisses ont été leprésentés sur la Fig.(l2.b) : on constate que I'apploche

unidimensionnelle donne des résultats qualitativement valables (à 20 ot 307o

près), même lorsque la forme de la cellule de base diffère fortement d'une

structue élancée.

68



Troisième clwpitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur comparable 4u pa:;

d'ondulalbrc.

pl2t 125.7 50.7 25.7 t7.4 t3.26 r0.76 5.76

(Ea)e

l-D k=5/6

0.784s 12.012 9 r.09 28s.362 617.58 1088.2 4893.24

(Ee)e

l-D k infi

0.7846 t2.023 91.423 287.544 625.28 rr07.43 5092.05

(Ea)e

2D

0.7848 12.055 92.986 299.506 67r.53 l z )  L . +  L 6725.6r

'ÉcartVo

( 1 )

0.042 0.36 2.038 + . 1 L 8.03 I 1.63 z t . z +

ÉcartVo

( 2 )

0.026 0.265 r .68 À
T 6.88 10.06 24.28

Tab leau l :o=æ/8

(1) l'écart entre I'approche 2-D etl'approche 1-D (k = 516)

(2) l'écart entre l'approche 2-D etl'approche 1-D (k infini)'

Pour0=r /4

On a reporté (Fig.(l3.a) et Tableau 2) les rigidités équivalentes obtenues avec

un angle d'inclinaison plus grand que dans le cas précèdent' Les résultats sont

tout à fait comparables, mais la zone de validité est cette fois beaucoup plus

grande avec une tolérance de 4Vo,l'approche unidimensionnelle donne une

valeur correcte de ta rigidité jusqu'à un élancem entpl2tégal à 7 'Pat ailleurs' les

résultats obtenus avec le modèle de Timoshenko sont beaucoup moins bons que

ceux obtenus avec le modèle de Bernoulli.
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Troisième clwpitre : Homogénéisatbn géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur comparable au pcts

d'ondulations.

Cellule de base pour pi2t = 6.41 soit 4Vo

d'écart entre l'approche 2-D et I'approche

l-D de Bernoulli

Cellule de base pour p/2t = 3'91 soit I457o

d'écart entre I'approche 2-D et I'approche
l-D de Bernoulli

Fig (13.a)

Fie.(13.b)
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Troisième chapitre : Homogénéisation géométrique d'une Poutre ortdu!ée d'épaisseur comparable au Pa:;

d'ondulatbrc.

pl2r t26.41 9.74 8.55 7 . 6.41 3.91 3

r583 6733.27 13205.1
Ge)e

1-p lç=5/6

0.16844 437.96 655.43 1230.20

Gn)a

l-D k infi

0.16846 448.26 675.33 1285.52 t666 7531.52 t5329.34

19457.79(Ee)e

2D

0.1 687 45r.9r 686.41 1332.45 1745.66 8813.78

}1CArr. "/o

( 1 )

0 . 1 7 8 J . l 4 . 5 1 '7.67 9 . 3 1 23.6 3 2 . 1 3

EcartTo

( 2 \

0.165 0.81 1.6 r 3.52 4.56 t4.54 21.21

Tableau 2: g =nl4

(1) l'écart entre l'approche 2-D etl'approche 1-D (k = 516)

(2) l'écart entre I'approche 2-D etl'approche 1-D (k infini)'

Nous avons aussi fait plusieurs calculs de (EA)équi PouI des poutres ayant des

angles 0 différents ce qui nous a pennis de faire les même remarques que pour

@ = nl4et O = æi8. En effet pour un angle O quelconque on remarque que les

résultats analytiques et numériques sont les mêmes à quelques pour-cent près

jusqu'à une certaine valeut critique de (pl2t) où l'écart devient plus important'

Cette limite peut êtle considérée conlme étant la limite de validité de I'approche

unidimensionnelle. En effet au delà de cette limite la poutre est localement une

poutre épaisse et il est donc nécessùe d'utiliser I'approche bidimensionnelle' On

rernerque aussi que plr:s O est grand plus l'éua;i entre le calcul rurmérique et le

calcul analytique, qui tient compte du cisaillement, augmente' Dans les tableaux

I et1on remarorue que les résultats aralytiques lorsque k est infini approchent

mieux les résultats numériques'
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Tro'sième clnpitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur comparable au Pa:t

d'ondulntbrc.

Pour les mêmes Poutres que Précédemment, nous avons calculé le module de

rigidité équivalent en flexton (EI)eqri analytiquement avec I'approche

unidimensionnelle (28) (chapitre II) et numériquement (24) et faisant la

résolutionparélémentfinisduproblèmeenflexionPz.

Nous remarquons que pour o égale à æ / 8 (Tableau 3) le calcul analytique et le

calcul asymptotique numérique coTncident à -6Vo près dans la zone p/2

supérieur ou égal it. Le Tableau 4 montre que poul O égale à n / 4les deux

approches donnent des résultats analogues à 6Vo près dans la zone p/2 égal à

6t.

Comme pour |a rigidité en traction on a tracé dans |a courbe 10 le rapport entre

le calcul unidimensionnel et le calcul bidimensionnel du module de rigidité

équivalent en flexion dans le cas où O égaie à æ / 8' Cette courbe montre bien

que ce rapport est approximativement égal à I'unité lorsque l'élancement pl2t

est assez grand.

Fig.(14.a)
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Troisième chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur comparable au pas

d'ondulations.

Cellule de base pour p/2t = 5J6 soit -47o

d'écart entre I'approche 2-D et l'approche
l-D de Bernoulli

Cellule de base pour p/2t = 1.76 soit -14'267o

décart entre I'approche 2-D et I'approche
l-D de Bernoull

F ig . ( la .b )  i@=1118

Tableau3:o=æ/8

Cellule de base pour p/2t -- 9.74 soit'47o
d'écart entre I'approche 2-D et l'approche
l-D de Bernoulli

Cellule de bæe pour p/2t =2'66 soit -197o

d'écart enue I'apiroche 2-D et l'approche

l-D d'- Bernoulli

Fig .15:  @=rc l4

p  I 2 r r25.76 44.24 10.76
'7.01 ) .  / o r.7 6

rtrn,\-,/eq

1-D

0.00104 0.024'7 2.0302 8.3 l  57 16.24 t29.93 2030.2

\4/eq

2-D

0.0010370.0246 1.9935 8.08 r t5.61 tzr.66 r'716.8r

ÉcartVo -0 .18 -0.4 -1 .84 -2.9 - J . o -6.79 -14.26
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Troisième ctupître : Honogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur comparable au Pz:t

d'ondulations.

p  l 2 r t26.4r 44.9 26.41 9.74 7. 6.4r 2.66

GDq

1-D

0.00096030.02282 0 . t2 3.24 t0.94 15.005 960.337

GDe

2-D

0.00095450.02265 0 . 1  l 8 3 . 1 1 10.34 14.106 804.688

ÊcanVo -0.609 -0.7268 -r.36 Â -5.78 -o.J / -t9.34

Tableau 4: o =n I 4

Dans les figures a, b et c on représente la distribution des contraintes de

localisation, dans la cellule de base, des effets de traction-compression solutions

du problème P1 pour le cas d'une poutre ondulée assez épaisse' On remarque

que toutes ces représentations sont symétriques pal rapport au centre de la

cellule de base. La composante du tenseur de localisation dans la direction 11'

Fig. a, est fortement variable dans l'épaisseur les lignes de niveaux étant à peu

près parallèIes à la ligne moyenne de la cellule de base corlme pour une poure

droite. La composante S22,Fig.b, est d'un ordre dix fois plus petit que S11 mais

elle est plus importante que pour une poutre droite. Dans la figure c on

remarque que Ia composante de cisaillement est effectivement à moyenne nulle

sur la cellule de base mais elle est localement Presque aussi importante que la

composante PnnciPale S 11.

Les figures d, e et f représentent la solution en contrainte du problème de

localis-ation P2 (problème en fl::ion). 511 est Ia plus importante, mais les deuv'
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Troisième clwpitre : Honogénéisation géométique d'une poutre onlu!ée d'épaisseur comparable au pas

d'ondulntioru.

autres composantes ne Sont pas négligeables. DanS ce cas les lignes de niveaux

de la composante S11 suivent à peu près I'ondulation' Toutes les composantes

du tenseur contrainte Sont antisymétriques pal rapport au centre de !a cellule de

base,cequi just i f iequelamoyennedecetenseurestnul le.

3.7 guelques exemples de validation

3.T.I Nous avons calculé les modules de rigidités équivalents pour le cas de

deux poutres constituées par Ie même matériau mais ayant des surfaces

différentes et le cas de deux poutres ayant même quantité de matière mais

distribuée différemment dans les deux poutres' Dans le premier cas il est évident

que les modules de rigidités équivalents en traction-compression et en flexion

de la poutre qui a le moins de matière et donc la surface la plus petite sont

inférieurs à ceux de l'autre. Pour vérifier cela nous avons calculé les modules de

rigidités équivalents d'une poutle ondulée épaisse de surface S 1 Fig'16 et d'une

poutre ondulée de surface 52 inférieur à S1 F'ig'17 '

Fig.16 : Cellule de base d'une poutre ondulée de surface 51'

base d'une Poutre ondulée

s1.
de surface 52 inférieur à

Fig.17 : Cellule de
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Le matériau consdrutif des deux poutres est élastique isoUope de module de

Young E = 200000 MP. On note Par Rs, Rr, RF respectivement le rapport

des deux surfaces *, t. rapport des modules de rigidités équivalents en
Jz

rraction-compression des deux po 
(EA)é"(st)

ot 
"t ffi 

et le raPPort de leurs

modu1esderigiditéséquivalentsenflexionffi.Lesrésultatstrouvés

sont regroupés dans les tableaux suivants :

Troisième clwpitre : Honogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur comparable au Pcts

d'ondulations.

Ces deux tableaux nontrent bien que la poutre qui a le plus de matière (surface

Sr) a les modules de rigidités les plus élevés'

La poutre de surface 52 a une épaisseur variable et donc une distribution non

uniforme de la quantité de matière le long de |a pouue. Nous considérons

maintenant une poutre ondulée de surface 52 et d'épaisseur constante Fig'18

donc de distribution uniforme de la matière'

Fig.18 : Cellule de base d'une poutre ondulée de surface 52 et d'épaissetrr

constante.

( EA)é,( s2)( EA)â"( s t)

r7  45  .66

(EI  )éq(  S2)(  EI  )éq( s 1)
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Troisième clnpitre : Homogénéisation géométique d'une poutre on'dulée d'épaisseur comparable au pcu;

d'ondulatioru.

on calcule ses rigidités équivalentes en traction-comPression et en flexion qu'on

rapporte à celles de la poutre précédente de surface 52 Fig'17' On trouve alors

les résultats suivants :

On remarque que la poutre ayant une distribution uniforme de la quantité de

matière (épaisseur constante) Fig.18 est plus rigide que celle qui présente une

distribution non uniforme de la quantité de matière Fig'17, mais l'écart de l0To

semble assez faibte compte tenu du changement de forme imposé à la cellule de

base.

3.7.2

d'un treillis en carré.

Dans un travail antérieur, qui consiste à étudier les vibrations globales d'un

treillis en carrée, C. Gardin [15] avait déterminé une expression analytique des

modules de rigidités équivalents en traction-compression et en flexion d'un

treiltis en carré. Le Eeillis Fig.l'9 est constitué par un matériau élastique isotrope

de module de Young E, I et A sont respectivement I'inertie et Ia section d'une

barre du treillis. On note pal N" le nombre de cellules qui constituent le treillis'

Les modules de rigidités équivalents en traction-compression et en flexion

s'écrivent alors de la façon suivante :

(EI)eq = 2EI + to#

(EA)aq = 2 EA

79
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Troisième clwpitre : Homogénéisation géométri4ue d'une poune on'dulée d'épaisseur comparable au Pas

d'ondulations.

Avec:

L

Fig.19 : Treillis en carrée.

De notre côté nous avons fait un calcul de ces coefficients avec I'approche

bidimensionnelle en faisant la résolution numérique des problèmes P1 et P2 dans

le cas où la celiule de base a la forme d'un carré Fig.L9. L'élancement p/t étant

pris égal à 50.5. Le module de Young E du matériau constitutif de la strucrure

est égal à 200000 MP. les résuitats trouvés sont regroupés dans les tableaux

suivants :

( EI )eq (1) ( EI )aq Q) ÊcanenTo

0.2601 0.2604 0 .13

L-_=p
IY

(L) calculé par la formule de C. Gardin [15].
(2) calcuté par I'apProche 2-D.

ces tableaux montrent bien la bonne concordance entre

analytiques et les résultats numériques à un pourcentage d'erreur

O.l3fiopour la flexion et0.167o pour la traction-compression.

les résultats

très faible soit

( EA)aq Q)( EA)eq (1)
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Troisième clwpitre : HomogénébAion géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur comparable ctu pcts

d'ondulatioru.

3.8 Conclusion

À partir d'une méthode asymptotique classique en homogénéisation, nous avons

montré que le modèle homogénéisé d'une poutre ondulée' d'épaisseur

comparable au Pas des ondulations, est celui d'une poutre droite satisfaisant les

équations du modèle de Bernoulli. La détermination des modules de rigidités de

ce modèle, liés aux rigidités équivalentes cherchées, a nécessiÉ la résolution de

deux problèmes linéaires d'élasticité plane posés sur une cellule de base' qui ont

été résolus par éléments finis'

8 l



ouatième chapite: Modétisation asymptotique d'une plaque ond.ulée d'épakseur comparable avec le pas

des ondulatbns : app ro che tridimerciornelle

4.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est d.'étudier }e comportement de la solution

tridimensionnelle d'un problème élastique de plaque ondulée lorsque

l'êpaisseur de celle-ci, qui est du même ordre de grandeur que Ie pas des

ondulations et que leurs profondeurs, devient petite devant la longueur de la

plaque. Nous nous plaçons dans ie cadre de l'élasticité linéaire et on utilisera

comme précédemment la technique des développements asymptotiques' Il s'agit

donc d,étudier ie comportement de cette plaque grâce à une approche

asymptotique à deux échelles de variations, une échelle lente associée au plan

moyen de |a plaque et une échelle rapide associée à une ondulation' Le nombre

d'ondulations N de la plaque étant assez grand, le petit palamètre de i'analyse

asymptotique du problème 1 est défini comme précédement : on le choisit de

telle façon qu'il soit proportionnel soit à 1N soit à l'épaisseur de la plaque' Le

but escompté de cette étude est donc de trouver pour la Structure en question

un modèle équivalent de plaque plane (modèle bidimensionnel), de montrer qu'il

est de fype Love-Kirchoff et de déterminer sa matrice de rigidité équivalente'
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ouatrième chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

des ondulatiorc : app roche tridimens iowte IIe

4.2 Position du Problème

On considère une plaque uniformément ondulée autour de I'axe Oxt, Fig'20, de

longueur projetée sur cet axe égal à L et sa longueur Projetée sur Ox2 est l'

Nous désignons par pn et Hî le pas des ondulations et leur profondeur

respectivement. Le matériau consdfudf de la plaque est élastique linéaire

isotrope. On se propose de caractériser le comportement d'une telle structure

lorsque son épaisseur, la période des ond'ulations et leur profondeur deviennent

simultanément très petites devant L'

Fig.20 : Plaque ondulée .

Nous désignons par u! ( xt, x2, x j), i = l, 2, 3 les composantes du champ de

déplacements des points de coordonnées (xt, x2,.: j) de la plaque- Les

composantes du champ de contrainte seront notées par :

o f , ( x t , x2 ,x j ) ,  i ,  j =1 ,  2 ,  3 '
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Ouatrième chapitre: ModéIisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

des ondilations : approche tridimensiomelle

Nous Supposons que le champ de contrainte est symétrique soit :

oI = 4t i , i=1,2,3

LesforcesappliquéesSerontderypevolumiquedecomposantes:

f ,n  (  * , ,  xz ,  x t )  i  =  1 ,2 '  3

On définit |e champ de déformation linéarisé associé au champ de déplacement

gn de composantes (aa;) Par:

r àult â"7 .
El@n) - 

i ,æ 
. 

Ë) 
i , i=1,2'3

sur ies surfaces ondulées de la plaque, on suppose que Ie vecteur contrainte est

nul soit :

o l  n j  =  0  où t  i= l '  2 '  3  e t  i  =  I '  3

où R = nj ej estle vecteur normal extérieur au volume occupé par la plaque' On

désigne par A le tenseur des modules d'élasticité du matériau constitutif de la

plaque. Les équations gouvernant t 'équil ibre etle cornportement de la

structure sont :

faruoq(x) + fn(x)  -  o (1)

I

1  n l t t n r - r \  Q )
lo,( t)  -  A:ea(u' t ' l )

Le vecteur déplaceme îttl,l(x) s'écrit dans la base (e,,er,e3) comme suit :
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Ouatième chapiffe: Modélkation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

de s ondulations : app roche tridimcns iorne lle

U,t(x) = 4a{x) e 1 * utt2@) ez + wa(x) ej

Le problème consiste à trouver un champ de déplacements et un champ de

conffainte satisfaisant simultanément l'équation de bord iibre, l'équation

d'équilibre (1) et l'équation de comportement (2) lorsque l'épaisseur de la plaque,

la longUeur d'une ondulation et Sa profondeur deviennent très petites'

4.3 Anallse aslmPtotique

Le but de cette érude est de ffouver le modèle bidimensionnel de plaque droite

équivalente à la plaque ondulée ci-dessus Fig.20, autrement dit un modèle où

les inconnues peuvent s'exprimer à I'aide de variables définies uniquement sur la

surface moyenne de ia plaque. Pour ce faire nous allons appliquer une méthode

asymptotique à deux échelles de variations. Les variations macroscopiques

Seront caractérisées par les deux variabies x1ètx2relatives aux axes du plan

moyen de la plaque. Comme il est habinrel en théorie des plaques et des coques'

un indice grec cr,, B, etc.. ne peut prendre que les valeurs I et2. Les variations

rapides sont prises en compte pal les deux variables y, = x1/'tl ety j= xs/n' La

cellule de base Fig.ZLest décrite par les variables microscopiques (y1' y3)' Pour

simplifier la discussion, on Supposera que la cellule de base Y a un centre de

symétrie (le point O de la figure 2i)'

- [ " ' ^

Fig.21 : Ceilule de base.

(3)

' 1

P= p'l /1
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Ouatrième chapitre: ModéIisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec Ie pas

des ondulatiors : app roche tridimensionnelle

Nous attribuons aux différentes grandeurs intervenant dans les équations (1),

(2) et(3) les développements asymptotiques suivants qui sont sous une forme

analogue à celles utilisées aux chapitres précédents :

6't(x) = o0(xrxz,!t,l) + Tl 6tkt,x2,l1,!j) * "'

ulF) = uf (xbxz,!rl) + r7 u/1*,,x2,!1,!j) * "'

uzqF) = uz|(xt,xz,!t,!) + Tl Ltzt(x1,x2,11,!j) * ...

w'\ (x) - n'' r' 
t ( * px2,! 1,1 ) + w0 (x px2,l t,l ) + r7 w] (x,,xz,l t,l ) * "'

f ,'(r) = 710 (x px2,l t,l t)

fr' (r) - fro ( *,,*r,r t,r t)

frn (r) = q ftt (* p*r,l t,l I

r - 1

d  - t d-  +  n ' -- l  . \

dxt dYr

a -ra' n  ' -
= - t l a

dxt o lt

La géométrie de la structure est bien sûr périodique. Nous supposons que les

différents termes de ces développements sont des fonctions périodiques de la

variable microscopique yr. La suite des calculs est classique en homogénéisation

et consiste àreporter ces développements dans les équations (1) et (2) en tenant

comDte de la relation :

(4)

(s)
(6)

(7)

(8)

(e)
(10)

(1 1)

a
=

à*,

Ensuite on identifie dans les équations qui en ressortent les tennes de même

puissances en Tl, ce qui conduit à de nouvelles équations auxquelles on

applique l'opérateur moyenne qu'on définit par :

(.) = 
#j I Ir( ')dYtdYs
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Ouatrième chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

des ordulatiors: app roche tridirrcnsiornelle

où mes(Y) est cette fois-ci la mesure de la surface ondulée de la cellule de base

qu'on note par r.

Nous obtiendrons par la suite les efforts macroscopiques. Enfin nous

montrerons que les champs de contraintes généralisées macroscopiques

satisfont les équations du modèle de plaque droite.

4.4 Modèle homogénéisé

4.4.1

Nous reportons le développement (4) du champ de contrainte et les expressions

(8), (9) er (10) des efforts volumiques dans l'équation d'équilibre (1) en tenant

compte de (11). Ensuite nous identif ions les différents termes de même

puissances en 1 et nous obtenons :

A l'ordre -l

div, oo = 0

A l'ordre 0

àok ,- - r

ày i

(r2)

+ ft" = 0 (13)

à olt
ày i

* 
âooot = o
à * o

(14)

on appiique I'opérateu moyenne aux équations (13) et (14) en tenant compte

des conditions aux limites et de périodicité, on trouve :
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Ouatrième chapitre: Modétisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec Ie pas

des onlul.ations : approche trid'imensionnelle

^ l  n  \

\91 *(ri) =o
oxp

M-=o
à*p

)NaF, în

oxp

A l'ordre 7

UtJ * 4b * f ' ,  = o A'eci=l,3
ày i  à  xo

on applique l'opérateur moyenrte à c:ltte équation et on cbtient :

( /5-  / )

(15 -  2)

Avec les conditions d'anti-périodicité de o0 .n et de surfaces libres, on montre

facilemenrqu. (o$) = O 
"t 

(tt ols) = 0 (Annexe2)'

En faisant }a même analyse que dans le chapitre ff|, on définit les contraintes

macroscoPiques de membrane Par :

mes(Y) t -o  \  (16 )
NoB(x1, xz) --  n P \oâB)

et on définit les efforts surfaciques macroscopiques par :

fo(xt, xz) = nryy(f:)

L'équation (i5-1) permet d'écrire :

(r7)
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Ouatrîème chapitre: ModéIisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec Ie pas

des ondulations : approche tridimensionnelle

a("Lt) * 1r{\ = o
a* 

- \ 'r:/

On déf,rnit l'effort macroscopique de cisaillement par :

Qo(xr, xz) = n'*"{)-GLr)

et on pose :

ft(*t, xz) = n'ryyUi)

On trouve gue Qu vérifie l'équation d'équilibre suivante :

àQo, în
- ; - - J 3 v

dxa

La contrainte généralisée macroscopique en flexion est définie par :

Mop(x1, xz) = ,f ry(troo^,p)

(18)

Maintenant, si on multiplie l'équation (13) par y3 et on y applique I'opérateur

moyenne, on trouve alors :

W-G;,; *(r,d) = o
à * o  \ P

(1e)

(20)

Posons :
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Ouatième chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec Ie pas

des ondulntions : app roche tri-dimensio nnelle

mo(x1, xz) -- n'*"{)-(yrf l)

Les contraintes généralisées macroscopiques en flexion vérifient donc

l'équation d'équiiibre suivante :

aM-^--=-oP 
+ Qo + trl6 = 0

àro 
-P P

(2r)

Les équations (17), (19) et (21) sont bien les équations d'équilibre d'une plaque

plane.

4.4.2 Traitement de Ia loi de comportement

compte renu du développement du champ de déplacement (5), (6) et (7) le

champ de déformation se développe de la façon suivante :

90



Ouatrième chapitre: ModéIisation asymPtotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec Ie pas

des ondulations: app roche tridimeuionnelle

slt = ,''#.

e!,=#.n
dxz

,( t* a"i-) . .' ' [ â " ,  
ù ,  )

( a"?
[ â',

r l
du;-+
ôrt

ets=r'#*r-'#*# + rff.

2eT" = n-'4.(Y. +. +l .t' dYt \ dxt dxz cUt )

,(#. #,. #).
2et,= ,-'{. n'(T.#.#).

(# . # . #). ,(# . # . #).
2er, = ,'(T. H.(y. #).,(y.

à"1\
_--3- | -l

1 lcrys )

On introduit ce développement ainsi que celui du champ de contrainte (4) dans

la loi de comportement (2). Ensuite on identifie tous les termes de mêmes

puissance en î1. On obtient aux premiers ordres les résuitats suivants :

À l'ordre -2

r - 1
o1^:

L 0

ùs

aw-I =
ù,

- t  - l  ,
w-' = w-t ( x1, xz)

9 l



Ouatième chapitre: Modélisation asymltotique d.'une plnque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

des ondutations : approche tridirnensiornelle

À l'ordre -7

On obtient d'une part te système d'équations suivant :

,)+*
oJt

,+ = o
cDt

,)+=o
CDE

dw"
I tw

ùs

,4+(t-
olt

àrr? *aw-t *fuo =o
ùt ârt ùt

pour satisfaire ce système d'équations, u! et ,0 doiu.n[ s'écrire sous la forme

suivante, où apparaissent des fonctions définies sul le plan moyen qui sont la

flèche à l'ordre -1, des composantes du déplacement des points du plan moyen

,f t *1, x2) et *,' (r,, x2) etaussi une fonction k(x1, x) qui reste à préciser :

u !  =  , t ! ( * r ,  x2 ,  y t )  =  k (x t ,  x2) l t  +

*o  =  .o ( * , ,  x2 ,  y t )  =  - (k (x t ,  x2 )  +

*,  (  * , ,  xz)

M ,  r
tti' ( x1, xz )

-  - t
dtv 

'
-  ) \ ) t  f

1  t J  I

dxt

Comme toutes les compisantes du chanrp de déptacernent doivent être

p-périodiques en yr, la fonction k(x1, x) se déduit de Ia flèche Par une relation

de type Love-Kirchoff :
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Ouatrième chapiffe: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec Ie pas

du orràrlottons : app roche tridimensionnelle

Aw-t
k(  x , ,  x . t )  =- âx,

D,autre part on obtient aussi I'expression de la composante du champ de

déplacement selon la direction 2 soit :

r - 1

â ,ror(r , ,  x2, ys) -  -rs i  + uY (xt ,  xz)
I a"2
l -

lù'
I
I a"o,
l -
t ' \
I  d \ r

-  - r
-L  d rv '  =  o, 

à,,

=0

En récapitulant on trouve que le développement asymptotique du champ de

déplacement s'écrit de la façon suivante :

[n (y )  -  r1 - tw- tçx , ,  x2)e j  +'çr ,gç* i ,  
, r ,  ls)eo + uvo(x1, x2)ej)  + " '

r - /

où , , roo(x1,  x2,  yt )  = -vt f f  + 
" ! (xt '  

xz)

On remarque donc que le champ de déplacementllq(x) admet au premier ordre

une déflexion w-l(xr,xr) et à l 'ordre suivant un champ de déplacement

horizrrntal de type Lov e-Kirchoff '

A l'ordre zéro:

. A cet ordre la loi de comportement s'écrit :

oo  =  A: (erQ' )  -  t * ' )
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Ouatrtème chapitre: Modélisation asymPtotique d'une plaque ondutée d'épaissear comparable cvec le pas

des ondulations : app roche tridimensiotnelle

comme dans le chapitre précédent, la déformation résiduelle fictive se

décompose en un terme de membrane' un terme de cisaillement qui ne créera pas

de contrainte et un terme de flexion :

, ( t  M â"K\^  ^  I  àwor-
e!t,  = -! [  9P . +l6,o6ip - ;  L \ôiaô;-r + ô,rôro)-q  

2 \àxp 
^ ,0_! " )  

' '  t  dxa '

d - w '  .  c
+  ) : -  o iao  jF

d  xBo  xd

A ce stade de calcul, on Se retrouve avec une formulation claire et simplifiée du

problème local. En effet, il s'agit de résoudre un problème d'élasticité linéaire

posé sur Ia cellule de base qui consiste à trouver (o0, ut) solution de :

div, oo = 0

o!1= Ai1^n eo^^

,?i = eii,(ul) + i(#. #)6ioôip

6is6ia) -  , ,#,6io6p

a,F=1 ,2e t i ,  j , rn ,n=  l ' 2 '  3

UI p-Périodiqueen Y,

oo .n est antiPériodique en I t

oo .n = 0 sur les surfaces libres

4.4.3 Localisation

^ l

Le problème local ainsi posé admet une solution unique (ou, (J' ) (modulo les

ftanslations). Cependant on peut remarquer qu'il se formule comme un problème

-1 
;
L

Yt 6 io6i t
o x a
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ouatrième chapitre: ModéIisation asymptotique d'une ptaque ondulée d'épaisseur comparable avec Ie pas

des ondulations: app roche tidimensiomelle

à déformation résiduelle ce qui facilitera sa résolution numérique. Cette demière

s'écrit comme combinaison linéaire :

- des déformations macroscopiques de membrane :

t(auy , a"l\
EoF= tlr*. a*)

- des variations de courbures de la surface moyenne de Ia plaque :

^  /  - I

- t  d - w '
L n R

" 3 o  x a" ^l-

- et des déformations macroscopiques de cisaillements :

u t (x t , x2 , !1 , ! s )  =  uo ï (y t , y t )  €og  +  uo(y t ' : ' t )  €a3

+ voï  (y t ,yr )  K;h

ce qui permet d'écrire le champ de contrainte sous la forme suivante :

I  âvvo
cAJ ^ -. t

Z O X d ,

La linéarité de ce problème nous pennet d'écùe la solution en déplacement et

en contrainte comme combinaison linéaire de eop, to, €t K;h @,9 = 1,2) qui,

sont indépendants des coordonnées microscopiques lt etlt, et qui peuvent être

considérés à l'échelle microscopique comme des données du problème local' A

cause de cette linéarité, il existe donc trois champs de vecteurs de localisation

des déplacements UoF (y), V"F (y) et(Jd(y) en sorte que la solution UI

s'écrive sous la forme :

(22)
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Ouatième chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

des ondulations: approche tridimensiornelle

4?,,x2, ! t , ! t )  
= sf fF(t t ' t )  eor *  *çF(t t ' l )  K;h

+ r f  (Y t ,Y  )  Ea3

(23)

Les tenseurs de

localisations des

comportement:

l0calisation des contraintes sont reliés aux vecteurs

déplacements Par des relations déduites de la loi

de

de

.dp -
"ij

't aB

A 
o'j^^' 

* An rj^n Ay^ 
'^ tia|

: A B
^ ù^' - v An ii^n dy^ 

' s'^ iia7

(24)

(25 )

(26)
, l= A, i^n H. 

2A,10,

où i ,  j ,  m= ! ,2,3 et  n = 1,  3

Les relatio ns (22) et (23) nous peEnettent de décomposer le problème local en

une série de huit problèmes élastiques, posés sur la cellule de base Fig'21'' trois

pour |a localisation en membrane, trois pour la localisation en flexion et deux

pour |a localisation en cisaillement. Il s'agit de problèmes intermédiaires entre

I'élasticité bidimensionnelle et l'élasticité tridimensionnelle' Les champs sont

définis sur la cellule de base bidimensionnelle, mais il y a trois composantes du

champ de déplacement et six composantes du champ de contraintes comme

inconnues. Lorsque le matériau est isotrope, on peut décomposer chacun de ces

prohlèmes en un problème plan (déformations plr-nes) et un problème antiplan'
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Ouatième chapitre: Modélisation asymPtotiqae d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

dcs ondutations : app roche tidimercionnelle

Etude de la localisation en membrane'

D'après (12) et (24), les problèmes de locaiisation en membrane, Po9, consistent à

trouver (Sa,P,UdD tels que :

div, SeP = 0

.ç,qP = A;;-. 
à="1! * Ailapo ii - tlumn 
à y,

UdP p-périodique en lt

SoÊ .n est antipériodique en J t

SoF .n = 0 sur les vtrfaces libres

Pour un matériau isotrope il est possible

localisation en membrane en un problème

prolème antiplan- Décomposons d'abord le

cellule de base :

de décomPoser le Problème de

plan (déformations Planes) et un

déolacement selon le PIan de la

[u*
lur"n

= (lP"P + ul|e,

= uîFt, + uI,r,

La décomposition analogue pour les contraintes infoduit des contraintes SPaF

dans le plan de la cellule de base, des contraintes de cisaillement antiplan SAaF

et des contraintes nornales Sff :
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Ouatrtème chapitre: Modélkation asymptotique d'une plaque ondu!ée d'épaisseur comparable avec le pas

ttzs ond,utations: approche trilimensiornelle

SaP =SP"P + SA"P + Sl le2@e2

SPOP

sAoP = sAf! (e,a e, + er9 e,) + seif Qt@ e, +

+  e j@e , )

e2@ e  j )

La première étape consiste à résoudre le problème plan (déformations planes)

qui est défini dans le plan (yr, Y:) et qui permettra de définil le déplacement plan'

les contraintes planes et les contraintes normales sit ,itse formule de lamanière

suivante :

div SP"B = 0
v

^ â tno7
ona| _ ^. .  + + AUaF avec t ,
o r i j ' -  I l q m n  

â y ^

si\ = E6ro6rp + u(sPf,B + sPi!)

UP"P p-périodique ei7 lt

SP"F .n est antiPéiodique en ! t

SP%F .n = 0 sur les bords libres

La deuxième étape consiste à déterminer

suivant:

ufP solutiondu problème antiPlan

j ,  tn et n = l ,  3

(SP)
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Ouatrtème chapitre: ModéIisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

des ondulntbn:t : approche tridimensionnelle

AulP(11,  t t )  =  o

"iP 
P-périodiEte en ly

àulï à"iP
1",+ t " t  

= - (6n6zp + 6ro6,p)n,sur lesbordsl ibres '

Etude de la localisation en flexion

Les problèmes de iocalisation des effets de flexion consistent à trouver

(moï, Vafl verifiant :

div
I

n R
m:F

vdB

maF

mdF

ma?=0

) 'aB
- ^ "  u ' m  -  l j A i l a p- numn 

à y,

p - périodique en I t

.n est antiPériodique en |t

.n -- 0 sr'tr les bords ondulées

En faisant la même remarque que précédemment, les fois étapes sont identiques

à celles du problème en sap sauf que la déformation résiduelle fictive dans ce cas

est linéaire en )3. En effet, on décompose Ie déplacement selon le plan de la

cellule et les contraintes de la façon suivante :

= vp"P + ,Iït,

= 'lÊt, + '19t,
lr*
\,,*
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Ouatrtème chapitre: ModéIisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épakseur comparable avec Ie pas

des ondulations : app roche trilimensio nnelle

et

mdp

mPdp

mAdp

-- mpaï + mAdP + mfter@e,

= mPffe,@e, + mPffer@e, + mrff(r , t ' t  *  er@e,)

= ,ùi ! (e,@e, + ez@r,) *  ,ûî f(er@e, + er@er)

Le problème plan (déformations planes) se formule comme sult :

itiv mPoF = 0
v

^ âvpT!
mPffF - Aii,n ;" 

- ljAqaP

rnîg = -Ets 6ro619 + v(mPif

VPaP p-périodique en lt

mPoF .n est antipériodique en

Av lP (11,  t t )  =  o

uiB P-périodiEte en Yr

Au:P AoiP

&",+ &", 
= y,(6,o6rp

mPo7.n= 0 sur les bords l ibres

Le problème antiplan permet de détermircr vl7 tel que :

avec i,  j ,  m et n = I,  3

+ -rPqP\
J J  

I

+ 6ro6,u)n, sur les bords libres'

(mP)

) r
J f

100



Ouatrième chapite: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable attec Ie pas

des ondulations : approche tridimensionnelle

Etuile ile la localisation en cisaillement

Les deux derniers problèmes sont des problèmes en cisaillement' Ils se formulent

ainsi:

divrcd -- 0

r4 = A;;-- %' * 2Aiiat' t i i  - taumn 
ày^

(Ja p-périodiEte en lt

Ta .n est antiPériodique

Ta.n - 0 sur les surfaces ondulées

Les problèmes en tq tessemblent au problème P3 du chapitre précèdent et ont

donc une solution en contrainte exactement nulle'

4.4.4 Lois de comportement macroscopiques

On applique |'opérateur moyenne à l'équation de locaiisation des contraintes

(23). On se ramène à l'équation macroscopique suivante :

("4) = (s' iBQ,,t,)) 'ru * (* 'Jp(Y,,Y,) )"; l

En faisant de même mais en multipliant cette fois-ci l'équation (23) pat Yl' on

r;ouve alor: :

(troo,B) = p,s'Ja(v,,vr)) E'v6 * (tr*'u^(r,'r,) )*;j 
(29)

(28)
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Ouatrtème chapitre: ModéIisation asymPtotique d'une plaque ondutée d'épaisseur comparable avec le pas

des ondutations : app roche tridimensiornelle

La périodicité des champs de déplacement et de contrainte ainsi que la symétrie

de la cellule de base montrent qu'il y a découplage entre les effets de membranes

et de flexion soit (Annexe 2):

lfu':u(v,'vr) ) = o
l
I

f(r, sfp(t,,t,)) = o

D,après la propriété d'isotropie du tenseur de raideur A, les quantités

Atrn,AtsnetAljp sont nulles. En conséquence le problème plan (SP)

d'inconnues SP/2 et(JPI2 correspond à des données nulles' La solution

est donc nulle.

Ceci permet de conclure que:

sP12 - o, donc slf = sl3 = si3 = sl? = o

De même pour le problème plan (mP) en (m12, ytz) soit:'

*l ' ,=*'r3=*!3=*13 = 0

Pour se ramener à l'échelle physique ou reelle, on pose

w(xt,  xz) = q-tr- t(*1, x) :+ Kop(x1, xz) = q-|rcolp(xt '  xz)

Ainsi en utilisant la définition des contraintes de membrane et de flexion

macroscopiques (16) et (20), on obtielt les lois de comportement

macroscopiques suivantes :

ue:
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Ouatrième chapite: ModéIisation asymptotique d'une plaque ondutée d'épaisseur cornparable avec le pas

ttes ondulatiorc : approche tridimensionnelle

Une conséquence du résultat précédent :

/  n \  /  n \("i,) =\v'4)=o

est que :

(tîr) =(r,*ïl)=o

La loi de comportement généralisée macroscopique en membrane s'écrit alors :

NaF -- ,ry((',;(y,,vr)) etr * (""'r(t,,tt)) €zz *

(' l 'p (r,,rr)) t")

MoB -- -n'ry(Q,*'Jg (y,,yr))",, * (t,^?ip(v,,vr)) Kzz *

(r,^'iu(r,,rr)) *,r) ( 3I)

Nrr = 
,%rYsP((( ' , ,  

tult)) + t)ett +

( (  e1, { t t22))  +  v)er r )

N,z = 
;rrryyQtQ,,{ult)) 

+ I)Ett +

(u(r , , tu22))  + I )ezz)

Ntz = #"rry(G,rrut2)\ 
+ 1/2)e,,

(30)

En flexion cette loi s'écrit :
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Ouatrième chapîte: Modétisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

des o ndalations : app roche tridimensio rnelle

Mn =

_*r'ry(t(t,r,,(v,,)) - (r,'))rc,, +
((t f  , ,(v" )) -  v(v321*")

-*n'ry(r((y,r,,ut')) - (r,'))rc,, +

çv( t je t tg"  ) )  -  ( r r ' ) l * " )

- *r' 
ryP(Q,',,(v,' )) - (r,')) *,,

4.4.5 Coefftcients d' élasticitê homogénéisés

Des lois de comportements macroscopiques (30) et (31), on déduit les

coefficients de ngidités équivalents de la plaque' Par un raisonnement simpie

utilisant la périodicité en y1 et le fait que le vecteur contrainte est nul sur les

surfaces ondulées, on montre que la matrice de rigidité équivalente est

symétrique soit (Annexe2) :

( ' i f  (r,,rr))

(r, *if (t,, t,))

On remarque donc que le matériau équivalent est élastique orthotrope' Sous

forme matricielle la loi de comportement en membrane du matériau équivalent

s'écrit:

{ ( ' , '

L(,,

f''".]
I"'l
It,,J

ft,) (', ' c' ' o
t t l

Ir,'I=1", c,, 0
[t,,,,l Io o c,,

(y r ,  y r ) )  =

* ' jp(t , , t r))  =
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Ouatrième chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable arcc le pas

des onlulations : approche tridimensionnelle

En flexion elle s'écrit comme suit :

(  M,,\  (D,, Dtz o ) (  
"rr)

lr""l=1r,, ll ,,1
l""r I 

Dzz 0llor

\M,rJ |r. o o Dtt ) \K,t )

Avec:

C,,

C,,

Czt

cn

cr

Avec:

Dtt

Dtt

Dzt

Drz

Dr

*rry(P,,{utt1)+ /)

*rry(Q,,w,1)+ v)

*rry,(k,,pt'))+ /)

,+r*P(u(',,(u")) + /)

,kr*y(rk,,@')) + I/z)

*r' ry((-r,',, (v" )) * (rr'))

*r' ry((-r,',, (v" )) * u(r,'))

T+ r' ryu((-r,',, (v" )) * (','))

*r: 
meIY) (v(-rre,, (v")) * (r, '))

*n'ry((t,',,(v'')) * (rr')) '
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Ouatième chapitre: Modétisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec Ie pas

des ondulations : app roche tridimensionnelle

["' 
= vctr

lo,,

On remarque que :

4.5 Récapitulafif

Par une méChode d'homogénéisation asymptotique on a réussi à réduire un

problème tridimensionnel posé sur une plaque ondulée en un problème

bidimensionnel posé sur le plan moyen d'une plaque équivalente à la plaque

ondulée. Ce dernier problème consiste à trouver ,t! {11, x2), w(xt, xz),

Nog(x1, x2), MoB(xt, x2) et Qo(*t, xz) vérif iant les équations suivantes :

âNoa .  r  , \' + f -=u
1  " uoxp

âQo , rn
;- 

-r 
J3 r

dxo

aM _^
*+Qo+md=0

dxp

P. 88

P. 89

P. 90

P. 104

P. 105

{N} = [c]{e}

i{
I
l.(

M'i = [P]{r i

ionditions aux limites -
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Ouatrième chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondu!ée d'épaisseur comparable attec Ie pas

des onlulatiots: aPProche tridimensiornelle

4.6

Dans ce paragraphe, nous allons effecrué le calcul numérique des coefficients de

la matrice de rigidité équivalente d'une plaque ondulée. Le matériau constirutif

de la plaque est élastique isotrope de module de Young E égal à 2. 105 MP et de

coefficient de Poisson v égal à 0.3. La plaque est d'épaisseur t constante et

d'angle d'inclinaison O. Sur la Fig.22 on a tracé la projection de la strucrure

dans le plan de I'ondulation. Une ondulation est en fait constituée par des arcs

de cercles concentriques et symétriques pal rapport au centre de I'ondulation'

Dans ce paragraphe I'angle o estpris égal àtt 14. Les résultats trouvés seront

comparés à d'autres résultats analytiques ou empiriques concernant les plaques

ondulées d'épaisseur très petite devant le pas des ondulations' Dans cette

application numérique nous avons choisi 1 égale à 0.1' Dans ce paragraphe

nous n,allons pas faire le calcul numériques des coefficients de rigidités c33 et

Dlr .

Fig.22
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Ouatième chapitre: Modétkation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaissear comparable wec le pas

des ondulations : approche tridimercionnelle

4.6.1 Calcul des rigidité en membrane Ctt, Ctz, C21 et C22

Après résolution numérique du problème en (sp// , uPtt) on trouve à partir de la

loi de comportement que :

sll=v(srll +sP#)

ce qui permet donc de calculer

(SPzz, UP22) pennet de calculer

dans le tableau suivant :

C12. Ensuite la résolution du problème en

C21. Les résultats numériques sont regroupés

olZt 126.41 63.9 t 54.04 26.414

Cr 0.1  85 1.4597 2.424 2r .733

'('"#) 2.376 tO-5 1.4910-5 5.0210-5 ^ 1 l0-s

C t c 0.0556 0.437 0.'t273 â 5 )

Ct t 0.0s56 0.431 0.72'728 6.5199

Cro /Cr l ,  1 0.3 0.3

On remarque donc que C12 et C21 sont identiques et que le rapport C12lC11 est

pratiquement constant. De ce fait on rettouve que le coefficient de Poisson

"effectif' du matériau équivalent qui est dénni corlme étant le rapport entre la

rigidité équivaiente en membrane dans la direction 12 CLz et celle dans la

direction 11 Cl1 est le même que celui du matériau constitutif de la plaque

ondulée :

%=çr=v
Ctt

La résolution du problème eî (5P22, UPz2)permet aussi de calculer C72 erreffet :
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Ouatrième chapitre: ModéIisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable ovec le pas

des ondulatiors : approche tridimensiomelle

siî = E + v(sPf? + sPllt

Comme la plaque ne présente pas d'ondulations dans la direction de I'axe Ox2,

on devine que la rigidité de membrane dans ce sens est voisine de celle d'une

plaque droite. En faisant varier l'épaisseur t de la plaque on a fait le calcul de C22

et on l'a rapporté à la rigidité membranaire dans la direction 22 d'une plaque

droite de même éPaisseur soit :

cl, = :+ t est l'épaisseur de la plaque'
1-  v '

On désigne par R le rapport entre les deux rigidités. Les résultats sont regroupés

dans le tableau sulvanl :

pl2r 126.41 54.04 26.414

Ct t 886.  r2 r767.33 2096.66 4384.46

)
"22 8'79,r2 17 58.24 2087.91 4395.6

R 1.0079 r .0051 1.0041 0.99

Le tableau nous montre que les deux résultats sont très voisins.

4.6.2 Calcul de Ia matrice de rtgidité en flexion Dtt, Dtz, D21 etD22

La résolution numérique des problèmes en (mPtt, VPI) et (mP22, VP22) pennet

le calcul de D12, D21 et D22, aî effet :
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Ouatrième chapitre: ModéIisation asymptotique d'une plnque ondu!ée d'épaisseur comparable avec Ie pas

des ondulations : approche tridimznsiomelle

v*li = vpPll

y*lzl = v (ts*Pll + ys*Pli)

vn\| = vflPll

yp33 = Ey3 + v (yrmPff + y3mPll)

Les résultats numériques de Dtt, Dtz et Dzr sont regroupés dans le tableau

suivant:

ol2t 126.4142 63.91 54.04 / .o.+ L+L

Dr r 0.00104 0.0083 0.014 U .  I '

nt (rr*r!!) 1.5 l0-7 7.25 lO-7 2.21i0-7 g:75. rc'7

Dzt 0.000314 0.002s 0.0042 0.039

T- \ . ^v  l L 0.000314 0.0025 0.0042 0.039

D 1 2 l D 1 1 U . J 0.3 0.3 U . J

On remarque que le rapport Dp/D11 est constant et égal au coefficient de

Poisson effectif défini précédemment soit :

Dtz=çtr=v
D,,

Nous avons aussi effectué le calcul numérique deDzz qu'on a comparé avec un

calcul analytique de cette rigidité équivalente i301. Ce calcul a été fait pal L'

Siad et M. Potier-Ferry lors d'un contrat industriel. La structure à étudier est une

tôle ondulée d'épaisseur constante et très petite devant la lurr$Ue'ai d'une

ondulation. La projection, dans le plan des ondulations (x, z), d'une cellule de

base (une ondulation) se présente ainsi:
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ouatrième chapitre: Modélkation asymPtotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas

des ondulations: app roche tridimensiornelle

z(x)

{

On désigne pal s l'abscisse curvilig3e et t l'épaisseur de la tôle' Une ondulation

est constitu é pat deux arcs de cercle de même rayon et symétriques par rapport

au centre de l,ondulation. On prend O égal àn 14. La formule analytique du

module de rigidité en flexion dans la direction 22 s',êcit

Dff  = EI*  = Et l l '22(s)ds

où I* est le moment d'inertie d'une moulure pal rapport à I'a're des x'

En faisant varier l,épaisseur t de la tôle, on calcule cette rigidité par t'approctie

tridimensionnelle et en utilisant I'expression ci-dessus' Les résultats de calcul

sont regroupés dans le tableau suivant :

On en conclut que les résultats analytiques et numériques coincident pour des

épaisseurs très petites par rapport à ta période des ondulaûons' Au delà d'une

limite, qui dépend de l'écart qu'on peut tolérer, le modèle analytique n'est plus

valable et il faudra dans ce cas utiliser le résultat de I'approche tridimensionnelle'
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Ouatrtème chapitre: ModéIisation asymptotique d'une ptaque ondulée d'épaiuseur comparable avec le pas

d"t 
"^drl"rl"ns: 

app roche tridimersiornelle

4.7 Exem\les de validation

Dans ce qui suitnous allons calculerles modules de rigidités équivalents D11et

D22dedeuxtypesdeplaquesquenousal lonscompaleravecleursexpressions
empiriques trouvées dans la littérarure'

4.7.1

l2rl

on considère une plaque mince renforcée symétriquement par rapport à son

plan moyen, de matériau constifutif élastique isotrope de module de Young E

ê,gaieà 2.10s MP et de coefficient de Poisson v égal à 0'3, le renfort a un module

de Young E',Fig.23.Les expressions analytiques, se basant sur I'expérience' des

modules de rigidités équivalents en flexion de la plaque Dtt etD22 sont données

par [21],  [18] et }al :

Et3Dtt = TIT -fr

Et3  E ' I
Dzz = 

nU-A+;

Fig.23 : Plaque consnlidée par des pièces de renforts équidistantes
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Ouatrîème chaoitre: Modélisation usymptotique d'une plaque ondu!ée d'épaisseur comparable avec le pas

des ondulntbrc : app roche tri'dimensiormelle

Nous considérons une plaque renforcée symétriquement par raPPort à son plan

moyen par des pièces de renforts Fig.23. Les caractéristiques géoméEiques de

cerre plaque sont : p/t égal à 25.5 et t/h égal à 2. Nous supPosons que les

modules de young E et E' sont égaux. Nous calcuions les rigidités équivalentes

en flexion D11 et Dzz Pt les expressions données en [21] et PaI la méthode

adoptée dans ce chapitre. Les résultats de calcul sont regroupés dans le tableau

suivant:

(1.) calculé par la formule [21]'

(2) calculé par I'aPProche 3-D'

Ce tableau montre que le calcul analytique et le calcul numérique coincident à

2.7I7o près pour la rigidité à la flexion dans la direction 11 et à 2957o près pour

la rigidité à la flexion dans la direction 22, ce qui représente un écart très petit'

4.7,2

Pour le cas d'une daile renforcée pal une série de nervures Fig'24 les

coefficients de rigidités à la flexion D11 et D22 ont été estimés par le biais de

|'expérienc e l2|l et ils sont donnés par les expressions suivantes :

EPt3
lJtr = ------------- 

? ,t t  
1 2 ( P - t - t a - )

F I
D z ,  =  

P '

p

tzr)

où E est le module de d'Young du matériau constitutif de la dalle' I est le

moment d'inertie d'une Section en T de largeur p et G est le rapport de l'épaisseur

de la dalle et de la hauteur d'une neryure'

0.001r72
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Ouatrième chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec Ie pas

des ondulatiot$ : aPP roche tridimensiormelle

fig.24: Daile renforcée par une série de neryures équidistantes.

Pour une dalle ayant les caractéristiques géométriques suivantes :

p/ t  = 51, hJt= 4 et  WP = 0.156

de module de Young égal à 2.105 MP et de coefficient de Poisson égal à 0'3'

nous avons fait le caicul des modules des rigidités en flexion D11 et D22 en

utilisant les expressions [21] et en suivant la méthode adoptée dans ce chapitre

(approche 3-D). Les résultats de calculs sont regroupés dans le tableau suivant :

(1) calculé par la formule [21].
(2) calculé par I'aPproche 3-D'

On remarque que les résultats analytiques et les résultats donnés numériquement

par l'approche tridimensionnelle sont identiques à0.27o près pour D11 et -2'977o

près pour D22.

Drr  Q)
0 .0023160.002380 .0010880 .001087
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Ouatrième chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ond'ulée d'épaisseur comparable avec le pas

des ondulatiors: app roche tridimensionnelle

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que le modèle équivalent d'une plaque

ondulée, d'épaisseur du même ordre de grandeur que la longueur d'une

ondulation, est de type Love-Kirchoff. Nous avons aussi montré que le matériau

équivalent est élastique orthotrope. La matrice de rigidité équivalente en

membrane et en flexion est entièrement déterminée par la résolution de six

problèmes d'élasticité tridimensionnelle. Dans le dernier paragraphe de ce

chapitre nous avons montré que cette approche peut aussi S'appliquer à des

sûucfllles raidis ou généralement des strucfures de géométrie périodique'
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Conclusion qénérale

CONCLUSION GENERALE

Dans ce rapport nous avons dans une première partie réalisé I'homogénéisation

géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur petite devant le pas des

ondulations. Le modèle de départ est celui de Timoshenko qui tient compte des

déformations de cisaillement. Le modèle homogénéisé est une poutre droite de

type Bernoulli dontles rigidités équivalentes s'expriment aussi bien en fonction

du matériau constitutif de la poutre de départ que des caractéristiques

géométriques d'une ondulation. Cette modélisation pennet surtout de simplifier

toute étude de stabiiité ou de rupture d'une poutre ondulée ou généralement

une poutre de strucrure géométrique périodique puisque ce résultat est aussi

valable pour d'autres lypes de géométrie.

Dans la deuxième étape nous avions fait une érude analogue mais plus générale

concernant une poutre onduiée assez épaisse c'est à dire dont la période et

l'épaisseur sont assez proches. Le modèle homogénéisé est également de type

Bernoulli. La détermination des modules de rigidités équivalents passe par la

résolution de deux problèmes linéaires d'élasticité plane (contraintes planes)

posés sru une cellule de base (une ondulation). Cette résolution a été faite par

un code d'éléments finis. Nous avions ensuite confronté les deux approches

unidimensionnelle et bidimensionnelle pour le calcul des modules de rigidités

équivalentes en traction-compression et en flexion dans le cas d'une poutre

ondulée ayant un élancem enf. pl2t très grand ( p étant la période et t l'épaisseur

de la poutre). Les résultats étaient cohérents jusqu'à une certaine limite à partir

de laquelie les deux approches s'écattent, ce qui s'explique par le fait que

I'approche unidimensionnelle n'est plus valable au delà de cette limite' Cette

étude peut être appliquée à d'autres structures répétitives comme les treillis :

nous avons monffé que le calcul des modules de rigidités équivalents d'un treillis

en carré par .l'approche bidimensionnelle est le même que le calcul de ces

derniers en utilisant les expressions analytiques de C. Gardin [15].
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Conclwion générale

Dans le dernier chapitre, nôus avons réalisé une modélisation asymptotique

d'une plaque ondulée assez épaisse. Le modèle de départ est un modèle linéaire

tridimensionnel élastique. Nous avons montré que le modèle équivalent est de

type Love-Kirchoff et que la matrice de rigidité équivalente est orthotrope ' La

détermination des coefficients de la matrice de rigidité équivalente passe par la

résolution numérique de six problèmes d'érasticité rinéùes et tridimensionnels.

pour valider notre modélisation nous avions comparé le calcul de la matrice de

rigidité équivalente en flexion avec le calcul fait à I'aide d'expressions

analytiques trouvées dans la littérature pour le cas de plaque dont l'épaisseur est

très petite devant le pas des ondulations. Les résultats étaient cohérents' Nous

avons également montré que notre approche peut s'appliquer à des structures

raidies, corrme on en utilise dans la construction aéronaurique'

Nous concluons donc que cette étude est généralisable à des structures

périodiques de géométrie différentes. Elle permet de faciiiter l'éilde à i'échelle

globale à savoir calcul de charge critique etc.'.. Cette étude est aussi utile

puisqu'elie permettra d'analyser facilement I'influence des ondulations sur le

comportemenl élastoplastique de la structure à travers les équations de

localisations.
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Annexes

Annexe 7

/.a) Montrons que (d"t) = 0 pour s'=l '2'

Onavaittrouvéqu'àl 'ordrezéroletenseurcontrainteestauto-équil ibré

en effet :

4*#=o
dlt dlz

4*+=o
dlt dlz

On multiplie ce système d'équations par Yz on trouve :

à(yzo?r) n à(Yzo?) - o?, -- o
Ùt dlz

?JY?4ù * â(Yzoo") - o9z = o
Ùt dlz

(a11)

(aIZ)

Ensuite on applique I'opérateur moyenne à ces deux équations on trouve :

II,(W. *#dY - II,4,a, = o

II,(ry. *#)dl - II,4,ot = o

D'après le thèoréme de Ia divergence on peut écrire :
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Annexes

f étant le contour de la cellule de base Fig.9. La condition de bords

libres permet d'annuler cette intégrale dans AB et DC et La condition de

périodicité en y1 permet de I'annuler dans AD et BC et on a alors :

( t  n \

l \oiz) = u

l ,  ^ r

l\4,) = o

I.c) A partir de l'équation de localisation (22-I), on déduit des deux

résultats précédents que :

f(tlr) = (t,zl,) = (z?,) = (t,E?r)= o
{

[(r;r) = (trzlr) = (zir') - (trz3r)= o

Compte tenu de ces résultats on va montrer que :

1.b) onprocède de ia même façon mais cette fois-ci on multiplie le

système d'équations (a11) par y3. On trouve alors que :

f(vrolr) = o
I

l(td,) = o
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Annexes

(trEi,) = (z?')=0

L) En effet, le tenseur de localisation -Ii s'écrit :

Le principe consiste à multiplier ces équations Par Yz et à appliquer

I'opérateul moyenne. En utilisant les résultats précédents on trouve que :

zl ,  --  
*(e1/ul)  

+ I  + ve22(ut ))

z ' r ,  --  
*(rr , ,@t) 

+v + err(ut))

z',, = #-* ,€n(l' )

(tr21,) = n((tzer(u, )) + (Yr))

La symétrie de la cellule de base ainsi que

perrnettent d'avoir :

(t'zl,) = o

2) Le tenseur E2 s'êcnt :

les conditions de Périodicité

Y2L I I

22t

Y2L12

= 
*(€ttu')  

-  rz +

= 
*(", ,P2) 

-wz

vlzz(u' ))

+ erzrAt  ) )

I+ v
en(u2 )
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On lui applique |'opérateur moyenne en tenant compte des résultats

précedents on trouve :

(zî,) = t((',,(u')l - (y,))

ce qui permet de conclure que :

(zi,) = o

Annexe 2

2.a) On procède de la même façon que 1'a),1'b) etl 'c) pour montrer

que :

("$) = (t'o!') = o

@fu) 
-- \t's{iù 

- o

i=1,2,3

a,P,Y,ô=1,2

d,P,Y,â=1,2

2.b) svmétrie de la matrice de rigidité homooénêisée :

On montre que :

I('n) = ('rf)
l!4fù = (t'*iÊ)

cette démonstration est analogue à celle fait dans [24].
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symétrie de la matrice de rigidité en membrane

On a la relation suivante :

(',r,#) =6;rsi.ur,) - ('rtl S1

Or:

auto - équilibre de S;n

Ittr' p - périodique
l"Y p - périodique

/ . as'sP \
(ufn- i - )  =
U oYiI

lZrsïPuYt\
\  dv , '  I
\  , J  l

On a alors :

lqspW\ -- o
\"t ùi I

Ainsi on peut écrire la succession d'équation suivantes :

(r,îr) = (sffa^,a,,)
= (rfÊu^o,+ tI#)

= (t%(6^i6ni + 
#ù\ ,

A ce stade on utilise la loi de comportement soit :

n
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Annexes

)r,AP

sil = 4i*,ffi.4i"p

on obtient :

I A,,?F - aui .\
(tî') = 

\U,"(ff 
* 6r,o6np)( 6^i6,i + 

Ë,)
\

En utilisant la symétrie du tenseur de comportement A, on obtient :

| ),,aF \
(s,,qÉ) = (t'l1#- * 6k"6hp))
\u  /  \  d ln  I

I

ce qui nous fait aboutir à la relation de symétrie suivante :

/sgB\ = /st")
\ "û  I  

-  
\ "a l j r

Symétrie de Ia matrice de rigidité en flexion

la relation S1 est aussi valable pour le tenseur moï , on a alors :
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(-t,*îP ) = (-t,*iTa^,a,,)

= (-r,*if,a^or+ *f#)

= (,"ft(-y$^i6ni + 
#ù

+ 4a,\
4nl(*", # 

- v s6po6 np ) ( - t $ m6,1

(-a(-y'-*i6ni+ #ù

d'où la relation :

(-r,*;uy - (t'*:la)
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