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Chapitre zéro : Introduction générale

INTRODUCTION

Le présent travail fait suite & un travail antérieur fait par Siad L. et Potier-Ferry M.
[29]. Il s'agissait de déterminer par une méthode asymptotique double échelle de
variation, le modgle de poutre droite équivalent & une poutre ondulée d'épaisseur tres
petite devant le pas des ondulations. Cette étude a été motivé par un probléme souvent
rencontré dans l'industrie alimentaire qui n'est autre que le probleme de flambage des
boites alimentaires. Pour rendre les boites plus rigides on leur fait subir des
moulurations dans leur tronc ceci fait que la boite n'est plus rigoureusement parlant un
cylindre droit. Faire des calculs de charge critique sur une telle structure est beaucoup
plus compliqué. Pour faciliter ce calcul il est nécessaire de déterminer par une méthode
d'homogénéisation un cylindre droit qui aura le méme comportement, vis a vis des
chargements extérieurs, que la boite moulurée et dont le matériau constitutif sera
anisotrope. Sa matrice de rigidité s'exprimera en fonction des caractéristiques

géométriques d'une moulure et des rigidités du matériau constitutif de la boite initiale.

Flambage de boites alimentaires moulurées
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Chapitre zéro : Introduction générale

L. Siad et M. Potier-Ferry [30] avait déterminé, lors d'un contrat industriel, par une
homogénéisation asymptotique les expressions analytiques de la souplesse axiale My;
et la rigidité 2 la flexion circonférentielle Dy, d'une coque cylindrique droite
équivalente 3 une coque moulurée d'épaisseur trés petite devant la longueur d'une
ondulation. Or dans la pratique les structures ondulées ont généralement 1'épaisseur et
la période du méme ordre de grandeur. D. Caillerie avait montré dans sa theése [4] que
les rigidités équivalentes d'une plaque mince & microstructure périodiques calculées
par la méthode asymptotique en faisant tendre vers zéro d'abord l'épaisseur ensuite la
période sont différentes du cas ol I'on commence par faire tendre la période vers zéro
et ensuite 1'épaisseur qui sont aussi différentes du cas ol on les considere du méme
ordre de grandeurs.

Le but de cette étude sera donc d'étendre les travaux faits concernant la détermination
des modeles homogénéisés de certaines structures ondulées au cas ot I'épaisseur de
celles-ci serait du méme ordre de grandeur que la longueur d'une ondulation. La
méthode adoptée dans ce rapport est la méthode d'homogénéisation. Cette méthode a
été développée depuis les années 70 par plusieurs auteurs E. Sanchez-Panencia [25],
A. Bensoussan, J.L. Lions, G. Papanicolaou [3], L. Tartar [32] et D. Cioranescu, J.
Saint Jean Paulin [8]. Elle permet de remplacer un milieu hétérogene, dans notre cas
I'hétérogénéité est géométrique, par un milieu homogene équivalent. Dans cette
méthode, on peut procéder par deux techniques différentes. La premicre est la méthode
de l'énergic ou méthode variationnelle dont on montrera les différentes étapes au
premier chapitre et la seconde est la méthode asymptotique ou méthodes des échelles
multiples qui consiste 2 postuler un développement formel de la solution mais
constructif en fonction du petit paramétre du probleme a savoir 1'épaisseur ou la
longueur d'une ondulation. La suite consiste a utiliser les résultats des théoremes de
convergences et d'existence et de I'unicité de la solution. Cette derniere méthode fera

aussi l'objet d'un exemple au premier chapitre.

Présentation du rapport.

Dans le premier chapitre de ce rapport nous allons faire un rappel des techniques
d'homogénéisation qui représentent un outil considérable permettant de rendre compte

du role de certaines hétérogeneités (matérielles ou géométriques) dans le renforcement
6



Chapitre zéro : Introduction générale

des rigidités des structures. On citera aussi quelques domaines d'utilisation de ces

techniques.

Au deuxiéme chapitre nous reprenons le travail de L. Siad et M. Potier-Ferry [29] qui
consistait 2 trouver le modele de poutre droite équivalente 2 une poutre ondulée
d'épaisseur constante et trés petite devant le pas des ondulations. Le but de ce chapitre
est de généraliser cette étude au cas des poutres ondulées a épaisseurs pouvant étre
variables et surtout nous allons déterminer toutes les caractéristiques du modele
équivalent qui sera de type Bernoulli. Nous allons aussi déterminer les €quations de
localisation qui pourront &tre trés utile pour faire une étude de l'influence des

ondulations dans le comportement élastoplastiques de la poutre.

Dans le troisiéme chapitre nous traiterons le cas d'une poutre ondulée d'épaisseur du
méme ordre de grandeur que la longueur d'une ondulation. Nous déterminons par la
méthode asymptotique le modele équivalent et les rigidités équivalentes que nous

comparerons avec celles du chapitre I pour des poutres & épaisseurs trés petites.

Au quatriéme chapitre nous poussons notre étude au cas d'une plaque ondulée. Cette
étude est comparable a celle faite par A. Kalamkarov et Z. Parton [23] pour une
structure différente. On établira par la suite une comparaison des rigidités calculées par
la méthode asymptotique et I'approche tridimensionnelles et des résultats empiriques
qu'on a trouvé dans la littérature [28], [21], [18].



Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d’homogénéisation

GENERALITES SUR LES METHODES
' D'HOMOGENEISATION

Introduction

La méthode d'homogénéisation est une technique qui consiste & trouver pour
un matériau qui présente de fortes hétérogénéités matérielles (matériau
composite,....) ou géométriques (plaque perforée, tole ondulée ...), un matériau
(ou une structure) homogene équivalent (équivalente) Fig.1. En effet, faire des
calculs directs sur de telles structures, par exemple des calculs de charges
critiques ou de modes de flambage etc., par des méthodes standards telles que la
méthode des éléments finis ou la méthode des différences finies, est beaucoup
plus complexe et peut conduire 3 des résultats erronés. Ce n'est qu'apres une
étude par homogénéisation qui discerne l'échelle microscopique de l'échelle
macroscopique que l'on peut implémenter sous une forme ou une autre les effets
de ces phénomenes locaux dans les éléments finis. En calcul de structure, on
montre qu'il y a une grande influence de ces hétérogénéités sur le comportement
de la structure globale. Souvent la présence de ces hétérogénéités permet de
renforcer la rigidité de la structure : on cite les exemples pratiques de structures
ondulées, de coques raidies, de matériaux composites etc. Fig.1.
L'homogénéisation permet donc de définir un milieu homogene équivalent dont
les caractéristiques tiennent compte de l'état de ces hétérogénéités. Cette
technique s'est bien développée depuis les années 1970. Les travaux de E.
Sanchez-Palencia [25] A. Bensoussan, J.L. Lions, G. Papanicolaou [3] et d'autres
présentent une premiére formulation claire et simplifiée des problemes
d'homogénéisation sous forme d'un probleme asymptotique avec petit
parametre.



Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d’homogénéisation
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Fig.1 : Quelques structures non homogenes & géométrie périodique.

Les méthodes d’homogénéisation se basent surtout sur une hypothese de
périodicité. Ceci suppose que les champs physiques décrivant la structure
fluctuent rapidement autour d'un champ moyen. L'idée est d'approcher la
solution par ce champ moyen qui caractérisera en fait le milieu homogene
équivalent. Plusieurs méthodes ont été proposées pour la détermination des
caractéristiques du milieu homogene équivalent. On en cite la méthode de
I'énergie ou la méthode variationnelle qui consiste a faire un passage a la limite
rigoureux de la solution lorsque le petit parametre d'échelle qui caractérise
l'existence des hétérogénéités tend vers zéro J. L. Lions [20] et Tartar [32]
D. Cioranescu, J. Saint Jean Paulin [8]. Pour illustrer les différentes étapes suivies
par cette méthode nous allons montrer par la suite comment l'appliquer & un
probléme de thermique simple posé sur une structure périodique de période tres
petite devant les autres dimensions de la structure. La deuxidme méthode, que
nous allons adopter tout au long de ce travail, est la méthode des
développements asymptotiques ou méthode des échelles multiples. L'étude d'un
probleme par la méthode asymptotique débute nécessairement par une étude
formelle qui consiste a postuler I'existence d'un développement asymptotique,
ci fonction du petit paramétre d'échelle du probleme, de toutes les
caractéristiques physiques de la structure 3 étudier. Une deuxieme étape est bien
entendu la justification rigoureuse de la solution formelle  l'aide d'un théoreme
de convergence. Cette méthode, étant pratique et simple, a suscité l'intérét de
_plusieurs auteurs et a été développée dans différents domaines. Dans ce qui suit



Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d’homogénéisation

nous allons citer brigvement quelques domaines d'utilisation de la méthode
asymptotique.

Structures minces

Les méthodes asymptotiques ont permis d'établir rigoureusement la théorie des
plaques & partir de I‘élasticité tridimensionnelle. Dans le livre de P. G. Ciarlet [7],
on trouve une description précise de ces équations. En fait la méthode
asymptotique appliquée aux plaques (ou coques) minces permet le passage d'un
modgle tridimensionnel 2 un modale formulé sur la surface moyenne de la
plaque. P. Destuynder [12] a étudié, pour une plaque mince, le comportement
asymptotique de la solution du modzle tridimensionnel de 1'élasticité lorsque
I'épaisseur € de la plaque tend vers z€ro. 1l a donc cherché formellement la
solution du probléme sous forme d'un développement asymptotique en €. Sous
deux hypothéses de régularité portant d'une part sur les coefficients d'élasticité
et les forces appliquées et d'autre part sur la géométrie de la structure, il a pu
montrer que quand € tend vers zéro les équations tridimensionnelles se
simplifient et conduisent 3 des équations découplées qui représentent
respectivement le modele des plaques en flexion et celui des plaques
membranaires.

Structures discretes’

Dans le cas des structures discrétes de type treillis, le but de la méthode
d'homogénéisation asymptotique est de trouver un milieu continu équivalent.
Ce modéle continu a un intérét scientifique car il permet d'avoir une
représentation analytique du comportement global d'une structure répétitive
discréte. Ainsi il permet une compréhension plus fine des phénomenes mis en
jeu. D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin [9] ont étudié le comportement des
structures treillis périodiques par cette méthode. Elles ont considéré deux
paramétres qui sont la dimension de la cellule et I'épaisseur des barres. Le
comportement des barres qui constituent le treillis est modélisé par les lois de la
mécar;ique des milieux continus qui sont écrites en chaque point de la barre.
Elles ont fait des études de convergence quand les petits parametres tendent
vers zéro. C'est une approche "d'homogénéisation des milieux continus”. Elles
ont aussi étudié par la méme méthode [10] une grille périodiquement percée de
trous ol trois petits parametres ont &té considérés, la dimension de la cellule, .
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Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d'homogénéisation

J'épaisseur de ses parois et I'épaisseur de la grille. Le comportement limite des
structures étudiées lorsque les petits paramétres tendent vers zéro, est caractérisé
par des expressions analytiques des coefficients du matériau. De la méme fagon
D. Artola et G. Duvaut [1] ont fait une homogénéisation asymptotique d'une
plaque renforcée par un systéme de barres soudées. D. Caillerie et P. Verna [5]
ont développé également une technique d'’homogénéisation adaptée aux
milieux discrets.

Structures minces a microstructures périodiques

Dans le cadre des structures minces a microstructure périodique, D. Caillerie [4] a
étudié par la méthode des développements asymptotiques le comportement
d'une plaque linéairement élastique et anisotrope a structure périodique dans
son plan. L'auteur a calculé les coefficients d'élasticité de la plaque dans trois
cas. Le premier cas consistait a faire tendre vers zéro d'abord 1'épaisseur de la
plaque puis la taille des cellules qui la composent, dans le deuxieéme cas il s'agit
de faire linverse, c'est-2-dire faire tendre d'abord la période vers z€ro puis
I'épaisseur de la plaque, et le troisiéme cas consiste & faire tendre simultanément
I'épaisseur et la période vers zéro. Dans ces trois cas D. Caillerie a montré que les
coefficients d'élasticité homogénéisés sont différents. Autrement dit,
I'homogénéisation, C'est-a-dire la limite vers zéro de la taille d'une période et la
limite vers zéro de I'épaisseur du domaine ne commutent pas. Ceci est un résultat
important puisqu'il met en évidence le rapport entre l'ordre de grandeur de
I'épaisseur de la plaque et celui de la taille des cellules qui la composent.

Toujours dans le cas des structures minces et périodiques on cite les structures
ondulées qui feront l'objet de ce travail. Ces structures sont d'un grand usage
dens le domaine de l'industrie, & savoir tdles ondulées, boites alimentaires
moulurées etc. En effet les ondulations permettent souvent de renforcer la
rigidité de la structure. Toutefois des informations au niveau global de la
structure sont difficiles 2 déterminer par un calcul direct ( calcul de charge
critique, modes de flambage, vibrations. ..). Il serait donc nécessaire de
déterminer le modele équivalent droit d'une stricture ondulée. Dans un travai!
récent L. Siad et M. Potier-Ferry [29] se sont intéressés au cas d'une poﬁtre
ondulée d'épaisseur constante et tres petite devant la longueur d'une
ondulation. Le but était de déterminer le modele de poutre droit= équivalente a
la poutre en question par une méthode de développement asymptotique 2
double échelle de variation : une échelle lente associée A la fibre moyenne de la

11



Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d’homogénéisation

poutre et une échelle rapide décrivant la cellule de base représentée par une
ondulation. Cette étude a permis de donner une formulation analytique des
modules de rigidités équivalents en. traction-compression et en flexion de la
poutre ondulée. En flexion le résultat coincide avec un résultat empirique de
Seydel E. [30]. Ce travail sera complété dans le deuxiéme chapitre de ce rapport.
En fait nous allons généraliser cette étude au cas d'une poutre ondulée 2
épaisseur variable et nous allons d'une part déterminer les propriétés du modele
équivalent qui sera de type Bernoulli et d'autre part retrouver les champs locaux
qui faciliteront I'étude de certains phénomenes que le modele homogénéisé ne
peut prendre en compte. Dans le quatridme chapitre nous allons étudier un
probleme d'élasticité tridimensionnelle posé sur une plaque ondulée d'épaisseur
comparable au pas des ondulations. Le but est de trouver le modéle de plaque
droite équivalente. Cette étude est comparable 2 celle faite par V. Z. Parton et A.
L. Kalamkarov [23] qui ont étudié un probléme d'élasticité tridimensionnel d'une
couche mince anisotrope de structure périodique dans deux direction de
l'espace Fig.2. Les caractéristiques du matériau ainsi que I'épaisseur de la
structure sont variables. Cette étude a été faite par une méthode
d'homogénéisation asymptotique dans le cas ot l'épaisseur et la période ont
méme ordre de grandeur. Les auteurs de cet article ont ramené le probleéme
tridimensionnel 2 un probléme classique de coque. Les coefficients d'élasticité
homogénéisés sont exprimés en fonction des solutions des problémes locaux
posés sur la cellule de base, et on retrouve aussi les équations d'équilibre et la loi
de comportement du modele classique de coque. Une étude similaire a été faite
par les mémes auteurs pour calculer les coefficients effectifs thermoélastiques et
thermiques pour la méme structure.

Fig.2 : Couche mince périodique non homogene.
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Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d’homogénéisation

Dans ce qui suit nous allons présenter les différentes étapes suivies par les deux
méthodes (méthode de I'énergie et méthode asymptotique) pour la détermination
du modele homogénéisé. Les problemes traités sont des problemes classiques.

1. Méthode de l'énergie

Pour illustrer les différentes étapes suivies par cette méthode nous allons
considérer un probléme thermique simple et classique posé sur une structure
périodique de période P tres petite devant sa longueur L Fig.3. On pose n = P/L
e petit parametre d'échelle du probléme.

Q
X2 * .
> \
)d \
/| d L
I//
/ /
\ N %
e

Fig.3 : Structure non homogéne périodique.

1.1 Position du probléme

Les coefficients physiques du matériau constitutif de la structure, kjj, varient
rapidement en fonction de 1. Le probléme-se formule de !~ fagon suiv-ate :

13



Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d’homogénéisation

dJ oum, _
gg(kij(x/n)—a-g) =—f dans £2

)
um = 0 sur 982

ot f désigne un terme de source qui est supposé donné.
Les étapes essentielles de la méthode de l'énergie appliquée au probléme (1) sont
les suivantes.

1.2 Formulation variationnelle du probleme

Ve

La premiére étape de la méthode de I'énergie consiste & trouver une formulation
variationnelle du probléme. En effet on cherche 4" dans un espace V de Hilbert
tel que :

v = {yver'a) ——

En multipliant 'équation (1) par v appartenant 3 I'ensemble V, on obtient la
formulation variationnelle suivante aprés des intégrations par parties :

a(u,v) = L(v) VveV
ou:
( ou ov

v) = [ky(x/m)=——=—dx
a(u,v) ;j, 5

L(uyv) = [fv dx
Q

\

Ou est bien dans le cadre d'application du théoréme de Lax-Milgram, -se qui
&tablit I'existence et l'unicité de la solution du probléme (1).

14
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1.3 Estimation a priori

L'étape suivante consiste & montrer que la fonction u"(x) est borné, autrement
dit qu'il existe une constante C telle que :

"l < ¢

ce qui permet de déduire qu'il existe une sous-suite de u convergeant

faiblement vers une fonction «® de V quand 1| tend vers zéro. On montre aussi

_— . ou” .
I'existence d'une sous-suite de k;(x/ n)yu— convergeant faiblement vers 5,0
X

J
quand 1} tend vers z€ro. Par un passage 3 la limite on montre que E7 est solution
de I'équation suivante :
9E?

-2 = dans Q
ox; !

]

Aprés une démonstration technique, on montre que &) se met sous la forme :

ou?

0 = oy ——

1.4 Eguation homogénéisée

Les coefficients g; sont les coefficients thermiques homogénéisés et sont
constants. Les coefficients homogénéisés se déduisent des fonctions k;(x/17).

La limite #° de «" lorsque 1 tend vers zéro est donc solution du probléme

homogénéisé suivant :

%0
—g; S0, = f dans £2
\ (2)
W =0 sur 902
|
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On montre que le probléme (2) admet une solution unique, ce qui permet de
déduire que c'est la suite »" tout entitre qui converge vers 1, et rend valide le
choix de u® comme approximation de u”.

2. Méthode asymptotique

Pour bien expliquer les différentes étapes de cette méthode on va considérer un
probléme classique d'élasticité linéaire posé sur une structure périodique. La
structure a une longueur L, elle est rapportée & un repére orthonormé
(0,X,,X2,X3). Désignons par P la longueur d'une période. Les dimensions d'une
période étant trés petites devant la longueur de la structure on pose alors T} = P/
L le petit paramgtre du probleme. Pour étudier ce qui se passe au voisinage dun
point x, on fait subir 2 ce voisinage un fort grossissement de rapport 1/1) et on se
place ainsi & une nouvelle échelle que I'on qualifiera de microscopique. Les
coordonnées dans cette échelle locale seront notées (yi=x1/m, y2=X2/M, y3=X3/M)
Fig.4. Dans la cellule de base (une période) régne donc des champs de
déplacements, de déformations et de contraintes (un, €1, o). Le matérian
constitutif de la structure est supposé étre anisotrope de coefficients d'élasticité
age(x/ 7). Le paramétre 1) étant petit, on cherche s'il existe (9, €9, o0) limites
de (un, €N, oM) quand M tend vers 0. Si c'est le cas, la loi de comportement
homogénéisée sera par définition la relation liant ces limites. C'est la technique
adoptée par E. Sanchez-Palencia [26] et D. Cioranescu et J. Saint-Jean-Paulin

[8].
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Q

T~y
— p - — Xy Echelle macroscopique
Im
X2/n 4
Y
Echelle microscopique

—

Cellule de base */m

Fig.4 : Structure non homogene périodique et cellule de base.

2.1 Position du probleme

Supposons que la structure, occupant un volume ©, est soumise 2 des efforts
volumiques, imposés f, des efforts surfaciques F sur une partie ['r de sa frontiére
90, un déplacement nul étant imposé sur la partie complémentaire I'o de 002.Le
champ de contrainte o7 et de déplacement u7 sont solutions du probléme
d'élastostatique suivant :
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(div 6" + f = 0 dans

o = a":e(u")

sur Iy

um =0 sur T,
i ;

1{ Ju ou]
M) = | = 1
8'](u ) 2{ 8xj i ox; j

13

Le comportement de la cellule de base est défini par des coefficients d'élasticité

qui varient périodiquement dans l'espace :
G (y) = ai}]kh(x/n)

2.2 Déyeloppements asvmptotiques

Ce probleme, étant bien défini, admet donc une solution unique (voir G. Duvaut

et JL. Lions [13]). L'idée est de chercher (un, oM) sous forme d'un
développement asymptotique 3 double échelle (x,y) en 1. On développe les

champs de déplacement et de contrainte de la fagon suivante

WM(x) = u(x, y) + nul(x, y) + nfullx, y)

oM(x) = o’(x, y) + nol(x, y) + 0° ol(x, y) + -

L'étape suivante consiste 2 substituer ces développements dans 1'équation
d'équilibre et la loi de comportement er tenant compte du fait que 12 dérivation
par rapport 2 la variable globale x sera remplacée par une formule qui tient

compte de la dépendance en la variable locale y soit :
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(9 P 10
+__

—

ox; _é;-z- _T—I i

<

Wdiv = div, + %div

On obtient alors :

nldiv,0° + (div,o’ + div,o® + f)+ .. =0
o+ nol +... = a:(n"sy(uo) + (sy(u’) + sx(uo)) + )

On procéde ensuite par une identification successive des termes de méme
puissance en 1.

Ainsi 2 T'ordre -1 nous déduisons en premiére approximation que le champ de
contrainte est localement auto-équilibré et le champ de déplacement ne dépend
que de la variable lente X soit :

div,o® = 0

u =u’(x)

Ce résultat est trés classique en homogénéisation. Le champ de déplacement 2
I'ordre O caractérise en fait le champ de déplacemext macroscopique.
A T'ordre suivant on trouve que le champ de contrainte 2 l'ordre 0 s'écrit :

o = a:(sy(ul) + sx(uo))

On constate donc que (o9, u!) est solution cu probleme suivant qui est posé sur
la cellule de base et oil la variable globale x joue le rdle d'un parametre
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(div,0° =0
0 = a(y):(e,(u') + &)

u! Y- périodique en y

LO'O.n Y — antipériodique en y.

2.3 Localisation

Ce probleme étant linéaire il existe donc xkh (y)et S¥(y) tels que :

wl(x, y)=2"(y)€ (4" (x))

6O(x, y) = SH(y)Eg,(u(x))

Les nouvelles inconnues x**(y) et S¥ (y) sont appelés tenseurs de localisation

et sont donc solutions des problémes locaux suivants :
(div, §% = 0
“og(y):e(P* + 2*) on (PP) =y O

xkh Y — périodique eny.

LSkh .n Y —antipériodique eny.

qui sont des problemes posés sur la cellule de base et admettent une solution
unique 2 une constante additive pres.

2.4 Homogénéisation

Une fois que les fonctions ¥ “iy) et S¥( y) sont connues, les coefficients
homogénéisés se déduisent par application de l'opérateur moyenne 2 S%(y).
L operateur moyenne est défini par :

(.) = |Y| j (.) dY ou |7| est la mesure de Y.

20



Premier chapitre : Généralités sur les méthodes d’homogénéisation

La moyenne sur la cellule de base de o%(x, y) s'écrit :
<0.0> = (S"h(y)> skh(uo)

Cette équation définit la loi de comportement homogénéisée ot les coefficients
de comportement homogénéisé (G. Duvaut [14]) s'écrivent :

Tijen. = (Stljch> = I—;T“.(aiqu(y) gy,,q(th'*'Zkh))dY
Y

Maintenant appliquons l'opérateur moyenne a l'équation d'équilibre & l'ordre
zéro qui s'écrivait :

A S . 0
divic' = —f - div,o

Par Y-antipériodicité de o'.n sur les bords de Y, on obtient I'équation d'équilibre
homogénéisée suivante :

div (c®) + (f) = 0
En posant alors: <0'0(x, y)> = X(x)

On obtient que le couple (u0, %) est solution du probleme homogénéisé suivant :

(divE +f=0 dans 2
2 = q:s(uo) dans £
Wuo =0 sur Iy
LZ.n = F ' sur Ig
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Ainsi on a substitué au milieu initial un milieu élastique homogéne de
coefficients constants Qixn. Les champs de contraintes %(x) et £(uf) = E(x)
solutions de ce probléme sont appelés champs de contraintes et de déformations
macroscopigues. On peut dire qu'un développement asymptotique cohérent en
échelles multiples x et y = x/1} permet d'établir les équations globales du
comportement du milieu (comportement en x) dont les lois de comportement
s'obtiennent 2 1'aide des équations en y.

Les premiers termes non nuls des développements asymptotiques des champs
gn(un) et on sont €9(x, y) et o0(x, y) : ils constituent en fait les champs de

déformations et de contraintes microscopiques.
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Deuxiéme chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur petite devant le pas
des ondulations

HOMOGENEISATION GEOMETRIQUE D'UNE POUTRE OND ULEE
D'EPAISSEUR PETITE DEVANT LE PAS DES ONDULATIONS

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous reprenons un travail antérieur de L. Siad et M Potier-
Ferry [29] qui consistait a calculer, par une méthode de développement
asymptotique 2 deux échelles de variations, les modules de rigidités d'une
poutre droite censée avoir la méme réponse, aux différentes sollicitations, qu'une
poutre ondulée. L'utilisation de la méthode asymptotique est justifiée lorsque le
nombre d'ondulations de la poutre est suffisamment grand. Les modules de
rigidités de la poutre droite sont appelés rigidités équivalentes. s s'expriment a
l'aide des données géométriques et mécaniques de la poutre réelle. Cette étude a
permis d'avoir une formulation analytique des modules de rigidité équivalents en
traction-compression et en flexion. La poutre ondulée considérée avait une
épaisseur constante et trés petite devant le pas des ondulations. Notre
contribution dans ce travail consiste 2 généraliser cette étude au cas ol
l'épaisseur est variable et & montrer que le modgle équivalent est bien le
modsle de Bernoulli. Dans le dernier paragraphe nous allons nous intéresser a
la détermination des grandeurs locales. Ceci a l'utilité de prévoir l'apparition de
phénomenes non linéaires tels que la plastification ou bien la rupture de la

structure etc.

2.2 Position du probleme

Nous considérons une poutre ondulée dont la fibre moyenne est une courbe
plane uniformément ondulée autour de I'axe Ox. Cette courbe est paramétrée
par l'abscisse curviligne s. On désigne par L la longueur totale de la structure

suivant l'axe Ox. Nous supposons que ia poutre présente un grand nombre
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d'ondulations, noté N, qui se répétent de manitre périodique dans la direction
Ox. Nous pouvons alors définir le petit parametre d'échelle du probléme 1) par
1/N. L'épaisseur, h7(s), de la poutre est variable et elle est trés petite devant la
longueur /7 d'une ondulation et sa profondeur H7. Les longueurs In et H? sont
du méme ordre de grandeur et sont trés petites devant L, Fig.5.

Ainsi et par application d'une homothétie de rapport 1/m 2 la poutre, on obtient
une cellule de base que l'on supposera symétrique par rapport & son centre
Fig. 1. L'arc de courbe S = /7 est la variable microscopique ou rapide et
Y(S) = y(s)/n représente ]'équation de la courbe décrivant la cellule de base.
Les longueurs [ =17 /7 et H=H" / 1 sont respectivement la longeur de la
cellule de base et sa profondeur. Le matériau constitutif de la structure est
linéairement élastique de module d'Young E. La poutre est soumise 2 des efforts
contenus dans son plan, de densité linéique fn(s). Le probleme consiste 2
déterminer par une méthode asymptotique le modgle de poutre droite équivalent
3 la poutre ondulée considéree.

Dans ce qui suit nous nous limitons a des déplacements dans le plan et nous
désignons par t(S) et n(S) respectivement les vecteurs unitaires tangent et
normal en S, Fig.5. La direction Ox, qui correspond 2 la fibre moyenne de la
poutre ondulée, sera appelée dans la suite direction horizontale tandis que la

direction Oy, elle, sera appelée direction verticale.
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n(S) t(S)
> Y(S)

| ~

>§D

NS
i

Fio.5 : Poutre ondulée et cellule de base.

Les équations régissant le probléme se répartissent en trois groupes qui sont les
équations d'équilibre, les relations purement géométriques entre déplacement et
déformations, et les lois de comportement. On se place ici dans le cadre le plus
simple de I'élasticité linéaire en petites perturbations. Le modgle de poutre peut

tenir compte des déformations de cisaillement (modéle de T imoshenko).

2.2.1 Equatiozs d'équilibres

Soient R7 (s) et M7 (s) les efforts résultants sur une section d'abscisse s Fig.6.
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Deuxiéme chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur petite devant le pas
des ondulations

Fig.6 : Efforts résultants sur une section d'abscisse s.

Ces efforts obéissent aux équations d'équilibre suivantes :

—C%{;—(s) + fi(s) = 0
Q)

aMm’

s (s) + R(s).n(s) = 0

On décompose les vacteurs n(S), t(S) dans la base (ey, €,) dela facon suivante :

n(S) = -sin o e, + COS O &y

t(S) = cos O ex + Sin O &y

Par la suite, on définira un effort normal N7(s) et un effort tranchant 77(s) par

projection sur la ligne moyenne de la poutre ondulée :

R(s) = N"(s)e, + T"(s)e,

2.2.2 Relations entre le déplacement et les déformations
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Un(s) et B7(s) désignent respectivement les champs de déplacement et de
rotation de la poutre, auxquels correspondent les champs de déformation £7(s)
et la variation de courbure K(s). Selon les cas, on exprimera le champ de
déplacement U™(s) sur |a base locale variable ou sur la base fixe (ex, €y) associée

4 la ligne moyenne :

UT(s) = u(s)t(s) + v(s)n(s) (2)
= u'(s)e, + vy"(s)ey

Avec:
ul(s) = u,/(s)cosa + vy"(s)sina
vi(s) = —u/1(s)sinc + vy”(s)cosa

Les champs de déformation et de variation de courbure sont alors donnés par :

du” v
§1(s) = “5(s) = x (3)
<(s) = S2(s) (4)

olt p(s) est le rayon de courbure de la fibre moyenne.

2.2.3 Lois de comportement

Le matériau constitutif de la poutre étant élast:que les lois de comportement

s'écrivent de la fagon suivante :
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r

R"(s).t(s) = EA(s) €"(s) (5)

{M(s) = EI(s) K(s) (6)
_ 7 ut _ Ri(s).n(s)

Lﬁ"(S) = ——(s) + o TA L (7)

ot k est le coefficient de cisaillement de Timoshenko et 1 le module de rigidité
de cisaillement du matériau. A(s) et I(s) sont respectivement la section et l'inertie
de la poutre en un point d'abscisse s.

Pour une poutre droite, l'analyse est immédiate vu la simplicité des expressions
de £1(s) et x7(s) alors qu'en présence d'ondulations les variations de la courbure
de la fibre moyenne compliquent la résolution du probléme d'autant plus que 1
est petit. De nombreuses méthodes d'analyse mécanique ont été mises en oeuvre
pour résoudre des problemes en homogénéisation. La méthode adoptée ici
consiste & chercher la solution sous forme d'un développement asymptotique en

mn.

2.3 Principe de la méthode asymptotique

En homogénéisation asymptotique la solution du probléme posé en (1), (5) et (6)
est écrite sous forme d'un développement asymptotique en puissances de m. Les
coefficients de ce développement sont des fonctions de deux variables
indépendantes : la variable macroscopique (lente) x qui parcourt 'axe moyen de
Ja poutre ondulée Ox (2 noter qu'on peut utiliser aussi s comme variable
macroscopique) et la variable microscopique (rapide) S qui décrit la cellule de

base définie aprés 'homothétie de rapport 1. Ces coefficicats sont aussi

supposés [-périodiques en S.
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Une analyse mécanique basée sur les ordres de grandeurs des différentes
quantités introduites dans ce probléme nous a conduit & poser pour celles-ci des

développements sous la forme suivante :

(R(s) = R°(x, S) + nR'(x, §) + .. (8)
M7(s) = nM'(x, §) + ... (9)
Wl(s) = nfui(x, S)+ rul(x, S) + ... (10)
(s) = Myl S)+ n2(x, S)+ nvi(x S) + . (11)
B(s) = npBl(x S)+ MB(x S) + .. (12)
fs) = f(x ) (13)
FT(s) = nfy(x S) (14)

ol tous les termes de ces développements sont 1-périodiques par rapport ala
variable rapide S. Dans ces développements on remarque que la fleche v, (s) est

plus grande que le déplacement axial u,(s) et que la force horizontale est plus
importante que la force verticale : c'est la différence entre I'homogénéisation

classique et la méthode que nous utilisons le long de ce travail.

En supposant T petit, on fait tendre la taille des ondulations vers zéro, la
longueur macroscopique L étant fixée. Or le modele de départ (paragraphe
précédent) fait intervenir plusieurs longueurs qui sont directement

proportionnelles au rapport d'homothétie 1: c'est le cas du rayon de courbure

local, de I'épaisseur, de l'aire et du moment quadratique de la section droite qui
sont proportionnels respectivement a 1, 1, M2 et 4. Donc les coefficients du

modele de départ varient avec 1, de la maniére suivante :

P =1 p(S)

EA=a(S)EI/T?
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ot p9(S) est le rayon de courbure de la ligne moyenne aprés homothétie Fig.7
qui est supposé indépendant de 1. De méme on suppose que a(S) ne dépend

pas de 7.

=

Fig.7 : Cellule de base avec homothétie sur I'épaisseur.

La suite des calculs consiste & reporter les développements (8), (9), (10), (11),
(12), (13) et (14) dans les équations d'équilibres et de comportement (1), (5) et
(6).

Il est essentiel en homogénéisation de distinguer la variable rapide

(microscopique) S et la variable lente (macroscopique) x lors de la dérivation

soit :

d 0 1 0 d 1 4

e -2 L 2L = =+ = = 15
ds 8s+T]8S cosd 8x+1785 (1)

a(S) étant I'angle formé entre e, et t(S), Fig.5.
Apres identification dans les équations qui en ressortent des termes de méme
puissances en T}, nous obtenons de nouvelles équations auxquelles on applique

l'opérateur moyenne sur la cellule de base que nous définissons par :

1
() =1

j;(.)ds

Ceci permettra de déterminer les efforts macroscopiques (homogénéisation) et

d'écrire les grandeurs locales en fonction des grandeurs globales (localisaiion).
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2.4 Modéle homogénéisé

L'obtention de la structure homogene équivalente passe par l'application d'une
méthode d'homogénéisation géométrique. Le but est de définir les équations
d'équilibres macroscopiques et leurs lois de comportement associées qui doivent
stre semblables 2 celles d'une poutre droite. En poursuivant la procédure ci-
dessus nous allons d'abord commencer par retrouver les équations d'équilibre
macroscopiques et leurs lois de comportements associées et on en déduira par la

suite les modules de rigidités équivalentes.

2.4.1 Traitement des équations d'équilibres

En reportant les développements (), (9), (13) et (14) dans les équations
d'équilibre (1). En tenant compte de la relation (15), nous aboutissons aux

développements suivants :

-

,OR° JR° O R!
s e T s +f0)+
1 2
”(aali N aa’; ; ffj L= 0 (16)

Il

35 5t s 0 (17)

I I 2
L(QM_ + R".nj + n(aM + oM + R’.nj + ..

Dans le systéme d'équations (16) et (17) on identifie tous les termes de méme

puissance en 1. On obtient aux premiers ordres les résultats suivants :
i) Ordre -1
2 -0 soit R = R(x)
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des ondulations

ii) Ordre 0
a) A cet ordre, I'équation (16) donne :

0 1
R R 0=y (16-0)

—_— + —
ds oS
3 cette équation I'opérateur moyenne, défini précédemment, tout

En appliquant
icité de R! en S et en la projetant

en utilisant l'hypothése de périod

respectivement selon ex €t éy On obtient :

(v ()
dx {cosa) 0

W dT° )
-— = 0 sou T9 est une constante.
L

dx

uation (16-0) selon ey

En tenant compte de ces résultats, la projection de I'éq
effort

donne, aprés intégration par rapport 3 la variable locale S, la forme de T

normal a l'ordre 1 soit
: 0
Ni(x, S) = Ni(x) - Ig(cosa% + fxo)dS

Cependant la projection de cette méme équation (16-0) selon ey permet de

conclure.que l'effort tranchant & l'ordre 1 dépend lentement de X soit :

T! = T!(=x)

b) L'équation (17) 2 l'ordre O s'écrit :
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oM

o L+ R.n=0 17-0
s n (17-0)

L'application de I'opérateur moyenne 3 cette équation permet de montrer que

l'effort tranchant a l'ordre O est nul d'ott :
R’ = N%x) e,

Ensuite, en utilisant le fait que dY = sino dS, on integre 'équation (17-0) par

rapport & S. On obtient la forme du moment de flexion & l'ordre 1 soit :
Mi(x, S) = N°(x) Y(S) + m'(x)
iii) Ordre 1

a) L'équation (16) s'écrit :

oR!  OR? ,
or o = 0 16-1
os i oS v (16-D

On applique l'opérateur moyenne 3 la projection de cette équation sur ey et on

obtient l'équation d'équilibre macroscopique vérifiée par I'effort tranchant soit :

! fl
dcfx * (SoiZc) =0

b) L'équation (17) & l'ordre lest:

1 2
oM + oM + Rl.n =0 (17-1)
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On applique l'opérateur moyenne A cette équation on obtient :

I 0
(cosa)é;—nx— + (Y(S)cosa)% + (cosa)T'(x) =

(Nf(x, S)sina) =0

En écrivant sina = dY/dS et compte tenu de I'équation d'équilibre :

cosoeﬂi + —aﬁ]—]— + f0 =
dx as x

on en déduit que :

. dY dN!
(Nl(x, S)sma} = <N’ dS> = <YES’_>

0
= (Y(S)cos(ﬂ%— + <Y(S)fx0>

La cellule de base étant symétrique par rapport a son centre, ol en conclut que

(Y(S)cosar) = 0

ve alors I'équation d'équilibre macroscopique des moments avec
soit :

On retrou
apparition d'un moment induit par la force horizontale extérieur fx

dm’ i) + (~¥(8)f) = 0

1
{cos )

2.4.2 Traitement des relations géométr.ques et des lois de comportement:

ourbure £7(s) (3) et x"(s) (T)

sont écrits en fonction des coordonnées du vecteur déplacement dans la base

Les champs de déformation et de variation de ¢
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curviligne (t(S), n(S)). Il est donc nécessaire de donner les développements de
u" et v" en fonction de 1 et v en effet:

ul = nsinav; + n*(ulcosa + vfsina) +
713(ugcosa + vjsina) + ...

ﬁv’7 = ncosav; + ni(-ulsina + vfcosa) +

L T]3(—u_fsina + vﬁcosa) + ...

Ainsi le champ de déformation se développe de la fagon suivante :

el(s) = —a—‘isina + 7 %sina + 0u; cos o + j;iyz-sinoz +
oS os N oS
(18)
n? —ait"—coscc +€‘isina + 8uf cos @ + ?v—ﬁsina +
Os Js ds ds )

1 o s :
Les termes en — se simplifient en utilisant le fait que :

da(S) 1

oS p°

On reporte ce dernier développement (18) dans la loi de comportement (3) en
prenant en considération les résultats obtenus précédemment et le
développement qui résulte de 'homothétie réalisée au niveau de I'épaisseur soit

A = a I/m?. On obtient, aprés identifications des termes de méme puissances en

7, les équations suivantes :

35



Deuxiéme chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur petite devant le pas
des ondulations

’a‘vl

—asl = 0 soit v; = v)l,(x)

ov! ou’ ov?

Yno + ZEcosa + —>sina = 0 18-1

W s 3s 3s (18-1)
2 8v2 3

No(x)cosa = —al—t'-COS(X + —Lsina + “ocosa +

Ela N os aS

M sina (18—2)
—= sin _

| oS

D'autre part on écrit le développement de 37(s), selon la relation (7) et en tenant

compte des résultats précedents, comme suit :

<9v1 (?uz BVZ
T(s) = eosa - ZEsina + —=cosa | +
B (s) n s 35 n Y cos

O’ : ou’

2| T ging + —Lcosa — —=sina + 19

o sin > cos T sin (19)
ov: NO(x)sinc
—cos & +
kual

Ainsi la loi de comportement en cisaillement peut s'écrire sous la forme :
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( vl 2 2
Bl = —éslcosa - aaL;’f sina + —a:gy—cosa (19-1)
2 2 3
[32 = —a;"‘ sinc + fcosa - Ol sinct +
S S
av.? NO .
; ol . M, !
= T Xgine + —>cos0 — ——sinQ +
B 35 Js s "
&VH-I i—Z.
Y _cosol — 5 rIz Pour i23
( Ha

De ce développement découle celui de la variation de courbure (4) soit :

1 2 1 3
él[i_+n(é‘g_+§‘3_)+n2(_a_ﬁ._+_a___)+“.

n =
K(s) = s s T Tos s s

En introduisant ce dernier développement dans la loi de comportement des

moments (6) et en identifiant tout les termes de méme puissances en T on

obtient aux deux premiers ordres les équations suivantes :

i) Ordre 0

I
%ﬁ? =0 soit B = Bl(x)

ii) Ordre 1

ml(x) + Y(S)N’(x) _ dB! N Jp*
E]I os oS
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En appliquant ['opérateur moyenne A cette équation et compte tenu de la

périodicité en S etde la symétrie de la cellule de base, on obtient :

ol L\ = \ 48"
m (x)<EI> = (cos ) -

D'autre part des équations (18-1) et (19-1), on obtient la dérivée par rapport & S

du vecteur déplacement a l'ordre 2 soit :

oU? dv\’, avl
- = (B(x) - —d—s'—cosa)n ~ (Tsy-sma)t

La périodicité du vecteur déplacement par rapport a S permet d'écrire que :
ou? o2
Zx N = [ =XV =0
aS aS

Ceci nous fait aboutir au résultat important suivant .

dv!

Bl(x) = &

Ainsi la loi de comportement des moments a 'ordre 1 s'écrit sous la forme

classique d'une loi de flexion de poutre :

I 1 \dzv;
m (x)<§> = (cosa,—d;2—

En combinant les équations (18-1) et (19-1) on trouve :
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r 1 /
ou’ , dv
2 = —ﬁ’(x)sma = ——Lsinc
oS dx
2 .2
v, = vy(x)
|

A ce niveau une intégration par rapport 2 S de la premigre équation fait aboutir

3 la forme de Bernoulli suivante :

) : dv,
ux(x, S) = u;m(x) - Y(S)—Ex—

On procéde de la méme fagon avec les équations (18-2) et (19-2) soit :

3 2 o 2 0 .
_91/'_ = (ﬁz + —%'—sina - —v—ycosa — N(z)sinct (x)sma)n +
aS ds Js kula
N (x)cos ou? avi
_ X o — —L n o)t
Ela os cos Js sin ¢t)

La dérivée par rapport 2 S du vecteur déplacement & l'ordre 3 est en moyenne

nulle. En particulier sa composante selon e, donne :

2 . 2
0 cos” Qo sin” O\ i 2 ) . B
N (x)< 12 + k‘LL[CL> dx<uxcosa> - <[3 sma) =0

cependant :
2 2 2 dp*
(ux cos a) = {cos a)uy,(x) et ([3 sin a) = — Y(S)—;S—
Or la loi de comportement des moments 2 T'ordre 1 permet d'écrire que :
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2 2
<Y(S)—aa%—> = NO(,\-)<%7>

Ainsi on retrouve la loi de comportement macroscopique en traction-

compression soit :

2 . 2 \T! 402
N(x) = (cosa) cos" s a re duy,
Ela kula EI dx

La composante selon e, de la moyenne de la dérivée par rapport & S du vecteur

déplacement 2 l'ordre 3 est nulle. Ceci nous fait aboutir au résultat suivant :

2

Dy _ N0 N
o N (x)<cosasmoc(E1a kula)

dv

(BZ cos a> = {cos o)

2.4.3 Récapitulatif

(R7(s) = N'(x)e, + n(N'(x, S)e, + T'(x)e,) + R¥(x S) + ..

M7(s) = n(Y(S)N'(x) + m!(x)) + n’M*(x, S) + -

!
Ul(s) = nv;(x)ey + HZL[ufm(x) - Y(S)%]ex + vﬁ(x)eyj +
ﬁ U (x, S) + ...
B(s) = np(x) + 1B (x, S) + ...
g(s) = n%e*(x, S) + ...

(&(s) = nx'(x S) + ...

Nous remarquons donc¢ qu'au premier ordre, la résultante est une force

horizontale. Elle varie lentement en fonction de x. La force verticale (I'effort
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tranchant) n'apparait qu'au deuxiéme ordre. Elle varie aussi lentement en
fonction de x. On note qu'au premier ordre le moment s¢ COmMpose d'un moment
3 moyenne nulle qui est induit par la force horizontale a l'ordre zéro et d'un
moment macroscopique qui varie lentement en fonction de x. Pour passer aux
expressions naturelles des diverses quantités, nous définissons les efforts

macroscopiques par :
(N (x) = N 0( x) effort normal macroscopique.

W T(x) =7 T!(x) effort tranchant macroscopique.

LM(x) = 1 m!(x)  moment de flexion macroscopique.
En posant :
' () o
f(x) = m force linéique horizontale globale.
fi(x) =7 ﬁl—>— force linéique verticale globale
17y (cos ) 1 § '
(-¥(8)f°)
m(x) = 1 (cos a; moment de flexion global dil & la force
| linéique horizontale.

Les efforts macroscopiques obéissent donc aux équations d'équilibres suivantes

(voir pages 32, 33 et 34) :
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'dN

+ f(x) =0 (20)
ﬁd—T+f(x)=0 (21)
L%XM— + T(x) + m(x) =0 (22)

Ces équations sont bien les équations d'équilibre d'une poutre droite.
Pour le champ de déplacement on remarque qu'au premier ordre on a une
Jdéflexion et & lordre suivant on a un champ de type Bernoulli. En définissant le

champ de déplacement macroscopique par :

U, (x) = Nl (x)
u(x, y) = nzuf.(x, S)

v(ix) = T7V§(x)

on voit que le déplacement horizontale varie dans la cellule de base selon la loi

de normalité de Bernoull: :
d
u(x, y) = u, (%) = Y(S) g

Ce champ de déplacement obéit aux lois de comportement macroscopiques

suivantes :
l
N( %) = (EAlgi— > ) (23)
X
d>y
LM(X) (EI)eqlu \?_ (24)
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ol (EA)equi €t (EDequi sont respectivement les modules de rigidité équivalents en

traction-compression et en flexion. Ils s'écrivent ainsi :

-

B . cos® o sin® o y? B

(EA )i = (C““>[< 7 _b:f>] (%)
-1

(El)s; = (cosa)<fji> (26)

.

Dans le cas d'une poutre ondulée d'épaisseur h constante Ces modules

deviennent :

,

-1
(EA)igui = EA(C’())‘C(>\:<C052 cz> + E%(sinz a) + i—g(yﬂ (27)

(ED)squi = El{cos &) (28)

Le module équivalent de flexion est sans surprise puisqu il ne différe du module
EI de la poutre droite que par le facteur cosa en moyenne qui traduit le passage
de l'abscisse curviligne s & la composante rectiligne X. On peut trouver
l'expression du module de flexion équivalent dans la littérature ancienne [28].
En revanche la rigidité de traction-compression semble avoir été obtenue pour
la premigre fois par L. Siad et M. Potier-Ferry [29]. Ce dernier module dépend
fortement de la rigidité de flexion locale EI, ce qui est bien naturel : on a vu en
effet qu'une traction macroscopique induit localement un moment de flexion.

Les résultats obtenus ici different aussi de la théorie des poutres droites ou de
I'homogénéisation cla%slque par une expression plus comple‘(e de l'évolution
locale des différents champs. La force R étant horizontale au premier ordre, elle
sarie lentement en fonction de x et ce n'est qu'a l'ordre suivant qu'apparaii

l'effort tranchant ou la force verticale, comme dans tous les modgles de poutre
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ou de plaque [6]. Le moment de flexion est la somme de deux termes; I'un de ces
termes est lentement variable et il est relié  la courbure globale de la poutre
déformée, comme en théorie des poutres classique. L'autre terme est le moment
local induit par la force de traction : il est rapidement variable et 2 moyenne
nulle et donc sans contribution 2 la loi de comportement globale en flexion. Ce
nouveau terme intervient sur la loi de comportement globale en traction; il aurait
une forte influence dans le domaine plastique.

Apres retour aux variables physiques, le moment de flexion s'écrit sous la forme

suivante :
M7(s) = y(S)N°(x) + M(x) + O(n?)
Avec :

v
M(x) = (El), T

2.5 Localisation

I'avantage du modzle homogénéisé est quil simplifie le calcul de structure a
l'échelle macroscopique, mais quand il s'agit de prévoir l'apparition de
phénomenes non linéaires, au niveau de la microstructure, tels que les
phénomenes de plastification ou bien de rupture etc ...ce modele ne peut
répondre & ces questions. Il serait donc nécessaire de définir les champs locaux.
Dans ce paragraphe nous allons définir les champs de déformation et de
variation de courbure locaux en fonction des efforts macroscopiques.

-

D'une part la loi de comportement  l'ordre 1 s'écrit (pages 37et38):

1 Y{(S)
e v Ny —2L = kl(x, S
m(x)EI (x) o (x, S)
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D'autre part la loi de comportement en traction-compression a 1'ordre 2 s'écrit :

5 .0 cos o
E(x, §) = N (X)(Ela)

= N%(x)e*(s)
2.6 Conclusion

Nous avons réalisé 1'homogénéisation géométrique d'une poutre fortement
ondulée. Le modele de départ est celui de Timoshenko qui tient compte des
déformations de cisaillement. Le modéle équivalent est une poutre droite
satisfaisant globalement les équations du modéle de Bernoulli (20), (21), (22),
(23) et (24). Les rigidités €quivalentes dépendent des caractéristiques
géométriques de la cellule de base ainsi que des coefficients mécaniques du

matériau constitutif de la poutre.
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HOMOGENEISATION GEOMETRIQUE D'UNE POUTRE ONDULEE
D'EPAISSEUR COMPARABLE AU PAS DES ONDULATIONS

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons caractérisé le comportement
asymptotique d'une poutre élastique ondulée grice 2 une approche
asymptotique standard a deux échelles de variations, une échelle lente associée
3 la fibre moyenne de la poutre et une échelle rapide associée a une ondulation.
Dans ce qui suit nous supposons que I'échelle rapide est a deux variables, ce qui
correspond 2 la situation d'une poutre ondulée assez épaisse, 1'épaisseur €tant
du méme ordre de grandeur que la longueur de I'ondulation. Dans le chapitre
précedent, le modele de départ était la théorie des poutres courbes. Ici, nous
partirons de 1'élasticité bidimensionnelle. Les modules de rigidité obtenus
seront valables quelle que soit 'épaisseur de I'ondulation, 3 condition qu'il y ait
un assez grand nombre d'ondulations. En utilisant comme outil la méthode
asymptotique, on se rameéne 3 la résolution de trois problemes d'élasticité linéaire
plane posés sur une cellule de base. Le premier probléme permet de calculer le
module de rigidité équivalent en traction-compression de la poutre, le second est
un probléme en flexion (calcul de la rigidité équivalente en flexion) et le
troisiéme est un probldme en cisaillement. Il ne nous a pas été possible de
trouver une solution analytique pour les deux premiers problémes du fait de la
complexité de la géométrie de la cellule de base. Nous avons donc été amenés &
faire une résolution numérique en utilisant la méthode des éléments finis. Pour
valider ¢ travail nous avons, dans le dernier paragraphe A3 ce chapitre,
confronté les deux approches (l'approche unidimensionnelle et 1'approche
bidimensionnelle) dans le cas limite d'une poutre ondulée 2 épaisseur constante

et petite devant le pas des ondulations.
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3.2 Position _du probléme

On considere une poutre ondulée d'épaisseur variable et de matériau constitutif
linéairement élastique. Sa fibre moyenne est une courbe plane uniformément
ondulée autour de I'axe Ox et de longueur projetée sur cet axe égale a L. Les
ondulations sont réparties de fagon périodique selon Ox. On se propose de
caractériser le comportement de la poutre lorsque I'épaisseur, le pas des
ondulatlons et leurs profondeurs deviennent simultanément trés petites devant
L. Soit N le nombre d'ondulations. On choisit le petit parametre d'échelle du
probleme T de telle sorte qu 1 soit inversement proportionnel 2 N ou bien
proportionne] 2 I'épaisseur de la poutre. Nous désignons par p7 et Hn le pas des

ondulations et leur profondeur respectivement Fig.8.
pTl
(R
0 " x —_ E_T.. -
y

L
] —— —_— P

Fig.8: Poutre épaisse ondulée .

Nous avons 2 résoudre un probléme classique d'élasticité linéaire plane
(contrainte plane) posé sur une structure élancée de géométrie répétitive. On
note Un(x), €1(x) et oM(x) respectivement les champs de déplacement, de
déformation linéarisée associé et de contrainte, oll x désigne le vecteur position
de coordonnées x et y. Lec équations gouvernant I'équilibre et le comportement

de la structure sont :
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(dive™(x) + fT(x) =0 (1)
1EM(UN(x)) = é(VU" + ' VUT) (2)
(o7(x) = A:e"(UT(x)) (3)

A étant le tenseur des modules d'élasticité et f1(x) la densité surfacique des
efforts extérieurs. Le vecteur déplacement Un(x) est décomposé sur la base

(e, ep) selon :

Un(x) = ul(x)e; + v(x)e; 6]

L'idée est de chercher la solution (U7, €7, o) du probleme posé en (1), (2)et(3)

sous forme d'un développement asymptotique en 1.

3.3 Principe de la méthode des développements asymptotiques

L'aralyse asymptotique que nous proposons pour modéliser le comportement
de la poutre considérée est analogue 2 celle faite au chapitre précédent. En effet,
elle est basée sur le fait qu'il existe deux échelles de variations. Les variations
lentes ou macroscopiques SOnt prises en compte par une seule variable, soit x,
qui se rapporte 2 la fibre moyenne de la poutre ondulée. Les variations rapides
sont prises en compte par deux variables X et Y décrivant la cellule de base

Fig.9 avec :

X=x/1 et Y=y/n

La cellule de base Y (une ondulation) est obtenue aprés avoir réalisé une

homothétie de rapport 1/1 sur la structure. Cette cellule de hase sera supposée
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indépendante du petit parametre 1), de méme que les longueurs p = pn/n et

H=Hn.
e—————— p —_—
o \/C
H
Y
l A B

Fig.9 : Cellule de base.

Le principe consiste a écrire les différentes quantités décrivant le comportement
de la structure sous forme d'un développement asymptotique en M. Nous
supposons que la périodicité de la géométrie de la structure entraine celle des
perturbations. Cette hypothése conjuguée avec une analyse mécanique de ces

quantités conduit aux développements suivants :

Ax)= 5 X V) +nxX Y+ (5)
x) =5 X, Y) +nul (6 X 1) + (6)
V) = i vi(x X, ¥) +V (6 X, Y) + 1] Vi X Y)+... (7)
fx) = fl(x X, Y) (8)
fi(x) = nfj(x X Y) (9)

ot tous les termes de ces développements sont p-périodiques (p = p1 /M) par
rapport a la variable rapide X. Le développementh posé differe de
I'homogénéisation classique, la fleche v(x) étant supposée plus grande que le
déplacement axial. En ce sens, la méthode utilisée se rapproche des passages

élasticité 2D - poutre ou bien élasticité 3D - plaque [6], qui sont d'ailleurs des cas
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particuliers des analyses présentées dans cette these. De méme la force verticale
est supposée plus petite que la force horizontale. La suite des calculs consiste a
reporter les développements (5), (6), (7), (8) et (9) dans les équations (1), (2) et
(3), en tenant compte des régles habituelles des développements en échelles
multiples qui discernent les variables locales X et Y des variables globales x ety
soit :

I
Vi) = _T; xnl-)* Vien ()

3 I, .
dlvO’ = —dlv(X,Y)G + dIV(x’y)o-

Ensuite nous identifions, dans les équations qui en ressortent, les diverses

puissances en T} c€ qui conduit & de nouvelles gquations. A ces équations on

applique l'opérateur moyenne qu'on définit par :

1

() = mes(Y)

”(.) dXdy

Y

ol mes(Y) désigne la surface de la cellule de base notée par Y.

Ceci permettra de définir les efforts généralisés macroscopiques (effort normal,
effort tranchant et moment de flexion). Nous montrerons que ces efforts
satisfont les équations d'équilibre d'une poutre droite et nous retrouvons aussi
les lois de comportement auxquelles ils satisfont. On déterminera par la suite les

grandeurs locales en fonction des grandeurs macroscopiques (localisation).
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pé 2

3.4 Modéle homogénéisé

Le but de ce paragraphe est de déterminer les équations d'équilibres et les lois
de comportement homogénéisées et d'en déduire les modules de rigidités

équivalents de la poutre droite équivalente.

3.4.1 E‘guatians d'équilibre macroscopiques

Nous reportons le développement du champ de contrainte (5) et celui des
efforts volumiques (8) et (9) dans les équations d'équilibre (1). Nous obtenons le

développement suivant :

I .. 0 ; 0 - I
v 00 (1. XY) + (div,, ,,0°(x, X, Y) + divg 0! (£ X.Y) +

Forx0X,7)) + ndiv, )0l (X, Y) + divy )07 (5 X.Y) +
fUx,XY)) + .= 0

Nous identifions ensuite 3 zéro les termes de mém= puissance en 1. Nous

obtenons aux différents ordres les résultats suivants.

A l'ordre -1

di c%(x,X,Y) =0 (10)

Y(x,v)
On constate que le tenseur des contraintes a J'ordre zéro est auto-équilibré.

A l'ordre 0
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Y
T————) A B
(o]
X
E

Fig.10

D'apres (10) et la condition aux limites c%.n = 0 sur AE et DF Fig.10, la

poutre comprise entre AD et EF est en équilibre & l'ordre zéro, ce qui entraine

une équation d'équilibre des résultantes et une équation d'équilibre des

moments :

F D
jposdY = Iy o7, dY

F D
Fyoldy = [Yo]dY

et ceci bien sfir quelle que soit la section EF. Il s'ensuit que les résultantes sur

I'épaisseur des quantités 0'?1 et Yo‘l) , sont indépendantes de X et donc qu'elles

sont liées 2 leur moyenne sur la surface ABCD :

I F 000 _ (50
FFiECY = <611>
pour toute section EF.

splrolar = (¥oi)

Pour une poutre ondulée d'épaisseur variable, on définit l'effort normal Sur

I'épaisseur par une résultante des contraintes sur le domaine physique soit :

mes(Y) <O'?1> (12)

N(x) = 1=
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De méme, on définit le moment de flexion macroscopique M et la force

horizontale linéique macroscopique f, par:

M(x) = n° E%L)(—Yo‘h) (13)

_ mes(Y) /1 o
n——;;——(ﬂ)

pd

Nous retrouvons alors I'équation d'équilibre de I'effort normal macroscopique

suivante :

dN(x)
dx

+ f(x) = 0 (14)

L'étape suivante consiste & chercher I'équation d'équilibre du moment. A cet
effet, on multiplie la premidre équation du systeme (11) par Y et on applique
I'opérateur moyenne a I'équation qui en résulte. Compte tenu des conditions de

périodicité et de surface libre, on obtient I'équation suivante :

d(Yol;)

— - <sz> + (fo0> =0

On raisonne comme pour l'effort normal et on définit l'effort tranchant généralisé

macroscopique par :

r(x) = 22 o) (13)

On trouve alors l'équation d'équilibre des moments soit :

dM(x)
dx

+ T(x) + m(x) = 0 (16)
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ol m(x) désigne le moment de flexion macroscopique induit par la force

horizontale soit :

miz) = 122 -)

P

A l'ordre 1

do? do? do!

11 12 T

+* v T Y

(17)

do? do? do!

12 22 12 1 _

<+t " T hH =0

Nous appliquons l'opérateur moyenne 2 la deuxieme équation de ce systeme.

On obtient I'équation suivante :

d<;jz> + <fy1> - 0

La force verticale linéique macroscopique étant définie par :

f = )

on retrouve I'équation d'équilibre de I'effort tranchant macroscopique soit

dT (x)

& + f(x) = 0 (18)

Les équations (14), (16) et (18) sont bien les équations d'équilibres d'une poutre
droite ot N(x), T(x) et iv{(x) sont respectivement veffort normal, I'effort tranchant

et le moment de flexion d'une poutre droite.
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3.4.2 Lois de comportements et coefficients d'élasticité homogénéisés

Du développement du vecteur déplacement (6) et (7) il s'ensuit le

développement suivant pour le champ de déformation (2):

’

ou® ou? ou! ou! du?

_ -l ou ou
gl =1 = t o + oyt n( ~ F alifj +
ov! Nl ov! N2
_ a2V 10V oV oV~
egz—n 8Y+n 8Y+8Y+n9Y+"'

i v o ou’
_ ov 1
2872_"8X+n(8x+8X+8Y)+
M ov! du! ov! 2 ou?
k ax + 8X + 8Y + T]( + j + ...

e S

En substituant ce développement ainsi que celui du champ de contrainte (5)

dans la loi de comportement (en contraintes planes) (3), on trouve :

.

1 = E =2 59"_—1_ -1 @io_ 2"_0 :
of + ney, + ... = J—VZ(T’ Vs T T (5% + vay) t
oul ou’ ! ou! ou? N2
E L, ov! _, . oul v’
ol, + N0y, + ... = T vz(nz i 771(ij+ 57/t
W o0 ol oV N
(V—ax— + Vﬁ— + W) + T](Vjix— + V—a'f + "ﬁ,‘) + )
I _ E _p v g 20 ou’
20?2+2n012+..._1+v(n ﬁ—+n(ax +8X+8Y)

ittt TN T T o

N ! ou! (8\;’ 2 8u2) L )
Nous identifions ensuite tous les termes de méme puissance en T, on trouve :
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A l'ordre -2
-1 -1
%—=0et%—f—=0=>v‘1=v“1(x)

A l'ordre -1

[ Ju? M

Xt ver = ¢
ou’ M
Wv—g—f + —a—Y— =0 (19)
vt N 8u0+ N 0
| Ox Y oX

Les deux premilres équations de ce systéme montrent que :
u = ul(x, Y) et o o= W(x, X)

La troisizme équation du systeme (19) nous permet d'écrire u0 et v0 de la fagon

suivante :

u(x, Y)

l

ugl(x) + Y kI(x)

Wix, X) = vsl(x) + X kz(x)

ot kj(x) et kp(x) sont relié€s par :

A T'échelle microscopique kj(x) et k(x) sont des constar.tes donc des données

du probléme local. Puisque v0 doit étre périodique en X la fonction ka(x) est
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nulle. Ainsi le développement approprié pour le champ de déplacement Un(x)

s'écrit sous la forme suivante :

Un(x)=L vl (x)e, +
0 dv—I 0 . (20)
um(x)—Y—dT(x) e, +v°(x)e, | +NU (%, X, ¥)+...

Nous remarquons que le champ de déplacement Un(x) admet pour terme
principal une déflexion v-I(x) et 3 T'ordre suivant un champ de déplacement de
type Bernoulli. Le terme principal du champ des tenseurs de déformation

correspondant a (20) s'écrit :

du 10
0 1 _m -
(5, X, Y) = Eqp(U) + (0 0) -
v (YO L P (0 172
2 (00 dc \1/2 0)
ol:
i
1 _ 2 1 1
Exy)(U') = z(V(x,Y)U +'V(X,Y)U)

La loi de comportement & l'ordre z€ro s'écrit donc comme suit :

’O'o __E (o + v—al]- + iy, _ dev—]

R IRV ). ¢ Y  dx dx?

o) = E . Vaul N évl_ N V(.‘i"ifa_ _ dev_l__\
192 = 727 " ax T o i i’
2ol = E (o N ou' N av?
N A S
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Nous constatons que (o?, U!) est solution du probléme élastique suivant :

fdiV(x’Y) 0-0 = 0

o’ = A:[e(x,y)(U’) - e’“]

res — é‘_?m_ -10 +d2v_] YO dvg, 0 1/2
e = —*100) T \00) & \1/2 0

\ Ul(x,X,Y) estp— périodique par rapport aX.
0 0 —_

(o) .n]AD + C .n!BC =0

o’.n|,, = o’.n|, =

n est le vecteur normal extérieur.

{

Localisation

Le probleme local, qui est posé sur la cellule de base Fig.9 et ot x joue le rdle
d'un paramétre fixé, est donc un probléme d'élasticité plane bien posé ayant
pour solution unique (modulo les déplacements rigides) ( o9, U!). Nous
remarquons, dans la formule (21), que le tenseur de déformation total s'écrit
comme une somme d'une déformation locale et d'une déformation résiduelle.
Cette dernidre est une combinaison linéaire des trois quantités macroscopiques
dl g dv? g 4

—dxﬂ, 7 et _Zr'l La linéarité de ce probléme nous permet donc d'écrire la

solution sous forme d'une combinaison linéaire de ces quantités soit :
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’

dugl dZV—I
o"(x,X,Y)=—d7(x)Z’(X,Y)+ = (x)ZX(X,Y)
dav?
+1/27¢—;"-(x)z3(X,Y) (22-1)

d?v-

de
av?

l +]/2—2xﬂ(x)U’3(X, Y) (22-2)

1
(x)U(X,Y)

1 dug' 11
U (x,yl,yz)z—a-(x)U (X, Y)+

ot T, 32 et £3 sont respectivement les tenseurs de localisation des effets de
traction-compression, de flexion et de cisaillement. Les expressions linéaires
(22-1) et (22-2) permettent la décomposition de ce probleme local en trois

problémes locaux Py, P2 et Ps d'élasticité plane posés sur la cellule de base Fig.9.

Le probléme P de solution 31 Ull) se formule de la fagon suivante :

( diV(X,Y)ZI = 0

5= Afegun(UT) - €]

;o (-0
¢ = (30)

)

Ull(X,Y) estp— périodique par rapport aX
zhn|  + Zlnfy =0

zf.n[AB = zf.n\CD =0

L

Ce prubléme permet e cal~uler la réponse de la cellule de base & une
déformation imposée et constante dans le sens axial. Nous considérons donc

_que ce probléme est un probléme en traction-compression.
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Le probléme P, donne la réponse 4 une déformation imposée dans le sens axial
et qui varie linéairement par rapport 3 la variable Y. On peut donc le considérer

comme un probléme de flexion. Il se formule comme suit :

Probléeme P, : Trouver (Z 2, U 12) solution de:
’diV(x’Y)Ez = 0

32 = A:[S(X,Y)(U”) - 82]

, _ (YO0
= = (00)

1 U'(X,Y) est p— périodique par rapport alX.
22|, + ZPonly =
LzZ.nlAB 2|, =0

De méme, le probleme P3 peut atre considéré comme la réponse a un cisaillement

résiduel. Il se formule comme suit :

(7 3 _—
dlv(x’Y)Z =0
3 . 13 3
2 = Aoy (TP - €
oo (0 -2
—\-1/2 0

—

U3 (X,Y) est p— périodique par rapport aX.

=0

“

3 3
Z3.n|,, + 20|,

23.n|AB = ).73.nlCD =0

L
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La solution exacte de ce probléme peut &tre obtenue et la contrainte

correspondante est nulle :
=0
UB = —Ye,
En fait, le déplacement U I3 ressemble A un champ de cisaillement uniforme et il
compense un champ dfl a la déflexion v~/ (x). Ce troisiéme probleme n'a donc

pas de contribution 2 la contrainte.

3.4.2.1 Les lois de comportement homogénéisées

Aprés application de I'opérateur moyenne a I'équation de localisation (22-1) on

obtient I'équation suivante :
du? d’v
<0?1> = <2111> Tz <Z121>

Ensuite on multiplie cette méme équation (22-1) par Y et on prend la moyenne,.
On trouve.
> du’® d?v!

= 2= (vz) + == (vz2)

<YGO dx dx

1

La symétrie de la cellule de base entraine des propriétés de symétrie des champs

Zlet 22, qui crndnisent en particulier ans relations (Annexe!l’ :

() = (h)= 0
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Ceci permet de découpler les effets de traction-compression et de flexion et par

suiteon a :

Pour faciliter la lecture des résultats, il est intéressant d'introduire un champ de

déplacement "macroscopique"” ou moyen :

u(x)

ul(x)

vix) = nv(x)

qui correspond aux premiers termes des développements posés (6) et (N.

Ainsi et en tenant compte des définitions (12) et (13) des efforts généralisés
macroscopiques, on trouve qu'ils obéissent a des lois de comportement
macroscopiques en traction-compression et en flexion qui sont identiques a

celles d'une poutre droite de type Bernoulli :

Nix) = s

T : 22
(Y d

| M(x) = ﬂ3m—esp‘—)<‘YZﬂ> Hx_z

3.4.2.2 Rigidités équivalentes
La résolution des problémes Py et Py, est forcément numérique vu la complexité

de la géomtrie de la ceilule de base. Les solutiuns (X1, Ul) et (22, U12) des

probleémes P et P, déterminent le comportement 3 la traction-compression et ala
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flexion de la poutre considérée. On rappelle que les coefficients de
comportement homogénéisés sont les coefficients qui relient la moyenne sur la
cellule de base de la déformation a la moyenne de la contrainte [15].

Du systéme d'équation (23), on déduit la définition des modules de rigidités
équivalents en traction-compression (EA);q: et en flexion (EI)sqi de la poutre

droite équivalente.

(EA)i = nm_esp(ﬁ@;,)
(24)
(EDgqui = n321%(ﬂ<_y2121>

Ces expressions semblent plus ou moins dépendre du choix du petit parametre
7, qui est toujours arbitraire. En fait, on peut montrer facilement qu'un
changement de petit parametre de la forme n* = kn (k étant une constante) ne
modifie pas les expressions des rigidités équivalentes. Si on choisit le petit

paramétre T) ayant la dimension d'une longueur soit :

mesY"
p"

ot mesY" est la surface d'une ondulation a4 l'échelle physique (avant
'homothétie), la cellule de base et les variables X et Y sont sans dimension. Dans

ce cas les rigidités équivalentes s'écrivent :

(EAYa = 5 (1)
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Récapitulatif

On a donc substitué 2 un probléme d'élasticité plane posé sur une poutre
ondulée, d'épaisseur comparable avec le pas des ondulations, un probléme de
poutre élastique posé sur un segment de droite. Le probléme global posé sur la
poutre droite équivalente consiste 2 trouver u(x), v(x), M(x) et N(x) obéissant

aux équations d'équilibres et aux lois de comportement suivantes :

N =0 P.54
dx
dT
E'+ fy =0 P.55
d_]W_ + T(x) + m(x) = 0 P.54
dx
T d
N(x) = (EAlyu — | P.63
dx
d?v
M(x) = (El)équ,-—d? P.63
Conditions aux limites
{

Dans le paragraphe qui suit nous donnons les résultats numériques des
problimes P; et P, pour dz3 poutres ondulézs d'épaisseur constante. Nous
calculerons ensuite les modules de rigidités équivalents que nous COmMparerons
avec les résultats du, premier chapitre pour le cas des poutres ondulées

d'épaisseur trés petite devant le pas des ondulations.
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3.5 Calcul des rigidités équivalentes par l'approche unidimensionnelle et

l'approche bidimensionnelle

On considere une poutre ondulée d'épaisseur t constante et de pas d'ondulation
p Fig.11. La cellule de base est constituée par des arcs de cercles concentriques
symétriques par rapport au centre de la cellule, d'angle d'inclinaison © Fig.11
Pour différentes valeurs de t et de ©, nous avons procédé a une résolution
numérique des problémes P; et P; posés sur une cellule de base (ondulation) et
ensuite nous avons déterminé les modules de rigidités équivalents de la poutre,
en traction-compression et en flexion. Pour les poutres d'épaisseur t trés petite
devant le pas des ondulations nous avons aussi fait ces calculs avec l'approche
unidimensionnelle du chapitre précédent qu'on a comparée avec les calculs
numériques.

La résolution numérique des problémes Py et P; a été réalisée par le logiciel
d'éléments finis ABAQUS. On a utilisé des éléments triangulaires a six noeuds et
3 deux degrés de liberté par noeud. Avec ce tfype d'éléments linterpolation est
quadratique ce qui nous a permis d'avoir une bonne convergence des résultats.
Le calcul des modules de rigidités équivalents a nécessité la mise en place d'un

programme de calcul de moyenne.

<

WAy aA

-

Fig.11
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Calcul du module de rigidité équivalent en traction-compression

Pour un angle d'inclinaison ©=1/8

En faisant varier I'épaisseur t de la poutre, on a calculé la rigidité équivalente en
traction-compression (EA)ggui par la formule (24) en utilisant 1'approche
bidimensionnelle. Le calcul a nécessité la résolution numérique du probléme P;.
Epsuite on a calculé ce méme module de rigidité mais avec l'approche
unidimensionnelle du chapitre précédent. Sur la Fig.(12.a) on a représenté le
rapport des deux rigidités calculées respectivement par l'approche
unidimensionnelle et l'approche bidimensionnelle en fonction d'un coefficient
de forme qu'on a choisi égal & p/2t ol p est la période des ondulations.

Le calcul unidimensionnel a été fait pour le cas ol on tient compte des
déformations de cisaillement avec un coefficient de Timoshenko k = 5/6 (cas
d'une poutre 2 section rectangulaire) (formule (27) du chapitre II) et en
négligeant completement le cisaillement c'est a dire en prenant k infini (modele
de Bernoulli).

Les mémes résultats ont été présentés sous forme de tableau (voir Tableau 1).

1.8

= —a— coefficient de Timoshenko=5/6

1.6
-X ° coefficient de Timoshenko infini

(EA)éq2D/(EA)éq1D

0.3

Fig.(12.2)
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— S—— T

Cellule de base pour p/2t = 17.4 soit 4% Cellule de base pour p/2t = 5.76 soit 24%

d'écart entre 'approche 2-D et 'approche d'écart entre I'approche 2-D et I'approche

1-D de Bernoulli 1-D de Bemoulli :
Fig.(12.b)

Interprétation

Les résultats obtenus par les deux approches sont cohérents : pour des cellules
de base minces, I’approche unidimensionnelle, qui, rappelons-le, conduit a une
formule analytique, donne la méme rigidité que I’approche bidimensionnelle,
que 1’on peut considérer ici comme exacte. Pour des cellules de base plus
épaisses, I’approche unidimensionnelle sous-estime la rigidité. Comme on
pouvait le deviner, la rigidité équivalente obtenue & partir du modéele de
Timoshenko est inférieure  celle obtenue par le modgle de Bernoulli : elle est
donc plus éloignée du résultat de référence obtenu par l’approche
bidimensionnelle.

L’approche unidimensionnelle est valable (avec un écart maximum de 4%) pour
un élancement p/2t supérieur ou égal a 17. Quelques cas de cellules de base plus
épaisses ont été représentés sur la Fig.(12.b) : on constate que 1’approche
unidimensionnelle donne des résultats qualitativement valables (2 20 ou 30%
prés), méme lorsque la forme de la cellule de base differe fortement d’une

structure élancée.
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p/2t 125.7 50.7 25.7 17.4 13.26 10.76 5.76
(EA)q 0.7845 12012 ||91.09 285.362 ||617.58 1088.2 |l 4893.24
1-D k=5/6

(EA)q [|0.7846 || 12.023 91.423 ||287.544 | 625.28 1107.43 || 5092.05
1-D k infi

(EA)gq 0.7848 12.055  |[92.986 [|299.506 |[671.53 1231.41 || 6725.61
2D

Ecart% [ 0.042 0.36 2.038 4.72 8.03 11.63 27.24
(1)

Ecart% [|0.026 0.265 1.68 4 6.88 10.06 24.28
(2)

(1) l'écart entre l'approche 2-D et I'approche 1-D (k = 5/6)
(2) l'écart entre 'approche 2-D et I'approche 1-D (k infini).

Pour 0=

/4

On a reporté (Fig.(13.a) et Tableau 2) les rigidités équivalentes obtenues avec
un angle d’inclinaison plus grand que dans le cas précédent. Les résultats sont
tout a fait comparables, mais la zone de validité est cette fois beaucoup plus
grande avec une tolérance de 4%, 1’approche unidimensionnelle donne une
valeur correcte de la rigidité jusqu’a un élancement p/2t égal a 7. Par ailleurs, les

résultats obtenus avec le modele de Timoshenko sont beaucoup moins bons que

Tableaul:©9=m/8

ceux obtenus avec le modele de Bernoulli.
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——5— Coefficient de Timoshenko = 5/6

o Coefficient de Timoshenko infini

(EA)éq2D/(EA)éq1D
w

Fig (13.a)

Cellule de base pour p/2t = 6.41 soit 4% Cellule de base pour p/2t = 3.91 soit 14.5%
d'écart entre I'approche 2-D et 'approche d'écart entre l'approche 2-D et I'approche
1-D de Bernoulli 1-D de Bernoulli

Fig.(13.b)
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p/2t 12641 ||9.74 8.55 7, 6.41 3.91 3

Endq  |0.16844 [|43796 ||655.43 1123020 | 1583 673327 || 13205.1
1-D k=5/6 _

€Al ||0.16846 [44826 67533 |128552 | 1666 753152 || 1532934
1-D k infi

(EA)eg 0.1687 451.91 686.41 1332.45 1745.66 || 8813.78 19457.79

2D

Ecart% || 0.178 3.1 4.51 7.67 9.31 23.6 32.13
1)

Ecart% || 0.165 0.81 1.61 3.52 4.56 14.54 21.21
(2)

Tableau 2: © = /4
(1) l'écart entre l'approche 2-D et T'approche 1-D (k = 5/6)
(2) T'écart entre 1'approche 2-D et I'approche 1-D (k infini).

Nous avons aussi fait plusieurs calculs de (EA)equi pour des poutres ayant des
angles 6 différents ce qui nous a permis de faire les méme remarques que pour
6 = /4 et © = 7/8. En effet pour un angle © quelconque on remarque que les
résultats analytiques et numériques sont les mémes 2 quelques pour-cent pres
jusqu'a une certaine valeur critique de (p/2t) ol I'écart devient plus important.
Cette limite peut &tre considérée comme étant la limite de validité de I'approche
unidimensionnelle. En effet au dela de cette limite la poutre est localement une
poutre épaisse et il est donc nécessaire d'utiliser l'approche bidimensionnelle. On
rernarque aussi que plus © est grand plus I'éuast entre le calcul nimérique et le
calcul analytique, qui tient compte du cisaillement, augmente. Dans les tableaux
1 et 2 on remarque que les résultats analytiques Jorsque k est infini approchent

mieux les résultats numériques.
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Calcul du module de rigidité équivalent en flexion

Pour les mémes poutres que précédemment, nous avons calculé le module de
rigidité équivalent en flexion (EI)squi analytiquement avec I'approche
unidimensionnelle (28) (chapitre II) et numériquement (24) en faisant la
résolution par élément finis du probleme en flexion Ps.

Nous remarquons que pour © égale A 70/ 8 (Tableau 3) le calcul analytique et le
calcul asymptotique numérique coincident 3 -6% prés dans la zone p/2
supérieur ou égal 3t. Le Tableau 4 montre que pour o égale a / 4 les deux
approches donnent des résultats analogues 2 6% prés dans la zone p/2 égal a
6t.

Comme pour la rigidité en traction on a tracé dans la courbe 10 le rapport entre
le calcul unidimensionnel et le calcul bidimensionnel du module de rigidité
équivalent en flexion dans le cas ol © égale a 1t/ 8. Cette courbe montre bien
que ce rapport est approximativement égal a l'unité lorsque 1’élancement p/2t

est assez grand.

1.02

.

0.98

(EDéq2D/(E)éq1D

0.96

0.94 r3

0.92

Lot 1 | S T | B T | 11t l I S | f I W )
0 50 100 150 200 250 300
p2t

0.9

' Fig.(14.3)
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v

Cellule de base pour p/2t = 5.76 soit -4% Cellule de base pour p/2t = 1.76 soit -14.26%
d'écart entre I'approche 2-D et I'approche d'écart entre I'approche 2-D et 'approche
1-D de Bernoulli 1-D de Bernoulli

Fig.(14b):0=1/8

p/2t 125.76 44.24 10.76 7.01 5.76 3.26 1.76

(EDgg 0.00104 |1 0.0247 2.0302 8.3157 16.24 129.93 2030.2

1-D

(EDgq 0.001037 |{0.0246 1.9935 8.081 15.67 121.66 1776.81

2-D

Beat% |-0.18 -0.4 -1.84 -2.9 3.6 -6.79 -14.26

Tableau3:0=7/8

Cellule de base pour p/2t = 9.74 soit -4% Cellule de base pour p/2t = 2.66 soit -19%
d'écart entre l'approche 2-D et I'approche d'écart entre l'approche 2-D et l'approche
1-D de Bernoulli 1-D de Bernoulli .

Fig.15:e=n/4
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p/2t 126.41 44.9 26.41 9.74 7. 6.41 2.66
(EDg 0.0009603 || 0.02282 {{0.12 3.24 10.94 15.005 | 960.337
I-D ——

(EDeg 0.0009545[/ 0.02265 [[0.118 3.11 10.34 14.106 || 804.688
2-D

Ecart % |f-0.609 -0.7268 |[-1.36 4 -5.78 -6.37 -19.34

Tableaud4: 0=m/4

3.6 Visualisation des contraintes de localisation

Dans les figures a, b et ¢ on représente la distribution des contraintes de
localisation, dans la cellule de base, des effets de traction-compression solutions
du probléme P; pour le cas d'une poutre ondulée assez épaisse. On remarque
que toutes ces représentations sont symétriques par rapport au centre de la
cellule de base. La composante du tenseur de localisation dans la direction 11,
Fig. a, est fortement variable dans l'épaisseur les lignes de niveaux étant a peu
prés paralleles a la ligne moyenne de la cellule de base comme pour une poutre
droite. La composante S22, Fig. b, est d'un ordre dix fois plus petit que S11 mais
elle est plus importante que pour une poutre droite. Dans la figure ¢ on
remarque que la composante de cisaillement est effectivement 2 moyenne nulle
sur la cellule de base mais elle est localement presque aussi importante que la
composante principale S11. -

Les figures d, e et f représentent la solution en contrainte du probleme de

localisation P, (probleme en flerion). S11 est la plus importante, mais les deux
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VALUE
|H.WWM.W%m |N.qmm+o§

7.30E+04 -1.86E+04

-2.19E+04 -9.72E+03
+2.91E+04 -8.31E+02
+8.02E+04 +8.06E+03
+1,31E+05 - +1,69E+04

+2.58E+04
+3.47E+04
+4.36E+04

+1.82E+05
+2.33E+05
+2.84E+05

Fig.a : SOLUTION DU PROBLEME P1 : Sl1ll Fig.b : SOLUTION DU PROBLEME Pl : S22

+1.96E+04
+3.93E+04
+5.89E+04
+7.86E+04

Fig.c : SOLUTION DU PROBLEME Pl : S12



VALUE
~-2.10E+05
-1.57E+05
-1.05E+05
-5.26E+04
+1.47E-01
+5.26E+04
+1.05E+05
+1.57E+05
+2.10E+05

Fig.d : SOLUTION DU PROBLEME P2 : Sl1

-2.33E+04
~-1.26E-02
+2.33E+04
+4.66E+04
+6,99E+04
+9.33E+04

s12 VALUE
-1.02E+05

~7.68E+04
-5.12E+04
-2.56E+04
+2.27E-02
+2,56E+04

+5.12E+04
+7.68E+04
+1.02E+05

Fig.f : SOLUTION DU PROBLEME P2 : S12



Troisiéme chapitre : Homogénéisation géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur comparable au pas
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autres composantes ne sont pas négligeables. Dans ce cas les lignes de niveaux
de 12 composante S11 suivent a peu pres l'ondulation. Toutes les composantes
du tenseur contrainte sont antisymétriques par rapport au centre de la cellule de

base, ce qui justifie que la moyenne de ce tenseur est nulle.

3.7 Quelques exemples de validation

3.7.1 Nous avons calculé les modules de rigidités équivalents pour le cas de
deux poutres constituées par le méme matériau mais ayant des surfaces
différentes et le cas de deux poutres ayant méme quantité de matiere mais
distribuée différemment dans les deux poutres. Dans le premier cas il est évident
que les modules de rigidités équivalents en traction-compression et en flexion
de la poutre qui a le moins de matiere et donc la surface la plus petite sont
inférieurs 2 ceux de l'autre. Pour vérifier cela nous avons calculé les modules de
rigidités équivalents d'une poutre ondulée épaisse de surface Sl Fig.16 et d'une

poutre ondulée de surface S2 inférieur a S1 Fig.17.

Fig.17 : Cellule de base d'une poutre ondulée de surt:ace S2 inférieur a
S1.
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Le matériau constitutif des deux poutres est élastique isotrope de module de
Young E = 200000 MP. On note par R°, R, RF respectivement le rapport

S
"L le rapport des modules de rigidités équivalents en

5,
. : (EA),( S;)
traction-compression des deux poutres ——————c— ¢t le rapport de leurs
(EA),(S,)

o (ED(S,) ,
modules de rigidités équivalents en flexion ——*4 | Les résultats trouvés
(ET),(S;)

des deux surfaces

sont regroupés dans les tableaux suivants :

EALS) [(EALS) | e
1745.66 686.48 |1.436 2.543
(El)éq(SI) (El)eq(SZ) RS RF
14.11 4.81 1.436 2.93

Ces deux tableaux montrent bien que la poutre qui a le plus de matiere (surface
§,) ales modules de rigidités les plus élevés.
La poutre de surface S2 a une épaisseur variable et donc une distribution non
uniforme de la quantité de matiére le long de la poutre. Nous considérons
maintenant une poutre ondulée de surface S2 et d'épaisseur constante Fig.18
donc de distribution uniforme de la matiére.

Fig.18 : Cellule de base d'une poutre ondulée de surface S2 et d'épaissenr
constante.
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On calcule ses rigidités équivalentes en traction-compression et en flexion qu'on
rapporte & celles de la poutre précédente de surface S2 Fig.17. On trouve alors
les résultats suivants :

(EA)sq | (EL), I T | RF
743.68 I5.38 111 M1.12

On remarque que la poutre ayant une distribution uniforme de la quantité de
matidre (épaisseur constante) Fig.18 est plus rigide que celle qui présente une
distribution non uniforme de la quantité de matiere Fig.17, mais I'écart de 10%
semble assez faible compte tenu du changement de forme imposé 2 la cellule de

base.

3.7.2 Calcul des rigidités équivalentes en traction-compression et en_ flexion

d'un treillis en carré.

Dans un travail antérieur, qui consiste a étudier les vibrations globales d'un
treillis en carrée, C. Gardin [15] avait déterminé une expression analytique des
modules de rigidités équivalents en traction-compression et en flexion d'un
treillis en carré. Le treillis Fig.19 est constitué par un matériau élastique isotrope
de module de Young E, I et A sont respectivement l'inertie et la section d'une
barre du treillis. On note par N_ le nombre de cellules qui constituent le treillis.
Les modules de rigidités équivalents en traction-compression et en flexion

s'écrivent alors de la fagon suivante :

f 2

(El)y = 2EI + EA——

| ¢ (C. Gardin [15])
(EA), = 2EA
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L
Avec: — =
vec NC D

- — — — - — >
L

Fig.19 : Treillis en carrée.

De notre coté nous avons fait un calcul de ces coefficients avec l'approche
bidimensionnelle en faisant la résolution numérique des problemes P1 et P2 dans
le cas ot la cellule de base a la forme d'un carré Fig.19. L'é¢lancement p/t étant
pris égal 2 50.5. Le module de Young E du matériau constitutif de la structure
est égal 3 200000 MP. les résultats trouvés sont regroupés dans les tableaux
suivants :

(El ), @ [ (Ely, (2) || Ecarten %
0.2601 0.2604 0.13
(EA )y (1) “ (EA)gy (2) | Ecarten %
400.0 “ 400.65 0.16

(1) calculé par la formule de C. Gardin [15].
(2) calculé par l'approche 2-D.

Ces tableaux montrent bien la bonne concordance entre les résultats

analytiques et les résultats numériques a un pourcentage d'erreur tres faible soit
0.13% pour la flexion et 0.16% pour la traction-compression.
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3.8 Conclusion

A partir d'une méthode asymptotique classique en homogénéisation, nous avons
montré que le modele homogénéisé d'une poutre ondulée, d'épaisseur
comparable au pas des ondulations, est celui d'une poutre droite satisfaisant les
équations du modele de Bernoulli. La détermination des modules de rigidités de
ce modele, liés aux rigidités équivalentes cherchées, a nécessité la résolution de
deux problemes linéaires d'élasticité plane posés sur une cellule de base, qui ont

été résolus par éléments finis.
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MODELISATION ASYMPTOTIQUE D'UNE PLAQUE OND ULEE
D'EPAISSEUR COMPARABLE AU PAS DES ONDULATIONS

4.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est d'étudier le comportement de la solution
tridimensionnelle d'un probléme élastique de plaque ondulée lorsque
I'épaisseur de celle-ci, qui est du méme ordre de grandeur que le pas des
ondulations et que leurs profondeurs, devient petite devant la longueur de la
plaque. Nous nous plagons dans le cadre de I'élasticité linéaire et on utilisera
comme précédemment la technique des développements asymptotiques. Il s'agit
donc d'étudier le comportement de cette plaque gréce 3 une approche
asymptotique & deux échelles de variations, une échelle lente associée au plan
moyen de la plaque et une échelle rapide associée a une ondulation. Le nombre
d'ondulations N de la plaque étant assez grand, le petit paramétre de l'analyse
asymptotique du probleéme T est défini comme précédement : on le choisit de
telle fagon qu'il soit proportionnel soit & 1/N soit 3 I'épaisseur de la plaque. Le
but escompté de cette étude est donc de trouver pour la structure en question
un modele équivalent de plaque plane (modele bidimensionnel), de montrer qu'il

est de type Love-Kirchoff et de déterminer sa matrice de rigidité équivalente.
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4.2 Position du probléme

On considere une plaque uniformément ondulée autour de l'axe Ox,, Fig.20, de
longueur projetée sur cet axe égal a L et sa longueur projetée sur Ox, est 1.
Nous désignons par pn et Hn le pas des ondulations et leur profondeur
respectivement. Le matériau constitutif de la plaque est élastique linéaire
isotrope. On se propose de caractériser le comportement d'une telle structure
lorsque son épaisseur, la période des ondulations et leur profondeur deviennent

simultanément trés petites devant L.

Fig.20 : Plaque ondulée .

Equations du probléme tridimensionnel de départ

Nous désignons par wl(x;, x5, %3), i=1, 2, 3les composantes du champ de
déplacements des ppints de coordonnées (x;, X2, -c3) de la plaque. Les

composantes du champ de contrainte seront notées par :
ol (%, %, %3), 1 y=1, 2, 3.
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Nous supposons que le champ de contrainte est symétrique soit :

ol = o] Lj=1,2,3

Les forces appliquées seront de type volumique de composantes :

.f;n(xjy x2) x3) i=1, 2,3

On définit le champ de déformation linéarisé associé au champ de déplacement

Un de composantes ( um;) par .

1, ou oul .
eg(U") =3 ('a—xj‘ + _B_xJT 1,j=1,273

Sur les surfaces ondulées de la plaque, on suppose que le vecteur contrainte est

nul soit :

O'gnj=0 o i=1 2 3e j=13

ol n =n; ej estle vecteur normal extérieur au volume occupé par la plaque. On
désigne par A le tenseur des modules d'élasticité du matériau constitutif de la

plaque. Les équations gouvernant l'équilibre et le comportement de la

structure sont :
divol(x) + fi(x) = 0 (1)

o(x) = A:s”(U"(x)) (2)

Le vecteur déplacement UT(x) s'écrit dans la base (e ,e,e;3) comme suit :
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Un(x) = uly(x) e; + uly(x) e; + wi(x) e; (3)

Le probléme consiste & trouver un champ de déplacements et un champ de
contrainte satisfaisant simultanément l'équation de bord libre, I'équation
d'équilibre (1) et 'équation de comportement (2) lorsque I'épaisseur de la plaque,

la longueur d'une ondulation et sa profondeur deviennent trés petites.

4.3 Analyse asymptotigue

Le but de cette étude est de trouver le modgle bidimensionnel de plaque droite
équivalente 2 la plaque ondulée ci-dessus Fig.20, autrement dit un modele ol
les inconnues peuvent s'exprimer  l'aide de variables définies uniquement sur la
surface moyenne de la plaque. Pour ce faire nous allons appliquer une méthode
asymptotique 2 deux échelles de variations. Les variations macroscopiques
seront caractérisées par les deux variables x; et X2 relatives aux axes du plan
moyen de la plaque. Comme il est habituel en théorie des plaques et des coques,
un indice grec @, B, etc.. ne peut prendre que les valeurs 1 et 2. Les variations
rapides sont prises en compte par les deux variables y; = x;/7 et y3= x3/7]. La
cellule de base Fig.21 est décrite par les variables microscopiques (y1, y3)- Pour
simplifier la discussion, on supposera que la cellule de base Y a un centre de

symétrie (le point O de la figure 21).

n
- p=p/m —>]

\
/ Y\/
% H=H'm +
0

Y |

Fig.21 : Ceilule de base.
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Nous attribuons aux différentes grandeurs intervenant dans les équations (1),
(2) et (3) les développements asymptotiques suivants qui sont sous une forme

analogue 2 celles utilisées aux chapitres précédents :

o"(x) = o’ (xpx2ypys) + M 6 (xp X0y pY3) + oo (4)
u;(x) = wl(xpxpyp¥3) + 1 u11(x1,x2,y1,y3) + ... (5)
uy"(x) = uzo(x,,xz,yp}g) +7 uzl(xz,xz,yh}g) F . (6)
w(x) = n-IW'l(xl’xz:YJ:}?) + Wo(xbxz,}’p}?) +7 WI(XI»xz»}’p}B) Rt (7)
fi(x) = £ (xpx2y173) (8)
£(x) = £ (xp22y173) (9)
£5x) = 0S5 (xpxay09s) (10)

La géométrie de la structure est bien siir périodique. Nous supposons que les
différents termes de ces développements sont des fonctions périodiques de la
variable microscopique y,. La suite des calculs est classique en homogénéisation
et consiste 2 reporter ces développements dans les équations (1) et (2) en tenant

compte de la relation :

(9 _ 9 9

o ox 3y,

7 (1)
9 40

T

Ensuite on identifie dans les équations qui en ressortent les termes de méme

puissances en T, ce qui conduit a de nouvelles équations auxquelles on

appiique I'opérateur moyenne qu'on définit par :

1
(.) = es(T) fly( - ) dy dys
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ol mes(Y) est cette fois-ci la mesure de la surface ondulée de la cellule de base
qu'on note par Y.

Nous obtiendrons par la suite les efforts macroscopiques. Enfin nous
montrerons que les champs de contraintes généralisées macroscopiques

satisfont les équations du modele de plaque droite.

4.4 Modéle homogénéisé

4.4.1 Equations d'équilibre macroscopiques

Nous reportons le développement (4) du champ de contrainte et les expressions
(8), (9) et (10) des efforts volumiques dans I'équation d'équilibre (1) en tenant
compte de (11). Ensuite nous identifions les différents termes de méme

puissances en 1| et nous obtenons :

A l'ordre -1
div,c’ = 0 (12
A l'ordre 0
'aai%,. N aaoiﬁ Ff0 =0 (13)
b S -0 v

On applique l'opérateur moyenne aux équations (13) et (14) en tenant compte

des conditions aux limites et de périodicité, on trouve :
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a(;iﬁ P () =0 (15-1)
T

oohs) _ (15-2)
. Ixp

Avec les conditions d'anti-périodicité de o?.n et de surfaces libres, on montre

facilement que <O‘?3> = Qet <y3 O'?3> = 0 (Annexe2).
En faisant la méme analyse que dans le chapitre III, on définit les contraintes

macroscopiques de membrane par :

Y
Nos(x1, %) = nme‘;f )<agp> (16)

et on définit les efforts surfaciques macroscopiques par :

foulx;, x3) = Tlmng)<fo?>

L'équation (15-1) permet d'écrire :

N 5

= 0 17
9x[5+fa an

A l'ordre 1

J ¥ 1
O3 . 9 Og3 + fL =0 Aveci=1,3
3yi axa

On applique I'opérateur moyenue A cette équation et on obtient :
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d{cks) N <f§> -0

9 xu -

On définit I'effort macroscopique de cisaillement par :

0u(x, %) = M (oks) (18
et on pose :
f(x;, x3) = 772 me‘s‘;Y)<f31>

On trouve que Q, vérifie I'équation d'équilibre suivante :

‘;Qa + f =0 (19)
xa

Maintenant, si on multiplie I'équation (13) par y3 et on y applique 'opérateur

moyenne, on trouve alors :

3(y;0° '
) _ (g3 + ) = 0

La contrainte généralisée macroscopique en flexion est définie par :

Mgl ) = 1 0 - @)

Posons :
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,mes(Y)

P <—Y3f£>

ma(x1, xZ) =
Les contraintes généralisées macroscopiques en flexion vérifient donc
I'équation d'équilibre suivante :

M

%,

+ Qg+ my =0 @1)

Les équations (17), (19) et (21) sont bien les équations d'équilibre d'une plaque

plane.

4.4.2 Traitement de la loi de comportement

Compte tenu du développement du champ de déplacement (5), (6) et (7) le

champ de déformation se développe de la fagon suivante :
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el = _9_”_20_ 8u§ +
2 =
axZ axZ
. _ aW—I y 0 aWI 2
el, = NP —— + N o+ o— + N+
s 3 3 3
2¢) _; oud (aug ou? (9u£)
T i ox; ox; Y,
[aué dul augj .
axj axz ayj
-1 -
2el = 1 ow! n_J(awf ow’ au?]
I ox) %y ;3

2¢], = 0 G + 9 + a—w3+ ou; + £}-W—1+—aﬁg— +
23 o %, o s 1 e T o,

On introduit ce développement ainsi que celui du champ de contrainte (4) dans
la loi de comportement (2). Ensuite on identifie tous les termes de mémes

puissance en 1. On obtient aux premiers ordres les résultats suivants :

A l'ordre -2

(! :
RS . -
93
y = wl = wil(x, x;)
-1
M _ o
L 9
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A l'ordre -1:

On obtient d'une part le systéme d'équations suivant :

,

ou? ow’
(1 -v)—+v—=20
9y 93
_a_uz + _a_w_o_ = 0
Ny dys
1
0 0
VQ-LH— + (1 - V) QK— =0
dy; dys
ou? owl o’
+ + =0
L 93 0%} %7

Pour satisfaire ce systéme d'équations, u? et w’ doivent s'écrire sous la forme

suivante, ol apparaissent des fonctions définies sur le plan moyen qui sont la

floche 2 l'ordre -1, des composantes du déplacement des points du plan moyen

uﬁ” (x;, x5)et w( x;, X;)etaussiune fonction k(x;, xz) qui reste a préciser :

W = W (x;, x3 y3) = k(xp, X)ys + ul (x;, %)
0 0 v
WW = w (x;, X3 }’1) = —(k(x, xy) + "aT')}ﬁ +
1
L WM(x]t xz)

Comme toutes les composantes du champ de déplacement deivent étre
p-périodiques en yi, la fonction k(x, x,) se déduit de la fleche par une relation

de type Love-Kirchoff :
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aw—l
ox,

k(x, x) = -

D'autre part on obtient aussi I'expression de la composante du champ de

déplacement selon la direction 2 soit :

?;g + %w" =0

3 %2 ow™!

Wa . = ug(x1, X2, }’3) = —}’3—ax" + ug/’(xl’ x2)
754 : 2

2 — 9o

L D1

En récapitulant on trouve que le développement asymptotique du champ de

déplacement s'écrit de la fagon suivante :

Ul(x) = T)‘Jw‘l(xl, x,)e; +
(ug(xl, Xy, Y3leqg T wo(xj, xz)e3) + ...

ot ul(x;, x; ¥i) = —V3 % + ulf (x, %)
e

On remarque donc que le champ de déplacement U"(x) admet au premier ordre

une déflexion w'l(xl,xz) et & l'ordre suivant un champ de déplacement
horizontal de type Love-Kirchoff.

A l'ordre zéro:

" A cet ordre la loi de comportement s'écrit :

o’ = A:(sy(UI) - s"”)
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Comme dans le chapitre précédent, la déformation résiduelle fictive se
décompose en un terme de membrane, un terme de cisaillement qui ne créera pas

de contrainte et un terme de flexion :

e 1f0ul  9uff I 9w’
aZW—I
+ =5 5
y33xﬁaxa «0jB

A ce stade de calcul, on se retrouve avec une formulation claire et simplifiée du
probleme local. En effet, il s'agit de résoudre un probleme d'élasticité linéaire

posé sur la cellule de base qui consiste a trouver (00, U!) solution de :

0 _ 0
o-ij - Aijmn Emn

0 — i I aviy ng” 1 dw?

€j = 8ijy(U) + Z[Bxﬁ + 7 %a Siabjp + 5 axa(5ia5j3 +
B aZW—I

! 5i36;a) V3G g ae 59 %2 Siadjp

a,f=12eti, jmn= 1, 2, 3
U! p- périodique en y,

o%.n est antipériodique en y,

LO'O.n = 0 sur les surfaces libres

4.4.3 Locqlisat_igﬂ

Le probleme local ainsi posé admet une solution unique ( 60, U’ ) (modulo les

translations). Cependant on peut remarquer qu'il se formule comme un probléme
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3 déformation résiduelle ce qui facilitera sa résolution numérique. Cette derniere

s'écrit comme combinaison linéaire :
- des déformations macroscopiques de membrane :

o= 1 dul N 9uf§4
op 2 axg d xq

_ des variations de courbures de la surface moyenne de la plaque :

L= *w!
aﬁ aXﬂaXa

_ et des déformations macroscopiques de cisaillements :

lawo
28Xa

Ea3

La linéarité de ce probléme nous permet d'écrire la solution en déplacement et
en contrainte comme combinaison linéaire de €qp, £u3 €t Kz (0, B =1, 2) qui,

sont indépendants des coordonnées microscopiques y; €t 3, €t qui peuvent &tre
considérés 2 1'échelle microscopique comme des données du probleme local. A
cause de cette linéarité, il existe donc trois champs de vecteurs de localisation

des déplacements U°t(y), V®(y)etU%(y) en sorte que la solution U’

s'écrive sous la forme :

,Ul(xpxz»}"z,}’s) = Uaﬂ(yl'%) €ap T U%(y1,23) a3 -- (22)7'
+ VP (y,y3) K

ce qui permet d'écrire le champ de contrainte sous la forme suivante :
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Ay 35) = sP(035) eap + mPlnys) K3
(23)

+ff}‘(ypy3) a3

Les tenseurs de localisation des contraintes sont reliés aux vecteurs de

localisations des déplacements par des relations déduites de la loi de

comportement .
. of
P A o Ay (24)
veP
aff _ m_ _
Juf
o m
LTij - Aijmn ayn T 2Aija3 (26)

oui,j,m=123etn=1,3

Les relations (22) et (23) nous permettent de décomposer le probleme local en
une série de huit problemes glastiques, posés sur la cellule de base Fig.21, trois
pour la localisation en membrane, trois pour la localisation en flexion et deux
pour la localisation en cisaillement. II s'agit de problemes intermédiaires entre
I'élasticité bidimensionnelle et I'élasticité tridimensionnelle. Les champs sont
définis sur la cellule de base bidimensionnelle, mais il y 2 trois composantes du
champ de déplacement et six composantes du champ de contraintes comme
inconnues. Lorsque le matériau est isotrope, on peut décomposer chacun de ces

prohl2mes en un probléme plan (déformations planes) et un probleme antiplan.
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Etude de la localisation en membrane.

D'apres (12) et (24), les problémes de localisation en membrane, P8, consistent 2

trouver (S8, UeP) tels que :

’divy s =0
du2P
SF = Aijmn 3y, + Ajjap

WUaﬁ p— périodique en 'y,
S®B .n est antipériodique en 'y,

S% n= 0 sur les surfaces libres

t

Pour un matériau isotrope il est possible de décomposer le probleme de
localisation en membrane en un probléme plan (déformations planes) et un
proleme antiplan. Décomposons d'abord le déplacement selon le plan de la

cellule de base :

v = UP*? + u;"ﬁe2

UPY = uf‘ﬁel + u;’ﬁe3

La décomposition analogue pour les contraintes introduit des contraintes Spab

dans le plan de la cellule de base, des contraintes de cisaillement antiplan SAoB

et des contraintes normales S5 :
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(5% = SP® + SA® + Sfe,®e,

WSP“ﬁ _ SPWPe,@e, + SPPe;@e; + SPY(e;®e; + e;®e)

549 = SAF (0@ + &®¢) + SAZ (e;®¢e, + ¢;De;)

La premiére étape consiste 2 résoudre le probléme plan (déformations planes)

qui est défini dans le plan (y1, y3) et qui permettra de définir le déplacement plan,

les contraintes planes et les contraintes normales S;"zﬂ, il se formule de la maniére
suivante :
div SP¥ = 0

9 up®® o
SPgﬁ= Aijmn——a—p}‘}ﬂ‘ + Ajop avec i, j, m e n = I, 3

S8 = ES,5,, + VISP + SPF)

UP®B p— périodique en Y,
(SP)

SP% .n est antipériodique en Yy

LSP"‘ﬁ.n= 0 sur les bords libres

La deuxieme étape consiste & déterminer uZ? solution du probléme antiplan

suivant :

98



Quatriéme chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas
des ondulations: approche tridimensionnelle

AuB(y, y;) = 0
ﬁugﬁ P — périodique en y,.

JuP Bugﬂ
L 9}121 n, + 8y3 n, = —(51a52/3 + 52a51ﬁ)"1 sur les bords libres.

Etude de la localisation en flexion

Les problemes de localisation des effets de flexion consistent a trouver

(moB, Vop) verifiant :

(div. m®P = 0
J
dveP
P = A Sy~ V3o

WV“B p— périodique en y,
m® .n est antipériodique en Y,

m® .n = 0 surlesbords ondulées

L

En faisant la méme remarque que précédemment, les trois étapes sont identiques
a celles du probleme en S sauf que la déformation résiduelle fictive dans ce cas
est linéaire en y;. En effet, on décompose le déplacement selon le plan de la
cellule et les contraintes de la fagon suivante :

veE = vP¥ + vPe,

VP = vfﬁel + v%he

3 73
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et

r

me® = mpP% + mA® + m;"zﬁeztﬁbe2

mea/’ = mPI"I‘ﬂe1®e1 + mP;_;pe3®e3 + mPgB(e1®e3 + e3®e1)

LmA“ﬁ mA;"zﬁ(e1®e2 + e2®e1) + m;ﬁ(e3®e2 + e2®e3)

Le probleme plan (déformations planes) se formule comme suit :

rdivy mP% = 0

dvp®P
mPE= A 3 = Yy Ayep avec i joomoern = L3
jmg = -Ey, 52a52ﬁ + V(mPff,ﬁ + mP%’)

VP p— périodique en y,
(mP)
mP% .n est antipériodique en Yy,

kaaﬂ.n= 0 sur les bords libres

Le probléme antiplan permet de déterminer vg‘ﬁ tel que :

Ave(y, y;) = 0
jvgﬁ P — périodique en y,.

v B B o
-2 p + =%-n, = )13(510‘52/3 + 52a51ﬁ)n1surlesbordslzb‘res.

Layl 1 ay3 3
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Etude de la localisation en cisaillement

Les deux derniers problémes sont des problémes en cisaillement. IIs se formulent

ainsi :

,

divy'r“ = 0

. J uf,
75 = Aijmn -a—y—' + 2Ajas
n

U p- périodique en ¥,
1%.n est antipériodique

1@ n =0 sur les surfaces ondulées

L

Les problemes en * ressemblent au probléme P; du chapitre précedent et ont

donc une solution en contrainte exactement nulle.

4.4.4 Lois de comportement macroscopiques

On applique l'opérateur moyenne 3 1'équation de localisation des contraintes

(23). On se ramene A I'équation macroscopique suivante :
<ngﬁ> = <S7&%(>’1»>’3)> Eys T <m7&%(>’1’>’3) >K;§ (28)

En faisant de méme mais en multipliant cette fois-ci I'équation (23) par y3, on

t-ouve alors :

(v30%) = (ysSE%(ypys))sys + (ysml (y1,73) ) (29)
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La périodicité des champs de déplacement et de contrainte ainsi que la symétrie
de la cellule de base montrent qu'il y a découplage entre les effets de membranes

et de flexion soit (Annexe 2):

<m§3(}’1»>’3) > =0
<>'3 ng%(yz'h)) =0

Remarque:

D'apres la propriété d'isotropie du tenseur de raideur A, les quantités
A2, Azzz et Agzpz sont nulles. En conséquence le probleme plan (SP)
d'inconnues SPI2 et UPI2 correspond & des données nulles. La solution
est donc nulle.

Ceci permet de conclure que:
SP2=0,donc S = S% = 85 = 8 =0

De méme pour le probleme plan (mP) en (m12 V12) soit:

12 .12 _ 12— 12
m11—m22—m33—m13—0

Pour se ramener 2 l'échelle physique ou reelle, on pose :

w(x;, xp) = TI—IW_I(XI» x;) = Kap(xp x;) = TI'JK;E(XI: x;)

Ainsi en utilisant la définition des contraintes de membrane et de flexion
macroscopiques (16) et (20), on obtieat les lois de comportement

macroscopiques suivantes :
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rNaﬁ = n'rn—e%l"_)«sgp(yh%» et <S(2,25(}’1,}’3)> €2 +
(s2(y1,75)) ) (30)

1

My = "njme_sp(—ﬁ«hmgﬁ(yhh))’fu + <}’3m§3()’1,}’3)> K22 +

L <}’3m5125(}’1: )’3)> K1z) (31)

Une conséquence du résultat précédent :
0\ — -

<Gi3> = <V3G?3> =0

est que :

(s5) = (mif) = 0

La loi de comportement généralisée macroscopique en membrane s'écrit alors :

N =7 -E vznme;!Y)(((EH(U”» + Dey +
(£, (U2)) + V)en)
Vo = e (vileu0™) + Dew +

(v{e(UP)) + Den)

Ve =7 f v”meSIJ(Y)(<812(U12)> + 1/2)en

En flexion cette loi s'écrit :
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M =1 = 2T mesp(Y)((<y3€11(V”)> = (" ))xu +
((yse(V ) - V<Y32>)Kzz)

Mz = =7 - Al meﬁY)(V((Y3€11(VII)> - (9" Peu +
(V<)’3311(V22)> - ()’32>)K22)

LMIZ = 77 f v773 mes}J(Y) (<Y3312(V12)> - (}’32>)K12

4.4.5 Coefficients d'élasticité homogénéisés

Des lois de comportements macroscopiques (30) et (31), on déduit les
coefficients de rigidités équivalents de la plaque. Par un rajisonnement simple
utilisant la périodicité en y; et le fait que le vecteur contrainte est nul sur les
surfaces ondulées, on montre que la matrice de rigidité équivalente est

symétrique soit (Annexe?2)

<S§%(>’1:y3)> = <S‘;‘§(y1,y3)>
<y3 mL%(ypys» = <}’3 m%s(yph))

On remarque donc que le matériau équivalent est glastique orthotrope. Sous

forme matricielle la loi de comportement en membrane du matériau équivalent

s'écrit :
Ny, (¢, C, 0 7
N 2| = C21 sz 0 €5
N 12 0 0 C33 €12
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Avec:

'C“ - - _E Vane;J(Y)«g”(U”)) . ])
Co =7 —E Vznme;(Y)((e”(Uzz)) + V)
{Cu = = _E v nme;fY) v({e(@)) + 1)
o = 0 (e, ) 1
LC” T f v”me;(Y)(V(szz(U”)) + 1/2)

En flexion elle s'écrit comme suit :

M, D, Djp 0 K

M, | = | Dy Dy 0 Koo

M, 0 0 Dss ) \ K}5

Avec

Dy = ' P (V) + (7))

Dy = L P (e (v) + V(o)

{0y = 2 P (entv') + 05)

Dy = T2 P v + ()
Dy = T PG (V) + ().

105



Quatriéme chapitre: Modélisation asymptotique d'une plague ondulée d'épaisseur comparable avec le pas
des ondulations: approche tridimensionnelle

On remarque que :

Cy = V(i

D, = vDy

4.5 Récapitulatif

Par une méthode d’homogénéisation asymptotique on a réussi a réduire un
probléme tridimensionnel posé sur une plaque ondulée en un probleme

bidimensionnel posé sur le plan moyen d'une plaque équivalente a la plaque
ondulée. Ce dernier probléme consiste a trouver uZ’( xp, %), w(xp, X% ),

Naﬁ(xl, Xp), Maﬁ(xI, x,) et On(x;, x,) vérifiant les équations suivantes :

[(ON 45
p + f, =0 P. 88
xB
J
af"‘ + f; =0 P. 89
o
oM
ﬁaxaﬁ+Qa+ma=0 P. 90
B
{N} = [Cl{e} P. 104
AM} = [D){x} p. 105
| Conditions aux limites.
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4.6 Calculs numériques des matrices de rigidité équivalente en membrane et

en flexion. Proposition de formules approchées.

Dans ce paragraphe, nous allons effectué le calcul numérique des coefficients de
la matrice de rigidité équivalente d'une plaque ondulée. Le matériau constitutif
de la plaque est élastique isotrope de module de Young E égal 2 2. 105 MP et de
coefficient de Poisson v égal a 0.3. La plaque est d'épaisseur t constante et
d'angle d'inclinaison ©. Sur la Fig.22 on a tracé 1a projection de la structure
dans le plan de 'ondulation. Une ondulation est en fait constituée par des arcs
de cercles concentriques et symétriques par rapport au centre de 1'ondulation.
Dans ce paragraphe l'angle © est pris égal 2 T / 4. Les résultats trouvés seront
comparés 2 d'autres résultats analytiques ou empiriques concernant les plaques
ondulées d'épaisseur trés petite devant le pas des ondulations. Dans cette
application numérique nous avons choisi 1 égale a 0.1. Dans ce paragraphe
nous n'allons pas faire le calcul numériques des coefficients de rigidités Cs3 et

Dss.

A

Fig.22
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4.6.1 Calcul des rigidité en membrane Cyy, Cq, Cyp et Co2

Aprgs résolution numérique du probléme en (SP!, UP! 1) on trouve a partir de la

loi de comportement que :

ce qui permet donc de calculer Cj,. Ensuite la résolution du probléeme en
(SP22, UP22) permet de calculer Cy;. Les résultats numériques sont regroupés

dans le tableau suivant :

p/2t 126.41 63.91 54.04 26.414

Cn 0.185 1.4597 2.424 21.733
(5745 )

M\ >33 2.376 10°3 1.49 10-3 5.02 103 47103

Cio 0.0556 0.437 0.7273 6.52

Co1 0.0556 0.437 0.72728 6.5199

C12/C11 0.3 0.3 0.3 0.3

On remarque donc que Cy; et C,; sont identiques et que le rapport C2/Cyj est
pratiquement constant. De ce fait on retrouve que le coefficient de Poisson
"effectif” du matériau équivalent qui est défini comme gtant le rapport entre la
rigidité équivalente en membrane dans la direction 12 Cj et celle dans la
direction 11 Cy; est le méme que celui du matériau constitutif de la plaque

ondulée :

La résolution du probléme en (SP%, UP?%) perrknet aussi de calculer Cy; en effet :
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SZ = E + V(SPE + SPY)

Comme la plaque ne présente pas d'ondulations dans la direction de l'axe Ox;,
on devine que la rigidité de membrane dans ce sens est voisine de celle d'une
plaque droite. En faisant varier I'épaisseur t de la plaque on a fait le calcul de Cy,
et on l'a rapporté 2 la rigidité membranaire dans la direction 22 d'une plaque

droite de méme épaisseur soit :

Cy = t est 'épaisseur de la plaque.

On désigne par R le rapport entre les deux rigidités. Les résultats sont regroupés

dans le tableau suivant :

p/2t 126.41 63.91 54.04 26.414
Ca 886.12 176733 2096.66 4384.46
C5, $79.12 1758.24 2087.91 4395.6
R 1.0079 1.0051 1.0041 0.99

Le tableau nous montre que les deux résultats sont trés voisins.

4.6.2 Calcul de la matrice de rigidité en flexion Dy, D1, D21 €t D22

La résolution numérique des problémes en (mP!!, VP!) et (mP%, VP?22) permet

le calcul de Dy, Doy et Doy, en effet :
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Les résultats numériques de Dy, Dy et Dy sont regroupés dans le tableau

(ysmil = ysmPl

}’3méé =V (}’3mP 1111 + }’3mP3I31)
j)’3’"1212 = yymP 7

yymB = Eyi + v (B + ysmPs)

suivant :

p/2t 126.4142 63.91 54.04 26.4142
D1 0.00104 0.0083 0.014 0.13
773<y3mP3131> 1.5 107 7.25 1077 2.21 107 9.75. 1077
Dj; 0.000314 0.0025 0.0042 0.039
Di2 0.000314 0.0025 0.0042 0.039
D12/D11 0.3 0.3 0.3 0.3

On remarque que le rapport Di2/Dyy est constant et égal au coefficient de

Poisson effectif défini précédemment soit :

Nous avons aussi effectué le calcul numérique de Do, quon a comparé avec un
calcul analytique de cette rigidité équivalente [30). Ce calcul a été fait par L.
Siad et M. Potier-Ferry lors d'un contrat industriel. La structure a étudier est une
tole ondulée d'épaisseur constante et trés petite devant la lungueus dune
ondulation. La projection, dans le plan des ondulations (x, z), d'une cellule de

base (une ondulation) se présente ainsi:
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On désigne par s l'abscisse curviligne et t I'épaisseur de la tole. Une ondulation
est constitué par deux arcs de cercle de méme rayon et symétriques par rapport
au centre de l'ondulation. On prend © égalam /4. La formule analytique du

module de rigidité en flexion dans la direction 22 s'écrit :

DZ = EI, = Etff 2%(s)ds

ot I, est le moment d'inertie d'une moulure par rapport a l'axe des x.
En faisant varier l'épaisseur t de la tdle, on calcule cette rigidité par l'approche
tridimensionnelle et en utilisant I'expression ci-dessus. Les résultats de calcul

sont regroupés dans le tableau suivant :

p/2t 126.41 63.91 54.04 26.41
Dan

22 5.093 10.366 12.393 27.393
D72 5.0503 10.194 12.1505 26.296
Ecart % -0.84 -1.68 -1.99 -4.17

On en conclut que les résultats analytiques et numériques coincident pour des
épaisseurs trés petites par rapport 3 la période des ondulations. Au dela d'une
limite, qui dépend de I'écart qu'on peut tolérer, le modele analytique n'est plus

valable et il faudra dans ce cas utiliser le résultat de I'approche tridimensionnelle.
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4.7 Exemples de validation
Dans ce qui suit nous allons calculer les modules de rigidités équivalents Dy et
D,, de deux types de plaques que nous allons comparer avec leurs expressions

empiriques trouvées dans la littérature.

4.7.1 Plague consolidée par des piéces de renfort équidistantes.

On considere une plaque mince renforcée symétriquement par rapport a son
plan moyen, de matériau constitutif élastique isotrope de module de Young E
égale 2 2.105 MP et de coefficient de Poisson v égal 2 0.3, le renfort a un module
de Young E' Fig.23. Les expressions analytiques, se basant sur l'expérience, des
modules de rigidités équivalents en flexion de la plaque Dy et D,, sont données
par [21], [18] et [34] :

E¢
Dy = =57,
12(1 = v°)
[21]
3 ,
I
D,, = Et N E

12(1 = V*) p

Fig.23 : Plaque consnlidée par des picces de renforts gquidistantes
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Nous considérons une plaque renforcée symétriquement par rapport a son plan
moyen par des pidces de renforts Fig.23. Les caractéristiques géométriques de
cette plaque sont : p/t égal 2 25.5 et t/h égal i 2. Nous supposons que les
modules de Young E et E' sont égaux. Nous calculons les rigidités équivalentes
en flexion Dy; et Dy, par les expressions données en [21] et par la méthode
adoptée dans ce chapitre. Les résultats de calcul sont regroupés dans le tableau

suivant :
D, (1) |[Dn () |Ecart Dy, (1) |Din () ||Ecart
0.001172 0.0012 271 % 0.0063 0.0064 295 %

(1) calculé par la formule [21].
(2) calculé par l'approche 3-D.

Ce tableau montre que le calcul analytique et le calcul numérique coincident &
2.71% prés pour la rigidité a la flexion dans la direction 11 et & 2.95% prés pour

la rigidité  la flexion dans la direction 22, ce qui représente un écart tres petit.

4.7.2 Dalle renforcée par une série de nervures équidistantes.

Pour le cas d'une dalle renforcée par une série de nervures Fig.24 les
coefficients de rigidités a la flexion Dy et Doz ont été estimés par le biais de
I'expérience [21] et ils sont donnés par les expressions suivantes :

( Ept3
Dy, = 12 3
(p—t—1ta’) 1]
7 EI
Dy = —
L p

ot E est le module de d'Young du matériau constitutif de la dalle, I est le
moment d'inertie d'une section en T de largeur p et ot est le rapport de I'épaisseur

de 1a dalle et de la hauteur d'une nervure.
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Quatriéme chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas
des ondulations: approche tridimensionnelle

P

{ y |
o
t * 4

— o L -
H¢ h

Fig.24 : Dalle renforcée par une série de nervures équidistantes.

Pour une dalle ayant les caractéristiques géométriques suivantes :
p/t=51,Wt=4etH/p=0.156

de module de Young égal & 2.105 MP et de coefficient de Poisson égal a 0.3,
nous avons fait le calcul des modules des rigidités en flexion Dj; et Dy; en
utilisant les expressions [21] et en suivant la méthode adoptée dans ce chapitre
(approche 3-D). Les résultats de calculs sont regroupés dans le tableau suivant :

D (1) “Dn (2) | Ecart Dy (1) |[Dn (2 Ecart
0.001087 "0.001088 02 % 0.00238 0.002316 297 %

(1) calculé par la formule [21].
(2) calculé par I'approche 3-D.

On remarque que les résultats analytiques et les résultats donnés numériquement

par l'approche tridimensionnelle sont identiques & 0.2% prés pour Dy et -2.97%
pres pour Da,.
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Quatriéme chapitre: Modélisation asymptotique d'une plaque ondulée d'épaisseur comparable avec le pas
des ondulations: approche tridimensionnelle

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que le modele équivalent d'une plaque
ondulée, d'épaisseur du méme ordre de grandeur que la longueur d'une
ondulation, est de type Love-Kirchoff. Nous avons aussi montré que le matériau
équivalent est glastique orthotrope. La matrice de rigidité équivalente en
membrane et en flexion est entidrement déterminée par la résolution de six
problémes d'élasticité tridimensionnelle. Dans le dernier paragraphe de ce
chapitre nous avons montré que cette approche peut aussi s'appliquer 2 des

structures raidis ou généralement des structures de géométrie périodique.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

Dans ce rapport nous avons dans une premigre partie réalisé I'homogénéisation
géométrique d'une poutre ondulée d'épaisseur petite devant le pas des
ondulations. Le modgle de départ est celui de Timoshenko qui tient compte des
déformations de cisaillement. Le modéle homogénéisé est une poutre droite de
type Bernoulli dont les rigidités équivalentes s'expriment aussi bien en fonction
du matériau constitutif de la poutre de départ que des caractéristiques
géométriques d'une ondulation. Cette modélisation permet surtout de simplifier
toute étude de stabilité ou de rupture d'une poutre ondulée ou généralement
une poutre de structure géométrique périodique puisque ce résultat est aussi
valable pour d'autres types de géométrie.

Dans la deuxieéme étape nous avions fait une étude analogue mais plus générale
concernant une poutre ondulée assez épaisse c'est a dire dont la période et
I'épaisseur sont assez proches. Le modele homogénéisé est également de type
Bernoulli. La détermination des modules de rigidités équivalents passe par la
résolution de deux probldmes linéaires d'élasticité plane (contraintes planes)
posés sur une cellule de base (une ondulation). Cette résolution a été faite par
un code d'éléments finis. Nous avions ensuite confronté les deux approches
unidimensionnelle et bidimensionnelle pour le calcul des modules de rigidités
équivalentes en traction-compression et en flexion dans le cas d'une poutre
ondulée ayant un élancement p/2t trés grand ( p étant la période et t I'épaisseur
de la poutre). Les résultats étaient cohérents jusqu'a une certaine limite a partir
de laquelle les deux approches s'écartent, ce qui s'explique par le fait que
l'approche unidimensionnelle n'est plus valable au dela de cette limite. Cette
étude peut tre appliquée a d'autres structures répétitives comme les treillis :
nous avons montré que le calcul des modules de rigidités équivalents d'un treillis
en carré par Mapproche bidimensionnelle est le méme que le calcul de ces

derniers en utilisant les expressions analytiques de C. Gardin [15].
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Conclusion générale

Dans le dernier chapitre, nous avons réalisé une modélisation asymptotique
d'une plaque ondulée assez épaisse. Le modele de départ est un modele linéaire
tridimensionnel élastique. Nous avons montré que le modgle équivalent est de
type Love-Kirchoff et que ]a matrice de rigidité équivalente est orthotrope. La
détermination des coefficients de la matrice de rigidité équivalente passe par la
résolution numérique de six problémes d'élasticité linéaires et tridimensionnels.
Pour valider notre modélisation nous avions comparé le calcul de la matrice de
rigidité équivalente en flexion avec le calcul fait & l'aide d'expressions
analytiques trouvées dans la littérature pour Je cas de plaque dont I'épaisseur est
trds petite devant le pas des ondulations. Les résultats étaient cohérents. Nous
avons également montré que notre approche peut s'appliquer a des structures
raidies, comme on en utilise dans la construction aéronautique.

Nous concluons donc que cette étude est généralisable a des structures
périodiques de géométrie différentes. Elle permet de faciliter l'étude a I'échelle
globale & savoir calcul de charge critique etc.... Cette gtude est aussi utile
puisqu'elle permettra d'analyser facilement l'influence des ondulations sur le
comportement élastoplastique de la structure 2 travers les équations de

localisations.
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Annexes

Annexe 1

1.a) Montrons que (62,2> = 0 pour & = 1, 2.

On avait trouvé qu'a l'ordre z€ro le tenseur contrainte est auto-équilibré

en effet :
o), . 9oh,
Uy A =0
%) o)
(all)
909, 30,
22 4 242 = 0
dy, 9y,

On multiplie ce systeme d'équations par y, on trouve

ra(}’zo'?l)_‘_ 9(}/20'?2) 0

‘s & Li7 ase et O = 0

ay 12

! i : (a12)
8(y2621) 9()126(2)2) 0

-_——__.+ L L&l G' — 0

L 8)’1 8}’2 2

Ensuite on applique I'opérateur moyenne 3 ces deux équations on trouve .

|
S

d
J‘jy(a()(;zyf%) n (}c;;oz'?z))dy _ HYOJI)ZdY _

[, 208 . Sgidyay — ] ot = 0

D'apres le theoréme de la divergence on peut écrire :
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d(y,0%, d(y,0°
Hy( (}3}'1 * (};2}’212))‘” = [y {olm + oy )dl
T 0 a( c9,)
”( (yz )(;Zyz )dY = j }’2( ay Tt zznz)dr

I" étant le contour de la cellule de base Fig.9. La condition de bords
libres permet d'annuler cette intégrale dans AB et DC et La condition de

périodicité en y, permet de l'annuler dans AD et BC et on a alors :

1.b) On procéde de la méme fagon mais cette fois-ci on multiplie le
systéme d'équations (all) par y§ . On trouve alors que :

<}’20'?2> = 0
<)’20'g2> =0

I.c) A partir de I'équation de localisation (22-1), on déduit des deux

résultats précédents que :

<2112> = ()’22112> = <2122> = <}’2)3222>= 0

(h) = (9:25) = (25,) = (y,2%)= 0

Compte tenu de ces résultats on va montrer que :
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<}’22111> = <2121> =0

1) En effet, le tenseur de localisation X' s'écrit :

( E
I E I i
<222 = 7 — VZ(VEII(U ) +V + 822(U ))
; _ _E 1
Lzzz = 75 v512(U)

Le principe consiste & multiplier ces équations par y; ¢t a appliquer

l'opérateur moyenne. En utilisant les résultats précédents on trouve que :
(n,2h) = E((ye(U")) + (32))

La symétrie de la cellule de base ainsi que les conditions de périodicité

permettent d'avoir :
(92Z21;) = 0

2) Le tenseur X2 s'écrit :

( E
X2 = - VZ(EH(UZ) — 3, + VEx(U?))

E —
<2222 = J _ VZ(vgll(Uz) _Vyz + EZZ‘L-))
E
LEJZZ = T+ V312(U2)
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On lui applique l'opérateur moyenne en tenant compte des résultats

précedents on trouve :
(21) = E({en(@?) = ()
ce qui permet de conclure que :
(Zh) = 0
Annexe 2

2.a) On procéde de la méme fagon que I .a), 1.b) et 1.c) pour montrer

que :
(0%) = (ys0%) = 0 i =123
<m§3> = <>’3ng> =0 a B, v, 86 =12

2.b)_Symétrie de la matrice de rigidité homogénéisée :
On montre que :

(s55) = (%)

(rmgs) = (mid)

a,ﬁ,}/,5=1,2

Cette démonstration est analogue 2 celle fait dans [24].

125



Anne,;es

Symétrie_de la matrice de rigidité en_membrane

On a la relation suivante :

duh 0 3 asiqﬁ
<Sg‘/3 7y]_> = <-5’;j-(55‘ uf‘h)> - <uf‘h—ayij—

Or:

oS3
auto — équilibre de Sg‘ﬁ = ut—=1—) = 0
%;
aﬁ _ .. .
SZh P pfzr.zodlzque N —a—(Sf.‘ﬁui"h) _ 0
u  p— périodique dy; 7

On a alors :

Jul
g ——> =0
3

Ainsi on peut écrire la succession d'équation suivantes :

<Szjzﬂ> = <Sr€1‘r€6mi5nj>
= <Sr‘::£5mi5nj + Sr(:r’i %u;f'>

;
ou?

- <s,;';§(5,m.5,,j t 5 >

A ce stade on utilise la loi de comportement soit :
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ou?
S = A . Ajop

on obtient :

u? augl
(Sgﬂ> = <Amnkh( a;h + GuoOnp (Ol + %, >

En utilisant la symétrie du tenseur de comportement A, on obtient :

ii 8uaﬂ
ce qui nous fait aboutir a la relation de symétrie suivante :
af\ _ ij
(55%) = (k)

Symétrie _de la matrice de rigidité en flexion

la relation S1 est aussi valable pour le tenseur m®  on a alors :
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<-y3mgﬂ> = <_y3mr(rxmp§mi nj>

;
= <—}’3mz55mi5nj + m,‘f,f %%"‘>
n

)
= <m,cntf(—y36mi5nj + ay’: )>
avaﬁ av’]
= <Amnlch( 8;}; —y35ka5h[3)(_y35mi5nj + _a;:i)>

= <m/lc]h(—Y35mi5nj + aym )>

d'ot la relation :

(-rmi®) = (-ysm)
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