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Introduction générale

Comme le titre de cette thése I’indique, nous allons étudier plusieurs problemes, plus
ou moins indépendants, liés & certains groupes de Lie exponentiels résolubles.

S’étant donné un tel groupe de Lie, il est trés intéressant de savoir si les propriétés
connues dans le monde mathématique abélien restent vraies dans ces situations ou, si
au contraire, elles sont contredites. Ceci nous permet, entre autre, de mieux connaitre,
notre espace le plus familier : R™ et d’élargir nos perspectives scientifiques.

Pour mieux comprendre la structure des fonctions d’une variable réelle, on a introduit
la notion d’analyse harmonique, i.e., la décomposition de fonctions en fonctions d’un
type plus simple. Dans R", celle-ci se traduit par I'introduction de la transformée de
Fourier. Mais que se passe-t-il lorsque ’on passe a des structures plus complexes, en
I'occurence & des groupes et algébres de Lie non commutatifs ?

Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble ou plus simplement exponentiel, i.e.,
dont I'application exponentielle est un difféomorphisme. Cette classe de groupes est
composée d’une grande étendue de groupes bien connus : les groupes de Lie nilpotents,
les groupes “az + b” et encore bien d’autres.

Pour pouvoir généraliser la notion de transformée de Fourier, une notion naturelle est
apparue : le dual unitaire G du groupe G, i.e., I'ensemble des classes d’équivalence de
représentations unitaires irréductibles de G.

Ceci étant introduit, on veut voir si les grands théorémes de I'analyse réelle ont encore
un sens.

C’est ce que 'on va faire pour certains d’entre eux dans cette these et voici son plan :



Chapitre 1 : Généralités

Nous donnons ici le matériel nécessaire pour la compréhension de cette these. Nous
revenons sur la structure des groupes de Lie exponentiels résolubles ainsi que sur celle
de leur dual unitaire, via la méthode des orbites. Nous rappelons plus précisément le
cas particulier des groupes de Lie nilpotents.

Chapitre 2 : Transformation de Fourier L? dans les

groupes de Lie fortement x-réguliers

$étant donnée une fonction f dans L!(R), on lui associe sa transformée de Fourier
Ff = f par application
f:R— C

définie par

FFE) =Fle) = / f(e)e > ds

Alors il est facile de voir que || Fflloo < || fll1 et d’aprés le théoreme classique de Plan-
cherel, |7 fll2 = [/ l2-

Le théoreme de Riesz-Thorin nous permet de déduire le théoreme de Hausdorff-Young
1 1
Visp<2 et o+ o=l IF flle < 1£llp-

Ainsi la transformation de Fourier est un opérateur borné de LP(R) N L*(R) sur Li(R),
on peut donc 1'étendre en I'opérateur :

FP . [P(R) — LY(R).

Une question naturelle se pose : peut-on calculer sa norme?

En fait,
[FP(R)] = Sup [F ()l < 1.



Babenko, en 1961, a démontré dans [Ba], que si g est pair, on a

2

@ = Ay oty = ()

Beckner, en 1975, a généralisé, dans [Be|, cette égalité pour 1 < p < 2.

Une autre question naturelle se pose : peut-on calculer cette norme dans le cas des
groupes non-abéliens ? Si oui, peut-on espérer que ces normes permettent une classifi-
cation des groupes non-abéliens ?

Malheureusement, le calcul de ces normes est tres difficile, car il demande une connais-
sance approfondie des groupes étudiés.

Dans ce chapitre, on étudiera la transformée de Fourier L” pour une classe spéciale de
groupes de Lie exponentiels, les groupes de Lie exponentiels fortement *-réguliers, et
on donnera une estimation de sa norme en utilisant la méthode des orbites.

Ce qui nous conduira au résultat suivant :

Théoréme. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble vérifiant la condition de
x-réqularité forte. Soit m la dimension mazimale des orbites coadjointes.

Sotent 1l < p<2etq= % Alors, pour tout ¢ € LY(G) N LP(G) et pour p-presque

~ -1
tout m € G, Dopérateur wP(p) := m(p)K«* est borné, son extension est de classe Cq et

satisfait l’inégalité suivante :

2dim

([ Im@ltdnm)’ < 45 el

Ces travaux font I’objet d’un article, cosigné par A. Baklouti, J. Ludwig, K. Smaoui
et moi-méme, & paraitre bientdt au journal Acta Mathematica Sinica sous le titre Esti-
mate of the LP-Fourier Transform Norm on Strong *-Regular Ezponential Solvable Lie
Groups.

Chapitre 3 : Théoréme d’inversion de Fourier pour

les groupes de Lie nilpotents

L’un des plus fameux et utiles résultats de ’analyse harmonique sur R™ est le théoreme
d’inversion de Fourier. Mais peut-on le généraliser aux groupes de Lie nilpotents ?



Si ceux-ci ressemblent “presque” & R™ par de nombreux aspects et que leur théorie des
représentations est bien établie, leurs comportements révelent cependant d’importantes
différences.

Au cours de ce chapitre, nous aborderons la généralisation de ce théoréme, ce qui ménera
au résultat suivant :

Théoréme. Soit G = expg un groupe de Lie nilpotent conneze, simplement conneze,
muni d’une base de Jordan-Holder fize.

Pour chaque | € g*, posons b; la polarisation de Vergne correspondante et B; = exp b;.
Alors il existe un ouvert de Zariski g, de g*, tel que pour toute fonction C*

F g, xGxG— C qui, pour | € g}, fivée, est Schwartz sur G/B; x G/By, qui est

& support compact en | (si on se restreint & une section d’ et qud vérifient la relation de
covariance

F(l,zh,yh') = xa(h)xu(R)F (L, z,y),
il existe une unique fonction f € S(G) telle que m(f) admette F(l,-,-) comme noyau,
pour chaque | € gy,

L’application F — f est continue par rapport auz topologies des espaces de fonctions
CONSIAETes.

Afin de prouver ce théoréme, on aura besoin d’introduire de nouvelles structures : les
groupes et algébres de Lie variables nilpotents.

Chapitre 4 : Application : décomposition de l’espace

L? des groupes de Lie nilpotents

Le théoreme d’inversion de Fourier permet de nombreuses applications. Il est tres utile
pour construire des fonctions f € S(G) dont la transformée de Fourier généralisée

(m( f)) vérifie certaines conditions. Dans ce chapitre, nous allons exploiter
leg*/Ad*G

cette propriété pour obtenir une nouvelle décomposition de 'espace L? des groupes de
Lie nilpotents.

Sétant donné encore un groupe de Lie G = exp(g) nilpotent connexe, simplement
connexe, nous décrirons L?(G) comme fermeture d’une somme de sous-espaces in-
variants & gauche qui coincident avec I’ensemble des solutions faibles, dans L%*(G),
d’un certain systéme d’équations différentielles. La restriction de la représentation



réguliere gauche & chacun de ces sous-espaces se désintégre en une intégrale directe
de représentations irréductibles unitaires de multiplicités 0 et 1.

Nous obtiendrons le théoréme suivant :

Théoréme. Soit G un groupe de Lie nilpotent conneze, simplement conneze non-
abélien. Alors,

L*(G)

& (Tode)  -ro)

ee{-1,1}¢ “u€G

Ces deux derniers chapitres ont été obtenus en collaboration avec Carine Molitor-Braun.



Chapitre 1

Généralités

1.1 Définitions et outils de base

Soit g une algebre de Lie réelle de dimension finie.

Définitions 1.1. 1. Posons D°(g) = g, D'(g) = [g, g] et par récurrence

Dk(g) = [D¥(g),D*'(9)], Vk e N.

L’algebre g est dite résoluble si D?(g) = {0} pour un certain j € N.
2. Posons C°(g) = g, C'(g) = [g, 9] et par récurrence

CF(g) = [C*'(g),9], Yk €N,

L’algébre g est dite nilpotente si C/(g) = {0} pour un certain j € N.
Un groupe de Lie G est dit résoluble (respectivement nilpotent) si son algebre de Lie g

est résoluble (respectivement nilpotente).

3. Un groupe de Lie G connexe, simplement connexe et son algébre de Lie g sont dits
résolubles exponentiels ou plus simplement exponentiels, si 'application exponen-
tielle :

exp : g — G

est un difféomorphisme de g dans G. Désignons par log son application réciproque.



Dans la suite G désignera un groupe de Lie exponentiel, dont 'algébre de Lie sera

notée g.

Soit g* ’espace vectoriel dual de g.

Définitions 1.2. 1. L’algebre de Lie g agit sur g par représentation adjointe ady :

ady(X)Y :=ad(X)Y = [X,Y], VX, Y € g.

2. Le groupe G agit sur g par représentation adjointe Adg :

1
Adg(g)Y := Ad(g)Y := 20Xy = 3" Z(adX)"(Y), g=expX € G, Y €3,

n!
n=0

et sur g* par représentation coadjointe Adg :

Ad;: G — Aut(g*)

z — Adgz
<AdG(9)L, X >=<g-[,X >=< I,Adg(gH)X >, g€@G, leg’, Xeg.

3. L’ensemble G -1 = {g - I, g € G} =: O est appelé la G-orbite coadjointe en [ et
g*/G Vespace des orbites coadjointes. Ces orbites sont toujours de dimension paire.

Introduisons quelques algébres d’une grande utilité.

Définitions 1.3. 1. Soit g(I) = {X € g, < [,[X,g] >= {0} } le stabilisateur de la
forme linéaire [ € g* dans g, c’est l'algébre de Liede G, ={g € G, g-l=11}.
2.8ip Cg, alors pt = {f € ¢*, fijp = 0} représente 'annihilateur de p dans g".

3. Un sous-espace b(l) C g est appelé polarisation en | € g*, si b(l) est une sous-
algebre totalement isotrope maximale relativement & la forme bilinéaire antisymétrique

B, définie par
B(X,Y)=<|,[X,Y]>, X, Y eg

Une polarisation b(l) en [ satisfait la condition de Pukanszky ou est une polarisa-
tion de Pukanszky, si

L+ b(1)*F = Ad*(B())l = B(1) - 1, ot B(l) =expb(l).



4. Le caractére unitaire y; = x de b(l) associé a [ est défini par
x(exp X) = e 2"<bX> v X € B(l).

Remarques. 1. Rappelons une méthode pratique pour obtenir une polarisation de
Pukanzsky en [.

Comme g est une algebre de Lie exponentielle, on sait qu’il existe une bonne suite de
sous-algébres S = (a;)7_, de g, c'est une suite croissante de sous-algebres

{0}=¢pCauC...Ca,=g.

telle que pour tout j =1,...,n,
a. dim aj/aj_l = 1,

b. Si a; n’est pas un idéal de g, alors a;_; et a;, sont des idéaux de g et la représentation
déduite de la représentation adjointe de g dans a;41/a;_ est irréductible, i.e., a;_; est
un idéal de a;44.

Soient [ € g*, posons Iy = |, la restriction de [ a aj et ar(lx) le noyau de la forme B;,
sur ay X a.

Définissons

b(t,8) = ar(l)-
k=0

Alors h(1,S) est une polarisation de Pukanszky en I, appelée la polarisation de
Vergne en [.

2. Si G est un groupe de Lie nilpotent, toute polarisation vérifie la condition de Pu-
kanszky.

Définition 1.1. On dit que 'orbite coadjointe Q; de | € g* est saturée par rapport
3 un idéal de codimension un gy = Lie Gy dans g, si g(I) C go.

En particulier, d’aprés [C-G], ona que G-l = G-l + gi et

dlm(GQ . lo) = dlm(G . l) - 2,0t1 lo = llGO' (11)

1.2 Un peu d’intégration

L’espace C,(G) désignera I’ensemble des fonctions continues & support compact sur G.



Soient dg une mesure de Haar invariante & gauche sur G et Ag la fonction module G,
qui est définie par la relation :

Vo e G, /G Flgz™) dg = Ac(z) /G 7(g) dg. (2.2)

Il est bien connu que pour z € G :

Ao(z) = |det Adz| ! = ¢~tF ads(logz),

Pour pouvoir faire des calculs explicites, on doit se ramener au calcul dans un espace bien
connu : R™. Ceci est possible, car on connait I'existence de certaines bases particulieres
de g dont on rappelle les définitions :

Définitions 1.4. Soit Z = (Zi,...,Z,) une base de g. Soit (gx);-, la suite de sous-
espaces vectoriels de g définie par

k
gk = Z ]RZ1
i=1

1. Z est une base de Malcev de g si pour tout k, 1 < k < n, le sous-espace vectoriel
gi est une sous-algebre de g et gj est un idéal de g1

2. Z est une base de Jordan-Holder de g si pour tout k, 1 < k < n, le sous-espace
vectoriel gi est un idéal de g.

Proposition 1.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel d’algébre de Lie g, alors g admet
une base de Malcev Z.

De plus, l'application suivante

Elen — G

2.3
w=(wy,...,w,) — explwiZy)- ... -exp(wnZy,) (2:3)

est un difféomorphisme.

Si de plus g est complétement résoluble, alors elle posséde une base de Jordan-Holder.
En particulier, toute algébre de Lie nilpotente admet une base de Jordan-Holder.

Démonstration. Voir [B-A] .
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Dans la suite, on choisit notre mesure de Haar dg sur G de telle maniére que 1’on ait

ve(f) = /G 1) dogla) = [ S(ar70mZ) 2V CLG), 24)

ol V'on a noté

2170200 = exp(z1Z1) - ... - €xp(2nZn)

et dZ la mesure de Lebesgue sur R™.

Soit maintenant H un sous-groupe fermé de G d’algébre de Lie correspondante b.
Désignons par Ay le caractére positif de H défini par :

Doncon a:
Apc(X) = exp(tr adg/y X), X €h.

1l est clair que, si H est un sous-groupe normal de G, alors Apg(h)=1, YVheh.

On sait qu’il existe une base de Malcev de g relative a b ou encore appelée base co-
exponentielle de g relative & §, notée Z(h) := (Ziy, -y Zk,) O p=mn—d estla
codimension de § dans g.

Elle est aussi construite de facon canonique & partir de Z.
Pour cela, posons {k; < ... <kp} = {i € {1,...,n}, Z; ¢bh + i1}

On obtient le difféomorphisme Eg,g suivant :

Eg/H : RP — G/H

w= (Wy,...,Wp) +— W1 L. Wply, - H

(2.5)

On en déduit que C,(G/H) des fonctions numériques ¢ : G /H — C, qui sont continues
3 support compact, s'identifie & C,(RP) muni de la mesure image de la mesure de
Lebesgue sur RP. Ainsi on a pour toute fonction ¢ € C(G/H)

/ ¢(9) d9=/ o(w1Zy, .. wp 2, - H) dw , (2.6)
G/H R?

ol dw est la mesure de Lebesgue sur R”.
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1.3 Représentations induites

Considérons ’espace suivant :

K(G,H) = {F . G — C, continue et & support compact modulo H

telle que : F(gh) = Ay 5 (R) " F(g), V(g,h) € G x H }

Le groupe G agit sur cet espace par translation & gauche. Il est démontré dans [B-A] qu’a
un scalaire multiplicatif pres, il existe une unique forme linéaire positive G-invariante
sur K(G, H). On la note généralement vg,i ou plus simplement v et on a ainsi :

von(F)= ¢ | F) de(d), VF € K(G.1).

On remarque que si Ag = Ap sur H, alors vg y est une mesure G-invariante sur 1’espace
homogene G/H et K(G,H) = C.(G/H).

Soit 7, une représentation unitaire de H dans I'espace de Hilbert H,,. On peut lui
associer un nouvel espace :

K. (G,H)= {F : G — Hy,, continue et & support compact modulo H

telle que : F(gh) = Ac(h)~ mo(h™")(F(9)),Y(g,h) € G x H }

Si F est un élément de K, (G, H), 'application g — ||F(g)||%l7rO appartient & K (G, H).
Cette relation nous permet de définir une norme L? sur Kq(G, H) de la maniere sui-
vante :

1Pl = (1Pl )"

On définit la représentation induite ind% 7y de G comme la représentation réguliere
gauche de @ sur le complété L*(G/H,mo) de K(G,H) par rapport 3 la norme || - |2
définie précédemment, i.e.,

(ind§ mo)(2)(€)(y) = £(e™"y), Y,y € G, £ € L*(G/H,m0).
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1.4 La méthode des orbites

Nous allons décrire le dual unitaire G de G, c’est-a-dire, 'ensemble des classes d’équivalence
de représentations unitaires irréductibles de G.

Celui-ci peut étre paramétrisé via la méthode des orbites de Kirillov-Bernat-Vergne.

Soit [ un élément de g*. Prenons une polarisation b en [ satisfaisant la condition de
Pukanszky. Pour une telle polarisation, définissons mp par :

e
m = e = 1indg Xxi.

Théoréme 1.1. 7, est une représentation irréductible de G et sa classe d’équivalence
[m1.5] dépend uniquement de Uorbite coadjointe de l. Chagque représentation irréductible
7 est équivalente & une représentation induite mp d’un caractére x; d’une polarisation
de Pukanszky.

De plus, l’application suivante, appelée 'application de Kirillov-Bernat-Pukanszky-
Vergne ou plus simplement Papplication de Kirillov

K: ¢/G — G

G-l — [mp) = 7
est un homéomorphisme.

Démonstration. Pour les détails, voir [L-L}. O

1.5 Représentations intégrées

Soit 7 une représentation unitaire irréductible de G.

Elle provient d’une forme linéaire | € g* et d’une polarisation de Pukanszky B =expb
enl, i.e, ™= mp.

Soit f € LY(G), on lui associe sa transformée de Fourier en m, définie par I’opérateur

w(f) = /G F(g)(g) dg (5.7)
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Cette représentation de L'(G), appelée aussi représentation intégrée, est définie sur
L*(G/B,x,), le méme espace que 7.

Cette représentation agit sur L*(G/H, x,) de la maniére suivante, pour EE€EH,:

G — C
e [re6eoE e ) © o

Proposition 1.2. Pour toute fonction f € LY(@), Vopérateur w(f) donné par (5.7) est
un opérateur & noyau. L’application F, : f — Fx(f), associant a f € LY(G) le noyau
de Uopérateur n(f), est donnée par

R0 = 850) [ 0,0 Sty ) @, @y €GXC (53)
Remarques. 1. Il est facile de vérifier que Fi(f) satisfait la relation de covariance :

Fy(f)(zb,yb) = %, O)x, (0 Fe(f)(@,y), Vz,y € G,Vbb €B. (5.9)

L’ensemble des fonctions F : G x G — C, vérifiant cette relation de covariance et qui
s'identifient, -moyennant le difféomorphisme Eg-, avec des fonctions de C(RP x RP),
sera noté C®(G/B x G/B ;x,).

2. Si on suppose que G est unimodulaire, la formule (5.8) se simplifie
@)= [ 10 d, (59) €6 G (5.10)

Dans ce cas, étudions la transformation des noyaux le long d’une orbite coadjointe.

Considérons les formes linéaires | et I’ sur g* dans la méme G-orbite coadjointe, i.e.,
I' = g.l pour un certain g € G.

Soient m = indg(l)xl et mp = indg(l,)xy et comparons les noyaux Fy,(f) et Fr,(f).

Les polarisations de Vergne respectives en [ et I vérifient clairement

b(I') = Ad(g).b(l) et on a B(') = expb(l') = g.B().g7"

Comme ces deux formes linéaires sont dans la méme orbite, on peut supposer qu’elles
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opérent sur le méme espace de représentation H, alors, pour £ € H,z € G,

T

@@ = [ e

Flahy™)xu (R)dhe(y)dy

S~

/B) Jg.B(l).g71

F((z.g).h-(y.9) " xv(g-h.g")dhE(y)dy

I
S — o
o

/B(") JB()

i /f((x'g)'h'(y'g)—IXl((g—l-g)-h-(g‘l-g))dhﬁ(y)d@)
/B(") JB()

B /G/B(l/ Fm(f)(x-g,y.g)f(y)dy'

Finalement, on obtient

Fr, (F)(z,9) = Fr(f)(z-9,9.9), 2,y €G. (5.11)

3. Supposons que G est unimodulaire et que g = RX @ go, ol go est un idéal de
codimension un dans g. Supposons que 'orbite coadjointe passant par [ est saturée par
rapport & Go, c’est-a-dire que g(I) C go.

Notons Iy = I g,
Dans ce cas, chaque polarisation b en lo dans go est aussi une polarisation en [ dans g.

Notons B = expb, m := ind%x; et m, := ind$°y;, pour les représentations induites
correspondantes de G et Go. Alors m; est équivalente a indgomo. On la décrit de la
maniere suivante :

Notons £(, go) = £(t)(g0) := &(exp(tX)go) pour £ € $Hn,, 'espace de Hilbert sur lequel
m agit.

Alors, pour presque tout t on a £(t,-) = &(t)(-) € $n, , I'espace de Hilbert de la
représentation 7, 'équivalence unitaire entre m et indg,m, étant réalisée par l'ap-
plication & € H, — £(-)(-) € L*(R, $, ), muni de la bonne relation de covariance.

Pour f € S(G), posons f(s)() = f(s,-) € S(Go) avec f(s)(go) = f(s, 90) := f(exp(sX)go)-
On obtient

(nE) o)) = [ 1(6)(mlo)e) )iy
= [ fo)ta™ exp(sX s
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= [ sta™etgemp(sX g
= [ fex(sX)g (gu)dg
- / [ Hexp(s2)g5" exp(~1X)E(exp(tX gow)dgnds

| ftepl(s = HX)lexptX)g0 exp( )] e(exp(tX o) dan

_ g fls—1t, [exp(tX)goeXP(—tX)]’l)ﬁ(t)(gou)dgo]dt

[ (s = texp(X)goexp(~tX))e(t) g5 w)dgo]

;/GO "f(s - t))(QO)ﬁ(t)(gflu)ng} dt
(765 - 0) O e

i
T~ — A T

(m(ne) (&) =

pour tout u € Go, ot ‘p(v) est définie par *p(v) = p(exp(tX)vexp(—tX)).

Donc

(mn€) ) = [ mo((rts = 1) ettt
R
i.e., m(f) peut étre vue comme l'opérateur défini par Popérateur a noyau suivant
mo(F(f(s 1)), (5.12)

agissant sur L*(R, $i, ), car 'application ¢ — ¢ (t) est dans L*(R, $r, )-

1.6 Cas particulier des groupes de Lie nilpotents

Le matériel suivant est standard et est traité dans de nombreux ouvrages, voir par
exemple [C-G].

Dans cette section, nous supposerons que g une algebre de Lie nilpotente et G =expgyg
le groupe de Lie connexe, simplement connexe correspondant.

Dans ce cas, on sait qu'il existe une suite de Jordan-Holder

{0}=g0Cg1C--Con=2g
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Fixons une telle base, ainsi on obtient la base de Malcev associée
{X1,Xa,..., Xn}

en prenant X; € g; \ gi-1.

Dans g*, on considére sa base duale {X7, X5, -+ , X2}

1.6.1 Paramétrisation des orbites coadjointes

Pour [ € g*, notons encore §; = Ad*(G)(l) = G -l lorbite passant par [ sous l'action
coadjointe et soit

s) ={X eg| <1, [X,g] >={0}}

1’algebre de Lie du stabilisateur de I.

Définition 1.2. Position générale au sens de Pukanszky.

Un indice j € {1,2,--- ,n} est appelé indice de saut pour [ si

g(l) +g; 2 8() +9-1.

Posons
e(l) = {j | j est un indice de saut pour [}

I’ensemble des indices de saut pour .

On peut montrer qu’il existe deux ensembles disjoints S, T c {1,2,...,n} tels que
SUT = {1,2,...,n} et tels que les assertions suivantes soient vérifiées : la fonction P
définie sur g* par
P(l) = det(< L1X:, X5) >)i,jeS
est un polynéme G-invariant sur g* et ensemble U = {l € g* | e(l) = S} de g* est
obtenu par
U={leg | P{)+#0}.

Donc U est un ouvert de Zariski, G-invariant, i.e., un ouvert dense de g* et ses éléments
sont dits en position générale ou génériques au sens de Pukanszky pour la suite
de Jordan-Hélder donnée.

Notons gp,, = U.
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En fait, les ensembles U et S sont définis par la condition suivante :

si on note V; = gjL =< X7,..., X, >, alors | € U si et seulement si la dimension de
P'orbite de [ (mod V;) dans g*/V; est maximale pour chaque j.

On peut alors montrer que les éléments de U ont tous le méme ensemble d’indices de
saut, noté S et réciproquement que chaque ! admettant S comme ensemble d’indices
est dans U (voir [C-G]).

Les ensembles gh,;, S, T dépendent bien-siir du choix de la suite de Jordan-Holder.

Il existe une paramétrisation des orbites des éléments de U : soit S={j1<je<- <

jad}, notons [ = Z ;X! et identifions [ avec un élément de R". 1l existe des fonctions
=1

1
Q1,Qo, . ..,Qn, vérifiant :

(i) Les fonctions @;(l,t) sont rationnelles non-singulieres sur U x R?¢. Pour ! fixé dans
U, ce sont des polyndmes en t € R24.

(i) Pour chaque | = ZliXi* fixé dans U, la fonction Q(I,t) = ZQi(l,t)Xi* envoie
i=1 i=1
R2¢ difféomorphiquement sur I'orbite G - [, qui est une sous-variété fermée de g*.

(iii) Pour 1 fix¢, la fonction Q;(I,t) dépend uniquement des ¢; tels que j; < j.

(iv) Si j ¢ S, alors Q;(1,t) = l; + Rj(ly,...,lj_1,t1,...,t;) ou i est le plus grand indice
tel que j; < j et R; est rationnel. De plus, Q:(l,t) = I1.

(V) jS(l7t) =t

(vi) U est G-invariant et si t € R?? est fixé, chaque Q;(l,t) est une fonction rationnelle
non-singuliére sur U, constante sur les G-orbites.

(vii) Pour N € N suffisamment grand , les fonctions P(1)NQ;(l,t) et P())VR;(l,¢),
j€{1,2,...,n}, sont des polyndmes. (Voir [C-G})

Remarque. Il existe autre maniére de paramétriser les orbites coadjointes introduites
dans [L-Z]. Nous utiliserons cette méthode et I'’adapterons aux groupes de Lie nilpotents
variables (voir chapitre 3).
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1.6.2 Formule de Plancherel

Comme ci-dessus, considérons les ensembles définis S, T = {1,...,n} \ S et posons

Vr=> RX;Cg'etVs= > RX; Cg",

JET jES

Alors g* = Vp @ Vs et ensemble U N Vr est une section des orbites coadjointes en
position générale, c’est-a-dire, coupe chaque orbite coadjointe en position générale en
un seul point.

Soit = |Pf()|dl la mesure de Plancherel, .
Considérons Pf(l) le Pfaffien défini par

[N

1
2

IPF(1)] = (P()))* = (det(< 1, [Xi, X5] >)ijes)?.
Alors la mesure du = |Pf(l)|dl est une mesure de Plancherel sur G, qui est basée sur

Vr N gy, La mesure dl désigne la mesure de Lebesgue sur Vr telle que le volume du
cube unité de Vp soit égal a 1.

Rappelons le théoréme de Plancherel :

Théoréme 1.2. (i) Si G est un groupe de Lie nilpotent, dx est une mesure de Haar
fizée sur G et p=|Pf(1)|dl la mesure de Plancherel correspondante, alors

AL IXG) — /G HS(H,)du(r)

est une isométrie. Ici HS(H,) désigne les opérateurs de Hilbert-Schmidt sur $,. St
f € LYG) N LYG), alors la formule précédente signifie que

ar= [rpaur = [ mpIPFOlL
(ii) 8i m(f) et m(g) ont comme noyauz les fonctions F(l,-,-) et G(l,-,-), alors

< fg>= / tr(m(f)m(g*>>|Pf(l>|dl= / / F(l, z,4)C 2, 9)|P () dodydl
VrOgh i Vrngh,, Y R¢ JRe
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et
2 _ 2 _ 2
= [ ImOlslPA0 - [ L [ G ripr @y

Remarque. En particulier en utilisant la formule (5.12) de la section précédente, on
obtient la relation suivante pour les normes de Hilbert-Schmidt :

ImPlss = [l (s =) sl
RZ



Chapitre 2

Transformation de Fourier [P dans les

groupes de Lie fortement x-réguliers

2.1 Introduction

Soit G un groupe localement compact séparable unimodulaire de type I et G son dual
unitaire, ensemble de ses classes d’équivalence de représentations irréductibles unitaires
muni de sa structure de Borel-Mackey. Soit dg la mesure de Haar sur G. La transformee
de Fourier & valeurs opérationnelles sur G envoie chaque ¢ € LY(G) dans le champ
d’opérateurs bornés, F(p) = (7(¢)) g SUr G, ol () est défini par

m(p) = /G ¢(g)m(g)dg.

Soit p la mesure de Plancherel @, qui est uniquement déterminée par la formule de
Plancherel abstraite : pour ¢ € LY(G) N L*(G),

/ o(g)Pdg = [tr((r(aa)*ﬂao))du(w)-
G G

L’inégalité de Hausdorf-Young (voir [Kul), établie pour un groupe séparable localement
compact unimodulaire de type I, est donnée par

([ 1ot < ( [ (o(o)Pdg)’, W
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ol ¢ € LY{(G) N LP(G), 1 < p <2, q est I'exposant conjugué de p, i.e., % + % =1, et

In(@E, = tr((x(e)n(e))).

Etant donné un champ p—mesurable d’opérateurs bornés F' sur G , posons

1Pl = ( / E ()%, du(m)) .

Ainsi I'inégalité (1.1) devient
IF@)la < llellp-

Donc I'application ¢ — Fy de LY(G) n L*(G) dans L%(G) s’étend en un opérateur
continu FP : I*(G) — L7 (G) et sa norme d’opérateur est majorée par

[F2(@G) = sup [[F(@)lls <1

lellp<1

T est prouvé dans [Fo], que || FP(G)|| = 1 si et seulement si G contient un sous-groupe
compact ouvert.

Dans ce chapitre nous allons donner une estimation de la norme | FP(G)|| pour une
certaine classe de groupes de Lie résolubles. Beckner [Be] a traité le cas des groupes

1
abéliens G = R™ et a obtenu la norme || FP(R")|| = A7, ot A, = (Er) 2.

qd
De nombreux résultats ont été obtenus pour d’autres types de groupes (voir [Ba],[Be],[Fo],

[F-R],[In],[Rul]). Récemment, ces travaux ont été généralisés dans (7] :

Théoréeme 2.1. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexze, sithlément conneze
d’algébre de Lie g et m la dimension des orbites coadjointes génériques. Alors pour
l1<p<£L2 0na:

2dimG—m

|FP@N <A * (1.2)

Dans le cas des groupes localement compacts non-unimodulaires de type I, il existe un
champ d’opérateurs positifs auto-adjoints non nuls (Kx),cq €t une mesure p sur G tels

que pour ¢ € L}*(G) N L*(G) et pour pu—presque partout m € G loperateur w(p )K )

s’étend en un opérateur d’Hilbert-Schmidt sur H,, 'espace de m, de plus Kx = (p )K7r
est un opérateur & trace. Alors la formule de Plancherel s’écrit (voir [D-R]) :

loll2 = /@tr (K7 n(" * 9) K2 ) du(m).
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En définissant la transformée de Fourier par le champ & valeurs opérationnelles suivant :

=1

Fl) = (m(@)Kx" ) per

Terp [Te] et Fiihr [Fu] ont étendu le théoréme de Hausdorfi-Young dans ce cas.

Eymard, Terp [E-T] et Russo [Ru2] ont obtenu une estimation plus précise de la norme
|FP(G)|| pour le groupe des transformations affines de la droite réelle, appelé le groupe
"ax+b”.

Une extension de ces résultats & une certaine classe de groupes de Lie completement
résolubles a été donnée par Inoue : les groupes de Lie connexes, simplement connexes
G = expg, ol g est une j—algébre normale qui est caractérisée par le fait que G est un
groupe d’automorphismes affines agissant simplement et transitivement sur un domaine
de Siegel de type II (voir [In]). On étudiera cet exemple dans la section 2.4.3.

Notre étude porte sur une classe de groupes de Lie exponentiels fortement x-réguliers
(voir définitions 2.1 plus loin ).

Notre résultat principal est le suivant :

Théoréeme 2.2. Soit G un groupe de Lie résoluble exponentiel possédant la condition

de x-réqularité forte. Soit m la dimension mazrimale des orbites coadjointes.

Soient 1 < p < 2 et q lexposant conjugué de p. Alors pour tout ¢ € LY(G) N LP(G)
~ -1

et p-presque toute représentation m € G, Uopérateur 7P() := m(p) K’ est borné, son

extension est de classe C, et on a l'inégalité suivante :

2dimG—-m

@ dum) < A gl
(L )

2.2 Formule de Plancherel localisée

2.2.1 Plusieurs décompositions
La formule de Plancherel pour les groupes de Lie exponentiels a été obtenue par Duflo
et Rais dans [D-R].

Soit Z = exp3 le centre de G. Soient A = exp a un sous-groupe fermé connexe de Z et
Xy le caractére unitaire de A associé & la forme linéaire fixée 1 € a*.



23

Posons
gy={l€g” : la= ¥} et (2.3)

@W ={reqG : ma=xyld}

On en déduit, d’apres [L-L], que I’espace des orbites g;,/G est homéomorphe a @x , via
'application de Kirillov.

Pour 1 < p < 400, espace LP(G/A, x,) est I'ensemble des fonctions mesurables

¢ : G — C telles que ¢(ga) = xy(a)p(g) pour tout g€ G, a € Aet

Y4 — ¥4
o lciae = . JelalPdg <oc.

Pour p = 1, on obtient une *-algébre de Banach pour le produit de convolution défini,
pour ¢ et ¢ dans L'(G/A, xy), par :

px¢'(9) = / o(u)¢'(u'g)du, g € G/A
G/A
et U'involution * par :

@) = Az V)f(zY), z€G, f€ LYG/A, xy)-

Naturellement ’espace @x . est aussi espace dual de I'algebre LY (G/A, xy).

Désignons par 0y, € g;,/G une orbite coadjointe dans g, et par 7o, € @X . 1a représentation
correspondante de G.

D’apres [Pul, il existe une fonction rationnelle non nulle § définie sur g* telle que :

£(z-1) = Ag(z71)E() pour tout z € G et | € g (2.4)

Fixons une telle fonction &. I1 existe une unique mesure pey sur g, /G telle que, pour
toute fonction borélienne ¢ sur g*, on a d’apres [D-R]

[ owiena= [ [ owasn, i), (25)

ou dfq,, est la mesure canonique sur {2y.

Alors dyg 4 est la mesure de Plancherel localisée sur g;,/G =~ @X "
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Rappelons le fait que, si 7 est une représentation irréductible de G' dans l’espace de
Hilbert H,., alors d’aprés [D-M], il existe un unique opérateur auto-adjoint et positif
K., dans H, qui est semi-invariant de poids A™', ce qui signifie que :

m(g)Kxm(g) ™! = Ag(9) "' Kx, Vg € G.

Dans le cas ou m = m, b et AGI g =1, K, n’est rien d’autre que 'opérateur de multipli-
cation par la fonction &, ol £ est définie par : £(z) = £(z - 1), Yz € G (voir [D-R)).

Alors, pour chaque ¢ € C®(G), pour presque toute orbite Qy € gj,/G, 'opérateur
=1 -1
Ki* mq,(¢)Kx* est a trace et

=L
2

(K 0, ($) K7 ) = / (T~ (b 0 exp) DIEW)|~ B, (1),

ou T est une fonction positive Ad(G)-invariante sur g, qui ne dépend pas de &.
D’aprés [D-M] et [D-R] la formule de Plancherel s’écrit
=L , =1
ol = [ el may (6"« QK e s(20) (2:6)
g

/G

D’autre part, on obtient une décomposition de la mesure de Plancherel pour une fonction
mesurable F sur G :

[ Foaame = [ [ o P ey 00l

Soit ay le noyau de ¢ et Ay = exp aq.

Consiérons P : G — G/ Ay, la projection canonique et X le caractére de A/Aq associée
a9 € (a/ag)*, défini par la formule : x50 P4 = Xy-

On en déduit que, pour 1 < p < +00

LP(G/A,¥) = LP((G/Ao)/(A]Ao), ¥) (2.7)

et A’ = A/A est un sous-groupe central de G' = exp g’ = G/Ao.

Remarquons que Lq( ,) est isométriquement isomorphe & Lq(G’X ;)» d’apres la formule
de Plancherel (2.6), si ¢ est I'exposant conjugué de p.
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2.2.2 La position générale

Supposons & présent que G n’est plus unimodulaire.
Soit Gy = exp go le noyau de la fonction module Ag de G.

Alors g est un idéal de codimension un de g et il existe un ouvert dense gg,, de g* tel
que lorbite coadjointe d'un élément dans gg,, est de dimension maximale et est saturée
par rapport a go.

Les éléments dans g, sont dits génériques ou en position générale.

Soit X € g tel que g = go ® RX. Soit po la mesure de Plancherel de Go. Le groupe
G/Go ~ expRX agit par conjugaison sur @0. Calculons la mesure de Plancherel pg de
Go & partir de p et de action de G/Gy sur Go.
Soit p* : g* — g¢ la projection canonique et soit [y la restriction & go d’un élément
l € g*. Si | est générique, alors g(I) est un idéal de codimension un dans go(ly) et son
orbite €; vérifie :

() = | Ad* (exp tX)02),,

teR
oll 7, est la Gyo—orbite de lo.

Pour t € R et (g, Harp) € @0, on définit la représentation exp(tX) - mo sur H,, par :
exp(tX) - mo(go) = mo(exp(—tX)go exp(tX)) =: m4(go), go € Go.

Pour | € g* générique, le stabilisateur g(l) est nilpotent. Donc pour ces formes linéaires
l,on a:
Ag(s) = Agy(s) = 1, pour tout s € G(I) (2.8)

(voir le chapitre II dans [B-A]).

Ce qui prouve que G(I) C Gy et que les orbites coadjointes passant par ces formes [
sont saturées par rapport go. En particulier, toute polarisation de Pukanszky p en [y
est aussi une polarisation de Pukanszky en | € gg,,.

Prenons | € g, et a € gg. Il existe t € Go(lo) C G tel que I +a = Ad*(t)l et ainsi
d’apres (2.8)
E(l+a) = E(Ad" (1)) = Ac(t™)E(1) = &(0). (2.9)

On peut ainsi définir une fonction ¢ sur les éléments génériques dans g; en posant :

£(lo) =€), 1€g* g =1l (2.10)
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Cette fonction £ est rationnelle (comme ¢ I'est) et d’aprés (2.4), on a
£(z - l) = Ag(z™H)E(ly) pour tout z € G et Iy € g, (2.11)

En particulier, la fonction € est Go-invariante.

Soit & une fonction borélienne positive sur @0 définie par :
o(my) i= £(lo)
et soit U I’ensemble borélien de Gy défini par :
U:={m € Gy, &(m)=1}
Ainsi on a, pour mp € U :
¢o(exp(tX) - mo) = E(exp(tX) - l) = AG (exp(tX)).

D’apres Duflo et Moore (voir [D-M] Théoréme 6), le sous-ensemble borélien G-invariant
UdeGpesttelque V =indU = {7 = indgowo, 7o € U} est un sous-ensemble mesurable
de G tel que u(G — V) = 0 et quelque soit la fonction mesurable ¢ sur U on a :

| tmda(mo) = [ [ glexp(tX) - m)éa(exp(tX) - m)didu(r) (212

Go

oum € U et Oy, = exp(RX) - mo.

2.2.3 Cas particulier : G unimodulaire

Supposons & présent que G est unimodulaire et go un idéal de codimension un de g qui
contient le centre 3 de g.

On peut donc supposer que la fonction £ définie par (2.4) est constante égale & 1 et les
formules se simplifient.

Soit X € g\ go. Le sous-groupe fermé Gy = exp go est unimodulaire et normal dans G.
D’aprs la théorie de Mackey (voir [K-L]), il existe un sous-ensemble borélien U C G
tel que W = indU = {indZ mo : mo € U} est un sous-ensemble borélien de G vérifiant
u(G = W) =0.
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De plus, on peut supposer que U coupe chaque orbite exp(RX) - 7, mp € U, en un seul
point 7y (voir [Ma] Théoreme 3.2).

On obtient de cette maniére une décomposition de la mesure de Plancherel localisée ,u?(

de (a))x : pour tout sous-espace a de 3, tout x € A et toute fonction borélienne ¢ sur

(Go)x :

[ omting = [ [ otexn(ex) - mota ). (213)
« /R

Go)x

2.3 Inégalité de type Hausdorfl-Young pour les opérateurs

intégraux

Rappelons cette inégalité, due & Fournier et Russo dans [F-RJ.
Soient H un espace de Hilbert complexe et B(H) I’espace des opérateurs bornés sur H.

Soient X un espace de mesure o-finie et L2(X,H) 'espace de Hilbert des fonctions &
valeurs dans H de carré intégrables et K un opérateur intégral sur L*(X,H) dont le
noyau a valeurs opérationnelles k est défini par :

Kn(z) = /X k(z,y)n(y)dy,

pour tout n € L2(X,’H), et presque tout = € X.

Posons k*(z,y) = k(y,z), z,y € X.

Pour p, ¢ dans [1, +o0[, définissons :

e = ( [ (] Ikl dnian)

Si1 < p <2, q est 'exposant conjugué de p et si ||k||pq et ||k*||p,q sont finies, alors
'opérateur & noyau K appartient & C,(L*(X,H)) et

1 1
1Ko, < IFliZallE" (13- (3.14)

Remarque. Inégalité de Minkowski généralisée.

Rappelons l'inégalité de Minkowski généralisée pour les intégrales.
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Soient r > 1 et deux espaces mesurés (X, u), (Y,v), alors pour chaque fonction mesu-
rable F: X xY — C, on a

( /X ( /Y IF(x,y)ldv(y))Tdv(m))%s /Y ( /X IF(:E,y)|po(:v))%dl/(y).

2.4 Estimation de la norme de la transformée de

Fourier [P

2.4.1 Induction par un idéal de codimension un

Pour démontrer notre théoréme principal, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble unimodulaire. Soient A =
exp a un sous-groupe fermé du centre Z de G et x = Xy, ¥ € a*, un caractére unitaire
de A.

Soit go = Lie(Gp) un idéal de codimension un de g tel que :
i) presque toutes les G-orbites sont saturées par rapport & gg

it) pour 1 <p <2,

2dim(Gg/A)—m),

1
(] Il dim))” < Ao ™ ol

0)x

0t o € Cc(Go/A) et my, = sup { dim(Go - 1) ; 1 € g5, } Alors pour 1 <p<2,

2dim(G/A)—m.

1
([ Inoltdmn®)* <45 Il

oti ¢ € Co(G/A) et my = sup { dim(G-1); I € g;;}.

Démonstration. Soient [ € g* telle que g(I) C go et m € G la représentation correspon-
dante. Nous savons que nous pouvons réaliser la représentation m; comme

m = indgom0 avec lo = lig,.
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Identifions 'espace H of m; & L*(R,Ho), I'espace des fonctions L? sur R a valeurs dans
H, par rapport & la mesure de Lebesgue dt, Ho étant 'espace de Hilbert de m,.

Pour ¢ € C.(G), on rappelle que le noyau k., de 'opérateur 7(yp) est donné par la
formule (5.12) :
k”l(‘P)(t’ S) = Trfo(@(t - S’ ) € B(H0)7 Sit c R)

ol mf est la représentation de Go définie par :
Tin (90) = T, (exp(—5X)go exp(sX)), go € Go

et o(t,.)(g0) = ¢(exp(tX)go) € Ce(Go)-

Calculons & présent la norme de ce noyau :

N
Mol = ([ (] Vot )12, 2)" )

= ([ ([ It tote = 0, ) ds)"
_ / /m NIE dt) )

/g o Km0 13,g 1 () = / / / 178 (o, NI, dt) dsdyy (1)

(en utilisant 1'inégalité de Minkowski généralisée pour les mesures dt et dsdpy(l))

S(A(@méwmmnm&wwwﬂaﬂg

= (/R (/g 1Go ||7Tlo(90(t,-))nch dﬂ?p(lo))gdt>% ( par la formule (2.13)).

Donc

On peut maintenant utiliser les hypothéses de ce lemme et on obtient :

q 2dim(Gg/A)—m, q
[ Mol < < ap ([ 1otts Meriopanst)”™
5/C

Comme les orbites sont saturées, il s’ensuit, par la formule (1.1), que m?b =my — 2
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et ainsi
2dim(Go/A) — my, = 2dim(G/A) —
Donc )
q dim(G/A)—m q
[ Venoladinm < 4577 Il

X

D’aprés la formule (3.14) et le fait que kj () = kn(4+), On Obtient :

g g
[ () 1%, diay () < / Vol Bl eno | i ()
X

Gx

1

< (/@X ”kﬂ(w”g,qdux(w))E(/ax Ik

8 diin(m))

q2dimG/A—m q q

<4 7 ol s /a0 o122 (/a0
q2dimG/A—m!

= 4p ? HSDHqu(G/A,x)'

On en déduit enfin que :

1 2dimG/A— My

([ 1n@ldinm) < 4 = Ieloeran:

2.4.2 Les groupes de Lie fortement *-réguliers

Définition 2.1. Soient G un groupe de Lie exponentiel résoluble et n un idéal nilpotent
de g contenant [g, g]. Pour | € g*, considérons

g(lw) = {X €g : I([X,n)) = {0}},

m(l) = g(l) +nCol) =g(lx) +n

et

m)® = () CEm(1), o™= () ¢

k>0 k>0
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ot C*(a(1)) = [o(1),C*1(0(1))] est le k-iéme terme de la série centrale descendante de
9(1), de méme pour m(l).

On dit qu’un élément [ € g* est n-x-régulier G si

<1, m()® >= {0}.

On dit qu’un élément dans g* est fortement n-+-régulier si
q g

< 1,2()> >= {0}.

Un groupe de Lie exponentiel G = expg est fortement n-s-régulier, s’il existe un
ouvert de Zariski dans g* tel que chaque élément de ce sous-ensemble est fortement
n-x-régulier.

Cette définition, introduite pour des raisons techniques (voir le Sous-cas 2-1 dans la
preuve de la Proposition 2.1), dépend du choix de n, le meilleur choix étant le nil-
radical de g :

Définition 2.2. On dit que G est fortement x-régulier, si n est le nil-radical de g.

Exemples 2.1.

1. Les groupes de Lie nilpotents sont fortement *-réguliers. Tous les groupes de Lie
exponentiels connexes, simplement connexes G tels que dim G < 4 sont fortement
+-réguliers, excepté le groupe G44(0), connu sous le nom de groupe de Boidol (voir
[Bo]). Cet exemple sera étudié dans la Section 4.2.

2. Les j-algébres normales sont fortement x-régulieres.

Rappelons tout d’abord la définition de cette classe spéciale d’algebres et ses princi-
pales propriétés.

Définition 2.3. Soient (g,[.,.]) une algébre de Lie réelle complétement résoluble,
j: @ — g un automorphisme tel que : j* = —Idjg et w une forme linéaire sur g.
Une j-algébre normale est la donnée du triplet (j,g,w) vérifiant les conditions
suivantes :

1.
V1, Ys] + 11, jYz] + j[iYh, Yo] — Y1, 5Y2] =0, VY1, Y2 € g,

2. La forme bilinéaire suivante :

B,("1,Ys) =< w,[Y1,jY2] >, V1, Y; € g,
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définit un produit scalaire j-invariant sur g.
Posons G = exp g le groupe de Lie associé.

En utilisant le produit scalaire B, on obtient une premiere décomposition de g :

s=[0.9Ps

ol a représente le complément orthogonal de [g, g] par rapport & B,,, en particulier
c’est une sous-algébre commutative. Notons r = dim a.

La structure des j-algebres est contenue dans le théoreme suivant :
Théoréme 2.3. (Pyatetskii-Shapiro)[P-S]

1. Il existe une base {Ai,...,A.} de a telle que, si lon pose E, := —jA,, alors
[Ak, El] = 6klEl (1 S I{Z,l _<_ ’I‘).
2. Soit {ay,...,a,} la base duale de {Ay, ..., A.}. Alors les seules racines possibles

sont de la forme :
Qs Olk/Q (1§k§7"),

(am — ak)/2, (Ot + i) /2 (1<k<m<r),

ot ge ={X €g; [C,X]=0a(C)X, VC € a}.

3. Les espaces radiciels g, (1 <k <) sont de dimension un : go, = REg.

50 =D ( P Dlam-as)/2);

1<k<m<r

4. Posons

9(1/2) = D gy
k=1

g(1) = (;{BREk) EB( &b G(am+ak)/2)a

1<k<m<r

alors on a la décomposition de g suivante :
g =9(0) ®9(1/2) ® g(1)-
Soit | € g* en position générale, c’est-a-dire :

Je=(e1,...,6k) € {=1,1}* tel que <, E;>=¢;, i=1,...,k.
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Soit n le nil-radical de g. Alors n = [g, g].
Le groupe G est fortement *-régulier, en effet :

g(l|n) +nCn
Démonstration. Sinon, 3 A € a tel que A € g(ln), i.e. :
<1,[A,U]>=0,YUéen

Soient U = ;.  cxEr, ck ER, et A= Z;":l a;A;, a; € R.

<L|AU] > = <l,[iaiAi, r ckEk] >

i=1 k+1

= Zaici < l, [Ai,Ei] >

i=1

T
= Zaici < l,Ei >

=1

T

= E a;CiE;.

i=1

,
Or on peut trouver des réels a; tels que : Z a;cie; # 0. Ce qui contredit ’hypothese

i=1

de départ.

Donc g(ljs) + 1 C net 9(1)* = {0}.

Ce qui implique la *-régularité forte de G. O

. On peut trouver des groupes G = expg dont les éléments génériques dans g” sont
x-réguliers, mais qui ne sont pas fortement *-réguliers.

Un exemple est donné par le groupe G dont 1’algebre de Lie g est donnée par la base
{2y, 22, Z3, Za, Zs, Zg, Z} et les crochets suivants :

(21, Z3) = —Z3, |Z1,24) = Zs, |23, Z4) = Zn,

[Z2725] = —Zs, [Z2a ZG] = Zs, [an ZG] = Zr, [Zl’Z2] = Z7.

Ainsi on a : n =< Z3, Z4, Zs, Zg, Zr > .
Si ’on prend | € g* en position générale, i.e., [(Z7) # 0, alors on obtient :
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g(l) =< Z; >, d’olt (g(I) + n)>® = {0}, ce qui signifie que [ est x-régulier.
Cependant 9(l) = g ainsi ?([)* = n.
On en déduit que G n’est pas fortement *-régulier.

Remarques. 1. L'ensemble d(1)® est le plus petit idéal dans d(l) tel que OYEIO
est nilpotent.

9. Soit 1 le nil-radical d’une algébre de Lie g. Soit b un idéal de codimension un dans
g. L’intersection de n avec b est un idéal nilpotent de b qui contient 6, b].

2.4.3 Le cas unimodulaire

Supposons & présent que G unimodulaire.

Dans ce cas, on a £ = 1. Ainsi K, = Id et notre formule se reduit a

1612 = / tr(ma(¢" * 8))dpe (mo).

X

Dans la suite, n désignera un idéal nilpotent contenant [g,9] et N = expn son groupe
de Lie connexe associé.

De plus, comme notre théoréme principal sera localisé, nous avons besoin d’une version
localisée de la condition de n-*-régularité forte.

Définition 2.4. Soient A = exp a un sous-groupe fermé connexe du centre Z (G)de G
contenu dans N et ¢ € a*.

On dit que G est fortement n-i-+-régulier §'il existe un ouvert de Zariski dans g,
tel que :
< 1,9(1)*® >= {0}, pour chaque ! dans cet ouvert.

Démontrons le résultat qui suit :

Proposition 2.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble unimodulaire fortement
n-1)-x-régulier. Alors, pour 1 <p <2,

1 2dim G/A—mz

([ I @ledan(@0) < 4= Ioluroia
e

ot ¢ € C(G/A) et my =supq dim(G-1); [ € gy
¥ ¥
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Démonstration. Prouvons ce résultat par récurrence sur dim(G)+dim(G/A) =: §(G, A).

Si 6(G,A) =1, alors G = A =R et on a le résultat d’aprés W. Beckner [Be], car on est
dans la situation abélienne.

Si 8(G, A) > 1, soient 3(g) le centre de g, 3 = nN3(g), ao le noyau de P et Ag = exp ap.

D’aprés [L-L] page 34, nous devons traiter les cas suivants :

Cas 1. dim3 =0.

Sous-cas 1.1. : il existe un vecteur non nul Y € n et une forme linéaire réelle
non nulle a sur g tels que :

[X,Y] = a(X)Y, VX € g.

Sous-cas 1.2. : il existe deux vecteurs non nuls Y3, Yo € n, 6 € R\ {0} et une
forme linéaire réelle non nulle « sur g tels que :

[X, Y] = a(X) (Y1 — 6Y3),
(X, Ye] = a(X)(0Y1 + Y2), VX € g.

Cas 2. dim3 > 0.
Sous-cas 2.1. : dimag > 1.
Sous-cas 2.2. : dimag = 0 et dimj > 2.
Sans perte de généralité, on peut supposer que : ¥|; # 0.
Sous-cas 2.3. : dimag = 0 et dimj =1, ie., 3 =RZ.
On peut supposons que : ¢(Z) = 1.

Sous-cas 2.3.1. : il existe un vecteur non nul Y € n et deux formes linéaires
réelles a, 3, sur g tels que :

[X,Y] = a(X)Y + B(X)Z, VX € g.

Sous-cas 2.3.2. : il existe deux vecteurs non nuls Y3, Y € g, 6 € R\ {0}
et trois formes linéaires réelles linéairement indépendantes non nulles

a, B, B, sur g tels que :
(X, V1] = a(X) (Y1 — 6Y2) + 6i(X)Z,

[X,Y3] = a(X)(0Y1 + Y2) + Bo(X)Z, VX € g.
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Cas 3. n= {0} oun =3.

Entamons & présent notre démonstration.
Cas 1. dim3 =0.

Sous-cas 1.1. 1l existe un vecteur non nul Y € g tel que :
[X,Y] = a(X)Y,

ol « est une forme linéaire réelle non nulle sur g.
Soit
go=kera= {Xe€g : [X,Y]=0}.
Ainsi go est un idéal de codimension un dans g, qui est fortement n-i)-*-régulier.

En effet, n est contenu dans go, car pour chaque élément U de g, le nombre a(U) est
dans le spectre de ad(U). Soient lp € (g3)y et [ une extension de I a g*.

Donc on obtient :

< lo, (go(ln) + 1) >=<1, (go(ljn) + 1) > C < Lo(l)™® > .

Il s’ensuit que < lo, (go(ljn) + 1) >= {0} pour presque toute forme ly € g5 comme
<1, (g(l) + m)® >= {0}.

D’autre part, si [(Y) # 0 alors Ad*(expRY)(I) = [ + gy Ceci implique que presque
chaque G-orbite est saturée par rapport a go.

Ainsi, d’aprés le Lemme 2.1, on a le résultat escompté.

Sous-cas 1.2. Il existe deux vecteurs non nuls Y1,Y; € g, 8 € R\ {0} et une
forme linéaire réelle non nulle o sur g tels que :

[X,Y1] = a(X)(Y1 - 6Y3),

[X,Ys] = a(X)(6; + Vi), VX € .

On a donc [X, Y] 4 iYs] = a(X)(1 + 0)(Y; + iY2) = o/ (X) (Y1 +iY2) ot & = (1 +if)ex
est une forme linéaire complexe non nulle.

Posons go = kera = kera' et Gy = exp go.
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Ainsi go est un idéal de g de codimension un et donc G un sous-groupe normal unimo-
dulaire de G. De plus, go vérifie la condition de n-i)-*-régularité forte car, comme dans
le Sous-cas 1.1, n C go.

Pour terminer ce cas, nous devons prouver la saturation des orbites par rapport go. Soit
m = RY; & RY,. Si || # 0, alors

Ad*(exp(m))l = [ + gq-

En effet, soit X € g tel que : g = go ®RX et ul; +vYs €m.

On a donc
[X, uY; + vY3] = u[X, V1] + v[X, Ya] = a(X)((u + v0)Y1 + (v — uf)Y2).
On peut choisir u,v € R tels que : [X,uY; +vY3] # 0. D’ott

Ad*(exp(uY; + vY2))()(X) = YA x)
= X +[-uY; - vYp, X))
= UX)+a(X)((u+v8)Y; + (v — ud)Ys).

Comme I # 0, on en déduit que Ad*(exp(RY; + RY2))l = I + g5

Finalement, on peut conclure ce cas en utilisant le Lemme 2.1.

Cas 2. Supposons que dim 3 > 1.

Posons, comme précédemment, do le noyau de 9 et Ag = expag. Les deux sous-cas
suivants se traitent de la maniére que dans [?] en faisant quelques petits changements :

Sous-cas 2.1. Supposons que dimay > 1.
Posons A’ = A/Ay, G' = G/G et g’ =Lie(G’), alors A’ est un sous-groupe central de
G
De plus, n/aq est idéal nilpotent de g’ qui contient [g/do, g/ao).

Il est facile de voir que G’ est aussi fortement n/ag--*-régulier. On peut appliquer
’hypothese de récurrence & (G’, A’) on obtient :

2dim(G’/A")—m 7

1
([, o @ledns@p) < dn ™ WPhngy &€ CCA),
g5 /G’
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ou 775 OPla = P et
My = Sup { dim((G/Ao) ¢) ; ¢ €% + (a/ao)l’g/“‘)} = my, comme g, = 0.
De plus, on a

19(G,,) = LU(G/An),,), I(G/A,xy) = L*((G/Ao)/(A/ Ao}, x5) (voir 2.7).

On en déduit que

1 2 dim(G/A)—m.
([ Jron@ldns@) < a7 leluom
8

Remarque. En général, si 'on prend n comme étant le nil-radical de g, n/ag n’est pas
le nil-radical de g/ag. C’est pourquoi nous avons dii introduire la n-*-régularité avec n
un idéal nilpotent de g contenant [g, g].

Sous-cas 2.2. Supposons que dimay = 0 et dim 3 > 2. Soient
3; ={a€3| = (3
L’hypotheése de récurrence appliquée & (G, Z) nous donne

1 2dim(G/Z)—ma
([ ol dna(@))” < 407 il
23

pour tout ¢ € C,(G/Z) et a € 33,

On a my = sup { dim(Ad*(G)l) ; l € o+ f}. Il est facile de montrer qu'’il existe un
ouvert de Zariski dans 3y, tel que m, = my pour chaque o dans cet ensemble.

Définissons & présent la transformée de Fourier euclidienne partielle @, associée & o € 3%,
sur Z/A par :

P(a)(9) = / e # )X p(gexp X)dX, Vg € G/A.

3/a



Pour 7 associée & une orbite dans g},/G, on a :

(i) = /G LU /G ; / POl

_ / 7(9)3(c)(g)dg = m(B()).
G/Z

Ainsi on obtient

/g o Imay, (P&, dpry () = / /g . 7. ())&, dita(Qa)da

B

(par hypothése de récurrence)

< A} do

: / 18185620
W)

2dim{(G/Z)—m. N g
—a [ ([ pe)rds) do
3y G/Z

(par l'inégalité de Minkowski généralisée)

<ap ([ ([ ) i)’

(par le résultat de Beckner pour R¥ avec k = dim(Z/A))

2Wim(G/Z)mmy ’
<Ay C A;’,d"“(z/A)UG/Z I|¢(9,-)II’ZP<Z/A,X¢>d9)p

2dim(G/A)—m3!

q
= Ap 2 ”‘P“%P(G/Am)'

Sous-cas 2.3. Supposons que dimag = 0 et dim3 = 1. Soit 3 = RZ.
On peut de plus supposer que ¥(Z) = 1.
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Sous-cas 2.3.1. Il existe un vecteur non nul Y € g et deux formes linéaires
réelles o, 3, sur g tels que :

pour tout X € g, [X,Y] = a(X)Y + B(X)Z,

ol « et B sont deux formes linéaires sur g.

Nous devons traiter les sous-cas suivants :

A. o et § sont linéairement indépendantes.

Soit

go=kera= {Xe€g : [X,Y]= B(X)Z}.
Le sous-espace go est un idéal de codimension un de g et le sous-groupe correspondant
G, = exp ga est un sous-groupe normal unimodulaire de G.
Il vérifie aussi la condition de n-y-*-régularité forte.
En effet, il est clair que n C gq.
Ainsi comme ga(ljn) C 9(Ij), on obtient que (ga(ljs) +n)* C 0(1)*.
D’ou

< liga: (8alljn) + 1) >= {0}.

D’autre part, les G-orbites génériques sont saturées par rapport A go, 1., 9(1) C go-

En effet, soit T € g(!). Posons

gg=kerf={Xeg : [X,Y]= a(X)Y}.

Comme a and 3 sont linéairement indépendantes, on a la décomposition de g suivante :

9= (g Ngs) ®RX; ®RX, avec X; € go\ gs €t X2 € g5 \ da-

Comme [X;,Y] = B(X1)Z et [X3,Y] = a(X3)Y, on peut supposer que a(X,) =
SiT eg,il existe v, § € Ret Uy € go Ngp tels que T = vXy + 60Xy + Uy. On en déduit
que [T,Y] =~Z + Y et nous devons montrer que § = 0.

Supposons par absurde que 8 # 0. Montrons que Z € o(l)*.

Remarquons tout d’abord que Z € [g,g] C n + g(la) = C°(d(1))-
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Comme T € g(l) C g(lja), on a : [T,Y] € C*(0(1)). Ceci implique que [X3, [T, Y]] =
6Z € C'(o(1)) et ainsi Z € C'(d(1)).

Etant donné que [T,Y] = vZ + Y € C*(0(l)) et Z € C*(v(l)), on obtient que ¥ €
C'(d(D).

Soit k un entier positif. Comme ad®*(T)(Y) € C*¥(2(1)), on en déduit que

[X1,ad®(T)(V)] = 6¥71Z € C*(a(1)).

D’ot Z € C*(d(1)) pour tout k > 0, et donc Z € d(1)*.
La n-*-régularité forte implique que {(Z) = 0, ce qui contredit le fait que [ est générique.
Donc § = 0, T est un élément de gs et G - [ est saturée par rapport a ga.

Le Lemme 2.1 permet d’achever la preuve de ce cas.

B. Supposons que o =0 et § # 0.

Pour tout X € g, on peut écrire que
[X,Y]=B(X)Z.

Le sous-espace gg = {X € g : [X,Y] =0} = C(Y) est un idéal de codimension un
dans g, oil C(Y) est le centralisateur de Y dans g et Gg = exp gg est un sous-groupe
normal unimodulaire de G.

Soient ng = n N gg. D’aprés la Remarque(b) dans la section 2.4.2, ng est un idéal
nilpotent de gz contenant [gs, gg)-

B1. Supposons que n C gg, ce qui signifie que ng =nnNgg =n.

Prenons | € g5 et [ une extension de [ & g*, alors

95(1ns) + 15 C () + 1,
d’ou N
(85(lng) + 1)~ CO(1)™.

Ceci prouve que gz posséde la ng-i)-*-régularité forte et on vérifie facilement que les
orbites génériques sont saturées par rapport & gg, car Ad*(expRY')(I) =1 + gfg.

On peut appliquer de nouveau le Lemme 2.1.
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B2. Supposons que 1t ¢ gg. On a ng =nNgg. Soient [ € g et [ une extension de [ &
g*. On en déduit que

g5(ns) C 9(lj) + RY.

En effet, comme 3 # 0, il existe un élément X de n tel que [Y,X] = Z. Soit U un
élément de gs(ljny)- Si l([U, X]) =0, alors U € 9(ljs), sinon prenons I([U, X]) = 6 # 0.
Pour X € R,

WU + Y, X]) = I([U, X]) + M([Y, X]) =6+ N(Z).

Ainsi on peut choisir ) tel que [([U + XY, X]) = 0. Comme Y est un élément gg, on en
déduit que U + AY € g(l|.) + RY, d’out

U € g(ljn) + RY.

o~

Ceci implique que, pour U,U’ € gg(ljn,) €t N, N’ € ng, on peut choisir A et X" dans R
tels que :

[U+N,U +N'| = [U+ )Y + N, U + XY + N|
€ [g(lln) +n, g(l|n) + n] = Cl(g(lln) + I‘l).

On conclut immédiatement que
(95(mg) + 1) ™ C (D™

Ainsi la ng-y-*-régularité forte de gs est vérifiée. Comme la saturation des orbites
génériques est claire, le Lemme 2.1 nous donne le résultat.

C. a, ( sont linéairement dépendantes et o # 0.

Il existe 6 € R tel que 8 = do.
Alors, pour tout X € g, [X,Y] = a(X)(Y +62),
d’ot [X,Y +0Z] = a(X)(Y +62).
Soit
go={A€g:[A4Y +8Z] = 0} = kera.
Et on est dans la méme situation que dans le Sous-cas 1.1.

Sous-cas 2.3.2. 1l existe deux vecteurs non nuls Y3, Y2 € g, § € R\ {0} et
trois formes linéaires réelles non nulles linéairement indépendantes «, B, B2, sur g tels
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que :
(X, Y1] = a(X)(V1 - 0Y2) + 5i(X)Z,

[X,Y2] = a(X)(0Y1 + Y2) + B2(X)Z, VX € g.

Soient 8 = B + 0 et o = a(1 +10). Alors on a que
(X, Y1 +1iYs] = &/ (X) (V1 +iY2) + B(X)Z.
D’autre part, on peut facilement construire X, Xo, S € g tels que :
a(S) =1, ie, [SYi] =Y -0y,

ﬁ(S) = 0, i.e., [S, YQ] = 0Y1 +Y2,
d’ot [S, Y] +1iYs] =Y +iYa et

a(X1) = a(X2) =0, B(X:1) = B(Xz) = 1,

[Xjayk] = ij) 1 S])k <2
Soient
go=kera={X eg : [X,Y1+:Y3]=B(X)Z}
et G, = exp ga-

Le sous-espace go est un idéal de codimension un dans g et G, est un sous-groupe
normal unimodulaire de G. Comme n C g, la n-y-+-régularité forte est satisfaite. De
plus, les orbites génériques sont saturées par rapport a go. En effet, soit T' € g(1), on doit
montrer que T € g,. Etant donné que I(Z) # 0, on peut supposer que I(Y1) =l(Yz) =0.

Soit gg = Ker f={X €g : [X,Y1+i¥;] = o/ (X)(}1 +iY2)}.

On en déduit que
g=(g.Ngp) ®DRX: BRX; ®RS.

Ainsi il existe v1,72,73 € R et Uy € go N gg tels que T = Xy + 72Xz + 735 + Uo.
Comme T € g(l), on a que

[T, V1)) = X1 + 12Xz + 135 + U, Y1]) = 1l(Z) + vl(Yr — 0Y,) =0

et
[T, Ys]) = i{([nX1 + 7 Xo+ Y3S + Up, Ya]) = 72l(Z) + 3l (8Y1 + Ys) = 0.



44

Rappelons que I(Y;) = [(Y2) =0 et [(Z) #0, donc 11 =72 = 0. Dou, T = Uy + 73S.
Montrons que vz = 0. Sinon, prouvons que Z € (d((1))* ce qui est absurde.

Tout d’abord nous avons que Y7,Y; € [g,8] C C°(d((1)), car [S,Y1] = Y1 — 0Y; et
[S,Y3] = 6Y; + Ya. A présent, supposons que Y1,Y; € CF((()).

Alors,
[T, 3] = [Uo + 755, Y] = 1(Y1 — 8Y2) € CH (1)

et
[T, Ya] = [Uo + 755, Ya] = 1(6Y1 + Y2) € C*1(2((1)),

Ce qui implique que Y3, Yz € CF*1(a(1)).

On obtient par récurrence :
Y:, Y, € CF(o(l)), pour tout k> 0.
Donc on en déduit que :
[X1,Y1] = Z € C*(0(l)), pour tout k>0

et que Z € 9(1)>. Finalement, grace au Lemme 2.1, on a le résultat.

Cas 3.
Sous-cas 3.1. n = {0}.
Dans ce cas, [g, ] = {0} et g est commutative. Et on utilise le résultat classique.
Sous-cas 3.2. n = 3.
On a [g,g] = {0} = 3, donc g est une algebre de Lie nilpotente de pas 2 et on obtient
le résultat d’apres [?).

a

En prenant n le nil-radical de g et A = {e} dans la Proposition 2.1, on obtient le
corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble fortement *-régulier
unimodulaire. Alors, pour 1 <p < 2,

2dimG—m

([ imonedutn)) <452l
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ot ¢ € C.(G) et m la dimension mazimale des orbites coadjointes.

2.4.4 Théoréeme principal

Théoreme 2.4. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble vérifiant la condition de
x-régularité forte. Soit m la dimension maximale des orbites coadjointes.

Sotentl<p<2etq= Ll Alors, pour tout ¢ € L'(G) N LP(G) et pour u-presque
p—

~ -1
tout m € G, lopérateur mP(yp) := m(p)K* est borné, son extension est de classe C, et
satisfait ['inégalité suivante :

% 2dimG—m
(| 1m ot dutm)” < 475 ol

Démonstration. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble non unimodulaire vérifiant
la condition de *-régularité forte d’algebre de Lie g. ‘

Soit Gy le noyau de la fonction module de G. Alors Gy est un sous-groupe fermé uni-
modulaire de G.

Comme génériquement, g(l) est nilpotente, on peut supposer que pour tout 7 € V on
peut écrire m = indgowo pour une certaine représentation my € U (voir la section 2.2.2
pour les notations).

Tout d’abord démontrons un lemme qui sera utile dans la suite de notre preuve.

:_l
Lemme 2.2. Soient 7 € V et m = Indg my. Pour ¢ € L}(G) N LP(G), n(p)K.* est
un opérateur intégral sur L*(R, H,,) dont le noyau d& valeurs opérationnelles kr(py est
défini par :

r(0) K n(s) = / o, On(t)dt,

1
0l kr(y)(s,t) = mh(¢* ") At (exptX) et ¢*t(go) = p(exp(s — t) X go).

Démonstration. Nous utilisons les notations de la Section 2.2.

Pour g = exp(tX)go et 7 € L*(R,H,,), on obtient :

T(ep(EX)g0) K 1(s) = Ko n(gy" exp(s — 1))
— Alexp(s — )X)n(gg" exp(s — 1)X)
= A&(exp(s — t) X)n(exp(s — t) X exp(t — s) X g5 * exp(s — t)X)
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— Ab(exp(s — )X)mo(exp((t — 5)X)go exp((s — )X))n(s — )
= Al(exp(s — )X)ms(go)n(s — 1)

D’autre part, nous avons que

() Kt (s) = /G olg)r(g) K (s)dg

=/R/G ‘P(exp(tX)go)ﬂ(exp(tX)gO)Kﬂ_Tln(s)dgodt

(en utilisant les calculs précédents)

= /R /G p(exp(tX)go)ms " (go)n(s — t)Ag(exp( s — ) X)dgodt

- /R/G p(exp(s — t)XQO)W(t)(go)U(t)Aé(exp tX)dgodt

= [ mie Akttt

=1

Nous devons utiliser I'inégalité (3.14) pour estimer la norme ||7(p)K = e,

([ rsterablemintt,as) ar)’

/ a

[ ([ 1 o) sotexpiiar)

Calculons la norme ||k () lp,q :

HkW(w) lpe =

<
-
<

([ et s) )

=

=

On en déduit que

[ Mol it = [ [ ( [ el ds) Actexp Xt
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(en appliquant I'inégalité de Minkowski généralisée aux mesures Ag(exp tX)dtdu et ds)

< (/R (/G /R ”Wé(sos)llaAc(exptX)dtd“(”))gds)%

< ([ ([ [ 1ot éotemmtx - mjdsautn))*as)’
= (L (L tmoteneduotm) )

(par le formule (2.12) de désintégration de la mesure )

p2d1mG —(m—2)
< ([ 475 1wigas)”
R

(en utilisant la Proposition 2.1 pour Gp).

Donc

/ V12, da(m) < AZF2 .

Comme la norme | kq(,)l|pq est finie pour p-presque toute représentation , il s’ensuit
1

d’apres [F-R], que pour p-presque toute représentation m € G, (@)K est bornée et
son extension est de classe C; sur H,.

Finalement, d’apres la Remarque 2.3.2 dans [In], on a

=1 =1
q

(m(p)Kx" )" = m(p*P) KT,

p*®(g) = A7 (g)p(g7T).
En utilisant (3.14), on obtient :

q g
[ Imole, autr) < [||km>1|z,q||w<m>||z,qdu<vr>
< / ol i) ) ([ Wil )

< Aq ”‘P“p ||‘P*(p)”p

dlmG —-m

= A lellz-
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O

-1
Remarque. Le théoréme précédent montre que 'application ¢ — m(p) K" s'étend en

2dimG—m

un opérateur continu F? : LP(G) — L%(G) et sa norme vérifie | FP(G)|| < Ap
2.5 Exemples

2.5.1 Un exemple fortement x-régulier

Considérons lalgebre de Lie g =< A, X,Y,Z, B,V > munie des crochets de Lie non
nuls suivants :

[A,B]=V, [A,X]=-X, [AY]=Y, [X,Y]=Z,

et dont la base duale est {4*, X*,Y*, Z* B*,V*}.

On identifie le groupe de Lie exponentiel associé a g avec R® muni de la multiplication :
(a,2,y,2,b,v)(t,2,y, 2,0 ,v) = (a+d, 2 ze® Y +ye 2tz —x'ye™ b+t v+v'—bd'),
et de l'inversion :

(a,2,y,2,b,v) " = (—a, —ze™", —ye*, —z — zy, —b, —v — ba).

La mesure de Haar sur G est donnée par dadzdydzdbdv et G est unimodulaire.

Le groupe G est fortement x-régulier.

En effet, soit [ € g* en position générale, i.e., [(V) # 0 and I(Z) # 0. Alors T'orbite
coadjointe de I contient un élément I de la forme I' = AZ* + puV™ avec (A p) € R* xR™

Le nil-radical n de g est engendré par {X,Y,Z,B,V} et on a g() =<V, Z >,

g(ln) =< B,V,Z >, g(l|) + n =n et ainsi ?(1)> = {0}.

On en déduit que < 1,9(1)> >= {0}.

La sous-algebre b(l) =< Y, Z, B,V > est une polarisation de Pukanszky en | = AZ* +
pV*, (A p) € R* x R* et B(l) = exp b().

Donc B(l) est unimodulaire et Apg,c = 1.
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Soit x; le caractére unitaire de B(l) défini par :
xi(exp A) = e 24 pour tout A € b(l).

La représentation induite m = 7y, = indg(l) X1, de G est irréductible .

La mesure de Plancherel sur G est identifiée & la mesure |A}|u|dAdp sur R* x R*. Donc,
pour ¢ € L'(G) N L?*(G), la formule de Plancherel est donnée par :

/ [ Imau O M = ey
On a, pour { € Hy, , et ¢ € Cc(G), que

man(PIE(9) = [ a2, 20, 0)m 0,2, b, (o) dedodydz
R

Calculons le noyau k, de opérateur 7y ,(p) en utilisant la formule 5.8 du chapitre L.

Soient,
g = (a,,0,0,0,0) € G/B(l), h=(0,0,y,2,b,v) € B(l),
u™' = (—d,—2'e™,0,0,0,0) € G/B(l),
alors
ghu_l = ( a— ala (‘T - x/)e—a”yea" Z+ m/ya b,U — ba' )
et

ko(g,u) = ky((a,),(a',7))
= / ola—d,(z — z)e™ ye?  z + 7'y, bv — ba' e~ e~ dydzdbdv
]R4

= / ola—ad,(z— e ™y, 2+ z'ye® , bv — ba')e~ e~ e~ dydzdbdy
R4

N /11?;4 ola—d,(x—2)e™, y,z2b, U)e_i’\(z_""ea’y)e"'“(”b“')e_a/dydzdbdv.

Donc

’

k,((a,z),(d,1") =& (a—d, (z—2)e™,.,.,.,. )(—x'e‘“’)\, N a'p,p )e‘“', (a,2),(d,z") € R?,



50

ol { est la transformée de Fourier partielle dans les quatre dernieres variables.

D’apres la Proposition 2.1, on en déduit que

[ Vol ldardu < A% Ll
On peut le vérifier par le calcul.
[ Welgal¥llaad
R2
g
= / / ( 18 (a—d, (z—a")e™,.,.,.,. ) (~2'e @), )\,a’u,,u)e_“'|”dad:v)pda'd:c’l)\||u|d)\dp
Rr2 JrR2 \ JR2
—d 9
=/Rz /R( [ 8@z )(—x’e-a’x,A,a'u,u)eﬂpdadz)"da'dx'|A||u|dAdu

(par I'inégalité de Minkowski généralisée)

9

2
S (/ (/ / KB(G,CB,. R )(—mle‘a'A,A;a/ﬂa#)lqe_aldaldl'll)\nﬂldAdu)qdadl')p
R? R2 JRR2

9

< (/2 (/ ] 7 (a,z,.,.,.,- )(x',)\,a’,,u)lqda'dm’d)\d,u)%dadx)p
r2 \JR2 JR

( par le résultat de Beckner )

[

4 »
< Al (/Rzngo (@2, ,- - - )|Edads)”, ot 4, = (

)"

Q
e -1

Donc
[ kN dhd < A% Tl

2.5.2 Le groupe de Boidol

Dans cet exemple, on a affaire & un groupe qui n’est pas fortement *-régulier. On va

voir que les méthodes utilisées ne peuvent donner une estimation de la transformée de
Fourier LP.
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Soit g =< T, X,Y, Z > munie des crochets de Lie suivants :
(X,Y]=2, [T.Y]|=Y, [T,X]=-X.

Soit {T*, X*,Y*, Z*} la base duale de g. On identifie le groupe G = exp g avec R* et sa
multiplication est donnée par :

tl

(t,z,y,2)- (', 2", y/,7) =t +t, 2 + ze! y +yet 242 —yr'e™)

et I'inversion :

1 t

(t,z,y,2) "t = (=t,—ze™", —ye*, —zy — 2).

La mesure de Haar dans G est donnée par dtdzdydz et la fonction module A est
identiquement égale & 1. Les G-orbites en position générale sont paramétrées par AZ" +
uT*, (A, 1) € R* x R. La mesure de Plancherel sur G est identifiée & la mesure |A|dAdp
sur R* x R.

Donc, pour ¢ € L*(G) N L*(G), la formule de Plancherel est décrite par :
[ 1m0t = Nl

Le groupe G ne posséde pas la x-régularité forte.

En effet, si I'on prend | = AZ* + uT™* (X # 0), alors
g(lln) =< Z,T >, g(lln) +n=g et (g(lln) + n)oo =n

Ceci implique que < I, (g(1) +n)® ># {0}.

La sous-algébre b(l) =< T,Y,Z > est une polarisation de Pukanszky en | = AZ* +
uT*, (X u) € R* x R. Donc B(l) = exp b(l) est non unimodulaire et on obtient :

Apw(t,y, 2) = Apea(t,y,z) = e, pour t,y,2 € R,
Soit x; le caractere de B(l) défini par :
yi( exp A) = e ™A pour tout A € b(l).

La représentation induite m = ), = indg(l))a, de G est irréductible et agit sur L?(R)
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par :
mau(t, Ty, 2)¢(a) = 2 (Mey+a=ay®)tute3 ¢ (get — 1) pour tout £ € LA(R) et a € R.

Pour ¢ € C,(G), le noyau k, de I’ opérateur m, , est donné par :
ky(z,a) = / o(t, ae’ — z,y, 2)es A didudy 1 a € R.
R3
Essayons de donner une estimation de la norme ||F?(G)|.

Comme (k,)* = k,+, on a

3
palAldAdp

g
[ Imatolt Maxd < [ kol 1k
R2 R2

1 1
q 2 e 2

Comme la dimension des orbites génériques est 2, on aimerait avoir :

[Tkl dadu < Al

Malheureusement,

q
listggMaxd = [ [ ([ Tkote,2)Pda) daprldrds
R2 R2 JR R

g
=/ (/|/ o(t,ae — x,v, z)e%e2”(’\(z_zy)+"t)dtdydzIpda)pd:r|)\|d)\d,u
R \JR SRS

g
=/ (/|/c’ﬁ(t,aet—x,-,-)()\,—)\x)e%e%”"tdtl”da)pdw|/\|d)\dp,
R “JR JR

(on considere la fonction C, 4(t) = B(t, aet — z,-,-)(\, —Az)e?)

= [ (] Gostopda)’ aairjasd

< [ (L ([ atiolra) *da) dairian
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(d’apres l'inégalité de Minkowski généralisée)

g
= Ai’»/Rz (/R |Ca,z(t)|pdtda)pd:v|)\|d)\

(d’apres le résultat de Beckner pour R)

P

. g
= Aq/ ( |5(t, ae® — z, -, )(A, —/\x)lpe%dtda> "dz|\|dA
R2 R2

= A

8 Q

4
/ ([ 18 a0 —a)PettVidtda)” do|\|dA
R2 R2

Aq( / ( (¢, a, -, ) (A —)\x)|qd:cl>\|d>\)%e(‘g‘l)tdtda)%
P R2 ]R2 <10 ? ) ) )

IN

(d’apres 'inégalité de Minkowski généralisée).

Ce qui montre que

q
k|2 |AldAdp < A% o(t, a,y, 2)[Pe't " Vdtdadydz ) *
R? wllp,q D RS

d’aprés le résultat de Beckner pour R2.

Mais le terme de droite de cette inégalité est différente de A3||¢||4.

Remarque. Il reste tout de méme un espoir d’obtenir I'inégalité dans ce cas particulier.

Rappelons le Théoréme 2 que ’on trouve dans [14] page 187 :

Théoreme 2.5. Si G = X x A est le produit semi-direct des groupes localement

compacts unimodulaires X et A et si G est unimodulaire, alors pour p = , kun

2k -1
entier > 2, on alors

IF2@I < 172 XOHIIFP (A

Ainsi, si on considere le groupe de Boidol comme le produit semi-direct du groupe de
Heisenberg H = exp(< X,Y, Z >) et le groupe abélien exp(RT), alors par le théoréme
2

ci-dessus, on obtient dans le cas particulier ou p = CYEE k un entier > 2,

177G < NFPHENFR)] = A,



Chapitre

Théoreme d’inversion de Fourier pour

les groupes de Lie nilpotents

3.1 Introduction

Cette section est une adaptation et une généralisation des résultats d’analyse harmo-
nique sur R & des groupes localement compacts plus généraux. Parmi les groupes pour
lesquels on peut espérer les meilleurs résultats, on trouve les groupes de Lie nilpotents
connexes, simplement connexes. Par bien des aspects, ils ressemblent presque a R™ et
leur théorie des représentations est bien établie, alors qu'’il existe tout de méme des
différences importantes dans leurs comportements (voir [C-GJ). L'un des plus fameux
et utiles résultats de ’analyse harmonique sur R™ est le théoreme d’inversion de Fourier.
Tl est donc naturel de savoir si on peut le généraliser aux groupes de Lie nilpotents. Ce
probleme peut étre formulé de la maniere suivante :

Soit G = expg un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe. Considérons
Vapplication qui associe & chaque fonction f € L'(G) la famille (m( f))l G des
cg*/Ad*
images de f par les représentations irréductibles unitaires de G. Cette application peut
étre considérée comme une généralisation de la transformée de Fourier au cas non-

abélien. On sait que m;(f) est complétement déterminée par son noyau

F(l,z,y) =/B flauy ™) 2mi<bloau>gy,
3

ol B, = expb; pour une polarisation b; en [. Donc la question de savoir s’il existe un
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théoréme d’inversion de Fourier comme dans le cas abélien peut étre formulée comme
cela :

Etant donnée une fonction F(I,z,y) satisfaisant certaines hypotheses, existe-t-il une
fonction f € L'(G) telle que m(f) admette F(I,-,) comme noyau pour presque toute
forme linéaire [ ? Si une telle fonction f existe, elle est nécessairement unique, en tant
que fonction L*.

Pour une forme linéaire fixée ly € g, on a le résultat de Howe [Ho] :

Soit by = b(ly) une polarisation en lo, soit By = exp by, soit x;, le caractere unitaire de
B, défini par x;,(h) = e 2m<lele"> pour tout h € By.

Soit F' € S((G/By)?, k), c'est-a-dire que F est une fonction de Schwartz sur G/Bo x
G/ By qui vérifie la condition de covariance

F(zh,yh') = x1,(h)xi (W) F(z,y), Vz,y € G,Vh, h € By.

Alors il existe une fonction f € S(G), V'espace de Schwartz de G, telle que m,(f)
admette F comme opérateur & noyau. Ce résultat a été généralisé aux groupes de
Lie exponentiels résolubles par Andele et Ludwig dans [A]. Mais ces résultats ne sont
démontrés que pour une forme linéaire fixée lp € g*. Notre résultat principal est le
suivant :

Théoreme 3.1. Soit G = expg un groupe de Lie nilpotent conneze, simplement
conneze, muni d’une base de Jordan-Hélder fize.

Pour chague | € g*, posons b; la polarisation de Vergne correspondante et By = exp b;.
Alors il existe un ouvert de Zariski gy, de g*, tel que pour toute fonction C*

F:ginxGxG — C qui pour | € gy, firée, est Schwartz sur G/B, x G/By, qui
est & support compact en | (si on se restreint a une section d’orbite) et qui vérifient la
relation de covariance

F(l7$h7yh,) = Xl(h)Xl(hl)F(l7xay)v

il existe une unique fonction f € S(G) telle que m(f) admette F(l,-,-) comme noyau,
pour chaque | € gge,-

L’application F — f est continue par rapport aux topologies des espaces de fonctions
considéreés.

La preuve du théoréme d’inversion de Fourier se fera par récurrence. A chaque étape



56

de cette récurrence, de nouveaux parametres apparaitront et seront utilisés au moyen
des structures de Lie variables.

Remarque. On peut aussi construire la fonction f en utilisant la formule suivante :

fg) = / te(m(g)™ - m(f)du(D), g €6,

*
gen

soit, en utilisant F(l,-,-),

f(g)=/g

*
gen

/ F(l, gz, z)dzdu(l).
G/B,

Cette formule se trouve dans [C-G] par exemple.

3.2 Les groupes et algébres de Lie nilpotents va-

riables

Les notions d’algtbres variables ont été introduites dans [L-L] pour démontrer que
V’application de Kirillov est un homéomorphisme dans le cas des groupes de Lie expo-
nentiels. Grossiérement, se donner une algebre variable revient & se donner un espace
muni d’un champ de crochets de Lie paramétrisé par un ensemble, i.e., les tenseurs de
structure sont variables. Plus précisément :

Définition 3.1. Soient g un espace vectoriel réel de dimension finie n et B un ensemble
non vide. On dit que (g, B) est une algébre de Lie nilpotente variable si :

1. Pour chaque b € B, il existe un crochet de Lie [-, -], défini sur g tel que (g, [, ]s)
est une algébre de Lie nilpotente.

2. 1l existe une base fixée {Z1,...,2,} de g telle que les constantes de structure
af;(b) définies par :

12, Zile = Y a(b) 2
k=1

satisfont la propriété suivante :
Pour tout b € B, pour k < max(z, ), afj(b) = 0. Ceci signifie que {Z1,...,Z,} est
une base de Jordan-Holder pour (g, [+, ]s)-
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L’algebre de Lie (g, [, ]») sera notée gs.

Si de plus B est un sous-ensemble algébrique d’un espace vectoriel réel de dimension
finie W, i.e., il existe deux fonctions polynomiales P, Q sur W telles que

B={weW, Plw)=0et Q(w) # 0},

on dit que (g, B) est une algébre de Lie polynémialement variable si les constantes

k

de structure ag;(b) sont des fonctions polynoémiales en b.

De méme, on dit que (g, B) est algébre de Lie rationnellement variable si les

k

constantes de structure ag;(b) sont des fonctions rationnelles en b.

Dans ce cas on pourra supposer que ces fonctions n’ont pas de singularité dans B, en
remplacant, si nécessaire, B par un ouvert dense de Zariski.

Définition 3.2. Le groupe de Lie variable associé (G, B) a (g, B) est défini par la
famille de groupes de Lie nilpotents connexes, simplement connexes (G, ), ot G = g
en tant qu'ensemble et ol la loi du groupe -, sur G est obtenue par la formule de
Campbell-Baker-Hausdorff pour le crochet [, -]p, i.e. :

1 1 1
Tpy=c+y+ §[x,y]b + E[% [z, ylo]s + E[y’ [y, zplp + ..., Vz,y € Gp.

Le groupe de (G, -y) sera noté Gp.

Remarques. 1. En fait, avec ces choix, 'application exponentielle exp, : gy — G est
lapplication identité.

2. Si B est réduit & un point, i.e., on oublie la structure variable sur G ou g, alors (G, B)
sera identifié & un groupe de Lie nilpotent.

3.3 Construction d’indices

Dans cette section nous allons rappeler les constructions de Ludwig et Miiller [Lu-Mu].
Tout d’abord nous allons construire des familles d’indices qui vont nous permettre de
définir les éléments génériques dans les algebres de Lie variables pour pouvoir décrire le
dual unitaire de (G, B), c’est-a-dire, I’ensemble (Gh)pes, OO G, désigne le dual unitaire
du groupe de Lie nilpotent (Gb, -b).
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3.3.1 Indices associés a (g, B)

Pour chaque b € B, 3(gy) désignera le centre de gs.

Posons :

J1(b)
k1(b)

max{j | Z; € 3(gs)}
max{k | [Z;, ), Zr}p # 0}

et

1 = max{j(b) | b€ B}
ki = max{k;(b) | b€ B et ji(b) = ji}.

Par construction, k;(b) < j1(b) et k1 < j1.

Les indices 72(b),...,Ja(b); ka(b), ..., ka(b); ja, ..., ja; k2, - ., ka seront construits plus
tard.

3.3.2 Indices associés aux formes linéaires sur g

Soit g* I'espace vectoriel dual de g.

Pour chaque (b,1) € B x g*, soit a(b,{) le plus grand idéal de g, contenu dans le
stabilisateur gy(l) de ! dans gs.

Si a(b,l) = gs, U'ensemble d’indices correspondant sera vide. Dans ce cas, gs(l) = g5 et
soit g, est commutative, soit [ n’est pas une forme linéaire générique.

Sinon on définit les indices jq(b,1) et ki(b, ) par

J1(b,1) := max{je€{l,...,n}| Z; ¢ a(b,l)}
kl(b,l) = max{k S {1, .. ,n} | <, [Zjl(b,l); Zk]b > 0}

On a encore k;(b,1) < ji(b,1).
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Les indices j2(b,1),...,ja(b,1) et ko(b,1),..., ka(b,1) seront construits plus tard de la
méme maniére.

3.3.3 Restriction du choix des formes linéaires

Nous allons restreindre notre choix d’éléments (b, ).

Posons Dy := B x g* et
Dl = {(ba l) S DO | ]l(bal) = jl et kl(ba l) = kl}

Lemme 3.1. Si B est un ensemble algébrique, D; est un ouvert de Zariski dense de
Dy, plus précisément,

Dl = {(bJ l) € DO ' < l) [Zjqul]b >7é 0}

Démonstration. Si j1(b,1) = jy et ki1(b,1) = ki, alors, d’apres les définitions des indices,

<4,[Zj, Zisls >=<L,{Z,0), Zyo.1))s >F# 0.

Réciproquement, supposons que < [, [Z;,, Zy,]» >7# 0, alors Z;, ¢ gi(l),

or a(b,l) est contenu dans g,(1), donc Z;;, ¢ a(b,!). Prenons j < ji, alors Z; € 3(gs) et
Z; € a(b,1) qui contient le centre de gp, on en déduit que 7;(b,1) = ji.

Ainsi < 1, [Z;, 0,1y, Zk,Js ># 0, donc k1 (I, b) < ki, cependant si k > k; alors [Z;,, Zx] = 0,
d’ou < l, [Zju Zk]b >=0.

En conclusion k;(b,1) = k; et on a démontré que

Dl = {(b7l) € DO | < l’ [ijZkl]b >7é 0}

De plus I'application (I,b) —< 1,[Z;,, Zk, ], > est linéaire en [, rationnelle en b. On peut
supposer, quitte a multiplier par le plus petit dénominateur commun, qu’elle est méme
polynomiale en b. Ainsi cette application est polynémiale en (b,1) et donc D; est un
ouvert de Zariski de D,. O
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3.3.4 Construction d’un idéal de codimension un dans g;.
Posons encore Iy == {1,...,n} et I ;== I\ {k1}.
Pour (b,1) € D4, définissons

pi(0,)) ={X €g| <L[Zjpn, Xp >=0}={X €g| <I,[Z;,X], >=0}

et

< l: [Zj1(b,l)7 Zi]b >
<L Z 100 Zki b)) >

< l, [ZjUZi]b >

ZNb,1) = Z; — -
i (0.0) AR

Zkl(b,l) = Zi an Vi e 11

(comme (b,1) € D).

On voit facilement que p;(b,!) est un idéal de codimension un dans g, et

que {Z}(b,1) | ¢ € I} est une base de Jordan-Hélder pour p;(b,1) (voir [L-Z]).
De plus, Z}(b,1) = Z; si i > k.

3.3.5 Les éléments génériques dans B x g*

On construit les indices j;(b, 1), ki(b, 1), ji(b), ki(b), 4, k; de la maniére suivante :

On utilise 'algebre py(b, 1), la base Z}(b, 1), |y, ;) pour construire les indices j(b, 1), ka(b, 1),
I’algebre po(b,1) (qui est un idéal de codimension un dans py(b,1)), Z2(b,1) est la base
de pa(b,1) et on continue jusqu’a ce que ce processus s’arréte au bout d’un nombre fini
d’étapes.

Récursivement on définit D;, 5;(b), ks(b), i, ki, I; par

ji(b) = max{j eI,y | Z'(b,I) & Centre(p;_1(b,1)),VI tel que (b,1) € D;_1}
ki(b) = max{k € Ly | [Z;7'(b,1), Z; ' (b,1)]y # 0,V tel que (b,1) € D;_1}

Ji = max{j;(b) | b€ B}

ki = max{ki(b) | b€ Bet j(b) = j}

D; = {(b1) € Di_y | ji(b,1) = j; et ki(b, 1) = k;}

L = L \{k}.
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Ce processus s'arréte au bout d’un nombre fini d d’étapes.

Alors on sait, d’aprés [L-Z], que pour chaque (b,1) € Dy, pa(b,!) est la polarisation de
Vergne en [ dans g; par rapport & la base {Z,...,Zx}.

Si B est un ensemble algébrique, I’ensemble
Dyer, =Dy CBx g

est un ouvert de Zariski de B x g*, appelé 'ensemble des éléments génériques de
Bxg".

Si B est réduit & un point, i.e., il n’y a pas de structure variable, alors Dy, est identifié
a l'ouvert de Zariski g},,, de g%, appelé I’ensemble des éléments génériques de g*.

On a
g;en C g;’uk C g:naa: - 9*7
oll @b, désigne les éléments de g* qui sont en position au sens de Pukanszky relative-

ment & la base (Z;); et g%,,, 'ensemble des éléments de g* dont l'orbite coadjointe est
de dimension maximale.

3.3.6 Restriction aux sections des orbites

D’aprés [L-Z], Dy, m € {1,...,d} et Dy, sont Ad*G-invariants, i.e., pour tout g € G,

(b,1)eD, & (b, (Adg)(1)) €Dy
(b,1) € Dyen & (b, (Ad*g)(1)) € Dyen.

Ceci nous permet de nous restreindre aux sections des orbites, obtenues de la maniere
suivante :

Pour chaque b € B fixé, soit S, 'ensemble des indices de saut au sens de Pukanszky
pour Palgebre gy et soit T, = {1,...,1n}\ Se.

Posons Vg, = ZRZ;‘ . On sait que chaque orbite coadjointe dans g; rencontre Vr, en
€Ty

un point exactement, et réciproquement. Donc Vr, représente une section des orbites

coadjointes de g;.

Remarquons que | € V7, si et seulement si < [, Z; >= 0 pour tout indice de saut j € 5.
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Dans de nombreuses situations, on se restreint a ces sections d’orbites, ce qui nous per-
met de supposer que les formes linéaires [ s’annulent dans les coordonnées correspondant
aux indices de saut.

Pour ce faire, notons S la réunion de ces sections d’orbites, ou, plus précisement,

S= U{b} X VTb et DT,gen = Dgen Nn§S.
beB

Alors Dy gen, est un ouvert de Zariski de S. Considérons a présent

B, := {beB|3leg"tel que (b,1) € Drgen}
= {beB|3leg tel que (b,]) € Dyer}.

Soit (b,1) € Dyen. On sait que | est en position générale dans g au sens de Pukanszky.
De plus, I’ensemble des indices de saut S, de g; coincide avec 'ensemble

{ji(b’ l)?ki(bal) | 1 < ( < d} = {ji,ki l 1 < 1 < d}

construit dans cette section (pour la forme linéaire [ donnée) et est donc indépendant
de b, si b € B;. Ainsi, pour tout b € By, les ensembles S, respectivement T}, coincident.

Notons T cet ensemble commun et Vr = Z RZ?.
i€T
Il est clair que
DT,gen = Dgen N (Bl X VT)

Remarque. Si B est réduit & un point, alors Dr g, est identifié a

* ok
gT,gen - ggen N VT)

I'ensemble des éléments génériques contenus dans la section d’orbite V7.

3.4 De nouveaux parametres

Soient 7; et ki définis précédemment.
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Posons X := Zi,,Y := Z;, et Zy = [Zr,, ZjJo = [X,Y]s. Comme (Z;); est une base de
Jordan-Holder pour tout gy,

[Zju U]b < Zj1+1a e aZn >C 3(gb)aVU € 9o,

ot les définitions p; (b, 1) et les bases (Z}(b,1)); dépendent en fait seulement de lj<z,, ,,,...z.>
et plus particulierement de son noyau ker(l|< Zj 410 Zn> )

Pour p;(b,1), ceci est clair par définition. Pour chaque vecteur de base Z}(b,1), remar-
quons qu’on doit écrire

< Zj1+17 e ,Zn >= RZ{, b ker(l|<zj1+h._,yzn>),

qui, pour b fixé, l|<zj1+1,,..,zn> est complétement déterminé par sa valeur sur Z, et par

. <UL,|Zjy 1 Zi]p> ‘ . .
s 44 i
ker(l|<Zjl+1,_,,,Zn>) et qui donc —l——<l,[Zj1,Zk1]b> dépend uniquement de ker(l|<Zj1+1,,_,,Z">) (si

(b, l) € DT,gen et donc < [, [Zj1>Zk1]b >7£ 0)

De ce point de vue, faire varier [ signifie considérer tous les sous-espaces de codimension
un V(b) de < Z; 41, - ., Zn > tels que Zy & V/(b). Don, & la place de caractériser p1(b,1)
par (b,1), on doit aussi le caractériser par b et un sous-espace V (b), respectivement par
b et un vecteur de base de V(b). Ceci nous conduit a la paramétrisation suivante :

Soit m := n — j; identifions < Zj, 41, . .., Zy > avec R™ grace & la base {Zj, 11, . .. Zn}
Un sous-espace de codimension un de < Zj,41,...,Z, > est alors caractérisé par les
vecteurs b = (by,...,bm_1) € (R™)™ ! tel que les b; sont linéairement indépendants,

i.e., par un ouvert de Zariski de (R™)™1.

Les sous-espaces V (b) considérés ici vérifient la condition supplémentaire Z, ¢ V'(b), qui

peut étre décrite par det(Zb,gl, ..., bm-1) # 0, qui donne encore un ouvert de Zariski

de (R™)™1.

Posons
£ = {(bb)eBx R™)™ | b; linéairement indépendants} (4.1)
& = {(bb) €€ | det(Zy,by,...,bmn-1) # 0} (4.2)
g = {(bb) e B x (R™)™| b; lindairement indépendants} (4.3)
g = {(bd) €& | det(Zs,br,.-.,bm1) # 0} (4.4)

~

Définissons, pour tout (b,b) € &,

pi(b,8) :={U € g|[Z;,Uls €< b >},
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ol < b > désigne I’espace vectoriel engendré par by, ... byn-1.

o~

Pour définir la base de p;(b,b), comme
< Zjiye s Tn >=RZ® < b >,
il existe pour chaque Z; un unique o; € R et un unique v; €< b > tels que
(Zj,, Zily = iy + v = i Zy, Zjy Lo + s

Notons que a; = 0 si ¢ > ky, et alors [Z;,, Z;]p = 0.

Définissons

Zz'l(b,~) = Z; + a;Zy,, pouri# ki.
En particulier, Z1(b,b) = Z; si i > k;. Il est facile alors de voir que p1(b, b) est un idéal
de codimension un dans gp.

o~

Notons [, ] 5 pour le crochet de Lie dans p1(b,b) (qui coincide bien sir avec [+, ]s).
On a le résultat suivant :

Proposition 3.1. {Z(b,b) | i € I} est une base de Jordan-Holder de p1(b,b) et les

constantes de structure pour cette base dans p1(b,b) sont des fonctions rationnelles en
b,b, si (g, B) est une algébre de Lie rationnellement variable.

Démonstration. Montrons d’abord que Z}(b,b) € p1(b,b).
Cas 1. Sii > kg,

o~

on a alors Z}(b,b) = Z; et que [Z;,, Z;], = 0 par définition de ;.
Cas 2. Sii < kq, alors

[Zjl ) Zil(bvz)]b = [Zjl’ Zi]b + ai[Zjn Zkl]b =v; €< E >
et donc Z(b, b) € p1(b, b).

Par construction, les vecteurs Zil(b,g), i+ € I, sont indépendants et alors ils forment

une base de p1(b, b).

En effet p;(b,b) peut étre au plus de dimension n — 1 car Z, € p1(b,b). Dot

~ o~

8 = RZIH 63pl(b7 ) = RX @pl(ba )

o~ ~

Calculons & présent les constantes de structure @%(b,b) pour la base Z!(b,b) dans
Pi (b, b)
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Cas 3. Si i,j > k, alors

[le(b,’l;), Z;(bj;)](b,Z) = [Zi7 Zj]b = Z ai'cj(b)Zk = Z a?j(b)zli(ba’v)’

k>max{i,j}>k1 k>max{i,j}>k1

i.e., a¥%(b,b) = af;(b) dans ce cas.
Cas 4. Sii < k; < j, alors
121 (b,b), Z;(bag)](b,g) = [Zi+ aiZk,, Zjly
= Y d0)Z+w > af(0) 2

k>j>k1 k>j>k1
= D (ah(0) + e, ;(0)) 24 (b, b)
k>j>k1

et @ (b,b) = ak(b) + cuaf, ;(b) si k> j > ki > .
Les autres constantes de structure étant nulles, car af, (b} = 0si t < max{r, s}.

Cas 5. Si i,j < ky, alors

[Z2(6,8), 2L (0, D)5y = %0 Zils + @il Ziy, Zil + 0521, 2
= Y a0+ > af;(0)Z + oy >k (0) 2

k>max{i,j} k>k1 k>ky

= 3 ah0)(ZE0,0) - n,) + 0l D)2k + Y afy (6)Z4 (b, )

max{%,j} <k<ki k>k1

to; Y ab (D) ZH0,0) + o5 Y aki, (B)Zk(5,)

k>k1 k>k;

_ (afjl(b)— Y akafj(b)>Zk1+ S a0z,

max{i,j}<k<ki max{i,j}<k<ki

+ Z (afj(b) + g, ;(b) + ajal, (b)>Zé (b, D).

k>k1

Comme (Z}(b,b))icz, est une base de 'idéal p1(b,b), le coefficient de Zj, dans ce calcul
doit s’annuler et les nouvelles constantes de structure sont définies par ‘

Efj(b,~) = af;(b) si max{i,j} <k <k et
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@ (b,b) = af(b) + auaf,;(b) + ayali, (b) si k> Ky

Les autres constantes de structures étant nulles.

Ce qui prouve que (Z1(b,b))rer, est une base de Jordan-Hélder pour p1(b, b).

Supposons que (g, B) est une algebre de Lie rationnellement variable. Comme

_ det([Z, Zi)o, b1, bmet)
det([Zkla Zj1]b7 bl; cee 7bm—1) ’

ou o est une fonction rationnelle en b, b. Donc les nouvelles constantes de structure
(b b) sont aussi des fonctions rationnelles en b, b. La formule pour a; montre que les

constantes de structure dépendent uniquement de b et < b>. g

3.5 Bases coexponentielles

Comme dans [L-Z] ou [Lu-Mu], notons Xi(b,1) = Z,(b,1), ..., Xa(b,1) = Z,(b,1).

Alors X1(b,1),. .., Xa(b,1) est une base coexponentielle & la polarisation pa(b,!) = b,
dans gp.

Si (b,1) € Dyen, on a bien sir Xi(b,1) = Ziyy - Xa(bl) = Zy,, ie., les vecteurs de
base sont fixés.

3.6 De nouvelles structures variables

A Dorigine, < b > est défini par ker(lj<z, ,,.. Zn>) Aussi on veut considérer seulement

les formes linéaires sur p;(b, b) qui annulent < b >. Pour ce faire, on regarde le quotient
par < b > et on obtient une nouvelle structure variable. Les détails de ces constructions
sont les suivants :

—~

Donnons-nous p; (b, b), la base (Z} (b, b))ke1, et les constantes de structure pour le crochet

~

de Lie dans p(b,b) par rapport & cette nouvelle base dépendant uniquement de b et
<b>.
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On peut alors définir une nouvelle algebre de Lie rationnellement variable (q1,&:) par

q1(b,b) :=p1(b,b)/ < b >,

en prenant dans ql(b,g) la base de Jordan-Holder

{ZL(b,B) mod < b> | k€ I,k < jl}U{Zb mod < b >}

et en identifiant cette base & 'aide d’une base fixe dans un espace vectoriel réel q; de
dimension j;. Alors la dépendance en b et b est entierement contenue dans le crochet de
Lie [, 5 et (g1, &) peut étre considérée comme une algebre de Lie rationnellement
variable, dont le groupe de Lie variable associé est noté (@1, &1)-

De la méme maniére, on définit une algebre de Lie rationnellement variable (t1, &) par
(b, 8) = p1(b,0)/ < Zj,b >= q1(b,b)/ < Zj, >,
en prenant dans v1(b, b) la base de Jordan-Holder
(Z4b,b) mod < Z;,,b > | k€ I,k < 1} J{Z mod < Z;,,b >}

Notons Z}(b,b) = Z2(b,b) mod < Zj,b>sikelk<j
et Z 1 (b, b) = Zy mod < Zjl,g > pour cette base.

Faisons alors le méme type d’identifications que précédemment et notons (R, &) pour
le groupe de Lie variable associé.

Considérons la nouvelle structure variable (t;, &1). Toutes les constructions précédentes
peuvent étre bien sir effectuées pour cette nouvelle structure.

Notons
S, Tz T 2, D o 3i(b,1,1), K6, 5,1), 5ilb, B), k:(b,), Ji, ki, Dy, I; pour i > 2
(comme ¢ = 1 correspond 4 g) pour les objets correspondants a (v1,&). Ici les indices
sont définis par rapport & la base de Jordan-Holder définie ci- -dessus.
En particulier, S = U {(b,b)} x V~(b$).

(bbeer
Définition 3.3. Définissons I'application

®:8§-S8
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par

ot | € g* est donnée par

<lLU> = <1,U > VUepl(b,Z)
<L,X> = 0,

avec U = U mod < Zjl,g >.

Dans ce contexte [ est complétement déterminée et < [, X >=<1[,Y >=0, lI g =0.

Remarquons en particulier que cette forme linéaire [ est nulle sur les vecteurs de bases
correspondants aux indices de Pukanszky de g, i.e., I € V7, et donc (b,1) € S.

On obtient alors le lemme suivant :
Lemme 3.2. L’application ® est bien définie, injective et continue. Les familles d’in-

dices j et k vérifient
ji=jietki=k Yie{2,...,d}.
De plus,

Dy gen = @(5igm) N D;.

Démonstration. La continuité de ® est claire, par définition.

Pour chaque U € pl(b,~), notons U pour U mod < Zjl,g >€ tl(b,g).
Montrons que D; NS C Jm®.

Pour ce faire, soit (b,1) € D1 NS. Dot < I, [Zk,, Z;]6 ># 0.

et définissons | € tl(b,~)* =t} par < T, U >:=<1,U > pour tout Ue tl(b,~).

Cet élément [ est bien défini car < 1,Z;, >=0 (€ V) et li > = 0 (d’aprés le choix
de b).

De plus, (b,Z,T) € S comme les indices de saut au sens de Pukanszky de 1 dans tl(b,~)
coincident avec les indices de saut de Pukanszky de [ dans g, qui sont plus petits que j;
et différents de k; et j,. D’apres le choix de I et b, Zy = [Zk,, Z;,]s €< b > et (b,) € &1.
Donc (b,g,’lv) €S et @(b,Z,FIV) = (b,1) par construction.

DouD;NS C Jmd.
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Remarquons que 57: N @Y Drgen) # 0.

ygen

En effet, Dr gen est un ouvert non vide de S contenu dans Jm®,
car Drgen, C D1 NS C Jmd.

Par continuité de ®, ®71(Drgen) est un ouvert non vide de S. De plus, 5:7, gen €St U
ouvert de Zariski de S.
Done 'DT gen N @7 (Drgen) # 0.

On voit que Jo(b, b,1) = 7a(®(b,5,1)) = 5a(b,1), 72(b,5) = ja(b), Jo = Jo, pour chaque
6,357 s
En effet, le passage de pl(b,g) a tl(b,g) est obtenu en prenant le quotient avec le sous-

espace du centre de p; (b, b). Ceci n’affecte pas la définition de ces indices.

Montrons maintenant que ko = 752

~

Pour ce faire, soient (b,b,1) € D5 gen N @7 (Drgen) et (b, 1) = (b, b,1). Alors

o~ ~ ~ o~ ~ o~

(comme ja = j2 = Jja(b, b,1), ky = 2(b,b,1)) et donc
<1,[2},(b,1), Z¢ (b, 1)}y ># 0,

avec (b,1) € Drgen. D00 ky < ky(b,1) = k.
Réciproquement, comme (b,1) € Dr gen €t (b,1) = @(b,g,pv),

<, [Z}z(b,l),Z,iz(b,l)]b ># 0,

ce qui implique que
< l’ [Zjlz(ba b)’ Zliz(b7 b)](b,g) >¢ Oa

72(b,,1)) par définition de I.
b,1) = ky comme (b,b,1) € D

T,gen"

(avec jy = jo =

Donc kz S Eg(b D’ou ’Ez = k)g.

~ ~ o~ ~ —~

Posons Dy = {(b,b,1) € & xt} | (b,1) € Dy, G2(b,5,1) = o = ja et ka(b,0,1) = ky = ky}.
Alors (D, N8) =D, N S.

En effet, remarquons tout d’abord que D,NS C D; NS C Jmd.
On a ainsi (b,1) = @(b,g,ﬂ avec (b,l) e D,NS.
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En particulier N N
<1,[2;,(b,b), Z;, (b, b)) ># 0

comme jg(b, l) = j2 et kg(b, l) = kz.

D’apres la définition de @,

< l’ [Zléz(b7 b)) Z;z(bag)](b,Z) >7é 0.

Ce qui montre tout d’abord que Z}z(b,g) ¢ tl(b,Z) (T), le stabilisateur de [ dans rl(b,z),
et ainsi jo = jo < J2(b,b,1). Comme on a toujours ja(b,b,l) < ja, on obtient en effet
32(17 E ’lv) = 32

Mais on doit alors avoir k‘g = ky < kz(b b l) Comme l'inégalité inverse est toujours

vraie, on obtient ky(b,b,1) = ks et (b, b,1) € D,.

D’apres D, NS C D1 NS C Jm®, ceci montre que Do NS C @(52 N §) L’inclusion
inverse se montre de la méme maniére.

Procédons maintenant par récurrence.

Supposons que _73 = js et k =k, pour s <i-—1, (ID( i—1 N S) Di.iNS (51'—1 étant
défini de la méme fagon que ’DQ) et prouvons les mémes relations pour tout 7.

De méme que dans le cas ¢ = 2, on voit que

30,8,1) = j(®(b,,1)) = ji(b, 1), Ji(b, b) = 5i(b) et Ji = j; pour chaque (b,b,1) € Diy.
Le méme argument que dans le cas ¢ = 2 montre que k; = k;.

Donc, si D; = {(bbl) € D | 5,01 =5 = ji et ki(b,b,1) = ki = k;}, alors
®(D;NS) = D;NS. Pour i = d la procédure s’arréte et on obtient le résultat voulu.

a

3.7 Les bons espaces de fonctions

Soit (G, B) un groupe de Lie rationnellement variable muni de sa base fixe {Z1,. .., Zn}.

Une fonction h sur Gy est identifiée & une fonction sur R™ par la formule

W1, Tn) = h(expy(2121) b+ b exPy(ZnZn))-
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Définition 3.4. Soit r € N. On définit S(G, B, R") I'ensemble des fonctions

fiBxR xR" — C
(b, a, (Ila SR ,mn)) = f(b; a;epr(mlzl) bt b eXpb(ann))

qui sont C* par rapport & toutes les variables et telles que

| fll ,4,B:,B2,C1.C2

= sup [ sup |o 2%
beK;a€R";z€ERM L |a|<A;ri|<Bi;|s;1<Cy51,5€{1,2}

0% 8Tz 382
B Bars 5aea ] O & XPe(T1Z1) b epr(ann))l]
< 400

ol K désigne un compact arbitraire compact de B et 4, B;,C; € N.

Soit B = |U,,cny Km, les ensembles K, étant des compacts. Si K parcourt les en-
sembles K,, et A, B;,C; I'ensemble des entiers naturels N, alors on obtient une famille
dénombrable de semi-normes qui définit la topologie de S(G, B,R"), qui devient ainsi
un espace de Fréchet.

Soit U un ouvert de Zariski dans Dr gep.
Alors U est disjoint de B x {0}, car (b,0) n’appartient jamais & Dr gen.

Pour chaque forme linéaire | € Vi, soit b,y la polarisation de Vergne en ! dans g, par
rapport a la base donnée.

On sait que b1 = pa(b, 1) si (b,1) € Dr gen, voir la section 3.3.5. Soit x(;) le caractere
unitaire défini sur By = exp,bp,) par la formule xp(u) = g~ 2mi<llogyu>

Soit X1(b,1) = Z,,. .., Xa(b,1) = Z, la base coexponentielle de g, par rapport a b,
Gréce 4 cette base, G/ B,y peut étre identifiée & R*.

Définition 3.5. Soit r € N. L’espace des noyaux N (G,U,R") est défini comme
I’ensemble de toutes les fonctions C*

F:BxVpxR xRIxRI—C

qui vérifient les deux conditions suivantes :



72

(i)
F(b,l,-,-,-) =0si (b1) €U,

donc en particulier si (b,1) € Drgen-

(i)

| F'|l ,4,0,01,D2,E1,E2,F1, F2

= sup { sup la® ey
(b1)eK;a€R ;z,ycR? * |a|<A;lc|<Cildi|<Di;ld2| < Dasler | Euslea| S Bzl f1| < Fusl f2| < F2

a ] do €2 f2
00 o 6% 0% 9 F(b,l,a,x,y)l]

< +00

ol K est un compact de U et A,C, Dy, D, Ey, By, F1, F5 € N.

Soit U = U K,, les ensembles K, étant des compacts dans . Si K parcourt les

seN
ensembles K, et A,C, Dy, D,, Ey, Es, Fi, F; parcourent les entiers N, alors on obtient

une famille dénombrable de semi-normes qui définissent la topologie de N'(G,U,R") et
qui conferent & N (G,U,R") une structure d’espace de Fréchet.

Finalement, considérons la définition suivante
Définition 3.6. Soit N,(G,U,R") le sous-espace de N(G;U,R") formé par les
fonctions F' qui vérifient les deux conditions suivantes :

(iii) Pour chaque b € B; (i.e. (b,{) € Drgen pour au moins une forme linéaire [),
il existe un compact K (b) dans Vr tel que {b} x K(b) C Drgen €t F(b,1,-,,-) =0
silg K(b).

En particulier, 0 ¢ K(b) car (b,0) € Dr gen-

(iv) Pour chaque (by, lo) € (By X V) \ Drgen, il existe un voisinage ouvert Vi, )
de (by, o) dans B, x Vr tel que F(b,1,-,-,-) = 0 pour tout (b,1) € Vip, io)-

L’espace N (G,U,R") n’est plus un espace de Fréchet pour les semi-normes
données.

Remarques. 1. F(b,1,a,,-) peut étre vue comme une fonction sur Gp/ B,y X G/ B,y
en écrivant

F(b7 la a,x,y) = F(b)la a’epr(‘rle(bvl)) b epr(ded(b7 l));
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expy(y1X1(b, 1)) - - - - -6 expy (ya Xa(b, 1))

ou méme comme une fonction sur Gy X Gy si on introduit la relation de covariance

F(ba l,Of, - h’ Y- h,) = X(b,l)(h)X(b,l)(hl)F(b, l,O[, 1"73/) Vx,y € Gb7Vh7 n € B(b,l)-

2. On peut étendre F' en une fonction en ! définie sur I'orbite coadjointe entiere passant
par [ en posant

F(b7 (Ad*g)(l)aaaxay) = F(b,l,a,x 9,y g) Vg,l‘;y € Gb-

(voir la formule (5.11) du chapitre 1)

Dans ce chapitre, on notera F une fonction ayant les précédentes propriétés.

3. Si B est réduit & un point, i.e., si on oublie la structure variable, Dyer, = g, €t, s1U est
un ouvert de Zariski de g, N Vr, on définit de la méme maniére I'espace de Schwartz
S(G,R"), N(G,U,R") et N(G,U,R"), en utilisant les semi-normes correspondantes
pour définir leur topologie respective.

3.8 Le théoréme d’inversion Fourier

Prouvons d’abord un théoréme d’inversion de Fourier variable :

Théoreme 3.2. Soit (G, B) un groupe de Lie rationnellement variable muni de la base
de Jordan-Hélder five Z1, ..., Zy,. Notons By := {b € B| 3l € g* tel que (b,1) € Drgen}.
Alors pour chaque r € N et chaque F € N(G; Drgen, R"), il existe une unique fonction
f € 8(G, By, R") vérifiant :

Pour tout (b,1) € Dr gen, Vopérateur mpp (fo(e)(+)) admet F(b,1, -, ) comme noyau (si
on note fy(a)(-) pour f(b,a,-)), provenant des polarisations et des bases coexponentielles
correspondantes.

L’application F — [ est continue par rapport auz topologies données.

Ce théoréme permet d’affirmer le résultat suivant, obtenu si B est réduit a un point,
i.e., si on n’a pas affaire aux structures variables, mais & un groupe de Lie nilpotent.
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Théoréme 3.3. Soit G un groupe de Lie nilpotent conneze, simplement connexe muni
d’une base de Jordan-Holder fize. Il existe un ouvert de Zariski g, de g* tel que pour
chaque fonction F € N(G, 85.,,) il existe une unigue fonction f € S(G) vérifiant :

Pour chaque | € g, Uopérateur m(f) admet F(l,-,-) comme noyau, la polarisation en
I étant la polarisation de Vergne par rapport d la base donnée et la base coexponentielle
étant choisie comme dans les sections précédentes.

L’application F — f est continue par Tapport auz topologies données.

La preuve de ce résultat sera donnée dans la section 3.8.2.

3.8.1 Résultats sur la tranformée de Radon

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats sur la transformée de Radon (voir
[He]), qui permet de reconstruire une fonction f, si on connait chacune de ses intégrales
sur tout hyperplan de l'espace sur laquelle elle est définie. Pour les preuves, consulter
[He].

Soit f une fonction sur R™, intégrable sur chaque hyperplan de R™. Soit P™ I'espace
de tous les hyperplans de R™. Soient £ € P™ et du la mesure euclidienne £. Définissons
alors :

Définition 3.7. La transformée de Radon Rf de f en £ est définie par
RFE) = [ foute)

Paramétrisons & présent les hyperplans de R™ de la maniere suivante :
w,r)={z eR"| <z,w>=r}

our € R et w est un vecteur normal a &.

Remarquons que (w,r) et (—w, —r) caractérisent le méme hyperplan £. On écrira donc

RF(€) = Rf(w,r) = / £ (@)du(z)

<T,W>=T

et on a Rf(w,r) = Rf(—w,—r), avec (w,r) € S™ ! x R, S™! étant la sphere unité
dans R™.
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On doit aussi considérer ’espace de Schwartz suivant :

Définition 3.8. L’espace de Schwartz S(P™) sur ’espace des hyperplans est défini par
S(P™) := {p € S(S™ ! x R) | p(w,7) = p(~w,—7),¥(w,r) € ™' x R},

avec ¢ € S(S™! x R) si et seulement si ¢ est une fonction C* telle que
!

d
sup |1+ 1) (D), )] < oo
(w,r)eSm—1xR r

pour tous k,! € N, pour tout opérateur différentiel D sur S™1.

La transformée de Radon envoie S(R™) sur S(P™). On aimerait que la transformée de
Radon soit une bijection entre les espaces S(R™) et S(P™). Malheureusement, ce n’est
pas le cas. Néanmoins, on obtient une bijection sil’on se restreint a certains sous-espaces
de S(R™) et S(P™) définis de le maniere suivante :

Définitions 3.1. 1. Soit S*(R™) ’espace des fonctions f € S(R™) telles que

f(z)P(z)dz =0 pour tout polynéme P.
Rm

2. De méme, soit S*(P™) 'espace des fonctions ¢ € S(P™) telles que

/ @(w,m)p(r)dr =0 pour tout polynéme p sur R,Vw € S™ .
R

On obtient le résultat suivant, prouvé dans [He] :

Théoréme 3.4. La transformée de Radon est une bijection de S*(R™) sur S*(P™).

Le théoreme précédent affirme que pour chaque ¢ € S*(P™), il existe une unique
fonction f € S*(R™) telle que ¢ = Rf. De plus, f peut étre obtenue a partir de ¢ par
une formule d’inversion(voir [Hel) :

flz) = /Sm—l [/O+oo (/+oo e—Z”iSTRf(w,r)dr> e2”3<’"">sm_ld3] dw

le )



76

+oo +oo . |
= / [/ (/ e—2msr<p(w, T)dT) e2wzs<z,w>sm_1ds] dw
sm—1 0 _

o0

+oo
— / [/ @2 (w’ S)Sm—le2ms<z,w>d8] dw
sm-1 0

ol ? désigne la transformée de Fourier partielle en la deuxiéme variable. Mais, comme
w € S*(P™), @* et toutes ses dérivées partielles par rapport a la seconde variable sont
nulles en s = 0. Donc la fonction ¢ définie par

Y(w,s) = { s" 1o w,s) sis>0

0 sis<0

est une fonction C* et appartient a S(S™! x R).

Finalement

flz) = /Sm_l[ _+Oo'¢)(w,s)62”s<z'“’>ds]dw

(o o]

= / {D\Z(w,—<x,w >)dw
Smn—1

ol 92 € S(S™1 x R).

3.8.2 Preuve du théoreme d’inversion de Fourier

Nous allons faire une récurrence sur dim g.

Cas 1. Supposons que n = 1.

Alors gy = R pour tout b et il n’existe pas de structure variable. Le résultat est obtenu
par le théoréeme d’inversion de Fourier classique.

Cas 2. Supposons que dimg = n.

Dans le reste de cette section, on écrira z -y pour le produit dans Gy & la place de x4 y.

On utilisera la construction et les définitions précédemment introduites. Considérons
en particulier la nouvelle algebre de Lie rationnellement variable (r1, &1).
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Rappelons que 'on a posé X = Z,,Y = Z;, (et ceci pour tout b d’apres le choix de
Dyen) €t Zy = [X,Y]y. Considérons la fonction @ : S — S posée dans la définition 3.3
et rappelons que Dr gen = CID(DT’ gen) N D;.

Soit F' € N:(G, Dr,gen, R") et définissons Fe Nc(Rl,’lS R™2) par

’f,gen’

F(b,b,l;s,t,0501,41) = | <L, [X, Y]y > |- F(b,l; o expy((s + £)X) - g1, expy(tX) - 1),
pour (b,b,1) € & x t,s,t €R, 0 € R", 41, ¢, € Ry(b,b), ot (b,1) = (b, b, ).

En particulier, ﬁ(b,g,z Sy t) = 08 (b,’E,'f) ¢ 5T,gen7 comme, dans ce cas, (b,1) &
Dy gen et done F(b,1,-,+,-) = 0.

Cette fonction est bien définie, car ll «vis =06t < Y,E > est contenu dans le centre de

p1(b,b) et ainsi la polarisation p4(b, b). Elle possede la méme relation de covariance que
F et est C™. Elle est bornée, comme F pour les semi-normes appropriées.

Pour chaque (b,g) tel que (b,?{,'f) € ﬁf gen POUT aU moins une forme linéaire Z il existe

un compact K(b,b) dans V= _ = V= (la section des orbites dans v;(b,b)*) tel que
T3 T

0 & K(b,b) et F(b,b,5;-,-,,) =0sil ¢ K(b,b).
En effet, soient K(b) le compact de Vr, = Vr introduit dans la définition 3.6
et Ly = {l € Vr | |, = 0}, qui est un fermé de V7.

Donc A(b,b) = K(b) N L7, est un compact de Vr et L(b,b). De plus I'application

Loy — V&, =Vr

(b,5)

I — 1

définie par l~(17) = [(u) pour chaque u € pl(b,g) tel que ¥ = uw mod < Y,g > est une
bijection continue de L(b,Z) sur Vz.

Soit K (b,g) l'image de A(b,g) par cette application. Donc K (b,g) est un compact de
Vz tel que 0 ¢ K(b,g). Par construction, [ € Va\ K(b,g) implique que [ € Vp \ K(b) et
alors que F(b,1;-;-,-) =0 et Fv(b,g,z 5+ +) = 0. Ce qui prouve la condition (iii) de
la définition 3.6.

Pour prouver (iv), prenons (b, by, lo) € (& % V) \ﬁf gen-

Soit (bg, lo) = ®(bo, bo, lo). D’apreés le lemme 3.2, (bo, lo) & Dr gen-



78

Donc, par la propriété (iv) de la définition 3.6, il existe V1), voisinage ouvert de (bo, lo)
dans B x Vi tel que F(b,1,-,-,-) = 0 pour chaque (b,1) € V(po,1p)- D’ott &~ Y(Vivorto)) €St
un voisinage ouvert de (bg, lp) dans & X V5.

Soit (b,b,1) € @ (Vsoys)) €t posons (b, 1) = ®(b, b, 1).
Alors (b l) € V(bo l) €t F(b,l, ) ) = 0.

Mais, par définition de F F(b b1 ) =0.

Ainsi la fonction F satisfait les hypotheses du théoreme 3.2.

Notons %(b"BT) la représentation irréductible unitaire de R; associée a 7, la polarisation

b3 de [ dans t; étant donnée par
b5 = by mod < Y,b >= pg(b,1) mod < Y,b>,

ol by = pa(b,l) est la polarisation de Vergne en | dans g. Alors b5y est la po-

larisation de Vergne en I dans v, par rapport & la la base donnee Par hypothese de
récurrence, il existe fo € S(Ry, &1, R™?) tel que l'opérateur W(bb l)( fo(b, b, st q, 1)) ad-

mette F(b,b,l, s,t,a;-,-) comme noyau par chaque (b, b l) € DT gen-
En particulier, pour chaque (b, b) fixé, fo(b, b,s,t,a, -} € S(Py(b, b)/epr <Y >).

Supposons que Zp €< b>.

Alors < Zj 11, ., Zn > | < b>=RZ, mod < b > pour tout (b,8) et <Y, Zj41,- -1 Zn >
/ <b>=<Y,Z, > mod < b>.

Pour ! € L3, tel que < 1, Zy ># 0, posons ¢, =< 1, Z > (# 0) et notons x5,y pour le
caractere défini sur

exp(b;g)( <Y, Zjs1,-- 25, > < b> ) =exp,(< Y, Z >)

—2m’<l,log(b5) u>

par Xaopn (u) =

En particulier, X(b;’q)(epr(er)) =Y (b,E,z)(eXPb(T Zy)) = e~2mirer,
On définit une fonction f; par
fl(b,g,s,t,a;gl,l) = / _ fo(b,g,s’t,a,gl . Z)X(b;l;’[)(z)dz
eXP(,,,T,)(<Zjl+1,...,Zn>/<b>)
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= /fo(b,?;, s,t,a, g1 - expy(vZp))e ™ dy  si 7y g< b >
R

pour g1 € Ry (b,b) = exp,5t1(b, ).
Ecrivons fl(b,z,s,t,a;gl,cl) et notons que, pour (b,g, s, t, ) fixé,

fi(b,b,s,t,0;-,¢) € S(Py(b,b)/exp, < Y, Zjit1s- -y Zn >, XpTe))s

ce qui signifie que ¢’est une fonction de Schwartz sur Py(b,b)/exp, <Y, Zj 41, .., Zn >
(pour chaque base fixée), vérifiant la condition de covariance

fi b,z,s,t,a;gl - expy(yY) - exp,(22y) - 2, ¢) = eQ’Ticzfl b,g,s,t,a;gl,c
b b b

pour tout z; € exp,(< b >),
i.e., la covariance pour le caractére XbFe) = XpJ o) SUL < Y, Zb,g >=<Y,Zj 41, ..., Zn >,
ou la forme linéaire [, satisfait <[, Y >=< lc,zj >= 0 pour chaque j et <., Z, >=c.

Elle est de Schwartz en s,t,,c et C* en b,g.

De plus, comme ﬁ(b,g,'lv, ey t) = 0si ng K(b,b), il existe une constante C(b,
que T, 575(fo(b,0,+,+,+,°)) = 0si | < 1,2y > | = |a] < C(b,b) (comme K (b,b) C
est compact et comme < 1, Z, ># 0 pour [ € K(b,b)).

D) telle
D~

T,gen

Dans ce cas,

7-Nr(b,g,‘[)(fo(b’ b’ ERERERE )) - :ﬁ:(b,gj)(gl) [ /]R fo(b,'g, T gleXpb(ZZb))e_Qﬂ-iqzdz] dgl =0

/Rl(b{l?)/eXpb(RZb)
pour toute forme linéaire | telle que || < C(b,b) et donc
fl(bag) 3 91 Cl) = / fO(b7g7 gl epr(zzb))e—zTriZCldz = 0) .
R

Ceci est en particulier vrai si <[, 2, >= ¢ = 0.

Définissons a présent une fonction RF par
ﬁi’(b,g,a,epr(sX) cg1,1) = ﬁ(b,g,a,epr(sX) g1,0) = / fl(b,g, s, t,a, g7, c)dt
R

si o =< 1,2, >, ol g[* = exp,(—tX) - g1 - expy(tX) et g1 € Pi(b,b)/exp,(< b >).
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Pour g; = w - exp,(yY) - exp,(2Z;) mod exp,(< b >), le calcul montre que

RF (b, b, a, expy(sX )-w-expy(yY ) -expy(22s), ¢) = 2’”“/ fi(b, b, s, =, 0, w e, c)e 2L,

sic#0et RF(b,b,a,-,0) =0.
Remarquons que pour b, b fixés, on obtient une fonction de Schwartz en «, s, w,y,c,
comme fi(b,b,, -, -, c) = 0si|c| < C(b,b),spécialement si c = 0, et

RE(b,b,a,-,c) € S(Gb/epr(Zb,g),X(b)g,c)) = S(Go/expy < Zji41,- -1 Zn > Xp5,0))»

i.e., elle vérifie la condition de covariance

RF(b,3,0,9 - exp,(22s),¢) = €™ RE(b,b,,9,)
puisque f; a cette méme propriété.

Finalement on obtient une fonction RF' définie par

RF(b,b,a,g) = /ﬁ(b,z,a,epr(sX)-w-epr(yY)-epr(sz),C)dc
R

= / ﬁ\ﬁ(b;g, @, epr(SX) W - epr(yy); C)e2m'czdc
R

si g = exp,(sX) - w - exp,(yY) - exp,(2Z,) mod expy(< b >).

Comme RF est de Schwartz en ¢, RF est de Schwartz en z.

En particulier, pour tout b,b,a, RF(b,g,a, ) e S(Gy/ < b >).

Remarquons que F\(/iépend seulement de b, < b > (a la place de b,g). Ainsi ceci est vrai
aussi pour fo, f1, RF,RF.

Par construction, RF est C* en b, b et de Schwartz en .

Ainsi, pour b, « fixés, on définit une fonction de Schwartz sur Gy/exp,(< b >) pour tout
b tel que Z €< b >.

Le théoreme d’inversion de Fourier implique que

ﬁzb(b,g,a,g,c) = / RF(b,Z,a,g - expy(22p))e 2™ dy = Eﬁ(b,g,a,g,c),
R
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e 7
ot RF ' désigne la transformée de Fourier dans la direction de Z,.

Soient £,&’, &1, E; comme dans 4.1. Rappelons que 'on a défini RF(b,Z, -,+) pour tout
(b,b) € &, i.e., pour tout (b,d) tel qu'il existe au moins une forme linéaire [ € g* telle
que (b,1) € Dy gen et telle que Z, €< b >.

Définissons

RF(b,b,-,-):=0si Z, €<b>.

On doit prouver que cette extension de la fonction RF & & est C*® en (b, b) Pour
obtenir ce résultat, soit (b, bo) € & tel que Zbo €< by >. On doit montrer qu’il existe
un voisinage ouvert O de (bg, bo) tel que RF (b, b,-,-) = 0 pour tout (b,b) € ONE,. Ceci
impliquera que P'extension de RF est C* en (b,g) autour de (b, bo)

Soit [ € g* telle que l|<zj1+1,...,zn> # 0 et notons

— %
l|<ZJ'1+1:~-~7Zn> - ljl"‘lZ ji1+1 + l’rLZn

Ainsi ker(l|<z, ,,,.,2,>) est un hyperplande < Zj 41,. .., Z, > qui admet ﬁ(l]ﬂ_l, -

(exprimé dans la base Z7 1, ..., Z,) comme vecteur normal unitaire.
En effet (aj,41,---,an) = 0jy11 2511+ + @nZy € ker(li<z, ,y,.,2,>) Si et seulement
si aj1+1lj1+1 —+ o+ Clnln =0.
Donc

Zy € ker(l|<Z] . ,Zn>) = (lj1+17 . ,ln) -Zy=0

N ity - ln) - 2 _0
Bt + 212

ou - désigne le produit scalaire et Z, est aussi exprimé dans la base Z; 41,..., Zy.
Considérons

N = {(b,l)EBl XVT| <l,Zb >:O}

et (bo,lo) € N tels que kerl0|<zj1+l,m’zn> =< 50 >. Soit K un voisinage compact de
(bo,lo) € By x Vp et soit int(K) son intérieur. D’aprés la définition 3.6 (iv), il existe
pour tout (b1,l1) € N un voisinage ouvert Vy, 5,y dans By x Vr tel que F(b,{,-,-,-) =0
pour tout (b, 1) € Vi, 11).-



82

Posons

V= U V(b1,l1)-
(b1,l1)ENNK

Alors V est un ouvert de By x Vg, F(b,l,-,-,-) =0 pour tout (b,1) € V
et K1 =KnN ((81 x Vr)\ V) est compact. Par construction, < [, Z, >## 0 sur K;.

Définissons maintenant

W = {l E g* ’ l|<Zj1+1,...,Zn> ¢ O}

(ouvert de Zariski de g*) et

par

f(b,1) = I (ij1+1,...,ln) 7 }
G+ + 32

Cette fonction f est continue et strictement positive sur le compact K;. Elle représente
le cosinus de l'angle entre les directions de < Zj 41,...,Z, > défini par Z;, et par un

Soit
e :=min{f(b,1) | (b,1) € K1}

Alors € > 0 et .
U:={0b1)ent(K)ynW| f(b1) < 5}

est un ouvert non vide de B; x V7, contenu dans K, contenant (bg, ly) car f(bo,lp) = 0.

Posons alors

\1’15, — leVT
(6,0) — (b, (br A Abp1)¥)

ot (by A+ Abm_1)* est défini par

(Br A A1) (b
(blA---Agm_l)*(Zj)=0 pour j=1,...m—1

~ ~

by A b)) (Zk) =0 pour k < 7;
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Clairement, (};1 A /\Em_l)* € Vr, comme ses coordonnées sont nulles sur les indices
de saut de Pukanszky. Bien siir, les coordonnées de (by A -+ A b,—1)* dans la base
Z;‘l +1,- - - Zy coincident avec les coordonnées de by A. .. by,—1 dans la base Zj, 41, ..., Z,.

La fonction ¥ est continue.

Remarquons aussi que Jm¥ N # 0.

.....

mais dlfferent de celui-ci, alors 0 < f(bo,l) < §. Prenons a présent b une base arb1tra1re

de ker(lj<z;, ,,,..20>)-

Donc Zy, €< b >, (b1 A ... buo1)* = klj<z, 1,
et f(bo, (b A+ Abm1)*) = f(bo,l) < £
Dot (bg, (b1 A -+ Abm_1)*) €U N I
Donc O = U~} est un ouvert non vide de £, contenant (bo,go)

car f(bo, (Bo)1 A -+ A (Bo)m—1)*) = 0.

Soit (b,b) € O NEL, ie., tel que Z, €< b >. Soit (b,1) = &(b, b, 1)

avec [ = (51 Aee- /\Zm_l)* € Vi et [ I'6lément correspondant de ¢} (voir la définition 3.3
pour ®).

En particulier, (b,1) = U(b,b) € U et f(b,1) < £. Donc (b,1) € K\ Ky, ie., (b,1) €V et
F(b1,-,-,)=0.

z,> pour une constante k

-----

0.
D’ou fo(b,g, o) =0et RF(b,E, -,+) =0, d’apres les constructions ci-dessus.

Ce qui implique que F(b,5,1,-,+,+,-,")

Ce qu'il fallait démontrer.

Supposons encore que Zp €< b >. Soit | € p1 (b, b) (l étant choisie dans la section

des orbites) telle que I,_;. = 0 et < I,Y >= 0. Alors les représentations de P;(b, b) et

|<b>
P(b,b)/exp,(< b >) induites par le caractére Xp) agissent sur le méme espace L? et
peuvent donc étre identifiées.

Notons les %(b,‘l;,f)‘ On obtient, pour ¢ =< 1,2, >, pour RF (b,g, a, exp,(sX)(+)) considérée

comme une fonction sur P;(b,b)/ < b >,

T 55 (REF (5, b, a, exp, (s X)( ///RF(b b, a, expy(sX) - w - expy(yY)
-expy(22) )7 535 (w - €xpy(yY') - expy(22) )dvdydz
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= ///RF(b,g,a,epr(sX) -w - expy (YY)

-expy(226))T 535 (w)e™*™ dudydz
= //Eﬁ(b,z,a,epr(sX)-w-epr(yY),c)%(bﬂ)(w)du)dy

- / / / F1(b,5, 5,8, 0, w™ - expy(yY) - expy(—utZs), )

%(b,Z,T) (w)dwdydt

= ///fl(b,E,S,t,a,w—t,C) ‘2mcyt%(bbl)( w)dwdydt.

Soit & présent | € g* N Vr telle que (b,1) € Drgen €t l|<~b«> = 0.

En particulier, < [,X >=< [,Y >= 0, par le choix des sections d’orbite et ¢ =<
l, Zy ># 0 comme (b,1) € Drgen. Soit T la forme linéaire correspondante sur t; (b, b) et
7r(b 57) le Teprésentation associée de Ry(b,b).

Remarquons que T, peut étre considérée comme une représentation de Gj et de
Gy/expy(< b >), car < b > est contenu dans la polarisation en [ et car Lags = 0.
Cette identification sera faite dans les calculs suivants :

(w(b,n(RF(b,E,a,.))E) (s)g1) = / bl (RF(b,Z,a,epr(s—t)X : (-)t))g(t)(gl)dt
B ////RF(b’Z’a’epr(s_t)X'(wepryYeprZZb)t)
7 oip (W)e (1) (g1 duidydzdt

B / / / RE(b,b, o, expy(s — )X - (wexpyyY)', )
T o35 (W)E () (g1)dwdydt

- ///(/fl(b’g’s‘t’“,ay (wepryY)t‘",c)du)

T o5 (W)E () (91)dwdydt

= ////fl(b,g,s—-t,u,a,wt_”epryYepr(t—u)yZb,c)

T opn (W) () (91)dudivdydt

= ////fl(b,b,s—t,u,a,w”“,c)ezmc(t‘”)y

T o5 (W)E (1) (91)dudivdydt
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- //// /fob b5 —t,u,a, wtexpyrZy)e ZWdr)

etV oo (w)E() (91) dudivdydt

= |C[///f0 (b, b, s — t,t, o, wexpyrZy)e 2T

(w)é(t)(g1)dwdtdr

b,b,l)
= |C|///f0 '"tat?a?weprrzb)

(b,E,T) (wexp,rZy)€(t)(g1)dwdtdr

1 - - '
1 / T (b 85 = tt,0, ()€ (G1)dt
= cl//R(bb '~ E:T’S—t,t,a,gl,gi)é(t)(gg)dg’ldt

(bbl)

= // - F(bal,a>epr3X 'glanpth gll)
Py(b,b)/ Py,

E(expytX - gy)dghdt

ou B(b,Z,T) = exp,j) b BT By = epr,i b,y et ol les polarisations respectives b 3T et
b(b 1) vérifient b(bBT) = b(bl) mod < Y, b >.
On a donc construit une fonction RF(b, b, o, §), avec § € Gy/expy(< b >) pour b, b fixés

avec Zp €< b >, tel que 'opérateur 7w (RE(D, b, a, -)) admette F(b,l,a,-,-) comme
noyau pour chaque [ telle que {

de Gy/expy(< b >).

= 0, si m(1p) est considérée comme une représentation
|<b> ) ( ’ )

A présent nous devons construire une fonction f(b, @, ) = fy(a)(-) définie sur tout G
telle que l'opérateur m g (fo(e)(-)) admette F(b,l,a,-,-) comme noyau pour (b,l) €
Dr gen, 81 T p) est considérée comme une représentation de G,. Pour ce faire, on va
utiliser la transformée de Radon. Tout d’abord changeons la paramétrisation, pour
obtenir les hypothéses concernant la théorie de la transformée de Radon.

Notons~s(3) le signe de Z, - (31 A bm 1) = det(Zb,bl, .. bm_ ), dans le cas ou
Zy €< b >.
Définissons alors ~ _
~ by A Aby
wy = e(B) D om
|1 A« A byl
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i.e., wp est le vecteur normal unitaire a I’hyperplan < b > pointant vers le méme demi-
plan que Z,.

~

Posons k(b,b) = Z - w; ol - désigne le produit scalaire.

Alors k(b,g) est une fonction C® en b,b qui est strictement positive si Z, ¢< b >.
Chaque élément v de < Zj,41,. .., Z, > admet alors deux différentes décompositions :

U= 04{51 +-+ am—lgm—l + amdy = Blgl +.. -ﬂm—lzm—l + Bmws.
D’ou

et
Zy = k(b, b)w; + a(b,b)

pour a(b,g) €< b >, les coordonnées de a(b, b) étant des fonctions C* en b, b.

Définissons maintenant la fonction

1 ~ 1 1
90 (@) (; (w5, 7)) := ——=RF (b,b, @, tvexpy(rwy)) = ——=RF (b, b, &, wexpy(——=rZ

k(b,b) k(b,b) k(b,b)
avec W € Gy/ < Zj 41, -, Zn > (exprimé dans une base fixe) et ol la derniere égalité
est justifiée par le fait que RF est définie mod exp,(< b >) et que a(b,b) €< b >.

De plus, posons
La fonction g est définie mod < b >, C*® en b,g, Schwartz en wy,w,r, car elle est C*°
dans w; et w; est bornée.

De plus, comme rw; = (—7)(—wy;), on obtient

g(b,z)(a)(w; (w,7)) = g(b,E)(a)(w§ (—wg, =)

Pour pouvoir appliquer le résultat concernant la transformée de Radon (voir [Hel), on
doit encore calculer

P |

/Rrkg(b,g)(a)(w; (wg,7))dr = /Rr T RF (b, b, o, wexpy( 1~ rZy))dr =0, VkeN.

(b, b) k(b,b)
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Ceci est équivalent au fait que

3k —Zy, .
@RF (b, b,a,w,c)|c=0 = 0, Vk € N,

—7
ol RF ' désigne la transformée de Fourier dans la direction Zj.
Pour la calculer, rappelons que F(b,{,-,-,-) =0sil ¢ K (b), ot K (b) est un compact de

Vr ne contenant pas 0 et donc, que ﬁ(b,g,ZN, yyt) = 0si 7% K(b,g) et en particulier
si [ est dans un certain voisinage de 0.

Ceci implique qu'il existe une constante C(b, b) telle que

fl(b,g, ey e) =0et ﬁﬁ‘(b,g, ey =05 < C(b,~).

o~

— e/ ~
Finalement, comme RF(b,b,-,-,c) = RF b(b, b,-,-,c), ceci prouve que

3k

AZ ~
55 BF "(b,b, 0,1, ¢)|emo = 0, Vk €N

D’apres les résultats sur la transformée de Radon rappelés dans la section 3.8.1, il existe
une unique fonction f € S(G,B;1,R") telle que

f(b, o, wexpy(rwy)expyv)dv = / f(b, o, wexpyu)du
<b> rwy+<b>
= g () (W; (wp, 7))
1

~ 1
= ——=RF(b,b, a,wex —1Z
k(,3) ( pb(k(b,b) b))

Finalement, si ker(l|<zj1+1 ,,,,, Z,>) =< b> et 7, Z< b >, en particulier si (b,1) € Dy gen,

T(Lb) (f(b, a, - ))5(9)

= /G _ f(b,04,glv)ﬁ(l,b)(gl)f(g)dvdgl (comme 7T(l,b)(U) = 1)

/<b> J <b>

- / / (b, @, gaexpy(rwp)v)ma (9265, (rw )€ (g)dudrdgs
G/<Zj1+1 ..... Zn> JR J <b>
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1
-/ /  £(b, 0, grexpy(reg)o) s (905D ——=rZs)
G/<Zjy 41vesZn> JR S <b> k(b,b)

1 .
expy(— Ko g)a(b ,b))&(g)dvdrdg,

= / / [ / f(b,a,g2eprU)dU]
G/<Zj 41 Zn> JR b Srwp+<b>

i, b)(g2 Xpb(lc(b, b) k(5. 5)

. 1
= L e s s
)

1 = 1
= —RFE(b, b, o, geexp —r - g
/G/<zjl+1,...,zn> /R k(b,b) ( 2 b(k(b, ) Zo))map)(92)

71,6 (€XPy ( 5 bl 3 rZy))€(g)drdgs

= 7T(l,b)(‘P'“F‘(b’ b,a,)f(g)
= [ e
G/Pgp.1

Ce qui prouve que f(b,a,-) est la fonction recherchée.

L’unicité de la fonction f provient du fait que si (I,b) parcourt Dy gen, alors, pour
b fixé, | parcourt un ouvert dense de g* N Vr. Donc, si on suppose qu’il existe deux
fonctions différentes fi et f, telles que ) (f;)(a) admette F(b,1,,-,-) pour noyau
pour j = 1,2, pour tout (b,l) € Drgen €t tout a, mup(fi(b,a,-)) = 7w (fe(b, a,-))
sur un ouvert dense de g*, et ce qui implique que fi(b, ) = fa(b,c,-) (partout par
continuité). Remarquons finalement que toutes les fonctions construites sont C* dans
toutes les variables, car, en particulier, cette propriété est respectée par la construction
de l'inversion de la transformée de Radon. En effet, f € S(G, B, R").

De plus, par construction, I’application F' — f est injective et continue par rapport aux
topologies données.

—r7p))€(g)drdgs comme () (expy(———=a(b,b)) =1



Chapitre I

Application : décomposition de
I’espace L* des groupes de Lie

nilpotents

4.1 Introduction

Nous allons utiliser le théoréme d’inversion de Fourier énoncé dans le chapitre précédent.

Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe d’algébre
de Lie g. On décrit L?(G) comme fermeture d’une somme de sous-espaces invariants
& gauche qui coincident avec I’ensemble des solutions faibles, dans L*(G), d’un certain
systeéme d’équations différentielles. La restriction de la représentation réguliere gauche
a chacun de ces sous-espaces se désintégre en une intégrale directe de représentations
irréductibles unitaires de multiplicités O et 1.

4.2 Relations entre g et un idéal de codimension un

Soit g un idéal de codimension un dans g tel que [g,g] C g et soit X € g tel que
g =RX @ . Pour chaque ! € g*, posons | = p(l) = l| la projection de [ sur g*.
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Rappelons que les éléments génériques de g* sont définis par

P(l) = det(< I, [X;, X;] >), . g # 0.

1’)]

Comme [g, g] C g, le polynéme P ne dépend pas de la coordonnée de | dans la direction
de X*. On peut donc le considérer comme un polynéme sur g*, i.e.,

P(l) = P(llz) = P(1).
Donc la projection de U sur g
p(td) = {Il; | 1 € 5* et P() #0} = T 3 | P() #0}

est un ouvert de Zariski non vide de g*.

De méme, 'ensemble I = g%, des éléments génériques de §* est défini par
P(l) = det(< l, [Xi,Xj] >)i,j€§ 7é 0

o S est 'ensemble des indices des éléments génériques de g.

Donc U; = p(U) NU est un ouvert dense de Zariski de g*.

On doit distinguer les deux cas suivants :

Cas I : Saturation des orbites

Pour chaque ! € gp,,
g+al) G o

Dans ce cas,

gy cell)Ca

et, pour | = l|3, 1a projection de I'orbite p(£2;) est une réunion disjointe U (Ad" exp(t X))
teR
de différentes Ad*G-orbites dans g*. L’orbite ; dans g* est p-saturée, i.e.,

Q= p~(p(S%) = p~ ().



91

Cas II : Non saturation des orbites

Pour I € gp,u,
g+g(l)=g

Dans ce cas,

s() £,

la projection de 'orbite p(£;) est une seule Ad*G-orbite Qret p: Y — O est une
bijection.

Pour les détails consulter [C-G].

Dans la suite, on notera ces différents cas de saturation : cas I et cas II.

Si nous choisissons notre suite de Jordan-Holder passant par l'idéal g, c’est-a-dire,
gn_1 = g et posons X = X, alors le cas I signifie que n est un indice de saut pour
chaque ! € g5, et le cas II signifie qu’aucune forme linéaire [ € g5, n’admet n comme
indice de saut, car tous les éléments de gp,;, ont mémes indices de saut.

Dans le cas I, chaque polarisation E(l) en [ dans g est aussi une polarisation en | dans
g, notée b(l) = b(l).

Si on note B(l) = exp(b(l)) C G et B(l) = exp(b()) ¢ G, B(l) = B(l) c G C G.
Alors x; et x7 définis par xi(z) = xj(z) = e 2™ <M°6=> pour chaque z € B(l) = B(l)

o~

sont des caractéres unitaires sur B(l) C G, resp. B(I) c G.

Si on écrit m; = indg(l)xl et mp = indg@ Xj pour les représentations unitaires correspon-

dantes, alors m; est unitairement équivalente & 7; définie par

T = indg (ind%d) XT) = indgﬂlr

L’équivalence unitaire est obtenue de la maniere suivante :

soient H,, et H’fi les espaces de représentation de m; et 7; respectivement. L’espace de
représentation de 7; peut alors étre identifié & L? (R, ), muni de la bonne condition
de covariance, et ’équivalence unitaire de m; et 7, est obtenue par

U:Hr — Hx
£ — &

définie par

~ o~

{(2)@ = &(=,9) = ¢(exp(2X) -5), VzeRVGeG,
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ou, plus généralement,
E(exp(2X) 7)) @) = ¢ (exp(eX) - 717), Vo R VGG e C.
Alors E est bien définie et vérifie la bonne covariance. On identifiera tres souvent m; et
.
Nous allons donner I’expression de la représentation d7; restreinte a 1’algébre de Lie g

et I’algébre enveloppante $(g), i.e., 'algébre tensorielle de g modulo 1’idéal engendré
par les tenseurs de la forme

X®Y-Y®X—[X,Y] avec X,Y €3.

dm(U)E(t,g) = dm(U)é(exp(tX)-9)
- d%g(exp(—sU) exp(tX) - 9)|s=o
= %g(t, exp(—sAd(exp(—tX))U) - §)|s=o
= dri{Ad(exp(—tX))U)E(t,)(3)

pour tout U € g.

La formule
d7 (U)E(t,§) = dm(Ad(exp(—tX)U)E(t,-)(9)

devient alors vraie pour tout U € {(g).

Dans le cas II on a, d’apres [C-G], pour [ € gh, =U :

+o(l) =
E(l) G 9(1)
D’aprés [C-G] on sait aussi que dans ce cas, pour chaque polar1sat1on b="5b()enu
élément [ € U, b = b N G est une polarisation en Idans§, b=0b+ a(l) et b= b(l) est

de codimension un dans b(l).

Finalement, d’apres [C-G],
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ou ~
a6 ENTe.
= 1nd1§xl et m =indgx;.

4.3 Polarisations et bases

Tout d’abord, rappelons que
gk=<X1,...,Xk>

est un idéal dans g pour tout k£ € {1,...,n}.

Notons I = |4, et

o) ={U eg | <,[U g >={0} }.

Alors "
b(l) = Zgj(lj)

est la polarisation de Vergne pour [ dans g et
k
bi(lk) = > 8;(4)
j=1

est la polarisation de Vergne pour [, = l|g, dans g, la suite de Jordan-Holder étant
toujours fixée.

Supposons que k n’est pas un indice de saut, i.e.,
ge—1+ 9(1) = g + 9(D).
11 est facile alors de montrer que
gr-1 + 9k(lk) = g + ge(lk) = k-

Pour passer de gx_, & g nous sommes dans le cas II. Les polarisations de Vergne
correspondantes vérifient by (ly) = bg_1(lk—1) + bx(kk), leur dimension augmente de un
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et on peut choisir la méme base coexponentielle & by_1(lx—1) dans gi_; et & by (lx) dans
k-

Si k est un indice de saut, i.e.,

gr—1+9(0) & g + (),

alors deux situations sont possibles :
(1) Ou bien on a

gr-1 + 8k(l) = 8k + g (k) = G-
On obtient alors les mémes conclusions que précédemment.

(ii) L’autre possibilité étant
k-1 + 9k(le) & gk + grllk) = Ok

Pour passer de gx_1 & gk, on se retrouve dans le cas I. On a gx(lx) C gr-1(lk—1) €t
les polarisations de Vergne vérifient by_;(lx_1) = bx(lx). On doit ajouter Xj & la base
coexponentielle & by_;(lx_1) dans gx—; pour obtenir une base coexponentielle & by (Ix)
dans g.

,

Remarquons que dans ce cas X ¢ b,(l,) = Zgj(lj) pour chaque r > k et que donc
j=1

X}, peut étre mis dans la base coexponentielle & b,(I,) dans g,.

En particulier, X; peut étre placé dans la base complémentaire & b(l) dans g. En fait,
comme bk—l(lk—l) = bk(lk), X ¢ bk(lk) Alors < l, [Xk, bk(lk)] >7'é 0.

Sinon b}, = bg(ly) + RX} vérifierait aussi < [, [b},b}] >= 0 et by(lx) ne serait pas
une polarisation. Donc, il existe Y; € bi(lx) C b,(l.) tel que < I, [Xk,Yx] ># 0. D’ou
Xy ¢ b.(l,), comme b,(l.) est une polarisation en [, dans b,.

4.4 Un résultat important

Dans un premier temps, donnons quelques définitions :
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Définition 4.1. Soit U un ensemble ouvert de g*. Une application

U — SRY
[ — &

est dite C™ si les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Pour chaque x € R? fixé, I’application | — &(z) est une fonction C* de U dans C.
(ii) Pour chaque opérateur différentiel de la forme Df* = (‘9?;;“11 e 31‘9;% outa=(ay,...,0n),
pour chaque | € U fixée, la fonction D*¢(+) est dans S(R?).

(iii) Les applications

U — S(RY
l = Dlaé.l

sont continues.

On a le théoréeme principal suivant :

Théoréme 4.1. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent conneze, simplement
conneze. On utilisera les notations et les choiz des sections précédentes. En particulier
les espaces Hr, et H seront identifiés avec L*(RY) et S(R?) respectivement. Soit

d = max{ dim(g/b) | 3l € g* tel que b = b(l) est une polarisation en [ dans g }.

(i) Il est possible de construire des ouverts A, de g* pour chaque ¢ € {—1,1}* de la
maniére suwante :

Il existe des polynomes réels non nuls, G-invariants, Ry,..., R, il existe un ouvert
dense de Zariski G-invariant

W={leV|R{)#0,1<j<d}
dans g*. On peut décomposer W en l'union disjointe suivante :

w= || A

ee{-1,1}¢
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ot les ensembles A. sont des ouverts G-invariants définis par
A ={1leW|eR;j(1)>0,1<j<d}.

Certains de ces ensembles A, peuvent étre éventuellement vides.

(i3) S’étant fivé € tel que A # 0, il existe Vi = Vi,...,Va = V4 € WU(g) et il existe
une application C*

A. — SRY
[ — §l
ou & € S(RY) = N tel que
§l 7é O) vie AE
et
dm(V;)& =0, VYje{l,...,d},VI€ A.

(iii) Pour chaque k € {1,...,d}, il existe une application C*°

A — SE®RY
I = Gk

ol

Cey #0, Vie A Vk € {1,...,d}
dﬂ'l(‘/j)g’k =0 si _] 76 k,Vl € .Ag
dm(Vi)Gx #0, Vi€ A,

(iv) L’élément Vy de Ualgébre enveloppante est de la forme
Va= de - ieded

ot X, est le dernier élément de la base de g/b(l), Y;, € 380(g;,-1) et Z;, = [X;,, Y] €
3Ug)-

(v) Pour chaque | € A,,
d

[ Kerdm(V;) = C&

J=1
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et, pour l € W\ A,
d
() Kerdm(V;) = {0}.

j=1

o0
Tyl

(vi) Les fonctions &, considérées comme des éléments de $33°, vérifient les relations de

compatibilité suivantes :
Caarwo(z) =&(z-u), VIeWVueG.

Cela signifie que la fonction & est transformée en une fonction aq«)@) por U'opérateur
d’entrelacement donnant [’égquivalence unitaire entre m et Tag«(u)(1)-

Démonstration. On démontre ce résultat par récurrence, les sections suivantes détailleront
cette preuve. Il

Remarque. Pour ¢ € {-1,1}? fixé, les éléments V4,...,Vy € U(g) du théoreme
précédent sont construits & I’aide d’un algorithme fixé. Ils dépendent du choix de e.
Si on voulait étre tout a fait précis, il faudrait écrire Vi, ..., Vq,.

4.5 Restriction du choix des formes linéaires

Finalement, on doit restreindre le choix des éléments [ € g*. En fait, dans la deuxieme
section de ce chapitre, on a vu que si P, ..., P, sont les différents polynémes tels que
I’ensemble (g )%, des éléments génériques (au sens de Pukanszky) f de gj sont donnés
par Pi(f) # 0, alors, pour pouvoir effectuer correctement les différentes étapes de la
récurrence, on doit se restreindre a

V = {leg |l € (86)pur 7k } (5.1)
— {leg |P(l)£0V1<k<n} (5.2)
= {leg | [[Plls) #0} (5.3)

N

Ipuk (5.4)
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Les polynomes Py peuvent étre bien sur considérés comme des polynomes sur g* qui ne
dépendent pas des coordonnées dans les directions de X7 ,,..., X}

et méme X, Xy ,,..., X Donc V est un ouvert de Zariski de g*. De plus, par définition
de V,sil € V, alors [, = l|g, € (gk)pur POUr chaque k. Comme les différents g sont des
idéaux, 1'algébre g et le groupe G agissent sur gy, et gi par ad, Ad, respectivement ad”,
Ad*. Comme les idéaux g, forment une suite de Jordan-Holder, on montre classiquement
que chaque polynéme Py est G-invariant, comme ’est aussi 'ouvert de Zariski V.

Pour les éléments de cet ouvert de Zariski V, on doit faire les choix suivants : Etant
donnée la base fixe {X;,..., X,} comme dans la section 1, ! € V, on associe a ! sa
n

polarisation de Vergne b(l) = Z b;(l;).
j=1
Si S représente ’ensemble des indices de saut pour les orbites génériques, posons

R = { keSS | Gk—1 t gk(lk) G Ok +gk(lk) = gk, pour chaque l € V, [ = l|9k }

L’ensemble R est indépendant du choix de [ dans V, comme toutes les formes linéaires
Iy sont génériques dans g; et tous éléments génériques ont mémes indices de saut. On
prend donc

{Xp | k€ R} ={Xi,, X5, Xiy}

comme base complémentaire & b(l) dans g. Cette base ne dépend pas du choix de l € V.
On peut ainsi identifier les espaces de représentation H,, = L2(G/B(l), x1) avec L*(R?)
et H® = S(G/B(l),x1) avec S(R?) par rapport & la méme base pour chaque I € V,
seule la covariance dépend de [.

Remarquons enfin que 'indice d est bien choisi, car la dimension de g/b(l) est la moitié
de la dimension de l'orbite coadjointe passant par [.

4.6 Le groupe de Heisenberg

La premiere étape de la récurrence consiste en ’étude du cas particulier du groupe
de Heisenberg H;. Ceci a été étudié en détail dans [L-M]. Rappelons uniquement les
résultats principaux de cette étude. Soient < X,Y, Z > les générateurs de l’algebre de
Lie h; de H; munis du crochet [X,Y] = Z.

Pour chaque A € R\ {0}, posons Iy, = AZ* € bh}. L'orbite coadjointe passant par
I, est le plan horizontal passant par (0,0,A) et une polarisation en [, dans h} est
donnée par by, = RY + RZ. Soit By = exp(b,). L’orbite en [, est associée & la classe
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d’équivalence de représentation unitaire irréductible de dimension infinie 7y = indgi Xiy s
ol x1, (exp(yY) exp(zZ)) = e~*™=, par 'application de Kirillov.

Ainsi W coincide avec RX*+RY*+R*Z*,d = 1, R(aX*+bY*+\Z*) = =\, e € {-1,1}.
Poure =1, A. = A; = {aX* +bY* + AZ* | A< O} et V, = Vi = X — Y.
Sil = \Z*, la fonction & = £, € S(R) = HY est donnée par

Ex(s) =™

Elle est définie sur le reste de I'orbite en [, par la formule
Eadr ) (s) = Ex(exp(sX) - u), Vs € R,Vue€ Hy,

en utilisant la relation de covariance.

De méme pour € = —1, ot 'on doit prendre Ac = A_; = {aX* +bY* + AZ* | A > 0},
Vo=V 1=X+1iY et
Ex(s) =™,

Voir [L-M] pour plus détails.

4.7 La situation de Kirillov généralisée

Supposons que 1 = jo4 est un indice de saut, i.e.,

g +eg() G g tog(l)=g+g(l)=9, VieV.

Alors n € R et on se trouve dans le cas I pour le passage de g,—1 & g, = 9.
Posons encore g = g,_; et I=1,,= U3

Notons aussi S 'ensemble des indices de saut de g

et V=p(V)={leg |AecVilquelz=1}

Comme la dimension de chaque orbite est paire, le nombre des indices de saut doit

forcément étre aussi pair. Comme, de plus, g(l) est de codimension un dans g(l), il n’y
a qu’un seul indice de saut j, pour les éléments génériques dans g* différents de n, qui
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n’est pas un indice de saut pour les éléments génériques dans g. Cet indice doit étre le
méme pour tout I € V. Donc S = S\ {j-,n} et

ﬁ(l) = det(< l7 [X'UXJ] >)i,j€5\{jr,n}.

Rappelons que P(l), V = p(V) et g* sont Ad*G-invariants. En particulier, si 1 est un
élément générique de g* (respectivement si 1€ V), c’est aussi le cas pour Ad*(exp(tX N,
pour chaque t € R.

4.7.1 Les polyndmes invariants

Tout d’abord, prouvons qu’il existe sur g* une fonction polyndmiale R qui est Ad*G-
invariante, mais qui n’est pas Ad*G-invariante.

Nous savons que les orbites des éléments de V dans g* sont décrites par une fonction

n—1
= Z @(Z t)X;-
i=1

Comme j, n’est pas un indice de saut pour (/,g*), on a

Q]T(l,t) = ljr + Rjr(lla e 7ljr—17t17 N ,ti)
oui<ret }Aéjr est rationnelle.

De plus, il existe N suffisamment grand tel que la fonction

PY(D)R;. (1,1)
est un polyndéme en T et t. Iei P est Ad*G-invariant et Ejr est Ad*G-invariant. Ainsi
PN(1)R;,(1,t) est Ad*G-invariant.
Supposons & présent que pour chaque ¢ € R?4=2, la fonction PN(R;,(I,t) est aussi

Ad*G- invariante, en particulier que

R; (Ad*(expsX)l,t) = R;,(1,1), VseR.

D’ot, pour chaque forme linéaire [ € V telle que p(l) = 1, , p(Q U Ad*(exp(sX ))l ne

seR
peut étre saturée dans la direction de X7 .
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D’autre part, comme j, est un indice de saut pour (I, g), ; et p(€%;) doivent étre saturées
dans la direction de X7 . Cette contradiction montre qu’il existe un certain t0 € R%2
tel que

R(l) = PY (DR, (1)
est un polynome Ad*é—invariant, qui n’est pas Ad*G-invariant.

Par construction, ce polynéme est défini sur un ouvert dense Vde g*. Mais il peut bien
sir étre étendu & g* tout entier et devient alors Ad*G-invariant, par continuité.

4.7.2 Le centre de ’algebre enveloppante

Pour les détails concernant ce qui suit voir [C-G].
Soit {X1, X2, ..., Xn} une base de g. Tout d’abord, fixons les notations.

Désignons par &(g) 'algébre symétrique de g, i. e. I'algebre tensorielle de g modulo
1’idéal engendré par les tenseurs de la forme

XY -Y®X avec X,Y €g.

On peut aussi la considérer comme I’algebre commutative des polynomes en X, X, ..., Xp.
Notons i{(g) ’algebre enveloppante de g.

Il existe un isomorphisme linéaire entre &(g) et Li(g) défini par

1
S(le}/r): ﬁ Z Ya(l)"'Ya(r),
)

T oeS(r

ot S(r) est le groupe symétrique sur {1,2,...,7}. On l'appelle Papplication de
symétrisation.

Dans la partie gauche de cette égalité, le produit est effectué dans &(g) alors que dans
la partie droite le produit se fait dans {(g). Le groupe G et I'algebre g agissent d’une
maniere évidente sur S(g) et U(g). Ces actions seront encore notées par Ad et ad.

On a alors Ado S = S o Ad.
Notons

N(g) = {P € &(g) | (adX)P =0,VX € g}

et
3uU(g) = {A e U(g) | (adX)A=XA—-AX =0,VX € g}
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pour le centre de $4(g). Alors S|y est un isomorphisme d’algebres sur 34(g).

Pour chaque Y € g définissons
fr()=<lY > Vleg"

Si on note z; = fx, pour les vecteurs de base X1, Xy, . .., X, chaque polynéme f € C|g*|
peut s’écrire d’une maniére unique sous la forme

f= 5 cex® ou, pour a = (ay,Q,...,Q,), ¥ =] zy* -z,
«

Ce polyndéme correspond bien str a 1’élément Z co X de 6(g), de plus &(g) et C|g*]

47
peuvent étre identifiés.

Finalement, grace & I'isomorphisme linéaire entre G(g) et (g) donné par ’application
de symétrisation, on obtient une bijection entre 4(g) et C[g*], notée

W € U(g) — Pw € Clg"].

Si Vaction de G sur C[g*| est définie par

(Adg) f(1) = f(Ad"(g7)D),

on voit que
(Adg)Pw = P(Adg)W'

Définissons
Clg"]° = {f € Clg’] | (adX)f = 0,VX € g} = {f € Clg"] | (Adg)f = f,Vg € G}

Ialgebre des polyndémes AdG-invariants sur g*.
Donc M(g), 34(g) et C[g*]¢ sont isomorphes d’apres les relations expliquées précédemment.

Soient & présent W € 34(g) et m € G. Alors dm(W) est scalaire sur HY et

dm(W) = Py(-2mil)L
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Etant donné que g est un idéal de g, on peut considérer 4(g) comme un sous-ensemble
G-invariant de $(g).

On a les mémes considérations pour &(g) et &(g).

De plus, les polynomes sur g* peuvent étre identifiés avec les polynémes sur g*, qui ne
dépendent pas de la composante [, =< {, X, >.

On a ainsi, C[g*] C C[g*].

En particulier, pour W € {l(g), notons Py aussi bien le polynéme associé & W dans
C[g*], que dans C[g*].

Comme g est un idéal dans g, le groupe G agit sur C[g*] comme sur C[g*].

Rappelons qu'’il existe R € Clg*] c Clg*] qui est Ad*G-invariant, mais pas Ad*G-
invariant. Donc il existe W € 34(g) tel que R = Py et W ¢ 34(g).

Ceci implique en particulier que [X, W] # 0.

Il est facile de voir que [X,W] € 34(g). Si [X,W] € 3U4(g), on pose Y = W et
0 # Z = [X,W] € 3(g). Sinon on remplace W par [X, W] et on répete I'argument
précédent.

Compte tenu de la nilpotence, on trouve apres un nomkir/e fini d’étapes 0 # W =
[(X,...,[X,W]...] € 38(g) tel que W ¢ 3U(g) et 0 # [X, W] € 3U(g).

On pose alors Y = W € 34(g), 0 # Z = [X, W] € 34(g) et on a
[X,Y]=Z.

Cette derniere relation nous place dans une situation de Kirillov généralisée.

Comme [X,Y] € 34(g),
X, Ad(exp(sX))Y] = [X,Y + sZ] = [X,Y] = Z, Vs€R,

Ad(exp(sX))Y =Y +sZ € 34(g) et on doit remplacer Y par Ad(exp(sX))Y =Y +sZ
avec un certain s approprié.

De plus,
Ad(exp(tX))Py = PAd(eXp(tX))Y = Pyiiz, VteER,

et
dr{(Y) = Py(=2mil)I, Ve g".
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Donc on a pour [ € g* et I= Uz,

dw(YV)E(,G) = dm{Ad(exp(—tX))Y )5(~ (@)
= PAd(eXp(—tX))Y( 2mil)(t,-)(9)
= Py_iz(—2mil)E(t,)(@)

~

= Py(-2miAd" (exp tX) (1)t )(@)-

Comme les actions sont nilpotentes,
Q(t,1) := Py(—2miAd (exptX)(]))
est un polynéme en ¢t et 1. De plus, il est é—invariant, comme Py est G-invariant et

Q(t,Ad*(§)]) = Py(—2miAd*(exp(tX))Ad*(G)(1))
Py (—2mi[Ad" (exp(tX) - G - exp(—tX))|[Ad" (exp(tX))(1)])
= Py(—2miAd*(exp(tX))(1))
(t,1),

I
O

comme Ad*(exp(tX) - g - exp(—tX)) € G. D’autre part le polynéme @ n’est pas G-
invariant, en effet, dans ce cas Py serait aussi G-invariant et ¥ appartiendrait & 38(g),
ce qui n’est pas le cas.

Le polynéme @) peut étre caractérisé d’une maniere plus précise :

Comme [X,Y] = Z € 34(g),

(X, Y)E(L5) = dmax,yns(exp(tX) -a)

Pl (~2rite  exp(tX)- z;')

= Piy)(—2mil)(t,3),

ou Pixy} est un polynéme G-invariant, indépendant de ¢.

D’autre part,
dm([X,Y]) = dm(X)dm(Y) — dm(Y)dm(X)
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avec
(V)G = QtDEET)
) = -€lexp (~5X) exp(tX)Plems
_ e
_&‘(t7§/)
Ainsi
d%l([X’Y])g(tag) = —%[Q(t:’)’v(t?g)]_Q(tvflv)(_%’v(t?g))
0Q , ~~
= _79?(@ ) (t7§)
Ce qui implique que
Pix y)(—2mil) = —%t?-(t,’f), T=1;

est G-invariant et indépendant de t.

Le polynéme @ est par conséquent de degré 1 en ¢ et est de la forme

Q(t,1) = Qo) + Q)1
ou Qg et Q1 sont des polyndmes G-invariants et ot Q; est de plus G-invariant.

Le polynéme @ ne peut pas étre G-invariant, en effet, dans ce cas Q) et Py seralent
aussi G-invariants.

o~ ~ o~

Le polynéme Q; () n’est pas identiquement nul. Sinon Q(¢,1) = Py(—2miAd"(exp(tX))(1))
serait indépendant de ¢ et Py serait G-invariant, ce qui n’est pas le cas.

Posons N _
V={lep(V)| @) #0}
Alors V est un ouvert de Zariski dense G-invariant de g*.

Comme Z € 3i(g),

dﬂ'[(Z) = Pz(—27T’Ll)]I = P[X,y](—27'l'il)]l = —Ql(l)H
De plus, Z € 34(g) et donc

dr(Z) = Pz(=2mil)l = —Q: (D)L,
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car on a le méme polyndéme associé & Z dans Clg*] et dans C[g*].

Les éléments Y et Z de $(g) peuvent étre choisis anti-hermitiens et tels que le polynome
Q1 (1) soit non nul et imaginaire pur pour chaque I.

En effet, rappelons que

X*=-X (comme X € g)
([U, V) =-[U*V*], YUYV €ig)

et ainsi
X,Y"] = 2*
X, 2 (¥ +Y) = 52+ 2
X, (Y =Y = (2 - 2°).

Donc $(Z + Z*) et 5;(Z — Z*) sont des éléments auto-adjoints de 3U(g).
Un d’entre eux au moins est non nul, car Z # 0.

Si 2(Z + Z*) # 0, alors WY +Y*) #0et Piyiyey # 0 car, pour chaque le p(V),

ouvert dense de g*, on a
1 . .

Comme, en général Py-(=2mil) = Py(— 2mil) pour chaque U € $(g), pour chaque
T € g*, et comme (Y +Y™*) est un élément auto-adjoint de (g ) Py 4y+)(—2mil) doit
atre réel. Dans ce cas, on remplace Y par (Y +Y*) et Z par £(Z + Z*).

On les appellera encore Y et Z.

Ceci prouve que dans ce cas on peut supposer Y, Z anti-hermitiens et Py(— 27m'7) ima-
ginaire pur pour chaque l comme P_ow = —2miPy pour tout W € 384(g).

Si 4(Z — Z*) # 0, on procéde de la méme maniere.

Ainsi, dans la suite on supposera que Y est anti-hermitien tel que Py(—27ri'lv) soit
imaginaire pur.

Donc

Q(t,1) = Pr(—2miAd*(exptX)(1)) = Qo(D) + Q: (1)t
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est imaginaire pur pour tout ¢ et tout l.

D’olt Qo(l) (si non nul) et Q;(!) sont imaginaires purs pour tout L.

Remarquons que si Y, Z € g (comme dans le cas du groupe de Heisenberg), alors ils

o~ i~

sont anti-hermitiens et Py (—2mil), Qo(l) (si non nuls), @:1(!) sont en effet imaginaires
purs.

Le polynéme @, défini dans la section précédente est un polynome sur g*, qui est
invariant pour I’action de G sur g*. Mais il peut aussi étre considéré comme un polynéme

sur g* qui ne dépend pas de la dernitre coordonnée, en définissant Q1(l) = Q1(l), ot
I=p(l) =l

Il est facile de montrer que pour chaque g € G,

p[Ad(9))] = [Ad" ()05 = Ad"(9)(1) = Ad"(9)(P(1),

ot Ad*(g) désigne I’action de G sur g* du c6té gauche et 'action de G sur g* du c6té
droit.

Ainsi

Q1AL (9)(1)) = @i ([Ad*(9)(V)]z)
(

i.e., Q1 est G-invariant, méme si on le considére comme un polynome sur g*.

Etudions plus précisément le centre le I’algebre enveloppante.

Pour tout k € R = {iy,...,14}, il existe Yj, € 344(gx—1) tel que
0 # Zy = [ Xk, Y] € 3U(gs)-
On doit prouver que 1’on peut en fait prendre Y € 34(gx—1) tel que

0 75 Zy = [Xk,Yk] € 311(9)
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Pour ce faire, remarquons les faits suivants :

(i) Comme g est nilpotente et comme on commence par une suite de Jordan-Holder,
(9, 9] C gk—1-

(ii) Si g est un idéal de g, alors (£4(g), [-,]) est un idéal dans ((g), -, -]).

En particulier, tous les (i(gx), [-,*]) sont des idéaux dans (4(g), [-,])-

(iii) Si g est un idéal dans g, alors (3U(g), [-,]) est un idéal dans (U(g), [-,"])-

En particulier, (344(gk), [,-]) est un idéal dans (4(g), [, ]) pour tout k.

En effet, soient Z € 384(g), X € U(g) et U € U(g). Alors

[[X’Z]’U] = _[[Z)U]?X] - [[U’X]’Z]
= 0,

comme Z € 34(g) et comme U, [U, X] € 4(g), or 4(g) est un idéal dans (U(g), [-,]).
Ce qui montre que 344(g) est un idéal dans (Li(g), [-,]).

Supposons & présent que Y; € 3U(gy_1) tel que 0 # [Xx, Yi] = Zi € 344(gx) et montrons
que ’on peut choisir Y; tel que 0 # [ X}, Yi] € 34(g).

En effet, si Z;, = [Xx, Y] € 34(g), alors il existe W € g C U(g) tel que
0 # W, Z) = [W, [ Xk, Ya]] = —[ Xk, [Ye, W] = [Ye, W, Xi]] = [ Xk, W, Yil],

comme [W, X;] € [g, gk] C gk-1 et comme Yy € 3U(gi_1).
De plus [W, Y] et [Xk, (W, Yk]] appartiennent & 3U(gx-1) car 34U(gx—1) est un idéal.
Si 0 # [ Xk, [W,Yi]] ¢ 3U(g), on recommence avec cette procédure.

D’apreés la nilpotence, il existe W1, Wy, ..., W, € gtels que 0 # [Wh, [Wa,... (W, V3] .. ]] €
3ﬂ(gk_1) et
0# [Xx, W1, [Wa,... W, Yi]...]]] € 34(g).

Ainsi on écrit Y; & la place de [Wy, [Wa, ... [W,, Yi]...]]
et Zy & celle de [ Xy, [Wi, [Wa, ... (W, Yi]. .. ]]]

ainsi notre résultat est prouvé.

En conclusion, pour chaque k € R = {i1,...,1q4}, il existe Qk, Qo et Q1 tels que

Qx(t, li-1) = Py (—2miAd” (exp t Xk )(le-1)) = Qox(lk-1) + Qux{le-1)t.
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Ici Qo et Q1 sont des polyndmes sur g;_,, mais ils peuvent &tre considérés comme
des polyndmes sur g* qui ne dépendent pas des n — k + 1 derniéres coordonnées de I.
De plus, @1 x(l) est un polyndéme G-invariant car

Q1x(l) = Qui(le) = —Pix v (—2mily)

et [Xi,Y:] € 3U(g). Comme auparavant, ils peuvent étre choisis imaginaires purs et
Y., Zi, supposés anti-hermitiens.

Finalement, si on définit Ry = —27iQ1x, alors Ry, Ry, ..., Rq sont les polynomes G-
invariants du théoréme 4.1 et W, A, peuvent étre définis comme dans le théoreme 4.1.
Les polynoémes Rj dépendent uniquement des coordonnées de lx_; =g, _,.

4.8 Récurrence dans le cas de la saturation des or-

bites

4.8.1 Construction d’éléments particuliers de ’algebre enve-

loppante

Utilisons les notations de la section 4.4.2, oll § = g,_1 et Supposons que Nous somMmes
dans la situation du cas I, i.e., dans la situation de Kirillov généralisée.

Soit € € {—1,1}¢ tel que A, # 0 et écrivons :
€= (e1,...,€4-1) sl € = (€1,...,E4-1,€4) POUr un certain e4.

Comme on est dans la situation du cas I, i = n et € correspond a la restriction de g a

g.

Par construction,
0# A =p(A) C{{eW|eR()>01<j<d-1}#0.

Supposons que les résultats du théoreme 4.1 sont vrais pour g.
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Soient U; z € $4(g), i € {1,2,...,d—1} donnés par 'hypothese de récurrence correspon-
dant a .Ag.

Comme toutes les actions sont polyndmiales, on a une relation de la forme
N;
Ad(exp(tX))(Uig) = Y _(—1)’Uy

=0

avec U;; € 1(g) pour tout 1, j.

Définissons & présent

N;
Vie= > UYIZ% 9 € U), i€{1,2,...,d~1}.

Donc
Ad(exp(—tX))(YIZN—I) = (Y —tZ) 2N
et N
Ad<eXP(—tX )) (Vie) = Z (Ad(exp(—tX ))(Uij)> (Y —tZ) ZM.

L’élément V. sera construit plus tard.

4.8.2 Choix de points particuliers sur chaque orbite

Reprenons les notations précédentes. Pour chaque leWw= p(W), il existe exactement

un seul ¢ = t(I) € R tel que

AT A g expexn®Y) =0

avec Ad*(exp(tX))(l) € g*.
En effet,

A7 A g expaxy®Y) = B (iAd* (exp(¢X))D)I = [Qo(1) + Qu(IYL.

D’ou -
Qo(!)

=0=00
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donne le résultat voulu.
De plus, ¢ = ¢(I) est G-invariant.

Par la méme remarque que précédemment, ¢ peut étre considéré comme une application
définie sur W C g* qui ne dépend pas des derniéres coordonnées. L’application

W — R
Lo oty = — 2ol

N0

est C®°, en tant que fonction rationnelle définie sur tout W.

Définissons 1’application

W — W
I — 1 =Ad"(exp(¢(1)X))(1).

Cette application est bien sir C*.

En effet, les coordonnées de [; sont des fonctions rationnelles des coordonnées de I, les
dénominateurs étant des puissances de Q;(l). L’image [, de [ appartient a 'orbite de [.
Posons I = U]

Alors, par construction,
Iy = p(Ad* (exp(tX))(1) = Ad*(exp(tX))(p(1)) = Ad*(exp(tX)) (1)

et

En particulier, _ _ _
0= Py(ili) = Q(0,11) = Qo(l1)

et
i, (V)E(L, ) = Pr(iAd* (exp(tX)) ()€ )(@) = Qu(h)t - E(t,F) VEER,VGEG,

car Q1(l;) = Q:(11) par définition.
De plus, Q:1(l1) = Q1(1) # 0, car @, est G-invariant.
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4.8.3 Construction par récurrence pour ces points particuliers

Pour E, on a
dry, (Ad(exp(—tX))(Y/ZV79)) = (=1)MQu(D)™ (—t)I = Ci(—t)'T

olt C; = (—1)MQ: ()™, car dm; (Y) = 0 et drp, (Z) = —Qi(L)I = -1 (DL

Alors
N;

dmy, (Ad(exp(—tX))Vi,g) = Z Ci(—t)jd7r71 (Ad(exp(—tX))Uij)I[ = Cidmy, (Uig), VtER.
=0

Pour chaque forme linéaire | € g,

notons b({) la polarisation de Vergne, B(l) = exp(b(1)) et eSRYY) = 22, pour les
fonctions obtenues par le théoréme 4.1 (ii) d’aprés ’hypothése de récurrence, en tenant
compte des choix ultérieurs de base.

Par récurrence, le point (v) du théoreme 4.1 donne,
d-1

() Kerdn(Uz) = C&, Vi€ As

j=1

et
d—1 o
ﬂ Kerdm(U;z) = {0}, Vie W\ Az

j=1

ot W = p(W). Pour I;,1; construits ici, soit m;, € S(R) (& déterminer plus tard) et
définissons &, = m, ® & € S(R?) = f_)gr?l,

D’ou
7, (Vie)&, (8, 9) = dmy (Ad(exp(—tX))Vie)m, ® &, (t,9) = Cimy (t)dmy, (Us)ég, (§) = 0

outeR,GeG,ie{1,2,...,d—1}.

Dans le cas I, la dimension des orbites de dimension maximale augmente de deux quand
on passe de g & g et ainsi on doit introduire une relation supplémentaire.

Considérons V. = X —ieqgY € i(g).
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Ainsi

(X ~ e B (69) = (~5 — i€a@B))E(t )@
= &0~ 5 ~ caRalb))m (1)

On doit donc poser

m(§) = e~ deeRat?

pour avoir _
dm (X —ieqY)€, = 0.

Si on définit &, € H7 (= S(R?)) par &, (exp(tX)-9) = &,(t,7), alors
dm,(Vie)é, =0 pouri e {1,...,d},

ou Vye =X —iggY.

On procéde de méme pour les fonctions (i, k € {1,...,d — 1} du théoreme 4.1 (iii).
Les fonctions (q;, € 5’);";1 et (g1 € 5’)%‘;1 sont obtenues par

Cd,h = Yn ® 5717

ott ¢, € S(R) est une fonction de Schwartz telle que ( — & — eqRq(lh)t) 1, (t) # 0.

Pour prouver la partie (v) du théoréme 4.1 pour [/; (associée a [ choisi arbitraire par
conjugaison, comme expliqué précédemment), supposons que by, € Hm = S(RY) tel

d
que ¥y, € ﬂ Kerdm, (V).
j=1

Définissons ¥, par ¥, (¢,9) = ¥, ((exptX - ).

On a en particulier

dm, (X — ieqY )y, ((exptX)-g) = — iggY )Y, (t,9)

dmy, (
( - eafll)t) 3,0, @
0,

c’est-a-dire,

%%(t@ = —caRa(l1)tu (8,9)
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Sile Al € A et egR4(l1) > 0. Alors
¥, ((exptX) - §) = 90, (1,9) = Clhn, P 2eaR",
ott C(l;,9) = Cy,(g) est une fonction de Schwartz dans g qui satisfait
dm (U;2)Ch(@ =0, j=1,...,d—1
Par hypothese de récurrence, Cy,(9) = C(11)&; (9) et
Yy, = C(l)m, ® & = C(h)&, € C&,.
Sil¢ Al ¢ A alors on obtient e4R4(l1) < 0 ou I =p(ly) ¢ Az
Dans le cas ou g4R;(l1) < 0, I'équation
0~ , ~ ~
5 u(t9) = —eaRa(l)ty, (T, 9)

n’admet pas de solution de Schwartz non nulle et

ﬂ Kerdm, (V, ﬂ Kerdr, (V) = {0}.

Jj=1 Jj=1

Dans le cas ol g4R4(l1) > 0 et L =p(l) ¢ Az,

d-1
ﬂ Kerdr; (Ujz) = {0}, par hypotheése de récurrence.
j=1

Donc, si on reprend le raisonnement du cas ou ! € A,, le systéme
dﬂfl(Uj,g)Cll(g) =0, j=1,...,d—-1,
avec Cj,(g) fonction de Schwartz, implique que Cj, = 0 et donc ¥, = 0.

Ce qui prouve que si [ ¢ A,, alors

d

ﬂKerdml( Vie) = {0}.

7j=1
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Donc pour chaque [ € W, il existe [; € € pour lequel le théoréme 4.1 est satisfait. II
faut maintenant compléter la construction pour toute forme linéaire [ € W.

4.8.4 Construction pour chaque point dans un ouvert dense

Donnons nous & présent une forme linéaire [ € W.

Par définition de I, I = Ad*(exp(—t(1)X)(l1), ou ¢(I) est une fonction C*° sur I dans
W.

Si on écrit b(l) et b(l;) pour les polarisations de Vergne en [ et en [; respectivement
(pour la suite Jordan-Hélder fixée), alors b(l) = Ad(exp(—t(1)X))(b(l1))-

Les représentations ¥} et m sont unitairement é uivalentes, ’équivalence entre les es-
1 )
paces de représentation étant donnée par

S = $n
Yy P @

ou
wi(g) = ('OAd*(exp(—t(l)X)(ll)(g) =¥n (9 ’ exp(-—t(l)X))
avec [} = Ad*(exp(t()X)(I).

Ce qui conduit & définir §; par la formule

£l(g) = gAd*(exp(—t(l)X)(ll)(g) =&y (g : exP(_t(l)X))

avec l; = Ad*(exp(t(1)X)(1), ou la fonction &, est définie plus-haut. Ainsi les fonctions
&, ont été construites pour chaque | € W. Il est facile de voir qu’elles vérifient la relation

ébAd*(u)(l)(g) =¢§(g-u), Yu,g€QG.

D’aprés 1’équivalence unitaire, on obtient que

d
[ Kerdm(V;e) = C&, Vi€ A,
j=1
et
d
() Kerdm(V;e) = {0}, W eW\A.

j=1
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On procede de la méme maniere pour les fonctions (.

4.8.5 Certaines questions de continuité
L’application

w — R
I — ()

est rationnelle, donc continue et méme C™.

Remarquons que t(l) = —8?8 est réel pour tout I € W, car Qo(l) et Q:1(I) sont tous

deux imaginaires purs.

D’ou

et

sont aussi C*.

Par hypothése de récurrence, 1’application

Az — SR =97

I — {7
est C* au sens de la définition 4.1. De plus,

W — S[R)
Loe=om

définie par n(t) = e~2°¢Ra¥ est une application C*.
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Donc

A — SRY)=HY
I — é-ll
définie par
&, (exp(tX) - 9) = m, (t) - &, (9)
est C™.

En conclusion,

A, — SR
[ — §l

est C™, car

§l(exp(sX) : ?J) = gAd*(exp(—t(l)X))(ll)(exp(SX) ’ g) = gll (eXp(SX) ’ g exp(—t(l)X)).

On a les mémes résultats pour les fonctions (i ; si on choisit les ¢y, telles que i) — ¢y,
est C™.

4.9 Le cas de la non-saturation des orbites

Dans ce cas, les polarisations de Vergne b(l) , pour I € W dans g, et E(l~), pour =1 s
dans g, vérifient b(l) = b(!) N g.
On choisit la méme base coexponentielle a b(l) dans g et a b(1) dans .
Pour ce choix de base,

G/B(l) = G/B(l) =R%.
Les espaces de représentation $)., et $3° (respectivement $. et .6;‘[3) peuvent étre
identifiés avec L?(R?) et S(R?), avec les conditions de covariance appropriées.

Pour £ € S(R?) = HF = 2 et pour chaque U € gcCag:
dm(U)é(s1,- .-, 84) = dm(U)€(exp(saX;,) - exp(s1X;))

— %5 (exp(—tU) exp(saXj,) - - - exp(s1X5))le=o
= drf{U)&(s1,...,5a)-
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En fait, comme U € g C g, Xj,,...,X;, €8 C g, b(l) C b(l), on a dans ce cas la méme
relation de covariance si on identifie S(R?) & H2° ou a f)fr‘%.

De la méme maniére, pour U € #(g) C &(g), dm(U)¢ = dr{(U)€, pour toute £ € S(RY).

Comme

d = max{ dim(g/b) | 3/ € g* tel que b = b(l) est une polarisation en ! dans g }
= max{ dim(§/b) | 30 € §* tel que b=>0(]) est une polarisation en Idans§ },

le nombre des relations de la forme dw(U)& = 0 dans le théoreme 4.1 doit étre le méme
pour G et G.

De plus, pour chaque ¢ € {—1, 1}4, les ensembles A,, respectivement .ZE sont reliés par
A =pA)={leg |TeAtelquel=I},

car n n’est pas un indice saut dans ce cas.

Par hypothese de récurrence, il existe Vi,..., V. € 4(g) C L(g) et une application
COO

A, — SRY
Il = &

telle que

§ # 0
dri(Vi)g = 0 Vie{l,...,d},

pour tout TG .ZE.

Si on définit alors § = & avec I= p(1) pour chaque ! € A, on obtient une application
COO

A — S(Rd)
I = &

telle que

& # 0
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dm(V))g = 0 Vie{l,...,d},

pour tout [ € A..
L’assertion (v) du théoréme 4.1 est donc prouvée.

La condition de compatibilité

gAd*(u)(l)(g) =&(g-u), Yu,g€G

et le fait que I’application [ — & est C* sont bien siir satisfaits.

On a les mémes résultats pour les fonctions ¢ du théoreme 4.1.

Ce qui termine la preuve du théoréme 4.1.

Rappelons le théoréme d’inversion de Fourier du chapitre précédent.

Théoreme 4.2. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent conneze, simplement
connezxe. Soient

{0}=goCg1C---Cgn=29

une suite de Jordan-Holder fizée et {X1, Xa,...,Xn} une base de Malcev forte associce.
Soit Vp défini précédemment.

Alors il existe un owvert dense de Zariski G-invariant 0 C gp,,, de g* vérifiant :

Sip(l) désigne le polarisation de Vergne en l et si 7 = S(R?) pour tout l € O, alors,
étant donné F € C®(Vp N O, S(R? x RY)), il eziste f € S(G) tel que U'opérateur m(f)
admette comme noyau la fonction F(l,-,-) pour chaque l € Vp N O.
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4.10 Les résultats principaux

Commencons tout d’abord par la définition suivante :

Définition 4.2. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement
connexe. Soient U, Us, . .. U, € $(g). On dit que les vecteurs U; sont Schwartz indépendants
si, pour chaque k € {1,...,7}, il existe ¢} € S(G) telle que

o *Ug #0

Rappelons la situation du théoréme 4.1.
Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe.
Nous allons utiliser les notations et les choix des sections précédentes.

Soit
d = max{ dim(g/b) | 3l € g* tel que b = b(l) est une polarisation en ! dans g }.

Il est possible de construire des ouverts A, de g* pour chaque € = (€1, - .. ,€q) € {—1,1}¢
de la maniere suivante :

1 existe des polynomes réels non nuls, G-invariants, Ry, . .., Ry, il existe un ouvert dense
de Zariski G-invariant dans g*

W={leV|Rjl)#0,1<j<d}

Cet espace W peut étre décomposé en une réunion disjointe

w= |J A

ee{-1,1}¢

ol les A, sont des ensembles ouverts G-invariants donnés par

Ag={l€WIEjRj(l)>0,1Sde}.
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On obtient alors le théoréeme important suivant :

Théoreme 4.3. Soit € € {—1,1}¢ fizé tel que A. # 0, alors

il existe Uy = U, y,...,Us = U 4 € U(g)

et étant donnél € A., il existe 0 # & € S(R?) = HY vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Uy, ..., Uy sont Schwartz indépendants.

(it) Pour chaque ly € A., il existe 0 # ¢ € S(G) tel que () # 0 et ¢ x Uy = 0 pour
tout k € {1,...,d}.

(iii) Si 0 # ¢ € S(G) est une solution de ¢+ Uy, =0, 1 < k < d, alors m(p) =0 si
le W\ A, et Imm(p*) CCE sil € A..

Dans ce cas, il existe q; € L2(R%) tel que

! ((p*) = Pgl)nl

ot P, ,, est un opérateur de rang un défini par
Pon()=<&m>&, V€€ L*(RY).

(iv) L ensemble {Uy, . .., U4} est mazimal parmi tous les ensembles {V1, . .. , Vi } d’éléments
de UU(g) qus sont Schwartz indépendants et qui vérifient

VieA,30# peS(G) tel quem(p)#O0et oxV;=0pour1 <j <.

Démonstration. Soit Vi = Vig,...,Vq = V4. défini comme dans le théoréme 4.1 et
prenons Uy = Vi pour tout k € {1,...,d}.

(ii) Pour Iy € A, donné, soit

v: (VeNnA.NO) xR — C

(I;81,...,84) (81, .-, 84) = N(s1,- -, Sd)

avec 0 # 7 € C2(Vr N A N O, S(RY)) tel que 7; # 0, ot {lo} = Oy N Vi, O, étant I
orbite de .
Cela signifie qu’on suppose qu'il existe un compact K de Vr tel que K C (A.NO)NVr,

suppy C K x RY. Par hypothese, v, € S(R?) pour [ € Vr fixée et I'application | — 7
est C*® dans le sens de la définition 4.1.
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Considérons F(l,-,-) = F; = §®F, pour | € Vp N A NO et F(l,-,-) = 0 pour
lEVT\(VTﬂAEOO).

Donc F € C®(Vr N O, S(R? x R?)) et il existe, par le théoreme 4.2, ¢ € S(G) tel que
m(¢*) admette F(I,-,+) comme noyau.

Par construction, m(p*) = Py sil € VN A NO et m(p*) = m(p) = 0sil €
VrnO\ (VrnA.NO).

En particulier, comme 7 # 0, 7y, (0) # 0 et my () # 0 car mj, et m, sont unitairement
équivalentes.

De plus
m(p * U;)" = dm(U})m(p*) = dm(Vi)m(e*) =0, VieVrnO.

En effet, sil € Vo N O\ (Vr N AN O), ceci est vrai car m(¢*) = 0.
SileVrnA.NO,

m(p * Uy)* = dm(U)m(e") = dm(V;) Pey oy = (dm(Vj)fl> <M >=0,

par construction de V; et &.

Donc ¢ * U; = 0 pour tout j € {1,...,d}, comme V7 N O est dense dans Vr et comme
chaque orbite dans g}, rencontre Vr en un unique point.

(i) On proceéde de la méme maniére pour prouver la Schwartz indépendance.

En effet, pour chaque k € {1,...,d}, remplagons & par (x; dans le théoreme 4.1 pour
définir le noyau Fx(l,-,-) et la fonction ¢ € S(G).

Avec les mémes calculs on obtient, m (@ * U;) =0 pour I € Vp NO et g xU; =0, si
J#k
Pour j = k, v, # 0 et dmy (V)¢ . # 0.
D’ou
7r70(<pk * U)* = (dﬂfo(vk)gio,k> <, >#0.
Donc @i * Ug # 0.
(iii) Soit 0 # ¢ € S(G) une solution de ¢ * Uy = 0, 1 < k < d. Alors

dm(U;)m(e*) = dm(V;)m(e*) =0, 1<j<d,
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pour chaque | € g* et
Imm(p*) NS(RY) = {0} sile W\ A

d
Imm (") NS(RY) C ﬂ Kerdm(V;) =C¢& sile A,

j=1

d’apres le théoreme 4.1.
Supposons que IJmm(p*) = C§;.
Pour chaque ¢ € S(R?), il existe C(l, ) € C tel que

m(e" )Y = C(L,¥)&.
L’application

SRHY=Hr — C
¥ = O09)

est linéaire et, pour [ € A, fixée,

|C(l,’¢)| — l|7fz(80*)¢||2 < <||7Tl((10*)“0p)“¢||2-

ISP €]

Ceci prouve que I’application linéaire ¢ — C(I, %) peut étre étendue en une application
linéaire bornée de L2(R?) sur C et donc qu'il existe n, € L2(R?) tel que

C(l,v) =< ,m > pour chaque ¢ € LY(RY).

En particulier,
m(e" )W =<, m > & = Pn

et 7”(90*) = Pﬁmn'

(iv) Pour prouver la maximalité de {Us, ..., Uy}, supposons qu’il existe U € i(g) tel
que pour chaque Iy € A,, il existe ¢ € S(G) vérifiant m,(p) # 0 et

exlU; = 0

oxlUg = 0
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pexU = 0.
Ainsi my (") = Py, avec m, # 0, d’aprés les arguments précédents. Mais alors
0= 7Tlo(‘:o * U)* = dﬂ'lo(U*)Pﬁlorﬂlo =< M > dﬂ-lo(U*)glm

Comme UIn 75 0, dﬂ'lo(U*)flo =0.
Tout ceci peut étre fait pour ly € A, i.e., dm,(U*)&, = 0 pour chaque Iy € A..

On doit montrer & présent que dans ce cas Uy,...,Us, U ne peuvent étre Schwartz
indépendants.

En effet, soit 0 # ¢ € S(G) tel que { Uy =0, pour k=1,...,d.
Donc m(¢) = 0sil € W\ A et m(¢*) = Py, pour 7 € L>(R?) si | € A..

Finalement, si [ € A,
(m(¢*U))" = dm(U*) Py =< -, m > dm(U*)& = 0.

Ceci implique que m(¢ * U) = 0 pour toute l € W et (+U = 0. Ainsi Uy,...,Uy, U ne
peuvent étre Schwartz indépendants.

Donc {Uy,...,Us} est maximal avec les propriétés requises. O

4.11 Solutions faibles

Tout d’abord, posons la définition suivante :

Définition 4.3. Pour chaque | € A, fizé et chagque Vi,...,Vy € g), on dit que
n € L*(R%) est une solution faible de

dﬂ-l(‘/j)ézoa ]E{]‘))d}

st
<ndm(V))p >=0, Vje{l,...,d},Vp € S(RY).



125

Les solutions faibles du systéme d’équations du théoréme 4.1 sont caractérisées par le
théoréme suivant :

Théoreme 4.4. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent conneze, simplement
conneze. On utilise les notations d, W, A. du théoréme 4.1. Pour € fizé, posons
Vi,...,Vy € U(g) et & comme dans le théoréme 4.1. Alors les solutions faibles du
systeme

dm(V1)§ =0

dm(Vd)é = 0

coincident avec les fonctions sur R données par

m = C(1)§ presque partout si ] € A,
o C(l) est une constante dépendant de l et

m =0 presque partout sil € W\ A,

i.e., les solutions faibles coincident avec les solutions fortes presque partout.

Démonstration. Les fonctions & sont bien siir des solutions faibles. La réciproque se
prouve par récurrence. Pour le groupe de Heisenberg G = H, voir [L-M].

Si n = jq est un indice de saut, alors Vy = X, —iegYj,.
Pour chaque | € W, prenons [; € O; comme dans la preuve du théoreme 4.1.

On doit tout d’abord faire la preuve pour ce I, particulier. Soient 7 une solution faible
et p € S(R), 1 € S(R*!) arbitraires. Par hypothése et comme Y}, est anti-hermitien,

<, dﬂ-ll(de - iEded)*(p ® ¥ >=<1, dml(_de - iEded)(P QY >=0,

ie.,

o N
/ / n(s1,- .-, 84) [——a o(sq) — ede(ll)sdgo(sd)jl ¥(s1,...,84-1)ds1 ... dsq-1dsqg = 0,
R JRd-1 Sd

d’apres la section 4.8.4. Comme ¢ € S(R?™!) est arbitraire,

0
/ n(s1,. .., Sd-1,5d) [8—90(3d) - Ede(ll)Sd(P(sd)] dsq =0
R Sd
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pour presque tout s1,...,84-1-

Donc, par le résultat obtenu pour le groupe de Heisenberg (L-M],

n(s1,...,84-1,5q4) = C(l1,51,- -+, Sa- 1)e” zeaRa(l)s]

presque partout si egRq(l1) > 0. Ici Cy,(s1,. .., 8a-1) = C(l1,81,...,84-1) € L*(R%Y).
D’ot1, pour chaque j € {1,...,d} et chaque ¢ € S(R), ¥ € S(R¥)et pour Uj, C;
comme dans la preuve du théoreme 4.1,

<n,dm,(V)p ®¢ >=0

< Ch(s1,.. ., 8a-1)e” T24Ra% dmy (V) p(sa)¥(sy, ..., 84-1)] >=0

C; < e~ 3€aRall)s] o(sq) >r< Ciy(s1,- .., 8a-1), dmp (U7 )P(s1, - .. ,84-1) >gra-1=0
< Cy(s1,---,8a-1),dmp (U7 )p(s, . .. ,8d—1) >ga-1=0

comme ¢ est arbitraire. Ainsi C,(s1,...,84-1) est une solution faible dans L?(R41) de

dm (U)E=0, j=1,...,d—1.

Par récurrence, Gy, (s1, ..., Sa-1) = C(l1)&; (51, - -, 84-1) presque partout
et n=C(l)m, ® & = C(h)&, = C(L)&, presque partout.
Alors le raisonnement précédent est justifié par ce qui suit : comme X € g, X* = —X,

(ad(X)V)* = ad(X)(V*) et [Ad(exp(—tX))V]* = Ad(exp(—tX))(V™).

Donc

dm (VOE®LT) = dm (Ad<exp( X))V, *)2 )@

i sttt

— [cjdwfl (U,-)] £(t,)(3)
= C;dm, (UNEE,)(@)

Sile W\A, L € W \ .AE, ou bien e4R4(l1) < 0 et n(s1,...,S4-1,84) = 0, ou
gqRy(l1) > 0 et p(ly) = I3 ¢ A.. Par récurrence ceci implique que Cll(sl, ey Sa-1) =0,

Dans tous les cas, n = 0.

Pour prouver le résultat pour la forme linéaire [ de départ, rappelons que l; € O, que
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m, et m sont unitairement équivalentes et que si &, et & sont les solutions respectives
données par le théoreme 4.1, alors on peut transformer une de ces solutions en l'autre
par cette équivalence unitaire. Comme de plus cette équivalence unitaire respecte le
produit scalaire, le résultat sur les solutions faibles reste correct pour la forme linéaire
de départ [.

Dans le cas II, les espaces de représentation et les représentations ne changent pas lors
du passage de g & g. Et ainsi, le résultat est automatiquement prouvé par récurrence. [

On doit & présent étudier les solutions faibles du systeme d’équations différentielles qui
nous intéressent. Considérons la définition suivante :

Définition 4.4. Pour chaque | € A, firée et chaque Uy,...,Us € h(g), on dit que
f € L*(R%) est une solution faible du systeme fxU; =0, j =1,...,d, si, pour
chaque ¢ € S(G),

<foxUr>=0, j=1,...d

Maintenant posons Vi, ..., V; comme dans le théoréme 4.1 et Uy = Vi* (K =1,... ,d).
D’apres le théoréme de Plancherel, on a pour chaque solution faible f de f* Uxr =0
(k € {1,...,d}) et chaque ¢ € S(G), pour tout k € {1,...,d},

0 = <f,pxU;>
_ /V tr<7rl( f)dm(Uk)m(cp*))|Pf(l)|dl.
TN Pk

Choisissons une suite de fonctions f, € S(G) qui converge vers f dans L%*(G) et, pour
k € {1,...,d} fixé mais arbitraire, on remplace ¢ par f, * Uy * ¢ * ¢".

Ainsi
/VTng;,uk tr (m(f)dvrz(Uk)m(‘P) {m(fn)dm(Uk)m(go)} *> |Pf(1)|dl = 0.

Mais (f,)n converge vers f dans L*(G).
D’ou

" (Wz(f)dm(Uk)m(w) [m(f)dm(Uk)m(cp)] ) PF)ldl =0

VTng}’uk
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et
m(f)dm(Uy)m(p) =0, pour presque toute [ € Vr N gp,y-

Ceci peut étre fait pour chaque k € {1,...,d}. Choisissons les fonctions ¢ dans un
ensemble dénombrable dense C de S(G). Pour chaque ¢ € C, il existe un ensemble de
mesure nulle N, C Vr N gp,,;, tel que

m(f)dm(Ue)m(p) =0, Vo €C,VL € (Vi gpue) \ Ny VE € {1, d}.

L’ensemble N = U N, est encore de mesure nulle et
peC

m(f)dm(Ug)m(e)n =0, Vi€ (ViNgp,)\N,Ye € C,Vn € S(G) = H7,,Vk € {1,...,d}.

Comme 7,(C)$H2 est dense dans H3°, m(f) = 0 sur Im(dm(Ux)) pour tout k € {1,...,d}
et, pour tout ¢,% € H77,

< dﬂ'l(Uk)(p,ﬂ'l(f*)w >=< Wl(f)dﬂ'l(Uk)(p,’l,[) >= 0, Vk € {1, R ,d},

i.e., pour tout 1 € H et pour toute ! € (VrNgp,,) \ N, m(f*) est une solution faible
du systeéme d’équations dm(Up)é = dm(Ve)§ =0, k€ {1,...,d}.

D’aprés le théoreme 4.3 et la densité de $H° dans ., on peut alors conclure que
m(f*)9H., C C&, pour presque toute [ € Vr N A,
ou & est définie comme dans le théoréme 4.1 et

m(f*)9, = {0}, pour presque toute [ € Vr \ (VrNA).

Supposons que f est une solution faible de f* Uy =0 (k =1,...d).

Fixons | € Ve N A\ (N N A.). Par le méme raisonnement que dans le théoreme 4.3
(iii), il existe ;; € L2(R?) tel que

m(f*) = Pey et m(f) =P, = Pog

Ainsi m(f) est un opérateur & noyau dont le noyau est égal a n; ® &, pour presque toute
leVrn A..
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Donc 3
Im(Hllas = lm ® &l = lImll2 11€ll2

pour presque toute | € Vi N A, et m(f) = 0 pour presque toute | € Vr \ (Vr N Ag).
On peut donc poser 7, =0sil ¢ A, et on a

112 = /V I ()2l PEQ)dE (115)
TGP uk

[ i K
VrNgpuk

< 4+

Pour ¢ fixé mais arbitraire, posons Uy . a la place de Uy.

Pour caractériser les solutions faibles du systéme fx U, =0 (k =1,...,d et € fixé),
introduisons les notations suivantes :

Définition 4.5. Pour chaque € € {—1,1}* fixé tel que A, # 0, les sous-espaces S¢(G)
de S(G) et L3(G) de L*(G) sont définis par

5.(G) = {feSG) | f*Uek=0, k=1,...,d}
L}G) = S(G)

Les solutions faibles de notre systéme d’équations sont alors caractérisées par le théoreme
suivant :

Théoreme 4.5. Soit G = exp(g) un groupe de Lie nilpotent connere, simplement
conneze. Utilisons les notations d, A, comme dans le théoréme 4.1. Pour e € {1, 1}
firé, soient Vi, ..., Vye € U(g) comme dans le théoréme 4.1. Soient Uy = V¢, pour
k=1,...,d. Donc l’ensemble des solutions faibles du systéme d’équations f * Uy = 0,
k=1,....d, est égal a L3(G), i.e., chaque solution faible est la limite, dans L*(G),
d’une suite de solutions fortes des mémes équations.

Démonstration. Soit f € L?(G) une solution faible telle que m(f) = Py, ¢ pour presque
toute I € Vr N A, et m(f) =0sil ¢ A.. Soit g € S(G) une solution forte construite
comme dans le théoréme 9.3 telle que m(g) = Py, ¢, pour toute I € Vr N A N O, pour
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v e CR(VrNA.NO,SRY), n(-) = (1), avec suppy C K X R¢ ou K est un compact
dans Vi contenu dans VN A, N O. La fonction + et les compacts K seront déterminés
plus tard.

Alors

I

Io =11 / Im(g) — m(f)l|s|PFQD)ld!
VTng}uk
- / HP(’n—m)ét||§-IS|Pf(l)|dl
VTng;’uk

B / v — mll3 €3I P (D) dl
VrO8pyuk

2
() = () “L2((Vng;.uk)de,||§l||%|Pf(l)|dldsl---dsd)

Soit M € N arbitraire et déterminons les constantes K et «y telles que ||g — fll2 < e
D’apres la formule(11.6) on sait que

/V Iml2 I& 2P DL = ]2 < +oo,
TNGpuk

i.e., Papplication [ — ||7;||2 appartient & L*(VeOgpyy, 161131 P £ (1) dl) et cette application
est nulle en dehors de Vr N A..

De plus comme V7 N A, N O est un ouvert dense de Vr N A, il existe un compact K,
de Vo N A, N O d’intérieur non vide int(K;) dans Vr tel que

LA
2 2 1
([ Il IelEPsI) " <

Soit maintenant K un compact de Vy d’intérieur int(K) non vide dans Vr tel que
0 #int(K;) C K; Cint(K) C K CVrNANO.
Construisons une fonction px € C°(Vr N gp,) telle que

0<pr <1
pxg = 1sur K,
suppyx C K
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et posons

Y(sty -y 54) = () - misy, - ., sa) € L*((Ve 0 gpu) x RE IG5 [PS(D)]dldsy -+« dsa).

Donc

2
1n.¢) = 1. L2 (g ) xr e BIPF s - ds) = / ||m(-)||§(1—<PK(l)) €151 P f (1)
VTﬂg}’uk

</ ()1 161317 ()l
(VTﬂAgﬂO)\Kl
1\2
< — .
(3)
Comme M est assez grand, ceci prouve le théoreme. O

4.12 Désintégration de la représentation

Soit € € {—1,1}¢ tel que A, # 0.
Soit p la représentation réguliere gauche de L'(G) sur L?*(G) définie par

p(f)g=f*g, VfeLY(G)Vge L*G).

Remarquons que le sous-espace fermé L2(G) de L?(G) est stable pour cette représentation.
Soit po = p|rz(e) la restriction de p & ce sous-espace.

On doit maintenant désintégrer py en représentations irréductibles.

Rappelons tout d’abord que pour chaque g € L%(G) et presque toute forme linéaire
l € A, il existe m; = qi(g) € L*(R?) = $H,, tel que m(g) = Py,

Donc, pour chaque f € L*(G),

m(fxg) = ﬂ'l(f)Pm,ﬁz = Pr(pHmé

ie.,

m(f *g) = m(f)m(g)-
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D’autre part, si g € L2(G) et | ¢ A, alors m(g) = 0.
On peut donc prendre ; =0, si | ¢ A..

Maintenant considérons 1’espace

9= m$x 16ll2 1P fDldl

VTﬂg;’uk

avecny = 0sil € Vp\ (VrN.A.) et n; = 1 pour presque toute [ € V7N A, et définissons
la représentation II de L'(G) sur §) par

(W) =m(f)G,  Vf e LNG),¥ = (G € 9.

Alors les représentations (L2(G), po) et ($),II) sont équivalentes.
En effet, définissons
U:LYG)— 9

par
(Ug); = m(g), pour presque toute [ € Vr.

D’apres le théoréme de Plancherel 1.2, U est une isométrie de L%(G) sur $, car

1Ugll3 =/ I(g)l3 &3 1P f@)ldl = llgll3.
VrnAe

Comme cette application est aussi linéaire, par construction, elle est injective. Elle est
surjective, car chaque fonction v € C®(Vr, S(R?)) telle que suppy(l,s) C K x R, ot
K est un compact de Vp N A, N O, est dans 'image de L(G) par U et ces fonctions
sont denses dans $.

L’application U entrelace les représentations pg et II, car, pour chaque g € LY(G) et
presque toute | € Vrp,

(om(r] - V(1))

l

= m (po(f)g>

= m(f*g)
m(f)m(g)

l
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= n(f) (Ug>l

- [nnwa)l

l

Donc pg est unitairement équivalente a
= [ wmlelf 1PFO)
VTng;"uk

avec n; = 0sil ¢ A, et n; = 1 pour presque toute [ € Vr N A,

et on obtient une désintégration de pg = p|r2(g) en représentations irréductibles m; avec
multiplicités 1 pour presque toute I € Vr N A,, et 0sil ¢ A..

4.13 Décomposition de I’espace L*(G)

Pour chaque € € {—1,1}¢, on a défini un ouvert A, de g* tel que W = I_] A est
ee{-1,1}
un ouvert dense de g*.

Pour chaque ¢ tel que A, # 0 on a construit un ensemble d’éléments Uy, ...,Uqge de
$U(g) et défini S.(G) et L3(G) par

Ac(G)
L(G)

{(Fe€SG) | f*Uke=0,k=1,...,d}
S:(G)

ot L(G) coincide aussi avec 'ensemble des solutions faibles du systeme d’équations

f *l]kﬁ ==0, k ==1,...,d.

Rappelons aussi que G agit sur g par Ad et que cette action peut étre étendue a tout
U(g). Siu € G et V € 4(g), notons V* cette action de u sur V.

Définissons alors les sous-espaces suivants :
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Définition 4.6. Pour u € G, on définit
Sue(G) ={p €S(G) | ¢+ U, =0,j=1,...,d}
et
Lﬁ,e(G) = Su,E(G)-

Pour u = e, I’élément neutre du groupe G, on écrira S.(G) et L%(G) & la place de
Seo(G) et L2 (G).

Comme 9 * U; . = 0 si et seulement si ¢* x U, =0, on a

u

Su:(G) = <85(G)>u et L2 (G) = (Lg(a)) .

Soit & présent ¢ € L2 (G), i.e., p = Y € L2(G).

Comme m;(¢*) = m(u)m(e)m(u™), m(p) = 0 pour toute | ¢ A, implique que m () = 0
pour toute [ ¢ A..

De méme, m(p) = P, ¢ pour presque toute [ € A, implique que m(¥) = Prywn,m )
pour presque toute [ € A, i.e., (1)) est aussi un opérateur de rang un dans ce cas.

On a les relations d’orthogonalité suivantes :

Proposition 4.1. Soient u,u’ € G et ,6' € {—1,1}% tels que A. # 0, As # 0 et
e#¢.

Alors les sous-espaces L2, .(G) et L2,

u’ e’

(G) sont orthogonaux.
Démonstration. Le fait que ¢ € L2 (G) implique que m(y) = 0 pour toute [ ¢ A et
P € L2 ,.(G) implique que (%) = 0 pour toute | ¢ A..

Comme A, N A, = si e # ¢, le théoreme de Plancherel nous donne le résultat. [0

Remarque. Pour le méme ¢, les espaces L. (G) et L2, .(G) ne sont pas nécessairement
orthogonaux, probablement leur intersection n’est méme pas triviale.

Si u et v’ different d’un élément central, les espaces L2 (G) et L2, .(G) coincident.
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Pour prouver que ces sous-espaces engendrent tout L%(G), on a besoin d’un résultat de
“type Wiener”.

On utilisera la définition suivante :

Définition 4.7. Soit G un groupe localement compact, & base dénombrable, de type
I, unimodulaire.

Soit V C L?(G) un sous-ensemble fermé de L?(G). Soit {&; | 7 € N } un sous-ensemble
dénombrable dense de V.

On appelle support de V et on note Supp) I'ensemble

Suppy = | J{me G| (&) #£0},
ieN
4 un ensemble de mesure nulle pres.

Ici (&) représente 'opérateur, au sens L?, donné par le théoréme de Plancherel.
L’ensemble SuppV, défini & un ensemble de mesure nulle prés, est mesurable et est
indépendant du sous-ensemble dénombrable dense { & | i € N }.

On a alors le résultat suivant de “ type Wiener ” :

Théoréme 4.6. Soit G un groupe localement compact, d base dénombrable, de type
I, unimodulaire. Soit V C L*(G) un sous-espace fermé qui est invariant a droite et a
gauche par les éléments de G.

Si SuppV = G (i un ensemble de mesure prés), alors ¥V = L*(G).

Démonstration. C’est une conséquence d’un résultat plus général de Sutherland, consul-
ter [Sul]. O

Corollaire 4.1. Soit G un groupe localement compact, ¢ base dénombrable, de type I,
unimodulaire qui est invariant par translation & droite et d gauche par les éléments de
G. Supposons qu’il existe un ensemble de mesure nulle N dans G tel que pour toute
représentation ™ € G \ N, il existe £ € V tel que m(§) # 0.

Alors V = L*(G).

On obtient la décomposition de L?(G) suivante :
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Théoréme 4.7. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connezre non-
abélien. Alors, en utilisant les notations précédentes,

L2(G)

o (So@)  =r@

ee{-1,1}4 “u€q

Ici la somme extérieure est une somme directe orthogonale, alors que la somme a
lintérieur ne l’est pas.

Démonstration. Appelons V I'espace dans le membre de gauche de I'égalité ci-dessus.
Alors V est invariant par translation & gauche, comme tous les espaces Li’a(G) le sont
aussi.

De plus, V est invariant par conjugaison, par construction, il est invariant par translation
a droite.

Pour presque toute représentation m € G, il existe ¢ € {—1,1}¢ telle que | € A..
Pour cet € et pour les éléments Us g, ...,Use € 4U(g), il est possible de construire une
application ¢ € S.(G) C L%(G) telle que m(yp) est un opérateur non nul de rang un.
En conclusion V = L*(G), par le corollaire 4.1. O

Remarque. Le théoréme précédent donne une décomposition de I'espace L*(G) comme
somme de noyaux d’opérateurs aux dérivées partielles bien choisis. Malheureusement,
cette somme n’est pas directe, méme si elle est formée de grands blocs orthogonaux.

Pour chaque ¢ tel que A, # 0, la restriction de la représentation réguliére gauche au
sous-espace L2(G) se désintegre en représentations irréductibles m; avec les multiplicités
1 pour presque toute [ € A, (mod Ad*(G)) et 0 sinon.

Ceci reste vrai pour tout L2 ,(G), car L2 (G) est déduit de LZ(G) par conjugaison.

4.14 Retour au groupe de Heisenberg

Le cas du groupe de Heisenberg H, de dimension 2n + 1 a été étudié dans [L-M].

Dans ce cas, d = n, A, # 0 si et seulement si € = (1,1,...,1) oue = (—1,-1,...,-1).
Posons sgn(e) = + sie = (1,1,...,1) et sgn(e) = —sie = (=1,-1,...,~1).

Les opérateurs Uy . sont donnés par Uy = Xy +1 sgn(e)Yy.

La somme du théoréme 13.7 peut étre remplacée par une somme directe si on restreint
le choix des éléments u € H,,.



137

En effet, pour o = (01,02, - . .,a,) = a+1b € C*, a,b € R, définissons

n

Ufa,e) = eXP(Z(aka + b, Yx)) € Hy, sisgn(e) = +
k=1

et

n

Ulae) = eXP(Z(—aka + bpY%)) sisgn(e) = —.
k=1

Alors (X}, + i sgn(e)Yg)¥es = Xi + i sgn(e)Yy +iaxZ, pour k=1,...,n et

L?(Hn)
v = @ (L) o 12 (1)
aeCn
ou
L, (Hp) =L .(Ha)avece=(11,...,1)
et
L} _(H,) = Lﬁ(a E),E(Hn) avec e = (—1,-1,...,—1).

De plus, dans [L-M] une décomposition plus fine est prouvée : pour «, 8 € C", soit

5 8 12(H,
12, 5 o (H) = (T € S(Hn) | T * (Xi £ % + 104 2) = —ifif, k=1,...,n } (Hn).

D’ou

L?(Hy)

L*H,)= P (L%a,ﬂ),+(H")GBL%a,ﬂ)»—(H”))

(a,8)eCn

Mais les mémes arguments que ceux développés dans [Lu. Mo.] montrent que la décomposition
de (*) est suffisante. En particulier, pour 3 # 0,

L*(Hn)

Loy :(Hn) € D (L?x’,+(Hn)€BLi/’_(Hn)>

a’'eCnr

Donc, dans le cas du groupe de Heisenberg, on obtient une décomposition de L*(H,)
en somme directe ou, plus précisément, une fermeture de somme directe et donc une
désintégration compléte de la représentation réguliere gauche avec multiplicités 0 et 1.



Bibliographie

[A] J. Andele, Noyauz d’opérateurs sur les groupes de Lie exponentiels, theése, Univer-
sité de Metz, (1997).

[Ba] K. I. Babenko, An inequality in the theory of Fourier integrals, Izv. Akad. Nauk
SSSR Ser. Mat., 25(1961), 531-542 ; English translation., Amer. Math. Soc. Transl.
(2), 44 (1965),115-128.

[B-A] P. Bernat, N. Conze, M. Duflo, M. Levy-Nahas, M. Rais, P. Renouard et M.
Vergne Représentations des groupes de Lie résolubles, Dunod, Paris, (1972).

[Be] W. Beckner, Inequalities in Fourier analysis, Ann. of Math., 102(1975), 159-182.

[Bo] J. Boidol, *-Regularity of Ezponential Lie groups, Inventiones math., 56 (1980),
231-238.

[C-G] L. Corwin et P. Greenleaf, Representations of nilpotent Lie groupes and their
applications. Part 1 : Basic theory and ezamples, Cambridge Studies in Advanced
Mathematics, 18 (1990).

[D-M] M. Duflo et C. C. Moore, On the regular representation of a non-unimodular
locally compact group, J. Funct. Anal., 21 (1976), 209-243.

[D-R}] M. Duﬂo’ et M. Rais, Sur l’analyse harmonique sur les groupes de Lie résolubles,
Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4) 9 (1976), 107-144.

[E-T] P. Eymard et M. Terp, La transformation de Fourier et son inverse sur le groupe
des az+b d’un corps local, Lecture notes in Mathematics, vol. 739, Springer (1979),
207-278.

[Fo] J. J. F. Fournier, Sharpness in Young’s inequality for convolution, Pacific J. Math.,
72, (1977), 383-397.



139

[F-R] J. J. F. Fournier et B. Russo, Abstract interpolation and operator-valued kernels,
J. London Math. Soc, 16 (1977), 283-289.

[Fu] H. Fihr, Hausdorff-Young inequalities for non-unimodular groups, preprint.
[He] S. Helgason The Radon transform,?, Birkhauser.

[Ho] R. Howe, On a connectin between nilpotent groups and oscillator ihtegrals asso-
ciated to singularities, Pacific J. Math. 73, No.2 (1977), 329-363.

[In] J. Inoue, LP—Fourier transforms on nilpotent Lie groups and solvable Lie groups
acting on Siegel domains, Pacific J. Math., vol 155, 2 (1992), 295-318.

[14] A. Klein et B. Russo, Sharp inequalities for Weyl operators and Heisenberg groups,
Math. Ann. Springer, 235, (1978), 175-194.

[K-L] A. Kleppner et R. L. Lipsman, The Plancherel formula for group extensions, I et
I, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 5 (1972), 459-516; ibid. 6 (1973), 103-132.

[Ku] R.A.Kunze, LP—Fourier transforms on locally compact unimodular groups, Trans.
Amer. Math. Soc, 89 (1958), 519-540.

[Lu] J. Ludwig, Irreducible representations of exponential solvable Lie groups and ope-
rators with smooth kernels, J. Reine Angew. Math., 339 (1983), 1-26.

[L-L] H. Leptin et J. Ludwig, Unitary representation theory of exponential Lie groupes,
de Gruyter Expositions in Mathematics, vol. 18, Walter de Gruyter & Co., Berlin,
(1994).

[L-M] J. Ludwig et C. Molitor-Braun, Fine disintegration of the left reqular represen-
tation, preprint.

[Lu-Mu] J. Ludwig et D. Miiller, Sub-Laplacians of Holomorphic LP-type on rank One
AN- Groups and Related Solvable Groups, J. Func. Anal. 170 (2000), 366-427.

[L-Z] J. Ludwig et H.Zahir, On the nilpotent *-Fourier transform, Letters in Mathema-
tical Physics 30, (1994), 22-34.

[Ma] G. Mackey, Borel structure in groups a nd their duals, Trans. Amer. Math. Soc.
85 (1957), 134-165.

[Pu] L. Pukanszky, Unitary representations of solvable Lie groups, Ann. Scient. Ec.
Norm. Sup., 4 (1971), 457-608.

[P-S] 1.1 Pyatetskii-Shapiro, Automorphic functions and the geometry of classical do-
mains, Gordon and Breach., New-York, (1969).



140

[Rul] B. Russo, The norm of the LP-Fourier transform, II, Canad. J. Math, 28 (1976),
1121-1131.

[Ru2] B. Russo, On the Hausdorff-Young theorem for integral operators, Pacific J. Math,
68 (1977), 241-253.

[Ru3] B. Russo, The norm of the LP-Fourier transform on unimodular groups, Trans.
Amer. Math. Soc, 192 (1974), 293-305.

[Sul] C. Sutherland, L? version of Wiener’s Tauberian theorem, C.R. Acad. Sci. Paris;t.
308, Série I (1989), 543-547.

[Te] M. Terp, LP—Fourier transformation on non-unimodular locally compact groups,
preprint.



