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lntroduction générale

Comme le titre de cette thèse I'indique, nous allons étudier plusieurs problèmes, plus

ou moins indépendants, liés à certains groupes de Lie exponentiels résolubles.

S'étant donné un tel groupe de Lie, il est très intéressant de savoir si les propriétés

connues dans le monde mathématique abélien restent vraies dans ces situations ou, si

au contraire, elles sont contredites. Ceci nous permet, entre autre, de mieux connaître,

notre espace le plus familier : IR' et d'élargir nos perspectives scientifiques'

pour mieux comprendre la structure des fonctions d'une variable réelle, on a introduit

la notion d'analyse harmonique, i.e., la décomposition de fonctions en fonctions d'un

type plus simple. Dans IR', celle-ci se traduit par I'introduction de Ia transformée de

Fourier. Mais que se passe-t-il Iorsque I'on passe à des structures plus complexes, en

I'occurence à des groupes et algèbres de Lie non commutatifs ?

Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble ou plus simplement exponentiel, i.e.,

dont I'application exponentielle est un difféomorphisme. Cette classe de groupes est

composée d'une grande étendue de groupes bien connus : les groupes de Lie nilpotents,

les groupes "ar * b" et encore bien d'autres.

Pour pouvoir généraliser la notion de transformée de Fourier, une notion naturelle est

apparue : Ie dual unitaire ô d,r gto.tpe G, i.e., I'ensemble des classes d'équivalence de

représentations unitaires irréductibles de G.

Ceci étant introduit, on veut voir si les grands théorèmes de I'analyse réelle ont encore

un sens.

C'est ce que I'on va faire pour certains d'entre eux dans cette thèse et voici son plan :
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Chapitre 1 : Généralités

Nous donnons ici le matériel nécessaire pour la compréhension de cette thèse' Nous

revenons sur Ia structure des groupes de Lie exponentiels résolubles ainsi que sur celle

de leur dual unitaire, via la méthode des orbites. Nous rappelons plus précisément le

cas particulier des groupes de Lie nilpotents'

Chapitre 2 : Tbansformation de Fourier U dans les

groupes de Lie fortement x-réguliers

s,étant donnée une fonction / dans rt(R), on lui associe sa transformée de Fourier

Ff : lpur l 'application
/ : lR ------ C

définie par

FrG):.Î(g) : I r@)"-2'zrir'€6'
JR.

Alors il est facile de voir que llrlll- < ll/llt et d'après Ie théorème classique de PIan-

cherel, l lf f l l,: l l/ l lr.
Le théorème de Riesz-Thorin nous permet de déduire le théorème de Hausdorff-Young

1 1
v 1< p<2,  et  l+ i :1 ,  l lFr l ln  < l l / l l "- pq

Ainsi la transfbrmation de Fourier est un opérateur borné de Ie(]R) nrl(R') sur -Lq(R),

on peut donc l'étendre en I'opérateur :

f" : fe(R) ___ rs(R).

Une question naturelle se pose : peut-on calculer sa norme ?

En fait,
l l f"(R)l l  :  sup l lr@)llo S 1.

l lp l lpSt



Babenko, en 1961, a démontré dans [Ba], que si q est pair, on a

l lf"(R)ll: A* où .40 :

Beckner, en 1975, a généralisé, dans [Be], cette égalité pour 1 <p <2'

Une autre question naturelle se pose : peut-on calculer cette norme dans le cas des

groupes non-abéliens ? Si oui, peut-on espérer que ces normes permettent une classifi-

cation des groupes non-abéliens ?

Malheureusement, le calcul de ces normes est très difficile, car il demande une connais-

sance approfondie des groupes étudiés'

Dans ce chapitre, on étudiera la transformée de Fourier trp pour une classe spéciale de

groupes de Lie exponentiels, les groupes de Lie exponentiels fortement x-réguliers, et

on donnera une estimation de sa norme en utilisant la méthode des orbites.

Ce qui nous conduira au résultat suivant :

Théorème. Soi,t G un groupe de Li,e erponentiel résoluble uéri'fi,ant la conditi,on de

*-régularité forte. Soit m la ditnensi,on marimale des orbites coadjoi'ntes.

Soi,ent | < p I 2 et q : :-. Alors, pour tout g e Lt(G) a Le(G) et pour p-presque
P -  L  

- r

tout n €. ê, I'opérateur ne(g) t:4ç)K"' est borné, son ertens'ion est de classe C, et

s ati,sf ai,t l' inég alité suiu ante :

2d,imG m

< Ain- llçll,

Ces travaux font I'objet d'un article, cosigné par A. Baklouti, J. Ludwig, K. Smaoui

et moi-même, à paraître bientôt au journal Acta Mathematica Sznica sous le tttte Esti'-

mate of the LP-Fourier Transform Norm on Strong *-Regular Erponential Soluable Lie

Groups.

Chapitre 3 : Théorème d'inversion de Fourier pour

les groupes de Lie nilpotents

L'un des plus fameux et utiles résultats de I'analyse harmonique sur lR' est le théorème

d'inversion de Fourier. Mais peut-on le généraliser aux groupes de Lie nilpotents ?

1 ,

( p ,  \ ,
\  1 /' q s  '

( luw't lll;"ar'@)i
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si ceux-ci ressemblent "presque" à IR" par de nombreux aspects et que leur théorie des

représentations est bien établie, leurs comportements révèlent cependant d'importantes

différences.

Au cours de ce chapitre, nous aborderons la généralisation de ce théorème, ce qui mènera

au résultat suivant :

Théorème. soi,t G: exp g un groupe de Li,e nilpotent connere, simplement connere,

muni d'une base de Jordan-Hôlder fire.

Pour ch,aque I e g*, posons b1 la polari'sation de Vergne correspondante et Bt: expbt'

Alors i,l eri,ste un ouuert d,e Zariski, 9[.n de g* , tel que pour toute fonction C*

F, gî.,x G x G -t C qu' i ,  pourl €gî., f i ,rée, est Schwart 'z surGf f ix Gf 81, qui '  est

à support compact en t (si, on se restreznt à une section d' et qui' uéri'fient la relati,on de

couariance
F (1,  rh ,  ah ' )  :  n(h)x, (h ' )  F (1,  r ,  Y) ,

i l  eriste une unique fonction / e S(G) tel le quen{f) admette F(1, ' , ' )  comme noAau'

pou rchaque leg [ " , .

L'applicati,on F r- f est conti,nue par rapport aur topologi'es des espaces de fonctions

considérés.

Afin de prouver ce théorème, on aura besoin d'introduire de nouvelles structures : les

groupes et algèbres de Lie variables nilpotents'

chapit re 4 : Apptication : décomposition de l'espace

L2 des groupes de Lie nilPotents

Le théorème d'inversion de Fourier permet de nombreuses applications. Il est très utile

pour construire des fonctions / e S(G) dont la transformée de Fourier généralisée

(",( f)) vérifie certaines conditions. Dans ce chapitre, nous allons exploiter
\  " ' " ' /  t es . l t a -c
cette proiriété pou, obtenir une nouvelle décomposition de l'espace L2 des groupes de

Lie nilpotents.

S'étant donné encore un groupe de Lie G : exp(g) nilpotent connexe, simplement

connexe, nous décrirons tr2(G) comme fermeture d'une somme de sous-espaces in-

variants à gauche qui coincident avec I'ensemble des solutions faibles, dans,L2(G),

d'un certain système d'équations différentielles. La restriction de Ia représentation
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régulière gauche à chacun de ces sous-espaces se désintègre en une intégrale directe

de représentations irréductibles unitaires de multiplicités 0 et 1.

Nous obtiendrons le théorème suivant :

Théorème. Soi.t G un grouqe de Li'e

abéli,en. Alors,

ni,lpotent connere, si'mplement connere non-

L2 (G)

:  L2(G) .

Ces deux derniers chapitres ont été obtenus en collaboration avec Carine Molitor-Braun.

, , ( :  
L?'"G))ô

{ - 1 , 1
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Généralités

1.1 Définitions et outils de base

Soit g une algèbre de Lie réelle de dimension finie.

Déf in i t ions  L .1 .  1 .  Posons Do(g) :  g ,  DL(g) :  [g ,g ]

o* (g) : lpr-' (g), Dk-' (g)),

et par récurrence

VkeN.

L'algèbre g est dite résoluble si 2i(g) : {0} pour un certain j € N'

2. Posons Co(g) : g, C'(g): lg,gl et par récurrence

Cr(g) :  lcr- ' (g),g1, vk e N.

L'algèbre g est dite nilpotente si Cj(g) : {0} pour un certain j € N.

Un groupe de Lie G est dit résoluble (respectivement nilpotent) si son algèbre de Lie g

est résoluble (respectivement nilpotente).

3. Un groupe de Lie G connexe, simplement connexe et son algèbre de Lie g sont dits

résolubles exponentiels ou plus simplement exponentiels, si I'application exponen-

tielle :
exp : g----tG

est un difféomorphisme de g dans G. Désignons par log son application réciproque.
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Dans la suite G désignera un groupe de Lie exponentiel, dont I'algèbre de Lie sera

notée g.

Soit g* I'espace vectoriel dual de g'

Définitions 1.2. 1. L'algèbre de Lie g agit sur g par représentation adjointe adn :

adn(X)Y :: ad(X)Y : lX,Y], V X, Y e g.

2. Le groupe G agit sur g par représentation adjointe Adç :

Ad6(e)y : :  Ad(g)y , :  
"ud*Y:  Ë {1ua" ; "1Y) ,  s-  exp X e G'  Y € s '

n:o

et sur g* par représentation coadjointe Ad! :

Ad!: G ---- Aut(g.)

r --.+ Adir

<Ad | (g ) / ,  X> :<g . l ,X ) : z - l ,Adç (g -1 )X  ) ,  9€G,  I €g * ,  X  e  g '

3. L'ensemble G . I : {g ' l, g e G} :, 01 est appelé la G-orbite coadjointe en I et

g*f Gl'espace des orbites coadjointes. Ces orbites sont toujours de dimension paire.

Introduisons quelques algèbres d'une grande utilité.

Définit ions 1.3. 1. soit g(l) :  {x e g, < l , lx,g] >: {0} } le stabil isateur de la

forme linéaire I e g* dans g, c'est I'algèbre de Lie de G; : {g e G, g' I : I }.

2. Si p C g, alors pt : {/ e g*, fb: 0} représente I'annihilateur de p dans g*.

3. Un sous-espace b(l) C g est appelé polarisation en I e g*, si b(l) est une sous-

algèbre totalement isotrope maximale relativement à Ia forme bilinéaire antisymétrique

B1 définie par
B:(X,Y)  :<  I , lX,Yl  ) ,  X,  Y e g.

Une polarisation b(l) en I satisfait la condition de Pukanszky ou est une polarisa-

tion de Pukanszky, si

I  +  O( l ) r  :  Ad-(B( l ) ) l  :  B( l )  ' l ,  où B( I )  :  exp b( l ) '
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4. Le caractère unitaire Xt: X de b(l) associé à I est défini par

X(exP X) : e-2"tt ' '* ' ,  V X e B(l) '

Remarques. 1. Rappelons une méthode pratique pour obtenir une polarisation de

Pukanzsky en l.

Comme g est une algèbre de Lie exponentielle, on sait qu'il existe une bonne suite de

sous-algèbres 5 : (sk)i:o de g, c'est une suite croissante de sous-algèbres

{0 } : ooC0rc " ' c t n :9 '

tel le que pour tout i  :  1,. .  .  , tu,

a .  d imq f  a i - t : 7 ,

b. Si ai n'est pas un idéal de g, alors oj-r et oiar sont des idéaux de g et la représentation

déduite de Ia représentation adjointe de g dans o,ia1f oi-t est irréductible, i.e., oi-1 est

un idéal de o7+r.

Soient I e g* , posons ',1, : 11o1" la restriction de I à or et un(lk) Ie noyau de la forme B7o

SUI O6 X Op.

Définissons n

b(1,5) : t st(ln).
k:o

Alors !(l,S) est une polarisation de Pukanszky en l, appelée la polarisation de

Vergne en L

2. Si G est un groupe de Lie nilpotent, toute polarisation vérifie la condition de Pu-

kanszky.

Définition 1-.1. On dit que I'orbite coadjointe Q; de I e g* est saturée par rapport

à un idéal de codimension un go : Lie Go dans g, si g(l) C 96.

En part icul ier, d'après [C-G], on a que G' I :  G' I  + g] et

d im(Gs '  lo)  :  d im(G ' I )  -  2 ,où le  :  l1no.  (1 '1)

L.2 un peu d'intégration

L'espace C"(G) désignera I'ensemble des fonctions continues à support compact sur G.
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Soient dg une mesure de Haar invariante à gauche sur G et A6l Ia fonction module G,

qui est définie par la relation :

f f
Yr € G, I f b*-') d,g: Lc(") | f b) dg. (2'2)

J c  J G

Il est bien connu que pour r € G :

Ac(z) : ldet Adrl-r :  s-tr adnllogz).

Pour pouvoir faire des calculs explicites, on doit se ramener au calcul dans un espace bien

connu : 1R.". Ceci est possible) car on connaît I'existence de certaines bases particulières

de g dont on rappelle les définitions :

Définit ions L.4. Soit Z: (2t,. . . ,2n) une base de g. Soit (gk)i: t  la suite de sous-

espaces vectoriels de g définie Par

k

nr : \F . '4 '
i : l

L. Z est une base de Malcev de g si pour tout k, | 1k 1n,,le sous-espace vectoriel

g;, est une sous-algèbre de g et 9r est un idéal de gt+r'

2. Z es1 une base de Jordan-Hôlder de g si pour tout k, L 1k l n,le sous-espace

vectoriel g6 est un idéal de g.

Proposition 1-.1. Soi,t G un groupe de Li,e erponenti,el d'algèbre de Lie g, alors g admet

une base de Malceu Z.

De plus, I'applicati,on suiuante

E2:R -----J G

u : (wr, ' . . ,wn) ,--* exp(w121) exp(w,Z,) 
(2'3)

est un di,fféomorphisme.

Si, d,e plus g est complètement résoluble, alors elle possède une base de Jordan-Hôlder'

En parti,cul,ier, toute algèbre de Li,e ni,lpotente admet une base de Jordan-Hiilder.

Démonstration. Yoir [B-A] .

tr
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Dans la suite, on choisit notre mesure de Haar d9 sur G de telle manière que I'on ait

,.U): I r(ù d,"(g),: I f (2121"'z*z*) dz,vf e c'(G), (2'4)
Jc  "  JR '

où I'on a noté

/Zy.. .znZn :  ex\( lzr) '  "  
exP(2"2")

et dZ la mesure de Lebesgue sur IR''.

Soit maintenant .[1 un sous-groupe fermé de G d'algèbre de Lie correspondante !.

Désignons par As,6 Ie caractère positif de fI défini par :

La'&):o#

Donc on a :
As,c(X) : exp(tr ad4sx), x e b'

II est clair que, si fI est un sous-groupe normal de G, alors As,6(h): I, Vh eb'

On sait qu'il existe une base de Malcev de g relative à t1 ou encore appelée base co-

exponentielle de g relative à [1, notée Z(t) :: (2n, "',2n,) où P : n - d est la

codimension de ! dans g.

EIIe est aussi construite de façon canonique à partir de Z '

Pour cela, posons {k, < < ko} : { l  e {1,.. ' ,  n}, Zt f  h + 9,;+r} '

On obtient Ie difféomorphisme E61s s:uivant :

Ucln t IRe -----+ GIH

w --  ( . r , . - . ,wp)  **  w1Z1"r" 'urZPo'  H 
(2 '5)

On en déduit qte C.(Gl H) des fonctions numériques P : Gl H' C, qui sont continues

à support compact, s'identifie à c"(Ro) muni de la mesure image de la mesure de

Lebesgue sur IRp. Ainsi on a pour toute fonction rp e C.(G lH)

r f
I  çG) dù : |  9(w1zr," 'wpzr,o' H) du , (2'6)

JGIH J IRP

où dr.r., est la mesure de Lebesgue sur IRp.
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1.3 Représentations induites

Considérons I'espace suivant :

(
K(G,") : 

t" 
: G - C, continue et à support compact modulo fI

te l le  que :  F(gh)  :  L . , , (h) - 'F(g) ,  V(g, i , )  e  G x n 
\

Le groupe G agit sur cet espace par translation à gauche. Il est démontré dans [B-A] qu'à

un scalaire multiplicatif près, il existe une unique forme linéaire positive G-invariante

sur K(G,11). On la note généralement uç,s ou plus simplement u et on a ainsi :

uç,11@):  $ Fb)  d,u6, r r ( i ) ,  vF € K(G,H) '
J  G /H

On remarque que si Aç : As sur 1/, alors uç,s est une mesure G-invariante sur I'espace

homogène GIH et  K(G,H):  C.(GlH) .

Soit tTs une représentation unitaire d,e H dans I'espace de Hilbert 'llno' On peut lui

associer un nouvel espace :

K*o(G, U) : 
{, 

: G - 'llno, coniinue et à support compact modulo fI

te l le  que :  F(sh) :  'Lc,n(h)-à nôJ- t ) ( r (g) )  ,Y(g,h)  e  G x H 
\

Si F est un élément de Kno(G,I/), I 'application 9'-- '  l l ]7(g)l l?r"o upputt ient à K(G,H).

Cette relation nous permet de définir une norme L2 su Kno(G,I/) de la manière sui-

van te t  
,  f  . . r à

llFll, : ( i",,llr(g) ll!n,,a'Gù)

On définit Ia représentation induite indfl z16 de G comme la représentation régulière

gauche de G sur Ie complété L2(GlH,zrs) de K(G,H) par rapport à la norme l l  ' l l2

définie précédemment, i.e.,

(indfl 
"o)(r)(€)(s) 

: €(r-'a), Vr,a e G, { e 12(G I u,no)'
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L.4 La méthode des orbites

Nous allons décrire le dual unitaire G du G,c'est-à-dire, I'ensemble des classes d'équivalence

de représentations unitaires irréductibles de G'

Celui-ci peut être paramétrisé via la méthode des orbites de Kirillov-Bernat-Vergne.

Soit I un élément de g*. Prenons une polarisation b en I satisfaisant la condition de

Pukanszky. Pour une telle polarisation, définissons 711,6 pâr :

1Tt:1rt 'b: ind1 Xt'

Théorème L.!. 11,6 est une représentation i,rréductible de G et sa classe d'équiualence

ln46] d,épend, uniquement d,e I'orbzte coadjointe de I. Chaque représentati,on i'rréducti,ble

r est équiualente à une représentati,on i,ndui,te 11,6 d,'un caractère y1 d'une polari,sation

de Pukanszky.
De plus,l'appl,icati,on su'iuante, appeléel'application de Kirillov-Bernat-Pukanszky-

Vergne ou plus si'mplernenf I'application de Kirillov

K : g. lG ----J e
G'l  r-+ l t r l ,b l : :  ns4

est un homéomorphi'sme.

Démonstrati,on. Pour les détails, voir [L-L]. n

1.5 Représentations intégrées

Soit n' une représentation unitaire irréductible de G.

Elle provient d'une forme linéaire I e g* et d'une polarisation de Pukanszky B : exp b

en l ,  i .e . ,  iT :  1 l t ,b .

Soit / € Lr(G), on lui associe sa transformée de Fourier en z, définie par I'opérateur

( o . /  /n(f): l"T@)ntn) 
on ,
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Cette représentation de Lt(G), appelée aussi représentation intégrée, est définie sur

L2(G I B,X),Ie même espace que 7r.

Cette représentation agit sur L2(Gf H,X,) de Ia manière suivante, pour ( e Hn:

lc -)  c \
"(/)€, Ir Ê [tax"(gx)@)dsl| 

,n"
\ -  J"  /

PropositionL.2. Pour toute fonction f e Lr(G), I'opérateurr(f) donné par (5.7) est

un opérateur à noyau. L',appli,cati,on Fn: r - F"(il, assoc'iant à f e Lr(G) le noyau

de I'opérateur n(f), est donnée Par

F*$)(r,a) :  L"t(a) 
I"  

o","(b) i  f  @ba-L)y,(b) d'b, (r ,a) e G x G. (5 s)

Remarques. 1. Il est facile de vérifier que 4(/) satisfait la relation de covariance :

F, ( f ) ( rb ,Ab ' )  :  x ,@x,(b ' )F, ( f ) ( t ,y) ,  Yr ,v  e G,Vb,b '  e  B '  (5  9)

L'ensemble des fonctions F : G x G r C, vérifiant cette relation de covariance et qui

s'identifrent, -moyennant le difféomorphisme Es-, àvec des fonctions de Ci(lRe t Ro),

sera noté CiGIB x GIB ;Y,).

2. Si on suppose que G est unimodulaire, la formule (5.8) se simplifie

F^(il@,r): 
I" T@ba-\x,@) db, (r,a) e G x G. (5.10)

Dans ce cas, étudions la transformation des noyaux le long d'une orbite coadjointe.

Considérons les formes linéaires I et l'sur g* dans Ia même G-orbite coadjointe, i.e',

I' : g.l pour un certain g e G.

Soient 11: indf;gXt et nu : indÇQ1Xt, et comparons les noyaux F",U) et F",,(f)'

Les polarisations de Vergne respectives en I et l' vérifient clairement

b( l ' ) :  AaG).V( t )  e t  on a B( l ' ) :  expb( l ' )  :  9 .8( I ) 's -1 '

Comme ces deux formes linéaires sont dans Ia même orbite, on peut supposer qu'elles
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opèrent sur le même espace de représentalionT{, alors, pour { e 7{,r e G,

@uff)o(r) : t F*,(i l@,a)€@)dit
J  G /B( t t )

1 r
= | | r@i'a.)xu@)ane@al

JG/B( r ) Js .B ( t ) . s - r
f l '

:  l  l  fkù'h'(a'ù-rxv@'h's-L)dht(a)dit
J c / B ( t , ) J B ( t )

1 f

= I I f(@.s).h.(a.ù-'xt((s- ' .g).h.(g-' .s))dh€(a)dil
Jc1ag,1Jaç1
r

: 
J t '", ' 'F"JT)@'g'a's)Ê(a)dù'

Finalement, on obtient

F*n . , ( f )@,U)  :  Fn , ( f )@.g ,U .9 ) ,  n ,A  €  G .  (5 .11 )

3. Supposons que G est unimodulaire et que g : RX o gs, où $s est un idéal de

codimension un dans g. Supposons que I'orbite coadjointe passant par I est saturée par

rapport à Gs, c'est-à-dire que g(l) c 96'

Notons lo : llso.

Dans ce cas, chaque polarisation b en ls dans g6 est aussi une polarisation en I dans g.

Notons B : exp b, r7 '.: indcuyl et 16 :: indïoxto pour les représentations induites

correspondantes de G et Go. Alors r'1 est équivalente à ind$oa";o. On Ia décrit de la

manière suivante :

Notons €(r,go): €(t)(90) :: {(exp(tX)gs) pour € € fi*t, I'espace de Hilbert sur lequel

n; agit.

Alors, pour presque tout f on a €(t,') : €(t)( ) € frn, I'espace de Hilbert de la

représentation zrlo, I'équivalence unitaire entre zr1 et ind$ozr1o étant réalisée par I'ap-

plication ( e $^, -t 4( X.) € r2(lR, frn,o), muni de la bonne relation de covariance.

pour / € s(c), posons /(rX.) :  . f  (s, ')  e s(Go) avec /(s)(96) : /(",90) ::  /(exp(sX)ss).

On obtient

(", rrx) (,) (,) 
: 1,,,r, 

or,rrnl,"ir:,:rffi,
J G
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l;A-\t@exp(sx)u)d,s

| 
" 

f {"*v {, x) s- | ) { (s u) d s

l* 1.,/ 
(exp ( sx ) e[- I exp ( - tX ) ) ( (exp (tx ) s su) d's sd,t

l, " 
f {"*v ((s - t)x ) [ex p (t x ) s oexp ( - tx ) ] 

- 1 ) I (exp (rx ) gsù a ssf at

l-l l",f @ -t, [exp(rx) ssexp(-tx)]-'X(t)(go ùassfat

| -l l. 
"/ 

(, - t, exp (t x) s sexp ( - tx ) ) tQ) G; I u) d ss)d't

:  t  I  t '( /(, - t))(go)e(t)( s; 'u)dsofdt
JR, L JGo

/  . - .  \ . . .  f  / , , ^ .  . ' \
("r( i  )€)( ')(") :  Jo"^('(f 

(" - t)) )((t)(u)dt,

pour tout u € Gs, où tg(u) est définie par tq(u) : 9@xp(tX)u exp(-tx))'

t
/n

Donc

(",(/)e) (') : f ,,,, ('(/(, - t)))ett)at,

i.e.,n1(f) peut être vue comme I'opérateur défini par I'opérateur à noyau suivant

" , , ( ' ( / ( "  
-  t ) ) ) ,

agissant sur,L2(R, frn,o), car I'application t - €(t) est dans 12(R, frn,)'

(5 .12)

1.6 cas particulier des groupes de Lie nilpotents

Le matériel suivant est standard et est traité dans de nombreux ouvrages' voir par

exemple [C-G]

Dans cette section, nous supposerons que g une algèbre de Lie nilpotente et G: exPg

Ie groupe de Lie connexe, simplement connexe correspondant.

Dans ce cas, on sait qu'il existe une suite de Jordan-Hôlder

{ 0 } :  g o  C  g r  C  . "  C  9 n : 9 .
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Fixons une telle base, ainsi on obtient Ia base de Malcev associée

{X r ,X , , " ' ,Xn }

en prenant Xt € g; \ go-r.

Dans g*, on considère sa base duale {Xi, X;, ' ' ' , X;}'

1.6.1 Paramétrisation des orbites coadjointes

pour I € g*, notons encore Or : Ad-(G)(r) : G.l I'orbite passant par I sous I'action

coadjointe et soit
g( l )  :  {X e s  |  <  , ,  [X,  g ]  >:  {0} }

I'algèbre de Lie du stabilisateur de l'

Définition 1.2. Position générale au sens de Pukanszky.

Un indice i  € {I,2, '  '  '  ,n } est appelé indice de saut pour I si

s( l )  +s i2s( t )+s j - t .

Posons
e(I) : {i I i est un indice de saut pour l}

I'ensemble des indices de saut pour l'

On peut montrer qu' i l  existe deux ensembles disjoints S,? C {1,2, ' . . ,n} tels que

SUT - {1,2,.. . ,n) et tels que Ies assert ions suivantes soient vérif iées : la fonction P

définie sur g* Par
P ( I )  :  det  (< t , lXn,  X i l ' )  n , i r ,

est un polynôme G-invariant sur g* et I'ensemble I'l : {l e g- | e(l) : S} de g* est

obtenu Par
t l : { t  e  s-  |  P( I )+0} .

Doncl,l est un ouvert de Zariski, G-invariant, i.e., un ouvert dense de g* et ses éléments

sont dits en position générale ou génériques au sens de Pukanszky pour la suite

de Jordan-Hôlder donnée.

Notons gbun : U.
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En fait, les ensemblesl,l et s sont définis par la condition suivante :

si on note Vi: gl :< X|+t,.. . ,X; ), alors I eU si et seulement si la dimension de

I'orbite de I (mod 7i) dans g* f Vi est maximale pour chaque j.

On peut alors montrer que Ies éléments det{ ont tous le même ensemble d'indices de

saut, noté ,S et réciproquement que chaque I admettant S comme ensemble d'indices

est dans Ll (voir tC-G])

Les ensembles gf,.,6,,S,? dépendent bien-sûr du choix de la suite de Jordan-Hôlder.

Il existe une paramétrisation des orbites des éléments deU: soit ,9 : {jt < iz < " ' a

Jza), notonr l: D I6Xi et identifions I avec un élément de IR". Il existe des fonctions

Qt ,Qz , ' ' ' ,Qn* ' é i hu " t '

(i) Les fonctions Qo(t,t) sont rationnelles non-singulières surZ,/ x lR2d. Pour I fixé dans

l,l, ce sont des polynômes en t € IR2d. 
n

(ii) Pour chaque I : 
t t;Xi frxé dansl,l,la fonction QU,t): t Q{I,t)Xî envoie

i.:I

IR.2d difféomorphiquemâ:"l .ru I'orbite G. l, qui est une sous-variété fermée de g*.

(iii) Pour I fixé, la fonction Qi(l,t) dépend uniquement des ta tels que it < i.

( i v )  S i  i  ç  S ,  a lo rs  Q i ( l , t ) : t i +  R i (h , . . . , | i - t , t r , " ' , t a )  oùe  es t  I e  p lus  g rand  i nd i ce

tel que jt  < i  et R7 est rationnel '  De plus, Q{1,t1 :1r '

$ )  Q i , ( 1 , t 1  : 1  .

(vl)U est G-invariant et si f e IR2d est fixé, chaque Qi(l,t) est une fonction rationnelle

non-singulière sur U, constante sur les G-orbites'

(vi i)  Pour l /  e N suff isamment grand,les fonctions P(I)NQ1(l,t) et P(I)NRj(l , t),

i  € {L,2,. .  .  ,n}, sont des polynômes. (Voir tC-G])

Remarque. Il existe autre manière de paramétriser les orbites coadjointes introduites

dans [L-Z]. Nous utiliserons cette méthode et I'adapterons aux groupes de Lie nilpotents

variables (voir chapitre 3).
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L.6.2 Formule de Plancherel

Comme ci-dessus, considérons les ensembles définis S,T: {1,.. . ,n} \  ^9 et posons

Vr:DRX; c s* etVs:  t lRXi  c g. .
jeT j€s

Alors g* - Vr O Vs et I'ensemble l,l a Vr est une section des orbites coadjointes en

position générale, c'est-à-dire, coupe chaque orbite coadjointe en position générale en

un seul point.

Soit pr :Vf (l)ldl la mesure de Plancherel, .

Considérons P/(l) Ie Pfaffien défini par

vrQ)l :  (p( t ) ) )à :  (aet(< r , [xo,x i ]  >)o, i rùà.

Alors Ia mesure dp: IPT(l)ldl est une mesure de Plancherel sur ô, qui est basée sur

Vr L gi' ,La mesure dl désigne la mesure de Lebesgue sur V7 telle que le volume du

cube unité de Vr soit égal à 1.

Rappelons le théorème de Plancherel :

Théorème f.2. (i,) Si, G est un groupe de Lie nilpotent, dr est une nlesure de Haar

firée sur G et p,:lPf (l)ldl la mesure de Plancherel correspondante, alors

A: r2(G)--- [ ns(\ l*)d,u@)
Jê

est une isornétrie. Ici HS('11,) dési,gne les opérateurs de Hi,lberi-Schmtdt sur fi*. Si'

T € Lr(G) À L2(G), alors Ia formule précédente si'gni'fie que

f f
Af :  l r ( f )dp, (n) :  I  n l | ) lPT( t ) ld t .

J ô J vTns;,*

( i i)  Si r1(f) et r{g) ont con'Ln'Le noaaur les foncti 'ons F(1, ' , ' )  , t  G(1, ' , ' ) ,  alors

r / \ r f f
< f  ,s  r :  I  f t [ r1 f f ) r1(e. )  ) lP l ( , ) ld t :  1  |  I  F( t , r ,a)G( t , r ,v ) lPf  ( t ) ldrdvdl

JvTng;-1" \  /  Jvrl 'Bb,u JRd JRd
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et

l r r
l l f l l?: t  l l ' ,( /) l l2ftSlprl) ldr: |  |  |  lF(t 'r,ùl 'vr(Dld'rd'vd't 'l l J  l l 2  -  

J r r n n * " , * t t " r \ r , / r t r t J t -  
/  \ ' . / r - -  

J v r n g * p u x J n a  J n . a

Remarque. En particulier en utilisant la formule (5.12) de la section précédente, on

obtient la relation suivante pour les normes de Hilbert-schmidt :

l l*r(/) ll 'as: lo,W,,('/(" 
- t))ll2rrdsdt



m2
Transformation de Fourier Lp dans les

groupes de Lie fortement x-réguliers

2.L Introduction

Soit G un groupe localement compact séparable unimodulaire de type I et G son dual

unitaire, I'ensemble de ses classes d'équivalence de représentations irréductibles unitaires

muni de sa structure de Borel-Mackey. Soit dg la mesure de Haar sur G. La transformée

de Fourier à valeurs opérationnelles sur G envoie chaque I e Lr(G) dans le champ

d'opérateurs bornés, F(d : ("(pD^re rrr, ô, où zr(p) est défini par

Soit pr la mesure de Plancherel ô, qui est uniquement déterminée par Ia formule de

Plancherel abstraite : pour I e LL(G) a L2(G),

L'inégalité de Hausdorff-Young (voir [Ku]), établie pour un groupe séparable localement

compact unimodulaire de type I, est donnée par

n(ç): 
f"v$)n(o)as

f.lra)t' 
on : 

|  ̂ n((n(e). n(ç))dp(n)'

( luwrrlllL"ar'@))i= ( l"tç(ùt'dg)à , ( 1  1 )
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où rp € L'(G) a Le(G), I < p < 2, q estl'exposant conjugué de p, i'e', | * | 
: 1, et

ll r..(e) llL, : t. ((r,-(,n).r,-(r) ) ; )

Etant donné un champ ,u-mesurable d'opérateurs bornés F sur G, porottt

l lF l lo :

Ainsi I'inégalité (1.1) devient

l l r@)l l '  < l le l lo '

Donc I'application I è F^tC de L'(G)ÀU(G) dans lq(ô) s'étend en un opérateur

continu fp : U(G) -, Ls(C) et sa norme d'opérateur est majorée par

l l .r"(G)l l  :  sup l lr@)lln S 1.
l le l lpSt

Il est prouvé dans [Fo], que ll|r(G)ll :1si et seulement si G contient un sous-groupe

compact ouvert.

Dans ce chapitre nous allons donner une estimation de la norme llF'(C)ll pour une

certaine classe de groupes de Lie résolubles. Beckner [Be] a traité,le cas des groupes

abéliens G : IR' et a obtenu la norme l l fe(lR")l l :  Ai,où Ao : (#)t

De nombreux résultats ont été obtenus pour d'autres types d" gro,rp., (voir [Ba] , [Be] , [Fo] ,

[F-R],[In],[Rul]). Récemment, ces travaux ont été généralisés dans [?] :

Théorème 2.!. Soient G un groupe d,e Li,e ni,lpotent connere, simplement connere

d,,algèbre d,e L1e g et m Ia d,imensi,on des orb'ites coadjoi,ntes généri,ques. Alors pour

7<p12 ,ona :
zd.imc -rL

l7(G)l l  < A;n (1 .2 )

Dans le cas des groupes localement compacts non-unimodulaires de type I, il existe un

champ d'opérateurs positifs auto-adjoints ,ton nuls (K')".6 et une mesule p ,"' ô ttlt

que pour g € Lr(G))L2(G)et pour /-r-presque partout r € G l 'opérateur 
"(e)K{,

s'étend en un opérateur d'Hilbert-schmidt sur hln,l'espace de zr, de pfus K7 r(dNF

est un opérateur à trace. Alors la formule de Plancherel s'écrit (voir [D-R]) :

f I
( I l lr(")l lL"dp("))a' t ^

^ f . - r - r

llellT: I t (N7"(e. *e)K3)ap(").
Jê
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En définissant la transformée de Fourier par Ie champ à valeurs opérationnelles suivant :

F(p) :  (nçe)xÏ )^ ,6 ,

Terp [Te] et Fûhr [Fu] ont étendu Ie théorème de Hausdorff-Young dans ce cas.

Eymard, Terp [E-T] et Russo [Ru2] ont obtenu une estimation plus précise de Ia norme

llfrG)ll pour le groupe des transformations affines de la droite réelle, appelé le groupe
t t ax *b t t .

Une extension de ces résultats à une certaine classe de groupes de Lie complètement

résolubles a été donnée par Inoue : Ies groupes de Lie connexes, simplement connexes

G: expg, où g est une j-algèbre normale qui est caractérisée par le fait que G est un

groupe d'automorphismes affines agissant simplement et transitivement sur un domaine

de Siegel de type II (voir [In]). On étudiera cet exemple dans Ia section 2.4'3.

Notre étude porte sur une classe de groupes de Lie exponentiels fortement x-réguliers

(voir définitions 2.1 plus loin ).

Notre résultat principal est Ie suivant :

Théorème 2.2. Soit G un groupe de Li,e résoluble erponentiel possédant la cond'iti'on

de *-régulari,té forte. Soi,t m Ia dimensi,on marimale des orbi,tes coadjoi,ntes.

soient L < p 12 et q I 'erposant conjugué de p. Alors pour tout e e 
,Lr(G)at 

U(G)

et p,-presque toute représentation n e G, I'opérateur re(g) :: n(ç)K^' est borné, son

ertension est de classe Co et on a l'i'négali'té su'iuante :

, t '  \ 1 2d.imc-n

( I ll"'@)llL^dp("))' < A-- llellp.
\ J ê "  

\ ' / r ' u q ' ' ' /

2.2 Formule de Plancherel localisée

2.2.L Plusieurs décompositions

La formule de Plancherel pour les groupes de Lie exponentiels a été obtenue par Duflo

et Rais dans [D-R].

SoiI Z - exp 3 le centre de G. Soient ,4 : exp o un sous-groupe fermé connexe de Z et'

y,1,le caractère unitaire de A associé à la forme linéaire frxée $ e a* .



23

Posons

Ui :  { t  e  g.  :  lP: ' l t }  e t  (2 '3)

Gr r : { t re  G  :  T1A :X ,h . Id ) .

On en déduit, d'après [L-L], que l'espace des orbites gilG est homéomorphe à ê*r via

I'application de Kirillov.

pour 1 1p < *oo, I'espace U(G1A,14,) est I'ensemble des fonctions mesurables

9 : G --C telles We gba) :iMç@) pour tout g € G, a € A et

l , n l p -  -  . :  f  l ç@) l r ds<* .ttYttLp(GlA,x*) - 
Jctn

Pour p : 1, on obtient une x-algèbre de Banach pour le produit de convolution défini,

pour  g et  p 'dans Lr(G1A,7,1, ) ,Pat :

ç*ç 'b) :  [  ç@)ç '@-ts)du,  se GIA
JG/A

et I'involution * 
Par :

f .@) :aç( r - l ) / ( r - ) ,  r€G,  f  e  Lr (GlA,x .ù '

Naturellement I'espac" Gr* est aussi I'espace dual de I'algèbre Lr(GlA,yl.

Désignons par Q,,p e gi,lG une orbite coadjointe dans g| et par na+ e Gr*lureprésentation

correspondante de G.

D'après [Pu], il existe une fonction rationnelle non nulle { définie sur g* telle que:

€(r ' l ) :  Ac(r - t ) { ( l )  pour  tout  z  e G et  I  €  g* '  (2 '4)

Fixons une telle fonction {. Il existe une unique mesure F6,p sur gilc telle que, pour

toute fonction borélienne / sur g*, on a d'après [D-R]

f f l '

Jr-oull€(l)ldl 
: 

Jn:or.lnrÔ{')00"*(t)due,,t'(a,r,), 
(2'5)

oi dBe* est la mesure canonique sur Q,7,.

Alors dpg,,1, est Ia mesure de Plancherel localisée srn gif G = Gr,
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Rappelons le fait que, si zr est une représentation irréductible de G dans I'espace de

Hilbert'11n, aIorc d'après [D-M], il existe un unique opérateur auto-adjoint et positif

K" dans 'lln qrû est semi-invariant de poids A-1, ce qui signifie que :

r(g)K^r(g)-t :  Lc(g)- 'K,, Yg e G.

Dans le cas où r : rt,a et Lgle = !, Kn n'est rien d'autre que I'opérateur de multipli-

cation par la fonction {, oit € est définie par : {(r) : €(r . l), Yr € G (voir tD-R])

Alors, pour chaque ô e Cî(G), pour presque toute orbite Q,.l € gilc,l'opérateur

Ki re*(fiKî est à trace et

t r(Ki ryr141rcÏ):  /  ( t  .  ( /  o exp))^( l) l (( l )  l - 'dgnr(I) ,
J e"p

où | est une fonction positive Ad(G)-invariante sur g, qui ne dépend pas de {.

D'après [D-M] et [D-R] la formule de Plancherel s'écrit

l lôll7: I tr(KÏnçr(ô. *ô)Ki)dpe,,t(ao). Q6)
J sï/c

D'autre part, on obtient une décomposition de la mesure de Plancherel pour une fonction

mesurable -F sur G :

r f f
I  

p ( "n )dp (Q : l l  p (nn )dp ta , ç (A ,1 , )d { .
Js - lG  Jo ' Js i lG

Soit os le noYau de { et Ao : exP oo.

Consiérons P : G -- G lAo,la projection canonique et l6le caractère de AlAs associée

à û e (qlro). , défini par Ia formule : Xû o P1e: X,t,'

On en déduit que, pour I < p ( *oo

u(GlA,û -- Lp((clAo)l(AlAù,û) (2.7)

et A' : Af As est un sous-groupe central de G' - exp 9' : G lAo.

Remarquons que trq(êx,r) est isométriquement isomorphe à Lo(Cra), d'après la formule

de Plancherel (2.6), si q est I'exposant conjugué de p.
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2.2.2 La position générale

Supposons à présent que G n'est plus unimodulaire.

Soit Go - exp gs Ie noyau de la fonction module Ac de G.

Alors g6 est un idéal de codimension un de g et il existe un ouvert dense g|"" de g* tel

que l'orbite coadjointe d'un élément dans g[",, est de dimension maximale et est saturée

par rapport à go.

Les éléments dans g!", sont dits génériques ou en position générale.

Soit X € g tel que g : go O IRX. Soit ps la mesure de Plancherel de ô0. Le groupe

qlGo - explRX agit par conjugaison sur G6. Calculons la mesure de Plancherel pls de

ô6 à partir de p et de l'action de GlGs rt, ô0.

Soit p* i g* - gfi Ia projection canonique et soit ls la restrictiot à go d'un élément

I e g*.Si I est générique, alors g(l) est un idéal de codimension un dans go(lo) et son

orbite f,)r vérifie :
p-(f)r) : [J Ra.lexptX)fi,o,,

'€IR.

où Ctl. est la G6-orbite de 16.

Pour f € R et (no,77n) e ô0, on définit la représentation exp(tX) 'îs sur 'llno par '.

exp(tX) 'no(go) : ao(exp(-tx)goexp(tx)) :: ilï(go), 9o e Go'

Pour I e g* générique, Ie stabilisateur g(l) est nilpotent. Donc pour ces formes linéaires

l ,  on  a :
Ac(s) : Acrrl(") :  1, Pour tout s € G(l)

(voir Ie chapitre II dans [B-A])

(2 8)

Ce qui prouve que G(l) C Gs et que les orbites coadjointes passant par ces formes I

sont saturées par rapport go. En particulier, toute polarisation de Pukanszky p en 16

est aussi une polarisation de Pukanszky en I e g!",,.

Prenons I € gË"" et a €gôt. II existe t € Gg(lo) C Go tel que I * a : Ad.(t)l et ainsi
d'après (2.8)

€(J + a) : €(Ad-(r)r) :  ac(t- 'x(r) :  €(l). (2 e)

On peut ainsi définir une fonction i sur les éléments génériques dans gfi en posant :

i l to ;  , :  11t ; ,  I  €  g* , t t * :  Io . (2 .10)
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Cette fonction i est rationnelle (comme { I'est) et d'après (2.4), on a

€(" ' to) :  Ac(r - t ) i ( lo)  po, r t  tout  z  € G et  lo  € 9ô.  (2 .11)

En particulier, Ia fonction i est Gs-invariante.

Soit {s une fonction borélienne positive ru. ôo définie par :

(o(rzo) ' :  i ( /o)

et soit [/ I'ensemble borélien de ôo défini par :

(J ::  {tro e Go, €o(no) : 1}.

Ainsi on a, pour ns € U :

{6(exp(tx) .  no) : i(exp(tx) .  lo) :  A;1(exp(tx)).

D'après Duflo et Moore (voir [D-M] Théorème 6), le sous-ensemble borélien G-invariant
U de êo est tel que I/ : ind[/ - 

{n : ind$0r6, Ts e U} est un sous-ensemble mesurable
de ô tel que 1r(ô - V) :0 et quelque soit la fonction mesurable $ sur U on a :

f f f
l^ ô(no)dpo("o) : I I Q@xp(tx)' zr6){e(exp(tx) . ns)dtdp(") (2.12)

J C o  J v  J e n o

où ns € U et Qno: exp(lRX) 'z'0.

2.2.3 Cas particulier : G unimodulaire

Supposons à présent que G est unimodulaire et 96 un idéal de codimension un de g qui
contient le centre A de g.

On peut donc supposer que la fonction { définie par (2.a) est constante égale à I et les
formules se simplifient.

Soit X € g\go. Le sous-groupe fermé Go: expgs est unimodulaire et normal dans G.
D'après la théorie de Mackey (voir [K-L]), il existe un sous-ensemble borélien U c êo
tel que W : indU: {indfion"o : lTs € t/} est un sous-ensemble borélien de ô vérifiant
pG - w) :0.
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De plus, on peut supposer que [/ coupe chaque orbite exp(RX) .'tlo, iTo € U, en un seul
point n'6 (voir [Ma] Théorème 3.2).

On obtient de cette manière une décomposition de la mesure de Plancherel localisée pr!

d{e)" : pour tout sous-espace o de 6, tout X e Â ef toute fonction borélienne / sur
(Go ) r ,

f ^ f f

| ^ g(ns)dpox(ns) : l^ | ô@xp(tx) ' rs)dtdpr(r). (2.13)
J (€ù, ^ Jô,, Jm

2.3 Inégalité de type Hausdorff-Young pour les opérateurs

intégraux

Rappelons cette inégalité, due à Fournier et Russo dans [F-R].

Soient ?/ un espace de Hilbert complexe et B(11) I'espace des opérateurs bornés st:r 7t.

Soient X tn espace de mesure o-finie et L2(X,?l) I'espace de Hilbert des fonctions à
valeurs dans 7l de carré intégrables et K un opérateur intégral sur L2(X,21) dont le
noyau à valeurs opérationnelles k est défini par :

Krt@): I t6,ùnfu)da,
J x

pour tout q e L2(X,71), et presque tout r € X.

Posons lr. (r, a) : k(y, r) , r, y e X .

Pour p, q dans [1, +oo[, définissons :

Si 1 < p < 2, q est I'exposant conjugué de p et si llkllo,n et llk.llo,o sont finies, alors
I'opérateur à noyau K appartient à Co(L2(X,71)) ef

llKllc, < llkllÈ,,llk.llÈ,, (3 14)

Remarque. Inégalité de Minkowski généralisée.

Rappelons I'inégalité de Minkowski généralisée pour les intégrales.

llkll,,o : ( |.t Lw@, ù11'",a4i av)à



28

Soient r ) | et deux espaces mesurés (X,tt), (Y,r), alors pour chaque fonction mesu-
rable f' : X x Y ---+ C, on a

t  f  t  f  . ^ ,  \ r . .  r *  f  r  f  ' 1
( /"  (  J" lr(*,ùla,@)) du(r)) '  = J, lJ* lr{" ,ùl 'dp@))'d,(ù.

2.4 Estimation de la norme de la transformée de

Fourier IP

2.4.I Induction par un idéal de codimension un

Pour démontrer notre théorème principal, on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.L. Soi,t G un groupe de Lie erponent'iel résoluble un'imodulazre. So,ient A:
exps un sous-groupe fermé du centre Z de G et y - X,t,, 1b e t*, un caractère unitazre
de A.

Soit gg: Lie(Go) un idéal de codi,mension un de g tel que :

i,) presque toutes les G-orbi,tes sont saturées par rapport à gs

i , i , )  pou r l <p12 ,

t  l '  t 1  2ùm(Gs /A ) -n l ' ,

( I l l"o(po) llb,dp?"("o))' < o;n- lleolluqo/e,*t,\ /(4),.

où po e C.(GolA) et mor- sup { ai-1Co . t)  ;  t  e 9ô,*), ,1,torc pour I  I  p I  2,

( [^ w(ç)llï,dp*b))+ = oi*+-- llç117,ç1e,,yy,\  J ô ,  
_ v

où e € C"(G\A) et  mE - sup 
{ai-1C 

. t )  ;  t  € d}

Démonstratton. Soient I € g* telle que g(r) C gs et n1e ô ta représentation correspon-
dante. Nous savons que nous pouvons réaliser la représentation 7r1 comme

n : indÇon o avec lo: llso.



29

Identifions I'espace 'll of r7 à r2(lR,?ls), I'espace des fonctions,L2 sur IR. à valeurs dans

T{spar rapport à Ia mesure de Lebesgue d,t,'lls étant I'espace de Hilbert de z16'

Pour rp e c.(G), on rappelle que Ie noyau knlr1 de I'opérateur zr(cp) est donné par la

formule (5.12) :
k,,(à(t, t) : ni"(ç(t - s, ') e 8(110), s, t € IR,

où z',i est la représentation de G6 définie par :

n"t,Go): nro(e*p(- tX)goexp(sX)), 9o e Go

et s(t, .)(go) : eGxp(tX)ss) e C"(Go).

Calculons à présent la norme de ce noyau :

r  f  r  f  . .  - r {  r l
llk*,<çt llo,n : (t ( Jollr'",ra(t, 

s)ll!"dt)' o')'

r  l "  r  l n  r *  
'

: 
U; (/. rr",îtt(t 

- 
", ))ll'""dt)'o')u

r  f  r  f  r q  
I

: ( /. ( /. rtctt(t' ))ll!,at) ' o')u

Doncvvrrv 

[-- ,^llk*,r*tlll,odt'*(t) 
: 

.[* ,*;( 
(;( furf,(v(t' ))ll:",dt)I a'apççt)

J sî/G r si!/

(en utilisant I'inégalité de Minkowski généralisée pour les mesures di ef dsdp'a(l))

= ({ ( lu," l*l*t"t tt,.))ll[d,sd,,,r,o)r at)r

: ( [_( [ - , llnt,(çU, ))llb, api6ù)'ot)f ( par ra formute (2 13)).
rJR.  \Jsô, , t , lco

On peut maintenant utiliser les hypothèses de ce lemme et on obtient :

[ - ,^l\^,,,tllfl,oaprçt1 = oi'*+t-({ ttrt'' ')lloro(co/A,*,0')i '
J si"lG

comme les orbites sont saturées, il s'ensuit, par la formule (1.1), que *I : mp - 2
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et ainsi
2dim(GslA) - *,to: Zdim(GlA) - *,t' '

Donc ,. dim(GlAl-m"r, -
I  l lk*,(dl lT.dt '*(") < Aiu l lvl l ï ,ç py.
lGx

D'après la formule (3.14) et le fait que k|,r, :kn(ç*), on obtient :

r  f  s  . . 9
I ll,r@)llL"dp"(ù < I ̂  ll k"re) lli,Àlk"<,.tll3'ndr'"(")

J ê r "  
"  ' " - c  ' " '  

J G ,

r  f  r à z  f  . .  r *

< ( l^ llk^<çtlll,du',(n1)'( l" llk'te.)llfl,du"(tr1)"
\ J ô ,  ,  \ J G . Y

2dimG /A-m,t,  ô o

< Al-----"- llplli, ç r o,r1 llv. ll7, ç 1 o,r,

: o{*P* llpllnr, ç r e,rt.
On en déduit enfin que :

r  f  f  1  
2d inc /A_n{ )

( | ̂  ll"@)llb,dp"("))' < A;n llvll "ç 1o,,1'\ Jô.

tr

2.4.2 Les groupes de Lie fortement x-réguliers

Définition 2.1. Soient G un groupe de Lie exponentiel résoluble et n un idéal nilpotent

de g contenant [g, g]. Pour I € g*, consirlérons

n1lq")  :  {Xes:  I ( lX,n l )  : {o}} ,

m( l )  :s( , )  +nco( , )  :s(11")*n

et
m(r)-: [ ' l c*1*11;;, o(,)- : fl c*1011;;,

/c>0 ,c>0
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où Ck(o(l)) : [o(l),Cfr-1(o(l))] est le k-ième terme de la série centrale descendante de

O(l), de même pour m(l)-.

On dit qu'un élément I € g* est n-x-régulier G si

< l ,m( l ) -  > :  {0 } .

On dit qu'un élément dans g* est fortement n-x-régulier si

<  l , o ( l ) -  > :  {0 } .

Un groupe de Lie exponentiel G : expg est fortement n-x-régulier, s'il existe un

ouvert de Zariski dans g* tel que chaque élément de ce sous-ensemble est fortement

n-x-régulier.

Cette définition, introduite pour des raisons techniques (voir le Sous-cas 2-1 dans la
preuve de la Proposition 2.1), dépend du choix de n, le meilleur choix étant le nil-

radical de g :

Définition 2.2. On dit que G est fortement *.-régulier, si n est le nil-radical de g.

Exemples 2.1-.
1. Les groupes de Lie nilpotents sont fortement x-réguliers. Tous les groupes de Lie

exponentiels connexes, simplement connexes G tels que dim G < 4 sont fortement
x-réguliers, excepté Ie groupe Gn,n(O), connu sous Ie nom de groupe de Boidol (voir

[go]) Cet exemple sera étudié dans la Section 4.2.
2. Les j-algèbres normales sont fortement i.-régulières.

Rappelons tout d'abord la définition de cette classe spéciale d'algèbres et ses princi-
pales propriétés.

Définition 2.3. Soient (g, [.,.]) une algèbre de Lie réelle complètement résoluble,
j: g- g un automorphisme tel que : j2: -Idlnet a.r une forme linéaire sur g.

Une 7-algèbre normale est la donnée du triplet (j,g,u) vérifiant les conditions
suivantes :

1 .

lYr,Yr) i j lYt, iYrl + juYr,Y"l - uYr, iYrl :0, V yl ,Yz e 9,

2. La forme bilinéaire suivante :

B,(Y,Yz) :< a, lY,  jYzl  >,  Y Y1,Y2 € g,
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définit un produit scalaire j-invariant sur g'
Posons G : exp g le groupe de Lie associé.

En utilisant le produit scalaire 8,, on obtient une première décomposition de g :

U

g: lE,oJ @ a,

où o représente le complément orthogonal de [g,g] par rapport à 8,, en particulier

c'est une sous-algèbre commutative. Notons r : dim o.

La structure des j-algèbres est contenue dans le théorème suivant :

Théorème 2.3. ( Pyatetski,i- Shapiro) [P-S ]

1. I I  eri ,ste une base {Ar,.. . ,A,} de q tel le que, s' i  I 'on pose E1 :: - j41, alors

11+ ,  E i :  6nE t  (1  <  k ,  I  <  ' ) '

2 .  so i , t  { " r , . .  . ,a , }  labase d,uale de {A1, . . . ,A, } .  A lors  les seules rac ' ines poss ib les

sont de la forme :

e t c t  o r l 2  ( I <k< r ) ,

(o^-or )12,  (o*+" r )12 ( I<k<m3r) ,

où go :  {X € g; lC,Xl :  "(C)X, 
Y C e a} '

3. Les espaces radici,els gdk (1 <k < r) sont de dimension un: go* : IRE6.

f .  Posons
g(0) :-o( \

tU $@*-oùP ) '
73k<m1r

s(Ll2):  O e@r")/2t
k:r

, r
g(1)  : (O.a)  O( O e6^+o1"1p) ,

k:l l1k<rnlr

alors on a la décomposition de g su'iuante :

s:  s(0)  @s(I l2)  e s(1) .

Soit I € g* en position générale, c'est-à-dire :

) e :  ( e r , . . . , e r )  €  { - 1 ,1 } *  t e l que  . - - I ,E i 2 :€ i t ' i : 1 , . . - , k .
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Soit n Ie nil-radical de g. Alors n: [g,g].
Le groupe G est fortement x-régulier, en effet :

g (11 " )  +ncn '

Démonstrafzon. Sinon,l A e o tel que -4 e g(11"), i 'e. :

<I , lA ,Ul> :0 ,  VU€n '

Soient U :Di*re"Ep, c1x € IR, et A:Di:ta6Ai, o'a €R'.

T T

<t, lA,ul> :  .1,  l I  a iAi ,Dr*E*1,
.  i : l  lc+ I

Don"o < l,lA;, E;) >

r

: Donro I l, Ei )
i :7

r
\.a

)  aaci€a.

i : l

r

Or on peut trouver des réels aa tels que tl onroeo * 0. Ce qui contredit I'hypothèse
; - l

de départ.
Donc g(11") + n c n et O(l)- :  {0}.
Ce qui implique Ia x-régularité forte de G. fl

3. On peut trouver des groupes G: expg dont les éléments génériques dans g* sont

x-réguliers, mais qui ne sont pas fortement x-réguliers.

Un exemple est donné par le groupe G dont I'algèbre de Lie g est donnée par la base

{Zr, Zr, Zt, Z+, Zs, Za, 27} et les crochets suivants :

lZt, Z"l - -Zz, lZt, Z+] : 24, lZt, Znl : 27,

lZ r ,Z r l -  -Zs ,  lZ r ,Zu l -  Za ,  lZ t ,Zu ) :27 ,  lZ t ,Z r ] -  Zz '

Ainsi on a : n :< Zz, Z+, Zs, Za, Zz ) '

Si I'on prend I € g* en position générale, i.e., t(27) f 0, alors on obtient :
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g(l):< Zz ), d'où (g(l) +n)-: {0}, ce qui signif ie que I est x-régulier '

Cependant O(J) : g ainsi 0(,)- : n.

On en déduit que G n'est pas fortement x-régulier'

Remarques. 1. L'ensemble O(l)"" est le plus petit idéal dans O(l) tel que O(l)/O(l)-

est nilpotent.
2. Soit n le nil-radical d'une algèbre de Lie g. Soit b un idéal de codimension un dans

g. L'intersection de n avec b est un idéal nilpotent de b qui contient [b,b]'

2.4.3 Le cas unimodulaire

Supposons à présent que G unimodulaire'

Dans ce cas' on a { = 1' Ainsi Kn: Id et notre formule se réduit à

f

llôll3: I tr(tre($. *S))dp,a(ne).
Jô-

Dans la suite, n désignera un idéal nilpotent contenant [g,g] .t ly': exPn son groupe

de Lie connexe associé.

De plus, comme notre théorème principal sera localisé, nous avons besoin d'une version

localisée de la condition de n-x-régularité forte'

Définition 2.4. Soient A : exp o un sous-groupe fermé connexe du centre Z(G) de G

contenu dans ly' et tft € t*.

On dit que G est fortem ent n-tft-*-régulier s'il existe un ouvert de Zariski dans g|

tel que' 
a r,o(l)- >: t0), pour chaque I dans cet ouvert.

Démontrons Ie résultat qui suit :

propositi on2.L. Soit G un groupe de Lie erponent'iel résoluble un'imodulai're fortement

n<! -*-régulier. Alors, Pour I < P < 2,

r  I  . r t  - ' o t ^ t ! o - * , t , , ,  , ,

l l  ^ l l *n*(p) l lbdpo(ar ' ) ) ' too 
'  l lp l l tn(GtA,v f i t

' J s'*/G

où 9 e C"(G|A) et m,1,- sup 
{ 

ait tC ' l) ; t € si,}.
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Démonstration. Prortvons ce résultat par récurrence sur dim(G)+dim(G I A) :: 6(G, A)'

Si ô(G, A) : !, alors G : A : IR et on a le résultat d'après W. Beckner [Be], car on est

dans la situation abélienne'

Si ô(G, A) > L, soient a(g) le centre de g,â: î f la(g)'  o0 le noyau de r/ et Ao: exPoo'

D'après [L-L] page 34, nous devons traiter les cas suivants :

Cas  1 .  d im3 :  g .

Sous-cas 1.1-. : il existe un vecteur non nul Y e n et une forme linéaire réelle

non nulle 0 sur g tels que :

lX 'Y) :  o(X)Y'  YX e g '

Sous-cas L.2. :il existe deux vecteurs non nuls Y1, Y2 € î, d e iR\ {0} et une

forme linéaire réelle non nulle o sur g tels que :

lX 'Y ' l :  a(X)(Y -  qYz) '

lX,Yr):  a(X)(0Y1aYz), YX e g'

Cas 2. dimS > 0.

Sous-cas 2.L. :  dima6 ) 1'

Sous-cas 2.2.  :  d imo6:0 et  d imi ,22.

Sans perte de généralité, on peut supposer que : tlt6l0'

Sous-cas 2.3,  :  d im so :  0  et  d imS :  1 ,  i 'e ' ,  â :RZ '

On peut supposons qlrc : r!(Z) : t.

Sous-cas 2.3.L. : il existe un vecteur non nul Y e n et deux formes linéaires

réelles o, P, sur g tels que :

lx,Yl: d(x)Y + P(x)Z, vx e s'

sous-cas 2.3.2. : il existe deux vecteurs non nuls Y1, Yz e 9, a e R. \ {0}

et rrois formes linéaires réelles linéairement indépendantes non nulles

d,0r ,02,  sur  g te ls  que:

lX,Y' l :  o(X)(Y' -  eYù + P:(X)Z,

lX,Yrl: a(X)(ïYt +Y2) + 0z(X)2, VX € g.
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Cas3 .  t t : { 0 }ou r : â .

Entamons à présent notre démonstration.

Cas 1- .  d im3:  g '

Sous-cas 1.1. il existe un vecteur non nul Y e g tel que :

lX ,Y l :  a(x)Y,

où a est une forme linéaire réelle non nulle sur g'

Soit
go :ke ra - -  {Xeg :  [X , r1  : 91 .

Ainsi 96 est un idéal de codimension un dans g, eui est fortement n-tft-x-régulier.

En effet, n est contenu dans gs, câr pour chaque élément U de g,le nombre a(U) est

dans le spectre de ad(t/). soient ,o e (gô)+ et I une extension de ls à 9..

Donc on obtient :

<  ls ,  (g ' ( l t " )  +  n)-  ) :1 l ,1no(11")  + n)-  > c  < , ,0( , ) -  >  .

Il s'ensuit que < ls, (96(11") + n)- >: {0} pour presque toute forme lo € 9ô comme

a l ,  (g( l t " )  *  n) -  >:  {0} .

D'autre part, si t(Y) + 0 alors Ad-(expRy)(l) : I* gj-. Ceci implique que presque

chaque G-orbite est saturée par rapport à go.

Ainsi, d'après le Lemme 2.1, on a Ie résultat escompté'

Sous-cas 1.2. I l  existe deux vecteurs non nuls Y1,Yz € 9,0 e lR\ {0} et une

forme linéaire réelle non nulle a sur g tels que :

lX,Y' l :  a(X)(Y - 1Yz),

lX,Yrl :  a(X)(0Y1'rYz), VX e g'

On a  donc  lX ,y r+ iY2 l :  û (X ) (1  + i l ) (Y+ iY2) :  a ' (X ) (Y t+ iY2 )  o t f  o ' :  ( L+ i? )a

est une forme linéaire complexe non nulle.

Posons 9o : kero : kera' et Gs : exPgo.
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Ainsi 96 est un idéal de g de codimension un et donc G6 un sous-groupe normal unimo-

dulaire de G. De plus, gs vérifie la condition de n-y'-x-régularité forte car, comme dans

le Sous-cas 1.1, n C 96.

Pour terminer ce cas, nous devons prouver la saturation des orbites par rapport go' Soit

m : lRh G) RY2. Si l1* I 0, alors

Ad- (exp (m) ) l : l +go r - .

En effet, soit X € g tel que : g : go @RX et uY + uYz €m.

On a donc

lX,uY' l  uY2l :  u lX,Yl  + u lx ,Yz l :  a(X)( (u + u0)Y1+ (u -  u0)Y2) '

On peut choisir u,t) € IR tels que : [X, uYl I uYz] 10. D'où

Ad-(exp(zYr + uVr11çt)(X) : l(ead(-"v'-uvz) y)

: 
',',ITl,ï'i,^ï"iT,,,'o+ 

(, - uo)Y2)
Comme 16t 0, on en déduit que Ad*(exp(Ryl + Rfr))l : , + gd-.

Finalement, on peut conclure ce cas en utilisant le Lemme 2.1.

Cas 2. Supposons que dim 6 > 7.

Posons, comme précédemment, cs Ie noyau de { et Ao : exp qo. Les deux sous-cas

suivants se traitent de Ia manière que dans [?] en faisant quelques petits changements :

Sous-cas 2.1. Supposons que dimos ) 1'

Posons A' : AlAo, G' : GlGo et g/ :1,i"1G'), alors A'est un sous-groupe central de

G'.

De plus, n/o6 est idéal nilpotent de g'qui contient lglo",glsol.

Il est facile de voir que G' est aussi fortement nf so-û-*-régulier. On peut appliquer

I'hypothèse de récurrence à (G', A') on obtient :

t  f  r l  
2d in (G ' /A t ) -m! )

( | -11""ï(dll""d1L'6@'a))' 
< Ap 

---1--llelft"çc'1e',x4), 
e e c"(G'f A'),

' J  s ' ï lG '



où ry ' opv :ûe t

( , .  / / ^ t r \  t \  t  - 1  r  t  r l o / m l
m,/, :sup 

{ 
dim((GlAo)' ù ; Ô e th + @fao)' 'sr"o } 

:  *r, comme Ûtu : 0'

De plus, on a

rn çG*) : Ls (m) rr), t" {G I A, x.t) : Le ((G I Ao) I (Al Ao), x) (voir 2.7).

On en déduit que

t  f  r1 2dtm(G/A)-m"p

( I ll'o,, (p) llL.dpl @*) )' < A;-------'-- llelll,ç1e,x4,).
\ J s i ' / c  

r r  ! Û u ' \ t  ' t t w q  '  Y \  ' ' /

Remarque. En général, si I'on prend n comme étant le nil-radical de g, n/as n'est pas

Ie nil-radicalde glas. C'est pourquoi nous avons dû introduire la n-x-régularité avec n

un idéal nilpotent de g contenant [g,g].

Sous-cas 2.2. Supposons que dimo6:0 et dim3 ) 2' Soient

a i t , : { a  e  3 * l  a ;o : ' h } '

L'hypothèse de récurrence appliquée à (G, Z) nous donne

t  I  \ 1  2 d i m ( G / Z ) - m a

( | l l"n"(p) llnc.dp'(o"))' < A;n llellt,ç1r,r'1,\ J si,/c 
*' /

pour tout p e C.(G lZ) et a € 1f .
(

On a mo- sup 
{ 

ai-1ea-1 G)t) ;  I  e a +at}. f f  est faci le de montrer qu' i l  existe un

ouvert de Zariski dans 3|, tel que ffia: rnû pour chaque a dans cet ensemble.

Définissons à présent la transformée de Fourier euclidienne partielle @, associée à a € tr\,
sur  ZfApar :

Q@)G): [ "-2ir(a)(x)r(g"*p 
X)d,X, ys e GlA.

J t l "
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Pour zr associée à une orbite dans g[lG, on a :

n (p) : 
| 
", 

or{n)* 
(g)dg : 

I 
",, 

I, opd 4n (g)x,Q) d'zd's

f: 
I 
",r"G)Q@)b)dg 

: 
"(Q@))'

Ainsi on obtient

f f f

I  l l"n*(dl lb"dpt (aù : |  |  l l"n" (0(")) l lbdp"(a)aa
J s:blC J t-v, J sLlG

(par hypothèse de récurrence)

2dim(G/Z)-mrl I

< Al-_'- | ll0t"lllï',/2*.)do
I  ̂ +

" ô"b

2d\m(G/Z)-ma' I t /n r I

:on- |  ( l  _18{p)b) lpds) 'd 'aJti \  JGlz

(par I'inégalité de Minkowski généralisée)

2 d i m ( G / z ) - n , h  /  l '  '  I  \ P  \ g

< Al- -------,-- ( | ( | _ l0oxùt,d")' as)
\ Jc1z  \ J11

(par le résultat de Beckner pour R.k avec ,k : dim(ZlA))

2 d i m ( G / Z ) - m , r  t  f  \ g

<AooËnadim(z lA) |J , , , | |p(g, ' ) | |o , ,1 ,1o, , r7ds) ,

: oî"to+-t llçlln* rc t e,**t.

Sous-cas 2.3.  Supposons que d imo6:0 et  d imS:1.  Soi t  â :RZ.

On peut de plus supposer rye {(Z) : 1.
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Sous-cas 2.g.L.Il existe un vecteur non nul Y e g et deux formes linéaires

réelles a, P, sur g tels que :

pour tout X € g, lX,Yl: a(X)Y + B(X)Z,

où a et p sont deux formes linéaires sur g'

Nous devons traiter les sous-cas suivants :

A. a et B sont linéairement indépendantes.

Soit

Eo : ke ra :  {X  e  g  :  lX ,Y l :  96 )2 } .

Le sous-espàce ga est un idéal de codimension un de g et le sous-groupe correspondant

Go: exPgo est un sous-groupe normal unimodulaire de G'

II vérifie aussi la condition de n-{-x-tégularité forte'

En effet, il est clair que n C ga.

Ainsi comme g,(lt") c g(11"), on obtient que (go(11,') + n)- c 0(')-'

D'où
1l tn  , (g"( l t . )  +  n)-  >:  {o} .

D'autre part, Ies G-orbites génériques sont saturées par rapport à go, i.e', g(I) c 9".

En effet, soit ? € g(l). Posons

gp :ke r | : {Xe  g :  lX ,Y l :  a (X )Y } .

Comme a and p sont linéairement indépendantes, on a la décomposition de g suivante :

9 : (9o n gB) O RXr O R'X2 avec Xt e 9.-\ gB et Xz € 9B\g..'

Comme lXr,Yl : P(XùZ et lX2,Yl : a(X2)Y, on peut supposer que o(X2) :

0(x',) : L'

Si T € g, il existe .y, 5 €lR et tÀ € gor-lgB tels que ? :'YXt+ 6X2*[/0. On en déduit

que [?, Y]:12 * 6Y et nous devons montrer que ô : 0'

Supposons par I'absurde que P + 0.Montrons qrue Z € 0(l)-'

Remarquons tout d'abord que Z e [g,g] c n + n111") : C0(o(l)).
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Comme T e g(l) c g(11"), on a : lT,Yl e C1(o(l)).  Ceci implique que lXr, lT,Y)l :

5Z e Cr(o( l ) )  e t  a ins i  Z eCr(o( t ) ) .

Etant donné que [?, Y] : 12 + 6Y € Cl(o(l)) et Z e Cl(o(l))' on obtient que Y e

c1 (o ( l ) )

soit k un entier positif. comme aak(r;1r; e ck(o(l)), on en déduit que

lxl,  adk(?)(Y)] :  5n+t7 € Ck(o(l)).

D'où, Z e Ck(o(l)) pour tout k > 0, et donc Z eo(l)*.

La n-x-régularité forte implique qre t(Z): 0, ce qui contredit le fait que I est générique.

Donc ô :0, T est un élément de gB et G . I est saturée par rapport à go.

Le Lemme 2.1 permet d'achever la preuve de ce cas'

B .  SuPPosons  que  a :0  e t  B  10 .

Pour tout X € g, on Peut écrire que

lx ,Yl :  p(x)Z.

Le sous-espace gB: {X € g : lX,Yl 
- 0}: C(Y) est un idéal de codimension un

dans g, oir C()z) est le centralisateur de Y dans g et GB - expgB est un sous-groupe

normal unimodulaire de G.

Soient ,irp : n ) gB. D'après Ia Remarque(b) dans la section 2.4.2, nB est un idéal

nilpotent de 9B contenant lgB,gBl.

81. Supposons que n C gp, ce qui signifie Que nB : il O gp: î.

Prenons 7 ç uh et I une extension ae 7e g*, alors

sBQrà l -nBCs (11 " )+n ,

d'où
(sp(Tb, )+nB)-co( l ) - .

Ceci prouve que gB possède la tB-tft-x-régularité forte et on vérifie facilement que les

orbites génériques sont saturées pal rapport à $B, car Ad.(exp Rf )(l) : t + gb.

On peut appliquer de nouveau le Lemme 2.1.
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82.  Supposons que n(gB.On anB:  f l f ' lgB.  Soient  7ç Shet  I  une extension aela

g*. On en déduit que

sB(lb) c g(lr") +lRY.

En effet, comme p + 0, il existe un élément X de n tel que lY,xl: z. soiL u w

élément  de gp(111lB) .Si  l ( [U,X])  :0 ,  a lors  t /  e  g(11") ,  s inon prenons l ( [U,X]) :  6  +0 '

Pour À € IR,
t( lu + ̂ Y, xD : t(lu,xl) + Àl([v, x]) : 6 + ̂ t(z)'

Ainsi on peut choisir À tel que l([U + ^Y,x]) :0' Comme Y est un élément $B' on en

déduit que U + ÀY e g(lrJ * IRY, d'où

U es( tb )  +RY.

Ceci implique que, pour [/, U' e gp(l^u) et l/, N' e nB, on peut choisir À et )' dans IR'

tels que :

[U + lr, U' + N'l : lU + lV + N,(J'+ À'Y + 1f']

€ [g(,rJ + n, g(11") * n] : Cl(g(11") + n).

On conclut immédiatement que

(gB(lr"u) + nB)- c o( l ) - .

Ainsi Ia nB-lt-x-régularité forte de $B est vérifiée. comme la saturation des orbites

génériques est claire, le Lemme 2.1 nous donne le résultat.

C. a, B sont linéairement dépendantes et al0'

II existe ô e R tel que 0: 6a.

Alors,  pour tout  X € g,  lX,Yl :  a(X)(Y + 5Z),

d 'où [X, Y + 6Z]:  a(X)(Y + 6Z),

Soit
go :  {A  € .  g :  lA ,Y  +  62 l :  0 }  :  kera .

Et on est dans Ia même situation que dans le Sous-cas 1'1'

Sous-cas 2.g.2. Il existe deux vecteurs non nuls Y1, Yz e 9, 0 e IR' \ {0i et

trois formes Iinéaires réelles non nulles linéairement indépendantes a,0,'0', sur g tels
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que :

lX,Y'l: "(x)(Y 
- eYù + l1(x)2,

lX,Yrl: a(X)(0\ +Y2) + 0r(X)2, YX € s.

Soient g : h'f i,pz et a' : a(L + i0). Alors on a que

IX,Y, + iY2l: a'(x)(Yr + iY2) + P(x)Z.

D'autre part, on peut facilement construire X1, Xz,S € g tels que :

o(^9)  :  1 ,  i 'e ' ,  [S,Yt ]  :Yt  -  )Yz,

0(S) : o, i.e', lS,Yrl: oYr *Yz,

d'où [,S, Y + tVrl: Yr I i'Yz et

a(Xù :  a(Xz)  :0 ,  0(Xt)  :  P(X2)  :  l ,

lX i ,Y*]  :  6 i*2,  L < i ,k < 2.

Soient
go : kera : {X e g : lX,Yr+ iY2l : p(X)Z)

et  Go:  êxPgo.

Le sous-espàce gd est un idéal de codimension un dans g et Go est un sous-groupe

normal unimodulaire de G. Comme î C go,la n-tlt-x-régularité forte est satisfaite. De

plus, les orbites génériques sont saturées par rapport à go . En effet , soit T e g(I) , on doit

montrer que ? € go. Etant donné que t(Z) f 0, on peut supposer que I(YL) : l(Yr) : g.

Soit gB : Ker B : {X e g : lX,Y'', + iY2l : a'(X)(Y + iY2)}.

On en déduit que

E: (go n gB) O RXr O RXz e IRS.

Ains i  i l  ex is te l t ,^ lz ,?a € R et  Us € 9oÀ98 te ls  que T: l rXr* 'YzXz f  ? t ,9  *Uo'

CommeTeg ( I ) , onaque

4lr,Yi) : l(l 'nXr * hXzt'ysS + Uo, Yrl) : 1l(Z) + %I(Y - ïYr) : g

et

\lf ,Yrl) : t(lttXt t'yzXz * la,S + Uo,Y2l) : yl(Z) + 1'3l(0Y -rY2) : g.
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Rappelons que l (Y1)  : I (Yz) :0 et  I (Z)  10,  donc 1t : 'Yz:0 '  D 'o i r ,  T:Uo *ryr '9 '

Montrons eue 7s : 0. Sinon) prouvons qr0le Z € (O((r))'" ce qui est absurde.

Tout d'abord nous avons que y1 ,Yz e [g,g] c Co(o((l)), car ['9,Y1 : Y1 - 0Y2 et

lS,Yrl:  0Y *Yz. A présent, supposons que y1, Y, € Cr(n((l)) '

Alors,

l f  ,r ' l :  lUo+ 73,9, Ytl:  l t(Y - 6Yz) e Ck+l(o((t))

et

lT,Yrl:  l(Jo + izS,Y2): y(ïYv +Yz) e Cfr+l(o((l)),

Ce qui implique que yr, Y2 € Ck+I(o(l))'

On obtient par récurrence :

Y,Yz e CÈ(o( t ) ) ,  pour  tout  k  > 0.

Donc on en déduit que :

lxr,Ytl:  z e cfr(o(l)),  Pour tout /c > o

et que Z e o(l)*. Finalement, grâce au Lemme 2.I, on a le résultat.

Cas 3.

Sous-cas 3.1.  n :  {0} .

Dans ce cæ, [g, g] : {0} et g est commutative. Et on utilise le résultat classique.

Sous-cas 3.2. n: â.

On a [g, g] : {0} 
- 3, donc g est une algèbre de Lie nilpotente de pas 2 et on obtient

le résultat d'après [?].

n

En prenant n le nil-radical de g et A : {e} dans la Proposition 2.L, on obtient le

corollaire suivant :

Corollaire 2.L. Soi,t G un groupe de Li,e erponenti,el résoluble fortement x-régulier

unimodulai,re. Alors, Pour I < P < 2,

r  f  r ]  2 d , i m G - n

( | ll"(r)ll '",ap("))' < Ain llpllo,\ Je



où g € C.(G) et m la di,mensi,on marimale des orbi,tes coadjoi,ntes.

2.4.4 Théorème principal

Théorème 2.4. Soi,t G un groupe de Lie erponenti,el résoluble uéri,fi,ant la condr,ti,on de
*-régulari,té forte. Soi,t m Ia dimension marimale des orbi,tes coadjo'intes.

Soi,ent 7 < p 12 et q: -+. Alors, pour tout g e Lr(G) a U(G) et pour p-presque'  p - I  "  
_ ,

toutn e G, I'opérateur re(g),: n(ç)KF est bomé, son ertens'ion est d,e classe Co et
s ati,sf ai,t I'iné g ali,té su'iu ante :

t  f  r *  2 d i m c - n

( I ll"'@)llb"ap("))' < t,- ll,pllo\ Jô  /

Démonstration. Soit G un groupe de Lie exponentiel résoluble non unimodulaire vérifiant
la condition de x-régularité forte d'algèbre de Lie g.

Soit G6 le noyau de la fonction module de G. Alors G6 est un sous-groupe fermé uni-
modulaire de G.

Comme génériquement, g(l) est nilpotente, on peut supposer que pour tout r e V on
peut écrire r : indfiotrs pour une certaine représentation zrs € t/ (voir Ia section 2.2.2
pour les notations).

Tout d'abord démontrons un lemme qui sera utile dans la suite de notre preuve.

Lemme 2.2.  so ient r  e  v  et r :  Ind$on'6.  pourg e L ' (G)aLe(G),  n(p)Kî  est
un opérateurintégral szr -L2(1R.,17n) dont le noyau à ualeurs opérati,onnelles kn1r1 est
défini par :

' f

n(@rcF n(t) : I kn@)(s,t)q(t)d,t,
J]R

où knç1(s,t) :  n|(ç"-r)Aâ(exp tX) et ç"- '(go): cp(exp(s - t)Xgo).

Démonstrafzon. Nous utilisons les notations de Ia Section 2.2.

Pour g : exp(tx)go et r7 e tr'(R,'llno), on obtient :

_ l  _ 1

r(exp(tX)ss)K!q(s) : N; nGî' exp(s -t)X)

: Aâ(exp(s - t)x)n@ir exp(s - t)x)
I

:  AS(exp(s - t)X)q(exp(s - t)X exp(t - s)X git exp(s - t)x)
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L
:  A$(exp(s - t)X)rs(exp((, - s)X)go exp((s - t)X))q(s - t)

!
:  A[(exp(s - t)X)n$-t(go),7(t - t).

D'autre part, nous avons que

- r  f  - r

n(e)K"' n(ù: J"çb)"G)K"' 
,t?)dg

f  f  
- 1

= I | ç@"p(tX)s6)zr(exp(tx)ss)Ki n!)dssdt
JR, JGo

(en utilisant Ies calculs précédents)

f t '  - t
: 

JuJ""ebxp(tx)so)"3-'Gù,t(s 
- t)aê(exp(s - t)X)dssdt

f f 1
: 

J n J 
" "cp 

(exp ( s - t) X s s) nto@o) rt (t) Lb @xp t X) d s sdt

f r
: | "'o@'-')A[(exp 

tx)rt(t)dt.
JR t r

Nous devons utiliser I'inégalité (3.14) pour estimer la norme \1nçç)NÏ b"

Calculons la norme llk"<elllr,o ,

l lk*r,tllo,, : ({ (/ llr<'r{" ,t)lle"d's)r ot)'
,  f  ,  f  L  \ g  \ f

: ( | ( lll"3@'-')at(exptx)lle"^ds)'at)'
\ J o \ J R r ' u \ r  

/  u \  L  " ' v q  /  /

: ( t ( [ W',(r')ll:",a,) ;o"1"*o tndt)à .
\ Jm  \ Jm

On en déduit que

f  f  f  r  f  r *

J^llrr"rallto,n 
apç"1 : 

Ju J*( /. tt"3tt")ll:"d') "a6(exp tx)dtdp(ll)
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(en appliquant I'inégalité de Minkowski généralisée aux mesures A6(exp tx)dtdp et ds)

{"r)Ê a')r

p@)'o,)r-  \ JmrJêJm " "

t  f  t  /  r n , \ É: (/. ( /u, l l"ott\ l lL,dPo("ù)' a'1'

(par le formule (2.12) de désintégration de la mesure )

< ( [ oit*,*ll 'r"l l ldr)Ë-  
\ J m  

F  t t t  t t P  
/

(en utilisant la Proposition 2.1 pour G6).

Donc

[^llr,r*,ll1o,o apçn1 < 'qiry lç111,
J G

Comme la norme llk"tç) llr,n est finie pour p-presque toute représentation z-, il s'ensuit

d'après [F-R], que pour p-presque toute représentation n € G, n(g)K^n est bornée et
son extension est de classe Cn sur Tln.

Finalement, d'après la Remarqre 2.3.2 dans [In], on a

- l  - 1

(r(@X"'  )*  :  r(p*(P))K" '  ,

où

,.@çn1: a? @eTn
En utilisant (3.14), on obtient :

f . .  I  s  l t
|^ll"@)llb" dp(")

J G  t r u ,  
r * z  / o  r l

'2dimG -m q q

^2dimG-n:  eiul lel l i



Remarque. Le théorème précédent montre que I'application p -' n(ç)Ki 
i.,9l"-îd "t

un opérateur continu Fp : Lp(G) -- Ln(G) et sa norme vérifie llF'(G)ll < A;n- '

2.5 ExemPles

2.5.L LJn exemple fortement x-régulier

Considérons l'algèbre de Lie g -< A,X,Y,Z,B,V ) munie des crochets de Lie non

nuls suivants :

lA,Bl :V,  lA,Xl :  -X,  lA,Yl :Y,  lX,Yl :  Z,

et dont la base duale est {A*, X* ,Y* , Z* , B* ,V*} '

On identifie Ie groupe de Lie exponentiel associé à g avec lR6 muni de Ia multiplication :

(a, r,a, z rbru)'(t '  ,r '  ,U' ,  2' ,b' ,u') :  (a+a' ,  tr '+reo' ,a'+ae-o' ,  2+z'-r 'ye-o"b+b"u+u' -ba') '

et de I'inversion :

( o , r , a , z , b ,u ) - r  :  ( - a ,  - rQ -o r -UQo , - z  -  x )U , -b , - u  - b " ) '

La mesure de Haar sur G est donnée par dadrdydzdbdu et G est unimodulaire'

Le groupe G est fortement x-régulier'

En effet, soit I € g* en position générale, i.e., l(V) + 0 and l(Z) + 0. Alors I'orbite

coadjointe de I contient un élément l' de la forme I' : ),2* * pV* avec (À,p) e lR'* x 1R'.'

Le ni l-radical n de g est engendré par {X,Y,Z,B,V} et on a g(l) :< V'Z ) '

n111")  :<  B,V,  Z t ,  g(11")  *  n  :  n  et  a ins i  o( l ) -  :  {0} '

On en déduit que < r,O(l)- >: {0} '

La sous-algèbre b(l) :1Y,Z,B,V > est une polarisation de Pukanszky en I: \Z* *
'  

lrV*, (À, P) € R- x lR'* et B(l) :  exP b(l) '

Donc B(l) est unimodulaire et 4611;,ç: 1'
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Soit 17 le caractère unitaire de B(l) défini par :

Xr(exp A) : e-z"it(A), pour tout A e b(l).

La représentation induite rt: T^,t": indf;Dyt' de G est irréductible '

La mesure de Plancherel sur ô est identifiée à Ia mesure lÀll1ldÀdp' sur IR* x 1R.*. Donc,

pour p € Lr(G) a L2(G),la formule de Plancherel est donnée par :

t ' f
I I ll"^,r@)llA,lÀllp'1il'dp': llelll,le.;

/R. JR..

On a, pour { €' l lnx.u et g e C"(G), que

n x,t"(ç) € b) : 
;(.  

I  (a, r,  u, z, b, u) r s,r(a, r,  u' z'  b' u) ( (g) dt dr d'y d' z'

Calculons le noyau k, de I'opérateur n^,r(ç) en utilisant la formule 5.8 du chapitre 1.

Soient

9 :  ( a , r , 0 ,0 ,0 ,0 )  €  G IB ( l ) ,  h . :  ( 0 ,0 ,U ,2 ,b ,u )  e  B ( l ) ,

u-r -- (-a' ,  -r 'e-o',  o, o, o, o) € G I B(l),

alors
ghu- |  :  (  a  -  a ' , ( r  -  * ' ) " -o ' ,U€o' ,  z  i  r 'a ,b ,u -  ba '  )

et

k r (g ,u )  :  k r ( (o , r ) , (a ' , r ' ) )
f

:  |  ç@- a' , (r  -  r ' )"-o '  ,U€o' ,z * r 'a,b,u -  ba')e-ù'2"- iuu4rdzdbdu
Jm.+

: 
Iu^r@ 

- a',(r - r ')e-o' ,u, z * tr 'a"o' ,b,u - ba')e-i\""-n""-"'dad'dbd'

:  
l*"r, 

- a',(r - ' ' )"-.o' ,u, z,b,u)e-i\("- ' ' "" 'a)"-tu1u+b"')e-" 'd'adzdbdu'

Donc

k r ( ( o , * ) , ( o ' , * ' ) )  :  Q  ( o - o ' , ( r - r ' ) e - " '  ) .  , .  ) .  , . ) ( - * ' " - " ' À , À , a ' p , l - t ) e - " '  , ( o , * ) , ( o '  , r ' )  €  R 2 ,
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où @ est la transformée de Fourier partielle dans les quatre dernières variables.

D'après la Proposition 2.1, on en déduit que

f

J u" llr," rlll,ol Àll p'ldÀd p' < Ai' ll çlli

On peut le vérifier par le calcul.

f

J o, ll 
k,lll, nl Àll Pl d À d P'

f  t "  r  f  .  ,  r {
:  l_^  l^ " (  l ^ "18 @-o ' , ( r - r ' )e- " '  , .  ) .  t .  , . ) ( - r 'e- " 'À, \ ,a 'F,p)e-" ' ledadr)o da 'dr '1 \1 lp1dÀdp'

JR2  JR2  \  JR2

:  [^^ t  " (  t  " lQ @,r, .  , .  , .  , . ) ( - r ' " -o 'À,À,  o '1r ,1r)"4fd 'adr) loo 'o* '1^1l1t ld 'Àd'p '
JR2  JR2  \  JR2

(par I'inégalité de Minkowski généralisée)

r  f  r  f  f  . -  ' P  \ e

( par le résultat de Beckner )

< Aln ( { ,  f  f  r  (o ,* , .  , .  1 .  , . ) l l ' ra"ar) f  ,  où or :  ( * ) t

Donc
f

J o,llr' rlllo,nl Àll ptldÀd pt, < ef ll çlli

2.5.2 Le groupe de Boidol

Dans cet exemple, on a affaire à un groupe qui n'est pas fortement x-régulier. On va

voir que les méthodes utilisées ne peuvent donner une estimation de la transformée de

Fourier ,LP.
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Soit g :1T,X,Y,Z ) munie des crochets de Lie suivants :

lx ,Yl :  Z,  lT,Yl :Y,  lT,Xl  -  -X '

soit {?., x* ,Y* , z*} la base duale de g. on identifie le groupe G : exP g avec IRa et sa

multiplication est donnée par :

( t ,  * ,a ,  z) '  ( t ' ,  r ' ,u ' ,  z ' )  :  ( t  +  t ' , r '  +  r l t ' ,u '  +  a"- t ' ,  z  + z '  -  ar 'e- t ' )

et I'inversion :
( t ,  * ,y ,  r ) - '  :  ( - t ,  - re- t ,  -yet ,  - ry  -  z) .

La mesure de Haar dans G est donnée par dtdrdgdz el la fonction module A est

identiquement égale à 1. Les G-orbites en position générale sont paramétrées par ÀZ* *

l"T*, (\,/r) € R- x IR. La mesure de Plancherel sur G est identifiée à la mesure lÀ1il'dp'
sur IR* x lR.

Donc, pour p € LL(G) a L2(G),la formule de Plancherel est décrite par :

r f

/. /. lln xz. *rr. @)llT"lÀld)dp : || e||f,1e,y

Le groupe G ne possède pas la x-régularité forte.

En effet, si I'on prend I : \Z* * [tT* (À I 0), alors

g( l r " )  :<  z ,T ) ,  g(11")  + n :  g  et  (g( ' t . )  *  n)*  :  n '

Ceci implique que < l, (g(l) + n)- >l i0)

La sous-algèbre b(l) :1 T,Y,Z > est une polarisation de Pukanszky en I : ^z* +

FT*, (\,p) € R- x IR.. Donc B(l) :expb(l) est non unimodulaire et on obtient :

A " r r l ( t ,  a , z ) :  A " ( , ) , c ( t ,  a , z ) :  e - t ,  pou r  t , y , z  €R .

Soit X7 le caractère de B(l) défini par :

Xr(  exp A) :  e '2 i " t (A) ,  pour  tout  A eb( l ) .

La représentation induite n1: T^,p: indf;16Xt, de G est irréductible et agit sur ,L2(1R)
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par :

rx,p(t,r,y,z){(a) - 
"2irQ'@v-rz-avet)+pt)"âq@et 

- r),  pour tout € € r 'z(R) et a € IR.

Pour g € C"(G),le noyau k, de I'opérateuv lr),,F est donné par :

kr ( r ,a) :  
; f ,  

g( t ,aet  -  n ,u,z)etsztn{xt " - ru)+ut)414rd,2,  r ,o  € IR.

Essayons de donner une estimation de la norme ll.F'(G)ll

Comme (kr)* : k**, orr à

I n" W ̂,, te) lqc,l ^l d ̂ d, = I o, ll 
k, llÊ,0 11 rc,. lli;, nl t l a >, a 1t

= (,{, werl,qr^rd^dt) ( l*"ur,.|l,,txtasau)à
Comme la dimension des orbites génériques est 2, on aimerait avoir :

t"

J o, ll 
t"lll, ol Àl ild p < A"' ll elli

Malheureusement,

f  f  f  r  /  r *

J o,llkrlll,nlÀld 
Àd p : 

J o"/. ( /. lk,(o, r)lp da)', drlÀldÀd p,

f  r  f  f  .  t  ^ . , \ ,  . ,  ' e
: 

/n. 
(/. | 

/.. 
9(t,aet - r,u, z)eâe2i"(\("-ry)+ut)41flvd,zlpd,a)'d,rlÀld")dp"

: t ( [ I I Q(t, aet - r,.,.)(À, -Àr)e hs2i*ut411n4o)i a*1x1asa,
./m' \ Jm' "/m 

' '

(on considère la fonct ion Ç,"( f)  :  Q(t ,aet -  t r , ' , ' ) (À, -Àr)eâ)

f  r  f  ^  r t: 
/*. ( /* le"''t')Ya")' arlxlaxaPt

= l*,({ ( lnÊ",.{r)t'or)Ê o")i o'1^10^
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(d'après I'inégalité de Minkowski généralisée)

f  r  /  r *
< Ai l_"( /_" lc, '(t) ledtda)'drlÀldÀ.  

JR2  \  JR2

(d'après le résultat de Beckner pour IR.)

:  Ai [^^( [^^lOA,o'et 
- r, ' , ' )(À, -Àùlns*4tao)i a*1x1ax

../pz r ../Pz

:  Ai [^^( [^-loa,o, ' , ' )(À, 
-^ùleeâ-Dtdtd,a)i a*1t1ax

../pz \ ,f pz

(d'après I'inégalité de Minkowski généralisée).

Ce qui montre que

f  ^  r  f  . . .  t p  . .  r *

Jn llt rlll'lÀld"Àd,p, < A?,0 (/o. Ittt' a,u, z)|nu(Ë-rv414adudz)'

d'après Ie résultat de Beckner pour IR2.

Mais le terme de droite de cette inégalité est différente de Aseqllplll.

Remarque. Il reste tout de même un espoir d'obtenir I'inégalité dans ce cas particulier.

Rappelons Ie Théorème 2 que I'on trouve dans [14] page 187 :

Théorème 2.5. Si G : X x A est le produit semi-direct des groupes localement

compacts unimodulaires X el A etsi G est unimodulaire, alors pour p : 
,ft1, 

k un

entier 2 2, on alors

llP (c)ll < ll"F"(x) ll llf"(A) ll

Ainsi, si on considère le groupe de Boidol comme le produit semi-direct du groupe de

Heisenberg I/ : exp(( X,Y, Z >) et le groupe abélien exp(lR?), alors par le théorème

ci-dessus, on obtient dans le cas particulier où e: #, 
k un entier 2 2,

l l .?-"(c)l l <llP(H)ll l l"r"(R)ll - Aï
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Théorème d'inversion de Fourier pour

Ies groupes de Lie nilPotents

3.1 Introduction

Cette section est une adaptation et une généralisation des résultats d'analyse harmo-

nique sur IR' à des groupes localement compacts plus généraux. Parmi les groupes pour

Iesquels on peut espérer les meilleurs résultats, on trouve les groupes de Lie nilpotents

connexes, simplement connexes. Par bien des aspects, ils ressemblent presque à R' et

leur théorie des représentations est bien établie, alors qu'il existe tout de même des

différences importantes dans leurs comportements (voir [C-G])' L'un des plus fameux

et utiles résultats de I'analyse harmonique sur IR' est le théorème d'inversion de Fourier.

Il est donc naturel de savoir si on peut Ie généraliser aux groupes de Lie nilpotents. Ce

problème peut être formulé de la manière suivante :

Soit G - exp g un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe. Considérons

I'application qui associe à chaque fonction T € Ll(G) la famille (",tfl) res*/Ad.Gdes
images de / par Ies représentations irréductibles unitaires de G. Cette application peut

être considérée comme une généralisation de la transformée de Fourier au cas non-

abélien. on sait que r1(/) est complètement déterminée par son noyau

f (ruy- | 
) e-2ti' 1t,ro9 u) 4u,F(l,r,r) :  

lu,

où B1 - exp b, pour une polarisation bl en L Donc la question de savoir s'il existe un
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théorème d'inversion de Fourier comme dans le cas abélien peut être formulée comme

cela :

Etant donnée une fonction F(t,r,y) satisfaisant certaines hypothèses, existe-t-il une

fonction f e Lr(G) telle que r1(/) admette F(1, ',') comme noyau pour presque toute

forme linéaire I ? Si une telle fonction / existe, elle est nécessairement unique, en tant

que fonction ,Lr.

Pour une forme linéaire fixée ls € g[, on a le résultat de Howe [Ho] :

Soit bo: b(lo) une polarisation en 16, soit Bo: expb6, soit X6lecatactère unitaire de

,86 défini par y1o(h) - 
"-2ti1ts'tosh> 

pour tout h € Bo.

Soit F e S((GlBo)',lo), c'est-à-dire que F est une fonction de Schwartzsur Gf Bsx

G I Bo qui vérifie Ia condition de covariance

F (rh, A h' ) :  n"(h)Xt"(h' ) F (*, a), Yr ,ye  G,Vh ,h '€Bs .

Alors il existe une fonction "f e S(G), I'espace de Schwartz de G, telle que rhf)

admette F comme opérateur à noyau. Ce résultat a été généralisé aux groupes de

Lie exponentiels résolubles par Andele et Ludwig dans [A]. Mais ces résultats ne sont

démontrés que pour une forme linéaire fixée ls € g*. Notre résultat principal est le

suivant :

Théorème 3.t. Soi,t G : exp g un groupe de Li,e ni,lpotent connetre, si'mplement

connere, mun'i d'une base de Jordan-Hôlder fi're.

Pour chaque I e g*, posons \ la polarisat'ion de Vergne correspondante et Bt: exPbt-

Alors i,l eriste un ouuert de Zariski, yi"n de g*, tel que pour toute fonction C*

F ,g i . nxGxG - - -  C  qu ' i ,  pou r t  €g *n " * f i ' r ée ,  es t schwar t zsu rG f  f i xG f  f i ,  qu i '

est à support cornpact en t (si, on se restretnt à une section d'orbi,te) et qui uérifient la

relation de couariance

,iI eri,ste une unique foncti.on / e S(G) telle que n{f) admette F(1,',') comme noAau'

pour ch,aque l e gi. .

L'applicati,on F ++ f est continue par rapport, aur topologies des espaces de fonctions

considérés.

La preuve du théorème d'inversion de Fourier se fera par récurrence. A chaque étape

F (1, rh, Ah') :  Xt(h)Xt(h') F (1, r,  Y),



de cette récurrence, de nouveaux paramètres apparaîtront et seront utilisés au moyen

des structures de Lie variables.

Remarque. On peut aussi construire la fonction / en utilisant Ia formule suivante :

so i t ,  en ut i l isant  F( l , ' , ' ) ,

f f

fG) : I  I  F( t ,s r , r )drdp, ( l ) .
J g [ . , J G l B 1

Cette formule se trouve dans [C-G] par exemple.

3.2 Les groupes et algèbres de Lie nilpotents va-

riables

Les notions d'algèbres variables ont été introduites dans [L-L] pour démontrer que

I'application de Kirillov est un homéomorphisme dans le cas des groupes de Lie expo-

nentiels. Grossièrement, se donner une algèbre variable revient à se donner un espace

muni d'un champ de crochets de Lie paramétrisé par un ensemble, i.e., Ies tenseurs de

structure sont variables. Plus précisément :

Définition 3.1. Soient g un espace vectoriel réel de dimension finie n et 6 un ensemble

non vide. On dit eue (g,6) est une algèbre de Lie nilpotente variable si :

1. Pour chaque b e B, il existe un crochet de Lie [',']6 défini sur g tel qne (g, [',']a)
est une algèbre de Lie nilPotente'

2. Il existe une base fixée {21, . . . , Zn} de g telle que Ies constantes de structure

afj(b) définies par , 
n

lza, zlu: t a!,çu1zr
k:r

satisfont la propriété suivante :

Pour tout b e B,pour k ( max(i,  i) ,  "f i !)  
:  0. Ceci signif ie que {21,, . . ,  Zn) est

une base de Jordan-Hôlder pour (g, [',']o).

T(g) :  [  f t?r1j)- | '  n{ f ) )d,p,( t ) ,  e € G,
J nâ"n
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L'algèbre de Lie (g, [ . , ' ]o) sera notée 96.

Si de plus B est un sous-ensemble algébrique d'un espace vectoriel réel de dimension

frnireW, i.e., il existe deux fonctions polynômiales P,Q stn tr4l telles que

B :  {w e W, P(w):  0  et  Q( . )  t  0} ,

on dit que (g, B) est une algèbre de Lie polynômialement variable si les constantes

de structure aftQ) sont des fonctions polynômiales en b.

De même, on dit eue (g,6) est algèbre de Lie rationnellement variable si les

constantes de structure aft(b) sont des fonctions rationnelles en b.

Dans ce cas on pourra supposer que ces fonctions n'ont pas de singularité dans B, en

remplaçant, si nécessaire, B par un ouvert dense de Zariski.

Définition 3.2. Le groupe de Lie variable associé (G,B) à (g,B) est défini par la

famille de groupes de Lie nilpotents connexes) simplement connexes (G,'u), où G : I
en tant qu'ensemble et où la loi du groupe 'à sur G est obtenue par la formule de

Campbell-Baker-Hausdorff pour le crochet [',']a, i.e. ,

r .bu :  r  r  y  i  |@, u)o + |W, @, ul r l ,  + $fu ,  lv ,  r lu)u+ .  .  . ,  Y r ,s € G 6.

Le groupe de (G,.6) sera noté Ga.

Remarques. 1. En fait, avec ces choix, I'application exponentielle expu i Eb -t G6 est

I'application identité.

2. Si B est réduit à un point, i.e., on oublie la structure variable sur G ou g, alors (G,B)

sera identifié à un groupe de Lie nilpotent.

3.3 Construction dtindices

Dans cette section nous allons rappeler les constructions de Ludwig et Mùller [Lu-Mu].
Tout d'abord nous allons construire des familles d'indices qui vont nous permettre de

définir les éléments génériques dans les algèbres de Lie variables pour pouvoir décrire le

dual unitaire de (G,6), c'est-à-dire, I'ensemble (Ga)aer, où G6 désigne le dual unitaire

du groupe de Lie nilpotent (Gu,'b).
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et

3.3.1 Indices associés à (g,B)

Pour chaque b € B, a(ga) désignera le centre d. gu.

Posons :

jr(b) :: ma*ij I Zi / â@b)j
kr(b) :: max{,k I lZi,Ol, Znlu I 0}

j t  : :  max { j1 (b )  l be  B }

fu  : :  max {k1 (b )  l be  Be t  j { b ) :  j r } .

Par construction, kr(b) < j{b) et h < ir

Les  i nd i ces  j r ( b ) , . . . , j a (b ) ; k " (b ) , . . . , ka (b ) ; i 2 , . . . , i a ; k2 , . . . , ka  se ron t  cons t ru i t s  p l us

tard.

3.3.2 Indices associés aux formes linéaires sur g

Soit g* I'espace vectoriel dual de g.

Pour chaque (b, l) e B x g*, soit t(b,l) Ie plus grand idéal de gb contenu dans le

stabilisateur gu(l) de I dans 96.

Si o(b, l) : ga,l'ensemble d'indices correspondant sera vide. Dans ce cas, ga(l) : ga et

soit 96 est commutative, soit I n'est pas une forme linéaire générique.

Sinon on définit les indices jt(b,I) et k1(b,l) par

i t ( b , l )  : :  ma* { j  €  { 1 , .  , . , n }  |  Z i  /  o (b , l ) }

k{b, I )  : :  max{k € {1, .  .  .  ,n}  |  <  l ,  lZ5,@,t ) t  Zn la >10} .

On  a  enco re  k1 (b , I )  <  h@,1 ) .
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Les ind ices j r (b , I ) , . . . ,  ja(b, I )  e f  k2(b, l ) , . . . ,kd(b, l )  seront  constru i ts  p lus tard de la
même manière.

3.3.3 Restriction du choix des formes linéaires

Nous allons restreindre notre choix d'éléments (b,l).

Posons D6:: B x g* et

D1 : :  { (b ,  l )  e  Do I  j t (b , l )  :  jy  e t  k t (b , l )  :  k t } .

Lemme 3.L. Si B est un ensemble algébrique, 21 est un ouvert de Zariski dense de
26, plus précisément

D1 :  { (b , l )  e  Ds  |  <  l , l Z i , ,  Zx , l o  >+  0 } .

Démonstrati,on. Si jt(b,I): jl et kr(b,I): k1, alors, d'après les définitions des indices,

< l , lZi,  Zt"r]u >:<-1,,IZi1@,t)t Znr@,t)]u >+ 0.

Réciproquement, supposons que < l, lZi,Znrlu>10, alors Zi, # gu(l),

o ro (b , l )  es t con tenudansga( l ) , donc  21  f  o (b , l ) .P renons  j<h ,a lo rsZ i  e  a (ga )  e t
Zi e. o(b,l) qui contient le centre d" gu, on en déduit que j1(b,l):  jr .

Ainsi < l , lZgu,t1, Zur]u ># 0, donc kr(l ,b) ( k1, cependant si k > h alors lZi, Ztf :0,

d 'où < l , lZ i '  Zn]u >:0.

En conclusion k1(b, l) : kt et on a démontré que

Dy :  { (b , l )  e  Ds |  <  l ,  lZ i , ,  Zr , lu  >+ 0} .

De plus I'application (l,b) ++1l,lZi,Zur)a > est linéaire en l, rationnelle en b. On peut
supposer, quitte à multiplier par le plus petit dénominateur commun, qu'elle est même
polynômiale en b. Ainsi cette application est polynômiale en (b,l) et donc 21 est un
ouvert de Zariski de Ds. !
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3.3.4 Construction d'un idéal de codimension un dans 96.

Posons encore Is ::  {1, .  .  .  ,n} et |  : :  1o \ {kr}.

Pour (b, l) e D1, définissons

F r@,1 )  ' :  
{X  e  g  |  < l , l Zgu , t ) ,X f6 ) : 0 } :  {X  e  g  |  < l , l Z i , ,X ]a  > :0 }

et

z:(b,t) : :  z. i  - < l- ' [zi 'o'u' zt)u ? '  17 .- l ' [zi" zi]u > ,,  \' \  t '  1l, lzi11bJ),2n,(u,t)]u;zn'{u'D- zi '-7ffiff i ff iZ'" vi 'e It

(comme (b, t )  e  D1) .

On voit facilement eue p1(b,l) est un idéal de codimension un dans 96 et

que {Zor(b,l) | I e .I1} est une base de Jordan-Hôlder pour p1(b,l) (voir lL-Zl).

De plus, Zcr\, l)  :  Z,i  si i  > h.

3.3.5 Les éléments génériques dans B x g*

On construit les indices j; .(b, l),ki(b, l),  jo(b),ko(b), jn,k; de Ia manière suivante :

Onut i l ise l 'a lgèbreFlb, l l , labase Zi l (b , l ) , l lp , la , rypourconstru i re les ind ices lz(b,11,k2(b, t ) ,
I'algèbre Fz(b,l) (qui est un idéal de codimension un dans p1(b, l)), Z7@,1) est Ia base
de p2(b,l) et on continue jusqu'à ce que ce processus s'arrête au bout d'un nombre fini
d'étapes.

Récursivement on définit Dt, jlb),ko(b),k,ka,Ia par

jo(b) ::  max{j € I;r I  Z;-r(b,l) /  Centre(Fr-r(b,l)),Vl tel que (b, l)  eD;}

ko(b) ::  max{k e lr-t  I  lZ}; '(b, l),  Zi-t (b, t) la + 0,Vt tel que (b, t) e D;r}

j t ,  : :  max{ ja(b)  lbe B}

ki :: max{ka(b) | b e B et ja(b) ,: jn}

Di ::  {(b, J) e D;t I  jn(b,l) :  j ;  et ki(b, l) :  kr}

I i  : :  /r-t  \  {kr}.
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' Ce processus s'arrête au bout d'un nombre fini d d'étapes'

Alors on sait, d'après lL-Zl, que pour chaque (b,J) € Da, Fa(b,l) est la polarisation de

Vergne en I dans ga Par rapport à Ia base {Zt, ' . . , Zn}'

Si 6 est un ensemble algébrique, I'ensemble

Dsen ' . :D6CBxg*

est un ouvert de Zariski d,e B x g*, appelé I'ensemble des éléments génériques de

Bxg* .

Si 6 est réduit à un point, i.e., s'il n'y a pas de structure variable, alots Ds"n est identifié

à l'ouvert de Zariski gî.* de g*, appelé I'ensemble des éléments génériques de g*'

Ona
g i " , cLb ,nCL lno , c9 * ,

où gt,,r désigne les éléments de g* qui sont en position au sens de Pukanszky relative-

ment à la base (Z); et g[o, l'ensemble des éléments de g* dont I'orbite coadjointe est

de dimension maximale.

3.3.6 Restriction aux sections des orbites

D'après lL-Z) ,D, ,  r  €  {1,  . . . ,d}  e tDs.nsont  Ad*G- invar iants ,  i .e . ,  pour  to t t  g  €G,

(b, l )  e  D,  <+ (b, (Ad-s)( I ) )  e  O,

(b,t) e Ds", <+ (b,(Ad. g)(I)) e Ds.".

Ceci nous permet de nous restreindre aux sections des orbites, obtenues de la manière

suivante :

pour chaqu e b e B fixé, soit ,56 I'ensemble des indices de saut au sens de Pukanszky

pour I'algèbre 96 et soit T6 : {L,. . ' ,n} \ ,9b.

posons Vro : D nr; On sait que chaque orbite coadjointe dans gi rencontre V7o en

i,€T6

un point exactement, et réciproquement. Donc V7o représente une section des orbites

coadjointes de gt.

Remarquons que I € 77, si et seulement si < I, Zi ):0 pour tout indice de saut i € Sa'
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Dans de nombreuses situations, on se restreint à ces sections d'orbites, ce qui nous per-

met de supposer que les formes linéaires I s'annulent dans les coordonnées correspondant

aux indices de saut.

Pour ce faire, notons 5 la réunion de ces sections d'orbites, ou, plus précisement,

s :  U{b }  xVTo e tDr ' "n :Dn"n)5 .
b€B

Alors D7,n"," est un ouvert de Zariski de 5. Considérons à présent

Br ::  {b e B | =l € g. tel que (b,I) e D7,n.,}

: {b e B | =l € g* tel que (b, I) € Ds""}.

Soit (ô, l) e Ds"n.On sait que I est en position générale dans gf; au sens de Pukanszky.

De plus, l'ensemble des indices de saut ,9a de gt coincide avec I'ensemble

{ j u (b , l ) , k i (b , l )  |  1  <  t  <  d }  :  { i o , ko  |  1  <  i  <  d }

construit dans cette section (pour la forme linéaire I donnée) et est donc indépendant

de b, si b e Br. Ainsi, pour tout b e Br,les ensembles 56, respectivement ?6 coincident.

Notons T cet ensemble commun et V, : 
D Ur;
i€'I

Il est clair que
Dr'"n: Dsen) ($ x V7).

Remarque. Si 6 est réduit à un point, alors D7,n.n est identifié à

gT,s"n:  gT"nÀvT,

I'ensemble des éléments génériques contenus dans la section d'orbite I/r.

3.4 De nouveaux paramètres

Soient j1 et fu définis précédemment.
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Posons X :: Z1,r,Y :: Zi, et 26:: lZp, Zir lu: lX,Y]6. Comme (Zi) i  est une base de

Jordan-Hôlder pour tout 96,

lZ1 ,U)a  C<  Z i r1y , . .  . , ,  Zn>C â (gb ) ,VU e  gu ,

où les définitions Fr(b,l)et les bases (Z|(b,l))a dépendent en fait seulement de ll<zir+r,...,2^>

et plus particulièrement de son noyau ker(|1<zir+r,...,t,r).

Pour p1(b,l), ceci est clair par définition. Pour chaque vecteur de base Zcr(b,l), remar-

quons qu'on doit écrire

1 Z jr*r, . . . , Zn >: F.Zu @ ker(11<z,r+r,...,2n>),

qui, pour b fixé, 11a2,,1r,...,2n, est complètement déterminé par sa valeur srn 26 et par

ker(lgzir+r,...,r^r) et qui aonc iffffi dépend uniquement de ker(l1a zirar,..',2.>) (si

(b, l) e Dr,n.n et donc < l , lZi, ,  Znr]a >+ 0).

De ce point de vue, faire varier I signifie considérer tous Ies sous-espaces de codimension

un  V (b )  de l - -  Z i ray , . . . ,Zn  ) te l s  q te26 /V (b )  Donc ,  à lap lacedeca rac té r i se rp l (b , l )

par (b,l), on doit aussi Ie caractériser par b et un sous-espace I/(b), respectivement par

b et un vecteur de base de V(b). Ceci nous conduit à la paramétrisation suivante :

So i t  rn  i : n - j 1  i den t i f i ons  12 i r11 , . . . , 2n  >  avec lR*  g râce  à labase  {Z j r * t , " . , 2n } '
Un sous-espace de codimension un de l Zjr*r,...,2n > est alors caractérisé par les

vecteurs i : 6r,. .. ,T*-r) € (lR-;"n-r tel que les 5r sont linéairement indépendants,

i.e., par un ouvert de Zariski de ([R-;--t'

Les sous-espaces V(b) considéres ici vérifient la condition supplémenta\re 26 / V (b), q\

peut être décrite par det(26,br,. . . ,b*-t) I 0, qui donne encore un ouvert de Zariski

de (lR-)''-l.

Posons

t :: {(b,b) e B x (R-;--t l5a tinéairement indépendants} (4 1)

& :: t(b, b) e t I der(26,Tr,. . . ,T*-r) # 0) (42)

t' :: {(b, b) e B1 x (R-;--t | [ [nOairement indépendants] (4 3)

s'. :: {(b,t) € t' I d,et(26,T1,. . . ,T*-r) # 0} (4 4)

Définissons, pour tout (b,5) e t1,

pt@,T) ,: {U e s I lZi,,Ulu €< a >1,
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où < 1'> désigne I'espace vectoriel engendré par 61, '..T*-r.

Pour définir la base de p1(b,1'), comme

1 Z jr*r, . . , , Zn >: lR.Zo@ <T >,

il existe pour chaqu e Za tn unique a,; € IR. et un unique ui e.16 > t.lt qn"

lZi' Zo]u : otZb I ui : ar.lZn, Zirl6 * u.i'

Notons eue aa:0 s i  i , )  k t ,  e t  a lors  lZ i '216:0.

Définissons 
z:(b,b) : z'i * erzk, pottr i' l k1'

En particulier, ZIQ,T) : Zr si i ) kt. II est facile alors de voir que p1(b,6) est un idéal

de codimension un dans 96.

Notons [.,.]o,rl pour le crochet de Lie dans p1(b,1') (qui coincide bien sûr avec [',']u).
On a le résultat suivant :

Proposition 3.1. {Z}(b,b) | i e I} est une base d,e Jord,an-Hôld,er de p1(b,6) et tes

constantes d,e structure pour cette base d,ans pt(b,6) sont d,es foncti'ons rat'ionnelles en

b,6, s'i (g,B) est une algèbre de Li'e rati'onnellement uari'able.

Démonstrati,on. Montrons d'abord que Zcr@,b) € pl(b,;).

Cas  1 .  S i i >h ,

on a alors Z|(b,b) : Z,i et qlue lZi,Zo]u:0 par définition de k1'

Cas 2. Si ? < kr. alors

lZ j , ,  ZIQ,T)lu : lZi, ,  Zt]t  - l  ai lZi,,  Zt , lu : ut e16 )

et  donc Z: (b,b)  €  p l (b , ; ) .

Par construction, les vecteurs Zl(b,T), i, e Ir, sont indépendants et alors ils forment

une base de P1(b, b).

En effet pr(b,l') peut être au plus de dimension n. - I car 21,, g pr(a,Î'). O'où

gu:RZr" ,e pr(b,6)  :  IRX e pr(b,5) .

Calculons à présent les constantes de structure afrçU,T1 pour Ia base Z|(4,5) aans

p'(b,5).
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Cas 3. Si i,, j ) k1, alors

lz:Q,T), z)(b,b)lai) -- lzo' zilu: 
or-à,r* ,ofiq)z*: or-à, ,r,"fi(b)zl"(b'T)'

i .e.,df,Q,T) : 
"f i7) 

dans ce cas.

Cas 4. Si ? < k1 ( j, alors

lz|(b,i), zj@,T)Jqu,at : lz; t arZn,, z lu
: 

r?or,of'ça121" 
* "o orDrr,af;"çu1z*

: 
rDr,@f'"1 

+ a4af;"(b)) zl(b'b)

et df,(a,T) : 
"fi(b) 

+ a*f,i(b) si,k > j > h > i'.

Les autres constantes de structure étant nulles, cat at,"(b): 0 si t ( max{r, s}.

Cas 5. Si i, j ( k1, alors

lz:@,T), zj(b,i))1u,u1 : lzn, zila * a;121,,, zi lu * ailzi, zn,la

: t af,çu1zr1or D af;,,(u)zn* ", I ah,çu\zr
h>max{ i , j }  k)kt k ) k t

: t afjQ)QlQ,T) - a1,zr,)+ofi?)z*,+ ! afiT)ziT,b)
mù<.{i,j}<k<h le)kr

*o, D a!,,çuSz|çu,T1+ o1D "fu,Q)zl@,b)
k) lcr k>k t

: ('f;fol- t "n"1,1u7)zk,+ t afi(b)zly,b)

._^î{ i ' ' i }<k<tu 

max{i '3}<k</c1

. 
; 

("f,trl + a,of;,,(b) * aph,çu1) z|ça,u1.

Comme (ZlQ,TDrcI, €st une base de I'idéal pr(b,5), le coefficient de Zp, dans ce calcul

doit s'annuler et les nouvelles constantes de structure sont définies par

al,çu,T1 : af,çu1 si max{i' i} < k ( kr et
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a!,çu,T) : af,çu\+ouof;,1(b)taial1",(b) si k > k1'

Les autres constantes de structures étant nulles.

Ce qui pïouve We (ZlQ,T))rer, est une base de Jordan-Hôlder pour p1(b,5).

Supposons eue (g,6) est une algèbre de Lie rationnellement variable' Comme

det( lZ 1,  Zol r ,Tr , '  .  . ,T*- r )un:m,

où a6 est une fonction rationnelle en b,T. Donc les nouvelles constantes de structure

AfjQ,T) sont aussi des fonctions rationnelles en b,T.Laformule pour aa montre que les

constantes de structure dépendent uniquement de b et < b >. tr

3.5 Bases coexponentielles

Comme dans [L-Z] ou [Lu-Mu], notons Xr(b,l) :  Zkr(b, l) ,  .  .  '  ,  Xa(b,l) :  Zu(b,l) '

Alors Xr(b,I), . . . ,Xa(b,l) est une base coexponentiel le à Ia polarisation pa(b,l) :  b1a,r;

dans 96.

S i  (b ,  I )  €Ds .n ,  on  a  b ien  sû r  X1 (b , l ) :  Zn r , . . . ,Xa (b , l ) :  Z *o ,  i . e . ,  l es  vec teu rs  de

base sont fixés.

3.6 De nouvelles structures variables

A I'origine , <T > est définip ar ker(lgz,r+r,.. ,zn>).Aussi on veut considérer seulement

les formes linéaires sur p1(b,b) qui annulent < b >. Pour ce faire, on regarde le quotient

par < l'> et on obtient une nouvelle structure variable. Les détails de ces constructions

sont les suivants :

Donnons-nous pr(ar1'), Ia base (ZIQ,TDk€r, et les constantes de structure pour le crochet

de Lie dans p1(b,6) put rapport à cette nouvelle base dépendant uniquement de b et

<b> .
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On peut alors définir une nouvelle algèbre de Lie rationnellement variable (q1,t1) par

qr@,T) t: prla,T)l <T >,

en prenant dans q1(b,3') la base de Jordan-Hôlder

{z IQ,b)  mod <6> |  k  e  I1 ,k  3  iùU{zrmod <6>}

et en identifiant cette base à I'aide d'uneùase fixe dans un espace vectoriel réel q1 de

dimension j1. Alors Ia dépendance en b et b est entièrement contenue dans Ie crochet de

Lie [.,.J10;; "t 
(qr,tr) peut être considérée comme une algèbre de Lie rationnellement

variable,'dont le groupe de Lie variable associé est noté ,qt,û).

De la même manière, on définit une algèbre de Lie rationnellement variable (t1, t1) par

crQ,T) :: p{b,T)l 1 21,,T 2: qr(b,T)l < Zi, >,

en prenant dans t1(b,5) la base de Jordan-Hôlder

gl lu ,asmod < Z i , ,T ,  lke  I1 ,k  <  j lU{zomod < z i , , i> } '

Notons Z1çu,a1 : zlQ,T) mod < zi , ,T'si  k e l t ,k I  i r

et Z;r+LQ,T) : za mod t ziDT > pour cette base'

Faisons alors le même type d'identifications que précédemment et notons (-R1,t1) pour

le grouPe de Lie variable associé'

Considérons Ia nouvelle structure variable (tr, tt). Toutes Ies constructions précédentes

peuvent être bien sûr effectuées pour cette nouvelle structure.

Notons

S,îotrl , l ,vr1ott,vr,6r,n.n,ioçu,T,77,Éoçu,T,T1,VoQ,6),TnQ,T),- in,Én,Do,Topour z 2 2

(comme i: l'éorrespond à g) pour les objets correspondants à (rt,tt)'Ici les indices

sont définis par rapport à Ia base de Jordan-Hôlder définie ci-dessus.

;  I  |  { f t .T \ }xvat n p a r t l c u l r e r , ù :  y  , 1 0 , 6 1  .

(b,b)e€r

Définition 3.3. Définissons I'application

Q:5-5



68

Par 
Q(b'T'77 : çu'11'

où I e g* est donnée Par

< l , (J  > : :  <T,Û > VU e Pr(u,T)
< l ,x  >  : :  0 ,

uu""  Û:  U mod a Z i 'b  >.

Dans ce contexte I est complètement déterminée et ( l ,  X >-<l,Y >:0, 11.;t:0'

Remarquons en particulier que cette forme linéaire I est nulle sur Ies vecteurs de bases

correspondants aux indices de Pukanszky de 90, i.e., I e V7u et donc (b,l) e S.

On obtient alors le lemme suivant :

Lemme 3.2. L'appl,ication Q est bi,en défi,ni,e, i,njecti,ue et cont'inue. Les fami'lles d'zn-

dices j etkuéri ' f ient
j n :Vo  e t  ko : f i ,  Y i ,  e  { 2 , .  .  .  , d } .

De plus,
Dr,s.n: Q(Dl,n.n) aDt.

Démonstration. La continuité de Q est claire, par définition'

Pour chaqu e U e pr@,T), notons Û porr U mod . Zi,T >e tr(4,5)'

Montrons qrue D1n S C im0.

Pour  ce fa i re ,  so i t  (b , l )  e  DrnE'  D 'où < I , lZ* , ,Z i , lu>+ 0.

Choisissons une base l'de ker(l1a zir4,...,zn>)

et définissorrr le tr(b,7')- :  t l  par <T,Û )::( I ,U ) pour tout îr e q(u,6)'

Cet élémentlest bien défini car < I,Zi,):0 ( l  e V7) etl<ur= 0 (d'après le choix

ae 5).
Deplus,  çU,T,T1€scommeles indicesdesautausensdePukanszkydeldut t t t l (a , Î ' )
coincident avec les indices de saut de Pukanszky_d. I dans 9a Qui sont plus petits que 71

et différents de k1 et j1. D'après le choix de I et b, Zu: lZp, Zi,]a /< b > et (b,b) e fi'

Donc Q,T,T) e ,3 et LQ,T,T): (b,,) par construction.

D 'où21  r tSc fmQ.
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Remarquon" qu" Dr,n.*Ào-r(D,r,n.à * A.

En effet, Dr,g.n est un ouvert non vide de S contenu dans 3mO,

cà rD7 ,n "nCDr )S  C  imQ.

Par continuité de O, O-1(D,r,g"",) est un ouvert non vide de 5. Oe plus, D1'",, est un

ouvert de Zariski de 5.

Donc Ôr,n.*aQ-r(Dy,n"à I A.

on voit qu"jrçb,6,T) : ir(o(a,T,ï)': iz(b,D,12Q,T) : ir(b),V": ir, pour chaque
(b,T,T) € S.
En effet, le passage de pr!4,1') a rr(b,5) est obtenu en prenant le quotient avec le sous-

espace du centre de p1(b, b). Ceci n'affecte pas la définition de ces indices.

Montrons maintenant que k2:fr.

Pour ce faire, soienL Q,T,T) €Dî.o",.aQ-r(D,rs"n) et (b,t) :  O(A,l ' , I) '  Rtors

< t, lzj,(b,b), zi,@,b)lrr; l  >l o

(comme j, :7, :jrçu,T,I1,T, :Érçu,T,T11et donc

< t , lz ;" (b, t ) ,  z i ,Q, I ) lu ># o,

avec (b, l) e D7,n"n. D'où Ez S kr(b,t) : kz.

Réciproquement, comme (b,l) e Dr*.net (b,l) :  O(b,T,T),

< t , lz ; , (b, t ) ,  z i ,Q, t ) lu ># o,

ce qui implique que 
7 ,/r ,. 7, 7t ,. 7,.

< l , lz ; , (b,b),  Zi2lb,  b) l ra3l  >t  0,

(avec j2:Vr:jrçU,T,T11par définit ion de l.

Donc k2 <Érçu,T,T) :Éz comme (b,T,l e Dr,n.,. D'oùT, : 1çr.

Posons frr: {çu,T,T1 e trx r i  |  (b, t) eD1,irçu,T,T1 : l ir :  i2 etlrft ,T,T) :Ér: kz}.
Alors Q(D2aS) : 2z o,S.

En effet, remarquons tout d'abord qlue D2 n .S C Dr À S C fmO.

On a a ins i  (b , l )  :  OQ,T,T)  avec (b,  l )  e  D2nS'
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En particulier
< t,lzl"(b,T), z),Q,T\u >+ o

comme j r (b , l )  :  j2  e l  k2(b , l )  :  k2 .

D'après la définition de O,

< T, 121,ça,T), Z),(b,T)l (u,ut > I o.

Ce qui montre tout d'abord que Z1"1U,U) EqçU,U1çT\, le stabilisateur delduttt r1(b,T),

et ainsi jr: j, <jrçu,T,T\. Comme on a toujout"irçb,T,T7 1Vz, on obtient en effet

Vr1u,T,Ty :Vr.
Mais on doit alors avoirÉz: kz !TI(U,T,T). Comme I'inégalité inverse est toujours

vraie, on obtient ÉrçU,T,T1 :Éz et (b,6,7) eDr.

D'après D2aS cDt.1S c jmO, ceci montre que D2)S C A(Ô2n5). L' inclusion

inverse se montre de la même manière.

Procédons maintenant par récurrence.
^ 1Supposons  gue  j "  :  j " e t k " :_k ,  pou r  s  < i - I ,Q (D i_ rnS)  :  D ; rÀS  (2 , - r  é tan t

défini de la même façon que D2) et prouvons les mêmes relations pour tout 'd.

De même que dans Ie cas 'i :2, on voit que
' inçu,T,T1 

: io(o(b,i,T)) : io(b,l),10(b,b) : io(b) etVr, :ja pour chaque 1u,T,T7 € Ôo-r.
Le même argument que dans Ie cas z :2 montre que kt.: k,i.

Donc, si6o :  {Q,T,T) € 6o-, l lo@,T,7) :10: i ietÉoça,T,T1 - Éo : ka}, alors
O(DnaS):Oof-\.S. Pour i :  d, laprocédure s'arrête et on obtient le résultat voulu.

n

3.7 Les bons espaces de fonctions

Soit (G,6) un groupe de Lie rationnellement variable muni de sa base fixe {21,. . . , Zn}.

Une fonction h sur G6 est identifiée à une fonction sur IR' par la formule

h ( * r , .  .  . ,  r n )  :  h (expa ( r rZ t ) ' u ' ' ' ' 6  exp6 ( r "2 " ) ) '
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Définition 3.4. Soit r € N. On définit S(G,B,lR") I'ensemble des fonctions

f  :Bx lR "x lR ' '  - - -+  C

(b ,a , (q , . . .  , r , ) )  H  f  (b ,o ,exp6 (qZ1)  ' b  " '  ' b  exp6 ( r ,2 " ) )

qui sont C* par rapport à toutes Ies variables et telles que

,f ,*"n,",,u, 
r1:" [ ,,ro l.-,, a,,

b€K;o€iRr ;z€lRn L lal< A;lr  i l< B i ; ls i  l<C i ; i , i  €{1,2}

A"  0 "  0 " '  - " ' l'N 
A", , ,  A,* f  

(b 'o 'exp6@1Z1) 'b ' "  'bexpu@"Z")) | )

( *oo

où K désigne un compact arbitraire compact de B et A, Bo., Ci e N.

Soit B : LJ-.N K,n, les ensembles K^ étanl des compacts' Si K parcourt les en-

sembles K* et A, Bn,Cr' I'ensemble des entiers naturels N, alors on obtient une famille

dénombrable de semi-normes qui définit latopologie de S(G,6,R"), qui devient ainsi

un espace de Fréchet.

Soit tl un ouvert de Zariski dans D7'.n.

Alors Z est disjoint de B x {0}, car (b,0) n'appartient jamais àDr,n.n.

Pour chaque forme linéaire I e Vyo, soit b1a,l; la polarisation de Vergne en I dans ga Par

rapport à la base donnée.

on sait que b1o,r; : pa(b,l) si (b, I) e D7*.n, voir la section 3.3.5. Soit xp,qle caractère

unitaire défini sur B1a,r; : exp6b1a,r) par la formule X@,ù(u) - "-2tri'<t'tos6u).
Soit X1(b, l):  Znr,.. . ,Xa(b,l):  Zno la base coexponentiel le de ga Par rapport à b1a,ry.

Grâce à cette base, G6f B(b,,) peut être identifiée à IRd.

Définition 3.5. Soit r € N. L'espace des noyaux N(G,U,IR") est défini comme

I'ensemble de toutes les fonctions C-

F : B xV7 x IR' x IRd x IRd -- C

qui vérifient les deux conditions suivantes :



( i)
F (b , l , . , . , ' )  =  0  s i  ( b ,  l )  /U ,

donc en particulier si (b, l) / Dr,n.n.

( i i)

l l  F l l  o, o,c, o 1, D 2,r,1, r,2, F1, F2 _
: sup I trrP lad'a"rl'

(b,l)eK;o€R';z,e€lRd t- lallA;lcl<C;ldal<Dr;ldzlSDz;le1l<E1ile2l<Ez,lhl<h)Tzl<Fz

A" A" 0d, A, 01, _, .  .  , , .1'  
Ab"  APf f i  A*  WO 

lb 'L 'a ' r 'A ) l )
( *oo

où K est un compact de t/ et A,C, Dr, Dz, Er, Ez,Fr ' Fz e N.

Soit l,l : 
U*r,les ensembles K" étant des compacts dans U' Si K parcourt les
s€N

ensembles K" et A,C,D1,Dz, Er,Ez,Ft,-F2 parcourent les entiers N, alors on obtient

une famille dénombrable de semi-normes qui définissent la topologie de ,A/(G, Z,/, IR') et

qui confèrent à Al(G,U,1R") une structure d'espace de Fréchet.

Finalement, considérons la définition suivante

Définition 3.6. Soit Al"(G,l,l,R") le sous-espace de N(G;Z,/,R') formé par les

fonctions F qui vérifient les deux conditions suivantes :

(iii) Pour chaque b e Bt (i.e. (b, l) €. D7,n"n pour au moins une forme linéaire l)'

il existe un compact K(b) dans Va tel que {b} x /{(b) C Dr,s.n et F(b,/, ', ', ') : 0

s i  I  /  K(b) .

En particulier, 0 / K(b) car (b,0) /Dr,n.,.

(iv) Pour chaque (bo,lo) e (ft x Vr)\Dr,n.,, il existe un voisinage ouvert Vlao,lo)

de  (be , l s )  dans  B lxVy  te l  que  F (b , l , ' , ' , ' )  =0  pou r  tou t  (b , l )  €V1ao , ro ) .

Ltespace N.(G,l,l,lR.") ntest plus un espace de FYéchet pour les semi-normes

données.

Remarques. 1. F(b,t,o, ' ,  ' )  peut être vue comme une fonction sur G6/B p,t lxGuf Bp11

en écrivant

F (b , l , a , r , u )  :  F (b , l , a ,exp6 ( r1x r (b , l ) )  ' b  " '  ' b  exp6@ax6(b , I ) ) ,



exp6(g1X1 (b, l)) 'u . '  .  .  t  expu(Uax d(b, t)))

ou même comme une fonction sur G6 x G6 si on introduit la relation de covariance

F (b , t , e , r . h ,a .h ' )  :  x (u ,D (h )X1u ,D (h ' )F (U , l , a , r , y )  Y r , y  €  G6 ,Yh ,h '  e  Bçu , t 1 .

2. On peut étendre F en une fonction en I définie sur I'orbite coadjointe entière passant

par I en posant

F (b , (Ad .g ) ( l ) ,  o ,  r ,A )  :  F (b , l , a , r '  g ,A '  g )  Yg , r , ,U  e  Gu .

(voir la formule (5.11) du chapitre 1)

Dans ce chapitre, on notera F une fonction ayant les précédentes propriétés.

3. Si 6 est réduit à un point, i.e., si on oublie la structure variable, Dn"n = g|.n et, si Z est

un ouvert de Zariski de gi.n)V7, on définit de Ia même manière I'espace de Schwartz

.S(G,lR"), N(G,1,'t,lR") et N.(G,U,lR"), en utilisant les semi-normes correspondantes

pour définir leur topologie respective.

3.8 Le théorème d'inversion Fourier

Prouvons d'abord un théorème d'inversion de Fourier variable :

Théorème 3.2. Soit (G,B) un groupe de Li.e rat'ionnellement uariable muni, de la base

d,e Jordan-HôIder f , re  2r , . . . ,2n.  NotonsBl : :  {b  e B I  l l  e  g-  te l  que (b, l )  e  Dr ,n"n} .

Alors pour chaque r € N et chaque F e N.(G;Dr,s"n,R'), il eri,ste une unique foncti'on

/ e S(G,6r, lR") uérff iant :

Pour tout (b, l )  e  Dr ,s .n, I 'opérateurzr ta , r l ( /a(a)( ' ) )  admetF(b, l ,a , ' , ' )  con 'Ln 'Lenoyau (s i

on note /r("X.) pour f (b, a, .) ), prouenant des polarisati,ons et des bases coerponent'ielles

correspondantes.

L'applicati,on F *+ f est continue par rapport aur topologi,es données.

Ce théorème permet d'affirmer le résultat suivant, obtenu si 6 est réduit à un point,

i.e., si on n'a pas affaire aux structures variables, mais à un groupe de Lie nilpotent.
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Théorème 3.3. Soi,t G un groupe de Li,e ni,lpotent connetre, s'implement connere rnuni

d'une base de Jordan-Hôlder fi,re. Il etiste un ouuert de Zari'ski' qf,"n de g* tel que pour

chaque fonction F e Al.(G,gi.,) Lt eriste une un'ique foncti'on / € S(G) uérifiant :

Pour chaque I € g["n, I'opérateur n{f) admet F(l,',') comme noAz,u, la polari'sat'ion en

t étant Ia polar,isati,on de Vergne par rapport à la base donnée et la base coerponentielle

étant chois'ie comme dans les sect'ions précédentes.

L'applicati,on F r+ f est conti,nue pa,r rapport aur topologies données.

La preuve de ce résultat sera donnée dans la section 3.8.2.

3.8.1 Résultats sur la tranformée de Radon

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats sur la transformée de Radon (voir

[He]), qui permet de reconstruire une fonction /, si on connaît chacune de ses intégrales

sur tout hyperplan de l'espace sur laquelle elle est définie. Pour les preuves, consulter

lH"l.
Soit / une fonction sur lR*, intégrable sur chaque hyperplan de IR-. Soit P- I'espace

de tous les hyperplans de IR-. Soient € e P- et dptla mesure euclidienne {. Définissons

alors :

Définition 3.7. La transformée de Radon Rf de / en ( est définie par

rcTG,) ,: 
lrT@)or{,)

Paramétrisons à présent les hyperplans de R.- de la manière suivante :

t@, r ) :  { r  e  IR-  |  I  r ,u  t :  
" }

orj r € R et c,: est un vecteur normal à (.

Remarquons que (u;, r) et (-a,', -r) caractérisent le même hyperplan €. O.t écrira donc

rcf$) : r - f (u,ù:  I  f@)dp,(r )
J <r,u>:r

et on a RT@,r):Rf ?u,-r), avec (ar,r) e 5--t x IR., S--1 étant la sphère unité

dans IR.-.
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On doit aussi considérer I'espace de Schwartz suivant :

Définition 3.8. L'espace de Schwartz S(P*) sur I'espace des hyperplans est défini par

S(P- )  , :  { g  €  S (S- -1  x  R)  |  ç (u , r ) :  e ( -u , - r ) ,V (o , r )  e  S - -1  x  R} ,

avec A € S(S--t x IR) si et seulement si cp est une fonction C- telle que

. S t
sup l ( t+ l r l ' )  , , (Dd@,r ) l  <+oo

( r . r , r )e S--r  xP 
'  '  

dTo

pour tous /c,l € N, pour tout opérateur différentiel D sur S--I.

La transformée de Radon envoie S(R-) sur.S(P-). On aimerait que la transformée de

Radon soit une bijection entre les espaces S(R-) et S(P-). Malheureusement, ce n'est

pas le cas. Néanmoins, on obtient une bijection si l'on se restreint à certains sous-espaces

de S(R-) et S(P-) définis de le manière suivante :

Définitions 3.1. 1. Soit S.(R-) I'espace des fonctions / e S(R-) telles que

I

I  T@)P(r)dr:0 pour tout polynôme P.
Jm.-

2. De même, soit S*(P-) I'espace des fonctions p € S(P-) telles que

f
I p(r,r)p(r)d,r : o pour tout polynôme p sur lR, Vo € S*-r'

J R

On obtient le résultat suivant, prouvé dans [He] :

Théorème 3.4. La transformée de Radon est une bijecti,on de S-(lR-) szr S.(P-).

Le théorème précédent affirme que pour chaque g € S.(P-), il existe une unique

fonction / e S.(R.-) telle que g :Rf . De plus, / peut être obtenue à partir de cp par

une formule d'inversion(voir [He]) :

f r f * @ r f + o o
f (ù  :  |  |  | '  (  |  

*  

" - ,nn" ,RT@,r )dr )  "2n is1r ,u ) rm- 'as ]aa1 s ^ - , , L J s  \ J - " "  r ' \  t  /  /  )



r  -  / " + o o ,  / ^ + o o
: 

I"*-,U, ( I : "-'nn"' e(''')ar)"2nis1x'u)'rn4asfa'"t
I r f * o o

: 
J r^-,U, f (u' s) s*-r e2ni"''" d'sfd'u

où Q2 désigne Ia transformée de Fourier partielle en la deuxième variable. Mais, comme

g €. S*(P'-),8' el toutes ses dérivées partielles par rapport à Ia seconde variable sont

nulles en s : 0. Donc la fonctionT/ définie par

,  f  s " - rQ2 (a , s )  s i s )0
,b@,ù:1 

o s is<ot

est une fonction C* et appartient à S(S--1 x R).

Finalement

on O'e s(s-- t  x  R).

3.8.2 Preuve du théorème d'inversion de Fourier

Nous allons faire une récurrence sur dimg.

Cas 1.  Supposons que n: I .

Alors 96 : IR pour tout ô et il n'existe pas de structure variable. Le résultat est obtenu

par Ie théorème d'inversion de Fourier classique.

Cas 2. Supposons que dimg:72.

Dans le reste de cette section, on écrira u.gf pour le produit dans G6 à la place de r.6y.

On utilisera la construction et les définitions précédemment introduites. Considérons

en particulier Ia nouvelle algèbre de Lie rationnellement variable (t1,t1).

f  r f + *
f@)  :  |  |  l ' *  r l ,@,s)s2 f is< t , ' !>ar ]a ,

Js* - r  LJ- *  I

f ,:,.
:  I  , l t "@,-  1 r ,u  >)dr t

J  s^_ l



Rappelons que I'on a posé X : Zn,Y : Zj, (et ceci pour tout b d'après le choix de

Ds"n) et Zb:lX,Ylr. Considérons la fonction O:.S ---+.S posée dans la définit ion 3.3

et rappelons que D7,n"n: Q(Dr,s.n) nDr.

Soit F €N"(G,Dr,n"n,lR") et définissons F eN.(Rr,Ôi.o"n,lR"+2) par

:-
F (b ,b , l ; s , t , a ; g r , g ' r ) : l ( l ,  lX ,Y )u> l ' F (b , l ; a ; exp6 ( ( s+ t )X ) ' r i _ j expb ( t x ) . g r ) ,

pour  (b ,1 ' , I )  €  t1x u l ,s , t  €  IR,o € R" ,9r ,  g ' re  nr (U,T) ,  où (b ,  D:A@,T,7) .
;-

En par t icu l ier ,  F(b,b, l , ' , . , . , . , . )  =  0 s i  (b ,b, l )  /D i ' "n ,  comme, dans ce cas,  (b , l )  /
Dr ,n.n et  donc F(b,1,  ' , . , . )  =  0.

Cette fonction est bien définie, car lgvtr>:0 et <Y,T > est contenu d.ans le centre de

pr(b,T) et ainsi la polarisation p6Q,T). Elle possède la même relation de covariance que

f'et est C-. Elle est bornée, comme F pour les semi-normes appropriées.

Pour chaque Q,T) tel que (b,T,T) e 6f*"npour au moins une forme linéairel il existe

un compact K(b,T) dun, Vr,ur, : V1 (la section des orbites dans t1(b,6).) tel que
;-

0  /  K (b ,b )  e t  F (b ,b , I ; - , ' , . ; . , . )  =  0  s i  I  /  K (b ,b ) .

En effet, soient K(b) Ie compact de V7u : Vr introduit dans la définition 3.6

et Lpgl: { l  € V7 l lga>:0}, qui est un fermé deV7.

Donc A(b,6) : K(b) o Lro,ol est un compact d'e V7 et L(b,T). De plus l'application

Lto,ol ---+ Vr*,,,: Vi

l .T

déf in ie  p" tTçA1 :4u)  pour  chaqueu €prQ,T)  te l  que ù, :umod <Y,6 > est  une
bijection continue de LO,ul sur V7.

Soit K(b,l') I'image de AQ,T) par cette ?pplication. Donc K@,T) est un compact de
Vrtel que 0 / K(b,b). Par construction, I eVr\1((b,b) implique que I e Vr\/f(b) et

a l o r sque  F (b , t ; . ; . , . ) =Oe tF@,T ,T . , . , . ; . , . ) =0 .Cequ ip rouve lacond i t i on ( i i i )  de
la définition 3.6.

Pour prouver (iv), prenons (40,3'0,%) € (t1 x Và\frr,n",.

Soit (b6,lo) : o(bo,To,Tù D'après le lemme 3.2, (bo,lo) /Dr,n"n'
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Donc, par la propriété (iv) de la définition 3.6, il existe V(ao,ro), voisinage ouvert de (bs, 16)

dans B xVTte lque F(b,1, ' , . , . )  :0  pour  chaque (b, l )  e  V(ao,h) .D 'où Q- l (V(bo, to) )  est

I un voisinage ouvert de (bs,l6) dans fi x Vr

Soit (b, l ' ,7) e o-1(Vqao,ro)) et posons (b,t):  aQ,T,T)'

A lors  (b,  J)  €  V(oo,ro)  e t  F(b,1, ' , ' , ' )  :  0 .
- ; -

Ma is ,  pa r  dé f i n i t i on  de  F ,  F (b ,b , I , ' , ' , ' , ' , ' )  =  0 '

Ainsi la fonction ,F satisfait les hypothèses du théorème 3.2.

Notons f g,ullla représentation irréductible unitaire de R1 associée à r{, la polarisation

btap,Zl d" I dans t1 étant donnée Par

bta,u,T) : b1a' l ;  mod <Y'T ): Fa(b' l) mod <Y'T > '

où b1a,ry : Fa(b,l) est Ia polarisation de Vergne en I dans g. Alors b1ai7y est Ia po-

larisation de Vergne .n Idunr 11 par rapport à Ia la base donnée. Par hypothèse de

récurrence, il existe /6 e S(-R1,tr,R"*') tel que I'opérateur 7 p571(fo1,T,s,t,a,')) ad-

mette Fçu,T,T; s,t, a;', ') comme noyau par chaque @,T,7) e 6r*"n'

En part icul ier, pour chaque (4,1') nxé, fo(b,T,s,t, . ' ,  )  e S(fr(a ,T11"*po <Y,T >)'

Supposons qte 26 /< b >.

Alors  1 Z j r* r , .  .  . ,  Zn,  I  a j  2=RZ6mod < 5 > po.r ,  tout  (b ,1 ' )  e t  <Y,  Z i r* r ,  " ' ,  Zn )

l <b>=<Y ,26 )  mod<b> .

Pour I e Lro,ul tel que I l, 26 ># 0, posons ct :1 l, 26 ) (l 0) et notons X@,u,t) pour le

caractère défini sur

par XgS,t1(u) : e-2nitl ' log,o;' 
z>.

En particulier, X(a,6,"r) @xp6Q Z 6)) :: X(a"u,r) (ex pu? Zu)) : s-2nirc1 .

On définit une fonction fi Par

f r (b ,T ,s , t ,a ,g t , l )  : :  t  -  . fo4 ,T,s , t ,Q,h 'z )x@,u, t1?)d ' "
J exp ru1r(< Z n + r,...,2 -) / <b))

exp(a5)  ( .n ,z j , * r , . . . ,L in  >  I  <6 t  )  
:  expa( (  Y ,  zu  >)
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f -
:  I  fo(U,T,s , t ,e , f i .exp6(uZ6))e-2" i " ' ,du s i  26 /< l  >

JR,

pour Ç1 e hQ,T): exp,o;,r1(b,5).

Ecrivons Tr(b,i ,  s,t,a; h, ct) et notons que, pour (b,T, s,t,a) f ixé,

f  r (b ,T,  s ,  t ,  a ; ' ,  c )  €  S (n(b, i )  lexpa (  Y,  Z j r+r ,  .  .  . ,  Zn >,  Xp1,"y) ,

ce qui signifie que c'est une fonction de Schwartz sur P1@,T) lexpu I Y, Z j,.*r, . . . , Zn )
(pour chaque base fixée), vérifiant la condition de covariance

f {b,T, s , t, a; g . exp6(yY) . exp6Q 26) . ,r, ù : ez"i"" f r(b,T, s , t, ai h, c)

pour tout z, e expr(<6 >),

i.e., la covariance pour le caractère Xp,u,.1 : X@iJ.)sur < Y, 26,T ):1 Y, Z jr*r, . . . , Zn ),

où la forme linéaire l" satisfait < l.,Y ):1 l",bi ):0 pour chaque j et < 1., 26 ): c.

Elle est de Schwart z en s)t,ù,,c el C* en b,T.
-

De p lus,  comme F(b,b,1, . , ' , '1 . , ' )  =  0 s i  I  /  K(b,b) ,  i l  ex is te une constante C(b,b)  te l le
que716 i , r ; ( f o (b , i , ' , ' , ' , ' ) )  : 0  s i  l .T ,Zo  >  l :  l c l l <c@,T)  ( comme K(b ,T )  cD î ' . n

est compact et comme .T,Zo >l 0 pour T e X(U,U)).

Dans ce cas,

î 'p;1ffo(b,T,. , . , . , . , ' ))  :  [ -  .  =. - . lo,r j tbùl [-nfu,u1 ,  ,  ,spxp6(zz6)7e-2ni"t"d,z1on, :  o
J tu(b,b)lexpo(Rza) L JIR r

pour toute forme linéaire f t.il. que lcll < C(b,T) et donc

f r(b,6, .  ,  . , .  ,  gr ,  ct)  :  I  f r0, ,T, ' , - , ' ,  gt  '  exp6Qz6)1e-2ni""  d"z :  0,  .
JR.

Ceci est en particulier vrai si < l, 26 ): e:0.

Définissons à présent une fonction EF po,,

l ' -
îFçu ,T ,o ,exp6(sX) 'g r , t ) : îF (b ,T ,o ,exp6(sX) .g r , r , ) , :  l | r çu ,T ,s , t ,ù ,g1 t ,c )d t

J R

si c1 :q l ,  26 ), où gft :  expb(-tx) '  gr expu(tX) et 91 € f i@,T)lexpr(.6 t).
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Pour 91 : tr 'exPa(yY) ' exp6(zZ6) mod, exPa(< 3'>;, l. calcul montre que

l f t ,
îFçu,T,o,exp6(sX).w.exp6(gY) 'exp6QZ6),c) :  ! "2" t " "  

Jnf t {a ,U,s, f , ,a ,w- f , ,c)e-zn i tudt ,

s i  c  l 0  e t  -RF(b ,  b ,  e , . , 0 )  :  0 .

Remarquons que pour b,5 fixés, on obtient une fonction de Schwartz en d)s,'u.))Ajc)

comme f r (b,T, . , . , ' i ' ,c )  = 0 s i  lc l  <  C(b, l ) ,spéci .a lement  s i  c :0 ,  e t

îFçu , i , a , . , c )  e  S (G6 lexpu (Za ,T ) , xp ,u ,a )  :  S (Gu lexpu  I  Z j ,+ t , . . . , 2n  > ,Xqug , .1 ) ,

i.e., elle vérifie la condition de covariance

îF çu,T, a, g - exp6(z z 6), c) - 
"ariczffi 

(b,T, a, g, c)

puisque /1 a cette même propriété.

Finalement on obtient une fonction RF définie par

RF(b,T,a, g) ::  
l*nrtu,t,  

a,exp6(sX) . tr '  exp6(yY) . exp6( z26),c)d,c

f _
: I nf çU,b, a, exp6(s X) ' , . exp6(yY), c)e2ni"" dc

JR,

si g : exp6(sX) 'w 'exp6(gY) 'exp6Qz6) mod, e*pr(< 1'>).

Comme EF est de Schwartz en c).RF est de Schwartz en z.

En part icul ier, pour tout b,5, a, RF(b,T, a, ') € S(Gul < 1'>;.
-

Remarquons que f' dépend seulement de b, < b > (à la place de b, b). Ainsi ceci est vrai
aussi pour fo, fr,îF, nP.

Par construction, .tBF est C- en b,T et de Schwartz en e..

Ainsi, pour b, o fixés, on définit une fonction de Schwartz sur G6f exp6(<5 >) pour tout
b tel que Za /< b >.

Le théorème d'inversion de Fourier implique que

- z . f -
RF 

' (b ,b ,a ,9 , c )  
: :  I  RF(b ,b ,a ,g  .exp6QZ6)1 " -2n i czdz  :  RF(b ,b ,a ,g , c ) ,

J R
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^z^
où ËF " désigne Ia transformée de Fourier dans la direction de 26.

Soi:nt t , t ' , t1,t{ comme dans 4.1. Rappelons que l 'on a défini RF(b,T,., ' )  pour tout
(b,b) e t'r,i.e., pour tout (b,b) tel qu'il existe au moins une forme linéaire I e g* telle
que (ô, l) e D7,n"n et telle qtrc 26 /< b >.

Définissons
RF@,T , ' , ' )  ' :  0  s i  26  e<T  >  .

On doit prouver que cette extension de la fonction ,Rf' à t' est C* en (4,3'). eour
obtenir ce résultat, soit (b6,3'6) e t' tel que 26r€< t0 ). On doit montrer qu'il existe
un voisinage ouvert O de (bs,b6) tel que,R.F'(b, b;,') = 0 pour tout (b, b) e 0Àt|. Ceci
impliquera que I'extension de RF est C* en (b, b) autour de (b6, b6).

Soit I e g* telle qlue lgzi,4,...,zn) l0 et notons

l1<zirsr, . . . ,zn, :  l i r+tZTr+t * '  "  + I"Z; '

Ainsi ker(/1 1zirat,...,Zn)) est un hyperplan de 1 Zira1, . . . , Zn ) qui admet

(exprimé dans la base Zlr*r,. . . , Z;) comme vecteur normal unitaire.

E n  e f f e t  ( o j r * r , . . . , a n ) :  a j r + t Z j r + r  * ' . '  *  a n Z n  e k e r ( l 1 a z r , * r , . . . , 2 ^ > )

s i  a i r4 l i r l r  * ' ' '  *  an ln  -  0 .

Donc

- L - l t  t \

1 / - rn i+ - '+ t ' . \uJ r r - r :  
'  '  '  t  vn l

si et seulement

26 e ker(lgzirp,...,Zn>) <+

<+

( l j r * t ,  . .  .  , l n ) '  Z a : 0

( l j r * t ,  " '  , l n )  '  Z a -0
l?,+t -r '. . + l,"llzbll

où . désigne le produit scalaire et 26 est aussi exprimé dans la base Z jr*t,. , . ,2,.

Considérons
Al  : :  { (b , l )  €  f t  x  V7 |  <-1,  26 >:  0}

et (b6,16) e ,A/ tels que kellol<zir+r,..,2n) :<io >. Soit K un voisinage compact de
(bo,lo) € 81 xV7 et soit int(K) son intérieur. D'après la définition 3.6 (iv), il existe
pour tout (br, l t) €,A,/ un voisinage ouvert V@r,tr) dans 81 x V7 tel que F(b,1,., . , .) :0

pour tout (b,l) eVft,, tr).
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Posons
V::  U V@,, t , ) .

(br, lr)e,A/nK

Alo rs  V  es t  un  ouve r t  de  B r  xV7 ,  F (b , I , . , . , . ) :  0  pou r  t ou t  (b ,  l )  eV

et K1 :: rc ) ((h x Vr) \ V) est compact. Par construction, I l, 26 >l 0 sur K1.

Définissons maintenant

W : :  { l  e  g.  I  lgz i r * r , . . . ,2^ ,  #  0}

(ouvert de Zariski de g-) et

f :KÀW- - lR

paï

rQ,T)

Cette fonction / est continue et strictement positive sur le compact Kr. Elle représente
le cosinus de I'angle entre les directions de < Zir,,y, . . . , Zn > défini par 26 et par un
vecteur normal à kerll<zir+r,...,2n).

Soit
e  : :  min{ , f  (b , , )  |  (b , l )  e  K1} .

A lo r se>0e t
t l  , :  { (b, l )  e  in t (K)  .W I  T@,q <Z)

est un ouvert non vide de 61 x V7, contenu dans K, contenait (Uo,ls) car /(bo,lo; : g.

Posons alors

V: t '  - )  B rxVr

(b, i )  , -  (b ,6r^  . . .A1 ' - - , ) - )

où (bt  A . ' .AT*-r )*  est  déf in i  par

(6,  n.  . .  nT*-ù-61 A " 'n5-- , ;  :  1

@n . '  n i * - r1.5,1 :g pour j  : ! , . . .n 'ù-
(3'r n . ..T^-r1.çz*7 : g pour k ( j1

Uny-.tà_Iyl
t?.* , - f  " '+ t - l lzbl l
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Clairement, @ n ...nï^_._)* €Vr, comme ses coordonnées sont nulles sur les indices
de saut de Pukanszky. Bien sûr, les coordonnées de @ A .'. A T*-r). dans la base

Zir+r,. . Zi coincident avec les coordonnées de b1 A. . .b^-r dans la base Zirr,1,. . . , Zn.

La fonction V est continue.

Remarquons aussi que Jmtlr aU I A.

En effet, soit / € VTteLle que I'angle de 26o avec ker(l1azirp,...,zn>) est très proche de f ,
mais différent de celui-ci, alors 0 < f (bo,I) < r. Prenons àprésentl',rn" base arbitraire
de ker ( l1az,, +r,.. . ,2 n>).

Donc Zoo /<T r ,6 ,  n . . .T*- )*  :  k l1<z i1+t , . . .3n)  pour  une constante k

et /(bs, (6, n. .. nl^-r)") : /(bo, t) < i.
D'or) (bs, @ n. .' nT*-'ù*) e u o fmiu.

Donc O : V-r(t/) est un ouvert non vide de t', contenant (b0,3'o)

car  f  (bs , ( (ao) tn  . ' .  A6ù* - ' ) . )  :0 .

Soit (b,1') € O a t 'r, i .e., tel que Zu /<1'>. Soit (b,t) : aQ,T,T)

avec l : ( t rA ' . .n4 , , - t ) *€Vre t7 l 'é lémentcor respondantder i (vo i r ladé f in i t ion3 .3
pour (D).

En part icul ier ,  (b, l )  :  { / (b, t )  €1, !  et  T@,1) < ! .  Donc (b,J)  € K\Kr,  i .e. ,  (b,  t )  e V et
F (b ,1 , . , . , . )  =  0 .

Ce qui  impl ique qu" FçI ,T,T, ' , . , . , ' , . )  = 0.

D'où /6(b,l '  j  1 j  1.) = 0 et RF(b,T,.,.) = 0, d'après les constructions ci-dessus.

Ce qu'il fallait démontrer.

Supposons encore qre_26 /< b >. Soit T e p1Q,T)- (f étant choisie dans la section
des orbites) telle que {.0, 

: 0 et <T,Y ): 0. Alors les représentations de erQ,i) et

4Q,T)lexpr(<5>) induites par le caractère Xfu,u,T) agissent sur le même espace,L2 et
peuvent donc être identifiées.

Notons les7,ru1Tr. On obtient, pour ,:<7, Zu ),pour r?F(b,5, o, exp6(sx)( )) considérée

comme une fonction sur P1(b,T) I aT , ,

rçu517(RF(b,T,a,exp6(sx)(')) : t t t RF(b,T,a, exp6(sX )' w' exp6@Y)
J J J

. exp 6Q Z ))i oïIt@ 
. exp6 (srY )' exp 6Q Z 6)) dù dy d z
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f t I RFo,,T,û, expb(sx ) 'w 'exp6@Y):  
J  J  I  

rùr  \u '  u '  u '  v^Yb

. exp 6Q z 6))i 1u,6,71@) e-2" i " " dù dy d z

[ [ îrp,u, a, exp6(sX) . tu .exp6( yY),c)îçu571@)d,ùdu
JJ

f f f -
:  

I  J J Tr(b,b,s,t ,e,w-t '  expu(yY) .  exp6(-yt26),c)

f 67,71(w)dùdYdt

:  t f  r
I  J J 

ft \ ,6,s,t,  a.,w-t, c)e-2"i 'vtî1ug,T)(w)dùdydt.

Soit à présent I e g* t.) ft telle que (b,l) €.D7'.n et 11a61 = 0'

En part icul ier, < l ,X >-< l,Y >:0, par le choix des sections d'orbite et c:(

l ,Zu>10 comme (b,l) e Dr'.n. Soitf la forme l inéaire correspondante sur t1(b,1') et

ia,ullla représentation associée de hQ,T).

Remarquon1 que î(b,J) peut être considérée comme une représentation de Ga et de

G6lexpo(< b >), car < b > est contenu dans la polarisation en I et car llagl = 0.

Cette identification sera faite dans les calculs suivants :

(n16,t)@F(b,T,a,.))e)("X0,) :  
|  

**U1(nrçu,ap, exp6(s - t)x '  ( ' ) ' ))e (txa,)at
\  \ " " / \  

f  f  f  f: 
J J J J 

nrlu,'u,a,exp6(s - t)X' (wexp6yYexprzZ6)t)

i 1671(w) "-'"0"" e(t) (gt) dù dv dz dt

f L f _
:  

J J J 
RF(b,b, o,exp6(s - t)X' (wexp6sY)' ,c)

tr r 61 (w) Ê (t) ( s 1) dù ds dt

:  
I  I  I ( l  t ,o,u,s-t ,1t,a,(wexp6vY)'-u,c)du)

ft p,6,71 (.) t (t) ( s 1) dù dY dt

f f f f =:  
I  J J J 

fr la,b,s-t , ' t l ,a,u)t-uexpoyYexp6(t-u)yZ6,c)

r p54@) t (t) (s 1) dudù dY dt

I f f f: 
J J J J 

t' lu,u,s - t, 'u,,e,'trt-u,c)e2f ic(t'u)u

" r7 1 (w) t (t) (s 1) dudù dY dt
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: 
I I I I U roo,,T,s - t,'tr,a,'nt-uexporzu)e-2*tu'd.r)

"2n 
ic(t - u) u 7 p 7 g@) t U) G ù au d'ù d'v dt

1 f  f  f
:  i  I  I  I  fo( t ,b,s- t , t ,a,wexp6rzo)"- ' "on

I C I J  J  J

n r 5 71 (w) € (t) (s 1) dù dt dr
1 f  f  f

:  =  I  I  I  fo (b ,b ,s - t , t ,a ,wexp6rZ6)
I C I J  J  J

-
rt qu ;,71(w exP or z 6) { (t) (g t) dù dt dr

1  f  -  / n , - 1  . . \ .:  
g  J  

ro , t ,n( /o{0,  b ,s  - t , t ,a , ( ' ) ) { ( t ) (gr )d t

: : t t  Fçu,T,T,s-t , t ,o,gr, ! t ' r )€( t ) (sr)ds$t
lcl J J n@,u)/pp,i,T1

f f

:  I  I  _  F (b , l , a ,exp6sX 'g ,exp6 tX -g ' r )
J J P1(b,b) /Pp1.

{(exp6fX 'g')dltrdt

où BtrJ,, l  :  exp(a,b)b@iI),Bp,t): expbb(b,t) et où les polarisations respectives b16riy et

b1a,ry vérifient btat,I) : b1a,l) mod < Y,b >.

On a donc construit une fonction RF(b,T,a,!), auec ! e G6f expuli >) pour b,Tfr*és

avec 26 /< b ), tel que I 'opérateur zr16,1y(ËF(b,b,a, ')) admette F(b, l ,e, ' , ' )  comme

noyau pour chaque I telle que 1,.g, : 0, si n-11,a; est considérée comme une représentation

d,e G6f exp6(< t >).

A présent nous devons construire une fonction T(b,d,') : /a(")(') définie sur tout G6

tel le que I 'opérateur zr1l,a(/6(a)( ')) admette F(b,l ,a, ' , ' )  comme noyau pour (b,l) e
Dr,s.r, si n1r,a; est considérée comme une représentation de G6. Pour ce faire, on va

utiliser la transformée de Radon. Tout d'abord changeons la paramétrisation, pour

obtenir les hypothèses concernant la théorie de la transformée de Radon.

Notons e@ le s igne d,e 26.@ n . "  n ï^- r ) :  d ,et (Za,Tt , . . . ,T^- . - ) ,  dans le  cas où

Zu /<b> .

Définissons alors 

,r: 16)1&,
l lb rA. . .Ab-_r l l



86

i.e., u6est le vecteur normal unitaire à I'hyperplun <5> pointant vers le même demi-

plan qre 26.

Posons kQ,T) - Zu. ub où ' désigne Ie produit scalaire.

Alors k(b,i) est une fonction C* en b,1'qui est strictement positive si Za /<T >.

Chaque élément z de < Z jr*r, . . . , Z, > admet alors deux différentes décompositions :

u :  o rT r+ ' "  +  ù^ - tT * - t I a *26 :  g tT t I . . . 0 , , - tT * -1 - l  p , , au .

D'où
g^ : u' ab - a^(Zu' ur) :  a*k@,T)

et
zu: kQ,T)ao+ aQ,T)

pour a(b,Î') €<T>,les coordonnées de aQ,T) étant des fonctions C* enb,T.

Définissons maintenant Ia fonction

1 - . , \\ | - _J__r7^11,9 lugy@) (ù ; @ u, r)) 1- ---'- ftF (b, b, a, ùexp 6(r u r)) : - RF (b, b, a, ù exp 6(
k (b ,b )  k l b ,b )  

' " ' k (b ,b )

avecù ç Gal l  Zjr*r,. . . ,2n > (exprimé dans une base f ixe) et où ladernière égali té

est justifiée par le fait que .RF. est définie mod exp6(< l'>; 
"t 

que a(b,E) €<;'>.

De plus, posons
graJl(a)( ') = 0' si 26 e< b > '

La fonction g est définie mod <T >, C- en b,1', Schwartz en uÉ,ù,r i car elle est C-

dans a5 et rr5 est bornée.

De plus, comme ru6: ?r)?rù, on obtient

s e,bt@)(ù; @0,,)) :  elapy (a) ( ù; ?'r,  - ')) '

Pour pouvoir appliquer Ie résultat concernant la transformée de Radon (voir [He]), on

doit encore calculer

r 
,r))d,r :  [  ,o-f:RF(b,T,o,. i ,e*p6(-f rZ6))dr :0, V/c e N.I ,*gtu.6(a)(r;t ;@t

Jn 
-  \v 'v ' '  '  

Jm.  k(b,b)  
'  " 'k (b,b)
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Ceci est équivalent au fait que

flk ^2^ -

a" rRF  
" (b ,b ,a ,ù , c )1 " : s : 0 ,  Vk  e  N ,

oùîF 
u 

désigne la transformée de Fourier dans la direction 26.

Pour la calculer, rappelons que -t'(b,1, .,.L.\=0 sil / K(b),où K(b)est un compact de

VTne contenant  pas 0 et  donc,  que F(b,b, l , ' , ' , ' , ' , ' )  =  0s i l  /  K(b,b)  e t  en par t icu l ier

si I est dans un certain voisinage de 0.

Ceci implique qu'il existe une constante CQ,T) telle que

TrQ,T ,  t  I  j , c )  :  0  e t îFçu ,T , ' , ' , c )  =0  s i  l c l  <  CQ,T ) .

Finalement ) comme îF çu,T, ., ., c) : 6pzo çb,T,',', c), ceci prouve que

âk ̂ z^

A r rRF  
"  ( b ,b ,a ,ù , c )1 . : o :0 ,  Vk  e  N .

D'après les résultats sur la transformée de Radon rappelés dans Ia section 3.8.1, il existe

une unique fonction / e S(G,6r,R") telle que

f f
| - f(b,o,ùexp6(rwr)exp6u)du : | - f(b,o,ùexp6u)du

J <b> J rui*<b>

: srSr@)(';t;@u,'))
I  - . -  =  .  r  I  - .:  - RF (b,b, o,ùexp6(-rZ6))

k (b ,b )  k (b ,b )

Finalement, si ker(l1ç2, ,+r,.. . , ;n>) :<T > et 26 /.<5 >, 
"n 

part icul ier si (b, l) e Dr,n"n,

nç,u1( f  Q,a,  l )e  Ol

: 
1","' l" ' '(u'r. 'sp)rp'u1@1){s)d'ud'h 

(comme r1r'a,(u) : 1)

: t tt T(b,a,s2exp6(rur)u)rç,6y(s2e*pu?wr)tb)dudrd,s2
J G 1 <zir*r , . . . ,2^> Jw J <E>
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: t t t r (b, o, s2expb(rab)u)nç,u1(ore*v6() =. rz6y
Jc1<2r r1r , . . . ,2 .>  JwJ < l>  k \b ,b )

, I / le*p6 ( - -l aQ, a1) I çs1 d,u d.r d. !2

:  t .  -  t^l t  , , , f(b,a,szexp6u)d'u)JG1<zir+r , . . . ,2^> Jw L Jruo+4>

r s,uy ( s 2exp {#*lr t r)) € ( g) d,r d it z comme zr1 r, a1 ( exp6 ( - -l o ( o, 7') ) : r
k (b ,b )

r f l
: I l-0p51@)(it ' ,(au,r))r661!2epu(iT rz6)){(s)drd!t2

JGI<z i1+r , . . . ,2n> JR lc \o io )

: 
1.,. ",, +t,...,2 n) l-|#,'F @'T' o' ù'"*P.GJ-'- r z u))n u'ut,z)

1
zr lr,ay (exp6 ( - r Zù) ((g) dr dg2

:  r1t ,ù(RF(b,T,* , ) tb)

:  |  , ru, l ,e,9,g ' ) t } ' )dg '
J  G 1e,6 .11

Ce qui prouve que /(b, a, .) est la fonction recherchée.

L'unicité de Ia fonction / provient du fait que si (1, b) parcotrt D7,n.n, alors, pour

b frxé,1 parcourt un ouvert dense de g* O I/7. Donc, si on suppose qu'il existe deux

fonctions différentes h et fz telles que re,61ffi)@) admette F(b,l,a,',') pour noyau

pour j  :  I ,2, pour tout (b,l) e Dr,n.n et tout o, nç,u1(ft(b,o, ')) :  nqt,r1(fr(b,o, '))

sur un ouvert dense de g*, et ce qui implique que f i(b,4, '):  fz(b,t, ' )  (partout par

continuité). Remarquons finalement que toutes les fonctions construites sont C- dans

toutes les variables, car, en particulier, cette propriété est respectée par la construction

de I'inversion de la transformée de Radon. En effet, / € S(G,6t,lR").

De plus, par construction, I'application F -+ / est injective et continue par rapport aux

topologies données.
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Application : décomposition de

I'espace 12 des groupes de Lie

nilpotents

4.L Introduction

Nous allons utiliser le théorème d'inversion de Fourier énoncé dans le chapitre précédent.

Soit G : .*p(g) un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe d'algèbre

de Lie g. On décrit L'(G) comme fermeture d'une somme de sous-espaces invariants

à gauche qui coïncident avec I'ensemble des solutions faibles, dans.L2(G), d'un certain

système d'équations différentielles. La restriction de la représentation régulière gauche

à chacun de ces sous-espaces se désintègre en une intégrale directe de représentations

irréductibles unitaires de multiplicités 0 et 1.

4.2 Relations entre g et un idéal de codimension un

Soit !' un idéal de codimension un dans_g tel que [g, g] c !' et soit X e g tel que
g : IRX @1. Pour chaque I € g*, posons l:  p(l):  l la la projection de I sur !*.
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Rappelons que les éléments génériques de g* sont définis par

P( t )  :  de t (<  l , [ xn ,x j ]  > ) i , j es  +  0 .

Comme [g, g] c !', le polynôme P ne dépend pas de la coordonnée de I dans la direction

de X*. On peut donc le considérer comme un polynôme sur !'*, i.e.,

P(t):  p(t lz):  P().

Donc la projection de I,l sw f;

p(U) = {t lnl t€ s* et P(t) +o} : {7e s. I P(T) + 0}

est un ouvert de Zariski non vide d. i'..

De même, I'ensemble ù :ib,r des éléments génériques de !* est défini par

P() :  det(< T, lxo,xÀ >)0,1r, l  o

où ,9 est I'ensemble des indices des éléments génériques de !'.

Doncùy: p(t/) Àt est un ouvert dense de Zariski d" i'..

On doit distinguer les deux cas suivants :

Cas I : Saturation des orbites

Pour chaque I €. gi,p,

s+s(t)Çs.
Dans ce cas,

s( l )  csçT\ cs

et, pour T : lla,la projection de I'orbite p(Crr) est une réunion disjointe U (Aa. exp(tX))fli
,eR

de différentes Ad-ô-orbites dans !*. L'orbite 01 dans g* est psaturée, i.e.,

Qt: p- '(p(ftr)) :  p- '(çrf).
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Cas II : Non saturation des orbites

Pour I Ç Ebun,
E+s(t) :s.

Dans ce cas,

s(r) / i ,
la projection de I'orbite p(f);) est une seule Ad.ô-orbite Q7 et p : Qt - CIt est une
bijection.

Pour les détails consulter [C-G]

Dans la suite, on notera ces différents cas de saturation : cas I et cas If.

Si nous choisissons notre suite de Jordan-Hôlder passant par I'idéal !, c'est-à-dire,
gn-r : !' et posons X : X,", alors le cas I signifie que n est un indice de saut pour

chaque I e gb,n et le cas II signifie qu'aucune forme linéaire I e gb,* n'admet n comme

indice de saut, car tous les éléments de gi,* ont mêmes indices de saut.

Dans le cas I, chaque polarisation O(f ) .n Tdutrr !'est aussi une polarisation en I dans
g ,  no tée  b ( l ) :  b ( l ) .

S i  on  no te  B ( I ) : exp (b ( l ) )  C  G  e t  E ( ) : . " p1u1 l ; ;  cG ,  B ( t ) :É (T )  cé  cG .

Alors Xt et n définis par y1(r) : ; fr) : e-art'<tjo1'> p-our chaque r € B(t) : É(T)

sont des caractères unitaires sur B(l) C G, resp. B(l) cG.

Si on écrit n1 : indcaglXt el 17: indérrTrXlpour les représentations unitaires correspon-

dantes, alors zrl est unitairement équivalente à 71 définie par

ît : indïli"a$,i.,xi)-- ind$n.i.

L'équivalence unitaire est obtenue de Ia manière suivante :

soient '11n, et,'llnrles espaces de représentation de rt et T'i respectivement. L'espace de
représentation de 77 peut alors être identifié à r2(lR,'l1or),muni de la bonne condition
de covariance, et I'équivalence unitaire de z1 et 11 est obtenue par

U :'11n, ---+ 'J1nt

{ r--+ {

définie par

{@@ :{(r,û : €(e"p(rx) .e), vz € IR, vl e G,
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ou, plus généralement,

i ( ."p("x) n) (n: €(exp(zx) o,V), vz € IR, Yi,, j  e é.

Alors { est bien définie et vérifie Ia bonne covariance. On identifiera très souvent a-1 et

ft.
Nous allons donner I'expression de la représentation dî1 restreinte à I'algèbre de Lie !'
et I'algèbre enveloppanhe \I(fr), i.e., I'algèbre tensorielle de !'modulo I'idéal engendré
par les tenseurs de la forme

X eY -Ya  X  - IX ,Y ]  avec  X ,Y  € i .

d'iTt(q{(t,n : d,n1(U)((ex1(tx)' s)
d , .: 
*€(exn(- 

sU)exp(tX) .Ol,:o

Cl, .:.,: 
rttçr,exp(-sAd(exp(-tx))U)' i)|":o

: dzrfAd(exp(-rX))t/)€( t, )(n

pour tout U ei.

La formule
dî t(U){(t,n : d,"/Ad(exp ( - tx DU ){(t, ) (n

devient alors vraie pour tout U etl(g).

Dans le cas II on a, d'après [C-G]) pour I e gbun : U :

i+sçtS:,
s@ C s(t)

D'après [C-C] o: sait aussi que dans ce cas, pour chaque polarisation b:-b(l) en un

é lémen t  I  e l , l , i : bn ! ' es t  une  po la r i sa t i on  en fdu t t t  i , b :6+g (Z )  e t  6 ' :  U1 t ; . t t

de codimension un dans b(l).

Finalement, d'après [C-G],
î - N î r l -

" I  -  " t t c
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ou
, , n , c

7rT: l.ndÉXJ et 7T1: rndl\1'

4.3 Polarisations et bases

Tout d'abord, rappelons que

9 t " :<X t , . . . ,Xx )

est  un idéal  dans g pour  tout  ,k  €  {1, .  . . ,n} .

Notons lk: l lst" et

gk( lk)  :  {U € En |  <  l , lu ,gr ]  > :  {0}  }

Alors n
b ( l )  :  \ u t { t t )

j : 1

est la polarisation de Vergne pour I dans g et

k

br(tt): ! er{tr)
J : I

est Ia polarisation de Vergne pour ln : Ils* dans gp, la suite de Jordan-Hôlder étant

toujours fixée.

Supposons que k n'est pas un indice de saut, i.e.,

9ç r t  g ( l )  : 9 t+g ( l ) '

Il est facile alors de montrer que

Ûn-r * gn(In): 9t * 9n(161 : no.

Pour passer de g;.-1 à gy, nous sommes dans le cas II. Les polarisations de Vergne

correspondantes vérifient b7,(16) :bçr(l*-t) + Onlfn;, Ieur dimension augmente de un
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etonpeutcho is i r lamêmebasecoexponent ie l leàb ; . -1 (16-1)  dans  E* te t  àb6(16)  dans

9t"'

Si k est un indice de saut, i.e.,

Eu- t *s( t )çen+s( t ) '

alors deux situations sont possibles :

(i) Ou bien on a

Et-r * gn(ln) : 9n I 1n(lr]r :  nr.

On obtient alors les mêmes conclusions que précédemment.

(ii) L'autre possibilité étant

Er,-t i  gn(ln) Ç gn + gn(ln) : w.

Pour passer de gr-r à g6, on se retrouve dans le cas L On a 96(16) C gi,-r(lr,-r) et

les polarisations de Vergne vérifient bn-t(ln_l): b{lx).On doit ajouter X7" à la base
coexponentielle à bn-r(ln_1) dans g;,-1 pour obtenir une base coexponentielle à bk(rk)
dans g7r. 

r

Remarquons que dans ce cas Xk #b,(t): Ig7(li) 
pour chaque r ) k et que donc

J : I

X7, peut être mis dans la base coexponentielle à b"(1") dans g,.

En particulier, Xp peut être placé dans Ia base complémentaire à b(l) dans g. En fait,

comme bn-t(In-r) :  bn(l*), Xt ê b*(l t).  Alors 1l,fXp, br(lr)]  >+ 0.

Sinon b'n: bn(lù + nx* vérif ierait aussi < l , lb'k,bL] ): 0 et b6(16) ne serait pas

une polarisation. Donc, il existe Yn e b*(lu) C b"(r") tel que I l,lXp,Y*l >* 0. D'où
Xk çb,(1,), comme b"(1,) est une polarisation en l" dans b".

4.4 Un résultat important

Dans un premier temps, donnons quelques définitions :
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Définition 4.1. Soit Z,/ un ensemble ouvert de g*. Une application

U ---+ S(R')

I + + { l

est dite C- si les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Pour chaque r € IRd fixé, I'application I e (1(r) est une fonction C- de Z dans C.

(i i)Pourchaqueopérateurdifférentieldelaforme Dî : 
f f i  f f i  otf a: (*r,. .  . ,an),

pour chaque I eU fixée, la fonction ni€r(') est dans S(R').

(iii) Les applications

U ---+ S(R')

I r+ Di€,

sont continues.

On a le théorème principal suivant :

Théorème 4.1,. Soi,t G : exp(g) un groupe de Li,e ni.lpotent connere, si,mplement

connere. On uti,li,sera les notati,ons et les choir des sections précédentes. En parti,culi,er

les espaces f)n, et fifi seront i,dentifi,és auec L2(F<d) et S(Rd) respectiuement. Soi't

d: max{ dim(g/b) I ll € g* tel que b : b(l) est une polarisation en I dans g }.

(i,) It est possi,ble de constru'ire des ouuerts A, de g* pour chaque e € {-1, \}d de la

man'ière suiuante :

II eri,ste des polynômes réels non nuls, G-i'nuariants, R1,...,Rd,, il eriste un ouuert

dense de Zari,ski, G-inuariant

w: { t  €v I  Rj ( t )  +0,1 < j  < d}

dans g*. On peut décomposer W en l'un'ion di,sjoi,nte suiuante :

W: II  AU
E € { - 1 , 1 } d
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où les ensembles A, sont des ouaerts G-'inuari'ants définis par

A, :  {  I  eW I  e i fu( t )  )  0 ,1 < j  < d} .

Certains de ces ensembles A" peuuent être éuentuellernent ui'des.

( i . i . )  S 'é tant  f i ré  e te l  que A,  + A,  i l  er is teV:Vt , , , . . . ,Va:Vd' ,  e  1 l (g)  e t  i l  er is te

une appli,cation C*

A, --+ S(R')

l ++ { r

où (1e S(Ro) : fr i  tel que

€t 10, Yt e A,

et
dn {V )Q :0 ,  V j  e  { 1 , . . . , d } ,Y l . - -  A , .

(i,i,i) Pour chaque k e {t, . . . , d}, i,I erzste une appl'icati,on C*

A, --+ s(R')
I v_+ g,*

où

eut lo ,  Y lc -  A" ,vk  e  {1 , . . . ,d }
dn{Vi)(ry: 0 si i + k,Yt e A,
dr{fi,)(1,p 10, Vl e 4,.

(*) L'élément V6 d,e I'algèbre enueloppante est de la forme

Va: Xio - i 'e aYio

où Xio est le d,ern'ier élérnent de la base de glb(l), Yto e 3LI(Oia-r) et Zio: lX,o,Yiol e

3Lt(s)
(u) Pour chaque I e 4", 

d

f-lKerdrl(V) : Ctt
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et ,pour leW\A" ,
d

I lKerdzrr(Yi) : {0}.
; - 1

(ui) Les fonct'ions {7, considérées comme des éléments de fifi, uéri,fi,ent les relat'ions de

compati,bi,li,té su'iu antes :

€ea .1 "yg1@) :  {7 ( r ' u ) ,  Y l  eW,Yu  e  G '

CeIa signifie que la fonctzon {7 est transformée en une foncti,on 4ea.611ty par I'opérateur

d'entrelacement donnant l'équiualence untta'ire entre n7 et nn6-6y171.

Démonstration. Ondémontre ce résultat par récurrence,les sections suivantes détailleront

cette preuve. !

Remarque.  Pour  a € { -1 ,1} ' f ixé,  Ies é léments Vt , . . . ,Va e ! l (g)  du théorème

précédent sont construits à I'aide d'un algorithme fixé. Ils dépendent du choix de e.

Si on voulait être tout à fait précis, il faudrait écrire V',. . . ,Vd,r.

4.5 Restriction du choix des formes linéaires

Finalement, on doit restreindre Ie choix des éléments I € g*. En fait, dans la deuxième

section de ce chapitre, on a vu que si Pl,. ..,Pn sont les différents polynômes tels que

I'ensemble (gr)b,* des éléments génériques (au sens de Pukanszky) / d. g[ sont donnés

par P1,(/) f 0, alors, pour pouvoir effectuer correctement les différentes étapes de la

récurrence, on doit se restreindre à

v: { leg -

{ leg .

{ leg -

9b,*

(5  1 )

(5 2)

(5 3)

(5.4)

I l lno € bùb",",Yk \
lP t ( lx )#0,V1<k<n\

fI

l f [e*1r1n)+o]
&:1
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Les polynômes P7, peuvent être bien sûr considérés comme des polynômes sur g* qui ne

dépendent pas des coordonnées dans les directions de Xfi*t , . . . , Xï

et même Xi",Xi"*r,. . . ,X;. Donc V est un ouvert de Zariski de g*. De plus, par définition

de V, si I e V, alors 16 : llsn e (gk)b,k pour chaque k. Comme les différents gp sont des

idéaux, I'algèbre g et Ie groupe G agissent sur gr et gi par ad, Ad, respectivement ad*,

Ad*. Comme les idéaux 96 forment une suite de Jordan-Hôlder, on montre classiquement
que chaque polynôme P1, est G-invariant, comme I'est aussi I'ouvert de Zariski V.

Pour les éléments de cet ouvert de Zariski V, on doit faire les choix suivants : Etant

donnée la base f ixe {X1 ,.. . ,Xn} comme dans la section I, I  e V, on associe à I sa

polarisation de Vergne b(l) : D bi(t).
] : L

Si ,S représente I'ensemble des indices de saut pour les orbites génériques, posons

Ë : { k e S I gr-t + gk(l*) Ç gn + gn(ln): g/c, pour chaque I e.V, l* :  I lnu }.

L'ensemble ,R est indépendant du choix de I dans V, comme toutes les formes linéaires

16 sont génériques dans g[ et tous éléments génériques ont mêmes indices de saut. On
prend donc

{Xn  I  k  €  -B }  :  {Xn , ,  Xn" , . . . ,  Xû }

comme base complémentaire à b(l) dans g. Cette base ne dépend pas du choix de I eV.
On peut ainsi identifier les espaces de représentation Jln,: L'z(GlB(l),Xt) avec r'(R')

eL 11f, : S(G|B(I),X,) avec S(lR.d) par rapport à la même base pour chaque I e V,
seule la covariance dépend de l.

Remarquons enfin que I'indice d est bien choisi, car la dimension de glb(l) est la moitié

de la dimension de I'orbite coadjointe passant par l.

4.6 Le groupe de Heisenberg

La première étape de Ia récurrence consiste en l'étude du cas particulier du groupe

de Heisenberg H7. Ceci a été étudié en détail dans [L-M]. Rappelons uniquement les

résultats principaux de cette étude. Soient 1X,Y,Z > les générateurs de I'algèbre de
Lie !1 de Hl munis du crochet lX,Y1:2.

Pour chaque À € R \ {0}, posons l>, : ÀZ* € [1]. L'orbite coadjointe passant par

l1 est le plan horizontal passant par (0,0, À) et une polarisation en 11 dans f l est
donnée par b1 : R.Y +R.Z. Soit Br : exp(b.l). L'orbite en 11 est associée à la classe
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d'équivalence de représentation unitaire irréductible de dimension infinie ns: indfr'^Xt^,

où Xr^(exp(y)') exp(zz)) : s-2niÀ2, par I'application de Kirillov.

Ainsi W coincide avec IRX*+IRY*+IR.Z*, d: 7, R(aX.+bY.+À2.) - -À, s € {-1, 1}.

Pour e : l ,  A, - Ar : {aX. -fbY* + ^2. |  ̂ < 0} et V" : Vr : X - i 'Y.

Si I : ÀZ*,lafonction €r : €.r € S(R) : 5f est donnée par

€r( ') :  e"À"' '

Elle est définie sur le reste de I'orbite en lÀ par la formule

€ra.1,;1r^;(s) :  {1(exp(sX) '  u), Vs € IR', Yu e H1,

en utilisant Ia relation de covariance.

De même pour e - -1, où I'on doit prendrê A, : A-t : {aX* I bY* + ^Z- | ^ > 0},

V :V : :X+ i 'Y  e t

€ l ( s )  
:  

" - nÀs2  
'

Voir [L-M] pour plus détails.

4.7 La situation de Kirillov généralisée

Supposons que ?z : j2a est un indice de saut, i.e.,

9n : *  g ( l )  ç  9 "+  g ( l ) :  g+  g ( l ) :  g '  V l  e  V '

Alors n € -R et on se trouve dans le cas I pour Ie passage d" 9,,-t à gn: E.

Posons encore i:  gn-, etT: ln-t:  l l i .

Notons aussi ,5 I'ensemble des indices de saut de !

et l :  p(V) :  {T e i .  I  l l  €  V te l  que I lz :T} .

Comme la dimension de chaque orbite est paire, le nombre des indices de saut doit

forcément être aussi pair. Comme, de plus, g(l) est de codimension un dans !'(7), il n'y

a qu'un seul indice de saut j" pour les éléments génériques dans g* différents de n, qui
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n'est pas un indice de saut pour les éléments génériques dans !. Cet indice doit être le

même pour  tout  I  e  V.  Donc,S:  S\  { i , ,n)  e t

F()  :  det (< T, lxn,x i l  >)o, i r r \ { j , , rz} .

Rappelons q.r. F1I;, i: p(v) et !'* sont Ad*G-invariants. En particulier, siTest un

élément générique de!'* (respectivement sile !), c'est aussi le cas pour Ad.(exp(tX))@,

pourchaque te lR . .

4.7.L Les polynômes invariants

Tout d'abord, prouvons qu'il existe sur !* une fonction polynômiale ,Ê qui est Ad.ô-

invariante, mais qui n'est pas Ad*G-invariante.

Nous savons que les orbites des éléments de ù dans !'* sont décrites par une fonction

n-l

Q(,ù: t  QoçT,t1x;
i : I

Comme j, n'est pas un indice de saut pour (l!'*), on a

Q,. ( , t )  :T i ,  +  É. , .çTr , .  . . ,T i , - t ,h , .  . .  , t r )

où z < r el É.i, est rationnelle.

De plus, il existe l{ suffisamment grand tel que la fonction

F* 171fr,,qT,t7

est un polynôme en f et t. Ici F est Ad.G-invariant et fr4, est Ad.ô-invariant. Ainsi

F* çT\F.t,(,i) est Ad- ô-invariant.

Supposons à présent que pour chaque t € lR2d-2, la fonction F*çT1É.,,çT,Û) est aussi

Ad.G- invariante, en particulier que

.Êr.1Ad.1"*p sX)T,ù : Éi,(7,ù, Vs € IR.

D'où, pour chaque forme linéaire I e V telle que p(l) :T, p(Qt): [J Ra.{exp(sX))f ne
s€lR

peut être saturée dans la direction de X|,.
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D'autre part, comme j" est un indice de saut pour (l, g), ftl et p(f);) doivent être saturées

dans la direction d,e Xj,. Cette contradiction montre qu'il existe un certain ;o 6 pzd-z

tel que
n(T : eN çT1fr.,,çT,to1

est un polynôme Ad.ô-invariant, qui n'est pas Ad*G-invariant.

Par construction, ce polynôme est défini sur un ouvert dense i a"9.. Mais il peut bien

sûr être étendu à !'* tout entier et devient alors Ad*ô-invariant, par continuité.

4.7.2 Le centre de l'algèbre enveloppante

Pour les détails concernant ce qui suit voir [C-G]

Soit {X1, Xz,. . . ,X,-} une base de g. Tout d'abord, fixons les notations.

Désignons par 6(g) I'algèbre symétrique de g, i. e. I'algèbre tensorielle de g modulo

I'idéal engendré par les tenseurs de la forme

X8Y-YAXavecX ,Y€9 .

On peut aussi la considérer comme I'algèbre commutative des polynômes en X1, Xz, . . . , Xn.

Notons 1I(g) I'algèbre enveloppante de g.

Il existe un isomorphisme linéaire entre 6(9) et g(g) défini par

s(v,  - .V) : j  f  Yo(r ) . . .Yo( , ) ,
'  '  

o€S(r)

où S(r) est le groupe symétrique sur {1,2,.. . ,r}.  On I 'appelle I 'application de

symétrisation.

Dans la partie gauche de cette égalité, le produit est effectué dans 6(9) alors que dans

la partie droite le produit se fait dans 11(g). Le groupe G et I'algèbre g agissent d'une

manière évidente sur 6(9) et !l(g). Ces actions seront encore notées par Ad et ad.

Onaa lo r sAdoS : ,9oAd .

Notons
!t(g) : {P e g(g) |  (adX)P : 0,VX € e}

et

3tt(s) :  {A €11(g) |  (adX)A : XA - AX : 0,VX € s}
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pour le centre de !l(g). Alors ,Slqn) est un isomorphisme d'algèbres sur 3U(g)

Pour chaque Y eg définissons

fv( l )  :<  l ,Y ) ,  V l  e  g. '

S ionnote r t :  fx tpour lesvecteursdebase Xt ,Xz, . . . ,Xn,chaquepolynôme/  e C[g- ]
peut s'écrire d'une manière unique sous la forme

f  :  l co ro  où ,  pou r  a  :  ( o r , ù2 , . . . , an ) ,  r o  :  rT ' rT ' ' . '  * l ^ .J L '

Ce polynôme correspond bien sûr à l'élément ! coXo de 6(9), de plus 6(9) et C[g-]

peuvent être identifiés.

Finalement, grâce à I'isomorphisme linéaire entre 6(g) et g(g) donné par I'application
de symétrisation, on obtient une bijection entre !l(g) et C[g.], notée

W e $(g) , -  Pw e C[g- ] .

Si I'action de G sur C[g.] est définie par

(Ade) / ( l )  :  / (Ad-(e-1) l ) ,

on voit que
(Adg)n^/: p(Ad.s)w.

Définissons

C[g-]t : {f eC[g.] | (adx)/ : 0,VX € s] : {/ e A[g-] | (aag)/ : f,Ys e G]

I'algèbre des polynômes AdG-invariants sur g*.

Donc !t(g) ,3tI(ù et C[g-]G sont isomorphes d'après Ies relations expliquées précédemment.

Soient à présent W e 3tl(g) eL nl € ô. Alotr d,r1(W) est scalaire sur $ff et

dn{W): Pw(-2ni ' l)n'
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Etant donné que g est un idéal de g, on peut considérer 11([) comme un sous-ensemble

G-invariant de ll(g).

On a les mêmes considérations pour g(g) et g(g)

De plus, les polynômes sur !'* peuvent être identifiés avec les polynômes sur g*, qui ne
dépendent pas de la composante ln :1 l, Xn t.

On a ainsi, C[î.] c C[g-].

En particulier, pour W e tL(g), notons Pry aussi bien le polynôme associé à I4l dans

C[A-], que dans C[9.].

Comme !'est un idéal dans g, le groupe G agit sur C[!-] comme sur C[g.].

Rappelons qu'il existe n e Ctg.] c C[g.] qui est Ad*ô-invariant, mais pas Ad*G-
invariant. Donc il existe W e 3tl(g) tel que fr. : Pw et W Ç 3tl(g)

Ceci implique en particulier que [X, Wl10.

Il est facile de voir que lX,Wl e 3[(g). Si [X,Wl e 3[(g), on pose Y : W et

0 + Z : lX,Wl e 3X(g) Sinon on remplaceW par lX,Wl et on répète I'argument
précédent.

Compte tenu de la nilpotence, on trouve après un nombre flni d'étapes 0 I fr :

[x,.. . , lx,wl. . .I e 3tr(û tet que fr # Zu(s) et 0I lx,frl e 3tr(s).
On pose alors Y :fr e 3tl(i),0 + Z : lX,frl e ZX(g) et on a

lx ,Y1: 2 '

Cette dernière relation nous place dans une situation de Kirillov généralisée.

Comme lX,Yl e 3[(ù,

[X,  Ad(exp(sX)) f ]  :  lX,Y + sZl :  lX,Yl :  Z,  Vs € IR,

Ad(exp(sX))Y: Y+sZ €3tl(g) et on doit remplacer Y par Ad(exp(sX))Y: Y +sZ
avec un certain s approprié.

De plus,
Ad(exp(tX))P": PAd1"*p1,"11v: Pv+tz, Vt € IR,

et
d"/Y) : Pv(-2nî)\, i l ei..
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Donc on a pour I e g* etT: tlÉ,

dir(n{(t,n : dzrT(Ad(exp1-rx;;r){1 t,.)(s)
: PAdlu*p1-, *vv?2"ii1&t'')(n
: Py42(-2rù(Q, )(n
: ry (-ztrttd-(exp tx)(T)){(t,)(û.

Comme les actions sont nilpotentes,

Q (t,T) :: Py (-znna. (exp tx) (7))

est un polynôme en t et f De plus, il est ô-invariant, comme Py est ô-invariant et

Q(t, Ad. (nT) : ev (-ztrttd-(exp(tX))Ad-(O(t))
: e" (-ztrt[td-(exp(tX) . j . exp(-tx))] [Ad-(exp(tx)) (7)])
: ry (-znttd.(exp(tx))(7))
:  Q(t,T),

comme Ad-(exp(tX).7.."p(-tX)) e ô. D'autre part Ie polynôme Q n'est pas G-

invariant, en effet, dans ce cas Py serait aussi G-invariant et Y appartiendrait a 311(g),
ce qui n'est pas Ie cas.

Le polynôme Q peut être caractérisé d'une manière plus précise :

Comme lX ,Y l :  Z  €3 [ (g ) ,

dftt( lx,YD(Q,f l  :  d,n1(lx,Y}(,(exp(tx) '  e)
t ,  'a

: P6,v1(2tr i l ){(  exP(tx) 's I
\ . /

P6,v1(2niD(ft,n,

où P1x,r1 est un polynôme G-invariant, indépendant de f.

D'autre part,
drllx,Yl ) : dr{x)di{Y) - dnv)di{x)
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avec

di{Y){(t,n : qçt,71{çt,6

ar,çx]{çt,6 : fet""o 
(-rx) exp(tX)}]1":6

a(.,: -;;(t,n

Ainsi

dit(x,rD.jU,n : -fif}A,tl((t,nl - Q|,Tf-fte4,nl
aa.: -Ë(t , t)€(t ,n.

Ce qui implique que

P1x,v1(2ntq : -pçt,71, T: tla
o t '

est G-invariant et indépendant de t.

Le polynôme Q est par conséquent de degré 1 en t et est de la forme

e(t,T):eo(T)+er()t ,

où Qo et Qr sont des polynômes ô-invariants et ori Q1 est de plus G-invariant.

Le polynôme Qs ne peut pas être G-invariant, en effet, dans ce cas Q et Py seraient

aussi G-invariants.

Le polynôm e Qr() n'est pas identiquement nul. Sinon Q(t,T) : Py(-2trzAd.(exp(tX)XI))

serait indépendant de t et Py serait G-invariant, ce qui n'est pas le cas.

Posons

l :1TepQ)lq ' , ( t )+oj .

Alors I est un ouvert de Zariski dense G-invariant d" ô'..

Comme z e 3[(g),

d'r{Z) : Pz(-2nil)\: P6,v1Ç2nQn: -Qt(I)n'

De plus, Z e 3X(l) et donc

d,n{Z): Pz(-2ri,[)n : -q,()1,



106

car on a le même polynôme associé à Z dans C[g.] et dans C[!'.]'

Les éléments Y et Z de LI(g) peuvent être choisis anti-hermitiens et tels que le polynôme

8r(7) soit non nul et imaginaire pur pour chaque I

En effet, rappelons que

X* : -X  ( commeX4-  g )

( lU,Vl). :  - lU*,V*1, V U,V e l1(g)

et ainsi

lx ,Y.1:  2*
1 1

lx , ; (Y +Y-l  : ; ( t+z.)
1 1

lx , ; (Y-v-) l  : ; ( t -z-) .

Doncl(Z + Z.) et j(Z - Z.) sont des éléments auto-adjoints de Jlt(g).

Un d'entre eux au moins est non nul, car Z + 0.

s i  î (z  + z . )  f  0 ,  a lors  L(v  +Y.)  t0  et  P;1r+y. )  +0 car ,  pour  chaqueT e p(v) ,

ouvert dense de !*, on a

a"7(r1v + Y.)) : Plqv+v.)Çzrtt)' t.

Comme, en général , Pu.(-2ntt1 : erç15,pour chaque U e lI(!), pour chaque

T ei., et comme ïV + Y.) est un élément auto-adjoint de ll(!), Plqv+v-l?2ni'I) doir

être réel. Dans ce cas, on remplace Y par iV + Y.) et Z par !2Q + Z.)-

On Ies appellera encore Y et Z.

Ceci prouve que dans ce cas on peut supposer Y, Z anti-hermitiens et Py(-2rel) ima-

ginaire pur pour chaque l, comme P-znnw - -2niPw pour tout W e 3tl(g).

Si +(Z 
- Z.) f 0, on procède de la même manière'

Ainsi, dans la suite on supposera que Y est anti-hermitien tel que Py(-2nii) soit

imaginaire pur.

Donc

Q(t, l) :  Pv(-2treAd.(exp tx)( l)) :  Qo(l) + Ql(l)t
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est imaginaire pur pour tout t et tout f

O'où Q6(7) (si non nul) et Q1(I) sont imaginaires purs pour tout I

Remarquons que siY,Z € g (comme dans le cas du groupe de Heisenberg), alors ils

sont anti-hermitiens et Py(-2rit), Qo() (si non nuls), Q1(7) sont en effet imaginaires

DUrS.

Le polynôme Qr défini dans la section précédente est un polynôme sur !*, qui est

invariant pour I'action de G sur !*. Mais il peut aussi être considéré comme un polyrrôme

sur g* qui ne dépend pas de la dernière coordonnée, en définissant Q1(l) : Qt(l), où

T: ,pçt1 : t1u.
II est facile de montrer que pour chaque g e G,

r[aa.1e;1r)] : 
fea.1sX,)]b: Ad.(e)(7) : Ad.(g)(p(l)),

où Ad.(g) désigne I'action de G sur g* du côté gauche et I'action de G sur !* du côté

droit.

Ainsi

Q1(Ad.(e)(t)) :  8'([aa.1e;(l)] la)
: Qr(na.1e;17;;
: Q'(T)
: QJI),

i.e., Q, est G-invariant, même si on le considère comme un polynôme sur g*.

Etudions plus précisément le centre le I'algèbre enveloppante.

pour  tout  k  e R:  { ,h , . . . , ia} ,  i l  ex is te Yn e3\ I (gk-1)  te l  que

0 # Zx: lX*,Ykl e 3[(gk).

On doit prouver que I'on peut en fait prendreY6 € 3tl(gk-r) tel que

0 I Zn: lXt,V,,l e 311(ù.
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Pour ce faire, remarquons les faits suivants :

(i) Comme g est nilpotente et comme on commence par une suite de Jordan-Hôlder,

lg, gr] c E*_t.

( i i)  Si ! 'est un idéal de g, alors (tI(û, [ ' , ' ])  est un idéal dans (l l(g), [ ' , ' ]) .

En particulier, tous les (11(gr), [',.]) sont des idéaux dans (11(g), [',']).

(iii) Si ! est un idéal dans g, alors (3Uçn1, [',']) est un idéal dans (1I(g), [' ' '])'

En particulier, (3II(gn), [.,.]) est un idéal dans (11(g), [',']) pour tout k.

En effet, soient z e 3LI(E), X e [(g) etU €ll(!). Alors

l lx, zl,ul : - l lz,ul,x) - l lu,xl, z)
: 0 ,

comme Z e 3U(g) et comme U,lU, Xl € [(E), or [(!) est un idéal dans (ll(g), [' ' ']).

Ce qui montre que 3!l(g) est un idéal dans (!l(g), [',']).

Supposons à présent que yk e 3LI(gn-) tel que 0 I lX*,Y*] : Zn e 35J(Sù et montrons

que I'on peut choisir Yp tel que 0 # lXx,Vn) e 3tf@).

En effet, si Zp : lXn,Yn] É 3Xçg1, alors il existe W e g c lt(g) tel que

0 I lw, zt"l: lw,lxr,vrl l : - lxr,lYr,w)) - lvr,lw,xol] : lx^,[w,Yo]1,

comme lW, Xr] e [g, gr] C Ex-r et comme Yx e 35J(Sk-r).

De plus lW,Yrl et lX1,,lW,YÀl appartiennent à Jll(gr-r) car 3[(gn_1) est un idéal.

Si 0 I lXr,lW,YÀl ç3[(g), on recommence avec cette procédure.

D 'ap rès lan i l po tence , i l ex i s teWt ,Wz , . . . ,W,  €  g te l sque0 I  lWt , lWr , . . . lW, , y r ]  ] ]  e

J[(gk-1) et
o l  lxr , lwr, lwr, . . . lw,,vxl  l l ]  e 3u(g).

Ainsi on écrit Y1, à la place de lW1,lWr,. . lW,,Yxl l)
et Zp à celle de lXr,lwr,lWr,. . .lW,,Yr] l l l
ainsi notre résultat est prouvé.

En conclus ion,  pour  chaque k e R:  {ù , . . . , ' ia } ,  i l  ex is te Q*,Qo,net  Qr ,n te ls  que

Q rc(t, h -r) - Py*(- 2n i. Ad. (exp t X p) (l p- t ) ) : Q o,n(l n - r) + Q u"(I n - t)t.
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Ici Qo,n et Qtt sont des polynômes sur g[_r, mais ils peuvent être considérés comme

des polynômes sur g* qui ne dépendent pas des n - k + 1 dernières coordonnées de l.

De plus, Qr,*(l) est un polynôme G-invariant car

Q t,n(l) : Q r,*(ln) : - P7x1",Yt(-2ni'Ip)

et lXp,y*] e 3X(g).Comme auparavant, ils peuvent être choisis imaginaires purs et

Yp, Z* supposés anti-hermitiens.

Finalement, si on définit  Rk: -2n' iQ1,1,, alors R1, R2,... , .R4 sont les polynômes G-

invariants du théorème 4.7 etW, A" peuvent être définis comme dans le théorème 4.1.

Les polynômes .R7, dépendent uniquement des coordonnées de 16-1 : ller-r.

4.8 Récurrence dans le cas de la saturation des or-

bites

4.8.1 Construction d'éléments particuliers de I'algèbre enve-

loppante

Utilisons les notations de la section 4.4.2, oùi: gn-, et supposons que nous sommes

dans la situation du cas I, i.e., dans Ia situation de Kirillov généralisée.

Soit e € {-1, t}d tel que A" # A et écrivons :

7 :  ( e r , . . . , €a - r )  s i  6 :  ( u t , . . .  , €d - r , ea )  pou r  un  ce r t a i n  e4 .

Comme on est dans la situation du cas I, 'id : n et î correspond à la restriction de g à

n
Par construction,

A + L:  p(A,)c  { l  e  w 1 e,n,çT1> 0,1 < j  < d-  r }  +A.

Supposons que les résultats du théorème 4.1 sont vrais pour !'.
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Soient U7; € th(i), i,€. {I,2,. .. ,d- 1} donnés par I'hypothèse de récurrence correspon-

dant à "4,;.
Comme toutes les actions sont polynômiales, on a une relation de la forme

Ni

Ad(exp(tx Y(U,,;) : l{-t)i uot
j:o

avec (Jii e [(g) Pour tout i, j.

Définissons à présent

Donc

N,

V," : luntv i  zN' - j  e  1r (6) ,  i  €  {7 ,2 , ' . '  ,d  -  L}
j:o

Ad(exp(-t  X))(Yi ZNt- i )  :  (Y -  tZ) i  7Nn-t

et

Ad ( e*p(-tx)) (v,,,) : Ë (oo ( exp(-tx)) (u,,)) (Y - tzli 7N'-i .
\  

" ' - / ) \ . 0 ' c /  
f i \  

\  r \  ' / \  - ' / '

L'élément V4,, sera construit plus tard.

4.9.2 choix de points particuliers sur chaque orbite

Reprenons les notations précédentes. Pour chaque T efr : p(W), il existe exactement

unseu l t : t ( I ) €R te lque

dtAd.1.*p1rx1;61 (Y) : o'

avec Ad*(exp(tx))(l) e 0'..

En effet,

d'Ad- ("*p(,xyy 11 
(v) : Py (i. Ad.(exp(tx) ) (7)) I : [80 (l) + 81 (t) t]r.

D'où

t :  t(T\ - -At(!
Qr( t )
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donne Ie résultat voulu.

De plus, t: t(T) est ô-invariant.

Par la même remarque que précédemment, t peut être considéré comme une application

définie sur W C g* qui ne dépend pas des dernières coordonnées. L'application

W ---+ R

L r-+ '  / ' \  QoQ)t \ I ) :  -  
AO

est C-, en tant que fonction rationnelle définie sur tout )'V.

Définissons I'application

W-+W

I +-+ lr :  Ad*(exP(t( l)X)Xl).

Cette application est bien sûr C-.

En effet, les coordonnées de 11 sont des fonctions rationnelles des coordonnées de l, les

dénominateurs étant des puissances de Qt(l). L'image lr de I appartient à I'orbite de l.

Posons Tr: ttla.

Alors, par construction,

l '  :  p(Ad.(exp(tx))( l)) :  Ad.(exp(tx))(p(l)) :  Ad.(exp(tx))@

et
dn7,(Y): dtAd.(e*ppx;y11(Y) : o.

En particulier,
0 :PY( î ) :QQ,T ) :Qo ( r )

et

dit ,(y){(t ,ô :  Pv(tAd-(exp(rXl)t l ' ) )gtr, .)(?) :  QrQùt'{( t ,n vt € IR, vi  e G,

car Q1(11) : Qt(Tù par définition.

De plus, Qr(lt) : Qt(l) f 0, car Q1 est G-invariant.
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4.8.3 Construction par récurrence pour ces points particuliers

Pour Ir, on â

dr, (Ad(exp(-tx))(Yi 7ttr i1) :  (-1)N'8r(l)N' (-r) in : C,i(-ùin

où C.i:  (-t)Ntqr(l)e, car dn7,(y) : 0 el dtr7,Q) : -Qt(lr)n: -Q{l)n.

Alors

N"

azru(Ad(exp(-tx))U,") : t C{-t)id,n7,(Aa(exp(-tX))Uùn: Ci'r7,(u4;), V, € IR.
j :o

Pour chaque forme linéaire T ei.,

notons 014 fu polarisation de Vergne, É(D: e"p(n14; et f t€ S(rea-t; :  fr i ,  pour les

fonctions obtenues par Ie théorème 4.1 (ii) d'après l'hypothèse de récurrence, en tenant

compte des choix ultérieurs de base.

Par récurrence, le point (v) du théorème 4.1 donne,

a - L

f-l Kerdnl U,) : C€7, u e A,
j : r

et
o,- L

)Kerdtr l tJ l , ;) :  {O}, vt e fr \*
j : r

où fi : e(yf).Pour 11,11 construits ici, soit rir, € S(lR.) (à déterminer plus tard) et

définissons €t,:rlt,6{f, € S(R') : frn,.

D'où

dît,(Và{t,Q3): dzru(Ad(exp(-tx))U,")?r, I +,Q,n: CrTtt,(t)dr7,(Un,;)*,(O :0

où f  e  R ,A€  é , ie  { ! ,2 , . . . ,d , - t } .

Dans le cas I, la dimension des orbites de dimension maximale augmente de deux quand

on passe de !' à g et ainsi on doit introduire une relation supplémentaire.

Considérons Vd,,, : X - i'e6Y e !|(g).
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Ainsi

drt,(x - teov){,,(t,i7 : ?* - i,eaQltl)t){,,Q,')(û
. â

:  € i (O(  -  
; r -  

€dRd(I t ) t )nh( t ) '

On doit donc poser
' l t ,  ( t)  :  

"- 
àe aRa(tt)t2

pour avoir
dlh(X - i ,e6Y)(, , :  g.

Si on définit (1, € frT,, ês(R')) pâr €rr(exp(tX) 'n:fr,(t,/), alors

d n T r ( V ; , , ) Q ,  : 0  P o u l d  €  { 1 , .  .  . , d } ,

o ù . V a , u : X - i ' e a Y .

On procède de même pour les fonct ions Cn,tr ,  lc € {1,.  . .  ,d -  1} du théorème 4.1 ( i i i ) .

Les fonctions (a,lr e fii,, et (aJ, e fr?,, sont obtenues par

(0 , ' , :  9 t '  8  Çr '

où pr,  € S(R) est une fonct ion de Schwartztel le que (-  f ; -  e6&a(tr) t)Vt,( t )  #O

Pour prouver la partie (v) du théorème 4.1 pour 11 (associée à I choisi arbitraire par

conjugaison, comme expliqué précédemment), supposons que ,ltt, e hî,, : S(lRd) tel

a

ere ût, e f^lKerdz,,(V*).

Définissons ,ltu pat ,br,(t,l): ry'r,((exp X 'n.

On a en particulier

d'n1,(X - i€dY)ûh((exptX) '!) : dfrt,(X - i 'eaY)$1,(t, i)

/  a \-
:  (  

-  
;  

-  eaRa(I) t  
)1 'h( t ' ' ) (n

:0 ,

c'est-à-dire , 
a _

f,6,,Q,û 
: -, aRd(tùt6t,(t,n.
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Si I € A,,1, € A, et eaR6(11) > 0. Alors

/r, ((e*p tX)'  s) :  6,,(t , l)  :  C(tr, i)e-L'aRa(t ')t",

où C(11, Ô : CU(fl est une fonction de Schwartz dans / qui satisfait

dr7, (U6)Ct  (?)  :  o ,  i  :  L , .  . .  ,d  -  7 .

Par hypothèse de récurrence, Cr,(l) : C(lt)*,(g) 
"t

,bh:C( I r ) r tn  6€, , :  C( t t )&,  €  C(r , .

S i  I  É  A , ,hÇ .A ,a Io rson  ob t i en t  e6R6( t )  <0où  h :p ( t t )  f  k .

Dans Ie cas où eaHa(|1) < 0, l'équation

â -

ftrb,,{t,j) 
: - e a&d(l r)t1ht(t,j)

n'admet pas de solution de Schwartz non nulle et

[- l  Kerdrl,  (V1,): )Kerd7,1,(7r,,) 
:  {0}.

j : r  j : r

Dans le cas orf eaRa\) ) 0 et T, : p(Ir) 4 k,

d -7
/ ^  - ,  '  / r r  \  a ^ l  r  , i  \  I

| )Kerdtr7,(Ui,) 
: {0}, par hypothèse de récurrence.

j : r

Donc, si on reprend le raisonnement du cas où I e A",Ie système

dn7, (U i , ; )C t , ( i )  :  o ,  i  :  L , . . . ,d  -  I ,

avec C6(/) fonction de Schwartz, implique que C,1 : 0 et donc ry'l, - 0.

Ce qui prouve que si I Ç. Ar, alors

d

fl Kerdzrl,(Vi,,) : {0}.
j : r
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Donc pour chaque I e W, il existe lr € Qr pour lequel le théorème 4.1 est satisfait. Il

faut maintenant compléter la construction pour toute forme linéaire I e W.

4.8.4 Construction pour chaque point dans un ouvert dense

Donnons nous à présent une forme linéaire I e W.

Par définition de lt, l: Ad-(exp(-t(l)X)(h), où t(l) est une fonction C- sur I dans

w.
Si on écrit b(l) et b(11) pour les polarisations de Vergne en I et en 11 respectivement

(pour Ia suite Jordan-Hôlder f ixée), alors b(l) :  Ad(exp(-r( l)X))(b(h)).

Les représentations 7T7 et r7, sont unitairement équivalentes, l'équivalence entre les es-

paces de représentation étant donnée par

f)ntr ---+ frn,

?tt H 9t

où

çt(g) : rAd.(e*p(-r1,y";1,,y(o) : th(g' exp(-t( l)x))

avec 11 : Ad*(exP(t( l)XXJ).

Ce qui conduit à définir €l Par la formule

€t(g) : €Ad.("*p(-r1,y"y1,,y(e) : €h@' exp(-t( l)x))

avec 11 : Ad.(exp(r(l)X)(r), où la fonction {1, est définie plus-haut. Ainsi les fonctions

{1 ont été construites pour chaque I e W.Il est facile de voir qu'elles vérifient la relation

€44-1, ;q1y(o)  :  €r (g ' r ) ,  Yu,s  € G.

D'après I'équivalence unitaire, on obtient que

a

f-lKerdrl(V1,) : C€t, Yt e A",
j : r

a

f-lKerdzrl(\,") 
: {0}, Vl € )4/ \,4..

j : r

et
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On procède de la même manière pour les fonctions Ç,6.

4.8.5 Certaines questions de continuité

L'application

*' I Ï',
est rationnelle, donc continue et même C-.

Remarquons que f(l) : -æP* est réel pour tout I e W, car Qs(I) et Q{l) sont tous

deux imaginaires purs.

D'où

et

W---+ f i :p (W)
I r-+ Tr: p(tt) : tls

sont aussi C-.

Par hypothèse de récurrence, I'application

& -+ S(R'-t) :- fri
T ' -€T

est C- au sens de Ia définition 4.1. De plus,

w __+ S(R)

I r_+ \t

définie par r71(t) - s-|'oao1t)'2 est une application C-.

W ---+ W

I v-+ lr : Ad* (*01r1,1t1) 1,1
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Donc

A, ---+ s(R') = fii,
I e_+ €r,

définie par

{1, (exp(fX) 'n : q,,(t) ' €t,(l)

est C-.

En conclusion,

A" _) S(Ro)

I t--+ €t

est C-, car

g(exp(sx) .n : €Ad.("*p(-t(,)"))(,,)("*p(tx) '7) :  &,(exp(sX) ' i 'exp(-t( l)X))

On a les mêmes résultats pour les fonctions (r,r si on choisit les rp1, telles que h è th
est C-.

4.9 Le cas de la non-saturation des orbites

Dans ce cas, les polarisations de Vergne b(l) , pour I e W dans g, et617;, pourf: lln

dans !, vérifient V(T : b(l) n g.

On choisit la même base coexponentielle à b(l) dans g et a f (l) dans [.

Pour ce choix de base,
c lB( t ) :G lB( t ) : lRo.

Les espaces de représentation f)n, et $fr (respectivement f)n, et 5Ç) Reurrent être

identifiés avec.L2(lRd) et S(R.d), avec les conditions de covariance appropriées.

Pour { € S(Rd) : frn = hf, et pour chaque U e! c g:

dn{u)( (s1, .  " ,sa)  :  d t r l (u) ( (exp(saXio)  " 'exp(s1Xi ' ) )
o , .: 
fr{(.*n(-tU) 

exp(s6Xio) ' ' 'exp(srXi,))l ':o

:  d n { U ) ( ( q , .  . .  ,  s d ) .
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En fa i t ,  comme u e i  c  g ,  x j r , . . . ,x jo  e l  c  g ,  b(T)  c  b( l ) ,  on a dans ce cas Ia  même

relation de covariance si on identifie S(R') à $fr ou à fri,

De la même manière, pour [/ € [(g) c 1l(g), d,n{U)(: dn{U)t, pour toute ( e S(Rd).

Comme

d, : max{ dim(g/b) | ll € g* tel que b : b(,) est une polarisation en I dans g }

: max{ dinbliD | :l e !'- tel qr" 1' : V() est une polarisation en f dans ! },

le nombre des relations de la forme dr(U){:0 dans le théorème 4.1 doit être le même

pour G et G.

De plus, pour chaque 6 € {-1, 1}d, les ensembles -4,, respectivement ,Â" sont reliés par

Â,: p(A) : { 7e T | =I e A€ tel que 7: l ln },

car n n'est pas un indice saut dans ce cas.

Par hypothèse de récurrence, il existe V,",. . . ,Vd,, e tl(g) C 1l(g) et une application

cæ

telle que

€T+o
d ldW, , ) t7  :  0  V? €  {1 , .  . . ' d } ,

pour tou tTeA"

Si on définit alors tr: * ur""T: p(l) pour chaque I € A,, on obtient une application

c*

A, --) S(Ro)

I v-+ €t

telle que

&+0

Â" --+ S(R')

T ,-- 4T
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dn t (V ) t t  :  0  V?  €  {1 , .  . . , d ) ,

pou r tou t l eA r .

L'assertion (v) du théorème 4.1 est donc prouvée'

La condition de compatibilité

€46 .1 , ;11 ; (o ) :  € t ( s ' , ) ,  vu ,s  e  G

et le fait que I'application I* t, est C- sont bien sûr satisfaits.

On a les mêmes résultats pour les fonctions ( du théorème 4.1.

Ce qui termine la preuve du théorème 4.1.

Rappelons le théorème d'inversion de Fourier du chapitre précédent.

Théorème 4.2. Soit G : exp(g) un groupe de Li,e nilpotent connetre, si,mplement

connere. Soi,ent

{0 } :EoCEtC . ' .C9n :E

une suite d,e Jord,an-Hôlder firée et {X1,X2,.. . ,Xn]; une base de Malceu forte associée.

Soi,t Vr défini. précédemment.

Alors zl eriste un ouuert dense de Zariski, G-i,nuari,an 0 C gb,n de g* uéri'f,ant :

sz p(l) d,ési,gne le polari,sation d,e vergne en l et ti fii, : S(lRd) pour tout l e O, alors,

étant d,onné F € Cî(Vrn (r,S(Rd * Rd)), il eriste / e s(G) tel que l'opérateur n{f)

ad,mette conLrne noAau la fonct ' ion F(1, ' , ' )  pour chaque I e Vr)0.
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A.LO Les résultats princiPaux

Commencons tout d'abord par Ia définition suivante :

Définition 4.2. Soit G : exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe) simplement

connexe. Soient (Jr,(Jr, (J, e !1(g). On dit que les vecteurs [| sont Schwartz indépendants

si, pour chaque k e {1,..  .  ,r},  i l  existe 9k € S(G) tel le que

gp*Up l0

gP*U i : 0  s i j l k '

Rappelons la situation du théorème 4.1'

Soit G : exp(g) un groupe de Lie nilpotent connexe' simplement connexe'

Nous allons utiliser les notations et les choix des sections précédentes.

Soit

d: max{ dim(g/b) | ll € g* tel que b : b(r) est une polarisation en I dans g }.

Il est possible de construire des ouverts A" deg* pour chaque € : (et,. . . ,ea) € {-1, l}d

de Ia manière suivante :

Il existe des polynômes réels non nuls, G-invariants, Rr, . . . , R6, il existe un ouvert dense

de Zariski G-invariant dans g*

w :  { I  €v I  Rj( I )  + 0, t  < i  < d ' }

Cet espace W peut être décomposé en une réunion disjointe

W: U A"
6 € { -  1 , 1 } d

où les ,4" sont des ensembles ouverts G-invariants donnés par

A" :  { t  eW I  e i \ ( t )  )  0 ,  1  <  i  <  d ' } .
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On obtient alors le théorème important suivant :

Théorème 4.3. Soi,t 6 € {-1, I}d fr"é tel que A, f A, abrs

i,l eri,ste (L. : (JrJ, . . ' ,Ud,: Ued e tl(g)

et étant d,onnél € A,,'il eri,ste0f tt € S(Rd) : fri, uérifi'antles propri'étés su'iuantes :

(i) Ut,. . . ,Ua sont Schwartz'indépendants.

( i , i)  Pour chaque ls € A,, ' i l  eriste 0 # ç € S(C) tel que 7Tb(9) l0 et I  *Un:0 pour

tou t k  €  { 1 , . . . , d } .

( i i i )  s i 0 l  ç  €  s (G)  es tune  so lu t i on  deg* ( Jn :0 ,  L<  k  1d ,  a l o r sT r t ( 9 ) : 0  s i ,

I  eW\A, etlmtr{p*) c C{r si ' l  e 4,.

Dans ce cas, il eriste 41 e ,L2(lRd) tel que

r{ç.): P€,, ' t ,

où P1,,r, est un opérateur de rang un défini' par

Pe,,r,(€):( €, Tt ) t t ,  V{ € ,2(R'd).

(i,u) L'ensemble {Ur, . . . ,Ua} est marimal parmi tous les ensembles {V, . . . ,V} d'éléments

de tl(g) qui sont Schwartz i'ndépendants et qui' uéri'f,ent

Y l  e  A , ,=0+  g  €  S (G)  t e l  que  r { ç )  l 0  e t  gxV i : 0  pou r  7  <  i  < r '

Démonstrati,on. Soit V : Vt,r,.. . ,Va : Vd," défini comme dans le théorème 4.7 et

p renons  U* :V I  pou r  t ou t  k  e  {1 ,  . .  ' , d } .

(ii) Pour 16 e A" donné, soit

7 : (V rÀA"aO)  x iRd - - -+  C

( l ; " r , . . . , sa )  r+ ' y ( I ; s t , . . . , sa )  : 'Y t ( s t , . . ' , sa )

avec 0 I  I  eCî(VraA,À(r ,S(R'd))  te l  que " rT,+0,  où { ,0}  
-  (9bÀV7,  06 étant  I '

orbite de 16.

Cela signifie qu'on suppose qu'il existe un compact K deVr tel que K C (A,À0)ÀV7,

suppT C K x Rd. Par hypothèse,7, € S(Rd) pour I €Vr frxée et I'application I r-+ 1

est C- dans le sens de la définition 4'1.
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Cons idé rons  .F ' ( 1 , . , . )  :  F t :  &  8 l ;  pou r  I  e  V raAua0  e t  F (1 , ' , ' )  :  0  pou r

l eV r \ (Y tnA , .O ) .

Donc F e Ci(Vi- n(r,,S(Rd 
" 

R')) et i l  existe, par le théorème 4.2,9 € S(G) tel que

n{ç.) admette F(1, ' , ' )  comme noyau.

Par  construct ion,  nr (ç . )  :  Pe, , t ,  s i  I  €  Vr)ArÀO et  r {ç . )  :  t {9) :  0  s i  I  €

V r )O  \ (Y rn  A , )0 ) .

En particulier, comme .yTo I 0, r7,(g) I 0 et nu(p) I 0 car 7T7o eL n6 sont unitairement

équivalentes.

De plus

nt(p*u i ) *  :  an{u i ) r {v . ) :  dn{v i )n , (ç*) :0 ,  Y l  e  vrao '

En effet, si I  eV7 n (? \ (Vr a A,ÀO), ceci est vrai car nt(9) :0'

S i ,  €  V rÀ4 "ÀO,

/ \
nle * ui)* : dtr{ui)n(v.) : dn{vi)Pc,,t, : 

\diT{v)€t ) 
I ','Yt ): 0,

par construction de Vi et fi.

Donc A *Ui  :0  pour  tout  j  €  {1 , .  . . ,d} ,  comme Vr )O est  dense dans Vz et  comme

chaque orbite dans 9|.,6 rencontre V7 eL un unique point.

(i) On procède de la même manière pour prouver Ia Schwartz indépendance.

En effet, pour chaque k e {1, ...,d}, remplaçons {l Par (7,,1 dans le théorème 4.1 pour

définir le noyau Fx(l, ' , ' )  et la fonction pk e S(G).

Avec  l es  mêmes  ca l cu l s  on  ob t i en t ,  r {gn*U i ) :0  pou r  I  eVroO e I  ç t xU i :0 ,  s i

i+k.
Pour j : k, 1yTo I 0 eL dryo(Vn)Ço,n I O.

D'où 

r7.(px*ur,)*  :  (an7"çvpXi. ,*)  4 . , ïo >+0.
" \ /

Donc rp7, * Up I 0.

( i i i )  Soi t  0 l  ç  €  S(G) une so lut ion de p *Up:0,  1(  k  < d '  A lors

dr{Ui)r{v.) :  dtr{vi)n,(p*) :  0, r < i  < d,
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pour chaque I € g* et

Jmtr l (ç . )  nS(Rd):  {0}  s i  I  e  W\"4,
d

lmtrl(e\ n S(Rd) c [l Kerdn,(V): C4r si I e A,

d'après Ie théorème 4.1.

Supposons que Jmtrl(g-) : C€r.

Pour chaque 4) € S(R'), il existe C(l,rlt) e C tel que

,r{p.)r! : C(1,û)&.

L'application

',lt '-- C(l,l/)

est linéaire et, pour I e A, frxée,

l l r , ( , n * \ ' "  / "  /  * \ r r  \tc(t,,t )t : *ffi = ("ifiy )l,,tr,
Ceci prouve que I'application linéaire t! t+ C(l,rlt) peut être étendue en une application

linéaire bornée de tr2(lRd) sur C et donc qu'il existe rir e .L2(lRd) tel que

C(t , r l ,  :14) ,Tt  )  Pour  chaque û e ' ' (R ' ) '

En particulier,
n{ç . ) rh  :1û,Tt  > &:  P€, , r , ,b

et iT{ .) : Pe,,n,.

(iv) Pour prouver la maximalité de {Ut,...,Ua}, supposons qu'il existe t/ e 1I(g) tel

que pour chaque ls € A,, il existe rp € S(G) vérifiant ru(ç) l0 ef

g *U t  :  0

g *Ua  :  0
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ç*U :  0 .

Ainsi r'6(cp*): P€ro,r,o àvê,crl7o f 0, d'après les arguments précédents. Mais alors

0 : r.h(g * (J)* : d,n6(U.)Pqr6,nts :< ' , t lh ) d'tr6(U*){1o.

Comme n6 f 0, d,r6(U.)f io: g.

Tout ceci peut être fait pour ls € Ar, i.e., dr6(U*)4,0 : 0 pour chaque Io e 4,.

On doit montrer à présent que dans ce cas Ut,. . . ,Ua,U ne peuvent être Schwartz

indépendants.

En  e f f e t ,  so i t  0  I  (  e  S (G)  t e l  que  C  *Up :0 ,  pou r  k : 1 , . . . , d .

Donc nr(e):0 si I  e w\A" et r1((-) :  Pe,,n, pour r i l  € r2(Rd) si l  e A,.

F ina lemen t , s i l eAr ,

( " t ( (  *  t / ) ) .  :  dr1(U.)P1, ,nt :1  ' ,T t  )  dn{U.) {1:  g '

Cec i  imp l i que  que  n t (e  *U) :0  pou r  t ou te  I  eW e t  ( x  U  :0 .  A ins i  U1 , . . . ,U6 ,U  ne

peuvent être Schwartz indépendants.

Donc {Ur,. . . ,Ua} est maximal avec les propriétés requises. tr

4.LL Solutions faibles

Tout d'abord, posons la définition suivante :

Déf in i t ion 4.3.  Pour  chaque I  e  A"  f i ré  et  chaqueV, . . ' ,Va € 1I (g) ,  on d i t  que

? € ,2(Rd) est une solution faible de

d r {V ) { : 0 ,  j  €  { 1 ,  " ' , d }

si,
<  r7,d ' t r {V i )g >:0,  V7 e {1,  " ' ,d} ,Vp e S(R'd) '
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Les solutions faibles du système d'équations du théorème 4.1 sont caractérisées par Ie

théorème suivant :

Théorème 4.4. Soi't G

connere. On uti'Ii'se les

Vt,. .  .  ,Va € LI(g) et (1

système

: exp(g) un groupe de Li'e ni'Ipotent connere) si'mplement

notat'ions d, W, A, du théorème 1.1. Pour e firé, posons

con'tnùe dans le théorème /r.1. Alors les solutzons fai,bles du

coincident auec les fonctions sur lRd

dtr{Vt)(: g

dnr1(V) { :  g

données par

qt : C(I)€t Presque Partout si I € 4,,

où C(l) est une constante dépendant de I et

Tt :0  presque Par tout  s i  I  e  W\-4u,

,i.e., les solutzons fai,bles coincident auec les solut'ions fortes presque partout.

Démonstrat'ion. Les fonctions {1 sont bien sûr des solutions faibles. La réciproque se

prouve par récurrence. Pour le groupe de Heisenberg G : Hr, voir [L-M]'

Si n : j6 est un indice de saut, alors I/a : X jo - i'eaYio.

Pour chaque I €W, pïenons h e Ot comme dans la preuve du théorème 4.1.

On doit tout d'abord faire la preuve pour ce 11 particulier. Soient 4 une solution faible

et g € S(R), r/ e S(Rd-l) arbitraires. Par hypothèse et comme Yio esl anti-hermitien,

< 11,dn1,(Xid - i€dYjd)*g I4) ):1Tl,d'n1r(-Xio - ieçYi)p I /  ):  0,

i . e . ,

, l t ( t t , . .  . , s a - 1 ) d s 1  . . . d , s 6 - 1 d . s d  :  0 ,

d'après la section 4.8.4. Comme tl,t e S(na-t; est arbitraire,

lor(rr," 
. , sd-1, rr) ds:: g
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pOuI  p resqUe  tOUt  51 r . . '  ,Sd - r .

Donc, par le résultat obtenu pour Ie groupe de Heisenberg [L-M],

r l ( s t , '  " , s d - r ,  s a )  :  C ( \ , s : , ' ' ' , s a - t ) e - | e a R a ( t 1 ) s l

p resque par tou t  s i  e6R6( I )  >  0 .  Ic i  C t r ( r r , . .  .  ,  sa- r )  :  C(h ,s l , .  ' .  ,  sa- r )  €  ,2 (Rd-1) '

D 'où ,  pour  chaque j  e  {1 , . . . ,d ' }  e t  chaque (p  €  S(R) ,T /  e  S(nd- l )e t  pour  U i ,C i

comme dans la preuve du théorème 4.L,

1q,dn1 ,V i )ç  I  û  > :0

1 C 7r(s1, . . ., s a-t)e- leaRa(h) sl, d,n1r(v)fgG o)rb G r,. . ., sa-r )] ) : 0

e  i  <  e -T ,oRa( t r ) s2a ,p (sa )  >m< C t r ( t r , . . . , sa - r ) ,  dnTr (U i )û (s1 r . . . , sa - r )  )pa - r :0

1C7r(s1, .  .  .  ,  sa-r ) ,  anTr(U|)4; (sr , .  . '  ,  sa-r )  )pa-r :  0

comme g est arbitraire. Ainsi Ctr(rr,. . . , sa-r) est une solution faible dans tr2(lR.d-t; de

d t rT r (U i ) t  :  0 ,  i  :  1 , . . . , d -  L .

Par récurrence, C1r("r,. .  .  ,  sa-r) :  C(lt)hr(tt ,  " .  ,  sa-r) presque partout

et' r7 : C(lr)rtt,6 €i, : C(D{,' = C(t){1, presque partout'

Alors Ie raisonnement précédent est justifié par ce qui suit : comme X e g, X* : -X,

(ad(x)r)- :  ad(x)(v-) et [Ad(exp(-tx))v]. :  Ad(exp(-tx))(v.) '

Donc

d,,t,(vil(Q,n : an7,( mç"*p(-tx))vi) ift, ltat
\  

- /

|  /  \ ' l * - .:  ldry,l  Ad(exp(-r x))Vi ) |  €(r,.XA)
L " \  - / )
T "l *
t t -

:  lc idnT,(t / i ) l  €(t , ' )(d)
L I

: eid.n7,(uil{(t,')(n

S i ,  €  w \  A " ,  h  €  y  \  A , ,  oub ien  ea .Ra ( l r )  <  0  e t  4 ( s1 , . . . , sd - r , sa )  :  0 ,  ou

e6Ra(t) > 0 et p(tù : [t # À,. Par récurrence ceci implique eue Cr, (tr, . . ' , sa-r) : 0'

Dans tous les cas, Tl :0.

Pour prouver le résultat pour Ia forme linéaire I de départ, rappelons que 11 € O7, Qrte
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7T1, êt 7'1 sont unitairement équivalentes et que si {r, et €l sont les solutions respectives

données par le théorème 4.1, alors on peut transformer une de ces solutions en I'autre

par cette équivalence unitaire. Comme de plus cette équivalence unitaire respecte le

produit scalaire, le résultat sur les solutions faibles reste correct pour Ia forme linéaire

de départ l.

Dans Ie cas II, les espaces de représentation et les représentations ne changent pas lors

du passage de ! à g. Et ainsi, le résultat est automatiquement prouvé par récurrence. n

On doit à présent étudier les solutions faibles du système d'équations différentielles qui

nous intéressent. Considérons la définition suivante :

Définition 4.4. Pour chaque I e A, firée et chaque Ut, . . . ,Ua e 1I(g), on di,t que

/  e  t r2(nd)  est  une so lut ion fa ib le  du système f  *Ui :0 , ,  i  -  1 , . . . ,d ,  s i ,  pour

chaque g e S(G),
< T,g*Ui  > :9 ,  i :7 , . . . ,d .

Main tenan t  posons  V r , . . . ,V4  comm€ dans  l e  théo rème 4 .1  e tUn :VË (k :L , " ' , d ) '

D'après le théorème de Plancherel, on a poul chaque solution faible T de f x Up : g

(k  e  {1 ,  . . . , d , } )  e t  chaque  I  e  S (G) ,  pou r  t ou t  k  e  {1 ,  . . . , d } ,

0 -  < f ,ç*Ui>
r / \

: I tr( nlf)dn{up)nilp.) l lP f (t)ldt.
J v7l,g*r,r \ /

Choisissons une suite de fonctions f, e. S(G) qui converge vers / dans L2(G) et, pour

k e {1, . . . ,d}  f ixé mais arb i t ra i re ,  on remplace I  pàr  Tn*Ux* 9*  ç* .

Ainsi

t tr( tr1(fld,rt(ut)nt(dlntflàd'trt(uù*,@)l-) l"ft,)lrl : 0'
J v y n g ; , , o  \  L  ) /

Mais (/,),, converge vers / dans -L2(G).

D'otr

t tr(n1ff)d,nt(ur,)nt(dltr1(f)d,n1(u1,t",(e).1') l"f t,) ld't : 0
J v y n s ; - u  \  L  ) /
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et
n{f)dr{Up)n,(ç) :0, pour presque toute I e Vr À gb'n'

Ceci peut être fait pour chaque k e {1,...,d}. Choisissons les fonctions cp dans un

ensemble dénombrable dense C de S(G). Pour chaque ç e C, il existe un ensemble de

mesure nulle ÀI, CVr)gi.,n tel que

r1( f )d ,n1(U1,)nt (ç)  :0 ,  Yg € C,Yl  e  (V7À 5b,)  \  1{e,Vk € {1, '  '  ' ,d} '

L'ensemble .^r/ : U ly', est encore de mesure nulle et
o€C

r1 ( f )d , t r {U1 , )n {ç )q :0 ,  Y t€ (V r )yË , * ) \N ,Y9€C,Va  e  S (G)  :  h i , ,Vk  e  {1 , . . . , d } .

Comme rt9)$î, est dense dans ̂f fr,  n{i l  :0 sur 1m(d"{Ur)) pour tout k e {L,. .  .  ,d}
et, pour tout g,',1, € fi|r,

< d,n1(U1)p,n(f.)r l t  >:< ntj)dn{Up)p,û >:0, Vk e {1, .  .  .  ,d},

i.e., pour tout tl.t € hn et pour toute I € (Vragb,*) \ l/, rrr(/.)ry' est une solution faible

du système d'équations dtr{U[)(: dn{Vx)(: 0, k € {1, '  '  '  ,d} '

D'après le théorème 4.3 et la densité de fin dans ̂ $,.,, on peut alors conclure que

r{f*)h^, C C(r, pour presque toute I e Vr À A,

où {1 est définie comme dans le théorème 4.7 et

nt(f.)f l*, :  {0}, pour presque toute I e Vr \ (y" n "4').

Supposons que ,f est une solution faible de / x Ux:0 (k : 1,. . . d).

Fixons I e Vr n /, \ (lf n "4"). Par le même raisonnement que dans le théorème 4.3

(iii), il existe 41 e -12(lRd) tel que

n{T.) : Pe,,n, et n,ff) : Pë,,r,: Pr,,e,'

Ainsi zrl(/) est un opérateur à noyau dont le noyau est égal à t/,e6, pour presque toute

I  eV r iA , .
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Donc

l l " , ( / )11"":  l l ryr sE, l l r :  l l tTr l l ,  l l ( r l l ,

pour pÏesque toute l e Vr À A, et n,ff) :0 pour presque toute l e I/z \ (V,T. A,).

On peut donc poser 4 = 0 si I ( A, et on a

r
WllZ: I l l",U)l l2HdPf(Dldt (11.5)

J Vri,g*euu
r

: I ll,r^ll3 ll€,ll|NP f (t)ldt
Jv7ngl.n

Pour e fixé mais arbitraire, posons Un,, à la place de Un.

Pour caractériser les solutions faibles du système f *Uu,n:0 (k - 1,..  . ,det e f ixé),

introduisons les notations suivantes :

Définition 4.5. Pour chaque o € {-1, t}d fixé tel que A, I A,les sous-espaces S.(G)

de 5(G) et L!(G) de L2(G) sont définis par

S " (G)  :  { / e  S (G)  l T *U , , x : 0 , k : I , . , . , d }

L?(c) : 4@

Les solutions faibles de notre système d'équations sont alors caractérisées par le théorème

suivant :

Théorème 4,5. Soit G : exp(g) un groupe de Lie ni,lpotent connene, simplement

connere. (Jti,lisons les notations d,, A, corrLTne d,ans Iethéorème l'1. Pour s € {-1,1}d

firé, soient V,,,.. . ,Vd,,, e !l(g) cornn'Le dans le théorème 1.1. Soi'ent Uk,, : V[,, pour

k:1, . . . ,d .  Donc I 'ensemble des so lut ions fa i ,b les du sEstème d 'équat i ,ons f  *U6:  g,

k : ! , . . . ,d, est égal à L?(G), i .e., chaque solut ' ion fai,ble est la l imi,te, dans L2(G),

d'une sui,te de solut'ions fortes des mêmes équations.

Démonstration. soit r € L,(G) une solution faible telle que nru) : Pa,,1, pour presque

toute I €VrÀA, et, nt7):0 si I  f  "4.. Soit g € S(G) une solution forte construite

comme dans le théorème 9.3 tel le que r '1(g) : Pt,,êt pour toute I eVr)AuaO,porn
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.y e c?(vl.ÀA,aO, S(Rd)), ry,(.) :  l( t , .),  avec supp? C K x IR.d où K est un compact

dans y' contenu dans Vr n,4" n O. La fonction 7 et Ies compacts K seront déterminés

I plus tard.

Alors

lls - TllT : l r,nnr,oll"t(ù 
- 

",ff)ll'zHdP f (Dldt

f
= I l lpot_,1ù,€tll2HdP r(r)ldt

J vTng'rur

= | llt,-nillïll€illïlPr(t)ldt
JvTngy.n

: l l  ry( ' , '  )  -  n ( ' , ' ) l l2p, 1çvrnsi , ,n )  xRd, l l ( r  l l  !  lp f  ( t ) ld, td.s y. . .d,s a)

Soit M € N arbitraire et déterminons les constantes K et 7 telles que ll9 - fll, < fi'

D'après Ia formule(11.6) on sait que

t w,É ll€,ll,lP r1)ldt : llrll1( *oo,
J vTngpuo

i.e.,l'application I * llrirllz appartientà L2(V7ngb,n,ll€tll'zrlPf (l)ldl) et cette application

est nulle en dehors de Vr ) Ar.

De plus comme V7ÀArçl(? est un ouvert dense deVTÀA", i l  existe un compact K1

de V7 À A, a (? d'intérieur non vide int(Kr) dans V7 tel que

( t . ., .- ll,r, ll ll€,lllPr (r)lo,) 
t 
. #\ . r1v7n,4. ;1Kr /  |

Soit maintenant K tn compact deVr d'intérieur int(I{) non vide dans ft tel que

A I  in t (K ' )  c  Ktc  in t (K)  c  K cVr  î  A,À O.

Construisons une fonction 9K e Ci(V'r n gb,t) telle que

o3çx<r
gx= l su rK r

suPPrP6 C K
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et posons

-y t ( s r , . . . , sa )  : ço ( l ) .T t ( s1 , . . . , sa )  e  L2 ( (V7ng î , ù  r lR ' ,  l l { , l l 7 lPT \ l d l ds1 " ' d to ) .

Donc

l lq ( ' )  -  l .Ol l ' " ,urrHg,,*)xRd,l t(  ^Ztpr(t) ldtdsL.-.dsd) :  
l r ,nn ,ol l '?r( 

) l l3 ( ' -  r .rr) ' rc ' l [ .  f  Al lo '

f

J (vrnA,îo)\Kl

Comme M est assez grand, ceci prouve le théorème. n

4.L2 Désintégration de la représentation

Soit e € {-1, t}d tel qlue A,l A.

Soit p la représentation régulière gauche de ,Ll(G) sur .L2(G) définie par

pf f )g :  f  *s ,  Yf  er l (G) ,Yge L ' (G) .

Remarquons que le sous-espace fermé L?(G) de L2 (G) est stable pour cette représentation.

Soit p6 : plqq) la restriction de p à ce sous-espace.

on doit maintenant désintégrer p6 en représentations irréductibles.

Rappelons tout d'abord que pour chaque g € L?(G) et presque toute forme linéaire

I € A,, il existe qt : qt(ù € ,2(Rd) : frn, tel que r{9) : Pn,,t,.

Donc, pour chaque f e LL(G),

n{T * g) : n{f)Prt,t t :  Pnt1)n,Êt,

i . e . ,

n t j  x  s)  : l r { f )n t (g) .
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D'autre part ,  s i  g € L?(G) et I  f  .4, ,  alors n(g) :0.

On peut donc prendre qr:0, s i  I  ç Ar.

Maintenant considérons I'espace

f
h: I ntrt,,ll€tllSlPf(t)ldt

Jv.îngb,k

avêcn1:0 si t  e Vr\(yrn A") etnt: I  pour presque toute I e VrÀArel définissons

la représentation II de Lr(G) sur ̂ $ par

rr l ( /X)r :  nt(f)( t ,  vf  e Ll(G),v(:  ( ist \  e f i '

Alors les représentations (Il(G),po) .t (5,il) sont équivalentes.

En effet, définissons
U :  r ! (C)--  5

par
(Ug\: qt(g), pour presque toute I e Vr.

D'après le théorème de Plancherel 1.2, [/ est une isométrie de L!(G) sur $, car

f
llu gllS : I ll,t,G)llï ll€,117 lP T (t)ldt : llgll',

J VrlAe

Comme cette application est aussi linéaire, par construction, elle est injective. EIle est

surjective, car chaque fonction 1 e Cf;(Vr,S(R')) telle que suppT(/, s) c K x IRd, où

K est un compact d,eVrÀA,)O, est dans I ' image de L!(G) par U et ces fonctions

sont denses dans 5.

L'application [/ entrelace les représentations ps et fI, car, pour chaque g € L2r(G) et

presque toute I eV7,

fru"r,,lr], ::j,,:*ï,

:  q { f  *g )

r{f)rnb)
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: ",rn(us),
: 

lnttlrunl],
Donc p6 est unitairement équivalente à

r
n: I  npr i l l€ t l lT\ f (Dldt

JVrngbuk

àvêc r1 ,7 :0  s i  I  f  A ,  e tn l : 1pour  p resque  tou te  I  e  V7À4" ,

et on obtient une désintégration de po: pl4ç) en représentations irréductibles 7r1 âv€c

mult ipl icités l  pour presque toute I €Vr)A,,et 0si l  f  4,.

4.L3 Décomposition de l 'espace Lz(G)

Pour chaque e e {-1,1}d, on a défini un ouvert A, de g* tel que W : 
U .4" est

e € { -  1 , 1 }

un ouvert dense de g*.

Pou rchaquee te lque . , 4 " lAonacons t ru i t unensemb led 'é l émen ts [Â ,u , . . . ,U6 , rde
$(g) et défini S"(G) et L!(G) par

A"(G)  :  { /e  S(G)  l f  *U* , , :0 ,k :7 , . ' . ,d }

L?(G) : 4@

où L!(G) coïncide aussi avec I'ensemble des solutions faibles du système d'équations

T  *Un , " : 0 ,  k : L , . . . , d .

Rappelons aussi que G agit sur g par Ad et que cette action peut être étendue à tout

^!I(g). Si u e G et V ell(g), notons V" cette action de u sur V.

Définissons alors les sous-espaces suivants :
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Définition 4.6. Pour u e G, on définit

S " , , (G )  :  { ç  eS (G)  |  px  U ; i "  :  0 ,  j  :  1 , . . . , d }

et
t3,,(c) : 5""(G).

Pour z : e, l'élément neutre du groupe G, on écrira S"(G) et L!(G) à la place de

S",,(G) et Ll,,(G).

Comme { * Ui,e: 0 si et seulement si {" ,, Uf,, :0, on a

/  \  /  ^  \ "
s", . (c)  :  (s"(c)  |  etr l . , (c) : (L?(G)l'  

\  /  \ -  /

Soit à présent { e L2,,,(G), i .". ,  g:4)u-'  e L?(C).

Comme nlç") : r{u)n{ç)n,(r-t), nilç) :0 pour toute I f "4' implique que n,(rlt) : 0
pou r tou te l ç4 , .

De même, n(ç) : Pa,,6, pour presque toute I € "4" implique que n{rlt) : Pr1fu)r11,n/u){1

pour presque toute I e A", i.e., T{Û) est aussi un opérateur de rang un dans ce cas.

On a les relations d'orthogonalité suivantes :

Proposit ion 4.1. Soi,ent u,u, '  e G et e,e' e {-I,L}d tets que A, # A, A", # A et
^ J - t

Alors les sous-espaces Lz,.r(G) et L2,,.r,(G) sont orthogonaur.

Démonstrat'ion. Le fait que (p e LT,"(G) implique que rl(rp) :0 pour toute I Ç. A, et

tlt e L2,,,,,(G) implique qte n{11): 0 pour toute I # Au,.

Comme A" À Ar, : 0 si e * e' ,le théorème de Plancherel nous donne le résultat. !

Remarque. Pour le même e, les espaces L2r,"(G) et L2,,,r(G) ne sont pas nécessairement

orthogonaux, probablement leur intersection n'est même pas triviale.

Si z et u'diffèrent d'un élément central, les espaces L|,,G) et L2,,,,(G) coïncident.
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Pour prouver que ces sous-espaces engendrent tout L'(G), on abesoin d'un résultat de

"type Wiener".

On utilisera la définition suivante :

Définition 4.7. Soit G un groupe localement compact, à base dénombrable, de type

I, unimodulaire.

Soit V C L2(G) un sous-ensemble fermé de L2(G). Soit {(a lz e N } un sous-ensemble

dénombrable dense de V.

On appelle support de V et on note SuppV I'ensemble

^ . . t t , ^SuppV : U{ r € G | "(( ,)  + 0},
i €N

à un ensemble de mesure nulle près.

Ici n({;) représente I'opérateur, au sens L2, donné par le théorème de Plancherel.

L'ensemble Supp}, défini à un ensemble de mesure nulle près, est mesurable et est

indépendant du sous-ensemble dénombrable dense { to I i € N }.

On a alors le résultat suivant de " type Wiener " :

Théorème 4.6. Soi,t G un groupe localement compact, à base dénombrable, de

I, unimodulai,re. Soit V C L2(G) un sous-espace fermé qui est inuariant à droite

gauche par les éléments de G.

^92 SuppV : G & un ensemble de mesure près), alorsV : L'(G).

Démonstration. C'est une conséquence d'un résultat plus général de Sutherland, consul-

ter [Su1]. n

Corollaire 4.L. Soi,t G un groupe localement compact, à base dénombrable, de type I,

unimod,ula,ire qui est inuanant par translati,on à droi,te et à gauche^par les éléments de

G. Supposons qu''il eriste un ensemble de mesure nulle N dans G tel que pour toute

représentationn €â\lf ,  i , l  eri ,ste € e V tel quer(€) +0.

Alors V : L2(G).

On obtient Ia décomposition de L2(G) suivante :

tape
et à,
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Théorème 4.7. Soi,t G un groupe de Lie nzlpotent connere) si,mplement connere non-

abélien. Alors, en uti'lisant les notati'ons précédentes,

L2(G)

:  L2(G) .

Ici, la son'Lnùe ertér,ieure est une sornme directe orthogonale, alors que la somme a

l''intéri,eur ne I'est pas.

Dérnonstration. Appelons V I'espace dans le membre de gauche de l'égalité ci-dessus'

Alors V est invariant par translation à gauche, comme tous les espaces L?,r(G) le sont

aussi.

De plus, V est invariant par conjugaison, par construction, il est invariant par translation

à droite.

Pour presque toute représentation zr7 e â, il existe 6 € {-1,1}d telle que I €. A".

Pour cet e et pour les éléments(Jr,e,.. . ,U4,, e LL(g), i l  est possible de construire une

application g € S,(G) C L?(G) telle que n{g) est un opérateur non nul de rang un.

En conclusion V : L2(G), par le corollaire 4.1. n

Remarque. Le théorème précédent donne une décomposition de I'espace L'(G) comme

somme de noyaux d'opérateurs aux dérivées partielles bien choisis. Malheureusement,

cette somme n'est pas directe, même si elle est formée de grands blocs orthogonaux'

Pour chaque e tel que ,4, I A, Ia restriction de la représentation régulière gauche au

sous-espace L?(C) se désintègre en représentations irréductibles î2 âv€c les multiplicités

1 pour presque toute I e A, (mod Ad-(G)) et 0 sinon.

ceci reste vrai pour tolr L2,.,(G),car L2,,,(G) est déduit de L!(G) par conjugaison.

4.L4 Retour au groupe de Heisenberg

Le cas du groupe de Heisenberg Hn de dimension 2n * 1 a été étudié dans [L-M].

Dans ce cas,  d  :  tu ,  A,  #  A s \et  seulement  s i  6  :  (1 ,  1 , .  .  . ,  1)  ou e :  ( -1 ,  -1 ,  .  .  . ,  -1) .

Posons  sgn (e )  :  *  s i  e  :  ( 1 ,1 , . . . , 1 )  e t  sgn (e )  :  -  s i  6 :  ( - 1 ,  - 1 , . . . ,  - 1 ) .

Les opérateurs [/6," sont donnés par U1,, : Xn* z sgn(e)]26.

La somme du théorème 13.7 peut être remplacée par une somme directe si on restreint

le choix des éléments u € Hn.
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En e f fe t ,  pour  a :  (a r ,  e .2 t . . . ,6 ,n ) :  a+ i ,b  €  C ' ,  a ,b  €  ]R ' ,  dé f in issons

u(a,e) :"*p1f 1o* xn * bt"Yn)) e H,si sgn(e) : 1
k--r

,+,
u(a,e) :  exp()(-arX* * bnY*)) s i  sgn(e) :  - '

k:7

Alors (& *  e  sgn(e)Y6)uor  :  Xn r  i 'sgn(e)y/ '  *  i 'apZ,pour  k  -  1 , . . ' ,n  et

L7 , *@" ) :  L ' u r . , , r , r (H )  avec  e  :  (1 ,1 , . . . , 1 )

L ' . , - (H")  :  L?6, ,1 , " (H)  avec e :  ( -7 ,  -1 , .  . .  ,  -1) .

[L-M] une décomposition plus fine est prouvée:pour ù,P e C', soit

:  
L"(n")

L2(Hn):  o 

L: \ ; - ;n)

\  . - , - , ' '  .  ( , p r ' - '  ' " '  
)(o,É)eczn r

Mais les mêmes arguments que ceux développés dans [Lu. Mo.] montrent que Ia décomposition

de (x) est suffisante. En particulier, potn B f 0,

,  < L2(H")

L2@,p),+(H,) c O (t2,,*(,*) e r2,,,-çu,1)
q r 6 ç n  r  

' '  
/

Donc, dans le cas du groupe de Heisenberg, on obtient une décomposition de L2(H")

en somme directe ou, plus précisément, une fermeture de somme directe et donc une

désintégration complète de la représentation régulière gauche avec multiplicités 0 et 1.

ou

et

De plus, dans

L2@p),+(H")

D'où
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