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Introduction

Les systèmes à événements discrets (SED) sont une abstraction utile pour décrire et

modéliser de nombreux systèmes conçus par l'Homme tels que les systèmes

informatiques, les réseaux de télécommunications, les réseaux de transport ou les

systèmes de production (lignes d'assemblage, ateliers flexibles...). Ces systèmes

obéissent à des règles opérationnelles, ou algorithmes, et dont les transformations ont

lieu en réponse à l'occunence d'événements asynchrones discrets dans le temps (arrivée

d'un client, arrivée d'un ordre d'exécution ou achèvement d'une tâche).

Afin d'améliorer la qualité et de maîtriser la complexité sans cesse croissante de la

conception et du développement de ces systèmes, il est indispensable d'élaborer des

apptoôhes et des outils qui permettent d'abord d'expliciter précisément le

comportement des systèmes, et ensuite de I'analyser. Ces approches doivent avoir une

représentation formelle permettant I'analyse, la vérification et la validation.

Parmi I'ensemble des modèles existants tels que les réseaux de files d'attente, les

automates temporisés, l'algèbre max-plus, les chaînes de markov, etc, les réseaux de

Petri (RdP), qui sont l'outil choisi dans le travail présenté dans ce mémoire, possèdent

un intérêt fondamental indéniable puisqu'ils permettent de modéliser et de maîtriser les

comportements des systèmes parallèles et distribués, synchronisés et communicants. Par

leur relation avec les machines à états, les réseaux de Petri constituent des

représentations faciles à comprendre et donc à manipuler, à la fois pour la création des

modèles et pour leur analyse. Ils peuvent être utilisés pour la vérification des propriétés

telles que la vivacité et la bornitude.

Les réseaux de Petri contribuent aussi à la synthèse de la commande des systèmes.

La synthèse de la commande des SED a pour objectif de contraindre le système à

respecter un ensemble de comportements définis par un cahier des charges. Compte

tenu de la complexité des systèmes considérés, il est indispensable de se munir d'outils

et de méthodes formelles pour construire les contrôleurs. Le contrôleur, appelé aussi

superviseur, qui est lui-même un SED sera par la suite couplé au système non contrôlé

pour la synthèse de la commande permettant ainsi de restreindre son fonctionnement au

comportement désiré par rapport à un objectif donné. Le problème de contrôle peut être

exprimé par une succession de séquences d'événements ou un ensemble d'états



interdits. C'est dans ce contexte que la théorie de la supervision des systèmes à

événements discrets a été introduite par les travaux de Ramadge et Wonham [RW89],
elle repose sur la théorie des langages formels et les automates.

Dans la théorie de [a supervision, le système complet est constitué de deux entités.

La première est le procédé, c'est la partie qui doit être supervisée. Elle est considérée

.o**. un SED quf génère spontanément des événements. La seconde est aussi un SED

et représente le- superviseur. Quand le comportement du procédé non supervisé

(fonciionnement en toucle ouverte) est jugé non satisfaisant par rapport à ce qui est

souhaité, le but de la théorie de la supervision est de modifier dans une certaine limite,

le langage généré par le procédé par I'ajout d'un superviseur. Le comportement souhaité

est ob]tenuln intpos*i que le langage généré par le procédé couplé au superviseur

appartienne à un ôertain langage de spécification. Ainsi le superviseur va restreindre le

comportement du procédé en observant les séquences d'événements.

Ramadge et Wonham et après eux de nombreux auteurs, ont étendu à la théorie des

Automates et des Langages Formels la problématique de la commande, qui agit dans ce

cas sur I'inhibition de certaines transitions d'état pour éviter les comportements non

désirés en faisant en sorte que I'automate ne produise qu'un sous-langage admissible du

langage qu'il peut produire en boucle ouverte. Toutefois, cet ensemble de

,oÀp6rt.*ents admisribl.r ne peut être quelconque, car I'occurrence de certains

événements ne peut être empêchée par le superviseur. De tels événements sont alors dits

incontrôlabtes. 
-On 

parle alors de comportement maximum permissif.

Mise à part l'existence d'événements incontrôlables, la limitation des capteurs,

et/ou la commande distribuée des systèmes peut être une cause d'inobservabilité de

certains événements. Le superviseur ne peut pas détecter I'occurrence d'un événement

inobservable et donc l'évôlution du procédé d'un état à un autre. Pour les SED

partiellement observables, le superviseur ne peut pas distinguer entre deux séquences

èontenant des transitions inobservables et ayant les mêmes transitions observables. Par

conséquent, la synthèse des contrôleurs devient une opération délicate'

Ainsi, les travaux de recherche, menés dans le cadre de cette thèse, traitent de la

synthèse de la commande des SED partiellement observables et utilisant les réseaux de
petri comme formalisme de modélisation. Une première contribution de cette thèse se

situe au niveau de I'extension de la synthèse de la commande basée sur des modèles

réseaux de petri et la théorie des régions en intégrant la contrainte d'observabilité des

événements. La deuxième contribution intéressante concerne le développement d'une

méthode formelle de synthèse de la commande à partir d'un Grafcet de commande du

procédé en s'appuyant sur une nouvelle interprétation de la théorie des régions.

pow les modèles du procédé exprimés en réseaux de Petri, nous proposons deux

approches de synthèse de la commande des SED en présence d'événements

incontrôlables etlou inobservables. Ces approches permettent de résoudre le problème

des états interdits caractérisé par un ensemble de Contraintes Généralisées d'Exclusion

Mutuelles (CGEM) en exploitant les propriétés structurelles des graphes d'événements.
pour le problème'des transitions d'états interdites une extension de I'approche de

synthèse de la commande développée à Metz par Ghafari et al. [GRX03a] aux SED

partiellement observables est proposée.

L'exploitation des propriétés structurelles des graphes d'événements nous a permis

de synthétiser une loi dè commande pour le problème d'états interdits avec la contrainte



d'observabilité des événements. Pour cette approche, nous nous intéressons aux cas où
les CGEM concernent une ou plusieurs places du modèle du procédé. Dans chaque cas,
I'expression analytique de la loi de commande est exprimée par le pire cas de la CGEM
en termes de marquage atteignable. La loi de commande est alors évaluée en ligne par le
superviseur. Ces travaux sont développés dans le chapitre 2 de ce mémoire.

La deuxième approche traite du cas des problèmes des transitions d'états interdites.
Elle repose sur la théorie des régions pour des modèles réseaux de Petri généralisés
bornés. L'approche de synthèse développée intègre la notion de réversibilité avec les
contraintes d'incontrôlabilité et d'inobservabilité des événements. L'approche proposée
détermine un contrôleur RdP maximum permissif quand il existe. Le contrôleur est un
ensemble de places de contrôle qui peuvent être pures ou impures. La première étape,
basée sur une théorie de Ramadge-V/onham, détermine le graphe de marquage
observable. Dans la deuxième étape, nous utilisons la théorie des régions pour
déterminer un ensemble de places de contrôle à ajouter au modèle RdP initial. Ces
places de contrôle garantissent le comportement désiré. Par ailleurs, des conditions
nécessaires pour I'existence du contrôleur RdP pour les SED partiellement observables
sont établies. Ces travaux sont présentés dans les chapitres 3 et 4 de ce mémoire.

La deuxième contribution proposée par cette thèse concerne l'utilisation de la
théorie des régions pour synthétiser un superviseur à partir des modèles de commande
du procédé SED exprimés en GRAFCET. Les spécifications traitées sont du type état
interdit et en intégrant l'aspect réversibilité du procédé. Pour ce faire, une nouvelle
interprétation de la théorie des régions a été développée et permet de déterminer
formellement un ensemble de variables de contrôle à intégrer aux modèles de
commande du procédé exprimés en GRAFCET. L'évolution des variables de contrôle
obéit à une loi de commande opérée par un Grafcet de supervision. Ces travaux sont
développés dans le chapitre 5 de ce mémoire.



Chapitre 1

Théorie de la commande par supervision :
Principe et état de I'art

Dans ce chapitre, nous présentons les fondements de la théorie de la

commande par supervision des Systèmes à Evénements Disuets (SED) à

travers les résultats de Ramadge et Ilonham (MW).Ces auteurs considèrent

que le superviseur assure au SED un fonctionnement admissible issu des

spécifications de commande en agissant sur les séquences d'événements

générées. Les travaux de R/W se basent principalement sur les langages

formels pour modéliser un SED à superviser et le superviseur' Ces premiers

travaux ont constitué une base pour la majorité des résultats postérieurs

dans ce domaine.
Nous nous intéressons dans ce chapitre aux approches qui utilisent les

réseaux de Petri. Les réseaux de Petri ont été beaucoup utilisés pour

résoudre des problèmes d'états interdits dans le cas des SED totalement

observables. Nous présentons dans ce chapitre detx approches utilisant les

réseaux de Petri pour le problème d'états interdits dans le cas des SED

totalement observables, l/ s'agit de l'approche de Giua et al., et I'approche

de Ghaffari et al. Dans le cas des SED partiellement observables, nous

présentons les principaux résultals lsstzs des travaux de Moody et al. ainsi

que Giua et Seatzu. En conclusion, nous situons nos travaux par rapport

âro oppro"hes existantes dans le cadre des SED partiellement observables.



6 Chapitre I . Théorie de la commande par supervision : Principe et état de I'art

L.L Les systèmes à événements discrets

Les systèmes à événements discrets (SED) sont des systèmes dynamiques dont
l'espace des états est discret et dont l'évolution est conforme à l'occurrence
d'événements physiques à des intervalles de temps généralement irréguliers ou
inconnus. Leurs trajectoires d'états sont constantes par morceaux.

Considérons I'exemple d'un système de production. L'évolution du niveau d'un
stock est déterminée par I'occurrence des événements aruivée d'une pièce dans Ie stock
et départ d'une pièce du stock. Ces événements sont étiquetés respectivement par les
symboles a et d. Ce stock peut être modélisé pax un SED. Une évolution possible de ce
stock est présentée dans la figure 1.1.

Niveau du
stock

Temps

Figure l.l. Chronogramme de l'évolution d'un stock

Dans l'état initial, le stock est supposé vide. A l'instant t1, l'événement a se produit
et le niveau du stock augmente d'une pièce. L'occurrence de l'événement d à I'instant
g, fait diminuer le niveau du stock d'une pièce. On retrouve les SED dans plusieurs
domaines d'applications tels que la production manufacturière, les réseaux de
communication, I'informatique, etc. Différents aspects du comportement d'un système
peuvent être considérés selon l'application envisagée. Par conséquent, différents outils
de modélisation et d'analyse des SED ont été développés. Il existe trois niveaux
d'abstractions pour la modélisation et I'analyse des SED: logiques, temporisés et
stochastiques. Le choix du niveau d'abstraction approprié dépend des objectifs de
I'analyse.

Dans certaines applications, on s'intéresse au comportement logique du système,
pour assnrer qu'un ordre d'événemenfs précis se produit afin de satisfaire un ensemble
de spécifications. Par exemple: premier arrivé premier servi pour un système de
production. On peut aussi s'intéresser à chercher si un état (ou un ensemble d'états) est
atteint ou non. Dans ce contexte, I'instant d'occurrence des événements est inutile, et il
est suffisant de modéliser le comportement non temporisé du système en utilisant des
outils de modélisation comme les automates ou les réseaux de Petri autonomes.

Dans d'autres applications, le temps est essentiel et doit être pris en compte
explicitement par le modèle. Ces modèles sont appelés temporisés. Il s'agit des modèles
où le temps est déterministe comme les réseaux de Petri temporels et les automates



temporisés, et les modèles stochastiques où le temps est aléatoire coûrme les chaînes de
Markov et les réseaux de files d'attente.

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement aux modèles logiques.

1.2 Outils de modélisation

1.2.1 Langages formels et automates

Un des moyens formels pour étudier le comportement logique des SED est basé sur
la théorie des langages et des automates. Le point de départ est le fait que chaque SED
est associé à un ensemble d'événements X fini. Cet ensemble X représente I'alphabet du
langage. Un événement est représenté par un symbole, et toutes les séquenèes finies
d'événements sont appelées mots (ou chaînes) sur I'alphabet X. La longueur d'un mot s
est notée lsl, représente le nombre de symbole de s (par exemple,laabbl: 4).

L'ensemble de toutes les chaînes qui peuvent être formées sur les éléments de I, y
compri.se la chaîne vide e, est noté x.. Etant donné l'alphabet z : {o, ô}, on obtient
alors X" : {€, a, b, aa, ab, ba, aaa, ...}.

l.2.l.l Langages formels

Définition 1.1 On appelle langage défini sur un alphabet X, tout sous-ensemble de X-.

a. Préfixes d'une chaîne et préfixe-clôture d'un langage

La concaténation uv de deux chaînes z et v est une nouvelle chaîne qui définit la
suite des symboles de z immédiatement suivis par les symboles de v. Laihaîne z est
dite préfixe de uv. La chaîne vide e représente l'élément identité de la concaténation :
I'tt = 81,t: Lt pour toute chaîne u. La préfixe-clôture d'un langage Z est le langage
contenant tous les préfixes des chaînes de Z. On notera parlla préfixe-clôture du
langage L.

Z :  { r ,  e E- l l  s2 e X*,s1s2 e Z}

Par exemple, la préfixe-clôture du langage L : {aabb} est définie par E = {t, a, aa,
aab, aabb). Par définition, nous pouvons remarquer que Z contient z.

Tout langage égal à sa préfixe-clôture, est qualifié de préfixe-clos, c'est-à-dire, Z
est préfixe-clos si L:8. Par exemple, le langage L = {aabb} n'est pas préfixe-clos,
mais le langage L : {t, a, aa, aab, aabb}est préfixe-clos.

b. Expressions régulières et langages réguliers

Une expression régulière sur un alphabet I est une expression dont les opérandes
sont des symboles de r, et dont les opérateurs sont pris dans l'ensemble {+, , 

-}. p*
exemple l'expression a * a.b- est une expression régulière.
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Un langage régulier est un langage qui peut être défini par une expression régulière.
Par exemple, soit le langage L sur l'alphabet Z: {o, b} qui comprend toutes les chaînes
telles que a et b apparaissent altemativement et telles que a appatût en premier. Le
langage L : {r, a, ab, aba, abab, ababa, . ..}. Ce langage est régulier puisqu'il peut être
décrit par I'expression régulière : (a.ô)' . (e + a).

L'expression régulière e * a .(b.a). . (e + b) permet aussi de décrire le langage Z.
Ainsi, en général, plusieurs expressions régulières correspondent à un même langage
régulier.

1.2.1.2 Automates finis

Un automate est une machine à états qui permet de décrire le fonctionnement
entrées/sorties d'un SED. Le moyen le plus simple de présenter cette notion est de
considérer le diagramme états-transitions.

Exemple 1.1. Considérons le diagramme états-transitions de la figure 1.2, où les
næuds représentent les états et les arcs associés à des symboles de I'alphabet
représentent les transitions entre les états. L'ensemble des état Q: {qo, Qr, gz}.L'état
initial {e est représenté par une flèche entrante. Les états finaux (ou marqués) sont
représentés par des doubles cercles, ainsi : Q* : {qo, qz}. L'ensemble des symboles
associés aux arcs est l'ensemble des événements (alphabet) L: {o,b,g}. Les arcs dans
ce diagramme modélisent une représentation graphique de la fonction de transition
f :QxZ+Q:

J(qo, a) = qo
J(qt a): qo
/(qz, b) = qz

J(qo, g): qz
/(qr b): q,
I(qz, a):./(82, g) = qt

Figure 1.2. Diagramme états-transitions de l'exemple I.I

La notation /(qo, g): q2 signifie que I'occurrence de l'événement g à partir de l'état
qo mène àl'état q2.

Remarques 1.1 :

Trois remarques peuvent être tirées à partir de l'exemple 1.1. :

o L'occurrence d'un événement ne change pas forcement d'état ;/(qo, a): qo.
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. A partir d'un état, on peut avoir deux événements différents dont I'occurrence
mène à un même état:,/(qz, a):J(qz, g): qr.

c La fonction/est une fonction partielle dans son domaine Q " 
X puisqu'on n'a pas

besoin d'avoir une transition pour chaque événement de X à partir de chaque état ;
les instances/(qo, b) estflqçg) ne sont pas définis.

Déftnition 1.2 Un automate fini A est un S-uplet A : (Q, ,, f, qs, Q) où :
. Q est I'ensemble fini des états.

' Z est un ensemble fini de symboles d'entrée (ensemble des événements), appelé
alphabet d'entrée.

' f est la fonction de transition d'états de Q x E vers Q qui associe un état
d'arrivée à un état de départ et à un symbole d'entrée.

. go e Q est l'état initial.

. Qm ç Q est l'ensemble des états marqués.

L'automate A de la figure 1.2 est dit déterministe dans le sens où depuis tout état, il
n'existe pas deux transitions de sortie qui soient associées à un même symbole et qui
conduisent à deux états différents. En d'autres termes, connaissant l'état courant et le
symbole d'entrée de I'automate, on peut déterminer sans équivoque le prochain état de
I'automate. Les automates ne respectant pas cette propriété, sont appelés automates non
déterministes.

Délinition 1.3 Un état q € Q est dit accessible s'il existe une chaîne s € E' telle que
q : f(qo, s). Par extension, un automate A est dit accessible si tous ses états sont
accessibles.

DéJînition 1.4 Un état q e Q est dit co-accessible s'il existe une chaîne s e Z* telle que
f@a s) e Q^. Par extension, un automate A est dit co-accessible si tous ses états sont
co-accessibles.

On distingue deux classes importantes de langage selon que l'on implique les états
marqués ou non.

a. Langage représenté par un automate fini

La relation entre les langages et les automates est facilement établie en analysant le
diagramme états-transitions d'un automate. En partant de l'état initial et en considérant
tous les chemins orientés du diagramme états-transitions, on obtient Ie langage généré
de I'automate fini. Si I'on considère parmi tous ces chemins uniquement ceux finissant
par des états marqués, on obtient le langage marqué de I'automate fini.

DéJinition 1.5 Le langage généré par A : (Q, E,.f qo, Q) est

L(A) : {s e Z. I f@o, I est défini}

Le langage marqué par A est

L^(A) : {s e Z* | fho, s) e Q^}
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Le langage généré par un automate est toujours préfixe-clos E@): L(A).

Le langage L.(A) = L(A)puisque Q^ = Q

b. Equivalence d'automates

Il est clair qu'il existe plusieurs méthodes pour construire un automate qui génère
ou marque un langage donné. Deux automates sont dits équivalents s'ils génèrent et
marque les mêmes langages (Figure 1.3).

Déftnition 1.6 Les deux automates At et Az sont dits équivalents si L(Aù : L(A) et
L^(Aù: L,(Az).

Figure 1.3. Deux automates équivalents

c. Opération sur les automates et les langages

Considérons deux langages Lt et Lz.

o L'intersection de Z1 et Lz,noté Lr À Lz, définie sur E, désigne le langage
contenant toutes les chaînes qui appartiennent à la fois à L1 et à L2.
Formellement:

L1ôL2 : { t l seL rnseL2 }
o L'union de L1 et L2, noté 11 \) Lz, définie sur ,, désigne le langage

contenant toutes les chaînes qui sont soit contenues dans 21, soit contenues
dans L2. Formellement :

L1vL2 : { s l seL rvseL2 }

o La concaténation de Lr et Lz définie sur I, par :

L t  Lz :  { s  l s :  z t v )u  e  L l  nv  e  L2 }

d. Produit et composition d'automates

On défini deux mécanismes d'intégration d'automates : le produit synchrone, noté
Pff x, et la composition synchrone, noté par ll. Pour simplifier, nous présentons ces deux
mécanismes pour I'intégration de deux automates At et 12 uniquement. A1x A2 et
ArllAz sont considérés comme deux systèmes résultants d'une interconnexion entre les
composants des systèmes 241 et Az cornma cela est montré à la f,rgure 1.4.
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Figure 1.4. Interconnexion des automates A1 et A2

Le Produit synchrone A1x A2 des deux automates At: (Qt, E, ft, qot, e^ù
etA2: (Qz, Z, rt, qoz, Qrù défirus sur X est un automate dont I'espace d,état
est Q1 x Q2 et un événement est admis si il est admis dans A1etA2.

A1x A2: (Qf Qz, Z,-f (qot, Qoz), Q.tx Q*ù où

/((qt, qz), e) = (fi(qt, e),.f2(qz, e)) sifi(q1, e)l etf2(q2, e)l

/((qr qz), e) : non définie sinon

La composition synchrone A1llr42 des deux automates A1 = (Qt, E, ft, Qil,
Q.t) etAz: (Qz, 8,rt, qor, Q^2) est un automate dont l'espace d,état est
Qt x Qz.

ArllAz: (Qr Qz Zp Zz, f (qot, 8oz), Q*tx Q^z) où

J((qt qz), e) = (fi(qt, e),rt(qz, e)) sifl(q1, e)t etf2(q2, e)t

/((qt, qz), e): (fi(qt, e), qz) sirt(qt, e)l et e e 22

/((qr qz), e): (qr, rt(qt, e),) si e E Zt etf2(q2, e)r.

/((qr qz), e): non définie sinon

La notation J(q, e)l signifie que l'événement e est tirable à partir del'état q.

1.2.2 Problème de synthèse des contrôleurs à base des langages formels

Le besoin de méthodes formelles et d'outils performants capables de traiter des
problèmes de supervision a donné naissance à la théorie de la commande par
supervision des SED au début des arurées 80 par p.J. Ramadge et V/.M. Wonham
IRW 89]. Des modèles logiques sont utilisés pour décrire le fonctionnement du procédé
qui est considéré comme un SED évoluant de manière spontané en générant des
événements. Dans la théorie de Ramadge et Wonham, le procédé est considéré comme
évoluant en boucle fermée avec le superviseur (figwe 1.5). Celui-ci a la tâche d'orienter
l'évolution du système dans I'objectif de restreindre son fonctionnement au
comportement désiré.

s(s)

Xruà

X'igure 1.5. Schéma de supervision
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Les entrées du superviseur sont les sorties du procédé, et vis versa. Le superviseur
peut modifier le fonctionnement du procédé en autorisant ou en interdisant l'occurence
d'événements dits contrôlables I". Par contre, il ne peut en aucun cas inhiber
l'occurrence d'événements dits incontrôlables à". Ce type de contrôle est appelé
contrôle par retour d'événement.

1.2.2.1 Problème de supervision

Considérons un SED modélisé par les deux langages Z et Z. définis sur I'ensemble
des événements J. Z est l'ensemble des chaînes que le SED peut générer et L^ c.I est le
langage marqué utilisé pour représenter les fins des opérations ou des tâches. Z est
toujours préfixe-clos, c'est-à-dire L =L. Considérons l'automate G: (Q, Z, f qo, Q*)
tel que L(G) : L et L.(G) : L^.L'objectif de la commande par supervision est de
concevoir un superviseur S afin de le coupler en boucle fermée avec le procédé G pour
assurer le comportement désiré. L'ensemble des événements I est subdivisé en deux
sous-ensembles disjoints.I : E" tJIu".

La fonction de transition de G peut être commandée par S dans le sens où les
événements contrôlables de G peuvent être autorisés ou inhibés par S. Formellement, un
superviseur S est une fonction S : Z(G) -> 2t.

Pour toute séquence s e I(G), S(s) n l(/(qo, s)) est l'ensemble des événements
autorisés par le superviseur S et que G peut exécuter à partir de son état courrant J(qo, t).
En d'autres termes, G ne peut pas exécuter un événement appartenant à I'ensemble des
événements possibles f U(qo, s)) à partir de son état courrant /(qo, s) si cet événement
n'est pas aussi contenu dans S(s).

Le système évoluant en boucle fermée constitué d'un procédé G et de son
superviseur S est noté S/G. Le système contrôlé S/G est un SED dont on peut déterminer
son langage généré ainsi que son langage marqué. Ces deux langages sont des sous
ensemble de Z(G) et L*(G) contenant les séquences possible en présence de S.
Formellement, ceci est défini comme suit.

Déftnition 1.7 Langage généré et langage marqué par S/G.

Le langage généré par S/G est défini comme suit :
. € €L(S/G)et
. [(s e L(S/G)) et (so e L(G)) et (o e S(s))] e [so e L(S/G)J.

Le langage marqué par S/G est défini comme suit :

L*(S/G) :: L(S/G) n L^(G)

Dans les modèles où les états marqués correspondent à des fins de tâches, ce
langage revêt de f importance dans la mesure où il caractérise les séquences
intéressantes qui permettent d'accomplir des tâches tout en respectant les contraintes de
supervision. On dira que le superviseur est non-bloquant pour G si toute séquence du
système contrôlé peut toujours être complétée pour atteindre un état marqué, c'est-à-
dire :

L^(S /G) c l,.(,S lG) = L(S lG) ç L(G)
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DéJïnition 1.8 Le SED S/G est non bloquant si

L(stG)=m

1.2.2.2 observabilité, contrôlabilité et existence de superviseurs

Nous considérons dans cette section le cas où le superviseur ne peut pas voir ou
observer tous les événements produits par le procédé C. nans ., .ur, I'ensemble des
événements J est divisé en deux sous-ensembles disioints

Z = Z o ( )  I u o
ou

. Zo est I'ensemble des événements observables,
I Iuo est l'ensemble des événements inobservables.

L'inobservabilité des événements est due à la limitation des capteurs dans un
système, eVou la commande distribuée de certains systèmes. La commande en boucle
fermée des SED partiellement observable est représentée à la figure 1.6 et intercale la
projection observable P entre le procédé G et le zuperviseur que nous noterons Sr.

so(P(s))

P(s)

Figure 1.6. Structure de la commande par supervision des SED partiellement
observable

La projection observable p : r* + Do* est définie comme suit :

ee2o

e4 .zo

pou rse l ' e t eeE

P(e) :  e

P@): {' 
'1

[6 r t

P(se): P(s) P(e)

En présence d'événements inobservables et donc de la projection observable p, le
superviseur ne peut pas distinguer entre deux séqueflces J1 et s2 ayant une mêmeprojection P(sr) : P(sz). Le superviseur appliquera donc un même contrôle ç(p(sr)).Ceci implique que le contrôle ne peut changei qu'après I'occurrence d,un événement
observable, c'est-à-dire quand p(s1) change.

La controllabilité des langages est une propriété importante dans le problème desynthèse des superviseurs. Elle a été introduite par Ramadge et Wonham pour
caractériser I'existence de superviseur pour un problème donné tRwgg].

Superviseur So
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DéJinition 1.9 Soit un langage K c f . K est contrôtable par rapport à L(G) si

R>," n L(G) c. K .

Autrement dit, si K est contrôlable, alors toute séquence possible dans le système
composée d'un préfixe quelconque d'une séquence de K suivi d'un événement
incontrôlable est aussi un préfixe d'une séquence de K.

La contrôlabilité et le non blocage des systèmes partiellement observables
nécessitent des conditions supplémentaires. Intuitivement, l'observabilité implique :

S'il est impossible de dffirentier entre deux séquences, alors il est judicieux
d'appliquer un même contrôle.

DéJinition 1.10 Soient K et M : M dew langages définis sur E. Soient Z" I'ensemble
des événements contrôlable et Zo I'ensemble des événements observables avec P la
projection observable Z* + Zo". K est dit observable par rqpport à M, P et E, si pour
toute séquence s € R et pour tout événement o e Zo

(so ç K ) et (so e M) = P-' [P(s)J o nK : @

Exemple 1.2. Soient Z:{u,ô} et le langage M: {ub,bu}. Soient Zuo: {u} et
Z*:{b\. Vérifions si le langage Kr : {bu} est observable par rapport à M, Zo et I".

Selon la définition 1.10 de I'observabilité, on doit commencer par examiner
s :€ € f] . Cet événement peut être étendu en dehors de K-, par l'événement contrôlable

6: u, et u e M. D'un autre côté, il n'existe pas une autre séquence dans K-,

commençant par une séquence ayant la même projection observable que s et finissant
par u. Ceci implique que pour ces s et q p-r[p(s)J o nKt: A. Ensuite, on doit
examiner s: b. Comme il n'existe pas d'événement contrôlable qui étend s dans M
mais pas dans ,K,, la condition d'observabilité est aussi vérif,rée. De même, si on
considère s: bu. On peut donc conclure que K7 est observable.

Considérons maintenant le langagê Kz: {bu}et Zr:{b}. Dans ce cas, si s:6et
o :b€2" ,  on  a  so :beM\Rr .  Ma is  s ' : t t €P- t tP (s ) l  pu i sque  t reZuo ,  e t

s' o:ub e Kr, ce qui est contradictoire avec la condition d'observabilité. En
conclusion, avec ce choix de 8", K2 n'est pas observable. On note que si l'événement b
est incontrôlable, alors K2 sera observable mais pas contrôlable.

Théorème 1.1 : Soit un SED G, où Eu"cZ est l'ensemble des événements
incontrôlables et Zo cZ est l'ensemble des événements observables. Soit P la
projection observable de Z* vers Io*. Soit un langage K c L^(G), où K * A. Il existe un
superviseur non-bloquant Sopour G tel que :

L.(S,/G): K et L(Sp/G):K

si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
I. K est est contrôlable par rapport à L(G) et Zu".
2. Kest observable par rapport à L(G), P et Zr.
3. K est L*(G)-clos (K a L^(G) : IQ.
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I.2.2.3 La synthèse du superviseur

Si le langage des spécifications Lspec d'un procédé est contrôlable, alors il est
réalisable tout en respectant I'incontrôllabilité des événements de à". Dans le cas
contraire, une façon naturelle de faire respecter les spécifications serait de restreindre
encore le comportement contrôlé à un sous-langage K de Lrrr" qui soit contrôlable.
Cependant, dans le souci d'autoriser au procédé le maximum d'états possibles, il est
intéressant de choisir K comme le plus grand sous-langage contrôlable de L,on.

Soit C(Z) I'ensemble des sous-langages contrôlables d'un langage L. C(L) est
nécessairement non vide car le langage vide est contrôlable. D'autre part, C(L) est clos
par union, c'est à dire, I'union de deux éléments de C(L) est un élément de C(K). Donc,
C(IQ admet un plus grand élément SupC(L) et il est unique [RW87]. Donc, si I,o"" n'est
pas contrôlable, le langage K: SupC(Lrp,") est la meilleure approximation qui permet de
respecter les spécifications tout en restreignant le procédé le minimum possible. Le
superviseur qui permet de réaliser un tel langage est dit optimal ou maximum permissif.

Cependant, dans le cas général, il n'existe pas d'algorithme efficace pour le calcul
du plus grand sous-langage contrôlable d'un langage de spécification. Des difficultés
peuvent apparaître aussi au niveau de la décidabilité de la propriété de contrôllabilité.

Dans le cas particulier où les langages du procédé et de spécification sont réguliers,
et par conséquent admettent des représentations sous forme d'automates à états finis,
toutes les propriétés requises pour l'existence du superviseur sont décidables par une
simple exploration des espaces d'états des automates. De plus, il a été prouvé que le
plus grand langage contrôlable est régulier [WR87]. Un algorithme pour le calcul de ce
langage a été développé par Ramadge et Wonham. Cet algorithme est polynomial en la
taille des automates du procédé et de spécification [GW00].

1.2.3 Réseaux de Petri

L'explosion combinatoire du nombre d'états rend difficile la mise en æuvre de la
modélisation des SED de certaines tailles. Les réseaux de Petri (RdP) ont, par rapport
aux automates, I'avantage d'être un modèle dont la représentation est compacte et
beaucoup plus riche, s'adaptant parfaitement à la description de certains types de SED.
Ces modèles ont été introduits et développés par C.A. Petri en 1960. Il y a une grande
similitude entre les automates et les réseaux de Petri puisque ces derniers représentent
également explicitement les fonctions de transition des SED. Les réseaux de Petri
peuvent représenter une large classe de langages dont la classe des langages réguliers.
Le fait que de nombreux outils et techniques d'analyse aient été développés pour l'étude
des modèles RdP est une motivation supplémentaire pour la considération des ces
modèles.

1.2.3.I Notions de base

Un réseau de Petri comporte deux types de næuds, les places et les transitions, et
des arcs orientés qui les relient. La manière dont ces places et ces transitions sont
reliées, définie le comportement d'un RdP. Une place est représentée par un cercle et
une transition par un trait ou un rectangle. Le nombre de places et de transitions est fini
et non nul.
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Délinition 1.11 Un Réseaux de Petri est un quadruplet N : (P, T, L w) où
P est I'ensemble frni de places ;
T est I'ensemble fini de transitions ;
A ç e xT) v (I * P) est I'ensemble des arcs, des places vers les transitions et
des transitions vers les places ;
w : A + {1, 2, 3, ...} est lafonction poids sur les arcs.

(P, T, \ w) n'admet pas de places ou de transitions isolées.

Dans ce mémoire, nous faisons l'hypothèse que I'ensemble des transitions
T : T w T est formé de deux sous-ensembles ; f l'ensemble des transitions
contrôlables et Tu I'ensemble des transitions incontrôlables. L'ensembl e T -- t' v T"
et aussi constitué de transitions libres (t') et de transitions inobservables (7"). Les
transitions contrôlables sont représentées par des rectangles, les transitions
inobservables par des rectangles hachurés et les transitions libres par des barres.

Un arc est de la forme (p,, t) ou (û, p), et le poids relatif à un arc est un entier
positif. Si les poids des arcs sont tous égaux à 1, alors le réseau de Petri est dit ordinaire.
Si I'arc (p, t) e A, alors on dit que p (respectivement /) est une place d'entrée de la
transition f (respectivement transition de sortie de la place p). Si une place p est à la fois
place d'entrée et de sortie d'une même transition /, alors elle est dite impure, sinon elle
est pure. Un RdP pur est un RdP qui ne contient aucune place impure, sinon il est
impur. Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

. p. (respectivement .p) désigne l'ensemble des transitions de sortie
(respectivement d'entrée) de la place p.

. t. (respectivement .t) désigne I'ensemble des places de sortie
(respectivement d'entrée) de la transition /.

La distribution des jetons dans les places détermine le marquage du réseau. Ce
marquage Massocie un nombre entier M(pi) (positif ou nul) à chaque place pi du réseau.
Ce marquage est modélisé par une fonction Mi: P .r g{ où Mt(p) représente le nombre
de jetons contenus dans la place p au iè" marquage et ff I'ensemble des entiers. Un
marquage M est dit binaire si toutes les places du réseau contiennent au plus un jeton.

Le marquage M d'un RdP est déf,rni par le vecteur des marquages de ses places :
M: (M(pù, M(pz),..., M(pù)'. L'ensemble des marquages qu'il est possible d'atteindre
à partir de Mo par un ou plusieurs franchissements estnoté %..

Exemple 1.3. Considérons le réseau de Petri de la figure 1.7 dont I'ensemble des
places P : {pt, pz, p3, pq, ps},l 'ensemble des transitions 7: {tttz,fu,ta} avec le
marquage courant M: (0,0, 1, 0, 1).
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Trans itio n co ntrô lab le
Transition incontô lab le
Trans itio n inobs ervab le

Figure 1.7. Modèle réseau de petri de I,exemple 1.3

1.2.3.2 Principe de fonctionnement et propriétés d,un Rdp

Une transition / est dite validée ou franchissable à partir d'un marqu age M, on note
M[t), si toute place d'entréep de r contient un nombre de jetons au moins égal au poids
de l'arc qui reliep à r. Une transition validé / peut être franchie. Le -*quui. du réseau
M est alors transformé en un marquage M de la manière suivante :

s i  p  eot

s i  pe to

s i  pe  . t ( \ t .

sinon

Dans le modèle RdP de la figure 1.7, les seules places marquées sontp3 etp5par
conséquent, la seule transition validée est la hansition ta. Le marquage 

-M 
surte au

franchissement de /a devient M'= (1,0, 0, 0, 0).

a. Equation d'état (équation fondamentole)

Définissons d'abord la matrice d'incidence C d'un RdP. C est une matrice mxn où
m, représente le nombre de place et n, le nombre de transition du réseau. Une
composante (1, i) de la matrice est de la forme

C(pi, t:) : w(tj, pi) - w(pi, t:).

Cette matrice peut être aussi définie comme la différence de deux matrices C, la
matrice d'incidence avant et C lamatrice d'incidence arrière, telles que :

C*(pr, t) = w(t1, p)

C(p,, t): w(pi, t).

Définissons maintenant le vecteur d'occunence d de dimens ion m appelé aussi
vecteur de comptage. La iètt composante de ce vecteur correspond au nombre
d'occurrence de la transition /; dans la séquence o de transitions franchissables à partir
du marquage initial Ms.L'éqtation d,état èst donnée par :

P4
lrn

f 'rol-w(P't)
M,( p\ _ ), fo> + w(t, p)

Vfol-w(p,t)+w(t,p)
lM(P)

M:Mo+C.ô .



18 Chapitre I. Thëorie de la commande par supervision: Principe et état de I'art

b. Quelques propriétés

Ci-après sont présentées quelques propriétés des RdP qui seront utiles dans la suite.

RdP borné: Un RdP est É-borné si le nombre de jetons dans chaque place p et à
n'importe quel marquage atteignable M ne dépasse pas Æ. Un RdP est dit bomé s'il est
É-borné pour un certain entier positif fr.

Un RdP est sauf s'il est 1-borné.

RdP vivant: Un RdP est vivant si chacune de ses transitions est vivante, c'est à dire
que, quel que soit le marquage M, il existe toujours un ma^rquage atteignable à partir de
M qui permet de franchir /.

Si aucune transition n'est franchissable à partir d'un état atteignable M, alorc M est
un état de blocage. Un RdP vivant est un RdP sans blocage, mais la réciproque n'est pas
toujours vraie.

RdP réversible : Un RdP est réversible si, à partir de n'importe quel état atteignable
M, il existe une séquence franchissable qui permet de revenir à ffi.

RdP conservatif : Un RdP est conservatif s'il existe un vecteur de pondération des
places X à composantes strictement positives tel que, pour tout ma"rquage initial Ms et
tout marquage M atteignable à partir de Mo,

X,,M - X' .MO'

RdP persistant: Un RdP est persistant pour un marquage Ms si, pour tout couple de
transitions franchissables, le franchissement d'une des deux transitions ne rend pas
I'autre infranchissable. Cela signifie qu'en cas de conflit entre deux transitions, le choix
qui est fait sur l'ordre des franchissements n'a aucune conséquence sur la possibilité de
franchir ces transitions.

c. Les invariants

p-invarianfs : Un p-invariant d'un RdP est un vecteur X d'entiers non négatifs de
dimension card(P): n et qui vérifie

X '  .C  =0

où C est la matrice d'incidence du RdP.

En utilisant l'équation d'état des RdP, une propriété importante des p-invariants
découle de leur définition, à savoir qu'un p-invariantXvérifie

X, .M - X, .MO

et ce pour n'importe quel marquage atteignable M. Ce qui signifie que la somme des
marquages des places pondérés par le vecteur X est constante, quelle que soit
l'évolution du RdP.

t-invariants: Un t-invariant est un vecteur )' d'entiers positifs de dimension
card(T): m qui vérifie 

c.Y, =0.
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Soito une séquence franchissable à partir de Mo telle que d est un t-invariant. Alors,
en franchissanto, on revient au marquage initial. Cette propriété découle directement
de la définition des t-invariants et de l'équation d'état.

1.2.4 Réseaux de Petri pour la supervision

Nous nous sofirmes intéressés dans la section 1.2.2, aux problèmes de supervision
où les spécifications s'exprimant sous la forme d'un comportement désiré du procédé.
Les actions de contrôle émises par le superviseur, à un instant donné, dépendent des
séquences d'événements générés jusqu'alors par le procédé. Nous pouvons aussi définir
un problème de supervision par un ensemble d'états admissibles pour le procédé, ou
encore, par un ensemble d'états interdits. Il est alors possible de concevoir un
supervisew qui interdit au système d'atteindre les états interdits en se basant sur la
séquence d' événements générés.

La politique la plus communément utilisée pour traiter les problèmes d'états
interdits est de type retour d'état. Le superviseur n'est pas censé mémoriser l'historique
de l'évolution du système. L'action de contrôle, qui consiste toujours en une liste
d'événements autorisés, est déterminée en observant uniquement l'état courant du
système contrôlé.

1.2.4.1 Problème d'états interdits (PEI)

Formellement, un contrôle par retour d'état d'un RdP (N, Mù est une fonction

C : %.+ f où f est I'ensemble des lois de contrôle défini par f : {ycT I y> T'1. (voir

figure 1.8)

Dans un réseau Ns muni du contrôle C, une transition / est autorisée à partir d'un
état Mssi :

. Ivlft>,

.  t  eC(M) .

D'après la définition de l'ensemble des lois de contrôle f, les transitions
incontrôlables sont toujours autorisées par le contrôleur. On désignera par gvlc

I'ensemble des états atteignables dans Nc et Rc le graphe d'atteignabilité conespondant.

Figure 1.8. Principe du contrôle par retour d'état

L'objectif dans un problème d'états interdits est de synthétiser un contrôleur C qui
garantit que les états atteignables du système à contrôler soient dans un ensemble d'états
admissibles spécifié, ou encore que le système à contrôler ne visite jamais des états
interdits bien déterminés.
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Les états admissibles peuvent être les états qui satisfont un prédicat Q défiil
comme

Q: w - - -+ {0,  l } .

Les états admissibles sont alors identifiés aux éléments de I'ensemble

tutO: {M I M e tuL, Q(M: I l .

L'ensemble des états interdits est tout naturellement I'ensemble complémentaire de
tuLo.

On note par (M-+ M) le chemin qui relie un næud M à vn næud M' dans un
graphe et correspondant à la séquence de franchissement o.

1.2.4.2 Problème de transitions d'états interdites (PTEI)

Le Problème de transitions d'états interdites est un problème plus général que celui
du problème d'états interdits.

Déftnition 1.12 Un problème de transitions d'état interdites (ou PTEI) conespond à
un comportement admissible R défini par:
l .  MoeR;
2. VM e R,l ol(Mo-e--> M e R.

La première condition, qui traduit l'admissibilité du marquage initial, est
évidemment nécessaire pour I'existence de contrôle. La deuxième condition impose
I'atteignabilité de tout marquage admissible à partir de Mo par un chemin dans R ou
encore que tous les marquages intermédiaires soient admissibles. Notons que pour un
problème de transitions d'état interdites, des transitions possibles entre états admissibles
n'appartiennent pas nécessairement à R.

Une sous-classe importante de la classe des PTEI est la classe des problèmes d'états
interdits PEI. Un comportement admissible par rapport à des spécifications de type états
interdits peut être défini comme suit :

DéJïnition 1.13 Un problème d'états interdits (ou PEI) correspond à un comportement
admissible qui satisfait les conditions 1. et 2. de la définition I.l2 et la condition
suppl ément air e s uiv ant e :
3. V(M+M) e R(N, Ms), M, M' e R = (M + M') e R.

Un problème d'états interdits est bien un problème de transitions d'états interdites,
mais l'inverse est faux.

1.2.4.3 Contrôllabilité et existence de contrôleurs

Pour caractériser I'existence de solution pour un problème d'états interdits, Y. Li et
W. M. Wonham ont exprimé la propriété de contrôllabilité dans le contexte du contrôle
par retour d'état [LW93]. Leur étude portait sur /es systèmes à événements disuets
vectoriels (SEDV).
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Un SEDV est un SED G = (2, fl(, 5, Xo) dont l'état est décrit par des variables d'état
entières xr,x2,...,xn [LW93]. L'espace fuL des états du système est I'ensemble des
vecteurs entiers de dimension n.

La fonction de transition d'un SEDV 6 : tut xL ---+ tut est telle que:
6(M,e):  M * E"

où 4 est appelé le vecteur de déplacement cofiespondant à l'événement e. 6(M,e) est
défini si M> F", où F, e fulest le vecteur de condition d'occurrence.

Les réseaux de Petri constituent un modèle équivalent aux SEDV [LW93][PetSl].
Les résultats prouvés pour les systèmes SEDV sont donc valables pour les réseaux de
Petri.

Soit un réseau de Petri (N, Mù et un prédicat de spécifications Q.supposons que
l'état initial satisfait Q, c-à-d Ms e %.o. Soit Rg (N, Mù l'ensemble des marquages
atteignables à partir de Mo par l'intermédiaire de marquages satisfaisant Q.Il est alors
défini comme suit.

Déftnition 1.14 R7(NJUIù est tel que:
1. Ms e Rg(N, Mù;
2. Si M e RO(N, Ms) et M[t) M e tuLq, alors M' e Rs(N, Ms);
3. Tout état de Rç(N,My) satisfait les conditions I ou 2.

Il découle de la définition l.l4 que pour tout état M e R7(N,Mù, il existe
Mb M2,... ,  Mpe *1. et tg, t1,.. . ,  tp-1€ E tels que

o  V i :0 ,1 , .  . . , p  -  I ,M t l t i )  M i t ;
o  V i :0 ,1 , .  . . , p ,  M i  e  Rg(N ,  Ms) ;
'  Mp: M'

Autrement dit, pour tout état M satisfaisarft Q, il existe toujours une séquence
franchissable à partir de Mo qui mène à M et telle que les marquages intermédiaires
satisfont également Q.

La définition suivante introduit la notion de contrôllabilité d'une spécification
d'états interdits Q lLW93}

Soit un réseau (N, Mù et une spécification d'état interdits Q définie sur l'ensemble
îil. W est contrôlable par rapport à (N,Mo) si

1. tu19: Rp(N, Ms) et
2. V t e Tu,si M e tutget Mft) M' alors M' e tute.

Il est clair qu'on a toujours Ro(N, Mù c tuî.o.La condition I de cette définition
impose donc que tous les états admissibles par rapport à Q soient atteignables par
I'intermédiaire d'états admissibles. La seconde condition traduit naturellement
l'admissibilité des états atteints de façon non contrôlable à partir d'états admissibles. La
condition de contrôlabilité de I'ensemble des états admissibles est nécessaire et
suffisante pour l'existence d'un contrôle par retour d'état comme il est énoncé dans le
théorème 1.2 suivant [LW93].
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Théorème 1.2 : Soit Q une spécification sur les états d'un RdP (N, Mo) telle que
Mo e 14.0. II existe un contrôle par retour d'état C tel Que fuLç: fuLO ssi tuLq est
contrôlable.

Un autre résultat important énoncé par Y. Li et W. M. Wonham conceme
l'existence du plus grand sous-ensemble de marquages admissibles contrôlable d'un
ensemble %AlLWg3l.

Théorème 1.3 : Le plus grand élément de I'ensemble S(tutç) : {Kl K ç tula et K est
contrôlable) exis te touj ours.

1.2.4.4 Approches de contrôle des SED totalement observables

Plusieurs approches ont été développées pour le contrôle des SED. Krogh [Kro87]
ainsi que Ishikawa et Hiraishi UH87] proposent une nouvelle approche de supervision
basée sur l'utilisation des réseaux de Petri dans un but d'exploiter leur puissance de
modélisation ainsi que leurs nombreux résultats mathématiques tels que la bornitude et
la vivacité. D'autres approches basées sur les réseaux de Petri ont été proposées dans la
littérature [GDS92] [LV/94] [GDS93] [HK90] [GRXO3a]. Dans la suite, nous
présentons l'approche de Giua et celle de Ghaffari.

a. L'approche de Giua et al.

Les auteurs se sont intéressés principalement aux spécifications données par des
inégalités linéaires sur les marquages qu'ils ont appelées des Contraintes Généralisées
d'Exclusion Mutuelle (CGEM). Une contrainte de type CGEM est donnée par un couple
(i,D, où il' est un vecteur d'entiers et È est une constante entière, et elle définit
I'ensemble suivant d'états admissibles:

% tr,o) = {M e%.1 rt'r M < k} ' l l  . l  l

L'ensemble des états admissibles conespondant à un ensemble de contraintes
CGEM (W,Ê), avec lT =tir... i , l  et i = (kr...É,) est donné par

r
%<*,it= a%. @i.k).

,=l

Ce type de contraintes permet de traduire naturellement l'exclusion mutuelle dans
I'utilisation de ressources communes partagées entre différents processus. Ce genre de
situations est assez répandu dans les systèmes industriels. Dans [GDS92], les auteurs
ont prouvé que dans le cas où toutes les transitions d'un réseau sont contrôlables, une
contrainte (i,k) de type CGEM peut toujours être satisfaite de façon optimale en
ajoutant au réseau non contrôlé une place de contrôle ou moniteur définie comme suit
[GDSe2l.

DéJinition 1.15 Soit un réseau de Petri (N,M) cmec un ensemble de places P et une

matrice d'incidence C et une CGEM (i,t ). (Jn moniteur qui permet de respecter cette

contrainte est une place S à ajouter à N telle que le réseau résultant (N' ,M;) a comme



ensemble de places P v {^s} et une matrice d'incidence c' définie po, c, : ( : l
\-i''c )'

La place S est pure. Elle est donc.entièrement définie par C" . Le marquage initial de

(N',M;) est donné par M'o: [r-!; ^rl. Le marquage initiar Mo est supposé
\rL-w 

. lut o )

satisfaire la contrainte (i),k).

- Donc, cette place supplémentaire a des arcs sortants vers (respectivement entrants
depuis) toutes les transitions d'entrée (respectivement de sortie) de toute place p du
réseau appartenant au support de il et telle que i./lplr0. Ce sens est inversé pour les
places avec des poids négatifs. Les poids des arcs dépendent des coefficients de il et de
la matrice d'incidence C. Un problème de CGEM est donc résolu en ajoutant autant de
moniteurs que de contraintes CGEM. Il est toutefois possible d'ideniifier a priori les
contraintes redondante,s par rapport au réseau (c-à-d. toujours satisfaites) ou
équivalenter entre elles (c-à-d. délimitant un même ensembl. d'étut, admissibles)
lcrue6l.

Malheureusement, toute spécification d'états interdits ne peut pas se ramener à un
ensemble de CGEM. En effet, l'ensemble d'états admissibler t.t ôor.espondant à une
contrainte de type CGEM est forcément convexe. Ce qui n'est pas nécessàirement le cas
pour un problème où les états interdits sont définies par une liste quelconque.
Cependant, pour la classe des réseaux saufs et conservâtifs, il existe t'oujours un
ensemble de CGEM équivalent à une liste quelconque d'états interdits tGDS92i.

Théorème 1.4 : Soit (N, Mù un réseau sauf et conservatif. Alors, pour tout ensemble fuLp
d'états interdits, il existe un ensemble de GGEM (w,É) tul que tot\%.r : *t g,k).

En présence de transitions incontrôlables, les états admissibles constituent un sous-
ensemble de I'ensemble défini par l'expression 1.1. En effet, des états qui ne sontpas
interdits par les spécifications mais à partir desquels un état interdit peut'être atteint par
franchissement de transitions incontrôlables d-oivent être interdits également. Ainsi,
I'ensemble des états admissibles coffespondant à une contrainte de iype CGEM est
donné par:

%"rr,ol = {M e%.1(Yo e (T")., Mo)M)i,r M' < ky. lr.2l

ir,ol trt un ensemble quelconque d'états admissibles. Il est donc possible qu'il
n'existe pas un ensemble de contraintes (lr,q aefpe GGEM tel que tu(r,ol = %w,8,).
f^a11o1s9tuent, il peut ne pas exister une solution avec des moniteurs pour un problème
CGEM d'un réseau général avec des transitions incontrôlables. Cependant, grâce au
théorème 1-4, un problème de CGEM d'un réseau sauf et conservatif peut toujàurs être
résolu par des moniteurs même en présence de transitions incontrôlables IGDSô2].

Les mêmes auteuts ont considéré les problèmes de CGEM, où il est un vecteur
d'entiers positifs, pour la classe des graphes d'événements [GDS93]. pour cette classe
de réseaux, ils ont défini les places à contrôle sauf. ùne plice p d,un graphe



24 Chapitre I. Théorie de la commande par supemision : Principe et état de l'art

d'événement est à contrôle sauf si, dans chaque chemin qui relie une transition
contrôlable t à p et qui ne contient pas d'autres transitions contrôlables excepté /, le
nombre de jetons ne peutpas dépasser l. Pour cette classe de réseaux et de contraintes,
Giua et al. ontmontré que pour toute contrunte (i,k), il existe un ensemble de CGEM

(W",Ê") tel que %r*,Et = tuL"tnn.

Par conséquent, un contrôle maximum permissif qui satisfait (i,D peut être
déterminé par un ensemble de moniteurs. Néanmoins, dans certains cas, le nombre de
moniteurs peut être exponentiel en nombre de places dans le support ae il ICOSI:1.
Les auteurs ont également proposé une autre méthode pour déterminer un contrôleur
RdP pour la même classe de réseaux et de contraintes et dont la taille augmente
linéairement avec les places dans le support il. Ceue méthode se base sur la duplication
des transitions contrôlables [GDS93].

b. L'approche de Ghaffari et al.

Dans cette approche, les auteurs se basent sur une modélisation du procédé par un
RdP borné, ordinaire ou généralisé. Les spécifications sont de types PEI ou PTEI. Les
auteurs déterminent formellement à l'aide de la théorie des régions un ensemble de
places de contrôle à ajouter au modèle RdP du procédé. Cet ensemble de places de
contrôle constitue le superviseur qui permet d'assurer le respect des spécifications.

L'approche opère en deux phases. Une première phase, basée sur le graphe de
marquage, permet de déterminer I'ensemble des marquages admissibles. Puis, en
utilisant la théorie des régions, des places de contrôle sont construites pour assurer le
comportement désiré.

Soient (N, Mù le modèle RdP du procédé contrôlé et R" le graphe de marquage
admissible respectant les spécifications. Pour déterminer I'ensemble des marquages
admissibles les auteurs proposent I'algorithme 1.1. suivant :

Algorithme 1.1.

L Déterminer de l'ensemble des marquages interdits.
2. Générer le graphe d'atteignabilité partiel Ro(N,M).

3. Déterminer I'ensemble des marquages dangereux M r.
4. Elimtner les næuds appartenant à M D du graphe Ro(N,M) .

Soit R le graphe ainsi obtenu.
5. ,Si R" est co-atteignable, alors FIN. Sinon aller à 6.
6. Construire le plus grand sous-graphe co-atteignable CA(R).
7. Calculer l'ensemble des marquoges dangereux.

8. Éli*ine, de R,les næuds de Mu. Alter à 5.

FIN



. Réseaux de petri pour la supervision 25

Remarque 1.2:

Un graphe d'atteignabilité partiel est un graphe d'atteignabilité où les successeurs
des états interdits ne sont pas générés. On a noté par Ma I'ensemble de marquages
bloquants.

La commande par supervision doit restreindre le comportement du système
commandé à R" en inhibant toute transition contrôlable qui mène à un marquage
bloquant ou interdit. Le graphe d'atteignabilité obtenu correspond au comportement
vivant maximal permissif du système commandé. Réciproquement, les contraintes
d'états interdits et de vivacité sont satisfaites par tous les marquages de R", et aucun
marquage ne mène de façon incontrôlable à l'extérieur de R". On en conclut que le
graphe R" obtenu constitue le comportement admissible vivant maximal.

Pour le problème de synthèse de la commande, basée sur les RdP, les modèles RdP
du système à contrôler et le graphe R" sont donnés. La théorie des régions est utilisée
pour déterminer les places de contrôle à ajouter au modèle RdP initial du procédé à
contrôler.

Considérons une place de contrôle p". Pour le RdP du système à superviser
augmenté de pc, chaque marquage du graphe R" doit rester atteignable. Ceci implique
gue p" doit vérifier les conditions d'atteignabilité:

M,(p")=Mo(p")+C"(p" , . ) ry  >0 YM eR" t1.31

où C", M" et f, sont respectivement la matrice d'incidence du réseau contrôlé, le
marquage du réseau contrôlé et un chemin non-orienté de R reliant M0 à M.

D'autres part, p, doit satisfaire les équations de cycle correspondant aux cycles de
Rr, donc I'application de la condition [1.3] le long d'un cycle non orienté quelconque â
conduit à la relation suivante:

ZC,(p,,t)a[r] = 0, V â e À. l l .4l
l eT

or: 5p1 désigne la somme algébrique de toutes les occurrences de /; dans 6 et A,
I'ensemble des cycles de base du graphe lR". 5 est le vecteur d'occurrences de â
L'équation [.4] est appelée l'équation de cycle.

Quand aux événements à séparer, pour obtenir ô à partir du graphe de marquage
initial, seules les transitions menant d'un marquage admissible à un marquage non
admissible doivent être inhibées. Par conséquent, chaque nouvelle place p" doit interdire
une transition contrôlable r qui mène d'un marquage admissible M à un état interdit M'.
Cette interdiction se fait par I'ajout de la condition suivante appelée condition de
séparation:

M,,(p") = M,o(p")+C"(p,,.)f *+ C,(p,,t) <0. l l .5 l

Ainsi, pour chaque transition contrôlable qui mène à un état interdit, on résout le
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système composé des équations de relations U.31, [.4] et [1.5] pour déterminer une
nouvelle place de contrôlepc

Les auteurs ont aussi montrer qu'un comportement souhaité R, sous-graphe du
graphe d'atteignabilité d'un RdP borné (N,M), peut être réalisé en ajoutant des places

de contrôle pures à (N,M) ssi il existe une solution (M,o(p,),C,(p",.)) pour le

système linéaire incluant toutes les conditions [.3], [1.4] et [1.5], pour chaque
transition à inhiber.

Comme il n'est pas toujours possible de déterminer un contrôleur RdP avec
uniquement des places de contrôle pures, les auteurs ont aussi développé une approche
permettant de déterminer un contrôleur RdP avec des places de contrôle impures. Cette
approche est aussi basée sur la théorie des régions.

1.2.4.5 Approches de contrôle des SED partiellement observables

a. L'approche de Moody et al.

Dans cette approche, les auteurs cherchent à construire un contrôleur RdP qui
puisse répondre, en général de façon sous-optimale, à des spécifications sur les états de
type CGEM pour des systèmes modélisés par des RdP avec des transitions
incontrôlables et des transitions inobservables [MLA96] [MA99].

Le principe de la synthèse est relativement simple. Il s'agit d'ajouter des moniteurs
(tels qu'ils sont définis par la définition 1.15) au modèle non contrôlé pour créer des
invariants de place. Rappelons qu'un invariant de place x dans un réseau N est un

vecteur d'entiers, solution de l'équation x'C =0. La sofirme pondérée des marquages
des places dans le support de x est alors toujours constante. Ainsi, à chaque contrainte

(i,k) est ajoutée une variable d'écart re" telle que
- T
.  M r f f i , =k '  [ l ' 6 ]

Cette variable d'écart correspond à un moniteur .t qui va garantir que le produit

Ç'M ne dépassera jamais fr. Soit n" le nombre de contraintes CGEM du problème, C,

la matrice d'incidence des places moniteurs et M,, le vecteur de leurs marquages

initiaux. Alors C" doit satisfaire

l,' [1.7]

où W =lir...i,"l est la matrice des contraintes CGEM.

La résolution de 1.7 permet de déterminer les attributs des arcs qui connectent les
places moniteurs au réseau non contrôlé. Quand au vecteur marquage initial, il est
solution de l'équation suivante :

LV 'Mo+M,o=É, . t l .8 l

L'ensemble des places moniteurs ainsi déterminé permet un contrôle maximum
permissif.

- fc l'lL.,l= o'



En présence de transitions incontrôlables, un contrôleur acceptable ne doit pas

tenter de les contrôler. Une condition suffisante pour avoir un contrôleur acceptable est

la suivante:
nrci <o

où Ci est la matrice constituée des colonnes de C" correspondantes aux transitions

incontrôlables. Autrement dit, il suffrt qu'aucune des places du contrôleur n'ait d'arcs
sortants vers les transitions incontrôlables du modèle non contrôlé [MA99].

En présence de transitions inobservables, un contrôleur acceptable ne doit pas
tenter de I'observer. Une condition suffisante pour avoir un contrôleur acceptable est la
suivante:

i,rCXo =g

où Cf' est la matrice constituée des colonnes de C" correspondantes aux transitions

inobservables. Autrement dit, il suffit qu'aucune des places du contrôleur n'ait d'atcs
entrants ou sortants vers les transitions inobservables du modèle non contrôlé [MA99].

Une contrainte (i,k) qui peut être satisfaite par une place de contrôle qui ne

contrôle pas les transitions incontrôlables et qui n'observe pas les transitions

inobservables est dite admissible. Dans le cas contraire, la contrainte (w,k) doit être

transformée en une contrainte (*--,k') telle que:

. 1i,k') est admissible;

. (i,fr) couvre çi,k'1,i.e.

t 'M 1k '  = i 'M <k.

Pour satisfaire la condition [1.9], les auteurs proposent la transformation des

contraintes linéaires suivante :

f i  =4+rr i
k '= rz (k+1) -1

l l .e l

[1 .10 ]

où 4 est un vecteur de dimension card (P) (le nombre des places du réseau non

contrôlé) tel que i'Ur-O pour tout marquage atteignable M, et r, est un entier

strictement positif. (i',k') doit bien entendu satisfaire la condition d'admissibilité, c-à-

d :

ç4+rr i1 'c !  <o

et de non-négativité du marquage initial, c-à-d :

i '  M o + rr(f i r  M o- È - 1) < -1. [1 .11 ]

Soient (N, Mù le réseau de Petri du procédé à contrôler et C sa matrice d'incidence.
Ce réseau comporte un ensemble de transitions incontrôlables défini par e et un
ensemble de transitions inobservables défini par (o. Considérons un ensemble de

contraintes (W,E) à respecter. Soient r, et r, définis comme précédemment avec

V, + rrit * 0 et soit :
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, ]=too-11[Vr ,rrlfjr: ci" -cï" Mo
fr'ci" -fr'ci" i,rMo-k- u.r2l

le contrôleur
C 

" 
= -(î, + rri,r )C = -rt,'r C

M 
"o 

= rr(k +l) - 1 - (î, + rri,r )M o = k' - fr'' M o

existe et respecte les conditions de contrôlabilité et d'observabilité.

b. L'approche de Giua et Seatzu

L'approche de Giua et Seatzu [GS02] développe un algorithme pour l'estimation de
l'état d'un réseau dont le marquage ne peut pas être directement observé à cause des
trois hypothèses suivantes :

. La structure du réseau ly'est connue.

. Toutes les transitions sont observables.

. Le marquage initial est inconnu.

L'algorithme d'estimation des marquages d'un réseau de places/transitions est basé
sur l'observation des événements en utilisant un graphe de recouvrement observateur et
un vecteur d'erreur d'estimation relatif à chaque place du réseau. Les auteurs ont aussi
montré que cette estimation générée par l'observateur, pouvait être utilisée pour la
synthèse de contrôleurs. L'algorithme proposé par Giua et Seatzu interdit le
franchissement des transitions menant en dehors du comportement admissible. Cet
algorithme n'est pas nécessairement optimal dans le sens où une transition admissible
dans le comportement désiré peut être inhibée.

L'ensemble tu|:(w) représente l'ensemble des états consistants par rapport à une
séquence de tirs w observée. Formellement, tuL(w)= {Mla M', M'lw) Iu$.

Dans la suite de cette partie, on note ptr M* le marquage M tel que Mslw) M etpar
ô, (i^) un vecteur m x I de zéro (de un) où rz est le nombre de place du réseau.

Pour une évolution du réseau donnée M*oft.,ùM"1ltoz)..., l'algorithme 1.1 est
utilisé pour déterminer le marquage estimé trt*i rclatif au marquage actuel M*i. Cet
algorithme est basé sur I'observation de la séquence de tirs wi: to,t ta2. . . t..i.

Algorithmel.2.

l. Soit le marquage estimë initial fl*1 : ô,, et w -- ws (séquence vide).
2.  Soi t  i :  l .

3. Attendre lefranchissement de t..i
4. Mettre à jour le marquage estimé Fwi-r: lt'wi avec

It' *t(p) : mffi { p*i-r(p), C (p, t 
"i)} 

.
5. Soit l6vi: lt 'wi+ C( . , /oi).

6 .  So i t  i :  i  i  l .

7 . Aller en 3.
FIN
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Les auteurs ont établi un certain nombre d'hypothèses et définitions :
- Le marquage estimé est bomé | pw: Mw
- On définit I'erreur de place : eo(M*, lt*) = M*(p) - lt*(ù noté aussi er.
- On définit l'erreur d'estimatione(M*, lt*) = i .(M* - lt*l

Les deux fonctions d'errew ainsi définies, ne sont pas croissantes :
ep(M*, lt*t): ep(M*, F'*t) 3 ep(M*, /t*)
e(M*, p*t) = e(M*, /t'*t) S e(M*, lt*)

L'ensemble des marquages consistants par rapport à la séquence de tirs observée w
est alors :

toI(w): {Mll  M',M'tw) lu} = {MlM> tr*}

Le graphe de recouwement observateur est ensuite défini et représente
simultanément l'ensemble des marquages atteignables du réseau avec l'erreur
d'estimation en utilisant I'algorithme L2. Le marquage initial est représenté par
rectangle avec des angles anondis. Les marquages dont le vecteur d'erreur d'estimation
: d. sont représentés par des rectangles foncés.

Exemple 1.4. Sur la figure 1.9, un réseau de Petri est représenté ainsi que son
graphe de recouvrement observateur. Chaque næud de ce graphe représente le marquage
réel M* et I'erreur d'estimation eo(M*, F*) = M* - F*.

Figure 1.9. Exemple d'un RdP et de son graphe de recouvrement observateur

Dans une seconde partie, Giua et Seatzu introduisent la notion d'estimation de
marquage avec macro-marquage. Dans ce cas, les auteurs supposent que le marquage
M- (ditmarquage de départ) est connu. Après avoir évolué d'une manière inobservable,
le réseau atteint un marquage Mo (dit marquage initial) à partir duquel, le
franchissement des transitions devient observable. Il est clair que Ms e R(N, M-).
L'ensemble des marquages consistants par rapport à la séquence de tirs observée w
devient alors :

%.(w I M-): {M 11 Ms e R(N, M-), Mo lw) A4}.

Le macro-marquage est défini comme suit :

2 0 0 1 2 0 0

I  1 0 /  1 0 0 2 0  /  0 0 I  l 0 / 0 0

l 0 l / 1 0 0 l  I  i  0 0 2 0 0 t 0 0

2 0 0 t 1 0 0 0 2 / 0 0 0 1 0 1 / 0 0



30 Chapitre L Théorie de la commande par supertision : Principe et état de I'art

Déftnition 1.16 Considérons que I'ensemble des places P d'un réseau peut être écrit
comme une union de r+l sous-ensembles: P: PsVPl\J...U Pr.tel Que PsÀP1=Q,V
j > 0. Le nombre de jetons contenu dans Pi 0 > 0) est connu et est égal à bi. Cependant,
le nombre de jetons dans Ps est inconnu. Soit vi le vecteur caractéristique relatif à

chaque Pi, c-à-d, vt(p):l si pePi sinon vi(p):O. Soit V: [i,,...,41et 6 :fb1,...,b,]. Le

macro-marquage '/(V, 6 ): {M 1f,t . U: 6 7

Pour une évolution du réseau donnée M*olt"r) Wtlt"z)..., I'algorithme 1.3 décrit
ci-après est utilisé pour déterminer le marquage estimé p*i ainsi que la borne,B*irelatif
au marquage actuel M*i. Cet algorithme est basé sur l'observation de la séquence de tirs

wi= tartoz... taiet le macro-marquage initial V(V, 6).

Algorithme 1.3

l. Soit le marquage estimé initial Fw;: ô. et rr : wo (séquence vide).

2. Soit B*o: 6.

3 .  So i t  i :  l .

4. Attendre lefranchissement de toi

5. Mettre à jour le marquage estimé Fwi-t: lJ'wi dr€c

It'*i(p) = max{trt*i-(p), C(p, t";}.
6. Soit ll*i: lt'wi+ C( . , tai).

7. Soit Bwi : Bwi-r - II . (p'*i- lt*rù.
8.  Sol f  i :  i  +  l .

9. Aller en 4.
FIN

L'ensemble des marquages consistants par rapport à la séquence de tirs observée w
devient alors :

w.(w I V,6 ): {M I If . M: ty' . F* t B*, M2 p*}.

La politique de contrôle utilisée est définie ci-dessous :

Une transition / est inhibée après I'observation de la séquence de tirs w si et
seulement si il existe un marquage admissible M consistant par rapport à w tel que le
franchissement de t àpartir de Mmène à un état interdit.

L'ensemble des états admissibles est défini par des Contraintes Généralisées
d'Exclusion Mutuelle (condition t1. 1l).

Exemple 1.5. Considérons le réseau de Petri de la figure 1.9 avec un marquage
initial Ms: fI,l,llr supposé inconnu. Soit l'ensemble des états interdits
F: {MlM(pù>2}. Le macro-marquage initial M(pù+ M(pù+ M(pù:3. La
figure 1.10 représente le graphe de recouvrement observateur du réseau. Chaque næud
du graphe est noté par (MlelB) où M est le marquage réel, e est l'erreur d'estimation et
.B la borne résultante.
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Pour des raisons de simplification, l'évolution du graphe (figure 1.10) est arrêtée à

chaque næud où le vecteur d'erreur d'estimation: ô,

Les transitions en trait interrompu sont les transitions inhibées par le contrôleurs.
En réalité, ces transitions ont été inhibées parce qu'il existe un marquage consistant par
rapport à l'observation et à partir duquel, le franchissement de la transition mène à un
état interdit. Nous pouvons rapidement voir que dans tous ces næuds :

l f .p+B: f  . (M-e)+B:M(pù-€p1 tB :3>2  ce  qu i  v io le  la  cond i t i on
M(pù <2.

2 t 0 t 0 1 0 / l
2 1 0 t l t 0 t 2

,-----------.
a

I  t t U o t v z

Figure 1.10. Graphe de recouvrement observateur du réseau contrôlé de
I'exemple 1.5

1.2.5 Autre travaux sur 1'observabilité

L'observabilité est une propriété fondamentale des systèmes à événements discrets.
L'estimation des états d'un procédé et la commande par supervision des systèmes
partiellement observables sont les deux grands thèmes d'observabilité les plus étudiés
dans la littérature.

Pour les systèmes modélisés par des automates à états finis, Ramadge [Ram86] était
le premier à montrer comment un observateur pouvait être déterminé pour les systèmes

l l r / l l 1 / 3t 0 2 t 0 0 0 / 0

a
t I r
a '

.------t----.
a l

|  2 0 1 t t o l / 2 l
l-------------.!

t 0 2 t t 0 u 2

0 2 U 0 t 1 / 2t 2 0 / 0 l 0 t lI  I  I  / 0 1 0 /  1

0 t 2 t 0 t 1 t 20 2 U 0 t 0 / 1 0 3 0 / 0 1 0 / l

0 0 3 / 0 0 1 / l0 l 2 t 0 t 0 / l

1 0 2 t 0 0 v 10 0 3 / 0 0 0 / 0

0 1 2 / 0 0 1 / 1

l  l  l / 0 0 1 / l2 t 0 t 0 0 0 / 0

0 2 1 t 0 0 1 t 1

t 2 0 t 0 0 0 t 0
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partiellement observables. Caines et al. [CGV/88] ont montré qu'il est possible
d'utiliser la séquence observée pour déterminer I'ensemble des états équivalents (non
distinguables). L'approche est basée sur la construction d'un arbre d'observation
contenant I'ensembie des marquages non distinguables. Ôzveren et Willsky [ÔW90] ont
proposé une approche pour la détermination de I'observateur qui permet de reconstruire
un automate à états finis après l'observation d'une séquence finie d'événements.
Ôzveren et V/illsky ont aussi montré qu'un observateur peut avoir un nombre
exponentiel d'états.

Li et Wonham [LW88], [LW93] ainsi que Takai et a/. [TUK95] se sont intéressés
au contrôle par retour d'état des systèmes partiellement observables. Les auteurs ont
proposé des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence d'un contrôle par
retour d'état optimal. Moody and Antsaklis [MA99] ont proposé une méthode de
synthèse de la commande pour les modèles réseaux de Petri avec des transitions
incontrôlables et des transitions inobservables. Leur approche consiste à modifier
l'ensemble des marquages admissibles quand ce dernier ne respecte pas les conditions
d'incontrôlabilité et d'inobservabilité.

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les fondements de la théorie de la commande

par supervision des Systèmes à Evénements Discrets (SED) à travers les résultats de

Ramadge et Wonham (R/W). Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre aux

approches basées sur l'utilisation des réseaux de Petri pour les spécifications de type

états interdits. Nous avons présenté dans un premier temps les approches traitant des

systèmes à événements discrets totalement observables. Dans un deuxième temps, nous

avons présenté les problèmes d'observabilité traités dans la littérature à travers

l'approche de Moody et al. et celle de Giua et Seatzu. L'approche de Moody et al. t;raite

de la synthèse de la commande des SED où les transitions du RdP du procédé sont

partiellement observables. L'approche présentée par Giua et Seatzu cherche à estimer le

marquage courant d'un RdP du procédé sachant que son marquage initial est inconnu et

que toutes les transitions sont observables afin de lui appliquer le contrôle adéquat pour

faire respecter les spécifications.



Chapitre 2
commande optimale des graphes doévénements

partiellement observables

L'exploitation des propriétés structurelles des graphes d'événements nous a
permis de synthétiser une loi de commande que- nous présentons dans ce
chapitre pour le problème d'états interdits ciractérisé po, un ensemble de
contraintes Généralisées d'Exclusion Mutuelte (cGEiuI) avec la prise en
compte de la contrainte d'observabilité des événements. Un graphe
d'événements est un réseau de petri dans lequel chaque place porrùr'un,
seule transition d'entrée et une seure trinsition àe iortie. pour cette
approche, nous nous intéressons aux cas où les ]GEM concernent une ou
plusieurs places critiques fortement indépendantes ou dépendantes. Dans
chaque 9as, I'expression analytique de la 1GEM dans son pire cas, en
termes, de marquage atteignable, est donnée en fonction de la'séquenc'e de
tirs observable du système. ces contraintes sont alors évaluées en ligne par
le superttiseur. Nous prouvons aussi dans ce chapitre que pour toute
séquence de transitions observables, il existe ,, urîqr, *orqioge depuis
lequel tout autre marquoge possible du système, prrt êt* atteignible i,un,
manière inobservable. cette particularité importante, nous permet de
concevoir une loi 

-de commande fficace basée sur la séparation de
l'observation et de la commande. Les résultats de cette partie oitfait I,objet
des publications [ARX74aJ, [ARXT4bJ et [ARXTacJ.

33
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, les travaux proposés par Ghaffari et al. [GRXO3b] sur I'utilisation
des graphes d'événements pour résoudre le problème d'état interdit sont étendus à la
synthèse de commande des systèmes partiellement observables pour les spécifications
de type CGEM.

La commande par supervision des réseaux de Petri partiellement contrôlables et
partiellement observables a été étudiée dans [GS02], [MA99] et [Str00]. Moody et
Antsaklis [MA99] et Stremersch [Str00] présentent des approches algébriques
interessantes mais ne garantissent pas toujours I'optimalité. L'approche que nous
présentons dans ce chapitre concerne la commande par supervision des réseaux de Petri
partiellement observables avec un marquage initial connu contrairement à celle
présentée dans [GS02], où les auteurs considèrent le cas où le marquage initial est
inconnu et toutes les transitions sont observables. En outre, comparé à [DX03] qui
propose une analyse algébrique, notre approche foumit des résultats analytiques simples
basés sur le concept de I'observateur. Notre approche est une extension de celle
présentée par Ghaffari et a/. [GRX03b]. Plus spécifiquement, nous avons :

i) démontré que les problèmes de supervision en présence des événements
inobservables peuvent être décomposés en deux sous-problèmes ; problème
d'observabilité et problème de commande,

ii) étendu les résultats analytiques de [GRX03b] aux graphes d'événements plus
généraux avec des transitions inobservables pour des spécifications de types
CGEM en utilisant de nouveaux résultats d'observabilité.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section 2.2 introduit quelques définitions liées
aux réseaux de Petri et présente le problème d'état interdit étudié. Des propriétés
d'observabilité sont présentées dans la section 2.3. La section 2.4 propose la politique de
commande optimale pour des spécifications de type CGEM dans le cas général. La
section 2.5 présente la solution analytique pour des cas spécifiques de CGEM. Une
illustration pratique de I'approche est donnée à la section 2.6.

2.2 Commande par supervision des graphes d'événements
partiellement observables

Un graphe d'événements est un réseau de Petri ordinaire dans lequel chaque arc a

un poids de un et chaque place a exactement une seule transition d'entrée et une seule
transition de sortie [Mur89].

Un chemin orienté d'un graphe d'événements est un ordre alternatif de places et de
transitions qui relient deux næuds distincts (place ou transition). Le chemin est dit
élémentaire si aucun nceud n'apparaît plus d'une fois dans la séquence. Un circuit est un
chemin orienté partant d'une transition et revenant sur elle même. Il est élémentaire si

aucun næud n'apparaît plus d'une fois. Pour un chemin orienté quelconque 1T: t1p1t2p2

...pntn+1, on note par M(n) la somme des marquages des places de æ; M(tr)= M(pt)
+...+ M(p,). La propriété suivante, due à Murata [Mur89], sera largement utilisée dans la
suite du papier.
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Propriété 2.1 : Le marquage.de tout circuit o est invariant ; M(a) : Mo(a), V M e
R(N, Mfi. Le marquage d'un chemin orienté 7T: ttpt :.. pntn+t ne peut être modifié que
par le franchissement de ses transitions d'extrémité, c'est à dire :

M(n) = M o(n)+ d(rr) - ô(t,*), où M olo)M

Notre approche concerne la commande par supervision des graphes d'événement
vivant (N,Mo), c'est-à-dire chaque circuit élémentaire de (ff,M0) contient au moins un
jeton. Cette condition est nécessaire et suffisante pour la vivacité d'un graphe
d'événements [Mur89].

Rappelons que l'ensemble des transitions T: f v Ta est formé de deux sous-
ensembles ; f I'ensemble des transitions contrôlables et T'l'ensemble des transitions
incontrôlables. Le superviseur peut interdire le franchissement des transitions
contrôlables mais pas celui des transitions incontrôlables. L'ensemble T : f v To et
aussi constitué de transitions libres çf1 et de transitions inobservables (l'). Il est
possible qu'un procédé puisse avoir certains états atteignables à partir de transitions
dont le franchissement ne peut pas être observé par le superviseur. Ces transitions sont
dites inobservables. on notera que T'o çT' et que f: f v t' est l'ensemble des
transitions observables.

Le problème de la commande par supervision consiste à synthétiser un superviseur
permettant d'assurer un comportement légal du procédé le plus permissif. L'ensemble
des marquages admissibles est déf,rni par un système d'inéquations linéaires IttrM < K
appelées contraintes généralisées d'exclusion mutuelles (CGEM), avec l[/eT"'^, où Z
représente I'ensemble des entiers, K€7", rn le nombre de place, n" le nombre de
contraintes et Mle marquage courant du système. De plus, W:1r,, w2, ..., wn"]T et
K:fk,, ..., k,"]r. Toute contrainte CGEM est représentée par un càuplet (w; Æi). Pour
alléger l'écriture, il arrive que nous n'utilisons pas l'indice i et nous représentons la
CGEM par (w, k). Un état M satisfait une contrainte CGEM si wM < Ë, autrement. il
viole la contrainte.

Déftnition 2.1 Soit R"(N, M6) (resp. R"o(N, Mù) t'ensemble des marquages atteignables
à partir du marquage M6 en ne franchissant que des transitions incontrôlables (resp.
inobservable).

Déftnition 2.2 Soit (N, Mù un réseau de Petri. Un marquage est dit interdit si et
seulement si il viole au moins une des contraintes CGEM. On peut traduire
formellement I'ensemble des états interdits par

Mr: {M e R(N, Mù lwiM) ki, pour i e {1, ..., n,}}.

Déftnition 2.3 Une place q est dite place critique s'tl existe une contrainte (w;, k) telle
que w[q]*0.

Le contrôleur doit respecter I'ensemble des CGEM. Formellement, la politique de
commande d'un graphe d'événements totalement observable (GETO) se résume de la
manière suivante :
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Le franchissement d'une transition contrôlable t appartenant à un GETO à partir d'un
marquage atteignable M est autorisé par la contrôle si et seulement si G(wi, M) Ski
pour toute spécification CGEM (wi, ki) où M' est le marqusge atteint par le

franchissement de t à partir de M et G(wr" M) : MAX{wM*, W* eR'(N,M)}.

Dans un graphe d'événement vivant .ly' avec des transitions inobservables, le
superviseur ne peut pas déterminer l'état réel du système. En effet, soient pt et p2 derx
places appartenant au graphe N tel que pf : . p2: {f"} où {o est une transition
inobservable. Chaque fois qu'un jeton arrive dans la place pt,la transition t"o devient
franchissable. Comme cette dernière est inobservable, le superviseur ne peut pas déceler
le moment de son franchissement. Dans ce cas, le jeton peut être soit dans la placepT ou
laplace pz. Ainsi le marquage réel du réseau est partiellement connu et l'analyse du pire
cas des contraintes CGEM est alors difficile à faire.

D'une manière générale, étant donné une séquence de transitions observables d,le
franchissement d'une transition contrôlable t est interdit si

a.

b.

c .

il existe une séquence de transitions dont d est sa séquence
observable,

/ est franchissable après q

un marquage interdit est incontrôlablement atteignable suite au
franchissement de o/.

Pour cette raison, nous proposons la structure de commande de la figure 2.I. Le
rôle de I'observateur est de caractériser tous les marquages courants possibles en se
basant sur la séquence des transitions observables. Le rôle du superviseur est de
déterminer les transitions contrôlables à interdire après le franchissement de toute
transition observable. Le module de commande est activé suite à l'occurrence d'une
transition observable selon la politique suivante :

- Déterminer tous les marquages courants possible par I'observateur.

- Identifier les transitions contrôlables à interdire par le superviseur.

I observateur i
i------------------i
t - - - - - - - - - - - - - - - - - !

! ^ . .
I Juperv$eur ?
l l
l - -  - - - -  - - -  -  -  - -  -  -  -  -  -  |

Module de commande

Figure 2.1. La structure de la commande par supervision
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2.3 Observabilité

On note par:

o M: le marquage courant partiellement connu ;
t o: la séquence de tirs partiellement connue comportant les transitions

inobservables Mofo)M;
o oP : la séquence de transitions observables, d: po(o),

où Po représente la fonction de projection observable et qui consiste à retirer
de la séquence o toutes les transitions inobservables.

DéJinition 2.4 Une séquence de transitions o est dite conforme à d si M olol et
P"(o):d.Soit>,(d) I'ensemble de toutes les séquences conformes.

DéJinition 2.5 Soit 14(oo) I'ensemble de tous les marçluages courants possibles
atteignables à partir de Ms par une séquence de transitions conforme à d.

%(o" ) = lrllo e D(o' ), U 01fl Ul

Soient deux séquences 01 at oz tel queMoforlMretMolor)Mr.. Les deux
séquences sont conformes si elles sont conformes à une même séquence observable d,
c'est-à-dire P"(où : Po(oz): d alors {or oz} E x(d). Les marquages M1 et M2 sont
deux marquages courants possibles atteignables à partir de Mopar les deux séquences de
transitions conformes à d et {Mt et Mz}C%(oo).

Considérons un vecteur ,t tel que :

Y t  eTo

v t  €T"o

où

(y)* : max{O, y} et d(Ms, t, to) est la distance en termes de jetons entre / et /o dans le
marquage Mo représentant le marquage du chemin minimal de tous les chemins joignant
r à /o dans N ne contenant aucune transition observable sauf /o. Par convention, d(Ms, t,
t\: *si aucun chemin n'existe.

On notera que,test déterminé uniquement par le vecteur de tirs de d.Il est clair
que,t est fonction de d. Cependant, pow simplifier la notation, nous n'introduisons pas
explicitement cette dépendance. Dans ce cas, ,t3oue un rôle très important dans la

E(o')= {o.  T. l  l r to lo >,  Po (o) = o"}

- lu<,x(t1 = 
t(rgeu 

o) - d(M0,,, ,')D
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caxactérisation de la séquence de tirs partiellement connue. Il permet de déterminer le
nombre minimal de fois qu'une transition inobservable est tirée.

Lemme 2.1 Pour toute séquence de tirso e X(oo) , i < ô.

Preuve:
Si une transition / est observable, alors i1t1= ô(t) . Par contre, si t est inobservable
alors ponr toute transition observable to ef , deux cas de figures se présentent :

(i) Il existe un chemin ndans l4 constitué de transitions inobservables, joignant r à ro.
Selon la définition de distance, d(Mo,t,to) : Mo(n). Depuis la propriété l,

M(rù : Mo(n) + ô(t) - ô(r" ) > 0 et donc d(r) > ô(t" ) - M o(n) = 6(t' ) - d (M o,t,to ) .

(ii) il n'existe pas de chemin entre / et /o.

Dans ce cas, d(Mo,t , to) :  æ et  doncd(r)  a(UQ\-d(Mo,r , to)Y: 0.  Comme
t \ +

résul ta t ,  ô( t )> (d( t ' )  -d(Mo, t , to) )  ,V toeT" et  ô( t )> X( t ) .  I

Lemme 2.2 It existe une séquence de tirs o" franchissable à partir du marquage initial
Mo tel que ô* = * . Soit trf le mqrquage résultant, c'est-à-dire Atf : Mo+ C i .

Preuve :
Pour prouver l'existence d'une séquenceo*tel queMofo*)*" Upartir de [Mur89],

il est suffisant de montrer que lrfç1>0,YpeP. quatre cas sont possible pour toute
place p :

.  l "cas : 'p e To etp '  e T.Par conséquent,Af(p):  M(p)r0.

t  2ème cas : 'p e Tuo etp 'e To.Par conséquent,  t f (p) :Mo(p)+*(ù-xtpl .
Si,Pp)=0, alors I1(p)>0. Sinon, il existe un chemin n de
transitions inobservables joignant p' à au moins une transition
observable to eTo de sorte que ,t @): i (f) - Mo(ù.
Comme 'p p r est aussi un chemin inobservable j oignant 'p à to , alors
x ('p),-* ()-(Mo@)+ Ms(n)).
En combinant ces deux résultats, nous aurons I (ù + Mo@) -

f O) > 0 et donc À,f (p)>-0.

r 3ème cas:'p e To etp' e To. Par conséquent, Atf(?t):Mo@)+i('p)-f Ol
Sit(p):O, alors ltf(p)>O. Sinon, i l  existe un chemin n de
transitions inobservables joignant p' à au moins une transition
observable to eTo de sorte que Î @): i (f) - Mo(tt).
Comme 'p et to sont tous les deux observables, Nous pouvons déduire
de la propriété 1 que M('p p tT) : Mo@) + Ms(n) + X ('p) - X çfS>0.
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Ce qui donne, I,f (p): Mo(p) + i ('p) - * tpl: Mo(p) + Ms(zr) +
l (ù- i ( rT>0.

r 4ème cas:'p e To et p' e f. Dans ce cas et depuis la définition dei,
i ( 'p)>Î <p) - Mo@)et donc t f(p)r-0. !

Le lemme 2.2 montre l'existence d'une séquence de tirs o* ayant.* cofirme vecteur
de tirs, c'est-à-direo*est conforme à d. Cependant, nous ne pouvons pas toujours
garantir la conformité deo-, chose pour laquelle, nous proposons le lemme 2.3 qui
établie I'existence d'une séquence de tirs conforme dont,test son vecteur de tirs.

Lemme 2.3 Il existe une séquence de tirs o' eà(oo) tel que Po (o') = oo et ô' = X .

Preuve:
Considérons une séquence de tirs inconnue oetla séquence o*du lemme 2.2. A

partir de la propriété 13 de [DX03], il existe une séquence o' franchissable à partir de
Motel que Po (o') = P" (o): oo et 6' = 6* = L

De plus, depuis le lemme 2.3, nous avons o'eE(oo)et le marquage résultant

Mo e tut(o') .

Théorème 2.1 Pour tout marquage M etvl(o") | Molo)M, il existe une séquence

oo e(T"o)* |  MoTo'|M, ,t  ô'+ô" =ô où o'représente la sëquence définie au

lemme 2.3. Par conséquent, ful(oo) = R"o (G, Mo).

Preuve:
De la manière ou nous avons définiÎ, et en utilisant le lemme 2.1, nous pouvons

déduire qued - i >0. A partir du lemme 2.3,laséquence de tirs o'est franchissable à
partir de Mo et mène au marquage lvf etô'=,t. Depuis [DX03], il existe une
séquence o" tel que M'[o') et ô' = ô - i. Le marquage obtenu suite au
franchissement de la séquence o' àpartir de lvf est:
Mo + C(6 - 11 = litto + cx1 +C(ô - i) = M o + Cô = M .

D'où nous déduisons que Molo'o')M et ô' + ôo = 6 .

Le théorème2.l, caractérise entièrement les deux ensembles suivants :
o L'ensemble de tous les marquages courants possibles.
o L'ensemble des séquences de tirs conformes possibles.
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Le deuxième ensemble contient la séquence minimaleo', définie par le lemme 2.3,
minimale dans le sens de vecteur d'occurrence, qui peut être étendu en lui ajoutant la
séquence de transitions inobservables o'pour avoir le vecteur d'occurrence de toutes les
séquences de l'ensemble.

Le marquage correspondant à la séquence de tirs minimalo'sera appelé le

marquage observateur noté fuf , c'est-à-direMofo')Mo . D'après le théorème 2.1, tout

marquage courant possible M peut être atteint à partir du marquage observatetr Àrf par
le franchissement d'une séquence de transitions inobservables on . La figure 2.2, illustre
la relation entre le marquage observateur Atf et le marquage courrant possible M.

i r  6=ô '+6 '  ^ r

,r,>\ ..âo'e(ruo)-
M O

Figure 2.2. Relation A,f et M

Notons que pour caractériser l'ensemble de tous les marquages courants possibles,

il n'est pas nécessaire de coruraître la séquence oo de transitions observables. il suffit
pour cela de connaître le vecteur d'occurrence de oo. La politique optimale de contrôle,
peut être basée sur le vecteur d'occurrence de oo au lieu du vecteur d'occurrence de o.
Notons aussi que bien que la séquence minimaleo'n'est pas unique, le vecteur
d'occurrence minimal ô'= i est unique. Il en résulte donc un marquage observateur Atf
unique définissant le module observateur de la structure de la commande par

supervision

2.4 Politique de commande dans le cas général

En présence de transitions inobservables, le marquage d'état du système est
partiellement connu. L'approche de contrôle par retour d'état présentée dans [GRXO3b]
ne peut pas être utilisée vu que le marquage courrant M est inconnu. La politique de
commande doit être basée sur la séquence oo de transitions observables.

Considérons une séquence oo de transitions observable, pour déterminer la
politique de commande optimale nous nous intéressons à I'analyse du pire cas de
chaque spécification CGEM (w, k) avant le franchissement de toute transition
contrôlable /, c'est-à-dire g(w, oor; : MAX{wM*, W* eR"(N,M) et V M' e tut(cot)}.

Nous pouvons déduire à partir du théorème2.l, que l'observation et la supervision
sont indépendantes. Le marquage observateur correspondant à 6ot, noté Ld(oo/), peut
être utilisé pour l'analyse du pire cas de la manière suivante : g(w, cot) : G(w, A/f(dt))
avec G(w,A4) : MAX{wM*, W* eR"(N,lt4)).
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Avant de poursuivre, il faut noter qu'un problème de commande n'a pas de solution
dans les deux cas suivants :

. Si les spécifications sont violées suite au franchissement d'une séquence de
transitions incontrôlable depuis le marquage initial. C'est-à-dire, g(w,o) > Ë
pour oe (Tu")';

o Si à l'état initial, les spécifications sont violées. C'est-à-dire, g(w, 6) > k
pour o = r et où e représente la séquence vide.

Formellement, la politique de commande des graphes d'événement partiellement
observable se résume de la manière suivante :

Pour une séquence d de transitions observables, le franchissement d'une transition
contrôlable t à partir d'un marquage M est autorisé par le contrôleur si et seulement
s i ;
(i) t est franchissable à partir d'au moins un marquage courrant possible M, c'est-à-

dire lMew.(a\ | U[t);
(ii) G(w, A/f(dt)) Skpour toutes les spécifications CGEM (w, k).

L'application de la politique de commande optimale nécessite tout d'abord la
détermination des transitions contrôlables potentiellement franchissables. Pour cela,
nous définissons un nouveau réseau (lf , Mù composé uniquement de transitions
observables. Dans ce réseau, une place reliant deux transitions I et /' est rajoutée si et
seulement si il existe un chemin entre ces deux transitions, c'est-à-dire, d(Mo, t, t') * æ
dans le graphe d'événement initial (N, Mù.Une transition contrôlable r vérifie bien la
condition (l) de la Politique de commande, si et seulement si dt est franchissable dans
(N, Mo), ce qui est facilement vérifiable en ligne. L'application de cette approche
nécessite également une mise à jour continue du marquage observateur Af à chaque
franchissement d' une transition observable.

L'algorithme de la politique commande optimale est donné ci-dessous :

Algorithme 2.1.

Construire le réseau d'observation (If , Mo)
lrf : Mo
Calculer G(w, Arf) pour toute CGEM (w, k). Si G(w, I,f) > k pour au moins une

CGEM, alors pas de solution de commande et Fin algorithme.
Pour toute transition contrôlable t franchissable dans le réseau observation,
4.1. Déterminer le marquage observateur If (dt)
4.2. Calculer G(w, Irf (dt)) pour toute CGEM (w, k)
4.3. Interdire t si G(w, Ir,f (dt)) > k pour toute CGEM (w, k)

5. Attendre le franchissement d'une transition observable t
6. Mettre à jour le marquage du réseau d'observation ainsi que le marquage

observateur ]tf
7. Aller àl'étape 4

En terme de complexité, notre politique de commande décrite dans I'algorithme I est
polynomiale par rapport au nombre de transitions.

1.
2.
3.
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2.5 Solutions analytiques pour des cas spécifiques

La détermination de G(w, M) pour I'analyse du pire cas, est basée sur le calcul de
y(q,oo) représentant le pire cas relatif à une place critique q.En d'autres termes,
y(q, oo) est le nombre ma^:<imal de jetons que peut contenir la place q en rre franchissant
que des transitions incontrôlables après I'observation de la séquence oo. Formellement,

y(q, oo) : MAX{M*(q), VluI* €R"(N ,M et V M eflI(o")}.

Nous pouvons déduire du théorème 2.1 que y(q,oo): Y(q, IÆ) où Y(q, À/o)
représente le nombre maximal de jetons que peut contenir la place q en ne franchissant
que des transitions incontrôlables à partir du marquage observateur A,f . A partir de là, il
est clair que notre politique de commande dépend de I'analyse du pire cas. Dans la suite
de ce chapitre, nous utilisons les propriétés structurelles des graphes d'événements pour
développer des solutions analyiques pour une analyse plus efficace du pire cas. Les
résultats analytiques présentés dans cette partie, traitent la majorité des cas réels.

2.5.1 Propriétés structurelles des graphes d'événements

Les places critiques, les chemins d'influence et les zones d'influence caractérisent
les propriétés structurelles d'un graphe d'événements [GRX03b]. Les chemins
d'influence qui alimentent les places critiques en jetons d'une manière incontrôlable
sont ainsi définis :

DéJinition 2.6 (Jn chemin d'influence d'une place critique q, noté n1(q), est un chemin
élémentaire qui relie t à q telle que t est la seule transition contrôlable et donc
observable dans tout le chemin. L'ensemble de tous les chemins d'influence d'une ploce

critique q est noté I\q).

Soit le graphe d'événement représenté àla figure 2.3, où e6 est une place critique. Cette
place possède deux chemins d'influence représentés en foncé :

. n(qe) = h 8r h 4t tqQa,
o nz(Qù: tzSstqQo'



r-l Transition contrôlable

- Transition incontrôlable

Figure 2.3. Chemins d'influence de la ploce critique q6

Le marquage maximal que peut avoir une place q dépend du marquage du chemin
n(q) etplus précisément, du franchissement des transitions incontrôlables de ce chemin.
Soit O(q) l'ensemble des circuits élémentaires de transitions incontrôlables contenant la
place q. II(q) et O(q) définissent lazone d'influence de g.

DéJinition 2.7 Une zone d'influence Z(q) d'une place critique q est le sous-réseau de N
qui contient tous les sommets s, tel qu'il existe un chemin qui relie s à q et qui ne
contient aucune transition contrôlable excepté éventuellement s.

Bien entendu la zone d'influence d'une place critique q inclut toutes les places dont
le marquage peut être pris en compte dans l'évaluation du marquage du plre cas. La
zone d'influence de q englobe [(q) et A(q).

Figure 2.4. Zone d'influence de la place critique q6
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La zone d'influence Z(q) de la place critique q6 représenté à la figure 2.4 inclut les
deux chemins critiques îl(q6) : trSrhSt tqq6, et'IE2(q6): tzqst+qo.

Z(qà: {nr(qe), nz(qù}.

Soient h et gz deux places critiques. Elles sont dites fortement indépendantes s'il
n'existe pas de chemin contenant des transitions non contrôlables, qui relie q1 à qz ou
I'inverse, c'est-à-dire, qr e Z(q) et Az É Z(qr). Elles sont faiblement indépendantes s'il
n'existe aucun chemin d'influence ou circuit de transitions non contrôlables qui contient
les deux places, c'est-à-dire, 4t ê A(qù u II(qz) et qz e O(qr) u |I(qr). Sinon elles sont
dites dépendantes.

2.5.2 Contraintes CGEM avec une seule place critique

Pour respecter les spécifications de type états interdits représentées par des CGEM,
le superviseur doit inhiber les transitions contrôlables si leur franchissement mène à des
marquages dangereux. Dans les travaux de Ghaffari et al., [GRX03b], les auteurs ont
étudié le cas où le modèle du procédé G ne contient pas de transitions inobservables, le
superviseur doit évaluer en ligne le pire cas Y(q,I1) représentant le nombre maximum
de jetons accumulés dans q d'une façon incontrôlable à partir d'un marquage M.
L'expression analytique de Y(q, M) est donnée par le théorème2.2.

Théorème 2.2 Pour toute place critique q et tout marquage atteignable M de (N, Ms),

lrun
refT(q)

où

M(n)=MoQr)+o(t i)-o(q.), MololU, t i  représente la seule transit ion

contrôlable dans le chemin 1T (t""-+ q) et SB(q)=min Mo?t)représente la borne

structurelle de M(q) quand tous les circuits élémentaires a sont considérés, y compris
les circuits contenant des transitions contrôlables. On a SB(q) = max M(q).

MeR(N,Ms)

Dans le cas où le modèle du procédé G contient des transitions inobservables, le
superviseur ne peut pas déterminer l'état du système, puisque celui-ci est partiellement
observable, d'où la nécessité de faire appel au marquage observateur pour calculer le
pire cas.

Considérons le graphe de marquage (N, Ms) tel qu'il est représenté à la figure 2.5.
Dans cet exemple, la GMEC (r, k) est associée à la place critique q et w(q) > 0. La
transition t : ç1. e Tuo, t", représente la seule transition contrôlable dans le chemin
n(ti + fi et t"6t représente la première transition observable dans le chemin
6, (q.+tÇ,). ô; est appelé chemin de sortie de la transition q.. Nous appelons un chemin
de sortie d'une place critique q, un chemin élémentaire reliant q. àIapremière transition
observable t"ù . Il est clair qve to6i est la seule transition observable dans tout le chemin
6,(q.+t"a). L'évaluation du marquage de q au pire cas atteignable après l'observation

M (n),SB(q))Y(q,M)= *irr{
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de la séquence oo, c'est-à-dire, à partir du marquage observatew Lrf , revient à
maximiser les jetons accumulés dans q par le franchissement de transitions
incontrôlables à partir de ltf . Pour se faire, il faut déterminer le nombre de fois que q.
est franchie. Comme cette transition est inobservable, nous utilisons son chemin de
sortie pour calculer le nombre minimal de fois que celle-ci à été franchie.

Figure 2.5. Exemple étudié

Dans ces conditions, nous nous proposons d'établir I'expression analytique du pire
cas que peut avoir la place q en jetons de façon incontrôlable.

Théorème 2.3 Pour toute place critique q de (N, Mfi relatif à une contrainte (w, k)
(Nec w à 0 et toute séquence de tirs observable oo, il existe deux séquences ce(I). et
o-e(7o)- tel que P(o): oo, Moloo*\M* et nffq>: Y(q,Arf), avec

Y(q,Mo)= rnin{ 41,M"(ù, sa(q)}
I  zen(q)  ' - '  

J
où

M"(n) = Mo(n)+ ilt;1- i(q.), i co^*e défini à la section 2.3, SB(q) représente la

borne structurelle de la place q, c'est-à-dire SB(q) = filÉxMe^( *,uo1M(g) et lI(q)

l'ensemble de tous les chemins d'influence de la place q.

Ceci implique que g(w, oo ) = G(w, Mo) =w(q) Y(q, M")

Preuve : La preuve de ce théorème est directement obtenue depuis le théorème 2.2 ci-
dessus et le théorème 2 de [GRXO3b]. !

Y(q,Af) est évalué en ligne à chaque franchissement d'une transition observable. Pour
que la transition contrôlable t" soit tirée, il faut que son franchissement ne viole pas la
contrainte CGEM.

ç 1 c
I

t _
a l L
i
Yq
t

rc t:q.
J r .
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"61 n6i
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2.5.3 Contraintes CGEM avec plusieurs places critiques

2.5.3.1 Cas de places critiques indépendantes

Nous considérons dans cette partie les contraintes CGEM qui concernent des places
critiques indépendantes. Le pire cas pour une contrainte avec des places critiques
correspond à un marquage atteignable où chaque place contient un nombre de jetons
égal au marquage maximal incontrôlablement atteignable.

Théorème 2.4 Soit Cr(w): {qr Q2, ..., 8,} I'ensemble des places uitiques relatif àune
contrainte (w, k) avec w > 0. Si les places de Cr(w) sont indépendantes, alors pour toute
séquence de tirs observable 6o, il existe detn séquences oe(T)* et o*e(T"). tel que

P(o): oo, Moloo*\M* et û@): Y(q,, Àrf) avec

Y(q,Mo)= -it{ mjy,M"(fl, sa(q)}.
I aetl(q) )

Ceci implique que g(w, oo) : Z*@,) Y(q,, M") .
q'eCr(w)

Preuve : La preuve de ce théorème est directement obtenue depuis le théorème 2.2 ci-
dessus et le théorème 2 de [GRX03b]. E

Deux différentes situations de deux places critiques, Qt et Qz, indépendantes sont
représentées à la figure 2.6.
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Figure 2.6.Différents cas de places critiques indépendantes

2.5.3.2 Cas de places critiques dépendantes

Dans cette partie, nous considérons uniquement le cas où les contraintes CGEM
concernent des places critiques q; dépendantes sur un même chemin L et ayant un même
coefficient de pondération w;(q;) : C pour une contrainte C à 0. Les places critiques
considérées sont réparties sur un même chemin Z contenant uniquement des transitions
inobservables ou incontrôlables. Pour déterminer le pire cas, nous transformons une



telle CGEM en une équivalente avec une seule place critique qy etvn coefficient de
pondérationw(ql): C (figure 2.7).

DéJinition 2.8 Un chemin critique est un chemin élémentaire L : h teztz... qnt* tel
que les transitions tr, ..., t1-1 sont des transitions inobservables ou incontrôlables
sachant que 7"" c.T'et les places Qr, ..., Qn sont des places critiques conespondant à
une contrainte (w, k). Une place fictive gt telle que .gL : .Qr, Qr. : gn ,
wr(qù:Max(wi(q)) pour i:1,...,n et Ms(q) : Mo(q) + ... + Mo@J, ,ri un, plàce
équivalente à L.

Figure 2.7. Cas de plusieurs places critiques dépendantes

Théorème 2.5 soit L : gfiflztz...tn-rQn un chemin critique d'un graphe (N, Ms).
Supposons qu'une place Jïctive Q7 ctssociée à L est ajoutée au réseau (U, Uo) La place
fictive Ql est une place redondante et pour tout marquage atteignable M, M(qù : M(qù
+ ... + M(q).

Preuve :
En ajoutant la place 8r, le réseau reste toujours un graphe d'événements. Par

conséquent, d'après la propriété 1, pour tout marquage M atteignable dans le nouveau
réseau tel que M oto)M, M (q r) = M o(q ) + d(oqr) - 6(q,.) = M (q) + ... + M (q,). ll
est donc évident gue Qr. est une place redondante puisque M(q) > M(q,). D

Notons que la place ql telle qu'elle est définie par la déf,rnition 2.8 est une place
redondante qui n'affecte en rien les marquages atteignables dans (N, Ms). par
conséquent, I'analyse du pire cas pour la contrainte (w, k) dont les places critiques
forment un chemin critique I peut être simplifiée en introduisant une place équivalente
q6 c'est-à-dire on remplace les termes d'une spécification GGEM cM@j * ... +
CM(q") relative à un chemin critique L par CM(qù.

En utilisant une place équivalente fictive q1,l'analyse du pire cas atteignable d,une
contrainte CGEM relative un chemin critique l, peut être transformée en une analyse du
pire cas atteignable de CGEM relative à une seul place critique qr. Le théorèm e2.3 peut

Q t .

t 6 l
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donc être utilisé pour l'évaluation du pire cas de contraintes CGEM relatives à plusieurs
chemins critiques avec des places équivalentes indépendantes.

2.6 Commande d'une cellule automatisée d'assemblage des
tiges de piston

La cellule automatisée d'assemblage des tiges de piston étudiée dans [MA99] est
considérée comme un exemple d'illustration de I'approche proposée. Le modèle réseau
de Petri du procédé est représenté à la figure 2.8. Le tableau 1 fournit la signification
physique de chaque place. L'assemblage nécessite I'intervention de deux types de
robots. Trois robots 5-380 sont employés pour préparer et aligner les pièces à
assembler, et trois robots M-l permettant de fixer le chapeau sur la tige du piston. Nous
considérons que les robots M-l sont contrôlés par un autre superviseur indépendant.
Dans ce cas, les transitions t6, tz, et /5 sont considérées comme des transitions
inobservables par notre superviseur.

Légende:

Et Transition contrôlable

Transiti on incontrôlabl e
@t Transition inobservable

ts Pa ts

Figure 2.8. La cellule automatisée d'assemblage des tiges de piston

Tableau 2.1. Description des places de la figure 2.8

Trois contraintes CGEM sont considérées :

a) M(ps) + M(pù <2
b) M(pz) + M@ù -< 3
c) M(ps) + M(pà + M(pz) + M(1t) -< 3

Ces CGEM traduisent des contraintes de capacité sur le nombre disponible pour les
outils de maintiens,les robots S-380 et les robots M-1.

PI Le bloc moteur et le vilebrequin sont prêts à être traités.
Pz Le robot S-380 alisne le vilebreouin.
Ds Le robot S-380 met la tise du oiston dans la zone de travail.
Pt Le robot M-l prépare le bloc moteur.
Ps Le robot M-1 prend I'outil de maintient des pistons.

Pa Le robot M-l tire la tige du piston dans le bloc moteur, rend I'outil de maintient.
Pz Le robot M-l place un chapeau sur la tiee du piston.

PA Le robot M-l fixe le chapeau à la tiee du piston.
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La CGEM (a), M(ps) + M(pà -12,les places critiques ps et pd ont gn même poids
wi :w6 : .l et représentent un chemin critique 27. Une place équivalente QLt de poids
wlt :1 est ajoutée (figwe 2.9).

Figure 2.9. Place q11 équivalente alffi deux places critiques ps et pa

Considérons la place équivalente 8u et son chemin d'influence ts Qn,pour déterminer le
pire cas, nous utilisons le théorème2.3.

g (q  u ,  oo )  =  Y (q  u ,Mo)  =  M o@ )  +  *Q)  -  i ( r r ) .

D'après la définit ion de-f ,  g(grt, oo)= Mr(n,)+o(t) -(o(rr)-d(M,tr,tn1)* .

Comme Mo@t) = 0 et d(Mo,tt, tg) = 0 alors :

g(Q t t ,  oo )  = o(tr)  -  o(tr) .

La CGEM (b), M(pù + M(pù -(3, les places critiques pz et ps ont un même poids
w2:w3: I et représentent un chemin critique L2.Une place équivalente QLz de poids
wL2 : / est ajoutée (f,rgure 2.I0).

Figure 2.10. Place qp équivalente qLffi deux places critiques pz et ps

Pour déterminer le pire cas, concernant la place QLz et son chemin d'influence t2qp,
en appliquant le théorèm e 2.3, g(Q rz, oo ) = Y (q p, M o 

) = M o@ ) + i (t r) - .i (t ), et
de la même manière de résolution que pour la CGEM (a):

g (8n ,  oo )=o ( t ) - o ( t ù .

12.rl

ï2.21

La CGEM (c), M(pù + M(pà + M(pù + M(pù -(3, les places critiquesp5, po, pt et
p6 ont un même poids w5 :w6: w7 :wE: I et représentent un chemin critique I:. Une
place équivalente Qr.s de poids wB : / est ajoutée (figure 2.lI).
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Figure 2.11. Place q6 équivalente aux places critiques p5, p6, pz et pt

Pour déterminer le pire cas, concemant la place QLt et son chemin d'influence /sq6,

en appliquant le théorèm e 2.3, g (8 B, oo ) = Y (8 n, M o 
) = M o(1T t7 + X çt 11 - I çt n7, et

de la même manière de résolution que pour la CGEM (a):

g(Q n, oo) = o(ts) - o(tù . 12.31

D'un point de vue contrôle, le superviseur évalue en ligne les prédicats [2.1]-[2.3].
Connaissant le marquage init ial Mo:(2,0,0,0,0,0,0,0)t du graphe d'événement N,
pour toute transition contrôlable et franchissable, le superviseur doit garantir le respect
des contraintes suivantes :

o ( t ) -o ( r )<2

o(t)-  o( to)  <3

2.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode simple et efficace de complexité
polynomiale pour résoudre le problème d'états interdits des graphes d'événement en
présence de transitions incontrôlable et ou inobservables. Les spécifications du contrôle
sont données sous forme de contraintes linéaires de type CGEM. L'algorithme de la
commande par supervision développé résume la politique de commande optimale qui
permet de décider en ligne l'autorisation ou l'inhibition des transitions contrôlables afin
que le système respecte le comportement admissible maximum permissif.

Avant d'autoriser le franchissement d'une transition contrôlable r à partir d'un
marquage M, le superviseur détermine le marquage du pire cas potu une contrainte
donnée. Ce marquage est atteint par une séquence de transitions incontrôlables et
correspond à une valeur maximale de la contrainte. En présence de transitions
inobservables, le superviseur ne peut pas connaître le marquage courant du système. Un
module d'observation est alors proposé permettant de déterminer le marquage
observateur trf utilisé pour le calcul du pire cas. Ainsi, I'approche proposée dissocie
l'observation de la commande. Le modul de commande se charge d'inhiber la transition
contrôlable / si cette dernière viole la contrainte. L'application de cette approche
nécessite une mise à jour continue du marquage observateur Ùf à chaque
franchissement d'une transition observable. Cette tâche est réalisée par le module
d'observation.



Chapitre 3
Commande optimale des réseaux de Petri

p artiellement observables

Dans ce chapitre, nous présentons une approche de synthèse des
contrôleurs RdP pour Ie problème des transitions d'états interdites. Notre
approche repose sur la théorie des régions pour des modèles Rdp
généralisés bornés. Elle intègre la notion de réversibilité ayec les
contraintes d'incontrôlabilité et d'inobservabilité des événements et
détermine un contrôleur RdP maximum permissif, quand il existe. Le
contrôleur est un ensemble de places de contrôle qui peuvent être pures ou
impures. La première étape, basée sur la théorie de Ramadge-wonham,
détermine le graphe d'atteignabilité observable rffiné et contrôlé. Dans la
deuxième étape, nous utilisons la théorie de régions pour déterminer un
ensemble de places de contrôle à ajouter au modèle Rdp initiat. Ces places
de contrôle garantissent le comportement désiré. Les résultats de cette
partie font l'objet de la publication [ARX14*J.

5 I
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3.1 Introduction

Une méthode de synthèse de contrôleur RdP a été développée au sein de notre
équipe et présentée dans [GRXO3a]. La méthode est valable pour tout modèle RdP
généralisé et borné. L'approche proposée construit dans un premier temps, le
comportement admissible non bloquant mæ<imum permissif, puis s'appuie sur
l'utilisation de la théorie des régions pour la synthèse de contrôleurs RdP. L'ensemble
des transitions est subdivisé en deux sous-ensembles disjoints : f l'ensemble des
transitions contrôlables et T' celui des transitions incontrôlables.

Dans ce chapitre, proposons une approche de synthèse des contrôleurs RdP en
intégrant la contrainte d'observabilité. Les travaux présentés dans [GRXO3a] sont
étendus à la synthèse des contrôleurs pour les systèmes modélisés par des réseaux de
Petri partiellement observables. L'ensemble des transitions incontrôlable est donc
subdivisé en deux sous-ensembles: 7o l'ensemble des transitions observables et Tuo
celui des transitions inobservables. En présence de transitions inobservables, la synthèse
des contrôleurs RdP devient une tâche plus difficile puisque l'état réel du système
devient partiellement connu.

Ce chapitre est organisé comme suit. La section 2 présente des définitions et des
notations utilisées dans ce chapitre. Le problème d'observabilité est traité dans la
section 3.La section 4 présente l'approche de synthèse proposée. Une application de
l'approche de synthèse sur un exemple de système de production est donnée dans la
section 5.

3.2 Définitions et notations utilisées

Cette section présente des notations, des définitions ainsi que quelques propriétés
qui seront utilisées dans la suite de ce chapitre.

L'ensemble des transitions considéré T : T u 7o est subdivisé en transitions
contrôlables (7') et transitions incontrôlables (7*). L'ensemble T" : f uTuo et lui aussi
subdivisé en deux sous-ensembles, celui des transitions libre çt'l etcelui des hansitions
inobservable (7"').Il faut noter que To ç7o et que f : T ut' rcprésente I'ensemble
des transitions observables.

Dans la suite du chapitre, la notation x[t) (x[t) x') signifie que la transition f est
franchissable à partir de l'état x (et mène à l'état x'). Cette notation est étendue aux
séquences de transitions c'est-à-dire xIo) et xIo) x' .

La projection observable est aussi utilisée dans ce chapitre. Comme définition, nous
considérons celle proposée dans la littérature par Cassandras et Lafortune [CL99], à
savoir, la projection observable est une fonction P : t'-+(f). avec :

s i  t  eTo

s i  t  eT "o

P(e) :: e
(

Pç t1 :=  ] t
Lr

P(ot) := P(o)P( t )  pour  o eT*, t  eT



3.3 Comportement admissible contrôlable

Notre approche traite de la synthèse des contrôleurs RdP pour le problème de
transitions d'état interdites. Le problème de type transitions d'éiat interdl:ites est plus
général que le problème classique d'états interdits. En effet, dans ce type de problàne,
des transitions d'états peuvent être interdites sans pour autant q.r. i.r états qu'elles
engendrent ne soient forcément des états interdits.

Le comportement admissible du système contrôlé est déterminé à partir de
I'approche de Ramadge-Wonham (R/W) en prenant l'état initial comme unique état
marqué pour garantir la réversibilité du procédé. Dans notre approche, le marquage
initial est supposé connu.

3.3.1 Observabilité du procédé

La synthèse des contrôleurs pose un problème d'observabilité dans le cas des
systèmes partiellement observables. Pour mettre en évidence ce problème, nous
considérons I'exemple 3.1 décrit ci-dessous.

Exemple 3.1 : Soit le réseau de Petri de la figure 3.1. A partir du marquage initial (1, 0,
0, 0)' et après le franchissement de la hansition 4, î'élrrt réel du pÀcédé devient
inconnue. En effet t2 et fu sont deux transitions inobservables. Le jeton peut être dans la
place p2, ou dansp3 ou danspa.

-, Transition contrôlable
- Transition incontrôlable
* ?ansition inobservable

Figure 3.1. Modèle réseau de Petri avec des transitions inobservables

Les séquencss d1: tr, oz= tf2 et 03: t(3 ont une même projection observable :
P(où:P(oz):P(où= oo:/1. Selon la définit ion 2.5 du chapitre 2, I 'ensemble de
tous les marquages courants possibles atteignables à partir de \vio par une séquence de
transitions conforme par rapport à oo, gul(oo = tù: {Mt:(0, l, 0, 0),, Mz=(0,0, l, 0)t,
Y1:(0,0, 0, 1)t). En d'autres termes, le marquage réel du réseau peut être M1 , M2 otr
M.

3.3.2 Le graphe d'atteignabilité observateur

Le graphe d'atteignabilité RG(À/, Ms) est utilisé pour modéliser le comportement
d'un réseau de Petri- \N, Uù bomé et pour la synthèie du contrôleur. En prèsence de
transitions inobservables, le marquage des états du procédé devient partiellement connu
et le graphe d'atteignabilité ne peut plus être utilisé directement pour la synthèse. pour
cette raison, nous nous sommes proposé de transformer le graph" d'utt.ignabilité en un
graphe d'atteignabilité observateur, noté RGo(N, ys1, pour reprérrni., toutes les

Pztzuo

Pc13uo
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séquences possibles. L'algorithme 3.1 issu depuis des travaux de Cassandras et
Lafortune [CL99] est utilisé pour déterminer le graphe d'atteignabilité observateur.

Chaque næud du graphe d'atteignabilité RG(//, M6) représente t13 marquage d'état.
Par contre, chaque næud du graphe d'atteignabilité observateur RG"(,À/,ys), représente
un ensemble de marquages d'états possibles. Comme le modèle réseaux de Petri (N, Mo)
est bomé alors le graphe d'atteignabilité est fini est par conséquent, le graphe
d'atteignabilité observateur est aussi fini. La construction du graphe d'atteignabilité
observateur RG'(N,yo) est basée sur I'hypothèse que le marquage initial est connu ainsi
que les définitions suivantes.

Déftnition 3.1 Soit R"o(x) I'ensemble des états indistinguables par rapport à un
marquage de réseau de Petri x. En d'autres termes, R"o(x) représente I'ensemble des
états atteignables à partir de l'état x en franchissant seulement des transitions
inobservables. Formellement, R"o(*): {x'€ RG(ry Mùl I o e (T"o)- tel que x[o) x'].
Pour un ensemble ^S, R"(S) : UR"(r).

.xeS

Dans l'exemple précédent, il est clair qu'un état de l'observateur ne peut être
modifié que suite au franchissement d'une transition observable. Chaque état de
I'observateur représente un ensemble d'états du procédé. Dans la suite de ce mémoire,
les états de l'observateur sont appelés macro-état et les états du procédé micro-état. Plus
précisément, chaque macro-état y correspond à un ensemble de micro-états
indistinguables. Par conséquent, le macro-état initial .lzo de l'observateur correspond à
l'ensemble des micro-états R"(rg) qui sont des états atteignables à partir de l'état initial
xo ptr le franchissement de transitions inobservables.

DéJïnition 3.2 Une transition t est dite franchissable à partir d'un mauo-état y si t est

franchissable à partir d'au moins un micro-état x de y c'est-à-dire, 1x e y et t € T tel
que x [t).

DéJinition 3.3 Le franchissement d'une transition observable t à partir d'un macro-état
y mène à un macro- état y' défini comme suit :

y':  uR"o (x')
xey

xlt)x'

où y' représente l'ensemble des micro-états atteignables à partir du micro-état x de y en
franchissant d'abord Ia transition observable t suivie de transitions inobservables.

Remarque 3.1

Deux macro-états / et y' sont considérer cofirme étant le même macro-état s'ils ont
le même ensemble de micro-états.

La construction du graphe d'atteignabilité observateur RGo(ll, yo) de RG(N, Mo) est
résumée par l'algorithme suivant :
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Algorithme 3.1 : La construction du graphe d'atteignabilité observatear

Soit à construire le graphe d'atteignobilité observateur RGo(N, yù du réseau de
Petri (N, M6) à partie du graphe d'atteignabilité RG(N, M0)

1. Définir le macro-état initial yo: R"o(xo)
2. Pour tout macro-état y inexploré et pour toute transition observable t

franchissable à partir de y, déterminer le macro-état y' obtenu enfranchissant t
à partir de y.

3. Si y' existe, ajouter un arc (y, y) étiqueté t, sinon, ajouter un nouveau macro-
état y' dans le graphe d'atteignabilité observateur puis ajouter l'arc $t, y)
étiqueté t.

4. Si il existe au moins un macro-état inexploré, aller à l'étape 2. Sinon, Fin.

Utilisons l'algorithme 3.1 pour déterminer le graphe d'atteignabilité observateur
RGU(N,yo) du modèle réseaux de Petri de l'exemple 3.1 (figure 3.1). Le graphe
d'atteignabilité RG( 1, Ms) du réseau est donné à la figure 3.2.a. Le macro-état initial ye
esty6 : R"o(xo): {r0}. Latransition /r est la seule transition observable franchissable à
partir deys et menant à un macro-étatyl défini comme suit :

/r: U R"o (*') =4uo(vt):{xr, Xz, XE}.
xey0

rtrr)r'

Comme aucune transition observable n'est franchissable à partir de y;{q,xz,xt}
alors la construction est terminée. Le graphe d'atteignabilité observateur RGo(Àl,ys) est
donné à la figure 3.2.b.

Si le franchissement d'une transition observable /' mène du macro-état y au macro-
étaty' alors on dit que y' est atteignable à partir de y et on notey [to)y' .

Figure 3.2, Graphe d'atteignabilité RG(14 Mo) et graphe d'atteignabilité observateur
RGo (N, yo) de I' exemple 

-3. 
I

Remarque 3.2

Le franchissement d'une transition observable to àpartir d'un macro-étaty mène à
ur autre macro-état même si t' est franchissable depuis plus qu'un micro-état de y.
Ceci implique que la relation d'atteignabilité d'un graphe d'atteignabilité

xo 
'Yo:{ro}

I  r, 
'v 

l \*v'
l l

- D  l ' - '

n7\'" It \
xz x3 !t={xt xz, xl}

(b)(a)
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observateur RGo(N,y6) est une représentation globale des différentes relations de
micro-état-transition dans le graphe d'atteignabilité RG(N, Mù.

En résumé, le franchissement d'une transition inobservable fo à partir d'un micro-
état xi mène à un micro-état xi appartenant au même macro-état. D'un autre côté, le
franchissement d'une transition observable to àpartir d'un macro-état y mène à un autre
macro-état y'.

3.3.3 Le graphe d'atteignabilité observateur raffiné

Cette section introduit le graphe d'atteignabilité observateur raffiné RGRo(N,yo) qui
est un graphe d'état obtenu par raffinement du graphe d'atteignabilité observateur
RG"(N, yo). Ce raffinement consiste à introduire les transitions inobservables entre les
micro-états dans l'objectif d'étudier par la réversibilité du procédé. Plus précisément,
chaque macro-état y comporte tous les næuds qui représentent ses micro-états ainsi que
toutes les transitions inobservables qui les relient entres eux. Le graphe d'atteignabilité
observateur raffiné est équivalent à la composition synchrone de RG(N, Ms) et
RGo(N,yù.La figure 3.3 ieprésente le graphe d'atteignabilité observateur raffiné de
l'exemple 3.1.

Figure 3.3. Graphe d'atteignabilité observateur rafiné RGR'TN,yù de l'exemple 3.1

3.3.4 Le graphe d'atteignabilité observateur contrôlable

Cette section s'intéresse au comportement admissible contrôlable représenté par le
grap-he d'atteignabilité observateur contrôlable RGcoçN,ys\. La détermination de
RG'"(i/,ye) est basée sur les transitions d'états interdites, la condition de vivacité en
tenant compte des transitions incontrôlables / inobservables.

Déftnition 3.4 Un macro-état est dit interdit si au moins un de ses micro-états est
interdit. Soit Yr l'ensemble des macro-états interdits.

DéJinition 3.5 Un macro-état est dit dangeretn si il mène d'une manière incontrôlable
à un macro-état interdit. Soit Yp l'ensemble des macro-états dangereux.

Les ensembles Yp et Yp sont directement déterminés à partir du graphe
d' atteignabilité observateur raffin é RGR0 (N, y s).
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Délïnition 3.6 Le sous-Graphe vivant (scl) est un sous-graphe de RGRo(/v, yo)
contenant tous les macro-états yi dont tous les micro-états xi p€uvent menés au micro-
état xs représentant le marquage initial.

Déftnition 3.7 Un macro-état est dit bloquant si au mois un de ses micro-état mène
d'une manière incontrôlable en dehors du Sous-Graphe Vivant du graphe
d'atteignabilité observateur rffiné RGRoçN, yù. Soit Ys l'ensemble des macro-états
bloquants.

En d'autres termes, un macro-état est dit bloquant si au moins un de ses micro-états
est bloquant.

La détermination du comportement admissible maximum permissif consiste à
déterminer et enlever de manière itérative tous les macro-états interdits, dangereux et
bloquants jusqu'à la convergence vers w SGV qui ne contient ni des macro-états
interdits, ni dangereux et ni bloquants. La construction du SGV rcprésentant le
comportement admissible maximum permissif et non bloquant est donnée par
I'algorithme suivant :

Algorithme 3.2 : La construction du Sous-Graphe Vivant

Soit à construire le Sous-Graphe Vivant représentant le comportement admissible
maximum permissif et non bloquant à partir du modèle RdP (N, Ms) du procédé à
superviser ;

I. Générer le graphe d'atteignabilité RG(N, tufiù fu modèle Rdp (N, Mù du
procédé à superviser.

2. Générer le graphe d'atteignabilité observateur RGoqN,ys).
3. Construire le graphe d'atteignabilité observateur rffiné RGR'çN, ys\.
4. Définir l'ensemble des macro-états interdits Yp.
5. Identffier l'ensemble des macro-états dangereux Yo en explorant RGRo(N, ysy.
6. Déterminer lg^Braphe d'atteignabilité observateur contrôlable RGco(N,ys1

dérivé de RG^"Ç{,yo) en supprimant Yp.
7. vérifier si RG'u(N,ys) est un sous-Graphe vivant à fin de respecter la

contrainte de vivacité.
7.I. Si RGco(N, yù est un SGV alors aller en 10.
7.2 Si RGco(N, ys) n'est pas un SGV alors calculer te SGV.

8. Remplacer RG"'(t/, yo) par le sGV déterminer dans 7.2 et remplacer yF par
l'ensemble des macro-états n'appartenant pas au SGV.

9. Aller à l'étape 5.
10. RGco(N,y6) est le comportement admissible.

L'algorithme 3.2 permet de déterminer le contrôleur maximum permissif puisque
uniquement les macro^-états dangereux et les macro-états bloquants sont éliminés. Le
SGZ est noté RGj^u(N,lù et représente le graphe d'atteignabilité observateur
contrôlable. Le RGco(/V, yo) est utilisé pour générer È contrôleui RdP, sous forme de
places de contrôle à intégrer au modèle RdP du procédé. Soient 11 I'ensemble des
macro-états de RGco(N,yo) et Ç) l'ensemble des macro-état-transitions menant en
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dehors de RGcoçN,ye). Formellement, l'ensemble des macro-état-transitions à interdire
par le contrôleur est O: {(y,t) lylt>y'nleYy Ay'eI!,}. Les éléments de f) sont
appelés des instances de séparation.

3.4 Synthèse de la commande

Les problèmes d'états interdits et les problèmes de transitions d'état interdites
(Ghaffari, et a|.2003) pour les réseaux de Petri bornés (N , Mù peuvent être résoluts par
I'ajout de places de contrôle p, définit pas MsQ)),C(p", .),C(p,, .)) où Mo(p,) est son
marquage initial et C(trt,,.) (respec. C(p",.)) est le poids des arcs à partir des transitions
de l/ vors pc (respec. à partir d" p" vers les transitions de N). La contrainte
d'observabilité fait que la place de contrôlep" ne peut être connectée qu'aux transitions
observables.

3.4.1 Préliminaires et relations

L'approche de synthèse de la commande proposée dans ce chapitre, tient en compte
des transitions d'états interdites, de la condition de vivacité ainsi que des transitions
incontrôlables / inobservables. L'objectif est de déterminer le comportement admissible
contrôlable à partir du graphe d'atteignabilité observateur rafflrné RGRo(N,ys) et des
spécifications qui sont exprimées par des transitions d'états interdites. Enfin, pour
l'obtention du contrôleur RdP optimal, si il existe, nous utilisons la théorie des régions
introduite par Badouel et Daroundeau [BBD95] [8D99] [BBD97].

Considérons le modèle RdP (N,Mfi^flu procédé à superviser et son graphe
d'atteignabilité observateur contrôlable RG'"(N,ys). Pour toute placeT et pour toutes
transitions observables / franchissable à partir d'un macro -étaty de RGtu(l/, y6) :

y ' (p )=y(p)+C(p , t ) ,

V0-1y) e RGco (N,yo)

ZC(p, t ) . fV l=0,  Yy e S

[3.1]

où.yo est le macro-état initial, C(p, .) le vecteur d'incidence de p et y' le macro-état
atteint par I'arc t àpartir de y.

Considérons maintenant un cycle non orienté y du graphe d'atteignabilité
observateur contrôlable RG'"(N,yo).En appliquant l'équation d'état [3.1] aux différents
næuds de y, puis en les sommant, cela donneru l'équation de cycle suivante :

13.21

où ilt) représente la somme algébrique de toutes les occurrences de f dans y et ^S,
l'ensemble des cycles non orientés de RGco(ff, ys).

v(p) = vo@)+c(p,) f  , ,
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où f/ représente le vecteur algébrique de tirs de lr. L'atteignabilité de tout macro-état
y de RGco(N,y6) implique la condition d'atteignabilité suivante :

yo@)+c(p,.)1, >0,

Vy e RGco (N,yo)

y"o(p,) + C,(p,,)i, + C,(p",t) <0,

V(y-\ y') e C)

La relation [3.4] est appelée condition de séparation.

t3.31

Lemme 3.1 Toute place de contrôle prdu réseau contrôlé doit satisfaire les deux
relations [3.2] et [3.3].

3.4.2 Place de contrôle pure

Dans le but d'obtenir exactement le comportement désiré, pour toute instance de
séparation 01y) de Ç), tel que y est un macro-état admissible de RGcoçN,ys) et t,
une transition contrôlable à interdire à partir de y. Le franchissement de / est interdit par
l'ajout d'une place de contrôle p". Si pc est une place de contrôle pure alors le
franchissement de / est interdit à partir de y si et seulement si :

13.41

Théorème 3.1 Le comportement désire RGco peut être obtenu par l'ajout de places de
contrôle pures au réseau RdP (N, Mfi initial si et seulement si il existe une solution
0"0(p,), C,(p", .)) qui satisfait les condition [3.2],13.31 et 13.41pour toute instance de
séparation de Q.

Preuve :
(e) Considérons le réseau contrôlé (N,, M"o) : (N, Mo) v {p"\.Puisque toutes ses

places vérifient les conditions (2) et (3), toutes les transitions d'état dè RGco sont
franchissables. Donc RGco ç R(l/r, M"o). De plus, toute instance de séparation de
l'ensemble Ç), n'appartenant.pas RGco est empêchée par le marquage d'une place de
contrôle. Par conséquent, RG": R(N., M.o).

(=) Supposons que le marquage d'atteignabilité du réseau contrôlé (Nr, M"6) est
exactement RG'". Chaque place du réseau (N" M"ù vérifie alors nécessairement les
conditions 13.21et [3.3] et pour chaque instance St, t) de Ç), / est forcément non validée
par le marquage d'une certaine place p", ce qui satisfait la condition de séparation [3.a].

E

L'Algorithme 3.3 ci-dessous résume la méthodologie de synthèse à base de places
pures pour un comportement maximum permissif et non bloquant.
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Algorithme 3.3 : Synthèse des places de contrôle pures

Soit RGco le comportement désiré et (t I'ensemble des instances de séparation.

L Déterminer I'arbre de recouvrement de RGco et I'ensemble de ses cvcles de
bases.
Générer les équations de cycle de base 13.21en utilisant la méthode de Gauss.
Générer la condition d'atteignabilité 13.3) pour chaque mauo-état y de RGco.
Tant que A * A, Faire :

4.1. Générer la condition de séparation [3.4] pour chaque instance de
séparation fg, t) de Q.

4.2. Résoudre le système linéaire composé des relations f3.21, [3.j] et
13.4).

Soit Qt"sQ)à, C,(p,, .)) la solution coruespondante.
4.3. Eliminer toutes les instances de Q qui peuvent être résolues par

(!"0(p), C"(p", .)).
FIN Tant que.

5. Eliminer les places de contrôle redondantes.

Les places de contrôle pures ne peuvent pas résoudre tous les problèmes de
transitions d'état interdites. Dans certains cas, il n'est pas possible de déterminer un
contrôleur RdP avec uniquement des places de contrôles pures. Le problème suivant en
est un exemple.

Exemple 3.2 : Considérons le modère réseau de Petri de la figure 3.4.a. Les transitions
/luo et /3uo sont inobservables. La spécification de commande est d'interdire le
franchissement de tz si h est franchi, c'est à dire, interdire le franchissement de /2 si les
places h et p+ sont vides. Le graphe d'atteignabilité observateur raffiné RGRo(N,ye) est
donné à la figure 3.4.b et le graphe d'atteignabilité observateur contrôlable RGcoçN,ys1,
sans tenir compte de la contrainte de vivacité, est obtenu en interdisant t2 à partir d" yr.
Le problème de transition d'état interdite revient à considérer I'instance de

séparation( yz-4 y) . Supposons que le problème peut être résolu par une place de

contrôle pwe p".

/^uo. 3

2.
3.
4.

Pr

fruo

D)

t2

NI

P4

t+

Trans it i ons c ontr ô I ab I e s

Transitions inobs ervable s

(a) (b)

Figure 3.4. Problème de transition d'état interdite
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Utilisons de la théorie des régions pour déterminer la place pr. Le comportement désiré
ne contient pas de cycle, p" doit donc satisfaire le système suivant :

Les conditions d'atteignabilité de tout macro-état y de RGco(N, ys) :

(3. t )  yo:  y,o(p)> 0
(3.tt) yt : t"o(p)+ C,(p",tr)20
(3.i i i) yz: y"o(p) + C"(p,,to)>-0
(3.lv) yt : y,o(p) + C"(p,,t2) + C"(p",t+ ) > 0

La condition de séparation :

(3.v) (yz--\ y) : y,o(p") + C"(p"Ja) + C"(p,,tr) <0

Le système linéaire (3.i)-(3.v) représente un ensemble de conditions
contradictoires. Le problème de transition d'état interdite considéré n'admet pas une
solution sous forme de place de contrôle pure. Cependant, il existe pour ce problème
une solution sous forme de place de contrôle impure comme il est montré dans la
section suivante.

3.4.3 Place de contrôle impure

Une place impure est une place pour laquelle il existe au moins une transition qui
est en même temps transition d'entrée et transition de sortie. Pour une instance de
séparation @, t) de l'ensemble C), seules les places impures ayant une boucle contenant
la transition / et cherchant à interdire le franchissement de r à partir de y sont
considérées. Une place de contrôle impure p, gvi interdit I'instance de séparation $t, t)
est caractérisée par son marquage initial !"0(p), son vecteur d'incidence C"Qt", .) et
C"-(pr, r) le poids de I'arc sortant vers t.

En considérant une place de contrôle impure p", les conditions (3) le sont plus
suffrsantes pour garantir I'atteignabilité des macro-états du graphe RGcoçN,yù.La
place p, doit satisfaire d'autres conditions supplémentaires. Ainsi, il en résulte

Y "(P,) 
= !"0(P ) + c 

"(p,'.)f ,, 
2 c 

" 
(p 

",t),
vy,lt) dans RGco (i/, yo)

[3 .s]

La condition de séparation de I'instance 0, t) par la place impure pc devient :

y,o(p,)+C"(p",) f  ,  <C"(p", t )  t3.6]

Les conditions [3.2], [3.3], [3.5] et [3.6] sont nécessaires et suffrsantes pour
I'existence d'une place de contrôle impure interdisant (y, r).
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Thëorème 3.2 Le comportement désiré RGco peut être obtenu par I'ajout de places de
contrôle impures au réseau RdP (N, Mfi initial si est seulement si il existe une solution
(!,0(p), C,(p", .), C"(p" t )) qui satisfait les condition 13.21, [3.3], [3.5] et 13.61pour
toute instance de séparation de Q.

La preuve de ce théorème est similaire à celle du théorème 3.1 pour l'existence de
place de contrôle pures.

Exemple 3.3 : Considérons de nouveau le problème de transitions d'état interdites de la
figure 3.4. Ce problème peut être résolut par l'ajout d'une place de contrôle impurep, si
et seulement si p" satisfait les conditions (3.i), (3.ii), (3.iii), (3.lv) ainsi que les deux
conditions suivantes :

(3.v i )  y"o(p,)> C" (p, , tz)

(3.vii) y"o(p") + C,(p,,ta) < C, (p,,tz)

Une solution possible est tel gue %o(p.) 
-- l, C,(p", t+) : -1, C"(p", tz) : 0 et C"'

(p", tz): 1. Le réseau contrôlé est donné à la figure 3.5.

t-r Trans itions contrôlables

rs ?an sitions inobservables

Figure 3.5. Solution pour le problème de transition d'état interdite de laJigure 3.4.

La combinaison des conditions [3.5] et [3.6] relatives à l'instance de séparation
(y, r) permet d'écrire la condition suivante :

Pt

t3uo

Pq

tq,

Pt

/r uo

Pz

t2

t-  -  \
C(p", . ) \ f  ,  

- l  
M. )> 0,

VMlt) dans RGco(N,Mo)
13.71

Remarque 3.3

La condition [3.7] permet d'affirmer qu'il existe une place de contrôle impure
résolvant une instance de séparation (y, r) si et seulement si le système linéaire
constitué par les relations 13.2] et [3.7] admet une solution.

Pour déterminer une place de contrôle impure, nous commençons par déterminer
son vecteur d'incidence en résolvant le système de conditions [3.2] et13.7)puis son
marquage initial et le vecteur de poids C"-(p", r) tels que la place est une solution
faisable des équations d'atteignabilité [3.3] et [3.5]. La démarche de détermination
d'une place de contrôle impure est résumée par l'algorithme suivant :



Algorithme 3.4 .- Synthèse des places de contrôle impures

Soit RGco Ie comportement désiré et Q l'ensemble des instances de séparation.

I' Déterminer I'arbre de recouvrement de RGco et l'ensemble de ses cycles de
base.
Générer les équations de cycle de base (2) en utilisant la méthode de Gauss.
Générer la condition d'atteignabilité (3) pour chaque macro-état y de RGco.
Tant que Q * @, Faire :

4.L Pour une instance(y,-4y)de Ç), générer la condition (7) pour
chaque instance macro-état y de RGco.

4.2. Résoudre le système linéaire composé des relations (2) et (7).
Soit C"Q)c, .) la solution corcespondante.
4.3. Calculer yro(p): max{0, mffic{-Cr(pr,.)L,, V y e ncco}}.

4.4. Calculer C,-(po t) : min$t,o(p,) + C,(p",.)4,, V yl OJ_+y,) e
RG'o\.

4.5. Eliminer toutes les instances de Q qui peuvent être résolues par
(!ro(p), c"(p", .), C"-(p", t)).

FIN Tant que.
5. Eliminer les places de contrôle redondantes.

3.5 Exemple d'un système de production

Considérons un système de production constitué de deux ressogrces R1 et R2
f_abriquant deux types de produits A et B. Le modèle réseaux de petri et donné à la
figure 3.6.a. L'ensemble des transitions contrôlable est f={/1, t4}. Le supe*iseur
contrôle uniquement le déclenchement du processus de fabrication. Les operations sur
les deux produits, ne sont pas observable par le superviseur, il n'observe que I'arrivée et
la sortie des pièces. L'ensemble des transitions inôbservables est ?*o:{tz, ls}. Le graphe
d'atteignabilité RG(.^4 Ms) estdonné à la figure 3.6.b.

(b)

Figure 3.6. Système de production
(a) Modèle Rdp (t4 Mo)
(b) Graphe d'aneignabilité RG(N, Mo)

2.
3.
4.
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Pour déterminer le contrôleur RdP, nous allons appliquer nofre approche de
synthèse présentée dans ce chapitre. En présence de transitions inobservables, nous
devons construire le graphe d'atteignabilité observateur RGo(N,/o). Pour se faire, nous
utilisons I'algorithme 3. 1.

Soit le macro-état initial ;y0: R"o(*o) = {xo}.

. A partir du macro-étatyo : {x6} (voir figure 3.7) :
Deux transitions observables /r et /+ sont franchissables :
- xs[h) xl alors il existe un macro-état yr tel que yo[t) y1 âvoc /1:R"o(x1)={xy 4l .
- xo[tq)xzalors il existe unmacro-étatyztelqreyo[tùyzdYea)t2=Ruo(x2)={x2,xa\.

Figure 3.7. Macro-états atteignables à partir de ys

o A partir du macro-étaty1: {xrxt} (voir figure 3.8) :
Une transition observable tq est franchissable à partir de xr et une transition observable
/r est franchissable à partir de xr :
- xr[t+)xsalorsi lexisteunmacro-étatt3telqueyr[tùhavec)ts:R'o(xs):{xs}.
- xz[t) xo alors y1[h) ys.

Figure 3.8. Macro-états atteignables à partir de y1

o A partir du macro-état y2 : {xz, xq} (voir figure 3.9) :
Une transition observable f1 est franchissable à partir de x2 et une transition observable
/6 est franchissable à partir de xa,;
- xzft)xs alorcy2[4)y.
- xa,[td xo alors y2[tù ys.

yF{xrfi3}



Yo:{xo}

y:F{x$3}

h:{xs}

Figure 3.9. Macro-états atteignables à partir de y2

o A partir du macro-état y3 : {x5}, aucune transition observable n'est franchissable. Le
macro-état/3 est un macro-état bloquant.

La construction du graphe d'atteignabilité observateur RG)(N,Mo) est terminé
puisque tous les macro-états ont été explorés.

Construisons maintenant le graphe d'atteignabilité observateur raffrn é RGR?çN, Moy
en intégrant les transitions inobservables entre les micro-états. RGRo(i/, Mç) estdonné à
la figure 3.10.

Figure 3.10. Graphe d'atteignabilité observateur rffiné RGR'çN, Mçs

Pour obtenir le_c_omportement maximum permissif non bloquant (figure 3.ll), il
faut éliminer de RGKU(N, Ms) le macro-étai y qui est un macro-état bloquant.
L'ensemble des instances de séparation que nous devons considérer est fJ : {(yr, tq),
02, tùl..

U't!r

Figure 3.11. Graphe d'atteignabitité observateur contrôlable RGcoçN, Ms)
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La synthèse des places de contrôle à intégrer au modèle RdP initial du procédé
utilise l'algorithme 3.3 puisque la solution sous forme de places pures existe. Une seule
condition de séparation est utilisée pour les deux instances {(/1, ta), @7 t)l:

(Cr) :  y"o(p")+C"(p", t )+C"(p, , ta)<0

Le graphe d'atteignabilité observateur contrôlable RGco1N,ffi) contient deux cycles
différents et donc deux équations de cycles qui sont les suivantes :

(C):  C"(p"Jù +C"(p, , t6)  =0

(Cr) :  C"(p", t1)+C,(p", \ )  =0

Le graphe d'atteignabilité observateur contrôlable RGcoçN,Me) comporte trois
macro-états admissible, ce qui donne les trois conditions d'atteignabilité suivantes :

(c^);
(Cs) :

(Co) :

lo : )  Yro(Pr)20

h :è y ro(p r) + C 
"(p",tr) 

2 0

lz:) y"o(p") + C"(p",to)> 0

Le système linéaire composé des conditions (C1) - (C6) admet une solutioî C"(pr, .)
= (-1, 0, l, -1, 0, l) avec)tçs(p): 1 comme marquage initial de la place de contrôlepr.
Les transitions /r €t /4 sont ses deux transitions de sortie et f3 et /6 sont ses deux
transitions d'entrée. Le réseau contrôlé est donné à la figure 3.12.

! l r l
i JobA I  i JobB a
i-.-"-.-.-: i"-.-"-.-.4

Figure 3.12. Réseaw contrôlé du système de production

3.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthodologie optimale pour la synthèse
des contrôleurs RdP pour résoudre les problèmes de type transitions d'états interdites en
tenant compte de la contrainte de vivacité en présence de transitions inobservables. En
effet, cette approche permet de déterminer un ensemble de places de contrôle à intégrer
au modèle réseau de Petri initial du procédé à superviser.

l 1

P r

t2

I3

a
I

t n 2
a
I

P ' i
I

. a
r ) l

I

a
P 4 ,

I
a

t a l
I



de contrôleurs RdP partiels

Le graphe d'atteignabilité est utilisé pour modéliser le comportement d,un réseau
de Petri et pour la synthèse de sa commande. En présence de transitions inobservables,
l'état réel du système devient partiellement connu et le graphe d'atteignabilité ne peur
plus être utilisé directement pour la synthèse de la comÀande. Un griphe observateur
déduit du graphe d'atteignabilité, permet de connaître les différents éiats possibles suite
au franchissement d'une transition observable. Pour la prise en compte dè la contrainte
de réversibilité, un graphe d'atteignabilité observateur râffiné est déduit.

A partir de ce le graphe et des spécifications d'états interdits ou de transitions d,état
interdites, nous avons synthétisé un ensemble de places de contrôle à intégrer au modèle
RdP du procédé partiellement observable à I'aide de la théorie des régionsl
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Chapitre 4
caractérisation de I'existence des contrôleurs

réseaux de Petri

Dans la première partie de ce chapitre, nous discutons de I'existence d,un
contrôleur RdP pour des spécifications de type transitions d'états tnterdites.
Les conditions nécessaires et sffisantes pour I'existence d,une place de
contrôle pure ou impure résolvant une instance de séparation, dans le cas
d'un modèle RdP totalement observable, sont d'abàrd présentées. Deux
c_onditions supplémentaires, nécessaires mais non sffisantes pour
I'existence d'un contrôleur Rdp optimal, dues à la contrainte
d'inobservabilité sont ensuite développées. Dans la detnième partie de ce
chapitre, nous proposons une approche pour résoudre te probtème de
transitions d'état interdites afrn de contourner la non existence de
contrôleur RdP pour certains problèmes. si res dew conditions d,existence
relatives à l'observabilité sont satisfaites, r'idée consiste à construire
plusieurs places de contrôle quand une seule place ne permet pas de
résoudre une instance de séparation. L'ensemblà de ces ptoræ est appelé
contrôleur RdP partiel. Les résultats de cette partie font t'objet i,un,
publication IARX}SJ.

69
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4.1 Introduction

Nous avons présenté dans le chapitre précédent une approche basée sur la théorie
des régions qui haite le problème des transitions d'états interdites et permettant la
synthèse de contrôleurs réseaux de Petri. Néanmoins, un problème de transitions d'états
interdites n'est pas toujours soluble par I'ajout d'un ensemble de places de contrôle
qu'elles soient ptues ou impures.

Dans ce chapitre, nous discutons d'abord de l'existence d'un contrôleur sous forme
de places de réseaux de Petri pour des modèles totalement observables puis, nous
évoquons l'influence de l'inobservabilité des événements sur I'existence de contrôleurs
optimal.

4.2 Existence de contrôleurs RDP

Pour caractériser I'existence des contrôleurs RdP, nous devons introduire le concept
de marquages de base.

4.2.1 Marquages de base

D'après des résultats connus de la théorie des graphes, les équations des cycles se
ramènent en général aux équations des cycles de base [GM94]. Un cycle de base
correspond à un arc n'appartenant pas à l'arbre de recouvrement du graphe appelé
généralement co-arête. Etant doruré que G est connexe, les cycles de base sont alors au
nombre de n1-nu* 1, où n1 et ny sont respectivement le nombre des arcs et des
marquages du graphe. La détermination des cycles de base d'un graphe se fait en un
temps polynomial. Le nombre nç d'équations de cycle de base indépendantes est au plus
égal au nombre des transitions card(T).

Nous notons par vecteurs d'incidence de base,la base des solutions du système
composé des équations indépendantes des cycles de base. Cette base a une dimension
égaleàcard(I)-nç.

Soit un modèle totalement observable RdP (.^4 Ms) et un comportement souhaité R.
nç est le nombre d'équations de cycles de base indépendantes (équation [3.2]) parmi les
cycles de base de R(À/,Mo). Soit B:(rt,€2,... ,er) une base de I 'espace des solutions
des n6'équations. Rappelons que {e1, €2,...,en} sont les vecteurs d'incidence de base.
Donc, n= card(T) - nç.

On a alors d'après les résultats de Ghaffari et al. [GRX03a], pour tout marquage
M ettoute place p, du modèle ou de contrôle, les résultats suivants.

Lemme 4.1z Pour toute place p, du modèle ou de contrôle, il existe un vecteur Aù de
réels tel que:

C(P, . ) f  ,=  l t (P) 'm

où m=(erf*erfr,. . . ,enlr) est le marquage de base associé à M.
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Lemme 4.2 : Pour toute place p, du modèle ou de contrôle, on a:
YM e R,M(P) = Mo(p)+ p(p)' m.

Cette relation est immédiate en utilisant l'équation d'étatdes RdP et le lemme 4.1.

A I'aide des marquages de base, une caractérisation géométrique a été déterminée
pour les comportements non réalisables par l'ajout de places de contrôle pures etlou
impures.

4.2.2 Condition pour l'existence du contrôleur RdP

Dans le cas d'un modèle RdP totalement observable, des conditions nécessaires et
suffisantes pour I'existence du contrôleur RdP ont été présentées par Ghaffari et al.
[GRX03]. Le théorème suivant fournit la condition nécessaire et suffisante pour
I'existence d'une place de contrôle impure qui résout une instance de séparàtion
d'événement donnée.

Théorème 4.1 Il existe une place de contrôle impure qui interdit une transition d'état
(M -1M') ssi le marquage de base m n'est pas une combinaison convexe des
marçluqges de base correspondants ara marquqges validant la transition t. Autrement
dit, la relation suivante n'est pas vraie.

u">olf ^o =, et m - I trmr,
k=1 Moenluoltl

où r est le nombre des marquages validant t.

En utilisant, le lemme 4.2 et le théorème 4.1, on a de façon immédiate la condition
suffisante suivante pour l'existence de place de contrôle impure.

Corollaire 4.1 : Il existe une place de contrôle impure p" Qui interdit le franchissement
de t à partir de M si M n'est pas une combinaison convexe des marquages
admissibles validant t.

Pour I'existence d'une place de contrôle pure résolvant une instance de séparation
d'événement donnée, le théorème suivant fournit la condition nécessaire et suffisante.

Théorème 4.2. Il existe une place de contrôle pure qui interdit une transition d'état
(u t> u') ssi le marquage de base m' (correspondant au marquage M' ) n'est pas
une combinaison convexe de tous les marquages admissibles de R. Autrement dit, Ia
relation suivante n'est pas vraie:

],t>Itf ^r =Iet m, = Z kmt,
k=l  MoeR

où r est le nombre de marquages dans R.

De même que pour les places de contrôle impures, en utilisant le lemme 4.2 et le
théorème 4.2, on obtient une condition suffisante d'existence de place pure interdisant
une transition d'état donnée.
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Corollaire 4.2 : Il existe une place de contrôle pure pc qui interdit une transition d'état

(M +M') si M' n'est pas une combinqison convexe des marqusges de R.

On note que la condition du corollaire 4.2 est seulement suffisante mais pas
nécessaire pour I'existence de places de contrôle impures. Dans certains cas, la
contrainte d'inobservabilité des événements fait qu'un contrôleur RdP optimal n'existe
pas. Nous présenterons dans la suite de ce chapitre les deux conditions relatives à
I'observabilité pow l'existence du contrôleur RdP.

4.2.3 Observabilité et existence du contrôleur RdP optimal

L'inobservabilité de certaines transitions conduit à un langage de transitions
observables qui n'est pas un langage RdP, c'est-à-dire ne respectant pas les propriétés de
base telles que les équations d'état. Nous présentons ici deux cas.

4.2.3.1 Cas des macro-états correspondant au même vecteur de tirs observable mais
ayant un contrôle différent

Considérons le problème de contrôle de la figure 4.l.a.Il s'agit d'un problème de
transition d'état interdite où dans le modèle RdP (N, Ms) on désire interdire le
franchissement de la transition Z quand les places pt et ps sont marquées. C'est-à-dire
inhiber T à partir du macro-état y et l'autoriser dans les autres macro-états du modèle.
Le graphe d'atteignabilité observateur contrôlable représentant le comportement
observable souhaité est montré à la figure 4.I.b.

Figure 4.1. Exemple

L'unique transition d'état à

ltJ-+v).

La condition [3.5] du chapitre 3 relative à la possibilité de franchir
macro-état y8 est :
(4.i) (y+-J-+ yq)' y,o(p,) +C,(p,,ta)+C,(p",t1)> C, (p,,7) .

1 de problème de transition d'état interdite

interdire pour réaliser le comportementsouhaité est

7" à partir du
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Cependant, la condition de séparation [3.6] du chapitre 3 relative à I'instance de
séparation est :
(4.i i) Os+ y) : y"o(p")* C"(p,,t1) + C"(p",ta) < C" (p",7)

Les deux conditions (4.1) et (4.ii) sont contradictoires. Par conséquent, il n'existe
pas une place de contrôle pure ou impure qui résout ce problème de transitions d'état
interdites. Le corollaire suivant rajoute une condition nécessaire pour l'existence du
contrôleur RdP optimal.

Théorème 4.3. Il existe une place de contrôle p, gui interdit le franchissement d'une
transition t à partir d'un macro-état y1 tel que yo[or) yt si il n'y a pas un macro-état y2
tel que yo[où yz et ôi = ô3à partir duquel t estfranchissable.

Preuve :
Considérons les macro-états yi et yj tels Que-lzr ft)yietyzlt)yL. D'après le théorème
3.1 du chapitre 3, Le comportement désiré peut être obtenu par I'ajout de places pures
de contrôle au réseau RdP (,^/, Ms) initial si et seulement si il existe une solutioî (!"0(p),
C,(P,,. )) qui satisfait les condition[3.2], [3.3] et [3.4] pour toute instance de séparation
de fl. Cependant, la condition d'atteignabilité [3.3] de yi + y,o(p")+C,(p",.)ôl +
C"(p",t)>O et la condition de séparation [3.4] de I'instance Or4y) =
y"o(pr)+C,(p",.)ôi +C"(p",t)<0. C'est deux conditions sont contradictoires si
ôi = ôî. Il n'existe donc pas de places de contrôle pures pour résoudre ce problème.

De la même manière, à partir du théorème 3.2, Le comportement désiré peut être obtenu
par l'ajout de places de contrôle impures au réseau RdP (N, ffi) initial si est seulement
si il existe une solution(!"0(p), C,(p",.), C"-(pr, r )) qui satisfait les condition13.2l,
[3.3], [3.5] et [3.6] pour toute instance de séparation de O. La condition [3.5] +
y"o(p,)+C,(p", . )ôt  >C,-  (p", t ) ,  et  la condi t ion t3.61 = ! ,0(p)+
C"(p",.)ôi <Cr-(p",t). C'est deux conditions sont contradictoires si di =6î. ll
n'existe donc pas de places de contrôle impures pour résoudre le problème. 

n

Figure 4.2. Réseau contrôlé du problème de contrôle de taJigure 4.1.
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Néanmoins un contrôleur plus restrictif pour ce problème de transition d'état
interdite existe. La politique de commande à adapter, consiste à appliquer à ya le même
contrôle que celui appliqué à y3, c'est à dire inhiber T à partir du macro-état y4. Le
réseau contrôlé est donné dans la figure 4.2. Le contrôleur ainsi obtenu est optimal au
sens des places de contrôles mais sous optimal par rapport aux solutions utilisant les
langages formels et les automates, car le nombre d'états admissibles est plus réduit.

D'une manière générale, nous appliquons la même politique de commande aux
macro-états atteignables à partir du macro-état initial par un même vecteur de tirs
observable.

4.2.3.2 Cas des équations de cycle n'admettant que zéro comme solution

La non existence d'un contrôleur RdP optimal pour le problème de contrôle
présenté ci-dessus est due à la contrainte d'inobservabilité de certains événements du
procédé. A travers l'exemple suivant, nous présenterons un second cas de figure où la
contrainte d'inobservabilité fait que les équations de cycle [3.2] n'admettent que zéro
comme unique solution pour C"Qtr, .). Par conséquent, aucune place de contrôle ne peut
être trouvée.

Considérons le modèle RdP et son graphe d'atteignabilité observateur contrôlable
donné par la figue 4.3. Le problème de contrôle consiste à interdire le franchissement de
la transition 7 quand la place p4 est marquée, c'est-à-dire inhiber T à partir de y2 et
l'autoriser dans les autres macro-états du modèle.

(a) (b)

Figure 4.3. Exemple 2 de problème de transition d'état interdite

L'utilisation de la théorie des régions pour la détermination de places de contrôle
afin de résoudre ce problème de transition d'état interdite nous donne :

- quatre équations de cycle :
(  . i i i )  h :C , (p " , / r  )+  C" (p " , t t )=0

( . i v )  Tz :C , (p " , t q )  +  C" (p , , t s )  =  0

(4 .v )  Tz :C , (p " , t r )  =  0

(4 .v i )  yo :C" (p " ,T )=0

Vt

lo

Ptl

1l
t-

t""4
ïx

PtP ?rpy'p2l Y3
VrT T
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- cinq conditions d'atteignabilité [3.3] et [3.5] du chapitre 3 :
(4.vii) yo; y,o(p)> 0

(4.v i i i )  ! t :  !  "o(p")  
+ C 

"(p " , t r )  
> 0

(4. ix)  !z:  ! "0(p) + C"(p, , t+)> 0

(.x) (yo-\yù : y,o(p,)>C, (p",T)

(.xi) Or4 y) : y,o(p") + C,(p,,t1) > C" (p,,7 )

- et une condition de séparation [3.6] du chapitre 3 :
(4.xii) Ozl y) : y"o(p") + C"(p"Ja) < C, (p",7)

Le système constitué par les conditions (4.iii)- (4.xii) peut être résolu par I'ajout
d'une seule place de contrôle impure p" telle que C,(pr,tq):-I, C,(pr,ts):|,
C"(p", T) = 0, C"'(p,, T) : I et/"0(p): 1. Le modèle contrôlé est donné par la figure 4.4.

Figure 4.4, Une solution avec une place impure du problème de lafigure 4.2

Considérons maintenant le même modèle RdP mais avec la spécification d'interdire
le franchissement de la transition Z quand la place p2 est marquée, c'est-à-dire inhiber 7
à partir d" y, et l'autoriser dans les autres macro-états du modèle. Le graphe
d'atteignabilité observateur contrôlable est donné par la figue 4.5.

lo
pp.

" 
"/,

x t3

t

PPi lpplprL n

T Yr -l-lr

t5

Figure 4.5. Exemple 3 de problème de transition d'état interdite
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L'utilisation de la théorie des régions pow la détermination de places de contrôle
afin de résoudre ce problème de transition d'état interdite nous donne :

- quatre équations de cycle :
(4.x i i i )  V:C,(p, , t1)+ C"(p", \ )  =0

(4.xiv) y2:C,(p",ta) + C"(p",ts) = 0

(4 . rv )  y t ;C" (p" , t r )=0

(4.xvi) yo;C"(p",T) = 0

- cinq conditions d'atteignabilité [3.3] et [3.5] du chapitre 3 :
(4.xvii) yo: y"o(p)> 0

(4.miii) t l . !,0(p,) + C 
"(p ",tr) 

2 0

(4.x ix)  !z;  ! "0(p")+C"(p, , tq)> 0

G.xx) (yo-J--+yù : y"o(p")>C"(p,,7)

(4.xxi) (yz -J--+ y) : y,o(p 
") 

+ C,(p,,t a) > C, (p,,7 )

- et ne condition de séparation [3.6] du chapitre 3 :
(4.xxii) (yr -J--+ y) : y 

"o(p ") 
+ C,(p,, t1) < C, (p 

",7 )

Comme Cr(p", tr): Cr(pr, /r): 0, les conditions (4.xx) et ( .xxii) sont
contradictoires. Par conséquent, il n'existe pas une place de contrôle pure ou impure qui
résout ce problème de transitions d'état interdites. Remarquons que si la hansition t2
était observable alors le problème de contrôle aurait une solution sous forme de place de
contrôle pure telle que C"(pr,tr):-1, C"(p",tz):C"(p",tt):1, Cr(pr,T):-1, et
M"o(p"): L

Considérons maintenant, le même problème de contrôle de I'exemple 3, mais en
ajoutons une transition inobservable t6 entre les placesp+ etp3 (figure 4.6).

fo

PtP
t.5

t4 x .3

t" 
"/,Tq JPPy'PP' PPy'Pz Tt

T T

Figure 4.6. Exemple 4 de problème de transition d'état interdite
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L'utilisation de la théorie des régions pour la détermination de places de contrôle
afin de résoudre ce problème de transition d'état interdite nous donne cinq équations de
cycle :
(4.xxii i) yr:C"(p",t1) + C"(p,ft) = 0

(4.xxiv) yr: C,(p",t n) + C,(p",/s ) = 0

(4.xxv) y3:C"(p",t1) = 0

(4.xxvi) y o: C"(p*t+ ) = 0

(4.xxvii) y, : C 
"(p,,7 

) = 0

A partir de là, nous pouvons conclure qu'il n'existe pas de place de contrôle pure

ou impure pour résoudre ce problème de transition d'état interdite puisque C,(p", .) :0 .

On note pat ô, le vecteur n, x I dont tous les éléments sont égaux à zéro où nr est le
nombre de transition du réseau.

Par ailleurs, le théorème suivant apporte une condition nécessaire pour l'existence
du contrôleur RdP optimal.

Théorème 4.4 S'il existe une place de contrôle p, interdisant le franchissement
d'une transition t à partir d'un macro-état y, alors I'ensemble des équations de cycle

13.21admettent une solution pour C"Qtr,.) *ô .

Preuve:
Il est clair que si l'ensemble des équations de cycle [3.2] n'admettent que zéro comme
unique solution pour C"Qtr,.) alors la place de contrôlep, existe sauf qu'elle ne contrôle
aucune transition et du faite, elle ne peut pas interdire le franchissement d'une transition
r à partir d'un macro -état y.

!

Pour I'existence d'une place de contrôle pure ou impure afin d'inhiber une instance

de séparationQl>.y')où yoloùy', deux conditions sont nécessaires mais non

suffisantes :

Ct ; Il n'existe pqs un macro-état y' tel Que loloz) y" et ôi = ô3à partir duquel T est

franchissable.

Cz : L'ensemble des équations de cycle 13.21 admettent une solution pour Cr(p",.) +0 .

Nous proposons dans la suite de ce chapitre une extension de I'approche basée sur
la théorie des régions pour résoudre le problème de type PTEI à I'aide de places de
contrôle quand un contrôleur unique n'existe pas. Cette approche s'applique que si et
seulement si les conditions Ct et Cz sont satisfaites. Elle consiste à déterminer un
ensemble de contrôleurs RdP partiels, oeuvrant conjointement, pour garantir le respect
de la spécification du type PTEI. La synthèse et la coordination des conhôleurs RdP
partiels dans le cas des SED totalement observables sont proposées par Ghaffari et al.

[GRX03]. Por.r les sections suivantes, nous proposons une extension de cette approche
au cas des SED partiellement observables.
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4.3 Synthèse de contrôleurs RdP partiels

Considérons un problème de type PTEI caractérisé par un modèle RdP(.^[ Mo), w
comportement observable souhaité RGLU et un ensemble d'instance de séparation f).
S'il n'existe pas de contrôleur RdP permettant de résoudre la spécification PTEI, alors,
il existe forcement une instance de séparation d'événement ,s= (y-J-y')eC) telle
que le système linéaire composé des équations des cycles [3.2], des contraintes
d'atteignabilité [3.3], et de la condition de séparation d'événement relative à s n'admet
pas de solution. Désormais, nous noterons ce système par,Sp6(s).

L'idée principale qui sous-tend la méthode présentée ici consiste à déterminer, non
plus une seule place de contrôle pour interdire s, mais un ensemble de places de
contrôle que I'on appellera contrôleur partiel.

Dans ce qui suit nous définissons un contrôleur partiel ainsi que le modèle du
système contrôlé par des contrôleurs partiels.

4.3.1 Contrôleur partiel

Comme l'instance s ne peut pas être interdite quand toutes les autres transitions de
RGco sont autoriséeg il est alors possible qu'en restreignant l'ensemble des macro-états
admissibles de RGco à un sous-ensemble r, une solution puisse être déterminée. En
effet, cela revient à relâcher quelques contraintes d'atteignabilité qui définissent la place
de contrôle. Cette solution est une place p, dont le marquage reste positif pour tout
macro-états appartenant à r. Pour avoir I'ensemble du comportement admissible, on
détermine une seconde place p, dont le marquage reste positif pour tout macro-états
appartenant à F : RGco \r et qui interdit aussi s. Ainsi, un macro-état est autorisé si au
moins une des deux places l'autorise. Les deux places constitues un contrôleur partiel
noté Cr(s): {p,, pr} permettant l'atteignabilité des macro-états de RGco et interdit s.

Un tel contrôleur est défini comme suit :

Délinition 4.1 Soit l1p;...,pr\ l'ensemble des places d'un contrôleur partiel Co@). il

existe au moins une instance s = 1r-\ y,) e e et un ensemble { RGfo,..., RGfo ),
tels que:

1. Vi = 1 .. .k,RG?o c RGco ;

2. U nclo = RGco ;
i= | . . . k

3. vi = 1 ...k,yy e nclo qlf,Mo),y(p,) > 0;

4 .  V l  =  1  . . . k ,y ' (p , )  <  C-  (p , ,7 ) :

Ainsi, la synthèse des contrôleurs partiels revient à subdiviser le comportement
observable souhaité RGco en plusieurs sous-comportements RGlo, pas nécessairement
disjoints, et déterminer pour chaque sous comportementRGlowe place de contrôlep;
qui permet de réaliser RG,cotout en interdisant I'instance s.
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La loi de commande devient alors :

Une transition Z contrôlable est validée par un contrôleur partiel Ç si et seulement
si il existe une placep e C, telle Wey(p) + C(p, D > 0.

En d'autres termes, une transition contrôlable T est validée dans un réseau (N, Mo) muni
d'un contrôleur partiel Co ssi :

- pour toute place p e N a .7, y(p) > C(p, D;
- il existe au moins une place pi e Cp(s), telle que y(p ,) + C(pi, T) >- 0;

Donc, la règle conventionnelle de franchissement dans les réseaux de Petri est
appliquée seulement vis à vis des places du réseau non contrôlé. Tandis que I'existence
d'une seule place de chaque contrôleur partiel, qui a un marquage positif ou nul après le
franchissement d'une transition validée par les places du réseau non contrôlé, suffit pour
franchir la transition. Il est clair qu'une telle définition du contrôle implique que I'on
tolère un marquage négatif des places de contrôle dans le modèle contrôlé.

!o

t1

2pt T

t3

PtPlPzPt T,

t l t3

2p /p tpz/2p' T

(a)

! r

Vc

(b)

Figure 4.6. Exemple de PETI qui n'admet pas de solution avec une place de contrôle

Considérons le problème de contrôle de la figure 4.6.a.I1 s'agit d'un PTEI, où on
désire interdire le franchissement de la transition Z quand M(pù+M(p2) : I et I'autoriser
dans les autres états du modèle. Le comportement observable souhaité RGco est montré
à la figure 4.6.b. Ce comportement n'est pas réalisable par l'ajout de places de contrôle
impures. En effet, si une place de contrôle impure p. existe alors, d'après le théorème
3.2, elle vérifie le système suivant :

(4.i) y,o(p")20

(4. i i )  y"o(p")+C,(p", t r )> 0
(4.iii) y,o(p") + C"(p",T) > 0
(4. iv)  y,o(p")  +2x C"(p", / r  )  > 0
(a.v) y,o(p") +2xC,(p",tr) + C"(p.,I) > 0

(4.vi) y,o(p") > C 
" 

(p",7 )
(4.v i i )  y,o(p 

")  
+ 2x C,(p 

" , t  r )  >-  C; (p, ,7 )
(4.v i i i )  y 

"o(p ")  
+ C 

"(p, , t1)  
< C, (p, ,7 )
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Ce système n'admet pas de solution réalisable et donc il n'existe pas un contrôleur
RdP unique pour résoudre ce problème de contrôle. Néanmoins, les deux conditions Cr
et C2 sont satisfaites. Le réseau considéré admet donc un contrôleur constitué de
contrôleur partiel que nous déterminerons dans la suite.

4.3.2 Réseau contrôlé

Considérons un modèle RdP (N, Mo), un comportement observable souhaité RGco
et un ensemble d'instance de séparation Q composé de n instances. Considérons que
parmi les n éléments de A il y a fr instances pour lesquelles il n'existe pas de solution
avec des places de contrôle. A partir de là, il faut déterminer ft contrôleurs partiels

{C4,..., Cpr\ associés à ces instances. Le modèle contrôlé est alors l'union de (/r+ t;
réseaux de Petri indépendants. È réseaux correspondant chacun au réseau contrôlé par
un contrôleur partiel et un réseau qui conespond au réseau non contrôlé augmenté des
places de contrôle résolvant les (n - Ë) instances restantes de O.

Ces modèles s'exécutent de façon synchrone. Si une transition est franchie alors
elle I'est dans tous les modèles en même temps. Le franchissement des transitons
contrôlables validées dans le modèle sans contrôle se décide selon la logique suivante.

Une transition contrôlable. validée dans le modèle sans contrôle. est franchissable
ssi elle est validée par tous les contrôleurs partiels.

Autrement, Le modèle contrôlé peut aussi être défini corlme un seul RdP constitué
du modèle initial (N, Mù augmenté des fr contrôleurs partiels et des places de contrôle
résolvant les (n - É) autres instances, où les places appartenant au même contrôleur sont
différenciées par exemple par une couleur commune. Dans ce cas, pour franchir une
transition contrôlable T, il faut qu'il existe au moins une place de chaque couleur qui
retrouve un marquage positif ou nul en franchissant 7".

4.3.3 Synthèse de contrôleurs RdP partiels

La difference entre un contrôleur RdP partiel avec des places pures et celui avec des
places impures réside simplement dans les contraintes d'atteignabilité et de séparation à
considérer dans le système Snc(s) pour séparer une transition d'état s. Nous développons
dans ce qui suit la procédure de synthèse de contrôleurs partiels avec des places pures.

Rappelons que pour avoir une solution sous forme d'une place de contrôle pIIe p,,
Snc(s) doit contenir les équations indépendantes {ej cycles de base de RG"", les
conditions d'atteignabilité des macro-états de RG"" et la condition de séparation

relative à s = (y1y'). C'est à dire :

0,

>0,

+Cr (p r , / )  <  0 ,

Yy eS

Vy e RGco (N,yo)

V(y-J--> y') e Ç)

Si s ne peut pas être interdite par une place de contrôle pure alors il existe dans le
système ,Snc(s) un sous-ensemble d'inégalités incompatibles avec la condition de
séparation. La procédure de synthèse d'un contrôleur partiel est basée sur

f.r /- |
lL 

,.rc"(P",t) ' l l t l-_
Sn (s )  =  j l  "o (p  , )  +  C 

" (p  "  
, . ) f  ,

l t ,o{n)+ c,(p,,)f ,
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I'identification de ce sous-ensemble de contraintes. Certaines de ces contraintes sont
alors relâchées dans le but de déterminer un sous-système de Snc(s) qui admet une
solution. Cette solution constitue alors une place de contrôle du contrôleur partiel
associé à s. L'algorithme présenté ci-dessous, résume la procédure de synthèse de toutes
les places de contrôle d'un contrôleur partiel.

Algorithme 4.1: Synthèse d'un contrôleur partiel Co$) correspondant ù une
transition d'état interdite s.

Soit i=1...n le compteur de places de contrôle dans Ie contrôleur Co(s) L désigne la
liste des conditions d'atteignabilité appartenant à I'ensemble des contraintes
incompatibl e s de Snc(s).

1. Initialisation; i : l, RGlo = RGco et L; : L : A.

2. Résoudre Snc(s) Si une solution existe aller à 6. Sinon aller à 3.

3. Identifier l'ensemble E des contraintes incompatibles de Snc(s). Ajouter à L;
la liste des conditions d'atteignqbilité appartenant à E.

Soll Sp6;(s) : Snci(s)\ Ii.

4. Résoudre Snci(s). Si Snc(s) n'a pas de solution aller à 3. Sinon aller à 5.

5. Pour toute condition lii e L;faire:

5./. Snci(s) : Sp6;(s)u{/u}.
5. 2. Résoudre,Snci(s).

Si une solution existe alors L; : Lt \ {lU}. Sinon Sncr(s) : Snci(s) \ Ur}.

6. Soit pi la solution de Snci(s). Si Li : A abrs aller à 8. Sinon aller à 7,

7. Sncr(s) est le système linéaire contenant les équations de cycle, la condition
de séparation et les conditions d'atteignabilité de Li.

Faire i = i +I puis aller à2.

8 .  k= i  e t  Q (s ) :  { p i , i : 1 . . . k } .

Les contraintes incompatibles dans un système linéaire Snc(s) sont identifiées à
l'étape 3. Mais, toutes ces contraintes ne peuvent pas être relâchées. Seule la relaxation
des conditions d'atteignabilité est autorisée. Il est d'abord clair que la condition de
séparation relative à s doit être vérifiée par toute place de contrôle de Co(s). Il en est de
même pour les équations de cycle des cycles de base de RG'". En effet, en absence de
contraintes relatives aux équations de cycle, la solution du système linéaire est une
place de contrôle pouvant avoir deux marquages différents correspondant au même
marquage dans le réseau sans contrôle. Le comportemenllu système contrôlé risque
dans ce cas d'être différent du comportement souhaité RG'u .Il est aussi possible, dans
le cas de la synthèse du contrôleur partiel, que le même macro-état soit en même temps
autorisé et interdit par la place en question.

L'étape d'identification et de relaxation de conditions d'atteignabilité
incompatibles se fait de façon itérative jusqu'à déterminer un sous-système de Sp6(s)
qui est réalisable.

Une fois un sous-système de ^Sp6(s) réalisable est identifié, dans l'étape 5, on
cherche à rajouter les conditions d'atteignabilité relâchées une à la fois et à tester à
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chaque fois la faisabilité du système linéaire résultant. Ces conditions sont rajoutées
dans un ordre aléatoire. Jusqu'à identifier le plus grand sous-système réalisable de
Snc(s), notons-le Sncr(s), et un ensemble de conditions d'atteignabilité qui rendent
irréalisable Sncr(s).

Sncr(s) contient au moins une condition d'atteignabilité, en plus des équations de
cycle et de la condition de séparation.

Soit p1 une solution de Sncr(s). Toutes les conditions d'atteignabilité qui ont été
relâchées pour obtenir Sncr(s) sont maintenant considérées, avec les équations de cycle
et la condition de séparation de s, dans un autre sous-système, Sp62(s) (étape 7). Si
Sncz(s) est réalisable et p2 est une solution de Sp62(s), alors la procédure s'arrête et le
contrôleur partiel Co(s) est donné pæ CpG): {pt pz}. Sinon, la procédure décrite ci-
dessus est réitérée avec Snc(s) : Sncz(s).

L'algorithme 4.I donne une solution en un nombre fini d'itérations, puisque le
nombre de contraintes d'atteignabilité dans un système Snc(s) est nécessairement fini.
Le nombre de places de contrôle générées est alors au pire égal au nombre de
contraintes d'atteignabilité. Mais, en pratique, ce nombre est beaucoup plus petit.

Soit maintenant un problème PTEI quelconque à résoudre en interdisant les
transitions d'état d'un ensemble Q. L'algorithme suivant résume la synthèse de
contrôleurs RdP pour toutes les instances s de O.

Algorithme 4.2: Synthèse de contrôlears partiels pour un PTEI donnë.

Soit RGco le comportement observable souhaité d'un réseau (N, Mù et Ç2 l'ensemble
des transitions d'état à interdire par éventuellement un ensemble de contrôleurs partiels
c-.

F

1. Initialisation: Co: A.

2. Pour tout si e {) faire:
2.1. Pour tout contrôleur Co eCp, véri/ier si Co, résout S*(t,). Si oui

aller à 2. Sinon aller à 2.2.
2.2. Résoudre S^(s,).

Siune solution \ existe, alors Co ={1}. Ajouter Cr, à Cp.

Sinon aller à 2.3.
2.3. Construire le contrôleur partiel C, en utilisant I'algorithme 4.1.

3. Élimirer les contrôleurs partiels redondqnts de Cp.

Appliquons maintenant I'algorithme 4.2 potx résoudre l'exemple du problème de
contrôle de la figure 4.6. Nous présentons dans la figure 4.7, vne solution à ce problème
sous forme d'un contrôleur avec deux places de contrôle p4 et p62.



Conclusion 83

Laplace p4 satisfait les condition (4.i), (4.ii), (4.iii), (4.vi) et (4.viii). Par contre, La
place p,2 satisfait les conditions (4.r), (4.ii), (4.iv), (4.v), (4.vii) et (4.viii). Ainsi, les deux
places interdisent la transition d'état s, mais chacune, considérée seule, permet de
réaliser un sous-comportement de RGco, cofirme le montre la figure 4.8.

Figure 4.7. Solution du problème de la figure 4.6 avec un contrôleur partiel

lo

t1

2Pt

t3

PPy'PzPt

t l 1^

,p,/t,ttzra- ;

(a) (b)

Figure 4.4. (a) Comportement du réseau connôlé uniquement par pcr
(b) Comportement du réseau contrôlé uniquement par p"2

Dans cet exemple, le modèle contrôlé est constitué d'un seul RdP correspondant à
I'unique contrôleur partiel de la solution.

4.4 Conclusion

Nous avons traité dans ce chapitre le problème d'existence d'un contrôleur RdP
pour des spécifications de type transitions d'états interdites. Les conditions nécessaires
et suffisantes pour I'existence d'une place de contrôle pure ou impure résolvant une
instance de séparation d'événement donnée dans le cas d'un modèle RdP totalement
observable sont d'abord abordées. Deux conditions supplémentaires, nécessaires mais
non suffisantes pour l'existence d'un contrôleur RdP optimal et dues à la contrainte
d'inobservabilité sont ensuite développées. Pour les modèles respectant ces deux
contraintes, nous avons présenté une solution en terme de places de contrôle pour
résoudre le problème de transitions d'état interdites. Pour une instance de séparation
donnée, l'idée consiste à construire plusieurs places de contrôle quand une place unique
n'existe pas. Chaque place permet au modèle d'atteindre un sous- ensemble de macro-

Ir



84 Chapitre 4. Caractérisation de I'existence des contrôleurs réseaux de Petri

états admissibles. Dans ce cas, il s'agit de problème de synthèse pour les PTEI basé sur
les contrôleurs partiels et agissant en un 'rOfJ" logique.



Chapitre 5
Commande optimale en Grafcet

Une approche originale de synthèse de la commande pour les systèmes à
événements discrets est proposée dans ce chapitre. Cette approche a pour
objectif principal de déterminer formellement un ensemble de variables de
contrôle à ajouter aux modèles Grafcets de commande du procédé et de
générer les Grafcets de supervision coruespondant. La détermination de cet
ense.mble de variables de contrôle est basée sur I'utilisation d'une nouvelle
interprétation de Ia théorie des régions. Les résultats de cette partie ont fait
l'objet de la publication [AR04]

85
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode formelle optimale et directe pour la
synthèse et l'implémentation des superviseurs en Grafcet. La notion d'optimalité est liée
au nombre d'états atteignables par le système en boucle fermée, c'est-à-dire sous
supervision. La notion directe est liée à son aspect implémentation sur les automates
programmables industriels (API). En effet, l'approche proposée permet de déterminer
un ensemble de variables de contrôle à intégrer aux modèles Grafcets de commande
initiaux. Ainsi, le procédé supervisé, respecte les spécifications. Le calcul des variables
de contrôle repose sur le modèle automate du procédé, déduit de son modèle Grafcet de
commande et I'utilisation d'une nouvelle interprétation de la théorie des régions.

Sur le plan implémentation de la commande pâr supervision, on constate un
manque de contributions, néanmoins, il existe un certain nombre d'approches
intéressantes dans la synthèse de la commande par supervision dont I'implémentation se
fait directement sur les équipements programmables. On peut citer l'approche de
Brandin et al. [BWB91], AÀnez et al., [ABSB93], Balemi et al., [BHGV/F93],
Charbonnier et al., [CAD99], Ndjab Hagbebell tNdj99l et Zaytoon et Cané-Ménétrier

lzc}ll. L'approche proposée par Brandin et al. [BWB91] ainsi que celle de Arinez et
al. IABSB93] sont à base d'automate. L'automate synthétisé représentant le
fonctionnement désiré est traduit manuellement en langage à contacts sur les Automates
Programmables Industriels (APD. Dans l'approche présentée par Balemi et al.
[BHGWF93], l'automate du fonctionnement désiré est implémenté dans un ordinateur
connecté au procédé à travers une interface. La supervision est faite en temps réel en
comparant l'état du procédé avec celui de l'automate du fonctionnement désiré. Suite à
cette comparaison, la commande est générée pour inhiber ou autoriser l'occurrence d'un
événement. Les travaux présentés par Ndjab Hagbebell tNdj99l ainsi que Zaytoon et
Cané-Ménétrier lzc0ll sont très intéressants et permettent de générer un modèle de
supervision directement en GRAFCET dont l'implémentation sur les API est facile.

Plusieurs travaux se sont intéressés à la traduction du Grafcet en automate
équivalent. Roussel et a/. [ROU94] ont mis en place un algorithme d'extraction de
l'automate des situations stables (ASS) à partir d'un modèle Grafcet. Implanté dans
I'outil AGGLAE, I'algorithme s'appuie sur l'algèbre de Boole formalisant la notion de
fronts sur les variables. L'automate obtenu est un automate mono-état et déterministe, il
correspond à une machine de Mealy binaire, uniforme et complètement spécifiée. Les
actions du modèle Grafcet sont associées aux situations stables accessibles et les
identificateurs des transitions sont remplacés par les conditions de franchissement. Dans
leur démarche de synthèse et implantation d'une commande supervisée par Grafcet,
Charbonnier et al. [CAD99] traduisent les Grafcets partiels de commande ainsi que les
Grafcets de supervision en automate événementiel à états finis. Dans cette approche,
une hypothèse est faite lors de la génération du modèle automate du procédé, il s'agit de
la non simultanéité des événements externes non corrélés.

Dans I'approche de synthèse de la commande que nous proposons, nous supposons
que le modèle automate du procédé est déjà déduit à partir de son modèle Grafcet de
commande selon la méthode proposée par Charbonnier et al. [CAD99]. La synthèse est
alors faite sur l'automate équivalent déduit en intégrant les spécifications de commande
et de sûreté. Les spécifications de commande sont conjuguées avec le modèle du
procédé en utilisant la composition synchrone des automates. Les spécifications de



sûreté considérées sont de type états interdits. Ces états interdits sont à éliminer de
I'automate résultant.

Le superviseur recherché doit alors respecter les spécifications et préserver la
réversibilité du procédé supervisé tout en étant le plus permissif possible. Pour ce faire,
une nouvelle interprétation de la théorie des régions a été élaborée afin de déterminer un
ensemble de variables de contrôle à ajouter aux modèles de commande initiaux en
Grafcet sans avoir recours à une nouvelle étape de traduction et d'implémentation en
langage de commande.

Dans ce qui suit, nous définissons le problème de la commande par supervision. La
section 5.3 présente les différentes étapes constituant la méthodologie de synthèse
développée. La section 5.4 développe la nouvelle interprétation de la théorie des régions
pour synthétiser un superviseur en Grafcet. Une illustration pratique de l'approche ainsi
qu'un jeu de données sur d'autres exemples sont présentés à la section 5.5.

5.2 Synthèse de superviseur Grafcet

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au développement d'une méthode
formelle de synthèse des contrôleurs à partir d'un automate à états finis déduit d'un
Grafcet de commande du procédé. La déduction de l'automate est faite selon l'approche
introduite par charbonnier [CAD99]. Le type de spécifications considéré dans notre
approche est le problème d'états interdits connu sous le nom de spécifications de sûueté.
Les spécifications de sûreté sont exprimées sous forme d'un ensemble Qt d'états à
interdire. L'approche de synthèse permet de déterminer formellement un ensemble de
variables de contrôle en se basant sur l'utilisation d'une nouvelle interprétation de la
théorie des régions. Les variables de contrôle déterminées sont associées aux modèles
Grafcets de commande du procédé de telle sorte que le système en boucle fermée
(procédé * superviseur) respecte les spécifications de sûreté ainsi que la propriété de
non blocage. La propriété de non blocage se traduit par la possibilité d'atteindre un
certains nombre d'états marqués, ou finaux, à partir de n'importe quel état. Dans notre
démarche, nous nous restreignons au cas ou l'état initial est le seul état marqué. La
propriété de non blocage est ainsi équivalente a celle de réversibilité du procédé (Vue
au chapitre 2).

Nous supposons dans cette approche que l'ensemble des événements X est
subdivisé en deux sous-ensembles disjoints et totalement observables : X = X, \J Xu, ou
X. (resp. Xu) représente I'ensemble des événements contrôlables (resp. incontrôlables).
Le superviseur ne peut agir, autoriser ou interdire, que sul les événements contrôlables.
Par conséquent, pour respecter les spécifications, il est nécessaire d'empêcher
I'atteignabilité d'un ensemble d'états interdits, comportant tous les états dangereux à
partir desquels le système peut évoluer par une séquence d'événements incontrôlables
vers des états interdits.

Déftnition 5.1 Soient G (Qc, E, 6, qù un automate à états finis et Eu un ensemble
d'événements incontrôlables. Un état atteignable q est dit dangereux si et seulement si,
il existe une séquence d'événements incontrôlables partant de q et menant à un état
interdit. Formellement, I'ensemble des états dangereux est représenté par :

Qo:  {q  e Qcl f  q 'e  Qr n oe Xi ,  q [o)  q ' ] . i l  est  év identgue Qr ç  eo.
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Dans cette approche, nous imposons la condition de la réversibilité. En d'autres
termes, à partir de tout état de G, il existe une séquence ramenant à l'état initial. Ainsi le
comportement du procédé respectant les spécifications d'états interdits et préservant la
réversibilité peut être définit comme suit.

DéJïnition 5.2 L'ensemble Ql des états admissibles est le plus grand ensemble d'états
atteignables tel que : i) Qt n Qo :4. ii) Il est possible d'atteindre l'état initial depuis
n'importe quel état admissible sans passer par un état interdit. iii) Le possage à un état
non admissible depuis un état admissible se fait par I'occurrence d'un événement
contrôlable.

Il est clair gue Qe est défini de telle sorte que, à partir de n'importe quel état de Q4
le système ne peut pas évoluer de façon non contrôlable vers l'extérieur de Qp Les
variables de contrôle à intégrer aux modèles Grafcets de commande du procédé
permettent au système de rester dans I'ensemble des états admissibles Qe.II faut noter
gue Qt représente le plus grand ensemble d'états admissibles et par conséquent
G" (Q,q, Z, ô, qo) est le comportement le plus permissif possible.

DéJinition 5.3 Un superviseur est le plus permissif possible si et seulement si, tout état
admissible dt Qn est atteignable et tout état dangereux dt Qo ne I'est pas sous
supervision. Un tel superviseur est dit optimal.

Pour satisfaire par la suite la propriété de non blocage, I'automate G. doit être une
composante fortement connexe (CFC) comportant l'état initial qo. L'ensemble des états
bloquant est donc définie comme suit :

DéJinition 5.4 Un état es est dit bloquant si et seulement si, qs est un état de la CFC
est mène d'une manière incontrôlable en dehors des états de la CFC. L'ensemble des
états bloquant est noté Qn. Formellement :

Qn : {q e CFC I I q'e CFC n oe X) , q[o) q']

5.3 Méthodologie
supervision

de synthèse de commande par

En se basant sur les Grafcets de commande (procédé -F commande locale) du
procédé, on génère l'automate à états finis équivalent. A partir de l'automate équivalent
et connaissant I'ensemble des états interdits Q1 issu des spécifications de sûreté, on
cherche à déterminer les variables de contrôle qu'il faut ajouter aux modèles Grafcets
initiaux pour restreindre I'automate équivalent à G" dont l'ensemble des états est Q1.
Ces variables de contrôle constituent la loi de commande à imposer au système pour
respecter les spécifications.

L'approche proposée opère en deux phases. Une première phase, consiste à générer
l'automate équivalent déduit des modèles Grafcets de commande du procédé non
contrôlé pour déterminer I'ensemble des états admissibles Q4Puis, en phase deux, et en
utilisant une nouvelle interprétation de la théorie des régions présentée à la section
5.4.2, des variables de contrôle sont déterminées pour assurer le comportement désiré.

la
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La première phase de la méthodologie de synthèse peut être résumée dans
I'algorithme suivant. Cette phase consiste à traduire les Grafcets de commande en
automate équivalent puis d'identifier les états interdits depuis les spécifications de
sûreté et de vivacité. L'algorithme de synthèse proposé par Kumar [Kum91], étendu au
comportement admissible maximum permissif non bloquant, est ensuite utilisé afin de
générer l' automate du superviseur.

Algorithme 5.1 : Détermination du comportement admissible maximum
permiss if non bloquant.

l- Traduire les Grafcets de commande du procédé en automate équivalent G.
2- Identifier l'ensemble des états interdits Ql de G.

3- Identifier I'ensemble des états dangerew Qp de G.
A partir des états interdits, une exploration par chaînage arrière de l'automate G est

faite pour identifier les états dangereux. L'ensemble Qp est mis à jour au fur et à
mesure. Si qa est lui-même un état dangereux, alors le problème de la supervision
n'admet pas de solution.

4- Déduire I'qutomate contrôlé G", à partir de G en supprimant I'ensemble des états
dangereux Qp.

5- Vérifier si G" est une composante fortement connexe (CFC).

5.I- Si G" est une CFC alors aller à 8.

5.2- Si G" n'est CFC alors calculer la CFC.

6- Remplacer G" par la CFC calculée en 5.2 et remplacer Qr par I'ensemble des
états qui se trouvent en dehors de la CFC.

7- Aller à 3.

8- G, est le comportement souhaité Ie plus permissif possible et non bloquant.
FIN

Exemple 5.1 Considérons un système de production composé de deux machines Mt et
Mz ainsi qu'un robot R, fabriquant deux types de produit P1 et P2. La fabrication de Pl
nécessite M1 puis Mz et celle de P2 nécessite M2 puis M1. Le robot R se charge des
opérations de transfert de Mt vers M2 (figure 5.1.a) et de M2 vers M1 (figure 5.1.b). La
demande de fabrication de Pl et de P2 arnve de façon aléatoire dans le système.
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(a) Cycle du produit P 1
(b) Cycle du produit P2
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(c) Grafcet de commande de la machine M1
(d) Grafcet de commande de la machine Mz
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Figure 5.1. Système de production.



88 Chapitre 5. Commande optimale en Grafcet

Spécification de commande :

SPi : Le traitement d'un produit Pr sur la machine Mj est lancé après son traitement sur
la machine M;avec i + j.

La traduction de la spécification SPi en automate est donnée par la figure 5.2 ci-
dessous.

Figure 5.2. Traduction de la spécification en automate

Spécification de sûreté :

SPz La machine Mi ne peut commencer le traitement d'un produit que lorsque la
machine i{ se libère avec i+ j.

La spécification SPz permet d'éviter les situations de blocage dans le système et
elle est motivée par le fait de supprimer les encours et gagner ainsi en espace. A SP2
correspond un ensemble d'états interdits à déterminer.

Le lancement d'exécution de I'opération sur la machine Mi se fait suite à
I'occurrence de l'événement F; (événement contrôlable généré par l'automate
programmable). L'événement incontrôlable ff, indique que la machine Mi a fini la
première phase d'usinage du produit P;. Dans ce cas, I'API lance la phase de transfert
(2,). L'événement/; indique la fin de I'opération et par conséquent la réalisation du
produit P1. L'automate représentant le fonctionnement de la machine Mi est noté Gi(Mi)
(figure 5.3). L'approche de déduction de I'automate équivalent est similaire à celle
proposée par [CAD99] avec I'hypothèse de la non simultanéité des événements
externes. Le début du travail et le début du transfert correspondent à des sorties du
système de commande. En revanche, la fin de I'opération et la fin du transfert qui sont
des événements provenant des capteurs correspondent à des entrées du système de
commande.

Comme le système de commande observe le procédé de manière asynchrone, alors
nous considérons l'hypothèse de la non simultanéité des événements externes.

I1 faut remarquer que les événements 4 et Z, sont des événements contrôlables et
sont traduits dans le contexte Grafcet en actions tandis que.ff, etfi sont des événements
incontrôlables dont on ne peut interdire I'occurrence. Dans le cadre d'une représentation
par Grafcet, les événements contrôlables sont associés aux étapes car il est possible de
les interdire. Pour les événements incontrôlables, ils sont associés aux transitions car ils
sont le résultat d'une action et par conséquent impossible à inhiber. En autres termes,
l'ensemble des événements contrôlables X. est constitué des événements d'activation et
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des événements de désactivation des ordres du Grafcet. Les événements non
contrôlables Xu sont associés aux variables d'entrée du Grafcet.

Gi(Mi) fibre

fonctionnement ftn du fonctionnement

Fieh : début d'exécution sur Mi Ti eZc : début du transJère à partir de Mi

"ff,eE : fin d'exécution sur Mi .ftieDu : fin du transJère à partir de Mi

Figure 5.3. Modèle automate dufonctionnement de Ia machine Mi

L'automate résultant G du système intégrant la spécification de commande SPr, est
obtenu par la composition synchrone de G{M1), Gz(Mz) et G3(SP7) (Figure 5.4).

GilMù Gz(Mz) G3(,SPi)

-g-Lg -gJg
F,l |r, l Fl 

lr, l

##
Figure 5.4. Composition synchrone des automates G{M), Gz(Mz) et G3(SPù

3

c = /l G, comporte 48 états et 88 transitions d'états. G est donnée par la figure 5.5.
j=l
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Figure 5.5. Modèle automate c = il G, de la figure 5.4
i- l

Pour faire respecter la spécification de sûreté SPz, on cherche à déterminer
I'ensemble des états interdits. Dans cet exemple, I'ensemble Ql est simple à déterminer
puisqu'il s'agit de reconnaître les états de G pour lesquels les machines Mt et Mz soît
toutes les deux engagées. En utilisant l'algorithme 5.1 de la méthode de synthèse, on
détermine alors Q4 le plus grand ensemble d'états admissibles, et par conséquent
I'automate G. préservant la réversibilité du procédé supervisé. L'ensemble des états
interdits est donné par la figure5.6.

L'application de I'algorithme I à I'exemple précédent en tenant compte de la
spécification de sûreté SP2 permet d'éliminer 33 états de G (voir figure 5.6).
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Figure 5.6. Etats interdits et instonces à séparer

L'automate G" est donné par la figure 5.7.

Figure 5.7. Modèle automate dufonctionnement désiré



5.4 Synthèse de la commande avec la théorie des régions

5.4.1 Nouvelle interprétation de la théorie des régions

L,objectif recherché par la méthode de synthèse présentée dans cette thèse est de

synthétisér un superviseur en Grafcet en utilisant une nouvelle interprétation de la

tÉeorie des régions. Cette nouvelle interprétation de la théorie des régions permet de

déterminer un ensemble de variables de contrôle à ajouter aux modèles Grafcets de

commande du procédé non supervisé de telle sorte que le fonctionnement en boucle

fermée soit exactement I'automate G, obtenu à partir de I'automate G sachant que G"

respecte les spécifications. Les variables de contrôles obtenues par la nouvelle

intêrprétation de la théorie des régions permettent d'assurer le fonctionnement le plus

permissif possible. Ces variables de contrôle sont déterminées en fonction de

I'ensemble des instances de séparation f) avec :

t -
O = twr  =  (q ,1Q1) l  a  eZ,  nq ,

Pour ce faire, on associe à chaque instance de séparation wr,=(Qr+Ut)t

w1, e Ç1, une variable de contrôle Ci,. On définit par la suite une fonction de contrôle

U(Cù comme suit:

U (C) Iq ,  =U(C t ) l q ,  +C f

où

U(Crr) I qi:lavaleur de la fonction de contrôle àl'état qi,

U(Cù I qi :lavaleur de la fonction de contrôle àl'état qi,

Cf e Z : la variable d'incrémentation de U(C*) suite à l'occurrence de l'événement a.

En se basant sur les fondements de la théorie des régions, la nouvelle interprétation

que nous proposons repose toujours sur la condition d'atteignabilité, l'équation de cycle

et la condition de séparation. Dans la nouvelle interprétation de la théorie des régions, la

loi de commande Û est définie comme suit :

eG,  nQl  eG-Gr l .

Û(q, " r ' ; ,  n, )=[r  
s ' ' ' : :1, '  

: t  
=u(ct)  t  q '  + cf  >0 (a est  autor isé)

lO  ss i  U(Cù l8 i=U(Cr ) lq ,+Cf  <0  (aes t inh ibé)

5.4.1.1 La condition d'atteignabilité

La condition d'atteignabilité traduit le fait que tout état q; de G" est atteignable à

partir de l'état initial Çlo. Par conséquent, le contrôle doit autoriser l'accès à cet état.

iro* .. faire, la valeur de U(Cr) / q; doit être positive ou nulle' Ainsi la condition

d'atteignabilité s'écrit sous la forme suivante :

U(C*) lq ,  =U(Cùlqo + I  C i '  >0
d ies

ts.1l
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U(Cù I q6 représente la valeur initiale de la fonction de contrôle relative à l'état initial et
s la séquence d'événements cr,i rrr€rrânt de qs à qi.

Figure 5.8. Automate A

Considérons I'automate A de la figure 5.8. Supposons dans cet exemple que tous
les événements sont contrôlables (Xr:{a1, az, f}) et que l'état qj est un état
interdit (Qr:{qs}).Pour obtenir le comportement admissible, le contrôle doit interdire

l'événement B à partir de l'état 8t. wr=@14qr)est donc la seule instance de

séparation à considérer. Pour cela, une seule variable de contrôle notée Ct est nécessaire
et la valeur de la fonction de contrôle relative à l'état q3 doit être négative. Les trois
états (qs, q r et q2) doivent être atteignables, par conséquent, les valeurs de la fonction de
contrôle relatives à ces états doivent être positives ou nulles. Les trois conditions
d'atteienabilité sont donc :

U(Cr ) lqo>0 ;

U(C) I  qr  =U(Cr) I  qo +Cit

U(C) I qz =U(C) I qo +Cil

20;

+ci'

5.4.1.2 L'équation de cycle

D'autre part, la fonction de contrôle doit satisfaire les équations de cycle

>0 .

Zci =0,
aiey

YyeS, ls.2l

où y est un cycle appartenant à I'ensemble des cycles S" de I'automate G". y est composé
d'une succession d'événements a;.

Reprenons l'exemple de l'automate A (figure 5.8). La fonction de contrôle U(Ct)/qo
doit retrouver sa valeur initiale suite au cycle y, c'est-à-dire I'occunence des
événements d1, d2 et B, d'où I'expression de l'équation de cycle :

U(C)IQo =U(C) lqo +CT'  +Ci 'z  +Cf

= CT'+Ci '*C( =o



5.4.I.3 La condition de séparation

Pour retrouver le fonctionnement le plus permissif, il faut séparer I'ensemble des

événements menant aux états dangereux. Soient s la séquence formée des di
événements, permettant d'atteindre qi à partfu d" qo et p un événement contrôlable
menant de l'état q; àl'état qj non admissible.

U(Cr)lQ , U(Cr)tq, +Cf <0

u(cù lq i  = tJ (c1) lqo+>.c i  +c f  <o [s.3]

avec çlo,4i € G" et qi e G - Ge

Ceci définit donc I'instance de séparationwo=(q,--1q).La condition de

séparation est donnée par la relation [5.3].

Pour I'exemple de la figure 5.8, l'état Qj est le seul état interdit. Comme p est un

événement contrôlable alors I'instance de séparation estw, :(qr--L)qr). Pour

interdire I'atteignabilité de gs,la valeur de la fonction de contrôle U(C1)/ç doit être

négative. La condition de séparation est :

u(c) lq t  =u(c) lqo+ci '  *c(  'o

La résolution du système I5.1] - [5.3] permet de déterminer les variables de

contrôle, si elles existent, correspondantes à chaque événement ainsi que la valeur

initiale de la fonction de contrôle. Ce qui nous permet de construire les Grafcets de

supervision. Une des solutions qui permet de résoudre le système d'équations est définie
comme suit:

U(Cr)/qo :0,  Cît  =0, CT'  -  +1, C( = - t .

L'automate représentant le comportement le plus permissif G, ainsi que l'évolution
de la fonction de contrôle est représenté à la figure 5.9.Lamise à jour de la fonction de

contrôle est faite par les Grafcets de supervision lors de l'occurrence de I'un des

événements e, d2 et B.
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U(Ci lqo=0>0

U(C)/q1= U(C)/qo+ Ç j = 0 > 0

u ) ; r \-..i i--) rJ(c,yqr= U(c1)/q1+ cf :-l <o

)..""u(c,vnr= u(cilqt+ c1*: l> o

Figure 5.9. Evolution de Iafonction de contrôle

Théorème 5.1 Un comportement souhaité G", sotts graphe d'un automate G, dëduit des
Grafcets de commande, peut être réalisé en ajoutant des variables de contrôle at*c
Grafcets de commande ssi il existe une solution U(Cl pour le système linéaire incluant
toutes les conditions [5.1J et [5.2J et une des conditions [5.3J, pour chaque instance de
o.

La preuve de ce théorème est faite par analogie par rapport à celle du théorème 3.1
(Chapitre 3) sur l'existence de places de contrôle pures.

5.4.2 Algorithme de synthèse

L'algorithme 5.2 suivant résume la méthode de synthèse des variables de contrôle qui
permettent d'interdire à un automate G les transitions de I'ensemble (2 pour réaliser le
comportement désiré modélisé pæ G, tout en respectant la contrainte réversibilité. La
réversibilité est traduite ici par un comportement non bloquant et la possibilité
d'atteindre l'état initial à partir de tout état du système. L'automate G est déduit à panir
des Grafcets de commande du procédé.

Algorithme 5.2 : Synthèse des variables de contrôle

I- Générer I'automate G à partir des grafcet de commande du procédé ;
2- Déterminer Q à partie de I'ensemble des états interdits Qt ;
3- Génërer G, ;
4- Ecrire la condition d'atteignabilité pour tout état de Gr.

5- Ecrire les équations de cycle.

6-  TantqueQ*@fai re:

6.1- Euire la aondition de séparation pour chaque élément de Q ;
6.2- Résoudre Ie système t5.11 - t5 3l Soit U(Cl la solution correspondante ;
6.3- Eliminer de Q toutes les instances traitées par U(Cù ;

7- Eliminer les variables de contrôle redondantes ;
8- Déduire les Grafcets de supervision correspondant.

FIN
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La solution du système t5.l] - [5.3], si elle existe, pelmet d'avoir les variables de

contrôle à ajouter aux Grafcèt dè commande et construire ainsi le superviseur associé

qui s,occuplra de la mise à jour des fonctions de contrôle suite à I'occurrence des

événements observés.

5.5 Application

Reprenons 1'exemple introduit à la section 5.3 afin de déterminer le superviseur

associé permettant de respecter la spécification de sûreté SPz. Nous rappelons qu'il y a

33 étati non admissibles dans G et 12 instances de séparation représentées par

I'ensemble.f) : (Voire figure 5.6).

f(n,rrLqrr,\(q,r'--\qrr,\(q,or--r-+qr^\.(q.,,-\q"'\.

" 
= ]û;;; 

Fr > n,'"\G,,.,--4-+ qru,\(qr,,--F'? > q,,u\(q.'o-L'qr,,\.

lbi,"-u'î*',\(n,,,--L-+n,,,,\(n,,,,4q,"\(q^'-\q0")

En appliquant l'algorithme 5.2,
respectivement des états (221), (32I)'
(323) et (423). Pour cela nous utilisons

Uo(C)+C,a  +  C{ '  .o ;

Uo(C)+C{' +CI' .o;

Uo(C)+C{l  +c{ '*c{ '  .o;

uo(Cq)+Cf;  +c{ '*CT *C[ '  .o;

uo(c)+c{' +c{'c{ '  <o;

uo(cù+c[' +c{' + cP +cf . o ;
Uo(C)+Cl' +C{' *Ç' +Cl' *Cl '  *CI' 'O;

uo(ce)+cf + c{' *cl' *c{' *c{' *c{' *cf, ' o;

uo(cù+cf + c{' *$' +c{' *c{' *c{' *cP +c{l

%(cro) +cft +c{f +c[6 +cto' *c,t * Cft .o;

uo(cr)+cTi +c# +c[1 +c{T'*c{] *c{i *c[? 'o;

nous trouvons 12 conditions de séparation
(42r), (231), (241), (222), (232), (242), (223)'
12 variables de contrôle Cpaveck: 7 -+ 12.

\ '  = (Qnt4qrzr)

\ ' = (qzrz-LQzzr)

w2 = (Ltn4qrrr)

wt = (Lqrzlqoz)

wq = (Slt4qrrr)

w, = (Suz4qzs)

w6 = (Qm$qrrr)

w7 = (Snr4qrzr)

< 0; we = (qtqr4qroz)

wg = (Qzn-L->qrr)

wro = (qnlqrz)

Ur(Crr)+Cft  +C# +c[ ;  +c{ l ' *Cl  *c# *CI*CE ' } ;wn:(qqnlq+z)

12 équations de cYcle : (k : 1 -+ l2).

cX *c{' *cl *c{' *cP *c{' *cP *ct' =o
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168 conditions d'atteignabilité sont dégagées pour permettre I'atteignabilité des
états de Qe:{Qll), (212), (312), (412), (ll2), (l2l), (l3l), (141), (123), (133), (143),
(1 13), (2ll),(3 1 l), (41 1)) constituant tous les états de G. : (k : | -+ I2).

uo(cÈ) > o
Uo(Cr)+cf; >o
uo(cù+cf,  +c{ >0
uo(cù*c[ '+c{ '+cf ,  >o
Uo(Ct)*Cf *C{ '  +Cf +C{'>o
uo(ct)+cf; +c{ *cl *cf '*cP >o
uo(cr)+cf +c{ '  *cI *c{ '*c[ '*c{ '>o
uo(cù*cf +c{ '+c7\ +c{" *c[ '*c{ '*c? >o
uo(Cù+cp >o
uo(Ct)+c[' +c{' >o
uo(cr)+C[ '*c{ '+cp >o
uo(Cr) + C[' + Cp +Cp + c{' >o
uo(cù+ c[' + crd' +cp +c{' * c[' >o
uo(cr)+c[' * c{' +cp + ct' *c[ * c{' >o

uo(ct)+ c[' + c{' + cp +cr/' *cf * c{' * cl >o

Une des solutions nécessite seulement les trois variables de contrôle Co, Ct et Cc.

Première variable de contrôle :

Uo(C") :1 ,  C[ ,  - -1 ,  C l t  =+1,  C!  =C{ t  =Cl '=C{ '=Crz  =C! '=0.

Deuxième variable de contrôle :

Uo(Cù:1,  C{ ,  - -1 ,  C{ '  =+1,  C{  =Cl '  =C{ '  =C[ '  =C{ '  =C? =0.

Troisième variable de contrôle :

Uo(C,) :1,  C!  =CP =- I ,Cl t  =C! '  =+1,  C{ '=C! :C{ '  :C? - -0.

Cette solution est à trois variables de contrôle uniquement car nous avons éliminé
toutes celles qui sont redondantes. Les variables Co et C" contrôlent l'événement
contrôlable Fz.Cr et C" contrôlent l'événement contrôlable Fr.

Le superviseur formellement trouvé est représenté à la figure 5.10. n contrôle le
système dont le fonctionnement est toujours commandé par les Grafcets de commande
de la figure 5.lc, et 5.1d. La supervision utilise trois variables de contrôle Co, Ct et C".
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L'évolution des trois fonctions de contrôle est représentée par les trois modèles Grafcet
constituant le superviseur.

(a) (b) (c)

(a) Première fonction de contrôle U(C,)
(b) Deuxième fonction de contrôle U(Cr)
(c) Troisième fonction de contrôle U(C)

Figure 5.10. Les Grafcets de supervision

La structure de commande-supervision proposée à la figure 5.11, intègre le procédé,
constitué du procédé et de sa commande locale, ainsi que son superviseur.

Comme C[t =-l et C! =-1, alors I'occurrence de l'événement Fl décrémente
les fonctions U(C) et U(C,) or les fonctions de contrôle doivent toujours être positives
ou nulles pour ne pas aller au delà du comportement désiré. Ce qui explique la condition
sur l'occurrence de Fr (si U(Cù > I et U(C") à 1) dans les Grafcets de commande. Le
même raisonnement peut être fait pour l'événement F2 (f,rgure 5.11).

ftt +ftz
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Procédé
M 1 e t M 2

Commande locale

Commande globale (Grafcet)

F"
si U(C) >-l
et U(CJ>l

événements
générés

événements
autorisés

U(C),
U(C) et
U(C)

Figure 5.11. La structure de commande-supervision.

5.6 Autres exemples traités

Pour donner une idée sur l'efficacité de l'approche proposée et son coût en termes

de temps d'exécution machine, un jeu de données pour des exemples plus complexes
dont le nombre d'états de I'automate G et celui des instances de séparation sont

importants a été réalisé. Les résultats sont présentés dans le tableau 1 suivant :
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Nb états G Nb états G, Nb Inst. Sép. Nb Var. Cont. Te4ps CPU
4a t5 12 3 o.o4
261 215 47 3 0 .14

4 0.24
4 0.75
4 1 .68
2 12.16

774 699

Tableau 5.1. Autres exemples haités.

5.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une contribution pour le problème de la

synthèse de la c-ommande par supervision pour les modèles Grafcet. L'approche

pioposée permet de synthétiser un superviseur permettant de faire respecter les

ipeèif,rcatiôns et garantissant la réversibilité du procédé contrôlé. Le superviseur calculé

"it 
,our forme d'un ensemble de variables de contrôle à ajouter aux modèles initiaux

des Grafcets de commande du procédé. Pour les spécifications, il s'agit des

spécifications de commande et de sûreté.

La détermination de ces variables de contrôle est basée sur une nouvelle

interprétation de la théorie des régions ainsi que le modèle du procédé déduit de ses

Grafcets de commande. L'implémentation de la loi de commande est simple, puisqu'il

suffit d'intégrer les variables de contrôle aux modèles initiaux de commande sans trop

de modifications. C'est une approche de synthèse optimale dans le sens de sa

permissivité et directe au sens de son implémentation aux niveaux des équipements

programmables.

1288
74
1011684

3547 3414 128
12477 12074 401



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons développé une approche de synthèse de la commande
pour les SED partiellement observables. Trois contributions ont été développées, une
première se situe au niveau de I'extension de l'approche structurelle initiée par les
travaux de Ghaffari et al. pour les graphes d'événements partiellement observables. La
deuxième contribution se situe au niveau de l'extension de la théorie des régions à la
synthèse de la commande des SED partiellement observables. La troisième contribution
concerne le développement d'une méthode formelle de synthèse de la commande à
partir d'un Grafcet de commande du procédé en s'appuyant sur une nouvelle
interprétation de la théorie des régions.

Pour les modèles du procédé utilisant les réseaux de Petri cofirme formalisme de
modélisation, nous avons développé deux approches de synthèse de la commande. La
première exploitation des propriétés structurelles des graphes d'événements pour la
synthétiser une loi de commande résolvant les spécifications de type états interdits
caractérisés par un ensemble de Contraintes Généralisées d'Exclusion Mutuelles
(CGEM). Nous avons considéré I'hypothèse que certains événements du SED à
contrôler peuvent être incontrôlables etlou inobservables. Pour cette première approche,
nous avons prouvé que pour toutes séquence de transitions observables, il existe un
unique marquage depuis lequel tout autre maxquage possible du système, peut être
atteignable d'une manière inobservable. Cette particularité importante, nous permet de
concevoir une loi de commande efficace basée sur la séparation de l'observation et de la
commande. Cette loi de commande consiste à déterminer le pire cas suite à une
autorisation de franchissement d'une transition contrôlable à évaluer en temps réel si ce
pire cas viole les CGEM. La deuxième approche permet de déterminer un contrôleur
RdP pour les SED modélisés en un RdP partiellement observable pour résoudre les
problèmes du type transitions d'états interdites (PTEI). La synthèse du contrôleur agit
en deux phases. En premier lieu, le comportement observable maximum permissif et
non bloquant est déterminé, et en second lieu, la théorie des régions est utilisée pour la
détermination d'un contrôleur RdP quand il existe. Le contrôleur est un ensemble de
places de contrôle pouvant être pures ou impures.

I0 l



Le problème de synthèse d'un contrôleur RdP n'est pas toujours un problème

solvable en termes de places RdP. Pow cela, nous avons prouvé dans ce mémoire les

conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence de places de contrôle pures ou

impures résolvant une instance de séparation donnée. La preuve porte sur les cas des

SEb totalement observables et partiellement observables. Nous avons également prouvé

qrr" po* le cas des SED partiellement observables, il est nécessaire de satisfaire deux

ànd^itions supplémentairés, nécessaires mais non suffisantes pour l'existence d'un

contrôleur RdÈ optimal et ceci est du à la contrainte d'inobservabilité des événements.

pour contoumer la non existence d'un contrôleur RdP, une solution est proposée et

consiste à construire plusieurs places de contrôle pour inhiber une transition interdite

quand une seul place de contrôle n'existe pas. Chacune de ces places permettra au

modèle d'atteindre une partie du comportement admissible' L'ensemble de ces places

est appelé contrôleur RdP partiel.

pour les modèles du procédé utilisant le GRAFCET comme formalisme de

modélisation, nous avons proposé une approche originale de synthèse de la commande'

Cette approrh" u po* ob;..iif principâl de déterminer formellement un ensemble de

variables de contrôle à iniégrer aux modèles Grafcets de commande du procédé et de

générer les Grafcets de supËrvision correspondants. La détermination de cet ensemble

de variables de contrôle eit basée sur I'uiilisation d'une nouvelle interprétation de la

théorie des régions.

Pour résumer, nous avons développé des approches pour la synthèse de la

commande des SED partiellement observables pour résoudre des problèmes de type

transitions d'états inteidites. une première approche exploite les propriétés structurelles

des graphes d'événements pour synthétiser une loi de commande' La deuxième

upprJrf,à permet la synthèse- des contrôleurs RdP sous forme de places de contrôles

p*., ou i*p*., en utilisant la théorie des régions. une extension de cette méthode a

ègalement eie developpée pour déterminer un contrôleur RdP même quand la méthode

olginale échoue. Nous uuônt aussi étendue I'utilisation de la théorie des régions pour

l,adaptée aux modèles du procédé utilisant le GRAFCET comme formalisme de

modélisation. Dans cette approche, nous déterminons des variables de contrôle à

intégrer dans les Grafcet ae làmmande et dont l'évolution est gérée par des Grafcet de

supervision.

Il est intéressant d'introduire la contrainte temporelle et dans la modélisation du

procédé et dans les spécifications. Comme perspective de cette thèse, il est possible

à'étendre les approches proposées pogr résoudre des contraintes temporelles.

t02
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Contribution à Ia synthèse des contrôleurs des systèmes à événements dkcrets

partiellement o bservables

Résumé

Dans ce travail, nous proposons des méthodes de synthèse des lois de commande pour les systèmes à
événements discrets partiellement observables. Selon le modèle utilisé, nous avons apporté deux types de
contributions. Une première contribution se situe au niveau de I'extension de la synthèse de la commande
basée sur des modèles réseaux de Petri et Ia théorie des régions en intégrant la contrainte d'observabilité
des événements. La deuxième contribution intéressante concerne le développement d'une méthode
formelle de synthèse de la commande à partir d'un Grafcet de commande du procédé en s'appuyant sur
une nouvelle interprétation de la théorie des régions. Pour les modèles du procédé exprimés en réseaux de
Petri, nous proposons deux approches de synthèse de la commande des SED en présence d'événements
incontrôlables eVou inobservables. Ces approches permettent de résoudre le problème des états interdits
caractérisé par un ensemble de Contraintes Généralisées d'Exclusion Mutuelles (CGEM) en exploitant les
propriétés structurelles des graphes d'événements. L'exploitation des propriétés structurelles dis graphes
d'événements nous a permis de synthétiser une loi de commande pour le problème d'états interdits ivec
la contrainte d'observabilité des événements. Pour cette approche, nous nous intéressons aux cas où les
CGEM concernent une ou plusieurs places du modèle du procédé. La deuxième approche traite du cas des
problèmes des transitions d'états interdites (PTEI). L'approche de synthèse dévêtôppée intègre la norion
de réversibilité avec les contraintes d'incontrôlabilité et d'inobservabilité des évènements. L'approche
proposée détermine un contrôleur RdP maximum permissif, quand il existe. Les conditions nécessaires
pour I'existence du contrôleur RdP pour les SED partiellement observables sont établies. La deuxième
contribution proposée par cette thèse concerne I'utilisation de la théorie des régions pour synthétiser un
superviseur à partir des modèles de commande du procédé SED exprimés en GRAFCET. Les
spécifications traitées sont du type état interdit et en intégrant I'aspect réversibilité du procédé. pour ce
faire, une nouvelle interprétation de la théorie des régions a été développée et prmàt de déterminer
formellement un ensemble de variables de contrôle à intégrer aux modèlès de cômmande du procédé
exprimés en GRAFCET.

Mots-clés : Réseaux de Petri, Grafcet, théorie des régions, synthèse de la commande, contrôleur,
observabilité, système à événement discret.

Abstract

In this work, we present control synthesis approaches for discrete events systems with partial observation.
According to the used model, we propose two types of contributions. A first contribution is an extension
of the supervisory control based on the Petri net (PN) models and the theory regions by integrating the
observation constraint of the events. The second interesting contribution relites to the developmeniof a
formal method of control synthesis starting from a Grafcet conhol plant while being based on a new
interpretation of the theory of regions. For the plant modelled with Petri nets, we propoie two approaches
ofcontrol synthesis. These approaches solve the forbidden stats problem characteiizeà by a set ôfGeneral
Mutual Exclusion Constraints (GMEC) by exploiting the structural properties of thé marked graphs.
Structural properties are proposed to perform the worst-case analysis for each GMEC specification with
any given initial marking when uncontrollable and/or unobservable transitions are ailowed. Efficient
solutions are proposed for the determination of the maximal uncontrollably reachable marking of any
critical place. Second approach resolves the forbidden state-transition problLms (FSTP). The dJvelopeâ
synthesis approach integrates the concept of liveness with uncontrollabie / unobservable transitions. ihe
suggested approach determines the maximum permissive PN controller, when it exists. The necessary
conditions for the existence of the PN controller for the partially observable DES are established. ThL
second contribution of this work relates to the use of the theory of regions to synthesize a supervisor from
a Grafcet control plant model for forbidden state specifications and integrating the reversibility aspect of
the plant. For this, a new interpretation of the theory of regions was deveiopedlo formally dete-rmine a set
of control variables to integrate into the initial Grafcet control model which constitutes thl supervisor.
Keywords: Petri net, Grafcet, theory of regions, control synthesis, Controller, Observability, Discrete

Event System.




