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Introduction générale

Depuis plus de vingt-cinq ans, les systèmes non linéaires ont été largement étudiés, de sorte qu'un
grand nombre de résultats théoriques sont actuellement disponible. Ce développement est de au fait que

I'approche traditionnelle par modélisation essentiellement linéaire des procédés à commander est devenue
insuffisante pour des applications de plus en plus exigeantes en termes de performance.

Bien souvent, la commande d'un système nécessite la connaissance complète de son état (commande
par retour d'état), mais malheureusement, pour des raisons techniques ou économiques (construction,
positionnement et coût des capteurs), l'état n'est pas entièrement accessible à la mesure. Ctest ce pro-

blème qui motive la synthèse d'observateur, ou reconstructeur d'état, système auxiliaire qui donne une

estimation de tout l'état, ou au moins l'état non mesuré à partir des grandeurs connues du système.

Avant tout, une condition nécessaire à I'existence dtun observateur est donnée par la notion d'observa-
bilité du système, qui traduit en un sens, la possibilité d'obtenir son état en fonction de ses entrées et ses
sorties. Dans les cas linéaires, cette condition est indépendante de I'entrée, et elle est également suffisante
pour garantir I'existence d'un observateur, à vitesse de convergence exponentielle et arbitrairement ra-
pide [35, 36]. Pour les systèmes non linéaire, malgré I'abondance des résultats disponibles, il n'existe pas

une solution systématique. Une des raisons en est que, contrairement au cas linéaire, I'observabilité d'un
système non linéaire dépend de I'entrée appliquée. Une définition détaillée de I'observabilité est donnée
pa,r Hermann et Kerner dans [80] tandis qu'une bonne introduction aux problèmes des entêtes pour les
systèmes non linéaires peut être trouvée par exemple dans [79].

Dans Ie cas où une entrée permettrait de distinguer tout couple d'états, on parle d'entrées universelles
dont Ies premières mentions remontent à la fin des années soixante dix [51]. Quand toutes les entrées
sont universelles, il est question d'observabilité uniforme, initialement définie dans [52] pour les systèmes
linéaires variant dans Ie temps, dans [40] pour les systèmes balnéaires et [64] pour les systèmes affines en
contrôle.

Cependant, de point de vue pratique, Ia meilleure définition de I'observabilité est donnée par la
possibilité de construire un observateur. Pour la classe des systèmes Iinéaires variants dans Ie temps,
les premiers résultats sont évidemment dus à Kalman, tandis que les premiers observateurs de systèmes
non linéaires apparaissent au début des années 70 avec les travaux de Thau [97] et Kou et al [96] qui

adopte un approche type Lyapunov. Toutefois, autour des différentes notions rappelées ci avant gravitent

également un certain nombre de synthèse d'observateurs. Une première classe la^rgement utilisée pour

les systèmes dépourvus d'entrées singulières, et celle de type grand gain : I'observateur s'appuie sur une
partie linéaire observable du système, rendue prépondérante par rapport aux non linéarité pa"r I'utilisation
du grand gain, moyennant une hypothèse raisonnable sur ces non linéarité 165,62,66, 18]. Ces résultats
ont fait I'objet de développement récents et on été appliques à divers procèdes chimiques ou mécaniques

[66, 60, 14,28].

Un bon nombre de travaux ont été menés sur les systèmes bilinéaires [40] où plus généralement affines
en I'état. Une façon d'étendre ces résultats consiste à essayer de transformer des systèmes non linéaires
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par changement de coordonnées en ltune de ces forme modulo éventuellement une injection d'entrées

sorties, à I'initiative de Kerner et Isidori [4] et Bestle-Zeitz pa|

Il existe de nombreuses autres techniques que nous ne pouvons toutes citer, parmi lesquelles les

observateurs à modes glissant [87, 106], les extensions non linéaires de I'observateur de Luenberger [34,
57, 55]. La méthode de linéarisation à travers un retour d'état non Iinéaire lisse ou un changement de

coordonnées non linéaires (transformation par difféomorphisme[81]). D'autres méthode ont été également

développées, comme I'utilisation des "zéros dynamiques" introduit par Byrnes et Isidori.

En dépit de tout I'intérêt accorde aux systèmes non linéaires en temps continu, les systèmes non

linéaires en temps discret n'ont reçu quant à eux qu'une faible attention. Il existe différentes raisons à

cela; d'une pa.rt, la majorité des systèmes physiques évoluent (au sens du comportement) naturellement

en temps continu et non en temps discret, d'autre part, certaines propriétés géométriques se perdent lors

du passage du continu au discret. C'est pourquoi I'intérêt accorde aux systèmes non linéaires en temps

discret est assez récent mais ne cesse de croître 126,25,9,81...Le fait que Ia plupart des systèmes de

commande d'un procédé est réalisée pax un calculateur numérique en temps réel est la principale raison de

cet intérêt croissant. La nature séquentielle des calculs et des échanges avec I'extérieur impose de décrire

Ie processus pax un modèle discret bien que la modélisation ait d'abord conduit à établir un modèle de

connaissance en temps continu.

Ce travail comporte deux parties relativement indépendantes procède par un premier chapitre conte-

nant quelques résultats classiques sur I'observabilité et Ia conception des observateurs pour les systèmes

non linéaires en temps continues ainsi qu'en temps discret ainsi que les systèmes mécaniques décrits par

les équations dites d'Euler Lagrange.

Dans la première partie, on aborde Ie problème de caractérisation par difféomorphisme des systèmes

mécaniques. La deuxième partie est consacrée à l'étude de Ia généricité de I'observabilité des systèmes en

temps discret.

L'objet du deuxième chapitre est de donner en premier lieu une discussion sur ces équivalences affines

pour les systèmes décris par les équations (2.1) pour lesquels nous allons donner des conditions nécessaires

et suffisantes. Tout d'abord, nous étudions une famille d'équations aux dérivées partielles pour laquelle

un algorithme permettant la construction de la solution (quand elle existera) sera présenté. Ensuite, nous

fournissons une condition nécessaire et suffi.sante caractérisant les systèmes de forme (2.1) qui peuvent

se ramener après un changement de coordonnées en une forme afÊne. Si la construction dtune telle

transformation est hors de portée dans le cas général, pour Ies systèmes d'Euler-Lagrange cette question

est résolue dans [74], et nous proposons une méthode élégante qui fournit explicitement la solution. Pour

finir, nous faisons une comparaison de nos résultats avec ceux qui sont dans la littérature ainsi l'approche

Riemannienne introduite par M. Spong et Bedrossian. N.S dans [12, 13]. Nous illustrons notre approche,

sur les exemples typiques incluant : le système Tora, Ie Manipulateur et le pont roulant pour lequel un

observateur exponentiel avec une vitesse de convergence arbitraire serait présenté.

Grâce à Ia restrictivité des conditions données dans le chapitre précèdent pour tester les équivalences

affines des systèmes mécaniques, nous avons proposé les formes triangulaire en Ia partie non mesurée (en

la vitesse) ri : u pour I'analyse de commandabilité et d'observations. Nous voulons donner des conditions

d'équivalence de système (2.1) avec une forme affine triangulaire. Autrement dit à quelles conditions le
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système (2.1) peut être modéliser par

01 :  a1(0) z1

21 :  b {0 , r )

02 : an(0) 21 * a,22 22

2 2  :  b 2 ( 0 , r ) + P ! , ( 2 1 )

:

0- : o.r(0) zr + an2(0) zz * ... 1 ann(0) zn

2n

ou les Pad sont des polynômes et aii(.),bi(.)sont des fonctions de classe c-.

Nous avons appliqué cette méthode à une famille de système à deux degré de liberté : nous avons mis

en évidence ,rn 
"Lurrg"*ent 

de coordonnes permettant d'écrire un système d'Euler-Lagrange sous forme

triangulaire du type lf ; porrt Iaquelle la conception d'observateurs et même la stabilisation par retour de

positi,on peut être accomplie. Grâce a ceci et pour cette famille de systèmes mécaniques nous proposons

un observateur à convergence globale. En outre, Ie problème de la stabilisation par retour de position est

résolu même si la matrice d'inertie M(q) n'est pas uniformément bornée.

Comme nous I'avons déjà signalé, avant de s'attaquer à la conception d'un observateur, on commence

par se demander si le système dont on veut reconstituer ltétat est observable. Dans le cas négatif, on sait

qutil ne sera pas possible de construire un observateur, du moins si on cherche un observateur dont la

.riturr" de convergence puisse être réglée arbitraire. Il est par conséquent intéressant de savoir t'combien"

de systèmes sont observables, en 1991 est paru un premier article dans de J.P. Gauthier, H. Hammouri

et I. Kupka [65] dans Iequel les auteurs établissent de généricité pour Ies systèmes continus sans contrôIe'

J.p. Gauthier et I. KupL ont ensuite étudié Ie même problème pour les systèmes contrôIés [61] et ont

montré que I'observaUitite était générique dès que le nombre de sorties et strictement supérieur au nombre

d'entrés. Les outils utilisés pour établir ces résultats sont ceux de théorie de la transversalité.

En utilisant ces mêmes outils, J-C. Vivalda a étudié dans [59] les cas des systèmes discrets sans

contrôles pour lesquels il montre que I'observabilité est générique. S. Ammar et J-C-Vivalda ont ensuite

étudié Ie même problème pour Ies systèmes contrôlés [9] et on montré que I'observabilité était générique

dés que le nombie de sorties et strictement supérieur au nombre d'entrées. Les outils utilisés pour établir

ces résultats sont ceux de théorie de Ia transversalité.

Dans cette deuxième partie de ce mémoire, on stintéresse aux systèmes en temps discret, plus préci-

sément nous abordons le problème de Ia généricité de I'observabilité différentielle forte pour des systèmes

non linéaires contrôlés définis

(1 )

I * r * t :  f ( r x , u * )
\  ak :  h(rv ,up)

(2)

avec
- r x € X , u € 4 g r e R o
- X et [/ sont des variétés C- de dimension respectivement n et rn, connexes, compactes satisfaisant

Ie deuxième axiome de dénombrabilité.
- I t X x(J -- X :un difféomorphisme paramétré: c'est-à-dire pour tout u € [/, I'application /(',u)

àst un difféomorphisme Cæ; nous notons Diffu(X) I'ensemble des difféomorphisme paramétrés;

- h: X xU -- IRp est une application C-.

L'observabilité forte et I'observabilité différentielle forte pour les systèmes continus étaient introduites

pa.r Jean paul Gauthier et lvan KupKa dans [61]. Nous introduisons d'une façon analogue la définition
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d'observabilité différentielle forte pour les systèmes discrets. Considérons I'application :

@rrlnrx ^ g2ntr r------+ p(2n+l)r x (J2n+r

(*, uzn+r) '----- ' (h(n, us), h(!r (r, u), ut), . . ' , h(f2" (r, uzn), uzn), u2n+L)

Définition 0.0.1. Le système (2) est fortement obseruable si I'application @fr!*, est 'injectiue. Il est

fortement d,ifférentiellement observable si I'appli,cation @{I*t est une immersion injectiue'

Lorsque Ia dimension d'espace de sortie p est strictement suppérieure à celle d'espace d'entrée rn, S.

Ammar et J-C. Vivalda ont a montré dans [9] Ia généricité de I'observabilité pour les systèmes discrets de

type (2). plus précisément, tout système de type (2) peut être approché par un autre système fortement

observable.

Nous montrons dans ce travail, que si p ) rn alors tout système de type (2) peut être approché par un

autre système Fortement différentiellement observable. Plus précisément, nous montrons que I'ensemble

des apilications (/,lz) e Ditru(X) x C*(X x 4Re) tel que I'application @{:i*t est une immersion

contient un ensemble résiduel dans Difiu(X) x C-(X x 4Re) muni de la topologie C- de Whitney'

Nous commençons par présenter quelques notions sur Ia topologie de Whitney et Ia transversalité' Nous

présentons enzuite Ie théorème de transversalité de Thom multijets et d'Abraham qui jouerons un rôle

important dans la démonstration. Enfin nous présentons la contribution de cette partie :

Théorème 0.0.1. Si p est strictement suppérieure à m, I' ensemble d'es appli'cation (f , h) e Diffu(X) x

C* (X x(I,nqr) tel que ie systèrne (2) est fortement différent'iellement obseraable est résiduel dansDifrv(X)x

C* (X  x  4RP) .

(3)



Première partie

Tlansformation des systèmes
d'Euler-Lagrange.



Chapitre 1

Observabilité et observateurs

Pendant les deux dernière décennies, il y a eu intérêt énorme pour l'étude de I'observabilité et la

conception des observateurs pour les systèmes non linéaires. Ceci parce que le filtrage et la reconstruc-

tion des signaux jouent un rôle fondamental dans Ie traitement des signaux, les télécommunications, et

Ia théorie de la commande. Malgré les efforts dans ces activités de recherche, beaucoup de problèmes

d'observation demeurent ouverts. Ce travail s'inscrit principalement dans le domaine de la synthèse d'ob-

servateurs et I'observabilité des systèmes non linéaires. Compte tenu I'abondance et de la diversité des

résultats actuellement disponibles dans ce domaine, il est utile d'en donner un panorama général afin

d'inscrire nos propres travaux dans le contexte des différentes tendances déjà existantes. Toutefois, nous

n'entrons pas dans les détails techniques.

Nous considérons des systèmes non linéaires continus de la forme :

(  *  :  r@'u)
(1  .1 )

t ' : h(')
ouc€  M,u€UCIR*e tg€ lRe .  Mes tuneva . r i é téd i f f é ren t i e l l edec lasseC-  appe léeespaced 'é ta t s .

1.1 Observabilité et observateurs des systèmes linéaires

Considérons un système linéaire défini par le système suivant :

ù  :  A r *Bu ,

A :C r ,
(1 .2 )

avec f r€M,u€ lRmetg€RP,c rep résen te l ' é ta t , u l ' en t réee ty laso r t i e .Onpeu t re t rouve r l esno t i ons
brièvement exposées ci-dessous par exemple dans [94, 16, 95].

1.1.1 Définition- condition de rang

Définition 1.L.1. Le système (1.2) est obseruable si, étant donné l'instant ts, il eù'ste un 'i,nstant t1

fini comme la connaissance de A(to,tù et t t+ u(ts,t1) perrnette de d,étemniner de manière uni'que l'état

r(to) : rs (ceci pour tout l'entrée d'u système)-
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La notion d'observabilité d'un système consiste à pouvoir reconstruire, à tout instant, et à partir des

mesures des entrées et des sorties l'état à I'instant initial. Une notion importante est I'indistinguabilité

de deux états initiaux :

Définition !.1.2. Deux états in'itiatLn rt(ts) et r2(ts) sont dits indi.stinguables siVt ) ts, les sorties

correspondantes yr(t) et g2(t) sont identiques quelle que soit l'entrée u du sgstèrne.

L'indistinguabilité est une relation d'équivalence sur M. On note alors ,I(20) la classe d'équivalence

d'un état uo quelconque.

Un système est observable si I'ensemble des points indistinguables de o0 se réduit à r0, i.e. /("0) :

{r0}. Le système (1.2) est observable si, pour tout z, I(r): {n}.

Pour tester I'observabilité d'un système linéaire, on peut regarder le rang de la matrice d'observabilité,

déf in iepar :  
/  C \

I ca Io: l  ,  I
\  

" * - '  
)

La condition de rang de I'observabilité pour les systèmes linéaires peut s'énoncer de la manière suivante :

Définition L.L.S. [9/+] Le système li,néaire (1.2) est obseraable si et seulement s'i le rang de la matrice

@ est égal à n. On d'it alors que la pa'ire (C, A) est obseraable.

L'observabilité des système Iinéaire ne dépend pas de I'entrée du système (la condition du rang ne

dépend que de A et C). Cette propriété n'est pas toujours vraie dans le cas des systèmes non linéaires.

En supposant que le système (1.2) est observable, on peut alors construire un observateur : une solution

classique est I'observateur de Luenberger [35,36]. II s'agit d'un système composé de la copie du système

à observer, à Iaquelle on ajoute un terme correcteur dépendant de la sortie. La condition d'observabilité

du système dtorigine suffi.t pour assurer Ia convergence de I'observateur. Cet observateur est décrit par la

dynamique suivante, avec î I'estimation de l'étatr :

î :  A î+Bu+K(a -C l ) .

En posant i:î - e, I'erteur d'estimation obéit à Ia dynamique suivante :
:-
t  ( A -  K C ) i .

Pour que I'observateur converge, il suffit de placer les valeurs propres de (A - KC) dans le demi plan com-

plexe gauche, ce qui est possible si la matrice O est de rang plein. La convergence de I'erreur d'estimation

de I'observateur est exponentielle, et sa vitesse dépend du choix de la matrice de gain K.

t.2 Observabilité des systèmes non linéaires

Contrairement au cas des systèmes linéaires, le concept de I'observabilité des systèmes non linéaires est

plus délicat à aborder. Les notions rappelées cldessous sont issues de [64, 80, 60, 41]. Une des différences

majeures avec les systèmes linéaires est que I'observabilité des systèmes non linéaires peut dépendre de

I'entrée. On peut le voir facilement à travers I'exemple suivant : Soit le système non linéaire suivant :

rl : r2u

t 2 : 0

A - r L

(1.3)

(1.4)

(1 .5 )
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La variable d'état 12 peut être exprimée en fonction de la sortie et de I'entréÊ, fr2: fi. Il est alors évident

eue 12 peut être connu à pa,rtir des grandeurs disponibles (sortie et entrée) si u I 0, I'observabilité du

système (1.5) dépend donc de I'entrée.

L.2.L Observabilité et observabilité locale

Considérons le système non linéaire (1.1). La définition de I'observabilité est liée à I'indistinguabilité.

Définition L.2.t. [80] Deux états 'in'it'iaux rr(ts) et r2(ts) sont dits i,nd,istinguables si,Yt e lts, t1l, les

sorties correspondantes yL (t) et y2 (t) sont 'identiques quelle que soit l'entrée ad,mi'ssi'ble u du système.

On dira que Ie système (1.1) est observable si toute paire (rs, z - 1) de points distincts est distinguable.

Définition L.2.2. [80] L'état ro est obseraable s'i I'ensemble des poi,nt i,ndi,stinguables de ro se réduit à

ro, ' i .e .  I ( ro) :  {no} .  Le système (7.2)  est  obseraable s i ,  pour  toutr  € M,I ( r ) :  {c} .

On remarque que I'observabilité du système (1.1) ne signifie pas obligatoirement que toute entrée

distingue les points de M. Le concept d'observabilité globale est modifié pour introduire Ia notion d'ob-

servabilité locale qui est mieux adaptée à l'étude des systèmes non linéaires.

Définition L.2.3. I80l Soi.tU un sous ensemble de M contenant deux états'in'itiaur rr et 12. On di,t que

rr estU-ind,i.sti,nguab[es d,e 12 s'i, pour toutt t ts, les sorties correspondantes sont'identiques quelque

so'it l'entrée adm'i,ss'ible du système et s'i,pour tout t ) ts,rr(t) et r2(t) appart'iennent àU.

L'l/-indistinguabilité n'est pas en général une relation d'équivalence sur [/, car en général elle n'est

pas transitive (voir [80]). Néanmoins, nous pouvons donner un concept local d'observabilité. On note alors

Iu@o) I'ensemble des états indistinguables de co.

Définition L.2.4. [80] L'état f est localement obseruable s'i, pour tout uoisi,nage ouuert (J de ro,

Iu(ro): {"0}. Le système (1.1) esl localement obseruable s'i, pourtoutt € M lu(n): {r}.

L.2.2 Observabilité faible. Observabilité faible locale

Définit ion 1.2.5. [80] L'étatro estfaiblement obseruable s'i leristeunuois'inage ouuertV dero tel que

1 ( 2 0 ) n V : { " o } . L e s y s t è m e  ( 1 . 1 )  e s t  f a i b l e m e n t o b s e r v a b l e s i , p o u r t o u t n € M  I ( r ) : { " } .

Cela signifie qu'un état est faiblement observable s'il est le seul indistinguable dans son voisinage. Ce

concept affaiblit donc le concept d'observabilité globale.

Définition L.2.6. [50] L'état ro est localetnent faiblement obsertable s'il existe un uois'inage ouuert V

d"e ro tel que, pour tout uoisinage ouaertU de ro contenu dansU, Iu(ro): {rro}. Le système (1.1) est

localement faiblement obseruable s'i, pour tout r € M lu(n): {r}.

Là encore, la notion d'observabilité locale affaiblie Ie concept d'observabilité globale puisque l'état

doit être localement observable dans un ouvert. À titr" d'exemple, soit Ie système non linéaire suivant

-2

: 0f' (1 .6 )
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Ce système est observable, dans le sens où on peut exprimer ltétat en fonction de la sortie et de sa

dérivée première Néanmoins, au voisinage de 12 - 0, l'état ne peut pas être complètement déterminé

sur V:lR x IR.+;, le système est faiblement observable de plus en posant U: IR x IR+, le système est

localement faiblement observable.

1.3 Condition de rang et observabilité

Dans Ie cas des systèmes linéaires, on peut vérifier I'observabilité en appliquant Ia condition du rang

vue précédemment. Pour les systèmes non linéaires, on peut montrer qutil existe une condition du rang

incluant celle obtenue pour les systèmes linéaires.

Définition 1.3.1. [80] Soit le système (l.l). L'espace d'obsertabi,li,té, noté H, est le plus peti,ts sous

espace uectoriel d,e fonctions de M à ualeurs dans JR, contenant hr,hz,...,ho et fermé sous I'opération de

la dériuation de Li.e par rapport aur champs de uecteurs l(r,u), u fité.

On note dH l'espane des difiérentielles des éléments de I/. Comme il est précisé dans la définition

précédente, cet espace est défini pour une valeur de I'entrée fixée.

Définition 1.9.2. [3, 80]Le système (1.1) est dot satisfai.re la cond,ition d,e rang d,'obseruabil'ité en no si' :

dimd,H(rs): n.

Le sgstème (L.l) est d,it satisfai,re la condit'ion de rang d,'obseraabil'ité si, pour tout r e M :

dimd,H(n): n

Dans le cas du système linéaire (1.2), on considère alors I'espace vectoriel Il des fonction de M

dans IRp engendré par Cr,CAr,...,CAn-rr. En chaque point c, l'évaluation de dh est alors donnée par

C,CA...CA--1 : on retrouve donc Ia condition de rang donnée précédemment.

On peut alors énoncer

Théorème 1.3.1. [3, S0] Si le système (1.1) satisfait la condition d.e rang d'obseraabilité en ro, alors il

est localement fai,blernent obseraable en ro.

t.4 Quelques observateurs non linéaires

Une condition nécessaire à la synthèse d'un observateur est I'observabilité du système. L'observabilité

d'un système ntest cependant pas suffisante pour ltexistence dtun observateur : en effet, contrairement

aux systèmes linéaires, on ne peut affirmer d'une manière générale qutun système non Iinéaire observable

a.dmet un observateur. Néanmoins, certains travaux donnent des conditions dtexistence d'un observateur

pour un système donné (voir par exemple [96, 97, 99] pour les observateurs exponentiels).

Un observateur est un système dynamique qui a pour entrées les sorties est éventuellement un nombre

fini de leur dérivées et les entrées du système à observer et qui a pour sortie I'estimation de l'état.

Déffnition 1.4.1. [3, 5] On appelle obseraateur asymptotique (ou reconstructeur d'état ) d'un système

dynamique (l.l), un système d,ynamique dont les entrées sont const'ituées d,es uecteur d,'entrée et d"e sortie

du système à obseruer et d,ont le uecteur de sort'ie, notéî, estl'état estimé :

Iz :  îQ'a 'u)

\ a :  e ( z , y ,u )
(1 .7 )
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tel que

1. z apparti.ent à N une uariété d'i,fférentielle et 9: N ++ M.

2 .  l i m  ( â - z ) : 0 .
t + + m '

3. Si î(O): z(0), alors pour tout t ) 0, on a î(t) : aç11.

Cette notion d'observateurs peut être généralisé au cas or\ les entrées de I'observateur incluant un

certain nombre de dérivées d'entrées et de sorties [46, 40]

L.4.L Observateur de Luenberger étendu

Cette classe d'observateurs s'applique à des systèmes non linéaires faiblement localement observable.

L'un des premiers travaux a été réalisé dans [34], et a été étendu plus tard à l'étude de la transformation

d'un système non linéaire en une forme canonique, pour laquelle un observateur pourrait être calculé à

partir des techniques linéaires afin d'obtenir une équation dynamique de I'erreur d'estimation linéaire

(comme I'observateur de Luenberger). Les transformations mises en oeuvre dépendent de l'état r, de

I'entrée u et d'un nombre fini de ses dérivées [57, 55]. Ces travaux ne donnent pas de condition nécessaire

et suffisante d'existence des transformations de coordonnées dtétat et de sortie.

L.4.2 Méthodes linéarisant I'erreur d'observation

Nous exposons dans ce paragraphe les méthodes qui utilisent une linéa,risation de I'erreur d'observation

pour adapter les méthodes d'observation des systèmes linéaires aux cas non linéaires. Le principe de ces

méthodes introduites par Bestle etZeitz [34] est le suivant: Considérons le système (1.1), et on cherche

une transformation non linéaire 7i telle Qû€ lD : T'(z) et

I  
t  :  Az*@(y ,u )

I v : cz
(1 .8 )

Où les matrices A et C ont les formes canoniques de I'observabilité. Une fois la transformation obtenue,

Iadétectabilité de Ia paire (A,C) suffit pour laconvergence de I'observateur de type Luenberger pour le

système linearisé (1.8) qui est dans ce cas décrit par I'équations :

;  :  A1+ô (y ,u )+K  ( y - c î )

où K est Ia matrice est telle que Ie spectre de la matrice A+ KC soit dans le demi plan complexe gauche.

Avant de donner des conditions suffisantes qui permettent d'obtenir la transformation désirée, nous

rappelons les notions suivantes. Pour une fonction h de classe C* h,la dérivée de Lie suivant un champs

de vecteur C*, I est donnée par :

Lr&) : !,avol
Nous rappelons ensuite la définition du crochet de Lie :

tu,st : ffrat -ar6? s@)
et nous définissons ady par adf (S) --l|,gl, ainsi que adfr par la récurrence suivante

11

adlo : 17,adj-roil
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Enfin nous appellerons indice d'observabilité, Ie plus petit p-uplet (pr, Itz, "., Fp) tel que

p

)- Pn : 'tL
z ,
i . :7

/  ̂  /  - ; , ,
er drm 1.ùpan \r i (à)(u);  i  :  0, . . . ,  th -  1))  :  n vr

Les auteurs Walcott, Corless et Zac [106] ont montré que les conditions suivantes sont suffisantes pour

avoir I'existence de la transformation ?

/ Lo,(dh)(r)

I 
ri@n)@)

\ r,i-'1)iy1,
#:( ;)

Les auteurs Kerner et Respondek lS1] on étendu cette condition au cas où le système est multi-sortie.

Leur résultat est donné par le théorème

Théorème L.4.t. Cons'id.érons Ie système (7.1). Soit g1(€),..., gc(() des champs de aecteurs défini par :

r,n, L,i-l (ui): 
{ 3,, ilr? ï'*,1r;- 

t

où 66i d,ési,gne le symbole de Kroneclcer, ka l ' ind'ice d'obserrabil ité etl:0,...,kj -t. Le changement de

coordonnées n:T(z) s' i, et seulement si pour tout couple (i, i)

l"dr e f)sn, adt (- 71sil : o

Depuis, plusieurs autres chercheurs ont d.éveloppé des extensions de ces méthodes. On peut citer

les travaux de Reboulet et Champetier [108] oir les auteurs ont développé une méthode consistant à

linéa.riser un système autour d'un ensemble de point d'équilibre. On peut également citer les méthodes

de linéarisation étendue. Cette méthode développée par Bauman et Rugh [107] consiste a corriger la

dynamique de I'observateur par une fonction non linéaire déterminée de façon que les valeurs propres du

système linearisé tangent de ]terreur de I'observation restent invariants.

I.4.3 Observateurs à grands gains

II existe une grande classe d'observateurs non linéaires qui présentent d'excellentes propriétés globales :

Ce sont des observateurs grand gain dont la référence historique est I'article de Gauthier Hammouri et

Othman en 1992 [66].

Contrairement au filtre de Kalman étendu, ces observateurs sont globaux à convergence exponentielle.

En revanche, ils ne s'appliquent qu'a une classe restreinte de systèmes non linéaires. Considérons Ie cas

d.es systèmes mono-entrées, la classe de système considérée est constituée des systèmes de la forme

ù1 Tz( r1 , r2 ,u )

i :2 :  lz(rr ,æ2,rs,u)

ù n - t  :  f n - t ( r 1 , t 2 , . . . r t n r U , )

ù n  :  f n ( r t ï 2 , . . . . r f i n r u )

: ï 1

(1.e)
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ôln
où pour tout i, 

A"-; + 0. Cette forme de système s'appelle forme canonique de I'observabilité. Une

remarque triviale 
"ri'qu" 

ces systèmes sont observables puisque la connaissance de g et de ses n - 1

premièies dérivées donne successivement 11...., rn.Les théorèmes qui ca"ractérisent les systèmes pouvant

se mettre sous Ia forme canonique d'observabilité sont donnés dans le livre de Gauthier-Kupka [61].

Les observateurs grands gains de type Luenberger stécrivent sous Ia forme

à : 1(î, ") + Ke(y - h(î,u)) (1 .10)

où Ke:6eK, ôe est une matrice diagonale dont les coefficients diagonale sont (ôp)a: d'où 0 est

paramètre supposée grand et K une matrice fixée, ca^ractérisée par l'équation de Lyapunov' Alors

Théorème 1.4.2. [61, 66] Pour tout a > 0, il eriste 0 > 0 assez grand de telle sorte que pour tout

r e M , pour tout 1 e M, i'l eùste un polynôme le , tel que

l l î  - "l l  
< k(")exp -atl lâ(0) - 

"(o)l l

Ce théorème exprime le fait que les observateurs grands gains de type Luenberger sont des observateurs

exponentiels. Il esfà signaler que I'utilisation d'un observateur à grand gain peut conduire à une grande

sensibilité au bruit de I'observation, car il amplifie I'erreur d'observation. D'où le compromis classique lors

du choix de d entre performance et robustesse. Un grand I assure une convergence rapide mais amplifie

les erreurs d'observations.

II est aussi intéressant a signaler que plusieurs chercheurs on amélioré cette approche [21, 18].

L.4.4 Observateurs à mode glissant

Cette approche initiée par Slotine [87] en 1987 et depuis développée par plusieurs chercheur [106] que

se soit dans Ie domaine déterministe ou stochastique. Les systèmes étudiés sont de type :

( 1 . 1  1 )

13

[  ù  :  A r+ l@,u )

l ' :  cn

Ia fonction / est définie de IR' x IR- r+ lR' telle que

Sous les hypothèses

Hypothèse 1.4.1.

Hypothèse 1.4.2.
et uérifie

l l /(",") l l  < r l l" l l

Il eùste une matrice K telle que A - KC est Hruitz.

La fonction f peut s'erprimer sous la fortne f @,u): P-lCr e(r,u) où e est bornée

lle(z,u)ll I p et P est la solut'ion d,e l'équation d'e Lyapunou

(A -KC) rP+P(A -KC) : -q

pour une matrice Q donnée tq Q : QT

Walcott et Zac [106] on monté :
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Théorème !.4.3, Consi,dérons le système (1.I7) qui uérifie les hypothèses ci-dessus et désignons par 1

la uariable d'état de I'obseruateur et en considérant I'ensemble

alors le système

auec

S - - { " € l R ' , C ( r - î ) : 0 }

à: Aî *  51(â, u,a) + K(y -  Cn)

( P-rCr Cb - 1\
s1( î ,u ,y)  : {  f f iP 

s i tes

I  o  s i . rÇs

est un obseraateur global exponentiel pour le système (1.11).

1.5 Observateur pour les systèmes mécaniques

Dans cette partie, des difiérents observateurs [48, 49, 84,90] sont présentés pour I'estimation des

vitesses, à partir des mesures de position dtun système dtEuler-Lagrange. Tous les observateurs considérés

peuvent êtres employés en même temps qu'une loi de commande linéaire par retour d'état; les propriétés

de stabilité des systèmes en boucle fermé obtenus sont brièvement décrites pour chacun d'eux.

Avant de présenter ces observateurs, il est utile de rappeler que le modèle dlmamique d'un système

d'Euler-Lagrange à n degrés de liberté peut être exprimé comme suit :

q -

M(ùi ,  *  C(q,  u)u +V(q)  :
(1 .12)

où 2 : Q est la vitesse, M(q) dénote la matrice d'inertie, tandis que C(q, u)'u regroupe les termes des

forces centrifuges et de Coriolis, V(q) correspond au forces gravitationnelles, et z est Ie vecteur des couples

d'entrée.

Les observateurs linéaires, qui seront présentés ci-après dans les sections 1.5.1-1.5.3, ne dépendent pas

du modèle dynamique de robot, alors que I'application d'un observateur non linéaire(section 1.5.4) exige

la connaissance des paramètres du système dans l'équation (1.12).

1.5.1 Premier observateur

Le premier observateur est un observateur asymptotique simple et de type grand gain, développée dans

[90] pa,r Nicosia, le Tornambé et le Valigi. L'observateur est conçu sous l'hypothèse non restrictive qu' il

existe une Ioi de commande par retour d'état telle que le système (1.12) en boucle fermé est uniformément

asymptotiquement stable.

Défi.nissons les variables d'états pàr r - (*r, ,r)T où 11 - e,û2: Q. Supposons que seules Ies positions

sont disponibles, ctest à dire, on prend g - g comme vecteur de variables de sortie. L'observateur proposé

est décrit par le modèle grand gain suivant :

u l

I

(1 .13)
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où â : (îr, 1z)T , avec î1, â2 dénotant respectivement Ies estimations dynamiques des positions 11 et

des vitesses r2. Les matrices constantes Hp : diag(he,t) et Ho : d'iag(hrj) sont choisies de sorte que les

solutions des polynômes Pa - \2 + ho,r\l h,,t, i:1...n sont à pa.rties réelles négatives.

Dans [90] Ies auteurs montrent que, pour des valeurs suffisamment petites de e, le système en boucle

fermée, 1i.tZ;-1t.tf; est asymptotiquement stable sous I'action d'une loi de commande de type r :

tt(ît, 12,11). En outre, par un bon choix de e, Ie bassin d'attraction peut être rendu arbitrairement

grand.

I.5.2 Deuxième observateur

Dans [48] Berghuis and Nijmeijer ont présenté une procédure systématique qui exploite la propriété

de passiviïé des systèmes d'Euler-Lagrange dans Ia conception des systèmes contrôleur-observateur afin

de résoudre les problèmes de régulation et suivi de trajectoire pa,r retour de position. La stabilité semi-

globale asymptotique a été démontrée pour des gains suffisamment grands comme dans [50].Tout d'abord

un observateur linéaire, qui produit une estimation de la position est décrit par le système suivant

è  :  w - l L a ( e - Q
(1 .14)

ù  :  L o @ _ Q

ou e :: q - qd avec qd est une trajectoire donnée. ê:î- q4 est I'estimation d'erreur. Les matrices La eL

.Lo sont symétriques définies positives. Considérons maintenant la loi de commande suivante

où les gains de contrôleu r, Ko eï. K4, sort-;;i:- a:^*"symétriques et positives.

Il a été montré dans [48] que Ie système (1.12) en boucle fermé avec cette loi de commande est

uniformément borné et pour un choix approprié des matrices de gain K, , Kd,, Lp, La. Une stabilité

semi-globale est montrée (Voir [a8] pour d,es détails au sujet du choix des matrices K,p , Kd, Lp, La et la

trajectoires ga).

1.5.3 Tboisième observateur

Berghuis et Nijmeijer ont présenté dans [49] une procédure systématique dans la conception des

systèmes contrôleur-observateur afin de résoudre les problèmes de régulation des robots. II s'agit de

"o-p"rrr", 
les termes gravitationnels et de choisir une loi de commande linéaire par retour dtétat dans

laquelle Ia vitesse est remplacée par une estimation, plus précisément :

r  :  V ( q ) - K a ù - K r e
(1 .1  5 )

ù  -  - L r * K a e

avec e : q - 94 I'erreur de position et Ies matrices K4, Ko, L son| symétriques définies positives. Berghuis

et Nijmeijer montrent dans [49] que Ia loi de commande (1.15) stabilise globalement asymptotiquement

le système (1.12) en un équil ibre de type (Q, e, r):9.

La particularité de ce contrôleur-observateur (1.15) est qu'il n'utilise pas l'état r de I'observateur,

mais sa dérivé i. II est montré dans [49] que â reconstruit réellement le signal de vitesse ri.

En conclusion, pour des buts pratiques, iI est utile de noter que l'équation d'observateur (1.15) peut

être généralisée comme suit
ù : - L r æ * L 2 e

1 5
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où .L1 et tr2 sont les matrices symétriques définies positives, avec L2 pas nécessairement égal à Ka; la

propriété de Ia stabilité asymptotique globale du système en boucle fermé est toujours vérifiés.

L.5.4 Quatrième observateur

Le dernier observateur considéré dans ce chapitre est un observateur non linéaire réduit à convergence

exponentiel, proposé par Khelfi et Alii dans [72]. La conception de I'observateur est intéressante dans le

sens qu'aucun changement de coordonnées n'est nécessaire, mais le procédé pour choisir ses paramètres

est tout à fait complexe.

Pour écrire les équations de cet observateur il est utile récrire le modèle dynamique de (1.12) sous la

forme canonique observable suivante :

ù  :  An+ f (n )+h (y ) r

Y : H t

(1 .16)

o ù r a :  ( q n ,  q u ) '  , r : ( r [ , . . . ,  n I ) , o r :  ( S  â )  
A : d i a g ( A r ) , H t :  ( 1 , 0 ) ,  H : d i . a g ( H r ) ,

f@):  ( . . . / , ( " ) r . . . )T,  f r@):  (0,o6(r ) ) r ,  où o i ( r )  dépends des pa,ramètres du systèmes (1.12) .

L'observateur proposé par Khelfi et Alii dans [72] est le suivant :

z  :  Nz *La*gQ,y )+J (y ) r (1 .17)

î  :  M z I E y

où z € IR.', â: (î[...î;") € ]R2'' avecîa: (în,î)T-.T:diag(Tr);"ù 4r € IR2, N, L, M et' E sont des

matricesdiagonalei, g(2, y):(9t(2, a)...gn(z, gr))T avec gt(", A) € lR. Finalement, J(y) est unematrice

de dimension appropriée.

Khelfi et Alii montrent dans [72] , si l'état r reste dans un domaine Ds et Q reste bornée, que Ie

système (1.17) est un observateur exponentiel pour Ie système (1.16) si certaines conditions qui dépendent

du dynamique du système portant sur les matrices dtobservateur, sont satisfaites. Le choix des matrices

nécessite la connaissance du modèle de robot, qui peut être cruciale dans Ia réalisation pratique de

I'observateur, car les incertitudes sont généralement présentes dans la connaissance des paramètres de

I'inertie de robot et des perturbations comme le frottement.

Dans [72] des conditions suffi.santes sont donnés pour la stabilité asymptotique de système en boucle

fermé, quand la loi de commande suivante est employée ainsi que I'observateur (1.17) :

"  -  - K p . -  K o î

Il est intéressant à remarquer que des essais effectués ont prouvé que les observateurs grands gains des

paragraphes 1.5.1 et 1.5.2 produisent les meilleurs résultats, mais ils sont entachés par un bruit qui peut

être indésirable pour de plus grands robots employés pour des applications industrielles. L'observateur du

paragraphe (1.5.3) offre une bonne erreur d'estimation de la vitesse . Le résultat du paragraphe (1.5.a)

àbt.ttu"r en employant I'observateur non linéaire sont tout à fait sensibles aux incertitudes dans le modèle

dynamique de robot.
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Chapitre 2

Transformation des systèmes
d'Euler-Lagrange

Nous abordons dans ce chapitre le problème de la transformation des systèmes d'Euler-Lagrange' On

caractérise d'une manière rigoureuse une classe de ces systèmes. Notre résultat est une autre interprétation

des résultats de 17,12, L3,22].

2.t Introduction

Nous considérons un système mécanique lagrangien avec comme variété de configuration lRt, de co-

ordonnées généralisées q: (qt... q,) décrit par des équations de Ia forme

q : U ,
(2 .1 )

M(ù i t i  C (q ,  u )u  +V(q )  :  11

où u : { est la vitesse, M(q) dénote la matrice d'inertie, tandis que C(q, u)u regroupe les termes des

for""s c".rtrifuges et d" ôoriàiir, V(g) correspond au forces gravitationnelles, et z est Ie vecteur des couples

d'entrée. La formulation lagrangienne permet d'exprimer de façon concise les équations de mouvement'

L'intérêt de la formulation lagrangienne est que cette possibilité n'est pas réservée exclusivement à la

mécanique; dans presque tous tes domaines de Ia physique, des principes variationals peuvent êtres

utilisés pour exprimer ies équations du mouvement que ce soit les équations de Newton ou celles de

Maxwell ou de Schrodinger. C'est pour cette raison qu'elles sont le sujet d'une littérature abondante

17, 44, 89, 67, 82, 103]. . . .

Lorsque ces systèmes sont complètement actionnés, ils sont globalement inéarisables par retour d'état'

Mais la linéarisation par retour d;état peut être effectué seulement quand toutes les variables sont me-

surées. Malheureusement dans la pratique, très souvent les variables de la vitesse ne peuvent pas être

mesurées. En outre une commande pa.r retour d'état a I'inconvénient en pratique que les dispositifs utilisés

pour mesurer Ia vitesse sont entachés de bruit, de plus la différentiation numérique ne paraît pas adéquate

pour estimer des vitesses très rapides ou très lentes [11]. D'où I'intérêt àconcevoir des lois de commande

par retour de position. II est imiortant de noter quelamatrice C(q,u)u est u1e fonction non a'ffine en la

partie de l'état non mesurée r.,. Ceci illustre bien la diffrculté de stabiliser globalement ou de construire des

observateurs pour ce type de systèmes non linéaires, pour lesquels on observe uniquement les positions q'

En plus cet otstacle o"tnt d'appliquer la plupart des techniques classiques' par exemple, les méthodes
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de [70, 63, 58]. Pour explications complémentaires sur les obstacles qui sont dus à la présence des termes

non affine en ce qui concerne les variables non mesurées, voir l'introduction du [42] et ses références.

Récemment, dans [17], une alternative élégante pour les systèmes à un degré de liberté a été apportée.

Ltauteur a présenté un observateur réduit convergeant exponentiellement. Cet observateur est basé sur

un changement de coordonnées non Iinéaire qui a permis de récrire Ie système en une forme affine en

la vitesse. Ce résultat crucial a permis de définir un contrôleur linéaire de type "PD+" pour résoudre

le problème de poursuite de trajectoire. Ainsi une question se pose : Que peut-on dire des systèmes de

dimensions supérieures. Autrement dit : quelles conditions assurent qu'un systèmes de type (2'1) peut

être transformé, à I'aide d'un changement des coordonnées, en une certaine structure affine en la partie

non mesuré.

L'objet de ce chapitre est donc en premier lieu une discussion sur les équivalences affines pour les sys-

tèmes dècris par les équations (2.1) pour lesquels nous allons donner des conditions nécessaires suffisantes'

La section 2.2 nous étudions une famille d'équations aux dérivées partielles pour laquelle un algorithme

permettant Ia construction de la solution sera présenté Dans Ia section 2.3, nous fournissons une condi-

iion nécessaire et suffi.sante caractérisant les systèmes de forme (2.1) qui peuvent se ramener après un

changement de coord.onnées en une forme a,ffine en la partie non mesurée. Si la construction dtune telle

transformation est en général hors de la portée dans le cas général, pour les systèmes d'Euler-Lagrange

cette question est résoh,re dans [74], et nous proposons une méthode élégante qui fournit explicitement la

solution. II est important de noier qu'il existe une littérature abondante sur I'étude des systèmes d'Euler-

Lagrange, néanmoins ces résultats font appels à des conditions géométriques difficiles à manipuler'

Dans la section 2.4,une alternative de comparaison de nos résultats avec ceux qui sont dans la lit-

térature ainsi I'approche Riemannienne introduite par M. Spong et Bedrossian. N.S dans [12, 13]'Dans

la section 2.23, nous illustrons notre approche, sur les exemples typiques incluant : le système Tora, le

manipulateur et Ie pont roulant (The overhead crane) pour lequel un observateur de type grand gain avec

une vitesse de convergence arbitraire serait présenté'

2.2 LIne famille d'équations aux dérivés partielles

Considérons le problème suivant. Soient Mt(*), . . . , M'(r) des fonctions de classe C2

M' : ]R' r- M-(R)

Considérons Ia famille des équations aux dérivées partielles,

æ  
:  M i ( r ) T ( r ) ,  v i  : 7 ,  ' . . n . (2.2)

où ?(z) est une matrice carrée d'ordre rn et r € IR''

Nous voulons donner une condition nécessaire est suffisante portante sur les matrices Mi pour que (2.2)

admette une solution inversible T(r). Ce genre de problème est bien connu dans Ia littérature, notamment

lorsque T(r) elR-. Les conditions dans ce cas sont données par les conditions d'integrabilités suivantes :

Théorème 2.2.1.. [2, 56] Soient M'(*),.. . ,M-(*) d,es fonctions de classe C2

M' : IR' t- M-(R)

Considérons Ia famille d,es équations aur dériuées partielles,

W 
:  Mi ( r )s ( r \ ,  v i  :  ! , . . .n ' (2.3)
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o ù y ( r ) € l R -  e t r € I R ' .  É t a n t d , o n n é u n p o i n t ( r o , A o )  € l R ' x l R * , i l  e x i s t e u n u o i s ' i n a g e U  d e n s e t u n e

yon"ilo" y(r) : U --+ Rn uérifiant (2.2) et tel que A(ro) : gs s'i et seulement si les matrices M" sat'isfont

1 9

La d,émonstration de ce dernier résultat, utilise le théorème de Flobenius et met en jeu I'involutivité

de certaines distributions. Le lecteur intéressé pourra consulté [2, 56] pour plus de détail. Maintenant

comme une conséquence directe de ce dernier résultat on peut montrer le :

Lemme 2.2.L. soient n et m un entier naturel non nuls, Mt(*), M'(*),.. . , M^(r) € M-(R) de classe

C2. Considérons Ia fam'ille des équations aut dériuées partielles :

MiMk-MkMi*  u*V-W 
:0 ,  v i< i<n '

d.ite condi,tions d'integrabilité.

y :  mi@)rçr7 ,  v i  :  r , . . .n .
dr;

Soi.t,Ts € Gr-(R) etrs € lR', i l  eriste une matriceT(r) inuersi'ble solut' ion de (2.5), définie

uoisinage d,e rs, s'i et seulement si :

MiMi  -M iMi+Y-Y :  0 .
OI; Ott

Démonstration. 1.. Nécessité

Supposons que pour tout ?s € Gl.(R) il existe une matrice inversible ? qui satisfait (2.5).

D'après I'égalité de Schwartz,

(2.4)

(2.5)

dans un

(2.6)

(2.7)

(2.e)

ô2T(r) :
0rtôr*

ô2T(r)

0ry)ri

Donc
âa

fr;ttwu{ùr{")) : ftw'{")r{,11 
(2'8)

Qui est équivalentt à

(ry + Mk(x)Mit ')) r(") :  (Y + Mi(x1M\";) r1"1
\ ô " n  

'  " )  \ d r t  /

Puisque ?(z) est inversible pour tout r, on en déduit l'égalité (2'6)'

2. Suffisance
- En utilisant le théorème 2.2.1

Écrivons Ts : (Tr,...,7i) avec les ?f, sont les vecteurs colonnes'

D'après Ie théoième 2.2-.7', pour chaque vecteur ft il existe un vecteur fr(r) telle que

n 
: Mk (n\Tnçr1, Yi : r,. . .n.

Considérons ainsi la matrice ?(z) formée par le colonnes ?4(c). Il est clair que cette matrice est

inversible dans un voisinage de 16 si To esf inversible (car I'application / r- det(A) est continue)

et satisfait (2.5), d'où Ia démonstration'

L,inconvénient ici est que la solution ?(c) n'est pas connue explicitement. II s'agit d'une condition d'exis-

tence, mais pas une *éthod" permettant la construction de Ia solution. Nous proposons ci-dessous une

autre démonstration originale. Cette démonstration est basée sur un raisonnement par récurrence. Ltavan-

tage est qu'elle nous permet de construire une telle solution de (2.5)' En outre cette solution est définie

sur I'ensemble de définition des matrices Ml.
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Autre démonstration

La démonstration se fait par récurrence sur ??.

Soit P la propriété suivante

P ;Vn > 1, V m) l; i l  existe ?(r) inversible solution de I 'équation (2'5)'

7. n :1 : L'équation (2.5) devient

qui est une équation difiérentielle linéaire ordinaire et admet une solution pour toute matrice Mr €

^4_(R).
2. Supposons qu'elle est vraie à I'ordre n c'est a dire :

Vrn € N, il existe une matrice T*("r, . . . , rn) telle que 
Y- 

: MiT pout n'importe quelle famille

de  ma t r i ce  ML ,  M2 , . . . ,Mn  €  IZ - (R ) .

Soit mainten ant Mr , . . . , Mntt € Il-(R) vérifiant (2.6).

En pa"rticulier on a pour tout i < j < n

æ 
:  T ' ( r r ) :  M( r r )T( r r )

âMJ AM'
MjIuI i  -  MiMj :A -  

6,

(2.10)

(2 .11)

(2.12)

Donc pour tout zr11 fi.xé, d'après I'hypothèse de récurrence; il existe une matrice Tr**r(*r,

r2t . . ., r,) telle que

ry=- - MiT,^*,
ort.

pour tout i : !, .. . , n. Montrons qu'il existe une solution de (2.5) de la forme T : Tr**rt r(nn+t)

àù vr("r*r) est une matrice carrée d'ordre rn à choisir convenablement.

Tout d'abord pour i : I,.. ' ,rù' nous avons

Y : 9***,("'*,)
dTt Ort

:  MiTr**r t1(ûn+t)  :  M"T.

Pour i : ' t1,* 1, I 'équation
AT

: Mn+lT (2 .13)
ôrn+t

Qui est équivaut à

r.,,. !{ ' , 13oEr(",+r) : Mn+rT,^+,,v (2.r4)- 'n+1 
dfrn+r 

' 
ôrn+t

ce qui équivaut à

d! . - :  ( r : r . .Mn+lT-  , .  -T: t .  ** . )  ù(r ,+r)  (2.15)
î * na1  \ - t ' * t ' ' -  

- t n * l  - 1 ^+1  
A rn+ l  )

Pour que cette équation admette une solution t[ ne dépendant que de r'11 il faut et il suffit que le

terme

K(r) : (rr:*,*^*'T,-*, -r;:.,æ) (2.16)

soi t  indépendant  de t t , f r2 , . .  . , tn .
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Mais pour i : !,2, . . . ,n, et puisque T,^*, est de classe C2 nous avons :

W 
: -T;\,MiMnrrT"^+, *T- ,Tr,^.,

+T;\ ,M^+r MiT,*+, - r;'+rm

+T:L .Xa'.T:"-* n + t  
O I n * l

: -T;\ ,Mi M,*LT,^*, + T"]*rTr,^*'

+7",*, M n*' MiT" ^+, - T;1, ffir, **,

D'où

a2T- :
0r6ôrntr1

ôK(r) ry-l-  
a" ,  

' rn+r

: 0 .

#, (Mrr,**,) : #r,^*, * *n##

(-*o*^*, -W + Mn+LMi - 
#)r""-

(2.r7)

(2.18)

(2.1e)

de (2.5) si et

puisque les Mr satisfont les conditions d'integrabilités (2.6). Ceci termine Ia preuve de la suffisance'

tr

Ce dernier lemme nous fournit un moyen simple pour construire des solutions de l'équation (2'5)'

Aussi de la même façon, on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 2.2.2. So'ient n et m deun entier naturel non nuls'

Soi t  ML(r) ,  M'( r ) , . .  .  ,M^(*)  e , 'V-(R) de c lasse C2 '

Consid"érons Ia fami'Ile des équations aut dériaées partielles :

ar m,
fr 

: T(r)M" (n)' vi : l ' "' n'

so,it, Ts € Gr-(R), il eriste une matrice T(r) i.nuersi,ble telle que T(rs) - Ts, solutàon

seulement si :

La démonstration se fait de même manière comme précédemment. Rema,rquons que, dans ce cas il

faut chercher une solution du type T(t): t(r-4)T'**'("""'*n) où Ù est une solution de

MiMi  -  MiMi  -Y.W :  0 .

#,: 
i!(c,+r) (r,**,*^*'T;:*, - 

Hrr:.,)

(2.20)

(2.21)

où l,on vérifre de la même façon et sous les conditions (2.20) que le terme (T,^*rMn*'r;i, -%U***r\-i, )

est indépendant de rr..."rn.
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2.2.L Exemple

Remarquons, tout d'abord que chercher une solution du système (2.5) est équivalent à déterminer une

solution de ce problème

#:  
-T( r )Mi(n) ,  v i  :  r , .  '  'n '

car si T(r) est une solution de (2.5) alors la matrice f1*7:r-r@) est une solution de (2.22).

Maintenant à titre d'exemples entrant dans Ie contexte du lemme précédent considérons le système

aux dérivés partielles défini sur lR2 

I #:T(r)ML(r)

I # :r@)M2(x)
avec

M':(":,,s) er ' ':(-; s)
puisque nous sommes sur IR2 les conditions d'intégrabilité (2.4) s'écrivent :

MLM2 -  M2Mt.# -# :  o .

Un calcul simple montre que cette équation est satisfaite. Il s'ensuit donc que Ie système (2.23) admet

une solution. Pour expliciter cette solution, on utilise le lemme 2.2.1.

La solution Q""(rr)de I'équation 
W: 

Mr(n)T(ù et de condition initiale O",(0) - Idz,où ldz

est la matrice identité de v\lz(R) est donniée par

Ô"r ( * r )  :

De plus un calcul simple montre que

ô;)M2o,, - oî*

est indépendante des variables 11 et 12.

La solution de condition initiale !I/(0) : id'z de

W 
: (o;; tr'o,, - r;'*) *A;

o",(o) exp(r1M1): ( *r!-," Î  )

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

: (â s)

est évidemment

*1" r1  : ( "0  Î )

Finalement, la solution du système (2.23) est donnée par

T(*) :  iD",(c1)i trr(r  r :  ( ;  T )
(2.26)
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2.3 Forme affine des systèmes d'Euler- Lagrange

2.3.L La formulation Lagrangienne

En mécanique lagrangienne, un système mécanique peut à chaque instant être repéré par un système

de rz coordonnés généralisés indépendants q1,...,q' qu'on coutume d'appeler les degrés de liberté du

système. on y adjoint les coordonnées de vitesse 4t,...,Qn et on forme le Iagrangien

L (q ,ù  :  t . ( q t , . . . , 8n ,Qr , . ' . , q ^ )  -  G (q r ,  " ' , q ^ ) (2.27)

où É" est l'énergie cinétique et G l'énergie potentielle qui est une primitive de la somme des forces dérivant

d'un-potentiel,ldes forcàs de gravité et des forces de rappels des ressorts par exemple).t.(q,{) est de la

forme

23

a f l

E.(q,q) : ia. u{ùa: t Mriqr.qi
-  

i , i : L

où M(q) est une matrice n x n symétrique définie positive.

Les équations d'Euler-Lagrange sont alors données par

d  . ô L . .  . .  A L  ,  . ,

* \  * ) \a ,e )  
-  

* \a ,a )  
:  r ;

a,vecr!1...,7. sont des forces généralisées (forces et couples) externes au système ou ne dérivant pas d'un

potentiel.

Défi.nissons Ie vecteur

t . - "  
aG "'*\Q) : 
a*\U

d q  , .  / ô  ô ^ \  L  .  : - - - r - - a  :  t o ô  o ^ l
Posons 

# 
: 

" 
les équations (2.29) sont équivalent à [82, 89]

(2.28)

(2.2e)

(2 .31)

(2.32)

1 .

2 .

3 .

M(ùi '  *  C(q,u)a +V(q) :  r (2.30)

M(q) est la matrice des coefrcients des termes inertiels associées à l'énergie cinétique définie par

(2.28),

V(q) représente le n-vecteur des couples de gravité ou des couples ou forces dérivant d'un potentiel,

(voir [89] pour plus de détails et d'exemples).

C(q,o) est la matrice des forces centrifuges et de Coriolis. Son kj-éme élément est donné par

ou

1:n

cxj :Dc4*k)"t
i : l

. 1 . . .  I  (AMk i  -ÔMun  -ôM ' i \vLrK 
2 \ ôs, ôMi )qx /

Les Cii1" sont appelés les symboles de Christoffel de premier espèces ' Le terme C(q, u)a dépend

qrrudrutiqrru*"nC d"r vitesses généralisées u et reflète les interactions dynamiques de liaison. II

contient àeux types de termes : les ua ui eui s'appellent termes (forces) centrifuges si (i : j) et

termes de Coriolis si (i I j).
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Le vecteur d'état d'un système mécanique est constitué de deux parties : les coordonnées de position q

et les coordonnées de vitesse o : ri

" :  
(  n  )
\ 1 r , /

Dans des nombreuses applications, iI est intéressant de considérer différents jeux de coordonnées de

position. La transformation d'état procède dès lors en deux étapes. On transforme tout d'abord les

coordonnées de position :

O:  ô (s )

avec (D i(J1r+[ est un difféomorphisme et Ia matrice T(ù: 
# 

*, de rang plein pour tout q €(\;

(t/r et V1 sont deux ouverts de R').

Le nouveau vecteur dtétat est ensuite formé des nouvelles coordonnées de position @ et de leurs
. â i b

dé r i vées  O :  O  : ; n  t

-_ i  o \" - \o /

La transformation d'état est ensuite définie comme suit :

z:t(n\.rq\:rga)' , ' \ f ) / - \ T (ùs t

Dans ces nouvelles coordonnées, Ie modèle d'état stécrit :

(o:o
J (2.33)

\ sl : ("tnl - r(q)M-tc(s, ")) 
u +r(q)M-'(q)(" - v(s))

On peut aussi s'intéresser à la transformation de la forme

" : ( ! \ : ( - ,n ,  )
\çr l - \ r (s) , /

où T(q) est une matrice inversible pour tout Q € (h qui n'est pas forcément la jocobienne d'un difféomor-

phisme. Ainsi, dans les nouvelles coordonnées le modèle d'état s'écrit :

(  n:r - 'k)a
)

lO:  (O - rM-tc(q,  u) ) ,  +rM-r (q) ( "  -v(q) )

Dans ce travail, nous concentrons notre attention sur ces deux problèmes:

1. Problème 1 : A quelles conditions, existe il une matrice ?(q) telle

( i  -ru- 'c(q, u)). ,  :  o

2. Problème 2 zA quelles conditions, existe-il un difféomorphisme iD(q) tel que

( î  - ru- 'c(q,  a))  u :  o

\Æ/ \  A iD
ou -( \qJ : Aq.
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Rema,rquons si on suppose par exemple qu'il existe un difféomorphisme vérifrant les conditions du premier

problème le système (2.33) serait équivalent à

16 : o
\  o  :  T (q )M- ' (q ) ( r - v (q ) )

(2.34)

qui est un système linéaire en O. Avant de caractériser ces deux problèmes, plaçons nous dans un cadre

pius général que celui des systèmes lagrangiens. Tout d'abord, nous allons rappeler un résultat établi

dans [22], où I'auteur a étudié une famille de systèmes non linéaires. Ensuite nous donnerons une autre

démonstiation de ce résultat en utilisant Ie lemme 2.2.1. Considérons un système MIMO avec autant

d'entrées que de sorties dont le degré propre est2n (c'est à dire2n variables d'état). Exprimée en forme

matricielle, Ia représentation d'état est :

h -  l@)+g(r )u,

a : h(r),
(2.35)

Avec

où u est Ie vecteur dtentrée du système, gr Ie vecteur sortie et r le vecteur dtétat. Chacun de ces vecteurs

est une fonction du temps.

Introduisons la notion de degré relatif qui est très importante car elle est à Ia base d'une condition

nécessaire et suffisante permettant d'affilmer ou d'infirmer le fait que le système de type (2.35) soit

linéarisable de manière exacte ou pa"rtiellement. Le degré relatif d'un système MIMO est a son tour lié à

Ia dérivée de Lie 12, 8711.

Définit ion 2.g.1. [2,87] Lesystèmenon-linéa'i.re(2.35) MIMO ale (uecteur) d,egrérelatif r - (r1,...,rn)

au point rs s'i :

1 .

p o u r t l j l n ,

2. La matrice
Ln, o L!-rfu(r) Ln* " Ll-rfu(n)

Ln,o L; : - r t r*1r1 : . .  Ln*o L 'y-rh.(r)

Considérons maintenant un système de type (2.35), nous voulons déterminer des conditions suffisantes

qui nous permettent de transformer un système décrit par les équations (2.35) en un système affine de la

forme suivante
2 -  A(s )z+B(a)+D(Y)u
a :Cr  

-  
1z ' s0 ;

avec A, B et C sont des matrices de dimensions appropriées'

Si le système (2.35) est de degré relatif (2,...,2), alors d'après ce qui précède, pour tout o0 € IR2n il

existe un voisinage U"o telle que

25

Ln ,oL lho ( r ) : o

|  < i  <n,  k  1r t  - ! ,  pour  toutr  dans un uois inage d,e as '

I
A(") : I

\

est non singulière au Point ts.
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1'  
Lnuhi( r )  :  o

pour tout | < i < n, etVr dans un voisinage de 16.

2' La matrice 
( Ln, o Lyhl(r) rn- o r1h1(z) 

\
A(r): l  ,  :  I

\  t rn ,  o Lyh*(r )  Ln^oL1h.( r )  /

est non singulière au point rs.

On a alors le résultat suivant, démonté dans [22]

Théorème 2.g.L. [22] Consid,érons le système non linéaire (2.35) de d'egré relatif (2,'..,2)'t. Alors

le système (2.3\ pàut être transfortné globalement sous la fomne (2.36) si et seulement s'il etiste des

*oiri"", d,e taille n Q(ù, Rx(ù, k : l, '..,n, 'LLn uecteur P(y) et S(y) telle que

1. L2r@): (ff=l R1,(s)L/h1")) t,tnl + Q@)Lr@) + P(s),

2.  LsL l (h ) :  S(s ) ,
0R, ôRu3'  
f r -6:R*Rr-RtRn'

Démonstration, 1. Suffisance : Supposons qu'il eiste une famille de matrices Q(y), R*(A), k : I, "',n,

^S(g) et un vecteur P(g) définG sur [/"o vérifiant les assertions du théorème. Il existe donc une

matrice inversible T(g) telle que

y : -TRt" Q.37)
dax

en outre une méthode de construction ?(y) est donnée'

Introduisons alors Ie changement de va,riable,

Z t :  U :  h ( r ) '  2 2 : T ( Y ) L 1 ï

Il s'ensuit que 
z, : T-r(a)zz (2.3g)

et

È  d T ( a ) ,  L / _ \  , . t 1 t ^ . \ d L 1 h ( r )22 :  
1 f  

tyn\x)  + I  \A)- -  dt -

:  î#tyhp(r)Lyh6+r@U##
7:t oax

: 
"(r) ( î*rr,no{ù *9!#(/(')+rt"),))

: 
"(r) (- î*or,notu) + L2,h(n) + r,r,nç4,1)

: T(u) @@)L1h(r) + P(a) + s(v)r))

: T(ùQ@)T-' (ù2, + T(s)s(v)u + T(v)P(v)'

D' où le théorème.
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2. Nécessité : La réciproque, n'est pas originale, elle trouve son originalité dans [22]. Pour obtenir une

démonstration plus complète voir [22].

tr

Remarquons que pour les systèmes non linéaires vérifiant les conditions du théorème précédant une

méthode dL synthèse d'observateur peut être envisagée. En particulier, cette méthode constitue une

alternative à Ia synthèse d'observateur de type grand gain mis en évidence dans [63] pour la même

classe de système en remarquant leur uniforme observabilité. Cependant, si une telle propriété permet

de résoudre le problème de la synthèse d'observateur pour Ie système qui Ia vérifie, elle peut même dans

certains cas être utile à la commande : en efiet, son intérêt réside dans Ia forme affine en I'état du système'

Si I'on synthétise un observateur pour lequel lterreur d'estimation est linéaire, et une commande également

de typeiinéaire, le principe de séparation pour les systèmes linéaires s'applique, et on obtient un principe

de séparation pour une classe de systèmes non linéaires.

En particulier, d'après Ies travaux de Di Benedetto et al. [14], sous des conditions de bornitude sur Ia

sortie et ses dérivées et d'observabilité suffisante, un observateur de type Luenberger avec un gain K(g)

peut être construit pour un système (2.3.1) :

Théorème 2.g.2. [1/t] Considérons un système décrit par les équat'ions (2.3.1), auec B(y)u borné et

A: :  (ar . . .Aà e IRo,  et  so i tY l 'ensemble des y te ls  que :

1. A(ù est cont'intr,ment d'ifférentielle par rapporl à ya, i : t"'p

2. La paire (C,A(AD est obserlable d'indices d'obseraabilité constants 
p

Alors i l eriste une constante pt et un gain K(g tels que d,és que A €Y etD 3 p,è: (A(A) - K(y)C)e
i : L

e st globalement a symptotiquement stable.

2.3.2 Equation : ,r,)) r, : o

Définissons les nouvelles variables d'état s : (rr, ,r)' : (q, ,). .Un système mécanique décrit par

Ies équations (2.1) peut être modéliser sous la forme

n  :  f ( r )+s ( r )u

Y : r l .

(2.3e)

27

(r - ru-'c(n,

avec . T
(  r@)  :  ( r2 , -M- rc ( r1 , r2 ) r2 )
t

[g(r) ,  :  (0,  M-r(q) (r  -  v(q))) t

Il est clair qu,un système d' Euler-Lagrange avec y - g comme sortie est de degré relatif (2,...,2)T puisque

Lyh(n)  :  n2t

Lnohj : o

A(")  :  (Ln*L7(h1)( t ) ) rsr , ,5 ,  :  t t [ (ù .

(2.40)

(2.4r)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

tzrnp)

LnLy(h)(r)

-M- t@)C(q ,u )a ,

M- ' ( q ) -

En plus



28 2. TReNspoRMATIoN oBs svsrÈups D'EulpR-LlcRencP

Il s'ensuit donc que le théorème 2.3.1 s'applique et pour qu'un système décrit par les équations d'Euler-

Lagrange puisse se ramener après changement de coordonnées à un système de la forme (2.36) avec Y - q1

il faut et il suffit qu'il existe une famille de matrice R1,.., R- telle

-M-'(q) c(q, u)u : (i,qon*(y)) q + Q@)Lr(h) + P(v)
\ t = r  /

(2.45)

(2.46)

(2.4e)

Et

? - * :RnRt -R tRn .
oUx oUt

Cependant Ia matrice M-t(ùC(q,o),r,, est quadratique en'u, c'est à dire qu'elle peut être décomposée

1 : l

Donc les matrices P(q) et Q(g) apparaissant dans l'équation (2.45) doivent être nulles. Alors, on peut

facilement montrer le théorème suivant qui caractérise bien le premier problème poser précédemment.

Théorème 2.3.3. Il egiste un changement de coordonnées transforrnant (2.1) en (2.36) s'i, et seulement

s'il eriste une rnatrice non singuliènT(q) uérif'ant

i (ù,  :  T(q)M-t(q)C(q,u)u (2.47)

Démonstratzion. D'après Ie Théorème 2.3.1, si le système (2.1) peut être transformé sous la forme (2.36)

alors il existe une famille de matrices Ri telle que le système d'équations aux dérivées pa,rtielle

Rul (2.48)

admet une solution ?(q).

Il s'ensuit que la matrice T(q): -î-tk) vérifie

- M - | (s)C (q, u)a : f o nnnu

.  =ar
T(q)u : Lr, o*,

i : l  
' a  '

: 
'f'nrnn'

:  T(q)M-'(q)C(q,u)u

/ o :  
? - 1 ( q ) 0

\ô : rlnyv-'(q) (" - v (s))

AT :
oyx

Réciproquement, supposons qu'il existe une matrice ?(q) telle que ?(q)o :T(s)M-r(q)C(q,u)u. consi-

dérons la transformation définie par (q,g) * (q,O :T(ùù. Dans ces nouvelles coordonnées (q'O) le

modèle d'état s'écrit :

Posons t: (q, O)T, et pour g - g on obtient Ie système suivant :

r :  A(a)r  + B(a)  + D(y)r
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r , \  ( o  T - t ( q )a(s): Io o

D'ou le théorème.

B(a): ( -rrr*o-,(s)v(s) ) 
et D(v): ( rrrfl-'tnl )

tr

Dans [22], pour les systèmes à un degré de liberté, G. Besançon montre rye (2. 7) admet une unique

solution; plus précisément on le corollaire suivant :

Corolaire 2.s.1. Pour, n : I h foncti.onT(q) : J M6 est l'unique solution du Q.a7) (à une constante

multi.plicati,u e prè s ) .

Démons t ra t i on .  pou r  n :L ;T (ùe lR .Lamat r i cede fo rcescen t r i f ugese tdeCoro l i rC (q , r i ) es tdé f i n i e

à partir de M(q) par les symboles de Christoffel par

C(q,u): c(q)q: ry
En implantant I'égalité précédente dans (2.47) on obtient

r' (q) : T, @) * -' tq) M' (q)

En intégrant (2.50), on obtient Ia conclusion'

Le corollaire précédent montre que le problème (2.47) n'admet à un coeffi.cient multiplicatif non nul

près qu,une seule solution. Considérons maintenant un système d'Euler-Lagrange d'un degré de liberté

(n:1) qui peut être modéliser Par

u )

1
=* ( ,  -v(q) -  

"(q)r2) 
,

M \ q )

La difficulté pour commander un tel système sans mesuler la vitesse o vient principalement du terme

o"J;";io;;'"Gi"; r. théorème donne une transformation d'état linéaire en u du système (2'51) qui

élir.rirr" cette dep""aance. Considérons les nouvelles variables d'état :

Is:  [ f r (s)ds'
[  ,  :  T(q)q.

(2.52)

On obtient ainsi le modèle suivant :

)

M'k)
: ---:z,l)

2

o :

(2.50)

D

(2.51)

(2.53)
Is:  

z,

L :  1  G-v(q) )
| 

" JM6''
( g :  q .

Ce dernier système a une structure affi,ne en Ia pa.rtie non mesuré z, ainsi une stabilisation par retour

d,état et un observateur global peut être construit irO1, "tt 
outre on peut appliquer le principe de séparation
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linéaire [15]. Cette propriété a été utilisée par G. Besançon dans [22], où il a donné une solution globale et

simple pour les systèmes d'Euler- Lagrange d'un degré de liberté du problème de poursuite des trajectoires.

Il faut aussi noter que le premier contrôleur global asymptotiquement stable sans mesure de vitesse

et sans observateurs pour des systèmes d'Euler-Lagrange d'un degré de liberté à été présenté très ré-

cemment dans [6]. Cette approche est basée sur une structure de type "computed torque" plus PD et

un retour dynamique de sortie inspirée du filtre linéaire de différentiation approximative. La stabilité

globale asymptotique de Ia boucle fermée est assurée pourvu que les gains du contrôleur et de I'extension

dynamique satisfait quelques bornes inférieures qui dépendent de la trajectoire de référence souhaitée.

Cette approche a été généralisée pour les systèmes de degré de liberté quelconque par Zhang, Dawson de

Queiroz and Dixon dans 1100].

Peut-on généraliser à des dimensions supérieures? On sait la matrice d'inertie M(q) est symétrique

définie positive, il existe donc une unique matrice N(q) symétrique définie positive telle.que tW(q) = N'(q).

En s'inspirant du cas n:Ilamatrice.l/(q) est solution de l 'équation différentielle' iu:TM-rC(q,u)u

si et seulement si

N(q)f f(q)u C(q, u)u. (2.54)

Ce qui n'est pas toujours le cas en général. En effet, nous montrons que cette matrice ne peut pas être

solution quand n.:2, dans ce cas N(q) est donnée par

N(s) : (2.55)

avec A(q) : det(M(q)) puisque

(2.56)

or d'après Cayly Hamilton, on a

u"(q) - tr(M(q)) M(q) + L(q)Id2 : :  o (2.57)

ce qui montre (2.55).

Supposons que la matrice M(q)
Donc

équivaut à

ne dépend seulement que d'une seule variable soit

N(s)ry, : C(q, u)u.

pa,r exemple q2.

(2.58)

(2.5e)

On voit aisément que les deux termes de I'égalité (2.59) ne sont pas Ies mêmes en général car, dans

ce cas, le terme de gauche dépend seulement de up2 et u2, par contre le terme de droite dépend a la fois

deul,u2ul et u!. D'oùr I'impossibilité pour N(q) d'être une solution en général pour ce problème.

Dans le paragraphe qui suit, on donne aussi une autre caxactérisation de Ia solution de (2.47), basée

sur la décomposition de Ia matrice d'inertie. Cette solution est déterminée par une famille d'équation aux

dérivés partielles dont on explicitera la solution'

u2N(q2)N'(q2)u : 
(

Ml1(q2)uP2 + Ml2 uZ 
\

(MiJqz) u7 - MLzkz) ,'r) )
I_ ,

M(q) + JN@ta"
t r (M(q))  +2J^@

M(q) + Jn@ra,
tr(M(q)) + 2\/M
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2.3.s Equat ion ( f  - rm-tC(q,  ù)u:0où 
" (q)  

:#

Dans le but d'étudier le problème suivant : existe-il un difféomorphisme iD(q) tel que

( t  -ru- 'c(q, u))o :  o

où ?(q) : ?q, nous considérons dans cette section une équation Iégèrement différente de (2.47), en
d q '

demandant seulement I'existence d'une matrice non singulière ?(q) satisfaisant l'équation différentielle

i (q) : rk)M- ' (q)c(q, r )  (2 .60)

II est intéressant à noter que les deux équations Q.a7) et (2.60) ne sont pas équivalentes. Il est clair que

si (2.60) admet une solution il en est de même pour (2.47). Par contre la réciproque est fausse comme le

montre ltexemple suivant :

Considérons un système d'Euler-Lagrange dont la matrice d'inertie est donnée par

Iu"" 
le-sz o\

r ( s ) :  
\  0  L )

alors en utilisant les symboles de Christoffel [89], la matrice des forces centrifuges et de Coriolis est donnée

par

C(q 'u)  :  
L  

" -n"  
( -u '  - : t )

-2 "  
\ "  o )

Il s'ensuit que
M-t (q)C (s, u)u : alBp + a2fu2u

avec

/  o  o \  ( - :  g )  (2 .61)n t : [  
! " - 0 "  o  )  

e t  Rz : \  o  o /
\  2 "  "  /

En outre on peut vérifier facilement que les matrices R1 et R2 vérifient :

ÔRz 
ry : R2R1- R1R2 Q'62)

an 
- 

aq, 
t"r

est par conséquent il existe une matrice ?(g) solution

æ 
: r(s)R' '

* 
: r(q)R, 

(2'63)

dont on va expliciter une solution en utilisant le lemme 2.2.2.

La solution iDo, (qr ) a" 
AT!ù : T (q) M -r q) -R1 de condition initiale On, (0) : I d,z est donnée par

" dqr

i D o , ( q r )  :  o s e x p ( q 1 . R 1  l :  ( ; n r ' - *  :  )
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Aussi un calcul simple montre que

ôn,Mrô;"r-Hrr"':( i  S)
qui est indépendante des variables q1 et q2.

La solution de condition initiale t(0) : 74,

ry : t (q2)(ôn,tvI2ti"' - 
ffio;'l

est donnée évidemment par

t ( q , ) :  ( r ;  î  )

Enfin Ia solution du système (2.63) est donnée par

/  " - n "  
0 \

r@) : i l ,(sz).<Dn,(sr) :( !.-n" I Q'64)
\  2 -  

8 t  I  /

Mais 
"(q) 

ne vérifie pas (2.60). On donnera par la suite une condition nécessaire et suffisante pour qu' une

solutionte Q.aT) sàit une solution de (2.60). Pour cet exemple, nous justifions plus loin que l'équation

(2.60) n'admet pas du tout de solution.

Rappelons que la lej-éme éIément de la matric" C(q, u) est donné par

cni 
'f 

"n,r{ùrr 
(2'65)

i = l

Il s'ensuit donc qu'elle est linéaire en o : c'est dire il existe une famille de matrice Ca(q) tel qu'on a

c(q,u) :  î "nrn n '  (2 '66)
i = l

or) Ies Cais (q) sont les entrées de chaque matrice Ca. Ces matrices sont telles que q + CI : Y ' n 
""' dqt

facile de voir que l'équation (2.47) admeb une solutio" 
"(q) 

si et seulement si, il existe des matrices Rr

telle gue 
,

-  i )  t  u6&4u:  C(q,  u)a
i : L

- i i )  g :TM-tRr.' dqt

En effet : Supposons que ? est une solution de (2.a7) et posons Rt : MT-r$, to"
dqt

iunnp : MT-rirr#,
i=r 7=r, oqt

:  MT-L (rtr, l-Lc1q, u))u: c(q, u)u

de p lus y :TM-rRi .
' dqt
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Réciproquement, si Rr,...,-R, des matrices vérifiant les points i) et ii) ci-dessus, alors

f l a m n

Lrn#, : TM-LluiR*
7:t oqt i=r

:  TM-rC(q, u)u

En revanche dans I'équation (2.60) les matrices -Ri sont obligatoirement les Ca cat

:  TM-rD"ncn
i : T

n iyrl

f  roF :TM- lc(s ,  u)
o0;

i = l

équivaut à

T:ru- tcn
oQt'

Le fait que les équations (2.60) et (2.aT) ne sont pas équivalentes provient donc du fait que I'expression

C(q, a)u peut être décomposée sous la forme larRlu a"vec une infinité de choix possible pour les -Ra :

plus précisément, on aura

si et seulement si

iuunp:  C(q, | ,  : f rnCp
i : I  i : L

Raei * Rj"n: Ciei * Ciei

(Les ea sont les vecteurs de la base canonique de ,R'). En revanche I'exP.ression C(q, ') est linéaire en o et

s'écrit lrn"net cette décomposition est unique puisque D'rCn:l'te t pour tout (q,') e IR' x lR'
i . : I  i : I

eq,riru,rli Cr: en. Finalement, une solution T(q) de (2.60), si elle existe,vérifi'e le système aux dérivée

pa^rtielles suivant

Hr, 
: r(q)M(q)c{q) (2.67)

Nous donnerons pa.r la suite une condition nécessaire est suffisante pour que (2.60) admette une solution'

Théorème 2.3.4. L'équati,on (2.60) admet une solut'ion si et seulement s'i

t#-H:cîM-rct -c :M-Lci (2.68)

pour tout i 1 j : !,. ..tu, ou les Ci sont les matrices d,onnées par la décomposition (2.66). En outre sous

les conditions (2.68) la solution est d'onnée etplicitement'

Démonstration. D,après ce qui précède, l'équation (2.60) équivaut à g : T Mt, avec Mi : M-r Ct' Il
dqt

stensuit donc qu'une condition nécessaire et suffisante dtexistence de ? est la suivante :

MiMo - MtMi : aY: - 9!4' (2'6e)
ôqn oqi

_aM
Comme Q+CI - -:- on a

ry  -Yn  :  -M- r ( cn+c l )M- t c j  +  M-1*  -  M- ' *  +  M- t ( c j  +c ; )M- t c t
AS,  \ q i  

-  \ v?  '  v?  / - ' -  - r  '  - -  
Ôq '  dq i

: MiMt - MtMi + M-t (*ry - # 
c[ rw-tc, + c! nt-tc,) .
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Par conséquent, une condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (2.60) admette une solution

est que l'égalité suivante soit réalisée :

99 - u-"t : cl M-rci - c: M-Lc j
oqi Ôqn

Ce qui achève la démonstration du théorème.

Théorème 2.3.5. Cons'idérons un système d,' Euler-Lagrange (2.7). Les assert'ions

ualentes :

1. Il eriste une matrice non singulièreT(q) telle que

i (q) :  T(ù M-'(q) c(q, 
")

2. IJ eriste une matrice inuersible N(q) telle que

M(ù : Nr(s)N(s)

et lr.(s)N(q) : C(s,r)

3. Il exi'ste un di,fféomorphisme O : lR' *+ R tel que

M(ù : lr t(s)N(q)

où P : lr(s).
oa

Démonstrat'ion. | + 2

Supposons que l'équation (2.47) admet une solutio" T(s).

(Tr ) -1MT-1 ., dIiT ,
Ualculons -17, avec til

dt

O n a
dM
dt

E

Le théorème précédent donne une caractérisation algébrique d'une classe de systèmes d'Euler-Lagrange

qui peuvent être transformés, avec ltaide d.'un changement de coordonnées, en une certaine structure, afrne

dans la partie d'état non mesurée u :4.

Cependant, nous allons énoncer

: 0

Par conséquent , IltI : Tr-rMT-l , est une

N : liIàT, alors on peut vérifier facilement que

ca r  C I  *C :

matrice constante sYmétrique

suiuantes sont équ'i-

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

dM
dt
définie positive. Prenons

: -1T'r ;-1(Crl1lr- t1r)(Tr)-1M(Tr)-1

+(T' )- '#T-1 - (Tr ;-rtt-1 (TM-rc)T-r

: -(rr;-r (c. +c -ffv-,

M(q) : lr.(s)N(s) (2.74)

et

lr(s)'#lr(s) : c(q,r). (2.75)
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2 + l

Supposons que les conditions 2. soient satisfaites, la matrice .l{(q) est donc inversible et un calcul

simple montre qu'elle est une solution de (2'60).

3+2 :

Posons N(S) : (Nni(ù)ni. D'une part on a

35

N'gry : (i"-,T")
dqn \Ê1 

oQt 
/ ,,

D'autre part pour tout J et si on écrit, Q:(C1ip)pj' on a

2c,^r. : 
oYot -ÔMn -oMu
oqr -As t -ôc -
3 alr"olr"* âN"rÀLr âN"rN"i: 
4--a* 

* asi a*
" ;: Ë*, W . *"rW + N*ff + N",ff - N",W - *"'W

En outre lÙ(q) est la matrice jacobienne d'une application O si et seulement si

/ l r ' i \  ^  / N t o \a I : l:gl '- I,n , \ " ; , /  an, \m, /

pour tout couple (i,j). II s'ensuit que,

ôN"r ?N"t-as, : Ôs*'
pour tout i,j et k. Ce qui entraîne

2ctir : ir*-P
7-t oqt

Comparant (2.76) et (2.7g),nous concluons que N(q) satisfai' 1"tte)# : C(q,u)'

2 + 3 :

N(q) est la matrice jacobienne d'une application o si et seulem".rt si 
ff 

: 
w

Mais,

+f : N'c"o
oqi

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.7e)

(2.80)

avec C,, est la i-eme colonne de la matrice Ci eI Crn est la j-eme colonne de Ct. Mais de la formule (2'32)

définissant c(q,r),il en résulte que c]: c/ pour tout couple (i, j). ce qui nous permet de conclure. D

Ce dernier théorème est intéressant car il permet de caractériser Ie deuxième problème, en outre il

permet de Iinéariser totalement un système d'Euler Lagrange. Autrement dit si on considère le difféomor-

phisme suivant :
( q , r ) .  -  ( O ,  , : T ( q ) u ) r
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Dans les nouvelles coordonnées, on obtient :

ô : o-Pu:"
oa

2 - Tu * Tit 
(2.81)

: (i - ru-'c(s,ù) u + T(q) (' - v (q))

:  T(q) (, - v(q))

qui stécrit sous une forme plus compacte

(a:  z
1 Q'az)
|  2  :  T (q ) ( r - v (ù )

système pour lequel Ia synthèse d'observateurs par exemple ne pose plus de problème selon les résultats

sur les systèmes Iinéaires [18, 63].

Reprenons maintenant I'exemple du paragraphe 2.2.1. On a

C(q ,u \ : I  
" - n "  

( - "  a t ), - 2 "  \ r ,  0  )

et par conséquent 

", : f ,n* 
(? ï)  et c,: f ,e-* (-01 S)

Les conditions (2.68) s'écrivent

oCr _ ôCi - r:! M-rCr. + CI M-rC j :
as, 

- 
EÇ 

- ui ,,' tcn + c[ M-tci : 
l"-" (i, à) 

(2'83)

D'après le théorème 2.3.5, on déduit qu'il n'existe pas une matrice ?(q) vérifiant l'équation (2'60)' Ce-

pendant on a démontré que la matrice 

/ e_q" 0 \

r (ù : ( t " ^  ; )  (2 '84 )
\ t"-n'nt 

r /

satisfait I'équation (2.47). En outre on peut vérifier qu'il n'existe aucun difféomorphisme O(q) tel que

ao9 
:?(q). Mais la question qu'on peut se poser est Ia suivante : existe-il une solution 

"(q) 
de (2'60)

pour l.quetle il existe O(q) tel q* 
# 

:f (q).La réponse est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.3.6. Les assert'ions su'iuantes sont équi'ualentes;

1. Il eristeT(q) uérifiant (2.60).

L. Il exi.ste T(q) uéri.fiant (2.a7) et un di.fféomorphisme @ç) telle sr" 
æ 

: rk).

Démonstration. 7 + 2 Découle directement du théorème 2'3'5

2 + l

Supposons qu'il existe ?(q) vérifiant l'équation différentielle suivante :

d r= (ù  
o : t ( q )M- r (q )c (q ,u )u  (2 ' 85 )

dt
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qui équivaut à

égalité qui équivaut à

n f f i n

D1o#.u : I ui? M-| Ci(q)u
7:t oqt 7t

AT AT
fr"i 

+ 
ft"t 

: T M-rCiei -rT M-rCie';

Ies er étant les vecteurs de Ia base canonique de lR'. En exploitant le fait que ?(q) est la matrice jacobienne

d'un difféomorphisme O(.), il en découle que :

avecTi (respectivementTi ) est Ia j-éme (respectivement i-éme) colonne de la matric.T(q). qui équivaut

a*"t 
: 

anr"n

Grâce à ceci et compte tenu que la i-éme colonne de C7 est identique à la j-éme colonne de C4 l'égalité

(2.86) devient

Finalement, on obtient :

{" ,  :  T M-rciei ,
dqt "

AT êAr
aq ku*" '

:  TM-Licn,  :  TM-rct
j : r

ATJ dT'
= - - - -oqr oqj

(2.86)

(2.87)

tr

ATAT

Ceci montre que ?(q) est une solution de Q.a7).

2.4 Système d'Euler-Lagrange et métrique Riemannienne

2.4.L Factorisation canonique

Dans ce que suit, on va étudier la relation entre les deux équations (2.60) et Q.a7) et les résultats de

[7], [12], [t3]. Dans [t21, urr" méthode de linéarisation des systèmes d'Euler-Lagrange était établie cette

méthode est basée ,rrr',rn" propriété intrinsèque des systèmes mécaniques : leur expression ne dépend

pas du choix d'un ensemble pa,rticulier de càordonnées dans I'espace de confi,guration IR'' Une telle

transformation est dite canonique. Ce genre d'invariance à déjà été pleinement utilisée pour le contrôle

optimal [54], pour l'élaboration de contrôleurs intrinsèques pour les systèmes mécaniques complètement

actionnéi [4S1 et pour la construction d'observateur dans [77]'

pour Ia commodité du lecteur on vas montrer dans la suite cette invariance. Reprenons maintenant

Ies équations (2.1). Rappelons que l'énergie cinétique est donnée par

e. : !a. ult)a

avec M(q) est une matrice symétrique définie positive pour tout q € R''
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Posons LL: r - V(q), Ies équations deviennent (2.29)

d .  
1ô t .1 r ^  , t  

08 . , -  ^ ,
dt \  ôà ) \q ,a)  -  

* \a ,e)  
:  u

Considérant maintenant la transformation dite t'Point transformation" :

A :  f@),

avec J(q) est la jacobienne de f t ' f-::) : l@).- d q

Sous une telle transformation, l'énergie cinétique reste invariante et peut être écrite dans I'une des

coordonnées comme suit

1  -  1  . -
t. : 'Ua. tw{u)a: }Q'{t-'(q))r u(q)t-'(ùQ.

On supposera que / est une fonction difiérentiable avec une matrice jacobienne J non singulière pour

tout q € IR". La jacobienne d".f-t est donnée par:

9! : J-'U-'(Q))
ôQ

La question qui se pose maintenant est de savoir si la structure des équations d'Euler-Lagrange est

préservée uprè. 
"u 

changement de coordonnées est adressée. Le but de ce qui suit est de prouver que ces

équations sont de la forme

Q : J(ùs

(2.88)

(2.8e)

(2.e0)

(2.e1)

d (at.\ 0t.
d.r \ad)-  aa

: u

-  r - 1avec u:  J  -u.

Dtune part, on a

D'autre part :

ae.(Q, Q) :
0q

( at" ae ôt, ôe\
\bda 

* ua6 )
#'r,*# t,n,

: (#æ)
: #t^

ôs.(Q, Q)
Aq

puisque I :0 car I est indépendante de ri'
a8

La i-ème composar' ' 
a ( ae"1q' q1\

rte de 
fr (, Ë- ) n.,t 

donnée par:

*,(rye),:
*r-rT)

(2.s2)
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Or, d'une manière plus concise :

Utilisons maintenant Ies égalités (2.90) et (2.93), les équations (2'88) s'écrivent:

ôt.
ad (2.e4): #(#)r(q)+#t"-#"'-

: (*'ffii-#)'r,

(2.e3)

d ,at", ôt"
- l - l - -  :  u
dt '  0q '  ôq

der J(q) 10,

ou J(q) : 
ry 

et G : (sni)r.nisn'

J (q)

Ce qui montre I'invariance. Ce résultat est très utile Ia linéarisation, car s'il existe /(.) differentiable avec

Ôf^k) 
:J(g) inversible et satisfaisant JTJ : M, aforsdans les coordonnées Q: l@) les forces centri-

oq
fuÉËs et de Coriolis sont nulles. Cette factorisation spéciale de la matrice d'inertie est appelée factorisation

"uionique. 
II est intéressant de noter quee cette factorisation a été introduite par Koditschek [00] 9t -nq

Gu daÂ la1l.Laquestion d'existence aété étudiée par Bedrossian dans [12], Spong et.Bedrossian [13]' Il

faut notei .,r.si qrre Loria. A et Pantely. Elena dans [7] et G. Besançon dans [17] ont étudié la possibilité

de faire du poursuite de trajectoires par retour de position, si une factorisation canonique existe'

2.4.2 Conditions d'existences

Commençons par Ia défrnition suivante

Définit ion 2.4.L. SoitU unouaert delR'. unemétriqueRiemannaenne (R'iemannianmetric) surU est

la d,onnée d,\ne appl'ication lisse g d,e U dans l'espace uectoriel des forrnes quadratiques sur JR', telle que'

pou, tout n anU, in soit d,éfinie posi,tiue. Etant d,onnées des coordonnées q: (qt..'qn) surlR' , on peut

écrire gn: t g4(fid,qidqi. Dans la su'ite onnotre une métrique Riemannienne ll par !ai'

i , i : r

Définition 2,4.2. (Jne métrique Riemanni,enne lai est dite Euclid'ienne si et seulement s'il eriste un

système d,e coordonnées r : (*t...*n)- au€c ri: 'u(q) telle que

G: J l  k )J (q)

Relativement aux coordonnées ra le métrique I sera représenté par la matrice

G : e-t1t 
"t-r 

: idn

D,après ce qui précède, Ie concept principal qui dérive de Ia factorisation canonique est l'énergie

cinétiq;e. C'est un exemple de produit scalaire définissant une métrique Riemannienne. Donc une trans-

formation canonique n'est qutune transformation gérant une métrique euclidienne.

Des conditions nécessaires et suffisantes pour ltexistence d'une telle transformation, sont dues a Rie-

mann en 1861, et qui sont données par le théorème suivant
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Théorème 2.4.I. [88] Une métrique Riemannienne peut être transfornée en une métrique eucl'idienne

si est seulement si les tennes de la courbure de R'iemman défini' par

ô2M*(q) ,  }2Mi t (q)  ô2Mit (q)  7zMix(u)
tttjxt : 

asraq: * as*asn 
- 

asrôsJ 
- 

asras,
t f l

+; t M, "L(q)fc,itcsrk 
- c,uc"i*f

' r , s - - l

(2.e5)

(2.e7)

sont id,entiquement nuls auec m;!k) les termes de Ia matric" M-L(q) et C,i1 les symboles d,e Christoffel

d,e premier type.

Le théorème 2.3.5 montre que I'équation (2.60) admet une solution si et seulement si une factorisation

canonique existe. Enfin on a la proposition suivante qui résume notre résultat et les résultat de [12, 13]

proposition2.4.L. Cons,id,érons un système d'Euler-lagmnge (2.I). Les assertions su'iuantes sont équi-

ualentes.

1. Il existe une matrice non singulièreT(q) telle que

i (q) :  T(q) M-'(q) c(s, ,)

2. II eriste une matrice'inuers'ible N(q) telle que

M(q)  :  Nt(q)N(s)

et Nr(s)N(s) : C(s,,)

3. Il eû,ste une fonction o(q) : lR.' - IR', une matri,ce inuers'ible N(q) telle que

M(ù :  N ' ( s )N (q )

et P N(s).
oq

1. Rti*t : 0 pour tout A-uplet (i, i,k,l) '

5. II exi.ste T(q) uéri.fai,nt (2.a7) et un difféomorphisme o(.) tetle qu" Paq : T(q).

(2.e6)

(2.e8)

Comme iI été précisé dans [12], Ies symboles de Christoffef satisfait un certain nombre de symétrie'

Cela signifie que pas tous les tLrmes de la courbure (2.95) sont indépendant' En fait pour un système

d,Euler-Lagrange ils existent 
'+! 

termes non nuls et indépendant de la courbure. En revanche en

appliquant le théorème 2.2.4, onvérifié qu'on a exactement ry 
égalités matricielles de types (2'68)

à vérifier. Par exemple, parce qu'un système à 5 -degré de libeité nous devons vérifier 10 équations de

type (2.68), tandis qrr" àr, termes de Ia courbure de Riemman on doit calculer 50 des composantes de

courbure.

2.5 Exemples d'aPPlications

Si on se donne une matrice M(q): (M,kD symétrique définie positive, Ia matrice des forces centri-

fuges et de Coriolis sera donné par Ia commande Mathematica suivante :
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Frc. 2.1 - le TORA

C (s,ù : cnrioti'sfM-l :: Mod,ulel{1, i,n : LenthlM),res},

res --  Id,ent i tyMatr i t ln l ;Forl i :4,  j  3n, j  I  l , resl i ,  j l )

1:', {oltw 11t, rll, s [[k] I + DIM li,rll, s ttjl I I - DIM lV,,bll' q [[d]ll )o' [[k]lll ; resl

En outre les matrices Ci sont données par

(2.ee)

Cr : flM,il:: Mod.utel{d,: Lengthltrylraorc1DlMllk,il.,,slill+ DlMllk,zll,qtjll
" t . _ t ) 2 -  L - . _ L L . - T J r l r L r i  L  L L  /  

( 2 . 1 0 0 )

- DIM lli,jll' slkll, {t', d}, {i, d\l

Nous allons illustrer nos propos en considérant les exemples suivants : Lorsque n : !, une solution existe

toujours, elle est d,onnée pari" Corollaire 2.3.1. Le cas de système d'ordre supérieur, Ia réponse est pa'rfois

.rég"ti1re, en effet reprenant ltexemple du pa,ragraphe2.2.l, une solution existe si et seulement si e-ez :0

ce-qui est impossible. On présentera pax la suite deux cas ou lton a une solution'

2.5.1 Le système TORA

Commençons par I'exemple du système mécanique appelé TORA (pour TÏansnational Oscillator with

Rotatting e"t,ruàr [86]) décrit p"t l" figure 2.1. Il est composé d'une plate-forme liée à un référence

fixe par in ressort linéaire. La piate-forme peut osciller sans frottement sur un plan horizontal' Sur la

plate-forme, une ma,sse rotative excentrique est actionnée par un moteur à courant continu à excita-

iion indépendante (DC). La commande de Ia partie rotative excentrique est utilisée pour atténuer les

oscillations de la plate-forme (pour plus de détails voir [82])'

Posons qr : (qr, ez)I : (qt, 0).. L'énergie cinétique est donnée par

1  - -  - /  a  b c o s 0 \
ê"(q,ù :  

;n ,  M(q)q: , i ,  
I  a" l rd  

"  - ; -  
)n

àvec a : M * nt,, b : -rnl et c : I * ml2. L'énetgie potentielle est donnée par

1 ^
G(q) :  i kq i
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Soit sous forme plus compacte

On obtient ainsi,

Ce qui implique

q :

M(q) t t  t  C(q,  u)a +V(q)  :

n,^  ^ . ,  _  (o -bs in(q2)d2\
u ( q , t J 1  : \ 0  

0  )

u,

I

(2 .101)

(2.104)

(2.105)

(2.106)

Pour tester Ia possibilité de linéa.riser ce système, nous devrons vérifier des équations de type (2.68). Mais

puisque le système à deux degré de liberté on a une seule équation à vérifier :

(2.102)

Mais, C1 : 0 et C2 ne dépendent pas du variable q1, on a bien cette égalité. II s'ensuit donc qu'il

existe une matrice T(qr,qz) telle que

y : TM-rcl
oQt

y : TM-tcz
oQz

(2.103)

", 
: (3 S) et o: (3 

-bsin(s'?))

#-# 
: c;M-'cr-c{rw-Lc,

Pour construire cette solution, on suit Ia stratégie donnée par le Iemme 2'2'1' Pour cela choisissons

/  r  o \  aO
ô: Id.z: ( à I ) 

***" solution de l 'équatio" 
fr:^O.,La 

raison pour laquelle nous choisissons

cette solution est pratique. C'est pour obtenir une solution finale simple du problème mais toute matrice

ô(q2) inversible convient.

Maintenant le terme

eM-rCzô-t _ ?O 6-r :  M-rCz
iJqz

est indépendant de ql puisque M et, C2l'est aussi'

Considérons maintenant l'équation différentielle matricielle suivante

Y : t@2)M-Lc2
aQz

une solution pa,rticulière de (2.105) de condition initiale À(0) : Id,2 est donnée pa,r

/ " "z|Q)cos(q2) 
- 

"z/kù \
I ITIv(sz): l^  -BGJ) '  

I
\o 70- )

où B(q2) :

En vertu d (2.47) avec T(0) : To =

)on,(st)

"20'o)cos(q2) 
- 

"zÊ(q0Q)
A@z)
7(0_'

u lemme 2.3.1, une solution de

T(sz) : t(q,

l1: l

\o

, estidz

r )Qz (2.r07)
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qui est inversible car d,et(T(qD : 
ffii 

qui est strictement positive puisque M(q) est une matrice

symétrique définie positive.

Considérons maintenant Ie difféomorphisme @: (Or, 02) définie par

01 : q, + [0" 
azl9)cos?)-- azAG) 

or,
Jo "fiQ)

^ fq" 0G) ,@2 : J" ffia',
La matrice jacobienne de O(') est bien égale à T(q).

2.5.2 Le manipulateur

Le robot manipulateur est décrit par la matrice d'inertie suivante [89] :

M(qr ,qz)  :  (  , "^*  
m1l2 ' ,  + m2t !  l1m2t2 ' "cos(q2 -  c t )  \  (2 .108)

y o1,,o2lf;"cos(qz - qr) 12 * m21f;, )

ayee n1,1r'trL2,lt1l." et 1., sont des constantes positives'

La matrice C(q, u) est donnée Par

c(s, ,) : ( lr^rt?"ur0"in1q, - nr1 
l1m2lf;'u2î"(st - s') 

)

I l s ' e n s u i t q u e  
_  /  0  0 \
c t : (  - I 1 m 2 l ! , u 2 s i n ( q r - q z )  o  )

et 
/ \m2tf;, sin(q1 - cr) )c ' : ( to  o  1

Donc

/ n É(É2 - or) cos(qz - qr) 
\

ôCt \Cz ^T ^,r-r.1 , r,r nr-r.,- I " a'y - P2 cosz(q2 - q1) 
|

asr -6n-v ;M- tc1+c lM- tcz  
:  

|  _0@'-gù"2" -@r-qù 
- t  - ;  " '  

I
\ a'y - P2 cos2(qz - qr) 

e.rc{)

avec  o  :  I r *m l f ; r+mz t? ,  g : l 1m2 l f ; r , e t  ?  -  12  lm2 t2 . " '

On conclut donc que Ie manipulateur est transformable en une forme affine en la vitesse ri si et

seulement si 1", - 0 où B2 - d'Y :0 oir 11 : Q'

Maintenant supposons que P2 - a'Y :0, c'est à dire la matrice M (q) est de la forme :

/ a2 abcos(q2 - ct) 
)M(ù : 

\ ab"os(q2 - q1) b- /

Dans ce cas pa,rticulier

" , : (ob, i , , ( ! , -q,)  S)
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et
/ -absin(qz - qr) 0 

)cr : (  o  o /

Pour calculer Ia matrice ?(g) solution de

f  :  TM-rc, (2.110)

considérons dans un premier temps, I'équation différentielle linéaire suivante

*ru 
:  M'ôn, (2.111)

en considérant Ç2 comme un pa.ramètre. Cette équation admet comme solution de condition initiale Ç1 : 0

/ . t  n ) ,
e t i D n , ( q f ) : ( . ô  t /

( sin(% - qz) 
0 \

ûn"(q, ) : | " ,  " * ( i l? t  . ._ l  t2 . r12)
\  f ,  

(cos(c r  -qz) -co t (1 -q2)s in (q1  -q2) )  t  
)

En outre, un calcul simple montre que

/ - b \

6n"M2o;:-w*r: : (\: ff i) 
(2 1i3)

qui est indépendante de la variable qr, et pax conséquent il existe une matrice

r[(qz) - ( tt'(q') vt'(n'l 
)-  

\  Vrr (sr)  tz2(qz)  )

solution de l'équation différentielle suivante

dvlqù : vçq21(on,tv['e;,' 
ô=Ô"' 6;r) QJLA)

d's, \ aqz 
-q' 

/

: vu,l(t ,*h )
\ 0 cot(q2) f

La solution pour une condition initiale

*ror:(î î)

*rr: (*^ i e*',t -":il,îs)sin(l -s')) 
)

\o 
-"*C- 

/

(2 .115)
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II en résulte alors, qutune solution est donnée par

T(qt,  qr)  :  ù(Sr).ôn,(Sr)

/ - b \
:  , r"or1 I  ^ 

s lnqr -sr ' .q2 
I

\  i  
s in(t  -  qr)  s in(1 -  qr)  /

Le lemme (2.2.I) permet de conclure. Il est clair que

*2

det(T(q1, q2)) : -;"' sin(q1 - g2).

On voit clairement que ? est inversible sur le domaine de définition de la matrice d'inertie M(q).

Remarquons enfin que si on considère la transformation linéaire

01  :  g t ,

0 2  :  Q z - Q r ,

En terme de 01 et 02,lamatrice (2.108) s'écrit

(2 .116)

(2.1t7)

(2 .118)

(2 .11e)

(2.r20)

qui entre dans le cadre des systèmes mécaniques considérer dans [75] pour lequelun observateur à conver-

gence globale est présenté. En outre le problème de la stabilisation par retour de sortie peut être résolu

avec une commande linéaire [76'|.

2.6 Le Pont roulant

L'exemple de ce paragraphe a été étudié Par T. Chorot au LAGEP

2.6.L Système modèle est changement de coordonnées

Nous appliquons dans ce pa.ragraphe notre stratégie de la linéa.risation, introduite dans le chapitre 2 a

un systèmË àu iroi, degrés ae nUeite : Le pont roulant [28]. Le pont roulant de masse ræ2 Qui se déplacent

Ie long d'un axe (or) repéré par Ia position r. II supporte une charge de masse rn1 à l'extrémité d'un

c,ble Je longueur I >'O; q"i oscille avec la position angulaire o. II y a deux actionneurs qui appliquent les

forces F" le lorrg de I'axe (or) et F; le long du c,ble. Pour obtenir les équations du système en utilisant

I'approche de Lagrange.

Avec les notations précédentes et en posant Q : (r, l, o)T, on a :

f  m1*mz  Ms inc ,  r n lq2coso  \
M(q) :  I  rn l  s ino r t r l  0  

^  |
\ rn1q2 cos o g m9â /

L'énergie potentielle est donnée par :

M (o t, o 2) : ( ",ffi"-"rT,\'? "T:? irl[t,' )

G ( q ) :  - t n l P Q 2 c o s a '
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On peut vérifier facilement que la matrice des forces centrifuges et de Coriolis est donné par;

/ O rr,lQscosQ3 m1(Q2cosq6 - Çzqssinqe) \
C ( q , q ) : l 0  0  - r n r Q z Q z  

I
\ 0 mfls7z mûzgz /

Il s'ensuit que
C1 :

C z :

0,

(i0 m1 cos q2

00
o *tqz

: CI M-lcr - c[ ttt-tc,

: c{ M-rcr - c[ tvt-rct

- c{ tvt'tg" - cT M-rc3

/ 0 rn1cosq2 -mtQzsinq2 
\

C3:  Io  0  - * rq ,  
I

\ o  ' m r Q z  o  /

Puisque le système est de dimension 3, nous devons vérifier trois égalités :

(2.12t)

(2.r22)

(2.r23)

ôCr ôCz
as, 

- 
ac,

ôcr ôcz
aqt 

- 
as,

ôcz ôcs-}qz - 
ôqz

Mais C1 : 0 et les matrices C2 et C3 sont indépendantes de q1 alors les deux premières égalités sont

satisfaites. D'ailleurs, on peut màntrer que Ia dernière égalité est vérifiée également. Ainsi selon le théorème

2.3.4 nous savons que la transformation qui permette de linéariser totalement le système du pont roulant

existe que ,rou, ,"ndrons explicite en employant la méthode expliquée dans Ia preuve du lemme 2'2'1'

D,abord, notons par ôqr(q;) Ia matrice d'identité d'ordre 3. Ônr(q) est évidemment une solution de

I'équation 
uln' : M-rCt:0. L'expression K(q) devient :' dqr

K(q) : ûn,M2Û;rl

M - r C 2 :

Un simple calcul donne que la matrice

A,t*l : (

_ ôôqr 5_r
oq2 

- o'

(z 3 3)
\ t  

o  Ln,)

s â l)
sarisfait 

æ 
: M-rCr û 

æ 
: M-rCz.

Maintenant l'expression (To"Mt- 
fflf;t 

avec Ms: M-LCz devient

(ro"M,-fttr;, : (ii +)
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qui est indépendante de 91, q2 et 93. Donc

est une solution de

diÛr (qs) .r. 
^T

f 
: iûr(qe)(Tq "Ms 

- 
ffi)r;"'

Finalement on conclut que

T(s) t {qs)Tn"(sr)6n,(qz)

l L  o  o  \  Q . r24)t l
: I 0 cos Ç3 -q2sinqs 

I
\ O cos q3 + sin q3 Çz(cos qt - sinq) /

satisfait f @):TM-tc(qd).E r outre le dif iéomorphisme O(q) : (qr,qzcosÇ3, Çz(cosq. *sinq3))r est
AÊI

tel que ? : ?(q). Alors, on a la proposition suivante :' d q

Proposition 2.6.L. Dans les coord"onnées @,2 :T(q)5, le pont roulant est d,écrit par

ô : z )

(2.t25)2 -  p(y,  u) ,

a :O '

où p(y,  u)  :  T M-t  ( "  -  V (q)) .

2.6.2 Construction d' un observateur

La structure du système (2.125) est exactement sous la formes linéaire en l'état non mesuré' Ceci vas

mener à la construction d'un observateur pour un tel système. Introduisons alors le système auxiliaire

suivant
ô : ô- r{r(ô - o)

(2.126)

; : -rcr(6 - o)+ e(a, u),

où K1 et K2 sont deux matrices définies positives. le système (2.!26) est un observateur pour (2'125)'

Plus avec précision' nous avons

propositio n 2,6.2. Soit Kr et K2 deux matrices sgmétrique défi'nies positiue. Alors Ie système (2'126) est

un obseraateur pour (2.125). D" plus, Ia norme de-I'erreur d,'obseraation est bor-née par une exponentielle

dont la uitesse de conuergence peut êtrc choi.sie arbitra'irernent.

Démonstratrlon. Posons .: (î- e, î - u)T. Alors :

è :  A e

ùr(se): ( i :#;: ":h. )

o:(_f.; f )
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Lamatrice Aest hrwitz, eneffet: Soit À € C unevaleur proprede A associée aunvecteur propre (q,uz).

O n a
(  -o 'Y:*"  ) :  (  | "  )
\  - K z u r  / - \ ^ u z )

Soit < ., ), le produit canonique de C3. II s'ensuit que

< ÀT. '1 ,  ÀT. ,1  >  

:  : : : ,  , : , . ; ï , * ,  * r . \uy ,  a2  )
(2.127)

-À (  ur ,  Kp1 )  *  <-u1,  \a2 )

:  -À (  ur ,  K1u1 )  -  ( 'u t t  K2u1 )

Notons que si 1,11 :0 alors uz:0 aussi, ce qui est impossible. Alors À satisfait le polynÙme

ù , 2  + b ) , * c : o

avec a, b, et c sont strictement positives. Nous concluons donc que la partie réelle de Ia valeur propre À

est négative. Ce qui nous permet de conclure. tr

Rernarque 2.6.L, On peur renxarque que sit Ia matrice M uérif'e :

Propriété 2.6.L. Il eristent d'ern constantes pos'itiues n1,n2 telle que

n 1 l d 4 1 M 1 n 2 l f u  Q ' 1 2 8 )

De cette propri,été et en tenant compte d,u fai,t que Ia matrice Tr-rMT-r est constante, on peut

déd,uire facilement qu''il etistent tr, Ê2, telle que

€r< l lT - ' ( s ) l l  S€2 ,

Si 6(0) d,ési,gne la réciproque du difféomorphisme @(q) et en définissant

ô(ô) : î,

T(q)î : A

On obtient ainsi
l l î -  ql l (2.t2e)
ila - dtl

ce qui, donne une estimation exponentielle de q and' Q.
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Chapitre 3

Forme triangulaire pour une famille
de système d' Euler-Lagrange

La littérature dédiée à I'analyse, I'observation et la commande des systèmes mécaniques (complètement

agis) a été particulièrement abondante d.urant ces deux dernières décennies. Pour une vue générale sur ce

sujet voir [83, 29].

Le premier problème traité dans ce chapitre, est Iié à Ia génération d'observateurs pour les systèmes

mécaniques. En effet, il est rare en pratique que les variables d'état soient disponibles pour êtres mesurés

en temps réel. Dans la plupart d", 
"r", 

if est nécessaire dtestimer avec exactitude les variables dtétat non

m"ruréLr, particulièremen[ qua.rd elles sont utilisées pour Ia génération d'une commande. Le système dy-

namique ,riilire pour reconstruire l'état est appelé observateur. Le problème de génération d'observateurs

non linéaires, en particulier pour les systèmes mécaniques a intéressé de nombreux scientifiques' Nous

citons à titre d'exemple les travaux suivants : OIe Morten Aamo, Murat Arcak, Thor I' Fossen and Petar

v. Kokotorric dans 1?41, N. Aghannan and P. Rouchon dans [77], H. Berghuis and H' Nijmeijer dans [50]

et D.A. Anisi, J. HatrÉerg, dans [32] ou ils généralisent Ie résultat de [72].

En se concerne le problème de poursuite des trajectoires et en particulier de la stabilisation par retour

de position, à notre connaissance, le premier contrôleur globalement asymptotiquement stable pour des

,yriè*", d;Euler-Lagrange à un d"gté de liberté, aété présenté récemment dans [6]' Cette approche est

basée sur une structure Àe type "Càmputed torque" plus PD, et un retour dynamique de sortie inspirée

du filtre linéaire de différentiation approximative. II faut rema,rquer que Burkov, I. V a montré dans [24]

en utilisant des techniques de pertuiùation singulière la stabilité globale d'un système d'Euler-Lagrange

en boucle fermé pa,r ,"iou dynamique de position. L'inconvénient de cette technique est qu'il n'est pas

possible d'établii des bornes explicites pour les gains du contrôleur. Burkov a montré " I'existence" d'un

contrôleur globalement asymptotique sans mesure de vitesse'

Dans [12], en utilisant des propriétés remarquable de tels systèmes à un degrés de liberté, I'auteur a

présenté une solution très simple àu problème. Le contrôleur obtenu est en effet de type linéaire basé sur

un observateur et a donnée des résultat très honorables similaire à ceux publiés dans [6]. Cependant cette

approche ne peut être généralisé aux systèmes à n degrés de liberté si on arrive à résoudre une équation

différentielle introduitJpar G. Besançon dans [17] et A. Loria dans [7]. Récemment, d-ans [23] un résultat

de sépa,ration pour une classe de systèmes de type quadratique a été proposé, sous forme de conditions

de stabilisation pa.r retour d'état d'une part et d'àbservabilité d'autre part. Ces conditions permettent de

synthétiser port1 d", sorties initiales quàl"onq,r" une loi de commande par retour de sortie semi-globale'

Ces conditions sont satisfaites par les systèmes d'Euler-Lagrange'
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Dans ce chapitre, nous étudions le problème de Ia stabilisation à travers la sortie et la construction

d'observateur, four des systèmes d'Euler-Lagrange. Nous prouvons que le problème considéré peut être

résolu quand la dimension de (3.1) est quatre et quand M(q) est indépendant d'une des composants du

vecteur q et même lorsque M(g) ne vérifie pas I'hypothèse 3.1.1. Comme la construction présentée dans

[30], la nôtre n'est pas basée sur un principe de séparation (Si I'hypothèse 3.1'L est satisfaite on peut

upptiqu"r un principe de séparation en utilisant I'observateur (3.20)) : dans ce cas nous ne fournissons

p* ,rtr observateur qui converge pour toute entrée, mais nous exhibons un observateur qui converge

qrrund des lois de command,es particulières sont appliquées. La conception que nous proposons s'inspire

âe [42] : en particulier les deux se fondent intensivement sur les avantages qui peuvent être impliqués

d'une iorrrru iriangulaire. En revanche I'approche de la2l peut être appliquée aux systèmes obtenu après

tra'sformation et un observateur dont la dimension est plus grande que celle de celle nous construisons'

La preuve de la stabilité que nous donnons est basée sur la construction d'une fonction de Lyapunov

avec une dérivée définie nélative Ie long de la trajectoire du système en boucle fermé. Cette fonction de

Lyapunov et sa dérivée sont, sur un voisinage de ltorigine, respectivement majorée et minorée par une

fonciion quadratique définie positive et une fonction quadratique définie négative. II suit que la stabilité

exponentielle locale et Ia stabilité asyrnptotique globale sont réalisées.

3.1 IJne famille de système d'Euler-Lagrange

Dans cette section, nous présentons une forme triangulaire pour une famille de systèmes mécaniques

avec deux degrés de liberté. L'importance d.e ces formes triangulaires est due au fait que beaucoup de

problèmes typiques dans la conception non linéaire de commande comprenant Ie système de cha^riot

robuste 1+2, Â+,'ZS1,le système articulé à deux degré de liberté (manipulateur) [33, 38] et I'exemple du

systèmeàe TORA'[101] sont des systèmes à deux degrés de liberté qui peuvent être transformés en une

fàrme triangulaire (pour d'autres Lx"*pl"r voir [85]). Néanmoins, jusqu'ici aucune forme triangulaire

(globales) ni"rt corrnu"s pour la majorité de ces systEmes non linéaires excepté Ie système de beam and

ball [77] et le système Tora.

Nous considèrons uniquement Ia famille des systèmes d'Euler-Lagrange à deux degré de liberté; définie

à partir des équations d'Euler-Lagrange comme suit :

q : u

M ( ù , i * C ( q , u ) u + V ( q )  :  r
(3 .1 )

On fait les hypothèses suivantes :

Hypothèse 3.1-.1. La matrice M(q) ne dépend que d,'une seule aariable, nous supposerons que cette

uariable est q2, ce qui nous permet d'écrire :

M(q) : ( !r.n(.tù, Y-"!*J )
\ Mtr(sr) Mzz(sz) )

Hypothèse 3.t.2. En outre on a les égalités suiuantes

tut(q) : Cr (q'o) * C(q'u)'

C(q,u)u : uu + !P. utrl
o q '

Par ailleurs ils eùstent deun constantsml,m2)0 positiuestelle que pourq2 on a

(3.2)

(3.3)

(3.4)

où I est Ia matrice iilentité d'ordre 2.

O < m 1 I < M ( q z ) l m z l (3.5)
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Hypothèse 3.1.3.  Lamatr iceC(q,u)  estbornée enu,  c 'est  à d i re qu ' ' i l  e t is te le. )O te l le  que

l c (q , r ) l3  K lu l

Hypothèse 3.1.4. Le terme n -Vr(q) est bornée en norrne.

(3.6)

3.1.1 Discussion autour des hypothèses et conséquences

1. L'hypothèse 3.1.L est restrictive. Cependant, elle est satisfaite par beaucoup de systèmes d'Euler-

Lagrange à deux degrés de liberté.

2. L'hypothèse 3.1.3 figure dans la plupart des travaux portant sur les systèmes d'Euler-Lagrânge.

Cependant, ils existent des systèmes d'Euler-Lagrange qui ne la satisfont pas.

3. L'hypothèse 3.1.4 n'est pas très restrictive dans Ie sens que, dans beaucoup de cas, Ia stabilisation

asymptotique globale où lu pourrrrite des trajectoires peut êtres réalisés avec des commandes telles

que I'hypothèse 3.1.4 est satisfaite.

4. Les inégalités (3.5) dans I 'hypothèse 3.1.1 impliquent qu' existent deux nombres positifs Kl et K2

tel que 
o ( rcr I M11(q2) < n2. (3'7)

En outre, de I'inégalité (3.6) on peut déduire aisément que lavaleur absolue de Mlt aveci, j:t,)

est bornée.

3.I.2 Changement de coordonnées

Reprenons les équations (3.1), qui peuvent se récrire comme

Is:  
u

[ ,  :  M - t ( ù ( ,  -  C ( q , u ) u  - V ( q ) )

^, ,  ( àM'rr(qr)o, lM'rr(qr)"*Mi2fu2)u2u\Q,u) :  
\  _4rVl i r (q")o,  ÈMLrkù" ,

M(q)-,: # ( _Y,,::iz:l -#:,f,1 
)

A(sz) : Mrr(qr)M"z@ù - M?r(qr)

)

(3.8)

(3.e)

(3.10)

(3 .11)

et

où

II stensuit donc que

/ . g àeri_,(sr)'\c(qz): ( _+ri,(nr) ' 
'0"' 

/

cz(qù: ( âui'rc,l ialr),r)
(où , désigne la dérivée par rapport à q2). Nous avons vu dans Ie chapitre 2, qu'une condition nécessaire

èt suffisante pour que I'êquatiàn i:TM-rC(q, t,) admette une solution est donnée par

t# - 
# : c[ r,r-'c, - c{ ur-' c" (3.12)
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(3.13)

Un exemple d,e système vérifiant cette dernière égalité est le pendule inversé, le Tora. Par contre le

manipulaieur à deux bras ne vérifie pas cette propriété. Grâce à ceci, I'espoir d'écrire un tel système sous

la forme affine en Ia vitesse est vain en général. Nous allons démontrer I'existence dtune transformation

qui transforme un tel système (3.1) en une forme triangulaire en Ia partie non mesuré (en la vitesse u)

pour laquelle un observateur asymptotique globale sera construit.

Considérons maintenant I'application iD0 définie par

O t  ( q r ,  u t r q 2 , u 2 )  + +  ( r 1 , 1 2 , l E s r r + )

. fo, Mn\r),d,s,
tr : qr + 

Jo twrrçt1

nz : Mu.(qz)u 1 + Mp(q2)u2,

t 3 :  q z l

14 :  a (q2 )u2 ,

ou

Ce qui est équivaut, dans ce cas particulier, à

M'r'r(sr):ryW

L'hypothèse 3.1.1 assure que' pour tous q2' mr'(Sz) ) 0 et Â(q2) > 0' On

deux propriétés que iD est bijective. Nous avons a'lors

Proposition 3.1.1. Dans les coordonnées ri; pour i :1, ",4 le système

. 1 2rL  
Wr@ù'

it2 : 't-LLt

. f r 4
& 3  /  \ t

a\rs)

.  1  (  M'r t ( " t )  - ,  ,  ^ .  \ia : 
;("' \tM--rc;ri+u2)'

a : (rr,rr)r .

où u1 - rr - Vr et u2 - rz - Vz - 
#:"r.

Dérruonstration. Lesexpressions de â1and:i3 sont évidentes. On peut déterminer I'expression de.i2 comme

suit : puisque
M ( q ù i t : - C ( q z , u ) u * r - V

peut facilement déduire de ces

(3.7) s'écrit :

(3.14)

a(qz):tff i

o n a
Mn@z)ù * Mn(q2)ù2 : -Mikz) aruz - M't (qr) ul + 11 - V1
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Par conséquent

i:z : Mt(qz)û * Mn(sz)itz'f Milkù utuz * M'rr(qù rZ

: \ - V t

: u l

Il reste maintenant à déterminer I'expression de ia. D'après l'égalité

tt : - M (qz)-t (c (qr,u) u * r - v)

on peut déduire que

L(qz)it, :
|t,t.wirul + MpM'r1a1u2 t (MrrMi, - TMrruir)u| 

- up(q -vr)

1-Ms(r2 - V2)

ffi Wfrul + 2M1"Mvt aflz * M?ro'") - Mp(^ - vr) + M1(r2 - v2)

1
+ffi(2MrMr2M'rr- M?rMi,2- M?2Ml) az

M " , o 1 t ^

ffi."3 * ùæ 
(2MnMnM'', - M?rMi,, - M?rMl) rl - M'21r1 -

iMn?z - Vz)

Vr)

En outre

En tenant compte du fait que

àca : a'(qz) ul + a(q2) ù2

,  !  / r r 2o' : 
fur(MTtMLr-2MrMnM'12+ 

M?2MIL)

On obtient la formule indiquée ci-dessus dans la proposition'

3.1.3 Conception de I'observateur

!

Considérons tout d'abord Ie sous-système constitué pa,r les deux premières équations du système (3.14)

[o': ffi'
Ii :"."1

(3.15)

Ce sous-système ne dépend pas de ca. D'ailleurs il est linéaire en ce qui concerne la variable non mesurée

n2.En fait il peut être considéré comme système linéaire non autonome. Pa"r conséquent, nous pouvons

facilement déterminer un observateur à convergence exponentielle globale, donnant une estimation de z1

et 12.

Proposition 3.1.2. soient le1,lc2 d,eur réels strictement négatifs. Le système

I ;, : "fu(îz*k{îr-"r)),
f a, : #r^ 

-rr)*ur,

est un obser"uateur à conuergence etponentielle de (3.15) .

(3.16)
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Démonstratrjon. Soit (et, ez):(ît- rt, îz -r2). L'équation d'erreur s'écrit :

èy : Orfu;nr-tcÉt),
è2 : twfulk,,,,

Sous forme matricielle,
/ " \  t  ( k ,  t \ / t ' \

1 e, / 
: 

ltz,'1".; \ l', o ) \ r, )
Puisque les paramètres k1 et k2 sont négatifs, alors Ia matrice définie ci-dessus est asymptotiquement

stable. En outre I'inégalité (3.5) implique I'existence de rc1 et ,i2 telle que

(3 .17)

(3.20)

(3.2r)

0 < r c r < M y ( r s ) < n 2 . (3.18)

Par conséquent, nous pouvons trouver une fonction de Lyapunov quadratique définie positive V(e1, e2)

dont Ie dérivé Ie long de la trajectoire du système (3.17) satisfait

(3.1e)

avec W(e1,e2) une fonction quadratique définie positive; ceci implique que le système (3.16) est urr

observateur exponentiel globJ pour Ie système (3.15) dont on peut régler arbitrairement la vitesse de

convergence en jouant .ui l"t pa.ramètres k1 et Ic2. tr

Maintenant nous fournissons un observateur pour le système (3.14)' Nous énonçons

Proposition 3.1.3. Si, les paramètres k1,k2,ka et k6 sont négatifs. Alors, sous les hypothèses 3.1.1 et

3.1.3 le système

V :  -  
d6,w 

(e1, e2) s -  
*  

w (e1, e2)

àr :  

"h( îz+kr ( î t -x )ù) ,î2 : Orfu,rrrî, 
- n1) tut,

à, : h-kz(îr 
- 

"rl * h(îs 
- rs),

în : h (ffi*\+ u2+ rc6(as - "r)) + ks(î1 - rt),

est un obseraateur à conuergence erponentielle d,e (3.t4) dans le sens qu'il eriste un polynôme Q telle

k1

l iz(t) l

lï4(t)l

Démonstration. Posons ea- îi - ît4, pour i : !,...r4. Ltéquation dterteur s'écrit :

I
t i1 : 

d@ùGr-lcÉt),
1

è2 :  
Mu-1rr1k" t '

ù  :  l n  ,  +k3s1*  9 r r ,
a\ Ia)  o(rs

èa : h (ffi@7 -'7)+ toee) * ko€r'

(3.22)
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Des inégalités (3.5), (3.6) et puisque la matrice d'inertie est définie positive on peut montrer facilement

Itexistence de trois réels o1, d2 et c ) 0 tels que

a 1  1 a ( r 3 )  1 o ' 2

M'r t ( " " )  |  -  ^

ldÇtw"q^y|= "

Maintenant, I'hypothèse 3.1.4 garantit que iz est bornée, En outre I'inégalité (3.19) est vérifié' Il suit

qu'ils existent trois constantes o, À, B telles que pour tout t ) 0,

l€1( t ) l

ler(t)l

l"z(t) l

D'autre part, puisque ka et, k6 sont négatifs, on peut déterminer une fonction quadratique définie

positive Q@z,e+) telles que sa dérivée le long des trajectoire du système (3.22) satisfait

a

1 ^  1

Par conséquent il existe deux constantes K1 et K2 qtjj dépendent de e1(0), e2(0) et z2(0) telle que

p

a
Ce qui implique

avec K3 > 0.

Finalement en utilisant le lemme de Gronwal, on a

Q@s(t), ea(t))

Ceci conclut la preuve. tr

Nous pouvons aussi donner un observateur réduit. Nous énonçons alors le résultat suivant.

Proposition 3.1.4. Sous les hypothèses 3'1.1 et 3.1.3 le système

( 1
I  z r  :  - -  / _ \ ( k 1 z 1 l k l r 1 ) 1 u 1 ,
I 

lutLr\r3)

|  î ,  :  21  * k1 t1
{ (3'28)

I r / ^ Mit("r) .z\I  zz :  - - ; - - - - î  lk r " r+kâr t+"r+ r t f f i îâ) ,
I  

o ( r s ) \  -  t

[ ân : zz * Iezrz

ou le1,k2 sont positiues, est un obseruateur réduit global pour (3.14).



3. FoRtr,lp TRIANcULAIRE POUR UNE FAMILLB op svstÈvtp o' EulpR-LecRRNcB

3.2 Stabilisation

Reprenons les équations (3.1)

q : ' 
çr.rn1

M(q) i , *  C (q ,u )u  +V(q )  :  r

On suppose toujours que M(q) dépend seulement de q2. L'objectif est de trouver une loi de commande

stabilisant qui permettra à maintenir le système dans une position désirée.

Les équilibres du système libre, c'est à dire avec r : 0 sont les points critiques de la fonction d'énergie

potentielle c'est à dire les solutions de

Y :vtu):o
oq

Donc les équilibres d'un tel système sont (qs,0).

Théorème g.2.L. SiIe système 3.1 satisfai.tt 'hypothèse 3.1.1, i, l  est globalement asymptotiquement sta-

bi,li,sabte par retour de sortie autour d'un po'int d'équi,libre (q0,0)'

Démonstration. Il est toujours possible de ramener l'étude de la stabilisation du point d'équilibre (qs,0)

à l'étude de Ia stabilisation de I'origine. Introduisons maintenant les nouvelles va,riables

rr : Qt * lon, ffiar,
€r : Mt(qz)ut -f Mp(q2)u2, (3'30)

f l z  : € r *a (qz )uz

Le système s'écrit

i 1  :  , r € tm11(q2 )
I

€ r : u 1

.  1  
(3 ,31)

qz  :  
o1q2)@,  

-  € r )  '

Ô, : ,r+;fo(ffir?+,r),
P o s o n s  

M i r k ù  , \  a ( s z \
uz: a(qz)q, p(qz): îmrffi, 

p(s2):'ffi, u4: a(q2)ur *uz

puisque le terme a(52) >0 pour tout q2, des lois de commandes qui stabilisent globalement I'origine pour

(3.31j aussi stabiliseni globalement (e.t). ,+.insi, construisons un feedback par retour de position pour le

sYstème 
i1 : p(qz)tr,

{ r : u 3
(3.32)

qz  :  f , l z -€ r '

Q2 :  uq+pkz)Ë?,
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Introduisons le système auxiliaire suivant

i, : p(qù€t' - Pk2)(\ - îL)

é ,  :  q - p k 2 ) ( r r - f r )
(3.33)

Qz :  Qz* \ (4z ,Qz)kz-qz)

ô ,  :  u 4 + ( s 2 _  s 2 )

avec Q2 : Qz - Q2 et Q2 - Q2 - Ô2. On obtient ainsi
: -q2  :  Qz- \ (4z ,Qz)dz-€r

Ô" : -dz-l p(qz)€?
(3.34)

Qz :  Qz+À(dz,qz)dz

ii, : u5

Considérons Ia fonction quadratique

a :; la?, + aZ + sZ + @" + gk )Q,) ') (3'35)

Calculons Ia dérivée de Q le long des trajectoires de (3.34), nous obtenons

A : -\(4r,Qz)43 - ZzËt'-r P(qùazË?

+Qz(az * \(dz,Qz)dz) + @z + g@z)âz)(uu + skz,sz,Qz)) 
(3'36)

Choisissons
u5 :  -9( |z ,qz,Qr)  -  Qz -  @z + 7kz)Qz) (3.37)

Par suite
a (3.38)

'rÀ(4r, 4rz)dzqz - 4zâ + PkùAzË?

Choisissant \(4z,f1z) ) 2, on déduit

. 3a
(3.3e)

*À(4r, qz)dzbz + 
L"e? 

+ p(qr)azÊ?

- Premier cas : Si 2ls2l < l{21. Alors

. 1a
1 .^  .  . :  .ô  

(3 '40)

+;Ê? + ,1qr1ÔzË?

- Deuùème cas .. Si 2ls2l >_ l{21. Alors l^(qz,qz)4zqzl 3 l2^(4z,qz)q31. choisissons par exemple

À(dz,Sù : p(dzl+lSzi), otr p est une fonction croissante positive. Il s'ensuit donc que lÀ(4z,qz)dzqzl S

lzp(slsrl)s71.
En revanche on peut choisir Ia fonction É(') d" telle sorte que g?z)qZ > 2l\(4r,qz)dzszl'Un tel

choix rapporte que

. 3 ^ 1
A s -i^G,,qr)û - 

SOfa;aT- (Ôz + ÊGùqùz
1 - 

z (3'47)

+ie? + ,çq;az€?
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Donc, pour tout f2 et Ç2 on a

.  1  ^ \ _ o  1 ^ , ^ , ^ ,  , Îa
1 ^+;€? + o1qr1oztl
i1^

s - 
n^G,,qz)43 

- 
SOfa;AT- 

(Ôz + 7kùsù'
(3.42)

+t t? + p9)az€? + (p(qr) - p(o))ari

1 . .  ^ \ - r  I ^ , ^ , ^ ,  t t

1 ^  1  1 -
+ rc? + p(o)Ôz€? + r@@ù 

- p(q)z * inà#

Puisque la fonction qz,-- (p(qz) - p(0))2 est C-. Donc en utilisant un raisonnement analogue au

précédent et en choisissant les fonctions À et B suffisamment grande, nous pouvons montrer que

'  1  .  ^ \ - e  I ^ , ^ , ^ ,  /a
*itr * p.oa,ei+îozrt 

(3'43)

Posons 
y, : ln(1 + Q) Q.44)

Donc, il existe une constante c positive telle que

1 , , _  ^ r _ 2  1

Lrr t+Q

Considérons Ie maintenant sous système

it p(sz)A - p@2)Fr

€r : _.p(sz)FL

i '  :  p (qùà-p@2)FL

€r : tt+ - p(qz)f r

uz : -p(ez)à - pkùît + p(q2)FL

i l  :  p k ù û - p k 2 ) r L

€r : -p(qz)Ft

it : pkz)A-pk2)FL

€t :  -p(s2)â-p@2)îr

uz :  s2(F?+e?-€'" ' )+ t i+€?*{rrr

u,  < -e9-ç 'zr+e?+r?+ê?)
4 \ l

Prenons la loi de commande

Il stensuit que

La fonction de Lyapunov

Alors

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.4e)

(3.50)
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Considérons la fonction
( h :  ( J t+k (U raU ]1 (3.51)

avec k > 0. Cette fonction est positive définie, radialement non bornée, nulle a I'origine et sa dérivée le

long d.es trajectoires de système (3.46) en boucle fermé avec (3.47)

1 , , -  ^ r - r  1  -

Lts r+Q
-kq(q2) (,2 + rl + î? + e?)e + 2uz)_to_Z_ \, I _r s

Finalement si k est suffisamment grand, on a

1  ^  ' - o  7  ^ , ^ , ^ o  t A

;. - 
-à^Gr,qù43 - 

;PkùsT- (oz * o@ùq')2
U3 r+Q

-kPQ2) 62 + i? + î? + ê?)(r + 2u2)' " 8 \

Ce qui nous permet de conclure.

/  r . 2 \ . .
(  rnr2 + M+l o +zm*e :
\  r , /

mi - mràz :

3.3 Exemple d'application

Pour I'illustrer nos méthodes, nous avons choisi d'appliquer notre méthode pour résoudre Ie problème

de stabiliser globalement asymptotiquement les équations d'un manipulateur à deux bras étudié dans

[33,38]. Dans ces deux papier, des propriétés d'ISS (Input to State Stability) étudiées respectivement

d.ans le contexte du temps continu ainsi que du temps discret par retour d'état.

Considérons le manipulateur montré dans la figure 3.1.

Frc. 3.1 - The Two Link ManiPulator

Les équations décrivant la dynamique du système sont les suivantes

(3.52)

(3.53)

tr

T

F

(3.54)
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l ler(s) l l  < 
",  (1+ l lql ' )

avec ct > 0, ce qui gêne la construction des observateurs développé dans le premier paragraphe

Le modèle de I'espace d'état peut s'écrire :

Q t : z L

. 2InQ2z1z2 T
L -'L  

^  MLz MLz
maîI --- mQ6 -r --- (3.55)

3 " 3
q z : 2 2

. r F
z 2  :  q Z z T + Â

t, : (*a3*ry) ",

Écrivons (e r e t)rcomme r,: (q, qz zt zz)r .La matrice M(s) : ( ** * *+ 0 
) sutisfait

\  o  m /

On observe la position

a :  (h,qz)r (3.56)

Nous énonçons

Théorème 3.3.1-. Le système (3.55) auec la sortie (3.56)est globalement asymptotiquement et localement

exponentiellement stabilisable par retour d,e sorti,e dynami.que autour de l'orig'ine.

Démonstration. Le changement de coordonnées défini par

(3.57)

transforme (3.55) en

' € r
Yr  

^  ML2
rnS6 + J

€ r : T

q z : 2 2 (3.58)

Ce système est linéaire par rapport à z2 et on peut facilement résoudre le problème de la stabilisation

globale asymptotique pa.r retour de sortie dynamique.

22: -(#ry)'.#
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Considérons le système auxiliaire suivant

Q r :
€t  c |_ -Qr---:--MF - --:- 

Mtr
me6*  q  nxS i+  

J. f ^

q r - q r
'  n î f 2

^  t v t L
mA6 * ---:-

J

2z - ( sz -Qz )

È-
s l

(3.5e)

(3.60)

(3.6r)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Soit
4t  :  qr -  Q, ,  €r:  €t  -  Ê, ,  4r:  Qz - A.z ,  2z :  z2'  22

Ltestimation d'erreur s'écrit

€t 4t:  - - : .  
MF--  J@n 'Ls i+  
_3  

rns i+  
3

Qt: __--:__ 
MP

n'LSi + g
:  2 z - 4 2

q 2  î . l ; "  
^ ' ,

o  M L " ' 1 " * 2 € r ) - 4 '
rnsi+ 

3

Considérons Ia loi de commande suivante

rn- i l  € t  sr
r : -------fr17 - --;- 

MF 
--; 

,-MPn ' r s i+  g  ms i+ -3  rns r+ - {

/  \ '
F :m{z -mq : l  € r  I' l --;-nn | 

-*n"-rnz2

\ - q i+  z  /

L

Qr

:
ç.

:
Qt

L

Nous obtenons
€r Qt: --:- 

MP 
- --; 

.-MFmqi+  s  rns i+ -3

i ._€ rq rÇr : ___;_ 
MF 

_ __;_. 
MF

n'Lsi+ 
3 

mqi+ 
3

Q(î2, 12, lz, 7z) : g G +2 1zîz 1-2 î3 + L0 æ - r0 4zzz + 15 ?2

La dérivé de Ur satisfai 
cc A .aùrkr, €", dr, ëz) s - ffi + cz(?, + 4)

9t

q z  :  2 z - d z

à 2  :  - q z - 2 2

considérons Ia forme quadratique sur lR4 qui est définie positive définie : Ut(â2,€r,Lr,€r): log(1+ Q)

avec
(3.65)

(3.66)
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On peut aussi facilement montrer que la dérivé de la fonction quadratique définie positive

uz(ù,(r, Ar, dr) : â? + €? + ,îr€t + 12lq? + €? - 41€rl

le long des trajectoires de (3.64) satisfasse

1ai+€?1 ---JfiE1qi+Ë?J
n \ *n î *  

,  )  
mq"z+  

s

(3.68)

Il suit, d'après Ie théorème 3.2.1, que I'origine du système en boucle fermé avec la loi de commande (3.62)

est globalement asymptotiquement stable.

3.3.1 Simulations

Pour illustrer la performance de la loi de commande proposée, nous allons présenter dans ce para-

graphe quelques résultats des simulations numériques pour le manipulateur en boucle fermé avec la loi

de commande (3.62). Les valeurs des composantes du système m, M et.L sont arbitraires. Les courbes de

la figure 3.2 montre Ia position (qr, qz) ainsi que les vitesses (Û, ,z)'

(3.67)

!

4 5

4 @
TmFIæ'*l

æ 4 & æ
L@l.ddd

fæ 1& æ & 6 æ t æ
Lryl.ædd.l

,___--

Flc. 3.2 - Etat du système
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Deuxième partie

Généricité de l'observabilité
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Chapitre 4

Généricité de l'observabilité
différentielle forte pour les systèmes
en temps discret

Nous étudions dans ce chapitre le problème de la généricité de I'observabilité différentielle pour les

systèmes non linéaires en temps discret. Pour les systèmes en temps continus plusieurs résultats sont été

éiablis lG2, JZl. Nous commençons par les rappeler au début de ce chapitre, ensuite nous présentons notre

résultat. Lo..que Ia dimension p de I'espace de sortie est strictement supérieure à rn celle de I'espace d'en-

trée, I'obser""UiUte devient unà propriété générique. Autrement dit tout système peut être approché par

un autre système observable. Plus précisément, I'observabilité différentielle et I'observabilité différentielle

forte qu'on définira plus loin sont des propriétés génériques. Les systèmes que nous considérons sont de

Ia forme (4.1). Latopologie avec laquelle nous allons travailler est celle de Whitney, voir [73]. Nous en

rappelons ci-dessous quelques notions.

4.t Topologie de WhitneY

Soient X etY deux variétés différentiables de classe C-. Nous notons C-(X,Y) I'ensemble des

applications C* de X dans Y. Soient I et g deux applications de classe C- telles que I (ù : S(ù : q.

Nous dirons que :

1. "f a un contact du premier ordre avec g erL p si d/(p) : dS(ù.

2. 1 aun contact dukieme ordre avec g enpsid,f :TX '-.TY a un contact du (,h -l) iemeordte

avec dg en tout point de ?oX.

Nous définissons ainsi une relation d'équivalencs æ1, €tr p. Autrement dit / -fr I en p si l(ù : O@) : I

et si (t/,g) étant une carte enpet (V,rD une ca.rte en q, les applications ,!" f "9-t 
et'bogo9-r ont

les màmes dérivées partielles;"rqu à I'oidre k inclus en g@). Nous notons alors Ji,q(X,Y) I'ensemble

des classes d'équivalence pour la relation ru; €r) p de toutes les applications / telles que "f (p) : g et nous

notons aussi Jk (X, Y) : U(o,qye x ry Jf ,q(X,Y), Jo (X ,Y) est tout simplement égal X x Y .

Étant donnée une application / dans à C*(X,Y), nous définissons I'application ikf a" la manière

suivantet 
jnr : x ---+ Jk(x,Y)

r H classe d'équivalence de / dans J:,'@(X,Y)
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jol est simplement I'application :

i o f  :  X  - - - +  X x Y
r  è  @,r@))

Si o est un élément de JV(X,Y) alors o appa.rtient à Jt,q(X,Y) pour un certain (p,q) e X x Y. Nous

défi.nissons I'application source par

a t J b ( X , Y ) H X
o H p

et I'application but est défi.nie par

P I Jb(X,Y) ----) X
o H q

Il est possible de munir JV(X,Y) d'une structure de variété, de la façon suivante : éant donnée une carte

(U,/) sur X et une carte (V,,r/j sur Y, on définit une ca,rte (Jr(U,V),Tu,v) sn Jb(X,Y) de Ia façon

suivante

Tu,v I  Jk(U,v)  H Ô(U) 
" . t ! (V)  

x  Bf ,*

f  è  ( f  ,  f  @ù , r r@t  "  ho  d - l ) ( "0 ) ,  . . ' , Tn ( tb  o  f ^o  d - t ) ( "0 ) )

ou
-  r o :  a ( f )
- dimX : n et dimY : m.
- B*,*: AZê*, où ,4f est l'espace vectoriel des polynÙmes a ??. variables de degré inférieure où

égale à /c, tel que le terme constant est nul.
- ùt tt o yno $-l)(ro) est un polynÙme en z de degré k donné par les premiers termes de la série de

Taylor tb 
" h o Ô-t .rrug après Ie terme constant.

Soit k un entier positif et sàit [/ un sous-ensemble de Jv(X,Y). Nous notons : M(U) : {T e

C - ( X , n l j k f ( . X ) c U j .  N o u s r e m a r q u o n s q u e  M ( U ) n M ( V ) : M ( U î V ) ' I l e s t f a c i l e d e v o i r q u e

la fÀille'a;"nr"-tl" {lnt(U)} où [/ est un ouvert de Jk(X,Y) est une base de topologie sur C-(X,Y)'

Cette topologie est appelée la topologie Ck de Whitney.

Si nous notons Ift I'ensemble des ouverts de C-(X,Y) pour la topologie Ck de Whitney alors la

topologie C- de Whitney est la topologie de base W' : 
li:oYx.Ceci est bien défini cat Wx C Wt

lorrqu" k < L En effet, ,i torr, 
"onridérorm 

l'application lJrtn: JI(X,Y) -t Jb(X,Y) qui a tout o dans

JI(*,Y) associe la classe d'équivalence de / dans Jk(X,y) oy / est un représentant de o- Nous aurons

p* lu r,t it" M(U): M((II!r)-L(U)) pour tout ouvert U de Jb(X,Y)'

Nous donnons maintenant une description d'un voisinage de f dansC-(X,Y) pour Ia topologie CÈ

de Whitney. Puisque Jr(X,Y) est une variété difiérentiable de C- alors elle est métrisable. Soit alors d

une métrique sur Jfr(X,Y) compatible avec cette topologie. Nous définissons

B {l) :  {s e C* (X,Y) lv r e X ; d(jk f (r),  ik s(")) < ô(")}

où ô : X ---+ IR.. est une application continue , Bilf) est un ouvert pour tout ô. En effet; si nous notons

o I'application source de'ik(X,Y) dans X et en considérant I'application continue L : Jb(X,Y) -' R

déflnie par o F--+ ô(o(o)) - d(ikf(a(o),o) et en posant t/ : A-1(0,oo), alors [/ serait un ouvert de

Jb(X,Y) et Bi l l) :  M(u).

II est possible de montrer aussi que Ia collection {fa(/)} forme un système fondamentale de voisinage

de / pour la topologie Ck de Whitney. Dans le cas où X est compact, Ia collection .{B^U)} forme un

,y.iè*" fondamentale dénombrable de voisinage de / où B"(/) : Ba-(l) et ô'(r) : f pour tout s dans

X. En effet, puisque d est continue et X est compact alors ô est borné par j pour n assez grand. Il est

facile de voir dans ce cas qu'une suite de fonction /, dans C*(X,Y) converge vers / (pour la topologie

Ck de Whitney) si et seulément si jk f- converge uniformément vers jkl.

Rappelons aussi que C*(X,Y) est un espace de Baire pour la topologie C* de Whitney.
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4.2 Tlansversalité

Nous rappelons dans la suite quelques théorèmes qui jouent un rôle important pour montrer les

résultats de densité et d'ouverture.

Nous commençons paï rappeler la notion de transversalité. Soient f : X -+ Y une application C* , W

une sous variété de Y àt z un point de X. Nous dirons que / est transverse àW enn (f rhW) si

t .  f (n )  lw
2. ou f( r )  €W etTratY:Ty61W +df ( t ) (T"X)
Nous énonçons par la suite Ie théorème de transversalité de Thom démontré dans [73].

Théorème 4.2.L. Soient X etY d,eur uariétés d,' i fferentiables Cæ etW une sous uariété de Jb(X,Y).

Soi.t Tw : {l e C* (X,Y) I io f (t) W} , Ts7 est rés'id,uel dans C* (X ,Y) pour la topologie C* d'e Whitney.

En plus s'i W est fermé alors Tw est ouuert.

Nous utilisons souvent la version multijet de ce théorème. Avant de lténoncer, nous rappelons quelques

notions. Si o est un élément de JV(X,Y) alors o appartient à Jf,q(X,Y) pour un certain (p,q) e X xY'

L'application source est définie par

a, I Jb(X,Y) --+ X
o H p

L'application but est définie Par
P I  Jb(X,Y) - -+ X

o H q

S o i t s € N * , n o u s n o t o n s ; ç ( ' ) : { ( " r , . . . , t " ) e X " l r n f r i p o u t l < i < r < s } ' C o n s i d é r o n s
I'application suivante

e" : (Jfr(X,Y))" ---) Xs
( o r , . . . , o " )  H  ( o ( o r ) , . . . , C I ( o , ) )

Nous posons *(X,y) : (o,)-1(Xt,l;. II est clair que {(X,Y) est une sous variété ouverte de JÈ(X, y).

Si / : X ---+ Y est une application de classe C-, alors nous pouvons définir

j! f : X(") ---+ 4(X,Y).
( t r , . . . , r , )  ' *  ( j k l @ ) , " ' , i k f @ " ) )

Nous énonçons si dessous le théorème de transversalité multijets démontré dans [73]'

Théorème 4.2.2. Soient X etY d,eur uariétés Cæ etW une sous uariété de J!(X,Y)' SoitTry : {f e

c* (x ,Y) I j! r h w\ , Tw est résid,uel d,ans c* (x ,Y) pour la topologie c* de whitney. De plus si W

est compact alors Tw est ouuert.

Remarque 4.2.L. SiW est une solrs uariété de l!(X,Y) tet que a"(W) est un compact de XG) alors

Tw est un ouuert de C*(X,Y).

Avant d'énoncer Ie théorème d'Abraham qui joue aussi un rôle important pour montrer les propriétés

de densité et dtouverture, nous rappelons quelques notations'

Soient A, X et Y des variétés C*, p: A --+ C*(X,Y) une application'

Pour (a € ,4), nous notons po I'application de classe C-

P a : X - - - + Y
û H p(a)( r )

67
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p est une représentation Cæ si et seulement si I'application évaluation suivante

€ap  :  AxX  - -+  Y
(o,r )  r '  p(" ) ( r )

est de classe C-.

Théorème 4.2.g. So'ient A, X etY d,es uariétés C*, P'. 1-"+ C*(X,Y) une C* représentation' Soit

W une sous uariété de Y , nous notons Ay7 la part'ie d,e A définie par Ay : {a € Al p" ti W} ' Si nous

s1lpposons que

1. X est d,e d"imens'ion f'ni,e n et la codimens'ion d,eW dansY est f'ni'e'

2. A et X sati'sfont le dewième axiome de dénombrabili'té'

3. euo rl,W.

alors Aw est rés'iduel dans A pour la topolog'ie C* de Wh'itney'

Abraham a montré dans [1] le théorème d'ouverture pour I'intersection transverse'

Théorème 4.2.4. Soient A, X etY d,es uariétés C*. W une sous aariété fennée deY, K un compact

d,e X. Soi.t p: A ---+ C*(X,Y) une C* représentat'ion et soit Axw -- 
{a e Al p" rh, Wpourn e K)'

411g7 est un ouuert.

Nous rappelons le théorème de plongement de Whitney, voir [73]'

Théorème 4.2.5. Soient X etY deur uariétés C* tel que dimY > 2 dim X +I et X est compact. {f e

c*(x,Y)tel quef est un plongementj est rési,d,uel pour de c*(x,Y) pour Ia topolog'ie c* de whi'tney.

4.g Observabilité différentielle, Observabitité différentielle forte :

Cas des systèmes continus

Dans cette section, nous présentons les travaux fondamentaux de J.P' Gauthier et I.A. Kupka, dans

[62]. Dans un premier t"*prf avec aussi H. Hammouri [65] Ies auteurs ont étudié la généricité de I'obser-

vabilité pour les systèmes non contrÙles en temps continus. Ce travail a été généralisé par J.P. Gauthier

et I.A. Kupka dans [62, 61].

Considérons le système continu défini par

[ r :  
ï ( r , u )  ( 4 .1 )

\  '  :  h@ 'u )

avec /  :  X xU r-+TX et  h:  X x(J t - -+ IR.P.  Nous notons h-( r ) :h(æ,u)  et  f - ( r ) :  f  ( r ,u) '

Introduisons la notation suivante i W: (u(o),...,z(N-t);. Nous supposons dans la suite que le

contrÙIe u est régulier. Nous considérons Ie champ de vecteur /N sur X x U Y lfr(N-l)m définie par

n  A  N - 2 n

lNçr ,u{o) , . . . ,2( ' - r ) ;  :  ) - . f , ( " , r (o) )=a + t  ) -  u \n* t )  -or r r .
f ;1 , , ,_ ,_  

,0r r  
37__,  Au\ . . )

avec ui tr  :  #(ù l r :o;0 < j  < N - 1.

Considérons I'application suivante :

S ô t ! , ' n )  :  X x y l p ( N - r ) *  , -  l R N p x y ; p ( N - r ; m

(" , r r . )  H  ( i r , ( r ,u (0) ; ,  Lynh(æ,u2,0) , " . , ( ,L tn )N-1â( t ,uN) , !ù
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CONTINUS

Définition 4.g.1. Le système (4.1) est fortement obsentable il'ord're N si SQld'h) est injectiue' Il est

fortement d,ifférentiéttement obserwable si SÔl!,'n) est une'immersion inject'iue.

Remarque A.g.L. La ra,ison pour laquelle nous auons introduit cette définiti,on est que lorsque P ) m,

L,obser-uàbitité d,ifférenti,elle et l'obseraabili,té d,iflérenti,elte forte est une propriété généri'que'

Nous supposons dans la suite que X et [/ sont des variétés compacts 
"t 

p.^a rn' Nous énonçons

maintenantles résultats démontrés par Jean-Paul Gauthier et Ivan Kupka dans [62]'

Théorème A.g.t. L,ensemble {(l,h) € C*(X x (I,TX t Ro)/Sd$'h) est une 'immers'i 'on} contient un

ouaert d,ense de C*'(M x U,TX x lRe) pour N > 2n'

Théorème 4.g.2. L,ensemble {U,h) € C*(X xU,TX 
" 

Ro)/Sd$'h)estinject'iue} est rés'id'uel dans

C*(X x [J,TX x lR.e) Pour N > 2n *7.

Théorème 4.8.8. L'ensemble {(/, h) e. C*(X x U,TX x Ro)/Sd$'h) 
"st 

,, plongement } est rési'duel

dans C*(X x U,TX x 1Re) Pour N 22n * l.

Soit B un réel positif, on note Ie : l-B,Bl'

Théorème 4.g.4. L 'ensemble {U,h) e C*(X xU,TX x Rp)/  Iarestruct ' iond'e S$\{ 'h) à X xU x

I{-rl^ est un plongement} est un ouuert d,ense de C*(X xU,TX xRP) pour N > 2n'll '

Si de plus X est analytique, on a le théorème suivant'

Théorème 4.g.5. L'ensemble {(f ,h) e C'(X xU,TX 
" 

Ro)/Sd$'n) est un plongement} est dense dans

C*(X xU,TX x  IRe)  pozr  N >  2n*1 .

Remarque 4.g.2. 1. Tous les résultats d,e d,ensités sont aussi urais sd, X etU sont non compacts'

2. Tous les résultats sont aussi ura,is pour u uariétés compact à bord.

Il faut rappeler que les premiers travaux caractérisant quelques propriétés génériques des systèmes en

temps continus discrets sorrt drres à Dirk Aeyels dans son papier [10]. il s'est intéressé dans un premier

temps aux systèmes continus sans contrôles définis ainsi

(4.2)

o*  f  :X , - -TX  unchampsdevec teu rdec lasse  C* ,h :X r - -+ lR 'e tXuneva r i é técompac teCæ'

Ensuite, il considère le discrétisé du système. Les observations sont faites en temps discret t1,t2"' Soit

p un programme d'échantillonnage c'es[ à dire un ensemble fini de points tr,...,tt € [0,7], où ? est un

réel donné. Dirk Aeyels introduit ainsi Ia définition suivante

Définition 4.g.2. Le système (4.2) est P-obsentable si et seulement si pour tout couple de points d'istincts

@ , a ) e X x X , i l e r i , s t J t r e P i e t q u e h o ô 1 u ( r ) l h o û 1 , ( y ) o ù Q 1 o ( r ) e s t l a s o l u t i o n d e @ . 2 ) d e c o n d i t i o n
initial r.

Dans un premier résultat, Dirk Aeyels a établi que pour un champs 9" y:"!:"t / Fé: 
toute fonction de

sortie h peut être approchée par une autre fonctiott E t"I" que le couple U,h) est P observable' Ensuite

iI a montré que pour une fonction d,e sortie hfrxée, tout champs de vecteurs / peut être approché par

une autre fonctiàn ft"U" que le couple (I, h) est P observable. Il est intéressant de noter que ces deux

résultat peuvent être étendus au cas où X est une variétés non compact. Dans ce cas on remplace ouvert

dense par un ensemble résiduel.

[ r :  
T@)

Is  :  h ( r )
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4.4 Observabilité différentielle- Observabilité différentielle forte

Cas des systèmes discrets

Considérons Ie système

(4.3)

avec
- X et [/ des variét és C* , connexes, compacts satisfaisant le deuxième axiome de dénombrabilité de

dimension resPectivement n et m;
- f r X x ( J r - X : u n d i f f é o m o r p h i s m e p a r a m é t r é : c ' e s t - à - d i r e p o u r t o u t z e [ / ,  I ' a p p l i c a t i o n

i(., u) est un difféomorphisme d" àl"rr" C- ; nous notons Difiu(X) I'ensemble des difféomorphisme

paramétrés;
- h: X x(I ,-- lRp est une application C-.

Soit / € Diffu(X) et h eC*(* x 4Ro), nous notons u.ry Ia suite finie (2s,...,uN-r) formée par des

éléments de u, et nous définissons /k(c,zr) par récurrence de la manière suivante

f ' ( * , ,ur )  :  f  ( r ,us)

Tr* t ( r ,  uk+t) :  f  f fn@, ,ux) ,un)

Introduisons Ia définition suivante

Définition 4.4.L. Etant d,onnée une fonction f e Diffu(X), nous d'isons que le po'int (t,uzn+t) €

y , ry2n*r est périod,i,que pour l'appl,ication f s'i.l eùstent d,eux ent'iers distincts Ic et kt dans {0, ' ' ' ,2')

te l  que f* ( r ,u*)  :  fk ' ( r ,un,) .

Nous notons g y yensemble des point périodiques pour /. Il est clair C.u: @ t est un ensemble fermé de

y ,g2ntL. Notons aussi 9l le complémentaire de@1 : 9j: X xU2n+1 
" 

9f . Rappelons maintenant

Ia définition classique de I'observabilité

Définition 4,4.2. Le système (4.3) est obseraable pour toute entrée u, si pour tout triplet (u,ts,rs),

(où u est une entrée aàmi,ssible, ts et is sont d,eur conditions in'itiaux), i'I eriste un indice k tel que

h(rp,up)  I  h( fu,up) .

Comme nous I'avons souligné précédemment, Ies notions de I'observabilité forte et I'observabilité dif-

férentielleforte pour les systèmes continus ont été introduites par Jean paul Gauthier et Ivan KupKa

dans [62]. Nous introduisàns d'un façon analogue la définition d'observabilitédifférentielle forte pour les

systèmes discrets. Considérons I'application Or;**, analogue de I'application,giDf introduite pax ses au-

teurs :
Olr!*rx , g2n*1 ,. --- P(2n*1)n , g2n*r

définie, pour tout (r,u2n'ry), Par

@1r!* r ( r ,uz .+r ) : (h (n ,us) ,h ( f r ( r ,u t ) ,  u r ) , . ' . ,h (12^( r ,uzn) ,u2n) ,uzn+r )

Alors nous avons les définitions suivantes

Définition 4.4.3 (observabilité forte). Le système (4.3) est fortement obseraable si I'application

Olrl*t est injectiue.

Définition 4.4.4 (observabilité différentielle forte). Le système @.3) est fortement différentielle-

ment obseruable si I'appl'ication @rrlnt est une 'i,mmersion injecti'ue'

[  
'u*t  :  f ( ' * 'un)

1 
o- :  h(rp,up)

[  " u a  
X , u € [ / , y r e  R P

vk> l
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DISCRETS

Dans [bg] J-C. Vivalda a étudié le cas des systèmes discrets sans contrôles pour lesquels il montre

que I'obseivuUiUte est générique. S. Ammar et J-C-Vivalda ont ensuite étudié le même problème pour les

systèmes contrôlés [g] et ont montré que I'observabilité était générique dès que le nombre de sorties et

slrictement supérieur au nombre d'entrées. Plus précisément ils ont montré, si p > m le théorème suivant

Théorème 4.4.t. pl si dim(J : m < p, l'ensemble d,es applicat'ions u,h) e Diffu(x) xc*(x x u' Rp)

tel que le système (4.3) est fortement obseruable est résiduel'

Notre objectif désormais est d'étudier I'observabilité différentielle forte, nous montrons dans ce travail

que si p ) m, alors tout système de type (4.3) peut être approché par un autre système fortement

différentiellement observable-. Plus précisément, nous montrons que I'ensemble des applications (/, h) e

Ditru(X) x C*(X x U,lRr) tel que I'application O{l*, est une immersion injective contient un ensemble

résiàuel âunr nifiu lX; x é* 1f x U, Ro) muni de la tàpologie C- de Whitney, voir [73].

4.4.L Résultat princiPal

Avant d'énoncer notre résultat principal, rappelons que nous munissons Ditru(X) xC*(X x U, IR'e) de

la topologie C- de Whitney. Remarquons que Diffux est un ouvert pour cette topologie. Nous démontrons

Ie résultat suivant

Théo rème 4 .4 .2 . , 5 i d im(J :m1p , l ' ensemb led ,esapp l i ca t i on (1 ,  h )  e  D i f f u ( z )  xC* (X  x t l , lRa )  t e l

que le système (4.3) est fortement différentietlement obseruable contient un rés'iduel.

Nous savons que Ie théorème d'Abraham peut s'appliquer même si la variété A est de dimension

infi,nie (.4 peut être un ouvert d'un espace de Banach par exemple), or contrairement a ce qui se pa,sse au

cas continu I'ensemble des couples (i., h,) ne constitue pas un espace de Banach pour Ia C' topologie

((r < +oo). Ainsi, il n'est pas possible de copier directement le raisonnement de [61]. La preuve de

ce théorème sera basée sur plusi,eurs lemmes techniques. Avant dténoncer ces lemmes, nous décrivons

au-dessous notre stratégie globale.

Plan d,e la d,érnonstration supposons que 91(f ,h) er 92(f ,h) sont deux propriétés dépendantes

du couple (f ,D e Diffu(X) x C*(X x t/,lR.P) telle que leur conjonction est équivalente au fait que

Of"**, est une immersion. Dans le premier lemme 4.4.1, nous allons montler que' pour une fonction

I ëbinu(X) fixé, un entier r ) 1, et pour tout entier l, il existe un sous ensemble U[("f) ou"ert et dense

âe C-(1x 4Rp), pour Ia topologie C",tel que si h appartient à I ' intersectiot.Ql>oU;(l), la paire

(/,h) vèrifie I" propriété 91.8n outre, nous allons montrer que, pour tout entier l, I'ensemble

oùt , :  U { f } "u iU)
J€Ditru(x)

est un ouvert dense de Diffu(X) x C*(X x t/,Re) muni de la topologie C'.

Ensuite dans le lemme 4.4.2, nous montrons que ltensemble

Er: {U,h) e Ditru(X) x C*(X x 4Rp) |  9rU,h) est vraie}

contient un ensemble résiduel de Diffu(X) x C*(X x 4RP)'

Enfin pour conclure, nous considérons, I'ensemble E1 n nliî %[) qui contient un ensemble résiduel

pour la topologie de Cæet une paire (/, h) appartenant à cet enlemble satisfait les propriétés 9r et 92.

Avant de présenter Ie premier lemme, nous introduisons quelques notions.
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préliminaires 4.4.1. Notons r la projection canonique du fi'bré cotangent T*X dans X. Soit k un

ent'i,er,on d,éfini l'ensemble (T. X)** po,

(T *X )@o :  {  ( p r ,  . . . , px )  e  (T -X )k  |  " ( p r )  
:  " '  :  r ( p * ) }

et I 'ensemble V(k,T. X) par

V(k,T.X) :  l )vgr , r ;x )
x€.X

:  {  ( p r ,  . . . , p * )  €  ( ? . X ) 8 f t  |  r a n g ( p 1 ,  . . . , p k )  <  n } .

auecV( le ,T ;X ) :  { ( r r , . . . , u r , ) e (T }X )k . t e I  que rang ( r r , . . . , ak )<n } ,pou r tou tx€X '  Remarquonsque

A;t)è;' "iruî" 
tà"t rt teil a"'çi.i1r etV(k,T*X) est une sous uari'été de(T*X)&k.

Il est bi,en connu d,'après les trauaux d,e [63, 65,61], queV(k,T]X) est une réun'ion finàe de sous

uari.été wi et si Ia d,,imension d,e wio est la plus grande olors codim wio : k - n f- 7.

Nous énonçons maintenant les deux lemmes clés :

Lemme 4.4,L. Soit f € Diffu(X), pour tout r ) 0, il etiste une fami.Ile d'ouuert dense (U[(f))t2r c

C* (X x 4 [Re) pour la topolog,ie C" tel que pour toute fonct'ion h d,e n*>J]i(l), l'application @fr!*rest
'immers'ion en tout poi'nt de 9j.

En outre, pour tout k ) !, I'ensemble

%d: U { l }xuuÎ )
"f €Ditru(X)

est un ouuert d,ense de Ditru(X) x C*(X x Lr,JR.e) pour la topologie C" '

Nous énonçons maintenant le deuxième lemme'

Lemme 4 .4 .2 .  L ' ensemb ledescoup le ( r , h )eD i t ru (x )  xc * ( x  x4Re)  t u l que l ' app l i ca t ' i ono [ l * ,

est une'immersion en tout po'int de 91 est résid'uel.

4.4.2 Démonstration du lemme 4.4.L

Soi t /e  Di f fu(X) ,  I 'ensemble / festunouvert .Puisque XetU vér i f ient ledeuxièmeaxiomedela

démontrabilité, il existe une famille âe compacts (Kr(/))r>r tel que K1(/) est inclut dans I'intérieur de

h+t$) et la réunion des 1(l(/) est égale à 9j.

Notons /, (resp. h.),Le difféomorphisme (resp. I 'application) re f(x,u) (resp._r v- h(r,z)). Nous

notons .,tr.i a1,1") $esp. d,hu(r)) la difiérentielle de /, (resp. h,) en un point r. Nous regardons les p

composantes de dh,(r) comme des éléments deTlX.

Pour utiliser le téorème d'Abraham avec A: C*(X x U,JRP), muni de Ia topologie Co (A est un

espace de Banach),  X :  7 l ,y  :  (T*X)@Qn+r)p etW :V((2n- l l )p ,T.X)  (  W est  un fermé),  on

introduit la représentation p-définie par I'application évaluation suivante

evp i C*(X xU,Re) x 9] ------+ (T*y1@(z-+rln

(h, r ,uz^ i r )  
'  

F-- - -+ (an,"1"1,d, (h. ,  o . f , " ) ( t ) ,  '  . .  ,d(hur*  o fur^  o '  ' '  o  / " "X"))
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DISCRETS

II est clair que les trois premières hypothèses de théorème d'Abraham sont satisfaites. On montre dans

la suite que eap est transverse à chacune des sous variétés dans la réunion deV((2n*L)p,?*M)' Pour

cela, il suffit de montrer que pour (ro,uzn+r) fixé dans 9j,l'aPPl\cation

euo ( r s ,uzn+ t )  :  C* (Xx4Re)  ' '  (T *X )@(zn+r )n

h ;+ (d 'h- . ( rs) ( ts) ,d(h. ,  o  / - ) ( "0) ,  . . . ,d(hu,^  
"  f? t^) ( "o))

est une submersion. cette application est linéaire, on peut alors écrire

d,ea o(r o, uznltxh) (h) : eu o(r,s, uzn+ t) (h)

Il s'ensuit donc que pour montrer que eapest une submersion il suffit de montrer que pour tout (ps, ' ' ' ,p2n) €

(T* y1@Q-+1)p iI existe h e C* (X x 4 Rp) telle que

!  oo: d'h,o(rç) 
@.4)

l o n :  
d ' ( h u  o f u n - r o  " ' " â o ) ( " 0 )  f o r  i : 1 , " ' , 2 n '

P o s o n s ,  1 6 :  f i ( n s , u r ) .  O n a  d , ( h .  o T u u - , o " ' " â o ) ( " 0 ) : d h . n ( r ù o d ( f u u - r o " ' o / " " ) ( " 0 ) ' L e p o j l t

(*o,uzn+r) 
"ri 

.ror péiodiq,r", iar"suite"les paires (rr,,u) sont distincts deux à deux, il est donc possible

à" ;--""; une fonciion h e C*(X x 4Re) telle que les relations (4.4) sont vérifiées'

Et par conséquent, d'après le théorème d'Abraham, I'ensemble des applications h dans C-(X x

4Rp) ielle que p6 est transverse à V((2n-1 7)p,?*X) contient un ensemble résiduel noté frp, en outre

I'intersection des 9x (notée Q) esr résiduel pour la topologie Cæ'

Maintenant, la codimension de V ((2n 1- t)p,T- X) est supérieure où égale ù minlWa qui est lui même

supérieure où égale à (2n + 7)p - n* 1 (voir préliminaires). or, puisque p > m' on a 
"

(2n + L)P - n * ! > n * (2n + \)m : dim 9Ï

Donc transversalité veut dire non-appartenance, c'est à dire, p6 est transverse àV((2n+ 1)p,?"X) est

équivalent à dire pâ(rs ,uzn+t) n'apparïent pas à v((2n -l l)p,T. X). Et par suite, rang(dh.o(r),d,(hu'o

f-o)@),. . . ,d(hu"*o f ."^- - o f.")(")) : n, Ce qui entraîne que o{i*1 est une immersion en tout points

de 9|.

À ce stade, on a montré I'existence d'un ensemble résiduel I inclut dans Diffu(X) x C*(X x [/, IR'e)

tel que pour tout h appartenant è* I , l' application O{f*, est une immersion en tout point de 9} '

Introduisons maintenant I'ensemble Uf (1) dénnie par

Uf ( i l  :  {h  e C*(X x 4Rp) |  pn r t  ,W for  r  e  KtU)}

d'après le théorème 4.2.4, ondéduit que U,k(/) est un ouvert pour Ia topologie Ck - Or,.Z est inclut dans

Uf(j) et par conséquent Uf(/) est un ouvert dense.

Posons
%[: u {r Ixui$)

l€Ditru(x)

Montrons maintenant que QÇ est un ouvert pour la topologie Cfr, pour cela nous construisons dtune

manière rigoureuse I", 
"o-puéi. 

Kt(il , Puisque les variétés X etU sont compacts et vérifi,ent Ie deuxième

axiome de Ia dénombrabilité, il existe une famille (Jr(/)).>r de compacts dépendant continûment de /

et satisfaisant (voir [73]page 15)

si :U J{f) et Jt(f) c i,+rT)
l > 1
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Soit d un métrique compatible avec la topologie de X x (J2n+L (toute variété Cæ est métrisable, voir [73]

pour plus de détail) et posons

Kt(i l  :  JtU) n {a e 9j I  d(u, 91) >+}

alors les K1(/) sont des compacts (puisqu'ils sont des fermés dans un ensemble compact) tel que

sï:U x,(1)
, > l

E n e f f e t : s o i t u e g î , i l s e x i s t e n t a l o r s l l , t 2 ) l t e l s q u e u 4 _ J l , ( f ) e t d ( u , 9 ù > ï ( " u t 9 " r e s t u n
fermé). Deux cas qui se présentent :

- S i h ) 1 2 , a l o r s u e K 6 $ ) .
- Si ,2 ) 11, alors u € J1,(i l  c iuff) c Ju.D'où r.r e KuU)'

Remarquons, que les 
""r"*Utlr 

7j-et Kl(/)-dépend continûment du pa.ramètre /, autrement dit si /

est dans un voisinage de /s alors, bi ut K1(/) restent très proche-de Pfo^et,K{"fo) respectivement' En

revanche la représentation p et I'enseinble I dépend, du difféomorphisme /, plus précisément nous allons

Ies noter par pL et 9(f).

Considérons maintenant ("f0, ho) in Q/k, pour tout (ro,uzn+t) in K1(!s),

,^ng (a p{""1ro, uzn+ )) : n

si (/,h) est dans un voisinage d" ("f0, ho), K{rù est proche de Kt(T), il s'ensuit donc que

/  r  . \

rang ldp 'h@o,uzn+r )  |  :  n
\ ' ' - /

pour tout couple (/, h) proche d" (-fo, hs) ; ce qui achève la démonstration'

4.4.3 Démonstration du lemme 4.4.2

Afin de prouver ce résultat, nous avons besoin de quelques autres résultats préliminaires. Soit so

un point périodiqrre de période s 12n, alors i l existe s' ( s tel que fs'(rs,u',): fs(rs,us) en outre

l i ( ro,uù *  f i@o,ui )  Pour tout  i , i  1s.

Introduisons les notations suivantes : xi: f i(xs,ut), zt,: f (rt ' ,u1) et ya: h(rt,ut') '

On considère la liste L f.otmée de 2n * 1 éléments :

L :  ( rs ,uo '  zo lAo) ; . - . i  ( tzn,u2n,  z2n,A2n)

Dans cette l iste, on dit que deux élément (ri,ua,zi,y';) et (xi,ui,zi,yi) sont équivalents si (ra,z6) :

(*i,u). Dans chaque classe d'équivalence, on ne conserve que Ie terme de plus petit indice et I'on obtient

Ia liste
L '  :  ( r i o ,u io ,  Z io ,g i ) ; . . . . ;  ( xn , , u t " ,  zû ,A t , )

avec forcément is:0 et is th 1i2 1...i,. On a alors le premier résultat préliminaires suivant

Lemme 4.4.g. Dans la liste Lt , on peut écri.re r * t égalités indépendantes (fonnant une famille kbrc )

entre les r; et les zt.

Dérnonstration. Soit j < r, alors

1' Si i i+l : i i  * 1, nous àvaîs z'i, : r i i+r'
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2. Si iisl > ii * 1, le terme d'indice ?j + 1 à été retiré de Ia liste car il existe un indice lr > ii + t,

tel que (*i, u*): (rt i+t, uti+t), par conséquent dans Ia l iste.L', i l  existe un indice i l tel que

rit: fr i i+r: zti,Entésumé, pour chaque indice ig, ir,..., ir-t, nous pourrions écrire zlj : 'Di! avec

it: ij i f 
"U 

it S ii. Nous avons donc écrit r égalités, portant sur des objets de dimension n.

Deux cas peuvent maintenant se présenter

(a) Premier cas : Le terme (r", u",2",g") appartient à la liste.L', dans ce cas nous avons ltégalité

supplémentaire ,": r"r. Notons que Ie terme (rr' u"trz"r,g"r) ne peut avoir été supprimé

de la liste .L car cela impliquerait I'efstence d'un indice i < s tel que rsl : ti.

(b) Deuxième cas Le terme (t", u",2",y") n'appartient pas à la liste tr/, noter que dans ce cas

nous avons ( r " ,  u") :  ( ï " r ,  u"r ) .En ef fet  :  i l  ex is te i  < s  te l  que (o" ,  u") :  (nt ,  u i )  e t  cet

indice i p""i êtt" Que s1 ca'r sinon nous aurons ri: ssr avecif s1 et i 's1 ( s' Maintenant'

s,il nt y a pas de termes d'indice plus grand que s dans la liste -L' alors on peut conclure à

une égalité portanr strt zi. comme précédemment. Si non, soit ,be tel que les termes dtindices

s,  s  *  7, . . . , i r -  t  ne soi t  pas dans la  l is te -L '  e t  ( ta*o,u ixo,  z i *o,A4o) € L '

x : iko z ixo-r  :  f  ( r ioo- t ;  u luo- t )  :  f  (xq,  u; . i )

pour un indice ii ( s - 1. Donc, z1on pour ii ( s - 1 mais cette égalité n'a jamais encore été

é c r i t e c a , r  i 1 " o ) i * 1 e t  s > i i * 1 , d o n c  i x o 2 i i + 1 .  I I s ' e n s u i t q u e i , , o  ) i i e t i p o l i i - 1  1 .

Conclusion Dans ce cas, au total, nous avons bien écrit r * 1 égalités indépendantes. tr

Introduisons la notation suivante : ,.// : GL(n,R)) x -'//o,^(R).

Déf in i t ion 4.4.5.  Consàdérons une sui te der lL matr i ,ces Ao, . . . ,A, ' in  GL(n,R))  et  r* l  matr ices

Co,. . . ,C, in t//e,.(R). On d,i,t que la suite fini, fonnée par n matrices Ds,.. . , Dn-L est d,ifférentiellement

I iée a la  fami l te  (Ao,Co,  At ,Ct , .  .  .  ,  A, ,C,)  s i '
-  D o : C s  e t p o u r  j  > l ,  c h a q u e m a t n c e D i  e s t  é g a t e  à C i , Â i - t  o ù i i  e  { 0 , . . . , r }  e t A i - :  e s t l e

prod,u ' i t  de j  matr ices delafarn i l le  {A0, . . . ,A,} ;  -
- Si D j : CnrÂj-, alors Dilt est de Ia for-me Di4: Car*rAirAi-t i

Nous avons la proposition suivante :

P ropos i t i on4 .4 .L .  So i tAs , . . . ,A , r *Tma t r i ces  deGL(n ,R) )  ,  Co ,  . . . ,C , r i 7ma t r i cesde" / / o , * (R )  e t

Do, . . . , Dn-r une famille de matrice d,ifférenti.etlement I'iée à la fami'Ile (Ao, Co, . . . , A,, C,). Cons'idérons

I'ensemble

W :  { ( A o , C o , A t , C r , . . . , A , , C , )  e  - / / " + r  |  3 o  €  J R ' ,  D s r :  D 1 r :  " ' :  D n - r t : 0 }

Alors W est une sous uariété d,e -r//'+r d,e cod'imension strictement supéri'eure à (r * I)m.

Démonstration. Notons IP'-r I 'espace projectif réel de dimension n-!, et pour k:0,"',n- 1, nous

considérons les ensembles Mr constituer des éléments

( A o , C o , . . .  , A , , C , , l )  e  A r * L  , P n - r

tel que la famille (L, Âo1,. . . , Ân-J) est linéairement indépendante (remarquons que si k : 0, cette famille

se réduit à (/)).

Remarquons que les ensembles M1, sont des ouvert dans ",//,*| x IF, ; en outre si .E est le sous ensemble

de {Cs , . . 1 ,C , }appa ra i ssan tdans ladécompos i t i ondesmat r i ces  Do , . . . ,Dp ,e t s i ca rdE<r *1 ,a lo rs

il existe r/ matrices Djr,...,Di,,, telle que leur indices it,..., ir,sont supérieures à,t et la famille

{Cir , . . . ,Cj . ,  }  const i tue Ie complément  de .E dans {  Co, . . . ,C '  } .  Donc k + r '  <  r '

Définissons les ensembles N1 définies pa^r les éléments (Ao,Co,. . . ,A,,C,,I) de M; tel que
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- Si  k  1n- ! , la  fami l le  (1,Âs( . , . . . ,Â*-r l ,Âpl )  esç I inéai rement  dépendante '
-  Do l  :  D i l :  " '  :  Dp ( .  :  D j r l  :  " '  :  D i , , (  : 0 ,

So i t  n Iap ro jec t i on  de . / / , + l  rP i l t  d .ans . / / " i r . I l es t c l a i r queW cu i - - l t r (Mp) .En revanche ,s ion

no teF I ' ensemb lecons t i t uépa r l esé lémen ts  (Ao ,Co , . . . ,A , ,C , l ) deMx te lques i k  1n - l , l a fam i l l e

(1., ÂoL, . . . , Â*-rL, ÂpI) est linéairement dépendante' Alors,

codim(l{*, 4r+r t P'-t) : codim(Nt,F) + codim(F,' ' // '+r x P'-1)

or, codim(Nr,F) : (k + 1 -lr')p et nous montrons dans I'annexe A que, codim(F,.t//"+r x IP'-l) :

n- (k+r )

Donc,
codimlÛ, : n - (k+ 1) + (k + t + r')P

Ce qui implique que la codimension de zr(lû,) est strictement supérieure à n -(k+1) +(k+t+r')p-(n-1) :

(lc +1+ i,)p--tt, or W'est inclut dans Ia réunion des zr(Nr), sa codimension est strictement supérieure à

min6<6<'-1 codim(N1), mais

(/c + 1 + r')p - l" > (k + 1 *r')(rn + 1)
:  ( k+  I * r ' )m+ r ' +L
>  ( r *  I )m+r ' + l
>  ( r  * 7 )m

D'où la démonstration de la proposition.

Dérnonstration d,u lemme 1.1.2

La démonstration résulte du théorème de la transversalité de Thom multijet..Fixons un entier s 1 2n'

nous allons monter que I'ensemble des couples (/, h) tels que I'application Oif*test une immersion en

tout point périodique r de f est résiduel.

Soit cs un point périodique de période s correspondant à un difféomorphisme / € Diffu(X). D'après

le lemme 4.4.3, nous pouvons écrire r * 1 égalités entre les ri et les z4'

Considérons I'application suivante

j l+r f f ,h) ,  (x  x  Y; ( '+ t )  )
( € 0 , ' 0 ,  " ' , € , , u , )  ' . - -

so i t (o ix%t , (g td r ) )  unecar tede xxuen( r i ,ua) ,  I ' express ion loca led" r , t+ t ( / ,h )  es t :

j :  ç o ( O o ) x r [ o ( % o )  x  " ' x  9 , ( O , ) x , b , ( % " )  - +  E o x " ' x  E ,
( € 0 , o 0 .  " , € , , û , )  ' - - -  ( 0 o , " ' , 0 ' )

avec

Ei: ç{Où x tltr,(%ù x GLn, x .,//r,^(R)

0  n  :  (En,  o  n ,  f  (ù ,  ù  i ) ,h (E i ,  û  i ) ,  d  f  (€ r ,  o  n ) ,  dh(€ i ,  u  ù ) ,

En, ru, f eth sont les expressions locales de (.;, ui, f et h respectively. Posons At: df-(nt,ui) et Ci:

dîl(fri,ûi).

Défi.nissons localement la sous variété Z de Jl*r(X x(J,X x R(2n+1)p), par une des égalités définies

dans le lemme 4.4.3 et les relations entre .4i et Ca exprimées dans la prooposition 4.4.1. Nous allons

donner une estimation de codim(Z).

puisque p > rn

!

4 * r ( X x ( J , X t P ( z n + r ) r )
(r t(" f ,  ru)(€0, uo),  .  .  .  ,Jt( . f ,  h)(4,,  r"))



t t

II s'ensuit que

Or

et

4.5 .  CoNCLUSION

Pour cela, introduisons la sous variété h défrnie seulement pa.r les relations entre les matrices Ai et

Ci,0I est clair que Z C Zt), et soit zr Ia projection

n :  E !  Eo x . . .x E, r--+ GL(n, W)) x .&p,^(R))"+t

codim(Z,E) : codim(Z, Zr) + codim(Zy E)

codim(Z, 21) : (r * 1)n

co dim( Z 1,.8) > codim (Z 2, GL (n, R)) x'"// r,* (R) ) "* t

où 22 L r(Z).

D'après la prooposition 4.4.L, on déduit que Ia codimension de 22 dans GL(n, R)) x.,//o,^(lR.))"+1.est

strictement supérieure à (r*1)rn, ce qui entraîne que la codimensionde Z est strictement supérieure à (r*

1)(n + rn) qui est égale à Ia dimension de (X ,. U)(':t)r. Donc transversalité veut dire non appartenance

"rràrem"rrt 
àit 7 est transverse à Z si et seulement si j(€0, Oo, . . . ,t,",) # Z pour tout (€0, Oo, . . . ,8,,t,).

En conséquence, si pour tout r 12n, nous prenons une famille I fini de cartes sur (X x [/)(r+1).

Cette famill e ,9 constitue un recouvrement fini de (X x Uf'+t) car elle est compact. Si nous appliquons

le théorème de la transversalité multijets sur chaque carte de I comrne précédemment nous pouvons

conclure. En effet, soit (/,lz) e Ditru(X) x C*(X,lRp), et (ro,uzn+r) un point périodique de / de

période inférieure ou égale à 2n, considérons la liste ,L/ (voir lemme-2.43), la famille (*o,uo, ' . .,rù,ut.)

àonstituant la liste .L/ appartient à une certaine carte de la famille I , en otttre on peut écrire r* 1 égalités

entres les z; et les z4 (voir lemme 4.4.3).

D'autre part, d'après ce qui précède I'ensemble des couples (/, h) tel que I'application Offi1 est une

immersion en tout point périodique de / dans I'une des cartes de la famille I est résiduel, L'ensemble

résultant de l'intersection dénombrable de tout ses ensembles résiduels caractérisant chaque carte de 9,

est résiduel puisque Diffu(X) x C*(X,pr) est un espace de Baire, ce qui achève la démonstration du

Iemme 4.4.2.

4.5 conclusion

Nous avons montré jusqu'à ici que I'ensemble des couples U, h) e Ditru(X) x C* (X x 4 Re) telle que

Ofrl*, est une immersion est résiduel. Or d'après le théorème 4.4.L, I'ensemble des couples (/, h) tels que

Ofr:**rest injective est résiduel. Or les variétés X et U sont compacts I'ensemble Diffu(X) xC*(X x 4 RP)

"r:i'il 
espace de Baire, il s'ensuit que I'ensemble des couples (/, h) € Ditru(X) x C*(X x 4 RP) tels que

Ojf*rest un plongement est résiduel. Ce qui achève la démonstration du théorème 4.4.2.
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Annexe A

Complément sur la codimension d'un
ensemble de matrices

Nous allons prouver Ia proposition suivante :

Proposition A.0.1. Consid,érons une suite de r ll matrices carcées d'ordre fl, Ao,' . . , Ar, a'ins'i qu'une

sui.te qui, lui est différenti'ettement associée ' Âs,- . . , Ân-r c'est à ilire
-  A o :  A o ;
-  pou r  i  >  ! ,  À i  :  Ao ,A i t  (  i i  e  {0 , ' .  .  , r } ) .

Soit I < k-3 n - L Nous"consid.àràns le sous-ensemble Wy de -,//-(R)'+t 
" Y-t @n-r désigne I'espace

projectif d,e d,imens,ionn-L), d,'éléments (Ao,...,A,1) tels que s'i As,...,An-L est une sui,te différen-

tiellement assoc'iée 9 (A0,. .:, A,) alors :
- Ia fami.lle (1, Aol, . . . , ln-zl) est l'ibre ;
- la famille (l , Asl, . . . , A*-J) est liée ;

la codimension deWp est alors égale à n - k.

Il faut bien voir dans cette proposition que la façon de construire une suite différentiellement associée

à une suite données de matrices ntest pas unique, par exemple pour r : 1 et n : 3 et' les matrices Ao et

41, les suites As, AZ,AÂ?o et As,AtAo,AoArAo sont toutes deux différentiellement associées à la suite

Ao,At. Dans la proposition ci-dessus, on choisit une fois pour toute une façon de construire une suite

difiérentiellement associée à une suite de r*1 matrices (bien sï, il n'y a qu'un nombre fini de constructions

possibles). D'autre part si I est un élément de I 'espace projectif lF 
-1, 

dire que la famille (Mol,...,M"l)

est Iibre iresp. Iiée) signifie que si r est un représentant de l, la famille (Mor,...,M"n) est libre (resp'

Iiée); cette notion ne dépend évidemment pas du représentant choisi pour l.Nous commençons pax ce

lemme:

L e m m e A . O . 1 .  S o i t n ) _ 2 u n e n t i e r e t T < k - S n - l ; l ' e n s e m b l e d e s s u i t e s d e n u e c t e u r s u o t . . . t u n - r
deR.- tels que

- la famille 'uo, . . . ,u1"-1 est li'bre;
- Ia famille uo,. . . ,a*-!,uk est l iée

est une sous uari.été de IR'' de coilimension n - k

Naturellement I'ensemble des suites vecteurs (r0,... ,un-t) formant une famille libre est de codimen-

sion 0 (c'est un ouvert).

Démonstration. La démonstration est copiée sur celle de la proposition 5.3 (p. 60) de I'ouvrage Stable
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Mappings and Their Singularities de Golubitsky et Guillemin. On commence par Ia constatation sui-

vante : la matrice M défrnie par blocs

M _

où,4, est une matrice,b x k inversible, B est une matrice kxL,C est une matrice ("-k) x k et D une

m a t r i c e  ( " - k ) x ( n - k ) , e s t d e r a n g / c s i e t s e u l e m e n t s i o n a l ' é g a l i t é  D - C A - | B : 0 . P o u r l e v o i r , i l

suffit de multiplier à gauche par la matrice n x n inversible

P -

Soit alors (r0,. . . ,un-r) une suite de n vecteurs de IR' telle que la famille (ro, . . . ,uk-r) est libre, consi-

dérons la matrice M de dimension rz x (kf 1) dont les colonnes sont les vecteurs uo,...,?rrc' puisque la

famille (ro, . . . ,uk-r) est libre, on peut extraire de la matrice de dimensions n x ,k dont les colonnes sont

les vecteurs l)ot...trl,ç-t une matrice A de dimension k x k inversible. Nous allons supposer que cette

matrice A est formée en prenant les k premières lignes et colonnes de la matrice [r0,..',o;,-1]. Nous

écrivons la matrice M par blocs comme ci-dessus et nous pouvons affirmer que la famille (ro, . . . , u;.) est

liée si et seulement si D - C A-r B : 0. Nous nous plaçons dans un ouvert [/ de IR'' contenant Ia famille

( r0, . . .  ,un-r )  et  te l  que pour tout  ( r 'o , . . . ,a ' - - )  dans [ / ,  la  fami l le  (o 'o, . . . ,uL-)  est  l ibre et  lamatr ice

,4.' obtenue comme ,4 à partir de cette famille est inversible. Nous considérons la matrice

M' : (t:,, "r:)
construite comme Ia matrice M à partir de la suite (r 'o,. .. ,ul") et I 'application I qui à (, 'o,. . '  ,uL-)

associe Ia matrice colonne à n - k lignes D' - g' ça'yr B' ; cette application est une submersion car si

on considère les dérivées partielles de p par rapport aux éléments de D on obtient une matrice de rang

n-lc.Par conséquent,p-1(0) est une sous-variété de IR" de codimension n-,t (la codimension de 0 dans

R.-k) mais g-1(0) est précisément égal à I'ensemble des suites finies de n vecteurs de lR' considérés dans

Ie lemme. !

Démonstration de la proposition

Les cartes de IF--l sont Ies ensembles (J4, i : !,. . . ,fl dont les éIéments sont les classes dtéquivalences

des éléments de IR' dont la i" composante n'est pas nulle. Par ex. U1 est I'ensemble des droites vectorielles

de IR' dont un vecteur directeur est un élément z tel que q I O.Nous allons définir une application

gi de Ui dans IR."; dans ce qui suit nous allons raisonner uniquement avec rp1, Itargumentation étant

identique pour Ies autres cartes. i chaque élément (40,...,A,,1) de Ur, nous associons Ia suite finie

(T,Âoî,...,Â^-rl) où Iest l 'élément de IR'qui représente I et dont la première composante vaut 1.

Nous notons V7, Itensemble des suites de n vecteurs (o0,. ..,un-r) de IR" telles que
- la famille (ro, . . . , ur-r) est l ibre;
-  la  fami l le  ( ro, . . . ,o ; )  est  l iée.

Nous savons que codim Vk : n - Ie et il est clair que I,I/r f1(J1 : grr(Vk), malheureusement, rp1 n'est pas

une submersion, ca,r Ia dérivée par rapport à t de 91(40,...,A,1) a pour première colonne un vecteur

dont la première composante est nulle. Nous allons donc démontrer que p1 est transverse à Vlr.

Pour cela nous commençons par caractériser le plan,tangent à V1, ; étant donné que Vt est caractérisé

par l'équation D -CA-rB:0 (nous employons les mimes notations que dans Ie lemme précédent), les

vecteurs (to,.. .,tn- t) tangents à V1, sont caractérisés par

(t B)

(-Jz-, ,:_r)

L ,  _  H t A - r B  + C A - r H A - t p  _ C A - r L : 0 (4.1)
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où fI est une matrice kxk, H'une matrice ("-k) x À,.L une matrice kxI et.L'une matrice (n- k) x 1

Ies colonnes de Ia matrtce
( H  I \

\r' L')

étant constituées des vecteurs (to,...,t1). Pour le voir, il suffit évidemment de différentier I'expression

D -CA-rB. Remarquons que I'égalité (A.i) peut encore s'écrire
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(4.2)

soi t  e :  (A0, . . . ,A, ,1o)  un é lément  de. . / / - (R) ,+t  x  F]-1 te l  que çrk)  ev* , Iadi f rêrent ie l le  de 91 est

une application linéaire de,,//;+r1W) x [R.'-t dans ]R". Soit 16-1 : Ano-rÂ*-2, nous allons considérer

uniquement la dérivée partielle de 91 par rapport à Atu-r. Si cette dernière matrice n'apparaÔt pas dans

Â;.-2, nous avons
d p 1 ( e ) . ( 0 ,  . . . , 0 , M , 0 , . . . , 0 )  :  ( 0 , . .  . , o , M A k - 2 1 s , . . . )

(M et MÂ1"-2le sont à la k" place ). En remplaçant (f1, Ht)T et (L,L')T par les composantes correspon-

dantes de dg1(e) dans le membre de droite de (4.2), on trouve

(-ce- t  I^-k)  MÂk-2Ts

et en jouant sur Ia matrice M, I'expression MÂn-z\o peut itre rendue égale à un vecteur arbitraire,

on p_eut donc trouver_n -_k (la codimensjon de V1") matrices Mt,...,Mn-t, de sorte que les vecteurs

M1Â1"-2îs,...,Mn-*Âx-2ln sont indépendants et ne sont pas dans I'espace tangent àV1"' ce qui prouve

gue gr est transverse à l/r en e.

Si la matrice Atu_, rppu.uÔt dans Âr-2, I'expression de dg1(e) est un peu plus compliquée, nous

avons

d 9 1 ( e ) . ( 0 , . . . , 0 , M , 0 , . . . , 0 ) : ( O , û o ( M , t o ) , . . . , r h x - z ( M , î o 7 , M Â o - r l o * A r u - , r b * - z ( M , T o ) , . . . )

où rlta(M,Ie) est I'expression obtenue en remplaçant successivement chaque occurrence de Aiu-, dans Ât,

ainsi par exemple si Âa contient 3 fois le terme Aiu-, , rh{M,Io) est une somme de 3 termes obtenus en rem-

plaçant dans Âtlo une occurrence de A4*-, par M. Notons, 1t)ot' ' ., tu;.-2 les vecteurs ls, Âsls,. . . , Âo-rlo,

i'expression ,ltt(M,ls) est soit nulle soit une somme d'expressions de la forme BiMwi avec 0 < i < k - 2'

comme les vecteurs u)o,...,,u)te-2 sont Iinéairement indépendants, il est possible de tro-uver une matrice

M te l le  que Mwi:0 pour  j  :0 , . . . ,k-  2,  de p lus on peut  aussi  imposer que MAç-2le soi t  éSal  à

un vecteur arbitraire donné à I'avance. En remplaçant dans le membre de droite de (A.2), (H,H')T et

(L,L')T pa,r les composantes correspondantes de dg1(e), on trouve donc une expression du type

(-cl-t I--k) MÂk-2\s

qui peut itre rendue non nulle, on peut donc conclure comme plus haut'

Conclusion

Il est maintenant facile de voir que I'ensemble des matrices de t//^(R)"+t x "r//r,-(R)"+r ,. p^-1 qui

v é r i f i e n t l e s h y p o t h è s e s d u l e m m e 2 d a n s n o t r e p a p i e r e s t d e c o d i m e n s i o n n - ( k + 1 )  + ( k + 1 l r ' ) p ,

en effet, pour dire les choses vaguement (mais ceci peut itre rigoureusement démontré, aux conditions

sur les matrices Ai, on rajoute (/c + 1 + r')p équations portant sur les matrices Cl d'oùr I'expression de la

codimension.

(-ce-' r--) { (i) 
- (#,) ,-'r} : o
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