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Introduction générale

Depuis plus de vingt-cinq ans, les systémes non linéaires ont été largement étudiés, de sorte qu’un
grand nombre de résultats théoriques sont actuellement disponible. Ce développement est de au fait que
I’approche traditionnelle par modélisation essentiellement linéaire des procédés & commander est devenue
insuffisante pour des applications de plus en plus exigeantes en termes de performance.

Bien souvent, la commande d’un systéme nécessite la connaissance compléte de son état (commande
par retour d’état), mais malheureusement, pour des raisons techniques ou économiques (construction,
positionnement et coiit des capteurs), 'état n'est pas entierement accessible & la mesure. C’est ce pro-
bléme qui motive la synthése d’observateur, ou reconstructeur d’état, systéme auxiliaire qui donne une
estimation de tout 1’état, ou au moins 1’état non mesuré & partir des grandeurs connues du systeme.

Avant tout, une condition nécessaire 3 ’existence d’un observateur est donnée par la notion d’observa-
bilité du systéme, qui traduit en un sens, la possibilité d’obtenir son état en fonction de ses entrées et ses
sorties. Dans les cas linéaires, cette condition est indépendante de l’entrée, et elle est également suffisante
pour garantir Vexistence d’un observateur, & vitesse de convergence exponentielle et arbitrairement ra-
pide [35, 36]. Pour les systémes non linéaire, malgré ’abondance des résultats disponibles, il n’existe pas
une solution systématique. Une des raisons en est que, contrairement au cas linéaire, I’observabilité d’un
systéme non linéaire dépend de I’entrée appliquée. Une définition détaillée de l'observabilité est donnée
par Hermann et Kerner dans [80] tandis qu’une bonne introduction aux problémes des entétes pour les
systémes non linéaires peut é&tre trouvée par exemple dans [79].

Dans le cas oll une entrée permettrait de distinguer tout couple d’états, on parle d’entrées universelles
dont les premiéres mentions remontent & la fin des années soixante dix [51]. Quand toutes les entrées
sont universelles, il est question d’observabilité uniforme, initialement définie dans [52] pour les systémes
linéaires variant dans le temps, dans [40] pour les systémes balnéaires et [64] pour les systémes affines en
controle.

Cependant, de point de vue pratique, la meilleure définition de 'observabilité est donnée par la
possibilité de construire un observateur. Pour la classe des systémes linéaires variants dans le temps,
les premiers résultats sont évidemment dus & Kalman, tandis que les premiers observateurs de systémes
non linéaires apparaissent au début des années 70 avec les travaux de Thau [97] et Kou et al [96] qui
adopte un approche type Lyapunov. Toutefois, autour des différentes notions rappelées ci avant gravitent
également un certain nombre de synthése d’observateurs. Une premiére classe largement utilisée pour
les systémes dépourvus d’entrées singulieres, et celle de type grand gain : I'observateur s’appuie sur une
partie linéaire observable du systéme, rendue prépondérante par rapport aux non linéarité par 1'utilisation
du grand gain, moyennant une hypothése raisonnable sur ces non linéarité [65, 62, 66, 18]. Ces résultats

ont fait ’objet de développement récents et on été appliques & divers procédes chimiques ou mécaniques
(66, 60, 14, 28].

Un bon nombre de travaux ont été menés sur les systémes bilinéaires [40] ot plus généralement affines
en ’état. Une facon d’étendre ces résultats consiste & essayer de transformer des systémes non linéaires




2 INTRODUCTION GENERALE

par changement de coordonnées en 'une de ces forme modulo éventuellement une injection d’entrées
sorties, a l'initiative de Kerner et Isidori [4] et Bestle-Zeitz [34].

Il existe de nombreuses autres techniques que nous ne pouvons toutes citer, parmi lesquelles les
observateurs & modes glissant [87, 106], les extensions non linéaires de 'observateur de Luenberger [34,
57, 55]. La méthode de linéarisation & travers un retour d’état non linéaire lisse ou un changement de
coordonnées non linéaires (transformation par difféomorphisme[81}). D’autres méthode ont été également
développées, comme D'utilisation des "zéros dynamiques” introduit par Byrnes et Isidori.

En dépit de tout l'intérét accorde aux systémes non linéaires en temps continu, les systemes non
linéaires en temps discret n’ont recu quant & eux qu’une faible attention. Il existe différentes raisons a
cela; d’une part, la majorité des systémes physiques évoluent (au sens du comportement) naturellement
en temps continu et non en temps discret, d’autre part, certaines propriétés géométriques se perdent lors
du passage du continu au discret. C’est pourquoi 'intérét accorde aux systémes non linéaires en temps
discret est assez récent mais ne cesse de croitre [26, 25, 9, 8]... Le fait que la plupart des systemes de
commande d’un procédé est réalisée par un calculateur numérique en temps réel est la principale raison de
cet intérét croissant. La nature séquentielle des calculs et des échanges avec I’extérieur impose de décrire
le processus par un modéle discret bien que la modélisation ait d’abord conduit & établir un modéle de
connaissance en temps continu.

Ce travail comporte deux parties relativement indépendantes procéde par un premier chapitre conte-
nant quelques résultats classiques sur I'observabilité et la conception des observateurs pour les systémes
non linéaires en temps continues ainsi qu’en temps discret ainsi que les systémes mécaniques décrits par
les équations dites d’Euler Lagrange.

Dans la premidre partie, on aborde le probléme de caractérisation par difféomorphisme des systemes
mécaniques. La deuxiéme partie est consacrée & 1’étude de la généricité de 'observabilité des systemes en
temps discret.

L’objet du deuxiéme chapitre est de donner en premier lieu une discussion sur ces équivalences affines
pour les systémes décris par les équations (2.1) pour lesquels nous allons donner des conditions nécessaires
et suffisantes. Tout d’abord, nous étudions une famille d’équations aux dérivées partielles pour laquelle
un algorithme permettant la construction de la solution (quand elle existera) sera présenté. Ensuite, nous
fournissons une condition nécessaire et suffisante caractérisant les systémes de forme (2.1) qui peuvent
se ramener aprés un changement de coordonnées en une forme affine. Si la construction d’une telle
transformation est hors de portée dans le cas général, pour les systemes d’Euler-Lagrange cette question
est résolue dans [74], et nous proposons une méthode élégante qui fournit explicitement la solution. Pour
finir, nous faisons une comparaison de nos résultats avec ceux qui sont dans la littérature ainsi I’approche
Riemannienne introduite par M. Spong et Bedrossian. N.S dans [12, 13]. Nous illustrons notre approche,
sur les exemples typiques incluant : le systéme Tora, le Manipulateur et le pont roulant pour lequel un
observateur exponentiel avec une vitesse de convergence arbitraire serait présenté.

Grace 4 la restrictivité des conditions données dans le chapitre précédent pour tester les équivalences
affines des systémes mécaniques, nous avons proposé les formes triangulaire en la partie non mesurée (en
la vitesse) ¢ = v pour 'analyse de commandabilité et d’observations. Nous voulons donner des conditions
d’équivalence de systéme (2.1) avec une forme affine triangulaire. Autrement dit & quelles conditions le
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systéme (2.1) peut étre modéliser par

(6, = an(®®) =
zn = bi(d,7)
6y = a(8) 21 +a 2

\ 39 = bo(6,7)+ PY(z1) (1)
b = @n1(0) 21+ an2(8) 22+ ... + Gnn(6) 24

[ Zn = bn(68,7) + P8(z1, ..., 2n—1)

ou les P? sont des polyndmes et a;;(.),bi(.)sont des fonctions de classe C°.

Nous avons appliqué cette méthode & une famille de systéme & deux degré de liberté : nous avons mis
en évidence un changement de coordonnes permettant d’écrire un systeme d’Euler-Lagrange sous forme
triangulaire du type (1) pour laquelle la conception d’observateurs et méme la stabilisation par retour de
position peut étre accomplie. Grice a ceci et pour cette famille de systémes mécaniques nous proposons
un observateur & convergence globale. En outre, le probléme de la stabilisation par retour de position est
résolu méme si la matrice d’inertie M(q) n’est pas uniformément bornée.

Comme nous l’avons déja signalé, avant de s’attaquer & la conception d’un observateur, on commence
par se demander si le systéme dont on veut reconstituer I’état est observable. Dans le cas négatif, on sait
qu'il ne sera pas possible de construire un observateur, du moins si on cherche un observateur dont la
vitesse de convergence puisse étre réglée arbitraire. Il est par conséquent intéressant de savoir "combien”
de systémes sont observables, en 1991 est paru un premier article dans de J.P. Gauthier, H. Hammouri
et I. Kupka [65] dans lequel les auteurs établissent de généricité pour les systémes continus sans controle.
J.P. Gauthier et I. Kupka ont ensuite étudié le méme probléme pour les systemes contrdlés [61] et ont
montré que observabilité était générique dés que le nombre de sorties et strictement supérieur au nombre
d’entrés. Les outils utilisés pour établir ces résultats sont ceux de théorie de la transversalité.

En utilisant ces mémes outils, J-C. Vivalda a étudié dans [59] les cas des systemes discrets sans
contréles pour lesquels il montre que 1'observabilité est générique. S. Ammar et J-C-Vivalda ont ensuite
étudié le méme probléme pour les systémes contrdlés [9] et on montré que P’observabilité était générique
dés que le nombre de sorties et strictement supérieur au nombre d’entrées. Les outils utilisés pour établir
ces résultats sont ceux de théorie de la transversalité.

Dans cette deuxiéme partie de ce mémoire, on s’intéresse aux systémes en temps discret, plus préci-
sément nous abordons le probléme de la généricité de observabilité différentielle forte pour des systemes
non linéaires contrdlés définis

{ Trr1 = f(Te k) 2)
ye = h(zr,u)
avec

- eX,uel yo €R?P

— X et U sont des variétés C*® de dimension respectivement n et m, connexes, compactes satisfaisant

le deuxiéme axiome de dénombrabilité.

- f: X xU — X :un difféomorphisme paramétré : c’est-a-dire pour tout u € U, 'application f(-,u)

est un difféomorphisme C* ; nous notons Diffy(X) ’ensemble des difféomorphisme paramétrés;

- h: X x U — R? est une application C*.

L’observabilité forte et Pobservabilité différentielle forte pour les systémes continus étaient introduites
par Jean paul Gauthier et Ivan KupKa dans [61]. Nous introduisons d’une fagon analogue la définition
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d’observabilité différentielle forte pour les systémes discrets. Considérons 'application :

@g;mh+1X x U+l R@ntDp o [2n+l 3)

(.’L‘,Uzn+1) — (h(m7u0)’h(fl(x’1_l/_1)a ul)a"-ah(f2n(x,uﬁ)’u2n)au2ﬂ+l)

Définition 0.0.1. Le systéme (2) est fortement observable si l’application e{;{‘ﬂ est injective. Il est
fortement différentiellement observable si l'application @{;th est une immersion injective.

Lorsque la dimension d’espace de sortie p est strictement suppérieure & celle d’espace d’entrée m, S.
Ammar et J-C. Vivalda ont a montré dans [9] la généricité de Pobservabilité pour les systémes discrets de
type (2). plus précisément, tout systéme de type (2) peut étre approché par un autre systéme fortement
observable.

Nous montrons dans ce travail, que si p > m alors tout systéme de type (2) peut étre approché par un
autre systéme Fortement différentiellement observable. Plus précisément, nous montrons que I’ensemble
des applications (f,h) € Diffy(X) x C=°(X x U,RP) tel que l'application eﬁ;{;l est une immersion
contient un ensemble résiduel dans Diffy(X) x C*°(X x U,R?) muni de la topologie C* de Whitney.
Nous commengons par présenter quelques notions sur la topologie de Whitney et la transversalité. Nous
présentons ensuite le théoréme de transversalité de Thom multijets et d’Abraham qui jouerons un réle
important dans la démonstration. Enfin nous présentons la contribution de cette partie :

Théoréme 0.0.1. Si p est strictement suppérieure & m, I’ ensemble des application (f, h) € Diffy(X ) x
C® (X xU,RP) tel que le systéme (2) est fortement différentiellement observable est résiduel dans Diffy(X)x
C®(X x U,RP).




Premiere partie

Transformation des systemes
d’Euler-Lagrange.




Chapitre 1

Observabilité et observateurs

Pendant les deux derniére décennies, il y a eu intérét énorme pour I’étude de l'observabilité et la
conception des observateurs pour les systémes non linéaires. Ceci parce que le filtrage et la reconstruc-
tion des signaux jouent un role fondamental dans le traitement des signaux, les télécommunications, et
la théorie de la commande. Malgré les efforts dans ces activités de recherche, beaucoup de problémes
d’observation demeurent ouverts. Ce travail s’inscrit principalement dans le domaine de la synthése d’ob-
servateurs et I’observabilité des systémes non linéaires. Compte tenu 'abondance et de la diversite des
résultats actuellement disponibles dans ce domaine, il est utile d’en donner un panorama général afin
d’inscrire nos propres travaux dans le contexte des différentes tendances déja existantes. Toutefois, nous
n’entrons pas dans les détails techniques.

Nous considérons des systémes non linéaires continus de la forme :
{ T = f (:L' ) ’U,)
y = h(z)

ouz € M, ueUCR™etycRP. M est une variété différentielle de classe C> appelée espace d’états.

(1.1)

1.1 Observabilité et observateurs des systémes linéaires

Considérons un systéme linéaire défini par le systeme suivant :

& = Az+ Bu,
(1.2)
y = Cz,

avec z € M, u € R™ et y € RP, z représente 1'état, u l'entrée et y la sortie. On peut retrouver les notions
bri¢vement exposées ci-dessous par exemple dans [94, 16, 95].

1.1.1 Définition- condition de rang

Définition 1.1.1. Le systéme (1.2) est observable si, étant donné linstant to, il existe un instant t1
fini comme la connaissance de y(to,t1) et t — u(to,t1) permette de déterminer de maniére unique l’état
z(to) = To (ceci pour tout l'entrée du systéme).
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La notion d’observabilité d’un systéme consiste & pouvoir reconstruire, & tout instant, et & partir des
mesures des entrées et des sorties 1’état & D'instant initial. Une notion importante est l'indistinguabilité
de deux états initiaux :

Définition 1.1.2. Deuz états initiaux x'(to) et z2(to) sont dits indistinguables si Vt > to, les sorties
correspondantes y*(t) et y2(t) sont identiques quelle que soit l'entrée u du systéme.

L’indistinguabilité est une relation d’équivalence sur M. On note alors [ (2°) la classe d’équivalence
d’un état z° quelconque.

Un systéme est observable si I'ensemble des points indistinguables de z° se réduit & 2°, i.e. I (=% =
{z°}. Le systéme (1.2) est observable si, pour tout z, I(z) = {z}.

Pour tester ’observabilité d’un systéme linéaire, on peut regarder le rang de la matrice d’observabilité,
définie par :
C
CA

e =
C An—l
La condition de rang de I’observabilité pour les systémes linéaires peut s’énoncer de la maniére suivante :

Définition 1.1.3. [94] Le systéme linéaire (1.2) est observable si et seulement si le rang de la matrice
© est égal a n. On dit alors que la paire (C, A) est observable.

L’observabilité des systéme linéaire ne dépend pas de l’entrée du systéme (la condition du rang ne
dépend que de A et C). Cette propriété n’est pas toujours vraie dans le cas des systemes non linéaires.

En supposant que le systéme (1.2) est observable, on peut alors construire un observateur : une solution
classique est 'observateur de Luenberger [35, 36]. Il s’agit d’un systéme composé de la copie du systeme
4 observer, & laquelle on ajoute un terme correcteur dépendant de la sortie. La condition d’observabilité
du systéme d’origine suffit pour assurer la convergence de ’observateur. Cet observateur est décrit par la
dynamique suivante, avec Z l'estimation de I'étatz :

i = AZ+Bu+K(y-C3). (1.3)
En posant T = Z — z, 'erreur d’estimation obéit a la dynamique suivante :
T = (A-KC)Z. , (1.4)

Pour que ’observateur converge, il suffit de placer les valeurs propres de (A — KC) dans le demi plan com-
plexe gauche, ce qui est possible si la matrice © est de rang plein. La convergence de Perreur d’estimation
de l’observateur est exponentielle, et sa vitesse dépend du choix de la matrice de gain K.

1.2 Observabilité des systémes non linéaires

Contrairement au cas des systémes linéaires, le concept de ’observabilité des systémes non linéaires est
plus délicat & aborder. Les notions rappelées ci-dessous sont issues de {64, 80, 60, 41}. Une des différences
majeures avec les systémes linéaires est que l'observabilité des systémes non linéaires peut dépendre de
I’entrée. On peut le voir facilement & travers 'exemple suivant : Soit le systéme non linéaire suivant :

1 = Zou
T, = 0 (1.5)

Yy =




1.2. OBSERVABILITE DES SYSTEMES NON LINEAIRES 9

La variable d’état zo peut étre exprimée en fonction de la sortie et de ’entrée, zo = % Il est alors évident
que z, peut étre connu & partir des grandeurs disponibles (sortie et entrée) si u # 0, 'observabilité du
systéme (1.5) dépend donc de I'entrée.

1.2.1 Observabilité et observabilité locale

Considérons le systéme non linéaire (1.1). La définition de I'observabilité est liée & I'indistinguabilité.

Définition 1.2.1. [80] Deuz états initiauz z'(to) et x(to) sont dits indistinguables si Vt € [to, t1], les
sorties correspondantes y'(t) et y*(t) sont identiques quelle que soit Uentrée admissible u du systéme.

On dira que le systéme (1.1) est observable si toute paire (g, 2 —1) de points distincts est distinguable.

Définition 1.2.2. [80] L’état 2° est observable si l’ensemble des point indistinguables de 20 se réduit ¢
20, ie. I(z°) = {z°}. Le systéeme (1.2) est observable si, pour tout x € M, I(z) = {z}.

On remarque que ’observabilité du systéme (1.1) ne signifie pas obligatoirement que toute entrée
distingue les points de M. Le concept d’observabilité globale est modifi¢ pour introduire la notion d’ob-
servabilité locale qui est mieux adaptée a ’étude des systémes non linéaires.

Définition 1.2.3. [80] Soit U un sous ensemble de M contenant deuz états initiauz ' et z2. On dit que
z1 est U-indistinguables de x2 si, pour tout t > to, les sorties correspondantes sont identiques quelque
soit Uentrée admissible du systéme et si,pour tout t > to,z'(t) et z2(t) appartiennent ¢ U.

L’U-indistinguabilité n’est pas en général une relation d’équivalence sur U, car en général elle n’est
pas transitive (voir [80]). Néanmoins, nous pouvons donner un concept local d’observabilité. On note alors
Iy (2°) Pensemble des états indistinguables de z°.

Définition 1.2.4. [80] L’état z° est localement observable si, pour tout voisinage ouvert U de z°,
Iy (2°) = {z°}. Le systéme (1.1) est localement observable si, pour tout x € M Iy(z) = {z}.

1.2.2 Observabilité faible. Observabilité faible locale

Définition 1.2.5. [80] L’état z° est faiblement observable s'il eriste un voisinage ouvert V de x° tel que
I(z®) NV = {z°}. Le systéme (1.1) est faiblement observable si, pour tout x € M I(x) = {z}.

Cela signifie qu’un état est faiblement observable s'il est le seul indistinguable dans son voisinage. Ce
concept affaiblit donc le concept d’observabilité globale.

Définition 1.2.6. [80] L’état z° est localement faiblement observable s’il existe un voisinage ouvert V
de 7° tel que, pour tout voisinage ouvert U de x° contenu dans U, Iy(z°) = {2°}. Le systéme (1.1) est
localement faiblement observable si, pour tout x € M Iy(z) = {z}.

L3 encore, la notion d’observabilité locale affaiblie le concept d’observabilité globale puisque 1’état
doit étre localement observable dans un ouvert. A titre d’exemple, soit le systéme non linéaire suivant
.’i‘l = iL‘%
2 = 0 (1.6)

y = T




10 1. OBSERVABILITE ET OBSERVATEURS

Ce systéme est observable, dans le sens ot on peut exprimer 1’état en fonction de la sortie et de sa
dérivée premitre Néanmoins, au voisinage de zo = 0, 'état ne peut pas étre complétement déterminé
sur V = R x R*;, le systéme est faiblement observable de plus en posant U = R X R+, le systéme est
localement faiblement observable.

1.3 Condition de rang et observabilité

Dans le cas des systémes linéaires, on peut vérifier 'observabilité en appliquant la condition du rang
vue précédemment. Pour les systémes non linéaires, on peut montrer qu’il existe une condition du rang
incluant celle obtenue pour les systémes linéaires.

Définition 1.3.1. [80] Soit le systéme (1.1). L’espace d’observabilité, noté H, est le plus petits sous
espace vectoriel de fonctions de M & valeurs dans R, contenant hy, h, ..., hy et fermé sous Uopération de
la dérivation de Lie par rapport aux champs de vecteurs f(z,u), u fizé.

On note dH Despace des différentielles des éléments de H. Comme il est précisé dans la définition
précédente, cet espace est défini pour une valeur de I'entrée fixée.

Définition 1.3.2. [3, 80/Le systéme (1.1) est dit satisfaire la condition de rang d ‘observabilité en o si :
dimdH (zo) = n.
Le systéme (1.1) est dit satisfaire la condition de rang d’observabilité si, pour tout T € M :

dimdH(z)=n

Dans le cas du systéme linéaire (1.2), on considére alors I'espace vectoriel H des fonction de M
dans R? engendré par Cz,CAz,...,CA™ 'z. En chaque point z, 'évaluation de dh est alors donnée par
C,CA...CA™ ! : on retrouve donc la condition de rang donnée précédemment.

On peut alors énoncer

Théoréme 1.3.1. [3, 80] Si le systéme (1.1) satisfait la condition de rang d’observabilité en z°, alors il

est localement faiblement observable en z°.

1.4 Quelques observateurs non linéaires

Une condition nécessaire & la synthése d’un observateur est 'observabilité du systéme. L’observabilité
d’un systéme n’est cependant pas suffisante pour 'existence d’un observateur : en effet, contrairement
aux systémes linéaires, on ne peut affirmer d’une maniére générale qu’un systéme non linéaire observable
admet un observateur. Néanmoins, certains travaux donnent des conditions d’existence d’un observateur
pour un systéme donné (voir par exemple [96, 97, 99] pour les observateurs exponentiels).

Un observateur est un systéme dynamique qui a pour entrées les sorties est éventuellement un nombre
fini de leur dérivées et les entrées du systéme & observer et qui a pour sortie l’estimation de 1’état.

Définition 1.4.1. [3, 5] On appelle observateur asymptotique (ou reconstructeur d’état ) d’un systéme
dynamique (1.1), un systéme dynamique dont les entrées sont constituées des vecteur d’entrée et de sortie
du systéme a observer et dont le vecteur de sortie, noté T, est l’état estimé :

z = f(Z, Y u) (1.7)

T = oz 9, u)
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tel que
1. z appartient & N une variété différentielle et o : N — M.
2. lim (Z-2z)=0.
t—+o00

3. Si £(0) = z(0), alors pour tout t >0, on a Z(t) = z(t).

Cette notion d’observateurs peut &tre généralisé au cas ou les entrées de I'observateur incluant un
certain nombre de dérivées d’entrées et de sorties 46, 40]

1.4.1 Observateur de Luenberger étendu

Cette classe d’observateurs s’applique & des systémes non linéaires faiblement localement observable.
L'un des premiers travaux a été réalisé dans [34], et a été étendu plus tard a I’étude de la transformation
d’un systéme non linéaire en une forme canonique, pour laquelle un observateur pourrait étre calculé a
partir des techniques linéaires afin d’obtenir une équation dynamique de l'erreur d’estimation linéaire
(comme P’observateur de Luenberger). Les transformations mises en oeuvre dépendent de Pétat z, de
entrée u et d’'un nombre fini de ses dérivées [57, 55]. Ces travaux ne donnent pas de condition nécessaire
et suffisante d’existence des transformations de coordonnées d’état et de sortie.

1.4.2 Meéthodes linéarisant 1’erreur d’observation

Nous exposons dans ce paragraphe les méthodes qui utilisent une linéarisation de ’erreur d’observation
pour adapter les méthodes d’observation des systémes linéaires aux cas non linéaires. Le principe de ces
méthodes introduites par Bestle et Zeitz [34] est le suivant : Considérons le systéme (1.1), et on cherche
une transformation non linéaire T, telle que z = T, (z) et

{z’ = Az+ ®(y,u)

y = Cz

(1.8)

Ou les matrices A et C ont les formes canoniques de ’observabilité. Une fois la transformation obtenue,
la détectabilité de la paire (A, C) suffit pour la convergence de I'observateur de type Luenberger pour le
systéme linearisé (1.8) qui est dans ce cas décrit par I’équations :

Z = AZ+0(y,u)+K (y—C3)
ot K est la matrice est telle que le spectre de la matrice A+ KC soit dans le demi plan complexe gauche.

Avant de donner des conditions suffisantes qui permettent d’obtenir la transformation désirée, nous
rappelons les notions suivantes. Pour une fonction h de classe C* h, la dérivée de Lie suivant un champs
de vecteur C*, f est donnée par :

Lk = @)

Nous rappelons ensuite la définition du crochet de Lie :

e = 2B - Dy

et nous définissons ady par adg¢(g) = [f, g], ainsi que ad® par la récurrence suivante

ad'}g = [f,ad’}'lg]
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Enfin nous appellerons indice d’observabilité, le plus petit p—uplet (u1, iz, ..., i1p) tel que

p

She =
i=1

et dim (Span (L?(h)(z), J=0,..,ui— 1)) = n Vz

Les auteurs Walcott, Corless et Zac [106] ont montré que les conditions suivantes sont suffisantes pour
avoir l'existence de la transformation T

L({) (dh)(z) 0
Lf (dh)(z) —32 _ 0
s 021 ..
L}l_l(dh) (z) 1

Les auteurs Kerner et Respondek [81] on étendu cette condition au cas ol le systéme est multi-sortie.
Leur résultat est donné par le théoréme

Théoréme 1.4.1. Considérons le systéme (1.1). Soit g1(£), ..., gP(§) des champs de vecteurs défini par :

im0 si0<U<k—1
Ly; Ly (y)-{dij sil<k;—1

ou 8;; désigne le symbole de Kronecker, k; U'indice d ‘observabilité et | = 0, ...,k; — 1. Le changement de
coordonnées x = T(z) si et seulement si pour tout couple (i, j)

[ad*(~f)g*,ad (= f)g’] =0

Depuis, plusieurs autres chercheurs ont développé des extensions de ces méthodes. On peut citer
les travaux de Reboulet et Champetier [108] oli les auteurs ont développé une méthode consistant a
linéariser un systéme autour d’un ensemble de point d’équilibre. On peut également citer les méthodes
de linéarisation étendue. Cette méthode développée par Bauman et Rugh [107] consiste a corriger la
dynamique de ’observateur par une fonction non linéaire déterminée de fagon que les valeurs propres du
systéme linearisé tangent de ’erreur de l'observation restent invariants.

1.4.3 Observateurs a grands gains

Il existe une grande classe d’observateurs non linéaires qui présentent d’excellentes propriétés globales :
Ce sont des observateurs grand gain dont la référence historique est I’article de Gauthier Hammouri et
Othman en 1992 [66].

Contrairement au filtre de Kalman étendu, ces observateurs sont globaux & convergence exponentielle.
En revanche, ils ne s’appliquent qu’a une classe restreinte de systémes non linéaires. Considérons le cas
des systémes mono-entrées, la classe de systéme considérée est constituée des systémes de la forme

(&1 = folz1,72,u)
ty = fa(z1,%2,73,u)
; : (19)
Tnot = fa-1(Z1,Z2, .., Tn, )
En = fa(T1,Z2, .00, Tn, 1)
. Y = 1
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Ofs
0ziy1
remarque triviale est que ces systémes sont observables puisque la connaissance de y et de ses n — 1
premiéres dérivées donne successivement zj...., Tn. Les théorémes qui caractérisent les systémes pouvant
se mettre sous la forme canonique d’observabilité sont donnés dans le livre de Gauthier-Kupka [61].

ou pour tout i,

# 0. Cette forme de systéme s’appelle forme canonique de I’observabilité. Une

Les observateurs grands gains de type Luenberger s’écrivent sous la forme
Z = f(Z u)+Ko(y— h(Z,u) (1.10)

ott Ko = 69K, 65 est une matrice diagonale dont les coefficients diagonale sont (0g)i; = #* ol @ est
paramétre supposée grand et K une matrice fixée, caractérisée par I’équation de Lyapunov. Alors

Théoréme 1.4.2. [61, 66] Pour tout a > 0, il existe 6 > O assez grand de telle sorte que pour tout
z € M, pour tout T € M, il existe un polynéme k, tel que

|Z — || < k(a)exp —at[|Z(0) — (0)]|
Ce théoréme exprime le fait que les observateurs grands gains de type Luenberger sont des observateurs
exponentiels. Il est & signaler que 'utilisation d’un observateur a grand gain peut conduire & une grande
sensibilité au bruit de ’observation, car il amplifie 'erreur d’observation. D’oi le compromis classique lors

du choix de 8 entre performance et robustesse. Un grand # assure une convergence rapide mais amplifie
les erreurs d’observations.

Il est aussi intéressant a signaler que plusieurs chercheurs on amélioré cette approche [21, 18).

1.4.4 Observateurs a mode glissant

Cette approche initiée par Slotine [87] en 1987 et depuis développée par plusieurs chercheur [106] que
se soit dans le domaine déterministe ou stochastique. Les systémes étudiés sont de type :

{ z Az + f(z,u)
, (1.11)
y = Cz

la fonction f est définie de R™ x R™ — R™ telle que

£, wll < 7ll=l

Sous les hypotheéses
Hypothése 1.4.1. Il existe une matrice K telle que A— KC est Hrwitz.

Hypothése 1.4.2. La fonction f peut s’ezprimer sous la forme f(z,u) = P~1CTe(x,u) ot € est bornée
et vérifie

le(z, w)|| < p et P est la solution de I’équation de Lyapunov
(A-KC)TP+P(A- KC)=-Q

pour une matrice Q donnée tq Q =QT

Walcott et Zac [106] on monté :
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Théoréme 1.4.3. Considérons le systéme (1.11) qui vérifie les hypothéses ci-dessus et désignons par T
la variable d’état de l'observateur et en considérant lensemble

S={reR"*C(z—-12)=0}

alors le systéme
z =A%+ 51(F,u,y) + K(y— Cx)

avec
P-1CTC(z —7)

R zeS
51(%,u,y) = ce-a1 © "€
0

six¢sS

est un observateur global exponentiel pour le systéme (1.11).

1.5 Observateur pour les systémes mécaniques

Dans cette partie, des différents observateurs [48, 49, 84, 90] sont présentés pour l'estimation des
vitesses, & partir des mesures de position d’un systéme d’Euler-Lagrange. Tous les observateurs considérés
peuvent étres employés en méme temps qu’une loi de commande linéaire par retour d’état ; les propriétés
de stabilité des systémes en boucle fermé obtenus sont briévement décrites pour chacun d’eux.

Avant de présenter ces observateurs, il est utile de rappeler que le modéle dynamique d’un systeme
d’Euler-Lagrange & n degrés de liberté peut étre exprimé comme suit :

= ’U,

q
(1.12)
M(g)o+C(q, v)v+V(g) = T,
ott v = ¢ est la vitesse, M(q) dénote la matrice d’inertie, tandis que C(g, v)v regroupe les termes des
forces centrifuges et de Coriolis, V(¢) correspond au forces gravitationnelles, et 7 est le vecteur des couples
d’entrée.

Les observateurs linéaires, qui seront présentés ci-aprés dans les sections 1.5.1-1.5.3, ne dépendent pas
du modgle dynamique de robot, alors que I’application d’un observateur non linéaire(section 1.5.4) exige
la connaissance des parameétres du systéme dans ’équation (1.12).

1.5.1 Premier observateur

Le premier observateur est un observateur asymptotique simple et de type grand gain, développée dans
[90] par Nicosia, le Tornambé et le Valigi. L’observateur est congu sous I'hypothése non restrictive qu’ il
existe une loi de commande par retour d’état telle que le systéme (1.12) en boucle fermé est uniformément
asymptotiquement stable.

Définissons les variables d’états par z = (z;, )T olt 2, = g,z = ¢. Supposons que seules les positions
sont disponibles, c’est & dire, on prend y = g comme vecteur de variables de sortie. L’observateur proposé
est décrit par le modele grand gain suivant :

T = Ez+€_1Hp(y—El)
. (1.13)
.’/L‘\z = E_2Hv(y —551)
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od % = (%1, )T, avec %1, To dénotant respectivement les estimations dynamiques des positions z; et
des vitesses zo. Les matrices constantes H, = diag(hp;) et Hy, = diag(hy,i) sont choisies de sorte que les
solutions des polyndmes P; = A2 + hy, ;A + hy;, © = 1...n sont & parties réelles négatives.

Dans [90] les auteurs montrent que, pour des valeurs suffisamment petites de ¢, le systéme en boucle
fermée, (1.12)-(1.13) est asymptotiquement stable sous I'action d’une loi de commande de type 7 =
i(Z1, To,z1). En outre, par un bon choix de ¢, le bassin d’attraction peut étre rendu arbitrairement
grand.

1.5.2 Deuxiéme observateur

Dans [48] Berghuis and Nijmeijer ont présenté une procédure systématique qui exploite la propriété
de passivité des systemes d’Euler-Lagrange dans la conception des systemes contréleur-observateur afin
de résoudre les problémes de régulation et suivi de trajectoire par retour de position. La stabilité semi-
globale asymptotique a été démontrée pour des gains suffisamment grands comme dans [50}.Tout d’abord
un observateur lindaire, qui produit une estimation de la position est décrit par le systeme suivant

€ = w+Lye—?) w1
W = Ly(e—¢)

ou e := q — gq avec gq est une trajectoire donnée. € = § — qq est I'estimation d’erreur. Les matrices Ly et
L, sont symétriques définies positives. Considérons maintenant la loi de commande suivante

r=—Kié— K,

ot les gains de contréleur, K, et Kg4, sont les matrices définies symétriques et positives.

Il a été montré dans [48] que le systéme (1.12) en boucle fermé avec cette loi de commande est
uniformément borné et pour un choix approprié des matrices de gain K, , K4, Lp, La. Une stabilité
semi-globale est montrée (Voir [48] pour des détails au sujet du choix des matrices K, , Ka, Lp, Lq et la
trajectoires qq).

1.5.3 Troisieéme observateur

Berghuis et Nijmeijer ont présenté dans [49] une procédure systématique dans la conception des
systémes controleur-observateur afin de résoudre les probleémes de régulation des robots. Il s’agit de
compenser les termes gravitationnels et de choisir une loi de commande linéaire par retour d’état dans
laquelle la vitesse est remplacée par une estimation, plus précisément :

T = V@@ -Kegzt—Kpe
(1.15)
t = —-Lz+Kge

avec e = q — g4 ’erreur de position et les matrices Ky, Kp, L sont symétriques définies positives. Berghuis
et Nijmeijer montrent dans [49] que la loi de commande (1.15) stabilise globalement asymptotiquement
le systéme (1.12) en un équilibre de type (¢, e, z) =0.

La particularité de ce contrdleur-observateur (1.15) est qu'il n’utilise pas ’état = de 'observateur,
mais sa dérivé . Il est montré dans [49] que & reconstruit réellement le signal de vitesse ¢.

En conclusion, pour des buts pratiques, il est utile de noter que I’équation d’observateur (1.15) peut
étre généralisée comme suit
t=—-IL1z+1Lsre
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ott Ly et Ly sont les matrices symétriques définies positives, avec L, pas nécessairement égal a Ky;la
propriété de la stabilité asymptotique globale du systéme en boucle fermé est toujours vérifiés.

1.5.4 Quatriéme observateur

Le dernier observateur considéré dans ce chapitre est un observateur non linéaire réduit a convergence
exponentiel, proposé par Khelfi et Alii dans [72]. La conception de I'observateur est intéressante dans le
sens qu’aucun changement de coordonnées n’est nécessaire, mais le procédé pour choisir ses parametres
est tout & fait complexe.

Pour écrire les équations de cet observateur il est utile récrire le modeéle dynamique de (1.12) sous la
forme canonique observable suivante :

i = Az+ f(z)+h(y)T
(1.16)
y = Hz

T

oz = (@i @)T & = (@], o oD A= (o o ) A = diag(A:), Hi = (1, 0), H = diag(Hy),

f@) = (filz)T..)T, filz) = (O, o;(x))T, ol a;(z) dépends des parametres du systémes (1.12).
L’observateur proposé par Khelfi et Alii dans [72] est le suivant :
2 = Tz
3 = Nz+Ly+g(z y)+Ju)T (1.17)

T = Mz+FEy

ot z € R*, = (7] ...7],) € R?™ avec Z; = @,3,)T, T = diag(T;); ou T,;) € R%, N, L, M et E sont des

. . . T X . .
matrices diagonales, g(z, ¥) = (91(2, ¥)...gn(z, ¥))' avec gi(z, y) € R. Finalement, J(y) est une matrice
de dimension appropriée.

Khelfi et Alii montrent dans [72], si 'état = reste dans un domaine Dg et ¢ reste bornée, que le
systeéme (1.17) est un observateur exponentiel pour le systéme (1.16) si certaines conditions qui dépendent
du dynamique du systéme portant sur les matrices d’observateur, sont satisfaites. Le choix des matrices
nécessite la connaissance du modeéle de robot, qui peut étre cruciale dans la réalisation pratique de
I’observateur, car les incertitudes sont généralement présentes dans la connaissance des parameétres de
Vinertie de robot et des perturbations comme le frottement.

Dans [72] des conditions suffisantes sont donnés pour la stabilité asymptotique de systéme en boucle
fermé, quand la loi de commande suivante est employée ainsi que l’observateur (1.17) :

7'=—er—de'1\

Tl est intéressant & remarquer que des essais effectués ont prouvé que les observateurs grands gains des
paragraphes 1.5.1 et 1.5.2 produisent les meilleurs résultats, mais ils sont entachés par un bruit qui peut
étre indésirable pour de plus grands robots employés pour des applications industrielles. L’observateur du
paragraphe (1.5.3) offre une bonne erreur d’estimation de la vitesse . Le résultat du paragraphe (1.5.4)
obtenues en employant I’observateur non linéaire sont tout a fait sensibles aux incertitudes dans le modele
dynamique de robot.
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Chapitre 2

Transformation des systemes
d’Euler-Lagrange

Nous abordons dans ce chapitre le probléme de la transformation des systemes d’Euler-Lagrange. On
caractérise d’une maniére rigoureuse une classe de ces systémes. Notre résultat est une autre interprétation
des résultats de [7, 12, 13, 22].

2.1 Introduction

Nous considérons un systéme mécanique lagrangien avec comme variété de configuration R", de co-
ordonnées généralisées ¢ = (q1 ... ¢) décrit par des équations de la forme

¢ = v

2.1

M(q)o +Clg, Ww+V(@) = 7 1)
ot v = ¢ est la vitesse, M(q) dénote la matrice d’inertie, tandis que C(q, v)v regroupe les termes des
forces centrifuges et de Coriolis, V(g) correspond au forces gravitationnelles, et T est le vecteur des couples
d’entrée. La formulation lagrangienne permet d’exprimer de fagon concise les équations de mouvement.
L’intérét de la formulation lagrangienne est que cette possibilité n’est pas réservée exclusivement a la
mécanique; dans presque tous les domaines de la physique, des principes variationals peuvent étres
utilisés pour exprimer les équations du mouvement que ce soit les équations de Newton ou celles de

Maxwell ou de Schrodinger. Cest pour cette raison qu’elles sont le sujet d’une littérature abondante
(7, 44, 89, 67, 82, 103].....

Lorsque ces systémes sont complétement actionnés, ils sont globalement inéarisables par retour d’état.
Mais la linéarisation par retour d’état peut étre effectué seulement quand toutes les variables sont me-
surées. Malheureusement dans la pratique, trés souvent les variables de la vitesse ne peuvent pas étre
mesurées. En outre une commande par retour d’état a l'inconvénient en pratique que les dispositifs utilisés
pour mesurer la vitesse sont entachés de bruit, de plus la différentiation numérique ne parait pas adéquate
pour estimer des vitesses trés rapides ou trés lentes [11]. D’otr 'intérét & concevoir des lois de commande
par retour de position. Il est important de noter que la matrice C(g,v)v est une fonction non affine en la
partie de 1’état non mesurée v. Ceci illustre bien la difficulté de stabiliser globalement ou de construire des
observateurs pour ce type de systémes non linéaires, pour lesquels on observe uniquement les positions g.
En plus cet obstacle exclut d’appliquer la plupart des techniques classiques, par exemple, les méthodes
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de [70, 63, 58]. Pour explications complémentaires sur les obstacles qui sont dus & la présence des termes
non affine en ce qui concerne les variables non mesurées, voir I’introduction du [42] et ses références.

Récemment, dans [17], une alternative élégante pour les systémes a un degré de liberté a été apportée.
L’auteur a présenté un observateur réduit convergeant exponentiellement. Cet observateur est basé sur
un changement de coordonnées non linéaire qui a permis de récrire le systéme en une forme affine en
la vitesse. Ce résultat crucial a permis de définir un contrdleur linéaire de type "PD+” pour résoudre
le probléme de poursuite de trajectoire. Ainsi une question se pose : Que peut-on dire des systémes de
dimensions supérieures. Autrement dit : quelles conditions assurent qu’un systemes de type (2.1) peut
étre transformé, & I’aide d’un changement des coordonnées, en une certaine structure affine en la partie
non mesuré.

L’objet de ce chapitre est donc en premier lieu une discussion sur les équivalences affines pour les sys-
témes décris par les équations (2.1) pour lesquels nous allons donner des conditions nécessaires suffisantes.
La section 2.2 nous étudions une famille d’équations aux dérivées partielles pour laquelle un algorithme
permettant la construction de la solution sera présenté Dans la section 2.3, nous fournissons une condi-
tion nécessaire et suffisante caractérisant les systémes de forme (2.1) qui peuvent se ramener apres un
changement de coordonnées en une forme affine en la partie non mesurée. Si la construction d’une telle
transformation est en général hors de la portée dans le cas général, pour les systemes d’Euler-Lagrange
cette question est résolue dans [74], et nous proposons une méthode élégante qui fournit explicitement la
solution. Il est important de noter qu’il existe une littérature abondante sur I’étude des systémes d’Euler-
Lagrange, néanmoins ces résultats font appels & des conditions géométriques difficiles & manipuler.

Dans la section 2.4,une alternative de comparaison de nos résultats avec ceux qui sont dans la lit-
térature ainsi ’approche Riemannienne introduite par M. Spong et Bedrossian. N.S dans [12, 13].Dans
la section 2.23, nous illustrons notre approche, sur les exemples typiques incluant : le systéme Tora, le
manipulateur et le pont roulant (The overhead crane) pour lequel un observateur de type grand gain avec
une vitesse de convergence arbitraire serait présenté.

2.2  Une famille d’équations aux dérivés partielles

Considérons le probléme suivant. Soient M(z), ..., M™(z) des fonctions de classe C?
M':R" » Mn(R)
Considérons la famille des équations aux dérivées partielles,
%f_”) = M'(z)T(z), Vi=1,...n. (2.2)

ot T(z) est une matrice carrée d’ordre m et z € R™.

Nous voulons donner une condition nécessaire est suffisante portante sur les matrices M; pour que (2.2)
admette une solution inversible T'(z). Ce genre de probléme est bien connu dans la littérature, notamment
lorsque T'(z) € R™. Les conditions dans ce cas sont données par les conditions d’integrabilités suivantes :

Théoréme 2.2.1. [2, 56] Soient M}(x),..., M™(z) des fonctions de classe C*
Mi:R® —» Mn(R)
Considérons la famille des équations auz dérivées partielles,

Oy(z

7 = M'(z)y(z), Vi=1,...n. (2.3)
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ou y(z) € R™ et x € R™. Etant donné un point (zo,yo) € R™ x R™, il eziste un voisinage U de x¢ et une
fonction y(z) : U — R™ vérifiant (2.2) et tel que y(zo) = yo si et seulement si les matrices M satisfont
oM* OM*

MiM* — M*M? - = i < < n. )
M+ 21 oz, 0, Vi<j<m (2.4)

dite conditions d’integrabilité.

La démonstration de ce dernier résultat, utilise le théoréme de Frobenius et met en jeu Pinvolutivité
de certaines distributions. Le lecteur intéressé pourra consulté [2, 56] pour plus de détail. Maintenant
comme une conséquence directe de ce dernier résultat on peut montrer le :

Lemme 2.2.1. Soient n et m un entier naturel non nuls, M*(z), M2(z),..., M™(z) € M (R) de classe
C2. Considérons la famille des équations auz dérivées partielles :
orT

e Mi(z)T(z), Vi=1,...n. (2.5)

Soit, Ty € Gl (R) et 2o € R™, il existe une matrice T(z) inversible solution de (2.5), définie dans un
voisinage de To, si et seulement st :
oM* oM?

infi _ AfI AL _ _
MiMI = MM+ 5o = o 0. (2.6)

Démonstration. 1. Nécessité
Supposons que pour tout Ty € Gln(R) il existe une matrice inversible T qui satisfait (2.5).
D’apres I'égalité de Schwartz,

2 2
°T(z) _ 0 T(x) 27)
Oz, 0z}, Oz0z;
Donc
L ME@TE) = 5 (M) ey
oz; T Oz )
Qui est équivalentt &
BM" k i aMZ i k
( oz, + M*(z)M (x)) T(z) = ( i + M ()M (:c)) T(z)
Puisque T(z) est inversible pour tout.z, on en déduit I'égalité (2.6).
2. Suffisance
- En utilisant le théoréme 2.2.1
Ecrivons Ty = (T1, ..., Tg) avec les T§ sont les vecteurs colonnes.
D’aprés le théoréme 2.2.1, pour chaque vecteur T¢ il existe un vecteur T;(z) telle que
o, _ M*)Ti(z), Vi=1,...n. (2.9)
a:l:k

Considérons ainsi la matrice T'(z) formée par le colonnes T;(x). Il est clair que cette matrice est
inversible dans un voisinage de zo si To est inversible (car I'application A — det(A) est continue)
et satisfait (2.5), d’ol la démonstration.

L’inconvénient ici est que la solution T'(x) n’est pas connue explicitement. 11 s’agit d’une condition d’exis-
tence, mais pas une méthode permettant la construction de la solution. Nous proposons ci-dessous une
autre démonstration originale. Cette démonstration est basée sur un raisonnement par récurrence. L’avan-
tage est qu’elle nous permet de construire une telle solution de (2.5). En outre cette solution est définie
sur ’ensemble de définition des matrices M;.
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Autre démonstration
La démonstration se fait par récurrence sur 7.

Soit P la propriété suivante

P:V¥n>1,Vm>1; il existe T(z) inversible solution de ’équation (2.5).

1. n =1 : L’équation (2.5) devient

8T(a:1)
Bacl

= Tl(.’L'l) = M(.’L‘l)T(.’Bl) (210)

qui est une équation différentielle linéaire ordinaire et admet une solution pour toute matrice My €

Mo (R).

. Supposons qu’elle est vraie & 'ordre n c’est a dire :

¥m € N, il existe une matrice Ty, (21,...,2xs) telle que
de matrice M1, M2 ..., M™ € M™(R).

Soit maintenant M?1,..., M™*t! € M™(R) vérifiant (2.6).
En particulier on a pour tout i < j <n

5. = M*T pour n’importe quelle famille
L

oM’ B oM*

M — MIMI =
MM — M'M o2 oz,

(2.11)

Donc pour tout z,41 fixé, d’aprés I’hypothése de récurrence; il existe une matrice Ty,,,(z1,
Ts,...,Zn) telle que

T, i
_ﬁ- =M T1n+1
pour tout i = 1,...,n. Montrons qu'il existe une solution de (2.5) de la forme T =T, ,, Y1(Zn+1)

ott Uy (r,41) est une matrice carrée d’ordre m & choisir convenablement.
Tout d’abord pour ¢ = 1,...,n, nous avons

oT T,
— Inilyy n
61‘1; Ba:,- 1(-’15 +1) (212)

= MiTIn+1\I/1(:I:n+1) = MzT

Pour i = n + 1, I’équation
or

o = MTT (2.13)
Qui est équivaut a
d¥, Tz, .,
e T e Vilen) = MY 2.14
T. ntl dIn_H + 3J:n+1 1(I +1) n+1 ( )
ce qui équivaut a
d\Ill _ n _ aTzu )
—dzn+1 = (T;,;nl_,_lM +1Ta:"+1 - CZ":,::*_1 —am—ni-> \I’(.’B,H.l) (2.15)

Pour que cette équation admette une solution ¥ ne dépendant que de z,4; il faut et il suffit que le
terme

— n — 6T-Tn
K(z) = (TI"1+1M +1T1"+1"Tf"1+13x:+:> (2.16)

soit indépendant de z1,%,...,Tn.
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Mais pour i = 1,2,...,n, et puisque Ty, est de classe C2 nous avons :

n+1
3K($) = 71 MiMn+1TI"+1+T_1 oM T

(9.'131; Tn4l Tnil afl:i Tn+1

2
ot P
Tnt1 6$i$n+1

+TL MAHIMET

Tn41 Tn+tl

0T,
T—l i Tnil .
+T;L M — (2.17)

J1 apipgm ., oMt
= _Tzn{f—lM M +1TIn+1 +Tz“1+1—az_i—Tz"+l
+T—1 Mn+1MiTI _ T—l oM T

Tntl n+1 Tntl o 1 Tnil
n

car
2T 9
Bx,-aa;nH - aflln+1

oM’ L
amn-i—l

(M'T,

J’:n+l) = azn+1 Tn+1

I

+ MM -
T Tn+i

T,

Tmtl

3K(II:) T-1 (_MiMn-H +

3zi - T+l

= 0

oMnt1 aMi)
0 (2.18)

puisque les M; satisfont les conditions d’integrabilités (2.6). Ceci termine la preuve de la suffisance.
O

Ce dernier lemme nous fournit un moyen simple pour construire des solutions de I’équation (2.5).
Aussi de la méme facon, on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 2.2.2. Soient n et m deuz entier naturel non nuls.
Soit M1(z), M2(), ..., M™(z) € Mmn(R) de classe C*.

Considérons la famille des équations auz dérivées partielles :

or

o = T(x)M(z), Vi=1,...n. (2.19)

Soit, Ty € Glm(R), il existe une matrice T(x) inversible telle que T(zo) = To, solution de (2.5) si et
seulement si :
oMt oMY

TALT _ MIME — = .
MMS — MIM - e+ 0. (2.20)

La démonstration se fait de méme maniére comme précédemment. Remarquons que, dans ce cas il
faut chercher une solution du type T(z) = ¥(Zn+1)Te, s (T1....-Zn) olt ¥ est une solution de

d¥,
dzn+1

T:
= W) (Tor ML, - St ) (2.21)

Tnil amn+1 Tn+1l

o7,
ot Von vérifie de la méme fagon et sous les conditions (2.20) que le terme (T, M™ ' T5 L | — a—m"—“ e
n xn+1 n

est indépendant de z;.....T,.
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2.2.1 Exemple

Remarquons, tout d’abord que chercher une solution du systéme (2.5) est équivalent & déterminer une
solution de ce probléme

or
6a:¢

= -T(x)M(z), Vi=1,...n. (2.22)

car si T(z) est une solution de (2.5) alors la matrice T(z) = T~'(x) est une solution de (2.22).

Maintenant & titre d’exemples entrant dans le contexte du lemme précédent considérons le systéme

aux dérivés partielles défini sur R?
oT

9L _ 1
o =T M@
ju (2.23)
oL _ 2
o = T(e)Mz)
avec
L {0 o0 s (-1 0
0-(89) w ee( 20 g
Puisque nous sommes sur R? les conditions d’intégrabilité (2.4) s’écrivent :
1 2
MM? — M?M* + oM oM~ _ (2.25)
61112 3.’E1

Un calcul simple montre que cette équation est satisfaite. Il s’ensuit donc que le systéme (2.23) admet
une solution. Pour expliciter cette solution, on utilise le lemme 2.2.1.

—8g(x) = M(z)T(z) et de condition initiale ®5,(0) = Idy , ol Idy
Ty

est la matrice identité de M3(R) est donnée par

La solution ®,,(z;) de I’équation

®,,(z1) = q)zz(o)exp(fElMl)=< 1—12 (1))

1€
De plus un calcul simple montre que

@;21M2¢I>,2—<I>;1—%q;‘1; = (

oo
N’

O =

est indépendante des variables z; et za.

La solution de condition initiale ¥(0) = ids de

(@) (tb;lez@z, - @.;1—8(.;1;”) ¥(z2)
2

dqo
e (
V() = ( 0 1 )

Finalement, la solution du systéme (2.23) est donnée par

est évidemment

T@) = e.E¥e)=( 5 1) (2.26)
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2.3 Forme affine des systéemes d’Euler- Lagrange

2.3.1 La formulation Lagrangienne

En mécanique lagrangienne, un systéme mécanique peut & chaque instant étre repéré par un systéme
de n coordonnés généralisés indépendants qi, ..., gn, qu'on coutume d’appeler les degrés de liberté du
systéme. On y adjoint les coordonnées de vitesse 41, ..., 4n et on forme le lagrangien

L(q,‘I) = gc(‘]hﬂ]m‘]l:»‘]n) _G(qlaaqn) (227)

ot €, est I’énergie cinétique et G I’énergie potentielle qui est une primitive de la somme des forces dérivant
d’un potentiel, (des forces de gravité et des forces de rappels des ressorts par exemple). £.(g, ¢) est de la
forme

. 1, - iy
Elgd) = 5d"M(Qi= ) Midd (2.28)

i,j=1

olt M(q) est une matrice n x n symétrique définie positive.

Les équations d’Euler-Lagrange sont alors données par
d OL . OL, .
a—t(@)(q,q) - 5«2('1’ Q) = 7 (2.29)

avec Ty, ..., Tn sont des forces généralisées (forces et couples) externes au systéme ou ne dérivant pas d'un
potentiel.

Définissons le vecteur

Vilg) = Z—i@)

d
Posons d—z = v les équations (2.29) sont équivalent & (82, 89]

M(g)o+C(guv+V(g) = 7 (2.30)

avec

1. M(q) est la matrice des coefficients des termes inertiels associées & I’énergie cinétique définie par
(2.28),

2. V(q) représente le n-vecteur des couples de gravité ou des couples ou forces dérivant d’un potentiel,
(voir [89] pour plus de détails et d’exemples).

3. C(q,v) est la matrice des forces centrifuges et de Coriolis. Son kj-éme élément est donné par

i=n

Cij = Z Cijk(q)vi (2.31)
i=1

Cijk

1 (6Mk,~ OMii 8Mi,-) (232

2 0q; * BMj 0qx

Les Cjj sont appelés les symboles de Christoffel de premier espéces . Le terme C(g, v)v dépend
quadratiquement des vitesses généralisées v et reflete les interactions dynamiques de liaison. Il
contient deux types de termes : les v; v; qui s’appellent termes (forces) centrifuges si (i = j) et
termes de Coriolis si (i # j).




24 2. TRANSFORMATION DES SYSTEMES D’EULER-LAGRANGE

Le vecteur d’état d’un systéme mécanique est constitué de deux parties : les coordonnées de position g
et les coordonnées de vitesse v = ¢
v

Dans des nombreuses applications, il est intéressant de considérer différents jeux de coordonnées de
position. La transformation d’état procéde deés lors en deux étapes. On transforme tout d’abord les
coordonnées de position :

© = &(q)

o
avec ® : U; — V; est un difféomorphisme et la matrice T'(q) = B est de rang plein pour tout ¢ € Uy
q

(U; et V; sont deux ouverts de R").

Le nouveau vecteur d’état est ensuite formé des nouvelles coordonnées de position © et de leurs

~(3)

dérivées 0 =0 = —¢:
La transformation d’état est ensuite définie comme suit :

Oq
v (8)-(59,)

Dans ces nouvelles coordonnées, le modéle d’état s’écrit :
0 =

_ (2.33)
(T(a) ~ T@M'C(g, v)) v+ T(@OM™ (@) (7~ V(@)

Q

On peut aussi s’intéresser & la transformation de la forme

= ()= (e

ot T(q) est une matrice inversible pour tout ¢ € U; qui n’est pas forcément la jocobienne d’un difféomor-
phisme. Ainsi, dans les nouvelles coordonnées le modéele d’état s’écrit :

§=T"Y)®
= (T -TM~1C(g, v)) v+ TM (@) (7 - V(a))

Dans ce travail, nous concentrons notre attention sur ces deux problémes :

1. Probleme 1 : A quelles conditions, existe il une matrice T'(q) telle
(T —_TM~C(q, v)) v=0

2. Probléme 2 :A quelles conditions, existe-il un difféomorphisme ®(g) tel que
(T - TM™'C(q, 'u)) v=0

ouT(q) = @
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Remarquons si on suppose par exemple qu'’il existe un difféomorphisme vérifiant les conditions du premier
probléme le systéme (2.33) serait équivalent a

6 = Q

Q = T(@QMg)(r-V(g)

qui est un systéme linéaire en . Avant de caractériser ces deux problémes, plagons nous dans un cadre

plus général que celui des systémes lagrangiens. Tout d’abord, nous allons rappeler un résultat établi
dans [22], ol 'auteur a étudié une famille de systémes non linéaires. Ensuite nous donnerons une autre
démonstration de ce résultat en utilisant le lemme 2.2.1. Considérons un systéeme MIMO avec autant
d’entrées que de sorties dont le degré propre est 2n (c’est & dire 2n variables d’état). Exprimée en forme
matricielle, la représentation d’état est :

(2.34)

& = f(z)+g(z)y,
(2.35)
y = h(z),
Avec
T fi(z) gu() ... gim(z)
r=[ flz) = : g9(z) = L :
T2n fn(z) gn1(T) ... Gnm(T)
Uu1 hn hi(z)
u=| : Jy=| : | =)= :
Um Yn hn(z)

ot u est le vecteur d’entrée du systéme, y le vecteur sortie et z le vecteur d’état. Chacun de ces vecteurs
est une fonction du temps.

Introduisons la notion de degré relatif qui est trés importante car elle est & la base d’une condition
nécessaire et suffisante permettant d’affirmer ou d’infirmer le fait que le systeme de type (2.35) soit
linéarisable de maniére exacte ou partiellement. Le degré relatif d’un systéme MIMO est a son tour lié &
la dérivée de Lie [2, 87].

Définition 2.3.1. [2, 87] Le systéme non-linéaire (2.35) MIMO ale (vecteur) degré relatif r = (71, ...,Tn)
au point Tg Si :

1.

Ly, 0 Lihi(z) =0
pourl <j<n,1<i<n, k<r;—1, pour tout T dans un voisinage de xg.
2. La matrice . .
Ly oL} "hi(z) ... Lg,0 L7 ha(z)
A(z) = : e :
Ly, o L 'hm(z) ... Lg,0 L7 ho()

est non singuliére au point xo.

Considérons maintenant un systéme de type (2.35), nous voulons déterminer des conditions suffisantes
qui nous permettent de transformer un systéme décrit par les équations (2.35) en un systéme affine de la
forme suivante

A(y)z + B(y) + D(y)u
y = Czx

z (2.36)
avec A, B et C sont des matrices de dimensions appropriées.

Si le systéme (2.35) est de degré relatif (2,...,2), alors d’apres ce qui précéde, pour tout zo € R?" il
existe un voisinage Uy, telle que
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Lo.hil(z) = 0
pour tout 1 < j < n, et Va dans un voisinage de zo.
2. La matrice

Ly, 0Lghi(z) ... Lg, oLghi(z)
A(z) = : :
Lg1 o thm(.’lt) e Lgn (o) thn(:lt)
est non singuliére au point xg.
On a alors le résultat suivant, démonté dans [22]
Théoréme 2.3.1. [22] Considérons le systéme non linéaire (2.35) de degré relatif 2,...,2)T. Alors

le systéme (2.35) peut étre transformé globalement sous la forme (2.36) si et seulement s’il existe des
matrices de taille n Q(y), Re(y), k = 1,...,n, un vecteur P(y) et S(y) telle que

1. T(h) = (ShI Re@)Ls (b)) Ly(h) + QQu)Ls (k) + Pw),
2. LoLy(h) = S@),

OR;, ORy
. — — —— = RyR; — RR;:.
Bur  Ow kv 11tk
Démonstration. 1. Suffisance : Supposons qu’il existe une famille de matrices Qy), Re(y), k=1,...,n,

S(y) et un vecteur P(y) définies sur Uy, vérifiant les assertions du théoréme. Il existe donc une

matrice inversible T'(y) telle que
g— = -TRy (2.37)
Ay

en outre une méthode de construction T'(y) est donnée.
Introduisons alors le changement de variable,

Z, =y = h(z), Zy =T(y)Lsh
Il s’ensuit que )
2, =T '(y)Z2 (2.38)
et
__ dT'(y) dL¢h(x)
Zy = Tth(x) +T(y) g
_ ReT() dLyh(z) dx
= ; —Wthk(x)th(w) +TW)—5 %

- TW) (— S ReLyhe(a) + 22 () + g(m)w)

i=1

= T(y) (— i RiLshi(y) + Lih(z) + Lgth(w)v)>

=1

= T(y) (Q(y)Lsh(z) + P(y) + S(y)v))

= T)QWT *(y)Z2 +T(y)S(y)v + T(y)P(y)-

D’ ol le théoréme.
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2. Nécessité : La réciproque, n’est pas originale, elle trouve son originalité dans [22]. Pour obtenir une
démonstration plus compléte voir [22].

O

Remarquons que pour les systémes non linéaires vérifiant les conditions du théoréme précédant une
méthode de synthése d’observateur peut étre envisagée. En particulier, cette méthode constitue une
alternative a la synthése d’observateur de type grand gain mis en évidence dans [63] pour la méme
classe de systéme en remarquant leur uniforme observabilité. Cependant, si une telle propriété permet
de résoudre le probléme de la synthése d’observateur pour le systéme qui la vérifie, elle peut méme dans
certains cas étre utile & la commande : en effet, son intérét réside dans la forme affine en I’état du systéme.
Si Pon synthétise un observateur pour lequel ’erreur d’estimation est linéaire, et une commande également
de type linéaire, le principe de séparation pour les systémes linéaires s’applique, et on obtient un principe
de séparation pour une classe de systémes non linéaires.

En particulier, d’aprés les travaux de Di Benedetto et al. {14], sous des conditions de bornitude sur la
sortie et ses dérivées et d’observabilité suffisante, un observateur de type Luenberger avec un gain K(y)
peut étre construit pour un systéme (2.3.1) :

Théoréme 2.3.2. [14] Considérons un systéme décrit par les équations (2.3.1), avec B(y)u borné et
y = (y1...yp) € RP, et s0it Y Uensemble des y tels que :

1. A(y) est contintiment différentielle par rapport Gy, i=1.p

2. La paire (C, A(y)) est observable d’indices d’observabilité constants

P
Alors il existe une constante p et un gain K(y tels que dés que y €Y et Z < meé = (Ay) — K@y)C)e

i=1
est globalement asymptotiquement stable.

2.3.2 Equation : (T —~TM~C(q, v)) v=20

Définissons les nouvelles variables d’état = = (z1, z2)T = (g, v)"T. Un systéme mécanique décrit par
les équations (2.1) peut &tre modéliser sous la forme

flz) + g(z)u

Yy = I1.

T

(2.39)

avec

f(@) = (z2, —M~1C (a1, $2)$2)T

g(z)yu = (0, M~Y(q) (r = V()"

Tl est clair qu’un systéme d’ Euler-Lagrange avec y = g comme sortie est de degré relatif (2, ..., 2)T puisque

th(.’l,‘) = I, (2.40)
Lgh; = 0 (2.41)
Alx) = (Lgka(hl)(m))1§k,zgn=M(‘1)‘ (2.42)
En plus
Lz) = —M~'(g9)C(g,v)v, (2.43)

LoLs(h)(z) = M7'(q). (2.44)
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Il s’ensuit donc que le théoréme 2.3.1 s’applique et pour qu’un systéme décrit par les équations d’Euler-
Lagrange puisse se ramener aprés changement de coordonnées a un systéme de la forme (2.36) avec y = q,
il faut et il suffit qu’il existe une famille de matrice Ry, .., R, telle

k=n
~M~(q) C(q, v)v= (Z quk(y)) g+ Q(y)Ls(h) + P(y) (2.45)
k=1
Et
OR, ORi
o ow Ry Ry — RiRy.

Cependant la matrice M~1(q)C(q, v)v est quadratique en v, c’est a dire qu’elle peut étre décomposée
en

~M~Yq)C(g,v)v =) _viRv (2.46)
i=1

Donc les matrices P(q) et Q(q) apparaissant dans I’équation (2.45) doivent étre nulles. Alors, on peut
facilement montrer le théoréme suivant qui caractérise bien le premier probleme poser précédemment.

Théoreme 2.3.3. Il existe un changement de coordonnées transformant (2.1) en (2.36) si et seulement
s’il existe une matrice non singuliére T(q) vérifiant

T(qv = T(@M(q)C(g,v)v (2.47)

Démonstration. D’apres le Théoréme 2.3.1, si le systéme (2.1) peut étre transformé sous la forme (2.36)
alors il existe une famille de matrices R; telle que le systéme d’équations aux dérivées partielle

> = RT (2.48)
admet une solution T'(q).

1l s’ensuit que la matrice T(g) = —T~(q) vérifie

: =T
T(q)v im—

Il
™
g
9
[

i=n 2.49)
= Z ’U,’TR{U (
i=1

= T(M~'(g9)Clg,v)v

Réciproquement, supposons qu'’il existe une matrice T(q) telle que T(q)v = T(q)M~(q)C(q, v)v. Consi-
dérons la transformation définie par (g,v) — (g,Q = T(g)g). Dans ces nouvelles coordonnées (q,Q) le
modele d’état s’écrit : )

& =T-1(q)2

Q=T(@M(q) (T - V(2))

Posons = = (g, )7, et pour y = ¢ on obtient le systeéme suivant :

&= A(y)z + B(y) + D(y)7
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40 =5 Tﬁ”)’Bw:(—ﬂ@Mgwww>etm”=(T@ﬁ*@)

D’ou le théoréme.

O

Dans [22], pour les systémes & un degré de liberté, G. Besancon montre que (2.47) admet une unique
solution ; plus précisément on le corollaire suivant :

Corolaire 2.3.1. Pour, n =1 la fonction T(g) = /M(q) est V'unique solution du (2.47) (o une constante
multiplicative preés).

Démonstration. Pour n = 1; T(q) € R. La matrice de forces centrifuges et de Corolis C(q, ) est définie
a partir de M (q) par les symboles de Christoffel par

Clg,v) = clg)q = MQ(_‘J) _ M'Q(q)

v

En implantant 1’égalité précédente dans (2.47) on obtient

T'(g) = T(@M ()M @) (250)

En intégrant (2.50), on obtient la conclusion. O

Le corollaire précédent montre que le probléme (2.47) n’admet & un coefficient multiplicatif non nul
prés qu’une seule solution. Considérons maintenant un systéme d’Euler-Lagrange d’un degré de liberté
(n=1) qui peut é&re modéliser par

i = v
1 (2.51)
Y00 (r - V(q) — c(g)v?)

La difficulté pour commander un tel systéme sans mesurer la vitesse v vient principalement du terme
quadratique ¢(q)v?. Le théoréme donne une transformation d’état linéaire en v du systéme (2.51) qui
élimine cette dépendance. Considérons les nouvelles variables d’état :

_ q
§g = T(s)ds,
{ Jo (2.52)
z = T(g)¢
On obtient ainsi le modéle suivant :
qg = 2z,
1
i = ———=(r-V(@) (2:53)
M(q)
y = 4.

Ce dernier systéme a une structure affine en la partie non mesuré z, ainsi une stabilisation par retour
d’état et un observateur global peut étre construit [19], en outre on peut appliquer le principe de séparation
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linéaire [15]. Cette propriété a été utilisée par G. Besangon dans [22], oil il a donné une solution globale et
simple pour les systémes d’Euler- Lagrange d’un degré de liberté du probléme de poursuite des trajectoires.

Il faut aussi noter que le premier contréleur global asymptotiquement stable sans mesure de vitesse
et sans observateurs pour des systémes d’Euler-Lagrange d’un degré de liberté a été présenté tres ré-
cemment dans [6]. Cette approche est basée sur une structure de type "computed torque” plus PD et
un retour dynamique de sortie inspirée du filtre linéaire de différentiation approximative. La stabilité
globale asymptotique de la boucle fermée est assurée pourvu que les gains du controleur et de ’extension
dynamique satisfait quelques bornes inférieures qui dépendent de la trajectoire de référence souhaitée.
Cette approche a été généralisée pour les systémes de degré de liberté quelconque par Zhang, Dawson de
Queiroz and Dixon dans [100].

Peut-on généraliser 3 des dimensions supérieures? On sait la matrice d’inertie M(q) est symétrique
définie positive, il existe donc une unique matrice N(q) symétrique définie positive telle que M(gq) = N 2(q).
En s’inspirant du cas n = 1 la matrice N(g) est solution de I’ équation différentielle Tv =TM~1C(q,v)v
si et seulement si

N(gN(qjv = C(g, v)v. (2.54)

Ce qui n’est pas toujours le cas en général. En effet, nous montrons que cette matrice ne peut pas étre
solution quand n = 2, dans ce cas N(q) est donnée par

N(g) = M(q) + VAg)Idy

= (2.55)
Ver(M() +2v/B()
avec A(q) = det(M(q)) puisque
M(q) + VA 1d2 _ M) +2V/A(g) Mg) + A(g)ld (256)
Vir(M(9) +2v/B(Q) tr(M(q)) +2v/B(9)
or d’aprés Cayly Hamilton, on a
M?(q) - tr(M(q)) M(q) + Alg)Idz = = 0 (2.57)

ce qui montre (2.55).

Supposons que la matrice M(q) ne dépend seulement que d’une seule variable soit par exemple ga.
Donc

dN
N(q)#” = C(g, v)v. (258)
équivaut a
M (q2)v1vz + Mip v3
) 2.59
v2N(g2) N'(g2)v ( —% (M{1(g2) v} — Mis(gz) v3) %)

On voit aisément que les deux termes de I’égalité (2.59) ne sont pas les mémes en général car, dans
ce cas, le terme de gauche dépend seulement de vivs et v2 par contre le terme de droite dépend a la fois
de v}, vou; et vZ. D’oti impossibilité pour N(q) d’étre une solution en général pour ce probleme.

Dans le paragraphe qui suit, on donne aussi une autre caractérisation de la solution de (2.47), basée
sur la décomposition de la matrice d’inertie. Cette solution est déterminée par une famille d’équation aux
dérivés partielles dont on explicitera la solution.
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2.3.3 Equation (T —TM-'C(q, v)) v =0 ot T(g) = ‘2_3

Dans le but d’étudier le probléme suivant : existe-il un difféomorphisme ®(g) tel que

(T - TM™1C(q, v)) v=0

o
ou T(q) = 5o Dous considérons dans cette section une équation légérement différente de (2.47), en
q
demandant seulement 1’existence d’une matrice non singuliére T'(q) satisfaisant 1’équation différentielle

T(g) = T(¢)M~(¢)C (g, v) (2.60)
Il est intéressant & noter que les deux équations (2.47) et (2.60) ne sont pas équivalentes. Il est clair que
si (2.60) admet une solution il en est de méme pour (2.47). Par contre la réciproque est fausse comme le

montre 'exemple suivant :

Considérons un systéme d’Euler-Lagrange dont la matrice d’inertie est donnée par

M(q) = (e_Oqz (1))

alors en utilisant les symboles de Christoffel [89], la matrice des forces centrifuges et de Coriolis est donnée
par
1 _ —Vy —U
—_ q2
C(q,v) = 26 ('Ul 0 )

M~(q)C(q,v)v = viR1v + vaRyv

0 0
-1 0
R1 = ( %e_qz 0 ) et R2 = ( 0 0 ) (261)

11 s’ensuit que

avec

En outre on peut vérifier facilement que les matrices Ry et Ry vérifient :

ORy OBy _ poRp —RiR, | (2.62)
oq 2sp)

est par conséquent il existe une matrice T'(q) solution

9T(q)

0q,
9T (q)

0g2
dont on va expliciter une solution en utilisant le lemme 2.2.2.

= T(q)Rla
(2.63)

= T(q)R:

aT(q)
oq

La solution ®g4,(q1) de = T(q)M~1q)R; de condition initiale ®4,(0) = Id est donnée par

1 0
D (q1) = Poexp(qila) = ( 1 1 )

—qgi1e—92
241
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Aussi un calcul simple montre que

L 0%,
®¢12M2q)qzl - Fq‘;_%l = < 0 0 )

qui est indépendante des variables q; et g2.

La solution de condition initiale ¥(0) = Ids

d¥(qs) o, 0%, .
dq2 = \I/(Q2)(q>q2M2¢q2 — 8qzz (I)qzl)
est donnée évidemment par
e 0
\I/(Q2) = < 0 1 )
Enfin la solution du systéme (2.63) est donnée par
e 12 0
T(q) = Y(q).Pg(q) = ( 1 ) (2.64)
—2-6 aqi 1

Mais T(q) ne vérifie pas (2.60). On donnera par la suite une condition nécessaire et suffisante pour qu’ une
solution de (2.47) soit une solution de (2.60). Pour cet exemple, nous justifions plus loin que I’équation
(2.60) n’admet pas du tout de solution.

Rappelons que la kj-éme élément de la matrice C(g, v) est donné par

Cij = Y Cij(q)vi (2.65)
i=1

Il s’ensuit donc qu’elle est linéaire en v : c’est dire il existe une famille de matrice C;(g) tel qu'on a

=n
C(gv) = Y Ciqus (2.66)
i=1
AY rd . 0 T M
ot les Cj;x(q) sont les entrées de chaque matrice C;. Ces matrices sont telles que C;,+C; = .l est

qi
facile de voir que ’équation (2.47) admet une solution T'(g) si et seulement si, il existe des matrices R;
telle que
n

- i) ZviRiv = C(q, v)v
i=1
o oT 1
- ll) 'az —TM R1,

alors

oT
En effet : Supposons que 7" est une solution de (2.47) et posons R, = MT-! 3

?

qi

Zn:’!)iRi’U = MT_lzn:UigZU
i=1 i=1 ¢

MT ! (TM™'C(q, v)) v=C(g, v)v

de plus or _ TM-R;.
oq

i
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Réciproquement, si Rj, ..., R, des matrices vérifiant les points i) et i) ci-dessus, alors

S vigqlv = TM™! S v; R;v
> vige

i=1

TM~'C(q, v)v

En revanche dans I’équation (2.60) les matrices R; sont obligatoirement les C; car
n oT . . n
Z:U"a_qi =TM™'C(q,v) = TM zv,-c,

équivaut a
oT
9g;
Le fait que les équations (2.60) et (2.47) ne sont pas équivalentes provient donc du fait que l'expression
n

=TM™'C;

C(g, v)v peut étre décomposée sous la forme E v;R;v avec une infinité de choix possible pour les R; :
L, . i=1
plus précisément, on aura
n

n
ZWRW = C(q,v)v = zv,Civ
i=1 i=1
si et seulement si
R; 3 €5 + R-e,- = C’-ej + C’-ei

(Les e; sont les vecteurs de la base canonique de R™). En revanche 1’expre531on C(q, v) est linéaire en v et

s’écrit Z v;C; et cette décomposition est unique puisque szC sz ; pour tout (¢g,v) € R® xR"
i=1 i=1 i=1

équivaut & C; = C;. Finalement, une solution T'(g) de (2.60), si elle existe,vérifie le systeme aux dérivée

partielles suivant

oT
%;(Q)

Nous donnerons par la suite une condition nécessaire est suffisante pour que (2.60) admette une solution.

T(q)M(q)Ci(q) (2.67)

Théoréme 2.3.4. L’équation (2.60) admet une solution si et seulement si
ac; 00,
9¢;  Ogi

pour touti < j =1,...n, ou les C; sont les matrices données par la décomposition (2.66). En outre sous
les conditions (2.68) la solution est donnée explicitement.

=CIM™IC; - CM™'C; (2.68)

or
Démonstration. D’aprés ce qui précéde, 'équation (2.60) équivaut a o TM;, avec M; = M~1C;. 11

T
s’ensuit donc qu'une condition nécessaire et suffisante d’existence de T est la suivante :

oM; OM;
M;M; — M;M; = L 2.69
J J 3(11: 6‘1_7’ ( )
Comme C; +C] = — on a
OM; OM; 1 T 1 -19C; 19C: -1 Tyas—1
= Ci+CchHMc;+ M! -M! +M~YC; +C; )M™C;
dq;  0q; ( ) e Bg; (@ +6)
oc; oG

= M;M; - MiM; + M~ ( —CJM—lcj+CJTM-1Ci).

d¢;  9g;
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Par conséquent, une condition nécessaire et suffisante pour que ’équation (2.60) admette une solution
est que 1’égalité suivante soit réalisée :

9C; 9C; _ ATt T -1
- =C, M~C;,-C; C;.
dq¢; 0q; 7 s MG
Ce qui achéve la démonstration du théoréme. O

Le théoreme précédent donne une caractérisation algébrique d’une classe de systemes d’Euler-Lagrange
qui peuvent étre transformés, avec I’aide d’un changement de coordonnées, en une certaine structure, affine
dans la partie d’état non mesurée v = ¢.

Cependant, nous allons énoncer

Théoréme 2.3.5. Considérons un systéme d’ Euler-Lagrange (2.1). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. Il existe une matrice non singuliére T(q) telle que

T(q) = T(g) M~ (9) Clg, v) (2.70)
2. Il existe une matrice inversible N(q) telle que
M(g) = NT(g)N(9)
(2.71)

et NT(9)N(q)

Clq,v)
3. Il existe un difféomorphisme © : R™ — R™ tel que

M(g) = NT(9)N(q)

(2.72)
ot 9 _ N(g).
0q

Démonstration. 1 = 2

Supposons que ’équation (2.47) admet une solution T(g).

Calculons (-iM, avec M = (TT)~tMTL.

dt
Ona _
aM TV=1(T AM-LYTTY(TT)"! Ty-1
o = —(@)THCTMTITTY(TT) T M(TT)
+(TT)‘1£€%T‘1 - (TT)—lMT'l(TM‘lc)T‘l
(2.73)
— _(TT)—I(CT+C_d_A£)T—1
dt M
— T =
= 0 carC' +C 7

Par conséquent , M = TT-1MT~' , est une matrice constante symétrique définie positive. Prenons
N = M3T, alors on peut vérifier facilement que

M(q) = NT(9)N(q) (2.74)

et

N EN@ = Cla). (2.79)
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2=1

Supposons que les conditions 2. soient satisfaites, la matrice N (q) est donc inversible et un calcul
simple montre qu’elle est une solution de (2.60).

3=2:

Posons N(gq) = (N;;(q))i;. D’une part on a
ON = b3}
N o (Z Ni N’“J) (2.76)
ij

D’autre part pour tout ! et si on écrit, C; = (Cijk)k;, on a
OMi; + OMy  OMy;

Oq g, Oqxk
_ Zn: 6]Vsj]\]'sk: + 8Nsstl _ 6JV.s:l]\rsj

2Cljk =

2 B4 Bar (2.77)
= aNs,c ON,; ANy ANk ONy ON,;
=Y N, + N, . + N, + N, — Ny — Ng—2
247 g T o i " 8q; B, g
En outre N(g) est la matrice jacobienne d’une application © si et seulement si
5 N 1j 5 N 14
' Nnj ? an
pour tout couple (¢, 7). Il s’ensuit que,
6]Vsk: _ aNsl
oq oqy ’
pour tout i, et k. Ce qui entraine
= ONy;
20k = szzijsk—a-qT’ (2.79)
sl T, 4N (9) —
Comparant (2.76) et (2.79), nous concluons que N(g) satisfait N (q)T = C(q,v).
2=3:
- . — . . ON* ONJ
N(q) est la matrice jacobienne d’une application © si et seulement si W = o0
§ i
Mais,
ON'® ;
— = N'C; 2.80
g; ! (280

avec C} est la i-eme colonne de la matrice Cj et C’ est la j-eme colonne de C;. Mais de la formule (2.32)
deﬁmssant C(g,v), il en résulte que C’ C” pour tout couple (3, j). Ce qui nous permet de conclure. 0O

Ce dernier théoréme est intéressant car il permet de caractériser le deuxi¢me probleme, en outre il
permet de linéariser totalement un systéme d’Euler Lagrange. Autrement dit si on considére le difféomor-

phisme suivant :
(@v)" — (8, z=T(g)v)"
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Dans les nouvelles coordonnées, on obtient :

0 = —%’U =2z
;= Tv+To
(2.81)
= (T -TM'Clg,0) v+T(@) (= V(2))
= T(q) (7 - V(9)
qui s’écrit sous une forme plus compacte
0 = z
(2.82)

z

T(q)(r—V(2))

systéme pour lequel la synthése d’observateurs par exemple ne pose plus de probleme selon les résultats
sur les systémes linéaires [18, 63].

Reprenons maintenant ’exemple du paragraphe 2.2.1. On a

1 _ —vy -1
— q2
C(q»v) - 26 ( vy 0 )

1 0 -1 1 -1 0
_ Lo — T2
Ci= 26 (1 0 ) et Cy 26 ( 0 0)

Les conditions (2.68) s’ écrivent

et par conséquent

8c; 9C;
d0g;  Oq;

1 0 1
—CTM-1C, Tl — Ze 92
CIM=1C; + CTM~1C; 7€ (_1 0) (2.83)

D’aprés le théoréme 2.3.5, on déduit qu’il n’existe pas une matrice T(q) vérifiant Péquation (2.60). Ce-
pendant on a démontré que la matrice

e %2 0
T(q) = ( 1 ] ) (2.84)

—e 12
26 q1

satisfait ’équation (2.47). En outre on peut vérifier qu’il n’existe aucun difféomorphisme ©(q) tel que

80
Bq = T(q). Mais la question qu’on peut se poser est la suivante : existe-il une solution 7'(g) de (2.60)

80
pour laquelle il existe ©(q) tel que e = T(q). La réponse est donnée par le théoreme suivant :
q

Théoreme 2.3.6. Les assertions suivantes sont équivalentes;
1. Il existe T(q) vérifiant (2.60).

2. Il existe T(q) vérifiant (2.47) et un difféomorphisme ©(.) telle que %% =T(q).

Démonstration. 1 = 2 Découle directement du théoreme 2.3.5
2=1

Supposons qu'il existe T'(g) vérifiant I’équation différentielle suivante :

129, ~ mgm(@)Cla, o) (2.85)
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qui équivaut a
Zvi—v = zviTM Ci(qQv
= 9s I
égalité qui équivaut a
or oT
—_—€; ——.ei = TM_IC,-ej +TM_ICJ'€¢ (286)

les e; étant les vecteurs de la base canonique de R™. En exploitant le fait que T'(g) est la matrice jacobienne
d’un difféomorphisme ©(.}, il en découle que :

o _ o
0q; 0q;

avec T7 (respectivement T* ) est la j-éme (respectivement i-éme) colonne de la, matrice T'(g). qui équivaut
a

oT orT

= e Py

dg; 8g;
Grace & ceci et compte tenu que la i-éme colonne de C; est identique 3 la j-éme colonne de C; 1'égalité
(2.86) devient

or

bzej = TM—IC’Z-e]-,

Finalement, on obtient :

oT ar
- Yo

3%' : a(h
=1 (2.87)
= TM™') Cie;=TM™'C;
j=1
Ceci montre que T(q) est une solution de (2.47). O

2.4 Systéme d’Euler-Lagrange et métrique Riemannienne

2.4.1 Factorisation canonique

Dans ce que suit, on va étudier la relation entre les deux équations (2.60) et (2.47) et les résultats de
(7], (12], [13]. Dans [12], une méthode de linéarisation des systemes d’Euler-Lagrange était établie cette
méthode est basée sur une propriété intrinséque des systémes mécaniques : leur expression ne dépend
pas du choix d’un ensemble particulier de coordonnées dans l'espace de configuration R™. Une telle
transformation est dite canonique. Ce genre d’invariance & déja été pleinement utilisée pour le controle
optimal [54}, pour ’élaboration de controleurs intrinséques pour les systémes mécaniques complétement
actionnés [45] et pour la construction d’observateur dans [77].

Pour la commodité du lecteur on vas montrer dans la suite cette invariance. Reprenons maintenant
les équations (2.1). Rappelons que I’énergie cinétique est donnée par

1, .
& = §qTM (9)d

avec M(q) est une matrice symétrique définie positive pour tout g € R™.
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Posons u = 7 — V(q), les équations deviennent (2.29)

S -G = (289)

Considérant maintenant la transformation dite "Point transformation” :

Q (), Q = J(a)q

avec J(g) est la jacobienne de f : 3¢ = J(q).

Sous une telle transformation, I'énergie cinétique reste invariante et peut étre écrite dans 'une des
coordonnées comme suit

1. . 1. _ _ .
£ = 34" M@i=3Q07(@) M@ (@)Q
On supposera que f est une fonction différentiable avec une matrice jacobienne J non singuliére pour
tout g € R™. La jacobienne de f~! est donnée par :
9q
oQ
La question qui se pose maintenant est de savoir si la structure des équations d’Euler-Lagrange est
préservée aprés ce changement de coordonnées est adressée. Le but de ce qui suit est de prouver que ces

équations sont de la forme
d (OE &
— (=) -= = 2.89

dt (362) aQ ~ (289

Q)

avec @ = J lu.

D’une part, on a

06.(Q, Q) _ (9€.9Q  9€.9Q
dq — \8Q g 8Q 0q

&, O,

a0 @+ 20

(2.90)

D’autre part :
06.(Q, @ _ (9€:9Q
oq aQ 94

2.91
68c (2.91)

Il

J()

puisque -g—g = 0 car Q est indépendante de q.

9€.(Q, Q)

dt 04

d (06.Q @\ _ d (0@ Q)

£(239) - G(2G W)
(Z": 7., 26 ) (2.92)
k=

d [0 . OE,
Jri(q)— < Ji —
1( k(q)dt(Qk)+ : Qk)

La i-éme composante de — ( ) est donnée par :
i

GO-

Il
M: &

¥
[
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Or, d’une maniére plus concise :

d [8.(Q, C d . c
£(H29) - (%)

Utilisons maintenant les égalités (2.90) et (2.93), les équations (2.88) s’écrivent :

4060
dt* 8¢ Oq

u

d c%'c 65(; 3 agc a‘gc ¥
- 5 (58) 10+ 0~ 3570~ 55 90 (2.99)

(559 -58) 7@

Ce qui montre l’invariance. Ce résultat est trés utile la linéarisation, car s’il existe f(.) differentiable avec

7]
La(-q—) = J(q) inversible et satisfaisant J TJ = M, alors dans les coordonnées Q = f(g) les forces centri-

fuges et de Coriolis sont nulles. Cette factorisation spéciale de la matrice d’inertie est appelée factorisation
canonique. Il est intéressant de noter quee cette factorisation a été introduite par Koditschek [69] et par
Gu dans [47]. La question d’existence a été étudiée par Bedrossian dans [12], Spong et Bedrossian [13]. 11
faut noter aussi que Loria. A et Pantely. Elena dans [7] et G. Besangon dans [17] ont étudié la possibilité
de faire du poursuite de trajectoires par retour de position, si une factorisation canonique existe.

2.4.2 Conditions d’existences

Commencons par la définition suivante

Définition 2.4.1. Soit U un ouvert de R™. une métrique Riemannienne (Riemannian metric) sur U est

la donnée d’une application lisse g de U dans Uespace vectoriel des formes quadratiques sur R", telle que,

pour tout g € U, g, soit définie positive. Etant données des coordonnées ¢ = (qy...qn) sur R™ , on peut
n

éerire gg = Z 9i;(q)dgidg;. Dans la suite on notre une métrique Riemannienne g par ¢ij.
i,j=1

Définition 2.4.2. Une métrigue Riemannienne g;; est dite Euclidienne si et seulement s’il existe un
systéme de coordonnées T = (:cl...:cn)T avec z; = 7;(q) telle que

det J(q) #0, G=J"(g)J(q)

o
ou J(g) = —aé%ql et G = (gijh1<ij<n-

Relativement aux coordonnées z; le métrique g sera représenté par la matrice
G = (JH'GI=1id,
D’aprés ce qui précede, le concept principal qui dérive de la factorisation canonique est ’énergie

cinétique. C’est un exemple de produit scalaire définissant une métrique Riemannienne. Donc une trans-
formation canonique n’est qu'une transformation gérant une métrique euclidienne.

Des conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence d’une telle transformation, sont dues a Rie-
mann en 1861, et qui sont données par le théoréme suivant
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Théoréme 2.4.1. [88] Une métrique Riemannienne peut étre transformée en une métrique euclidienne
si est seulement si les termes de la courbure de Riemman défini par

?Mulq) |, *Mu(q) PMa(q) 8% M;i(q)
0q19q; 0qx0q; 0qx0q; 0q10q;

1~ e
+3 Z M7 1) [CrjiCaix — CriaClsji)

r,8=1

Riju =
(2.95)

sont identiquement nuls avec M;sl (g) les termes de la matrice M~1(q) et Cyj; les symboles de Christoffel
de premier type.

Le théoréme 2.3.5 montre que équation (2.60) admet une solution si et seulement si une factorisation
canonique existe. Enfin on a la proposition suivante qui résume notre résultat et les résultat de [12, 13]

Proposition 2.4.1. Considérons un systéme d’Euler-lagrange (2.1). Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

1. I existe une matrice non singuliére T(q) telle que
T(g) = T(a) M~'(q) Clg, v) (2.96)
2. Il existe une matrice inversible N(q) telle que

M(q) = NT(9)N(q)

) (2.97)
e¢  NT(@N(@ = Clgv)
3. Il existe une fonction ©(q) : R* «— R", une matrice inversible N (q) telle que
M(g) = NT(9N(9)
56 (2.98)
et B N(q).

4. Rijii = 0 pour tout 4-uplet (i, ], k,1).

5. Il existe T(q) vérifaint (2.47) et un difféomorphisme ©(.) telle que % =T(g).

Comme il été précisé dans [12], les symboles de Christoffef satisfait un certain nombre de symétrie.

Cela signifie que pas tous les termes de la courbure (2.95) sont indépendant. En fait pour un systeme
27,2
n*(n“ —1

d’Euler-Lagrange ils existent —(—15—) termes non nuls et indépendant de la courbure. En revanche en

: (s fans n{n —1)
appliquant le théoréme 2.3.4, on vérifié qu’on a exactement ————
3 vérifier. Par exemple, parce qu’un systéme & 5 -degré de liberté nous devons vérifier 10 équations de
type (2.68), tandis que en termes de la courbure de Riemman on doit calculer 50 des composantes de
courbure.

égalités matricielles de types (2.68)

2.5 Exemples d’applications

Si on se donne une matrice M(q) = (M;;(q)) symétrique définie positive, la matrice des forces centri-
fuges et de Coriolis sera donné par la commande Mathematica suivante :
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NN

Fic. 2.1 -1le TORA

C(q,v) = coriolis|M_]:= Module[{i,j,n = Lenth[M],res},

res = IdentityMatriz[n]; For[i = 4,7 < n,j + +,7es[i, j]] (2.99)

= %(D[M[[i,j]], qllk]] + DM, K]}, all])] — DIM L3, k1), alll)v([K]]]]; res]

En outre les matrices C; sont données par
C; = fIMi]):= Module[{d = Length[M]}%Table[D[M[[k,j]], qli]] + D[M[[k, ]}, q[5]]
—DIM{[i, 1], qlk]], {k, d}, {4, d}]

Nous allons illustrer nos propos en considérant les exemples suivants : Lorsque n = 1, une solution existe
toujours, elle est donnée par le Corollaire 2.3.1. Le cas de systéme d’ordre supérieur, la réponse est parfois
négative, en effet reprenant 'exemple du paragraphe 2.2.1, une solution existe si et seulement si e”92 =0
ce qui est impossible. On présentera par la suite deux cas ou ’on a une solution.

(2.100)

2.5.1 Le systeme TORA

Commengons par I'exemple du systéme mécanique appelé TORA (pour Transnational Oscillator with
Rotatting Actuator [86]) décrit par la figure 2.1. Il est composé d’une plate-forme liée & un référence
fixe par un ressort linéaire. La plate-forme peut osciller sans frottement sur un plan horizontal. Sur la
plate-forme, une masse rotative excentrique est actionnée par un moteur & courant continu a excita-
tion indépendante (DC). La commande de la partie rotative excentrique est utilisée pour atténuer les
oscillations de la plate-forme (pour plus de détails voir [82]).

Posons ¢" = (q1, ¢2)" = (q1, 6)T. L'énergie cinétique est donnée par

1. L. a bcos6 \ .
E(q,9) = §qTM(q)q=qT ( bcosd cc >

avec a = M 4+ m, b= —ml et ¢ = I + mi2. L’énergie potentielle est donnée par

1
G(q) = 5’“1%
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Soit sous forme plus compacte
q = v,

M(g)o+C(g, vv+V(g) = T,

C(q,v) = (8 ‘bSinO(qz)q'z>

C = (8 8) et Cp= (g —bSi(I)l(lh))'

Pour tester la possibilité de linéariser ce systéme, nous devrons vérifier des équations de type (2.68). Mais
puisque le systéme & deux degré de liberté on a une seule équation 3 vérifier :

60, o0,
0q2 Oqi

(2.101)

On obtient ainsi,

Ce qui implique

CiM~'c,—ciM™C, (2.102)

Mais, C; = 0 et C; ne dépendent pas du variable g1, on a bien cette égalité. Il s’ensuit donc qu’il
existe une matrice T'(qi,gz2) telle que

_g:f = TM-C

a‘él (2.103)
2 - T™MlC

0qz

Pour construire cette solution, on suit la stratégie donnée par le lemme 2.2.1. Pour cela choisissons

oo
d=1Idy, = ( (1) (1) comme solution de I’équation e 0. La raison pour laquelle nous choisissons
q1

cette solution est pratique. C’est pour obtenir une solution finale simple du probléme mais toute matrice
®(g7) inversible convient.

Maintenant le terme

<I>M—102<I>—1—@<I>—1 = MG (2.104)
Oq2

est indépendant de q; puisque M et C; l'est aussi.

Considérons maintenant ’équation différentielle matricielle suivante
d¥,
dgz

Une solution particulitre de (2.105) de condition initiale A(0) = Id; est donnée par
) a2(0) cos(g2) — a2B(q2)

U(q) = aﬂlé(;;) (2.106)

B(0)

= U(zy)M™'C, (2.105)

ot B(gz) = Varas — a3 cos(gz)?.
En vertu du lemme 2.3.1, une solution de (2.47) avec T(0) = To = idy, est
T(g2) = ¥(g2)%a(a1)

) a25(0) cos(gz) — a208(q2)

_ a1 3(0
- 0 ﬂ(q(z))

B8(0)

(2.107)
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B(gz)

qui est inversible car det(T(q)) = W qui est strictement positive puisque M(g) est une matrice

symétrique définie positive.

Considérons maintenant le difféomorphisme © = (©,, ©,) définie par

_ 92 ,3(0) cos(s) — azB(s)
01 = q +/0 a18(0) ds,

_ %_ﬂﬂ
©: = | o™

La matrice jacobienne de ©(.) est bien égale & T'(q).

2.5.2 Le manipulateur

Le robot manipulateur est décrit par la matrice d’inertie suivante [89] : -

M(qi,q2) = ( (2.108)

avec my, ma, l1,lc, et I, sont des constantes positives.

Il + mllfl + TTLQI% l1m2132 COS(QQ - Q1) )
limal2, cos(g2 — q1) I+ mol2,

La matrice C(g, v) est donnée par

_ 0 limal? vosin(q1 — ¢2)
Clg, v) = ( —lymal?, vy sin(g1 — g2) T

Il s’ensuit que

C,= 0 0
L=\ —limol2,vesin(q1 — g2) O

et l 2
Cy = ( 0 1Male, Slg((h —q2) )
Donc
. B(5? — ) coslaz — a1)
aCc, 00, _ _ oy — (2 cos?(qz — q1)
T2 _oTMTICi+ CI MG, = 2 2-q
B Oq 2 rTerte B(B* — ary) coslaz — q1)

— 0
oy — % cos?(q2 — q1)
(2.109)
avec a = Iy + mil2 +mald, B=limylZ, et y =D+ mal?,.

On conclut donc que le manipulateur est transformable en une forme affine en la vitesse ¢ si et
seulement si l,, =0 ot 2 —ay =000l =0.

Maintenant supposons que 3% — ay = 0, c’est & dire la matrice M(q) est de la forme :
p q

M(q) = ( a® abcos(gz — q1) )

abcos(gz — q1) b?

Dans ce cas particulier

0 0
€1 = ( absin(gz —q1) 0 )
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et

Cy = ( —absingqg -q) g )

Pour calculer la matrice T'(q) solution de
T = TM™'C, (2.110)

considérons dans un premier temps, 1’équation différentielle linéaire suivante

—Z(qg) = M'Q, _ (2.111)

en considérant g comme un paramétre. Cette équation admet comme solution de condition initiale ¢? = 0

10
e = (g 1 )
sin(qr — g2) 0

B, () = a cos(1 — q2) (2.112)
7 (cos(a1 = g2) — cot(l — g2) sin(q1 — g2)) 1

En outre, un calcul simple montre que

o 0 b
&g, M0 - -l = acos(1l — ga) (2.113)
T O 0 cot(l —q2)

qui est indépendante de la variable ¢;, et par conséquent il existe une matrice

_ ‘1’11(‘12) v, (Q2)
V(g) = ( ¥s1(q2) ‘1’2;(42) >

solution de I’équation différentielle suivante

d¥(g2) 1 0%, . _
dgo = T(g) (q)lh M2¢qz1 - aq; ¢’1121 (2114)
0 _=b
= T(gq) acos g2 (2.115)
0 cot(g2)

La solution pour une condition initiale
T 0
¥(0) = ( o )

T % (= cos(1 — g2) + cot(1)sin(1 — g2))
U(gq) = 0 wsin(l — ¢2)
cos(1)

est
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11l en résulte alors, qu’une solution est donnée par

T(g1, 2) = ¥(g2)-B(q1) (2.116)

. -b
sin — sin
= mcosl| , a a ? (2.117)
3 sin(l1 —¢) sin(l—q)

Le lemme (2.2.1) permet de conclure. Il est clair que

2

det(T(q1, g2)) = _c“

1 sin(q1 — q2). (2.118)

On voit clairement que T est inversible sur le domaine de définition de la matrice d’inertie M (9).

Remarquons enfin que si on considére la transformation linéaire

01 = q,
(2.119)
02 = 42—,
En terme de 8; et 82, la matrice (2.108) s’écrit
I + mql? +m2lf lymal2. cos(6s)
M(6,,0,) = a1 o |
(61,62) ( l1mzlgz cos(03) L+ mzlf2 (2.120)

qui entre dans le cadre des systémes mécaniques considérer dans [75] pour lequel un observateur a conver-
gence globale est présenté. En outre le probléeme de la stabilisation par retour de sortie peut étre résolu
avec une commande linéaire [76].

2.6 Le Pont roulant

L’exemple de ce paragraphe a été étudié Par T. Chorot au LAGEP

2.6.1 Systéme modeéle est changement de coordonnées

Nous appliquons dans ce paragraphe notre stratégie de la linéarisation, introduite dans le chapitre 2 a
un systéme de trois degrés de liberté : Le pont roulant [28]. Le pont roulant de masse mg qui se déplacent
le long d’un axe (ox) repéré par la position r. Il supporte une charge de masse m; & l'extrémité d’un
¢,ble de longueur I > 0 qui oscille avec la position angulaire c. Il y a deux actionneurs qui appliquent les
forces F, le long de l’axe (ox) et F} le long du c,ble. Pour obtenir les équations du systéme en utilisant
Papproche de Lagrange.

Avec les notations précédentes et en posant g = (v, I, a)T,ona:
my+my Msina migqacosa
M(q) = my sina my 0
M1q2 COS ¥ 0 m1q3

L’énergie potentielle est donnée par :

G(g) = —migqzcosa.
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On peut vérifier facilement que la matrice des forces centrifuges et de Coriolis est donné par;

0 migzcosqgs my(g2cosqs — gagssin qs)
Clg,9)=1| 0 0 —m14a§s
0 migsq mi1g2q2
Il s’ensuit que

¢, = 0,
0 0 micosq:

Cy = 00 0
0 0 miq (2.121)
0 micosqy —migasings

C; = 0 0 —m1q2
0 mig 0

Puisque le systéme est de dimension 3, nous devons vérifier trois égalités :

8C; 0C,

-2 - ofMic,-CcTMiC

0q2  Oq 2 e 2

8C, 0Ch

A8 = MG -CIMTIC 2.122

8¢z Oq 3 e ’ (2.122)

0Cy 0Cs

2 T - oTMTC,-CiMTIC

O0qz  0q2 3 2T s

Mais C; = 0 et les matrices Cz et C3 sont indépendantes de ¢; alors les deux premiéres égalités sont
satisfaites. D’ailleurs, on peut montrer que la derniére égalité est vérifiée également. Ainsi selon le théoréme
2.3.4 nous savons que la transformation qui permette de linéariser totalement le systéme du pont roulant
existe que nous rendrons explicite en employant la méthode expliquée dans la preuve du lemme 2.2.1.

D’abord, notons par ¢g,(g1) la matrice d’identité d’ordre 3. }q,(g1) est évidemment une solution de

d
Péquation 88 92 _ M-1C, = 0. L’expression K(gq) devient :
q1

o1 0%g,
K(q) = q)szz(qul_ﬁ@q;
00 0 (2.123)
_ M-lg,= |00 0
(U l
P
Un simple calcul donne que la matrice
1 0 0
T =| 0 1 0
0 0 ¢
satisfait e, _ M-1C, et 0Tq, = M™1C,.
oq 0g2
. ) . 0Tg; o1 1 .
Maintenant 'expression (Tg, M3 — ey )T} avec M3 = M~'C3 devient
3
0 0 O
T
(Tqs M3 — aa )T 1 0 0 -1
13 01 0




2.6. LE PONT ROULANT 47

qui est indépendante de g1, g2 et g3. Donc

1 0 0
Ui(gz) = | O cosqs —sings
0 sings cosqs

est une solution de

d\Ill(qg) oT 3 _
T = \Ill(q3)(Tq3M3 - —(‘ﬁ)qul
Finalement on conclut que
T(g) = U1(g3)Tas(92)Pa,(g2)
L 0 0 (2.124)
= 0 cosq3 —gosings

0 cosqs+sings gz(cosgs —sings)

satisfait T(q) = TM~'C(q, ¢). En outre le difféomorphisme 6(q) = (q1,92 cos g3, ga2(cosgs +sin g3)) " est

tel que — = T(q). Alors, on a la proposition suivante :

0q

Proposition 2.6.1. Dans les coordonnées ©,z = T(q)q, le pont roulant est décrit par

0 = z
z = oy, u), ‘ (2.125)
y = O.

it p(y, w) = TM~* (u— V(q)).

2.6.2 Construction d’ un observateur

La structure du systéme (2.125) est exactement sous la formes linéaire en Pétat non mesuré. Ceci vas
mener & la construction d’un observateur pour un tel systéme. Introduisons alors le systéme auxiliaire
suivant ]

& = 7-Ki(6-9)
(2.126)

w)-

= —K3(6-0)+ oy, v,

ot K, et K sont deux matrices définies positives. le systeme (2.126) est un observateur pour (2.125).
Plus avec précision, nous avons

Proposition 2.6.2. Soit K, et Ky deuz matrices symétrique définies positive. Alors le systéme (2.126) est
un observateur pour (2.125). De plus, la norme de lerreur d’observation est bornée par une exponentielle
dont la vitesse de convergence peut étre choisie arbitrairement.

Démonstration. Posons e = (§—q, 9 —v)". Alors :
é = Ae

avec
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La matrice A est hrwitz, en effet : Soit A € C une valeur propre de A associée a un vecteur propre (v1,v2).
On a
—Kl’l)l + vg . )\’Ul
—K2U1 - )\1)2 ’
Soit < ., >, le produit canonique de C3. Il s’ensuit que
< 5\’1)1, > = < 5\1)1, —Kvy +vp >
= =A<, Kivi>+< /_\’Ul, Vo >
(2.127)
= —-A<uwy, Kivy >+ <y, Avg >

= =A<, Kivg > — <y, Kovy >

Notons que si v; = 0 alors v = 0 aussi, ce qui est impossible. Alors A satisfait le polynUme
aX+bA+c=0

avec a,b, et ¢ sont strictement positives. Nous concluons donc que la partie réelle de la valeur propre A
est négative. Ce qui nous permet de conclure. O

Remarque 2.6.1. On peur remarque que si la matrice M vérifie :

Propriété 2.6.1. Il existent deux constantes positives Ky, K2 telle que

HlIdg S M S HQId;; (2128)

De cette propriété et en tenant compte du fait que la matrice TT-1MT-! est constante, on peut
déduire facilement qu’il existent &1, &2, telle que

L <ITH I < &,

Si ©(©) désigne la réciproque du difféomorphisme O(q) et en définissant

o®) = §

T(9)7 = ¢
On obtient ainsi N
lg—al < &I®-8]

- - (2.129)
lg—gll < éllz—Z

ce qui donne une estimation ezponentielle de q and q.
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Chapitre 3

Forme triangulaire pour une famille
de systéme d’ Euler-Lagrange

La littérature dédiée  ’analyse, observation et la commande des systémes mécaniques (complétement
agis) a été particulitrement abondante durant ces deux derniéres décennies. Pour une vue générale sur ce
sujet voir (83, 29].

Le premier probléme traité dans ce chapitre, est lié a la génération d’observateurs pour les systémes
mécaniques. En effet, il est rare en pratique que les variables d’état soient disponibles pour étres mesurés
en temps réel. Dans la plupart des cas, il est nécessaire d’estimer avec exactitude les variables d’état non
mesurées, particulierement quand elles sont utilisées pour la génération d’une commande. Le systeme dy-
namique utilisé pour reconstruire 1'état est appelé observateur. Le probléme de génération d’observateurs
non linéaires, en particulier pour les systémes mécaniques a intéressé de nombreux scientifiques. Nous
citons & titre d’exemple les travaux suivants : Ole Morten Aamo, Murat Arcak, Thor I. Fossen and Petar
V. KokotoviC dans [78], N. Aghannan and P. Rouchon dans [77], H. Berghuis and H. Nijmeijer dans [50]
et D.A. Anisi, J. Hamberg, dans [32] ou ils généralisent le résultat de [77].

En se concerne le probléme de poursuite des trajectoires et en particulier de la stabilisation par retour
de position, & notre connaissance, le premier contréleur globalement asymptotiquement stable pour des
systémes d’Euler-Lagrange & un degré de liberté, a été présenté récemment dans [6]. Cette approche est
basée sur une structure de type "Computed torque” plus PD, et un retour dynamique de sortie inspirée
du filtre linéaire de différentiation approximative. Il faut remarquer que Burkov, I. V a montré dans [24]
en utilisant des techniques de perturbation singulitre la stabilité globale d’un systéme d’Euler-Lagrange
en boucle fermé par retour dynamique de position. L’inconvénient de cette technique est qu’il n’est pas
possible d’établir des bornes explicites pour les gains du contrdleur. Burkov a montré ” I’existence” d’un
contrdleur globalement asymptotique sans mesure de vitesse.

Dans [17], en utilisant des propriétés remarquable de tels systémes & un degrés de liberté, auteur a
présenté une solution trés simple du probleme. Le controleur obtenu est en effet de type linéaire basé sur
un observateur et a donnée des résultat trés honorables similaire & ceux publiés dans [6]. Cependant cette
approche ne peut étre généralisé aux systémes a n degrés de liberté si on arrive a résoudre une équation
différentielle introduite par G. Besangon dans [17] et A. Loria dans [7]. Récemment, dans (23] un résultat
de séparation pour une classe de systémes de type quadratique a été proposé, sous forme de conditions
de stabilisation par retour d’état d’une part et d’observabilité d’autre part. Ces conditions permettent de
synthétiser pour des sorties initiales quelconque une loi de commande par retour de sortie semi-globale.
Ces conditions sont satisfaites par les systémes d’Euler-Lagrange.
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Dans ce chapitre, nous étudions le probleme de la stabilisation & travers la sortie et la construction
d’observateurs pour des systémes d’Euler-Lagrange. Nous prouvons que le probléme considéré peut étre
résolu quand la dimension de (3.1) est quatre et quand M(q) est indépendant d’une des composants du
vecteur ¢ et méme lorsque M(g) ne vérifie pas I’hypothése 3.1.1. Comme la construction présentée dans
[30], la ndtre n’est pas basée sur un principe de séparation (Si Phypothése 3.1.1 est satisfaite on peut
appliquer un principe de séparation en utilisant l'observateur (3.20)) : dans ce cas nous ne fournissons
pas un observateur qui converge pour toute entrée, mais nous exhibons un observateur qui converge
quand des lois de commandes particuliéres sont appliquées. La conception que nous proposons s’inspire
de [42] : en particulier les deux se fondent intensivement sur les avantages qui peuvent étre impliqués
d’une forme triangulaire. En revanche ’approche de [42] peut étre appliquée aux systémes obtenu apres
transformation et un observateur dont la dimension est plus grande que celle de celle nous construisons.
La preuve de la stabilité que nous donnons est basée sur la construction d’une fonction de Lyapunov
avec une dérivée définie négative le long de la trajectoire du systéme en boucle fermé. Cette fonction de
Lyapunov et sa dérivée sont, sur un voisinage de l'origine, respectivement majorée et minorée par une
fonction quadratique définie positive et une fonction quadratique définie négative. Il suit que la stabilité
exponentielle locale et la stabilité asymptotique globale sont réalisées.

3.1 Une famille de systéme d’Euler-Lagrange

Dans cette section, nous présentons une forme triangulaire pour une famille de systémes mécaniques
avec deux degrés de liberté. I’importance de ces formes triangulaires est due au fait que beaucoup de
problémes typiques dans la conception non linéaire de commande comprenant le systéme de chariot
robuste [42, 44, 75|, le systéme articulé & deux degré de liberté (manipulateur) [33, 38] et 'exemple du
systéme de TORA [101] sont des systémes a deux degrés de liberté qui peuvent étre transformés en une
forme triangulaire (pour d’autres exemples voir [85]). Néanmoins, jusqu'ici aucune forme triangulaire
(globales) n’est connues pour la majorité de ces systémes non linéaires excepté le systéme de beam and
ball [77] et le systeme Tora.

Nous considérons uniquement la famille des systémes d’Euler-Lagrange 3 deux degré de liberté ; définie
A partir des équations d’Euler-Lagrange comme suit :

g = v
M(q)i+ C(g,v)v +V(q)

(3.1)

Il
s‘

On fait les hypotheses suivantes :

Hypothése 3.1.1. La matrice M(q) ne dépend que d’une seule variable, nous supposerons que cetle
variable est qa, ce qui nous permet d’écrire :

_ M11(¢12) M12(<12)
Mg) = <M12(Q2) et ) (32)

Hypothese 3.1.2. En outre on a les égalités suivantes

M(g) = CT(q,v)+C(q,v), (3.3)

i

C(g,v)v = Mv+565(vTMv) (34)

Par ailleurs ils eristent deuz constants my, my > 0 positives telle que pour g2 on a
0 < mil < M(q2) £ mal (3.5)

ot I est la matrice identité d’ordre 2.
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Hypothése 3.1.3. La matrice C(g,v) est bornée en v, c’est d dire qu’il existe k., > 0 telle que
|C(g,v) < Kv| (3.6)

Hypothése 3.1.4. Le terme 7, — Vi(q) est bornée en norme.

3.1.1 Discussion autour des hypothéses et conséquences

1. L’hypothése 3.1.1 est restrictive. Cependant, elle est satisfaite par beaucoup de systémes d’Euler-
Lagrange & deux degrés de liberté.

2. L’hypothése 3.1.3 figure dans la plupart des travaux portant sur les systemes d’Euler-Lagrange.
Cependant, ils existent des systémes d’Euler-Lagrange qui ne la satisfont pas.

3. L’hypothése 3.1.4 n’est pas trés restrictive dans le sens que, dans beaucoup de cas, la stabilisation
asymptotique globale ol la poursuite des trajectoires peut étres réalisés avec des commandes telles
que ’hypothése 3.1.4 est satisfaite.

4. Les inégalités (3.5) dans 1 "hypothése 3.1.1 impliquent qu’ existent deux nombres positifs k1 et ko
tel que
0 < k1 < M11(ge) < ke (3.7)

En outre, de I’inégalité (3.6) on peut déduire aisément que la valeur absolue de Mj; aveci,j =1,2
est bornée.

3.1.2 Changement de coordonnées

Reprenons les équations (3.1), qui peuvent se récrire comme

{q - (3.8)
o = M Yg(r-Clgv)v—V(9)
avec
_ l]\/—’{1((12)”2 lMﬁ(‘lz)vl-l-JV-’{z(flz)w
0@ = ( Ta o " Dt ) 39
et
1 Mso(g2) —Mia(2)
M(g)™ = A(gz) ( —Mia(g2)  Mii(ge) > (310
ou

Alg2) = Mui(g2)Maa(g2) — Mis(g2) (3.11)

11 s’ensuit donc que

1aq/
= e )

o= (P4 {50)

(o ' désigne la dérivée par rapport a ¢2). Nous avons vu dans le chapitre 2, qu’une condition nécessaire
et suffisante pour que ’équation T' =TM —1C(q, v) admette une solution est donnée par

661 302 Tas—1 T -1
- _Z2_c/ M'Ci-C{ M C. 3.12
Oq2 oq 2 ! 1 2 ( )
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Ce qui est équivaut, dans ce cas particulier, &

Mii(g2) = J\_/-’{_12(‘1A_2()q%@

Un exemple de systéme vérifiant cette derniére égalité est le pendule inversé, le Tora. Par contre le
manipulateur & deux bras ne vérifie pas cette propriété. Gréce a ceci, I’espoir d’écrire un tel systéme sous
la forme affine en la vitesse est vain en général. Nous allons démontrer I’existence d’une transformation
qui transforme un tel systéme (3.1) en une forme triangulaire en la partie non mesuré (en la vitesse v)
pour laquelle un observateur asymptotique globale sera construit.

(3.13)

Considérons maintenant ’application ®() définie par

o: ((11,111,112,02) = ($1,$2,$3,$4)

avec
q2 M12(3)
Ty =q + ds,
1=4q A M11(5)
xg = My1(g2)v1 + Mi2(g2)ve,
T3 = (g2,
z4 = afgz)vs,
ou
| Alg2)
o(q2) = Mii1(g2)

L’hypothese 3.1.1 assure que, pour tous gz, mi1(gz) > 0 et A(gz) > 0. On peut facilement déduire de ces
deux propriétés que ® est bijective. Nous avons alors

Proposition 3.1.1. Dans les coordonnées z; ; pour i =1, .., 4 le systéme (3.1) s’écrit :

4 P o T2
! Mii(z3)’
T3 = ui,
. T4
= — 3.14
T " a(zs)’ (3.14)
. 1 Mii(z3)
T afas) (2M%1<z3>””2 Tz )
L y = (171,$3)T«
M
01‘l,’U,1 =T1—V1 6t’LL2=T2—V2—M—12’U,1.
11

Démonstration. Les expressions de £1and &3 sont évidentes. On peut déterminer 1’expression de £, comme
suit : puisque
M(g)0 = —C(gz,v)v+7-V

on a
Mi1(g2)o1 + M12(g2)v2 = —Mj;(g2) vive — Miy(g2)vs+ 11—V
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Par conséquent

2 = M11(g2)o1 + Mia(g2) b2 + M{(q2) viva + Mis(g2) v3
=n—-W
= Ul
Il reste maintenant & déterminer ’expression de 4. D’aprés 1’égalité
b =—M(g2) " (C(gz,v) v+ 7 —V)

on peut déduire que
. 1 1
A(QQ)UQ = §M11M{1 ’U% + Ml?M{l V1U2 + (M12M{2 - §M11M£2)’U% - M12(7‘1 — ‘/1)

+Mi1 (2 — Vo)

M/
= 2]\/}111 (M2 v} + 2M1, M1y v1vz + My v3) — Mia(m — Vi) + M (2 — V2)
1 .
+ (2M11 MMy, — M3 My — M, M) v3
2Mn
- Mu 3 + . (2M11 Mo My — M7 M, — MG M) 23 — Mia(n — V1)
oMy, 22 T a2 12 11M12 12Mj1) x4

+Myi(r2 — V2)
En outre
.’i‘4 = a'(qz) ’U% + a((h) 1.12
En tenant compte du fait que

1
o = EPYYER (M121M§2 — oMy Mo My, + M MY)
i1
On obtient la formule indiquée ci-dessus dans la proposition. a

3.1.3 Conception de ’observateur

Considérons tout d’abord le sous-systéme constitué par les deux premiéres équations du systeme (3.14)

. o
T = —,
! Mii(z3)
:i‘z = 1ui, (3.15)
y = 1.

Ce sous-systéme ne dépend pas de z4. D’ailleurs il est linéaire en ce qui concerne la variable non mesurée

7. En fait il peut étre considéré comme systéme linéaire non autonome. Par conséquent, nous pouvons
facilement déterminer un observateur & convergence exponentielle globale, donnant une estimation de z;
et x;.

Proposition 3.1.2. Soient k1, ko deux réels strictement négatifs. Le systéme
ES 1

T — —_— ff +k T —T ,

1 M111(.'r3) (%2 = V) (3.16)
Ty = ———ko(T1 — 1) + U1,

2 M11($3) 2( 1 1) “

est un observateur d convergence exponentielle de (3.15) .
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Démonstration. Soit (€1, €2) = (1 — 1, Tz — x2). L’équation d’erreur s’écrit :

1
g = ——— (82— ki£1),
LT (317)
1 .
gy = ————koey,
2 Mo (za) 2€1

Sous forme matricielle,

(2) - (i o)(2)

Puisque les parameétres k; et ko sont négatifs, alors la matrice définie ci-dessus est asymptotiquement
stable. En outre I'inégalité (3.5) implique existence de k) et &2 telle que

0<k < Mll(.’l:g) < Ka. (318)

Par conséquent, nous pouvons trouver une fonction de Lyapunov quadratique définie positive V (g1, €2)
dont le dérivé le long de la trajectoire du systéme (3.17) satisfait

v L Wier,e0) < —— Wier, e2) (3.19)

== 1,€2) S —— 1,€2 .
M 11(173) ' K2 ’

avec W (e1,€2) une fonction quadratique définie positive; ceci implique que le systéme (3.16) est un
observateur exponentiel global pour le systéme (3.15) dont on peut régler arbitrairement la vitesse de
convergence en jouant sur les parametres ki et ko. O

Maintenant nous fournissons un observateur pour le systéme (3.14). Nous énongons

Proposition 3.1.3. Si les paramétres ki, ks, ky et ke sont négatifs. Alors, sous les hypothéses 3.1.1 et
3.1.3 le systéme

¢ - 1
P S A
T D) @2 + k1(Z1 — 71)),
1
Ty = ————ko(Z1 — 1) +ug,
2 YMED) 2(Z1 — 71) +u1
1 § (3.20)
B3 = — 4 ka(F1 - 31) + ——(F3 — 23)
3 a(za) a(zs ’
PA 1 M, (z3) ~ ~
= k — k —
[ ™ a(zs3) <2M121(z3)w2+u2+ (%3 = 2s) ) +ks(@1 — 1),

est un observateur & convergence exponentielle de (3.14) dans le sens qu’il existe un polynéme Q telle
que

ey
[Z2(t)] < [Z2(0)l e M1 (3.21)
Za(t)] < Q(F2,%4(0),z2(0))e™

Démonstration. Posons g; = Z; — ;, pour i = 1,...,4. L’équation d’erreur s’écrit :

( 1

gy = ———(e2—ki€1),

1 M11($3)( 2 — k1€1)

by = ke

2 Mu(l‘z) 2<1,

(3.22)
. €4 k4
€3 = —— +kzei+——e3,
a(zy) a(zs

. 1 Mi1(%3) no 2 )

€y = Z2 — 22) + kees ) + kec1,
4= e (D@ b+ hee )+
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Des inégalités (3.5), (3.6) et puisque la matrice d’inertie est définie positive on peut montrer facilement
Pexistence de trois réels ay, a2 et ¢ > 0 tels que

o < afzrs) <o
M, (z3)
2k2M11($3)2

Maintenant, ’hypothése 3.1.4 garantit que 2 est bornée, En outre 'inégalité (3.19) est vérifié. Il suit
qu’ils existent trois constantes a, k, 3 telles que pour tout ¢ > 0,

le1(8)] k(le1(0)] + le2(0) e,

le2()] < k(lea(0)] + le2(0)))e=? (3.23)

IA

A

lz2(t)] < |z2(0)| +at

D’autre part, puisque k4 et kg sont négatifs, on peut déterminer une fonction quadratique définie
positive Q(e3,¢€4) telles que sa dérivée le long des trajectoire du systeme (3.22) satisfait

Q < —ef—ef+cleal + lea)(len] + 25 — 25)
< —e} —ef +c(les| + lea)(lea] + le2lle2 + 222]) (3.24)
1 1
< —553 - 553 +2¢2(lea| + leallez + 222[)?
Par conséquent il existe deux constantes K et K, qui dépendent de £(0), £2(0) et z2(0) telle que
. 8,
Q < —KlQ(€3,64) + Koe 2. (3.25)
Ce qui implique
t
Qles(t),ea(t)) < —Kl/ Q(ea(s),e4(s))ds + K3 + Q(e3(0), £4(0)). (3.26)
0
avec K3 > 0.
Finalement en utilisant le lemme de Gronwal, on a
Qes(®),es()) < (K3 +Q(e3(0),€4(0))) ™. (3.27)
Ceci conclut la preuve. O

Nous pouvons aussi donner un observateur réduit. Nous énongons alors le résultat suivant.

Proposition 3.1.4. Sous les hypothéses 3.1.1 et 3.1.3 le systéme

( 1
2 —— (k k2
“1 M11(:1:3)( 12+ ki)
.:E\2 = z1+ klrl
¢ . M1, (z5) (3.28)
. Z3) ~
29 = ~— kozo + k2za +u +J—z2>,
’ a(zs) ( T T MY (zs)
L .”13\4 = 22+k2123

ou ki1, ko sont positives, est un observateur réduit global pour (3.14).
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3.2 Stabilisation

Reprenons les équations (3.1)

e (3.29)
M(qv+C(g,v)v+V(g) = 7

On suppose toujours que M(q) dépend seulement de go. L’objectif est de trouver une loi de commande
stabilisant qui permettra & maintenir le systéme dans une position désirée.

Les équilibres du systéme libre, c’est & dire avec 7 = 0 sont les points critiques de la fonction d’énergie
potentielle c’est & dire les solutions de
oG

6—q=V(Q)=0

Donc les équilibres d’un tel systéme sont (go,0).

Théoréme 3.2.1. Si le systéme 3.1 satisfait Uhypothése 3.1.1, il est globalement asymptotiquement sta-
bilisable par retour de sortie autour d’un point d’équilibre (qo, 0).

Démonstration. 11 est toujours possible de ramener I’étude de la stabilisation du point d’équilibre (qo,0)
3 létude de la stabilisation de V’origine. Introduisons maintenant les nouvelles variables

q2 M12(S)
=q + ——*ds,
T1 q1 A Mu(s) S
&1 = Mii(g2)v1 + Miz(g2)va, (3.30)

Qe =& + alg)ve

Le systéme s’écrit

Fo= &

. Mi1(g2)

&L = wm

. ) (3.31)
G2 = (@) (Q2—&1),

. _ 1 Mi1(g2) 2
= Ut <2M%1 PSR “2) !

Posons
Mi;(q2) a(gz2)

uz = ag2)u1, p(g2) = m, p(g2) = m, ug = a(ga)ur +u2

Puisque le terme a(g2) >0 pour tout gz, des lois de commandes qui stabilisent globalement I'origine pour
(3.31) aussi stabilisent globalement (3.1). Ainsi, construisons un feedback par retour de position pour le
systéme

1 = p(g2)1,
£ = us

(3.32)
g = -£&,

I

Qo ug + p(g2)€3,
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Introduisons le systéme auxiliaire suivant

#1 = plg2)ér — plg2)(r1 —F1)
51 = uz —p(g2)(r1 — 1)

G = Qo+ A@ @)@~ 0)
Gy = wa+ (g2 — G2)

avec o = g2 — o et Qp =0y — (5. On obtient ainsi

G = Q- Mad@)i-&
Q= -+ (a8}

Go = Qo+ Mz )2

(;22 = ug

Considérons la fonction quadratique
11, = . A NN
Q=3 B+ +3 + (o +Bléa)ia)’]
Calculons la dérivée de Q le long des trajectoires de (3.34), nous obtenons
Q = -X@ @)@ - @b+ pg2)208

+G2(Qa + M(Go, G2)@2) + (Q + B(d2)d2)(us + g(G2, G2, 2))

Choisissons . )
us = —g(d2,42,2) — g2 — (2 + B(d2)d2)

Par suite . R
Q < —A(d2,G2)3 — Bld2)d3 — (2 + B(d2)d2)*

(G2, G2)G2de — Go€1 + p(g2)Q283
Choisissant A(dz,d2) > 2, on déduit

. 3. . ... N A A .\ A
Q < —Z/\(lelz)qg — B(42)d% — (2 + B(G2)G2)?
U | =
+A(q2,42)d242 + EE% + p(q2)Q0€3
— Premier cas : Si 2|§3| < |Gz2]. Alors
) 1. . . . o
Q < —M&0)E - B(d2)% — (2 + B(d2)d2)?

1 .
+§€% + p(g2) 228}

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

— Deuziéme cas : Si 2|¢a| > |G2|- Alors |A(@2,q2)d2d2| < |2X(d2, §2)d3|. Choisissons par exemple
A(Gz2,@2) = 1(|@2]+|dz]), ot p est une fonction croissante positive. Il s’ensuit donc que A (G2, G2)d242| <

|20(3121)d3]-

En revanche on peut choisir la fonction 3(-) de telle sorte que B(G2)d2 > 2|\ (G2, G2)d242|- Un tel

choix rapporte que
. 3. v Lo o o Lo
Q < —Z)\(lh,fh)‘f% - 5,3(112)%% — (S22 + B(d2)42)°

1 3
+§€% + p(g2)S26?

(3.41)
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Donc, pour tout g3 et g2 on a

. 1., . . 1 ... 2 AN A
QR < —ZA(Qzasz)qg - 5/3((12)‘13 — (Q2 + B(62)d2)*

580+ pla)?

< D@08 ~ 5PN — (o + B’
4388+ p(0)5h87 + (o(a2) — P(0) 0ot}

< ——/\(qz,qz) ——ﬁ(qz) — (Qa + B(&2)d2)°

+a+mwm11(@>pmv

1=
+ 5960

(3.42)

Puisque la fonction gz — (p(gz) — p(0))? est C*°. Donc en utilisant un raisonnement analogue au
précédent et en choisissant les fonctions A et 3 suffisamment grande, nous pouvons montrer que

Q < ——M%&ﬂ ——m@) — (02 + B(d2)d2)?

+§§% + p(0)Q0E3 + < Q 3

Posons
U = In(1+Q)

Donc, il existe une constante ¢ positive telle que

A \@2 ) — 5P ~ (D2 + P@)E)?

U, <
1 < 130

Considérons le maintenant sous systeéme

71 = p(g2)é1 — pla2)f

& = —p(e)f

f1o= plae)és - pla2)f

& = pa—p(g)f
Prenons la loi de commande .

uz = —p(g2)é1 — p(q2)71 + plg2)™

Il ’ensuit que ' ;

1 = plg)é1 — p(g2)™

&1 = —plg)i

# o= ple)é - p(e2)™

& = —p(g)ér — p(g2)

La fonction de Lyapunov
Uy = 3273 + &2 — £171) + 72 + € + &1y

Alors

0, < P g d

+ct? +ctt

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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Considérons la fonction
Us = Uy + k(Uy + UZ) (3.51)

avec k > 0. Cette fonction est positive définie, radialement non bornée, nulle a origine et sa dérivée le
long des trajectoires de systéme (3.46) en boucle fermé avec (3.47)

| 1 ... A N
) —g)\(th"h)qg - gﬂ(‘h)qg — Q2+ B(42)d2)? , .
Vs < 1+Q e+ et (3.52)

P8 g1 4 g4 €)1+ 20)

Finalement si k est suffisamment grand, on a

2 N, 02)38 — (@) — (2 + B@))?
1+Q (3.53)

kBB G gy a4 @1+ 205)

Us <

Ce qui nous permet de conclure. O

3.3 Exemple d’application

Pour Villustrer nos méthodes, nous avons choisi d’appliquer notre méthode pour résoudre le probléme
de stabiliser globalement asymptotiquement les équations d’un manipulateur a deux bras étudié dans
[33, 38]. Dans ces deux papier, des propriétés d’ISS (Input to State Stability) étudiées respectivement
dans le contexte du temps continu ainsi que du temps discret par retour d’état.

Considérons le manipulateur montré dans la figure 3.1.

T

Fi1G. 3.1 - The Two Link Manipulator

Les équations décrivant la dynamique du systéme sont les suivantes

2 e .
(mr2 + ML—) 0+2mrrd = T
3 (3.54)

mi—mrg? = F




60 3. FORME TRIANGULAIRE POUR UNE FAMILLE DE SYSTEME D’ EULER-LAGRANGE

2
mr2+M%— 0

m

Ecrivons (8 6 #)T comme z := (q1 g 21 22) " . La matrice M(q) = satisfait

1M (a)]l < e (1+ llal?)

avec ¢; > 0, ce qui géne la construction des observateurs développé dans le premier paragraphe

Le modele de 'espace d’état peut s’écrire :

@1 = =
. 2mgqez122 T
=T ML? ML?

mei +—— mg+— (3.55)
o = 22
. , F
Za = qezi+ ooy

On observe la position
y = (01,90)" (3.56)

Nous énongons

Théoréme 3.3.1. Le systéme (3.55) avec la sortie (3.56)est globalement asymptotiquement et localement
ezponentiellement stabilisable par retour de sortie dynamique autour de l'origine.

Démonstration. Le changement de coordonnées défini par

ML?
& = (mq%+—3 >Z1 (3.57)
transforme (3.55) en
R -
' ,  MIL?
mqz +
. 3
b = 7
G2 = 2z (3.58)
2
. & F
z = g2 N ) ML2 + m
9+ 3

Ce systéme est linéaire par rapport & z; et on peut facilement résoudre le probléme de la stabilisation
globale asymptotique par retour de sortie dynamique.
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Considérons le systéme auxiliaire suivant

L él n—q
a= ML? ~ ML?
mq3 + 3 mq3 + 3
2 q — G
& = T-——————35
L MI?
mq; + 3
Go = Z2—(q2—42)
2
2 é F .
2 = | ———=| +=—(2— &)
, , ML? m
mqs + 3

Soit : R
fi=q—G, 6= ~&,=0—G(, Za=22—1%

L’estimation d’erreur s’écrit

- & G
Q1 = -
! ,  MI? ,  MIL?
mgz + 3 mgs + 3
: q1
b= — s
. M L?
mq2 + 3
G2 = Z—Gq2
2 q2 r [z 2 -
o= — 2 b [a+2) -0
s M L2
mg; + —3—
Considérons la loi de commande suivante
s @ 3 _ ¢
2+ML2 m2+ML2 m2+ML2
mq2 3 q2 3 q2 3
2
r é o
= mqgz —Mmqz L2 —mgz — Mz
mq% + 3
Nous obtenons .
o 3 qQ1
o= ML? IZ
mq3 + — mq3 + 3
é _ 31 _ a1
' ,  MI? ,  ML?
mqs + 3 mq; + 3
G2 = Z2—q
by = —Go— %

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Considérons la forme quadratique sur R* qui est définie positive définie : U, 1((12,52,62,52) = log(1+ Q)

avec

Q(Ziz, %2, G2, 22) = 3a%+2 6222-1-22%4-106%—10 6222+15‘Z~%

La dérivé de U; satisfait

c2 Q
1+Q

Ur(Ga, €2,G2,&2) < — + (€2 + €9

(3.65)

(3.66)
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On peut aussi facilement montrer que la dérivé de la fonction quadratique définie positive
Ua(n, é1,01,61) = @3+ € +aid + 123 + € - 1&)] (3.67)
le long des trajectoires de (3.64) satisfasse
U, < — 1 52 L £2) _ __1__ 52 4 £2 3.68
2 < 541 + &1 541 + &7 (3.68)
5, ML 5, ML
4 mqgy + 3 mgq; + 3

11 suit, d’apres le théoréme 3.2.1, que 'origine du systéme en boucle fermé avec la loi de commande (3.62)
est globalement asymptotiquement stable.

a

3.3.1 Simulations

Pour illustrer la performance de la loi de commande proposée, nous allons présenter dans ce para-
graphe quelques résultats des simulations numériques pour le manipulateur en boucle fermé avec la loi
de commande (3.62). Les valeurs des composantes du systéme m, M et L sont arbitraires. Les courbes de
la figure 3.2 montre la position (q1, g2) ainsi que les vitesses (£1, 22).

2 T T T T 4! T T T
qE‘sﬂmal Estimation
.. Estimation ~ . Estimation g,
| - ‘

1 i B al
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: 25
osf .
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Deuxiéme partie

Généricité de ’observabilité
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Chapitre 4

Généricité de 1’observabilité
différentielle forte pour les systemes
en temps discret

Nous étudions dans ce chapitre le probléme de la généricité de 1'observabilité différentielle pour les
systémes non linéaires en temps discret. Pour les systémes en temps continus plusieurs résultats sont été
établis [62, 37]. Nous commengons par les rappeler au début de ce chapitre, ensuite nous présentons notre
résultat. Lorsque la dimension p de ’espace de sortie est strictement supérieure a m celle de 'espace d’en-
trée, observabilité devient une propriété générique. Autrement dit tout systéme peut étre approché par
un autre systéme observable. Plus précisément, 'observabilité différentielle et ’observabilité différentielle
forte qu’on définira plus loin sont des propriétés génériques. Les systémes que nous considérons sont de
la forme (4.1). Latopologie avec laquelle nous allons travailler est celle de Whitney, voir [73]. Nous en
rappelons ci-dessous quelques notions.

4.1 Topologie de Whitney

Soient X et Y deux variétés différentiables de classe C°. Nous notons C®(X,Y’) 'ensemble des
applications C*® de X dans Y. Soient f et g deux applications de classe C*° telles que f(p) = g(p) = 4.
Nous dirons que :

1. f a un contact du premier ordre avec g en p si df (p) = dg(p).

2. f a un contact du kieme ordre avec g en p si df : TX — TY a un contact du (k — 1)ieme ordre
avec dg en tout point de T, X.

Nous définissons ainsi une relation d’équivalence ~, en p. Autrement dit f ~, genpsi f(p) = g(p) = ¢
et si (U, @) étant une carte en p et (V,4) une carte en g, les applications Yofopletpogop ! ont
les mémes dérivées partielles jusqu & ’ordre k inclus en ¢(p). Nous notons alors Jll,‘yq(X ,Y) lensemble
des classes d’équivalence pour la relation ~ en p de toutes les applications f telles que f(p) = g et nous
notons aussi J¥(X,Y) = U gexxy JE (X, Y). JO(X,Y) est tout simplement égal X x Y.

Etant donnée une application f dans & C*°(X,Y), nous définissons ’application 3% f de la maniére
suivante :
X - JE(X,Y)
z +— classe d’équivalence de f dans Jf, J,(I)(X ,Y)
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4°f est simplement ’application :
— XxY
= (2, f(z))

Si o est un élément de J*¥(X,Y) alors o appartient & J]’fyq(X ,Y) pour un certain (p,q) € X x Y. Nous
définissons ’application source par

i°f X
T

et 'application but est définie par
B8 : JHX)Y) - X

o — q

1l est possible de munir J*(X,Y) d’une structure de variété, de la facon suivante : éant donnée une carte
(U, ) sur X et une carte (V,9) sur Y, on définit une carte (J*(U,V),Ty,v) sur JE(X,Y) de la fagon
suivante

Tyy : J*U,V) — $(U) x (V) x By .
f = (£, F(0), Te(® 0 f1 0 $71)(20), .-y T(9h 0 fin 0 67 1)(20))

[N

ol

- zo = o(f)

-~ dimX =netdimY =m.

- B'Ti,m = @™, Ak ot A est Despace vectoriel des polynUmes a n variables de degré inférieure o

égale 3 k, tel que le terme constant est nul.

— Ti(ho fiod™1)(zo) est un polynUme en z de degré k donné par les premiers termes de la série de

Taylor 1 o f; 0 ¢! en zo aprés le terme constant.

Soit k un entier positif et soit U un sous-ensemble de J*(X,Y). Nous notons : M(U) = {f €
C>®(X,Y)/j*f(X) C U}. Nous remarquons que M(U) N M(V) = M(UN V). Il est facile de voir que
la famille d’ensemble {M(U)} ol U est un ouvert de J*(X,Y’) est une base de topologie sur C>(X,Y).
Cette topologie est appelée la topologie C* de Whitney.

Si nous notons W;, ’ensemble des ouverts de C*®(X,Y) pour la topologie C* de Whitney alors la
topologie C® de Whitney est la topologie de base W = Uz Wi. Ceci est bien défini car W, C W,
lorsque k < I. En effet, si nous considérons I’application I : JY(X,Y) — J*X,Y) qui a tout o dans
JYX,Y) associe la classe d’équivalence de f dans J ¥(X,Y) ol f est un représentant de o. Nous aurons
par la suite M(U) = M((I})~}(U)) pour tout ouvert U de JE(X,)Y).

Nous donnons maintenant une description d’un voisinage de f dansC*(X,Y’) pour la topologie Ck
de Whitney. Puisque J*(X,Y) est une variété différentiable de C* alors elle est métrisable. Soit alors d
une métrique sur J*(X,Y) compatible avec cette topologie. Nous définissons

Bs(f) = {g € C™(X,Y)/¥z € X;d(j* f(2),5"9(z)) < §(x)}

ot & : X — R, est une application continue, Bs(f) est un ouvert pour tout 5. En effet; si nous notons
o Papplication source de J*(X,Y) dans X et en considérant I’application continue A : J k(X,Y) >R
définie par ¢ — &(c(c)) — d(j*f(a(o),0) et en posant U = A~1(0,00), alors U serait un ouvert de
JE(X,Y) et Bs(f) = M(U).

Il est possible de montrer aussi que la collection {Bs(f)} forme un systéme fondamentale de voisinage
de f pour la topologie C* de Whitney. Dans le cas ol X est compact, la collection {Bn(f)} forme un
systéme fondamentale dénombrable de voisinage de f ot B.(f) = Bs,(f) et Sn(z) = % pour tout z dans
X. En effet, puisque & est continue et X est compact alors § est borné par ;1; pour n assez grand. Il est
facile de voir dans ce cas qu’une suite de fonction f,, dans C®(X,Y’) converge vers f (pour la topologie
C* de Whitney) si et seulement si j*f, converge uniformément vers j*f.

Rappelons aussi que C*°(X,Y’) est un espace de Baire pour la topologie C de Whitney.




4.2. TRANSVERSALITE 67

4.2 Transversalité

Nous rappelons dans la suite quelques théorémes qui jouent un rble important pour montrer les
résultats de densité et d’ouverture.

Nous commencons par rappeler la notion de transversalité. Soient f : X — Y une application C*, W
une sous variété de Y et z un point de X. Nous dirons que f est transverse & W en z (fhW)si

1 f@) ¢ W

2. ou f(.’I?) €W et Tf(z)Y = Tf(I)W + df(.’E)(TIX)

Nous énoncons par la suite le théoréme de transversalité de Thom démontré dans [73].
Théoreme 4.2.1. Soient X et Y deuz variétés differentiables C>®° et W une sous variété de JE(X,)Y).
Soit Ty = {f € C®(X,Y)/5*f h W}, Tw est résiduel dans C*®(X,Y) pour la topologie C* de Whitney.
En plus si W est fermé alors Tw est ouvert.

Nous utilisons souvent la version multijet de ce théoréme. Avant de ’énoncer, nous rappelons quelques
notions. Si ¢ est un élément de J*¥(X,Y) alors o appartient a J,’f,q(X ,Y) pour un certain (p,q) € X x Y.
L’application source est définie par

a : JHX)Y) - X
o — P
L’application but est définie par
g : J* X)) - X
o — g

Soit s € N*, nous notons X = {(z1,...,z5) € X°/z; # zjpourl <i < j < s}. Considérons
I’application suivante
o (JEX,)Y)) - X
(01,...,05) — (afo1),...,a(0s))
Nous posons J¥(X,Y) = ()~ 1(X®)). Il est clair que J¥(X,Y’) est une sous variété ouverte de JE(X,Y).
Si f: X — Y est une application de classe C*°, alors nous pouvons définir
ikf X® — JE(X,Y)
(z1,...,30) = (GFf(@1),...,5"F(zs))

Nous énoncons si dessous le théoréme de transversalité multijets démontré dans [73].

Théoréme 4.2.2. Soient X et Y deuz variétés C® et W une sous variété de J¥(X,Y). Soit Tw = {f €
C®(X,Y)/i*f h W}, Tw est résiduel dans C*(X,Y) pour la topologie C* de Whitney. De plus st W
est compact alors Ty est ouvert.

Remarque 4.2.1. Si W est une sous variété de J¥(X,Y) tel que a®(W) est un compact de X® alors
Tw est un ouvert de C*°(X,Y).

Avant d’énoncer le théoreme d’Abraham qui joue aussi un role important pour montrer les propriétés
de densité et d’ouverture, nous rappelons quelques notations.

Soient A, X et Y des variétés C®, p: A —» C(X,Y) une application.

Pour (a € A), nous notons p, 'application de classe C*°

Pa : X — Y
z — pla)(z)
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p est une représentation C™ si et seulement si l’application évaluation suivante
ev, : AxX — Y
(a,2) — pla)(z)

est de classe C°.
Théoréme 4.2.3. Soient A, X etY des variétés C®, p: A — C®°(X,Y) une C*° représentation. Soit
W une sous variété de Y, nous notons Aw la partie de A définie par Aw = {a € A/p, h W}. Si nous
SUpposons que

1. X est de dimension finie n et la codimension de W dans Y est finie.

2. A et X satisfont le deuziéme ariome de dénombrabilité.

3. ev, hW. »
alors Aw est résiduel dans A pour la topologie C*° de Whitney.

Abraham a montré dans [1] le théoréme d’ouverture pour l'intersection transverse.

Théoréme 4.2.4. Soient A, X et Y des variétés C®°. W une sous variété fermée de Y, K un compact
de X. Soit p: A — C(X,Y) une C® représentation et soit Axkw = {a € A/ps thy Wpourz € K}.
Agw est un ouvert.

Nous rappelons le théoréme de plongement de Whitney, voir [73].

Théoreme 4.2.5. Soient X et Y deuz variétés C® tel que dimY > 2 dim X +1 et X est compact. {fe
C>®(X,Y)tel quefest un plongement} est résiduel pour de C*®(X,Y) pour la topologie C*° de Whitney.

4.3 Observabilité différentielle, Observabilité différentielle forte :
Cas des systémes continus

Dans cette section, nous présentons les travaux fondamentaux de J.P. Gauthier et I.A. Kupka, dans
[62]. Dans un premier temps, avec aussi H. Hammouri [65] les auteurs ont étudié la généricité de I'obser-
vabilité pour les systémes non contrUles en temps continus. Ce travail a été généralisé par J.P. Gauthier
et I.A. Kupka dans [62, 61].

Considérons le systéme continu défini par

z = f(z,u)
(4.1)
y = h(z, u)
avec f : X x U TX et h: X x U+ RP. Nous notons hy(z) = h(z,u) et fu(z) = f(z, ).
Introduisons la notation suivante : uy = (u(o),...,u(N —1). Nous supposons dans la suite que le

contrUle u est régulier. Nous considérons le champ de vecteur ¥ sur X x U x RWV-1m définie par

N-2 m

= 7] ; o
N (0) (n-1)y _ . 0)y_—_ (+1) 7
i (z, v, u ) ;=1 fi(z,u )B:B,- + U;

i=0 j=1 5U§1)

avec Wl = did(tﬂ(t)/ho;O <j<N-1.
Considérons I’application suivante :
SeM o X x UxRIN-Dm RNP x U x RWV-Dm
(z,un) - (h(z,u®), Lyvh(z,u3,0), ..., (Lw )V Hh(z, un), un)
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Définition 4.3.1. Le systéme (4.1) est fortement observable d’ordre N si S¢§\’;‘h) est injective. Il est
fortement différentiéllement observable si S¢§\’;’h) est une immersion injective.

Remarque 4.3.1. La raison pour laquelle nous avons introduit cette définition est que lorsque p > m,
L’observabilité différentielle et Uobservabilité différentielle forte est une propriété générique.

Nous supposons dans la suite que X et U sont des variétés compacts et p > m. Nous énongons
maintenant les résultats démontrés par Jean-Paul Gauthier et Ivan Kupka dans [62].

Théoréme 4.3.1. L’ensemble {(f,h) € C®°(X x U, TX x ]R”)/qu%’h) est une immersion } contient un
ouvert dense de C®°(M x U, TX x RP) pour N > 2n.

Théoréme 4.3.2. L’ensemble {(f,h) € C°(X x U,TX x R”)/S’qﬁ%’h) est injective } est résiduel dans
C®(X x U,TX x RP) pour N > 2n + 1.

Théoreme 4.3.3. L’ensemble {(f,h) € C®(X x U, TX x ]R”)/Sqﬁ%’h) est un plongement } est résiduel
dans C®(X x U,TX x RP) pour N > 2n +1.

Soit B un réel positif, on note Ig = [-B, B].

Théoréeme 4.3.4. L'ensemble {(f,h) € C®(X x U,TX x RP)/ la restruction de SIM 4 X x U x
I](BN_l)m est un plongement } est un ouvert dense de C*°(X x U, TX x RP) pour N >2n+ 1.

Si de plus X est analytique, on a le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.5. L’ensemble {(f,h) € C*(X xU,TX X RP)/SQS%”L) est un plongement } est dense dans
C>(X x U, TX x RP) pour N > 2n + 1.

Remarque 4.3.2. 1. Tous les résultats de densités sont auss vrais si X et U sont non compacts.
9. Tous les résultats sont aussi vrais pour U variétés compact & bord.

1l faut rappeler que les premiers travaux caractérisant quelques propriétés génériques des systemes en
temps continus discrets sont dues & Dirk Aeyels dans son papier [10]. Ii s’est intéressé dans un premier
temps aux systémes continus sans controles définis ainsi

{a‘c = f@
(4.2)
y = hz)

o* f: X — TX un champs de vecteur de classe C®, h: X — R et X une variété compacte C*>.

Ensuite, il considére le discrétisé du systéme. Les observations sont faites en temps discret ti,ta... Soit
P un programme d’échantillonnage c’est & dire un ensemble fini de points ty,...,t; € [0,T], ou T est un
réel donné. Dirk Aeyels introduit ainsi la définition suivante

Définition 4.3.2. Le systéme (4.2) est P-observable si et seulement st pour tout couple de points distincts
(z,y) € X x X, il existe t; € P tel que ho®y,(z) # ho®y, (y) ot ¢, () est la solution de (4.2) de condition
initial x.

Dans un premier résultat, Dirk Aeyels a établi que pour un champs de vecteur f fixé, toute fonction de
sortie h peut étre approchée par une autre fonction h telle que le couple (f, k) est P observable. Ensuite
il a montré que pour une fonction de sortie h fixée, tout champs de vecteurs f peut étre approché par
une autre fonction f telle que le couple (h, h) est P observable. Il est intéressant de noter que ces deux
résultat peuvent étre étendus au cas ot X est une variétés non compact. Dans ce cas on remplace ouvert
dense par un ensemble résiduel.




70 GENERICITE DE L’OBSERVABILITE DIFFERENTIELLE FORTE POUR LES SYSTEMES EN TEMPS DISCRET

4.4 Observabilité différentielle- Observabilité différentielle forte :
Cas des systemes discrets

Considérons le systéme
ther =  f(Te uk)

ye = h(zk,uk) (4.3)

e X, uel, y €R?
avec

— X et U des variétés C® , connexes, compacts satisfaisant le deuxieme axiome de dénombrabilité de
dimension respectivement n et m;

- f: X xU — X : un difféomorphisme paramétré : c’est-3-dire pour tout u € U, l'application
f(-,u) est un difféomorphisme de classe C** ; nous notons Diffy(X) 'ensemble des difféomorphisme
paramétrés ;

— h: X x U — RP est une application C*.

Soit f € Diffy(X) et h € C*(X x U,RP), nous notons uy la suite finie (ug, - ..,un—1) formée par des
éléments de U, et nous définissons f*(z,u) par récurrence de la maniére suivante

fl(zv 721_) = f(.’E,U())

fk+1(xa Uk+1) = f(fk(-ra ,u_k)auk) VE>1
Introduisons la définition suivante

Définition 4.4.1. Etant donnée une fonction f € Diffy(X), nous disons que le point (z,u2n41) €

X x Un+1 st périodique pour Uapplication f s’il existent deuz entiers distincts k et k' dans {0,...,2n}
tel que f*(z,ux) = £* (2, ).

Nous notons & l’ensemble des point périodiques pour f. Il est clair que & est un ensemble fermé de
X x U*1, Notons aussi 2§ le complémentaire deP; : P =X x U+l ( #;. Rappelons maintenant
la définition classique de l’observabilité

Définition 4.4.2. Le systéme (4.3) est observable pour toute entrée u, si pour tout triplet (u,xo,Zo),
(ot u est une entrée admissible, To et To sont deuz conditions initiauz), il existe un indice k tel que
h(zk,uk) #* h(fk, uk).

Comme nous ’avons souligné précédemment, les notions de 'observabilité forte et Pobservabilité dif-
férentielleforte pour les systémes continus ont été introduites par Jean paul Gauthier et Ivan KupKa
dans [62]. Nous introduisons d’un fagon analogue la définition d’observabilitédifférentielle forte pour les
systémes discrets. Considérons 1’application @5;:’_,_1 analogue de l’application S®F introduite par ses au-
teurs :

95;::-1)( x U2n+1 — R(2n+1)p % U2n+1

définie, pour tout (z, U2n+1), PAT

h
@£n+1(z,u2n+1) = (h(:r,uo), h(fl(x7,u_1_)a ul)a trey h(fzn(m,uﬂ)vu2n)1u2n+1)
Alors nous avons les définitions suivantes

Définition 4.4.3 (observabilité forte). Le systéme (4.3) est fortement observable si Uapplication
9£;Lh+1 est injective.

Définition 4.4.4 (observabilité différentielle forte). Le systéme (4.3) est fortement différentielle-

ment observable si l’application @5;::_1 est une immersion injective.
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Dans [59] J-C. Vivalda a étudié le cas des systémes discrets sans controles pour lesquels il montre
que l’observabilité est générique. S. Ammar et J-C-Vivalda ont ensuite étudié le méme probléme pour les
systémes contrdlés [9] et ont montré que ’observabilité était générique dés que le nombre de sorties et
strictement supérieur au nombre d’entrées. Plus précisément ils ont montré, si p > m le théoréme suivant

Théoréme 4.4.1. [9] Si dimU = m < p, Uensemble des applications (f, k) € Diffy(X) x C*(X x U, RP)
tel que le systéme (4.3) est fortement observable est résiduel.

Notre objectif désormais est d’étudier 'observabilité différentielle forte, nous montrons dans ce travail
que si p > m, alors tout systéme de type (4.3) peut étre approché par un autre systéme fortement
différentiellement observable. Plus précisément, nous montrons que I’ensemble des applications (f,h) €
Diffy(X) x C*(X x U, RP) tel que I'application Gghhﬂ est une immersion injective contient un ensemble
résiduel dans Diffy (X) x €®°(X x U, RP) muni de la topologie C* de Whitney, voir [73].

4.4.1 Résultat principal

Avant d’énoncer notre résultat principal, rappelons que nous munissons Diffy(X) x C*°(X x U, RP) de
la topologie C* de Whitney. Remarquons que Diffy x est un ouvert pour cette topologie. Nous démontrons
le résultat suivant

Théoreme 4.4.2. Si dimU = m < p, lensemble des application (f, h) € Diffy(z) x C* (X x U,RP) tel
que le systéme (4.3) est fortement différentiellement observable contient un résiduel.

Nous savons que le théoréme d’Abraham peut s’appliquer méme si la variété A est de dimension
infinie (A peut é&tre un ouvert d’un espace de Banach par exemple), or contrairement a ce qui se passe au
cas continu 'ensemble des couples (fy, h.) ne constitue pas un espace de Banach pour la C” topologie
((r < +00). Ainsi, il n'est pas possible de copier directement le raisonnement de [61]. La preuve de
ce théoreme sera basée sur plusieurs lemmes techniques. Avant d’énoncer ces lemmes, nous décrivons
au-dessous notre stratégie globale.

Plan de la démonstration Supposons que 2 (f,h) et Po(f, h) sont deux propriétés dépendantes
du couple (f,h) € Diffy(X) x C(X x U,RP) telle que leur conjonction est équivalente au fait que
@g: "1 est une immersion. Dans le premier lemme 4.4.1, nous allons montrer que, pour une fonction
f € Diffy(X) fixé, un entier r > 1, et pour tout entier , il existe un sous ensemble U7 (f) ouvert et dense
de C®(X x U,RP), pour la topologie C", tel que si h appartient 3 Dintersection (),»o Un(f), la paire
(f, h) vérifie la propriété ;. En outre, nous allons montrer que, pour tout entier !, ’ensemble

= U {xu)

FeDiffy(X)
est un ouvert dense de Diffy(X) x C®(X x U, RP) muni de la topologie C".
Ensuite dans le lemme 4.4.2, nous montrons que ’ensemble
E1 = {(f,h) € Diffy(X) x C°(X x U,RP) | P>(f,h) est vraie }
contient un ensemble résiduel de Diffy(X) x C*(X x U,RP).

Enfin pour conclure, nous considérons, 'ensemble E) N (a>0 %, ) qui contient un ensemble résiduel
r>1

pour la topologie de C®et une paire (f, h) appartenant a cet ensemble satisfait les propriétés &2 et %,

Avant de présenter le premier lemme, nous introduisons quelques notions.
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Préliminaires 4.4.1. Notons 7 la projection canonigque du fibré cotangent T*X dans X. Soit k un
entier,on défini 'ensemble (T*X )®k par

(T*X)® = {(p1,...,p) € (T*X)* | m(py) =+ =7(pr) }

et l’ensemble V(k,T*X) par

Vk,T*X) = |J V(T2 X)
zeX

={(p1,- ) € (T"X)®" | rang(p,...,p) <n}.
avec V(k, Tz X) = {(v1,...,0) € (T*X)*tel querang(vy,...,vx) < n}, pour tout z € X. Remarquons que

(T*X)®k est une sous variété de (T*X)'C et V(k,T*X) est une sous variété de (T*X)®k.

Il est bien connu d’aprés les travauz de [63, 65, 61], que V(k,T;X) est une réunion finie de sous
variété W; et si la dimension de W, est la plus grande alors codimW,, =k —n+1.

Nous énongons maintenant les deux lemmes clés :

Lemme 4.4.1. Soit f € Diffy(X), pour tout r > 0, il eziste une famille d’ouvert dense Ui(Mi>1 C
C®(X x U,RP) pour la topologie C™ tel que pour toute fonction h de Nk>1UL(f), Uapplication (-)g;lh_‘_lest
immersion en tout point de &5.

En outre, pour tout k > 1, Uensemble
zi= U {fx0h)
feDiffy(X)

est un ouvert dense de Diffy(X) x C®(X x U,RP) pour la topologie C™.

Nous énoncons maintenant le deuxiéme lemme.

Lemme 4.4.2. L’ensemble des couple (f,h) € Diffy(X) x C®(X x U,RP) tel que lapplication @é;thﬂ
est une immersion en tout point de P est résiduel.

4.4.2 Démonstration du lemme 4.4.1

Soit f € Diffy(X), 'ensemble & est un ouvert. Puisque X et U vérifient le deuxiéme axiome de la
démontrabilité, il existe une famille de compacts (Ki(f))i>1 tel que Ki(f) est inclut dans Pintérieur de
Ki11(f) et la réunion des K;i(f) est égale a ¢.

Notons f, (resp. hy), le difféomorphisme (resp. 'application) = — f (z,u) (resp. ¢ — h(z,u)). Nous
notons aussi df,(z) (resp. dhy(z)) la différentielle de f, (resp. h.) en un point z. Nous regardons les p
composantes de dh,,(z) comme des éléments de T X.

Pour utiliser le téoreme d’Abraham avec A = C*®(X x U,RP), muni de la topologie C* (A est un
espace de Banach), X = #¢, Y = (T*X)B P ot W = V((2n + 1)p,T*X) ( W est un fermé), on
introduit la représentation p définie par 'application évaluation suivante

ev,: C®(XxURP)x 2; — (T* X)®@n+e
(h, z, Uan+1) — (Ao (), Ahay © fuo)(®), -« -1 (P, © fuza © -+ © fuo)(2))
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Il est clair que les trois premiéres hypothéses de théoreme d’Abraham sont satisfaites. On montre dans
la suite que ev, est transverse & chacune des sous variétés dans la réunion de V((2n + 1)p, T*M). Pour
cela, il suffit de montrer que pour (Zo, uzn41) fixé dans 9}, P’application
evp(xo,u2n+1) . COO(X X U, Rp) — (T*X)®(2n+l)p
o h > (Ao (z0) (@), (b, © Fu) @0, - Alhua, © S22 )(E0)

est une submersion. Cette application est linéaire, on peut alors écrire
devp(zo, tzns1)(R) (R) = €vp(zo, uznt1)(R)

Il s’ensuit donc que pour montrer que ev, est une submersion il suffit de montrer que pour tout (po, - - . , P2n)
(T*X)B@ VP i existe h € C®(X x U,RP) telle que

p; = d(hy, © fu;_, 0 © fuo)(0) fori=1,...,2n.

Posons, T; = f*(20,;). On a d(hy, © fu,_, 0+ 0 fuo)(T0) = dhu, () 0 d(fu;_, © - © fuy)(T0). Le point
(0, u2n+1) est non périodique, par suite les paires (zi,u;) sont distincts deux & deux, il est donc possible
de trouver une fonction h € C®(X x U,RP) telle que les relations (4.4) sont vérifiées.

(4.4)

Et par conséquent, d’aprés le théoréme d’Abraham, 'ensemble des applications h dans C*(X x
U,RP) telle que py, est transverse & V((2n + 1)p, T*X) contient un ensemble résiduel noté Zy, en outre
I’intersection des %) (notée Z) est résiduel pour la topologie C*°.

Maintenant, la codimension de V((2n+1)p, T*X) est supérieure ol égale 4 min;W; qui est lui méme
supérieure olt égale & (2n + 1)p —n + 1 (voir préliminaires). Or, puisque p > m on a:

(2n+1)p—n+1>n+(2n+1)m = dim &}

Donc transversalité veut dire non-appartenance, c’est & dire, pj, est transverse a V((2n+1)p, T*X) est
équivalent & dire pp,(To, uzni1) n’appartient pas & V((2n+1)p, T*X). Et par suite, rang (dhuo (), d(huy ©

Fuo)(@), ..y d(husy, © fup, 0000 fuo)(z)) = n, Ce qui entraine que (—);‘;{‘H est une immersion en tout points

de 9’;.

A ce stade, on a montré I’existence d’un ensemble résiduel £ inclut dans Diffy(X) x C®(X x U,RP)
tel que pour tout h appartenant & &%, I'application @5;::_ , est une immersion en tout point de 5.

Introduisons maintenant ’ensemble Uf(f) définie par
UF(f) = {h e C®(X x U,RP) | py thy W for z € Ki(f) }

d’apres le théoréme 4.2.4, on déduit que Uk (f) est un ouvert pour la topologie C*. Or, Z est inclut dans
Uk(f) et par conséquent UF(f) est un ouvert dense.

Posons
zi= U (AxU)
feDiffy(X)
Montrons maintenant que %, est un ouvert pour la topologie C*, pour cela nous construisons d’une
maniére rigoureuse les compacts K;(f) : Puisque les variétés X et U sont compacts et vérifient le deuxieme
axiome de la dénombrabilité, il existe une famille (J;(f))n>1 de compacts dépendant continiiment de f
et satisfaisant (voir [73]page 15)

25 = Ju(f) et J(f) € Jia(F)

>1
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Soit d un métrique compatible avec la topologie de X x U2?n+1 (toute variété C™ est métrisable, voir [73]
pour plus de détail) et posons

1
Ki(f) = Z(f)n{v e P; | dv, Ps) 2 7}
alors les K;(f) sont des compacts (puisqu'ils sont des fermés dans un ensemble compact) tel que

25 =J Ki(f)

>1

En effet : soit v € &%, ils existent alors l3,l3 > 1 tels que v € Ji, (f) et d(v, Pf) > ] (car FP§ est un
fermé). Deux cas qui se présentent :

- Sily > 1y, alors v € Ki, (f).

— Sily >y, alors v € Ji, (f) C Ji, (f) C Ji,. Dot v € Ky, (f)-
Remarquons, que les ensembles &7 et Ki(f) dépend continiiment du paramétre f, autrement dit si f
est dans un voisinage de fo alors, ¢ et Ki(f) restent trés proche de P§ et Ki(fo) respectivement. En
revanche la représentation p et ’ensemble Z dépend du difféomorphisme f, plus précisément nous allons
les noter par p{t et Z(f).

Considérons maintenant (fo, ho) in %l", pour tout (Zo,Uzn+1) In Ki(fo),

rang (dP;fLZ(fUO, U2n+1)) =n
Si (f, h) est dans un voisinage de (fo, ho), Ki(fo) est proche de K;(f), il s'ensuit donc que

rang (dp)]-:(anUZn-i—l)) =n

pour tout couple (f, k) proche de (fo,ho); ce qui achéve la démonstration.

4.4.3 Démonstration du lemme 4.4.2

Afin de prouver ce résultat, nous avons besoin de quelques autres résultats préliminaires. Soit xo
un point périodique de période s < 2n, alors il existe s’ < s tel que f¥(zo,us’) = f°(x0,us) en outre
fi(zo, ui) # f?(xo,u;) pour tout 4,5 < s.

Introduisons les notations suivantes : z; = (%o, i), 2i,= f(zi, w;) et yi = h(zi, ui).
On considére la liste L formée de 2n 4 1 éléments :

L: (2o,%0,20,Y0); - (Tan,U2n, Z2n,Y2n)

Dans cette liste, on dit que deux élément (z;,u;, 2i,y:) et (zj,uy, 25, Y;) sont équivalents si (2, u;) =
3> Ugy 25 Y]

(z;,u;). Dans chaque classe d’équivalence, on ne conserve que le terme de plus petit indice et ’on obtient

la liste

LI: (zio’uio,zimyio);-“-; (xir,uir,zirayir)

avec forcément ig = 0 et ig < i; < i3 < ...i,. On a alors le premier résultat préliminaires suivant

Lemme 4.4.3. Dans la liste L', on peut écrire v + 1 égalités indépendantes (formant une famille libre )
entre les =; et les z;.

Démonstration. Soit j < r, alors

1. Siij41 =14; + 1, nous avons z;; = Ti;41.
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2. Si ij41 > 4; + 1, le terme d’indice 4; + 1 & été retiré de la liste car il existe un indice k > i; + 1,
tel que (zk, uk) = (Zi;+1, Ui;+1), par conséquent dans la liste I’, il existe un indice %; tel que
T;, = Ti;41 = zi;. En résumé, pour chaque indice g, i1, ..., ir—1, DOUS pourrions écrire z;; = T;, avec
iy = i; + 1 ol 4; < ¢; . Nous avons donc écrit 7 égalités, portant sur des objets de dimension n.
Deux cas peuvent maintenant se présenter

(a) Premier cas : Le terme (z,, us, 25,Ys) appartient a la liste L', dans ce cas nous avons I’égalité
supplémentaire =, = z,,. Notons que le terme (zs,, Uy, Zsg, Ys, ) D€ Peut avoir été supprimé
de la liste L car cela impliquerait 'existence d’un indice ¢ < s tel que 5, = ;.

(b) Deuxiéme cas Le terme (s, U, 25,Ys) n'appartient pas a la liste L, noter que dans ce cas
nous avons (Ts, us) = (s,, Us,). En effet : il existe i < s tel que (zs, us) = (x4, u;) et cet
indice ¢ peut étre que s1 car sinon nous aurons T; = Ss, avec i # 81 et 1,$1 < s. Maintenant,
'l n’ y a pas de termes d’indice plus grand que s dans la liste L’ alors on peut conclure a
une égalité portant sur z;, comme précédemment. Si non, soit ko tel que les termes d’indices
s, s+1,...,ir — 1 ne soit pas dans la liste L' et (i, , Uiy, Zixgs Yino) € L

Tipy = Zigg—1 = F(@ing—15 Uing—1) = f(&ij, wij)

pour un indice i; < s — 1. Donc, z;,, pour i; < s—1 mais cette égalité n’a jamais encore été
écrite car iy, > s+ 1et s >4; +1, donc i, > 45 + 1. Il s’ensuit que ix, > i; et ig, # i; + 1.

Conclusion Dans ce cas, au total, nous avons bien écrit 7 + 1 égalités indépendantes. O

Introduisons la notation suivante : .# = GL(n,R)) X #p »(R).

Définition 4.4.5. Considérons une suite de r + 1 matrices Ag, ..., Ar in GL(n,R)) et r +1 matrices
Co,...,Cr in Myn(R). On dit que la suite fini formée par n matrices Do, ..., Dn_1 est différentiellement
lie a la famille (Ao, Co, A1,Ch,. .., Ar,Cy) s
- Do = Cy et pour j > 1, chaque matrice D; est égale C,-J.Aj_l oui; € {0,...,7} et _;1]-_1 est le
produit de j matrices de la famille { Ao,...,Ar };
- 8iD; =Cy /1]-_1 alors Dj 41 est de la forme Djyq = C,-j+1AijAj_1 ;

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.4.1. Soit Ay, ..., A, r+1 matrices de GL(n,R)) , Cy, ..., Cr r+1 matrices de Mpn(R) et

Do, ..., Dn_1 une famille de matrice différentiellement liée a la famille (A, Co, ..., Ay, Cy). Considérons
I’ensemble
W = {(Ao,Co, A1,C1,...,Ar,Cr) € M| FzeR Dox =Dz =---=Dp1z= 0}

Alors W est une sous variété de M™+' de codimension strictement supérieure & (r + 1)m.

Démonstration. Notons PP~ 'espace projectif réel de dimension n — 1, et pour £ =0,...,n — 1, nous
considérons les ensembles M), constituer des éléments

(A0,Coy ... AryCr,b) € M x P71
tel que la famille (¢, Aot ..., Ak_lf) est linéairement indépendante (remarquons que si k = 0, cette famille

se réduit a (£)).

Remarquons que les ensembles M, sont des ouvert dans .# r+1 % P": en outre si E est le sous ensemble
de {Cy,...,C,} apparaissant dans la décomposition des matrices Dy,...,Di, et sicard E < r+1, alors
il existe v matrices Dj,,...,D; , telle que leur indices jy,...,Jr sont supérieures & k et la famille
{Cji,--.,Cj., } constitue le complément de E dans {Co,...,Cr }. Donck+7' <.

Définissons les ensembles N, définies par les éléments (A, Co, . .., Ay, Cr,£) de M tel que
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~ Sik<n-—1,lafamille (¢, Agt, . .. , Ap_1£, ArL) est lindairement dépendante.

— Dot =Dyf=- =Dyl =Djb=-=D; =0,
Soit 7 la projection de .71 x P"~1 dans .#"+1. Il est clair que W C UpZg7(Mj). En revanche, si on
note F P’ensemble constitué par les éléments (Ao, Co, . . ., Ar, Cr, £) de My, tel que si k <n—1, la famille
(¢, Aol ... Ak_14, Aké) est linéairement dépendante. Alors,

codim(Ng, A+ x P*~1) = codim(Ng, F) + codim(F, 4"+ x P* ")
or, codim(Ni, F) = (k + 1 + r')p et nous montrons dans 'annexe A que, codim(F, #7™! x P"~1) =
n—(k+1)
Donc,
codimNy=n—(k+1)+(k+1+7)p

Ce qui implique que la codimension de 7r(Nk) est strictement supérieure & n—(k+1)+(k+1+r")p— (n 1) =
(k+147")p—k, or W est inclut dans la réunion des m(Ny), sa codimension est strictement supérieure a
minp<k<n—1 codlm(Nk) mais

(k+1+rp—k>(k+14+7)(m+1) puisque p > m
=(k+1+r)ym+r"+1
>(r+Dm+r"+1
> (r+1)m
D’oll la démonstration de la proposition. O

Démonstration du lemme 4.4.2

La démonstration résulte du théoréme de la transversalité de Thom multijet. Fixons un entier s < 2n,
nous allons monter que I’ensemble des couples (f, h) tels que I'application Oznh+1est une immersion en
tout point périodique z de f est résiduel.

Soit 7o un point périodique de période s correspondant & un difféomorphisme f € Diffy(X). D’apres
le lemme 4.4.3, nous pouvons écrire r + 1 égalités entre les z; et les z.

Considérons ’application suivante

Jrp1(fh) : (X x U)(TH) - r+1(X x U, X x R@r+1p)
(&0,v0, -+, &r Ur) (J (f, h) (&0, v0), - - i (o R) (€ r))

Soit (6; X %, (pi, ;) une carte de X x U en (z;,u;), I'expression locale de Jrei(f h) est:
5 : 9’0(6’0) X ¢0(0¥0) Xoeer )E (Pr(ﬁ'r) X 'lpr(%r) I EO XX Er
(€0, Do - -, &ry Tr) —  (Bo,.--»Br)
avec
Ei = @;(6) x vi(%) x GLn x Mpn(R)
= (&,0i, F(&,0:), h(&, 0:), dF (&, 0s), dR(&i, Bv)),

£, Di, F et h sont les expressions locales de &;, v;, f et h respectively. Posons A; = df(Z,@;) et C; =
dh(Z;, @;).

Définissons localement la sous variété Z de J!, (X x U, X x R(27+1)P) par une des égalités définies
dans le lemme 4.4.3 et les relations entre A; et C exprimées dans la prooposition 4.4.1. Nous allons
donner une estimation de codim(Z).




4.5. CONCLUSION 77

Pour cela, introduisons la sous variété Z; définie seulement par les relations entre les matrices A; et
C;, (il est clair que Z C Zy), et soit 7 la projection

7:E2 Eyx - x E.— GL(n,R)) x My o(R))"H!

Il s’ensuit que
codim(Z, E) = codim(Z, Z1) + codim(Z, E)

codim(Z,Z;) =(r+1)n

et
codim(Zy, E) > codim(Zs, GL(n, R)) x My »(R))™H!

ol Zy £ (Zy).

D’apres la prooposition 4.4.1, on déduit que la codimension de Z; dans GL(n, R)) X Mp(R))™H est
strictement supérieure & (r+1)m, ce qui entraine que la codimension de Z est strictement supérieure & (r+
1)(n 4 m) qui est égale & la dimension de (X x U )(H'l).. Donc transversalité veut dire non appartenance
autrement dit j est transverse 3 Z si et seulement si j(&o, To, . . ., &, Ur) ¢ Z pour tout (0,0, - - - &y D)

En conséquence, si pour tout r < 2n, nous prenons une famille # fini de cartes sur (X xU )(H'l).

Cette famille & constitue un recouvrement fini de (X x U )(TH) car elle est compact. Si nous appliquons
le théoreme de la transversalité multijets sur chaque carte de # comme précédemment nous pouvons
conclure. En effet, soit (f,h) € Diffy(X) x C®(X,RP), et (o,u2n+1) un point périodique de f de
période inférieure ou égale & 2n, considérons la liste L’ (voir lemme 4.4.3), la famille (0, %0, - - - s Tipy Ui,.)
constituant la liste L’ appartient & une certaine carte de la famille #, en outre on peut écrire r+1 égalités
entres les z; et les z; (voir lemme 4.4.3).

D’autre part, d’aprés ce qui précéde 'ensemble des couples (f, h) tel que l’application eg;{;l est une

immersion en tout point périodique de f dans I'une des cartes de la famille F est résiduel, L’ensemble
résultant de Uintersection dénombrable de tout ses ensembles résiduels caractérisant chaque carte de &,
est résiduel puisque Diffy(X) x C®(X,RP) est un espace de Baire, ce qui achéve la démonstration du
lemme 4.4.2.

4.5 conclusion

Nous avons montré jusqu’a ici que ensemble des couples (f, h) € Diffy(X) x C*°(X x U, RP) telle que
®£;Lh+1 est une immersion est résiduel. Or d’aprés le théoréme 4.4.1, 'ensemble des couples (f, h) tels que
(-)g;th est injective est résiduel. Or les variétés X et U sont compacts I’ensemble Diffy (X) x C=(X xU, RP)
est un espace de Baire, il s’ensuit que ’ensemble des couples (f,h) € Diffy(X) x C*(X x U, RP) tels que
@g;lhﬂest un plongement est résiduel. Ce qui achéve la démonstration du théoréme 4.4.2.
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Annexe A

Complément sur la codimension d’un
ensemble de matrices

Nous allons prouver la proposition suivante :

Proposition A.0.1. Considérons une suite de v+ 1 matrices carrées d’ordre n, Ao,...,Ar, ainsi qu'une
suite qui lui est différentiellement associée : Ag,...,An_1 c’est & dire

- AO = AO ; - _

~pourj >1, Aj = A;;Aj—1 (i €{0,...,7}).
Soit 1 < k < n—1. Nous considérons le sous-ensemble Wy, de .//{n(RY“’l X IP:"_I (P~ désigne lespace
projectif de dimension n — 1), d’éléments (Ao, ..., Ar,l) tels que si Ao, ..., An_1 est une suite différen-
tiellement associée d (Ao, ..., Ar) alors :

~ la famille (1, Aol, ..., Ax_2l) est libre;

— la famille (I, Ao, . .. ,Ap_1l) est lide;
la codimension de Wy, est alors égale d n — k.

Tl faut bien voir dans cette proposition que la fagon de construire une suite différentiellement associée
3 une suite données de matrices n’est pas unique, par exemple pour r = 1 et n = 3 et les matrices Ag et
Ay, les suites Ag, A3, A1 A% et Ag, A1Ag, AoA1Ap sont toutes deux différentiellement associées a la suite
A, A;. Dans la proposition ci-dessus, on choisit une fois pour toute une fagon de construire une suite
différentiellement associée a une suite de r+1 matrices (bien st, il n’y a qu’un nombre fini de constructions
possibles). D’autre part si ! est un élément de l'espace projectif P*~1, dire que la famille (Mol, ..., M,l)
est libre (resp. liée) signifie que si = est un représentant de I, la famille (Moz, . .., M,z) est libre (resp.
liée) ; cette notion ne dépend évidemment pas du représentant choisi pour {.Nous commencgons par ce
lemme :

Lemme A.0.1. Soit n > 2 un entier et 1 < k <n—1; l'ensemble des suites de n vecteurs vo,...,Vn—1
de R™ tels que

— la famille vo, . . .,vk--1 est libre;

— la famille v, ..., vk—1, Uk est liée
est une sous variété de R™ de codimension n — k

Natureliement I’ensemble des suites vecteurs (vo, ..., Un—1) formant une famille libre est de codimen-
sion 0 (c’est un ouvert).

Démonstration. La démonstration est copiée sur celle de la proposition 5.3 (p. 60) de 'ouvrage Stable
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Mappings and Their Singularities de Golubitsky et Guillemin. On commence par la constatation sui-
vante : la matrice M définie par blocs
A B
u=(& 5)

ol A est une matrice k x k inversible, B est une matrice k x 1, C est une matrice (n — k) x k et D une
matrice (n — k) x (n — k), est de rang k si et seulement si on a I'égalité D — CA~'B = 0. Pour le voir, il
suffit de multiplier & gauche par la matrice n x n inversible

(L 0
P —(—CA—I In_k)

Soit alors (vo, . ..,Un—1) une suite de n vecteurs de R™ telle que la famille (vo,. .., vk—1) est libre, consi-
dérons la matrice M de dimension n x (k + 1) dont les colonnes sont les vecteurs vy, ..., Uk, puisque la
famille (vo, . ..,vk—1) est libre, on peut extraire de la matrice de dimensions n x k dont les colonnes sont
les vecteurs vo, ..., vk_1 une matrice A de dimension k x k inversible. Nous allons supposer que cette
matrice A est forrnee en prenant les k premiéres lignes et colonnes de la matrice [vo,. .., Vk—1]. Nous
écrivons la matrice M par blocs comme ci-dessus et nous pouvons affirmer que la famille (vo, ey Uk) est
liée si et seulement si D — CA~!B = 0. Nous nous plagons dans un ouvert U de R™ contenant la famille
(vo,.--,Un_1) et tel que pour tout (vf,...,v},_,) dans U, la famille (v, ..., vj_ 1) est libre et la matrice
A obtenue comme A 3 partir de cette famille est inversible. Nous cons1derons la matrice

A B
construite comme la matrice M & partir de la suite (v}, ...,v;) et Papplication ¢ qui & (vg,...,vp_1)
associe la matrice colonne & n — k lignes D' — C'(A’ )_IB’ cette application est une submersion car si
on considére les dérivées partlelles de ¢ par rapport aux éléments de D on obtient une matrice de rang
n— k. Par conséquent ¢~*(0) est une sous-variété de R™ de codimension n—k (la codimension de 0 dans

R"™~*) mais ¢~1(0) est précisément égal & 'ensemble des suites finies de n vecteurs de R™ considérés dans
le lemme. O

Démonstration de la proposition

Les cartes de P"—1 sont les ensembles U;, i = 1,...,n dont les éléments sont les classes d’équivalences
des éléments de R™ dont la i composante n’est pas nulle. Par ex. U; est I'ensemble des droites vectorielles
de R™ dont un vecteur directeur est un élément z tel que z; # 0. Nous allons définir une application
p; de U; dans R : dans ce qui suit nous allons raisonner uniquement avec 1, I’argumentation étant

identique pour les autres cartes. ; chaque élément (Ao,...,Ar,l) de Ui, nous associons la suite finie
(1, Aol,..., A1) ot [ est I'élément de R™ qui représente [ et dont la premiére composante vaut 1.
Nous notons Vi l'ensemble des suites de n vecteurs (vo, ..., Vn—-1) de R telles que
- la famille (vg,...,vx-1) est libre;
- la famille (vo,...,vx) est liée.
Nous savons que codlm Vi =n —k et il est clair que W, NU; = ¢ 1(Vk) malheureusement, 1 n’est pas
une submersion, car la dérivée par rapport & ! de ¢1(Ao,...,Ar,l) a pour premiére colonne un vecteur

dont la premiére composante est nulle. Nous allons donc démontrer que 1 est transverse a V.

Pour cela nous commengons par caractériser le plan tangent 3 Vi ; étant donné que Vj, est caractérisé
par I’équation D - CA"!B =0 (nous employons les mfmes notations que dans le lemme précédent), les
vecteurs (to, ceny n—1) tangents & V}, sont caractérisés par

L'—HA'B+CA'HA'B-CA™'L=0 (A.1)
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ot H est une matrice k x k, H’ une matrice (n — k) x k, L une matrice k x 1 et L une matrice (n—k) x 1

les colonnes de la matrice
H L
H L

étant constituées des vecteurs (fo,...,tx). Pour le voir, il suffit évidemment de différentier Pexpression
D — CA~1B. Remarquons que 1’égalité (A.1) peut encore s’écrire

(-CA™! I,4) {(f,) - (g,) A-lB} =0 (A.2)

Soit e = (Ao, ..., Ar,lo) un élément de #,(R)"™ x P! tel que pi(e) € Vi, la différentielle de ¢ est
une application lmealre de 47t (R) x R dans R™’. Soit Ay_1 = Ai,_, Ax—2, nous allons considérer
uniquement la dérivée partielle de ¢; par rapport & A;,_, . Si cette derniere matrice n apparaOt pas dans

Ay _5, nous avons o
dei(e).(0,...,0,M,0,...,0) = (0,...,0, MAx_5l,...)

(M et M Ag_5l, sont a la k° place ). En remplagant (H, H' )T et (L, L")T par les composantes correspon-
dantes de dyp;(e) dans le membre de droite de (A.2), on trouve

(~CA™Y In—i) MAx_slo

et en jouant sur la matrice M, l'expression M Ar_oly peut ftre rendue égale & un vecteur arbitraire,
on peut donc trouver n — k (la codimension de Vi) matrices My, ..., M,_ de sorte que les vecteurs
MiAx_slo, ..., M, _+A_sly sont indépendants et ne sont pas dans l'espace tangent a Vj, ce qui prouve
que ¢ est transverse aViene.

Si la matrice A, _, apparaOt dans Aj_, 'expression de dyi(e) est un peu plus compliquée, nous
avons

dp1(e).(0,...,0,M,0,...,0) = (0,40(M, ), ..., ¥e-2(M, L), MA,_olo + Aiy_ k—2(M,lp),...)

ot ¢;(M, Ip) est 'expression obtenue en remplagant successivernent chaque occurrence de A;,_, dans A,
ainsi par exemple si A; contient 3 fois le terme A;, _,, ¥:(M, lo) est une somme de 3 termes obtenus en rem-
plagant dans A,ly une occurrence de A;, _, par M. Notons, wy, . .., w2 les vecteurs Iy, Aol .. ., Ag_slo,
Pexpression ; (M, lo) est soit nulle soit une somme d’expressions de la forme B;Mw; avec 0 < j < k—2,
comme les vecteurs wy, . .., wy—2 sont linéairement indépendants, il est poss1b1e de trouver une matrice
M telle que Mw; = 0 pour j = 0,...,k — 2, de plus on peut aussi imposer que M Ag_lo soit egal a
un vecteur arbitraire donné a l’avance En remplacant dans le membre de droite de (A.2), (H,H')T

(L, L")T par les composantes correspondantes de di;(e), on trouve donc une expression du type

(~CA™Y i) MAx_lo

qui peut ftre rendue non nulle, on peut donc conclure comme plus haut.

Conclusion

Il est maintenant facile de voir que I'ensemble des matrices de ,(R)™+! x ) n(R)™ x P*~! qui
vérifient les hypothéses du lemme 2 dans notre papier est de codimension n — (k +1) + (K +1 + ™p,
en effet, pour dire les choses vaguement (mais ceci peut ftre rigoureusement démontré, aux conditions
sur les matrices A;, on rajoute (k+ 1+ r')p équations portant sur les matrices C; d’o1 'expression de la
codimension.
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