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Introduction generale

De facon générale, la modélisation de systemes complexexad a I'obtention
de modeles non-linéaires dont la dynamique est in uencéeafbis par des événe-
ments discrets et des dynamiques continues. Le principe desimplicité conduit,
le plus souvent, a une démarche de modélisation s'appuyanir 'utilisation d'un
ensemble de modeles de structures simples (par exempledirgs), chaque modeéle
décrivant le comportement du systeme dans une zone de foocmement parti-
culiere. Le comportement global du systéme est alors décétl'aide des modéles
locaux et d'un mécanisme de gestion des transitions d'un m&ld a un autre. En
fonction de la forme des fonctions associées a ces transiioon obtient di érentes
classes de modéles, notamment les multi-modéles dans lasde transitions
lisses (interpolation entre les modeles locaux) et les mdee dits hybrides dans
le cas de transitions abruptes. Cette derniére classe de retas$, les modeéles hy-
brides, constituent I'objet de cette thése.

Les modeéles hybrides caractérisent des processus physquégis par des équa-
tions di érentielles continues et des variables discrétese processus modélisé est
ainsi décrit par plusieurs modes de fonctionnement et le m@ge (commutation)
d'un mode de fonctionnement a un autre est régi par I'évoluin de variables in-
ternes du systéme ou par une loi externe non maitrisée. Louggla représentation
des modes de fonctionnement est faite a l'aide de modéleséires invariants, le
modele obtenu appartient a la classe des modeles linéair@s morceaux ou encore
a celle des systemes a commutation. Cette classe de modes¢saegement utilisée,
car les outils d'analyse et de commande pour les systemegdimes sont trés déve-

loppés et aussi parce qu'une grande partie des processussrpeut étre représentée

13



Introduction générale

par des modéles issus de cette classe.

Les recherches sur les systémes & commutation sont esskatient concentrées
dans les domaines de l'identi cation, de la synthese de loiedcommande et de
l'analyse de la stabilité. Un point crucial, nécessaire pouda mise en oeuvre de
tous ces outils ou qui en simpli erait 'usage, esta reconnaissance du mode de
fonctionnement actif a un instant particulier a partir de jeux de mesures. Elle est
evidemment plus aisée si le mécanisme de commutation (ou d@ commutation)
est maitrisé. Ceci justi e I'importance del'identi cation du mécanisme de gestion
des transitions d'un mode de fonctionnement a un autre.

Cette thése aborde les deux problémes évoqués précédemmedatreconnais-
sance du mode de fonctionnement actif a un instant particer a partir de jeux de
mesures et l'identi cation du mécanisme de gestion des traitions d'un mode de
fonctionnement a un autre. Les outils du diagnostic a base deodéle sont utilisés
pour la résolution du premier probleme, le deuxieme étantdité a l'aide des me-
thodes de reconnaissance de forme et de classi cation.

Le premier chapitre aborde quelques concepts généraux 8 modeles connus
sous la dénomination générique de modéles hybrides. Di &t8 modeles servant
a représenter des systémes présentant plusieurs modes detfonnement seront
présentés. Le second chapitre est consacré aux conceptslémmentaux du diagnos-
tic de fonctionnement des systémes a bases de modéle. Un fiera établi entre le
diagnostic et l'usage des modéles hybrides. Il sera égalemguestion de I'exten-
sion de la notion d'observabilité aux modeéles hybrides. Léisieme et quatrieme
chapitres portent respectivement sur la reconnaissance thode de fonctionnement
actif et sur l'identi cation du mécanisme de commutation. | s'agit dans un pre-
mier temps de proposer des méthodes permettant, a partir d@ tonnaissance des
signaux d'entrée et de sortie, de retrouver le mode de formtinement dans lequel
se trouve le systeme, ceci sans savoir comment est géré lespgs d'un mode de
fonctionnement a un autre. Dans un second temps, on formuteune hypothése
sur la structure du mécanisme de commutation et lI'objectifesa de déterminer,
une fois la reconnaissance du mode actif e ectué, les valgeudes parametres du
mécanisme de commutation. Un exemple académique sera mis+enre dans le
dernier chapitre a n d'illustrer les méthodes proposées.
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Introduction

L'économétrie est sans aucun doute le premier domaine ou & é@ttroduite la
notion de changement de régime de fonctionnement ou de contation au sein
de modéles. Dans le passé, les uctuations macro économmsjoat été largement
explorées en utilisant des séries temporelles linéairesed vite, I'insu sance de ce
type de modele a appréhender la tendance trés changeante deaines variables
économiqgues a été relevée. Pour une meilleure compréhemsies phénomenes éco-
nomiques, il fallait donc développer de nouveaux outils caples de prendre en
compte les non-linéarités présentes dans les séries tengfles ainsi que le change-
ment de mode de fonctionnement. Une des solutions qui fat appée a ce probleme
a été d'envisager la possibilité que les parameétres d'ungiséemporelle puissent
changer dans le temps, introduisant ainsi des changementaramétriques au sein
du modele. La série temporelle peut alors étre scindée en &urs régimes avec
des parametres di érents propres a chaque régime.

Quandt [1959 fut a l'origine des premiers principes de la représentatiopar des
séries temporelles & changement de régime. S'en suivirehtigeurs travaux qui
compléterent les travaux de Quandt et posérent un formalisencomplet d'une telle
représentation {Goldfeld et Quandt, 1973 Hamilton, 1989 199Q Hudson 1964. De
facon globale, on peut regrouper les modeéles de séries terafpes a changement de
régime en trois grands groupes en fonction de la nature du raésme conduisant
au changement de régime :
les modéles ou le changement de régime est déterminé par waeiable ob-
servée. On peut citer dans cette catégorie les modéles TAR(eshold Auto-
Regressive mode)s[Fair et Jafeeg 1973, les modéles SETAR $elf-Exciting
Threshold AutoRegressive model§Potter, 1995 Tong, 1983
les modéles ou le changement de régime ne peut étre directarhobserve.
Dans ce cas, le mécanisme générateur des changements dengégst inconnu
et est modélisé indépendamment des variables observées p@at citer ici par
exemple les modéles MS-ARMarkov-Switching AutoRegressiop[Hamilton,
1989.
en n les modeles combinant les deux principes énoncés péélemment.
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Chapitre 1. Les Systémes a changement de régime de fonctionnement

En automatique, l'idée de changement de régime fut reprisedies ns de modeéli-
sation, voire de commande. Ainsi, on parlera de systemes higes, de systemes a
commutation, de systémes a nes par morceaux.

Partant de l'idée de changement de régime, on peut aller emeoplus loin dans
les capacités d'approximation de ces modeles en ne procédaon plus a des pas-
sages brusques d'un régime de fonctionnement a l'autre, maiutdt a une véritable
interpolation des modéles se traduisant par une transitiodouce d'un régime de
fonctionnement a un autre. On peut imaginer aisément la foecde ce type de
modélisation qui permet de prendre en compte un grand nombde dynamiques
non-linéaires tout en autorisant, sous certaines conditig, la transposition de bon
nombre de méthodes associées aux modeles linéai@asfoet al., 2002 Johansen
et Foss 1993 Murray-Smith et Johansen 1997.

1.1 Les modeles de régression issus de |'économeé-
trie

Bien que l'importance de la notion de changement de régimeitsdepuis fort
longtemps reconnue, il n'existe aucune théorie établie sygrant une approche
unique a n de spéci er des modéles économétriques qui ineht des changements
de régime. Le concept de base qui sous-tend la conception ehesiéles incluant des
changements de régime est que le processus a modéliser ggiase étre une fonc-
tion d'une variable sy indicatrice du régime en cours a l'instank (s, = i transcrit
le fait qu'a l'instant k le systéme opére dans €™ régime de fonctionnement). Le
modele caractérise ainsi un processus non linéaire génémas données linéaires
par morceaux. Chaque régime de fonctionnement est donc negllement représenté
par un modele linéaire.

Il existe une panoplie assez vaste de modeles qui entrent dda classe des mo-
deles a changement de régime. D'un modéle a l'autre, la diémce provient des
hypotheses formulées sur le mécanisme générateur du chamget de régime. Les
changements de régime peuvent, dans certaines situatioBf,e considérés comme

des événements déterministes et dans d'autres, on peut esager qu'ils sont régis
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1.1. Les modéles de régression issus de I'économétrie

par un processus stochastique exogene.

Sans avoir la prétention de couvrir I'ensemble des modeledgstants, nous présen-
tons ici quelgues modeles couramment utilisés pour prendea compte les chan-
gements de régime. Dans tout ce qui suivra, la variable représentera le temps
et nous ferons indi éremment usage de I|'écriture compacte ou celle plus longue
x(k) pour indiquer la dépendance par rapport au temps de la varibbx( ).

1.1.1 Les modéles a rupture de structures

Connu dans la littérature anglo-saxonne sous le nom &ructural Break Mode|

ce type de modele est caractérisé par un changement de stwreta un instant

k = . Le modele s'explicite comme suit :
8
P
2 1t Yk itk sik<
Vi = 5 o _ (1.1)
Z ot 2i¥k i+ "k sik

i=1

ou , et , sont des constantes et ) est un terme d'erreur ou de perturbation
supposé étre indépendant et identiguement distribué (1ID)de moyenne nulle et de

variance 2 : ", 1ID(0; 2).y est lak-ieme observation de la variable aléatoire
Y()- En introduisant la fonction indicatrice | (k; ) :

8

<1 sik<
Lk )=, 0 sk (1.2)

le modele (.1) peut étre réécrit sous la forme compacte :
! !
xXp xXp
Y« = 1% tyk i (@ 1(k )+ 2f 2i¥k i (ki )+ " (1.3)
i=1 i=1
Lorsque l'instant de changement de régime est connu, on parle de rupture déter-
ministe. Dans le cas contraire on parle de rupture stochagtie.
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Chapitre 1. Les Systémes a changement de régime de fonctionnement

Exemple 1.1 ( Structural Break Model ) La gure 1.lillustre le modéle de

I'équation (1.3) pour les valeurs suivantes :

8
3 p=2
y 17 0:17 1;=0:34 1,= 021

»=0:30 21 =0:25 22= 011

Le changement de régime est intervenu a l'instant = 50 et est indiqué sur la

05 f ; — T ; :
041 Y :N/\M\j\r\[j
03} -
02} -
01}
Ot
-0.1 :
02 | |
|

|

]

-0.3
-0.4

0 20 60 80 100

Fig. 1.1: Systéme a changement abrupt de régime

gure par la ligne verticale discontinue. Dans cet exemplergcis, le changement de
régime est aisément détectable en analysant I'évolution sielonnées représentées.
Cette évolution est caractérisée par un saut a l'instant dehangement de régime.
Toutefois, on peut imaginer que, dans certaines situationse changement peut
ne pas étre facile a détecter selon l'allure des di érentsgiénes. Ceci pose déja la
question de la distinction entre une Iégére variation paraétrique d'un systeme et

un vrai changement de régime.

1.1.1.1 Les modeles autorégressifs a seuils (TAR)

Les modéles autorégressifs a seuil ou modele TARh(eshold AutoRegressive

exhibent un comportement incorporant des changements degige liés au fran-
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1.1. Les modéles de régression issus de I'économétrie

chissement d'un seuit par une variable de transition exogéne observéé ) :
! !
XP xp
Y= 1% Yk i (1T (xigo)+  2F 2i¥c i | (Xk; 0+ " (L.4)
i=1 i=1
ou"y 1ID(0; ?2). La fonction indicatrice | (xy;c) est dé nie par :

8
<1 six(k 1)>c

DT sk 1) 49

L'idée sous-jacente dans la modélisation TAR est d'appréhder le caractére non li-
néaire d'une régression en ayant recours a un modele linégmar morceaux. Chaque

morceau correspond a un régime auquel est étiqgueté un moldeautorégressif
linéaire. Un seul régime est actif & chaque instat
Dans le cas ou la variablex( ') qui pilote le changement de régime est identique a
la variable temporellek (x(k) = k), le modele TAR obtenu présente une rupture
structurelle & l'instant k = c.
Une variante de modeles TAR est dé nie en indexant le changemt de régime sur
la variable observéey( ) retardée ded pas d'échantillonnage. Le modéle résultant
est alors :

Ye= 1% Yk i (1 Tk asO)+  2F 2i¥k i (Y a:0) + "«

(1.6)

Le modele (.6) est connu sous le nom de modele SETARS€If-Exciting AutoRe-
gressive modgl Le paramétrec est la constante qui xe le seuil a partir duquel
intervient le changement de régime. La di érence avec le mel# TAR réside dans
le processus générateur du changement de régime qui n'estspié a une variable
exogene, mais dépend directement de la variable de régressbbservée (d'ou le
nom de Self-Exciting). On tient compte ici des valeurs passées du processus a n de

déterminer le régime a appliquer.

Exemple 1.2 (Modéle autorégressif a seuil TAR) La gure 1.2montre un

exemple de modele autorégressif a seuil. Les valeurs regpour les parameétres

21



Chapitre 1. Les Systémes a changement de régime de fonctionnement
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Fig. 1.2: Systeme TAR

du modéle (.4) sont les mémes que celles de lI'exemdel Sur le deuxieme gra-
phique de la gure 1.2 est présentée I'évolution de la variable de transitiox( ).
Le seuilc dé nissant l'instant de changement de régime a été xé &:.5. Le pre-
mier graphique montre I'évolution de la sortie mesurég ) du processus. Les traits

verticaux discontinus marguent les instants de changemede régime.

1.1.1.2 Les modeles MS-AR

Les modeles MS-ARNarkov-Switching AutoRegressiveintroduisent une hypo-
these probabiliste sur le passage d'un régime a un autre. \ution de la variable
discrete sy indicatrice du régime en cours est supposee dépendre d'uh@ioe de
Markov cachée (décrite par une variable non observée) a é&anis, homogene et
ergodique. Il convient de donner ici la dé nition d'une chaie de Markov.

Chaine de Markov

Généralement, un processus stochastique (un processuglisastique est une col-
lection de variables aléatoires) est une suite d'expérieexdont le résultat dépend
du hasard. Pour décrire I'évolution temporelle d'un systém dynamique, la mé-

thodologie consiste a dé nir un espace d'état (I'espace darequel une variable
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1.1. Les modéles de régression issus de I'économétrie

aléatoire prend ses valeurs) dans lequel se promene aléatoient le systeme. En
admettant qu'a chaque instant, le systéeme peut se trouver da I'un des états d'une
collection nie d'états possibles, I'observation du systae peut ainsi étre considérée
comme une expérience dont le résultat (aléatoire) est I'étdans lequel se trouve
le systéme. La théorie des processus stochastiques perntetsade calculer les pro-
babilités d'état stationnaires. Ces probabilités d'état puvent étre vues comme la
probabilité que le systéme se trouve dans un état donné a ursiant choisi aléatoi-
rement loin dans le futur. Elles peuvent également étre visecomme la proportion
de temps que l'on a passé dans cet état au cours d'une trés loegbservation du
systeme.

Dé nition 1.1 (Chaine de Markov homogéne)
Un processus stochastique a temps discret et a espace d'@mcret x(k), k 2 N, a

valeurs dansk, est une chaine de Markov homogene si et seulement si :

1.7)
Homogénéité : pour toutk 2 N et toute paire (i;j ) deE, on a

Prix(k+1) = jjx(k) =il = Pr(i;}) (1.8)

indépendamment de k.

En d'autres termes, une chaine de Markov posséde la propéé&ue son évolution
(passage dex(k) a x(k + 1)) ne dépend que de I'état courantX(k) = jk) et pas
de son passé. Les nombres B1j ) sont les probabilités de transition de la chaine.
Ainsi, Pr(i;j ) est la probabilité d'aller a I'étapej sachant qu'on se trouve a I'étape
i. La matrice P dont les éléments sont donnés par les@yj ), pour (i;j) 2 E E,
est la matrice de transition de la chaine de Markov. Cette clirae est homogéne si
son évolution ne dépend pas de l'instarkt, mais seulement des états concernés.

On introduit la probabilité de transition de passer de I'étai a I'état j enm étapes,
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Chapitre 1. Les Systémes a changement de régime de fonctionnement

notée Pr(i;j ) :

Pr(i;j ) = Prix(k+ m) = jjx(k) = i] 8k 2 N (1.9)

Dé nition 1.2 (Irréductibilité)
On dit qu'une chaine de Markov est irréductible si tout état st atteignable en un

nombre ni d'étapes a partir de tout autre état :

8i;j 2E;9m> 1=Pr"(i;j) 60 (1.10)
Dé nition 1.3 (Périodicité)
Un état i est périodique si on ne peut y revenir qu'apres un nombre diges

multiple de k > 1:

8k > 1=Pr"(i;i) =0 pour m non multiple de k (1.11)

La période d'une chaine de Markov est le plus grand commun gigur (PGCD) de
la période de chacun de ses états. Une chaine de Markov ese gieriodique si sa
période est supérieure a 1. Dans le cas contraire, elle esedipériodique.

Dé nition 1.4 (Ergodicité)

Une chaine de Markov qui est irréductible et apériodique edite ergodique.

Exemple 1.3 (Marche aléatoire ( random walk ) sur Z) Une particule se
déplace sur I'ensemble des entiers relatits A l'instant O, la particule se trouve a
l'origine. A chaque unité de temps, la particule se déplaceess un des deux sites
voisins, vers la droite avec probabilitép et vers la gauche avec probabilitd p.
Si on pose Xxx = la position de la particule aprésk déplacements, alors la suite
X = (Xx;k 0)estune chaine de Markov sut, issue de l'origine, dont les éléments

Pi; de la matrice de transitionP sont dé nis par :

i+1

8 ..

3 p Sij
Pi;jzgl p  sij=i 1

0 sij2fi Li+1g
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1.1. Les modéles de régression issus de I'économétrie

Cette chaine de Markov s'appelle une marche aléatoire str

Ayant dé ni ce qu'est une chaine de Markov, la dé nition d'unmodele autorégressif
a changement de régime markovien en est facilitée.

Un modéle autorégressif a changement de régime markovieviagkov Switching
AutoRegressive modeélest un processus bivarid sy; yxg dans lequelsy, variable
indicatrice des changements de régime, est modélisée pae whaine de Markov a
états nis, homogene et ergodique et |'évolution de la varide observéey, suit un
modele autorégressif linéaire. Le modele obtenu est le sunt/:

P

i=1

uiYi+ ", "kjsk  NID (0; 1) sisx=1

8

P
Yk = :

: P A . (L12)

= Mt miYit "k; "kJjsk  NID (0; m) sisk=M

=1
. . P .

Pr(sc=jjsc 1=1)=pj; py =1 8i;j 2fL ;Mg
i=

ousc, NID 0; () signie quesg estun bruit blanc gaussien de moyenne nulle
et de variance ().

Exemple 1.4 (Modéle autorégressif a changement de régime markovien)

La gure 1.3représente un systéme autorégressif a changement de réginagko-
vien avec deux régimes. Le dernier graphique présente dedisations du processus
stochastique qui régit les changements de régime du systei@ie processus est mo-
délisé par une chaine de Markov, ce qui conduit a I'obtentiatiu second graphique
sur lequel est représenté le régime actif a chaque instante @gime est indexé par
la variable s;y qui prend soit la valeur1 (indiquant que c'est le régimel qui est
actif) ou 2 (indiquant que c'est le régime2 qui est actif). La sortie mesuregy/(y du

systeme est tracée sur le premier graphique.

1.1.2 Les modeles a changement progressif de régimes

Ce type de modele, introduit parGranger et Terasvirta[1993, gere les change-

ments de régimes en attribuant des poids aux di érents régies. Le changement de

25



Chapitre 1. Les Systémes a changement de régime de fonctionnement
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Fig. 1.3: Modéle autorégressif a changement de régime markovien

régime n'intervient plus de maniére brusque, mais on passkifdt progressivement
d'un régime a un autre (ceci n'est pas sans rappeler |'apptoe multi-modele qui

sera présentée brievement par la suite).

1.1.2.1 Les modeles STAR

Les modeles STAR $mooth Transition AutoRegressivEsont largement utilisés
en économétrie. lls découlent d'une modi cation apportéeux modeles SETAR
par Chan et Tong [1986 de facon a ce que le changement de régime ne se fasse
pas brutalement, mais progressivement selon une fonctioantinuement dérivable

(origine du terme Smooth). lls s'explicitent par :
! !
xp xXp
Y= 1t Yk i (L G(z;se)+  2f 2i¥k i G(z ;c)+ "k
i=1 i=1
(1.13)

ou", 1ID(0; ?).
La fonction de transition G(z,; ;c) est une fonction continuement dérivable dé -
nissant le poids attribué a chacun des régimes et est généraknt a valeur comprise

entre 0 et 1. La variable de transition zx peut étre aussi bien une variable endo-
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gene (par exemplez, = yx 4, pour d > 0) qu'une variable exogene (par exemple
Zx = Xg).

Pour zx = k, on obtient un modele a parametres variant progressivementa
constantec est alors le seuil dé nissant le changement de régime etest un para-
metre réglant la vitesse de passage d'un régime a l'autre.

Selon le choix de la fonction de transitiors(zy; ;c), on peut faire des liens entre
les modeles STAR et les modeles a rupture de structures et n&ies modeéles li-
néaires.

Pour G(z; ;c) = 1=(1+exp( (z« ©))), on remarquera que lorsque tend
vers I'innion a G(z; ;c) = | (z > c). On obtient ainsi un modéle SETAR. De
méme lorsque tend vers zéro, on aG(z; ;¢) = 0:5 et on obtient un modele
linéaire autorégressif.

En choisissantG (z;; ;c) =1 exp (z« ©? ,ona,lorsque tend vers l'in ni
ou vers zéroG (z; ;c) = 0. On obtient également un modele linéaire autorégres-
sif.

Enn, pour G(z; ;c)=1=1+exp( (zx c)(zx ©))),le modele STAR est
équivalent a un modele SETAR a trois régimes lorsquetend vers I'in ni et a un

modéle autorégressif linéaire lorsquetend vers zéro.

Exemple 1.5 (Modéle autorégressif a changement de régime markovien)

La gure 1.4représente un modéle STAR combinant deux modéles autoréggis
dont les parametres ont les mémes valeurs que ceux de I'exéfpl La fonction
de transition G(') est tracée sur le dernier graphique. Il a été choi€l (z; ;c) =
1=(1+exp( (z ¢©))) avec =0:15etc=0:25 Le premier graphique montre
le résultat de l'interpolation des deux modeles autorégraifs de base par le biais

de la fonctionG( ).

Il existe d'autres extensions et modi cations du modéle STR, par exemple les

modéles STR Emooth Transition Regressioh [Granger et Ramanathan 1984.
Tous les modeles présentés existent également en versioritivariable et sous

forme de représentation d'état. Ce type de représentatioreia mis en exergue par

la suite lorsqu'il sera question des modéles courammentligés en Automatique.
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Fig. 1.4: Modéle STAR
1.2 Les modeles utilisés en automatique

En économétrie, I'objectif poursuivi en analysant des sés temporelles est de
découvrir certaines régularités de comportement a n de peouair établir une prévi-
sion. Ce méme objectif de modélisation se retrouve dans pres toutes les com-
munautés scienti ques, plus particulierement en automadue. En e et, pour que
l'automatisation d'un systéme soit e ective, il est indisgnsable d'avoir des infor-
mations quant au comportement et aux réactions de ce systerea présence de
diverses actions. Il vient alors naturellement le besoin déniable de disposer d'un
modele pour décrire le comportement du systéme.

En Automatique, on dé nit de facon informelle un systeme come étant un en-
semble de composants interconnectés entre eux en vue de riemme tache bien
précise. L'interaction entre les di érents composants duystéme est réalisée a tra-
vers un certain nombre de canaux d'entrée et de sortie plus awins bien dé nis,
canaux caractérisés par des ux d'énergie ou d'informatien L'ensemble des rela-
tions explicatives du fonctionnement du systeme constituen modéle de fonction-
nement.

Un modéle idéal doit posséder trois propriétés fondamengal : la simplicité, la pré-
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1.2. Les modéles utilisés en automatique

cision et la généralité. La simplicité du modele implique gquce dernier doit étre
aisé a comprendre et a interpréter, facile a utiliser et conde a une implémen-
tation simple quand il est utilisé a des ns de prédiction. Laprécision implique
gue le modele décrit correctement le systeme et procure degdictions exactes
auxquelles on peut se er. Enn, la généralité du modéle luianfére la capacité de
prendre en compte un nombre varié de situations di érentedlalheureusement, il
existe un con it inhérent entre ces trois propriétés idéake Il est nécessaire le plus
souvent d'e ectuer un compromis car on dégrade généralentédnne des propriétés
en voulant réaliser strictement une autre.

De la méme facon qu'en économétrie ou des modi cations pemestes ou tem-
poraires de la facon dont est générée une variable existemm, rencontre également
en automatique des systemes qui exhibent naturellement desmportements dif-
férents selon les conditions de fonctionnement. Par exerapin avion est modélisé
par di érentes equations dynamiques selon qu'il est en phasle décollage, d'atter-
rissage ou en plein vol.

De plus, la présence de régimes de fonctionnement multiplesur un méme sys-
teme répond aussi a une volonté de réduction de la complexités modéles obtenus
pour les systémes réels. Au lieu d'avoir un modele global geouvre di érentes
situations et ainsi probablement plus complexe, une alteative est d'utiliser des
modeles locaux pour chaque situation et une loi de passagardmodeéle a un autre.
De cette facon, on obtient un modéle beaucoup plus simple a miguler tout en
gardant la capacité de fournir des prédictions exactes dalesdomaine d'activation
de chaque modéle local. Un probléeme complexe est ainsi paotiné d'une fagon ou
d'une autre en un certain nombre de sous-problémes relatment plus simples qui
peuvent étre résolus indépendamment et dont les solutionslividuelles conduisent
globalement a la solution du probleme complexe de départ.

Il existe une variété impressionnante de noms pour désignem automatique des
systemes présentant des changements de régime. On citeragp@mple les systemes
linéaires par morceaux, les systémes a nes par morceauxslgystemes a commu-
tation, les systemes a sauts markoviens, etc... Il est deved'usage de regrouper

toutes ces classes de modeéles sous l'appellation généripisystemes hybrides qui
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englobe en réalité plusieurs classes de modeles.

Exemple 1.6 (Exemples de systemes réels a changement de régime) Un
exemple fort simple de systeme a changement de régime estiad. En e et, cette
derniere est non passante lorsque la tension a ses bornesrdstieure a un seuil dit
tension seuil et passante lorsque la tension appliqguée dépa ce seuil. On distingue
ainsi deux régimes de fonctionnement distincts.

Un autre exemple, extrait de la vie courante, est le chau agé'une piéce. Pour
controler la température dans une piéce, on dispose dans heaisons d'un thermo-
stat qui enclenche ou arréte un radiateur selon que la tem@éuare dans la piéce est
en dessus ou au dessous d'un certain seuil xé par I'utilisatr. De ce fait, on peut
distinguer deux régimes de fonctionnement pour le processselon que le radiateur
est allumé ou éteint.

Un exemple, un peu plus complexe, est celui d'un processusulentage de com-
posants électroniquesJuloski et al., 2004 2005. Le processus (voir gurel.5) est
constitué d'une téte de montage qui déplace un composant@&l®nique et le place
au dessus d'un circuit imprimé. La téte de montage appliguensuite une pression
sur le composant jusqu'a ce que ce dernier soit en contact ave circuit imprimé.

Il est important de disposer d'un modele adéquat pour ce gende processus an
de pouvoir bien contréler la course de la téte de montage de;fe a ne pas en-
dommager le composant électronique et le circuit imprimém®du montage. Quatre
modes de fonctionnement ont été mis en exergue pour ce syseimans le premier
mode, appelée mode libre, la téte de montage se déplace samérainte en n'étant
pas en contact avec la surface d'impact sur le circuit imprién Le second mode est
le mode d'impact. Dans ce cas, la téte de montage se déplacedtant en contact
avec la surface d'impact sur le circuit imprimé. Les troisi@e et quatrieme modes,
dénommeés respectivement mode de saturation haute et modesdguration basse,
correspondent aux situations ou la téte de montage est incage de se déplacer
respectivement vers le haut ou le bas, ceci a cause de comti@s physiques sur le
systeme.Juloski et al. [2004 ont modélisé ce processus en décrivant chaque mode

du systeme par un modele autorégressif.
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Fig. 1.5: Processus de montage de composants électroniques

1.2.1 Les représentations sous forme d'espace d'état

Comme mentionné plus haut, les modéles associés aux systemehangement
de régime peuvent se présenter, comme cela est le cas pousque tout systeme,
sous la forme d'une représentation d'état ou sous la formeude régression. Les
modéles sous la forme d'une représentation d'état sont pegges ici. Suivront en-
suite les modeles sous forme de régression. Toutes les @atsmns a venir sont des
modeles a temps discret. Par souci de simplicité des notat®) les modeles consi-
dérés ne tiennent pas compte de la présence de bruit. Ce derrgera introduit par
la suite sous la forme d'un terme additif.

De facon générale, la modélisation d'un systéme présentgiitisieurs régimes
de fonctionnement sous la forme d'une représentation d'étaécessite de modéli-
ser chacun des régimes du systeme par une représentatiortad:€éEnsuite, on se
sert d'une procédure de gestion des changements de régimesda déterminer, a

chaque instant, le régime actif et de basculer si nécessaifan régime a un autre.
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Le modéele global associé au systeme est décrit par les équadisuivantes :

8
<x(k+1)= A x(k)+ B u(k)

y(k) = C x(k)

(1.14)

L'entrée, la sortie et I'état du systéme sont respectivememneprésentés par les va-
riablesu() 2 RP, y() 2 R% et x() 2 R". Les variablesu( ), y() et x() sont
relatives a la partie continue du systeme. La variable ), souvent appelée loi ou

fonction de commutation, indexe le modele ou régime actif dagque instantk et

de régimes de fonctionnement du systeme. Les matricks B; et Ci, i =1;:::;s
sont des matrices réelles de dimensions appropriées quirdént I'évolution du

systeme dans chacun de ses régimes de fonctionnement. Le éw(.14) peut étre
vu comme une famille de modeles linéaires reliés entre eux pas commutations
indexées par la variable (.

L'évolution de la loi de commutation peut étre envisagée dawtrses manieres.
Eneet () peutétre une fonction du tempsk, de variables mesurées du systeme
comme l'entréeu( ) et la sortiey( ), de variables a estimer comme I'état( ) dans
le cas ou il serait inconnu, ou encore de variables exogenestda maitrise fait
défaut. A partir de la forme générale du modelel(14), diverses représentations des
systemes a changement de régime sont obtenues selon la detsan faite de la loi

de commutation ().

1.2.1.1 Les modeéles linéaires a sauts

Les modeles linéaires a sauts ou modéles Jlufp Linear) traduisent une
situation extréme de connaissance sur I'évolution de la ldie commutation ().
En eet, () estconsidérée comme étant une entrée déterministe, maisannue,
constante par morceaux. De ce fait, il n'existe aucune infmation a priori  sur
I'évolution de la loi de commutation du systeme. Le systémestmodeélisé par

I'équation (1.14), sans que la forme de () ne soit explicitement donnée. La valeur

Il serait plus correct de dire, pour étre plus précis, qu'il iste trés peu d'informations sur
I'évolution de la loi de commutation car I'hypothese selon aquelle () est constante par morceaux
est déja une information importante
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prise par () a chaque instant est donc inconnue. Cependant, de facon iretite,

lin uence de (y est visible sur la sortie mesurég( ) du systeme.

1.2.1.2 Les modeéles linéaires a sauts markoviens

Les modéles linéaires a sauts markoviens ou modeles JMurgp Markov Li-
near) s'apparentent beaucoup aux modeles MS-AR présentés damesdadre des
modeéles économétriques. lls introduisent, comparativemeaux modeles JL, une
connaissance supplémentaire sur I'évolution de la loi densmutation (). On mo-
délise ici la loi de commutation ¢ par une chaine de Markov homogene a états

nis (s états) en temps discret avec des probabilités de transitign, dé nies par

babilités de transition P (matrice de passage) est donc une matrice s dont

les éléements satisfonp;; Oet pj =1, pourtouti 2 S. Le couple(Xy; «)

représente I'état du systeme a I'JiFllstank. En particulier, x, est I'état continu du

systeme et , représente I'état discret.

Les modéles JML ont de nombreuses applications dans diverardones tels que
la poursuite de cibles ou ils servent a modéliser le compartent réel en poursuite
[Evans et Evans 1999 Krishnamurthy et Elliott , 1997. En télécommunications,
ils sont également utilisés pour modéliser des systémes é&tommunication par
étalement de spectres utilisant la modulation CDMA Code Division Multiple Ac-

ces9 [Krishnamurthy et al., 1999.

1.2.1.3 Les modeles a nes par morceaux

Les modéles a nes par morceaux ou modeles PWAP{eceWise A ne ) [Bem-
porad et al., 200Q Sontag 1981 1994 résultent d'un partitionnement de l'espace
entrée/état du systeme en polyedres et de I'a ectation a cltain des polyedres ob-
tenus d'une fonction ane de mise a jour de |'état et d'une fortion de sortie

dé nissant les mesures e ectuées sur le systéme.
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Dé nition 1.5 (Polyedre)

Un ensemble convex® 2 R" dé ni par l'intersection d'un nombre ni s de demi-
plans est appelé polyedreP s'explicite alors parP = fx 2 R"jHx Gg, H 2
R " G2 R

Exemple 1.7 (Exemple de partition polyédrique en dimension deux)
Sur la gure 1.6, les ensembled?;, P, et P3 dé nissent une partition poly-

edrique dans un espace a deux dimensions.

Fig. 1.6: Partionnement polyédrique en dimension deux

Un systeme représenté par un modéle PWA est décrit par :

8
S x(k+1)= A x(k)+ B u(k)+ b,

(1.15)
y(k)=C x(k)+d,

k=1 s Xq;uk) 2 4; i=1;:::;8 (1.16)
i= (x;u)2R"™ RP Hix+Ju g (1.17)

[S
= R" RP (1.18)

i=1
i\ j=,; pouri6j (1.19)

L'équation (1.16 dé nit le mécanisme permettant le choix d'un régime partialier
du systeme a un instantk. Ce choix est e ectué en véri ant I'appartenance du
couple (xx;ux) a l'un des polyédres ;. Les ensembles ; forment une partition

compléte de l'espace état/entrée . L'équation (1.19 impose aux ensembles
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d'étre disjoints. Cette contrainte est nécessaire pour ag®er l'unicité de la dyna-
migue associée au systéme pour toutes les valeurs de I'état.
Dans (1.19, si les vecteursh | etd , sont nuls pour toutes les valeurs de( ), on

parle alors de systemes linéaires par morceaux ou PLEdcewise Linear Systems

1.2.1.4 Les modeéles MLD

Les modeles MLD Mixed Logic Dynamical) se di érencient un peu des formes
de modélisation énumérées jusqu'a présent par la structuparticuliere de I'équa-
tion modélisant les di érents régimes de fonctionnement dsysteme. Le point fort
des modeles MLD réside dans leur capacité a modéliser lestigarlogiques d'un
processus (commutateurs Marche/Arrét , réseaux de mécammes, réseaux de
logiques combinatoires et séquentielles discrétes) et &présentation de la connais-
sance heuristique disponible sur le processus sous la fodtieégalités linéaires de
variables entiéres.

Dans un modéle MLD, la notion de régime de fonctionnement, mone explicitée
par I'équation (1.14), n'apparait plus vraiment. Introduite par Bemporad et Morari
[1999, I'approche MLD permet d'inclure directement des contraites dans le mo-
dele et d'a ecter des priorités aux contraintes. On peut séper les contraintes en
des contraintes fortes qui sont a respecter impérativemerdt donc prioritaires, et
en des contraintes faibles qui peuvent ne pas étre respestée facon passagere sans
gue cela n'a ecte le fonctionnement du processus. La formémgrale d'un modeéle

MLD est la suivante :

x(k+1)= Ax (k) + Byu(k)+ B, (k) + Bsz(K) (1.20a)
y(k) = Cx (K) + Diu(k)+ D, (k) + D3z (K) (1.20b)
E, (K)+ Ezz(k) Equ(k)+ Eux (k) + Es (1.20¢)

ou x(), y() etu() représentent respectivement |'état, la sortie et I'entréeu pro-

cessus. Les variables( ), y() et u() se décomposent en une partie binaire (partie
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discrete du systéme) et en une partie continue (partie contie du systeme) :

2 3
X = 4);5; Xc 2 R": x, 2 0;1g™ (1.21)
|
2 3
y= 43;5; ye 2 R*; y; 2 0; 19" (1.22)
2 |3
u= 4:°5; U 2 RP; u, 2 f 0; 1g” (1.23)
|

La variable () estune variable binaire auxiliaire : 2 f 0; 1g". z( ) est une variable
continue auxiliaire :z 2 R". L'introduction de () et z() vient de la conversion de
propositions logiques en des inégalités linéaires. Toutes contraintes du systeme

sont regroupées dansl(209.

Exemple 1.8 (Modéle MLD) Considérons le systeme PWA suivant :

8
< .
0:3x (k) + u(k six(k) O
x(k+1)= () () () (1.24)
0:8x (k) + u(k) six(k)<O0
oux(k) 2 [ 10;10]etu(k) 2 [ 1;1]
Pour passer au modele MLD, on associe a la variable binairék) la condition
x(k) Odefaconaceque(k)=1, x(k) 0.On peut ainsi récrire I'équation

(1.24 sous la forme suivante :
x(k+1)=1:1 (k)x(k) 0:8x(k)+ u(k) (1.25)

Dans Bemporad et Morari 1999, il est démontré que pour une fonctiori () telle
quef :R" 7! R, le produit f (x), étant une variable binaire etx élément d'un
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domaine bornéH, est équivalent a :
8
:
y m
Ey fx) m@ )
ry fx) MO )

(1.26)

ouy est une variable auxiliaire dé nie pary = f (x),M = n;lZafo (X),m = r)r(lzyn f (x).
En se servant de 1.26), on dé nit une variable auxiliaire z( ) de maniére a ce que
z(k) = (k)x(k) et on obtient les inégalités suivantes :

8

% z(k) 10 (k)

z (k) 10 (k)
E z(k) x(k)+10(1 (k)
“z((k) x(k) 101 (k)

(1.27)

Les inégalités 1.27) servent a respecter la contraintex(k) 2 [ 10; 10]

Finalement, le modéle MLD obtenu est :

é(k +1)=1:1z(k) 0:8x (k) + u(k)
% z(k) 10 (k)
z (k) 10 (k) (1.28)
E z(k) x(k)+10(1 (k)
©z(k) x(k) 101 (k)

1.2.1.5 Les modéles MMPS

Les modeles MMPS Max-Min-Plus-Scaling) constituent une classe de modeles
basée sur l'usage d'expressions MMPS, expressions qui comabt des opérateurs
de maximisation, de minimisation, d'addition et de produitscalaire Pe Schutter et
Van Den Boom 200]. Par exemple I'expressiox 1 5x,+min (4 X1; max (X1; X2))

est une expression MMPS. Les modéles MMPS sont obtenus enlisdint des ex-
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pressions MMPS dans le modéle du systéeme :

8
3 x(k+1)= My (x(k);u(k);d(k)
5 Y(K) = My (x(k);ulk);d(k) (1.29)

M (x (k) ;u(k);d(k)) c

ouM ,, My et M . sont des expressions MMPS ex( ), u( ), y() et d() (variable

auxiliaire a valeurs réelles).

Exemple 1.9 (Modéle MMPS) On consideére I'équation d'un intégrateur avec
saturation :
8
< .
x (k) + u(k six(k)+ u(k) 1
ks X0+ U0 six(9+ u)
: six(k)+ u(k) 1 (1.30)
y (k) = x (k)

L'équation (1.30 peut étre récrite sous la forme MMPS :
8
< x(k+1)=min( x (k) + u(k);1)

. (1.31)
-y (k) = x(k)

De facon similaire, le modele PWA de I'exempl&.8, représenté par I'équation

(1.29), peut étre mis sous la forme d'un modele MMPS :

x(k+1)= 0:8x(k)+1:1max(0x(k))+ u(k) (1.32)

1.2.1.6 Les modeéles LC

Les modéles LC I(inear Complementarity) ont été étudiés dansileemelset al.,
200Q Van der Schaft et Schumacherl99g. Leur domaine d'application est essen-
tiellement les systemes mécaniques sous contraintes, kEssaux électriques avec des

diodes idéales ou tout autre systeme dynamique présentargdrelations linéaires
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par morceaux, les systemes a structures variables, les gesbes de commande sous

contraintes et bien d'autres encore. Ces modeles sont décipar :

y (k)= Cx (k) + Dyu (k) + Dow (k) 139
v(K) = Exx (k) + Eu(k)+ Eaw (k) + g, '

8
% X(k+1)= Ax (k) + Byu (k) + Bow (k)
' v(k) 0 w(k) 0; v(k)?w(k)

oux()2R" u()2RPety()2R%v()2R™etw()2 R™. Le symbole? indique
l'orthogonalité des vecteurs v(k)? w(k) , (v (k))" w(k) = 0. Les variablesv( ) et

w( ) sont appelées variables complémentaires.

1.2.1.7 Les modeéles ELC

Les modeles ELCExtended Linear Complementarysont décrits par Pe Schut-
ter, 200Q De Schutter et Van Den Boom 2007 :

x(k+1)= Ax (k) + Byu(k)+ Bod(k) (1.34a)
y (k) = Cx (k) + Dyu (k) + D,d(k) (1.34b)
Eix (k) + Eou(k)+ Ezd(k) g4 (1.34c)
Xy
(g« Eax(k) Epu(k) Esd(k)); =0 (1.34d)
i=1 j2 ;
ou d( ) est une variable auxiliaire. Les ;i 2 1;2;:::;pg sont des sous-ensembles
defl;2;:::;lg, | étant le nombre de lignes de la matric&;.

Acausedel.349,ona:g; Ei;x(k) Eyu(k) Ezd(k)=0.Lacondition (1.349

est ainsi équivalente a :
8i2f12:::;pg;9) 2 itelque(gs Eax(k) Exu(k) Esd(k)), =0 (1.35)

Les équations 1.349 et (1.349 peuvent donc étre envisagées comme un systeme
d'inégalités linéaires (les inégalités larges introduisepar (1.349), dans lequel il y
a p groupes d'inégalités linéaires (un groupe pour chaque emdse d'indices ;)),

et dans chaque groupe au moins une des inégalités véri e landdion d'égalité.
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1.2.1.8 Equivalence des modeles PWA, MLD, MMPS, LC et ELC

Il a été montré dans Heemelset al., 200Q I'équivalence des classes de modeles
cités précédemment. Etant donné deux classes de modaleet B, pour tout mo-
dele élément de la classA, il existe un modéle appartenant a la classB avec le
méme comportement entrée/sortie et vice versa. La représation graphique de la
gure 1.7 illustre le passage d'une classe a une autre. Pour plus deallst sur les
conditions de passage d'une classe a l'autre, le lecteur pea référer a Bemporad
et al., 200Q Heemelset al., 2004.

L'équivalence entre les di érentes classes de modéles petrde choisir le mo-

Fig. 1.7: Représentation graphique des liens entres les classes de modéelesARPWLD,
MMPS, LC et ELC

dele le plus adapté aux besoins de l'analyse a conduire et disteme considéré.
Toutefois, chaque classe possede ses propres propriétés :
existence de critéres de stabilité pour les modéeles PWA
méthodes de véri cation et de commande pour les modéles MLD
méthodes de commande pour les modéles MMPS
conditions d'existence et d'unicité des solutions pour & modeles LC et les
modeles ELC

Remarque 1.1 La liste présentée des classes de modele pour les systemésia-c
gement de régime n'est aucunement exhaustive. En e et, data communauté
des systemes a évenements discrets, on retrouve d'autresnies de modélisation
comme les automates temporisés, les réseaux de Petri temgés dont il n'est pas

fait mention ici.
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1.2.2 Les représentations sous forme de régression

De facon générale, les systemes a changement de régime £snus forme de

régression admettent la représentation suivante :
y(k)="¢ (1.36)

ou' () est le vecteur de regression. Le régime actif a l'instakt est indexé par
la variable (y; «2f1;:::;80. ;i =1;:::;s sont les vecteurs de parametres
associés aux di érents modes de fonctionnement du systéme.

Le vecteur de régression peut étre en principe n'importe dieefonction des entrées
u( ) et sortiesy( ) passées du systéme. Nous nous limiterons ici au cas ou lactine

de' () est:

k=[Yk 1797Yk na Uk 1:20Ug 1]T (1.37)

La derniére valeur du vecteur () est égale al a n d'autoriser la présence d'un
terme constant dans {.36). On peut aussi écrire' « =[Yx 1x n. Uk 1k n, 1]7 OU
Yk 1x n, (respectivementUy 1« n,) représente I'empilement de la sortie (respecti-
vement de l'entrée) du systéme de l'instank 1 jusqu'a l'instant kK n, (respec-
tivement k  np). En posant Xy =[ Yk 1x n, Uk 1k n,ls ON @'« = [ X 1.
Comme dans le cas des modeles sous forme de représentatiétat)'il existe di-

verses manieres de modéliser I'évolution du mécanisme géateur du mode actif

0

1.2.2.1 Les modéles PWARX

Les modeles PWARX PieceWise AutoRegressive eXogenousiodélisent le pas-
sage d'un régime de fonctionnement a un autre en utilisant enpartition poly-

édrique d'un sous-ensemble  R" sur lequel la relation (.36 est véri ée :

k=1 SiXx2 ;i=1;::::8 (1.38)
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S . R .
ou i = ; estune partition compléete de I'ensemble des régresseursChaque

i=1
région ; est un polyédre convexe :

= X2 R" Hi X + o] 0 (139)

avecH; 2 R% " g 2R%,i=1;:::;s.

EnposantH; = [H; g]eten dé nissant une fonction a ne par morceauxf : | R:
8
5 ' I 1SiH ¢ O .
h It
f(Xk)=§ : : k= Xid (1.40)

I S SI HSI k O
on peut récrire (L.36 sous la forme :
y (k)= (X) (1.41)

En résumé, un modele PWARX est une famille de modéles ARXAtoRegressive
eXogeneous reliés par des commutations qui sont gérées par une partiti poly-

edrique de l'espace des régresseurs. Les modeles PWARX spatr les systemes
a changement de régime modeélisés sous forme de régressierque sont les mo-
deles PWA pour les systemes a changement de régime modélss@ss forme de

représentation d'état.

Exemple 1.10 (Fonction a ne par morceaux) La gure 1.8 montre deux
fonctions a nes par morceauxfi() et f,(). La premiere fonction, celle du gra-
phique de gauche, est continue sur les frontieres communes @olyedres formant
la partition polyédrique. La seconde fonction par contre,atle du graphique de
droite, présente une discontinuité sur les frontieres comumes des polyédres. Cette
discontinuité vient du fait que sur les frontieres communeaux polyedres, la fonc-

tion ane f,() admet plusieurs valeurs.
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Fig. 1.8: Fonctions a nes par morceaux f1() et fo()

Exemple 1.11 (Modéle PWARX) Considérons le systeme décrit par le
modéle PWARX (1.42) :
8
g'llsiHl'k OetH,' x O
Y(k)=g'12$i|‘|3'k OetHs « O
'l asiHs' y OetHg' y O

k=lyk 1) uk 1) 1]

1=[0 10]; .=[010]; s=[03 2]
Hi=[0 1 6]; H2=[011];

Hs3=[0 1 1]; Hs=[01 3];

He=[01 3]:Hg=[01 6]

(1.42)

Ce systeme est présenté a la gur&.9. Sur cette gure sont superposés le tracé
global du systéme ainsi que des points représentatifs du me qui pourraient
eventuellement servir dans une phase d'identi cation du sgeme. Le graphique de
gauche est tracé dans le plafux 1;yx) alors que celui de droite est réalisé dans le
plan (Ux 13 Yk 1Y)

La gure 1.10représente I'évolution de I'entréeu( ) (graphique de la premiére ligne)
et de la sortiey( ) (graphique de la seconde ligne) en fonction du temps. Contra

rement aux graphiques de la gurel.9, les di érents régimes de fonctionnement

43



Chapitre 1. Les Systémes a changement de régime de fonctionnement

16

14 - B

12+ B

10 | B

‘ : : y(k-1)
5 uk1 O 5

Fig. 1.9: Exemple de modéle PWARX
du systeme ne sont plus mis en exergue par les tracés de l'atioh temporelle

de I'entrée et de la sortie du systeme. Ceci illustre I'appbde la connaissance du

vecteur de régression i lors de la phase d'identi cation du systeme.

u(k)

' ' '
o A N o5 o b

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps

10 B

y(K)

1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps

Fig. 1.10: Evolution de u( ) et dey( ) en fonction du temps

Les modeles PWARX englobent un grand nombre de systemes a nesl linéaires

par morceaux couramment usités. Parmi ces systémes, nousrs présenter dans
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les sections suivantes les modeles HHifiging Hyperplang, la représentation ca-
nonique de Chua et les modéles Hammerstein/Wiener PWARX (H/W-W/ARX).

1.2.2.2 Les modeles HH

Les modeles HH Klinging Hyperplang sont basés sur les fonctions HH intro-
duites par Breiman [1993. L'avantage des modéles HH est que les fonctions a nes
par morceaux qui les dé nissent sont toujours continues sles frontieres des poly-
edres dé nissant la partition polyédrique de I'espace deggresseurs. Utilisées pour
I'approximation de fonctions non-linéaires et pour la clas cation, les fonctions
HH sont formées en e ectuant une somme de fonctioms(); i = 1;::: M, appe-
|ées fonctions charnieres. Chaque fonctidn( ) est formée de deux demi-hyperplans

continus a leur frontiere commune (voir gurel.1]) :

S [
0= h 143
?h-(x):_max'T-*"T- |

i ki ki

ouf () est la fonction HH obtenue en e ectuant la somme des foncioskarnieres
hi(); i=1;:::M.
Le signe devant la fonctionmax() permet la représentation de fonctions convexes
OU NON CONvVexes.
On obtient, & partir de la dé nition de la fonction HH, le modde HH (1.44) :
X
y (k) = max "¢ {5 (1.44)
i=1
ouy() 2 R est la sortie du systeme. Le modeld (44 peut étre également mis sous
la forme :
X hd
y(ky="} o+ max 'y ;;0 max '} ;0 (1.45)
i=1 i=M* +1
Ici la fonction a ne par morceaux est explicitée comme la some d'un terme a ne
(T o) et de M fonctions max positives et négatives. Les fonctionmax positives

sont regroupées dans un terme et celles qui sont négativesmglan autre terme, ce
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Fig. 1.11: Hyperplansy = '] ety ="'] * et la fonction HH correspondantey =
maxfl I +;| -|£ g

qui justi e la disparition du signe . Cette forme de représentation porte le nom

de modele HHARX Hinging Hyperplane AutoRegressive eXogengus

Exemple 1.12 (Modéle HH) La gure 1.12montre le modéle HH (.46 :

y(k)=0:3y(k 1) 02lu(k 1)
+maxf 2y(k 1)+3u(k 1);0g (1.46)
+maxfO5y(k 1)+1:5u(k 1);0g

Les graphiques de la premiére ligne représentent respeetient, de la gauche vers
la droite, les termesO:ly (k 1) 0OQ:2u(k 1), maxfy(k 1)+ u(k 1);0g et
maxf y(k 1)+3u(k 1);0g. La sortie y() du systeme, représentée a la se-

conde ligne, est obtenue en sommant les graphiques de la pigmm ligne.
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Fig. 1.12: Exemple de modéle HH

1.2.2.3 Représentation canonique de Chua

La représentation canonique de Chua est une classe de mosl@denes par
morceaux proposeée pathua et Kang[1977; Kang et Chua[197§ et qui s'apparente
beaucoup aux modéles HH :

hd
y(K)="¢ o+ Gk (1.47)
i=1
Il existe une équivalence entre la représentation canongjale Chua et les modeles
HH qui est aisée a démontrer. En e et, il est possible de faila transformation

suivante :

T+ .0 T
max ' }f il

1| + 1 + 1 + f 1 +
ZE-I[ i+| + max I i é i+| 1-kr i i |+|
1| 1 1 1
:EI i++| +émaX I |++i 1 I |+ i
1| + 1| +
ZE-I[ i+| +§ -Ik- i i
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L'équivalence entre (.44) et (1.47) est ainsi établie.

1.2.2.4 Les modéles Hammerstein/Wiener PWARX

Cette classe de modeles, qui admet plusieurs applicationsjiques, résulte de
I'interconnection d'un modéle linéaire dynamique et d'un&on linéarité statique.
On distingue deux cas : lorsque la non linéarité précede le debe linéaire, on
parle de modele de Hammerstein et lorsqu'elle le suit on parntle modele de Wie-
ner. Si de plus, la non linéarité est a ne par morceaux, on pde alors de modéles
Hammerstein PWARX (H-PWARX) et de modeles Wiener PWARX (W-PWARX).
De facon générale, les modeles H-PWARX (respectivement lesagles W-PWARX)
sont obtenus par la connexion en cascade d'une non linéastatiqgue a ne par mor-
ceaux suivie (respectivement précédée) d'un modele ARAUYtoRegressive eXoge-
nous). La gure 1.13montre quelques exemples typiques de non linéarités statep
a nes par morceaux. Le graphique de gauche illustre le phéntne de saturation,

celui du milieu représente une zone morte et en n le dernierantre un frottement

/ v
/ -

Saturation Zone morte Frottement visqueux de Coulomb

visqueux de Coulomb.

Fig. 1.13: Exemple de non-linéarités a nes

Un modéle H-PWARX est donné par :
8
2 x (k) = g(u(k))

Pa )
> y(k)= 1a,-y(k )+

.I"% ax(k ) (1.48)
j=1

u( ) ety() sont respectivement I'entrée et la sortie du systeme( ) est une variable
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ane par morceaux.
De fagon similaire, le modéle W-PWARX se présente sous la forme

S
x (k) = ax(k i)+ _1hu(k i)

i=1 j

N (1.49)
-~y (k) = g(x (k)

Dans (1.49, la variable interne x( ) est la sortie du modele ARX.

La gure 1l.14montre le schéma bloc des modeles H/W-PWARX.

u(k k k
()> I/ x( )> Modéle linéaire _y(>)

_—]

Modele H-PWARX

&, Modele linéaire x() ) L y(,k)

_—]

Modeéle W-PARX

Fig. 1.14: Les modéles H-PWARX et W-PWARX

1.3 Liens entre la representation d'état et la repré-

sentation sous forme de régression

Il est souvent admis dans la littérature que le passage d'urreprésentation
sous forme de modele d'état a une représentation sous formeerdgression (et vice
versa) est aisé a e ectuer et conduit a I'obtention de strucires qui modélisent de
facon équivalente le systeme considéré. Ceci reste valgiber les systemes linéaires
invariants. La situation est Iégerement di érente pour lesystémes a changements
brusques de régimes. La réciprocité du passage modéle d/étadele de régression
n'est établie que pour certaines formes particuliéres de ohees. De facon générale,
on peut passer pour un systéme a changements brusques demégid'un modéle

d'état a un modéle de régression, mais la structure des moekelobtenus subit des
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modi cations lors du transfert.
Considérons le modele d'étatl(.50 représentatif d'un systeme linéaire :

8
< x(k+1)= Ax (k) + Bu (k)

(1.50)
y (k) = Cx (k)

Pour obtenir un modeéle de régression équivalent a partid (50, on peut se servir
des propriétés de l'opérateur retardj dé ni par : x(k 1) = q x(k). On obtient

ainsi un modele de régression équivalent .60 :
yk)=C | Ag! 'Bq u(k) (1.51)

Considérons maintenant un systeme a changements de régimedglisé par la
représentation d'état (1.14) :
8
Sx(k+1)= A x(k)+ B  u(k)
y (k)= C  x(k)

A partir de I'équation d'état, on obtient :
x(K= 1 A, " "B, ,quK

On a alors :
1
yky=C, 1 A,,q" "B, ,q'uk (1.52)

Il faut constater ici que l'expression {.52 fait apparaitre des valeurs de la loi de
commutation a des instants di érents, notammentk 1 et k. Ceci signie que
I'intuition premiere selon laquelle il aurait sut de procéder au passage en modele
de régression de chacun des modeles d'état modélisant legrdnts régimes du
systeme est fausse. En fait le modéle de régression équivatibtenu comprend
tout d'abord plus de régimes de fonctionnement que le modedé&tat de départ.
Ensuite, ce modele de régression comprend des régimes destgarameétres sont
des combinaisons des modéles d'états locaux de la repréaton d'état de départ.

Rosengvist et Karlstrétm[2005 ont montré que pour certaines formes de modéles
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1.3. Représentation d'état et représentation sous forme de régression

d'état, il est possible d'obtenir un modéle de régression nloles parametres de

chacun des régimes sont associés a un seul des modes de légepration d'état.

Proposition 1.1
On suppose que la loi de commutation( ) du systéme a changement brusque de
régimes dépend exclusivement de I'entrég ) et de la sortiey( ). Sile modéle d'état

(1.14) associé au systéeme est de la forme :

2 3
alk an 1« ay K
1 0 0
A =
1.53
0 1 0 ( )
h IT
B = ..
B} hl.. 00 I

Ck: bl:k:::b1 1:kb‘l:k ,

il existe alors un modele de régression entrée/sortie capondant a ce modéle
d'état et dans lequel chaque paramétre est associé a un seuld® :

P .
- q? k 1qJ

y(k) = — -u(k): (1.54)
1+ la; . .9

De méme si le modeéle d'étatl(.14) est sous la forme :

2 3
a., 1:::0
A, =
anl;ko 1
0:::0 (1.55)
h & - It
Bkthk::lb11;kbﬂk
= 1:::00 ;
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il existe un modéle de régression entrée/sortie correspamti dans lequel chaque

parametre est associé a un seul mode :

P .
- h; « 19 .
y(k)= — u (k) : (1.56)
1+ a*'; k 1q i
i=1

La proposition 1.1 montre que le passage d'un modele d'état a un modéle de régres
sion dans lequel les parameétres associés aux di érents ndégs de fonctionnement
ne dépendent que d'un seul mode de la représentation d'étatst possible qu'a
condition que les modeles locaux du modéle d'état soient soforme compagne
d'observabilité ou de commandabilité. La démonstration deette proposition peut
étre retrouvée dansRosenqvist et Karlstrom 2003.

Le passage d'une représentation sous forme de régressioma représentation
d'état est beaucoup plus aisé et se fait en posant tout simphent :

h it
(k)= yk D::iytk ny) uk 1):::uk np) (1.57)

Pour le cas particulier ot on a :

Xa
y(ky= &, yk i)+ulk 1); (1.58)
i=1
h i
on obtient, en posantx(k) = y(k 1):::y(k n,) ,une représentation d'etat
équivalente dont les matrices d'étatA ,, de commandeB , et de sortieC , sont

données par : 3

. ana 1; k ana; k
0

' 1.59

1 (1.59)

2
a]_;k:..
1 ::: 0
i
0 :::
h

B =
(=100 i

Ck: al;k:::anal;kanalk;

0

It

la sortie du modéle d'état étant dé nie pary(k) u(k).
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1.4. Identi cation des systémes a changement de régime

1.4 ldenti cation des systemes a changement de ré-
gime

Nous considérons ici un systeme a changement de régime misdésous forme
de régression :
y(k)="% ,+"K (1.60)

ou 2f1;:::;80, "k =[Yk 1k n, Uk 1x n, 1] et () est un terme d'erreur.
L'objectif est de procéder a l'identi cation des paramétre du modéle L.60 a partir

d'un jeu de mesured de N points entrée/sortie du systeme :
D=1f(y;Xx); k=1;:::;Ng (1.61)

Dans (1.61), y() 2 R est la sortie mesurée du systemeX, 2 R" est le vecteur
de régression dé ni parXy =[Yk 1k n, Uk 1k n,], Na €t Ny €tant les ordres de
régression.

De fagon générale, l'identi cation de la structure 1.60 nécessite la détermination
de trois quantités :

le nombre s de régimes de fonctionnement du systeme,

ment du systéeme,

les coe cients H;j; i =1;:::;s des hyperplans dé nissant le partitionnement

de I'ensemble des régresseurs.
La premiére diculté inhérente a l'identi cation d'un syst éme a changement de
régime est le choix du nombres de régimes de fonctionnement. Par exemple, on
obtiendrait un modele qui expliquerait parfaitement le jeude donnéed en choi-
sissant autant de régimes de fonctionnement que de donnéss=: N. Il est évident
gue cette solution est a proscrire car elle introduit une sparamétrisation du mo-
dele obtenu. Il est nécessaire d'imposer des contraintes sude fagon a minimiser
le nombre de régimes de fonctionnement tout en garantissambe erreur d'identi-
cation faible.
Dans la situation ou le nombre de régimes de fonctionnement dystéme est connu,

le probleme d'identi cation est équivalent a la recherchees parametres d'une fonc-
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tion a ne a partir du jeu de données D. On procéde alors a la minimisation du
critere (1.62 par rapporta =( q1;:::; s)etH;; i=1;:::;s:

W (;Hi) = Ve g (1.62)

1
N k=1

ou " est une fonction non négative, par exemplg") = "2, ou “(") = j"j.

La minimisation du critére (1.62 par rapport a conduit généralement a un pro-

bleme fortement non convexe avec des minima locaux.

La di culté sous-jacente lors de l'identi cation d'un systeme a changement de ré-

gime est le couplage existant entre la classi cation des do@es et l'identi cation

des paramétres. En e et, chaque élément du jeu de donné@sest associé a une

région ; de l'espace des régresseurs dé nie eh.39 et au régime de fonction-

nement correspondant a cette région. Pour estimer les paratres d'un régime de

fonctionnement, il faut donc déja connaitre les données qearactérisent ce régime

(classi cation).

En introduisant les quantités :

< 1 Si)(k 2
Li(k) = ; (1.63)
0 tous les autres cas

la minimisation du critere (1.62 peut alors étre récrite de la fagon suivante :
1 XX |
min o Ty Tk tik) (1.64)
k=1 i=1

On peut scinder de facon générale I'ensemble des méthodeistartes pour
I'identi cation des systemes a changement de régime en degxandes catégories
[Paoletti, 2004 Roll, 2003.
La premiere catégorie utilise une approche nécessitant la dition d'un partition-
nementa priori de l'espace des régresseuilings et Voon, 1987 Julian et al.,
1999. L'avantage de cette approche est que l'estimation des @anétres des régimes
de fonctionnement est simpli ée car on peut, connaissant fartitionnement, utili-

ser des méthodes classiques d'identi cation pour estimerd parametres de chaque

54
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régime de fonctionnement. Toutefois, I'existence de nongarx minima locaux, la
complexité calculatoire de la méthode et la croissance exmmtielle du nombre de
régions rend ce type d'approche di cilement exploitable, nptamment pour les sys-
temes d'ordre élevé.
Le seconde catégorie de méthodes procede a l'estimationudtemée ou itérative
des régimes de fonctionnement et des régions du partionneinde I'espace des ré-
gresseurs. En fonction de la fagon dont le partitionnemensee ectué, on distingue
dans cette catégorie quatre groupes :
le premier groupe englobe les méthodes procédant a la mingation a l'aide
de méthodes numériques (méthode du gradient par exempleud' critére
adéquat permettant I'estimation simultanée des parametsedes régimes de
fonctionnement et des coe cients associés aux hyperplang dissant les ré-
gions du partitionnement Batruni, 1991 Chan et Tong 1986 Gad et al.,
200Q Julian et al., 1998 Pucar et Sjoberg 1999. Il demeure possible, lors de
la minimisation, de converger vers des minima locaux, maistte approche a
l'avantage d'o rir une formulation directe du probleme d'identi cation.
le second groupe de méthodes, qui est en fait une extensianmtemier groupe,
opere par une identi cation simultanée des parametres desgimes de fonc-
tionnement et des régions du partitionnement a partir d'un prtitionnement
de base tres simple de I'espace des régresseBrgiman, 1993 Ernst, 1998
Heredia et Arce 1996 Hush et Horne 1998 Julian et al., 1998 Pucar et Sjo-
berg 1999. Dans le cas ou le résultat de l'identi cation n'est pas satfaisant,
de nouveaux régimes de fonctionnement ou de nouvelles régisont ajoutés
an d'améliorer les résultats. Le risque d'existence de mima locaux reste
présent et il existe également un risque de surparamétrigat du modéle lors
de l'ajout de nouveaux régimes de fonctionnement ou de nolles régions.
L'avantage obtenu ici est que le probleme d'identi cation st divisé en plu-
sieurs sous-problemes d'identi cation beaucoup plus as@ résoudre que le
probléme de départ.
les méthodes du troisiéme groupe identi ent de facon itéttéve les parametres
des régimes de fonctionnement et les régions du partitiooment [Bemporad
et al., 2003 Ferrari-Trecate et al., 2003 Medeiroset al., 2002 Minz et Krebs,
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2002 Ragotet al., 2003, Skeppstedtet al., 1992 Vidal et al., 2003. A chaque
étape, on prend en compte soit les régimes de fonctionnemestit les régions
du partitionnement.
le dernier groupe estime les régions du partitionnement eatilisant exclusi-
vement l'information sur la distribution des vecteurs de rgression Choi et
Choi, 1994 Stromberget al., 1991. Il arrive trés souvent, dans ce cas, qu'un
ensemble de données qui devraient en principe apparteniraarhéme région
soit scindé en plusieurs régions distinctes.
Il est a noter que quelle que soit la méthode utilisée, le prgime de l'existence
de minima locaux reste présent et il est impossible de diregizelle de toutes ces
meéthodes est la meilleure, chaque méthode présentant searg®ges et ses incon-
vénients.

Exemple 1.13 (Systeme linéaire statique a deux modes de fonctionne-
ments) Considérons le systéme linéaire statique a deux modes dectanne-
ment modélisé par :

y (K)g= au (k)
< @,=085si (k) 05 O (1.65)
a= 070si (k 05<0

ou (k) est la réalisation d'une variable aléatoire ayant une distsution uniforme
sur l'intervalle [O; 1].

La gure 1.15montre I'évolution temporelle de I'entréeu( ) et de la sortiey() du
systeme.

On peut, a partir de I'entrée et de la sortie du systeme, visliaer I'évolution tempo-
relle du paramétrea du modele (.65 en calculant la quantité y(k)=u(k). C'est ce
gue montre le premier graphique de la gurd.16 Ony note la présence de commu-
tations et de deux valeurs distinctes pour le paramétra. En se positionnant dans
le plan (u (k) ;y(k)), on met encore plus en évidence l'existence de deux valeurs
distinctes pour le paramétrea. Le deuxiéme graphique de la gurel.16 illustre
cet état de chose. Par contre, le parameétre temps étant masgjues commutations
n‘apparaissent plus cette fois-ci.
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En dé nissant la fonction codt suivante :

X - .
2., +(ykk) au(k)?®

(&)=

on peut discriminer les deux modes de fonctionnement en mamsant cette fonction
par rapport a a, N étant le nombre de points de mesure et une constante assez
petite. La gure 1.17 montre I'évolution de la fonction colt ( ) vis-a-vis dea,
pour =0:0001 Ony voit distinctement deux pics correspondant aux deux aurs

prises para.

L A x10 °
3 .

entrée

a0 évolution du parametre a 25

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

: ‘ ‘ ‘ — 15
05 sortie 05 S

Y0 PR
05 -0.5

) . 05 ]
1 R
0 20 40 & 8 10 1 05 0 05 1 J
K ) 0 7 |

2 -15 -1 05 0 05 1 15 2
a

Fig. 1.15: Evolution de Fig. 1.16: Parametre a et
I'entrée et de la sortie plan (u (k) ;y (k)) Fig. 1.17: Fonction colt

1.5 Liens entre multi-modeéles et systemes a chan-

gement de régime

Lors de I'élaboration d'un multi-modele, l'objectif recheché est la représen-
tation du comportement d'un systeme complexe (souvent nonngaire) par un
ensemble de sous-modéles, chacun des sous-modéles étdableadans une des
régions complémentaires de l'espace dé ni par les grandsysermettant d'expli-
guer la sortie du systeme. En d'autres termes, il s'agit deduver des modéles de
structures assez simples (souvent linéaires), chacun répentant le comportement

du systeme dans une zone de fonctionnement bien spéci que. modéle global du
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processus résulte alors de la combinaison des di érents sauodéles par le biais
d'un mécanisme d'agrégation. Ces sous-modeéles sont quadi de modéles locaux
puisque n'étant valables que dans une zone donnée de fonmtiement ou autour
d'un point de fonctionnement donné. Un multi-modele est danune structure ré-
sultant de I'agrégation de modéles locaux.

Pour caractériser un multi-modeéle, il faut spéci er le nomte de modéles locaux,
la structure de chaque modéle local ainsi que la nature de fanttion d'agrégation
ou d'activation. On recense essentiellement deux structes de multi-modéles : les
structures a modeles locaux coupléddhansen et Foss1993 et les structures a
modeles locaux découplé&ilev, 1991.

La structure a modeles locaux couplés suppose que le multbdele possede
un état x() unique et global (voir gure 1.18. Celui-ci est dé ni de la maniere
Suivante : e

x(k+1)= i ( (k) Aix(k) + Bju(k) + D; (1.66)

i=1
ou ( (k));i 2f1;::;sg sont les fonctions d'activation et (k) est le vecteur des
variables de décision dépendant des grandeurs mesurablassgsteme et éventuel-
lement de grandeurs estimables.

Dans le cas des structures a modeéles locaux découplés, letimubdéle est
dé ni par une somme pondérée de modeles locaux dont les étawwluent indépen-
damment les uns des autres (voir gurel.19. Le modele global est alors donné
par :

Xi (k+1)= Aixi (k) + Bju(k) + D; i=1;:::;8
(ke D)= (R (k+D)

(1.67)

Cette structure modélise la mise en paralléle de modeles a nes pondérés par
leurs poids respectifs.

De facon plus générale, un multi-modéle permet de traduirene plus grande
variété de comportements non linéaires comparativement asystemes a régimes
multiples présentés jusqu'ici. En jouant sur l'allure de lgonction d'agrégation, il
est possible d'approximer toute forme de non-linéarités,&mes celles se traduisant
par un passage brusque d'un régime de fonctionnement a un mtomme cela est

le cas avec les systemes a changement abrupt de régimes. Diiteles systémes
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u(k) x(K) P

Fig. 1.18: Structure d'un multimodéle a modéles locaux couplés

u(k) P

= x(K)

Fig. 1.19: Structure d'un multimodéle a modéles locaux découplés

a changement abrupt de régimes peuvent étre vus comme un castigulier de

systéme multi-modéle.
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Exemple 1.14 (Du multi-modéle vers le modéle a changement de régime)
Cet exemple montre les capacités d'approximation des multiodéles, de méme

gue le lien existant entre les multi-modeéles et les modéleslgangement de régime.

60

On considére la fonction ane
50+

par morceaux dé nie par :

8

< 2x+3 six O 30|
f(x)=,

40t

4x+3 six>0 20l

La fonction f () est représentée 1o}

ci-contre.

On approxime ensuite cette fonction en se servant d'un multhodele a deux mo-
déles locaux : 8

Sf.(x)= 2x+3

- fo(x)=4x+3

Les fonctions d'agrégation des modeles locaux sont chasseus forme de fonctions

tangentes hyperboliques dé nies par :
1 +tanh x G ; 1=1;2

NI =

i (X) =

Le parametre ; permet de dé nir la pente a l'origine de la fonctiortanh( ). Il régle
le mélange entre les modeles locaux. Dans notre exemple, athaisi ; = , =
et =6 ==C

Le modéle réalisant I'approximation est :
)= 100f1(0)+ 2(x)f2(x)
la qualité de I'appromixation pouvant étre dé nie par :

= fx) f(x
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ou représentek k par exemple la norme euclidienne.

La gure 1.20 montre l'approximation obtenue pour diverses valeurs de;. On

f,00 f,0 f,09
50|+ (0 2 50|10 2 5011 2
0 0 0
-50 -50 -50
10 0 10 10 0 10 10 0 10

0.8

0.6 M K
0.4
0.2 c=0
0 s=0.5
10 0 10
60 60 60
50 50 50
40 f(x) 40 f(x) 40 f(x)
30 30 30
20 20 20
10 10 10
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10

Fig. 1.20: Approximation de la fonction f () par un multi-modele

peut constater que diminue lorsque diminue. Il est possible de déterminer

pour que la quantité soit inférieure a un seuil aussi petit que I'on souhaite.

1.6 Stabilité des systemes a changement de régime

La stabilité des systémes a changement de régime est essdptnent étudiée
pour les systéemes sous forme de représentation d'état (mwd®WA, JL, PL).
Contrairement aux cas des systemes lin€aires invariants ¢ stabilité peut étre
aisément véri ée en calculant les valeurs propres de la mate d'état, la situation
est plus compliquée lorsqu'on doit tenir compte de divers gégnes de fonctionne-
ment. Il est inutile d'espérer tirer des informations sur lsstabilité ou l'instabilité
d'un systéme a changement de régime en s'intéressant unigquent a la stabilité ou
a l'instabilité de ses modes.

L'étude de la stabilité des systemes a changements de régsnaeconnu récemment
un regain d'attention. Ceci essentiellement parce qu'eligermet la synthése de loi
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de commande par rétroaction explicite et de faible compléagi [Grieder et Morari,
2003 Grieder et al., 2004 2003. La majeure partie des méthodes existantes pro-
ceéde a une extension de la méthode de Lyapunov aux systemesm@rmutation.

Un éventail de méthodes avec des degrés variables de coratesme a été développé
pour analyser la stabilité des systemes a changement de régia partir de la théorie
de Lyapunov. Puisqu'il n'y a aucune méthode standard pour ostruire des fonc-
tions de Lyapunov, des algorithmes permettant le calcul derfictions de Lyapunov
pour une large classe de fonctions candidates ont été progesll s'agit du calcul de
fonctions de Lyapunov communes sous forme d'un polynéme degdé2 (Quadratic
Lyapunov function) ou 4 (Quartic Lyapunov function), de fonctions de Lyapunov
a nes par morceaux (PieceWise A ne Lyapunov function), de fonctions de Lya-
punov polynomiales par morceaux, chague morceau de la fanat étant représenté
par un polyndme de degre (PieceWise Quadratic Lyapunov functiophou de degré
4 (PieceWise Quartic Lyapunov functior). Ces fonctions sont e cacement calculées
a l'aide de la programmation linéaire ou de la programmatiosemi-dé nie. Dans
[Biswaset al., 2009, il est présenté un apercu général des techniques permetta
de trouver des fonctions de Lyapunov candidates. Une congéqce directe de ces
etudes de stabilité est la conception d'observateurs d'dtatables.

Remarque 1.2 Dans la suite de ce document, nous nous intéresserons aux sys
temes a changement de régime pour lesquels le passage d'winmré & un autre
est brusque. Il n'y a donc pas de phase de transition d'un régé de fonctionne-
ment a un autre. Nous désignerons ce type de systemes par pajation générique
de systemes a commutations (SAC) et les di érents régimes denctionnement
du systeme seront appelés modes. De plus, les SAC considéegent sujets a des
changements de modes ou commutations de fréquences retatient moyennes. Ceci
exclut de facto les systemes susceptibles de commuter a ar@qstant comme les

hacheurs, par exemple, en électronique de puissance.

Conclusion

Ce premier chapitre traite des principaux modeéles utilisédans la littérature

pour la représentation des systemes a changement de régineefanctionnement.
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1.6. Stabilité des systemes a changement de régime

On peut regrouper ces modeles en deux grandes classes : ledétae utilisant
une représentation d'état et ceux S'appuyant sur une représtation sous forme
de régression. Des passerelles existent, sous certainexlitions, entre ces deux
grandes classes et également au sein des classes elles-sn@gmeapercu sur les

méthodes d'identi cation et d'étude de stabilité est également donné.

63



Chapitre 1. Les Systémes a changement de régime de fonctionnement

64



Diagnostic de fonctionnement des

systemes a base de modele concepts

fondamentaux
Sommaire
2.1 Dénitions et généralités . . . .. ... ... ... 68
2.1.1 Termes générauxX. . . . . . . .o i 68
212 Fonctions . . . ... ... ... 69
2.2 Ladétection . ... ... ... 70
2.3 Lalocalisation . ... .. ... ... ... 72
2.3.1 Résidusstructurés. . . . ... ... ... ... 73
2.3.2 Résidus directionnels. . . . . . ... ... 74
2.4 Méthodes de génération des résidus . .. ... ... .. 76
2.4.1 L'approche par espace de parité . . . . ... ... ... 76

65



Chapitre 2. Diagnostic a base de modele

2.4.2 L'approche par observateurs . . . . ... ... ..... 80
2.4.3 L'approche par estimation paramétrique. . . . . . . .. 83
2.5 Diagnostic des systémes a commutation . . .. ... .. 86
2.6 Observabilité des systémes a commutation . .. .. .. 91
26.1 Généralités . . . . .. ... 91
2.6.2 Observabilité dans le cas ou I'évolution des modes est
CONNUE. . . . . . o i it e e e e e e e e e 94
2.6.3 Observabilité¢ dans le cas ou I'évolution des modes est

INCONNUE. . . . . . o o e e e e e e e e e e e s e e, 96

66



Introduction

Pour atteindre les objectifs d'automatisation des process technologiques, on
fait appel a des méthodes qui deviennent de plus en plus sagilgjuées. La nalité
de cette complexité croissante est 'augmentation de la germance, de la abilité,
de la disponibilité et de la sdreté de fonctionnement de cesogessus. Le besoin
de sdreté de fonctionnement et de abilité est encore plusuxial lorsqu'il s'agit
de systemes sensibles pour lesquels une fausse manoeuweétiee colteuse aussi
bien humainement que nancierement. Ceci est le cas, par emple, des usines de
produits chimiques, des réacteurs nucléaires, des systénae transport a grande
vitesse, des systemes aéronautiques et bien d'autres eecdn vue de remplir ces
objectifs de performance, de sécurité et de disponibilitées processus technolo-
giques, on leur associe des modules de diagnostic servanggecter tout écart de
comportement par rapport au comportement souhaité et mémeads certaines si-
tuations a recon gurer le fonctionnement du systeme.

Un module de diagnostic procede en trois étapes fondameeal Dans un premier
temps, il s'agit de déterminer si le processus considéré senporte ou opere nor-
malement, c'est-a-dire s'il remplit le cahier des chargesu@ xé l'ingénieur lors
de la conception du systéme en question. C'est |'étape ditee diétection. Arrive
ensuite une seconde étape qui a pour objet la recherche detaines caractéris-
tiques du défaut comme son instant d'apparition, son amplitde, sa gravité. En n,
la derniere étape, qui découle des deux étapes précédenpesmet de décider de
I'action a entreprendre sur le systéme. Il peut s'agir de nwaenir le systeme dans
le méme mode opératoire, de corriger son fonctionnement oocere de l'arréter
complétement.

En consultant la trés abondante littérature existante sure diagnostic, on se rend
assez vite compte de la non unicité de la terminologie dans @e@maine. Le comité
technique IFAC (International Federation of Automatic Control) SAFEPROCESS
a tenté de normaliser certaines dé nitions généralement eeptées par I'ensemble de
la communauté de I'Automatique. Nous rappellerons dans celicguit les dé nitions

données a certains principaux termes propres au domaine diaghostic.
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2.1 Deé nitions et généralités

Les dé nitions qui suivent sont les fruits des travaux du Grapement pour la
Recherche en Productiquehttp ://www.laas.fr/ 7Ecombacau/SPSF-sursup.htm)

dans le cadre des ré exions sur la terminologie en Surveiilze et Supervision.

2.1.1 Termes généraux

Faute : action, volontaire ou non, dont le résultat est la non priserecompte cor-

recte d'une directive, d'une contrainte exprimée par le céér des charges.

Défaut : écart existant entre la valeur réelle d'une caractéristigaidu systeme et

sa valeur nominale.

Défaillance : interruption permanente de la capacité d'un systéeme a assirune

fonction requise dans des conditions opérationnelles spées.

Erreur : partie du systeme ne correspondant pas ou correspondant ontplete-
ment au cahier des charges. En toute logique, une erreur estdonséquence d'une

faute.

Erreur latente : l'erreur est latente tant que la partie erronée du systéme est
pas sollicitée. Elle devient e ective au moment de la solitation de la partie erro-
née.

Dysfonctionnement :  exécution d'une fonction du systeme au cours de laquelle

le service rendu n'est pas délivré ou est délivré de maniereomplete.

Panne : état d'un systéme incapable d'assurer le service spéci é @ duite d'une

défaillance.

Symptdome : événement ou ensemble de données au travers duquel le systéim
détection identi e le passage du procédé dans un fonctiorment anormal. C'est
le seul élément dont a connaissance le systeme de survedé&au moment de la

détection d'une anomalie.

Résidu : signal concu comme indicateur d'anomalies fonctionnelles comporte-

mentales.
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2.1.2 Fonctions
Acquisition :  collecte des données en provenance du procédé.

Détection : caractérise le fonctionnement du systéme de normal ou d'anl.
On peut distinguer deux grandes classes d'anomalies :
la premiere regroupe les situations pour lesquelles le cportement du sys-
teme devient anormal par rapport a ses caractéristiqgues nmseques, la se-
conde regroupe les situations dans lesquelles le compor@imest anormal
par rapport a la loi de commande appliquée. A I'évidence, leedxiéme classe
est incluse dans la premiére.
la deuxiéme classe recouvre les anomalies de fabricationses en évidence
par des contrdles (métrologie) de qualité du produit en falmation.

Suivi : fonction maintenant en permanence un historique des traiteents e ectues
par le systtme de commande/supervision et une trace des éx@ents que percoit

le systeme.

Diagnostic : établit un lien de cause a e et entre un symptdome observé et la
défaillance qui est survenue, ses causes et ses conségae@eedistingue classique-
ment trois étapes :
localisation : détermine le sous-systéme fonctionnel eofigine de I'anomalie
et progressivement a ne cette détermination pour désignet'organe ou le
dispositif élémentaire défectueux.
identi cation : détermine les causes qui ont engendré la d&illance constatée.

explication : justi e les conclusions du diagnostic.

Recon guration :  fonction consistant a changer la commande envoyée au syséem

ou la disposition matérielle du systéeme pour éviter (ou farface a) une panne.

Les systemes pour lesquels la sOreté de fonctionnement esstcruciale sont
le plus souvent concus en se basant fortement sur la redondammatérielle. Par
exemple deux (systéme duplex) ou trois capteurs (systemeplex) sont souvent
utilisés pour mesurer la méme grandeur. Il s'agit de multigr les chaines de me-

sure an d'obtenir plusieurs mesures de la méme grandeur. Utétecteur et un
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voteur permettent ensuite de donner la valeur la plus vraiseblable de la quantité
mesurée. L'approche par redondance matérielle, bien quét trés e cace, présente
I'inconvenient d'augmenter le codt (nécessité d'instalteun plus grand nombre de
capteurs) et I'encombrement (espace aditionnel requis polinstallation des cap-
teurs supplémentaires) des processus. Dans certaines aaplons, dans le domaine
de l'aérospatial par exemple, le poids des équipements aigee leur colt consti-
tuent une contrainte critique du cahier des charges. Il estothc nécessaire, pour ce
type d'application, de trouver une alternative a I'approcte utilisant la redondance
matérielle. L'alternative proposée consiste a utiliser ¢erelations qui existent entre
les mesures de grandeurs dépendantes qu'elles soient ouad®wmeéme nature : c'est
la redondance analytique.

La redondance analytique exploite la corrélation existarmntre les di érents signaux
mesurés. Sa mise en +uvre nécessite I'existence d'un moddédique ou dynamique,
linéaire ou non linéaire, déterministe ou stochastique dysteme reliant les entrées
et les sorties mesurées. L'idée principale est de véri er t@hérence des mesures de
di érentes grandeurs e ectuées sur le processus et le conigonent prévu pour ce
processus a partir du modéle analytique qui lui est associéapproche utilisant la
redondance analytique se compose essentiellement de debases distinctes : une
phase de génération de résidus et une phase de prise de d#tidbnt I'objet est
la détection et éventuellement la localisation d'un compast défaillant. La gure
2.1 résume les principales étapes lors de la mise en +uvre d'urtibde diagnostic

utilisant I'approche par redondance analytique.

2.2 La détection

La procédure de détection a pour objectif de déterminer |'gprition et I'instant
d'occurence d'un défaut. Pour parvenir a cet objectif, on iltse des résidus qui sont
obtenus en comparant le comportement du modéle du systemeeut du systeme
réel. Les résidus sont représentatifs des écarts entre lenpmrtement observé du
systeme et le comportement de référence attendu lorsque iesteme fonctionne

normalement . Ces résidus sont généralement a moyenne melet ont une variance

déterminée en l'absence de défauts de fonctionnement.
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Prise de décision

l

Composants défaillants

Fig. 2.1:. Structure de diagnostic

Un moyen générique de construire un résidu est d'estimer lecteur de sortiey( )
du systeme. L'estimé}( ) est alors soustrait du signal de sortig( ) a n de former

le vecteur de résidug () suivant :

rk)=yk) ¢k (2.1)

En présence de défauts, le signg] ) ainsi formé s'écartera notablement de la valeur
zéro et sera identique a zéro lorsque le systeme fonctionneormalement .

Dans la pratique, le résidu n'a pas exactement une valeur tellen I'absence de
défauts car, lors de la phase de modélisation, plusieurs logpeses simpli catrices

sont introduites conduisant a un modele qui ne re ete pas dément le systeme
réel. De plus, les mesures e ectuées sur le systeme sont lespouvent entachées

de bruits de mesure. Le vecteur de résidus s'écrit alors :

r(k) = ym(k) ¥k (2.2)
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ou ym( ) est la sortie mesurée du systéme qui est composée, en plusadsoalrtie
réelley( ), de bruits de diverses natures relatifs a l'instrumentatio et aux incerti-
tudes de modélisation. Dans cette situation, une méthode deétection élémentaire
consiste a comparer la valeur du résidu a un seuil prédé hi(fonction des erreurs
de modélisation). Une alarme est déclenchée a chaque fraasbment de ce seuil :

8
Srk)y "0 dk)=0

(2.3)
rk)>" 0 d(k) 60

ou d( ) représente le vecteur des défauts.

On peut également modéliser le résidu comme une variable atére distribuée
selon une loi normale. On met ainsi en +uvre a ce niveau des testatistiques
permettant de détecter des changements des caractéristgpustatistiques du ré-
sidu. Une des méthodes les plus utilisées pour la détectiom changement brusque
d'une caractéristique statistigue du résidu est la méthoddite CUSUM (CUmula-
tive SUM). On peut trouver dans Basseville et Nikiforoy 1993 plus de détails sur

la théorie générale de la détection.

2.3 La localisation

Aprés avoir détecté la présence d'un défaut, il est importade situer I'élément
a ecté par ce défaut. Cette opération porte le nom de localsion ou d'isolation de
défauts. Pour la réaliser, on procede a une structuration densemble des résidus
générés de maniere a assurer la localisation du défaut a jprades résidus a ectés
par ce défaut.
De facon générale, on construit en premier lieu un ensemble ésidusri() qui
dépendenta priori de tous les défauts. Ces résidus sont appelés résidus de .base
partir de ces résidus de base, on forme ensuite des résidussplévolués en ren-
dant les résidus de base insensibles a certains défauts. @tiemt ainsi deux types
de résidus Gertler, 1998 1995 Patton, 1994 Patton et al.,, 1989 : des résidus
structurés Ben-Haim, 198Q Chen et al., 1995 Gertler, 1992 1995 Patton, 1994
et des résidus de directions privilégiéeBéard, 1971 Chenet al., 1995 Gertler et
Monajemy, 1993 Hamelin et al., 1994.
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Dans le cas des résidus structurés, seul un ensemble spéa gle résidus sera sen-
sible en présence d'un défaut. On peut, a titre d'exemple, aginer que la structura-
tion des résidus soit faite pour qu'un défaud; () agisse sur toutes les composantes
du vecteur de résidus sauf I€™e. Quant aux résidus de directions privilégiées, en
présence de chaque défaut, le vecteur de résidus s'orieraasiune direction parti-
culiere. C'est donc la direction prise par le vecteur de rékis qui représente, dans

ce cas, la signature du défaut.

2.3.1 Résidus structurés

bY

Les résidus structurés sont construits de facon a étre chaca ecté par un
sous-ensemble de défauts et a étre insensible aux autresadts. Ainsi, pour un
défaut donné, seule une partie des résidus réagit, c'esthae s'écarte notablement
de la valeur zéro, pour indiquer la présence de ce défaut.

La conception de tels résidus passe par deux étapes. Toutlbad, il est nécessaire
de dé nir les sensibilités ou robustesses désirées desddsipar rapport aux dé-
fauts a détecter ou a ne pas détecter. Puis, selon ces conitas, il faut concevoir
le générateur de résidus approprié.

Les informations de sensibilité et de robustesse souha#éaour les résidus sont
répertoriées dans une table binaire, appelée table des sittmes théoriques. Pour
construire cette table, on a ecte, lorsque 16 résidu doit étre sensible (respecti-
vement robuste) auj ®™ défaut, la valeur binairel (respectivement0) a la ligne et
a la colonne correspondante de la table des signatures thgaes.

Une fois la table des signatures théoriques construite, op@ique a chaque résidu
une procédure de détection a n d'obtenir la signature réadl des résidus a chaque
instant. Si cette signature réelle est nulle, alors le syst& est exempt de tout dé-
faut et est donc déclaré sain. Lorsqu'intervient un défautau moins un des résidus
géneéreés est sensible a ce défaut et la signature réelle davadors non nulle. La pro-
cédure de localisation consiste ensuite a faire la corresdance entre la signature

réelle obtenue et les signatures présentes dans la table dig;matures théoriques.

Exemple 2.1 (Tables des signatures théoriques) On considére trois résidus

ry, ro et rz ainsi que trois défautsd,;, d, et d;. La table 2.1 présente quatre tables
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