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Introduction générale

De façon générale, la modélisation de systèmes complexes conduit à l'obtention

de modèles non-linéaires dont la dynamique est in�uencée à la fois par des évène-

ments discrets et des dynamiques continues. Le principe de �simplicité � conduit,

le plus souvent, à une démarche de modélisation s'appuyant sur l'utilisation d'un

ensemble de modèles de structures simples (par exemple linéaires), chaque modèle

décrivant le comportement du système dans une zone de fonctionnement parti-

culière. Le comportement global du système est alors décrità l'aide des modèles

locaux et d'un mécanisme de gestion des transitions d'un modèle à un autre. En

fonction de la forme des fonctions associées à ces transitions, on obtient di�érentes

classes de modèles, notamment les � multi-modèles � dans le cas de transitions

lisses (interpolation entre les modèles locaux) et les modèles dits � hybrides � dans

le cas de transitions abruptes. Cette dernière classe de modèles, les modèles hy-

brides, constituent l'objet de cette thèse.

Les modèles hybrides caractérisent des processus physiques régis par des équa-

tions di�érentielles continues et des variables discrètes. Le processus modélisé est

ainsi décrit par plusieurs modes de fonctionnement et le passage (commutation)

d'un mode de fonctionnement à un autre est régi par l'évolution de variables in-

ternes du système ou par une loi externe non maîtrisée. Lorsque la représentation

des modes de fonctionnement est faite à l'aide de modèles linéaires invariants, le

modèle obtenu appartient à la classe des modèles linéaires par morceaux ou encore

à celle des systèmes à commutation. Cette classe de modèles est largement utilisée,

car les outils d'analyse et de commande pour les systèmes linéaires sont très déve-

loppés et aussi parce qu'une grande partie des processus réels peut être représentée

13



Introduction générale

par des modèles issus de cette classe.

Les recherches sur les systèmes à commutation sont essentiellement concentrées

dans les domaines de l'identi�cation, de la synthèse de loi de commande et de

l'analyse de la stabilité. Un point crucial, nécessaire pour la mise en oeuvre de

tous ces outils ou qui en simpli�erait l'usage, estla reconnaissance du mode de

fonctionnement actif à un instant particulier à partir de jeux de mesures. Elle est

évidemment plus aisée si le mécanisme de commutation (ou loide commutation)

est maîtrisé. Ceci justi�e l'importance del'identi�cation du mécanisme de gestion

des transitions d'un mode de fonctionnement à un autre.

Cette thèse aborde les deux problèmes évoqués précédemment: la reconnais-

sance du mode de fonctionnement actif à un instant particulier à partir de jeux de

mesures et l'identi�cation du mécanisme de gestion des transitions d'un mode de

fonctionnement à un autre. Les outils du diagnostic à base demodèle sont utilisés

pour la résolution du premier problème, le deuxième étant traité à l'aide des mé-

thodes de reconnaissance de forme et de classi�cation.

Le premier chapitre aborde quelques concepts généraux sur les modèles connus

sous la dénomination générique de modèles hybrides. Di�érents modèles servant

à représenter des systèmes présentant plusieurs modes de fonctionnement seront

présentés. Le second chapitre est consacré aux concepts fondamentaux du diagnos-

tic de fonctionnement des systèmes à bases de modèle. Un liensera établi entre le

diagnostic et l'usage des modèles hybrides. Il sera également question de l'exten-

sion de la notion d'observabilité aux modèles hybrides. Lestroisième et quatrième

chapitres portent respectivement sur la reconnaissance dumode de fonctionnement

actif et sur l'identi�cation du mécanisme de commutation. Il s'agit dans un pre-

mier temps de proposer des méthodes permettant, à partir de la connaissance des

signaux d'entrée et de sortie, de retrouver le mode de fonctionnement dans lequel

se trouve le système, ceci sans savoir comment est géré le passage d'un mode de

fonctionnement à un autre. Dans un second temps, on formulera une hypothèse

sur la structure du mécanisme de commutation et l'objectif sera de déterminer,

une fois la reconnaissance du mode actif e�ectué, les valeurs des paramètres du

mécanisme de commutation. Un exemple académique sera mis en÷uvre dans le

dernier chapitre a�n d'illustrer les méthodes proposées.
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Introduction

L'économétrie est sans aucun doute le premier domaine où a été introduite la

notion de changement de régime de fonctionnement ou de commutation au sein

de modèles. Dans le passé, les �uctuations macro économiques ont été largement

explorées en utilisant des séries temporelles linéaires. Très vite, l'insu�sance de ce

type de modèle à appréhender la tendance très changeante de certaines variables

économiques a été relevée. Pour une meilleure compréhension des phénomènes éco-

nomiques, il fallait donc développer de nouveaux outils capables de prendre en

compte les non-linéarités présentes dans les séries temporelles ainsi que le change-

ment de mode de fonctionnement. Une des solutions qui fût apportée à ce problème

a été d'envisager la possibilité que les paramètres d'une série temporelle puissent

changer dans le temps, introduisant ainsi des changements paramétriques au sein

du modèle. La série temporelle peut alors être scindée en plusieurs régimes avec

des paramètres di�érents propres à chaque régime.

Quandt [1958] fut à l'origine des premiers principes de la représentation par des

séries temporelles à changement de régime. S'en suivirent plusieurs travaux qui

complétèrent les travaux de Quandt et posèrent un formalisme complet d'une telle

représentation [Goldfeld et Quandt, 1973; Hamilton, 1989, 1990; Hudson, 1966]. De

façon globale, on peut regrouper les modèles de séries temporelles à changement de

régime en trois grands groupes en fonction de la nature du mécanisme conduisant

au changement de régime :

� les modèles où le changement de régime est déterminé par unevariable ob-

servée. On peut citer dans cette catégorie les modèles TAR (Threshold Auto-

Regressive models) [Fair et Jafeee, 1972], les modèles SETAR (Self-Exciting

Threshold AutoRegressive models) [Potter, 1995; Tong, 1983]

� les modèles où le changement de régime ne peut être directement observé.

Dans ce cas, le mécanisme générateur des changements de régime est inconnu

et est modélisé indépendamment des variables observées. Onpeut citer ici par

exemple les modèles MS-AR (Markov-Switching AutoRegression) [Hamilton,

1989].

� en�n les modèles combinant les deux principes énoncés précédemment.
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Chapitre 1. Les Systèmes à changement de régime de fonctionnement

En automatique, l'idée de changement de régime fut reprise àdes �ns de modéli-

sation, voire de commande. Ainsi, on parlera de systèmes hybrides, de systèmes à

commutation, de systèmes a�nes par morceaux.

Partant de l'idée de changement de régime, on peut aller encore plus loin dans

les capacités d'approximation de ces modèles en ne procédant non plus à des pas-

sages brusques d'un régime de fonctionnement à l'autre, mais plutôt à une véritable

interpolation des modèles se traduisant par une transitiondouce d'un régime de

fonctionnement à un autre. On peut imaginer aisément la force de ce type de

modélisation qui permet de prendre en compte un grand nombrede dynamiques

non-linéaires tout en autorisant, sous certaines conditions, la transposition de bon

nombre de méthodes associées aux modèles linéaires [Gassoet al., 2002; Johansen

et Foss, 1993; Murray-Smith et Johansen, 1997].

1.1 Les modèles de régression issus de l'économé-

trie

Bien que l'importance de la notion de changement de régime soit depuis fort

longtemps reconnue, il n'existe aucune théorie établie suggérant une approche

unique a�n de spéci�er des modèles économétriques qui incluent des changements

de régime. Le concept de base qui sous-tend la conception desmodèles incluant des

changements de régime est que le processus à modéliser est supposé être une fonc-

tion d'une variable sk indicatrice du régime en cours à l'instantk (sk = i transcrit

le fait qu'à l'instant k le système opère dans lei ème régime de fonctionnement). Le

modèle caractérise ainsi un processus non linéaire générant des données linéaires

par morceaux. Chaque régime de fonctionnement est donc naturellement représenté

par un modèle linéaire.

Il existe une panoplie assez vaste de modèles qui entrent dans la classe des mo-

dèles à changement de régime. D'un modèle à l'autre, la di�érence provient des

hypothèses formulées sur le mécanisme générateur du changement de régime. Les

changements de régime peuvent, dans certaines situations,être considérés comme

des évènements déterministes et dans d'autres, on peut envisager qu'ils sont régis
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1.1. Les modèles de régression issus de l'économétrie

par un processus stochastique exogène.

Sans avoir la prétention de couvrir l'ensemble des modèles existants, nous présen-

tons ici quelques modèles couramment utilisés pour prendreen compte les chan-

gements de régime. Dans tout ce qui suivra, la variablek représentera le temps

et nous ferons indi�éremment usage de l'écriture compactexk ou celle plus longue

x(k) pour indiquer la dépendance par rapport au temps de la variable x(�).

1.1.1 Les modèles à rupture de structures

Connu dans la littérature anglo-saxonne sous le nom deStructural Break Model,

ce type de modèle est caractérisé par un changement de structure à un instant

k = � . Le modèle s'explicite comme suit :

yk =

8
>><

>>:

� 1 +
pP

i =1
� 1;i yk� i + " k si k < �

� 2 +
pP

i =1
� 2;i yk� i + " k si k � �

(1.1)

où � 1 et � 2 sont des constantes et" (�) est un terme d'erreur ou de perturbation

supposé être indépendant et identiquement distribué (IID), de moyenne nulle et de

variance � 2 : " k � IID (0 ; � 2). yk est la k-ième observation de la variable aléatoire

y(�) . En introduisant la fonction indicatrice I (k; � ) :

I (k; � ) =

8
<

:
1 si k < �

0 si k � �
(1.2)

le modèle (1.1) peut être réécrit sous la forme compacte :

yk =

 

� 1 +
pX

i =1

� 1;i yk� i

!

(1 � I (k; � )) +

 

� 2 +
pX

i =1

� 2;i yk� i

!

I (k; � ) + " k (1.3)

Lorsque l'instant de changement de régime� est connu, on parle de rupture déter-

ministe. Dans le cas contraire on parle de rupture stochastique.
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Chapitre 1. Les Systèmes à changement de régime de fonctionnement

Exemple 1.1 ( Structural Break Model ) La �gure 1.1 illustre le modèle de

l'équation (1.3) pour les valeurs suivantes :

8
>><

>>:

p = 2

� 1 = � 0:17 � 1;1 = 0:34 � 1;2 = � 0:21

� 2 = 0:30 � 2;1 = 0:25 � 2;2 = � 0:11

Le changement de régime est intervenu à l'instant� = 50 et est indiqué sur la
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k
 

Fig. 1.1: Système à changement abrupt de régime

�gure par la ligne verticale discontinue. Dans cet exemple précis, le changement de

régime est aisément détectable en analysant l'évolution des données représentées.

Cette évolution est caractérisée par un saut à l'instant de changement de régime.

Toutefois, on peut imaginer que, dans certaines situations, ce changement peut

ne pas être facile à détecter selon l'allure des di�érents régimes. Ceci pose déjà la

question de la distinction entre une légère variation paramétrique d'un système et

un vrai changement de régime.

1.1.1.1 Les modèles autorégressifs à seuils (TAR)

Les modèles autorégressifs à seuil ou modèle TAR (Threshold AutoRegressive)

exhibent un comportement incorporant des changements de régime liés au fran-
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1.1. Les modèles de régression issus de l'économétrie

chissement d'un seuilc par une variable de transition exogène observéex(�) :

yk =

 

� 1 +
pX

i =1

� 1;i yk� i

!

(1 � I (xk ; c)) +

 

� 2 +
pX

i =1

� 2;i yk� i

!

I (xk ; c) + " k (1.4)

où " k � IID (0 ; � 2). La fonction indicatrice I (xk ; c) est dé�nie par :

I (xk ; c) =

8
<

:
1 si x (k � 1) > c

0 si x (k � 1) � c
(1.5)

L'idée sous-jacente dans la modélisation TAR est d'appréhender le caractère non li-

néaire d'une régression en ayant recours à un modèle linéaire par morceaux. Chaque

� morceau � correspond à un régime auquel est étiqueté un modèle autorégressif

linéaire. Un seul régime est actif à chaque instantk.

Dans le cas où la variablex(�) qui pilote le changement de régime est identique à

la variable temporellek (x(k) = k), le modèle TAR obtenu présente une rupture

structurelle à l'instant k = c.

Une variante de modèles TAR est dé�nie en indexant le changement de régime sur

la variable observéey(�) retardée ded pas d'échantillonnage. Le modèle résultant

est alors :

yk =

 

� 1 +
pX

i =1

� 1;i yk� i

!

(1 � I (yk� d; c)) +

 

� 2 +
pX

i =1

� 2;i yk� i

!

I (yk� d; c) + " k

(1.6)

Le modèle (1.6) est connu sous le nom de modèle SETAR (Self-Exciting AutoRe-

gressive model). Le paramètre c est la constante qui �xe le seuil à partir duquel

intervient le changement de régime. La di�érence avec le modèle TAR réside dans

le processus générateur du changement de régime qui n'est plus lié à une variable

exogène, mais dépend directement de la variable de régression observée (d'où le

nom deSelf-Exciting). On tient compte ici des valeurs passées du processus a�n de

déterminer le régime à appliquer.

Exemple 1.2 (Modèle autorégressif à seuil TAR) La �gure 1.2 montre un

exemple de modèle autorégressif à seuil. Les valeurs retenues pour les paramètres

21



Chapitre 1. Les Systèmes à changement de régime de fonctionnement

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6
y

k

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0.2

0.4

0.6

0.8

Seuil c=0.5

Variable exogène mesurée x
k

Fig. 1.2: Système TAR

du modèle (1.4) sont les mêmes que celles de l'exemple1.1. Sur le deuxième gra-

phique de la �gure 1.2 est présentée l'évolution de la variable de transitionx(�).

Le seuil c dé�nissant l'instant de changement de régime a été �xé à0:5. Le pre-

mier graphique montre l'évolution de la sortie mesuréey(�) du processus. Les traits

verticaux discontinus marquent les instants de changementde régime.

1.1.1.2 Les modèles MS-AR

Les modèles MS-AR (Markov-Switching AutoRegressive) introduisent une hypo-

thèse probabiliste sur le passage d'un régime à un autre. L'évolution de la variable

discrètesk indicatrice du régime en cours est supposée dépendre d'une chaîne de

Markov cachée (décrite par une variable non observée) à états �nis, homogène et

ergodique. Il convient de donner ici la dé�nition d'une chaîne de Markov.

Chaîne de Markov

Généralement, un processus stochastique (un processus stochastique est une col-

lection de variables aléatoires) est une suite d'expériences dont le résultat dépend

du hasard. Pour décrire l'évolution temporelle d'un système dynamique, la mé-

thodologie consiste à dé�nir un espace d'état (l'espace dans lequel une variable
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1.1. Les modèles de régression issus de l'économétrie

aléatoire prend ses valeurs) dans lequel se promène aléatoirement le système. En

admettant qu'à chaque instant, le système peut se trouver dans l'un des états d'une

collection �nie d'états possibles, l'observation du système peut ainsi être considérée

comme une expérience dont le résultat (aléatoire) est l'état dans lequel se trouve

le système. La théorie des processus stochastiques permet alors de calculer les pro-

babilités d'état stationnaires. Ces probabilités d'état peuvent être vues comme la

probabilité que le système se trouve dans un état donné à un instant choisi � aléatoi-

rement �loin dans le futur. Elles peuvent également être vues comme la proportion

de temps que l'on a passé dans cet état au cours d'une très longue observation du

système.

Dé�nition 1.1 (Chaîne de Markov homogène)

Un processus stochastique à temps discret et à espace d'étatdiscret x(k), k 2 N, à

valeurs dansE, est une chaîne de Markov homogène si et seulement si :

� Propriété de Markov : pour tout k 2 N et tout k + 2-uplet (j 0; j 1; : : : ; j k+1 )

d'éléments deE, on a

Pr[x(k + 1) = j k+1 jx(k) = j k ; : : : ; x(0) = j 0] = Pr[x(k + 1) = j k+1 jx(k) = j k ]

(1.7)

� Homogénéité : pour tout k 2 N et toute paire (i; j ) de E, on a

Pr[x(k + 1) = j jx(k) = i ] = Pr(i; j ) (1.8)

indépendamment de k.

En d'autres termes, une chaîne de Markov possède la propriété que son évolution

(passage dex(k) à x(k + 1) ) ne dépend que de l'état courant (x(k) = j k) et pas

de son passé. Les nombres Pr(i; j ) sont les probabilités de transition de la chaîne.

Ainsi, Pr(i; j ) est la probabilité d'aller à l'étapej sachant qu'on se trouve à l'étape

i . La matrice P dont les éléments sont donnés par les Pr(i; j ), pour (i; j ) 2 E � E,

est la matrice de transition de la chaîne de Markov. Cette chaîne est homogène si

son évolution ne dépend pas de l'instantk, mais seulement des états concernés.

On introduit la probabilité de transition de passer de l'état i à l'état j en m étapes,
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notée Prm (i; j ) :

Prm (i; j ) = Pr[x(k + m) = j jx(k) = i ] 8k 2 N (1.9)

Dé�nition 1.2 (Irréductibilité)

On dit qu'une chaîne de Markov est irréductible si tout état est atteignable en un

nombre �ni d'étapes à partir de tout autre état :

8i; j 2 E; 9m > 1 = Prm (i; j ) 6= 0 (1.10)

Dé�nition 1.3 (Périodicité)

Un état i est périodique si on ne peut y revenir qu'après un nombre d'étapes

multiple de k > 1 :

8k > 1 = Prm (i; i ) = 0 pour m non multiple de k (1.11)

La période d'une chaîne de Markov est le plus grand commun diviseur (PGCD) de

la période de chacun de ses états. Une chaîne de Markov est dite périodique si sa

période est supérieure à 1. Dans le cas contraire, elle est dite apériodique.

Dé�nition 1.4 (Ergodicité)

Une chaîne de Markov qui est irréductible et apériodique estdite ergodique.

Exemple 1.3 (Marche aléatoire ( random walk ) sur Z) Une particule se

déplace sur l'ensemble des entiers relatifsZ. A l'instant 0, la particule se trouve à

l'origine. A chaque unité de temps, la particule se déplace vers un des deux sites

voisins, vers la droite avec probabilitép et vers la gauche avec probabilité1 � p.

Si on pose :xk = la position de la particule aprèsk déplacements, alors la suite

x = ( xk ; k � 0) est une chaîne de Markov surZ, issue de l'origine, dont les éléments

Pi;j de la matrice de transitionP sont dé�nis par :

Pi;j =

8
>><

>>:

p si j = i + 1

1 � p si j = i � 1

0 sij =2 f i � 1; i + 1g
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1.1. Les modèles de régression issus de l'économétrie

Cette chaîne de Markov s'appelle une marche aléatoire surZ.

Ayant dé�ni ce qu'est une chaîne de Markov, la dé�nition d'unmodèle autorégressif

à changement de régime markovien en est facilitée.

Un modèle autorégressif à changement de régime markovien (Markov Switching

AutoRegressive model) est un processus bivariéf sk ; ykg dans lequelsk , variable

indicatrice des changements de régime, est modélisée par une chaîne de Markov à

états �nis, homogène et ergodique et l'évolution de la variable observéeyk suit un

modèle autorégressif linéaire. Le modèle obtenu est le suivant :

yk =

8
>>>>><

>>>>>:

� 1 +
pP

i =1
� 1;i yi + " k ; "k jsk � NID (0; � 1) si sk = 1

...

� M +
pP

i =1
� M;i yi + " k ; "k jsk � NID (0; � M ) si sk = M

Pr (sk = j jsk� 1 = i ) = pij ;
pP

i =1
pij = 1 8i; j 2 f 1; � � � ; M g

(1.12)

où sk � NID
�
0; � (�)

�
signi�e que sk est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle

et de variance� (�) .

Exemple 1.4 (Modèle autorégressif à changement de régime markovien)

La �gure 1.3représente un système autorégressif à changement de régimemarko-

vien avec deux régimes. Le dernier graphique présente des réalisations du processus

stochastique qui régit les changements de régime du système. Ce processus est mo-

délisé par une chaîne de Markov, ce qui conduit à l'obtentiondu second graphique

sur lequel est représenté le régime actif à chaque instant. Ce régime est indexé par

la variable s(�) qui prend soit la valeur 1 (indiquant que c'est le régime1 qui est

actif) ou 2 (indiquant que c'est le régime2 qui est actif). La sortie mesuréey(�) du

système est tracée sur le premier graphique.

1.1.2 Les modèles à changement progressif de régimes

Ce type de modèle, introduit parGranger et Terasvirta[1993], gère les change-

ments de régimes en attribuant des poids aux di�érents régimes. Le changement de
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Fig. 1.3: Modèle autorégressif à changement de régime markovien

régime n'intervient plus de manière brusque, mais on passe plutôt progressivement

d'un régime à un autre (ceci n'est pas sans rappeler l'approche multi-modèle qui

sera présentée brièvement par la suite).

1.1.2.1 Les modèles STAR

Les modèles STAR (Smooth Transition AutoRegressive) sont largement utilisés

en économétrie. Ils découlent d'une modi�cation apportée aux modèles SETAR

par Chan et Tong [1986] de façon à ce que le changement de régime ne se fasse

pas brutalement, mais progressivement selon une fonction continuement dérivable

(origine du terme Smooth). Ils s'explicitent par :

yk =

 

� 1 +
pX

i =1

� 1;i yk� i

!

(1 � G (zk ; ; c )) +

 

� 2 +
pX

i =1

� 2;i yk� i

!

G (zk ; ; c ) + " k

(1.13)

où " k � IID (0; � 2).

La fonction de transition G(zk ; ; c ) est une fonction continuement dérivable dé�-

nissant le poids attribué à chacun des régimes et est généralement à valeur comprise

entre 0 et 1. La variable de transition zk peut être aussi bien une variable endo-
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1.1. Les modèles de régression issus de l'économétrie

gène (par exemplezk = yk� d, pour d > 0) qu'une variable exogène (par exemple

zk = xk).

Pour zk = k, on obtient un modèle à paramètres variant progressivement. La

constantec est alors le seuil dé�nissant le changement de régime et est un para-

mètre réglant la vitesse de passage d'un régime à l'autre.

Selon le choix de la fonction de transitionG(zk ; ; c ), on peut faire des liens entre

les modèles STAR et les modèles à rupture de structures et même les modèles li-

néaires.

Pour G (zk ; ; c ) = 1 =(1 + exp (�  (zk � c))) , on remarquera que lorsque tend

vers l'in�ni on a G (zk ; ; c ) = I (zk > c). On obtient ainsi un modèle SETAR. De

même lorsque tend vers zéro, on aG (zk ; ; c ) = 0 :5 et on obtient un modèle

linéaire autorégressif.

En choisissantG (zk ; ; c ) = 1 � exp
�
�  (zk � c)2�

, on a, lorsque tend vers l'in�ni

ou vers zéro,G (zk ; ; c ) = 0 . On obtient également un modèle linéaire autorégres-

sif.

En�n, pour G (zk ; ; c ) = 1 =(1 + exp (�  (zk � c1) (zk � c2))) , le modèle STAR est

équivalent à un modèle SETAR à trois régimes lorsque tend vers l'in�ni et à un

modèle autorégressif linéaire lorsque tend vers zéro.

Exemple 1.5 (Modèle autorégressif à changement de régime markovien)

La �gure 1.4représente un modèle STAR combinant deux modèles autorégressifs

dont les paramètres ont les mêmes valeurs que ceux de l'exemple 1.1. La fonction

de transition G(�) est tracée sur le dernier graphique. Il a été choisiG (zk ; ; c ) =

1=(1 + exp (�  (zk � c))) avec = 0:15 et c = 0:25. Le premier graphique montre

le résultat de l'interpolation des deux modèles autorégressifs de base par le biais

de la fonctionG(�).

Il existe d'autres extensions et modi�cations du modèle STAR, par exemple les

modèles STR (Smooth Transition Regression) [Granger et Ramanathan, 1984].

Tous les modèles présentés existent également en version multivariable et sous

forme de représentation d'état. Ce type de représentation sera mis en exergue par

la suite lorsqu'il sera question des modèles couramment utilisés en Automatique.
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Fig. 1.4: Modèle STAR

1.2 Les modèles utilisés en automatique

En économétrie, l'objectif poursuivi en analysant des séries temporelles est de

découvrir certaines régularités de comportement a�n de pouvoir établir une prévi-

sion. Ce même objectif de modélisation se retrouve dans presque toutes les com-

munautés scienti�ques, plus particulièrement en automatique. En e�et, pour que

l'automatisation d'un système soit e�ective, il est indispensable d'avoir des infor-

mations quant au comportement et aux réactions de ce systèmeen présence de

diverses actions. Il vient alors naturellement le besoin indéniable de disposer d'un

modèle pour décrire le comportement du système.

En Automatique, on dé�nit de façon informelle un système comme étant un en-

semble de composants interconnectés entre eux en vue de remplir une tâche bien

précise. L'interaction entre les di�érents composants du système est réalisée à tra-

vers un certain nombre de canaux d'entrée et de sortie plus oumoins bien dé�nis,

canaux caractérisés par des �ux d'énergie ou d'informations. L'ensemble des rela-

tions explicatives du fonctionnement du système constitueun modèle de fonction-

nement.

Un modèle idéal doit posséder trois propriétés fondamentales : la simplicité, la pré-
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1.2. Les modèles utilisés en automatique

cision et la généralité. La simplicité du modèle implique que ce dernier doit être

aisé à comprendre et à interpréter, facile à utiliser et conduire à une implémen-

tation simple quand il est utilisé à des �ns de prédiction. Laprécision implique

que le modèle décrit correctement le système et procure des prédictions exactes

auxquelles on peut se �er. En�n, la généralité du modèle lui confère la capacité de

prendre en compte un nombre varié de situations di�érentes.Malheureusement, il

existe un con�it inhérent entre ces trois propriétés idéales. Il est nécessaire le plus

souvent d'e�ectuer un compromis car on dégrade généralement l'une des propriétés

en voulant réaliser strictement une autre.

De la même façon qu'en économétrie où des modi�cations permanentes ou tem-

poraires de la façon dont est générée une variable existent,on rencontre également

en automatique des systèmes qui exhibent naturellement descomportements dif-

férents selon les conditions de fonctionnement. Par exemple un avion est modélisé

par di�érentes équations dynamiques selon qu'il est en phase de décollage, d'atter-

rissage ou en plein vol.

De plus, la présence de régimes de fonctionnement multiplespour un même sys-

tème répond aussi à une volonté de réduction de la complexitédes modèles obtenus

pour les systèmes réels. Au lieu d'avoir un modèle global quicouvre di�érentes

situations et ainsi probablement plus complexe, une alternative est d'utiliser des

modèles locaux pour chaque situation et une loi de passage d'un modèle à un autre.

De cette façon, on obtient un modèle beaucoup plus simple à manipuler tout en

gardant la capacité de fournir des prédictions exactes dansle domaine d'activation

de chaque modèle local. Un problème complexe est ainsi partitionné d'une façon ou

d'une autre en un certain nombre de sous-problèmes relativement plus simples qui

peuvent être résolus indépendamment et dont les solutions individuelles conduisent

globalement à la solution du problème complexe de départ.

Il existe une variété impressionnante de noms pour désigneren automatique des

systèmes présentant des changements de régime. On citera par exemple les systèmes

linéaires par morceaux, les systèmes a�nes par morceaux, les systèmes à commu-

tation, les systèmes à sauts markoviens, etc... Il est devenu d'usage de regrouper

toutes ces classes de modèles sous l'appellation génériquede systèmes hybrides qui
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Chapitre 1. Les Systèmes à changement de régime de fonctionnement

englobe en réalité plusieurs classes de modèles.

Exemple 1.6 (Exemples de systèmes réels à changement de régime) Un

exemple fort simple de système à changement de régime est la diode. En e�et, cette

dernière est non passante lorsque la tension à ses bornes estinférieure à un seuil dit

tension seuil et passante lorsque la tension appliquée dépasse ce seuil. On distingue

ainsi deux régimes de fonctionnement distincts.

Un autre exemple, extrait de la vie courante, est le chau�aged'une pièce. Pour

contrôler la température dans une pièce, on dispose dans lesmaisons d'un thermo-

stat qui enclenche ou arrête un radiateur selon que la température dans la pièce est

en dessus ou au dessous d'un certain seuil �xé par l'utilisateur. De ce fait, on peut

distinguer deux régimes de fonctionnement pour le processus selon que le radiateur

est allumé ou éteint.

Un exemple, un peu plus complexe, est celui d'un processus demontage de com-

posants électroniques [Juloski et al., 2004, 2005]. Le processus (voir �gure1.5) est

constitué d'une tête de montage qui déplace un composant électronique et le place

au dessus d'un circuit imprimé. La tête de montage applique ensuite une pression

sur le composant jusqu'à ce que ce dernier soit en contact avec le circuit imprimé.

Il est important de disposer d'un modèle adéquat pour ce genre de processus a�n

de pouvoir bien contrôler la course de la tête de montage de façon à ne pas en-

dommager le composant électronique et le circuit imprimé lors du montage. Quatre

modes de fonctionnement ont été mis en exergue pour ce système. Dans le premier

mode, appelée mode libre, la tête de montage se déplace sans contrainte en n'étant

pas en contact avec la surface d'impact sur le circuit imprimé. Le second mode est

le mode d'impact. Dans ce cas, la tête de montage se déplace enétant en contact

avec la surface d'impact sur le circuit imprimé. Les troisième et quatrième modes,

dénommés respectivement mode de saturation haute et mode desaturation basse,

correspondent aux situations où la tête de montage est incapable de se déplacer

respectivement vers le haut ou le bas, ceci à cause de contraintes physiques sur le

système.Juloski et al. [2004] ont modélisé ce processus en décrivant chaque mode

du système par un modèle autorégressif.
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1.2. Les modèles utilisés en automatique

Fig. 1.5: Processus de montage de composants électroniques

1.2.1 Les représentations sous forme d'espace d'état

Comme mentionné plus haut, les modèles associés aux systèmes à changement

de régime peuvent se présenter, comme cela est le cas pour presque tout système,

sous la forme d'une représentation d'état ou sous la forme d'une régression. Les

modèles sous la forme d'une représentation d'état sont présentés ici. Suivront en-

suite les modèles sous forme de régression. Toutes les descriptions à venir sont des

modèles à temps discret. Par souci de simplicité des notations, les modèles consi-

dérés ne tiennent pas compte de la présence de bruit. Ce dernier sera introduit par

la suite sous la forme d'un terme additif.

De façon générale, la modélisation d'un système présentantplusieurs régimes

de fonctionnement sous la forme d'une représentation d'état nécessite de modéli-

ser chacun des régimes du système par une représentation d'état. Ensuite, on se

sert d'une procédure de gestion des changements de régimes a�n de déterminer, à

chaque instant, le régime actif et de basculer si nécessaired'un régime à un autre.
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Le modèle global associé au système est décrit par les équations suivantes :

8
<

:

x (k + 1) = A � k x (k) + B � k u (k)

y (k) = C� k x (k)
(1.14)

L'entrée, la sortie et l'état du système sont respectivement représentés par les va-

riables u(�) 2 Rp, y(�) 2 Rq et x(�) 2 Rn . Les variablesu(�), y(�) et x(�) sont

relatives à la partie continue du système. La variable� (�) , souvent appelée loi ou

fonction de commutation, indexe le modèle ou régime actif à chaque instant k et

prend ses valeurs dans un ensemble �niS = f 1; : : : ; sg, où s représente le nombre

de régimes de fonctionnement du système. Les matricesA i , B i et Ci , i = 1; : : : ; s

sont des matrices réelles de dimensions appropriées qui décrivent l'évolution du

système dans chacun de ses régimes de fonctionnement. Le modèle (1.14) peut être

vu comme une famille de modèles linéaires reliés entre eux par des commutations

indexées par la variable� (�) .

L'évolution de la loi de commutation peut être envisagée de diverses manières.

En e�et � (�) peut être une fonction du tempsk, de variables mesurées du système

comme l'entréeu(�) et la sortie y(�), de variables à estimer comme l'étatx(�) dans

le cas où il serait inconnu, ou encore de variables exogènes dont la maîtrise fait

défaut. A partir de la forme générale du modèle (1.14), diverses représentations des

systèmes à changement de régime sont obtenues selon la description faite de la loi

de commutation � (�) .

1.2.1.1 Les modèles linéaires à sauts

Les modèles linéaires à sauts ou modèles JL (Jump Linear) traduisent une

situation extrême de connaissance sur l'évolution de la loide commutation � (�) .

En e�et, � (�) est considérée comme étant une entrée déterministe, mais inconnue,

constante par morceaux. De ce fait, il n'existe aucune information a priori � sur

l'évolution de la loi de commutation du système. Le système est modélisé par

l'équation (1.14), sans que la forme de� (�) ne soit explicitement donnée. La valeur

� Il serait plus correct de dire, pour être plus précis, qu'il existe très peu d'informations sur
l'évolution de la loi de commutation car l'hypothèse selon laquelle� ( �) est constante par morceaux
est déjà une information importante
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1.2. Les modèles utilisés en automatique

prise par � (�) à chaque instant est donc inconnue. Cependant, de façon indirecte,

l'in�uence de � (�) est visible sur la sortie mesuréey(�) du système.

1.2.1.2 Les modèles linéaires à sauts markoviens

Les modèles linéaires à sauts markoviens ou modèles JML (Jump Markov Li-

near) s'apparentent beaucoup aux modèles MS-AR présentés dans le cadre des

modèles économétriques. Ils introduisent, comparativement aux modèles JL, une

connaissance supplémentaire sur l'évolution de la loi de commutation � (�) . On mo-

délise ici la loi de commutation� k par une chaîne de Markov homogène à états

�nis ( s états) en temps discret avec des probabilités de transitionpij dé�nies par

pij = Pr ( � k+1 = j j� k = i ) pour tout i; j 2 S = f 0; 1; : : : ; sg. La matrice des pro-

babilités de transition P (matrice de passage) est donc une matrices � s dont

les éléments satisfontpij � 0 et
sP

j =1
pij = 1, pour tout i 2 S. Le couple(xk ; � k)

représente l'état du système à l'instantk. En particulier, xk est l'état continu du

système et� k représente l'état discret.

Les modèles JML ont de nombreuses applications dans divers domaines tels que

la poursuite de cibles où ils servent à modéliser le comportement réel en poursuite

[Evans et Evans, 1999; Krishnamurthy et Elliott , 1997]. En télécommunications,

ils sont également utilisés pour modéliser des systèmes de télécommunication par

étalement de spectres utilisant la modulation CDMA (Code Division Multiple Ac-

cess) [Krishnamurthy et al., 1999].

1.2.1.3 Les modèles a�nes par morceaux

Les modèles a�nes par morceaux ou modèles PWA (PieceWise A�ne ) [Bem-

porad et al., 2000; Sontag, 1981, 1996] résultent d'un partitionnement de l'espace

entrée/état du système en polyèdres et de l'a�ectation à chacun des polyèdres ob-

tenus d'une fonction a�ne de mise à jour de l'état et d'une fonction de sortie

dé�nissant les mesures e�ectuées sur le système.
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Chapitre 1. Les Systèmes à changement de régime de fonctionnement

Dé�nition 1.5 (Polyèdre)

Un ensemble convexeP 2 Rn dé�ni par l'intersection d'un nombre �ni s de demi-

plans est appelé polyèdre.P s'explicite alors par P = f x 2 Rn jHx � Gg, H 2

Rq� n , G 2 Rq.

Exemple 1.7 (Exemple de partition polyédrique en dimension deux)

Sur la �gure 1.6, les ensemblesP1, P2 et P3 dé�nissent une partition poly-

édrique dans un espace à deux dimensions.
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Fig. 1.6: Partionnement polyédrique en dimension deux

Un système représenté par un modèle PWA est décrit par :

8
<

:
x (k + 1) = A � k x (k) + B � k u (k) + b� k

y (k) = C� k x (k) + d� k

(1.15)

� k = i si (xk ; uk) 2 
 i ; i = 1; : : : ; s (1.16)


 i =
�

(x; u) 2 Rn � Rp
�
� �H i x + �Ji u � gi

	
(1.17)

s[

i =1


 i = 
 ; 
 � Rn � Rp (1.18)


 i \ 
 j = ; ; pour i 6= j (1.19)

où �H i 2 Rqi � n ; �Ji 2 Rqi � p et gi 2 Rqi ; i = 1; : : : ; s.

L'équation (1.16) dé�nit le mécanisme permettant le choix d'un régime particulier

du système à un instantk. Ce choix est e�ectué en véri�ant l'appartenance du

couple (xk ; uk) à l'un des polyèdres
 i . Les ensembles
 i forment une partition

complète de l'espace état/entrée
 . L'équation (1.19) impose aux ensembles
 i
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1.2. Les modèles utilisés en automatique

d'être disjoints. Cette contrainte est nécessaire pour assurer l'unicité de la dyna-

mique associée au système pour toutes les valeurs de l'état.

Dans (1.15), si les vecteursb� ( � )
et d� ( � )

sont nuls pour toutes les valeurs de� (�), on

parle alors de systèmes linéaires par morceaux ou PLS (Piecewise Linear Systems).

1.2.1.4 Les modèles MLD

Les modèles MLD (Mixed Logic Dynamical) se di�érencient un peu des formes

de modélisation énumérées jusqu'à présent par la structureparticulière de l'équa-

tion modélisant les di�érents régimes de fonctionnement dusystème. Le point fort

des modèles MLD réside dans leur capacité à modéliser les parties logiques d'un

processus (commutateurs � Marche/Arrêt �, réseaux de mécanismes, réseaux de

logiques combinatoires et séquentielles discrètes) et la représentation de la connais-

sance heuristique disponible sur le processus sous la formed'inégalités linéaires de

variables entières.

Dans un modèle MLD, la notion de régime de fonctionnement, comme explicitée

par l'équation (1.14), n'apparaît plus vraiment. Introduite par Bemporad et Morari

[1999], l'approche MLD permet d'inclure directement des contraintes dans le mo-

dèle et d'a�ecter des priorités aux contraintes. On peut séparer les contraintes en

des contraintes fortes qui sont à respecter impérativement, et donc prioritaires, et

en des contraintes faibles qui peuvent ne pas être respectées de façon passagère sans

que cela n'a�ecte le fonctionnement du processus. La forme générale d'un modèle

MLD est la suivante :

x (k + 1) = Ax (k) + B1u (k) + B2� (k) + B3z (k) (1.20a)

y (k) = Cx (k) + D1u (k) + D2� (k) + D3z (k) (1.20b)

E2� (k) + E3z (k) � E1u (k) + E4x (k) + E5 (1.20c)

où x(�), y(�) et u(�) représentent respectivement l'état, la sortie et l'entréedu pro-

cessus. Les variablesx(�), y(�) et u(�) se décomposent en une partie binaire (partie
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discrète du système) et en une partie continue (partie continue du système) :

x =

2

4 xc

x l

3

5 ; xc 2 Rnc ; x l 2 f 0; 1gn l (1.21)

y =

2

4 yc

yl

3

5 ; yc 2 Rqc ; yl 2 f 0; 1gql (1.22)

u =

2

4 uc

ul

3

5 ; uc 2 Rpc ; ul 2 f 0; 1gpl (1.23)

La variable � (�) est une variable binaire auxiliaire :� 2 f 0; 1gr l . z(�) est une variable

continue auxiliaire : z 2 Rr c . L'introduction de � (�) et z(�) vient de la conversion de

propositions logiques en des inégalités linéaires. Toutesles contraintes du système

sont regroupées dans (1.20c).

Exemple 1.8 (Modèle MLD) Considérons le système PWA suivant :

x (k + 1) =

8
<

:
0:3x (k) + u (k) si x (k) � 0

� 0:8x (k) + u (k) si x (k) < 0
(1.24)

où x(k) 2 [� 10; 10] et u(k) 2 [� 1; 1].

Pour passer au modèle MLD, on associe à la variable binaire� (k) la condition

x(k) � 0 de façon à ce que� (k) = 1 , x (k) � 0. On peut ainsi récrire l'équation

(1.24) sous la forme suivante :

x (k + 1) = 1 :1� (k) x (k) � 0:8x (k) + u (k) (1.25)

Dans [Bemporad et Morari, 1999], il est démontré que pour une fonctionf (�) telle

que f : Rn 7! R, le produit �f (x), � étant une variable binaire etx élément d'un
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1.2. Les modèles utilisés en automatique

domaine bornéH, est équivalent à :

8
>>>>><

>>>>>:

y � M�

y � m�

y � f (x) � m (1 � � )

y � f (x) � M (1 � � )

(1.26)

oùy est une variable auxiliaire dé�nie pary = �f (x), M = max
x2H

f (x), m = min
x2H

f (x).

En se servant de (1.26), on dé�nit une variable auxiliaire z(�) de manière à ce que

z(k) = � (k)x(k) et on obtient les inégalités suivantes :

8
>>>>><

>>>>>:

z (k) � 10� (k)

z (k) � � 10� (k)

z (k) � x (k) + 10 (1 � � (k))

z (k) � x (k) � 10 (1� � (k))

(1.27)

Les inégalités (1.27) servent à respecter la contraintex(k) 2 [� 10; 10].

Finalement, le modèle MLD obtenu est :

x (k + 1) = 1 :1z (k) � 0:8x (k) + u (k)
8
>>>>><

>>>>>:

z (k) � 10� (k)

z (k) � � 10� (k)

z (k) � x (k) + 10 (1 � � (k))

z (k) � x (k) � 10 (1� � (k))

(1.28)

1.2.1.5 Les modèles MMPS

Les modèles MMPS (Max-Min-Plus-Scaling) constituent une classe de modèles

basée sur l'usage d'expressions MMPS, expressions qui combinent des opérateurs

de maximisation, de minimisation, d'addition et de produitscalaire [De Schutter et

Van Den Boom, 2001]. Par exemple l'expressionx � 1� 5x2+min (4 x1; max (x1; x2))

est une expression MMPS. Les modèles MMPS sont obtenus en utilisant des ex-
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pressions MMPS dans le modèle du système :

8
>><

>>:

x (k + 1) = M x (x (k) ; u (k) ; d(k))

y (k) = M y (x (k) ; u (k) ; d(k))

M c (x (k) ; u (k) ; d(k)) � c

(1.29)

où M x , M y et M c sont des expressions MMPS enx(�), u(�), y(�) et d(�) (variable

auxiliaire à valeurs réelles).

Exemple 1.9 (Modèle MMPS) On considère l'équation d'un intégrateur avec

saturation :

x (k + 1) =

8
<

:
x (k) + u (k) si x (k) + u (k) � 1

1 si x (k) + u (k) � 1

y (k) = x (k)

(1.30)

L'équation (1.30) peut être récrite sous la forme MMPS :

8
<

:
x (k + 1) = min ( x (k) + u (k) ; 1)

y (k) = x (k)
(1.31)

De façon similaire, le modèle PWA de l'exemple1.8, représenté par l'équation

(1.24), peut être mis sous la forme d'un modèle MMPS :

x (k + 1) = � 0:8x (k) + 1 :1 max (0; x (k)) + u (k) (1.32)

1.2.1.6 Les modèles LC

Les modèles LC (Linear Complementarity) ont été étudiés dans [Heemelset al.,

2000; Van der Schaft et Schumacher, 1998]. Leur domaine d'application est essen-

tiellement les systèmes mécaniques sous contraintes, les réseaux électriques avec des

diodes idéales ou tout autre système dynamique présentant des relations linéaires
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1.2. Les modèles utilisés en automatique

par morceaux, les systèmes à structures variables, les problèmes de commande sous

contraintes et bien d'autres encore. Ces modèles sont décrits par :

8
>>>>>><

>>>>>>:

x (k + 1) = Ax (k) + B1u (k) + B2w (k)

y (k) = Cx (k) + D1u (k) + D2w (k)

v (k) = E1x (k) + E2u (k) + E3w (k) + g4

v (k) � 0; w (k) � 0; v (k) ? w (k)

(1.33)

où x(�) 2 Rn , u(�) 2 Rp et y(�) 2 Rq, v(�) 2 Rm et w(�) 2 Rm . Le symbole? indique

l'orthogonalité des vecteurs :v(k)? w(k) , (v (k))T w(k) = 0 . Les variablesv(�) et

w(�) sont appelées variables complémentaires.

1.2.1.7 Les modèles ELC

Les modèles ELC (Extended Linear Complementary) sont décrits par [De Schut-

ter, 2000; De Schutter et Van Den Boom, 2001] :

x (k + 1) = Ax (k) + B1u (k) + B2d(k) (1.34a)

y (k) = Cx (k) + D1u (k) + D2d(k) (1.34b)

E1x (k) + E2u (k) + E3d(k) � g4 (1.34c)
pX

i =1

Y

j 2 � i

(g4 � E1x (k) � E2u (k) � E3d(k)) j = 0 (1.34d)

où d(�) est une variable auxiliaire. Les� i ; i 2 f 1; 2; : : : ; pg sont des sous-ensembles

de f 1; 2; : : : ; lg, l étant le nombre de lignes de la matriceE1.

A cause de (1.34c), on a :g4 � E1x (k) � E2u (k) � E3d(k) = 0 . La condition (1.34d)

est ainsi équivalente à :

8i 2 f 1; 2; : : : ; pg; 9j 2 � i tel que (g4 � E1x (k) � E2u (k) � E3d(k)) j = 0 (1.35)

Les équations (1.34c) et (1.34d) peuvent donc être envisagées comme un système

d'inégalités linéaires (les inégalités larges introduites par (1.34c)), dans lequel il y

a p groupes d'inégalités linéaires (un groupe pour chaque ensemble d'indices� i )),

et dans chaque groupe au moins une des inégalités véri�e la condition d'égalité.

39



Chapitre 1. Les Systèmes à changement de régime de fonctionnement

1.2.1.8 Équivalence des modèles PWA, MLD, MMPS, LC et ELC

Il a été montré dans [Heemelset al., 2000] l'équivalence des classes de modèles

cités précédemment. Étant donné deux classes de modèleA et B, pour tout mo-

dèle élément de la classeA , il existe un modèle appartenant à la classeB avec le

même comportement entrée/sortie et vice versa. La représentation graphique de la

�gure 1.7 illustre le passage d'une classe à une autre. Pour plus de détails sur les

conditions de passage d'une classe à l'autre, le lecteur peut se référer à [Bemporad

et al., 2000; Heemelset al., 2000].

L'équivalence entre les di�érentes classes de modèles permet de choisir le mo-

PWA

MLD ELC

MMPS

LC

Fig. 1.7: Représentation graphique des liens entres les classes de modèles PWA, MLD,
MMPS, LC et ELC

dèle le plus adapté aux besoins de l'analyse à conduire et du système considéré.

Toutefois, chaque classe possède ses propres propriétés :

� existence de critères de stabilité pour les modèles PWA

� méthodes de véri�cation et de commande pour les modèles MLD

� méthodes de commande pour les modèles MMPS

� conditions d'existence et d'unicité des solutions pour les modèles LC et les

modèles ELC

Remarque 1.1 La liste présentée des classes de modèle pour les systèmes à chan-

gement de régime n'est aucunement exhaustive. En e�et, dansla communauté

des systèmes à évènements discrets, on retrouve d'autres formes de modélisation

comme les automates temporisés, les réseaux de Petri temporisés dont il n'est pas

fait mention ici.

40



1.2. Les modèles utilisés en automatique

1.2.2 Les représentations sous forme de régression

De façon générale, les systèmes à changement de régime écrits sous forme de

régression admettent la représentation suivante :

y (k) = ' T
k � � k (1.36)

où ' (�) est le vecteur de régression. Le régime actif à l'instantk est indexé par

la variable � (�) ; � k 2 f 1; : : : ; sg. � i ; i = 1; : : : ; s sont les vecteurs de paramètres

associés aux di�érents modes de fonctionnement du système.

Le vecteur de régression peut être en principe n'importe quelle fonction des entrées

u(�) et sortiesy(�) passées du système. Nous nous limiterons ici au cas où la structure

de ' (�) est :

' k = [ yk� 1 : : : yk� na uk� 1 : : : uk� nb 1]T (1.37)

La dernière valeur du vecteur' (�) est égale à1 a�n d'autoriser la présence d'un

terme constant dans (1.36). On peut aussi écrire' k = [ Yk� 1;k� na Uk� 1;k� nb 1]T où

Yk� 1;k� na (respectivementUk� 1;k� nb) représente l'empilement de la sortie (respecti-

vement de l'entrée) du système de l'instantk � 1 jusqu'à l'instant k � na (respec-

tivement k � nb). En posant X k = [ Yk� 1;k� na Uk� 1;k� nb], on a : ' k = [ X k 1]T .

Comme dans le cas des modèles sous forme de représentation d'état, il existe di-

verses manières de modéliser l'évolution du mécanisme générateur du mode actif

� (�) .

1.2.2.1 Les modèles PWARX

Les modèles PWARX (PieceWise AutoRegressive eXogenous) modélisent le pas-

sage d'un régime de fonctionnement à un autre en utilisant une partition poly-

édrique d'un sous-ensemble
 � Rn sur lequel la relation (1.36) est véri�ée :

� k = i si X k 2 
 i ; i = 1; : : : ; s (1.38)

41



Chapitre 1. Les Systèmes à changement de régime de fonctionnement

où
sS

i =1

 i = 
 ; est une partition complète de l'ensemble des régresseurs
 . Chaque

région 
 i est un polyèdre convexe :


 i =
�

X 2 Rn
�
� �H i X + gi � 0

	
(1.39)

avec �H i 2 Rqi � n , gi 2 Rqi , i = 1; : : : ; s.

En posantH i = [ �H i gi ] et en dé�nissant une fonction a�ne par morceauxf : 
 i �! R :

f (X k) =

8
>>><

>>>:

' T
k � 1 si H 1' k � 0
...

... ; ' k =
h

X k 1
i T

' T
k � s si H s' k � 0

(1.40)

on peut récrire (1.36) sous la forme :

y (k) = f (X k) (1.41)

En résumé, un modèle PWARX est une famille de modèles ARX (AutoRegressive

eXogeneous) reliés par des commutations qui sont gérées par une partition poly-

édrique de l'espace des régresseurs. Les modèles PWARX sont,pour les systèmes

à changement de régime modélisés sous forme de régression, ce que sont les mo-

dèles PWA pour les systèmes à changement de régime modéliséssous forme de

représentation d'état.

Exemple 1.10 (Fonction a�ne par morceaux) La �gure 1.8 montre deux

fonctions a�nes par morceaux f 1(�) et f 2(�). La première fonction, celle du gra-

phique de gauche, est continue sur les frontières communes aux polyèdres formant

la partition polyédrique. La seconde fonction par contre, celle du graphique de

droite, présente une discontinuité sur les frontières communes des polyèdres. Cette

discontinuité vient du fait que sur les frontières communesaux polyèdres, la fonc-

tion a�ne f 2(�) admet plusieurs valeurs.
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Fig. 1.8: Fonctions a�nes par morceaux f 1(�) et f 2(�)

Exemple 1.11 (Modèle PWARX) Considérons le système décrit par le

modèle PWARX (1.42) :

y (k) =

8
>><

>>:

' T
k � 1 si H1' k � 0 etH2' k � 0

' T
k � 2 si H3' k � 0 etH4' k � 0

' T
k � 3 si H5' k � 0 etH6' k � 0

' T
k = [ y (k � 1) u (k � 1) 1]

� 1 = [0 � 1 0]; � 2 = [0 1 0] ; � 3 = [0 3 � 2];

H1 = [0 � 1 � 6]; H2 = [0 1 1] ;

H3 = [0 � 1 � 1]; H4 = [0 1 � 3];

H5 = [0 1 � 3]; H6 = [0 1 � 6]

(1.42)

Ce système est présenté à la �gure1.9. Sur cette �gure sont superposés le tracé

global du système ainsi que des points représentatifs du système qui pourraient

éventuellement servir dans une phase d'identi�cation du système. Le graphique de

gauche est tracé dans le plan(uk� 1; yk) alors que celui de droite est réalisé dans le

plan (uk� 1; yk� 1; yk).

La �gure 1.10représente l'évolution de l'entréeu(�) (graphique de la première ligne)

et de la sortiey(�) (graphique de la seconde ligne) en fonction du temps. Contrai-

rement aux graphiques de la �gure1.9, les di�érents régimes de fonctionnement
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Fig. 1.9: Exemple de modèle PWARX

du système ne sont plus mis en exergue par les tracés de l'évolution temporelle

de l'entrée et de la sortie du système. Ceci illustre l'apport de la connaissance du

vecteur de régression' k lors de la phase d'identi�cation du système.
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Fig. 1.10: Evolution de u(�) et de y(�) en fonction du temps

Les modèles PWARX englobent un grand nombre de systèmes a�nesou linéaires

par morceaux couramment usités. Parmi ces systèmes, nous allons présenter dans
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les sections suivantes les modèles HH (Hinging Hyperplane), la représentation ca-

nonique de Chua et les modèles Hammerstein/Wiener PWARX (H/W-PWARX).

1.2.2.2 Les modèles HH

Les modèles HH (Hinging Hyperplane) sont basés sur les fonctions HH intro-

duites par Breiman [1993]. L'avantage des modèles HH est que les fonctions a�nes

par morceaux qui les dé�nissent sont toujours continues surles frontières des poly-

èdres dé�nissant la partition polyédrique de l'espace des régresseurs. Utilisées pour

l'approximation de fonctions non-linéaires et pour la classi�cation, les fonctions

HH sont formées en e�ectuant une somme de fonctionshi (�); i = 1; : : : M , appe-

lées fonctions charnières. Chaque fonctionhi (�) est formée de deux demi-hyperplans

continus à leur frontière commune (voir �gure1.11) :

8
><

>:

f (x) =
MP

i =1
hi (x)

hi (x) = � max
�

' T
k � +

i ; ' T
k � �

i

	 (1.43)

où f (�) est la fonction HH obtenue en e�ectuant la somme des foncionscharnières

hi (�); i = 1; : : : M .

Le signe� devant la fonctionmax(�) permet la représentation de fonctions convexes

ou non convexes.

On obtient, à partir de la dé�nition de la fonction HH, le modèle HH (1.44) :

y (k) =
MX

i =1

� max
�

' T
k � +

i ; ' T
k � �

i

	
(1.44)

où y(�) 2 R est la sortie du système. Le modèle (1.44) peut être également mis sous

la forme :

y (k) = ' T
k � 0 +

M +X

i =1

max
�

' T
k � i ; 0

	
�

MX

i = M + +1

max
�

' T
k � i ; 0

	
(1.45)

Ici la fonction a�ne par morceaux est explicitée comme la somme d'un terme a�ne

(' T
k � 0) et de M fonctions max positives et négatives. Les fonctionsmax positives

sont regroupées dans un terme et celles qui sont négatives dans un autre terme, ce
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y = ' T � �

y = ' T � +

' T (� + � � � )
maxf � T � + ; � T � � g

Fig. 1.11: Hyperplans y = ' T
k � � et y = ' T

k � + et la fonction HH correspondantey =
maxf ' T

k � + ; ' T
k � � g

qui justi�e la disparition du signe � . Cette forme de représentation porte le nom

de modèle HHARX (Hinging Hyperplane AutoRegressive eXogenous).

Exemple 1.12 (Modèle HH) La �gure 1.12montre le modèle HH (1.46) :

y (k) = 0 :3y (k � 1) � 0:21u (k � 1)

+ max f� 2y (k � 1) + 3u (k � 1) ; 0g

+ max f 0:5y (k � 1) + 1:5u (k � 1) ; 0g

(1.46)

Les graphiques de la première ligne représentent respectivement, de la gauche vers

la droite, les termes0:1y (k � 1) � 0:2u (k � 1), maxf y (k � 1) + u (k � 1) ; 0g et

maxf� y (k � 1) + 3u (k � 1) ; 0g. La sortie y(�) du système, représentée à la se-

conde ligne, est obtenue en sommant les graphiques de la première ligne.
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Fig. 1.12: Exemple de modèle HH

1.2.2.3 Représentation canonique de Chua

La représentation canonique de Chua est une classe de modèles a�nes par

morceaux proposée parChua et Kang[1977]; Kang et Chua[1978] et qui s'apparente

beaucoup aux modèles HH :

y (k) = ' T
k � 0 +

MX

i =1

ci

�
� ' T

k � i

�
� (1.47)

Il existe une équivalence entre la représentation canonique de Chua et les modèles

HH qui est aisée à démontrer. En e�et, il est possible de fairela transformation

suivante :

max
�

' T
k � +

i ; ' T
k � �

i

	

=
1
2

' T
k

�
� +

i + � �
i

�
+ max

�
' T

k

�
� +

i �
1
2

�
� +

i + � �
i

�
�

; ' T
k

�
� �

i �
1
2

�
� +

i + � �
i

�
��

=
1
2

' T
k

�
� +

i + � �
i

�
+

1
2

max
�

' T
k

�
� +

i + � �
i

�
; � ' T

k

�
� +

i � � �
i

�	

=
1
2

' T
k

�
� +

i + � �
i

�
+

1
2

�
� ' T

k

�
� +

i � � �
i

� �
�
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L'équivalence entre (1.44) et (1.47) est ainsi établie.

1.2.2.4 Les modèles Hammerstein/Wiener PWARX

Cette classe de modèles, qui admet plusieurs applications pratiques, résulte de

l'interconnection d'un modèle linéaire dynamique et d'unenon linéarité statique.

On distingue deux cas : lorsque la non linéarité précède le modèle linéaire, on

parle de modèle de Hammerstein et lorsqu'elle le suit on parle de modèle de Wie-

ner. Si de plus, la non linéarité est a�ne par morceaux, on parle alors de modèles

Hammerstein PWARX (H-PWARX) et de modèles Wiener PWARX (W-PWARX).

De façon générale, les modèles H-PWARX (respectivement les modèles W-PWARX)

sont obtenus par la connexion en cascade d'une non linéaritéstatique a�ne par mor-

ceaux suivie (respectivement précédée) d'un modèle ARX (AutoRegressive eXoge-

nous). La �gure 1.13montre quelques exemples typiques de non linéarités statiques

a�nes par morceaux. Le graphique de gauche illustre le phénomène de saturation,

celui du milieu représente une zone morte et en�n le dernier montre un frottement

visqueux de Coulomb.

Zone morteSaturation Frottement visqueux de Coulomb

Fig. 1.13: Exemple de non-linéarités a�nes

Un modèle H-PWARX est donné par :

8
><

>:

x (k) = g(u (k))

y (k) = �
naP

i =1
ai y (k � i ) +

nbP

j =1
bj x (k � j )

(1.48)

u(�) et y(�) sont respectivement l'entrée et la sortie du système.x(�) est une variable

interne non mesurée qui constitue l'entrée du système ARX.ai 2 R, i = 1; : : : ; na

et bj 2 R, j = 1; : : : ; nb sont les paramètres du modèle ARX. La fonctiong(�) est
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a�ne par morceaux.

De façon similaire, le modèle W-PWARX se présente sous la forme:

8
><

>:

x (k) = �
naP

i =1
ai x (k � i ) +

nbP

j =1
bj u (k � j )

y (k) = g(x (k))
(1.49)

Dans (1.49), la variable interne x(�) est la sortie du modèle ARX.

La �gure 1.14montre le schéma bloc des modèles H/W-PWARX.

Modèle linéaire

Modèle linéaire

Modèle H-PWARX

Modèle W-PARX

y(k)x(k)u(k)

u(k) x(k) y(k)

Fig. 1.14: Les modèles H-PWARX et W-PWARX

1.3 Liens entre la représentation d'état et la repré-

sentation sous forme de régression

Il est souvent admis dans la littérature que le passage d'unereprésentation

sous forme de modèle d'état à une représentation sous forme de régression (et vice

versa) est aisé à e�ectuer et conduit à l'obtention de structures qui modélisent de

façon équivalente le système considéré. Ceci reste valablepour les systèmes linéaires

invariants. La situation est légèrement di�érente pour lessystèmes à changements

brusques de régimes. La réciprocité du passage modèle d'état/modèle de régression

n'est établie que pour certaines formes particulières de modèles. De façon générale,

on peut passer pour un système à changements brusques de régimes d'un modèle

d'état à un modèle de régression, mais la structure des modèles obtenus subit des
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Chapitre 1. Les Systèmes à changement de régime de fonctionnement

modi�cations lors du transfert.

Considérons le modèle d'état (1.50) représentatif d'un système linéaire :

8
<

:
x (k + 1) = Ax (k) + Bu (k)

y (k) = Cx (k)
(1.50)

Pour obtenir un modèle de régression équivalent à partir (1.50), on peut se servir

des propriétés de l'opérateur retardq dé�ni par : x(k � 1) = q� 1x(k). On obtient

ainsi un modèle de régression équivalent à (1.50) :

y (k) = C
�
I � Aq� 1

� � 1
Bq� 1u (k) (1.51)

Considérons maintenant un système à changements de régime modélisé par la

représentation d'état (1.14) :

8
<

:
x (k + 1) = A � k x (k) + B � k u (k)

y (k) = C� k x (k)

A partir de l'équation d'état, on obtient :

x (k) =
�
I � A � k � 1 q� 1

� � 1
B � k � 1 q� 1u (k)

On a alors :

y (k) = C� k

�
I � A � k � 1 q� 1

� � 1
B � k � 1 q� 1u (k) (1.52)

Il faut constater ici que l'expression (1.52) fait apparaître des valeurs de la loi de

commutation à des instants di�érents, notammentk � 1 et k. Ceci signi�e que

l'intuition première selon laquelle il aurait su�t de procéder au passage en modèle

de régression de chacun des modèles d'état modélisant les di�érents régimes du

système est fausse. En fait le modèle de régression équivalent obtenu comprend

tout d'abord plus de régimes de fonctionnement que le modèled'état de départ.

Ensuite, ce modèle de régression comprend des régimes dont les paramètres sont

des combinaisons des modèles d'états locaux de la représentation d'état de départ.

Rosenqvist et Karlström[2005] ont montré que pour certaines formes de modèles
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d'état, il est possible d'obtenir un modèle de régression dont les paramètres de

chacun des régimes sont associés à un seul des modes de la représentation d'état.

Proposition 1.1

On suppose que la loi de commutation� (�) du système à changement brusque de

régimes dépend exclusivement de l'entréeu(�) et de la sortiey(�). Si le modèle d'état

(1.14) associé au système est de la forme :

A � k =

2

6
6
6
6
6
4

� a1;� k : : : � an� 1;� k � an;� k

1 : : : 0 0
...

. . .
...

...

0 : : : 1 0

3

7
7
7
7
7
5

B � k =
h

1 : : : 0 0
i T

C� k =
h

b1;� k : : : bn� 1;� k bn;� k

i
;

(1.53)

il existe alors un modèle de régression entrée/sortie correspondant à ce modèle

d'état et dans lequel chaque paramètre est associé à un seul mode :

y (k) =

nP

j =1
bj;� k � 1 q� j

1 +
nP

i =1
ai;� k � 1 q� i

u (k) : (1.54)

De même si le modèle d'état (1.14) est sous la forme :

A � k =

2

6
6
6
6
6
4

� a1;� k 1 : : : 0
...

...
. . .

...

� an� 1;� k 0 : : : 1

� an;� k 0 : : : 0

3

7
7
7
7
7
5

B � k =
h

b1;� k : : : bn� 1;� k bn;� k

i T

C� k =
h

1 : : : 0 0
i

;

(1.55)
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il existe un modèle de régression entrée/sortie correspondant dans lequel chaque

paramètre est associé à un seul mode :

y (k) =

nP

j =1
bj;� k � 1 q� j

1 +
nP

i =1
ai;� k � 1 q� i

u (k) : (1.56)

La proposition 1.1montre que le passage d'un modèle d'état à un modèle de régres-

sion dans lequel les paramètres associés aux di�érents régimes de fonctionnement

ne dépendent que d'un seul mode de la représentation d'état n'est possible qu'à

condition que les modèles locaux du modèle d'état soient sous forme compagne

d'observabilité ou de commandabilité. La démonstration decette proposition peut

être retrouvée dans [Rosenqvist et Karlström, 2005].

Le passage d'une représentation sous forme de régression à une représentation

d'état est beaucoup plus aisé et se fait en posant tout simplement :

x(k) =
h

y(k � 1) : : : y(k � na) u(k � 1) : : : u(k � nb)
i T

(1.57)

Pour le cas particulier où on a :

y (k) =
naX

i =1

ai;� k y (k � i ) + u (k � 1) ; (1.58)

on obtient, en posantx(k) =
h

y(k � 1) : : : y(k � na)
i T

, une représentation d'état

équivalente dont les matrices d'étatA � k , de commandeB � k et de sortieC� k sont

données par :

A � k =

2

6
6
6
6
6
4

a1;� k : : : ana � 1;� k ana ;� k

1 : : : 0 0
...

. . .
...

...

0 : : : 1 0

3

7
7
7
7
7
5

B � k =
h

1 : : : 0 0
i T

C� k =
h

a1;� k : : : ana � 1;� k ana ;� k

i
;

(1.59)

la sortie du modèle d'état étant dé�nie pary(k) � u(k).
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1.4 Identi�cation des systèmes à changement de ré-

gime

Nous considérons ici un système à changement de régime modélisé sous forme

de régression :

y (k) = ' T
k � � k + "(k) (1.60)

où � k 2 f 1; : : : ; sg, ' k = [ Yk� 1;k� na Uk� 1;k� nb 1]T et "(�) est un terme d'erreur.

L'objectif est de procéder à l'identi�cation des paramètres du modèle (1.60) à partir

d'un jeu de mesuresD de N points entrée/sortie du système :

D = f (yk ; X k) ; k = 1; : : : ; Ng (1.61)

Dans (1.61), y(�) 2 R est la sortie mesurée du système ;X (�) 2 Rn est le vecteur

de régression dé�ni parX k = [ Yk� 1;k� na Uk� 1;k� nb], na et nb étant les ordres de

régression.

De façon générale, l'identi�cation de la structure (1.60) nécessite la détermination

de trois quantités :

� le nombre s de régimes de fonctionnement du système,

� les paramètres� i ; i = 1; : : : ; s associés à chacun des régimes de fonctionne-

ment du système,

� les coe�cients H i ; i = 1; : : : ; s des hyperplans dé�nissant le partitionnement

de l'ensemble des régresseurs.

La première di�culté inhérente à l'identi�cation d'un syst ème à changement de

régime est le choix du nombres de régimes de fonctionnement. Par exemple, on

obtiendrait un modèle qui expliquerait parfaitement le jeude donnéesD en choi-

sissant autant de régimes de fonctionnement que de données :s = N . Il est évident

que cette solution est à proscrire car elle introduit une surparamétrisation du mo-

dèle obtenu. Il est nécessaire d'imposer des contraintes sur s de façon à minimiser

le nombre de régimes de fonctionnement tout en garantissantune erreur d'identi-

�cation faible.

Dans la situation où le nombre de régimes de fonctionnement du système est connu,

le problème d'identi�cation est équivalent à la recherche des paramètres d'une fonc-
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tion a�ne à partir du jeu de données D. On procède alors à la minimisation du

critère (1.62) par rapport à � = ( � 1; : : : ; � s) et H i ; i = 1; : : : ; s :

VN (�; H i ) =
1
N

NX

k=1

`
�
yk � ' T

k � � k

�
(1.62)

où ` est une fonction non négative, par exemplè(" ) = "2, ou `(") = j" j.

La minimisation du critère (1.62) par rapport à � conduit généralement à un pro-

blème fortement non convexe avec des minima locaux.

La di�culté sous-jacente lors de l'identi�cation d'un syst ème à changement de ré-

gime est le couplage existant entre la classi�cation des données et l'identi�cation

des paramètres. En e�et, chaque élément du jeu de donnéesD est associé à une

région 
 i de l'espace des régresseurs dé�nie en (1.39) et au régime de fonction-

nement correspondant à cette région. Pour estimer les paramètres d'un régime de

fonctionnement, il faut donc déjà connaître les données quicaractérisent ce régime

(classi�cation).

En introduisant les quantités :

! i (k) =

8
<

:
1 si X k 2 
 i

0 tous les autres cas
; (1.63)

la minimisation du critère (1.62) peut alors être récrite de la façon suivante :

min
�

 
1
N

NX

k=1

sX

i =1

`
�
y (k) � ' T

k � i
�

! i (k)

!

(1.64)

On peut scinder de façon générale l'ensemble des méthodes existantes pour

l'identi�cation des systèmes à changement de régime en deuxgrandes catégories

[Paoletti, 2004; Roll, 2003].

La première catégorie utilise une approche nécessitant la dé�nition d'un partition-

nement a priori de l'espace des régresseurs [Billings et Voon, 1987; Julián et al.,

1999]. L'avantage de cette approche est que l'estimation des paramètres des régimes

de fonctionnement est simpli�ée car on peut, connaissant lepartitionnement, utili-

ser des méthodes classiques d'identi�cation pour estimer les paramètres de chaque

54



1.4. Identi�cation des systèmes à changement de régime

régime de fonctionnement. Toutefois, l'existence de nombreux minima locaux, la

complexité calculatoire de la méthode et la croissance exponentielle du nombre de

régions rend ce type d'approche di�cilement exploitable, notamment pour les sys-

tèmes d'ordre élevé.

Le seconde catégorie de méthodes procède à l'estimation simultanée ou itérative

des régimes de fonctionnement et des régions du partionnement de l'espace des ré-

gresseurs. En fonction de la façon dont le partitionnement est e�ectué, on distingue

dans cette catégorie quatre groupes :

� le premier groupe englobe les méthodes procédant à la minimisation à l'aide

de méthodes numériques (méthode du gradient par exemple) d'un critère

adéquat permettant l'estimation simultanée des paramètres des régimes de

fonctionnement et des coe�cients associés aux hyperplans dé�nissant les ré-

gions du partitionnement [Batruni , 1991; Chan et Tong, 1986; Gad et al.,

2000; Julián et al., 1998; Pucar et Sjöberg, 1998]. Il demeure possible, lors de

la minimisation, de converger vers des minima locaux, mais cette approche a

l'avantage d'o�rir une formulation directe du problème d'identi�cation.

� le second groupe de méthodes, qui est en fait une extension du premier groupe,

opère par une identi�cation simultanée des paramètres des régimes de fonc-

tionnement et des régions du partitionnement à partir d'un partitionnement

de base très simple de l'espace des régresseurs [Breiman, 1993; Ernst, 1998;

Heredia et Arce, 1996; Hush et Horne, 1998; Julián et al., 1998; Pucar et Sjö-

berg, 1998]. Dans le cas où le résultat de l'identi�cation n'est pas satisfaisant,

de nouveaux régimes de fonctionnement ou de nouvelles régions sont ajoutés

a�n d'améliorer les résultats. Le risque d'existence de minima locaux reste

présent et il existe également un risque de surparamétrisation du modèle lors

de l'ajout de nouveaux régimes de fonctionnement ou de nouvelles régions.

L'avantage obtenu ici est que le problème d'identi�cation est divisé en plu-

sieurs sous-problèmes d'identi�cation beaucoup plus aisés à résoudre que le

problème de départ.

� les méthodes du troisième groupe identi�ent de façon itérative les paramètres

des régimes de fonctionnement et les régions du partitionnement [Bemporad

et al., 2003; Ferrari-Trecate et al., 2003; Medeiroset al., 2002; Münz et Krebs,
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2002; Ragot et al., 2003b; Skeppstedtet al., 1992; Vidal et al., 2003]. A chaque

étape, on prend en compte soit les régimes de fonctionnement, soit les régions

du partitionnement.

� le dernier groupe estime les régions du partitionnement enutilisant exclusi-

vement l'information sur la distribution des vecteurs de régression [Choi et

Choi, 1994; Strömberget al., 1991]. Il arrive très souvent, dans ce cas, qu'un

ensemble de données qui devraient en principe appartenir à la même région

soit scindé en plusieurs régions distinctes.

Il est à noter que quelle que soit la méthode utilisée, le problème de l'existence

de minima locaux reste présent et il est impossible de dire laquelle de toutes ces

méthodes est la meilleure, chaque méthode présentant ses avantages et ses incon-

vénients.

Exemple 1.13 (Système linéaire statique à deux modes de fonctionne-

ments) Considérons le système linéaire statique à deux modes de fonctionne-

ment modélisé par :

y (k) = au(k)

a =

8
<

:
a1 = 0:85 si� (k) � 0:5 � 0

a2 = � 0:70 si� (k) � 0:5 < 0

(1.65)

où � (k) est la réalisation d'une variable aléatoire ayant une distribution uniforme

sur l'intervalle [0; 1].

La �gure 1.15montre l'évolution temporelle de l'entréeu(�) et de la sortiey(�) du

système.

On peut, à partir de l'entrée et de la sortie du système, visualiser l'évolution tempo-

relle du paramètrea du modèle (1.65) en calculant la quantitéy(k)=u(k). C'est ce

que montre le premier graphique de la �gure1.16. On y note la présence de commu-

tations et de deux valeurs distinctes pour le paramètrea. En se positionnant dans

le plan (u (k) ; y (k)) , on met encore plus en évidence l'existence de deux valeurs

distinctes pour le paramètrea. Le deuxième graphique de la �gure1.16 illustre

cet état de chose. Par contre, le paramètre temps étant masqué, les commutations

n'apparaissent plus cette fois-ci.
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En dé�nissant la fonction coût suivante :

� ( a) =
1
2

NX

k=1

1

� + ( y (k) � au (k))2 ;

on peut discriminer les deux modes de fonctionnement en maximisant cette fonction

par rapport à a, N étant le nombre de points de mesure et� une constante assez

petite. La �gure 1.17 montre l'évolution de la fonction coût �( �) vis-à-vis dea,

pour � = 0:0001. On y voit distinctement deux pics correspondant aux deux valeurs

prises para.
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Fig. 1.15: Evolution de
l'entrée et de la sortie
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Fig. 1.16: Paramètre a et
plan (u (k) ; y (k))
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Fig. 1.17: Fonction coût

1.5 Liens entre multi-modèles et systèmes à chan-

gement de régime

Lors de l'élaboration d'un multi-modèle, l'objectif recherché est la représen-

tation du comportement d'un système complexe (souvent non linéaire) par un

ensemble de sous-modèles, chacun des sous-modèles étant valable dans une des

régions complémentaires de l'espace dé�ni par les grandeurs permettant d'expli-

quer la sortie du système. En d'autres termes, il s'agit de trouver des modèles de

structures assez simples (souvent linéaires), chacun représentant le comportement

du système dans une zone de fonctionnement bien spéci�que. Le modèle global du
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processus résulte alors de la combinaison des di�érents sous-modèles par le biais

d'un mécanisme d'agrégation. Ces sous-modèles sont quali�és de modèles locaux

puisque n'étant valables que dans une zone donnée de fonctionnement ou autour

d'un point de fonctionnement donné. Un multi-modèle est donc une structure ré-

sultant de l'agrégation de modèles locaux.

Pour caractériser un multi-modèle, il faut spéci�er le nombre de modèles locaux,

la structure de chaque modèle local ainsi que la nature de la fonction d'agrégation

ou d'activation. On recense essentiellement deux structures de multi-modèles : les

structures à modèles locaux couplés [Johansen et Foss, 1993] et les structures à

modèles locaux découplés [Filev, 1991].

La structure à modèles locaux couplés suppose que le multi-modèle possède

un état x(�) unique et global (voir �gure 1.18). Celui-ci est dé�ni de la manière

suivante :

x (k + 1) =
sX

i =1

� i (� (k))
�
A i x (k) + B i u (k) + D i

�
(1.66)

où � i (� (k)) ; i 2 f 1; :::; sg sont les fonctions d'activation et� (k) est le vecteur des

variables de décision dépendant des grandeurs mesurables du système et éventuel-

lement de grandeurs estimables.

Dans le cas des structures à modèles locaux découplés, le multi-modèle est

dé�ni par une somme pondérée de modèles locaux dont les étatsévoluent indépen-

damment les uns des autres (voir �gure1.19). Le modèle global est alors donné

par :

x i (k + 1) = A i x i (k) + B i u (k) + D i i = 1; : : : ; s

x (k + 1) =
sP

i =1
� i (� (k))x i (k + 1)

(1.67)

Cette structure modélise la mise en parallèle des modèles a�nes pondérés par

leurs poids respectifs.

De façon plus générale, un multi-modèle permet de traduire une plus grande

variété de comportements non linéaires comparativement aux systèmes à régimes

multiples présentés jusqu'ici. En jouant sur l'allure de lafonction d'agrégation, il

est possible d'approximer toute forme de non-linéarités, mêmes celles se traduisant

par un passage brusque d'un régime de fonctionnement à un autre comme cela est

le cas avec les systèmes à changement abrupt de régimes. De cefait, les systèmes
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� s (� (k))
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+

+
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Fig. 1.18: Structure d'un multimodèle à modèles locaux couplés
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Fig. 1.19: Structure d'un multimodèle à modèles locaux découplés

à changement abrupt de régimes peuvent être vus comme un cas particulier de

système multi-modèle.
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Exemple 1.14 (Du multi-modèle vers le modèle à changement de régime)

Cet exemple montre les capacités d'approximation des multi-modèles, de même

que le lien existant entre les multi-modèles et les modèles àchangement de régime.

On considère la fonction a�ne

par morceaux dé�nie par :

f (x) =

8
<

:
� 2x + 3 si x � 0

4x + 3 si x > 0

La fonction f (�) est représentée

ci-contre. -15 -10 -5 0 5 10 15

10

20

30

40

50

60

f(x)

On approxime ensuite cette fonction en se servant d'un multi-modèle à deux mo-

dèles locaux : 8
<

:
f 1 (x) = � 2x + 3

f 2 (x) = 4 x + 3

Les fonctions d'agrégation des modèles locaux sont choisies sous forme de fonctions

tangentes hyperboliques dé�nies par :

� i (x) =
1
2

�
1 + tanh

�
x � ci

� i

��
; i = 1; 2

Le paramètre� i permet de dé�nir la pente à l'origine de la fonctiontanh(�). Il règle

le mélange entre les modèles locaux. Dans notre exemple, on achoisi � 1 = � 2 = �

et c1 = c2 = c.

Le modèle réalisant l'approximation est :

f̂ (x) = � 1 (x) f 1 (x) + � 2 (x) f 2 (x)

la qualité de l'appromixation pouvant être dé�nie par :

� =


 f (x) � f̂ (x)
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où représentek�k par exemple la norme euclidienne.

La �gure 1.20 montre l'approximation obtenue pour diverses valeurs de� i . On
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Fig. 1.20: Approximation de la fonction f (�) par un multi-modèle

peut constater que� diminue lorsque� diminue. Il est possible de déterminer�

pour que la quantité� soit inférieure à un seuil aussi petit que l'on souhaite.

1.6 Stabilité des systèmes à changement de régime

La stabilité des systèmes à changement de régime est essentiellement étudiée

pour les systèmes sous forme de représentation d'état (modèle PWA, JL, PL).

Contrairement aux cas des systèmes linéaires invariants oùla stabilité peut être

aisément véri�ée en calculant les valeurs propres de la matrice d'état, la situation

est plus compliquée lorsqu'on doit tenir compte de divers régimes de fonctionne-

ment. Il est inutile d'espérer tirer des informations sur lastabilité ou l'instabilité

d'un système à changement de régime en s'intéressant uniquement à la stabilité ou

à l'instabilité de ses modes.

L'étude de la stabilité des systèmes à changements de régimes a connu récemment

un regain d'attention. Ceci essentiellement parce qu'ellepermet la synthèse de loi

61



Chapitre 1. Les Systèmes à changement de régime de fonctionnement

de commande par rétroaction explicite et de faible complexité [Grieder et Morari,

2003; Grieder et al., 2004, 2003]. La majeure partie des méthodes existantes pro-

cède à une extension de la méthode de Lyapunov aux systèmes à commutation.

Un éventail de méthodes avec des degrés variables de conservatisme a été développé

pour analyser la stabilité des systèmes à changement de régime à partir de la théorie

de Lyapunov. Puisqu'il n'y a aucune méthode standard pour construire des fonc-

tions de Lyapunov, des algorithmes permettant le calcul de fonctions de Lyapunov

pour une large classe de fonctions candidates ont été proposés. Il s'agit du calcul de

fonctions de Lyapunov communes sous forme d'un polynôme de degré2 (Quadratic

Lyapunov function) ou 4 (Quartic Lyapunov function), de fonctions de Lyapunov

a�nes par morceaux (PieceWise A�ne Lyapunov function), de fonctions de Lya-

punov polynomiales par morceaux, chaque morceau de la fonction étant représenté

par un polynôme de degré2 (PieceWise Quadratic Lyapunov function) ou de degré

4 (PieceWise Quartic Lyapunov function). Ces fonctions sont e�cacement calculées

à l'aide de la programmation linéaire ou de la programmationsemi-dé�nie. Dans

[Biswaset al., 2005], il est présenté un aperçu général des techniques permettant

de trouver des fonctions de Lyapunov candidates. Une conséquence directe de ces

études de stabilité est la conception d'observateurs d'état stables.

Remarque 1.2 Dans la suite de ce document, nous nous intéresserons aux sys-

tèmes à changement de régime pour lesquels le passage d'un régime à un autre

est brusque. Il n'y a donc pas de phase de transition d'un régime de fonctionne-

ment à un autre. Nous désignerons ce type de systèmes par l'appellation générique

de systèmes à commutations (SAC) et les di�érents régimes defonctionnement

du système seront appelés modes. De plus, les SAC considérésseront sujets à des

changements de modes ou commutations de fréquences relativement moyennes. Ceci

exclut de facto les systèmes susceptibles de commuter à chaque instant comme les

hacheurs, par exemple, en électronique de puissance.

Conclusion

Ce premier chapitre traite des principaux modèles utilisésdans la littérature

pour la représentation des systèmes à changement de régime de fonctionnement.
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On peut regrouper ces modèles en deux grandes classes : les modèles utilisant

une représentation d'état et ceux s'appuyant sur une représentation sous forme

de régression. Des passerelles existent, sous certaines conditions, entre ces deux

grandes classes et également au sein des classes elles-mêmes. Un aperçu sur les

méthodes d'identi�cation et d'étude de stabilité est également donné.
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Introduction

Pour atteindre les objectifs d'automatisation des processus technologiques, on

fait appel à des méthodes qui deviennent de plus en plus sophistiquées. La �nalité

de cette complexité croissante est l'augmentation de la performance, de la �abilité,

de la disponibilité et de la sûreté de fonctionnement de ces processus. Le besoin

de sûreté de fonctionnement et de �abilité est encore plus crucial lorsqu'il s'agit

de systèmes sensibles pour lesquels une fausse manoeuvre peut être coûteuse aussi

bien humainement que �nancièrement. Ceci est le cas, par exemple, des usines de

produits chimiques, des réacteurs nucléaires, des systèmes de transport à grande

vitesse, des systèmes aéronautiques et bien d'autres encore. En vue de remplir ces

objectifs de performance, de sécurité et de disponibilité des processus technolo-

giques, on leur associe des modules de diagnostic servant à détecter tout écart de

comportement par rapport au comportement souhaité et même dans certaines si-

tuations à recon�gurer le fonctionnement du système.

Un module de diagnostic procède en trois étapes fondamentales. Dans un premier

temps, il s'agit de déterminer si le processus considéré se comporte ou opère nor-

malement, c'est-à-dire s'il remplit le cahier des charges qu'a �xé l'ingénieur lors

de la conception du système en question. C'est l'étape dite de détection. Arrive

ensuite une seconde étape qui a pour objet la recherche de certaines caractéris-

tiques du défaut comme son instant d'apparition, son amplitude, sa gravité. En�n,

la dernière étape, qui découle des deux étapes précédentes,permet de décider de

l'action à entreprendre sur le système. Il peut s'agir de maintenir le système dans

le même mode opératoire, de corriger son fonctionnement ou encore de l'arrêter

complètement.

En consultant la très abondante littérature existante sur le diagnostic, on se rend

assez vite compte de la non unicité de la terminologie dans cedomaine. Le comité

technique IFAC (International Federation of Automatic Control) SAFEPROCESS

a tenté de normaliser certaines dé�nitions généralement acceptées par l'ensemble de

la communauté de l'Automatique. Nous rappellerons dans ce qui suit les dé�nitions

données à certains principaux termes propres au domaine du diagnostic.
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2.1 Dé�nitions et généralités

Les dé�nitions qui suivent sont les fruits des travaux du Groupement pour la

Recherche en Productique (http ://www.laas.fr/ 7Ecombacau/SPSF-sursup.html)

dans le cadre des ré�exions sur la terminologie en Surveillance et Supervision.

2.1.1 Termes généraux

Faute : action, volontaire ou non, dont le résultat est la non prise en compte cor-

recte d'une directive, d'une contrainte exprimée par le cahier des charges.

Défaut : écart existant entre la valeur réelle d'une caractéristique du système et

sa valeur nominale.

Défaillance : interruption permanente de la capacité d'un système à assurer une

fonction requise dans des conditions opérationnelles spéci�ées.

Erreur : partie du système ne correspondant pas ou correspondant incomplète-

ment au cahier des charges. En toute logique, une erreur est la conséquence d'une

faute.

Erreur latente : l'erreur est latente tant que la partie erronée du système n'est

pas sollicitée. Elle devient e�ective au moment de la sollicitation de la partie erro-

née.

Dysfonctionnement : exécution d'une fonction du système au cours de laquelle

le service rendu n'est pas délivré ou est délivré de manière incomplète.

Panne : état d'un système incapable d'assurer le service spéci�é à la suite d'une

défaillance.

Symptôme : événement ou ensemble de données au travers duquel le système de

détection identi�e le passage du procédé dans un fonctionnement anormal. C'est

le seul élément dont a connaissance le système de surveillance au moment de la

détection d'une anomalie.

Résidu : signal conçu comme indicateur d'anomalies fonctionnellesou comporte-

mentales.
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2.1.2 Fonctions

Acquisition : collecte des données en provenance du procédé.

Détection : caractérise le fonctionnement du système de normal ou d'anormal.

On peut distinguer deux grandes classes d'anomalies :

� la première regroupe les situations pour lesquelles le comportement du sys-

tème devient anormal par rapport à ses caractéristiques intrinsèques, la se-

conde regroupe les situations dans lesquelles le comportement est anormal

par rapport à la loi de commande appliquée. A l'évidence, la deuxième classe

est incluse dans la première.

� la deuxième classe recouvre les anomalies de fabrication mises en évidence

par des contrôles (métrologie) de qualité du produit en fabrication.

Suivi : fonction maintenant en permanence un historique des traitements e�ectués

par le système de commande/supervision et une trace des événements que perçoit

le système.

Diagnostic : établit un lien de cause à e�et entre un symptôme observé et la

défaillance qui est survenue, ses causes et ses conséquences. On distingue classique-

ment trois étapes :

� localisation : détermine le sous-système fonctionnel à l'origine de l'anomalie

et progressivement a�ne cette détermination pour désignerl'organe ou le

dispositif élémentaire défectueux.

� identi�cation : détermine les causes qui ont engendré la défaillance constatée.

� explication : justi�e les conclusions du diagnostic.

Recon�guration : fonction consistant à changer la commande envoyée au système

ou la disposition matérielle du système pour éviter (ou faire face à) une panne.

Les systèmes pour lesquels la sûreté de fonctionnement est très cruciale sont

le plus souvent conçus en se basant fortement sur la redondance matérielle. Par

exemple deux (système duplex) ou trois capteurs (système triplex) sont souvent

utilisés pour mesurer la même grandeur. Il s'agit de multiplier les chaînes de me-

sure a�n d'obtenir plusieurs mesures de la même grandeur. Undétecteur et un
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voteur permettent ensuite de donner la valeur la plus vraisemblable de la quantité

mesurée. L'approche par redondance matérielle, bien qu'étant très e�cace, présente

l'inconvénient d'augmenter le coût (nécessité d'installer un plus grand nombre de

capteurs) et l'encombrement (espace aditionnel requis pour l'installation des cap-

teurs supplémentaires) des processus. Dans certaines applications, dans le domaine

de l'aérospatial par exemple, le poids des équipements ainsi que leur coût consti-

tuent une contrainte critique du cahier des charges. Il est donc nécessaire, pour ce

type d'application, de trouver une alternative à l'approche utilisant la redondance

matérielle. L'alternative proposée consiste à utiliser les relations qui existent entre

les mesures de grandeurs dépendantes qu'elles soient ou nonde même nature : c'est

la redondance analytique.

La redondance analytique exploite la corrélation existantentre les di�érents signaux

mesurés. Sa mise en ÷uvre nécessite l'existence d'un modèlestatique ou dynamique,

linéaire ou non linéaire, déterministe ou stochastique du système reliant les entrées

et les sorties mesurées. L'idée principale est de véri�er lacohérence des mesures de

di�érentes grandeurs e�ectuées sur le processus et le comportement prévu pour ce

processus à partir du modèle analytique qui lui est associé.L'approche utilisant la

redondance analytique se compose essentiellement de deux phases distinctes : une

phase de génération de résidus et une phase de prise de décision dont l'objet est

la détection et éventuellement la localisation d'un composant défaillant. La �gure

2.1 résume les principales étapes lors de la mise en ÷uvre d'un outil de diagnostic

utilisant l'approche par redondance analytique.

2.2 La détection

La procédure de détection a pour objectif de déterminer l'apparition et l'instant

d'occurence d'un défaut. Pour parvenir à cet objectif, on utilise des résidus qui sont

obtenus en comparant le comportement du modèle du système à celui du système

réel. Les résidus sont représentatifs des écarts entre le comportement observé du

système et le comportement de référence attendu lorsque le système fonctionne

� normalement �. Ces résidus sont généralement à moyenne nulle et ont une variance

déterminée en l'absence de défauts de fonctionnement.
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Défauts

Prise de décision

Générateur de résidus

Processus surveillé
Entrée Sortie

Résidus

Composants défaillants

Fig. 2.1: Structure de diagnostic

Un moyen générique de construire un résidu est d'estimer le vecteur de sortiey(�)

du système. L'estimé̂y(�) est alors soustrait du signal de sortiey(�) a�n de former

le vecteur de résidusr (�) suivant :

r (k) = y (k) � ŷ (k) (2.1)

En présence de défauts, le signalr (�) ainsi formé s'écartera notablement de la valeur

zéro et sera identique à zéro lorsque le système fonctionne �normalement �.

Dans la pratique, le résidu n'a pas exactement une valeur nulle en l'absence de

défauts car, lors de la phase de modélisation, plusieurs hypothèses simpli�catrices

sont introduites conduisant à un modèle qui ne re�ète pas �dèlement le système

réel. De plus, les mesures e�ectuées sur le système sont le plus souvent entachées

de bruits de mesure. Le vecteur de résidus s'écrit alors :

r (k) = ym (k) � ŷ (k) (2.2)
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où ym (�) est la sortie mesurée du système qui est composée, en plus de la sortie

réelley(�), de bruits de diverses natures relatifs à l'instrumentation et aux incerti-

tudes de modélisation. Dans cette situation, une méthode dedétection élémentaire

consiste à comparer la valeur du résidu à un seuil prédé�ni" (fonction des erreurs

de modélisation). Une alarme est déclenchée à chaque franchissement de ce seuil :

8
<

:
r (k) � " () d (k) = 0

r (k) > " () d (k) 6= 0
(2.3)

où d(�) représente le vecteur des défauts.

On peut également modéliser le résidu comme une variable aléatoire distribuée

selon une loi normale. On met ainsi en ÷uvre à ce niveau des tests statistiques

permettant de détecter des changements des caractéristiques statistiques du ré-

sidu. Une des méthodes les plus utilisées pour la détection de changement brusque

d'une caractéristique statistique du résidu est la méthodedite CUSUM (CUmula-

tive SUM). On peut trouver dans [Basseville et Nikiforov, 1993] plus de détails sur

la théorie générale de la détection.

2.3 La localisation

Après avoir détecté la présence d'un défaut, il est important de situer l'élément

a�ecté par ce défaut. Cette opération porte le nom de localisation ou d'isolation de

défauts. Pour la réaliser, on procède à une structuration del'ensemble des résidus

générés de manière à assurer la localisation du défaut à partir des résidus a�ectés

par ce défaut.

De façon générale, on construit en premier lieu un ensemble de résidusr i (�) qui

dépendenta priori de tous les défauts. Ces résidus sont appelés résidus de base. A

partir de ces résidus de base, on forme ensuite des résidus plus � évolués � en ren-

dant les résidus de base insensibles à certains défauts. On obtient ainsi deux types

de résidus [Gertler, 1998, 1995; Patton, 1994; Patton et al., 1989] : des résidus

structurés [Ben-Haim, 1980; Chen et al., 1995; Gertler, 1992, 1995; Patton, 1994]

et des résidus de directions privilégiées [Beard, 1971; Chen et al., 1995; Gertler et

Monajemy, 1993; Hamelin et al., 1994].
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Dans le cas des résidus structurés, seul un ensemble spéci�que de résidus sera sen-

sible en présence d'un défaut. On peut, à titre d'exemple, imaginer que la structura-

tion des résidus soit faite pour qu'un défautdi (�) agisse sur toutes les composantes

du vecteur de résidus sauf lei ème. Quant aux résidus de directions privilégiées, en

présence de chaque défaut, le vecteur de résidus s'oriente dans une direction parti-

culière. C'est donc la direction prise par le vecteur de résidus qui représente, dans

ce cas, la signature du défaut.

2.3.1 Résidus structurés

Les résidus structurés sont construits de façon à être chacun a�ecté par un

sous-ensemble de défauts et à être insensible aux autres défauts. Ainsi, pour un

défaut donné, seule une partie des résidus réagit, c'est-à-dire s'écarte notablement

de la valeur zéro, pour indiquer la présence de ce défaut.

La conception de tels résidus passe par deux étapes. Tout d'abord, il est nécessaire

de dé�nir les sensibilités ou robustesses désirées des résidus par rapport aux dé-

fauts à détecter ou à ne pas détecter. Puis, selon ces contraintes, il faut concevoir

le générateur de résidus approprié.

Les informations de sensibilité et de robustesse souhaitées pour les résidus sont

répertoriées dans une table binaire, appelée table des signatures théoriques. Pour

construire cette table, on a�ecte, lorsque lei ème résidu doit être sensible (respecti-

vement robuste) auj ème défaut, la valeur binaire1 (respectivement0) à la ligne et

à la colonne correspondante de la table des signatures théoriques.

Une fois la table des signatures théoriques construite, on applique à chaque résidu

une procédure de détection a�n d'obtenir la signature réelle des résidus à chaque

instant. Si cette signature réelle est nulle, alors le système est exempt de tout dé-

faut et est donc déclaré sain. Lorsqu'intervient un défaut,au moins un des résidus

générés est sensible à ce défaut et la signature réelle devient alors non nulle. La pro-

cédure de localisation consiste ensuite à faire la correspondance entre la signature

réelle obtenue et les signatures présentes dans la table dessignatures théoriques.

Exemple 2.1 (Tables des signatures théoriques) On considère trois résidus

r1, r2 et r3 ainsi que trois défautsd1, d2 et d3. La table 2.1 présente quatre tables
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