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INTRODUCTION GENERALE

Le transport des polluants dans les aquiferes est trées complexe et met en jeu de
multiples mécanismes : transport par diffusion, advection, adsorption,
biodégradation, etc. (Abriola & Pinder, 1985a, 1985b; De Marsily, 1988; Powers &
al., 1991; Powers & al.,1992; Geller & Hunt, 1993). Il s’agit donc d’'un probléme
complexe qui fait appel a de nombreuses disciplines scientifiques (physique, chimie,
mécanique, biologie,..). Dans la thése présente, nous étudions uniquement les
polluants immiscibles avec de I'eau, des NAPLs (Non Aqueous Phase Liquid) a I'état
liquide, en supposant également que l'air présent dans les roches ne puisse pas étre
dissout dans le NAPL. Il s’agit donc d‘un systéme de fluides multiphasiques.

La propagation du polluant vers la nappe a travers la zone non saturée est
déterminée par des forces de pesanteur, capillarité et frottement visqueux aux parois
des pores, avec une présence de l'air et de I'eau résiduelle qui remplit le milieu
poreux en état initial. Il s’agit donc d’étudier un systéme triphasique de fluides, dont
le déplacement de I'air par le NAPL se fait en présence de I'eau a I'état immobile. La
direction préférentielle de déplacement suit I'axe vertical étant contr6lée par la force
de pesanteur, avec une sorte d’étalement (diffusion) dans toutes les autres directions
probables provoquée par des forces capillaires. Le réle des trois phases fluides n’est
pas équivalent. En effet, I'eau résiduelle étant immobile ne joue qu’un rOle passif
d’'une substance réduisant la porosité. L’air, dont la viscosité et la masse volumique
sont supposées étre négligeables dans le cadre du concept d’'un systéme non
saturé, joue le réle d’'un stabilisateur immédiat du champ de pression : pour tout
sous domaine occupé par l'air, la pression sera constante a chague moment. Ainsi
nous allons parler d’un écoulement pseudo triphasique non saturé.

Suite aux hétérogenéités naturelles de tout milieu poreux, la propagation du polluant
devient non uniforme méme dans la direction préférentielle et s’effectue sous forme
de « doigts » déterminant un phénomene connu sous le nom de digitation (fingering).
En méme temps, ces hétérogénéités du milieu intensifient I'étalement transversal du
polluant. Ceci dit I'image de pollution dans un milieu hétérogéne devient
qualitativement différent de celle traditionnellement attendue, en prenant la forme
d’'un étalement plus ou moins uniforme dans toutes les directions, et avec la création
d’'une zone de doigts croissante dans le temps. A [I'échelle macroscopique
d’observation, cette zone de digitation a la forme d’'une zone de mélange entre le
polluant, I'air et I'eau, avec une évolution monotone de la saturation macroscopique
du polluant dans la direction de propagation. Il s’agit donc d'un processus de
mélange dynamique en milieux hétérogene appelé « la dispersion hydrodynamique».



Introduction générale

La propagation d’un liquide plus lourd que I'air est un processus gravitationnellement
instable, car au moment initial le fluide lourd (le polluant liquide) est situé au-dessus
de fluide léger (air). Une telle instabilité physique naturelle a pour conséquence
d’intensifier le processus de digitation et de dispersion.

L’objectif de la thése est d’étudier le phénomeéne de dispersion hydrodynamique
dans le cas de I'écoulement décrit ci-dessus : un écoulement non saturé pseudo-
triphasique contrdlé par la gravité et la capillarité. L'identification des parametres de
dispersion a toute son importance en donnant l'outil pour prédire I'évolution du
panache zone de pollution des zones non saturées (et saturés) d’'une nappe par des
polluants immiscibles.

Du point de vue mathématique, ce type d’écoulement est décrit par I'équation de
Richards par rapport a la saturation du polluant. Nous allons élargir le spectre des
processus physiques étudiés en admettant que dans certains cas méme dans la
zone saturée des nappes, la propagation du polluant peut étre décrite par I'équation
de Richards, situation qui correspond au cas ou la viscosité du polluant serait
largement supérieure a celle de 'eau.

Ainsi le sujet de thése est consacré a I'analyse de la dispersion hydrodynamique
dans le modéle de Richards décrivant I'écoulement dans la zone non saturée des
nappes et, dans certains cas, dans la zone saturée.

Le phénoméne de dispersion hydrodynamique en milieux hétérogenes est bien
connu en écoulement monophasique et dans le transport passif de contaminant
miscible. En transport immiscible et en écoulement multiphasique, le processus de
dispersion est beaucoup moins étudié, bien que ce phénomeéne existe bel et bien et
intervienne dans de nombreux domaines tels que la récupération du pétrole, le
stockage de déchets, la propagation de polluants ou I'hydrogéologie.

Lors d’un écoulement de deux phases immiscibles, la dispersion hydrodynamique se
manifeste par la dissipation de l'interface entre les phases et I'apparition d’une zone
de mélange entre les deux fluides, ce phénomene a deux échelles différentes de
description : une microscopique a laquelle les hétérogénéités sont mises en
évidence et une macroscopique a laquelle le mélange semble étre homogéne.
L’existence du comportement macroscopique homogene incite a chercher des
modéles efficaces qui permettent la description du phénomene. Mathématiquement,
le probleme consiste donc a effectuer un changement d’échelle (upscaling) afin de
développer un modéle macroscopique du phénomeéne. Dans le cas diphasique, le
probléeme essentiel de la dispersion réside dans la non-linéarité. Cette particularité
complique I'application des méthodes mathématiques de changement d’échelle.

Suite a l'analogie formelle entre le mélange hydrodynamique et la diffusion
moléculaire a I'échelle homogénéisée, il est attendu que la description effective de la
dispersion hydrodynamique soit un opérateur différentiel de deuxiéme ordre de type
opérateur de diffusion. La structure des coefficients macroscopiques (tenseur de
dispersion) reste a déterminer.

La méthode de changement d’échelle quon a appliquée est celle de
I’'hnomogénéisation par développement asymptotique a double échelle. Le résultat de
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cette techniqgue est double: i) une équation différentielle macroscopique
d’écoulement (équation de Richards homogénéisée), le tenseur de dispersion
hydrodynamique est une fonction non linéaire en saturation, et ii) un probléme
cellulaire, dont les solutions définissent la structure des paramétres macroscopiques
(tenseur de dispersion et tenseur de perméabilité effective), dont la résolution
numérique est obtenue.

Les solutions numériques des problemes cellulaires (obtenues par le simulateur
Femlab) ont permis de quantifier le tenseur de dispersion et d’étudier sa structure
interne dans différents cas. On a montré que le tenseur de dispersion contient deux
termes additifs correspondants aux effets des forces capillaires et gravitaires. Le
comportement de chaque composante en fonction de différents paramétres du
systeme a été étudié.

Afin de justifier le modéle macroscopique obtenu, des simulations numériques a
I'échelle microscopique (avec le logiciel SIMUSCOPP) ont été faites. Différentes
études ont été réalisées. Le milieu poreux simulé est tridimensionnel et I'écoulement
diphasique (huile-gaz) préférentiel se fait selon un axe 7 vertical. Les résultats
obtenus nous ont permis de définir quelques principes sur I'évolution du tenseur de
dispersion hydrodynamique. Trois cas différents sont étudiés pour chaque type de
milieu, correspondant aux trois valeurs de viscosités de NAPL.

L’étude théorique ayant été réalisée pour un milieu périodique, il en sera de méme
pour I'étude numériqgue menée a I'échelle microscopique. Parallélement une étude
est menée sur un milieu stochastique, afin de mieux comprendre la réalité des
milieux poreux et les particularités que le désordre peut apporter dans le phénomene
de dispersion.

La structure de la thése est la suivante :

Dans un premier temps, une étude bibliographique a été réalisée sur les fondements
théoriques et les notions de bases nécessaires a la compréhension de ce travail.
Multiples informations ont été recueillies sur les aquiféres, les NAPL et notamment
sur le phénoméne de dispersion. Les différentes techniques de changement
d’échelle et plus particulierement 'homogénéisation ont été abordées. A l'issue de ce
premier chapitre, une discussion sur les différents travaux déja menés sur le
phénomeéne de dispersion hydrodynamique et I'approche de 'homogénéisation a été
réalisée.

Le deuxieme chapitre consiste en une étude théorique. Il s’agit de 'homogénéisation
de I'équation microscopique de Richards, I'analyse du modéle macroscopique
obtenu et le calcul du tenseur de dispersion associée.

Le troisieme chapitre présente les solutions des problémes cellulaires ainsi qu’une
analyse qualitative du tenseur de dispersivité.

Le quatrieme chapitre présente I'étude numérique. Il concerne des simulations
numériques a I'échelle microscopique pour deux types de milieux différents, 'un est
périodique et 'autre est stochastique. Dans le but de se rapprocher le plus possible
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des milieux poreux réels, la génération d’'un milieu poreux stochastique était
nécessaire. Elle a été effectuée en combinant deux méthodes de modélisation,
conditionnelle (krigeage) et non conditionnelle (méthode des bandes tournantes). Le
chapitre s’acheve sur le traitement et 'analyse des résultats des simulations.

Enfin, une conclusion dégage les aspects essentiels des résultats obtenus et les
perspectives envisageables pour poursuivre ce travail.



Chapitre 1
PHENOMENE DE DISPERSION
HYDRODYNAMIQUE







1- Phénomene de dispersion hydrodynamique

Pour une meilleure compréhension du phénomene de dispersion hydrodynamique,
nous présentons dans la premiére partie de ce chapitre une étude bibliographique
sur les notions relatives aux aquiféres et aux NAPLs (Non Aqueous Phase Liquid).
Nous insistons plus particulierement sur la migration de ces polluants immiscibles a
travers la zone non saturée. Dans la deuxiéme partie, nous abordons la théorie de
la dispersion hydrodynamique et sa dépendance de I'échelle du milieu étudié.
Différentes techniques de changement d’échelle sont exposées. Une synthése des
principaux travaux existants sur ’homogénéisation et la dispersion hydrodynamique
sera présentée a la fin de ce chapitre.

1.1. La pollution des aquiferes

L’aquifere est un ensemble d’unités géologiques, saturé au moins en partie en eau,
et constitué de matériaux suffisamment perméables afin de permettre I'écoulement
significatif d’'une nappe souterraine ainsi que le captage de quantités appréciables
d’eau. Les formations considérées comme des aquiféres sont caractérisées par une
conductivité hydraulique excédant 107 m/s.

Les nappes libres et les nappes captives représentent les deux grandes classes
d’aquiféres, les premieres occupent généralement les formations aquiféres situées
pres et reliés directement a la surface du sol. Elles sont caractérisées par la
présence d’une surface libre et contiennent donc des zones saturées, non saturées
et de fluctuations. Leur alimentation se fait principalement par infiltration a partir de
la surface sur toute I'étendue de la nappe et elles sont trés vulnérables a la
contamination a partir de sources situées a la surface du sol.

Les nappes captives se trouvent dans des unités aquiferes confinées entre des
unités peu perméables. Ces nappes sont completement saturées en eau.

1.1.1.Les polluants immiscibles

Les polluants immiscibles dans I'eau sont des produits de trés faible solubilité. A une
certaine concentration, ils forment une phase séparée. Cette phase non aqueuse,
couramment appelée NAPL (non Aqueous Phase Liquid) ou LI en francais (Liquide
Immiscible) peut contenir un seul composé pur ou un mélange de composés plus ou
moins miscibles dans I'eau mais miscible entre eux. La majorité des produits
courants répondant a cette définition sont des produits organiques. Les NAPLs sont
subdivisés en deux groupes sur la base de leur densité relativement a celle de I'eau,
un DNAPL ou LID (Liquide Immiscible Dense) et un LNAPL ou LIL (Liquide
Immiscible Léger).

Selon Mackay et al. (1985), une différence de masse volumique de 1% influence les
mouvements en surface.
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1.1.2.Les voies de migration d'un polluant

La figure (1.1) ci dessous montre les voies possibles de migration des contaminants
formant des phases immiscibles légéres (LNAPL) ou lourdes (DNAPL).

Les contaminants peuvent migrer sous trois formes : i) phase liquide immiscible
(NAPL), ii) de composés en solution dans I'eau d'infiltration ou I'eau souterraine et iii)
de composés volatilisés dans la phase gazeuse dans la zone non saturée.

Figure 1.1 : Les voies de migration d’un NAPL dans une aquifére (Pankow et Cherry, 1996)

Dans la zone non saturée, l'infiltration d’'un NAPL se fait de la méme fagon pour un
LNAPL ou un DNAPL. Elle est contr6lée en grande partie par la présence de
couches de faibles perméabilités qui devient le cheminement du NAPL.

Le comportement d’'un LNAPL est différent de celui d'un DNAPL par sa grande
capacité de migrer sous le niveau de la surface libre, son infiltration progresse de
maniére semblable a sa migration dans la zone non saturée. La migration des
contaminants immiscibles peut étre réduite par leur adsorption sur les solides ou leur
dégradation chimique ou biologique. Le fait que les DNAPLS continuent leur
migration jusqu'a ce qu’'une couche d’un matériel de tres faible perméabilité soit
rencontrée rend ces liquides susceptibles de migrer dans les milieux fracturés qui
peuvent étre sous jacents.
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La figure (1.1), montre que dans le cas de la migration dans les milieux fractureés, le
transport des contaminants peut se faire par écoulement des phases immiscibles et
des composés dissous comme pour les matériaux granulaires. Un mécanisme
d’atténuation s’ajoute cependant pour les milieux fracturés qui possédent également
une porosité importante, c’est la diffusion des composés présents dans les pores du
matériel encaissant sous I'effet du gradient de concentration.

Dans le paragraphe qui suit, on présente deux modéles conceptuels de la migration
des LNAPLs et des DNAPLs dans l'aquifére, basés sur différentes informations
recueillies sur les nombreux sites contaminés par ces polluants.

1.1.3.Migration d’un LNAPL

La figure (1.2) ci-dessous montre un modele conceptuel de la migration d’'un LNAPL.
Il représente un scénario possible de pollution dans un aquiféere.
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Figure 1.2 : Modele conceptuel de Migration d’un LNAPL (EPA, 1999a)

La source étant généralement en surface, linfiltration du LNAPL se fait dans la zone
non saturée jusqu'a la surface libre, son passage est repéré par une phase liquide
immiscible sous forme résiduelle. Sur la frange capillaire ou la surface libre, une
lentille de LNAPL s’accumule selon la quantité qui atteint la nappe. Contrairement a
la phase résiduelle, le NAPL dans la lentille est libre de s’écouler et une partie de
cette lentille pourrait éventuellement étre récupérée par pompage.
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En plus du LNAPL résiduel laissé dans le cheminement de l'infiltration a partir de la
surface, on retrouve aussi une phase résiduelle en dessous et au-dessus de la
lentille de phase libre suite aux fluctuations saisonnieres de I'élévation de la nappe.
Cet étalement favorise la solubilisation des composés du NAPL par circulation d’eau
d’infiltration ou de I'eau souterraine (Fetter, 1993). Dans un tel contexte, plusieurs
mécanismes contribuent a la migration des contaminants.

D’abord, l'infiltration d’eau dans la zone non saturée solubilise des composés lors de
son passage a travers le NAPL résiduel, ce qui entraine des contaminants jusqu'a la
nappe. Ensuite, certains composés du NAPL se retrouvent dans la phase gazeuse
de la zone non saturée, suite a leur volatilisation directement a partir du NAPL
(concentration contrélée par la loi de Raoult) ou par la volatilisation des composés
dissous dans I'eau (concentration contrdlée par la loi de Henry). Une fois dans la
phase gazeuse, les contaminants peuvent migrer soit par diffusion, sous l'effet de
densité si le gaz résultant est plus lourd que I'air, par pompage barométrique lors des
changements de pressions atmosphériques, sous leffet des gradients de
températures ou entrainés par le mouvement de masse (advection) de la phase
gazeuse s'il est présent. A la surface de la nappe, la circulation d’eau souterraine en
contact avec la lentille de phase libre solubilise des composés qu’elle entraine pour
former un panache de contaminants dissous transportés par I'écoulement de I'eau
souterraine.

Certains mécanismes contribuent a la réduction de la contamination et permettent
une atténuation naturelle du probléme. La biodégradation de composés organiques
permet une réduction de la masse de contaminants présents dans I'environnement.
La dilution et la dispersion des contaminants lors de leur transport ne réduisent pas
leur masse totale mais entrainent une diminution de la concentration des
contaminants.

1.1.4.Migration d’un DNAPL

La figure (1.3) montre un modele conceptuel de la migration des DNAPLs. Les
mémes mécanismes que ceux discutés a la section précédente (saturation
résiduelle, solubilisation et volatilisation) sont présents dans la zone non saturée
pour les DNAPLSs.

Le comportement difféere toutefois a partir de la surface libre. Il n'y a pas
accumulation du DNAPL au-dessus de la surface libre comme pour le LNAPL mais il
y a tout de méme un étalement de la phase liquide organique a partir de la surface
libre.



1- Phénomene de dispersion hydrodynamique
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Figure 1.3 : Modele conceptuel de migration d’'un DNAPL (EPA, 1999b)

L’hétérogénéité du milieu contréle la migration du DNAPL sous la surface libre.
Cette migration se poursuit jusqu'a ce que le volume émis soit étalé complétement
sous forme de liquide résiduel ou jusqu'a ce qu’une couche continue de faible
perméabilité soit rencontrée.

Au-dessus d’une couche de faible perméabilité, la migration de la phase liquide peut
se faire dans une direction différente de celle de I'écoulement de I'eau souterraine.
C’est en fait la topographie de la surface de la couche de faible perméabilité qui
détermine la direction de migration de la phase libre de DNAPL qui s’y accumule. Ce
mécanisme peut méme mener a la migration du DNAPL en direction opposée a celle
de I'eau souterraine.

La contamination de I'eau souterraine par solubilisation des composés du DNAPL
peut étre beaucoup plus importante que pour un LNAPL pour qu’un grand volume de
matériaux puisse contenir des liquides a saturation résiduelle sous la surface libre.
Les panaches produits par des zones sources de DNAPL tendent ainsi a étre
beaucoup plus épais que ceux reliés aux lentilles de LNAPL et a couvrir toute
'épaisseur de l'aquifére. La migration de composés solubilisés suit bien sdr la
direction de propagation de I'eau souterraine et subit les mémes mécanismes
d’atténuation naturelle que pour les composés présents dans les LNAPLs.

On trouve dans Pankow et Cherry (1996) une excellente revue du développement
des concepts reliés aux contaminants immiscibles dans I'eau, particulierement les
DNAPLs. Il est important de réaliser que l'intérét pour les NAPLs est relativement



1- Phénomene de dispersion hydrodynamique

nouveau et que les implications de leurs présences dans les sites contaminées n’ont
été réalisées que tres récemment.

Le tableau (1.1) résume les facteurs facilitant ou inhibant la pénétration des DNAPLs
dans la zone non saturée ou saturée.

Factors facilitating DNAPL penetration | Typical circumstances

High DNAPL density

Low interfacial tension

Low viscosity
Large DNAPL volume release

Large duration DNAPL release

High permeability
Vertical and sub vertical geological
structure

Low DNAPL density

High interfacial tension
High viscosity

Small DNAPL volume release
Short duration DNAPL release
Low permeability

Horizontal geological structure

Chlorinated solvents

BCB Aroclors

Surfactants or miscible co-solvents such as
Methanol, methyl ethyl ketone or acetone in
the DNAPL.

Surfactants and co-solvents in aqueous
wastes or groundwater.

Complex DNAPL mixtures.

Chlorinated solvents

Disposal of bulk liquid wastes in landfills,
lagoons.

Catastrophic spills and on-going leakages
Disposal of bulk liquid wastes in landfills,
lagoons.

On-going leakages

Sand, sand & gravel, fractured rock
Angled beddings in sandy aquifers.
Fractures, fissures, erosional windows in
fine-grained aquitards.

Fractured rocks

Coal tar/creosote

Chlorinated organics at low concentrations
in petroleum hydrocarbons.

Relatively pure chemical products.

Coal tar/creosote

BCB Aroclors

DNAPL mixtures with high concentrations of
high molecular weight hydrocarbons.
Small spills and leaks.

Small one-time spills and leaks.
Unfractured silt and clay aquitards
Unfractured rock

Horizontal bedding in sandy aquifers.
Horizontal silt and clay aquitards.
Horizontal bedding plane partings in
sedimentary rock

Tableau 1.1 : Facteurs de pénétration d’un DNAPL dans la zone non saturée et saturée
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1.1.5.Infiltration d’un NAPL dans la zone non saturée

Dans cette partie, on aborde la migration des NAPLs dans la zone non saturée dans
les aquiféres, afin de mieux comprendre les processus influencant cette migration, et
permettre par la suite des approches plus rationnelles pour la caractérisation et la
surveillance des sites contaminés par des NAPLs.

La discussion sur le processus d’infiltration a porté jusqu’ici sur I'écoulement d’eau
dans la zone non saturée. Certaines des conditions qui s’appliquent pour l'infiltration
d’eau ne sont pas réalistes dans le cas de linfiltration d’'un NAPL. Ainsi, une source
de NAPL est rarement d’'une intensité et d’'une durée telle qu’il y a ruissellement de
NAPL a la surface du sol.

Généralement, on trouve deux types de sources de NAPL. Le premier correspond a
une source de NAPL de faible débit mais assez continue dans le temps, reliée le
plus souvent a des fuites de réservoirs. Le second présente un taux d’application
initial important mais de faible durée correspondant a un déversement accidentel
d’'un NAPL, par exemple lors de son transport. Ce dernier type de source permet
rarement une saturation compléte du sol par des NAPLs, pour deux raisons, d’abord
parce qu’il y a rarement accumulation d’une charge de NAPL a la surface de facon
continue et durable et ensuite parce que le piégeage d’air au front d’infiltration ainsi
que la présence d’'une saturation résiduelle en eau limitent la saturation en NAPL
maximale possible.

Les figures (1.4) et (1.5) représentent respectivement le comportement capillaire et
I'évolution des profils de saturation en NAPLs dans les sols lors de linfiltration d’un
NAPL dans la zone non saturée.

Considérons d’abord le comportement capillaire. La figure (1.4) montre des
conditions typiques alors que la saturation en eau est a la capacité au champ suite
au drainage par gravité du sol de la zone non saturée.

F 3
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Figure 1.4 : Cheminement des conditions de capillarité et de saturation lors de Uinfiltration d’un
NAPL dans la zone non saturée

Nous supposons que la saturation en eau est pratiguement égale a la saturation
résiduelle en eau. Le sol contient donc initialement de I'eau et de lair avant
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linfiltration du NAPL, méme si la saturation en eau dépasse la saturation résiduelle.
Pour que le NAPL puisse s'infiltrer, une épaisseur suffisante de NAPL doit
s’accumuler pour que sa pression excede la pression de déplacement. Avec des
accumulations plus importantes de NAPL entrainant des pressions capillaires plus
fortes, le NAPL pourra sauter une plus grande proportion des pores. Cependant, de
l'air est susceptible d’étre pieégé au front d’infiltration du NAPL de sorte que la
saturation maximale en NAPL sera limitée non seulement par la saturation résiduelle
en eau S, , mais également par la saturation résiduelle en air. La perméabilité

relative du NAPL s’en trouvera donc d’autant réduite. Certains auteurs utilisent une
perméabilité effective maximale égale a 50% de la perméabilité a saturation comme
valeur typique durant le processus d’infiltration des NAPLs dans la zone non saturée
(Charbeneau & al., 1994).

Certains cheminements différents sont possibles sur les courbes capillaires selon les
conditions sous lesquelles se fait l'infiltration des NAPLs. La figure (1.5a) montre les
conditions de saturation en NAPL en fonction du temps pour un cas d’infiltration avec
une accumulation constante de NAPL a la surface. On suppose dans ce cas que les
conditions de saturations suivent le cheminement A-B-C-D sur la figure (1.4).

b C)
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Figure 1.5 : Saturation en NAPL dans la zone non saturée selon le type de déversement : a)
infiltration continue a fort débit et b) faible débit et c) déversement instantané

L’accumulation initiale de NAPL a créé une pression capillaire allant du point A au
point B par laquelle I'entrée du NAPL dans le sol est possible. Notons que la
pression de déplacement requise (point B) peut étre tres faible et qu’il peut méme y
avoir une légére succion puisque c’est de l'air qui est déplacé par le NAPL et non de
'eau. La mouillabilité pour le NAPL et I'air d’un systéme contenant déja de I'eau est
complexe, mais le NAPL est susceptible d’étre plus mouillant que lair. Une
augmentation de la pression du NAPL lui permettra de déplacer l'air jusqu’a sa
saturation résiduelle. Apres le passage du NAPL, le parcours capillaire va du point C
au point D et il reste alors une saturation résiduelle de NAPL, de l'air et une
saturation résiduelle en eau dans la zone non saturée. Dans ces conditions le front
d’infiltration se déplace vers le bas en fonction du temps et une saturation maximale
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en NAPL est présente sur 'ensemble de la zone non saturée de la surface jusqu’au
front d’infiltration. Aprés linfiltration, une saturation résiduelle demeure dans le sol.
Les conditions d’infiltration illustrées par la figure (1.5a) sont rares. Lorsque
linfiltration de NAPL se fait a long terme a débit relativement constant, il s’agit le plus
souvent de fuites de réservoirs qui provoquent des débits relativement faibles.

La figure (1.5b) montre les conditions de saturation en fonction du temps pour de
faibles taux d’infiltration. La saturation maximale en NAPL ne sera alors pas
nécessairement atteinte car la perméabilité relative du NAPL requise pour soutenir le
taux d’infiltration peut ne pas l'exiger. La figure (1.5b) montre le comportement
capillaire qui prévaut alors le cheminement A-B-E-F : aprés avoir atteint la pression
de déplacement, il y a peu d’accumulation supplémentaire de NAPL et la saturation
maximale correspond au point E. la saturation résiduelle est susceptible d’étre alors
inférieur (point F) car il y a un lien entre les saturations en NAPL initiales et finales.

Le dernier cas d’infiltration de NAPL est illustré par la figure (1.5¢) ou il n’y a plus
infiltration continue mais déversement soudain du NAPL. La propagation du NAPL en
fonction du temps montre une diminution de la saturation maximale car la source de
NAPL diminue a cause des pertes sous forme de saturation résiduelle a I'arriere du
front d’infiltration. Le cheminement de la saturation en NAPL sur la figure (1.5) est
initialement A-B-C-D prés de la surface mais il devient plutét A-B-E-F en profondeur
car le flux de NAPL diminue avec la profondeur. Les situations montrées ne tiennent
pas compte de linstabilité du front d’infiltration, de I'effet de I'hétérogénéité, ni du
cheminement préférentiel. Tous ces phénomeénes contribuent a diminuer la
saturation en NAPL dans la zone non saturée suite a son infiltration car ils
provoquent I'évitement de certains volumes de sol par le front d’infiltration. Certains
volumes de sol ne contiennent donc pas de NAPL.

1.1.6.Les modes de transport des NAPLs

Lorsqu’'un NAPL péneétre dans le sol et atteint la nappe phréatique, il trouve un milieu
propice a son déplacement. Sa migration est la résultante de plusieurs mécanismes,
le premier est celui de I'advection. |l s’agit d’'un déplacement du contaminant lié au
mouvement du fluide vecteur, c’est-a-dire 'eau dans le sol, sous I'effet d’un gradient
hydraulique. Le polluant avance, a la vitesse moyenne de I'eau. Lorsque I'eau n’est
pas en mouvement (gradient hydrauligue nul ou pores isolés inefficaces pour
'écoulement), on observe un déplacement du contaminant. C’est le phénomeéne de
diffusion moléculaire qui en est responsable : il a tendance a équilibrer les
concentrations en contaminant dans le sens des gradients décroissants. Alors que
nous pouvons nous attendre a un déplacement moyen du contaminant sous l'effet de
'advection, il apparait qu’une fraction du contaminant va atteindre des zones vierges
plus vite que s’il se déplacait a la vitesse moyenne du fluide. A 'opposé, une autre
fraction du contaminant arrivera « en retard » sur la moyenne. Nous sommes en
présence du phénomeéne de dispersion. Celui-ci résulte de I'hétérogénéité du
champ des vitesses du fluide vecteur qui peut s’expliquer par la granulométrie du
sol, a I'échelle microscopique.

13



1- Phénomene de dispersion hydrodynamique

On concoit dés lors que le phénomene de dispersion hydrodynamique, résultant a la
fois de la diffusion, de I'advection et de la dispersion, soit dépendante de I'échelle du
probléme considéré, ainsi que de I'hétérogénéite sur la portion de terrain choisie.

Il semble donc primordial d’arriver a mieux caractériser ce phénomeéne de dispersion
lors d’'un écoulement multiphasique et définir par la suite I'expression du tenseur de
dispersion associé pour pouvoir agir correctement.

Le paragraphe qui suit est consacré au phénomeéne de dispersion et aux méthodes
de changements d’échelles, les différents travaux menés sur ce sujet et les résultats
obtenus.

1.2. Dispersion hydrodynamique des polluants

1.2.1.Définition

Le phénoméne de dispersion est souvent associé au mouvement du fluide en
présence du milieu poreux. A un moment donné, Les particules qui constituent les
fluides ont tendance a s’éloigner di a de nombreux mécanismes physiques
(advection, diffusion moléculaire,...). Quand ces derniers se produisent en présence
d’'un gradient de concentration, le mouvement du fluide est identifié par un processus
de dispersion.

3¢ %ﬂfm Ve _/,..

w"" (‘Mﬁyér £, ﬁ"
f‘b {-.I *s?'-"d, 5] 2

FRLD o il i S
v AR -m, ,-L 2B oz, Lvemiil
™ B, w*f"r»w\g%uw@tw
rA \":;.\ -,
T ’*ﬂ»&r‘ f"‘#‘&

Figure 1.6 : Mécanisme de dispersion dans le sous-sol

La dispersion peut aussi étre interprétée par tout changement causé par I'existence
de différentes couches, des effets de densité, les variations du flux dans le temps
ainsi que I'émission des polluants par des sources inconnues et avec des taux
variables.

Statistiquement la dispersion tient compte de la déviation par rapport au mouvement
moyen. Plus la distance parcourue par une particule est importante, plus elle a la
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1- Phénomene de dispersion hydrodynamique

chance de rencontrer des hétérogénéités qui augmentent sa déviation par rapport a
un systéme homogeéne idéalisé.

1.2.2.Théorie du tenseur de dispersion

Le tenseur de dispersion est souvent relié aux caractéristiques de l'aquifere et du
fluide. Différentes approches sont utilisées pour quantifier ce coefficient. Les
premiéres tentatives d’utilisation de modéles géométriques dans lesquels le transport
a travers des tubes est étudié ont eu lieu dans les années 50 (Taylor 1953, Aris,
1959). Le paramétre de dispersion a été obtenu par homogénéisation de
'écoulement de Stokes a travers la petite section du canal. La généralisation de ces
modeles aux milieux poreux naturels étant trés difficiles, d’autres méthodes ont été
développées en méme temps.

Les modeles statistiques permettent d’établir le cadre général de la théorie classique
de la dispersion sans définir la relation entre les caractéristiques du milieu et le
coefficient de dispersion, I'approche statistique est directement développée a partir
du processus physique qui produit de la dispersion. Elle est basée sur les méthodes
de la théorie du mouvement Brownien des particules.

Scheiddegger (1954) a développé un modele statistique dans lequel il a introduit un
parametre appelé la dispersivité du milieu:

D=av (1.1)

Ou D est le coefficient de la dispersion[LZT‘l], a est la dispersivité [L] et v est la

vitesse du transport [LT‘I]. La dispersion dépend linéairement de la vitesse du
transport et d’'une caractéristique du milieu poreux appelée la dispersivité. Une
conséquence de la méthode aléatoire est que le coefficient de la dispersion de
Scheiddeger est scalaire, tandis qu’en réalité, la dispersion est plus prononcée dans
la direction longitudinale que celle transversale.

Les expériences in situ et en laboratoire (Josselin de Jong (1958) et Saffman (1960))
suggérent que la dispersion soit plus importante dans la direction du mouvement que
dans la direction transverse. On a ainsi le coefficient de dispersion longitudinale D. et
celui de dispersion transversale Dr, exprimés par:

D, =a,v, D, =a,v (1.2)

Ou q, et a, sont les dispersivités longitudinale et transversale [L].

La théorie générale de la dispersion proposée par Bear (1961) et Scheiddegger
(1961) exprime la dispersion par un tenseur d’ordre 2 qui dépend a son tour du
tenseur de dispersivité qui est lui un tenseur d’ordre 4.

Pour un milieu isotrope, dans un cas bidimensionnel, le tenseur de dispersion a les
composantes suivantes :
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D . =a —+a,—, D ,=aTV—"+aL—y (1.3)

D *:Dyx:(aL_aT)v V; (14)

avec: | =(v,v)'*. Généralement, la diffusion est prise en compte en ajoutant les

coefficients de la diffusion aux termes diagonaux du tenseur. Par rotation du systéme
de coordonnées dans le sens de I'’écoulement, les coefficients sont réduits a la
dispersion longitudinale et transversale (directions principales de I'écoulement).

Alors, dans un repere lié au mouvement dans lequel la premiére direction est dirigée
suivant le sens de la vitesse, et les deux autres constituent un repére orthonormé
avec la premiére, le flux dispersif s’écrit sous la forme suivante:

a 0 0
D= 0 av 0 (1.5)
0 0 aT|v|

Ou aL et ar sont les dispersivités longitudinale et transversale (L) et || deésigne la
norme du vecteur.

D’une maniére plus générale, lorsque le milieu est anisotrope, la relation entre la
dispersion mécanique et la vitesse de convection exige un formalisme plus
complexe. On écrit :

D, = ;Zam Vi (1.6)

Y

Ou les aikm sont les composantes de dispersivité du milieu, formant un tenseur
d’ordre 4.

La linéarité de la fonction D(v) n’'a lieu que dans un intervalle fixe de la variation de
la vitesse. Pour toute valeur de vitesse, la dispersion n’est pas une fonction linéaire
de v,. Les expressions suivantes sont souvent utilisées :

lz))“ =c,(Pe)™, (1-7)
D .
DhT =c,(Pe) (1.8)
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c

I<m et my<12 , Pe=L—

m

Le nombre adimensionnel de Peclet est le rapport entre la convection et la diffusion
moléculaire.

1.2.3.Dispersion et changement d’échelle

En milieu poreux naturel, les mesures de perméabilité et de porosité varient d’'un
point a lautre. Ces variations sont irrégulieres spatialement et concernent des
distances bien supérieures a I'’échelle du laboratoire.

L'une des principales conséquences de I'hétérogénéité est qu’elle peut conduire a
des variations significatives des vitesses du fluide sur de courtes distances. Sachant
que le gradient hydraulique est le principal moteur du mouvement d'eau souterraine
(loi de Darcy) et la vitesse du fluide est directement proportionnelle a la perméabilité,
si la valeur de la perméabilité varie d'un ordre de grandeur entre deux endroits trés
proches, alors, pour un méme gradient hydraulique, les vitesses varieront du méme
ordre de grandeur. Ainsi I'existence d'une variabilité spatiale des conductivités
hydrauliques entraine une variabilité spatiale du champ des vitesses.

Les milieux poreux sont donc caractérisés par une forte hétérogénéité spatiale, en
particulier de la perméabilité. Ces hétérogénéités de la perméabilité provoquent a
leur tour le phénomeéne de dispersion.

L’étude du phénomene de dispersion peut se faire a différentes échelles en partant
de I'échelle du pore jusqu’aux grandes échelles. En général trois échelles sont
considérées, une microscopique associée aux dimensions du pore, lautre
macroscopique liée aux dimensions d’'un échantillon de l'aquifere et une derniere
intermédiaire dite échelle du volume élémentaire représentatif (VER), le passage
d’'une échelle a une autre se fait a I'aide d’une technique de changement d’échelle.

La technique de changement d’échelle remonte aux 19éme siecle (Poisson,
Faraday, Maxwell, Rayleigh) ou un travail trés volumineux a été effectué sur ce sujet.
Cependant le probleme reste ouvert et toujours d’actualité (Barker & Dupouy, 1999 ;
Christie, 2001 ; Ataie-Ahtiani & al., 2001). Elle a été traitée pour différents
phénoménes tels que I'écoulement monophasique (Whitaker, 1986¢), I'écoulement
diphasique (Whitaker, 1986b), ou le probléeme de transport (Eidsath & al., 1983;
Quintard & Whitaker, 1993a, 1993b). Ces études ont permis de retrouver, de maniére
théorique, les équations de conservation de la masse ou de la quantité de
mouvement a I'échelle de Darcy écrites intuitivement. Par ailleurs, la prise de
moyenne volumique a fourni un lien explicite entre la microstructure d’'un milieu
poreux et les propriétés locales (perméabilité, tenseur de dispersion, ...).

Dans les premiers travaux visant a modéliser la dispersion macroscopique, une

approche de I'équation décrivant I'écoulement a été adoptée ( Plumb & Whitaker,
1988a). Cependant, la conservation des termes faisant intervenir des dérivées
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secondes temporelles ou spatiales rend son application difficile. La simplification
éventuelle de ces termes a été discutée dans (Plumb & Whitaker, 1988Db).

A partir d’'une description a I'échelle microscopique (Quintard & Whitaker, 1994) ont
identifié les parametres effectifs a I'échelle de VER, la méthode de changement
utilisée “prise de moyenne” a permis d’obtenir une équation a I'échelle locale
cohérente avec les modeéles classiques connus, dans le méme contexte on cite
aussi, (Lee, 1979); (Brenner, 1980); (Carbonell & Whitaker, 1983).

Dans un travail de Chella et al. (1998), les deux chercheurs ont réussi a déterminer
directement les propriétés effectives a I'échelle de VER a partir de la micro-géométrie
et des propriétés a I'échelle de pore, les grandeurs effectives ont été obtenues par
voies numeriques en résolvant les problemes de fermetures sur des cellules unitaires
périodiques représentatives du milieu poreux (Quintard & Whitaker, 1994).

A titre d’exemple, plusieurs sujets de recherches sont reliés a la technique de
changement d’échelle tels que : le développement théorique de la loi de Darcy
établie a partir de I'équation de Stokes a I'échelle microscopique (Raats, 1965;
Brenner, 1980; Auriault, 1987, Whitaker, 1986a ; Auriault & Sanchez-Palencia,
1986), ainsiqu’'une formulation de type Darcy-Forchheimer obtenue a partir de
I'équation de Navier Stokes a I'échelle du pore (Whitaker, 1996).

Dans la littérature, on trouve plusieurs techniques de changement d’échelle telles
que les méthodes stochastiques, la méthode de prise de moyenne et la méthode
d’homogénéisation. La premiere technique a été utilisée pour traiter des problémes
de transport de soluté en milieu hétérogéne aléatoire (Tompson & Gelhar, 1990;
Graham & McLaughin, 1991; Burr & al., 1994; Bosma & Van der Zee, 1995). Elle a
également été utilisée pour étudier I'écoulement diphasique en milieu poreux
hétérogéne (Montogolou & Gelhar, 1989). Cette approche consiste a considérer les
propriétés caractérisant les milieux poreux comme aléatoires. Une grandeur
(porosité, perméabilité, vitesse, ...) a I'échelle de Darcy est définie par la somme de
sa valeur moyenne et une fluctuation aléatoire fonction de ses moments statistiques
(espérance, variance,...), le développement théorique des équations
macroscopiques stochastiques est rendu alors possible grace aux hypothéses sur la
statistique des propriétés locales.

La méthode de prise de moyenne permet de déterminer les équations et les
propriétés effectives a une échelle donnée par une prise de moyenne volumique a
partir de celles décrites a une échelle inférieure. Depuis sa premiére mise en forme
(Slattery, 1967; Whitaker, 1967; Marle, 1967a, 1967b), cette méthode a couvert de
nombreuses applications telles que les écoulements monophasiques (Whitaker,
1986¢), diphasiques (Whitaker, 1986b), le transport de soluté (Eidsath & al.,1983;
Quintard & Whitaker, 1993a, 1993b), ...
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1.2.4.Homogénéisation d’ordre élevée et dispersion
hydrodynamique

Certaines recherches menées dans le cadre de 'homogénéisation des écoulements
diphasiques (Quintard, 1993a, 1993b; Bourgeat & Hidani, 1995; Bourgeat &
Panfilov, 1998 ; Bourgeat & Mikelic, 1998; ...) ont amené aux différents modéles
macroscopiques qui étaient pourtant dépendants du phénomeéne de dispersion. Ce
paradoxe a I'explication suivante.

Suivant les travaux basiques de Taylor et Aris, le terme de dispersion a I'ordre de
grandeur €2, ¢ étant le rapport de I'épaisseur du canal sur sa longueur. Ainsi, la
dispersion ne peut apparaitre que dans des approximations d’ordre supérieur a zéro
dans des développements asymptotiques. Cependant la théorie d’homogénéisation
classique a pour objectif d’obtenir le terme d’ordre zéro seul. Ainsi pour capturer la
dispersion, il faut construire le modele homogénéisé d’ordre supérieur a zéro.

La technique de 'homogénéisation de ce type est appelée 'homogénéisation d’ordre
élevée. Cette technique sera appliquée dans ce travail.

1.2.5.Dispersion dans un écoulement diphasique

Le phénomeéne de dispersion est bien connu dans les écoulements monophasiques
et son importance est prouvée. Cependant, il n’est pas toujours pris en compte en
théorie diphasique, ceci est lié particulierement a la difficulté de son étude du point
de vue mathématique.

En effet, le modeéle classique de I'écoulement diphasique en milieux poreux sous
formes de I'équation de Buckley-Leverett (1.9) ou de Richards (1.10) ne contient que
le terme de diffusion apparente provoqué par des forces capillaires :

0s oF(s) o 0s
) _9 bl 1.
¢ ot v 0z 0z [q)(S) azj (1-9)
20 0 oh
— = ——1 1.1
ot 9dz {K(G){ oz ﬂ (1.10)

Dans I'équation (1-9), F(s) est dite fonction de distribution des phases (« fractional
flow »), le second membre correspondant a la diffusion capillaire, V est la vitesse de
transport et s est la saturation de I'eau. La fonction ®(s) est appelée diffusion

capillaire. Elle est définie de la fagon suivante :
Pc

kk, . ..d
P(S)=— . FS) (1.11)

ou P, est la pression capillaire, k, est la perméabilite relative de la phase i et u; est
la viscosité de la phase i, (i=1,2).
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Dans I'équation (1.10), & est la teneur en eau volumique, H est la charge
hydraulique, K est la conductivité hydraulique et h est la pression relative par
rapport a la pression atmosphérique de I'eau exprimée en hauteur d’eau et H,
définie par : H = h(8)-z

L’équation de Richards (1.10) peut s’exprimer sous la forme suivante :

6 0 06
22 be)3%-x0)] (1.12)

D(#) est le coefficient de diffusivité (Childs et Collis-Georges en 1950),

oh

D(9) = K(é’)ﬁ

(1.13)

On parle bien de diffusion puisque ce terme ne dépend pas de la vitesse. On parle
de dispersion lorsqu'il existe une dépendance vis-a-vis de la vitesse. Ainsi la
dispersion n’est pas présente.

Les premiers résultats concernant la dispersion diphasique reviennent aux deux
chercheurs norvégiens Langlo et Espedal (1994). La méthode utilisée pour obtenir le
coefficient de dispersion est la méthode de prise de moyenne sur un volume ou
« volume averaging ». Elle consiste a intégrer I'équation de transport de saturation
sur un VER (volume élémentaire représentatif). Les résultats de ce travail sont peut
étre a remettre en question. En effet, le point faible de cette méthode est le choix de
'hypothése de fermeture du modele. L’hypothése est assez approximative, ce qui
explique la qualité des résultats obtenus. Ainsi, le coefficient de dispersion est
proportionnel au carré de la dérivée de la pression capillaire F'(S). Les forces
capillaires ont été négligées, i.e. :

D~(F) (1.14)

Cependant dans (Panfilov, 2000, a) et plus tard dans (Bués & Panfilov, 2002), le
méme parametre, en milieu périodique est simplement proportionnel a la dérivée de
la pression capillaire :

D~F (1.15)

Dans un article de Glimm et Chen (1996), I'’équation de Buckley-Leverett sans forces
capillaires a été homogénéisée a 'aide de la méthode de renormalisation appliquée
souvent en turbulence et en théorie du point critique. Suite au caractére non-linéaire
de I'’écoulement diphasique, la technique de renormalisation a été appliquée d’'une
facon approximative, le résultat s’est manifesté sous forme d’'une fonction “fractional
flow” renormalisée, sans aucune apparition d’un terme de diffusion.

Des résultats opposés a ceux de (Langlo & Espedal, 1994) sont obtenus dans
(Neuweiler & al, 2003) pour un milieu stochastique faiblement hétérogéne. En
comparaison avec des simulations numériques, leurs résultats, sont aussi
approximatifs mais beaucoup plus exacts que ceux obtenus par Langlo et Espedal.

20



1- Phénomene de dispersion hydrodynamique

Panfilov et Floriat (2004) utilisent la méthode d’homogénéisation asymptotique, une
technique bien rigoureuse. Le résultat obtenu pour le tenseur de dispersion est
assez différent de celui trouvé par Langlo et Espedal. Il est proportionnel a la dérivée
de la pression capillaire F’(S). Ici 'écoulement diphasique a été examiné en milieu
périodique, uniquement en présence des forces gravitaires. Le modéle homogénéisé
obtenu par rapport au modeéle initial, contient un terme supplémentaire provoqué par
l'effet de transport de décélération, du méme ordre que celui de dispersion, le
tenseur de dispersion est une fonction non linéaire de vitesse de transport et non
linéaire non monotone de saturation. Ces résultats théoriques sont validés par des
simulations numériques et peuvent étre considérés comme une loi universelle
indépendante du type de I'hétérogénéité du milieu (faible ou forte). En méme temps
ces résultats sont confirmés uniquement en négligeant les effets des forces
capillaires et gravitaires.

Lenormand (2000) a remarqué, a partir de résultats numériques pour un écoulement
sans forces capillaires, que la forme du coefficient de dispersion en fonction de la
saturation était la méme que celle de la dérivée de la pression capillaire (dPc/dS). Ce
résultat a été obtenu a partir de la largeur de la zone de dispersion. Un modéle de
milieu poreux artificiel, composé de couches de tubes capillaires, a été utilisé.

Dans (Noetinger & Artus, 2003 ), une description compléte du couplage entre les
hétérogénéités de perméabilités sur les écoulements immiscibles en milieu poreux
et les instabilités visqueuses a été mise en place afin de lever la contradiction sur
'approche de dispersion macroscopique en utilisant des considérations de stabilité
qui permettent de prévoir I'occurrence de solutions stationnaires. L’hypothése
couramment admise de négliger la non-linéarité due au couplage visqueux est la clé
du probleme. Dans le cas stable, il est possible de relier les propriétés statistiques
du front aux propriétés statistiques du champ de perméabilités sous jacent. Des tests
numériques ont confirmé la théorie.

Une approche différente est en développement par (Glimm & al, 1998), ou
I'écoulement diphasique sans forces capillaires a été examiné. Le travail est basé sur
des simulations numériques et les méthodes de renormalisation. La zone de
mélange non seulement peut étre décrite en terme de dispersion hydrodynamique
mais peut également produire des sérieuses modifications au niveau de terme
convectif déterminé par la fonction de flux fractionnaire (fractional flow). En particulier
pour un écoulement avec des digitations (formation de doigts), le modele
homogénéisé est recommandé sans aucune dispersion. La fonction de flux
fractionnaire macroscopique a été obtenue par des simulations numériques. En
général, cette fonction est différente de celle au niveau microscopique.

A partir de cette synthése bibliographique, il vient que certains résultats sont
actuellement déja obtenus sur la dispersion diphasique, cependant tous les travaux
ont analysé uniquement le cas sans forces capillaires. Ainsi le role des forces
capillaires dans la dispersion diphasique reste totalement non étudié.

Afin de pouvoir confirmer le réle de forces capillaires sur la dispersion

hydrodynamique, I'étude du modéle de Richards, pour lequel ces forces sont
considérées comme les forces motrices de tout I'écoulement, a été imposée.
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1.2.6.Dispersion et digitation

Le phénoméne de digitation ressemble formellement a la dispersion, mais ayant des
origines physiques différentes.
Dans le cadre d’'un écoulement du NAPL, linstabilité peut étre causée par deux
raisons physiques :
1- La masse volumique du polluant est inférieure a celle du fluide sur place
(instabilité de Rayleigh-Bénard);
2- La mobilité en fluide entrant est inférieure a celle du fluide sur place (instabilité
de Saffman-Taylor).
L’analyse de processus instables physiquement s’effectue par des méthodes
spéciales et ne peut pas étre effectuée dans le cadre de l'approche classique
(analyse de solutions irrégulieres d’un systeme de conservation). Ainsi, dans la these
présente, nous étudierons uniguement les processus stables.

Figure 1.7 : Instabilité des fronts du déplacement d’un fluide immiscible par un autre plus mobile
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2- Etude théorique de la dispersion gravitaire capillaire en milieu poreux hétérogéne

Le phénomeéne de dispersion hydrodynamique a une grande importance dans 'étude
des écoulements multiphasiques. On s’intéresse plus particulierement au processus
de la formation d’'une zone de mélange lors du déplacement d’'une phase par une
autre dans un milieu poreux hétérogéne non saturé.

Dans cette étude la contribution des forces capillaires et de gravité dans la
dispersion est prise en compte. Le modéele mathématique dans un tel milieu est
examiné par la méthode d’homogénéisation a double échelle. Ainsi le modéle
macroscopique d’écoulement obtenu contient un nouveau terme de dispersion, a
deux composantes provoquées par les forces gravitaire et capillaire.

Dans un premier temps, on a essayé de développer le modele homogénéisé de
I'écoulement d’'un NAPL dans la zone non saturée sous l'effet de la gravité et la
capillarité. Le probléme cellulaire est résolu numériquement par un logiciel,
FEMLAB, destiné a résoudre les équations aux dérivées partielles (EDP) non
linéaires.

Pour divers cas, la structure du tenseur de dispersion peut étre calculée de fagon
explicite.

2.1. Formulation du probleme

2.1.1.Formulation physique

On considere un écoulement pseudo-triphasique dans un milieu poreux hétérogene
dont les trois phases suivantes coexistent :

Phase 1 : liquide (NAPL)

Phase 2 : air

Phase 3 : eau résiduelle (immobile)

On admet que les interactions chimiques entre les phases sont absentes.

Ce systéme représente la zone non saturée de 'aquifére.

En méme temps, ce modéle peut représenter la zone saturée dans certaines
situations. Alors dans ce cas, la phase 2 est représentée par I'eau. En effet,
supposons que la viscosité de I'eau est beaucoup plus petite que celle du NAPL,
donc toute perte de charge est négligeable. Ainsi la pression de I'eau peut étre
considérée comme constante :

P, = const (2.1)

Pour lair, cette hypothése est classique, pour I'eau de la zone saturée cette
hypothése n’est valide que lorsque le polluant est trés visqueux.

Nous supposons ensuite que la compressibilité de la phase 1 et du milieu poreux est
plus petite que celle de la phase 2, et donc est négligeable.

Si la phase 2 est l'air, cette hypothése est valable toujours, si la phase 2 est I'eau,
cette hypothése doit étre remplacée par celle de lincompressibilité de tous les
fluides. Ainsi, on a :

p, =const, p, =const, p, =const (2.2)
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ou p, est la masse volumique de la phase i.

Le milieu poreux est hétérogene par rapport a la perméabilité et a la porosité qui sont
des fonctions périodiques spatiales.

Nous introduisons les grandeurs caractéristiques suivantes :
L : grandeur macroscopique, taille linéaire du domaine.

| : grandeur microscopique, période d’hétérogénéité, de facon que ezz soit un

paramétre petit :
O<e<<l1 (2.3)

Nous cherchons a passer de I'échelle microscopique (/) a I'échelle macroscopique (L)
a l'aide de la technigue d’homogénéisation asymptotique permettant de capturer le
phénoméne de dispersion hydrodynamique.
2.1.2.Formulation mathématique
Lors d’un écoulement multiphasique, chacune des phases est considérée comme un
continuum occupant la totalité du milieu, a une saturation dépendant des variables
spatio-temporelles.
2.1.2.1. Equations de conservation

Les équations suivantes régissent cet écoulement.

- Bilan de masse et de mouvement du NAPL :
¢§+divvl =0 (2.4)
ot

Kk
v, =——"grad(P, - p,§Z) (2.5)

1

- Mouvement de la phase 2 :
- Silaphase 2 = air : u, =0, p, =0 alors gradP, = 0= P, = const
- Sila phase 2 = eau beaucoup moins visqueuse que le polluant :
U, =0, p, =const alors grad (P2 - ngZ) =0= P, — p,8Z = const
Dans le cas général, on a donc :
P, = const +p,gZ (2.6)

- Comportement de I'eau résiduelle (phase 3) :

s, = const (2.7)
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Soit s la saturation du NAPL , ¢ la porosité , K la perméabilité intrinséque du milieu,
k,,u,.p,, P, respectivement la perméabilité relative, la viscosité dynamique, la masse

volumique et la pression du NAPL, v la vitesse de Darcy; g I'accélération de la
pesanteur, Z la coordonnée verticale parallele a la direction de forces de gravité
orientée vers le bas, de fagon que le systéme de coordonnées soit (X,,X,, X, =Z).

- L’équation de I'équilibre capillaire :

P, =P, ~P(s) (2.8)

avec P.(s) la pression capillaire [M. L".T].
Nous supposons que la phase NAPL est plus mouillante, ainsi P, définie a I'aide de
I'équation (2.8) est positif.

2.1.2.2. Relations de fermetures

Les quatre conditions suivantes sont supposées :

k, =k/(s), 0<s<1; k(s)=0, 0<s<s,; dk /ds>0, Vs (2.9)
P.=P(s), s.<s<l; dP/ds<0, Vs (2.10)
MU, = const (2.11)
p, = const (2.12)

La perméabilité relative (figure (2.1)) et la pression capillaire (figure (2.2)) sont
supposées étre fonctions uniquement de la saturation. Ces deux hypothéses sont
critiquées dans la littérature du fait qu’elles représentent une description trop
simplifiée des phénoménes capillaires en milieux poreux et ne prennent pas en
compte la répartition des phases qui sont considérés comme une seule phase
continue sur 'ensemble du milieu poreux. Cependant, cette critique n’a pas encore
abouti a un modele plus avancé des perméabilités relatives.

La pression capillaire en fonction de la saturation dépend du sens d’évolution de la
saturation, selon un processus de drainage ou d’'imbibition du fluide mouillant. Ce
phénomeéne appelé hystéresis capillaire est lié au piégeage du fluide non mouillant et
aux différences de I'angle de contact lorsqu’il s’agit de drainage ou d’imbibition.
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Figure 2.1 : Courbe de pression capillaire

Pendant le drainage, les pores les plus larges se vident rapidement alors que les
pores les plus petits sont drainés plus lentement. La rétention capillaire explique
pourquoi la pression capillaire correspond a des saturations plus élevées sur la
courbe de drainage. Pendant I'imbibition, les pores les plus petits sont remplis en
premier temps, alors que les plus larges sont moins susceptibles de se remplir. Ce
phénomeéne conduit a une pression capillaire plus faible en fonction de la saturation
(Thomas, 1982).

Les perméabilités relatives ont une forme traditionnelle :

Pérmeahilités relatives
s
E

£a

" Saturaton en MAPL

Figure 2.2 : Courbes caractéristiques de perméabilités relatives pour un systeme diphasique

s, est la saturation irréductible en NAPL, a laquelle le NAPL devient immobile.
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2.1.3.Transformation en équation de Richards
La combinaison de la loi de Darcy (2.5) et de I'’équation de continuité (2.4) permet
d’obtenir une équation appelée équation de transport de saturation. Cette équation,
dans le cas d’un écoulement non saturé est appelée équation de Richards.
A partir de I'équation (2.4) de bilan de masse, on remplace la pression du NAPL P,

par I'équation (2.8) :

¢%— div(KTkl grad(—P. + P, — p, gZ)j =0 (2.13)

l

On remplace P, par I'équation (2-6):

¢g—”: - div[ Kk, (5) grad(= P.(s)+ const + p,gZ — p, gZ)j =0
1
¢% + %div(Kk, (s)grad z)= —div[ Kk, gradPp, (s)] . Ap=p=p,
; !

¢§ +2P8 ik i) = —div Kk, gradP.(s)
o U : I

i est le vecteur unitaire suivant la direction Z (orientée vers le bas).

4

¢§ L Apg i(Kk, (s))= —div( Kk, () gradP. (S)j (2.14)
ot M, 0Z H,

Cette derniére équation (2.14) représente I'équation de transport de Richards avec
une seule variable s, la saturation.

L’équation (2.14) peut se mettre sous une nouvelle forme :

¢§ + i{Apg Kk, (s)j = —div(—Kk’ (s) dF.(5) gradsJ

ot dZ\ u, H, ds
dou :
¢%+ BF(;;,S) = div(D_(x,5)grad s) (2.15)
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Fx.0) =28 K0k (5
D, (x, 5) = — KOOk (s) dB(5)
Y, ds

Avec :

2.1.4.Forme adimensionnelle de I’équation de Richards

On considere les changements suivants :

H
g:i’ ¢:£’ é'__’
L o L
* X. . X P K(x)
1=17, xi:_l l:LZs =X :_37 c = ‘ s a\x)=———
I ( ) 3Ty P ()

Les variables adimensionnées sont :z, x,,x,,x; =z

P* ¢* K* t* sont respectivement les valeurs caractéristiques de pression
capillaire, porosité, perméabilité et de temps. Les valeurs P.*, ¢* K* peuvent étre

prises comme des moyennes arithmétiques. Le temps caractéristique 7* est défini
de la fagon suivante :

t*:q)ull_{ = ¢H* :{plgsAPgr}:q)—H*z{la loideDarcy}zq)fI = I_{
p, gk (pl gk j AP, K v, U,
Hy, Hy,
ou 4p,.V, et U, sont respectivement : la différence de pression, la vitesse de

Darcy et la vitesse réelle caractéristigue de I'’écoulement du polluant a travers la
longueur H sous action des forces de gravité. Ainsi, ¢* est le temps caractéristique
de propagation du polluant a la distance H sous action des forces de gravités seules.

On injecte chacune des quantités adimensionnées dans I'équation microscopique de
Richards (2.15) et on obtient :

0*@ds p,gK*dka) PK*Z 9 ap(s)) PK* 0 ap. (s)
=+ = - > —| ak, - —| ak, ==
t* ot WH  ox, w,L? 5 ox, ox, w,H? ox, 0x,
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ou,

* 2 *
(p§+p,g1<*t*a(kla):_R,K*z*zi( L apc(s)j_PL,K*t* 0 ( " apc(s)j

dt  *WH  ox, uL2o* T ox, o ox; u,HZ(I)*a_X3 ¢ ox,

1

Introduisons le nombre de Peclet macroscopique ou « le nombre capillaire » :

pe =P8 (2.16)
P
qui est le rapport entre la vitesse caractéristique de convection et celle de diffusion,
qui, dans le cas examiné, ont leurs origines dans les forces de gravité et de
capillarité respectivement. Ce nombre est « macroscopique », car il est défini a
travers une longueur macroscopique H. En méme temps, il sera utile d’introduire le
nombre de Peclet microscopique a travers la longueur de I'hétérogénéité [ :

P
Alors :
P'K*0*wH _P'H _ P (ﬂjz_ﬁ PK*o*wH _ P 1
H1L2¢*P18K* ngL2 p,gH \ L Pe’ Hszq)*ngK* p,gH Pe

L’équation résultante est donnée comme suit :

o+ MM 25 ot )| )2

ot ox,  Pe4'ox, ox, | Peox, ox,

Afin de ne pas se concentrer sur des détails non considérables tels que le paramétre
&, on traite uniquement le cas ou ¢ =1, c'est-a-dire H = L. L’équation peut donc
s’écrire comme suit :

el aPs]  en

NI . X X . i er o] .
ou I'écriture (p(—j, a(—j signifie les champs périodiques en x ={x,, x,, x,}, avec une
€ €

période €.

La fonction k,(s) est monotone croissante sur [0,1], tandis que p.(s) est monotone
décroissante, suivant (2.9) — (2.10).

L’équation (2.17) de Richards représente une équation différentielle parabolique de
type diffusion-convection.
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A partir de cette équation, on voit que les forces gravitaires déterminent le transport
convectif, tandis que la capillarité intervient sous forme d’une force diffusive.

2.1.5. Limitations sur le nombre de Peclet pe

Le choix du nombre de Peclet est important pour la procédure de ’lhomogénéisation
et les résultats attendus.

Puisque l'objectif de la thése est d’étudier l'influence de deux types de forces,
capillaire et gravitaire, alors Pe ne doit étre ni trop grand ni trop petit. Il faut
cependant noter que dans le cas de la capillarité trés forte, la dispersion sera
équivalente a la diffusion capillaire effective. En méme temps la dispersion
hydrodynamique proprement dite, est provoquée par la convection. Ainsi, pour
capturer 'effet de dispersion propre il est nécessaire que le nombre de Peclet soit
assez grand.

Il est montré dans (Panfilov, 2000) que le meilleur choix est Pe~l, ou méme
£
Pe>l, ce qui détermine la technique de développement mathématique la plus
€

efficace, ou le phénoméne de dispersion apparait en premiére approximation des
développements asymptotiques. Ainsi, on a étudié le cas :

Pe ~ — (2.18)
£

Le nombre de Peclet microscopique, (2.16)’, devient alors d’ordre 1 :

Pe, =€ Pe~1 (2.19)
Ainsi, on trouve :
ds Ak, (s)a(y)) e 0 Ip.(s) X
— =— — k : , == 2.20
? ot i ox, Pe,... Ox, Ak (s) ox;, Y £ ( )

et il vient :

ds OF(y,s) 0 s )
98 LTS 9 p(y.s) 2| avec:
o o, ax,( b s)ax,}
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2.1.6. Conditions aux limites et conditions initiales

L’équation (2.20) sera étudiée dans un domaine Q c R*, avec des conditions aux
limites et initiales imposées sur la saturation du NAPL :

5|z =5"(=0) (2.21)
s|ag =5.(x,1) (2.22)

ou la fonction S. est égale a zéro en bas du domaine et a un a la limite supérieure de
Q.

Au lieu de la condition (2.22), sur une partie de la frontiere dQ, on peut imposer les
conditions de non-pénétrabilité :

ds
—=0 2.23
p (2.23)

essentiellement sur les frontieres latérales du domaine Q.

L'objectif est de construire I'équation homogénéisée pour (2.20), équivalente aux
équations originales. Nous nous sommes intéressés a développer un modéle
macroscopique qui serait assez universel, c.-a-d., indépendant des fonctions limites
et initiales, s° et S,. En d'autres termes, les propriétés de ces fonctions ne devraient

pas déranger le comportement macroscopique.

2.2. Homogénéisation

2.2.1. Sur la méthode de I’lhomogénéisation

Dans ce présent travail, la techniqgue de 'homogénéisation a double échelle a été
adoptée afin de déterminer le modele macroscopique de transport et identifier par la
suite le tenseur de dispersion associé.

Dans la technique de I’homogénéisation, un développement mathématique conduit a
'expression de toute grandeur locale sous forme d’un développement asymptotique
dont chaque terme est associé a un ordre d'un paramétre de petite magnitude
correspondant au rapport des longueurs caractéristigues de deux échelles
successives séparées. Ces termes traduisent les variations a des échelles de plus en
plus fines. Ce processus d’homogénéisation conduit a un systeme d’équations
différentielles, dont la résolution donne les propriétés homogénéisées. Cette
méthode suppose l'existence d'une cellule unitaire et un milieu spatialement
périodique.
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Dans ce qui suit nous présentons une bréeve historique sur la théorie mathématique
de 'homogénéisation. La littérature mentionnée ici se réfere aux recherches qui ont
pu influencer directement ou indirectement les résultats présentés dans cette these.

Le terme "homogénéisation * a son sens strict a été employé pour la premiere fois
par E. Sanchez-Palencia dans une note aux Comptes Rendus de I'Académie des
Sciences de Paris en 1972, ou il a montré en utilisant des développements
asymptotigues que la loi de Darcy n'est qu'une équation homogénéisée des
équations de Stokes.

L’origine de cette approche peut aussi étre observée dans le travail effectué par De
Giorgi et Spagnolo (1973). Ces chercheurs ont démontré le théoréme sur le passage
a la limite dans les équations aux dérivées partielles linéaires avec des coefficients
périodiques de fortes oscillations, quand le paramétre de taille associé a la cellule
unité tend vers zéro.

Dans (Tartar, 1974), on trouve une démonstration directe du théoréme
d’homogénéisation, ou une méthode dite d’énergie ou théoreme de compacité a été
utilisée. L’approche était basée sur un choix spécial de fonctions test dans la
formulation variationnelle de I'équation lors du passage a la limite.

Les bases de la méthode ont été largement développées dans (Bakhvalov, 1974),
(Bakhvalov, 1975), (Bakhvalov, 1977) et (Bensoussan, A., Lions, J.-L. &
Papanicolaou, 1978). L'’idée consistait a obtenir un milieu effectif a partir du milieu
réel quand I'échelle de I'hétérogénéité e tend vers 0, ainsi le terme d’ordre zéro dans
le développement asymptotigue correspond au modele homogénéisé. Ici,
uniqguement une convergence faible est assurée.

Le concept de la méthode de développement asymptotique a deux échelles est dQ,
en fait, a Krylov & Bogoliubov (1947) et a Bogoliubov & Mitropolsky (1961), elle a été
employée avec succes pour I'étude de plusieurs problemes concernant les échelles
multiples. L'idée classique consiste a chercher un développement asymptotique de la
solution d’un probleme donné, avec des coefficients qui séparent I'échelle rapide de
celle lente. Des résultats similaires a ceux de Sanchez-Palencia (1974), Bakhvalov
(1974) et Bakhvalov (1975) ont été obtenus ultérieurement par Keller (1977) et
Bensoussan & al. (1978).

Jusqu’en 1975, des résultats d’homogénéisation avaient été donnés seulement pour
des problémes linéaires. La méme année Bakhvalov appliquait son idée originale de
développement asymptotiqgue multi-échelle a un cas général non linéaire.

Une dizaine d’années plus tard, une autre méthode a été développée, celle de
convergence a “double échelle”. Cette technique a été introduite par le travail de
Nguetseng (1989) et développée par les travaux d’Allaire (1992) qui a montré de
nombreuses applications de cette méthode. L’'un des intéréts de celle-ci est la facilité
de la compréhension des oscillations dans le cadre du processus
d’homogénéisation, par l'introduction d’une notion de convergence des fonctions
dépendantes d'une variable “microscopique “, qui s’ajoute a la variable
“macroscopique”. En ce sens, cette méthode en quelque sorte est semblable a la
méthode des développements asymptotiques a double échelle.
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L’approche de I'homogénéisation a été appliquée dans (Bourgeat, 2000) pour les
écoulements en milieux poreux, ou le modéle macroscopique a été obtenu comme la
limite a double échelle de I'équation originale de I'écoulement quand I'échelle de
'hétérogeénéité ¢ tend vers 0.

Une application de la théorie de 'lhomogénéisation a la mécanique a été étudiée par
(Sanchez-Palencia, 1980) et (Bakhvalov & Panasenko, 1989). Pour un systéme
elliptique contenant des termes principaux d'ordre zéro qui constitue un modéle
simplifié  du systeme membranaire des coques minces, le probleme
d'homogénéisation périodique lui correspondant a été trouvé. Cependant les
vibrations de moyenne fréquence n'ont pas pu étre décrites par le systeme
homogénéisé.

Les milieux a un contraste de parameétres ont été abordés dans (Panasenko, 1988a,
1988b, 1990), ou les équations d’élasticité ainsi que de diffusion-convection
stationnaires ont été homogénéisées. Chaque période du milieu a été constituée de
deux sous domaines ou les parametres élastiques (ou diffusifs) sont fortement
différents. La méthodologie des développements asymptotiques, opérant avec deux
petits parametres : celui de I'hétérogénéité (&), et le rapport des coefficients
élastiques (w), a été développée, ainsi que la classification de différents modeles

homogénéisés en fonctions du rapport € /. Le processus non stationnaire a été
également analysé dans le cas particulier d’'une quasi-stationnarité a I'échelle d’'une
cellule.

Les milieux de méme types ont été abordés dans (Arbogast & al., 1990) et (Panfilov,
1990) dans le cas fortement non stationnaire. Une équation parabolique dont les
coefficients de diffusion sont fortement contrastés a été étudiée. La forte non-
stationnarité se manifeste d’'une telle fagon que le probléme cellulaire reste non
stationnaire. Ce fait devient crucial dans la technique de I'homogénéisation qui
conduit a une transformation de I'équation de diffusion originale en une équation
integro-différentielle et donc a I'apparition d’'une mémoire longue. Le probleme limite
avec mémoire, dit de double porosité, décrivant le comportement global, a été trouvé
lorsque € et w tendent vers zéro, en utilisant 'homogénéisation par développement
asymptotiqgue. Dans (Panfilov, 1990), ceci a été fait pour différentes valeurs du
contraste, en obtenant comme résultat une série de modéles macroscopiques
différents.

Divers phénomeénes tels que les écoulements mono et diphasiques (Auriault &
Sanchez-Palencia, 1986; Amaziane & Bourgeat, 1988; Bourgeat & al., 1988; Saez &
al., 1989; Arbogast & al., 1990 ; Bourgeat, 1996), ainsi que la dispersion
(Bensoussan & al., 1978, Brenner, 1980 ; Mei, 1992 ; Auriault & Lewandowska,
1997) ont été traités en utilisant la méthode d’homogénéisation.

Un des développements de la théorie d’homogénéisation est son application
aux milieux de structures multi-échelle. La méthode de ’homogénéisation itérative a
été élaborée en (Allaire, 1992) pour des systémes ayant une similarité de structure a
chaque échelle. Les structures non auto-similaires caractérisées par plusieurs
échelles d’hétérogénéité ont été révélées en (Crolet, 2004) dans les problemes de la
mécanique des os humains. Les problemes couplés d’élasticité et piézo-électricité
ont été homogénéisés pour des milieux constitués de 5 échelles.
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La théorie de 'homogénéisation a permis de développer d’autres points basiques,
tels que I'existence et I'unicité des problémes cellulaires, la réduction du probleme
cellulaire périodique en un probleme aux limites, la construction d’'un développement
asymptotique complet, I'estimation de terme résiduel, I'étude des propriétés du
tenseur des coefficients effectifs, et autres.

Plusieurs recherches ont été consacrées a I'’homogénéisation d’un écoulement
diphasique en milieux poreux comme (Quintard & Whitaker, 1988), (Saez, Otero &
Rusinek, 1989), (Bourgeat, 1996), (Panfilov 2000), Bien que le modele homogénéisé
ait été obtenu, le phénoméne de dispersion hydrodynamique reste totalement non
identifié. Ceci s’explique par le fait que la dispersion hydrodynamique, étant d’ordre
e en milieu poreux, ne peut étre capturée que dans le cadre d'un modele
homogénéisé de premier ordre, ce qui inclut les termes O(g).

L’application de la théorie de I'homogénéisation au phénoméne de dispersion
diphasique a été effectuée en (Panfilov & Floriat, 2004) ou le modele homogénéisé
de premier ordre a été construit. Les équations macroscopiques ainsi que le tenseur
de dispersion ont été donnés explicitement. Seul le cas sans capillarité a été étudié.

2.2.2.Principe de I’lhomogénéisation

Son principe consiste a obtenir un milieu poreux effectif homogénéisé a partir d’'un
milieu réel, si on fait tendre I'échelle d’hétérogénéité £ vers 0. Elle peut étre décrite
comme suit :

OoOo0oo Sooooooo
0 0 O O] — |scooooos
OO0 O DoooooOoD
OO0 O DoooODOOD
E

=

oooooooooooooooon
oooooooooooooonon
oooooooooooooooon
oooooooooooooooon
oooooooooooooooon
oooooooooooooooo
oooooooooooooooon
oooooooooooooooo
oooooooooooooooon
oooooooooooooonon
oooooooooooooooon
oooooooooooooonon
oooooooooooooooon
oooooooooooooooo
oooooooooooooooon
oooooooooooooooo

Figure 2.3 : Procédure d’homogénéisation

Plus petit est ¢, plus fin est 'hnétérogénéité. A la limite, poure =0, on obtient un
milieu constitué de points sans structure interne, donc le milieu limite est homogéne
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(homogénéisé). Ceci implique que la solution du probléme peut étre recherchée sous
la forme d’un développement asymptotique :

§=S5,+&, +E%, +...
ou le terme limite s, est la valeur homogénéisée.

Le probleme de ce développement asymptotique consiste a ce que I'hétérogénéité
soit décrite par des fonctions périodiques a(x/¢€) et ¢(x/€) qui, n’ayant pas de limite

lorsque € — 0, ne sont pas régulieres par rapport a €. Ainsi la solution du probléme
ne peut pas étre présentée sous forme d’une série réguliere en €. La résolution du

probléme est atteinte a I'aide de la séparation de variables.
2.2.3.Formulation a double échelle. Séparation de variables
Nous supposons qu’il soit possible pour toutes les grandeurs intervenant dans la

description du probleme de séparer la variable spatiale en deux variables
adimensionnées x (variable rapide) et y (variable lente) avec :

X
y==
€

x et y sont ensuite examinées comme indépendantes 'une de l'autre. La variable y
est définie sur une cellule ¥ ={-1/2<y, <1/2, i=1,2,3}.

Cette séparation en deux variables d’espace, rendant compte respectivement des
variations a I'échelle macroscopique et des variables a I'échelle microscopique des
inconnues du probléme, est une conséquence de I'hypothése de séparation des
échelles d’espace caractérisée par le nombre € .

Toute grandeur E(x) du probleme est donc remplacée par une fonction a double
échelle : E(x,t) - E(x, y,t) de telle fagon que :

E(X,t) = E('x? y?t)‘ y=x/€

L’opération de différentiation sera aussi remplacée par une différentiation double :

OE OE 10E
dx, dx, €0y,

Afin de simplifier les notations, nous omettrons le « tilde » au-dessus des variables a
deux échelles. Alors la forme a deux échelles de I'équation (2-20) est :
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CADNES
ot 0x; € ay, Pe,..

ox; € ay,
(2.24)

(Pﬁ_i_a(kl(s)a(y))+la(k,(s)a(y))__ € (i+lij(a(y)k,(s aPL-(S) 1 (y)k,(s)M

ox, € ady,

Une fois que les singularités ont été séparées en terme de variable y, la solution du
probléme peut étre recherchée sous forme d’'un développement régulier en série de
puissances de € :

s(x,y,t): so(x,y,t)+ €S, (x, y,t)+0(€2) (2.25)

2.2.4.Périodicité et condition nécessaire et suffisante de
périodicité

L’augmentation de la dimension de l'espace suite a lintroduction de variables
rapides demande de conditions supplémentaires afin d’assurer l'unicité de la
solution. Une telle condition supplémentaire est la périodicité en y de toutes fonctions
a double échelle. Suivant l'alternative de Fredholm, une condition nécessaire et
suffisante d’existence de solution périodique pour une équation : As=F, ou A est un

opérateur elliptique, est la valeur moyenne nulle de la partie droite : <F> =0.

Présentons I'équation (2.24) sous forme « elliptique » :

2 n s Ean g

1

en considérant la partie droite comme une fonction-source.

Ainsi, la solution périodique existe si et seulement si :

< aS>+ Ak, (s)a(y) 4t i<a(y)kl (S)ap"(s) +la(y)k1 (S)ap"(s)> =0 (2.25)’

? ot 0x; Pe,.. Ox ox, € ady,

micr i i

ol le symbole (-) signifie I'intégration par rapport a y a travers la période Y.
Lors de la dérivation de cette équation on a pris en considération le fait que

I'intégration a travers la période de la dérivée df /dy, soit égale a zéro pour toute
fonction f(y) périodique en y et continue.

36

|



2- Etude théorique de la dispersion gravitaire capillaire en milieu poreux hétérogéne

Il est facile a voir que la relation intégrale (2.25)" peut étre obtenue autrement,
simplement par intégration de I'équation (2.24). Ainsi (2.25)’ représente une équation
homogénéisée formelle.

2.2.5.Développement asymptotique de I’équation (2-24)

En reportant le développement dans I'équation (2.24) et en comparant les termes de
différents ordres de &, on obtient les problémes d’ordre 0 et d’ordre 1 qui seront
suffisant afin de capturer I'effet de dispersion :

- Le probléme d’ordre zéro correspond aux termes ~ ' dans I'équation (2.24). Il est
donné par :

Chercher s,, périodique eny, tel que :

Peo a_yl y zopcoa_yi = ay3 ] Peo ds

micr =58

- Le probléme d’ordre 1 qui correspond aux termes ~ £° dans I'équation (2.24) :

(chercher s,, périodique eny, tel que :

d . 0 d . 0 d . d
—(a(y)k“pcoa—ioj-l-—(a(y)k,opdij+—[a(y)k,opcoiJ+

1 |9y i) o ;) 9y, W) |
Pemicr a . aS a . as
a_yi(a()’)klopco a_x(:j +a_xi[a()’)klopco a_y(j

%4_ a(a(y)k,1)+ 8(a(y)k,0) (2.27)
ot dy, ox,

=0

ou les fonctions non linéaires sont développées en séries de Taylor :

pc(s) = pc(SO +€S1 +82) = pcO +8pcl +82)’ pcO = pc(s())’ pcl = pcosl
k,(s) =k, (s, +€s, +&..) =k, +ek, +€..); ky, =k, (s)), k;, = ks, ;

. =dkl(s)
ki, = ds (So)

De la méme facon, on développe les conditions initiales et aux limites, (2.21) —
(2.23).
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2.2.6. Existence et unicité de la solution des problémes
d’ordre zéro et d’ordre 1

Afin de prouver l'existence et l'unicité de la solution, on utilise l'alternative de
Fredholm dont '’énoncé est le suivant :

Soit F une fonction de carré intégrable sur Y. On considere le probleme aux limites : AG=F,
G est Y- périodique, A un opérateur elliptique, alors la solution périodique G existe si et
seulement si <F>=0. De plus si la solution existe, elle est unique.

Puisqu’'une fonction indépendante de y est la solution périodique de I'’équation
(2.26), alors suivant l'alternative de Fredholm toute solution périodique de (2.26) est
une fonction indépendante de y, ce qui nous permet de conclure par la suite que s,

ne dépend que des variables lentes, x et t:
5, =5, (x,7). (2.28)

Alors le probléme (2.27) prend la forme :

s, daly)k,) ala(y)k,) 19 05, 19 .05,
Zo —_ -z T N 2 k. p 0
¢ Y + . + ox, Pe . dy a(y) 10Pco y, ) Pe 9y, a(y) 10Pco %

micr i i i

ou :

(2.28)

1 9 ( . ale_a(asl)k- 1 Qa, . 05, O as,
10
; Pe

2 O kohoo D0 2 (ak,, )+ L
Pe . dy. ady, dy. 0Peo ox; ox, (aky) (pat

micr i i

10 cOa

micr i

L’existence d’'une solution périodique en y demande que la moyenne de la partie
droite de I'’équation (2.28)’ soit égale a zéro, ainsi on obtient :

os,, ok,
— 4 U = 0 *
()5 a5, ")
Utilisant cette équation, on peut remplacer la dérivée aaito en (2.28)’ par gﬁ :
X3
1 ia . 05, _a(asl)k _ 1 Bak . %+i(ak )_(p<a>k',oai )
Pemi('r ayz oPeo a i ay3 " Pemi('r ayl oPeo a'xi ax3 v <(p> ax3

d’'oul la fonction s,(x,y,7) a la forme :
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0
$ =Xk(y,S0)£+S10(X,I, }7) (229)

k

alors Eq. (**) devient :

—k,0a5k3 +

( kP O [aaZkJ_a(aZk)' _kl()pc() da

~ P 9 i
ayi 10 ayk

¢<a>k1 0 S ds 0
Pe,.. Oy, ay, Pe “

<(/)> ox, -

_ a(aslo) klo _ klopco i aasi = O
ay3 Pe ay ayz

micr micr

micr i

d’ol on obtient une équation pour s,,(x,z,y) :

a(aslo)k' n kioPeo i a% =0 (2.29)’
ay3 * Pemicr ayt ayz

et trois problemes cellulaires pour les fonctions y, (k=1,2,3) :

/ .
; . ; . k
~ l;opco ai (a%ﬁj k, ai(a )= _’;ol’co ;’_a vk, 5., __‘”<<“>> 05 (2.30)
emicr yi yi y3 emicr yk ¢
A X, =1—périodiqueen y
(2)=0
-

La condition <xk> =0 peut étre toujours imposée a la relation (2.29), car toute autre
valeur de la constante (x,) peut étre reportée dans le terme s, .

2.2.7. Représentation pour la fonction s,(x,t, y). Relation
constitutive

Analysons le probleme (2.29)° qui détermine la fonction s,(x,T,y) dans la
représentation (2.29). Présentons le sous la forme suivante :

J dsy, |, 9asy) kioPeo
PN = 0, > =" 231
Bay; (a ay[ j—i_ ay3 Bex) ko Pe ( )

L’apparition du terme s,(x,T,y) qui dépend de la variable rapide dans la

décomposition de la premiére approximation (2.29) est une situation inhabituelle
dans la théorie d’homogénéisation. En effet, d’habitude on obtient une fonction de
variables lentes seulement.
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Notons qu’en mécanique continue la relation (2.29) joue le réle d’'une relation
constitutive, celle qui détermine la liaison entre les oscillations (si) et la valeur
moyennée (sp). Si la fonction s, ne dépend pas de la variable rapide, la loi

constitutive (2.29) dit que les oscillations sont proportionnelles au gradient de la
fonction homogénéisée : plus grand est le gradient de la fonction homogénéisée,
plus fortes sont les oscillations. Ce comportement des oscillations est habituel et
physiquement bien acceptable.

Dans notre cas, ou la fonction s,, dépend des variables rapides, la loi constitutive

devient non traditionnelle : le comportement des oscillations devient plus compliqué
gu’une croissance simple avec le gradient de la saturation homogénéisée.

Parfois on néglige le terme s,, entierement, comme dans (Bakhvalov & Panasenko,

1996), tenant compte qu’il est d’ordre €, ce qui ne serait pas trop rigoureux dans
notre cas, car on essaye de construire le modéle homogénéisé qui inclut les termes
d’ordre €.

L’apparition de s,,(x,7,y) en tant que fonction de y est due a une particularité de
d(a-s)
V3
particularité consiste a un caractére non conservatif de la vitesse formelle de

convection, V. ={0,0,a }, c’est-a-dire :

. Cette

'équation de Richards, plus précisément - de son terme convectif,

div(V,)=0a/dy, #0

En effet, il est facile a voir que I'équation (2.31) aurait une solution indépendante de
y, si et seulement si la vitesse de convection était conservative.

A cause de cela, la technique de développements mathématiques change, et le
résultat d’homogénéisation obtenu est non traditionnel.

Pour la solution générale de I'équation (2.31), on peut obtenir deux résultats
constructifs. Premiérement, on note que I'équation (2.31) est invariable par rapport a

la multiplication par une fonction « lente » arbitraire, Z(x,t), ainsi la solution a une
représentation générale suivante :

S0 =2Z(x,7)-Y(x,7T,y) (2.32a)

ou la fonction w(x, 1, y) vérifie I'équation :

0 oy ) Jdavy)
—b—a—— +—:O (232b)
B ayi ( ayi j ay3

Secondement, on peut obtenir une décomposition ou les variables lentes et rapides
seront séparées entierement. Prenons en considération le fait que le parameétre 3

soit petit dans le cadre des limitations imposées sur le nombre de Peclet (voir le
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paragraphe 2.1.5). Ainsi on peut obtenir une représentation pour la solution générale
sous forme d’une série asymptotique par rapport a B :

=—[1+BC (y) +B2. ]—ﬁZB () (2.33)
donc : S0 Z(x T)[1+[5C() +B]= Z((x ;)ZBka(y)

ou £, (y) sont des solutions périodiques des problemes :

oC 0 dlna aC 0 (Q j
=1; t=—— . =k = kol k=2 2.33b
S ady, dy, dy, dy, 0y, ( ay, \ a ( ) ( )

i

La fonction Z(x,T) ne peut pas étre définie a I'aide de I'équation (2.31), elle reste
donc a déterminer.

2.2.8. Développement asymptotique de I’équation (2.25)’
En substituant le développement asymptotique (2.24), (2.28) dans I'équation (2.25)’

et en comparant les termes de différents ordres de &, on obtient les problemes
d'ordre 0 et d’ordre 1 :

- Le probleme d’ordre zéro qui correspond aux termes ~ 1 dans I'équation (2.25)’ :

o ok
()75 +{a)5 =0 (2.34)
3

ce qui coincide avec I'équation (*).

- Le probleme d’ordre 1 correspond aux termes ~ € dans I'équation (2.25)’ :

ds,\ 9(k,a) 19 L os, . 3 Y
P __ 9 [ /x ds, s O
<(P ot >+ ox, Pe,., Ox, < lopfoa> ox, Pe o, ar;yPeo .

micr micr l

Utilisant (2.29) et (2.32), on obtient :

Azy)\ D . 12 v\
<(P Y >+£<Zk10\|fa>+Pe a_<Zkzopcoaa_yi =

micr i

— o9y 9o \_ 9 [p o 950 |\ _
P X ax | o, \ o Xa oy,

1 o s 1 o 0 s
- k.7 0 k 270
Pe axi (< ZOPCO > axi j Pe a < zopco ayl (Xk axk j>

micr micr
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En simplifiant, on obtient :

i(Z<(p\|f>)+i (Z k10<a\|f>)+ ! i<Z kioP 0@ 8_w> =

ot 0x; Pe, .. Ox, ay,
d ds, 0 /. ds,
oty %o |\_ 9 [ 95 |\ _
<‘P ar (X" ax, j> 8x3< ot (Xk x, j>
1 0 s 1 o 0 s
— — | (kypoa)=—> |- — (kg Pog@—| Ay = 2.35
Pemicr a'xi (< lopcoa> axij Pemicr axi < lopcoa ayz (Xk a'xk ]> ( )

Les deux équations (2.33) et (2.35) déterminent deux fonctions « lentes » : 5,(x,1) et
Z(x,7).

Ainsi, la fonction s,,(x,t,y), qui vérifie la présentation (2.32), est définie a l'aide de
deux équations différentielles : 'équation (2.31) définit la partie « rapide », vy, tandis
que I'équation (2.35) détermine la partie « lente », Z(x,1).

2.2.9. Déduction de I’équation macroscopique

Soit <s> la saturation moyenne, s’ la fluctuation de la saturation causée par des
hétérogénéités de facon que : s=(s)+s".

Il est nécessaire de noter que s, #(s), puisque (s) =, +&(s, )+ €s,) +...
Introduisons les fonctions moyennées de premier ordre :

S=s,+e(s)=(s)+0(&), £(S)=k,+e(k,)+0(*), B.(S)=p,+e(p,)+0[*)

ki = ks, Pei = PeoSis

En additionnant I'équation (2.34) et I'équation (2.35) multipliée par £,0on a:

(025 ZHE)_ 1) 2] (o203 ] a2 1) - 2

ot ox, ot ot ox,

T Dy R P
Pemic‘r a_x Zopc() axl Pe axl ZOpoO ayl

i micr
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d’ou I'équation résultante :

oS ak S)<a>

(o) 5+ e o) ~(als el )= ])-

3

e d : Y, |\ 9s € 0 oy
=— —| ko P, O, 4 0 Zk 2.36
Pe ) axi [ lOpL0<a( ki + ayl J> axk ] Pe a < lOpLOa ay> ( )

micr micr

Calculons les termes A E%({(pg)—((pxsl)) et B s%( kiollas,) —(a)(s,)] ), en utilisant

(2.29) :

2 (fgs) - {o)s)= (<<pxk> o) 2 o 2 )=o)
o o) 22 o 2 ) =f)-

_ 9, (05, Olex)os, Olex)ds, d(, \ds,), D
= ax, (<¢Zk> afj_" 9z ox, o, 97 9t <¢Zk>axk + 37 (<¢51o> <¢><s10>)

En utilisant I'équation (2.34), on obtient donc :

A== fo) ) ) o) 3 (0 2000) 02 7))

{9) ot ox, (g) ox, 8x3 o

De la méme fagon, on obtient pour B':
(s = (a0 52 (2 () —
B= ox, (kzo <a51> <a><sl>] )_ ox, (kzo<an> ox, j + ox, (Z ki (<al|j> <a><l|l>))

Introduisons aussi les notations suivantes : F(S) = l€(S)<a> .

En les insérant dans I'’équation (2.36), on obtient :

( >aS ok, (SXa)

0 g+a—xa+8%(<(p sl>—<(p><sl>)+eai(/é,0 (as,)~(a)(s)])=

X3

e d . x, |\ 9s e 9 oy
= — - k 6 .+ k o |- Zk
Pemicr axi ( lopCO <a( ! ayt ]> a'xk j Pemtcr a'xi ( lopCO <a ayz >j
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uaso +ER(Z(5,,%,7)) =

o2
0s,
ox

- NCH N, : 3, ), .9 [ {(ox)e) s,
~ Pe,. ox [klop"o<a 8 " ay, > ] ox, <an>8xJ+£8xi (klo () ox,

ou :

x(2) =3 (Zliow) - (o)w)+

ax3 Pe . ox.

micr

0 : 1 9 . 0
B (Z kzo <al|I> - <a><1|;>])+ _(Zk/opco<a 8_W>j (2-37)
Autrement dit, on peut écrire :

at k,0<a> ot (@) ox,

PR | I - (ofla) s 1 o, )\ ] 35,
_eaXi ({ k10<axk>5,~3 +k, <(P> dys Pe_ klopc()< (81“ + 3, J>:|a J (2.38)

micr

Ainsi se termine le développement du modéle macroscopique.

2.2.10. Modele macroscopique

En utilisant (2.37), on peut représenter le modéle de transport homogénéisé sous la
forme suivante avec une précision 0(82)2

N 9F (S) 9 (A 0S
<(p>—1:+ (5, + Ak)KJr eX(Z(S,x,1))= o [Dl.,( axJ (2.39)
ou :
F(S)=(a)k,() (2.40a)
o oex) 1 9ex,)
Ak—s{lgo(s)<a> — o) b 84 (2.40b)
Al (ox,) o {ax) | EP(S) N,
D,k—s{k,<s><a>( © 85 @ 8 | == al B+ ), (2.40c)
o(s) 2 2 (S) WA
ki (s)= T P(s)= T
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L’'opérateur R(Z(S), x,t) est défini a 'aide de (2.37) & travers la fonction « lente »
Z(x,7), qui dépend, a son tour, de la saturation macroscopique S et est défini
comme la solution de I'équation différentielle (2.34) :

Z(S,x,7)=L"(S), ou 'opérateur linéaire L est :

L(Z)= ai(ZM)+i(ZN)+i(ZW) 0 ((‘PXJB—SJ ‘i(’g(s)@“@%j -

0x, ox i ox, ) ox,
1 9 (~ . & oS 1 9 (s oo a ax, \ as
- —| k, (SP(S)a)— |- SYP.(S g 2.40d
Pemicr a i ( IC( ) C( )<a> axi} Pemtcr a ( ZC( ) L( )< ayl > a'xk j ( )

x klO.CO
MxD=(oy), Nxn=kS) |ay), W, =128 <§;">

WIILV'

Le modéle (2.39) est une équation fermée par rapport a la saturation macroscopique,
S. Le type de cette équation est déterminé par 'opérateur X qui est différentiel par
rapport a la fonction intermédiaire Z, mais qui devient intégro-différentiel par rapport
a la saturation macroscopique, S, comme cela sera démontré dans le paragraphe
2.2.12. Ainsi, le modéle macroscopique (2.39) représente une équation intégro-
différentielle, plus générale que I'équation originale de Richards.

2.2.11. Effet de freinage

Simultanément avec le phénomeéne de dispersion, on a obtenu un vecteur A qui
corrige la vitesse macroscopique de transport. Physiquement I'apparition de ce terme
peut signifier un freinage (ou accélération) de transport suite a la dissipation de
'énergie causée par les hétérogénéités. Pourtant, cette hypothése ne concorde pas
avec la structure de ce terme.

En effet, le vecteur 4 est nul, si les fonctions cellulaires, %, , sont locales, i.e., ne

dépendent que de y (nous supposons toujours que la porosité dépend uniquement
de la variable y). Ainsi, la nature du terme 4 est macroscopique. Il est non nul
uniqguement dans le cas ou la fonction cellulaire n’est pas locale et varie d’'une cellule
a l'autre, et/ou la fonction est non stationnaire.

2.2.12.Effet de mémoire

Le terme eX(Z(S,x,t)) en (2.39) représente un opérateur différentiel linéaire par
rapport a la fonction intermédiaire Z, dont la structure est suivante (2.40d) :

x(z)si(z Q)+i(z R)+i(ZW) (2.41)
ot ox, ox,
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0. =(oy)—(o)w), R =Ky((aw)—(a)w))

A son tour, la fonction Z est une solution de I'équation différentielle (2.40d) qui la
définit comme une fonction de la saturation S.

|l est possible de construire un opérateur formel explicite X(S). Pour cela, examinons
la solution de I'équation (2.40d) qui peut étre écrite sous la forme :

L(Z)=—f(S,x,7) (2.42a)

avec :

_ 1 i A A, a_S 1 8 an aS
f(S,x,7) =5 3 (k,c(S)PC(SXa) 8x}+ N (k,L(S)P (S)< o, >axJ+

emicr i i micr

b) aS) 9 (n as
+ g(@maj + a—xB(kz (S)<axk>aj (2.42b)

Ajoutons la condition initiale Z(t=0)=0, qui résulte du développement asymptotique

de la condition initiale du probléme original hydrodynamique, pour la premiére
approximation de la méthode d’homogénéisation.

Soit ©(S,x,t) le noyau de lopérateur L, i.e. la solution de I'équation (2.42a)
homogéne : L(®)=0. Alors la solution du probléme initial pour (2.42) estune
convolution :

Z=- j £(S,x,7)0x,t—1)dr (2.43)

ou on a pris en considération que I'équation (2.42a) est linéaire.

Alors il est facile d’obtenir pour (2.41) :

20— or(s.n)-0f s XL 6.2
» at

?fclj {ai (f (5, x.7)0(x,1=1))dt'+ R, Z

aZW

X .

i i

ji (S’X, T’)@(x,’t—‘c'))dfc’.pﬁz
0 ox )
Alors 'opérateur RX(S) = X(Z(S,x,1)) prend la forme :

R(S) = R(Z(S, x, 7)) = (R +0. +—jj (S, %,17)0(x,t—T)dt —

L
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.[ai (f(S’ X, T’)@(x, T— ‘E’))dfc' -

0 9%3

_ijoixﬂqﬁéﬁaz:zzdf_R
0 ot

—Wij[ai(f(S,x, )O(x,t—1))dv - Of (S, x, 1) (2.44)
0 9%,

On voit que R(S) est un opérateur intégro-différentiel qui détermine donc I'apparition
d’'une longue mémoire dans le comportement du systéme macroscopique.

2.2.13. Origine de la mémoire

Comme on a montré, la raison formelle de I'apparition du terme integro-différentiel,
eX(Z(S,x,7)) en (2.39) est le fait que la fonction s,,, qui fait partie de la premiére

approximation, dépend de variables rapides.

Pour expliquer la raison physique de l'effet de mémoire, il suffit d’examiner le
comportement limite du systéme macroscopique. Examinons le cas ou les forces
capillaires deviennent largement dominantes (Pe—>0). Dans ce cas, le terme intégro-
différentiel est zéro. En effet, le probléme (2.31) pour la fonction s,, prend la forme :

S CC

dy; dy;
qui a comme solution périodique une fonction s,, qui ne dépend pas de variables
rapides. Alors le terme eX(Z(S, x,1)) disparait en (2.39).

Ainsi, I'effet de mémoire est entierement provoqué par le terme de convection dans
'équation originale de Richards. Plus précisément, par le fait que la vitesse de
convection dans I'équation de Richards n’est pas conservative (voir le paragraphe
2.2.7).

Comme il a été mentionné dans le paragraphe 2.2.7, la présence du terme s,,, en
tant que fonction de la variable rapide y, signifie que la loi constitutive devient plus
compliqguée que la loi habituelle, suivant laquelle les oscillations de la saturation
auraient d( étre proportionnelles au gradient de la saturation homogénéisée. En
effet, dans le cas limite, quand les forces capillaires sont nulles (Pe=0), la

composante s,, définie a l'aide de (2.31), (2.32) et (2.33) prend la forme :

_ Z(5p,X,7)
Y aty)
Ainsi la loi constitutive (2.29) devient :
5= 1 (3, 5,) 2204 Z00:2D) (2.45)
ox, a(y)
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Ceci signifie que les oscillations de la saturation ont une composante additive
traditionnelle qui est proportionnelle au gradient de la saturation homogénéisée, et
une autre composante dont le comportement est contrélé par une fonctionnelle Z(s,)

non locale dans le temps.

2.2.14. Structure du tenseur de dispersion

Le tenseur de dispersion est constitué de deux composantes additives
correspondant a la dispersion capillaire et celle gravitaire respectivement :

Dik :ﬁ;c(s)"'bi(s) (2-40)
ou
D = —w<a(6ki ; %D (2.41a)
Pe* dy,
NS (ox.) . (ax,) } ., {((px) (ax, ) }
Dj =€k, (S)a Oy — d, | =€F'(S) O3 — o, | (2.41b)
) a1 @ )

Les fonctions y, (k=1,2,3) sont définies comme les solutions des problémes
cellulaires (2.30).

Rappelons que dans le cas étudié, la perméabilité effective et la pression capillaire

homogénéisée sont égales a leurs analogues a I'échelle microscopique, examinées
comme des fonctions de la saturation macroscopique :

B(S)=p.(S),  k(S$)=k/(S)
Formellement le tenseur de dispersion est d’'ordre &. Cependant en milieux

fortement hétérogenes, il est d’'ordre 1, comme I'a montré (Panfilov, 2000) pour le
transport d’'une seule phase.

2.2.15. Asymétrie du tenseur de dispersion

Etudions les propriétés de symétrie du tenseur de dispersion. Pour cela, analysons le
probléme cellulaire, (2.30), en le présentant sous la forme suivante :

o ( oy j d da o(a)
A—|a2*|-B—(ay, )+ A=——Bad_, +B-L35 =0 (2.37)
ayl{ dy, ) Ay, Ty, Y ey T
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ou :

A=-— k;}(;i?:o —_ k,(S}))?(S) +0(), B=k,=k(S)+0(e)

Utilisant les mémes notations, on peut réécrire la définition du tenseur de dispersion
sous forme équivalente :

Dy _ A<a(% ; sj> ; B<a>{<(<p(§>i> 5., - <‘<’§§> 5} 239

Transformons le probleme (2.37) en une forme variationnelle, en multipliant par une
fonction test w(y), périodique en y, et intégrons a travers la période Y :

oA ol Ao o -G

ou on a utilisé la formule de Gauss-Ostrogradsky et la propriété d’'une fonction
périodique suivant laquelle l'intégrale de la dérivée a travers la période entiére est
€gale a zéro.

Soit maintenant w =, alors on obtient une suite de transformations arithmeétiques :

o -

oG ] e e ]

s o (.98 _
+ A<a 5. Dy > + A<a 5. > + A<a 9 > + A(a)s,, — B
=— Dé”" - B[<axk 28,5 — <axm>8k3]+ A<a%ax—’”> + A<a e

dy; 9y,
ox
+Ala)d,, — B<axk m >;

Ainsi, on obtient pour le tenseur de dispersion :

D, I 9% Mo . M
me = Al g Dt D \ o Al gl P O |\ 1 Alg)S - —
£ <a ay, oy |\ Ty, ()

- B[<aX/< >6m3 - <aXm >8k3 ] - B<aX/< aame> (2.39)
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Permutons les indices :

D, I 9% Mo . M
= Ala—E0 )+ Al a] 2+ =5 | )+ A(a)d,, +
£ <a ay, oy |\ o oy, (@

+ Bl(ax, )8, — (ax,,)8, |+ B<xk a§§m> (2.40)

En comparant (2.39) et (2.40), on voit que le tenseur de dispersion est constitué de
trois parties :
- une partie diffusive (trois termes multipliés par A), qui est symétrique ;
- la deuxieme partie convective anti-symétrique (le premier terme multiplié par
B);
- et la troisieme partie convective presque anti-symétrique.
En définitive, le tenseur de dispersion n’est ni symétrique, ni anti-symétrique.
Nous appelons un opérateur L symétrique si Vu,w :
(Lu,w) = (Lw,u)
L’opérateur L est anti-symétrique si Vu,w :
(Lu,w) =—(Lw,u)
Nous appelons l'opérateur L presque anti-symétrique si Vu,w :
(Lu,w) =—(Lw,au)

ou a(y) est le coefficient de perméabilité intrinséque.

Dans le cas ou les forces capillaires sont négligées (A=0), le tenseur de dispersion
est constitué d’une partie anti-symétrique et de I'autre presque anti-symétrique.

La présence des parties presque anti-symétrique et anti-symétrique dans le tenseur
de dispersion est causée par le fait que le phénoméne de dispersion est provoqué
par la convection, dont l'opérateur est soit anti-symétrique, soit presque anti-
symétrique :

0 . d(a-)
L=a(y)—, soit =
dy, ay,

Ainsi, les résultats obtenus sont conformes a la physique du processus.
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2.2.16. Sur la définition positive du tenseur de dispersion

A cause de la non-symétrie du tenseur de dispersion, sa définition positive n’est pas
assurée dans le cas général (un opérateur défini positif est nécessairement
symeétrique, mais pas au contraire). Alors il est possible que dans certaines situations
le tenseur de dispersion soit défini négatif, ce qui correspond a un processus
physiqguement instable. Cela est tout a fait conforme a la physique du systeme étudié
qui, étant placé dans le champ de pesanteur, est caractérisé par linstabilité de
Rayleigh si la masse volumique du polluant est supérieure a celle de l'air.

En méme temps, la partie capillaire du tenseur de dispersion est définie positive, ce
qui est possible a démontrer. En effet, suite aux relations (2.36) et (2.39), on peut
présenter le tenseur de dispersion capillaire sous la forme suivante :

Dy, o Iy, O N, L O
me— Alal s +Zhe |\ = 4 k ZAm \ LA Lk A(a)d
e <a( oy, j> <a ay, av, |\ oy, "oy, )] ()8

Suite a des transformations algébriques, on obtient :

D:, AN, o 95, 95,
—mk — 8 R ——mn = A —k A . .
€ < ( ki ayl J( mi + ayl ayl ayl <aukt umz>

9%,
dy i

ngXk-i_yk’ U, =

Supposant que A>0, examinons les convolutions de type :

Dy
Bm SA Bk

ou B, sont des nombres réels non nuls. Alors on obtient :

b B = b .0 ) = (ST o, >—<az(z " j>

Appliquons I'inégalité de Buniakovsky-Schwarz : jfz > (jf)z, alors on obtient :

B, 2, = <az[zﬁkuk,j > - z<(fzsj> > Z<£ zs> _
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sl ] -acsip ) s

Puisque les fonctions yx, sont périodiques, I'intégrale de la dérivée dy, /dy, a travers
Y est égale a zéro, alors on obtient :

Do Bk >sz[ﬁk<axk +6k,>] =M12;(Bk6k,.)2 =Jalzsf

ce qui est la définition d’un tenseur défini positif.

2.2.17. Conclusions

Cette partie a été consacrée a I'étude de linfluence des forces gravitaires et
capillaires sur I'’écoulement d’un polluant a travers la zone non saturée d’'un milieu
poreux hétérogene, décrit par I'équation différentielle de Richards. Des résultats
importants sont tirés de cette étude :

1.

On a obtenu un modéle macroscopique a laide de la méthode
d’homogénéisation par développement asymptotique. Par rapport au modéle
initial, le modéle macroscopique obtenu inclut un nouvel effet physique de
dispersion hydrodynamique non linéaire décrit en terme d'une diffusion
tensorielle fonction de la vitesse d’écoulement.

Pour le tenseur de dispersion, on a obtenu la description fermée en terme
d’une suite de problémes cellulaires.

. On a montré que la vitesse de convection dans I'équation originale de

Richards n’est pas conservative (paragraphe 2.2.7), ce qui détermine une
nouvelle loi constitutive (2.29), non classique. Suivant cette loi, les oscillations
de la saturation ont une composante additive traditionnelle qui est
proportionnelle au gradient de la saturation homogénéisée, et une autre
composante dont le comportement est contrélé par une fonctionnelle Z(s,)

non locale dans le temps et dépendant de toute I'histoire du processus.

L’apparition de la mémoire est un phénoméne assez caractéristique pour des
systemes hyperboliques de type équation de convection de premier ordre.

L’équation macroscopique pour le transport de la saturation est une équation
intégro-différentielle a cause du terme eX(Z(S,x,1)) en (2.39), qui détermine

'effet de mémoire longue a I'échelle macroscopique. Cet effet est provoqué
par le terme de convection dans I'équation originale de Richards, plus
précisément, par le fait que la vitesse de convection dans I'équation de
Richards n’est pas conservative. La mémoire apparait au niveau de la loi
constitutive.
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Le terme intégro-différentiel disparait si les forces capillaires sont
dominantes (Pe=0).

Le terme intégro-différentiel n’influence par le phénomene de dispersion
proprement dit, celui décrit par un opérateur différentiel de deuxiéme ordre.
Ainsi, 'analyse de l'influence de ce terme sur le comportement macroscopique
de la saturation ne fait pas I'objet de cette thése. Nous nous limiterons par la
mise en évidence de l'existence de ce phénomene non trivial dans les
processus étudiés. L’analyse consécutive sera concentrée sur le phénomeéne
de dispersion.
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3- Solution des problémes cellulaires et analyse qualitative du tenseur de dispersion

3.1. Propriétés des solutions du probleme cellulaire

3.1.1. Unicité et existence

La technique d’homogénéisation nous fournit deux types de résultats : le premier
concerne les équations macroscopiques d’écoulement, le second est le probleme
cellulaire qui nous permet de connaitre différentes informations sur I'’hétérogénéité
du domaine a travers les fonctions cellulaires, qui définissent la structure des
parametres moyennés. Le probleme cellulaire est celui décrit par I'équation
(3.1), pour (k=1,2,3) :

o ) 9 da o(a)
cox,t)—| a "j——(ax )=—oo(x,t)—+ad , ——L5,,, yeY (3.1)
dy ( dy dy; ¢ 9y, “ <(P> “

X, =1—périodiqueen y
(2.)=0

i i

ou :

L’existence de la solution du probleme cellulaire est assurée par lalternative de
Fredholm. La condition <;(k> =0 est nécessaire pour que la solution du probléme soit

unique.

3.1.2. Non-localité du probléme cellulaire

Dans I'équation (3.1), la fonction a(x,r) détermine la dépendance du probléme

cellulaire des variables macroscopiques. Ceci signifie que le probleme cellulaire n’est
pas local, mais change lorsqu’on change la cellule. Habituellement cette propriété est
examinée plutét comme le défaut du modele macroscopique, car elle demande la
résolution du probléme cellulaire pour chaque x et t. Une procédure de “localisation”
est donc toujours la bienvenue. Nous proposons alors une localisation
approximative.

Suite au paragraphe 2.1.5, le nombre de Peclet Pe peut étre 21, ceci implique que
£

o <1. Ainsi o étant assez petit, le réle du premier terme a gauche dans I'équation
(3-1) est donc secondaire. Alors on peut simplifier le facteur a(x,t), en prenant sa
valeur moyenne dans le domaine Q et ceci a chaque instant.

alx,t) - o (3.3)
Alors le probléme cellulaire “localisé” prend la forme pour tout k=1,2,3:
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_ 9 axkj d _ da o(a)
oo—|a ——(ax )=—Goc—+a8\——8‘, yeY (3.4)
9y, ( ay; ay, ‘ 9y, v <(P> v

(2:)=0
Z. est1-périodique

En accord avec le paragraphe 2.2.10, si le probleme cellulaire est local, alors le
terme de « freinage » dans I'’équation homogénéisée est nul :

A, =0, Vk
Une telle localisation du probléme cellulaire n’est pas nécessaire dans tous les cas
possibles. En particulier, on va montrer dans le paragraphe 3.1.3 que le probleme

cellulaire est strictement local dans le cas sans forces capillaires, sans aucune
approximation a introduire dans les coefficients.

3.1.3. Invariance de la solution dans le cas sans capillarité

Une propriété importante des solutions du probléme cellulaire sera utilisée dans les
simulations numériques.

Notons que dans le cas sans forces capillaires, le probleme (3.4) devient :

0 :
a_%(an):((zip?_ajS“’ yevy ; <Xk>=0, X, =1—périodiqueen y (3.4)

Proposition :

Dans le cas sans forces capillaires (o =0), la fonction

u(y) =, (N + -, C = const #)
a(y)

est la solution (périodique) du probléme (3.4), dont la moyenne est égale a

() = c<l> (##4)

a

En effet, notons que u est périodique par définition, car x,(y) et a(y) sont
périodiques. Insérons (#) dans (3.4) :
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ou

Ainsi, u est la solution périodique de I'équation différentielle (3.4), dont la valeur
moyenne est non nulle.

Cette propriété montre linvariance de la solution de (3.4) par rapport a la
transformation (#).

3.1.4. Description de la cellule unitaire

Rappelons que a(y) signifie la perméabilité adimensionnelle, tandis que K(y) est la
perméabilité avec dimension.

Les calculs sont effectués sur une cellule unitaire Y=Y 'UY"=
=[-1/21/2]U[-1/2,172] = R*. On attribue deux valeurs constantes & chaque sous
domaine Y': une de perméabilité et 'autre de porosité, respectivement a et ¢
(i=11I). Le sous-ensemble Y " est supposé moins perméable que Y':

al >Cl”, (PI >(p11

La structure de la cellule unitaire est présentée par le schéma correspondant a un
milieu a double porosité.

F 9 }.'
3
1
2
E"I
1
y
;—]] r
3 y,
T g g, 1
2 1 - 2
gl
1

Figure 3.1 : Cellule unitaire 2D
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Nous étudions le cas d’une hétérogénéité macroscopiquement anisotrope dans le
cas général qui peut étre modélisée par un emplacement asymétrique de la zone

intérieure  Y”. Le sous-domaine YY" c®R* est défini comme

Y’ :{§1<y1<§2’ §1<)’3<§2}-

Notons que, le tenseur de dispersion étant toujours ou presque toujours anisotrope,
la notion d’isotropie/anisotropie en liaison avec la symétrie/asymétrie de la structure
interne de la cellule n'a de sens que par rapport au paramétre de la perméabilité
absolue. L’hétérogénéité est donc dite « macroscopiquement isotrope ou
anisotrope», si la perméabilité macroscopique du milieu est isotrope ou anisotrope
respectivement.

On étudie la variation de la solution en fonction du paramétre wzf” = (rapport

4
de perméabilité), en fixant la valeur a’ =1. Le rapport de porosité Pn veste toujours
g @
1

fixe: ¢, =02 et ¢, =0.1. Les valeurs de ¢ et &, sont variables. Ainsi méme si le

milieu est homogene par rapport a la perméabilité, il reste hétérogéne par rapport a
la porosité.

Puisque la fonction a est non différentiable dans Y, a e L,(Y), le probléme cellulaire
doit étre examiné par une formulation faible : trouver une fonction périodique %, (y)
(pour k=1,2,3) qui Vvérifie le probléme :

Y ay ; ay i <(P>

—GaIaMa—udy+J-axka—udy=J.u5k3 a—M dy, Yu(y)eV
i Y ay3 Y
ou Vest 'espace d’Hilbert des fonctions périodiques sur Y.

3.2. Solutions analytiques du probleme cellulaire
dans le cas sans forces capillaires (re— ) :

Dans le cas sans forces capillaires le probleme cellulaire a une solution analytique.

3.2.1. Probleme cellulaire dans le cas sans forces capillaires

Le probléme cellulaire (3.4) revient a résoudre le systéme suivant pour k=1,2,3:

D ()= 2 s, ye
ay3(Xk) [<(P> Jsm’ yey

X, =1—périodiqueen y
(2:)=0
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on obtient alors :

tandis que la fonction y, est la solution du probleme :

ERMNE

(x5)=0 (3.7)
X; esty— périodique

En d’autres termes, ce probléme peut se présenter sous la forme :

ai%(aX3): _<a>(%_<_$>J (2,)=0, g, est1-périodique  (3.8)

ol @ =a—(a) et =¢—(¢) sont des fluctuations de la perméabilité et porosité.

On va donc étudier plus en détail la solution de ce probleme, (3.7).

3.2.2. Cas d’un milieu de double porosité

Dans le cas du milieu de double porosité présenté sur la figure (3.1), les fluctuations
des parametres en (3.8) sont :

52{(a1_a11)e’ erI (b:{((PI_(PII)e’ erI
_(al_all)(l_e)’ er” _((pl_(pll)(l_e)’ yEYH
ol 8= (& —¢& ) estla fraction volumique du sous-domaine Y.

Notons que @ >0, $>0 si yeY' ;etaucontraire: @<0, $<0 si yeY".

Ainsi le probléme cellulaire (3.7) devient :

|:a1_a11 _(PI_(pIIj|e yEYI
(a

) e

_|:al —a,; 9 _(p11:|(1_e) yey”
(a

J _
a—ya(axa)— ~{a)f(y); fy)=

)
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Introduisons les valeurs :
ot o= "% (3.10)

qui sont des fluctuations relatives de la perméabilité et de la porosité, alors le
probléme cellulaire correspondant prend la forme :
[a'—(p']e, ye YI

J _ . =
3y, ) =@ f(”‘{-[a'-@'](l-e), veyr G

3.2.3. Comportement qualitatif de la fonction cellulaire

Suite a (3.11), le produit ay, est continu (mais pas différentiable). Ceci signifie que la
fonction y, sera discontinue, a cause de la discontinuité du coefficient a.

A partir de (3.11), on voit que le comportement de la fonction cellulaire est déterminé
par le signe de la différence (a’—¢’). En plus, la fonction cellulaire est linéaire par

rapport a y, dans chaque sous-domaine du Y, suite a (3.11) ou la fonction fdans la
partie droite et le coefficient a sont constants par morceaux. Ainsi, dans la coupe
selon I'axe y, la fonction y, sera constituée de 3 fragments linéaires par rapport a
y,. Puisque le coefficient a est constant par morceaux, la fonction ay, sera
également constituée de trois fragments linéaires par rapport a y,.

Si (a’-¢’)<0 (les fluctuations de la perméabilité sont plus faibles que celles de la
porosité), alors >0 sur Y' et f<0 sur Y " . Ainsi la dérivée longitudinale de la fonction
X, est positive en Y’ et négative en Y". Ainsi pour la fonction continue ay,, on

obtient une image qualitative présentée par la courbe « a » a la figure (3.2), pour le
cas de la cellule symétrique. La fonction i, sera donc discontinue et aura la forme

de la courbe b.

13
! b |
Y YH i YI
a l
| N 1.2 y
V _‘rl; 0 {:; : 3
-1/72 [

Figure 3.2 : Comportement qualitatif du produit ay,, (a) et de la fonction cellulaire ¥, (b)

selon I’axe central y,
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Si (a’-¢’)>0 (les fluctuations de la perméabilité sont plus fortes que celles de la
porosité), alors tout sera antisymétrique.

Notons que dans une cellule symétrique (milieu macro-isotrope), ou la perméabilité
et porosité sont des fonctions paires de y,, le produit ay, sera impair par rapport a

y,. Ainsi la fonction discontinue y, n’est ni paire, ni impaire.

3.2.4. Construction de la solution exacte

La solution du probleme (3.11) est :

Y3

a(y;, y)x; (¥, ;) = _<a> If(yl’y3)dy3 -QC

-1/2
ou
Q=(a)a’-9¢)
avec une constante d’intégration C (qui peut dépendre de y,).

Plus précisément :

Q8 QC(y) . [~1/2<y;<8 ~1/2<y,<1/2
a, (y,+1/2)+ . si {§1<y1S§2 {—1/2<ylg§1, £ <y $102
Q Qc <y, <E,
St =20, +1/2) - (1-8)(y, — &, )]+ 2E {a ¥ <8
@ ay §1<}’1$§2
Q Qc (&, <y, <172
D ofe, +1/2)- (1-6)E, ~& )+ 0y, &, )]+ 200 {ﬁ ’
i a; &1<y1£‘t-.~2
(3.12)

ce qui est une fonction linéaire par morceaux. La constante d’intégration C est
déterminée a I'aide de la condition (x,)=0.

L’intégration de la solution a travers la cellule entiére donne :
<X > 9 5 1/2 C 1 e P 1/2 C 1
ACVANY A R URE ) S (§1+—j+ LA RERFREY S (——§2j+
Q2 a\2 2),.,. a 2 a\2 2),. a \2
&
0(y; C 1
e R | e
a\2 2).,. q 2

P CR ar R) 8 CRL N

a, 2 a,
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+ ai(y_g_&z)%j }(‘22 _E.al)"'ag(%_&zj(&z _‘t-.>1)+

&

; %(az%j(az—&l)—@(yf—ayaj&l }(&Z—g)—

/i g,

—_@(y—?—ﬁf }(&Z—mi@z—al)%

a, 2 2 : a,

Ainsi, on obtient la constante C :

_ (1-0)0" —0°(1+28, )+ w8[(1 - 0)(1 - 2¢,) - 6" + 20— 1]

¢ 2[6+ w(1-6)]

(3.13)

La solution du probleme cellulaire est donc construite, elle est définie par les
relations (3.12) et (3.13).

Si la cellule est symétrique (§, =-¢,) , alors :

_ 0)9[9 _ 91/2]+ 072 _ o>

T ot (-0

Notons que comme la fonction x, n’est pas continue, y compris a la frontiere de la

cellule périodique, la périodicité peut toujours étre satisfaite, puisque les conditions
nécessaires et suffisantes de la périodicité sont satisfaites a priori.

3.2.5. Exemples de calculs de la fonction cellulaire exacte

La solution obtenue a été calculée pour le casdune hétérogénéité
macroscopiquement anisotrope (&, =-0.05; &, =0.35). Les solutions sont
présentées sur la figure (3.3). Le cas a correspond a une forte hétérogénéité par
rapport a la perméabilité, ou la fluctuation a” est supérieure a la fluctuation de la
porosité, ¢ : a, =1, a, =0.1 ; ¢,=0.2, ¢, =0.1 . Le cas b décrit, au contraire, une
fluctuation de porosité plus forte que celle de la perméabilité : a, =1, a, =0.6 ;
¢,=02, ¢,=0.1.
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a b

Figure 3.3 : Fonction cellulaire exacte (solution analytique), cas sans capillarité : a) la
fluctuation de perméabilité est plus forte; b) la fluctuation de porosité est dominante

On voit que la fonction cellulaire sans gravité est fortement discontinue et donc trés
difficile a simuler numériqguement.

3.3. Méthode numérique de résolution du
probleme cellulaire

Dans le cas général, le probléme cellulaire (3.4) n’a pas de solutions analytiques.
Les solutions pour différents cas ont été obtenues par modélisation numérique.

3.3.1. Description du logiciel FEMLAB

FEMLAB est un logiciel destiné a la modélisation et la simulation d’'un grand spectre
de phénomeénes physiques qui peuvent étre décrits sous forme d'Equations aux
Dérivées Partielles (EDP) de différents types. |l propose des solveurs assez
performants qui peuvent résoudre des problemes de trés grande taille avec
précision, souplesse et rapidité grace a des modeles prédéfinis. I permet de
résoudre des systemes non linéaires couplés d'équations aux dérivées partielles.

La discrétisation de l'espace est basée sur la méthode des éléments finis (voir
Annexe 6), avec un maillage automatique de la géométrie en triangles ou en
tétraédres.

FEMLAB inclut un environnement de C.A.O, un mailleur, la définition des équations,
une gamme de solveurs adaptés, ainsi que les outils de post traitement. Des
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modules sont disponibles pour le génie chimie, la mécanique des solides et des
structures, ainsi que pour I'électromagnétisme. Une fonctionnalité originale de
FEMLAB, appelée "multiphysics" permet de modéliser et de résoudre des problemes
combinant plusieurs modeles.

L’avantage de FEMLAB est qu’il est plus destiné a la recherche qu’aux applications
industrielles, ce qui a déterminé notre choix de ce logiciel. Le traitement de tout
probléeme est proposé par Femlab en termes mathématiques, tandis que d’autres
logiciels courants utilisent le langage industriel. D'autre part, les possibilités du
préprocesseur géométrique de FEMLAB ne permettent pas de définir facilement des
formes aussi complexes que dans les logiciels de C.A.O. classiques (CATIA,
Proengineer,...).

FEMLAB est une application dotée d'une interface graphique. Cependant, le modéle
créé peut étre sauvegardé sous forme de script. Le langage de programmation de

FEMLAB est basé sur le langage de programmation de MATLAB. Cela permet
d'étendre encore les possibilités du logiciel.

3.3.2. Etapes de résolution d'un probléme physique par
FEMLAB

La résolution d'un probléme par FEMLAB suit une méthode trés claire :
- Définition du modéle

Il faut choisir la dimension (1D, 2D, 3D) et la nature du probleme soit par le choix
d'une équation, soit par le choix d'un modele physique.

- Mise en place de la géométrie du probleme

Il s'agit tout simplement de dessiner, a l'aide des outils de dessins intégrés a
FEMLAB, un modéle géométrique du probléme. Les outils de dessins de FEMLAB
sont limités, par conséquent les objets a géométrie complexe devront étre modélisés
par des assemblages d'objets a formes simples.

- Définition des conditions aux limites

Les conditions aux limites correspondant au type de probleme utilisé peuvent toutes
étre définies.

- Définition des équations aux dérivées partielles du probleme

Les équations différentielles sont généralement définies dés le choix du type de
probleme. Il faut alors définir les valeurs des constantes qui interviennent.

- Choix d'un maillage

FEMLAB permet de définir automatiguement un maillage. Ce maillage peut étre
ajusté, pour obtenir une plus grande finesse par exemple.
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- Résolution

Les solveurs proposés par Femlab sont basés sur différents principes de solution
numeérique. Par exemple, pour un probleme stationnaire, on peut obtenir la solution
numérique en utilisant les méthodes directes (sans itérations) ou indirectes
(itératives), ou en introduisant un temps fictif (méthode de relaxation). Pour un
probléme non linéaire, on peut appliquer la méthode explicite de traitement des non-
linéarités (donc sans itérations) ou la méthode implicite (itérative), etc.

- Affichage des résultats

FEMLAB posséde une fonction plot qui permet de représenter certaines valeurs en
tons de couleurs dans l'espace de travail et de nombreuses autres possibilités
(vecteur courant, déformée...). La visualisation choisie par défaut (sur des plans de
coupe) n'est pas la meilleure. On lui préferera I'affichage "tetrahedron” .

3.3.3. Discrétisation du domaine

La discrétisation d’une cellule est présentée sur la Figure 3.4 :

Figure 3.4 Discrétisation de la cellule périodique

Le logiciel FEMLAB assure une discrétisation spatiale basée sur la méthode des
éléments finis. Pour notre étude, le coefficient a (perméabilité adimensionnée) est

discontinu a la frontiére de Y', oY’, d’ol la nécessité de raffiner le maillage comme
décrit sur la figure (3.4).

On a étudié le cas 2D (x4,x3). Dans ce systeme de coordonnées, la direction x3 est
celle longitudinale pour un processus naturel de la propagation d’un polluant.
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3.4. Solutions numériques du probleme cellulaire
dans le cas sans capillarité

Afin de tester la méthode numérique, on a construit les solutions pour le cas sans
forces capillaires en les comparant avec des solutions analytiques exactes.

Le probléme cellulaire (3.7) était étudié en 2D (x1,x3).

3.4.1. Introduction de la « viscosité artificielle »

Le probleme (3.7) tel qu’il est posé ne peut pas étre résolu par FEMLAB, orienté
essentiellement aux équations paraboliques ou elliptiques. L'idée de résolution
consiste a utiliser une méthode hydrodynamique connue sous le nom de la viscosité
artificielle. Elle consiste a ajouter un opérateur différentiel d’ordre 2 multiplié par un
petit facteur 8. En accord avec le probleme complet, (3.4), nos introduisons la
viscosité artificielle de fagon suivante :

9’y ®(a)
—0— S+ — =—a+-+, yeY 3.14
{x5)=0

X, est1- périodique

La solution de I'équation originale du probléme (3.7) peut étre obtenue a partir de
I'équation elliptique (3.14) quand 6 tend vers 0.

La valeur optimale de & obtenue par des simulations est égale a 0.01.

3.4.2. Traitement de la condition sur la valeur moyenne

Pour le probléme périodique, la condition intégrale (;@} =0 ne peut pas étre utilisée
directement dans les simulations numériques. Une autre condition a été
imposée :%,(0,0)=0, qui assure I'unicité. Ce probléme améne a une solution %, qui
a une moyenne non nulle. Pour construire ensuite la vraie solution %, on a utilisé la
propriété d’'invariance formulée dans le paragraphe 3.1.3. Suite a cette propriété, la
fonction correcte 7y, peut étre obtenue a partir de la fonction %, par une

transformation suivante :

=% -
M ay)

ol la constante C =(¥,)/(1/a).

La valeur (7@) a été calculée par l'intégration numérique de la solution %,.
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3.4.3. Résultats de simulations de la fonction cellulaire

Les graphiques suivants montrent comment y,, la solution du systéme (3.7), varie

en fonction de . L’hétérogénéité est macroscopiquement isotrope, avec 6=0.16,
a =1, ¢,=02, ¢, =0.1.

Figure 3.5 : Fonction cellulaire }, pour ®=0.1 et 0.2

Figure 3.6 : Fonction cellulaire ), pour ®=0.4 et 0.8
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3.4.4. Comparaison entre la solution numérique et analytique

Afin de contrbler les simulations, nous avons comparé les résultats numériques
obtenus par FEMLAB avec des solutions analytiques exactes pour le cas sans
capillarité. La figure (3.7) montre la fonction cellulaire 7, obtenue par deux méthodes

pour le cas le plus difficile pour des simulations numériques, lorsque le degré
d’hétérogénéité est fort : w=0.1, 6=0.16.

Figure 3.7 : Comparaison entre },analytique et },numérique pour ®=0.1 et 6 =0.16
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Dans ce cas, les résultats numériques obtenus pour la fonction longitudinale g,

correspondent parfaitement a ceux réalisés par voie analytique. La comparaison
entre les deux solutions, est donc satisfaisante quantitativement.

3.5. Solutions numériques du probleme cellulaire
dans le cas avec capillarité

3.5.1. Solution pour le cas de la capillarité prépondérante
(Pe <<1)

Dans le cas ou la capillarité est prépondérante (¢ — o), la fonction longitudinale
correspond parfaitement qualitativement comme quantitativement a la fonction
transversale. Pour k=1,2,3 le probleme cellulaire revient a résoudre :

<Xk> =0, ¥, est y— périodique

La résolution de cette équation sur la cellule unitaire n’est pas évidente, car le
probléeme avec des conditions périodiques ne correspond pas aux probléemes aux
limites classiques de la théorie des équations différentielles.

Dans (Bakhvalov & Panasenko, 1989), on a montré que pour une hétérogénéité
symétrique, le probleme périodique peut étre réduit a un probleme aux limites
classiques :

P 0X P oX
3 a(y)—kj+—(a<y)—kj:o, X =y +y
ayl( ay, ) 9y, dy, oA

X, (y, =1/2)=-1/2
X, (y,=—1/2)=1/2
X,

(y, =%1/2)=0, m=k
dy

m

Pour la méme configuration de la cellule, différentes solutions numériques ont été
construites pour ce cas, ou les forces gravitaires sont négligeables. Parmi les
résultats on présente deux cas d’hétérogénéité forte (figure 3.8) et d’hétérogénéité

faible (figure 3.9).
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Surface: K3-x Hauteur: X3 Max 0.15¢ Surface: 13- Hauteur: ¥3-«
015

.05

-0.05

w=0.1 . ."'..-nzu w=0.2 . ."'...u.zu

04 -0.15 04

Min:-0.15

Figure 3.8 : Fonction cellulaire }, pour ®=0.1 et 0.2

Surface: 3% Hauteur: ¥3 Max: 0.080 Surtace: 33 Hauteur 3

0.08

0.0

0.04

0.02

0

+0.02

-0.04

006 S T

®=0.8 5

-0.08

tin: -0.080

Figure 3.9 : Fonction cellulaire }, pour ®=0.4 et 0.8

3.5.2. Solution du probleme cellulaire dans le cas général.
Fonction ¢y,

On étudie le probleme (3.4) en variant le paramétre o (nombre de Peclet inverse) et
le parameétre de I'hétérogénéité w. La valeur moyenne du facteur a est prise égale a
a=05.

Pour k=1, la fonction transversale y, est une solution du probléme cellulaire suivant :

o 9y d da
oo(x,t)— a—lj ——(ay,)=-ca(x,n—, yeY
9, ( dy, ) s 9,

(x,)=0, x, est1-périodique
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dont la solution est présentée pour différentes valeurs de @ et Pe
figures qui suivent.

=1/c par les

micr

Le nombre de Peclet microscopique, Pe, ., est définicomme :

micr

_p/gl:p/gHsze_Pe:l

* *

micr P P o

& c

=1/0o

Figure 3.10 : Fonction cellulaire }, pour ®W=0.1 et différentes valeurs de Pe

micr
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=1/0

Figure 3.11 : Fonction cellulaire Y, pour ®W=0.8 et différentes valeurs de Pe

micr

A partir de ces figures, on voit bien que la fonction transversale y, tende vers zéro
lorsque Pe,,, — o (figure 3.10), ce qui correspond au résultat exact pour le cas sans
forces capillaires (voir figure (3.6) du paragraphe 3.2.1).
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En méme temps, on remarque que pour une valeur faible de Peclet, la solution
s’approche clairement du cas ou les forces capillaires sont prépondérantes (voir
figure (3.8)).

3.5.3.Solution du probleme cellulaire dans le cas général.
Fonction y,

Pour k=3, la solution du probléme est présentée par les figures ci-dessous, selon la
valeur de o et la valeurde o :

=1/0c

Figure 3.12 : Fonction cellulaire }, pour W=0.1 et différentes valeurs de Pe

micr
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=1/0

Figure 3.13 : Fonction cellulaire }, pour ®=0.8 et différentes valeurs de Pe

micr

Les figures (3.12) et (3.13) montrent que la fonction longitudinale y, tend vers 0 pour

une valeur grande de Peclet et elle s’approche clairement de la solution obtenue
dans le cas ou les forces capillaires sont faibles.
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3.6. Tenseur de dispersion

3.6.1. Tenseur de dispersion et dispersivités

Suivant I'équation (2.36), le tenseur de dispersion peut étre représenté sous la forme
générale :
D, =0, F(S)-B, P/ (S)k,(S) (3.15)

ou a, et B, sont des tenseurs de dispersivité gravitaire et capillaire
respectivement :

I e

En particulier, la dispersivité gravitaire «, nous donne la matrice suivante dans le
cas 2D (x1, x3) :

0

%, = {(29();;)5](3 _ <z§§>5i3} -9 e {((px3><(p><ax3>} (3.17)

(@) [ {0 (q)

Suite aux solutions obtenues des problémes cellulaires, on va étudier le
comportement du tenseur de dispersion D, en fonction des paramétres o (inverse

du nombre de Peclet ) et ® (degré de I'hétérogénéité). Le parameétre & est pris
d’ordre 0.1 pour les présentations numériques.

3.6.2. Calcul du tenseur de dispersivité pour un milieu de
double porosité

Dans le cas de I'hétérogénéité présentée sur la figure (3.1), de type « double
porosité », avec une perméabilité et une porosité constantes par morceaux, on peut
effectuer une intégration partielle de fagcon analytique dans les relations pour le
tenseur de dispersion. En effet, utilisant (3.10), on obtient pour la dispersivité
gravitaire :

g <(pxi> S <axk> S @, <Xi>1 +(P11<X;>,, 6k3 _ 4 <Xk>1 ta, <Xk>11 8.3 —

e o) 7 {a) () {a)
_ ((pII _(pl)<Xi>

(9)

(all —-a, )<Xk>
a)

i 6k3 _

u 8[3
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ou on a pris en considération le fait que :

), =) -y, =), car (x,)=0, Vi.

Le symbole <>/ signifie l'intégration & travers le sous-ensemble Y’/ (j=1,1I).

Dans le cas k=i=3, on obtient la dispersivité gravitaire longitudinale :

Oy _ ((pll_(pl)_(all_al)
n ), e foae)

Pour la dispersivité capillaire, on a également :

Bu /[ A TR £/ 7 R P S ) TR N
(Ej _<(ayi +6kl)a(y)>_al<ayi >1+ ”<ayi >11+< >8ki ( ! 1)<ayi >11+< >6ki

Pe *

ou on a pris en considération le fait que :

<%> = <%>—<%> = _<%> , car <%> =0, Vi k suite ala périodicité.
ayi 1 ayl ayt yid ayt yid ayl

L’intégrale <gﬁ> peut étre simplifiee. En effet :
1

i

5 &
<%>,, ) ,,J;%dyldyzdk - :[&:[é[xk|.»vi-—a _xk|yi:g]dymdyn ,  m#ENEIL

Finalement, on obtient les formules de travail pour les dispersivités :

o, ((PII -0, )<X,> (aII — 4 )<Xk>

i _ Ly, - 3, (3.18)
e (9) (a)
k a k
ey, o
Pe* (3.19)

€&
= (aII —4a, )_[ j [Xk|},i:_§ - Xk|y1:§ Liymdyn + <a>6ki
-£-¢
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3.6.3. Solution analytique pour la dispersivité gravitaire
Examinons le cas sans forces capillaires. Alors, le probléme cellulaire (3.7) peut étre

converti dans la forme (3.11). Utilisant les mémes notations, nous pouvons obtenir
pour la dispersivité longitudinale :

= (), o'~ ¢ (3.20)

En utilisant la solution analytique du probléeme cellulaire, (3.12), (3.13), on peut
calculer précisément la dispersivité o, . Puisque la valeur (;(3>H est:

(), == loli+26)-(-0)0" +2c]
n
alors la dispersivité a,, est :
9 o 2
a, =2 <a>§“ ?) B+2£)-(1-06)0"> +2c} (3.21)
aII

3.6.4. Influence du rapport de perméabilité sur la dispersivité
gravitaire

Les graphiques (3.14) et (3.15) montrent les exemples de calculs de la dispersivité
gravitaire longitudinale en fonction du paramétre @ pour le cas d’'une cellule non
symétrique suivant différents cas.

Premierement, on a étudié l'influence de la fraction volumique du bloc central, 6 sur
I'évolution de la dispersivité gravitaire longitudinale, les valeurs calculées sont
adimensionnelles.

La figure (3.14) décrit le comportement de la dispersivité gravitaire longitudinale en
fonction de w, et ceci pour trois valeurs de 6.

Dispersivité gravitaire longitudinale
0.0014
0.0012 | 0=0.36
0.001 -
0.0008 - O 0.25
0.0006 - \
0.0004 - g*0.16
0.0002 1 -
0 ‘ AR ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.14 : Dispersivité gravitaire longitudinale, pour différentes valeurs de 6
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Suite au fait que le milieu est inhomogéne par rapport a la porosité (¢, /@, =0.5)
pour les 3 valeurs de @, la dispersivité est non nulle méme dans le cas ou les
perméabilités sont équivalentes (w=1). Par contre, elle s’annule dans le cas
w=0.5. Ceci représente un phénomene particulier, appelé ‘régime de compensation,
qui correspond exactement a la situation ou la fluctuation de perméabilité, (3.10), est
égale a celle de la porosité. Suivant la formule (3.11) ou (3.12), toute fonction
cellulaire y, est égale a zéro par identité dans le cas de fluctuations égales.

3.6.5. Influence du rapport de porosité sur la dispersivité
gravitaire

Dans un deuxiéme temps, on a fait varier le rapport de porosité.

ou 'l =1 o, lp, =05
Dispersivité gravitaire longitudinale Dispersivité gravitaire longitudinale
0.006 0.002
0.0018
0.005 - 0.0016 4
0.004 - 0.0014 7
0.0012 -
0.003 - 0.001
0.0008 -
0.002 - 0.0006
0.001 - 0.0004
0.0002 -
0 0 0 (0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 3.15 : Dispersivité gravitaire longitudinale en fonction de ® pour 2 valeurs de @, | @,

Les figures (3.14) et (3.15) montrent que la dispersion diminue lorsque le degré
d’hétérogénéité diminue w—1, en méme temps on observe une perturbation au
voisinage de 1. Ceci peut étre expliqué par I'effet de I'hétérogénéité causée par la
porosité. On voit clairement que ce phénomeéne, disparait une fois que 'lhomogénéité
de porosité est assurée. Ces résultats sont qualitativement en accord avec la
physique du processus.

3.6.6. Résultats numériques pour la dispersivité gravitaire

Pour le cas symétrique : &, =-€,, 8=0.16, les simulations avec FEMLAB ont donné
les résultats suivants :
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’

@ <X3>11 a a'-¢ 05 /€
0.1 0.03588 1.05140 0.50792 0.01822
0.2 0.02013 0.91743 0.37395 0.00753
0.4 0.00455 0.66372 0.12024 0.00055
0.5 0.54348 0. 0.
0.6 -0.00349 0.42735 -0.11613 0.00041
0.7 -0.00590 0.31513 | -0.22835 0.00134
0.8 -0.00857 0.20833 | -0.33514 0.00287

Tableau 3.1 : Résultats de simulation de la dispersivité gravitaire

On voit que dans toutes les situations, la dispersivité longitudinale est non négative.

La dispersivité avec dimension peut étre obtenue en multipliant a,, par la longueur
macroscopique, L. Ainsi, si L~700 m, alors la dispersivité est d’ordre 0.01 — 0.1 m.

La comparaison avec les résultats analytiques donne :

<X3>n a’=¢ Oy /€ Oy /€

exacte exacte simulation
0.1 0.03421 0.50792 0.01737 0.01822
0.2 0.01908 0.37395 0.00713 0.00753
0.4 0.00420 0.12024 0.00050 0.00055
0.5 0. 0. 0.
0.6 -0.00314 | -0.11613 0.00036 0.00041
0.7 -0.00558 | -0.22835 0.00127 0.00134
0.8 -0.00752 |-0.33514 0.00253 0.00287

Tableau 3.2 : Comparaison entre les résultats analytiques et de simulation

La comparaison

des

correspondance satisfaisante.

3.6.7. Résultats numériques pour la dispersivité capillaire

longitudinale

Les simulations avec FEMLAB pour le cas symétrique : &, =-§,, 6=0.16, ont

donné les résultats suivants :

Pour la dispersivité longitudinale :

résultats

analytiques et
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(3.22)

® a, —a, <a> <%> Pss

ay3 i £

Pe,..

0.1 -0.9 0.856  10.109628 0.7573348
0.2 -0.8 0.872 |0.087774 0.8017808
0.4 -0.6 0.904 10.055045 0.870973
0.5 -0.5 0.92 0.042292 0.898854
0.6 -0.4 0.936 |0.031216 0.9235136
0.7 -0.3 0.952 10.021472 0.9455584
0.8 -0.2 0.968 10.012813 0.9654374

Tableau 3.3 : Résultats de simulation de la dispersivité capillaire ; cas Pe

Pemicr = 2

Q) a, —a, <a> <%> 1833

ay3 i €

Pemicr

0.1 -0.9 0.856 |0.11813 0.749683
0.2 -0.8 0.872 10.091564 0.7987488
0.4 -0.6 0.904 |0.053927 0.8716438
0.5 -0.5 0.92 0.039849 0.9000755
0.6 -0.4 0.936 |0.027857 0.9248572
0.7 -0.3 0.952 [0.017477 0.9467569
0.8 -0.2 0.968 [0.008375 0.966325

Tableau 3.4 : Résultats de simulation de la dispersivité capillaire ; cas Pe
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Pemicr = 10

@ a, —a, <a> <%> 1833

ay3 i £

Pemicr

0.1 -0.9 0.856 10.243198 0.6371218
0.2 -0.8 0.872 10.131934 0.7664528
0.4 -0.6 0.904 0.042178 0.8786932
0.5 -0.5 0.92 0.018746 0.910627
0.6 -0.4 0.936 0.001468 0.9354128
0.7 -0.3 0.952 |-0.011907 0.9555721
0.8 -0.2 0.968 |-0.022632 0.9725264

Tableau 3.5 : Résultats de simulation de la dispersivité capillaire ; cas Pe

Pemicr = 50

Q) a; —a; <a> <%> 1833

ay3 u d

Pemicr

0.1 -0.9 0.856 |-0.131608 0.9744472
0.2 -0.8 0.872 10.178889 0.7288888
0.4 -0.6 0.904 |0.034581 0.8832514
0.5 -0.5 0.92 0.004178 0.917911
0.6 -0.4 0.936 |-0.016602 0.9426408
0.7 -0.3 0.952 |-0.031783 0.9615349
0.8 -0.2 0.968 |-0.043406 0.9766812

Tableau 3.6 : Résultats de simulation de la dispersivité capillaire ; cas Pe

Le graphique (3.16) regroupe les résultats obtenus ci-dessus, il montre le
comportement de la dispersivité capillaire longitudinale g.,

Pe

micr *
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Dispersivité capillaire longitudinale
012
0.1 1
0.05 4
0.05 1
0.04 4
0.0z 4
0= e e =
0 02 0.4 0& 0.8 1
|—"—F'E Micro =50 —=—Pe pr..,=10 PeMicra =2 P& Micro ﬂ

Figure 3.16 : Dispersivité capillaire longitudinale pour différentes valeurs de Pe micr

Lorsque les forces capillaires diminuent, ce qui correspond a l'augmentation du
nombre de Peclet, la dispersivité capillaire diminue.
On note que la dispersivité capillaire longitudinale dépend du rapport de
perméabilité.
3.6.8. Résultats numériques pour la dispersivité capillaire
transversale

Pour la dispersivité transversale :

By _(, ) L,
ERRa A

Pour les quatre valeurs prises du nombre de Peclet Pe

micr ?

d
le terme <i> s’annule.
ayl )i

La figure (3.17) présente les résultats obtenus :
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Dispersivité capillaire transvers ale
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Figure 3.17 : Dispersivité capillaire transversale pour différentes valeurs de Pe micr

A partir de ce qui précéde, on remarque des résultats qualitativement similaires au
cas de la dispersivité longitudinale :

- Une dispersivité capillaire transversale beaucoup plus faible lorsque Pe

augmente.
- Une indépendance de cette dispersivité par rapport a la perméabilité.

3.6.9. Dispersivité longitudinale totale

Dans ce paragraphe, on cherche a déterminer I'influence du nombre de Peclet sur la
dispersion hydrodynamique totale. Comme montré précédemment, le tenseur de
dispersion adimensionnel s’exprime par :

b, =, PSP || e le(s) B (sl s)
(3.23)

Les composantes du tenseur de dispersion peuvent étre estimées a partir des
derniers résultats obtenus. Elles sont des fonctions de la saturation. Les
composantes non diagonales, D,, et D,, sont non nulles.

La dispersion longitudinale est exprimée par :

D,, =a,F'(S)- B, P(S)k,(S) avec F'={a)k; (3.24)
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ol la perméabilité absolue a(y) est une fonction qui décrit I'hétérogénéité du milieu,
qui peut étre discontinue ; IQ,(S) et P(S) sont respectivement les fonctions de

perméabilité relatives et pression capillaire (voir chapitre 4) ; F'(S) et P'(S) sont des
fonctions continues mais non monotones.

Afin d’analyser l'influence du nombre de Peclet sur la dispersion, introduisons une
dispersion avec dimension, D™ :

2

pim =t p (3.25)

t

et une dispersion 3 adimensionalisée autrement - par division de D™ sur une

e - s - K'P
valeur constante de diffusion capillaire caractéristique initiale, D°= o <,
K,
indépendante de la vitesse de I'écoulement :
A dim 2 LA 2,0 *
gD _HWOD _HOWPK 5 _HP8 p_p, fy - Plu py (3.26)
D 1'K'P O'W,HK P, P, 3
Ainsi, on obtient pour le nouveau tenseur de dispersion :
3, = Pelo, F(5) - B, P(S)E, (9) (3.27)

Les figures (3.18), (3.19), (3.20) et (3.21) montrent la variation de la dispersion
longitudinale, 3,,, en fonction de la saturation pour différentes valeurs de Pe et o :

Dispersion longitudinale

[eNeNeNeNelNeNoNo o]
O = NWPhHhOoO N
|

~

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S

—m—Pe Macro=100 Pe Macro=20 Pe Macro=10

Figure 3.18 : Dispersion longitudinale pour W=0.1 et pour différentes valeurs de Pe macr
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Dispersion longitudinale
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Figure 3.19 : Dispersion longitudinale ®=0.2 et pour différentes valeurs de Pe macr

Dispersion longitudinale w=04
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Figure 3.20 : Dispersion longitudinale ®=0.4 et pour différentes valeurs de Pe macr

Dispersion longitudinale w=0.28
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Figure 3.21 : Dispersion longitudinale ®=0.8 et pour différentes valeurs de Pe macr
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La dispersion longitudinale a été calculée pour dix valeurs de saturation de 0.1 a 1.
Les résultats obtenus montrent que la dispersion augmente avec le nombre de
Peclet et elle s’annule pour 2 valeurs, S=0 et S=1, ce qui correspond au cas
monophasique ou il 'y a pas de dispersion, ceci concorde parfaitement avec la
physique du processus.

3.6.10. Influence de la capillarité sur la dispersivité
transversale totale

La dispersion transversale adimensionnelle est exprimée par :

ay1

D, =-p,P(s )lgl (s)= —8({(61” -a, ><%> + <a>J}A"(S) ;,(S) avec F'= <a>k;

. . _ . ~, dP.
La fonction P.(s) est la pression capillaire macroscopique et P’ = d&f .

La nouvelle dispersion transversale, introduite par (3.26), sera :

3,=Pe-D, = —((al, —a, )<%> +<a>jﬁ'(S)A, (S) (3.26)

aJ’1

Formellement ceci ne dépend pas du nombre de Peclet, pourtant la fonction
cellulaire x, dépend de Pe: elle diminue jusqu’a zéro lorsque Pe — . Ainsi, la
dispersion transversale dépend du nombre de Peclet de facon non linéaire.

Les figures (3.22), (3.23), (3.24) et (3.25) montrent la variation de la dispersion
transversale selon Pe et ceci pour différentes valeurs de o :

Dispersion transversale w=0.1
0.8 1 A
0.6 -
0.4
0.0 Al
2 ry
ry
0 A A it e " [A]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
S
‘—O—Pe Macro=100 —#— Pe Macro=20 Pe Macro=10 ‘

Figure 3.22 : Dispersion transversale pour ®=0.1 et pour différentes valeurs de Pe macr
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w=0.2
Dispersion transversale
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Figure 3.23 : Dispersion transversale pour ®W=0.2 et pour différentes valeurs de Pe macr
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Figure 3.24 : Dispersion transversale pour ®=0.4 et pour différentes valeurs de Pe macr
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Figure 3.25 : Dispersion transversale pour ®=0.8 et pour différentes valeurs de Pe macr
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Les courbes représentant la dispersion transversale coincident et ceci pour les

différentes valeurs prises de Pe, ceci du au fait que le terme <i> s’annule d’apres
11

a)’1
les simulations.

Durant le traitement des résultats, on a remarqué que la dispersion longitudinale et
transversale atteignent leur maximums pour une valeur de saturation égale a 0.9 et
s’annulent pour une saturation S=0 et S=1. La dispersion longitudinale augmente
avec le nombre de Peclet tandis que la dispersion transversale en dépend d’une
facon non linéaire.

3.6.11. Comparaison avec d’autres résultats

Le calcul de la dispersivité gravitationnelle n’a pas été traité dans la littérature.
Cependant certaines données sur la dispersivité d’origine non gravitaire sont
présentes. N'attendant pas que ces données soient en une correspondance absolue
avec nos résultats, nous les avons utilisés comme une base donnant l'ordre de
grandeur de valeur de la dispersivité attendue.

Dans (Neuweiler & al., 2003) la dispersivité a été calculée pour un écoulement
diphasique. L'hétérogénéité du milieu poreux a été générée par des fluctuations
stochastiques du champ des vitesses. L'écoulement est supposé stable et le rapport
de viscosité a été pris égal a 0.5 ou a 1.2 pour différents cas. La dispersivité obtenue
variait alors entre 0.1m et 0.2m.

Un autre exemple de données concerne le transport monophasique, la dispersion
longitudinale obtenue dans ce cas pour un nombre de Peclet (Pe=100) dans un
milieu isotrope, avec ¢, =0.6 et ¢, =0.4 est d’'ordre 0.2 m.

Pour notre étude, les dispersivités obtenues sont entre 0.01m et 0.2m qui est du
méme ordre de grandeur. Pour un milieu isotrope a double porosité ¢, =0.2 et

¢, =0.1, la dispersion longitudinale calculée dans cette thése est d’ordre 1.

3.6.12. Conclusions

Pour un écoulement non saturé pseudo-triphasique décrit par I'équation différentielle
de Richards en milieu hétérogéne, on a obtenu un modéle macroscopique a I'aide de
méthodes d’homogénéisation par développement asymptotique. Par rapport au
modéle initial, le modéle macroscopique obtenu inclut un nouvel effet physique de
dispersion hydrodynamique non linéaire décrit en terme d’une diffusion tensorielle
fonction de la vitesse d’écoulement.

Pour le tenseur de dispersion, on a obtenu la description fermée en terme d’une suite
de problémes cellulaires.
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On a montré que pour un écoulement non saturé le tenseur de dispersion est
déterminé par deux effets physiques : i) la gravité, qui identifie essentiellement la
dispersion longitudinale, et ii) la capillarité qui détermine entierement la dispersivité
transversale et qui contribue a la disprersivité longitudinale.

Le tenseur de dispersion est montré non symétrique. Les simulations ont montré que
les composantes longitudinale et transversale sont toujours non négatives.

On a montré que dans le cas général le tenseur de dispersion est non-local, c'est-a-
dire il dépend des coordonnées spatiales macroscopiques. Dans le cas sans
capillarité il devient totalement localisé. Dans le cas avec capillarité, nous avons
proposé une méthode approximative de localisation du tenseur de dispersion, en
« gelant » un facteur variable devant le terme diffusif dans le probleme cellulaire.

Dans le cas ou la capillarité est négligeable, la dispersivité transversale est nulle.

Dans le cas sans capillarité, la dispersivité longitudinale d’un écoulement non saturé
dans un milieu a double porosité a été déterminé analytiquement et comparée avec
celle numérique. Les deux résultats numérique et analytigue se correspondent
qualitativement. D’autre part, la dispersivité longitudinale dépend des deux
parametres, la porosité et la perméabilité.

Les solutions des problémes cellulaires sont obtenues numériquement en utilisant la
méthode des éléments finis (simulateur FEMLAB).

La dispersivité capillaire S,; augmente avec le rapport de perméabilités ® et ne

dépend pas de la porosité, tandis que la dispersivité gravitaire diminue avec o et
s’annule lorsque les fluctuations de la perméabilité sont équivalentes a celles de la
porosité.
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4- Etude numérique du processus a I’échelle microscopique

L’intérét des simulations numériques a I'échelle microscopique est de pouvoir fournir
des résultats qui peuvent servir pour la comparaison avec des résultats
d’homogénéisation. Le logiciel (SIMUSCOPP) est le modele choisi pour réaliser
'étude numérique, ce code aide a fournir des informations plus précises sur
I'écoulement et les différents mécanismes qui y sont associés. Une bréve description
du code de calcul SIMUSCOPP est abordée dans ce présent chapitre.

4.1. Description du domaine

L’intérét de cette étude numérique repose sur la simulation d'un écoulement
pseudotriphasique a I'aide du modéle numériqgue SIMUSCOPP en vue d’obtenir une
description quantitative et qualitative du phénomeéne de dispersion hydrodynamique
dans un sens universel, et qui sera applicable ensuite a la classe la plus large
possible de systemes polyphasiques et de milieux poreux.

Le domaine contient donc initialement de I'eau et de I'air avant l'infiltration du NAPL.
L’étude est réalisée pour deux milieux hétérogénes différents : 'un périodique, 'autre
stochastique. Les deux études et leurs résultats sont présentés parallelement dans
ce chapitre.

Nous disposons de trois fluides, un visqueux (NAPL) incompressible a I'état liquide,
le deuxieme est lair et le dernier est 'eau résiduelle (immobile) a saturation
irréductible. Leurs natures physique et chimique n’ont pas d’importance et la
composition interne de chaque phase ne joue aucun réle dans le cadre de notre
étude. De méme les échanges de masse entre les phases et leur compressibilité
sont ignorées dans la mesure ou ces propriétés apportent des corrections de
deuxieme ordre dans I'étude de la dispersion.

Dans la théorie des écoulements non-miscibles, les pressions capillaires et les
perméabilités relatives sont supposées étre indépendantes de la nature de chacun
des fluides en question. Cependant, il existe différentes corrélations empiriques pour
les courbes mentionnées. En particulier, les pressions capillaires et les perméabilités
relatives sont obtenues a partir de la littérature pour un écoulement eau-naphtaléne
et sont utilisées comme courbes de référence pour un systéme diphasique en milieu
poreux.

Ainsi, il s’agit de la simulation numérique d’un écoulement bidimensionnel de deux
phases incompressibles dans un milieu poreux hétérogéne. La direction globale de la
pénétration du NAPL est dans le sens négatif de I'axe vertical OZ. Les forces
motrices de I'’écoulement sont la gravité et la capillarité.

4.1.1. Description du milieu périodique
Le domaine est vertical, c’est-a-dire situé dans le plan (X,Z). Sa profondeur est de 10

m et sa longueur est de 1 m. Il y a donc un rapport de 10 entre les 2 dimensions, de
sorte que la longueur équivaut a 10 fois la profondeur.
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Le domaine étudié est donc bidimensionnel mais la dominance de la dimension
selon l'axe Z signifie que I'’écoulement homogénéisé est monodimensionnel. Le
maillage choisi pour le représenter est constitué de : 81 mailles en Z, 1 maille en Y et
9 mailles en Z et dont la structure peut étre représentée par la figure (4.2) :

La cellule unité choisie pour représenter la totalité du domaine est présentée par la
figure (4.1).
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Figure 4.2 : Structure du milieu périodique

En correspondance avec le rapport retenu entre la profondeur et la longueur du
domaine, Une cellule a la longueur 0.25 m, la dimension du bloque faiblement
perméable est 0.2 m.

Globalement, cette cellule unité est reproduite 40 fois sur la profondeur et 4 fois sur
la longueur afin de représenter la totalité du domaine. Ainsi le, parameétre ¢ est
1/40=0.025 selon Z, ce qui garantit une petite échelle d’hétérogénéité du champ de
vitesse - le fait indispensable pour appliquer ensuite les méthodes
d’homogénéisation.
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La porosité moyenne a été fixée a la valeur de 0.20 pour toutes les mailles du
domaine. Cette valeur est intermédiaire entre les faibles porosités (d’ordre 0.1)
rencontrées dans des nappes captives a grande profondeur, et les valeurs plus
courantes (0.35) rencontrées dans les nappes peu profondes.

4.1.2. Description du milieu stochastique

Afin de prévoir I'’écoulement d'un fluide de maniére déterministe dans un milieu
poreux, il est nécessaire de générer ce milieu et donc les deux champs aléatoires :
perméabilité et porosité qui fournissent une description quasi-naturelle de
I'hétérogénéité du milieu. Alors une distribution complétement stochastique pourrait
représenter cette hétérogénéité. Cependant, on observe dans la nature une structure
corrélée des différents champs de valeurs avec la distance (Fonseca L., Glimm J. et
Lindquist W.B, 1992). D’ou la nécessité de fixer quelques paramétres afin de se
rapprocher du milieu naturel.

Les méthodes mathématiques probabilistes permettent de générer des milieux
stochastiques stationnaires, c'est-a-dire des milieux dont les caractéristiques
microscopiques sont distribuées de facon aléatoire, mais dont le comportement
macroscopique est homogéne.

La modélisation d’'un champ aléatoire stationnaire peut étre effectuée de deux
facons différentes selon les données initiales disponibles :

- la modélisation dite non conditionnelle, la génération d’'un champ aléatoire se fait a
partir de la fonction de corrélation (covariance) et de la valeur moyenne du champ.

- la modélisation conditionnelle ou la génération d’'un champ aléatoire est réalisée a
partir d’'une fonction de corrélation et d’'un ensemble de valeurs de ce champ,
préalablement connues.

Les fonctions de corrélation utilisées mettent en relation les différentes valeurs du
champ aléatoire d’aprés une distance h entre-elles.

Pour notre étude, la génération du milieu stochastigue homogéne est effectuée en
combinant les deux méthodes.

En milieu poreux hétérogéne naturel, on a :
g=0¢(x), K=K(x), ko=k,(s,x), P.=P.(s,x) (4.1)
avec x un point du domaine.

On considere que la porosité ¢ et la perméabilité intrinseque K sont variables,
tandis que les perméabilités relatives k,, k, respectivement du NAPL et de I'air et la

pression capillaire P, sont uniformes dans tous les points du milieu.
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Ainsi, 'hétérogénéité du milieu poreux est caractérisée par deux fonctions : porosité
et perméabilité intrinséque. Chacune de ces deux fonctions est examinée comme
stochastique, stationnaire et isotrope.

Le milieu stochastique est décrit par un domaine vertical de longueur 1m, de largeur
1m et de profondeur 10 m, la profondeur représente toujours dix fois plus que la
longueur ainsi que la largeur, donc on a une dominance de dimension selon 'axe Z.

Le maillage est constitué de 10 mailles en X, 10 en Y et 100 en Z, Le milieu est
partagé en 10000 cases de mémes dimensions, a savoir 0,1 men X, 0,1 men Y et
0,1 m en Z. Le domaine est donc un assemblage de petits cubes auxquels la
perméabilité et la porosité sont affectées.

Pour notre étude, la génération du milieu stochastigue homogéne est effectuée en
combinant les deux méthodes citées dans le paragraphe précédent : le krigeage
(méthode conditionnelle) et les bandes tournantes (méthode non-conditionnelle).

Les champs de perméabilité et de porosité stochastique sont définis de la facon
suivante : soit X = (x,,x,,...,x,) représentant un point dans un espace de dimension

n, et £(X) une variable aléatoire correspondant au point x. Nous pouvons alors
définir une fonction aléatoire sur R" comme la série {[fc,f(fc)] ¥ e R”}. Une telle

fonction aléatoire est aussi appelée un processus stochastique. La fonction moyenne
de ce processus est définie par : u(x) = E[£(X)], et la fonction de covariance de ce

processus entre 2 points X, et X, de R" vaut: C(X,X,) = E[&(X))E(X,)]— u(X)u(x,)

On définit un processus stochastique stationnaire de deuxieme ordre comme un
processus vérifiant les deux conditions suivantes :

EE®)]=uX) =p, VieR" et C(5,%)=C(F -%)=C(h), V(i,%)eR™

Un processus stationnaire de deuxieme ordre est isotrope si la fonction de
covariance associée dépend seulement de la longueur du vecteur ‘E‘ =|¥, —%,| et non

de sa direction : C(h) =C(r), avec r :‘E‘

Les fonctions de covariances associées a un champ aléatoire doivent étre continues,
symétriques et non négatives. Dans le cas d'un processus stationnaire isotrope de
deuxiéme ordre, il est possible de définir la fonction de densité spectrale associée a
une fonction de covariance donnée, comme sa transformée de Fourier :

1

e j C(r)e™ dr

=o0

y (k)=

n étant la dimension du domaine.

Cette fonction y caractérise d’une nouvelle maniére une distribution de valeurs
corrélées de covariance C.
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4.1.3. Génération du champ de perméabilité par la méthode du
krigeage

[l existe un nombre important de processus numériques de simulation conditionnelle
de champs aléatoires. La méthode de krigeage reste la plus utilisée et la plus simple
a réaliser. La génération d’'un champ stochastique stationnaire Z(x) par le krigeage
nécessite d’avoir 'information suivante initiale :

- un ensemble de valeurs Z(X,) d’une réalisation concréte de ce champ, assignées
aux points Xq avec a=1,...,n ;

- une moyenne statistique (M) du champ Z (M est constant, car le champ Z est
stationnaire) ;

- une fonction de covariance spatiale du champ Z(x) : C(r) = Cov{Z(X),Z(X +r)}.

Le krigeage consiste a construire une approximation la plus proche possible de la
valeur réelle du champ Z a un point X, arbitraire du domaine examiné sous forme
d’'une combinaison linéaire des valeurs observées {Z(X,), a=1,...,n}. Soit Z(X,) la

valeur exacte du champ Z au point Xo, tandis que Z (X,) est son approximation
recherchée. Alors on cherche Z"(X,) sous la forme :

Z(X,) =4, +Zn‘/1w2(xa)
a=1

avec A, inconnus. Une approximation est dite meilleure, si elle apporte une erreur
minimale d’estimation et une variance de l'erreur minimale. Pour une erreur
minimale, Z(X,)-Z (X,), son espérance est nulle :

Efz(x)-z2"(x)}=0=-4, +M(1—Zn:ﬂaj

ce qui est réalisable si et seulement si :

A, =0

> 2, =1

a=1
Ainsi on obtient pour I'estimateur Z"(X,) :

Z'(X,) =D 4Z(X,), avec )y A,=1
a=1 a=1
Pour une variance d’erreur :
O =Var(Z(X) =2 (X )}= XY Ay C(X, = X)

a=1 B=1

avec Ay ==hg. C(X, —X,)=Corlz(X,).Z(X )}

o o
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La minimisation aboutit au systéme algébrique suivant (voir les détails en Korn G. &
Korn. T., 1978) :

;ﬂﬁC(Xa - X)) +u=C(X,-X,), a=l..n
=1

S, =1
=

ou p est le multiplicateur de Lagrange.

Pour chaque point X,, on a obtenu le systeme de (n+1) équations par rapport aux
(n+1) inconnues : (4,,...,4,, ).

La génération du champ aléatoire de perméabilité et de porosité a été réalisée a
I'aide de cette méthode. 100 points ont été pris dans lesquels le champ aléatoire était
supposé connu. Ces points sont choisis de telles fagons qu’ils soient uniformément
répartis sur le domaine : la fonction rand() intégrée du C++, donnant des nombres
entiers conventionnellement aléatoires de 0 a 32767 avec une distribution uniforme,
permet d’obtenir une telle répartition, toutes les autres constructions numériques des
ensembles de nombres aléatoires se basent sur cette fonction, les valeurs dans le
reste du domaine sont réalisées par krigeage a partir de ces points avec la fonction

de corrélation C(r)=¢"" sur 'ensemble des cellules de maillage.

Les réalisations concrétes des variables Z(x,), a=0,....n sont simulées par la

méthode de bandes tournantes avec 16 lignes et avec réalisations des lignes du
processus par la méthode spectrale. La fonction de densité spectrale
unidimensionnelle pour la corrélation exponentielle est :

1 >
2@y R

Sl(w): 2 mz
3
rarey K

On a supposé que la moyenne est de 1 ce qui correspond a la construction du
champ de la perméabilité pour le milieux stochastique avec une valeur moyenne de 1
mD. Pour la porosité, la valeur moyenne est de 0.2.

Le systeme d’équations linéaires dans la méthode de krigeage est résolu par la
méthode de Gauss.
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M @, 3,
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Figure 4.3 : Distribution de perméabilité (millidarcy)

La premiére image de la figure (4.3) représente la distribution du champ de
perméabilité sur le plan XY, la deuxiéme sur le plan XZ et finalement la troisieme
sur le plan YZ.

Sur 'ensemble des cellules de maillage, la porosité moyenne a été fixée a une
valeur de 0.2. Elle est distribuée de fagon aléatoire. Une certaine contrainte relie les
deux champs, celui de la perméabilité et de la porosité. Elle consiste a supposer que
plus la perméabilité est grande, plus la porosité I'est aussi, donc on introduit la
relation suivante : ¢ = alog K, le coefficient o est déterminé a partir de la condition :

0=ologk .
0 est la porosité, ¢ est sa moyenne, K est la perméabilité, K est sa moyenne.

La figure (4.4) montre la répartition des valeurs de porosité suivant une loi Normale
centrée en 0.2. L'image a été obtenue par le logiciel Surfer8 comme celle de la
perméabilité.
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Figure 4.4 : Distribution de porosité
La premiere image de la figure (4.4) représente la distribution du champ de porosité
sur le plan XY, la deuxiéme sur le plan XZ et finalement la troisieme sur le plan YZ.
Une fois les champs de porosité et de perméabilité générés, nous sommes en
mesure de réaliser des simulations numériques d’écoulement en introduisant les

valeurs stochastiques du milieu généré dans le fichier d’entrée du code de calcul
SIMUSCOPP, en plus d’autres parameétres définis dans les paragraphes qui suivent.

4.2. Parametres du probleme

L’écoulement dans le milieu décrit ci-dessus est régi par les équations suivantes :

div(pii) + %(piq).si) =0 (4.2)
Kk
V,=- —.grad (pi+pig Z) (4.3)

i
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Dans le cadre de la logique de 'homogénéisation, I'’étude effectuée dans le présent
chapitre correspond a I'’échelle microscopique d’observation. Notons cependant que
cette échelle dite microscopique est celle de Darcy.

4.2.1. Pression capillaire

La courbe de pression capillaire pour le couple gaz-huile a été prise sous forme
d’'une équation empirique de Van Genuchten (1980) :

1-m

o, S, —Swi
Pe(go) =2 %0,09807 x| 1|, swr=22T2" et 1-m=0,389
o)

. o = 1-Swi
: (Sw*)m

Les tensions interfaciales pour les couples gaz-huile et air-eau sont respectivement
Ogo = 0,0312 N/m et ogw = 0,072 N/m (Parker et al, 1987).

Dan cette relation, S est la saturation en eau, Sw* est la saturation dite

w

« effective » en eau, et Swi est la saturation irréductible en eau.

Pression capillaire
0.1

0.08 —=

0.06 \

0.04 -

0.02

0 T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Saturation effective en eau

Figure 4.5 : Courbe de pression capillaire pour le couple huile — gaz

4.2.2. Perméabilité relative

Pour les courbes de perméabilité relative respectivement du gaz et de I'huile, les
deux équations utilisées sont les suivantes :
1
y

2|1
krg :\/57;{1—(5;,);*} |
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avec : Sg*= 5 et B= L=2,57.
1—Swi 1-m

Perméabilités relatives (huile-gaz)

0.35

0.3 !\
0.25

/|
\

\ / —e— Krg
—m— Krog

Krg/Krog

/
\

0.05 -

0 T T 4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

saturation en huile

Figure 4.6 : Courbes de perméabilité relative pour le couple huile — gaz

4.2.3.Les autres parametres

Hormis la perméabilité, la porosité, les pressions capillaires et les perméabilités
relatives, d’autres parametres doivent étre fixés avant de simuler 'écoulement :

- La dispersivité a l'échelle microscopique est prise égale a zéro aussi bien
longitudinalement que transversalement;

- La saturation irréductible en eau est égale a 0.05;

- La saturation en huile critique est égale a zéro;

- La température est de 20T pour toutes les simul ations;

- La masse volumique de I'huile est égale a 1,145 g/cm®.

- Les viscosités dynamiques : celle de I'huile p varie d’'une simulation a l'autre en
prenant les valeurs suivantes : 0.001, 0.01 et 1 cP et celle du deuxiéme fluide est
fixée a 0,01 cP. On a donc 3 valeurs différentes pour le rapport des viscosités z qui

sont 0.1, 1 et 100.
Afin de pouvoir analyser le phénoméne de dispersion dans un intervalle tres large

par rapport aux variations de viscosité, la valeur de 0.001 a été testée, une valeur
qui dépasse les situations réalistes, afin de mieux voir les tendances limites.
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4.2.4. Conditions initiales et conditions aux limites

Le systeme d’équations décrivant I'écoulement réclame une condition initiale en
saturation, des conditions aux limites en saturation et en pression.

La condition initiale est limitée a une saturation en huile nulle dans toutes les
cellules du domaine de sorte que celui-ci ait initialement rempli d’air et d'eau a
saturation irréductible égale a 0.05.

Les conditions aux limites a 'entrée sont :

- Une distribution uniforme du débit d’entrée en huile est imposée. Sa valeur intégrale
est 0.1 m%/jour pour le milieu périodique et 0,05 m*/jjour pour le milieu stochastique;

- Une saturation en gaz constante égale a 0.95.

Les conditions aux limites a la sortie sont :
- la pression a été fixée a 10 bars ;
- la saturation en huile a la sortie est toujours nulle (I'huile n’atteint pas la sortie).

Les conditions aux limites dans les directions X et Y sont :

- la dérivée normale de la pression en huile est nulle (absence d’écoulement
convectif a travers la limite latérale);

- la dérivée normale de la saturation en huile est nulle (absence d’écoulement
capillaire a travers la limite latérale).

Ainsi les seuls échanges entre le milieu étudié et le milieu extérieur se font selon la
direction principale, en Z.

4.3. Solution numérique
4.3.1. Description de la méthode

Le logiciel SIMUSCOPRP utilisé est un code numérique qui permet d’effectuer des
SIMUlations de Sites Contaminés par des Produits Pétroliers et de suivre la
migration des polluants a la fois dans les sols et dans les eaux souterraines. Ce
logiciel a été congu a I'Institut Frangais du Pétrole. Il est issu du logiciel ATHOS
adapté pour la migration des hydrocarbures dans des conditions de gisements
pétroliers (hautes températures, hautes pressions).

Ce code de calcul est un outil d’aide a la décision en matiére d’analyse des risques. |l
permet de prédire le comportement d’'une pollution au cours du temps et intervient
dans le choix de procédés de dépollution et dans l'optimisation de leur mise en
ceuvre.

La discrétisation des équations est effectuée par la méthode de volumes finis en trois
dimensions.

SIMUSCOPP résout un ensemble de couples d’équations de transport contenant les
vitesses de fluides, la pression et la concentration des espéces chimiques dans un
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écoulement polyphasique. Le nombre d’équations a résoudre peut varier en fonction
du cas étudié et des requétes de l'utilisateur.
On a travaillé en repére cartésien avec I'axe Z orienté vers le haut.
La structure de la grille choisie est réguliére.
Le systeme d’unités employées par SIMUSCOPP est :
Les débits sont exprimés en m*/jour ;

- Les pressions en bar ;

- Les masses volumiques englcm®;

- Les viscosités en cP (1 cP = 10° Pa.s) ;

- Les perméabilités en milliDarcy (1 Darcy = 0,987.102 m?).

4.3.2. Saturation en fonction de porosité
Suivant I'analyse du chapitre précédent, la porosité joue le réle important dans le
phénoméne de dispersion du NAPL. Quatre valeurs moyennes de porosité ont été

testées : 0.2, 0.3, 0.4 et 0.5.

La figure (4.8) montre I'évolution de la saturation en NAPL. On voit qu’elle est
sensible aux faibles variations de porosité (0.2 - 0.3).

8 o 8 o K. n 8 o w ¥ v+ 8 o ] o B - 8
SRl i i il il i i i A A i il i i i i
A
1 - 1| - -1 - 1| +
2 - 2 - 2 - 2] -
3 - 3+ - 3 - 3 -
4 - 4 - -4 - 4 -
5 - 51 - 5 - -5 -
Z
6 - 61 - 6 - 6 -
7 - 7 - 7 - 7 -
8 - 8| - -8 - 8 -
o - 9+ - o - o -
0.5 0.5 o5 0.5
(a) (b) (©) (d)

Figure 4.8 : Profils de saturation en NAPL pour différentes valeurs de la porosité moyenne :
(a) 0.2(b) 0.3 (c) 0.4 (d) 0.5
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Ceci peut étre représenté par le graphe ci-dessous en terme de la saturation
homogénéisée a travers des sections horizontales du milieu (Z est vers le haut) :

Saturation moyenne en NAPL

—&— Porosité=0.2 —— Porosité=0.3 Porosité=0.4 Porosité=0.5

Figure 4.9 : Saturation moyenne en plans horizontaux pour différentes valeurs de la porosité moyenne

On voit que la vitesse de propagation de la saturation augmente avec la diminution
de la porosité, ce qui correspond au sens physique du processus.

4.3.3. Saturation en fonction de la perméabilité

Comme dans le cas d’étude de la porosité, quatre essais ont été testés pour la
perméabilité ayant comme valeurs moyennes : 5.5 mDarcy, 55 mDarcy, 0.55 Darcy
et 5.5 Darcy, - afin d’appréhender la sensibilité du logiciel aux variations de la
perméabilité et, par conséquent, son influence sur la migration du polluant.

Comme on pouvait s’y attendre, plus la perméabilité est forte plus la migration du

polluant est rapide et, par la suite, la saturation en NAPL est importante, comme le
montre les deux figures (4.10) et (4.11).
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-9 - 9

(@) —5— )

Figure 4.10 : Profils de saturation en NAPL pour différentes valeurs de perméabilité :
(a) 5.5 Darcy (b) 0.55 Darcy (c) 55 mDarcy (d) 5.5 mDarcy

—&—PM=5.5Darcy = —#—P.M=0.55Darcy
P.M=55mDarcy —><—P.M=5.5mDarcy

Figure 4.11 : Saturation moyenne en plans horizontaux pour différentes valeurs de la perméabilité
moyenne
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4.3.4. Saturation en fonction du rapport de viscosités. Milieu
périodique

Les résultats des simulations (saturation, pression,...) sont stockées pour chaque
bloque et ceci pour tous les pas de temps. Les profils de saturation en NAPL
obtenus, S(z,t), sont trés différents selon les valeurs des viscosités.

Les graphiques ci-dessous sont tous obtenus avec les mémes paramétres et les
mémes conditions aux limites; seul le rapport de viscosités dynamiques varie.

oo oo e 8ol oF+8odos -8
(a) (b) (c)
A
-
-2_
-3_
- Z

Figure 4.12: : Saturation en NAPL pour trois rapports des viscosités
U =01 (a), 1(b), 100 (c) pourt=24H

105



4- Etude numérique du processus a I’échelle microscopique

(a) (b) (c)

Figure 4.13 : Saturation en NAPL pour trois rapports des viscosités

U =0.1(a), 1(b), 100 (c)pour t=7J

Ces figures représentent les 3 cas étudiés :

- Lorsque z=0,1, le phénomene de digitation est mis en évidence : il existe des
zones ou I'huile perce I'air comme un doigt.

- Lorsque =100, le déplacement de I'air par I'huile se rapproche clairement du type
piston.

- Enfin, lorsque z=1, une situation intermédiaire est observable. On n’a pas de
vraies digitations mais pas non plus une interface abrupte entre les deux fluides.
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4.3.5. Evolution de la saturation dans un milieu stochastique

Les simulations avec SIMUSCOPP montrent que les profils de saturation selon le
rapport de viscosités ont qualitativement la méme allure. On présente ci-dessus
I'évolution dans le temps de l'injection du NAPL pour z =0.1.

T T T T T
0.5 0.5 0.5 o5 0.5 0.5 0.5

6h 12h 18h 1J 3] 7] 30J

Figure 4.14 : Profils de saturation en huile dans le temps, U = 0.1

I N -

6 heures 12 heures 18 heures

P

liour 3iours Tiours

107



4- Etude numérique du processus a I’échelle microscopique

Figure 4.15 : Structure du front de déplacement huile-air dans le temps

4.3.6. Profils de saturation macroscopique. Milieu périodique

En raison de l'alternance entre des cellules a forte et a faible perméabilité en milieu
périodique, les résultats numériques sont caractérisés par des « dents de scie » dans
la partie située autour du front de déplacement. Par contre, le comportement de la
saturation moyenne dans chaque section horizontale est monotone en espace,
comme le montrent les figures suivantes obtenues pour différents moments.

Saturation moyenne

4

M —e—SO-1H
@ ﬁ —=—S0-6H
-‘% * o6 SO-12H
E; 049 SO -24
S * = —¥%— S0-2J
b —e— S0-3J
=007 | ——SO-7J
-10 -8 -6 -4 2 0 |——S0-30J
y4

Figure 4.16 : Saturation homogénéisée en X,Y pour différents moments de temps ; [ =0.1

Saturation moyenne

——S0-1h
—— SO-6H
SO-12H
SO-24H
—¥—S0-2J
——S0-3J
—+—SO-7J
——S0-30J

Saturation S

Figure 4.17 : Saturation homogénéisée en X,Y pour différents moments de temps, I =1
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Saturation moyenne

—e—SO-1H
—— SO-6H
SO-12H
SO-24H
—%—S0-2J
i ' —e— S0-3J
—+—S0-7J

-10 -8 -6 -4 -2 0 |——SO0-30J

—

o

oo
!

<)
P

Saturation S
o
~

D
no

Figure 4.18 : Saturation homogénéisée en X,Y pour différents moments de temps, [ =100

Pour les 3 rapports de viscosités, les profils ont des allures similaires.

La distribution de la saturation selon Z est constituée de trois parties: i) « une
rarefaction wave » correspondant a la partie arriere entre les valeurs 0.95 a 0.85 de
saturation ; ii) « la zone de front » qui est celle d’'une variation brusque au voisinage
du front de déplacement et iii) la zone non perturbée devant le front. Une telle
structure de solution est typique pour la solution du probléme de déplacement de
pétrole par I'eau (théorie de Buckley-Leverett). L'absence d’un front discontinu est
déterminée par la dispersion hydrodynamique.

Afin d’étre sar que la dispersion observée ne soit pas d’une origine numérique, nous
avons effectué un test de sensibilité. Le méme probléme a été résolu dans le cas
d’'un milieu homogéne, en conservant I'équivalence en termes de tous les autres
parametres. La dispersion observée dans ce cas est d’origine purement numérique.
La zone de front obtenu a été étalée sur les trois points voisins, tandis qu’en milieu
hétérogene la zone de front s’étale sur les 9-11 points au minimum. Ces résultats
nous ont permis de justifier que le schéma numérique appliqué capturait
essentiellement la dispersion physique.

4.3.7. Profils de saturation macroscopique. Milieu
stochastique

Dans le cas d'un milieu stochastique, la saturation homogénéisée en XY est
présentée sur les graphiques (4.19), (4.20) et (4.21), ci-apres :
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Figure 4.19 : Saturation homogénéisée en X,Y, U =100, t = 7 jours
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Figure 4.20 : Saturation homogénéisée en X,Y, U =1, t = 30 jours
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Figure 4.21 : Saturation homogénéisée en X,Y, 1 =0.1, t = 30 jours
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On voit les particularités suivantes du processus :

- la zone de front est trés raide pour le cas z7=100 ;
- pour =1, la zone de front est dissymétrique, le passage derriére le front

d’'une saturation de 0.95 a 0.7 est beaucoup plus long que celui de 0.7 a 0 devant le
front ;
- lorsque le rapport de viscosité u est égal a 0.1, la zone de front est trés

étalée.

4.3.8. Calcul du coefficient de dispersion

Pour interpréter les résultats des simulations en terme de dispersion, nous
appliguons la méthode proposée dans (Panfilov & Floriat, 2004).

Examinons le modéle homogénéisé obtenu dans le chapitre 2 en négligeant le terme
intégro-différentiel. |l est donné par :

S  oF(S) 9 o)
<¢>§+7=§[D(5)gj (4.4)
F(S)=k,(S)aly)=k,( )%
avec : . dp 2
D(S)=—P€*a()’) 1( )dSC

<¢> la porosité moyenne arithmétique du milieu, S la saturation homogénéisée,
D(S) le coefficient de dispersion [L2.T'1], F(S) une fonction du flux fractionnaire
(fractional flow) et K est la perméabilité effective [m?].

Intégrons selon Z :

a%@s.dzj +[-F(s)+F(s] - )|= _D@_;j i D(g_;j

A l'entrée la saturation en huile est 0.95, alors la perméabilité relative en huile est
proche de 1, ainsi :

Z<0 (4.6)

’
Z=0

F(S)|_, = K const=a =0.0028 (4.7)

(K)

D’autre part, la cellule périodique est représentée par :
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Ki=1

Alors (K)=26.5mD et K =0.075
La perméabilité effective est calculée a partir de la formule suivante (Panfilov, 2000):

oo 260-26)+ w(l -2 +4&2)

2E +w(l1-28)
Sur la cellule représentée par : A
0.5
¢
¢ 1og

Avec: w=K, /K,

De plus, dans la section d’entrée, le fluide est monophasique, donc l'effet de
pénétration d’'une phase dans l'autre n’a pas lieu et le coefficient de dispersion est
nul D(S)|_, =0._,- Au final, on obtient :

(¢) %@ S.de +a—-F(S)]= —D(g—;j (4.8)

alors le coefficient de dispersion est donné sous forme explicite :

a 0
—<¢>at@5.dzj +F(S)-«a

D= = (4.9)

oz

Dans le cas monodimensionnel, le parametre D est un coefficient scalaire
représentant la dispersion longitudinale. On peut donc obtenir les valeurs de D pour
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les différents points de I'espace : D=D(Z). Dés lors, étant donné l'existence de la
fonction S(Z), on peut retrouver la fonction D(S) a partir de D(Z).

Etant donné que les courbes de perméabilités relatives aux fluides entrant et sortant
sont connues, la fonction F(S) est également connue. Pour ce qui est des deux
autres termes, dépendants tous les deux de S, les profils de saturation moyenne en
fonction de Z et les tableaux de valeurs correspondants fournissent les informations
nécessaires.

L’intégration et la différentiation des données de calculs ont été effectuées de fagon
numérique. La dérivée de lintégrale de S est calculée a partir de deux profils de
saturation moyenne pour deux pas de temps consécutifs. La dérivée de S par
rapport a Z est simplement la pente du profil de saturation en fonction de I'abscisse
au point considéré.

4.3.9. Coefficient de dispersion en fonction de saturation

Pour le milieu stochastique, le traitement des résultats produits par le logiciel
SIMUSCOPP nous a permis d’obtenir les profils ci-dessous pour le coefficient de
dispersion longitudinal et ceci pour les 3 rapports de viscosités, durant 30 jours de
déroulement du processus :

12
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0.6 |
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Figure 4.22 : Coefficient de dispersion en fonction de la saturation : U =0.1, t = 30 jours
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Figure 4.23 : Coefficient de dispersion en fonction de la saturation : U =1, t =30 jours
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Figure 4.24 : Coefficient de dispersion en fonction de la saturation : L =100, t = 30 jours

Le coefficient de dispersion a été calculé pour différentes valeurs de saturation, les
graphiques (4.21), (4.22) et (4.23) présentent les cing valeurs importantes qui ont
permis de dessiner le profil du coefficient de dispersion selon chaque rapport de
viscosités.

Durant le traitement des résultats, on a remarqué que pour certaines valeurs de
saturation (comprises entre 0 et 0.1), le coefficient de dispersion est négatif,
caractéristigue du phénomeéne d’anti-dispersion [Panfilov & Floriat, 2004]. Celui-ci
tend a séparer un mélange homogéne mais instable de plusieurs composants en
plusieurs sous domaines stables dont chacun est constitué d’un seul composant,
opération contraire a celle du phénomene de diffusion qui tend a homogénéiser un
mélange.

4.3.10. Comparaison avec la théorie

En suivant I'objectif de ce chapitre on a comparé les résultats de simulations avec les
résultats analytiques obtenus par homogénéisation de I'équation de Richards.

Aprés avoir réalisé les simulations numériques et effectué leurs analyses, il est
intéressant de comparer ces résultats de simulations avec les résultats analytiques
obtenus par ’lhomogénéisation de I'équation de Richards.

Sur les graphiques suivants les courbes calculées de la dispersion longitudinale sont
comparées avec celles obtenues par homogénéisation.
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Figure 4.25 : Coefficient de dispersion : [ =0.1, t=1 jour
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Figure 4.26 : Coefficient de dispersion : =1, t=1 jour
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Figure 4.27 : Coefficient de dispersion : [ =100, t=1 jour
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Les profils du coefficient de dispersion donnent les mémes allures, ceux calculés a
partir de 'homogénéisation et ceux obtenus par simulation, alors les simulations
numeériques confirment notre théorie.

Le phénomene de dispersion est beaucoup plus faible lorsque la valeur de viscosité
augmente. C’est ce que nos figures confirment en montrant que le phénoméne de
dispersion est trés faible pour un rapport de viscosité de 100. En effet, ce cas est
connu comme trés stable hydrodynamiquement, ainsi le front initial de déplacement
reste pratiquement non déformé, ce qui explique une tres faible dispersion.

Cette étude montre que le coefficient de dispersion diphasique est une fonction non-
linéaire de la saturation et du rapport de viscosités.

4.3.11. Relation entre D(S) et dF/dS

Dans le but de confirmer les résultats de I'étude théorique obtenus dans le chapitre
2, on s’intéresse a verifier pour notre étude la similarité entre I'allure des profils de
D(S) et la fonction dF/dS dans le cas ou les forces capillaires sont négligeables. On
présente ici uniqguement le cas périodique. Pour le milieu stochastique, I'allure des
courbes obtenues par simulation directe est moins conforme aux attentes issues de
la théorie. Les graphiques (4.27), (4.28) et (4.29) exposés dans ce paragraphe
présentent a chaque fois une superposition des fonctions D(S) et dF/dS. Ces deux
fonctions sont réduites (les valeurs de D(S) et de dF/dS sont divisées par leur valeur
maximale respective afin de rentrer dans l'intervalle compris entre 0 et 1 : valeur
réduite).

Dans le cas d’un rapport de viscosités de 0.1, on obtient :

Comparaison entre D(S) et dF/dS

1

0.8 /\

0.6

0.4 - \\/‘

0.2
0 e ‘ ‘ ‘ ‘

S

|—e—D(S) réduit —m—dF/dS réduit |

Figure 4.28 : Comparaison entre D(S) et la fonction dF/dS pour U =0.1, t=1 jour
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Lorsque le rapport de viscosité est égal a 1, le résultat est le suivant :

Comparaison entre D(S) et dF/dS
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Figure 4.29 : Comparaison entre D(S) et la fonction dF/dS pour U =1, t=1 jour

Quand le rapport de viscosité est égal a 100, on obtient :

Comparaison entre D(S) et dF/dS
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Figure 4.30 : Comparaison entre D(S) et la fonction dF/dS pour [ =100, t=1 jour.

Pour les trois rapports de viscosités, les deux fonctions D(S) et dF/dS ont été
comparées en calculant leurs valeurs par rapport a la saturation. Cing valeurs sont
présentées, pour 1z =0.1 (figure 4.27) et £=100 (figure 4.29). Les profils de ces deux

117



4- Etude numérique du processus a I’échelle microscopique

fonctions ont pratiquement les mémes allures. Pour u=1 (figure 4.28), la

comparaison n’est pas trop satisfaisante, la courbe de la fonction dF/dS est décalée
par rapport a celle de la fonction D(S).

Ces données numériques confirment le résultat théorique, suivant lequel la
dispersion hydrodynamique est proportionnelle a la dérivée dF/dS dans le cas sans
forces capillaires.

4.3.12. Conclusions

Dans le but de confirmer les résultats de I'étude théorique obtenus dans le chapitre
2, des simulations numériques a I'’échelle microscopique ont été effectuées a l'aide
d’'une méthode des volumes finis (simulateur SIMUSCOPP) aussi bien pour le milieu
périodiqgue que pour le milieu stochastique stationnaire. Les résultats obtenus
montrent que :

1. Les simulations ont révélé une correspondance satisfaisante avec les résultats
théoriques en termes de comportement du coefficient de la dispersion
longitudinal. L’ordre de grandeur et méme le caractére qualitatif de la
dispersion en fonction de la saturation sont proches de ceux obtenus par
simulations numériques.

2. Cette étude montre que le coefficient de dispersion diphasique est une
fonction non linéaire de la saturation et du rapport de viscosités.

3. Le phénomene de dispersion est beaucoup plus faible lorsque le rapport de
viscosité augmente. En effet, ce cas est connu comme étant trés stable
hydrodynamiquement. Ainsi le front initial de déplacement reste pratiquement
non déformé, donc [linterpénetration entre les deux phases est non
observable, ce qui explique la dispersion trés faible.

4. Les profils du coefficient de dispersion en fonction de la saturation
correspondent assez bien aux attentes basées sur I'étude théorique. Les
résultats sont en bon accord qualitatif avec les courbes de la dérivée de la
fonction F par rapport a la saturation, issues de la théorie.
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Conclusion

L’objectif de cette thése était d’étudier le phénomene de dispersion hydrodynamique
sous les effets des forces capillaires et gravitaires et plus précisément d’identifier le
tenseur de dispersion pour un écoulement dit non saturé, modélisé par I'équation de
Richards qui représente une équation différentielle de convection-diffusion non
linéaire. Dans les recherches précédentes, la dispersion dans I'écoulement de
Richards n’a pas été étudiée. Cependant dans certains travaux, on a analysé la
dispersion d’'un écoulement diphasique décrite par un systéme d’équations de type
convection non linéaire (modéle de Buckley-Leverett). Ces travaux ont été consacrés
uniqguement au processus sans forces capillaires. Ainsi un des objectifs de la thése
présente était d’étudier I'influence de la capillarité sur la dispersion hydrodynamique.

Du point de vue mathématique, il s’agissait d’homogénéiser I'équation de Richards a
travers un milieu hétérogene, afin de capturer la dispersion dans les équations
macroscopiques de I'écoulement. L'effet de la dispersion hydrodynamique étant
généré par les termes convectifs, le choix du nombre de Peclet (ou le nombre
capillaire) est important : il doit étre assez élevé et en méme temps il ne peut pas
dépasser une certaine limite, afin de ne pas éliminer tout influence des forces
capillaires. Ainsi, on a étudié une équation de diffusion-convection avec une
dominance du terme convectif.

L’ordre de grandeur de l'effet de dispersion étant inférieur au terme convectif, alors
afin d’identifier la dispersion, il fallait construire un modéle homogénéisé du premier
ordre, incluant la premiere approximation des développements asymptotiques.

Le phénomeéne de dispersion a été mis en évidence dans tous les cas étudiés, aussi
bien pour le milieu périodiqgue que pour le milieu stochastique stationnaire. Les
résultats obtenus sont :

1) Pour un écoulement non saturé pseudo-triphasique décrit par I'équation
différentielle de Richards en milieux hétérogéne, on a obtenu le modéle
macroscopique a l'aide de la méthode d’homogénéisation par développement
asymptotigue a deux échelles. Par rapport au modéle initial, le modele
macroscopique obtenue inclut un nouvel effet physique de dispersion
hydrodynamique non linéaire décrit en terme d’une diffusion tensorielle,
fonction de la vitesse d’écoulement.

2) Pour le tenseur de dispersion, on a obtenu la description fermée en termes
d’une suite de problémes cellulaires.

3) On a montré que pour un écoulement non saturé, le tenseur de dispersion est
déterminé par deux effets physiques: i) la gravité qui détermine
essentiellement la dispersion longitudinale, et ii) la capillarité qui a son tour
détermine entiérement la dispersivité transversale et qui contribue a la
dispersivité longitudinale.

4) Le tenseur de dispersion est non symétrique et donc non défini positif.
5) On a montré que dans le cas général le tenseur de dispersion est non local en

espace, c'est-a-dire, il dépend de coordonnées spatiales macroscopiques.
Dans le cas sans capillarité il devient totalement localisé. Dans le cas avec
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capillarité, nous avons proposé une méthode de localisation approximative du
tenseur de dispersion, en « gelant » un facteur variable devant le terme diffusif
dans le probléme cellulaire.

6) Dans le cas ou la capillarité est négligeable, la dispersivité transversale est
nulle. Ainsi dans un écoulement non saturé sans capillarité, la force de gravité
seule est incapable de créer un étalement latéral du fluide a cause des
hétérogénéités.

7) Dans le cas sans capillarité, la dispersivité d’'un écoulement non saturé dans
un milieu a double porosité a été déterminée analytiquement et comparée
avec celle numérique a des valeurs différentes de porosité et perméabilité.
Une correspondance satisfaisante a été établie.

8) Les solutions des problemes cellulaires sont obtenues numériquement en
utilisant la méthode des éléments finis (simulateur FEMLAB).

9) Les simulations numériques a I'échelle microscopique ont été effectuées a
laide d’'une méthode de volumes finis (simulateur SIMUSCOPP). Ces
simulations ont révélé une correspondance satisfaisante avec les résultats
théoriques en termes de comportement du coefficient de la dispersion
longitudinal. L’ordre de grandeur et méme le caractére qualitatif de la
dispersion en fonction de la saturation sont proches de ceux obtenus par
simulations numériques.

10) La dispersivité d’un écoulement non saturé se manifeste sous forme de la
somme de deux termes, I'un d’eux étant déterminé par la gravité (dispersivité
gravitaire), l'autre par la capillarité (disprersivité capillaire). La dispersivité
capillaire augmente avec le rapport de perméabilités, tandis que la dispersivité
gravitaire dépend des deux parameétres; la perméabilité et la porosité.

11) Les profils du coefficient de dispersion en fonction de la saturation
correspondent assez bien aux attentes basées sur I'étude théorique. Les
résultats sont en bon accord qualitatif avec les courbes de la dérivée de la
fonction F par rapport a la saturation, issues de la théorie.

12) Le phénomeéne de dispersion hydrodynamique se manifeste non seulement
par la dissipation de linterface entre les phases mais aussi avec une
modification dans le terme convective ce qui coincide avec les résultats déja
obtenus par (Glimm et al, 1998). Cette modification est exprimée par
'apparition du correcteur A,, causé par la non-périodicité et la non-

stationnarité du champ de vitesse. Le terme A,, s’annule dans le cas
monodimensionnel.

13)L’homogénéisation de I'équation de Richards a amené a l'apparition d’un
terme supplémentaire dans le modéle macroscopique, décrit par un opérateur
intégro-différentiel et déterminant un effet de longue mémoire. On a montré
que l'apparition de la mémoire est causée uniquement par le terme convectif
dans l'équation de Richards, plus précisément - par une particularité
spécifique de cette équation. Cette particularité consiste a ce que la vitesse de
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convection ne soit pas conservative. Cette propriété conduit a I'apparition de
la loi constitutive non traditionnelle, qui devient non locale.

On a montré que le terme integro-différentiel s’annule lorsque les forces
capillaires sont dominantes.
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NAPL

DNAPL

LNAPL

Coefficient de dispersion

Fonction de distribution des phases (ou « fractional flow »)

Accélération de la pesanteur

Charge hydraulique

Conductivité hydraulique
Perméabilité intrinseque
Perméabilité relative

Perméabilité effective

Pression

Pression capillaire

Saturation en fluide du milieu poreux
Vitesse réelle du fluide

Vitesse de Darcy du fluide

Cote du point considéré

fraction volumique de bloques dans une cellule
Viscosité dynamique

Masse volumique

Porosité

Moyenne

Temps

Temps adimensionnel
Dispersivité transversale
Dispersivité longitudinale
Nombre de Peclet

Flux

Echelle d’hétérogénéité

Inverse d’échelle d’heterogeneité

Fonction cellulaire

Symbole de kronecker

Non Aqueous Phase Liquid
Dense Non Aqueous Phase Liquid

Light Non Aqueous Phase Liqud
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