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Chapitre 1

Introduction

De nombreux problémes issus de la physique, de la biologie, de la mécanique, etc.
sont modélisés par des systemes d’équations associés a des opérateurs différentiels, dans
de domaines géométriques qui varient (domaines en mouvement), ou qui sont des incon-
nues du probleme. Quelquefois, la variation de la géométrie est réguliere, i.e. donnée par
un champ de vecteurs régulier, et d’autres fois, cette variation peut changer la topologie
du domaine géométrique : creation de trous, changement de dimension. Des exemples
de ce type de problemes sont présents dans divers secteurs industriels : I’aéronautique
(la reduction de la trainée, 'amelioration de la portance), 'automobile (le dimensionne-
ment de pieces mécaniques, 'optimisation d"un aimant inclus dans le systéme d’injec-
tion), la mécanique de structures (le calcul de structures composites optimales), I'image-
rie médicale (I'identification de tumeurs)... Pour plus d’examples, ainsi que pour plus de
détails nous referons a [42], [15],[44], [57],[65].

La caractéristique de base de ces problemes est que les objets recherchés dans le pro-
cessus d’optimisation sont des formes (des domaines de R"), au lieu de fonctions, comme
c’est souvent le cas dans le calcul des variations. Pour certains problémes, cette contrainte
implique la non existence de solution. Ceci peut étre remédiée soit en imposant des res-
trictions d’ordre géométrique a la classe des domaines admissible, soit en permettant des
formes généralisées, et dans ce cas on est amené a introduire une formulation relaxé ap-
propriée du probléme. Du point de vue théorique, la relaxation est aussi un outil utilisé
pour prouver l'existence d’une solution classique. L'idee est la suivante : si on ne réussit
pas a prouver l'existence d'un domaine optimal par des techniques classiques du calcul
de variations, alors on étend le probléme dans un cadre relaxé, pour lequel l'existence
d’un “objet” optimal sera obtenue sans difficultés. Ensuite, il faut démontrer que cet objet
est un domaine classique.

Pour la simulation numérique de ces problémes, les méthodes classique telles que
les méthodes de variation de frontiere continuent a étre utilisées. Celles-ci sont souvent
liées a des méthodes de type gradient basées sur la dérivée de forme. Ces méthodes com-
portent des inconvénients parmi lesquels on peut citer I'absence de changement de topo-
logie (apparition de trous, rupture de connexité, ...). De nouvelles méthodes plus souples
mais ne remédiant pas & tous les inconvénients cités se sont développés comme "level
set”, Fast Matching, etc. La frontiére de la forme cherchée est représenté par une ligne de

niveau d’une fonction . L'évolution de cette ligne de niveau permet alors la capture de
3



la forme. Un des avantages principaux de ces méthodes est la suppression du remaillage
dans le processus d'iteration. D’autre méthodes comme le gradient topologique combine
les avantages d’'une méthode de descente avec la possibilité de changer de topologie.

Toutes les méthodes citées plus haut font intervenir le gradient de la fonctionnelle a
minimiser. L'optimisation peut étre entreprise aussi avec des méthodes qui ne nécessitent
pas le gradient de la fonctionnelle : les algorithmes évolutionnaires, qui sont basés sur
la théorie de la selection naturelle. Contrairement aux algorithmes de type gradient qui
peuvent converger vers des minima locaux, les algorithmes évolutionnaires peuvent les
éviter. L'inconvenient de ces méthodes est qu'il faut évaluer la fonction coiit un grand
nombre de fois, et donc le temps de calcul devient assez important. L'originalité de notre
contribution est la méthode de représentation des formes.

L'objet de ce travail de these est1’étude théorique et numérique des quelques problémes
relevants de 1'analyse et de la modélisation de forme. Les problémes considérés sont is-
sus d’applications modernes comme la modélisation de décollement de membrane par
mouvements minimisants, des inégalités isopérimetriques et de traitement d'image. En
particulier nous nous intéressons a I'implementation des algorithmes les plus appropriés
pour résoudre de tels problémes.

La these est divisée en quatre chapitres.

Dans le chapitre I1, intitulé “Outils théoriques en optimisation de formes”, on présente
le contexte d’un probléme d’optimisation de forme. C’est un rappel des différentes no-
tions pre-requises pour résoudre un probléme d’optimisation de forme telles que les to-
pologies sur les domaines de R¥, la continuité par rapport au domaine pour le probleme
de Dirichlet, la capacité et finalement les propriétés géométriques de I'optimum.

Au chapitre III, intitulé “La valeur propre de conductivité”, on étudie les valeurs
propres du Laplacien, considéré dans un ouvert de mesure finie, avec conditions aux
bord de type conductivité, i.e. constantes localement ou globalement, avec constantes
libres. Cet opérateur intervient dans le processus de détection de défauts par mesures
au bord [35] et a fait l'objet d"une premiére analyse en [38], dans le cadre globalement
constant. Nous étudions des propriétés qualitatives des valeurs propres en relation avec
la géométrie, des inégalités isopérimetriques générales par réarrangement et/ou
I-convergence, et nous implémentons un algorithme génétique pour déterminer les formes
minimisantes pour les valeurs propres d’ordre petit, & mesure constante. La génération
des formes que nous proposons est basée sur les niveaux des séries de Fourier tronquées,
controlées par les coefficients.

Le chapitre IV, intitulé “Simulation numérique du décollement d’une membrane”,
contient un étude numérique du processus de décollement d'une membrane adhésive
soumise 2 une force dépendante du temps. Notre travail est basé sur les modeles pro-
posés dans [16] par Bucur , Buttazzo et Lux. Le processus de décollement de la membrane
est étudié dans le cadre de mouvements minimisants. Suivant la distance de dissipation
( I'énergie dépensé pour le décollement de la membrane) on est amené a étudier deux
modeles : évolution de domaines et évolution de mesures. Notre travail consiste dans
l'étude numérique de ces modeles. Dans un premier temps on propose des algorithmes
locaux décrivant la deformation locale de la membrane. Il s’agit des méthodes de gradient

pour l'evolution des mesures et des méthodes de lignes de niveaux basées sur la dérivée
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par rapport au domaine pour I'évolution de domaines. Les résultats qu’on obtient dans ce
cas ne sont pas loin de la réalité dans le sens que, la membrane reste dans un état metas-
table avant d’accumuler suffisamment d’énergie pour sauter les barrieres d’énergie. Dans
un deuxiéme temps, pour échapper aux minimums locaux on fait appel aux algorithmes
basés sur des mécanismes stochastiques : les strategies évolutionnaires.

Dans le chapitre V, intitulé “Etude numérique de problémes de localisation optimale”,
on s’intéresse a 'analyse numérique de différents problémes de localisation optimale.
Le premier probleme étudié est le probleme du choix optimal des pixels d’appui pour
l'interpolation d’image. L'idée est d’extraire l'essentiel de 1'image, c’est & dire les pixels
les plus “importants” (par exemple 10%) et d'interpoler les autres en utilisant une EDP
appropriée. Dans ce contexte, deux questions fondamentales se posent :

— quelle est 'EDP la plus adaptée pour ce but;

- comment on peut trouver les “bons” pixels qui donnent la meilleure reconstruction.

Un autre probléme d’optimisation de forme étudié dans ce chapitre est la minimi-
sation de la compliance. Etant donné un nombre n € N, et 7, > 0 on doit chercher
la localisation optimale de n boules (B(z;,7y))i=1,...n) qui minimisent la compliance sur
Q\ UL, B(w;, ;). Il a été conjecturé par G. Buttazzo, que pour « petit, la distribution opti-
male de disques est donnée par les sommets d'un pavage de triangles équilatéraux (voir
[19]). En utilisant un algorithme basé sur la dérivée topologique, ansi que la méthode de
recuit simulé on retrouve une justification numérique de cette conjecture.

Le dernier probleme étudié est la maximisation de la premiere valeur propre du Lapla-
cien dans un domaine simplement connexe qui contient N trous circulaires, chacune de
rayon e << 1. On considere des conditions de type Neumann sur la frontiére du domaine
et des conditions de type Dirichlet sur le bord du N trous. Pour ce probléme, la dérivée
topologique ne fonctionne pas et les résultats présentés sont obtenus avec la méthode du
recuit simulé.






Chapitre 2

Outils théoriques en optimisation de
formes

Ce chapitre est destiné a rappeler les outils théoriques d'un probleme d’optimisation
de forme. Nous en profiterons aussi pour définir certaines notions et les notations utilisées
par la suite de cette these.

En général, un probléme d’optimisation de formes s’écrit sous la forme

min J(Q2) (2.0.1)

QeUyq

ott Uy est un ensemble de parties (domaines) de RY, appelé ensemble de domaines ad-
missibles et J est une fonctionnelle définie sur U,4 & valeurs dans R.

Par la suite on va briévement presenter les ingrédients principaux pour 1'étude d’un
tel probléme : topologies sur les domaines de R", continuité par rapport au domaine pour
le probléme de Dirichlet, capacité et finalement les propriétés géométriques de I'optimum
ot1 on s'arréte sur la symétrisation de Schwarz. Pour plus de détails sur les résultats rap-
pelés ici, on renvoie a [42], [66], [30], [2],[57].

2.1 Topologies sur les domaines de R"

2.1.1 Topologie “char”

Soit D un ouvert, borné de R".
Onnote X := {M C D, M mesurable par rapport a la mesure de Lebesque}.

Définition 2.1.1 Soient M,, M, € X. La distance char sur X est définie par
dchar(MlyMZ) = / |1M1 - 1Mz|d‘r
D

1, sizeM

ot 1 : D — R est la fonction caractéristique, 1p(z) = { 0 size D\ M

7



Remarque 2.1.2 On note que desor n'est pas une vrai distance,, car il existe deux ensemble,
M, et My, My # M, tels que depgr (M, Mz) = 0. A voir I'exemple ci dessous (Figure 2.1)
dans lequel 1, = 1y, presque partout (M et M, different par un ensemble de mesure
négligeable).

M1 M2

FIG. 2.1 - Exemple pour la convergence dcpar

Pour corriger ce défaut on introduit une relation d’équivalence sur X. On dit que
MiRM; si 1y, = lu, presque partout. Par conséquent d.her devient une distance sur
I’espace quotient X/R.

Remarque 2.1.3 L'espace (X, dcher) n'est pas compact.

Pour vérifier cette affirmation, il suffit de trouver une suite d’ensemble M, et montrer
que il n’existe pas une sous suite (M,,) qui converge vers un ensemble M € X, pour la
distance dgpar-

Soit My = 1, (2 2117 On suppose que (X, denar) €St compact et on veut montrer que

2n’ 2n

il existe une sous suite (M, ) et un ensemble M € X tel que 1y, —I' 1,7. On note que
1p, —  faiblement dans L?. Il résulte que

1
/ Ly dds — | Z¢dz.
[0,1] [0.1] 2

2
Si [ |1y, — 1y|dz — 0 il résulte que [ 11ar, — 1p|*dz — 0, cest-a-dire 1p, L, 14 Par
conséquent, 1); = 1 ce qui est une contradiction.

Proposition 2.1.4 Si (A,) et A sont des parties mesurables de D telles que 14, — 14 faiblement
dans L' (D), alors pour tout p € [1,00[ on a 14, — 14 fortement dans LP(D).

Preuve On sait quesi f, = f alors f, 2, f sietseulementsi || fr [l.2—1| f ||z2-
Sila4, — 14 faiblement dans L?(D) alors pour tout ¢ € L*(D) ona

/D 14, ¢dz —> /D 1¢dz. 2.1.1)

Soit ¢ = 1. En remplagant dans (2.1.1) on obtient Jpla, - ldz — Jp1a - 1dz, ce qui
est équivalent & [ 1% dz — [, 1%dz. On a obtenu la convergence forte en L*(D), qui
implique aussi la convergence en L'(D). En effet, si |14, — 1 Al #0alors |14, —14] =1,
ce qui est en contradiction avec la convergence en L*(D). De la méme fagon on obtient la

convergence en LP(D).
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Pour démontrer 1’existence de la solution dans un probléme d’optimisation de formes,
une propriété de compacité de la suite minimisante pour la topologie considérée est
nécessaire. Nous allons voir que supposer le périmétre borné uniformément apporte une
propriété de compacité.

Définition 2.1.5 Soit D un ensemble ouvert de RN et M C D un ensemble mesurable. On
appelle le périmetre généralise (ou périmetre De Giorgi) de M dans D le nombre

Pp(M) = sup{/ divVdz| V € C2(D,RY), [IV]|e < 1}. (2.1.2)
M

Remarque 2.1.6 Sionsuppose D = R" et M est un ouvert régulier, alors Pg~ (M) = |0M|.
En effet, en appliquant la formule de Green et en tenant compte du fait que sur la frontiere
V(z) = n(z) ol n est la normale extérieure on obtient

BY (M) = sup /M divV = sup /a y Vndo = /6 y do = |0M]|.

VeCg (RM),|[V]I<1 VeCg®RN),|[V|I<1

Si D # RY alors on distingue deux situation. Dans le cas ot M C D alors on a
Pp(M) = PY(D). Dans le cas contraire, c’est-a-dire, 9M N dD # 0, alors on a Pp(M) =
|OM|\ |8M NoD|.

char

Proposition 2.1.7 Soit D un ouvert borné et (A,,), A des parties mesurables de D. Si A, — A,
alors

1. |A| = limn—co |Aul;
2. Pp(A) < liminfa—.co Pp(An).

Preuve La premiére égalité est évidentecar 1,4, £ 4-On va montrer la semi-continuité
inférieure du périmetre. Soit V € C®(D,R"). En prenant V' comme fonction test pour
la convergence char de A, vers A on obtient | pladivVdr — f p ladivVdz, ce qui
est équivalent a [, divVdr = lim, .o f, divVdz. De la définition du périmetre on a
| 4, divVdz < supy i) 4, AV = Pp(A,). On a obtenu

/A divVdz < Pp(Ay).
ce qui implique en passant a la limite
/A divV’ < lim inf Pp(A,).
En prenant le supremum dans le membre de gauche il résulte
Pp(4) < lim inf Pp(A,).

Le théoréme qui nous fournit un résultat de compacité sous ’hypothese de contraintes

sur le périmetre est le suivant.
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Théoréme 2.1.8 Soit D un ouvert borné, Lipschitz (réguliere), et (A,), une suite de parties
mesurables de D. On suppose qu’il existe c tel que

vn € N Pp(4,) <ec.

char

Alors, il existe une sous suite (Ap, )i, et il existe un ensemble A mesurable, A C D tel que A,, —
Aet }20(14) <c

2.1.2 Latopologie de Hausdorff
Soit D un ouvert borné de RY.
Définition 2.1.9 Soit K, et K, deux fermés de D. La distance de Hausdorff est définie par

dy (K1, K3) = sup |d(z, K;) — d(z, K3)|, ott d(z, K) = Héill(ld(.’lt,y). (2.1.3)
y

zeRN

Deux exemples sont présentés graphiquement dans la figure 2.2 :

FIG. 2.2 — Distance de Hausdorff

On peut aussi définir la distance de Hausdorff par

dy (K1, Ky) = inf{a > 0,K, C K{'etK; C K§} = sup |d(z,K)) —d(z,K3)|, (2.14)

reK1UK>
ol1 on a noté avec K* = U,k B(z, ). La premiere égalité provient du fait que

(K2 C K}) <= sup d(z, K1) < .
€Ky

Remarque 2.1.10 On note que la fonction d(, K) : D — R est une fonction Lipschit-
zienne , avec la constante de Lipschitz égale a 1, c’est-a-dire
ld(z, K) = d(y, K)| < ||z — y|| Vz,y € D.
10



Soitz€ K.Ona
|z — 2| < ||z —yll + |y — 2| (2.1.5)

En prenant I'infimum en z dans (2.1.5), on obtient d(z, K) < ||z — y|| + d(y, K), d’oix
|d(z, K) — d(y, K)| < llz — yl. (2.1.6)
Théoreme 2.1.11 Si F = {F C D, F fermé} alors (F,dy) est un espace métrique compact.

Preuve Soit (K,), une suite de F. Il faut démontrer qu’il existe une sous suite conver-
gente pour la métrique dy. D’apres la remarque 2.1.10 on a que la famille des fonc-
tions d(:, K,,) : D — R est équicontinue. En plus, il existe M = diamD tel que V z €
D |d(zx, K,;)| < M. Du théoréme de Ascoli-Arzela il résulte que, il existe une sous suite
dg, (z) := d(z, K,) telle que dg,, — f uniformément dans D, ot1 f : D — R est continue.
Il reste & démontrer qu'il existe un ensemble K € F tel que f = dg.

Soit K = f~1({0}). Comme {0} est un ensemble fermé et f est continue il résulte que
’ensemble K est fermé. Dans un premier temps on va montrer que d(z, K) > f(z).

Soit z € D etsoity € K tel que d(z, K) = ||z — y||. Comme y € K il résulte f(y) =0 et
par conséquent dg., (y) — 0(= f(y))- Soit y, une suite minimisante dans l'expression de
dk, (y), ce qui implique ||y, — y|| — 0.Ona

d(z,K) = ||z —y|| = lim ||z — yn|| > limsupd(z, K,,) = f(z).

n——oo

Par conséquent d(z, K) > f(z). Par la suite on va démontrer l'inégalité inverse, f(z) >
d(z, K). Pour cela, soit z, € K, tel que dk,(z) = ||z — z,||. Comme D est compact et
(2,) € D il existe une sous suite , encore notée (z,) telle que z, — 2, 2 € D. En tenant
compte de dx, (z,) = 0 (2, € K,), 2n — z et dg, — f, il résulte que f(z) = 0 et par
conséquent z € K. Donc, d’une part on a que dk, = ||z — z|| — ||z — 2|| et d"autre part
dk,(z) — f(z), ce quiimplique f(z) = ||z — 2||. Mais z € K, donc ||z — 2|| > d(z, k). Par
conséquent f(z) > d(z, K).

Comme la distance de Hausdorff est trés utilisée dans I'optimisation de formes, on va
donner par la suite quelques propriétés de celle-ci.

Convergence de Hausdorff pour les fermés

— Une suite décroissante de fermés non vides converge vers son intersection ;

— Une suite croissante de fermés non vides inclus dans D converge vers la fermeture
de sa réunion;

- Si K} et K2 sont deux suites telles que K} C K2, K, 2, K et K2 L Ko, alors
Ky C Ks;

- Si K, est une suite connexe et K, LN e , alors K est connexe.

Convergence de Hausdorff complémentaire pour les ouverts

Remarque 2.1.12 Soient Q; = B(0,1) et Q; = B(0,1) \ {0 x [0,1]} comme dans la figure
2.3. On note que dg(Q1,8) = 0.
11



FiG. 2.3 -

Par conséquent, pour les ouverts, on va introduire a présent la distance de Hausdorff
complémentaire.

Définition 2.1.13 Soit D un ouvert borné de RY et Q;,Qy C D deux ensembles ouverts. La
distance de Hausdorff complémentaire est définie par

die (1, Q) = dy(D\ 1, D\ Q). (2.1.7)

Parmi les propriétés de la convergence de Hausdorff complémentaire on rappelle :

— Une suite croissante d’ouverts inclus dans D converge au sens de Hausdorff complémentaire
vers sa réunion ;

— Une suite décroissante d’ouverts converge en Hausdorff complémentaire vers l'intérieur
de l'intersection de tous les ouverts;

~ Si Q! et N2 sont deux suites telles que Q) C Q32, Q) et 2 25 Q,, alors
0 C Q.

— La connexité n’est pas préserve.

0 O O

FIG. 2.4 — Connexité pour H®

Proposition 2.1.14 Soit D un ouvert borné de RY et soit Q, C D une suite d’ouverts qui
converge au sens de Hausdorff complémentaire vers Vouvert Q2 C D. Soit x € 99, alors il existe
une suite de points x, avec T, € 0, qui converge vers I.

Preuve Soit z € Q. On suppose par l'absurde que d(z, 0Q,) > 0. Alors il existe § > 0
et il existe une sous suite Q,, tels que B(z,d) N 00y, = (. Par conséquent, B(z,8) €
Q, ou B(z,6) C D\ Qy,. Par stabilité de l'inclusion pour la convergence de Hausdorff
complémentaire, il résulte que B(z,6) C Q ou B(z,6) C D\ £, ce qui esten contradiction
avec zr € 90.

Proposition 2.1.15 Soit D un ouvert borné de RN et soit Q, C D une suite d’ouverts qui
converge au sens de Hausdorff complémentaire vers 'ouvert Q@ C D. 5i K est un compact in-
clus dans Q, K cC Qalors il existe n(K) tel que pour tout n > n(K) ona K CC Q.

12



Preuve Ona .
Q5 06D\ 5 D\Q e dpg, — dpg

uniformément dans D. Soit § = mingex d(z, D \ Q) > 0. Grace a la convergence uniforme
on a que il existe n(K) tel que sup, .5 |dp\o, — dp\al <
Soit x € K. Alors

o

N o

dp\a(T) — dp\a, () < 5.

Finalement, on obtient § — g < d’ﬁ\gn, donc K C ,,.

Les deux résultats suivants donnent la liaison entre la convergence en Hausdorff complémentaire
et la convergence char.

Proposition 2.1.16 Soit D un ouvert borné de RY et soit Q, C D une suite d’ouverts qui
converge au sens de Hausdorff complémentaire vers l'ouvert Q C D. Alors :

1. 1q < liminf, . lq,, presque partout;

2. |9 < liminf,— . |-

Preuve 1) Soit K CC Q. Suite a la proposition 2.1.15 a partir d'un rang n(K), K CC §1;.
Par conséquent, & partir de ce rang on a 1x < lg,. On passant a la limite on obtient

1 < liminf 1q,
n—>o0

presque partout. Soit (K.). une suite croissante de compacts telle que UK, = €2. Comme
1k, < liminf, . 1q, et K A, UK, = Qil résulte 1o < liminf,,_, 1, presque partout.

2)Ona
/1Q§/liminf19n.
D D n——o0

On applique le lemme de Fatou eton obtient f pla < lim inf, .o f 4 la,, cequi est équivalent
a |Q| < liminf, o [l

Proposition 2.1.17 Soit D un ouvert borné de RV et soit Q, C D une suite d’ouverts qui
converge au sens de Hausdorff complémentaire vers l'ouvert Q@ C D. Alors :

lo, 2510 <= [Qa] — 9.
Preuve ”=" évidente.

”&" On suppose que |0,] — || et 2y, .
Soit K CC Q. Suite a la proposition 2.1.15 a partir d'un rang n(K), K CC Q. Alors

/ |1Qn - lgldx = / Ilgn — ].QldCII + / I].Qn — 1Q|d.'13 < / 1g,dz +/ ladx
D K D\K D\K D\K

=10, \ K| = |Q — K| = Q] — |K| + |9 - | K].
13



On passe a la limite et on obtient
limsup/ g, — 1oldz < 2(19| — |K)). (2.1.8)
n—soo JD

On choisi une suite (K},) telle que K, C Kj4+1 et UK, = €. Par consquent on a
1] — |Kn| — 0. (2.1.9)

On a obtenu
iimsup [ 1o, — lalds < 2(0) - |K4)
D

n—oo

qui avec (2.1.8) et (2.1.9) impliquent en faisant h — oo

limsup/ |1, — la|dz = 0.
D

n—m-~a:oo

Ces derniéres résultats montrent que, entre la convergence de Hausdorf, la convergence
de Hausdorff complémentaire et la convergence char, il existe des relations, mais aucune
des ces trois notions de convergence n'implique 1'une des deux autres. On va voir ceci sur
un exemple (cf. [42]).

Exemple 2.1.18 Soient
Q= {(z,y) €[0,3]%,0 <z < 3,0 < y< 2+ sin(nz)}
K= ¢
Q:=]0,3[x]0,1], K = Q°,

comme dans la figure 2.1.2. Alors 2, A Q car dy(K,, K) = 0. En effet, comme K,, C K
il résulte d(x, K) = 0 Vz € K, et pour toutz € K ona d(z, K,) < Z.
La suite §2,, ne converge pas vers {2 pour la distance dcn,r- On a

3 p2+4sin(nzx) 1— 3
0,31 [0,3]? 0 J1 n

FIG. 2.5 - Q,, converge vers 2 au sens de Hausdorff complémentaire
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2.2 Continuité par rapport au domaine

Suivant, la fonctionnelle J(2) est de la forme J(Q) = J(Q,uq), ol uq est la solution
d’une équation aux dérivées partielles posée sur £, et donc, une dependance continue de
la solution de 1’équation aux dérivées partielles, ug, par rapport a 2, pour la topologie
choisie, est nécessaire.

Dans cette section, dans un premier temps on va rappeler quelques résultats sur la
continuité par rapport au domaine pour le probleme de Dirichlet et ensuite on va intro-
duire la notion de capacité et on va presenter le role que cette notion joue pour les espaces
de Sobolev.

Soient D un ouvert borné de RY, 2 un ouvert inclus dans D, (£2,) une suite d’ouverts
inclus dans D et f un élément de I'espace de Sobolev H~!(D). On muni 'espace Hj(D)
de la norme:

o] := (/ Vu[2)} pour v € HA(D).
D

On considere le probleme de Dirichlet

—Au = f, dans 2
{ u=0, sur 092. (22.1)
Une fonction est solution du probléme (2.2.1), si
Vve Hé(Q) Avu -Vv =< f,v >H-1(Q),HA(Q) - (2.2.2)

Par la suite on note avec ug la solution du probleme (2.2.1) et avec ug, la solution du
méme probléme posé sur ,,. On notera encore avec ¥ la fonction u prolongée par 0 sur
D\ Q:

~ v _ | u(z), sizef

ilz) = { 0, size D\Q. (223)

Proposition 2.2.1 Il existe une constante C dépendant que de D et de || f || ir-1(p), telle que V © C
Donait :

/ |Vug|?dz < C. (2.2.4)
Q

Preuve Pour démontrer (2.2.4) il suffit de prendre ug comme fonction test dans la formu-
lation faible de (2.2.1) et ensuite appliquer I'inégalité de Cauchy et 'inégalité de Poincaré.

Corollaire 2.2.2 Soit (), une suite arbitraire d’ouverts de D. Alors il existe une sous suite
(Qn, )x telle que uq,, — u faiblement dans H}(D).

De plus, s'il existe un ouvert Q tel que u = ug, alors la convergence de uq, vers uq est forte
en H) (D).

Preuve Suite a la proposition 2.2.1, on a que

e, a3y < I1fll-2(0)
15



et donc la suite ug, estborné dans Hg (D). Par conséquent, on peut extraire une sous suite
ug,, quiconverge faiblement vers une fonction u dans Hg (D). Supposons maintenant que
u = ug. On prend ugq,, comme fonction test dans

Vve Hé(Q) / VUan Vv =< f,v > H-1(Q),HA(Q)
Q

et ensuite on utilise la convergence faible de ug,, Vers uq. On obtient

A Vug,, - Vug, =< f,uq, >p-1p)nin)y—< [ U >y-1(D)ui(D)= /QVUQ - Vug,
Tk

ce qui est équivalent a
”uﬂnk“?{(%(D) - HUQ”%[&(D),

ce qui implique uq, — ug fortement dans H} (D).

Proposition 2.2.3 Soit (2,,),, une suite d’ouverts de D qui converge en Hausdorff complémentaire
vers 'ouvert Q C D.
Si pour tout n € N, Q, C Qalors ug, — uq fortement dans H} (D).

Preuve D’apres le corollaire 2.2.2, il existe une sous suite (€2, ) telle que ug,, — U fai-
blement dans Hj(D). Pour pouvoir appliquer la deuxiéme partie du corollaire 2.2.2, on
va montrer que u = ug. Pour cela il faut démontrer que :

1. u € H}(Q);
2. Vo € CP(Q), [, Vu-Vodr =< f,¢>.

Comme ug, € Hg(,) et 0, C Qonaqueuq, € Hy(R), qui avec Hy(Q) fermé
implique que u € H} ().

Soit maintenant ¢ € C§°(€2). On note avec K = supp¢p C 2. Comme 2, 2, Qil résulte
que il existe N(K) € N tel que pour tout n > N(K) ona K CC ,. Par conséquent
¢ € C§°(Q,) et donc on peut écrire

Vug,, -Védr =< f,¢ >. (2.2.5)
Qn,

En passant a la limite quand ¥ — oo on obtient

/Vu-Vf=<f,¢>.
Q

On a obtenu que uq, — ug faiblement dans H, 3(D). Du corollaire 2.2.2 il résulte que
Uan — Un

fortement dans H} (D).
16



Supposons par l’absurde que uq, ne converge pas dans Hj(D) vers uq. Ceci implique
que
Je >0, H(le)k, ||'U;an - UQ”H(}(D) > €. (226)

Pour simplifier les notations, on note Uy := {,,. Alors on a que U, C Q et Uy 2, 0. De
la premiére partie de la demonstration il résulte qu’il existe une sous suite Uy, telle que
uy,, — ugq fortement dans H} (D). Par conséquent

||Uﬂnkj — uallgypy — 0
qui contredit (2.2.6).

Remarque 2.2.4 - Soient (Q2,), une suite croissante des ouverts de D, et = U2,.
Alors ug, — ugq fortement dans H}(D);
- Soient (£2,,) une suite décroissante des ouverts de D, et  C D l'intérieur de l'inter-
section de (§,,). En général uq, ne converge pas vers ug.

Proposition 2.2.5 Soient (2,,), une suite des ouverts de D telle que Q, I Qetug, — u
faiblement dans H3(D). Alors u = ug si et seulement siu € Hy(Q).

Preuve Limplication” = ” est évidente.

" < 7 Supposons que u € Hy(Q). Soit ¢ € C§°(Q2). On note K = suppp CC Q le
support de ¢. Comme (2, I, @, il résulte qu'il existe un rang n(K) tel que pour tout
n > n(K)ona K C Q,. Par conséquent ¢ € C5°(2,). En prenant ¢ comme fonction test
dans I'équation vérifiée par uq, on obtient

/ Vua, Védr =< f,¢ > . 2.2.7)
D

On passe & la limite dans (2.2.7) et on obtient

/ Vu-Vodr =< f,¢d > .
D
Par conséquent u = uq.

Exemple 2.2.6 Soit ({2,,), une suite des ouverts de D qui converge en Hausdorff complémentaire
vers I'ouvert 2 C D. On suppose que |2,| — |Q] et que Q2 convexe. Alors ug, — uq
fortement dans Hj (D).

D’apres le corollaire 2.2.2, il existe une sous suite (2y, )x telle que uq, — u faiblement

dans H}(D). Comme 2, Q, d’apres la proposition 2.2.5, on a u = ugq si et seulement si
u € H}(Q). D'un part, la convergence des mesures implique, d’apres la proposition 2.1.17,
la convergence des fonctions caractéristiques, 1o, — 1q. D’autre part, la convergence
faible dans H} (D) implique la convergence forte dans L?(D), et donc on a ug, — ugq
fortement dans L?(D). Par conséquent, on obtient

lq,, - ug, — lo-u fortement dans L*(D). (2.2.8)
17



Dongc, u = 1g - u, ce qui est équivalent a
u =0 presque partout sur Q°. (2.2.9)

L’hypotheése de convexité sur €, le fait que u € Hj(D) et (2.2.9) impliquent u € Hg(f2). En
effet, soit u,(z) = u((1 + 2)z). Ona que u, € Hy(D) et

u, — u fortement dans H; (D). (2.2.10)

Soit p. € C(RV), suppp. C B(0,3), [ pe = 1,p. > 0 sur RY. 1l résulte suppu, * p C
SUPPU, + SUPPP:, Un * p. € C®(D). Si e < d(suppun,09), alors u, * p. € C5°(€2). En
passant a la limite quand ¢ — 0 on obtient '

Up * pe — Uy, fortement dansH;(D). (2.2.11)
Du (2.2.10) et (2.2.11) il résulte u € H2(5).

Remarque 2.2.7 Dans l'exemple 2.2.6, 'hypothése de convexité sur {2 est essentielle. En
effet si 2 = [0,1]2\ {0.5} x [0, 1] (voir la figure 2.6), alors u = 0 presque partout sur 2° et
u € H}(D) n'impliquent pas u € H}(2).

FIG. 2.6 -

2.3 Une étude plus fine des espaces de Sobolev
Dans cette section on va introduire la notion de capacité.
Définition 2.3.1 Soit E C R". La capacité de E est définie par
cap(E) = inf{/ |Vul? + |u?dz, vwe HYRY), u> 1 p.p. dans un ouvert contenant E}.
RN
2.3.1)

Remarque 2.3.2 - Il suffit de prendre des fonctions, u, égales a 1 presque partout sur

'ouvert contenant E, car on remplace u avec v = min{u, 1} € H'(RY);
18



~ En dimension 1, la capacité d"un point est strictement positive et en dimension deux
la capacité d"un point est égale a 0;

On rappelle :

- soit E un sous ensemble de RY qui est contenu dans une variété de dimension N —2,
alors cap(F) = 0;

- si E sous ensemble de R" contient un variété de dimension N — 1, alors cap(E) > 0.

En particulier, un ensemble de capacité nulle est toujours de mesure nulle, mais la
réciproque n’est pas vraie. On rappelle maintenant quelques propriétés de la capacité,
démontrées en [42].

Proposition 2.3.3 1. cap(f) =0, et A C B = cap(A) < cap(B);
2. Soit A, une suite croissante d’ensembles de réunion A. Alors cap(A) = lim,—o cap(Ay);
3. soit K, une suite décroissante de compacts d'intersection K. Alors cap(K) = lim,__, cap(Ky);

4. Pour tout ensemble A et B on a la propriété de sous additivité :
cap(A U B) + cap(AN B) < cap(A) + cap(B).

Proposition 2.3.4 Soit 2 un ouvert borné de D. Soit K un ensemble compact, K CC Q. Si
cap(K) = 0alors H{(Q) = Hy (L \ K).

Preuve On va démontrer 1'égalité entre ces deux espaces par double inclusion.

Soit d’abord u € H}(Q \ K). De la definition de l'espace H}(Q \ K) on a que il existe
une suite ¢, € C(\ K) telle que ¢, — u fortement dans Hj(D). Comme Q\ K C Qil
résulte que ¢, € C°(R), ce qui implique que sa limite, u, est dans Hg (.

Inversement, soit u € H} (). Suite a la définition de I'espace Hj (1), il existe une suite
én € CP(Q) telle que ¢, — u fortement dans Hj(D). Soit v une fonction test dans la
definition de la capacité de K et soit p, une suite régulatrice. On note ¢. = v * p.. On a
que ¢. — v dans H*(R") quand ¢ — 0, ||¢|| — O et ||¢c|| = 1 dans une voisinage de
K. Par conséquent la suite ¢, (1 — ¢¢) € Cg°(Q2\ K) et elle est une bonne approximation
de la fonction u , ce qui implique u € H} (2 \ K).

Définition 2.3.5 Si une propriété ponctuelle est vraie dans tout point de D sauf sur un ensemble
de capacité nulle, on dit que cette propriété est vérifiée quasi partout (abréviation q. p.).

Définition 2.3.6 Une fonction f : D — R est dite quasi-continue si pour tout € > 0, il existe
un ouvert U,, cap(U;) < ¢ tel que f|p\y, est continue.

Dans ce contexte le résultat le plus important est le suivant. Pour la demonstration on
renvoie a [42].

Théoreme 2.3.7 Soit f une fonction de H*(D). Alors il existe une fonction fquasi-continue
telle que f = f presque partout.
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Preuve Soit f € H!(D). Par le théoreme de Meyers-Serrin, il existe une suite f, €
C>(D) N H(D) telle que f,, — f fortement dans H'(D).

Comme f,, il est une suite convergente , il est aussi suie de Cauchy en H'(D), et donc
on peut extraire une sous suite, notée f,, telle que

o<

S22 it = Fmli(py < 0. (2.3.2)

m=1

Soit K un ensemble compact inclus dans D, K CC D, etsoit ¢ € C§°(D), ¢ = 1sur K.On
notera g,, = ¢fm € Hy(D). Puisque Vg, = ¢V f,, + frV ¢, et en tenant compte de (2.3.2)

ona
0

Y 2™V gmi1 = Vgmliamy < oo. (2:33)

m=1

Par conséquent, pour tout ¢ > 0 il existe un rang m, tel que

Z 22|V gry1 — nglsz(D) <E. (2.3.4)

m>me

Soit Ky, = {z € K| fms1(z) — fm(2)] = 5=} un compact de D.
On note que 2™|gm+1 — gm| > 1 sur Ky, donc on peut le prendre comme fonction test
pour la capacité de K,,,. Cela implique

cap(Ky,, D) < / 22|V gmi1 — Vgm|?dz. (2.3.5)
D
De la propriété de sous additivité dénombrable on obtient

cap(Umsm, Km, D) < Z cap(Kp, D) < Z / IVgmi1 — Vgml? < e. (2.3.6)
D

m>me m>me

Pour simplifier les notations on note E, = Up>m, Km.

Sur K \ E., pour tout m > m. ona |fmi1(z) — fm(z)| < 5= et par conséquent, f, est
une suite de Cauchy sur K \ E.. Ceci implique la convergence uniforme , fn, — J sur
K \ E.. Pour conclure il suffit de prendre une suite croissante de compacts K, dont la
réunion est D, et de choisir €, tel que cap(Eyps,, D) < 55

Mais f,, converge déja vers f dans L*(D), par conséquent f = fpresque partout.

Remarque 2.3.8 Un représentant quasi continue d’une fonction f € H'(D) est

F(z) = lim Joea T Widy

T TENS] (2.3.7)

Le théoréme suivant donne une caractérisation d’un espace de Sobolev Hj(?), comme

sous espace de Hj(D)..
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Théoréme 2.3.9 (Hedberg)(voir [42]) Soit Q un ouvert de D et u € H§(D). Alors u € Hg(S2) si
est seulement si u(x) = 0 quasi partout sur Q°,

Remarque 2.3.10 Soit u € H3(D) N C(D). Siu = 0 sur Q° alors u € Hg(Q).

Définition 2.3.11 Un ensemble A C RY est dit quasi-ouvert si pour tout ¢ > 0 il existe un
ouvert U avec cap(U) < ¢ tel gue AU U soit ouvert.

Exemple 2.3.12 - Tout ouvert est quasi-ouvert;
— Soit u une fonction de H'(D) (u = %) et ¢ un réel. L'ensemble

{z € D,u{z) < ¢}

est un quasi ouvert.

En effet, u étant quasi-continue , par definition, pour tout ¢ > 0 il existe un ouvert
U, cap(U) < e tel que ulgmy : RV \U — R est continue. Donc, {u > ¢} C {ulgmv >
c} U U, ce qui fournit le résultat.

Comme propriétés pour les ensembles quasi ouverts on rappelle
— Une reunion arbitraire de quasi-ouverts n’est pas quasi-ouvert;
— Une reunion dénombrable de quasi-ouverts est quasi-ouverts.

Définition 2.3.13 Soit A un quasi-ouverts inclus dans D. Alors
H}(A) = {u € Hy(D)|u = Oquasi partout dans D \ A}.

Si A est un ouvert on retrouve la définition classique (via le théoréme de Hedberg).
On introduit a present la notion de convergence au sens de Mosco.

Définition 2.3.14 Soit A, une suite de convexes fermés d'un espace de Banach X. On dit que A,
converge au sens de Mosco vers A si les deux conditions suivantes sont réalisées :
(M1) Pour tout x € A, il existe une suite x,, € A, telle que z,, converge en norme vers .
(M2) S'il existe une sous-suite n’ avec z,; € A, telle que z,, converge faiblement vers un
point x alors x € A.

On peut parler de la convergence de Mosco de l'espace Hj(Q2n) vers 'espace Hy (1),
car ils sont des sous-espaces fermés de Hj (D). On rappelle alors le résultats suivant ([42]) :

Théoreme 2.3.15 Soit (Q,,), une suite des ouverts de D, et soit Q un ouvert de D. Les affirma-
tions suivantes sont équivalents :

1. Pour f = 1, uq, 1 — ugq, fortement dans Hy(D);

2. Pour tout f € H™Y(D), uq, ;j — ugq,s fortement dans Hg(D);

3. Pour tout u € Hy(D), Py, u — Puyqyu fortement dans Hi(D);

4. L'espace H} () converge au sens de Mosco vers l'espace Hg (), c’est-a-dire

M) Y ue HY{Q) 3 u, € H () tel que u, — u fortement dans Hy(D).

M2)V u,, € H} () tel que u,, — u faiblement dans Hy(D) = u € Hg(R).
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Preuve On commence avec 2) = 3)

Soit u € H}(D) et on définit f = —Au. De 2) on a que uq, ;j — uq fortement
dans Hj(D). On va démontrer que ug, s = Pyy(q,u. Pour simplifier les notations on note
Up, = Pyy(q,u. De la definition de la projection on a

V¢ € HY Q) /DV(un —u)Vedz =0

ce qui revient a écrire < —Au,, ¢ >=< f,¢ > au sens de la dualité, ce qui implique
Un = UQ,,f-
3) =4)
Soit u € H}(€2). On note u, = Pyy(q, v € Hy(Q). De 3) ona que
Pyo(,yt — Pryoyu = u fortement dans Hy (D).

Donc la propriété M1) est vérifiée.
Soit u,, € Hy(2,) une suite telle que ug, — u, faiblement dans Hj(D). De la defini-
tion de la convergence faible on a que

Vo € HY(D) < tp, ¢ >—<u,¢>. (2.3.8)

Comme up, € Hj(Qy,) il résulte Pyy(q, ytn, = Un,. On utilisant le fait que la projection
est un opérateur auto-adjoint, ainsi que 3) on obtient :

< PH(I)(an)unk, ¢ >=< Unpy, s PH(I)(an)QS >—< U, PH&(Q)¢ >=< PHé(Q)U,QS > . (239)
Par conséquent u = Py qyu € Hy ().
4) = 1)
On considere la suite (ugq,, 1 )»- On veut démontrer qu’il converge fortement dans H3 (D)

vers ug 1.
Soit (2, )r une sous suite arbitraire. D’aprés 4) M2) on sais que

uq,, 1 — u € Hy(Q) faiblement dans Hy(D).
Pour que u = ugq il faut démontrer que

V& ¢ Hy(Q) / VuVedr = / 1-¢dz. (2.3.10)
D D

Soit ¢ € H}(S2). D’apres 4)M1) il existe ¢, € Hy(2y) telle que ¢, — ¢ fortement dans
H}(D). On consideére ¢, comme fonction test pour uq,, . On obtient

/VuanVankdm:/ 1¢p, dx. (2.3.11)
d D

On passe a la limite dans (2.3.11) et on obtient

/Vqu)dm:/qudm.
? 22



Par conséquent ug, 1 — ug, faiblement dans Hg(D). On applique le corollaire 2.2.2 pour
conclure que uQ,, 1 — Un1 fortement dans Hj(D). Comme la suite (Q2,,, ) a été choisi
aléatoirement il résulte que

ug, 1 — ug, fortement dans Hy(D).

1) = 2)

Soit f € L*(D), f > 0. Soit (£2,,) une suite d’ouverts de D. D’apres le corollaire 2.2.2 il
existe une sous suite (2, ) telle que ug, — u faiblement dans H; (D). L'inégalité f > 0
avec le principe de maximum implique 0 < ug,, . Comme 0 < f < || f|| ona

0<ugq, f< Il f ”OO’LLanJ presque partout dans D. (2.3.12)

On passe a la limite faible dans 2.3.12 et on obtient
0 <u < || flloun,1 presque partout dans D. (2.3.13)

On passe au représentant quasi-continu. Il résulte
0 < U < Uq,| flle quasi partout dans D. (2.3.14)

Par conséquent 4(z) = 0 quasi partout sur ¢ et d’apres le théoreme 2.3.9 il résulte u €
H}(9). Comme u = U presque partout, on obtient u € H} ().
Pour conclure il nous reste a démontrer

V¢ € Hi (D) /D VuVédr = /D fodz. (2.3.15)
Soit ¢ € C§°(€2). On note
5% = min{6*, uq,  J20e)
olt @ = infxcauq1 > 0. On passe a la limite et on obtient :
18ery _
fortement dans H} (D). Donc ¢} € H}(Q,). De la méme facon on obtient ¢; € Hg(Q),

¢; — ¢~ fortement dans Hj(D). On peut prendre ¢, = ¢, — ¢, comme fonction test
pour ug,, . On obtient

¢n — min{¢", ug,

/ Vg, Véuds =< f,¢n > . (2.3.16)
D

On passe a la limite et on obtient

/ VuVodr =< f,¢ > . (2.3.17)
D

Par consequence u = ug ;. Finalement, comme L*(D) est dense dans H~'(D) , pour tout
f € HY(D) il existe f, € L=(D) telle que f, — f fortement dans H~*(D). On a alors

I
Nue,. s — uafllaioy < Uan, s — Yan sl + uan. s — va sl + lluag — uosll < dz=¢
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On a vu que, en général si 2, converge au sens de Hausdorff vers 2, alors ugq, ; ne
converge pas vers ugq ; fortement dans Hg(D). Par la suite on va introduire une classe
d’ensembles dans laquelle ’hypothese de convergence au sens de Hausdorff implique la
convergence forte en H} (D), de uq, ; vers uq ;.

Définition 2.3.16 Soit c,r > 0. On définit

cap(§2° N By, By o)

Ocr(D)={Q2C D|Vz € 02Vt €)0,r] cap(Bay, Bam)

> c}. (2.3.18)

Les ouverts qui satisfont une condition de segment (V = € 9Q 3 un segment S; tel que S; C
¢ et une extrémité de S; est x) sont dans la classe O..

Théoreme 2.3.17 (régularité faible des solutions des equations aux dérivées partielles, voir [42])
Soite > 0et f € L*+¢(D). Pour tout c,r > 0, il existe a > 0 tel que ¥V Q € O, (D) ona:
ug,; € C¥*(D) et |ug, flcoepy < M(diam(D),c,1,¢, N, |f|L42V'+E(D))'

Théoréme 2.3.18 Soit (2,), une suite d’ouverts de D. On suppose que 0, € O, (D) et que Qy,

converge au sens de Hausdorff vers Q C D. Alors pour tout f € H'(D) ona

ug, ; — ugq,s fortement dans Hy(D).

Preuve Grace au théoréme 2.3.15 il est suffit de démontrer la convergence pour f = 1.
Soit dong, f = 1 € LZ(D). D’apres le corollaire 2.2.2 il existe une sous suite (€2, ) telle
que ug, 1 — ug, faiblement dans Hg(D). Si on montre que v € H} (), alors on conclure
en utilisant la proposition 2.2.5.

D’apres le théoréme 2.3.17 on a

lug,, () — ua,, (¥)| < Miz —y|* (2.3.19)

Les fonctions ug,, 1 étant equi-continues et uniformément bornées, on peut appliquer le
théoréme de Ascoli-Arzela , et donc, on obtient uQ, 1 — u uniformément vers u. Soit
z € ¢ De la convergence au sens de Hausdorff il résulte qu’il existe une suite z,, €
telle que z, — . Alors

|u(z)| < Ju(z)—ua,, 1 (2)|+|ua,, 1 (2)] = [u(z)—ua,, 1 @)+, 1 (€)—ua,, 1 (Tn)] < g+Mlx—fvnk|°’-
(2.3.20)

Comme z,, — z il existe un rang N'% tel que pour k > N'% ona M|z — z,,|* < &. Par

conséquent, on a obtenu |u(z)| < €, donc u(z) = 0. Du théoréeme de Hedberg il résulte

u € HY (D).

Une autre condition suffisante qui assure la convergence forte dans Hj(D) des so-
lutions de probléme de Dirichlet est présentée dans le résultat suivant (cf. [67]). Soit
OyD) = {Q C D, Q¢ < 1}, ou §Q° représente le nombre de composantes connexes de
Qe
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Théoreme 2.3.19 (Sverak)
Soit (), une suite d’ouverts de D. Si Q,, € O)(D) et Q,, converge au sens de Hausdorf vers
Q. Alors Q € Oy(D) et uq, ; — ugq, s fortement dans H} (D) pour tout f € H™'(D).

Preuve Avant de commencer la demonstration on rappelle que si K est un compact
connexe de R? alors

diam(K) N cap(K N By, Bz o)

Vre oK, VWw<t< ona >c
2 cap(Buy,t, Bz at)

(2.3.21)

Soit ¢* = Cac’;g((géfg’)%%g’)z))). Comme Q € O(D) alors Q¢ = K} U K2U ..U K!. Les
suites K}L, ey Kf1 étant confinées dans D, on peut extraire des sous suites, encore notées
K}, ..., K! qui convergent au sens de Hausdorff vers K, ..., K*. Par conséquent (¢ converge
au sens de Hausdorff vers ¢ = K' UK2U ... U K*.

On note que si diam(K?) > d > 0 alors a partir d’un rang diam(K%) > £, etdonc K, €
O.ravecr = % et c = ¢*. Par la suite on va s'intéresser au K* pour lequel diam(K*) > 0
(on ne prend pas en compte le cas ou K* = () ou K* est un point). On note

(Q)° = Useqn,. K avec diam(K*) > 0.

Onaque), C 5 Qteten plus Ot € O, avecc = c* etr = ¢ outd = min{diam(K")} >
0, ce qui implique
ugt | — Uq+ 1, fortement dans Hy(D).

Comme Q = Qt quasi partout, il résulte que ug+; = uqg.
En tenant compte du fait que 2, C Q} ainsi que du principe de maximum, on obtient
0 < ug,1 < ugs,. (2.3.22)
On passe a la limite dans (2.3.22) et on obtient

0<u" <ugq (2.3.23)

ot u* est la limite faible dans H}(D) du ugq,, ;. Il résulte u* = 0 quasi partout sur {2°. En
plus u* € H}(D) et donc en appliquant le proposition 2.3.9 et le théoréme 2.2.5 il résulte
u* = uq.

On va introduire a present une nouvelle topologie sur les ouverts de R,

Définition 2.3.20 Soit (Q,), une suite d’ouverts inclus dans D. On dit que Q,, y-converge vers

Q C D, eton note 2, 2, Q,si pour tout f € H™Y(D), on a uq, ;y — ugq,y fortement dans
Hg(D).

On note que vy-convergence n’est autre que la topologie sur 1’ensemble des ouverts qui
exprime la continuité par rapport au domaine de la solution du probléeme de Dirichlet.
Dans le contexte de y-convergence, le théoréme de Sverak peut se réécrire :
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Théoréme 2.3.21 En dimension deux, si 2, converge au sens de Hausdorff vers Q et si le nombre
de composantes connexe du complémentaire de Q,, reste uniformément borné, alors Q, — Q.

Une condition nécessaire et suffisante qui assure la y-convergence est la convergence de
Mosco. On a le résultat suivant (cf. [42]) :

Théoréme 2.3.22 Soit (2,), une suite d’ouverts inclus dans D. Alors Q,, y-converge vers Q) C
D si et seulement si H}(2,,) converge au sens de Mosco vers H} ().

Par la suite on va introduire pour les quasi-ouverts, une notion plus faible que ~-
convergence, appelée wy-convergence. On présente ici la definition, ainsi que quelques
propriétés. Plus de details sur cette notion se trouvent dans [15]. On note d'abord avec
A={ACD : A estquasiouvert} et avec w4 la solution unique du probléme

{ —Aws=1 dans A

wy € HY(A). (2.3.24)

Définition 2.3.23 On dit que une suite (A,) de A wy converge vers A € A si wy, converge
faiblement dans H} (D) vers une fonction w € Hy(D) tel que A= {w > 0}.

Remarque 2.3.24 - En général la fonction w ne coincide pas avec w4 (w = w4 seule-
ment si A, —— A);
— L'espace H}(A) contient toutes les limites faibles de suites de Hg(An).

Théoréme 2.3.25 La wry-convergence est séquentiellement compacte sur A.

Preuve Soit (A4,), une suite de .A. Comme D est borné, on obtient que w,, est borné et
par conséquent on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans Hg(D) vers
une fonction w. On posant A = {w > 0} on obtient que A, wy-converge vers A.

Proposition 2.3.26 La mesure de Lebesgue est wy semi-continue inférieurement sur A.

Preuve Soit (A,), une suite de A telle que A, —% A. De la definition de wy-convergence
il résulte que w4, — w faiblement Hj(D), avec A = {w > 0}. Pour une sous suite, la
convergence est ponctuelle et doncsi z € A tel que wa(z) > 0 et wa,(z) — w(z), alors
pour n suffisamment grand on obtient w4, (z) > 0. Par conséquent z € A, pour n suffi-
samment grand. Donc, du lemme de Fatou , il résulte |A| < liminf, .o |Axnl-

Proposition 2.3.27 Si (A,) y-converge vers A, alors (A,) wry-converge A.

2.4 Rearrangement de Schwarz

Un des principaux outils utilisés pour I'étude des problémes isopérimetrique est le
rearrangement de Schwarz, aussi connue sur le nom de réarrangement sphérique symétrique
décroissant. Par la suite, on va rappeler cette notion, ainsi que quelques propriétés.

Soit © un ensemble borné et mesurable de R”.

Notations :
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- Q. :={z€Qux)>c}ceR;
— " son réarrangement ;
—- my(Q2) la mesure de Lebesque en dimension V.
En dimension N = 1, on définit le rearrangement symétrique {2* de Q2 par

g — { é:cseg zlwé) s Lm(D)}, si Q# 0 241)

En dimension N, on définit le rearrangement symétrique 2* de Q2 par
O — { boule qui a la méme mesure de Lebesque que 2, centrée en origin si  # 0,
T 0siQ=0.

(2.4.2)
Siu : § — R est une fonction mesurable Lebesque, alors le rearrangement de Schwarz
est donnée par

w*(z) :==sup{c e R| z € O}, pourz € Q. (2.4.3)
Exemple 2.4.1 Soit 2 := [—1,2] et soit
z,si —1<z<L1,
we) = { 2-z, si1<z<2 (244)
Le rearrangement symétrique décroissant est définie sur Q@ = [—1.5,1.5] par
i J1—z|, sifz| <1
w(z) = { 2 —92z,8i 1< |z < 1.5, (2.4.5)

La representation graphique de ces deux fonction est illustrée dans la figure 2.7.
u(z) u*(x)

AN AN
-1/ 1 /-1 1\

FIG. 2.7 - La fonction u est son réarrangement u*

Quelques propriétés de la symétrisation de Schwarz

- 19 =*];

— Equimesurabilité - pour c € Rmy{z € Q| u(z) > c} = mpy{z € 0| w(z) > c};
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— Préservation d’ordre - c’est-a-dire si D; C D, alors D} C Dj3, ou Dy, D, sont des
compacts inclus dans RY ;
L’application u — u* preserve l'ordre, c’est-a-dire u(z) < v(z) pour z € €, im-
plique u*(z) < v*(z), pourz € 0 ;

— Si F est continue de R?, dans R, alors

/QF(u)(x)da: = /* F(u")(z)dz;
— Inégalité de Hardy-Littlewood
/qu(x)da: < /* u*v*(z)dz;
— Siue WyP(RQ),avecp > 1, alors u* € Wy P(Q*) et
/Q|Vu(:c)]”dx > /Q |Vu*(z)[Pdz (inégalité de P6 lya).

Pour plus de détails sur la symétrisation de Schwarz, ansi que pour les propriétés ci-
dessus précisées, on renvoie par exemple a [47] et [58].

28



Chapitre 3

La valeur propre de conductivité

3.1 Introduction

In this chapter we study isoperimetric inequalities for the eigenvalues of the Laplace
operator with constant and locally constant boundary conditions. Existence and stability
results are presented in the frame of the gamma and weak gamma convergencies, together
with identification of optimal sets by analytical and numerical methods.

The main purpose of this chapter is to study the eigenvalues associated to the Laplace
operator with (locally) constant boundary conditions in relationship with the geometric
domain. On the one hand we consider globally constant boundary conditions (simply
denoted const. b.c.) and on the other hand locally constant boundary conditions, which
we call conductivity boundary conditions (denoted cond. b.c.).

The isoperimetric inequality for the first non zero eigenvalue for the const. b.c. eigenva-
lues was discussed by Greco and Lucia in [38]. There is proved that the union of two equal
balls minimizes the first non-zero eigenvalue among all domains of prescribed measure.
Several more properties are also obtained in [38], among which relationships with the
Dirichlet eigenvalues of the Laplacian and with the twisted eigenvalues of the Laplacian
(see also [34]).

The first purpose of this chapter is to investigate the shape stability of the spectrum of
const. b.c Laplacian in relationship with the y-convergence (see [15]). The y-convergence
is, roughly speaking, the geometric convergence of shapes for which the solution of the
Dirichlet-Laplacian is stable. We prove that the spectrum of the const. b.c. Laplacian is
stable for the y-convergence if and only if the Lebesque measure of the moving domains
is preserved at the y-limit (which in general is not the case).

As a second purpose, we discuss the isoperimetric inequality for a general shape func-
tional depending on the const. b.c. Laplacian eigenvalues, of the form F'(A;(f2), ..., Ax(2)).
We prove that for every bounded design region D the problem

Qgrg}glch(Al(Q), oy A ()
has a solution in the family of quasi-open sets, provided mild monotonicity and conti-
nuity assumptions on F'. A similar result was obtained by Buttazzo and Dal Maso in [21]

for the Dirichlet eigenvalues of the Laplacian, based on « continuity of the eigenvalues.
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In our problem, the mapping

is not y-continuous so that the main theorem of Buttazzo and Dal Maso does not apply.
Our argument is based on the study of a modified version of the weak gamma conver-
gence (see [15]) which preserves the measure. We also refer the reader to [38], where
existence solutions for isoperimetric inequalities for the const. b.c. Laplacian eigenvalues
were studied in the class of convex sets.

The third purpose is to study the isoperimetric inequalities associated to the conduc-
tivity eigenvalues of the Laplacian. This study is motivated by the analysis of the defect
identification of a material by electrostatic boundary measurements. Friedman and Vo-
gelius introduced in [35] a dual problem to the defect identification problem, where the
perfectly insulating defects become perfectly conductive regions. In this last model, the
locally constant boundary conditions are naturally used (see also Alessandrini [1] and
[18, 7]). In [7], the following space is introduced for the study of the conductivity pro-
blem in an arbitrary two dimensional bounded domain. For a bounded open set of R" we
introduce

HL Q) = cliny{u € Hipo(R™) | 3 >0 Vu=0 a.e.(Q)}

where K° is the Minkowski sum

K ® B(0,¢) = U B(z,¢).

zeK

It turns out that if Q¢ is connected, every function in HY, ,() is constant on the boun-
dary, in the sense that there exists ¢ € R such that u — ¢ € Hj(Q2). Consequently, in this
case the space H}, ,(Q) coincides with the space considered previously by Greco and
Lucia (up to the zero mean value). If Q° is not connected, on the boundary of the smooth
connected components of ¢, a function u € H_,,,,(Q?) is locally constant (the constant may
differ from one to another connected component). These regions can be seen as perfectly
conductive regions in the frame of the dual defect identification problems of Friedeman
and Vogelius.

The eigenvalue problem for the cond. b.c Laplacian is well posed, and the same ques-
tions (see [38]), as for the const. b.c. Laplacian can be raised. Unfortunately, we are not
able to perform a complete shape analysis of the problem because of major new difficul-
ties which are related to the (open) problem of the relaxation of the Neumann Laplacian.

The isoperimetric inequality of the first non-zero cond. b.c eigenvalue can be treated
by a two steps rearrangement. As in [38], by a Schwarz rearrangement of two level sets of
a test function u, we reduce the search of the optimum to the family of the unions of two
sets of concentric annuli. In a second step we prove by a second rearrangement procedure
that the annuli can be streched to balls and finally, that two equal disjoint balls minimize
the first non zero eigenvalue among domains of constant volume. We refer the reader to
[41] for a recent survey concerning isoperimetric inequalities for eigenvalues.

Shape stability is achieved only in two dimensions provided that the number of connec-
ted components of the moving complements is uniformly bounded and the Lebesque
measure is stable. Some numerical computations for the solutions of the isoperimetric
inequalities for the first three cond. b.c eigenvalues are also provided.
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3.2 The Laplacian with constant boundary conditions

Let D C RN, N > 2 be a bounded open set. We denote by Q2 an open or quasi-open
subset of D (we refer the reader to [15] for a detailed introduction to the shape analysis of
quasi-open sets).

We introduce the following space :

Hl

const

Q) = {uec H(Q) | e € Ru—ce HAQ)}

and consider the closed subspace :

Uona( ) = {u € Bl (@) | [ udo =0},
)
It is easy to observe that U, () can be equivalently endowed with the scalar product

(U, V)rteomer (@) = (Y, VU) L2

Indeed, the following Poincaré inequality holds. There exists a constant M > 0, depen-
ding only on the measure of  such that for every u € Ueons:(£2)

lullze ) < M||VullL2@)-

To prove this assertion, one can apply the Poincaré inequality to u —c € Hg(f2) and obtain
|lu—cl L2 < M|V (u—c)| 120 Since Vu = V(u—c) and since [, udz = 0, we immediately
get

lulirz@) < llu = cllzz@) < M{Vull2q).

We consider the Laplace operator acting on the space Ucon,:(§2). More precisely we
define

1
To: Lj(Q) — Lg(Q), Taf = Raf - ﬁ/ﬂRnfdfﬂ-

Here L3(Q) = {f € L*(Q) | [, fdz = 0} and Rq : L*(Q) — L*(Q) is the resolvent of the
Dirichlet Laplacian on €2, i.e. Rof = u, where u solves

{ —Au=finQ (3.2.1)

u € Hy ().

in the weak variational sense. The eigenvalues of T;;' are the inverses of the eigenvalues
of the const. b.c. Laplacian.
Alternatively, they are defined with the Rayleigh quotient

V|3
A%(Q)= min max Jo[Voldz (3.2.2)
VkCUeonse () veVA\{0}) [ v2dx

where V* stands for an arbitrary subspace of dimension £ in Ueons: (€2).
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const (Q)I in Wthh
case the first eigenvalue is zero. For this reason we refer to A{'(Q2) as the first non zero
eigenvalue.

If \Z(Q) is an eigenvalue defined by (3.2.2), there exists a non zero function u €
Ueonst () such that formally

We notice at this point that we can also define the Laplacian on H

—Au = A (Q)u
{ € U (@), (3.2.3)
This formal relation is understood in the following sense : u € Ugons:(§2) and
Vo € Usonst () / Vu- Védr = A(Q) / ugpdz.
Q Q
Notice that the relationship
—Au = 2(Qu (3.2.4)

holds also in the sense of distributions. Indeed, V¢ € D(Q?), and a suitable constant c such
that ¢ — ¢ € Ugpns:(§2) we have

/QVU - V(¢ — c)dz = M) /Q u(¢ — c)dz.

Since [, udz = 0 one can eliminate c on both sides above.
We recall from [38] the following properties of A{'(2) :

1. if Ql Q Qz then /\?(Qg) S )\?(QQ,
2. MH(HQ) = t2AL(Q),
3. () < AF(Q) < AL(Q) < Ma (),

where )\, (Q) stands for the k-th Dirichlet eigenvalue of the Laplacian and )} () for the
k-twisted eigenvalue (see [34]).

Greco and Lucia studied in [38] the isoperimetric inequality for A{". There is proved
that among all domains of given volume (say m), the union of two disjoint balls of volume
2 minimizes A{". By a Schwarz rearrangement of the level sets (u — ¢)*, (u — ¢)~ of a test
function 4 € Ueons:(Q2) which is such that u — ¢ € H}(2), the optimization problem is
reduced to the family of unions of two balls.

In order to study more general isoperimetric inequalities associated to A (Q2) we recall
some results for the Dirichlet Laplacian. For the convenience of the reader, we recall the
definition of the y-convergence.

Définition 3.2.1 Let Q,,, Q2 C D be open (or quasi open) sets. It is said that 2, y-converges to §2
l:f]%nn E— RQ in E(LZ(D))

For a detailed study of the y-convergence, we refer the reader to [15].
;From the following general inequality (see for instance [31])

|M(Ra,) — Ae(Ra)l < )|Ra, — Rallcweoy)
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and from the fact that |

M) = 3 e

we get that
Q0 50 = M) — M),

We also notice that if Q,, — ), we have

lg(z) < liminf 1 (z) a.e. z € D
and consequently
2] < liminf|Q,|.

If we assume both y convergence and convergence of measures, then we get L! conver-
gence of the characteristic functions 1, — 1q.

The following general existence result is due to Buttazzo and Dal Maso [21]. Let us
denote A(D) the family of quasi open subsets of D.

Théoréme 3.2.2 Let F : A(D) — R be a y-lower semi continuous functional which is non
increasing to set inclusions (up to zero capacity). Then

min{F(Q)|Q € A(D), || = m}
has a solution.

If F(Q) = ®(\(Q),..., k() where @ : RF — R is Ls.c. and non decreasing in each
variable, then Theorem 3.2.2 applies for

F(Q) =2\ (Q),..., ().
In particular, the isoperimetric problem

QEA(rgl)l,l?m:m /\k(Q)
has at least one solution.

In order to answer a similar question for shape functionals depending on A{*(€), ..., A (€2)
one can not use Theorem 3.2.2, since the mappings 2 — A{(Q2) are not in general v-
continuous. This lack of y-continuity is due to the possible “loss” of measure in the y-limit
process and of the failure of convergence of the resolvent operators.

We prefer to (re)define the operators Ty, on the fixed space associated to the design
region D C R". In this way, all operators on the moving sets are defined on the same
functional space, so that the comparison of their eigenvalues is easier to handle. For every
(quasi) open set Q C D, we introduce Ty, : L3(D) — L3(D) by

Ta(f)e) = { e gl FOE Hr e

We state the following proposition :
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Proposition 3.2.3 For every (quasi) open set ) C D, Ty, is positive, self adjoint and compact.

Preuve In order to prove that Ty, is self adjoint we prove at first the propriety for Tg. Let
be f,g € L3(Q2). We have

1
<Taf,9 >r3=< Raf - lﬁl—/ﬂRQf,g >

1 1
=< Rﬂfvg>_——/RQf<l,g>=< f7RQg>__/RQf/g
2] 1] Jo Q

1
|Q| iQ| Q

since Ry is self adjoint. For every f ,g € L3(D) we obtain

~ 1
<Taf,9 >pow=<Talfic — 757 | /)9 >n20
19| Ja 0

1
=< Tn(f—@/ﬂf)»g > 129

1 1 1 1 1
=< Tn(f—@/gf),g—ﬁ/ﬂg) >=< f_ﬁ/gf’Tﬂ(g—@/gg) >=< f,TQ(9—|—Q“|/Qg) >

=< f,Talg ml/ :<f,1~“gg>.

L3(D)

To prove the positivity let f € LZ(D). We have :

- i
<Tof, f >zpy=<Talf - @/Qf),f >12(0)

1 1
=< Tn(f—ﬁ/ﬂf),f—ﬁ/ﬂf >2a)=< Tag, 9 >

1 1
=< Rng—ﬁ/Rng,g >=< Rng,g>—@/Rng-/g=< Rag,g9 >> 0,
Q Q Q

since the second term in the first equality is equal to 0. Let f, € LZ(D) a bounded se-
quence. From weak compacity result that exist an subsequence, still denoted by f» such

that f, = f in L§(D). From the continuity of T in L2(D) we obtain that T f, — Tof in
HY(D). Consequently Tqf, — Tof in L3(D). O

In the sequel we establish the relationship between the eigenvalues of T and To.

Proposition 3.2.4 Let Q be a (quasi) open set. The operators Tq and To, have the same set of
eigenvalues, and there exists a natural bijection between eigenspaces.
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Preuve Let A be an eigenvalue of T. There exists u € L:(Q) such that Tou = Au. One can
uif z € Q

: * 2 T % * e
prove that there exist u* € L§(D) such that Tou* = Au*. Indeed, let u* = { Oifz € D\ Q.

Since [, u*dz = 0 then u* € L3(D). We obtain
" * 1 * * *
Tou* = Ta(u ——/udw)=Tgu = A\u".

€] Jo

since [, u*dr = fQ udz = 0. Consequently A is an elgenvalue for Tg. Conversely, let A be
an eigenvalue for TQ There exists u € L2(2) such that Tgu = A\u. Sinceu € ng we get
that u = 0in D\Q and [, udz = 0. Consequently we have Tou = Ta(u IQI Jqudz) =
Ta(u — IQI Jq udz) = Tou = Mu.

Here is the shape stability theorem for the eigenvalues of Ty, operator.

Théoréme 3.2.5 Let Q,,Q0 C D be non empty (quasi) open sets such that Q, — Q. Then
Ta, — Tq in L(LE(D)) if and only if |Q,| — |9

Preuve Assume that Q, — Qand [Q2,] — |)|. There exists £, in the unit ball of LZ(D)
which realizes the supremum in

sup [T, f - Tﬂf”Lg(D) = | To,. (fa) — Tﬂ(fn)”Lg(D)- (3.2.5)
17030y <1

We may assume, without restricting the generality that (f,), converges weakly to f. We
have

| T (f) = Tn(fn)”wp) = ||Ta, (fo) — Tof + Tof - Tﬂ(fn)”Lg(D)
< N T, (fa) — TanLZ(D) +||Taf - Tﬂ(fn)1|L2(D)

Let ¢ € L3(D). The convergence of To, ¢ to T is strong in L2(D), since Q, — Q.
Indeed, Tgnqb = Ta, (¢ — Wlﬂ an ¢dz) = Tqa,gn, and g, converge to g, where g, = ¢jn, —
ﬁ Jo, #dz and g = 0 — ﬁ J, ¢dz. Using the continuity of Rq and the hypothesis of
vy-convergence, we obtain

1
TQngn = Rﬂngn —_ RQngndI e Rgg - |_Q—| /Q RdiCL‘ = TQg

1
lQn‘ Qn
Consequently, we have in L(D)
< Tonfu & >=< fn, Ta, ¢ >—< f,Tap >=<Tof,¢ > .

The weak L3(D) convergence of Ta, (fa) to To(f) implies the strong L3(D) convergence

of a subsequence (still denoted using the same index).
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To conclude, it remains to discuss | Tof — Tofa| 2(p)- This term converges to zero as a
direct consequence of the continuity /compactness of Ty, and the weak L2(D) convergence

of fn — f.
Conversely, we assume that Q,, —— Qand TQ —_— Tg Let ¢ € L2(D). The convergence
Tgn¢ — Tg¢> reads

1 1
Rq, ¢ — m o Rq, ¢dx — (|Q [ o, ¢da:)Rin+ ToN |2/ (,bd:c/n Rq, ldz

—>RQ¢—I%I/QRQ¢dz— (ﬁ/ﬂqﬁd:r)l{gl+ﬁ§/ﬂ¢dm/nRgldx.

We denote by g, = Rq,1, fo = Rq,¢. The hypothesis on the v convergence yields that
gn and f,, converge strongly Hg(D) to g = Rol, and f = Rqd, respectively, in H}(D). We

obtain
1

1 1
—— d)dxgn———/ ndm+———/ ¢dac/ ndT
o] Jo, 00 Jo TR S, S,

1 1 1
—— [ ¢deg— — | fd +—/ d/d.
|sz|/n‘“g |Q|/D” O Jo % [, 9%

We can rewrite simply a,g,(-)+b, — ag(-)+b, where a, = —ﬁ an édx, a = —|—ng| [ ¢dz,

by =~ Jp fndz + 2 Jo, #d [y, gndr and b = — Jp fdz + @p [y #dz [ gdz. Since
the function g is non vanishing, we get a, — a.
Assume |Q,| — «a > |©?] and define ¢ by

b= cin§l
N _I—%%IinD\Q'

where cis a positive constant. The convergence a, — a implies that [, ¢dz — 0] Jo, ddz.
On the other hand

2.\ 9]
ddx = |2 — |2 .
o, # = A= DR
We obtain 1 — lﬁ"\%l — & > 1, whichis absurd, since ||Q"\\Q|| > 0. Consequently o = |Q!]

A direct consequence of Theorem 3.2.5 is the following.

Corollaire 3.2.6 Let ,,Q C D be such that Q, — Qand |Q,| — Q. Then A () —
AE(Q).

We recall the definition of the weak gamma convergence of quasi open sets. It is said that
Q weakly gamma converges to Q if Rq,1 converges weakly H}(D) to a function w, and
= {w > 0}. We write Q, — Q. The main property of the weak gamma convergence is
the following : assume that ¢, € H3(Q2n) is weakly convergent in Hj(D) to a function 4.
Then ¢ € H} (D).
The following result is the key of the optimization problem.
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Théoréme 3.2.7 Assume Q, — Qand Q C Q*, such that || = lim inf,_ o | |. Then
)\f(Q*) < lim A?(Qn)
Preuve Lete > 0and S* C Ueonst (2 )be a k-dimensional space such that :

)\ct(Q > fﬂn |VU|2d.Z'
ez B T, v

and let v, be a maximizer function such that [, v2dz = 1. Let v}',4 = 1,.,k be a L§-
orthonormal basis for S%.

We assume that liminf, ., A#(Q,) < oo, otherwise the conclusion is obvious. Since
Jo, lopPdz = 1 we get that [, [Vo}'|*dz is bounded. Consequently Jo, IV(v} = ) Pdz
is bounded (here v!' — ¢! € H(€,)). Up to a subsequence we may assume that v} — ¢
converges weakly in H} (D) to w;, so the convergence 2, = Q implies w; € H{(Q). Let
Q* C D be such that |Q2*| = o, where « is such that || — . Since H§(2) C Hy(92*) we
obtain w; € Hy(¥*).

Assume that |Q,| — a and ¢! — ¢;. Then

/ (v} — c')dx — / (w;)dz = / vidx —/ crdr — widx = —cQy| — widz,
D D On Qn Q* Qo

and we get [, widr = —co. Let v; = w; + ¢; € Ueonst(2*). Indeed, we have S vidz =
Jor (Wi + ¢))dz = —ciar + ¢| | = 0.

We introduce the space S = span(vy, ..., vx). One can verify that (v;,v;)2 = d;; so that
S is a k dimensional subspace of Ugons(€2*). The construction of S and the convergence
Q, -5 0 implies that forallv € S, v = vk a;u; the sequence h, € S, defined by
hn, = XF_ a;ul converges weakly to v in Hj (D). Moreover,

liminf [ |Vh,|*dz > / |Vv|*dz. (3.2.6)

n—o Jo, o

To prove that
Vhy|?dz . |Vv|2d
lim inf fQ" | | dz > Jo 10| mdz (3.2.7)
n——00 an h% fQ* v?
it is enough to prove that

lim sup/ h2dz < / vidz. (3.2.8)

71—00 n Qr

By the definition of v; we obtain
/ vidr = / (XF_ avi)%dz = / (ZF ou(w; + ¢))?dz

= [ (X, 05w + TF  oyc)?da = / (2k oqw;)?dz - 2C%a + CPa
Q o
37



:/ (k| qwy)?dz — C?a,

where C = XF_, a;¢;. On the other hand we get

/ hgd;v:/ (S 0] )2dz—/ (ZF (v — ) + S8 i) ’dx

n

=/ (ZF_ 0ol — ) 2dx + 258 auc] / Sh o (v = cM)dr + (B ouc})? (S|

n n

_ / (S5 (o? — ¢))2dz — 2C% Q| + CPo.

n

Inequality (3.2.8) is equivalent to

lim sup(/ (ZF_ i (vl — &)z — 2C*8,| + C?a) < / (SF osw;)dz — C?a (3.2.9)
Q*

n—co n

Passing to the limit gives

— lim inf 2C?%|Q,| + C*a < Ca.

Finally,
Vo|2dz
liminf A{(Q,) + € > liminf max IQ”‘-——'— >
n—00 n—oo yeSk\{0} fﬂn v3dx
Vh,|2dz . |Vv|%d
n—00 fﬂn hidzx ves fn* vidz
50 liminf, oo A% () + £ > AZ (). Making ¢ — 0, we conclude the proof. 0

Théoréme 3.2.8 Let & : R¥ — RU {+o0} be a lower semi continuous function, nondecreasing

min @ Q e 52 3-2-10

has at least one solution.

Preuve Let us denote A% (Q) = (A\¢(Q), ..., AZ(Q2)). ;From the monotonicity property of
A¢, the function ®(A\%()) is non-increasing with respect to set inclusions. We assume
that ®(1\¢(£2)) is not identically +oo, otherwise every open set of measure m is a solution.
We notice that ®(A\%(Q)) is bounded from below by ®(A%(D)).

Let Q,, be a minimizing sequence for the problem (3.2.10). From the compactness of
the wy convergence, we may assume that Q, — ©, and we get || < m. If ]QI m than
Q is solution from Theorem 3.2.7. Otherwise, we find Q* such that |Q|* = m and @ C
Q*. Then, from the monotonicity and the lower semicontinuity of ® we get ®(A*(Q2*)) <
liminf ®(\%(£2,)), consequently * is a solution. O
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3.3 The conductivity eigenvalue problem

Let D be a bounded, connected open subset of R such that R \ D is connected. For
every open set 2 C D we introduce the conductivity space

HY,..(Q) = cdm@{u € Hy.(R") | 3¢ > 0, Vu =0 a.e. on (R"\Q)}.

Here, for a set K C R™ and for ¢ > 0 we denote
K= [ ] B(ze).
Let u € H!

1 (Q). Clearly, there exists a constant ¢ such that u — ¢ € Hy(D). Indeed,
by definition there exists a sequence of functions u, € H}, (R") such that Vu, = 0 on
(RM\Q)* and u, — uin H'(). Consequently, there exists ¢, such that u, — ¢, € Hy(D),
and we may see the limit u, — uin H! (Q) for the extensions of u, in H} (R"). Since

Vu, = 0a.e. on (R™\ Q)¢ we have that vu, “EV v, G e HL (R™).Since [p, |Vug|*dz =
Jo |Vun|*dz we get that [, [Vu, — Vi|*dz — 0, where

Vﬂz{ Vuon

0 on Q°, (3.3.1)

Up to a sequence (still denoted using the same index) and since D is bounded and

2(D) . -
connected, we have u, gl = % and ¥ = u on . Let K be a connected component of R™ \ Q2.

We get that @ is quasi everywhere constant on K. In particular, u equals the constant c on
the unbounded component, so that U — ¢ € Hg(D).

We notice that if ©;, and Q, differ on a set of zero capacity, it is possible that A}, ,(Q:)
and H! () are not the same! This is not a real problem for the the study of isoperime-
tric inequalities, as will be observed in the sequel, but is a hard difficulty for the study of
the shape stability question (which remains open).

We introduce the following closed subspace in H,,,,,(?)

Unpa(Q) = {u € H. ()] / udz = 0},

The mapping u — ||Vu||2(g) is a norm on Ueenq(£2). Moreover, the Poincaré inequality

/lu| dr < C(D /|Vu| dx

holds with a constant C(D) depending only on D. Indeed, we can write for a suitable
value c,

/ (u — o)2dz < C(D) / V(- ¢)|dz,
D D
since u — ¢ € Hj(D). Consequently

/Q (u—c)’dz < 3cg'(D) /Q \Vu|2dz.



Since [, udz = 0 we get [, u’dz < [,(u—c)?dz < C(D) [, |Vul*dz. The eigenvalues of the
Laplace operator with conductivity boundary condition are defined as the eigenvalues of

the operator
Ag : LE(Q) — L3(Q)

defined by Aqf = u where u solves the problem

1 € Upona(Q) /Q Vu - Véds = /Q fédz Vo € Unna(Q).

Alternatively, u minimizes

1
min —/|Vu|2dz—/fudx.
ueucond(ﬂ)z 9] Q

Proposition 3.3.1 The operator Aq is self adjoint, positive and compact.

Preuve The continuity of Ag is a consequence of the Poincaré inequality in Ueong(S2). Its
compactness comes from the compact embedding Ueona(2) — L3(§2), while selfadjointess
is inherited from the Laplacian. O

A direct consequence of Proposition 3.3.1 is that the spectrum of conductivity b.c-
Laplacian consists on a sequence of eigenvalues

0 < X4(Q) < AF(D) < ...
It is straightforward to observe that
2A(tQ) = t72A(Q).
The monotonicity property & C Q = Af(Q) < A(Q) is a consequence of the min
max principle :

2
24(Q) = min max f—QM
VEUeona(D\{0} ueVi\{0} [, u?dx
For every V¥ C Ueona(Q1), VF = span{vy, ...vx} we consider v, extended to elements vy, of
H}, .(Qs) and v} — ¢ € Ueona(§22). The extension is done as follows : consider a sequence
v converging in H),,(Q) to vk, such that Vo§ = 0 on (RV\©2;)°. We extend v, by suitable
constants to elements (v()* € H}, ,(Q2) and define v} as the limit of (v§)*.
It is straightforward to observe that

Jo, IVulPdz _ fo, IV (v — ci)l?dz
le vide sz vt — ci|?2dz

Indeed, [, |vi — cl*dz > [y vk — cl’dx > [, |ukl*dz.

Proposition 3.3.2 For every k € N the following inequality holds true
)‘k—p+1(Q) < )‘zt—p+1(ﬂ) < )‘id(Q) < )‘lcct(ﬂ) < /\k+l(Q)

where p > 1 is the number of the connected components of Q°
40



Preuve The first and the last inequalities are proved in [38]. The third inequality is a
consequence of the min-max formula and the inclusion Ueons: (€2) € Ucona(€2)-

For the second inequality, let us consider a k-dimensional subspace Sy C Ueona(2). Tt
is easy to notice that Sy has a k — p + 1 dimensional subspace Si_p11 C Ueons:(§2). Conse-
quently, the min-max formula implies the second inequality. m

The shape stability question for A is much more difficult than for A{. No general conti-
nuity result could be obtained, since many small pieces carrying different constants may
produce a relaxation process into the limit process, which is not clear how to handle. It
turns out that this relaxation process is close to the relaxation of Neumann problems,
which is an open question.

Proposition 3.3.3 In two dimensions of the space, assume that Q, C D, Q0 < M. If Q, a0
and |Q,| — |Q| then A&(£,,) — A&(Q).

The proof is a consequence of the Mosco convergence Ueond(§n) t0 Ueona(§2). The diffi-
culty is to handle the constant values of varying functions on merging connected compo-
nents. We refer the reader to [18] for a discussion of this topic.

3.4 The isoperimetric inequality for the first conductivity
eigenvalue

In [38], the authors proved the following isoperimetric eigenvalue for A{ :
X(By U By) < A%(9)

where ) is a bounded open set of measure m and B;, B, are two disjoint balls of measure
m,/2. The main idea consists in rearranging in the sense of Schwarz (u — c¢)* and (u —¢)~,
for some test function u € Ueons: (), such that u — ¢ € Hj (). This rearrangement leads to
searching the minimizer only among the union of two disjoint ball of total measure equal
to m, and an analysis depending on the radius drives to the conclusion that the balls have
to be equal.

In the sequel we shall prove a similar isoperimetric inequality for the conductivity
eigenvalue. The new difficulty is that on the boundary of (2, the test function has different
constant values, so that several regions with flat parts may appear in the rearrangement
procedure. Consequently, a second rearrangement process has to be introduced in order
to eliminate the flat parts.

Théoreme 3.4.1 Let Q) be a bounded open set of RY. Then

24(By U By) < A¢(Q)

where B, and B, are two disjoint balls of measure l_{;l
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Preuve Letu € U,nq(Q) be a test function such that Vu = 0 on (R™ \ Q)°. In particular,
this implies the existence of a finite number of flat parts of u, corresponding to the (finite
number of) connected components of (R” \ )°.

Let ¢ € R such that u — ¢ € H'(R") (ie. u = ¢ on the unbounded component of
(R™ \ Q)). We make a Schwarz rearrangement of (z — ¢)* and (u — c)~ (see for instance
[41,47]). Let us denote u* = [(u—c)T]* and v~ = [(u—c)7]*. If (u—c)* = ¢; ona connected
component K of (R™ \ )¢, after the rearrangement procedure there is an annulus Ko, r,
with measure at least the measure of | K|, where u' equals ¢;.

The set Q) with the test function u is replaced by the set ; U €2, with the test function
c¢—u~,c+u' obtained in the following way. We remove out from the flat part of value c;
the annulus Ko, such that r1 < rg,and |K, o, | = |KN(R™\ 2)|. Making this procedure
for every flat part of u, (without c), we construct the new test function @ consisting on
¢ —u~ on §; and ¢ + ut on §,, where ; and (2, are respectively unions of concentric
annuli. In this way, [ U Q| = [ and [ o T@dz = 0, fo o, ¥°dz = [, u’dz. Moreover
U € Uoona(1 U Q) and [, o |Vi?dz < f |Vu|2d:v

At this point, we have to search the minimizer only among configurations of the form
(1, Q1, ). We make a new rearrangement procedure which will keep constant the mea-
sures of the level sets of & and diminish the Dirichlet energy, in order to create a test
function in Ueons:. Consequently, we will be able to use the isoperimetric inequality of
Greco and Lucia and conclude the proof. In fact, we will stretch the annuli in order to
eliminate the flat parts of & which are not counted in the measure |2, U Qy.

It is enough to prove the following result corresponding to one annulus. Let u €
H}(B(0,75)), w = 1 on B(0,r;) be a positive radial function symmetric in the sense of
Schwarz. For r, < ry such that |B(0,7,)| > | Ko, r,|, we introduce the function ¢ : [, 2] —
[ry,7s), c(r) = ¥/ (r3)* — r% + 7", such that lKO,c(r),r2| = |Korr,|. We define the rearrange-
ment of u by {u* > ¢} = B(0,c(r)) if c is such that {u > ¢} = B(0, 7). Clearly, since the
measures of the level sets are constant, we have that

V1i<p<+4oo uPdr = / (u*)Pdx.

KO,T],TZ KO r; r;
We evaluate the behavior of the gradient. Since u is radial, we can use spherical coordi-
nates to express Jx.. |Vu|2da: We notice that u* € H(B(0,ry)), since u*(c(r), 01, ..., 0n—1) =

u(r, 01, ..., 0n-1), and c 1s a Lipschitz function. Then, we have (below w(n) is the measure
of the unit sphere of RY)

"2 Ou
2 _ 2 ,n-1
/wa2 |Vu|*dz = w(n) /r1 (_8r) " hdr

T; 3u* ' '
* |2 _ 2, n—1
/ ’ ,|VUl dx—w(n)/r; (_8r') (r)" 'dr

0,7‘1,7'2
We perform the change of variable

=c(r) r=c(r)
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and u*(r') = u(r) = u(Y/(r')* +r§ — (ry)"), so that
ou*  Ou (rr-1

L AN

Consequently
T; au ' (,’,.')2(71,—1) N ’
Vu*2=wn/ —)2(r) - r )" tdr.
/Ko,rar" e g ) ) i‘/[(T')”+T5”—(Té)"]2<"‘1)(( )

pn—1

VIrpn—rg+rejr-

"2 Hu (,,.’)2(n—1) . (r’)n—l rnl
*|2 __ hbah V28 .
[ R =e [ UG P e

0,r9479

and writing 1’ = c(r) and dr' = dr so that (r)"1dr’ = 1" ldr.

2 Uy, T o1 e
—u(n) [ (GOt

Since = < 1 we deduce that fx
O,r;,

2 2
y |V'u,*| < fKo,rl,rg |Vu| .

3.5 Numerical results

In this section we address the problem of the numerical minimization of the conduc-
tivity eigenvalues with respect to a domain Q2 in R?. We refer the reader to [30, 66] for a
detailed exposition of classical shape optimization methods.

We recall that the eigenfunctions have to be constant on each connected component
of the boundary of the domain. Since the topology of the optimal sets is unknown, a
classical boundary variation optimization is not relevant here. To tackle this difficulty,
we propose an optimization procedure based on standard genetic algorithm technics (see
[55] for details on stochastic optimization methods). The parametrization of domains and
the cost evaluation are the main new features of our approach. Our algorithm has the
following principal ingredients :

— description of the unknown sets by a small number of parameters

— identification of the topology of each set (in order to handle the constant levels)

— computation of the conductivity eigenvalues imposing the locally constant boun-

dary conditions (relaying on the topology)

The first point is based on the study of level sets of functions described by Fourier
series. Let (amn) C [0, 1] be a family of parameters. We consider the function f defined on
[0,1] x [0,1] by

f(z,y) = Z 1, SIN TNE COS TMY.
m,n
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We associate to the set of parameters (a,,,) the open set

2

0 = {(:I:, y) € [0,1] x [0,1], f(z,y) < s f} ,
By classical linear interpolation technics, it is straightforward to get a complete poly-
gonal approximation of the boundary of (2. Notice that the boundary of 2 is, by construc-

tion, (for almost every family of parameters) a union of none overlapping simple closed
curves. We show in figures below two random sets obtained with a family of 30 parame-

ters.

FIG.3.1- ¢ = 45.84 FIG. 3.2 - \¢¢ = 53.54

The next step is to give a complete description of the topology of 0€2. We have to deter-
mine on which connected components of 0! the eigenfunction must take the same value.
We construct a tree structure whose vertices are the polygonal connected components of
0§ and whose edges represent the “direct” inclusion of those lines. More precisely, two
polygonal lines are connected by an edge if one of them contains the other and there is no
other polygonal lines contained inbetween. With this tree, it is straightforward to identify
the polygonal lines on which the eigenfunctions must have the same value.

Using this information, we can proceed to the computation of eigenvalues. First, we
generate a triangular mesh of our set. This has been done with the very performing 2D
mesh generator Triangle (see [64]). Then, we compute the standard stiffness matrix A asso-
ciated to Neumann boundary condition. Next, we impose the constraints on the boundary
by penalization. Imposing the condition «; = u; is handled by the matrix penalization in-
dicated below :

i .. ]

i| 1/e —1/e

] —1/e 1/e

In the sequel we present a few examples for the calculus of optimal shapes (together
with eigenvalues and eigenfunctions). A good exploration of the space of parameters by
genetic algorithms leads to the following numerical results (see figures below) for the
shape optimization problems

‘Srzrklin X4Q), k=1,2,3.
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We notice that for ¥ = 1 we numerically find the optimal solution consisting on two
disjoint balls, as Theorem 3.4.1 states, while for k£ = 3 the optimal shape is a ball.

FIG. 3.3 - \¢ FIG. 34 -\

Optimal value 45 3334

01+
005

0
<005 -
<01
015
02

025
vsd b 4025

":'.... 1 ~ i-oa
03_42302": wl ;ézoz‘lz‘

FIG. 3.5 - )¢

Remarque 3.5.1 We notice that for £ = 3 we obtain two different representation for the
eigenvector, the second is presented in the picture below.
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This is the concequence of the fact that for a ball the first eigenvalue have the order of
multiplicity equal to three, as is indicated below.
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Chapitre 4

Simulation numérique du décollement
d’une membrane

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est 1’étude numérique du décollement d"une membrane adhésive
soumise & une force dépendante du temps. Dans [16] plusieurs modéles sont proposées
dans le cadre de mouvements minimisants quasi-statiques. Un autre modéle, semblable
d’un certain point de vue, a été proposé dans [5] (voir aussi [4]) pour le processus de
I’évolution quasi-statique d’une membrane élastique en contact adhésif avec un obstacle
rigide. Le processus d’adhérence est modélisé par l'introduction d’un champ de liai-
son qui mesure la densité factionnaire des liaisons actives. Dans [16], suivant 1'énergie
dépensé pour le décollement de la membrane (appelée par la suite distance de dissipa-
tion) on a deux modeles. Le premier modele consiste en une évolution de mesures et le
deuxiéme modele en une évolution des domaines.

Pour les deux modeles on propose d’abord de méthodes d’optimisation locale : la
méthode du gradient pour 1'évolution de mesures et la méthode de lignes de niveaux
pour l’évolution de domaines. Ensuite, pour échapper aux minimums locaux on propose
une méthode basée sur des mécanismes stochastiques : les stratégies évolutionnaires.

Soit D C R? un ouvert borné et régulier, et f : [0,7] — L?(D,R") une fonction
donnée. On considére D comme une membrane en contact adhésif avec le plan (sur sa sur-
face entiere ou sur certaines regions). Soit o C D la région ot la membrane est décollée.
Au moment ¢ = 0 la position de la membrane est donnée par :

{ —Au= £(0,) dans Qg (4.1.1)

U € H& (Qo)

ol u représente le déplacement vertical de la membrane. Intuitivement, on peut com-
prendre le modele de la fagon suivante : si le contact est “fort” (la colle est forte), sous
l’action d’une force f la membrane reste collée sur D \ Qg (une force faible n’a aucun ef-
fet sur la région collée D \ Q). Plus intéressantes devient les situations o1}, en cassant le
contact adhésif, la région décollée augmente en temps.
Nous commencons ce chapitre par la description du processus de relaxation pour le
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probleme de Dirichlet. On présente ensuite le modele caractérise par une évolution de
mesures. La troisieme section est dédiée au modele caractérisé par une évolution de do-
maines. Pour conclure, nous présenterons les résultats numériques obtenus.

4.2 Relaxation pour le probleme de Dirichlet

Une des principales techniques de ’optimisation de forme est la relaxation. Dans cette
section on va donner quelques détails sur ce sujet (en relation avec les conditions au bord
de type Dirichlet), une description compléte pouvant étre trouvée dans [20].

Etant donné un domaine borné D C RY (N > 2) et une fonction j : D x R — R, on
considere le probléeme d’optimisation suivant :

gleiﬂ /D j(z, ug(x))dz 4.2.1)

ou A représente la classe de tous les ouverts de D, et uq est la solution du probleme
homogene de Dirichlet
—Au = f dans
{wha

prolongé par O sur D \ , et f est une fonction donnée dans L?(D).

La relaxation est basé sur l’extension de la notion de solution et 1’élargissement de la
classe d’objets sur laquelle on cherche a optimiser une fonctionnelle. Cette méthode est
utilisé pour des problémes pour lesquels on n’arrive pas a trouver une solution classique,
c’est-a-dire le minimum dans le probléme (4.2.1) nest pas atteint.

On note par My(D) l'ensemble des mesures de Borel positives de D, qui peuvent
prendre aussi la valeur 400, avec les propriétés suivantes :

i) u(B) = 0 pour tout ensemble de Borel B C D, avec cap(B) = 0;

ii) w(B) = inf{u(U) : U quasi ouvert, B C U}, pour tout ensemble de Borel B C D.

Un exemple de mesure de My(D) est, pour tout borelien S C D, la mesure ocog, définie
par:

(4.2.2)

Osicap(BNS)=0

+o00 sinon. (4.2.3)

ocos(B) = {

Par X,(D) on denote l'espace vectoriel de toutes les fonctions u € Hj(D) tel que
J utdp < 00. On note que l'espace X, (D) est bien défini, car ;1 s’annule sur tout ensemble
de capacité nulle, et que toute fonction de Sobolev est uniquement définie jusqu’a un
ensemble de capacité zero pres. Ceci signifie qu’on peut regarder X, (D) comme Hg(D) N
L?(D, p). On munit 'espace X, (D) avec la norme

o = ([ [VaPde + [ v
D D
induite par le produit scalaire :
(u,v)x,(D) =/Vqudx+/ uvdp. (4.2.4)
D D

On a le résultat suivant (voir par exemple [20]) :
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Théoréme 4.2.1 L'espace X,(D) avec le produit scalaire (4.2.4) est un espace de Hilbert.

On note par X, I'espace dual de X, (D). Comme X, (D) s’injecte dans Hy(D) par
l'application identité i(u) = u, I'espace dual H~!(D) de Hj(D) peut étre considéré comme
un sous espace de l’espace dual X'. Pour tout f € H~'(D) on peut écrire :

< f,v > x1=< fiv>g-1py Vv e X, (D).

Quand f € L?(D), on a une expression sous forme integrale :

< fv >X;1=/fvdx Vv e X, (D).
D

Soit u € My(D). On utilisant le théoreme de représentation de Riesz , il résulte que pour
toutes f € X, '(D) il existe u € X, (D) tel que

(u, U)XM(D) =< f,v >X;1(D) Yv e XM(D)

En tenant compte de la definition du produit scalaire sur X, (D), on obtient

/Vqudw+/ wdp =< f,v >x-1(p) Vv e X, (D)
D D

Cette derniére expression peut étre écrite sous la forme :
trouver u € X,(D) telque — Au+ pu= f dans X;l(D) (4.2.5)

qui s’appelle la formulation relaxée du probléme de Dirichlet. Par la suite on note avec u,
la solution unique du probléme (4.2.5).

Soit R, : X;'(D) — X,(D)'opérateur resolvent défini par R,(f) = u,. Cet opérateur
est continu, linéaire et symétrique. Il existe donc une constante C' (dépendant uniquement
de D) telle que

IR.(A)lzroy < Cllflla-1py ¥V f € H (D)
et
< 9, Ru(f) >x;1;y=< fs Rug >x-1py YV f,9€ X (D).

Par la suite on va introduire la notion de vy convergence sur la classe de mesures
M(D), notion introduite dans [28] pour I'étude de la dependance entre la solution du
probleme (4.2.5) et la mesure .

Définition 4.2.2 On dit que une suite de mesures (u,) de Mo(D) - converge vers une mesure
p € Mo(D) si et seulement si

R,.(f) = R,(f) faiblement dans Hy(D), Vf e H™'(D).

Soit w), la solution du probléeme

-Aw, +wup =1
{ w, € X,(D). (4.2.6)
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Il est possible de démontrer que (voir [15]), (un) v converge vers u si et seulement si
w,, converge vers w, faiblement dans Hg(D). La v convergence de u, vers p, est aussi
équivalente (voir [15], [28]) avec la I'- convergence de fonctionnelles énergie associées,
u — [lull%, (p) vers u — |lull%,p), par rapport a la convergence forte de L%*(D). Comme
propriétés principales de la v convergence on rappelle la théoréeme de compacité et le
résultat de densité. Nous nous referons a [20] et [15] pour les deux théorémes suivants.

Théoréme 4.2.3 L’espace Mo(D) muni de la topologie de la -y convergence est un espace métrique
compact pour la distance

d(:ul,,UQ) = A 'wul - wuz’d‘r
ot w,, représente la solution du probleme (4.2.6).

Théoréme 4.2.4 Pour toute mesure y € M, (D), il existe une suite (Sy,) d’ensembles compacts
de D tels que la suite (cog, ) y converge vers .

Soit 4 € My(D) et soit (S,,) une suite du Théoréme 4.2.4. Soit f € H™ (D) etQ, = D\ S,.
La solution u, du probléme de Dirichlet :

{ —Au, = fla, dans H~1(Q,) (4.2.7)

u, € Hy ().

peut étre écrite comme u, = R, (f) ol , = 00g,. Comme la suite (u,) - converge vers
u, on obtient que (u,) converge faiblement dans Hg(D) vers la solution u, du probleme :

{ —Au+up = f dans X, (D) (4.2.8)

u € X, (D).
Par conséquent, le Théoréme 4.2.4 prouve que, pour tout f € H~'(D), la solution du
probleme (4.2.8) peut étre approchée par la solution du probléme de Dirichlet (4.2.7). Si
on définit I'énergie de ;1 associée a f par

B, f) = min{%”u”xu(p)— < fiu>: ue Xy (D)} (4.2.9)

on obtient que u,, est 'unique minimiseur dans (4.2.9) et par conséquent

1
Ep, f) = Sllwsllxuoy— < frun > (4.2.10)

On revient au probléme d’optimisation considéré, (4.2.1). On suppose que j vérifie les
hypotheses :

§(-, s) est LY mesurable dans D pour touts € R; (4.2.11)
j(z,-) est continue dans R pour presque tout z € D; (4.2.12)
il existe ag € L*(D) et co € R tel que |5(z, s)| < ao(z) + cols|? (4.2.13)

pour presque toutx € D et pour touts € R.
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Soit

i (, 4214
i [, 15 4219

Nous nous referons a [20] pour le résultat suivant, qui établit la relation entre les problémes
d’optimisation (4.2.1) et (4.2.14).

Théoréme 4.2.5 Soit f € L?(D) et soit j : D x R — R une fonction qui satisfait les conditions
(4.2.11),(4.2.12) et (4.2.13). Alors le probleme (4.2.14) admet une solution et

min /Dj(x,uu)z min /Dj(z,uQ). (4.2.15)

neMo(D) Qe A(D)

Remarque 4.2.6 De plus, pour une fonction u € Hy(D) les affirmations suivantes sont équivalentes :
(a) il existe une suite minimisante (Q,,) pour (4.2.1) tel que (uq,,) converge faiblement vers u dans
Hy(D);

() il existe un point de minimum p pour (4.2.14) tel que u = u,,.

Si (4.2.1) admet une solution 2 € A(D), alors la mesure cog correspondante a S = D\ 2 est une
solution pour le probleme relaxé (4.2.14).

Le Théoréme 4.2.5 est une conséquence de la densité de la classe de mesures de type oos
(avec S compact inclus dans D), dans My(D) par rapport a la v convergence. Une autre
classe de mesures qui est dense dans My(D) par rapport a la méme convergence, est la
classe de mesures de Radon avec densité L. Nous nous referons a [20] pour le résultat
suivant.

Proposition 4.2.7 Soient ¢ € L®(D), g > 0 presque partout et uq la solution du probleme
elliptique

—Auy + quy = f dans D
{ u, € HA(D). (4.2.16)
On consideére le probleme d’optimisation
inf F 4217
q€L (D) (9) ( )
ot F(q) = [, j(z,us(z))dz. Alors
in F(p)= inf F(q). 4218
uEI/I\}floIgD) () qeé{:}(p) (9) ( )
Soit p, la solution du probléme adjoint
_App. +pu,u = js(x, Uu) dans D
{ pu =0 sur 0D. (4.2.19)

ot j,(z, s) est la dérivée partielle de j par rapport a s. Le probléme (4.2.19) doit étre com-
pris dans le sens variationnel habituel. Les conditions d’ optimalités satisfaites par la
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solution p € My(D) du probleme (4.2.14) ont été introduites en [20] sous les hypotheses
suivantes pour j :

j(z,-) est différentiable et j,(z, -) est continue sur R pour presque toutz € D;  (4.2.20)

js(-,s) est LY — mesurable dans D pour tout s € R; (4.2.21)
il existe a; € L*(D) et C; € R tel que
ljs(z, 8)| < a1(x) + c1s]?, pour presque toutz € D et pour touts € R. (4.2.22)
Nous nous référons a [20] pour le résultat suivant.

Théoréme 4.2.8 Soit u € My(D) un point de minimum pour le probleme relaxé (4.2.14), et u,,
et p, les solution des (4.2.5) et (4.2.19), respectivement. On suppose que j satisfait les hypotheses
(4.2.11)-(4.2.13) et (4.2.20)-(4.2.22). Alors

uupu < 0, quasi partout dans D. (4.2.23)

4.3 Evolution de mesures

Dans ce cas, la configuration a 1’équilibre est donnée par I’'equation

{ —Au+pu= f dans D 43.1)

u € Hy(D)N L*(D, n)

ol u représente le déplacement vertical de la membrane et . est la variable du controle
qui mesure 'adhérence de la membrane. L'adhérence parfaite correspond a u = +oo et
le décollement total correspond & p = 0. La variable de contrdle u est supposée varier
dans la classe My(D) de mesures de Borel non negatives sur D. Sur la classe My(D) on
introduit la relation de monotonie < définie par

p1 = po sipour tout quasi-ouvert A C D ona uy(A) > pa(A).

Pour chaque p € My(D) on définit I'énergie de u associée a f par

E(u,f)= min{%/DIVude + -;—/Dzﬂd,u - /Dfudx cu€ X, (D)} (4.3.2)

Définition 4.3.1 Une distance de dissipation sur Mg est une application D : My X My —
[0, +o00] qui satisfait les conditions suivantes :

(1) D(u, p) = 0 pour tout p € My;

(ii) D(p1, p3) < D(pa, p2) + Dz, ps) pour tout pun, pa, p3 € Mo.

On dit qu’une distance de dissipation est irréversible si

pz2 A = D, p2) = +00.
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Exemple 4.3.2 Deux distances irréversibles sur M.
= Dy(p1, 2) = [ 1wy — Wy ldT + Xpp<u,, 01w, est la fonction définie dans (4.2.6),
= Deap(i1, pi2) = —cap(p, D) + cap(p2, D) + Xpuy<p, 01 X5 est la fonction qui prends la
valeurs 0 sur E et +oo ailleurs, et cap(u, D) est la quantité définie par

cap(u, D) = inf{/D |Vu|®dz + /D(u —12%p : ue Hy(D)}. (4.3.3)

On note que les deux distances, D, et D4, sont y continues en chaque variable.

Avant de rappeler le résultat principal du [16], on introduit la notion de mouvement
minimisant généralisé associé a une fonctionnelle ([37]).

Soit S un espace topologique, ou plus généralement un ensemble muni d"une struc-
ture de convergence, et une fonctionnelle

[0,T] x S x S 5 (t,v,w) — F(t,v,w) € R.

Pour tout £ > 0 fixé, le schéma d’ Euler de pas ¢ et de condition initiale uy € S consiste en
la construction d’une fonction u.(t) = w([t/£]) de la fagon suivante :

w(0) = ug, w(n+1) € Argmin{F((n+ 1)e,-,w(n))},
ou [] représente la partie entiére.

Définition 4.3.3 On dit que u : [0,T] — S est un mouvement minimisant généralisé associé a
F avec condition initiale ug, et on écrit u € GMM (F, S, uo) s'il existe une suite e, — 0% tel
que pour tout t € [0, T, uc,(t) — u(t) en S (voir [16]).

Le processus irréversible, modelé par une relation de monotonie, suggere la nécessité
d’une relation d’ordre < sur S. Plus précisément, on suppose que :

(S1) la convergence en S est compacte , c’est-a-dire pour toute suite il existe une sous
suite convergente ;

(S2) la relation d’ordre < est compatible avec la convergence, c’est a dire si u, — w,
v, — vetu, S v,alorsu <X v;

(S3) toute fonction non décroissante ¢ : R — S est séquentiellement continue sauf au
plus un ensemble dénombrable de points.

Soit X ([0, T), S) 1a classe de fonctions ¢ — u(t) non décroissantes dans le sens suivant :
t1 <ty = U(tl) = U(tz) dans S.
Nous nous référons a [16] pour les résultats suivants.

Lemme 4.3.4 Sous les hypothéses ci-dessus précisées (51-S3), pour tout (u,) € X([0,T1},5), il
existe une sous suite (un, ) et une fonction v € X([0,TY), S) tel que

Vt € [0,T), un,(t) — u(t) dans S.
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Théoreme 4.3.5 On suppose que pour tout t € [0, T et pour tout u € S le probleme
min{F(t,v,u),v € S,u <X v}

a au moins une solution. Alors pour tout ug € S il existe un mouvement minimisant généralisé
associé a la fonctionnelle (t,v,u) — F(t,v,u) 4 Xu<v-

Dans le cadre ci dessus le modeéle pour le décollement d’une membrane consiste en
l’étude de mouvement minimisant généralisé associé a la fonctionnelle F : [0, T] x Mg X
M, — R définie par

F(t, m, p2) = E(p, £(2)) + D, p2), (4.3.4)
ol E est I'énergie définie en (4.3.2) et D est une distance de dissipation irréversible sur
M. Etant donnée f(t, ) > 0, le schéma d’Euler de discrétisation en temps du processus
de décollement peut étre défini de la fagon suivante :

— fixer un pas de temps € > 0 et considérer la discretisation en temps t; = ¢k pour

keN;

— commencer avec une configuration initiale o € Mo, tel que . (0) = po;

— définir u.(t5) de facon itérative, en prenant y.(t7,,) comme solution du probléme

de minimisation
min{E (g, f (1)) + Dk, p(t0)};
— passer a la limite quand ¢ — 0, et obtenir une application t — pu(t) qui va étre
appelée solution du schéma du mouvement minimisant généralisé.
Dans le cas considéré, on demande que le processus soit irréversible, c’est-a-dire pour
V'ordre partiel défini par 1 = pa quand pz(A) < u1(A) pour tout quasi ouvert A C D, on
impose
Dy, p2) = +00 si py £ o

Théoréme 4.3.6 Soient T > Oet f : [0,T] — L*(D,R*). Soit D une distance de dissipation
irréversible qui est v semi-continue inférieurement dans la premiere variable et o € My la condi-
tion initiale. Alors il existe un mouvement minimisant généralisé ;1 € GM M (F, My, o) associé
a la condition initiale p1o, ot F est définie dans (4.3.4).

4.4 Evolution de domaines-dissipation proportionnelle a
la mesure de surface

Une étude de l'existence d’une application t — Q(t) qui satisfait le schéma du mou-
vement minimisant généralise est réalisé en [16]. On rappelle le contexte et le résultat
principal. Soient A la famille des ensembles quasi ouverts de D, et A € A la region
décoliée de la membrane. On peut naturellement identifier ’ensemble quasi ouvert A
avec la mesure pip\ 4.

Définition 4.4.1 Soient (A,) une suite de quasi ouverts de D, et A C D. On dit que A, faible
gamma converge vers A et on écrit A, —y,, A si wa, — w faiblement dans Hy(D), et A =
{w > 0}.
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Par la suite on va munir A de la wy convergence, qui est compacte et plus faible que la v
convergence. Soit

Dm(Al,AO) = IAl \ AO‘ + XAoCA,

une distance de dissipation. Ici x4,ca, = 0si Ag € A, quasi partout, et +oo sinon. On
considere la fonctionnelle

F(t, A1, Az) = E(Ay, f(t) + Dim(A1, Aa), (4.4.1)

E(A f)= min{%/D|Vu|2dx— /Dufdx cu € Hy(A)}. (4.4.2)

On note que, méme si la wy convergence est compacte, I'énergie définie en (4.4.2) n'est
pas wy continue, la distance de dissipation D,, n’étant pas semi-continue inférieurement
en chaque variable.

Théoreme 4.4.2 Soient T > Oet f : [0,T) — L*(D,R"), Ay € A l'ensemble quasi ou-
vert initial et A muni de la wry convergence. Alors il existe un mouvement minimisant A €
GMM(F, A, Ay) associé a F et a la condition initiale Ay.

Remarque 4.4.3 On note que, dans ce cas, la solution reste dans la famille de quasi-
ouverts. A-priori, en minimisant I'énergie a chaque iteration en temps, il est possible que
le minimum ne soit pas atteint, et la solution ne va plus étre un quasi ouvert mais une
mesure.

Exemple 4.4.4 Dans cet exemple on présente le cas d'une membrane radiale et symétrique.
Soit D = [0,1] x [0,1] € R? la membrane, et Ay = (), c’est a dire la membrane est au mo-
ment initial complétement collée. On considére la force

f:[0,+00] x B(0,1) — [0, +00), f(t,z)="t" lp(p1)

ou P = (0.5,0.5). On peut démontrer que la solution de ce probleme est formée par un
évolution de disques, centrés en P (pour ¢ petit). Afin de trouver explicitement I’évolution
on note avec a le rayon (dependant de t) de la partie décollée. Le probléme a résoudre est

min J(a) = min E(B(P,a), f(t)) + ma®

ae[O,%] aG[O,%]

ol E est donnée par (4.4.2). Le déplacement vertical de la membrane, u est solution du
probléme :
{ —Au = f(t,-) dans B(P,a)

u =0 sur 0B(P,a). (4.4.3)

Comme u est radial, (4.4.3) est équivalente a

—(rur)' = fr.
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En intégrant sur [0, r] on obtient

En notant H(r) = [J lpysdsonau, = —f

obtient

(r). En passant en coordonnées polaires on
1 2 a
E(B(Pa) £t ) =5 [ [ (wtr)praras
0

1
= —7rt2/0 ;H?'(r)dr.

On distingue deux situations.
l.a< ;}:
Dans ce casona H(r) = [ sds = ™, et par conséquent

a .3 7Tt2a4

T
J(a) = —nt® [ —d ?=— 2,
(a) s 1 r+7ma T +ma
La dérivée est donnée par
/ —nt?a®
J (a) = 2 + 27a.

Les solutions de I'équation J(a) =0sonta; =0etay = Qtﬁ Comme a < %, la derniere
égalité implique ¢ > 8v/2.

2.a > i

Ona

1

J(a) = —7rt2[/Z 7n—3dr + /a lidr] + ma?
0 4 % 7'45

1 1
= —7t? TTE In(4a)] + ma®.
La dérivée est donnée par
' —mt?
J (a) = Fa + 27a.

La solution de J' = 0 est a = 4. Avec cette valeur pour a, J(a) = 0 pour t = 8v/2ei.

Comme, dans ce casa < 3 onat < 16v/2.
D’apres ces calculs on peut énoncer :
- pour0 <t< 8+/2, la fonctionnelle J est croissante en a, et le minimum est atteint
pour a = 0 (la membrane reste collée);
- pour 82 <t < 8\/56%, la fonctionnelle J n’est pas croissante en a , mais le mini-
mum est encore atteintena =0;
- pour 8v/2ei < t < 16v/2, le minimum est atteint pour a = 3—;—\/—-, donc il y aura un

décollement brusque, suivi d’un décollement continu jusqu’a ¢t = 16v/2.
— pour ¢ > 16+/2, la membrane est décollée.
56



Par la suite on donne la representation graphique de J pour quelques moments de temps.
Sur les premiers trois graphiques on note que le minimum est atteint en a = 0. Dans
la quatriéme graphique, on note une décollement brusque, et finalement le cinquiéme
graphique corresponds a un décollement continu.

o lamps.4 o temps 10 s temps:11.3137

05 ////‘ as s
— a 0
05 a5 05

P 1
15 15 15
Yo% 6z 0% 03 0% 04 o0& 05 B o® 02 0B 03 0B 61 08 05 1 015 02 0z 03 0% 04 046 06

FIG.41-t=14 FIG. 42-t =10 FIG. 43 -t =82
la temps 14 5271 Je temps:22 6274
1 1
as os
e u—\
05 s \\
15 EH
ATTEw 87 Tom 03 0% 0r ol 05 B ow 82 0B 03 0B @4 o0& 65
1

FIG. 4.4 -t = 8v/2e1 FIG. 45—t = 16V/2

4.5 Résultats numériques

4.5.1 Evolution de mesures-processus de relaxation

Nous allons montrer dans ce paragraphe, comment la formulation relaxée (4.2.5) se
préte bien a la recherche numérique d’une forme optimale. Une étude compléte sur cette
question est réalisé en [33]. Dans la deuxiéme section du ce chapitre on a vu qu’en partant
avec une configuration initiale y; et une discrétisation en temps ¢, = €k, trouver la mesure
optimale au moment ¢, revient a résoudre le probleme de minimisation :

min{ E(p, f(tk+1) + D, po(te))} (4.5.1)
nemM
ou FE est définie par (4.3.2) et D est la distance de dissipation.
Soit
— . <
D, iz) = /D W = Wi, s = (45.2)
-+00 sinon
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ou w, est la fonction définie en (4.2.6). La relation de monotonie définie sur M, implique
I’équivalence du probléme (5.1.1) avec le probleme

min (B, f(bk0)) + /D w,dz) (453)

En prenant comme fonction test w, dans (4.2.6), on a que [, w, = [, [Vw,[*dz + [, wdu
et par conséquent (4.5.3) est équivalent &

min{ By, f(tee1)) — 28(n, 1)} (4.5.4)

Les avantages qu’une telle formulation nous offre sont :

-l"utilisation d"un maillage fixe;

-au lieu de réaliser un mouvement de la frontiere du domaine, on peut travailler dans
I'espace des densités de mesures (qui sont des fonctions).

Dans notre contexte le domaine relaxé peut étre caractérisé par une mesure qui n’est
pas du type cos.

Suivant’approche proposé dans [33], on va simuler un algorithme basé sur la méthode
du pas de descente, dans le contexte d"une discrétisation par éléments finis.

Soit T = (Ti)k=1,.,» une triangulation de la zone de dessin. On va approcher toute
mesure de M par une suite de mesures dont les densités sont constantes sur chaque
triangle T;.

On introduit les espace de dimension finie :

X,? = {’Uh € C(D) : ’UhITk eP,, VT, €Ty, v, = OSuraD},

Mh = {/J‘h ﬂh'Tk =mg € [0,00], V711(: € T}a

ou P; représente l'espace de polyndmes de R" de degrée inférieur ou égal a un. Par
conséquent X} est le sous espace de H} (D) qui contient les fonctions linéaires et continues
par morceaux sur la triangulation 7;. On note que I'espace de mesures ayant la densité
égale a une fonction constante par morceaux de M, est contenu dans M. Si pp, € M,
alors I’espace discret, analogue a X,(D) est défini par

X0 = {uvn € X3 : wa|g, =0 si my = +o0}.

L'intégration par rapport a la mesure discrete p, doit étre comprise dans le sens suivant :
[ s@d =S m [ fw)s
D k T

bien définie pour les fonctions (ou produit entre eux) de X .
Le théoréme suivant montre la variation de l'énergie E(yu, f) définie en (4.3.2) par
rapport a la mesure discréte p;, sur chaque element T;.(voir [33], [52]).
Théoréeme 4.5.1 Soit pp, = (my)p_, € My. Alorsona
oE 1 9
— == dr Vk=1,..n 4.5.5
amk 9 Ak upax n ( )

ot uy, est la solution de la version discréte du probléme (4.2.5).
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Preuve Soit a,(-,-) la forme bilinéaire définie sur X, par

au(u,v) = / VuVudr + / uvdp.
D D
La version discréte du probléme (4.2.5) s’écrit :

trouver u, € X, , tel que ay, (un,va) = (f,vs), Vv, € X7, (4.5.6)

Soit i, = pn + dme; ou e; est le j-éme vecteur unité de la base canonique en R”, et @, la
solution du probléeme
ag, (U, v) = (f,v), Vv e X, . (4.5.7)

En prenant u; comme fonction test dans (4.5.7) on a a, (4x, un) = (f, up). On obtient
ay, (U, up) + 5m/ upupdr = (f,u). (4.5.8)
T;

D’autre part on a a,, (up,vs) = (f, vs) pour tout v € Xﬁh. En prenant cette fois v, = 4, on
obtient a,, (un,un) = (f, us). On remplace dans (4.5.8) et il résulte :

(f’ ah) - (f7 uh) = —0m Upupdz.
T

Comme E(pp, f) = —3(f, un), on obtient

~ 1. -
E(iip, f) — E(up, ) = §Om/ upupde.
T;

Pour conclure il suffit de passer a la limite quand ém tends vers zero.

L’algorithme classique de type gradient au n-uplet (my)k=1,.. . est le suivant. Si on note
avec wy, la solution du probléme

wy € Xgh, ay, (wn,vp) = (1,0p), Vo, € Xgh, (4.5.9)

les étapes de l'algorithme sont :

1. choisir une mesure initiale 1) € M), et un nombre d’itérations I ; pouri=1,.,1on
répéte les pas suivants :

2. calculer 4} et wi comme solutions des probléemes (4.5.6) et (4.5.9) associées & p, ;

3. calculer le vecteur gradient G* = (G%) , ot
Gi— -1 [ wivde+ [ (wi)de VE=1,..n:
2 Jg, Te

4. déterminer o tel que

E((ph + o'G")™, f(tre1)) — 2E((uh, + G T, 1)) < E((y, £(8)) — 2B (i, 1));
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5. définir it par mit! = (mi + &*GL)*, Yk=1,..,m;

Remarque 4.5.2 On note que, a chaque itération, dans I'étape 2, le terme [ VuVvdz reste
inchangé. Pour gagner en temps d’execution, ce terme peut étre calculé et stocké avant de
commencer les iterations.

Remarque 4.5.3 Cet algorithme montre I’évolution locale de la membrane, par conse-
quence il trouve des optimum locaux (voir [13], [14]). Pour échapper aux optimums lo-
caux on utilise le principe d’algorithmes génétiques ( derniére section de ce chapitre).

Avec cet algorithme on obtient les résultats suivants :

a) Soit D = [—1,1] x [—1,1] le support de la membrane et B(0,0.4) la boule de centre
(0,0) et rayon 0.4.

Soit f(t) = t * XB(,0.4) + 10 * XB0,0.4), € At = 2. Les figures ci dessous illustrent le
processus de décollement de la membrane.
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L’évolution de la membrane correspondante est :
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Dans cette section on propose une méthode numérique d’optimisation de forme basée
sur la combinaison des techniques classiques de dérivation par rapport au domaine et de

4.5.2 Evolution des domaines



courbe de niveau pour la propagation de fronts. Avec cette méthode on va trouver des
optimums locaux et pour un etude global on va faire appel aux algorithmes génétiques.
La méthode de lignes de niveaux proposée par Osher et Sethian [53] a été appliquée dans
différents problémes, comme optimisation de structure élastique [3], problemes inverses
[24], segmentation des images [45]. Par la suite on va donner la définition de la dérivée
de forme et on va brievement présenter la méthode de lignes de niveaux.

Dérivée de forme

On considére un probleme d’optimisation de forme du type :

min J (%), (4.5.10)

ot A est la famille des domaines admissibles et @ — J(Q2) est la fonction cott qu'on
cherche a optimiser. La fonctionnelle J dépend de 2 & travers la solution d’une équation
aux dérivées partielles posée sur ce domaine. Soit V € Cg°(R"Y, R") un champ de déplacement
ou de déformation. Pour ¢ € R on définit 'application T, : RY — R¥ par T} = Id + tV.
L'application T; est un difféomorfisme entre R et son image, pour t petit. En effet, T; est
une bijection comme perturbation de l'identité ( c’est une bijection des que [t| < Vs
d’apres les résultats classiques dans les algebres de Banach). Il suffit de montrer encore
que le Jacobien de T; est différent de zéro. En dimension deux, on a

14124 ¢4 v, OV,  ,0Vi Vs
@i | = U )~ e By 7

si t est petit.

Définition 4.5.4 Onappelle dérivée (Gateaux) de J au point Q0, suivant la direction de déformation
V, la limite, si elle existe

On notera cette limite DJ(Q, V).

Un résultat classique du a Hadamard est que la dérivée par rapport au domaine ne
dépend que de la valeur de V.n sur 9. Alors, la dérivée de forme peuts’écrire DJ QV)=
S50 gV-nds ot1la fonction g dépend implicitement de 2, de la solution, de 'EDP et éventuellement
de I'état adjoint (voir [42],[66], [30]). Une direction de descente pour la méthode de gra-
dient est V = —gn. Formellement on obtient

JTAQ) = J(@) — ¢ /6 s+ o)

ce qui garantit la décroissance de la fonction objectif.
L’algorithme de variation de domaine par la méthode du gradient, peut étre résume
comme suit :
- Soit 2 € A un domaine initial ;
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— On calcule la dérivée de forme par rapport au domaine DJ(Q,V) = [, gV.nds;
Pour un “bon choix” du pas de descente ¢, on modifie (2 de la fagon suivante :
Q= (Id+t,V)(Q) o V = —gn est la direction de déplacement;

— Avec Q; a la place de 2 répéter I'étape deux, jusqu’a ce qu'un critere d’arrét est
vérifié.

Remarque 4.5.5 On peut remarquer que les domaines atteints a partir d'un domaine
ont la méme topologie que 2. Cela signifie que la méthode de variation de frontiére n’est
pas capable de produire des changements de topologie (ne permet pas l'apparition de
nouveaux trous a l'intérieur du domaine).

Un des inconvénients de cette méthode est que il faut remailler réguliérement, et donc
ceci fait quel 1’algorithme soit cotiteux.

La méthode de lignes de niveaux

Par la suite on présente la méthode de lignes de niveaux ([68],[63],[56],[26]. Avec cette
méthode on ne maille pas la forme, mais on la capture sur un maillage fixe d’une grande
boite D.

On va paramétrer la forme § par une fonction ¢ appelée fonction lignes de niveaux qui
doit vérifier

é(z) >0, siz €
#(z) <0, size D\ Q;
¢(x) =0, siz e .

La fonction ¢ étant définie, on fait évoluer sa ligne de niveau 0 (i.e. 92) au cours du temps
(au lieu de bouger § dans l’algorithme précédent on va faire évoluer la ligne de niveau 0
de ¢). Autrement dit, pour tout z € 92 on veut que

o(t, (Id + tV)(z)) = 0 pour tout .

En dérivant cette derniére expression, on a :

0 0¢

—o(t tvV =—=4+VVp=0

0, (14 +1V)(@) = 5 + VY
Comme V est un champ de vitesse normal, V = V;,n, et la normale & une ligne de niveau
est donnée par n = % on obtient que, pour calculer ¢ on doit résoudre une équation de
type Hamilton Jacobi :

Z—f +V,|V¢| =0. (4.5.11)

Si le champ de vecteur V posséde une extension naturelle , on résout I'équation (4.5.11)
dans toute la zone de dessin D. L'algorithme d’optimisation par lignes de niveaux pour
la minimisation de la fonctionnelle J(2) peut étre structuré de la fagon suivante :

1. Initialisation de ¢ = ¢ correspondante a une forme initiale (2o ;

2. Calcul du champ de vitesse;
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3. Déformation de €2, par résolution de I'équation d'Hamilton-Jacobi (4.5.11). La nou-
velle forme Q; est donnée par la fonction lignes de niveaux ¢; solution de (4.5.11)
apres un pas de temps At en partant de la condition initiale ¢o.

4. Pour des raisons de stabilité, la fonction est réinitialisée de temps en temps en
résolvant une autre équation d’Hamilton-Jacobi dont la solution stationnaire est la
fonction distance signée a la courbe de niveau 0.

5. Avec ), au lieu de Qg retour a l’étape 2.

Avant de calculer V,, pour le décollement de la membrane on va donner quelques
détails sur la résolution numérique de I'equation de Hamilton Jacobi.

Le schéma numérique pour résoudre I’equation de Hamilton Jacobi

On utilisera dans la suite les notations classiques des schémas de différences finies
sur un maillage régulier des points indexés par les entiers 4, j. Comme la frontiére de la
forme est donnée par une fonction définie sur toute la région de dessin, on va utiliser un
maillage fixe pendant lévolution de la forme. On rappelle le schéma explicite décentré de
différences finies proposée par Osher et Sthetian en [53] pour résoudre 'equation (4.5.11)
avec condition initiale ¢(t = 0,z) = ¢g .

pt = ¢ — Atlmax(Va,,;, 0)VT +min(V;,,,, 0)V7] (4.5.12)

V*¢ = [max(D;;*,0)* + min(Df*¢,0) + max(D;;* ¢, 0)®+ min(D}¥¢,0)%z  (45.13)
et
V~¢ = [max(D;"$,0)* + min(D;%¢,0)* + max(D; ¢, 0)> + min(D;"¢, 0)%z. (4.5.14)

Dans les expressions ci-dessus on a pose :

D*.ll(r‘) . (3,'_,_1_}' = o‘i.j D_,_y — of.j+1 — O;‘J
v Ax Y Ay

)—.‘i‘ 3 of-J B Oi—l,‘j D s B S O’J = O'IJ_]

i i @ = —=——m—"% il Pp=——"
Ax Ay

avec Az et Ay le pas suivant le long de l’axe des abscises et le long de Iaxe des ordonnées,
respectivement. Pour avoir la stabilité du schéma , le pas du temps At est limité par la
condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

max V,,(z).At < Az.
z€D

Initialisation et reinitialisation de la fonction lignes de niveaux
D’apres les suggestions de Osher et Sethian, [53], on initialise la fonction ¢ avec la
fonction distance signée

() = dist(z,00), size€lf
¢(z) = —dist(z,00), siz €
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ou dist(z, 9) est la distance habituelle entre = et un ensemble K. Parmi les propriétés de
la distance signée on rappelle qu’elle vérifie

|[V¢| =1 presque partout sur 2N Q°

A cause du fait que 'équation de Hamilton Jacobi ne préserve pas la distance signée
au long des itérations, la fonction ¢ devient parfois trop raide ou trop plate. Afin de
régulariser la fonction ¢ on résout périodiquement I'équation

{ 94 1 sign(d)(|Vd| — 1) =0, (4.5.15)

d(t =0,z) = ¢(z).

L’approche suivie pour résoudre cette équation est celle de Peng et al.[56]. La fonction
sign est remplacée par
d

T /& + |VdPATE

s(d)

On utilise le schéma

d%_H = dZ - At[max(sij, 0)(V+ . 1) + min(sij,O)(V“ = 1)]
Ici s;; est la valeur nodale de s(d) sur notre maillage, et V', V™ sont donnés en (4.5.13) et
(4.5.14) pour la fonction d. La stabilité du schéma est donnée par la condition

|
max s(d) AL < 5 (45.16)
D’autres méthodes pour la reinitialisation ont été proposées en [26], ot la technique de
reinitialisation consiste en le calcul de la distance a la frontiére, pour chaque point du
maillage. Une autre méthode est de résoudre 'équation Eikonal [VT| = 1 en utilisant
Fast Marching Methods proposé par Sethian , une fois en avant et aprés en arriere [63].

Un autre ingrédient principal pour la méthode de lignes de niveaux est l’extension
de la vitesse. Pour résoudre 'equation de Hamilton Jacobi, la vitesse doit étre définie sur
toute la région de dessin. Si la fonction g qui intervient dans l'expression de la dérivée
de forme est définie sur toute la région de dessin alors on a une extension naturelle de
la vitesse , V=-g (c’est notre cas). Cette extension n’est pas possible dans tous les cas.
D’autres méthodes pour l'extension de la vitesse ont été proposées dans la littérature.
L’une d’entre elles est de résoudre 1'equation hyperbolique (voir [56]).

ug + sign(e) v 0 4.5.17)

W.VU =

pour t assez grand, et avec la condition initiale égale a la vitesse sur la frontiére et zéro

ailleurs.
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Calcul du vecteur vitesse pour le décollement de la membrane

Revenons maintenant au calcul de la vitesse pour |'équation de Hamilton Jacobi ([42]).
On rappelle que dans ce cas la fonctionnelle & minimiser est donnée par l'expression
(4.4.1) qui est équivalent a

J(2) = —%/Dquda:+ Q] = —%/Dfugdqu/Qda: (4.5.18)

olt ug est la solution du probleme

{ —Au=f dans (4.5.19)

u € H(Q).

Soit J;(Q) = [, uqfdz. D’apres la définition de la dérivée de formeona:

DJi(Q,V) = lim J(Tt(Q)i — J(Q)

fD fuTt(Q)d-T - fD fuqdz . Uty (n) — Ug Jip

= lim f lim
t—s0 t

p  t—0 t
ou
o~ ug, stz €
& 0, sinon.

On note v = lim, o —{2="% Par conséquent DJ, (2, V) = [}, fu'dz.
Trouvons maintenant I'équation vérifiée par u'.
On sait que ur, () vérifie —Aug,q) = f dans T;(Q2). Soit € C{°(82). Pour t petit on
a que p € CP(T,(2)). Par conséquent on peut prendre ¢ comme fonction test dans les
équations vérifiées par ur,(q) et ugq. D’une part on obtient f p Vur,@)-Vedr = f p fedz,
et de l'autre part on obtient yf p Vua.Vedzr = [ p fedz. Les dernieres deux égalités im-

pliquent [, Vu'.Vpdz = 0 donc
~Au =0 dans Q. (4.5.20)

1l nous reste a trouver la condition sur le bord. On a que pour tout z € 9Q , u(t, (Id +
tV)(z)) = 0. On dérive par rapport a ¢ et on obtient &+ Vu.V = 0 pour tout z € 02 Par
conséquent, I’équation vérifiée par u est

(4.5.21)

—Au' =0 dans Q
u = —-VuV sur 0.

L’étape suivante dans la calcul de dérivée est d’éliminer u . Pour cela on va multiplier
I'équation (4.5.19) par . En intégrant sur Q on a

——/u'Audx:/_f'urd.r.
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On applique la formule de Green au membre de gauche. On a
- / u Audz = — / Av'udz — / ulé—lﬁds
Q Q s On

Ou Ou Ou
= —/89U a—n = 89%—8;Vnd8

car —Au = 0 dans Q et u' = —Z2%V.n sur 9. Par conséquent

Ou Ou
DJi(Q = ——V.nds. iR
J1(Q, V) /69 o anVnds (4.5.22)

On peut encore transformer la relation (4.5.22) on utilisant le fait que, sur la frontiére, on

a 22 = vy . Vu. Il résulte

D (), V) = Vu.VuV.nds. (4.5.23)
Joo

On note J5(Q) = [, dz. Alors DJ,(Q,V) = J3q V-nds.

Finalement on obtient

DI, V) = / [—%vu.vuﬂ]v.nds. (4.5.24)

N

Par conséquent le vecteur vitesse dans la méthode de lignes de niveaux décrite antérieurement
va étre V,, = —(—1Vu.Vu + 1), avec un extension naturelle sur D.

Exemples numériques

Les figures suivantes présentent le processus de décollement si la membrane est initia-
lement décollée sur un cercle, duquel on a enlevé un secteur. La force au moment initial
et f =10 -¢- xp(oos) et le pas du temps et At = 2. Dans les figures si dessous 1’ordre est
de gauche a droit et de haut en bas. Le nombre de itérations d’une figure a I'autre est de
6.
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Avec la méme force, mais cette fois on suppose que la membrane est initialement
décollée sur un carré duquel en enleve un rectangle on obtient :
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4.6 Optimisation par stratégie évolutionnaires

4.6.1 Préliminaires

Comme les algorithmes génétiques, les stratégie évolutionnaires sont des méthodes
de recherche basées sur des mécanismes stochastiques. Mises en oeuvre par Rechenberg
et Schwefel, ([61] [60]), elles tentent d'imiter le processus naturel d’évolution en se basant
sur I’hypothese suivante :

I'évolution naturelle constitue une stratégie optimale pour I'adaptation des étres vivantes a
leur environnement.

Dans la littérature on rencontre deux types de stratégies d’évolution :

— stratégie d’évolution & deux membres;

~ stratégie d’évolution multimembre.

La stratégie d’évolution a deux membres correspond a la structure la plus simple per-
mettant d’imiter I’évolution naturelle. L'idée intéressante qu’on ne rencontre pas dans les
algorithmes génétiques est de représenter un individu comme une paire v = (z,0), out
x est un point dans 'espace de recherche et o est un vecteur de déviation standard. La
seule opération génétique utilisée est la mutation. L’algorithme élémentaire d’évolution
est construit & partir du processus itératif suivant :

~ mutation Un individu parent produit un individu fils en modifiant légérement et

aléatoirement ses caractéristiques

"t =" + N(0,0)

ou N(0,0) est une distribution normale de moyenne 0 et d’écart type o. Le choix
de la quantité avec laquelle on modifie un individu est basée sur l'utilisation d"un
opérateur de mutation qui modifie légerement chaque composante du vecteur pa-
rent de facon aléatoire. A cause de cela, il est convenable de choisir une loi sto-
chastique o1 de petites variations arrivent fréquemment, tandis que les grandes
modifications se font plus rares. En général, on choisis une distribution normale ou
Gaussienne.
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— selection L'individu parent ou fils est choisi selon son aptitude vis-a-vis de son
environnement, comme parent de la génération suivante. Par exemple, si f est la
fonction objectif & maximiser, alors I'enfant (z"t!, o) remplace son parent (z",0) si
f(z"*1) > f(z"). Dans le cas contraire, la population reste inchangée.

L'itération est reconduite jusqu’a ce que I'optimum est atteint. Le vecteur de déviation
standard o reste inchangé pendant le processus d’évolution. Si toutes les composantes de
ce vecteur sont identiques et le probleme d’optimisation est régulier, on a la théoréme de
convergence suivant [51] :

Théoreme 4.6.1 Pour o > 0 et une optimisation réguliere avec fo, > —oo (minimisation) ou
fopt < 00 (maximisation) on a

p{limn_,oof(xn) = fo} = 1.

Ce théoreme doit étre compris dans le sens que 'optimum global est trouvé avec une
probabilité un pour un temps suffisamment long de recherche. Par contre elle ne four-
nit aucune information sur le taux de convergence. L'analyse théorique de la stratégie
d’évolution & deux membres a montré que la rapidité de convergence est liée a la proba-
bilité de succes, c’est-a-dire au nombre de mutations améliorant la fonction objectif. Elle
a permis de formuler la régle du succes de Rechenberg pour contréler la variation deo:
lorsque le rapport entre le nombre de succes et le nombre de mutations est supérieur a :
la variance est augmentée, elle est diminuée dans le cas contraire.

La stratégie d’évolution multimembre differe de la stratégie a deux membres par la
dimension de la population qui va étre supérieure a un. Dans ce cas, on part avec une
population initiale de x individus (parents). Par des opérations génétiques (on peut avoir
d’autres opérations que la mutation) on génere \ descendantes (fils) a chaque iteration.
La sélection de meilleurs individus peut s’effectuer :

— sur la population globale composée de y parents et des \ fils. C'est le schéma plus
(1 +A);

— sur la nouvelle population composée des ) fils. C'est le schéma comma (i, ).
On peut voir la stratégie & deux membres comme un cas particulier du schéma plus, avec
4 = 1letA = 1. Le processus de selection est déterministe et élitiste. Pour le schéma
plus (1 + ), la population temporaire de (1 + A) individus est réduite a p individus en
sélectionnant les y meilleurs individus parmi ’ensemble des (1 + A) alternatives. On note
que, dans ce cas, un individu parent proche d’un optimum peut avoir une durée de vie
illimité.

Pour le schéma comma (1, \), on sélecte les u meilleurs individus parmi I'ensemble de
) alternatives. On note que ce schéma exige que le nombre de fils ) soit supérieur ou égal
au nombre de parents p. Pour avoir la convergence, il faut que le nombre de fils A soit
suffisant pour que, en moyenne, au moins un fils soit meilleur que la population parent.
Schwefel propose le rapport optimal & ~ 1. Pour les stratégies de type (1 + A) ou (m, ) le
parametre de control o nest plus constant, il est soumit au processus d’évolution.
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4.6.2 Strategies d’évolution pour le décollement de la membrane

Dans cette section on va présenter la stratégie (i, \) dans le contexte du décollement
de la membrane. L'algorithme d’optimisation utilisé peut étre structuré de la fagon sui-
vante

Générer une population initiale

répéter

— Recombination et mutation des individus pour produire des fils;
— Evaluation de la fonction objectif de fils;

— Selection de la nouvelle population ;

jusqu’a

une solution satisfaisante a été trouvée (critere d'arrét satisfait).

4.6.3 Représentation des formes et fonction objectif
Soit (amn) € [0,1] une famille de parametres. On considere la fonction g définie sur
[0,1] x [0,1] par
g(Zyy)= Z am.n(sinmne)(cosTmy). (4.6.1)

m,n

A partir de cette représentation en série de Fourier on va générer dans un premier cas des
domaines, et dans un deuxiéme cas des mesures. Commengons par le premier.

Génération des formes

Soit D = [0,1] %[0, 1] la membrane, et {2 la partie sur laquelle la membrane est décollée
au moment initial ¢o. La position de la membrane au moment ¢, est trouvée en résolvant
le probleme d’optimisation

. ) 1
min B(Q, 7(t)) + 19 = min /D uafdz + 9. 4.62)
Le probleme (4.6.2) est équivalent a

1
= dr — |©}. 4.6.
(rlnga}%Q/Dqum 12 (4.6.3)
La représentation de domaines est basée sur 1'étude des ensembles de niveaux pour les
fonctions décrites par séries de Fourier. A I'ensemble de parametres (am,) on associe
'ensemble ouvert

max g
2

Q:= {(z,y) €[0,1] x [0,1], g(z,y) < }.

Un ensemble test pour le probleme d’optimisation (4.6.3) va étre (o U €. La popula-

tion pour 'algorithme evolutionist est obtenue en générant plusieurs ensembles de pa-

rametres, apres les domaines correspondants, et ensuite la réunion avec le domaine initial
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Q. On note que dans la population on introduit aussi, comme solution potentielle, le do-
maine . Les opérations des recombination et mutation des individus sont faites sur
’ensemble de parametres (@, ). Un individu pour la stratégie d’évolution est représente

par:
(X,0) = ((z1,...,21), (01, ..., 1)), (4.6.4)

ot (1, ..., z;) sont les parametres (a,, ,) apreés une renumerotation convenable, et o;, pour
i = 1,..,1, sont les deviations standard utilisées pour la mutation. Dans nos calculs on
considere [ = 30.

Population initiale et recombination

La population initiale consiste en 30 individu, popo = (pop{1}, ..., pop{30}), ot pop{i, 1} =
(zi, 3, ..., zk) et pop{i, 2} = (o%,0%,...,0%). On note que pour représenter la population
on utilise une structure de type cell avec 30 lignes et 2 colonnes. Les vecteurs pop{i, 1} et
pop{i, 2} sont générés aléatoirement. Pour I'opération de recombination on procede de la
facon suivante. Soit

pOp{k‘} = ((xllc’xlizc’ ""xlgo)v (0?,0’5, "'70§0)) et

J

p0p{j} = ((le’xé’ ~-a33%0)» (UI)U%) “'?0?50))'

Il y a deux type d’opérateur de recombination :
— discrete, ou le fils résultant est

! t
(2, . 28, (o1, s 058)

avec ¢; et g; est égal a k ou j.
— intermédiaire ou le fils résultant est

((ax'f +(1-— a)x{, ...,ax§0 +(1- a)xéo), (ao’f +(1 - a)a{, ...,ao§0 + (1 = a)ody)),

avec a € (0,1). D’apres les suggestions de Schwefel [61] , pour pop{i, 1} on réalise
une recombination discrete , et pour pop{i, 2} une recombination intermédiaire.
Mutation
Soit ({1, ..., Z0), (01, .-, 030) un individu auquel on applique I’opérateur de mutation.
Pour le nouvel individu on a

0; = o;exp(T N(0,1) + 7N;(0, 1)) et

a:; =uzx;+ U;Ni(O, i)}

ol

N(0,1)- valeur scalaire tirée d’une distribution normale avec le moyen 0 et 'écart type 1;

N;(0,1)- valeur scalaire tirée d'une distribution normale avec le moyen 0 et I'écart type 1

associée a la composante 1.

7'~ coefficient global ;

T - coefficient local ;

Soit [ la longueur d’un individu dans la population considérée. D'aprés Schwefel [61],
rird



’ . -1 . . . .
onaprist = V21 Tetr = V2Vl . Ces opérations de recombination et mutation sont
répétées jusqu’a ce qu’ on obtient A fils.

Evaluation et selection

On évalue chaque individu de la population par sa fonction objectif. Apres avoir or-
donné les individus, on choisit les i premiers comme nouveaux parents. Dans notre al-
gorithme, on assigne une variable pour enregistrer la meilleure valeur courante de la
fonction objectif. Cette variable va étre reinitialisée chaque fois que dans une génération
on trouve une fonction objectif meilleure. Les résultats numériques sont obtenus pour
u=15¢et A = 105.

Exemple 4.6.2 Dans ce premiere exemple on reprend 'exemple (4.4.4), d'une membrane radiale
et symétrique. Ci-dessus on présente les positions de la membrane calculées au moments 15, 15.5,

16, 17.5, 19 et 20.5. On note que la membrane reste collée avant 15, et le saut a lieu entre 15 et
15.5.
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Exemple 4.6.3 Dans cet exemple on considére la membrane initialement décollée sur la boule

13((0.3,0.3),0.1), centrée en (0.3,0.3) et de rayon 0.1. On tire avec une force définie de la fagcon
sutvante

= { f=1t*XB(o303),015) st t <T,
' [ =t *XB(0.3,03)015) T ¢ * XB((0.808)015), St t > T.

Le pas du temps d’une iteration a 'autre est égal a At = 2, T = 29, et initialement on considere
it =126
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Exemple 4.6.4 On considére que la membrane est initialement décollée sur une couronne de la-

quelle on enleve une petite partie. On applique la force sur une couronne légérement plus grand.
L’evolution de la membrane est présentée dans la figure ci dessus.

BE &8 R R
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Remarque 4.6.5 Deux formes ont la méme topologie si on peut passer de l'une a l'autre
par une déformation continue. En dimension 2 la topologie est caractérisée par le nombre
de composantes connexes du bord ou de trous. L'exemple 4.6.3 présente un changement
de topologie, le nombre de composantes connexes du bord initialement égale a 1, devient
aprés quelques iterations égale a 2. L'exemple 4.6.4, montre que la famille d’ouverts de
Sverak n’est pas stable par rapport a ce modele, le nombre de composantes connexe de la
complémentaire augmente en temps .

Génération de mesures

Dans le deuxiéme cas, le probléme d’optimisation est (on I’a vu dans la section 2)

ueMo(D)2/fu“dx / Wy (4.6.5)

ol u, et w, sont les solutions de problémes relaxés (4.2.5), respectivement (4.2.6).

Dans le calcul numérique, toutes les mesures utilisées sont considérées absolute conti-
nues par rapport a la mesure de Lebesque. Par la suite, on va identifier une mesure avec
sa densité. Pour générer des mesures 11 € My(D), on va tronquer d’abord la fonction g,
telle qu’elle soit dans [0,1], g = #(bgs)(g)), et on prends p = 10° - gdz. On note que g est
calculé au centre de chaque triangle de la triangulation considérée. La domaine initial €2y
est représenté par la mesure py = godz, ol

(z) = 0, six € QY
9o\T) =19 108, sinon.

On note que dans la population on introduit aussi, comme solution potentielle la mesure
to. Comme pour ’évolution de domaines, les opérations des recombination et mutation
des individus sont faites sur l'ensemble de parametres (a.,,), et elles ont été présentées
ci-dessus.

Exemple 4.6.6 Pour la force égale a 0.5 au moment initial et une croissance égale a 0.3 a chaque
iteration, on a obtenu les résultats numériques suivants.
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a1 02 03 D4 DS DB 07 OB D09

Remarque 4.6.7 Cet exemple est une évidence numérique du processus de relaxation : la forme
initiale est un domaine est I'évolution nous conduit a des mesures.



Exemple 4.6.8 Dans cet exemple on considere la membrane initialement décollée sur une cou-
ronne C((0.5,0.5),0.27,0.4). Le support de la force est la couronne C¢((0.5,0.5),0.25,0.42). Au
moment initial la force est égale a 8 et i chaque iteration en temps elle croit avec 1.
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Remarque 4.6.9 Pour vérifier la validité de mon algorithme, je l'ai testé sur I'inégalité
isopérimétrique suivante, impliquant la rigidité de la torsion P d’"un domaine simplement
connexe { et la premiere valeur propre, A;, de la membrane sur (2, fixée le long du contour
o

Cette inégalité isopérimetrique, conjecturée par Pélya et Szegd en 1950 [58] et démontrée
par Marie-Therese Kohler-Jobin en 1970 [48], exprime que le produit PA? est minimum
pour le disque :

P(Q)X(Q) > P(B)X}(B). (4.6.6)
Notons qu’aucune contrainte de mesure n’est pas impliquée, car I’application
Q — P(Q)X(Q)

est invariante par homothésie.

J'ai testé cette conjecture en obtenant la boule, et ensuite j'ai utilisé I’algorithme pour
les fonctionnelles @ — P)2, @ — P2, Q@ — PA% Vu que les domaines optimaux sont
disconnexes (en 2, 3 et respectivement 4 composantes), il est suggéré que les optimums
sont 2,3 respectivement 4 disques identiques et disjointes.

Les résultats obtenus pour k = 1,2,3,4 sont présentes dans les figures 4.7, 4.8, 4.9,
4.10.
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Chapitre 5

Etude numérique de probléemes de
localisation optimale

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’analyse numérique de différents problemes
de localisation optimale tels que le probleme du choix optimal des pixels d’appui pour
I'interpolation d’image, la minimisation de la compliance pour le renforcement d’une
membrane ou la maximisation de la premiére valeur propre du Laplacien avec des condi-
tions mixtes de Dirichlet et Neumann. Pour I’étude numérique on adopte les principes
des algorithmes évolutionnaires, plus précisément on utilise les algorithmes génétiques
et le recuit simulé, combinés avec des méthodes déterministes, comme le gradient topo-
logique. L'espace de formes a une structure relativement simple : les inconnues sont des
ensembles formés par une réunion de boules de rayon fixe, mais petit. Les outils clas-
siques tels que la dérivée par rapport au domaine/methodes de level set ne peuvent pas
étre utilisés. Egalement, les méthodes basées sur les lignes de niveaux du gradient topo-
logique ( voir [36]) ne sont pas adaptées.

La structure de ce chapitre est la suivante. Dans un premier temps on présente les
modeles mathématiques étudiés ainsi que quelques résultats. Chaque modele est suivi
de résultats numériques qu’on a pu obtenir en appliquant des méthodes évolutionnistes
combinées avec des méthodes déterministes qui vont étre décrites au fur et a mesure.

5.1 Choix optimale des pixels d’appui pour l'interpolation
d’image

L'objectif de la compression d’image est de réduire la quantité de mémoire nécessaire
pour le stockage d’une image. Différentes méthodes ont été développées dans la litera-
ture : des méthodes basées sur les répétitions, des méthodes de type dictionnaire, des
méthodes statistiques, la compression JPEG, la compression fractale, la compression par
ondelettes, et la compression basée sur les équations aux dérivées partielles (a voir [25],
(501, [59], [69])-

Dans cette section on va étudier la derniere approche, on plagant le probléeme dans
le cadre d’optimisation de forme. Pour les résultats qui vont étre présentés dans la suite
nous nous référons a [8]. L'idée est d’extraire l'essentiel de 1'image, c’est a dire les pixels
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les plus “importants” (par exemple 10%) et d’interpoler les autres en utilisant une EDP
appropriée. Dans ce contexte, deux questions fondamentales se posent :

- quelle est I'EDP la plus adaptée pour ce but;

— comment on peut trouver les “bons” pixels qui donnent la meilleure reconstruction;

L’EDP qu’on choisit pour l'interpolation peut étre linéaire ou non-linéaire. Dans le cas
linéaire, le probleme a été étudié en [8] par Belhachmi, Bucur, Burgeth et Weickert .

Dans un premiere temps on va rappeler le contexte et les résultats principaux du cas
linéaire ([8]) et apres on réalise un étude du cas non linéaire (p-Laplacien).

5.1.1 Cas linéaire

Dans [8], I'analyse de forme est faite dans le cadre de la T-convergence, partant de
deux points de vue différents. Premiérement, les auteurs proposent un modeéle EDP continu,
et par une étude asymptotique de type dérivée topologique ils obtiennent des informa-
tions locales sur I'importance de chaque pixel dans la reconstruction. Dans une deuxieme
étape, ils reformulent le modele continu basé sur des pixels “gros” (boules) dans un es-
pace de dimension finie, (2 ou 3) et, par I'- convergence, ils effectuent une étude asympto-
tique quand le rayon de boules tend vers 0. De cette fagon, ils obtiennent des informations
sur la distribution optimale des pixels, utilisant les résultats obtenus par Buttazzo, San-
tambrogio et Varchon en [22] pour une membrane.

Modéle continu

Soit D C R? le support de I'image (un rectangle symétrique par rapport a l'origine)
et f : D — R l'image, supposée connue sur une région K C D. Pour approcher f sur
la région D \ K on considere I'équation de Laplace avec conditions de Dirichlet sur K et
conditions de Neumann sur 6D

—Au=0 dans D\ K,

dr=if sur K (5.1.1)
S =0, surdD.

Soit ug la solution de (5.1.1). Le probléme consiste en l'identification de K qui donne
la meilleure approximation ux dans un certain sens, par exemple qui minimise une de
normes

/ IVUK - Vf|2d.’E ou / IUK . flpdl‘
D D

La pratique suggere de considérer la norme H', c’est-a-dire d’approcher le gradient. Intui-
tivement, ceci signifie que 1a ot le gradient est grand (autour du contour de discontinuité
discrete) on doit retenir deux contours paralléles avec des valeurs pour f trés différentes,
au lieu d’un seul contour avec de variations petites.

Le but de la compression des images étant de réduire la quantité de mémoire nécessaire
pour le stockage, des contraintes sur la taille de K viennent naturellement a s'imposer.
Dans le cas continu, ces contraintes doivent étre comprises dans le sens d'une mesure
appropriée (mesure de Lebesque, mesure de Hausdorff, capacité). En ce qui concerne le

choix de la mesure, les résultats suivants sont prouvés en [8].
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Théoréme 5.1.1 Pour tout ¢ > 0, le probléme

inf / |Vug — Vf|*dzx (5.1.2)
D

KCD,|K|<e
ot | K| est la mesure de Lebesque, n’a pas en général de solution, l'infimum étant égal a zero.

Théoréme 5.1.2 Pour tout ¢ > 0, le probléeme

inf / |Vugx — V f|*dz (5.1.3)
D

KCD, HI(K)<c

ot HY(K) est la mesure de Hausdorff mono-dimensionnelle, n'a pas en général de solution, I'infi-
mum étant égal a zero.

Comme pour les espaces de Sobolev la mesure naturelle de la discontinuité des fonc-
tions est la capacité, une contrainte du type capacitaire parait plus appropriée.

Soit M, (D) la classe de mesures boreliennes non négatives définies sur D (cette classe
a été introduite dans la premiere section du chapitre 1.)

Définition 5.1.3 Soit o > 0. La a-capacité d'une mesure p. € Mo(D) est définie par

cap (u) = inf [L]Vulzdx+a/1)u2dx+/l)(u— 1)2du).

u€H} (D)

Définition 5.1.4 Une suite de fonctionnelles définies sur un espace métriqgue V, Fy, : V. — R,
T-converge vers F dans V si et seulement si pour tout u € V il existe une suite u, € V telle que
U, — udans 'V et

F(u) > limsup Fy,(tn),

n—oQ

et pour toute suite convergente u, — udans V ona

F(u) < liminf Fy, (uy).

n—oo

La propriété principale de la T'-convergence est que toute suite convergente de minimi-
seurs de F,, a comme limite un minimiseur de F'. B
Pour p € My(D), on définit la fonctionnelle F, : H'(D) — R par

F,(u) = ; |Vu|2da:+/D|u|2d,u.
J D

Définition 5.1.5 On dit qu’une suite de mesures p, € Mo(D) ~y- converge vers une mesure
1 € Mq(D) si et seulement si F, T'- converge vers F,, dans EA(1):

En considérant une contrainte en terme de capacité, cap_(K) < c, le critere devient

i 2dx — K 514
I}?é%uemw?irzlfsurkélvu' z ~ feap,(K), ( )



ott 3 > 0joue le role d’un multiplicateur de Lagrange. Pour des raisons d’ordre pratique,
on ne permet pas a K de toucher la frontiere de D.
Soit § > 0. On introduit les notations :

D% :={x e D : d(z,0D) > 6},
Ks:={K C D : Kfermé,K € D™°},
M;(D) = {p € Mo(D) : plp\p-s = 0}.
Les deux théorémes suivants représentent les résultats principaux prouvés dans [8].

Théoreme 5.1.6 Si p, € Ms(D) y-converge vers p, alors u € Ms(D) et F,, I'-converge vers
F, dans L*(D), out

Fu(w) = { Jp|Vulfde + [p(u = f)dp s [ul < |fle,
g +00, sinon.

Théoréme 5.1.7 Ona

Cl7K5(D) = M(;(D), (515)
et
sup (E(K) — feapa(K)) = max_ (E(u) — Beapa(u)). (5.1.6)
KeKs(D) peMs(D)

Les résultats de I'-convergence et la propriété de densité exprimés dans ces deux
théoremes ont comme consequence le fait que de tout suite maximisant pour sup k¢ .,y (£(K)—
Beap,(K)) on peut extraire une sous suite y convergente et la mesure ~-limite est solution
pour le probléme relaxé max,e pm; 0y (E(1) — Beapa ()

Nous nous intéressons maintenant a I'influence de chaque pixel dans la reconstruction
d’images. Pour faire cela, 'idée est de partir avec l'ensemble K = D et d’analyser la
sensibilité de la fonctionnelle non relaxée (5.1.4) par rapport a des petits trous introduits
dans le domaine.

Soit K, = K\ B(xo,€), out B(zo, €) est la boule centrée en z, et de rayon €. On considere
la fonctionnelle

J(K.) = min / |Vuldz,
weH(D)u=fSUrK. Jp
le minimum étant réalisé par u.. Alors, le calcul du gradient topologique réalisé en (8]
donne
J(K.) - J(K) = —|A f(xo)lzgs“ +eo(1). (5.1.7)

Comme le gradient topologique de la capacité est indépendant de z, et il est d’ordre
au moins 4, il résulte qu’il faut prendre en compte seulement le défaut d’harmonicité de f,
c’est a dire |A f|. Le résultat ci dessus est en concordance avec les résultats expérimentaux,
les deux suggérant de prendre les pixels la ot la valeur absolue du Laplacien de I'image

est maximale.
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Distribution optimale des pixels

Nous considérons éjvrésent le probléeme en dimensions d = 2 ou d = 3. On suppose
f € H*(D), %5 =0, ol gy est la dérivée normale de f. Pour m > 0 et n € N on définit

Amn = {U?=1§($i,7”) DT € Rd, r= ﬂ}
n

al-

On appelle la boule B(z;,r) pixel “gros”. On considére le probleme

KeAmn

min /IVUK—Vflzd:z:. (5.1.8)
D

Soient vx = ux — f et g = Af € L*(D). Par consequence vk est solution du probleme

—Avg =g dans D\ K

vg = 0, sur K (5.1.9)
%‘- =0, surdD\K.

Le probleme (5.1.8) devient un probléme de minimisation de la compliance

min / gugdz. (5.1.10)
D

!\’EA!H.N 2

Une probléme similaire a été traité en [22], dans le cadre de conditions de Dirichlet sur la
frontiere 8D. En couvrant la frontiere 0D avec seulement Cdn'{%1 boules, et en utilisant la
propriété de densité capacitaire ainsi que le caractére local de la y convergence, a la limite
on peut se débarrasser de conditions de Neumann.

Pour obtenir des informations sur la distribution des boules, on va utiliser une autre
topologie pour la I'-convergence des fonctionnelles d’énergie. Dans ce nouveau contexte,
les minimiseurs restent inchangés, mais leur comportement est vu dans une autre topo-
logie. Pour tout K € Ay, , on introduit

1 n
= Oz, <
= 30, € PR,

o1 &, est la mesure de Dirac au point z et P(R?) est I'espace des mesures boreliennes de
probabilité sur R%.
On introduit les fonctionnelles

F, : P(R%) — RU {+o0},
= ni [pgvkdz, sip=pk, K€ Ann
nHE 400 sinon.

Le résultat principal, prouvé en [22], est le suivant.
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Théoreme 5.1.8 On suppose g > 0. La suite des fonctionnelles F,, T-converge par rapport a la
topologie faible x sur P(R?) vers

F(u)z/ -’(’%9(1?1;1.;?)&’;1‘,
D

i

0l 11 = padx + v est la décomposition de Radon de yu et
6(a) := inf{lim infna F(K,) : Kn € Aan}-

La fonction 6 n’est pas explicitement connue, mais, dans [22] quelques propriétés sont
établies. La fonction 6 est positive, non croissante, et elle s’annule a partir d’un certain
point. Pour « petit, les inégalités suivantes ont lieu :

d=2: Ci|loga| — Cy < 8(a) < Csllogal,

1
= 3% Cl——CQSO(&)SC;;'l—.
« (63

Minimiser F' implique que sur des régions ot |g| = [Af] est grand , y, doit étre suffi-
samment grande pour approcher la valeur pour laquelle § s’annule. Sur des régions ot
|Af| est petit, i1, peut étre aussi petite. En utilisant les inégalités et en écrivant I'équation
d’Euler pour le minimiseur on a :

2
- pourd=2: == cm g1 AfI2
— pour d =3 fig = Cm f|Af],
o1 ¢ s sont des constantes appropriées. Ce résultat suggere de prendre une distribu-

tion de pixels proportionnelle a |A f|, (en tout cas la ou1 |A f| est petit).

5.1.2 Cas non linéaire

Dans [11] Weickert, Welk, Galic, Bruhn, Belyaev et Seidel suggerent d’utiliser pour in-
terpolation d’EDP non-linéaire. On va remplacer a présent le Laplacien par le p-Laplacien.
Soit1 < p < oo. Le p-Laplacien, noté avec A, est l'opérateur défini par Apu = div(|VulP~?Vu).
Soit uk la solution du probleme

—A,u=0 dans D\ K,
u=7. sur K (5.1.11)
o — (), sur dD.

an

Par analogie avec le cas linéaire on considere le probléme qui consiste en l'identifica-
tion de K qui maximise

P
Il?gl))(/DIVuKI dz (5.1.12)

ol ug est la solution de (5.1.11), parmi tous les fermés K satisfaisant une contrainte de

mesure (Lebesque, Hausdorff,...).
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On note qu’en général, si p # 2, le critere (5.1.12) n’est pas equivalent a
i . P
flpé%fo |Vu — V f|Pdz. (5.1.13)

Pour p = 2 on retrouve 1'equivalence entre les critéres (5.1.12) et (5.1.13).
Par la suite on va donner un résultat analogue au Théoréme 5.1.2, démontré dans le
cas p = 2 dans [8].

Théoréme 5.1.9 Soit 1 < p < 400 et soit f € WyP(D). Alors, pour tout ¢ > 0

sup  min f|Vu|pdx=/ |V f|Pdz. (5.1.14)
D D

HU(K)<c u=fSUrK
Avant de passer a la demonstration on rappelle quelques résultats utiles.

Définition 5.1.10 Pour un ensemble compact K inclus dans une boule arbitraire B on définit la
capacité locale par

C,(K, B) := inf{ f VolPdz ¢ € C2(B), ¢ > 1 sur K}.
B

Définition 5.1.11 Pour r,c > 0 on dit qu’ un ensemble ouvert Q vérifie la condition de p — (r, c)
densité capacitaire si

CP(QC N Ezig, Bz‘gﬁ) S

Vzed, VO<d<r - >c.
Cp(Bz.5, Bz,25)

La classe d’ensembles qui vérifient cette propriété on la note avec O
Les résultats suivants ont été prouvés dans [17].

Proposition 5.1.12 Soit i C B, une courbe telle que § € B, .. Alors:
Cp(']"[z.f]; Bz,2r) 2 C’,,([:::,E]; Bz.Zr)
ot [z, £) représente le segment avec les extremum en z et &.

Proposition 5.1.13 Soit K C RY un ensemble connexe et compact. Alors pour tout z € K et
r < gdiam(K)ona:

CP(KDE§ Bz 2r) > Cy([0,1] x {O}N_l; Bo,)
Cp(B::,r; Ba:,2r) - Cp(BD,l; BO.2)

Preuve du Théoréme 5.1.9
On note que (5.1.14) est équivalente &

Ve>03 K, avec H'(K,) <ctelque min / |Vu|Pdz > f |Vf|Pdz —e. (5.1.15)
u=f55'l.ll'K; D D



Effectivement, 'inégalité

min IVulPdz < [ |V f|Pdz
u=fSUr K: D D

est immédiate en prenant v = f dans le membre de gauche. Supposons le contraire, c’est

a dire

Je>0telqueV K, avec H'(K.) <c¢ min / |VulPdr < / IVf|Pdz —e. (5.1.16)
u=fSUrK. J/p 5

Pour la suite on note avec . la solution du probleme

—Ayue =0 dans D\ K,

u. = f sur K. (5.1.17)
U, =0 sur 0D.
Alors (5.1.16) est équivalent a
Je>0telqueV K. H'(K.) <c / |Vu|Pdz < / IV flPdz — ¢. (5.1.18)
D D

On note que (u.). est bornée dans W,?(D), donc(a une sous suite pres) elle converge
faiblement vers une fonction u dans W, ?(D). Cette derniere affirmation implique que
(5.1.18) est vérifiée aussi par u.

/ |VulPdzx S/ |V f|Pdx — €. (5.1.19)
D D

On va démontrer que u = f et pour obtenir une contradiction. Soit ¢ > 0 fixé. On dis-
tingue deux situations.

Casl:1<p<2

On va construire K” tel que H!(K") = a, a < c de la fagon suivante. Soit H,, =
{(0,1) x r,} oit (1), = QN (0, 1) . Pour construire K sur chaque segment H, on met de
petits segments tels que la somme de leurs mesure de Hausdorff soit égale a . Les seg-
ments ont la méme longueur et sont repartis de fagon uniforme. Le procédé est présenté
pour la construction de K] et K? dans les figures 5.1, 5.2.

- o2 02 Bl af3 o/3 o3 wl @ -

FIG. 5.1 — Construction du H;
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FIG. 5.2 — Construction du H?
On a obtenu donc une suite u] qui vérifie
—Apul =0 dans Q7 := D\ K[
{ " f e wieQn e =DAKe (5.1.20)
U — f €W ( s)'

On va montrer que Q° € O,,. En effet, on a que K} —* Hy,..., K} —H [, 11 existe

§ > 0 tel que diam(H;) > §. Pour n suffisamment grand on a que diam(K7") > §. Soitr = g

4
et

. Cp([0,1] x {0}~ Bo2)
Cy(Bo1; Bo2)

On obtient Q7 € O, comme consequence des propositions 5.1.12 et 5.1.13. De plus
Qr —H° @, quand n — oo. Par conséquent Q} —" @, qui avec v € W, P(Q2) im-
pliquent que la limite faible u. de u est égala f sur D.

Cas2:p>2

Dans ce cas, on a que W,?(D) C C%*(D), pour un certain « €0, 1[. Donc u vérifie

3C >0, telque Vz,y € D |u(y) — u(z)| < Clz —y|* (5.1.21)
D’autre part f € W, ?(D) , donc f vérifie aussi (5.1.21). Soitz € K. ety € D \ K, tel que

lz—y| <% Ona

(@) — ulg) + 1) — (@] < [u(e) ~u(e)] + 1) - u@)| S 5C1+ 3Ca

Comme u(z) = f(z) il résulte
|f(y) —u(y)] < 6C.

qui implique f(y) = u(y). Par consequence u = f sur D.

De plus la convergence est forte : u. — f dans W,?(D). Pour démontrer cela, il faut
montrer la convergence de la norme. Soit u. — f une fonction test pour I'équation vérifiée
par ue, (5.1.17). On a

/ |Vu P 2Vu,.V(u. — f)dz =0 @/ |Vu|Pdx :/ |Vue [P 2V, .V fdz. (5.1.22)
D Dyy D



Comme |V |P~2Vu, — |Vf[P72V f faiblement dans L (Théoreme 2.10 [29] et Théoreme
2.1 [12]), on peut passer a la limite dans le deuxiéme terme de la derniére égalité. Donc

Vu,|[Pdz —> p
/Dl ue|Pdz /DIVfl dx
dans W, ?(D).

Remarque 5.1.14 On note que le Théoréme 5.1.9 mis en evidence que, a partir d'une
quantité ( mesuré en nombre de pixels) petite de I'image on peut obtenir de bonnes re-
constructions.

5.2 Résultats numériques pour la compression d’images

On souhaite a présent appliquer des méthodes évolutionnistes combinées avec des
méthodes déterministes pour les probleémes présentés dans la section précédente.

On rappelle que, pour ce probleme, le but et de trouver la localisation des pixels qui
donnent la meilleure reconstruction de l'image au sens de la norme H'.. Le critére est le
suivant

max/ |Vug|2dz (5.2.1)
KCD Jp
ou ug est la solution du probléme

~Au=0 dans D\ K,

= I sur K (5.2.2)

fu _ sur dD.

dn
Dans nos calculs, on suppose que I’ensemble K représente 10% de l'image en nombre de
pixels. Pour une image de dimension 256 x 256 on retient 6554 pixels pour la reconstruc-
tion.

Pour trouver la localisation optimale des pixels d’appui pour l'interpolation on va
proposer plusieurs approches. On commence avec les approches non-déterministes, plus
précisément les algorithmes génétiques.

Dans la suite on présente le principe général de fonctionnement d"un algorithme génétique,
ses étapes, ainsi que I’adaptation a notre probleme.

5.2.1 Principe général de fonctionnement d'un algorithm génétique

Les algorithmes génétiques constituent un exemple représentatif d’un ensemble de
méthodes connues sous le nom d’algorithmes évolutionnaire (A.E). Ces méthodes servent
a implanter sur des systémes artificiels les mécanismes de type Darwinien de l'évolution
naturelle, c’est-a-dire le fait que I’évolution d’une espéce est dictée par la nécessité de
I'adaptation. Ainsi, & chaque generation, les individus mieux adaptés sont combinés en
utilisant des techniques dérivées de la génétique et des mécanismes d’évolution simulant
la nature : croisements, mutations, selections.

Le vocabulaire utilisé est emprunté de la génétique :
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- Gene -la plus petite entité qui contient les caracteres héréditaires de l'individu;

— Individu/chromosome/séquence - représente une solution potentielle du probléeme ;

— Population - un ensemble de chromosomes ou de points de I'espace de recherche;

— Fonction d’adaptation - fitness;

- Opérations de reproduction - le croisement et la mutation;

— Génération - I'ensemble de la population 4 un moment donné du processus.

Les algorithmes génétiques différent des algorithmes classiques doptimisation par :

— l'utilisation d’un codage des éléments de l'espace de recherche;

— la recherche de la solution est faite & partir d'une population de points et non pas a
partir d’un seul point;

— aucune régularité sur la fonction étudiée (continuité, dérivabilité, convexité ...) n'est
pas requise ;

— la capacité a traiter des situations qui présentent un trés grand nombre d’extrema
locaux.

Parmi les caractéristiques principales des algorithmes génétiques on rappelle la ro-
bustesse. Ceci signifie qu'ils permettent de fournir une ou plusieurs solutions de “bonne”
qualité (pas nécessairement optimales, mais suffisantes en pratique) & des problémes trés
variés comme le traitement d’image et 'optimisation de forme. Cette approche ne va pas
sans inconvénients, parmi lesquels on rappelle :

- la nécessité de gérer un grand nombre de parametres;

— un nombre d’évaluations important de la fonction cofit (ce qui entraine un temps de
calcul important, si par exemple le cotit dépend de la solution d"une équation aux
dérivées partielles);

— la grande difficulté a obtenir des résultats de convergence.

Par la suite on va décrire les étapes d'un algorithme génétique en considérant le

probléme suivant

max F(z), (5.2.3)
ot F est une fonction a valeurs réelles et X 1'espace de variable.

La premiére étape d’un algorithme génétique est de coder convenablement le probléme.
On distingue trois principaux type de codage : binaire, gray et réel. Historiquement, le
premier codage était le codage binaire, représenté sous forme de chaines de bits conte-
nant toute l'information nécessaire a la description d’un point dans I'espace de recherche.
Les premiers résultats de convergence théorique ont été obtenus en utilisant ce type de
codage. Le codage gray est en général utilisé pour des problémes d’optimisation dans
des espaces de dimension supérieure o1 les chaines de bits sont concatenés, par exemple,
pour une fonction de deux variables z = f (z,y), on code z et y sur leur domaine res-
pectif puis on concaténe z et y en une chaine unique zy. Ce type de codage fonctionne
bien, mais présente l'inconvénient de perdre la structure du probléme en fusionnant z
et y dans une chaine unique. Il est possible de ne pas coder les éléments de I'espace ad-
missible du probléme, c’est qu’on va considérer pour le probléme modele (5.2.3). Dans ce
contexte, I'espace de recherche et I'ensemble X, un élément de X va représenter un individu
et un ensemble fini d’individus va étre appelé une population. La fonction d'adaptation va
atre évaluée par le nombre F(z). L'étape suivante est de choisir une population initiale et



ensuite de calculer la fonction d’adaptation de chacun des individus. Suivant cette fonc-
tion d’adaptation, dans une troisieme étape, on réalise une selection. Une fois une partie
de la population sélectionnée, on applique a cet échantillon les opérations génétiques, le
croisement et la mutation, pour obtenir une nouvelle population. Une solution va étre le
meilleur individu de la derniere population obtenue aprés avoir répéter un nombre de
fois les operations ci-dessus précisées.

5.2.2 Compression des images par algorithmes génétiques

Pour le probleme de compression d’image nous choisissons un codage binaire. Un
individu est une chaine de bits de longueur 256 - 256, (b;);=1256x256, définie de la fagon

suivante
b = 1, onretient ce pixel;
! 0, sinon.

Apres avoir choisi le codage, on pase a générer une population initiale. La rapidité de
I'algorithme dépend du choix de la population initiale. Si on n’a pas des informations sur
la position de l'optimum dans 'espace de recherche, alors on va générer aléatoirement
des individus en veillant a ce que les individus produits respectent les contraintes. Si par
contre, on a des informations sur la position de 'optimum dans 1'espace de recherche,
alors on va générer les individus dans un sous-domaine particulier afin d’accélérer la
convergence. Dans notre cas, on va tester les deux situations. Dans un premiere temps on
va générer la population initiale aléatoirement, et dans un deuxiéme temps on va générer
la population initiale en tenant compte du Laplacien dans un sens précisé plus loin.

Pour le premier cas chaque individu de longueur 256 - 256 est d’abord initialisé avec
0. On génere aléatoirement 6554 positions entre 1 et 256 - 256. On initialise ces positions
avec 1.

On fait ensuite I’évaluation de ’adaptabilité de chaque individu de la population, et
en fonction de ceci on réalise la selection de “meilleurs” individus.

Pour le probléme de la compression des images la performance d’un individu est
donnée par [, |Vug|?dz, ot K est formé par I'ensemble de pixels initialisés avec 1, et
u est la solution de

—Au+axkg(u— f) =0 dans D u € H)(D). (5.2.4)

Dans l'équation (5.2.4), qui est la forme pénalisé de (5.2.2), o est une tres grande constante
et x est la fonction indicatrice de K,

_ i By siamiE=k
XK' =9 0, sinon.

L'étape de sélection permet d’identifier statistiquement les meilleurs individus d"une po-
pulation et d’éliminer les mauvais. Elle doit permettre d’explorer les différentes parties
de I'espace de recherche. Dans la littérature, on trouve plusieurs méthodes de sélection.
Méthode de la roue
La roue est divisée en secteurs et chaque secteur est associé a un individu, la superfi-
cie du secteur étant proportionnelle a la valeur de I'adaptation de l'individu, les meilleurs
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individus ayant une probabilité plus grande d’étre choisis. Un exemple pour une popu-
lation de neuf individus est présenté dans la figure 5.3.

7% B mdwmdsl

% B ndwa?

8% [0 wdwds3

_— % B ndvesd
N i &% B niwd. S
16% W mdwde6

16% @ =ndwd ?

1% B ok d

13% B wddu 9

FIG. 5.3 - Selection par la
méthode de la roue

Selection par tournois

Un tournoi est organisé entre deux (ou plusieurs) individus. Si la population est de
n individus, alors on prend aléatoirement n fois k individus, k¥ > 2. L'individu le plus
performant parmi les k est sélectionné. On peut aussi introduire une probabilité p sur
la victoire du meilleur dans le cas du tournoi binaire. Une valeur peu élevée de p peut
réduire la pression de la sélection.

La méthode utilisé ici est celle de la roue. On va construire la roue de la fagon suivante.
on calcule la performance de chaque individu notée f(individu,), aveci = 1. ..., PopSize,
ou PopSize représente le nombre des individus de la population;
on calcule la performance de tous les individus

PopSize

= Z J(individu;);

i=1

on détermine la probabilité de sélection pour chaque individu :

flindividu;)

prob; = I3 i=1,..., PopSize;

on calcule la probabilité cumulative de chaque individu :

probCum; = Z prob;;

=1

Pour créer la nouvelle population on va tourner la roue PopSize fois. Chaque fois on
sélectionne un seul individu de la facon suivante :
- on génére aléatoirement un nombre r € [0,1];
- sir < probCum, alors on sélectionne le premier individu, sinon on sélectionne le
i-éme (2 < ¢ < PopSize) tel que probCum;_; < r < probCum,.
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On note qu’ il existe des individus qui vont étre sélectionnés plusieurs fois. Cela est en
concordance avec le théoréme de schémas qui va étre énoncé plus loin : les meilleurs
individus vont avoir plusieurs copies, les moyens restent, et les pires vont disparaitre.

Une fois une partie de la population sélectionnée (un individu avec une adaptabilité
élevé peut étre choisi plusieurs fois, le nombre de la population reste constant) on ap-
plique les opérations de reproduction (croisement et mutation) pour produire une nou-
velle génération.

Opérateur de croisement

L'opérateur de croisement permet de produire deux individus (enfants) & partir de
deux autres individus (parents). Dans le cas d'une codage binaire on peut avoir plusieurs
types de croisement. On rappelle ici le croisement & un (ou plusieurs) points et le croise-
ment uniforme.

Soient pos1 et pos2, deux positions aléatoires entre 1 et m—1, ou m est la longueur d'un
individu. L'opération de croisement & deux points est illustrée dans les figures suivantes.

rem [+ Lo [o U LTE [+ o]

I
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Le croisement uniforme consiste a choisir une masque de la taille de 'individu, et de
créer deux enfants en fonction de ce masque. Un exemple est présente ci dessous (figure
5.4,55,5.6,5.7).

S D D [ 1]

FiG. 5.4 — Parent 1

ad OB B ODD

FIG. 5.5 - Parent 2
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FIG. 5.6 - Enfant 1

e F A [P [e oY)

FIG. 5.7 - Enfant 2

Dans le cas du codage réel, un croisement barycentrique peut étre utilisé. Deux enfants
E; et E sont crées a partir de deux parents P, et P, de la maniére suivante :

E1=CYP1+(1—OC)P2 E2=(1—Q)E1+C¥E2

ol « est un coefficient de pondération aléatoire.

On va appliquer a présent les opérateurs génétiques présentes ci-dessus au probléme
de compression d'image. Un parametre de l'algorithme génétique est la probabilité de
croisement, notée pc. Cette probabilité nous fournit un nombre pc - PopSize d’individus
qui subiront l'operation de croisement, oi PopSize représente le nombre des individus
de la population.

Pour chaque individu dans la population on procéde de la fagon suivante :

- on génere un nombre aléatoire r, entre O et 1;

- sir < pc, on sélectionne I'individu pour 'opération de croisement.

Deés que deux individus ont été sélectionnés, on réalise 'opération de croisement a
deux points décrite ci dessus.

Mutation

Cette opération de perturbation est destinée a maintenir la diversité des individus au
sein de la population. Chaque gene (dans tous les individus de la population entiére) a
une chance égale de subir la mutation, c’est-a-dire le changement de 0 & 1 ou vice versa.
L'opération de mutation est illustré dans la figure 5.8 :

o s 7 i sl
[1

ODDDOOnOoDD

FIG. 5.8 - Mutation

Un autre parametre d"un algorithm génétique est la probabilité de mutation, pm, qui
nous donne le nombre de génes, pm - m - PopSize soumises aux mutation. Pour chaque
individu dans la population courante (population obtenue aprés croisement) et pour
chaque géne dans I'individu :

~ on géneére un nombre aléatoire, r € [0,1];
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- sir < pm, onréalise l'opération de mutation pour le géne respective.

Pour une population de 60 individus, un nombre d’itérations égal a 50, et les probabi-
lités de croisement et mutation égales respectivement a 0.85, et 0.2, on obtient les résultats
numériques illustrés dans la figure 5.9. Par la suite on appelle masque une image binaire
avec la signification suivante : 1 (blanche) pour les pixels retenus et 0 (noir) pour les
autres. Les énergies sont égales a 3.79584e+006 pour la reconstruction obtenue & partir du
masque initial, et 4.20417e+006 pour la reconstruction obtenue a partir du masque final.

FIG. 5.9 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction , Bas gauche : Masque
final, Bas droit : Reconstruction

Pour une population de 200 individus, un nombre d’itérations égal a 150, et les proba-
bilités de croisement et mutation égales a 0.9, 0.2 respectivement, on obtient les résultats
numériques illustrés dans la figure 5.10. Les énergies sont égales a 3.83645e+006 pour la
reconstruction obtenue a partir du masque initial, et 4.01931e+006 pour la reconstruction
obtenue a partir du masque final.
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FIG. 5.10 — Masque initial, Haut droit : Reconstruction , Bas gauche : Masque final, Bas
droit : Reconstruction

Remarque 5.2.1 On note que sans avoir aucune information sur la localisation de l'opti-
mum, pour la compression d’image, les algorithmes génétiques ne sont pas efficients. La
raison est que l’espace de recherche est trop grand.
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5.2.3 Strategies mixtes pour la localisation optimale des pixels d’appui
pour l'interpolation d’image : utilisation de la ['-limite

Dans les calculs faits jusqu’a présent on n’a pas pris on compte les résultats obte-
nus en [8], qui affirment que la distribution optimale des pixels doit étre proportion-
nelle a la valeur absolue du Laplacien de l'image. Ceci signifie qu’il faut prendre plus
de points la ou le module du Laplacien est fort, mais aussi ailleurs. En effet, si on prend
K = {(z.y)[ |Af| > €} avec ¢ choisi tel que | K| = 5| D], alors on obtient :

FIG. 5.11 - Gauche : Masque Laplacien,
Droit : Reconstruction

L’énergie correspondante a la reconstruction illustrée dans la figure ci-dessus, F(K) =
7.53558e + 006.

Dans ce cadre on propose plusieurs stratégies. L'une est d’appliquer I’algorithme génétique
présenté ci-dessus, mais en partant avec une population initiale générée de la facon sui-
vante. On va paver l'image avec de petits carrés. Soit N7’ le nombre de carrés obtenus

A
de cette maniere. Pour chaque carré noté C;, i = 1, NrC, on calcule p; = f—-fc I‘ A;'. Cette
D |

proportion nous fournit le nombre de pixels qu’il faut retenir sur un carré. Dans ce cas,
K =UYCK,, ou|K;| = pitg| P|. Ensuite, pour chaque K, i = 1, NrC, on applique l'algo-
rithme génétique pour trouver la meilleure localisations de pixels qui le composent.

Pour une population de 100 individus, un nombre d’itérations égal a 100, et les proba-
bilités de croisement et mutation égales a 0.9, 0.2 respectivement, on obtient les résultats
numériques illustrés dans la figure 5.12. Les énergies correspondantes sont de 4.74334e+06
pour la reconstruction a partir du masque initial, et 5.81858e+06 a partir du masque final.
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FIG. 5.12 ~ Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction , Bas gauche :
Masque final, Bas droit : Reconstruction

Pour une population de 150 individus, un nombre de iterations égal a 100, et les proba-
bilités de croisement et mutation égales a 0.9, 0.2 respectivement, on obtient les résultats
numériques illustrés ci-dessous (figure 5.13. Les énergies correspondantes sont de 4.70762e+06
pour la reconstruction a partir du masque initial, et 5.84601e+06 a partir du masque final.

FIG. 5.13 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction , Bas gauche :
Masque final, Bas droit : Reconstruction
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Pour la deuxieme stratégie on va utiliser un algorithme basé sur I’asymptotique topo-
logique. Cet algorithme peut étre structuré de la fagon suivante :
- réaliser un pavage de I'image;
fcarré AS]

JpIAT

- determiner, en fonction de la proportion p, le nombre de pixels a retenir sur chaque
carré du pavage;

- sur chaque carré, prendre ce nombre de pixels la ol le Laplacien est le plus grand.

Pour différents types de pavage, les résultats sont les suivants (figure 5.14, 5.15)

- calculer la proportion de pixels sur chaque carré, p =

FIG. 5.14 - Haut gauche : Masque pavage 4 x 4, Haut droit : Reconstruction pavage 4 x 4,
Bas gauche : Masque pavage 8 x 8, Bas droit : Reconstruction pavage 8 x 8

108



FIG. 5.15 - Haut gauche : Masque pavage 16 x 16, Haut droit : Reconstruction pavage
16 x 16, Milieu gauche : Masque pavage 32 x 32, milieu droit : Reconstruction pavage
32 x 32 Bas gauche : Masque pavage 64 x 64, Bas droit : Reconstruction pavage 64 x 64

Les énergies correspondantes aux différentes types de pavages sont présentées dans le
tabel ci dessous :

Type pavage Energie ‘
4 x 4 7.56624e+006 |

8 x 8 7.5274e+006

16 x 16 7.52722e+006
32 x 32 7.59627e+006
64 x 64 7.64165e+006

Quand la proportion p = {cjjur_rgf_f est trés petite, le nombre de pixels retenus sur
un carré peut étre égal a zero. Une autre approche consiste a prendre un pixel méme sur
les carrés de ce type. Bien sir, pour garder un nombre constant de pixels retenus, si on a
pris un pixel sur un carré il faut éliminer un pixel sur des carrés ou la proportion donne
un nombre de pixels supérieur a 2. On présente ici la reconstruction pour une pavage de
64 x 64, respectivement 32 X 32.
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FIG. 5.16 — Haut gauche : Masque pavage 64 x 64, Haut droit : Reconstruction pavage
64 x 64, Bas gauche : Masque pavage 32 x 32, Bas droit : Reconstruction pavage 32 x 32

Les énergies dans ce cas sont les suivantes :

Type pavage Energie
32 x 32 7.59679e+006
64 x 64 | 7.37675e+006

Remarque 5.2.2 On note que, dans ce cas, si le nombre des carrés dans le pavage croit, le
résultat ne s’Taméliore pas forcement.

5.2.4 Résultats numériques- cas non-linéaire

Pour le cas non-linéaire on distingue trois situations :
Casl <p<?2

Si pour la reconstruction on utilise le p-Laplacien (le cas non linéaire) alors pour une
population de 100 individus, en 100 iteration, avec la probabilité de croisement et de mu-
tation égale a 0.9, respectivement 0.2 on obtient la reconstruction suivante (figure 5.17) :
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FIG. 5.17 — Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche : Masque
final, Bas droite : Reconstruction

Les énergies obtenues sont égales a 73239.5 pour la reconstruction a partir du masque
initial et a 78149.5, pour la reconstruction a partir du masque final. La valeur du p est de
1.6.

Pour faire une comparaison avec la reconstruction d’image en utilisant le Laplacien
pour l'interpolation, on a executé le programme correspondant avec les mémes données
que pour le p-Laplacien (100 individus, 100 iteration, pc=0.9,pm=0.2). On a obtenu les
résultats suivantes (figure 5.18)
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FIG. 5.18 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche : Masque
final, Bas droite : Reconstruction

Dans ce cas les énergies sont égales a 1.59319e+06 pour la reconstruction & partir du
masque initial et & 1.74634e+06 pour la reconstruction a partir du masque final.

Cas2<p

Pour p = 6, pc = 0.9, pm = 0.2, une population de 100 individus et un nombre
d’iterations égal a 100, on obtient la reconstruction présentée dans la figure 5.19.
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FIG. 5.19 — Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche : Masque
final, Bas droite : Reconstruction

Casp=1

Dans le cas p = 1, 'EDP utilisée pour interpolation est la suivante :
—div(—= =Vu) =0, .sur D\ K
u=f, sur i (5.2.5)
gu =0, sur dD.

on

Pour une population de 50 individus, un nombre d’iterations égal a 150 , pm = 0.2 et
pc = 0.9 on obtient la reconstruction présentée dans la figure 5.20
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FIG. 5.20 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche : Masque
final, Bas droite : Reconstruction

Remarque 5.2.3 On note que les images finales obtenues avec l'interpolation par Lapla-
cien, respectivement l'interpolation par p-Laplacien , cas 1 < p < 2, sont tres difficile
a distinguer visuellement . En faisant une comparaison entre les localisations de pixels
qu’on retient dans le masque finale du Laplacien et les localisations de pixels qu’on re-
tient dans le masque final du p-Laplacien, on note que ils different sur plus de 90%.

On n’a pas présente ici les différentes résultats théoriques existantes dans la literature (a
voir [46],[27],[62], [23]) pour la modélisation des algorithmes génétiques, sur lesquelles
on a fondé nos approches. Cependant, on présente une des théorémes des convergences
formulé pour le codage binaire (voir [46])

Théoréme des schémas

Les premiers théorémes de convergence stochastiques des algorithmes génétiques ont
été établis par John Holland sur le codage par chaine de bits. On suppose intuitivement
que l'algorithme cherche & combiner les bons génes présents dans la population. Pour
étudier le devenir de quelques genes en particulier, Holland [46] introduit la notion de
schémas. Un schéma est construit en ajoutant a 1’alphabet de codage utilisé un symbol
*, prenant une valeur quelconque de 1’alphabet. Si on considére un codage binaire, alors
un schéma S de longueur I/(S) est une séquence particuliere de genes de longueur I(S)
représentée par une chaine de caractéres issus de 1’alphabet {0, 1, x}, ol * représente 0 ou
1. Un chromosome A est une instance d’un certain schéma si la substitution des * par 0 ou
1 peut fournir un chromosome identique. Par exemple le schéma S; = (*01101) fournit
les individus {(101101), (001101)} et le schéma S, = (*1 * 1100100) représente 1’ensemble
formé par quatre individus {(0101100100), (0111100100), (1101100100), (1111100100)}. On
note qu'un schéma qui contient n symboles * génére un ensemble de 2" individus et inver-
sement, un individu de longueur m correspond a 2™ schémas. Le théoréme des schémas
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est formulé a 'aide de deux caractéristiques importantes d'un schéma : 'ordre et la lon-
gueur (a voir [46]).

Définition 5.2.4 Soit S un schéma. On appelle I'ordre de S et on note O(S), le nombre de génes
fixés de S.

Définition 5.2.5 La longueur d’un schéma S , notée 6.5, est la distance séparant le premier et le
dernier gene fixé.

Pour les exemples présentés ci dessus, on a O(S) = 5, 0(Sy) = 8, 4(S1) = 4, et §(S53) = 8.
L'ordre est utilisé pour calculer la probabilité de survivre d'un schéma pour la mutation,
et la longueur est utilisé pour calculer la probabilité de survie d"un schéma pour le croise-
ment. Une autre caractéristique d’un schéma est sa performance a la j—éme génération,
(fitness), notée eval(S, j) et définie par la performance moyenne de ses représentants.
Ainsi, si A;j, ¢ = 1, ..., p sont les représentants du schéma S a la j—éme génération, on a
eval(S,7) = Y7_, eval(A;j)/p, ot eval(A;;) est la performance (fitness) d’un représentant.
On note avec F(j) la performance moyenne de la population entiere a l'iteration j. Soit
m(S,j + 1) le nombre de représentants du schéma S dans la population a la génération
j 4 1. Le résultat de convergence est le suivant (a voir [46]) :

Théoreme 5.2.6 Le nombre m(S, j + 1) vérifie l'inéquation

: . , : o(S
m(S,j+1) 2 m(S,3) - val($.)/FG)- L —pe: frgs —O(S)-pm]. (626)
Par conséquence, le théoréme des schémas donne une évaluation de la probabilité de sur-
vie d’un schéma présent dans la population initiale au long des opérations génétiques. En
fait, le nombre de représentants d'un schéma dans la population suit une croissance expo-
nentielle au cours des générations, et les schémas favorisés sont ceux qui ont une fitness

supérieure a la moyenne des fitness et un ordre, ainsi qu'une longueur fondamentale,
faibles.

5.3 Minimisation de la compliance

Un des problemes classiques d’optimisation de forme est la minimisation de la com-
pliance. Soient D un ouvert borné de R% et f € L?(D) une fonction donnée. Le probléme
de la minimisation de la compliance s’écrit

min / fuq, (518.1)

QCD Jo
olt ug est la solution du probleme elliptique

—Au = f dansf2
u = 0 sur 0f2.
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Le probléme qu’on consideére dans cette section est lié aussi aux problémes de lo-
calisation optimale dés que on suppose que Q¢ doit étre une réunion de boules. Plus
précisément, étant donne un nombre n E N et T > 0 on d01t chercher la 1ocahsat10n

,,,,,

Le probleme est pertinent siry, g enT , dans le cas contraire le volume des boules étant
suffisant pour couvrir €2, de fagon a obtenir la compliance nulle.

Le comportement asymptotique, quand le rayon des boules tends vers zéro, a eté
étudié en [22].

On rappelle le context et les résultats obtenus. Pour un ouvert 2 C RY,a>0etneN
on note

3

Ala,n) () =

) for z; € Q,,r =an” d}

ol (2, est la r-voisinage de 2.
Soient @ C RY, f € L2(R). Pour tout ensemble compact & C 2 de mesure positive, on
définit la fonction ug comme la solution du probleme :

—Au=f dans Q\ X
{ =0 sur ¥ 0N (5-32)
Autrement dit ug € H}(Q\ X) et pour toute ¢ € Hy(Q\ T) uq vérifie
/ Vu - Védr = f fodz. (5.3.3)
Q 0

La compliance du domaine 2 est définie par

F(Z, f,Q / fuqdz = / |Vug|*dz.
ou f > 0. Notons que par le principe de maximum si f > 0 alors ug 2> 0.

Théoréme 5.3.1 Pour tout n € N si Q est un domaine borné, ouvert de R et f € L*(Q) alors le
probleme

min{F(Z, f,Q) | £ € A(a,n)()} (5.3.4)
a une solution.

Ce résultat est une consequence du fait que le probleme d’optimum est de dimension
finie, la stabilité par rapport au domaine étant immediate.

A chaque e A(a n)(2) on associe une mesure de probabilité¢ définie sur Q donnée
par ps = n" 130 by, oup : R — 0 est la projection d’espace entier sur Q. Dans ce
contexte on introduit la fonctionnelle F,, : P(Q) — [0, o] définie par

00, sinon.

iy = { niF(, f,Q) si p = pg, & € Ala,n)(Q); (5.3.5)
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Pour calculer la I'-limite de la fonctionnelle F, on doit d’abord introduire la quantité :

6(a) := inf{lim inf n?F (2,1, 198, € Ala, n)(I9}, (5.3.6)

ot 1% = (0, 1) est le cube unité de R%. On note avec 6~ et §* 'enveloppe semi continue
supérieure, respectivement 1’enveloppe semi continue inférieur :

0 (o) = sup{0(6)|6 > a}

6% (a) := inf{0(8)|6 < a}.
Alors (voir [22])

6~ () = inf{lim inf na F(S,, 1, 198, € A(an, n)(I%), an — a}.

Soit ,
F(u):/f—zé‘(aug)da:. (5.3.7)
Q 8

ol p, représente la densité de la partie absolue continue de y par rapport a la mesure de
Lebesque.
Le résultat principal de [22] est le Théoreme suivant.

Théoreme 5.3.2 Soit Q un domaine ouvert et borné, Q C R?, f une fonction positive, f € L*(Q)
et a > 0. La suite de fonctionnelles (F,), définies dans (5.3.5) T'-converge vers F, par rapport
la topologie faible x de P(Q).

Onnote que le comportement de la fonction 6 est trés important pour la compréhension
du probléme de minimisation. Cette fonction n’est pas connue explicitement mais quelques
propriétés sont données dans [22] et rappelées dans la premiere section de ce chapitre. En
fait, la fonction 6 donne la distribution optimale de n boules qui minimisent la compliance
dans 1%\ U, B(z;, 1) sous 'action de la force f = 1.

11 a été conjecturé par G. Buttazzo, que pour « petit, la distribution optimale de disques
est donnée par les sommets d"un pavage du par triangles équilatéraux (voir [19]).

5.3.1 Résultats numériques pour la minimisation de la compliance

Dans ce paragraph on va présenter les résultats numériques qu’on a obtenu pour I'ap-
proximation de la la fonction 6.

Les calculs numériques sont faits en dimension deux, avec des conditions de périodicité
sur la frontiere de I = [0,1] x [0,1], c'est-a-dire u(z,y) = u(z + 1,y) = u(z,y + 1). Les
résultats sont obtenus avec la méthode de recuit simulé, combinée avec la dérivée topo-
logique.

Avant de présenter les résultats on va décrire la méthode du recuit simulé, ’adaptabi-
lité au notre probléme, on va introduire la notion de dérivée topologique et ensuite on va
expliquer la modalité de son utilisation dans ce probleme.
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Recuit Simulé

Le recuit simulé est une méthode pseudo-stochastique dont origines sont basés sur
les principes de la thermodynamique appliqués au refroidissement d’un corps en fusion,
passant par différents paliers de température et tendant vers une minimisation de son
énergie. En permettant de temps en temps un accroissement de la fonction objectif, cette
méthode evolutive permet d’éviter des minima locaux. Le principe de fonctionnement
est le suivant [40]. On part avec une configuration initiale Sy, choisie aléatoirement et une
temperature initiale Ty. A partir de cette configuration, une nouvelle configuration 5 est
générée. On calcule les valeurs correspondantes de la fonction objectif a minimiser, f(.So)
respectivement f(S). Si f(S) < f(So), on accepte S comme nouvelle solution. Dans le cas
contraire, la configuration S peut étre acceptée ou non selon une regle statistique. Des
qu’on accepte une solution, la temperature baisse selon un schéma de décroissance. Ce
sont ces régles statistiques qui permettent d’échapper aux minima locaux, c’est-a-dire :

-~ si la temperature est élevée, cette probabilité est grande. Cela signifie que nom-
breuses solutions mauvaises sont conservées, afin de mieux explorer l'espace de
recherche;

- sila temperature est basse, cette probabilité tend vers zéro, donc les solutions mau-
vaises sont refusées.

On peut se rendre compte que pour un bon fonctionnement du recuit simulé, plu-
sieurs paramétres comme temperature initiale, schéma de décroissance de la temperature,
la longueur du palier de température, doivent étre définis. Le choix de la température ini-
tiale doit étre tel quau debut de l'algorithme la plupart des solutions mauvaises sont
acceptées, mais vers la fin d’algorithme seulement les solutions qui améliorent le critere
sont acceptées. Suivant [6], pour obtenir des bons résultats la température initiale et la
valeur initiale de la fonction objectif doivent étre de méme ordre. La suggestion est de
prendre Ty = f(—j@, avec A une constante a fixer. Il existe deux schémas classiques de
décroissance de la température :

~ la décroissance géométrique Ti,1 = C - T;, 0 < C < 1. Les valeurs classiques de C'se
situent dans l'intervalle [0.75,0.95].

- Ti1 = prceyas ), Ol o désigne l'écart-type de l'ensemble des valeurs calculées
de la fonction objectif a la temperature courante et C, le parametre qui controle la
vitesse du recuit, plus C est faible, plus le recuit est lent.

La longueur du palier représente le nombre de solutions testées avant d’appliquer le
schéma de décroissance de la température, et il est supposé constant pour I’ensemble des
niveaux de température. Comme critére d’arrét, souvent on prend T < T, p5¢- Une fois
ces parametres initialisés, I'algorithme peut étre structuré de la fagon suivante.

1. Donner une configuration initiale So, Sope = So, fopr = f (So);
2. Initialiser T = Ty;

3. Tant que T' > Torre faire

{

Tant que Nt Repetition < Longueur Palier
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{

Choisir S dans le voisinage de Sp
Calculer Af = f(S) — f(So)
Si Af < 0alors

{

So=1S5;

Si f(So) < fopt alors Sope = So;
}

fopt = f(S0)

Sinon

Tirerp € [0,1

Sip< exp(——]-f-) So=S

}

T =schéma de décroissance;

}

4. Returner S,p;.

Dérivée topologique

La dérivée topologique a été développée a partir de 1999 par Sokolowski et Zochowski,
[65], et Garreau, Guillaume, Masmoudi, [36]. Elle permet de mesurer la sensibilité d"une
fonctionnelle coit F', quand une petite cavité est introduite dans le domaine d"un probléme
aux limites, Q2. Plus précisément, I'idée est de perturber le domaine (2 en soustrayant une
boule de rayon ¢, notée B;, centrée en Z € . On define le domaine perturbé 2, par
Q: =0\ B

Définition 5.3.3 La dérivée topologique, notée Dy J est définie par

F(Q) = F(Q) + f(e)DrF + R(f(€))
Eﬂ £ (€) est une fonction négative dépendante du probleme, f(e) — 0 quande — O et lime o R}’ES =

Dans [32] la dérivée topologique est calculée pour le probleme de Poisson avec différentes
conditions au bord. Pour conditions de Dirichlet, la dérivée topologique de la compliance
ala formule DrF(z) = u*(z) et f(e) = E%) Comme ¢ — f(€) est une fonction negative,
en introduisant une boule de rayon suffisamment petit dans le point Z ou Dr(Z) est la
plus grande (u est plus grand) la compliance va décroitre. Par consequent, on peut in-
terpréter D comme une fonction indicatrice qui définit les meilleurs localisations ot on
peut perturber le domaine dans le but de réduire la valeur de la fonction cott.

Pour résoudre numériquement le probléme de la minimisation de la compliance on
peut procéder de deux fagon. Soit n le nombre de boules pour lesquelles il faut trouver
la localisations. La premigre est d’utiliser la méthode de recuit simulé combiné avec la
dérivée topologique.
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Dans ce cas, les étapes d’algorithme sont les suivantes :
1. obtenir une configuration assez bonne avec la méthode de recuit simulé,

2. pour i = 1, I (I=le nombre d’iterations), executer
— tirer aléatoirement une boule,
- calculer la dérivée topologique en considérant comme domaine non perturbg, le
domaine qui contient deja les autres n — 1 boules
- introduire la n-iéme boule, la ou la dérivée topologique est la plus négative;

La deuxieme fagon est de considere seulement I'étape deux de I'algorithme ci dessus
précisé. Dans les deux cas les résultats obtenus sont similaire (Figure 5.21, 5.22) :

FIG.5.21 -
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F1G. 522 -

54 Maximisation de la valeur propre du Laplacien

Dans cette section on considére le probléme d’optimisation de la premiére valeur
propre du Laplacien dans un domaine simplement connexe qui contient N boules iden-
tiques, chacune de rayon € << 1. On considere des conditions de type Neumann sur la
frontiére du domaine et des conditions de type Dirichlet sur le bord du N boules.

Soit 2, un domaine borné de R%. On considére le probléme :

Au+ =0, size Q\ Ky, fSl\KN T ik
Onu = 0, sur o) (5.4.1)
th=0; sur 0Ky := U ,0B(z;,€).

Ici, Q est le domaine non perturbé, Ky := UY | B(z;, <) estla réunion de N boules iden-
tiques centréesen z;,7 = 1, ..., N, de rayon €. On suppose que les boules ne se superposent
pas. Soit Ag(¢, K) la premiere valeur propre du (5.4.1). Si ¢ — 0 il résulte Ag(c, K) — 0.
Le but de nos travail et de trouver la localisation de N boules qui maximise cette valeur
propre. Ce probleme a été traité dans [49], oi un développement asymptotique est donné
pour M\(z, K), en utilisant la fonction de Green pour le Laplacien avec condition de Neu-
mann sur la frontiére. Des configurations de types anneau sont données pour optimiser
Xo(e€, K). Par la suite on rappelle ces résultats.

Pour N boules identiques le développement asymptotique pour A¢(e, K) a la forme :

27Nv?2 4722

i Ql p(zy, ...
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ou la fonction p(zy, ..., zy) est définie par

Ru(zjiz)+ Y NGm(zjz)}. (5.4.3)

k=1;k#j

]
1M
—~—

Dans (5.4.3), G, (x; o) est la fonction de Green pour conditions de Neumann et R,,,(z; z)
est sa partie réguliére qui sont données par :

AG,, = ﬁ —S(w—0), TEQ BGr =0, T, (5.4.4)
1
G (2;20) = —5 - log |z — 2ol + Rm(;20); [ Gim(2;20)dz = 0. (54.5)
Q

Dans ce contexte, on note que maximiser Ay(e, K) revient 8 minimiser la fonction p(z1, ..., zy).

Proposition 5.4.1 On considere m anneaux de rayons 1, ..., 7m, avec v; < 1,11 dans le disque
unité. On suppose que sur un anneau de rayon r on a Ji boules. Sur le k-ieme anneau, pour
k=1, ..., m les centers des boules sont supposés a vérifier

gj(k) = el gt =1, J. (5.4.6)

Ici ¢y, est la phase du angle avec ¢, = 0. Pour cette configuration, la fonction p dans (5.4.2) est
donnée par p = p,/(2), out

m T

—i Ji log(JkT']k_l - Z Z logl rkrk Bk _ elﬁk ¥ B l_+_ ZJZ

k=1 k=1 p'=1

e Lﬁ % R 1 e
230 Y g loghicd —r) RO PI DEEALS L
k=1 ' =1,k<k’ k=1 k=1’ =1
. e Jedy
Iei Ay, By et gy sont définies par Ay = ¢ — dr, By = 92 et g, = ged(Jg, Jy). Si

on ajoute une boule au centre du disque unité on a pour p I'égalité suivante

| = N, 3¢ 8
p=g(p*—ngklogrk+§Jkrk—gk;fk—z).

Par la minimisation de la fonction p(z, ..., z,), dans [49], les configurations suivantes sont
obtenues, pour N = 6 jusqu'a N = 25.
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FIG. 5.23 - Les configurations optimales pour N = 6, N = 25, dans la classe de deux et
trois anneaux

54.1 Résultats numériques pour la maximisation de la premiere valeur
propre du Laplacien

Nous nous proposons d’appliquer pour le probléme de maximisation de Ay (e, K) 1'ap-
proche qu’on a appliqué dans le contexte de la minimisation de la compliance. On utilise
la méthode du recuit simulé présentée dans la premiére section de ce chapitre. La solution
initiale est choisie aléatoirement dans le disque unité, mais on demande que les centres
des boules se situent a une distance supérieure ot égale a = par rapport a la frontiére du
disque unité. On obtient les configurations suivantes pour N = 6 jusqu’a N = 17.

— Ty T BT R —

FI1G. 5.24 - 6 boules FIG. 5.25 - 7 boules FI1G. 5.26 — 8 boules
123



- - e e ~—
- -1 -~
. s
a5 = 0 . 4 set N
3 i i M
- L ] \
M ¥ a2 -
f [ i f
u o o
-
} = | - oA .
L] M "
aat
& & " gal
L] - . -
a8 N
| I~ S <P i = = ) o — )
1 08 o5 L4 Q02 o 02 04 06 08 1 ) 08 08 Q¢ 42 ] 02 04 Q6 02 L t aF 4% o: G2 - 02 94 08 OB 1

FIG. 5.27 — 9 boules FI1G. 5.28 — 10 boules FIG. 5.29 — 11 boules

= — = = o T
= L] 8 L
=
I . = - s
ny gll - = 4 it
/ - f
02 - 82 03 -
|' — - ] I [ ™
13 ot @ » i a4 &
| . L
L 28 ™ A ’I‘
. I\ 3 =
E b kY
i - X - 5 o4 ] L]
Ly
= .
N ] . oet b -
. — -
= e |
@ < T 4¢ @3 @ 62 04 08 o6

F1G. 5.30 — 12 boules Fi1G. 5.31 — 13 boules F1G. 5.32 —- 14 boules

u . » = [ ./-: -
. 1 ok .
.
B # [ " . it " L]
. - 1 - ] \
r L] = [ . = = 11" = ’
] - 1 s ™ l - - . -
L] L] -
- n
[
L] L " i L] -
- == =0 =
) i v ot 8% 87 0 03 o1 GF 08
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Les valeurs propres correspondantes aux configurations présentées ci dessus sont
illustrées dans le tableau suivant :
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No. boules | Valeur Propre
6 boules 4.35
7 boules 5.63
8 boules 6.51
9 boules 7.04
10 boules 8.28
11 boules 9.35
12 boules 10.52
13 boules 10.83
14 boules 12.61
15 boules 13.74
16 boules 14.84
17 boules 14.89

On essaie maintenant d’appliquer la dérivée topologique pour améliorer la configura-
tion deja obtenue. Suivant [54], pour la configuration 2, = Q\ B(zg,€) ona

Ao(g) ~ Ao + (— )27[ug(z0)]* + ... quand € — 0. (5.4.7)

loge
Dans (5.4.7) Aq est la valeur propre correspondante au probléme non perturbé. On procede
de la fagon suivante. Pour chaque boule, on considere comme domaine non perturbé, le
domaine qui contient deja les autres N — 1 boules. Les localisations de ces N — 1 boules
ont été déterminées avec la méthode de recuit simulé. En utilisant la dérivée topologique
on veut trouver la localisation de la N-iéme boule qui maximise Ay(¢). En tenant compte
de (5.4.7), pour maximiser () il faut mettre une boule, 1a ot le vecteur propre associé a
Ao est le plus grand.

On note que, on ne peut pas appliquer la dérivée topologique, car, dans notre cas, [ug)?
a le maximum sur la frontiére du disque unité. A voir les figures ci dessous

FIG. 5.36 — Vecteur propre - F1G. 5.37 — Vecteur propre - FIG. 5.38 — Vecteur propre -
12 boules 16 boules 10 boules

Ceci signifie que le deuxiéme terme dans le développement asymptotique a une in-
fluence importante dans le calcul de A\y(e).
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