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Chapitre L

Introduction

De nombreux problèmes issus de la physique, de la biologie, de la mécanique, etc.
sont modélisés par des systèmes d'équations associés à des opérateurs différentiels, dans
de domaines géométriques qui varient (domaines en mouvement), ou qui sont des incon-
nues du problème. Quelquefois,la variation de la géométrie est régulière, i.e. donnée par
un champ de vecteurs régulier, et d'autres fois, cette variation peut changer la topologie
du domaine géométrique : creation de trous, changement de dimension. Des exemples
de ce type de problèmes sont présents dans divers secteurs industriels : l'aéronautique
(la reduction de la traînée,l'amelioration de la portance), l'automobile (le dimensionne-
ment de pièces mécaniques, l'optimisation d'un aimant inclus dans le système d'injec-
tion),la mécanique de structures (le calcul de structures composites optimales),I'image-
rie médicale (l'identification de tumeurs)... Pour plus d'examples, ainsi que pour plus de

détails nous referons à [42], V5l,I44l,157l,165l.
La caractéristique de base de ces problèmes est que les objets recherchés dans Ie pro-

cessus d'optimisation sont des formes (des domaines de IR"), au lieu de fonctions, comme
c'est souvent le cas dans le calcul des variations. Pour certains problèmes, cette contrainte
implique la non existence de solution. Ceci peut être remédiée soit en imposant des res-

trictions d'ordre géométrique à la classe des domaines admissible, soit en permettant des
formes généralisées, et dans ce cas on est amené a introduire une formulation relaxé ap-

propriée du problème. Du point de vue théorique, la relaxation est aussi un outil utilisé

pour prouver l'existence d'une solution classique. L idee est la suivante : si on ne réussit
pas à prouver l'existence d'un domaine optimal par des techniques classiques du calcul

de variations, alors on étend le problème dans un cadre relaxé, pour lequel l'existence

d'un "objet" optimal sera obtenue sans difficultés. Ensuite, il faut démontrer que cet objet

est un domaine classique.
Pour la simulation numérique de ces problèmes, les méthodes classique telles que

les méthodes de variation de frontière continuent à être utilisées. Celles-ci sont souvent

liées à des méthodes de type gradientbasées sur la dérivée de forme. Ces méthodes com-

portent des inconvénients parmi lesquels on peut citer l'absence de changement de topo-

iogie (apparition de trous, rupture de connexité, ...). De nouvelles méthodes plus souples

-àis ne remédiant pas à tous les inconvénients cités se sont développés comme "level

set", Fast Matching, etc. La frontière de la forme cherchée est représenté par une ligne de

niveau d'une fonction {.IJévolution de cette ligne de niveau permet alors la capture de
3



la forme. Un des avantages principaux de ces méthodes est la suppression du remaillage

dans le processus d'iteration. D'autre méthodes comme le gradient topologique combine
les avantages d'une méthode de descente avec la possibilité de changer de topologie.

Toutes les méthodes citées plus haut font intervenir le gradient de la fonctionnelle à

minimiser. L optimisation peut être entreprise aussi avec des méthodes qui ne nécessitent

pas le gradient de la fonctionnelle : les algorithmes évolutionnaires, qui sont basés sur
la théorie de la selection naturelle. Contrairement aux algorithmes de type gradient qui

peuvent converger vers des minima locaux,les algorithmes évolutionnaires peuvent les

éviter. I-jinconvenient de ces méthodes est qu'il faut évaluer la fonction coût un grand

nombre de fois, et donc le temps de calcul devient assez important. L"originalité de notre

contribution est la méthode de représentation des formes'

L objet de ce travail de thèse est l'étude théorique et numérique des quelques problèmes

relevants de l'analyse et de la modélisation de forme. Les problèmes considérés sont is-

sus d'applications modernes comme la modélisation de décollement de membrane Par
mouvements minimisants, des inégalités isopérimètriques et de traitement d'image. En

particulier nous nous intéressons à l'implementation des algorithmes les plus appropriés

pour résoudre de tels problèmes.
La thèse est divisée en quatre chapitres.
Dans le chapitre II, intitulé "Outils théoriques en optimisation de formes", on présente

le contexte d'un problème d'optimisation de forme. C'est un rappel des différentes no-

tions pre-requises pour résoudre un problème d'optimisation de forme telles que les to-

pologies sur les domaines de IRN,la continuité par rapport au domaine Pour le problème

de Dirichlet,la capacité et finalement les propriétés géométriques de l'optimum.

Au chapitre III, intitulé "La valeur propre de conductlitê", on étudie les valeurs

propres du Laplacien, considéré dans un ouvert de mesure finie, avec conditions aux

bord de type conductivité, i.e. constantes localement ou globalement, avec constantes

libres. Cet opérateur intervient dans le processus de détection de défauts Par mesures

au bord [35Let a fait l'objet d'une première analyse en [38], dans le cadre globalement

constant. Nous étudions des propriétés qualitatives des valeurs ProPres en relation avec

la géométrie, des inégalités isopérimètriques générales par réarrangement et/ ou

f-àonvergence, et nous implémentons un algorithme génétique Pour déterminer les formes

minimisantes pour les valeurs propres d'ordre petit, à mesure constante. La génération

des formes que nous proposons est basée sur les niveaux des séries de Fourier tronquées,

contrôlées par les coefficients'
Le chapitre IV, intitulé "simulation numérique du décollement d'une membrane",

contient un étude numérique du processus de décollement d'une membrane adhésive

soumise à une force dépendante du temps. Notre travail est basé sur les modèles pro-

posés dans [16] par Bucur ,Buttazzo et Lux. Le processus de décollement de la membrane

èst étudié dans le cadre de mouvements minimisants. Suivant la distance de dissipation

( l'énergie dépensé pour le décollement de la membrane) on est amené à étudier deux

modèles : évôlution de domaines et évolution de mesures. Notre travail consiste dans

l'étude numérique de ces modèles. Dans un premier temps on ProPose des algorithmes

locaux décrivant la deformation locale de la membrane. Il s'agit des méthodes de gradient

pour l'evolution des mesures et des méthodes de lignes de niveaux basées sur la dérivée
4



par rapport au domaine pour l'évolution de domaines. Les résultats qu'on obtient dans ce

cas ne sont pas loin de la réalité dans le sens que, la membrane reste dans un état metas-
table avant d'accumuler suffisamment d'énergie pour sauter les barrières d'énergie. Dans

un deuxième temps, pour échapper aux minimums locaux on fait appel aux algorithmes

basés sur des mécanismes stochastiques : les strategies évolutionnaires.
Dans le chapitre V, intitulé "Étude numérique de problèmes de localisation optimale",

on s'intéresse à l'analyse numérique de différents problèmes de localisation optimale.
Le premier problème étudié est le problème du choix optimal des pixels d'appui pour
f interpolation d'image. L idée est d'extraire l'essentiel de l'image, c'est à dire les pixels
les plus "importants" (par exemple L0%) et d'interpoler les autres en utilisant une EDP
appropriée. Dans ce contexte, deux questions fondamentales se posent :

- quelle est I'EDP la plus adaptée pour ce but;
- comment on peut trouver les "bons" pixels qui donnent la meilleure reconstruction.

Un autre problème d'optimisation de forme étudié dans ce chapitre est la minimi-

sation de la compliance. Étant donné un nombre n e N, et r,, > 0 on doit chercher

la localisation optimale de rz boules (B(rn,rn))æt,...,n) qui minimisent la compliance sur
() \ ULrB( nr,rt).Il a été conjecturé par G. Buttazzo, que pour c-pettt,la distribution opti-
male de disques est donnée par les sommets d'un pavage de triangles équilatéraux (voir

[19]). En utilisant un algorithme basé sur la dérivée topologique, ansi que la méthode de

recuit simulé on retrouve une justification numérique de cette conjecture.
Le demier problème étudié est la maximisation de la première valeur propre du Lapla-

cien dans un domaine simplement connexe qui contient l/ trous circulaires, chacune de

rayon e << 1. On considère des conditions de type Neumann sur la frontière du domaine

et des conditions de type Dirichlet sur le bord du l/ trous. Pour ce problème, la dérivée

topologique ne fonctionne pas et les résultats présentés sont obtenus avec la méthode du

recuit simulé.



6



Chapitre 2

Outils théoriques en optimisation de
formes

Ce chapitre est destiné à rappeler les outils théoriques d'un problème d'optimisation
de forme. Nous en profiterons aussi pour définir certaines notions et les notations utilisées
par la suite de cette thèse.

En général, un problème d'optimisation de formes s'écrit sous la forme

min J(Cl)
Qel,'!oa

où.l,loa est un ensemble de parties (domaines) de IRN, appelé ensemble de domaines ad-

missibles et J est une fonctionnelle définie sur Uos à valeurs dans IR.

Par la suite on va brièvement presenter les ingrédients principaux pour l'étude d'un

tel problème : topologies sur les domaines de IR.N, continuité par raPPort au domaine Pour
le problème de Dirichlet, capacité et finalement les propriétés géométriques de l'optimum

où on s'arrête sur la symétrisation de Schwarz. Pour plus de détails sur les résultats rap-

pelés ici, on renvoie àI42i, [66], [30], 12),1571.

2.'!. Topologies sur les domaines de IRN

2.'1,.'1, Topologie " cha{'

Soit D un ouvert, bomé de IR.N.
On note X :: {M ç D, M mesurable par raPPort à la mesure de Lebesque}.

Définition 2."1,.1 Soient Mt, Mz e X. La distance char sur X est définie par

d.no,(Mt, Mz) : 
Iolr, 

- l4a,ld,r

où L1a : D ----- R est la fonction caractéristique, Int@) : { 
t'

\ 0 ,
7
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Remarque 2.L.2
Ml et Mz, Mt I
dans lequel ly,
négligeable).

On note que d.7o, n'est pas une vrai distance , car il existe deux ensemble,
M2 tels que da,o,(M1, Mz) :0. À voir l'exemple ci dessous (Figure 2.1)
- Lrur, presque partout (My et Mz diffèrent par un ensemble de mesure

I oro^ôa, 
------ 

I rrnQd'r.

Ftc. 2.1 - Exemple pour la convergence d,.1,o,

Pour corriger ce défaut on introduit une relation d'équivalence sur X. On dit que

MrRMz si ly, - Iuz presque partout. Par conséqnent d"6, devient une distance sur

l'espace quotient XlR.

Remarque 2.L.3 L espace (X, d"no,) n'est pas compact'

Pour vérifier cette affirmation, il suffit de trouver une suite d'ensemble Mn et montrer

que il n'existe pas une sous suite (M,) qui converge vers un ensemble M e X, pour la

distance d.hor.
Soit Mn : Iui=ol#.,#1. On suppose que (X,d"no,) est compact et on veut montrer que

il existe une sous 
"-it"-'(U,o) 

et un ensemble M e X tel que lrn -t ly. On note que

LMn ̂  
| faiblement dans .L2.Il résulte que

t r,a^gd,r------ [ Ioo,J1o,r1 J1o,r1 z

Si  I  l lM^ -  ty ldr  -+ 0 i l  résul te que,[  l l r ,  -  Lvl2d,r  '  0,  c 'est-à-direIu.  "" ' I * 'Pa'
conséquent, !pr - | ce qui est une contradiction.

Proposition2.l.4 Si (A") et A sont des parties mesurables de D telles que la^ ^ Iafaiblement
dani fr(n), alors pour tout p € [1, ælon a Inn ------+ Lafortement dans Lp(D).

Preuve Onsaitquesi T,4 f alors/, L l sietseulementsi l l  T,l lr,------l l  / l lr ' '
si la. - 1A faiblement dans L,(D) alors pour tout { e Lz(D) on a

(2.1.1)

Soit / : 1. En remplaçant dans (2'1.1) on obtient ÏoLo^ ' ld'r -"--' [rlo ' Id?,ce qui

est équivalent à [ri'o,à, - IoL2od,r. On a obtenu la convergence forte en .L2(D), qui

implique aussi lu éor,îergence ôi Lt(D). En effet, si^llnn - Iel * 0 alors lle. - Ltl: L ,

ce qui est en contradiction avec la convergence en L'(D). De la même façon on obtient la

convergence en LP(D). 
g



Pour démontrer l'existence de la solution dans un problème d'optimisation de formes,
une propriété de compacité de la suite minimisante pour la topologie considérée est
nécessaire. Nous allons voir que supposer le périmètre borné uniformément apporte une
propriété de compacité.

Définition 2,1.5 Soit D un ensemble ouoert de IRN et M Ç D un ensemble mesurable. On
appelle le périmètre généralise (ou périmètre De Giorgi) de M dans D le nombre

Po(M) d, iuvdr lv ecf ; (D, lRN),  l lv l l -  < 1) (2.1,.2)

Remarque 2.1.6 Sion suppose D : IRN et M estun ouvert régulier, alors Pp' (M) : lAMl.
En effet, en appliquant la formule de Green et en tenant compte du fait que sur la frontière
V (r) : n(r) où n est la normale extérieure on obtient

r f l1u; :  sup Ianv: sup tvnao:[46: loMl.
v€cf (Rry),llv113r J u v€cf (lRry),llvll<r J aM J aM

Si D + IRN alors on distingue deux situation. Dans le cas oùM c D alors on a
Po(M) : P#(D). Dans le cas contraire, c'est-à-dire, AM a AD + 0, alors on a Pp(M) :

laMl \  laM naDl.

Propositio n2.1.7 Soit D un ouaert borné et (A*), A des parties mesurables de D. Si A* "9 A,
alors

1. lAl: l im,,-- lA,,l i
2. PD@) S lim inf,,-* Po(A").

Preuve Lapremièreégalitéestévidentecar Io^ L la.Onvamontrerlasemi-continuité
inférieure du périmètre. Soit V e Cf (D,Rt).En prenant V comme fonction test pour
la convergencè char de An vers A on obtient frladiuVdr frtodluvdr, ce qui
est équivalent à [odluVdr : lim,,-- fo^di,uvdr. De la définition du périmètre on a

lo^diuvdr S supv [o^d'i,uv : Po(A"). on a obtenu

< Po(A").

ce qui implique en passant à la limite

I aouu ( Iim inr Pp(A,).
J l n.+oo

En prenant le supremum dans le membre de gauche il résulte

Po@) < tit_lgf Po(4").

Le théorème qui nous fournit un résultat de compacité sous l'hypothèse de contraintes

sur le périmètre est le suivant.
9
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Théorème 2|1,,8 Soit D un ouaert borné, Lipschitz (régulière), et (A")* une suite de parties
mesurables de D. On suryose qu'il existe c tel que

Vne N Pp(A" )<c .

Alors, iI existe une sous suite (A,r) 1, et il existe un ensemble A mesurable, A C D tel que A,o "-4
A et Pp(A) < c.

2.1.2 La topologie de Hausdorff

Soit D un ouvert borné de IRN.

Définition 2J1..9 Soit Kr et Kz deux fermés deD. La distance de Hausdorff est définie par

dn(Kt, Kz) : s1n* ld(r, K) - d(r, K2)1, où d(r, /{) : 
ætË 

d(r,a)' Q.1,.3)

Deux exemples sont présentés graphiquement dans la figure 2.2:

Ftc.2.2 - Distance de Hausdorff

On peut aussi définir la distance de Hausdorff par

dn(Kr, Kz) : inf {a } 0, K2 Ç Kietft  C Ki}: 
, . î ï3", 

ld(r, K) - d(r, K)1, (2.1.4)

où on a noté avec Ko : lJ*ç68(r, a). La première égalité provient du fait que

(KzÇKi )æ: :pd(" ,K)<d.

Remarque 2.l.l0 On note que la fonction d,(', K) : D ------ IR est une fonction Lipschit-
zienne, avec la constante de Lipschitz égale à 1, c'est-à-dire

ld,(r, K) - d(a,l() l  < l l" - gl l  Yx,s eD.
10
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Soi tzeK.Ona

l l r -  r l l  < l l "  -al l+l lu -  
" l l

En prenant l'infimum en z dans (2.1.5), on obtient d(r, K) < ll" - All + d(A, K), d'où

ld(r, K) - d(a,l() l  < l l" - al l .

(2.1.s)

(2.1.6)

Théorème 2.1.11 Si F : {F çD, F fermé} alors (F , ds) est un espace métrique compact.

Preuve Soit (K")" une suite de F.Il faut démontrer qu'il existe une sous suite conver-
gente pour la métrique ds. D'après la remarque 2.L.1.0 on a que la famille des fonc-
tions d(., Kn) : D ------+ iR est équicontinue. En plus, il existe M : di.amD tel que V r €
D la@,K")l < M.Du théorème de Ascoli-Arzela il résulte que, il existe une sous suite
d*,(r) :-- d,(r,I(") telle que d6^ ------ T uniformément dans D où I ,D -------+ IR est continue.
Il reste à démontrer qu'il existe un ensemble K e -F tel que f : dx.

Soit K : f 
-t ({0}).Comme {0} est un ensemble fermé et / est continue il résulte que

l'ensemble K est fermé. Dans un premier temps on va montrer que d(r, K) > f @).
So i t r  eD e tso i tg r  €  K te l  qued( r ,K) : l l " -A l l .Comme A e  K i l résu l te / (g ) :0e t

par conséquent d1çn(a) ----- 0(: /(g/)). Soit gr,, une suite minimisante dans l'expression de
dx.(A), ce qui implique llA" - All ------.0. On a

d(r,K): l ln -  y l l  : , lTL l l "  -a" l l  > t ' , ïy d(r ,K"):  T@).

Par conséquent d(r, K) > f (r). Par la suite on va démontrer f inégalité inverse, f @) >-

d,(r,K). Pôur cela, soit zn € Kn tel que d*.(r): llz - ,Àj . Comme D est compact et
( t r )  e  Di lex is teunesoussui te ,encorenotée(2")  te l le  quezn-- - - - - .  zrz  e D.Entenant
compte ded,y,(r.):0(zn e Kn), zn'------+ zetd,6. - f  ,  i l  résulte que /(z) :  0 etPar
conséquent z €. K. Donc, d'une part on a que dKn : ll" - ,Àl ----.-+ ll" - tll et d'autre part
dx,(r) ----- f @),ce qui implique T@) : ll" - ,ll. Mais z € K, donc ll, - 

"ll2 
d(n,k). Par

conséquent T@) > d(r, K).

Comme la distance de Hausdorff est très utilisée dans l'optimisation de formes, on va
donner par la suite quelques propriétés de celle-ci.

Convergence de Hausdorff pour les fermés
- Une suite décroissante de fermés non vides converge vers son intersection;
- Une suite croissante de fermés non vides inclus dans D converge vers la fermeture

de sa réunion;
- Si K: et Klsont deux suites telles que Kl ç K3, Kl !- K1 et 4 !- K2, alors

Kt Ç Kz;
- Si K*est une suite connexe et K* !' K , alorc K est connexe'
Convergence de Hausdorff complémentaire pour les ouverts

Remarque 2.1.12 Soient flr : B(0,1) et f22 : B(0,1) \ {0 x [0,1]] coûune dans la figure
2.3. On note que ds(0t, Oz) : 0.

11



Frc. 2.3 -

Par conséquent, pour les ouverts, on va introduire à présent la distance de Hausdorff

complémentaire.

Définition 2|1.!g Soit D un ouaert borné de IRN et {\,Oz Ç D deux ensembles ouaerts. La

distance de Hausdorff complémentaire est définie par

d,s . ( { \ ,02)  :  dn(D \  Qt ,D \  CIr ) . (2.1,.7)

Parmi les propriétés de la convergence de Hausdorff complémentaire on rappelle :
- Une suite croissante d'ouverts inclus dans D converge au sens de Hausdorff complémentaire

vers sa réunion;
- Une suite décroissante d'ouverts converge en Hausdorff complémentaire vers l'intérieur

de l'intersection de tous les ouverts;
- si ftl et al sont deux suites telles que c)l ç ç17,çÛ" L 01 et a7 L f)2, alors

f)r Ç 02.
- La connexité n'est pas préserve.

FlG.2.4- Connexité pour H"

Proposition2.l."l,4 Soit D un ouvert borné de IRN et soit f),, Ç D une suite d'ouaerts qui
conaerg, au sens de Hausdorff complémentaire uers l'ouaert Q C D. Soit n e AQ, alors il existe
une suite de points rn aoec frn e. Ôçln qui conaerge oers r.

Preuve Soit r € Af). On suppose par l'absurde que d(r,ôçt") > 0. Alors il existe ô > 0

et il existe une sous suite O,,o tels que B(r,ô) n aCI,,k : 0. Par conséquent, B(r,6) Ç
f),"n ou B(r,6) g D \ f,),,u. Par stabilité de l'inclusion pour la convergence de Hausdorff
complémentaire, il résulte que B(2, ô) ç Cl ou B(r,6) ç n \ O, ce qui est en contradiction
avec r € af).

Proposition 2.1.15 Soit D un ouaert borné de IRN ef soit 9n Ç D une suite d'ouaerts qui

conoerge flu sens de Hausdorff complémentaire rsers I'ouaert çl g D. Si K est un compact in-

ctus dans Q, K cC Q alors il existe n(K) tel que Pour tout n > n(K) on a K CC CI??.
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Preuve On a
Q^ Lcl <+ D \ 0, 4 D \ CI ë dD\n. ....-- dD\o

uniformément dans D. Soit ô : minze r< d(x,D \ ft) > O..Grâce à la convergence uniforme
on a que il existe n(K) tel Qu€ sup,.7ldztn, - dainl S Ë'

So i t zeK.A lo rs
dorn(r)  -dzrn,(")Sl .

Finalement, on obtien t 6 - È 3 d1\a*donc K Ç CI",.

Les deux résultats suivants donnent la liaison entre la convergence en Hausdorff complémentaire
et la convergence char.

Proposition2.l.l6 Soit D un ouaert borné de IRN ef soit Qn Ç D une suite d'ouaerts qui
conaerge au sens de Hausdorff complêmentaire oers I'ouaert CI E D. Alors :

1. 1o < lim inf,, ,- lç^, pr€SQUe partout ;

2. pl ( lim inf,,.*oo lcl,,l.

Preuve 1) Soit K cc ft. Suite à la proposition 2.7.L5 à partir d'un rang n(K), K cc {1".
Par conséquent, à partir de ce rang on a 17ç < 1o.. On passant à la limite on obtient

1r S lirnlgf 1o"

presque partout. Soit (K,)" une suite croissante de compacts telle que UK' : Q. Comme

I x" l lim inf,,-- 1ç2, et K" !- l)K, - CI il résulte le ( lim inf,r-* le, pr€S![ue partout.
2 )Ona

[ ,n = / rt- inf 1ç2,.
J o  J D n - *

On apptique le lemme de Fatou et on obtient J, 1ç ( lim inf,,-oo [oln., ce qui est équivalent

à lCIl < l iminf,,-- lQ,l.

Proposition 2.1.17 Soit D un ouuert borné de IRN ef soit Çln Ç D une suite d'ouaerts qui
conaerge au sens de Hausdorff complémentaire aers l'ouaert çl ç D. Alors :

tn* L 1ç2 s l{-),1 ---- lftl.

] Preuve "+" évidente.
"+" OnsuPPose que lQ'l ------ lCIl et O' ii Q.
Soit K CC Q. Suite à la proposition 2.1,.15 à partir d'un rang n(K), K cc Q,,. Alors

f f f f f
/  l tn" -Lçldr:  I  l1o, -  Lsldr+ |  l ln* -  reldr< l_ __ln^dr + /^ - .rndr

J o '  
' "  

J x '  J o \ x  J D \ K  J D \ K

:10," \ l ( l  - lc , - / ( l  : l0, l  - lKl+l0l  - lKl .
13
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On passe à la limite et on obtient

l imsup I k. - reld,r< 2(lCIl - ll(l)
n----æ JD

On choisi une suite (K1) telle que K6 Ç Kn+t etUKl: Q. Par consquent on a

lCIl - l/(r,l ------+ 0.

On a obtenu

(2.1.8)

(2.1,.9)

tp:o 
Irln^ 

- rçld,r s 2(l0l - lKnl)
qui avec (2.1.8) et (2.1,.9) impliquent en faisant h ------+ oo

f
tiï:o |,rlrr" - rçld,r :0.

Ces dernières résultats montrent que, entre la convergence de Hausdorf, la convergence
de Hausdorff complémentaire et la convergence char, il existe des relations, mais aucune
des ces trois notions de convergence n'implique l'une des deux autres. On va voir ceci sur
un exemple (cf. [a2]).

Exemple 2.1.18 Soient

O , , : :  {@,ù  €  [ 0 ,3 ]2 ,0< r  <3 ,0  <a<2+s i , n (n r ) ]

Kn:  Q 'n

0 : : ]0,  3[x]0,  1[ ,  K :  {1",

comme dans la figure 2.1,.2. Alors Q, L Q car dn(Kn, K) :0. En effet, comme K, ç K
i l résu l te  d ( r ,K) :0  Vz  e  Kn,e tpour tou tz  €  Kon ad( r ,K" )  < i .

La suite f),, ne converge pas vers {? pour la distance d'"6or. On a

f  f  13  12*s in (n r )  1 - cos (3n )
I  le , - ra ld , r : l  l ç2*qodz: /  |  aydr :3+-  " :

JP,s1"' 
'"  

JP,s1" Jo Jt 
- n

FIc. 2.5 - O,, converge vers O au sens de Hausdorff complémentaire

1,4



2.2 Continuité par rapPort au domaine

Suivant, la fonctionnelle J({-l) est de la forme J(0) : J(Q,uç), où uç2 est la solution

d'une équation aux dérivées partielles posée sur f,), et donc, une dependance continue de

la solution de l'équation aux dérivées partielles, ue, pàt rapport à fl, pour la topologie

choisie, est nécessaire.
Dans cette section, dans un premier temps on va rappeler quelques résultats sur la

continuité par rapport au domaine pour le problème de Diricilet et ensuite on va intro-

duire la notion de capacité et on va presenter le rôle que cette notion joue Pour les espaces

de Sobolev.
Soient D un ouvert borné de JRN, f) un ouvert inclus dans D, (O") une suite d'ouverts

inclus dans D et / un élément de l'espace de Sobolev H-'(D). On muni l'espace Ht@)

de la norme :

l lr l l  ,: f lr lvrnà 
pour u e Hà@)

On considère le problème de Dirichlet

[ 
-Lr: 7, dans f)

I  r :0 ,  su râ0 .

Une fonction est solution du problème (2.2.1), si

. f
V u € I /d(CI)  I  V".Vu :< f  ,u )s-r1a),HË(o) .

J O

(2.2.7)

(2.2.2)

Par ]a suite on note avec ue la solution du problème (2.2.1) et avec ue^ la solution du

même problème posé sur f),,. On notera encore avec Û la fonction u prolongée Par 0 sur

D \Q :

i , ( r ) :  I  y(") ;  t i  " . : ,0^ Q.2.3)
\  o ,  s iu  € r \C I .

Proposi t ion2.2:1.  I lexisteuneconstanteCdépendantquedeDetdel l f l lu- ' to l , te l lequeY QC
D ona i t :  ^

I lvuel2ar < c. (2.2.4)
Jn

Preuve Pour démontrer (2.2.4) il suffit de prendre ue colilm€ fonction test dans la formu-
lation faible de (2.2.1) et ensuite appliquer l'inégalité de Cauchy et l'inégalité de Poincaré.

Corollaire 2.2.2 Soit (0,), une suite arbitraire d'ouaerts de D. Alors il existe une sous suite
(Q,n)* telle que senÈ ufaiblement dans Hâ(D).

be plus, s'il existe un ouaert Q tel que u : 'uçr, alors la conaergence de uç- u€ts ue est forte
en H](D).

Preuve Suite à la propositton2.2.1', on a que

l lzo, ll ' 'ôrpl S ll/lla-'t"l
15



et donc la suite uç2, €st borné dans Ilor (D). Par conséquent, on peut extraire une sous suite
uç,. lfui converge faiblement vers une fonction u dans Hà@). Supposons maintenant que
'tJ : 'ue. On prend ug.* cor[ûle fonction test dans

- t '
V  u  €  Hd(C I )  

, n run^n .Vu :<  
f  , u  ) s - r1n ) ,HÀ(o )

et ensuite on utilise la convergence faible de uç^n v€rs ue. On obtient

f _ f
Jn^*Oun.o 

'  l?rent" :1 Ï,Ltenr )p-t1D),Hà@)-------+1 Ï,ua )st@),H[to): 
JctVze 

'  Vuç,

ce qui est équivalent à

l lua^ ol l2n à <ol - |  |  uo l l2n 6 1o 1,

ce qui implique rldtn + ue fortement dans Hà@).

PropositionL.2.S Soit (Q")"une suite d'ouaerts de D qui conaerge en Hausdorffcomplémentaire
ae rs l ' ouae r tQÇD.

Si pour tout n € N, f),, Ç Q alors ?trçn + ue fortement dans Hâ(D).

Preuve D'après le corollaire 2.2.2, il existe une sous suite (0".)r telle QU€ ue,o - z fai-
blement dans 11or(D). Pour pouvoir appliquer la deuxième partie du corollaire 2.2.2, on
va montrer que LL: 'u,çr. Pour cela il faut démontrer que :

' t .  u € aJ(CI);
2. Vô€ Cf(C,) ,  [nYu'  YSdr :< f ,ô > .

Comme LLn,x € Hot(O,n) et Q,,o Ç CI on a que uanx € H;((-r), qui avec f/rt(Q) fermé
impl iquequeu€I/ô(CI) .

Soit maintenant / e Cy(CI). On note avec K : suppô Ç 0. CommeQ, !\ CI il résulte
que il existe l/(l() € N tel que pour tout n > Ii(l() on a K cc Q,". Par conséquent
d e Cff(0,,) et donc on peut écrire

I

I  Vun.n .Yôd, r :< f ,ô>,  Q.2 .5)
J enk

En passant à la limite quand k ------+ oo on obtient

I  o".V"f :< r ,ô> .
Ja

On a obtenu que senlc zç2 faiblement dans Ht@). Du corollaire2.2.2il résulte que

u{lnn + uçl

fortement dans I/i(D). 
t6



Supposons par l'absurde que uç, fl€ converge pas dans Hà@) v€rs rle. Ceci implique
que

3e > 0, 1(nr)x, l lun,n - znllr iôfrl ) e. (2.2.6)

Pour simplifier les notations, on note (J1, :: f)r,*. Alors on a que Ux Ç Q et Uk !3 0. De
la première partie de la demonstration il résulte qu'il existe une sous suite U;,, telle que
'tutkj ze fortement dans Hê(D). Par conséquent

lluç^, - ucrllsàfp) ------+ 0

qui contredit (2.2.6).

Remarque 2.2.4 - Soient (CI")" une suite croissante des ouverts de D, et CI : Uf),,.
Alors rl(rn + ze fortement dans Uà@);

- Soient (f),) une suite décroissante des ouverts de D, et 0 C D l'intérieur de l'inter-
section de (C)"). En général ue, 1l€ converge pas vers uç.

Proposition2.2.S Soient (0,), une suite des ouaerts de D telle que{ln li çt €t usn L u

faiblement dans H](D). Alors u" : lte si et seulement si u € Hô(0).

Preuve Limplication " + " estévidente.
rr ç rr Supposons que z e I1o1(A). Soit d e Cfi"(CI). O^ note K : suppÔ cc fl le

support de @. Comme f),, !3 Q, il résulte qu'il existe un rang n(K) tel que pour tout
n > n(K) on a K C CI,,. Par conséquent @ € Cf(Q"). En prenant / comme fonction test
dans l'équation vérifiée pat uç^ on obtient

I  Vua^Vôd,r :1  f  ,ô  >
Jn

On passe à la limite dans (2.2.7) et on obtient

(2.2.7)

Yu 'Y$dr :<  f  ,Ô>

Parconséquentz - uç.

Exemple 2.2.6 Soit (0")" une suite des ouverts de D qui converge en Hausdorff complémentaire
vers l'ouvert Q ç D.On suppose que lC2"l -r lCll et que Q convexe. Alors uen + ltn
fortement dans I{(D).

D'après le corollaire2.2.2, il existe une sous suite (0,,0)r telle eu€ us,o - z faiblement

dans Ë/j(D). Comme Q* L f,), d'après la proposition2.2.5,on a u : uo si et seulement si
u € I{01(çr). D'un part,laconvergence des mesures implique, d'après la propositionZ.7.L7,
la convergence des fonctions caractéristiques, 1cl, - le. D'autre part, la convergence
faible dans I/or(D) implique la convergence forte dans L'(D), et donc ofl â ue, ) ?tre
fortement dans L2(D). Par conséquent, on obtient

T

f snr vçtnk ln.u fortement dans 12(D).
17
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Donc, u: Ie.'t-1, ce qui est équivalent à

u:0 presque partout sur f,)". (2.2.9)

L hypothèse de convexité sur f), le fait que u € Ht@) et (2.2.9) impliquent u e I/01(f)). En
effet, soit u*(r): u((1 + *)"). On a que un e H[(D) et

1;n + u fortement dans Ht@), (2.2.10)

Soit p, € C"""(RN), suppp, c B(0, !),1 p' : !,p, ) 0 sur IRN. Il résulte suPPU?? ,' p c
suFF Fsuppp,,un* p, € C*(D). Si e < d(suppun,00), alors u,, * p, €. Cfl(CI)' En
passant à la limite quand € -) 0 on obtient

un * pe , 'tln fortement dansflo'(D). (2.2.1.1)

Du (2.2.70) et (2.2.1,7) il résulte u € H01(Cl).

Remarque 2.2.7 Dans l'exemple 2.2.6,L'hypothèse de convexité sur 0 est essentielle. En
ef fe ts i0 : [0 , l ] ' ? \ {0 .5 }x [0 ,1 ]  (vo i r la f igure2 .6) ,a lo rsu : }p resquepar tou tsur f l "e t
u e Hè@) n'impliquent pas u € I/0r(0).

Ftc.2.6 -

2.3 Une étude plus fine des espaces de Sobolev

Dans cette section on va introduire la notion de capacité.

Définition 2.3.1 Soit E c IRN. La capacitê de E est définie par

f
cap(E) : inf{ | lV"l '  * lul2d,r, u € HI(R"), u) ! p.p. dans un ouaert contenant E}.

rRN 
(2'3'1)

Remarque 2.3.2 - Il suffit de prendre des fonctiorts,'tL, égales à 1 presque partout sur
l'ouvert contenant E, car on remplace u avec'u : min{u,1} e I1t(R");

18



- En dimension 1, la capacité d'un point est strictement positive et en dimension deux
la capacité d'un point est égale à 0;

On rappelle :
- soit.E un sous ensemble de IRN qui est contenu dans une variété de dimension ly' - 2,

alorscap(E) :0;
- si E sous ensemble de IRN contient un variété de dimension // - 1, alors cap(E) > 0.
En particulier, un ensemble de capacité nulle est toujours de mesure nulle, mais la

réciproque n'est pas vraie. On rappelle maintenant quelques propriétés de la capacité,
démontrées en [42].

Proposition 2.3.3 1. cap(D :0, et A c B + cap(A) < cap(B);

2. Soit An une suite croissante d'ensembles de réunion A. Alors cap(A) : lim,.,-* cap(A") ;

3. soit Knune suite décroissante de compacts d'intersection K. Alors cap(K) : lim,,---.oo cap(K") ;

4. Pour tout ensemble A et B on a Ia propriété de sous additiaité :

cap(Au B) + cap(An B) < cap(A) + cap(B).

Proposition2.3.A Soit Q un ouvert borné de D. Soit K un ensemble compact, K cc Q. Si
cap(K) : 0 alors 14 (CI) : Ë10'(0 \ K).

Preuve On va démontrer l'êgallté entre ces deux espaces par double inclusion.
Soit d'abord z € I4(CI \ l().De la definition de l'espace 14(CI \ K) on a que il existe

une suite ô" e Ci(A \ K) telle q1ve ô, -+ Lt, fortement dans,fli(D). Comme fl \ K q fl il
résulte 1ve ôn € Cf (CI), ce qui implique que sa limite, u, est dans I1o1(Q).

Inversement, soit u e Hà(A). Suite à la définition de l'espace Hot(Q), il existe une suite

ô. e Ci(Q) telle q1ue ôn -------+ 'u" fortement dans I{(D). Soit u une fonction test dans la
definition de la capacité de K et soit p€ une suite régulatrice. On note Ô, : u * p'. On a
qrue ô, ---+'t) dans I/1(IRN) quand € ------+ 0, lld'll - 0 et lld.ll : 1 dans une voisinage de
K . Par conséquent la suite ô"Q - ô) e Ci (CI \ /() et elle est une bonne approximation
de la fonctio:nLr, , ce qui implique u € Hà(0 \ l().

Définition 2.3.5 Si une propriété ponctuelle est araie dans tout point de D sauf sur un ensemble
de capacité nulle, on dit que cette propriété est aérifiée quasi partout (abréoiation q. p.).

Définition 2.3.6 IJne fonction f , D -----+ IR est dite quasi-continue si pour tout € ) 0, il existe
un ouaert (1,, cap(U,) < e tel 7ue f lo\u" est continue.

Dans ce contexte le résultat le plus important est le suivant. Pour la demonstration on
renvoie à1421.

Théorème 2.3.7 Soit f une fonction de Ur(O). Alors il existe une fonction / quasi-continue
telle que 7 : / presque partout.
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Preuve Soit / e H'(D).Par le théorème de Meyers-Serrin, il existe une suite /,, €
C*(D) a Hr(D) telle que fn - / fortement dans Ht(D).

Comme fi il est une suite convergente, il est aussi suie de Cauchy en I{r(D), et donc
on peut extraire une sous suite, notée /-, telle que

Soit K un ensemble compact inclus dans D, K cc D, et soit $ e Cf;(D), Ô : 1 sur K. On
notera 9^ : ôT,, € Hâ(D). Puisque V g*: ôV l* + f*Vô, et en tenant compte de (2.3.2)
ona

oo

\-o2rr i . t  t  t  12
),'z-"" lI*+t - I,"lj-7t1o1 ( oo'
m:L

De la propriété de sous additivité dénombrable on obtient

I

cap(u*>*"K*,D) < \  cap(K*,D) < t  l^ lvo**r-Vg* l '<e
rt2m, m)-m" J D

(2.3.2)

(2.3.3)Dz,*lv g*n, - V g*l'"z(D) < oo.
rn:l

Par conséquent, pour tout e > 0 il existe un rang m, tel que

D z'* lv9m-tL -Yg*l2p,1py 1e.
màm,

Soit K* : {r € K I f*+r(r) - T*@)l> #l uncompact de D.
On note que 2*lg^+r - g*l 2 1 sur K^, donc on peut le prendre comme fonction test

pour la capacité de K^. Cela implique

cap(K*, D) 22^lYg*+r - Y g*l2dr. (2.3.5)=1.

(2.3.4)

(2.3.6)

Pour simplifier les notations on note E, : U^>,n"K^.
Sur K \  E",pont toutm) m,or: .a l f*+t(r)  -  T,"@)l  S # etparconséquent,  f*est

une suite de Cauchy sur K \ 8,. Ceci implique la convergence uniforme , f^ :- /t,tt
l( \ E". Pour conclure il suffit de prendre une suite croissante de compacts Kn dont la
réunion est D, et de choisir e,, tel que cap(E,p"., D) < h.

Mais /- converge déjà vers / dans L'(D),par conséquent / : /presque partout'

Remarque 2.3.8 Un représentant quasi continue d'une fonction f e H' (D) est

l"@,,) T(a)da (2.3.7)I(r) : li.r,
€ + u lB( r ,  e) l

Le théorème suivant donne une caractérisation d'un espace de Sobolev 113(S-r), comme
sous espace de Hol(A)..
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Théorème 2.3.9 (Hedberg)(aoir [42]) Soit {l un ouaert de D et u € Ht@).Alors u e 1101(f)) si
est seulement si i,(r) : 0 quasi partout sur {1,

Remarque 2.g. l0 Soi tu e Hà@)ÀC(D).Siu:0surf)"  a lorsz € H01(CI) .

Définition 2.3.1'1, IJn ensemble A C IRN esf dit quasi-ouaert si pour tout e > 0 il existe un
ouaert U aaec cap(U) < e tel que Au U soit ouaert.

Exemple 2.3,12 - Tout ouvert est quasi-ouvert;
- Soit u une fonction de Hr(D) (": @ et c un réel. Uensemble

{ reD,u ( r )<c }

est un quasi ouvert.
En effet, u étant quasi-continue , par definition, pour tout e > 0 il existe un ouvert
U,cap(U) < etelqueulpN\u,RN\(J -----+ lR estcont inue.Donc,{u) c}  c {z le"qu >
c\ u U, ce qui fournit le résultat.

Comme propriétés pour les ensembles quasi ouverts on rappelle
- Une reunion arbitraire de quasi-ouverts n'est pas quasi-ouvert;
- Une reunion dénombrable de quasi-ouverts est quasi-ouverts'

Définition 2.3.13 Soit A un quasi-ouoerts inclus dans D. Alors

Hâ(A) : {u e Hà@) lu : 0 quasipartout dans D \.4}

Si,4 est un ouvert on retrouve la définition classique (via le théorème de Hedberg).
On introduit à present la notion de convergence au sens de Mosco.

Définition 2.3.14 Soit A, une suite de conaexes fermés d'un espace de Banach X. On dit que A"
conaerge au sens de Mosco aers A si les deux conditions suioantes sont réalisées :

(M1) Pour tout r e. A, il existe une suite rn e A, telle que rn conaerge en norme'oers r.
(M2) S'il existe une sous-suite n' aaec rn, € An, telle QU€ rn, conuerge faiblement TJers un

po in t ra lo rs reA.

On peut parler de la convergence de Mosco de l'espace ao1(fl") vers l'espace É1or(CI),
car ils sont des sous-espaces fermés de Ho1(D). On rappelle alors le résultats suivant ([a2]) :

Théorème 2.3.15 Soit (Q,). une suite des ouaerts de D, et soit Çl un owert de D. Les afrirma-
tions suiaantes sont équiaalents :

'l-. Pour f : l,ltren,r + ue,lfortement dans Uà@);

2. Pour tout f e H-r(D), rlen,ï -+ ue,t fortement dans Ht@);

3. Pour tout u € Ht@), Pnlp^)u + Pnà(o)ufortement dans H](D);

4. L'espace 14 (0") conaerge au sens de Mosco aers I'espace U](A), c'est-ù-dire

MI)V u € I/ô(CI) 1un€ I/ot(C)") telque ltn + ufortementdans Ht@)

M2) V unr € I/ô(CI,,,,) tel que lrnk u faiblement dans Hà@) + u e l/à(CI)

27



Preuve On commence avec 2) + 3)
Soit u € Hè(D) et on définit T : -Lu. De 2) on a que uen,I + ue,1 fortement

dans Hl(D).O. va démontrer que 1)(2n,f : Pst(a.u. Pour simplifier les notations on note
'u,n:: Pnà1;,^u. De la definition de la projection on a

Yô e/4(CI , )  [  r@*-u)vSdr:o
J D

ce qui revient à écrire I -L,un,ô >:< f ,Ô > au sens de la dualité, ce qui implique
u n :  U Q n , l '

3)+a)
Soit u e Aj(Cl) On note un: Pnè(a^yu e H[(fl"). De 3) on a que

Pa?@.)u ---> Pnô (o) 1.1 : 'tL fortement dans //i (D).

Donc la propriété M1) est vérifiée.
Soit u,"o e I/01(Q,È) une suite telle que yçrnk z, faiblement dans Hê(D). De la defini-

tion de la convergence faible on a que

Vô e Hà@) q u,nn,ô ) - -1u,ô )  (2 .3.8)

Comme u,nn € 1101(CI"-) il résulte Pn;{n^r1unb : unk. On utilisant le fait que la projection
est un opérateur auto-adjoint, ainsi que 3) on obtient :

( PaË(o,*)urr",Ô ):z-tLnilPn[p.r1Ô )-----+( u,Pnà@)Ô ):( Psr19)u,Ô ] .  Q.3.9)

Parconséquentu: Pnà62)u e Ai({-t)
4 )+1 )
On considère la suite (ue.,1),. Otl veut démontrer qu'il converge fortement dans //01(2)

V€fS u9,1.

Soit (0"n)e une sous suite arbitraire. D'après 4)I|l42) on sais que

uLnt",L - It, € 14 (CI) faiblement dans .F101(D).

Pour que It: Llçr,r il faut démontrer que

v iDeHo(CI )  [ouvôar : I t 'ôdr .  (2 .3 .10)
Jn Jo

Soit @ € I4(0). D'après 4)M1) il existe Q" e U[(A,) telle lse Ôn ------ Ô fortement dans
H3@). On considère /,, comme fonction test pour zs.u. On obtient

f f

Jorun.nY$nrdr: Jorô"ndr. 
(2.3.11)

On passe à la limite dans (2.3.1L) et on obtient

[ ,urôu,: 
| 

,0a,.
Jo 
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Par conséquent us..,1 - zo,1 faiblement dans Hâ(D). On applique le corollafueZ.Z.Zpour
conclure QU€ uç,0,1 --+ uç2,1 fortement dans Hâ(D). Comme la suite (Q,n)* a été choisi
aléatoirement il résulte que

Itrçrn,r + llo,r fortement dans Hà@)

I )+2 )
Soit / e L*(D), f > 0. Soit (0") une suite d'ouverts de D. D'après le corollaire2.2.2iI

existe une sous suite (0,,u)6 telle eu€ ue,o - z faiblement dans.Flj(D). Linégalité / > 0
avec le principe de maximum implique 0 ( ue,r. Comme 0 ( / < ll/ll* on a

On passe au représentant quasi-continu. Il résulte

0 < ù 1ùa,rl l/ l l- qruri partout dans D. (2.3.74)

Par conséquent ù(r) : 0 quasi partout sur f)" et d'après le théorème 2.3.9 il résulte d e
//ô(f)).Comme u: ù,presque partout, on obtient u € I/0r(Ct).

Pour conclure il nous reste a démontrer

g 1un*r,i S l l/ l l-uo,Ë,1 Presque partout dans D.

On passe à la limite faible dans2.3.L2 et on obtient

0 I u S ll/ll-"o,r preseue partout dans D.

v Q e Hlr;l) 
I,YuYôd,r: loTro,.

soit / € cff(Q)' on note 

,r ,dr-
df : mini Ô*,uen;ff i

I  oun,uVgd, r :1  T ,ôn)  .
J D

On passe à la limite et on obtient

r
I  vuv6a":< r ,Ô > .

Jn

(2.3.12)

(2.3.73)

(2.3.15)

où a : infKqge un,r ) 0. On Passe à la limite et on obtient:

ô: - -min{ /+ , rn , r$) :ô*
d.

fortement dans I/01(D). Donc ôI e Uâ{.e,,).D" la même façon on obtient S; e H[(A),

ô; -- /- fortement dans HË@). On peut prendre Ô" : ÔI - /; comme fonction test
pour ue,*. On obtient

(2.3.76)

(2.3.17)

Par consequence u - unJ. Finalement, comme L*(D) est dense dans Ë1-1(D) , pour tout

f e H-r(n) il existe fr, e L*(D) telle gue ,fr ------ f fortement dans .I/-l(D).O" a alors

l lun*, t  -uç, / l r , t r l  S l luo, , r  - ' t t ren, tx l l  + l l rn, , rn -u(t , tx l l  + l l rn,r ,  -ua, t  l l  S f ! : t .
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On a vu que, en général si 0,, converge au sens de Hausdorff vers f), alors ue*,; tl€
converge pas vers zs,y fortement dans Ht@).Par la suite on va introduire une classe
d'ensembles dans laquelle l'hypothèse de convergence au sens de Hausdorff implique Ia
convergence forte en.ÉIj(D), de 2e,,1 vers ue,y.

Définition 2.3.16 Soit c,r > 0. On déftnit

o.,,(D): {Q Ç Dlyr€ ôç) v, elO,r[ 
f f i  

r- ù (2.3.18)

Les ouverts qui satisfont une condition de segment (V r € ACI = un segment ^9, tel que ,S, ç
f,)" et une extrémité de ^9, est r) sont dans la classe (?",".

Théorème 2.3.17 (régularité faible des solutions des equations aux dériaées partielles, aoir [42])

So i t  e )0e t  f  e  f l + ' çD) .Pour tou tc , r  )0 , i l ex i s teo  >  0  te lquevç )  €  O . , , (D )ona :
un; € Co'"(D) et lue,1lço,"p1 < M(di,am(D),cir i€, i  l / ,  l . f  l rry*"1ry).

Théorème 2.3.18 Soit (Q,), une suite d'ouaerts de D. On suppose que Qn e O",,(D) et que Q,
conaerge au sens de Hausdorf aers {l Ç D. Alors pour tout f e H'(D) on a

rlen,f - uç,y fortement dans Hà@)

Preuve Grace au théorème 2.3.75 il est suffit de démontrer la convergence Pour Ï : I.

Soit donc, f : I , trl+'çD). D'après le corollaire2.2.2il existe une sous suite (fl,,u)r telle

euê ue,n,r - ue,l faiblement dans HJ(D) Si on montre que u € //ô1(CI), alors on conclure
en utilisant la proposition 2.2.5.

I D'après le théorème 2.3.77 on a

lun*o(r )  -  ?LÇtntc(gt ) l  <  Ml*  -  A l .  (2 .3.19)

Les fonctions ?^rs,*,1 étant equi-continues et uniformément bornées, on peut appliquer le

théorème de Ascôli-Arzela, et donc, on obtient u1nt",I -+ 'tL uniformément vers u. Soit

r €. (1. De la convergence au sens de Hausdorff il résulte qu'il existe une suite frn e Qcn

telle que rn + r. Alors

l r ( r ) l  <  lu( r ) -uo,u, r ( r ) l+ lun,o1(r ) l  :  l r ( r ) -  uenn, t  ( r ) l+ lue,n,  , ( r ) -ua,n, r ( r , ) l  <  f ,+n ' t1r - rno lo.
(2.3.20)

Comme rnu - r il existe un rang .n/! tel que Pour k 2 N- on a Mlr - rntcl" < !' Pat

conséquent, on a obtenu l"(r)l ( e, dônc u(r) :0. Du théorème de Hedberg il résulte
z e r/ol(f)).

Une autre condition suffisante qui assure la convergence forte dans Ir'ol(D) des so-
lutions de problème de Dirichlet est présentée dans le résultat suivant (cf. [67]). Soit

O{D) : {0 ç D,ilCI" < l}, où flO" représente le nombre de composantes connexes de
ç)"' 
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Théorème 2.3.19 6oerak)
Soit (Q")" une suite d'ouaerts de D, Si Q" e O{D) et Q" conaerge au sens de Hausdorf aers

Q. Alors A e O/D) et ue^,y ------ ue,1 fortement dans H](D) pour tout f e H-r(D).

Preuve Avant de commencer la demonstration on rappelle que si K est un compact
connexe de IR2 alors

cap(K o Bx,t, B*,zt)yreoK,yul t<44!)o. ,  u 2c . (2.3.27)
cap(B*,1, Br,zr)

So i t c - : f f i .CommeQeO{D)a lo r s0 f i :K l |K3U , . . uK l , . Les

suites Kl,...,Kl étant confinées dans D, on peut extraire des sous suites, encore notées
KI, . . . , Kl quiconvergent au sens de Hausdorff vers Kt , . . . , Kt . P ar conséquent f,)fi converge
au sens de Hausdorff vers 9 : Kr o K2 J ... u KI .

On note que si d,i,am(Ki) > d > 0 alors à partir d'un rang di,am(Ki) > 9,"tdonc K, e
O",, avec r : 44 et c : c* . Pat la suite on va s'intéresser au Ki pour lequel di,am(Ki) > 0
(on ne prend pas en compte le cas ott Ki: 0 ou Ki est un point). On note

(crf)" :  U;e{r,. . . , t} Ki avec di,am(Ki) > 0.

Onaquefr, q 0* 
H", 

f)* etenplus QI e O",,avecc : c* etr :  {noùd: min{d' iam(Kn)} >
0, ce qui implique

un*J - 'u,e+,r1 fortement dans Ifol(D).

Comme Q : CI+ quasi partout, il résulte eue ILç+,1 : ue,l.
En tenant compte du fait que Q,, C flf ainsi que du principe de maximum, on obtient

0  (  ze , , r  Sun l t .

On passe à la limite dans (2.3.22) et on obtient

(2.3.22)

0 ( z * ( u o r (2.3.23)

où u* est la limite faible dans ËI'I(D) du us,,1. Il résulte LL* : 0 quasi partout sur f)". En
plus u* € Ht@) et donc en appliquant le proposition2.3.9 et le théorème 2.2.5 il résulte
' l L *  : 'Ud l , l .

On va introduire à present une nouvelle topologie sur les ouverts de IRN.

Définition 2.3.20 Soit (Q")" une suite d'ouaerts inclus dans D. On dit que {ln'y-conaerge aers

çt -C D , et on note Çl,- -l- CI, si pour tout f € H-L(D), ofl a ue.,y -----+ ue1 fortement dans

718@).

On note que "y-convergence n'est autre que la topologie sur l'ensemble des ouverts qui
exprime la continuité par rapport au domaine de la solution du problème de Dirichlet.
Dans le contexte de ,y-convergence,le théorème de Sverak peut se réécrire :
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Théorème 2.3.21 En dimension deux, si Çln conaerge au sens de Hausdorff vers {l et si le nombre

de composantes connexe du complémentaire de {ln reste uniformément borné, alors {ln -l- CI.

Une condition nécessaire et suffisante qui assure la 7-convergence est la convergence de
Mosco. On a le résultat suivant (cf . [azD :

Théorème 2.3.22 Soit (Q")" une suite d'ouaerts inclus dans D. Alors {ln 1-conaerge rsers Q Ç
D si et seulement si .F/01(fl,) conaerge au sens de Mosco aers H[(Q).

Par la suite on va introduire pour les quasi-ouverts, une notion plus faible que 7-
convergence, appelée ?r7-convergence. On présente ici la definition, ainsi que quelques
propriétés. Plus de details sur cette notion se trouvent dans [15]. On note d'abord avec
A: {A C D : A est quasi ouvert} et avec wala solution unique du problème

J -a , ro :1 dans .4
I ,o € Ht@). (2.3.24)

Définition 2.3.23 On dit que une suite (A") de A w1 conaerge r.ters A e A si w4. cotto€rS€

faiblement dans H](D) aers unefonction u € Hâ(D) tel que /: {w > 0}.

Remarque 2.3.24 - En général la fonction tr ne coincide pas âyÊc w4 (w : wa seule-

ment si A, J- A1;
- L-espace H8@) contient toutes les limites faibles de suites de H](A").

Théorème 2.3.25 La w1-conoergence est séquentiellement compacte sur A.

Preuve Soit (A")" une suite de A. Comme D est borné, on obtient l!ê wn^ est borné et
par conséquent on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans I1o1(D) vers
une fonction ?r. On posant A: {u > 0} on obtient que An ?r7-converge vers,4.

Proposition2.3.26 La mesure de Lebesgue est w1 semi-continue inférieurement sur A.

Preuve Soit (,4,), une suite de,4 telle que An :L A.De la definition de tr7-convergence
i l résul te  l t rew4^ . . tu fa ib lement  Hè@),  avec.4:  {w > 0} .Pourunesoussui te ,  la
convergence est ponctuelle et donc si r € A tel que ,o(r) > 0 et we.(r) -----* u;(r), alors
pour 7z suffisamment grand on obtient we*(r) > 0. Par conséquent r € An pour n suffi-
samment grand. Donc, du lemme de Fatou, il résulte l,al ( liminf"-." 1.4,1.

Proposition2.3.27 Si (A") "y-conaerge aers A, alors (A") w1-conaerge A.

2.4 Rearrangement de Schwarz

Un des principaux outils utilisés pour l'étude des problèmes isopérimètrique est le
rearrangement de Schwarz, aussi connue sur le nom de réarrangement sphérique symétrique
décroissant. Par la suite, on va rappeler cette notion, ainsi que quelques propriétés.

Soit ft un ensemble borné et mesurable de RN.
Notations:
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- (-)" : :  {z e 0l u(r) > c}, c e IR;
- f)* son réarrangement;
- -r({-r) la mesure de Lebesque en dimension l/.

En dimension l/ : 1, on définit le rearrangement symétrique f)* de 0 par

n. - l {ze  Rl  l " lSLr* ' (D) } ,  s ia*A
oo  -  

I  0 '  s i  Q :0 .

u*(r)  : :sup{c € IRI r  € A:} ,  pour r  € 0. .

Exemple 2.4.1 Soit O ,: [-1,2] et soit

,  \  (  r , s i  -1<r (L ,
u \ r ) : :  

I  z_ r ,  s i l  S r<2 .

Le rearrangement symétrique décroissant est définie sur f)* : [-1.5, 1,5] par

-  + /_ \  |  t -  l r l ,  s i  l " l  <  t
uw) :  

\  z -2 r ,s i l< l z l  <1 .5 ,

La representation graphique de ces deux fonction est illustrée dans la figwe 2.7.

(2.4.1)

En dimension ly', on définit le rearrangement symétrique Q* de 0 par

o* ._ / boule qui a la même mesure de Lebesque que Q, centrée en origin si Q I A,
s !  - l 0s i 0 :0 .

(2.4.2)
Si u : O -----+ IR est une fonction mesurable Lebesque, alors le rearrangement de Schwarz
est donnée par

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.s)

Ftc.2.7 - La fonction u est son réarrangement u*

Quelques propriétés de la symétrisation de Schwarz
-  lCl l :  l f i - l ;
-  Équimesurabi l i té-pourc € IR **{re Ol u(r)  )  c}  :  **{re 0* l  u-(z)  à t } ;
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- Préservation d'ordre - c'est-à-dire si Dr C D2 alorc Di c D$, où Dt, Dz sont des
compacts inclus dans IRN;
Lapplication u ------+ u* preserve l'ordre, c'est-à-dire u(r) < u(z) pour u € O, im-

p l ique u. ( r )  <  u*( r ) ,pour ,  €  O-;
- Si F est continue de IRI dans IR, alors

[  ,çu1ç,10,: I  F@.)(r)d,r;
Ja  Je*

- Inégalité de Hardy-Littlewood

Iur@)dr< [  u .u . ( r )d , r ;
Ja Ja.

- Si u € W;'e (A), avec p > 1, alors u. e W]'e (Q-) et

I lrrçr1ya* > [ lvu. (r)ledr (inégalité de Pô lya).
Jn Ja .

Pour plus de détails sur la symétrisation de Schwarz, ansi que pour les propriétés ci-
dessus précisées, on renvoie par exemple à[a7) et [58].
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Chapitre 3

La valeur propre de conductivité

3.L lntroduction

In this chapter we study isoperimetric inequalities for the eigenvalues of the Laplace
operator with constant and locally constant boundary conditions. Existence and stability
results are presented in the frame of the gamma and weak gamma convergencies, together
with identification of optimal sets by analytical and numerical methods.

The main purpose of this chapter is to study the eigenvalues associated to the Laplace
operator with (locally) constant boundary conditions in relationship with the geometric
domain. On the one hand we consider globally constant boundary conditions (simply

denoted const. b.c.) and on the other hand locally constant boundary conditions, which
we call conductivity boundary conditions (denoted cond. b.c.).

The isoperimetric inequality for the first non zero eigenvalue for the const. b.c. eigenva-
lues was discussed by Greco and Lucia in [38]. There is proved that the union of two equal
balls minimizes the first non-zero eigenvalue among all domains of prescribed measure.
Several more properties are also obtained in [38], among which relationships with the
Dirichlet eigenvalues of the Laplacian and with the twisted eigenvalues of the Laplacian
(see also [34]).

The first purpose of this chapter is to investigate the shape stability of the spectrum of
const. b.cLaplacian in relationship with the'y-convergence (see [15]). The 'y-convergence

is, roughly speaking, the geometric convergence of shapes for which the solution of the
Dirichlet-Laplacian is stable. We prove that the spectrum of the const. b.c. Laplacian is
stable for the ?-convergence if and only if the Lebesque measure of the moving domains
is preserved at the 1-limit (which in general is not the case).

As a second purpose, we discuss the isoperimetric inequality for a general shape func-
tional depending on the const. b.c.Laplacian eigenvalues, of the form F(À1(ç)), ...,  ̂ *((^l)).

We prove that for every bounded design region D the problem

ntË18':" 
F(^1 (CI)' "' ' Àt(rl))

has a solution in the family of quasi-open sets, provided mild monotonicity and conti-
nuity assumptions on F'. A similar result was obtained by Buttazzo and Dal Maso in [21]
for the Dirichlet eigenvalues of the Laplacian, based on 7 continuity of the eigenvalues.
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In our problem, the mapping
C)---' Â6(f))

is not 7-continuous so that the main theorem ol Buttazzo and Dal Maso does not apply.
Our argument is based on the study of a modified version of the weak gamma conver-
gence (see [15]) which preserves the measure. We also refer the reader to [38], where
existence solutions for isoperimetric inequalities for the const. b.c. Laplacian eigenvalues
were studied in the class of convex sets.

The third purpose is to study the isoperimetric inequalities associated to the conduc-
tivify eigenvalues of the Laplacian. This study is motivated by the analysis of the defect
identification of a material by electrostatic boundary measurements. Friedman and Vo-
gelius introduced in [35] a dual problem to the defect identification problem, where the
perfectly insulating defects become perfectly conductive regions. In this last model, the
locally constant boundary conditions are naturally used (see also Alessandrini [1] and

118,71).Inl7l, the following space is introduced for the study of the conductivity pro-
blem in an arbitrary two dimensional bounded domain. For a bounded open set of IR' we
introduce

Hl"*o(o) :c l r ,çe1{u €11à"( lR")  |  lu> 0 Vz:0 a 'e ' ( f ) " ) ' }

where K'is the Minkowski sum

K @ B(0 ,e1  : U
x€K

B( r ,  e ) .

It turns out that if f)" is connected, every function in H!,^o(Q) is constant on the boun-
dary, in the sense that there exists c € lR such that u - c € I1à(CI). Consequently, in this
case the space Hl""o(A) coincides with the space considered previously by Greco and
Lucia (up to the zero mean value). If CI" is not connected, on the boundary of. the smooth
connected components of f,)", a function u e H:",d(lQ) is locally constant (the constant may
differ from one to another connected component). These regions can be seen as perfectly
conductive regions in the frame of the dual defect identification problems of Friedeman
and Vogelius.

The eigenvalue problem for the cond. b.cLaplacian is well posed, and the same ques-
tions (see [38]), as for the const. b.c, Laplacian can be raised. Unfortunately, we are not
able to perform a complete shape analysis of the problem because of major new difficul-
ties which are related to the (open) problem of the relaxation of the Neumann Laplacian.

The isoperimetric inequality of the first non-zero cond. b.c eigenvalue can be treated
by a two steps rearrangement. As in [38], by a Schwarzrearrartgement of two level sets of
a test function LL,we reduce the search of the optimum to the family of the unions of two
sets of concentric annuli. [n a second step we prove by a second rearrangement procedure
that the annuli can be streched to balls and finally, that two equal disjoint balls minimize
the first non zero eigenvalue among domains of constant volume. We refer the reader to

[4L] for a recent survey concerning isoperimetric inequalities for eigenvalues.
Shape stability is achieved only in two dimensions provided that the number of connec-

ted components of the moving complements is uniformly bounded and the Lebesque
measure is stable. Some numerical computations for the solutions of the isoperimetric
inequalities for the first three cond. b.c eigenvalues are also provided.
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3.2 The Laplacian with constant boundary conditions

Le t  D  ç  RN,  N  >2  beaboundedopense t .Wedeno tebyQanopenorquas i -open
subset of D (we refer the reader to [15] for a detailed introduction to the shape analysis of
quasi-open sets).

We introduce the following space:

H'* , * (n) :  {u  € Ht(Cr)  |  lc  €  R,u -  c  e aor(Cl ) }

and consider the closed subspace :

I, l*n,t(Q) : {u € H}" *(A) | [  uar- o]." Ja

It is easy to observe thatU.on,t(0) can be equivalently endowed with the scalar product

(u, r)u."*"r(ny : (Vz, Y u) p.

Indeed, the following Poincaré inequality holds. There exists a constant M > 0, depen-
ding only on the measure of 0 such that for every u e U"ons(Q)

l l r l lprnl < M l lY ul l7,p1.

To prove this assertion, one can apply the Poincaré inequality to u- c € F101(C)) and obtain

llu-cll ;'1o; ! M llV (u-c) ll 7,,1oy. Since V u : V(z-c) and since [nudr : 0, we immediately
get

l l r l lp ror  < l l " -  c l lçp1 <Ml lYul lp ,521.

We consider the Laplace operator acting on the space U* *(Q).More precisely we
define

rn, L\rrr) ------. ,fi(CI), rnf : Raf - 
,!, IRçf 

d,r.

Here lfr(O) : {/ e L2(A) | ïn f ar: 0} and Re : L2(Q) -' ,2(fi) is the resolvent of the
Dirichlet Laplacian on f), i.e. rRç/ : z, where u solves

| -L": / in f)

1 u € Hôl(CI).
(3.2.1)

in the weak variational sense. The eigenvalues of Titt are the inverses of the eigenvalues
of the const. b.c. Laplacian.

Alternatively, they are defined with the Rayleigh quotient

Àî'(CI) : min max I")v'!Pa'
'  

vk c l ' l "on"r(Q) ue vk\ {o}  Jnu"ar

where Vk stands for an arbitrary subspace of dimension k in U*rrt(Q)'
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We notice at this point that we can also define the Laplacian on Hl",,r(Q), in which
case the first eigenvalue is zero. For this reason we refer to Àfl(O) as the first non zero
eigenvalue.

If À;t(CI) is an eigenvalue defined by (3.2.2), there exists a non zero function u €
U"o,,t(Q) such that formally

| -L": )f l(r))u
t ueLl"on,1({l). 

(3'2'3)

This formal relation is understood in the following sense : u e U"o^st(O) and

r f
YQ e l,t.o,," '(CI) 

/" 
Vu.YQdr: Àf (CI) 

Jnuôdr.

Notice that the relationship 
-Lu:Àfl({^l)z (3.2.4)

holds also in the sense of distributions. Indeed, Vô e D(O), and a suitable constant c such
that d - c € U"on"t(9) we have

Since fnudr: 0 one can eliminate c on both sides above
We recall from [38] the following properties of Àf (0) :

f . if CIl C 02 then Ài'(C)r) < Ài'(At),

2.  ̂ r ( rct )  :  1.2^ l (A),
3. Àe(CI) < Àf (c') < ÀL(0) S À*+r(f)),

where Àr.(Cl) stands for the k-th Dirichlet eigenvalue of the Laplacian and Ài(çl) for the
k-twisted eigenvalue (see [3a]).

Greco and Lucia studied in [38] the isoperimetric inequality for À!'. There is proved
thatamongalldomainsof givenvolume (saym),theunionof twodisjointballsof volume

Ç minimizes Àft. By a Schwarzrearrangement of the level sets (u - ,)*, (" - 
")- 

of a test
function It, e 1,1.o,,1(S-t) which is such that z - c Ç llot(çt), the optimization problem is
reduced to the family of unions of two balls.

In order to study more general isoperimetric inequalities associated to Àf (CI) we recall
some results for the Dirichlet Laplacian. For the convenience of the readeç we recall the
definition of the 7-convergence.

Définition 3.2.1 Let f)",,0 Ç D be open (or quasi open) sets.lt is said that Q.'y-conaerges fo fl
if Ra^ ------ Ro in L(L2(D)).

For a detailed study of the 7-convergence, we refer the reader to [15].
2From the following general inequality (see for instance [31])

lÀr(Âo") - Àr(Âo)l < l lRo, - Rell4p,1o11
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and from the fact that

we get that
f),,

We also notice that if 0, -1,

1
\ .  / o  \/\ft\ù6n,/ - 

im;J

_1- fi e Ào(fl,) ____- Àk(CI).

' f,), we have

1o(r) < tig*f Ln^(r) a.e. r e D

and consequently

lctl < tit_lgr lct"l
If we assume both 7 convergence and convergence of measures, then
gence of the characteristic functions 1ç2, , 1o.

The following general existence result is due to Buttazzo and Dal
denote A(D) the family of quasi open subsets of D.

Théorème 3.2.2 Let F : A(D) ------+ IR be a ylower semi continuous functional which is non
increasing to set inclusions (up to zero capacity). Then

min{F(CI) la e A(D), lCt l  :  -}

has a solution.

If F(CI) : O(À1(çr),..., À,,(f))) where Q : IR.ft ------+ IR is l.s.c. and non decreasing in each
variable, then Theorem3.Z.Z applies for

F(ç ' , )  :  O(À1( f ) ) , "  'À*(C)) ) '

In particular, the isoperimetric problem

n.rrBilnr:- Àt(r')

has at least one solution.
ln order to answer a similar question for shape functionals depending on Àit (f)) , ..., À;'(CI)

one can not use Theorem 3.2.2, since the mappings CI ------+ Àf (CI) are not in general 1-
continuous. This lack of 1-continuity is due to the possible "loss" of measure in the 7-limit
process and of the failure of convergence of the resolvent operators.

We prefer to (re)define the operators 7o on the fixed space associated to the design
region D E R". In this way, all operators on the moving sets are defined on the same
functional space, so that the comparison of their eigenvalues is easier to handle. For every

(quasi) open set 0 Ç D,we introduce fç: L2o@) ------ L2o@)by

(  Tq (1ç " -F IÂ fd r ) ( r )  i f  u  e  0 ,ro(/ ) (") : t  -  
o i f  r€D\c).

We state the following proposition :
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Propositio n 3.2.3 F or every Quasi) open set Q c D , Tç is positiae, self adjoint and compact.

Preuve In order to prove that fo is self adjoint we prove at first the propriety for 7o. Let
be T, s € .Lfi(CI). We have

1Tçf ,e )r2o11.2):1 Raf -  
*  t  Rnf ,s )
l ù  É l  / f ,

:1 Rar,e r -# 
[^^n, < r, s ]:1 r, Ras > -ù 

I 
nrr lnsI ù ' I  J Q

:1 r ,Rns > -* t  nng I  T:< T,Rns
pe l  . /O  Ja  1 ' r r l  JO

since Ën is self adjoint. For every T, g e L'r(D) we obtain

< fnT,e )râp;) : lTçf f t* -  # [  n,n)r3(n)
; , ra l  " /O

:<Tn(r-*  [ i l ,n) r ,z$t )
l ù r l  J f )

1  / ^ .  1  f  7  t  " - .  7  f  .  - - l  |  [  \ .:<Tn(T-à |  r) ,s-r-rJnn)r: .  / - lct |  Jnr,rnQ-FTl"e) 
>:< / ' rn(a-0, Jno)>r '"etlù ' l  "/r)

:1 r,rrr + Irn)' "^,or:1 
r,fag > .

To prove the positivity let T € L'zo@). We have :

<lrT, f  >r ,o1o1:<TnU -ùl  i l ,T >rgp1

l f 1 f=<Ta(r  -  
FT Jnr) ' i  

-  
|ç l |  JnT 

>tâ<n1:1Te! ' !  )

:1 Rns- * [ ^nn,Ç ]:1 Rçe,e t -* [ nrs' I  n:. Ras,e >> 0,
l l r l  J o  l ù z l  J n  J o

since the second term in the first equality is equal to 0. Let f" e flçO) a bounded se-
quence. From weak compacity result that exist an subsequence, still denotgd by /,, such
ihut 1, - / in L3@). From the continuity of în t L3@) we obtain thatfef, --' 1n7 in
Hâ(D).Consequently fçf^ ------ fnf in Ll(D). !

In the sequel we establish the relationship between the eigenvalues of Tn and fo.

Proposition3.2.A Let Q be a (quasi) open set. The operators Te and. ia haae the same set of
eigerusalues, and there exists a natural bijection between eigenspaces.
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Preuve Let À be an eigenvalue of 7e. There exists u € L2o@) such that Tçu : Àu. One can

prove that there exist z* € L\@)such that Feu* :Àz*. Indeed,let z* : 
{ O'ïJJ; i"L "

Since fru*dr: 0 then u. e L\(D). We obtain

îeu* : Ta(u. - * [ u. d,r) : Te'u,* : À'tL* .
l ù r l  . / c ,

since [nu*d,r : fnud,r: 0. Consequently ) is an eigenvalue for fe. Conversely, let À be

an eigenvalue for fn. there exists u € L3@) such that fnu: )2. Since u € Imfnwe get
that z : 0 in D\Q and fnud,r : 0. Consequently we have fnu : fa(u - ù Ïrud'r) :

Tn(u - ln fnudr) : Tnu: Àu. 
!

Here is the shape stability theorem for the eigenvalues of 1o operator.

Théorème 3.2.5 Let f1,,0 Ç D be non empty (quasi) open sets such thnt Q, -l-- Q. Then
fa. - f, in r.Q,'o@\ if and onty if l{-t"l ------ lctl.

Preuve Assume that Q,, -l- 0 and lQ,l ------' lCIl. There exists /, in the unit ball of Ll@)
which realizes the supremum in

sup llfn.f - fnfft4p) : llfo. ff") -fajù11","1o1. G.2.5)
l l / l l a31py< t

We may assume, without restricting the generality that (/")" converges weakly to /. We
have

l lîn^(Tà - r"(fùll4<ot : llfa^$") - fnT + rnf - î"Uàll";1o1

S llfn,Uà - fnf |,:;<ot + llf"f - faj)ll";rot.

Let $ e L'r(D). The convergence of fç.Q to inÔ is strong in L3@), since f),., -l- Cl.
Indeed, Tn^Ô : Ta.(Ô - Fh [n^Ôdr) : Ten7n, and gn converge to 9, wherë 9n : Ôp, -

ioi Â" Sdr and 9 : ôp - 
FT /" $dr.IJsing the continuity of .Ro and the hypothesis of

7-convergence, we obtain

Ta^vn: Rengn- * f Rç*gnd,r -----+ Rng- * [ nnoar:Tag'
F a n l  J o "  l ù ' l  J Q

Consequently, we have in L3@)

l fa^fn,ô >:< f,, ia^Ô >------+< f ,fnÔ >:< lnf ,Ô > '

The weak L3@) convergence of fe, (Â) to f"fn implies the strong L3@) convergence
of a subsequence (still denoted using the same index).

35



To conclude, it remains to discuss ll"o/ - lnT,ll",r<o1. This term converges to zero as a

direct consequence of the continuity/compactness of ?o and the weak L'o@) convergence
or, f , -^ f '

Converself,weassume that 0,, -l- CI andTe, -'-- Ta.LetS e LZ@).The convergence

Ta^ô - ?e/ reads

I  f  /  I  /  r -  I  f  fRa,ô-M 
Jn^^n^ro"- (F; Jr.ôo')'Rç"l* W Jn.ôd'Jn^Re-rdr

....- Rnô- # fnonoo,- (laT I,r*)Rel * & I"ô0, InRçrd'r
We denote by gn - Ra.L, fn : Ra^ô.The hypothesis on the 7 convergence yields that
gn and /, converge strongly Hà@) to g : .8e1, and T : RaÔ, respectively, in H[(D)' We
obtain -# fn,ô,,n,- # Io,^0,. ph fn^ro, fn^n^.,

-'-# Inro,n- Ë 1,,0,. loi lnro, Inno*
We canrewrite simply a.9,(.)*bn - ag(.)+b,where an: -# Ia.Ôdr, a: -Ïnl InÔar,
6, : -fi [o f*d,, + ffi [a^ôd, [n,endr and b : -ù [o Td', + fip [aôdr Ïngdr- since
the function g is non vanishing, we get an ------, a,.

Assume lfl"l - o > lf)l and define / by

wherecisapositiveconstant.Theconvergencêe,. ------+ aimpliesthatf, Ôd, - Ïnt [nÔa"
on the other hand 

t ôd'r :crfrl - rlcrlp"l 
!l

rsrn t -  t  J l  
'

We obtain 1 - W 
----+ 

Ë > 1, which is absurd, sir,.e W > 0. Consequently 
" 

: lCIl:

A direct consequence of Theorem 3.2.5 is the following.

Corollaire 3.2.6 Let Q,,0 c Dbesuchthat 0,,4 Qand lQ,l - lùl.Then Àf(CI") -----

)f (ç,).
We recall the definition of the weak gamma convergence of quasi open sets.It is said that
0, weakly gamma converges to Q if Re,l converges weakly Ht@) to a function u.', and

0 : {u > 0}. We write Q, :\ Q. The main property of the weak gamma convergence is
the following : assume that ô- e n[çn,) is weakly convergent in Hà@) to a function d.
rhen d € 14(0).

The following result is the key of the optimizattonproblem.

t  c inCI
P:1-#ft inD\Q



Théorème 3.2.7 AssumeQn fl O andQ C 0*, suchthat lf).1 : l iminf,,-- lù,l.Then

Àî'(0.) < 
"ELÀf 

(0")

Preuve Let e > 0 and Sl Çl,l.on"t(CI")be a k-dimensional space such that :

Àf (CI,) * e ) ry.q' . 
[a"lY:!tl'ar ."  - ,eslÏ tbt 

[n.u2dr 
)

and let unbe a maximizer function such that fn^u2rdr: 1. Let uf,, ' i  :  7,.. ,kbe a Lf;-

orthonormal basis for Sf .
We assume that liminf,,-oo Àf (C)") ( @, otherwise the conclusion is obvious. Since

In_luTl'd,r : 1 we get that [n^lvo71'ar is bounded. Consequently [n^lY(uT - ci)l2dr

is bounded (here uT - cT € H01(CI")). Up to a subsequence we may assume that uT - cT

converges weakly in //01(D) to w; so the convergence f),, 33 Cl implies wi € Ht(Q). Let
0. c D be such that lf)- | : o, where o is such that lfl,l '---+ (r.. Since Ho(CI) c Hê(f).) we
obtain wa e H](Q.).

Assume that lf)"1 --- a and c? - c;. Then

1,, f f
cidr -- 

Jn.roL* 
+ -cill"l - 

Jn.wid,r,

and we get Â. w6d,r : -cia. Let I)i : 'tt)i * c'i € l/"on"t(Q*).Indeed, we have [n. uidr :

In.(-n * c)dr : -cid* calCI. l  :  g'

We introduce the sPace S : sPan(u1,...,r,'6). One can verify that (u6, uj)r" : ôi1 so that
S is a k dimensional subspace of U"*,"r(Q*). The construction of S and the convergence

Q* 3 0 implies that for all u € S, n : Efaaiui the sequence hn e S, defined by
hn: Ef:giuf; converges weakly to u in Hâ(D)' Moreover,

(3.2.6)

To prove that

- ci)d,r -. 
lo@o)a, 

= 
In.uTo, 

- 
In_

t im in f  /  l vh , l2h> [  l vu l2dr .
n-æ Jnn JA*

h?*dr < f
Ja*

ln,r"a, 
: 

Ir.(D!:rap1)20, 
: 

fn.

: 
I n.(Df:r,,awa 

* Ef:raiclr' * :r/ 
*

ri=srbffio,>ffi^, (3.2.7)

(3.2.8)
it is enough to prove that

tuL'Jo 
Â"

By the definition of ua we obtain

u2dr.

(Df:rai@i + c))2dr

(Ef:rap)z d"r - 2C2 a * C2 a



: 
In.(Dl:ra;w1)2dr 

- c2a,

where C :E!:gtq.On the other hand we get

ln_n,a, 
: 

In.(Dl:rapi)2 
o, : 

In.(Ef:rai@i 
- cD + Df:raaci)2 d,r

: 
In^(Df:tai@i 

- ci))2d'r * 2}!:raicT 
ln^Df:ro;(rT 

- ci)d'r + (Df:'c,icn2q*l

: I Qf:roo(uî - ci))2d.r - 2C2lQ,l+ C2a.
Ja^

Inequality (3.2.8) is equivalent to

f f
limsup( | Qf:r"n(ui - c))2d,r - zC2lZ,l + C2a) < | {>i:taiwa)2 dr - C2a (3'2'9)

rL+æ JA" JQ*

Passing to the limit gives

- ltÊgf 2c2l9,l * C2a 3 C2o.

FinallY' 
f' lYulzd'rI'n'Jf Àf (0,") * e ) I'p'Jf ,.Tffi, i:;* 

.

" în_lvh"l'd, _ [n-lvul'd,I'p'Sr tËW; > m€T 
ïï;; 

> À;'(CI.)

so liminf,,--,ff (4") * e ) Àf (ft").Making € ---' 0, we conclude the proof' !

Théorème 3.2.8 Let Q : IRe -------+ IR. U {+oo} be a lower semi continuous function, nondecreasing
in each aariable. Then

n.rrgifnr:,,o(Àf (o)' "'' Àf (ç')) (3'2'10)

has at least one solution.

Preuve Let us denote À"(0) : (Àf (çr),..., Àf (CI)). lFrom the monotonicity property of

Àf, the function O(À"t(CI)) is non-increasing with respect to set inclusions. We assume

that iD(À"t(ft)) is not identically *oo, otherwise every open set of measure mis a solution.

We notice that A(Àd(CI)) is bounded from below by A(Àd(D))'
Let f),, be a minimizing sequence for the problem (3.2.10). From the compactness of

the u.,"y convergence, we may assume that Q, :\ f), and we get lçll S -. If lcll : rn than

CI is solution from Theorem 3.2.7. Otherwise, we find f)* such that l0l. : rn and Q Ç
fl*. Then, from the monotonicity and the lower semicontinuity of Q we get A(Àd(A-)) S
liminf O(À"t((-r")), consequently fl. is a solution' tr
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3.3 The conductivity eigenvalue problem

Let D be a bounded, connected open subset of IRN such that R" \ D is connected. For
every open set A ç D we introduce the conductivity space

Ht*"a(a) :  c lp ,p1{u € H;" (R")  |  l .  >  0,  vz:0 a 'e '  on (R" \Q) ' } '

Flere, for a set K E R" and for e > 0 we denote

K' : l) a@'e)'
:reK

Letu e U!" ,0($.  Clear ly,  thereexistsaconstantcsuchthatz -  c € Ht@).Indeed,
by definition there exists a sequence of functions un e I4t"(R") such that Vz,, : g et't
(R"\S-l)'" atrd un -- z in I1t(CI). Consequently, there exists c,, such that un - cn e Hà@),
and we may see the limit un + uin Ht (A) for the extensions of u,"in 11,1,"(R").Since

Y,tLn:0 a.e. on (lR" \ [-l;'" we have that Vu,, 
r'S') 

vt, û e r/,l,"(n'). since Ïw.lvu*l'd,r :

[rlVu"l2ar we get that /*, lYu, - Yù,l2dr , 0, where

(3.3.1)

Up to a sequence (still denoted using the same index) and since D is bounded and

connected,wehave u,"3!) i ,and,i, :uon0. LetKbeaconnectedcomponentof JR"\Q.
We get that ù is quasi everywhere constant on K. In particular, Ù equals the constant c on
the unbounded component, so that ù, - c € I/ô(D).

We notice that if 01 and Oz differ on a set of zero capacity, it is possible that Hl,,o(At)
and H),*o(02) are not the same ! This is not a real problem for the the study of isoperime-
tric inequalities, as will be observed in the sequel, but is a hard difficulty for the study of
the shape stability question (which remains open).

We introduce the following closed subspace in H!..(A)

tt.*,a(Q) : {u eHl,r(CI)l I ud,r : o].
J N

The mapping z -- llVull;r1o; is a norm onU.ona({l). Moreover, the Poincaré inequality

holds with a constant C(D) depending only on D. Indeed, we can write for a suitable
value c,

since z - c € Ht@).Consequently

Yi,: { xr;y

f l

| 1u1'a" < c(D) | 1vu12ar
Ja Jn

l"a 
- c)2d,r < c(D) 

lrlrr" 
- c)l2d,r,

lra 
- c)2dr < c(D) lnlr,ro,.



Since fnud,r: 0 we get 
"[o 

u2dr < Ïn("- c)2dr 3 C(D) Jrlvulzar. The eigenvalues of the
Laplace operator with conductivityboundary condition are defined as the eigenvalues of
the operator

Ae: r2o(A) ----- L?(A)

defined by AaT : u where u solves the problem

u €u"ona(el I v".vôdr : I  f fo, YQ etl**4(Q).
Ja  Ja

Alternativ eIy, u minimizes

I  I tvut 'ar-  [  ruor.
, . , f , t1,n1 i Jr 'v 

wt ue - 
Jnt

Proposition 3.3.1, The operator An is self adjoint, positiae and compact.

Preuve The continuity of Ae is a consequence of the Poincaré inequality in U","a(Q).Its
compactness comes from the compact embeddin1U*,a(Q)'-- Lf;(A), while selfadjointess
is inherited from the Laplacian. tr

A direct consequence of Proposition 3.3.1 is that the spectrum of conductivity b.c-
Laplacian consists on a sequence of eigenvalues

o<Àid(CI )  <À; ' (0)< . , . .

It is straightforward to observe that

.l;d(to) : i'2^"f (9)'

The monotonicity property flr Ç ftz + Àf (A) < Àf (CIt) is a consequence of the min
max principle :

À;'(CI) :, r rrÊl,ln,rror,.?prIo rry#
For every Vk Çl,l.ona(Qt),Vk : span{ut,...uo} we consider uk extended to elements u[ of
Hl,,o(Ar) and u[ - cn € Ll.,,a(Qz). The extension is done as follows : consider a sequence
u[ converging in Hl",o(Aù to u7,, such that Vu[ : 0 on (R" \flt)'' We extend u[ by suitable
constants to elements (ui). e H:"d(Qù and define o[ as the limit of (ri)..

It is straightforward to observe that

[n, lvurl 'd, . ïr, lY(ri- rr) l 'a,- jW-'a;luî-ckw'

Indeed, ïn,loi - cpl2dr > Â, lui - cel2dr > Â, lupl2dr.

Proposition3.3.2 For eaery k e N the following inequality holds true

Àr-p+r(CI) < À!l_p+r(CI) <Àio(c,) < Àr(o) < Àr*,(f))

where p > I is the number of the connected components of Q
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Preuve The first and the last inequalities are proved in [38]. The third inequality is a
consequence of the min-max formula and the inclusion U.on,t(Q) ÇU"""a(Q).

For the second inequality, let us consider a k-dimensional subspace ,97, c U"o"a(Q).It
iseasytonoticethat^9* hasa k-p * l  dimensionalsubspace S*-r+, CU"on,t(Q).Conse-
quently, the min-max formula implies the second inequality. !

The shape stability question lor Àf is much more difficult than for )f . No general conti-
nuity result could be obtained, since many small pieces carrying different constants may
produce a relaxation process into the limit process, which is not clear how to handle. It
tums out that this relaxation process is close to the relaxation of Neumann problems,
which is an open question.

Proposition 3.3.3 In two dimensions of the space, assLtme that Qn c D, lQ'^ < M. If Q, !3 n
andlQ^l -- ' lCIl  thenÀ*d(Q,) ------ À#(CI).

The proof is a consequence of the Mosco convergenceU.ona({l,) toU.""o(Q). The diffi-
culty is to handle the constant values of varying functions on merging connected compo-
nents. We refer the reader to [18] for a discussion of this topic.

3.4 The isoperimetric inequality for the first conductivity
eigenvalue

In [38], the authors proved the following isoperimetric eigenvalue for Àf :

^l@,,u Bz) < Àî(0)

where 0 is a bounded open set of measure m and Br, Bz are two disjoint balls of measure
ml2.The main idea consists in rearranging in the sense of Schwarz (u - c)+ and (u - 

")-,
for some test function u € Ll"on"t(Q), such that u - c € 14 (CI). This rearrangement leads to
searching the minimizer only among the union of two disjoint ball of total measure equal
to m, andan analysis depending on the radius drives to the conclusion that the balls have
to be equal.

In the sequel we shall prove a similar isoperimetric inequality for the conductivity
eigenvalue. The new difficulty is that on the boundary of Q, the test function has different
constant values, so that several regions with flat parts may appear in the rearrangement
procedure. Consequently, a second rearrangement process has to be introduced in order
to eliminate the flat parts.

Théorème 3.4.1 Let Q be a bounded open set ofRN . Then

Àio(s, u Bz) s Àr(CI)

where B1 and B2 are two disjoint balls of measure $.
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I

Preuve Let u e tl-*d(Q) be a test function such that Yu : 0 on (lR" \ S^l)'. In particular,
this implies the existence of a finite number of flat parts of u, corresponding to the (finite

number of) connected components of (lR" \ Cl)'.
Let c € lR such that u - c € I/t(R") (i.e. z : c on the unbounded component of

(R" \ Cl)'). We make a Schwarz rearrangement of (u - 
")* 

and (z - c)- (see for instance

I47,471).Letus denote u* : l(u-c)+]- and u- : l(u-c)-]. . I f  (u-c)+ : c1 onâ connected
component K of (R" \ f))', after the rearrangement procedure there is an annulus l(s,,,,",
with measure at least the measure ol lKl, where z+ equals c1.

The set f) with the test function u is replaced by the set Q1 U 02 with the test function
c - u- , cl u+ obtained in the following way. We remove out from the flat part of value c1
the annulus Ko,rr,r,rsuch that rl1 12, and l1(0,",, r,r1 : lKa(R"\Cr)l.Making this procedure

for every flat part of z, (without c), we construct the new test function Ù consisting on
c - ,u"- on CI1 and c + u+ on f)2, where CIt and f)2 ar€ respectively unions of concentric
annuli. In this way, lfll u CI21 : lf)l and Â,rn, ù'd,r :0, Â,ro, ûdr : [nu2dr' Moreover

ù, el, l .on6({tr U oz) and,Â,uo, lYù,l2dr < [nlvul2ar.
At this point, we have to search the minimizer only among configurations of the form

(ù,Qr,02). We make a new rearrangement procedure which will keep constant the mea-
sures of the level sets of ù and diminish the Dirichlet energy, in order to create a test
function in Ll*n"t. Consequently, we will be able to use the isoperimetric inequality of
Greco and Lucia and conclude the proof. In fact, we will stretch the annuli in order to

eliminate the flat parts of Ù which are not counted in the measure lfrl U CI21'
It is enough to prove the following result corresponding to one annulus. Let z €

Ht@Q,rz)), u : 1 on B(0, 11) be a positive radial function symmetric in the sense of

Schwarz. For r', ( 12 such that lB(0, ,'r)l 2lKo,,r,,rl, we introduce the function c : lrl,rzf -

lr'r,rrl, c(r) : \/(rr)" -ri + r', such that lKo,",,l,,,rl: lKo,,,,rl' We define the rearrange-

ment of u by {u* > c} : B(O,c(r)) if c is such that {z ) c} : B(0,r). Clearly, since the

measures of the level sets are constant, we have that

V1<p<+oo t  , 'd ' r :  [  (u . )ed, r .
J Ko,"r,,, J *o,,tr,,;

We evaluate the behavior of the gradient. Since u is radial, we can use spherical coordi-
natestoexpress . [ *o, . ro" lVul2d, r .Wenot icethatu*  € 14(B(0, r i ) ) ,s ince u. (c( r ) ,0r , . . . , în- r )

u(r,0y,...,2n_'), and c is a Lipschitz function. Then, we have (below or(n) is the measure

of the unit sphere of RN)

I *o,,,,
while

lvu l2dr:  a(n)  
l , ' , '  ,#f  ' rn- tdr

ln,,r,,,rlYu.l2dr 
-- 

"@) I;
(#Y .(r ' )n-tor '

We perform the change of variable

r '  :  c ( r )  , :  
" - ' ( r ' )42



and. z*("') : u(r): 
"((GTTit=@), 

so that

Consequently

l Y t  ̂ . + 1 2
l v &  |

v , r  7  ' r 2

0u*
art

(r ' )"- t0u
0r

((r' ''-r or': r@) ['L
J, \L

Ul( r ' ) "+r i - ( r r ) " ln- t

tff)'?')
ï/l(r')" r ri - (rr)nlz(n-r1

(r ')z("-r1

In,,,r,"rlVt'.1' 
- '@) I:,

_ "@) l::

,0u,, (r ')z(n-r1 . (r ')"-r
\ ar) 
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3.5 Numerical results

In this section we address the problem of the numerical minimization of the conduc-
tivity eigenvalues with respect to a domain f) in IR.2. We refer the reader to [30, 661for a
detailed exposition of classical shape optimization methods'

We recall that the eigenfunctions have to be constant on each connected component
of the boundary of the domain. Since the topology of the optimal sets is unknown, a

classical boundary variation optimization is not relevant here. To tackle this difficulty,
we propose an optimizationprocedure based on standard genetic algorithm technics (see

[55] for details on stochastic optimization methods). The parametrization of domains and

the cost evaluation are the main new feafures of our approach. Our algorithm has the
following principal ingredients :

- description of the unknown sets by a small number of parameters
- identification of the topology of each set (in order to handle the constant levels)
- computation of the conductivity eigenvalues imposing the locally constant boun-

dary conditions (relaying on the topology)
The first point is based on the study of level sets of functions described by Fourier

series. Let (a^,*) C [0, 1] be a family of parameters. We consider the function / defined on

[0,  1 ]  x  [0 ,1]  by

. \ -
J \r, A ) : L am,n srnrnr cos 1TrnA.

tu,fl
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We associate to the set of parameters (e*,n) the open set

By classical linear interpolation technics, it is straightforward to get a complete poly-
gonal approximation of the boundary of O. Notice that the boundary of O is, by construc-
tion, (for almost every family of parameters) a union of none overlapping simple closed
curves. We show in figures below two random sets obtained with a family of 30 parame-
ters.

Frc. 3.1 - ^io - 45.84 Ftc .9 .2-  À1 '  :  53.54

The next step is to give a complete description of the topology of âO. We have to deter-
mine on which connected components of âQ the eigenfunction must take the same value.
We construct a tree strucfure whose vertices are the polygonal connected components of
â0 and whose edges represent the "direct" inclusion of those lines. More precisely, two
polygonal lines are connected by an edge if one of them contains the other and there is no
other polygonal lines contained inbetween. With this tree, it is straightforward to identify
the polygonal lines on which the eigenfunctions must have the same value.

Using this information, we can proceed to the computation of eigenvalues. First, we
generate a triangular mesh of our set. This has been done with the very performing 2D
mesh generator Triangle (see [6a]). Then, we compute the standard stifÊness matrix A asso-
ciated to Neumann boundary condition. Next, we impose the constraints on the boundary
by penalization.Imposing the conditioî u,4 : u,i is handled by the matrix penalization in-
dicated below :

1

1 r le - r le

- r le Lle

In the sequel we present a few examples for the calculus of optimal shapes (together
with eigenvalues and eigenfunctions). A good exploration of the space of parameters by
genetic algorithms leads to the following numerical results (see figures below) for the
shape optimization problems

m i n  ^ " o o ( C I )  ,  k : I , 2 , 3 .
l o l - m  

M
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We notice that for k - 1 we
disjoint balls, âs Theorem 3.4.1.

numerically find the
states, while for k -

optimal solution consisting on two
3 the optimal shape is a ball.
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Remarque 3.5.1 We notice that for k : 3 we obtain two different representation for the
eigenvector, the second is presented in the picture below.
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This is the concequence of the fact that for a ball the first eigenvalue have the order of
multiplicity equal to three, as is indicated below.

valeur proprs-46 245E Yaleur prcpre46Z?7 valeur propre.46 2239
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Chapitre 4

Simulation numérique du décollement
d'une membrane

4.1. Introduction

Le but de ce chapitre est l'étude numérique du décollement d'une membrane adhésive
soumise à une force dépendante du temps. Dans [16] plusieurs modèles sont proposées
dans le cadre de mouvements minimisants quasi-statiques. Un autre modèle, semblable
d'un certain point de vue, a été proposé dans [5] (voir aussi [4]) pour le processus de

l'évolution quasi-statique d'une membrane élastique en contact adhésif avec un obstacle
rigide. Le processus d'adhérence est modélisé par l'introduction d'un champ de liai-

son qui mesure la densité factionnaire des liaisons actives. Dans [L6], suivant l'énergie

dépensé pour le décollement de la membrane (appelée par la suite distance de dissipa-
tion) on a deux modèles. Le premier modèle consiste en une évolution de mesures et le

deuxième modèle en une évolution des domaines.
Pour les deux modèles on propose d'abord de méthodes d'optimisation locale : la

méthode du gradient pour l'évolution de mesures et la méthode de lignes de niveaux

pour l'évolution de domaines. Ensuite, pour échapper aux minimums locaux on ProPose
une méthode basée sur des mécanismes stochastiques : les stratégies évolutionnaires.

Soit D q R2 un ouvertborné et régulier, et / : [0,f] ------ L'(D,R+) une fonction

dormée. On considère D comme une membrane en contact adhésif avec le plan (sur sa sur-
face entière ou sur certaines regions). Soit Os Ç D La région où la membrane est décollée.
Au moment t : 0la position de la membrane est donnée par :

I  -X":  . f (0, . )  dans Q6

\ u e I/01(CI0)
(4.1.1)

où u représente le déplacement vertical de la membrane. Intuitivement, on peut com-

prendre le modèle de la façon suivante : si le contact est "fort" ( la colle est forte), sous

i'action d'une force / la membrane reste collée sur D \ fl6 (une force faible n'a aucun ef-

fet sur la région collée D \ CIo). Plus intéressantes devient les situations où, en cassant le

contact adhésif,la région décollée augmente en temps.
Nous commençons ce chapitre par la description du processus de relaxation pour le
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problème de Dirichlet. On présente ensuite le modèle caractérise par une évolution de
mesures. La troisième section est dédiée au modèle caractérisé par une évolution de do-
maines. Pour conclure, nous présenterons les résultats numériques obtenus.

4.2 Relaxation pour le problème de Dirichlet

Une des principales techniques de l'optimisation de forme est la relaxation. Dans cette
section on va donner quelques détails sur ce sujet (en relation avec les conditions au bord
de type Dirichlet), une description complète pouvant être trouvée dans [20].

ÉtantdonnéundomainebornéD q RN (l/  > 2) etunefonction j:  Dx IR ------+ IR,on
considère le problème d'optimisation suivant :

t'
min /  i ( r .u" ( r ) \dr
ne,t, J p" ' (4.2.1)

où "4 représente la classe de
homogène de Dirichlet

tous les ouverts de D, et zç2 est la solution du problème

( -L,u: f  dans Qt  . . -u .  (4 .2.2)
[ ', e I1d (C,)

prolongé par 0 sur D \ 0, et / est une fonction donnée dans L2(D).
La relaxation est basé sur l'extension de la notion de solution et l'élargissement de la

classe d'objets sur laquelle on cherche a optimiser une fonctionnelle. Cette méthode est
utilisé pour des problèmes pour lesquels on n'arrive pas a trouver une solution classique,
c'est-à-dire le minimum dans le problème $.2.7) n'est pas atteint.

On note par Ms(D) l'ensemble des mesures de Borel positives de D, qui peuvent
prendre aussi la valeur *oo, avec les propriétés suivantes :

i) p(B) : 0 pour tout ensemble de Borel B c D, avec cap(B) : 0;
ii) p(B) : inl{p,(U) : U quasi ouvert, B çU}, pour tout ensemble de Borel B ç D.
Un exemple de mesure de Ms(D) est, pour tout borelien S Ç D, la mesur€ oos, définie

Pa r :

(4.2.3)

Par Xr(D) on denote l'espace vectoriel de toutes les fonctions u € Hâ(D) tel que

lru'dp < oo. On note que I'espace Xr(D) estbien défini, car,t,l s'annule sur tout ensemble
de capacité nulle, et que toute fonction de Sobolev est uniquement définie jusqu'à un
ensemble de capacit ê zero près. Ceci signifie qu'on peut regar der X r(D) comme Hâ(D) a
L'(D,p). On munit l'espace Xr(D) avec la norme

l l ' l l",trr :

induite par le produit scalaire :

oos(B)  :  {  
o  s icap(Bns)  :  I

' 
t +oo slnon.

(u,o)x,@): I  vuvudr* [  urap.
Jn Jo

On a le résultat suivant (voir par exemple [20]) :
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Théorème 4.2.1 L'espace Xr(D) aaec le produit scalaire U.2.4) est un espace de Hilbert.

On note par X;L l'espace dual de Xr(D). Comme Xr(D) s'injecte dans I/01(D) Put
l'application identité i(u) : u,l'espace dual I/-1(D) de Hà@) peut être considéré comme
un sous espace de l'espace dual X;1. Pour tout f e H-r(D) on peut écrire :

1  T,u )y- t :1  f  ,u  t11-r1q Vu e Xp(D).

Quand T € L2(D), on a une expression sous forme integrale :

1f  ,u  >x; ,  [_ f ro ,  Yu e xr (D) .
J D

Soit p e Mo(D). On utilisant le théorème de représentation de Riesz, il résulte que pour
toutes f e X;r(D) il existe u € Xp(D) tel que

(u ,u) r r@) :1  f  , ,  ) * ; ' (o )  Vu e  Xr (D) .

En tenant compte de Ia definition du produit scalaire sur Xr(D), on obtient

[  ,uvuo* + [  uud,p:1 f  ,u )* ; , (o)  Yu e xr(D)
j o  Jo

Cette dernière expression peut être écrite sous la forme :

trouver u€ Xp(D) telque - L,u* 1,tu: /  dans X;r@) @.2.5)

qui s'appelle la formulation relaxée du problème de Dirichlet. Par la suite on note avec up
la solution unique du problème @.2.5).

Soit.B, : X;r(D) - Xr(D) l'opérateurresolventdéfinipar RrU): ut,.Cetopérateur
est continu, linéaire et symétrique. Il existe donc une constante C (dépendant uniquement
de D) telle que

l l f i r( /) l l4ror <Cll f l la- '1o; V f  e H-'(D)

et
<  g ,Rr (T)  )x ; , (o ) : (  f  ,R t9  )x ; ' (o )  Y  f  ,g  e  X ; r (D) .

Par la suite on va introduire la notion de 'y convergence sur la classe de mesures
Mo(D), notion introduite dans [28] pour l'étude de la dependance entre la solution du
problème (4.2.5) et la mesure,pr.

Définition 4.2.2 On dit que une suite de mesures (p") de Mo(D) 'y- conaerge aers une mesure
p, e Mo(D) si et seulement si

Rr^(T) ̂  Rrff) faiblement dans H](D), vf e H-t(D).

Soit u.', la solution du problème

| - L., * wrlt : I
1 

-*t, , 
_*{, ^i (4.2.6)

| 'rn| x,(D)



Il est possible de démontrer que (voir [15]), 0tà 7 converge vers pr si et seulement si
?rp. converge vers tu, faiblement dans Hà@). La 7 convergence d" pn vers p,, est aussi
équivalente (voir [15], [28]) avec la f- convergence de fonctionnelles énergie associées,
'u, ------) llull'r,.<rlvers u ----- llull'*,fD,par rapport à la convergence forte de L'(D). Comme
propriétés principales de la 7 convergence on rappelle la théorème de compacité et le
résultat de densité. Nous nous referons à [20] et [15]pour les deux théorèmes suivants.

Théorème 4.2.3 L'espace Ms(D) muni delatopologie delal conaergence est un espacemétrique
compact pour la distance

d(ttt, ttz) : I Wr, - wr,ld,r
J D

où w, représente la solution du problème (4.2.6).

Théorème 4.2.4 Pour toute mesure p, e. Mr(D), il existe une suite (Sn) d'ensembles compacts
de D tels que la suite (æs^) 1 conaerge aers p.

Soit p e Mo(D) et soit (,S") une suite du Théorème 4.2.4.9oit f e H-t(D) et CI, : D \,S'.
La solution un du problème de Dirichlet:

-Lun : Tla^ dans .ÉI-r(Q,)
u" e H](Q").

peut être écrite comme LLn: Rpn(/) où pn : @sn. Comme la suite (pà l- converge vers

F, ortobtient que (2,) converge faiblement dans .É/01(D) vers la solution u, du problème :

I 
-L" I upr : / dans X;t @)

\  z € Xp(D).
(4.2.8)

Par conséquent, le Théorème 4.2.4prouve que, pour tout f e H-t(D),la solution du
problème (4.2.8) peut être approchée par la solution du problème de Dirichlet (a.2.7). Si
on définit l'énergie de p associée à f par

(4.2.7)

(4.2.e)E|r,  i l :  min{} l l r l l " , to l -  1 f  ,u } :  u e Xt"(D)}

on obtient qLLe up est l'unique minimiseur dans (4.2.9) et par conséquent

80", i l  :  
) lur l l* .(D)- 

< f  ,ut" ) , (4.2.1,0)

On revient au problème d'optimisation considéré, (4.2.1). On suppose que j vérifie les
hypotheses:

f (., s) est.CN mesurable dans D pour tout s e IR; (4.2.L1)

j(r,.) est continue dans IR pour presque tout z e D;

il existe ao e Lr(D) et cs € IR tel que l7(r, s)l < as(z) + c6lsl2

pour presque tout r e D et pour tout s € IR.
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Soit
(4.2.74)

Nous nous referons à [20] pour le résultat suivant, qui établitla relation entre les problèmes
d'optimisation (4.2.1) et (4.2.1,4).

Théorème 4.2.5 Soit f e L2(D) et soit j : D x IR --+ Runefonction qui satisfait les conditions
(4.2.1L),(4.2.12) et U2.Lil. Alors le problème (4.2.L4) admet une solution et

,.Ht , loi{''u,)

,.H?,r I"'o'u') 
:n5ôr 

foi {''un)' (4.2.1,5)

Remarque 4.2.6 Deplus,pour unefonction u e H[(D) les ffirmations suiaantes sont équiaalentes :
(a) il existe une suite minimisante (Q") pour (4.2.L) tel que (ue^) conoerge faiblement aers u dans
ut@);
(b) il existe un point de minimum p,pour (4.2.14) tel que u : u,.
S i (4 .2 .1 )admetuneso lu t i onQeA(D) ,a lo rs lamesureæscor r€spondan teàS :D \C Ies tune
solution pour le problème relaxé (4.2.14).

Le Théorème 4.2.5 est une conséquence de la densité de la classe de mesures de type -s
(avec ,9 compact inclus dans D), dans Mo(D) par rapport à la 7 convergence. Une autre
classe de mesures qui est dense dans Ms(D) par rapport à la même convergence, est la
classe de mesures de Radon avec densité .L-. Nous nous referons à [20] pour le résultat
suivant.

Propositionfi.2.7 Soient q e L*(D), q > 0 presque partout et uo Ia solution du problème
elliptique

-Lunl -Quq:  f  dans D
uo e H]@).

(4.2.1,6)

On considère le problème d'optimisation

n.iÊfror 
r(q)

où F(q): Ioi@,un@))dr. Alors

"T"'T'' 

F(P) -- 
o'iÊft'l 

F(q)'

Soit p, la solution du problème adjoint

| 
-Lpr* pptt -- j"(r,ur) dans D

t  Pp: o sur ôD'
(4.2.1e)

où j,(r, s) est la dérivée partielle de j par rapport à s. Le problème (4.2.79) doit être com-
pris dans le sens variationnel habituel. Les conditions d' optimalités satisfaites par la
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solution p, e Mo(D) du problème (4.2.14) ont été introduites en [20] sous les hypothèses
suivantes pour j :

j(*,.) est différentiable et j,(r,.) est continue surlR pour presque toutr e D; (4.2.20)

j"(.,s)estfN - mesurabledansDpourtouts e IR; (4.2.21)

il existe ar e L2(D) et Cr € IR tel que

lj,(r, t)l < alr) + clslz, pour presque tout r € D et pour touts e lR. (4.2.22)

Nous nous référons à [20] pour le résultat suivant.

Théorème 4.2.8 Soit pt e Mo(D) un point de minimum pour le problème relaxé (4.2.L4), et u,
et pr les solution des (4.2.5) et @.2.1.9), respectiaement. On suppose que j satisfait les hypothèses
( 4.2.LL ) -(4.2.1 i l et ( 4.2.20 ) -( 4.2.22) . Alor s

upPp S 0, quasi Partout dans D.

4.3 Evolution de mesures

Dans ce cas,la configuration à l'équilibre est donnée par l'equation

(4.2.23)

[ -L"* trt"u: f dans D

I  u  e  Ht@).  L2(D,  p )
(4.3.1)

où z représente le déplacement vertical de la membrane et p est Ia variable du contrôle
qui mesure l'adhérence de la membrane. L"adhérence parfaite correspond à p : *oo et
le décollement total correspond à p : 0. La variable de contrôle p est supposée varier
dans la classe Mo@) de mesures de Borel non negatives sur D. Sur la classe Ms(D) on
introduit la relation de monotonie { définie par

tq 3 pz si pour tout quasi-ouvert A ç D on a pr,1(A) >- pz(A).

Pour chaque p € Mo(D) on définit l'énergie de pr associée à / par

E(p, i l :mrn{!  [  yryar* :  I  u2d,p,-  [  1ua,  :  ue x,(D)]  (4.3.2)' 2Jn '  '  2Jo  Jo"

Définition 4,3.1 Une distance de dissipation sur Mo est une application D : Ms x Mo -

[0, +oo] qui satisfait les conditions suiuantes :
(i) D(p,P) : o pour tout P" e Mo)
(ii) D(1r1, ps) < D(t"t, pù + D(t"r, 14) pour tout 1t'1, Fz, Fs e My

On dit qu'une distance de dissipation est irréversible si

pz I pr + D(ttt, Fz) : *æ.
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Exemple 4.3.2 Deux distances irreoersibles sur Mç
- D",(ttt, Fz) : Iolwu, - ut"rldr 1- ypr:1"r, oiJw, est la fonction définie dans (4.2.6),
- D.or(l"t, pz) : -cop(h, D) + cap(p,", D) * Xpr<t ' où Xn est la fonction qui prends la

valeurs 0 sur .E et *oo ailleurs, et cap(p", D) est la quantité définie par

cap(p,D) :  inf{ [  1vu1'or* [  @-r) 'd,p :  uÇ /4(D)].  (4.3.3)'  ' Jn '  
Jo '

On note que les deux distances,D., etD.oo sont 7 continues en chaque variable.
Avant de rappeler le résultat principal du [16], on introduit la notion de mouaement

minimisant généralisé associé a une fonctionnelle ([37]).
Soit S un espace topologique, ou plus généralement un ensemble muni d'une struc-

ture de convergence, et une fonctionnelle

[0 ,7 ]  x  , 9  x  , 9  t ( t , u ,w )  -  F ( t , u , t r )  e  R .

Pour tout e > 0 fixé,le schéma d'Euler de pas e et de condition initiale ue € ^9 consiste en
la construction d'une fonction u,(t) : w(ftlel) de la façon suivante :

w(0)  :  us,  u(n *  L)  e  Argmi 'n{ f  ( (n  *  1)e,  ' , . (n) ) } ,

où ['] représente la partie entière.

Définition 4.3.3 On dit que u : [0, T] - S est un mouoement minimisant généralisé associé ù

F aaec condition initiale uo, et on écrit u e GM M(f, S, uo) s'il existe une suite e n + 0+ tel
que pour tout t € [0, ?], u,.(t) ------ u(t) en S ktoir [L6]).

Le processus irréversible, modelé par une relation de monotonie, suggère la nécessité
d'une relation d'ordre i sur S. Plus précisément, on suPPose que :

(S1) la convergence en S est compacte , c'est-à-dire pour toute suite il existe une sous
suite convergente;

(S2) la relation d'ordre { est compatible avec la convergence, c'est à dire si'ttn -, 11,
un+ue tun iu ' a l o r su Iu ;

(S3) toute fonction non décroissante d : IR -----+ S est séquentiellement continue sauf au
plus un ensemble dénombrable de points.

Soit X([0, 
"], 

S) la classe de fonctions t ------+ z(t) non décroissantes dans le sens suivant :

h l tz + u(t) < u(tz) dans ,S.

Nous nous référons à [16] pour les résultats suivants.

Lemme 4.3.4 Sous les hypothèses ci-dessus précisées (51-53), pour tout (u") e X([0,T1, S), il

existe une sous suite (un) et une fonction u € X ( [0, 7]) , S) tel que

Vt e [0,?], u"o(t) -,  u(t) dans S.
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Théorème 4.3.5 On suppose que pour tout t € [0, ?] et pour tout u e S Ie problème

min{ .F( t ,  u ,u) ,u  e.  S,u <.u}

a au moins une solution. Alors pour tout u6 € S il existe un mouT)ement minimisant généralisé
associé àlafonctionnelle (t,u,u) ---. F(t,u,u) * yu<,.

Dans le cadre ci dessus le modèle pour le décollement d'une membrane consiste en
l'étude de mouvement minimisant généralisé associé à la fonctionnelle f : l0,Tl x Ms x
Mo - R définie par

F(t, t i t ,  pz) : E(ttt ,  /(t)) + D(ttr,  t tz), (4.3.4)

où E est l'énergie définie en (4.3.2) et 7) est une distance de dissipation irréversible sur
Mo.Étantdonnée f Q,r) ) 0, le schéma d'Euler de discrétisation en temps du processus
de décollement peut être défini de la façon suivante :

- fixer un pas de temps e > 0 et considèrer la discretisation en temps t'n : elc pour
keN ;

- commencer avec une conTiguration initiale [to e Mo, tel que Ltr(O) : p'o;
- définir p,(t') de façon itérative, en prenant p,(t'**r,) comme solution du problème

de minimisation
min{E(1t, f (t'kà) * D(t", tt(tï))};

- passer à la limite quand € -----) 0, et obtenir une application t -------+ p(t) qui va être
appelée solution du schéma du mouvement minimisant généralisé.

Dans le cas considéré, on demande que le processus soit irréversible, c'est-à-dire pour
l'ordre partiel défini pat ltt 3 Fz quand p,z(A) 3 pt(A) pour tout quasi ouvert A Ç D, on
impose

D(ltr, pz) : *oo si n I pz.

Théorème 4.3.6 SoientT > 0 et f : [0,?] ------ L2(D,IR+). Solf D une distance de dissipation
irréaersible qui est 1 semi-continue inférieurement dans la première oariable et p,s € Mo Ia condi-
tion initiale. Alors il existe un mouaement minimisant généralisé p, € GM M (f , Mo, l.to) associé
ù la condition initiale po, où F est définie dans (4.3.4).

4.4 Evolution de domaines-dissipation ProPortionnelle à
la mesure de surface

Une étude de l'existence d'une application f ----- Ct(f) qui satisfait le schéma du mou-
vement minimisant généralise est réalisé en [16]. On rappelle le contexte et le résultat
principal. Soient "4 la famille des ensembles quasi ouverts de D, et A e ",4 la region
décollée de la membrane. On peut naturellement identifier l'ensemble quasi ouvert A
avec la mesure Fole.

Définition 4.4.7 Soient (A") une suite de quasi ouaerts de D, et A Ç D. On dit que A" faible
gammn conaerge aers A et on écrit An --t A si wa^ --' w faiblement dans H[(D), et A :

{, > o}.
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Par la suite on va munir A dela ?r7 convergence, qui
convergence. Soit

D^ (A r ,Ao ) :1 ,41  \  Ao l  +

une distance de dissipation.Ici yaoca, : 0 si Ao Ç
considère la fonctionnelle

est compacte et plus faible que la'y

Xnoç.tt

A1 ![uasi partout, et *oo sinon. On

(4.4.1)

(4.4.2)
ou

f  (t ,  A1, Az) : E(At, /(r)) + D*(A1, A2),

'  ' r rur 'or-  
[ r fd,  :  ueu](A)] .E@, f) : min{2 

J o, J o
Onnote que, même silawl convergence est compacte,l'énergie définie en (4.4.2) n'est

pas w.y continue, la distance de dissipationD,n n'étant pas semi-continue inférieurement
en chaque variable.

Théorème 4.4.2 SoientT > 0 et f  :  [0,?] --- L'(D,R*), Ao € Al 'ensemble quasiou-
aert initial et A muni de Ia w1 conaergence. Alors iI existe un mouaement minimisant A e
G M M (F , n, Ao) associé à f et à la condition initiale Ao.

Remarque 4.4.3 On note que, dans ce cas, la solution reste dans la famille de quasi-
ouverts. A-priori, en minimisant l'énergie à chaque iteration en temps, il est possible que
le minimum ne soit pas atteint, et la solution ne va plus être un quasi ouvert mais une
mesure.

Exemple 4.4.4 Dans cet exemple on présente le cas d'une membrane radiale et symétrique.
Soit D : [0,1] x [0, 1] Ç R2 la membrane, et As - A, c'est à dire la membrane est au mo-
ment initial complètement collée. On considère la force

f  :  [ 0 ,  +oo ]  x  B (0 ,1 )  -  [ 0 ,  +oo ) ,  T ( t , r )  :  t ' lBg , tn )

où P : (0.5,0.5). On peut démontrer que la solution de ce problème est formée par un
évolution de disques, centrés en P (pour I petit). Afin de trouver explicitement l'évolution
on note avec a le rayon (dependant de f) de la partie décollée. Le problème à résoudre est

.ËiJ3, r(a): 
"iJli, 

E(B(P'') '/( ')) *na2

où E est donnée par (4.4.2). Le déplacement vertical de la membrane, u est solution du
problème:

:  f  ( t , ' )  dans B(P,a)
:  0  sur  0B(P,a) .

lente à

-(ru,)' : f r.
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t équivaComme u est radial, (4.4.3) es



En intégrant sur [0, r] on obtient

En notant H(r) :

obtient

-r'tl': t [' qo'1'd'''
J O

f, 11611sds on a 1rr : -lU(r). En passant en coordonnées polaires on

E(B(p,a), f (t,ù : -; 
lo'" lo" {r{r))2rd,rd,0

nt, [" lur|)ar.
Jo r

On distingue deux situations.
7 .a1à

Dans ce cas on a f1(r) : [[ sds : Ç, etpar conséquent

fo T3 , , nt2aa ,
J(a) :  -" t '  

Jo Udr 
+ra2 :  -  

"  

*ra2.

La dérivée est donnée par

r ' (a ) : - J :Ë i2na .
+

Les solutions de l'équation J'(a) :0 sont or : 0 pt a2 : {. Co ^e a I }, la dernière

égalité implique t > 8J2.
2 .o ,  à
Ona

La dérivée est donnée par

J' (a) : ,T^t" + zno.,  4aa

La solution de J' : 0 est a: #fr. Avec cette valeur Pour o,, J(a) :0 pour 1 : $1/ieà.

Comme, dans ce cas a ( j on a t < 16\/2.
D'après ces calculs on peut énoncer :
- pour 0 < , < 8\/r,la fonctionnelle J est croissante en a, etle minimum est atteint

pour d : 0 (la membrane reste collée);
- pour 8\Æ < t < 8tÆei, la fonctionnelle J n'est pas croissante en a , mais le mini-

mum est encore atteint en a : 0;
- pour A\Æ"à < t < l6Jr,le minimum est atteint Pour a, : #m,, donc il y aura un

décollement brusque, suivi d'un décollement continu jusqu'à t : L6J2.
- pour t > L6\/2,Ia membrane est décollée.
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Par la suite on donne la representation graphique de J pour quelques moments de temps.
Sur les premiers trois graphiques on note que le minimum est atteint €n o : 0. Dans
la quatrième graphique, on note une décollement brusque, et finalement le cinquième
graphique corresponds à un décollement continu.

F I c .4 . l . - t : 4 F t c .4 .2 - t : 10 F tc .4 .3  - t : 8 t / 2

Frc.4.4 _t :  g t /1eï Ftc .  4 .5 - t :  I6 t /2

4.5 Résultatsnumériques

4.5.1 Evolution de mesures-processus de relaxation

Nous allons montrer dans ce paragraphe, coûunent la formulation relaxée (4.2.5) se
prête bien à la recherche numérique d'une forme optimale. Une étude complète sur cette
question est réalisé en [33]. Dans la deuxième section du ce chapitre on a vu qu'en partant
avec une configuration initiale p0 et une discrétisation en temps t* : ek, trouver la mesure
optimale au moment f6a1 revient à résoudre le problème de minimisation:

pp{n@, f Qn+ù *D(p,rr(tr))}

où E est définie par (4.3.2) et 2 est la distance de dissipation.
Soit

(4.5.1)

( f
| | t^r*, - ur"ldr, pt I lnD(t " r , t rz ) :1Jo ' "
[ +- sinon
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où ru, est la fonction définie en(4.2.6). La relation de monotonie définie sur Mo implique
l'équivalence du problème (5.1.1) avec le problème

(4.s.3)

En prenant comme fonction test tr.r, dans (4.2.6), on a q1ue Iowp: Iolvurl2dr + [ow2rd1t
et par conséquent (4.5.3) est équivalent à

p1p{nfu, /(tt+')) - 2E(P,r)}

Les avantages qu'une telle formulation nous offre sont :
-l'utilisation d'un maillage fixe ;
-au lieu de réaliser un mouvement de la frontière du domaine, on peut travailler dans

l'espace des densités de mesures (qui sont des fonctions).
Dans notre contexte le domaine relaxé peut être caractérisé par une mesure qui n'est

pas du type oos.
Suivant l'approche proposé dans [33], on va simuler un algorithme basé sur la méthode

du pas de descente, dans le contexte d'une discrétisation par éléments finis.
Soit T : (Tn)*:t,...,n un€ triangulation de la zone de dessin. On va approcher toute

mesure de M par une suite de mesures dont les densités sont constantes sur chaque
triangle fi..

On introduit les espace de dimension finie :

X l  : :  { 'un e C(D) : 'un l r*€ Pr ,  V4 € 71, ,  u1, :  0surôD},

M6 :: {lto lrnlru : rrlk Q [0, -], V T* e. T),

où P1 représente l'espace de polynômes de R" de degrée inférieur ou égal à un. Par
conséquent Xf est le sous espace de 1101(D) qui contient les fonctions linéaires et continues
par morceaux sur la triangulationTl,. On note que l'espace de mesures ayant la densité
égale à une fonction constante par morceaux de M7 est contenu dans Me. Si pt6 e M6
alors l'espace discret, analogue à Xp(D) est défini par

Xln t:  {u6 e Xfl;  r,nlrr: 0 si m.r :  *oo}.

L intégration par rapport à la mesure discrete p,n dolt être comprise dans le sens suivant :

f(r)dr,

bien définie pour les fonctions (ou produit entre eux) de Xln.
Le théorème suivant montre la variation de l'énergie E(p,,/) définie en (4.3.2) par

rapport à la mesure discrète p,6 svr chaque element ?s.(voir [33], [52]).

Théorème 4.5.1 Soit ph: (mk)i-: € Mn.Alors on a

AE  T f

f f i :  t  Jrr" 'no'vk: 
! ," 'n '  (4 '5'5)

où u6 est la solution de la aersion discrète du problème (4.2.5).
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Preuve Soit ar(., .) la forme bilinéaire définie sur Xrpar

1 1
ar(tt",t ' )  :  

JoYuY 
udr + 

Jru.udu".

La version discrète du problème (a.2.5) s'écrit:

trouver u6 € Xorn, tel que apn(un,un) : (f ,u7), V u6 € X2^. (4.5.6)

Soit /,6 : Fn * 6mei où ei est le j-éme vecteur unité de la base canonique en IR.', et i,6la
solution du problème

a1,h(ùh,u) :  (T,u) ,  Yu € X2^.  e .5.7)
En prenant z6 comme fonction test dans (4.5.7) on à avn(ùn,un) : (f ,un). On obtient

orn(ùn,uo) * d^ [ ù.1,u1,d.r: (f  ,u). (4.5.8)
JT,

D'autre part on a arr(u6,u6) : 17,u7,) pour tout 'r.r e Xl"^. En prenant cette fois ,uh : ù,n or:r
obtient apn(un,ùn) : U,ùn). On remplace dans (4.5.8) et il résulte :

U,ùn) - (f ,uo) : -6m I Anuna*.
1Tj

Comme E(pn, f) : -+U,u6), onobtient

E(in, f) - E(t,n, f) : 
Lrar, 

lrùn 
,nar.

Pour conclure il suffit de passer à la limite quand drn tends vers zero.

L"algorithme classique de type gradient au n-uplet (**)n:t,...,. est le suivant. Si on note
àYec w7,1a solution du problème

wh e Xflt",  at"n(uh,un) : (I ,un), Y u6 e Xf;n, (4.5.9)

les étapes de l'algorithme sont:

1. choisir une mesure initiale pI e tt'tn et un nombre d'itérations 1; pouli : L,.., 1 on
répète les pas suivants :

2. calculer uiet wi corune solutions des problèmes (4.5.6) et (4.5.9) associées à pi;

3. calculer le vecteur gradient ç'; : (Gi) , où

1  '  
, ' o *+  [@ i ) ' d * vk : ! , . . . , n ;G'u: -:2 

Jrr@i Jrn.

4. déterminer a'tel que

n(1'i + anGo)+ ,/(rr*,)) - zÙ((t' i + aici)+ , r)) < r((pi, TQù) - 2Û((1fi,r));
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5.  déf in i ,  pT '  par  ̂ T* t -  @i*  a ic 'ù* ,  Vk -  1 , . . . , f r i

Remarque 4.5.2 On note que, à chaque itération, dans l'étape 2,le terme I VuVudx rcste
inchangé. Pour gagner en temps d'execution, ce terme peut être calculé et stocké avant de
corunencer les iterations.

Remarque 4.5.3 Cet algorithme montre l'évolution locale de la membrane, par conse-
quence il trouve des optimum locaux (voir [13], [1a]). Pour échapper aux optimums lo-
caux on utilise le principe d'algorithmes génétiques ( dernière section de ce chapitre).

Avec cet algorithme on obtient les résultats suivants :

a) Soit D : l-t,l] x [-1, 1] le support de la membrane et B(0,0.a) h boule de centre
(0,0) et rayon 0.4.

Soit /(t) : t * Xa(o,o.a; * 10 * Xep,o.n1, et At : 2. Les figures ci dessous illustrent le
processus de décollement de la membrane.
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L'-évolution de la membrane correspondante est :
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4.5.2 Evolution des domaines

Dans cette section on propose une méthode numérique d'optimisation de forme basée
sur la combinaison des techniques classiques de dérivation par rapport au domaine et de

@



courbe de niveau pour la propagation de fronts. Avec cette méthode on va trouver des

optimums locaux et pour un etude global on va faire appel aux algorithmes génétiques.

La méthode de lignes de niveaux proposée par Osher et Sethian [53] a été appliquée dans

différents problèmes, corrune optimisation de structure élastique [3], problèmes inverses

[24], segmentation des images [a5]. Par la suite on va donner la définition de la dérivée

de forme et on va brièvement présenter la méthode de lignes de niveaux.

Dérivée de forme

On considère un problème d'optimisation de forme du type :

â"Jî /(o),

1.,fu+ 1ru| :(1 +t#) (1 +tffii-*##+o
I  t ,6

(4.5.10)

où "4 est la famille des domaines admissibles et f) -' J(CI) est la fonction coût qu'on

cherche à optimiser. La fonctionnelle J dépend de Ct à travers la solution d'une équation

aux dérivéei partielles posée sur ce domaine. Soit V e Cf (RN,JRN) un.champ de déplacement

ou de déformation. Potr t € IR on définit l'applicationT, : IRN ------ IRN par Tt : Id + tV.

Uapplication fr est un difféomorfisme entre IRN et son image, pour t petit. En effet, I est

uné |ijection comme perturbation de l'identité ( c'est une bijection dès que ltl < llyll;l
d'après les résultats classiques dans les algèbres de Banach). Il suffit de montrer encore

que le Jacobien de 4 est différent de zéto. En dimension deux, on a

si t est petit.

Définition
V, la l imite,

ce qui garantit la
L algorithme

comme suit:
So i tQ€  A

4.5.4 On appelle dériaée (Gateaux) de J au point Q, suioant la direction de déformation
si eIIe existe

,lgt

On notera cette limite D/(0 ,V).
Un résultat classique du a Hadamard est que la dérivée par raPPort au domaine ne

dépend que de la valetr deV.n sur ôQ. Alors, la dérivée de forme peut s'écrire D J (Q,V) :

[angv."àtoù la fonction g dépend implicitement d" 9, de la solution, de I'EDP et éventuellement
âË"I'etut adjoint (voir [42],[66], [30]). Une direction de descente pour la méthode de gra-
dient est I/ : -gn. Formellement on obtient

J(4(0)) :  J(CI) - ,  I  s2ds + o(t2)
Jaa

décroissance de la fonction objectif.
de variation de domaine par la méthode du gradient, peut être résumé

un domaine initial , 
U,



On calcule la dérivée de forme par rapport au domaine DJ(CI ,V) : [6n oV.nds ;
Pour un "bon choix" du pas de descente t1 on modifie CI de la façon suivante :
Crr : (Id + ,1y)(f,)) où V : -gn est la direction de déplacement;
Avec Q1 à la place de ft répéter l'étape deux, jusqu'à ce qu'un critère d'arrêt est
vérifié.

Remarque 4.5.5 On peut remarquer que les domaines atteints à partir d'un domaine C)

ont la même topologie que f). Cela signifie que la méthode de variation de frontière n'est

pas capable de produire des changements de topologie (ne permet pas l'apparition de

nouveaux trous à l'intérieur du domaine).

Un des inconvénients de cette méthode est que il faut remailler régulièrement, et donc

ceci fait quel l'algorithme soit coûteux.

La méthode de lignes de niveaux

Par la suite on présente la méthode de lignes de niveaux ([68],[63],[561,126]. Avec cette

méthode on ne maille pas la forme, mais on la capture sur un maillage fixe d'une grande

boite D.
On va paramétrer la forme ft par une fonction / appeléefonction lignes de niaeaux qui

doit vérifier

ÔQ,Ud + tv)(r)) : o Pour tout t'

En dérivant cette dernière expression, on a :

â ad,
rto{t,(Id+ tv)(r)) : fr *vvg: s.

Comme |/ est un champ de vitesse normal, V : Wn, et la normale à une ligne de niveau

est donnée par n: ffi on obtient que, pour calculer @ on doit résoudre une équation de

type Hamilton jacobi :

évoluer sa ligne de niveau 0 (i.e. AQ) au cours du temps
thme précédent on va faire évoluer la ligne de niveau 0

€ A0 on veut que

I
I

La fonction ô étant définie, on fait
(au lieu de bouger Q dans l'algori
de d). Autrement dit, Pour tout r

# *vnlvdl - o (4.5.11)

Si le champ de vecteur V possède une extension naturelle , on résout l'équation (a.5.11)

dans toutsla zone de dessin D.Yalgorithme d'optimisation par lignes de niveaux pour

la minimisation de la fonctionnelle J(A) peut être structuré de la façon suivante :

1. Initialisation de $ : @s correspondante à une forme initiale Qs;

2. Calcul du champ de vitesse;
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3. Déformation de Ct6 par résolution de l'équation d'Hamilton-Jacobi (4.5.11). La nou-

velle forme Or est donnée par la fonction lignes de niveaux /1 solution de (4.5.11)

après un pas de temps At en partant de la condition initiale do.

4. Pour des raisons de stabilité, la fonction est réinitialisée de temps en temps en

résolvant une autre équation d'Hamilton-]acobi dont la solution stationnaire est la

fonction distance signée à la courbe de niveau 0.

5. Avec f)1 au lieu de 06 retour à l'étape 2'

Avant de calculer Vn pour le décollement de la membrane on va dorurer quelques

détails sur la résolution numérique de l'equation de Hamilton Jacobi.
Le schéma numérique pour résoudre l'equation de Hamilton Jacobi
On utilisera dans la suite les notations classiques des schémas de différences finies

sur un maillage régulier des points indexés par les entiers i,3. Comme la frontière de la

forme est donnée par une fonction définie sur toute la région de dessin, on va utiliser un

maillage fixe pendant l'évolution de la forme. On rappelle le schéma explicite décentré de

différences finies proposée par Osher et Sthetian en [53] pour résoudre l'equation (4'5.11)

avec condition initiale Q(t :0,r) : Ôo .

ôTJ.l - ôTi - Lt[max (Wn,, 0)y+ * min (W,,, 0) Y-] (4.5.72)

ou

v* ô : fmax(Da'ô,0)' + min(Dfi' ô, 0) + max( Dioô,0;2 + minl n$oô,ù'1à (4.5'13)

et

v- ô : lmax(Dfi"ô, 0)' + min(Da" ô, 0)' + max(Dfia ô, 0)' + min(Daa ô, 0)']+. (4'5.14)

Dans les expressions ci-dessus on a posé :

avec Ar et Ag le pas suivant le long de l'axe des abscises et le long de l'axe des ordonnées,

respectivement. Pour avoir la stabilité du schéma , le pas du temps At est limité par la

condition de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

mryV"(r).At < Az.

Initialisation et reinitialisation de la fonction lignes de niveaux

D'après les suggestions de Osher et Sethian, [53], on initialise la fonction @ avec la

fonction distance signée

I  ô@) -  d is t ( r ,  aQ),  s i  r  €  Qc

\ Ô@) - -di"(1/j iuQ), sir € 0



où di,st(r,ô0) est la distance habituelle entre r et un ensemble K. Parmi les propriétés de

la distance signée on rappelle qu'elle vérifie

lvdl :  1 PresquePartoutsur Q n0"'

À cause du fait que l'équation de Hamilton ]acobi ne préserve pas la distance signée

au long des itérations, la fonction @ devient parfois trop raide ou trop plate. Afin de

régulariser la fonction @ on résout périodiquement l'équation

I  H *  s isn(d)  ( lvd l  -  1)  -0 ,

I  d ( t -0 , * ) -  Q@)
(4.5.15)

L-approche suivie pour résoudre cette équation est celle de Peng et al.[56]. La fonction

sign est remplacée par

s(d)  _

On utilise le schéma

d;r*t :  û1 - Lt lm*(t, i ,0)(V* - 1) + min(si7,0)(V- - 1)]

Ici s;r. est la valeur nodale de s(d) sur notre maillage, et V+ , V- sont donnés en (4.5.13) et

(4.5.14) pour la fonction d. La stabilité du schéma est donnée par la condition

D'autres méthodes pour la reinitialisation ont été proposées en [26], où la technique de

reinitialisation consiste en le calcul de la distance à la frontière, Pour chaque point du

maillage. Une autre méthode est de résoudre l'équation Eikonal lv"l : 1 en utilisant

Fast Mârching Methods proposé par Sethian, une fois en avant et après en arrière [63]'

Un autre ingrédient principal pour la méthode de lignes de niveaux est l'extension

de la vitesse. Pour résoudre l'equation de Hamilton Jacobi, la vitesse doit être définie sur

toute la région de dessin. Si la fonction 9 qui intervient dans l'expression de la dérivée

de forme eit defir,ie sur toute la région de dessin alors on a une extension naturelle de

la vitesse , Y=-g (c'est notre cas). Cette extension n'est pas possible dans tous les cas.

D'autres méthodes pour l'extension de la vitesse ont été proposées dans la littérature.

L-une d'entre elles est de résoudre l'equation hyperbolique (voir [56]).

max s(d)êr- - \ - - ' L r  
2

ut* s,isn(d) ffi 
.Yu- o

(4.5.16)

(4.5.r7)

pour t assez grand,
ailleurs.

et avec la condition initiale égale à la vitesse sur la frontière et zéro
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Calcul du vecteur vitesse pour le décollement de la membrane

Revenons maintenant au calcul de la vitesse pour l'équation de HamiltonJacobi (t42]).
On rappelle que dans ce cas la fonctionnelle à minimiser est donnée par l'expression
(4.4.1) qui est équivalent à

(4.5.18)

(4.5.r9)

DJt (Q ,Y)  - , l g ;

1 1  l f  f
J(c,) : -; 

JrTundr 
+ lftl : -; 

J"f 
undr * 

Jno"

où ue est la solution du problème

| -tu: 7 dans f)

I " 
e ËIÉ(CI)

Soit Jr(CI) : [ruçf dr. D'après la définition de la dérivée de forme on a :

t - 0

frfffiid'r - [of6a,

-  f  LLet  s i  r  €CIus: 
t o, sinon.

( -_Lu' -0 dans 0

t ?,1 - -Yu.V sur 4(-).

ou

On note u,' : limt---o 3$3.par conséquent D[(C],V) : [o f u'dr.

Trouvons maintenant l'équation vérifiée Par u .
On sait que u"r(o) vérifie -L,u7,p): / dans Ii(CI). Soit rp e Co+-(fl). Pour t petit on

a que g e Ôigr(Q)). far conséquent on peut prendre p comme fonction test dans les

équations veiifiees p,a, ur,pl et zn. D'une part on obtient [oVur,g1.V-gdr - [p {p!",

"t 
du l'autre part on obtient [oYuç.Vgdr : Ïof çd". Les dernières deux égalités im-

pliquent ÏoVu' .Ypdn : 0 donc

-L,u' :0 dans Q. (4.5.20)

Il nous reste à trouver la condition sur le bord. On a que pour tout r e 0Q , u(t, (I d +
tv)(r)): 0. On dérive par rapport à.t et on obtient ft + V".V : 0 Pour tout r e â0' Par

conséquent, l'équation vérifiée par u' est

(4.5.2!)

L-étape suivante dans la calcul de dérivée est d'éliminer u'. Pour cela on va multiplier

l'équation (4.5.19) Par u . En intégrant sur Q on a

I
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On applique la formule de Green au membre de gauche. On a

car -L,u' - 0 dans O etu'

- 
Iru' Lud,r_ - 

I.Lu'ud,r 
- 

Irru'ffiu,

: tu'*-tYYvndsJao  0n  Jan0n0n"

-HV.n sur Afr. Par conséquent

DJ.(Q,v)-  t  you'r  ,
) - 

J un a" a"v 
-nds.

DJ(o, Y) - 
Irr l- iYu.vu+ 

1l vnd,s.

(4.5.22)

On peut encore transformer la relati on (4.5.22) on utilisant le fait que, sur la frontière, on

^ ** : Vu'Yu' Il résulte

DJr(Q,  y) Yu.YuV.nds. (4.5.23)

On note Jz(CI)  :  Ïndr.  Alors DJr(A,V)- ÏunV.nds.

Finalement on obtient

(4.5.24)

Par conséquent le vecteur vitesse dans la méthode de lignes de niveaux décrite antérieurement

va être U": -?TYu.Yu + 1), avec un extension naturelle sur D.

Exemples numériques

Les figures suivantes présentent le processus de décollement si la membrane est initia-

lement décolée sur un càrcle, duquel on a enlevé un secteur. La force au moment initial

et / : 10 . t . Xa(o,o.s) et le pas du temps et At : 2. Dans les figures si dessous l'ordre est

de gauche a droit et de haut en bas. Le nombre de itérations d'une figure à l'autre est de

6. 
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Flc . 4.6 - Décollement avec la méthode de lignes de niveaux

Avec la même force, mais cette fois on suppose que la membrane est initialement
décollée sur un carré duquel en enlève un rectangle on obtient :
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4.6 Optimisation par stratégie évolutionnaires

4.6.1 Préliminaires

Comme les algorithmes génétiques, les stratégie évolutionnaires sont des méthodes
de recherche basées sur des mécanismes stochastiques. Mises en oeuvre par Rechenberg
et Schwefel, ([6U [60]), elles tentent d'imiter le processus naturel d'évolution en se basant
sur l'hypothèse suivante :

l'évolution naturelle constitue une stratégie optimale pour I'adaptation des êtres tiaantes à
leur enaironnement.

Dans la littérature on rencontre deux types de stratégies d'évolution:
- stratégie d'évolution à deux membres;
- stratégie d'évolution multimembre.

La stratégie d'évolution à deux membres correspond à la structure la plus simple per-
mettant d'imiter l'évolution nafurelle. L idée intéressante qu'on ne rencontre pas dans les
algorithmes génétiques est de représenter un individu corune une paire u : (*,o), où
r est un point dans l'espace de recherche et o est un vecteur de déviation standard. La
seule opération génétique utilisée est la mutation. L"algorithme élémentaire d'évolution
est construit à partir du processus itératif suivant :

- mutation Un individu parent produit un individu fils en modifiant légèrement et
aléatoirement ses caractéristiques

rntt : r" + lf (0, o)

où N(0,o) est une distribution normale de moyenne 0 et d'écart type o. Le choix
de la quantité avec laquelle on modifie un individu est basée sur l'utilisation d'un
opérateur de mutation qli modifie légèrement chaque composante du vecteur pa-
rent de façon aléatoire. A cause de cela, il est convenable de choisir une loi sto-
chastique où de petites variations arrivent fréquemment, tandis que les grandes
modifications se font plus rares. En général, on choisis une distribution normale ou
Gaussienne.
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- selection L individu parent ou fils est choisi selon son aptitude vis-à-vis de son

environnement, comme parent de la génération suivante. Par exemple, si f est la

fonction objectif à maximiser, alors l'enfant (*"+t,o) remplace son parent (r",o) si

T@"*') > f @"). Dans le cas conhaire,la population reste inchangée.

L-itération est reconduite jusqu'à ce que l'optimum est atteint. Le vecteur de déviation

standard o reste inchangé pendant le processus d'évolution. Si toutes les composantes de

ce vecteur sont identiques et le problème d'optimisation est régulier, on a la théorème de

convergence suivant [5L] :

Théorème 4.6.1 Pour o ) 0 et une optimisation régulière aaec fool > -oo (minimisation) ou

Topt 1 æ (maximisation) on a

P{ l i 'mn-* f  @) :  fq}  :  L .

Ce théorème doit être compris dans le sens que l'optimum global est trouvé avec une

probabilité un pour un temps suffisamment long de recherche. Par contre elle ne four-

.rit auc.rt e information sur le taux de convergence. L"analyse théorique de la stratégie

d'évolution à deux membres a montré que la rapidité de convergence est liée à la proba-

bilité de succès, c'est-à-dire au nombre de mutations améliorant la fonction objectif. Elle

a permis de formuler la règle du succès de Rechenberg Pour contrôler la variation de o :

loisque le rapport entre le nombre de succès et le nombie de mutations est supérieur à |
la variance est augmentée, elle est diminuée dans le cas contraire.

La stratégie d'évolution multimembre diffère de la stratégie à deux membres par la

dimension de la population qui va être supérieure à un. Dans ce cas, on part avec une

population initiale de p individus (parents). Par des opérations génétiques (on peut avoir

à'iutres opérations que la mutation) on génère À descendantes (fils) à chaque iteration.

La sélection de meilleurs individus peut s'effectuer :

- sur la population globale composée de p parents et des À fils. C'est le schéma plus

(p  +  À) ;
- sur la nouvelle population composée des ) fils. C'est le schéma comma (p, )).

On peut voir la stratégie à deux membres comme un cas particulier du schéma plus, avec

F : I et À : 1. Le processus de selection est déterministe et élitiste. Pour le schéma

plus (p * À),la popuiation temporaire de (p * À) individus est réduite à p individus en

iélectionnant leJ p meilleurs individus parmi l'ensemble des (p * À) alternatives' On note

que, dans ce cas, un individu parent proche d'un optimum peut avoir une durée de vie

illimité.

Pour le schéma comma (p, À), on sélecte les pr meilleurs individus parmi l'ensemble de

À alternatives. On note que ce schéma exige que le nombre de fils À soit supérieur ou égal

au nombre de parents p. Pour avoir la convergence, il faut que le nombre de fils À soit

suffisant po.tt qr", en moyenne, au moins un fils soit meilleur que la population parent.

Schwefel ptopoi" le rapport optimal l, * i. Pour les stratégies de type (p * )) ou (p' À) le

paramètrô de control an'est plus constant, il est soumit au Processus d'évolution'
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4.6.2 Strategies d'évolution pour le décollement de la membrane

Dans cette section on va présenter la stratégie (lr, À) dans le contexte du décollement
de la membrane. L algorithme d'optimisation utilisé peut être structuré de la façon sui-
vante

Gênêrer une population initiale
répéter
- Recombination et mutation des indiaidus pour produire des fils;
- Eaaluation de la fonction obiectif de fils;

Selection de la nouaelle population;

iusqu'à
une solution satisfaisante a étê trouaée kritère d'arrêt satisfaiÙ.

4.6.3 Représentation des formes et fonction obiectif

Soit (o-,,) € [0,1] une famille de paramètres. On considère la fonction 9 définie sur

[0,  r ]  x  [0 ,1]  par
g(r,A) :*a*,n(s' intrnr)(cosnmy). (4.6.1)

A partir de cette représentation en série de Fourier on va générer dans un premier cas des

domaines, et dans un deuxième cas des mesures. Commençons par le premier.

Génération des formes

Soit D : [0, 1]x [0, 1] la membrane, et 06la partie sur laquelle la membrane est décollée

au moment initial ts.Laposition de la membrane au moment t1 est trouvée en résolvant

le problème d'optimisation

(4.6.2)

1 f

Ëffi; J,"nf 
o' - l0l (4'6'3)

La représentation de domaines est basée sur l'étude des ensembles de niveaux pour les

fonctions décrites par séries de Fourier. À l'ensemble de paramètres (a*,,,) on associe

l'ensemble ouvert

0 : :  { (z,g) € [0,1]  x [0,  l ] ,g(r ,ù <ry]

Un ensemble test pour le problème d'optimisation (4.6.3) va être CIo U Q. L1 Popula-
tion pour l'algorithme evolutionist est obtenue en générant plusieurs ensembles de pa-

ramè'tres, uptËr les domaines correspondants, et ensuite la réunion avec le domaine initial
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O0. On note que dans la population on introduit aussi, comme solution potentielle,le do-

maine Cls. Les opérations des recombination et mutation des individus sont faites sur

l'ensemble de paramètres (a-,,,). Un individu pour la stratégie d'évolution est représente

Pa r :
( X  ,  o )  -  ( ( r r  r  . .  . ,  r t )  ,  ( o t  ,  . . . ,  o , ) ) , (4.6.4)

où (r1 , . .., rt) sont les paramètre s (o^,n) après une renumerotation convenable, et oil Pour
,i : 1,...,1, sont les deviations standard utilisées pour la mutation. Dans nos calculs on

considère I : 30.
Population initiale et recombination
La population initiale consiste en 30 individu , PùPo : (pop{l} , '. ., pop{30}) , où pop{i, L}

(r i ,rî , . . . ,r ' rù et pop{i, ,2} :  (o\,oT,,.. . ,"âo). On note que pour représenter la population

on utilise une shucture de type cetl avec 30 lignes et 2 colonnes. Les vecteurs pop{i,I} et
pop{i,2} sont générés aléatoirement. Pour l'opération de recombination on procède de la

façon suivante. Soit

pop{k} :  ( ( r f  ,  ,1, . . . , r !ù, (of  ,o! , . . . ,o!o11 et

pop{j} : ((rtr, rL, ..., r 'ro), @1, d2, ...,"{o) ) .

Il y a deux type d'opérateur de recombination:
- discrète, où le fils résultant est

((r1' ,.. ' ,rTil,@l', " ', o3ô'))

avec Qa et qj est égal à k ou j.
- intermédiaire où le fils résultant est

( ( " "1+  (1  -  o ) r i r , . . . , oz r l o+  (1  -  o ) r ' r o )  ,@of  +  (1  -  d )o t t , . ' . , o ,o lo+  (1  -  o )o "o ) ) ,

avec o € (0,1). D'après les suggestions de Schwefel [61,] , pour pop{i,l} on réalise

une recombination discrete, et pour pop{i,2} une recombination intermédiaire.

Mutation
Soit ((r1,..., rro), (or,...,oso) m individu auquel on applique l'opérateur de mutation.

Pour le nouvel individu on a

o' i :  oiexp(r '- l /(0, 1) + rN,(0, 1)) et

r ' i :  r i  + onlur(0, r),

où
.^\I(0, 1)- valeur scalaire tirée d'une distribution normale avec le moyen 0 et l'écart tyPe 1;

Ni(0, l)- valeur scalaire tirée d'une distribution normale avec le moyen 0 et l'écart fPe 1

associée à la comPosante'i.
r' - coefficient global;
r - coefficient loc aL;
Soit I la longueur d'un individu dans la population considérée. D'uPrès Schwefel 16ll,
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on a pris r' - {21-r et r : \Fzr/t-' . Ces opérations de recombination et mutation sont
répétées jusqu'à ce qu'on obtient À fils.

Evaluation et selection

On évalue chaque individu de la population par sa fonction objectif. Après avoir or-
donné les individus, on choisit les p premiers comme nouveaux parents. Dans notre al-
gorithme, on assigne une variable pour enregistrer la meilleure valeur courante de la
fonction objectif. Cette variable va être reinitialisée chaque fois que dans une génération
on trouve une fonction objectif meilleure. Les résultats numériques sont obtenus pour
F :  15  e t  À  :  105 .

Exemple 4.6.2 Dans ce premiere exemple on reprend I'exemple (4.4.4), d'une membrane radiale
et symétrique. Ci-dessus on prêsente les positions de la membrane calculées au moments L5, L5.5,
L6, L7.5,19 et 20.5. On note que la membrane reste collêe aaant L5, et le saut a lieu entre 1-5 et
15.5.
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Exemple 4.6.3 Dans cet exemple on considère la membrane initialement décollêe sur Ia boule
B((0.3,0.3),0.1), centrêe en (0.3,0.3) ef de rayon 0.1. On tire aaec une force delinie de la façon
suiaante

Le pas du temps d'une iteration a I'autre est êgal à Lt : 2, T : 29, et initialement on considère
t : 26 .
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Exemple 4.6.4 On considùe que la membrane est initialement decollée sur une couronne de la-
quelle on enlèae une petite partie. On applique la force sur une couronne lêgèrement plus grand.
L'anolution de Ia membrane est présentée dans Ia figure ci dessus.
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Remarque 4.6.5 Deux formes ont la même topologie si on peut passer de l'une à l'autre
par une déformation continue. En dimension 2 la topologie est caractérisée par le nombre
de composantes connexes du bord ou de trous. L"exemple 4.6.3 présente un changement
de topologie,le nombre de composantes connexes du bord initialement égale à 1, devient
après quelques iterations égale à 2. IJexempLe 4.6.4, montre que la famille d'ouverts de
Sverak n'est pas stable par rapport a ce modèle, le nombre de composantes connexe de la
complémentaire augmente en temps .

Génération de mesures

Dans le deuxième cas,le problème d'optimisation est (on l'a vu dans la section 2)

max
p,eMo(D) t.iLf urdr - wp. (4.6.5)

où u, et uu sont les solutions de problèmes relaxés (4.2.5), respectivement (4.2.6).
Dans le calcul numérique, toutes les mesures utilisées sont considérées absolute conti-

nues par rapport à la mesure de Lebesque. Par la suite, on va identifier une mesure avec
sa densité. Pour générer des mesures p € Mo(D), on va tronquer d'abord la fonction g,
telle qu'elle soit dans [0, !], g : ffi, et on prends p : 105 ' gd,r. On note que g est
calculé au centre de chaque triangle de la triangulation considérée. La domaine initial Cl6
est représenté par la mesure ps : gsd,r, où

go(r) : 
{ 1b,, li,l,,'. 

n'

On note que dans la population on introduit aussi, corune solution potentielle la mesure
ps. Comme pour l'évolution de domaines,les opérations des recombination et mutation
des individus sont faites sur l'ensemble de paramètres (a-,,,), et elles ont été présentées
ci-dessus.

Exemple 4.6,6 Pour laforce égale à 0.5 au moment initial et une uoissance égale ù 0.3 à chaque
iteration, on a obtenu les résultats numériques suiaants.
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Remarque 4.6.7 Cet exemple est une fuidence numêrique du processus de relaxation : Ia forme
initiale est un domnine est I'eîJolution nous conduit à des mesures.
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Exemple 4.6.8 Dans cet exemple on considère la membrane initialement décollée sur une cou-
ronne C((0.5,0.5), 0.27, 0.a). Le support de Ia force est Ia couronne C1((0.5,0.5), 0.25, 0.42). Au
moment initial Ia force est égale à 8 et à chaque iteration en tanps elle crolt aaec I.
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Remarque 4.5.9 Pour vérifier la validité de mon algorithme, je l'ai testé sur l'inégalité
isopérimétrique suivante, impliquant la rigidité de la torsion P d'un domaine simplement
connexe Q et la premiere valeur propre, À1, de la membrane sur Q, fixée le long du contour
aa.

Cette inégalité isopérimètrique, conjecturée par Pôlya et Szegô en L950 [58] et démontrée
par Marie-Therese Kohler-fobin en L970 [48], exprime que le produit PÀl est minimum
pour le disque:

P(CI)À?(CI) > P(B)^?(B).

Notons qu'aucune contrainte de mesure n'est pas impliquée, car l'application

(4.6.6)

Q - P(CI)À?(CI)

est invariante par homothésie.

J'ai testé cette conjecture en obtenant la boule, et ensuite j'ai utilisé l'algorithme pour
les fonctionnelles 0 - P\1, O -+ PÀ3, Q - P\f;. Vu que les domaines optimaux sont
disconnexes (en 2,3 et respectivement 4 composantes), il est suggéré que les optimums
sont 2,3 respectivement 4 disques identiques et disjointes.

Les résultats obtenus pour /c : I,2,3,4 sont présentes dans les figures 4.7,4.8,4.9,
4'10' 
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Ftc .4 .7  -  I ' ^? Frc .4 .8 -  I ' ^3

Frc.4.9 -  P^?, Frc .  4.70 -  P^|
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Chapitre 5

Étuae numérique de problèmes de
localisation optimale

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l'analyse numérique de différents problèmes

de localisation optimale tels que le problème du choix optimal des pixels d'appui pour

l'interpolation d;image, la minimisation de la compliance Pour le renforcement d'une

membrane ou la maximisation de la première valeur propre du Laplacien avec des condi-

tions mixtes de Dirichlet et Neumann. Pour l'étude numérique on adopte les principes

des algorithmes évolutionnaires, plus précisément on utilise les algorithmes génétiques

et |e ràcuit simulé, combinés avec des méthodes déterministes, comme le gradient topo-

logique. L-espace de formes a une structure relativement simple : les incorurues sont des

eniembles formés par une réunion de boules de rayon fixe, mais petit. Les outils clas-

siques tels que la dérivée par rapport au domaine/methodes de level set ne peuvent pas

êtrL utilisés. Également, les méthodes basées sur les lignes de niveaux du gradient topo-

logique ( voir [36]) ne sont pas adaptées'-Là 
shucture de ce chapitre est la suivante. Dans un premier temps on présente les

modèles mathématiques étudiés ainsi que quelques résultats. Chaque modèle est suivi

de résultats numériques qu'on a pu obtenir en appliquant des méthodes évolutionnistes

combinées avec des méthodes déterministes qui vont être décrites au fur et à mesure.

5.L Choix optimale des pixels d'appui pour I'interpolation
d'image

L objectif de la compression d'image est de réduire la quantité de mémoire nécessaire

pour le stockage d'uné image. Différentes méthodes ont été développées dans la litera-
-tor" 

' des méthodes baséesiur les répétitions, des méthodes de type dictionnaire, des

méthodes statistiques, la compression JPEG, la compression fractale, la compression_pa_r
ondelettes, et la cômpression 

-basée 
sur les équations aux dérivées partielles (à voir [25],

[s0], [s9], [69]).
Dans cette section on va étudier la dernière approche, on plaçant le problème dans

le cadre d'optimisation de forme. Pour les résultats qui vont être présentés dans la suite

nous nous .èféror,s à [8]. L"idée est d'extraire l'essentiel de l'image, c'est à dire les pixels
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les plus "importants" (par exemple 10%) et d'interpoler les autres en utilisant une EDP

appropriée. Dans ce contexte, deux questions fondamentales se posent :
- quelle est I'EDP la plus adaptée pour ce but;
- comment on peut trouver les "bons" pixels qui donnent la meilleure reconstruction;

L"EDP qu'on choisit pour l'interpolation peut être linéaire ou non-linéaire. Dans le cas

linéaire,le problème a été étudié en [8] par Belhachmi, Bucur, Burgeth et Weickert .

Dans un premiere temps on va rappeler le contexte et les résultats principaux du cas

linéaire ([8]) et après on réalise un étude du cas non linéaire (p-Laplacien).

5.1.1 Cas linéaire

Dans [8], l'analyse de forme est faite dans le cadre de la f-convergence, partant de

deux points de vue différents. Premièrement,les auteurs proposent un modèle EDP continu,

et pai une étude asymptotique de type dérivée topologique ils obtiennent des informa-

tions locales sur l'importance de chaque pixel dans la reconstruction. Dans une deuxième

étape, ils reformulent le modèle continu basé sur des pixels "gros" (boules) dans un es-

paie de dimension finie, (2 ou 3) et, par f- convergence, ils effectuent une éfude asympto-

tqrre quand le rayon de boules tend vers 0. De cette façon, ils obtiennent des informations

s.tr lu àistrib.ttion optimale des pixels, utilisant les résultats obtenus pat Buttazzo, San-

tambrogio et Varchon enlZ?lPour une membrane.

Modèle continu

La pratique suggère de considérer la norme fy'l, c'est-à-dire d'approcher le Sradient. Intui-

tivômeni ceci iignifie que là où le gradient est grand (autour du contour de discontinuité

discrète) on doiiretenii deux contours parallèles avec des valeurs pour f très différentes,

au lieu d'un seul contour avec de variations petites.
Lebut de la compression des images étant de réduire la quantité de mémoire nécessaire

pour le stockage, des contraintes sur la taille de K viennent naturellement à s'imPoser.

bur,s le cas continu, ces contraintes doivent être comprises dans le sens d'une mesure

appropriée (mesure de Lebesque, mesure de Hausdorff, capacité). En ce qui concerne le

cnôi" âe la mesure, les résultats suivants sont prouvés en [8].
90

Soit D Ç R2 le support de l'image (un rectangle symétrique par rapport à l'origine)

et / : p -+ IR l'image, supposée connue sur une région K ç D.Pour approcher / sur

la région D \ /( on considère l'équation de Laplace avec conditions de Dirichlet sur K et

conditions de Neumann sur âD

( -Lu:0 dans D \  K,

1 u: T, sur K (5.1.1)

[  #:o '  suroD'

Soit u6 la solution de (5.1.1). Le problème consiste en l'identification de K qui donne

la meilleure approximation u6 dans un certain sens, Par exemple qui minimise une de

normes 
I lou*-Yf l2d ' rou Iw*-r lpar '

J o  J D



où lKl est la mesure de Lebesque, n'a pas en général de solution,l'infimum étant égal à zero'

Théorème 5,1.2 Pour tout c > 0,le problème

Théorème 5.L.L Pour tout c

in f  t lVux vTl 'd ,
KçD,  l l ( lS"  J  n

in f  t lVux-VTl 'd ,
K ç D , T r r ( K ) S c J n '

(5.1,.2)

(5.1.3)

où Hr (K) est la mesure de Hausdorff mono-dimensionnelle, n'a pas en général de solution, I'infi-
mum êtant égal ù zero.

Comme pour les espaces de Sobolev la mesure naturelle de la discontinuité des fonc-
tions est la capacité, une contrainte du type capacitaire paraît plus appropriée.

Soit Mo(D) la classe de mesures boreliennes non négatives définies sur D (cette classe
a été introduite dans la première section du chapitre 1.)

Définition 5.1.3 Soit o ) 0. La a-capacité d'une mesure pt e Mo(D) est définie par

cap.o.r) :,.llrtrrl 
I rlyul2dr 

* " I "u2 
d,x + 

l rf" 
- t)'dpl.

Définition 5.1.4 IJne suite de fonctionnelles délinies sur un espace métrique V, Fn : V ------+ IR,
l-conaerge oers F dans V si et seulement si pour tout u e V il existe une suite un e V telle que
un+udansVet

F(") 2 t'"ïy Fn(un),

et pour toute suite convergent€ u,n ---'--+ u dans V on a

F(r) < tit_lgf F.(u").

La propriété principale de la f-convergence est que toute suite convergente de minimi-

seurs de F" a comme limite un minimiseur de F.
Pour p e Mo(D), on définit la fonctionnelte F, : Ur(o) ------+ IR' par

Fr(u) lVr lzdr + lul 'dp'.

Définition 5.1.5 On dit qu'une suite de mesures F. e Mo(D) l- conaerge aers une mesure
p, e Mo(D) si et seulement si Fr,l- conaerge aers F, dans L2(D).

En considérant une contrainte en terme de capacitê, cap,(K) I c,le critère devient

L

I

I

I

max min t lV, l 'dt - gcap*( K),
KçD ueHt  (D) ,  u : f  SUf  K  J  O
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où B > 0 joue le rôle d'un multiplicateur de Lagrange. Pour des raisons d'ordre pratique,
on ne permet pas à K de toucher la frontière de D.

Soit ô > 0. On introduit les notations :

K6 :: {X C D : Kfermé,K e D-u},

Mt(D) :  {p e Mo(D) :  p lpqp-o :  0} .

Les deux théorèmes suivants représentent les résultats principaux prouvés dans [8].

Théorème5.1.6 Si p,, e Ma(D) 1-conaergeaers p,,alors p, e M{D) et Fr.l-conaergeoers
F, dans L2(D), où

F,.tu\ :  [  [" lYul2dr + [o(u - T) 'dp sl  lz l  < l / l* ,
t l \ u ) -  

I+ - ,  s i non .

Théorème 5.1..7 On a
cI" ,K6(D):  Mt(D) ,

et
sup (E(K) - Bcap,(K)) :  +pl-.(E(p) - p"op"(p)) '

K€K6, (D)  P 'eMa(D) '

Les résultats de f-convergence et la propriété de densité exprimés dans ces deux

théorèmes ont comme consequence le fait que de tout suite maximisant Pour supr( ,xo<olU(K)-

Bcap,(K)) on peut extraire une sous suite 7 convergente et la mesure 7-limite est solution

pour le problème relaxé nr8,x.pçM5(Dl@0t) - 0"op"(F)).
Nous nous intéressons maintenant à l'influence de chaque pixel dans la reconstruction

d'images. Pour faire cela, l'idée est de partir avec l'ensemble K : D et d'analyser la

rer,sibilité de la fonctionnelle non relaxée (5.1.a) par raPPort à des petits trous introduits

dans le domaine.
Soit K. - /(\ B(ro,e), où B(*o,e) est la boule centrée en lc6 €t de rayon e. On considère

la fonctionnelle 
f

J(K,):  ,e n,rpïÏ5surK6 J , lvul 'a ' '

le minimum étant réalisé par ue. Alors, le calcul du gradient topologique réalisé en [8]
donne

J(K,)  -  J(K) :  - lA/ (uo) l '  
,en 

+ e4o( t ) '  (5 .1 ' .7)

Comme le gradient topologique de la capacité est indépendant de zs et il est d'ordre

au moins 4, il résulte qu'il faut prendre en compte seulement le défaut d'harmonicité de /,
c'est à dire lA/1. Le résultat ci dessus est en concordance avec les résultats expérimentaux,

les deux suggérant de prendre les pixels là où la valeur absolue du Laplacien de l'image

est maximale. 
gz

(5.1,.5)

(5.1.6)



Distribution optimale des pixels

Nous considérons à présent le problème en dimensions d, : 2 ou d : 3. On suPPose

f e H2(D),# :0, où fi est la dérîvée normale de /. Pour m > 0 etn €. N on définit

Soient I)K :,..rK - T et g : LT € L2(D). Par consequence ua Pstsolution du problème

A^,n :  {u7=rB( rn , r )  :  n i€  Rd,  ,  :  \ } .
n d

On appelle la boule B(*n,r) pixel "gros". On considère le problème

min I  lou*  -Vf l2dr .
K e . A ^ , n  J  p '

(  -Lu* :n  dansD\K
1 ux : o' surK
I  H:o '  surôD\K'

Le problème (5.1.S) devient un problème de minimisation de la compliance

(5.1.8)

(5.1.9)

(5.1.10)

Une problème similaire a été traité enl22), dans le cadre de conditions de DiricNet sur la

frontière 0D.Encouvrant la frontière âD avec seulement Can# boules, et en utilisant la

propriété de densité capacitaire ainsi que le caractère local de la 7 convergence, à la limite

on peut se débarrasser de conditions de Neumann.

Pour obtenir des informations sur la distribution des boules, on va utiliser une autre

topologie pour la f-convergence des fonctionnelles d'énergie. Dans ce nouveau contexte,

lei minimiseu.s restent inchangés, mais leur comportement est vu dans une autre topo-

logie. Pour tout K €. A^,n on introduit

1 n

t rK : :1 Iô , ,  €  P( lRd) ,
f l  - ._ l

où ô,, est la mesure de Dirac au point r et P(Rd) est l'espace des mesures boreliennes de

probabilité sur IRo.
On introduit les fonctionnelles

Fn iP (R ' ) - €Ru {+oo } ,

,â Ï rguxdr,  s ip -  l tx,  K € A*,n
F"(t t)  -

Le résultat principal, Prouvé

*oo
a

slnon.

1221, est le suivant.
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Théorème 5.1.8 On suryose g > 0. La suite des fonctionnelles Fn l-conaerge par rapport à la
topologie faible x sur P(Rd) aers

F(p ) -

où p - p,od,r I u est la décomposition de Radon de p, et

g(a):-- inf{ l im,inf , ip(x,) :  Kn e Ao,n}.

La fonction 0 n'est pas explicitement connue, mais, dans [22] quelques propriétés sont

établies. La fonction I est positive, non croissante, et elle s'annule à partir d'un certain

point. Pour a petit, les inégalités suivantes ont lieu :

d , :2 :  Cl losal  -  C,  < 0(o)  < C3l losal ,

d, :3 ,  Cr : -Cz3o(a )<q : .

Minimiser F implique que sur des régions où lgl : lA/l est grand , pto doit être suffi-
samment grande pour approcher la valeur pour laquelle 0 s'annule. Sur des régions où

lA/l est petit, pa peut être aussi petite. En utilisant les inégalités et en écrivant l'équation
d'Euler pour le minimiseur on a :

-  pour d:2, f f i  = c^,yl \ , f  12,
-  pour  d :3  |  l to  x  

"^ ; l \ f  l ,
où 

"-,y 
sont des constantes appropriées. Ce résultat suggère de prendre une distribu-

tion de pixels proportionnelle à la/1, (en tout cas la où la/l est petit).

5.1.2 Cas non linéaire

Dans [11]Weickert, Welk, Galic, Bruhn, Belyaev et Seidel suggèrent d'utiliser pour in-

terpolation d'EDP non-linéaire. On va remplacer à présent le Laplacien par le p-Laplacien.
Soit t < p < oo. Le p-Laplacien, noté urruc Ào est l'opérateur défini par L,ou : diu(lYulp-2Vu).
Soit u6 la solution du problème

f

ryqr I lYu*lod,Kço Jo

parmi tous les fermés K

(5.1 .1 1)

Par analogie avec le

tion de K qui maximise

où u6 est la solution de (5.1 JI),
mesure (Lebesque, Hausdorff ,..-).

cas linéaire on considère le problème qui consiste en l'identifica-

(5.1 .r2)

satisfaisant une contrainte de

94



On note qu'en général, si p 12, le critère (5.1.12) n'est pas equivalent à

I
pèB JrlV' 

- Y flpdr' (s'1'13)

Pour p : 2 on retrouve l'equivalence entre les critères (5.1'12) et (5'1.13).
Par la suite on va donner un résultat analogue au Théorème 5.1.2, démontré dans le

casP:2dans [8 ] '

Théorème 5.1.9 Soit I < p{ *oo et soit f eW}'e@). Alors,pour toutc > 0

f f

,rifi=",:Ë',Ï, * Jolv"loo' 
: 

,rlv flpdt' (5'1'14)

Avant de passer à la demonstration on rappelle quelques résultats utiles.

Définition 5.1.10 Pour un ensemble compact K inclus dans une boule arbitraire B on définit la
capacité locale par

co(K,B) : : in f {  /  lYô led , r  g  e  c f ; (B) ,  ô>  |  sur  K} .
J B

Définition 5.1.11 Pour r, c > 0 on dit qu' un ensemble ouaert Q aériJie la condition de p - (r, c)
densité capacitaire si

v r € ae, v o < ô < r c'9"r28"'!B'P, o) r- 
".Cp(8,,a, B,,zt)

La classe d'ensembles qui vérifient cette propriété on la note avec O.,,.
Les résultats suivants ont été prouvés dans [17]'

Proposition 5.1.12 Soit 1p,q1C B*,, une courbe telle que € e 8,Ï. Alors :

C o(y@,el 8,,2,) 2 C o(lr, €li 8,,2,)

où lr,(l représente le segment avec les extremum en n et {'

proposition 5.1.13 Soit K ç RN un ensemble connexe et compact. Alors pour tout r € K et

r  < ld iam(K) on a:

Co(K nE-.; B,,z) 
, Q([0, 1] 

1!]"-t; 
Bo,z) 

.
Ce(Ç;8,,2,) C,p(Bsr; Bs,2)

Preuve du Théorème 5.1.9
On note que (5.1.14) est équivalente à

ve>  01K,avec t { t (K" )  Sc te lque  n ig . -  [1vuya* ,  I l v f l ' d , r -e .  (5 .1 .15)
'  1 : / S U T K " J O  J o



Effectivement, l' iné galité

est immédiate en Prenant u

JYrlo d*

membre d
à dire

=€

Pour la suite on note avec ue

(5.1 .r7)

Alors (5.1 .16) est équivalent à

(5.1 .18)

elle converge
implique que

(5.1.19)

0 fixé. On dis-

On va construire K! tel que Tlr(K!) : o, a 1 c de la façon suivante. Soit Hn ::

{(0,1) x r,,} où (rn)n: Q n (0, 1) . Pour construire K! sur chaque segment H" on met de

petits segments tels que la somme de leurs mesure de Hausdorff soit égale à ff. Les seg-

ments ont la même longueur et sont repartis de façon uniforme. Le procédé est présenté

pour la construction de K! et K,2 dans les figures 5.1',5.2.

Flc. 5.1 - Construction du H:

upposons le contraire, c'est

f

J D

f
Tl(K,) s c ,_rËiiï. *, JrlVrlod,

la solution du problème

( -Lpur:O dans D \  K,

{ LLe: f sur K,

l .  L I ' - 0  su rAD .

te  >0te lque v  K, 'H ' (K, )<"  [  1vu,1pd, r1  [  l r f loo* - r .
J n  J D

On note que (zr), est bornée dans Wj'p(D), donc(à une sous suite près)

faiblemeni vers une fonction u dans Wà'o(D). Cette dernière affirmation
(5.1.18) est vérifiée aussi par u.

f f

J olv"l'a, 
< J DF fledx - e.

On va démontrer que u : / et pour obtenir une contradiction. Soit e >

tingue deux situations.
Cas l . : 1<P(2

olp
h loJ3 vl3

h lh l
d2 (L,:
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tJ4

tl4

aJ4

tJ4

û6 tJ6 aJ6

il6 aJ6 d6
hl

62

IG. 5.2- Construction du H3

On a obtenu donc une suite u? qui vérifie

[ -Lru! : o dans CI] :: D \ K!

t "l 
- îë-it;"fa:1. 

(s'1'20)

On va montrer que O! € O",,. En effet, on a que Kl -o Hr,'.., K: -' H,'-Il existe
ô > 0telque al,aà1I,ni2ô.Pournsuffisam-etrtgrandonaque d,i,am(Ki) > f .Soit r: X,
et

Co([0,  1 ]  x  {0}N-1 ;  Bo,z)

Ce(W; Bo,z)

On obtient Cl! e O",, comme consequence des propositions 5.1.12 et 5.1'13' De plus
Q? -" 0, quand n ---+ oo. Par conséquent 0l ------r 0, qui avec u! e l4lo''p(Ql) im-
pliquent que la limite faible u, de u! est égal a / sur D.

Cas2 :p>2
Dans ce cas, on a que Wt'o(D) ç C0''(D),Pour un certain c e10,1[. Donc u vérifie

]C (5.1 .21)

D,autrepTt/  e W], ,nçn\,donc/vér i f ieaussi(5.L.21).Soi t  r  € Ku etg € D\K'  te lque

l r -a l  < Ê.o^u

l r (")  -  u(ù+ f  (ù- l(r) l  < l r(r)  -u(s) l  + V@)-,(r) l  S f ;" ,* f ;" ,

Comme u(r) : /(r) il résulte

V@)-u(y) l<6c.

qui implique /(g) : u(a)- Par consequence u : / sur D'

De plus la convergence est forte : 1tre + / dans W;''(D). Pour démontrer cela, il faut

montrer la convergence de la norme. Soit z, - "f une fonction test pour l'équation vérifiée

Par ur, (5.1 .I7). on a

I'
I lvr, l '-'Vu,.V(r, - f)d, - o .(+

J D [ , lvu,lodr: lr lvu"l '- 'Yu,.Y 
f d,r (5.1 .zz)

t '  g T

o[2p
of2p



Comme lYu,ln-zOu. -r lV/lr-2v1 faiblement dans .Lq (Théorème 2.1'01291et Théorème
2.L 11,21), on peut passer à la limite dans le deuxième terme de la dernière égalité. Donc

lv/ l 'd,

dans I,v'01'e(D).

Remarque 5.1.14 On note que le Théorème 5.1.9 mis en evidence que, à partir d'une

quantité ( mesuré en nombre de pixels) petite de l'image on peut obtenir de bonnes re-

constructions.

5.2 Résultats numériques pour la compression d'images

On souhaite à présent appliquer des méthodes évolutionnistes combinées avec des
méthodes déterministes pour les problèmes présentés dans la section précédente.

On rappelle que, pour ce problème, le but et de trouver la localisation des pixels qui
donnent iimeillàure reconstruction de l'image au sens de la norme Hr.. Le critère est le
suivant r

p5 Jrlvuvl2dr 
(s'2.1)

ot) uy est la solution du problème

Dans nos calculs, on suppose que l'ensemble K représente l0%

pixels. Pour une image de dimension 256 x 256 on retient 6554

tion.
Pour trouver la localisation optimale des pixels d'appui pour l'interpolation on va

proposer plusieurs approches. On commence avec les approches non-déterministes, plus

précisément les algorithmes génétiques.
Dans la suite on présente le principe général de fonctionnement d'un algorithme génétique,

ses étapes, ainsi que l'adaptation à notre problème'

5.2.1 Principe général de fonctionnement d'un algorithm génétique

Les algorithmes génétiques constituent un exemple représentatif d'un ensemble de

méthodes connues sous le nom d'algorithmes évolutionnaire (A.E). Ces méthodes servent

à implanter sur des systèmes artificiels les mécanismes de type Darwinien de l'évolution

natuielle, c'est-à-dire le fait que l'évolution d'une espèce est dictée par la nécessité de

l'adaptation. Ainsi, à chaque generation, les individus mieux adaptés sont combinés en

utilisànt des techniques dérivées de la génétique et des mécanismes d'évolution simulant

la nature : croisements, mutations, selections'
Le vocabulaire utilisé est emprunté de la génétique :
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+ 

I,

(5.2.2)

de l'image en nombre de

pixels pour la reconstruc-



- Gène -la plus petite entité qui contient les caractères héréditaires de l'individu;
- Individu/chromosome/séquence - représente une solution potentielle du problème;
- Population - un ensemble de chromosomes ou de points de l'espace de recherche;
- Fonction d'adaptation - fitness;
- Opérations de reproduction - le croisement et la mutation;
- Génération - l'ensemble de la population à un moment donné du processus.

Les algorithmes génétiques différent des algorithmes classiques d'optimisation par :
- l'utilisation d'un codage des éléments de l'espace de recherche;
- la recherche de la solution est faite à partir d'une population de points et non pas à

partir d'un seul point;
- àucune régularité sur la fonction étudiée (continuité, dérivabilité, convexité ...) n'est

pas requise;
- ia capacité à traiter des situations qui présentent un très grand nombre d'extrema

locaux.
Parmi les caractéristiques principales des algorithmes génétiques on rappelle la ro-

bustesse. Ceci signifie qu'ils permettent de foumir une ou plusieurs solutions de "bonne"

qualité (pas nécessairement optimales, mais suffisantes en pratique) à des problèmes très

variés com-e le traitement d'image et l'optimisation de forme. Cette approche ne va Pas
sans inconvénients, parmi lesquels on rappelle :

- la nécessité de gérer un grand nombre de paramètres;
- un nombre d'évaluations important de la fonction coût (ce qui entraîne un temps de

calcul important, si par exemple le coût dépend de la solution d'une équation aux

dérivées partielles);
- la grande difficulté à obtenir des résultats de convergence.

Par la suite on va décrire les étapes d'un algorithme génétique en considérant le

problème suivant
max F(r), (5.2.3)

où F est une fonction à valeurs réelles et X l'espace de variable.

La première étape d'un algorithme génétique est de coder convenablement le problème'

On diitingue trois principaux type de codage : binaire, gray et réel. Historiquement, le

premier côdug" était le codage binaire, représenté sous forme de chaînes de bits conte-

nant toute l'information nécessaire à la description d'un point dans l'espace de recherche.

Les premiers résultats de convergence théorique ont été obtenus en utilisant ce type de

codâge. Le codage gray est en général utilisé pour des problèmes d'optimisation dans

des eËpaces de dimension supérieure où les chaînes de bits sont concatènés, par exemple,

port ù." fonction de deux variables z : f (r,g), on code r et g sur leur domaine res-

pectif puis on concatène r et g en une chaîne unique ry. Ce type de codage fonctionne

Èi"tr, mais présente l'inconvénient de perdre la structure du problème en fusionnant r

et g dans uire chaîne unique. Il est possible de ne pas coder les éléments de l'espace ad-

missible du problème, c'est qu'on va considérer pour le problème modèle (5.2.3). Dans ce

contexte, l'eipace de rechercheèt l'ensemble X, un élément de X va représenter windiaidu

et un 
".rse^Lle 

fini d'individus va être appelé une population.I-a fonction d'adaptation va

être évaluée par le nombre F("). L étape suivante est de choisir une population initiale et
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ensuite de calculer la fonction d'adaptation de chacun des individus. Suivant cette fonc-

tion d'adaptation, dans une troisième étape, on réalise une selection. Une fois une partie

de la population sélectionnée, on applique à cet échantillon les opérations génétiques,le

croisement et la mutation, pour obtenir une nouvelle population. Une solution va être le

meilleur individu de la dernière population obtenue après avoir répéter un nombre de

fois les operations ci-dessus précisées.

5.2.2 Compression des images Par algorithmes génétiques

Pour le problème de compression d'image nous choisissons un codage binaire. Un

individu est une chaîne de bits de longueur 256 . 256, (bn)n:r,rru*r56, définie de la façon

suivante 

u, : { \' 
on retient ce Pixel;

L U, Slnon.

Après avoir choisi le codage, on pase à générer une population initiale. La rapidité de

l'algorithme dépend du choix de la population initiale. Si on n'a pas des informations sur

la position de l'optimum dans l'espace de recherche, alors on va générer aléatoirement

des individus en veillant à ce que les individus produits respectent les contraintes. Si par

contre, on a des informations sur la position de l'optimum dans l'espace de recherche,

alors on va générer les individus dans un sous-domaine particulier afin d'accélérer la

convergence. Dans notre cas, on va tester les deux situations. Dans un premiere temps on

va générer la population initiale aléatoirement, et dans un deuxième temPs on va générer

la population initiale en tenant compte du Laplacien dans un sens précisé plus loin'-Pôur 
le premier cas chaque individu de longueur 256.256 est d'abord initialisé avec

0. On génère aléatoirement 6554 positions entre 1 et 256' 256. On initialise ces positions

avec 1.
On fait ensuite l'évaluation de l'adaptabilité de chaque individu de la population, et

en fonction de ceci on réalise la selection de "meilleurs" individus'

Pour le problème de la compression des images la performance d'un individu est

donnée par [olVuyl2dr, où K est formé par l'ensemble de pixels initialisés avec 1, et

z est la solution de

-Lu * oxx(u - f)  _ 0 dans D u€ Hà(D) (5.2.4)

Dans l'équation (5.2.4), qui est la forme pénalisé de (5.2.2), o est une très grande constante

et X est la fonction indicatrice de K ,

,":{à; :ffi^."
L étape de sélection permet d'identifier statistiquement les meilleurs individus d'une po-

pulatlon et d'éliminer les mauvais. Elle doit permettre d'explorer les différentes parties

àe l'espace de recherche. Dans la littérature, on trouve plusieurs méthodes de sélection.

Méthode de la roue
La roue est divisée en secteurs et chaque secteur est associé à un individu,la superfi-

cie du secteur étant proportionnelle à la valeur de l'adaptation de l'individu, les meilleurs
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individus ayant une probabilité plus grande d'être choisis. Un exemple pour une popu-
lation de neuf individus est présenté dans la figure 5.3.

Po ! odnôl

6% ! n&udr2

8Yo f) n&uôr3
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l3-clo I rnûirdu 9

Ftc. 5.3 - Selection par la
méthode de la roue

Selection par tournois
Un tournoi est organisé entre deux (ou plusieurs) individus. Si la population est de

n individus, alors on prend aléatoirement n fois k individus, k ) 2. liindividu le plus
perfonnant parmi les k est sélectionné. On peut aussi introduire une probabilité p sur
la victoire du meilleur dans le cas du tournoi binaire. Une valeur peu élevée de p peut
réduire la pression de la sélection.

La méthode utilisé ici est celle de la roue. On va construire la roue de la façon suivante.
- on calcule la performance de chaque individu notée f (indiui,du), avec i : I, ..., PopSize,

où PopSize représente le nombre des individus de la population;
- on calcule la performance de tous les individus

PopSize

F - t !('inrti'uid,u);
i :L

- on détermine la probabilité de sélection pour chaque individu :

probi:  ry i :  1, . . . ,  Popsize;

- on calcule la probabilité cumulative de chaque individu :

probcuTTh :

Pour créer la nouvelle population on va tourner Ia roue PopSize fois. Chaque fois on
sélectionne un seul individu de la façon suivante :

- on génère aléatoirement un nombre r e [0, 1] ;
- si r < probCuml alors on sélectionne le premier individu, sinon on sélectionne le

i-éme (2<il  PopSize)telque probCumi-1 ( r ( probCumi.
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On note qu' il existe des individus qui vont être sélectionnés plusieurs fois. Cela est en
concordance avec le théorème de schémas qui va être énoncé plus loin : les meilleurs
individus vont avoir plusieurs copies,les moyens restent, et les pires vont disparaltre.

Une fois une partie de la population sélectionnée (un individu avec une adaptabilité
élevé peut être choisi plusieurs fois, le nombre de la population reste constant) on ap-
plique les opérations de reproduction (croisement et mutation) pour produire une nou-
velle génération.

Opérateur de croisement
L"opérateur de croisement permet de produire deux individus (enfants) à partir de

deux autres individus (parents). Dans le cas d'une codage binaire on peut avoir plusieurs
types de croisement. On rappelle ici le croisement à un (ou plusieurs) points et le croise-
ment uniforme.

Soient pos1. et pos2, deux positions aléatoires entre I et m-L, où nz est la longueur d'un
individu. IJopération de croisement à deux points est illustrée dans les figures suivantes.

rrearzl t I o I r o i o I t ! r I

-LrtAL 
l

*2ffi

Le croisement uniforme consiste à choisir une masque de la taille de l'individu, et de
créer deux enfants en fonction de ce masque. Un exemple est présente ci dessous (figure
5.4,5.5,5.6,5.7) .

Ftc .5.4 - Parent 1,

Flc. 5.5 - Parent2
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Ftc .5.6 - Enfant L

orffi

Flc. 5.7 - Enfant 2

Dans le cas du codage réel, un croisement barycentrique peut être utilisé. Deux enfants
El et E2 sont crées à partir de deux parents Pl et P2 de la manière suivante :

Et : aPr + ( l  - a)P2 E2: (L - a)ù * aE2

où a est un coefficient de pondération aléatoire.
On va appliquer à présent les opérateurs génétiques présentes ci-dessus au problème

de compression d'image. Un paramètre de l'algorithme génétique est la probabilité de
croisement, notée pc. Cette probabilité nous fournit un nombre pc. PopSi,ze d'individus
qui subiront l'operation de croisement, où PopSi,ze représente le nombre des individus
de la population.

Pour chaque individu dans la population on procède de la façon suivante :
- on génère un nombre aléatoire r, entre 0 et 1;
- si r < pc, on sélectionne l'individu pour l'opération de croisement.
Dès que deux individus ont été sélectionnés, on réalise l'opération de croisement à

deux points décrite ci dessus.
Mutation
Cette opération de perturbation est destinée à maintenir la diversité des individus au

sein de la population. Chaque gène (dans tous les individus de la population entière) a
une chance égale de subir la mutation, c'est-à-dire le changement de 0 à L ou vice versa.
L"opération de mutation est illustré dans la figure 5.8 :

l , l o  l o  I o  l , l r l . l ,  J , l , l o  l ,  I
W

Ftc. 5.8 - Mutation

Un autre paramètre d'un algorithm génétique est la probabilité de mutation, pm, qui
nous donne le nombre de gènes, pvt, . 'nt. . I)o7tSizr: soumises aux mutation. Pour chaque
individu dans la population courante (population obtenue après croisement) et pour
chaque gène dans l'individu :

- on génère un nombre aléatoire, r e [0,1];
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- si r 1pm,, on réalise l'opération de mutation pour le gène respective.
Pour une population de 60 individus, un nombre d'itérations égal à 50, et les probabi-

lités de croisement et mutation égales respectivement à 0.85, et0.2, on obtient les résultats
numériques illustrés dans la figure 5.9. Par la suite on appelle masque une image binaire
avec la signification suivante : 1 (blanche) pour les pixels retenus et 0 (noir) pour les
autres. Les énergies sont égales à3.79584e+006 pour la reconstruction obtenue à partir du
masque initial, et 4.20417e+006 pour la reconstruction obtenue à partir du masque final.

Ftc. 5.9 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche : Masque
final, Bas droit: Reconstruction

Pour une population de 200 individus, un nombre d'itérations égalà 150, et les proba-
bilités de croisement et mutation égales à0.9,0.2 respectivement, on obtient les résultats
numériques illustrés dans la figure 5.10. Les énergies sont égales à 3.83645e+006 pour la
reconstruction obtenue à partir du masque initial, et 4.01931e+006 pour la reconstruction
obtenue à partir du masque final.
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FIc. 5.10 - Masque initial, Haut droit : Reconstruction , Bas gauche : Masque final, Bas
droit: Reconstruction

Remarque 5.2.1 On note que sans avoir aucune information sur la localisation de l'opti-
mum, pour la compression d'image,les algorithmes génétiques ne sont pas efficients. La
raison est que l'espace de recherche est trop grand.
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5.2.3 Strategies mixtes pour la localisation optimale des pixels d'appui
pour l'interpolation d'image : utilisation de la f-limite

Dans les calculs faits jusqu'à présent on n'a pas pris on compte les résultats obte-
nus en [8], qui affirment que ia distribution optimale des pixels doit être proportion-
nelle à la valeur absolue du Laplacien de l'image. Ceci signifie qu'il faut prendre plus
de points là où le module du Laplacien est fort, mais aussi ailleurs. En effet, si on prend
K : {(r,y)l  lA/l  > e} avec e choisi tel que lKl: r l lDl, alors on obtient:

Ftc. 5.1L Gauche : Masque Laplacien,
Droit : Reconstruction

L"énergie correspondante à la reconstruction illustrée dans la figure ci-dessus, E(K) :
7.53558e + 006.

Dans ce cadre on propose plusieurs stratégies. Uune est d'appliquer l'algorithme génétique
présenté ci-dessus, mais en partant avec une population initiale générée de la façon sui-
vante. On va paver l'image avec de petits carrés. Soit NrC le nombre de carrés obtenus

de cette manière. Pour chaque carré noté C;, i : I,Nrc,on calcule nn : ffi. Cette
proportion nous fournit le nombre de pixels qu'il faut retenir sur un carré. Dans ce cas,
K : UYf Kr, où lK,l : pn#V)1. Ensuiter pour chaque Ki ,,i : L, NrC, on applique l'algo-
rithme génétique pour trouver la meilleure localisations de pixels qui Ie composent.

Pour une population de 100 individus, un nombre d'itérations égal à 100, et les proba-
bilités de croisement et mutation égales à 0.9, 0.2 respectivement, on obtient les résultats
numériques illustrés dans la figure 5.12. Les énergies correspondantes sont de 4.74334e+06
pour Ia reconstruction à partir du masque initial, et 5.81.858e+06 à partir du masque final.
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Flc. 5.12 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction , Bas gauche :
Masque final, Bas droit: Reconstruction

Pour une population de 150 individus, un nombre de iterations égal à 100, et les proba-
bilités de croisement et mutation égales à0.9,0.2 respectivement, on obtient les résultats
numériques illustrés ci-dessous (figure 5.13. Les énergies correspondantes sont de4.70762e+06
pour Ia reconstruction à partir du masque initial, et 5.84601e+06 à partir du masque final.

F t c .5 .13  Hau t
Masque final, Bas

gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction , Bas
droit : Reconstruction
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Pour la deuxième stratégie on va utiliser un algorithme basé sur l'asymptotique topo-
logique. Cet algorithme peut être structuré de la façon suivante :

- réaliser un pavage de l'image;

- calculer la proportion de pixels sur chaque carrê,r: /cqrre-|4/l

hlxtl- determiner, en fonction de la proportion p, le nombre de pixels à retenir sur chaque
carré du pavage;

- sur chaque carré, prendre ce nombre de pixels là où le Laplacien est le plus grand.
Pour différents types de pavage, les résultats sont les suivants (figure 5.14, 5.15)

Ftc. 5.I4 - Haut gauche : Masque pavage 4 x
Bas gauche : Masque pavage 8 x 8, Bas droit

4, Haut droit : Reconstruction pav age 4 x 4,
: Reconstruction pavage 8 x 8
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FIc. 5.15 - Haut gauche : Masque pavage 16 x 16, Haut droit : Reconstruction pavage
16 x 16, Milieu gauche : Masque pavage 32 x 32, milieu droit : Reconstruction pavage
32 x 32 Bas gauche : Masque pavage 64 x 64, Bas droit : Reconstruction pavage 64 x 64

Les énergies correspondantes aux différentes types de pavages sont présentées dans le
tabel ci dessous :

Iype pavage Energie
4x4 7.56624e+006
8x8 7.5274e+006

16X 16 7.52722e+006
32 X 32 7.59627e+006
64 x 64 7.64L65e+006

Quand la proportion p - qË# est très petite, le nombre de pixels retenus sur
un carré peut être égal à zero. Une autre approche consiste à prendre un pixel même sur
les carrés de ce type. Bien sûr, pour garder un nombre constant de pixels retenus, si on a
pris un pixel sur un carré il faut éliminer un pixel sur des carrés où la proportion donne
un nombre de pixels supérieur à 2. On présente ici la reconstruction pour une pavage de
64 x 64, respectivement 32 x 32. 
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Ftc. 5.16 - Haut gauche : Masque pavage 64 x 64, Haut droit : Reconstruction pavage
64 x 64, Bas gauche: Masque pavage 32 x 32, Bas droit: Reconstruction pavage32 x 32

Les énergies dans ce cas sont les suivantes :

Type pavage Energie
32 X 32 7.59679e+006
64 x 64 7.37675e+006

Remarque 5.2.2 On note que, dans ce cas, si le nombre des carrés dans le pavage croît, le
résultat ne s'améliore pas forcement.

5.2.4 Résultats numériques- cas non-linéaire

Pour le cas non-linéaire on distingue trois situations :

CasL  <p<2

Si pour la reconstruction on utilise le plaplacien (le cas non linéaire) alors pour une
population de 100 individus, en 100 iteration, avec la probabilité de croisement et de mu-
tation égale à 0.9, respectivement 0.2 on obtient la reconstruction suivante (figure 5.17) :
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Ftc. 5.17 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche : Masque
final, Bas droite: Reconstruction

Les énergies obtenues sont égales à73239.5 pour la reconstruction à partir du masque
initial et à781,49.5, pour la reconstruction à partir du masque final. La valeur du p est de
't.6.

Pour faire une comparaison avec la reconstruction d'image en utilisant le Laplacien
pour l'interpolation, on a executé le prograrnme correspondant avec les mêmes données
que pour le p-Laplacien (100 individus, 100 iteration, pc=0.9,pm=0.2). On a obtenu les
résultats suivantes (figure 5.18)
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Frc. 5.18 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche : Masque
final, Bas droite : Reconstruction

Dans ce cas les énergies sont égales à 1.59319e+06 pour la reconstruction à partir du
masque initial et à1,.74634e+06 pour la reconstruction à partir du masque final.

Cas2<p
Pour p - 6 , pc : 0.9, pm : 0.2, une population de 100 individus et un nombre

d'iterations égal à 100, on obtient la reconstruction présentée dans la figure 5.19.
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FIc. 5.19 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche : Masque
final, Bas droite : Reconstruction

CasP :1
Dans le cas p - 1,I'EDP utilisée pour interpolation est la suivante :

(5.2.5)

Pour une population de 50 individus, un nombre d'iterations égalà 150 , prn :0.2 et
pc:0.9 on obtient la reconstruction présentée dans la figure 5.20
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Ftc. 5.20 - Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche : Masque
final, Bas droite : Reconstruction

Remarque 5.2.3 On note que les images finales obtenues avec l'interpolation par Lapla-
cien, respectivement l'interpolation par p-Laplacien , cas L < p ( 2, sont très difficile
à distinguer visuellement . En faisant une comparaison entre les localisations de pixels
qu'on retient dans le masque finale du Laplacien et les localisations de pixels qu'on re-
tient dans le masque final du p-Laplacien, on note que ils different sur plus de 90%.

On n'a pas présente ici les différentes résultats théoriques existantes dans la literature (à
voir 1461,1277,1621, [23]) pour la modélisation des algorithmes génétiques, sur lesquelles
on a fondé nos approches. Cependant, on présente une des théorèmes des convergences
formulé pour le codage binaire (voir [a6])

Théorème des schémas
Les premiers théorèmes de convergence stochastiques des algorithmes génétiques ont

été établis par fohn Holland sur le codage par chalne de bits. On suppose intuitivement
que l'algorithme cherche à combiner les bons gènes présents dans la population. Pour
étudier Ie devenir de quelques gènes en particulier, Holland [46] introduit la notion de
schémas. Un schéma est construit en ajoutant à l'alphabet de codage utilisé un symbol
x, prenant une valeur quelconque de l'alphabet. Si on considère un codage binaire, alors
un schéma S de longueur l(S) est une séquence particulière de gènes de longueur l(S)
représentée par une chaîne de caractères issus de l'alphabet {0, 1, x}, où x représente 0 ou
1. Un chromosome A est une instance d'un certain schéma si la substitution des x par 0 ou
1 peut fournir un chromosome identique. Par exemple le schéma .9r : (*.01101) foumit
les individus {(101101), (001101)} et le schéma 5'2 : (xl x 1100100) représente l'ensemble
formé par quatre individus {(0101100100), (0111100100), (1101100100), (1111100100)}. On
note qu'un schéma qui contient n symboles * génère un ensemble de 2" individus et inver-
sement, un individu de longueur m correspond à 2- schémas. Le théorème des schémas
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est formulé à l'aide de deux caractéristiques importantes d'un schéma : l'ordre et la lon-

gueur (à voir [46]).

Définition 5.2,4 Soit S un schêma. On appelle I'ordre de S et on note O(S),le nombre de gènes

fixés de S.

Définition 5.2.5 La longueur d'un schéma S , notée 65, est Ia distance separant le premier et Ie

dernier gène fixé.

Pour les exemples présentés ci dessus, on a O(S1) : 5, O(Sz): 8, d(,Sr) : 4, et ô(S2) : 3'

r--ordre est utilisé pour calculer la probabilité de survivre d'un schéma Pour la mutation,

et la longueur est utilisé pour calculer la probabilité de survie d'un schéma Pour le croise-

ment. Une autre caractéristique d'un schéma est sa performance à la 7-ème génération,

(fitness), notée eual(S,j) et définie par la performance moyerure de ses représentants.

Ainsi, si Aii,,i : L,...,p sont les représentants du schéma S à la j-ème génération, on a

eual(5, j) : D!n:,,euat(Ai)lp, où eual(Ari) est la performance (fihress) d'un représentant.

On note avec F(7') la performance moyenne de la population entière à l'iteration 3. Soit

nx($, j + 1) le nombre de représentants du schéma ,S dans la population à la génération
j + I . Le résultat de convergence est le suivant (à voir [a6D

Théorème 5.2.6 Le nombre nn(S, i + I) aêrit'ie l'inéquation

Â/  c \
rn (S , i  +  1 )  >  r rL (S , i ) . eua t (S , i ) lF ( i ) ' l r - p ,  

ô ï  
-  o (S )  ' p rn l .  ( 5 .2 .6 )

Par conséquence,le théorème des schémas dorure une évaluation de la probabilité de sur-

vie d'un schéma présent dans la population initiale au long des opérations génétiques' En

fait,le nombre de représentants d'un schéma dans la population suit une croissance exPo-

nentielle au cours dês générations, et les schémas favorisés sont ceux qui ont une fitness

supérieure à la moyenne des fitness et un ordre, ainsi qu'une longueur fondamentale,

faibles.

5.3 Minimisation de la comPliance

Un des problèmes classiques d'optimisation de forme est la minimisation de la com-

pliance. Soient D un ouvertborné de IRd et / e L'(D) une fonction donnée. Le problème

de la minimisation de la compliance s'écrit

f  un , (5.3.1)

où ze est la solution du problème elliptique



Le problème qu'on considère dans cette section est lié aussi aux problèmes de 1o-
calisadôn optimale dès que on suppose que O" doit être une réunion de boules. Plus
précisément, étant donné un nombre n € N, et r,, ) 0 on doit chercher la localisation

àptimale de n boules (B(ri,r,.,))t:r,...,,,) qui minimise la compliance sur Q 1 Ui:rA]flfl.

Le problème est pertinent si rn I cnî, dans le cas contraire le volume des boules étant
suffisant pour couvrir Q, de façon à obtenir la compliance nulle.

Le comportement asymptotique, quand le rayon des boules tends vers zéro, a êté
étudié enl2?l.

Onrappellelecontextetlesrésultatsobtenus.Pourunouvert0 c IRd ,d) 0 etn € N
on note

A(a, f i (a) :  {E c O I  E:  On UE6n lor  r i€{ t , , r :  an-à} ,
z : l

où f)" est la r-voisinage de Q.
Soient O c Rd, f € L'(O). Pour tout ensemble compact D c

définit la fonction ue comme la solution du problème :
O de mesure positive, on

| -tu: 7 dans Cl \ E
\  r :0  surEUACI .

Autrement dit uo e ËIor(0 \ D) et pour toute Ô e Hà(O \ D) ue vérifie

(5.3.2)

Yu .Vôd r ï ôdr- (5.3.3)

La compliance du domaine rstdéfinie par

F(E,  / ,  O) f uçdr lVrc, l 'dr.

où / 2 0. Notons que Par le principe de maximum si / 2 0 alors zç2 ) 0'

Théorème 5.3.1 Pour tout n e N si Q est un domaine bornê, ouuert de IRd et f € L'@) alors le

problème
(5.3.4)min {F(D, / ,C I )  lD  e  A(o ,n ) (O) }

a une solution.

Ce résultat est une consequence du fait que le problème d'optimum est de dimension
finie,la stabilité par raPPort au domaine étant immediate.

À chaque > è A1o-,")(CI) on associe une mesure de probabilité définie sur Q donnée

par LLE :i-t D]:r6ot,s,'où p : Rd ------' O est la projection d'espace entier sur O' Dans ce^contexte 
on intrôduit'là fonctionnelle F" : n (fr) - [0, oo] définie par

, \  (  ni F(t,  / ,  CI) si  r-r -  r t t ,  t  € A(o,n)(Q);
F"( t t )  :  {  .' 

L oo, slnon 
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Pour calculer la fJimite de la fonctionnelle F',, on doit d'abord introduire la quantité :

0(a) ::  inf{ l im inf n2/dF(En,r, P)lDn e A(a,n)Qd)}, (5.3.6)

où /d : (0, l)d est le cube unité de Rd. On note avec

supérieure, respectivement l'enveloppe semi continue

0* (o) :-  inf {o(p)lp
Alors (voir l22l)

o- (") :

Soit

i n f  { l im  i n f  n3  p (D ,  , , r , I d )  lD ,  €  A (o , , n ) ( I o ) , an  +  a } .

0- et 0+ l'enveloppe semi continue
inférieur :

u \

où Fo représente la densité de la partie absolue continue
Lebesque.

Le résultat principal de l22l est le Théorème suivant.

(5.3.7)

de p par rapport à la mesure de

Théorème 5.3.2 SoitQundomaineouaertetbornë,Q ç R', f  unefonctionposit iue, f € L2(n)

et a > 0. La suite de fonctionnelles (F")" définies dans $.3.5) l-conoerge aers F, par rapport à

la topologie faible x de P(A).

On note que le comportement de la fonction 0 est très important pour la compréhension

du problème de minimisation. Cette fonction n'est pas connue explicitement mais quelques

propriétés sont données dans I22l etrappelées dans la première section de ce chapitre. En

iait,lafonction 0 donne la distribution optimale de n boules qui minimisent la compliance

dans .Id \ ulit,a(rn, r) sous l'action de la force Ï : L.
Il a été conjecturé par G. Buttazzo,que pour o petit, la distribution optimale de disques

est dorurée par les sommets d'un pavage du par triangles équilatéraux (voir [19])'

5.3.L Résultats numériques pour la minimisation de la compliance

Dans ce paragraph on va présenter les résultats numériques qu'on a obtenu pour l'ap-

proximation de la la fonction 0'
Les calculs numériques sont faits en dimension deux, avec des conditions de périodicité

su r l a f r on t i è rede1 : [ 0 ,1 ]  x [ 0 ,1 ] , c ' es t - à -d i r eu ( r ,A ) : u ( r+ I ,A ) : u ( r , g *1 ) . Les
résultats sont obtenus avec la méthode de recuit simulé, combinée avec la dérivée topo-

logique.-Àvant 
de présenter les résultats on va décrire la méthode du recuit simulé,I'adaptabi-

lité au notre problème, on va introduire la notion de dérivée topologique et ensuite on va

expliquer la modalité de son utilisation O"Ti;" problème'

f  Sz IF(p)- J"fr7- (apT)d,



Recuit Simulé
Le recuit simulé est une méthode pseudo-stochastique dont origines sont basés sur

les principes de la thermodynamique appliqués au refroidissement d'un corps en fusion,

pasiant par différents paliers de température et tendant vers une minimisation de son

ènergie. En permettant de temps en temps un accroissement de la fonction objectif, cette

méthode evolutive permet d'éviter des minima locaux. Le principe de fonctionnement

est le suivant [40]. On part avec une configuration initiale ,Ss, choisie aléatoirement et une

temperature initiale 7à. A partir de cette configuration, une nouvelle configuration S est

générée. On calcule les valeurs correspondantes de la fonction objectif à minimiser, "f (So)

iespectivement /(S). Si /(S) < /(So), on accepte S comme nouvelle solution. Dans le cas

contraire, la configuration ,9 peut être acceptée ou non selon une règle statistique. Dès

qu'on accepte une solution, la temperature baisse selon un schéma de décroissance' Ce

sont ces règles statistiques qui permettent d'échapper aux minima locaux, c'est-à-dire :
- si la temperature est élevée, cette probabilité est grande. Cela signifie que nom-

breuses solutions mauvaises sont conservées, afin de mieux explorer l'espace de

recherche;
si la temperature est basse, cette probabilité tend
vaises sont refusées.

vers zéro, donc les solutions mau-

On peut se rendre compte que pour un bon fonctionnement du recuit simulé, plu-

sieurs pàramètres comme temperature initiale, schéma de décroissance de la temperature,

la longueur du palier de température, doivent être définis. Le choix de la température ini-

tiale doit être tel qu'au debut de l'algorithme la plupart des solutions mauvaises sont

acceptées, mais veis la fin d'algorithme seulement les solutions qui améliorent le critère

,or,f u"."ptées. Suivant [6], pour obtenir des bons résultats la température initiale et la

valeur initiale de la fonction objectif doivent être de même ordre. La suggestion est de

prendre To : /-s, urr". A une constante à fixer. Il existe deux schémas classiques de

décroissance de la température:
_ la décroissance géométrique 4+r : C .Tt,0 < C < 1. Les valeurs classiques de c se

situent dans l'intervalle [0.75, 0.95].
- Tt+r : 6fr+ey6)), où o désigne l'écart-type de l'ensemble des valeurs calculées

de la fonciiôn objéctif à la temperature courante et C,le paramètre qui contrôle la

vitesse du recuit, plus C est faible, plus le recuit est lent'

La longueur du palier représente le nombre de solutions testées avant d'appliquer le

schéma dà décroissà.,ce de la température, et il est supposé constant pour l'ensemble des

niveaux de température. Comme critère d'arrêt, souvent on prend T < TarÊ1. Une fois

ces paramètres initialisés,l'algorithme peut être structuré de la façon suivante.

1. Donner une configuration initiale So, Sopt: So, Topt: /(So);

2. Init ial iserT :To)

3. Tant que f

{
Tant que IVr Repet'it'ion Longueur Palier
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{
Choisir S dans le voisinage de ,56
Calculer Lf : /(S) - 1(So)
S iA /<0a lo r s

{
So :  S ;
Si /(So) I T"pt alors Sool : So j

)
Topt :1150)

Sinon
Tirer p € [0, 1] .
S i p  <  e "p ( -? )  So : ,S

)
? :schéma de décroissance;

)

4. Refurnev Sofi.

Dérivée topologique
La dérivée topologique a été développée à partir de1999 par Sokolowski et Zochowski,

[65], et Garreau, Guillaume, Masmoudi, [36]. Elle permet de mesurer la sensibilité d'une

fonctionnelle coût F., quand une petite cavité est introduite dans le domaine d'un problème

aux limites, 0. Plus précisément,l'idée est de perturber le domaine 0 en soustrayant une

boule de rayon e, notée 8,, centrée en î e f). On define le domaine perturbé Qu par

0u :Q \8 " '

Définition 5.3.3 La dériaée topologique, notée D7J est définie par

r(C,,) : F'(0) + fG)DrF + n(/(e))

où f (e) est une fonction négatiae dépendante du problème, f (e) -+ 0 quand € ----+ 0 ef lim,-o ry9
0.

Dans [32] la dérivée topologique est calculée pour le problème de Poisson avec différentes

conditions aubord. Pour conditions de Dirichlet,la dérivée topologique de la compliance
a la formule D7F(r) : u2(r) et /(e) : ffi) Comme € -+ /(e) est une fonction negative,

en introduisant une boule de rayon suffisamment petit dans le point î où Dr(î) est la

plus grande (u est plus grand) la compliance va décroître. Par consequent, on peut in-

iurp.èt"r D7 comme une fonction indicatrice qui définit les meilleurs localisations où on

peùt perturber le domaine dans le but de réduire la valeur de la fonction coût.' 
Pôur résoudre numériquement le problème de la minimisation de la compliance on

peut procéder de deux façon. Soit n le nombre de boules pour lesquelles il faut trouver

Îa locà[sations. La première est d'utiliser la méthode de recuit simulé combiné avec la

dérivée topologique.
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Dans ce cas, les étapes d'algorithme sont les suivantes :

1.. obtenir une configuration assez bonne avec la méthode de recuit simulé,

2. pour i: I,1 (I=le nombre d'iterations), executer
- tirer aléatoirement une boule,
- calculer la dérivée topologique en considérant comme domaine non perturbé,le

domaine qui contient deja les autres n - 1 boules
- introduire la n-ième boule , là ou la dérivée topologique est la plus négative;

La deuxième façon est de considère seulement l'étape deux de l'algorithme ci dessus
précisé. Dans les deux cas les résultats obtenus sont similaire (Figure 5.21.,5.22):

F tc  .5 .2 I  -

L20



Ftc .5 .22 -

5.4 Maximisation de la valeur propre du Laplacien

Dans cette section on considère le problème d'optimisation de la première valeur
propre du Laplacien dans un domaine simplement connexe qui contient N boules iden-
tiques, chacune de rayon e << 1. On considère des conditions de type Neumann sur la
frontière du domaine et des conditions de type Dirichlet sur le bord du ,^{ boules.

Soit Q, un domaine bomé de lR2. On considère le problème:

0, si r € CI \ KN, -[rrt^ * u2dr - 1;

sur AO; (5.4.1)
sur  Ô K N : -  u [  LA B(rn,  e) .

Ici, 0 est le domaine non perturbé, Kx :: u!:rB(ri, s) est la réunion de N boules iden-
tiques centrées êrrr,i,i, : I,..., lù, de rayon e. On suppose que les boules ne se superposent
pas. Soit Às(e, K) la première valeur propre du (5.4.1). Si e - 0 il résulte À6(e, K) ------+ Q.
Le but de nos travail et de trouver la localisation de N boules qui maximise cette valeur
propre. Ce problème a été traité dans [49], où un développement asymptotique est donné
pour Às(e, K), en utilisant la fonction de Green pour le Laplacien avec condition de Neu-
mann sur la frontière. Des configurations de types anneau sont données pour optimiser
Às(e, K). Par la suite on rappelle ces résultats.

Pour N boules identiques le développement asymptotique pour À6(e, K) a la forme:

Ào(e ,  K)^ . ,  ry  
4r2u2 j r , . . . , , r r )  +  O(r r ) ,  u  

1

lCI l  p lp,r t '  " ' '  r ' )  + o(") '  u -

IZI  

t )  Iog(e)  
' (5.4.2)



Dans (5.4.3), G*(n; rs) est la fonction de Green pour conditions de Neumann et R.,(r; r,6)
est sa partie régulière qui sont données par :

où la fonction p( rr, ..., rN) est définie par

N

p(rr,  . . . ,  rr) -  t  {R*(*i ;  r)  + I  NG*(ri ;  ro)}.
j :L k-I;kl i

LG, , : ù -ô (  r - *o ) ,  r l -O ;  LnG* -0 ,  r eAQ,

G,,(* ;  *o)-  -* log l ,  -  ,o l  + R ,(* ;  ro);  
[ ,_,r . , (* ;  

*r)d,  -  0.
Jst

p*- -  
I  J6 log (Jpyrr-r
k :L

Iog I(to rt,)ou,*' - rnÊr,u'a*,*'I + t 4r'r'k:,

(5.4.3)

(5.4.4)

(5.4.5)

D t J1,J1,'??,+ 
"u')'k : l  k ' :L

Dans ce contexte, on note que maximiser Àe (e, K) revient à minimiser la fonction p(rt . .., r x) .

Proposition 5.4.1 On considère nx anneaux de rayons rr,...,r*, floêc ri < ri+L ilans le disque
unité. On suryose que sur un anneau de rayon rp ott a ft boules. Sur Ie k-ième anneau, pour
k : t , ... , m les centers des boules sont supposés ù oérifer

{ ju' :  roe2nii /J*"iÔr, i  :1,.. . ,  Jt .  (5.4.6)

Ici $p est la phase du angle aaec S1 : 0. Pour cette confguration,la fonction p dans (5.4.2) est
donnée par p : p.l(2n), où

- t F  
'  ' ' t  ' z

-L L nk,,k ' Iogl ' 'o* '*
I c :1  k , : I , k<k ,

1
2

Ici Lo,o, , gp,1r,, et g*,*, sont définies par Lo,o, : ôk, - Qx, g1r,1r, : 
# 

et gn,*, : qctl(J1r, Jk,). Si

on ajoute une boule au centre du disque unité on a pour p l'égalité suioante

p- *rr .-2Ë16 log rr ,*Ë rnrzn Ti tr  i l
k :1

Par la minimisation de la fonction p(xr, ...,r,"), dans [49],les configurations suivantes sont
obtenues, pour N : 6 iusqu'à N : 25.
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1 1

1 6

21

7

12

17

22

I

14

19

24

15

20

25

Ftc. 5.23 - Les configurations optimales pour .fy' : 6, N : 25, dans la classe de deux et
trois anneaux

5.4.1 Résultats numériques pourla maximisation de la première valeur
propre du Laplacien

Nous nous proposons d'appliquer pour le problème de maximisation de Às(e, K)I'ap-
proche qu'on a appliqué dans le contexte de la minimisation de la compliance. On utilise
la méthode du recuit simulé présentée dans la première section de ce chapitre. La solution
initiale est choisie aléatoirement dans le disque unité, mais on demande que les centres
des boules se situent à une distance supérieure où égale à e par rapport à la frontière du
disque unité. On obtient les configurations suivantes pour /f : 6 jusqu'à N : L7.

o 8

Ftc .5.25 -7 boules

L23

Ftc.5.24-îboules F1c.5.26-Sboules



t

I

I

t l

r l

0 6 0 5 { ) r 4 2 0 0 2 0 a 0 5 0 8 1

Ftc.5.27 -9 boules

Les valeurs propres correspondantes
illustrées dans le tableau suivant :

F1c.5.29 - 1,1, boules

Flc .5.32 - 14 boules

Ftc. 5.35 - 17 boules

aux

r24

configurations présentées ci dessus sont



No. boules Valeur Propre
6 boules 4.35
7 boules 5.63
8 boules 6.51
9 boules 7.04
L0 boules 8.28
l,l, boules 9.35
L2 boules L0.52
L3 boules 1,0.93
14 boules L2.61
15 boules 13.74
16 boules

'j.,4.84

17 boules L4.89

On essaie maintenant d'appliquer la dérivée topologique pour améliorer la configura-
tion deja obtenue. Suivant [54], pour la configuration C), : Q \ ,8(16, e) on a

Ào(E) ^' '  Ào * (-# )2nluo@o)l'+ ... quand e ---- ' 0. (5.4.7)

Dans (5.4.4 Às est la valeur propre correspondante au problème non perturbé. On procède
de la façon suivante. Pour chaque boule, on considère corune domaine non perturbé, le
domaine qui contient deja les autres .^r/ - 1 boules. Les localisations de ces -ff - 1 boules
ont été déterminées avec la méthode de recuit simulé. En utilisant la dérivée topologique
on veut trouver la localisation de la ,^/-ième boule qui maximise À6(e). En tenant compte
de (5.4.7), pour maximiser À6(e) il faut mettre une boule,là où le vecteur propre associé à
À6 est le plus grand.

On note que, on ne peut pas appliquer la dérivée topologique, ca\ dans notre cas, [us]2
a le maximrun sur la frontière du disque unité. A voir les figures ci dessous

Ftc. 5.36 - Vecteur propre - Ftc. 5.37 - Vecteur propre - FIG. 5.38 - Vecteur propre -
12 boules 16 boules 10 boules

Ceci signifie que le deuxième terme dans le développement asymptotique a une in-
fluence importante dans le calcul de Àe(e).
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Thble des hgures

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

Exemple pour la convergence dsro,
Distance de Hausdorff

Connexité pour Hc
O,, converge vers Q au sens de Hausdorff complémentaire

8
10
T2
12
1,4
18

La fonction u est son réarrangement ?..1* . . 27

3.1 ^f
3.2 ^f
3.3 ^io
3.4 ^*
3.5 Àr
3.6 Àr
3.7 Àr
3.9 Àfl
3.9 Àr

:45 .84
: 53.54

4 .1  t :4

^  a ,  D \ 2
} . t  t  A l

A a  p l 2.:t.o r: A2

4.9 P^?,

4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

5.L
5.2
5.3
5.4
5.5
5,6
5.7

t -10
t  : 6 t / 2

t :8\ fzeà
'  t a  f d
f , : l g v z  , . .

Décollement avec la méthode de lignes de niveaux

t t o t l a t a l o o a l a t a t t a o t l " ' o " " 1 "

M
M
45
45
45
46
46
46
46

57
57
57
57
57
72
87
87
87
87

96
97

101
r02
L02
103
103

4.1.0 P^? . ,

Construction du gr
e

Construction du H'z,
Selection par la méthode de la roue
Parent l .  .  .
Pargnt2 r . . , . . o . .

Enfan t l ,  o  ,  ,  .  .

EnfantZ . .
r27



5 .g  Mu ta t i on  . . . 103

5.9 Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction, Bas gauche :

Masque f ina l ,Basd ro i t :Recons t ruc t i on  ' . . . . 104

5.10 Masque initial, Haut droit: Reconstruction, Bas gauche: Masque final, Bas
droit : Reconstruction 105

5.11 Gauche : Masque Laplacien, Droit: Reconstruction . . . 106

5.12 Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction , Bas gauche :

Masquef ina l ,Basdro i t :Reconstruct ion '  ' .  '  '1 '07

5.13 Haut gauche : Masque initial, Haut droit : Reconstruction , Bas gauche :

Masquef ina l ,Basdro i t :Reconstruct ion . .  - .  '707

5.14 Haut gauche : Masque Pavage 4 x 4, Haut droit : Reconstruction pavage
4 x 4, Bas gauche : Masque Pavage 8 x 8, Bas droit: Reconstruction Pavage
8x8 108

5.1.5 Haut gauche : Masque Pavage 16 x 16, Haut droit: Reconstruction Pavage
16 x 16, Milieu gauche : Masque Pavage 32 x 32, milieu droit : Recons-

truction pavage 32 x 32 Bas gauche : Masque Pavage 64 x 64, Bas droit :

Reconstruction Pavage 64 x 64 . . 109

5.16 Haut gauche : Masque Pavage 64 x 64, Haut droit:Reconstruction pavage

64 x 64, Bas gauche : Masque pavage 32 x 32, Bas droit : Reconstruction

PavageSz  x32  . . . 110
Reconstruction, Bas gauche :5.I7 Haut gauche : Masque

Masque final, Bas droite
5.18 Haut gauche : Masque

Masque final, Bas droite
5.79 Haut gauche : Masque

Masque final, Bas droite
5.20 Haut gauche : Masque

Masque final, Bas droite

initial, Haut droit
Reconstruction

initial, Haut droit
Reconstruction

initial, Haut droit
Reconstruction

initial, Haut droit
Reconstruction

Reconstructior, Bas gauche

Reconstruction, Bas gauche

.  .  .  .  r .  .  .  .  .  .  .  .  o  .  .  . ' ' ' 1 t 7 7

Reconstructiofl, Bas gauche

5.2r
5.22
5.23

112

113

714
720
727

123
r23
123
723
L24
724
r24
r24
124
124
r24
724
r24

Les configurations optimales pour l/ : 6, l{ - 25, dans la classe de deux
gttroisanneaux .  .  .  .  .  .  .  .  .

5 . 2 4  6 b o u l g s .  o  .  o  .  r  .  .  .  .  .

5 .25  Tbou lgs .  .  o  .  .  .  .  .  .  o  o

5.26  Sbou lgs .  .  .  .  .  .  .
5 .27  gbou les .  .  .  .  ,  .  .  .  o  .  .  .  .

5.28 10 boules
5.29 11 boules
5 .3072bou1gs . . . . . .
5.31 13boulgs .  .  .  .  .  .  .  .  .
5.32 l4boulgs . .  .  .  .  .  .  .  o
5.33 15boulgs .  .  .  .  .  .  .  .
5.34 l6boulgs .  .  .  .  .  .  .  .
5.35 lTboulgs . . . . . . o . .
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