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Introduction générale

M otivations et objectifs

Les structures sont aujourd'hui omniprésentes dans notre vie quotidienne et vont selon

leur forme et leur fonction, des bâtiments aux voitures, des ordinateurs aux avions etc. Il

est clair que le succès de n'importe quelle structure repose entièrement sur une hiérarchie

d'éléments et la conception de ces éléments. Cette hiérarchie comprend la structure dans

son ensemble, les di�érents éléments de la structure, les constituants de chacun de ces

di�érents éléments individuels, les matériaux à partir desquels chaque élément est fabri-

qué, et en�n la composition de ces matériaux (Olson, 1997). Ainsi, une structure peut

être considérée comme un système possédant des éléments qui existent à de multiples

échelles de longueur. Le comportement de la structure dans son ensemble est régi par le

comportement à chaque échelle de longueur et par des interactions entre ces di�érentes

échelles de longueur (McDowell et Story, 1999). Il est donc évident que le succès de la

conception d'une structure doit prendre en considération non seulement la conception

de chaque élément à son échelle de longueur, mais aussi l'interaction complexe de cette

hiérarchie des échelles de longueur (Seepersadet al., 2004). Haberman (2007) a montré

que cette philosophie de conception peut idéalement être étendue à la conception même

des matériaux.

En génie mécanique ou en science de l'ingénieur, la Résistance des Matériaux est la

1
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science dudimensionnementet elle est issue d'une théorie plus générale, la Mécanique

des Milieux Continus (que nous désignerons par MMC), qui permet de concevoir une

pièce mécanique, un ouvrage d'art ou tout objet utilitaire, c'est-à-dire d'abord imaginer

les formes et le squelette géométrique qui remplissent les fonctions demandées. Elle déter-

mine ensuite les quantités et la nature des matières nécessaires et su�santes pour réaliser

ces formes en assurant une résistance sans dommage de l'objet à tous les e�orts auxquels

il sera soumis pendant son service. Ce dimensionnement fait appel à des calculs qui pré-

voient le comportement de l'objet dont la conception doit réunir les meilleures conditions

de sécurité, d'économie et d'esthétique. Ces méthodes de conception classiques néces-

sitent la sélection des matériaux qui sont conformes aux besoins de l'ensemble préconçu

(Ashbey, 1999). Cette méthodologie de conception est bien développée et bien comprise

de nos jours surtout avec l'apparition et le développement des gros moyens de calculs et de

stockage. Malheureusement, comme il est noté dansMcDowell et Story (1999) puis dans

Olson(2000), le facteur limitant dans la conception lors de l'application de cette approche

est très souvent le manque de matériaux qui répondent aux besoins de la structure, ce qui

limite considérablement le processus de conception. Les domaines de la modélisation, de

la conception et de la fabrication des matériaux composites ont alors permis de trouver

une solution au problème de manque de matériaux et ont complété ainsi le processus de

conception. Cependant, malgré que ces domaines aient permis de remédier au manque de

matériaux indispensables pour les conceptions, rares sont les matériaux composites dont

la conception est directement intégrée à la conception de la structure globale (Mistree,

2004; Haberman,2007). Cette dernière approche, c'est-à-dire celle qui consisteà conce-

voir simultanément un matériau avec la structure, représente une solution plus élégante

qui vise à créer des matériaux conçus spéci�quement pour répondre aux exigences d'une

application donnée. Une telle approche ne crée pas seulement des matériaux pour des

besoins spéci�ques mais également inclut la création du matériau dans la conception du

système dans son ensemble. Cette approche désignée à juste titre parconception du maté-
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riau, est un domaine très actif de la recherche. Une approche bien acceptée de conception

des matériaux a pour objectif d'étendre les méthodes de conception des systèmes a�n de

concevoir simultanément des matériaux pour des composants spéci�ques de haute impor-

tance (McDowell et Story, 1999; Mistree, 2004; Seepersadet al., 2004; Haberman,2007).

Cette extension est très naturelle puisque les matériaux eux-mêmes peuvent être consi-

dérés comme des structures multi-échelles (Smith, 1981) (cf. Ÿ 1.2.1). De part sa nature,

la conception des matériaux est un problème multi-échelle et multi-physique puisque les

exigences d'une structure incluent des chargements thermique, électrique et mécanique à

toutes les échelles de longueur.

Un domaine d'intérêt particulier dans de nombreux domaines d'ingénierie est la dissi-

pation d'énergie. Les applications qui requièrent des matériaux avec une grande capacité

d'absorption des énergies acoustique et vibratoire peuvent être trouvées dans presque tous

les secteurs d'activités industrielles (aéronautique, automobile, constructions navales et

ferroviaires, électroménager, etc.). Des exemples représentatifs incluent la minimisation

des amplitudes de vibration des composantes d'une structure pour des raisons d'endom-

magement par fatigue et la réduction des niveaux de pression acoustique à l'intérieur des

avions et des automobiles. De nombreuses stratégies de solution, à la fois active et passive

voire hybride, ont été proposées pour résoudre ces problèmes. Ainsi, une solution simple

pour réduire les vibrations indésirables est d'employer une plaque ou poutre constituée de

deux couches rigides identiques (appelées les peaux) reliées l'une à l'autre par une couche

viscoélastique souple et mince (appelée c÷ur) ayant une très bonne capacité d'amortisse-

ment. Ce type de traitement amortissant est connu sous le nom d'amortissement passif. La

fonction amortissante de ces structures sandwich viscoélastiques est apportée par le ma-

tériau viscoélastique ayant des caractéristiques mécaniques complexes et dépendant de la

fréquence des vibrations, de la température et encore bien d'autres facteurs (Kergourlay,

2004; Christensen, 2005b). La fonction amortissante est due à la déformation de cisaille-
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ment importante de la couche centrale viscoélastique (Rosset al., 1959) liée à un écart

entre les déplacements longitudinaux (dans le plan) des deux couches externes. La consé-

quence ultime de cette con�guration géométrique est une augmentation de la capacité

d'amortissement des énergies vibratoire et acoustique de la plaque (poutre) sandwich

viscoélastique (Moore et Lovins, 1995).

Plusieurs travaux ont été développés, notamment dans l'équipe des simulations numé-

riques du Laboratoire de Physique et Mécanique des Matériaux (LPMM) pour l'analyse

des vibrations linéaires et non linéaires des structures sandwich viscoélastiques. Ces tra-

vaux ont permis de déterminer la fréquence de résonance ainsi que le facteur de perte (ou

d'amortissement) par mode de vibration de ces structures sandwich viscoélastiques. Les

modèles de calcul des structures utilisés pour modéliser ces structures font généralement

abstraction de la microstructure des matériaux qui constituent la structure. En revanche,

l'équipe de rhéologie et microstructure du LPMM, de son côté, s'intéresse à la micro-

structure des matériaux constitutifs d'une structure. En outre, il est bien connu de nos

jours que la capacité d'amortissement des matériaux peut être améliorée d'une manière

signi�cative par l'introduction des hétérogénéités dans les matériaux, créant ainsi des nou-

veaux matériaux composites (Jarzynski,1990; Haberman, 2007). C'est dans le contexte

de travail collaboratif entre ces deux équipes du LPMM que ce travail de recherche a

été lancé. Ainsi, cette thèse est motivée par la mise en place d'un cadre de modélisa-

tion multi-échelle permettant de combiner les compétences de ces deux équipes. Il s'agit

donc d'explorer ici des moyens pour concevoir des matériaux ou encore mieux la micro-

structure des matériaux d'une structure pour satisfaire plusieurs objectifs de conception

simultanément.
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Organisation générale de la thèse

Pour atteindre nos objectifs, ce travail de thèse s'articule autour de huit chapitres.

Le chapitre 1 présente brièvement la théorie de la viscoélasticité linéaire des matériaux

non vieillissants et fait le lien avec les propriétés dissipatives de ces matériaux. Ceci nous

permet de comprendre les phénomènes et principes physiques qui confèrent ce comporte-

ment dissipatif aux matériaux viscoélastiques. La micromécanique qui est une science des

matériaux est ensuite présentée dans sa philosophie globale avec un aperçu succinct des

di�érentes connaissances dans cette discipline. Pour �nir, ce chapitre1 aborde la théo-

rie des structures sandwich viscoélastiques en présentant les travaux signi�catifs sur la

modélisation de ces types de structures.

A�n de mettre en place des outils numériques pour l'étude des comportements macro-

scopiques des structures sandwich viscoélastiques, le chapitre2 étudie les comportements

statique, vibratoire et acoustique des poutre et plaque sandwich Verre/PVB/Verre qui

constituent des modèles pour représenter les pare-brises d'automobile. Les di�érents pa-

ramètres mécaniques et géométriques qui in�uencent les comportements de ces structures

sandwich viscoélastiques y sont présentés. Aussi avons nous montré l'e�et des condi-

tions aux limites viscoélastiques sur les propriétés modales de ces structures sandwich. Ce

chapitre montre clairement que les propriétés d'amortissement des structures sandwich

viscoélastiques sont très attrayantes. Toutefois les capacités amortissantes de ces struc-

tures sandwich viscoélastiques ont des limites qui sont naturellement liées aux propriétés

mécaniques et géométriques de leurs matériaux constitutifs. Ainsi, pour augmenter leur

pouvoir d'amortissement, d'autres solutions doivent être envisagées. L'une des pistes en-

visageables est la modi�cation des microstructures des matériaux constitutifs a�n d'amé-

liorer le comportement amortissant macroscopique de la structure. En d'autres termes, il

s'agit d'intégrer la conception des matériaux constitutifs à la conception de ces structures

sandwich viscoélastiques.

Ainsi, dans l'optique d'explorer les voies pour concevoir des matériaux à forte capacité
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amortissante, le chapitre3 étend le modèle micromécanique deLipinski et al. (2006), ini-

t ialement développé pour les matériaux composites élastiques, a�n d'étudier les propriétés

e�ectives des matériaux composites contenant des phases viscoélastiques ayant des pro-

priétés dépendantes de la fréquence et éventuellement de la température. Cette extension

est possible grâce à l'utilisation du principe de correspondance élastique-viscoélastique (cf.

Ÿ1.1.1) (Christensen,2005b). Dans ce chapitre3, nous traitons des composites viscoélas-

t iques contenant des hétérogénéités multi-enrobées. Au travers des propriétés e�ectives

obtenues pour des matériaux composites viscoélastiques issus de diverses combinaisons

de matériaux viscoélastiques homogènes, il en ressort qu'il est possible aux ingénieurs de

concevoir des matériaux amortissants ayant une bonne rigidité sur toutes les gammes de

fréquences par un choix adéquat des phases du matériau composite.

Si le chapitre3 a supposé des interfaces parfaites entre les phases du matériau compo-

site, le chapitre4 étudie l'in�uence des interfaces imparfaites sur les propriétés e�ectives

des composites viscoélastiques. C'est ainsi que le modèle micromécanique deQu (1993a,b),

développé à l'origine pour étudier l'e�et des interfaces légèrement imparfaites dans les

matériaux composites élastiques, a été modi�é et adapté pour prédire les propriétés e�ec-

tives des matériaux composites viscoélastiques contenant des phases avec des interfaces

légèrement imparfaites et avec une dépendance en fréquence des propriétés mécaniques.

Nous supposons dans ce chapitre qu'une couche visqueuse est introduite arti�ciellement

entre la matrice et l'hétérogénéité du matériau composite viscoélastique. La matrice et

l'hétérogénéité peuvent alors glisser l'une par rapport à l'autre lorsqu'une contrainte de ci-

saillement assez importante est appliquée à l'ensemble. Ceci paraît particulièrement assez

intéressant puisque le matériau viscoélastique des structures sandwich viscoélastiques su-

bit généralement une forte déformation de cisaillement comme nous l'avons expliqué plus

haut. Les frottements générés par le relatif glissement de la matrice et de l'hétérogénéité

l'une par rapport à l'autre peuvent induire une dissipation d'énergie supplémentaire en

améliorant ainsi l'amortissement global de la structure. Plusieurs simulations numériques
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sont ensuite e�ectuées pour obtenir un aperçu quantitatif quant à l'in�uence des divers

facteurs introduits dans le modèle micromécanique. De nouveaux degrés de liberté sont

ainsi introduits dans la conception des matériaux pour des applications d'amortissement.

Ce chapitre 4 a introduit un e�et de taille dans le modèle micromécanique. Néanmoins,

les tailles considérées restent toujours dans les dimensions conventionnelles, c'est-à-dire

des micromètres. Pour pouvoir étudier l'e�et des tailles de l'ordre des nanomètres sur les

propriétés des matériaux composites, la micromécanique classique deEshelby(1957) doit

être revue, modi�ée et adaptée à ces types de matériaux composites.

Le chapitre 5 introduit les divers phénomènes physiques qui caractérisent l'échelle na-

nométrique. Le concept d'excès d'énergie de surface/interface en l'occurrence est présenté

ainsi que les travaux signi�catifs sur l'extension de la micromécanique classique initiée

par Eshelby pour étudier et prédire les propriétés e�ectives des nanocomposites. Nous

présentons également dans ce chapitre les limites des modèlesnanomécaniquesactuels et

nous y posons plusieurs questions fondamentales de recherche dans ce domaine.

Nous apportons des réponses à ces questions de recherche dans le chapitre6 en présen-

tant une approche pour résoudre de manière e�cace le problème de nano-hétérogénéités

de Eshelbypar une bonne prise en compte de l'e�et d'excès d'énergie de surface/interface

très prononcé à l'échelle nanométrique. Cette approche sert d'un véritable pont entre la

mécanique moléculaire discrète et la mécanique des milieux continus. Nous démontrons

dans ce chapitre que les nanoparticules noyées dans une matrice peuvent introduire loca-

lement, dans les matériaux composites, des zones de rigidité négative (Yoshimoto et al.,

2005) susceptibles d'améliorer de manière drastique les propriétés mécaniques et physiques

des matériaux (Lakeset al., 2001; Lakes,2001a,b; Lakes et Drugan,2002).

Les modèles développés et présentés dans les chapitres3, 4, 5 et 6 s'intéressent es-

sentiellement aux propriétés e�ectives des matériaux composites lorsque l'on modi�e leur

microstructure. L'impact concret de la microstructure des matériaux sur les comporte-

ments macroscopiques (vibratoire et acoustique par l'exemple) de la structure (ici, sand-
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wich Verre/PVB/Verre) n'est pas encore étudié. Même si le chapitre 2 a mis au point

plusieurs outils de modélisation numérique pour étudier les comportements statique, vi-

bratoire et acoustique des structures sandwich viscoélastiques, il y manque de véritables

outils de résolution des problèmes non linéaires à savoir les problèmes non linéaires aux

valeurs propres complexes. La résolution de ce problème est essentielle pour déterminer les

fréquences de résonance ainsi que les facteurs d'amortissement associés à ces fréquences.

Ces deux paramètres intéressent particulièrement les ingénieurs lors de la conception des

structures. Une revue de l'état de l'art sur les techniques de résolution des problèmes

non linéaires aux valeurs propres complexes (Daya et Potier-Ferry, 2001; Duigou et al.,

2003; Jarlebring, 2003) montrent qu'il est presque impossible de trouver aujourd'hui un

outil su�samment robuste et assez simple d'implémentation pour traiter ces types de

problèmes. Notre challenge fut alors de mettre au point un outil numérique très générique

et relativement facile à implémenter pour résoudre plusieurs classes de problèmes non

linéaires. Nous présentons alors dans le chapitre7 une méthode de calculs numériques

appelée approcheDiamant, introduite par Charpentier (2007), pour résoudre de façon gé-

nérique plusieurs problèmes non linéaires grâce à la librairie Diamant MATLAB Toolbox

que nous avons conçue en ce sens. Cette librairie, basée sur les techniques de surcharge

d'opérateurs o�ertes par plusieurs langages de programmation (comme par exemple MAT-

LAB, C/C++et Fortran ), nous permet de di�érentier automatiquement (Griewank, 2000)

la méthode asymptotique numérique (Cochelinet al., 2007). Cette approche nous permet

ainsi de résoudre e�cacement les problèmes non linéaires aux valeurs propres complexes

souvent rencontrés dans le calcul des propriétés modales des structures viscoélastiques

et dans bien d'autres domaines de la physique et de la mécanique. D'autres exemples

d'applications de l'outil Diamant sont également présentés dans ce chapitre7.

Grâce à la librairie Diamant et aux outils de modélisation numérique des structures

sandwich viscoélastiques développés et présentés dans le chapitre2, nous montrons dans

le chapitre 8 l'e�et de la microstructure des matériaux constitutifs du sandwich Ver-
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re/PVB/Verre sur ses propriétés modales et acoustiques. Pour �nir, nous montrons sur

un exemple simple comment l'on peut concevoir les microstructures du Verre et du PVB

pour satisfaire simultanément plusieurs objectifs de conception des pare-brises d'automo-

bile.

Une conclusion générale sur l'ensemble de ces travaux permet de revenir sur les résul-

tats importants mis en avant. C'est aussi l'occasion d'évoquer diverses perspectives dans

le cadre de l'étude des e�ets d'échelles dans les matériaux hétérogènes et de la résolution

des problèmes non linéaires aux valeurs propres complexes.
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CHAPITRE 1
Acquis et principes fondamentaux

'

&

$

%

N ous rappelons dans ce chapitre la théorie de la viscoélasticité linéaire des ma-

tériaux non vieillissants. Nous y montrons également le lien entre le com-

portement viscoélastique et l'amortissement dans ce type de matériaux. Dans l'optique

d'améliorer la capacité amortissante de ces matériaux par le biais des acquis en micro-

mécanique, nous présentons globalement la philosophie et les travaux marquants de cette

science des matériaux. La limite de la micromécanique dans son état classique ou encore

dans l'état où Eshelby l'avait initiée y est également présentée. Ensuite la théorie des

structures sandwich viscoélastiques est présentée avec une revue des travaux réalisés dans

cette discipline, étant donné que l'objet d'application de notre étude, le pare-brise, est un

composite sandwich viscoélastique. Un tour d'horizon est fait sur les diverses techniques

développées pour la modélisation de ces structures sandwich.
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1.1. Matériaux amortissants

1.1 Matériaux amortissants

Les applications utilisant des matériaux de forte capacité d'amortissement des nui-

sances vibratoires et sonores peuvent être rencontrées dans presque tous les secteurs d'ac-

tivité humaine (automobile, aérospatiale, bâtiment etc.). Par exemple, pour répondre aux

attentes de leurs clients, les constructeurs d'automobiles améliorent sans cesse le confort

de conduite à bord des véhicules. En e�et, le confort acoustique et vibratoire est l'une

des prestations les plus importantes pour la satisfaction des clients. Ces derniers y sont

de plus en plus sensibles et le considèrent comme un indicateur de la qualité globale du

véhicule. Les sondages clientèles ont révélé que les problèmes acoustiques (moteur trop

bruyant, vibration de planche de bord, etc.) représentent de nos jours plus d'un quart des

motifs d'insatisfaction.

Ainsi, de nos jours, le polyvinyl de butyral (PVB) est l'un des matériaux amortissants

utilisé dans les pare-brises d'automobiles. Ce matériau présente une bonne adhérence au

verre et il est utilisé sous forme de couche intercalée entre deux couches de verre. Le

pare-brise ainsi constitué résiste mieux à l'impact lors d'un choc avec un corps étranger

puisque le verre se fendille, la fracture est localisée au point d'impact sans altérer la

visibilité. L'intercalaire PVB maintient les morceaux de verre en place, ce qui diminue le

risque de coupure par éclats de verre. Il garde l'étanchéité de la paroi. De plus, l'énergie

résiduelle du corps est absorbée par cet intercalaire ; le vitrage empêche donc le passage

du corps si l'impact n'est pas disproportionné. Hormis ces avantages de sécurité, le PVB

peut subir des traitements particuliers pour conférer au pare-brise d'autres propriétés

(mécaniques, acoustiques, thermiques, optique etc.).

En général, tous les matériaux ayant un comportement amortissant sont dé�nis comme

matériaux viscoélastiques (VE) (Lakes,1998; Christensen, 2005b). A cause du nombre im-

portant des domaines d'application des matériaux amortissants, la modélisation des maté-

riaux VE a été et demeure un centre d'intérêt capital dans plusieurs domaines d'ingénierie

(Hashin, 1965; Christensen,2005a). Une telle modélisation commence par la compréhen-
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sion fondamentale des processus physiques qui conduisent aucomportement dissipatif.

Par conséquent, nous présentons dans cette section une vue d'ensemble du comportement

des matériaux VE ainsi que les outils mathématiques utilisés pour les modéliser sans

toutefois oublier de présenter les hypothèses simpli�catrices qui seront utilisées dans les

modélisations des matériaux VE dans cette thèse.

Le comportement VE est fondamentalement lié à la dissipation intrinsèque de l'énergie

de déformation dynamique sous forme de chaleur dans le matériau. Les matériaux cris-

tallographiques tels que les métaux convertissent l'énergie de déformation en chaleur au

travers de la friction interne tandis que l'absorption d'énergie dans les polymères résulte

du glissement et de la relaxation des chaînes moléculaires. En général, la contrainte dans

un matériau VE est liée au taux de déformation. Cette dépendance au taux de déforma-

tion est traduite en une réponse en contrainte dans le domaine fréquentiel appelé �spectre

de relaxation� (Haberman,2007; Haddad, 1995). Le spectre de relaxation d'un matériau

VE montre que le niveau de contrainte dépend de l'amplitude et de la fréquence de la

déformation appliquée (Haddad, 1995).

De le cadre de ce travail de thèse, nous nous intéresserons à la viscoélasticité linéaire.

La viscoélasticité non-linéaire est traitée dans plusieurs ouvrages dont nous pouvons citer

Christensen(2005b). Ainsi, dans un premier temps, nous présentons la théorie dela visco-

élasticité linéaire en général avant de la particulariser au cas des matériaux viscoélastiques

non vieillissants (cf. Ÿ1.1.1). Ensuite, le lien entre la viscoélasticité et l'amortissement est

montré par un exemple simple (cf. Ÿ1.1.2).

1.1.1 Viscoélasticité linéaire : bases théoriques

La viscoélasticité dans le domaine temporel

Les matériauxviscoélastiques(VE) ont, par dé�nition, un comportement à la fois élas-

tique et visqueux. La première propriété est liée aux solides alors que la seconde est plutôt

remarquée au niveau des �uides. Les �uides ont en e�et une caractéristique particulière
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de résistance à l'écoulement. Cette propriété est appeléeviscosité. Elle résulte d'une perte

d'énergie par frottements. L'énergie est alors dissipée dans le �uide sous forme de chaleur.

Les matériaux VE se comportent à la fois comme des �uides visqueux et des solides élas-

tiques. La réponse VE est alors un compromis entre celle d'un solide élastique et celle d'un

�uide. Sa caractéristique principale est leretard par rapport à la réponse élastique. Ce

retard est observé aussi bien dans la phase de déformation que dans la phase de relaxation.

Il découle directement de la dépendance des propriétés mécaniques des matériaux VE en

fonction de l'histoire des sollicitations. Plusieurs essais tels que le�uage, la relaxation, la

recouvrancepermettent de mettre en évidence le caractèrevisqueuxde ces matériaux.

Essai de Fluage : cet essai consiste à appliquer au matériau VE, à un instantt0, une

contrainte uniaxiale dans la directionkl maintenue constante dans le temps (les autres

composantes� ij étant nulles). On observe des déformations" ij dans le temps (Fig.1.1).

A l'instant t0, on remarque des déformations instantanées" 0
ij correspondant à l'élasticité

instantanée du matériau. Ensuite, pourt > t 0, les déformations croissent (l'évolution de

" 11 sert d'exemple) (Fig.1.1). D'un point de vue mathématique, on peut écrire :

� kl (t)

� 0
kl

tt0

Sollicitation

"11(t)

t

"0
11

t0

Réponse à la sollicitation

Fig. 1.1 � Essai de �uage.
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8
><

>:

� kl (t) = H(t � t0)� 0
kl ;

" ij (t) = J ijkl (t; t 0; � 0
kl )�

0
kl :

(1.1)

La fonction deHeavisideH(t) ou fonction échelon est dé�nie par :

8
><

>:

H(x) = 0 si x < 0;

H(x) = 1 si x � 0:
(1.2)

La fonction J ijkl (t; t 0; � 0
kl ), appelée fonctionretard, a les propriétés suivantes :

8
><

>:

J ijkl (t; t 0; � 0
kl ) = 0 si t < t 0;

J ijkl (t; t 0; � 0
kl ) : fonction croissante pour t � t0:

(1.3)

Essai de Relaxation : dans cet essai, on applique au matériau et à partir d'un instant

t0, une déformation uniaxiale maintenue constante dans la directionkl (les autres compo-

santes" ij étant bien sûr nulles). On observe alors une évolution des contraintes� ij dans

le temps (Fig. 1.2).

"kl (t)

"0
kl

tt0

Sollicitation

� 11(t)

t

� 0
11

t0

Réponse à la sollicitation

Fig. 1.2 � Essai de relaxation.
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1.1. Matériaux amortissants

Là aussi, d'un point de vue mathématique, on peut écrire :

8
><

>:

" kl (t) = H(t � t0)" 0
kl ;

� ij (t) = R ijkl (t; t 0; " 0
kl )"

0
kl :

(1.4)

La fonction R ijkl (t; t 0; " 0
kl ), appelée fonction derelaxation, a les propriétés suivantes :

8
><

>:

R ijkl (t; t 0; � 0
kl ) = 0 si t < t 0;

R ijkl (t; t 0; � 0
kl ) : fonction décroissante pour t � t0:

(1.5)

Essai de recouvrance : ici, on applique un créneau de contrainte d'amplitude� 0
kl . Les

déformations évoluent dans le temps (Fig.1.3).

Pour t < t 1, on retrouve l'essai de�uage.

Pour t = t1, on relâche la contrainte. Il y a alors un retour instantané d'amplitude égale

au saut observé ent = t0 (si l'élasticité instantanée est invariable).

Pour t > t 1, les déformations décroissent et reviennent à l'état initial ("ij = 0). On dit que

le matériau estviscoélastiques'il ne présente pas de déformation permanente. Par contre,

il est dit visco-élasto-plastique(Salençon, 1983) s'il présente une déformation permanente.

� kl (t)

� 0
kl

tt0

Sollicitation

"11(t)

t

"0
11

t0

Réponse à la sollicitation

t1 t1

Fig. 1.3 � Essai de recouvrance.
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Chapitre 1. Acquis et principes fondamentaux

Formulation fonctionnelle de la viscoélasticité

En viscoélasticité, la loi de comportement s'écrit de manière générale :

� ij (t) = F
�
" kl

�
� t

�1

��
; (1.6)

ou inversement

" ij (t) = G
�
� kl

�
� t

�1

��
: (1.7)

A chaque instant t, � ij (t) (resp " ij (t)) dépend de l'histoire de la déformation" kl (�) (resp

contrainte � kl (�)) jusqu'à cet instant t. Le comportement est ditlinéaire si la fonctionnelle

F (resp G) est linéaire c'est-à-dire par exemple :

8
><

>:

F
h
" (1)

kl

�
� t

�1

�
+ " (2)

kl

�
� t

�1

� i
= F

h
" (1)

kl

�
� t

�1

� i
+ F

h
" (2)

kl

�
� t

�1

� i
;

F
�
�" kl

�
� t

�1

��
= �F

�
" kl

�
� t

�1

��
(avec � 2 IR);

(1.8)

où " (1) et " (2) constituent deux états de déformation distincts. La conséquence directe de

cette condition de linéarité est que la fonction de retardJ ijkl (t; t 0; � 0
kl ) est indépendante

de � 0
kl . Inversement, la fonction de relaxationR ijkl (t; t 0; " 0

kl ) est également indépendante

de " 0
kl . Ainsi pour la viscoélasticité linéaire, on obtient :

8
><

>:

" kl (t) = J ijkl (t; t 0)� 0
kl ; pour le �uage;

� ij (t) = R ijkl (t; t 0)" 0
kl ; pour la relaxation:

(1.9)

Principe de superposition de Boltzmann

En utilisant la linéarité du comportement, on peut exprimer la réponse à toute l'his-

toire de sollicitation (contrainte ou déformation) à partir de la connaissance des fonctions

J et R. Une histoire de contrainte� kl (t) par exemple peut être considérée comme la su-

perposition d'échelons in�niment petitsd� kl (�)H (t � �) et éventuellement des sauts notés
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1.1. Matériaux amortissants

J� klKn aux instants � n . La déformation est, selon la dé�nition de la linéarité, la superposi-

tion des réponsesd" kl (t) produits par ces échelonsd� kl (�)H (t � �). Ainsi, d� kl (�) produit

une déformationd" kl (t) à un instant postérieur à�. On peut alors écrire la relation qui

relie d" kl (t) à d� kl (�) par :

d" ij (t) = J ijkl (t; �)d� kl (�): (1.10)

On en déduit alors que :

" ij (t) =
Z t

�1
J ijkl (t; �)d� kl (�) +

X

n

J ijkl (t; � n )J� kl Kn : (1.11)

L'expression (1.11) peut être réecrite sous la forme :

" i j (t) =
Z t

�1
J ijkl (t; �) _� kl (�)d�; (1.12)

où _� kl (�) est la dérivée de� kl (�) par rapport à � au sens des distributions, c'est-à-dire :

_� kl (�) =

8
><

>:

d� kl (�)
d�

si � kl (�) est dérivable en�;

J� kl Kn � � n en � = � n où il y a un saut de contrainte:
(1.13)

Dans l'expression (1.13), � � n représente la distribution de Dirac en� n . Pour des notions

sur la théorie des distributions, le lecteur intéressé peut se référer à l'ouvrage deAppel

(2006, p. 155-216). En intégrant par partie l'expression (1.12) on obtient :

" i j (t) = J ijkl (t; t )� kl (t)| {z }
Élasticité instantanée

�
Z t

�1

@J ijkl (t; �)
@�

� kl (�)d�:
| {z }

E�et de mémoire

(1.14)

Dans cette formule, l'e�et mémoire tient compte de toute l'histoire de�.
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Chapitre 1. Acquis et principes fondamentaux

Cas des matériaux non vieillissants

Un matériau est dit non vieillissant si ses propriétés n'évoluent pas avec le temps

(Persoz,1969). La réponse à un instantt pour une sollicitation à un instant � (antérieur

à t) est la même que celle à un instantt + �� pour une sollicitation à un instant � + ��.

Il en découle alors que les fonctions de retard et de relaxation ne dépendent que d'une

seule variable :t � � qui est le temps séparant l'e�et de la cause. Ainsi, la formule (1.14)

se récrit sous la forme :

" ij (t) = J ijkl (0)� kl (t) +
Z t

�1

@J ijkl (t � �)
@�

� kl (�)d�: (1.15)

Dans ce cas, l'expression duale de la formule (1.15) s'écrit, en permutant le rôle de� et

", comme ci-après :

� ij (t) = R ijkl (0)" kl (t) +
Z t

�1

@R ijkl (t � �)
@�

" kl (�)d�: (1.16)

Comme pour les modules d'élasticité, les fonctions de retard et de relaxation véri�ent les

propriétés de symétrie :

J ijkl = J jikl = J ijlk ; J ijkl = J klij ; (1.17)

pour la fonction retard et

R ijkl = R jikl = R ijlk ; R ijkl = R klij ; (1.18)

pour la fonction relaxation.
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1.1. Matériaux amortissants

Viscoélasticité dans le domaine de Carson (fréquentiel)

Partant du fait que la fonction de retard J jikl (t � �) = 0 pour t > �, on peut récrire

la formule (1.12) de la manière suivante :

" i j (t) =
Z + 1

�1
J ijkl (t � �) _� kl (�)d�; (1.19)

et son expression duale s'écrit (car la fonction de relaxationR jikl (t � �) = 0 pour t > �) :

� ij (t) =
Z + 1

�1
R ijkl (t � �) _" kl (�)d�: (1.20)

Nous remarquons alors que les lois (1.19) et (1.20) peuvent s'écrire en terme de convolution

de Riemann notée� :

8
><

>:

� ij (t) =
�

R ijkl � _" kl

�
(t);

" ij (t) =
�

J ijkl � _� kl

�
(t):

(1.21)

Ainsi il paraît donc clair que les calculs concernant un matériau viscoélastique linéaire

non vieillissant (VELNV) se font dans une algèbre de convolution. Le traitement des

problèmes de viscoélasticité linéaire pour les matériaux non vieillissants est donc facilité

par l'usage de la transformation de Carson.

Dé�nition 1 La transformation de Carson d'une fonctionf (t) notée Cf (t) est dé�nie

par :

Cf (t) = f̂ (s) = s
Z + 1

0
f (t)e � stdt = sLf (t) = sf (s); (1.22)

où Lf (t) = f (s) est la transformée de Laplace de la fonctionf (t).

21



Chapitre 1. Acquis et principes fondamentaux

Il vient alors que :

8
><

>:

�̂ i j (s) = R̂ ijkl (s)"̂ kl (s);

"̂ ij (s) = Ĵ ijkl (s)�̂ kl (s):
(1.23)

Les lois (1.23) sont bien identiques à la loi de Hooke classique et sa duale pour un ma-

tériau élastique ; ce qui nous conduit à énoncer le principe de correspondance élastique-

viscoélastique (Christensen,2005b).

Principe de correspondance élastique-viscoélastique

Le principe de correspondance élastique-viscoélastique s'énonce comme suit :Dans

l'hypothèse des changements de géométrie négligeables et selon le principe d'Onsager

(Salençon, 1983), la résolution de la plupart des problèmes pour un système constitué

d'un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant anisotrope se ramène à la résolution

du problème analogue pour le même système constitué d'un matériau élastique linéaire

anisotrope.

Il est important de noter à ce niveau que ce principe de correspondance élastique-

viscoélastique sera largement utilisé pour les modélisations micro/nano-mécaniques des

matériaux viscoélastiques dans ce travail de thèse.

1.1.2 Viscoélasticité et amortissement

Dans ce paragraphe, nous présentons le comportement d'un matériau VE lorsqu'il est

soumis à des sollicitations harmoniques et nous faisons ensuite le lien avec la dissipation

d'énergie liée à ce type de comportement.
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1.1. Matériaux amortissants

Matériaux viscoélastiques et sollicitations harmoniques

Considérons un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant soumis à des sollicita-

tions harmoniques de la forme :

� ij (t) = <
h
� 0

ij ei!t
i

= � 0
ij cos(!t); (1.24)

avec i =
p

�1 et ! , la pulsation. Les déformations induites peuvent être déduites de la

formule (1.19) sous la forme :

" i j (t) = � 0
kl

Z t

�1
J ijkl (t � �)<

h
i! ei! �

i
d�

= � 0
kl <

"

i!
Z t

�1
J ijkl (t � �)e i! � d�

# (1.25)

Grâce au changement de variable

u = t � �;

l'expression (1.25) peut être récrite sous la forme :

" i j (t) = � 0
kl <

"

i! ei!t
Z + 1

0
J ijkl (u)e� i!u du

#

: (1.26)

En se basant sur la transformation de Carson (1.22), la loi (1.26) peut s'écrire :

8
><

>:

" i j (t) = � 0
kl <

h
Ĵ ijkl (i! )ei!t

i
;

Ĵ ijkl (i! ) = CJijkl (u) = i !
R+ 1

0 J ijkl (u)e� i!u du:
(1.27)

En utilisant des notations complexes et tensorielles, la formule (1.27) s'écrit :

"̂(! ) = Ŝ(! ) : �̂(! ); (1.28)
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Chapitre 1. Acquis et principes fondamentaux

où :

8
><

>:

Ŝ(! ) = Ĵ (i! ); Tenseur des complaisances complexes;

�̂(! ) = � 0ei!t ; Tenseur des contraintes:
(1.29)

La loi de comportement duale de la loi (1.28) s'écrit de manière analogue par :

�̂(! ) = Ĉ(! ) : "̂(! ); (1.30)

où :

8
><

>:

Ĉ(! ) = R̂(i! ); Tenseur des modules complexes;

"̂ (! ) = " 0ei!t ; Tenseur des déformations:
(1.31)

Notons que :

R̂ (i! ) =
h
Ĵ (i! )

i � 1
: (1.32)

Pour un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant soumis à un chargement harmo-

nique, la contrainte et la déformation sont déphasées d'un angle' ij (! ) (voir �gure 1.4(a)).

En e�et, d'après la loi (1.27), on a :

8
>>>><

>>>>:

" i j (t) = � 0
kl

�
�
� Ĵ ijkl (i! )

�
�
�<

h
ei!t+i' ij (! )

i
;

tan(' ij (! )) =
J 00

ijkl (! )

J 0
i jkl (! )

=
=

h
Ĵ ijkl (i! )

i

<
h
Ĵ i jkl (i! )

i =
=

h
Ŝijkl (! )

i

<
h
Ŝi jkl (! )

i :
(1.33)

24



1.1. Matériaux amortissants

Matériaux viscoélastiques et frottement interne

Pour illustrer la dissipation interne dans un matériau VELNV, considérons le cas d'une

sollicitation harmonique uniaxiale :

"(t) = " 0<
h
ei!t

i
= " 0 cos(!t): (1.34)

D'après la relation (1.30), la contrainte induite s'écrit :

8
>>>><

>>>>:

�(t) = " 0
�
�
�R̂ (i! )

�
�
�<

h
ei!t+i'(! )

i
;

tan('(! )) =
R 00(! )
R 0(! )

=
=

h
R̂( i! )

i

<
h
R̂( i! )

i :
(1.35)

Si nous considérons le module de Young complexeÊ (! ) = E 0(! ) + i E 00(! ) dans les cas de

traction (compression) alors la contrainte induite devient :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

�(t) = " 0
�
�
�Ê (! )

�
�
�<

h
ei!t+i'(! )

i
= " 0

�
�
�Ê (! )

�
�
� cos(!t + '(! ))

= � max cos(!t + '(! ))

= E 0(! )" 0
h

cos(!t) � � (! ) sin(!t)
i
;

� (! ) = tan( '(! )) =
E 00(! )
E 0(! )

:

(1.36)

La �gure 1.4(a) illustre le déphasage entre la sollicitation harmoniqueuniaxiale et la

réponse du matériau VELNV. Nous déduisons des relations (1.34) et (1.36) que :

8
>><

>>:

cos(!t) =
"(t)
" 0

;

sin(!t) =
1

� " 0

"

"(t) �
�(t)

E 0(! )

#

:
(1.37)
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Chapitre 1. Acquis et principes fondamentaux

Ainsi, à chaque fréquence on aE 0(! ) = E 0 =cte ; ceci se traduit dans le plan ("� �) par

une relation contrainte/déformation elliptique d'équation :

"
1

� " 0

 

" �
�
E 0

! #2

+

 
"
" 0

! 2

= 1: (1.38)

L'aire de l'hystérèse (�gure 1.4(b)) représente le travail dissipé (Ed) au cours d'un cycle

(T = 2�=! ) de déformation, soit :

Ed =
Z T

0
� _"dt = � � 0" 0!

Z 2�
!

0
sin2(!t)dt = �� � 0" 0; (1.39)

avec� 0 = E 0" 0. L'énergie potentielle maximale est dé�nie par :

Ep =
1
2

� 0" 0: (1.40)

Il ressort des relations (1.39) et (1.40) que :

� =
Ed

2� Ep
; (1.41)

d'où le nom defacteur de perteou facteur d'amortissementdonné habituellement à�

car ce dernier correspond au rapport de l'énergie dissipéeEd sur un cycle de déformation

par 2� fois l'énergie potentielle maximale. Le module de Young complexe dépendant de

la fréquence s'écritÊ (! ) = E 0(! ) [1 + i � (! )] où E 0(! ) et est couramment appelémodule

de stockage. La forme de l'ellipse qui décrit un cycle d'hystérèse change avec l'évolution

du facteur de perte� comme l'illustre la �gure 1.4(b). Plus � est grand, plus la surface

de l'hystérèse est importante et plus grande est l'énergie dissipéeEd. Ce coe�cient de

frottement interne � caractérise ainsi la capacité d'un matériau VE à dissiper sous forme

de chaleur, une partie de l'énergie de déformation reçue.
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1.1. Matériaux amortissants

 � � (t)

 � " (t)

t

� max

"max'
! = t an � 1 ( � )

!

(a) Déphasage entre la réponse et la sollicitation.

"

�

� " 0
p

1+ � 2

� � " 0
p

1+ � 2

� E 0"0

� �E 0"0

� croissant

(b) Hystérèses contrainte-déformation en fonction de� .

Fig. 1.4 � Sollicitation harmonique et réponse d'un matériau VELNV.
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Chapitre 1. Acquis et principes fondamentaux

L'un des principaux objectifs de nos travaux est d'explorer les voies et moyens pour

améliorer ce facteur d'amortissement� puisqu'il est bien connu de nos jours que la capacité

d'amortissement des matériaux peut être augmentée par l'introduction d'hétérogénéités

dans le matériau (Jarzynski, 1990). Ainsi, la grande partie des développements de ce tra-

vail concerne la modélisation des composites VE pour des applications d'amortissement.

Il s'agit donc de prédire le tenseur des modules complexes dépendant de la fréquenceĈ(! )

de la relation (1.30) pour les matériaux composites VE et caractériser ainsi leurpouvoir

amortissant. Pour les matériaux VE isotropes et homogènes,Ĉ(! ) est complètement décrit

par un module de YoungÊ(! ) et un coe�cient de Poisson�̂ (! ) complexes. Leur mesure

séparée pose cependant des problèmes expérimentaux très signi�catifs (Kergourlay, 2004).

La pratique est donc de mesurer le module de YounĝE(! ) ou le module de cisaillement

�̂(! ) et de supposer un coe�cient de Poisson̂� (! ) = � constant. Très peu de données

sont par ailleurs disponibles sur les variations dê� en fonction de la fréquence. On sait

principalement dire qu'il diminue lorsque la fréquence augmente (Pritz, 1998). Pour mo-

déliser et prédire le tenseur des modules complexes dépendant de la fréquenceĈ(! ) des

matériaux composites VE, nous utiliserons les outils bien établis de la micromécanique

qui est une science des matériaux. Il serait alors intéressant de dire ici quelques mots sur

cette science des matériaux avec une brève revue de certains travaux réalisés dans cette

discipline.

1.2 Micromécanique et mécanique des matériaux

La micromécanique est une branche de la mécanique des matériaux. C'est le déve-

loppement le plus récent dans l'application de la mécanique des milieux continus aux

matériaux réels. Le début de la micromécanique est attribué au travail décisif deEshelby

(1957). Cependant ce n'est qu'au début des années 80 que la théorie de la micromécanique

s'est pleinement enracinée pour donner naissance à ce qu'est aujourd'hui cette branche

de la mécanique des matériaux. Même si elle demeure encore un domaine très actif de
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1.2. Micromécanique et mécanique des matériaux

recherche, la micromécanique a atteint un niveau de maturitéassez élevé et plusieurs ou-

vrages ont été publiés sur ce sujet. Parmi ces derniers, nous pouvons citer les ÷uvres de

Mura (1987); Nemat-Nasser et Hori(1999); Qu et Cherkaoui(2006).

La théorie de la micromécanique des solides décrit les concepts scienti�ques, les prin-

cipes et les méthodologies pour l'étude du comportement thermo-mécanique des matériaux

hétérogènes. Bien que les équations fondamentales de la micromécanique soient basées sur

la mécanique des milieux continus, son application couvre une large gamme d'applications

des comportements thermo-mécaniques des matériaux tels que la plasticité, la rupture,

la fatigue et les lois de comportement des composites. Par exemple, la micromécanique

applique la théorie de l'élasticité et de la plasticité pour étudier les imperfections dans les

cristaux, les inclusions et hétérogénéités dans les alliages et dans les matériaux compo-

sites. L'objectif est d'étudier le comportement mécanique macroscopique des matériaux

par la connaissance de leur microstructure. Ceci implique donc l'application de la méca-

nique des milieux continus à l'échelle microscopique et l'usage des méthodes analytiques

et numériques pour déterminer les réponses macroscopiques. Elle permet alors de prédire

le comportement de nouveaux matériaux sans avoir recours aux essais expérimentaux.

Cette science qu'est la micromécanique fournit ainsi aux ingénieurs de conception, de

fabrication et d'analyse des outils puissants pour une large gamme de matériaux à sa-

voir les matériaux polycristallins, les matériaux composites, les matériaux géotechniques,

les matériaux biologiques, les matériaux électroniques pour ne citer que ceux-là. La mi-

cromécanique permet de quali�er et d'élucider plusieurs phénomènes en l'occurrence la

fatigue et la rupture des solides et structures, les interphases dans les composites, les

transformations de phase (martensitique) etc.

1.2.1 Matériaux, hétérogénéités, échelles de longueur

D'une manière générale, les matériaux utilisés dans l'ingénierie sont hétérogènes, c'est-

à-dire qu'ils ont une microstructure et contiennent des hétérogénéités. Néanmoins, ce que
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Chapitre 1. Acquis et principes fondamentaux

constitue une hétérogénéité dépend de l'échelle utilisée dans son observation. Certains

constituants ou phases dans un matériau donné ne sont identi�ables qu'à une échelle

de longueur ou en-dessous de celle-ci. A une telle échelle, chaque constituant peut être

considéré comme homogène. Cependant quand il est observé à une échelle inférieure, le

constituant ou la phase peut être lui-même hétérogène. Par exemple, un polycristal de

cuivre peut être vu comme homogène à l'÷il nu (s 10�m). En revanche, lorsqu'il est

observé sous un microscope optique (s1�m), le polycristal de cuivre est composé de plu-

sieurs grains (petits cristaux de cuivre avec di�érentes orientations). A cette échelle, bien

que chaque grain peut être traité comme un matériau homogène, le polycristal de cuivre

(assemblage de grains) ne peut pas être traité comme un matériau homogène puisque

les caractéristiques de la microstructure telles que la taille des grains, l'orientation et les

joints de grains contrôlent le comportement du matériau à cette échelle. Quand on descend

plus loin dans les échelles de longueur, on s'aperçoit que chaque grain a sa propre micro-

structure. Le comportement et les propriétés des matériaux à chaque échelle de longueur

sont contrôlés par la microstructure observable à cette échelle. Ainsi, qu'un matériau soit

hétérogène ou non, cela dépend de l'échelle utilisée dans son observation. En d'autres

termes, quand on étudie les propriétés d'un matériau réel, qui est toujours hétérogène,

on a besoin de préciser l'échelle à laquelle les propriétés concernées sont pertinentes. Les

caractéristiques de la microstructure non observables à cette échelle peuvent donc être

négligées. En e�et, dans la pratique, seuls certains e�ets moyennés de la microstructure

sont considérés. C'est pourquoi, dans l'étude des matériaux hétérogènes, on parle souvent

de propriétés e�ectives. On sous-entend ainsi une moyenne des propriétés dans un certain

volume du matériau hétérogène. Pour que de telles propriétés e�ectives soient signi�ca-

tives, la moyenne prise dans un élément de volume arbitraire (comparable à l'échelle de

longueur utilisée) doit être la même qu'avec l'échantillon du matériau hétérogène consi-

déré. Les matériaux hétérogènes qui satisfont cette condition sont dits macroscopiquement

homogènes.
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Pour illustrer ces concepts, considérons par exemple un composite strati�é avec des

renforts en �bres. Certainement il n'est ni pratique ni nécessaire de traiter chaque �bre

individuellement si la rigidité globale en �exion du strati�é est d'intérêt primordial. En

d'autres termes, la rigidité globale du composite est très étroitement liée à la mise en place

des di�érentes couches au sein du strati�é. Pour déterminer la rigidité globale du strati�é,

il doit être traité comme une pile de plis chacun étant di�érent dans la composition et/ou

l'orientation, quoique chaque couche peut être considérée comme homogène. Dans cet

exemple, nous avons supposé implicitement qu'il existe une séparation des échelles de lon-

gueur L et l sur lesquelles les propriétés macroscopiques (la rigidité globale en �exion du

strati�é) et les propriétés microscopiques (élasticité des plis) sont dé�nies respectivement.

La micro-échellel correspond au plus petit constituant dont les propriétés physiques,

orientation et forme sont jugées avoir un e�et de premier ordre sur les propriétés e�ec-

tives macroscopiques globales du matériau hétérogène à l'échelle de longueurL. Le choix

de l est généralement adapté au problème considéré. L'échelle de longueur macroscopique

L doit être su�samment grande pour que les �uctuations (perturbations), à l'échelle mi-

croscopiquel, des champs de contraintes et de déformations dues aux variations locales de

microstructure à l'échellel in�uencent les propriétés e�ectives globales seulement à travers

leurs moyennes. En e�et, dans le cadre de la micromécanique, les champs de contraintes et

de déformations sont partagés entre les contributions correspondant aux diverses échelles

de longueur. Il est donc supposé que ces échelles de longueur sont su�samment distinctes

en termes de leur ordre de grandeur de façon à ce que pour chaque couple d'échelles,

les �uctuations des champs de contraintes et de déformations (quantité microscopiques et

locales) à la plus petite échelle de longueur in�uencent le comportement global (macrosco-

pique) à la plus grande échelle de longueur seulement à travers leurs moyennes ; alors que

les �uctuations des champs de contraintes et de déformations (quantités macroscopiques

ou globales) sont insigni�antes à la plus petite échelle de longueur. Par conséquent, à

cette échelle, les champs macroscopiques sont localement uniformes et peuvent être dé-
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crits comme des contraintes et déformations uniformément appliquées. Pour satisfaire ces

conditions, la dimension typique des constituants à l'échelle microscopique doit être très

inférieure par rapport à l'élément de la macro-échelle soitl=L � 1.

1.2.2 Etat de l'art de la micromécanique en bref

Depuis le célèbre travail deEshelby (1957), plusieurs travaux ont adapté, modi�é et

appliqué le concept deEshelby à divers problèmes physiques. Il existe plusieurs revues

bibliographiques sur le sujet et donc seule une sélection non exhaustive mais assez repré-

sentative est présentée ici.

Comportement anisotropique

Plusieurs travaux ont modi�é la formulation classique (à l'origine isotrope) pour y

intégrer le comportement anisotrope. Une excellente, mais un peu datée, revue de ces

aspects est donnée dans la classique monographie deMura (1987). Certains travaux plus

récents, qui contiennent également des listes de références sur ce sujet, sont les suivants :

Ru (2003) qui traite des inclusions de forme arbitraire dans un demi-plan et un plan

anisotropes,Li et Dunn (1998) traitent des champs couplés de problèmes d'inclusions

anisotropiques,Pan et Yang(2001) qui présentent une méthode semi-analytique pour des

applications aux quantum dots introduits dans une matrice puisFaux et Pearson(2000)

qui ont également appliqué une formulation anisotropique aux quantum dots.

Morphologie des hétérogénéités

Dans ce domaine,Chiu (1977) a considéré des inclusions de forme parallélépipédique.

Rodin (1996), de son côté, a étudié la forme générale d'inclusion polyédrique de même

que Nozaki et Taya (2001).
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Hétérogénéités et interfaces imparfaites

Dans son travail original,Eshelby a supposé que l'interface entre la matrice et l'in-

clusion est parfaite : la traction et les déplacements sont continus aux interfaces. Sous

certaines conditions, cette hypothèse d'interface parfaite doit être revue (par exemple,

le glissement des joints de grains dans les polycristaux). Plusieurs chercheurs ont consi-

déré le cas d'interface imparfaite entre l'inclusion et la matrice. En l'occurrence, nous

pouvons citer les travaux deKouris et al. (1986), Furuhashi et al. (1992), Qu (1993a,b),

Zhong et Meguid(1996), Ru et Schiavone(1997) entre autres.

Hétérogénéités enrobées et multi-enrobées

Souvent, pour des raisons technologiques, les inclusions sont noyées dans une matrice

avec un revêtement (ou qui peut être développé en raison d'interaction chimique avec la

matrice). Quelques travaux représentatifs parmi tant d'autres dans ce domaine sont les

suivants : Walpole (1978), Luo et Weng (1989), Hervé et Zaoui(1993), Cherkaoui et al.

(1994, 1995), Lipinski et al. (2006), Barhdadi et al. (2007).

Problèmes couplés

En raison de possibles applications dans des capteurs et dans la technologie des action-

neurs, un vaste corpus de travail a mis l'accent sur les problèmes couplés, par exemple,

les inclusions magnéto-restrictives, les milieux piézoélectriques, etc. Nous pouvons citer

entre autres, les travaux deLi et Dunn (1998), Taya (1999), Deng et Meguid(1999), Ru

(2000), Mikata (2001), Pan (2002a,b).

Déformations propres non uniformes

Sendeckyi(1967) et Moschovidis(1975) ont étudié des déformations propres polyno-

miales. Leurs travaux sont utiles aussi bien pour les chargements non uniformes que pour

la prise en compte des interactions entre les hétérogénéités.Asaro et Barnett (1975) puis
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Mura et Kinoshita (1978) ont de leur côté considéré des déformations propres polyno-

miales dans un milieu anisotropique.Rahman(2002) a présenté récemment des calculs du

tenseur deEshelbypour une distribution polynomiale de déformations propres.

Elasticité enrichie

La théorie classique de l'élasticité (Timoshenko et Goodier, 1970; Sokolniko� , 1983;

Marsden et Hughes, 1994) a été elle-même modi�ée de plusieurs façons. L'élasticité des

milieux micromorphes tient compte des micro degrés de liberté additionnels tels que des

rotations, des dilatations et des cisaillements qui sont a priori indépendants des degrés

de liberté habituels à savoir les trois composantes du vecteur de déplacement d'un point

du milieu continu. Une large revue de ces théories peut être trouvée dansForest et Sab

(1998), Eringen (1999) et Forest (2001).

Viscoélasticité

Les travaux pionniers sur l'homogénéisation des matériaux composites viscoélastiques

furent les travaux de Hashin (1965, 1970a,b) et Christensen (1969). Tous ces travaux

sont basés sur l'assemblage des sphères composites développé parHashin (1962) et sur

le principe de correspondance entre l'élasticité linéaire et la viscoélasticité linéaire (cf.

Ÿ 1.1.1.0). Brinson et Lin (1998) ont examiné l'usage des méthodes micromécaniques

usuelles pour la détermination des propriétés e�ectives des matériaux composites vis-

coélastiques.Habermanet al. (2002, 2005, 2006) ont étendu le modèle micromécanique

de Cherkaoui et al. (1994) dans le domaine quasi-statique pour l'étude des matériaux

viscoélastiques. Récemment,Koutsawa et al. (2008d) ont également adapté le modèle de

Lipinski et al. (2006) pour étudier les propriétés des matériaux composites viscoélastiques.
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Comportements non linéaires

Plusieurs autres travaux existent dans le contexte du comportement non linéaire des

matériaux et bien sûr dans les domaines d'applications tels que les transformations de

phase, la stabilité, les théories de milieu e�ectif parmi tant d'autres. Pour plus d'informa-

tions sur le sujet, le lecteur intéressé peut se référer aux livres deMura (1987), Weng et al.

(1990), Nemat-Nasser et Hori(1999), Markov et Preziosi (2000), Bessonet al. (2001) et

Qu et Cherkaoui(2006) pour ne citer que ceux là.

1.2.3 E�et de taille et la micromécanique de Eshelby

Comme nous le présentons dans les chapitres3 et 4 puis brièvement dans l'annexeB.1,

la micromécanique classique dont nous venons de présenter quelques travaux marquants

ne dépend pas de la taille mais de la forme des hétérogénéités. En d'autres termes, si

nous considérons une hétérogénéité ellipsoïdale (de demi-axesa, b et c) noyée dans une

matrice, les propriétés e�ectives du composite ainsi formé ne dépend que des rapports

a=bet a=c de la géométrie de l'hétérogénéité. Cela veut dire que si nous prenons deux

hétérogénéités ellipsoïdales de demi-axes respectifsa1 = 1 nm, b1 = 2 nm, c1 = 3 nm

puis a2 = 100 � m, b2 = 200 � m, c2 = 300 � m d'un même matériau, alors les propriétés

e�ectives des composites formés par ces hétérogénéités noyées dans des matrices d'un

même matériau seront les mêmes. Cependant, des expériences ont révélé au cours de

ces dernières années que cette non dépendance en taille de l'hétérogénéité n'est valable

que si la plus petite dimension de l'hétérogénéité est supérieure à plusieurs dizaines de

nanomètres. En dessous de ces tailles, le comportement devient fortement dépendant de

la taille. Nous décrirons dans le chapitre5 les phénomènes physiques qui apparaissent

dans ces gammes de dimensions et qui bouleversent complètement les fondements de la

micromécanique deEshelby. Ensuite nous développerons dans le chapitre6 des nouveaux

outils pour pouvoir intégrer ces phénomènes dans la micromécanique deEshelby. Quelques

applications industrielles de l'e�et de taille sont présentées dans la section5.1.4.
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Le principal objet d'application de cette thèse est le pare-brise d'automobile qui est

une structure sandwich Verre/PVB/Verre. La modélisation des structures sandwich en soi

est une science. Il serait donc utile de faire un état de l'art de cette science et de justi�er

les fondements des hypothèses que nous utiliserons dans la suite de nos travaux.

1.3 Matériaux sandwich VE : théories et savoir faire existant

1.3.1 Présentation générale

La réalisation d'une étude bibliographique a fait apparaître que les constructeurs aé-

ronautiques ont utilisé en 1938 dans l'avion Morane 406 (FRA) des panneaux sandwich

avec une âme en bois contre-plaqué et des revêtements en alliage léger. De nos jours, une

grande variété des pièces d'avions sont en matériaux sandwich (Kurz et al., 1995).

La fabrication d'une structure sandwich met en jeu trois couches de natures di�érentes.

La complexité de ces structures provient du nombre de matériaux di�érents susceptibles

d'être utilisés. Typiquement, un sandwich est constitué de deux peaux reliées entre elles

par une âme ou c÷ur du sandwich. Les pare-brises d'automobiles sont de plus en plus

réalisés en verre feuilleté qui est un sandwich Verre/Polymère/Verre.

Historiquement le verre feuilleté utilisé de nos jours a été inventé par Edouard Bene-

dictus en 1903. Il le perfectionna en 1910 et déposa le nom de Triplex. Le Triplex équipa

progressivement l'automobile, où le verre recuit (verre ordinaire) utilisé jusqu'alors cau-

sait de graves blessures lors d'accidents. Le Triplex a sauvé la vie de Georges Clemenceau

lors de l'attentat manqué de 1919, en démontrant l'utilité de ce verre qui n'éclatait pas

en morceaux dangereux, mais s'étoilait sous l'impact sans chuter ou projeter d'éclats vul-

nérants. Cet attentat �t la publicité et la popularité de ce produit alors révolutionnaire.

L'utilisation du verre feuilleté dans le bâtiment fut plus tardive. La première grande réali-

sation en verre feuilleté en France est la Pyramide du Louvre à Paris. Le verre feuilleté est

un assemblage de feuilles de verres et d'intercalaires de nature plastique. Les intercalaires
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peuvent se présenter sous forme de �lm, généralement PVB (Polyvinyl de butyral) ou

EVA (Ethyl-Vinyl-Acétate), ou bien sous forme liquide, coulée entre deux verres (résine).

Le verre feuilleté pour le bâtiment fait l'objet de la norme EN ISO 12543. Selon la nature

des intercalaires, le verre feuilleté peut être :

� un bon isolant acoustique,

� résistant au vandalisme, à l'e�raction ou aux tirs d'armes à feu, voire aux ouragans

ou aux explosions,

� utilisé pour protéger les personnes de risques accidentels (pare-brise automobile,

protection contre la chute dans le vide en cas de bris du vitrage, etc.),

� utilisé dans des parois pare-�ammes ou coupe-feu jusqu'à deux heures (verre feuilleté

à intercalaire à gel intumescent),

� décoratif (�lm intercalaire de couleur, à motif, etc.),

� opaci�ant (�lm intercalaire à cristaux liquides),

� photovoltaïque (intégration de cellules photovoltaïques dans le �lm intercalaire),

� etc.

Une structure composite multicouche peut être considérée comme un corps hétéro-

gène constitué d'un nombre �ni de couches homogènes anisotropes collées entre elles. La

caractéristique géométrique d'une plaque est une épaisseur faible par rapport aux autres

dimensions. La modélisation des structures multicouches modernes avec une forte aniso-

tropie (par exemple : faible rapport du module de cisaillement transverse de l'âme par

rapport au module d'élasticité longitudinal des peaux dans le cas des structures sandwich)

exige des théories ra�nées qui prennent en compte une bonne description des cisaillements

transverses. Une revue des di�érents modèles existants de type élasticité tridimensionnelle

(3D) ou de type plaque peut être trouvée dans les travaux deKapania et Raciti (1989),

Noor et Burton (1989), Carrera (2000), Kant et Swaminathan (2000), Polit et Touratier

(2002), Dau et al. (2006), Vidal et Polit (2008a,b). L'intérêt d'une approche tridimension-

nelle réside dans l'obtention de résultats exacts utiles notamment comme référence. Ce-
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pendant cette approche est souvent très coûteuse en temps de calcul. L'adoption d'une ap-

proche tridimensionnelle ne présente toutefois d'utilité que dans la mesure où les équations

di�érentielles �nalement obtenues peuvent être résolues. L'approche tridimensionnelle est

donc limitée à certains cas de géométrie, empilement et chargement simple (Pagano, 1969,

1970; Srinivas, 1973). De même la prise en compte des endommagements spéci�ques aux

strati�ées (délaminage, �ssure transverse, etc.) exige une bonne description des champs au

voisinage des interfaces, sites privilégiés de ces endommagements. Là encore une approche

3D peut fournir des informations dans certains cas (bord libre droit, plaque trouée etc.)

mais il est préférable d'envisager des démarches bidimensionnelles (2D) de type plaque

plus opératoires et moins coûteuses en temps de calcul. Nous présentons dans la suite ces

approches 2D. Mais avant de choisir un modèle cinématique pour modéliser la structure

sandwich Verre/PVB/Verre de notre étude, nous présentons d'abord les grands travaux

e�ectués sur la modélisation des structures sandwich pour des applications d'amortisse-

ment.

1.3.2 Modèles analytiques en bref

Parmi les travaux pionniers sur les structures amortissantes, nous pouvons citer les

travaux de Oberst et Frankenfeld (1952); Oberst et al. (1954). Ces chercheurs se sont

intéressés à des poutres revêtues d'un matériau amortissant sur une seule face. Ils ont

traité analytiquement ce strati�é constitué de deux couches en se ramenant à une équation

du mouvement de �exion de type Euler-Bernoulli dont ils ont formulé les caractéristiques

équivalentes. Ils en ont ensuite déduit les gains en rigidité et en amortissement ainsi

que les fréquences de résonance de la poutre. Ils ont également comparé les résultats de

leurs modèles à ceux issus de l'expérimentation où l'amortissement est déterminé par

les méthodes de la bande passante à -3 dB et du décrément logarithmique. Notons que,

pour leurs applications, le facteur de perte (ou d'amortissement) du matériau VE était

d'environ 0.25 et celui de la poutre était de 0.12 pour des revêtements de matériau VE
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4 à 10 fois plus épais et 100 à 1000 fois moins rigide que la poutre initiale. Des travaux

similaires ont été réalisés plus tard parDudek (1970).

Depuis l'apparition des structures sandwich, de nombreux chercheurs ont mis en équa-

tion le mouvement des poutres, des plaques et des coques constituées par ces matériaux.

Ce genre de structure permet d'aboutir à des équations du mouvement de �exion ou de

membrane d'ordre plus ou moins élevé, moyennant des hypothèses simpli�catrices.

Les hypothèses communes à la plupart de ces études analytiques sont :

� Les matériaux en présence qui sont au nombre de 2 ou 3 sont supposés homogènes,

isotropes et linéaires. Le matériau de la couche centrale est généralement VE alors

que celui (ou ceux) des couches externes est (ou sont) supposé(s) purement élas-

tique(s).

� Les petites déformations sont généralement supposées.

� Les deux interfaces entres les 3 couches sont souvent supposées parfaites, c'est-à-dire

qu'elles sont planes et sans décohésion ni glissement, ce qui permet, au minimum

d'exprimer la continuité du champ de déplacements.

� La �èche (déplacement tranversal) est souvent supposée la même dans les 3 couches

et les déplacements axiaux sont supposés linéaires dans chaque couche.

Kerwin (1959), puis Rosset al. (1959) ont présenté une étude du mouvement d'un

composite sandwich dont une des deux peaux a une épaisseur très supérieure à celle des

deux autres couches. En considérant les e�ets de membrane dans les 3 couches et en

considérant l'e�et de cisaillement dans la couche centrale uniquement, ces auteurs ont

abouti à des caractéristiques mécaniques équivalentes de nature mathématique complexe.

Ils ont fait alors apparaître une rigidité équivalenteB̂ et une masse linéiquem qu'ils ont

fait �gurer dans une équation du mouvement de �exion de type Euler-Bernoulli :

B̂
@4ŵ
@x4

+ m
@2ŵ
@t2

= f̂ (x; t); (1.42)
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où B̂ = B(1 + i � ) est la rigidité complexe équivalente avec un facteur de perte� . Les

auteurs ont ensuite présenté de nombreuses analyses paramétriques permettant de trouver

les valeurs optimales des paramètres pour améliorer l'amortissement global de la structure

sandwich.

Yu (1959) s'est intéressé au cas particulier d'un sandwich symétrique. Cet auteur n'a

négligé aucun e�et d'inertie. Il a tenu compte dans son travail de l'énergie cinétique due

à la rotation des sections droites. Les contraintes de cisaillement transverse ont été prises

constantes dans chaque couche. Pour remédier à l'inconvénient de la constance de cette

contrainte dans toute l'épaisseur,Yu a introduit des coe�cients correcteurs. Il a aboutit

à une équation du mouvement d'ordre 4 relative à la �èche pour une poutre de longueur

in�nie et n'a fait aucune allusion à l'amortissement.

DiTaranto (1965), DiTaranto et Blasingame(1966a,b), DiTaranto et McGraw (1969)

ont étudié les structures sandwich où les e�ets de membrane dans la couche centrale et

les e�ets de cisaillement transverse dans les peaux sont négligeables du fait d'un rapport

de rigidité élevé entre les matériaux constituant les peaux et le c÷ur. Ces auteurs, de leur

côté, ont obtenu une équation di�érentielle d'ordre 6 sur le déplacement axial du plan

moyen d'une des deux peaux et cela pour un problème de vibration libre d'une poutre en

�exion. La solution de cette équation donnée par les auteurs n'attend que les conditions

aux limites quelconques pour être utilisée et permettre ainsi d'obtenir le facteur de perte

dé�ni à partir de la valeur propre complexe :

! 2 = 
 2(1 + i � ): (1.43)

D'après leurs calculs,DiTaranto et Blasingame(1966b) ont conclu que la relation entre

l'amortissement et la pulsation propre est indépendante des conditions aux limites appli-

quées à la poutre sandwich.

Mead et Markus(1969) ont repris les équations deDiTaranto (1965) qui étaient écrites
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en fonction du déplacement axial et les ont transformées pourpouvoir les exprimer unique-

ment en terme du déplacement transversal. Les équations ainsi obtenues sont également

d'ordre 6 relativement à la �èche.

Mead et Markus(1970) ont ensuite utilisé une méthode itérative pour déterminer les

amortissements et les fréquences de résonance d'une poutre soumise à di�érentes condi-

tions aux limites. Ils ont contredit alors l'assertion deDiTaranto et Blasingame(1966b)

selon laquelle la relation entre l'amortissement et la pulsation propre est indépendante des

conditions aux limites appliquées à la poutre sandwich. Ils ont néanmoins signalé que leurs

calculs ont été faits en supposant constant le facteur de perte du matériau de la couche

centrale alors que les résultats deDiTaranto et Blasingameconcernent des polymères dont

les caractéristiques dépendent de la fréquence.

Yan et Dowell (1972) ont abouti à des équations d'ordre 4 relatives à la �èche pour

le mouvement de �exion des poutre et plaque sandwich en faisant diverses simpli�cations

basées sur la valeur élevée du rapport de rigidité entre le module des peaux et celui du

c÷ur. Ils ont comparé les résultats de leur modèle à ceux issus d'une expérience sur une

poutre sandwich Aluminium/Matériau VE/Aluminium de 228.6 mm de longueur non

symétrique (épaisseur de chaque couche : 0.1651 mm, 0.05588 mm et 0.0508 mm). Ils ont

observé des écarts de 5% sur la valeur de la fréquence de résonance et de 19% sur celle

du facteur de perte associé.

Après leurs travaux de thèse respectifs,Nakra (1966) et Sadasiva Rao(1972) ont pré-

senté en commun les équations du mouvement d'une poutre et d'une plaque sandwich non

symétriques où tous les e�ets d'inertie ainsi que les e�ets de membrane et le cisaillement

transverse sont pris en compte dans toutes les couches du sandwich (Sadasiva Rao et Nakra,

1974). Ils y ont justi�é notamment l'in�uence des inerties de rotation des sections droites

pour leurs applications. Ils ont résolu les équations di�érentielles couplées obtenues en

développant en séries de Fourier les e�orts extérieurs et les inconnues cinématiques. Ils

ont dé�ni, comme l'ont fait Rosset al. (1959), l'amortissement de la structure par une

41



Chapitre 1. Acquis et principes fondamentaux

rigidité généralisée complexe. Ensuite ils ont présenté plusieurs études paramétriques in-

téressantes. Notons que dans cette étude, le facteur de perte de la couche VE du sandwich

est pris constant égal 0.5 et il est identique aux modules longitudinal et transversal pour

les applications numériques présentées.

Oravsky et al. (1974) se sont intéressés à nouveau à la détermination de l'amortis-

sement d'une poutre sandwich en utilisant l'équation di�érentielle deMead et Markus

(1970). Ils ont introduit la notion de structure conservative associée. Ainsi, à partir de

certains résultats de la structure non amortie, ils sont arrivés à déterminer l'amortisse-

ment de la structure amortie. Pour ce faire, les auteurs ont dé�ni l'amortissement à partir

de la valeur propre complexe du problème comme l'avait faitDiTaranto (1965), tandis

que l'amortissement de la couche centrale est supposé de type hystérétique.

Rao(1977b) a montré l'utilité d'introduire le phénomène de dissipation en tension dans

la couche centrale pour une poutre épaisse et a comparé les résultats à ceux des auteurs

précédents qui ont exclu ce phénomène de leur théorie. A cet e�et,Rao a introduit dans

ses équations la possibilité de facteurs de perte di�érents pour les modules longitudinal

et transversal. Par contre, pour ses applications numériques, l'auteur a donné la même

valeur à ces deux facteurs de perte (de type hystérétique).

Rao (1978) a mis au point une méthode (Rao, 1977a) de recherche de la valeur propre

complexe pour un sandwich dont le mouvement est supposé gouverné par les équations de

Mead et Markus (1970). Rao (1978) a considéré di�érents cas de conditions aux limites

classiques (encastrement, appui simple et libre) et il a présenté plusieurs courbes sur les

amortissements et les fréquences de résonance des deux premiers modes en fonction de

certains paramètres sans dimension. Grâce à ces études paramétriques,Rao a trouvé les

paramètres optimum et il en a déduit des formules analytiques donnant l'amortissement

et la fréquence de résonance en fonction des caractéristiques géométriques et mécaniques

de la poutre. Cependant, ces formules ne sont valides que pour des amortissements de

la couche centrale inférieurs à 0.3. Au-delà de cette valeur, l'amortissement de la couche
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centrale change notablement les courbes présentées parRao.

Mead(1982) a trouvé intéressant de comparer les équations di�érentielles deDiTaranto

(1965) et de Mead et Markus (1970) à celles deYan et Dowell (1972). Il a trouvé alors

que les résultats deYan et Dowell est une bonne approximation de ceux deDiTaranto

(1965) et de Mead et Markus(1970) lorsque le c÷ur est beaucoup plus épais que les deux

peaux.

1.3.3 Modèles éléments �nis sandwich en bref

Malgré la relative simplicité de mise en ÷uvre de tous ces modèles analytiques, ils ne

permettent pas de simuler n'importe quelles conditions aux limites sur des géométriques

complexes. De plus, ces modèles ont en général négligé la dépendance en fréquence des mo-

dules du matériau VE de la couche centrale. La plupart de ces travaux utilise le concept du

module complexe constant pour modéliser le matériau VE. Il était alors urgent de dévelop-

per non seulement des outils robustes permettant de modéliser une structure quelconque

constituée de ce type de matériaux mais aussi de développer des méthodes numériques

capables de traiter la dépendance en fréquence du comportement des matériaux VE.

C'est ainsi qu'ont apparu des techniques de calcul par des éléments �nis (EF) pour

la modélisation des structures sandwich de forme complexe. Les travaux deSoni (1981),

de Johnsonet al. (1981), de Ma et He (1992) et de Rikards et al. (1993) ont proposé

des modèles constitués d'assemblage de trois éléments suivant l'épaisseur du sandwich.

Utilisant des hypothèses spéci�ques, tous ces modèles ont permis d'éviter le modèle le plus

simple qui serait l'assemblage Volume/Volume/Volume suivant l'épaisseur. Il est évident

que ce dernier modèle simpliste occasionnerait des simulations numériques à grand nombre

degrés de liberté (ddl), et par conséquent des temps de calcul considérables sans oublier la

gestion de la mémoire de stockage des informations. Selon ces études, le meilleur choix est

de considérer des éléments de coques dans les couches externes élastiques et un élément

de de volume dans la couche centrale VE.
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En utilisant la théorie des plaques,Ma et He (1992) ont présenté alors un élément

t riangulaire Plaque/Plaque/Plaque à trois n÷uds. En considérant une �èche identique

aux 3 couches, une même rotation dans les couches externes tout en assurant la continuité

des déplacements aux interfaces,Ma et He ont réduit le nombre de ddl par n÷ud à 5 :

la �èche commune, les deux rotations dans les couches externes et deux rotations de la

couche centrale. Cependant, ce type d'éléments �nis ne peut être utilisé que pour des

problèmes de vibrations en mouvement de �exion.

Daya et Potier-Ferry (2002) ont proposé une procédure pour construire des éléments

� nis de type Coque/Volume/Coque susceptibles de modéliser les structures sandwich VE.

Ainsi, en associant des hypothèses simpli�catrices aux conditions de continuité des dé-

placements aux interfaces,Daya et Potier-Ferry ont proposé deux éléments �nis pour la

modélisation des coques sandwich VE. Nommé DKT/Volume/DKT, le premier est un

élément triangulaire à trois n÷uds basé sur la théorie des plaques de Kirchho�-Love où

le cisaillement transverse n'est pas pris en compte dans les couches externes élastiques.

Cet élément a été construit en considérant dans les faces élastiques l'élément triangulaire

de coque, nommé usuellement DKT18 parBathoz et Dhatt (1990). Cet élément DKT18

a 3 n÷uds et 6 ddl par n÷ud. L'élément sandwich en soi possède alors 24 ddl et une in-

terpolation linéaire pour décrire le mouvement de la membrane. De ce fait son utilisation

nécessite des maillages très �ns pour le calcul précis des moyennes et hautes fréquences

de résonance de la structure.

Pour améliorer les performances de cette classe d'éléments sandwich, un deuxième

élément à été construit parDuigou (2002) dans son travail de thèse. Ce deuxième élé-

ment nommé BRR/Volume/BRR a été construit en considérant dans les faces l'élément

de coque deBüchter et al. (1994). Cet élément utilise une formulation tridimensionnelle

sans condensation : toutes les déformations sont prises en compte. L'élément de coque de

Büchter et al. est un quadrilatère à 8 n÷uds avec une interpolation quadratique des dépla-
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cements de membrane. De ce fait, cet élément apparaît plus riche que l'élément DKT18

proposé parBathoz et Dhatt. Cette classe d'éléments �nis a été testée dans le cas des

poutres, plaques et coques cylindriques (Daya et Potier-Ferry, 2001; Duigou et al., 2003;

Daya et al., 2005; Abdoun et al., 2008). Les résultats obtenus ont montré que ces élé-

ments sont très bien adaptés pour étudier l'amortissement passif des structures sandwich

viscoélastiques.

1.3.4 Quel modèle cinématique pour notre travail ?

Ce dont nous n'avons pas encore parlé sur les éléments �nis sandwich développés par

Daya et Potier-Ferry (2002) et Duigou (2002) est le modèle cinématique employé pour

décrire le mouvement de chacune des couches du sandwich. En e�et, il existe plusieurs

modèles cinématiques pour représenter les mouvements des couches d'une structure sand-

wich. Une très bonne revue bibliographique sur les modèles cinématiques peut être trouvée

dans les travaux deNguyen (2004); Hu (2006); Hu et al. (2008).

Plusieurs modèles bidimensionnels ont été développés pour modéliser des structures

multicouches tenant compte des cisaillements transverses ou des endommagements. Ils

peuvent être regroupés en fonction du type d'approche adopté :

1. approche monocouche équivalente,

2. approche par couche,

3. approche développement asymptotique.

Dans l'approche monocouche équivalente, le nombre d'équations ne dépend pas du

nombre de couches. La plaque multicouche est homogénéisée et est donc considérée comme

une seule couche (Landier, 1993). Il faut noter que les modèles issus d'une approche

monocouche équivalente présentent des contraintes de cisaillement transverse discontinues

aux interfaces si les couches ont des propriétés di�érentes, même si la continuité du champ

de déformation est assurée. Ceci présente un inconvénient sérieux lors de l'analyse locale
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à l'interface des structures multicouches (e�ets de bord surles contraintes, délaminage

etc.).

Les approches par couche sont destinées justement à mieux décrire les e�ets d'interface.

Le multicouche est subdivisé en sous-structures qui sont en fait chaque couche ou chaque

ensemble de couches. On applique à chaque sous structure une théorie du premier ordre

ou d'ordre supérieur. Certes, les modèles de ce type sont relativement coûteux (le nombre

de variables dépend du nombre de couches), mais permettent l'obtention de résultats plus

précis, notamment en ce qui concerne le calcul des contraintes hors plan.

Le développement asymptotique est appliqué à des structures à priori peu épaisses où

le rapport entre l'épaisseur et la plus grande dimension est petit. Il est donc naturel d'en-

visager un développement asymptotique suivant ce rapport. Ce développement intervient

au niveau de l'intégration des équations de l'élasticité (équations constitutives, équations

de mouvements).

C'est une des approches par couche qui a été utilisée et testée dans les travaux de

Daya et Potier-Ferry (2002); Duigou (2002). C'est un modèle de type zig-zag, dans lequel

le champ de déplacements est décrit couche par couche avec des conditions de continuité

du champ de déplacements imposées aux interfaces entre les faces et le c÷ur. Ainsi,

dans la procédure de calcul des éléments proposés, ces auteurs ont considéré la théorie de

Kirchho�-Love pour exprimer le déplacement des couches externes élastiques tandis que la

théorie de Mindlin est utilisée pour modéliser les déplacements dans la couche centrale. Au

travers des résultats présentés dans les travaux deDaya et Potier-Ferry (2002); Duigou

(2002) et ceux de Hu (2006); Hu et al. (2008), il apparaît clairement que ce type de

modèle zig-zag modélise très bien les structures sandwich à c÷ur mou dans les conditions

où hc=hf � 10 et Ec=Ef � 0:01 et où h désigne l'épaisseur de la couche,E son module

de Young,c et f désignent respectivement le c÷ur et la face.

Typiquement les pare-brises d'automobile ou les verres architecturaux en général ont

EPVB = 0:3724GPa, hPVB = 0:8 mm, EVerre = 72:57 GPa, hVerre = 2 mm. Clairement,
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hPVB =hVerre = 0:4 � 10 et EPVB =EVerre = 0:0051� 0:01. Ces conditions justi�ent notre

choix pour ce modèle cinématique pour certains développements entrant dans le cadre de

cette thèse.

Les champs cinématiques utilisés dans ce travail sont présentés dans la section2.2.1

pour l'étude des poutres Verre/PVB/Verre et dans la section2.5.1 pour son extension

dans le cadre de l'étude des plaques Verre/PVB/Verre.

1.3.5 Calcul d'amortissement des structures sandwich viscoélastiques

Nous présentons dans ce paragraphe des techniques permettant de traiter le problème

des vibrations libres linéaires des structures sandwich viscoélastiques. Après discrétisation

par éléments �nis, ce problème s'écrit comme suit (cf. Ÿ2.3.3) :

h
K(! ) � ! 2M

i
fU g = 0; (1.44)

où K(! ) est la matrice de rigidité complexe de la structure sandwich dépendant de la

pulsation ! , M est la matrice de masse réelle de la structure etU représente le mode

propre de la structure. Le système matriciel (1.44) représente un problème aux valeurs

propres complexes non linéaire(U ; ! ). La résolution de ce problème permet de calculer

directement l'amortissement� et la fréquence amortie
 en utilisant la formule (1.43).

Dans le cadre des vibrations linéaires, les techniques de calcul d'amortissement passif

peuvent être classées selon trois catégories (Daya, 2003).

La première catégorie consiste à calculer les courbes de réponses à des excitations har-

moniques qui permettent la lecture directe des fréquences propres et le calcul de l'amor-

tissement par la technique de la bande passante à -3 dB (Soni, 1981). Cette technique de

bande passante à -3 dB est initialement destinée à l'estimation de l'amortissement à partir

des résultats expérimentaux. Cette première catégorie de technique de calcul d'amortis-

sement passif peut conduire à des temps de calcul considérables, particulièrement pour
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des structures de grande taille. De plus, l'évaluation du facteur de perte n'est valide que

pour un amortissement petit et pour des fréquences propres su�samment séparées.

La deuxième catégorie applique la méthode d'énergie de déformation modale (Mo-

dal Strain Energy Method : MSEM). Cette dernière dé�nit l'amortissement comme étant

le rapport de l'énergie de déformation dissipée dans la couche VE sur l'énergie de dé-

formation stockée. Il existe de plus, deux versions de cette méthode. La première est

la MSEM utilisant un mode propre réel (mode de la structure non amortie). Dans ce

cas, le calcul n'est précis que pour les structures faiblement ou moyennement amorties

(Daya et Potier-Ferry, 2002). La deuxième version de la MSEM utilise un mode complexe :

une sorte d'approximation du mode propre, obtenue en résolvant un problème de forcing

harmonique où la pulsation est la pulsation propre réelle de la structure non amortie. Cette

dernière version de la MSEM, beaucoup plus coûteuse en temps de calcul, a l'intérêt de

mieux estimer l'amortissement dans le cas où la matrice de rigidité est indépendante de

la fréquence (Soni, 1981). Néanmoins la manière utilisée pour calculer le mode complexe

peut être insu�sante lorsque la rigidité dépend de la fréquence (Rikards et al., 1993).

La troisième et dernière catégorie des méthodes de calcul d'amortissement passif per-

met de calculer de façon directe et �quasi-exacte� l'amortissement par mode de vibration.

Il s'agit donc de résoudre rigoureusement le problème non linéaire aux valeurs propres

complexes (1.44). De nos jours, le problème non linéaire aux valeurs propres complexes

peut être résolu à l'aide des techniques que nous pouvons également classer en cinq va-

riantes.

Méthode QR

Cette méthode permet de calculer les valeurs propres des matrices complexes constantes

(Bathe, 1982; Brezinski et Redivo-Zaglia, 2006). Cependant, son utilisation est limitée aux

structures sandwich VE de petite taille ayant un module complexe non dépendant de la

fréquence.
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Approche asymptotique de Ma et He (1992)

Cette approche cherche le mode et la valeur propre sous la forme de séries entières du

facteur de perte du matériau VE dont le module est supposé constant. La méthode est

e�cace pour les structures faiblement amorties. Cependant, une procédure de continua-

tion est nécessaire pour les structures dont le module varie de façon non linéaire avec la

fréquence.

Méthode d'itération-réduction

Initiée par Chen et al. (1999), cette méthode utilise une méthode de perturbation

couplée à un algorithme de Lanczos et une base réduite. Elle permet d'introduire une loi

VE quelconque. Cependant, cette méthode est une variante de la méthode de Newton

et par conséquent, elle nécessite visiblement plusieurs itérations par fréquence donc un

temps de calcul énorme pour des structures de grande taille.

Les méthodes asymptotiques numériques (MAN)

Ces techniques sont basées sur la méthode de perturbation et celle de l'homoto-

pie et se composent de trois algorithmes. Le premier algorithme a été développé par

Daya et Potier-Ferry (2001) tandis que les deux autres algorithmes sont développés par

(Duigou et al., 2003). Ces trois algorithmes sont présentés en détail dans la thèse de

Duigou (2002) et dans le mémoire d'habilitation à diriger les recherches de Daya (2003).

Les méthodes de sous-espace de Krylov et d'Arnoldi non linéaires

Une bonne revue bibliographique de ces méthodes peut être trouvée dans le mémoire de

Master deJarlebring (2003). Ces techniques ont pour objectif la résolution des problèmes

aux valeurs propres non linéaires creux et de grande taille posés d'une manière générale
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sous la forme :

T(! )x = 0; T(! ) 2 Cn� n ; x 2 Cn : (1.45)

Ces méthodes résolvent le problème (1.45) d'une manière itérative en le projetant dans

des sous-espaces de type Krylov et en résolvant par itération des problèmes linéarisés

de taille réduite. Nous pouvons citer entre autres, les travaux deBetcke et Voss(2002),

Betcke (2002), Voss(2002a,b), Jarlebring et Voss(2003).

Notons que seules les trois dernières classes de méthodes (Itération-réduction, MAN et

Krylov-Arnoldi) permettent de prendre en compte le comportement VE dépendant de la

fréquence. Il faut noter cependant que toutes ces méthodes n'ont aussi bien abouti comme

ce fut le cas des problèmes aux valeurs propres linéaires pour lesquels il existe plusieurs

algorithmes de résolution très robustes (Brezinski et Redivo-Zaglia, 2006).

1.4 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons vu au travers de l'état de l'art que les structures sand-

wich constituées de deux couches externes élastiques et d'une couche centrale viscoélas-

tique ont une forte potentialité pour les applications d'amortissement des vibrations et

du bruit. Parmi la gamme de modèles cinématiques pour représenter le déplacement des

couches du sandwich, nous avons retenu pour nos applications, le modèle de type zig-

zag utilisé dans les travaux deSainsbury et Zhang(1999), Zhang et Sainsbury(2000),

Daya et Potier-Ferry (2002), Duigou (2002) et Daya (2003). Ce choix est non seulement

motivé par les résultats présentés par ces auteurs sur ces types de structures mais aussi

et surtout par les résultats deHu et al. (2008) sur la comparaison des divers modèles

cinématiques des structures sandwich.

Nous avons également présenté brièvement dans ce chapitre la théorie de la viscoélas-

ticité linéaire pour comprendre le processus physique qui confère à ces matériaux un fort
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pouvoir amortissant contrairement aux métaux et autres matériaux non amortissants. De

même, nous y avons également présenté les objectifs de la micromécanique qui est une

science des matériaux. Cette dernière sera au c÷ur de nos travaux. Certains des di�érents

travaux présentés dans le cadre de la micromécanique seront revus, modi�és et adap-

tés dans le contexte de cette thèse avec un �l conducteur : l'amélioration des propriétés

amortissantes et mécaniques des matériaux. Plus loin dans ce travail, nous présenterons

des nouveaux outils mathématiques pour étendre la micromécanique classique aux ma-

tériaux nanocomposites (cf. chapitres5 et 6) a�n d'étudier les propriétés mécaniques et

amortissantes des nanocomposites.

Avant d'envisager l'amélioration des propriétés amortissantes et mécaniques des pare-

brises d'automobile, il est indispensable de maîtriser tous les paramètres qui ont un e�et

direct sur ces diverses propriétés. Ainsi dans le chapitre2 nous présenterons une étude pa-

ramétrique pour recenser tous les paramètres géométriques et mécaniques qui in�uencent

les comportements statique, vibratoire et acoustique des structures Verre/PVB/Verre sur

un exemple simple de poutre sandwich.
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CHAPITRE 2
Structures sandwich

Verre/PVB/Verre
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C e chapitre présente des études sur les comportements statique, vibratoire et

acoustique des structures poutre et plaque sandwich Verre/PVB/Verre qui

peuvent servir de modèles des pare-brises d'automobile. Nous montrons l'in�uence des

paramètres mécaniques, géométriques et des conditions aux limites viscoélastiques sur les

comportements de ces types de structures. Les résultats obtenus montrent que le paramètre

de cisaillementg joue un rôle primordial dans les caractéristiques vibratoires et acoustiques

de la structure sandwich. Il ressort de cette étude que les structures sandwich sont très

adaptées pour obtenir de meilleurs niveaux d'amortissement. Toutefois, une fois que les

matériaux du sandwich sont choisis, les capacités amortissantes du sandwich sont limi-

tées à cette combinaison de matériaux. Ainsi, à chaque niveau d'amortissement souhaité, il

faut trouver la bonne combinaison de matériaux du sandwich. Cependant, il n'est toujours

pas facile de trouver les matériaux appropriés pour une application donnée. D'autres voies

et moyens plus performants doivent donc être envisagés pour la conception des structures

plus amortissantes.
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2.1 Motivations et présentation de l'étude

La �nalité de cette étude est de développer des outils analytiques et numériques pour

étudier les comportements statique et dynamique (vibration, acoustique) des structures

poutre (plaque) sandwich Verre/PVB/Verre avec divers types de conditions aux limites.

Que ce soit dans l'industrie automobile ou dans le génie civil, les verres feuilletés (Ver-

re/PVB/Verre) sont reliés soit à la carrosserie ou au bâtiment par l'intermédiaire d'un

matériau en silicone. Ce dernier est considéré comme un support élastique ou viscoélas-

tique. Il est donc indispensable d'étudier l'e�et de ce support élastique (ou viscoélastique)

sur les comportements des structures sandwich Verre/PVB/Verre. Ce support est géné-

ralement modélisé par des ressorts de translation (KT et K u ou K̂ T et K̂ u selon qu'ils

soient complexes ou pas) et de rotation (KR ou K̂ R) aux extrémités de ces structures

(Kang et Kim, 1996; A³ik, 2004; Haberman, 2006). La �gure 2.1 illustre bien cette repré-

sentation du support. Dans le cas des poutre et plaque,Haberman(2007) a proposé un

Fig. 2.1 � Poutre Verre/PVB/Verre avec supports.

modèle de calcul des rigidités des ressortŝK T et K̂ R dans le cas général du comportement

complexe dépendant de la fréquence des matériaux VE (voir �gure2.2) par :

8
><

>:

K̂ T (! ) = Ê (! )t + �̂(! )h; unité : N.m� 1;

K̂ R(! ) = �̂(! ) (2t + h) b2; unité : N.m;
(2.1)
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2.1. Motivations et présentation de l'étude

où Ê (! ) et �̂(! ) sont respectivement les modules de Young et de cisaillement complexes

dépendant de la fréquence du matériau VE sur les bords de la plaque/poutre,b est la

longueur recouverte par le matériau VE.

Fig. 2.2 � Conditions aux limites approchées par des ressorts.

Plusieurs études ont été faites sur les structures Verre/PVB/Verre poutre ou plaque.

Nous pouvons citer les travaux deA³ik (2003), A³ik et Tezcan (2005), Koutsawa et Daya

(2007) qui ont considéré des conditions aux limites d'appui simpleou d'encastrement et

des non linéarités géométriques.A³ik puis Koutsawa et Dayaont montré que les non linéa-

rités géométriques disparaissent dans le cas des poutres Verre/PVB/Verre en appui simple

tandis qu'elles sont bien présentes dans le cas des plaques même si elles sont en appui

simple. Pour l'étude des poutres Verre/PVB/Verre en appui simple,A³ik et Tezcan (2005)

d'une part et Ivelin Ivanov (2006) d'autre part ont déterminé des expressions analytiques

des divers paramètres qui contrôlent le comportement en statique de la poutre. Grâce à ces

outils analytiques, Ivelin Ivanov a réalisé des études paramétriques et d'optimisation de

la poutre. En exemple,Ivelin Ivanov a déterminé les épaisseurs des di�érentes couches qui

minimisent la masse totale de la poutre avec des conditions imposées sur les contraintes de

traction et de compression dans les couches en verre et sur la déformation de cisaillement

dans la couche en PVB (source du délaminage entre le PVB et les verres). Les résultats

de l'optimisation ont révélé que l'épaisseur de la couche de verre à laquelle est appliquée

la charge doit être supérieure à celle de la deuxième couche de verre pour minimiser la
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Chapitre 2. Structures sandwich Verre/PVB/Verre

masse totale dans la conception de la poutre.A³ik s'est beaucoup intéressé aux non linéa-

rités géométriques dans ces structures Verre/PVB/Verre. Il a mis au point un algorithme

itératif basé sur la méthode des di�érences �nies pour traiter ce type de non linéarité

aussi bien pour les poutres que pour les plaques. Parmi les travaux antérieurs aux récents

travaux de A³ik (2003), A³ik et Tezcan, Ivelin Ivanov puis Koutsawa et Daya(2007), on

peut citer les travaux deVallabhan et al. (1993); Norville et al. (1998); Behr et al. (1993);

Duser et al. (1999); Rahul-Kumar et al. (2000).

A l'exception de Koutsawa et Daya(2007) qui ont étudié les propriétés modales des

poutres Verre/PVB/Verre, les travaux cités ci-dessus ne se sont pas intéressés aux com-

portements vibratoire et acoustique de ces structures. Les industries automobiles préfèrent

de plus en plus les solutions d'amortissement localisé aux solutions d'amortissement glo-

bal (Merlette, 2005). Aussi serait-il intéressant de quanti�er l'e�et des supports élastiques

(viscoélastiques) sur les propriétés amortissantes globales des structures en verre feuilleté

par des applications visant le confort vibratoire et acoustique. C'est le but de la sec-

tion 2.3. Mais avant cette étude, nous présentons une solution analytique au problème de

poutre Verre/PVB/Verre avec des supports en ressort. Notons que la solution analytique

est possible si on enlève les ressorts en translationK u dans le plan de la poutre c'est-à-dire

que la poutre n'est soumise à aucun e�ort normal aux extrémités. Dans le cas contraire,

les non linéarités géométriques seront présentes et il faut avoir recours aux techniques

itératives pour résoudre le problème comme il est présenté dansKoutsawa et al. (2008a).

Nous présentons une approche assez e�cace pour traiter plusieurs classes de problèmes

non linéaires dans le chapitre7.
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2.2. Comportement en statique de la poutre Verre/PVB/Verre

2.2 Comportement en statique de la poutre Verre/PVB/Verre

2.2.1 Hypothèses et champ de déplacements

Le verre feuilleté est considéré sous les hypothèses suivantes communes à plusieurs au-

teurs (Mead et Markus,1969; Rao, 1978; Sainsbury et Zhang, 1999; Daya et Potier-Ferry,

2002).

� Les sections planes initialement normales au plan médian demeurent planes et nor-

males au plan médian durant la �exion de la poutre pour chaque couche de verre.

� La contrainte normale transverse� z est très petite comparée à la contrainte normale

axiale � x qui est utilisée dans la théorie classique des poutres.

� Les trois couches ont le même déplacement transversalw(x).

� Aucun glissement n'apparaît entre les couches de verre et la couche de PVB.

� Seule la couche en PVB transmet des contraintes de cisaillement transverse.

� Les e�ets de membrane sont négligeables dans la couche en PVB.

Le modèle est constitué d'une poutre sandwich à 3 couches avec une longueurL et une

largeur l . Dans ce qui suit, l'indicei est lié à la couchei. Ainsi i = 1 correspond à la couche

en verre supérieur de la poutre,i = 2 désigne la couche en PVB tandis quei = 3 est mis

pour la couche de verre inférieur. Nous notonshi l'épaisseur de la couchei. Chaque point

M de la poutre est dé�ni par ses coordonnées cartésiennes dans un référentiel(x; y; z)

où l'axe x est porté par la surface médiane de la couche en PVB suivant la longueur de

la poutre. Les axesy et z sont dirigés respectivement suivant la largeur et l'épaisseur de

la poutre. L'origine O du repère est prise au milieu de la poutre. Suivant les hypothèses

précédentes et les travaux deHu (2006), le champ de déplacements uni�é (2.2) est utilisé

pour décrire la position du pointM i de la couchei après la �exion de la poutre dans le
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plan (x; z) :

���!
OM i (x; z) = U i =

0

B
@

ui (x) + ( z � zi )� i (x)

w(x)

1

C
A : (2.2)

Dans l'expression du champ de déplacements (2.2), ui (x) représente le déplacement axial

de la surface médiane de lai ème couche,zi la position suivant l'axe z du plan médian,

� i (x) est la rotation de la normale à lai ème couche etw(x) est le déplacement transversal

commun aux trois couches. Selon les hypothèses citées ci-dessus, on peut véri�er que :

� 1 = � 3 = �w ;x ; z1 =
h1 + h2

2
; z2 = 0 et z3 = �

h3 + h2

2
: (2.3)

2.2.2 Conditions aux interfaces

En assurant la continuité des déplacements à chacune des 2 interfaces du sandwich,

nous obtenons les équations ci-après :

8
><

>:

u2 =
u1 + u3

2
+

h1 � h3

4
w;x ;

� 2 =
u1 � u3

h2
+

h1 + h3

2h2
w;x :

(2.4)

Ainsi, le problème de mouvement de la poutre sandwich est réduit à la détermination de

trois fonctions indépendantes :u1(x), u3(x) et w(x).

2.2.3 Champs de déformations

En se basant sur la cinématique (2.2) et en utilisant la théorie des rotations modérées

et des petites déformations, les déformations de membrane" i et de cisaillement i de
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2.2. Comportement en statique de la poutre Verre/PVB/Verre

chaque couche de la structure sandwich sont dé�nies par :

8
><

>:

" i = ui ;x + 1
2 (w;x )2 + ( z � zi )� i;x ;

 i = w;x + � i;x :
(2.5)

Il est évident d'après l'expression (2.3) que  1 =  3 = 0.

2.2.4 Lois de comportement

Nous sommes en présence de trois couches homogènes, isotropes, élastiques ou visco-

élastiques linéaires. En utilisant les notations (2.6)

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

�
� l

i

	
= f ui ;x ; � i ;  i g

> ;
�

� nl
	

= 1
2

�
(w;x )2 ; 0; 0

	 >
;

f� i g =
�

� l
i

	
+

�
� nl

	
;

� i = � i;x ;

(2.6)

la loi de comportement de lai ème couche s'écrit :

f Si g =

8
>>>><

>>>>:

N i

M i

Qi

9
>>>>=

>>>>;

= [D i ] f � i g = [ D i ]
��

� l
i

	
+

�
� nl

	�
; (2.7)

avec :

[D i ] =

2

6
6
6
6
4

E i A i 0 0

0 E i I i 0

0 0 � i A i

3

7
7
7
7
5

: (2.8)

Dans l'expression (2.8), E i , � i , A i et I i sont respectivement le module de Young, le module

de cisaillement, la section droite et le moment quadratique de lai ème couche.
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2.2.5 Formulation du problème : principe des travaux virtuels

Pour formuler le problème, nous supposons que la poutre est soumise à une charge

distribuée transversaleq et une charge concentrée transversaleP en son centre sur la

surface supérieure du verre supérieur. A cause de la symétrie du chargement et des condi-

tions aux limites, seule la moitié de la poutre sera considérée. Considérons par exemple

la moitié droite c'est-à-direx 2
h
0; L=2

i
. Le principe des travaux virtuels est donné dans

le domaine statique par :

�P int + �P ext = 0; (2.9)

où �P int est le travail virtuel des e�orts intérieurs et �P ext est le travail virtuel des e�orts

extérieurs. Les expressions de ces travaux virtuels sont dé�nies dans ce cas sous forme

matricielle comme ci-après :

�P int = �
Z L

2

0

3X

i = 1

f� � i g
> fS i gdx; (2.10)

�P ext =
Z L

2

0
q(x)b� wdx � �P K ; (2.11)

avec :

�P K =K T w�w
�
�
�
x= L

2

+ K Rw;x �w ;x

�
�
�
x= L

2

�
P
2

� w
�
�
�
x=0

: (2.12)

Plusieurs travaux ont prouvé que l'e�et de membrane de la couche centrale (ici le PVB)

est négligeable (A³ik et Tezcan, 2005; Ivelin Ivanov, 2006; Rao, 1978; Zhang et Sainsbury,
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2.2. Comportement en statique de la poutre Verre/PVB/Verre

2000; Sainsbury et Zhang, 1999). Dans ce cas, les travaux virtuels s'écrivent comme suit :

� Pint = �
Z L

2

0

h
EIw 00�w 00+ N1�u 0

1 + N3�u 0
3 + (N1 + N3)w0�w 0+ � 2bh2 2� 2

i
dx;

�P ext =
Z L

2

0
qb�wdx � K T w�w

�
�
�
�
�
x= L

2

� K Rw0� w0

�
�
�
�
�
x= L

2

+
P
2

� w

�
�
�
�
�
x=0

;
(2.13)

avec :

8
>>>><

>>>>:

N1 = EA 1
�
u0

1 + 1
2 (w0)2�

N3 = EA3
�
u0

3 + 1
2 (w0)2�

 2 =
u1 � u3

h2
+

h0

h2
w0

et

8
>>>><

>>>>:

h0 = h2 +
h1 + h3

2
E = E1 = E3

I = I 1 + I 3:

(2.14)

Le terme non linéaire dans l'expression (2.13) du travail des e�orts intérieurs � Pint est

(N1 + N3)w0. En utilisant les expressions de la formule (2.13) dans la formule (2.9), nous

obtenons trois équations suivant les trois quantités virtuelles�u 1, �u 3 et �w telles que :

Z L
2

0

h
N1� u0

1 + � 2b 2�u 1

i
dx = 0;

Z L
2

0

h
N3� u0

3 � � 2b 2�u 3

i
dx = 0;

(2.15)

pour caractériser le comportement de membrane et puis

Z L
2

0

h
EIw 00�w 00+ ( N1 + N3)w0�w 0+ � 2b h0 2�w 0

i
dx =

Z L
2

0
qb�w dx � �P K ; (2.16)

pour le comportement en �exion. En intégrant par parties les équations dans l'expression

(2.15), nous obtenons deux équations di�érentielles ordinaires :

8
><

>:

N 0
1 = � 2b 2;

N 0
3 = �� 2b 2;

(2.17)
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avec des conditions aux limites associées :

8
><

>:

N1
�

L
2

�
= N3

�
L
2

�
= 0;

N 0
1(0) = N 0

3(0) = 0 :
(2.18)

En additionnant les deux termes des équations di�érentielles ordinaires (2.17), nous ob-

tenons :

N 0
1 + N 0

3 = 0; (2.19)

qui signi�e que l'e�ort normal global

N1 + N3 = constant: (2.20)

A partir des conditions aux limites naturelles (2.18), il apparaît que la condition :

N1 + N3 = 0 (2.21)

est satisfaite aux extrémités de la poutre et de surcroît, elle est véri�ée tout le long de

la poutre sandwich. En conséquence, le terme non linéaire dans les expressions (2.13) et

(2.16) est aussi nul pour toutx. Cette remarque implique que les ressorts de translationK T

et de rotation K R n'induisent pas de non linéarité géométrique dans la poutre sandwich

Verre/PVB/Verre. Ainsi, la poutre aura toujours un comportement linéaire quelle que

soit la déformation latérale à laquelle elle est soumise. Dans la suite, nous adoptons la

notation :

N = N1 = �N 3: (2.22)
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Partant des conclusions précédentes, deux intégrations parparties successives de la for-

mule (2.16) associées aux équations (2.17) et (2.18) donnent deux équations di�érentielles

ordinaires et les conditions aux limites qui dé�nissent complètement ce problème de mou-

vement du sandwich Verre/PVB/Verre :

8
><

>:

N 0 = � 2b 2;

(EIw 00)00� � 2bh0
0

2 = qb;
(2.23)

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

N ( L
2 ) = N 0(0) = 0 ;

w0(0) = 0 ;

w00( L
2 ) = �

gR

L
w0

�
L
2

�
;

w000(0) =
P

2EI
;

w000( L
2 ) =

h0

EI
N 0

�
L
2

�
+

gT

L3
w

�
L
2

�
;

(2.24)

où :

gR =
K RL
EI

et gT =
K T L3

EI
(2.25)

sont des paramètres sans dimension introduits dans le modèle.

2.2.6 Solution analytique du problème

Dans cette section, nous présentons la solution analytique du problème posé par le

système d'équations di�érentielles ordinaires (2.23) et les conditions aux limites associées

(2.24). Une équation di�érentielle ordinaire est premièrement obtenue pour la fonction

N (x). Cette dernière est ensuite utilisée pour déterminer le déplacement transversal com-

mun w(x). Nous prouvons par la suite que le comportement en statique de la poutre est

complètement déterminé par la connaissance de ces deux fonctions. Ainsi, à partir des
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formules (2.14) nous obtenons :

u0
1 � u0

3 =
N
Eb

 
h1 + h3

h1h3

!

: (2.26)

Dans le but d'exploiter la formule (2.26), la première équation di�érentielle dans l'expres-

sion (2.23) est une fois di�érentiée par rapport àx et nous obtenons :

N 00=
� 2

Eh2

�
h1 + h3

h1h3

�
N +

� 2bh0

h2
w00: (2.27)

En utilisant l'équation ( 2.27) et la deuxième équation di�érentielle de (2.23), nous obte-

nons l' équation di�érentielle ordinaire d'ordre 4 suivante :

N 0000� � 2N 00= �q; (2.28)

où :

� =

s
� 2b
Eh2

�
h2

0

I
+

A1 + A3

A1A3

�
; I =

b(h3
1 + h3

3)
12

et � =
� 2h0b2

EIh 2
: (2.29)

A partir des paramètres standards des poutresg (paramètre de cisaillement) etY (para-

mètre géométrique) dé�nis par (Mead et Markus,1969; Rao, 1978) :

g =
� 2bL2

4Eh2

�
A1 + A3

A1A3

�
(2.30)

et

Y =
h2

0

I

�
A1A3

A1 + A3

�
(2.31)
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nous obtenons :

� =
2
p

g(1 + Y)
L

et � =
4bgY
L2h0

: (2.32)

La solution générale de l'équation di�érentielle ordinaire (2.28) est sous la forme :

N (x) = �
q � x 2

2� 2
+ a1 + a2x + a3 cosh(�x) + a4 sinh(�x); (2.33)

où a1, a2, a3 anda4 sont des constantes d'intégration à déterminer. L'équation di�érentielle

ordinaire (2.27) peut s'écrire sous la forme suivante lorsque la fonctionN (x) est connue :

w00= �N 00+ �N; (2.34)

avec :

� =
h2

G2bh0
et � = �

A1 + A3

EA 1A3h0
: (2.35)

En utilisant l'expression (2.33) de N (x), nous obtenons l'expression (2.36) pour la fonction

w(x) en intégrant deux fois l'équation (2.34). Nous introduisons alors deux nouvelles

constantes d'intégrationa5 et a6 :

w(x) =
(� + � 2 � ) f 1(x)

� 2
+

f 2(x)
24� 2

; (2.36)

où :

8
><

>:

f 1(x) = a3 cosh(�x) + a4 sinh(�x);

f 2(x) = �q� � x 4 + 4 � 2 � a 2 x3 � 12(q � � � � 2 � a 1) x2 + 24� 2(a5 x + a6):
(2.37)

Nous pouvons ensuite déterminer les six constantes d'intégrationai (i = 1; 2; :::; 6) en uti-

lisant les six conditions aux limites (2.24). Leurs expressions sont données dans l'annexe
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A.1. A travers les expressions des constantes d'intégration (cf. ŸA.1), nous remarquons

que seule la constantea6 est fonction de la rigidité K T du ressort de translation. Par

conséquent, seul le déplacement transversal communw(x) est in�ué par ce ressort. Ce-

pendant, la formule (2.36) montre que w0(x) et w00(x) ne dépendent pasa6. Ainsi, il est

alors clair que les champs de contraintes et de déformations de la poutre ne sont in�uen-

cés que par la rigiditéK R du ressort de rotation. Le champ de déformations peut être

obtenu à partir de la formule (2.2). Ce dernier est ensuite utilisé dans la loi de Hooke

pour déterminer le champ des contraintes. Nous obtenons ainsi l'expression (2.38) pour

les contraintes normales dans les couches de verre.

� i (x; z) =
N i (x)

A i
� E (z � zi )w00(x); i = 1; 3: (2.38)

Nous pouvons déterminer ensuite les contraintes normales dans les surfaces supérieure et

inférieure des couches de verre et la déformation de cisaillement dans la couche en PVB

comme suit :

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

� top
1 (x) =

N (x)
A1

�
E h1

2
w00(x);

� bot
1 (x) =

N (x)
A1

+
E h1

2
w00(x);

� top
3 (x) = �

N (x)
A3

�
E h3

2
w00(x);

� bot
3 (x) = �

N (x)
A3

+
E h3

2
w00(x);

 2(x) =
N 0(x)
� 2 b

=
�

� qx �
� 2

�
+ a2 + � sinh(x � ) a3 + � cosh(x � ) a4

� 2 b
:

(2.39)

Comme nous l'avons annoncé plus haut, il est maintenant clair que la connaissance des

fonctions N (x) et w(x) su�t pour caractériser complètement le comportement en sta-

tique de la poutre sandwich Verre/PVB/Verre. Pour valider notre modèle, nous allons

le particulariser au cas d'appui simple traité parA³ik et Tezcan (2005) et Ivelin Ivanov

(2006).

68



2.2. Comportement en statique de la poutre Verre/PVB/Verre

2.2.7 Validation du modèle

A�n de valider le modèle actuel, notre solution analytique est appliquée au cas parti-

culier de la poutre simplement appuyée soumise à charge répartieq. Ce cas a été étudié

par A³ik et Tezcan (2005) et Ivelin Ivanov (2006). Pour représenter ce cas, il su�t de

prendre dans notre modèleK R = 0, K T = + 1 et P = 0. En insérant ces quantités dans

les formules (2.33) et (2.36), nous obtenons les expressions des fonctionsN (x) et w(x),

respectivement identiques aux formules (26) et (31) déterminées parIvelin Ivanov (2006) :

N (x) =
q�
2� 2

2

6
6
4

2cosh (�x)

� 2 cosh
�

L �
2

� � x2 +
L2 � 2 � 8

4� 2

3

7
7
5 ;

w(x) =
q�
� 6

2

6
6
4

�
� + � 2 �

� cosh (�x)

cosh
�

L �
2

� �
� 4 �
24

x4 +
� 1

384
x2 +

� 2

384

3

7
7
5 ;

(2.40)

avec :

� 1 = � 192� 2 � + 24 L2 � 4 � � 192� 4 �;

� 2 = � 384� + 48 L2 � 2 � � 5L4 � 4 � � 384� 2 � + 48 L2 � 4 �:

Si nous rajoutons une charge concentréeP au cas précédent, nous obtenons la solution

du problème considéré parA³ik et Tezcan (2005). Moyennant un changement de variable,

X = x + L=2, les formules (2.33) et (2.36) de ce travail conduisent respectivement aux

formules (17) et (19) deA³ik et Tezcan (2005). Ces validations élémentaires montrent la

pertinence du modèle. Nous allons maintenant montrer quelques applications du modèle.
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Chapitre 2. Structures sandwich Verre/PVB/Verre

2.2.8 Quelques applications du modèle

Simulation d'essais de �exion trois points

Nous considérons ici une poutre Verre/PVB/Verre soumise à un test de �exion trois

points. Les paramètres géométriques et mécaniques de la poutre sont : longueur totale

L t = 1:0 m, largeur b = 10 cm, longueur entre appuisL = 0:8 m, h1 = h3 = 5 mm,

h2 = 0:38 mm, E = 64:5 GPa, � 2 = 1:287 MPa. La �gure 2.3 montre la comparaison

entre les résultats expérimentaux (A³ik et Tezcan, 2005) et notre modèle analytique. Nous
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Fig. 2.3 � Essai de �exion trois points : modèle et expérience.

remarquons à travers cette �gure que le modèle prédit bien les résultats de l'essai de �exion

trois points.

Il faut noter que les résultats analytiques présentés ici peuvent servir à des études

d'optimisation comme celles menées parIvelin Ivanov (2006). Cependant aucune de ces

études ne sera reprise dans ce travail. Néanmoins, puisque l'originalité de notre modèle

est l'introduction des deux paramètresK T et K R dans les solutions analytiques, il serait

intéressant de faire apparaître leurs e�ets sur les états de déformations, de déplacements

et de contraintes dans la poutre.
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2.2. Comportement en statique de la poutre Verre/PVB/Verre

E�et des paramètres K T et K R sur les contraintes, déformations et déplacements

Comme nous l'avons montré dans la section2.2.6, le paramètre K T n'in�uence ni

les déformations ni les contraintes dans la poutre. Ainsi l'e�et deK R sur les états de

déformations, de déplacements et de contraintes dans la poutre sera étudié au travers de

la variable sans dimensiongR = K RL=(EI ). Par contre, l'e�et de K T sur le déplacement

transversal w(x) sera étudié au travers degT = K RL3=(EI ). Les données mécaniques,

géométriques et de chargement utilisées dans ces études paramétriques sont :L = 0:8 m,

b= 0:1 m, E = 70 GPa, G2 = 0:69 MPa, q = 1 kPa, P = 0 N, Y = 3:7007, g = 0:8411.

Les �gures 2.4, 2.5 et 2.6(a) montrent respectivement l'e�et de gR sur les contraintes

normales dans les surfaces supérieure et inférieure des deux couches de verre ainsi que la

déformation de cisaillement dans la couche centrale (PVB). Le choix de ces contraintes

normales et de cette déformation est motivé par certaines contraintes liées à l'usage des

structures Verre/PVB/Verre. En e�et il existe une contrainte de compression� c � 100

MPa et une contrainte de traction� t � 10MPa admissibles pour la résistance des couches

en verre. Pour éviter le délaminage de la couche en PVB, il faut que la déformation

de cisaillement 2 du PVB soit inférieure à une valeur admissible, par exemple 2 < 2

(Jagota et al., 2000). La �gure 2.6(b) montre les e�ets de gR et de gT sur la dé�exion

maximale (maxw(x)) de la poutre.

Nous remarquons à partir de la �gure2.4 que, lorsque la poutre est soumise à une

pressionq sur le verre supérieur, les faces supérieure et inférieure de cette couche de verre

sont entièrement en compression et en tension respectivement pour les petites valeurs de

gR . En augmentant la valeur degR , des régions en tension et en compression apparaissent

respectivement aux extrémités des surfaces supérieure et inférieure de cette couche de

verre. La �gure 2.5 montre le même comportement pour la couche de verre inférieure. La

�gure 2.6(a) montre que la déformation de cisaillement 2 de la couche en PVB diminue

lorsquegR augmente. L'analyse de la �gure2.6(b) révèle quegR n'a aucune in�uence sur

maxw(x) tandis que ce dernier est légèrement in�uencé pargT .
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