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IntrodutionLes proessus de ollisions inélastiques omme l'ionisation des atomes et des mo-léules par impat életronique, représentent l'un des moyens les plus e�aes desonder la matière et d'en établir une analyse struturale. Les travaux onernant esproessus, qu'ils soient théoriques ou expérimentaux apportent une large ontributionà la ompréhension des méanismes réationnels et des interations fondamentales.Les résultats obtenus dans e domaine partiulier trouvent leur appliations en astro-physique, en physique des plasmas ou enore dans l'étude des proessus radio-induitssur les ellules vivantes.L'intérêt porté à e sujet s'ampli�e onstamment ave l'évolution des tehniquesexpérimentales. Ainsi pour le as de la double ionisation qui nous onerne partiuliè-rement dans e mémoire, les premiers travaux théoriques de M.H. Mittleman [1℄, deF.W. Byron et C.J. Joahain [2℄ et I.J. Kang et al [3℄ ont été spéialement motivés parles expérienes de T.A. Carlson [4℄, B.L. Shram et al [5℄ et de F. Fiquet-Fayard [6℄qui avaient réalisé les mesures de la setion e�ae totale de la double ionisation del'hélium. Ces travaux ont ouvert la voie à d'autres études omme elles de R.J. Tweed[7℄, M. Ya. Amusia [8℄, V.G. Neudathin et al [9℄ et Yu.F. Smirnov et al [10℄ qui ontpu identi�er les di�érents méanismes de double ionisation et établir un sole théo-rique pour l'étude de la double ionisation donnant l'assistane théorique néessaireaux expérienes menées dans e domaine.Le développement des tehniques de détetion en oïnidene des partiules rési-duelles, qu'elles soient les életrons ou les ions, d'un proessus d'ionisation, ont permisla réalisation d'expérienes dites "omplètes" de simple puis de double ionisation ap-pelées respetivement (e, 2e) et (e, 3e). Dans es expérienes, les valeurs des énergieset les diretions d'éjetion de l'életron di�usé et des életrons éjetés issues d'unemême ollision ont pu être déterminées, permettant ainsi l'analyse omplète de la dy-namique des ollisions et le sondage de la orrélation életronique, surtout dans le asde la double ionisation (e, 3e). La première expériene de double ionisation (e, 3e) aété réalisée par le groupe de A. Lahmam Bennani à Orsay en 1989 [11℄ et a susité lespremiers aluls de setion e�ae multiplement di�érentielle diretement liés à etteexpériene. Ceux-i ont été réalisés par C. Dal Cappello et H. Le Rouzo [12℄ qui ontdéveloppé pour l'atome d'hélium, une proédure en première approximation de Born,basée sur l'utilisation d'un produit de fontions oulombiennes pour la desription dudouble ontinuum des deux életrons éjetés.Le proessus (e, 3e) étant très sensible à la orrélation életronique des életrons de



INTRODUCTION 3la ible et entre les partiules résiduelles, B. Joulakian et C. Dal Cappello [13℄ ontmodi�é la proédure préédente pour l'hélium, en introduisant dans leurs aluls desfontions d'onde orrélées du type Hylleraas pour les életrons liés, et la fontion 3Cpour le double ontinuum. Cette dernière, proposée initialement par C.R. Garibottiet J.E. Miraglia (1980) [14℄ pour dérire un système de deux életrons d'énergies posi-tives dans le hamp d'un entre oulombien venait d'être appliqué ave suès et d'unefaçon élégante par M. Brauner et al [15℄ à l'ionisation (e, 2e). Les travaux théoriquessur les méanismes de ollisions (e, 3e) par impat d'életrons rapides se sont ensuitesuédés ave eux de Yu.V. Popov [16℄, J.Berakdar et H. Klar [17℄ et autres auteurs[18, 19, 20℄.Le groupe d'Orsay en étroite ollaboration ave di�érents théoriiens a réalisé plu-sieurs études sur la double ionisation des gaz rares omme l'argon [21, 22℄, le néon [23℄ou le krypton [24℄. Vu le faible taux de oïnidene, surtout dans le as de l'hélium, desexpérienes appelées ommunément (e, 3 − 1e) dans lesquelles deux életrons parmitrois émergents sont détetés, ont été proposées et réalisées par le groupe d'Orsay[25, 26, 27℄ qui ont également fait appel à des travaux théoriques [28, 29, 30℄. Uneévolution importante a également été apportée par le remplaement de l'appareil demono-détetion par un appareillage original utilisant des tehniques de multi-analyseet multi-détetion onstituées d'un double analyseur toroïdal reueillant les deux éle-trons éjetés dans la presque totalité du plan de ollision, tout en préservant l'infor-mation angulaire à l'arrivée sur les déteteurs sensibles en position [31, 32, 33℄.Les expérienes de double ionisation par életron ou photon sont atuellement réali-sées dans plusieurs laboratoires répartis en Europe omme à Heidelberg en Allemagne(J. Ullrih) utilisant la tehnique COLTRIMS qui proède par la mesure du tempsde vol de l'ion positif et les életrons détetés, pour déterminer leurs veteurs d'onde[34℄, à Rome [35℄, aux Etats Unis [36, 37℄ ou enore au Japon [38℄.Des tentatives d'introduire les e�ets de seond ordre jouant un r�le prépondérantdans des situations où les méanismes "two step" sont prédominants ont égalementété signalées [39, 40, 41℄. Nous devons également iter les travaux de I. Bray et A.S.Kheifets qui ont proposé et appliqué une proédure basée sur la méthode " ConvergentClose Coupling " (CCC) qui donne des résultats enourageants et un bon aord aveles expérienes de double ionisation, qu'elle soit par impat d'életrons (e, 3e) ou dephotons (γ, 2e) [42, 43, 44℄.Les travaux sur la double ionisation de moléules sont plus rares étant donnée laomplexité de dérire le double ontinuum bientrique. Citons ependant les réentstravaux de V. Sérov et al (2007) [45℄, utilisant la méthode "Time Dependent Saling" (TDS) de O. Chuluumbatar et al [46℄ utilisant la fontion à deux entres appelée "Two Center Continuum " (TCC) et elui de A. Mansouri et al [39℄ utilisant une basemonoentrique étendue pour les fontions d'onde.Dans la bibliographie nous donnons une liste non exhaustive d'autres travauxsur les di�érents aspets fondamentaux de (e, 3e) dont l'analyse détaillée dépasse leslimites de ette introdution. Cette diversité montre l'intérêt persistant des herheurssur e proessus [47℄-[57℄.Dans e travail, nous nous intéressons à la double ionisation du béryllium, de-



INTRODUCTION 4venu réemment l'objet d'intérêt grandissant depuis que son utilisation est envisagéeomme matériau de première paroi dans les tokamaks (projet ITER (InternationalThermonulear Experimental Reator)). Il est hoisi pour sa faible masse atomique,a�etant peu le omportement des plasmas en fusion.Plusieurs travaux théoriques sur le béryllium ont été réalisés es dernières années.Kheifets et Bray [58℄ ont appliqué leur proédure CCC utilisant l'approximation duoeur gelé et ave le modèle de double shake-o� sur la photo-double ionisation de laouhe L du béryllium. Hasegawa et al [38℄ ont e�etué un alul de Dira-Fok pouridenti�er ou prédire les pis de résonanes dans l'étude de la photo-double exitationdes ouhes L et K du béryllium.Le travail présenté dans e rapport porte sur la double ionisation des ouhesinterne K et externe L d'un atome de béryllium par impat d'életrons rapides. Cetteétude mène à une proédure de détermination de la setion e�ae multiplementdi�érentielle diretement liée aux observations expérimentales. Cei onduit, à ausede la struture en ouhes fermées du béryllium, à la détermination de fontionsd'onde originales pour la desription de la ible et de l'ion résiduel dans ses deuxétats et surtout la desription du double ontinuum.La représentation des états exités d'un système à deux életrons, que nousrenontrons dans e travail, a susité une remise en question des onepts quan-tiques basés sur le modèle des partiules indépendantes dans les années 60, depuisl'expériene de Madden et Codling [59℄ donnant le spetre de l'hélium et les niveauxd'énergie des états disrets de résonane dans la zone située au-dessus du seuilde première ionisation, inompatible ave les préditions théoriques. De nombreuxtravaux sur les états résonants des deux életrons se sont ensuite suédés, permettantl'aquisition de di�érents onepts théoriques omplexes. Le reours à des méthodesd'approximation a été néessaire pour dérire la dynamique des deux életrons,par l'introdution de oordonnées hypersphériques [60, 61℄, l'utilisation de groupede symétrie [62℄ ou enore par une approhe portée sur la séparation adiabatiquemoléulaire [63, 64℄. Ces onepts ont été développés à l'aide de tehniques de alulélaborées, omme la méthode multi-on�gurations Hartree-Fok, méthode variation-nelle appliquée notamment sur l'étude des états auto-ionisés des ions négatifs omme
H− ou He−, par C. Froese-Fisher [65℄, M. Chrysos et C.A. Niolaides [66, 67℄ oula méthode de rotation omplexe représentant un outil important pour le alul desénergies des états de résonanes des systèmes bi-életroniques et utilisée pour lesaluls d'énergie de di�érents états et les setions e�aes [68, 69℄.Dans e travail, nous ne sommes onernés que par les niveaux doublement exités
2s2 de l'ion Be2+ dont le traitement sera donné dans le hapitre 3.Ce mémoire onstitué de inq hapitres sera organisé de la façon suivante. Dans lepremier nous présenterons les notions de base des ollisions inélastiques, l'expressionde la setion e�ae simplement et multiplement di�érentielle sera ainsi donnée dansle as partiulier de ollisions entre une ible et un életron rapide.Dans le deuxième hapitre nous développerons notre approhe basée sur le prinipe



INTRODUCTION 5de symétrie de Pauli, pour l'élaboration de la proédure de détermination de la matriede transfert en terme d'intégrales de base tenant ompte de tous les éhanges possibles.La représentation des fontions d'onde dérivant les états de la ible, de l'ionrésiduel et des életrons éjetés fait l'objet des deux hapitres suivants.Dans le hapitre 3, les états disrets de l'ion résiduel, dans son état fondamentalet doublement exité seront dérits à travers l'utilisation de deux méthodes, elled'interation de on�guration et elle faisant intervenir les fontions de Jastrow. Unaperçu sur les prinipes et aratéristiques de haune des méthodes sera présenté.L'étude sera élargie à la représentation du système ible initial omposé de l'atomede Béryllium fondamental.Les életrons éjetés du double ontinuum seront dérits par une fontion orrélée 3Cprésentée dans le hapitre 4.Dans le inquième et dernier hapitre nous présenterons et analyserons un en-semble de résultats représentatifs. Di�érentes �gures représentant la variation de lasetion e�ae en fontion des di�érents paramètres du système (angles et éner-gies d'inidene, de di�usion et d'éjetion) seront interprétées de manière lassique.Nous montrerons également qu'une analogie entre les expérienes (e,3e) et (γ ,2e) estpossible dans le adre de faibles moments de transfert. Une étude omparative desdi�érentes fontions d'onde à travers l'analyse de graphes appropriés sera égalementprésentée.Dans l'annexe A, nous détaillerons la détermination des énergies d'ionisation né-essaires dans le as de la double ionisation de la ouhe L ou K du béryllium. Dansl'annexe B, nous donnerons les expressions des termes direts, d'éhange ou de ap-ture dont dépend le alul de la matrie de transition. Un résumé de la méthode dePluvinage fera l'objet de l'annexe C. L'annexe D ontiendra les ompléments oner-nant l'élaboration des termes d'interation dans la méthode des fontions de Jastrow.L'annexe E donnera les relations entre les moments, utiles pour la onstrution dela fontion 3C. En�n, dans l'annexe F, nous présenterons le alul analytique del'intégrale permettant le alul de la norme de la fontion 3C.



Chapitre 1Aspets fondamentaux desollisions ionisantes (e,3e)Dans e hapitre, les notions de base utilisées dans les études de ollisions in-élastiques, en partiulier les expérienes (e,3e) seront présentées. Nous verrons lesprinipales aratéristiques de es proessus omme les onepts de setion e�aeet de setion e�ae di�érentielle, qui onstitueront la base de e travail. Le as desdomaines énergétiques relativistes sera également présenté.1.1 Dé�nition d'une réation (e,3e) : introdutionLe proessus (e,3e) est une expériene de ollision inélastique assoiée à la doubleionisation d'atomes ou de moléules par impat d'életrons. Il est appliqué dans l'hy-pothèse de mono-ollision où haque életron-projetile est supposé n'interagir qu'aveune seule ible, largement justi�ée pour des ibles en état de gaz dilué. Dans les ex-périenes (e,3e), les trois életrons émergents, généralement un életron rapide di�uséet deux életrons lents éjetés de la ible, sont détetés en oïnidene, permettantune onnaissane omplète de la inématique dans l'état �nal.Considérons la double ionisation d'un atome A, par impat d'un életron ei d'impul-sion −→
ki et d'énergie Ei.

ei +A −→ A2+ + e1 + e2 + ed
A2+ représente l'ion résiduel, ed, e1, e2 représentent respetivement les életrons dif-fusé et éjetés. Nous représentons e proessus sur le shéma de la �gure (1.1).



1.1 Dé�nition d'une réation (e,3e) : introdution 7

Fig. 1.1 � Shéma représentatif de la réation (e,3e)Le repère est lié à la ible, onsidérée initialement immobile dans le laboratoire. Ceipeut être réalisé atuellement en as de néessité par un refroidissement transversaldu faiseau des ibles. On attribue respetivement aux életrons di�usé et éjetés, lesveteurs d'onde −→
kd,

−→
k1,

−→
k2, ave les énergies Ed, E1, E2. Le moment de reul de l'ionest assoié au veteur −→q (�gure 1.2)

Fig. 1.2 � Représentation spatiale des veteurs d'ondeLa masse de l'életron-projetile étant très petite devant elle de la ible, le trans-fert d'énergie inétique de l'életron à l'ion est négligé. Cei nous permet d'établir leséquations de onservation d'énergie et de quantité de mouvement, données par :
Ei = Ed + E1 + E2 + I2+ (1.1)et
−→
ki =

−→
kd +

−→
k1 +

−→
k2 + −→q (1.2)



1.2 Notion de setion e�ae 8où I2+ représente le potentiel de double ionisation de la ible tel que
I2+ = EA2+ − EA (1.3)Le veteur de transfert d'impulsion −→

K est dé�ni par
−→
K =

−→
ki −

−→
kd (1.4)Les montages expérimentaux de détetion en oïnidene atuels mesurent dire-tement es quantités ave di�érents degrés de résolution.1.2 Notion de setion e�aeDans ette partie, nous donnerons notre notion de setion e�ae, d'abord dansun adre tout à fait général, puis appliquée à notre étude.Soit un faiseau �n, homogène, de divergene négligeable, onstitué de N életronsd'énergies égales par unité de surfae et par unité de temps. Ce faiseau est orienté versun ensemble de n partiules de entres de di�usion. Supposons que Nf de es életronsémergent par unité de temps, dans une diretion (θ0, ϕ0) d'un élément d'angle solide

dΩ. Nf est proportionnel à N , n et dΩ, à ondition que le �ux soit su�sammentfaible pour que les partiules inidentes n'interfèrent pas entre elles et que les iblessoient su�samment loin l'une de l'autre pour avoir une seule ollision par partiuleinidente.
Nf (θ0, ϕ0) = nN

[
dσ

dΩ

∣∣∣∣
(θ0,ϕ0)

]
dΩ (1.5)Ii le fateur de proportionnalité [ dσdΩ ∣∣∣(θ0,ϕ0)

] est appelé setion e�ae di�érentielle.Il a la dimension d'une surfae. Physiquement, il représente la surfae du �ux inidenttotal qui ontient le nombre de partiules di�usées dans l'élément de volume dΩ parune ible unique (ou par un entre di�useur). La setion totale dé�nie par
σ =

π∫

0

2π∫

0

[
dσ

dΩ

∣∣∣∣
(θ0,ϕ0)

]
dΩ =

π∫

0

2π∫

0

[
dσ

dΩ

∣∣∣∣
(θ0,ϕ0)

]
sin θdθdϕ (1.6)représente alors la surfae de �ux qui ontient l'ensemble des életrons di�usés. Lasetion e�ae di�érentielle peut également être liée à la notion de probabilité P . Ene�et, pour une diretion (θ0, ϕ0), elle est donnée par

dσ =
Nf (θ0, ϕ0)

nN
=

P

N
(1.7)Dans le as des di�usions inélastiques qui nous onernent, une partie de l'énergieinidente est transmise à la ible, altérant sa struture interne de di�érentes ma-nières, exitation, ionisation, absorption, dissoiation. Nous pouvons exprimer la pro-babilité dans l'expression préédente, par la probabilité de transition par unité de



1.3 Setion e�ae di�érentielle 9temps Pi→f = |〈Ψi (−→r , t) | Ψf (−→r , t)〉| d'un état initial préparé ave une énergie
Ein = EA + Ei et une quantité de mouvement −→pi , à un état �nal observé par lesdéteteurs appropriés ave une énergie Ef = Ed +E1 +E2 +EA2+ et une quantité demouvement −→pf . Pour une telle transition quantique, la probabilité peut être donnéepar

Pi→f =
(2π)4

ki
δ (Ein −Ef ) δ (−→pi −−→pf ) |Tfi|2N (1.8)où | Tfi | représente la matrie de transition des états stationnaires, N le �ux departiules inidentes et les fontions δ assurent les onservations d'énergie et de quan-tité de mouvement. Pour une démonstration omplète de ette expression, nous nousréférons à l'ouvrage de Goldberger [70℄.Dans le as partiulier de l'ionisation (e,3e), nous étudions le passage d'un étatinitial bien dé�ni par les énergies des életrons inidents Ei et eux de la ible, à unétat �nal, où omme nous l'avons préisé, les életrons di�usé et éjetés, ainsi quel'ion résiduel, sont représentés par leurs énergies Ed, E1, E2 et leurs veteurs d'onde−→

kd,
−→
k1,

−→
k2,−→q .1.3 Setion e�ae di�érentielleLa setion e�ae est alulée en intégrant sur toutes les valeurs possibles de−→

kd,
−→
k1,

−→
k2 et −→q , tout en préservant les onditions de onservation des énergies et desquantités de mouvement, données plus haut. On aura

σ = (2π)4

ki

∫
d
−→
k1d

−→
k2d

−→
kdd

−→q
×δ (Ein − Ef ) δ

(−→
ki −

(−→
k1 +

−→
k2 +

−→
kd + −→q

))
|Tfi|2

(1.9)La fontion δ (−→ki − (−→k1 +
−→
k2 +

−→
kd + −→q

)) permet, par ses propriétés mathématiques,d'éliminer une des intégrales. L'intégration de l'expression sur d~q, onduit à une nou-velle relation
σ =

(2π)4

ki

∫
d
−→
k1d

−→
k2d

−→
kd δ (Ein − Ef ) |Tfi|2 (1.10)ave la ondition −→q =

−→
K − (

−→
k1 +

−→
k2) et qui orrespond à une expériene de ollisiondans laquelle, seule l'existene de l'ion A2+ dans un état donné est observée. D'unpoint de vue expérimental, un déteteur est disposé loin de la zone d'interation etmesure le nombre de partiules di�usées et/ou éjetées par unité de temps. L'au-mulation des divers paramètres énergétiques et diretionnels assoiés à haune despartiules émergentes, implique une restrition dans les mesures de omptabilisationdes partiules de l'état �nal. Pour limiter la détetion à des valeurs préises d'énergieet d'angles de diretion, les déteteurs n'oupent qu'un angle solide dΩ et n'observentpar onséquent qu'une partie des partiules éjetées ou di�usées. On parle alors desetion e�ae di�érentielle. Pour plus de larté, voyons progressivement les setionse�aes, de la simple à la quintuplement di�érentielle.



1.3 Setion e�ae di�érentielle 101.3.1 Setion e�ae di�érentielle par intégration sur les variablesdiretionnellesSi le déteteur permet de déterminer la diretion de l'un des életrons émergents enoïnidene ave l'ion de harge positive 2, la setion e�ae est simplement di�éren-tielle. Supposons que l'életron déteté orresponde à l'életron di�usé. En utilisantla relation d−→kd = k2
ddkddΩd, ave dΩd = sinθddθddϕd elle s'érira sous la forme
dσ

dΩd
=

(2π)4

ki

∫
k2
ddkdd

−→
k1d

−→
k2 δ (Ein − Ef ) |Tfi|2 (1.11)qui symbolise la probabilité de déteter l'életron dans un élément de volume Ωd entrésur la diretion (θd, ϕd) après une ionisation double. En suivant la même logique, nouspouvons érire les setions e�aes doublement et triplement di�érentielles dérivantla probabilité de déteter un ou les deux életrons éjetés, respetivement dans lesdiretions Ω1 et Ω2 entrées sur (θ1, ϕ1) et(θ2, ϕ2) :

d2σ

dΩddΩ1
=

(2π)4

ki

∫
k2
ddkdk

2
1dk1d

−→
k2 δ (Ein − Ef ) |Tfi|2 (1.12)et

d3σ

dΩddΩ1dΩ2
=

(2π)4

ki

∫
k2
ddkdk

2
1dk1k

2
2dk2 δ (Ein − Ef ) |Tfi|2 (1.13)1.3.2 Setion e�ae di�érentielle par intégration sur les variablesd'énergieAjoutons la possibilité d'une détetion en énergie des életrons par es mêmesdéteteurs. D'après l'égalité E = k2

2 et en utilisant la relation dE = kdk, nous pouvonsérire, en partant de l'expression de la setion e�ae triplement di�érentielle :
d3σ

dΩddΩ1dΩ2
=

(2π)4

ki

∫
kddEdk1dE1k2dE2 δ (Ein − Ef ) |Tfi|2 (1.14)Dans un proessus inélastique donné pour lequel I2+ est onnu, la valeur de l'énergiede l'életron inident Ei est hoisie et les valeurs des énergies Ed, E1, E2 sont déduitesde la ontrainte imposée par la onservation de l'énergie. Si le déteteur de l'életron1 est réglé sur une valeur donnée E1 et par onséquent de k1, nous pourrons érire

d4σ
dΩddΩ1dΩ2dE1

= (2π)4

ki
k1
∫
kddEdk2dE2

×δ
(
Ei −

(
Ed + E1 + E2 + I2+

))
|Tfi|2

(1.15)Si le deuxième déteteur est réglé sur une valeur E2, le troisième sera obligatoirementsur Ed = Ei−(E1 +E2+I2+) pour satisfaire la ondition de onservation de l'énergie,exprimée à travers la fontion de Dira δ. Nous pourrons alors érire :
d5σ

dΩddΩ1dΩ2dE1dE2
=

(2π)4

ki
kdk1k2 |Tfi|2 (1.16)



1.4 Setion e�ae - Limite relativiste 11qui représente la probabilité de déteter en oïnidene l'életron di�usé dans unediretion donnée et les életrons éjetés dans des diretions et ave des énergies don-nées.1.4 Setion e�ae - Limite relativisteIntéressons nous à l'expression de la setion e�ae dans le domaine énergétiquerelativiste. De manière équivalente à la relation (1.8), la probabilité d'interation entrel'état initial et l'état �nal d'une expériene (e, 3e) est donnée par
Pi→f =

(2π)4

|−→vi |
δ (Ein − Ef ) δ (−→pi −−→pf )N (1.17)Dans un régime relativiste,

E2
i = p2

i c
2 +m2

0c
4 =

(
mic

2
)2

pi = mivi
(1.18)Par la transformation direte

Ei =
pic

2

vi
→ 1

vi
=

Ei
pic2

=
Ei
kic2

(1.19)la setion e�ae devient
dσ =

Pi→f

N
=

(2π)4

kic2
Eiδ(Ein − Ef )δ(

−→pi −−→pf ) |Tfi|2 (1.20)En tenant ompte de la dégénéresene sur les orientations des partiules émergentes
σ = (2π)4Ei

kic2
∫
d
−→
kdd

−→
k1d

−→
k2d−→q

×δ(Ein − Ef )δ(
−→
ki − (

−→
kd +

−→
k1 +

−→
k2 + −→q )) |Tfi|2

(1.21)La ontrainte de la onservation de la quantité de mouvement formulée par la fontionde Dira permet d'éliminer l'intégrale sur −→q , tel que
σ =

(2π)4Ei
kic2

∫
d
−→
kdd

−→
k1d

−→
k2δ(Ein − Ef ) |Tfi|2 (1.22)Ave d−→k = k2dkdΩ et en sahant que kdk = EdE

c2
, on peut érire

d
−→
k = kE

c2 dEdΩ, puis
σ = (2π)4Ei

kic2
∫ kdEd

c2 dEddΩd
k1E1

c2 dE1dΩ1
k2E2

c2 dE2dΩ2

×δ(Ein − Ef ) |Tfi|2
(1.23)



1.5 Matrie de Transition Tfi 12La ontrainte sur la onservation de l'énergie permet d'éliminer l'intégrale sur dEd telque
σ =

(2π)4EikdEd
kic8

∫
dΩsk1E1dE1dΩ1k2E2dE2dΩ2 |Tfi|2 (1.24)Les intégrations suessives sur les variables diretionnelles et sur les variables d'éner-gie onduisent à une setion e�ae multiplement di�érentielle, analogue à (1.16)

σ(5) =
d5σ

dΩddΩ1dΩ2dE1dE2
=

(2π)4

c8
kdk1k2

ki
EiEdE1E2 |Tfi|2 (1.25)Nous remarquons que le passage à la limite non-relativiste dépend des énergies. L'éner-gie relativiste est donnée par E = Tc +m0c

2 où Tc orrespond à l'énergie inétique.
EiE1E2Ed = m4

0c
8
[
1 +

Tci
m0c2

] [
1 +

Tc1
m0c2

] [
1 +

Tc2
m0c2

] [
1 +

Tcd
m0c2

] (1.26)Si Tc

m0c2
→ 0, alors l'égalité i-dessus devient simplement EiE1E2Ed = m4

0c
8 et lasetion e�ae s'érit en unité atomique

σ(5) = (2π)4
kdk1k2

ki
|Tfi|2 (1.27)orrespondante à l'expression de la setion e�ae multiplement di�érentielle, nonrelativiste donnée par l'équation (1.16).L'utilisation de ette formule n'est alors e�ae que dans le adre non relativiste,'est à dire à des énergies inétiques petites devant m0c

2. Dans notre étude, les éle-trons éjetés sont onsidérés omme relativement lents, justi�ant ainsi l'approximationpréédente. Il su�t de adrer les valeurs de l'énergie de l'életron inident dans leslimites adéquates. Les expressions des setions e�aes sont établies, montrant le pas-sage entre le as relativiste et non relativiste. Reste maintenant à étudier la quantité
Tfi représentant l'amplitude de di�usion.1.5 Matrie de Transition TfiLa matrie de transition Tfi est déterminante dans l'expression de la setion e�-ae, puisqu'elle dérit le passage de l'état initial à l'état �nal. Son expression déouled'une étude préise de l'évolution du système au ours du temps et est donnée par

Tfi = 〈χf |T |χi〉 (1.28)où χi et χf représentent les fontions d'onde des états initial et �nal du système.L'opérateur de transition T peut se développer omme une série in�nie de termes,appelée développement de Born
T = V + V ′ 1

Ein + iη −H ′
0

V + V ′ 1

Ein + iη −H ′
0

V ′ 1

Ein + iη −H
V (1.29)



1.5 Matrie de Transition Tfi 13où H ′,H0 et V, V ′ représentent respetivement les hamiltoniens et les potentiels d'in-teration entre les partiules du système à di�érents moments de l'interation. Einreprésente l'énergie totale du système initial et le terme η provient d'un terme d'amor-tissement introduit préalablement dans l'établissement de l'expression de la matriede transition.Dans notre as, nous ne tiendrons ompte que du premier terme du développement,négligeant tous les termes d'ordre supérieur. Ce traitement est surtout valable pourdes életrons inidents su�samment rapides relativement aux életrons atomiques dela ible. L'amplitude de di�usion devient alors simplement
Tfi = 〈χf |V |χi〉 (1.30)où le terme de perturbation V représentant le potentiel d'interation entre l'életron-projetile et la ible, ne dépend que des distanes inter-partiules. Cette relation seraonservée tout au long de e travail dans les aluls de setion e�ae.La détermination de la matrie de transition néessite des fontions d'onde optimi-sées pour dérire l'état initial et l'état �nal. Une étude préise du système ollisionnelest déterminant pour la suite du travail.



Chapitre 2Constrution de la matrie detransition pour une ible à quatreéletrons atifs par impatd'életrons rapidesDans l'étude de la double ionisation d'une ible atomique à quatre életrons atifsave une on�guration 1s22s2, nous pouvons supposer l'éjetion de deux életrons dedi�érentes manières : l'éjetion de deux életrons de la ouhe externe L ave uneénergie d'ionisation1 I2+
L = 1.011 u.a., de la ouhe interne K ave I2+

K = 11.17 u.a.,ou un életron de haune des deux ouhes ave I2+
LK = 5.369 u.a.. Dans e travail,nous ne nous intéresserons qu'aux deux premiers as, le troisième présentant un in-térêt moindre, ompte tenu de la orrélation relativement faible entre les életronsdes ouhes distintes. Dans e hapitre nous allons présenter notre approhe pourla détermination des intégrales de base ave lesquelles la matrie de transition seraonstituée.2.1 Desription du système - introdutionDans l'approhe non relativiste de la double ionisation d'atomes ou de moléules,où le terme de perturbation présenté dans le hapitre préédent (équation 1.30) estdépourvu de termes ontenant des opérateurs de spin, le spin total est supposé êtreonservé dans la transition d'un état initial donné à un état �nal. Pour un faiseaud'életrons non polarisé assimilé à un faiseau dans lequel la moitié des életronsont un spin individuel +1/2 et l'autre moitié −1/2, nous pouvons, pour les ollisionséletron-atomes, oupler le spin de l'életron inident ave elui de la ible et onstruiredi�érents états de spin du système. Dans notre étude, l'état initial de la ible estreprésenté par un atome à ouhes fermées. L'état de spin total du système initial est1Caluls des I

2+ dans l'annexe A



2.1 Desription du système - introdution 15alors imposé par elui de l'életron inident 'est à dire S = 1
2 et Ms = ±1

2 . La mêmesymétrie sera retrouvée pour l'état �nal. Pour dérire de façon préise leurs di�érentsétats quantiques, une représentation des inq életrons sous forme de déterminant deSlater se montre appropriée.
Ψ =

1√
5!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ς1(1) ς1(2) . . ς1(5)
ς2(1) ς2(2) . . ς2(5)
. . . . .
. . . . .

ς5(1) . . . ς5(5)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= |ς1ς2ς3ς4ς5| (2.1)où ς représentent les di�érentes spin-orbites.2.1.1 Desription de l'état initialLe système est omposé initialement par un életron inident et un atome debéryllium ayant la struture à ouhes fermées 1s22s2. Il est exprimé diretementpar un déterminant de Slater unique, onstruit par le produit de l'onde inidentereprésentée par la fontion d'onde χi et χ̄i et les spin-orbites ϕj et ϕ̄j . La barre sures fontions désigne un spin individuel négatif ms = −1
2 . Ainsi, pour l'état ave un

Ms = +1
2 , nous avons :

ψi↑

(
S =

1

2
,Ms =

1

2

)
= D0 = |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2| (2.2)et pour Ms = −1

2

ψi↓

(
S =

1

2
,Ms = −1

2

)
= D′

0 = |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2| (2.3)2.1.2 Desription de l'état �nalDans l'état �nal, le système est onstitué de deux életrons liés à l'ion résiduel etde trois életrons émergents, le di�usé et les deux éjetés. L'életron di�usé sera re-présenté par la fontion d'onde χd ou χ̄d. Les deux életrons éjetés seront représentéssymboliquement par les fontions d'onde χ1 et χ2. Nous verrons plus loin ommentles termes de orrélation entre es deux életrons peuvent être introduits dans nosexpressions. Les életrons de l'ion résiduel seront dérits par les spinorbitales mono-életroniques φj et φ̄j.Contrairement à l'état initial, la on�guration de l'état �nal o�re plusieurs possi-bilités pour le hoix des déterminants satisfaisant le problème aux valeurs propres
ŜzDj = MsDj .Pour l'état Ms = +1

2 , nous onsidérons la ombinaison linéaire
ψf↑

(
S =

1

2
;Ms =

1

2

)
= c1D1 + c2D2 + c3D3 (2.4)



2.2 Elaboration de la setion e�ae 16ave
D1 =

∣∣∣χdφφχ1χ2

∣∣∣ , D2 =
∣∣∣χdφφχ1χ2

∣∣∣ , D3 =
∣∣∣χdφφχ1χ2

∣∣∣ (2.5)satisfaisant toutes, la relation ŜzDj = +1
2Dj.De la même manière on aura pour l'autre symétrie :

ψf↓

(
S =

1

2
;Ms = −1

2

)
= c4D4 + c5D5 + c6D6 (2.6)ave

D4 =
∣∣∣χdφφχ1χ2

∣∣∣ , D5 =
∣∣∣χdφφχ1χ2

∣∣∣ , D6 =
∣∣∣χdφφχ1χ2

∣∣∣ (2.7)satisfaisant toutes, la relation ŜzDj = −1
2Dj.Pour obtenir les oe�ients appropriés, des onditions supplémentaires sont nées-saires. Aussi, en tenant ompte des relations relatives à l'opérateur Ŝ2, pour la symé-trie onsidérée, 'est à dire Ŝ2ψf = 3

4ψf , nous parvenons rapidement aux dédutionssuivantes2 :̂
S2ψf↑ =

3

4
[c1D1 + c2D2 + c3D3] =

3

4
ψf↑ si c21 + c22 + c23 = 1et

Ŝ2ψf↓ =
3

4
[c4D4 + c5D5 + c6D6] =

3

4
ψf↓ si c24 + c25 + c26 = 1Ces deux relations impliquent une in�nité de ombinaisons possibles et empêhent deonlure sur une solution unique pour les fontions d'onde de l'état �nal3. Pour sur-monter ette di�ulté, nous allons employer les propriétés d'invariane des fontions,lors des permutations életroniques. Une étude approfondie sur le sujet4 permet dehoisir :

ψf↑
(
S = 1

2 ;Ms = 1
2

)
= 1√

2
|D2 −D3〉

ψf↓
(
S = 1

2 ;Ms = −1
2

)
= 1√

2
|D4 −D5〉

(2.8)2.2 Elaboration de la setion e�aeDans le adre d'un traitement non relativiste, onsidérant le premier terme dudéveloppement de Born, la setion e�ae multiplement di�érentielle assoiée à ladynamique de double ionisation du béryllium par impat életronique, est donnée parla somme des deux termes orrespondant aux deux états de spin �naux.
σ(5) = d5σ

dθddΩ1dΩ2dE1dE2

= (2π)4 kdk1k2
ki

1
2

(∣∣∣Tfi(Ms=1/2)

∣∣∣
2
+
∣∣∣Tfi(Ms=−1/2)

∣∣∣
2
) (2.9)2Voir partie B.1 de l'annexe B3Voir partie B.1 de l'annexe B4Voir partie B.2 et B.3 de l'annexe B



2.2 Elaboration de la setion e�ae 17Ii le fateur 1
2 fait la moyenne sur les états de spin initiaux. Comme il a déjà étédé�ni dans le hapitre préédent, les ki, kd, k1 et k2, représentent respetivement lesquantités de mouvement des életrons inident, di�usé et éjetés ; E1, E2, Ω1, Ω2 lesénergies et angles solides des deux életrons éjetés et Ωd l'angle solide de l'életrondi�usé. Dans l'expression (2.9), les deux symétries donnent le même résultat. Nousgardons l'une des deux, e qui nous permet d'érire :

σ(5) = d5σ
dθddΩ1dΩ2dE1dE2

= (2π)4 kdk1k2
ki

|Tfi|2
(2.10)en reprenant l'expression de la matrie de transition Tfi du hapitre préédent.

Tfi = 〈ψf |V |ψi〉 (2.11)Nous pouvons maintenant développer notre expression
Tfi = 1√

2
〈D2|V |D0〉 − 1√

2
〈D3|V |D0〉 (2.12)Pour le système à 5 életrons, es éléments peuvent être mis sous la forme d'unesommation de 120 × 120 termes.Considérons à titre d'exemple un élément parmi d'autres

〈
χd (−→r0)φ (−→r1)φ (−→r2)χ1 (−→r3)χ2 (−→r4)

∣∣∣
V

|χi (−→r0)ϕ1 (−→r1)ϕ1 (−→r2)ϕ2 (−→r3)ϕ2 (−→r4)〉
(2.13)où haque spin-orbitale peut être exprimée omme un produit dépendant des oor-données d'espae et une fontion de spin individuel omme

〈χd (−→r0)α (i0) φ (−→r1)α (i1) φ (−→r2)β (i2) χ1 (−→r3)α (i3) χ2 (−→r4) β (i4)|
V

|χi (−→r0)α (j0) ϕ1 (−→r1)α (j1) ϕ1 (−→r2)β (j2) ϕ2 (−→r3)α (j3) ϕ2 (−→r4)β (j4)〉
(2.14)

α(i) désigne un état de spin individuel ms = +1
2 et β(i) un état ms = −1

2 . Ii lesindies i0 6= i1 6= i2 6= i3 6= i4 et j0 6= j1 6= j2 6= j3 6= j4 prennent alternativementles valeurs 0, 1, 2, 3, 4 pour onstituer les 120 permutations possibles. L'opérateur Vdans l'équation (2.11) ne dépendant pas du spin, nous pouvons séparer la partie despin dans les éléments de matrie
〈χd (i0)φ (i1)φ (i2)χ1 (i3)χ2 (i4)|V |χi (j0)ϕ1 (j1)ϕ1 (j2)ϕ2 (j3)ϕ2 (j4)〉

× 〈α (i0)α (i1) β (i2)α (i3) β (i4) | α (j0)α (j1)β (j2)α (j3) β (j4)〉
(2.15)La ondition 〈α (i) | α (i)〉 = 1

〈β (i) | β (i)〉 = 1
〈α (i) | β (i)〉 = 0

ave i = 0, ...4 nous permet d'éliminer dans l'équa-tion (2.11) les éléments dans lesquels le spin individuel des életrons n'est pas onservé.Les éléments restants ne sont fontion que des variables d'espae.



2.2 Elaboration de la setion e�ae 18Après élimination des termes et réarrangement5, nous pouvons exprimer la matriede transition de l'équation (2.11) sous la forme
Tfi =

1√
2




2 [f1 + f2 − f3 − f4]
− [g1 + g′1 + g2 + g′2 − g3 − g′3 − g4 − g′4]
− [2h1 + 2h2 − h3 − h4 − h5 − h6]


 (2.16)où les termes f orrespondent au as où j0 = i0 dans l'expression (2.15), les g pourlesquels j0 = i1 ou i2 et les termes h pour lesquels j0 = i3 ou i4. Voyons plus endétails es intégrales.Les termes direts .Les quatre termes direts fj(j = 1, 2, 3, 4) sont tels que

f1 =
〈
χd
(−→
kd,−→r0

)
ϑ (−→r1 ,−→r2)ξ

(−→
k1,−→r3 ;

−→
k2,−→r4

)∣∣∣V
∣∣∣χi
(−→
ki ,−→r0

)
Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)

〉

f2 =
〈
χd
(−→
kd,

−→r0
)
ϑ (−→r3 ,−→r4)ξ

(−→
k1,−→r1 ;

−→
k2,−→r2

)∣∣∣V
∣∣∣χi
(−→
ki ,−→r0

)
Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)

〉

f3 =
〈
χd
(−→
kd,

−→r0
)
ϑ (−→r1 ,−→r3)ξ

(−→
k1,−→r2 ;

−→
k2,−→r4

)∣∣∣V
∣∣∣χi
(−→
ki ,−→r0

)
Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)

〉

f4 =
〈
χd
(−→
kd,

−→r0
)
ϑ (−→r1 ,−→r3)ξ

(−→
k1,−→r4 ;

−→
k2,−→r2

)∣∣∣V
∣∣∣χi
(−→
ki ,−→r0

)
Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)

〉
(2.17)où les fontions ξ représentent le double ontinuum des deux életrons éjetés et les ϑles deux életrons liés de l'ion résiduel. La fontion Θ représente les quatre életronsliés de la ible. Dans es expressions l'életron di�usé, représenté par la fontiond'onde χd et l'életron inident, dérit par χi sont toujours assoiés au même veteurposition −→r0 . Les fontions Θ, ϑ et ξ sont, omme nous le verrons dans les hapitressuivants, des fontions à quatre ou deux életrons ne dépendant que des variablesd'espae sans spin et ne néessitant auune permutation. Cette représentation nouspermettra d'introduire failement les termes de orrélation rij.Les termes d'éhange .Les termes d'éhange gj et g′j , (j = 1, 2, 3, 4), sont dé�nis par :

gj
(−→
kd,

−→
k1,

−→
k2

)
= fj

(−→
k1,

−→
kd,

−→
k2

)

g′j
(−→
kd,

−→
k1,

−→
k2

)
= gj

(−→
kd,

−→
k2,

−→
k1

) (2.18)Les termes de apture .En�n, les termes de apture hj , (j = 1, .., 6), tels que :
h1 =

〈
χd
(−→
kd,

−→r1
)
ϑ (−→r0 ,−→r2)ξ

(−→
k1,−→r3 ;

−→
k2,−→r4

)∣∣∣V
∣∣∣χi
(−→
ki ,−→r0

)
Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)

〉

h2 =
〈
χd
(−→
kd,

−→r3
)
ϑ (−→r0 ,−→r4)ξ

(−→
k1,−→r1 ;

−→
k2,−→r2

)∣∣∣V
∣∣∣χi
(−→
ki ,−→r0

)
Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)

〉 (2.19)5Voir partie B.2 et B.3 de l'annexe B



2.3 Rédution de Bethe des intégrales de base 19et
h3

(−→
kd,

−→
k1,

−→
k2

)
= h1

(−→
k1,

−→
kd,

−→
k2

)

h4

(−→
kd,

−→
k1,

−→
k2

)
= h1

(−→
k2,

−→
kd,

−→
k1

)

h5

(−→
kd,

−→
k1,

−→
k2

)
= h2

(−→
k1,

−→
kd,

−→
k2

)

h6

(−→
kd,

−→
k1,

−→
k2

)
= h2

(−→
k2,

−→
kd,

−→
k1

)
(2.20)Dans notre étude, les életrons éjetés sont onsidérés omme relativement lents parrapport au projetile très rapide (keV). Ces onditions justi�ent le fait de négligerles intégrales d'éhange et de apture gj , g′j et hj de l'életron inident. Il s'en suitl'expression simpli�ée suivante de la matrie de transfert :

Tfi =
√

2 (f1 + f2 − f3 − f4) (2.21)Avant d'introduire des fontions d'onde originales dans les prohains hapitres, nousallons apporter une rédution supplémentaire en e�etuant l'intégration sur les oor-données d'espae de l'életron inident.2.3 Rédution de Bethe des intégrales de baseDans le régime de grande vitesse d'inidene et pour des ibles neutres, nousreprésentons les életrons inident et di�usé par des ondes planes, telles que
χ
(−→
k ,−→r

)
= (2π)−

3

2 × ei
−→
k .−→r (2.22)La perturbation V du premier terme du développement de Born donné par la relation(1.30), représente le potentiel d'interation donné par

V = −Z

r0
+

Z∑

j=1

1

|−→r0 −−→rj |
(2.23)pour Z = 4 et ave −→r0 le veteur position de l'életron inident par rapport au noyauet −→rj les positions de haun des életrons j de la ible par rapport au noyau.Nous sommes alors amenés à aluler des intégrales de Bethe IBeth, du type

IBeth =

〈
ei
−→
kd.

−→r0u′(n′l′) (~rj)

∣∣∣∣
1

r0j

∣∣∣∣e
i
−→
ki .−→r0u(nl) (~rj)

〉 (2.24)où les orbitales unl et u′n′l′ dépendent de la même variable rj et ave la notation
r0j = |−→r0 −−→rj |.Après quelques hangements de variables appropriés, ette intégrale se ramène à

IBeth =
4π

K2

〈
u′ (~rj)

∣∣ ei
−→
K .−→rj |u (~rj)〉 (2.25)



2.4 Conlusion 20ave −→
K =

−→
ki −

−→
kd, la quantité de mouvement transférée à la ible par l'életroninident.Dans le as partiulier où la variable rj n'intervient pas, 'est-à-dire pour

unl(
−→rj ) = u′n′l′(

−→rj ) = 1 et r0j → r0, l'intégrale devient simplement
〈
ei
−→
kd.

−→r0
∣∣∣∣

1

r0

∣∣∣∣e
i
−→
ki .−→r0

〉
=

4π

K2
(2.26)L'utilisation de l'intégrale de Bethe sur tout l'espae de oordonnées ~r0 dans lesintégrales fj permet de les mettre sous une forme réduite

fj =
1

2π2K2
Fj (2.27)ave

F1 =
〈
ϑ (−→r1 ,−→r2) ξ

(−→
k1,−→r3 ;

−→
k2,−→r4

)∣∣∣U |Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)〉 (2.28)et
F2 =

〈
ϑ (−→r3 ,−→r4) ξ

(−→
k1,−→r1 ;

−→
k2,−→r2

)∣∣∣U |Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)〉 (2.29)et
F3 =

〈
ϑ (−→r1 ,−→r3) ξ

(−→
k1,−→r2 ;

−→
k2,−→r4

)∣∣∣U |Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)〉 (2.30)
F4 =

〈
ϑ (−→r1 ,−→r3) ξ

(−→
k1,−→r4 ;

−→
k2,−→r2

)∣∣∣U |Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)〉 (2.31)Ii l'opérateur U désigne une nouvelle forme du potentiel dé�ni omme
U = −Z + ei

−→
K .−→r1 + ei

−→
K .−→r2 + ei

−→
K .−→r3 + ei

−→
K .−→r4 (2.32)Nous obtenons �nalement, en tenant ompte des transformations préédentes l'ex-pression de la setion e�ae multiplement di�érentielle

σ(5) =
8

K4

kdk1k2

ki
|F1 + F2 − F3 − F4|2 (2.33)2.4 ConlusionDans e hapitre, nous avons donné une desription du système, dans son étatinitial et �nal par l'utilisation des déterminants de Slater. Leur utilisation dans l'ex-pression de la setion e�ae a permis de mettre en évidene les di�érents termes quipartiipent de façon plus ou moins importante au alul de la matrie de transition.Pour déterminer la matrie de transition, les fontions d'onde pour les quatreéletrons de la ible, les deux de l'ion résiduel et en�n les deux életrons éjetés sontrequises. Le béryllium se trouve dans son état fondamental, mais les états des életrons



2.4 Conlusion 21de l'état �nal en revanhe méritent une attention spéi�que. En e�et, nous pouvonsvoir l'état �nal omme un système omposé de deux sous-systèmes à deux életronshaun. Le premier représente l'ion résiduel ave les états disrets des életrons liés aunoyau. Dans le as de l'ionisation de la ouhe externe, e sous-système se trouve dansson état fondamental. Dans elui de l'ionisation de la ouhe interne, il se trouve dansune on�guration doublement exitée (2s2). Le seond, qui peut être vu omme unas partiulier de double exitation, représente les életrons éjetés qui sont toujourssoumis au hamp du noyau et qui possèdent des énergies positives.



Chapitre 3Desription de l'ion résiduel Be2+et de la ible Be - Corrélation avele terme de JastrowNous avons vu dans le hapitre 2 que la détermination de la matrie de transi-tion néessite une desription de la struture életronique de l'ion résiduel, dans sonétat fondamental 1S(1s2) dans le as de l'ionisation de la ouhe L, et dans un étatdoublement exité 1S(2s2) pour l'ionisation de la ouhe K. La desription des étatsliés d'un système atomique à deux életrons est un sujet largement onsommé dans lalittérature. Pourtant peu de fontions sont disponibles pour le système Be2+ et spé-ialement pour l'état doublement exité. Nous allons don développer dans e hapitrenotre approhe d'Interation de Con�guration (IC) pour la détermination des fon-tions d'onde néessaires de et ion. Nous présenterons également des fontions d'ondeorrélées appelées fontions de Jastrow. Nous élargirons en�n ette étude aux sys-tèmes à quatre életrons pour l'état fondamental omme l'atome de Be représentantla ible.3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életroniqueL'étude de systèmes atomiques à deux életrons provoque enore aujourd'hui l'in-térêt des herheurs [71℄. Les études théoriques et expérimentales faites dans le passésur e type de systèmes, et notamment sur l'hélium, ont joué un r�le lé dans ledéveloppement de la méanique quantique jusqu'à �n 1920 (Bohr et Sommerfeld).Bien qu'insolvables de façon préise, de nombreux travaux sur l'hélium et systèmessimilaires ont permis une avanée ertaine dans la ompréhension des méanismesréationnels et dans la détermination des niveaux d'énergie. En omparaison avel'expériene, le modèle des partiules indépendantes s'est révélé dans ertains as(niveaux exités) partiulièrement inadapté à la desription �dèle des états et desniveaux d'énergie du système. L'introdution de termes de orrélation au sein defontions d'onde appropriées est inontournable pour dérire préisément les états



3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életronique 23exités de es systèmes.3.1.1 Aperçu de la méthode d'Interation de Con�gurations (IC)Prinipe de la méthode ICLe prinipe de la méthode d'interation de on�gurations est basé sur une ap-prohe variationnelle où la fontion d'essai Ψ est développée sur une base de fontions,onstruites à partir de di�érentes on�gurations életroniques de l'atome satisfaisantles symétries de l'état onsidéré. Sans perdre la généralité, nous allons présenter iinotre approhe sur les systèmes bi-életroniques.Pour un état donné, désigné par les nombres quantiques (l,m, s,ms) représentantrespetivement les valeurs propres des opérateurs L̂2, L̂z, Ŝ2, Ŝz, nous pouvons érirel'énergie életronique du système sous la forme
E =

〈Ψ (l,m, s,ms)|H |Ψ (l,m, s,ms)〉
〈Ψ (l,m, s,ms) | Ψ (l,m, s,ms)〉

(3.1)L'opérateur Ĥ est donné par
Ĥ = ĥ1 + ĥ2 +

1

r12
(3.2)ave

ĥi = −∇2
i

2
− Z

ri
(3.3)où Z = 4 pour Be2+.La fontion d'onde d'essai Ψ(l,m, s,ms) sera développée sur une base de fontionstelles que

Ψ(l,m, s,ms) =
∑

i

aiϕi (3.4)Par substitution dans l'expression (3.1) nous obtenons
∑
i

∑
j
a∗i ajHij =

∑
i

∑
j
a∗i ajE Sij

Hij = 〈ϕi|H |ϕj〉 , Sij = 〈ϕi | ϕj〉
(3.5)L'optimisation variationnelle de ette équation mène à un système d'équations algé-briques qui peut se mettre sous une forme matriielle représentée symboliquementpar

[H] [A] = ε [S] [A] (3.6)Les valeurs et veteurs propres de ette équation permettent d'établir le spetre desniveaux d'énergie de symétrie (l,m, s,ms).



3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életronique 24Constrution des fontions ϕiA partir d'une on�guration, nous onstruisons une fontion ϕi satisfaisant, pourune symétrie (l,m, s,ms) donnée, les onditions suivantes :
L̂2ϕi = l (l + 1)ϕi
Ŝ2ϕi = s (s+ 1)ϕi

(3.7)et
L̂zϕi = mϕi
Ŝzϕi = msϕi

(3.8)Pour un système à deux életrons omme dans le as de Be2+ qui nous intéresse,et toujours pour une symétrie 1S, nous pouvons envisager di�érentes on�gurations,omme (1s2),(1s2s),(1s3s), ...,(2p2), (2p3p), ...(3d2), et. Pour haque on�gurationnous pouvons onstruire plusieurs déterminants de Slater satisfaisant les quatre ondi-tions évoquées plus haut. La fontion ϕi sera par onséquent omposée d'une ombi-naison linéaire des déterminants possibles. Ainsi,
ϕi =

∑

ki

bkiDki (3.9)haun des déterminants s'érivant sous la forme
Dk = |u (nk1lk1mk1msk1) u (nk2lk2mk2msk2)| (3.10)respetant les onditions lk1 = lk2 , mk1 = −mk2 , msk1 = −msk2 , indispensablesdans le as d'une symétrie 1S onsidérée ii.A titre d'exemple, pour une on�guration (2p2), nous aurions les déterminants

D1 = |u2p0 u2p0| D2 =
∣∣u2p1 u2p−1

∣∣ D3 =
∣∣u2p−1

u2p1

∣∣et pour une on�guration (2p3p),
D1 = |u2p0 u3p0| D2 =

∣∣u2p1 u3p−1

∣∣ D3 =
∣∣u2p−1

u3p1

∣∣
D4 = |u2p0 u3p0| D5 =

∣∣u2p1 u3p−1

∣∣ D6 =
∣∣u2p−1

u3p1

∣∣où la barre sur les orbitales indique un spin négatif (ms = −1
2). Les oe�ients bkisont �nalement déterminés en imposant les onditions (3.7).Ainsi pour les deux exemples préédents, nous obtenons les fontions d'onde

ϕ2p2 (−→r1 ,−→r2) =
1√
3

[
−
∣∣u2p1 u2p−1

∣∣+ |u2p0 u2p0 | −
∣∣u2p−1

u2p1

∣∣]

ϕ2p3p (−→r1 ,−→r2) =
1√
6

[
−
∣∣u2p1 u3p−1

∣∣+
∣∣u2p1 u3p−1

∣∣+ |u2p0 u3p0 |
− |u2p0 u3p0 | −

∣∣u2p−1
u3p1

∣∣+
∣∣u2p−1

u3p1

∣∣

]



3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életronique 25De façon générale, pour une on�guration i donnée par (ni1li ni2li) pour une symétrie
1S, la fontion ϕ(ni1li ni2li) est donnée par

ϕni1l ni2l (
−→r1 ,−→r2) =

+li∑
mk=−li

(−1)mk√
2(2li+1)

×
[ ∣∣∣u(ni1limkmsk) u(ni2li−mk−msk)

∣∣∣−
∣∣∣u(ni1limk−msk) u(ni2li−mkmsk)

∣∣∣
] (3.11)ou plus simplement

ϕnil nil (
−→r1 ,−→r2) =

+li∑

mk=−li

(−1)mk

√
2 (2li + 1)

×
[∣∣∣u(nilimkmsk) u(nili−mk−msk)

∣∣∣
] (3.12)si ni1 = ni2. Ces expressions ont été établies après une étude onstruite sur desexemples de on�gurations, puis généralisée pour toute on�guration.Les orbitales un,l,m utilisées sont obtenues à partir des solutions Hartree-Fok. Leurexpression est donnée sous une forme de ombinaison linéaire de fontions de Slatertelle que

u (nlm) =
∑

j

CnjNlje
−αljrrµljY m

l (3.13)
Nlj =

(2αlj)
µlj+

3

2

√
[2 (µlj + 1)]!

(3.14)Pour haque valeur l, on hoisit des valeurs optimales pour αj et µj. Les oe�ients
Cj dépendent du nombre quantique n (pour un même l). Nous avons élaboré plusieursprogrammes permettant de résoudre les équations d'Hartree-Fok en ouhes ferméeset ouvertes ave la méthode d'Hall-Roothaan [72℄ érivant les équations sous formematriielle. Ces programmes permettent d'obtenir les oe�ients Cj ainsi que lesénergies de haque orbitale onsidérée.Avant de les appliquer à l'ion Be2+ de notre problème, une première étude a étéréalisée sur l'hélium. A titre d'exemple nous indiquons dans le tableau (3.1) les valeursdes paramètres αj , µj et Cj pour les orbitales 1s, 2s et 3s pour une base de j = 9termes. De même, dans le tableau (3.2) nous donnons les paramètres pour les orbitales
2p et 3p ave une base de  = 6 termes.



3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életronique 26orbitales s (l = 0) pour Hebase de j termes oe�ients Cnj de uns
j µj αj C1j (1s) C2j (2s) C3j (3s)1 0 0.02813 0.002235 0.0033434 -0.0116072 0 0.143 0.70291 1.12822 -5.270173 0 0.40996 -0.91436 -4.58658 -2.346924 0 0.64843 0.58547 2.55701 2.122155 0 1.43 0.60285 0.085104 -0.0478676 0 2.4415 0.31724 0.069117 0.0487097 1 0.143 -0.19267 -0.30561 1.35001528 1 0.24415 -0.49204 -0.81764 4.7075059 1 0.40996 0.37152 1.30329 0.86731Tab. 3.1 � Paramètres des orbitales HF 1s, 2s, 3s de Heorbitales p (l = 1) pour Hebase de  termes oe�ients Cn de unp

 µ α C2 (2p) C3 (3p)1 1 0.03831 0.015139 0.25182 1 0.135 -0.268203 -2.59193 1 0.41037 0.91872 0.642294 1 1.35 0.18426 0.127995 2 0.135 -0.031953 -0.341226 2 0.26638 0.19181 1.5788Tab. 3.2 � Paramètres des orbitales HF 2p, 3p de HePour onstater l'in�uene du hoix et de l'étendue de la base, nous avons appliqué nosprogrammes sur une base plus omplète de j = 17 termes. Les énergies d'ionisation,permettant de passer du niveau 1s au niveau nl obtenues pour es deux hoix de base,sont données dans le tableau (3.3) et omparées aux valeurs expérimentales issues destables de Moore [73℄.Nous onstatons un bon aord, même pour la base j = 9. Cei nous inite à opterpour une base ontenant relativement peu de termes, pour réduire le temps de alul.



3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életronique 27E(u.a.) HF E(u.a.) expérimentalesbase j = 9 base j = 17

1s2 0.917323219 0.917955504 0.9033775589
1s2s 0.158294796 0.158332884 0.145858268
1s3s 0.0646354392 0.0646557636 0.061175879
1s2p 0.12205728 0.122473994 0.123728155
1s3p 0.052932619 0.0547432914 0.055050182Tab. 3.3 � Energies d'ionisation HF de HeProédons maintenant au as de l'ion Be2+. Les paramètres des orbitales 1s, 2set 3s de Be2+ sont représentés dans le tableau (3.4), pour une base de j = 6 termes.Ceux relatifs aux orbitales 2p et 3p sont donnés dans le tableau (3.5) ave une basede  = 4 termes. orbitales s (l = 0) pour Be2+base de j termes oe�ients Cnj de uns

j µj αj C1j (1s) C2j (2s) C3j (3s)1 0 3.4703 -0.91932 -0.32475 -0.1080672 0 6.3681 -0.087631 -0.01148 -0.0351443 1 0.7516 -0.0001893 0.24314 -1.28454 1 0.9084 0.0003155 -0.49699 -0.663795 1 1.4236 0.0001298 1.4378 1.85546 1 2.76163 -0.004468 -0.17564 -0.33182Tab. 3.4 � Paramètres des orbitales HF 1s, 2s, 3s de Be2+orbitales p (l = 1) pour Be2+base de  termes oe�ients Cn de unp
 µ α C2 (2p) C3 (3p)1 1 3.5413 0.16183 -0.056092 1 6.2381 -0.04231 0.0147653 1 0.82169 -3.3258 7.65284 1 0.9105 0.41469 -7.1413Tab. 3.5 � Paramètres des orbitales HF 2p, 3p de Be2+Dans le tableau (3.6), nous omparons les énergies d'ionisation alulées par nosprogrammes ave les paramètres préédents, aux valeurs expérimentales disponiblesdans la littérature (Tables de Moore par exemple [73℄).



3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életronique 28E(u.a.) HF E(u.a.) expérimentales
1s2 5.66711537 5.6543
1s2s 1.23715101
1s3s 0.530815336
1s2p 1.07753932 1.109932309
1s3p 0.485434922 0.495535634Tab. 3.6 � Energies d'ionisation HF de Be2+Le bon aord entre les deux soures de résultats permet de tester la validité desorbitales de Be2+ qui seront utilisées dans la suite, pour la détermination de la fontiond'onde d'essai de l'interation de on�gurations, et plus tard dans le alul des setionse�aes.Passage à l'Interation de Con�gurationLes fontions ϕi étant à présent omplètement dé�nies par les orbitales, nouspouvons déterminer les éléments Hij et Sij de l'équation matriielle (3.6). L'ortho-normalisation des orbitales u permet de ramener la matrie de reouvrement S àl'identité. La seule diagonalisation de la matrie H permet alors d'obtenir la matriedes oe�ients A néessaires à l'établissement de la fontion d'onde d'essai Ψ. Pourl'état 1S(1s2) d'un système à deux életrons, elle s'érit �nalement omme

Ψ (−→r1 ,−→r2) =
∑
i

ai√
AI

+li∑
mk=−li

(−1)mk√
2(2li+1)

×
[ ∣∣∣u(ni1limkmsk) u(ni2li−mk−msk)

∣∣∣−
∣∣∣u(ni1limk−msk) u(ni2li−mkmsk)

∣∣∣
] (3.15)Le fateur AI prend la valeur 2 pour ni1 = ni2 et 1 pour ni1 6= ni2.Pour obtenir les oe�ients ai de haque on�guration i, nous avons élaboré un pro-gramme qui diagonalise la matrie H, après le alul des éléments Hij, déterminéspar une somme d'intégrales analytiques.A titre d'exemple, nous présentons dans le tableau (3.7) les di�érentes énergies ob-tenues dans le alul du niveau fondamental de l'hélium, en fontion des di�érenteson�gurations envisagées. Dans le as de l'hélium, nous hoisissons trois ensemblesde on�gurations.L'ensemble A ave

ΨA = aAϕ
(
1s2
)l'ensemble B

ΨB = aB1ϕ
(
1s2
)
+ aB2ϕ (1s2s) + aB3ϕ (1s3s)et l'ensemble C omme

ΨC = aC1ϕ
(
1s2
)
+ aC2ϕ (1s2s) + aC3ϕ (1s3s) + aC4ϕ

(
2s2
)
+ aC5ϕ (2s3s)

+aC6ϕ
(
3s2
)
+ aC7ϕ

(
2p2
)
+ aC8ϕ (2p3p) + aC9ϕ

(
3p2
)



3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életronique 29Energies de He(1S(1s2)) en u.a.base j = 9 base j = 17A E=-2.86128072 E=-2.86167999B E=-2.86128072 E=-2.86167998C E=-2.86171512 E=-2.86210896Eexp = -2.9037243777034119589(Bürgers, 1995) [69℄Tab. 3.7 � Energies de He(1s2)Naturellement l'augmentation du nombre de on�gurations améliore lentement lapréision de l'énergie. Nous onstatons en e�et, qu'il est néessaire d'introduire lesorbitales p pour noter une variation de la valeur de l'énergie. Pour atteindre la valeur
−2.903 u.a. ou s'en approher, il faudrait onsidérer un très grand nombre de on�-gurations, don de déterminants, introduisant des orbitales p, d, f et au-delà. Pourles obtenir, il faudrait alors envisager une base de termes beauoup plus importantedans les programmes de aluls Hartree-Fok évoqués préédemment, pour optimi-ser la qualité des orbitales. Cei s'avère déliat et soure de di�ultés numériques.Des essais ont été réalisés pour de telles on�gurations, mais les résultats se sontmontrés peu onluants. Par ailleurs, dans le as de la base j = 9, les oe�ientsrelatifs à haque on�guration obtenus sont aA = 1 pour le hoix A, aB1 = 0.9999 et
aB2, aB3 ≪ aB1 pour l'ensemble B, et aC1 = 0.99989 ave les autres aC2..C9 de l'ordrede 1.10−3 pour C. Pour le as de la base j = 17, nous obtenons des valeurs similaires.La on�guration 1s2 prédomine dans la desription de l'état fondamental de l'atome.Nous ferons don le hoix de limiter le nombre de on�gurations au pro�t du tempsde alul et en évitant les problèmes de onvergene liés à l'obtention des orbitales,se réperutant sur le alul de l'énergie.Fontion d'onde IC de Be2+(1s2)1S dans l'expression de la matrie de tran-sitionEn tenant ompte de la proédure développée dans le hapitre 2, nous devons rem-plaer dans les intégrales Fj de l'équation (2.28), la fontion ϑ( ~ri1 , ~ri2) érivant l'ion
Be2+(1s2)1S et représentée par un produit de fontions d'onde de oordonnées d'es-pae. Une expression de ϑ( ~ri1 , ~ri2) onstruite sur la méthode IC et pouvant s'appliquerà notre problème est donnée par :

ϑ (−→r1 ,−→r2) =
∑

i

ai√
AI

m∑

l=−m

2 × (−1)m√
2 (2l + 1)

u′1i (
−→r1)u′2i (

−→r2) (3.16)Pour l'état fondamental de l'ion résiduel, seule la on�guration 1s2 sera utilisée arelle ontribue très largement à la desription de l'état en question, et pour les raisonsd'ordre tehnique évoquées dans le paragraphe préédent onernant l'atome d'hélium.



3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életronique 30Ave une base de 6 termes pour les orbitales s, donnée préédemment, nous obtenons :
ϑ (−→r1 ,−→r2) = u′(1s) (−→r1)u′(1s) (−→r2) (3.17)ave une énergie de E(Be2+(1s2)) = −13.6112979 u.a. pour le niveau fondamental del'ion résiduel, omparée à la valeur expérimentale de −13.6533 u.a. [73℄.Même si la méthode de IC présente une ertaine limite, elle permet, omme nousle verrons dans le hapitre 5 onsaré à la détermination des setions e�aes mul-tiplement di�érentielles, d'obtenir des résultats omparables à eux obtenus par desfontions orrélées.3.1.2 Introdution d'une base orrélée : fontions de JastrowPour dépasser la limite Hartree-Fok nous envisageons une deuxième méthodepermettant d'établir les fontions d'onde d'états liés des systèmes à quelques életronsintroduisant la orrélation au sein même de la fontion. Il s'agit des fontions ditesde Jastrow, étudiées notamment par C. Leseh [74, 75℄, dont nous allons présenter lemode de onstrution ainsi que les aratéristiques essentielles.Formation des fontions de JastrowThéorie :La méthode est basée sur elle de Pluvinage1 [76, 77℄, qui onsiste à séparerl'hamiltonien du système en deux équations semi-séparables. Dans ette approhe,l'interation életron-életron est introduite omme ollision mutuelle par la répulsionoulombienne.L'équation de Shrödinger d'un système atomique à N életrons est donnée par :


−1

2
∆3N −

N∑

i=1

1

ri
+

N∑

i≺j=1

1

rij


Ψ (−→r ) = EΨ (−→r ) (3.18)où △3N représente le laplaien à 3N dimensions et où la harge est ramenée ii àl'unité atomique. −→r représente symboliquement les veteurs positions de l'ensembledes életrons.En suivant la méthode de Pluvinage, nous pouvons érire la fontion Ψ(−→r ) omme leproduit de deux fontions, tel que

Ψ (−→r ) = Φ (−→r )J (r, rqp) (3.19)où rqp représente ii symboliquement les distanes entre les életrons.La fontion Φ(−→r ) dérit le mouvement libre des partiules indépendantes dans lehamp du noyau. Elle est onstruite sous forme de ombinaison linaire de plusieurson�gurations, sous la forme
Φ (−→r ) =

∑

m

CmΦm (−→r ) (3.20)1Voir Annexe C



3.1 Etat fondamental 1S d'un système bi-életronique 31et est solution de l'équation de Shrödinger. Ainsi, pour une on�guration m
(
−1

2
∆3N −

N∑

i=1

1

ri

)
Φm = EmΦm (3.21)La fontion J , dit terme de Jastrow, est introduite pour dérire l'interation életron-noyau ainsi que la orrélation entre életrons et doit être symétrique en as de per-mutation des variables −→rq , −→rp .Calul des niveaux d'énergie :L'appliation de l'hamiltonien du système sur la fontion Ψ = ΦJ mène au aluld'éléments de type

Hmn = 〈ΦmJ |H |ΦnJ〉 (3.22)entre deux on�gurations, et permet de déterminer les niveaux d'énergie. Ce alulpeut se mettre sous forme matriielle dont les éléments diagonaux et hors diagonauxsont donnés respetivement par2 [74℄,[75℄ :
Hmm = Em +

〈Φm|
∑
i

−→∇iJ.
−→∇iJ

2 + J2

(
∑
i≺j

1
rij

)
|Φm〉

〈JΦm | JΦm〉
(3.23)

Hmn =
Em +En

2
+

〈Φm|
∑
i

−→∇iJ.
−→∇iJ

2 + J2

(
∑
i≺j

1
rij

)
|Φn〉

〈JΦm | JΦn〉
(3.24)Les Φm sont onsidérées omme étant des fontions ne dépendant que des oordon-nées d'espae. Il n'est plus question ii de spins, ette ondition a été éartée lors dudéveloppement des déterminants de Φm(−→r ) et sous la ondition d'orthonormalité desfontions de spin.La fontion J dérit les interations életron-nuléons et la orrélation életron-életron. Sa forme mathématique est donnée par :

J (r, rqp) = exp




∑

i

ln [cosh (λri)] +
∑

i≺j

crij
1 + brij



 (3.25)Le premier terme de l'expression préédente dérit l'interation életron-noyau. Lehoix de la fontion, de type hyperbolique, s'est avéré très e�ae dans le as des sys-tèmes à deux életrons, et a don été étendu aux systèmes à trois ou quatre életrons.2Détails en Annexe D



3.2 Etat doublement exité 1S(2s2) d'un système bi-életronique 32Il satisfait aux onditions de usp életron-noyau. En e�et, quand le ieme életron se si-tue prohe du noyau et les autres életrons supposés être à distanes �nies arbitraires,la fontion cosh(λri) tend vers 1, donnant la limite
lim
ri→0

∂Ψ

∂ri
= −ZΨ (0) (3.26)en aord ave la ondition de usp életron-noyau. λ joue le r�le de paramètre d'éranquand ri 7→ ∞, en raison du omportement en exp(λri) des fontions cosh(λri). Leseond terme est un fateur proposé par Boys et Handy [78℄ qui donne une desriptionjuste des onditions de usp dans l'interation életron-életron pour une valeur de

c = 0.5 dans le as d'un spin total d'une paire d'életrons S = 0.Les valeurs des paramètres sont optimisées jusqu'à l'obtention d'une valeur préisedes niveaux d'énergie.Fontion d'onde du Be2+(1s2)1S ave JastrowPour la double ionisation de la ouhe externe, la fontion dérivant l'état fonda-mental de l'ion résiduel Be2+ s'érit
ϑ (−→r1 ,−→r2) =

1√
N

× e−Zr1e−Zr2 × [cosh (λr1) + cosh (λr2)] × e
ar12

1+br12 (3.27)ave N = 1.68758.10−2 . Pour λ = 0.64, a = 0.5, b = 0.7, l'énergie de l'état fondamen-tal de l'ion Be2+ est de EBe2+(1s2) = −13.652 a.u..3.2 Etat doublement exité 1S(2s2) d'un système bi-életroniqueLorsque nous onsidérons la double ionisation de la ouhe interne K du béryllium,nous sommes en présene d'un ion résiduel dans un état doublement exité. Ce typede système susite un grand intérêt de la part des herheurs depuis l'expériene deMadden et Codling [59℄ montrant le spetre des états doublement exités de l'héliumet autres systèmes assimilés et mettant en évidene de larges déviations ave la théoriedu modèle des partiules indépendantes. Cei a marqué et indiqué lairement que l'in-teration életron-életron mène à de nouvelles règles de séletion (pour les transitionsradiatives) inonnues jusque là, et qui sont les onséquenes diretes de la orrélation.Il parait utile de rappeler dans ette partie les prinipales aratéristiques des étatsdoublement exités omme les phénomènes de résonane et d'auto-ionisation, avantde présenter les expressions des fontions d'onde de Be2+(2s2).3.2.1 Caratéristiques des états doublement exités et phénomènede résonaneLe shéma de la �gure (3.1) présente symboliquement le spetre atomique des étatssimplement et doublement exités d'un système à deux életrons omme l'hélium parexemple.



3.2 Etat doublement exité 1S(2s2) d'un système bi-életronique 33

Fig. 3.1 � Spetre atomique des états simplement ou doublement exités d'un systèmeà deux életronsLa première série notée N = 1 montre les niveaux d'énergie du système quand undes életrons est exité. Les niveaux se rapprohent de plus en plus pour se onfondre�nalement au seuil de première ionisation. Au-delà, nous sommes dans le ontinuum,l'atome est ionisé. La deuxième série notée N = 2 montre les niveaux d'énergie lorsqueles deux életrons du système sont exités, l'un sur les niveaux 2s, 3s, ...2p, 3p... etl'autre supposé resté sur 2s. Nous pouvons onstater que l'énergie orrespondante auxétats disrets de la deuxième série est la même que elle orrespondante au ontinuumde la première. Dans ette situation le système peut se trouver à la fois dans un étatdisret et ontinu. Il y a résonane pour laquelle le système a une plus grande hanede passer dans l'état de la série 1, entrainant une ionisation. Ce phénomène est appeléauto-ionisation pour souligner que la libération de l'életron s'e�etue ii, non pas parin�uene des auses extérieures mais par suite d'une redistribution d'énergie au seinmême de l'atome. Cei montre bien qu'il est très omplexe de dé�nir onvenablementle système et de représenter les sauts de ontinuum. De plus, nous onstatons la forteproximité entre les niveaux des états s et eux des états p dans la série N = 2,indiquant la néessité de bien tenir ompte des orbitales s et p dans nos aluls,omme nous le verrons plus loin.Di�érents onepts théoriques omplexes ont été néessaires pour obtenir le ni-veau de ompréhension sur les résonanes des deux életrons aquis aujourd'hui [79℄.Parmi les idées majeures de méanique quantique sur la dynamique des deux éle-trons, on pourra en iter quelques unes. L'approximation adiabatique en oordonnées



3.2 Etat doublement exité 1S(2s2) d'un système bi-életronique 34hypersphériques appliquée au problème à deux életrons par Maek en 1968 [60℄ etréutilisée plus tard par Fano notamment (1983) [61℄ dans son artile traitant lesdiverses manières d'étudier la orrélation entre deux életrons exités. L'approhethéorique algébrique, introduite par Wulfman en 1968 [62℄, dont l'idée est de om-prendre la struture des niveaux des états doublement exités en termes de groupe desymétrie. L'utilisation des propriétés du groupe SO(4) de l'hydrogène permet alorsde dé�nir le système par une représentation SO(4)× SO(4). Ou enore la séparationadiabatique moléulaire, méthode introduite par Feagin et Briggs en 1986 [63℄[64℄,qui traite l'atome à deux életrons omme une moléule. L'idée est alors de voir lesétats atomiques doublement exités en termes de potentiels onnus de H+
2 . Ces dif-férents onepts n'auraient pu aboutir sans l'appui de solides tehniques de alulnumérique. Parmi elles, nous iterons la méthode multi-on�gurations Hartree-Fokqui traite les états auto-ionisés, utilisée par Froese et al en 1990 [65℄, ou enore parChrysos et al, dans l'étude des états résonants des ions négatifs omme H− ou He−[66, 67℄. La méthode de rotation omplexe représente elle aussi un outil importantpour le alul des énergies des états de résonanes des systèmes bi-életroniques. Elleest devenue une approhe standard dans les études des systèmes qui ouplent étatsdisrets et ontinuum. Rihter et al et Burgers et al notamment [68, 69℄ l'ont utiliséedans les années 1990 pour les aluls préis des niveaux d'énergie des di�érents états,les setions e�aes et les fontions d'onde des états auto-ionisés.Toutes es méthodes et tehniques numériques fournissent les données sur lesénergies des di�érents états, les niveaux de résonane ou setions e�aes. Dans etravail, e sont les fontions d'onde elles-mêmes qui nous intéressent, sous une formeanalytique qui permette de suivre plus failement les étapes suessives de l'étude.Les proédures de aluls énumérées préédemment ne sont pas appliables dans notreas. Nous allons don adapter les fontions d'onde présentées ave la méthode de ICet elles de Jastrow aux états doublement exités.3.2.2 Fontions déterminées par la méthode d'interation de on�-gurationsNous allons appliquer la méthode variationnelle de IC en traitant les états dou-blement exités indépendamment des autres états, 'est-à-dire en l'appliquant di-retement sur la on�guration représentant l'état 2s2 puis sur les états plus exi-tés. Nous justi�ons e hoix par le fait que le ouplage des états doublement exi-tés ave eux simplement exités est très négligeable devant les autres interations.Nous avons représenté shématiquement sur la �gure (3.2), la matrie des éléments

Hij =< ϕi|V |ϕj >. Sur e shéma, nous identi�ons par :
i, j les on�gurations fondamentales ou monoexitées (1s2, ...1sns),
k, κ les on�gurations où un des életrons appartient au ontinuum (1sk),
p, q les on�gurations doublement exitées (2s2, ...2sNs).
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Fig. 3.2 � Matrie IC de l'hamiltonien életroniqueComme pour le as de l'état fondamental, nous avons également testé ette méthodesur l'atome d'hélium en onsidérant les ensembles de on�gurations suivants.L'ensemble Ac ave
ΨAc = aAc1ϕ

(
2s′2

)
+ aAc2ϕ

(
2p2
)et l'ensemble Bc ave

ΨBc = aBc1ϕ
(
2s′2

)
+ aBc2ϕ (2s′3s′) + aBc3ϕ

(
3s′2

)

+aBc4ϕ
(
2p2
)
+ aBc5ϕ (2p3p) + aBc6ϕ

(
3p2
)La forte proximité des niveaux 2s et 2p implique de les onsidérer toujours ensemble.Un hoix supplémentaire de on�gurations Cc sera donné pour la base la plus grandeseulement, en ajoutant la on�guration 3d2 à l'ensemble préédent Bc.Nous notons s′ les orbitales que nous utilisons dans le as des états doublement exitéset qui sont di�érentes des orbitales s données dans la première partie du hapitre. Lesnouveaux paramètres pour les orbitales s′ sont obtenues ave solutions HF en ouhesouvertes et donnés par le tableau (3.8).Nous obtenons alors les énergies de l'état He(1S(2s2)), données dans le tableau(3.9) pour les di�érents ensembles de on�gurations.Pour la base  = 6, nous avons obtenu les oe�ients

aAc1 = 0.95848969, aAc2 = −0.285127191et
aBc1 = 0.92624, aBc2 = −0.20233, aBc3 = −0.0061642, aBc4 = −0.29323, aBc5 =
−0.1205,
aBc6 = −0.02429.



3.2 Etat doublement exité 1S(2s2) d'un système bi-életronique 36orbitales s′ (l = 0) pour He(2s2)base de j termes oe�ients Cnj de uns′
j µj αj C1j (2s′) C2j (3s′)1 0 0.02813 0.0018733 -0.00658972 0 0.143 0.56124 -2.74163 0 0.40996 0.13522 -2.340644 0 0.64843 -2.02565 1.00060135 0 1.43 1.2886 0.360056 0 2.4415 -0.067125 -0.0205597 1 0.143 -0.15534 0.714618 1 0.24415 -0.38166 2.228049 1 0.40996 0.064555 2.08982Tab. 3.8 � Paramètres des orbitales HF 2s′, 3s′ de HeEnergies de He(1S(2s2)) en u.a.base j = 9,  = 6 base j = 17,  = 12A E=-0.724468106 E=-0.726303306B E=-0.736919948 E=-0.739823963C E=-0.739829012Eexp = -0.777867636(Bürgers, 1995) [69℄Tab. 3.9 � Energies de He(2s2)A la di�érene de l'état fondamental, nous remarquons que le poids de la fontionne repose pas majoritairement sur une seule on�guration, mais que l'ajout de on�-gurations in�ue de façon beauoup plus signi�ative ii, sur la valeur de l'énergie.Dans le as d'états doublement exités, la proédure IC demande l'emploi de basesextrêmement étendues pour arriver à un aord raisonnable. Malgré ses limites, nousallons l'appliquer au as de l'ion Be2+(2s2).Fontion d'onde du Be2+(2s2)1S ave ICPrivilégiant le temps de alul, nous hoisissons l'ensemble de on�gurations

(2s2+2p2) le plus restreint, pour dérire l'état (2s2)1S de l'ion Be2+. Nous onsidéronsune base de j = 6 termes pour les orbitales s′ dont les paramètres sont donnés dansle tableau (3.10), et une base  = 4 termes pour les orbitales p dont les paramètresont déjà été dé�nis dans le tableau (3.5) de la première partie du hapitre.



3.3 Etat fondamental 1S de la ible Be 37orbitales s′ (l = 0) pour Be2+base de j termes oe�ients Cnj de uns
j µj αj C2j (2s′) C3j (3s′)1 0 3.4703 -0.528094 -0.198282 0 6.3681 0.0525829 0.00147893 1 0.7516 0.5459777 -0.1543054 1 0.9084 -1.03361 -2.085225 1 1.4236 1.48532 1.99276 1 2.76163 0.17173 -0.13694Tab. 3.10 � Paramètres des orbitales HF 2s′, 3s′ de Be2+En adaptant la méthode IC à notre proédure, nous aurons alors la fontion :

ϑ (−→r1 ,−→r2) = a2s2

[
u′(2s′) (−→r1) u′(2s′) (−→r2)

]
+ a2p2

[
u′(2p′) (−→r1)u′(2p′) (−→r2)

] (3.28)ave a2s2 = 0.945635452 et a2p2 = −0.325228523.Nous obtenons alors l'énergie E(Be2+(2s2)) = −3.47704744 u.a. pour l'état doublementexité de l'ion résiduel.3.2.3 Fontions déterminées par la méthode de JastrowFontion d'onde du Be2+(2s2)1S ave JastrowDans le as de la double ionisation de la ouhe interne, elle prendra la forme
ϑ (−→r1 ,−→r2) = 1√

N
× e−

Zr1
2 e−

Zr2
2

×
[(

1 − Zr1
2

) (
1 − Zr2

2

)
+ amix

(
r21 + r22 − r212

)]

× [cosh (λr1) + cosh (λr1)] × e
ar12

1+br12

(3.29)ave N = 3.33949. Pour λ = 0.16, a = 0.5, b = 0.35 et amix = −0.7043, l'énergiede l'état doublement exité de l'ion Be2+ est de EBe2+(2s2) = −3.542 a.u. Cetteexpression tient ompte des forts mixages entre les deux sous-ouhes 2s et 2p. Cetteorrélation intra-ouhes est apitale pour la qualité des états doublement exités.3.3 Etat fondamental 1S de la ible Be3.3.1 Fontion d'onde Hartree-FokL'état 1S de l'atome neutre de béryllium, onstitué de deux ouhes omplètes,ne présente pas de di�ulté majeure ar il peut être représenté dans le adre d'uneapprohe Hartree-Fok par un seul déterminant onstruit par des spin-orbitales ap-propriées. Nous avons fait ii le hoix d'utiliser les orbitales de Slater données par



3.3 Etat fondamental 1S de la ible Be 38Clementi et Roetti [80℄. Notre fontion Θ des expressions (2.28) et (2.29) prendraalors la forme d'un simple produit des orbitales Hatree-Fok, donnée par :
Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4) = u1s (−→r1)u1s (−→r2)u2s (−→r3)u2s (−→r4) (3.30)où les orbitales de Clementi sont dé�nies (quand l = 0) omme

un0 =
∑

j

CnjN0je
−α0jrrµ0jY 0

0 (3.31)ave
N0j =

(2α0j)
µ0j+

3

2

√
[2 (µ0j + 1)]!

(3.32)Les orbitales un0 sont érites omme une ombinaison de j base, dont les valeurs αj ,
µj et Nj orrespondent à l'orbitale l = 0. L'identi�ation des orbitales u1s et u2s sefait par les oe�ients Cj . Elles sont données par le tableau (3.11).orbitales s (l = 0) pour Bebase de j termes oe�ients Cnj de uns

j µj αj C1j (1s) C2j (2s)1 0 3.4703 -0.91792 -0.170652 0 6.3681 0.08742 -0.014693 1 0.7516 0.00147 0.115514 1 0.9084 -0.00267 -0.678355 1 1.4236 0.00222 0.302656 1 2.76163 0.00597 -0.09232Tab. 3.11 � Paramètres des orbitales HF 1s, 2s de BeLa partie angulaire est, dans e as, simplement une onstante telle que Y 0
0 = 1√

4π
.La valeur de l'énergie de l'état fondamental est obtenue pour EBe = −14.57302 u.a.Il est à rappeler ii que nous atteignons ave ette fontion la limite de l'énergieHartree-Fok, qui ne peut pas atteindre la limite expérimentale. Cette di�érene entreles valeurs d'énergie expérimentale et d'énergie Hartree-Fok est souvent onsidéréeomme énergie de orrélation.3.3.2 Fontions déterminées par la méthode de JastrowLa fontion d'onde orrélée qui sera utilisée dans notre alul a la forme d'uneombinaison linéaire des on�gurations (1s2, 2s2) et (1s2, 2p2) dans la symétrie 1S

Ψ = ϕ1

(
1s2, 2s2

)
+ amix ϕ2

(
1s2, 2p2

) (3.33)
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ϕ1

(
1s2, 2s2

)
=
[
1s(1)2s(3) − 1s(3)2s(1)

] [
1s(2)2s(4) − 1s(4)2s(2)

]
× J (3.34)et

ϕ2
(
1s2, 2p2

)
= J×




1s(1)2p(3)

[
1s(2)2p(4) cos (θ3,4) − 1s(4)2p(2) cos (θ2,3)

]

+1s(3)2p(1)

[
1s(4)2p(2) cos (θ1,2) − 1s(2)2p(4) cos (θ1,4)

]




(3.35)où 1, 2, 3, 4 désignent les quatre életrons. Les orbitales 1s, 2s, 2p sont de type hydro-gènoïde telles que
1s(i) = e−Zri ; 2s(i) =

(
1 − Zri

2

)
e−

Zri
2 ; 2pm(i) = rie

−Zri
2 (3.36)ave toujours Z = 4. Le fateur de Jastrow est dé�ni omme

J = [cosh (λr1) cosh (λr2) cosh (λr3) cosh (λr4)]

× exp
{

ar12
1+br12

+ ar13
1+br13

+ ar14
1+br14

+ ar23
1+br23

+ ar24
1+br24

+ ar34
1+br34

} (3.37)ave λ = 0.84, a = 0.5 et b = 1.6. La fontion Ψ telle qu'elle est donnée ii ave es o-e�ients, n'est pas normée. Elle est entièrement orrélée. Pour les valeurs numériquesdonnées i-dessus et ave amix = −1.0183, l'énergie est EBe = −14.649 u.a..Cette fontion orrélée représente partiulièrement bien l'état initial du bérylliumdans son état fondamental. Cependant, nous hoisirons une fontion d'onde de Jastrowde l'état initial, ne mettant en jeu que les orrélations entre les életrons appartenantà une même ouhe atomique. Pour omprendre ette variation, nous devons penserà la représentation des életrons aussi bien dans l'état initial que �nal. En e�et, dansla fontion de l'état �nal, ontrairement à elle i-dessus, seules les orrélations entreéletrons de même "nature" sont onsidérées, les orrélations entre életrons éjetéset les orrélations entre les életrons atomiques. Tout ei nous inite à en faire demême pour l'état initial en traitant également les életrons de l'atome de bérylliumsous forme de paires d'életrons et de tenir ompte uniquement des orrélations entreéletrons d'une même ouhe. En gardant les notations des expressions (2.28) et (2.29),nous avons
Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4) =

1√
N

(ζ1 + amixζ2) × J (3.38)Dans l'équation (3.38), les termes ζ1, ζ2etJ sont donnés par
ζ1 = R1s (r1)R1s (r2)R2s (r3)R2s (r4)
ζ2 = R1s (r1)R1s (r2)R2p (r3)R2p (r4) cos θ34

(3.39)ave R1s, R2s, R2p, fontions d'onde radiales hydrogénoïdes non normalisées, tellesque
R1s (r) = e−Zr

R2s (r) =
(
1 − Zr

2

)
e−

Zr
2

R2p (r) = re−
Zr
2

(3.40)
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cos θ34 =

r23 + r24 − r234
2r3r4

(3.41)Le terme de Jastrow s'érira alors
J = [cosh (λr1) cosh (λr2) cosh (λr3) cosh (λr4)]

×e
ar12

1+br12 × e
ar34

1+br34

(3.42)Pour les valeurs numériques λ = 0.88, a = 0.5, b = 1.4 et amix = −0.9 la valeurde l'énergie de l'état fondamental est E = −14.659 u.a., et reste meilleure que lesfontions plus ompliquées.On peut noter ii que la fontion (3.38) est normalisée par le fateur 1√
N

ave N =

8.32776.10−2 .Pour tester l'e�et de la orrélation initiale, il est possible d'abaisser enore le degréde orrélation de la fontion préédente en faisant tendre le paramètre b vers l'in�ni,et en éliminant par onséquent les termes en exponentiels. Ave d'autres paramètres
λ = 0.92, a = 0.5, b 7→ ∞, amix = −0.997, l'énergie devient E = −14.625 u.a., et lanorme est de N = 5.15994.10−2 .3.4 ConlusionDans e hapitre nous avons présenté les expressions des fontions d'onde dérivantles états liés d'un système à deux életrons dans son état fondamental et doublementexité, représentant les as partiuliers de l'ion résiduel dans notre problème, ainsi queeux du système à quatre életrons dans son état fondamental de la ible initiale. Deuxméthodes ont été présentées, elle de l'interation de on�guration et l'autre utilisantles fontions de Jastrow. La première présente des limites dans le as de systèmesreux. La seonde est partiulièrement intéressante pour notre étude, puisqu'elle per-met de dérire les états liés ave peu de paramètres, introduisant la orrélation etrespetant les onditions de usp. L'intérêt de es deux méthodes est de permettreune omparaison entre les di�érents résultats par le degré de orrélation introduit.Il reste à dé�nir les fontions ξ dérivant les életrons éjetés, avant de proéder aualul de la setion e�ae. Ce point sera développé dans le prohain hapitre.



Chapitre 4Fontion d'onde biéletroniqueorrélée du type Pluvinage pourles életrons éjetésLes deux életrons atomiques, une fois éjetés, se trouvent au-delà du seuil dedouble ionisation mais toujours dans le hamp oulombien de l'ion et leur interationmutuelle. La desription quantique de e double ontinuum oulombien életroniquereprésente un des problèmes de base de la physique atomique. Dans notre as, nous al-lons traiter e double ontinuum omme un problème à trois orps, dont un lourd (ion)et deux légers (les deux életrons), l'életron di�usé étant supposé ne pas interagirave es derniers. Nous allons présenter dans e qui suit une approhe appelée ommu-nément méthode de Pluvinage [76℄ qui permet la desription des états életroniquesd'un tel système ave des fontions d'onde dans lesquelles les termes de orrélationsont naturellement présents et qui ne néessitent pas l'utilisation de méthodes varia-tionnelles. Dans ette partie, nous allons présenter le prinipe de onstrution de lafontion ommunément appelée 3C [15℄ faisant allusion aux trois interations ou-lombiennes. Cette fontion et ses variantes ont été appliquées par plusieurs auteurs[81, 82℄ pour dérire le double ontinuum dans di�érents proessus ollisionnels.4.1 Séparation des mouvementsConsidérons une réation de simple ionisation d'un atome neutre A,
e− +A→ A+ + e− + e−.A l'issu de la réation, nous sommes en présene d'un système de trois partiulesinteragissant par des fores oulombiennes, représenté sur le shéma de la �gure (4.1).
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Fig. 4.1 � Veteurs relatifs des trois orps A+, e− et e−Soient m1,m2,m3 respetivement les masses du projetile, de l'életron atomiqueet de l'ion, −→ρ1, −→ρ2,−→ρ3 leurs positions par rapport au repère du laboratoire O. Nousdé�nissons les oordonnées d'espae :




−→r1 = −→ρ1 −−→ρ3−→r2 = −→ρ2 −−→ρ3−→r12 = −→ρ1 −−→ρ2









−→
R = m2

−→ρ2+m3
−→ρ3

m2+m3−→
R′ = m1

−→ρ1+m3
−→ρ3

m1+m3−→
R′′ = m1

−→ρ1+m2
−→ρ2

m1+m2









−→
R1 = −→ρ1 −−→

R
−→
R2 = −→ρ2 −

−→
R′

−→
R3 = −→ρ3 −

−→
R′′





(4.1)et les masses réduites
mij =

mimj

mi +mj
; Mk =

mk (mi +mj)

mi +mj +mk
(4.2)Dans le système du laboratoire, l'hamiltonien est donné par

H = ∆ − Z

r1
− Z

r2
+

1

r12
(4.3)où Z

ri
représente le potentiel d'interation entre l'ion A+ et un des életrons. Z repré-sente ii la harge 'vue' par l'életron éjeté ou di�usé. ∆ dérit symboliquement lemouvement des partiules en l'absene de toutes interations. Il s'érit, dans le repèregaliléen du laboratoire :

∆ = −
∆−→ρ1

2m1
−

∆−→ρ2

2m2
−

∆−→ρ3

2m3
(4.4)Nous traitons en premier lieu les partiules, projetile, életron, noyau sur le mêmepied d'égalité. En leur attribuant respetivement les numéros 1, 2, 3 nous pouvons lesassoier de trois façons di�érentes : 1 + (2 + 3) , 2 + (1 + 3) , 3 + (1 + 2).



4.1 Séparation des mouvements 43La notation i+(j+ k) signi�e que le entre de masse (j+ k) est assoié à la masse de
i. Pour l'arrangement 1 + (2 + 3), on introduit les variables orrespondantes à 2 et 3

{ −→r2 = −→ρ2 −−→ρ3
−→
R = m2

−→ρ2+m3
−→ρ3

m2+m3

(4.5)qui nous permet de trouver l'expression de la partie inétique
∆ = −

∆−→ρ1

2m1
−

∆−→r2
2m23

−
∆−→
R

2 (m2 +m3)
(4.6)où m23 = m2m3

m2+m3
représente la masse réduite entre les partiules 2 et 3. Introduisonsensuite les variables de 1





−→
R1 = −→ρ1 −−→

R
−−−→
RCM = (m2+m3)

−→
R+m1

−→ρ1
m1+m2+m3

(4.7)qui nous donnent les transformations
∆ = −

∆−→r2
2m23

−
∆−→
R1

2M1
−

∆−−−→
RCM

2 (m1 +m2 +m3)
(4.8)où nous rappelons queM1 = m1(m2+m3)

m1+m2+m3
représente la masse réduite entre la partiule

1 et le ouple de partiules 2+3. En proédant de façon similaire ave les deux autresassoiations, nous obtenons deux autres expressions pour ∆

∆ = −
∆−→r1
2m13

−
∆−→
R2

2M2
−

∆−−−→
RCM

2 (m1 +m2 +m3)
(4.9)pour 2 + (1 + 3), et

∆ = −
∆−→r12
2m12

−
∆−→
R3

2M3
−

∆−−−→
RCM

2 (m1 +m2 +m3)
(4.10)pour 3 + (1 + 2). Dans haune des expressions ∆−−−→

RCM
dérit le mouvement d'unepartiule de masse m1 +m2 +m3 et orrespond au mouvement du entre de massesen l'absene de hamp oulombien. Dans un repère �xé sur le entre de masses, ∆devient simplement :

∆ = −
∆−→r2
2m23

−
∆−→
R1

2M1
= −

∆−→r1
2m13

−
∆−→
R2

2M2
= −

∆−→r12
2m12

−
∆−→
R3

2M3
(4.11)ave les masses réduites telles qu'elles sont données plus haut. ∆ dérit le mouvementd'un système à 6 degrés de liberté dans le repère du entre de masses.



4.2 Appliation de la méthode de Pluvinage 44Relations entre les di�érents groupes de momentsEn utilisant les di�érentes relations entre les oordonnées de haque partiule dansle repère du laboratoire, et en les dérivant par rapport au temps, nous pouvons trouverdes relations entre les moments assoiés à haque partiule1.




−→
K2 =

−→
k2 − m2

m2+m3

−→
K1

−→
k1 = m1

m1+m3

−→
k2 +

(
1 − m1m2

(m1+m3)(m2+m3)

)−→
K1

(4.12)et




−→
k12 =

(
−1 + m2m3

(m1+m2)(m1+m3)

)−→
K2 + m2

m1+m2

−→
k1

−→
K3 = − m3

m1+m3

−→
K2 −

−→
k1

(4.13)La grande di�érene de masse entre l'ion et haque életron justi�e l'approximationsuivante
m1

m1+m3
= m2

m2+m3
→ 0; m1

m1+m2
= m2

m1+m2
= 1

2 ; m3

m1+m3
= m3

m2+m3
≈ 1 (4.14)l'expression préédente devient alors

−→
k12 =

1

2

(−→
k1 −−→

k2

) (4.15)De plus, par substitution, véri�ons
−→
K2.

−→
R2 +

−→
k1.−→r1 =

−→
k2.−→r2 +

−→
K1.

−→
R1 =

−→
k12.−→r12 +

−→
K3.

−→
R3 (4.16)L'énergie totale du système dans le repère du entre de masses est donnée par lesrelations suivantes :

E =
K2

1

2M1
+

k2
2

2m23
=

k2
1

2m1
+

K2
2

2M2
=

K2
3

2M3
+

k2
12

2m12
(4.17)4.2 Appliation de la méthode de PluvinageSoit Ψf la fontion d'onde �nale qui satisfait l'équation de Shrödinger assoiéeau laplaien ∆ dérivant le mouvement libre des partiules en l'absene de toutesinterations dans le repère du entre de masses, telle que :

(
∆ − Z

r1
− Z

r2
+

1

r12

)
Ψf = EfΨf (4.18)

Ef est l'énergie inétique totale du système dans le repère du entre de masses.La solution peut s'érire suivant la méthode de Pluvinage2 omme le produit de deuxtermes, dépendant des oordonnées dérites préédemment
Ψf (−→r1 ,−→r2) = ξ (−→r1 ,−→r2)ψ

(−→r12,−→R3

) (4.19)1Voir Annexe E2Annexe C



4.2 Appliation de la méthode de Pluvinage 45où ξ et ψ satisfont les équations séparables
[
∆ − Z

r1
− Z

r2

]
ξ (−→r1 ,−→r2) = Eξξ (−→r1 ,−→r2) (4.20)

[
∆ +

1

r12

]
ψ
(−→r12,−→R3

)
= Eψψ

(−→r12,−→R3

) (4.21)dans lesquelles le laplaien ∆ peut s'érire des diverses façons données par la relation(4.11), selon les groupes de oordonnées onsidérées.Cherhons à résoudre la première équation (4.20). Pour ela, hoisissons le laplaien
∆ = −

∆−→r2
2m23

−
∆−→
R1

2M1
(4.22)De plus, d'après le shéma, nous pouvons établir les relations entre les veteurs omme

−→
R1 = − m2

m2 +m3

−→
R2 +

(
1 − m1m2

(m1 +m3) (m2 +m3)

)
−→r1 (4.23)La masse du noyau étant largement supérieure à elle des életrons, l'approximation

m1 = m2 ≪ m3 permet d'assimiler les deux veteurs −→R1 ≈ −→r1 . L'équation devient
[
−

∆−→r1
2M1

−
∆−→r2
2m23

− Z

r1
− Z

r2

]
ξ (−→r1 ,−→r2) = Eξξ (−→r1 ,−→r2) (4.24)ave

Eξξ (−→r1 ,−→r2) =

(
k2
2

2m23
+

K2
1

2M1

)
ξ (−→r1 ,−→r2) = Ef ξ (−→r1 ,−→r2) (4.25)Cette équation dérit un mouvement semblable à elui de deux partiules indépen-dantes. Nous érivons ξ omme le produit de deux fontions dépendantes respetive-ment des variables r1 et r2, haune d'elles étant solution de l'équation de Shrödin-ger à une partiule dans un potentiel oulombien. Pour des énergies positives, ellesprennent la forme d'ondes oulombiennes.

ξ (−→r1 ,−→r2)

= (2π)−
3

2 e−
πα1
2 Γ (1 − iα1) e

i
−→
k1 .

−→r1 1F1

(
iα1, 1,−i

(
k1r1 +

−→
k1.−→r1

))

× (2π)−
3

2 e−
πα2

2 Γ (1 − iα2) e
i
−→
k2 .

−→r2 1F1

(
iα2, 1,−i

(
k2r2 +

−→
k2.−→r2

)) (4.26)ave
α1 = − Z

k1
; α2 = −Z

k2
(4.27)Il est à noter qu'en toute rigueur, la première oulombienne ainsi que α1 sont fontionde K1 et non de k1. Cependant, l'approximation −→

R1 ≈ −→r1 permet de simpli�er larelation (4.12) à −→
k1 ≈ −→

K1, d'où l'expression de la oulombienne en k1.



4.2 Appliation de la méthode de Pluvinage 46Intéressons nous maintenant à la deuxième équation (4.21).Prenons ette fois le laplaien
∆ = −

∆−→r12
2m12

−
∆−→
R3

2M3
(4.28)L'équation devient alors


−

∆−→r12
2m12

−
∆−→
R3

2M3
+

1

r12


ψ

(−→r12,−→R3

)
= Eψψ

(−→r12,−→R3

) (4.29)ave
Eψψ

(−→r12,−→R3

)
=

(
k2
12

2m12
+

K2
3

2M3

)
ψ
(−→r12,−→R3

)
= Efψ

(−→r12,−→R3

) (4.30)Cette équation dérit le mouvement d'une partiule libre de oordonnées −→
R3 et demasse M3 et elui d'une partiule de oordonnées −→r12 et de masse m12 = 1

2 (en u.a.)ave une énergie positive. La solution ψ peut alors s'érire omme le produit d'uneonde plane et d'une fontion oulombienne telle que
ψ
(−→r12,−→R3

)
= (2π)−

3

2 ei
−→
K3.

−→
R3

× (2π)−
3

2 e−
πα3
2 Γ (1 − iα3) e

i
−→
k12.

−→r121F1

(
iα3, 1,−i

(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

)) (4.31)ave
α3 =

1

2k12
;

−→
k12 =

−→
k1 −

−→
k2

2
(4.32)Nous pouvons alors établir la fontion d'onde �nale, donnée par le produit desfontions ξψ qui ontient le produit de quatre ondes planes

ei
−→
k1 .

−→r1 × ei
−→
k2 .

−→r2 × ei
−→
K3.

−→
R3 × ei

−→
k12.

−→r12dérivant un système à 12 degrés de liberté. Ce produit orrespond à une doubleonsidération des fateurs onde plane résultant de la proédure d'approximation dePluvinage (équation (4.20)). Comme nous herhons à dérire un système à 6 degrésde liberté pour le mouvement relatif des trois orps dé�nis dans le entre de masses(équation (4.11)), nous devons éliminer les oordonnées super�ues. Nous introduisonsun terme orretif χ au produit préédent, omme l'ont proposé C.R. Garibotti et al[14℄ puis par M. Brauner et al [15℄.
Ψf (−→r1 ,−→r2) = ξ (−→r1 ,−→r2)ψ

(−→r12,−→R3

)
χ
(−→r2 ,−→R1

) (4.33)La détermination de e dernier s'obtient en résolvant l'équation (4.24) ave Ψf = ξψχ,'est à dire

−

∆−→r2
2m23

−
∆−→
R1

2M1
− Z

r1
− Z

r2
+

1

r12


 ξψχ = Efξψχ (4.34)



4.2 Appliation de la méthode de Pluvinage 47en appliquant l'identité ∆ϕ1ϕ2 = ϕ2∆ϕ1 +2
−→∇ϕ1.

−→∇ϕ2 +ϕ1∆ϕ2, puis en divisant par
Ψf , on a

− 1
m23

[−−→∇r2ψ
ψ .

−−→∇r2χ
χ +

−−→∇r2ξ
ξ .

−−→∇r2ψ
ψ +

−−→∇r2χ
χ .

−−→∇r2ξ
ξ

]

− 1
M1

[−−→∇R1
ψ

ψ .
−−→∇R1

χ
χ +

−−→∇R1
ξ

ξ .
−−→∇R1

ψ
ψ +

−−→∇R1
χ

χ .
−−→∇R1

ξ
ξ

]

− 1
2m23

∆r2
ξ

ξ − 1
2M1

∆R1
ξ

ξ +
(
− Z
r1

− Z
r2

)
ξ
ξ + − 1

2m23

∆r2
ψ

ψ − 1
2M1

∆R1
ψ

ψ
1
r12

ψ
ψ

− 1
2m23

∆r2
χ

χ − 1
2M1

∆R1
χ

χ − Ef = 0

(4.35)
Tenant ompte de l'égalité entre les di�érents laplaiens et en utilisant les relations(4.20) et (4.21), nous avons

− 1
m23

[−−→∇r2ψ
ψ .

−−→∇r2χ
χ +

−−→∇r2ξ
ξ .

−−→∇r2ψ
ψ +

−−→∇r2χ
χ .

−−→∇r2ξ
ξ

]

− 1
M1

[−−→∇R1
ψ

ψ .
−−→∇R1

χ
χ +

−−→∇R1
ξ

ξ .
−−→∇R1

ψ
ψ +

−−→∇R1
χ

χ .
−−→∇R1

ξ
ξ

]

− 1
2m23

∆r2
χ

χ − 1
2M1

∆R1
χ

χ + Eξ + Eψ − Ef = 0

(4.36)Ave l'égalité (4.16) et l'approximation ~R1 ≈ ~r1, l'expression (4.31) peut s'érire
ψ = (2π)−3 e−

πα3
2 Γ (1 − iα3) × ei

−→
K1.

−→r1 ei
−→
k2 .

−→r2
×1F1

(
iα3, 1,−i

(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

)) (4.37)Nous sommes alors en mesure de aluler les termes de dérivations suivants :
−−→∇r2ψ
ψ = i

−→
k2 + α3

1F1

(
iα3+1,2,−i

(
k12r12+

−→
k12.

−→r12
))

1F1

(
iα3,1,−i

(
k12r12+

−→
k12.

−→r12
)) −−→∇r2

(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

)

−−→∇R1
ψ

ψ ≈
−−→∇r1ψ
ψ = i

−→
K1 + α3

1F1

(
iα3+1,2,−i

(
k12r12+

−→
k12.

−→r12
))

1F1

(
iα3,1,−i

(
k12r12+

−→
k12.

−→r12
)) −−→∇r1

(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

)

−−→∇r2ξ
ξ = i

−→
k2 + α2

1F1

(
iα2+1,2,−i

(
k2r2+

−→
k2.

−→r2
))

1F1

(
iα2,1,−i

(
k2r2+

−→
k2.

−→r2
)) −−→∇r2

(
k2r2 +

−→
k2.−→r2

)

−−→∇R1
ξ

ξ ≈
−−→∇r1ξ
ξ = i

−→
k1 + α1

1F1

(
iα1+1,2,−i

(
k1r1+

−→
k1 .

−→r1
))

1F1

(
iα1,1,−i

(
k1r1+

−→
k1 .

−→r1
)) −−→∇r1

(
k1r1 +

−→
k1.−→r1

)

(4.38)
Aux grandes distanes, 1F1

(
iαj+1,2,−i

(
kjrj+

−→
kj .−→rj

))

1F1

(
iαj ,1,−i

(
kjrj+

−→
kj .−→rj

)) → 0. De plus, rappelons que dansl'approximation des masses, −→k1 ≈ −→
K1. L'expression préédente devient �nalement

[
− 1

2m23

∆r2
χ

χ − 1
2M1

∆R1
χ

χ − Ef
]
+ Eξ + Eψ

− 1
m23

[
2i
−→
k2

−−→∇r2χ
χ −

−→
k2
2

]
− 1

M1

[
2i
−→
k1

−−→∇r1ψ
ψ −

−→
k2
1

]
= 0

(4.39)



4.2 Appliation de la méthode de Pluvinage 48et d'après les égalités (4.17), (4.25) et (4.30),
(
− 1

2m23
∆−→r2 − 1

2M1
∆−→r1

)
χ− 1

m23

(
2i
−→
k2
−−→∇r2 −

−→
k2
2 −m23Ef

)
χ

− 1
M1

(
2i
−→
k1
−−→∇r1 −

−→
k2
1 −M1Ef

)
χ = Efχ

(4.40)La dernière équation est à présent établie. Reste à déterminer la fontion χ, qui,rappelons-le, joue le r�le de terme orretif à la fontion d'onde �nale. Le hoix de so-lution χ′ le plus simple s'obtient aisément en négligeant, dans l'expression préédente,les deuxième et troisième termes de gauhe de l'égalité, 'est à dire en onsidérantl'égalité
(
− 1

2m23
∆−→r2 − 1

2M1
∆−→r1

)
χ′ = Efχ

′ =

(
k2
2

2m23
+

K2
1

2M1

)
χ′ (4.41)La solution est un produit d'ondes planes noté

χ′ = e
±i
(−→
k2 .

−→r2+
−→
K1.

−→
R1

) (4.42)dans l'approximation ~R1 ≈ ~r1. La solution asymptotique dérivant la di�usion destrois partiules est alors
Ψf = ξψχ

= (2π)−
3

2 e−
πα1
2 Γ (1 − iα1) e

i
−→
k1 .

−→r1 1F1

(
iα1, 1,−i

(
k1r1 +

−→
k1.−→r1

))

× (2π)−
3

2 e−
πα2
2 Γ (1 − iα2) e

i
−→
k2 .

−→r2 1F1

(
iα2, 1,−i

(
k2r2 +

−→
k2.−→r2

))

× (2π)−
3

2 e−
πα3
2 Γ (1 − iα3) e

i
−→
k12.

−→r121F1

(
iα3, 1,−i

(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

))

× (2π)−
3

2 ei
−→
K3.

−→
R3 × e

±i
(−→
k2 .

−→r2+
−→
K1.

−→
R1

)

(4.43)
En hoisissant

χ′ = e
−i
(−→
k2 .

−→r2+
−→
K1.

−→
R1

)
= e

−i
(−→
k12.

−→r12+
−→
K3.

−→
R3

) (4.44)la solution �nale devient
Ψf = ξψχ

= (2π)−
3

2 e−
πα1

2 Γ (1 − iα1) e
i
−→
k1 .

−→r1 1F1

(
iα1, 1,−i

(
k1r1 +

−→
k1.−→r1

))

× (2π)−
3

2 e−
πα2

2 Γ (1 − iα2) e
i
−→
k2 .

−→r2 1F1

(
iα2, 1,−i

(
k2r2 +

−→
k2.−→r2

))

×e−
πα3
2 Γ (1 − iα3) 1F1

(
iα3, 1,−i

(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

))
(4.45)Nous pouvons noter la suppression arbitraire d'un fateur (2π)−3 provenant de l'ex-pression de χ. Pour justi�er ei, il est néessaire de rappeler l'idée générale destravaux de Brauner et al. En e�et, tout le développement est basé sur la supposition



4.3 Caratéristiques de la fontion 3C 49d'érire la fontion �nale omme le produit des trois fontions préédentes. Aprèsdivers études et aluls, il s'avère que l'expression (4.45), sans le fateur (2π)−3 dontil est question, se montre la plus satisfaisante et répond omplètement, omme onle verra dans les prohains paragraphes, aux onditions de normalisation d'une part,et aux onditions asymptotiques d'autre part. Ne perdons pas l'idée que le déve-loppement préédent se base sur une supposition qui fontionne. De manière plussynthétique, on peut érire la solution �nale omme :
⇒ Ψf = ξψχ

⇔ (2π)−3 ei
−→
k1 .

−→r1 ei
−→
k2 .

−→r2C
(
α1,

−→
k1,−→r1

)
C
(
α2,

−→
k2,−→r2

)
C
(
α12,

−→
k12,−→r12

)

C
(
αj,

−→
kj ,−→rj

)
= e−

παj

2 Γ (1 − iαj) 1F1

(
iαj , 1,−i

(
kjrj +

−→
kj .−→rj

))
(4.46)ave

α1 = − Z

k1
; α2 = − Z

k2
; α3 =

1

2k12
;

−→
k12 =

−→
k1 −

−→
k2

2
(4.47)Nous obtenons ainsi une fontion d'onde appelée 3C, à énergie �nie qui représente or-retement le omportement asymptotique du mouvement des partiules, à onditionque elles-i se trouvent toutes à grandes distanes les unes des autres.4.3 Caratéristiques de la fontion 3C4.3.1 Normalisation de la fontion 3CLa normalisation de la fontion 3C implique le alul de l'intégrale

N ⇔
∫
d−→r1d−→r2 Ψ3C

(−→
k1,

−→
k2,−→r1 ,−→r2

)
Ψ∗

3C

(−→
k′1,

−→
k′2,

−→r1 ,−→r2
) (4.48)qui peut s'érire sous la forme

N ⇔M
∫
d−→r1d−→r2 ξ

(
α1,

−→
k1,−→r1 ;α2,

−→
k2,−→r2

)
ξ∗
(
α′

1,
−→
k′1,

−→r1 ;α′
2,
−→
k′2,

−→r2
)

×1F1

(
iα12, 1,−i

(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

))
1F1

(
−iα′

12, 1, i
(
k′12r12 +

−→
k′12.

−→r12
)) (4.49)ave

M = e−
π
2 (α12+α′

12)Γ (1 − iα12) Γ
(
1 + iα′

12

) (4.50)et où ξ
(
α1,

−→
k1,−→r1 ;α2,

−→
k2,−→r2

) représente la fontion telle qu'elle est donnée par larelation (4.26), 'est à dire le produit de deux fontions indépendantes
ξ
(
α1,

−→
k1,−→r1 ;α2,

−→
k2,−→r2

)
= ζ

(
α1,

−→
k1,−→r1

)
ζ
(
α2,

−→
k2,−→r2

) (4.51)



4.3 Caratéristiques de la fontion 3C 50haune dérivant le mouvement d'un életron dans un potentiel oulombien,
ζ
(
αj ,

−→
kj ,−→rj

)
= (2π)−

3

2 e−
παj

2 Γ (1 − iαj) × ei
−→
kj .−→rj

×1F1

(
iαj , 1,−i

(
kjrj +

−→
kj .−→rj

)) (4.52)et respetant la ondition d'orthonormalisation
∫
ζ
(
α,

−→
k ,−→r

)
ζ∗
(
α′,

−→
k′ ,−→r

)
d−→r = δ

(−→
k −−→

k′
) (4.53)A partir de transformée de la transformée de Fourier d'une fontion, nous pouvonsérire

1F1

(
α12,

−→
k12,−→r12

)
1F1

(
α′

12,
−→
k′12,

−→r12
)

= 1
(2π)3

∫
d−→q d−→r3 1F1

(
α12,

−→
k12,−→r3

)
1F1

(
α′

12,
−→
k′12,

−→r3
)
ei
−→q .(−→r12−−→r3) (4.54)En remplaçant les relations (4.51) et (4.54) dans l'intégrale (4.49) :

N ⇔M
∫
d−→q

∫
d−→r1d−→r2d−→r3 × 1

(2π)3
× ei

−→q .(−→r12−−→r3)

×1F1

(
iα12, 1,−i

(
k12r3 +

−→
k12.−→r3

))
1F1

(
−iα′

12, 1, i
(
k′12r3 +

−→
k′12.

−→r3
))

×ζ
(
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−→
k1,−→r1

)
ζ∗
(
α′

1,
−→
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−→r1
)
ζ
(
α2,

−→
k2,−→r2

)
ζ∗
(
α′

2,
−→
k′2,

−→r2
) (4.55)Posons

τ
(−→q ,−→k ,−→k′

)
=

∫
d−→r ei

−→q .−→r ζ
(
α,

−→
k ,−→r

)
ζ∗
(
α′,

−→
k′ ,−→r

) (4.56)et ave −→q . (−→r12 −−→r3) = −→q .−→r1 −−→q .−→r2 −−→q .−→r3 , nous obtenons
N ⇔ M

(2π)3
∫
d−→q τ

(−→q ,−→k1,
−→
k′1
)
τ
(−→q ,−→k2,

−→
k′2
)

×
∫
d−→r3 × e−i

−→q .−→r3 × 1F1

(
α12,

−→
k12,−→r3

)
1F1

(
α′

12,
−→
k′12,

−→r3
) (4.57)La solution de l'intégrale préédente en r3, est déterminée à partir de l'intégrale résoluede Nordsiek [83℄. Sa solution3 est donnée par :

Q =
∫
d−→r × e−i

−→q .−→r × 1F1

(
η,
−→
k ,−→r

)
1F1

(
η′,

−→
k′ ,−→r

)

= − ∂
∂λ

∣∣∣
λ→0

∫
d−→r × e

−

(
i
−→q .

−→r +λr

)

r × 1F1

(
iη, 1,−i

(−→
k .−→r + kr

))

1F1

(
−iη′, 1, i

(−→
k′ .−→r + k′r

))

= (2π)3 δ (−→q )K (0)

(4.58)où K(0) est une onstante4. En appliquant ette relation à l'expression de la norme,on trouve
N ⇔ M

(2π)3

∫
d−→q τ

(−→q ,−→k1,
−→
k′1
)
τ
(−→q ,−→k2,

−→
k′2
)
× (2π)3 δ (−→q )K (0) (4.59)3Annexe F4Annexe F



4.3 Caratéristiques de la fontion 3C 51Les propriétés de la fontion de Dira imposent
N = M τ

(−→
0 ,

−→
k1,

−→
k′1
)
τ
(−→

0 ,
−→
k2,

−→
k′2
)
K (0) (4.60)En utilisant la relation (4.56) et d'après la ondition (4.53), nous avons

N = Mδ
(−→
k1 −

−→
k′1
)
δ
(−→
k2 −

−→
k′2
)
K (0) (4.61)Nous avons véri�é que la quantité MK(0) se ramène à l'unité dans la limite où leveteur ~q tend vers 0. De fait, nous aboutissons �nalement à

N =
∫
d−→r1

∫
d−→r2Ψ3C

(−→
k1,

−→
k2,−→r1 ,−→r2

)
Ψ∗

3C

(−→
k′1,

−→
k′2,

−→r1 ,−→r2
)

= δ
(−→
k1 −

−→
k′1
)
δ
(−→
k2 −

−→
k′2
) (4.62)La fontion 3C est don bien normée.4.3.2 Comportement asymptotiquePour les grandes valeurs de r les fontions hypergéométriques suivent le ompor-tement :

1F1

(
iα, 1,−i

(
kr +

−→
k .−→r

))
→ e

−iα ln

(
kr+

−→
k .−→r

)

e−
πα
2 Γ (1 − iα)

(4.63)La fontion d'onde 3C s'érit dans e as
Ψ3C → e

i
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k1 .

−→r1+
−→
k2.

−→r2
)

(2π)3
e−iφ (4.64)ave la phase

φ = α1 ln
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)
+ α2 ln

(
k2r2 +

−→
k2.−→r2

)

+α12 ln
(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

) (4.65)Ave un autre point de vue, il est possible d'établir une fontion d'onde satisfaisantl'équation de Shrödinger pour un potentiel à grande portée, s'érivant omme unproduit de fontions
Φc
f = Φfe

iφ (4.66)où
Φf =

e
i

(−→
K1.

−→
R1+

−→
k2 .

−→r2
)

(2π)3
(4.67)



4.4 Appliation à l'état �nal 52est une onde plane dérivant les partiules libres, modulée par un terme de déphasage
φ, généré par le potentiel.La résolution de l'équation

HΦc
f = EfΦ

c
f (4.68)permet, moyennant de nombreux arrangements mathématiques et simpli�ations dontnous éviterons de donner les détails ii, d'aboutir à l'expression du déphasage

φ± = −Z
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)
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ln
(
k2r2 +
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k2.−→r2

)

+ 1
2k12

ln
(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

) (4.69)e qui permet �nalement d'obtenir la fontion d'onde asymptotique totale pour leproblème à trois orps dans un potentiel oulombien telle que
Φc
f = Φfe

iφ (4.70)ave
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e
i

(−→
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−→r1+
−→
k2 .

−→r2
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(2π)3
(4.71)et

φ = α1 ln
(
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)
+ α2 ln

(
k2r2 +

−→
k2.−→r2

)

+α12 ln
(
k12r12 +

−→
k12.−→r12

) (4.72)Nous retrouvons bien la même relation de phase que elle déoulant de l'étude duomportement asymptotique des fontions hypergéométriques.4.4 Appliation à l'état �nalDans notre problème, dans l'état �nal, les fontions ξ( ~k1, ~r3; ~k2, ~r4) et
ξ( ~k1, ~r1; ~k2, ~r2) représentant les életrons éjetés dans le double ontinuum seront dé-rites par la fontion 3C, produit d'ondes oulombiennes tenant ompte des intera-tions entre les életrons et satisfaisant les onditions asymptotiques. Cette érituresera ommune à toutes nos di�érentes études. Reprenant les dé�nitions développéesdans e hapitre, on pourra érire alors :
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)
= Mei
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−→r1 ei
−→
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−→r2 χ̃ (−→r1 ,−→r2) (4.73)ave la fontion tenant ompte de la répulsion entre les deux életrons éjetés,
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(
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)) (4.74)



4.5 Conlusion 53où les 1F1 représentent les séries fontions hypergéométriques dégénérées, Γ est lafontion Gamma ; et
M =

1

(2π)3
e−

π
2
(α1+α2+α3) × Γ (1 − iα1) Γ (1 − iα2) Γ (1 − iα12) (4.75)où

−→
k12 =

−→
k1 −

−→
k2

2
; α1 =

−Z∣∣∣−→k1

∣∣∣
; α2 =

−Z∣∣∣−→k2

∣∣∣
; α12 =

1∣∣∣−→k1 −
−→
k2

∣∣∣
(4.76)4.5 ConlusionNous avons présenté dans e hapitre la fontion d'onde orrélée dérivant les deuxéletrons éjetés, appelée ommunément fontion 3C. Sa détermination est fondée surun "ansatz", 'est-à-dire une supposition qui fontionne, mais qui présente quelqueslimites.L'utilisation des fontions hypergéométriques introduisant la orrélation par la va-riable −→r12 dans les aluls de setion e�ae, engendre des di�ultés numériques dansla détermination des intégrales omme nous le onstaterons dans le hapitre suivant.Rappelons que dans notre étude, la setion e�ae est onstituée uniquement determes direts fj à inq életrons, réduits à des intégrales Fj à quatre életrons, aprèsla transformation de Bethe éliminant la variable −→r0 relative aux életrons inident etdi�usé5. Les intégrales inluant la fontion 3C sont alors d'ordre 6. Dans une situationplus omplexe où les termes de apture et d'éhange sont onsidérés, la transformationde Bethe n'étant plus appliable, et les intégrales dépendantes de la fontion d'ondedérivant les életrons éjetés mêlent la variable −→r0 menant à des intégrales d'ordre 9.La résolution devient alors très di�ile.Par ailleurs, les omportements physiques, notamment les onditions asymptotiquesne sont pas toujours orretement représentés par la fontion 3C. Dans le as d'union omplexe par exemple, à la plae de l'atome A de la démonstration, le potentieln'est plus oulombien et la fontion ne répond par onséquent pas exatement auxomportements physiques. Elle ne satisfait les onditions asymptotiques que dans lasituation où les trois orps sont éloignés les uns des autres, qui se retrouve la plupartdu temps dans toutes les ironstanes dynamiques.

5voir hpaitre 2



Chapitre 5RésultatsLes proédures théoriques développées et présentées dans les hapitres préédentsainsi que dans deux publiations réentes [84, 85℄, onernant la détermination dessetions e�aes multiplement di�érentielles et la desription des états quantiques despartiules par diverses fontions d'onde, nous donnent les outils néessaires à la modé-lisation d'expérienes, réalisables en Frane (groupe d'Orsay) [11℄, en Allemagne (MaxPlank Institut à Heidelberg ) [34℄ ou aux Etats-Unis (College Park) [36, 37℄. Danse hapitre nous allons présenter di�érents résultats et graphes montrant la variationde la setion e�ae multiplement di�érentielle (SEMD) du béryllium en fontionde divers paramètres expérimentaux du système (énergies et angles de diretion deséletrons inident, di�usé ou éjetés). Bien que les expérienes de double ionisationen oïnidene (e, 3e) onernent des phénomènes stritement quantiques inhérents àla struture életronique du système omplexe en question, et qui néessitent donun traitement quantique, nous donnerons des analyses physiques des omportementsobservés a�n d'expliquer les méanismes pouvant être à l'origine du proessus. Nousverrons également une omparaison entre les résultats obtenus pour di�érentes fon-tions d'onde utilisées (présentées dans les hapitres préédents) pour étudier les e�etsdes orrélations.5.1 Repère, géométrie et onditions généralesPour l'ensemble de nos résultats, nous faisons les onsidérations suivantes. Nousnous plaçons dans le régime de hautes énergies de l'életron inident (Ei ≥ 500eV )et de relativement faibles énergies d'éjetion (E1, E2 ≤ 50eV ). Sur la �gure (5.1),nous montrons dans le repère du laboratoire les veteurs d'onde −→
ki ,

−→
kd,

−→
k1,

−→
k2 repré-sentant respetivement les életrons inident, di�usé et des deux életrons éjetés et−→

K le moment de transfert donné par la relation −→
K =

−→
ki − −→

kd. Nous adoptons iiune géométrie oplanaire, où les diretions des életrons émergents appartiennent auplan d'inidene dé�ni par les veteurs d'onde −→
ki et −→kd. Les angles polaires θd, θ1, θ2indiquant respetivement les diretions des életrons di�usé et éjetés sont identi�éspar rapport à la diretion de l'életron inident.



5.1 Repère, géométrie et onditions générales 55

Fig. 5.1 � Représentation oplanaire des di�érents angles polaires et des quantités demouvements des partiules du système dans le repère du laboratoire.Nous avons montré que notre proédure aboutit à l'expression suivante de la se-tion e�ae multiplement di�érentielle1 :
σ(5) =

8

K4

kdk1k2

ki
|F1 + F2 − F3 − F4|2où les intégrales Fj obtenues après la transformation de Bethe2 sont données par leséquations (2.28) à (2.31), dont on rappelle ii les expressions.

F1 =
〈
ϑ (−→r1 ,−→r2) ξ

(−→
k1,−→r3 ;

−→
k2,−→r4

)∣∣∣U |Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)〉

F2 =
〈
ϑ (−→r3 ,−→r4) ξ

(−→
k1,−→r1 ;

−→
k2,−→r2

)∣∣∣U |Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)〉

F3 =
〈
ϑ (−→r1 ,−→r3) ξ

(−→
k1,−→r2 ;

−→
k2,−→r4

)∣∣∣U |Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)〉

F4 =
〈
ϑ (−→r1 ,−→r3) ξ

(−→
k1,−→r4 ;

−→
k2,−→r2

)∣∣∣U |Θ (−→r1 ,−→r2 ,−→r3 ,−→r4)〉Comme nous l'avons déjà évoqué au début du hapitre 2, nous onsidérons que lesdeux életrons éjetés proviennent de la même ouhe L ou K selon que l'on étudiela double ionisation de la ouhe externe ou interne, respetivement. La situation oùles deux életrons sont issus de ouhes di�érentes n'est pas envisagée ompte tenude la faible orrélation entre les ouhes 1s et 2s de la ible. En soulignant que dansla fontion initiale Θ, −→r1 et −→r2 orrespondent aux életrons de la ouhe K et −→r3 et −→r4à eux de la ouhe L, nous remarquons que les oordonnées d'espae des fontions
ξ représentant les életrons éjetés ont les mêmes indies que elles des fontionsreprésentant les életrons des ouhes 2s de la ible, dans F1, et 1s, dans F2. Cela met1Voir hapitre 2, équation (2.33)2Voir hapitre 2



5.1 Repère, géométrie et onditions générales 56en évidene la notion d'életrons éjetés équivalents provenant d'une même ouhe.Nous avons véri�é que si le alul de l'intégrale F1 est prédominant et su�sant pourdonner la valeur de la SEMD du proessus de double ionisation de la ouhe externeL, elui de la ouhe interne K doit néessairement être représenté par les deux termes
F1 et F2, d'ordre de grandeur omparable dans e as. Cette ondition montre bienla néessité d'un traitement "tous életrons" que nous avons adopté. Nous avonségalement véri�é que dans es deux as F3 et F4 sont relativement petits par rapportaux deux autres ontributions et peuvent par onséquent être négligés.Les programmes permettant la modélisation de la setion e�ae multiplementdi�érentielle, reposent sur le alul d'intégrales. Comme nous négligeons le ouplageinter-ouhes de l'atome initial et que nous ne onsidérons que les intégrales F1 et F2,les programmes reviennent à aluler une somme de produits d'intégrales sextuplessur les trois variables d'espae r, θ, ϕ relatives aux positions des deux életrons dehaque sous-système de l'état �nal (les deux életrons de l'ion résiduel et les deuxéletrons éjetés).La détermination de es intégrales, notamment elles dépendantes de la fontion ξmettant en jeu le terme de orrélation −→r12, présente ertaines di�ultés. M. Brauneret al [15℄ sont parvenus à réduire e type d'intégrale à l'ordre 2 par le biais de nom-breuses transformations mathématiques et hangements de variables. B. Joulakianet C. Dal Cappello ont e�etué e alul grâe à une méthode élégante utilisant desrelations de réurrene sur les dérivations suessives des fontions d'onde dé�nies.Dans notre travail, ette approhe sera éartée, vu la grande multipliité de as né-essitant haun une proédure de dérivation propre. Nous utiliserons don, pourrésoudre es intégrales sextuples, la méthode d'intégration numérique de Gauss, quipermet de remplaer l'intégrale par une somme pondérée prise en un ertain nombrede points du domaine d'intégration. Nous avons inlus ette proédure dans nos pro-grammes informatiques. Des véri�ations sur la onvergene et la préision ont étéréalisées sur des exemples d'intégrales dont les résultats analytiques sont onnus. Deplus, ette méthode a prouvé son e�aité à déterminer des valeurs approhées a-eptables ave un nombre assez réduit de points, dans de multiples situations ommedans les travaux de B. Najjari sur le lithium [86℄. Dans notre as, la onvergene semontre très satisfaisante pour 30 points d'intégration pour la variable r et 20 pointspour haune des variables θ et ϕ.Les méthodes numériques sont don utilisées pour les intégrales mettant en jeu lafontion ξ dérivant les életrons éjetés, ainsi que la fontion ϑ dérivant les éle-trons liés de l'ion résiduel. Notons que pour ette dernière, quand elle est représentéepar les fontions IC, une résolution analytique est possible. En e�et, la fontion ϑ etla fontion Θ de l'état initial représentée par les fontions de Clementi, sont toutesles deux érites sous forme de ombinaison linéaire de fontions de Slater. Di�érentsprogrammes ont été onçus et adaptés aux types de fontions d'onde empruntées pourdérire l'état initial ou l'ion résiduel. Les intégrales dépendantes de ξ étant ommunesà haque méthode, sont toujours alulées de la même manière. De plus, la ompa-raison des résultats des intégrales intermédiaires entre deux programmes, permet detester la validité du alul.



5.2 Régions spatiales et énergétiques 57Dans l'étude des régions spatiales et domaine d'énergie qui onstitue la prohainesetion de e hapitre, les résultats sont obtenus ave l'utilisation des fontions deJastrow, qui dominent par leur préision elles obtenues par la méthode d'IC, qui de-mandent de surroit une augmentation du temps de alul proportionnelle au nombrede bases onsidérées. Les fontions IC et elles de Jastrow peu orrélées seront néan-moins solliitées dans la deuxième setion pour mettre en évidene les e�ets de laorrélation.5.2 Régions spatiales et énergétiques5.2.1 In�uene de l'énergie de l'életron inident EiSituation : E1 = E2, k̂1 = −k̂2 = K̂Sur la �gure (5.2), nous montrons les omportements des Setions E�aes Multi-plement Di�érentielles (SEMD) pour les deux as de la Double Ionisation de la ouheL (DIL) et de la ouhe K (DIK), en fontion de la variation d'énergie de l'életroninident Ei et pour di�érentes valeurs de l'angle de di�usion θd. Nous étudions ii,une situation partiulière où les deux életrons sont éjetés ave une même énergie eten diretions opposées parallèles au moment de transfert −→K .(a) (b)

Fig. 5.2 � Variation de la SEMD ave l'énergie de l'életron inident Ei, pour di�érentsangles de di�usion θd et pour des énergies d'éjetion égales E1 = E2 = 10eV pour lasituation géométrique k̂1 = −k̂2 = K̂. (a) Cas DIL. (b) Cas DIK.Les strutures générales des deux proessus sont similaires, seul l'ordre de grandeurdes setions e�aes assoiées à haque as di�ère de façon signi�ative. L'ionisationde la ouhe externe est en e�et plus probable, les életrons internes étant plus forte-ment liés au noyau que ne le sont les életrons de valene. Nous remarquons égalementque, pour une même énergie, la setion e�ae est plus importante dans le domainede petits angles de di�usion. Cei souligne l'absene d'une ollision frontale entre leprojetile et le noyau, ou en d'autres termes, d'une forte interation et orrélation éle-



5.2 Régions spatiales et énergétiques 58tronique. Le projetile interagirait don plut�t ave les életrons atomiques qu'avele noyau, augmentant le nombre d'évènements. Dans le as ontraire d'une ollisionfrontale ave le noyau, le projetile se trouve diretement perturbé par ses hargespositives, par onséquent plus largement dévié, entrainant la diminution du nombred'évènements d'ionisation vu le peu d'interation ave les életrons atomiques.Considérons ensuite la variation de la SEMD ave l'énergie de l'életron inidentpour un angle de di�usion �xe, pris arbitrairement à 1�, dont les ourbes sont repré-sentées sur la �gure (5.4) pour les deux as DIL et DIK.Pour omprendre le omportement de es ourbes, nous faisons une analyse lassiquesimple à l'aide du shéma de la �gure (5.3).

Fig. 5.3 � Shéma représentant la di�usion d'une partiule inidente, pour un anglede di�usion θd �xe.Evaluons di�érents domaines d'énergie Ei, pour le même angle de di�usion. Si l'éner-gie de l'életron inident est petite Ei1 , l'életron projetile doit passer relativementloin du entre de la ible pour ne pas être trop dévié, e qui peut être représentéshématiquement par une variable, assimilable lassiquement au paramètre d'impat
b1, assez importante. Pour une énergie de l'életron inident plus grande Ei2 ≥ Ei1 , latrajetoire du projetile devra se situer plus prohe du entre de la ible pour garder lamême diretion de di�usion, don ave un autre b2 ≤ b1. De façon systématique, nouspouvons onlure que pour un angle de di�usion donné, l'augmentation de l'énergiede l'életron inident engendre la diminution du paramètre b.Cette analyse est véri�ée par les �gures obtenues. En e�et, onsidérons la �gure (5.4)où nous avons représenté, pour haque as de DIL et DIK, une des ourbes des graphesde la �gure (5.2) orrespondant à l'angle de di�usion θd = 1�, montrant la variationde la SEMD en terme d'énergie de l'életron inident.En omparant les omportements des ourbes de la �gure (5.4) et l'analyse préé-dente, nous voyons que dans les deux premiers as (1 et 2), plus l'énergie de l'életroninident est grande (Ei1 ,Ei2 ), plus la probabilité d'ioniser les életrons de valene estimportante, omme nous pouvons le onstater sur le graphe.
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Fig. 5.4 � Mêmes variations que elles de la �gure 5.2 pour l'angle de di�usion θd = 1�.(a) Cas DIL. (b) Cas DIK.Dans le as (3), la trajetoire située entre les deux ouhes limite la probabilité deollision expliquant la diminution de la SEMD sur le graphe (a). La région (4) montreune situation où l'életron inident semble avoir l'énergie optimale pour l'ionisation dela ouhe interne. E�etivement, d'après le graphe (b) de la �gure (5.4), la variationde la SEMD indique un pi pour e domaine énergétique. Elle diminue ensuite onfor-mément au as (5) pour lequel le projetile est trop prohe du noyau pour interagirave les életrons atomiques.Nous pouvons également nous appuyer sur une analyse semi-lassique en onsi-dérant la onservation des quantités de mouvements, liés diretement aux veteursd'onde de notre ontinuum
−→
ki =

−→
kd +

−→
k1 +

−→
k2 + −→q ⇔ −→

K =
−→
k1 +

−→
k2 + −→q (5.1)Dans la géométrie onsidérée, la somme des moments des deux életrons éjetés s'an-nule (E1 = E2 et −→k2 = −−→

k1) impliquant que −→
K = −→q . Nous sommes dans la situationpartiulière où le moment transféré à la ible −→K est à tout moment égal au moment dereul −→q . Pour une énergie donnée, −→K augmente ave θd, et don ave −→q . La setione�ae étant inversement proportionnelle à K4, la SEMD aura tendane à diminueromme nous pouvons le onstater sur les ourbes de la �gure (5.5).
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Fig. 5.5 � Variation du moment de transfert K ave l'énergie de l'életron inident
Ei pour di�érents angles de di�usion θd. (a) Cas DIL. (b) Cas DIK.Situation E1 6= E2, k̂1 = −k̂2 = K̂E�etuons maintenant la même étude que la préédente mais ave des énergiesd'éjetion inégales pour mettre en évidene l'in�uene du moment de transfert rela-tivement au reul de l'ion. Prenons alors les énergies E1 = 5eV et E2 = 15eV , puis
E1 = 15eV et E2 = 5eV , pour le as de DIL d'abord ave les �gures 5.6, puis de DIKave les �gures (5.7).(1) (2)

Fig. 5.6 � Variation de la SEMD ave Ei pour di�érents θd ave k̂1 = −k̂2 = K̂ et
E1 6= E2 pour DIL. (1) E1 = 5eV et E2 = 15eV . (2) E1 = 15eV et E2 = 5eV .
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Fig. 5.7 � Variation de la SEMD ave Ei pour di�érents θd ave k̂1 = −k̂2 = K̂ et
E1 6= E2 pour DIK. (1) E1 = 5eV et E2 = 15eV . (2) E1 = 15eV et E2 = 5eV .Les omportements sont assez prohes de eux évoqués préédemment, mais l'ordrede grandeur des setions e�aes est bien supérieur dans es situations. La di�érened'énergie entre les deux éjetés, va engendrer des variations des normes des veteursd'onde −→

k1 et −→k2 , −→q et −→K , présentées dans le tableau (5.1).(1) E1 = 5eV,E2 = 15eV (2) E1 = 15eV,E2 = 5eV

|k2| =
√

3 |k1| |k2| = 1√
3
|k1|

−→q =
−→
K −

(
1 −

√
3
)−→
k1

−→q =
−→
K −

(
1 − 1√

3

)−→
k1

q̂ = K̂ q̂ = ±K̂Tab. 5.1 � Relations entre les momentsCette simple analyse permet de onstater que dans le as (1) où E1 > E2, le momentde transfert −→K se trouve toujours dans la même diretion que le moment de reul −→q .Dans le as (2) où E1 < E2, nous ne pouvons onlure sur e point, l'orientation de−→
K par rapport à −→q dépend du module du moment de transfert.Nous observons sur les �gures (5.6) que SEMD(1) > SEMD(2), ontrairement àelles de (5.7) où SEMD(1) < SEMD(2). Cei peut être expliqué par le fait quedans le as de DIL, le module de −→K est petit devant elui de −→k1 ou −→

k2. Pour la situation(2) du tableau (5.1), −→q sera opposé à −→
K et rendra don la situation moins favorableque la situation (1). Dans le as de la DIK, le module de −→

K devient de l'ordre de −→
k1ou −→

k2 e qui entraine pour la situation (2), que le veteur −→q s'aligne ave le veteur−→
K , rendant ette situation plus favorable que elle de la (1).



5.2 Régions spatiales et énergétiques 62Situation E1 = E2 , θ1 = 50�, θ2 = 270�et θd = 0.1�Les �gures (5.8) montrent la variation de la SEMD de DIL et DIK ave Ei, pourdes énergies d'éjetion égales, mais pour la géométrie θ1 = 50�, θ2 = 270�. Nousonstatons que pour e as, l'ordre de grandeur de la setion e�ae est supérieur auas préédent, indiquant une géométrie favorable pour une appliation expérimentale.Par ailleurs, le omportement global des ourbes est similaire au as préédent.(a) (b)

Fig. 5.8 � Variation de la SEMD ave Ei pour θ1 = 50�, θ2 = 270�et E1 = E2 = 10eV .(a) Cas DIL ave θd = 0.2�. (b) Cas DIK ave θd = 0.1�.5.2.2 Variation de la SEMD ave l'angle de di�usion θdSituation E1 = E2, k̂1 = K̂ ave ~k1 ⊥ ~k2Le as où les moments des életrons éjetés sont perpendiulaires l'un par rapportà l'autre ave l'un, ii −→k1, parallèle au moment de transfert, met en évidene unomportement intéressant lors de l'étude de la variation de la setion e�ae enfontion de l'angle de di�usion, omme le montre la �gure (5.9).En e�et, l'aroissement de θd, don de −→
K passe par une situation où le module dumoment de transfert devient égale à elui du moment de l'életron éjeté −→

k1, 'est-à-dire que −→
K =

−→
k1. La onservation des moments engendre alors l'égalité −→q = −−→

k2.Cette situation partiulière orrespond graphiquement au pi sur haun des graphesde la �gure (5.10).
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Fig. 5.9 � Représentation spatiale des moments orthogonaux dans l'étude de la va-riation de la SEMD en fontion de θd.(a) (b)

Fig. 5.10 � Variation de la SEMD ave θd pour E1 = E2 = 15eV , k̂1 = K̂ et −→k1 ⊥ −→
k2.(a) Cas DIL pour Ei = 5keV . (b) Cas DIK pour Ei = 20keV .La présene du pi dans le as DIK est moins signi�atif, ar le module du moment detransfert se rapprohe beauoup plus rapidement que elui de −→

k1, ne laissant pas lapossibilité d'observer une nette augmentation de la SEMD, omme 'est le as pourl'ionisation de la ouhe externe.5.2.3 Variation de la SEMD ave les énergies des életrons éjetés
E1, E2Après avoir étudié la variation de la SEMD en terme d'énergie de l'életron ini-dent et l'angle de di�usion, nous devons prospeter les domaines d'énergie d'éjetion.L'intérêt prinipal de ette étude est de fournir des indiations et des informationsutiles pour la réalisation d'expérienes envisagées dans di�érents laboratoires. Sur les



5.2 Régions spatiales et énergétiques 64�gures (5.11) nous présentons la variation de la SEMD en fontion des énergies d'éje-tion E1 et E2 pour θ1 = 50�, θ2 = 270�, que nous onsidérons omme des diretionsfavorables, omme nous avons pu le onstater préédemment.(a) (b)

Fig. 5.11 � Variation de la SEMD ave E1, E2 pour θ1 = 50�, θ2 = 270�. (a) Cas DILave Ei = 5keV et θd = 0.2�. (b) Cas DIK ave Ei = 20keV et θd = 0.1�.Nous observons que dans les deux as, les valeurs optimales se situent autour de
E1 ≈ E2 = 10 eV . Nous onstatons également une quasi symétrie SEMD(E1, E2) ≈
SEMD(E2, E1) qui s'explique par le fait que les diretions θ1 = 50�et θ2 = 270�sontquasiment symétriques par rapport à la diretion de −→

K , orientée à θK = 348�pour leas DIL et θK = 354�pour le as DIK. Le moment de transfert joue en e�et le r�led'axe de symétrie dans une proédure Born 1 que nous appliquons ii.5.2.4 Variation de la SEMD ave les angles d'éjetion θ1, θ2Nous faisons varier simultanément les angles d'éjetion θ1 et θ2, en �xant les autresparamètres (Ei, θd,−→K,E1, E2) et pour E1 = E2.Les �gures (5.12) obtenues indiquent les régions spatiales pour lesquelles une détetionexpérimentale serait la plus favorable. La distribution est symétrique, onséquenedirete du hoix E1 = E2. En e�et la diagonale orrespondant à θ1 = θ2 représente unerégion interdite pour laquelle la setion e�ae est nulle, les deux életrons ne pouvantpas être éjetés dans la même diretion et ave la même énergie. La struture généralede es �gures amène à des analyses très intéressantes qui méritent une attentionpartiulière et une étude approfondie. Les distributions (5.12) ont des strutures trèssimilaires à elles obtenues dans l'étude de la variation de setion e�ae de la photo-double ionisation, en fontion des angles d'éjetion et pour les mêmes énergies deséletrons éjetés. Ces travaux ont notamment été entrepris par Kheifets [58℄. Cetteforte similitude inite à établir une analogie entre les deux proessus de photo-doubleionisation (γ, 2e) et de double ionisation par impat életronique (e, 3e), e que nousallons montrer dans le prohain paragraphe.
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Fig. 5.12 � Variation de la SEMD ave θ1, θ2 simultanément et pour E1 = E2 = 10eV .(a) Cas DIL ave Ei = 1.5keV et θd = 0.2�. (b) Cas DIK ave Ei = 11keV et θd =
0.1�.Analogie entre les proessus (γ, 2e) et (e, 3e)A la �n du hapitre 2, nous obtenions les expressions (2.28,2.29) dépendant duterme U obtenu après simpli�ation par l'intégrale de Bethe, et dont la forme estdonnée par :

U = −4 + ei
−→
K .−→r1 + ei

−→
K .−→r2 + ei

−→
K .−→r3 + ei

−→
K .−→r4 (5.2)ave −→K =

−→
ki−

−→
kd la quantité de mouvement transférée à la ible par l'életron inident.Dans les préédentes situations étudiées, nous avons pu onstater que la probabilitéd'ionisation est plus favorable dans le adre de petits angles de di�usion, induisant unmoment de transfert −→K relativement petit. Nous pouvons alors proéder à un simpledéveloppement de Taylor de l'expression préédente :

U = −4 +
4∑

i=1

(
1 + i

−→
K.−→ri

)
=

4∑

i=1

i
−→
K.−→ri (5.3)L'expression résultante ressemble à elle orrespondant à l'interation potentielle dansla réation de photo-double ionisation donnée par

W =
4∑

i=1

−→ε .−→ri (5.4)pour le béryllium omme ible ave −→ε représentant le veteur de polarisation duphoton inident. Nous pouvons don omparer nos résultats à eux relatifs au ré-gime dipolaire. Sur les �gures (5.13) sont représentés les shémas respetifs des deuxproessus.
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Fig. 5.13 � Shémas représentant les di�érents veteurs d'onde et angles pour lesproessus (e, 3e) (a) et (γ, 2e) (b).Contrairement au veteur de polarisation qui osille dans les diretions de ±Z, leveteur du moment de transfert reste �xe et dans une diretion déviée de elle de l'axeZ. Nous verrons par la suite que ette remarque permet d'analyser et d'expliquer leomportement des variations de SEMD issues des variations des di�érents paramètres.Pi binaire et pi de reulConsidérons sur les �gures (5.14) l'évolution de la SEMD ave la variation simul-tanée des angles θ1 et θ2 autour de la diretion de −→
K 'est-à-dire en onsidérant ladiretion K̂ omme un axe de symétrie pour les veteurs d'onde −→

k1 et −→
k2 des deuxéletrons éjetés. La résultante −→p =

−→
k1 +

−→
k2 est alors située obligatoirement dans ladiretion K̂, tout omme le reul −→q .(a) (b)

Fig. 5.14 � Variation de la SEMD ave θ1 et θ2 = 2π+2θK−θ1 pour E1 = E2 = 10eV .(a) Cas DIL ave Ei = 1.5keV, θd = 0.2�. (b) Cas DIK ave Ei = 11keV, θd = 0.1�.



5.2 Régions spatiales et énergétiques 67La �gure (5.14) représente dans es onditions, la variation de la SEMD en fontiond'un seul angle d'éjetion θ1, la valeur du seond étant imposée par la ondition desymétrie, et telle que θ2 = 2π + 2θK − θ1, ave θK dé�ni sur la �gure (5.13).Analysons la struture de ette �gure ave la même proédure que pour les premièresvariations, en évaluant l'in�uene du reul −→q sur le moment de transfert −→K . Par unraisonnement de la méanique lassique, nous pensons intuitivement que la situationoptimale orrespondrait à un reul nul, de façon à obtenir −→K = −→p . Un simple alulpermet de trouver la valeur des angles orrespondant à ette hypothèse, qui semblede surroit orrespondre au premier pi, appelé pi binaire. Nous appellerons θ1bt et
θ2bt les valeurs de θ1 et θ2 orrespondant au pi binaire, déterminées par la théorielassique et θ1bg et θ2bg, elles lues sur le graphe. Nous présentons les valeurs aluléeset lues graphiquement dans le tableau (5.2).Position du pi binaireDIL DIK

K = 0.17 θK = 348� K = 0.42 θK = 354�Théorie θ1bt = 72.2�, θ2bt = 263.6� θ1bt = 69.1�, θ2bt = 277.7�Graphe θ1bg = 55 − 60�, θ2bg = 280� θ1bg = 60�, θ2bg = 280�Tab. 5.2 � Positions du pi binaireNous onstatons alors
θ1bg ≈ θ1bt − (2π − θK) et θ2bg ≈ θ2bt + (2π − θK) pour le as DILet θ1bg ≈ θ1bt − (2π − θK) et θ2bg ≈ θ2bt + (2π − θK) pour le as DIK.Ce qui signi�e que la région optimale ne orrespondrait pas à un reul nul, mais à unreul relativement petit et de sens opposé à −→

K . Cette di�érene souligne le fait queles phénomènes quantiques ne peuvent être expliqués qu'approximativement par uneanalyse lassique.On pense alors onsidérer la situation symétrique où −→p = −−→
K . Dans e as, le reul

−→q = 2
−→
K est plus important que préédemment, mais ne s'oppose pas au moment detransfert, e qui est relativement favorable omme nous avons déjà pu le onstater lorsde l'étude de la variation de l'énergie de l'életron inident pour des valeurs inégalesdes életrons éjetés. E�etivement ette deuxième situation orrespond au deuxièmepi appelé pi de reul. L'énergie est moins onentrée sur les életrons, elle est aussiutilisée pour favoriser le mouvement de l'ion, diminuant le nombre d'évènements d'io-nisation par rapport au pi binaire, mais tout en restant signi�atif. Comme pour lepi binaire, présentons les valeurs théoriques θ1rt et θ2rt et lues graphiquement θ1rget θ2rg orrespondant au pi de reul dans le tableau (5.3).Nous onstatons alors

θ1rg ≈ θ1rt − 1/2 × (2π − θK) et θ2rg ≈ θ2rt + 1/2 × (2π − θK) pour le as DIL et
θ1rg ≈ θ1rt − 1/2 × (2π − θK) et θ2rg ≈ θ2rt + 1/2 × (2π − θK) pour le as DIK. Làenore nous remarquons qu'un raisonnement lassique ne satisfait qu'approximative-ment l'analyse d'un proessus (e, 3e).
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K = 0.17 θK = 348� K = 0.42 θK = 354�Théorie θ1rt = 83.6�, θ2rt = 252.2� θ1rt = 97.7�, θ2rt = 249�Graphe θ1rg = 90�, θ2rg = 246� θ1rg = 95�, θ2rg = 252�Tab. 5.3 � Positions du pi de reulNous remarquons une similitude ave l'étude de la simple ionisation (e, 2e), où pour−→

K =
−→
ke , ave −→ke représentant le moment de l'életron éjeté, nous avons le pi binaireet pour −→ke = −−→

K , le pi de reul.Une autre situation présentée sur les ourbes de la �gure (5.14) est elle où −→
k1 = −−→

k2,entrainant −→p =
−→
0 et −→q =

−→
K et qui orrespond à −→

k1 ⊥ −→
K . Cela orrespond aupoint minimum entre les deux pis, 'est-à-dire θ1 = 78�, θ2 = 258�pour DIL et θ1 =

83.4�, θ2 = 263.4�pour DIK. Ce n'est ependant pas le minimum absolu de la �gure.Cette remarque est très intéressante quand on sait que ette situation orrespond àune situation interdite dans le proessus (γ, 2e), et qui illustre bien l'analogie possibleentre les deux proessus dans le as de petits angles. Compte tenu des trois situationspréédentes, nous remarquons que les positions des pis binaire et de reul ne sont passymétriques par rapport à la perpendiulaire du moment de transfert, omme nousl'aurions présagé lassiquement.Le minimum de la setion e�ae, entre les deux paires de pis orrespond à lasituation où les deux életrons sont éjetés dans des diretions et sens identiquesou très prohes, représentant par onséquent une situation interdite par la répulsionoulombienne, déjà mentionnée plus haut.Au-delà, les mêmes omportements sont onstatés mais ave −→
k1 ↔ −→

k2, à ause de lasymétrie de la �gure ausée par la ondition E1 = E2.Zones favorables et zones interditesSur la �gure (5.15), nous avons indiqué les droites qui orrespondent à des si-tuations partiulières. La droite en noir orrespondant à la variation simultanée desangles autour de K̂ symbolise les ourbes de la �gure (5.14). D'après l'analyse préé-dente, nous pouvons dire que les îles externes orrespondent au pi binaire ar ellessont plus intenses en amplitude que les îles internes orrespondant au pi de reul.
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Fig. 5.15 � Mêmes variations que elles de la �gure (5.12) ave la représentation deszones favorables et interdites. (a) DIL. (b) DIK.Les droites en pointillées sont obtenues pour la situation où −→
k1 = −−→

k2, don pour−→
K = −→q . Les omportements sur la variation de la SEMD les plus intéressants etles plus signi�atifs sont observés quand le moment de transfert évolue par rapportau moment de reul, e qui n'est pas le as ii. En e�et, nous onstatons sur lesgraphes (a) (as DIL) et () (as DIK) de la �gure (5.16) représentant es droites enpointillées (θ2 = θ1 + π quel que soit θ1), que les SEMD sont faibles. Le minimumobservé orrespond, sur la �gure (5.15), au point d'intersetion ave la diagonale ennoir, 'est-à-dire le as partiulier où −→

k1 ⊥ −→
K .Les droites dessinées en tirets désignent les situations où les angles d'éjetion varientsimultanément par rapport ette fois à la diretion perpendiulaire à K̂. Le veteur

−→p est alors toujours dirigé dans la même diretion que ette droite. Nous retrouvonsles ourbes orrespondantes sur les graphes (b) pour DIL et (d) pour DIK de la�gure (5.16). Elles présentent une SEMD faible, voire nulle sur une large région. Lasituation analogue dans le proessus (γ, 2e) est interdite par les règles de séletion, equi on�rme nos observations.Notons en�n que toute situation égale ou prohe de −→
k1 =

−→
k2, est interdite par larépulsion oulombienne, omme dit plus haut. La région assoiée à ette situation estla vallée entre les deux groupes d'iles ave une setion e�ae très faible voire nulle.
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Fig. 5.16 � Variation de la SEMD ave θ1 et θ2 dans les zones interdites pour E1 =
E2 = 10eV . (a) et (b) Cas DIL ave Ei = 1.5keV, θd = 0.2�. () et (d) Cas DIK ave
Ei = 11keV, θd = 0.1�.Autres situations partiulièresDans e paragraphe nous voulons tester nos interprétations préédentes en nousintéressant à l'ensemble de l'espae. Nous allons étudier la variation de la SEMD aveelle de l'angle θ2 pour quatre valeurs �xes de l'angle θ1, hoisies arbitrairement. Lesquatre �gures obtenues sont données par la �gure (5.17) pour le as DIL et la �gure(5.19) pour DIK sous une représentation polaire, où haque point des ourbes estaratérisé par son rayon (valeur de la SEMD) et son angle (θ2) variant de 0 à 2π.
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Fig. 5.17 � Variation de la SEMD ave θ2 dans le as DIL pour di�érentes valeurs de
θ1, ave E1 = E2 = 10eV , Ei = 1.5keV, θd = 0.2�. (a) θ1 = 195�. (b) θ1 = 240�. ()
θ1 = 285�. (d) θ1 = 330�.Nous ferons un parallèle entre es ourbes et la �gure (5.15) qui indique pour DILet DIK les quatre droites symbolisant la variation de θ2 pour haque valeur de θ1onsidérée. Chaune de es droites oupent l'une ( ou l'autre ) ou les deux îles, interne(relatif au pi de reul) et externe (relatif au pi binaire).Comme nous l'avons vu, nos analyses sont basées essentiellement sur l'orientation dela résultante −→p =

−→
k1 +

−→
k2 par rapport à −→

K . Sur le shéma de la �gure (5.18), nousfaisons apparaitre deux régions, nommées "ZONE K" et "ZONE -K", représentant lesespaes entourant le veteur −→K et −−→
K respetivement. La variation de la diretion de

−→p (engendrée par elle de θ2) dans les zones ±K permet alors d'expliquer la préseneéventuelle d'un ou de deux pis ( orrespondant aux pis binaire ou de reul ).
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Fig. 5.18 � Shéma symbolique des régions de pis binaire ou de reul.Considérons d'abord le as DIL. Sur le graphe (a) de la �gure (5.17), pour θ1 = 195�,nous observons essentiellement un lobe entré sur la diretion θ2 = 50�. La résultante
−→p se situe alors plut�t dans la ZONE -K, relatif au pi de reul. Sur la �gure (5.15),nous voyons e�etivement que la droite en vert, relative à θ1 = 195�oupe l'île interneorrespondante au pi de reul.Sur la ourbe (b) (θ1 = 240�), deux pis sont bien distints autour de θ2 = 25� et
θ2 = 90�. La résultante −→p se situe plut�t dans la ZONE K pour le premier lobe (pibinaire) et prohe de −−→

K pour le deuxième lobe (pi de reul). Ii, le lobe de reul estplus important que le lobe binaire. Nous pouvons véri�er ette tendane sur la �gure(5.15), où la deuxième droite en orange, traverse la zone extérieure de l'île externe etla région la plus intense de l'île interne.Les mêmes analyses peuvent être faites pour les deux autres exemples, en notant quedans es deux as, le lobe dont l'amplitude est la plus importante, orrespond au pibinaire. De façon générale, nous pouvons dire que l'amplitude des lobes s'explique donpar la plus ou moins grande proximité du veteur −→p par rapport au veteur −→K . Pourles quatre ourbes, les régions où la SEMD est faible voire nulle orrespondent auxsituations où la probabilité d'ionisation est limitée par les répulsions oulombiennes.Dans le as de DIK, �gure (5.19), nous onstatons globalement les mêmes ob-servations. Quelques di�érenes sont ependant à noter. D'abord, le déalage globaldes deux pis par rapport au as DIL. Cei est tout simplement une onséquene desdi�érenes de valeurs numériques. En e�et, dans e as le module et la diretion de
K ont hangé.
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Fig. 5.19 � Variation de la SEMD ave θ2 dans le as DIK pour di�érentes valeursde θ1, ave E1 = E2 = 10eV , Ei = 11keV, θd = 0.1�. (a) θ1 = 195�. (b) θ1 = 240�. ()
θ1 = 285�. (d) θ1 = 330�.Comparaison ave (γ, 2e)L'analyse omplète des �gures représentant la variation de la SEMD en termesd'angles d'éjetion permet d'expliquer l'existene et la signi�ation du pi binaire etdu pi de reul.Nous avons fait référene à l'analogie possible ave le proessus (γ, 2e) dans lalimite de faibles moments de transfert −→K . Les travaux théoriques sur e sujet étant parailleurs on�rmés expérimentalement, nous espérons qu'ils approuvent nos résultats.Nous pouvons trouver des �gures analogues aux n�tres dans le papier de Kheifets[58℄ sur l'étude de la photo-double ionisation de l'hélium et de la ouhe externe dubéryllium. Comparons les résultats à l'aide de la �gure (5.20) où nous superposonsshématiquement à la �gure (5.12), les ellipses représentant approximativement laposition des îles que l'on obtiendrait dans le as de (γ, 2e) dans les mêmes onditionsde aluls.La struture globale est la même. Les ellipses sont toutes identiques et parfaite-ment symétriques par rapport à la diagonale orrespondant à la situation −→

k1 =
−→
k2.Le déalage entre les positions des îles et elles des ellipses, s'explique par le fait quele veteur de polarisation −→ǫ est dirigé suivant la diretion ±Z, ontrairement au mo-
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Fig. 5.20 � Variation de la SEMD de DIL ave θ1, θ2, omparaison ave (γ, 2e).ment de transfert, qui est de 12�par rapport à la diretion Z. Pour omprendre lesvariations d'intensité que l'on observe entre les îles uniquement dans le as (e, 3e),onsidérons les shémas de la �gure (5.21).(a) (b)

Fig. 5.21 � Shémas pour (a) (e, 3e) et (b) (γ, 2e).Soient, pour haque proessus, deux diretions symétriques du veteur −→
k2 pour unediretion donnée de −→

k1. Nous avons représenté pour haque situation le veteur −→porrespondant, ainsi que les veteurs moment de transfert −→
K et de polarisation −→ǫpour (e, 3e) et (γ, 2e) respetivement. Dans le as de (γ, 2e), à ause de l'osillationdu veteur −→ǫ dans la diretion ±Z, les deux situations provoquent le même résultat,ontrairement au as (e, 3e), où la diretion partiulière de−→K , par rapport à−→p onduitaux situations traduites par la présene du pi binaire ou du pi de reul.Dans le adre des faibles moments de transfert, l'analogie entre les deux proessus nouspermet de véri�er nos résultats et met en évidene une fois de plus le r�le déterminantdu moment de transfert dans l'étude des variations de SEMD.



5.2 Régions spatiales et énergétiques 75Etude du régime K ≫ 0Nous étudions dans ette partie l'évaluation de la struture montrée sur la �gure(5.22) où la variation de la SEMD est donnée en fontion de l'angle θ1 pris de θK à
θK + π et pour θ2 = 2π + 2θK − θ1 (ondition de symétrie autour de −→

K ).Pour haque ourbe, 'est-à-dire pour un θd �xé, nous retrouvons les pis binaire etde reul de la �gure (5.14).Dans le adre des petits angles de di�usion, graphes (a) et (b), même une faiblevariation de θd entraine une variation plus importante de θK tant dans son moduleque dans sa diretion. Cei explique les déalages observés entre haune des ourbes.Cependant, très vite, quand on augmente θd, les ourbes s'organisent suivant lesmêmes diretions (graphes () et (d)) et plus θd devient important, moins les variationsde θK seront signi�atives. Le module de K en revanhe ontinue d'augmenter.Pour des angles de di�usion de 3�à 6�, nous retrouvons les mêmes remarques que i-dessus, mais nous avons pu onstater une onordane pour les valeurs des angles θ1btalulées théoriquement et lassiquement quand on s'intéresse au pi binaire. L'étudelassique se véri�e dans le as des angles di�usés intermédiaires.Quand l'angle θd augmente, nous observons une diminution du pi binaire (graphes(e) et (f)), se onfondant presque, au fur et à mesure de l'évolution, ave la situationoù −→
k1 ⊥ −→

K , situation peu probante dans le as des petits angles et même interdite enphoto-double ionisation. Pour les grands angles, les interprétations sont totalementdi�érentes, l'analyse préédente n'est plus appliable et l'analogie ave (γ, 2e) devientimpossible ar nous ne sommes plus dans le domaine de petits moments de transfert.Nous pouvons onstater que la limite de photo double ionisation sera plus rapi-dement atteinte dans le as DIK. Cette tendane est diretement liée au moment detransfert dont le module est bien plus important dans le as DIK que dans le as DIL(voir tableaux (5.2) et (5.3)).
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() (d)
(e) (f)

Fig. 5.22 � Variation de la SEMD ave θ1 et ave pour di�érents θd (donnés en�)pour DIL, ave θ2 = 2π + 2θK − θ1 pour E1 = E2 = 10eV et Ei = 1.5keV .



5.2 Régions spatiales et énergétiques 77(a) (b)
() (d)

(e)
Fig. 5.23 � Variation de la SEMD ave θ1 et ave pour di�érents θd pour DIK, ave
θ2 = 2π + 2θK − θ1 pour E1 = E2 = 10eV et Ei = 11keV .Comparaison ave l'HéliumLe grand nombre de travaux portant sur la double ionisation de l'hélium, atomeprohe du béryllium par sa struture en ouhes fermées, nous amène à omparer lesrésultats obtenus pour es deux atomes.Dans l'étude de la double ionisation de l'hélium, le seul proessus à onsidérer est ladouble ionisation des deux uniques életrons de l'atome. Nous pouvons le omparerave DIL du béryllium d'une part, dans la mesure où, dans les deux situations, e sont



5.2 Régions spatiales et énergétiques 78les életrons de valene qui sont ionisés, et ave DIK d'autre part, où les életronséjetés proviennent des ouhes 1s. D'un autre point de vue, onsidérons la harge vuepar les életrons éjetés, qui orrespond dans le as de l'atome d'hélium à la harge +2de ses deux protons. Dans le as de la double ionisation du béryllium, elle orrespondà la harge +4 des protons à laquelle se soustraient les harges des deux életrons del'ion résiduel. Cette harge e�etive (∼ 2) varie alors selon que les életrons d'éran sesituent sur la ouhe K (as DIL) ou sur la ouhe L (as DIK). Des omportementssimilaires entre les situations sont toutefois attendus.Considérons les �gures obtenues par Najjari dans son travail de thèse [82℄ et re-produites ii par les graphes (a) et (d) des �gures (5.24) et (5.25), montrant lavariation de la setion e�ae multiplement di�érentielle de l'hélium en fontionde l'angle d'éjetion θ2, pour les diretions d'éjetion de l'autre életron θ1 = 45�(graphe (a)) et θ1 = 90� (graphe (d)). Les autres paramètres sont donnés par
Ei = 5 keV, θd = 0.5�, E1 = 5 eV et E2 = 25 eV impliquant les aratéristiques
θK = 315�et |K| = 0.23 u.a. du moment de transfert. Pour les mêmes paramètres,nous obtenons les graphes (b) et (e) de la �gure (5.24), dans le as DIL, et les graphes
(c) et (f) pour le as DIK.L'amplitude de la setion e�ae de He (SEMDHe) obtenue est de l'ordre de
1.10−3 u.a., alors qu'elle est de l'ordre de l'unité pour le as de la double ionisation dela ouhe L de Be (SEMDDIL) et de 1.10−5 u.a. pour le as de la double ionisationde la ouhe K de Be (SEMDDIK). Par ailleurs, l'énergie d'ionisation néessaire àl'éjetion des deux életrons de He se situe à I2+

H e = 79 eV . Celles relatives aux asDIL et DIK, déjà évoquées au début du hapitre 2, sont données3 respetivement par
I2+
L ∼ 27.5 eV et I2+

K ∼ 304 eV . Nous avons I2+
L < I2+

H e < I2+
K , en aord ave la ten-dane inverse SEMDDIL > SEMDHe > SEMDDIK , la probabilité d'évènementsétant réduite si les életrons sont trop fortement liés au noyau de l'atome.De façon générale, nous observons des omportements similaires entre les �gures or-respondantes à la DI de He ave elles de DIL, qui présentent de façon nette deuxlobes, ontrairement au as DIK, où les strutures des ourbes sont très di�érentes.Cependant, la di�érene d'orientation et d'éartement des lobes, que nous pouvons ob-servée, peut s'expliquer par l'e�et du moment de transfert, propre à haque situationgéométrique et à haque proessus.Compte tenu de et e�et, nous avons modi�é dans les as DIL et DIK les valeurs Eiet θd, de façon à obtenir un moment de transfert prohe de elui du as de l'hélium. Lesgraphes obtenus sont représentés sur la �gure (5.25). Dans le as DIL, nous obtenons

θK = 314�et |K| = 0.22 u.a. pour Ei = 3 keV et θd = 0.6�. Nous pouvons onstaterque par rapport aux données de l'hélium, le module de K obtenu est plus petit, pourun angle de di�usion plus grand. Cei permet de penser que dans le as DIL, lalimite de photo double ionisation est moins rapidement atteinte que dans le as deHe. Les strutures des ourbes (b) et (d) de (5.25), obtenues dans le as DIL pourles deux situations géométriques onsidérées, présentent toujours les deux lobes sansque leurs éartements soient modi�és. Dans le as DIK, nous obtenons θK = 315�et3Annexe A
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(d) (e) (f)

Fig. 5.24 � Variation de la SEMD ave θ2 pour θ1 = 45� ((a),(b),(c)) et θ1 = 90�((d),(e),(f)) ave Ei = 5keV , θd = 0.5�, E1 = 5eV et E2 = 25eV . (a,d) Cas DI He.(b,e) Cas DIL. (,f) Cas DIK.
|K| = 0.58 u.a. pour Ei = 12 keV et θd = 0.8�. Nous parvenons au mieux, à obtenirune diretion pour θK prohe de elle du as de He au dépend d'un module bienplus important. Nous onstatons ii que la limite de photo double ionisation est plusrapidement atteinte omparée à l'hélium ou à DIL. Les graphes orrespondant au asDIK sont donnés par (c) et (f) de la �gure (5.25). Pour θ1 = 45�, le omportementde la ourbe se rapprohe de elui de (a) par la présene de deux lobes. Par ontreles �gures (f) et (d) sont omplètement di�érentes.En onlusion, nous pouvons dire qu'entre les résultats obtenus pour (e, 3e) deHe et (e, 3e) de Be, nous retrouvons des omportements similaires pour ertaines si-tuations géométriques, qui peuvent s'expliquer par la struture ommune des iblesen ouhes fermées. Cependant, les paramètres expérimentaux, l'énergie d'ionisationpropre à haque proessus et les variations que ela suppose sur les aratéristiquesdes moments de transfert, rendent les onlusions systématiques di�iles à établir surla omparaison des deux proessus étudiés ave elui de l'hélium. De plus, dans l'étudede (e, 3e) de Be, ontrairement à (e, 3e) de He, s'ajoute la di�ulté de dérire l'état del'ion résiduel, qui s'avère partiulièrement déliat dans la situation de DIK. En dé�ni-
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(d) (e) (f)

Fig. 5.25 � Variation de la SEMD ave θ2 pour θ1 = 45� ((a),(b),(c)) et θ1 = 90�((d),(e),(f)) pour K onstant, ave E1 = 5eV , E2 = 25eV (a,d) Cas DI He. (b,e) CasDIL. (,f) Cas DIK.tive, la seule observation appliable dans toutes les situations géométriques, onernela omparaison relative des ordres de grandeur des setions e�aes, diretement liéeà la di�érene d'énergie de double ionisation.5.3 E�ets de la orrélation életronique5.3.1 IntrodutionDans ette partie nous voulons mettre en évidene les e�ets de la orrélation éle-tronique en omparant les résultats obtenus par l'appliation de di�érentes fontionsd'onde de l'état initial et �nal dérites dans le hapitre 3, pour la double ionisa-tion de la ouhe L (DIL) ou K (DIK). Nous onsidérons la variation de la SEMDen terme d'angle d'éjetion θ2, pour θ1 = 50�et pour des énergies d'éjetion égales(E1 = E2 = 10eV ). Pour les fontions initiales dérivant l'état fondamental de l'atomede béryllium, nous appelons JCi, la fontion orrélée de Jastrow, Ji sa variante possé-dant un degré de orrélation plus faible et CR la fontion de béryllium donnée dans lestables de Clementi-Roetti. Conernant l'état �nal, nous indiquons par Jf la fontionorrélée de Jastrow, HF elle obtenue par la méthode IC et les orbitales Hartree-Fok,



5.3 E�ets de la orrélation életronique 81pour di�érenier la manière de dérire l'ion résiduel de l'état �nal, les életrons éjetésétant toujours dérits par la fontion 3C.5.3.2 Cas de la double ionisation de la ouhe L(a) (b)
()

Fig. 5.26 � Variation de la SEMD ave θ2 pour DIL ave θ1 = 50�, θd = 0.2�,
Ei = 1.5keV et E1 = E2 = 10eV pour les fontions initiales JCi (a) ou Ji (b) ou CR().La �gure (5.26) présente trois graphes, pour haune des trois fontions initialesonsidérées. Pour haque graphe nous omparons les deux ourbes orrespondantesaux deux fontions �nales.Nous observons que les ourbes se superposent parfaitement indiquant un bon aordentre les méthodes de Jastrow et IC pour dérire l'état fondamental de l'ion résiduel.Le degré de orrélation pour ette fontion ne semble pas in�uener les résultats,puisque les fontions de HF, su�sent pour une desription orrete.Conernant la omparaison des fontions de l'état initial, regardons la �gure (5.27)présentant deux graphes pour haune des deux fontions �nales, ave sur haquegraphe, les trois ourbes obtenues ave l'utilisation des trois fontions initiales. Nousremarquons des di�érenes sur l'ordre de grandeur de la setion e�ae et sur lesdiretions des pis. Cei montre lairement l'importane de la prise en ompte de laorrélation dans l'état initial. En terme d'amplitude, notons que CR > Ji > JCi.



5.3 E�ets de la orrélation életronique 82(a) (b)
Fig. 5.27 � Variation de la SEMD ave θ2 pour DIL ave θ1 = 50�, θd = 0.2�,
Ei = 1.5keV et E1 = E2 = 10eV pour les fontions �nales Jf (a) ou HF (b).5.3.3 Cas de la double ionisation de la ouhe KDe la même façon que pour le as de la DIL, nous testons ave la �gure (5.28)l'in�uene de la orrélation des fontions �nales dérivant l'état doublement exitéde l'ion résiduel. Pour haun des trois graphes, nous notons des di�érenes notablesentre les deux ourbes, sur la diretion des pis, leurs largeurs ainsi que l'ordre degrandeur de la setion e�ae. La desription des états doublement exités de l'ionrésiduel demande une préision di�ile à atteindre en raison des dégénéresenes desétats 2s2 et 2p2.Conernant la omparaison de l'état initial (5.29), les mêmes remarques que pourle as non reux peuvent être données, mais ave la tendane inversée onernantl'amplitude de la setion e�ae, ave ette fois CR < Ji < JCi.Ces di�érenes entre les ourbes de ertains graphes sont observées pour les fontionsfaisant apparaitre les niveaux 2s2, 'est-à-dire l'état doublement exité de l'ion résiduelmais aussi l'état fondamental de la ible où les orbitales 2s2 doivent être ouplées aux
2p2 à ause des dégénéresenes de es niveaux.



5.3 E�ets de la orrélation életronique 83(a) (b)
()

Fig. 5.28 � Variation de la SEMD ave θ2 pour DIK ave θ1 = 50�, θd = 0.1�,
Ei = 11keV et E1 = E2 = 10eV pour les fontions initiales JCi (a) ou Ji (b) ou CR().



5.4 Conlusion du hapitre 84(a) (b)
Fig. 5.29 � Variation de la SEMD ave θ2 pour DIK ave θ1 = 50�, θd = 0.1�,
Ei = 11keV et E1 = E2 = 10eV pour les fontions �nales Jf (a) ou HF (b).5.4 Conlusion du hapitreGrâe à notre approhe théorique, nous avons réalisé la modélisation de la varia-tion de la SEMD pour di�érentes situations, et pour les deux as de DIL et DIK.L'étude de ette variation en fontion des variations des paramètres expérimentaux,omme les angles de di�usion et d'éjetion ou enore les énergies des életrons, fournitdes informations sur les domaines d'énergie et les régions spatiales les plus favorablesà l'expériene. Nous avons pu véri�er et omprendre ave un raisonnement lassiqueles omportements de la variation de la SEMD. L'analyse des �gures relatives à lavariation de la SEMD en terme d'angles d'éjetion se montre partiulièrement in-téressante, ar elle permet de mettre en évidene et d'expliquer la présene du pibinaire et du pi de reul. Ces omportements, également renontrés dans le as dela photo-double ionisation, permettent de faire une analogie entre les deux proessuset de véri�er nos observations.Nous avons également étudié la variation de la SEMD, en variant les fontionsd'onde dont les expressions sont données et expliquées dans les hapitres 3 et 4. Cetteétude nous a permis de mettre en évidene l'in�uene de la orrélation, mais soulèveaussi quelques interrogations sur les di�érenes d'amplitude et de diretion des pisobservées, surtout dans le as de la DIK.



ConlusionNous avons présenté à travers e travail, une étude théorique de la double ionisa-tion de la ouhe L et de la ouhe K du béryllium par impat d'életrons rapides.Après avoir fait un rappel historique et montré les réalisations réentes dans e do-maine très atif, nous avons présenté notre approhe perturbative "tous életrons"dans le adre de la première approximation de Born, pour la détermination de lasetion e�ae multiplement di�érentielle de e proessus omplexe. Cei a demandéla onstrution, pour la première fois, de la matrie de transition pour une ible àquatre életrons atifs, en termes de di�érentes intégrales diretes, d'éhange et deapture. Une attention partiulière a été donnée à la détermination de la fontion 3Cpour la desription du double ontinuum des deux életrons éjetés en se basant surla méthode de Pluvinage, ainsi qu'à la détermination des fontions d'onde de l'étatinitial de la ible et de l'ion résiduel dans son état fondamental (1S1s2) dans le as dela double ionisation de la ouhe L et dans son état doublement exité (1S2s2) dansle as de la double ionisation de la ouhe K.Les résultats obtenus permettent de donner des informations sur les régions spa-tiales et les domaines d'énergie les plus favorables à une détetion expérimentale.D'un autre point de vue, l'analyse lassique des omportements de la SEMD dansdi�érentes onditions nous permet d'interpréter les méanismes réationnels qui ontlieu au ours du ho et de omprendre ainsi le r�le des orrélations életroniquespartiulièrement signi�atives dans le as de la double ionisation de la ouhe interne.Notre approhe présente l'avantage de varier failement di�érentes fontions d'ondeanalytiques dans les expressions des intégrales, permettant la mise en évidene dur�le des orrélations életroniques dans l'état initial surtout, et de tester la qualitédes fontions elles-mêmes.Nous démontrons également par analogie entre les deux proessus (e,3e) et (γ ,2e)dans la limite de faibles moments de transfert, le bon omportement des variationsde la setion e�ae obtenues ave notre approhe et véri�é expérimentalement dansle as de la photo-double ionisation de l'hélium [58℄.Notre travail ouvre la voie à la détermination de la setion e�ae pour une ap-prohe tous életrons à d'autres atomes omplexes et d'étendre la détermination dela SEMD au domaine relativiste pour les énergies de l'életron inident qui favori-serait le méanisme "shake-o�" dérit par notre approhe. Cei pourrait être réaliséexpérimentalement sur des spéimens solides du béryllium suivant le modèle des ex-périenes (e, 2e) e�etuées dans le passé sur des ibles d'argent ou d'or sous forme



5.4 Conlusion du hapitre 86de ouhes solides très mines [87℄. D'un point de vue théorique, nous envisageonsd'introduire dans notre approhe des fontions d'onde de Dira pour représenter leséletrons inident et di�usé.



Annexe ADétermination de l'énergied'ionisationA.1 Energie de double ionisation de la ouhe LCherhons l'énergie néessaire à l'éjetion des deux életrons de la ouhe externe
L pour obtenir au �nal l'état Be2+, 'est à dire l'énergie I2+

L telle que :
Be
(
1s22s2

)
+ I2+

L = Be2+
(
1s2
)

→ I2+
L = Be2+

(
1s2
)
−BeNotons IP le potentiel d'ionisation, tel que :

Be+
(
1s22s

)
= Be

(
1s22s2

)
+ IP (Be I)ave IPBe I(1s22s2); = 9.32 eV l'énergie néessaire pour arraher un életron à l'atomefondamental.Par suite

Be2+
(
1s2
)

= Be+
(
1s22s

)
+ IP (Be II)ave IPBe II(1s22s) = 18.206 eV l'énergie néessaire pour arraher un deuxième éle-tron à l'ion Be+.En réapitulant, on a :

Be = Be+ − IP (I) = Be2+
(
1s2
)
− IP (II) − IP (I)

⇒ IP (I) + IP (II) = Be2+
(
1s2
)
−Bed'où par omparaison :

I2+
L = IP (I) + IP (II) = 27.526 eV = 1.01165 u.a.



A.2 Energie de double ionisation de la ouhe K 88A.2 Energie de double ionisation de la ouhe KCherhons maintenant l'énergie néessaire à l'éjetion des deux életrons de laouhe interne K, pour obtenir au �nal l'état Be2+(2s2), 'est à dire l'énergie I2+
Ktelle que :

Be
(
1s22s2

)
+ I2+

K = Be2+
(
2s2
)

→ I2+
K = Be2+

(
2s2
)
−BeL'énergie donnée préédemment permet de passer de l'état Be(1s22s2) à l'état

Be(1s2).Pour le as présent, nous devons enore ajouter la di�érene d'énergie entre les niveaux
Be2+(1s2) et Be2+(2s2), évaluée à 276.45eV par G. Hi.

I2→1 = E(2s2) − E(1s2) = 276.45 eVRéapitulons :
Be
(
1s22s2

)
= Be2+

(
1s2
)
− I2+

L = Be2+
(
2s2
)
− I2→1 − I2+

⇒ I2+ + I2→1 = Be2+
(
2s2
)
−Bed'où par omparaison

I2+
K = I2+

L + I2→1 = 303.976 eV = 11.17 u.aA.3 Energie de double ionisation d'un életron de laouhe L et d'un de la ouhe KNous herhons l'énergie néessaire pour ioniser deux életrons de Be provenantde deux ouhes distintes. Soit I2+
LK telle que

Be
(
1s22s2

)
+ I2+

LK = Be2+ (1s2s) → I2+
LK = Be2+ (1s2s) −BeNous onnaissons la valeur d'énergie I2+

L pour passer de Be à l'ion Be2+ dans son étatfondamental. Nous avons besoin de onnaitre la di�érene d'énergie entre le niveau
Be2+(1s2) et Be2+(1s2s), donnée dans les tables à 118.57eV (Tables de Moore [73℄)

I3→1 = E(1s2s) − E(1s2) = 118.57 eVd'où
Be
(
1s22s2

)
= Be2+

(
1s2
)
− I2+

L = Be2+ (1s2s) − I3→1 − I2+

⇒ I2+
L + I3→1 = Be2+ (1s2s) −Bed'où par omparaison

I2+
LK = I2+

L + I3→1 = 146.1 eV = 5.369 u.a



Annexe BDétermination de la matrie detransfert TfiNous appliquons ette démonstration à la fontion ψf↑(Ms = 1
2 ) = c1D1 +c2D2 +c3D3B.1 Appliation de l'opérateur de spin totalL'opérateur du spin total d'un système à 5 életrons est donné par :

S2 =
(−→
S1 +

−→
S2 +

−→
S3 +

−→
S4 +

−→
S5

)2

= S2
1 + S2

2 + S2
3 + S2

4 + S2
5 + 2




−→
S1.

−→
S2 +

−→
S1.
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S3 +
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−→
S5

+
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S2.

−→
S3 +

−→
S2.

−→
S4 +

−→
S2.

−→
S5

+
−→
S3.

−→
S4 +

−→
S3.

−→
S5

+
−→
S4.

−→
S5


On a les relations bien onnues :

−→
Si.

−→
Sj = ŜixŜjx + ŜiyŜjy + ŜizŜjz

= ŜizŜjz + 1
2

(
Ŝ+
i Ŝ

−
j + Ŝ−

i Ŝ
+
j

)ave {
Ŝ+ = Ŝx + iŜy
Ŝ− = Ŝx − iŜyEn tenant ompte des relations

Ŝ2 |±〉 = s (s+ 1) |±〉
Ŝz |±〉 = ±ms |±〉
Ŝ+ |+〉 = 0 , S+ |−〉 = |+〉
Ŝ− |+〉 = |−〉 , S− |−〉 = 0



B.2 Dé�nition des intégrales 90l'appliation de l'opérateur Ŝ2 sur les di�érents déterminants de la fontion ψf↑ abou-tit à
Ŝ2D1 = 7

4D1 +D2 +D3

Ŝ2D2 = D1 + 7
4D2 +D3

Ŝ2D3 = D1 +D2 + 7
4D3Considérant la symétrie S = 1

2 , nous devons résoudre l'équation
Ŝ2ψf↑ =

1

2

(
1

2
+ 1

)
ψf↑ =

3

4
ψf↑e qui revient à

c1

(
7

4
D1 +D2 +D3

)
+c2

(
D1 +

7

4
D2 +D3

)
+c3

(
D1 +D2 +

7

4
D3

)
=

3

4
(c1D1 + c2D2 + c3D3)La détermination des oe�ients passe par la résolution du système d'équations sui-vant 




7
4c1 + c2 + c3 = 3

4c1
c1 + 7

4c2 + c3 = 3
4c2

c1 + c2 + 7
4c3 = 3

4c3qui revient à résoudre le déterminant
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
7
4 − λ

)
1 1

1
(

7
4 − λ

)
1

1 1
(

7
4 − λ

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣Pour la valeur propre λ = 3
4 orrespondant à la symétrie hoisie (s(s+1) pour s = 1

2 ),on obtient un veteur propre tel que :
|ψf 〉 = c1D1 + c2D2 + c3D3à la ondition que

c21 + c22 + c23 = 1Le nombre de solution est in�ni. Pour remedier au problème, on herhe les invarianesde symétrie.B.2 Dé�nition des intégralesOn hoisit la symétrie Ms = +1
2 , 'est à dire que l'on s'intéresse au développe-ment des trois déterminants à 5 életrons D1,D2,D3, haun en interation ave ledéterminant de l'état initial.Le développement de haun des trois déterminants préédents ave le premierterme du développement du déterminant initial donne les di�érentes intégrales non



B.2 Dé�nition des intégrales 91nulles f, g, h. Un seul élément du déterminant initial su�t, tous les autres donneraientexatement les mêmes termes.On note :
V1 = 〈D1|V |(χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2)〉 =

〈∣∣∣χsφφχ1χ2

∣∣∣
∣∣∣V |(χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2)〉

V2 = 〈D2|V |(χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2)〉 =
〈∣∣∣χsφφχ1χ2

∣∣∣
∣∣∣V |(χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2)〉

V3 = 〈D3|V |(χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2)〉 =
〈∣∣∣χsφφχ1χ2

∣∣∣
∣∣∣V |(χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2)〉





(
× 1√

120

)le fateur 1√
120

provenant du développement du déterminant initial. On omprendaisément que les éhanges non nuls sont eux qui satisfont la ondition d'orthogonalitédes fontions de spin 〈
ms(i)

∣∣∣ ms(j)

〉
= δijoù i, j désignent la plae de l'életron.Réapitulation, pour le premier déterminant :

V1 = [g1 + g2 − g3 − g4] − [g′1 + g′2 − g′3 − g′4] + [h3 − h4 + h5 − h6]
(
× 1

120

)ave
h3 = 〈φχ1φχ2χs|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h4 = 〈φχ2φχ1χs|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h5 = 〈φχ1χsχ2φ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h5 = 〈φχ1χsχ2φ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g1 = 〈χ1φφχ2χs|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g2 = 〈χ1χ2χsφφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g3 = 〈χ1φχsχ2φ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g4 = 〈χ1χ2φφχs|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g′1 = 〈χ2φφχ1χs|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g′2 = 〈χ2χ1χsφφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g′3 = 〈χ2φχsχ1φ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g′4 = 〈χ2χ1φφχs|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉pour le deuxième déterminant :

V2 = [f1 + f2 − f3 − f4] − [g1 + g2 − g3 − g4] − [h1 + h2 − h3 − h5]
(
× 1

120

)ave
f1 = 〈χsφφχ1χ2|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
f2 = 〈χsχ1χ2φφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
f3 = 〈χsχ1φφχ2|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
f4 = 〈χsφχ2χ1φ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g1 = 〈χ1φφχsχ2|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g2 = 〈χ1χsχ2φφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g3 = 〈χ1χsφφχ2|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g4 = 〈χ1φχ2χsφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉



B.3 Invariane par permutation 92
h1 = 〈φχsφχ1χ2|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h2 = 〈φχ1χ2χsφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h3 = 〈φχ1φχsχ2|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h5 = 〈φχsχ2χ1φ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉pour le troisième :

V3 = − [f1 + f2 − f4 − f3] +
[
g′1 + g′2 − g′3 − g′4

]
+ [h1 + h2 − h4 − h6]

(
× 1

120

)ave
f1 = 〈χsφφχ2χ1|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
f2 = 〈χsχ2χ1φφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
f3 = 〈χsφχ1χ2φ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
f4 = 〈χsχ2φφχ1|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g′1 = 〈χ2φφχsχ1|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g′2 = 〈χ2χsχ1φφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g′3 = 〈χ2χsφφχ1|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
g′4 = 〈χ2φχ1χsφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h1 = 〈φχsφχ2χ1|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h2 = 〈φχ2χ1χsφ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h4 = 〈φχ2φχsχ1|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉
h6 = 〈φχsχ1χ2φ|V |χiϕ1ϕ1ϕ2ϕ2〉le fateur 1

120 est le produit des fateurs de normalisation des déterminants initialet �nal, et disparait lorsque l'on élargit le résultat pour les 119 autres éléments dudéterminant initial.B.3 Invariane par permutationOn revient à la détermination des oe�ients c1, c2, c3 de la ombinaison :
|ψf 〉 = c1D1 + c2D2 + c3D3Appliquée à la matrie de transfert, on aurait
Tfi = c1V1 + c2V2 + c3V3Cette relation doit être invariante par permutation des életrons éjetés indisernables.On a alors :

V1 (χ1 ↔ χ2)
= [g′1 + g′2 − g′3 − g′4] − [g1 + g2 − g3 − g4] + [h4 − h3 + h6 − h5]
= −V1

V2 (χ1 ↔ χ2)
= [f1 + f2 − f4 − f3] − [g′1 + g′2 − g′3 − g′4] − [h1 + h2 − h4 − h6]
= −V3



B.3 Invariane par permutation 93
V3 (χ1 ↔ χ2)
= − [f1 + f2 − f4 − f3] + [g1 + g2 − g3 − g4] + [h1 + h2 − h3 − h5]
= −V2On voit alors que pour respeter l'invariane de l'expression par permutation deséletrons éjetés, les oe�ients c2 et c3 doivent être opposés, e qui entraine c1 = 0,ompte tenu de la ondition imposée pour le veteur propre.Finalement, on a :

|ψf 〉 =
1

2
[D2 −D3] =

1

2

[∣∣∣χsφφχ1χ2

∣∣∣−
∣∣∣χsφφχ1χ2

∣∣∣
]



Annexe CPrésentation suinte de laméthode de PluvinageL'équation de Shrödinger assoiée aux systèmes à trois partiules n'est pas sépa-rable. La méthode de Pluvinage est un mode de formation de solutions approximativesde ette équation dans le but de se rapproher de la solution rigoureuse à l'aide defontions ontenant peu de onstantes arbitraires. Cette méthode, qui n'est pas uneméthode variationnelle, a l'avantage de tenir ompte des orrélations életroniques.L'équation de Shrödinger est donnée par
HΨ = EΨ (C.1)ave

H = −1

2
∆ − Z

r1
− Z

r2
+

1

r12
(C.2)et

∆ = ∆1 + ∆2 (C.3)L'idée est d'érire la solution omme le produit de deux fontions d'onde Ψ1 et Ψ2,solutions des équations séparables :
[
−1

2∆ − Z
r1

− Z
r2

]
Ψ1 = E1Ψ1 (C.4)

[
−1

2∆ + 1
r12

]
Ψ2 = E2Ψ2 (C.5)où le laplaien ∆ peut prendre di�érentes formes selon les paramètres et oordonnéesadéquates. En remplaçant Ψ par le produit Ψ1Ψ2 dans l'équation (C.1), on a

−1

2
∆Ψ1Ψ2 −

Z

r1
Ψ1Ψ2 −

Z

r2
Ψ1Ψ2 +

1

r12
Ψ1Ψ2 = EΨ1Ψ2 (C.6)



95en appliquant l'identité ∆Ψ1Ψ2 = Ψ2∆Ψ1 + 2
−→∇Ψ1

−→
.∇Ψ2 + Ψ1∆Ψ2 on obtient

⇔ Ψ2

[
−1

2∆ − Z
r1

− Z
r2

]
Ψ1 + Ψ1

[
−1

2∆ + 1
r12

]
Ψ2

+
−→∇Ψ1

−→
.∇Ψ2 = EΨ1Ψ2

(C.7)et onsidérant les équations (C.4) et (C.5)
Ψ2 (E1Ψ1) + Ψ1 (E2Ψ2) +

−→∇Ψ1
−→
.∇Ψ2

= (E1 + E2) Ψ1Ψ2 +
−→∇Ψ1

−→
.∇Ψ2 = EΨ1Ψ2

(C.8)et �nalement
[
−1

2∆ − Z
r1

− Z
r2

+ 1
r12

]
Ψ = (E1 + E2) Ψ1Ψ2 −−→∇Ψ1

−→
.∇Ψ2

= EΨ
(C.9)L'énergie totale du système est donnée par

E = E1 + E2 − λ (C.10)ave
λ =

−→∇Ψ1
−→
.∇Ψ2 (C.11)



Annexe DEléments de matrie Hmn :appliation à un système à deuxéletronsL'hamiltonien du système est donné par :
H = −1

2
∇2

6 + V (1, 2) (D.1)où le potentiel d'interation est dérit omme :
V (1, 2) = − 1

r1
− 1

r2
+

1

r12
= V ′ (1, 2) +

1

r12
(D.2)où la harge Z est ramenée à l'unité atomique (pour ette démonstration). La solutions'érit omme un produit de deux fontions

Ψ =

(∑

i

CiΦi

)
J (D.3)tel que

(
−1

2
∇2

6 + V ′ (1, 2)

)
Φi = EiΦi (D.4)Calulons les éléments

Hij = 〈ΦiJ | −
1

2
∇2

6 + V (1, 2) |ΦjJ〉 (D.5)à l'aide de l'égalité
∇2

6 (ΦjJ) = Φj∇2
6J + J∇2

6Φj + 2
−→∇6Φj

−→
.∇6J (D.6)



97Nous trouvons
Hij =

〈
−J2Φi

1
2∇2

6Φj − ΦiΦjJ
1
2∇2

6J − ΦiJ
−→∇6Φj

−→
.∇6J

+ΦiJV (1, 2)ΦjJ

〉 (D.7)Posons alors
I =

〈
ΦiJ

−→∇6Φj
−→
.∇6J

〉
=

1

2

〈
Φi

−→∇6Φj
−→
.∇6J

2
〉 (D.8)et en érivant

Φi
−→∇6Φj =

1

2

−→∇6 (ΦiΦj) +
1

2
Φi

−→∇6Φj −
1

2
Φj

−→∇6Φinous pouvons résoudre I tel que
I =

1

4

∫ [−→∇6 (ΦiΦj) +
−→
f
]−→
.∇6J

2dτ (D.9)ave
−→
f = Φi

−→∇6Φj − Φj
−→∇6Φi (D.10)

I = I1 + I2 ⇒





I1 = 1
4

∫
V

−→∇6 (ΦiΦj) .
−→∇6J

2dτ

I2 = 1
4

∫
V

−→
f .

−→∇6J
2dτ

(D.11)L'appliation du théorème de Green-Ostrogradsky donne :




I1 = 1
4

∫
∂V

ΦiΦj.
−→∇6J

2.
−→
dS − 1

4

∫
V

ΦiΦj∇2
6J

2dτ

I2 = 1
4

∫
∂V

J2−→f .−→dS − 1
4

∫
V
J2−→∇6.

−→
f dτ

(D.12)L'intégrale sur la surfae fermée s'annule à l'in�ni, pour les états liés. Reste alors :
I = −1

4

∫ [
ΦiΦj∇2

6J
2 + J2−→∇6.

−→
f
]
dτ (D.13)En insérant I dans l'équation (D.7), ave l'expression omplète de f (D.10) et enutilisant la relation ∇2

6J
2 = 2

−→∇6J.
−→∇6J + 2J∇2

6J , nous trouvons assez aisément
Hij =

〈
−J2Φi

1

2
∇2

6Φj − ΦiΦjJ
1

2
∇2

6J − I + ΦiJV (1, 2)ΦjJ

〉

Hij =

〈
ΦiΦj

1
2

−→∇6J
−→
.∇6J − 1

4J
2
[
Φi∇2

6Φj + Φj∇2
6Φi

]

+V (1, 2) ΦiΦjJ
2

〉 (D.14)



98Choisissons les solutions Φi et Φj telles que :



J2Φi

[
−1

4∇2
6Φj + 1

2V
′ (1, 2) Φj

]
= J2Φi

1
2EjΦj

J2Φj

[
−1

4∇2
6Φi +

1
2V

′ (1, 2) Φi

]
= J2Φj

1
2EiΦi

(D.15)et l'expression devient
Hij =

〈
ΦiΦj

1

2

−→∇6J
−→
.∇6J +

1

r12
ΦiΦjJ

2 + J2ΦiΦj
Ei
2

+ J2ΦiΦj
Ej
2

〉 (D.16)En posant
Sij =

〈
ΦiΦjJ

2
〉 (D.17)nous obtenons

Hij =

∫ [
ΦiΦj

1

2

−→∇6J
−→
.∇6J +

ΦiΦjJ
2

r12

]
dτ +

1

2
Sij [Ei + Ej] (D.18)Cei permet par appliation, d'érire les éléments non-diagonaux et diagonaux omme





Hij =
Ei+Ej

2 +
〈Φi|

−→∇6J
−→
.∇6J

2
+ J2

r12
|Φj〉

〈JΦi|JΦj〉

Hii = Ei +
〈Φi|

−→∇6 J
−→
.∇6 J

2
+ J2

r12
|Φi〉

〈JΦi|JΦi〉





(D.19)



Annexe ERelations entre les momentsCes relations s'obtiennent en onsidérant suessivement les di�érents arrange-ments possibles dont il est question dans le hapitre 4.arrangement 1+(2+3) : (~r2, ~R1) → ( ~k2, ~K1) .En utilisant les di�érentes relations entre les veteurs de la �gure, on prend
−→
R1 = −→ρ1 −−→

R = −→ρ1 −
m2

−→ρ2 +m3
−→ρ3

m2 +m3
(E.1)on dérive

d
−→
R1

dt
=
d−→ρ1

dt
− m2

d−→ρ2
dt +m3

d−→ρ3
dt

m2 +m3
=
d−→ρ1

dt
− m2

−→
P2 +m3

−→
P2

m2 +m3
(E.2)or, −→P2 +

−→
P3 =

−→
0 dans le système de entre de masses de deux partiules. On a alors
d
−→
R1

dt
=
d−→ρ1

dt
→ m1

d
−→
R1

dt
= m1

d−→ρ1

dt
⇒ −→

K1 =
−→
P1 (E.3)Par ailleurs, le moment de −→r2 est donné par

−→
k2 = m23

d−→r2
dt

(E.4)et
−→r2 = −→ρ2 −−→ρ3 (E.5)En dérivant :

d−→r2
dt

=
d−→ρ2

dt
− d−→ρ3

dt
→

−→
k2

m23
=

−→
P2

m2
−

−→
P3

m3
⇒ −→

k2 =
m3

−→
P2 −m2

−→
P3

m2 +m3
(E.6)



100arrangement 2+(1+3) : (~r1, ~R2) → ( ~k1, ~K2) .De la même façon
−→
R2 = −→ρ2 −

−→
R′ = −→ρ2 −

m1
−→ρ1 +m3

−→ρ3

m1 +m3
⇒ −→

K2 =
−→
P2 (E.7)or

−→
k1 = m13

d−→r1
dt

(E.8)et
−→r1 = −→ρ1 −−→ρ3 (E.9)d'où

d−→r1
dt

=
d−→ρ1

dt
− d−→ρ3

dt
→

−→
k1

m13
=

−→
P1

m1
−

−→
P3

m3
⇒ −→

k1 =
m3

−→
P1 −m1

−→
P3

m1 +m3
(E.10)Dans le système de entre de masses totales, la quantité de mouvement est nulle, 'està dire que −→

P1 +
−→
P2 +

−→
P3 =

−→
0 . En introduisant −→

P1 = −−→
P2 − −→

P3 dans les expressionspréédentes, on a
−→
k1 = −−→

P3 −
m3

−→
P2

m1 +m3
(E.11)et

−→
K1 = −−→

P2 −−→
P3 (E.12)Ces relations peuvent être représentées sous forme matriielle telle que

( −→
k2−→
K1

)
=

(
m3

m2+m3
− m2

m2+m3

−1 −1

)( −→
P2−→
P3

)
= (A)

( −→
P2−→
P3

) (E.13)et
( −→
K2−→
k1

)
=

(
1 0

− m3

m1+m3
−1

)( −→
P2−→
P3

)
= (B)

( −→
P2−→
P3

) (E.14)Les relations entre les moments sont établies à travers la démarhe suivante
( −→
K2−→
k1

)
= (B)

( −→
P2−→
P3

)
= (B) (A)−1

( −→
k2−→
K1

) (E.15)Le produit de la matrie B ave la matrie inverse de A est
( −→
K2−→
k1

)
=

(
1 − m2

m2+m3
m1

m1+m3
1 − m1m2

(m1+m3)(m2+m3)

)( −→
k2−→
K1

) (E.16)d'où




−→
K2 =

−→
k2 − m2

m2+m3

−→
K1

−→
k1 = m1

m1+m3

−→
k2 +

(
1 − m1m2

(m1+m3)(m2+m3)

)−→
K1

(E.17)



101arrangement 3+(1+2) : ( ~r12, ~R3) → ( ~k12, ~K3) .De même
−→
R3 = −→ρ3 −

−→
R′′ = −→ρ3 −

m1
−→ρ1 +m2

−→ρ2

m1 +m2
⇒ −→

K3 =
−→
P3 (E.18)or

−→
k12 = m12

d−→r12
dt

(E.19)et
−→r12 = −→ρ1 −−→ρ2 (E.20)d'où

d−→r12
dt

=
d−→ρ1

dt
− d−→ρ2

dt
→

−→
k12

m12
=

−→
P1

m1
−

−→
P2

m2
⇒ −→

k12 =
m2

−→
P1 −m1

−→
P2

m1 +m2
(E.21)En substituant à nouveau −→

P1 dans les expressions, on a
−→
k12 =

m2

(
−−→
P2 −−→

P3

)
−m1

−→
P2

m1 +m2
⇒ −→

k12 = −−→
P2 −

m2
−→
P3

m1 +m2
(E.22)Sous forme matriielle

( −→
k12−→
K3

)
=

(
−1 − m2

m1+m2

0 1

)( −→
P2−→
P3

)
= (C)

( −→
P2−→
P3

) (E.23)et ave la relation (E.15), on alule
( −→
k12−→
K3

)
= (C)

( −→
P2−→
P3

)
= (C) (B)−1

( −→
K2−→
k1

) (E.24)Le produit de matries donne
( −→
k12−→
K3

)
=

(
−1 + m2m3

(m1+m2)(m1+m3)
m2

m1+m2

− m3

m1+m3
−1

)( −→
K2−→
k1

) (E.25)d'où




−→
k12 =

(
−1 + m2m3

(m1+m2)(m1+m3)

)−→
K2 + m2

m1+m2

−→
k1

−→
K3 = − m3

m1+m3

−→
K2 −

−→
k1

(E.26)



Annexe FDétermination de l'intégrale Qdans la normalisation de lafontion 3C

Q =
∫
d−→r × e−i

−→q .−→r × 1F1

(
iη, 1,−i

(−→
k .−→r + kr

))

×1F1

(
−iη′, 1, i

(−→
k′ .−→r + k′r

))On a
Q = − ∂

∂λ

∣∣∣
λ→0



∫
d−→r × e

−

(
i
−→q .

−→r +λr

)

r × 1F1

(
iη, 1,−i

(−→
k .−→r + kr

))

1F1

(
−iη′, 1, i

(−→
k′ .−→r + k′r

))




= − ∂R
∂λ

∣∣∣
λ→0

(F.1)Dans l'intégrale R on reonnait l'intégrale de Nordsiek [83℄ dont le résultat bienonnu est donné par
I =

∫
d−→r × e−λr e

i
−→q .

−→r
r × 1F1 (−ia1, 1, ip1r − i−→p1.−→r )

×1F1 (ia2, 1, ip2r − i−→p2.−→r )

= 2π
α

( γ
α

)ia1 ( α
α+β

)ia2
2F1

(
−ia1, ia1, 1,

βγ−αδ
γ(α+β)

) (F.2)ave
α = λ2+q2

2 ; β = −→p2.−→q − iλp2

γ = −→p1.−→q − iλp1 + α ; δ = −→p1.−→p2 − p1p2 + β
(F.3)En adaptant e résultat à l'intégrale R, nous avons

R =
∫
d−→r × e−λr e

−i
−→q .

−→r
r × 1F1

(
iη, 1,−i

(−→
k .−→r + kr

))

×1F1

(
−iη′, 1, i

(−→
k′ .−→r + k′r

))

= 2π
α

( γ
α

)−iη ( α
α+β

)−iη′
2F1

(
iη,−iη′, 1, βγ−αδγ(α+β)

)
(F.4)



103ave
α = λ2+q2

2 ; β = −−→
k′ .−→q − iλk′

γ = −−→
k .−→q + iλk + α ; δ =

−→
k .

−→
k′ + kk′ + β

(F.5)En notant υ′ = ∂υ
∂λ les dérivés par rapport à λ et f

g = βγ−αδ
γ(α+β) , nous pouvons érire

(2π)−1 ∂
∂λR

=
(
− α′

α2

) (
α
γ

)iη (α+β
α

)iη′
2F1

(
iη,−iη′, 1, fg

)

+ 1
α iη

(
α
γ

)iη−1 [α′γ−αγ′
γ2

] (
α+β
α

)iη′
2F1

(
iη,−iη′, 1, fg

)

+ 1
α

(
α
γ

)iη
iη′
(
α+β
α

)iη′−1 [α(α′+β′)−α′(α+β)
α2

]
2F1

(
iη,−iη′, 1, fg

)

+ 1
α

(
α
γ

)iη (α+β
α

)iη′
ηη′2F1

(
iη + 1,−iη′ + 1, 2, fg

) [
f ′g−fg′
g2

]

(F.6)
En fatorisant par les termes

J0 =

(
α

γ

)iη ( α

α+ β

)−iη′

2F1

(
iη,−iη′, 1, βγ − αδ

γ (α+ β)

) (F.7)et
J1 =

(
α

γ

)iη+1 ( α

α+ β

)−iη′+1

2F1

(
iη + 1,−iη′ + 1, 2,

f

g

) (F.8)nous arrivons à
∂
∂λR = 2π

[
− α′

α2 (1 + iη − iη′) − iη γ
′

αγ + iη′ (α
′+β′)

α(α+β)

]
J0

+ηη′
(
f ′ − fg′

g

)
1
α3J1

(F.9)La fatorisation de 2π α
′

α2 mène à l'expression
−∂R
∂λ

= 2π
α′

α2
K (λ) (F.10)ave

K (λ) =
[
(1 + iη − iη′) + iηαγ

′

α′γ − iη′ α(α′+β′)
α′(α+β)

]
J0

− ηη′
(
f ′ − fg′

g

)
1
αα′J1

(F.11)Or, d'après l'identité
−∂
∂λ

(
1

λ2 + q2

)
=

2λ

(λ2 + q2)2
= 2π2δ (−→q )

∣∣∣
λ→0

(F.12)on a
α′

α2
=

4λ

(λ2 + q2)2
= 4π2δ (−→q )

∣∣∣
λ→0

(F.13)



104e qui permet d'érire
−∂R
∂λ

= 2π4π2δ (−→q )K (λ)
∣∣∣
λ→0

(F.14)et en�n
Q = − ∂R

∂λ

∣∣∣∣
λ→0

= (2π)3 δ (−→q )K (0) (F.15)
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