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Résumé de la thèse

Cette thèse est constituée de deux parties principales.

Dans la première partie on traite l'observabilité et la contrôlabilité exacte
internes indirectes des systèmes hyperboliques faiblement couplés et du sys-
tème de Timoshenko.

La deuxième partie est consacrée à l'étude de problèmes concernant la
stabilisation directe du système de Bresse par des feedbacks non linéaires en
utilisant la méthode des multiplicateurs et des techniques d'inégalités inté-
grales, et sa stabilisation indirecte seulement par deux feedbacks localement
distribués au voisinage du bord en utilisant l'approche de fréquence de do-
maine. On traite dans cette partie aussi la stabilisation indirecte du système
de Timoshenko dans le cas d'un seul feedback localement distribué au voisi-
nage du bord.

Summary of the thesis

This thesis consists of two main parts.

In the �rst part, it treats the indirect internal observability and exact
controllability of a weakly coupled hyperbolic system and of the Timoshenko
system .

The second part is devoted to the study of problems concerning the direct
stabilization of the Bresse system by non-linear feedbacks using multiplier
method and integral inequality techniques, and its indirect stabilization only
by two locally distributed feedbacks at the neighborhood of the boundary
using the frequency domain method. Is treated in this part also the indirect
stabilization of the Timoshenko system subject to a single feedback locally
distributed at the neighborhood of the boundary.



Table des matières

Introduction générale 6

Partie 1. Observabilité et contrôlabilité exacte internes
indirectes 19

1 Observabilité et contrôlabilité exacte internes indirectes d'un
système hyperbolique faiblement couplé 23
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.2 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.3 Résultats d'observabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.4 Contrôlabilité exacte interne indirecte . . . . . . . . . . . . . . 52

2 Observabilité et contrôlabilité exacte internes indirectes des
systèmes hyprboliques abstraits faiblement couplés 61
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.2 Résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.3 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.3.1 Existence et unicité de la solution du problème direct . 67
2.3.2 Existence et unicité de la solution du problème dual . . 69

2.4 Preuve des résultats d'observabilité . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.5 Preuve du résultat de la contrôlabilité exacte indirecte . . . . 80
2.6 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

2.6.1 Le cas de deux équations faiblement couplées : Petrowsky-
Petrowsky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

2.6.2 Le cas de deux équations faiblement couplées : Onde-
Petrowsky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3 Observabilité interne indirecte et contrôlabilité exacte du
système de Timoshenko 103
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103



3.2 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.3 Résultats d'observabilité et contrôlabilité exacte internes indi-

rectes dans le cas des conditions au bord de Dirichlet . . . . . 109
3.3.1 Inégalité inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
3.3.2 Contrôlabilité exacte interne indirecte . . . . . . . . . . 115

3.4 Résultats d'observabilité et contrôlabilité exacte internes indi-
rectes dans le cas des conditions au bord de Neumann . . . . . 120
3.4.1 Inégalité inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
3.4.2 Contrôlabilité exacte interne indirecte . . . . . . . . . . 124

Partie 2. Stabilisation directe et indirecte du système
de Bresse 125

4 Stabilisation directe du système de Bresse 129
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
4.2 Stabilisation exponentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4.2.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
4.2.2 Résultat de stabilité exponentielle . . . . . . . . . . . . 141

4.3 Stabilisation polynômiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
4.3.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
4.3.2 Résultat de stabilité polynômiale . . . . . . . . . . . . 145

5 Stabilisation indirecte du système de Bresse soumis seule-
ment à deux feedbacks localement distribués 151
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
5.2 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
5.3 Stabilisation forte et stabilisation exponentielle . . . . . . . . . 155
5.4 Stabilisation polynômiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
5.5 Stabilisation indirecte du système de Timoshenko soumis à un

seul feedback localement distribué . . . . . . . . . . . . . . . . 182

Perspectives 183

Références Bibliographiques 185



Introduction générale

L'évolution au cours du temps de nombreux phénomènes physiques, bio-
logiques, économiques ou mécaniques est modélisé par des équations aux
dérivées partielles (EDP).

Dans le cas du contrôle des EDP, qui constitue le cadre de cette thèse, les
modèles étudiés prennent en compte les variations et spatiales des variables
qui traduisent l'état du système et ces problèmes se posent alors dans le cadre
des systèmes dynamiques en dimension in�nie.

En pratique, du laboratoire de recherche jusqu'à la chaîne de produc-
tion, pour étudier par exemple les moyens de limiter par auto-régulation les
déformations de matériaux élastiques, ou d'agir extérieurement sur ces ma-
tériaux pour les ramener vers des états cibles souhaités, la question de la
réponse d'un système dynamique à une action extérieure, ou une une action
auto-régulation (appelée communément feedback) est essentielle.

Par exemple, la conduite d'une voiture est un système dynamique contrôlé :
le contrôle est l'angle du volant, les pressions exercée sur le frein et sur l'ac-
célérateur, et l'état est la position de la voiture sur la route.
Le jeu de tennis est un système dynamique contrôlé : le contrôle est ma po-
sition sur le cours ainsi que la position et le mouvement de ma raquette, et
l'état est la position de la balle.
Le pilotage d'une torpille est aussi un système dynamique contrôlé : le contrôle
est la position de ses aillettes, et l'état la position de la torpille.
Ces exemples montrent que l'objectif du contrôle est qualitativement assez
naturel. Par exemple pour une voiture, il s'agit de rester sur la route ou de
gagner une course, pour le tennis de renvoyer la balle sur le cours, et pour la
torpille de couler un navire qui se déplace.



L'objectif de la thèse est d'étudier les questions de la contrôlabilité exacte,
de la notion duale d'observabilité et de la stabilisation indirects de di�érents
modèles de déformations de matériaux élastiques. La plupart de ces modèles
couplent des équations hyperboliques du second ordre.
On s'intéresse particulièrement à la question du contrôle et de la stabilisa-
tion indirects de tels systèmes. Dans ce cas, l'action extérieure ou l'action
d'auto-régulation ne sont actives que sur certaines composantes du vecteur
d'état. On souhaite alors savoir si cette action partielle directe est su�sante
pour contrôler ou stabiliser l'ensemble des variables d'état.

Cette thèse est divisée en deux parties principales. Dans la première par-
tie on traite l'observabilité et la contrôlabilité exacte internes indirectes des
systèmes hyperboliques faiblement couplés et du système de Timoshenko. La
deuxième partie est consacrée à l'étude de problèmes concernant la stabili-
sation directe du système de Bresse par des feedbacks non linéaires, et sa
stabilisation indirecte seulement par deux feedbacks localement distribués au
voisinage du bord. On traite dans cette partie aussi la stabilisation indirecte
du système de Timoshenko dans le cas d'un seul feedback localement distribué
au voisinage du bord.

Partie 1. Observabilité et Contrôlabilité exacte internes
indirectes

Chapitre 1. Dans ce chapitre, on s'intéresse aux problèmes de l'observabilité
et de la contrôlabilité exacte internes indirectes d'un système hyperbolique
faiblement couplé.
Soit T > 0 et Ω un ouvert borné non vide dans RN ayant une frontière Γ
de classe C2. Soit {Γ0,Γ1} une partition de Γ telle que Γ0 ∩ Γ1 = ∅. On
suppose qu'il existe x0 tel que m · ν ≤ 0 sur Γ0 et m · ν > λ > 0 sur Γ1,
où m(x) := x − x0 et ν(x) désigne le vecteur unitaire normal sortant en
x ∈ ∂Ω (cf. [18], [69], [70]). On pose R(x0) := sup

{
|m(x)|;x ∈ Ω

}
. On prend

ω comme un voisinage de Γ(x0) dans Ω.
Alors, on considère le système faiblement couplé de deux équations des ondes
suivant 

u1,tt −∆u1 + αu2 = 0 dans Ω× (0, T ),
u2,tt −∆u2 + αu1 = 0 dans Ω× (0, T ),
u1 = u2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
ui(0) = u0

i , ui,t(0) = u1
i sur Ω,

(0.0.1)

où α est un paramètre de couplage et l'indice t désigne la dérivée par rapport
à la variable t. Liée à la stabilisation indirecte (cf. Russell [99], Alabau [2])



une quatrième notion d'observabilité a été introduite, celle d'observabilité
indirecte. Elle consiste à n'observer que certaines composantes du vecteur
d'état et à déduire une estimation de toutes les composantes du vecteur
d'état au temps initial. Dans [1] F. Alabau a considéré comme exemple celui
de deux équations des ondes couplées (0.0.1) et on observe la norme dans
L2 de la trace de la dérivée normale de u1 sur Γ1×]0, T [. Elle a démontré le
théorème suivant :

Théorème 0.0.1. Il existe α > 0 tel que pour tout 0 <| α |< α, il existe
T1 = T1(α) > 0 tel que pour tout T > T1 et tout U0 = (u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2) ∈ H =(

H1
0 (Ω)× L2(Ω)

)2
, la solution (u1, u2) de (0.0.1) véri�e

2

∫ T

0

∫
Γ1

∣∣∣∂u1

∂ν

∣∣∣2dγdt ≥ c1

2

(
|u1

1|2 + |∇u0
1|2
)

+
c2

2

(
‖u1

2‖2
H−1(Ω) + |u0

2|2
)
, (0.0.2)

où c1 et c2 sont des constantes positives dépendant de T et α. De plus, si
la solution de (0.0.1) véri�e

∂u1

∂ν
= 0 sur Γ1×]0, T [

alors on a u1 = u2 = 0 sur Ω.

Dans ce chapitre on s'intéresse au cas d'un contrôle localement distri-
bué. On cherche des informations sur l'ensemble des données initiales en
n'observant sur ω qu'une seule composante du vecteur inconnu. En utili-
sant la méthode des multiplicateurs par morceaux introduite par K. Liu [72]
et P. Martinez [82] et en montrant que les techniques introduites dans [1]
s'adaptent dans le cas de la contrôlabilité interne. On obtient alors le résul-
tat d'observabilité interne indirecte suivant :

Théorème 0.0.2. Il existe α∗ > 0 tel que pour tout 0 <| α |< α∗, il existe
T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et tout U0 = (u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2) ∈ H =(

H1
0 (Ω)× L2(Ω)

)2
, la solution (u1, u2) de (0.0.1) véri�e∫ T

0

∫
ω

|u′1|2dxdt > c
(
|u1

1|2 + |∇u0
1|2 + ‖u1

2‖2
H−1(Ω) + |u0

2|2
)
, (0.0.3)

où c est une constante positive dépendant de T et α. De plus, si la solution
de (0.0.1) véri�e

u′1 = 0 sur ω×]0, T [

alors on a u1 = u2 = 0 sur Ω.



A partir de l'estimation (0.0.3) et à l'aide de la méthodeHUM de J.-L.
Lions ([69], [70]) on obtient par dualité des résultats de contrôlabilité exacte
partielle avec un contrôle localement distribué, n'agissant que sur l'une des
composantes de la solution.

Chapitre 2. Dans ce chapitre, on s'intéresse à généraliser les résultats
du chapitre précédent aux cas des systèmes hyperboliques de deux équations
d'évolution abstraites du second ordre faiblement couplées de la forme

u1,tt + A1u1 + αCu2 = 0 dans V ′1 ,
u2,tt + A2u2 + αC∗u1 = 0 dans V ′2 ,
(u1, u

′
1)(0) = (u0

1, u
1
1) ∈ V1 ×H,

(u2, u
′
2)(0) = (u0

2, u
1
2) ∈ V2 ×H,

(0.0.4)

où H, V1 ⊂ H, et V2 ⊂ H sont des espaces de Hilbert séparables. A1, A2 sont
des opérateurs non bornés coercifs auto-adjoint dans H, alors que l'opérateur
de couplage C est supposé borné dans H ; C∗ est l'opérateur adjoint de C ;
et α est le paramètre de couplage.

Récemment, plusieurs auteurs ont étudié la stabilisation et la contrôlabi-
lité des équations d'évolution abstraites et des sytèmes des équations d'évo-
lution abstraites. L'étude de l'observabilité frontière indirecte d'un système
abstrait de deux équations d'évolution du second ordre faiblement couplées
de la forme (0.0.4) a été abordée par F. Alabau dans [1]. Elle a prouvé que
seulement par l'observation d'une seule composante du vecteur d'état on peut
déduire une estimation de toutes les composantes du vecteur d'état au temps
initial. Plus précisement, elle a obtenu une estimation de la forme∫ T

0

‖B∗u1‖2
Gdt ≥ c

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
, (0.0.5)

où B∗ est un certain opérateur linéaire agissant de D(A1) sur un espace de
Hilbert G, e1(0) est l'énergie partielle naturelle de la première composante de
l'inconnu et ẽ2(0) est l'énergie partielle a�aiblie de la deuxième composante
de l'inconnu au temps initial. A l'aide du résultat précédent et par l'appli-
cation de la méthode d'unicité hilbertienne, elle a montré un résultat de
contrôlabilité exacte indirecte. Des applications de son résultat abstrait ont
été données à plusieurs systèmes couplés des équations aux dérivées partielles
(Onde-Onde, systèmes d'élasticité linéaires couplés, Petrowsky-Petrowsky, et
Onde-Petrowsky).

Dans ce chapitre, en montrant que les techniques introduites dans [1]



s'adaptent dans le cas de l'observabilité interne indirecte, on obtient l'esti-
mation suivante ∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≥ c

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
, (0.0.6)

où r est un certain opérateur d'observation linéaire agissant de H sur un
espace de Hilbert Θ.
A partir de l'estimation (0.0.6) et à l'aide de la méthodeHUM de J.-L. Lions
([69], [70]), on déduit par dualité que le système

y1,tt + A1y1 + αCy2 = v,
y2,tt + A2y2 + αC∗y1 = 0,
(y1, y

′
1)(0) = (y0

1, y
1
1),

(y2, y
′
2)(0) = (y0

2, y
1
2)

(0.0.7)

est exactement contrôlable, où v ∈
[
H1
(
0, T ;H

)]′
.

Des applications aux cas de systèmes couplés Petrowsky-Petrowsky et Onde-
Petrowsky seront données.

Chapitre 3. L'objectif de ce chapitre est l'étude de la contrôlabilité
exacte indirecte du système de Timoshenko sous l'e�et d'une seule force de
contrôle agissant sur l'équation de l'angle de cisaillement dans le cas où les
vitesses de propagation dans l'équation du déplacement vertical et l'équation
de l'angle de rotation du système sont égales. Cette étude a été motivé par le
résultat de F. Alabau dans [1]. Elle a démontré la stabilisation exponenetielle
du système de Timoshenko sous l'e�et d'une seule force de contrôle agissant
sur l'équation de l'angle de cisaillement, où les vitesses de propagation dans
l'équation du déplacement vertical et l'équation de l'angle de rotation du
système sont égales.

On considère donc le système homogène de Timoshenko suivant :{
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0 t > 0, 0 < x < L,
ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) = 0 t > 0, 0 < x < L,

(0.0.8)

où ϕ et ψ désignent respectivement le déplacement transversal de la poutre
et l'angle de rotation d'un �lament de la poutre. De plus ρ1, ρ2, k et b sont
des constantes positives caractérisent les propriétés physiques de la poutre
et des �laments. Les vitesses de propagation dans l'équation du déplacement
vertical et l'équation de l'angle de rotation sont respectivement données par

w1 =
k

ρ1

et w1 =
b

ρ2

.



Ensuite, on considère les conditions au bord suivantes de ce système

ϕ = ψ = 0, t > 0, x = 0, x = L (Dirichlet), (0.0.9)

ou
ϕ = ψx = 0, t > 0, x = 0, x = L (Neumann). (0.0.10)

Les conditions initiales des états variables sont :

(ϕ, ψ, ϕt, ψt)(x, 0) = (ϕ0(x), ψ0(x), ϕ1(x), ψ1(x)) x ∈ (0, L). (0.0.11)

L'énergie naturelle des solutions du système (0.0.8) soumis à l'état initiale
(0.0.11) et à chacune des conditions aux bords (0.0.9) ou (0.0.10) est dé�nie
par

E(t) =
1

2

∫ L

0

(
ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + b|ψx|2 + k|ϕx + ψ|2

)
dx.

D'un autre côté, on dé�nit l'énergie a�aiblie des solutions du système (0.0.8)
soumis à l'état initiale (0.0.11) et à chacune des conditions au bord (0.0.9)
ou (0.0.10), par

Ẽ(t) =
1

2

(
ρ1

∫ L

0

|(−∂xx)−1/2ϕt|2 + ρ2

∫ L

0

|(−∂xx)−1/2ψt|2

+b

∫ L

0

|ψ|2 + k

∫ L

0

|∂x(−∂xx)−1
(
ϕx + ψ

)
|2
)
,

Dans le cas des conditions au bord (0.0.9) et si les vitesses de propagation
dans l'équation du déplacement vertical et l'équation de l'angle de rotation
du système (0.0.8) sont égales, on montre l'inégalité d'observabilité suivante
pour un temps T > 0 su�samment grand

∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2dxdt

≥ c1

(
|ϕ0|2L2(0,L) + ‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ‖ψ1‖2
H−1(0,L)

)
,

(0.0.12)
pour tout U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈

(
L2(0, L) × H−1(0, L)

)2
, où c1 est une

constante dépend de T .
De même, dans le cas des conditions au bord (0.0.10) et si les vitesses de pro-
pagation dans l'équation du déplacement vertical et l'équation de l'angle de
rotation du système (0.0.8) sont égales, on montre l'inégalité d'observabilité
suivante pour un temps T > 0 su�samment grand

∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2dxdt

≥ c1

(
|ϕ0|2L2(0,L) + ‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ‖ψ1‖2[
H1
∗(0,L)

]′),
(0.0.13)



pour tout U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ L2(0, L)×H−1(0, L)×L2(0, L)×
[
H1
∗ (0, L)

]′
,

où c1 est une constante dépend de T , et l'espace

H1
∗ (0, L) :=

{
f ∈ H1(0, L);

∫ L

0

fdx = 0
}
.

De plus, dans le deux cas des conditions au bord, si la solution de (0.0.8)
satisfait ψ = 0 sur (0, L)× (0, T ), alors

ϕ = ψ = 0 dans (0, L)× (0, T ).

Par dualité, grâce aux inégalités (0.0.12) et (0.0.13), on obtient des résul-
tats de contrôlabilité exacte interne indirecte.

Partie 2. Stabilisation directe et indirecte du système
de Bresse

Chapitre 4. Dans leur étude sur les réseaux de poutres �exibles, Lagnese,
Leugering et Schmidt [60] découlent un modèle général de poutres élastiques
non linéaires de trois dimensions. Un cas particulier de ce modèle est un
modèle linéaire couplant trois équations des ondes. Il décrit les mouvement
d'une poutre élastique planaire sous l'e�et de petites déformations. C'est le
système de Bresse qui est, sans feedbacks, donné par :

ρ1ϕtt −Gh(ϕx + ψ + lω)x − lEh(ωx − lϕ) = 0,
ρ2ψtt − EIψxx +Gh(ϕx + ψ + lω) = 0,
ρ1ωtt − Eh(ωx − lϕ)x + lGh(ϕx + ψ + lω) = 0,

(0.0.14)

où t > 0 et 0 < x < L. L'indice t désigne la dérivée par rapport à la
variable t et l'indice x désigne la dérivée par rapport à la variable spaciale.
Les fonctions ϕ, ψ et ω désignent, respectivement, le déplacement transversal
de la poutre, l'angle de rotation d'un �lament de la poutre et le déplacement
longitudinal de la poutre. En plus, ρ1, ρ2, l, G, E, et h désignent des constants
positives caractérisent des propriétés physiques de la poutre et du �lament.
Les vitesses de propagation dans la première équation et seconde équation
sont, respectivement, données par

v1 =
Gh

ρ1

et v2 =
EI

ρ2

.

On s'intéresse aux problèmes de la stabilité directe du système (0.0.14)
avec les conditions initiales des variables suivantes{

ω(0, .) = ω0, ωt(0, .) = ω1, ϕ(0, .) = ϕ0, ϕt(0, .) = ϕ1, ψ(0, .) = ψ0,
ψt(0, .) = ψ1 dans (0, L),

(0.0.15)



et les conditions aux bords suivantes :

ω(t, 0) = ω(t, L) = ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ψ(t, 0) = ψ(t, L) = 0 (0.0.16)

ou

ωx(t, 0) = ωx(t, L) = ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ψx(t, 0) = ψx(t, L) = 0. (0.0.17)

On obtient un résultat de décroissance exponentielle basée sur le lemme
suivant utilisé par A. Haraux [42], avec les conditions au bord (0.0.16) ou
(0.0.17) :

Lemme 0.0.1. Soit E : R+ −→ R+, (R+ = [0,+∞[) une fonction continue
décroissante. Supposons qu'il existe T > 0 tel que∫ +∞

t

E(s)ds ≤ TE(t) ∀t ≥ 0. (0.0.18)

Alors
E(t) ≤ E(0)e1− t

T ∀t ≥ 0. (0.0.19)

Ce lemme est une base des résultats de nombreux auteurs concernant
l'estimaion de l'énergie de certains problèmes dissipatifs linéaires. On note
que l'estimation (4.1.10) est optimale (voir [50]).
D'un autre côté, on obtient un résultat de décroissance polynômiale basée
sur le lemme suivant, dû à Komornik [50], qui donne une généralisation non
linéaire du lemme 0.0.1, avec les conditions au bord (0.0.16) ou (0.0.17) :

Lemme 0.0.2. Soit E : R+ −→ R+, (R+ = [0,+∞[) une fonction continue
décroissante. Supposons qu'il existe deux constantes α > 0 et T > 0 telles
que ∫ +∞

t

Eα+1(s)ds ≤ TE(t) ∀t ≥ 0. (0.0.20)

Alors

E(t) ≤ E(0)
( T + αt

T + αT

)−1/α

∀t ≥ 0. (0.0.21)

Aussi ce lemme est une base des résultats de nombreux auteurs concer-
nant l'estimaion de l'énergie de certains problèmes dissipatifs non linéaires.
On note que l'estimation (0.0.21) est optimale (voir [50]).

Chapitre 5. Au cours des dernières années, avec une large application
de "matériaux intelligents" dans les systèmes élastiques, allant de la mesure
et de l'amortissement des vibrations dans les grandes structures souples pour



le contrôle du bruit dans l'acoustique des paramètres structurels (pour plus
des informations voir Banks [23]), il est devenu de plus en plus important
d'étudier la stabilité d'un système élastique avec un amortissement ou un
contrôle localement distribué. Toutefois, les travaux réalisés dans ce domaine
étaient relativement faible dépuis les travaux connexes de Lagnese [62].

Dans ce chapitre, on considère le même système élastique de Bresse du
chapitre 4, mais il est soumis seulement à deux tremes d'amortissement. Ces
deux termes sont deux forces de contrôle exercées sur le voisinage du bord,
agissant seulement dans l'équation de l'angle de rotation d'un �lament de
la poutre et l'équation du déplacement longitudinal de la poutre. Force de
contrôle indirecte est appliquée sur l'équation du déplacement transversal de
la poutre. Alors ce système est donné par

ρ1ϕtt −Gh(ϕx + ψ + lω)x − lEh(ωx − lϕ) = 0,
ρ2ψtt − EIψxx +Gh(ϕx + ψ + lω) + a1(x)ψt = 0,
ρ1ωtt − Eh(ωx − lϕ)x + lGh(ϕx + ψ + lω) + a2(x)ωt = 0,

(0.0.22)

où t > 0 et 0 < x < L. Les vitesses de propagation dans la première équation
et la seconde équation sont, respectivement, données par

v1 =
Gh

ρ1

et v2 =
EI

ρ2

.

Ici, les fonctions aj ≥ 0 sont positives sur [0, L] j = 1, 2 et satisfont

aj(x) ≥ a− > 0 pour tout x ∈ Θ :=]0, c[ ∪ ]d, L[, 0 < c < d < L.
(0.0.23)

Les conditions initiales de variables sont :{
ω(0, .) = ω0, ωt(0, .) = ω1, ϕ(0, .) = ϕ0, ϕt(0, .) = ϕ1, ψ(0, .) = ψ0,

ψt(0, .) = ψ1 dans (0, L).
(0.0.24)

On considère les conditions aux bords suivantes de ce système :

ω(t, 0) = ω(t, L) = ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ψ(t, 0) = ψ(t, L) = 0, (0.0.25)

ou

ωx(t, 0) = ωx(t, L) = ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ψx(t, 0) = ψx(t, L) = 0. (0.0.26)

On obtient un résultat de stabilité exponentielle du système (0.0.22) dans
le cas où les vitesses de propagation sont égales dans l'équation du déplace-
ment vertical et l'équation de l'angle de rotation du système. Ce résultat est
basé sur le théorème suivant, dû à J. Prüss [93] et F. L. Huang [42].



Théorème 0.0.3. Un C0 semi-groupe etA des contractions sur un espace de
Hilbert H est exponentiellement stable si et seulement si

iR ⊂ ρ(A), sup
λ∈R
‖(iλ−A)−1‖ < +∞. (0.0.27)

D'autre part, on obtient un résultat de stabilité pôlynomiale dans le cas
des vitesses de propagation di�érentes. Ce résultat est basé sur le théorème
suivant, dû à Z. Liu et B. Rao [75].

Théorème 0.0.4. Si un C0 semi-groupe etA borné dans un espace de Hilbert
H satisfait

iR ⊂ ρ(A), sup
|λ|≥1

1

λγ
‖(iλ−A)−1‖ < +∞ (0.0.28)

pour un certain γ > 0, alors pour tout entier positif k, il existe une constante
Ck > 0 telle que

‖etAz0‖H ≤ Ck

( ln t

t

) k
γ
(ln t)‖z0‖D(Ak) (0.0.29)

pour tout z0 ∈ D(Ak).

La méthode domaine fréquence et les techniques de multiplicateurs sont
appliquées.
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Chapitre 1

Observabilité et contrôlabilité

exacte internes indirectes d'un

système hyperbolique faiblement

couplé

1.1 Introduction

Soit T > 0 et Ω un ouvert borné non vide dans RN ayant une frontière
Γ de classe C2. Soit {Γ0,Γ1} une partition de Γ telle que Γ0 ∩ Γ1 = ∅. On
suppose qu'il existe x0 ∈ RN tel que m · ν ≤ 0 sur Γ0 et m · ν > λ > 0
sur Γ1 (le cas Γ0 = ∅ n'est pas exclu), où m(x) := x − x0 et ν(x) désigne
le vecteur unitaire normal sortant en x ∈ ∂Ω (cf. [18], [69], [70]). On pose
R(x0) := sup

{
|m(x)|;x ∈ Ω

}
. | . | désigne la norme L2 dans la suite.

On prend ω comme un voisinage de Γ(x0) dans Ω (cf. la �gure 1.1).
(ω est représenté par la partie hachurée ).

x0

Γ
1

ω

Ω

Fig. 1.1 � 1
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On considère l'équation des ondes avec les conditions au bord homogènes
de Dirichlet,

utt −∆u = 0 dans Ω× (0, T ),
u(., 0) = u0(.), ut(., 0) = u1(.) sur Ω,
u = 0 sur Γ.

(1.1.1)

Ici ∆ désigne le Laplacien par rapport aux variables spatiales et l'indice
t désigne la dérivée par rapport à la variable t. Il est bien connu que si
(u0, u1) ∈

(
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)
×H1

0 (Ω) alors l'équation (1.1.1) admet une so-
lution forte

u ∈ C
(
0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)
∩ C1

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
∩ C2

(
0, T ;L2(Ω)

)
,

et si (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) alors (1.1.1) admet une solution faible

u ∈ C
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
∩ C1

(
0, T ;L2(Ω)

)
∩ C2

(
0, T ;H−1(Ω)

)
(cf. [69], paragraphe 3.2).
L'énergie de la solution u de l'équation des ondes est dé�nie par

E
(
u(t)

)
=

1

2

∫
Ω

(
|ut|2 + |∇u|2

)
dx.

En multipliant (1.1.1) par ut il est facile de voir que l'énergie de solutions
faibles de (1.1.1) est conservée i.e.

E
(
u(t)

)
= E

(
u(0)

)
, ∀t > 0.

La contrôlabilité exacte interne a été abordée par J.L. Lions [69]. Pour
T > T0 où T0 est su�samment grand, et pour certaines constantes positives c1

et c2 il a montré dans [69] que les solutions de (1.1.1) véri�ent les estimations
suivantes : ∫ T

0

∫
ω

(
|ut|2 + |u|2

)
6 c1E

(
u(0)

)
, (1.1.2)∫ T

0

∫
ω

(
|ut|2 + |u|2

)
> c2E

(
u(0)

)
. (1.1.3)

Sa preuve est basée sur la méthode des multiplicateurs. L'inégalité (1.1.3)
est appelée "inégalité d'observabilité".
De plus, en utilisant la méhode HUM, J. L. Lions a montré que l'inégalité
directe (1.1.2) et l'inégalité inverse (1.1.3) donnent le résultat de contrô-
labilité exacte suivant : pour tout T > T0 et pour toute donnée initiale
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(y0, y1) ∈ L2(Ω) × H−1(Ω), il existe un contrôle v ∈
[
H1
(
0, T ;L2(ω)

)]′
tel

que la solution de
ytt −∆y = v dans Ω× (0, T );
y = 0 sur Σ = Γ× (0, T );
y(., 0) = y0(.), yt(., 0) = y1(.) sur Ω

satisfait y(T, .) = yt(T, .) = 0 dans Ω, c'est-à-dire le contrôle v ramène le
système à l'état d'équilibre (0, 0) au temps T > 0, où

[
H1
(
0, T ;L2(ω)

)]′
est

l'espace dual de H1
(
0, T ;L2(ω)

)
.

Dans ce chapitre, on s'intéresse aux problèmes de l'observabilité et de
la contrôlabilité exacte internes indirectes d'un système hyperbolique fai-
blement couplé. Alors, on considère le système faiblement couplé de deux
équations des ondes suivant

u1,tt −∆u1 + αu2 = 0 dans Ω× (0, T ),
u2,tt −∆u2 + αu1 = 0 dans Ω× (0, T ),
u1 = u2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
ui(0) = u0

i , ui,t(0) = u1
i sur Ω,

(1.1.4)

où α est un paramètre de couplage. Nous nous demandons ensuite s'il est
possible d'obtenir une inégalité d'observabilité de la forme suivante∫ T

0

∫
ω

|u1,t|2dxdt > c
(
e1(u1(0)) + e2(u2(0)

)
, (1.1.5)

où ei(ui(t)) est une certaine énergie de la composante correspondante de l'in-
connu.

Dans le cas de systèmes d'équations aux dérivées partielles, plusieurs
notions d'observabilité (et par des arguments de dualité de contrôlabilité)
ont déjà été considérés. Dans [69], [70], J. L. Lions introduit trois notions
d'observabilité : l'observabilité complète, partielle, et simultanée.
L'observabilité complète consiste à observer chaque composante de l'inconnue
du vecteur d'état au temps initial. Plus précisement, pour le système (1.1.4),
l'observabilité complète signi�e :∫ T

0

∫
ω

∣∣u′1∣∣2dxdt+

∫ T

0

∫
ω

∣∣u′2∣∣2dxdt ≥ c
(
|u1

1|2 + |∇u0
1|2 + |u1

2|2 + |∇u0
2|2
)
.

Cette inégalité est obtenue lorsque α est su�samment petit.
L'observabilité partielle consiste à observer seulement une seule composante
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de l'inconnue du vecteur d'état au temps initial aux bords, tandis que la
seconde composante au temps initial est égale à zéro. Plus précisement, pour
le système (1.1.4), cela signi�e qu'on veut montrer une inégalité de la forme∫ T

0

∫
ω

∣∣u′1∣∣2dxdt ≥ c
(
|u1

1|2 + |∇u0
1|2
)
.

L'observabilité simultanée consiste à observer simultanément les deux com-
posantes composante de l'inconnue du vecteur d'état au temps initial. Plus
précisement, pour le système (1.1.4), cela signi�e qu'on veut montrer une
inégalité de la forme∫ T

0

∫
ω

∣∣u′1 + u′2
∣∣2dxdt ≥ c

(
|u1

1|2 + |∇u0
1|2 + |u1

2|2 + |∇u0
2|2
)
.

Dans [70] J.L. Lions a prouvé que des inégalités d'observabilité complète et
simultanée peuvent être obtenir lorsqu'on couple une équation des ondes avec
une équation de Petrowsky dans le cas d'un paramètre de couplage su�sam-
ment petit. Il a utilisé la méthode des multiplicateurs pour aboutir à ses
résultats. Puis il a proposé la question suivante : a-t-on contrôlabilité exacte
pour un paramètre de couplage quelconque ? V. Komornik, P. Loreti [55] ont
répondu positivement à cette question. Ils ont traité l'observabilité partielle
d'un système linéaire couplé d'une équation des ondes et d'une équation de
Petrowsky. La preuve de leur résultat est basée sur un théorème classique
d'Ingham sur les séries de Fourier non harmoniques.

Liée à la stabilisation indirecte (cf. Russell [99], Alabau [2]) une qua-
trième notion d'observabilité a été introduite, celle d'observabilité indirecte.
Elle consiste à n'observer que certaines composantes du vecteur d'état et à
déduire une estimation de toutes les composantes du vecteur d'état au temps
initial. Dans [1] F. Alabau a considéré comme exemple celui de deux équa-
tions des ondes couplées (1.1.4) et elle a observé la norme dans L2 de la trace
de la dérivée normale de u1 sur Γ1×]0, T [. Plus précisement, elle a démontré
le résultat suivant :

Théorème 1.1.1. Il existe α > 0 tel que pour tout 0 < |α| < α, il existe
T1 = T1(α) > 0 tel que pour tout T > T1 et tout U0 = (u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2) ∈ H =(

H1
0 (Ω)× L2(Ω)

)2
, la solution (u1, u2) de (1.1.4) véri�e

2

∫ T

0

∫
Γ1

∣∣∣∂u1

∂ν

∣∣∣2dγdt ≥ c1

2

(
|u1

1|2 + |∇u0
1|2
)

+
c2

2

(
‖u1

2‖2
H−1(Ω) + |u0

2|2
)
, (1.1.6)
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où c1 et c2 sont des constantes positives dépendant de T et α. De plus, si la
solution de (1.1.4) véri�e

∂u1

∂ν
= 0 sur Γ1×]0, T [

alors on a u1 = u2 = 0 sur Ω.

Dans ce chapitre on s'intéresse au cas d'un contrôle localement distri-
bué. On cherche des informations sur l'ensemble des données initiales en
n'observant sur ω qu'une seule composante du vecteur inconnu. En utili-
sant la méthode des multiplicateurs par morceaux introduite par K. Liu [72]
et P. Martinez [82] et en montrant que les techniques introduites dans [1]
s'adaptent dans le cas de la contrôlabilité interne. On obtient alors le résul-
tat d'observabilité interne indirecte suivant :

Théorème 1.1.2. Il existe α∗ > 0 tel que pour tout 0 <| α |< α∗, il existe
T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et tout U0 = (u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2) ∈ H =(

H1
0 (Ω)× L2(Ω)

)2
, la solution (u1, u2) de (1.1.4) véri�e∫ T

0

∫
ω

|u1,t|2dxdt > c
(
|u1

1|2 + |∇u0
1|2 + ‖u1

2‖2
H−1(Ω) + |u0

2|2
)
, (1.1.7)

où c est une constante positive dépendant de T et α. De plus, si la solution
de (1.1.4) véri�e

u1,t = 0 sur ω×]0, T [

alors on a u1 = u2 = 0 sur Ω.

A partir de l'estimation (1.1.7) et à l'aide de la méthodeHUM de J.-L.
Lions ([69], [70]) on obtient par dualité des résultats de contrôlabilité exacte
partielle avec un contrôle localement distribué, n'agissant que sur l'une des
composantes de la solution. Alors on considère le système

y1,tt −∆y1 + αy2 = v1ω dans Ω× (0, T ),
y2,tt −∆y2 + αy1 = 0 dans Ω× (0, T ),
y1 = y2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
yi(0) = y0

i , yi,t(0) = y1
i sur Ω,

(1.1.8)

où v =
∂

∂t
(u′1) et 1ω est la fonction caractéristique de ω, et on prouve le

théorème suivant
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Théorème 1.1.3. Il existe α∗ > 0 tel que pour tout 0 <| α |< α∗, il existe
T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et tout pour tout

Y 0 = (y0
1, y

1
1, y

0
2, y

1
2) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω),

il existe un contrôle interne

v ∈
[
H1(0, T ;L2(Ω))

]′
tel que la solution de système (1.4.80) véri�e

y1(T ) = y1,t(T ) = y2(T ) = y2,t(T ) = 0.

Commentaire. On remarque que si α = 0, on ne peut pas obtenir l'in-
égalité (1.1.7). Dans ce cas, l'énergie partielle de la première composante de
la solution est conservée, et on obtient une estimation de la forme∫ T

0

∫
ω

|u1,t|2dxdt > c
(
|u1

1|2 + |∇u0
1|2
)
, (1.1.9)

pour T su�samment grand. Par suite, on n'a pas des informations sur la
deuxième composante de la solution. Donc on peut pas avoir un théorème
d'unicité pour appliquer la méthode de HUM.

D'un autre côté, la stabilisation indirecte des systèmes couplés a sus-
cité l'intérêt de nombreux auteurs ces dernières années. Les résultats les plus
récents dans cette direction sont ceux obtenus par F. Alabau [2] et F. Alabau,
P. Cannarsa et V. Komornik [6] où des estimations pôlynomiales ont été dé-
montrées pour quelques systèmes hyperboliques linéaires faiblement couplés.
Ces résultats sont basés sur le théorème suivant obtenu par F. Alabau [2]
(sous une forme moins générale) et F. Alabau, P. Cannarsa et V. Komornik
[6] :

Théorème 1.1.4. Soient A le générateur in�nitésimal d'un semi-groupe
continu etA dans un espace de HilbertH, D(A) son domaine et E ∈ C

(
H,R+

)
une fonction donnée. Supposons que A est linéaire et qu'il existe un entier
m ∈ N et une constante positive c tels que∫ T

0

E(t)dt 6 c
m∑
k=0

Ek(0), ∀T > 0, ∀U0 ∈ D(Am).

Alors pour tout entier n ∈ N∗ et tout U0 ∈ D(Amn)∫ T

S

(t− S)n−1

(n− 1)!
E(t)dt 6 cn(1 +m)n−1

nm∑
k=0

Ek(S), ∀0 6 S 6 T.
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A. Beyrath [22] a étendu ce théorème aux plusieurs cas de systèmes
d'équations faiblement couplées (couplage ondes-ondes, couplage Petrowsky-
Petrowsky). Elle a étudié la stabilisation indirecte interne par un seul feed-
back localement distribué. A. Guesmia [40] a étendu le théorème 1.1.4 aussi
au cas de systèmes non linéaires ou non dissipatifs et a donné deux applica-
tions à la stabilisation indirecte par un seul feedback non linéaire localement
distribué et dégénéré ainsi qu'à la stabilisation d'un système couplé de deux
équations des ondes générales.
Z. Lui, B. Rao [74] ont prouvé la stabilisation frontière indirecte de systèmes
d'équations faiblement couplées. Ils ont obtenu des estimations pôlynomiales
par des méthodes spectrales en appliquant un théorème caractérise la dé-
croissance pôlynomiale obtenu par Z. Lui, B. Rao dans [75].
P. Loreti, B. Rao [79] ont étudié la stabilisation d'un système de deux équa-
tions linéaires, dont une seule équation est amortie par un contrôle feedback.
Ils ont montré qu'un contrôle convenablement choisi peut compenser les par-
ties réelles des valeurs propres du système, et donc fournir le meilleur taux de
décroissance pôlynomiale de l'énergie du système pour des données initiales
régulières.
V. Komornik, B.Rao [57] ont montré la stabilisation exponentielle d'un sys-
tème de deux équations des ondes couplées par un opérateur compact en
utilisant un résultat obtenu par J. S. Gibson [35].
J. Rauch, X. Zhang, E. Zuazua [97] ont étudié la décroissance pôlynomiale
d'un système couplé de type hyperbolique-parabolique. Ils ont étudié le com-
portement asymptotique en temps d'un modèle linéarisé d'interaction �uide-
structure. En composant le domaine (en espace) de deux parties dans les-
quelles l'évolution est gouvernée par l'équation de la chaleur et l'équation
des ondes respectivement, avec des conditions de transmission à l'interface.
Ils ont montré un résultat de décroissance pôlynomiale pour des solutions
régulières en supposant une condition de contrôle géométrique.
F. Ammar Khodja et A. Bader [13] ont étudié les problèmes de stabilité d'un
système couplé de deux équations des ondes unidimensionnelles sous l'e�et
d'un seul contrôle interne ou au bord. Ils ont démontré que le contrôle in-
terne qui agit seulement sur une des équations ne donne pas une stabilité
exponentielle si les vitesses des propagation sont di�érentes. En plus ils ont
étudié la stabilité simultanée au bord du même système.

Des autres auteurs ont étudié la stabilisation des sysèmes couplés hyperbolique-
parabolique tels que thermoelasticité, thermoplates (voir [75], [29], [77], [68],
[63], [89], [24]). Pour ces systèmes, l'objectif principal est de déterminer si la
dissipation induite par l'équation de la chaleur est su�sante pour stabiliser
de système obtenu par couplage à une équation de type hyperbolique. Dans
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[88] J. E. Muñoz Rivera, M. G. Naso ont considéré un système thermoélas-
tique avec termes mémoire et ils ont établi la contrôlabilité exacte sous l'e�et
des contrôles aux bords sur le déplacement et sur la température.
Des résultats d'observabilité frontière de systèmes couplés hyperbolique-parabolique
ont été obtenus dans [10] par P. Albano et D. Tataru. Ils ont obtenu certaines
estimations de Carleman avec poids sigulier pour l'équation de la chaleur et
l'équation des ondes, puis ils combinent les résultats pour obtenir une esti-
mation d'observabilité frontière.

Concernant les systèmes couplés de type hyperbolique-hyperbolique, plu-
sieurs résultats concernant la stabilisation et l'observabilité par deux forces
de contrôle ont été obtenus. Des résultats d'observabilité (respectivement
controlabilité) complète et partielle pour des systèmes de type hyperbolique-
hyperbolique ou hyperbolique-parabolique ont été traités dans [69], [70]. Ces
résultats supposent que le paramètre de couplage est su�samment petit.
Ils ont été étendus dans [54] aux cas de paramètres de couplage arbitraires
(opérateurs de couplage bornés). Pour chaque référence, la méthode des mul-
tiplicateurs a été l'ingrédient principal pour l'obtention des estimations sou-
haitées.
Des résultats de Stabilité et d'observabilité pour des systèmes hyperbolique-
hyperbolique par une seule force de contrôle ont été considérés récemment.
B. V. Kapitonov [48] et B. V. Kapitonov et J. S. Souza [49] ont considéré
des systèmes de deux équations des ondes couplées par termes de vitesse et
de couplage non compact. Ils ont prouvé des résultats d'observabilité et de
stabilisation uniforme. Dans [67] des résultats d'observabilité (respectivement
contrôlabilité) complètes ont été obtenues par I. Lasiecka et R. Triggiani pour
des systèmes des équations hyperboliques couplées du second ordre contenant
des termes du premier ordre des inconnues originales et couplées. Ces résul-
tats sont basés sur les estimations de Carleman.

1.2 Formulation du problème

On dé�nit l'espace énergie H par

H =
(
H1

0 (Ω)× L2(Ω)
)2

muni du produit scalaire usuel noté par ((. , .)), i.e.

((U, Ũ)) =
2∑
i=1

(∫
Ω

∇ui∇ũi +

∫
Ω

viṽi

)
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pour U = (u1, v1, u2, v2) et Ũ = (ũ1, ṽ1, ũ2, ṽ2) dans H. La norme associée est
notée par ‖ . ‖.
On dé�nit un opérateur linéaire non borné Aα : D(Aα) ⊂ H −→ H par

AαU =
(
− v1,−∆u1 + αu2,−v2,−∆u2 + αu1

)
,

D(Aα) =
((
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)
×H1

0 (Ω)
)2

.

Alors, on peut reformuler le problème (1.1.4) sous forme d'une équation abs-
traite du premier ordre {

U ′ +AαU = 0,
U(0) = U0 ∈ H. (1.2.10)

Maintenant, pour tout U =
(
u1, v1, u2, v2

)
, Ũ =

(
ũ1, ṽ1, ũ2, ṽ2

)
dans H, on

dé�nit sur H la forme bilinéaire suivante :(
U, Ũ

)
α

=
(
(U, Ũ)

)
+ α

∫
Ω

u2ũ1 + α

∫
Ω

u1ũ2.

On dé�nit les énergies partielles associées à une solution U = (u1, u
′
1, u2, u

′
2)

de (1.1.4) par

ei(t) =
1

2

∫
Ω

(
|ui,t|2 + |∇ui|2

)
dx i = 1, 2

et l'énergie totale :

E
(
U(t)

)
= e1(t) + e2(t) + α

∫
Ω

u1u2dx.

On dé�nit aussi les énergies partielles a�aiblies :

ẽi(t) =
1

2

(
‖ui,t‖2

H−1(Ω) +

∫
Ω

|ui|2
)

i = 1, 2,

et l'énergie totale a�aiblie :

Ẽ
(
U(t)

)
= ẽ1(t) + ẽ2(t) + α

∫
Ω

∇
(
∆−1u1

)
· ∇
(
∆−1u2

)
dx.

On remarque que
2E
(
U(t)

)
= ‖U(t)‖2

α. (1.2.11)

Les résultats suivants sont donnés dans [1].
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Proposition 1.2.1. Il existe α0 > 0 tel que pour tout 0 < |α| < α0, il existe
deux constantes c1(α) > 0 et c2(α) > 0 tel que

c1(α)‖U‖2 ≤ (U,U)α ≤ c2(α)‖U‖2 ∀U ∈ H. (1.2.12)

Alors, pour tout 0 < |α| < α0 l'application

U ∈ H −→ ‖U‖α =
(
U, Ũ

) 1
2

α
,

dé�nit une norme sur H qui est équivalente à la norme ‖.‖.

Démonstration. Soit U ∈ H donné. On a alors

|(U,U)α − ‖U‖2| ≤ 2|αRe
(∫

Ω

u1u2

)
| ≤ |α|c0‖U‖2,

où Re désigne la partie réelle du nombre complexe c0 est la constante de
Poincaré. D'où l'estimation (1.2.12) désirée où

α0 =
1

c0

, c1(α) = (1− α

α0

) et c2(α) = (1 +
α

α0

).

Proposition 1.2.2. Pour tout 0 < |α| < α0, −Aα est un opérateur anti-
adjoint sur H. Par conséquent, pour tout 0 < |α| < α0 l'opérateur −Aα
engendre un C0 groupe unitaire T0(t) = e−tAα t ∈ R sur H. Alors pour
0 < |α| < α0 et pour U0 ∈ H, le problème (1.2.10) possède une unique
solution U ∈ C

(
[0,+∞);H

)
. Si de plus, U0 ∈ D(Akα) pour k ∈ N∗, alors la

solution est dans Ck−j
(
[0,+∞);D(Ajα)

)
pour j = 0, ..., k. De plus, l'énergie

naturelle totale est conservée i.e. pour U0 ∈ H, on a

E
(
U(t)

)
= E

(
U(0)

)
t > 0,

et l'énergie a�aiblie totale de la solution est conservée i.e. pour U0 ∈ H, on
a

Ẽ
(
U(t)

)
= Ẽ

(
U(0)

)
t > 0.

Démonstration. Il est facile à véri�er que(
AαU, Ũ

)
α

= −
(
U,AαŨ

)
α
, ∀U, Ũ ∈ D(Aα).

Alors D(A∗α) = D(Aα) et A∗α = −Aα. D'où Aα est anti-adjoint sur H. En
applicant le théorème de Stone (voir [32]), on déduit que Aα est le générateur
d'un C0 groupe unitaire T0(t) = exp(−tAα), t ∈ R sur H.
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Alors, de la théorie classique de semi-groupe on conclut que (1.2.10) admet
une unique solution U ∈ C

(
[0,+∞);H

)
.

Le fait que le groupe T0(t) t ∈ R est unitaire assure que l'énergie naturelle
de toutes les solutions avec une donnée initiale sur H est conservée.
En multipliant (1.1.4)1 par (−∆)−1u1,t et (1.1.4)2 par (−∆)−1u2,t il est facile
à véri�er que l'énergie totale a�aiblie de toutes les solutions avec une donnée
initiale sur surD(Aα) est conservée. Par densité deD(Aα) dansH, on conclut
que le même résultat est vraie pour toute donnée initiale dans H.

1.3 Résultats d'observabilité

Dans ce paragraphe, on résume le résultat de l'observabilité indirecte
interne dans l'énoncé suivant.

Théorème 1.3.1. Il existe α∗ ∈]0, α0] tel que pour tout 0 < |α| < α∗, il
existe un temps T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et pour tout
U0 = (u0

1, u
1
1, u

0
2, u

2
2) ∈ H, la solution (u1, u2) de (1.1.4) satisfait∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 6
4T

c1(α)
E
(
U(0)

)
(1.3.13)

et ∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 > c
(
e1(0) + ẽ2(0)

)
. (1.3.14)

De plus, si la solution de (1.1.4) satisfait u′1 = 0 sur ω × (0, T ), alors on a
u1 = u2 = 0 dans Ω× [0, T ].

Avant de commencer la démonstration du théorème 1.3.1, précisons
quelques notations à l'aide des conditions géométriques introduites par E.
Zuazua [122], K. Liu [72] et P. Martinez [83] concernant le cas d'un feedback
loclement distribué, qui seront largement utilisées dans la suite. On dé�nit
alors les espaces ωεi par

ωεi :=
{
x ∈ Ω; d(x,Γ1) < εi

}
i = 0, 1

où
0 < ε0 < ε1 et d(x,Γ1) := inf

y∈Γ1

‖x− y‖RN ,

et on considère ω̃ tel que

ω̃ ⊂ ωε0 ⊂ ωε1 ⊂ ω.

La démonstration de l'inégalité directe (1.3.13) sera fait directement.
En revanche, pour la démonstration de l'inégalité inverse (1.3.14) plusieurs
lemmes seront nécessaires.
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Lemme 1.3.1. Pour tout 0 < |α| < α0 et pour tout U0 ∈ H, la solution
U(t) = exp(−tAα)U0 = (u1, u

′
1, u2, u

′
2) de (1.1.4) satisfait

α

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2dt 6 α

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2dt+
1

γ1

(
e1(0) + e1(T )

)
+γ1

(
ẽ2(0) + ẽ2(T )

)
∀γ1 > 0.

(1.3.15)

Démonstration. On procède comme dans [1] . Comme D(Aα) est dense dans
H et ‖U(t)‖α = ‖U0‖α pour tout t ≥ 0, il nous su�t de démontrer l'inéga-
lité (1.3.14) pour U0 ∈ D(Aα). Alors, soit U0 ∈ D(Aα) donné. Multiplions
(1.1.4)1 par u2 et (1.1.4)2 par u1, puis intégrons sur [0, T ] × Ω et faisant la
di�érence de deux équations obtenues, on obtient alors∫ T

0

∫
Ω

(u1,tt −∆u1 + αu2)u2 − (u2,tt −∆u2 + αu1)u1 = 0.

Alors∫ T

0

∫
Ω

(
u1,ttu2 − u2,ttu1 −∆u1u2 −∆u2u1 + α|u2|2 + α|u1|2

)
= 0.

En intégrant les deux premiers termes par parties on obtient

α

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 = α

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2+
[ ∫

Ω

u1u
′
2dx−

∫
Ω

u′1u2dx
]T

0
+

∫ T

0

∫
Ω

(
∆u1u2+∆u2u1

)
.

De même, en intégrant par parties les deux derniers termes du second membre
on obtient

α

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 = α

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2 +
[ ∫

Ω

u1u
′
2dx−

∫
Ω

u′1u2dx
]T

0
. (1.3.16)

L'inégalité de Cauchy-Shwartz nous donne∫
Ω

u1u
′
2dx =

∫
Ω

u1.(−∆)1/2(−∆)−1/2u′2dx

=

∫
Ω

(−∆)1/2u1(−∆)−1/2u′2dx

6
(∫

Ω

|(−∆)1/2u1|2
)1/2(∫

Ω

|(−∆)−1/2u′2|2
)1/2

.

=
(∫

Ω

|∇u1|2
)1/2

‖u′2‖H−1 .
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En utilisant l'inégalité d'Young maintenant, on obtient

∫
Ω

u1u
′
2dx ≤

∫
Ω

|∇u1|2

2γ1

+
γ1‖u′2‖2

H−1

2
∀γ1 > 0.

D'un autre côté, on a

∫
Ω

u′1u2dx ≤

∫
Ω

|u′1|2

2γ1

+

γ1

∫
Ω

|u2|2

2
∀γ1 > 0.

Par suite∣∣∣( ∫
Ω

u1u
′
2dx−

∫
Ω

u′1u2dx
)

(t)
∣∣∣ ≤ 1

γ1

e1(t) + γ1ẽ2(t) ∀γ1 > 0. (1.3.17)

En utilisant (1.3.17) dans (1.3.16), on obtient l'estimation désirée (1.3.15).

Lemme 1.3.2. Soit
α1 = min(α0,

√
c0). (1.3.18)

Alors pour tout 0 < |α| < α1, et pour tout U0 ∈ H, la solution U(t) =
exp(−tAα)U0 de (1.1.4) véri�e les estimations suivantes :

e1(T ) + e1(0) 6 K1

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+

K2α

1− α√c0

∫ T

0

∫
Ω

(
|u′1|2 + |u1|2

)
dt,

(1.3.19)
ẽ2(T ) + ẽ2(0) 6

K3

1− α√c0

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+

K4α

(1− α√c0)2

∫ T

0

∫
Ω

(
|u′1|2 + |u1|2

)
dt,

(1.3.20)



∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)−1/2u′2|2dt 6
K5

α(1− α√c0)

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+

K6

(1− α√c0)2

∫ T

0

∫
Ω

(
|u′1|2 + |u1|2

)
dt,

(1.3.21)



∫ T

0

∫
Ω

|u2|2dt 6
K7

α(1− α√c0)

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+

K8

(1− α√c0)2

∫ T

0

∫
Ω

(
|u′1|2 + |u1|2

)
dt.

(1.3.22)
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Démonstration. On procède comme dans [1]. Il su�t de démontrer toutes les
inégalités ci-dessus pour U0 ∈ D(Aα) car D(Aα) est dense dans H.
On commence par la démonstration de l'inégalité (1.3.21). On multiplie
(1.1.4)2 par (−∆)−1u2 et on intègre sur [0, T ]× Ω, on obtient alors

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)−1u′2|2dt =

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 + α

∫ T

0

∫
Ω

u1(−∆)−1u2dxdt

+
[ ∫

Ω

(−∆)−1/2u′2(−∆)−1/2u2dx
]T

0
.

(1.3.23)
En utilisant l'inégalité de Young dans les deux derniers termes de l'égalité
(1.3.23), on obtient



∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)−1/2u′2|2dt 6
∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 +
α

2

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2 +
α

2

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)−1u2|2

+
1

2γ

(∫
Ω

|(−∆)−1/2u′2|2(T ) +

∫
Ω

|(−∆)−1/2u′2|2(0)
)

+
γ

2

(∫
Ω

|(−∆)−1/2u2|2(T ) +

∫
Ω

|(−∆)−1/2u2|2(0)
)
.

(1.3.24)
D'après l'inégalité de Poincaré, (1.3.24) nous donne

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)−1/2u′2|2dt 6 (1 +
αc2

0

2
)

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 +
α

2

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2

+
1

2

(∫
Ω

|(−∆)−1/2u′2|2(T )

γ
+ γc0

∫
Ω

|u2|2(T )
)

+
1

2

(∫
Ω

|(−∆)−1/2u′2|2(0)

γ

)
+ γc0

∫
Ω

|u2|2(0)
)
.

(1.3.25)

Ainsi en choisissant γ =
1
√
c0

on obtient


∫ T

0

|(−∆)−1u′2|2dt 6 (1 +
αc2

0

2
)

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 +
α

2

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2

+
√
c0

(
ẽ2(T ) + ẽ2(0)

)
.

(1.3.26)
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Alors en utilisant (1.3.15) dans (1.3.26), on obtient
∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)−1u′2|2dt 6 K9

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2dt+
K10

αγ1

(
e1(T ) + e1(0)

)
+
(K11γ1

α
+
√
c0)
)(
ẽ2(T ) + ẽ2(0)

)
∀γ1 > 0.

(1.3.27)

Maintenant, on va estimer le terme ẽ2(T ) + ẽ2(0).
On sait que

ẽ2(t) =
1

2

(
‖u′2‖2

H−1(Ω) +

∫
Ω

|u2|2
)

=
1

2

(∫
Ω

|(−∆)−1/2u′2|+
∫

Ω

|u2|2
)
.

Alors on a

ẽ
′

2 (t) =

∫
Ω

u2u
′
2dx+

∫
Ω

(−∆)−1/2u′′2(−∆)−1/2u′2dx,

et d'après la deuxième équation de (1.1.4) on obtient

ẽ
′

2 (t) = −α
∫

Ω

(−∆)−1/2u1(−∆)−1/2u′2dx.

Intégrons la dernière égalité sur [0, T ], on obtient en utilsant l'inégalité de
Young

ẽ2(T ) + ẽ2(0) = 2ẽ2(0)− α
∫ T

0

∫
Ω

(−∆)−1/2u1(−∆)−1/2u′2dx

6 2ẽ2(0) +
α

2

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)−1/2u1|2dt+
α

2

∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)−1/2u′2|2dt.

(1.3.28)
En combinant (1.3.28) avec (1.3.27), on obtient

(
1−

α
√
c0

2
− K11γ1

2

)(
ẽ2(T ) + ẽ2(0)

)
6 2ẽ2(0) +

α

2

(
K9 + c0

) ∫ T

0

∫
Ω

|u1|2dt+
K10

2γ1

(
e1(T ) + e1(0)

)
.

(1.3.29)
En prenant γ1 = (K11)−1 dans la dernière inégalité on conclut

ẽ2(T ) + ẽ2(0) 6
4ẽ2(0)

1− α√c0

+
K12α

1− α√c0

∫ T

0

|u1|2dt

+
K13

1− α√c0

(
e1(T ) + e1(0)

)
.

(1.3.30)
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L'insertion de (1.3.30) dans (1.3.26) et (1.3.15) pour γ1 = 1 nous donne
∫ T

0

∫
Ω

|(−∆)−1u′2|2dt 6
K14

1− α√c0

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2dt

+
K15

α(1− α√c0)

(
e1(T ) + e1(0)

)
+

K16

α(1− α√c0)
ẽ2(0),

(1.3.31)

et 
α

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2dt 6
αK17

1− α√c0

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2

+
K18

1− α√c0

(
e1(T ) + e1(0)

)
+

K19

1− α√c0

ẽ2(0).
(1.3.32)

Maintenant, on va estimer e1(T ) + e1(0).
On a

e′1(t) =

∫
Ω

u′′1u
′
1dx+

∫
Ω

(−∆)1/2u1(−∆)1/2u′1dx,

alors d'après la première équation de (1.1.4) on obtient

e′1(t) = −α
∫

Ω

u2u
′
1dx.

En intégrant sur [0, T ], on obtient
e1(T ) + e1(0) = 2e1(0)− α

∫ T

0

∫
Ω

u2u
′
1dxdt

6 2e1(0) +
α

2ε1

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2dt+
αε1

2

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2dt.
(1.3.33)

L'insertion de (1.3.32) dans (1.3.33) implique
(

1− ε1K18

2(1− α√c0)

)
(e1(T ) + e1(0)) ≤ 2e1(0) +

α

2ε1

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2dt

+
αK17ε1

2(1− α√c0)

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2 +
K19ε1

2(1− α√c0)
ẽ2(0).

(1.3.34)

Choisissons ε1 =
1− α√c0

K18

dans (1.3.34), on obtient alors

e1(T ) + e1(0) ≤ 4e1(0) +
K20α

1− α√c0

∫ T

0

∫
Ω

(|u1|2 + |u′1|2) +K21ẽ2(0).

D'où la démostration de l'estimation (1.3.19). En insérant (1.3.19) dans
(1.3.30), (1.3.31) et (1.3.32) respectivement, on conclut (1.3.20), (1.3.21) et
(1.3.22).
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Lemme 1.3.3. Soit
α2 = min(α1, (2

√
c0)−1), (1.3.35)

où α1 est donnée dans (1.3.18). Alors pour tout 0 < |α| < α2 et pour tout
U0 ∈ H, la solution U(t) = exp(−tAα)U0 de (1.1.4) véri�e∫ T

0

e1(t)dt ≥ K22T

2(1 + αT )
(e1(0)− ẽ2(0)). (1.3.36)

Démonstration. On procède comme dans [1]. On a

e′1(t) = −α
∫

Ω

u2u
′
1dx,

alors, en intégrant sur [0, T ], on obtient
∫ T

0

e1(t)dt = Te1(0)− α
∫ T

0

(T − t)
∫

Ω

u2u
′
1dxdt

> Te1(0)− αT

2γ2

∫ T

0

|u′1|2dt−
αγ2T

2

∫ T

0

|u2|2dt ∀γ2 > 0.

(1.3.37)

En utilisant (1.3.22) dans (1.3.37), on obtient
∫ T

0

e1(t)dt = T
(

1− γ2K7

2(1− α√c0)

)
e1(0)− T γ2K7

2(1− α√c0)
ẽ2(0)

−αT
2

( 1

γ2

∫
Ω

|u′1|2 +
γ2K2

2(1− α√c0)2
(

∫
Ω

|u′1|2 +

∫
Ω

|u1|2)
)
.

(1.3.38)

Alors la choix γ2 =
1− α√c0

K7

dans (1.3.38) nous donne

∫ T

0

e1(t)dt >
T

2

(
e1(0)− ẽ2(0)

)
− αTK23

1− α√c0

∫ T

0

e1(t)dt.

Comme 0 < |α| < α2 et grâce à notre choix de α2, on a 1 ≤ 1

(1− α√c0)
≤ 2,

donc on déduit

2 max(1, K23)(1 + αT )

∫ T

0

e1(t)dt ≥ T

2

(
e1(0)− ẽ2(0)

)
.

D'où l'estimation (1.3.36) désirée avec une nouvelle constante K27.
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Corollaire 1.3.1. Il existe α3 ∈ (0, α2) tel que pour tout 0 < |α| < α3 et
pour tout U0 ∈ H, la solution U(t) = exp(−tAα)U0 de (1.1.4) satisfait∫ T

0

(
e1(t) + ẽ2(t)

)
>
δ2

2

(
ẽ1(0) + ẽ2(0)

)
, (1.3.39)

où δ2 = min(1,
1

c0

). De plus, on a

e1(T ) + e1(0) ≤ K1(e1(0) + ẽ2(0)) +K24α

∫ T

0

e1(t), (1.3.40)

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 ≤ 2
K7

α
(e1(0) + ẽ2(0)) +K25α

∫ T

0

e1(t), (1.3.41)∫ T

0

ẽ2(t) ≤ 2
K26

α
(e1(0) + ẽ2(0)) +K27α

∫ T

0

e1(t). (1.3.42)

Démonstration. On procède comme dans [1]. A l'aide de l'inégalité de Poin-
caré, on peut facilement voir que∫ T

0

(e1(t) + ẽ2(t)
)
> δ2

∫ T

0

(
ẽ1(t) + ẽ2(t)

)
. (1.3.43)

D'autre part, on a

Ẽ
(
U(t)

)
= ẽ1(t) + ẽ2(t) + α

∫
Ω

∇
(
∆−1u1

)
· ∇
(
∆−1u2

)
dx.

En utilisant l'inégalité du Poincaré, on obtient

|Ẽ − (ẽ1(t) + ẽ2(t))| = α

∫
Ω

∇
(
∆−1u1

)
· ∇
(
∆−1u2

)
dx

6 α‖∇
(
∆−1u1

)
‖L2(Ω)‖∇

(
∆−1u2

)
‖L2(Ω)

6 α‖(−∆)1/2
(
(−∆)−1u1

)
‖L2(Ω)‖(−∆)1/2

(
(−∆)−1u2

)
‖L2(Ω)

6 α‖(−∆)−1/2u1‖L2(Ω)‖(−∆)−1/2u2‖L2(Ω)

6
α

2

(
‖(−∆)−1/2u1‖2

L2(Ω)+‖(−∆)−1/2u2‖2
L2(Ω)

)
6 α

c0

2

( ∫
Ω

|u1|2 +

∫
Ω

|u2|2
)

6 αc0(ẽ1(t) + ẽ2(t)).

En intégrant sur [0, T ] et comme Ẽ est conservée, on déduit∫ T

0

(ẽ1(t)+ẽ2(t)) ≥ 1

1 + αc0

∫ T

0

Ẽ(t) =
T

1 + αc0

Ẽ(0) ≥ T
1− αc0

1 + αc0

(ẽ1(0)+ẽ2(0)).
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En utilisant cette inégalité dans (1.3.43) et en choisissant α3 ∈ (0, α2) tel que
pour tout α ∈ (0, α3)

1− αc0

1 + αc0

≥ 1

2
,

on obtient (1.3.39). De plus, d'après la dé�nition de ẽ2, i.e.

ẽ2(t) :=
1

2

∫
Ω

(
|u2|2 + |∇−1u2|2

)
,

De (1.3.21) et (1.3.22) on déduit∫ T

0

ẽ2(t) ≤ K28

α(1− αc1)
(e1(0) + ẽ2(0)) +

K29

(1− αc1)2

∫ T

0

∫
Ω

(
|u1|2 + |u2|2

)
.

(1.3.44)
On obtient les estimations (1.3.41), (1.3.42) et (1.3.43) facilement à partir
les estimations correspondants (1.3.19), (1.3.22) et (1.3.44).

Maintenant, on va énoncer deux lemmes clés qui seront les outils princi-
pals pour la démonstration de notre inégalité d'observabilité inverse (1.3.14)
du théorème 1.3.1.

Dans la suite, "Supp f" désigne le support de la fonction f et ∂ν désigne
∂

∂ν
.

Lemme 1.3.4. Prenons le même α0 du lemme 1.3.1. Pour tout 0 < |α| < α0

et pour tout U0 ∈ H, la solution U(t) = exp(−tAα)U0 de (1.1.4) satisfait les
deux inégalités suivantes

1. 
∫ T

0

∫
ωε0

|∇u1|2 ≤
∫ T

0

∫
ωε1

|u′1|2 + C1

∫ T

0

∫
ωε1

|u1|2

+α2

∫ T

0

∫
ωε1

|u2|2 + c0

(
e1(0) + e1(T )

)
,

(1.3.45)

2. 
∫ T

0

∫
ωε1

|u1|2 6
δ

2

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2 +
C2

2δ

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2

+
α

2

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 +
αC3

2

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2 + C4

(
e1(0) + e1(T )

)
∀δ > 0,

(1.3.46)

où C1, C2, C3 et C4 sont des constantes positives ind�pendantes de T , α et
U0.
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Démonstration. On commence d'abord la preuve de l'inégalité (1.3.45).
Comme Ω \ ωε1 ∩ωε0 = ∅, on peut construire une fonction ξ de classe C∞ qui
ait les propriétés suivantes

ξ =


1 sur ωε0 ,
0 sur Ω \ ωε1 ,
0 6 ξ 6 1 sur Ω.

(1.3.47)

En multipliant la première équation de (1.1.4) par ξu1, en intégrant sur
[0, T ]× Ω et en utilisant l'égalité

∇u1 · ∇(ξu1) = ξ|∇u1|2 +∇ξ · ∇
( |u1|2

2

)
,

nous obtenons∫ T

0

∫
Ω

(
− ξ|u′1|2 + ξ|∇u1|2 −

∆ξ

2
|u1|2 + αξu1u2

)
dxdt+

[ ∫
Ω

u′1ξu1

]T
0

= 0.

Comme Supp ξ ⊂ ωε1 , on conclut

∫ T

0

∫
ωε0

|∇u1|2 6
∫ T

0

∫
Ω

ξ|∇u1|2

=

∫ T

0

∫
Ω

(
ξ|u′1|2 +

∆ξ

2
|u1|2 − αξu1u2

)
dxdt−

[ ∫
Ω

u′1ξu1

]T
0

6 C5

∫ T

0

∫
ωε1

(
|u′1|2 + |u1|2

)
+ α2

∫ T

0

∫
ωε1

|u2|2 + c0

(
e1(0) + e1(T )

)
.

Maintenant on va démontrer la deuxième inégalité (1.3.46). Pour cela, on
adapte une méthode des multiplicateurs introduite par F. Conrad et B. Rao
[28]. Comme Ω \ ω∩ωε1 = ∅, on peut donc construire une fonction ζ de classe
C∞ qui ait les propriétés suivantes

ζ =


1 sur ωε1 ,
0 sur Ω \ ω,
0 6 ξ 6 1 sur Ω.

(1.3.48)

Soit t �xé. On considère Z une solution du problème elliptique suivant :{
−∆Z = ζ(x)u1 dans Ω,
Z = 0 dans ∂Ω.

(1.3.49)
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On multiplie la première équation de (1.3.49) par Z pour en déduire qu'il
existe C6 > 0 tel que∫

Ω

|∇Z|2 ≤ C6

∫
Ω

ζ|u1|2 ≤ C6

∫
ω

|u1|2. (1.3.50)

Donc l'inégalité de Poincaré nous donne∫
Ω

|Z|2 ≤ C7

∫
Ω

ζ|u1|2 ≤ C7

∫
ω

|u1|2, (1.3.51)

avec C7 = c0C6. D'autre part, en dérivant par rapport à t, on voit que Z ′ est
une solution du problème :{

−∆Z ′ = ζ(x)u′1 dans Ω,
Z ′ = 0 dans ∂Ω.

(1.3.52)

On en déduit que ∫
Ω

|Z ′|2 ≤ C7

∫
ω

|u′1|2. (1.3.53)

Ensuite on multiplie la première équation de (1.1.4) par Z et on intègre sur
[0, T ]× Ω, on obtient donc∫ T

0

∫
Ω

(−u′1Z ′ − u1∆Z + αu2Z) +
[ ∫

Ω

u′1Z
]T

0
= 0. (1.3.54)

Alors en insérant (1.3.49)1 dans (1.3.54),∫ T

0

∫
Ω

(−u′1Z ′ + ζ|u1|2 + αu2Z) +
[ ∫

Ω

u′1Z
]T

0
= 0. (1.3.55)

Donc l'inégalité de Young implique
∫ T

0

∫
Ω

ζ|u1|2 6 δ

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2 +
C8

δ

∫ T

0

∫
Ω

|Z ′|2 + α

∫ T

0

∫
Ω

ζ|u2|2

+
α

2

∫ T

0

∫
Ω

|Z|2 + C9

(
e1(0) + e1(T )

)
∀δ > 0.

Ensuite (1.3.51) et (1.3.53) impliquent

∫ T

0

∫
ωε1

|u1|2 6
∫ T

0

∫
Ω

ζ|u1|2

6
δ

2

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2 +
C7

2δ

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 +
α

2

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2

+
αC7

2

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2 + C8

(
e1(0) + e1(T )

)
∀δ > 0.

(1.3.56)
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Maintenant on retourne à la preuve du théorème 1.3.1. D'abord, on va
démontrer l'inégalité directe (1.3.13). En utilisant (1.2.12), on obtient

e1(t) + e2(t) =
‖U(t)‖2

2
≤ 1

c1(α)
‖U(t)‖2

α =
2

c1(α)
E
(
U(t)

)
=

2

c1(α)
E
(
U(0)

)
,

donc ∫ T

0

∫
ω

|u′21 | 6
∫ T

0

∫
Ω

|u′21 | 6 2

∫ T

0

e1(t) ≤ 4T

c1(α)
E
(
U(0)

)
.

La démonstration de l'inégalité inverse (1.3.14) requiert plusieurs étapes.

Etape 1. On multiplie la première équation de (1.1.4) par

m.∇u1 =
m∑
j=1

(xj − x0)∂ju1,

et on intègre par parties sur [0, T ]× Ω. On obtient alors (cf. [50] p.20)∫ T

0

∫
Ω

(u′′1 −∆u1 + αu2)m.∇u1 = 0. (1.3.57)

Donc

−
∫ T

0

∫
Ω

αu2m.∇u1 =
[
u′1m.∇

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

(
− u′1m.∇u′1 −∆u1m.∇u1

)
=
[ ∫

Ω

u′1m.∇u1

]T
0
− 1

2

∫ T

0

∫
Ω

m.∇(u′1)2 +∇u1∇(m.∇u1)

−
∫ T

0

∫
Γ

∂νu1m.∇u1

=
[ ∫

Ω

u′1m.∇u1

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(m.ν)(u′1)2 +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div m)(u′1)2

+
N∑

i,j=1

∂iu1∂i(mj∂ju1)−
∫ T

0

∫
Γ

∂νu1m.∇u1

=
[ ∫

Ω

u′1m.∇u1

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(m.ν)(u′1)2 +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div m)(u′1)2

+

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i,j=1

(∂imj)(∂iu1)(∂ju1) +
1

2

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i,j=1

mj∂j((∂iu1)2)−
∫ T

0

∫
Γ

∂νu1m.∇u1

=
[ ∫

Ω

u′1m.∇u1

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(
(m.ν)(u′1)2 − |∇u1|2

)
+

1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div m)
(
(u′1)2 − |∇u1|2

)
+

N∑
i,j=1

(∂imj)(∂iu1)(∂u1)−
∫ T

0

∫
Γ

∂νu1m.∇u1.

(1.3.58)
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Ensuite on a



∫ T

0

∫
Γ

(
∂νu1m.∇u1 +

1

2
(m.ν)(u′1)2 − 1

2
|∇u1|2

)
=
[ ∫

Ω

u′1m.∇u1

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div m)
(
(u′1)2 − |∇u1|2

)
+

∫ T

0

∫
Ω

αu2m.∇u1 +
N∑

i,j=1

(∂imj)(∂iu1)(∂u1).

(1.3.59)

La troisième équation de (1.1.4) implique u′1 = 0 et ∇u1 = (∂νu1)ν sur Γ. Et
∂imj = δij et div m = n. On conclut de (1.3.59) alors


1

2

∫ T

0

∫
Γ

m.ν|∂νu1|2=
[ ∫

Ω

u′1m.∇u1

]T
0

+
N

2

∫ T

0

∫
Ω

u′1
2

+ (1−N)|∇u1|2

+

∫ T

0

∫
Ω

αu2m.∇u1.

(1.3.60)
D'un autre côté, multiplions la première équation de (1.1.4) par u1 et inté-
grons par parties sur [0, T ]× Ω. On obtient

∫ T

0

∫
Ω

(u′′1 −∆u1 + αu2)u1 = 0. (1.3.61)

Donc

[ ∫
Ω

u′1u1

]T
0
−
∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2+

∫ T

0

∫
Ω

(
|∇u1|2 + αu2u1

)
= 0. (1.3.62)

Posons

Mu1 := m · ∇u1 +
N − 1

2
u1.

Alors on déduit de (1.3.60) et (1.3.62) que

1

2

∫ T

0

∫
Γ1

m · ν|∂νu1|2 =

∫ T

0

e1(t)dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

u2Mu1 +
[ ∫

Ω

u′1Mu1

]T
0
.

(1.3.63)
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Maintenant, la formule de Green (cf. [50], p.38) nous donne∫
Ω

|Mu1|2 −
∫

Ω

|m.∇u1|2 =

∫
Ω

((N − 1)2

4
|u1|2+(N − 1)u1m.∇u1

)
=

∫
Ω

((N − 1)2

4
|u1|2+

(N − 1)

2
m.∇(|u1|2)

)
=

(N − 1)

2

∫
Γ

(m.ν)|u1|2+

∫
Ω

(N − 1)2

4
|u1|2

−
∫

Ω

(N − 1)

2
(div m)|u1|2

=
1

2
(1−N2)

∫
Ω

|u1|26 0.

On conclut donc que pour tout t > 0 on a∫
Ω

|Mu1|2 6 R

∫
Ω

|∇u1|2. (1.3.64)

(On rappelle que R = sup
x∈Ω
|m(x)|).

De (1.3.63) on déduit (cf. [50], p.38)∫
Ω

|u′1Mu1| 6
(∫

Ω

|u′1|2
)1/2(∫

Ω

|Mu1|2
)1/2

6
(∫

Ω

|u′1|2
)1/2(∫

Ω

|m.∇u1|2
)1/2

6
R

2

∫
Ω

|u′1|2 +
1

2R

∫
Ω

|m.∇u1|2

6
R

2

∫
Ω

(
|u′1|2+|∇u1|2

)
.

Alors d'après la dé�nition de l'énergie partielle e1 on obtient l'inégalité sui-
vante ∫

Ω

|u′1Mu1| 6 Re1(t) ∀t > 0. (1.3.65)

De la dé�nition de Γ0 et Γ1 on voit que∫ T

0

∫
Γ

m.ν|∂νu1|2 =

∫ T

0

∫
Γ0

m.ν︸︷︷︸
60

|∂νu1|2 +

∫ T

0

∫
Γ1

m.ν|∂νu1|2

6
∫ T

0

∫
Γ1

m.ν|∂νu1|2.
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Alors, en utilisant l'inégalité de Poincaré dans (1.3.63), puis en insérant
(1.3.64) et (1.3.65) dans l'inégalité résultante on obtient

R

2

∫ T

0

∫
Γ1

|∂νu1|2 >
∫ T

0

e1(t)dt− Rαγ

2

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 −
Rα

2γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇u1|2

−R
(
e1(0) + e1(T )

)
∀γ > 0.

(1.3.66)

Etape 2. Dans cette étape, on prend la fonction h ∈ C1(Ω; RN) telle que

h · ν = 1 sur Γ1, h · ν > 0 sur Γ1 et supph ⊂ ω̃.

L'existence de h a été démontré par J.L. Lions [69]. Alors, multiplions la
première équation de (1.1.4) par h · ∇u1, puis intégrons sur [0, T ] × Ω. On
obtient l'équation suivante en répétant les mêmes arguments pour obtenir
(1.3.59), mais en remplaçant m par h.

∫ T

0

∫
Γ

(
∂νu1h.∇u1 +

1

2
(h.ν)|u′1|2 −

1

2
|∇u1|2

)
=
[ ∫

Ω

u′1h.∇u1

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div h)
(
(u′1)2 − |∇u1|2

)
+

∫ T

0

∫
Ω

αu2h.∇u1 +
N∑

i,j=1

(∂ihj)(∂iu1)(∂ju1).

(1.3.67)

Donc

∫ T

0

∫
Ω

div h

2

(
|u′1|2 − |∇u1|2

)
+

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i,j=1

(∂ihj)(∂iu1)(∂u1)

+α

∫ T

0

∫
Ω

u2h · ∇u1 +
[ ∫

Ω

u′1h · ∇u1

]T
0

=
1

2

∫ T

0

∫
Γ

h · ν|∂νu1|2 >
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

h · ν|∂νu1|2.

(1.3.68)

Comme h est de classe C1, alors il existe une constante positive ch tel que

|h(x)|6 ch et
N∑

i,j=1

|∂ihj(x)|6 ch, ∀x ∈ Ω.

Ensuite, d'après l'inégalité de Young et le fait que et supph ⊂ ω̃ ⊂ ωε0 on a
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

|∂νu1|2 6 C9

∫ T

0

∫
ωε0

(
|u′1|2 + |∇u1|2

)
+α2

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 + ch
(
e1(0) + e1(T )

)
,

(1.3.69)
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où C9 est une constante indépendante de T , α et U0.
Par conséquent, en combinant (1.3.66) et (1.3.69), on conclut


∫ T

0

e1(t)dt− R

2
(αγ + α2)

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 −
Rα

2γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇u1|2 − C10

(
e1(0) + e1(T )

)
6 C9R

∫ T

0

∫
ωε0

(
|u′1|2 + |∇u1|2

)
∀γ > 0,

(1.3.70)
où C10 = R + chR.
Ensuite, en insérant (1.3.45) dans (1.3.70) on obtient


∫ T

0

e1(t)dt− Rα

2γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇u1|2 − (
Rαγ

2
+
R

2
α2 + C9Rα

2)

∫ T

0

∫
Ω

|u2|2

−C11

(
e1(0) + e1(T )

)
6 C12

∫ T

0

∫
ωε1

|u′1|2 + C13

∫ T

0

∫
ωε1

|u1|2 ∀γ > 0,

(1.3.71)
où C11 = C11 + c0, C12 = 2C9R et C13 = C1C9R.
Notre problème maintenant est la constante C13. Il n'est pas su�samment pe-
tite et indépendante de α. Mais on peut dépasser cette di�culté en reportant
(1.3.46) dans (1.3.71), d'où



∫ T

0

e1(t)dt− C13δ

2

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2 −
Rα

2γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇u1|2

−Cαα
∫ T

0

∫
Ω

|u2|2 − C14

(
e1(0) + e1(T )

)
−αC15

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2 6 C16(1 +
1

δ
)

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 ∀γ, δ > 0,

(1.3.72)

où Cα,γ = R(
γ

2
+
α

2
+ C9α +

C13

2
), C14 = C11(1 + C4), C15 =

C13C3

2
et

C16 = max
(
C12 +

C13C2

2

)
.
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En insérant (1.3.15) dans (1.3.72), on obtient

∫ T

0

e1(t)dt− C13δ

2

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2 −
Rα

2γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇u1|2

−αC1α,γ

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2 −
(Cα,γ
γ1

+ C14

)(
e1(0) + e1(T )

)
−Cα,γγ1

(
ẽ2(0) + ẽ2(T )

)
6 C16(1 +

1

δ
)

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2

∀γ, γ1 et δ > 0,

(1.3.73)

où C1α,γ = C15 + Cα,γ.
En utilisant les estimations (1.3.19) et (1.3.20) dans (1.3.73), on obtient

∫ T

0

e1(t)dt− C13δ

2

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2 − C2α,γ1α

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2 −
Rα

2γ

∫ T

0

∫
Ω

|∇u1|2

−C3α,γ1α

∫ T

0

∫
Ω

|u1|2 − C4α,γ1

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
6 C16(1 +

1

δ
)

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2

∀γ, γ1 et δ > 0,
(1.3.74)

où

C1α,γ,γ1 =
(Cα,γ
γ1

+ C14

) K2

1− α0
√
c0

+
Cα,γγ1K4

(1− α0
√
c0)2

,

C2α,γ,γ1 = C1α,γ + C1α,γ,γ1

et

C3α,γ,γ1 =
(Cα,γ
γ1

+ C14

)
K1 +

Cα,γγ1K3

1− α0
√
c0

.

Pour α,
α

γ
et δ su�samment petits, l'inégalité de Poincaré et la dé�nition de

e1(t) conduisent (1.3.74) à
(
1− C17(α +

α

γ
+ δ)

) ∫ T

0

e1(t)dt− C18e1(0)− C19ẽ2(0)

6 C16(1 +
1

δ
)

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2,

(1.3.75)
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Maintenant, soit ε > 0 un arbitrair positif �xe dans (0, ε∗), où ε∗ est choisi
su�samment petit. Alors (1.3.75) implique

(1− ε)
∫ T

0

e1(t)dt+ ε

∫ T

0

(e1(t) + ẽ2(t))dt− ε
∫ T

0

ẽ2(t)dt

−C18e1(0)− C19ẽ2(0) 6 C20

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2,

(1.3.76)

En utilisant (1.3.39) et (1.3.42) dans (1.3.76), on obtient
C20

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 > (1− εC21)

∫ T

0

e1(t)dt+ ε
δ2T

2
ẽ1(0)

−C22
ε+ α

α
e1(0) +

[
ε
δ2T

2
− C22

ε+ α

α

]
ẽ2(0).

(1.3.77)

On pose ε0 =
1

C21

et on suppose que 0 < ε∗ < ε0, et on insère (1.3.36) dans

(1.3.77) pour éliminer le terme
∫ T

0

e1(t)dt, on obtient de (1.3.77) alors


C20

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 >
( a1T

1 + αT
− C22

ε+ α

α

)
e1(0) + ε

δ2T

2
ẽ1(0)

+
[(
a2 −

a1

1 + αT

)
T − C22

ε+ α

α

]
ẽ2(0),

(1.3.78)

où a1 =
(1− εC21)

2
K22 > 0 et a2 =

εδ2

2
> 0.

On remarque que le coe�cient de ẽ1(0) dans (1.3.78) est strictement positif.
Pour complèter la preuve du théorème, il nous reste à démontrer que les
coe�cients de e1(0) et ẽ2(0) qui dépendent seulement de T , α et ε sont
positifs pour T su�samment grand, α et ε∗ su�samment petits.
On pose

T1 = T1(α) =
(a1

a2

− 1
)
α−1,

alors
T1(α) −→ +∞, lorsque ε ou α −→ 0.

Donc, pour T > T1(α) on a a2 −
a1

1 + αT
> 0.

Maintenant on désigne par Qα le polynôme du second ordre en T dé�ni par

Qα(T ) = αa2T
2 + [a2 − a1 − C22(ε+ α)]T − C22

ε+ α

α
.
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Ce polynôme a deux racines. De plus, on remarque que le coe�cient de T
dans ce polynôme est négatif pour ε su�samment petit indépendamment de
α. Alors ce polynôme a deux racines de signes contraires. On désigne par
T−2 (α) la racine négative et T+

2 (α) la racine positive. On remarque que pour
T+

2 (α) > T1(α) car Qα peut s'écrire sous la forme

Qα =
a1α(T − T1(α))T

1 + αT1(α)
− C22(ε+ α)(1 + αT )

α
.

Donc pour T > T+
2 (α) le coe�cient de ẽ2(0) est positif. Il est donné par

αa2
α(T − T+

2 (α))(T − T−2 (α))

1 + αT
.

Il nous reste à voir si le coe�cient de e1(0) dans (1.3.78) sera positif. Ce
coe�cient sera positif pour su�samment grand T si a1 − C22(ε + α) peut
être positif pour su�samment petits ε et α . C'est facile à réaliser en prenant
α∗ < K22(2C22)−1 et en choisissant ε∗ = min(ε0, ε1) où

ε1 =
K22 − 2C22α

∗

2C22 +K22C21

.

Maintenant, pour α ∈ (0, α∗) et ε ∈ (0, ε∗) on pose

T3 = T3(α) =
C22(ε+ α)

a1 − C22(ε+ α)
> 0.

On remarque que T3 = T3(α) est tel que

C22(ε+ α)

α
=

a1T3

1 + αT3

,

le coe�cient de e1(0) dans (1.3.78) est donné par[ a1(T − T3(α))

(1 + αT )(1 + αT3(α))

]
et il est positif pour T > T3(α). Utilisons les expressions ci-dessus des coef-
�cients de ẽ2(0) et e1(0) dans (1.3.78), on obtient l'inégalité d'observabilité
suivante avec des coe�cients positifs pour T > max(T+

2 (α), T3(α)) :
C20

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 >
[ a1(T − T3(α))

(1 + αT )(1 + αT3(α))

]
e1(0)

+
[
αa2

α(T − T+
2 (α))(T − T−2 (α))

1 + αT

]
ẽ2(0).

(1.3.79)

D'où la démonstration complète du théorème 1.3.1.
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1.4 Contrôlabilité exacte interne indirecte

Cette étude est guidée par la méthode d'unicité hilbertienne, H.U.M, in-
troduite par J.L. Lions dans [69].

On considère le système suivant :
y1,tt −∆y1 + αy2 = v1ω dans Ω× (0, T ),
y2,tt −∆y2 + αy1 = 0 dans Ω× (0, T ),
y1 = y2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
yi(0) = y0

i , yi,t(0) = y1
i sur Ω,

(1.4.80)

où v =
∂

∂t
(u′1) et 1ω est la fonction caractéristique de ω.

La solution de (1.4.80) peut se dé�nir par la méthode de transposition (cf.
J.L. Lions et E. Magenes [71]) qu'on va la détallier dans la preuve du théo-
rème 1.4.1.
On se pose alors le problème de contrôlabilité exacte indirecte suivant :
étant donné T > 0 (su�samment grand) et des données initiales Y 0 =
(y0, y1, z0, z1), existe-t-il un contrôle v qui ramène la solution de (1.4.80)
à l'équilibre au temps T , i.e. y1(T ) = y1,t(T ) = y2(T ) = y2,t(T ) = 0 ? En
appliquant la méthode HUM de Lions, on montre le résultat suivant :

Théorème 1.4.1. Pour tout 0 < |α| < α∗, pour T > T0 où α∗ et T0 sont
donnés dans le théorème 1.3.1 et pour tout

Y 0 = (y0
1, y

1
1, y

0
2, y

1
2) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω),

il existe un contrôle interne

v ∈
[
H1(0, T ;L2(Ω))

]′
tel que la solution du système (1.4.80) véri�e

y1(T ) = y1,t(T ) = y2(T ) = y2,t(T ) = 0.

Avant commencer la preuve du théorème, on a besoin les deux lemmes
suivants.

Lemme 1.4.1. (Inégalité de Gronwall). Soit φ une fonction scalaire conti-
nue telle que

φ(t) 6 γ1 + γ2

∫ t

t0

φ(s)ds

pour tout t ∈ [t0, t1[, où γ1, γ2 sont des constantes positives. Alors on a

φ(t) 6 γ1e
γ2(t−t0)

pour tout t ∈ [t0, t1[.



1.4 Contrôlabilité exacte interne indirecte 53

Lemme 1.4.2. Soient (f1, f2) ∈ L2
(
0, T ;L2(Ω)

)2
et (θ0

i , θ
1
i ) ∈

(
H1

0 (Ω) ×
L2(Ω)

)2
) i = 1, 2. Alors le système


θ1,tt −∆θ1 + αθ2 = f1 dans Ω× (0, T ),
θ2,tt −∆θ2 + αθ1 = f2 dans Ω× (0, T ),
θ1 = θ2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
θi(0) = θ0

i , θi,t(0) = θ1
i sur Ω, i = 1, 2

(1.4.81)

admet une unique solution (θ1, θ
′
1, θ2, θ

′
2) dans C

(
0, T ;H). De plus, on a

 e(θ1(t)) + e(θ2(t)) ≤ k
(
e(θ0

1) + e(θ0
2) + ‖f1‖2

L1
(

0,T ;L2(Ω)
)

+‖f2‖2

L1
(

0,T ;L2(Ω)
) (1.4.82)

où k est une contante dépandant de α et de la constante de Poincaré c0.

Démonstration. On pose X(t) = (θ1(t), θ′1(t), θ2(t), θ′2(t)).
Le problème (1.4.81) peut se reformuler sous la forme de{

X ′(t) +AαX(t) = f(t),
X(0) = X0 ∈ H. (1.4.83)

où f(t) =
(
0, f1(t), 0, f2(t)

)
.

D'après la proposition 1.2.2, −Aα est anti-adjoint, alors d'après le théorème
de Stone −Aα est le générateur d'un C0-groupe unitaire sur H. Par consé-
quent, un théorème classique de semigroupe pour un problème non homogène
montre que le problème (1.4.83) admet une unique solutionX ∈ C1

(
0, T : H

)
.

Maintenant, on va démontrer (1.4.82). On multiplie la première équation de
(1.4.81) par θ′1 et la deuxième équation par θ′2, on obtient

e(θ1(t)) + e(θ2(t)) + α

∫ t

0

∫
Ω

θ2(s)θ′1(s)ds+ α

∫ t

0

∫
Ω

θ1(s)θ′2(s)ds

−
∫ t

0

∫
Ω

f1(s)θ′1(s)−
∫ t

0

∫
Ω

f2(s)θ′2(s) = e(θ0
1) + e(θ0

2)

(1.4.84)
pour tout t ∈ [0, T ].

Donc en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité de Young, on
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obtient

e(θ1(t)) + e(θ2(t)) ≤ e(θ0
1) + e(θ0

2)

+α

∫ t

0

[( ∫
Ω

θ2
2(s)dx

)1/2(∫
Ω

θ′
2
1(s)dx

)1/2]
ds

+α

∫ t

0

[( ∫
Ω

θ2
1(s)dx

)1/2(∫
Ω

θ′
2
2(s)dx

)1/2]
ds

+
1

2

∫ t

0

∫
Ω

f 2
1 (s)dxds+

1

2

∫ t

0

∫
Ω

θ′
2
1(s)dxds

+
1

2

∫ t

0

∫
Ω

f 2
2 (s)dxds+

1

2

∫ t

0

∫
Ω

θ′
2
2(s)dxds ∀t ∈ [0, T ].

(1.4.85)

En appliquant l'inégalité de Young de nouveau, (1.4.85) implique

e(θ1(t)) + e(θ2(t)) ≤ e(θ0
1) + e(θ0

2) + α2

∫ t

0

∫
Ω

θ2
2(s) +

1

4

∫
Ω

θ′
2
1(s)

+α2

∫ t

0

∫
Ω

θ2
1(s) +

1

4

∫
Ω

θ′
2
2(s) +

1

2

∫ t

0

∫
Ω

θ′
2
1(s) +

1

2

∫ t

0

∫
Ω

θ′
2
2(s)

+
1

2

∫ t

0

∫
Ω

f 2
1 (s) +

1

2

∫ t

0

∫
Ω

f 2
2 (s) ∀t ∈ [0, T ].

(1.4.86)
Ensuite, de l'inégalité de Poincaré et de la dé�ntion de e1 et e2, (1.4.86)
implique

e(θ1(t)) + e(θ2(t)) ≤ e(θ0
1) + e(θ0

2) + c1(α)

∫ t

0

e(θ1(s)) + c2(α)

∫ t

0

e(θ2(s))

+
1

2
‖f1‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
) +

1

2
‖f2‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
) ∀t ∈ [0, T ].

(1.4.87)
Donc

e(θ1(t)) + e(θ2(t)) ≤ e(θ0
1) + e(θ0

2) +
1

2
‖f1‖2

L2
(

0,T ;H1
0 (Ω)
) +

1

2
‖f2‖2

L2
(

0,T ;H1
0 (Ω)
)

+ max{c1(α), c2(α)}
∫ t

0

(
e(θ1(s)) + e(θ2(s))

)
ds

(1.4.88)
pour tout t ∈ [0, T ].
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Alors en appliquant l'inégalité de Gronwall, (1.4.88) nous donne e(θ1(t)) + e(θ2(t))

≤
[
e(θ0

1) + e(θ0
2) +

1

2
‖f1‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
) +

1

2
‖f2‖2

L2
(

0,T ;L2(Ω)
)]e(max{c1(α),c2(α)}T )

(1.4.89)
pour tout t ∈ [0, T ]. D'où la preuve de (1.4.82).

Maintenant, on retourne à la preuve du théorème 1.4.1. On va appliquer
la méthode de HUM. On résoud d'abord, le problème homogène

u1,tt −∆u1 + αu2 = 0 dans Ω× (0, T ),
u2,tt −∆u2 + αu1 = 0 dans Ω× (0, T ),
u1 = u2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
ui(0) = u0

i , ui,t(0) = u1
i sur Ω,

(1.4.90)

où (u0
1, u

1
1, u

0
2, u

1
2) ∈

(
D(Ω)

)4
. La proposition 1.2.2 a�rme que ce problème

est bien posé.
Puis on résoud le problème rétrograde suivant

ψ1,tt −∆ψ1 + αψ2 =
∂

∂t
(u′1)1ω dans Ω× (0, T ),

ψ2,tt −∆ψ2 + αψ1 = 0 dans Ω× (0, T ),
ψ1 = ψ2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
ψi(T ) = ψi,t(T ) = 0 i = 1, 2 dans Ω.

(1.4.91)

On note que la dérivée
∂

∂t
(u′1)1ω n'est pas prise au sens des distributions mais

au sens de la dualité entre H1(0, T ;L2(Ω)) et son dual [H1(0, T ;L2(Ω))]′, i.e.
de sorte que

〈 ∂
∂t

(u′1)1ω, z〉 = −
∫ T

0

∫
ω

u′1z
′dxdt ∀z ∈ H1(0, T ;L2(Ω)).

La solution Ψ = (ψ1, ψ
′
1, ψ2, ψ

′
2) du sytème (1.4.91) est dé�nie par la méthode

de transposition. En e�et, on doit véri�er que (ψ1, ψ2) est une solution de
∫ T

0

∫
Ω

(
ψ1f1 + ψ2f2

)
dxdt+

∫
Ω

(
ψ1(0)θ1

1 + ψ2(0)θ1
2 − ψ′1(0)θ0

1 − ψ2(0)θ0
2

)
dxdt

= −
∫ T

0

∫
ω

u′1θ
′
1dxdt

(1.4.92)
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pour tout

(θ0
1, θ

1
1, f1, θ

0
2, θ

1
2, f2) ∈

[
H0

1 (Ω)× L2(Ω)× L1
(
0, T ;L2(Ω)

)]2

,

où (θ1, θ2) est la solution du problème (1.4.81).(
Noter que l'intégrale

∫ T

0

∫
Ω

(
ψ1f1 +ψ2f2

)
dxdt doit être interprétée au sens

de la dualité entre L∞
(
0, T ;L2(Ω)

)
et L1

(
0, T ;L2(Ω)

))
.

Maintenant, on pose

X0 = (θ0
1, θ

1
1, f1, θ

0
2, θ

1
2, f2), H̃ =

[
H0

1 (Ω)× L2(Ω)× L1
(
0, T ;L2(Ω)

)]2

,

et on considère l'application L de H̃ dans R dé�nie par

L(X0) = −
∫ T

0

∫
ω

u′1θ
′
1dxdt. (1.4.93)

Il est clair que L est linéaire et bien dé�nie. Il nous reste à véri�er que L est
continue i.e. il existe une constante positive C∗ telle que∣∣∣L(X0)

∣∣∣ ≤ C∗‖X0‖H̃ ∀X0 ∈ H̃, (1.4.94)

où C∗ est une constante dépendant de E(0) et T .
La véri�cation est facile. En e�et,d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.4.93)
nous donne∣∣∣L(X0)

∣∣∣ ≤ (∫ T

0

∫
ω

|u′1|2dxdt
)1/2(∫ T

0

∫
Ω

|θ′1|2dxdt
)1/2

. (1.4.95)

Alors, en utilisant (1.3.13) et la dé�nition de e1 dans (1.4.95) on obtient∣∣∣L(X0)
∣∣∣ ≤ ( 4T

c1(α)
E(0)

)1/2(
2

∫ T

0

e1

(
θ1(t)

)
dt
)1/2

. (1.4.96)

Donc, d'après (1.4.82), (1.4.96) implique
∣∣∣L(X0)

∣∣∣ ≤ ( 4T

c1(α)
E(0)

)1/2

×(
2Tk

(
e(θ0

1) + e(θ0
2) + ‖f1‖2

L1
(

0,T ;L2(Ω)
) + ‖f2‖2

L1
(

0,T ;L2(Ω)
)))1/2

.

(1.4.97)
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D'où (1.4.94) et L ∈ H̃′ . Par suite, il existe X1 ∈ H̃
′
unique tel que

〈X1, X0〉H̃′ ,H̃ = L(X0),

où X1 est noté par
(
ψ′1(0),−ψ1(0), ψ1, ψ

′
2(0),−ψ2(0), ψ2

)
et H̃′ est noté par[

H−1(Ω)× L2(Ω)× L∞
(
0, T ;L2(Ω)

)]2

.

On dé�nit ensuite un opérateur linéaire Λ par

Λ
(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)
)

:=
(
ψ′1(0),−ψ1(0), ψ′2(0),−ψ2(0)

)
.

On considère des données initiales (ϕ0
1, ϕ

1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2) ∈

(
D(Ω)

)4
et (ϕ1, ϕ

′
1, ϕ2, ϕ

′
2)

solution du problème (1.1.4) associé.
En multipliant la première équation du système (1.4.90) par ϕ1, la deuxième
équation par ϕ2 et en intégrant sur [0, T ]× Ω, on obtient

〈Λ
(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)
)
, (ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2)〉

=

∫
Ω

[
ψ′1(0)ϕ0

1 + ψ′2(0)ϕ0
2 − ψ1(0)ϕ1

1 − ψ2(0)ϕ1
2

]
dx

=

∫ T

0

∫
ω

u′1ϕ
′
1dxdt,

(1.4.98)

et en particulier

〈Λ
(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)
)
, (u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)〉 =

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2dxdt. (1.4.99)

On considère sur
(
D(Ω)

)4
la semi-norme dé�nie par

‖U0‖F =
(∫ T

0

∫
ω

|u′1|2dxdt
)1/2

, (1.4.100)

où U = (u1, u
′
1, u2, u

′
2) désigne la solution de (1.4.90) associée aux conditions

initiales U0. Grâce à l'inégalité inverse dans le théorème 1.3.1, ‖ · ‖F est une
norme sur

(
D(Ω)

)4
. On note par F le complété de cet espace par rapport à

cette norme. On obtient ainsi un espace de Hilbert.
Les inégalités directe et inverse impliquent que les injections(

H1
0 (Ω)× L2(Ω)

)2 ⊂ F ⊂ H1
0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω)×H−1(Ω)

sont continues. Par suite on a l'injection continue

L2(Ω)×H−1(Ω)×H1
0 (Ω)× L2(Ω) ⊂ F ′.
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D'après (1.4.98) et (1.4.100) on a
〈Λ
(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)
)
, (ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2)〉

=
(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2), (ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2)
)
F

∀(u0
1, u

1
1, u

0
2, u

1
2), (ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2) ∈

(
D(Ω)

)4
.

(1.4.101)

où ( . , . )F désigne le produit scalaire associé à la norme ‖ . ‖F , et par consé-
quent 

|〈Λ
(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)
)
, (ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2)〉|

6 ‖(u0
1, u

1
1, u

0
2, u

1
2)‖F‖(ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2)‖F

∀(u0
1, u

1
1, u

0
2, u

1
2), (ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2) ∈

(
D(Ω)

)4
.

(1.4.102)

Comme
(
D(Ω)

)4
est dense dans F d'après la dé�nition de F , l'application

Λ
(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)
)
peut se prolonger d'un façon unique en une application

continue sur F , et Λ
(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)
)
∈ F ′.

D'autre part, l'inégalité (1.4.102) implique que l'application Λ qui à chaque
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2) ∈

(
D(Ω)

)4
fait correspondre Λ

(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)
)
∈ F ′ est conti-

nue lorsque
(
D(Ω)

)4
est muni de la norme ‖ . ‖F .

Alors par densité, Λ peut se prolonger (de manière unique) en un opérateur
continu de F dans l'espace dual F ′ (F ′ est aussi un espace hilbertien qu'on
n'identi�e pas à l'espace F)

Λ : F −→ F ′.

De (1.4.101), on déduit
|〈Λ
(
(u0

1, u
1
1, u

0
2, u

1
2)
)
, (ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2)〉|

6 ‖(u0
1, u

1
1, u

0
2, u

1
2)‖F‖(ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2)‖F

∀(u0
1, u

1
1, u

0
2, u

1
2), (ϕ0

1, ϕ
1
1, ϕ

0
2, ϕ

1
2) ∈ F .

(1.4.103)

Donc l'inégalité inverse dans le théorème 1.3.1 et (1.4.103) impliquent que
l'opérateur Λ est coercif et continu sur F . Alors d'après le lemme de Lax-
Milgram, Λ est un isomorphisme de F sur F ′. Par suite, pour tout (y0

1, y
1
1, y

0
2, y

1
2),

l'équation

Λ(u0
1, u

1
1, u

0
2, u

1
2) := (y′1(0),−y1(0), y′2(0),−y2(0))
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a une solution unique (u0
1, u

1
1, u

0
2, u

1
2) ∈ F de façon que

(y0
1, y

1
1, y

0
2, y

1
2) ∈ L2(Ω)×H−1(Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω).

Mais, l'unicité de la solution du problème (1.4.80) donne

y1 = ψ1 et y2 = ψ2.

Par conséquent,

y1(T ) = y1,t(T ) = y2(T ) = y2,t(T ) = 0.

�
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Chapitre 2

Observabilité et contrôlabilité

exacte internes indirectes des

systèmes hyperboliques abstraits

faiblement couplés

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse à généraliser les résultats du chapitre
précédent aux cas des systèmes hyperboliques de deux équations d'évolution
abstraites du second ordre faiblement couplées de la forme

u1,tt + A1u1 + αCu2 = 0 dans V ′1 ,
u2,tt + A2u2 + αC∗u1 = 0 dans V ′2 ,
(u1, u

′
1)(0) = (u0

1, u
1
1) ∈ V1 ×H,

(u2, u
′
2)(0) = (u0

2, u
1
2) ∈ V2 ×H,

(2.1.1)

où H, V1 ⊂ H, et V2 ⊂ H sont des espaces de Hilbert séparables. A1, A2 sont
des opérateurs non bornés coercifs auto-adjoint dans H, alors que l'opérateur
de couplage C est supposé bourné dans H ; C∗ est l'opérateur adjoint de C ;
et α est le paramètre de couplage.

Récemment, plusieurs auteurs ont étudié la stabilisation et la contrô-
labilité des équations d'évolution abstraites et des sytèmes des équations
d'évolution abstraites. F. Alabau [2] a traité la stabilisation frontière indi-
recte d'un système abstrait de deux équations d'évolution du second ordre
faiblement couplées. Elle a démontré la décroissance pôlynomiale à l'in�ni
de l'énergie des solutions de ce système. M. A�lal ; F. Ammar Khodja [11]
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ont donné des conditions su�santes pour la stabilité uniforme et la stabi-
lisation exponentielle des équations abstraites couplées du second ordre, et
ils ont donné des exemples pour illustrer l'utilité de ses résultats. F. Ammar
Khodja ; A. Benabdallah ; D. Teniou [12] ont étudié la stabilité exponentielle
et asymptotique du système

u′ = Au+Bv,
v′ = −B∗u+ Cv,
u(0) = u0, v(0) = v0,

où A engendre un semi-groupe de contraction sur un espace de Hilbert X.
C = C∗ engendre un semi-groupe exponentiellement stable sur un espace de
Hilbert Y , B est borné de Y dans X et D(A) ⊂ D(B∗) est (−C)1/2-borné. Ils
ont donné deux exemples intéressants dont le second concernant la stabili-
sation frontière d'un système thermoélastique. A. Soufyane a démontré dans
[101] que la stabilité uniforme d'un semi-groupe associé à un système couplé
sous l'e�et des termes d'amortissement en déplacement est équivalente à la
stabilité uniforme d'un semi-groupe associé à un système couplé sous l'e�et
des termes d'amortissement en vitesse. Dans [92] S. Nicaise a considéré la
stabilité d'une équation d'évolution abstraite en utilisant un principe de Liu
basé sur la stabilité exponentielle du problème inverse avec un feedback li-
néaire et une inégalité intégrale, et en utilisant le principe de Russell, il a
obtenu quelques résultats de contrôlabilité exacte.

D'un autre côté, l'étude de l'observabilité frontière indirecte d'un système
abstrait de deux équations d'évolution du second ordre faiblement couplées
de la forme (2.1.1) a été abordée par F. Alabau dans [1]. Elle a prouvé que
seulement par l'observation d'une seule composante du vecteur d'état, on
peut déduire une estimation de toutes les composantes du vecteur d'état au
temps initial. Plus précisement, elle a obtenu une estimation de la forme∫ T

0

‖B∗u1‖2
Gdt ≥ c

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
, (2.1.2)

où B∗ est un certain opérateur linéaire agissant de D(A1) sur un espace de
Hilbert G, e1(0) est l'énergie partielle naturelle de la première composante de
l'inconnu et ẽ2(0) est l'énergie partielle a�aiblie de la deuxième composante
de l'inconnu au temps initial. A l'aide du résultat précédent et par l'appli-
cation de la méthode d'unicité hilbertienne, elle a montré un résultat de
contrôlabilité exacte indirecte. Des applications de son résultat abstrait ont
été données à plusieurs systèmes couplés des équations aux dérivées partielles
(Onde-Onde, systèmes d'élasticité linéaires couplés, Petrowsky-Petrowsky, et
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Onde-Petrowsky).

Dans ce chapitre, en montrant que les techniques introduites dans [1]
s'adaptent dans le cas de l'observabilité interne indirecte, on obtient l'esti-
mation suivante ∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≥ c

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
, (2.1.3)

où r est un certain opérateur d'observation linéaire agissant de H sur un
espace de Hilbert Θ.
A partir de l'estimation (2.1.3) et à l'aide de la méthodeHUM de J.-L. Lions
([69], [70]), on déduit par dualité que le système

y1,tt + A1y1 + αCy2 = v,
y2,tt + A2y2 + αC∗y1 = 0,
(y1, y

′
1)(0) = (y0

1, y
1
1),

(y2, y
′
2)(0) = (y0

2, y
1
2)

(2.1.4)

(2.1.1) est exactement contrôlable, où v ∈
[
H1
(
0, T ;H

)]′
.

Des applications aux cas de systèmes couplés de type Petrowsky-Petrowsky
et Onde-Petrowsky seront données.

2.2 Résultats principaux

Soient Vi, i = 1, 2, H et Θ des espces de Hilbert réels séparables tels que
les injections Vi ⊂ H i = 1, 2 et H ⊂ Θ sont denses, compactes et continues.
Dans la suite, on identi�e H avec son dual, ce qui donne que les injections
Vi ⊂ H ⊂ V ′i sont continues, denses et compactes.
Les produit scalaires sur Vi i = 1, 2, H et Θ sont respectivement notés par
( . , . )i i = 1, 2, ( . , . ) et 〈 . , . 〉Θ, et les normes correspondantes sont respec-
tivement | . |i i = 1, 2, | . | et ‖ . ‖Θ. De plus, on note par | . |V ′i la norme sur
V ′i , par 〈 . , . 〉V ′i ,Vi le produit de dualité, et par Ai i = 1, 2 l'application de
dualité de Vi dans V ′i qui est dé�nie par

〈Aiw, z〉V ′i ,Vi = (w, z)i ∀w, z ∈ Vi i = 1, 2.

Dans la suite, on notera aussi par Ai l'opérateur non borné dans H de do-
maine

D(Ai) = {u ∈ Vi;Aiu ∈ H} i = 1, 2.

Les opérateurs Ai i = 1, 2 sont auto-adjoints et coercifs. A1/2
i i = 1, 2 désigne

la puissance fractionnaire usuelle de Ai (voir [93]).
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Soit p ∈ L
(
Θ;H

)
telle que(
p(ϕ), p(ϕ̃)

)
= 〈ϕ, ϕ̃〉Θ ∀ϕ ∈ Θ∀ϕ̃ ∈ Θ, (2.2.5)

et soit r ∈ L
(
H; Θ

)
l'opérateur d'observabilité. On note par µ la plus petite

constante positive telle que

‖r(u)‖Θ ≤ µ|u| ∀u ∈ H. (2.2.6)

Pour i = 1, 2, on note par νi la plus petite constante positive telle que

|u|2 ≤ ν2
i |u|2i ∀u ∈ Vi. (2.2.7)

Alors, on a pour i = 1, 2

|u|2 ≤ ν2
i |A

1/2
i u|2 ∀u ∈ Vi. (2.2.8)

D'où
|A−1/2

i u|2 ≤ ν2
i |u|2 ∀u ∈ H. (2.2.9)

De plus, soit C un opérateur linéaire continue sur H. On note par β2 la plus
petite constante positive telle que

|Cu| ≤ β2|u| ∀u ∈ H. (2.2.10)

Alors on a
|C∗u| ≤ β2|u| ∀u ∈ H. (2.2.11)

Posons
α0 = (β2ν1ν2)−1. (2.2.12)

Maintenant, on va considérer quelques hypothèses qui seront largement uti-
lisées dans la suite.
• Hypothèse (H1) :

∃β1 > 0 tel que β1|u| ≤ |Cu| ∀u ∈ H. (2.2.13)

De plus, on considère les hypothèses de compatibilité suivantes sur les opé-
rateurs A1, A2, et C.
• Hypothèse (H2) :

CV2 ⊂ V1, CD(A2) ⊂ D(A1) et A1Cu = CA2u ∀u ∈ D(A2), (2.2.14)

∃β3 tel que |A1/2
1 CA

−1/2
2 u| ≤ β3|u| ∀u ∈ H. (2.2.15)

De plus, soit G un espace de Hilbert donné avec la norme ‖ . ‖G et le pro-
duit scalaire 〈 . , . 〉G. Dans la suite on va identi�er l'espace G avec son dual.
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Soit B∗ ∈ L(D(A1), G) aussi. On suppose qu'il existe des constantes po-
sitives δi i = 1, 2, 3, ηi i = 1, 2, 3, 4, telles que pour tout T > 0, tout
f ∈ C1

(
[0, T ];H

)
et tout U0

1 = (u0
1, u

1
1) ∈ D(A1)× V1, la solution u1 de{

u′′1 + A1u1 = f,
(u1, u

′
1)(0) = U0

1

(2.2.16)

satisfait les deux inégalités (respectivement, directe et inverse), notées res-
pectivement, par l'hypothèse (H3)

∫ T

0

‖B∗u1‖2
Gdt ≤ δ1

∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt

+γ

∫ T

0

e1(t)dt+ δ2

(
e1(0) + e1(T )

)
+ δ3

∫ T

0

|f |2dt ∀γ > 0

(2.2.17)
et par l'hypothèse (H4)

η4

∫ T

0

‖B∗u1‖2
Gdt ≥ (1− η1β)

∫ T

0

e1(t)dt− η2

(
e1(0) + e1(T )

)
−η3β

−1

∫ T

0

|f |2dt ∀β ∈ (0, η−1
1 ).

(2.2.18)

Avant donner le résultat principale de ce chapitre, on va énoncer la remarque
suivante

Remarque 2.2.1. Pour u ∈ H, A−1/2
2 u ∈ V2, on a d'après (2.2.14) que

CA
−1/2
2 u ∈ V1. Donc la partie gauche de l'inégalité (2.2.15) a un sens. De

plus, pour v ∈ V2 on a u = A
−1/2
2 v ∈ D(A2). Alors on déduit de (2.2.14) que

A
1/2
1 CA

−1/2
2 v = CA

1/2
2 v ∀v ∈ V2.

Par suite
A

1/2
1 CA

−1/2
2 v = A

−1/2
1 CA

1/2
2 v ∀v ∈ V2.

Donc en utilisant (2.2.15), on obtient

|A−1/2
2 CA

1/2
1 u| ≤ β3|u| ∀u ∈ V2. (2.2.19)

Maintenant, on résume notre résultat principal de l'observabilité indirecte
interne dans l'énoncé suivant

Théorème 2.2.1. On suppose que A1, A2, et B satisfont les hypothèses
(H1),(H2),(H3) et (H4). Alors il existe α∗ > 0 tel que pour tout 0 < |α| < α∗,
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il existe T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et tout U0 ∈ H la solution
U(t) = exp(−tAα)U0 de (2.1.1) satisfait

2η4δ1

∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≥ c1(α, T )e1(0) + c3(α, T )ẽ2(0), (2.2.20)

où

c1(α, T ) =
a1(T − T3)

(1 + αT )(1 + αT3)
, c3(α, T ) =

αa2(T − T2)(T − T−2 )

1 + αT
,

et T2, T
−
2 , T3 sont des constantes explicites dépendant seulement de α, et des

nombres νi i = 1, 2, βi i = 1, 2, 3, et a1 et a2 sont des constantes positives
�xes. Si on note par C la constante générique positive indépendante de α,
alors |T2|, |T−2 | comportent comme Cα−1 et T3 comporte comme C quand α
tend vers zéro.
De plus, si

r(u′1(t)) = 0 p.p. t ∈ [0, T ]

alors U(t) = 0 pour tout t ∈ [0, T ].

A partir de l'estimation (2.2.20) et à l'aide de la méthode HUM de J.-L.
Lions ([69], [70]), on obtient par dualité des résultats de contrôlabilité exacte.
Plus précisement, on considère le système suivant

y1,tt + A1y1 + αCy2 = v,
y2,tt + A2y2 + αC∗y1 = 0,
(y1, y

′
1)(0) = (y0

1, y
1
1),

(y2, y
′
2)(0) = (y0

2, y
1
2),

(2.2.21)

où v ∈
[
H1
(
0, T ;H

)]′
, et on obtient le résultat suivant

Théorème 2.2.2. On considère les hypothèses du théorème 2.2.1. Pour tout
0 < |α| < α∗, pour tout T > T0 où T0 est dé�ni dans le théorème 2.2.1, et
pour tout

Y 0 = (y1
1,−y0

1, y
1
2,−y0

2) ∈ V ′1 ×H ×H × V2,

il existe un contrôle v ∈
[
H1
(
[0, T ];H

)]′
tel que la solution Y = (y′1,−y1, y

′
2,−y2)

de (2.3.4) satisfait

yi(T ) = y′i(T ) = 0 i = 1, 2.
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2.3 Formulation du problème

2.3.1 Existence et unicité de la solution du problème

direct

Dans ce sous-paragraphe, on va étudier l'existence et l'unicité de la so-
lution du système (2.1.1) par une méthode classique de semi-groupe dans
l'espace énergie H = H1 × H2, où Hi = Vi × H pour i = 1, 2. On procède
comme dans [1]. On dé�nit alors un opérateur linéaire non borné Aα sur H
par

AαU = (−v1, A1u1 + αCu2,−v2, A2u2 + αC∗u1),

D(Aα) = D(A1)× V1 ×D(A2)× V2.

On peut se reformuler le système (2.1.1) comme un système abstrait du
premier ordre de la forme {

U ′ +AαU = 0,
U(0) = U0 ∈ H. (2.3.1)

On note par (( . , . )) le produit scalaire standard de l'espase produit H et par
‖.‖ la norme correspondante. On considère encore sur H la forme bilinéaire
dé�nie par (

U, Ũ
)
α

=
((
U, Ũ

))
+ α

(
Cu2, ũ1

)
+ α

(
u1, Cũ2

)
pour U =

(
u1, v2, u2, v2

)
et Ũ =

(
ũ1, ṽ2, ũ2, ṽ2

)
dans H.

Les résultats suivants sont donnés dans [1].

Proposition 2.3.1. Considérons les hypothèses ci-dessus sur les espaces
V1, V2H et les opérateurs A1, A2. De plus, dé�nissons β1, β2, ν1, ν2 comme
dans (2.2.13), (2.2.10), et (2.2.9) et α0 par (2.2.12). Alors pour tout 0 ≤
|α| < α0, il existe deux constantes c1(α) > 0 et c2(α) > 0 telles que

c1(α)‖U‖2 ≤
(
U,U

)
α
≤ c2(α)‖U‖2 ∀U ∈ H. (2.3.2)

Alors, pour tout 0 < |α| < α0, l'application

U ∈ H −→ ‖U‖α =
(
U, Ũ

) 1
2

α
,

dé�nit une norme sur H qui est équivalente à la norme ‖.‖.
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Démonstration. Soit U ∈ H donné. De (2.2.9) et (2.2.10) on obtient

|(U,U)α − ‖U‖2| ≤ 2|αRe
(
(u1, Cu2)

)
| ≤ 2|α|β2ν1ν2|u1|1|u2|2.

D'où l'estimation (2.3.2) désirée où

c1(α) = (1− α

α0

) et c2(α) = (1 +
α

α0

).

Proposition 2.3.2. Considérons les hypothèses de la proposition 2.3.1, et
soit α0 donné dans dans la proposition 2.3.1. Alors −Aα est un opérateur
anti-adjoint sur H qui engendre un C0 groupe unitaire T0(t) = e−tAα , t ∈ R,
sur H. Par conséquent, pour 0 < |α| < α0 et pour U0 ∈ H, le problème
(1.2.10) possède une unique solution U ∈ C

(
[0,+∞);H

)
. Si de plus, U0 ∈

D(Akα) pour k ∈ N∗, alors la solution est dans Ck−j
(
[0,+∞);D(Ajα)

)
pour

j = 0, ..., k.

Démonstration. D'abord, il est facile de véri�er que(
AαU, Ũ

)
α

= −
(
U,AαŨ

)
α
, ∀U, Ũ ∈ D(Aα).

Alors D(A∗α) = D(Aα) et A∗α = −Aα. Donc Aα est anti-adjoint sur H. En
appliquant le théorème de Stone (voir, e.g., [32]), on déduit que Aα est le
générateur d'un C0 groupe unitaire T0(t) = exp(−tAα), t ∈ R sur H.
Alors, de la théorie classique de semi-groupe, on conclut que (1.2.10) admet
une unique solution U ∈ C

(
[0,+∞);H

)
.

Soit U = (u1, u
′
1, u2, u

′
2) une solution de (2.1.1). On dé�nit les énergies

partielles naturelles de la solution U par

ei(u(t)) =
1

2
(|u′|2 + |u|2i ) i = 1, 2.

Alors
E(U(t)) = e1(u1(t)) + e2(u2(t)) + α(u1, Cu2).

On dé�nit aussi les énergies partielles a�aiblies par

ẽi(u(t)) =
1

2

(
|u′|2V ′i + |u|2

)
i = 1, 2.

Alors
Ẽ
(
U(t)

)
= ẽ1(u1(t)) + ẽ2(u2(t)) + α(u1, A

−1
1 Cu2)

)
.

On remarque que
2E
(
U(t)

)
= ‖U(t)‖2

α. (2.3.3)
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Proposition 2.3.3. Soit U = (u1, u
′
1, u2, u

′
2) une solution de (2.1.1). L'éner-

gie naturelle totale de la solution U est conservée, i.e., pour U0 ∈ H, on a

E
(
U(t)

)
= E

(
U(0)

)
t > 0,

et l'énergie a�aiblie totale de la solution U est conservée, i.e., pour U0 ∈ H,
on a

Ẽ
(
U(t)

)
= Ẽ

(
U(0)

)
t > 0.

Démonstration. Comme T0(t), t ∈ R, est unitaire surH, on conclut de (2.3.3)
que l'énergie naturelles de toutes les solutions avec une donnée initiale sur H
est conservée.
Maintenant, on va démontrer la conservation de l'énergie a�aiblie totale. Pour
U0 ∈ D(A), la solution U = (u1, u

′
1, u2, u

′
2) est telle que ui(t) ∈ D(Ai) ∀t > 0.

De plus, chaque équations de (2.1.1) est véri�ée. Donc on a

ẽ ′i = (u′′i + Aiui, A
−1
i u′i)

pour i = 1, 2. En utilisant les deux équations de (2.1.1), on obtient

ẽ ′1 = −α(u′1, A
−1
1 Cu2),

ẽ ′2 = −α(u1, CA
−1
2 u′2).

Maintenant, en utilisant (2.2.14), on déduit que Cu = A−1
1 CA2u pour tout

u ∈ D(A2). On remarque que pour tout v ∈ H, u = A−1
2 v ∈ D(A2). On

a donc CA−1
2 v = A−1

1 Cv pour tout v ∈ H. En utilisant les deux relations
précédentes, on obtient Ẽ ′(t) = 0. Par suite, l'énergie a�aiblie totale de toutes
les solutions avec une donnée initiale dans D(Aα) est conservée. Par densité
de D(Aα) dans H, on conclut que le même résultat reste vrai pour toutes les
solutions avec une donnée initiale dans H.

2.3.2 Existence et unicité de la solution du problème

dual

Dans ce sous-paragraphe, on va étudier l'existence et l'unicité de la solu-
tion du problème dual de (2.1.1). On note par

H1
loc([0,+∞);H) :=

{
f ∈ H1([a, b], H); a, b ∈ [0,+∞)

}
,

etH′ = V ′1×H×V ′2×H l'espace dual deH. Pour Y 0 = (y1
1,−y0

1, y
1
2,−y0

2) ∈ H′

et v ∈
[
H1
loc

(
0, T ;H

)]′
, on va considérer le problème suivant

y1,tt + A1y1 + αCy2 = v,
y2,tt + A2y2 + αC∗y1 = 0,
(y1, y

′
1)(0) = (y0

1, y
1
1),

(y2, y
′
2)(0) = (y0

2, y
1
2).

(2.3.4)
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L'adjoint de Aα est l'opérateur non borné A∗α dé�ni par

D(A∗α) = V1 ×D(A1)× V2 ×D(A2),

et
A∗αZ = (A1ω1 + αCω2,−z1, , A2ω2 + αC∗ω1,−z2),

pour Z = (z1, ω1, z2, ω2) ∈ D(A∗α). On pose Y = (y′1,−y1, y
′
2,−y2) et on

dé�nit un opérateur I ∈ L
([
H1
(
0, T ;H

)]′
;D(Aα)′

)
par Iv = (v, 0, 0, 0).

Alors le système (2.3.4) peut se reformuler sous la forme abstrait{
Y ′ −A∗αY = Iv,
Y (0) = Y 0 ∈ H′. (2.3.5)

Précisement, c'est le problème dual de (2.3.1). La solution de (2.3.5) est
dé�nie par la méthode de transposition (voir, e.g., [69], [70], [52]), c'est-à-

dire, en �xant Y 0 ∈ H′ et v ∈
[
H1
loc([0,+∞);H)

]′
arbitrairement, on dé�nit

une solution de (2.3.5) comme une fonction continue Y dé�nie sur [0,+∞) à
valeurs dans H′, telle que l'égalité

〈Y (T ), U(T )〉H′,H = 〈Y 0, U0〉H′,H + 〈v, u1〉[
H1([0,T ];H)

]′
,H1([0,T ];H)

(2.3.6)

est véri�ée pour tout U0 ∈ H, où U(t) = exp(−tAα)U0 = (u1, u
′
1, u2, u

′
2)(t).

Avant d'énoncer la proposition de l'existence et de l'unicité du problème
(2.3.5), on va énoncer l'inégalité directe suivante.

Proposition 2.3.4. Pour pour U0 ∈ H, la solution U(t) = exp(−tAα)U0 =
(u1, u

′
1, u2, u

′
2)(t) du système (2.3.5) véri�e∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≤

2µ2T

c1(α)
E(U(0)). (2.3.7)

Démonstration. D'après (2.2.6), On a∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≤ µ2

∫ T

0

|u′1|2dt. (2.3.8)

Alors de la dé�nition de e1, on conclut
∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≤ 2µ2

∫ T

0

e1(t)dt

≤ 2µ2

∫ T

0

(e1(t) + e2(t))dt = µ2

∫ T

0

‖U(t)‖2dt.
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Donc de (2.3.2) on déduit∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≤ µ2

∫ T

0

‖U(t)‖2
α

c1(α)
dt. (2.3.9)

Par suite∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≤ 2µ2

∫ T

0

E(U(t))

c1(α)
dt =

2µ2T

c1(α)
E(U0). (2.3.10)

Proposition 2.3.5. Pour tout 0 < |α| < α0, pour tout Y 0 = (y1
1,−y0

1, y
1
2,−y0

2) ∈
H′ et pour tout v ∈

[
H1
loc([0,+∞);H)

]′
, le problème (2.3.5) admet une so-

lution unique sur C
(
[0,+∞);H′

)
. De plus, pour tout T > 0 l'application Ψ

dé�nie de H′ ×
[
H1([0, T ];H)

]′
dans C

(
[0, T ];H′

)
, qui à (Y 0, v) associe Y ,

est continue.

Démonstration. Soient Y 0 ∈ H′ et v ∈ H1
loc([0,+∞);H) �xes arbitrairement.

Pour T > 0, on note par LT la forme linéaire dé�nie sur H par

LT (U0) = 〈Y 0, U0〉H′,H + 〈v, u1〉[
H1([0,T ];H)

]′
,H1([0,T ];H)

, (2.3.11)

où U(t) = exp(−tAα)U0 = (u1, u
′
1, u2, u

′
2).

Or

‖u1‖2
H1([0,T ];H) =

∫ T

0

|u1(t)|2dt+

∫ T

0

|u′1(t)|2dt.

Alors on déduit de (2.2.8)

‖u1‖2
H1([0,T ];H) 6 ν2

1

∫ T

0

|u1(t)|21dt+

∫ T

0

|u′1(t)|2dt. (2.3.12)

Donc

‖u1‖2
H1([0,T ];H) 6 max(ν2

1 , 1)
(∫ T

0

(
|u1(t)|21+|u′1(t)|2

)
dt
)

= max(ν2
1 , 1)

∫ T

0

e1(t)dt

6 max(ν2
1 , 1)

∫ T

0

(e1(t) + e2(t))dt

6 max(ν2
1 , 1)

∫ T

0

‖U(t)‖2

2
dt

= max(ν2
1 , 1)T

‖U0‖2

2

6
max(ν2

1 , 1)T

2c1(α)
‖U0‖2

α.
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Par conséquent, (2.3.11) implique

|LT (U0)| ≤
(
‖Y 0‖H′ +

√
max(ν2

1 , 1)T

2c1(α)
‖v‖[

H1([0,T ];H)
]′)‖U0‖α (2.3.13)

pour tout U0 ∈ H. Alors LT ∈ H′.
D'autre part, on a démontré dans la proposition (2.3.2) que −Aα engendre
un groupe unitaire sur H. Alors, on a U0 = exp(TAα)U(T ) de sorte que la
forme linéaire sur H qui à U(T ) fait correspondre LT (U0) est bien dé�nie et
continue sur H. Par suite, il existe Y (T ) ∈ H′ unique tel que

LT (U0) = 〈Y (T ), U(T )〉H′,H

pour tout U0 ∈ H.
De plus, il est clair que l'application de [0,+∞) dans H qui à chaque T
associe LT est continue. Alors, comme ‖U(T )‖α = ‖U0‖α on déduit que
Y ∈ C

(
[0,+∞);H′

)
. Finalement, d'après (2.3.13) on a pour tout intervalle

borné I dans R+ et tout T ∈ I

‖Y (T )‖H′ ≤ C
(
‖Y 0‖H′ + ‖v‖L2(I;H)

)
,

avec C est une constante dépend seulement de I. Par conséquent, l'applica-
tion

Ψ : H′ ×
[
H1
loc([0,+∞);H)

]′ −→ C([0,+∞);H′
)

qui à chaque (Y 0, v) fait correspondre Y , est continue.

2.4 Preuve des résultats d'observabilité

Pour démontrer l'inégalité inverse (2.2.20), plusieurs résultats déjà don-
nés dans [1] seront nécessaires. Dans la suite, U = (u1, u

′
1, u2, u

′
2) désigne

la solution de (2.1.1) correspond à la donnée initiale U0 ∈ H. De plus, on
va noter par Ci i = 1, ... des constantes positives dépendant seulement de
βi i = 1, 2, 3, ν1, ν2, mais pas de α.

Lemme 2.4.1. Supposons que A1, A2 et B satisfont les hypothèses (H1),
(H2), (H3) et (H4). Pour tout 0 < |α| < α0 et pour tout U0 ∈ H, la solution
U(t) = exp

(
− tAα

)
U0 de (2.1.1) véri�e α

∫ T

0

|u2|2dt 6 αC9

∫ T

0

|u1|2dt+
C10

γ1

(
e1(0) + e1(T )

)
+C10γ1

(
ẽ2(0) + ẽ2(T )

)
∀γ1 > 0.

(2.4.14)
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Démonstration. On procède comme dans [1]. Par densité de D(Aα) dans H
et comme ‖U(t)‖α = ‖U0‖α, pour tout t ≥ 0, il est su�sant de démontrer
l'inégalité désirée pour U0 ∈ D(Aα). Alors, supposons que U0 ∈ D(Aα)
donnée. On a∫ T

0

(
(u′′1 + A1u1 + αCu2, Cu2)− (u′′2 + A2u2 + αC∗u1, C

∗u1)
)
dt = 0.

Donc∫ T

0

(
(u′′1, Cu2)−(u1, Cu

′′
2)+(A1u1, Cu2)−(u1, CA2u2)+α|Cu2|2−α|C∗u1|2

)
dt = 0.

Alors, en intégrant par partie et d'après (2.2.14) qui est

A1Cu = CA2u ∀u ∈ D(A2),

on a

α

∫ T

0

|Cu2|2dt = α

∫ T

0

|C∗u1|2dt+
[
(u1, Cu

′
2)− (u′1, Cu2)

]T
0
. (2.4.15)

D'après (2.2.14) et (2.2.15), on a

|(u1, Cu
′
2)| = |

(
A

1/2
1 u1, (A

−1/2
1 CA

1/2
2 )(A

−1/2
1 u′2)

)
|| ≤ β3|A1/2

1 u1|‖u′2‖V ′2 .

En utilisant l'inégalité de Young, on obtient

|(u1, Cu
′
2)| ≤ β3

( |u1|21
2γ1

+
γ1|u′2|2V ′2

2

)
∀γ1 > 0.

Par suite, en utilisant (2.2.11) et (2.2.13) dans (2.4.15), on obtient l'inégalité
(2.5.1) désirée.

Lemme 2.4.2. Soit
α1 = min(α0, ν

−1
2 ). (2.4.16)

Alors pour tout 0 < |α| < α1 et pour tout U0 ∈ H, la solution U(t) =
exp

(
− tAα

)
U0 de (2.1.1) satisfait les estimations suivantes :
∫ T

0

|A−1/2
2 u′2|2dt 6

C1

α(1− αν2)

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+

C2

(1− αC1)2

∫ T

0

(
|u′1|2 + |u1|2

)
dt,

(2.4.17)
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∫ T

0

|u2|2dt 6
C3

α(1− αν2)

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+

C4

(1− αC1)2

∫ T

0

(
|u′1|2 + |u1|2

)
dt,

(2.4.18)

e1(T ) + e1(0) 6 C5

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+

C6α

1− αν2

∫ T

0

(
|u′1|2 + |u1|2

)
dt, (2.4.19)

ẽ2(T ) + ẽ2(0) 6
C7

1− αν2

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+

C8α

(1− αν2)2

∫ T

0

(
|u′1|2 + |u1|2

)
dt.

(2.4.20)

Démonstration. On procède comme dans [1]. Comme le résultat précédent,
il est su�sant de démontrer ce résultat pour U0 ∈ D(Aα). Donc soit U0 ∈
D(Aα) donnée. La preuve requiert plusieures étapes.

Etape 1. On va estimer
∫ T

0

|A−1/2
2 u′2|2dt. Or, on a

∫ T

0

(u′′2 + A2u2 + αC∗u1, A
−1
2 u2)dt = 0.

Donc∫ T

0

|A−1/2
2 u′2|2dt ≤

∫ T

0

|u2|2dt+ α

∫ T

0

|C∗u1||A−1
2 u2|

+
1

2γ

(
|A−1/2

2 u′2|2(T ) + |A−1/2
2 u′2|2(0)

)
+
γ

2

(
|A−1/2

2 u2|2(T ) + |A−1/2
2 u2|2(0)

)
∀γ > 0.

En utilisant (2.2.9) pour i = 2 et (2.2.11), on obtient∫ T

0

|A−1/2
2 u′2|2dt ≤ (1 +

αβ2ν
4
2

2
)

∫ T

0

|u2|2 +
αβ2

2

∫ T

0

|u1|2

+
1

2

( |A−1/2
2 u′2|2(T )

γ
+ γν2

2 |u2|2(T )
)

+
1

2

( |A−1/2
2 u′2|2(0)

γ
+ γν2

2 |u2|2(0)
)

∀γ > 0.

On choisit γ = ν−1
2 . Alors∫ T

0

|A−1/2
2 u′2|2dt ≤ (1 +

αβ2ν
4
2

2
)

∫ T

0

|u2|2 +
αβ2

2

∫ T

0

|u1|2 + ν2

(
ẽ2(T ) + ẽ2(0)

)
.

(2.4.21)
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En utilisant (2.5.1) dans (2.4.21), on obtient
∫ T

0

|A−1/2
2 u′2|2dt ≤ C11

∫ T

0

|u1|2 +
C12

αγ

(
e1(T ) + e1(0)

)
+
(C13γ

α
+ ν2

)(
ẽ2(T ) + ẽ2(0)

)
∀γ > 0.

(2.4.22)

Etape 2. On va estimer maintenant ẽ2(T ) + ẽ2(0). On procède comme
dans [1]. comme U0 ∈ D(Aα) on a u2 ∈ D(A2). De plus, on sait que ẽ2 est
dé�nie par

ẽ2 =
1

2

(
|A−1/2u′2|2 + |u2|2

)
.

Alors on a
ẽ ′2(t) = (u2, u

′
2) +

(
A−1/2u′′2, A

−1/2u′2
)
.

Donc la deuxième équation de (2.1.1) implique

ẽ ′2(t) = −α(A
−1/2
2 C∗u1, A

−1/2
2 u′2). (2.4.23)

Intégrons cette égalité entre 0 et T , on obtient

ẽ2(T ) + ẽ2(0) = 2ẽ2(0)− α
∫ T

0

(A
−1/2
2 C∗u1, A

−1/2
2 u′2)dt

≤ 2ẽ2(0) +
α

2

∫ T

0

|A−1/2
2 C∗u1|2dt+

α

2

∫ T

0

|A−1/2
2 u′2|2dt.

D'où en utilisant (2.4.22), (2.2.11) et (2.2.9) dans la dernière inégalité, on
obtient

(
1− αν2

2
− C13γ1

2

)(
ẽ2(T ) + ẽ2(0)

)
≤ 2ẽ2(0)

+
α

2

(
C11 + ν2

2β2

)∫ T

0

|u1|2dt+
C12

2γ3

(
e1(T ) + e1(0)

)
.

(2.4.24)

Choisissons γ1 = C−1
13 dans (2.4.24), on obtient alors

ẽ2(T ) + ẽ2(0) ≤ 4ẽ2(0)

1− αν2

+
C14

1− αν2

∫ T

0

|u1|2dt+
C15

1− αν2

(
e1(T ) + e1(0)

)
.

(2.4.25)
En utilisant (2.4.25) dans (2.4.22) et dans (2.5.1) (avec γ1 = 1), on aura les
estimations suivantes

∫ T

0

|A−1/2
2 u′2|2dt ≤

C16

1− αν2

∫ T

0

|u1|2dt

+
C17

α(1− αν2)

(
e1(T ) + e1(0)

)
+

C18

α(1− αν2)
ẽ2(0),

(2.4.26)
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et 
α

∫ T

0

|u2|2dt ≤
αC19

1− αν2

∫ T

0

|u1|2dt

+
C20

1− αν2

(
e1(T ) + e1(0)

)
+

C21

1− αν2

ẽ2(0).
(2.4.27)

Etape 3. On va estimer e1(T ) + e1(0). Comme U0 ∈ D(Aα), on a u1 ∈
D(A1). D'après la dé�nition de e1 et la première équation de (2.1.1), on a

e′1(t) = −α(Cu2, u
′
1). (2.4.28)

En intégrant (2.4.28) entre 0 et T et en utilisant (2.2.10), on obtient

e1(T ) + e1(0) = 2e1(0)− α
∫ T

0

(Cu2, u
′
1)

≤ 2e1(0) +
α

2ε2

∫ T

0

|u′1|2dt+
αε2β

2
2

2

∫ T

0

|u2|2dt.

En utilisant (2.4.27) dans la dernière inégalité, on obtient donc

(
1− C20β

2
2ε2α

2(1− αν2)

(
e1(T ) + e1(0)

))
≤ 2e1(0) +

α

2ε2

∫ T

0

|u′1|2dt

+
C19β

2
2ε2α

2(1− αν2)

∫ T

0

|u1|2dt+
C21β

2
2ε2α

2(1− αν2)
ẽ2(0).

Choisissons

ε2 =
1− αν2

C20β2
2

dans l'inégalité précédente, on aura alors

e1(T ) + e1(0) ≤ 4e1(0) +
C22α

1− αν2

∫ T

0

(
|u′1|2 + |u1|2

)
dt+ C23ẽ2(0).

D'où (2.4.19) est véri�ée. Maintenant, on utilise (2.4.19) successivement dans
(2.4.25), (2.4.26) et (2.4.27), on aura (2.4.17), (2.4.18) et (2.4.20).

Lemme 2.4.3. Considérons les hypothèses du théorème 2.2.1, et soit α1

dé�ni comme dans (2.4.15). Posons

α2 = min
(
α1, (2ν2)−1

)
. (2.4.29)

Alors pour tout 0 < |α| < α2 et tout U0 ∈ H, la solution
U(t) = exp

(
− tAα

)
U0 de (2.1.1) satisfait∫ T

0

e1(t)dt ≥ C27T

2(1 + αT )

(
e1(0)− ẽ2(0)

)
. (2.4.30)
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Démonstration. On procède comme dans [1]. En utilisant (2.4.28), on déduit∫ T

0

e1(t)dt = Te1(0)− α
∫ T

0

(T − t)(Cu2, u
′
1)dt.

Donc en reportant (2.2.10) dans cette égalité, on obtient∫ T

0

e1(t)dt ≥ Te1(0)− αT

2γ2

∫ T

0

|u′1|2dt−
γ2β

2
2αT

2

∫ T

0

|u2|2dt ∀γ2 > 0.

Alors (2.4.18) et (2.2.8) impliquent∫ T

0

e1(t)dt ≥ T
(

1− γ2β
2
2C7

2(1− αν2)

)
e1(0)− T γ2β

2
2C7

2(1− αν2)
ẽ2(0)

−αT
2

( 1

γ2

∫ T

0

|u′1|2dt+
γ2β

2
2C8

1− αν2

∫ T

0

(
|u′1|2 + ν2|u1|21

)
dt
)
.

En choisissant γ2 =
1− αν2

β2
2C7

dans l'inégalité précédente, on obtient

∫ T

0

e1(t)dt ≥ T

2

(
e1(T )− ẽ2(0)

)
− αTC28

1− αν2

∫ T

0

e1(t)dt.

Comme α ∈ (0, α2) et α2 = min
(
α1, (2ν2)−1

)
, on a 1 ≤ (1−αν2)−1 ≤ 2. D'où

(2.4.30) est véri�ée avec une nouvelle constante C27.

Corollaire 2.4.1. Considérons les hypothèses du théorème 2.2.1, et soit α2

dé�ni comme dans (2.4.29). Alors il existe α3 ∈ (0, α2) tel que pour tout
0 < |α| < α3 et tout U0 ∈ H, la solution U(t) = exp

(
− tAα

)
U0 de (2.1.1)

satisfait ∫ T

0

(
e1(t) + ẽ2(0)

)
dt ≥ δ2T

2

(
ẽ1(0) + ẽ2(0)

)
, (2.4.31)

où δ2 = min(1, ν−2
1 ).

De plus, on a

e1(T ) + e1(0) ≤ C1

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+ C29α

∫ T

0

e1(t)dt, (2.4.32)

∫ T

0

|u2|2dt ≤ 2
C7

α

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+ C30

∫ T

0

e1(t)dt, (2.4.33)

et ∫ T

0

ẽ2(t)dt ≤ 2
C24

α

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+ C36

∫ T

0

e1(t)dt. (2.4.34)
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Démonstration. On remarque d'après (2.2.8) et (2.2.9) qu'on a∫ T

0

(
e1(t) + ẽ2(0)

)
dt ≥ δ2

∫ T

0

(
ẽ1(t) + ẽ2(t)

)
dt. (2.4.35)

D'autre part

Ẽ(t) = ẽ1(u1(t)) + ẽ2(u2(t)) + α
(
A
−1/2
1 u1, (A

−1/2
1 CA

−1/2
2 )A

−1/2
2 u2)

)
.

Alors, d'après (2.2.9), (2.2.14) et (2.2.15) on a

|Ẽ(t)−
(
ẽ1(u1(t))+ẽ2(u2(t))

)
| ≤ αβ3ν1ν2

( |u1|2 + |u2|2

2

)
≤ αδ1

(
ẽ1(u1(t))+ẽ2(u2(t))

)
,

avec δ1 = β3ν1ν2.
En intégrant sur [0, T ] et d'après le fait que Ẽ est conservée, on obtient∫ T

0

(
ẽ1(t)+ẽ2(t)

)
dt ≥ 1

1 + αδ1

∫ T

0

Ẽ(t)dt =
T

1 + αδ1

Ẽ(0) ≥ T
1− αδ1

1 + αδ1

(
ẽ1(0)+ẽ2(0)

)
.

Alors en utilisant (2.4.35) dans la dernière inégalité et en choisissant α3 ∈
(0, α2) tel que α ∈ (0, α3)

1− αδ1

1 + αδ1

≥ 1

2
,

on obtient (2.4.31).
D'après la dé�nition de ẽ2, et à partir (2.4.17) et (2.4.17) on obtient facilement
l'inégalité suivante∫ T

0

ẽ2(t)dt ≤ C24

α(1− αν2)

(
e1(0) + ẽ2(0)

)
+

C25

(1− αν2)2

∫ T

0

(|u′1|2 + |u1|2).

(2.4.36)
De même les inégalités (2.4.32), (2.4.33) et (2.4.34) s'obtiennent facilement
des estimations correspondantes (2.4.19), (2.4.18) et (2.4.36), en utilisant
(2.2.8).

Maintenant on revient à la démonstration de l'estimation principale de
ce chapitre.
Démonstration du théorème 2.2.1. Choisissons α ∈ (0, α∗), où 0 < α∗ < α3

sera choisis su�samment petit dans le courant de la preuve. On remarque
que u1 est la solution de{

u′′1 + A1u1 = f,
(u1, u

′
1)(0) = (u0

1, u
1
1) ∈ D(A1)× V1
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où f = −αCu2.
Donc d'après (H1), u1 satisfait (2.2.18) avec la correspondante f . Alors, en
combinant les hypothèses (H3) et (H4) et en utilisant (2.2.10), on obtient

η4δ1

∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≥ (1− η1β − η4γ)

∫ T

0

e1(t)dt

−(η2 + η4δ2)
(
e1(0) + e1(T )

)
− (η3β

−1 + η4δ3)β2
2α

2

∫ T

0

|u2|2dt.
(2.4.37)

pour tout β ∈ (0, η−1
1 ) et pour tout γ ∈ (0, η4

−1(1− η1β)).
Alors, en reportant (2.4.18) et (2.4.19) dans (2.4.37) on aura

η4δ1

∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≥(

1−max(η1, η4)(β + γ)− C31α

1− αν2

− C32α
2

(1− αν2)2

)∫ T

0

e1(t)dt

−C33

(
1 +

α

β(1− αν2)

)(
e1(0) + ẽ2(0)

)
.

(2.4.38)

pour tout β ∈ (0, η−1
1 ) et pour tout γ ∈ (0, η4

−1(1− η1β)).

Maintenant, on choisit β = γ =
1

2
α dans la dernière inégalité. On remarque

alors que (
1−max(η1, η4)(β + γ)− C31α

1− αν2

− C32α
2

(1− αν2)2

)
≥ 1

2

et

−C33

(
1 +

α

β(1− αν2)

)
≥ −C34

2

pour α su�samment petit. Donc l'inégalité (2.4.38) nous donne

2η4δ1

∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≥

∫ T

0

e1(t)dt− C34

[
e1(0) + ẽ2(0)

]
. (2.4.39)

Maintenant, prenons un nombre �xe arbitraire ε dans (0, ε∗), avec ε∗ est
choisi su�samment petit. Alors, on peut écrire l'inégalité (2.4.39) sous la
forme suivante

2η4δ1

∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≥ (1− ε)

∫ T

0

e1(t)dt+ ε

∫ T

0

(
e1(t) + ẽ2(t)

)
dt

−ε
∫ T

0

ẽ2(t)dt− C34

[
e1(0) + ẽ2(0)

]
.

(2.4.40)
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En reportant (2.4.31) et (2.4.34) dans (2.4.40), on obtient
2η4δ1

∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≥ (1− εC37)

∫ T

0

e1(t)dt+ ε
δ2

2
T ẽ1(0)

−C38
ε+ α

α
e1(0) +

[
ε
δ2

2
T − C38

ε+ α

α

]
ẽ2(0).

(2.4.41)

Posons ε0 = C−1
37 et supposons que 0 < ε∗ < ε0, et utilisons (2.4.30) dans

(2.4.41) pour éliminer
∫ T

0

e1(t), on déduit donc


2η4δ1

∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt ≥

[ a1T

1 + αT
− C38

ε+ α

α

]
e1(0) + ε

δ2

2
T ẽ1(0)

+
[(
a1 −

a1

1 + αT

)
T − C38

ε+ α

α

]
ẽ2(0),

(2.4.42)
où

a1 =
(1− εC37)C27

2
> 0 (2.4.43)

et

a2 =
εδ2

2
> 0. (2.4.44)

On remarque que le coe�cient de ẽ1(0) dans (2.4.42) est strictement positif.
En répétant les mêmes arguments du paragraphe 1.3 dans le chapitre pré-
cédent, on montre que les coe�cients de e1(0) et ẽ2(0) sont positifs. D'où la
preuve complète du théorème 2.2.1.

2.5 Preuve du résultat de la contrôlabilité exacte

indirecte

Ce paragraphe est consacré pour la preuve de notre résultat de la contrô-
labilité exacte du problème dual (2.3.4).

Preuve du théorème 2.2.2. Soit U0 ∈ D(Aα) donnée. On note par U =
(u1, u

′
1, u2, u

′
2) la solution correspondante de (2.1.1). D'après l'inégalité d'ob-

servabilité inverse (2.1.2), la semi-norme dé�nie par

‖U0‖F =

√∫ T

0

‖r(u′1)‖2
Θdt (2.5.1)

est une norme sur D(Aα). On note par F le complété de D(Aα) par rapport à
cette norme. On a donc un espace de Hilbert. D'après les inégalités directe et
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inverse prouvées, respectivement, dans le théorème 2.2.2, on a les injections
continues et denses suivantes

D(Aα) ⊂ H ⊂ F ⊂ H̃ ⊂ Ĥ, (2.5.2)

où H̃ = V1 ×H ×H × V ′2 et Ĥ = H × V ′1 ×H × V ′2 . Alors, par dualité, on a
les injections continues suivantes

H̃′ ⊂ F ′ ⊂ H′. (2.5.3)

Pour tout U0 ∈ H, on associe la forme linéaire sur H dé�nie par

〈Λ(U0), Ũ0〉 =

∫ T

0

(
p ◦ r(u′1(t)), p ◦ r(ũ ′1(t))

)
dt. (2.5.4)

D'après (2.2.5) et la dé�nition de la norme de F on a l'estimation

|〈Λ(U0), Ũ0〉| ≤ ‖U0‖F‖Ũ0‖F ∀U0 ∈ H, ∀Ũ0 ∈ H.

Alors, comme H est dense dans F , l'application Λ(U0) peut se prolonger
d'une manière unique en une application continue sur F et Λ(U0) ∈ F ′.
L'inégalité précédente nous donne que l'application linéaire qui applique U0

à ΛU0 ∈ H′ est continue lorsque H est muni de la norme ‖.‖F . Donc par
densité, Λ est prolongeable d'une manière unique en une application linéaire
continue , on la note aussi Λ, de F dans F ′. De plus on a

〈Λ(U0), Ũ0〉F ,F ′ = 〈U0, Ũ0〉F ∀U0 ∈ H ∀Ũ0 ∈ H, (2.5.5)

avec 〈 , 〉F est le produit scalaire associé à la norme de F . Alors, Λ est coer-
cive et continue sur F . On déduit du lemme de Lax-Milgram alors que Λ est
un isomorphisme de F sur F ′.
Maintenant, on va appliquer la méthode de HUM. Nous avons besoin ré-
soudre le problème homogène dans un espace plus large que l'espace énergie.
Pour éviter cette étape, on réfère à l'idée de Alabau et on procède comme
dans [1] dont elle a approximé la donnée initiale dans F par une suite des
données initiales dans l'espace énergie H.
Alors, soit Y 0 ∈ F ′ �xe arbitraire. On pose U0 = Λ−1Y 0. Donc U0 ∈ F .
Comme H est dense dans F , il existe une suite (U0

n)n ⊂ H qui converge
vers U0 dans F . On pose Y 0

n = ΛU0
n pour tout n ∈ N. Alors, comme Λ est

continue, Y 0
n converge vers Y 0 dans F ′. Donc, d'après (2.5.2) on a Y 0

n ∈ H′
et converge vers Y 0 dans H′.
On pose Un = exp(−tAα)U0

n, zn = (p ◦ r)(u′1n) et vn =
∂

∂t
(p ◦ r)(u′1n) pour



82
Observabilité et contrôlabilité exacte internes indirectes des

systèmes hyprboliques abstraits faiblement couplés

tout n ∈ N, où u1n désigne la première composante de Un.
D'un autre côté, les injections suivantes

H1([0, T ];H) ⊂ L2([0, T ];H) ⊂
[
H1([0, T ];H)

]′
sont continues. Alors pour tout w ∈ H1([0, T ];H) on a〈
vn, w

〉[
H1([0,T ];H)

]′
,H1([0,T ];H)

=
〈 ∂
∂t

(p ◦ r)(u′1n), w
〉[

H1([0,T ];H)
]′
,H1([0,T ];H)

=
〈 ∂
∂t

(p ◦ r)(u′1n), w
〉
L2([0,T ];H)

= −
〈

(p ◦ r)(u′1n), w′
〉
L2([0,T ];H)

.

D'après la dé�nition de la norme de F et comme (U0
n)n converge dans F , la

suite (zn)n est alors convergente dans L2
([

0, T ];H). Or

‖vn‖[
H1([0,T ];H)

]′ = sup
‖w‖H1([0,T ];H)61

∣∣∣〈vn, w〉[
H1([0,T ];H)

]′
,H1([0,T ];H)

∣∣∣.
Donc la suite (vn)n est une suite de Cauchy dans

[
H1([0, T ];H)

]′
. Par consé-

quent, elle converge vers une fonction v dans
[
H1([0, T ];H)

]′
. On associe

avec Un les solutions Yn du problème dual dans H′ :{
Y ′n −A∗αYn = Ivn,
Yn(T ) = 0.

(2.5.6)

On remarque que ce problème rétrograde possède une solution unique en fai-
sant le changement de variable en temps t −→ T − t et comme ce problème
abstrait du premier ordre est équivalent à un problème de second ordre en
temps. Alors, par dé�nition de la solution de ce problème dual par transpo-
sition, et d'après la dé�nition de Λ et la choix de vn, on a

〈Yn(0), Ũ0〉H′,H = 〈Λ(U0
n), Ũ0〉H′,H ∀Ũ0 ∈ H.

Par conséquent, on a Yn(0) = Λ(U0
n) = Y n

0 . Alors, on résoud le problème de
la contrôlabilité pour la donnée initiale Y 0

n , donc Yn satisfait{
Y ′n −A∗αYn = Ivn,
Yn(0) = Y 0

n , Yn(T ) = 0.
(2.5.7)

Maintenant, pour tout T > T0 l'application Ψ dé�nie dans la proposition
2.3.5 est continue ; alors, (Yn)n converge vers Y dans C

(
[0, T ];H′

)
, où Y =

Ψ(Y 0, v) est la solution de {
Y ′ −A∗αY = Iv,
Y (0) = Y 0.

(2.5.8)
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Par suite, on a en particulier, (Yn(T ))n converge vers Y (T ) dans H′, mais
Yn(T ) = 0 pour tout n, donc Y (T ) = 0. Alors, on a résolu le problème de la
contrôlabilité exacte pour toute donnée initiale dans F ′. La première injection
de (2.5.3) implique que cette résultat reste valable pour toute donnée initiale
dans H̃′. D'où la preuve complète du théorème 2.2.2. �

2.6 Applications

Dans ce paragraphe, on va appliquer notre résultat abstrait à deux sys-
tèmes faiblement couplés des équations aux dérivées partielles : Petrowsky-
Petrowsky et Onde-Petrowsky.

2.6.1 Le cas de deux équations faiblement couplées :

Petrowsky-Petrowsky

Soientt N > 2 et Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ de classe C4,
{Γ0,Γ1} est une partition de Γ tel que Γ0 ∩Γ1 = ∅, et x0 est un point de RN

tel que m · ν ≤ 0 sur Γ0 et m · ν ≥ β > 0 sur Γ1, où m(x) = x− x0. On pose
supΩ ‖m‖ = R. Soit ω ⊂ Ω un voisinage de Γ1 dans Ω (Voir �gure 1.1 dans
le chapitre 1).

Avant de commencer notre problème, on note que l'étude de la contrôla-
bilité exacte interne de l'équation de Petrowsky a été abordé par P. Grisvard
[36] et par V. Komornik [51]. P. Grisvard a démontré que le système


y′′ + ∆2y = h dans Ω× (0, T ),
y = ∂νy = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
y(0) = y0, y′(0) = y1 i = 1, 2 sur Ω

(2.6.1)

est exactement contrôlable en un temps arbitrairement petit. V. Komornik a
étudié la contrôlabilité exacte interne du même système (2.6.2), mais avec
la condition au bord y = ∆y = 0 sur ∂Ω × (0, T ), où Ω est un rectangle
N -dimensionnel ou une sphère N-dimensionnelle. Il a considéré un domaine
de contrôle ω, et il a démontré qu'il existe un contrôle h ∈ L2(Ω× (0, T )) tel
que supph ⊂ ω × (0, T ) et y(T ) = y′(T ) = 0.

Dans ce sous-paragraphe, on considère le système, de deux équations de
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Petrowsky faiblement couplées, suivant
u′′1 + ∆2u1 + αu2 = 0 dans Ω× (0, T ),
u′′2 + ∆2u2 + αu1 = 0 dans Ω× (0, T ),
u1 = u2 = ∂νu1 = ∂νu2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
ui(0) = u0

i , u′i(0) = u1
i i = 1, 2 sur Ω.

(2.6.2)

Ici on pose H = L2(Ω), Θ = L2(ω), V1 = V2 = H2
0 (Ω), muni respectivement,

du produit scalaire L2, du produit scalaire
∫
ω

uzdx et du produit scalaire

(u, z)1 = (u, z)2 =

∫
Ω

∆u ·∆zdx.

On dé�nit les applications de dualité A1 et A2 de la même manière que la
section 2.2. On notera par A1 = A2 = ∆2 qui est un opérateur non borné
dans H de domaine D(A1) = D(A2) = H4(Ω) ∩H2

0 (Ω).
De plus, on pose que l'application r est la fonction de restriction de Ω sur ω
et l'application p est la fonction de prolongement par 0 de ω sur Ω.
On dé�nit les énergies partielles naturelles et a�aiblies, respectivement, par

ei(t) =
1

2

(
|u′i(t)|2 + |∆ui(t)|2

)
i = 1, 2,

et

ẽi(t) =
1

2

(
‖u′i(t)‖2

V ′i
+ |ui(t)|2

)
i = 1, 2.

Les inégalités (2.2.8), (2.2.10), (2.2.13), (2.2.14) et (2.2.15) sont satisfaites
et β1 = β2 = β3 = 1. On pose G = L2(Γ1). De plus, on dé�nit l'opérateur
linéaire continue B∗ de D(A1) dans G par

B∗u = ∆u
∣∣
Γ1
.

Maintenant, on précise quelques notations à l'aide des conditions géomé-
triques introduites par E. Zuazua [122], K. Liu [72] et P. Martinez [83] concer-
nat le cas d'un feedback loclement distridué, qui seront largement utilisées
dans la suite. Alors, on considère les espaces ωεi suivants

ωεi :=
{
x ∈ Ω; d(x,Γ1) < εi

}
i = 0, 1, 2,

où
0 < ε0 < ε1 < ε2 et d(x,Γ1) := inf

y∈Γ1

‖x− y‖RN ,

et on considère ω̃ tel que

ω̃ ⊂ ωε0 ⊂ ωε1 ⊂ ωε2 ⊂ ω.
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Pour appliquer le théorème 2.2.1, nous avons juste besoin de véri�er les hy-
pothèses (H3) et (H4).

On considère donc le problème non homogène suivant
u′′1 + ∆2u1 = f dans Ω× (0, T ),
u1 = ∂νu1 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
(u1, u

′
1)(0) = (u0

1, u
1
1) ∈ D(A1)× V1 sur Ω,

(2.6.3)

où f ∈ C1
(
[0, T ];H

)
.

Véri�cation de l'hypothèse (H3). La véri�cation requiert plusieures étapes.

Etape 1. On choisit un vecteur h ∈ C2(Ω; RN) telle que

h · ν = 1 sur Γ1, h · ν > 0 sur Γ et supp h ⊂ ω̃. (2.6.4)

L'existence de h a été démontré par J.L. Lions [69].
On procède comme dans [69] et [70]. En multipliant (2.6.3) par h · ∇u1 et en
intégrant par parties, on obtient

∫ T

0

∫
Ω

fh · ∇u1dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

(
u′′1 + ∆2u1

)
h · ∇u1dxdt

=
[ ∫

Ω

u′1h · ∇u1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

(
− u′1h· ∇u′1 + (∆2u1)h · ∇u1

)
dxdt

=
[ ∫

Ω

u′1h · ∇u1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

(
− h· ∇(u′1)2

2
+ ∆u1∆(h · ∇u1)

)
dxdt

+

∫ T

0

∫
Γ

(
(∂ν∆u1)h · ∇u1 −∆u1∂ν(h · ∇u1)

)
dγdt.

(2.6.5)
D'après la formule de Leibniz on remarque que

∆(h·∇u1) =
n∑

i,j=1

∂2
i

(
hj∂ju

)
= 2

n∑
i,j=1

(∂ihj)(∂i∂ju
)
+

n∑
j=1

(
(∆hj)(∂ju1)+hj∂j(∆u1)

)
,

d'où

∆u1∆(h·∇u1) = 2
n∑

i,j=1

(∂ihj)(∂i∂ju
)
(∆u1)+

n∑
j=1

(∆hj)(∂ju1)(∆u1)+h· ∇(∆u1)2

2
.
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Par suite, (2.6.4) implique

∫ T

0

∫
Ω

fh · ∇u1dxdt =
[ ∫

Ω

u′1h · ∇u1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Γ

(
(∂ν∆u1)h · ∇u1 −∆u1∂ν(h · ∇u1)

)
dγdt

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

h· ∇
(
|u′1|2 − |∆u1|2

)
dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i=1

(∆hi)(∂iu1)(∆u1)dxdt

+2

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i,j=1

(∂ihj)(∂i∂ju1)(∆u1)dxdt

(2.6.6)
Donc la formule de Green nous donne

∫ T

0

∫
Ω

fh · ∇u1dxdt =
[ ∫

Ω

u′1h · ∇u1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Γ

(
(∂ν∆u1)h · ∇u1 −∆u1∂ν(h · ∇u1) +

1

2
(h· ν)

(
|u′1|2 − |∆u1|2

)
dγdt

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

div h
(
|u′1|2 − |∆u1|2

)
dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i=1

(∆hi)(∂iu1)(∆u1)dxdt

+2

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i,j=1

(∂ihj)(∂i∂ju1)(∆u1)dxdt.

(2.6.7)
Mais la condition au bord (2.6.3)2 implique que

u′1 =|∇u1| = 0 sur Γ. (2.6.8)

Maintenant, on procède comme dans [50] p.26 pour montrer que ∂ν(h·∇u1) =
(h·ν)∆u1 sur Γ. En e�et, soit x ∈ Γ un point �xe. Choisissons les coordonnées
telles que ν(x) = (0, ..., 0, 1). Comme ∂1u1 = ... = ∂Nu1 = 0 sur Γ, on a

∇(∂ju1) = (∂ν∂ju1)ν sur Γ, j = 1, ..., N.

En particulier, on a

∂i∂ju1 = 0, i = 1, ..., N − 1, j = 1, ..., N.

Comme ∂i∂ju1 = ∂j∂iu1, on déduit alors que

∂i∂ju1(x) = 0, i, j = 1, ..., N − 1. (2.6.9)
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En utilisant (2.6.9), on obtient que
∂ν(h · ∇u1)(x) =

( N∑
i=1

(∂νhj)(∂ju1) + hj(∂N∂ju1)
)

(x)

=
N∑
i=1

hj∂N∂ju1 = hN∂
2
Nu1(x) = hN∆u1(x) = (h · ν)∆u1(x).

Comme x ∈ Γ est choisi arbitraire, on conclut que

∂ν(h · ∇u1) = (h · ν)∆u1 sur Γ. (2.6.10)

Par conséquent, on déduit de (2.6.8) et (2.6.10) que
∫ T

0

∫
Γ

(
(∂ν∆u1)h · ∇u1 −∆u1∂ν(h · ∇u1) +

1

2
(h· ν)

(
|u′1|2 − |∆u1|2

))
dγdt

= −1

2

∫ T

0

∫
Γ

(h· ν)|∆u1|2.

(2.6.11)
Donc l'égalité (2.6.7) nous conduit à

1

2

∫ T

0

∫
Ω

div h
(
|u′1|2 − |∆u1|2

)
dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i=1

(∆hi)(∂iu1)(∆u1)dxdt

+2

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i,j=1

(∂ihj)(∂i∂ju1)(∆u1)dxdt+
[ ∫

Ω

u′1h · ∇u1

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

fh · ∇u1dxdt =
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(h · ν)|∆u1|2dγdt.

(2.6.12)
Alors on remarque de la deuxième condition de (2.6.4) que (2.6.12) implique

1

2

∫ T

0

∫
Ω

div h
(
|u′1|2 − |∆u1|2

)
dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i=1

(∆hi)(∂iu1)(∆u1)dxdt

+2

∫ T

0

∫
Ω

N∑
i,j=1

(∂ihj)(∂i∂ju1)(∆u1)dxdt+
[ ∫

Ω

u′1h · ∇u1

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

fh · ∇u1dxdt ≥
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

|∆u1|2dγdt.

(2.6.13)
Comme h est de classe C2, alors il existe une constante positive ch telle que

|h(x)|6 ch,
N∑

i,j=1

|∂ihj(x)|6 ch et
N∑

i,j,k=1

|∂i∂jhk(x)|6 ch ∀x ∈ Ω.
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Alors on déduit de l'inégalité de Young et (2.6.4) que



1

2

∫ T

0

∫
Γ1

|∆u1|2dxdt ≤
ch
2

∫ T

0

∫
ωε0

|u′1|2 +
3ch
2

∫ T

0

∫
ωε0

|∆u1|2dxdt

+ch
(
e1(0) + e1(T )

)
+

3ch
2

∫ T

0

∫
ωε0

|∇u1|2dxdt

+2ch

∫ T

0

∫
ωε0

N∑
i,j=1

|∂i∂ju1|2dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|f |2dxdt.

(2.6.14)

Etape 2. Dans cette étape, on va estimer, plus précisement majorer

∫ T

0

∫
ωε0

N∑
i,j=1

|∂i∂ju1|2dxdt.

Comme ωε0 ∩ Ω \ ωε1 = ∅, il existe une fonction ξ ∈ C∞0 (Ω) telle que
0 ≤ ξ ≤ 1,
ξ = 1 sur ωε0 ,
ξ = 0 sur Ω \ ωε1 .

On a besoin le résultat suivant donné dans [8].

Proposition 2.6.1. Soit la fonction ξ dé�nie comme ci-dessus. Alors pour
tout v ∈ H2

0 (Ω), on a

∫ T

0

∫
Ω

ξ
N∑

i,j=1

|∂i∂jv|2 =

∫
Ω

[
−

N∑
i,j=1

(∂i∂jξ)(∂iv)(∂jv) + ∆ξ|∇v|2 + ξ|∆v|2
]
.

(2.6.15)

Démonstration. Soit v ∈ H2
0 (Ω). Après plusieures intégration par parties, on

peut véri�er facilement que

∫
Ω

∇ξ· ∇v∆v = −
∫

Ω

N∑
i,j=1

(∂i∂jξ)(∂iv)(∂jv) +
1

2

∫
Ω

∆ξ|∇v|2. (2.6.16)
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Maintenant, soit v ∈ D(Ω) donnée. On a donc∫ T

0

∫
Ω

ξ
N∑

i,j=1

|∂i∂jv|2 =

∫
Ω

ξ

N∑
i,j=1

(∂i∂jv)(∂i∂jv)

= −
∫

Ω

N∑
i,j=1

∂j

(
ξ(∂i∂jv)

)
∂iv

= −
∫

Ω

N∑
i,j=1

∂i∂j

(
ξ∂jv

)
∂iv + ∂j

(
∂iξ∂jv

)
∂iv

=

∫
Ω

(
2∇ξ· ∇v∆v + ξ|∆v|2 +

N∑
i,j=1

(∂j∂iξ)∂iv∂jv
)
.

En utilisant (2.6.16) dans la dernière égalité, on obtient (2.6.15) pour tout
v ∈ D(Ω). Par les arguments de densité et continuité on conclut (2.6.15) pour
tout v ∈ H2

0 (Ω).

Par conséquent, de la propostion 2.6.1, on déduit que∫ T

0

∫
Ω

ξ
N∑

i,j=1

|∂i∂jv|2 6
∫

Ω

ξ|∆u1|2 + Ĉ1

∫
ωε1

|∇u1|2. (2.6.17)

Etape 3. Maintenant, on va majorer (cf. [8])∫ T

0

∫
Ω

ξ|∆u1|2.

Multiplions l'équation (2.6.3) par ξu1, on obtient
∫ T

0

∫
Ω

ξ|∆u1|2 =

∫ T

0

∫
Ω

[
ξ|u′1|2 − 2∇ξ · ∇u1∆u1 − u1∆u1∆ξ

]
−
[ ∫

Ω

ξu1u
′
1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

fξu1,

(2.6.18)

Donc (2.6.16) implique
∫ T

0

∫
Ω

ξ|∆u1|2 =

∫ T

0

∫
Ω

[
ξ|u′1|2 + 2∂i∂kξ∂iu1∂ku1 + ∆ξ|∇u1|2 + u1∆u1∆ξ

]
−
[ ∫

Ω

ξu1u
′
1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

fξu1.

(2.6.19)
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D'autre part, on a∫
Ω

u1∆u1∆ξ =

∫
Ω

( |u1|2

2
∆2ξ − |∇u1|2∆ξ

)
.

Alors en insérant cette égalité dans (2.6.19), on obtient
∫ T

0

∫
Ω

ξ|∆u1|2 =

∫ T

0

∫
Ω

[
ξ|u′1|2 + 2

N∑
i,k=1

∂i∂kξ∂iu1∂ku1 −
u1

2
∆2ξ

]
−
[ ∫

Ω

ξu1u
′
1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

fξu1.

(2.6.20)
donc l'inégalité de Young nous donne

∫ T

0

∫
Ω

ξ|∆u1|2 ≤
∫ T

0

∫
ωε1

|u′1|2 + Ĉ2

∫ T

0

∫
ωε1

[
|∇u1|2 + |u1|2

]
+Ĉ3

(
e1(0) + e1(T )

)
+

∫ T

0

∫
Ω

|f |2,
(2.6.21)

où Ĉ3 =
max(c0, 1)

2
.

Ensuite en insérant (2.6.21) dans (2.6.17), on obtient
∫ T

0

∫
ωε0

N∑
i,j=1

|∂i∂jv|2 6
∫ T

0

∫
ωε1

|u′1|2 + Ĉ4

∫ T

0

∫
ωε1

|∇u1|2

+Ĉ2

∫ T

0

∫
ωε1

|u1|2 + Ĉ3

(
e1(0) + e1(T )

)
+

∫ T

0

∫
Ω

|f |2,
(2.6.22)

où Ĉ4 = Ĉ1 + Ĉ2, et
∫ T

0

∫
ωε0

|∆u1|2 ≤
∫ T

0

∫
ωε1

|u′1|2 + Ĉ2

∫ T

0

∫
ωε1

[
|∇u1|2 + |u1|2

]
+Ĉ3

(
e1(0) + e1(T )

)
+

∫ T

0

∫
Ω

|f |2,
(2.6.23)

Utilisant (2.6.22) et (2.6.23) dans (2.6.14), on déduit alors
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

|∆u1|2 ≤ 4ch

∫ T

0

∫
ωε1

|u′1|2 + Ĉ5

∫ T

0

∫
ωε1

|∇u1|2

Ĉ6

∫ T

0

∫
ωε1

|u1|2 + Ĉ7

(
e1(0) + e1(T )

)
+ Ĉ8

∫ T

0

∫
Ω

|f |2,
(2.6.24)
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où Ĉ5 = ch
(3Ĉ2

2
+

3

2
+ 2Ĉ4

)
, Ĉ6 =

7chĈ3

2
, Ĉ7 = ch

(7Ĉ3

2
+ 1
)
, Ĉ8 =

7ch
2

+ 1.

Etape 4. Dans cette étape on va majorer
∫ T

0

∫
ωε1

|∇u1|2. On adapte une

méthode des multiplicateurs introduite par F. Alabau [8].
Comme ωε1 ∩ Ω \ ωε2 = ∅, on peut construire une fonction β ∈ C∞0 (Ω) telle
que 

0 ≤ β ≤ 1,
β = 1 sur ωε1 ,
β = 0 sur Ω \ ωε2 .

On �xe t. Et soit θ la solution du problème elliptique{
∆2θ = β∆u1 dans Ω,
θ = ∂νθ = 0 sur Γ.

(2.6.25)

Alors∫
Ω

|∆θ|2 =

∫
Ω

∆θ∆θ =

∫
Ω

θ∆2θ =

∫
ωε2

u1

(
β∆θ + 2∇β · ∇θ + θ∆β

)
.

Donc d'après les inégalités de Young et de Poincaré, on a∫
Ω

|∆θ|2 ≤ Ĉ9

∫
ωε2

|u1|2 + εĈ9

∫
Ω

|∆θ|2 ∀ε > 0. (2.6.26)

Donc ∫
Ω

|∆θ|2 ≤ Ĉ10

∫
ωε2

|u1|2. (2.6.27)

D'autre part, en dérivant par rapport à t, on voit que Z ′ est une solution du
problème : {

∆2θ′ = β∆u′1 dans Ω,
θ′ = ∂νθ

′ = 0 sur Γ.
(2.6.28)

Donc, on a aussi ∫
Ω

|∆θ′|2 ≤ Ĉ11

∫
ωε2

|u′1|2. (2.6.29)

Maintenant, multiplions l'équation (2.6.3) par θ, on obtient en intégrant par
parties et en utilisant (2.6.25)∫ T

0

∫
Ω

βu1∆u1 −
∫ T

0

∫
Ω

θ′u′1 +
[ ∫

Ω

θu′1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

fθ = 0.
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Ensuite en intégrant par parties aussi, on déduit∫ T

0

∫
Ω

β|∇u1|2 = −
∫ T

0

∫
Ω

θ′u′1 +

∫ T

0

∫
Ω

∆β

2
|u1|2 +

[ ∫
Ω

θu′1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

fθ.

Par suite, de l'inégalité de Young, on conclut
∫ T

0

∫
ωε1

|∇u1|2 ≤
∫ T

0

∫
Ω

β|∇u1|2 ≤
γ2

2

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2 +
1

2γ2

∫ T

0

∫
Ω

|θ′1|2

+

∫ T

0

∫
Ω

∆β

2
|u1|2 +

[ ∫
Ω

θu′1

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

|θ|2 +

∫ T

0

∫
Ω

|f |2 ∀γ2 > 0.

(2.6.30)
Alors en utilisant l'inégalité de Poincaré dans (2.6.30), puis en utilisant
(2.6.27) et (2.6.29) dans l'équation résultante, on obtient

∫ T

0

∫
ωε1

|∇u1|2 ≤ γ2

∫ T

0

e1(t)dt+ Ĉ12

∫ T

0

∫
ωε2

|u′1|2 + Ĉ13

∫ T

0

∫
ωε2

|u1|2

+Ĉ14

(
e1(0) + e1(T )

)
+

∫ T

0

∫
Ω

|f |2 ∀γ2 > 0.

(2.6.31)

Etape 5. Dans cette étape, on va majorer
∫ T

0

∫
ωε2

|u1|2. Comme dans

l'étape précédente, on adapte une méthode des multiplicateurs introduite
par F. Alabau [8].
Le fait que ωε2∩Ω \ ω = ∅ nous permet de construire une fonction ρ ∈ C∞0 (Ω)
telle que 

0 ≤ ρ ≤ 1,
ρ = 1 sur ωε2 ,
ρ = 0 sur Ω \ ω.

On �xe t, et soit z la solution du problème elliptique{
∆2z = ρu1 dans Ω,
z = ∂νz = 0 sur Γ.

(2.6.32)

Multiplions la première équation de (2.6.32) par z et intégrons par parties.
On déduit alors ∫

Ω

|∆z|2 =

∫
Ω

ρu1z. (2.6.33)

L'inégalité de Poincaré conduit (2.6.33) à∫
Ω

|∆z|2 ≤ Ĉ15

∫
ω

|u1|2. (2.6.34)
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D'autre part, en dérivant (2.6.32) par rapport au temps t, on trouve que z′

est une solution de {
∆2z′ = ρu′1 dans Ω,
z′ = ∂νz

′ = 0 sur Γ.
(2.6.35)

Alors, on a ∫
Ω

|∆z′|2 ≤ Ĉ16

∫
ω

|u′1|2. (2.6.36)

Maintenant, multiplions l'équation (2.6.3) par z, on obtient donc en intégrant
par parties et en utilisant la première équation de (2.6.32)∫ T

0

∫
Ω

ρ|u1|2 −
∫ T

0

∫
Ω

z′u′1 +
[ ∫

Ω

zu′1

]T
0
−
∫ T

0

∫
Ω

fz = 0.

Alors d'après l'inégalité de Young, on obtient
∫ T

0

∫
Ω

ρ|u1|2 ≤
γ3

2

∫ T

0

∫
Ω

|u′1|2 +
1

2γ3

∫ T

0

∫
Ω

|z′|2 + Ĉ17

(
e1(0) + e1(T )

)
+γ4

∫ T

0

∫
Ω

|z|2 +
1

4γ4

∫ T

0

∫
Ω

|f |2 ∀γ3, γ4 > 0.

(2.6.37)
De l'inégailté de Poincaré et (2.6.34), on conclut que∫ T

0

∫
Ω

|z|2 6 Ĉ18

∫ T

0

∫
Ω

|∇u1|2. (2.6.38)

De même, l'inégailté de Poincaré et (2.6.36) impliquent∫ T

0

∫
Ω

|z′|2 6 Ĉ19

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2. (2.6.39)

Ensuite, en utilisant (2.6.38) et (2.6.39) dans (2.6.37), on déduit

∫ T

0

∫
ωε2

|u1|2 ≤
∫ T

0

∫
Ω

ρ|u1|2

≤
(
γ3 + 2γ4Ĉ18

) ∫ T

0

e1(t)dt+ Ĉ20

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 + Ĉ17

(
e1(0) + e1(T )

)
+

1

4γ4

∫ T

0

∫
Ω

|f |2 ∀γ3, γ4 > 0,

(2.6.40)
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où Ĉ20 =
Ĉ19

2γ3

.

Par conséquent, l'insertion de (2.6.40) dans (2.6.31) nous donne
∫ T

0

∫
ωε1

|∇u1|2 ≤ Ĉ21

(
γ2 + γ3 + γ4

) ∫ T

0

e1(t)dt+ Ĉ22

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2

+Ĉ23

(
e1(0) + e1(T )

)
+ Ĉ24

∫ T

0

∫
Ω

|f |2 ∀γ2, γ3, γ4 > 0,

(2.6.41)
où Ĉ21 = max

(
1, Ĉ13, 2Ĉ13Ĉ18

)
, Ĉ22 = Ĉ12 + Ĉ13Ĉ20, Ĉ23 = Ĉ13Ĉ17 + Ĉ14 et

Ĉ24 =
Ĉ13

4γ4

+ 1.

Etape 6. Dans cette étape, on utilise (2.6.40) et (2.6.41) dans (2.6.24),
on obtient donc

1

2

∫ T

0

∫
Γ1

|∆u1|2 ≤ Ĉ25

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 + Ĉ26

(
γ2 + 2γ3 + 2γ4

) ∫ T

0

e1(t)dt

Ĉ27

(
e1(0) + e1(T )

)
+ Ĉ28

∫ T

0

∫
Ω

|f |2 ∀γ2, γ3, γ4 > 0,

(2.6.42)
où Ĉ25 =

(
4ch + Ĉ5Ĉ22 + Ĉ6Ĉ20

)
, Ĉ26 = max

(
Ĉ5Ĉ11, Ĉ6, 2Ĉ6Ĉ18

)
, Ĉ27 =

Ĉ5Ĉ23 + Ĉ6Ĉ17 + Ĉ7 et Ĉ28 = Ĉ5Ĉ24 +
Ĉ6

4γ4

+ Ĉ8.

Par conséquent, on a
∫ T

0

∫
Γ1

|∆u1|2dxdt ≤ δ̂1

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 + γ̂

∫ T

0

e1(t)dt

+δ̂2

(
e1(0) + e1(T )

)
+ δ̂3

∫ T

0

∫
Ω

|f |2,
(2.6.43)

où δ̂1 = 2Ĉ25, γ̂ = Ĉ26

(
γ2+2γ3+2γ4

)
où γ2, γ3 et γ4 sont positives arbitraires,

δ̂2 = 2Ĉ27 et δ̂3 = 2Ĉ28.
D'où (2.2.17) est satisfaite.

Véri�cation de l'hypothèse (H4). On procède comme dans [69], [70]. On
dé�nit d'abord σ2 comme la plus petite constante positive telle que

|∇u|2 ≤ σ2|∆u|2 ∀u ∈ V1. (2.6.44)

On utilise le multiplicateur Mu1 = m · ∇u1 et on multiplie (2.6.3) par Mu1.
On obtient alors de (2.6.12) en remplaçant h par m et en utilisant le fait que
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∂imi = δij et div m = N
N

2

∫ T

0

∫
Ω

(
|u′1|2 − |∆u1|2

)
+ 2

∫ T

0

∫
Ω

|∆u1|2 +
[ ∫

Ω

u′1m · ∇u1

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

fm · ∇u1 =
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(m · ν)|∆u1|2dγdt.

(2.6.45)
Donc

N − 2

2

∫ T

0

∫
Ω

(
|u′1|2 − |∆u1|2

)
+

∫ T

0

∫
Ω

(
|u′1|2 + |∆u1|2

)
+
[ ∫

Ω

u′1m · ∇u1

]T
0
−
∫ T

0

∫
Ω

fm · ∇u1 =
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(m · ν)|∆u1|2dγdt.

(2.6.46)
En multipliant la première équation de (2.6.3) par u1 (cf. [69], [70]), on obtient
facilement

N − 2

2

∫ T

0

∫
Ω

(
|u′1|2 − |∆u1|2

)
=
N − 2

2

[ ∫
Ω

u′1u1

]T
0
−
∫ T

0

∫
Ω

fu1. (2.6.47)

On obtient donc de (2.6.46)
1

2

∫ T

0

∫
Γ

(m · ν)|∆u1|2dγdt =
[ ∫

Ω

u′1
(
m · ∇u1 +

N − 2

2
u1

)]T
0

+2

∫ T

0

e1(t)dt+

∫ T

0

∫
Ω

fm · ∇u1 −
∫ T

0

∫
Ω

fu1.

(2.6.48)

Maintenant, on va majorer
[ ∫

Ω

u′1
(
m·∇u1+

N − 2

2
u1

)]T
0
. On procède comme

dans [69]. Grâce à l'inégalité de Cauchy-Shwarz, on a
∣∣∣ ∫

Ω

u′1(t)
(
m · ∇u1(t) +

N − 2

2
u1(t)

)∣∣∣ 6 Rσ

2

∫
Ω

|u′1(t)|2

+
1

2Rσ

∫
Ω

|m · ∇u1(t) +
N − 2

2
u1(t)|2 ∀t ∈ [0, T ]

(2.6.49)

et d'autre part
∫

Ω

∣∣m · ∇u1(t) +
N − 2

2
u1(t)

∣∣2 6 ∫
Ω

|m · ∇u1(t)|2 +
N − 2

4

∫
Ω

|u1(t)|2

+(N − 2)

∫
Ω

m · ∇u1(t)u1(t) ∀t ∈ [0, T ].

(2.6.50)
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En outre, la formule de Green nous donne∫
Ω

m · ∇u1(t)u1(t) =
1

2

∫
Ω

m · ∇(|u1(t)|2) = −N
2

∫
Ω

|u1(t)|2. (2.6.51)

pour tout t ∈ [0, T ].
Par suite, en combinant (2.6.50) et (2.6.51), on déduit que

∫
Ω

∣∣∣m · ∇u1(t) +
N − 2

2
u1(t)

∣∣∣2 6 ∫
Ω

|m · ∇u1(t)|2

+
[(N − 2)2

4
− N(N − 2)

2

] ∫
Ω

|u1(t)|2

6
∫

Ω

|m · ∇u1(t)|2 6 R2

∫
Ω

|∇u1(t)|2 ∀t ∈ [0, T ].

(2.6.52)

Alors (2.6.44) conduit (2.6.49) à∫
Ω

∣∣∣m · ∇u1(t) +
N − 2

2
u1(t)

∣∣∣2 6 R2σ2

∫
Ω

|∆u1(t)|2 ∀t ∈ [0, T ]. (2.6.53)

Finalement, en utilisant (2.6.53) dans (2.6.49)∣∣∣ ∫
Ω

u′1(t)
(
m · ∇u1(t) +

N − 2

2
u1(t)

)∣∣∣ 6 Rσe1(t) ∀t ∈ [0, T ]. (2.6.54)

D'un autre côté, en utilisant l'inégalité de Young on a∫ T

0

∫
Ω

fm · ∇u1 6
Rβ̇σ2

2

∫ T

0

∫
Ω

|∆u1|2 +
1

β̇
|f |2 ∀β̇ > 0 (2.6.55)

et ∫ T

0

∫
Ω

fu1 6
Rβ̈c0σ

2

2

∫ T

0

∫
Ω

|∆u1|2 +
1

β̈
|f |2 ∀β̈ > 0. (2.6.56)

Finalement, en utilisant (2.6.54), (2.6.55) et (2.6.56), on obtient de (2.6.48)
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

|∆u1|2dγdt >
(
2−max(Rσ2, Rσ2c0)(β̇ + β̈)

) ∫ T

0

e1(t)dt

−Rσ
(
e1(0) + e1(T )

)
− ηβ̇,β̈

1

β̇ + β̈

∫ T

0

∫
Ω

|f |2 ∀β̇, β̈ > 0,

(2.6.57)

où ηβ̇,β̈ =
(β̇ + β̈)2

β̇β̈
D'où (2.2.18) est véri�ée.

Comme les hypothèses (H3)-(H4) sont véri�ées, on peut appliquer le théo-
rème 2.2.1. Donc on conclut le résultat suivant.
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Théorème 2.6.1. Il existe α∗ > 0 tel que pour 0 < |α| < α∗, il existe
T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et tout U0 ∈ H, la solution
U(t) = exp(−tAα)U0 de (2.6.2) satisfait

Rδ̂1

∫ T

0

∫
ω

|u′1|dxdt ≥ c1(α, T )

∫
Ω

(
|u1

1|2 + |∆u0
1|2
)
dx

+c3(α, T )
( ∫

Ω

|u0
2|2dx+ ‖u1

2‖2
H−2(Ω)

)
,

(2.6.58)

où les constantes ci pour i = 1, 3 sont données dans le théorème 2.2.1.
De plus, si la solution de (2.6.2) satisfait

u′1 = 0 sur ω × (0, T ),

alors on a u1 = u2 = 0 sur Ω× [0, T ].

Par dualité, la contrôlabilité exacte interne indirecte est une consé-
quence du résultat précédent. Donc on considère le système

y′′1 + ∆2y1 + αy2 = v1ω dans Ω× (0, T ),
y′′2 + ∆2y2 + αy1 = 0 dans Ω× (0, T ),
y1 = y2 = ∂νy1 = ∂νy2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
yi(0) = y0

i , y′i(0) = y1
i sur Ω.

(2.6.59)

Comme les hypothèses du théorème 2.2.1 sont véri�ées, on déduit le résultat
suivant.

Théorème 2.6.2. Il existe α∗ > 0 tel que pour 0 < |α| < α∗, il existe
T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et tout Y 0 = (y0

1, y
1
1, y

0
2, y

1
2) ∈

L2(Ω)×H−2(Ω)×H2
0 (Ω)×L2(Ω), il existe v ∈

[
H1(0, T ;L2(Ω))

]′
tel que la

solution de système (2.6.59) satisfait

y1(T ) = y1,t(T ) = y2(T ) = y2,t(T ) = 0.

2.6.2 Le cas de deux équations faiblement couplées :

Onde-Petrowsky

On considère le système suivant
u′′1 −∆u1 + αCu2 = 0 dans Ω× (0, T ),
u′′2 + ∆2u2 + αC∗u1 = 0 dans Ω× (0, T ),
u1 = u2 = ∆u2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
ui(0) = u0

i , u′i(0) = u1
i i = 1, 2 sur Ω.

(2.6.60)
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où l'opérateur de couplage C est choisi dans le lemme ci-dessous. On pose
H = L2(Ω), Θ = L2(ω), V1 = H1

0 (Ω) et V2 = H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω), muni res-

pectivement, du produit scalaire L2, du produit scalaire
∫
ω

uzdx, du produit

scalaire (u, z)1 =

∫
Ω

∇u ·∇zdx et du produit scalaire (u, z)2 =

∫
Ω

∆u ·∆zdx.
On dé�nit les applications de dualité A1 et A2 de la même manière que la
section 2.2. On notera, respectivement, par −∆ l'opérateur A1 qui est un
opérateur non borné dans H de domaine D(A1) = H2(Ω)∩H1

0 (Ω) et par ∆2

l'opérateur A2 qui est un opérateur non borné dans H. F. Alabau a démontré
dans [2] à l'aide des résultats de régularité de Grisvard que

D(A2) = {u ∈ H4(Ω) ∩H1
0 (Ω); ∆u = 0 sur Γ}.

De plus, on pose que l'application r est la fonction de restriction de Ω sur ω
et l'application p est la fonction de prolongement par 0 de ω sur Ω.
On dé�nit les énergies partielles naturelles et a�aiblies, respectivement, par

e1(t) =
1

2

(
|u′1(t)|2 + |∇u1(t)|2

)
,

e2(t) =
1

2

(
|u′2(t)|2 + |∆u2(t)|2

)
,

ẽ1(t) =
1

2

(
‖u′1(t)‖2

H−1(Ω) + |u1(t)|2
)

et

ẽ2(t) =
1

2

(
‖u′2(t)‖2

V ′2
+ |u1(t)|2

)
.

Les inégalités (2.2.8), (2.2.10), (2.2.13), (2.2.14) et (2.2.15) sont satisfaites et
β1 = β2 = 1. L'hypothèse (H2) est véri�ée à l'aide du lemme suivant donné
par Alabau dans [2], et β3 = 1.

Lemme 2.6.1. On dé�nit les espaces H, V1, V2 et les opérateurs non bornés
A1 : D(A1) ⊂ H −→ H, A1 : D(A1) ⊂ H −→ H comme dans la section 2.2,
où D(Ai) =

{
u ∈ Vi; Aiu ∈ H

}
, pour i = 1, 2. De plus, on pose A1 6= A2. On

suppose qu'il existe une base orthonormée commune {ek}∞k=1 des fonctions
propres des opérateurs Ai dans H, pour i = 1, 2, où

Aiek = λi,kek, k = 1, ..., i = 1, 2.

De plus, on considère l'hypothèse suivante :
(H5) : ∃r : N∗ −→ N∗, injective, telle que λ2,k = λ1,r(k) ∀r ∈ N∗.
Alors il existe un opérateur linéaire C borné dans H de la forme

Cu =
∞∑
k=1

ukwker(k),
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où la suite des nombres réels (wk)k véri�e

∃w− > 0, w+ > 0 telle que w− 6 wk 6 w+, ∀k ∈ {1, 2, ...},

et C véri�e

CV2 ⊂ V1, CD(A2) ⊂ D(A1) et A1Cu = CA2u ∀u ∈ D(A2), (2.6.61)

et ‖Cu‖H = ‖u‖H pour tout u ∈ H.

On pose maintenant G = L2(Γ1). De plus, on dé�nit l'opérateur linéaire
continue B∗ de D(A1) dans G par

B∗u = ∂νu
∣∣
Γ1
.

Pour appliquer le théorème 2.2.1, il nous reste à démontrer que les hypothèses
(H3) et (H4) sont véri�ées.
On considère alors le problème non homogène suivant

u′1 −∆u1 = f dans Ω× (0, T ),
u1 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
u1(., 0) = u0

1(.) ∈ D(A1), u′1(., 0) = u1
1(.) ∈ V1 sur Ω,

(2.6.62)

où f ∈ C1
(
[0, T ];H

)
.

On reprend alors les espaces ωεi déjà dé�nis dans la section 1.3 du chapitre
précédent :

ωεi :=
{
x ∈ Ω; d(x,Γ1) < εi

}
i = 0, 1

où
0 < ε0 < ε1 et d(x,Γ1) := inf

y∈Γ1

‖x− y‖RN ,

et ω̃ tel que
ω̃ ⊂ ωε0 ⊂ ωε1 ⊂ ω.

En procédant comme dans la section 1.3 du premier chapitre et en répétant
exactement les mêmes arguments de l'étape 2 pour obtenir l'inégalité (1.3.69)
(on remplace −αu2 par f), et grâce à (1.3.46) et (1.3.45), on déduit une
inégalité de la forme suivante

∫ T

0

∫
Γ1

h · ν|∂νu1|2 6 δ1

∫ T

0

∫
ω

|u′1|2 + γ

∫ T

0

e1(t) + δ2

(
e1(0) + e1(T )

)
+δ3

∫ T

0

∫
Ω

|f |2,

(2.6.63)
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où γ est arbitraire positive, et δ1 δ2 δ3 sont des constantes positives. D'où
(2.2.17) est véri�ée.
De même, en procédant comme dans la section 1.3 du premier chapitre et en
répétant exactement les mêmes arguments de l'étape 1 pour obtenir l'inéga-
lité (1.3.66) (on remplace −αu2 par f), on déduit une inégalité de la forme
suivante

R

2

∫ T

0

∫
Γ1

|∂νu1|2 > (1−Rβ)

∫ T

0

e1(t)dt− R

2β

∫ T

0

∫
Ω

|f |2dxdt

−R
(
e1(0) + e1(T )

)
∀0 < β <

1

R
.

(2.6.64)

D'où (2.2.18) est véri�ée.

Comme les hypothèses (H3)-(H4) sont véri�ées, on peut appliquer le théo-
rème 2.2.1. Donc on conclut le résultat suivant.

Théorème 2.6.3. Il existe α∗ > 0 tel que pour tout 0 < |α| < α∗, il existe
T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et tout U0 ∈ H, la solution
U(t) = exp(−tAα)U0 de (2.6.2) véri�e

Rδ1

∫ T

0

∫
ω

|u′1|dxdt ≥ c1(α, T )

∫
Ω

(
|u1

1|2 + |∇u0
1|2
)
dx

+c3(α, T )
( ∫

Ω

|u0
2|2dx+ ‖u1

2‖2
V ′2

)
,

(2.6.65)

où les constantes ci pour i = 1, 3 sont données dans le théorème 2.2.1.
De plus, si la solution de (2.6.60) satisfait

u′1 = 0 sur ω × (0, T ),

alors on a u1 = u2 = 0 sur Ω× [0, T ].

Par dualité, la contrôlabilité exacte interne indirecte est une consé-
quence du résultat précédent. Donc on considère le système

y1,tt −∆y1 + αCy2 = v1ω dans Ω× (0, T ),
y2,tt + ∆2y2 + αC∗y1 = 0 dans Ω× (0, T ),
y1 = y2 = ∆y2 = 0 sur Σ = Γ× (0, T ),
yi(0) = y0

i , yi,t(0) = y1
i sur Ω,

(2.6.66)

Comme les hypothèses du théorème 2.2.1 sont véri�ées, on déduit le résultat
suivant.
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Théorème 2.6.4. Il existe α∗ > 0 tel que pour tout 0 < |α| < α∗, il existe
T0 = T0(α) > 0 tel que pour tout T > T0 et tout Y 0 = (y0

1, y
1
1, y

0
2, y

1
2) ∈

L2(Ω)×H−1(Ω)×
(
H2∩H1

0 (Ω)
)
×L2(Ω), il existe v ∈

[
H1(0, T ;L2(Ω))

]′
tel

que la solution de système (2.6.66) satisfait

y1(T ) = y1,t(T ) = y2(T ) = y2,t(T ) = 0.
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Chapitre 3

Observabilité interne indirecte et

contrôlabilité exacte du système

de Timoshenko

3.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est l'étude de la contrôlabilité exacte indirecte du
système de Timoshenko sous l'e�et d'une seule force de contrôle agissant sur
l'équation de l'angle de cisaillement dans le cas où les vitesses de propagation
dans l'équation du déplacement vertical et l'équation de l'angle de rotation
du système sont égales. Cette étude a été motivé par le résultat de F. Alabau
dans [1]. Elle a démontré la stabilisation exponenetielle du système de Ti-
moshenko sous l'e�et d'une seule force de contrôle agissant sur l'équation de
l'angle de cisaillement, où les vitesses de propagation dans l'équation du dé-
placement vertical et l'équation de l'angle de rotation du système sont égales.

On considère donc le système homogène de Timoshenko suivant :{
ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0 t > 0, 0 < x < L,
ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) = 0 t > 0, 0 < x < L

(3.1.1)

où ϕ et ψ désignent respectivement le déplacement transversal de la poutre
et l'angle de rotation d'un �lament de la poutre. De plus ρ1, ρ2, k et b sont
des constantes positives caractérisent les propriétés physiques de la poutre
et des �laments. Les vitesses de propagation dans l'équation du déplacement
vertical et l'équation de l'angle de rotation sont respectivement données par

w1 =
k

ρ1

et w1 =
b

ρ2

.
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Ensuite, on considère les conditions au bord suivantes de ce système

ϕ = ψ = 0, t > 0, x = 0, x = L (Dirichlet), (3.1.2)

ou
ϕ = ψx = 0, t > 0, x = 0, x = L (Neumann). (3.1.3)

Les conditions initiales des états variables sont :

(ϕ, ψ)(x, 0) = (ϕ0(x), ψ0(x)) et (ϕt, ψt)(x, 0) = (ϕ1(x), ψ1(x)) x ∈ (0, L).
(3.1.4)

L'énergie naturelle des solutions du système (3.1.1) soumis à l'état initiale
(3.1.4) et à chacune des conditions aux bords (3.1.2) ou (3.1.3) est dé�nie
par

E(t) =
1

2

∫ L

0

(
ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + b|ψx|2 + k|ϕx + ψ|2

)
dx.

Il est facile de véri�er que l'énergie naturelle E est conservée i.e.

E(t) = E(0) ∀t > 0.

D'un autre côté, on dé�nit l'énergie a�aiblie des solutions du système (3.1.1)
soumis à l'état initiale (3.1.4) et à chacune des conditions au bord (3.1.2) ou
(3.1.3), par

Ẽ(t) =
1

2

(
ρ1

∫ L

0

|(−∂xx)−1/2ϕt|2 + ρ2

∫ L

0

|(−∂xx)−1/2ψt|2

+b

∫ L

0

|ψ|2 + k

∫ L

0

|∂x(−∂xx)−1
(
ϕx + ψ

)
|2
)
,

et cette énergie est conservée, i.e,

Ẽ(t) = Ẽ(0) ∀t > 0.

La démonstration de la conservation de l'énergie a�aiblie Ẽ est détaillée dans
le paragraphe suivant.

L'étude de la stabilisation du système de Timoshenko a attiré l'atten-
tion de beaucoup des auteurs (voir [7], [14], [16], [57], [90], [96], [100], [102],
[104], [105], [106], [107], [112], [116], [117], [119]).
D'un autre côté, les travaux réalisés de la contrôlabilité exacte du système
de Timoshenko étaient relativement rares. Dans [109] M. Shubov a étudié la
contrôlabilité exacte du système de Timoshenko sous l'e�et de deux termes
d'amortissement, dont seulement la force de contrôle agissant sur l'équation
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de l'angle de cisaillement est active, tandis que l'autre terme agissant sur
l'équation du déplacement vertical est traité comme une force donnée. Elle a
obtenu un résultat de contrôlabilité exacte dans un temps T > 0 en étudiant
les comportements asymptotiques des fonctions et valeurs propres. En utili-
sant la méthode deHUM, L. A. Medeiros [87] a traité la contrôlabilité exacte
du système de Timoshenko sous l'e�et d'un couple de forces de contrôle aux
bords. La contrôlabilité exacte des équations aux dérivées partielles avec des
contrôles de type Neumann sur la frontière ou sur une partie de la fron-
tière était intéressante aussi pour beaucoup des auteurs. J. L. Lions [69] a
démontré la contrôlabilité exacte de l'équation des ondes sous l'e�et d'un
contrôle de type Neumann. Dans [65] I. Lasiecka et R. Triggiani ont traité la
contrôlabilité exacte de l'équation des ondes sous l'e�et d'un contrôle de type
Neumann sur une partie du bord, et celle de l'équation de Euler-Bernoulli
[66] sous l'e�et de deux contrôles au bord, l'un de type Dirichlet et l'autre
de type Neumann.

Dans le cas des conditions au bord (3.1.2) et si les vitesses de propa-
gation dans l'équation du déplacement vertical et l'équation de l'angle de
rotation du système (3.1.1) sont égales, on montre l'inégalité d'observabilité
suivante pour un temps T > 0 su�samment grand

∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2dxdt

≥ c1

(
|ϕ0|2L2(0,L) + ‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ‖ψ1‖2
H−1(0,L)

)
,

(3.1.5)

pour tout U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈
(
L2(0, L) × H−1(0, L)

)2
, où c1 est une

constante dépend de T .
De même, dans le cas des conditions au bord (3.1.3) et si les vitesses de pro-
pagation dans l'équation du déplacement vertical et l'équation de l'angle de
rotation du système (3.1.1) sont égales, on montre l'inégalité d'observabilité
suivante pour un temps T > 0 su�samment grand

∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2dxdt

≥ c1

(
|ϕ0|2L2(0,L) + ‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ‖ψ1‖2[
H1
∗(0,L)

]′), (3.1.6)

pour tout U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ L2(0, L)×H−1(0, L)×L2(0, L)×
[
H1
∗ (0, L)

]′
,

où c1 est une constante dépend de T , et l'espace

H1
∗ (0, L) :=

{
f ∈ H1(0, L);

∫ L

0

fdx = 0
}
.
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De plus, dans le deux cas des conditions au bord, si la solution de (3.1.1)
satisfait ψ = 0 p.p. sur (0, L)× (0, T ), alors

ϕ = ψ = 0 dans (0, L)× (0, T ).

Par dualité, grâce aux inégalités (3.1.5) et (3.1.6), on obtient des résultats
de contrôlabilité exacte interne indirecte. Plus précisement, on considère les
systèmes suivants :

ρ1ytt − k(yx + z)x = 0 t > 0, 0 < x < L,
ρ2ztt − bzxx + k(yx + z) = v t > 0, 0 < x < L,
y(0) = y(L) = z(0) = z(L) = 0 (Dirrichlet),
(y, z, yt, zt)(x, 0) = (y0(x), z0(x), y1(x), z1(x)), x ∈ (0, L),

(3.1.7)

et 
ρ1ytt − k(yx + z)x = 0 t > 0, 0 < x < L,
ρ2ztt − bzxx + k(yx + z) = v t > 0, 0 < x < L,
y(0) = y(L) = zx(0) = zx(L) = 0 (Neumann),
(y, z, yt, zt)(x, 0) = (y0(x), z0(x), y1(x), z1(x)), x ∈ (0, L).

(3.1.8)

On montre les résultats suivant si l'équation du déplacement vertical et
l'équation de l'angle de rotation du système (3.1.1) ont la même vitesse de
propagation :

1. Cas des conditions aux bords de Dirichlet

Pour un temps T > 0 su�samment grand et pour tout

Y 0 = (y0, y1, z0, z1) ∈
(
H1

0 (0, L)× L2(0, L)
)2
,

il existe un contrôle v1 ∈ L2(0, T ;L2(0, L)) tel que la solution du
système (3.1.7) véri�e

y(T ) = yt(T ) = z(T ) = zt(T ) = 0,

i.e. il existe un contrôle v1 qui ramène la solution de (3.1.7) à l'équi-
libre au temps T .

2. Cas des conditions aux bords de Neumann

Pour un temps T > 0 su�samment grand et pour tout

Y 0 = (y0, y1, z0, z1) ∈ H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

∗ (0, L)× L2(0, L),
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il existe un contrôle v2 ∈ L2(0, T ;L2(0, L)) tel que la solution du
système (3.1.8) véri�e

y(T ) = yt(T ) = z(T ) = zt(T ) = 0,

i.e. il existe un contrôle v2 qui ramène la solution de (3.1.8) à l'équi-
libre au temps T .

3.2 Formulation du problème

On dé�nit l'espace énergie associé au problème (3.1.1), (3.1.2), (3.1.4) par

H1 =
(
H1

0 (0, L)× L2(0, L)
)2
.

et celui associé au problème (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4) par

H2 = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1(0, L)× L2(0, L).

On dé�nit le produit scalaire sur Hj j = 1, 2 par

〈(ϕ, ψ, u, v), (ϕ̃, ψ̃, ũ, ṽ)〉Hj :=

∫ L

0

(
ρ1uũ+ρ2vṽ+bψψ̃+k(ϕx+ψ)(ϕ̃x+ψ̃)

)
dx.

En appliquant un théorème classique de la théorie de semi-groupe, on montre
que le problème (3.1.1), (3.1.2), (3.1.4) (respectivement (3.1.1), (3.1.2), (3.1.4))
est bien posé et admet une solution unique dans l'espace énergie H1 (respec-
tivementH2) (voir [1]). De plus, si les conditions initiales sont plus régulières,
les solutions sont fortes.

Maintenant on va démontrer la conservation de l'énergie a�aiblie Ẽ.

Démonstration. Prenons les fonctions suivantes : π solution de{
−∂xxπ = ϕx + ψ sur (0, L),
π(0) = π(L) = 0,

(3.2.9)

φ solution de {
−∂xxφ = ϕt sur (0, L),
φx(0) = φx(L) = 0,

(3.2.10)

et ν solution de {
−∂xxν = ψt sur (0, L),
ν(0) = ν(L) = 0.

(3.2.11)
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En multipliant la première équation (respectivement la deuxième équation)
de (3.1.1) par (−∂xx)−1ϕt (respectivement (−∂xx)−1ψt), on obtient


d

dt

{1

2

[
ρ1‖ϕt‖2

H−1(0,L) + ρ2‖ψt‖2
H−1(0,L) + b

∫ L

0

|ψ|2
]}

−
∫ L

0

(ϕx + ψ)x(−∂xx)−1ϕt +

∫ L

0

(ϕx + ψ)(−∂xx)−1ψt = 0.

(3.2.12)

Or



−
∫ L

0

(ϕx + ψ)x(−∂xx)−1ϕt +

∫ L

0

(ϕx + ψ)(−∂xx)−1ψt

=

∫ L

0

(ϕx + ψ)∂x(−∂xx)−1ϕt +

∫ L

0

(ϕx + ψ)(−∂xx)−1ψt

=

∫ L

0

(ϕx + ψ)
(
∂x(−∂xx)−1ϕt + (−∂xx)−1ψt

)
=

∫ L

0

[
(−∂xx)(−∂xx)−1(ϕx + ψ)

](
∂x(−∂xx)−1ϕt + (−∂xx)−1ψt

)
=

∫ L

0

[
∂x(−∂xx)−1(ϕx + ψ)

][
∂x

(
∂x(−∂xx)−1ϕt + (−∂xx)−1ψt

)]
−
[(
∂x(−∂xx)−1(ϕx + ψ)

)(
∂x(−∂xx)−1ϕt + (−∂xx)−1ψt

)
︸ ︷︷ ︸

=φx(L)+ν(L)−φx(0)−ν(0)

]L
0

=

∫ L

0

[
∂x(−∂xx)−1(ϕx + ψ)

](
− ϕt + ∂x(−∂xx)−1ψt

)
.

(3.2.13)
Ensuite, utilisons l'égalité

−ϕt = ∂x(−∂xx)−1∂xϕt −
1

L

∫ L

0

ϕtdx (3.2.14)
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dans le dernier membre de (3.2.13). On déduit alors

∫ L

0

[
∂x(−∂xx)−1(ϕx + ψ)

][
− ϕt + ∂x(−∂xx)−1ψt

)]

=

∫ L

0

[
∂x(−∂xx)−1(ϕx + ψ)

][
∂x(−∂xx)−1

(
ϕxt + ψt

)]
− 1

L

∫ L

0

ϕt(y)dy.

∫ L

0

[
∂x(−∂xx)−1(ϕx + ψ)

]
︸ ︷︷ ︸

=π(L)−π(0)=0

=
d

dt

{1

2

(∫ L

0

|∂x(−∂xx)−1(ϕx + ψ)|2
)}
.

(3.2.15)

Donc, en insérant (3.2.15) dans (3.2.13), on obtient
−
∫ L

0

(ϕx + ψ)x(−∂xx)−1ϕt +

∫ L

0

(ϕx + ψ)(−∂xx)−1ψt

=
d

dt

{1

2

(∫ L

0

|∂x(−∂xx)−1(ϕx + ψ)|2
)}
.

(3.2.16)

Par suite, l'insertion de (3.2.16) dans (3.2.12) implique
d

dt

{1

2

[
ρ1

∫ L

0

|(−∂xx)−1/2ϕt|2 + ρ2

∫ L

0

|(−∂xx)−1/2ψt|2

+b

∫ L

0

|ψ|2 + k

∫ L

0

|∂x(−∂xx)−1(ϕx + ψ)|2
]}

= 0.

D'où la conservation de l'énergie a�aiblie Ẽ.

3.3 Résultats d'observabilité et contrôlabilité

exacte internes indirectes dans le cas des

conditions au bord de Dirichlet

3.3.1 Inégalité inverse

Notre résultat principale dans ce sous-paragraphe est résumé dans l'énoncé
suivant
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Théorème 3.3.1. Il existe un temps T0 > 0 tel que pour tout T > T0, pour
tout U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈

(
L2(0, L)×H−1(0, L)

)2
, et si w1 = w2, il existe

une constante positive K telle que, la solution (ϕ, ψ) de (3.1.1)-(3.1.2) véri�e∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2 ≥ K
(
|ϕ0|2L2(0,L) + ‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ‖ψ1‖2
H−1(0,L)

)
,

(3.3.1)
où K dépendant de T, L, ρ1, ρ2, k et b.

Pour la preuve de ce théorème, plusieurs lemmes seront nécessaires.

Lemme 3.3.1. Il existe un temps T0 > 0 tel que pour tout T > T0, pour tout
U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ H1, et si w1 = w2, il existe deux constantes positives
C1 = C1 et C2 telle que la solution (ϕ, ψ) de (3.1.1)-(3.1.2) véri�e

C1E(0) ≤
∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2dxdt ≤ C2E(0), (3.3.2)

où C1 et C2 dépendant de T, L, ρ1, ρ2, k et b.

Démonstration. La preuve de l'inégalité directe est triviale. D'un autre côté,
les techniques introduites dans [1] s'adaptent pour la démonstration de l'in-
égalité inverse. Alors plusieurs étapes sont requis.
Dans la suite on désigne par c une constante générique dépend seulement de
L, ρ1, ρ2, k et b.

Etape 1. En multipliant la deuxième équation de (3.1.1) par b−1(ϕx + ψ)
et la première équation par k−1ψx, en intégrant sur [0, T ] × [0, L], et en ad-
ditionnant les deux relations résultantes, on obtient

k

b

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx + ψ|2 = (
ρ1

k
− ρ2

b
)

∫ T

0

∫ L

0

ψtt(ϕx + ψ)

+
ρ1

k

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 −
ρ1

k

[ ∫ L

0

(
ψt(ϕx + ψ) + ψxϕt)

]T
0

+

∫ T

0

[
ϕxψx

]L
0
.

(3.3.3)
Alors d'après l'inégalité de Young, on a

k

2b

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx + ψ|2 ≤
∣∣ρ1

k
− ρ2

b

∣∣2 b
k

∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2 +
ρ1

k

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + cE(0)

+ε

∫ T

0

[
ϕ2
x(L, t) + ϕ2

x(0, t)
]

+
c

ε

∫ T

0

[
|ψx|2(L, t) + |ψx|2(0, t)

]
∀ε > 0.

(3.3.4)
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Etape 2. Maintenant, on procède comme dans [90]. Considérons la fonction
q ∈ C1([0, L]) qui véri�e q(0) = −q(L) = −2γ, où γ > 0. Donc, en multipliant
la deuxième équation de (3.1.1) par b−1qψx et en intégrant sur [0, T ]× [0, L],
on obtient

γ

∫ T

0

[
|ψx|2(L, t) + |ψx|2(0, t)

]
= −ρ2

2b

∫ T

0

∫ L

0

qx|ψt|2

−ρ2

b

[ ∫ L

0

qψtψx

]T
0
−
∫ T

0

∫ L

0

qx
2
|ψx|2 −

k

b

∫ T

0

∫ L

0

q(ϕx + ψ)ψx.

(3.3.5)

Alors l'inégalité de Young implique
γ

∫ T

0

[
|ψx|2(L, t) + |ψx|2(0, t)

]
≤ c1(1 +

1

η
)

∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2

+η

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx + ψ|2 + c2

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + c3E(0) ∀η > 0,

(3.3.6)
où ci i = 1, 2 sont indépendantes de η.

Etape 3. Dans cette étape, on multiplie la première équation de (3.1.1)
par k−1qϕx et on intègre sur [0, T ]× [0, L]. Alors on obtient

γ

∫ T

0

[
ϕ2
x(L, t) + ϕ2

x(0, t)
]

= − ρ1

2k

∫ T

0

∫ L

0

qx|ϕt|2 +
ρ1

k

[ ∫ L

0

qϕtϕx

]T
0

+

∫ T

0

∫ L

0

qϕxψx.

(3.3.7)
Ensuite, l'inégalité de Poincaré nous donne

γ

∫ T

0

[
ϕ2
x(L, t) + ϕ2

x(0, t)
]
≤ c

∫ T

0

∫ L

0

[
|ψx|2 + |ϕx + ψ|2 + |ϕt|2

]
+ cE(0).

(3.3.8)

Etape 4. On multiplie la première équation de (3.1.1) par k−1ϕ et on
intègre sur [0, T ]× [0, L]. On déduit donc

γ

∫ T

0

∫ L

0

|ϕt|2 ≤ c

∫ T

0

∫ L

0

[
|ψx|2 + |ϕx + ψ|2

]
. (3.3.9)

Alors, en combinant (3.3.9) et (3.3.8), on conclut

γ

∫ T

0

[
ϕ2
x(L, t) + ϕ2

x(0, t)
]
≤ c

∫ T

0

∫ L

0

[
|ψx|2 + |ϕx + ψ|2 + |ϕt|2

]
+ cE(0).

(3.3.10)
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Par suite, en utilisant (3.3.6) et (3.3.10) dans (3.3.4) et en choisissant ε et η
su�samment petits et en les �xant après, on obtient

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx + ψ|2 ≤ c

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + c
∣∣ρ1

k
− ρ2

b

∣∣2 ∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2

+c

∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2 + cE(0).

(3.3.11)

Maintenant, l'insertion de (3.3.11) dans (3.3.9) nous donne
∫ T

0

∫ L

0

|ϕt|2 ≤ c

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + c
∣∣ρ1

k
− ρ2

b

∣∣2 ∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2

+c

∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2 + cE(0).

(3.3.12)

Il nous reste à estimer, plus précisement majorer
∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2x. On considère

donc le problème {
−χxx = ψx sur (0, L),
χ(0) = χ(L) = 0.

(3.3.13)

Multipliant maintenant la première équation de (3.1.1) par b−1χ, la deuxième
équation de (3.1.1) par b−1ψ, et intégrons sur [0, T ]×[0, L]. Puis additionnons
les équations résultantes en remarquant que

−
∫ L

0

(ϕx + ψ)xχ =

∫ L

0

(ϕψx − |χx|2).

On obtient alors
∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2 +
k

bL

∫ T

0

(∫ L

0

ψ
)2

=
ρ1

b

[ ∫ L

0

ϕtχ
]T

0

−ρ2

b

[ ∫ L

0

ψtψ
]T

0
+
ρ1

b

∫ T

0

∫ L

0

ϕtχt +
ρ2

b

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2.
(3.3.14)

Ensuite, en appliquant l'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré, on
obtient pour tout δ > 0,

∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2 +
k

bL

∫ T

0

(∫ L

0

ψ
)2

6 δ

∫ T

0

∫ L

0

|ϕt|2 +
c

δ

∫ T

0

∫ L

0

|χt|2

+
ρ2

b

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + cE(0).

(3.3.15)
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D'autre part, d'après (3.3.13), on a∫ L

0

|χ|2 ≤ c

∫ L

0

|ψ|2,

et comme l'équation (3.3.13) est di�érentiable par rapport au temps t, on a∫ L

0

|χt|2 ≤ c

∫ L

0

|ψt|2. (3.3.16)

Donc en utilisant l'estimation (3.3.16) dans (3.3.15), on obtient pour tout
δ > 0∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2+
k

bL

∫ T

0

(∫ L

0

ψ
)2

≤ δ

∫ T

0

∫ L

0

|ϕt|2+cδ

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2. (3.3.17)

Maintenant, utilisons (3.3.12) dans (3.3.17), choisissons δ su�samment petit,
et �xons le après, on obtient alors

∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2 +
k

bL

∫ T

0

(∫ L

0

ψ
)2

≤ c

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + c
∣∣ρ1

k
− ρ2

b

∣∣2 ∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2 + cE(0).

(3.3.18)

Donc, en utilisant successivement (3.3.18) dans (3.3.11) et dans (3.3.12), on
obtient

TE(0) ≤ c

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + c
∣∣ρ1

k
− ρ2

b

∣∣2 ∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2 + cE(0). (3.3.19)

Par conséquent,

(T − c)E(0) ≤ C1

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + c
∣∣ρ1

k
− ρ2

b

∣∣2 ∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2.

Finalement, le fait que w1 = w2 implique

(T − c)E(0) ≤ C1

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2,

où T0 = c

Lemme 3.3.2. Pour tout (ϕ1, ψ1) ∈
(
H−1(0, L)

)2
, le système

−k(uxx + vx) = −ρ1ϕ
1,

−bvxx + k(ux + v) = −ρ2ψ
1,

u(0) = u(L) = v(0) = v(L) = 0.
(3.3.20)

admet une solution unique (u, v) dans E :=
(
H1

0 (0, L)
)2
.
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Démonstration. Le système (3.3.20) est équivalent à k

∫ L

0

(ux + v)(ux + v) + b

∫ L

0

vxvx

= 〈−ρ1ϕ
1, u〉H−1(0,L),H1

0 (0,L) + 〈−ρ2ψ
1, v〉H−1(0,L),H1

0 (0,L).
(3.3.21)

On dé�nit le produit scalaire sur E par

〈(u1, v1), (u2, v2)〉E :=

∫ L

0

(
bv1v2 + k(u1x + v1)(u2x + v2)

)
dx,

pour tout (u1, v1), (u2, v2) ∈ E. De plus, de l'inégalité de Poincaré, on peut
véri�er facielement que la norme ‖ . ‖E associée est équivalente à la norme
usuelle de E.
On pose maintenant

l
(

(u, v), (u, v)
)

:= k

∫ L

0

(ux + v)(ux + v) + b

∫ L

0

vxvx.

l est une forme bilinéaire sur E et coercive pour la norme ‖ . ‖E associée, et
elle est continue d'après l'inégalité

(
√
a
√
a+
√
c
√
c) ≤

√
a+ c

√
a+ c ∀a, a, c, c ≥ 0. (3.3.22)

Par conséquent, d'après le théorème de Lax-Milgram, il existe une unique
(u, v) ∈ E solution de (3.3.21) pour tout (u, v) ∈ E. Donc en choisissant
u = 0, respectivement v = 0, on obtient (3.3.20)2 , respectivement (3.3.20)1

au sens distributionnel.

Maintenant, on retourne à la preuve du théorème 3.3.1.

Démonstration. Soient U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈
(
L2(0, L) × H−1(0, L)

)2
et

(u, v) la solution du système (3.3.20).
On va adapter une méthode des multiplicateurs introduite par J. L. Lions
[69]. Si (ϕ, ψ) est la solution de (3.1.1)-(3.1.2) qui correspond aux données
(ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1), alors les fonctions(

ω(x, t) :=

∫ t

0

ϕ(x, s)ds+ u(x), ζ(x, t) :=

∫ t

0

ψ(x, s)ds+ v(x)
)

est une solution de (3.1.1)-(3.1.2) avec les données initiales (u, ϕ0, v, ψ0).
Donc, d'après le lemme 3.3.1 on a

(T − c)
∫ T

0

∫ L

0

|ζt|2 ≥ C1

(
‖u‖2

H1
0 (0,L) + |ϕ0|2L2(0,L) + ‖v‖2

H1
0 (0,L) + |ψ0|2L2(0,L)

)
.

(3.3.23)
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D'autre part, on sait que −∆ = − ∂2

∂x2
est un isomorphisme de H1

0 (0, L)

sur H−1(0, L). Alors ‖u‖H1
0 (0,L) (respectivement ‖v‖H1

0 (0,L)) est équivalente à
‖ − uxx‖H−1(0,L) (respectivement ‖ − vxx‖H−1(0,L)).
Alors, on a

‖u‖2
H1

0 (0,L)
+ ‖v‖2

H1
0 (0,L)

≥ c‖ − uxx‖2
H−1(0,L) + c‖ − vxx‖2

H−1(0,L)

= c‖ρ1

k
ϕ1 − vx‖2

H−1(0,L) + c‖ρ2

b
ψ1 +

k

b
(ux + v)‖2

H−1(0,L)

≥ c
(
‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + ‖ψ1‖2
H−1(0,L)

)
− c
(
‖vx‖2

H−1(0,L) + ‖ux + v‖2
H−1(0,L)

)
≥ c
(
‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + ‖ψ1‖2
H−1(0,L)

)
− c
(
|vx|2L2(0,L) + |ux + v|2L2(0,L)

)
≥ c
(
‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + ‖ψ1‖2
H−1(0,L)

)
− c
(
‖u‖2

H1
0 (0,L)

+ ‖v‖2
H1

0 (0,L)

)
.

Donc

‖u‖2
H1

0 (0,L) + ‖v‖2
H1

0 (0,L) ≥
c

1 + c

(
‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + ‖ψ1‖2
H−1(0,L)

)
. (3.3.24)

D'un autre côté, on a ∫ T

0

∫ L

0

|ζt|2 =

∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2. (3.3.25)

Par conséquent, en utilisant (3.3.25) et (3.3.24) dans (3.3.23), on obtient∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2 ≥ c
(
|ϕ0|2L2(0,L) + ‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ‖ψ1‖2
H−1(0,L)

)
. 2

3.3.2 Contrôlabilité exacte interne indirecte

L'estimation a priori démontrée dans le paragraphe précédent nous per-
mettent d'aboutir à la contrôlabilité exacte interne indirecte du système sui-
vant :

ρ1ytt − k(yx + z)x = 0 dans (0, L)× (0, T ),
ρ2ztt − bzxx + k(yx + z) = v1 dans (0, L)× (0, T ),
y(0) = y(L) = z(0) = z(L) = 0,
(y, z, yt, zt)(x, 0) = (y0(x), z0(x), y1(x), z1(x)) dans (0, L).

(3.3.26)
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La solution du problème (3.3.26) peut se dé�nir par la méthode de transposi-
tion qu'on va détallier dans la preuve du théorème suivant qui résume notre
résultat principal dans ce paragraphe.

Théorème 3.3.2. Pour un temps T > T0 où T0 est donné dans le théorème
3.3.1, pour tout

Y 0 = (y0, y1, z0, z1) ∈
(
H1

0 (0, L)× L2(0, L)
)2
,

et si w1 = w2, il existe un contrôle v1 ∈ L2
(
0, T ;L2(0, L)

)
telle que la solution

du système (3.3.26) véri�e

y(T ) = yt(T ) = z(T ) = zt(T ) = 0.

Démonstration. On va appliquer la méthode de HUM.
On résoud d'abord, le problème homogène

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0 t > 0, 0 < x < L,
ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) = 0 t > 0, 0 < x < L,
ϕ(0) = ϕ(L) = ψ(0) = ψ(L) = 0,
(ϕ, ψ, ϕt, ψt)(x, 0) = (ϕ0(x), ψ0(x), ϕ1(x), ψ1(x)) x ∈ (0, L),

(3.3.27)

où (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈
(
D(0, L)

)4
. Il est clair d'après la section 3.2 que ce

problème admet une solution unique (ϕ, ψ).
Puis on résoud le problème rétrograde

ρ1ϕ̃tt − k(ϕ̃x + ψ̃)x = 0 t > 0, 0 < x < L,

ρ2ψ̃tt − bψ̃xx + k(ϕ̃x + ψ̃) = −ψ t > 0, 0 < x < L,

ϕ̃(0) = ϕ̃(L) = ψ̃(0) = ψ̃(L) = 0,

ϕ̃(x, T ) = ϕ̃t(x, T ) = ψ̃(x, T ) = ψ̃t(x, T ) = 0 0 < x < L.

(3.3.28)

La solution du problème (3.3.28) est dé�nie par la méthode de transposition.
En e�et, on multiplie la première équation de (3.3.28) par θ et la deuxième
équation de (3.3.28) par ξ où (θ, ξ) est la solution du problème

ρ1θtt − k(θx + ξ)x = f t > 0, 0 < x < L,
ρ2ξtt − bξxx + k(θx + ξ) = g t > 0, 0 < x < L,
θ(0) = θ(L) = ξ(0) = ξ(L) = 0,
(θ, ξ, θt, ξt)(x, 0) = (θ0(x), ξ0(x), θ1(x), ξ1(x)) x ∈ (0, L),

(3.3.29)

où f, g ∈ L1
(
0, T ;L2(0, L)

)
.

En reformulant le problème (3.3.29) en un problème non homogène abstrait
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du premier ordre et en appliquant un théorème classique de la théorie de
semi-groupe, on montre qu'il possède une solution unique

(θ, ξ) ∈
(
C
(
0, T ;H1

0 (0, L)
)
∩ C1

(
0, T ;L2(0, L)

))2

.

De plus, on a{
eθ(t) + eξ(t)
≤ κ

(
eθ(0) + eξ(0) + ‖f‖2

L1(0,T ;L2(0,L)) + ‖g‖2
L1(0,T ;L2(0,L))

)
,

(3.3.30)

où

eθ(t) :=
1

2

∫ L

0

(
ρ1|θt|2 + k|θx|2

)
et

eξ(t) :=
1

2

∫ L

0

(
ρ2|ξt|2 + b|ξx|2 + k|ξ|2

)
sont les énergies partielles naturelles associées à la solution (θ, θt, ξ, ξt) de
(3.3.29). On obtient l'estimastion (3.3.30) en procédant comme dans le para-
graphe 1.4 du chapitre 1 pour obtenir l'estimaion (1.4.89), plus précisement,
on multiplie la première équation de (3.3.29) par θt, la deuxième équation
par ξt et on utilise le lemme de Gronwall.
Ensuite, on doit véri�er que l'équation
∫ T

0

∫ L

0

(
fϕ̃+ gψ̃

)
+

∫ L

0

(
ρ1ϕ̃(0)θ1 − ρ1ϕ̃t(0)θ0 + ρ2ψ̃(0)ξ1 − ρ2ψ̃t(0)ξ0

)
= −

∫ T

0

∫ L

0

ψξ.

(3.3.31)
admet une solution unique dans H̃′1 pour tout

(θ0, θ1, f, ξ0, ξ1, g) ∈
[
H0

1 (0, L)× L2(0, L)× L1
(
0, T ;L2(0, L)

)]2

.

Maintenant, on pose X0 = (ρ1θ0, ρ1θ1, f, ρ2ξ0, ρ2ξ1, g),

H̃1 =
[
H0

1 (0, L)× L2(0, L)× L1
(
0, T ;L2(0, L)

)]2

,

et on considère la forme linéaire L sur H̃1 qui est dé�nie par

L(X0) = −
∫ T

0

∫ L

0

ψξdxdt.
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Il est clair que L est bien dé�nie. Il nous reste à véri�er que L est continue
i.e. il existe une constante positive C telle que∣∣∣L(X0)

∣∣∣ ≤ C‖X0‖H̃1
.

En e�et, ∣∣∣L(X0)
∣∣∣ ≤ ∫ T

0

(∫ L

0

|ψ|2dx
)1/2(∫ L

0

|ξ|2dx
)1/2

dt.

Alors, en appliquant l'inégalité de Cauchy-Shwartz par rapport à la variable
t on obtient∣∣∣L(X0)

∣∣∣ ≤ c
(∫ T

0

∫ L

0

|ξ|2
)1/2

≤ c
(∫ T

0

eξ(t)
)1/2

. (3.3.32)

Par suite, en utilisant (3.3.30) dans (3.3.32) on obtient∣∣∣L(X0)
∣∣∣ ≤ c‖X0‖H̃1

. (3.3.33)

où c dépend de T . Par conséquent L ∈ H̃′1. Donc il existe X1 ∈ H̃′1 tel que

〈X1, X0〉H̃′1,H̃1
= L(X0),

avec
X1 est noté par

(
− ϕ̃′(0)︸ ︷︷ ︸

:=ϕ̃1

, ϕ̃(0)︸︷︷︸
:=ϕ̃0

, ϕ̃,− ψ̃′(0)︸ ︷︷ ︸
:=ψ̃1

, ψ̃(0)︸︷︷︸
:=ψ̃0

, ψ̃
)

et

H̃′1 est noté par
[
H−1(0, L)× L2(0, L)× L∞

(
0, T ;L2(0, L)

)]2

.

D'un autre côté, on dé�nit l'opérateur

Λ
(
ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1

)
:=
(
ρ1ϕ̃

′(0),−ρ1ϕ̃(0), ρ2ψ̃
′(0),−ρ2ψ̃(0)

)
,

et on considère des données initiales (ϕ̂0, ϕ̂1, ψ̂0, ψ̂1) ∈
(
D(0, L)

)4
et (ϕ̂, ϕ̂′, ψ̂, ψ̂′)

solution du problème (3.3.27) associé.
En multipliant la première équation du système (3.3.28) par ϕ̂, la deuxième
équation par ψ̂ et en intégrant sur [0, T ]× [0, L], on obtient 〈Λ

(
ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1

)
, (ϕ̂0, ϕ̂1, ψ̂0, ψ̂1)〉

=

∫
Ω

[
ρ1ϕ̃1ϕ̂0 + ρ2ψ̃1ψ̂0 − ρ1ϕ̃0ϕ̂1 − ρ2ψ̃0ψ̂1

]
dx =

∫ T

0

∫ L

0

ψψ̂dxdt.



3.3 Résultats d'observabilité et contrôlabilité exacte internes
indirectes dans le cas des conditions au bord de Dirichlet 119

En particulier

〈Λ
(
ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1

)
, (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1)〉 =

∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2dxdt.

Maintenant, on considère sur
(
D(0, L)

)4
la semi-norme dé�nie par

‖U0‖F =
(∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2dxdt
)1/2

,

où U = (ϕ, ϕ′, ψ, ψ′) désigne la solution de (3.3.27) associée aux conditions
initiales U0.
Grâce à l'inégalité inverse (3.3.1), ‖ · ‖F est une norme sur

(
D(0, L)

)4
. On

note par F le complété de cet espace par rapport à cette norme. On obtient
ainsi un espace de Hilbert.
L'inégalité inverse implique

F ⊂
(
L2(0, L)×H−1(0, L)

)2
,

donc (
H1

0 (0, L)× L2(0, L)
)2 ⊂ F ′.

D'après la dé�nition de la norme sur F , on a

|〈Λ(U0), Ũ0〉| ≤ ‖U0‖F‖Ũ0‖F ∀U0, Ũ0 ∈
(
D(0, L)

)4
. (3.3.34)

D'un autre côté, la densité de
(
D(0, L)

)4
dans F implique que l'application

Λ(U0) peut se prolonger d'une manière unique en une application continue
sur F et Λ(U0) ∈ F ′.
De (3.3.34) on déduit que l'application linéaire qui applique U0 ∈

(
D(0, L)

)4

à ΛU0 ∈ F ′ est continue. Donc par densité, Λ est prolongeable d'une manière
unique en une application linéaire continue sur F , on la note encore Λ, de F
dans F ′. De plus on a

〈Λ(U0), Ũ0〉F ′,F = 〈U0, Ũ0〉F ∀U0, Ũ0 ∈
(
D(0, L)

)4
,

avec 〈 , 〉F est le produit scalaire associé au norme de F . Donc, d'après l'in-
égalité inverse (3.3.1), l'op¯ateur Λ est coercif sur F , et (3.3.34) implique
que Λ est continue sur F . Par conséquent, on déduit du théorème de Lax-
Milgram que Λ un isomorphisme de F sur F ′. Alors pour tout (y0, y1, z0, z1),
l'équation

Λ(ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) := (ρ1y
′(0),−ρ1y(0), ρ2z

′(0),−ρ2z(0))



120
Observabilité interne indirecte et contrôlabilité exacte du système

de Timoshenko

a une solution unique (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ F de façon que

(y0, y1, z0, z1) ∈
(
H1

0 (0, L)× L2(0, L)
)2
,

et le contrôle est v1 = −ψ ∈ L2
(
0, T, L2(0, L)

)
. Mais d'après l'unicité de la

solution du problème (3.3.26) on a

y = ϕ̃ et z = ψ̃.

Par conséquent
y(T ) = yt(T ) = z(T ) = zt(T ) = 0.

3.4 Résultats d'observabilité et contrôlabilité

exacte internes indirectes dans le cas des

conditions au bord de Neumann

3.4.1 Inégalité inverse

Notre résultat principale dans ce sous-paragraphe est résumé dans l'énoncé
suivant

Théorème 3.4.1. Il existe un temps T0 > 0 tel que pour tout T > T0, pour
tout

U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ L2(0, L)×H−1(0, L)× L2(0, L)× [H1
∗ (0, L)]′,

et si w1 = w2, il existe une constante positive K1 telle que, la solution (ϕ, ψ)
de (3.1.1)-(3.1.3) véri�e∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2 ≥ K1

(
|ϕ0|2L2(0,L) + ‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) + ‖ψ1‖[H1
∗(0,L)]′

)
.

(3.4.35)
où K1 dépendant de T, L, ρ1, ρ2, k et b.

Pour la preuve de ce théorème, plusieurs lemmes seront nécessaires.

Lemme 3.4.1. Il existe un temps T0 > 0 tel que pour tout T > T0, pour tout
U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ H2, et si w1 = w2, il existe deux constantes positives
C3 et C4 telles pour tout U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ H2, la solution (ϕ, ψ) de
(3.1.1)-(3.1.3) véri�e

C3E(0) ≤
∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2dxdt ≤ C4E(0), (3.4.36)

où C3 et C4 dépendant de T, L, ρ1, ρ2, k et b.
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Démonstration. La preuve de l'inégalité directe est triviale. D'un autre côté,
les techniques introduites dans [1] s'adaptent pour la démonstration de l'in-
égalité inverse. Alors plusieurs étapes sont requis.
Dans la suite on désigne par c une constante générique dépend seulement de
L, ρ1, ρ2, k et b.

Etape 1. En multipliant la deuxième équation de (3.1.1) par b−1(ϕx + ψ)
et la première équation par k−1ψx, en intégrant sur [0, T ] × [0, L], et en ad-
ditionnant les deux relations résultantes, on obtient

k

b

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx + ψ|2 = (
ρ1

k
− ρ2

b
)

∫ T

0

∫ L

0

ψtt(ϕx + ψ)

+
ρ1

k

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 −
ρ1

k

[ ∫ L

0

(
ψt(ϕx + ψ) + ψxϕt)

]T
0
,

(3.4.37)

D'après l'inégalité de Young, (3.4.37) implique

k

2b

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx +ψ|2 ≤ |ρ1

k
− ρ2

b
|2 b

2k

∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2 +
ρ1

k

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + cE(0).

(3.4.38)
Etape 2. On multiplie la première équation de (3.1.1) par k−1(ϕ − χ), où χ
est la solution de (3.3.13), et on intègre sur [0, T ]× [0, L]. On obtient donc

ρ1

k

∫ T

0

∫ L

0

|ϕt|2 +
1

L

∫ T

0

(∫ L

0

ψ
)2

=

ρ1

k

∫ T

0

∫ L

0

ϕtχt +
ρ1

k

[ ∫ L

0

ϕt(ϕ− χ)
]T

0
+

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx + ψ|2.
(3.4.39)

Comme ϕ(0) = ϕ(L) = 0, on peut écrire

(ϕ− χ)x = (ϕx + ψ)− 1

L

∫ L

0

(ϕx + ψ).

On déduit alors pour t �xé∫ L

0

|(ϕ− χ)x|2 ≤ c

∫ L

0

|ϕx + ψ|2 ≤ cE(t). (3.4.40)

D'où en utilisant l'inégalité de Pioncaré, on obtient∫ L

0

|ϕ− χ|2 ≤ cE(t). (3.4.41)
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Par suite, d'après l'inégalité de Poincaré et en insérant (3.4.40), (3.3.16) et
(3.4.40) dans l'équation résultante, (3.4.39) nous donne

ρ1

2k

∫ T

0

∫ L

0

|ϕt|2 ≤ c

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2+c|ρ1

k
−ρ2

b
|2
∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2+cE(0). (3.4.42)

Etape 3. On multiplie la deuxième équation de (3.1.1) par b−1ψ et on intégre
sur [0, T ]× [0, L], on obtient

∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2 =
ρ2

b

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 +
ρ2

b

[ ∫ L

0

ψtψ
]T

0

−k
b

∫ T

0

∫ L

0

(ϕx + ψ)ψ.

(3.4.43)

D'autre part, d'après (3.3.13) on a

χx = −ψ +
1

L

(∫ L

0

ψ
)
,

alors ∫ L

0

|ψ|2 =

∫ L

0

|χx|2 +
1

L

(∫ L

0

ψ
)2

.

En multipliant (3.3.13) par χ, on a aussi∫ L

0

|χx|2 ≤ c

∫ L

0

|ψx|2.

D'où en utilisant l'inégalité de Poincaré généralisé et l'inégalité de Cauchy-
Shwartz pour le deux fonctions 1 et ϕx + ψ, on obtient∫ L

0

|ψ|2 ≤ c

∫ L

0

|ψx|2 + c

∫ L

0

|ϕx + ψ|2 ≤ cE(t) ∀t > 0. (3.4.44)

Ensuite, d'après l'inégalité de Young, (3.4.43) implique
∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2 ≤
ρ2

b

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 +
ρ2

b

[ ∫ T

0

∫ L

0

ψtψ
]T

0

+c

∫ T

0

∫ L

0

|ϕx + ψ|2 + c

∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2.
(3.4.45)

Par conséquent, en insérant (3.4.38) et (3.4.44) dans (3.4.45), on obtient∫ T

0

∫ L

0

|ψx|2 ≤ c

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + |ρ1

k
− ρ2

b
|2
∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2 + cE(0). (3.4.46)
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Finalement, en additionnant (3.4.38), (3.4.42) et (3.4.46), on obtient d'après
la dé�nition de l'énergie

(T − c)E(0) ≤ c

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2 + c
∣∣ρ1

k
− ρ2

b

∣∣2 b
k

∫ T

0

∫ L

0

|ψtt|2. (3.4.47)

Finalement, le fait que w1 = w2 implique

(T − c)E(0) ≤ C3

∫ T

0

∫ L

0

|ψt|2,

où T0 = c.

Lemme 3.4.2. Pour tout (ϕ1, ψ1) ∈ H−1(0, L)× [H1
∗ (0, L)]′, le système

−k(uxx + vx) = −ρ1ϕ
1,

−bvxx + k(ux + v) = −ρ2ψ
1,

u(0) = u(L) = vx(0) = vx(L) = 0.
(3.4.48)

admet une solution unique (u, v) dans F := H1
0 (0, L)×H1

∗ (0, L).

On démontre l'existence et l'unicité de (3.4.48) de la même manière que
(3.3.20) en appliquant le théorème de Lax-Milgram dans l'espace de Hilbert
F .

Maintenant, on retourne à la preuve du théorème 3.4.1.

Démonstration. Soient

U0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1) ∈ L2(0, L)×H−1(0, L)× L2(0, L)×
[
H1
∗ (0, L)

]′
,

et (u, v) ∈ F la solution du système (3.4.48).
On va adapter une méthode des multiplicateurs introduite par J. L. Lions
[69]. Si (ϕ, ψ) est la solution de (3.1.1)-(3.1.3) qui correspond aux données
(ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1), alors les fonctions(

ω(x, t) :=

∫ t

0

ϕ(x, s)ds+ u(x), ζ(x, t) :=

∫ t

0

ψ(x, s)ds+ v(x)
)

sont des solution de (3.1.1)-(3.1.3) avec les données initiales (u, ϕ0, v, ψ0).
Donc, d'après le lemme 3.4.1 on a

(T − c)
∫ T

0

∫ L

0

|ζt|2 ≥ C3

(
‖u‖2

H1
0 (0,L) + |ϕ0|2L2(0,L) + ‖v‖2

H1
∗(0,L) + |ψ0|2L2(0,L)

)
.

(3.4.49)
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D'autre part, on sait que −∆ = − ∂2

∂x2
est un isomorphisme de H1

0 (0, L)

sur H−1(0, L) et elle est une application linéaire continue de H1
∗ (0, L) dans

[H1
∗ (0, L)]′ i.e. il existe une constante positive M telle que

‖(−∆)u‖[H1
∗(0,L)]′ ≤M‖u‖H1

∗(0,L) ∀u ∈ H1
∗ (0, L).

Alors ‖u‖H1
0 (0,L) > c‖ − uxx‖H−1(0,L) et ‖v‖H1

∗(0,L) ≥ c‖ − vxx‖[H1
∗(0,L)]′ . Donc

on a

‖u‖2
H1

0 (0,L) + ‖v‖2
H1
∗(0,L) ≥ c‖ − uxx‖2

H−1(0,L) + c‖ − vxx‖[H1
∗(0,L)]′

= c‖ρ1

k
ϕ1 − vx‖2

H−1(0,L) + c‖ρ2

b
ψ1 +

k

b
(ux + v)‖2

[H1
∗(0,L)]′

≥ c
(
‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[
H1
∗(0,L)

]′)− c(‖vx‖2
H−1(0,L) + ‖ux + v‖2

[H1
∗(0,L)]′

)
≥ c

(
‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[
H1
∗(0,L)

]′)− c(|vx|2L2(0,L) + |ux + v|2L2(0,L)

)
≥ c

(
‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[
H1
∗(0,L)

]′)− c(‖u‖2
H1

0 (0,L) + ‖v‖2
H1
∗(0,L)

)
.

Par conséquent,

‖u‖2
H1

0 (0,L) + ‖v‖2
H1
∗(0,L) ≥

c

1 + c

(
‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + ‖ψ1‖2[
H1
∗(0,L)

]′). (3.4.50)

D'autre part, on a ∫ T

0

∫ L

0

|ζt|2 =

∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2. (3.4.51)

Finalement, en utilisant (3.4.51) et (3.4.50) dans (3.4.49), on obtient∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2 ≥ c
(
|ϕ0|2L2(0,L) +‖ϕ1‖2

H−1(0,L) + |ψ0|2L2(0,L) +‖ψ1‖2[
H1
∗(0,L)

]′). 2

3.4.2 Contrôlabilité exacte interne indirecte

L'estimation a priori démontrée dans le paragraphe précédent nous per-
mettent d'aboutir à la contrôlabilité exacte interne indirecte du système sui-
vant :

ρ1ytt − k(yx + z)x = 0 t > 0, 0 < x < L,
ρ2ztt − bzxx + k(yx + z) = v2 t > 0, 0 < x < L,
y(0) = y(L) = zx(0) = zx(L) = 0,
(y, z, yt, zt)(x, 0) = (y0(x), z0(x), y1(x), z1(x)) x ∈ (0, L).

(3.4.52)

La solution de ce problème peut se dé�nir par la méthode de transposition.
Notre résultat principal dans ce sous-paragraphe est énoncé dans le théorème
suivant :
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Théorème 3.4.2. Pour un temps T > T0 où T0 est donné dans le théorème
3.4.1, pour tout

Y 0 = (y0, y1, z0, z1) ∈ H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

∗ (0, L)× L2(0, L),

et si w1 = w2, il existe un contrôle v2 ∈ L2
(
0, T ;L2(0, L)

)
telle que la solution

de système (3.4.52) véri�e

y(T ) = yt(T ) = z(T ) = zt(T ) = 0.

Pour la preuve de ce théorème, on répéte les mêmes techniques de la
preuve du théorème 3.3.2 dans le sous-paragraphe 3.3.2, en appliquant la
méthode deHUM, mais en choisissant l'espace F le complété de

(
D(0, L)

)2×
D∗(0, L)×D(0, L) par rapport à la norme

‖U0‖F =
(∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2dxdt
)1/2

,

avec

D∗(0, L) :=
{
u ∈ D(0, L);

∫ L

0

u = 0
}
.
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Chapitre 4

Stabilisation directe du système

de Bresse

4.1 Introduction

Au cours des dernières années, la stabilité des poutres élastiques, thermoé-
lastiques et viscoélastiques de type Timoshenko, Bresse, Rayleign et Euler-
Bernoulli, et la stabilité des plaques vibrantes de typeKirchho�, Von Kármán
ont attiré beaucoup d'attention de beaucoup d'auteurs.

Dans leur étude sur les réseaux de poutres �exibles, Lagnese, Leugering et
Schmidt [60] découlent un modèle général de poutres élastiques non linéaires
de trois dimensions. Un cas particulier de ce modèle est un modèle linéaire
couplant trois équations des ondes. Il décrit les mouvement d'une poutre élas-
tique planaire sous l'e�et de petites déformations. C'est le système de Bresse
qui est, sans feedbacks, donné par :

ρ1ϕtt −Gh(ϕx + ψ + lω)x − lEh(ωx − lϕ) = 0,
ρ2ψtt − EIψxx +Gh(ϕx + ψ + lω) = 0,
ρ1ωtt − Eh(ωx − lϕ)x + lGh(ϕx + ψ + lω) = 0,

(4.1.1)

où t > 0 et 0 < x < L. L'indice t désigne la dérivée par rapport à la
variable t et l'indice x désigne la dérivée par rapport à la variable spaciale.
Les fonctions ϕ, ψ et ω désignent, respectivement, le déplacement transversal
de la poutre, l'angle de rotation d'un �lament de la poutre et le déplacement
longitudinal de la poutre. En plus, ρ1, ρ2, l, I, G, E, et h désignent des
constants positives caractérisent des propriétés physiques de la poutre et du
�lament. Les vitesses de propagation dans la première équation et seconde
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équation sont, respectivement, données par

v1 =
Gh

ρ1

et v2 =
EI

ρ2

.

La stabilisation directe des systèmes couplés unidimensionnels a suscité
l'intérêt de nombreux auteurs ces dernières années. C. A. Raposo, J. Fer-
reira, M. L. Santos, N. N. O. Castro [96], et M. Aassila [16] ont étudiée la
stabilisation directe du système de Timoshenko.
D'un autre côté, des résultats de stabilisation indirecte pour le systèmes de
Timoshenko par une seule force de contrôle agissant sur l'équation de l'angle
de cisaillement ont été considérés. Récemment F. Alabau [7] a démontré une
formule semi-explicite pour le taux de la décroissance de l'énergie des solu-
tions du système de Timoshenko à l'in�ni dans le cas de la même vitesse de
propagation dans les deux équations du système, et elle a obtenu une esti-
mation de la décroissance polynômiale de l'énergie dans le cas des vitesses de
propagation di�érentes pour des feedbacks linéaires et non linéaires globale-
ment lipschitziens. F. Ammar-Khodja ; A. Benabdallah ; J. E. Muñoz Rivera ;
R. Racke [14] ont traité la stabilisation exponentielle et polynômiale du sys-
tème linéaire de Timoshenko sous l'e�et d'un terme mémoire. Des résultats
d'optimalité ont été obtenus par eux.

Des autres auteurs ont étudié la stabilisation des sysèmes couplés hyperbolique-
parabolique tels que thermoelasticité, thermoplates (voir [75], [29], [77], [68],
[63], [89], [24]). Pour ces systèmes, l'objectif principal est de déterminer si la
dissipation induite par l'équation de la chaleur est su�sante pour stabiliser
de système obtenu par couplage à une équation de type hyperbolique. Dans
[75] Z. Liu et B. Rao ont considéré le système thermoélastique de Bresse
suivant

ρhẅ1 = (Eh(w′1 − kw3)− αθ1)′ − kGh(φ2 + w′3 + kw1),
ρhẅ3 = Gh(φ2 + w′3 + kw1)′ + kEh(w′1 − kw3)− kαθ1,

ρIφ̈2 = EIφ2
′′ −Gh(φ2 + w′3 + kw1)− αθ′3,

ρcθ̇1 = θ1
′′ − αT0(ẇ1

′ − kẇ3),

ρcθ̇3 = θ3
′′ − αT0φ̇2

′
.

(4.1.2)

où w1, w3 et φ2 sont respectivement le déplacement longitudinal, vertical et
l'angle de cisaillement ; θ1, θ3 sont les déviations de la température à partir
de la température de référence T0 le long de la direction longitudinale et
verticale ; E, G, ρ, m, h, k et c sont des constantes positives caractérisant
les propriétés élastique et thermique des matériaux. Le point ( · ) et la prime
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( ′ ) désignent respectivement la dérivée partielle par rapport au temps t > 0
et la dérivée partielle par rapport à la variable spatiale x ∈ [0, L]. Ils ont
démontré que le taux de la décroissance exponentielle est préservée lorsque
la vitesse de propagation du déplacement verticale coïncide avec la vitesse
de propagation du déplacement longitudinal ou l'angle de rotation. Sinon,
ils ont obtenu un taux de décroissance de type pôlynomial. Ses résultats ont
été démontré par la méthode domaine fréquence. En pariculier, le système
isotherme de Bresse est exactement le système obtenu par Bresse [20] en 1856.
En négligeant θ1 et w1, le systéme thermoélastique de Bresse se transforme
en un systéme thermoélastique de Timoshenko de la forme

ρhẅ3 = Gh(φ2 + w′3)′,

ρIφ̈2 = EIφ2
′′ −Gh(φ2 + w′3)− αθ′3,

ρcθ̇1 = θ1
′′ − αT0(ẇ1

′ − kẇ3),

ρcθ̇3 = θ3
′′ − αT0φ̇2

′
,

(4.1.3)

qui a été étudié par Racke et Rivera [90], avec les conditions au bord

w3(t, x) = φ′2(t, x) = θ3(t, x) = 0 en x = 0, L (4.1.4)

ou
w3(t, x) = φ2(t, x) = θ′3(t, x) = 0 en x = 0, L. (4.1.5)

Ils ont obtenu une stabilité exponentielle lorsque E = G, et ils ont démon-
trer la stabilité non-exponentielle dans le cas des conditions au bord (4.1.4)
lorsque E 6= G.

D'un autre côté, la stabilisation des plaques élastiques a attiré l'attention
de plusieurs auteurs. J. E. Lagnese [61] a étudié la stabilisation d'une plaque
élastique bidimensionnelle sous l'e�et d'un contrôle au bord non linéaire, en
utilisant la méthode de la construction d'une fonction de Lyapunov. Dans
[95] B. Rao a considéré un système hybride composé d'une équation de plate
et deux équations aux dérivées partielles. Il a démontré que le système est
fortement mais non uniformement stable. Par une nouvelle approche, il a
démontré que la solution régulière a un taux de décroissance rationel, et il a
établi la décroissance uniforme de l'énergie pour un système hybride simpli�é.

Ici on s'intéresse aux problèmes de la stabilité directe du système (4.1.1)
avec les conditions initiales des variables suivantes{

ω(0, .) = ω0, ωt(0, .) = ω1, ϕ(0, .) = ϕ0, ϕt(0, .) = ϕ1, ψ(0, .) = ψ0,
ψt(0, .) = ψ1 dans (0, L),

(4.1.6)
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et les conditions aux bords suivantes :

ω(t, 0) = ω(t, L) = ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ψ(t, 0) = ψ(t, L) = 0, (4.1.7)

ou

ωx(t, 0) = ωx(t, L) = ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ψx(t, 0) = ψx(t, L) = 0. (4.1.8)

On obtient un résultat de décroissance exponentielle basée sur le lemme sui-
vant utilisé par A. Haraux [42], avec les conditions au bord (4.1.7) ou (4.1.8) :

Lemme 4.1.1. Soit E : R+ −→ R+, (R+ = [0,+∞[) une fonction continue
décroissante. Supposons qu'il existe T > 0 tel que∫ +∞

t

E(s)ds ≤ TE(t) ∀t ≥ 0. (4.1.9)

Alors

E(t) ≤ E(0)e1− t
T ∀t ≥ 0. (4.1.10)

Ce lemme est une base des résultats de nombreux auteurs concernant
l'estimaion de l'énergie de certains problèmes dissipatifs linéaires. On note
que l'estimation (4.1.10) est optimale (voir [50]).
D'un autre côté, on obtient un résultat de décroissance polynômiale basée sur
le lemme suivant, dû à Komornik [50], qui donne une généralisation au cas
non linéaire du lemme 4.1.1, avec les conditions au bord (4.1.7) ou (4.1.8) :

Lemme 4.1.2. Soit E : R+ −→ R+, (R+ = [0,+∞[) une fonction continue
décroissante. Supposons qu'il existe deux constantes α > 0 et T > 0 telles
que ∫ +∞

t

Eα+1(s)ds ≤ TE(t) ∀t ≥ 0. (4.1.11)

Alors

E(t) ≤ E(0)
( T + αt

T + αT

)−1/α

∀t ≥ 0. (4.1.12)

Aussi ce lemme est une base des résultats de nombreux auteurs concernant
l'estimaion de l'énergie de certains problèmes dissipatifs non linéaires. On
note que l'estimation (4.1.12) est optimale (voir [50]).
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4.2 Stabilisation exponentielle

Dans ce paragraphe, le système (4.1.1) est contrôlé par trois feedbacks
linéaires. Plus précisement, il est donné par :

ρ1ϕtt −Gh(ϕx + ψ + lω)x − lEh(ωx − lϕ) + ϕt = 0,
ρ2ψtt − EIψxx +Gh(ϕx + ψ + lω) + ψt = 0,
ρ1ωtt − Eh(ωx − lϕ)x + lGh(ϕx + ψ + lω) + ωt = 0,

(4.2.13)

où t > 0 et 0 < x < L. L'énergie de la solution de ce système (4.2.13), soumis
à l'état initiale (4.1.6) et aux conditions au bord (4.1.7) ou (4.1.8), est dé�nie
par E(t) =

1

2

∫ L

0

(
ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + ρ1|ωt|2 + EI|ψx|2

+Gh|ϕx + ψ + lω|2 + Eh|ωx − lϕ|2
)
dx.

(4.2.14)

Pour le moment, on remarque que, si on multiplie formellement la première
équation de (4.1.1) par ϕt, la deuxième par ψt, la troisième par ωt, et si on
additionne les trois équations résultantes, on obtient la relation suivante

d

dt
E(t) = −

∫ L

0

(|ϕt|2 + |ψt|2 + |ωt|2). (4.2.15)

Cette relation est appelée la relation de dissipation.
On pose U0 = (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1) et on désigne par U = U(t) = (ϕ, ψ, ω, ϕt, ψt, ωt)
la solution du système (4.2.13), (4.1.6), (4.1.7) ou (4.2.13), (4.1.6), (4.1.8).

4.2.1 Formulation du problème

Soit Ω = (0, L). A�n de choisir l'espace propre d'état pour le système
(4.2.13), on doit trouvé la solution statique d'abord. Donc on considère le
système statique associé à (4.2.13)

Gh(ϕx + ψ + lω)x + lEh(ωx − lϕ) = 0,
EIψxx −Gh(ϕx + ψ + lω) = 0,
Eh(ωx − lϕ)x − lGh(ϕx + ψ + lω) = 0.

(4.2.16)

Le vecteur variable d'état est U = (ϕ, ψ, ω, u, v, z). On procède comme dans
[75] et on multiplie (4.2.16)1, (4.2.16)2, (4.2.16)3 par ϕ, ψ et ω respectivement,
et on intègre de 0 à L. On obtient alors∫ L

0

(
EI|ψx|2 +Gh|ϕx + ψ + lω|2 + Eh|ωx − lϕ|2

)
dx = 0. (4.2.17)
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Dans le cas des conditions au bord (4.1.7), il est clair que (4.2.17) implique
que ϕ = ψ = ω ≡ 0. Mais dans le cas des conditions au bord (4.1.8), on a

ω = −c1 cos(lx)− c2

l
, ϕ = c1 sin(lx), ψ = c2,

qu'ils sont di�érentes des solutions zéro pour toutes constantes c1, c2 si c1 sin(lL) =

0. Par conséquent, on va poser que
∫ L

0

ψ = 0 pour forcer ψ ≡ 0. En outre,

ϕ = ω ≡ 0. Bien qu'une translation des variables d'état peut évoluer l'équi-
libre à l'état zéro, on va faire face avec ça, en choisissant les espaces d'état
suivants

H1 =
(
H1

0 (Ω)
)3 ×

(
L2(Ω)

)3
,

H2 =
(
H1

0 (Ω)
)
×
(
H1
∗ (Ω)

)2 × L2(Ω)×
(
L2
∗(Ω)

)2
,

où

H1
∗ (Ω) :=

{
f ∈ H1(Ω);

∫ L

0

f(x) = 0
}

et

L2
∗(Ω) :=

{
f ∈ L2(Ω);

∫ L

0

f(x) = 0
}
.

Chaque espace d'état est muni du produit scalaire suivant 〈U1, U2〉Hi :=

∫ L

0

(
ρ1u1u2 + ρ2v1v2 + ρ1z1z2 + EIψ1xψ2x +Gh(ϕ1x + ψ1 + lω1)×

(ϕ2x + ψ2 + lω2) + Eh(ω1x − lϕ1)(ω2x − lϕ2)
)
dx

(4.2.18)
pour tout Uk = (ϕk, ψk, ωk, uk, vk, zk) dans Hi i, k = 1, 2, qui induit la
norme énergie{

‖U‖2
Hi = ρ1‖u‖2 + ρ2‖v‖2 + ρ1‖z‖2 + EI‖ψx‖2 +Gh‖ϕx + ψ + lω‖2

+Eh‖ωx − lϕ‖2.
(4.2.19)

où ‖ · ‖ désigne la norme L2(0, L) ici et dans la suite.
Maintenant, on dé�nit l'opérateur linéaire non borné Ai : Hi −→ Hi (i =
1, 2) par

D(A1) =
(
H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)3 ×

(
H1

0 (Ω)
)3
,

D(A2) =

{
(ϕ, ψ, ω, u, v, z) ∈ H2;ϕ ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), ψ, ω ∈ H1
∗ (Ω) ∩H2(Ω),

ψx, ωx ∈ H1
0 (Ω), u ∈ H1

0 (Ω), v, z ∈ H1
∗ (Ω)

}
,
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et

AiU =



u
v
z

Gh

ρ1

(ϕxx + ψx + lωx) +
lEh

ρ1

(ωx − lϕ)− 1

ρ1

u

EI

ρ2

ψxx −
Gh

ρ2

(ϕx + ψ + lω)− 1

ρ2

v

Eh

ρ1

(ωxx − lϕx)−
lGh

ρ1

(ϕx + ψ + lω)− 1

ρ1

z


.

Alors, le système élastique de Bresse peut se reformuler abstraitement en un
problème d'évolution du premier ordre sur l'espace Hi, sous la forme{

U ′(t) = AiU(t), t > 0
U(0) = U0 = (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1) ∈ Hi,

(4.2.20)

où i = 1, 2 correspond aux conditions au bord (4.1.7) et (4.1.8) respective-

ment. Ici et dans la suite, on suppose que l 6= nπ

L
pour tout entier naturel n

lorsque i = 2.

Remarque 4.2.1. Pour tout v ∈ H1
∗ (Ω), on a ‖∇v‖ est une norme dans

H1
∗ (Ω). Celle-ci s'obtient grâce à une généralisation de l'inégalité de Poin-

caré : Si Ω est un domaine borné de classe C1 dans RN . Il existe une contante
positive dépend seulement de Ω et N telle que pour tout u ∈ H1(Ω),

‖u‖2 ≤ C
(
‖∇u‖2 +

∣∣∣ ∫
Ω

udx
∣∣∣). (4.2.21)

De plus, on déduit de l'inégalité (4.2.21) que l'injection H1
∗ (Ω) ↪→ L2(Ω) est

continue.

Théorème 4.2.1. Ai est le générateur in�nitisimal d'un C0-semi groupe de
contraction dansHi. En plus, Si U0 ∈ Hi alors t −→ e−tAiU0 ∈ C

(
[0,+∞[,Hi

)
est une solution faible, et si U0 ∈ D(Ai) alors t −→ e−tAiU0 ∈ C

(
[0,+∞[, D(Ai)

)
∩

C1
(
[0,+∞[,Hi

)
est une solution forte (i = 1, 2).

Avant de commencer la preuve du théorème 4.2.1, on va énoncer le lemme
suivant.

Lemme 4.2.1. Il existe une constante positive C telle que pour tout (ϕ, ψ, ω)

dans H1 :=
(
H1

0 (Ω)
)3

ou pour tout (ϕ, ψ, ω) dans H2 := H1
0 (Ω)×

(
H1
∗ (Ω)

)2
,
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on a
∫ L

0

(
|ϕx|2 + |ψx|2 + |ωx|2

)
dx

≤ C

∫ L

0

(
EI|ψx|2 +Gh | ϕx + ψ + lω |2 +Eh | ωx − lϕ |2

)
dx.

(4.2.22)

Démonstration. On commence avec le cas où (ϕ, ψ, ω) ∈ H1. On va démon-
trer ce résultat par l'absurde. Supposons alors que pour toute constante po-
sitive C > 0, il existe (ϕ, ψ, ω) dans H1 on a

∫ L

0

(
EI|ψx|2 +Gh | ϕx + ψ + lω |2 +Eh | ωx − lϕ |2

)
dx

6
1

C

∫ L

0

(
|ϕx|2 + |ψx|2 + |ωx|2

)
dx.

(4.2.23)

Donc pour tout n ∈ N∗, on peut trouver une suite {(ϕn, ψn, ωn)}n dans H1

telle que∫ L

0

(
EI|ψnx |2 +Gh | ϕnx + ψn + lωn |2 +Eh | ωnx − lϕn |2

)
dx 6

1

n
(4.2.24)

et ∫ L

0

(
|ϕnx|2 + |ψnx |2 + |ωnx |2

)
dx = 1. (4.2.25)

D'après (4.2.25), la suite {(ϕn, ψn, ωn)}n est bornée dans H1, et comme l'in-
jection H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) est compacte alors la suite {(ϕn, ψn, ωn)}n converge
fortement dans

(
L2(Ω)

)3
.

D'un autre côté, lorsque n −→ +∞, (4.2.24) implique

ψnx −→ 0 fortement dans L2(Ω). (4.2.26)

Alors on déduit de l'inégalité de Poincaré que

ψn −→ 0 fortement dans L2(Ω). (4.2.27)

Maintenant, on pose que ϕn −→ ϕ et ωn −→ ω fortement dans L2(Ω).
D'après (4.2.24), on a

ϕnx + ψn + lωn −→ 0 fortement dans L2(Ω). (4.2.28)

Alors

ϕnx + ψn + lωn = ϕnx + ψn + l(ωn − ω) + lω −→ 0 fortement dans L2(Ω).
(4.2.29)
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Donc
ϕnx −→ −lω fortement dans L2(Ω). (4.2.30)

Alors (ϕn)n est une suite de Cauchy dans H1(Ω). Donc elle converge vers
une fonction ϕ1 dans H1(Ω). Par conséquent, elle converge vers la fonction
ϕ1 dans L2(Ω). D'où ϕ1 = ϕ d'après l'unicité des limites. En plus, ϕ ∈ H1

0 (Ω)
car il est fermé dans H1(Ω).
Par suite, (4.2.30) implique

ϕx + lω = 0 p.p. x ∈ Ω. (4.2.31)

De la même manière, on trouve que

ωx − lϕ = 0 p.p. x ∈ Ω (4.2.32)

et ω ∈ H1
0 (Ω).

Donc, on déduit de (4.2.31) et (4.2.32), et la continuité de ϕ et ω que

ϕ = −c1 cos(lx) et ω = c1 sin(lx).

D'où ϕ
∣∣
0,L

= 0 implique ϕ = ω ≡ 0. Par suite∫ L

0

(
|ϕnx|2 + |ψnx |2 + |ωnx |2

)
dx −→ 0,

et cela contredit (4.2.25).

On répète les mêmes arguments dans le cas où (ϕ, ψ, ω) ∈ H2 et on
trouve une contradiction de (4.2.25).

Maintenant, on retourne à la preuve du théorème 4.2.1 qui sera basé sur
le corollaire suivant du théorème de Lummer-Phillips (voir Pazy [93]).

Théorème 4.2.2. Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans
un espace de HilbertH. Si A est dissipatif et 0 ∈ ρ(A), l'ensemble résolvant de
A, alors A est le générateur in�nitisimal d'un C0-semi groupe de contraction
dans H.

Démonstration. D'abord, il est claire que D(Ai) est dense dans Hi i = 1, 2.
D'autre part, pour tout U = (ϕ, ψ, ω, u, v, z) ∈ Hi, on a

〈AiU,U〉Hi = −
∫

Ω

(
|u|2 + |v|2 + |z|2

)
≤ 0.

Donc Ai est dissipatif. Alors d'après le théorème 4.2.2, il nous reste à démon-
trer que 0 ∈ ρ(Ai) i.e. Ai est inversible et Ai−1 est borné.
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Pour démontrer queAi est inversible, il faut démontrer que pour tout (ϕ̃, ψ̃, ω̃, ũ, ṽ, z̃)
dans Hi, il existe une unique (ϕ, ψ, ω, u, v, z) ∈ D(Ai) telle que

Ai
(
(ϕ, ψ, ω, u, v, z)

)
= (ϕ̃, ψ̃, ω̃, ũ, ṽ, z̃), (4.2.33)

i.e. le système

u = ϕ̃, v = ψ̃, z = ω̃,

Gh

ρ1

(ϕxx + ψx + lωx) +
lEh

ρ1

(ωx − lϕ)− 1

ρ1

u = ũ,

EI

ρ2

ψxx −
Gh

ρ2

(ϕx + ψ + lω)− 1

ρ2

v = ṽ,

Eh

ρ1

(ωxx − lϕx)−
lGh

ρ1

(ϕx + ψ + lω)− 1

ρ1

z = z̃

(4.2.34)

admet une solution unique. Alors il faut démontrer que le système suivant
Gh(ϕxx + ψx + lωx) + lEhρ1(ωx − lϕ) = ϕ̃+ ρ1ũ,

EIψxx −Gh(ϕx + ψ + lω) = ψ̃ + ρ2ṽ,
Eh(ωx − lϕ)x − lGh(ϕx + ψ + lω) = ω̃ + ρ1z̃

(4.2.35)

admet une solution unique (ϕ, ψ, ω) dans Hi i = 1, 2 où Hi sont les espaces
dans le lemme 4.2.1. On dé�nit donc la forme bilinéaire b sur Hi par{

b
(
(ϕ, ψ, ω), (ϕ, ψ, ω)

)
= Gh〈ϕx + ψ + lω, ϕx + ψ + lω〉

+Eh〈ωx − lϕ, ωx − lϕ〉+ EI〈ψx, ψx〉,

où 〈., .〉 désigne le produit scalaire de L2(Ω).
Il est facile de véri�er que la forme bilinéaire b est coercive et bornée sur H2

i

où Hi est muni de la norme suivante∥∥(ϕ, ψ, ω)
∥∥2

Hi
=
(
Gh
∥∥ϕx + ψ + lω

∥∥2
+ Eh

∥∥ωx − lϕ∥∥2
+ EI

∥∥ψx∥∥2
)
.

D'autre part, pour tout (ϕ, ψ, ω) dans Hi i = 1, 2,

〈(4.2.35)1, ϕ〉+ 〈(4.2.35)2, ψ〉+ 〈(4.2.35)3, ω〉

implique

b
(
(ϕ, ψ, ω), (ϕ, ψ, ω)

)
= −〈ϕ̃+ρ1ũ, ϕ〉−〈ψ̃+ρ2ṽ, ψ〉−〈ω̃+ρ1z̃, ω〉. (4.2.36)
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Dé�nissons maintenant l'application L sur Hi par

L
(
(ϕ, ψ, ω)

)
:= −〈ϕ̃+ ρ1ũ, ϕ〉 − 〈ψ̃ + ρ2ṽ, ψ〉 − 〈ω̃ + ρ1z̃, ω〉.

Il est clair que L est une forme linéaire continue sur Hi.
Or Hi est un espace de Hilbert, alors d'après le théorème de Lax-Milgram, il
existe une unique (ϕ, ψ, ω) ∈ Hi telle que

b
(
(ϕ, ψ, ω), (ϕ, ψ, ω)

)
= L

(
(ϕ, ψ, ω)

)
∀((ϕ, ψ, ω)

)
∈ Hi. (4.2.37)

Maintenant, on prend ψ = ω = 0 et ϕ ∈ D(Ω) dans (4.2.37), on obtient

〈−Gh(ϕx + ψ + lω)x − lEhρ1(ωx − lϕ), ϕ〉 = −〈ϕ̃+ ρ1ũ, ϕ〉.

D'où
Gh(ϕx + ψ + lω)x + lEhρ1(ωx − lϕ) = ϕ̃+ ρ1ũ

au sens distributionnel.
De même, on prend ϕ = ω = 0 et ψ ∈ D(Ω) pour i = 1, et ψ ∈ H1

∗ (Ω)
pour i = 2 dans (4.2.37), on obtient la deuxième équation de (4.2.35) au sens
distributionnel pour i = 1 et dans

[
H1
∗ (Ω)

]′
pour i = 2.

En�n, la choix ϕ = ψ = 0 et ω ∈ D(Ω) pour i = 1, et ω ∈ H1
∗ (Ω) pour

i = 2 nous donne la troisième équation de (4.2.35) au sens distributionnel
pour i = 1 et dans

[
H1
∗ (Ω)

]′
pour i = 2.

D'autre part, pour (ϕ̃, ψ̃, ω̃, ũ, ṽ, z̃) ∈ Hi et (ϕ, ψ, ω) ∈ H1 ou H2, on
a (ϕ, ψ, ω, u, v, z) ∈ D(Ai) i = 1, 2. En e�et, dans le cas où i = 1, on
a u = ϕ̃ ∈ H1

0 (Ω), v = ψ̃ ∈ H1
0 (Ω) et z = ω̃ ∈ H1

0 (Ω). Alors, d'après
(4.2.35)2 (respectivement (4.2.35)1, (4.2.35)3), on a ψ ∈ H2(Ω) (respective-
ment ϕ ∈ H2(Ω), ω ∈ H2(Ω)). D'où (ϕ, ψ, ω, u, v, z) ∈ D(A1). De la même
façon, on montre (ϕ, ψ, ω, u, v, z) ∈ D(A2).
Il nous reste à démontrer que A−1

i i = 1, 2 est borné. On a{ ∥∥(ϕ, ψ, ω, u, v, z)‖Hi = ρ1‖u‖2 + ρ2‖v‖2 + ρ1‖z‖2 + EI‖ψx‖2

+Gh‖ϕx + ψ + lω‖2 + Eh‖ωx − lϕ‖2.
(4.2.38)

Donc de la première équation de (4.2.34), on obtient∥∥(ϕ, ψ, ω, u, v, z)‖Hi = ρ1‖ϕ̃‖2 + ρ2‖ψ̃‖2 + ρ1‖ω̃‖2 +
∣∣b((ϕ, ψ, ω), (ϕ, ψ, ω)

)∣∣.
Ensuite∥∥(ϕ, ψ, ω, u, v, z)‖Hi = ρ1‖ϕ̃‖2 + ρ2‖ψ̃‖2 + ρ1‖ω̃‖2 +

∣∣L(ϕ, ψ, ω)
∣∣. (4.2.39)
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En utilisant l'inégalité de Poincaré et le lemme 4.2.1, on obtient{
ρ1‖ϕ̃‖2 + ρ2‖ψ̃‖2 + ρ1‖ω̃‖2

6 K1

(
EI‖ψ̃x‖2 +Gh‖ϕ̃x + ψ̃ + lω̃‖2 + Eh‖ω̃x − lϕ̃‖2

)
,

(4.2.40)

où K1 est une constante positive dépendant de la constante de Poincaré c0,
ρ1 et ρ2 et la constante C déjà trouvé dans le lemme 4.2.1. D'un autre côté,
en utilisant l'inégalités de Poincaré et de Young et le lemme 4.2.1, on déduit

∣∣L(ϕ, ψ, ω)
∣∣ = | − 〈ϕ̃+ ρ1ũ, ϕ〉 − 〈ψ̃ + ρ2ṽ, ψ〉 − 〈ω̃ + ρ1z̃, ω〉|

6 K2

(
ρ1‖ũ‖2 + ρ2‖ṽ‖2 + ρ1‖z̃‖2

)
+K3

(
EI‖ψ̃x‖2 +Gh‖ϕ̃x + ψ̃ + lω̃‖2 + Eh‖ω̃x − lϕ̃‖2

)
+εK4

(
EI‖ψx‖2 +Gh‖ϕx + ψ + lω‖2 + Eh‖ωx − lϕ‖2

)
,

(4.2.41)

où ε est positive arbiraire, et K2, K3, K4 sont des constantes positives dé-
pendant de la constante de Poincaré c0 et ε. Par conséquent, en choisissant

0 < ε <
1

K4

et en insérant (4.2.40) et (4.2.42) dans (4.2.38), on obtient



ρ1‖u‖2 + ρ2‖v‖2 + ρ1‖z‖2 + EI‖ψx‖2

+(1− εK4)
(
EI‖ψx‖2 +Gh‖ϕx + ψ + lω‖2 + Eh‖ωx − lϕ‖2

)
6 K2

(
ρ1‖ũ‖2 + ρ2‖ṽ‖2 + ρ1‖z̃‖2

)
+K3

(
EI‖ψ̃x‖2 +Gh‖ϕ̃x + ψ̃ + lω̃‖2 + Eh‖ω̃x − lϕ̃‖2

)
.

(4.2.42)
Alors∥∥(ϕ, ψ, ω, u, v, z)‖Hi 6 K

∥∥(ϕ̃, ψ̃, ω̃, ũ, ṽ, z̃)‖Hi ∀(ϕ̃, ψ̃, ω̃, ũ, ṽ, z̃) ∈ Hi,

i.e.∥∥A−1
i (ϕ̃, ψ̃, ω̃, ũ, ṽ, z̃)‖Hi 6 K

∥∥(ϕ̃, ψ̃, ω̃, ũ, ṽ, z̃)‖Hi ∀(ϕ̃, ψ̃, ω̃, ũ, ṽ, z̃) ∈ Hi.

Donc A−1
i est borné. Par conséquent 0 ∈ ρ(Ai) i = 1, 2. D'où la preuve

complète du théorème 4.2.1..
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4.2.2 Résultat de stabilité exponentielle

Notre résultat principal dans ce paragraphe est l'estimation de la décrois-
sance exponentielle résumée dans l'énoncé suivant.

Théorème 4.2.3. Il existe deux constantes positives C1 et η telles que l'éner-
gie de la solution de (4.2.13), (4.1.6), (4.1.7) ou (4.2.13), (4.1.6), (4.1.8)
satisfait

E(t) ≤ C1E(0)e−ηt ∀t ≥ 0. (4.2.43)

Démonstration. La démonstration du théorème 4.2.2 requiert plusieurs étapes.

Etape 1. Multiplions la première équation du système (4.2.13) par ϕ, la
deuxième équation par ψ et la troisième équation par ω, et intégrons sur
[S, T ]× [0, L], on obtient respectivement

−
∫ T

S

∫ L

0

ρ1|ϕt|2 +
[
ρ1

∫ T

S

ϕtϕ
]T
S

+Gh

∫ T

S

∫ L

0

(ϕx + ψ + lω)ϕx

−lEh
∫ T

S

∫ L

0

(ωx − lϕ)ϕ+

∫ T

S

∫ L

0

ϕtϕ = 0,

(4.2.44)
−
∫ T

S

∫ L

0

ρ2|ψt|2 +
[
ρ2

∫ L

0

ψtψ
]T
S

+ EI

∫ T

S

∫ T

S

|ψx|2

+Gh

∫ T

S

∫ L

0

(ϕx + ψ + lω)ψ +

∫ T

S

∫ L

0

ψtψ = 0

(4.2.45)

et 
−
∫ T

S

∫ L

0

ρ1|ωt|2 +
[
ρ1

∫ L

0

ωtω
]T
S

+ Eh

∫ T

S

∫ L

0

(ωx − lϕ)ωx

+lGh

∫ T

S

∫ L

0

(ϕx + ψ + lω)ω +

∫ T

S

∫ L

0

ωtω = 0.

(4.2.46)

Etape 2. Additionnons (4.2.44), (4.2.45) et (4.2.46), on obtient

−
∫ T

S

∫ L

0

ρ1|ϕt|2 −
∫ T

S

∫ L

0

ρ2|ψt|2 −
∫ T

S

∫ L

0

ρ1|ωt|2 +Gh

∫ T

S

∫ L

0

| ϕx + ψ + lω |2

+Eh

∫ T

S

∫ L

0

| ωx − lϕ |2 +EI

∫ T

S

∫ L

0

|ψx|2 +
[
ρ1

∫ T

S

ϕtϕ
]T
S

+
[
ρ2

∫ L

0

ψtψ
]T
S

+
[
ρ1

∫ L

0

ωtω
]T
S

+

∫ T

S

∫ L

0

ϕtϕ+

∫ T

S

∫ L

0

ψtψ +

∫ T

S

∫ L

0

ωtω = 0.

(4.2.47)
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Donc de la dé�nition de l'énergie E, on déduit
Gh

∫ T

S

∫ L

0

| ϕx + ψ + lω |2 +Eh

∫ T

S

∫ L

0

| ωx − lϕ |2 +EI

∫ T

S

∫ T

S

|ψx|2

= 2E(t)−
∫ T

S

∫ L

0

ρ1|ϕt|2 −
∫ T

S

∫ L

0

ρ2|ψt|2 −
∫ T

S

∫ L

0

ρ1|ωt|2.

(4.2.48)
En combinant (4.2.48) et (4.2.47), on obtient

2

∫ T

S

E(t)dt = −
[
ρ1

∫ L

0

ϕtϕ
]T
S
−
[
ρ2

∫ L

0

ψtψ
]T
S
−
[
ρ1

∫ L

0

ωtω
]T
S

+

∫ T

S

(
−
∫ L

0

ϕtϕ−
∫ L

0

ψtψ −
∫ L

0

ωtω
)

+2
(∫ T

S

∫ L

0

(ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + ρ1|ωt|2)dxdt
)
.

(4.2.49)

Etape 3. Dans cette étape, on va estimer les termes du membre droit de
(4.2.49). En utilisant l'inégalités de Young et de Poincaré, on déduit facile-
ment que

−
[
ρ1

∫ L

0

ϕtϕ
]T
S
≤ cE(S) ∀S ≥ 0, (4.2.50)

−
[
ρ2

∫ L

0

ψtψ
]T
S
≤ cE(S) ∀S ≥ 0 (4.2.51)

et

−
[
ρ1

∫ L

0

ωtω
]T
S
≤ cE(S) ∀S ≥ 0 (4.2.52)

avec c est une constante générique dépend de ρ1, ρ2, E, I, G et c0.
D'un autre côté, l'inégalités de Cauchy-Shwarz et de Poincaré nous donne∫ T

S

(
−
∫ L

0

ϕtϕ
)
≤
√
c0

∫ T

S

(∫ L

0

|ϕt|2dx
) 1

2
(∫ L

0

|ϕx|2dx
) 1

2
dt. (4.2.53)

Ensuite, de (4.2.22) et de la dé�nition de E, on a∫ L

0

|ϕx|2 ≤ 2CE(t) ∀t > 0.

Donc (4.2.53) implique∫ T

S

(
−
∫ L

0

ϕtϕ
)
≤
√

2Cc0

∫ T

S

(−E ′)
1
2E

1
2 .
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Maintenant, on utilise de nouveau l'inégalité de Young. On obtient alors∫ T

S

(
−
∫ L

0

ϕtϕ
)
≤ Cc0

∫ T

S

(−E ′)dt+
1

2

∫ T

S

Edt.

D'où, ∫ T

S

(
−
∫ L

0

ϕtϕ
)
≤ Cc0E(S) +

1

2

∫ T

S

Edt ∀S ≥ 0. (4.2.54)

En répétant les mêmes arguments pour majorer
∫ T

S

(
−
∫ L

0

ϕtϕ
)
, on conclut

que ∫ T

S

(
−
∫ L

0

ψtψ
)
≤ c0E(S) +

1

2

∫ T

S

E(t)dt ∀S ≥ 0 (4.2.55)

et ∫ T

S

(
−
∫ L

0

ωtω
)
≤ cE(S) +

1

2

∫ T

S

E(t)dt ∀S ≥ 0. (4.2.56)

Finalement,
2
(∫ T

S

∫ L

0

(ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + ρ1|ωt|2)dxdt
)

≤ c

∫ T

S

(−E ′)dt ≤ cE(S) ∀S ≥ 0.

(4.2.57)

Etape 4. On utilise (4.2.50), (4.2.51), (4.2.52), (4.2.54), (4.2.55), (4.2.56) et
(4.2.57) dans (4.2.49), on obtient alors

2

∫ T

S

E(t)dt ≤ cE(S) +
3

2

∫ T

S

E(t)dt ∀S ≥ 0. (4.2.58)

Alors l'hypothèse (4.1.9) est véri�ée en �xant S et en faisant T −→ +∞. D'où
la preuve complète du théorème 4.2.3 en appliquant le lemme 4.1.1.

4.3 Stabilisation polynômiale

Dans ce paragraphe, le système (4.1.1) est contrôlé par trois feedbacks
non linéaires. Plus précisement, il est donné par :

ρ1ϕtt −Gh(ϕx + ψ + lω)x − lEh(ωx − lϕ) + α1(ϕt) = 0 t > 0, 0 < x < L,
ρ2ψtt − EIψxx +Gh(ϕx + ψ + lω) + α2(ψt) = 0 t > 0, 0 < x < L,
ρ1ωtt − Eh(ωx − lϕ)x + lGh(ϕx + ψ + lω) + α3(ωt) = 0 t > 0, 0 < x < L.

(4.3.59)
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où αi i = 1 , 2, 3 véri�ant :
i) αi sont des fonctions croissantes de classe C1, avec αi(0) = 0.
ii) Il existe p > 1 et des constantes positives cj > 0, 1 6 j 6 12 tels que{

c1 | x |p6| α1(x) |6 c2 | x |
1
p si | x |6 1,

c3 | x |6| α1(x) |6 c4 | x | si | x |> 1,
(4.3.60)

{
c5 | x |p6| α2(x) |6 c6 | x |

1
p si | x |6 1,

c7 | x |6| α2(x) |6 c8 | x | si | x |> 1
(4.3.61)

et {
c9 | x |p6| α3(x) |6 c10 | x |

1
p si | x |6 1,

c11 | x |6| α3(x) |6 c12 | x | si | x |> 1.
(4.3.62)

Le système (4.3.59) est soumis à l'état initiale (4.1.6) et aux conditions au
bord (4.1.7) ou (4.1.8).
D'autre part, en multipliant la première équation de (4.3.59) par ϕt, la
deuxième par ψt, la troisième par ωt, et en intégrant sur [0, L], on obtient

E ′(t) = −
∫ L

0

(
ϕtα1(ϕt) + ψtα2(ψt) + ωtα3(ωt)

)
dx ≤ 0 ∀t ≥ 0. (4.3.63)

Alors on a une dissipation de l'énergie.

4.3.1 Formulation du problème

Comme dans le sous-paragraphe 4.2.1, on dé�nit l'opérateur linéaire non
borné Bi : Hi −→ Hi (i = 1, 2) par

D(B1) =
(
H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)3 ×

(
H1

0 (Ω)
)3
,

D(B2) =

{
(ϕ, ψ, ω, u, v, z) ∈ H2;ϕ ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), ψ, ω ∈ H1
∗ (Ω) ∩H2(Ω),

ψx, ωx ∈ H1
0 (Ω), u ∈ H1

0 (Ω), v, z ∈ H1
∗ (Ω)

}
,

et

BiU =



u
v
z

Gh

ρ1

(ϕxx + ψx + lωx) +
lEh

ρ1

(ωx − lϕ)

EI

ρ2

ψxx −
Gh

ρ2

(ϕx + ψ + lω)

Eh

ρ1

(ωxx − lϕx)−
lGh

ρ1

(ϕx + ψ + lω)


,
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et on dé�nit l'opérateur non linéaire N par

NU =
(
0, 0, 0,

1

ρ1

α1(u),
1

ρ2

α2(v),
1

ρ1

α3(z)
)
.

Alors, le problème le système (4.3.59) peut se reformuler abstraitement
en un problème d'évolution du premier ordre sur l'espace Hi, sous la forme{

U ′(t) = BiU(t) +NU(t), t > 0
U(0) = U0 = (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1) ∈ Hi,

(4.3.64)

où i = 1, 2 correspond aux conditions au bord (4.1.7) et (4.1.8) respective-
ment.

On montre l'existence classique et le résultat de régularité en utilisant la
théorie d'opérateur non-linéaire maximal monotone (voir [42] pour la preuve).
D'où la proposition suivante :

Proposition 4.3.1. Soit i = 1 ou 2. Pour tout
(
ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1

)
∈

Hi, le problème (4.3.59), (4.1.7) pour i = 1 ou (4.1.8) pour i = 2, et
(4.1.6) possède une solution unique U ∈ C([0,+∞[;Hi). En plus, pour tout(
ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1

)
∈ D(Bi), la solution U ∈ L∞

(
R+, D(Bi)

)
∩W 1,∞(R+,Hi

)
.

4.3.2 Résultat de stabilité polynômiale

Notre résultat principal dans ce paragraphe est l'estimation de la décrois-
sance polynômiale résumée dans l'énoncé suivant.

Théorème 4.3.1. Supposons qu'il existe une contante p > 1. Alors, la so-
lution de (4.3.59), (4.1.6), (4.1.7) ou (4.3.59), (4.1.6), (4.1.8) véri�e l'esti-
mation suivante

E(t) ≤ cE(0)

(1 + t)2/(p−1)
∀t ≥ 0, (4.3.65)

avec c est une constante générique dépend de ρ1, ρ2, G, h, E, I et c0.

Démonstration. La démonstration du théorème 5.1.2 requiert plusieurs étapes.

Etape 1. Multiplions la première équation du système (4.3.59) par E
(p−1)

2 ϕ, la

deuxième équation par E
(p−1)

2 ψ et la troisième par E
(p−1)

2 ω, et intégrons sur
[S, T ]× [0, L], on obtient respectivement
−
[
ρ1E

(p−1)
2

∫ L

0

ϕtϕ
]T
S

+ ρ1
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

ϕtϕ+Gh

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(ϕx + ψ + lω)ϕ

−lEh
∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(ωx − lϕ)ϕ+

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

ϕα1(ϕt) = 0,

(4.3.66)
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
−
[
ρ2E

(p−1)
2

∫ L

0

ψtψ
]T
S

+ ρ2
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

ψtψ + EI

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

|ψx|2

+Gh

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(ϕx + ψ + lω)ψ +

∫ T

S

E
(p−1)

2 ψ

∫ L

0

α2(ψt) = 0,

(4.3.67)
et
−
[
ρ1E

(p−1)
2

∫ L

0

ωtω
]T
S

+ ρ1
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

ωtω + Eh

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(ωx − lϕ)ωx

+lGh

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(ϕx + ψ + lω)ω +

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

α3(ωt) = 0.

(4.3.68)
Etape 2. Additionnons (4.3.66), (4.3.67) et (4.3.68), on obtient alors

−
[
ρ1E

(p−1)
2

∫ L

0

ϕtϕ
]T
S
−
[
ρ2E

(p−1)
2

∫ L

0

ψtψ
]T
S
−
[
ρ1E

(p−1)
2

∫ L

0

ωtω
]T
S

+ρ1
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

ϕtϕ+ ρ2
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

ψtψ

+ρ1
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

ωtω +

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(
− ρ1|ϕt|2 − ρ2|ψt|2 − ρ1ω

2
t

)
+Gh

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

| ϕx + ψ + lω |2 +Eh

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

| ωx − lϕ |2

+EI

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

|ψx|2 +

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(
ϕα1(ϕt) + ψα2(ψt) + ωα3(ωt)

)
dxdt = 0.

(4.3.69)
Alors, en utilisant (4.2.14) dans (4.3.69), on obtient

2

∫ T

S

E
(p+1)

2 = −
[
ρ1E

(p−1)
2

∫ L

0

ϕtϕ
]T
S
−
[
ρ2E

(p−1)
2

∫ L

0

ψtψ
]T
S

−
[
ρ1E

(p−1)
2

∫ L

0

ωtω
]T
S

+ ρ1
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

ϕtϕ

+ρ2
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

ψtψ + ρ1
p− 1

2

∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

ωtω

+

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(
2ρ1|ϕt|2 + 2ρ2|ψt|2 + 2ρ1|ωt|2 − ϕα1(ϕt)− ψα2(ψt)− ωα3(ωt)

)
.

(4.3.70)

Etape 3. Dans cette étape, on va estimer chaque terme du membre droite de
l'équation (4.3.70).
D'après les inégalités de Young et de Poincaré on a∣∣∣ρ1E

(p−1)
2

∫ L

0

ϕtϕ
∣∣∣ 6 ρ1E

(p−1)
2

(∫ L

0

|ϕt|2

2
+ c0

∫ L

0

|ϕx|2

2

)
,
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et comme E est décroissante, on a∣∣∣ρ1E
(p−1)

2

∫ L

0

ϕtϕ
∣∣∣ 6 cE

(p+1)
2 6 cE

(p−1)
2 (0)E 6 cE(t) ∀t > 0, (4.3.71)

avec c dépend de E(0), ρ1, p et c0.
De même ∣∣∣ρ1E

(p−1)
2

∫ L

0

ψtψ
∣∣∣ 6 cE(t) ∀t > 0 (4.3.72)

et ∣∣∣ρ1E
(p−1)

2

∫ L

0

ωtω
∣∣∣ 6 cE(t) ∀t > 0. (4.3.73)

D'un autre côté, on a
∣∣∣ ∫ T

S

E
p−3
2 E ′

∫ L

0

(
ρ1ϕtϕ+ ρ2ψtψ + ρ1ωtω

)∣∣∣
6 −c

∫ T

S

E
p−1
2 E ′dt 6 −c

∫ T

S

E ′ 6 cE(S) ∀0 ≤ S ≤ T.

(4.3.74)

Par conséquent, en utilisant (4.3.71), (4.3.72), (4.3.73) et (4.3.74) dans (4.3.70)
on obtient

2

∫ T

S

E
(p+1)

2 6 cE(S) +

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(
2ρ1|ϕt|2 + 2ρ2|ψt|2 + 2ρ1|ωt|2

)
dxdt

+

∫ T

S

E
(p−1)

2

∫ L

0

(
− ϕα1(ϕt)− ψα2(ψt)− ωα3(ωt)

)
dxdt ∀0 ≤ S ≤ T.

(4.3.75)
Il nous reste à estimer le deuxième et le troisième terme du membre droite
de (4.3.75).
Maintenant, on considère les espaces suivants :{

Γ−ϕ = {x ∈ (0, L);
∣∣ϕt(x)

∣∣ 6 1}
Γ+
ϕ = {x ∈ (0, L);

∣∣ϕt(x)
∣∣ > 1} ,

{
Γ−ψ = {x ∈ (0, L);

∣∣ψt(x)
∣∣ 6 1}

Γ+
ψ = {x ∈ (0, L);

∣∣ψt(x)
∣∣ > 1}

et {
Γ−ω = {x ∈ (0, L);

∣∣ωt(x)
∣∣ 6 1}

Γ+
ω = {x ∈ (0, L);

∣∣ωt(x)
∣∣ > 1} .

D'après la première inégalité de (4.3.60) on a

|ϕt|p 6
1

c1

∣∣α1(ϕt)
∣∣.
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Donc ∣∣ϕt∣∣ 2p
p+1 6 c

∣∣α1(ϕt)
∣∣ 2
p+1 .

Or |ϕt|2 = |ϕt|
2
p+1 |ϕt|

2p
p+1 . Alors on a∣∣∣ϕt∣∣∣2 6 c

∣∣∣ϕtα1(ϕt)
∣∣∣ 2
p+1

sur Γ−ϕ .

D'où ∫
Γ−ϕ

|ϕt|2 6 c

∫
Γ−ϕ

∣∣∣ϕtα1(ϕt)
∣∣∣ 2
p+1
6 c
(
− E ′

) 2
p+1
. (4.3.76)

De même, de la première inégalité de (4.3.60) on a∣∣∣α1(ϕt)
∣∣∣p 6 c2

∣∣∣ϕt∣∣∣ sur Γ−ϕ .

Ensuite ∣∣∣α1(ϕt)
∣∣∣2 6 c

∣∣∣ϕtα1(ϕt)
∣∣∣ 2
p+1
.

Donc ∫
Γ−ϕ

∣∣∣α1(ϕt)
∣∣∣2 6 c

∫
Γ−ϕ

∣∣∣ϕtα1(ϕt)
∣∣∣ 2
p+1
6 c
(
− E ′

) 2
p+1
. (4.3.77)

Par conséquent, en utilisant les inégalités de poincaré et de Cauchy-Shwarz
on obtient

E
(p−1)

2

∫
Γ−α1

(
2ρ1|ϕt|2 − ϕα1(ϕt)

)
dx 6 cE

(p−1)
2

(
− E ′

) 2
p+1

+ cE
p
2

(
− E ′

) 1
p+1
.

(4.3.78)
Maintenant, en utilisant l'inégalité de Young générale (voir Brézis [19], p.56)

pour r =
p+ 1

p− 1
et r′ =

p+ 1

2
on obtient

E
(p−1)

2

(
− E ′

) 2
p+1 ≤ εE

(p+1)
2 − CεE ′ ∀ε > 0, (4.3.79)

et pour r =
p+ 1

p
et r′ = p+ 1 on obtient

E
p
2

(
− E ′

) 1
p+1 ≤ εE

(p+1)
2 − CεE ′ ∀ε > 0. (4.3.80)

Alors en reportant (4.3.79) et (4.3.80) dans (4.3.78), on aura

E
(p−1)

2

∫
Γ−ϕ

(
2ρ1|ϕt|2 − ϕα1(ϕt)

)
dx 6 εE

(p+1)
2 − CεE ′ ∀ε > 0. (4.3.81)
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D'un autre côté, de la deuxième inégalité de (4.3.60) et le fait que E est
décroissante, on a

E
(p−1)

2

∫
Γ+
ϕ

|ϕt|2 6
1

c3

E
(p−1)

2 (0)

∫
Γ+
ϕ

|ϕtα1(ϕt)|dx 6 −cE ′. (4.3.82)

Aussi d'après la deuxième inégalité de (4.3.60) on a

E
(p−1)

2

∫
Γ+
ϕ

|α1(ϕt)|2 ≤ c4E
(p−1)

2 (0)

∫
Γ+
ϕ

|ϕtα1(ϕt)|.

Donc

E
(p−1)

2

∫
Γ+
ϕ

|α1(ϕt)|2 ≤ cE ′, (4.3.83)

où c ici et dans (4.3.82) dépendant de E(0).
Ensuite, d'aprés les inégalité de Cauchy-Shwarz et de Poincaré on a

E
(p−1)

2

∫
Γ+
ϕ

∣∣∣ϕα(ϕt)
∣∣∣dx ≤ E (p−1)

2

(
c0

∫
Γ+
ϕ

| ϕx |2
)1/2(∫

Γ+
ϕ

| α(ϕt) |2
)1/2

.

Donc le lemme 4.2.1, l'inégalité de Young, la dé�nition de E et (4.3.83) im-
pliquent

E
(p−1)

2

∫
Γ+
ϕ

∣∣∣ϕα(ϕt)
∣∣∣dx ≤ ε1E

(p+1)
2 − Cε1E ′ ∀ε1 > 0. (4.3.84)

Par conséquent, (4.3.82) et (4.3.84) impliquent

E
(p−1)

2

∫
Γ+
ϕ

(
2ρ1|ϕt|2 − ϕα1(ϕt)

)
dx 6 ε1E

(p+1)
2 − cE ′ ∀ε1 > 0. (4.3.85)

Finalement, (4.3.81) et (4.3.85) nous donnent

E
(p−1)

2

∫ L

0

(
2ρ1|ϕt|2−ϕα1(ϕt)

)
dx 6 (ε+ε1)E

(p+1)
2 −cE ′ ∀ε, ε1 > 0. (4.3.86)

En répétant les arguments précédents, on obtient

E
(p−1)

2

∫ L

0

(
2ρ2|ψt|2 − ψα2(ψt)

)
dx 6 (ε′ + ε2)E

(p+1)
2 − cE ′ ∀ε′, ε2 > 0,

(4.3.87)
et

E
(p−1)

2

∫ L

0

(
2ρ1|ωt|2 − ϕα3(ωt)

)
dx 6 (ε′′ + ε3)E

(p+1)
2 − cE ′ ∀ε′′, ε3 > 0.

(4.3.88)
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Maintenant, en utilisant (4.3.86), (4.3.87) et (4.3.88) dans (4.3.75), on obtient

(2− (ε+ ε′ + ε′′ + ε1 + ε2 + ε3))

∫ T

S

E
(p+1)

2 dt ≤ cE(S), (4.3.89)

pour tout ε, ε′, ε′′, ε1, ε2, ε3 > 0.

En choisissant 0 < ε = ε′ = ε′′ = ε1 = ε2 = ε3 <
1

3
, on obtient

∫ T

S

E
(p+1)

2 dt ≤ cE(S) ∀ε > 0 (4.3.90)

où c est une contante positive dépendant de E(0), c0, ρ1, ρ2 et ci i = 1, 2, ..., 12.
Alors l'hypothèse (4.1.11) est véri�ée en �xant S et en faisant T −→ +∞.
D'où la preuve complète du théorème 5.1.2 en appliquant le lemme 4.1.2.



Chapitre 5

Stabilisation indirecte du système

de Bresse soumis seulement à

deux feedbacks localement

distribués

5.1 Introduction

Au cours des dernières années, avec une large application de "matériaux
intelligents" dans les systèmes élastiques, allant de la mesure et de l'amor-
tissement des vibrations dans les grandes structures souples pour le contrôle
du bruit dans l'acoustique des paramètres structurels (pour plus des infor-
mations voir Banks [23]), il est devenu de plus en plus important d'étudier
la stabilité d'un système élastique avec un amortissement ou un contrôle lo-
calement distribué. Toutefois, les travaux réalisés dans ce domaine étaient
relativement faible dépuis les travaux connexes de Lagnese [62].

Dans ce chapitre, on considère le même système élastique de Bresse du
chapitre précédent, mais il est soumis seulement à deux tremes d'amortisse-
ment. Ces deux termes sont deux forces de contrôle exercées sur le voisinage
du bord, agissant seulement dans l'équation de l'angle de rotation d'un �-
lament de la poutre et l'équation du déplacement longitudinal de la poutre.
Force de contrôle indirecte est appliquée sur l'équation du déplacement trans-
versal de la poutre. Alors ce système est donné par

ρ1ϕtt −Gh(ϕx + ψ + lω)x − lEh(ωx − lϕ) = 0,
ρ2ψtt − EIψxx +Gh(ϕx + ψ + lω) + a1(x)ψt = 0,
ρ1ωtt − Eh(ωx − lϕ)x + lGh(ϕx + ψ + lω) + a2(x)ωt = 0,

(5.1.1)
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où t > 0 et 0 < x < L. Les vitesses de propagation dans la première équation
et la seconde équation sont, respectivement, données par

v1 =
Gh

ρ1

et v2 =
EI

ρ2

.

Ici, les fonctions aj ≥ 0 sont positives sur [0, L] j = 1, 2 et satisfont

aj(x) ≥ a− > 0 pour tout x ∈ Θ :=]0, c[ ∪ ]d, L[, 0 < c < d < L. (5.1.2)

Les conditions initiales de variables sont :{
ω(0, .) = ω0, ωt(0, .) = ω1, ϕ(0, .) = ϕ0, ϕt(0, .) = ϕ1, ψ(0, .) = ψ0,

ψt(0, .) = ψ1 dans (0, L).
(5.1.3)

On considère les conditions aux bords suivantes de ce système :

ω(t, 0) = ω(t, L) = ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ψ(t, 0) = ψ(t, L) = 0, (5.1.4)

ou

ωx(t, 0) = ωx(t, L) = ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ψx(t, 0) = ψx(t, L) = 0. (5.1.5)

L'énergie de la solution du système (5.1.1) soumis à l'état initial (5.1.3) et à
chacune des conditions aux bords (5.1.4) ou (5.1.4) est dé�nie par E(t) =

1

2

∫ L

0

(
ρ1|ϕt|2 + ρ2|ψt|2 + ρ1|ωt|2 + EI|ψx|2 +Gh|ϕx + ψ + lω|2

+Eh|ωx − lϕ|2
)
dx.

(5.1.6)
Pour le moment, on remarque que, si on multiplie formellement la première
équation de (5.1.1) par ϕt, la deuxième par ψt, la troisième par ωt et si on
additionne les trois équations résultantes, on obtient la relation suivante

d

dt
E(t) = −

∫ L

0

(a1(x)|ψt|2 + a2(x)|ωt|2). (5.1.7)

Cette relation est appelé la relation de dissipation.
On pose U0 = (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1) et on désigne par U = U(t) = (ϕ, ψ, ω, ϕt, ψt, ωt)
la solution du système (5.1.1), (5.1.3), (5.1.4) ou (5.1.1), (5.1.3), (5.1.5).

Des résultats de stabilisation des poutres élastiques sous l'e�et des forces
de contrôle localement distribués ont été considérés. Récemment, Q.X. Yan ;
S. H. Hou ; G. Huang ; L. Wan [117], D. H. Shi et D. X. Fing [104], [105], [106],
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et S. Shoukui [107] ont démontré la décroissance exponentielle de l'énergie
du système de Timoshenko non uniforme soumis à deux feedbacks locale-
ment distribués. Dans [119] C. G. Zhang, H. L. Zhao et K. Liu ont étudié la
stabilisation exponentielle du système de Timoshenko non homogène avec un
couple de contrôles : d'un feedback localement distribué et d'un feedback aux
bords. D'un autre côté, K. Liu et Z. Liu [78] ont obtenu la stabilité exponen-
tielle de la poutre de Euler-Bernoulli sous l'e�et du feedback de Kelvin-Voigt
localement distribué.

Dans ce chapitre, on obtient un résultat de stabilité exponentielle du
système (5.1.1) dans le cas où les vitesses de propagation sont égales dans
l'équation du déplacement vertical et l'équation de l'angle de rotation du
système. Ce résultat est basé sur le théorème suivant, dû à J. Prüss [93] et
F. L. Huang [42] :

Théorème 5.1.1. Un C0 semi-groupe etA des contractions sur un espace de
Hilbert H est exponentiellement stable si et seulement si

iR ⊂ ρ(A), sup
λ∈R
‖(iλ−A)−1‖ < +∞. (5.1.8)

D'autre part, on obtient un résultat de stabilité pôlynomiale dans le cas
des vitesses de propagation di�érentes. Ce résultat est basé sur le théorème
suivant, dû à Z. Liu et B. Rao [75] :

Théorème 5.1.2. Si un C0 semi-groupe etA borné dans un espace de Hilbert
H satisfait

iR ⊂ ρ(A), sup
|λ|≥1

1

λγ
‖(iλ−A)−1‖ < +∞ (5.1.9)

pour un certain γ > 0, alors pour tout entier positif k, il existe une constante
Ck > 0 telle que

‖etAz0‖H ≤ Ck

( ln t

t

) k
γ
(ln t)‖z0‖D(Ak) (5.1.10)

pour tout z0 ∈ D(Ak).
Une approche de fréquence de domaine et les techniques de multiplica-

teurs sont appliquées.

5.2 Formulation du problème

Soit Ω = (0, L). On procède comme dans la section 4.2.1 du chapitre
précédent et on choisit les espaces d'état suivants

H1 =
(
H1

0 (Ω)
)3 ×

(
L2(Ω)

)3
,
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H2 =
(
H1

0 (Ω)
)
×
(
H1
∗ (Ω)

)2 × L2(Ω)×
(
L2
∗(Ω)

)2
,

où H1
∗ (Ω) et L2

∗(Ω) sont dé�nis dans le chapitre 4. Chaque espace d'état est
muni du produit scalaire suivant 〈U1, U2〉 :=

∫ L

0

(
ρ1u1u2 + ρ2v1v2 + ρ1z1z2 + EIψ1xψ2x

+Gh(ϕ1x + ψ1 + lω1)(ϕ2x + ψ2 + lω2) + Eh(ω1x − lϕ1)(ω2x − lϕ2)
)
dx,

pour tout Uk = (ϕk, ψk, ωk, uk, vk, zk) dans Hi i, k = 1, 2, qui induit la
norme énergie{

‖U‖2
Hi = ρ1‖u‖2 + ρ2‖v‖2 + ρ1‖z‖2 + EI‖ψx‖2 +Gh‖ϕx + ψ + lω‖2

+Eh‖ωx − lϕ‖2.
(5.2.1)

Maintenant, on dé�nit l'opérateur linéaire non borné Ai : Hi −→ Hi (i =
1, 2) par

D(A1) =
(
H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)3 ×

(
H1

0 (Ω)
)3
,

D(A2) =

{
(ϕ, ψ, ω, u, v, z) ∈ H2;ϕ ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), ψ, ω ∈ H1
∗ (Ω) ∩H2(Ω),

ψx, ωx ∈ H1
0 (Ω), u ∈ H1

0 (Ω), v, z ∈ H1
∗ (Ω)

}
,

et

AiU =



u
v
z

Gh

ρ1

(ϕxx + ψx + lωx) +
lEh

ρ1

(ωx − lϕ)

EI

ρ2

ψxx −
Gh

ρ2

(ϕx + ψ + lω)− 1

ρ2

a1(x)v

Eh

ρ1

(ωxx − lϕx)−
lGh

ρ1

(ϕx + ψ + lω)− 1

ρ1

a2(x)z


.

Alors, le système (5.1.1) peut se reformuler abstraitement en un problème
d'évolution du premier ordre sur l'espace Hi, sous la forme{

U ′(t) = AiU(t), t > 0
U(0) = U0 = (ϕ0, ψ0, ω0, ϕ1, ψ1, ω1) ∈ Hi,

(5.2.2)

où i = 1, 2 correspond aux conditions au bord (5.1.4) et (5.1.5) respective-

ment. Ici et dans la suite, on pose que l 6= nπ

L
pour tout entier naturel n

lorsque i = 2.

Remarque 5.2.1. (Importante). Grâce au lemme 4.2.1 dans le chapitre pré-
cédent, on peut montrer que la norme énergie (5.2.1) est équivalente à la
norme usuelle de Hj j = 1, 2.
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L'existence et la régularité de la solution U de (5.2.2) sont données dans
le théorème suivant :

Théorème 5.2.1. L'opérateur Aj engendre un C0-semigroupe Sj(t) de contrac-
tions dans Hj j = 1, 2. Alors, pour toute donnée initiale U0 ∈ Hj, le
système (5.2.2) possède une unique solution faible U(t) telle que U(t) ∈
C0([0,∞),Hj) j = 1, 2. En plus, si U0 ∈ D(Aj), alors U(t) est une solu-
tion forte de (5.2.2)i.e.

U(t) ∈ C1([0,∞),Hj) ∩ C0([0,∞), D(Aj)) j = 1, 2.

La démonstration est analogue à celle du théorème 4.2.1 dans le chapitre
précédent.

5.3 Stabilisation forte et stabilisation exponen-

tielle

Nos résultats principals dans ce paragraphe sont la décroissance asymp-
totique vers zéro et l'estimation de la décroissance exponentielle résumées
dans les deux énoncés suivants :

Théorème 5.3.1. Le semigroupe Sj(t) est fortement stable i.e.

lim
t→+∞

‖Sj(t)U0‖Hj = 0 j = 1, 2 (5.3.1)

pour tout U0 ∈ Hj.

Théorème 5.3.2. Si v1 = v2, alors le semigroupe Sj(t) est exponentiellement
stable i.e. il existe deux constantes M , ε > 0 indépendentes de U0 telles que

‖Sj(t)U0‖Hj ≤Me−εt‖U0‖Hj t ≥ 0 j = 1, 2. (5.3.2)

Pour la démonstration de ces deux théorèmes le lemme suivant est néces-
saire :

Lemme 5.3.1. On a
iR ⊂ ρ(Aj), (5.3.3)

où ρ(Aj) est l'ensemble résolvant de Aj j = 1, 2.

Démonstration. Supposons que (5.3.3) est fausse, alors il existe λ0 ∈ R tel
que iλ0 ∈ σ(Aj) où σ(Aj) := C\ρ(Aj), j = 1, 2. D'après la compacité
de l'injection de D(Aj) dans Hj j = 1, 2, iλ0 est une valeur propre (voir
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Brézis [19], théorème VI.8, p. 95). Soit U1 = (ϕ, ψ, ω, u, v, z), U1 6= 0 tel que
AjU1 = iλ0U1 j = 1, 2. Alors, on déduit les équations suivantes

u = iλ0ϕ, (5.3.4)

v = iλ0ψ, (5.3.5)

z = iλ0ω, (5.3.6)

Gh(ϕxx + ψx + lωx) + lEh(ωx − lϕ) = iρ1λ0u, (5.3.7)

EIψxx −Gh(ϕx + ψ + lω)− a1(x)v = iρ2λ0v, (5.3.8)

Eh(ωxx − lϕx)− lGh(ϕx + ψ + lω)− a2(x)z = iρ1λ0z. (5.3.9)

Comme 
Re〈AU1 − iλ0U1, U1〉Hj = Re〈AU1, U1〉Hj

= −
∫ L

0

(a1(x)|v|2 + a2(x)|z|2) = 0,
(5.3.10)

on peut déduire que
v = z ≡ 0 dans Θ. (5.3.11)

Alors, d'après (5.3.5) et (5.3.6), on a

ψ = ω ≡ 0 dans Θ. (5.3.12)

Par suite, on déduit de (5.3.8) que ϕx = 0 dans Θ. Ensuite, en utilisant
(5.3.4) dans (5.3.7) on obtient que ϕ = 0 dans Θ.
Pour obtenir la contradiction U1 = 0, Il faut prouver que

ϕ = ψ = ω = 0 dans (0, L). (5.3.13)

Comme
ϕx, ψx, ωx ∈ H1(0, L) ↪→ C([0, L]),

on a
ϕ, ψ, ω ∈ C1([0, L]).

Alors,

ϕ
∣∣
0,L

= ϕx
∣∣
0,L

= ψ
∣∣
0,L

= ψx
∣∣
0,L

= ω
∣∣
0,L

= ωx
∣∣
0,L

= 0. (5.3.14)

Par suite, en utilisant (5.3.4), (5.3.5) et (5.3.6) dans (5.3.7), (5.3.8) et (5.3.9)
respectivement, avec les conditions initiales (5.3.14), on obtient le système
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suivant

Ghϕxx +Ghψx + (Ghl + lEh)ωx − l2Ehϕ = −ρ1λ
2
0ϕ,

EIψxx −Ghϕx −Ghψ −Ghlω − a1(x)iλ0ψ = ρ2λ
2
0ψ,

Ehωxx − (Ehl + lGh)ϕx − lGhψ − l2Ghω − a2(x)iλ0ω = −ρ1λ
2
0ω,

ϕ
∣∣
c,d

= ϕx
∣∣
c,d

= ψ
∣∣
c,d

= ψx
∣∣
c,d

= ω
∣∣
c,d

= ωx
∣∣
c,d

= 0.

(5.3.15)
En utilisant (5.3.5) et (5.3.6) dans (5.3.10), on obtient∫ L

0

(a1(x)|ψ|2 + a2(x)|ω|2) = 0. (5.3.16)

Donc (5.3.16) implique a1(x)ψ = a2(x)ω ≡ 0. Ensuite le système (5.3.15)
devient

Ghϕxx +Ghψx + (Ghl + lEh)ωx − l2Ehϕ = −ρ1λ
2
0ϕ,

EIψxx −Ghϕx −Ghψ −Ghlω = −ρ2λ
2
0ψ,

Ehωxx − (Ehl + lGh)ϕx − lGhψ − l2Ghω = −ρ1λ
2
0ω,

ϕ
∣∣
c,d

= ϕx
∣∣
c,d

= ψ
∣∣
c,d

= ψx
∣∣
c,d

= ω
∣∣
c,d

= ωx
∣∣
c,d

= 0.

(5.3.17)

Posons maintenant X = (ϕ, ϕx, ψ, ψx, ω, ωx). Alors le système (5.3.17) peut
s'écrire sous la forme suivante

X ′ =MX et X(0) = X(L) = 0, (5.3.18)

où la matrice

M =



0 1 0 0 0 0

l2Eh− ρ1λ
2
0

Gh
0 0 −1 0 −l(1 +

E

G
)

0 0 0 1 0 0

0
Gh

EI

Gh− ρ2λ
2
0

EI
0

Ghl

EI
0

0 0 0 0 0 1

0 l(1 +
lG

E
)

lG

E
0

l2Gh− ρ1λ
2
0

Eh
0



.
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Il est facile de voir que det(M) 6= 0. Donc le système di�érentiel ordinaire
(5.3.18) admet une solution unique. Mais (0, 0, 0, 0, 0, 0) est une solution de
(5.3.18). D'où X = 0.
Par conséquent U1 = 0. D'où la contradiction.

Maintenant on retourne aux preuves de nos théorèmes principaux.

Preuve du théorème 5.3.1 :
Comme conséquence du théorème de Rellish, on a que l'ensemble résol-

vant ρ(Aj) soit compact car l'injection D(Aj) ↪→ Hj est compacte, et on a
iR ⊂ ρ(Aj) j = 1, 2 d'après le lemme précédent. Donc en utilisant la théorie
de décomposition de Sz-Nagy-Foias et Foguel, on montre que l'énergie E(t)
décroît asymptotiquement vers zéro (voir Benchimol [21]) pour tout U0 ∈ H.

Preuve du théorème 5.3.2 :
On a démontré que iR ⊂ ρ(Aj) j = 1, 2 d'après le lemme 5.3.1. Alors

pour obtenir la preuve complète du théorème 5.3.2, il nous reste à démontrer
que

sup
λ∈R
‖(iλ−Aj)−1‖Hj < +∞ j = 1, 2. (5.3.19)

On suppose que la conclusion (5.3.19) est fausse. Alors il existe une suite
réelle (λn) et une suite Un = (ϕn, ψn, ωn, un, vn, zn) ∈ D(Aj) telles que
|λn| −→ +∞,

‖Un‖Hj = 1 j = 1, 2, (5.3.20)

et

(iλn−Aj)Un = (f 1
n, f

2
n, f

3
n, f

4
n, f

5
n, f

6
n) −→ 0 dans Hj j = 1, 2. (5.3.21)

On rappelle que ‖Un‖2
Hj =

∫ L

0

(
ρ1|un|2 + ρ2|vn|2 + ρ1|zn|2 + EI|ψnx |+Gh|ϕnx + ψn + lωn|2

+Eh|ωnx − lϕn|2
)
dx, j = 1, 2.

D'après la remarque 5.2.1, (5.3.21) implique

iλnϕ
n − un = f 1

n −→ 0 dans H1
0 (0, L), (5.3.22)

iλnψ
n − vn = f 2

n −→ 0 dans

{
H1

0 (0, L) pour j = 1
H1
∗ (0, L) pour j = 2

, (5.3.23)
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iλnω
n − zn = f 3

n −→ 0 dans

{
H1

0 (0, L) pour j = 1
H1
∗ (0, L) pour j = 2

, (5.3.24)

iλnu
n − Gh

ρ1

(ϕnxx + ψnx + lωnx)− lEh

ρ1

(ωnx − lϕn) = f 4
n −→ 0 dans L2(0, L),

(5.3.25)

iλnv
n−EI

ρ2

ψnxx+
Gh

ρ2

(ϕnx+ψn+lωn)+
1

ρ2

a1(x)vn = f 5
n −→ 0 dans L2(0, L)

(5.3.26)
et

iλnz
n−Eh

ρ1

(ωnxx−lϕnx)+
lGh

ρ1

(ϕnx+ψn+lωn)+
1

ρ1

a2(x)zn = f 6
n −→ 0 dans L2(0, L).

(5.3.27)
D'un autre côté, on a

Re〈(iλn −Aj)Un, Un〉Hj = −Re〈AjUn, Un〉Hj
=

∫ L

0

(a1(x)|vn|2 + a2(x)|zn|2) j = 1, 2.
(5.3.28)

Donc, d'après (5.3.21) et (5.1.2), on a

vn, zn −→ 0 dans L2(Θ). (5.3.29)

De plus, en multipliant (5.3.22) par ρ1un, (5.3.23) par ρ2vn, (5.3.24) par
ρ1zn, en intégrant sur [0, L], en additionnant les équations résultantes et en
utilisant les faits que

fn1 , f
n
2 , f

n
3 −→ 0 dans L2(0, L),

et (un), (vn), (wn) sont bornées, on obtient
iλn

∫ L

0

ρ1ϕ
nun + iλn

∫ L

0

ρ2ψ
nvn + iλn

∫ L

0

ρ1ω
nzn

−
∫ L

0

(ρ1|un|2 + ρ2|vn|2 + ρ1|zn|2) −→ 0.

(5.3.30)

De même, en multipliant (5.3.25) par ρ1ϕn, (5.3.26) par ρ2ψn, (5.3.27) par
ρ1ωn, en intégrant sur [0, L], en additionnant les équations résultantes et en
utilisant les faits que fn4 , f

n
5 , f

n
6 −→ 0 dans L2(0, L) et (ϕn), (ψn), (ωn) sont

bornées, on obtient
iλn

∫ L

0

ρ1u
nϕn + iλn

∫ L

0

ρ2v
nψn + iλn

∫ L

0

ρ1z
nωn

+

∫ L

0

(EI|ψnx |2 +Gh|ϕnx + ψn + lωn|2 + Eh|ωnx − lϕn|2) −→ 0.

(5.3.31)
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Ensuite, en additionnant la partie réelle de (5.3.30) et celle de (5.3.31), on
déduit

∫ L

0

(EI|ψnx |2 +Gh|ϕnx + ψn + lωn|2 + Eh|ωnx − lϕn|2)

−
∫ L

0

(ρ1|un|2 + ρ2|vn|2 + ρ1|zn|2) −→ 0.

(5.3.32)

Par suite, de (5.3.20) et (5.3.32), on déduit∫ L

0

(EI|ψnx |2 +Gh|ϕnx + ψn + lωn|2 + Eh|ωnx − lϕn|2) −→ 1

2
, (5.3.33)

et ∫ L

0

(ρ1|un|2 + ρ2|vn|2 + ρ1|zn|2) −→ 1

2
. (5.3.34)

A�n d'en tirer une contradiction de (5.3.33), plusieures lemmes seront néces-
saires.

Lemme 5.3.2. On a

λnψ
n, λnω

n −→ 0 dans L2(Θ), (5.3.35)

et
ϕn, ψn, ωn −→ 0 dans L2(0, L). (5.3.36)

Démonstration. (5.3.23), (5.3.24) et (5.3.29) impliquent (5.3.35).
De même (5.3.22), (5.3.23), (5.3.24) et le fait que |λn| −→ +∞ impliquent
(5.3.36).

Lemme 5.3.3. Pour ε > 0 su�samment petit, on a∫ c−ε

0

|ψnx |2 −→ 0 et

∫ L

d+ε

|ψnx |2 −→ 0, (5.3.37)

et ∫ c−ε

0

|ωnx |2 −→ 0 et

∫ L

d+ε

|ωnx |2 −→ 0. (5.3.38)

Démonstration. On choisit ε > 0 su�samment petit, et on prend la fonction
ξ ∈ D(]0, L[) telle que 

0 ≤ ξ ≤ 1,
ξ ≡ 1 sur [0, c− ε],
ξ ≡ 0 sur [c, L].
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Maintenant, on multiplie (5.3.26) par ρ2ξψn, on intégre sur [0, L] et on prend
la partie réelle de l'équation résultante, on obtient donc

Re
{
i

∫ c

0

ρ2ξλnv
nψn − EI

∫ c

0

ψnxxξψ
n +Gh

∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξψn

+

∫ c

0

a1(x)vnξψn
}

= Re
{∫ L

0

ρ2ξf
n
5 ψ

n
}
.

(5.3.39)
Comme fn5 −→ 0 dans L2(0, L) et (ψn) est bornée, on déduit de (5.3.39) que

Re
{
i

∫ c

0

ρ2ξλnv
nψn − EI

∫ c

0

ψnxxξψ
n +Gh

∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξψn

+

∫ c

0

a1(x)vnξψn
}
−→ 0.

(5.3.40)
Alors en intégrant par parties, on obtient

Re
{
i

∫ c

0

ρ2ξλnv
nψn

}
+ EI

∫ c

0

ξ|ψnx |2 −
EI

2

∫ c

0

ξxx|ψn|2 +
EI

2

[
ξx|ψn|2

]L
0

+Re
{
Gh

∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξψn +

∫ c

0

a1(x)vnξψn
}
−→ 0.

(5.3.41)
De (5.3.35) et le fait que (vn) est bornée d'après (5.3.20), on conclut

Re
{
i

∫ c

0

ρ2ξλnv
nψn

}
−→ 0. (5.3.42)

De même, de (5.3.36) et le fait que (ϕnx + ψn + lωn) est bornées d'après
(5.3.20), on obtient

Re
{
− EI

2

∫ c

0

ξxx|ψn|2 +Gh

∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξψn
}
−→ 0. (5.3.43)

Ensuite, (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (ψn) est bornée impliquent

Re
{∫ c

0

a1(x)vnξψn
}
−→ 0. (5.3.44)

D'autre part, on a
EI

2

[
ξx|ψn|2

]L
0

= 0. (5.3.45)

Par conséquent, en utilisant (5.3.42), (5.3.43), (5.3.44) et (5.3.45) dans (5.3.41),
on obtient

EI

∫ c

0

ξ|ψnx |2 −→ 0,
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donc

EI

∫ c−ε

0

|ψnx |2 + EI

∫ c

c−ε
ξ|ψnx |2 −→ 0.

Alors

EI

∫ c−ε

0

|ψnx |2 −→ 0.

De même, on obtient ∫ L

d+ε

EI|ψnx |2 −→ 0.

On répète les mêmes procédures pour démontrer (5.3.38). Alors, en multi-
pliant (5.3.27) par ρ1ξωn, en intégrant sur [0, L] et en prenant la partie réelle
de l'équation résultante, on obtient

Re
{
i

∫ c

0

ρ1ξλnz
nωn − Eh

∫ c

0

(ωnxx − lϕnx)ξωn + lGh

∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξωn

+

∫ c

0

a2(x)znξωn
}

= Re
{∫ L

0

ρ1ξf
n
6 ω

n
}
.

(5.3.46)
Comme fn6 −→ 0 dans L2(0, L) et (ωn) est bornée, on a

Re
{
i

∫ c

0

ρ1ξλnz
nωn − Eh

∫ c

0

(ωnxx − lϕnx)ξωn + lGh

∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξωn

+

∫ c

0

a2(x)znξωn
}
−→ 0.

(5.3.47)
Alors, en intégrant par parties, on obtient

Re
{
i

∫ c

0

ρ1ξλnz
nωn

}
+ Eh

∫ c

0

ξ|ωnx |2 −
Eh

2

∫ c

0

ξxx|ωn|2

+
E

2

[
ξx|ωn|2

]L
0

+Re
{
lGh

∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξωn

+lEh

∫ c

0

ξϕnxω
n +

∫ c

0

a2(x)znξωn
}
−→ 0.

(5.3.48)

De (5.3.35) et le fait que (zn) est bornée d'après (5.3.20), on déduit que

Re
{
i

∫ c

0

ρ1ξλnz
nωn

}
−→ 0. (5.3.49)

De même, de (5.3.36), et le fait que (ϕnx) est bornée car (ϕnx + ψn + lωn) est
bornée et ψn, ωn −→ 0, on déduit que

Re
{
− Eh

2

∫ c

0

ξxx|ωn|2 + lEh

∫ c

0

ϕnxξω
n+ lGh

∫ c

0

(ϕnx +ψn+ lωn)ξωn
}
−→ 0.

(5.3.50)
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Ensuite, d'après (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (ωn) est bornée, on a

Re
{∫ c

0

a2(x)znξωn
}
−→ 0. (5.3.51)

D'autre part, on a
Eh

2

[
ξx|ωn|2

]L
0

= 0. (5.3.52)

Par conséquent, en utilisant (5.3.49), (5.3.50), (5.3.51) et (5.3.52) dans (5.3.48),
on obtient

Eh

∫ c

0

ξ|ωnx |2 −→ 0.

Donc

Eh

∫ c−ε

0

|ωnx |2 + Eh

∫ c

c−ε
ξ|ωnx |2 −→ 0.

Alors

Eh

∫ c−ε

0

|ωnx |2 −→ 0.

De même, on démontre que ∫ L

d+ε

Eh|ωnx |2 −→ 0.

D'où la preuve complète du lemme.

Lemme 5.3.4. Pour le même ε > 0 su�samment petit dans le lemme 5.3.3,
on a

ρ1

2

∫ L

0

|λnϕn|2 +
ρ2

2

∫ d+ε

c−ε
|λnψn|2 +

ρ1

2

∫ d+ε

c−ε
|λnωn|2 +

Gh

2

∫ L

0

|ϕnx|2

−Gh
2
|ϕnx(L)|2 +

EI

2

∫ d+ε

c−ε
|ψnx |2 +

Eh

2

∫ d+ε

c−ε
|ωnx |2 −→ 0.

(5.3.53)
En plus, la suite (ϕnx(L)) est bornée dans R.

Démonstration. Soit δ > 0 su�samment petit et prenons la fonction ζ ∈
D(]0, L[) telle 

0 ≤ ζ ≤ 1,
ζ ≡ 1 sur [c− ε, d+ ε],
ζ ≡ 0 sur [0, c− ε− δ] ∪ [d+ ε+ δ, L].

La démonstration requiert plusieurs étapes.
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Etape 1. En multipliant (5.3.25) par ρ1xϕnx, en intégrant sur [0, L], en utili-
sant (5.3.22) et en prenant la partie réelle de l'équation résultante, on obtient

Re
{
−
∫ L

0

ρ1λ
2
nxϕ

nϕnx −Gh
∫ L

0

(ϕnxx + ψnx + lωnx)xϕnx

−lEh
∫ L

0

(ωnx − lϕn)xϕnx

}
= Re

{
ρ1

∫ L

0

f 4
nxϕ

n
x + iρ1

∫ L

0

f 1
nλnxϕ

n
x

}
.

(5.3.54)
Comme fn4 −→ 0, et (ϕnx) est bornée, on a

Re
{
ρ1

∫ L

0

f 4
nxϕ

n
x

}
−→ 0. (5.3.55)

D'autre part,∫ L

0

f 1
nλnxϕ

n
x = −

∫ L

0

f 1
nxλnxϕ

n −
∫ L

0

f 1
nλnϕ

n +
[
f 1
nλnxϕ

n
]L

0
. (5.3.56)

Mais f 1
n, f

1
nx −→ 0 et (λnϕ

n) est borné d'après (5.3.21), alors

Re
{∫ L

0

f 1
nxλnxϕ

n
}
−→ 0, (5.3.57)

et

Re
{∫ L

0

f 1
nλnϕ

n
}
−→ 0. (5.3.58)

D'autre part, on a [
f 1
nλnxϕ

n
]L

0
= 0. (5.3.59)

Alors, en utilisant (5.3.57), (5.3.58) et (5.3.57) dans (5.3.56), on obtient

Re
{∫ L

0

f 1
nλnxϕ

n
x

}
−→ 0. (5.3.60)

Par suite, en reportant (5.3.55) et (5.3.60) dans (5.3.54), on déduit
Re
{
−
∫ L

0

ρ1λ
2
nxϕ

nϕnx −Gh
∫ L

0

(ϕnxx + ψnx + lωnx)xϕnx

−lEh
∫ L

0

(ωnx − lϕn)xϕnx

}
−→ 0.

(5.3.61)
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En intégrant par parties, (5.3.61) implique

ρ1

2

∫ L

0

|λnϕn|2 +
Gh

2

∫ L

0

|ϕnx|2 +
Gh

2
L|ϕnx(L)|2 +Re

{
Gh

∫ c−ε

0

xψnxϕ
n
x

+Gh

∫ d+ε

c−ε
xψnxϕ

n
x −Gh

∫ L

d+ε

xψnxϕ
n
x − lGh

∫ c−ε

0

xωnxϕ
n
x − lGh

∫ d+ε

c−ε
xωnxϕ

n
x

−lGh
∫ L

d+ε

xωnxϕ
n
x − lEh

∫ c−ε

0

xωnxϕ
n
x − lEh

∫ d+ε

c−ε
xωnxϕ

n
x − lEh

∫ L

d+ε

xωnxϕ
n
x

}

+
l2Eh

2

∫ L

0

|ϕn|2 −→ 0.

(5.3.62)
Donc, le lemme 5.3.3 et le fait que (ϕnx) est bornée impliquent

Re
{
Gh

∫ c−ε

0

xψnxϕ
n
x −Gh

∫ L

d+ε

xψnxϕ
n
x − lGh

∫ c−ε

0

xωnxϕ
n
x − lGh

∫ L

d+ε

xωnxϕ
n
x

−lEh
∫ c−ε

0

xωnxϕ
n
x − lEh

∫ L

d+ε

xωnxϕ
n
x − lEh

∫ L

d+ε

xωnxϕ
n
x

}
−→ 0.

(5.3.63)

D'autre part, (5.3.36) implique

l2Eh

2

∫ L

0

|ϕn|2 −→ 0. (5.3.64)

Par conséquent, en utilisant (5.3.63) et (5.3.64) dans (5.3.62), on déduit
ρ1

2

∫ L

0

|λnϕn|2 +
Gh

2

∫ L

0

|ϕnx|2 +
Gh

2
L|ϕnx(L)|2 +Re

{
−Gh

∫ d+ε

c−ε
xψnxϕ

n
x

−lGh
∫ d+ε

c−ε
xωnxϕ

n
x − lEh

∫ d+ε

c−ε
xωnxϕ

n
x

}
−→ 0.

(5.3.65)

Etape 2. Maintenant, en multipliant (5.3.26) par ρ2ζxψnx , en intégrant
sur [0, L], en utilisant (5.3.23) et en prenant la partie réelle, on obtient

Re
{
−
∫ L

0

ρ2λ
2
nζxψ

nψnx − EI
∫ L

0

ψnxxζxψ
n
x +Gh

∫ L

0

(ϕnx + ψn + lωn)ζxψnx

+

∫ L

0

a1(x)vnζxψnx

}
= Re

{
ρ2

∫ L

0

f 5
nζxψ

n
x + iρ2

∫ L

0

f 2
nλnζxψ

n
x

}
.

(5.3.66)
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En répétant les mêmes procédures de l'étape précédente, on obtient
ρ2

2

∫ d+ε+δ

c−ε−δ
(ζx)x|λnψn|2 +

EI

2

∫ d+ε+δ

c−ε−δ
(ζx)x|ψnx |2 +Re

{
Gh

∫ d+ε+δ

c−ε−δ
ζxϕnxψ

n
x

+Gh

∫ L

0

(ψn + lωn)ζxψnx +

∫ L

0

a1(x)vnζxψnx

}
−→ 0.

(5.3.67)
Or 

ρ2

2

∫ d+ε+δ

c−ε−δ
(ζx)x|λnψn|2 =

ρ2

2

∫ c−ε

c−ε−δ
(ζx)x|λnψn|2

+
ρ2

2

∫ d+ε

c−ε
(ζx)x|λnψn|2 +

ρ2

2

∫ d+ε+δ

d+ε

(ζx)x|λnψn|2.

(5.3.68)

Ensuite, d'après (5.3.35), on a∫ c−ε

c−ε−δ
(ζx)x|λnψn|2 +

∫ d+ε+δ

d+ε

(ζx)x|λnψn|2 −→ 0.

Alors, on déduit de (5.3.68)

ρ2

2

∫ d+ε+δ

c−ε−δ
(ζx)x|λnψn|2 =

ρ2

2

∫ d+ε

c−ε
(ζx)x|λnψn|2. (5.3.69)

De même, d'après (5.3.37) et le fait que (ϕnx) est bornée, on déduit
EI

2

∫ d+ε+δ

c−ε−δ
(ζx)x|ψnx |2 +Re

{
Gh

∫ d+ε+δ

c−ε−δ
xϕnxψ

n
x

}

=
EI

2

∫ d+ε

c−ε
(ζx)x|ψnx |2 +Re

{
Gh

∫ d+ε

c−ε
qϕnxψ

n
x

}
.

(5.3.70)

De (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (ψnx) est bornée, on conclut

Re
{∫ L

0

a1(x)vnζxψnx

}
−→ 0. (5.3.71)

Les faits que ψn, ωn −→ 0 et (ψnx) est bornée nous donnent∫ L

0

(ψn + lωn)ζxψnx −→ 0. (5.3.72)
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Par conséquent, en utilisant (5.3.69), (5.3.70), (5.3.71) et (5.3.72) dans (5.3.67),
on obtient

ρ2

2

∫ d+ε

c−ε
(ζx)x|λnψn|2 +

EI

2

∫ d+ε

c−ε
(ζx)x|ψnx |2 +Re

{
Gh

∫ d+ε

c−ε
xϕnxψ

n
x

}
−→ 0.

(5.3.73)
Alors, (5.3.73) implique

ρ2

2

∫ d+ε

c−ε
|λnψn|2 +

EI

2

∫ d+ε

c−ε
|ψnx |2 +Re

{
Gh

∫ d+ε

c−ε
xϕnxψ

n
x

}
−→ 0. (5.3.74)

Etape 3. Dans cette étape, en multipliant (5.3.27) par ρ1ζxωnx , en inté-
grant sur [0, L], en utilisant (5.3.24) et en prenant la partie réelle, on obtient

Re
{
−
∫ d+ε+δ

c−ε−δ
ρ1λ

2
nζxω

nωnx − Eh
∫ d+ε+δ

c−ε−δ
(ωnxx − lϕnx)ζxωnx

+lGh

∫ d+ε+δ

c−ε−δ
(ϕnx + ψn + lωn)ζxωnx +

∫ d+ε+δ

c−ε−δ
a2(x)znζxωnx

}

= Re
{
ρ1

∫ L

0

f 6
nζxω

n
x + iρ1

∫ L

0

f 3
nλnζxω

n
x

}
.

(5.3.75)

De même, en répétant les mêmes procédures de l'étape 2 pour obtenir (5.3.74),
on déduit

ρ1

2

∫ d+ε

c−ε
|λnωn|2 +

Eh

2

∫ d+ε

c−ε
|ωnx |2 +Re

{
lGh

∫ d+ε

c−ε
xϕnxω

n
x

+lEh

∫ d+ε

c−ε
xϕnxω

n
x

}
−→ 0.

(5.3.76)

Etape 4. Dans cette étape, en additionnant (5.3.65), (5.3.74) et (5.3.76),
on obtient (5.3.53).

Lemme 5.3.5. Dans le cas où j = 1, on a

ψnx(L) −→ 0. (5.3.77)

Démonstration. Prenons χ ∈ D(]0, L[) telle que
0 ≤ χ ≤ 1,
χ ≡ 0 sur [0, d+ ε],
χ ≡ 1 sur [d+ 2ε, L].
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On multiplie (5.3.26) par χψnx , on utilise (5.3.21), et on prend la partie réelle
de l'équation résultante, on obtient alors

Re
{
−
∫ L

d+ε

χλ2
nψ

nψnx −
EI

ρ2

∫ L

d+ε

ψnxxχψ
n
x +

Gh

ρ2

∫ L

d+ε

χ(ϕnx + ψn + lωn)ψnx

+
1

ρ2

∫ L

d+ε

a1(x)vnχψnx

}
= Re

{∫ L

d+ε

f 5
nχψ

n
x + i

∫ L

d+ε

λnf
2
nχψ

n
x

}
.

(5.3.78)
Or 

Re
{∫ L

d+ε

λnf
2
nχψ

n
x

}
= Re

{
−
∫ L

d+ε

λnf
2
nxχψ

n

−
∫ L

d+ε

λnf
2
nχxψ

n +
[
λnf

2
nχψ

n
]L

0

}
−→ 0

(5.3.79)

car f 2
n, f

2
nx −→ 0 dans L2(0, L), (ψn), (λnψ

n) sont bornées et ψn
∣∣
0,L

= 0.
D'autre part, on a

Re
{∫ L

d+ε

f 5
nχψ

n
x

}
−→ 0 (5.3.80)

car f 5
n −→ 0 dans L2(0, L) et (ψnx) est bornée.

Par conséquent, en utilisant (5.3.79) et (5.3.80) dans (5.3.78), on obtient
1

2

∫ L

d+ε

χx|λnψn|2 +
EI

2ρ2

∫ L

d+ε

χx|ψnx |2 −
EI

2ρ2

|ψnx(L)|2

+
Gh

ρ2

Re
{∫ L

d+ε

χ(ϕnx + ψn + lωn)ψnx +
1

ρ2

∫ L

d+ε

a1(x)vnχψnx

}
−→ 0.

(5.3.81)
D'après (5.3.35) on a ∫ L

d+ε

χx|λnψn|2 −→ 0. (5.3.82)

De même, d'après le lemme 5.3.3 et le fait que (ϕnx + ψn + lωn) est bornée,
on a ∫ L

d+ε

χx|ψnx |2 −→ 0, (5.3.83)

et

Re
{∫ L

d+ε

χ(ϕnx + ψn + lωn)ψnx

}
−→ 0. (5.3.84)

D'un autre côté, on déduit de (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (ψnx) est bornée
que ∫ L

d+ε

a1(x)vnχψnx −→ 0. (5.3.85)
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Finalement, en utilisant (5.3.82), (5.3.83) et (5.3.84) dans (5.3.81), on obtient
(5.3.77).

Lemme 5.3.6. Pour le même ε > 0 su�samment petit dans le lemme 5.3.3,
on a ∫ L

d+2ε

|ϕnx|2 −→ 0. (5.3.86)

Démonstration. La démonstration requiert plusieurs étapes.

Etape 1. On multiplie (5.3.25) par χψnx , on utilise (5.3.22) et on prend la
partie réelle de l'équation résultante, on obtient alors

Re
{∫ L

d+ε

χλ2
nϕ

n
xψ

n +

∫ L

d+ε

χxλ
2
nϕ

nψn −
[
χλ2

nϕ
nψn

]L
0

+
Gh

ρ1

∫ L

d+ε

χxϕ
n
xψ

n
x

+
Gh

ρ1

∫ L

d+ε

χϕnxψ
n
xx −

Gh

ρ1

[
χϕnxψ

n
x

]L
0
− Ghl

ρ1

∫ L

d+ε

χωnxψ
n
x −

Ehl

ρ1

∫ L

d+ε

χωnxψ
n
x

+
Ehl2

ρ1

∫ L

d+ε

χϕnψnx −
Gh

ρ1

∫ L

d+ε

χ|ψnx |2
}

= Re
{∫ L

0

f 4
nχψ

n
x + i

∫ L

0

λnf
1
nχψ

n
x

}
.

(5.3.87)
Or ∫ L

0

λnf
1
nχψ

n
x = −

∫ L

0

λnf
1
nxχψ

n −
∫ L

0

λnf
1
nχxψ

n +
[
λnf

1
nχψ

n
]L

0
.

Ensuite, on peut écrire le second membre de l'égalité (5.3.87) sous la forme
Re
{∫ L

0

f 4
nχψ

n
x + i

∫ L

0

λnf
1
nχψ

n
x

}
= Re

{∫ L

0

f 4
nχψ

n
x − i

∫ L

0

λnf
1
nxχψ

n − i
∫ L

0

λnf
1
nχxψ

n
}

+
[
λnf

1
nχψ

n
]L

0
.

Comme f 1
n, f

1
nx −→ 0, (λnψ

n), (ψnx) sont bornées et f 1
n

∣∣
0,L

= 0, on déduit
que

Re
{∫ L

0

λnf
1
nχψ

n
x

}
−→ 0. (5.3.88)

Le fait que f 4
n −→ 0 et la suite (ψnx) est bornée impliquent

Re
{∫ L

0

f 4
nχψ

n
x

}
−→ 0. (5.3.89)
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Alors, en utilisant (5.3.88) et (5.3.89) dans (5.3.87), on déduit

Re
{∫ L

d+ε

χλ2
nϕ

n
xψ

n +

∫ L

d+ε

χxλ
2
nϕ

nψn −
[
χλ2

nϕ
nψn

]L
0

+
Gh

ρ1

∫ L

d+ε

χxϕ
n
xψ

n
x

+
Gh

ρ1

∫ L

d+ε

χϕnxψ
n
xx −

Gh

ρ1

[
χϕnxψ

n
x

]L
0
− Ghl

ρ1

∫ L

d+ε

χωnxψ
n
x −

Ehl

ρ1

∫ L

d+ε

χωnxψ
n
x

+
Ehl2

ρ1

∫ L

d+ε

χϕnψnx −
Gh

ρ1

∫ L

d+ε

χ|ψnx |2
}
−→ 0.

(5.3.90)
Dans le cas j = 1, de (5.3.77) et du fait que (ϕnx(x)) est bornée d'après le
lemme 5.3.5, on déduit

Gh

ρ1

[
χϕnxψ

n
x

]L
0
−→ 0. (5.3.91)

Dans le cas j = 2, on a
Gh

ρ1

[
χϕnxψ

n
x

]L
0

= 0, (5.3.92)

car ψnx(0) = ψnx(L) = 0.
Or ∫ L

d+ε

χxλ
2
nϕ

nψn =

∫ L

d+ε

χxλnϕ
nλnψn.

Comme

λnψ
n −→ 0 dans L2(d, L)

d'après (5.3.35) et (λnϕ
n) est bornée d'après (5.3.23), on conclut∫ L

d+ε

χxλ
2
nϕ

nψn −→ 0. (5.3.93)

Par conséquent, du lemme 5.3.3 et du fait que (ϕnx), (ωnx) sont bornées, et en
utilisant (5.3.93) et (5.3.91) pour j = 1 ou (5.3.92) pour j = 2 dans (5.3.90),
on obtient

Re
{∫ L

d+ε

χλ2
nϕ

n
xψ

n +
Gh

ρ1

∫ L

d+ε

χϕnxψ
n
xx

}
−→ 0. (5.3.94)

Etape 2. Maintenant, on multiplie (5.3.26) par χϕnx, on utilise (5.3.23) et on
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prend la partie réelle de l'équation résultante, on obtient alors

Re
{
−
∫ L

d+ε

χλ2
nψ

nϕnx −
EI

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxψ
n
xx +

Gh

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxψ
n

+
Ghl

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxω
n +

1

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxa1(x)vn
}

+
Gh

ρ2

∫ L

d+ε

χ|ϕnx|2

= Re
{∫ L

0

f 5
nχϕ

n
x + i

∫ L

0

λnf
2
nχϕ

n
x

}
.

(5.3.95)
Or

Re
{∫ L

0

f 5
nχϕ

n
x + i

∫ L

0

λnf
2
nχϕ

n
x

}
= Re

{∫ L

0

f 5
nχϕ

n
x − i

∫ L

0

λnf
2
nxχϕ

n

−i
∫ L

0

λnf
2
nχxϕ

n + i
[
λnf

2
nχϕ

n
]L

0

}
.

Comme f 5
n, f

2
n, f

2
nx −→ 0, (λnϕ

n) et (ϕnx) sont bornées et ϕn
∣∣
0,L

= 0, on
déduit

Re
{∫ L

0

f 5
nχϕ

n
x + i

∫ L

0

λnf
2
nχϕ

n
x

}
−→ 0. (5.3.96)

Donc, en utilisant (5.3.96) dans (5.3.95), on obtient
Re
{
−
∫ L

d+ε

χλ2
nψ

nϕnx −
EI

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxψ
n
xx +

Gh

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxψ
n

+
Ghl

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxω
n +

1

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxa1(x)vn
}

+
Gh

ρ2

∫ L

d+ε

χ|ϕnx|2 −→ 0.

(5.3.97)
Comme ωn −→ 0 et (ϕnx) est bornée, on a

Re
{Ghl
ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxω
n
}
−→ 0. (5.3.98)

Ensuite, d'après (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (ϕnx) est bornée que

Re
{ 1

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxa1(x)vn
}
−→ 0. (5.3.99)

D'autre part,comme ψn, ωn −→ 0 et la suite (ϕnx) est bornée, on a

Re
{Gh
ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxψ
n +

Ghl

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxω
n
}
−→ 0. (5.3.100)
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Par suite, en utilisant (5.3.98), (5.3.99) et (5.3.100) dans (5.3.97), on obtient

Re
{
−
∫ L

d+ε

χλ2
nψ

nϕnx −
E

ρ2

∫ L

d+ε

χϕnxψ
n
xx

}
+

1

ρ2

∫ L

d+ε

χ|ϕnx|2 −→ 0. (5.3.101)

Etape 3. Additionnons (5.3.94) et (5.3.101) et utilisons le fait que v1 =
v2, on obtient alors ∫ d+2ε

d+ε

χ|ϕnx|2 +

∫ L

d+2ε

|ϕnx|2 −→ 0.

Donc ∫ L

d+2ε

|ϕnx|2 −→ 0.

Lemme 5.3.7. Pour le même ε > 0 su�samment petit dans le lemme 5.3.3,
on a ∫ L

d+3ε

|λnϕn|2 −→ 0. (5.3.102)

Démonstration. Maintenant, prenons la fonction χ1 ∈ D(]0, L[) telle que
0 ≤ χ1 ≤ 1,
χ1 ≡ 0 sur [0, d+ 2ε],
χ1 ≡ 1 sur [d+ 3ε, L].

Ensuite, on multiplie (5.3.25) par χ1ϕn et on prend la partie réelle de l'équa-
tion résultante, on a alors

−
∫ L

d+2ε

χ1|λnϕn|2 −Re
{Gh
ρ1

∫ L

d+2ε

χ1ϕ
n
xxϕ

n +
Gh

ρ1

∫ L

d+2ε

χ1ψ
n
xϕ

n

+
Ghl

ρ1

∫ L

d+2ε

χ1ω
n
xϕ

n − Ehl

ρ1

∫ L

d+2ε

χ1ωxϕn
}

+
l2Eh

ρ1

∫ L

d+ε

χ1|ϕn|2

= Re
{∫ L

0

f 4
nχϕ

n + i

∫ L

0

λnf
1
nχϕ

n
}
.

(5.3.103)
Or 

∫ L

d+2ε

χ1ϕ
n
xxϕ

n = −
∫ L

d+2ε

χ1xϕ
n
xϕ

n −
∫ L

d+2ε

χ1|ϕnx|2 +
[
χ1ϕ

n
xϕ

n
]L

0

= −
∫ L

d+2ε

χ1xϕ
n
xϕ

n −
∫ L

d+2ε

χ1|ϕnx|2.

(5.3.104)
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Donc, en utilisant (5.3.104) dans (5.3.103) et les faits que f 4
n, f

1
n −→ 0 et

(ϕn), (λnϕ
n) sont bornées, on conclut

−
∫ L

d+2ε

χ1|λnϕn|2 +
Gh

ρ1

∫ L

d+2ε

χ1|ϕnx|2 −Re
{Gh

2ρ1

∫ L

d+2ε

χ1xx|ϕn|2

+
Gh

ρ1

∫ L

d+2ε

χ1ψ
n
xϕ

n +
Ghl

ρ1

∫ L

d+2ε

χ1ω
n
xϕ

n − Ehl

ρ1

∫ L

d+2ε

χ1ω
n
xϕ

n
}

+
l2Eh

ρ1

∫ L

d+ε

χ1|ϕn|2 −→ 0.

(5.3.105)
De nouveau, en utilisant les faits que ϕn −→ 0 et (ψnx), (ωnx) sont bornées,
(5.3.105) implique

−
∫ L

d+2ε

χ1|λnϕn|2 +
Gh

ρ1

∫ L

d+2ε

χ1|ϕnx|2 −→ 0. (5.3.106)

Ensuite d'après (5.3.86), (5.3.106) implique∫ d+3ε

d+2ε

χ1|λnϕn|2 +

∫ L

d+3ε

|λnϕn|2 −→ 0.

Alors ∫ L

d+3ε

|λnϕn|2 −→ 0.

Lemme 5.3.8. Pour le même ε > 0 su�samment petit dans le lemme 5.3.3,
on a

|ϕnx(L)| −→ 0. (5.3.107)

Démonstration. D'abord, prenons la fonction χ2 ∈ D(]0, L[) telle que
0 ≤ χ2 ≤ 1,
χ2 ≡ 0 sur [0, d+ 3ε],
χ2 ≡ 1 sur [d+ 4ε, L].

En multipliant (5.3.25) par χ2ϕnx, en prenant la partie réelle de l'équation
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résultante et en utilisant (5.3.22), on aura

Re
{
−
∫ L

d+3ε

χ2λ
2
nϕ

nϕnx −
Gh

ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ϕ
n
xxϕ

n
x −

Gh

ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ψ
n
xϕ

n
x

−Ghl
ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ω
n
xϕ

n
x −

lEh

ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ω
n
xϕ

n
x −

l2Eh

ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ϕ
nϕnx

}

= Re
{∫ L

0

χ2f
4
nϕ

n
x + i

∫ L

0

χ2λ
nf 1

nϕ
n
x

}
.

(5.3.108)
Or

Re
{∫ L

0

χ2f
4
nϕ

n
x + i

∫ L

0

χ2λ
nf 1

nϕ
n
x

}

= Re
{∫ L

0

χ2f
4
nϕ

n
x − i

∫ L

0

χ2xλ
nf 1

nϕ
n − i

∫ L

0

χ2λ
nf 1

nxϕ
n − i

[
χ2λ

nf 1
nϕ

n
]L

0

}

= Re
{∫ L

0

χ2f
4
nϕ

n
x − i

∫ L

0

χ2xλ
nf 1

nϕ
n − i

∫ L

0

χ2λ
nf 1

nxϕ
n
}
.

Alors, des faits que f 1
n, f

1
nx , f

4
n −→ 0 et (λnϕn), (ϕnx) sont bornées, on déduit

Re
{∫ L

0

χ2f
4
nϕ

n
x + i

∫ L

0

χ2λ
nf 1

nϕ
n
x

}
−→ 0. (5.3.109)

En utilisant (5.3.109) dans (5.3.108), on conclut
Re
{
−
∫ L

d+3ε

χ2λ
2
nϕ

nϕnx −
Gh

ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ϕ
n
xxϕ

n
x −

Gh

ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ψ
n
xϕ

n
x

−Ghl
ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ω
n
xϕ

n
x −

lEh

ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ω
n
xϕ

n
x −

l2Eh

ρ1

∫ L

d+3ε

χ2ϕ
nϕnx

}
−→ 0.

(5.3.110)
Ensuite, d'après (5.3.86) et les faits que (ϕn), (ψnx), (ωnx) sont bornées, et en
intégrant par parties, (5.3.110) implique

1

2

∫ L

d+3ε

χ2x|λnϕn|2−
1

2

[
χ2|λnϕn|2

]L
0
+
Gh

2ρ1

∫ L

d+3ε

χ2x |ϕnx|2−
Gh

2ρ1

[
χ2|ϕnx|2

]L
0
−→ 0.

(5.3.111)
Donc, en utilisant (5.3.86) de nouveau et (5.3.102) dans (5.3.111), et comme

ϕn
∣∣∣
0,L

= 0, on obtient (5.3.107).
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Maintenant, on retourne à la preuve du théorème 5.1.1. En inserant
(5.3.107) dans (5.3.53), on obtient

ρ1

2

∫ L

0

|λnϕn|2 +
ρ2

2

∫ d+ε

c−ε
|λnψn|2 +

ρ1

2

∫ d+ε

c−ε
|λnωn|2

+
Gh

2

∫ L

0

|ϕnx|2 +
EI

2

∫ d+ε

c−ε
|ψnx |2 +

Eh

2

∫ d+ε

c−ε
|ωnx |2 −→ 0.

(5.3.112)

Alors
ϕnx −→ 0 dans L2(0, L),

et
ψnx , ω

n
x −→ 0 dans L2(c− ε, d+ ε).

Mais d'après le lemme 5.3.3, on a

ψnx , ω
n
x −→ 0 L2((0, c− ε) ∪ (d+ ε, L)),

donc
ψnx , ω

n
x −→ 0 L2(0, L).

Par conséquent∫ L

0

(EI|ψnx |2 +Gh|ϕnx + ψn + lωn|2 + Eh|ωnx − lϕn|2) −→ 0.

C'est une contradiction avec (5.3.33). D'où la preuve complète du théorème
5.1.1. �

5.4 Stabilisation polynômiale

Notre résultat principal dans ce paragraphe est l'estimation de la décrois-
sance polynômiale résumée dans l'énoncé suivant. D'autre part, de la preuve
du théorème 3.1 de [91], on peut voir que la décroissance du système de Bresse
(5.1.1), (5.1.3) soumis aux conditions aux bords (5.1.4) ou (5.1.5) n'est pas
exponentiellement stable si v1 6= v2.

Théorème 5.4.1. Si v1 6= v2, alors il existe une constante Ck > 0 indépen-
dente de U0 ∈ D(Akj ) telle que

‖Sj(t)U0‖Hj ≤ Ck

( ln t

t

) k
γ
(ln t)‖U0‖D(Akj ) j = 1, 2, k = 1, 2, ... (5.4.1)

où γ > 2.
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Preuve. Prenons γ > 2. D'après le théorème 5.1.2 dans la section 5.1,
pour obtenir l'estimation (5.4.1), il faut démontrer les deux conditions sui-
vantes

iR ⊂ ρ(Aj), (5.4.2)

et

lim
λ→∞

1

λγ
‖(iλ−Aj)−1‖Hj < +∞ j = 1, 2. (5.4.3)

La condition (5.4.2) a déjà démontrer dans le lemme 5.3.1 de le paragraphe
5.3.

Maintenant, on va démontrer (5.4.3) en raisonnant par absurde. Si (5.4.3)
est fausse, alors il existe une suite (λn) dans R et une suite

Un = (ϕn, ψn, ωn, un, vn, zn) ∈ D(Aj)

telles que
|λn| −→ +∞, ‖Un‖Hj = 1 j = 1, 2

et
λγn(iλn −Aj)Un = (f 1

n, f
2
n, f

3
n, f

4
n, f

5
n, f

6
n) −→ 0 dans Hj. (5.4.4)

L'équation (5.4.4) nous donne

λγn
[
iλnϕ

n − un
]

= f 1
n −→ 0 dans H1

0 (0, L), (5.4.5)

λγn
[
iλnψ

n − vn
]

= f 2
n −→ 0 dans

{
H1

0 (0, L) pour j = 1
H1
∗ (0, L) pour j = 2

, (5.4.6)

λγn
[
iλnω

n − zn
]

= f 3
n −→ 0 dans

{
H1

0 (0, L) pour j = 1
H1
∗ (0, L) pour j = 2

, (5.4.7)

λγn
[
iλnu

n−Gh
ρ1

(ϕnxx+ψnx + lωnx)− lEh
ρ1

(ωnx− lϕn)
]

= f 4
n −→ 0 dans L2(0, L),

(5.4.8)

λγn
[
iλnv

n−EI
ρ2

ψnxx+
Gh

ρ2

(ϕnx+ψn+lωn)+
1

ρ2

a1(x)vn
]

= f 5
n −→ 0 dans L2(0, L),

(5.4.9)
et  λγn

[
iλnz

n − Eh

ρ1

(ωnxx − lϕnx) +
lGh

ρ1

(ϕnx + ψn + lωn) +
1

ρ1

a2(x)zn
]

= f 6
n −→ 0 dans L2(0, L).

(5.4.10)
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D'autre part, en multipliant (5.4.5) par
1

λγn
ρ1un, (5.4.6) par

1

λ
γ
2
n

ρ2vn, (5.4.7)

par
1

λγn
ρ1zn, (5.4.8) par

1

λγn
ρ1ϕ

n, (5.4.9) par
1

λγn
ρ2ψ

n
, (5.4.10) par

1

λγn
ρ1ω

n, et

en intégrant sur [0, L] et en répétant les mêmes procédures précédentes dans
le paragraphe 5.3, on conclut∫ L

0

(EI|ψnx |2 +Gh|ϕnx + ψn + lωn|2 + Eh|ωnx − lϕn|2) −→ 1

2
(5.4.11)

et ∫ L

0

(ρ1|un|2 + ρ2|vn|2 + ρ1|zn|2) −→ 1

2
. (5.4.12)

Notre but est de montrer que∫ L

0

(EI|ψnx |2 +Gh|ϕnx + ψn + lωn|2 + Eh|ωnx − lϕn|2) −→ 0.

D'après (5.4.4), on a
Re〈λγn(iλn −A1)Un, Un〉H1 = −Re〈λγnA1U

n, Un〉

=

∫ L

0

λγn
(
a1(x)|vn|2 + a2(x)|zn|2

)
−→ 0.

(5.4.13)

Alors, d'après (5.1.2) on obtient

λ
γ
2
n v

n, λ
γ
2
n z

n −→ 0 dans L2(Θ). (5.4.14)

A�n d'en tirer une contradiction de (5.4.11), plusieures lemmes seront néces-
saires.

Lemme 5.4.1. On a

λ
γ
2

+1
n ψn, λ

γ
2

+1
n ωn −→ 0 dans L2(Θ), (5.4.15)

ϕn, ψn, ωn −→ 0 dans L2(0, L). (5.4.16)

Démonstration. On peut facilement déduire (5.4.16) de (5.4.5), (5.4.6), (5.4.7)
et le fait que λn −→ +∞.

Maintenant, on va démontrer (5.4.15). Divisons (5.4.6) par λ
γ
2
n , on obtient

iλ
γ
2

+1
n ψn − λ

γ
2

+1
n vn =

1

λ
γ
2
n

f 2
n −→ 0 dans L2(0, L). (5.4.17)
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D'autre part, on a

‖iλ
γ
2

+1
n ψn‖L2(Θ) ≤ ‖iλ

γ
2

+1
n ψn − λ

γ
2

+1
n vn‖L2(0,L) + ‖λ

γ
2
n v

n‖L2(Θ).

Donc, en utilisant (5.4.14) et (5.4.6) on conclut (5.4.15).
De même, d'après (5.4.7) et (5.4.14) on déduit que

λ
γ
2

+1
n ωn −→ 0 dans L2(Θ).

Lemme 5.4.2. Pour le même ε > 0 su�samment petit dans le lemme 5.3.3
du paragraphe 5.3, on a

λ
γ
2

+1
n ψnx , λ

γ
2

+1
n ωnx −→ 0 dans L2(0, c− ε) (5.4.18)

et
λ
γ
2

+1
n ψnx , λ

γ
2

+1
n ωnx −→ 0 dans L2(d+ ε, L). (5.4.19)

Démonstration. On va démontrer d'abord (5.4.18). On choisit le même ε > 0
su�samment petitdans le lemme 5.3.3 du paragraphe 5.3.

Maintenant, en multipliant (5.4.9) par
1

λ
γ
2
−1

n

ξψn où la fonction ξ est dé�nie

dans le démonstration du lemme 5.3.1 dans le paragraphe 5.3, en intégrant
sur [0, L] et en prenant la partie réelle, on obtient

Re
{
i

∫ c

0

ξvnλ
γ
2

+2
n ψn − EI

ρ2

∫ c

0

ψnxxξλ
γ
2

+1
n ψn

+
Gh

ρ2

∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξλ
γ
2

+1
n ψn +

∫ c

0

a1(x)λ
γ
2

+1
n vnξψn

}
= Re

{ 1

λ
γ
2
−1

n

∫ L

0

f 5
nξψ

n
}
,

Donc, en intégrant par parties, on obtient

EI

ρ2

∫ c

0

λ
γ
2

+1
n ξ|ψnx |2 +Re

{
i

∫ c

0

λ
γ
2

+2
n ξvnψn − EI

ρ2

[
ξλ

γ
2

+1
n ψnxψ

n
]L

0

+
EI

ρ2

∫ c

0

ξxλ
γ
2

+1
n ψnxψ

n +
Gh

ρ2

∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξλ
γ
2

+1
n ψn

+

∫ c

0

a1(x)vnξλ
γ
2

+1
n ψn

}
−→ 0,

(5.4.20)
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car
1

λ
γ
2
−1

n

−→ 0, f 5
n −→ 0 et (ψn) est bornée.

D'autre part, de (5.4.14) et (5.4.15), on conclut
Re
{∫ c

0

λ
γ
2

+2
n ξvnψn

}
= Re

{∫ c

0

ξλnv
nλ

γ
2

+1
n ψn

}
≤ Re

{∫ c

0

ξλ
γ
2
n v

nλ
γ
2

+1
n ψn

}
−→ 0.

(5.4.21)

De même, (5.4.13) et (5.4.15) impliquent

Re
{∫ c

0

a1(x)λ
γ
2

+1
n vnξψn

}
−→ 0. (5.4.22)

Ensuite, il est clair que [
ξλ

γ
2

+1
n ψnxψ

n]L0 = 0, (5.4.23)

et

Re
{∫ c

0

ξxλ
γ
2

+1
n ψnxψ

n
}
−→ 0 (5.4.24)

d'après (5.4.15) et le fait que la suite (ψnx) est bornée.
De même

Re
{∫ c

0

(ϕnx + ψn + lωn)ξλ
γ
2

+1
n ψn

}
−→ 0 (5.4.25)

d'après (5.4.15) et le fait que la suite (ϕnx + ψn + lωn) est bornée.
Par conséquent, en utilisant (5.4.21), (5.4.22), (5.4.23) et (5.4.24) et (5.4.25)
dans (5.4.20), on obtient ∫ c−ε

0

λ
γ
2

+1
n |ψnx |2 −→ 0.

De la même manière , on montre∫ c−ε

0

λ
γ
2

+1
n |ωnx |2 −→ 0,

mais en multipliant (5.4.10) par
1

λ
γ
2

+1
n

ξωn. En répétant les mêmes procédures

ci-dessus on montre que∫ L

d+ε

λ
γ
2

+1
n |ψnx |2 −→ 0,

∫ L

d+ε

λ
γ
2

+1
n |ωnx |2 −→ 0.
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Lemme 5.4.3. Dans le cas où j = 1, on a

λ
γ+2
4

n |ψnx(L)|2 −→ 0. (5.4.26)

Démonstration. Eliminons vn dans (5.4.15) en utilisant (5.4.9) et prenons le

produit scalaire avec
1

λ
3γ−2

4
n

χψnx dans L2(0, L), alors on obtient en intégrant

par parties

Re
{1

2

∫ L

d+ε

λ
γ+10

4
n χx|ψn|2 +

EI

2ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ+2
4

n χx|ψnx |2 −
EI

2ρ2

λ
γ+2
4

n |ψnx(L)|2

+
Gh

ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ+2
4

n χ(ϕnx + ψn + lωn)ψnx +
1

ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ+2
4

n a1(x)vnχψnx

}

=
1

λ
3γ−2

4
n

Re
{∫ L

d+ε

fn5 χψ
n
x + i

∫ L

d+ε

λnf
n
2 χψ

n
x

}
.

(5.4.27)
D'où

Re
{1

2

∫ L

d+ε

λ
γ+10

4
n χx|ψn|2 +

EI

2ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ+2
4

n χx|ψnx |2

−EI
2ρ2

λ
γ+2
4

n |ψnx(L)|2 +
Gh

ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ+2
4

n χ(ϕnx + ψn + lωn)ψnx

+
1

ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ+2
4

n a1(x)vnχψnx

}
−→ 0.

(5.4.28)

D'après (5.4.15), on a∫ L

d+ε

λ
γ+10

4
n χx|ψn|2 ≤

∫ L

d+ε

χx|λ
γ
2

+1
n ψn|2 −→ 0. (5.4.29)

Comme |λ
γ+2
4

n | ≤ |λ
γ
2

+1
n |2 et |λ

γ+2
4

n | ≤ |λγn| pour γ > 2, on déduit de (5.4.19)
et (5.4.13) que ∫ L

d+ε

λ
γ+2
4

n χx|ψnx |2 −→ 0, (5.4.30)

∫ L

d+ε

λ
γ+2
4

n χ(ϕnx + ψn + lωn)ψnx −→ 0, (5.4.31)
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et ∫ L

d+ε

λ
γ+2
4

n a1(x)vnχψnx −→ 0. (5.4.32)

Par conséquent, en insérant (5.4.29), (5.4.30), (5.4.31) et (5.4.32) dans (5.4.28),
on obtient (5.4.26).

Lemme 5.4.4. On a ∫ L

d+2ε

|ϕnx|2 −→ 0. (5.4.33)

Démonstration. Eliminons vn dans (5.4.9) en utilisant (5.4.6) et prenons le

produit scalaire avec
1

λ
3γ+2

4
n

χϕnx dans L2(0, L), on obtient



Re
{
−
∫ L

d+ε

λ
γ+6
4

n χψnϕnx +
EI

ρ2

∫ L

d+ε

χλ−1
n ϕnxxλ

γ+2
4

n ψnx

+
EI

ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ−2

4
n χxϕnxψ

n
x −

EI

ρ2

[
λ
γ−2

4
n χϕnxψ

n
x

]L
0

+
Gh

ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ−2

4
n χϕnxψ

n

+
Ghl

ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ−2

4
n χϕnxω

n +
1

ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ−2

4
n χϕnxa1(x)vn

}

+
Gh

ρ2

∫ L

d+ε

λ
γ−2

4
n χ|ϕnx|2 =

1

λ
3γ+2

4
n

Re
{∫ L

0

fn5 χϕ
n
x + i

∫ L

0

λnf
n
2 χϕ

n
x

}
.

(5.4.34)
En divisant (5.4.8) par λγ+1

n on véri�e que (λ−1
n ϕnxx) est bornée. Alors en

répétant les mêmes procédures dans les démonstrations des lemmes 5.4.2 et
5.4.3, on déduit

λ
γ−2

4
n

∫ L

d+2ε

|ϕnx|2 −→ 0, (5.4.35)

où γ > 2 toujours. Par suite,∫ L

d+2ε

|ϕnx|2 −→ 0. 2 (5.4.36)

Maintenant, en répétant les mêmes procédures du paragraphe 5.3 à partir

du lemme 5.3.7, mais en multipliant les multiplicateurs par
1

λγn
, on conclut

une contradiction avec (5.4.11). D'où la démonstration complète du théorème
5.4.1, dans le deux cas j = 1, 2.
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Commentaire. On peut obtenir les mêmes résultats de la décroissance ex-
ponenetielle (5.3.2) et polynômiale (5.4.1) dans le cas où le système de Bresse
est non uniforme i.e. les coe�cients ρ1, ρ2, l, h sont des fonctions scalaires, et
G, E sont des constantes positives, en remplaçant le terme x dans les multi-
plicateurs utilisés dans le cas du système Bresse uniforme, par q(x) := eηx−1
et en choisissant η > 0 su�samment grand.

5.5 Stabilisation indirecte du système de Timo-

shenko soumis à un seul feedback locale-

ment distribué

On considère le système de Timoshenko suivant, qui est un cas particulier
de celui de Bresse en négligeant le déplacement longitudinal ω et la constante
l. {

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0,
ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + a(x)ψt = 0,

(5.5.37)

où t > 0 et 0 < x < L. Ici, la fonction a est positive sur [0, L] et satisfait

a(x) ≥ a− > 0 pour tout x ∈ Θ =]0, c[ ∪ ]d, L[, 0 < c < d < L. (5.5.38)

On peut appliquer notre résultats de la décroissance exponentielle (5.3.2)
et polynômiale (5.4.1) au système de Timoshenko en répétant les mêmes
arguments utilisés dans le système de Bresse, en négilgeant ω et l. Mais,
dans le cas où j = 2, on prend l'espaces d'état

H2 = H1
0 (Ω)×H1(Ω)×

(
L2(Ω)

)2
,

et le domaine

D(A2) =

{
(ϕ, ψ, u, v) ∈ H2;ϕ ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), ψ ∈ H2(Ω),
ψx ∈ H1

0 (Ω), u ∈ H1
0 (Ω), v ∈ H1(Ω)

}
.



Perspectives

De nombreuses questions sont encore ouvertes.

1. Dans le chapitre I, on a étudié l'espace F dé�ni par
(∫ T

0

∫
ω

|u′1|2dxdt
)1/2

.

Une question très intéressante est l'étude de l'espace F dé�ni par(∫ T

0

∫
ω

|u1|2dxdt
)1/2

,

et l'étude de l'espace F dé�ni par(∫ T

0

|u1(b, t)|2dt
)1/2

,

où b est un point quelquonce de Ω, c'est le cas du contrôle ponctuel.

Une autre question se pose dans la situation de ce chapitre, a-t-
on contrôlabilité exacte pour α > 0 quelconque ? pour une fonction

scalaire α ?

2. Un aspect important du modèle abstrait étudié dans le chapitre II est
la propriété de coercivité donnée par les termes de couplage d'ordre
zéro. Il serait intéressant de savoir si l'hypothèse de coercivité avec
des opérateurs de couplage d'ordre un peut nous donner des résultats
positifs d'observabilité indirecte.

3. On s'intéresse à l'optimalité de la stabilisation pôlynomiale du système
de Bresse avec deux feedbacks localement distribués seulement.
D'un autre côté, pour le système de Timoshenko, il a déjà été démontré
que l'on pouvait stabiliser le système par un seul feedback agissant
sur l'équation donnant l'angle de cisaillement (cf. [7], [14], [100]). On
souhaite à étudier si un tel résultat peut être généralisé au système
de Bresse, et si le taux de décroissance de l'énergie peut s'obtenir par
la méthode des multiplicateurs (cf. [50], [69], [70]) et des techniques
inégalités intégrales et de convexité (cf. [3]).



4. Comme on a vu dans le chapitre III, on a étudié l'observabilité in-

directe du système de Timoshenko en observant
∫ T

0

∫ L

0

|ψ|2dxdt. On
s'intéresse à l'observabilité indirecte du système de Timoshenko en ob-

servant
∫ T

0

∫
Θ

|ψ|2dxdt où Θ est un voisinage du bord, et en observant

encore
∫ T

0

|ψ(t, L)|2dxdt.
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