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Résumé de la thése
Cette thése est constituée de deux parties principales.

Dans la premiére partie on traite [’observabilité et la controlabilité exacte
internes indirectes des systémes hyperboliques faiblement couplés et du sys-
téeme de Timoshenko.

La deuxiéme partie est consacrée a 1’étude de problémes concernant la
stabilisation directe du systéme de Bresse par des feedbacks non linéaires en
utilisant la méthode des multiplicateurs et des techniques d’inégalités inté-
grales, et sa stabilisation indirecte seulement par deux feedbacks localement
distribués au voisinage du bord en utilisant I'approche de fréquence de do-
maine. On traite dans cette partie aussi la stabilisation indirecte du systéme
de Timoshenko dans le cas d'un seul feedback localement distribué au voisi-
nage du bord.

Summary of the thesis
This thesis consists of two main parts.

In the first part, it treats the indirect internal observability and ezact
controllability of a weakly coupled hyperbolic system and of the Ttmoshenko
system .

The second part is devoted to the study of problems concerning the direct
stabilization of the Bresse system by non-linear feedbacks using multiplier
method and integral inequality techniques, and its indirect stabilization only
by two locally distributed feedbacks at the neighborhood of the boundary
using the frequency domain method. Is treated in this part also the indirect
stabilization of the Timoshenko system subject to a single feedback locally
distributed at the neighborhood of the boundary.
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Introduction générale

[’évolution au cours du temps de nombreux phénomeénes physiques, bio-
logiques, économiques ou mécaniques est modélisé par des équations aux
dérivées partielles (EDP).

Dans le cas du controle des EDP, qui constitue le cadre de cette thése, les
modéles étudiés prennent en compte les variations et spatiales des variables
qui traduisent I'état du systéme et ces problémes se posent alors dans le cadre
des systémes dynamiques en dimension infinie.

En pratique, du laboratoire de recherche jusqu’a la chaine de produc-
tion, pour étudier par exemple les moyens de limiter par auto-régulation les
déformations de matériaux élastiques, ou d’agir extérieurement sur ces ma-
tériaux pour les ramener vers des états cibles souhaités, la question de la
réponse d’un systéme dynamique & une action extérieure, ou une une action
auto-régulation (appelée communément feedback) est essentielle.

Par exemple, la conduite d’une voiture est un systéme dynamique controlé :
le controle est ’angle du volant, les pressions exercée sur le frein et sur 'ac-
célérateur, et I’état est la position de la voiture sur la route.

Le jeu de tennis est un systéme dynamique controlé : le controle est ma po-
sition sur le cours ainsi que la position et le mouvement de ma raquette, et
I’état est la position de la balle.

Le pilotage d’une torpille est aussi un systéme dynamique controlé : le controle
est la position de ses aillettes, et ’état la position de la torpille.

Ces exemples montrent que 'objectif du controle est qualitativement assez
naturel. Par exemple pour une voiture, il s’agit de rester sur la route ou de
gagner une course, pour le tennis de renvoyer la balle sur le cours, et pour la
torpille de couler un navire qui se déplace.



L’objectif de la thése est d’étudier les questions de la controlabilité exacte,

de la notion duale d’observabilité et de la stabilisation indirects de différents
modéles de déformations de matériaux élastiques. La plupart de ces modéles
couplent des équations hyperboliques du second ordre.
On s’intéresse particuliérement & la question du contréle et de la stabilisa-
tion indirects de tels systémes. Dans ce cas, ’action extérieure ou 'action
d’auto-régulation ne sont actives que sur certaines composantes du vecteur
d’état. On souhaite alors savoir si cette action partielle directe est suffisante
pour controler ou stabiliser I’ensemble des variables d’état.

Cette thése est divisée en deux parties principales. Dans la premiére par-
tie on traite ['observabilité et la contrélabilité exacte internes indirectes des
systémes hyperboliques faiblement couplés et du systéme de Timoshenko. La
deuxiéme partie est consacrée a 1’étude de problémes concernant la stabili-
sation directe du systéme de Bresse par des feedbacks non linéaires, et sa
stabilisation indirecte seulement par deux feedbacks localement distribués au
voisinage du bord. On traite dans cette partie aussi la stabilisation indirecte
du systéme de Timoshenko dans le cas d’un seul feedback localement distribué
au voisinage du bord.

Partie 1. Observabilité et Controlabilité exacte internes
indirectes

Chapitre 1. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux problémes de ’observabilité
et de la controlabilité exacte internes indirectes d’un systéme hyperbolique
faiblement couplé.

Soit T > 0 et Q un ouvert borné non vide dans RY ayant une frontiére T’
de classe C%. Soit {I'p,T;1} une partition de T telle que To NT; = . On
suppose qu’il existe xg tel que m-v < Osur I'pet m-v > A > 0 sur I'y,
ou m(z) := z — 2° et v(z) désigne le vecteur unitaire normal sortant en
x € 09 (cf. [18], [69], [70]). On pose R(z°) := sup{|m(z)|;z € Q}. On prend
w comme un voisinage de I'(z°) dans Q.

Alors, on considére le systéme faiblement couplé de deux équations des ondes
suivant

Uy — Aup +ouy =0 dans Q x (0,7),
U — Aug +auy =0 dans Q x (0,7),

Uy =ug =0 sur X =T x(0,7),
ui(0) = uf, ;1 (0) =u; sur

(0.0.1)

ol « est un paramétre de couplage et I'indice ¢ désigne la dérivée par rapport
a la variable t. Liée a la stabilisation indirecte (cf. Russell [99], Alabau [2])



une quatriéme notion d’observabilité a été introduite, celle d’observabilité
indirecte. Elle consiste a n’observer que certaines composantes du vecteur
d’état et & déduire une estimation de toutes les composantes du vecteur
d’état au temps initial. Dans [1| F. Alabau a considéré comme exemple celui
de deux équations des ondes couplées (0.0.1) et on observe la norme dans
L? de la trace de la dérivée normale de uy sur I'; |0, T[. Elle a démontré le
théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1. I] existe @ > 0 tel que pour tout 0 <| o |< @, il existe
Ty = Ti(a) > 0 tel que pour tout T > T et tout U° = (u?,ui,ud,ul) € H =
(Hg () x LQ(Q)) , la solution (u1,usz) de (0.0.1) vérifie

aul

C Pt > S (1 1903) + 2 (bl 2oy + 103 002)

ol ¢; et ¢y sont des constantes positives dépendant de T" et «.. De plus, si
la solution de (0.0.1) vérifie

%_o sur  T1x]0,T]

alors on a u; = uy = 0 sur €.

Dans ce chapitre on s’intéresse au cas d’un controéle localement distri-
bué. On cherche des informations sur 'ensemble des données initiales en
n’observant sur w qu’une seule composante du vecteur inconnu. En utili-
sant la méthode des multiplicateurs par morceaux introduite par K. Liu [72]
et P. Martinez [82] et en montrant que les techniques introduites dans [1]
s’adaptent dans le cas de la controlabilité interne. On obtient alors le résul-
tat d’observabilité interne indirecte suivant :

Théoréme 0.0.2. I] existe a* > 0 tel que pour tout 0 <| a |< o*, il eziste
To = To(a) > 0 tel que pour tout T > Ty et tout U° = (ul,ul,uz,uQ) ceH=
(H () x Lz(Q)) , la solution (uy,us) de (0.0.1) vérifie

T
| [ P> (il + 1V + bl < 13P). 003

ol ¢ est une constante positive dépendant de T et ov. De plus, st la solution
de (0.0.1) vérifie
uy =0 sur wx]0,T

alors on a uy = uy = 0 sur QL.



A partir de I'estimation (0.0.3) et & 1’aide de la méthode HUM de J.-L.
Lions (|69], [70]) on obtient par dualité des résultats de controlabilité exacte
partielle avec un controle localement distribué, n’agissant que sur 'une des
composantes de la solution.

Chapitre 2. Dans ce chapitre, on s’intéresse a généraliser les résultats
du chapitre précédent aux cas des systémes hyperboliques de deux équations
d’évolution abstraites du second ordre faiblement couplées de la forme

ur e + Ar1ug + aCugy =0 dans V/,
Ug e + Asts + aC*uy =0 dans Vi,
(ur, 1)) (0) = (ul, ul) € Vi x H,
(uz, u5)(0) = (ug,up) € Vo x H,

(0.0.4)

ou H, V) C H, et Vo C H sont des espaces de Hilbert séparables. A;, Ay sont
des opérateurs non bornés coercifs auto-adjoint dans H, alors que I'opérateur
de couplage C' est supposé borné dans H ; C* est 'opérateur adjoint de C';
et « est le paramétre de couplage.

Récemment, plusieurs auteurs ont étudié la stabilisation et la controlabi-
lité des équations d’évolution abstraites et des sytémes des équations d’évo-
lution abstraites. L’étude de 'observabilité frontiére indirecte d’un systéme
abstrait de deux équations d’évolution du second ordre faiblement couplées
de la forme (0.0.4) a été abordée par F. Alabau dans [1]. Elle a prouvé que
seulement par I'observation d’une seule composante du vecteur d’état on peut
déduire une estimation de toutes les composantes du vecteur d’état au temps
initial. Plus précisement, elle a obtenu une estimation de la forme

/0 | B w|Pdt > c(en(0) + 2(0)). (0.0.5)

ol B* est un certain opérateur linéaire agissant de D(A;) sur un espace de
Hilbert G, e1(0) est I’énergie partielle naturelle de la premiére composante de
I'inconnu et €5(0) est I’énergie partielle affaiblie de la deuxiéme composante
de I'inconnu au temps initial. A 'aide du résultat précédent et par 'appli-
cation de la méthode d’unicité hilbertienne, elle a montré un résultat de
controlabilité exacte indirecte. Des applications de son résultat abstrait ont
été données a plusieurs systémes couplés des équations aux dérivées partielles
(Onde-Onde, systémes d’élasticité linéaires couplés, Petrowsky-Petrowsky, et
Onde-Petrowsky).

Dans ce chapitre, en montrant que les techniques introduites dans [1]



s’adaptent dans le cas de 1'observabilité interne indirecte, on obtient 1’esti-
mation suivante

/0 Ir(}) [3dt > c(ex(0) + &(0)), (0.0.6)

oll r est un certain opérateur d’observation linéaire agissant de H sur un
espace de Hilbert ©.

A partir de estimation (0.0.6) et a I’aide de la méthode HUM de J.-L. Lions
(169], [70]), on déduit par dualité que le systéme

yiu + Ay +aCys = v,
Yo + Asyo +aC*y; =0,
(y1,91)(0) = (v1, 91,
(y2,¥5)(0) = (13, Y5)

(0.0.7)

/
est exactement controlable, ot v € [Hl (O7 T; H)} .
Des applications aux cas de systémes couplés Petrowsky-Petrowsky et Onde-
Petrowsky seront données.

Chapitre 3. L’objectif de ce chapitre est I’é¢tude de la contrélabilité
exacte indirecte du systéme de Timoshenko sous I'effet d'une seule force de
controle agissant sur ’équation de I’angle de cisaillement dans le cas ou les
vitesses de propagation dans I’équation du déplacement vertical et I’équation
de ’angle de rotation du systéme sont égales. Cette étude a été motivé par le
résultat de F. Alabau dans [1]. Elle a démontré la stabilisation exponenetielle
du systéme de Timoshenko sous I'effet d’une seule force de controle agissant
sur I’équation de I'angle de cisaillement, ou les vitesses de propagation dans
I’équation du déplacement vertical et 1'équation de ’angle de rotation du
systéme sont égales.

On considere donc le systéme homogeéne de Timoshenko suivant :

{PWn—M%+¢%:Ot>QO<x<L (0.0.8)

p2¢tt_b1/}m:+k(g0m+w):0 t>0,0<I<L,

oll ¢ et ¥ désignent respectivement le déplacement transversal de la poutre
et I'angle de rotation d’un filament de la poutre. De plus pi, p2, k et b sont
des constantes positives caractérisent les propriétés physiques de la poutre
et des filaments. Les vitesses de propagation dans I’équation du déplacement
vertical et I’équation de 'angle de rotation sont respectivement données par

wlz—et wp = —.
P1 P2



Ensuite, on consideére les conditions au bord suivantes de ce systéme
p=1=0, t>0,2=0,x=0L (Dirichlet), (0.0.9)
ou
o=1,=0, t>0,2=0,z=L (Neumann). (0.0.10)

Les conditions initiales des états variables sont :

(0,9, 00, 0) (2, 0) = (o (@), ho(2), 1(2), ¥ (x)) 2 €(0,L).  (0.0.11)

[’énergie naturelle des solutions du systéme (0.0.8) soumis & 1’état initiale
(0.0.11) et a chacune des conditions aux bords (0.0.9) ou (0.0.10) est définie
par

1

L
E(t) = 5/ (P1‘¢t|2 +P2W)t|2 + b|¢x|2 + k"%: + ¢|2)d$-
0

D’un autre coté, on définit 1'énergie affaiblie des solutions du systéme (0.0.8)
soumis & 1’état initiale (0.0.11) et & chacune des conditions au bord (0.0.9)
ou (0.0.10), par

~ 1 L L
E(t) = 5(/01/0 ‘<_am)1/290t’2+P2/0 ’(_axx)ilﬂwtlz
Tk [ 100 (o))
b x\~ Yzx x )
+/0 "+ i @

Dans le cas des conditions au bord (0.0.9) et si les vitesses de propagation
dans I'équation du déplacement vertical et ’équation de I'angle de rotation
du systéme (0.0.8) sont égales, on montre 'inégalité d’observabilité suivante
pour un temps 7" > 0 suffisamment grand

/OT /L | [2dzdt

0
= 01(1900\%2(0@) + e N E-10,0) + 1020,y + leHJQLI—l(O,L))7

(0.0.12)

pour tout U® = (o, p1,%0,¢1) € (L*(0,L) x H(0, L))Q, ol ¢; est une

constante dépend de T.

De méme, dans le cas des conditions au bord (0.0.10) et si les vitesses de pro-

pagation dans I’équation du déplacement vertical et 'équation de I'angle de

rotation du systéme (0.0.8) sont égales, on montre I'inégalité d’observabilité

suivante pour un temps 7' > 0 suffisamment grand

/OT /L |2 dzdt

0
> E1(|900|%2(07L) + HSOIH?r{—l(o,L) + |¢0 %Q(O,L) + leHQ[H,}(O,L)},)’
(0.0.13)



pour tout U® = (o, ¢1,%0,91) € L2(0, L)x H~1(0, L)x L*(0, L)x [H(0, L)],
ol ¢; est une constante dépend de 7', et I'espace

H(0,L):={f e H(0,L); /L fdz =0}.

De plus, dans le deux cas des conditions au bord, si la solution de (0.0.8)
satisfait ¢ = 0 sur (0, L) x (0,7, alors

p = ¢ = O dans (0, L) X (OaT)

Par dualité, grace aux inégalités (0.0.12) et (0.0.13), on obtient des résul-
tats de controlabilité exacte interne indirecte.

Partie 2. Stabilisation directe et indirecte du systéme
de Bresse

Chapitre 4. Dans leur étude sur les réseaux de poutres flexibles, Lagnese,
Leugering et Schmidt [60] découlent un modeéle général de poutres élastiques
non linéaires de trois dimensions. Un cas particulier de ce modéle est un
modéle linéaire couplant trois équations des ondes. Il décrit les mouvement
d’une poutre élastique planaire sous l'effet de petites déformations. C’est le
systéme de Bresse qui est, sans feedbacks, donné par :

P11 — Gh(ps + U + lw)y — IER(w, — lp) =0,
P — Elppe + Gh(p, + 9 + lw) = 0, (0.0.14)

out > 0et 0 < ax < L. L’indice t désigne la dérivée par rapport a la
variable ¢ et I'indice x désigne la dérivée par rapport a la variable spaciale.
Les fonctions ¢, 1 et w désignent, respectivement, le déplacement transversal
de la poutre, I’angle de rotation d’un filament de la poutre et le déplacement
longitudinal de la poutre. En plus, p1, po, [, G, E, et h désignent des constants
positives caractérisent des propriétés physiques de la poutre et du filament.
Les vitesses de propagation dans la premiére équation et seconde équation
sont, respectivement, données par
Gh EI
v =— €t vy9g=—.
P1 P2
On s’intéresse aux problémes de la stabilité directe du systéme (0.0.14)
avec les conditions initiales des variables suivantes

{ W(O, ) = Wo, wt(oa ) = w1, @(07 ) = Yo, (pt(oa ) = @1, QZ](O? ) = dJOa
Y (0,.) = 1y dans (0, L),
(0.0.15)



et les conditions aux bords suivantes :
W(t,0) = w(t,L) = ¢(t,0) = p(t, L) = ¥(t,0) = ¥(t,L) =0  (0.0.16)

ou
walt,0) = wo(t, L) = @(t,0) = p(t, L) = 1y (t,0) = vou(t, L) = 0. (0.0.17)

On obtient un résultat de décroissance exponentielle basée sur le lemme
suivant utilisé par A. Haraux [42], avec les conditions au bord (0.0.16) ou
(0.0.17) :

Lemme 0.0.1. Soit £ : R, — Ry, (Ry = [0, +00[) une fonction continue
décroissante. Supposons qu’il existe T' > 0 tel que

“+00

E(s)ds <TE(t) Vt=>0. (0.0.18)

Alors t
E(t) < E0)e"T VYt >0. (0.0.19)

Ce lemme est une base des résultats de nombreux auteurs concernant
I’estimaion de I'énergie de certains problémes dissipatifs linéaires. On note
que Pestimation (4.1.10) est optimale (voir [50]).

D’un autre coté, on obtient un résultat de décroissance polyndmiale basée
sur le lemme suivant, di & Komornik [50], qui donne une généralisation non
linéaire du lemme 0.0.1, avec les conditions au bord (0.0.16) ou (0.0.17) :

Lemme 0.0.2. Soit £ : R, — R, (R = [0, +00[) une fonction continue
décroissante. Supposons qu’il existe deux constantes o > 0 et T > 0 telles
que

+oo
/ £ (s)ds < TE(t) Vvt >0. (0.0.20)
t
Alors Tt at -1/
o — (0%
< > 0. 0.
(1) _5(0)(T+QT) Vi >0 (0.0.21)

Aussi ce lemme est une base des résultats de nombreux auteurs concer-
nant 'estimaion de I’énergie de certains problémes dissipatifs non linéaires.
On note que l'estimation (0.0.21) est optimale (voir [50]).

Chapitre 5. Au cours des derniéres années, avec une large application
de "matériaux intelligents" dans les systémes élastiques, allant de la mesure
et de 'amortissement des vibrations dans les grandes structures souples pour



le controle du bruit dans I'acoustique des paramétres structurels (pour plus
des informations voir Banks [23]), il est devenu de plus en plus important
d’étudier la stabilité d'un systéme élastique avec un amortissement ou un
controéle localement distribué. Toutefois, les travaux réalisés dans ce domaine
étaient relativement faible dépuis les travaux connexes de Lagnese [62].

Dans ce chapitre, on considére le méme systéeme élastique de Bresse du
chapitre 4, mais il est soumis seulement a deux tremes d’amortissement. Ces
deux termes sont deux forces de contréle exercées sur le voisinage du bord,
agissant seulement dans I’équation de ’angle de rotation d’un filament de
la poutre et 1’équation du déplacement longitudinal de la poutre. Force de
controle indirecte est appliquée sur I’équation du déplacement transversal de
la poutre. Alors ce systéme est donné par

pathi — ETey + Gh(pe + 9 + lw) 4 ay (2)3) = 0, (0.0.22)
P1Wi — Eh(wm — l(ﬂ)x + lGh(<)0:B + w + lw) + GZ(I)wt = 07

out>0et0<x< L. Les vitesses de propagation dans la premiére équation
et la seconde équation sont, respectivement, données par

Gh EI
v =— et Vg = —.
P1 P2

Ici, les fonctions a; > 0 sont positives sur [0, L] j = 1,2 et satisfont

aj(r) >a_ >0 pourtout z € O:=]0,c[U]d,L[,0<c<d<L.
(0.0.23)
Les conditions initiales de variables sont :

{ w(0,.) = wo, w(0,.) = w1, ©(0,.) = o, ©:(0,.) = @1, ¥(0,.) = o,
Y (0,.) =11 dans (0, L).
(0.0.24)
On considere les conditions aux bords suivantes de ce systéme :

w(t,0) =w(t,L) = p(t,0) = (t,L) = (t,0) =(t, L) =0, (0.0.25)
we(t,0) = w(t, L) = p(t,0) = ¢(t, L) = 1.(t,0) = ¥, (¢, L) = 0. (0.0.26)

On obtient un résultat de stabilité exponentielle du systéme (0.0.22) dans
le cas ou les vitesses de propagation sont égales dans 1’équation du déplace-
ment vertical et I’équation de ’angle de rotation du systéme. Ce résultat est
basé sur le théoréme suivant, dia a J. Priiss [93] et F. L. Huang [42].



Théoréme 0.0.3. Un C° semi-groupe e des contractions sur un espace de
Hilbert 'H est exponentiellement stable si et seulement si

iR C p(A), sup||(iX —A) 7| < +oo. (0.0.27)
AR

D’autre part, on obtient un résultat de stabilité pélynomiale dans le cas
des vitesses de propagation différentes. Ce résultat est basé sur le théoréme
suivant, dit & Z. Liu et B. Rao [75].

Théoréme 0.0.4. Si un C° semi-groupe e borné dans un espace de Hilbert
H satisfait

iR C p(A), sup — [ (id — A) " < 4o (0.0.28)

R

pour un certain vy > 0, alors pour tout entier positif k, il existe une constante
Cy > 0 telle que

Int\ %
e 20l < ok<7) (In )] 2o/l par (0.0.29)

pour tout zg € D(AF).

La méthode domaine fréquence et les techniques de multiplicateurs sont
appliquées.
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Chapitre 1

Observabilité et controlabilité
exacte internes indirectes d’un
systéme hyperbolique faiblement
couplé

1.1 Introduction

Soit T' > 0 et Q un ouvert borné non vide dans R ayant une frontiére
' de classe C2. Soit {I'g,I';} une partition de T telle que To N Ty = (). On
suppose qu'il existe 2o € RN tel que m-v < Osur [get m-v > XA > 0

sur I'; (le cas Ty = @ n’est pas exclu), ot m(z) := x — 2° et v(z) désigne
le vecteur unitaire normal sortant en x € 9Q (cf. [18], [69], [70]). On pose
R(2°) := sup{|m(z)|;z € Q}. | .| désigne la norme L? dans la suite.

On prend w comme un voisinage de I'(z%) dans Q (cf. la figure 1.1).
(w est représenté par la partie hachurée ).

Fig. 1.1 -1
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On considére ’équation des ondes avec les conditions au bord homogénes
de Dirichlet,

uy — Au =10 dans  x (0,7),
u(.,0) =u°(.), w(.,0) =u'(.) sur Q, (1.1.1)
u=20 sur I

Ici A désigne le Laplacien par rapport aux variables spatiales et I'indice
t désigne la dérivée par rapport a la variable ¢. Il est bien connu que si
(u®,u') € (H*(Q) N H(Q)) x Hi(2) alors léquation (1.1.1) admet une so-
lution forte

u e C(0,T; H*(Q) N Hy(2)) nC(0,T; Hy(2)) NC*(0,T; L*(2)),

et si (u°,ul) € HY(Q) x L*(Q) alors (1.1.1) admet une solution faible

u e C(0,T; Hy(Q)) nC'(0,T; L*()) nC*(0,T; H(Q))

(cf. [69], paragraphe 3.2).
L’énergie de la solution u de I’équation des ondes est définie par

E(u(t)) = = /Q (Jue]® + |Vul?)da.

En multipliant (1.1.1) par u, il est facile de voir que I’énergie de solutions
faibles de (1.1.1) est conservée i.e.

E(u(t)) = E(u(0)), Vt=0.

La controlabilité exacte interne a été abordée par J.L. Lions [69]. Pour
T > Ty o Tj est suffisamment grand, et pour certaines constantes positives c;
et ¢y il a montré dans [69] que les solutions de (1.1.1) vérifient les estimations

suivantes :
//(\ut!2+\u!2)<c1E(u<o>), (1.1.2)

/ / e + [ul?) = 2 E (u(0)). (1.1.3)

Sa preuve est basée sur la méthode des multiplicateurs. L'inégalité (1.1.3)
est appelée "inégalité d’observabilité".

De plus, en utilisant la méhode HUM, J. L. Lions a montré que l'inégalité
directe (1.1.2) et l'inégalité inverse (1.1.3) donnent le résultat de contro-
labilité exacte suivant : pour tout T > T; et pour toute donnée initiale
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(yo,y1) € L*(Q) x H1(Q), il existe un controle v € [Hl (O,T; Lz(w))}/ tel
que la solution de

Y — Ay = v dans Q x (0,7);
y=0 sur X =1 x(0,7);
y(,0) =4°(), w(.,0) =y'() sur Q

satisfait y(T,.) = y(T,.) = 0 dans 2, c’est-a-dire le controle v raméne le
systéme & I'état d’équilibre (0,0) au temps 7' > 0, on [H*(0,T; Lz(w))]’ est
Pespace dual de H'(0,T’; L*(w)).

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux problémes de 1’observabilité et de
la contrélabilité exacte internes indirectes d’un systéme hyperbolique fai-
blement couplé. Alors, on considére le systéme faiblement couplé de deux
équations des ondes suivant

Uiy — Aug +aus =0 dans Q x (0,7,
Ug st — Aug +auy =0 dans Q x (0,7),

Uy =1ug =0 sur X =1 x(0,7),
u;(0) = ud, u;(0) =u} sur

(1.1.4)

ol « est un parameétre de couplage. Nous nous demandons ensuite s’il est
possible d’obtenir une inégalité d’observabilité de la forme suivante

/0 / |uy 4| Pddt > c(el(ul(())) + eg(ug(())), (1.1.5)

ol e;(u;(t)) est une certaine énergie de la composante correspondante de I'in-
connu.

Dans le cas de systémes d’équations aux dérivées partielles, plusieurs
notions d’observabilité (et par des arguments de dualité de contrdlabilité)
ont déja été considérés. Dans [69], [70], J. L. Lions introduit trois notions
d’observabilité : I'observabilité complete, partielle, et stmultanée.

L’ observabilité compléte consiste a observer chaque composante de 'inconnue
du vecteur d’état au temps initial. Plus précisement, pour le systéme (1.1.4),
I’observabilité compléte signifie :

T T
/ / ‘u’l}dedt —I—/ / |u'2{2dxdt > c<|u% 24 VUl + Jug)® + |V 2).
0 w 0 w

Cette inégalité est obtenue lorsque « est suffisamment petit.
L’ observabilité partielle consiste a observer seulement une seule composante



Observabilité et controlabilité exacte internes indirectes d’un
26 systéme hyperbolique faiblement couplé

de l'inconnue du vecteur d’état au temps initial aux bords, tandis que la
seconde composante au temps initial est égale a zéro. Plus précisement, pour
le systéme (1.1.4), cela signifie qu’on veut montrer une inégalité de la forme

T
/ / ‘u'l‘zdxdt > c<|u% 2+ |Vu(1)|2>.
0 w

L’ observabilité simultanée consiste a observer simultanément les deux com-
posantes composante de I'inconnue du vecteur d’état au temps initial. Plus
précisement, pour le systéme (1.1.4), cela signifie qu’on veut montrer une
inégalité de la forme

T
/ / |uf + u’Q‘dedt > c(\uﬂQ + [Vl ]? + |us|* + [ Vuy 2).
0 w

Dans [70] J.L. Lions a prouvé que des inégalités d’observabilité compléte et
simultanée peuvent étre obtenir lorsqu’on couple une équation des ondes avec
une équation de Petrowsky dans le cas d’'un parameétre de couplage suffisam-
ment petit. Il a utilisé la méthode des multiplicateurs pour aboutir a ses
résultats. Puis il a proposé la question suivante : a-t-on controlabilité exacte
pour un parametre de couplage quelconque ¢ V. Komornik, P. Loreti [55] ont
répondu positivement a cette question. Ils ont traité ’observabilité partielle
d’un systéme linéaire couplé d’'une équation des ondes et d’une équation de
Petrowsky. La preuve de leur résultat est basée sur un théoréme classique
d’Ingham sur les séries de Fourier non harmoniques.

Liée & la stabilisation indirecte (cf. Russell [99], Alabau [2]) une qua-
triéme notion d’observabilité a été introduite, celle d’observabilité indirecte.
Elle consiste & n’observer que certaines composantes du vecteur d’état et a
déduire une estimation de toutes les composantes du vecteur d’état au temps
initial. Dans [1] F. Alabau a considéré comme exemple celui de deux équa-
tions des ondes couplées (1.1.4) et elle a observé la norme dans L? de la trace
de la dérivée normale de uy sur 'y x]0, T'[. Plus précisement, elle a démontré
le résultat suivant :

Théoréme 1.1.1. [l existe @ > 0 tel que pour tout 0 < |a| < @, il existe
Ty = Ti() > 0 tel que pour tout T > Ty et tout U® = (ul,ui,ul,ul) € H =
(H§ () x LQ(Q)) , la solution (uq,us) de (1.1.4) vérifie

Ouy

1
dt = S (JullP+ Vel ) + 5 (-1 + 51?) . (1.1.6)
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ol c1 et co sont des constantes positives dépendant de T et . De plus, st la
solution de (1.1.4) vérifie

B
%:0 sur  T1x]0, 7|

alors on a uy = uy = 0 sur €.

Dans ce chapitre on s’intéresse au cas d’un contréle localement distri-
bué. On cherche des informations sur l'ensemble des données initiales en
n’observant sur w qu’une seule composante du vecteur inconnu. En utili-
sant la méthode des multiplicateurs par morceaux introduite par K. Liu [72]
et P. Martinez [82] et en montrant que les techniques introduites dans [1]
s’adaptent dans le cas de la controlabilité interne. On obtient alors le résul-
tat d’observabilité interne indirecte suivant :

Théoréme 1.1.2. [l existe o > 0 tel que pour tout 0 <| o |< o, il existe
To = To(a) > 0 tel que pour tout T > Ty et tout U® = (u?, ui,ud,ul) € H =
(H () x Lz(Q))Q, la solution (uq,us) de (1.1.4) vérifie

T
/0/\ul,tﬁdxdt>c(|u}2+|vug>|2+||u;y|§,_1m)+|ug2), (1.1.7)

ot ¢ est une constante positive dépendant de T' et o. De plus, si la solution
de (1.1.4) vérifie
uy =0 sur wx|0,T

alors on a up = us = 0 sur €.

A partir de estimation (1.1.7) et 4 1’aide de la méthode HUM de J.-L..
Lions ([69], [70]) on obtient par dualité des résultats de controlabilité exacte
partielle avec un controle localement distribué, n’agissant que sur 'une des
composantes de la solution. Alors on considére le systéme

Y — Ayp +aye =vl, dans Q x (0,7),
Yot — Ay +ayr =0 dans Q x (0,7,

y:(0) = y?, vi+(0) = yr sur
3 a / . Lo .
ou v = _t(ul) et 1, est la fonction caractéristique de w, et on prouve le

théoréme suivant
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Théoréme 1.1.3. [l existe o > 0 tel que pour tout 0 <| o |< o, il existe
To = To(a) > 0 tel que pour tout T > Ty et tout pour tout

YO = (4 uis 0, 92) € LA(Q) x HH(Q) x Hy(Q) x L*(Q),
il existe un controle interne
ve [H'Y(0,T; L4(Q))]
tel que la solution de systéme (1.4.80) vérifie

?JI(T> = yl,t(T> = y2(T) = yz,t(T) = 0.

Commentaire. On remarque que si « = 0, on ne peut pas obtenir I'in-
égalité (1.1.7). Dans ce cas, I’énergie partielle de la premiére composante de
la solution est conservée, et on obtient une estimation de la forme

T
/ / ur | *dzdt > c(|ui]® + [Vul)?), (1.1.9)
0 w

pour T suffisamment grand. Par suite, on n’a pas des informations sur la
deuxiéme composante de la solution. Donc on peut pas avoir un théoréme
d’unicité pour appliquer la méthode de HUM.

D’un autre coté, la stabilisation indirecte des systémes couplés a sus-
cité I'intérét de nombreux auteurs ces derniéres années. Les résultats les plus
récents dans cette direction sont ceux obtenus par F. Alabau [2]| et F. Alabau,
P. Cannarsa et V. Komornik [6] oi des estimations polynomiales ont été dé-
montrées pour quelques systémes hyperboliques linéaires faiblement couplés.
Ces résultats sont basés sur le théoréme suivant obtenu par F. Alabau 2]
(sous une forme moins générale) et F. Alabau, P. Cannarsa et V. Komornik

[6] :

Théoréme 1.1.4. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
continu e' A dans un espace de Hilbert H, D(A) son domaine et E € C(H,R")
une fonction donnée. Supposons que A est linéaire et qu’il existe un entier
m € N et une constante positive c tels que

T m
/ E(t)dt <c) E(0), VT >0, VU°eD(A™).
0

k=0

Alors pour tout entier n € N* et tout U° € D(A™)

/T (t_—S)n_lE(t)dt <A1 4+m)" ! %E (S), Y0<S<T
S (TL _ 1)| X e k 3 X X 4-
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A. Beyrath [22] a étendu ce théoréme aux plusieurs cas de systémes
d’équations faiblement couplées (couplage ondes-ondes, couplage Petrowsky-
Petrowsky). Elle a étudié la stabilisation indirecte interne par un seul feed-
back localement distribué. A. Guesmia [40] a étendu le théoréme 1.1.4 aussi
au cas de systémes non linéaires ou non dissipatifs et a donné deux applica-
tions & la stabilisation indirecte par un seul feedback non linéaire localement
distribué et dégénéré ainsi qu’a la stabilisation d’un systéme couplé de deux
équations des ondes générales.

Z. Lui, B. Rao [74] ont prouvé la stabilisation frontiére indirecte de systémes
d’équations faiblement couplées. Ils ont obtenu des estimations poélynomiales
par des méthodes spectrales en appliquant un théoréme caractérise la dé-
croissance polynomiale obtenu par Z. Lui, B. Rao dans [75].

P. Loreti, B. Rao [79] ont étudi¢ la stabilisation d’un systéme de deux équa-
tions linéaires, dont une seule équation est amortie par un controéle feedback.
Ils ont montré qu’un controle convenablement choisi peut compenser les par-
ties réelles des valeurs propres du systéme, et donc fournir le meilleur taux de
décroissance polynomiale de 1’énergie du systéme pour des données initiales
réguliéres.

V. Komornik, B.Rao [57] ont montré la stabilisation exponentielle d’un sys-
teme de deux équations des ondes couplées par un opérateur compact en
utilisant un résultat obtenu par J. S. Gibson [35].

J. Rauch, X. Zhang, E. Zuazua [97] ont étudié la décroissance polynomiale
d’un systéme couplé de type hyperbolique-parabolique. Ils ont étudié le com-
portement asymptotique en temps d’'un modeéle linéarisé d’interaction fluide-
structure. En composant le domaine (en espace) de deux parties dans les-
quelles I’évolution est gouvernée par 1’équation de la chaleur et ’équation
des ondes respectivement, avec des conditions de transmission a lI'interface.
Ils ont montré un résultat de décroissance polynomiale pour des solutions
réguliéres en supposant une condition de controle géométrique.

F. Ammar Khodja et A. Bader [13] ont étudié les problémes de stabilité d’un
systéme couplé de deux équations des ondes unidimensionnelles sous l'effet
d’un seul contréle interne ou au bord. Ils ont démontré que le controle in-
terne qui agit seulement sur une des équations ne donne pas une stabilité
exponentielle si les vitesses des propagation sont différentes. En plus ils ont
étudié la stabilité simultanée au bord du méme systéme.

Des autres auteurs ont étudié la stabilisation des sysémes couplés hyperbolique-
parabolique tels que thermoelasticité, thermoplates (voir [75], [29], [77], [68],
[63], [89], [24]). Pour ces systémes, 'objectif principal est de déterminer si la
dissipation induite par I’équation de la chaleur est suffisante pour stabiliser
de systéme obtenu par couplage a une équation de type hyperbolique. Dans
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|88] J. E. Munoz Rivera, M. G. Naso ont considéré un systéme thermoélas-

tique avec termes mémoire et ils ont établi la controlabilité exacte sous l'effet

des controles aux bords sur le déplacement et sur la température.

Des résultats d’observabilité frontiére de systémes couplés hyperbolique-parabolique
ont été obtenus dans [10] par P. Albano et D. Tataru. Ils ont obtenu certaines
estimations de Carleman avec poids sigulier pour I’équation de la chaleur et
I’équation des ondes, puis ils combinent les résultats pour obtenir une esti-
mation d’observabilité frontiére.

Concernant les systémes couplés de type hyperbolique-hyperbolique, plu-

sieurs résultats concernant la stabilisation et I'observabilité par deux forces
de controle ont été obtenus. Des résultats d’observabilité (respectivement
controlabilité) compléte et partielle pour des systémes de type hyperbolique-
hyperbolique ou hyperbolique-parabolique ont été traités dans [69], [70]. Ces
résultats supposent que le paramétre de couplage est suffisamment petit.
Ils ont été étendus dans [54] aux cas de paramétres de couplage arbitraires
(opérateurs de couplage bornés). Pour chaque référence, la méthode des mul-
tiplicateurs a été I'ingrédient principal pour I'obtention des estimations sou-
haitées.
Des résultats de Stabilité et d’observabilité pour des systémes hyperbolique-
hyperbolique par une seule force de controle ont été considérés récemment.
B. V. Kapitonov [48] et B. V. Kapitonov et J. S. Souza [49] ont considéré
des systémes de deux équations des ondes couplées par termes de vitesse et
de couplage non compact. Ils ont prouvé des résultats d’observabilité et de
stabilisation uniforme. Dans [67] des résultats d’observabilité (respectivement,
contrdlabilité) complétes ont été obtenues par I. Lasiecka et R. Triggiani pour
des systémes des équations hyperboliques couplées du second ordre contenant
des termes du premier ordre des inconnues originales et couplées. Ces résul-
tats sont basés sur les estimations de Carleman.

1.2 Formulation du probléme
On définit U'espace énergie H par
H = (Hy(Q) x *(Q)’

muni du produit scalaire usuel noté par ((., .)), i.e.

2

(W,0)=%" (/QVUZ-V@+/QU{@>

i=1
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pour U = (uq, vy, ug,v9) et U = (uy, U1, ug, U2) dans H. La norme associée est
notée par || . ||.
On définit un opérateur linéaire non borné A, : D(A,) C H — H par

AU = ( — vy, —Auy + g, —v9, —Aug + Ozul),

D(An) = ((H(@) N HY(@)) x HY(®)

Alors, on peut reformuler le probléme (1.1.4) sous forme d’une équation abs-
traite du premier ordre

(1.2.10)

U+ AU =0,
U(0)=U" € H.

Maintenant, pour tout U = (Ul,Ul,Ug,Ug), U = (ﬁl,ﬁl,ﬂQ,ﬂg) dans H, on
définit sur H la forme bilinéaire suivante :

(U,ﬁ)a: ((U,(j)) —l—oz/ﬂuzﬂl—l—oz/ﬂuﬁg.

On définit les énergies partielles associées a une solution U = (uq, uf, us, uj)
de (1.1.4) par

1
ei(t):5/{)(|ui7t|2+|Vui|2)dx i=1,2

et I’énergie totale :

E(U(t)) = e(t) + ea(t) + oz/ﬂulu2dx.

On définit aussi les énergies partielles affaiblies :

~ 1 .
éi(t) =5 (lwillfr o+ [ ) i=12
2 Q

et ’énergie totale affaiblie :

BU®) =a(t) + &) + a /Q V(A ) - V(A uy) de.

On remarque que

2B(U(1)) = [U()]2. (1.2.11)

Les résultats suivants sont donnés dans [1].
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Proposition 1.2.1. I existe g > 0 tel que pour tout 0 < || < v, il existe
deuz constantes c¢y(a) > 0 et co(a) > 0 tel que

c(Q)||U|? < (U, U)a < ca()||U1? VU € H. (1.2.12)
Alors, pour tout 0 < || < g Uapplication
U et — Ul = (U.0)}
définit une norme sur H qui est équivalente & la norme ||.||.

Démonstration. Soit U € H donné. On a alors
(V)= V1P| < 2ake( [ we)| < Jale U
0

ou Re désigne la partie réelle du nombre complexe ¢y est la constante de
Poincaré. D’ou I'estimation (1.2.12) désirée ou
1

0= ale)=(1- o%> et cala) = (1 + O%).

]

Proposition 1.2.2. Pour tout 0 < |a| < ap, — A, est un opérateur anti-
adjoint sur H. Par conséquent, pour tout 0 < |a| < ag lopérateur —A,
engendre un C° groupe unitaire Ty(t) = e 4= t € R sur ‘H. Alors pour
0 < la] < ag et pour U° € H, le probleme (1.2.10) posséde une unique
solution U € C([0,400); H). Si de plus, U® € D(AF) pour k € N*, alors la
solution est dans C*77 ([0, +00); D(A2)) pour j = 0,...,k. De plus, Uénergie
naturelle totale est conservée i.e. pour U’ € H, on a

B(U() = B(U(0) t>0,

et l’énergie affaiblie totale de la solution est conservée i.e. pour U° € H, on
a
E(U®) =E(U0) t=>0.

Démonstration. 11 est facile a vérifier que
(AU, U), = —(U,A0),, YU,U € D(Ay).

Alors D(AY) = D(A,) et AL = —A,. D’ou A, est anti-adjoint sur H. En
applicant le théoréme de Stone (voir [32]), on déduit que A, est le générateur
d’un C° groupe unitaire Ty(t) = exp(—tA,), t € R sur H.
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Alors, de la théorie classique de semi-groupe on conclut que (1.2.10) admet
une unique solution U € C([0, +00); H).

Le fait que le groupe Ty(t) t € R est unitaire assure que ’énergie naturelle
de toutes les solutions avec une donnée initiale sur H est conservée.

En multipliant (1.1.4); par (—A)'uy, et (1.1.4)5 par (—A) uy, il est facile
a vérifier que 1’énergie totale affaiblie de toutes les solutions avec une donnée
initiale sur sur D (A, ) est conservée. Par densité de D(A,) dans H, on conclut
que le méme résultat est vraie pour toute donnée initiale dans H. O

1.3 Reésultats d’observabilité

Dans ce paragraphe, on résume le résultat de ’observabilité indirecte
interne dans I’énoncé suivant.

Théoréme 1.3.1. 1] existe o €]0,ap) tel que pour tout 0 < |a| < oF, il
existe un temps Ty = To(a) > 0 tel que pour tout T > Ty et pour tout
U° = (uf,ui,ud,ud) € H, la solution (uy,us) de (1.1.4) satisfait

/0 /|u;\2< 4€)E(U(O)) (1.3.13)

Cl(

et
T
/ /yu3\2 > c(e1(0) + €2(0)). (1.3.14)
0 w
De plus, si la solution de (1.1.4) satisfait v} = 0 sur w x (0,7, alors on a
uy = ug = 0 dans Q x [0,T7.

Avant de commencer la démonstration du théoréme 1.3.1, précisons
quelques notations a l’aide des conditions géométriques introduites par E.
Zuazua [122], K. Liu [72] et P. Martinez |[83] concernant le cas d’un feedback
loclement distribué, qui seront largement utilisées dans la suite. On définit
alors les espaces w., par

we, ={z € Q; d(z,I1) <&} i=0,1

ol
0<eg<er et dz,Ty):= inf || — y|rwr,
yel

et on considére w tel que
W C wey Cwey Cw.

La démonstration de l'inégalité directe (1.3.13) sera fait directement.
En revanche, pour la démonstration de 'inégalité inverse (1.3.14) plusieurs
lemmes seront nécessaires.
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Lemme 1.3.1. Pour tout 0 < |a| < aqg et pour tout U € H, la solution
U(t) = exp(—tAn)U® = (uy, u), ug,ub) de (1.1.4) satisfait

o [ [wtarsa [ [ o) +am) -

+71(€2(0) + €x(T)) Vv > 0.

Démonstration. On procéde comme dans [1] . Comme D(A,) est dense dans
H et |Ut)||o = [|[U%|o pour tout ¢ > 0, il nous suffit de démontrer 'inéga-
lite (1.3.14) pour U° € D(A,). Alors, soit U° € D(A,) donné. Multiplions
(1.1.4); par uy et (1.1.4)y par uy, puis intégrons sur [0,7] x € et faisant la
différence de deux équations obtenues, on obtient alors

T
/ /(ulvtt — Auy + aug)ug — (ugy — Aug + aug)uy = 0.
o Ja
Alors
T
/ / (wr,0us — us tn — Auguy — Ausuy + afus|® + afui|?) =
o Ja

En intégrant les deux premiers termes par parties on obtient

T T r T
a/ /]u2|2 :a/ /|u1|2+[/u1u’2dx—/ u’1u2dx] +/ /(AU1U2+AU2U1).
0o Ja o Ja Q Q 0 Jo Ja

De méme, en intégrant par parties les deux derniers termes du second membre
on obtient

T T T
a/ /|U2|2 :a/ /|u1|2+ [/ulugd:ﬂ—/u’lugdz} . (1.3.16)
0 Jo 0 Ja Q Q 0

L’inégalité de Cauchy-Shwartz nous donne

/ulugdx = /ul.(—A)1/2(—A) V2 da
0 0
— /(—A)l/Qul(—A) 1/2 ,d:L‘
0

S </Q‘(— 1/2 /| 1/2, )/2.
- (/QWIZ)l ety -+
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En utilisant I'inégalité d’Young maintenant, on obtient

J v ol
/u1u2dx < 2TH V1 > 0.
Q 27

D’un autre coté, on a

/ P / ol
/ulu dr <

V’Yl > 0.
Par suite
1 ~
‘(/ Uy updr — / u’lugd:c> (t)‘ < —eq(t) +mex(t) Yy >0, (1.3.17)
Q Q 2!

En utilisant (1.3.17) dans (1.3.16), on obtient 'estimation désirée (1.3.15).
[

Lemme 1.3.2. Soit
ap = min(ag, /¢o)- (1.3.18)

Alors pour tout 0 < |a| < ay, et pour tout U € H, la solution U(t) =
exp(—tA,)U° de (1.1.4) vérifie les estimations suivantes :

61(T> + 61(0) < K1 (61(0) +g2<0)) + %/ﬂ /Q (‘u/1|2 + ‘u1’2)dt,

(1.3.19)
BT+ 2(0) < T (@(0) + 2(0))
(1.3.20)
b [+
1/2 / 5 &
[ o oo +a0)
(1.3.21)
Ks g 112 2
+T\/_2/ /(|u1\ +|U1‘ )dt
[ [ < e+ 200)
(1.3.22)

(1_04\/0_0) 0o Ja
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Démonstration. On procéde comme dans [1]. Il suffit de démontrer toutes les
inégalités ci-dessus pour UY € D(A,) car D(A,) est dense dans H.
On commence par la démonstration de l'inégalité (1.3.21). On multiplie
(1.1.4)5 par (—A)"luy et on intégre sur [0, 7] x , on obtient alors

T T T
/ /|(—A)_1u'2|2dt:/ /|uQ|2+a/ /ul(—A)_lqu:Edt
o Jo o Jo 0o Jo

+[/Q(—A)_UQU'Q(—A)_UQuzd:E}:

(1.3.23)
En utilisant l'inégalité de Young dans les deux derniers termes de 1’égalité
(1.3.23), on obtient

[ [i-ar e < /‘/Wﬁ AT Y NS
o (18Pl @) + [ 1-8) P k0)
([ Pep@ + [ -8 ko).

D’aprés l'inégalité de Poincaré, (1.3.24) nous donne

'(ATKJ«- g < (14 20) / [t + / JA
) /W o )+7%[]wﬁav

\ /‘ P (0)>+7c0/g|u2|2(o>).

1
Ainsi en choisissant ¥ = —— on obtient

Vo

g —1.72 O‘CO 2
; |(_A) u2’ dt < 1 + ‘u2| |u1| 1 3.26)

+\/5(’52 (T) + 62(0

(1.3.24)

(1.3.25)
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Alors en utilisant (1.3.15) dans (1.3.26), on obtient

//| ub|?dt < KQ/ /|u1]2dt+K—%(el(T)+el(O))

+( “%+¢—))( 2(T) +8,(0)) ¥y > 0.

(1.3.27)

Maintenant, on va estimer le terme ex(7") + é3(0).
On sait que

~ 1
a0 = (1l + [ k)

([ 1+ [ o)

e, (t) = / Uy dx +/(—A)_1/2u'2’(—A) V2! de,
Q Q
et d’aprés la deuxiéme équation de (1.1.4) on obtient
() = —a [ (~8) uy(=8) Vi,
Q

Intégrons la derniére égalité sur [0, 7], on obtient en utilsant l'inégalité de
Young

& (T) + €,(0) = 2&,(0 —a/ / 2 (=AUl da

< 26,(0 //] )V 2 Pdt + — //\ ) V2 2 dt.

l\D

l\DI»—t

Alors on a

(1.3.28)
En combinant (1.3.28) avec (1.3.27), on obtient
K
(1 _ 04\2/5 121/71)< (T) + 62 )
<2€2(0)+ 2 K9+CQ / /|U1‘ dt+—(€1( )+61(0))
(1.3.29)

En prenant vy, = (K1)~ ! dans la derniére inégalité on conclut

42,5 (0 K T
() T Vi |uy [2dt
L-aye 1-aye o (1.3.30)

K3
—I—m (61 (T) +ex (O))

e(T) +e2(0) <
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L’insertion de (1.3.30) dans (1.3.26) et (1.3.15) pour 73 = 1 nous donne

K14 2
(=) thg—/ /|u1\ dt
/ / i L=ava Jo Ja (1.3.31)

15 K ~
w——w(“(mel”” "t aym

aK
/ / g Pt < T / g ?
(1.3.32)

ﬁ;i/c_o( (T) + 61(0)) + ﬁ.jg\/c—()?Q(O)-

Maintenant, on va estimer e (7T") + e1(0).
On a

et

el (t) :/u'{u'ldw—i—/(—A)l/Qu( A2 da,
0 0

alors d’aprés la premiére équation de (1.1.4) on obtient

ei(t) = —a/ ugudx.
0

En intégrant sur [0, 7], on obtient

e1(T) + e1(0) = 2e4(0) — a/ / uguydadt

0451
< 2e,(0 251/ /|u1| it + / /|u2| dt.

L’insertion de (1.3.32) dans (1.3.33) implique

<1_ (18_1[25/—)>( 1(T) + €1(0)) < 261(0) +%1/0T/Q|uf1|2dt
f‘fﬁf}/ /|u1|2 Klgg\l/_o)a(()).

1 — ay/cg
Choisissons ¢; = ; dans (1.3.34), on obtient alors
18

(1.3.33)

(1.3.34)

KQQO[ / 2
K
1—oz\/c_0 ] + [ *) 4+ K21€5(0).

D’ou la démostration de lestimation (1.3.19). En insérant (1.3.19) dans
(1.3.30), (1.3.31) et (1.3.32) respectivement, on conclut (1.3.20), (1.3.21) et
(1.3.22). 0

e1(T) + e1(0) < 4e4(0)
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Lemme 1.3.3. Soit

s = min(ay, (2¢/c0) 1), (1.3.35)

ot oy est donnée dans (1.3.18). Alors pour tout 0 < |a| < ag et pour tout
U° € H, la solution U(t) = exp(—tA,)U° de (1.1.4) vérifie

Démonstration. On procéde comme dans [1]. On a

el (t) = —a/ ugud,
Q

alors, en intégrant sur [0, 7], on obtient

T T
/ el(t)dt:Tel(O)—a/ (T—t)/ugu/ldxdt
T T ("
> Te,(0) - 2 / e = 25 [ sz >0
272 2 Jo

En utilisant (1.3.22) dans (1.3.37), on obtient

()dt T( 17—25\/—)> e(0) =T (17—2§i/—)~()

/|1\2 sz e [ ).
(1.3.38)

1 — a/c
Alors la choix vy = ; dans (1.3.38) nous donne
7

OéTKQg T

PE—— t)dt.
1—ava Jo ei(t)

/0 e (t)dt > %(61(0) —&(0)) -

. 1
Comme 0 < |a] < ay et grace a notre choix de ap, ona l < ———— < 2,

(L~ ave)

donc on déduit

~

2 max(1, Ky;)(1 + aT)/O e (Bt > (e2(0) — 2(0)

D’ou l'estimation (1.3.36) désirée avec une nouvelle constante Koy O
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Corollaire 1.3.1. 1] eziste a3 € (0, a2) tel que pour tout 0 < |a| < as et
pour tout U° € H, la solution U(t) = exp(—tA,)U° de (1.1.4) satisfait

/OT (er(t) +2a(t)) > %( 1(0) +&(0)), (1.3.39)
0t 0y = min(1, Clo). De plus, on a
e1(T) +e1(0) < Ki(e1(0) + €2(0)) + Kogar /OT e(t), (1.3.40)
/OT/Q |us|? < 2%(61(0) +2,(0)) + Kosor /OT er(t), (1.3.41)
/OT 2(t) < 2%(61(0) +65(0)) + Korax /OT ex(t). (1.3.42)

Démonstration. On procéde comme dans [1]. A 'aide de I'inégalité de Poin-
caré, on peut facilement voir que

/0 (ex(t) + &(t)) 252/0 (e1(t) +ex(t)). (1.3.43)

D’autre part, on a

BU®) =& (1) + &) +a / V(A ) - V(A ) de.
Q
En utilisant I'inégalité du Poincaré, on obtient

IE— (&,(t) + &) = a/ V(A uy) - V(A up)da
Q
OCHV(A_lul)HLQ(Q)HV(A_l?LQ)“LQ(Q)
al [ (=A) 2 (=A) ") L2y | (= A) 2 ((=A) " u) || L2
al|(=A) 7 2u || 20y | (= A) T Pus | r2q)

«

—(u(—m—wulu; PHI2) 0 g

2 /(u+/u

>+€2

INCININ N

N

N

aco(e

En intégrant sur [0, 7] et comme E est conservée, on déduit

/0 B(t) = —L—B(0) > T2 &, (0)+2,(0)).

1"—0400 1"—0400

/0 @ (0)12(t) >

1+CYCQ
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En utilisant cette inégalité dans (1.3.43) et en choisissant ag € (0, ay) tel que
pour tout a € (0, a3)

1— acCy 1

14+ acy — 2’
on obtient (1.3.39). De plus, d’aprés la définition de e, i.e.

- 1

at)i= 5 [ (ol + 19 uaf).

De (1.3.21) et (1.3.22) on déduit

r K.
[ a0 < =+ o+ 2 [l k)
(1.3.44)
On obtient les estimations (1.3.41), (1.3.42) et (1.3.43) facilement a partir
les estimations correspondants (1.3.19), (1.3.22) et (1.3.44). O

Maintenant, on va énoncer deux lemmes clés qui seront les outils princi-
pals pour la démonstration de notre inégalité d’observabilité inverse (1.3.14)
du théoreme 1.3.1.

0
Dans la suite, "Supp f" désigne le support de la fonction f et J, désigne o
v

Lemme 1.3.4. Prenons le méme g du lemme 1.8.1. Pour tout 0 < |a| < ap
et pour tout U° € H, la solution U(t) = exp(—tA,)U° de (1.1.4) salisfait les
deux inéqgalités suivantes

. //w Vus]? < // |u1\2+01// u?

+a/ / Jug|* + co(e1(0) + e (T)),

// T A A= A
/ /!U2|2+&03/ /Iul\ + Cy(er(0) + e (T)) V6 >0,

(1.3.46)

ou C1, Cy, Cy et Cy sont des constantes positives indpendantes de T, « et

U,

(1.3.45)
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Démonstration. On commence d’abord la preuve de l'inégalité (1.3.45).
Comme Q \ w., Nwz, = 0, on peut construire une fonction & de classe C* qui
ait les propriétés suivantes

1 Sur  we,,
0 sur Q\ we,, (1.3.47)
0<ELT sur Q.

En multipliant la premiére équation de (1.1.4) par Euq, en intégrant sur
[0, 7] x Q et en utilisant 1'égalité

2
Vs - V(€u) = €|V |2 + VE - v(%),

nous obtenons

g /12 2 Aé- 2 , T
/ /(_f‘uﬂ + &V _7‘7«51’ +Oé5u1u2)dxdt—|— [/ulful] =0.
0o Jo 0 0

Comme Supp & C we,, on conclut

¢ T T
| wup< [ [ avap
0 we 0 Q
T A T
:/ /(§|u'1|2+7§|u1\2—a§u1u2)d:pdt— [/u'lful]
0 Q Q 0

T T
<c5// (IU'1!2+\U1!2)+042// us? + o (e1(0) + ex(T)).
\ 0 Weq 0 Weq

Maintenant on va démontrer la deuxiéme inégalité (1.3.46). Pour cela, on
adapte une méthode des multiplicateurs introduite par F. Conrad et B. Rao
[28]. Comme 2\ wN@;, = 0, on peut donc construire une fonction ¢ de classe
C* qui ait les propriétés suivantes

1 SUT  Wey,
(=40 sur 9\ w, (1.3.48)
0<ELT sur Q.

Soit t fixé. On considére Z une solution du probléme elliptique suivant :

(1.3.49)

—AZ =((x)u; dans €,
Z =0 dans 0f).
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On multiplie la premiére équation de (1.3.49) par Z pour en déduire qu’il
existe Cg > 0 tel que

/|VZ|2 < Oﬁ/g|u1|2 §06/|u1|2. (1.3.50)
Q Q w

Donc I'inégalité de Poincaré nous donne

/’ZP < C'7/C|U1|2 < C’7/|U1’27 (1.3.51)
Q Q w

avec C7 = ¢yCg. D’autre part, en dérivant par rapport a ¢, on voit que Z’ est
une solution du probléme :

—AZ'=((z)u} dans €,
Z'=0 dans 09.

/|Z’|2 < 07/ |} |2 (1.3.53)
Q w

Ensuite on multiplie la premiére équation de (1.1.4) par Z et on intégre sur
[0, 7] x €2, on obtient donc

T T
/ /(—u’lZ' —wmAZ + ousZ) + [/ u’lZ}o =0. (1.3.54)

Alors en insérant (1.3.49); dans (1.3.54),

// A7+ (| + ausZ) + [/ Z} ~0. (1.3.55)

Donc l'inégalité de Young implique

[ /cw o[ [ S [ [izpea [ [

/|Z|2+09(61( )‘|‘61(T)) Vo > 0.

(1.3.52)

On en déduit que

2 0
Ensuite (1.3.51) et (1.3.53) impliquent

L e fo
/ /I WP+ / /|u’1|2+%/0T/Q|u2|2 (1.3.56)

C
Oé 7/ /]ul\ +Cg 61 )+€1(T)) Vo > 0.
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Maintenant on retourne a la preuve du théoréme 1.3.1. D’abord, on va
démontrer I'inégalité directe (1.3.13). En utilisant (1.2.12), on obtient

_ lv®l® ) _ 2 2
Zl(t) + e2<t) - 2 S 01<Oé) HU(t)Ha - Cl(a)E(U<t>) - 01(04>E(U<0>)’

' uf?] < ' uf?| < 2 Tq(t)é L pww).
0 Juw 0o Ja 0 c1(a)

La démonstration de 'inégalité inverse (1.3.14) requiert plusieurs étapes.

FEtape 1. On multiplie la premiére équation de (1.1.4) par

m

m.Vu, = Z(xj — 20)0;uq,

J=1

et on intégre par parties sur [0, 7] x €. On obtient alors (cf. [50] p.20)

T
/ /(u'{ — Auy + aug)m.Vuy = 0. (1.3.57)
0o Jo

/ /au2m Vu, = ulm V / / —uim.Vuy — Auym. Vul)

= [/ulm Vul} ——/ /mV u))? + Vu V(m.Vu)
0
T
—/ /8,,u1m.Vu1
o Jro e
= [/u'lm.Vul} +—/ (m.v)(u / / (div m)(
Q. 0 2Jg r

:[/u’lmVul //ml/ u))? //dlvm

Donc

3,7=1

- | /Q dhm V] 43 / / (m)(wh)® = [V [?) + 5 / /Q<divm><<

—|—Z 0;my;)(Oyuq)(Ouy) — / /8u1mVu1

\ i,7=1

//Z@mj )(Oiur)(0jur) + //Zm] ((Osuy)? —/ /aulmVul
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Ensuite on a

/ / 8u1mVu1+1(mV)(u1) ——!VU1|)

- [/ulm wl / / (div m)((u})* = [Vui]?) (1.3.59)

/ /au2mVu1+Z 0;m;)(Oiuy)(Ouy).

\ i,7=1

La troisiéme équation de (1.1.4) implique v} = 0 et Vuy = (0,uq)v sur I'. Et
0ym; = 0;; et div. m = n. On conclut de (1.3.59) alors

/ /my|8 u = [/ulm.Vul / / N)|Vua|?

ausm.Vuy.

0 Q
(1.3.60)

D’un autre coté, multiplions la premiére équation de (1.1.4) par u; et inté-
grons par parties sur [0, 7] x 2. On obtient

T
/ /(u/{ — Auy + aug)uy = 0. (1.3.61)
o Ja

Donc

[/Qulul / /|u1‘ +/ / Vs |* + auguy ) = 0. (1.3.62)

Posons
N -1

Mu, :=m-Vu; + 5

Uy.

Alors on déduit de (1.3.60) et (1.3.62) que

1 /T T T T
—/ m - v|0,u | :/ el(t)dt+a/ /uzMu1+ [/u'lMul} :
2Jo Jr 0 0o Ja Q 0

(1.3.63)
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Maintenant, la formule de Green (cf. [50], p.38) nous donne

[ = [lmvup = [ (S w (V= .V
= [ (S v )
- & )/< A+ [ S

[ D

1
Q

On conclut donc que pour tout ¢t > 0 on a

/|Mu1|2 < R/|Vu1|2. (1.3.64)
Q Q

(On rappelle que R = sup|m(z)]).
z€eQ
De (1.3.63) on déduit (cf. [50], p.38)

idtn| < ([ il My
Q Q) Q
1/2 1/2
< ([rap) " ( fmvup)
Q Q
B [
< = [ |ui]f+ == [ |m-Vu|
2 Ql 1 ToR g !
R
5 [ (P +vuf).
Q

Alors d’aprés la définition de 1’énergie partielle e; on obtient I'inégalité sui-
vante

VAN

/|u1Mu1| Rey (t) vt > 0. (1.3.65)

De la définition de I'y et I'; on voit que

T T T
m.v|du|? = / m.v |0, | —|—/ m.v|0,uy|?
A /I:‘ Y 0 Y 0 Iy Y

I
Ogo

T
< / m.v|0,u; %
o Jrn,



1.3 Résultats d’observabilité 47

Alors, en utilisant l'inégalité de Poincaré dans (1.3.63), puis en insérant
(1.3.64) et (1.3.65) dans I'inégalité résultante on obtient

R T
5[ fianrs [ion 22 [ [l 2 [
T4 2y Jo Ja

—R(e1(0) + e (T)) Vv >0.
(1.3.66)

Etape 2. Dans cette étape, on prend la fonction h € CH(Q;RY) telle que
h-v=1 sur I'y, h-v>0 sur I'y\ et supph Cw.

Lexistence de h a été démontré par J.L. Lions [69]. Alors, multiplions la
premiére équation de (1.1.4) par h - Vuy, puis intégrons sur [0, 7] x Q. On
obtient 1’équation suivante en répétant les mémes arguments pour obtenir
(1.3.59) mais en remplacant m par h.

//8u1hVu1+ (hz/)|u1|2——|Vu1|)

= [/ulh Vu1 / / (div h)( — [V |?) (1.3.67)

//OéUQhVU1+Z (Oih)(Oiur) (Ojuq).

2,7=1

Donc

( T div h
/0/91; (|} ? = [Vus[?) //Z(‘)h )(Osuq)(Ouy)

1,7=1

T T
0 Q Q 0
1 [T ,_ 17 )
=35 h'y|auu1| 2_ h-l/|(9uu1| .
2 0 r 2 0 r,

Comme h est de classe C!, alors il existe une constante positive ¢ tel que

|h(z) Z|6h )< en, Vo € Q.

2,7=1

Ensuite, d’aprés 'inégalité de Young et le fait que et supph C w C w,, on a

1 T T

s [ [ k<a [ e v

0o Jr 0 Jurg (1.3.69)
vt [ [+ en(er(0) + ea(m),

0 Q
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o Oy est une constante indépendante de T', o et U°.
Par conséquent, en combinant (1.3.66) et (1.3.69), on conclut

/0e1<>dt——cw+a //1212 //rw — Cio(e2(0) + 1 (1))
@R/'/ (1P + [Var?) ¥y >0,

(1.3.70)
ou CIO =R+ ChR.
Ensuite, en insérant (1.3.45) dans (1.3.70) on obtient

T T
/ dp_—/ /w1P ——+—J+%&ﬂ/L/MF
0 T o Ja
—Ch1(e1(0) + (7)) < 012/ / i |* + 013/ / lus> vy >0,
0 Weq 0 We

(1.3.71)
ol 011 = 011 + ¢o, 012 = 209R et 013 = Olch.
Notre probléme maintenant est la constante Ci3. Il n’est pas suffisamment pe-

tite et indépendante de a. Mais on peut dépasser cette difficulté en reportant
(1.3.46) dans (1.3.71), d’on

( T T T
e(t)dt — uy|” — — Vu
| awa==2 [ [ap =32 [ [ val

—C’aa/O /Q|U2‘ — 014(61(0) +€1(T)) (1372)

—06015/ /’ul‘ < Ci(1+ < / /\u1\2 Vy,6 >0,
\

C13C;5
2

v

ou Cp, = R(= et

C
+ 2 + Coar + 713)7 Cyy = Cpu(l+Cy), C5 =

016 = Imax (012 + 01?2’02)
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En insérant (1.3.15) dans (1.3.72), on obtient

¢ T T T
0135/ / 17 Ra/ / ?

el (t)dt — U |©— — Vu

/0 1(t) > ), Q| 1l 2>, Q! 1]

Gy [ [P = (C2 @O +a®) gz

_Capﬂ/l (52(0) + 62( )) Clg 1 + = / / ]u1|2
L Vv, 11 et 0 > 0,

ol Ola77 = 015 + OOM/.
En utilisant les estimations (1.3.19) et (1.3.20) dans (1.3.73), on obtient

( T C(S T , T . Ra T
[ atae =2 [ [ip = Conya [ [up =32 [ [ 19w
0 o Ja 0 Jo 7 Jo Ja
T
~Crapa [ [l = Cuany(20) + 20) < i+ 3 [ [ i
0

\ Vv, 71 et 6 >0,
(1.3.74)
ol
C, Ko Canm1 Ky
Cramm = (222 4 C a
taan = ( " ) 1 — apy/co " (1 = apy/co)?’
OQa,’y,'yl = Ola,’y + Cla/y,'yl
et

Ca Ca ’YlKg
C = (X2 L O Ky + —=2 =
3a,y,71 ( - 14) 1 1— O-/O\/C_O

Q@
Pour o, — et ¢ suffisamment petits, I'inégalité de Poincaré et la définition de

f)/
e1(t) conduisent (1.3.74) a

(1= Cirla+ % +5) /0 e1(#)dt — Ciser (0) — Cro®(0)

1 T /12
< Cie(1+ 5) |uy |7,
0 w

(1.3.75)
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Maintenant, soit € > 0 un arbitrair positif fixe dans (0,&*), ou €* est choisi
suffisamment petit. Alors (1.3.75) implique

(1-¢) /OT el(t)dt+€/0T(el(t)+€2(t))dt—€/0T€2(t)dt

(1.3.76)
—C1ge1(0) — Cigea(0) < Oy /OT/ Juf 7,
En utilisant (1.3.39) et (1.3.42) dans (1.3.76), on obtient
(120/ / WP (- 5021)/ (t )dt+552TTel(0)
(1.3.77)
Oy JO: a e1(0) + [5527T — Oy + O‘}EQ(O).

1
On pose gy = o et on suppose que 0 < e* < g, et on insére (1.3.36) dans
21

T
(1.3.77) pour éliminer le terme / e1(t)dt, on obtient de (1.3.77) alors
0

T
a,T e+« 6T
20/0 /‘uﬂQ} (1—1—104T_022 a ) (O)+€2761<0>

(1.3.78)
a et aj-
+|:(a/2_1+aT)T_022 o ]62(0),
1—
oﬂa1:%K22>Oeta2:g—52>O.

On remarque que le coefficient de €;(0) dans (1.3.78) est strictement positif.
Pour compléter la preuve du théoréme, il nous reste a démontrer que les
coefficients de e1(0) et e3(0) qui dépendent seulement de T, « et € sont
positifs pour T' suffisamment grand, « et £* suffisamment petits.

On pose

Ty =Ti(a) = (2 —1)a™!

a2
alors
Ti(a) — +o0, lorsque ¢ ou o — 0.
a1

> 0
) ] 1+aT )
Maintenant on désigne par (), le polynéme du second ordre en 7" défini par

Donc, pour T > Ti(«) on a as —

5—|—a

QQ(T) = OéCLQT2 + [CLQ — a; — 022(6 + a)}T 022
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Ce polynome a deux racines. De plus, on remarque que le coefficient de T
dans ce polyndome est négatif pour ¢ suffisamment petit indépendamment de
a. Alors ce polynéme a deux racines de signes contraires. On désigne par
T, () la racine négative et T, () la racine positive. On remarque que pour
Ty (o) > Ty () car Q, peut s’écrire sous la forme

ao(T —Ti ()T Cyle+ o) +aT)

(o = 1+ aTi(«) a

Donc pour T' > Ty () le coefficient de ¢;(0) est positif. Il est donné par

a2a(T — T ()T - Ty (o))
1+ aT )

Il nous reste a voir si le coefficient de e;(0) dans (1.3.78) sera positif. Ce
coefficient sera positif pour suffisamment grand 7' si a; — Cy(e + «) peut
étre positif pour suffisamment petits € et o . C’est facile & réaliser en prenant
a* < K9(2C5%) 7! et en choisissant &* = min(gg, 1) ol
. Koy — 2C%0a*

205 + KpCo

Maintenant, pour a € (0,a*) et € € (0,£*) on pose

022(5 + CY)
a] — 022(8 + O./)

€1

> 0.

T3 = T3(Oé) =

On remarque que T3 = T3(«) est tel que
022(€ + Oé) - CL1T3
o 1+ aly’
le coefficient de e;(0) dans (1.3.78) est donné par

[ CL1(T — T3<Oé))
(11 aD)(1 + aTs(a))

et il est positif pour T' > T3(«a). Utilisons les expressions ci-dessus des coef-
ficients de €2(0) et €;(0) dans (1.3.78), on obtient l'inégalité d’observabilité
suivante avec des coefficients positifs pour 7' > max (T, (o), T3(c)) :

020/0 /U‘ull’Q z [(1+a;(TT)(_1f((xaT)z(a))]el(o)

(1.3.79)
a(T =T (a)(T = Ty (@)
1+ aT

]52(0).

D’ou la démonstration compléte du théoréme 1.3.1.

+ |:Oéa2
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1.4 Controlabilité exacte interne indirecte

Cette étude est guidée par la méthode d’unicité hilbertienne, H.U.M, in-
troduite par J.L. Lions dans |69].

On considére le systéme suivant :
Y1 — Ay + ays = vl, dans Qx (0,7),
Youe — Ay +ayy =0 dans Q x (0,7),
1 =y2=0 sur X =1Ix(0,7),
yi(0) =9, yi.(0) =y} sur Q,

(1.4.80)

0 : i
ol v = —(u)) et 1, est la fonction caractéristique de w.

La solution de (1.4.80) peut se définir par la méthode de transposition (cf.
J.L. Lions et E. Magenes [71]) qu’on va la détallier dans la preuve du théo-
réme 1.4.1.

On se pose alors le probléme de controlabilité exacte indirecte suivant :
étant donné T > 0 (suffisamment grand) et des données initiales Y =
(Yo, Y1, 20, 21), existe-t-il un contréle v qui raméne la solution de (1.4.80)
a Véquilibre au temps T, i.e. y1(T) = 114(T) = y2(T) = you(T) = 07 En
appliquant la méthode HUM de Lions, on montre le résultat suivant :

Théoréme 1.4.1. Pour tout 0 < |o| < o, pour T > Ty ou o* et Ty sont
donnés dans le théoréeme 1.5.1 et pour tout

Y= (o y1 e, 92) € LP(Q) x HH(Q) x Hy(Q) x L*(Q),
il existe un controle interne
ve [HY0,T; L))
tel que la solution du systéeme (1.4.80) vérifie
Y1(T) = y14(T) = ya(T) = y24(T) = 0.

Avant commencer la preuve du théoréme, on a besoin les deux lemmes
suivants.

Lemme 1.4.1. (Inégalité de Gronwall). Soit ¢ une fonction scalaire conti-
nue telle que

t
o) <+ [ ols)ds
to
pour tout t € [to,t1[, ot v1, Yo sont des constantes positives. Alors on a

B(t) < e
pour tout t € [tg,ty].
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Lemme 1.4.2. Soient (f1, f2) € L*(0,T; L2(Q)) t(02,0}) € (H)(Q) x
LQ(Q))2) i=1,2. Alors le systéeme

Ql,tt — Agl + OJQQ = f1 dans ) x (O, T),
Oot — Ay + by = fo dans Q x (0,7),
01 =0,=0 sur X =1 x(0,7),
0;(0) =46, 6,,(0)=0 sur Q, i=1,2

(1.4.81)

admet une unique solution (01,0, 0,,0%) dans C(O,T; H). De plus, on a

e(01(6)) + e(62(1)) < o (e(89) + e(68) + | Al

(orz@)  (1.4.89)
+[| fol? -
o (

0,T5L2(2))
ou k est une contante dépandant de o et de la constante de Poincaré cg.

Démonstration. On pose X (t) = (61(t),0(t), 02(t), 05(t)).
Le probléme (1.4.81) peut se reformuler sous la forme de

X(t) + A X(8) = f(1),
{ X(0)— X0 e . (1.4.83)

ot f(t) = (0, f1(1),0, fa(t)).

D’aprés la proposition 1.2.2, — A, est anti-adjoint, alors d’aprés le théoréme
de Stone —A, est le générateur d’un C%-groupe unitaire sur H. Par consé-
quent, un théoréme classique de semigroupe pour un probléme non homogeéne
montre que le probléme (1.4.83) admet une unique solution X € C! (0, T H).
Maintenant, on va démontrer (1.4.82). On multiplie la premiére équation de
(1.4.81) par 0] et la deuxiéme équation par 65, on obtient

e(01(t)) + e(Ba(t) +a//92 VA ds+oz//¢91 VL (s
//ﬁ )64 (s //fz )63(s) = e(69) + e(69)

pour tout ¢ € [0, 7.

(1.4.84)

Donc en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité de Young, on
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obtient

e(61(1)) + e(02(1)) < e(BY) + e(63)

+a/0t {(/Qeg(s)dx)m(/gg%)

VT s S
/ / f2(s)dxds + = / / 02 (s)dxds

\ % /Ot/Qfg@)df’f’dH%/Ot/QG’i(s)dxds vt e (0,77

En appliquant 'inégalité de Young de nouveau, (1.4.85) implique

/

C(01(1)) + e(6a(t) < Wﬂd%+a//m 1]

e s [ o
Al s oo wewn

Ensuite, de I'inégalité de Poincaré et de la défintion de e; et ey, (1.4.86)
implique

e(01()) + e(Bx(t)) < e(69) + e(6) + 1 (a) /0 e(61(5)) + Bal) /0 e(0(5))

1
A ) T 31 vt € [0,7],

0.TL2(2)) 2 (01:L2(2)) s

Donc
e(01(1)) + e(0(1)) < e(6}) + e(0) + —||f1|!§2(OTH1

1 2
t o 3l
+ max{er (@), ex(a)} /0 (c(62() + e(62(s)) ) s

2 (0,15HL (@)

(1.4.88)
pour tout ¢ € [0, 7.
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Alors en appliquant I'inégalité de Gronwall, (1.4.88) nous donne

e(61(1)) + e(ba(t ))

1
0 0 - 2 - 2 (max{ci1(a),c2(a)}T)
[ (61) +e(62) Hfl”LQ(O,T;LQ(Q)) i 2Hf2”L2(O,T;L2(Q) ]e
(1.4.89)
pour tout ¢ € [0, 7). D’ou la preuve de (1.4.82). O

Maintenant, on retourne a la preuve du théoréme 1.4.1. On va appliquer
la méthode de HUM. On résoud d’abord, le probléme homogéne

U — Aug + oy =0 dans Q x (0,7),
Uzt — Aug + g =0 dans 2 x (0,7),

up =uy =0 sur X =1 x(0,7),
uw;(0) =u?, ;i (0) =u; sur Q,

(1.4.90)

ot (uf,ul,uy,ul) € (D(Q))4. La proposition 1.2.2 affirme que ce probléme

est bien posé.
Puis on résoud le probléme rétrograde suivant

0
tht - Awl + Oéwz = a(ull)lw dans € x (O,T),

Your — Athy + arhy = 0 dans Q x (0,7), (1.4.91)
P — sur L =T x(0,7),

Vi(T)=4;+(T)=0 i=1,2 dans Q.

0
On note que la dérivée &(u’l)lw n’est pas prise au sens des distributions mais

au sens de la dualité entre H'(0,T; L*(Q2)) et son dual [H'(0,T; L*(Q2))]', i.e.
de sorte que

<§t / /ulz’dxdt Vz € HY(0,T; L*(Q)).

La solution W = (1, 9], 19, ¥}) du sytéme (1.4.91) est définie par la méthode
de transposition. En effet, on doit vérifier que (i1, 2) est une solution de

/ / wlfl—f-%fz)diﬁdt—i‘/ (wl( )01 + 102(0)05 — ¥ (0)67 — (0 )Go)dxdt

/ / uy 0y dxdt

(1.4.92)
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pour tout
2
(69,01, /109,03, f>) € [HY(Q) x L2(Q) x L'(0,T: 13())]

ou (6y,6s) est la solution du probléme (1.4.81).
T
(Noter que l'intégrale / / <¢1f1 +¢2f2>dxdt doit étre interprétée au sens
0o Ja
de la dualité entre L>(0,T; L*(Q)) et L*(0,T; L*(Q))).
Maintenant, on pose

~ 2
Xo = (69,00, £1.08,03, f2), H = [HD(Q) x LX(Q) x L'(0,T: LA(@))]

et on considére 'application L de H dans R définie par

T
—/ /u’leida:dt. (1.4.93)
0 w

Il est clair que L est linéaire et bien définie. Il nous reste a vérifier que L est
continue i.e. il existe une constante positive C* telle que

‘L(XO)‘ < | Xolly, VX0 € H, (1.4.94)
ot C* est une constante dépendant de £(0) et 7.

La vérification est facile. En effet,d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.4.93)
nous donne

‘L / /|u1| dxdt / /|9'| dz dt v (1.4.95)

Alors, en utilisant (1.3.13) et la définition de e; dans (1.4.95) on obtient

’L(Xo)‘ < ( el E(O))1/2(2 /OTel(Gl(t))dt>1/2. (1.4.96)

o1 (@)
Donc, d’aprés (1.4.82), (1.4.96) implique

20| < (S 50) 5

(278 (6lE) 4 )+ 11, i)+ 120 ()
(1.4.97)
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D’ou (1.4.94) et L € H'. Par suite, il existe X; € H unique tel que

<X17 X0>7:Z’7'}:2 = L(X(J)?

ol X; est noté par (1/11(0), —101(0), 11, ¥5(0), —wg(()),wg) et H' est noté par
() % 12(9) x 1%(0. T L2(Q))r.

On définit ensuite un opérateur linéaire A par
A((u(l)v ui’ ugv u%)) = (1/4 (0)7 _wl (0)7 %(0)7 _¢2(0))

On considére des données initiales (09, o1, 09, 1) € (D(Q))4 et (o1, 0}, a2, )
solution du probléme (1.1.4) associé.

En multipliant la premiére équation du systéme (1.4.90) par 1, la deuxiéme
équation par @9 et en intégrant sur [0,7] x €, on obtient

(A((uf, i, ud, u3)), (9, o1, 05, 03)

= /Q [ 001 +va(0)05 — 1Ot = vaO)alde ) oo

T
= / / uy ' dadt,
0 w

et en particulier

(A((u], uy, uy, ug)), (uf, ug, ul, uy)) / /|u1| dxdt. (1.4.99)

On considére sur (D(Q))4 la semi-norme définie par

Uz = ' ’Qddm 1.4.100
I1U°|F = i [uy|"dxdt) (1.4.100)

ou U = (uq,ul, ug, uy) désigne la solution de (1.4.90) associée aux conditions
initiales U°. Grace a l'inégalité inverse dans le théoréme 1.3.1, || - || est une

norme sur (D(Q))4. On note par F le complété de cet espace par rapport a
cette norme. On obtient ainsi un espace de Hilbert.
Les inégalités directe et inverse impliquent que les injections

(H3(Q) x L3(2))* © F C HY(Q) x LA(Q) x LA() x H ()
sont continues. Par suite on a l'injection continue

L*(Q) x HH(Q) x H3(Q) x L*(Q) ¢ F.
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D’aprés (1.4.98) et (1.4.100) on a

Ul, u17 ug? u2))7 (gp(l)v 90%7 9087 90%»

= ((uf, ui, ug, u3), (91, 1, 8. 93)) £ (1.4.101)

4
u17 u17 Ug, u2) (80(1)7 Sp%u 90(2)7 90%) € (D<Q)> .
F désigne le produit scalaire associé a la norme || . || 7, et par consé-
quent

ul? u17 Ug, u2))7 (()0(1)7 90%7 ()0(2)7 90%>>|

< 1l ug, ug, wa) || #1 (1, o1, 09, 2) || (1.4.102)

4
ul,ul,ug,uz) (901790179027902) (D<Q)) .

Comme 4 est dense dans F d’apreés la définition de F, 'application
A((u?,u%,ug,%)) peut se prolonger d’un facon unique en une application
continue sur F, et A((uf, uj, ud, u3)) € F.

D’autre part, I'inégalité (1.4.102) implique que 'application A qui & chaque
(uf, ul, ud, ud) € (D(Q))4 fait correspondre A((uf, ui, ud, u})) € F est conti-
nue lorsque (D(Q))4 est muni de la norme || . || £.

Alors par densité, A peut se prolonger (de maniére unique) en un opérateur
continu de F dans l'espace dual F' (F’ est aussi un espace hilbertien qu’on

n’identifie pas a l’espace F)
AN:F—F.
De (1.4.101), on déduit

|<A((u(1]7 UL Ug, u2>> (9017 9017 9027 (102)>|

< [l g, ug, wg) L7 1| (9F, 1, 03, 03) [l 7 (1.4.103)

V(ut, ui,ug, us), (o1, 01,45, 03) € F.
Donc l'inégalité inverse dans le théoréme 1.3.1 et (1.4.103) impliquent que
lopérateur A est coercif et continu sur F. Alors d’aprés le lemme de Lax-
Milgram, A est un isomorphisme de F sur F’. Par suite, pour tout (y?, yi, 49, y4),
I’équation

A(U(l)v u%’ ug? U%) = (yll (0)7 —h (O)a yé(o)v _yQ(O))



1.4 Controlabilité exacte interne indirecte

59

a une solution unique (u?,ui,ud, u3) € F de fagon que

(W1, 91, 92, 92) € LA(Q) x H™H(Q) x Hy(Q) x L*(9).

Mais, 'unicité de la solution du probléme (1.4.80) donne
=11 et yo =1
Par conséquent,

Yi(T) = y14(T) = y2(T) = y2u(T) =
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Chapitre 2

Observabilité et controlabilité
exacte internes indirectes des
systémes hyperboliques abstraits
faiblement couplés

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a généraliser les résultats du chapitre
précédent aux cas des systémes hyperboliques de deux équations d’évolution
abstraites du second ordre faiblement couplées de la forme

w4+ Ajug + aCuy =0 dans V/,
Ut + Aguz + aC*up =0 dans V7,
(w1, u7)(0) = (u(1)>uD € Vi xH,
(ua, u5)(0) = (up, up) € Vo x H,

(2.1.1)

ou H, V), C H, et Vo C H sont des espaces de Hilbert séparables. Ay, Ay sont
des opérateurs non bornés coercifs auto-adjoint dans H, alors que 'opérateur
de couplage C est supposé bourné dans H ; C* est 'opérateur adjoint de C';
et a est le paramétre de couplage.

Récemment, plusieurs auteurs ont étudié la stabilisation et la contro-
labilité des équations d’évolution abstraites et des sytémes des équations
d’évolution abstraites. F. Alabau [2] a traité la stabilisation frontiére indi-
recte d’'un systéme abstrait de deux équations d’évolution du second ordre
faiblement couplées. Elle a démontré la décroissance polynomiale a l'infini
de D'énergie des solutions de ce systéme. M. Afilal; F. Ammar Khodja [11]
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ont donné des conditions suffisantes pour la stabilité uniforme et la stabi-
lisation exponentielle des équations abstraites couplées du second ordre, et
ils ont donné des exemples pour illustrer I'utilité de ses résultats. F. Ammar
Khodja; A. Benabdallah ; D. Teniou [12] ont étudié la stabilité exponentielle
et asymptotique du systéme

u' = Au+ Bv,
v/ = —B*u+ Cw,
u(0) = ug, v(0) = vy,

ou A engendre un semi-groupe de contraction sur un espace de Hilbert X.
C = C* engendre un semi-groupe exponentiellement stable sur un espace de
Hilbert Y, B est borné de Y dans X et D(A) C D(B*) est (—C)'/2-borné. Ils
ont donné deux exemples intéressants dont le second concernant la stabili-
sation frontiére d’un systéme thermoélastique. A. Soufyane a démontré dans
[101]| que la stabilité uniforme d’un semi-groupe associé a un systéme couplé
sous l'effet des termes d’amortissement en déplacement est équivalente & la
stabilité uniforme d’un semi-groupe associé a un systéme couplé sous 'effet
des termes d’amortissement en vitesse. Dans [92] S. Nicaise a considéré la
stabilité d’une équation d’évolution abstraite en utilisant un principe de Liu
basé sur la stabilité exponentielle du probléme inverse avec un feedback li-
néaire et une inégalité intégrale, et en utilisant le principe de Russell, il a
obtenu quelques résultats de controlabilité exacte.

D’un autre coté, I’étude de I'observabilité frontiére indirecte d’un systéme
abstrait de deux équations d’évolution du second ordre faiblement couplées
de la forme (2.1.1) a été abordée par F. Alabau dans [1]. Elle a prouvé que
seulement par I'observation d’une seule composante du vecteur d’état, on
peut déduire une estimation de toutes les composantes du vecteur d’état au
temps initial. Plus précisement, elle a obtenu une estimation de la forme

/0 | B wil%dt > c(e1(0) + &(0)), (2.1.2)

ol B* est un certain opérateur linéaire agissant de D(A;) sur un espace de
Hilbert G, e1(0) est I’énergie partielle naturelle de la premiére composante de
I'inconnu et €5(0) est I'énergie partielle affaiblie de la deuxiéme composante
de l'inconnu au temps initial. A T'aide du résultat précédent et par 'appli-
cation de la méthode d’unicité hilbertienne, elle a montré un résultat de
controlabilité exacte indirecte. Des applications de son résultat abstrait ont
été données a plusieurs systémes couplés des équations aux dérivées partielles
(Onde-Onde, systémes d’élasticité linéaires couplés, Petrowsky-Petrowsky, et
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Onde-Petrowsky).

Dans ce chapitre, en montrant que les techniques introduites dans [1]
s’adaptent dans le cas de I'observabilité interne indirecte, on obtient 1’esti-
mation suivante

/0 Ir(}) [3dt > c(ex(0) + &(0)), (2.1.3)

ol 7 est un certain opérateur d’observation linéaire agissant de H sur un
espace de Hilbert ©.

A partir de estimation (2.1.3) et a I'aide de la méthode HUM de J.-I.. Lions
(169], [70]), on déduit par dualité que le systéme

Y1 + Ay + aCys = v,
Your + Asya + aC*y; = 0,
(y1,91)(0) = (47, 1),
(y2,95)(0) = (9, y3)

(2.1.4)

!/
(2.1.1) est exactement controlable, o v € [Hl (0, T, H)] .
Des applications aux cas de systémes couplés de type Petrowsky-Petrowsky
et Onde-Petrowsky seront données.

2.2 Reésultats principaux

Soient V;, i = 1,2, H et O des espces de Hilbert réels séparables tels que

les injections V; C H © = 1,2 et H C © sont denses, compactes et continues.
Dans la suite, on identifie H avec son dual, ce qui donne que les injections
V. € H C V! sont continues, denses et compactes.
Les produit scalaires sur V; ¢« = 1,2, H et © sont respectivement notés par
(.,.)ii=1,2,(.,.)et (., .)e, et les normes correspondantes sont respec-
tivement |.[; 4 = 1,2, |.| et ||. [|e. De plus, on note par |. |y la norme sur
VI, par (., .)yy, le produit de dualité, et par A; i = 1,2 l'application de
dualité de V; dans V/ qui est définie par

(Aiw, 2)vry, = (w, 2); Yw,zeV; i=1,2.

Dans la suite, on notera aussi par A; 'opérateur non borné dans H de do-
maine

Les opérateurs A; i = 1, 2 sont auto-adjoints et coercifs. Ag/Q 1 =1, 2 désigne
la puissance fractionnaire usuelle de A; (voir |93]).
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Soit p € L'(@; H) telle que

(p(),2(@)) = (0, )0 Vo eOVFEO, (2.2.5)

et soit r € C(H; @) Iopérateur d’observabilité. On note par p la plus petite
constante positive telle que

Ir(u)lle < plul  Vue H. (2.2.6)

Pour i = 1,2, on note par v; la plus petite constante positive telle que

lu|? < v2|ul? Yu e V. (2.2.7)
Alors, on a pour ¢ = 1,2
ul? < V2|AV2u? Vu eV (2.2.8)
D’ou
AT Pul? < 2luf? Vue H. (2.2.9)

De plus, soit C' un opérateur linéaire continue sur H. On note par (3 la plus
petite constante positive telle que

|Cu| < Baul Yu € H. (2.2.10)
Alors on a
|C*u| < Galul YVu € H. (2.2.11)
Posons
g = (Barive) (2.2.12)

Maintenant, on va considérer quelques hypothéses qui seront largement uti-
lisées dans la suite.
e Hypotheése (H1) :

361 > 0 tel que fy|u| < |Cul Yu e H. (2.2.13)

De plus, on considére les hypothéses de compatibilité suivantes sur les opé-
rateurs Ay, As, et C.
e Hypothése (H2) :

CVy C Vi, CD(Ay) C D(A;) et AjCu = CAsu Vu € D(Ay), (2.2.14)

30 tel que \A}/2CA;1/QU| < Bs|ul Vu € H. (2.2.15)

De plus, soit G un espace de Hilbert donné avec la norme ||. || et le pro-
duit scalaire (., .)g. Dans la suite on va identifier 'espace G avec son dual.
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Soit B* € L(D(A;),G) aussi. On suppose qu'il existe des constantes po-
sitives 0; ¢ = 1,2,3, m;; 1 = 1,2,3,4, telles que pour tout 7" > 0, tout
fec(lo,Ty; ) et tout U} = (ul,ul) € D(A;) x V4, la solution uy de

{ T+ Ay = f,

(uy, u})(0) = U? (2.2.16)

satisfait les deux inégalités (respectivement, directe et inverse), notées res-
pectivement, par 'hypothése (H3)

T T
| isrwlzar <o [ iraizar
0 0

T T

0
(2.2.17)
et par ’hypothése (H4)

/ 1B wlBdt > (1 mb) /0 1 ()t —m(e1(0) + e1(T)) 0218

B / FPdt B e (0,7,

Avant donner le résultat principale de ce chapitre, on va énoncer la remarque
suivante

Remarque 2.2.1. Pour v € H, A;1/2u € Vi, on a d’aprés (2.2.14) que
C’A;l/Qu € Vi. Donc la partie gauche de 'inégalité (2.2.15) a un sens. De
plus, pour v € Vo on a u= Ay "*v € D(Ay). Alors on déduit de (2.2.14) que

AVPCA; Py = CAYy o € V.

Par suite
AVPCA; Py = ATVPC AV o € Vs

Donc en utilisant (2.2.15), on obtient
1A, PCAPu] < Belul  Yu e V. (2.2.19)

Maintenant, on résume notre résultat principal de I’observabilité indirecte
interne dans I’énoncé suivant

Théoréme 2.2.1. On suppose que A, Ay, et B satisfont les hypothéses
(H1),(H2),(H3) et (H4). Alors il existe o > 0 tel que pour tout 0 < |a| < o,
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il existe Ty = To(a) > 0 tel que pour tout T > Ty et tout U° € H la solution
U(t) = exp(—tA,)U° de (2.1.1) satisfait

2774(51/0 | (W)|E5dt > c1(a, T)er(0) + cs(a, T)ez(0), (2.2.20)

ol

CLl(T — Tg)
(1+aT)(1+ aTs)’

OéCLQ(T — TQ)(T — T2_)
1+aT

oo, T) = cs(a, T) =

Y

et Ty, T, , Ts sont des constantes explicites dépendant seulement de o, et des
nombres v; 1 = 1,2, B; 1 = 1,2,3, et a1 et ay sont des constantes positives
fizxes. Si on note par C' la constante générique positive indépendante de «,
alors |Ty|, | Ty | comportent comme Ca™" et Tz comporte comme C quand «
tend wvers zéro.
De plus, st

r(uj(t)) =0 p.p.t €[0,T]

alors U(t) = 0 pour tout t € [0, 7.

A partir de 'estimation (2.2.20) et a I'aide de la méthode HUM de J.-L.
Lions ([69], [70]), on obtient par dualité des résultats de controlabilité exacte.
Plus précisement, on considére le systéme suivant

Y1 + Aryn +aCys = v,
Yo + Agys +aC*y; =0,
(y1,91)(0) = (47, v1),
(y2,45)(0) = (3, ¥2),

(2.2.21)

/
ouv e [Hl (O, T, H)} , et on obtient le résultat suivant

Théoréme 2.2.2. On consideére les hypothéses du théoréme 2.2.1. Pour tout
0 < |a| < af, pour tout T > Ty ou Ty est défini dans le théoréme 2.2.1, et
pour toul

YO = (i, —ul,y3, —u9) € V] x H x H x Va,

!/
il existe un controle v € [Hl ([0, T7J; H)] tel que la solution Y = (Y, —y1, s, —Y2)
de (2.3.4) satisfait

viT) =y(T) =0 i=1,2,
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2.3 Formulation du probléme

2.3.1 Existence et unicité de la solution du probléme
direct

Dans ce sous-paragraphe, on va étudier I'existence et 'unicité de la so-
lution du systéme (2.1.1) par une méthode classique de semi-groupe dans
I’espace énergie H = H; X Hy, ot ‘H; = V; x H pour ¢ = 1,2. On procéde
comme dans [1]. On définit alors un opérateur linéaire non borné A, sur H
par

AU = (—v1, Ajuq + aCug, —ve, Agus + aC™uy),

D(A,) = D(A1) x Vi x D(Ay) x V4.

On peut se reformuler le systéme (2.1.1) comme un systéme abstrait du
premier ordre de la forme

U)=U€eH.

On note par ((.,.)) le produit scalaire standard de espase produit H et par
||.]| la norme correspondante. On considére encore sur H la forme bilinéaire
définie par

(U, ﬁ)a = ((U, ﬁ)) +04(C’uz,{[1) + a(ul,Cﬁg)

pour U = (Ul,'UQ,UQ,UQ) et U = (171,172,172,172) dans H.
Les résultats suivants sont donnés dans [1].

Proposition 2.3.1. Considérons les hypothéses ci-dessus sur les espaces
Vi, Vo H et les opérateurs Ay, Ay. De plus, définissons (v, (o, V1, Vo comme
dans (2.2.13), (2.2.10), et (2.2.9) et ap par (2.2.12). Alors pour tout 0 <
la| < v, il existe deux constantes c1(a) > 0 et co(a) > 0 telles que

a(@)|UI2 < (U,0), < ea@)|U))° VU € H. (2.3.2)

Alors, pour tout 0 < |a| < ap, Uapplication

UeH— |Ull.= (U.0)?,

définit une norme sur H qui est équivalente a la norme ||.||.
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Démonstration. Soit U € 'H donné. De (2.2.9) et (2.2.10) on obtient
(U, U)o — U] < 2|aRe((ur, Cug))| < 2]ar] Barrv|un]s|usls.
D’ou l'estimation (2.3.2) désirée ou
o e
=(l1——)et =(1+—).
() = (1= &) et cafa) = (1+ )
m
Proposition 2.3.2. Considérons les hypothéses de la proposition 2.3.1, et
soit ag donné dans dans la proposition 2.3.1. Alors — A, est un opérateur
anti-adjoint sur H qui engendre un C° groupe unitaire To(t) = e~*Ao t € R,
sur ‘H. Par conséquent, pour 0 < |a| < ag et pour U° € H, le probléeme
(1.2.10) posséde une unique solution U € C([0,+00);H). Si de plus, U° €

D(AE) pour k € N*, alors la solution est dans C*([0,+00); D(AL)) pour
=0, ... k.

Démonstration. D’abord, il est facile de vérifier que
(AU U), =—(U,AT) , YU,U € D(A,).

Alors D(AY) = D(A,) et A%, = —A,. Donc A, est anti-adjoint sur ‘H. En
appliquant le théoréme de Stone (voir, e.g., [32]), on déduit que A, est le
générateur d’un C° groupe unitaire 7y(t) = exp(—tA,), t € R sur H.

Alors, de la théorie classique de semi-groupe, on conclut que (1.2.10) admet
une unique solution U € C([0, +-00); H). O

Soit U = (uq,u}, ug, u)) une solution de (2.1.1). On définit les énergies
partielles naturelles de la solution U par

(u(t) = (P + uf?) i=1,2

Alors
EU®) = er(ui(t)) + ea(ua(t)) + a(ur, Cus).

On définit aussi les énergies partielles affaiblies par
- 1 .
éi(u(t)) = §(lu’|%// +|uf’) i=1,2.

Alors
E(U(#) = &(ur(t)) + E(us(t) + a(ur, AT Cuy)).

On remarque que
2E(U(1)) = IU®)]I5- (2.3.3)
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Proposition 2.3.3. Soit U = (uy, u}, ug, uh) une solution de (2.1.1). L’éner-
gie naturelle totale de la solution U est conservée, i.e., pour U’ € H, on a

E(U(H) = EU©) 130

et lénergie affaiblie totale de la solution U est conservée, i.e., pour U° € H,
on a N B
E(U(t)) =E(U(0) t=0.

Démonstration. Comme Ty(t), t € R, est unitaire sur H, on conclut de (2.3.3)
que I’énergie naturelles de toutes les solutions avec une donnée initiale sur ‘H
est conservée.
Maintenant, on va démontrer la conservation de I’énergie affaiblie totale. Pour
U® € D(A), lasolution U = (uq, u}, ug, uy) est telle que u;(t) € D(A;) Vi > 0.
De plus, chaque équations de (2.1.1) est vérifiée. Donc on a

~ —1

el = (u! + Aju;, A7 )
pour ¢ = 1,2. En utilisant les deux équations de (2.1.1), on obtient
= —a(u), A7 'Cuy),
€h=—aluy, CA;'ub).
Maintenant, en utilisant (2.2.14), on déduit que Cu = A;'CAyu pour tout
u € D(Ay). On remarque que pour tout v € H, u = Ay'v € D(4;). On
a donc CA;'v = A;'Cv pour tout v € H. En utilisant les deux relations
précédentes, on obtient E’(t) = 0. Par suite, I’énergie affaiblie totale de toutes
les solutions avec une donnée initiale dans D(A,) est conservée. Par densité

de D(A,) dans H, on conclut que le méme résultat reste vrai pour toutes les
solutions avec une donnée initiale dans H. ]

™
~ i~

2.3.2 Existence et unicité de la solution du probléme
dual

Dans ce sous-paragraphe, on va étudier I'existence et I'unicité de la solu-
tion du probléme dual de (2.1.1). On note par

H ([0, +00); H) := {f € H'([a,b], H); a, b€ [0,—1—00)},

et H' = V] x HxVyx H 'espace dual de H. Pour Y° = (yi, =%, va, —y3) € H’
et v € [Hl

!/
lOC(O, T, H)] , on va considérer le probléme suivant

i + Ay +aCys = v,
Yo + Asyo +aC*y; = 0,
(y1,91)(0) = (y1. v1),
(y2,45)(0) = (13, ).

(2.3.4)
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L’adjoint de A, est 'opérateur non borné A} défini par
D(AZ) = ‘/1 X D(Al) X ‘/2 X D(AQ),

et
A Z = (A1 + aCuwy, —21,, Apws + aC*wy, —23),
pour Z = (z1,wi,29,wq) € D(A%). On pose Y = (v}, —v1, V5, —Ya2) €t on
/
définit un opérateur 7 € E([HI(O,T; H)} ;D(.Aa)’> par Zv = (v,0,0,0).

Alors le systéme (2.3.4) peut se reformuler sous la forme abstrait

{ Y- ALY =T, (2.3.5)

Y(0)=Y"eH.

Précisement, c’est le probléme dual de (2.3.1). La solution de (2.3.5) est

définie par la méthode de transposition (voir, e.g., [69], [70], [52]), ¢’est-a-
/

dire, en fixant Y° € H' et v € [Hlloc([O, +00); H)} arbitrairement, on définit

une solution de (2.3.5) comme une fonction continue Y définie sur [0, +00) &
valeurs dans H’, telle que I'égalité

Y (D), U(T))pre = (Y, U%) 20 + <v,u1>[ (2.3.6)

H (0,18 |\ H (0,7 H)
est vérifiée pour tout U € H, ot U(t) = exp(—tAa)U° = (uy, v}, ug, uh)(t).
Avant d’énoncer la proposition de l'existence et de l'unicité du probléme
(2.3.5), on va énoncer I'inégalité directe suivante.

Proposition 2.3.4. Pour pour U° € H, la solution U(t) = exp(—tA,)U° =
(u, u), ug, ub)(t) du systéeme (2.3.5) vérifie

[ iz < 2 pwo) 237)

Démonstration. D’aprés (2.2.6), On a

T T
|tz < [ e 2.3.8)
0 0

Alors de la définition de e, on conclut
T T

| e <2 [ eyar

0 T 0 T
<2 [ (erlt) +ealt)it = [ Ui
0 0



2.3 Formulation du probléme 71

Donc de (2.3.2) on déduit
T T U t 2
| i< [ 00y, (2.3.9)
0 0

o1 ()
Par suite
[ iraigar < 2 [ ECD g B pr) s

]

Proposition 2.3.5. Pour tout 0 < |a| < ag, pour tout Y° = (yi, —y, ya, —y9) €
H' et pour tout v € [H,: ([0,4—00);]—[)}/, le probléme (2.3.5) admet une so-

loc

lution unique sur C([O, +oo);H’). De plus, pour tout T > 0 ["application ¥
définie de H' x [Hl([O,T];H)]/ dans C([O,T];H’), qui a (Y°,v) associe Y,
est continue.

Démonstration. Soient Y° € H' et v € H}. ([0, 4+00); H) fixes arbitrairement.

Pour T' > 0, on note par L la forme linéaire définie sur H par

LU = (Y°, U3y 40 + (v, : , 2.3.11
r(U7) = { e A0 [ o] oy (23.11)
ot U(t) = exp(—tA,)U° = (uy, uy, ug, ul).
Or
T T
JaalFy o = [ NP+ [ s o)
0 0
Alors on déduit de (2.2.8)
T T
JealBys o <% [ lua®de+ [ o (2:3.12)
0 0

Donc

T
ol < maxOR D ( [ (i 0 ar)
T
= max(yf,l)/ eq(t)dt
0

< max(uf,l)/o (e1(t) + ea(t))dt

T ()12
< max(uf,l)/ wdt
0

012
Al
2

[Legr

_ 2
= max(vj, 1)
2
il

(
(vi, )T

2¢1 ()
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Par conséquent, (2.3.11) implique

max(v?, 1)T

Le(@O) < (Il + /=505

0
190 ] )1l (2313)
pour tout U° € H. Alors Ly € 'H'.
D’autre part, on a démontré dans la proposition (2.3.2) que —.A4, engendre
un groupe unitaire sur H. Alors, on a UY = exp(TA,)U(T) de sorte que la
forme linéaire sur H qui & U(T) fait correspondre Ly (U?) est bien définie et

continue sur H. Par suite, il existe Y (T') € H' unique tel que
Ly(U°) = (Y/(T),U(T))2

pour tout U° € H.

De plus, il est clair que Papplication de [0,400) dans H qui & chaque T
associe Lr est continue. Alors, comme [|U(T)|o = ||U°||la on déduit que
Y € C([O, +oo);7-l’). Finalement, d’aprés (2.3.13) on a pour tout intervalle
borné I dans Ry et tout 7' € [

1Y @le < (1Y lbe + 0l )

avec (' est une constante dépend seulement de I. Par conséquent, I'applica-
tion

UM x [HL([0, +00); H)]" — C([0, +00); H')

qui a chaque (Y°,v) fait correspondre Y, est continue. H

2.4 Preuve des résultats d’observabilité

Pour démontrer U'inégalité inverse (2.2.20), plusieurs résultats déja don-
nés dans [1] seront nécessaires. Dans la suite, U = (uq,u}, ug,ul) désigne
la solution de (2.1.1) correspond & la donnée initiale U° € H. De plus, on
va noter par C; ¢ = 1,... des constantes positives dépendant seulement de
G; 1 =1,2,3, 11,5, mais pas de a.

Lemme 2.4.1. Supposons que Ay, Ay el B satisfont les hypotheéses (H1),
(H2), (H3) et (H{). Pour tout 0 < |a| < ag et pour tout U° € H, la solution
U(t) = exp ( — tAa)U° de (2.1.1) vérifie

T ) T ) ClO
Oé/ |u2\ dt < OéCg/ |U1’ dt + 7(61(0) + 61(T))

; saB 1 (2.4.14)
—|—010’)/1 (62(0) + 62(T)> \V/’}/l > 0.
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Démonstration. On procéde comme dans [1]. Par densité de D(A,) dans H
et comme ||U(t)|lo = |U°||a, pour tout ¢ > 0, il est suffisant de démontrer
I'inégalité désirée pour U° € D(A,). Alors, supposons que U° € D(A,)
donnée. On a

T
/ ((u'l’ + Ajug + aCuy, Cug) — (ul + Agug + aC*uy, C*ul))dt = 0.
0
Donc
T
/ ((uf, Cuz)—(u1, Cuy)+(Ayus, Cuz)—(ur, CAsus)+a|Cus|*—a|C*uy |*)dt = 0.
0

Alors, en intégrant par partie et d’aprés (2.2.14) qui est
ACu=CAyu Vu € D(As),

on a

T

T T
oz/ |Cug|*dt = a/ |C*uy [2dt + [(ul, Cuy) — (uf, CUQ):|0. (2.4.15)
0 0
D’aprés (2.2.14) et (2.2.15), on a
(s, )| = | (A, (A7 2042 (AT 2) )| < 5] A Pl g

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

wlf %Iug@)

/
(r, Co)| < BTt + =

Vv, > 0.

Par suite, en utilisant (2.2.11) et (2.2.13) dans (2.4.15), on obtient 'inégalité
(2.5.1) désirée. O

Lemme 2.4.2. Soit
a; = min(ap, v5 ). (2.4.16)

Alors pour tout 0 < |a| < oy et pour tout UY € H, la solution U(t) =
exp (— tA.)U° de (2.1.1) satisfait les estimations suivantes :

T
_ C
|1 < s e0) +2(0)
Co

T
12 2
el BRI

«

(2.4.17)
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/T| Par< — <o>+~<0>>+L/T(|'|2+| )t
0 2 = 05(1—041/2) €1 €2 (1—0501>2 0 UI “ ’

(2.4.18)
T
/ (Juh[? + ua]?)dt, (2.4.19)
0

Csa T
—(1 — ZV2>2 /0 (\u1|2 + \u1|2)dt.
(2.4.20)

CGOZ
1—avy

61(T) + €1 (0) g 05 (61 (O) + gg(())) +

22(T) + 25(0) < : _C;VQ (e1(0) + €(0)) +

Démonstration. On procéde comme dans [1|. Comme le résultat précédent,
il est suffisant de démontrer ce résultat pour U° € D(A,). Donc soit U° €
D(A,) donnée. La preuve requiert plusieures étapes.

T
Etape 1. On va estimer/ | A, 2l 2dt. Or, on a
0

T
/ (uly + Agug + aC*uy, Ay ug)dt = 0.
0

Donc

T T T

/ A2 2t < / s 2dlt + a/ 1|45 |
0 0 0
o (143 ) + 145 (0)
+§(1A2 Pua(T) + 145 Pl (0) ¥ > 0.

En utilisant (2.2.9) pour i = 2 et (2.2.11), on obtient

T 4 T T
[z e < e 25 [ SR [
Ll P (T

5 + yilul (1))

2(M+7V2|u2| (0 )) ¥y > 0.

On choisit v = v, *. Alors

T 4 T T
/ |A; P 2dt < (1+@)/ |u2\2+0‘752/ | + va (82(T) + 82(0)).

0 0 0
(2.4.21)
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En utilisant (2.5.1) dans (2.4.21), on obtient

4 12, T 5  Ci
/ ’A ‘ dt < 011/ ‘U1| + —(el(T) + 61(0))
0 0 ary

2.4.22
013’7 ( )

Ftape 2. On va estimer maintenant e3(7") + €3(0). On procéde comme
dans [1]. comme UY € D(A,) on a uy € D(Ay). De plus, on sait que é; est
définie par

(|A 1/2 ,|2—|-|U2|)

[\Dlr—t

Alors on a
E4t) = (ugty) + (A2, A-20).

Donc la deuxiéme équation de (2.1.1) imphque
ELt) = —a(A;PCHuy, A7), (2.4.23)

Intégrons cette égalité entre 0 et 7', on obtient

S(T) +5(0) = 25:(0) — / (A2 0%y, Ay V)t

0

~ a [T ~1/2 2 a [T —1/2_ 712
< 282(o)+§/ | AL C | dt+§/ | Ay “ub|*dt.
0 0

D’ou en utilisant (2.4.22), (2.2.11) et (2.2.9) dans la derniére inégalité, on
obtient

(1 . % - Cl;“)( 2(T) + (0)) < 28,(0)

- 2 2 Cha
— —= T )
—+ 9 (CH + V2ﬂ2> /O ]u1| dt + 273 (61( ) + 61(0))

(2.4.24)

Choisissons 7, = C;3' dans (2.4.24), on obtient alors

- _ 4¢5(0 C r
) +2(0) < 7oL ot [t
0

T 1l—avy 1—as

fgw (e1(T) + €1(0)).
(2.4.25)

En utilisant (2.4.25) dans (2.4.22) et dans (2.5.1) (avec ; = 1), on aura les
estimations suivantes

Tl C1e 4
/ | Ay Fub|Pdt < / |y [*dt
0 1 —ary Jo (2.4.26)

Ci7 Cis -
+m(el(T) + 61(0)) -+ m€2(0)7
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et . .
C
a/ gt < —2€19 / sy [2dt
0 o 1 —ary Jg . (2.4.27)
20 21 ~
T 0 0).
P ) ) + 780

Etape 3. On va estimer e;(T) + e;(0). Comme U° € D(A,), on a u; €
D(A;). D’aprés la définition de e; et la premiére équation de (2.1.1), on a

el (t) = —a(Cug,u)). (2.4.28)
En intégrant (2.4.28) entre 0 et T" et en utilisant (2.2.10), on obtient

e1(T) +e1(0) = 26(0) — a/o (Cug, u})

T 2 T

< 2,(0) + ﬂ/ ! |2dt + %/ lug |2dt.
252 0 2 0

En utilisant (2.4.27) dans la derniére inégalité, on obtient donc

Cy32 !
(1- A2 1) 4 20)) <2000+ 2 [ P

019535204 /T 2 02153520é ~
_— dt + —=—¢5(0).
+2(1 —as) Jo fuadt + 2(1 - au2)62( )
Choisissons
1—av
€9 = ————
2T Cwf?

dans l'inégalité précédente, on aura alors

T
/ <]u’1|2—|— ’U1|2>dt+023g2(0)

1—avy /g

e1(T) + e1(0) < 4e1(0) + Caar

D’ou (2.4.19) est vérifiée. Maintenant, on utilise (2.4.19) successivement dans
(2.4.25), (2.4.26) et (2.4.27), on aura (2.4.17), (2.4.18) et (2.4.20). O

Lemme 2.4.3. Considérons les hypothéses du théoreme 2.2.1, et soit o
défini comme dans (2.4.15). Posons

g = min(ozl, (21/2)*1). (2.4.29)

Alors pour tout 0 < |a| < ay et tout U° € H, la solution
U(t) = exp ( — tAa)U° de (2.1.1) satisfait

/O e (t)dt > %(61(0) —&(0)). (2.4.30)
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Démonstration. On procéde comme dans [1]|. En utilisant (2.4.28), on déduit

/T e1(t)dt = Teq (0) — a/T(T — t)(Cug, uy)dt.

Donc en reportant (2.2.10) dans cette égalité, on obtient

T T [T T
/ el(t)dtzTel(O)—g—/ |u’1|2dt—72%0‘ / us|2dt Vn > 0.
0 0

Y2

Alors (2.4.18) et (2.2.8) impliquent

ol (1 7205Cs
([ a2 a/ (1 + wolus ) ).

1—av

2
5Cr

/0 er(t)dt > L (e1(T) — y(0)) — 2LC2 /0 o1 (t)dt.

2 1— as

En choisissant v, = dans l'inégalité précédente, on obtient

Comme «a € (0, az) et ap = min(al, (QVQ)*l), onal<(l-—aw) <2 Dou
(2.4.30) est vérifiée avec une nouvelle constante Coz. O]

Corollaire 2.4.1. Considérons les hypothéses du théoréme 2.2.1, et soit ao
défini comme dans (2.4.29). Alors il existe az € (0,3) tel que pour tout
0 < |a| < az et tout U° € H, la solution U(t) = exp ( — tA,)U° de (2.1.1)
satisfait

/OT (el(t) - Ez(O))dt > (%T( 1(0) + 62(o)> (2.4.31)

ot 0y = min(1, v, ?).
De plus, on a

el(T) + 61(0) S Cl (61(0) + gg( )) + 029@ /T el(t)dt, (2432)

T 07 T
/ |U2|2dt < 2;(61 (O) + 62 —f- Cso / (2.4.33)
0 0
et
. Cyy 4
/ Gz(t)dt S 27 (61 (0) + 62 —|— 036 / 61 . (2434)
0 0
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Démonstration. On remarque d’aprés (2.2.8) et (2.2.9) qu’on a

/ ' (ea(t) +22(0) )t > 5, / ' (20(0) + &) . (2.4.35)
D’autre part
E(t) = & (ur (1)) + &(us(t)) + a (A7 Puy, (AP0 A ) A7 Puy)).

Alors, d’apres (2.2.9), (2.2.14) et (2.2.15) on a

B0~ (71 (1 () 42200 (4))] < cnma(ET12EY < 5, 25 () 4200,

avec 51 = ﬁgl/lyg. "
En intégrant sur [0, 7] et d’apreés le fait que E est conservée, on obtient

/0 (210 +a(t) ) di > 1+1a51 /0 Byt l—I—Ta ~E(0) zTizgi (2.(0)+2:(0)).

Alors en utilisant (2.4.35) dans la derniére inégalité et en choisissant oy €
(0, ap) tel que « € (0, a3)

1—0((51
1+0451

1
> a7
-2
on obtient (2.4.31).

D’aprés la définition de €5, et & partir (2.4.17) et (2.4.17) on obtient facilement
I'inégalité suivante

/Tg (Ot < —S(e1(0) + 8(0) + B /T(\u’ 2+ )

0 = all — o) 2 (1—a)? Jy o
(2.4.36)

De méme les inégalités (2.4.32), (2.4.33) et (2.4.34) s’obtiennent facilement

des estimations correspondantes (2.4.19), (2.4.18) et (2.4.36), en utilisant

(2.2.8). O

Maintenant on revient a la démonstration de I’estimation principale de
ce chapitre.
Démonstration du théoréme 2.2.1. Choisissons a € (0,a*), on 0 < a* < az
sera choisis suffisamment petit dans le courant de la preuve. On remarque
que uq est la solution de

ulll + A1U1 = f7
(u1,14)(0) = (uf,up) € D(Ay) x Vi
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ou f = —aCus.
Donc d’aprés (H1), uy satisfait (2.2.18) avec la correspondante f. Alors, en
combinant les hypothéses (H3) et (H4) et en utilisant (2.2.10), on obtient

T T
" / () Bt > (1= B — niy) / 1 (1)t
0 0

’ (2.4.37)
(2 + ) (€2(0) + ex(T)) — (a8~ + ma6s) B / e

pour tout 3 € (0,n,) et pour tout v € (0,7, (1 — m3)).
Alors, en reportant (2.4.18) et (2.4.19) dans (2.4.37) on aura

.

s / () Bt >
(1 = max(r, m)(8 + ) - ffyz -7 fffy 2)2) /0 er(t)dt  (24.38)
L —033<1 + m) (61(0) + 52(0))

pour tout 8 € (0,1, ") et pour tout v € (0,157 1(1 —m3)).

Maintenant, on choisit § = v = 504 dans la derniére inégalité. On remarque

alors que
Csia a0 L
— - B > 2
<1 max(n1,n4) (6 + ) l—awm (1- onz)Q) s 2
et C
o 34
—Cg(14 o) 2 =
C33( + B(1— auz)> 2

pour « suffisamment petit. Donc U'inégalité (2.4.38) nous donne

2774(51/0 |7 (u)) || dt > /0 er(t)dt — Csy [61(0) +e5(0)]. (2.4.39)

Maintenant, prenons un nombre fixe arbitraire ¢ dans (0,e*), avec £* est
choisi suffisamment petit. Alors, on peut écrire I'inégalité (2.4.39) sous la
forme suivante

277451/0 |7 () || dt > (1—5)/0 el(t)dt—i-a/() (er(t) + ex(t))dt

. /OT &(t)dt — Cy [61(0) + '52(0)} .
(2.4.40)
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En reportant (2.4.31) et (2.4.34) dans (2.4.40), on obtient

T T
: 02 s
2’)7451/ ||T(u1)||%dt 2 (1 — 8037)/ el(t)dt + €§2T€1(0)
0

0
£+«

(2.4.41)
e1(0) + [s%T—ng . ]52(0).

Posons gp = Cj.' et supposons que 0 < £* < g, et utilisons (2.4.30) dans

T
(2.4.41) pour éliminer / e1(t), on déduit donc
0

T aT e+ Py,
277451/0 Ir(uh) 3 dt > [1 ;O‘T+_ Cis }61(0) +e5 T (0)
aq g a’l o
+|:(CL1— 1+(IT)T_ 38 i|62(0),

(2.4.42)

o | — eCy)C
a) = % >0 (2.4.43)

et 5

az = %2 > 0. (2.4.44)

On remarque que le coefficient de €;(0) dans (2.4.42) est strictement positif.
En répétant les mémes arguments du paragraphe 1.3 dans le chapitre pré-
cédent, on montre que les coefficients de e;(0) et €2(0) sont positifs. D’ou la
preuve compléte du théoréme 2.2.1.

2.5 Preuve du résultat de la controlabilité exacte
indirecte

Ce paragraphe est consacré pour la preuve de notre résultat de la contro-
labilité exacte du probléme dual (2.3.4).

Preuve du théoréeme 2.2.2. Soit U € D(A,) donnée. On note par U =
(w1, uf, ug, ub) la solution correspondante de (2.1.1). D’apreés 'inégalité d’ob-
servabilité inverse (2.1.2), la semi-norme définie par

I7°)F = \//0 Ir(u)l[&dt (2.5.1)

est une norme sur D(A,). On note par F le complété de D(A,) par rapport a
cette norme. On a donc un espace de Hilbert. D’aprés les inégalités directe et
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inverse prouvées, respectivement, dans le théoréme 2.2.2; on a les injections
continues et denses suivantes

D(A,) CHCFCHCH, (2.5.2)

oﬁﬁ:%xHxHxI/'Q’etﬁ:HxV{xHxVQ’.Alors,pardualité,ona
les injections continues suivantes

H cF cH. (2.5.3)

Pour tout UY € H, on associe la forme linéaire sur H définie par

T
A0 = [ (portb@)per@®))d. (@54
0
D’aprés (2.2.5) et la définition de la norme de F on a Iestimation
(AU®), T < VAT VU° € H, YUO € H.

Alors, comme H est dense dans F, 'application A(UY) peut se prolonger
d’une maniére unique en une application continue sur F et A(U°) € F'.
L’inégalité précédente nous donne que 1'application linéaire qui applique U°
a AU° € H' est continue lorsque H est muni de la norme ||.|| . Donc par
densité, A est prolongeable d’une maniére unique en une application linéaire
continue , on la note aussi A, de F dans F'. De plus on a

(AU, U rpo = (U U5 VU°eH VU°eH, (2.5.5)

avec (, )r est le produit scalaire associé a la norme de F. Alors, A est coer-
cive et continue sur F. On déduit du lemme de Lax-Milgram alors que A est
un isomorphisme de F sur F.

Maintenant, on va appliquer la méthode de HUM. Nous avons besoin ré-
soudre le probléme homogene dans un espace plus large que I'espace énergie.
Pour éviter cette étape, on référe a I'idée de Alabau et on procéde comme
dans [1] dont elle a approximé la donnée initiale dans F par une suite des
données initiales dans ’espace énergie H.

Alors, soit Y? € F' fixe arbitraire. On pose U° = A=Y Donc U° € F.
Comme H est dense dans F, il existe une suite (U°), C H qui converge
vers U° dans F. On pose Y, = AU? pour tout n € N. Alors, comme A est
continue, Y0 converge vers Y dans F'. Donc, d’aprés (2.5.2) on a V! € ‘H’
et converge vers Y° dans H'.

On pose U, = exp(—tA,)U°, 2, = (po r)(u’ln) et v, = %(p o r)(u’ln) pour
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tout n € N, ol uy, désigne la premiére composante de U,.
D’un autre coté, les injections suivantes

H'([0,T); H) ¢ L*([0,T); H) € [H'([0,T); H)]'

sont continues. Alors pour tout w € H'([0,T]; H) on a
/
<U"’ w> [ o) o sty <8t (por)u,), w> [ o35 | (o))
0
= (g por,).w)

= ~{(por)(ut,),u’

D’aprés la définition de la norme de F et comme (U?),, converge dans F, la

suite (z,), est alors convergente dans L*([0,T]; H). Or

L2([0,T;:H)

L2([0,T};H)

= sup ‘ (U, w) [

4 .
HY([0,T};H)| ,H([0,T};H ’
ol i1 o.ysp0y <1 (o150 | Y (0,7 )

HY(0.1%:8) |

/

Donc la suite (v,), est une suite de Cauchy dans [H'([0,T]; H)] . Par consé-
/

quent, elle converge vers une fonction v dans [H*([0,7]; H)]'. On associe
avec U, les solutions Y,, du probléme dual dans H' :

{ Y! — ALY, = Tu,,

Y~ (2.5.6)

On remarque que ce probléme rétrograde posséde une solution unique en fai-
sant le changement de variable en temps ¢t — T' — t et comme ce probléme
abstrait du premier ordre est équivalent a un probléme de second ordre en
temps. Alors, par définition de la solution de ce probléme dual par transpo-
sition, et d’aprés la définition de A et la choix de v,, on a

(Y,(0), U3y ¢ = (A(U), U400y VU € H.

Par conséquent, on a Y, (0) = A(U?) = Y. Alors, on résoud le probléme de
la controlabilité pour la donnée initiale Y,?, donc Y,, satisfait
Y — AY, = To,,
oA —o (257
Maintenant, pour tout 7" > T, lapplication ¥ définie dans la proposition
2.3.5 est continue; alors, (V},), converge vers Y dans C([0,T];’H'), ou YV =
U (Y v) est la solution de

(2.5.8)
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Par suite, on a en particulier, (Y, (7)), converge vers Y (7T) dans H', mais
Y,(T') = 0 pour tout n, donc Y (7') = 0. Alors, on a résolu le probléme de la
controlabilité exacte pour toute donnée initiale dans F’. La premiére injection
de (2.5.3) implique que cette résultat reste valable pour toute donnée initiale
dans H'. D'oil la preuve compléte du théoréme 2.2.2. l

2.6 Applications

Dans ce paragraphe, on va appliquer notre résultat abstrait a deux sys-
témes faiblement couplés des équations aux dérivées partielles : Petrowsky-
Petrowsky et Onde-Petrowsky.

2.6.1 Le cas de deux équations faiblement couplées :
Petrowsky-Petrowsky

Soientt N > 2 et  un ouvert borné de RY de frontiére I' de classe C,
{Ty,T'1} est une partition de T tel que Ty NT; = ), et xo est un point de RY
tel que m-v <0sur'get m-v > > 0surI'y, ot m(z) =x — xo. On pose
supq ||m|| = R. Soit w C © un voisinage de I'; dans  (Voir figure 1.1 dans
le chapitre 1).

Avant de commencer notre probléme, on note que I’étude de la controla-
bilité exacte interne de I’équation de Petrowsky a été abordé par P. Grisvard
[36] et par V. Komornik [51]. P. Grisvard a démontré que le systéme

y'+ A%y =h dans € x (0,7),
y=0y=0 sur =T x(0,7), (2.6.1)
y(0)=1¢" v 0)=y'i=1,2 sur Q

est exactement controlable en un temps arbitrairement petit. V. Komornik a
étudié la controlabilité exacte interne du méme systéme (2.6.2), mais avec
la condition au bord y = Ay = 0 sur 99 x (0,7), ou € est un rectangle
N-dimensionnel ou une sphére N-dimensionnelle. Il a considéré un domaine
de controle w, et il a démontré qu’il existe un controle h € L*(Q x (0,7)) tel
que supph C w x (0,7) et y(T) = y'(T) = 0.

Dans ce sous-paragraphe, on consideére le systéme, de deux équations de
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Petrowsky faiblement couplées, suivant

uf + Auy + auy =0 dans Q x (0,7),
uly + A%uy + auy = 0 dans Q x (0,7), (2.6.2)
UL = U = Oyt = Oy =0 sur X =T x(0,7), o

u;(0) =), w(0)=wu;i=1,2 sur Q.

Ici on pose H = L?(2), © = L*(w), V; = Vo = HZ(Q), muni respectivement,

du produit scalaire L?, du produit scalaire | uzdx et du produit scalaire
w

(u,2)1 = (u, 2)9 = / Au - Azdz.
Q

On définit les applications de dualité A; et A, de la méme maniére que la
section 2.2. On notera par A; = A, = A? qui est un opérateur non borné
dans H de domaine D(A;) = D(Ay) = H*(Q) N HZ(Q).

De plus, on pose que 'application r est la fonction de restriction de 2 sur w
et I’application p est la fonction de prolongement par 0 de w sur €.

On définit les énergies partielles naturelles et affaiblies, respectivement, par

ilt) = 5 (WOF + du)) =12,

et

(1) = (W), + () =12

Les inégalités (2.2.8), (2.2.10), (2.2.13), (2.2.14) et (2.2.15) sont satisfaites
et B = By = B3 = 1. On pose G = L*(T'y). De plus, on définit 'opérateur
linéaire continue B* de D(A;) dans G par

B*u = Au}rl.

Maintenant, on précise quelques notations a l'aide des conditions géomé-
triques introduites par E. Zuazua [122], K. Liu [72] et P. Martinez [83] concer-
nat le cas d’un feedback loclement distridué, qui seront largement utilisées
dans la suite. Alors, on considere les espaces w,, suivants

we, = {z €Q d@T)<eg} i=0,1,2,

ou
0<egy<er<eg et d(zTIy):= inf ||z —y|rw,
yel

et on considére w tel que

W C Wy Cwey Cwey Cw.
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Pour appliquer le théoréme 2.2.1, nous avons juste besoin de vérifier les hy-
pothéses (H3) et (H4).

On consideére donc le probléme non homogéne suivant

uf + Auy = f dans  x (0,7),
uy = 0yu; =0 sur X =1 x(0,7), (2.6.3)
(u1,u1)(0) = (uf, uy) € D(A1) x Vi sur €,

ou feCH0,T];H).
Vérification de U’hypothése (H3). La vérification requiert plusieures étapes.

Etape 1. On choisit un vecteur h € C2(Q;R") telle que
h-v=1surl'y, h-v>0sur’ et supph C w. (2.6.4)

L’existence de h a été démontré par J.L. Lions [69].
On procéde comme dans [69] et [70]. En multipliant (2.6.3) par k- Vu; et en
intégrant par parties, on obtient

/ /fh Vuydrdt = / / +A2u1 h - Vuydzdt

= [/Ulh VUl / / —ulh Vul (A%uq)h - Vg )dzdt
Q

:[/Quf;h.vul e

+/ / ( OyAuy)h - Vuy — Auyd,(h - Vul))dvdt.
0o Jr

\

(2.6.5)
D’aprés la formule de Leibniz on remarque que

A(h-Vuy) = Z 82 h;0; u =2 Z 0;h;)(0;0; u Z ((Ahj)(ajul)+hjaj(Au1))v

i,j=1 i,j=1 j=1
d’ou

V(Auy)?

,j=1
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Par suite, (2.6.4) implique

T
/ /fh Vuydedt = [/u’lh'Vul}o
Q

/ / (0, Aur)h - Vur — Aud, (h - V) drt
-/ /h-V(|u’1|2—|Au1|2)dxdt+/ L;(Ahi)(@ul)(ml)dmt
+2/ /Z (8:h;)(9;0;u1) (Auy )ddt

i,7=1

\
(2.6.6)
Donc la formule de Green nous donne

T
/ /fh Vu,drdt = [/u'lh-Vul}o
Q

/ / (8, Aun)h - Vg — Aurd, (1 - Vul) %(h-y)(\u;y2—|Au1|2)d~ydt
N
Q=1

+2/ /Z (8:h;)(8;8;u1 ) (Auy )dadt.

i,j=1

(2.6.7)
Mais la condition au bord (2.6.3); implique que

uy =|Vu| =0 sur T. (2.6.8)

Maintenant, on procéde comme dans [50] p.26 pour montrer que 0, (h-Vu,) =
(h-v)Auy sur I'. En effet, soit € I" un point fixe. Choisissons les coordonnées
telles que v(x) = (0,...,0,1). Comme Oju; = ... = Oyu; = 0 sur I, on a

V(Ou) = (0,0ju)v sur I',j=1,.,N.
En particulier, on a
0;0;u1 =0,i=1,.,.N—-1,5=1,..,N.
Comme 0,0;u; = 0;0;u1, on déduit alors que
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En utilisant (2.6.9), on obtient que

N

Ou(h - Vur)(@) = (32 (@uhy) @u1) + hy(On5u) ) ()

i=1

N
= Z hj&]v@jul = hNaJQ\/Ul(l') = hNAul(:p) = (h . V)AU1<CL’>
=1

Comme x € T" est choisi arbitraire, on conclut que
Oy(h-Vuy) = (h-v)Au; sur T. (2.6.10)

Par conséquent, on déduit de (2.6.8) et (2.6.10) que

1
// (O 8- Vs — Ausdly (- V) + 3 () (Wh]? — | ?) )l

:——/ /h V)| Aug)?.

Donc I'égalité (2.6.7) nous conduit &

(2.6.11)

( 1 T T N
5/ /divh(|u'1|2— |Au1|2)dxdt+/ /Z(Ahi)(&»ul)(Aul)dxdt
o Jo 0 J2—

T

T N
+2/ / Z(aihj>(aiajul)<AU1)dl’dt—l— [/ u’lh'Vul}
0 JQ = Q 0

T o 1 (T
—/ / fh-Vudzdt = —/ /(h - V)| Auy |Pdrydt.
o Ja 2Jo Jr
(2.6.12)

Alors on remarque de la deuxiéme condition de (2.6.4) que (2.6.12) implique

( 1/T/divh(|ug\2— ]Au1]2)d:cdt+/T/XN:(Ahi)(&ul)(Aul)da:dt

+2/ /Z (0:h) (D:Dsun) (Auy )dardt + [/ulh )

2,7=1

/ / fh - Vuydedt > = / / | Au [2drydt.
Iy
(2.6.13)

Comme h est de classe C?, alors il existe une constante positive ¢, telle que

N
D)< en, Y |0hi(@)|<en et Zmahk )< en Yz € Q.

i,j=1 i,5,k=1
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Alors on déduit de I'inégalité de Young et (2.6.4) que
(1 [T T 3 T

—/ / | Ay |Pdadt < C—h/ / |u’1|2+ﬁ/ / | Ay [Pdadt

2 0 Iy 0 weg

3Ch
+cn(e1(0) + er (T |V, |2dzdt
+2¢p, / Z|810ju1|2dxdt+ / / | f|2ddt.
o Ja

\ Weg 4,5=1

(2.6.14)

Etape 2. Dans cette étape, on va estimer, plus précisement majorer

N

€0 4,j=1

Comme W, N2\ w, = 0, il existe une fonction & € C3°(N2) telle que

I IA

£ <
1 SUr  We,
0 sur  Q\ w,.

meim O

On a besoin le résultat suivant donné dans |[8].

Proposition 2.6.1. Soit la fonction £ définie comme ci-dessus. Alors pour
tout v € H3(Q), on a

//52\(‘9@@\2 /[ 2(68f)(@v)((’?v)—l—A5|Vv]2+€|Av|]

7,7=1 =1
(2.6.15)

Démonstration. Soit v € HZ(S)). Aprés plusieures intégration par parties, on
peut vérifier facilement que

/vg VoAv = — /Z (0:0,€)(9:) (950) + /Angﬂ (2.6.16)
Q

i,j7=1
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Maintenant, soit v € D(£2) donnée. On a donc

//§Z|080|2 :/ Z@@v )(9:0;0)

2,0=1 2,7=1

= /Z §@i050) )

i,7=1

_ /Zaa 5au)av+a(agafu)

4,7=1

N
_ / (2V& Vorv + ¢ avf + 3 (9,0)w;0).
Q

,j=1

En utilisant (2.6.16) dans la derniére égalité, on obtient (2.6.15) pour tout
v € D(Q). Par les arguments de densité et continuité on conclut (2.6.15) pour
tout v € HZ(Q). O

Par conséquent, de la propostion 2.6.1, on déduit que

/ /§Z|aav|2 /§|Au1|2+(]1/ ond (2.6.17)

2,7=1

FEtape 3. Maintenant, on va majorer (cf. [8])

/OT/Q§”|Au1|2.

Multiplions I’équation (2.6.3) par {uy, on obtient

/ /f]Au1|2 / / |u1\2—2vg VulAul—ulAulAf] o8

/ | / / féu,

Donc (2.6.16) implique

/ /f‘Aul‘Z / / ]u1\2—|—28 Gk&? ulﬁkul +A£‘VU1’2+U1AU1A6]

/ | / / feu.

(2.6.19)
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D’autre part, on a

/ulAu1A§ / |u1| — [V | Af)

Alors en insérant cette égalité dans (2.6.19), on obtient

//§|Au1|2 //§|u1|2+2;168kgaulakul 5}
-[ [ ) / | seu

donc I'inégalité de Young nous donne

[ fasors [ [ e[ [ oapewt]
T
+(§3(el(o)+e1<T))+/0 /Q\fF,

ot Gy — Max(co, 1)

Ensuite en insérant (2.6.21) dans (2.6.17), on obtient

//w Z!aavP // \uly2+c4//w T ?

0 i,j=1 (2.6.22)
+02/0 /%1 |u1|2+03(61(0)+61(T))+/0 /Q!f|2,

ol 64 = 61 —|—62, et

[ e[ |ulr2+02/ [ [k +
(2.6.23)
+esa@ +am)+ [ i
Utilisant (2.6.22) et (2.6.23) dans (2.6.14), on déduit alors
/ | Any |2 <4ch/ / |u1|2+C'5/ / |V, |?
Iy
G [ [ il Erle) ) + 6 [ /|f|2,
0 Wey 0 Q

(2.6.20)

(2.6.24)
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7c,Cs  ~ 7C. ~ Tc
;3,07:Ch(75+1),08:7h+1.

~ 3C, 3~ ~
OflO5ZCh(T2+§+QC4)706:

T
Etape 4. Dans cette étape on va majorer / / |Vu; 2. On adapte une
0 Wey

méthode des multiplicateurs introduite par F. Alabau [8].
Comme Wz, N Q\ w., = 0, on peut construire une fonction § € C°(Q) telle
que

I IA

0
g
g

On fixe t. Et soit 6 la solution du probléme elliptique

sur - we,,
sur  Q\ w,.

f<1
1
0

29 _
{ A0 = fAu; dans (), (2.6.25)

0=0,0=0 sur I.
Alors

/\A@;?:/MA@:/@A?@:/ ur (BA +2V5 - VO + 0AR).
Q Q Q We

2

Donc d’apreés les inégalités de Young et de Poincaré, on a

/\AGP g@/ |u1]2+569/ IAB]> Ve > 0. (2.6.26)
Q We Q

2

Donc
/ A0 < 610/ 2. (2.6.27)
Q Weq
D’autre part, en dérivant par rapport a ¢, on voit que Z’ est une solution du
probléme :

2pn/ /
{ A*Y" = fAvu] dans (), (2.6.28)

0 =09,0 = sur T

Donc, on a aussi

/\Ae’\z génf A (2.6.29)
Q We

2

Maintenant, multiplions I’équation (2.6.3) par 6, on obtient en intégrant par
parties et en utilisant (2.6.25)

/OT/QﬁulAul—/oT/Qe’uH[/Qeu’l}j+/oT/Qf9:o.
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Ensuite en intégrant par parties aussi, on déduit

[ fisur= [ frs [ [30mfll  fo

Par suite, de I'inégalité de Young, on conclut

// \vw?s/ JRIZIE //m ;/OT/QW
/ / —lu* + /‘9“/1 O+/0 /Q|9!2+/0 /Q!fIZ Vv, > 0.

(2.6.30)
Alors en utilisant 'inégalité de Poincaré dans (2.6.30), puis en utilisant
(2.6.27) et (2.6.29) dans I’équation résultante, on obtient

T T T T
/ / |V, |? < 72/ e1(t)dt + 012/ / |uf|? + 013/ / |y |
0 weq 0 Weq

+Cuu(e1(0) + ex(T //|f|2 —
(2.6.31)

Etape 5. Dans cette étape, on va majorer / / |ui|?. Comme dans
Wey
I’étape précédente, on adapte une méthode des multiplicateurs introduite

par F. Alabau [8].
Le fait que W, NQ \ w = 0 nous permet de construire une fonction p € C5°(£2)
telle que

<1,

p
1 SUr  We,,
0 sur 9\ w.

A

T O

On fixe t, et soit z la solution du probléme elliptique

{ A%z = pu; dans €,

z2=0,2=0 sur TI. (2.6.32)

Multiplions la premiére équation de (2.6.32) par z et intégrons par parties.

On déduit alors
/\Az|2 /pulz. (2.6.33)

L’inégalité de Poincaré conduit (2.6.33)
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D’autre part, en dérivant (2.6.32) par rapport au temps ¢, on trouve que 2z’

est une solution de

2,0 /
{ A2 =pu) dans €, (2.6.35)

2 =0,7=0 sur T.

Alors, on a
/|Az’|2 < 616/|u3|2. (2.6.36)
Q w

Maintenant, multiplions I'équation (2.6.3) par z, on obtient donc en intégrant
par parties et en utilisant la premiére équation de (2.6.32)

[ fome- [ [ - [ formo

Alors d’apreés 'inégalité de Young, on obtient

/ /0|U1|2 / /’u1|2+—/ /\z]2+017 e1(0) + e1 (7))
Jr’74/ /|Z|2 4%/ /\f’Q V735 4 > 0.

De l'inégailté de Poincaré et (2.6.34), on conclut que

T N T
| [rer<en | [ (2.6.38)
0 Q 0 Q

De méme, I'inégailté de Poincaré et (2.6.36) impliquent

T R T
/ /|z’|2 gclg/ /|u’1|2. (2.6.39)
0 Q 0 w

Ensuite, en utilisant (2.6.38) et (2.6.39) dans (2.6.37), on déduit

[ e[ for

< (73+274018)/ e1(t )dt+020/ /yuly +Cl7(e1( ) +ei(T))

4 / / ‘f’ vf)/37 Y4 > 07
\ Y4

(2.6.37)

(2.6.40)



Observabilité et controlabilité exacte internes indirectes des
94 systémes hyprboliques abstraits faiblement couplés

~ C
ou 020 = £
273
Par conséquent, 'insertion de (2.6.40) dans (2.6.31) nous donne

T T T
/ / Verl? < Gor (2 + s + 74) / er(t)dt + Con / / iy ?
0 weq 0 0 w

T
+Co3(e1(0) + e1(T)) + 024/ / P V2, 73, 74 >0,
o Jo

(2.6.41)
ou Cy = max (1, Ci3,2C13Chs), Cos = Crg + C13Cs0, Cog = Ci3Chr + Chy et
~ C
Coy=— +1

4’)/4

FEtape 6. Dans cette étape, on utilise (2.6.40) et (2.6.41) dans (2.6.24),
on obtient donc

1 /7 T R T
§ / / ‘Aul|2 S 025 / / ”LL/1|2 + 026 2 ‘I— 2")/3 + 2’}/4) / 61 (t)dt
0 Iy 0

a27(61( ) +e(T +028/ /|f|2 V2, 73, 74 > 0,

(2.6.42)
ou Cos = (4cp + C5Cag + CsCa), Cas = max (C5C1y1, Cs,2CsChs), Cor =

C
C5023 + C(;CU + C7 et 028 = 05024 + ﬁ + Cg

Par conséquent, on a

T [T T
/ / | Ay |Pdzdt < 51/ /lu'112+?/ e1(t)dt
0 JIy 0 Ju, 0 (2.6.43)

+8\2(61(0)+61(T))+8\3/0 /Q\f’z,

ol 6, = 2025, = 026 (72+273+274) ol Y2, Y3 et 4 sont positives arbitraires,
(52 = 2027 et 53 = 2028
D’ou (2.2.17) est satisfaite.

Vérification de Uhypothése (H4). On procéde comme dans [69], [70]. On
définit d’abord o2 comme la plus petite constante positive telle que

|Vul]? < o?|Aul>  Yu € V). (2.6.44)

On utilise le multiplicateur Mwu; = m - Vuy et on multiplie (2.6.3) par Mu;.
On obtient alors de (2.6.12) en remplagant h par m et en utilisant le fait que
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@'mi = 61’]’ et divm =N

T
/ / W2 — |Aug? +2/ /|Au1| + /ulm-Vul]O
/ /fm Vu, = / /m V)| Auy Pdrydt.
Donc

N-2 [T , r ,
A2 e —ismpy+ [ [ Qe+ i)
0 Ja - 0o Jo
—I—[/ullm-Vul] —/ /fm-Vul / /m V)| Aug|*dydt.
Q 0 0 Ja

(2.6.46)
En multipliant la premiére équation de (2.6.3) par u; (cf. [69], [70]), on obtient
facilement

2 (T ) N -2
S22 [ it - Y2 ]l - [ [
0 Q

On obtient donc de (2.6.46)

/ /m V)| Auy [dydt = [/u1<nz'vu1+N;2U1)}j
+2/0 el(””/ /fm Vi, — /0 /qul.

-2

(2.6.45)

(2.6.48)

N T
Maintenant, on va majorer [/ uy (m-Vm + ul)} . On procéde comme
Q 0

dans [69]. Grace a l'inégalité de Cauchy-Shwarz, on a

‘/}h s UI ‘\\Rg/wm (2.6.49)

2
2Rg/ﬂ|m Vul()—l— ul(t Vit € [0, 7]

2
et d’autre part

/|m Vuy(t /\m Vuy (t |2—|——/|u1

N — 2)/m Vui(Hus(t) Vi € [0,7].

(2.6.50)
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En outre, la formule de Green nous donne

/m Vuy (t)uq (t /m V(|ui(t) /|u1 . (2.6.51)

pour tout ¢ € [0, 7.
Par suite, en combinant (2.6. 50) (2.6.51), on déduit que

( /Q‘m-Vul(t) /\m Vuy(t

icl = A\ 2 /\m (2.6.52)

< /\m-Vul(t)\Q /]Vul > vt e0,T).
\ Q

Alors (2.6.44) conduit (2.6.49) a

N -2 2
/’m-Vul(t)—l— ()] <R202/|Au1(t)|2 Ve [0,T]. (2.6.53)
Q Q

Finalement, en utilisant (2.6.53) dans (2.6.49)

)/Q“’l(ﬂ(m-vul(tw Al

D’un autre coté, en utilisant I'inégalité de Young on a

/OT/Qfm-Vul < RBQUQ /()T/Q|Aul|2+%|f|2 VG >0 (2.6.55)
//ful\RﬁCOU / /\Au1|2 —|f\2 V3 > 0. (2.6.56)

Finalement, en utilisant (2.6.54), (2.6.55) et (2 6.56), on obtient de (2.6.48)

2u1(t))‘<Rael(t) Ve [0,T].  (26.54)

et

1 ! 2 _ 9 9 . T
2/0 /Fl |Auy [*dvydt > (2 — max(Ro®, Ro co)(ﬁ—{—ﬂ))/o eq(t)dt

1 T -
—Ro(e1(0) + e (T)) — ng,gm/o /Q|f|2 VB, 8 >0,
(2.6.57)
(8 + 5)?
el

Comme les hypothéses (H3)-(H4) sont vérifiées, on peut appliquer le théo-
réme 2.2.1. Donc on conclut le résultat suivant.

ol 15 5 = Dot (2.2.18) est vérifice.
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Théoréme 2.6.1. Il existe a* > 0 tel que pour 0 < |a| < «oF, il existe
To = To(a) > 0 tel que pour tout T > Ty et tout U’ € H, la solution
U(t) = exp(—tA)U° de (2.6.2) satisfait

T
Rél/ /\u’lld;vdt > cl(a,T)/ (Jui [ + | Au))?) da
0 w Q

(2.6.58)
Fes(on T / 82+ bl ).

ot les constantes ¢; pour i = 1,3 sont données dans le théoréme 2.2.1.
De plus, si la solution de (2.6.2) satisfait

uy =0 sur wx(0,7),

alors on a u; = ug =0 sur Q x [0,77].

Par dualité, la contrélabilité exacte interne indirecte est une consé-
quence du résultat précédent. Donc on considére le systéme

Y+ A%y + ays = vl, dans Q x (0,7),

vy + Ays +ay; =0 dans Q x (0,7),
ylzygzﬁyyl zal,yQ:O sur =1 x (O,T),
vi0) =4, wi(0)=y;  sur Q

Comme les hypothéses du théoréme 2.2.1 sont vérifiées, on déduit le résultat
suivant.

(2.6.59)

Théoréme 2.6.2. [] existe o > 0 tel que pour 0 < |a| < aF, il existe
To = To(a) > 0 tel que pour tout T > Ty et tout YO = (y9,yi,y5,92) €
L2(Q) x H™2(Q) x HZ(Q) x L*(Q), il existe v € [H'(0,T; L*(Q))]" tel que la
solution de systéme (2.6.59) satisfait

Y1(T) = 114(T) = y2(T) = y24(T) = 0.

2.6.2 Le cas de deux équations faiblement couplées :
Onde-Petrowsky

On considére le systéme suivant

i — Aug + aCuy =0 dans € x (0,7,
uly + A%uy + aC*uyp = 0 dans € x (0,7), (2.6.60)
Uy = Uy = Aug =0 sur L =T x(0,7), e

u;(0) =uf, w(0)=wu; i=1,2 sur Q.

(2
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ou l'opérateur de couplage C' est choisi dans le lemme ci-dessous. On pose
H = 1?(Q), © = L*(w), V) = HY{Q) et Vo = H?(Q) N HY(), muni res-

pectivement, du produit scalaire L?, du produit scalaire [ uzdz, du produit
w

scalaire (u, z); = / Vu-Vzdzr et du produit scalaire (u, z) = [ Au-Azdz.
Q )
On définit les applications de dualité A; et A, de la méme maniére que la

section 2.2. On notera, respectivement, par —A 'opérateur A; qui est un
opérateur non borné dans H de domaine D(A;) = H*(Q) N H}(Q) et par A?
Popérateur A, qui est un opérateur non borné dans H. F. Alabau a démontré
dans 2] a l'aide des résultats de régularité de Grisvard que

D(Ay) ={ue H(Q)NHy(Q); Au=0 sur T}.

De plus, on pose que 'application r est la fonction de restriction de 2 sur w
et 'application p est la fonction de prolongement par 0 de w sur €.
On définit les énergies partielles naturelles et affaiblies, respectivement, par

710) = 5 (1)) + lua 1))

et
1

&(t) = 5 (lua ()l + [ur ()
Les inégalités (2.2.8), (2.2.10), (2.2.13), (2.2.14) et (2.2.15) sont satisfaites et
1 = P2 = 1. L’hypothése (H2) est vérifiée a aide du lemme suivant donné

par Alabau dans [2], et 33 = 1.

Lemme 2.6.1. On définit les espaces H, Vi, V; et les opérateurs non bornés
Ay :D(A) CH — H, Ay : D(A)) C H— H comme dans la section 2.2,
ot D(A;) = {u eV Au € H}, pour i = 1,2. De plus, on pose Ay # As. On
suppose qu’il existe une base orthonormée commune {ey}7>, des fonctions
propres des opérateurs A; dans H, pour i =1,2, ou

Aiek = /\i,keka k= 1, ceey 1= 1,2

De plus, on considére I’hypothése suitvante :
(H5) : 3r : N* — N¥, injective, telle que Ao = A1y Vr € N*.
Alors il existe un opérateur linéaire C borné dans H de la forme

o0
Cu= E UKW Cr(k)s
k=1
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ot la suite des nombres réels (wy )y vérifie
Jw_ >0, wy >0 telle que w_ < w, < wy, Vi e {1,2,..},
et C vérifie
CVy, C Vi, CD(As) C D(Ay) et A1Cu = CAyu Vu € D(Ay), (2.6.61)
et ||Cullg = ||u|lg pour tout uw € H.

On pose maintenant G' = L*(T'y). De plus, on définit 'opérateur linéaire
continue B* de D(A;) dans G par

B*u = 8,,u}rl.

Pour appliquer le théoréme 2.2.1, il nous reste a démontrer que les hypothéses
(H3) et (H4) sont vérifiées.
On consideére alors le probléme non homogéne suivant

up —Aup = f dans Q x (0,7),
up=0 sur X=Tx(0,T), (2.6.62)
ui(,0) =ui(.) € D(Ar), wui(,0)=ui(.) €V sur

ou f € CH[0,T); H).
On reprend alors les espaces w., déja définis dans la section 1.3 du chapitre
précédent :

We, = {m €Q; d(z,T) < 5i} i=0,1

ol
0<eo<e et d(x,Iy):=inf ||z —y|gr,
yely
et w tel que
W C Wy Cwe Cw.

En procédant comme dans la section 1.3 du premier chapitre et en répétant
exactement les mémes arguments de 1’étape 2 pour obtenir I'inégalité (1.3.69)
(on remplace —auy par f), et grace a (1.3.46) et (1.3.45), on déduit une
inégalité de la forme suivante

/OT/Flh.wa,,ulF <3 /OT/WIuiI?JrW/OTel(t)+32(€1(0)+61<T))
v [ 1o

(2.6.63)
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oil 7 est arbitraire positive, et §; o 5 sont des constantes positives. D’out
(2.2.17) est vérifice.

De méme, en procédant comme dans la section 1.3 du premier chapitre et en
répétant exactement les mémes arguments de 1’étape 1 pour obtenir I'inéga-
lité (1.3.66) (on remplace —aus par f), on déduit une inégalité de la forme
suivante

R T T R T
—/ 10,u1|2 > (1—35)/ e (t)dt — — /|f|2dasdt
2 Jo Jr, 0 26 Jo Ja (2.6.64)

—R(el(O) + 61(T>) V0 < B < %

Dot (2.2.18) est vérifie.

Comme les hypothéses (H3)-(H4) sont vérifiées, on peut appliquer le théo-
réme 2.2.1. Donc on conclut le résultat suivant.

Théoréme 2.6.3. Il existe o > 0 tel que pour tout 0 < || < o, il existe
To = To(a) > 0 tel que pour tout T > Ty et tout U’ € H, la solution
U(t) = exp(—tA,)U° de (2.6.2) vérifie

T
Rgl/ / |u|dzdt > cl(a,T)/ (Jur]? + |Vul?)dx
0 w Q

(2.6.65)
es(on T / WP dz + [[ubl]3,),

ot les constantes c; pour 1 = 1,3 sont données dans le théoréme 2.2.1.
De plus, si la solution de (2.6.60) satisfait

uy =0 sur wx(0,7),

alors on a u; = uy =0 sur Q x [0,77].

Par dualité, la controlabilité exacte interne indirecte est une consé-
quence du résultat précédent. Donc on considére le systéme

1.0 — Ayp + aCys = vl, dans Q x (0,7,
Yo + Ays + aC*yy =0 dans Q x (0,7),
ylzyngygzO sur Z:FX(O,T),
yi(0) =9, yii(0)=y; swr Q,

Comme les hypothéses du théoréme 2.2.1 sont vérifiées, on déduit le résultat
suivant.

(2.6.66)
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Théoréme 2.6.4. Il existe o > 0 tel que pour tout 0 < || < o*, il existe
Ty = To(a) > 0 tel que pour tout T > Ty et tout Y° = (y?,y%,yg,y%) €
L2(Q) x HY(Q) x (H*NH(Q)) x L*(), il eziste v € [H'(0,T; L*(Q))] tel
que la solution de systéeme (2.6.66) satisfait

(1) = y1(T) = y2(T) = y2(T) = 0.
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Chapitre 3

Observabilité interne indirecte et
controlabilité exacte du systéme
de Timoshenko

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est ’étude de la controlabilité exacte indirecte du
systéme de Timoshenko sous I'effet d’une seule force de controle agissant sur
I’équation de 'angle de cisaillement dans le cas ot les vitesses de propagation
dans I’équation du déplacement vertical et ’équation de I'angle de rotation
du systéme sont égales. Cette étude a été motivé par le résultat de F. Alabau
dans [1]. Elle a démontré la stabilisation exponenetielle du systéme de Ti-
moshenko sous 'effet d’'une seule force de controle agissant sur ’équation de
I’angle de cisaillement, ou les vitesses de propagation dans I’équation du dé-
placement vertical et 'équation de ’angle de rotation du systéme sont égales.

On considére donc le systéme homogéne de Timoshenko suivant :

Pt — b + h(pe + ) =0 £>0,0<z <L (8.1.1)

{pl@tt—k(@z‘i‘w)q;zo t>0,0<$<L,
ol ¢ et ¥ désignent respectivement le déplacement transversal de la poutre
et 'angle de rotation d’un filament de la poutre. De plus pi, p2, k et b sont
des constantes positives caractérisent les propriétés physiques de la poutre
et des filaments. Les vitesses de propagation dans I'équation du déplacement

vertical et I’équation de 'angle de rotation sont respectivement données par
k

w, = — et w = —.
P1 P2
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Ensuite, on consideére les conditions au bord suivantes de ce systéme
p=1=0, t>0,x=0,x=0L (Dirichlet), (3.1.2)

ou
p=19,=0, t>0,2=0,2=L (Neumann). (3.1.3)

Les conditions initiales des états variables sont :

(0 ¥) (2, 0) = (o(@), Yo(@)) et (pu,Pe)(2,0) = (¢1(2),¢1(x)) = € (0,L).
(3.1.4)

[’énergie naturelle des solutions du systéme (3.1.1) soumis a 1’état initiale
(3.1.4) et a chacune des conditions aux bords (3.1.2) ou (3.1.3) est définie

par

1

L
E(t) = 5/ (P1‘¢t|2 +P2W)t|2 + b|¢x|2 + k"%% + ¢|2)d$-
0

Il est facile de vérifier que I’énergie naturelle F est conservée i.e.
E(t)=E(0) Vt>D0.

D’un autre coté, on définit 1'énergie affaiblie des solutions du systéme (3.1.1)
soumis a l'état initiale (3.1.4) et a chacune des conditions au bord (3.1.2) ou
(3.1.3), par

~ 1 L L
B = ([ 10 B 5 pn [ (=0 Pl

2
L L
+b/ [0 + k/ 0= 02) ™ (00 + ) ),
0 0
et cette énergie est conservée, i.e,
E(t) = E(0) Vt>0.

La démonstration de la conservation de I’énergie affaiblie E est détaillée dans
le paragraphe suivant.

L’étude de la stabilisation du systéme de Timoshenko a attiré 'atten-
tion de beaucoup des auteurs (voir |7], [14], [16], [57], [90], [96], [100], [102],
[104], [105], [106], [107], [112], [116], [117], [119]).

D’un autre coté, les travaux réalisés de la controlabilité exacte du systéme
de Timoshenko étaient relativement rares. Dans [109] M. Shubov a étudié la
controlabilité exacte du systéme de Timoshenko sous 'effet de deux termes
d’amortissement, dont seulement la force de controle agissant sur I’équation
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de I'angle de cisaillement est active, tandis que 'autre terme agissant sur
I’équation du déplacement vertical est traité comme une force donnée. Elle a
obtenu un résultat de controlabilité exacte dans un temps 7" > 0 en étudiant
les comportements asymptotiques des fonctions et valeurs propres. En utili-
sant la méthode de HUM, L. A. Medeiros [87] a traité la controlabilité exacte
du systéme de Timoshenko sous l'effet d'un couple de forces de controle aux
bords. La controélabilité exacte des équations aux dérivées partielles avec des
controles de type Neumann sur la frontiére ou sur une partie de la fron-
tiére était intéressante aussi pour beaucoup des auteurs. J. L. Lions [69] a
démontré la controlabilité exacte de I'équation des ondes sous 'effet d’un
controle de type Neumann. Dans [65] I. Lasiecka et R. Triggiani ont traité la
controlabilité exacte de ’équation des ondes sous I'effet d’un controéle de type
Neumann sur une partie du bord, et celle de ’équation de Euler-Bernoulli
[66] sous 'effet de deux controles au bord, 'un de type Dirichlet et autre
de type Neumann.

Dans le cas des conditions au bord (3.1.2) et si les vitesses de propa-
gation dans I’équation du déplacement vertical et ’équation de ’angle de
rotation du systéme (3.1.1) sont égales, on montre I'inégalité d’observabilité
suivante pour un temps 7' > 0 suffisamment grand

T /L
YPdxdt
/0/0| ‘02 12 02 12 (38:1.5)
> Cl(‘@ |L2(0,L) + Il ||H71(07L) + |9 20,0) T K% HH*1(07L))7

pour tout U° = (o, ¢1,%0,¢1) € (L*(0,L) x H‘l(O,L))Q, oll ¢, est une
constante dépend de T

De méme, dans le cas des conditions au bord (3.1.3) et si les vitesses de pro-
pagation dans I’équation du déplacement vertical et I'équation de I'angle de
rotation du systéme (3.1.1) sont égales, on montre 'inégalité d’observabilité
suivante pour un temps 7' > 0 suffisamment grand

/OT /L W [2dzdt

0
2 El(wo‘%?(o@) + ||901H§{—1(07L) + WO %2(0,L) + |W1”2[H,}(O,L)]/)’

pour tout U° = (o, @1, %0, ¥1) € L*(0, L)x H~'(0, L)x L*(0, L) x [H}(0, L)]/,
ol ¢; est une constante dépend de T, et 'espace

H!(0,L):={f e H(0,L); /L fdz = 0}.
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De plus, dans le deux cas des conditions au bord, si la solution de (3.1.1)
satisfait ¢ = 0 p.p. sur (0, L) x (0,7, alors

p=1=0 dans (0,L)x (0,7).

Par dualité, grace aux inégalités (3.1.5) et (3.1.6), on obtient des résultats
de controélabilité exacte interne indirecte. Plus précisement, on considére les
systémes suivants :

Py —k(Ye +2), =0 t>0,0<z<L,
P2zt — bzpw + k(Y +2) =0 t>0,0<x<L,

y(0) = y(L) = 2(0) = #(L) = 0 (Dirrichlet), (3.17)
(y,z yt,Zt)< ) - ( (I) ( ) (I),Zl(ZL‘)), YIS (OvL)v
et
Py —k(ye +2) =0 t>0,0<z <L,
P2z — bzee +k(ye +2)=v t>0,0<z <L, (3.1.8)

y(0) =y(L) = z,(0) = 2,(L) =0 (Neumann),
(ya 2 Y, zt)(x7 0) = (yo(x)v ZO(x)a yl(x)u Zl($))’ LS (07 L)'

On montre les résultats suivant si I’équation du déplacement vertical et
I'équation de l'angle de rotation du systéme (3.1.1) ont la méme vitesse de
propagation :

1. Cas des conditions auz bords de Dirichlet

Pour un temps 7" > 0 suffisamment grand et pour tout
YO = (04", 2% 2" € (HL(0,L) x L*(0,L))*,

il existe un controdle v, € L2(0,T;L?(0,L)) tel que la solution du
systéme (3.1.7) vérifie

y(T) = y(T) = 2(T) = z(T) = 0,

i.e. il existe un controdle v; qui raméne la solution de (3.1.7) a 'équi-
libre au temps 7T

2. Cas des conditions aux bords de Neumann

Pour un temps 7" > 0 suffisamment grand et pour tout

Y=y, 2% 2") € Hy(0,L) x L*(0, L) x H,(0,L) x L*(0, L),
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il existe un contréle v, € L2*(0,7T;L*(0,L)) tel que la solution du
systéme (3.1.8) vérifie

i.e. il existe un controle vy qui rameéne la solution de (3.1.8) a I'équi-
libre au temps 7.
3.2 Formulation du probléme
On définit 'espace énergie associé au probléme (3.1.1), (3.1.2), (3.1.4) par
My = (HL(0,L) x L*(0, L)),
et celui associé au probléme (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4) par
Ho = Hy(0,L) x L*(0, L) x H'(0, L) x L*(0, L).

On définit le produit scalaire sur ‘H; j = 1,2 par

~ L ~ ~
<(90’77Z}7uav>7 (Gaﬂ)?ﬂu i7)>7‘lj = /0 <p1u6+PQU5+b¢¢+k(¢z+¢)(%Zz‘i‘@/)))d$

En appliquant un théoréme classique de la théorie de semi-groupe, on montre

que le probléme (3.1.1), (3.1.2), (3.1.4) (respectivement (3.1.1), (3.1.2), (3.1.4))
est bien posé et admet une solution unique dans I’espace énergie H; (respec-

tivement Hs) (voir [1]). De plus, si les conditions initiales sont plus réguliéres,

les solutions sont fortes.

Maintenant on va démontrer la conservation de l’énergie affaiblie E.

Démonstration. Prenons les fonctions suivantes : 7 solution de

—Ope™ = @z +1 sur (0,L),
{ m(0) = n(L) =0, (3.2.9)
¢ solution de
~0p = sur (0,L),
{ $2(0) = ¢o(L) = 0, (3.2.10)

et v solution de

{_&Uzyzl/)t sur (0, L), (3.2.11)
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En multipliant la premiére équation (respectivement la deuxiéme équation)
de (3.1.1) par (—0,,) "¢ (respectivement (—0,,) '), on obtient

S5 e + oo+ [ 0]}

. . (3.2.12)
_/0 (¢x+¢) §0t+/ §0z+¢ )1¢t—0

( —/OL(sonrw) (=)~ 190t+/0L(90x+w)(—3m)1¢t

-/ (o 4 90 Tt / (o 4 9)(-0) M0

= [t D00 o (000

_ /OL [(—02) (= 0) " (02 + )] (00 (—0sz) "ot + (— ) " "tlt)

Pt s ] )
~[(0:(=00) 0+ ) (0= 00a) 01 + (= 00a) ) |

— 0 (L)+0(L) — 62 (0) —(0)

L

0

\

L
0
(3.2.13)
Ensuite, utilisons 1’égalité

1 L
oy = Dy(—Bhs) " Byipr — Z/ orda (3.2.14)
0
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dans le dernier membre de (3.2.13). On déduit alors

| /OL 9000 pr + )| | =+ Oal=00a) )

_ / ’ 100(=00) 2+ 8)| [ Du(=020) " (00 + 1)
[ [ (oo ] 020

~~

=m(L)—m(0)=0

- %{%(/OLW—M1<vw+¢>|2>}-

Dong, en insérant (3.2.15) dans (3.2.13), on obtient

—/Lsoxﬂb( o)™ 90t+/L(90x+¢)( Ora) ™"y

(3.2.16)
/ |02 (= 0z @x + )| )}
Par suite, l'insertion de (3.2.16) dans (3.2.12) implique
1 - -0 -1/2 |2 t -9 —1/2,/ 12
P1 (=0sa) ee|” + po (=0uz) Vi
o . 0
s [Pk [ 1000 e+ 0P]} =
0 0
D’ou la conservation de I'énergie affaiblie E. [

3.3 Résultats d’observabilité et controlabilité
exacte internes indirectes dans le cas des
conditions au bord de Dirichlet

3.3.1 Inégalité inverse

Notre résultat principale dans ce sous-paragraphe est résumé dans 1’énoncé
suivant
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Théoréme 3.3.1. Il existe un temps Ty > 0 tel que pour tout T > Ty, pour
tout U° = (o, p1,%0, 1) € (LQ(O,L) x H~1(0, L))Q, et st wy = wy, il existe
une constante positive K telle que, la solution (¢,1) de (3.1.1)-(3.1.2) vérifie

[ [ WP 2 K B+ 16 B + 19 an + 1 Tan)
(3.3.1)
ou K dépendant de T', L, p1, p2, k et b.

Pour la preuve de ce théoréme, plusieurs lemmes seront nécessaires.

Lemme 3.3.1. Il existe un temps Ty > 0 tel que pour tout T > Ty, pour tout
Ul = (0, p1, Y0, ¥1) € Hy, et si wy = wa, il existe deux constantes positives
Cy = C et Cy telle que la solution (p,v) de (3.1.1)-(3.1.2) vérifie

C\E oy 2dzdt < CLE(0), (3.3.2)
o< [

ot Cy et Cy dépendant de T, L, p1, p2, k et b.

Démonstration. La preuve de 'inégalité directe est triviale. D’un autre coté,
les techniques introduites dans [1] s’adaptent pour la démonstration de I'in-
égalité inverse. Alors plusieurs étapes sont requis.

Dans la suite on désigne par ¢ une constante générique dépend seulement de
L, P1, P2, k et b.

Etape 1. En multipliant la deuxiéme équation de (3.1.1) par b='(p, + )
et la premiére équation par k=14, en intégrant sur [0,7] x [0, L], et en ad-
ditionnant les deux relations résultantes, on obtient

//!%HW (2~ ”//z/zttsoﬁw)

/ / T —— / (e +0) + %%)}T + /OT [%%}g-

(3.3.3)
Alors d’apreés 'inégalité de Young, on a

Q%/OT/L\%islpl p“b//w pl//rwt12+cE>

ve [ [Rwng00] 4 [ [P+ pon] veso
’ (3.3.4)
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FEtape 2. Maintenant, on procéde comme dans [90]. Considérons la fonction
q € CY([0, L]) qui vérifie ¢(0) = —q(L) = —2~, oty > 0. Donc, en multipliant
la deuxiéme équation de (3.1.1) par b~ 'qy, et en intégrant sur [0, 7] x [0, L],
on obtient

7/OT [IIM @, t)+|%| / / Gl (335
_%2[/0 ngt@bx //qxl%lg——// (@ + V) h

Alors I'inégalité de Young implique

[ P+ wpo0] <t dy [0 [
+n//|%+1/1|2+02//|1/1t|2+c?,E() vn > 0,

(3.3.6)
ol ¢; ¢ = 1,2 sont indépendantes de 7.

FEtape 3. Dans cette étape, on multiplie la premiére équation de (3.1.1)
par k~1qp, et on intégre sur [0, 7] x [0, L]. Alors on obtient

g pr [T [* pir [* T

T L
+/ / P2z
0 0

Ensuite, I'inégalité de Poincaré nous donne

(3.3.7)

o[ [Bwren] < [ [ ek e+t al] +eso)
(3.3.8)

Etape 4. On multiplie la premiére équation de (3.1.1) par k~'p et on
intégre sur [0, 7] x [0, L]. On déduit donc

[ [ [ ] [ sleser] 39

Alors, en combinant (3.3.9) et (3.3.8), on conclut

v [eensgon] e [ [ [+ oo +laf] +emo).
’ e (3.3.10)
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Par suite, en utilisant (3.3.6) et (3.3.10) dans (3.3.4) et en choisissant ¢ et 7
suffisamment petits et en les fixant aprés, on obtient

oo + 9> < ¢ |e|* + |p1 p2| |thu
A A LI o
ve [ [ Wl em0),

Maintenant, I'insertion de (3.3.11) dans (3.3.9) nous donne

//|S0t|2<c/ / |e* + ‘pl pz‘//th (3:3.12)
+c/ / [Gaf? + cE(0). |

Il nous reste & estimer, plus précisement majorer / / [9|2. On considére

donc le probléme

—Xzz = % sur (07 L),
3.3.13
{ 1(0) = x(1) = 0. (3.3.13)
Multipliant maintenant la premiére équation de (3.1.1) par b~'x, la deuxiéme

équation de (3.1.1) par b~'4), et intégrons sur [0, 7] x [0, L]. Puis additionnons
les équations résultantes en remarquant que

- /OL(% +)ax = /OL(WJC — xal?)-

On obtient alors

[ [ / ( /%)2 ol [ el s
B[l [ [ o [ v

Ensuite, en appliquant l'inégalité de Young et l'inégalité de Poincaré, on
obtient pour tout o > 0,

//W / / //w //w
//|¢t\2+cE 0).

(3.3.15)
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D’autre part, d’aprés (3.3.13), on a

/ 2 <o / o,

et comme 1'équation (3.3.13) est différentiable par rapport au temps ¢, on a

/|xf <c/ e (3.3.16)

Donc en utilisant Pestimation (3.3.16) dans (3.3.15), on obtient pour tout
0>0

/OT/OLW””’2+£/OT (/OL¢>2 = 5/0T/0L!<Pt\2+05 /OT/OLW. (3.3.17)

Maintenant, utilisons (3.3.12) dans (3.3.17), choisissons J suffisamment petit,
et fixons le aprés, on obtient alors

//|wa2 L)
<c/ / |2 + |p1 p2| / / Gl? + cE(0). (3.3.18)

Donc, en utilisant successivement (3.3.18) dans (3.3.11) et dans (3.3.12), on

obtient
<c/ / [, |? + |———| / / [Yu)® +cE(0).  (3.3.19)

Par conséquent,

(T—c)E(o)gc*l/OT/OL\wt12+c|p1——] / / e

Finalement, le fait que w; = wy implique

w-apo<a [ [

ouly=c O

Lemme 3.3.2. Pour tout (', ) € (Hﬁl(O,L))Q, le systeme
—k (g + V) = _pl(ﬁla
—bUge + k(uy +v) = —potpt, (3.3.20)
u(0) = u(L) = v(0) = v(L) = 0.

admet une solution unique (u,v) dans E = (H01(07L))2.



Observabilité interne indirecte et contrdlabilité exacte du systéme
114 de Timoshenko

Démonstration. Le systéme (3.3.20) est équivalent &

L

k:/OL(ux +v) (T, +7) + b/o Vs Us (3.3.21)

= <_p1S017H>H*1(O,L),H(}(O,L) + <_p2¢17E>H*1(0,L),H§(O,L)‘

On définit le produit scalaire sur E par

(g, 01), (1iz, v2)) s = /OL (bores + kln, + 0) (s, + ) ),

pour tout (u1,vy), (ug,v2) € E. De plus, de I'inégalité de Poincaré, on peut
vérifier facielement que la norme || .| g associée est équivalente a la norme
usuelle de F.

On pose maintenant

(). (@.7)) = k/OL(uﬁv)(axw)m/oL%m.

[ est une forme bilinéaire sur E et coercive pour la norme || .|| g associée, et
elle est continue d’apreés I'inégalité

(Vava+ veve) < Va+evate Va,a,c,c>0. (3.3.22)

Par conséquent, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe une unique
(u,v) € E solution de (3.3.21) pour tout (w,v) € E. Donc en choisissant
u = 0, respectivement T = 0, on obtient (3.3.20), , respectivement (3.3.20),
au sens distributionnel. O]

Maintenant, on retourne a la preuve du théoréme 3.3.1.
Démonstration. Soient U° = (o, p1,%0,v1) € (L*(0,L) x I-I*l(O,L))2 et
(u,v) la solution du systéme (3.3.20).
On va adapter une méthode des multiplicateurs introduite par J. L. Lions

[69]. Si (¢,) est la solution de (3.1.1)-(3.1.2) qui correspond aux données
(0%, t, 40 1), alors les fonctions

(w(x,t) = /Otgp(x, s)ds + u(x), ((x,t) := /Otw(:c,s)ds + v(x))

est une solution de (3.1.1)-(3.1.2) avec les données initiales (u, °, v, °).
Donc, d’aprés le lemme 3.3.1 on a

T L
(T - C)/O /0 G > Cl(HU’HJ%Ié(O,L) +19°F20,r) + ”U”%Q}(O,L) + 0% T20.1)-
(3.3.23)
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2

D’autre part, on sait que —A = ——— est un isomorphisme de H;(0,L)
T

sur H~'(0, L). Alors [lul 10,1y (respectivement ||| ;1 (0,1)) est équivalente a

| = Uza|lr-1(0,) (respectivement || — vop||m-1(0,1))-

Alors, on a

||u||H1(0 L) + ||U”H1(0 L)

> el = waallfg-10,0) + €l = Valliir 0.1

P1 P2
:CH? — V|| 1o,L) T ¢ cll== wl b(“x"‘”)HH 1(0,L)

(“‘P [ 1o,y T 1% ) (||Ux||2 ~10,) T luz + ]| I(OL))
> clle' 10,0y + 1M E-10,0)) — €valZany + e + 012 )
> c(lle" 10,0y + 10 N -100,00) — U300y + 10l 0,0)-

Donc

c
HuH?{é(O,L) + HUH?'{(}(O,L) 2 1—4_0(”%01‘@71(0@) + le”%fl(o,m)- (3.3.24)

/oT /OL G = /OT /OL [l (3.3.25)

Par conséquent, en utilisant (3.3.25) et (3.3.24) dans (3.3.23), on obtient

D’un autre coté, on a

T L
/0 / 0P > (|0 Baosy + 19 1200+ 1o + 101 3 0ny). O

3.3.2 Controlabilité exacte interne indirecte

L’estimation a priori démontrée dans le paragraphe précédent nous per-
mettent d’aboutir a la controlabilité exacte interne indirecte du systéme sui-
vant :

Pyt — k(yz +2). =0 dans (0,L) x (0,7,

P2zt — bzpw + k(y. +2) =v; dans (0,L) x (0,7),

y(0) = y(L) = 2(0) = 2(L) = 0,

(Y, 2, yes 2¢) (2, 0) = (yo(z), 20(x), y1(x), z1(x)) dans (0, L).

(3.3.26)



Observabilité interne indirecte et contrdlabilité exacte du systéme
116 de Timoshenko

La solution du probléme (3.3.26) peut se définir par la méthode de transposi-
tion qu’on va détallier dans la preuve du théoréme suivant qui résume notre
résultat principal dans ce paragraphe.

Théoréme 3.3.2. Pour un temps T > Ty ou Ty est donné dans le théoréme
3.3.1, pour tout

YO = (40,4, 2% 2Y) € (HL(0,L) x L*(0, L))’

et siwy = ws, il existe un controle v, € L? (0, T; L*(0, L)) telle que la solution
du systéme (3.3.26) vérifie

y(T') = y(T') = 2(T) = %(T) = 0.

Démonstration. On va appliquer la méthode de HUM.
On résoud d’abord, le probléme homogéne

prow — k(s +10), =0 t>0,0<z<L,

pothyy — bpe + k(pr + ) =0 t>0,0<z <L,

©(0) = (L) = ¥(0) = (L) =0,

(@, ¥, o, ) (2, 0) = (po(®), o(2), p1(2), ¢1(z)) = € (0, L),

(3.3.27)

ou (% ot w0 Pl € (D(O,L))4. Il est clair d’aprés la section 3.2 que ce
probléme admet une solution unique (¢, ).
Puis on résoud le probléme rétrograde

p1ou —k (%Jrzz) =0 t>0,0<z<L,
ptht bwmz+k<¢x+w)_—¢ t>0 O<.Z'<L,
(0) = (L) = $(0) = (L) =0,

Pz, T) = o2, T) = 0(x,T) =y(z,T) =0 0<z<L.

(3.3.28)

La solution du probléme (3.3.28) est définie par la méthode de transposition.
En effet, on multiplie la premiére équation de (3.3.28) par # et la deuxiéme
équation de (3.3.28) par £ ou (6,&) est la solution du probléme

1y — k(0. +8&.=f t>0,0<2<L,
P2 — b + (0, +&) =g t>0,0<x<L,

0(0) =0(L) = (0)=§()

(0,8, 01,&)(x,0) = (6o(),§ () 01(z),&1(x)) =€ (0,L),

ou f, ge L'(0,T;L*(0,L)).
En reformulant le probléme (3.3.29) en un probléme non homogéne abstrait

(3.3.29)
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du premier ordre et en appliquant un théoréme classique de la théorie de
semi-groupe, on montre qu’il posséde une solution unique

(6,¢) € (C(O,T; Hy(0,L)) NC'(0,T; L2(0,L))>2.

De plus, on a

{ eg(t) + ee(t) (3.3.30)

< “(69(0) +ee(0) + [ f1I72 o1:L20,0)) ||9H%1(07T;L2(0,L)))7

ol -
eo(t) ;:5/0 (010% + K16, %)
et
_l L 2 b 2 ]f 2
es(t) =5 | (pal&il” + V&I + KIE[)

sont les énergies partielles naturelles associées a la solution (6,6;,&,&;) de
(3.3.29). On obtient Pestimastion (3.3.30) en procédant comme dans le para-
graphe 1.4 du chapitre 1 pour obtenir estimaion (1.4.89), plus précisement,
on multiplie la premiére équation de (3.3.29) par 6, la deuxiéme équation
par & et on utilise le lemme de Gronwall.

Ensuite, on doit vérifier que I’équation

/ / (f&+ g¥) / (M @(0)81 — p13:(0)80 + pab (0)E1 — patl(0)&o)

//wf

admet une solution unique dans 7Tl’1 pour tout

(3.3.31)

2
(00,01, f.60,€1.9) € [HD(0, ) x L0, L) x L' (0,3 L*(0, 1)) ]
Maintenant, on pose XO = (p1907 101817 f7 p2£0a p2§179)7
~ 2
Hy = [H?(o, L) x L2(0, L) x L}(0, T; LQ(O,L))} ,

et on considére la forme linéaire L sur H; qui est définie par

L(Xo) = —/OT /0L¢§dxdt.
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Il est clair que L est bien définie. Tl nous reste a vérifier que L est continue
i.e. il existe une constante positive C' telle que

L(X0)| < CllXollg,-

o < [ ([ wea) ([ repar) "

Alors, en appliquant 'inégalité de Cauchy-Shwartz par rapport a la variable

t on obtient
o)‘ < C</OT/OL Iflg)l/2 < c(/jq(t))l/?. (3.3.32)

Par suite, en utilisant (3.3.30) dans (3.3.32) on obtient

En effet,

L(X0)| < ell Xl (3.3.33)

ou ¢ dépend de T'. Par conséquent L € 7—7’1 Donc il existe X; € 7—~(’1 tel que

avec
X1 est noté par  (— &'(0), (0), 5, —¢'(0),1(0),%)
S~~~ N~ N
=1 =0 R
et

- 2
T, est noté par [H—l(o, L) x L2(0, L) x L*=(0,T; L*(0, L))] .
D’un autre c6té, on définit 'opérateur
A(%O(), ©1, Yo, wl) = (mfﬁ’(o), —p19(0), Pziﬂ/(o)a —ﬂziﬁ(o)),

et on considére des données initiales (@, p1, Do, @1) € (D(0, L)) t (o, ¢, 0, QZ)
solution du probléme (3.3.27) associé.
En multipliant la premiére équation du systéme (3.3.28) par @, la deuxiéme

équation par 1 et en intégrant sur [0, 7] x [0, L], on obtient

<A(Q007 8017 woa lbl); (@07 @17 '(ZO? 1;1»
= / (18180 + patrtho — o1 — patbothn|dz = / / Yipdudt.
Q



3.3 Résultats d’observabilité et controlabilité exacte internes
indirectes dans le cas des conditions au bord de Dirichlet 119

En particulier
T L
<A(s0°,9017¢°,¢1),(¢°7s01,1/1°,w1)>=/ / | 2dadt.
o Jo

Maintenant, on considére sur (D(0, L))4 la semi-norme définie par

T pL 1/2
0 = ([ [ toaed)”,

ou U = (p,¢' 1,9 désigne la solution de (3.3.27) associée aux conditions
initiales U°.

Gréace a l'inégalité inverse (3.3.1), || - ||z est une norme sur (D(O,L))4. On
note par F le complété de cet espace par rapport a cette norme. On obtient
ainsi un espace de Hilbert.

L’inégalité inverse implique

F c (L*0,L) x H(0,L))*,

donc
(H{(0,L) x L*(0,L))* c F'.

D’aprés la définition de la norme sur F, on a
(AU, 0% < AT V00, 00 € (D0, L))" (3.334)

D’un autre coté, la densité de (D(O7 L))4 dans F implique que I'application
A(U?) peut se prolonger d’une maniére unique en une application continue
sur F et A(U°) € F'.

De (3.3.34) on déduit que I'application linéaire qui applique U° € (D(O, L))4
A AU° € F' est continue. Donc par densité, A est prolongeable d’une maniére
unique en une application linéaire continue sur F, on la note encore A, de F
dans F'. De plus on a

(AU), 0% 5 7 = (U, 0% VU, U° € (D(0,L))",

avec (, )7 est le produit scalaire associé au norme de F. Donc, d’aprés I'in-
égalité inverse (3.3.1), Poprateur A est coercif sur F, et (3.3.34) implique
que A est continue sur F. Par conséquent, on déduit du théoréme de Lax-
Milgram que A un isomorphisme de F sur F’. Alors pour tout (yo, 41, 20, 21),
I’équation

A(gpov 5017 1507 7701) = (ply,(o)a _ply(0)7 pQZ,(O)v —ng(O))
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a une solution unique (©°, !, ¢° Y1) € F de fagon que
(0, 91, 0. 21) € (H3(0, L) x L*(0, L))",

et le controéle est vi = — € L? (O, T, L*(0, L)) Mais d’aprés I'unicité de la
solution du probléme (3.3.26) on a

y=¢ et z=1.

Par conséquent

]

3.4 Reésultats d’observabilité et controlabilité
exacte internes indirectes dans le cas des
conditions au bord de Neumann

3.4.1 Inégalité inverse

Notre résultat principale dans ce sous-paragraphe est résumé dans I’énoncé
suivant

Théoréme 3.4.1. [l existe un temps Ty > 0 tel que pour tout T > Ty, pour
tout

U° = (0, 01,%0,%1) € L*(0,L) x H(0, L) x L*(0,L) x [H}(0,L)],

et si wy = wy, il existe une constante positive K telle que, la solution (¢, 1)

de (3.1.1)-(3.1.3) vérifie

T L
/O / WP > K (1000 + 10 o + 1o + [0 o).

(3.4.35)
ot K1 dépendant de T, L, p1, po, k et b.

Pour la preuve de ce théoréme, plusieurs lemmes seront nécessaires.

Lemme 3.4.1. Il existe un temps To > 0 tel que pour tout T > Ty, pour tout
UY = (@0, p1,%0,%1) € Ha, et st wy = wy, il existe deuz constantes positives
Cs et Cy telles pour tout U° = (po, v1,%0,%1) € Ha, la solution (p,1) de
(8.1.1)-(3.1.3) vérifie

T L
C3E(0) < /O /O [ [Pdzdt < C4E(0), (3.4.36)

ou C3 et Cy dépendant de T, L, p1, p2, k et b.
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Démonstration. La preuve de 'inégalité directe est triviale. D’un autre coté,
les techniques introduites dans [1] s’adaptent pour la démonstration de 'in-
égalité inverse. Alors plusieurs étapes sont requis.

Dans la suite on désigne par ¢ une constante générique dépend seulement de
L, p1, p2, k et b.

Etape 1. En multipliant la deuxiéme équation de (3.1.1) par b='(p, + ¥)
et la premiére équation par k= 11,, en intégrant sur [0, 7] x [0, L], et en ad-
ditionnant les deux relations résultantes, on obtient

//|x+w|2 (2 pQ//wttww) -
//|1/1t|2 /(¢t(90x+¢)+%%0t)rv B

D’aprés I'inégalité de Young, (3.4.37) implique

o[ [eeropsi@-p [7 e 2 [0 [ eso)

343&
Etape 2. On multiplie la premiére équation de (3.1.1) par k(¢ — x), ol x
est la solution de (3.3.13), et on intégre sur [0,77] x [0, L]. On obtient donc

p{/l/ forl" + /‘</‘L¢)2 (3.4.39)
pl/ /1@%V+ A il — X / / [z + VI

Comme ¢(0) = (L) = 0, on peut écrire

w—xhzwam—%A(%+¢)

On déduit alors pour t fixé

Alw—thSgA|%+¢P§¢my (3.4.40)

D’ou en utilisant I'inégalité de Pioncaré, on obtient

A o — x[* < cE(1). (3.4.41)
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Par suite, d’aprés l'inégalité de Poincaré et en insérant (3.4.40), (3.3.16) et
(3.4.40) dans I’équation résultante, (3.4.39) nous donne

P1 Tt Tt P1 P2 Tk
—k/ / lp]? < c/ / |¢t|2+c|?—€|2/ / 1| +cE(0). (3.4.42)
0 0 0 0 0 0

Etape 3. On multiplie la deuxiéme équation de (3.1.1) par b4 et on intégre
sur [0, 7] x [0, L], on obtient

Iy ¢/}— 2| { ww 2L v, -
N

D’autre part, d’aprés (3.3.13) on a

xx:—w%(/;zzz),
[we= [ rer e ([ o)

En multipliant (3.3.13) par x, on a aussi

L L
/ el <e / .
0 0

D’ou en utilisant 'inégalité de Poincaré généralisé et 'inégalité de Cauchy-
Shwartz pour le deux fonctions 1 et ¢, + 9, on obtient

alors

L L L
/ vl < c/ [e]® + c/ e + )2 < cE(t)  VE>0.  (3.4.44)
0 0 0

Ensuite, d’aprés I'inégalité de Young, (3.4.43) implique

//WI|2 p2/ / l + | / / ¢t¢ (3.4.45)
+c/ / |sox+w\2+c/ / e

Par conséquent, en insérant (3.4.38) et (3.4.44) dans (3.4.45), on obtient

/ / [af? < / / el + 12— 22 / / [Gul? + cE(0). (3.4.46)
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Finalement, en additionnant (3.4.38), (3.4.42) et (3.4.46), on obtient d’aprés
la définition de I'énergie

(- //w ﬂ—@zb/ / Gul. (3.447)

Finalement, le fait que wy; = wy implique

w-apo<cs [ [

ol TO = C. O
Lemme 3.4.2. Pour tout (o', ') € H1(0,L) x [HL(0, L)], le systéeme

_k(ux:c + Ux) = —019017
—bUgy + k(uy +v) = —pap?, (3.4.48)
u(0) = u(L) = v:(0) = v, (L) = 0.

admet une solution unique (u,v) dans F := Hj(0,L) x H(0, L).

On démontre Pexistence et 'unicité de (3.4.48) de la méme maniére que
(3.3.20) en appliquant le théoréme de Lax-Milgram dans l’espace de Hilbert
F.

Maintenant, on retourne a la preuve du théoréme 3.4.1.

Démonstration. Soient
U" = (o, 1, %0, 1) € L2(0,L) x H7'(0, L) x L*(0, L) x [H}(0,L)]',

et (u,v) € F la solution du systeéme (3.4.48).

On va adapter une méthode des multiplicateurs introduite par J. L. Lions
[69]. Si (¢, ) est la solution de (3.1.1)-(3.1.3) qui correspond aux données
(%, o, 0 1), alors les fonctions

(w(m,t) = /Ot o(x, s)ds +u(x), ((z,t) = /Otw(x, s)ds + U(I))

sont des solution de (3.1.1)-(3.1.3) avec les données initiales (u, ©°, v, 9°).
Donc, d’apreés le lemme 3.4.1 on a

10,0) T ’¢0’%2(0,L))'
(3.4.49)

7o) [ [ 1672 Culluligon + 190 + I3
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2
D’autre part, on sait que —A = ——— est un isomorphisme de H;(0, L)

Ox?

sur H71(0, L) et elle est une application linéaire continue de H!(0, L) dans
[H(0,L)]" i.e. il existe une constante positive M telle que

H(—A)UH[}E , 1(0,L) Yu € Hi(o, L)
Alors lullgio,Ly = ell = azllz-10.) et [[V]|m2r0.L) > €ll = Vel {z2(0,.2)r- Donce
on a
lullzzor + lolnon = ell = tealliro) + €l = Vol
P1 k
= 5" — vl 0|| '+ (e )iy
> clle 1o + 107 ||2[H1<0L]’) c(lvallr-10.0) + e + Vs o.1yy)
> cfle" ||H 1o,0) t [Ks H2[H1 0L ]’) C(|U1|L2 o) t [tz + 0|7 oL))
> C(H‘P HH*l(O,L) + [l H2[H*1(OL ]’) C(HUHHl(o nt [l 1o, L))

Par conséquent,

2 ). 3.4.50
10.L) 2 1+ <H90 100 + 19" ”[Hl(o,L)] ) ( )

[ / = [ [ e 3.451)

Finalement, en utilisant (3.4.51) et (3.4.50) dans (3.4.49), on obtient

Full g 0,0 + 0l

D’autre part, on a

//W>c|go bo e Wi+ oo H IO, ) O

[H10.L)

3.4.2 Controlabilité exacte interne indirecte

L’estimation a priori démontrée dans le paragraphe précédent nous per-
mettent d’aboutir a la contrélabilité exacte interne indirecte du systéme sui-
vant :

Py —k(ys +2), =0 t>0,0<z<1L,

P2zt — bzpw + k(Y +2)=vy t>0,0<z<L,

y(0) = y(L) = 2(0) = 2(L) = 0,

(¥, 2,91, 20) (@, 0) = (yo(w), 20(2), y1(2), 21(x)) 2 € (0, L).
La solution de ce probléme peut se définir par la méthode de transposition.

Notre résultat principal dans ce sous-paragraphe est énoncé dans le théoréme
suivant :

(3.4.52)
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Théoréme 3.4.2. Pour un temps T > Ty ou Ty est donné dans le théoréeme
3.4.1, pour tout

YO= (" y' 2% 2") € Hy(0,L) x L*(0, L) x H,(0,L) x L*(0, L),

et siwy, = ws, il existe un controle vy € L? (0, T; L*(0, L)) telle que la solution
de systéme (3.4.52) vérifie

Y(T) = yu(T) = 2(T) = 2(T) = 0.

Pour la preuve de ce théoréme, on répéte les mémes techniques de la
preuve du théoréme 3.3.2 dans le sous-paragraphe 3.3.2, en appliquant la
méthode de HUM, mais en choisissant 'espace F le complété de (D(0, L))2 X
D.(0,L) x D(0, L) par rapport a la norme

T L 1/2
0 = ([ [ toaed)”,

D.(0,L) := {u € D0, L); /Lu - o}.

avec
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Partie 2. Stabilisation directe et
indirecte du systéme de Bresse






Chapitre 4

Stabilisation directe du systéme
de Bresse

4.1 Introduction

Au cours des derniéres années, la stabilité des poutres élastiques, thermoé-
lastiques et viscoélastiques de type Timoshenko, Bresse, Rayleign et Euler-
Bernoulli, et 1la stabilité des plaques vibrantes de type Kirchhoff, Von Kdrmdn
ont attiré beaucoup d’attention de beaucoup d’auteurs.

Dans leur étude sur les réseaux de poutres flexibles, Lagnese, Leugering et
Schmidt [60] découlent un modéle général de poutres élastiques non linéaires
de trois dimensions. Un cas particulier de ce modéle est un modéle linéaire
couplant trois équations des ondes. Il décrit les mouvement d’une poutre élas-
tique planaire sous 'effet de petites déformations. C’est le systéme de Bresse
qui est, sans feedbacks, donné par :

prwy — Eh(w, — 19)s + IGh(pe + U + lw) =0,

ont > 0et 0 < x < L. Lindice t désigne la dérivée par rapport a la
variable ¢ et I'indice x désigne la dérivée par rapport a la variable spaciale.
Les fonctions ¢, ¥ et w désignent, respectivement, le déplacement transversal
de la poutre, ’angle de rotation d’un filament de la poutre et le déplacement
longitudinal de la poutre. En plus, p1, po, [, I, G, E, et h désignent des
constants positives caractérisent des propriétés physiques de la poutre et du
filament. Les vitesses de propagation dans la premiére équation et seconde
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équation sont, respectivement, données par

Gh EI
V1 = — et Vg = —.
P1 P2

La stabilisation directe des systémes couplés unidimensionnels a suscité

I'intérét de nombreux auteurs ces derniéres années. C. A. Raposo, J. Fer-
reira, M. L. Santos, N. N. O. Castro [96], et M. Aassila [16] ont étudiée la
stabilisation directe du systéme de Timoshenko.
D’un autre coté, des résultats de stabilisation indirecte pour le systémes de
Timoshenko par une seule force de controle agissant sur I’équation de I'angle
de cisaillement ont été considérés. Récemment F. Alabau |7] a démontré une
formule semi-explicite pour le taux de la décroissance de ’énergie des solu-
tions du systéme de Timoshenko a l'infini dans le cas de la méme vitesse de
propagation dans les deux équations du systéme, et elle a obtenu une esti-
mation de la décroissance polyndémiale de I’énergie dans le cas des vitesses de
propagation différentes pour des feedbacks linéaires et non linéaires globale-
ment lipschitziens. F. Ammar-Khodja; A. Benabdallah ; J. E. Munoz Rivera;
R. Racke [14] ont traité la stabilisation exponentielle et polynomiale du sys-
téme linéaire de Timoshenko sous 'effet d’'un terme mémoire. Des résultats
d’optimalité ont été obtenus par eux.

Des autres auteurs ont étudié la stabilisation des sysémes couplés hyperbolique-
parabolique tels que thermoelasticité, thermoplates (voir [75], [29], [77], [68],
[63], [89], [24]). Pour ces systémes, 'objectif principal est de déterminer si la
dissipation induite par I’équation de la chaleur est suffisante pour stabiliser
de systéme obtenu par couplage a une équation de type hyperbolique. Dans
|75] Z. Liu et B. Rao ont considéré le systéme thermoélastique de Bresse
suivant

phiy = (Eh(w] — kws) — aby)’ — kGh(py + wi + kwy),

phivs = Gh(pa + wh + kwy ) + kEh(w| — kws) — kaby,

pIdy = EI¢y" — Gh(s + wh + kwy) — ab, (4.1.2)
pchy = 0," — oTy(w," — ku3),

P093 = 05" — 04T0¢52,-

ol wy, ws et ¢ sont respectivement le déplacement longitudinal, vertical et
I’angle de cisaillement ; 6;, 5 sont les déviations de la température a partir
de la température de référence Ty le long de la direction longitudinale et
verticale; E, G, p, m, h, k et ¢ sont des constantes positives caractérisant
les propriétés élastique et thermique des matériaux. Le point (-) et la prime
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(") désignent respectivement la dérivée partielle par rapport au temps ¢t > 0
et la dérivée partielle par rapport a la variable spatiale = € [0, L]. Ils ont
démontré que le taux de la décroissance exponentielle est préservée lorsque
la vitesse de propagation du déplacement verticale coincide avec la vitesse
de propagation du déplacement longitudinal ou 'angle de rotation. Sinon,
ils ont obtenu un taux de décroissance de type poélynomial. Ses résultats ont
été démontré par la méthode domaine fréquence. En pariculier, le systéme
isotherme de Bresse est exactement le systéme obtenu par Bresse [20] en 1856.
En négligeant 6, et wy, le systéme thermoélastique de Bresse se transforme
en un systéme thermoélastique de Timoshenko de la forme

phivs = Gh(¢pg + w3)’,

ploy = Elgy" — Gh(¢ + wh) — b,
pcby = 0" — aTy(uwy — k),

pcls = 05" — aTody |

(4.1.3)

qui a été étudié par Racke et Rivera [90], avec les conditions au bord
ws(t, x) = ¢h(t,x) = 63(t,) =0 en x=0,L (4.1.4)

ou
ws(t, ) = ¢po(t,x) = 05(t, ) =0 en z=0, L. (4.1.5)

Ils ont obtenu une stabilité exponentielle lorsque £ = G, et ils ont démon-
trer la stabilité non-exponentielle dans le cas des conditions au bord (4.1.4)
lorsque E # G.

D’un autre coté, la stabilisation des plaques élastiques a attiré 'attention
de plusieurs auteurs. J. E. Lagnese [61] a étudié la stabilisation d’une plaque
élastique bidimensionnelle sous 'effet d’un controéle au bord non linéaire, en
utilisant la méthode de la construction d’'une fonction de Lyapunov. Dans
|95] B. Rao a considéré un systéme hybride composé d’une équation de plate
et deux équations aux dérivées partielles. Il a démontré que le systéme est
fortement mais non uniformement stable. Par une nouvelle approche, il a
démontré que la solution réguliére a un taux de décroissance rationel, et il a
établi la décroissance uniforme de I’énergie pour un systéme hybride simplifié.

Ici on s’intéresse aux problémes de la stabilité directe du systéme (4.1.1)
avec les conditions initiales des variables suivantes

{ w(07 ) = Wo, wt(oa ) = Wi, 90(07 ) = ¥o, 901‘/(07 ) = 1, 1/}(07 ) = 2bOa
1/%(0, ) = ¢1 dans (0, L),
(4.1.6)
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et les conditions aux bords suivantes :
w(t,0) =w(t,L) = ¢(t,0) = p(t, L) = ¥(t,0) = ¢(t,L) =0, (4.1.7)
ou

we(t,0) = w,(t, L) = ¢(t,0) = p(t, L) = ¢,(t,0) = ¥, (¢t, L) =0. (4.1.8)

On obtient un résultat de décroissance exponentielle basée sur le lemme sui-
vant utilisé par A. Haraux [42], avec les conditions au bord (4.1.7) ou (4.1.8) :

Lemme 4.1.1. Soit £ : R, — Ry, (R = [0, +00[) une fonction continue
décroissante. Supposons qu’il existe T' > 0 tel que

/+005(s)ds <TE() Vt>0. (4.1.9)

Alors
E(t) < E(0)e"T VYt >0. (4.1.10)

Ce lemme est une base des résultats de nombreux auteurs concernant
I'estimaion de I’énergie de certains problémes dissipatifs linéaires. On note
que Pestimation (4.1.10) est optimale (voir [50]).

D’un autre coté, on obtient un résultat de décroissance polynémiale basée sur
le lemme suivant, da & Komornik [50], qui donne une généralisation au cas
non linéaire du lemme 4.1.1, avec les conditions au bord (4.1.7) ou (4.1.8) :

Lemme 4.1.2. Soit £ : R, — R, (R = [0, +00[) une fonction continue
décroissante. Supposons qu’il existe deux constantes o > 0 et T > 0 telles
que

+o0o
/ £ (s)ds < TE(t) Vvt > 0. (4.1.11)
t

Alors

T t\ 1o
+ « ) Vi

() < 5(0)<T+&T > 0. (4.1.12)

Aussi ce lemme est une base des résultats de nombreux auteurs concernant
Iestimaion de I’énergie de certains problémes dissipatifs non linéaires. On
note que lestimation (4.1.12) est optimale (voir [50]).
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4.2 Stabilisation exponentielle

Dans ce paragraphe, le systéme (4.1.1) est controlé par trois feedbacks
linéaires. Plus précisement, il est donné par :

p1w — Gh(ps + U + lw)y — IER(w, — lp) + ¢ = 0,
patby — ETthyy + Gh(py + 9 + lw) 4+ 9 = 0, (4.2.13)
prwi — Eh(wy — 1p)e + IGh(pr + ¥ + lw) +w, = 0,

out>0et0<x< L.Lénergie de la solution de ce systéme (4.2.13), soumis
a P'état initiale (4.1.6) et aux conditions au bord (4.1.7) ou (4.1.8), est définie
par

L
&0 =5 [ (mlal + plunl + ool + B
0

(4.2.14)
Y Ghlgs + 0 + ]2 + Ehlw, — lg0|2)d;1:.

Pour le moment, on remarque que, si on multiplie formellement la premiére
équation de (4.1.1) par ¢y, la deuxiéme par 1)y, la troisiéme par wy, et si on
additionne les trois équations résultantes, on obtient la relation suivante

iaw=—é<mf+mf+mm. (4.2.15)

dt
Cette relation est appelée la relation de dissipation.
OH pose UO = (@07 1/107 w()’ Spla w17 wl) et on déSigne par U = U(t) = (907 wu W, Pt wtu Wt)
la solution du systéme (4.2.13), (4.1.6), (4.1.7) ou (4.2.13), (4.1.6), (4.1.8).

4.2.1 Formulation du probléme

Soit = (0, L). Afin de choisir I'espace propre d’état pour le systéme
(4.2.13), on doit trouvé la solution statique d’abord. Donc on considére le
systéme statique associé a (4.2.13)

Gh(pzs + ¢+ lw), + IER(w, — lp) =0,
Elpe — Gh(pr + 1 +lw) =0, (4.2.16)
Eh(w, —lp), —IGh(ps + 1 + lw) = 0.

Le vecteur variable d’état est U = (p, 1, w, u, v, z). On procéde comme dans
[75] et on multiplie (4.2.16)1, (4.2.16)2, (4.2.16)3 par ¢, ¥ et w respectivement,
et on intégre de 0 & L. On obtient alors

L
/ <E1|¢x|2+Gh|%+¢+lw|Z+Eh|wz—lcp|2>dx:0. (4.2.17)
0
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Dans le cas des conditions au bord (4.1.7), il est clair que (4.2.17) implique
que ¢ = ¥ = w = 0. Mais dans le cas des conditions au bord (4.1.8), on a

w = —c cos(lx) — e ¢ =cysin(lz), Y = ey,

l 9

qu’ils sont différentes des solutions zéro pour toutes constantes ¢y, ¢ si ¢y sin(lL) =
L

0. Par conséquent, on va poser que 1 = 0 pour forcer ¢ = 0. En outre,

0

¢ = w = 0. Bien qu’une translation des variables d’état peut évoluer 1'équi-

libre a l'état zéro, on va faire face avec ca, en choisissant les espaces d’état
7 )

suivants

Hy = (HH(©)" x (L3(@))",
Hy = (HY(Q)) x (HL(Q))® x LX) x (L3())?,

ol

H0) = {1 e '@ /f

v ={rera " fa) =0},

Chaque espace d’état est muni du produit scalaire suivant

et

L
(U, U, == / <P1U1u2 + pav1ve + pr2120 + By 100, + Gh(p1, + U1 + lwy) x
0

(2. + 1z + L) + Bh(wr, — Ip1) (wa — lp2) ) da
(4.2.18)
pour tout Uy = (g, ¥r, wk, Uk, Vg, 2;) dans H; 4, k = 1,2, qui induit la
norme énergie

| [ull® + p2lloll® + pull2ll? + EXlle|* + Ghllps + ¢ + lw]?
+Eh|w, — lp|*.

(4.2.19)
ot || - || désigne la norme L?(0, L) ici et dans la suite.
Maintenant, on définit 'opérateur linéaire non borné A; : H; — H,; (1 =
1, 2) par

D(A) = (HH(Q) nH* ()" x (HY(Q)®,

D(Ay) = (0,0, w,u,v,2) € Hayp € Hy () N H*(Q),v,w € H(Q) N H*(Q), }
2/ VY we € HY(Q),u € HY(Q),v,2 € HY(Q) ’
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et
u
v
z
Gh LEh 1
AU = E(@mx + 1/1;3 + lww) + 7(&)‘70 — lQO) _ Eu
El Gh 1
— e — — (2 + Y +lw) — —v
P2 2 P2
Eh IGh 1
—(Waw — ) = =+ + lw) — —2
1 P P1

Alors, le systéme élastique de Bresse peut se reformuler abstraitement en un
probléme d’évolution du premier ordre sur I'espace H;, sous la forme

{ U'(t) = AU(t), t>0 (4.2.20)

U(O) = UO = (800>¢0>w0>9017¢1,w1) € Hi>

ou i = 1,2 correspond aux conditions au bord (4.1.7) et (4.1.8) respective-
7

ment. Ici et dans la suite, on suppose que [ # T pour tout entier naturel n

lorsque @ = 2.

Remarque 4.2.1. Pour tout v € HX(Q), on a ||[Vv| est une norme dans
HY(Q). Celle-ci s’obtient grice a une généralisation de linégalité de Poin-
caré : Si ) est un domaine borné de classe C' dans RN . Il existe une contante
positive dépend seulement de Q et N telle que pour tout v € H' (),

JulP < (I vul? + | /Qude (42.21)

De plus, on déduit de l'inégalité (4.2.21) que linjection H}(Q) — L*(Q) est
continue.

Théoréme 4.2.1. A; est le générateur infinitisimal d’un C°-semi groupe de
contraction dans H;. En plus, SiU°® € H; alorst — e 41U € C([0, +oo[, H;)

est une solution faible, et si U € D(A;) alorst — e iU € C([0, +oo[, D(A;))N
C'([0, +oo[, H;) est une solution forte (i =1,2).

Avant de commencer la preuve du théoréme 4.2.1, on va énoncer le lemme
suivant.

Lemme 4.2.1. [ existe une constante positive C' telle que pour tout (v, 9, w)
dans Hy := (H&(Q))3 ou pour tout (p,,w) dans Hy := HJ () X (H,}(Q))Q,
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on a

L
/O (ol + (62l + |wal?)do

. (4.2.22)
sC/ (EI¢al* + Gh | oy + ¢ + 1w |* +Eh | w, — lp |* )da.
0

Démonstration. On commence avec le cas ou (¢,v¢,w) € Hy. On va démon-
trer ce résultat par I’absurde. Supposons alors que pour toute constante po-
sitive C' > 0, il existe (¢, 1, w) dans H; on a

L
/ (BTNl + Gh | 0+ + 1w |2 +Eh | wo — I | )da
0 (4.2.23)

1 L
<G | e+ Wl + o).
0

Donc pour tout n € N*) on peut trouver une suite {(¢", ", w")}, dans H;
telle que

(4.2.24)

S|

L
/ (E]W)ZF +Gh | " + "+ 1™ > +Eh | WP — 1" ? )dx <
0

et
L
|G+ 1o 4 oz o = 1. (4:225)
0
D’apreés (4.2.25), la suite {(¢", ¢¥",w™)}, est bornée dans Hi, et comme l'in-
jection H}(Q) < L?(Q) est compacte alors la suite {(p", ", w™)}, converge

fortement dans (LQ(Q))s.
D’un autre coté, lorsque n — 400, (4.2.24) implique

Y — 0 fortement dans L*(€). (4.2.26)
Alors on déduit de I'inégalité de Poincaré que
Y" — 0 fortement dans L*(). (4.2.27)

Maintenant, on pose que " — ¢ et w* — w fortement dans L*(Q).
D’aprés (4.2.24), on a

"+ " +lw" — 0 fortement dans L*(Q). (4.2.28)
Alors

Ol Y " = @ "+ (W —w) +lw — 0 fortement dans L*(Q).
(4.2.29)
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Donc
" — —lw fortement dans L*(Q). (4.2.30)

Alors (¢"),, est une suite de Cauchy dans H'(€2). Donc elle converge vers
une fonction ¢; dans H'(f2). Par conséquent, elle converge vers la fonction
¢1 dans L*(9). D’ott ¢y = ¢ d’aprés 'unicité des limites. En plus, ¢ € HJ(Q)
car il est fermé dans H'(Q).
Par suite, (4.2.30) implique

0y +lw=0 p.p. xe (4.2.31)
De la méme maniére, on trouve que
we—lp=0 pp zel (4.2.32)

et w e H ().
Donc, on déduit de (4.2.31) et (4.2.32), et la continuité de ¢ et w que

@ = —cpcos(lz) et w = ¢ sin(lz).

D’ou ¢, , = 0 implique ¢ = w = 0. Par suite

L
| (n + 10 + oz — o
0
et cela contredit (4.2.25).

On répéte les mémes arguments dans le cas ou (p,1¥,w) € Hy et on
trouve une contradiction de (4.2.25). O

Maintenant, on retourne a la preuve du théoréme 4.2.1 qui sera basé sur
le corollaire suivant du théoréme de Lummer-Phillips (voir Pazy [93]).

Théoréme 4.2.2. Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans
un espace de Hilbert H. Si A est dissipatif et 0 € p(A), l'ensemble résolvant de

A, alors A est le générateur infinitisimal d’un C°-semi groupe de contraction
dans H.

Démonstration. D’abord, il est claire que D(A;) est dense dans H; i = 1,2.
D’autre part, pour tout U = (p, ¥, w,u,v,z) € H;, on a

(AU, Up, = —/ (Ju]* + |v]* + |2]*) < 0.
Q

Donc A; est dissipatif. Alors d’aprés le théoréme 4.2.2, il nous reste & démon-
trer que 0 € p(A;) i.e. A; est inversible et A;~' est borné.
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Pour démontrer que A4; est inversible, il faut démontrer que pour tout (&, 15, w,u,v,z)
dans H;, il existe une unique (@, 1, w,u,v,z) € D(A;) telle que

Ai((gp,w,w,u,v,z)) = (@7 &7&767572/)7 (4233)

i.e. le systéme

(

u = [757 V= Ja = (:Ua
Gh [Eh 1 -
—(Pzz + Uy + lwy) + — (wp — lp) — —u =,
P1 P1 P1
4.2.34)
ET Gh 1 ~ (
_¢xx - _((pm +Q/) + lLU) — V=07,
P2 P2 P2
Eh IGh 1 -
— (Wee = lpz) — — (o + Y +lw) — —2 =72
\ 01 P1 P1

admet une solution unique. Alors il faut démontrer que le systéme suivant

Elty, — Gh(p, + ¢ + lw) = ¥ + pav, (4.2.35)
Eh(u):c — l(p)x — lGh(SOI + 77/) + lw) =w+ pl}f

admet une solution unique (¢, v, w) dans H; i = 1,2 ot H; sont les espaces
dans le lemme 4.2.1. On définit donc la forme bilinéaire b sur H; par

{ b((, ¥, w), (@, 0,0)) = Gh{p, + ¢ + lw, B, + ¢ + @)

ou (.,.) désigne le produit scalaire de L*(9).

Il est facile de vérifier que la forme bilinéaire b est coercive et bornée sur H?
ol H; est muni de la norme suivante

I, = (Ghller + 4+ w||* + Bhllw, — lo|* + EX||u.|*).
D’autre part, pour tout (@,1,) dans H; i= 1,2,
((4.2.35)1, ) + ((4.2.35)2, ¢) + ((4.2.35)3, @)
implique

b((0, 0, w), (B, 8,@)) = —(F+prl, §) — (b + pa¥, ) — (B4 p1Z, D). (4.2.36)
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Définissons maintenant 'application L sur H; par

Il est clair que L est une forme linéaire continue sur H;.
Or H; est un espace de Hilbert, alors d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il
existe une unique (@, 9, w) € H; telle que

b((, ¢ w), (@,9,0)) = L([@,9,@) Y(@v,0) € Hi  (4.2.37)
Maintenant, on prend 1 = @ = 0 et § € D(R) dans (4.2.37), on obtient

(=Gh(pa + ¢ + W)z — LERpi (wr = lp), ) = (0 + p1U, D).

D’ol
Gy + 1 + lw)g + LEhp; (wy — 1p) = T+ p1

au sens distributionnel.

De méme, on prend g = @ = 0 et b € D(Q) pour i = 1, et p € HL(N)
pour i = 2 dans (4.2.37), on obtient la deuxiéme équation de (4.2.35) au sens
distributionnel pour ¢ = 1 et dans [Hi(Q)]/ pour ¢ = 2.

Enfin, la choix = ¢ = 0 et @ € D(Q) pour i = 1, et w € H}(Q) pour
i = 2 nous donne la troisiéme équation de (4.2.35) au sens distributionnel
pour i = 1 et dans [H!(Q)]" pour i = 2.

D’autre part, pour (go ,0,u,0,2) € H; et (p,,w) € Hy ou Hs, on
a (g, Y, w,u,v,z) € (A) 1 = 1,2. En effet, dans le cas ou i@ = 1, on
au=G¢ e H{(Q),v =9 € HY

Q) et z =@ € HNQ). Alors, d’apres
(4.2.35)4 (respectlvement (4.2.35)1, ( 2.35)3), on a ¢ € H?(Q) (respective-
ment ¢ € H*(Q), w € H*(Q)). Do (gp w,w,u,v,z) € D(A;). De la méme
fagon, on montre (p, ¥, w,u,v,z) € .A

2
Il nous reste a4 démontrer que A;" i = 1,2 est borné. On a
[0, ¥, w, v, 2) 2, = pullul® + pal|vl|* + a2l + ET [0
9 9 (4.2.38)
+Ghllps + ¢ + Wwl? + Bhllw, — lp|*.

Donc de la premiére équation de (4.2.34), on obtient

ro = P8I + pall0) + i @I + [B((, 8, 0), (0,8, 0) .

H(§0> 1% W, u, v, Z)

Ensuite

w, = pll @I + 2l + pullBI + Lo, ¥, w)]. - (4.2.39)

H(@) wv W, u, v, Z)
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En utilisant I'inégalité de Poincaré et le lemme 4.2.1, on obtient

~119 ~2 ~112
P17 + P2l l* + ool @
{mH I+ ool + pa|] (4.2.40)

< K (ELNGlP + Gh|G, + & + 1B] + ERl|@, — 15]7),

ou K est une constante positive dépendant de la constante de Poincaré ¢,
p1 et py et la constante C' déja trouvé dans le lemme 4.2.1. D’un autre coté,
en utilisant I'inégalités de Poincaré et de Young et le lemme 4.2.1, on déduit

( ‘L(%Ww)} = ‘ - <&+ pla>gp> - (J‘Fpﬁ,?ﬂ) - <&+plz>w>|

< K (pulall® + pa 0117 + ool 1Z117)

N B (4.2.41)
+K3(ET|G|2 + GG, + @ + 15| + Bh|@. - 17]?)

oK (BL|u||* + Ghllps + v + lwl* + Bhllw, — l][?),

ou ¢ est positive arbiraire, et Ky, K3, K, sont des constantes positives dé-
pendant de la constante de Poincaré ¢y et €. Par conséquent, en choisissant

1
0<e< oo et en insérant (4.2.40) et (4.2.42) dans (4.2.38), on obtient
4

( pallul® + pollv]2 + pu 212 + BI| 2
+(1 = eK3) (BIGal? + Ghllps + 6 + L] + Ehlw, — 1g]]?)

< K (pal[l? + po[3]12 + o1 ]1Z]1?)

+K; (EI||{ZJC||2 + Gh| @y + 1 + 1B|* + Eh||&, — z§0“||2).
(4.2.42)
Alors

H; V(QE, J,fa,’d,’&,%} € Hiv

H((pawawauav7z)”7'li < K”((ﬁa J’&v)’,&/’ @/7%/)‘
i.€.
HAZ_1($7 @Z,&,ﬂ,@,%}”m < KH(&? J,@,ﬂ, 573”7‘(1 V(QZ, J,@,ﬂ, ’1772) € Hz

Donc A; ! est borné. Par conséquent 0 € p(A;) i = 1,2. D’oil la preuve
compléte du théoréme 4.2.1.. O
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4.2.2 Résultat de stabilité exponentielle

Notre résultat principal dans ce paragraphe est I'estimation de la décrois-
sance exponentielle résumée dans I’énoncé suivant.

Théoréme 4.2.3. [l existe deuz constantes positives C et n telles que l’éner-
gie de la solution de (4.2.13), (4.1.6), (4.1.7) ou (4.2.13), (4.1.6), (4.1.8)
satisfait

E(t) < C1E(0)e™ Vvt > 0. (4.2.43)

Démonstration. La démonstration du théoréme 4.2.2 requiert plusieurs étapes.
Etape 1. Multiplions la premiére équation du systéme (4.2.13) par ¢, la

deuxiéme équation par @ et la troisiéme équation par w, et intégrons sur
[S,T] x [0, L], on obtient respectivement

T L T 7 T L
_/ / pl‘%ﬁ“‘[ﬂl/ @t%ﬁ}s—i-Gh/ /(g&m—i-w—i-lw)@x
S 0 T L S T I S 0
—lEh/ /(wx—lso)so+/ / pip =0,
s Jo s Jo
(4.2.44)

//mw + Pz/ W +EI/ / || ats)
+Gh// ¢x+w+zww+//wt b =0 B

//plw i pl/ e +Eh// (4.2.46)
—l—lGh//g@w+¢+lww+//th—0

FEtape 2. Additionnons (4.2.44), (4.2.45) et (4.2.46), on obtient

et

//! zmum//\wxuplfs o] [/W]
\ +['0/°‘W //%W//wtw//wtw_o

(4.2.47)

//plw —/ / polin? —/ / prlurl? +Gh/ / | et 4l
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Donc de la définition de 'énergie E, on déduit

Gh//\sox+w+lw|2+Eh// lw\2+E1//!%\2
=2&(t //P1|90t| —/ / p2 |ty —/ / prlwe]?.

En combinant (4.2.48) et (4.2.47), on obtient
( 2/:5;t)dt=—[m/jsotwr [ / wtw] - [pl/OLwth
+/s _/0 Prp — / Y — / wtw

w2 [ ule + o + i Ptz

(4.2.48)

(4.2.49)

Etape 3. Dans cette étape, on va estimer les termes du membre droit de
(4.2.49). En utilisant l'inégalités de Young et de Poincaré, on déduit facile-
ment que

_ [m /OL %@E < cE(S) VS >0, (4.2.50)

_ [p2 /OL Wp}: < cE(S)VS >0 (4.2.51)
et

_ [m /OL wtw}z < cE(S) VS > 0 (4.2.52)

avec ¢ est une constante générique dépend de py, po, E, I, G et .
D’un autre coté, 'inégalités de Cauchy-Shwarz et de Poincaré nous donne

T L T, L 1oL 1
/ (—/ sw) S@/ (/ Isot|2dx) (/ |g0m|2dx> dt.  (4.2.53)
s 0 s 0 0
Ensuite, de (4.2.22) et de la définition de E, on a

L
/ lpu|? < 2CE(t) Yt > 0.
0

Donc (4.2.53) implique

[ (- [ o) < vaee [ ¢

l\.’:\»—‘
l\.’:\»—‘
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Maintenant, on utilise de nouveau l'inégalité de Young. On obtient alors

T L T 1 T
/ (—/ %s@) < CCO/ (—5’)dt+—/ Edt.
S 0 S 2 S

T L 1 T
/ (—/ o) < CcOE(S)+—/ gdt VS > 0. (4.2.54)
s 0 2 /s

D’ot,

T L

En répétant les mémes arguments pour majorer / (— / gptg0>, on conclut
S 0

que

/ST ( - /OL Wp) < co€(S) + % /STé'(t)dt ¥S >0 (4.2.55)
et

/ST ( . /OL wtw> < cE(S) + % /STS(t)dt VS > 0. (4.2.56)

Finalement,

T L
2(/ / (P1|<Pt|2+P2’1/)t|2+p1|wt|2)dxdt>
s Jo
T

(4.2.57)
< c/ (—€)dt < cE(S) VS >0,
S

Etape 4. On utilise (4.2.50), (4.2.51), (4.2.52), (4.2.54), (4.2.55), (4.2.56) et
(4.2.57) dans (4.2.49), on obtient alors

T 3 T
2/5 E(t)dt < c£(S) + 5/5 E(t)dt VS > 0. (4.2.58)

Alors 'hypothése (4.1.9) est vérifiée en fixant S et en faisant 7' — +o00. Dol
la preuve compléte du théoréme 4.2.3 en appliquant le lemme 4.1.1. O

4.3 Stabilisation polyndtmiale

Dans ce paragraphe, le systéme (4.1.1) est controlé par trois feedbacks
non linéaires. Plus précisement, il est donné par :

10w — Gh(ps + 1) + 1w)y — IEM(wy —lp) +ar(p) =0 t>0,0< 2 < L,

potbu — Ely, + Gh(py + ¥ + lw) + aa(yy) =0 t>00<xz<L,

prwn — Eh(wy —19)y +IGh(pr + ¢ + lw) + az(w) =0 ¢t >0,0<x < L.
(4.3.59)
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ol «; ©=1,2, 3 vérifiant :
1) ; sont des fonctions croissantes de classe C, avec «;(0) = 0.
ii) Il existe p > 1 et des constantes positives ¢; > 0, 1 < j < 12 tels que

1 )
{olern@icalal s lai L560)
alr|<lo@) |<c|z| st |z|=1,
1 )
{olernmicalal s lzic e
crlel<lag(z) |[Scg|z] si |z|=1
et )
{ co |z |P<|ag(z) <o |z |? st |z |< 1, (4.3.62)
o |zl as(x) < e || si |z|> 1

Le systéme (4.3.59) est soumis a l’état initiale (4.1.6) et aux conditions au
bord (4.1.7) ou (4.1.8).

D’autre part, en multipliant la premiére équation de (4.3.59) par ¢y, la
deuxiéme par 1)y, la troisiéme par wy, et en intégrant sur [0, L], on obtient

E'(t) = —/0 (ra(pr) + ran(ty) + wiag(wy))de <0 VE>0. (4.3.63)

Alors on a une dissipation de I’énergie.

4.3.1 Formulation du probléme

Comme dans le sous-paragraphe 4.2.1, on définit I'opérateur linéaire non
borné B; : H; — H; (i = 1, 2) par

D(By) = (HH(Q) N HA(Q)” x (HY(Q)?,

D(B,) = (0,0, w,u,v,2) € Hosp € HI () N H2(Q), v, w € HY(Q) N H*(Q), }
2= Vo, w, € HY(Q),u € HY(Q),v,2 € HL(Q) ’
et
U
v
z
Gh IEh
ETl Gh
— gz — _(Wx+¢+lw)
" ” 6
_(Wm - l@z) - 7(9096 +vY+ lw)

P1
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et on définit opérateur non linéaire N par

1 1 1
NU = (0,0,0, —a; (u), —as(v), —as(z)).
(0.0.0, ), ~-aa(v), ()
Alors, le probléme le systéme (4.3.59) peut se reformuler abstraitement
en un probléme d’évolution du premier ordre sur ’espace H;, sous la forme

Ult)=BU{t)+NU(t), t>0
U(O) = UO = <¢va07w07@1awlawl) € Hi7

ot ¢ = 1,2 correspond aux conditions au bord (4.1.7) et (4.1.8) respective-
ment.

On montre I'existence classique et le résultat de régularité en utilisant la
théorie d’opérateur non-linéaire maximal monotone (voir [42] pour la preuve).
D’ou la proposition suivante :

(4.3.64)

Proposition 4.3.1. Soit i = 1 ou 2. Pour tout (¢°,¢°% w° o' ¥ w!) €
H;, le probleme (4.8.59), (4.1.7) pour i = 1 ou (4.1.8) pour i = 2, et
(4.1.6) posséde une solution unique U € C([0,+oo[; H;). En plus, pour tout
(%, 00, w0 o' ¥t wh) € D(B;), la solution U € L (Ry, D(B;))NW> (R, 'H;).

4.3.2 Reésultat de stabilité polynémiale

Notre résultat principal dans ce paragraphe est I'estimation de la décrois-
sance polyndmiale résumée dans 1’énoncé suivant.

Théoréme 4.3.1. Supposons qu’il existe une contante p > 1. Alors, la so-
lution de (4.5.59), (4.1.6), (4.1.7) ou (4.3.59), (4.1.6), (4.1.8) vérifie [’esti-
mation suivante £(0)
c
€0 = T peD

avec ¢ est une constante générique dépend de pi, p2, G, h, E, I et cy.

vt >0, (4.3.65)

Démonstration. La démonstration du théoréme 5.1.2 requiert plusieurs étapes.

FEtape 1. Multiplions la premlere équation du systéme (4 3.59) par gt go, la

deuxiéme équation par g 2/} et la troisiéme par &% >w, et intégrons sur
[S,T] x [0, L], on obtient respectivement

pl L T _].
[mé’( )/ wp} +p1p2 /S 5/ sszrGh/
s 0
—lEh/ / —ly) go—i—/ <p 1)/ paq(p) =0,

/ (e + 19 +lw)p

(4.3.66)
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~[paes ”/ v] | +p2p;1/s £ E/ wwﬂ/ = [

+Gh/ £ )/ gox+w+lw)w+/ as (i) = 0,
(4.3.67)
e

L T —1 L (P 1)
wtw} —i—pl 5 /S 8/ wtw—i—Eh/ —lp)w,
s
—HGh/ £ )/ gox—i-w—i-lww—i—/ /ozgwt
43.68)

FEtape 2. Additionnons (4.3.66), (4.3. 67) (4.3.68), on obtient alors

),
L T T
(p 1) ( (P 1)
[,015 / %sa} [[)2 } [ / wtw}s
—1 p=3
90t90+p2 /8 8/ (U1
—1 p 1)
+P1p2 /5 5/ wtw+/ P1|90t| _P2|¢t|2_l)1wtz>
S
+Gh/ £ )/ |%+w+w|2+Eh/ / P

—l—EI/ £ )/ || + / P )/ pay (o —l-wozz(wt)—l-wo(z(;uz;)dxdt_g

et

/

\

Alors, en utilisant (4.2.14) dans (4.3.69), on obtient
( T L T L T
(p+1) (=1 P~ 1)
2/ £ :_[Plg 2 / @t@] [pgé' / T/}tlb}
s 0 s 0 S
wn (YT p—1 T
—[/)15 2 / Wtw} TP / 55/ Pip
S
-1
/ ¢t¢+p1 / £ E/wtw

/ £ / 21l +2p2|wt|2+2m|wt| — o (r) — () — was(er)).
(4.3.70)

Etape 3. Dans cette étape, on va estimer chaque terme du membre droite de
I'équation (4.3.70).
D’aprés les inégalités de Young et de Poincaré on a

L L 2 L 2
D) (p—1) "Pt‘ |90x’
£ <pe"T( + ),
‘m /0 LS /0 2 Co/o 2
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et comme & est décroissante, on a

L
(p—1)
pE? / Orp
0

avec ¢ dépend de £(0), p1, p et co.

De méme .
e / | < €
0

L
(p 1)
p€E 2 / wiw
0

D’un autre coté, on a

(p+1) (p—1)

<c€ 2 <€ 7 (0) <€) V=0, (4.3.71)

(t) Vt=0 (4.3.72)

et

< c€(t) Yt =0. (4.3.73)

‘/ £ 5/ p1¢tw+p2wtw+p1wtw)’
T (4.3.74)
/5 2 E'dt < c/ E'<cE(S) YOS SLT.
S

Par conséquent, en utilisant (4.3.71), (4.3.72), (4.3.73) et (4.3.74) dans (4.3.70)
on obtient

T
(p+1) 1)
2 [[e <esh [ € [ (ol + 2l + 21kl

T
+/ . / — paq(pr) — Yag (i) — wag(wt))da:dt YO< S<T.
S

(4.3.75)
Il nous reste a estimer le deuxiéme et le troisiéme terme du membre droite
de (4.3.75).
Maintenant, on considére les espaces suivants :
o ={z € (0,L);|p:()| <1}
I ={xr€(0,L) sot(f':) > 117

={z € (0, L) ()| > 1}
° I, ={z€(0,L); |w(x)| <1}
{ It ={ze(0,L); |w(x) >1} ~

D’aprés la premiére inégalité de (4.3.60) on a

1
oelP < —ar(er)]-
C1
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Donc ., )
e | 7T < el (n) [P
22
Or || = |pe]| 71 ¢ |7+1. Alors on a
2 T ~
o] < clpron(pr) sur .
D’ou 2
/ oel* < C/ pran ()| < c( - 5’) o (1.3.76)
Iy Ty

De méme, de la premiére inégalité de (4.3.60) on a

p

ar(py)| < colp| sur r,.
Ensuite
2 =
a1(pr)| < clpran(epr)
Donc
2 2 N
/ ‘al(sot) < c/ e ()| < c(—S) : (4.3.77)
ry ry

Par conséquent, en utilisant les inégalités de poincaré et de Cauchy-Shwarz
on obtient

gl /_ (201|90t|2 - gooa(@t))dm < g < — 5’)1711 + €% < - 5')141.

a1

(4.3.78)
Maintenant, en utilisant I'inégalité de Young générale (voir Brézis [19], p.56)
1 1
pour r = P+ ot 1/ =2 i on obtient
p—1
g ( - 5') e e veso, (4.3.79)
1
et pour r = Pt et ' = p+ 1 on obtient
D / r—}-l (PJFI) /
52(—5> <% _0E veso. (4.3.80)

Alors en reportant (4.3.79) et (4.3.80) dans (4.3.78), on aura

(p+1)

et / <2p1|<pt|2 - gmq(goﬂ)dx <ef 2z —C.E Vex>0. (4.3.81)
-

@
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D’un autre coté, de la deuxiéme inégalité de (4.3.60) et le fait que & est
décroissante, on a

(p—1)

1
&z / |90t|2 < =€
rk C3

Aussi d’aprés la deuxiéme inégalité de (4.3.60) on a

(p—1)

20 [ Jplpldr<—ce. (438
F‘/’

(1)
£ / a1 (p)]? < s
F+

©

(p—1)

20 [ lenlen)

Donc
(p—1)

E / o ()] < &, (4.3.83)
+

ry

ol ¢ ici et dans (4.3.82) dépendant de £(0).
Ensuite, d’aprés les inégalité de Cauchy-Shwarz et de Poincaré on a

(p—1) (p—1) 1/2 1/2
et | dr<e (o [ Vo) ([ ater P)"
T} re ré

Donc le lemme 4.2.1, I'inégalité de Young, la définition de &€ et (4.3.83) im-

pliquent
c (P; 1) /
ri

Par conséquent, (4.3.82) et (4.3.84) impliquent

pa(pr)

(p+1)

de <&z —C,E& Ve >0. (4.3.84)

pa(pr)

(p—1) (p+1)

E / <2p1|gpt|2 — gpal(gpt)>d9§ <g€& 2 —c& Ve >0 (4.3.85)
F+

3

Finalement, (4.3.81) et (4.3.85) nous donnent

(p+1)

2 —cE' Ve,er > 0. (4.3.86)

(p—1) L
E 3 / <2p1]gpt\2—<pa1(gpt))d:v < (e4e1)€
0

En répétant les arguments précédents, on obtient

(p+1)

L
£ / (202142 = s (1) )dor < (&' + 225 — €' Wel 23 > 0,
0
(4.3.87)

et

(p—1) (p+1)

L
E 2 / <2p1|wt|2 — @ag(wt)>dx <("+e3) 7 —c& V' e3> 0.
0
(4.3.88)
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Maintenant, en utilisant (4.3.86), (4.3.87) et (4.3.88) dans (4.3.75), on obtient

T 1
2—(e+e+e"+e1+ea+ 53))/ g8 at < cE(S), (4.3.89)
s

pour tout ¢,&’,e” &1, 89,63 > 0.

. 1 .
En choisissant 0 < e =& =" =¢g), =gy =63 < 3 on obtient

T
/ 5t < c€(S) Ve >0 (4.3.90)
S

ou ¢ est une contante positive dépendant de £(0), o, p1, p2et ¢;i = 1,2, ..., 12.
Alors I’hypothése (4.1.11) est vérifiée en fixant S et en faisant T — +o0.
D’ou la preuve compléte du théoréme 5.1.2 en appliquant le lemme 4.1.2. [



Chapitre 5

Stabilisation indirecte du systéme
de Bresse soumis seulement a
deux feedbacks localement
distribués

5.1 Introduction

Au cours des derniéres années, avec une large application de "matériaux
intelligents" dans les systémes élastiques, allant de la mesure et de I’amor-
tissement des vibrations dans les grandes structures souples pour le controle
du bruit dans I'acoustique des paramétres structurels (pour plus des infor-
mations voir Banks [23]), il est devenu de plus en plus important d’étudier
la stabilité d'un systéme élastique avec un amortissement ou un controle lo-
calement distribué. Toutefois, les travaux réalisés dans ce domaine étaient
relativement faible dépuis les travaux connexes de Lagnese [62].

Dans ce chapitre, on considére le méme systéme élastique de Bresse du
chapitre précédent, mais il est soumis seulement & deux tremes d’amortisse-
ment. Ces deux termes sont deux forces de controle exercées sur le voisinage
du bord, agissant seulement dans I’équation de 'angle de rotation d’un fi-
lament de la poutre et I’'équation du déplacement longitudinal de la poutre.
Force de controle indirecte est appliquée sur I’équation du déplacement trans-
versal de la poutre. Alors ce systéme est donné par

prew — Gh(or + ¥+ lw), — IEh(w, — lp) =0,
prwy — Eh(w, — @)y + IGh(p + U + lw) + as(x)w; = 0,
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out>0et0<x< L. Les vitesses de propagation dans la premiére équation
et la seconde équation sont, respectivement, données par

Gh ET
V1= — et Vg = —.
P1 P2

Ici, les fonctions a; > 0 sont positives sur [0, L] j = 1,2 et satisfont
aj(z) >a_ >0 pourtout ze€©:=]0,c/U]|d,L[,0<c<d<L. (51.2)

Les conditions initiales de variables sont :

{ w(0,.) = wo, wi(0,.) = w1, ©(0,.) = o, ¥:i(0,.) = @1, ¥(0,.) = 1y,
(0,.) =1 dans (0,L).
(5.1.3)
On considére les conditions aux bords suivantes de ce systéme :

W(t,0) = w(t,L) = p(t,0) = p(t, L) = ¥(t,0) = ¥(t, L) =0,  (5.1.4)

ou

wi(t,0) = walt, L) = p(t,0) = p(t, L) = t,(t,0) = st L) = 0. (5.1.5)

L’énergie de la solution du systéme (5.1.1) soumis & l'état initial (5.1.3) et a
chacune des conditions aux bords (5.1.4) ou (5.1.4) est définie par

L
£ =5 [ (ool + paltul + puka? + BTN + Gl + 6+ Lol
' +Eh|w, — lp|?)dz.
(5.1.6)
Pour le moment, on remarque que, si on multiplie formellement la premiére
équation de (5.1.1) par ¢y, la deuxiéme par vy, la troisiéme par w; et si on
additionne les trois équations résultantes, on obtient la relation suivante

%‘%) - _/0 (a1 ()] + az (@)l ]?). (5.1.7)

Cette relation est appelé la relation de dissipation.
On pose U° = (¢, 9%, w°, ¢!, ¢!, w!) et on désigne par U = U(t) = (¢, %, w, @1, ¥r, wr)
la solution du systéme (5.1.1), (5.1.3), (5.1.4) ou (5.1.1), (5.1.3), (5.1.5).

Des résultats de stabilisation des poutres élastiques sous l'effet des forces
de controle localement distribués ont été considérés. Récemment, Q.X. Yan;
S. H. Hou; G. Huang; L. Wan [117], D. H. Shi et D. X. Fing [104], [105], [106],
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et S. Shoukui [107] ont démontré la décroissance exponentielle de I’énergie
du systéme de Timoshenko non uniforme soumis a deux feedbacks locale-
ment distribués. Dans [119] C. G. Zhang, H. L. Zhao et K. Liu ont étudié la
stabilisation exponentielle du systéme de Timoshenko non homogéne avec un
couple de controles : d’un feedback localement distribué et d’un feedback aux
bords. D’un autre coté, K. Liu et Z. Liu [78] ont obtenu la stabilité exponen-
tielle de la poutre de Euler-Bernoulli sous l’effet du feedback de Kelvin-Voigt
localement distribué.

Dans ce chapitre, on obtient un résultat de stabilité exponentielle du
systéme (5.1.1) dans le cas o les vitesses de propagation sont égales dans
I’équation du déplacement vertical et I'équation de ’angle de rotation du
systéme. Ce résultat est basé sur le théoréme suivant, da a J. Priiss [93] et
F. L. Huang [42] :

Théoréme 5.1.1. Un C° semi-groupe e des contractions sur un espace de
Hilbert H est exponentiellement stable si et seulement si

iR C p(A), sup|(ir —A)7| < +oo. (5.1.8)
AER

D’autre part, on obtient un résultat de stabilité pélynomiale dans le cas
des vitesses de propagation différentes. Ce résultat est basé sur le théoréme
suivant, dia a Z. Liu et B. Rao [75] :

Théoréme 5.1.2. Si un C° semi-groupe e borné dans un espace de Hilbert
H satisfait

1
iR C p(A), sup —||(iA — A7 < +oo (5.1.9)
A1 A

pour un certain v > 0, alors pour tout entier positif k, il existe une constante
Cyr > 0 telle que

Int\?%
e 20lln < Ci( =) ()20l pear (5.1.10)

pour tout 2z € D(AF).

Une approche de fréquence de domaine et les techniques de multiplica-
teurs sont appliquées.

5.2 Formulation du probléme

Soit 2 = (0,L). On procéde comme dans la section 4.2.1 du chapitre
précédent et on choisit les espaces d’état suivants

My = (H () x (LA(9))°,
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H = (Hy(Q)) x (HA(Q)" x L(Q) x (LX(Q))’,

ot H!(Q) et L2(2) sont définis dans le chapitre 4. Chaque espace d’état est
muni du produit scalaire suivant

L
(Uy,Uy) = / (Pluﬂz + P21 V2 + p121Z2 + Bl 1)y,
0
G, + Y1+ 1) (Po, + g +10) + Eh(wi, — ln) (@2, — l@))dw,

pour tout Uy = (g, ¥k, wk, Uk, Vg, 2;) dans H; 4, k = 1,2, qui induit la

norme énergie

{ VU1, = pullull? + pollv]]? + pall2l12 + T l12 + Ghllios + 4 + b
+Ehlw, — ]l
(5.2.1)
Maintenant, on définit Popérateur linéaire non borné A; : H; — H; (i =
1, 2) par
D(Ay) = (Hy(Q) 0 HA(Q))* x (H (),

0w, u,v,2) € Hayp € Ho(Q) N H?(Q),4h,w € H(Q) N H(Q),

_J(
D(Az) = { Uy wp € HY(Q),u € HY(Q),v,2 € HY(Q)

et
u
v
z
Gh IER
I Gh 1
_wzx - _(%036 + w + lw) - _al(x)v
P2 2 P2
Eh (Gh

_ (wmx —

1

1
log) — — (e + ¥ + lw) — —ag(z)2
P1 P1

Alors, le systéme (5.1.1) peut se reformuler abstraitement en un probléme
d’évolution du premier ordre sur 'espace H;, sous la forme

{ U't)y=AU(t), t>0

U(O) = UO — (¢07w07w07 ¢17¢1,w1) c Hi, (522)

ot i = 1,2 correspond aux conditions au bord (5.1.4) et (5.1.5) respective-

ment. Ici et dans la suite, on pose que | # T pour tout entier naturel n

lorsque i = 2.

Remarque 5.2.1. (Importante). Grice au lemme 4.2.1 dans le chapitre pré-
cédent, on peut montrer que la norme énergie (5.2.1) est équivalente a la
norme usuelle de H; j =1,2.
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[existence et la régularité de la solution U de (5.2.2) sont données dans
le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.1. L’opérateur A; engendre un C°-semigroupe S;(t) de contrac-
tions dans H; j = 1,2. Alors, pour toute donnée initiale U° € H;, le
systeme (5.2.2) posséde une unique solution faible U(t) telle que U(t) €
C°([0,00),H;) 7 = 1, 2. En plus, si U® € D(A;), alors U(t) est une solu-
tion forte de (5.2.2)i.e.

U(t) € C'([0,00), H;) NC°([0,00), D(A;)) j =1, 2.

La démonstration est analogue a celle du théoréme 4.2.1 dans le chapitre
précédent.

5.3 Stabilisation forte et stabilisation exponen-
tielle

Nos résultats principals dans ce paragraphe sont la décroissance asymp-
totique vers zéro et I'estimation de la décroissance exponentielle résumées
dans les deux énoncés suivants :

Théoréme 5.3.1. Le semigroupe S;(t) est fortement stable i.e.
Jim 15,0 I3, =0 j=1,2 (5.3.1)

pour tout Uy € 'H;.

Théoréme 5.3.2. Siv; = vy, alors le semigroupe S;(t) est exponentiellement
stable i.e. il existe deux constantes M, € > 0 indépendentes de U° telles que

15;()U° 3, < Me™ || U3, t>0 j=1,2. (5.3.2)

Pour la démonstration de ces deux théorémes le lemme suivant est néces-
saire :

Lemme 5.3.1. On a
iR C ,O(Aj), (533)

ot p(A;) est Uensemble résolvant de A; j =1, 2.
Démonstration. Supposons que (5.3.3) est fausse, alors il existe \g € R tel

que iNg € o(A;) ot 0(A;) = C\p(A;), 7 = 1,2. D’aprés la compacité
de l'injection de D(A;) dans H; j = 1, 2, i\g est une valeur propre (voir
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Brézis [19], théoréme VI.8, p. 95). Soit U; = (¢, ¥, w,u,v, z), Uy # 0 tel que
A;Up = i\gU; j =1, 2. Alors, on déduit les équations suivantes

u =i\, (5.3.4)
v =i\, (5.3.5)
2= i\ow, (5.3.6)
Gh(Pan + Uy + lw,) + IER(w, — l@) = ip1 Ao, (5.3.7)
Ely, — Gh(py + ¢ + lw) — ai(z)v = ipaAou, (5.3.8)
Eh(wey — lpz) — IGh(p, + ¢ + lw) — ag(x)z = ip1 Aoz, (5.3.9)
Comme
Re( AUy — XUy, Uy, = Re( AUy, Uy,
= [l + @ =0, 310
on peut déduire que
v=2z=0 dans ©. (5.3.11)
Alors, d’apreés (5.3.5) et (5.3.6), on a
Y =w=0 dans ©. (5.3.12)

Par suite, on déduit de (5.3.8) que ¢, = 0 dans ©. Ensuite, en utilisant
(5.3.4) dans (5.3.7) on obtient que ¢ = 0 dans ©.
Pour obtenir la contradiction U; = 0, Il faut prouver que

p=1%=w=0 dans (0,L). (5.3.13)
Comme
on a
, ¥, w € CY([0, L]).
Alors,
SOlo,L = Spﬂf‘o,L = w‘O,L = w$|o,L = w|0,L = wx|0,L =0. (5.3.14)

Par suite, en utilisant (5.3.4), (5.3.5) et (5.3.6) dans (5.3.7), (5.3.8) et (5.3.9)
respectivement, avec les conditions initiales (5.3.14), on obtient le systéme
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suivant

( Ghgyy + Ghiby + (Ghl + IEh)w, — PEhg = —p1 A2,
Eltey = Ghipy = Ghip = Ghlw = ay(@)idot = pa )0

Fhw,, — (Ehl + IGh) g, — IGh) — IPGhw — as(1)idgw = —p1 Now,

\ SD{c,d - ('Ox‘c,d - 77D‘c,d - 77Dag}c,d - w‘c,d - wxlc,d =0.
(5.3.15)
En utilisant (5.3.5) et (5.3.6) dans (5.3.10), on obtient

/O (a1 (2)[¢[* + ag(z)|w]*) = 0. (5.3.16)

Donc (5.3.16) implique a1(x)Y = az(x)w = 0. Ensuite le systéme (5.3.15)
devient

( Ghue + Ghi), + (Ghl + IER)w, — ?Ehp = —p Ao,

Ely, — Ghpy — Ghi — Ghlw = —paX2ih,
(5.3.17)
Ehwyy — (Bhl +1Gh)p, — IGhp — PGhw = —py Ao,

\ S0|c,d - SOw‘c,d - 77b‘c,d - ¢$‘c,d - w‘c,d - wx|c,d =0.

Posons maintenant X = (¢, ¢, ¥, ¥, w,w,). Alors le systéme (5.3.17) peut
s’écrire sous la forme suivante

X'=MX et X(0)=X(L)=0, (5.3.18)
ol la matrice
0 1 0 0 0 0
2ER — pi 2 E
LER T A 0 0 1 0 1+ =
Gh I+ 5
0 0 0 1 0 0
A B Gh  Ghp Gl )
El Bl Bl
0 0 0 0 0 1
te te 2Gh — pi\2
0 n+=2 = 0 Pt 0
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Il est facile de voir que det(M) # 0. Donc le systéme différentiel ordinaire
(5.3.18) admet une solution unique. Mais (0,0,0,0,0,0) est une solution de
(5.3.18). Dot X = 0.

Par conséquent U; = 0. D’oil la contradiction.

Maintenant on retourne aux preuves de nos théorémes principaux.

Preuve du théoreme 5.5.1 :

Comme conséquence du théoréme de Rellish, on a que I’ensemble résol-
vant p(A;) soit compact car I'injection D(A;) — H; est compacte, et on a
iR C p(A;) j=1,2d’aprés le lemme précédent. Donc en utilisant la théorie
de décomposition de Sz-Nagy-Foias et Foguel, on montre que I’énergie E(t)
décroit asymptotiquement vers zéro (voir Benchimol [21]) pour tout U, € H.

Preuve du théoreme 5.5.2 :

On a démontré que iR C p(A;) j = 1,2 d’aprés le lemme 5.3.1. Alors
pour obtenir la preuve compléte du théoréme 5.3.2, il nous reste a démontrer
que

sup (A = A) Hw, <400 j=1,2. (5.3.19)
€R

On suppose que la conclusion (5.3.19) est fausse. Alors il existe une suite
réelle (\,) et une suite U™ = (", ¢",w" u",v", ") € D(A;) telles que
|/\TL’ — +00,

U™, =1 j=1,2, (5.3.20)

et
(iNg — ANU™ = (fL 22 L2 f8) — 0 dans H; j=1,2. (5.3.21)

On rappelle que

L
HUTLH%J = / (pl‘un‘2 + p2|1ﬂl’2 + p1|zn‘2 + EINWY| + Ghler + Y™ + lw”‘Q
0

+Eh|lw? — lp"*)dz, j =1, 2.
D’aprés la remarque 5.2.1, (5.3.21) implique

A" —u" = f} — 0 dans H;(0, L), (5.3.22)

: H;(0,L) pour j =1
n__,n__ £2 0\
A" — v fi. — 0 dans { HY(0. L) pour j =2

*

(5.3.23)
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H}(0,L) pour j =1
0

L
HY0.L) pour j =2 @ (324

h Eh
iAu™ — G—(go" + P 1wt — —— (W —1p") = f+ — 0 dans L*(0, L),
p

1 P1
(5.3.25)
El 1
i)\nv"—_@Z};Lg;‘f'@(SDZ-FwnﬂLlw")—i——al(x)v” =f>—0 dans L*(0,L)
P2 P2 P2
(5.3.26)
et
Eh IGh 1
i)\nz"——(ng—lwg)—l—i(902+w"+lw")+—a2(:1:)z” = f% — 0 dans L*(0, L).
pP1 p1 p1
(5.3.27)
D’un autre coté, on a
Re((iAy — A))U™, U™y, = —Re(A;U™, U )y,
L
. 5.3.28
:/@mmW+MMWWJ=Lz (5:3.28)
0
Donc, d’aprés (5.3.21) et (5.1.2), on a
v", 2" — 0 dans L*(©). (5.3.29)

De plus, en multipliant (5.3.22) par pju®, (5.3.23) par psov”, (5.3.24) par
p12", en intégrant sur [0, L], en additionnant les équations résultantes et en
utilisant les faits que

flna f2na f?tl — 0 dans L2<O, L)a

et (u"), (v™), (w™) sont bornées, on obtient
L L L
i%/mWWHM/mWWHM/mMW
0 0 0

L (5.3.30)
- / (" + palt [ + pr]"2) — 0,
0

De méme, en multipliant (5.3.25) par p@", (5.3.26) par poyp", (5.3.27) par
p1w™, en intégrant sur [0, L], en additionnant les équations résultantes et en
utilisant les faits que f7', f2, f&@ — 0 dans L*(0, L) et (¢™), (¢™), (w™) sont
bornées, on obtient

L L o L
i)\n/ pm”ﬁ%—i)\n/ pzv”¢”+i)\n/ P 2"wom
p 0 0 (5.3.31)
T / (BI[ + Ghlg™ + 67 + 1w + Ehlu” — 15" [%) — 0.
0
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Ensuite, en additionnant la partie réelle de (5.3.30) et celle de (5.3.31), on
déduit

L
| B + Ghlgt +97 + 17+ Bhlet 17
0

L (5.3.32)
~ [ o il ) — 0.
0
Par suite, de (5.3.20) et (5.3.32), on déduit
L 1
EI[Y™* + Ghle™ + ™ + lw™|* + Eh|w” — l¢"*) — =, 5.3.33
X X X 2
0
et
L 1
/ (pr|u™? + pa|v™|? + p1]2"?) — 5 (5.3.34)
0

Afin d’en tirer une contradiction de (5.3.33), plusieures lemmes seront néces-
saires.

Lemme 5.3.2. On a
A", Apw™ — 0 dans  L*(O), (5.3.35)

et
©", Y, W' — 0 dans L*(0,L). (5.3.36)

Démonstration. (5.3.23), (5.3.24) et (5.3.29) impliquent (5.3.35).
De méme (5.3.22), (5.3.23), (5.3.24) et le fait que |\,| — o0 impliquent
(5.3.36). 0

Lemme 5.3.3. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, on a

c—¢€ L
/ Wi —0 et / > — 0, (5.3.37)
0 d+e
et
c—e L
/ wp? — 0 et / Wi > — 0. (5.3.38)
0 d+e

Démonstration. On choisit € > 0 suffisamment petit, et on prend la fonction
¢ € D(]0, L]) telle que

IN
\')—‘

eI
[eni A S
0
]
=
=
)
|
O,

Imdn O



5.3 Stabilisation forte et stabilisation exponentielle 161

Maintenant, on multiplie (5.3.26) par p2£1™, on intégre sur [0, L] et on prend
la partie réelle de I’équation résultante, on obtient donc

Re{i /0 oA — EI /O YT+ Gh /0 (G 0" )T

L

+ [} = rel [ penv).
’ ’ (5.3.39)

Comme f# — 0 dans L?(0, L) et (™) est bornée, on déduit de (5.3.39) que

Re{i/o PN VY EI/ (1 fzﬁ”—i—Gh/C(gO:—l—l/Jn—l—lw")&W
+/ 1(z)v w”}

’ (5.3.40)

Alors en intégrant par parties, on obtient

Re{i/oc pggAnv:W} +EI /OC§|¢:|2 - % /0 ool V" + %[@WIQ}OL

+Re{Gh /0 (i + " + W%W+/o S (5.3.41)

De (5.3.35) et le fait que (v™) est bornée d’aprés (5.3.20), on conclut

Re{i / ) pggAnv”W} 0. (5.3.42)
0

De méme, de (5.3.36) et le fait que (¢ + ¢™ + lw™) est bornées d’aprés
(5.3.20), on obtient

E]' c c .
Re{ == [ &l + Gh/ (61 + 9" + W"EPT ) — 0. (5.3.43)
0 0
Ensuite, (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (¢)") est bornée impliquent

Re{ /OC aﬂx)v"é’ﬁ} — 0. (5.3.44)

D’autre part, on a
El 121
- [&lv ]y = 0. (5.3.45)

Par conséquent, en utilisant (5.3.42), (5.3.43), (5.3.44) et (5.3.45) dans (5.3.41),
on obtient

EI/ U — 0,
0
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donc e .
B[ prp+EL [ gurp—o
0 c—¢
Alors e
E]/ |2 — 0.
0
De méme, on obtient

L
/ EIYM? — 0.
d

+e

On répéte les mémes procédures pour démontrer (5.3.38). Alors, en multi-
pliant (5.3.27) par p;€w™, en intégrant sur [0, L] et en prenant la partie réelle
de I’équation résultante, on obtient

C

Re{. / PEN T — Eh / (W — 1) + 1Gh / (" + 47 + L")
0 0 0

+ / ()26} = Ref / ) e

Comme fJ' — 0 dans L?(0, L) et (w™) est bornée, on a
Re{i/ p1€X 2 W — Eh/ (Wi, — lpM)Ew™ + lGh/ (on +¢P" +lw™)Ewn
0 . 0 0

—l—/o ag(:c)znfm} — 0.

(5.3.46)

(5.3.47)
Alors, en intégrant par parties, on obtient

/ C o C Eh C
RG{Z/ plé)‘nznwn} +Eh/ €|W;L|2 - _/ gaca:|wn’2
2.0 . Jo 2 Jo
ts [@Aw”ﬂ . + Re{lGh/ (pr + " + lw™)Ew™ (5.3.48)
(& C 0
—|—lEh/ §¢2W+/ ag(a:)znfm} — 0.
\ 0 0
De (5.3.35) et le fait que (2™) est bornée d’aprés (5.3.20), on déduit que
Re{z’ / plgAnz”m} 0. (5.3.49)
0

De méme, de (5.3.36), et le fait que (@) est bornée car (¢ + " + lw") est
bornée et ", w" — 0, on déduit que

Eh [€ R— ‘ —
Re{= 5 [ ulo™P+1Bh [ 2@ +1Gh [ (a2 un+1m)eT} — 0.
2 Jo ’ " (5.3.50)
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Ensuite, d’aprés (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (w™) est bornée, on a

Re{ /OC ag(:t)znfm} — 0. (5.3.51)

D’autre part, on a
Eh
el ] = 0. (5.3.52)

Par conséquent, en utilisant (5.3.49), (5.3.50), (5.3.51) et (5.3.52) dans (5.3.48),
on obtient

Eh/ £lw?? — 0.
0
Donc o .
Eh/ |w;;y?+Eh/ W — 0.
0 c—¢
Alors e
Eh/ W — 0.
0

De méme, on démontre que

L
/ Eh|w!*> — 0.
d

+e

D’otul la preuve compléte du lemme. O

Lemme 5.3.4. Pour le méme € > 0 suffisamment petit dans le lemme 5.3.3,

on a
L d+e d+e L
P n P2 n P n —Gh n
_1/ |)‘n90 ‘2+_/ |>‘nw ’2_‘__/ ’)‘nw |2+ / ’(Px|2
0 c 0

2 2 ). 2 ). 2
Gh EI ("¢ o  Eh (™
—7|90§(L)\2+7/ |¢x’2+7 wi]? — 0.

(5.3.53)
En plus, la suite (% (L)) est bornée dans R.

Démonstration. Soit 6 > 0 suffisamment petit et prenons la fonction ( €
D(]0, L) telle

0<¢<1,
(=1 sur [c—e,d+¢g],
(=0 sur [0,c—e—0|U[d+e+0,L].

La démonstration requiert plusieurs étapes.
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FEtape 1. En multipliant (5.3.25) par p;z¢?, en intégrant sur [0, L], en utili-
sant (5.3.22) et en prenant la partie réelle de I’équation résultante, on obtient

L L
Re{ = [ piXiwg"zr = Gh [ (o4 v+ tol)ay
0 0

L L L
~igh [ @~ tapr) = Re{pn [ siagmin [ i)
0 0 0
(5.3.54)
Comme fi' — 0, et (@) est bornée, on a

L
Re{pl/ fgx@} — 0. (5.3.55)
0

D’autre part,

L

L L L
/ AN zen = — / fr Apzo™ — / fIxe™ + [f;Aan} . (5.3.56)
0 0 0

0

Mais f1, fr — 0 et (A,") est borné d’apres (5.3.21), alors

L
Re{/ f;zxnxw} 0, (5.3.57)
0
et
L
Re{/ f;Anw} _.0. (5.3.58)
0
D’autre part, on a
L
[f;Aan]o ~0. (5.3.59)

Alors, en utilisant (5.3.57), (5.3.58) et (5.3.57) dans (5.3.56), on obtient
L
Re{/ f;Anxgp—g} 0. (5.3.60)
0
Par suite, en reportant (5.3.55) et (5.3.60) dans (5.3.54), on déduit

L L
Rel = [ o3 = 6 [ (et i+ to)ay
0 0

L (5.3.61)
—lEh/ (W — lgpn)azgo_g} 0.
0
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En intégrant par parties, (5.3.61) implique

( Gh cTe —
o e G [+ Gt refan [ wer
0

d+e L c—¢ d+e
+Gh/ TP " — Gh/ P Pl — lGh/ Twy Pl — lGh/ TwhEn
c d 0 c

—& +e —&

L c—¢ d+e L
—lGh/ Twypl — lEh/ Twhpl — lEh/ Twhph — lEh/ :nggo_g}
d+e 0 ¢ d+e

I2Eh [*
+ / |<p"|2 — 0.
0

( 2
(5.3.62)
Donc, le lemme 5.3.3 et le fait que (¢!) est bornée impliquent
c—¢ L c—¢ L
Re{Gh/ TPt — Gh/ TPt — lGh/ Twhpl — lGh/ Twhpl
0 d+e 0 de
(5.3.63)

c—¢ L L
—lEh/ TWIPT — lEh/ Twhpl — lEh/ :Bw;bgo_g} — 0.
0 d d

+e +€
D’autre part, (5.3.36) implique
PEh [*
/ [ E— (5.3.64)
2 Jo
Par conséquent, en utilisant (5.3.63) et (5.3.64) dans (5.3.62), on déduit

d+e

L L
5 Gh s Gh_ . _—
2 e+ G [l + S0P + Re{ ~6h [ avrm
0 0

d+e d+e
—th/ mg@—mh/ xw;‘go_g} 0.

—& —&

(5.3.65)

Etape 2. Maintenant, en multipliant (5.3.26) par pyCay)?, en intégrant
sur [0, L], en utilisant (5.3.23) et en prenant la partie réelle, on obtient

L
Re{ - / | " el + G / (" + 0" + )R

0

—|—/L al(x)v”Cm/J_g} = Re{pz /L frCan +ips /L f,fAnCw_;‘}
0 0 0 (5.3.66)
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En répétant les mémes procédures de I'étape précédente, on obtient

D2 d+e+6 ) EI d+e+6 ) d+e+6 .
2 bt 5[ ot v redGn [ gt
c c é

2 —e—0 2 —e—0 c—e—

L L
—l—Gh/ (¢"+lw")(x¢_§—|—/ al(x)v"Cxw_g} — 0.
0 0

(5.3.67)
Or
d+e+06 c—¢
2 Gt =2 [ o
c—e—0 c—e—0
(5.3.68)
Do d+e ) D2 d+e+0 )
2 [ o+ 2 [ o
2 c—e 2 d+e
Ensuite, d’aprés (5.3.35), on a
c—¢€ d+e+9d
[ @b [ Conla —o.
c—e—0 d+e
Alors, on déduit de (5.3.68)
Py [Hetd py [T
5/ 5 (C@)a| A" = 5/ (Cx)al A" (5.3.69)
De méme, d’aprés (5.3.37) et le fait que (@) est bornée, on déduit
EI d+e+0 d+e+6 .
S| ok re{on [ e
c—e—0 c—e—0
(5.3.70)
E] d+e ) d+e o
=5 [ @alurp - re{on [ aeir}
De (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (¢) est bornée, on conclut
L —
Re{/ al(x)U”Cm@Dg} — 0. (5.3.71)
0

Les faits que ¢, w™ — 0 et (¢)7) est bornée nous donnent

L
/ (W™ + lw™)Caypr — 0. (5.3.72)
0
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Par conséquent, en utilisant (5.3.69), (5.3.70), (5.3.71) et (5.3.72) dans (5.3.67),
on obtient

d+e EI d+e d+e o
2 [ e+ 5 [ ortenp +refon [ aim —o

2 J._. 2 Jo—e c—e
(5.3.73)
Alors, (5.3.73) implique

pa d+e EI d+e d+e _
5 A" + 7/ |72 +Re{Gh/ wgng} — 0. (5.3.74)

FEtape 3. Dans cette étape, en multipliant (5.3.27) par p;{zw?, en inté-

x?
grant sur [0, L], en utilisant (5.3.24) et en prenant la partie réelle, on obtient

( d+e+d d+e+d
Re{= [ pNgarG—Bh [ (e - 1

—e—0 c—e—0

d+e+d d+e+6
HGh/ (o2 + Y™ + lw")Caw? + / ag(m)z"Cacw_g} (5.3.75)

—e—4 c—e—0

L , . L L
—refpn [ ficaizin [ fngan).
0 0

\

De méme, en répétant les mémes procédures de 'étape 2 pour obtenir (5.3.74),
on déduit

d+e d+e d+e
Eh _
% / | Anw™|? + - |lw™ | + Re{lGh/ TQhWr
c s c—e (5.3.76)
+lEh/ xgogw_g} — 0.

—&

—& c—¢

FEtape 4. Dans cette étape, en additionnant (5.3.65), (5.3.74) et (5.3.76),
on obtient (5.3.53). O

Lemme 5.3.5. Dans le cas ott j =1, on a
G (L) — 0. (5.3.77)
Démonstration. Prenons y € D(]0, L[) telle que

0<x<1,
X=0 sur [0,d+¢],
X=1 sur [d+2e L]
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On multiplie (5.3.26) par xu", on utilise (5.3.21), et on prend la partie réelle
de I’équation résultante, on obtient alors

L — EI [* —  Gh [* p—
Re{ = [ i wr- 2 [ wdm e S [ b v+ 1y
d d

+e P2 Jd+te P2 +e

L L

L
+— al(l’)v"w;}} - Re{ faxy +@'/ Anﬁfw;‘}-
P2 Jdte d+e d+e
(5.3.78)
Or L L
rel [ agiir}=re{ = [ sz
dte ate (5.3.79)
R R AT
d+e 0
car f2, f2 — 0 dans L*(0, L), (¢"), (A" sont bornées et 9|, = 0.
D’autre part, on a
L JES—
Re{ fgwg} 0 (5.3.80)

d+e

car f? — 0 dans L%*(0, L) et (¢") est bornée.
Par conséquent, en utilisant (5.3.79) et (5.3.80) dans (5.3.78), on obtient

1 (- v BT [f ne BT,
3 [ el [l - P
d P2

2 +e 2py d+e
Gh g n n n\_in 1 g N, in
+Re{ [ der 0+ — [ a(@edi f — 0.
P2 d+e P2 Jd+e
(5.3.81)
D’aprés (5.3.35) on a
L
/ Xa| A" > — 0. (5.3.82)
d+e

De méme, d’apres le lemme 5.3.3 et le fait que (¢ + " + lw™) est bornée,
on a

L
/ Xe| U3 ]* — 0, (5.3.83)
d+e
et
L —
Re{ / X(¢y + 9" + lw”)wgg} — 0. (5.3.84)
d+e

D’un autre c6té, on déduit de (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (¢?) est bornée
que

L
/ ay (z)v "y — 0. (5.3.85)
d

+e
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Finalement, en utilisant (5.3.82), (5.3.83) et (5.3.84) dans (5.3.81), on obtient
(5.3.77). O

Lemme 5.3.6. Pour le méme ¢ > 0 suffisamment petit dans le lemme 5.3.3,
on a

L
/ || — 0. (5.3.86)
d

+2¢
Démonstration. La démonstration requiert plusieurs étapes.

Etape 1. On multiplie (5.3.25) par x3", on utilise (5.3.22) et on prend la
partie réelle de I’équation résultante, on obtient alors

L L
Re{ / X + / e / XA
d+e d+e d+e

h _ 1L  Ghl — FEhl —
d+e P1 d+e P1 d+e

Ehi2 [* —  Gh [F
+ / X" — —/ XI@DQIZ}
P1 d+e P1 Jd+e

= rel [ s vi [ anibe)

(

(5.3.87)

/L Anfaxiy = — /L An o XU — /L Afaxet” + [Anféxﬁ]j

0 0 0
Ensuite, on peut écrire le second membre de I'égalité (5.3.87) sous la forme

re{ [ i [ s
= ref [ =i [ st i [ g+ g

Comme f), fo — 0, (\,¥"), (¥2) sont bornées et f,
que

‘07L = 0, on déduit

Re{ /L Anf;w_g} 0. (5.3.88)
0

Le fait que f! — 0 et la suite (¢") est bornée impliquent

Re{ /OL fﬁxw_g} 0. (5.3.89)
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Alors, en utilisant (5.3.88) et (5.3.89) dans (5.3.87), on déduit

/ L o L o

Re{ / XA + / XAZ P — [xA2 "@D” gL / XaPutly
d+e d+e d+e

Gh (" Ghl g BN

noin Gh —1F n.in
P1 Jd+te P1 P1 d+e P1 d+e

Ehi2 [* —  Gh [F
+ /w”wﬁ——/ x|w2|2}—>
P1 d+e P1 Jd+e
(5.3.90)

Dans le cas j = 1, de (5.3.77) et du fait que (¢}(z)) est bornée d’aprés le
lemme 5.3.5, on déduit

\

h
¢ [mwn} 0. (5.3.91)
P1
Dans le cas j = 2, on a
Gh
. e P ] -0, (5.3.92)
car ¥ (0) = vz(L) =0
Or
L L L L
d+e d+e
Comme

Apth™ — 0 dans L*(d, L)
d’aprés (5.3.35) et (A,") est bornée d’aprés (5.3.23), on conclut
L
/ Xe A2 ™" — 0. (5.3.93)
d+e

Par conséquent, du lemme 5.3.3 et du fait que (¢?), (w?) sont bornées, et en
utilisant (5.3.93) et (5.3.91) pour j = 1 ou (5.3.92) pour j = 2 dans (5.3.90),
on obtient

L Gh [ _
Re{/ nsoxww—/ X" n} — 0. (5.3.94)
d

d-l—e P1 e

FEtape 2. Maintenant, on multiplie (5.3.26) par x¢7, on utilise (5.3.23) et on
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prend la partie réelle de I’équation résultante, on obtient alors

( L L L
. EI __ . Gh .
Re{ - / XUl — — [ xemn, + — / XPmY
d+e P2 Jd+e P2 Jd+e
Ghl (Y _ 1 [F N Ghoto
+=2 e+ — [ me@e+ = [ el
P2 d+e P2 Jd+e P2 Jdie
L L
—Re{/ fiw_%i/ Anfiw_;‘}-
0 0
(5.3.95)

Or

L L L L
Re{/ fﬁxw_ﬁﬂ/ Anﬁfw_ﬁ} =R€{/ fﬁxw_ﬁ—i/ Anfn XET
0 0 0 0
L
. - __ L
—z/ )\nf,%xxgon%—z[)\nfnzxgp"}o}.
0
Comme f7, f2, f2 — 0, (Aug@") et (p}) sont bornées et ¢"| = 0, on
déduit
L L
re [ i [ ey —o (5.3.96)
0 0
Donc, en utilisant (5.3.96) dans (5.3.95), on obtient
L L L
_ EI[* _  Gh[f _
Re{ - / XAY"E — — [ xR+ — / X3y
d P P2 Jd

+e 2 Jd+e 2 +e

Gh [t _ 1 (b N Ghofto
+— | x4+ — [ xgia(z)v }+— xlepl” — 0.
d

P2 d+e P2 Jd+e P2 +e
(5.3.97)
Comme w" — 0 et (¢7) est bornée, on a
Ghl (v
Re{—/ Xgo;‘w"} — 0. (5.3.98)
P2 Jdte
Ensuite, d’aprés (5.3.21), (5.3.28) et le fait que (¢!) est bornée que
1 (L
Re{—/ Xgo_gal(x)v"} — 0. (5.3.99)
P2 Ja+e
D’autre part,comme ¢", w™ — 0 et la suite (¢) est bornée, on a
Gh [* _ Ghl [V _
Re{—/ X" 4 — xcpgw"} 0. (5.3.100)
P2 Jd+e P2 Jd+e
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Par suite, en utilisant (5.3.98), (5.3.99) et (5.3.100) dans (5.3.97), on obtient

L . E L . 1 L
Re{— [ o= [ @mn) o [ el —o. saoy
dte P2 Ja+te P2 Jate

FEtape 3. Additionnons (5.3.94) et (5.3.101) et utilisons le fait que v; =

vq, on obtient alors
d+2¢ L
/ xleil? +/ |oal? — 0.
d+e d+2e

L
/ |pp> — 0.
d+2e
Il

Lemme 5.3.7. Pour le méme ¢ > 0 suffisamment petit dans le lemme 5.3.3,
on a

Donc

L
/ A" — 0. (5.3.102)
d+3e

Démonstration. Maintenant, prenons la fonction x; € D(]0, L]) telle que
0 S X1 S ]-7
X1 =0 sur [0,d+ 2¢],
x1=1 sur [d+ 3e L.

Ensuite, on multiplie (5.3.25) par x1¢" et on prend la partie réelle de I'équa-
tion résultante, on a alors

¢ L L L
Gh . Gh _
—/ X1 A" ? — Re{—/ X1¥Ppe P + — X1¢, "
d+2¢ P1 Jd+oe P1 Jd+oe
Ghl [* — Enl [* _ Y . PPEn [* 2
+— X1We " — —— Xlwx@n} + xile"|
P1 Jd+oe P1 Jd+2e P1 d+e
L L
—re{ [ i [ )
\ 0 0
(5.3.103)
Or
L L L . L - L
/ X1Ppe P = —/ X1, P —/ xilen® + [Xlso;‘so”]
d+2e d+2¢ d+2¢ 0

L L L
= —/ X1, L5 P" —/ x|l
d+2e d+2e

(5.3.104)
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Donc, en utilisant (5.3.104) dans (5.3.103) et les faits que f! fI — 0 et
(™), (A\™) sont bornées, on conclut

( L Gh [* Gh [T
—/ X1l A" P + —/ xilen? — Re{—/ Xi.. 9"
d+2¢ P1 Jd+oe 2p d+2¢
Gh [* — Ghl [ . Ehl [* _—
+— X1Y, " + —— X1Wg o — —— X1wWs so"}
P1 d+2¢ P1 d+2e P1 d+2e
I2Eh [*
+ / X1|90n\2 — 0.
\ P1 Jd+te

(5.3.105)
De nouveau, en utilisant les faits que ¢" — 0 et (¢7), (W) sont bornées,
(5.3.105) implique

g . Gh [* ,

—/ X1 A" +—/ Xilez|” — 0. (5.3.106)
d+2¢ Pl Jd+2e

Ensuite d’aprés (5.3.86), (5.3.106) implique

d+3¢e L
/ i + / A" — 0.
d

+2¢e d+3e

Alors

L
/ IAn™ > — 0.
d+3e

O

Lemme 5.3.8. Pour le méme ¢ > 0 suffisamment petit dans le lemme 5.3.3,
on a

0" (L)] — 0. (5.3.107)
Démonstration. D’abord, prenons la fonction yo € D(]0, L[) telle que
0 S X2 S 17
x2=0 sur [0,d+ 3¢,
x2=1 sur [d+4e L]

En multipliant (5.3.25) par x2¢?, en prenant la partie réelle de I’équation
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résultante et en utilisant (5.3.22), on aura

( L __ Gh [F __ Gh [F o
Re{ — / X o — — / XoPhs Py — —— XUy oo
d+3¢e P1 d+3¢e P1 +3e

Ghl [* — IEh [* — [PPEh [* o
- XoWg Py — —— XoWg Py — X2® 902}
P1 d+3e P1 d+3e P1 d+3e

L L
\ 0 0

(5.3.108)
Or

4 L . L o
Re{/ Xzfn490§+i/ Xz)\nfnle’?}
0 0

—re{ [efiEm i [ e niE i [ e w - i s )
0 0 0

L o L L L _
= Re{/ Xafn _i/ Xzz)\nfﬁsf?”_i/ x2A" nlzgpn}
\ 0 0 0

Alors, des faits que f1, fr | fa — 0et (A\"¢™), (¢2) sont bornées, on déduit

\

L L
Re{/ fo;fso_;‘H/ ng"fggo_g} — 0. (5.3.109)
0

0
En utilisant (5.3.109) dans (5.3.108), on conclut

L L L
— Gh . — Gh —
Re{ - / XML ol — — X2PpePly — — XUy P
d+3e P1 Jd+3e P1 Jd+3e

Ghl [t — LEh [F — [’FEh /L —
e XoWy Py — —— XoWy Py — X2 SOZ} — 0.
P1 d+3e P1 d+3e P1 d+3e
(5.3.110)

Ensuite, d’aprés (5.3.86) et les faits que (¢"), (¢2), (wi) sont bornées, et en
intégrant par parties, (5.3.110) implique

1 [* 1 L Gh " Gh L

3 [ e P3Pl 40 [ el o] —o.

2 Jarae 2 0 201 Jayse 2p1 0
(5.3.111)

Donc, en utilisant (5.3.86) de nouveau et (5.3.102) dans (5.3.111), et comme

¢"| =0, on obtient (5.3.107). O
L
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Maintenant, on retourne a la preuve du théoréme 5.1.1. En inserant
(5.3.107) dans (5.3.53), on obtient

L d+e d+e
e I T
0 c—¢ c—¢

2 2 J._ 2 J._
(5.3.112)
Gh L ) EI d+e ) Eh d+e )
_ n - n - n O‘
e B B
Alors
" — 0 dans L*(0,L),

et

"W —— 0 dans L%*(c—e,d+e).
Mais d’aprés le lemme 5.3.3, on a
mowh— 0 L*(0,c—¢e)U(d+e, L)),

donc
¢Z7 w2—>0 L2(07L)

Par conséquent
L
[ e+ G 4 BB 1) — 0
0

C’est une contradiction avec (5.3.33). D’ou la preuve compléte du théoréme
5.1.1. 0

5.4 Stabilisation polynomiale

Notre résultat principal dans ce paragraphe est I'estimation de la décrois-
sance polynomiale résumée dans I’énoncé suivant. D’autre part, de la preuve
du théoréme 3.1 de |91], on peut voir que la décroissance du systéme de Bresse
(5.1.1), (5.1.3) soumis aux conditions aux bords (5.1.4) ou (5.1.5) n’est pas
exponentiellement stable si vy # vs.

Théoréme 5.4.1. Si vy # vy, alors il existe une constante Cy, > 0 indépen-
dente de Uy € D(A) telle que

Inty 2

1S5O0Usll, < Ce(==) W OWollpasy =12 k=120 (5.41)

ou y > 2.
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Preuve. Prenons v > 2. D’aprés le théoréme 5.1.2 dans la section 5.1,
pour obtenir estimation (5.4.1), il faut démontrer les deux conditions sui-
vantes

iR C p(A)), (5.4.2)
et I
Jim = [|(A = Aj) gy < Fo0 j=1,2 (5.4.3)

La condition (5.4.2) a déja démontrer dans le lemme 5.3.1 de le paragraphe
5.3.

Maintenant, on va démontrer (5.4.3) en raisonnant par absurde. Si (5.4.3)
est fausse, alors il existe une suite (\,) dans R et une suite

U" = (gpn7wn7wn7unuvn72n) < D(A])
telles que
An| — 400, [ U3, =1 j=1,2

et
A (A, — A)U™ = (fn,fn, ,ff;, S,fff) — 0 dans H;. (5.4.4)

L’équation (5.4.4) nous donne

M ide" —u"] = f) — 0 dans H;(0, L), (5.4.5)
n H&(OaL) pour j =1

[z/\n¢ —v } f2— 0 dans { H(0, L) pour j =2 (5.4.6)
HX0,L) pour j =1

A i = 2" = f} — 0 dans { HqEO L% gour; _ 50 (547

E
/\Z[Mnun——Gh( gz+¢g+l‘ﬂ2)_u( " —1p™)] = fy — 0 dans L*(0, L),
p p

1 1
(5.4.8)
ET h 1
A) [idpu" —— ;‘x—I—G—(90;L+1b"+lw")+—a1(:c)v”} = f> — 0 dans L*(0,L),
P2 P2 P2
(5.4.9)
et
Eh IGh 1
A [idAn2" — ——(wp, — lp) + p—(% Tyt +l") + p—az(f’?)zn]
1

p1
= f% — 0 dans L2(0 L).
(5.4.10)
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1 1
D’autre part, en multipliant (5.4.5) par Vplu”, (5.4.6) par — pov™, (5.4.7)
n 2

1 1 1 !
par )\—Zplz", (5.4.8) par )\—?Lm@”, (5.4.9) par )\—%pgw , (5.4.10) par )\—%plw”, et
en intégrant sur [0, L] et en répétant les mémes procédures précédentes dans
le paragraphe 5.3, on conclut

(5.4.11)

DN | —

L
[tz + anle + o P+ B 1) —
0
et

(5.4.12)

L

n n n 1

/ (ol P+ poft" P + p1|2"°) — 5
0

Notre but est de montrer que
L
| BTG + G+ + 1+ BRle — 157 — 0
0

D’aprés (5.4.4), on a

Re(N:(id, — AU, UMy, = —Re(\I AU, U™

g 5.4.13
= / A (a1 ()0 + az(2)]2"]?) — 0. ( )
0
Alors, d’aprés (5.1.2) on obtient
)\%v”, A22" — 0 dans L*(©). (5.4.14)

Afin d’en tirer une contradiction de (5.4.11), plusieures lemmes seront néces-
saires.

Lemme 5.4.1. On a
A yr, a2t —5 0 dans  L2(©), (5.4.15)
" " Wt — 0 dans L*(0,L). (5.4.16)

Démonstration. On peut facilement déduire (5.4.16) de (5.4.5), (5.4.6), (5.4.7)
et le fait que A\, — +o0.

Maintenant, on va démontrer (5.4.15). Divisons (5.4.6) par /\%, on obtient
2 2 1
Ny A T = 2 0 dans L2(0, L), (5.4.17)

ol
A
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D’autre part, on a
341 3+l I+1 1
[iAd " 2@y < [lidd " = Ak 0" |z20,0) + [[Adv" || 22(e)

Donc, en utilisant (5.4.14) et (5.4.6) on conclut (5.4.15).
De méme, d’aprés (5.4.7) et (5.4.14) on déduit que

/\%Hw”—ﬂ) dans L*(0©).
[l

Lemme 5.4.2. Pour le méme € > 0 suffisamment petit dans le lemme 5.3.3
du paragraphe 5.3, on a

At o /\%Hw;‘ — 0 dans L*(0,c—¢) (5.4.18)

et
)\%H i )\7%1+1w"—>0 dans L*(d +e¢,L). (5.4.19)

T

Démonstration. On va démontrer d’abord (5.4.18). On choisit le méme £ > 0
suffisamment petitdans le lemme 5.3.3 du paragraphe 5.3.

&Ym ou la fonction € est définie

Maintenant, en multipliant (5.4.9) par ——
2

dans le démonstration du lemme 5.3.1 dans le paragraphe 5.3, en intégrant
sur [0, L] et en prenant la partie réelle, on obtient

ef / év"v“w— / ven
o ¢x+w"+zw AT [
0

P2
/ freo).

Donc, en intégrant par parties, on obtient

:Re

\

i ¢ FEl fd
E 2+1§|¢ |2+R€{ / 2+2§ nwn_ E[fAﬁ—i_l@Z)Zﬂ)—nJ(ﬁ
0
Bl EOPRNEERYE) A v
L Y A / (67 + 0" + LM g
P2C 0 P2 Jo
—i—/ al(x)v”@\gﬂﬁ} —0
\ 0

(5.4.20)
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car —— — 0, f> — 0 et (¢™) est bornée.

-1
2
D’autre part, de (5.4.14) et (5.4.15), on conclut

Re{ /0 ) A%“@“W} - Re{ /0 CgAnU”A%“W}

c L (5.4.21)
< Re{/ EXZUPAL wn} 0.
0
De méme, (5.4.13) et (5.4.15) impliquent
Re{/ al(x)A,%*lv"gW} 0. (5.4.22)
0
Ensuite, il est clair que
[exi " urimly = 0, (5.4.23)
et
¢ Y41 J—
Re{ / £ wgwn} 0 (5.4.24)
0
d’aprés (5.4.15) et le fait que la suite (¢02) est bornée.
De méme .
Re{ / (o +9" + lw”)f)\gﬂﬁ} —0 (5.4.25)
0

d’aprés (5.4.15) et le fait que la suite (¢ + ¢™ + lw™) est bornée.
Par conséquent, en utilisant (5.4.21), (5.4.22), (5.4.23) et (5.4.24) et (5.4.25)
dans (5.4.20), on obtient

c—e /\%-I—l o
0

De la méme maniére , on montre

c—¢ %-&-1 o
)\n |wm| 07
0

mais en multipliant (5.4.10) par ¢w™. En répétant les mémes procédures

3o
. n
ci-dessus on montre que

L L
[oa e — o, [ A —o
d+e d+e
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Lemme 5.4.3. Dans le cas ot j =1, on a

M
At [ (L) |2 — 0. (5.4.26)

Démonstration. Eliminons v™ dans (5.4.15) en utilisant (5.4.9) et prenons le

produit scalaire avec WX%D_Q dans L?(0, L), alors on obtient en intégrant
At

par parties

(1 b EI (b e EI
Re{_/ At XU+ = [ At XalUh P — =T UL

Gh [t a2 N I _
ST e T+ [T )
P2 Jd+e P2 Jdte

L

1
WRG{
. W

L
FlE i [ i)
d+e d+e

(5.4.27)

( 1 [F a0 EI [F a2
Re{_L At Xx|¢n\2+—/d Ant XI’w;lP

+e 2p2 +e

——X D)+ = [ AT x(er e+ l)gr (5.4.28)

EI a2 Gh /L 142 —
2p9 P2 Jaq

+e

1 L g2

+— Ant al(x)vnxw_g} — 0.
\ P2 Jd+e

D’aprés (5.4.15), on a

L i ) L P
/ At Xe|9"| S/ XAz "? — 0. (5.4.29)
d+e d+e

42 ol Y42
Comme |A\,* | < |)\ﬁ+1\2 et [An* | < |N)| pour v > 2, on déduit de (5.4.19)
et (5.4.13) que

L oyt
| e —o, (5.4.30)
d+e
Loyt _
/ Ant X (@ U™ + W)Yy — 0, (5.4.31)
d+e
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et
Ly —
/ At ar(x)v"xyr — 0. (5.4.32)
d+e
Par conséquent, en insérant (5.4.29), (5.4.30), (5.4.31) et (5.4.32) dans (5.4.28),
on obtient (5.4.26). O

Lemme 5.4.4. On a

L
/ lo?|> — 0. (5.4.33)
d

+2¢
Démonstration. Eliminons v" dans (5.4.9) en utilisant (5.4.6) et prenons le

produit scalaire avec —55 x¢7 dans L?*(0, L), on obtient

An
L vte __  EI % _ a2
Re{ - / At P 4+ XA P At
d+e P2 Jd+te
EI (¥ 22 __ = Bl a2 n "
+— At Xe PRy ——[An‘* XPptby +—/ At xw;‘@b
p2 d+€ p2 +5
Ghl [t 2 1 a2
+— At XPRW" + — An' xwzal(x)v”}
P2 d+e P2 Jdte
Gh [F 22 1 T N
+— At Xl = @Re{ Is X%‘ﬂ”/ Anfo XSOZ}
P2 Jd+e An 0 0

(5.4.34)
En divisant (5.4.8) par A\I*' on vérifie que (\,'¢",) est bornée. Alors en
répétant les mémes procédures dans les démonstrations des lemmes 5.4.2 et
5.4.3, on déduit

L
At / lo2|> — 0, (5.4.35)
d+2e
ol v > 2 toujours. Par suite,
L
/ "> — 0. O (5.4.36)
d+2¢e

Maintenant, en répétant les mémes procédures du paragraphe 5.3 a partir

du lemme 5.3.7, mais en multipliant les multiplicateurs par on conclut

)\_%7
une contradiction avec (5.4.11). D’ou la démonstration compléte du théoréme
5.4.1, dans le deux cas 7 =1, 2. [
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Commentaire. On peut obtenir les mémes résultats de la décroissance ex-
ponenetielle (5.3.2) et polynomiale (5.4.1) dans le cas ot le systéme de Bresse
est non uniforme i.e. les coefficients pq, ps, [, h sont des fonctions scalaires, et
G, E sont des constantes positives, en remplacant le terme x dans les multi-
plicateurs utilisés dans le cas du systéme Bresse uniforme, par ¢(z) := e —1
et en choisissant 1 > 0 suffisamment grand.

5.5 Stabilisation indirecte du systéme de Timo-
shenko soumis & un seul feedback locale-
ment distribué

On considére le systéme de Timoshenko suivant, qui est un cas particulier
de celui de Bresse en négligeant le déplacement longitudinal w et la constante

L.
P11 — k(@az + w):p =0,
{ Pl — bpe + k(0 + ) + a(x)y = 0, (5.5.37)

out>0et0<x< L. Ici la fonction a est positive sur [0, L] et satisfait
a(xr) >a- >0 pourtout z€©O=|0,c[U]d,L[, 0<c<d<L. (5.5.38)

On peut appliquer notre résultats de la décroissance exponentielle (5.3.2)
et polynomiale (5.4.1) au systéme de Timoshenko en répétant les mémes
arguments utilisés dans le systéme de Bresse, en négilgeant w et [. Mais,
dans le cas o j = 2, on prend 'espaces d’état

Hy = HL(Q) x H'(Q) x (L2())?,

et le domaine

(0,0, u,v) € Hajp € HF () N H?(Q),¢ € H*(Q),
D(““2):{ ’ werg(Q),fe HYQ),v e H'(Q) }



Perspectives

De nombreuses questions sont encore ouvertes.

T 1/2
1. Dans le chapitre I, on a étudié 'espace F défini par (/ / |u’1\2d:cdt> )

0
Une question trés intéressante est I’étude de 'espace F défini par

</T/ ]u1|2da:dt)1/2,
0o Ju

et I'étude de I'espace F défini par

(/OT s (1) it v

ol b est un point quelquonce de 2, c’est le cas du contréle ponctuel.

Une autre question se pose dans la situation de ce chapitre, a-t-
on controlabilité exacte pour a > 0 quelconque ? pour une fonction
scalaire o?

2. Un aspect important du modéle abstrait étudié dans le chapitre II est
la propriété de coercivité donnée par les termes de couplage d’ordre
zéro. Il serait intéressant de savoir si I’hypothése de coercivité avec
des opérateurs de couplage d’ordre un peut nous donner des résultats
positifs d’observabilité indirecte.

3. On s’intéresse a 'optimalité de la stabilisation polynomiale du systéme
de Bresse avec deux feedbacks localement distribués seulement.
D’un autre coté, pour le systéme de Timoshenko, il a déja été démontré
que l'on pouvait stabiliser le systéme par un seul feedback agissant
sur I'équation donnant 'angle de cisaillement (cf. [7], [14], [100]). On
souhaite a étudier si un tel résultat peut étre généralisé au systéme
de Bresse, et si le taux de décroissance de I’énergie peut s’obtenir par
la méthode des multiplicateurs (cf. [50], [69], [70]) et des techniques
inégalités intégrales et de convexité (cf. [3]).



4. Comme on a vu dans le chapitre III, on a étudié I'observabilité in-
T

L
directe du systéme de Timoshenko en observant [|*dxdt. On

0
s'intéresse a ’'observabilité indirecte du systéme de Timoshenko en ob-

T
servant / / [9|?dxdt ot © est un voisinage du bord, et en observant
0 Je

T
encore / [0 (t, L)|*dxdt.
0
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