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Résumé

La première partie de la thèse porte sur l’étude de familles lisses d’opérateurs d’entrelacement
entre deux réalisations différentes de représentations unitaires irréductibles et leur effet sur la
théorie du rétracte.
Étant donné N un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe, n son algèbre de
Lie et W une sous-variété de n∗ telle que les polarisations associées aux éléments de W
soient de dimension fixe, on considère (P(w))w = (expp(w))w et (P′(w))w = (expp′(w))w deux
familles lisses de polarisations en w ∈ W . On sait d’après Kirillov que πw := indN

P(w)χw et
π ′w := indN

P′(w)χw sont équivalentes. On démontre alors l’existence locale d’une famille lisse
d’opérateurs d’entrelacement entre les familles (πw)w et (π ′w)w, opérateurs donnés par une
formule intégrale précise.

La deuxième partie de la thèse consiste à fournir certains résultats sur la théorie du rétracte
sous à l’action de K, un sous-groupe de Lie compact du groupe des automorphismes de N où
N est un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe, (construction générale d’un
rétracte pour la réalisation des représentations obtenue par induction à partir de polarisations de
Vergne dans le cas générique, application à la construction d’un rétracte pour d’autres choix de
polarisations . . . ). On y utilise la théorie développée dans la première partie.

Dans une troisième partie on caractérise les idéaux K-premiers de l’algèbre de Schwartz
S (N). Le passage aux idéaux K− premiers de l’algèbre de groupe L1(N) est alors réalisé via la
théorie du rétracte développée dans la deuxième partie, au moins dans le cas générique et dans
le cas des formes linéaires définissant les caractères.

Dans une quatrième partie de la thèse, on étudie l’action de SO(4) sur F(4), groupe de Lie
libre nilpotent de pas 2 à 4 générateurs, en s’intéressant particulièrement aux strates non géné-
riques (théorème de Fourier inverse, idéaux K-premiers).





Abstract

The first part of this thesis is devoted to the study of the existence of a smooth family of
intertwining operators between two different families of equivalent representations and their
effect on the retract theory.
Let N be a nilpotent Lie group, n its Lie algebra and W a submanifold of n∗ such that the dimen-
sion of all polarizations associated to elements of W is fixed. We choose (P(w))w = (expp(w))w
and (P′(w))w = (expp′(w))w two smooth families of polarizations in N. It is well known, by
Kirillov theory, that πw := indN

P(w)χw and π ′w := indN
P′(w)χw are equivalent for all w. We then

prove the local existence of a smooth family of intertwining operators between (πw)w and (π ′w)w.
Our study is based on a formula of G. Lion [11], who proved such a result for a fixed w.

The second issue of this thesis is the retract theory. Let K be a compact Lie subgroup of
Aut(N), acting smoothly on N. This action induces a corresponding action of K on n, n∗, N̂, . . . .
The action of K on N̂ is given by kπl(x) := πl(k−1 ·x) for all x∈N, k ∈K and l ∈ n∗. The purpose
of this part is to construct a local retract theorem for kπl . It is easy to see that kπl is unitary
equivalent to π̃k where π̃k = indN

k·P(l)χk·l . So, instead of proving the existence of a local retract

for kπl , which turns out to be complicated, it is sufficient to prove such an existence for the
representation π̃k. But even this is not straightforward. Let us therefore define πk·l := indN

P(k·l)χk·l
where P(k · l) = expp(k · l) and where p(k · l) is the Vergne polarization for k · l with respect
to the fixed basis B of n. If we are now dealing with generic linear forms k · l in the sense of
Ludwig-Zahir [22] or with linear forms defining characters (< k · l, [n,n] >= 0), we may use
the Fourier inversion theorem (see [20] for the generic case), to prove the existence of a local
retract for suitable kernel functions. Finally, the smooth family of intertwining operators gives
the retract result for the representations (π̃k)k, and hence, locally, for the representations (kπl)k.
In the case of the representations π̃k, the local theorem even generates a global retract theorem.

In the third part, we first show that if the local retract theorem holds for l ∈ n∗, then Schwartz
functions are dense in the kernel of the K−orbit Ωl of l :

KerΩl ∩S (N)
L1(N)

= KerΩl.

This result is used in the study of K−prime ideals. We start by characterizing the K-prime ideals
of the Schwartz algebra S (N), which are closed in at least one continuous norm, as being the
sets KerΩl ∩S (N), l ∈ n∗. The passage to the K−prime ideals of the algebra L1(N) is then
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realized via the retract theory developed in the second part and the density property of the
Schwartz functions, at least in the generic case and in the character case. The K− prime ideal
problem was solved in the fixed case by J. Ludwig [15] and in the case of exponential actions by
J.Ludwig et C. Molitor-Braun [18].

Finally, we study the action of SO(4) on F(4), specially the not generic case where F(4)
denotes the free nilpotent Lie group of step 2 with 4 generators. We prove the Fourier inversion
theorem in the non generic case and we characterize all the K−prime ideals.
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Comme l’indique le titre de la thèse, on va s’intéresser à quelques problèmes d’analyse
harmonique sur certains groupes de Lie à croissance polynomiale, en particulier pour des
groupes de Lie nilpotents connexes simplement connexes.

Parmi les questions d’analyse harmonique abordées, on trouve l’inversion de Fourier, la ca-
ractérisation des idéaux maximaux, la propriété de Wiener, la caractérisation des idéaux premiers,
etc. Ces questions ont été d’abord résolues sur Rn (le cas classique), puis elles ont été généralisées
à des groupes de Lie nilpotents : L’inversion de Fourier ponctuelle est due à Howe ( [8], 1977),
la propriété de Wiener, qui dit que tout idéal fermé propre de L1(N) est contenu dans le noyau
d’une représentation unitaire irréductible, est démontrée par Leptin en ([9], 1976) pour l’algèbre
L1(N) où N est un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe, tandis qu’une propriété
analogue a été prouvée par Ludwig ([16], 1987) pour l’algèbre S (N) . Les idéaux maximaux,
les idéaux premiers et les noyaux des représentations unitaires irréductibles coïncident dans le
cas abélien. Par contre, dans le cas non abélien, ce résultat n’est pas nécessairement vrai et la
classe des idéaux premiers joue un rôle très important.
Un idéal I est dit premier si quels que soient les idéaux I1 et I2 tels que I1 ∗ I2 ⊂ I, I ⊂ I1 ou I ⊂ I2.
Pour les groupes de Lie nilpotents connexes simplement connexes, J. Ludwig a montré en ([15],
1983) que les idéaux premiers fermés de L1(N) coïncident avec les noyaux des représentations
unitaires irréductibles.
En introduisant une action exponentielle sur les groupes de Lie nilpotents, J. Ludwig et
C. Molitor-Braun ([18], (1998)) ont établi un résultat analogue pour la caractérisation des idéaux
premiers dans l’ensemble de tous les idéaux invariants sous cette action.
Dans les années 80, Poguntke étudie l’action d’un groupe compact abélien K sur un groupe de
Lie nilpotent ([24], [25]). Il s’intéresse entre autres à la densité des fonctions de Schwartz dans
le noyau d’une K−orbite. Les résultats de Poguntke impliquent la caractérisation des idéaux
K−premiers, lorsque K est abélien. Le cas où le compact K n’est pas abélien est beaucoup plus
complexe. Son étude représente la majeure partie de cette thèse.
Pus précisément, soient N = exp n un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe et
K un sous-groupe de Lie compact du groupe des automorphismes de N. On suppose que K agit



xiv Introduction

d’une manière lisse sur N et donc également sur n, n∗, N̂, L1(N), S (N). Si πl = indN
P(l)χl ∈ N̂,

les points de la K−orbite Ωl = K · l correspondent aux représentations kπl , étant donné que kπl
est unitairement équivalente à π̃k := indN

k·P(l)χk·l . D’où, on peut définir le noyau de la K−orbite,
pour l ∈ n∗, par

KerΩl = { f ∈ L1(N) | k
πl( f ) = 0,∀k ∈ K}= ∩k∈KKerk

πl

Grâce à ces définitions, la question soulevée par les travaux de Poguntke, Ludwig et Molitor-
Braun est la suivante :
Pour tout idéal I fermé et K− premier de L1(N), c’est-à-dire, si I est K-invariant et vérifie la
définition des idéaux premiers pour des idéaux K-invariants quelconques I1 et I2, existe t-il alors
l0 ∈ n∗ tel que I = KerΩl0 ?
Une réponse affirmative à cette question, valable dans beaucoup de cas, est apportée dans cette
thèse. En fait, on montre dans le chapitre 6 qu’il existe une K−orbite Ωl0 dans n∗ telle que

I∩S (N) = Ker Ωl0 ∩S (N).

Si de plus l0 est générique au sens de Ludwig-Zahir pour au moins une base de Jordan-Hölder
bien choisie ou si l0 définit un caractère (< l0, [n,n] >= 0), on en déduit alors que

I = KerΩl0.

La caractérisation des idéaux K− premiers (chapitre 6) est résolue dans S (N) et l’essentiel
des difficultés est formé par le passage de l’algèbre de Schwartz S (N) à l’algèbre L1(N). Ce
dernier se fait grâce à une relation entre KerΩl et KerΩl ∩S (N).

Pour étudier cette relation (chapitre 6), on a eu intérêt à étudier la théorie du rétracte sur les
K− orbites. Pour tout πl ∈ N̂ et tout f ∈S (N), πl( f ) est un opérateur à noyau. Sous l’action de
K, il en est de même de kπl( f ) = πl( f k), le noyau correspondant est noté F(k, ·, ·). Les calculs
effectués sur la fonction f sont alors, sous certaines conditions, remplacés par un raisonnement
sur les fonctions noyaux. Ceci est possible puisque tout F dans un certain espace des fonctions
noyaux convenablement choisi possède un rétracte f ∈ S (N) tel que kπl( f ) ait pour noyau
F(k, ·, ·). L’existence d’un tel rétracte (chapitre 6) est en fait établie à travers différentes étapes
intermédiaires.
Tout d’abord, en remarquant que la représentation kπl est unitairement équivalente à π̃k, on
peut se ramener à la construction d’un rétracte local pour la représentation π̃k. Dans ce but, on
introduit la représentation πk·l = indN

P(k·l)χk·l où la construction du rétracte s’avère plus facile
si k · l parcourt les strates des formes linéaires génériques au sens de Ludwig-Zahir (chapitre
6) ou bien si k · l parcourt la strate des formes linéaires définissant les caractères, c’est-à-dire,
< k · l, [n,n] >= 0. Dans le cas ou k · l définit les caractères, les trois représentations équivalentes
πk·l, π̃k et kπl coïncident avec les caractères χk·l et la construction du rétracte est plus simple
(chapitre 5). Tandis que quand k · l parcourt les strates des formes linéaires génériques au sens
de Ludwig-Zahir, on dispose d’un théorème général d’inversion de Fourier pour les formes
linéaires génériques ([20]). Celui-ci permet alors d’établir les résultats pour πk·l .
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Si k · l parcourt les strates intermédiaires, le problème d’inversion de Fourier reste encore ouvert
dans le cas général. Mais néanmoins, on a réussi à construire un rétracte pour la représentation
kπl dans l’exemple de l’action de SO(4) sur le groupe de Lie nilpotent libre F(4) à 4 générateurs
et de pas 2 (chapitre 7).

Pour que le passage entre la représentation π̃k et la représentation πk·l soit lisse dans le cas où
k · l parcourt la K−orbite de l, une étude sur les familles lisses des opérateurs d’entrelacements
dans le cadre général (chapitre 3) est nécessaire.
Étant donnée W une sous-variété de n∗ telle que la dimension des polarisations soit fixe sur W ,
on considère (p(w))w et (p′(w))w deux familles lisses de polarisations en w dans n. Soient alors

(πw)w = (indN
P(w)χw)w et (π ′w)w = (indN

P′(w)χw)w

deux familles de représentations unitaires irréductibles de N.
D’après G. Lion [11], pour w fixé, πw et π ′w sont équivalentes et il existe un opérateur d’entrela-
cement T (w) donné par

T (w)ξ (g) =
∫

P′(w)/P(w)∩P′(w)
ξ (gh)dh

pour tout ξ ∈H ∞
πw

où H ∞
πw

représente l’espace des vecteurs C ∞ pour la représentation πw. Cet
opérateur se prolonge par continuité à Hπw tout entier.
On étudie alors la dépendance en w dans l’expression de T (w) (chapitre 3) et on montre que le
résultat de G. Lion reste vrai localement de manière lisse, c’est-à-dire, quand w varie dans un
ouvert relatif non vide de W .

Les chapitres 1 et 2 préparent le terrain pour notre objectif en introduisant tous les ingrédients
nécessaires pour la suite et en étudiant sur quelques exemples l’effet de l’action compacte sur
la théorie du rétracte : L’action de K sur Rn, l’action de SO(2) sur le groupe de Heisenberg et
l’action de SO(3) sur F(3), où F(3) est le groupe de Lie nilpotent libre à 3 générateurs et de pas 2.

Plan de la thèse.
Cette thèse comporte sept chapitres :
– Dans le premier chapitre, on rappelle les principales définitions et propriétés liées à la théo-

rie des représentations induites et intégrées pour les groupes de Lie nilpotents connexes
simplement connexes. On donne aussi une relation entre les fonctions noyaux ainsi que
des résultats généraux sur les espaces homogènes. De plus, on définit les différentes ac-
tions d’un groupe de Lie compact.

– Dans le deuxième chapitre, on étudie dans quelques exemples l’effet de l’action compacte
sur le résultat du rétracte associé à la représentation induite réalisée par une polarisation de
Vergne. Par exemple : L’action de K sur Rn, l’action de SO(2) sur le groupe de Heisenberg
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et l’action de SO(3) sur F(3), où F(3) est le groupe de Lie nilpotent libre à 3 générateurs
et de pas 2.

– Le troisième chapitre (texte d’un article soumis pour publication) est consacré à montrer
que si on considère W une sous-variété de n∗ telle que les polarisations associées aux élé-
ments de W soient de dimension fixe, (P(w))w = (expp(w))w et (P′(w))w = (expp′(w))w
deux familles lisses de polarisations en w ∈W , alors les deux familles de représentations
(πw)w := indN

P(w)χw,w∈W et (π ′w)w := indN
P′(w)χw,w∈W sont équivalentes et on a l’exis-

tence locale d’une famille lisse d’opérateurs d’entrelacement entre elles, opérateurs donnés
par une formule intégrale précise.

– Au quatrième chapitre, nous construisons d’une manière continue un rétracte local pour la
représentation kπl , définie par kπl(x) := πl(k−1 · x) pour tout x ∈ N, où l est dans la strate
des formes linéaires génériques au sens de Ludwig-Zahir et où k parcourt une section de
K/Kπl . Ici Kπl désigne le stabilisateur de πl .

– Dans le cinquième chapitre, on construit de même un rétracte pour la représentation kπl
mais quand l parcourt la strate des formes linéaires définissant les caractères, c’est-à-dire,
< l, [n,n] >= 0. Dans ce cas, la représentation kπl n’est d’autre que le caractère χk·l .

– Nous donnons, dans le sixième chapitre, une caractérisation des idéaux K−premiers de
L1(N), c’est-à-dire, nous montrons qu’il existe une K−orbite Ωl0 dans n∗ telle que

I∩S (N) = Ker Ωl0 ∩S (N).

Si l0 est générique au sens de Ludwig-Zahir pour au moins une base de Jordan-Hölder bien
choisie ou si l0 définit un caractère (< l0, [n,n] >= 0), on en déduit

I = KerΩl0.

– Finalement, dans le dernier chapitre, on étudie l’exemple de l’action de SO(4) sur F(4)
pour montrer que les idéaux fermés propres SO(4)− premiers de L1(F(4)) coïncident avec
les noyaux des SO(4)−orbites.



Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre, nous rappelons les notions nécessaires à la compréhension de cette thèse.

1.1 Représentations induites et intégrées.
Soient N un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algèbre de Lie n et H

un sous-groupe fermé de N d’algèbre de Lie correspondante h.

Définition 1.1. Soit B = {Z1, . . . ,Zn} une base de n. Soit (nk)k=1,...,n la suite de sous-espaces
vectoriels de n définie par

nk =
n

∑
i=k

RZi.

1. B est une base de Malcev de n si pour tout k, 1 ≤ k ≤ n, le sous-espace vectoriel nk est
une sous-algèbre de n.

2. B est une base de Jordan-Hölder de n si pour tout k, 1 ≤ k ≤ n, le sous-espace vectoriel
nk est un idéal de n.

1.1.1 Représentations induites.
Soit ρ une représentation unitaire de H dans l’espace de Hilbert Hρ .

Considérons l’espace suivant

D(N/H,ρ) = {ξ : N −→Hρ , continue et à support compact modulo H telle que

ξ (nh) = ρ(h−1)(ξ (n)), ∀(n,h) ∈ N×H}

Si ξ est un élément dans D(N/H,ρ) , l’application n 7−→ ‖ξ (n)‖2
Hρ

est continue et à support

compact modulo H. Cette relation nous permet de définir une norme L2 sur D(N/H,ρ) de la
manière suivante :

‖ξ‖2 = (
∫

N/H
‖ξ (n)2 ‖Hρ

dṅ)
1
2 .
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On définit la représentation induite indN
Hρ de N comme la représentation régulière gauche

sur le complété L2(N/H,ρ) de D(N/H,ρ) par rapport à la norme ‖ · ‖2 définie précédemment,
c’est-à-dire,

(indN
Hρ)(x)(ξ (y)) = ξ (x−1y), ∀x, y ∈ N, ξ ∈ L2(N/H,ρ).

Cette méthode est fréquemment utilisée pour la construction des représentations unitaires à partir
d’un sous-groupe fermé. En particulier, pour les représentations unitaires dites monomiales qui
sont les représentations induites par un caractère unitaire d’un sous-groupe fermé défini comme
suit :

χl(expX) = e−i<l,X>, ∀X ∈ h

Définition 1.2. Un sous-espace p⊂ n est appelé polarisation en l ∈ n∗, si p est une sous-algèbre
totalement isotrope maximale relativement à la forme bilinéaire antisymétrique Bl définie par

Bl(X ,Y ) =< l, [X ,Y ] >, X ,Y ∈ n

Définition 1.3. Soient {Z1, . . . ,Zn} une base de Jordan-Hölder de n, n j =< Z j, . . . ,Zn >, j ∈
{1, . . . ,n} et l ∈ n∗. Posons l j = l |n j la restriction de l à n j et n j(l j) le noyau de la forme Bl j sur
n j×n j.
Définissons

p(l) =
n

∑
j=1

n j(l j).

Alors p(l) est appelé la polarisation de Vergne en l par rapport à la base de Jordan-Hölder
{Z1, . . . ,Zn}.

Soient l ∈ n∗ et p une polarisation en l. Définissons alors π par

π = indN
P χl,

où P = expp, la représentation induite dans N par le caractère χl de P.

Définition 1.4. Une représentation unitaire π est dite irréductible si les seuls sous-espaces in-
variants fermés sont {0} ou H , l’espace de Hilbert de la représentation π .

Définition 1.5. Soient π et π ′ deux représentations unitaires de N. On dit que π et π ′ sont
unitairement équivalentes s’il existe un opérateur d’entrelacement unitaire U de Hπ vers Hπ ′

vérifiant

U ◦π(x) = π
′(x)◦U

pour tout x ∈ N. On note alors π ' π ′.
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1.1.2 Représentations intégrées.

Soit π une représentation induite unitaire irréductible de N.
Soit f ∈ L1(N), on lui associe sa transformée de Fourier en π , définie par l’opérateur suivant sur
Hπ

π( f ) =
∫

N
f (x)π(x)dx,

c’est-à-dire,

(π( f )ξ )(y) =
∫

N
f (x)(π(x)ξ )(y)dy

Cette représentation de L1(N), appelée aussi représentation intégrée, agit sur L2(N/P,χl), le
même espace que π .

Proposition 1.1. Pour toute fonction f ∈ L1(N), l’opérateur π( f ) est un opérateur à noyau.
L’application Fπ : f 7−→ Fπ( f ), associant à f ∈ L1(N) le noyau de l’opérateur π( f ), est donnée
par

F(x,y) := Fπ( f )(x,y) =
∫

P
f (xpy−1)χl(p)d p, (x,y) ∈ N×N

Remarque 1.1. Il est facile de vérifier que F satisfait la relation de covariance :

F(xp,yp′) = χl(p)χl(p′)F(x,y), ∀x,y ∈ N, ∀p, p′ ∈ P

1.1.3 Relation entre les fonctions noyaux.

Soient p1, p2 deux polarisations en l et Pi = exp pi où i ∈ {1,2}.
Notons πi = indN

Pi
χl la représentation induite correspondante de N pour tout i ∈ {1,2}. Soit

f ∈ S (N). L’opérateur πi( f ) a pour noyau la fonction Fi(·, ·) pour tout i ∈ {1,2}. Les deux
représentations π1 et π2 sont unitairement équivalentes et l’opérateur d’entrelacement est donné
comme suit :

T : H ∞
1 −→ H ∞

2

ξ 7−→
∫

P2/(P1∩P2)
ξ ((·)p)χl(p)d ṗ

où H ∞
i , i∈{1,2} est l’espace des vecteurs C ∞ de la représentation πi. Cet opérateur est prolongé

d’une manière continue à Hi, l’espace de Hilbert pour la représentation πi. D’après Gérard Lion
[11], cet opérateur est bien défini à une constante positive près par la mesure sur P2/(P1 ∩P2).
On peut fixer cette mesure de sorte que l’opérateur T soit une isométrie et même unitaire.
On définit aussi pour i ∈ {1,2} une représentation induite en −l comme suit

π i = indN
Pi

χ−l
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Remarque 1.2. – Pour tout i ∈ {1,2} la polarisation pi en l est aussi une polarisation en
−l.
Dans ce cas, l’opérateur d’entrelacement entre π1 et π2 est donné par

T : H
∞

1 −→ H
∞

2

ξ 7−→
∫

P2/(P1∩P2)
ξ ((·)p)χl(p)d ṗ

où H
∞

i , i ∈ {1,2} est l’espace des vecteurs C ∞ de la représentation π i
– L’opérateur T entrelace π1 et π2. De même, l’opérateur T est bien défini à une constante

positive près par la mesure sur P2/(P1 ∩P2) et il est de plus une isométrie si on choisit
convenablement cette mesure.

– Les deux fonctions noyaux F1 et F2 sont liées par la relation suivante

F2(x,y) =
∫

P2/(P1∩P2)

∫
P2/(P1∩P2)

F1(xp,yp′)χl(p)χl(p′)d ṗd ṗ′, x,y ∈ N, p, p′ ∈ P2

si la mesure est normalisée de manière de faire de T une isométrie.

1.2 Les formes génériques au sens de Ludwig-Zahir.
On désigne par z(n) le centre de n et n(l) le stabilisateur de l dans n défini comme suit

n(l) = {X ∈ n | < l, [X ,n] >= {0}}

. On définit alors les indices suivants

j1 := max{ j ∈ {1, . . . ,n} | Z j /∈ z(n)}
r1 := max{r ∈ {1, . . . ,n} | [Z j1,Zr] 6= 0}

Pour l ∈ n∗, soit a(l) le plus grand idéal de n contenu dans n(l).
Si a(l) 6= n, il existe alors des indices j1(l) et r1(l) définis par

j1(l) := max{ j ∈ {1, . . . ,n} | Z j /∈ a(l)}
r1(l) := max{r ∈ {1, . . . ,n} | < l, [Z j1(l),Zr] >6= 0}

On a alors r1(l) < j1(l). Posons

n∗1 := {l ∈ n∗ | j1(l) = j1 et r1(l) = r1}

et pour tout l ∈ n∗1, on définit

p1(l) := {X ∈ n | < l, [Z j1(l),X ] >= 0}= {X ∈ n | < l, [Z j1,X ] >= 0}
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Il est facile de montrer que p1(l) est un idéal de codimension 1 dans n.
On considère aussi

Z1
i (l) := Zi−

< l, [Z j1,Zi] >
< l, [Z j1,Zr1]

Zr1 pour i = 1, . . . ,r1−1

Z1
i−1 := Zi pour i = r1 +1, . . . ,n

Il s’en suit alors que B1 = {Z1
1(l), . . . ,Z1

n−1(l)} est une base de Jordan-Hölder pour p1(l) (voir
[22]).
On construit maintenant les indices j2(l), . . . , jd(l),r2(l), . . . ,rd(l) comme suit :
On considère l’algèbre p1(l) muni de la base B1 et l|p1(l) pour définir comme précédemment les
indices j2(l), r2(l), l’algèbre p2(l) qui est un idéal de codimension un dans p1(l) et B2 une base
de Jordan-Hölder de p2(l). Après d étapes, pour un certain d ∈ N, on constate que pd(l) n’est
autre que la polarisation de Vergne de l par rapport à la base Z1, . . . ,Zn et le processus s’arrête.
Notons

I (l) = { j1(l), . . . , jd(l),r1(l), . . . ,rd(l)}

Par récurrence, on définit

n∗0 = n∗ et n∗1 = {l ∈ n∗ | j1(l) = j1 et r1(l) = r1}

Pour i = 1, . . . ,d, soit

ji = max{ j ∈ {1, . . . ,n} | Zi−1
j (l) /∈ z(pi(l)), l ∈ n∗i−1}

ri = max{r ∈ {1, . . . ,n} | [Zi−1
ji (l),Zi−1

r (l)] 6= 0, l ∈ n∗i−1}

et on considère

n∗i = {l ∈ n∗i−1 | ji(l) = ji et ri(l) = ri}

Ce processus s’arrête quand i = d. Notons

I = { j1, . . . , jd,r1, . . . ,rd}

D’après [22], on définit l’ensemble des formes linéaires génériques au sens de Ludwig-Zahir par
rapport à la base B par

n∗gen := n∗d = {l ∈ n∗|I (l) = I }

Définition 1.6. L’ensemble n∗gen est appelé l’ensemble des éléments génériques de n∗ au sens de
Ludwig-Zahir.
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1.3 Résultats généraux sur les espaces homogènes.
Soit H un sous-groupe fermé de N d’algèbre de Lie h.

Définition 1.7. L’ensemble des classes à gauche modulo H est défini comme suit

N/H = {xH | x ∈ N}.

Soit p : N −→ N/H la projection canonique. Une partie Ũ de N/H est par définition ouverte si
et seulement si p−1(Ũ ) est ouverte dans N.

Théorème 1.1. Il existe un sous-espace vectoriel s de n tel que n = s⊕h et l’application

ϕ : n≡ s⊕h −→ N
(X ,Y )≡ X +Y 7−→ expXexpY

soit un difféomorphisme local dans un voisinage de 0.

Preuve. Il suffit de montrer que dϕ0 = In.
Soit f ∈ C ∞(N) ;

((dϕ)0(X +Y ))( f )(·) =
d
dt

f ((exptX · exptY )·) |t=0

=
d
dt

f (exp(tX + tY +θ(t2))·) |t=0

= ((
d
dt

f (exp(t(X +Y ))·) |t=0

= (X +Y ) f (·)

Il existe alors un voisinage Ω de e dans N tel que Ω soit difféomorphe à expUsexpUh où Us est
un voisinage de 0 dans s et Uh est un voisinage de 0 dans h.

Proposition 1.2. N/H est muni d’une structure de variété C ∞.

Preuve. N/H est un espace séparé puisque H est fermé. De plus, d’après le théorème 1.1, il
existe dans N un voisinage Ω de e de la forme Ω = expUsexpUh. On considère p : N −→ N/H
la projection canonique. Il s’en suit alors que p(Ω) = expUs ·H ⊂ N/H est un voisinage ouvert
de e ·H puisque la projection canonique est une application ouverte. Dans ce cas une carte de
N/H en e ·H est obtenue de la manière suivante :
L’ouvert p(Ω) de N/H est difféomorphe à l’ouvert expUs de exps, et donc à l’ouvert Us de s.
En identifiant l’espace vectoriel s à l’espace de ses coordonnées dans une base quelconque, on
obtient une carte d’un voisinage de e ·H dans N/H. Soit maintenant n = u ·H un élément dans
N/H. Une carte en u ·H peut être considérée donc comme suit

u · p(Ω) = p(u ·Ω) = u · (expUs) ·H

En d’autres termes, une carte de N/H en u ·H n’est d’autre que la translatée de la carte de N/H
en e ·H par u.
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Théorème 1.2. Soit N un groupe de Lie qui agit sur une variété X d’une manière C ∞. Soit
x0 ∈ X. On définit le stabilisateur de x0 dans N comme suit

Nx0 = {n ∈ N|n · x0 = x0}.

Alors l’application

φ : N/Nx0 −→ N · x0

ṅ 7−→ n · x0 n ∈ N

est un difféomorphisme de N/Nx0 sur l’orbite N · x0 munie de la structure héritée par N/Nx0 .

Preuve. Voir les détails dans [27], [23].

Théorème 1.3. Si l’orbite N · x est localement fermée, alors N · x est une sous-variété de X.

Preuve. Voir les détails dans [27].

Remarque 1.3. Si N est un groupe de Lie local, les théorèmes 1.2 et 1.3 restent vrais. Voir [27].

Corollaire 1.1. Si N est compact, les orbites N · x sont des sous-variétés compactes de X.

Preuve. En effet, dans ce cas les orbites sont compactes, donc fermées dans X . Voir les détails
dans [23].

1.4 Action d’un groupe de Lie compact sur un groupe de Lie
nilpotent.

Soit K ⊂ Aut (N) un sous-groupe compact du groupe des automorphismes de N. On suppose
que K est un groupe de Lie qui agit de manière C ∞ sur N.
On note cette action par :

K×N −→ N
(k,x) 7−→ k · x
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1.4.1 Action de K sur n = Lie (N)

Soit k∈K⊂ Aut(N), c’est-à-dire, k est un automorphisme de N. En particulier k(e) = k ·e = e
où e est l’élément neutre de N.
Soit dk : TeN = n−→ TeN la différentielle de k. On considère la relation suivante :

k · exp tX = exp(tdk(X)) pour tout t ∈ R.

En particulier, k · exp X = exp(dk(X)). Dans la suite, on notera simplement k · X au lieu de
dk(X). Cette notation est justifiée par le fait que si N est réalisé par n muni de la multiplication
de Campbell-Baker-Hausdorff, alors l’application exponentielle est l’identité et on trouve bien

k ·X = dk(X) pour tout X ∈ n.

De plus, si k ∈ Aut(N), alors k ≡ dk ∈ Aut(n) et vérifie les propriétés suivantes :
– L’application k ≡ dk est linéaire car toute différentielle est linéaire.
– L’application k ≡ dk respecte le crochet de Lie, c’est-à-dire,

k · [X ,Y ] = [k ·X ,k ·Y ].

1.4.2 Action de K sur n∗

On définit l’action de K sur n∗ comme suit :

K×n∗ −→ n∗

(k, l) 7−→ k · l

telle que < k · l,X >:=< l,k−1 ·X > pour tout X ∈ n.
Cette action est bien définie.

1.4.3 Action de K sur N̂

L’action de K sur N̂ est définie par :

K× N̂ −→ N̂
(k,π) 7−→ k

π

telle que kπ(x) := π(k−1 · x) pour tout x ∈ N.
Elle est bien définie et vérifie

(kk′)
π(x) = π(k′−1k−1 · x)

= π(k′−1 · (k−1 · x))
= k′

π(k−1 · x)
= k(k′

π)(x)
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Remarque 1.4. On sait que toute représentation π ∈ N̂ est obtenue de la façon suivante : il
existe l ∈ n∗ et p(l)⊂ n une polarisation de Vergne pour l telle que si χl(p) = e−i<l,log p> est le
caractère défini par l sur P(l) = exp p(l), alors π ' πl := indN

P(l)χl .

On définit les représentations équivalentes suivantes

πk·l := indN
P(k·l)χk · l

et
π̃k := indN

k·P(l)χk·l

Proposition 1.3. Soit k ∈ K, on a alors :
k
π ' π̃k

Preuve :
Il suffit de prouver l’existence d’un opérateur d’entrelacement
U : Hkπ −→Hπ̃k vérifiant la relation :

U ◦ k
π(x) = π̃k(x)◦U ∀x ∈ N.

Tout d’abord, il est clair que si p(l) est une polarisation en l alors p′(l) = k ·p(l) est une polarisa-
tion en l′ = k · l. On sait qu’il existe des mesures invariantes à gauche positives sur N/P(l), resp.
N/P′(l) notées

C ∞
c (N/P(l)) −→ C

ϕ 7−→
∫

N/P(l)
ϕ(t)dṫ

et

C ∞
c (N/P′(l)) −→ C

ψ 7−→
∫

N/P′(l)
ψ(u)du̇;

Elles sont uniques à une constante positive multiplicative près.
Considérons à présent, pour k fixé,

L : C ∞
c (N/P′(l)) −→ C

ψ 7−→
∫

N/P(l)
ψ(k · t)dṫ

– Cette application linéaire est bien définie.
– Cette application est invariante par translation car :

L(λ (s)ψ) =
∫

N/P(l)
ψ(s−1(k · t))dṫ

=
∫

N/P(l)
ψ(k · t)dṫ

= L(ψ).
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– Elle est positive.
Donc L est une forme linéaire positive invariante sur N/P′(l) et par suite il existe alors

c = c(k) > 0 qui dépend de k et de la normalisation de la mesure telle que
∫

N/P′(l) ψ(t)dṫ =
c
∫

N/P(l) ψ(k · t)dṫ.
Soit maintenant l’opérateur

U : Hkπ −→ Hπ̃k

ξ 7−→ Uξ (t) :=
1√
c

ξ (k−1 · t)

Montrons tout d’abord que si ξ ∈Hkπ , on a Uξ ∈Hπ̃k , c’est-à-dire, il faut vérifier la relation de
covariance et la propriété de L2.

– Relation de covariance : Pour tout t ∈ N, p′ ∈ P′(l) = k ·P(l),

Uξ (t p′) = Uξ (t(k · p)) pour p′ = k · p

=
1√
c

ξ (k−1(t(k · p)))

=
1√
c

ξ ((k−1 · t)p)

=
1√
c

χl(p)ξ (k−1 · t)

=
1√
c

ei<l,log p>
ξ (k−1 · t)

=
1√
c

ei<k·l,k·log p>
ξ (k−1 · t)

=
1√
c

ei<l′,logp′>
ξ (k−1 · t) pour l′ = k · l

= χl′(p′)Uξ (t)

– Propriété de L2 :
On a U est inversible et U−1η(t) =

√
cη(k · t) avec η ∈Hπ̃k .

De plus U est isométrique et

‖Uξ‖2
2 =

∫
N/P′

|Uξ (t)|2ḋt

=
∫

N/P′

1
c
|ξ (k−1 · t)|2ḋt

= c
∫

N/P

1
c
|ξ (t)|2ḋt

= ‖ξ‖2
2

Donc Uξ ∈Hπ̃k .
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– Propriété d’entrelacement :

U(k
π(x)ξ )(t) =

1√
c

k
π(x)ξ (k−1 · t)

=
1√
c

π(k−1 · x)ξ (k−1 · t)

=
1√
c

ξ ((k−1 · x)−1(k−1 · t))

π̃k(x)(Uξ )(t) = (Uξ )(x−1t)

=
1√
c

ξ (k−1 · (x−1t))

=
1√
c

ξ ((k−1 · x−1))(k−1 · t)

=
1√
c

ξ ((k−1 · x)−1(k−1 · t))

D’où l’égalité et les représentations kπ et π̃k sont bien unitairement équivalentes.
D’ailleurs, on peut choisir une famille C ∞ de bases de Malcev de n par rapport à p′ = k ·p
de manière à ce que les mesures invariantes correspondantes de N/k ·P(l) soient telles que
c = c(k) soit une fonction C ∞ en k ou même soit la constante 1. En effet, si {X1, . . . ,Xr}
est une base de Malcev de n par rapport à p, alors {k ·X1, . . . ,k ·Xr} est une base de Malcev
de n par rapport à k ·p. Les mesures invariantes sur N/P, respectivement N/k ·P peuvent
alors être définis par∫

N/P
ϕ(t)dṫ =

∫
Rr

ϕ(expt1X1 · · · · · exptrXr)dt1 . . .dtr,

respectivement∫
N/k·P

ψ(u)du̇ =
∫

Rr
ψ(exp(u1k ·X1) · · · · · exp(urk ·Xr))du1 . . .dur

=
∫

Rr
ψ(k · [expu1X1 · · · · · expurXr])du1 . . .dur

=
∫

N/P
ψ(k · t)dṫ

et c(k)≡ 1.

1.4.4 Action de K sur L1(N)

L’action est définie comme suit :

K×L1(N) −→ L1(N)
(k, f ) 7−→ f k
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telle que f k(x) := f (k · x) pour tout x ∈ N.
On a bien f k ∈ L1(N) car : ∫

N
| f k(x)|dx =

∫
N
| f (k · x)|dx

=
∫

N
| f (x)|dx

< ∞

La dernière égalité est due au fait que K est compact et donc que la fonction modulaire qui devrait
normalement intervenir dans le changement de variables est l’identité.

1.4.5 Action combinée de K et N

On a vu précédemment que K agit sur N et N agit sur N par conjugaison, à savoir, pour tout
n ∈ N, on définit c(n) agissant sur N par :

c(n)(m) = nmn−1 pour tout n,m ∈ N

Soit C(N) = {c(n)|n ∈ N}.

Proposition 1.4. L’ensemble K ·C(N) est isomorphe au groupe K n (N/Z ) où Z désigne le
centre de N.

Preuve :
Remarquons tout d’abord que :(

k · c(n))(m) = k · (nmn−1)

= (k ·n)(k ·m)(k ·n−1)
= c(k ·n)(k ·m)
= (c(k ·n)k)(m)

et (
k · c(n)

)(
k1 · c(n1)

)
(m) =

(
k · c(n)

)(
k1 · (n1mn−1

1 )
)

= k ·
(
c(n)(k1(n1)k1(m)k1(n−1

1 ))
)

= k ·
(
n(k1 ·n1)(k1 ·m)(k1 ·n−1

1 )n−1)
= (k ·n)(kk1 ·n1)(kk1 ·m)(kk1 ·n−1

1 )(k ·n−1)
= c

(
(k ·n)(kk1 ·n1)

)
·
(
(kk1)(m)

)
= c

(
(kk1)((k−1

1 ·n)n1)
)
·
(
(kk1)(m)

)
=

(
kk1 · c((k−1

1 ·n)n1)
)
(m)
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Donc en identifiant k · c(n) avec (k,n), ceci définit la loi suivante sur K n N :

(k,n)(k1,n1) = (kk1,(k−1
1 ·n)n1)

A savoir, on retrouve la loi de groupe du produit semi-direct K n (N/Z ). Donc

Θ : K n (N/Z ) −→ K ·C(N)⊂ Aut (N)
(k,n mod Z ) 7−→ k · c(n)

est un isomorphisme de groupe. En effet,
– la surjectivité est claire.
– l’injectivité de cette application découle du fait que K∩C(N) = {e}, étant donné que C(N)

est formé d’automorphismes unipotents et ne contient donc aucun sous-groupe compact
non trivial. Donc, si
k ·c(n) = e alors k = c(n−1) ∈ K∩C(N) = {e} où e désigne l’identité de K . Ceci implique
que k = e et n ∈Z (car c(n) = e si et seulement si n ∈Z ).
En fait, si on prend k,n,k′ et n′ tels que :

k · c(n) = k′ · c(n′)⇔ k′−1k = c(n′n−1) = e
⇔ k = k′ et n′ = n mod Z

1.4.6 Les différentes orbites dans n∗

Dans n∗, on peut distinguer différents types d’orbites :

• Orbites co-adjointes

Soit l ∈ n∗, on définit
O(l) = {Ad∗(n)l | n ∈ N} ⊂ n∗

où < Ad∗(n)l,X >=< l,Ad(n−1)X >.
L’ensemble des orbites forment une partition de n∗ et O(l) est fermée dans n∗, puisque l’action
est nilpotente.

• Orbites sous l’action de K

Pour l ∈ n∗, on définit :
Ω(l) = {k · l | k ∈ K}

où < k · l,X >=< l,k−1 ·X >.
Ces orbites sont compactes étant donné que K est compact et que l’action est continue.
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• Orbites sous l’action de K n N

Pour l ∈ n∗, on définit :

W (l) = {k ·Ad∗(n)(l) | k ∈ K, n ∈ N}
= K ·Ad∗(N)l

Les orbites W (l) sont fermées dans n∗ car K est compact et N est nilpotent. En effet, soit
(l j) = k j ·Ad∗(n j)(l) une suite de W (l) telle que (l j) j∈N converge vers l′ dans n∗. Montrons que
l′ ∈Ω(l).
On a k j ∈ K, d’où il existe une sous-suite convergente dans K que nous appelons de nouveau
k j. Donc, (k j) j converge vers k dans K. Or on a Ad∗(n j)l = k−1

j · [k j ·Ad∗(n j)(l)] converge vers
k−1 · l′ car les actions sont continues. De plus l’orbite co-adjointe Ad∗(N)l est fermée. Donc
k−1 · l′ ∈ Ad∗(N)(l) et k−1 · l′ = Ad∗(n)l pour un certain n ∈ N.
On en déduit alors que l′ = k ·Ad∗(n)(l) ∈W (l) et W (l) est fermée.

1.4.7 Algèbre de Schwartz

Définition 1.8. Soit B = {Z1, . . . ,Zn} une base de Jordan-Hölder fixée de n. Une fonction f de
N dans C est une fonction de Schwartz si et seulement si

‖ f‖α,β =
∫

Rn
|tα(

∂

∂ t
)β f (expt1Z1 . . .exptnZn)|dt1 . . .dtn

< ∞. ∀α,β ∈ Nn

où tα = tα1
1 . . . tαn

n si t = (t1, . . . , tn) et α = (α1, . . . ,αn). De même ( ∂

∂ t )
β = ( ∂

∂ t1
)β1 . . .( ∂

∂ tn
)βn pour

β = (β1, . . . ,βn).
On note par S (N) l’ensemble de toutes les fonctions de Schwartz de N.

Cet ensemble ne dépend pas du choix de la base Jordan-Hölder [17]. C’est une algèbre pour
le produit de convolution. On l’appelle algèbre de Schwartz. D’ailleurs,

f ∈S (N)⇐⇒ f ◦ exp ∈S (n)

où S (n) est identifié à S (Rn) via une base quelconque.

Proposition 1.5. L’algèbre de Schwartz S (N) est K− invariante.

Preuve :
Soient k ∈ K et f ∈S (N). Montrons que f k ∈S (N). On a, ∀α,β ∈ Nn,
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‖ f k‖α,β =
∫

Rn
|tα(

∂

∂ t
)β f k(expt1Z1 . . .exptnZn)|dt1 . . .dtn

=
∫

Rn
|tα(

∂

∂ t
)β f (k · (expt1Z1 . . .exptnZn))|dt1 . . .dtn

=
∫

Rn
|tα(

∂

∂ t
)β f (expt1(k ·Z1) . . .exptn(k ·Zn))|dt1 . . .dtn

< ∞

puisque {k · Z1, . . . ,k · Zn} est une base de Jordan-Hölder et que la définition de l’algèbre de
Schwartz ne dépend pas du choix de la base de Jordan-Hölder.
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Chapitre 2

Exemples de rétractes pour une action
d’un groupe de Lie compact

Introduction
Dans ce chapitre, on donne sur quelques exemples, la construction du rétracte pour une action

d’un groupe de Lie compact K sur un groupe de Lie nilpotent N. Pour une forme linéaire l ∈ n∗

fixée, il s’agit de montrer l’existence d’une fonction de Schwartz f ∈S (N) tel que les opérateurs
πk·l( f ) admettent des noyaux d’opérateurs de la forme F(k, ·, ·), où F est une fonction noyau
appropriée donnée d’avance. Ici πk·l = indN

P(k·l)χk·l désigne la représentation induite à partir de
la polarisation de Vergne P(k · l) pour la forme linéaire k · l, la base étant fixée, et χk·l désigne le
caractère défini sur P(k · l) par χk·l(x) = e−i<k·l,logx> pour tout x ∈ P(k · l).

2.1 Action de K sur Rn

Les représentations unitaires irréductibles de Rn sont les caractères définis comme suit :

χl : Rn −→ C
x 7−→ χl(x) = e−i<l,x>

où l est une forme linéaire de (Rn)∗ ≡ Rn. De plus, P = Rn est une polarisation de Rn pour l et
par suite on obtient N/P≡ {0}.
Soient f ∈ L1(Rn), ξ une fonction qui peut être identifiée avec une constante et πl la représenta-
tion unitaire irréductible de Rn associée à l, qui coïncide donc avec le caractère χl . On a

πl( f )ξ = χl( f )ξ

=
∫

Rn
f (x)e−i<l,x>

ξ dx

= f̂ (l)ξ
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2.1.1 Stabilisateurs
Stabilisateur Kπl

Par définition, le stabilisateur Kπl de la représentation πl est

Kπl = {k ∈ K | k
πl ' πl}

Dans notre cas, πl = χl et par suite le stabilisateur sera

Kπl = {k ∈ K | k
χl ' χl}

= {k ∈ K | e−i<l,k−1·x> = e−i<l,x> pour tout x ∈ Rn}
= {k ∈ K | χk·l = χl}
= {k ∈ K | k · l = l}

Stabilisateur Kl

Par définition, le stabilisateur Kl de la forme linéaire l est

Kl = {k ∈ K | k · l = l}

On remarque que dans notre cas Kπl = Kl . Mais, en général, on a seulement l’inclusion suivante

Kl ⊂ Kπl

2.1.2 Construction du rétracte
Tout d’abord, définissons les orbites co-adjointes en l

O(l) = {Ad∗(x)l | x ∈ Rn}
= {l}.

On considère aussi les orbites sous l’action de K

Ωl = K · l = (K/Kl) · l ≡ K/Kl

Soient l0 ∈ (Rn)∗ ≡ Rn une forme linéaire fixée. Prenons pour espace de fonctions noyaux
l’espace C ∞(Ωl0) ≡ C ∞(K/Kl0) muni de la topologie induite par la famille de semi-normes
suivantes : Pour tout A ∈ N, pour toute carte (U0,ϕ0) de K/Kl0 , pour tout compact C′ contenu
dans U0, on pose

‖ F ‖U0,C′
A := supkU0∈ϕ0(C′)sup|a|≤A |

∂ a

∂ka
U0

F ◦ϕ
−1
0 (kU0) |< ∞ (2.1)

où kU0 désigne les coordonnées de k̇ dans K/Kl0 par rapport à la carte (U0,ϕ0). La question de
l’existence d’un rétracte est alors la suivante :
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Pour F ∈ C ∞(K/Kl0) arbitraire, existe-t-il une fonction f de Schwartz telle que πk·l0( f ) = f̂ (k ·
l0) = F(k̇) pour tout k̇ ∈ K/Kl0 ?
Supposons qu’une telle fonction f existe. Alors f̂ ∈S (Rn) car la transformation de Fourier est
une bijection de S (Rn) sur lui même, et f̂ |Ωl0

= F . Donc, si une fonction F̃ ∈S (Rn) existe telle
que F̃ |Ωl0

= F alors on prend f = F−1(F̃), où F−1 désigne la transformée de Fourier inverse.
Ceci nous ramène à résoudre un autre problème :
Pour tout F ∈ C ∞(Ωl0), existe-t-il un prolongement de F en une fonction de Schwartz sur Rn

tout entier ?
En fait, comme l’orbite Ωl0 est compacte et donc fermée, elle est régulièrement plongée dans Rn.
Ceci peut être réalisé de la manière suivante :
Soient l ∈ Ωl0 et (U,ϕ) une carte qui paramétrise l’orbite Ωl0 au voisinage de l0. Alors il existe
une carte (V,φ) de Rn au voisinage de l0 telle que

V = φ
−1(ϕ(U)×

n−r

∏
i=1

]−ai,ai[)

où r = dim Ωl0 et V est à adhérance compacte.
Pour construire un prolongement de F , il suffit de travailler localement sur la carte (U,ϕ) puis
utiliser une partition de l’unité pour coller ensemble les différents prolongements locaux.

– Localement sur (U,ϕ) :
Supposons donc d’abord que F est à support compact contenu dans U . Pour l ∈U ⊂ Ωl0
tel que ϕ(l) = (u1, . . . ,ur) et F donnée, on définit F1 par

F1(u1, . . . ,ur) = F1(ϕ(l)) := F(l)

On construit alors un prolongement F̃1 par

F̃1(u1, . . . ,ur,s1, . . . ,sn−r) := F1(u1, . . . ,ur)
n−r

∏
j=1

ψ j(s j)

où ψ j ∈ C ∞
c (]−a j,a j[) et ψ j(0) = 1.

La fonction F̃1 prolonge donc la fonction F1 car ψ(0) = 1. De plus, F̃1 peut être considéré
comme étant un élément de C ∞

c (Rn)⊂S (Rn), à support contenu dans φ(V ).
Finalement, on définit

F̃(l) = F̃1(φ(l)) si l ∈V et F̃(l) = 0 si l /∈V.

Alors F̃ ∈ C ∞
c (Rn)⊂S (Rn) et F̃ est un prolongement de F car, pour l ∈U ⊂Ωl0 ,

F̃(l) = F̃1(φ(l))
= F̃1(ϕ(l),0, . . . ,0)
= F1(ϕ(l))
= F(l).
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– Partition de l’unité :
Soit maintenant F ∈C ∞(Ωl0) quelconque. En utilisant la méthode des partitions de l’unité,
on construit un prolongement de F à Rn tout entier.
Rappelons que, pour tout l, il existe un voisinage V = V (l) de l dans Rn à adhérence
compacte et il existe F̃ un prolongement de F à V (l).
On considère les ouverts U(l),W (l) tels que

l ∈U(l)⊂U(l)⊂W (l)⊂W (l)⊂V (l)

et (U(l))l forment un recouvrement de l’orbite Ωl0 noté (Ui)i∈I .
Or comme Ωl0 est compact, il existe un nombre fini de U j, j ∈ J où J = {1, . . . ,n} est fini,
tel que K · l0 = Ωl0 ⊂ ∪n

j=1U j.
On construit les fonctions ϕ j ∈ C ∞

c (Ωl0) avec
0≤ ϕ j ≤ 1
ϕ j ≡ 1 sur U j

supp ϕ j ⊂Wj

On obtient alors ∑
n
j=1 ϕ j > 0 sur Ωl0 et on peut dans ce cas définir les fonctions h j comme

suit
h j =

ϕ j

∑
n
j=1 ϕ j

.

Donc on a
n

∑
j=1

h j ≡ 1 et F =
n

∑
j=1

(h jF) sur Ωl0

avec supp (h jF)⊂U j. Notons Fj = h jF et F̃j le prolongement de Fj à (Rn)∗ ≡Rn. Posons

F̃(l) =
n

∑
j=1

F̃j(l)

Alors, pour tout l ∈Ωl0 ,

F̃(l) = ∑
j∈J

F̃j(l)

= ∑
j∈J

h j(l)F(l)

= F(l)

La fonction F̃ ∈ C ∞
c (Rn)⊂S (Rn) est donc bien le prolongement de F cherché et dans ce

cas, il suffit de prendre f = F−1(F̃) où F−1 désigne la transformée de Fourier inverse.

Théorème 2.1. Soit l0 ∈ (Rn)∗ fixée. Notons l’action de K sur (Rn)∗ par (k, l0) 7−→ k · l0.
Pour tout F ∈ C ∞(K/Kl0), il existe une fonction f ∈S (Rn) telle que f̂ (k · l0) = F(k).
Notons f = R(F) le rétracte obtenu de cette manière. L’algorithme de construction du rétracte
R(F) peut être choisi de manière à ce que l’application F −→ R(F) de l’ensemble des fonctions
noyaux lisses sur K/Kl0 dans S (N) soit continue si on munit l’ensemble des fonctions noyaux
par la topologie induite par la famille des semi-normes (2.1).
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2.2 Action de SO(2) sur H1

Soit SO(2) le groupe compact défini par

SO(2) = {A ∈ Gl(2,R) | AAt = I et det A = 1}

Une matrice de ce groupe s’écrit comme suit :

A = A(α) =
(

cosα −sinα

sinα cosα

)
où α ∈ [0,2π[≡ R/2πZ. Cette matrice vérifie la relation suivante :

A−1(α) = A(−α) = A(α)∗.

Soit H1 le groupe de Heisenberg de dimension 3. En tant que variété, H1 s’identifie à R3

2.2.1 Actions de SO(2)

Action de SO(2) sur H1

On définit l’action de SO(2) sur H1 comme suit :

SO(2)×H1 −→ H1

(A,(x,y,z)) = A · (x,y,z) = (A(x,y),z)

où A(x,y)≡ A
(

x
y

)
est défini par le produit matriciel habituel.

On obtient donc :

A(α) · (x,y,z) = (xcos α− ysin α,xsin α + ycos α,z).

De plus, l’action de SO(2) sur l’algèbre de Lie H1 est celle du groupe si on réalise H1 =
(H1, ·C.B.H), où ·C.B.H désigne le produit de Campbell-Baker-Hausdorff.

Action de SO(2) sur H ∗
1

Pour l’action de SO(2) sur H ∗
1 , on distingue 2 cas :

– Premier cas :
Si l = (0,0,λ ) où λ 6= 0. Alors on a

SO(2)×H ∗
1 −→ H ∗

1

(A(α), l) 7−→ A(α) · l telle que
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pour tout (u,v,w) ∈H1 on a :

< A(α) · l,(u,v,w) > = < l,A∗(α)(u,v,w) >

= < l,(u cosα + v sinα,−usinα + v cosα,w) >

= < (0,0,λ ),(u cosα + v sinα,−usinα + v cosα,w) >

= < l,(u,v,w) > .

On obtient donc A(α) · l = l pour tout A(α) et par suite (K/Kl) · l = {l} et la K−orbite
(dans la section des orbites co-adjointes génériques) est ponctuelle.
Donc le problème qui consiste à construire le rétracte au point (0,0,λ ) de H ∗

1 est résolu
par le résultat de Howe [8].

– Deuxième cas : l = (l1, l2,0) 6= (0,0,0)
L’action de SO(2) sur l vérifie :

< A(α) · l,(u,v,w) >R3=< A(α) · l|R2,(u,v) >R2

où < ·, ·>R3 désigne le produit scalaire habituel dans R3 et < ·, ·>R2 celui dans R2.
La SO(2)−orbite de l = (l1, l2,0) est donc donnée par

Ωl = (A(α)
(

l1
l2

)
,0)

= (l1 cosα− l2 sinα, l1 sinα + l2 cosα,0)

Donc les orbites ont la forme d’un cercle dans le plan (l1, l2).
Les représentations de H1 correspondant aux formes linéaires l = (l1, l2,0) sont réduites à
des caractères de H1 définis comme suit :

χl(x,y,z) = e−i(l1x+l2y)

De plus on a pour tout f ∈ L1(H1),

χl( f ) =
∫

H1

f (x,y,z)χl(x,y,z)dxdydz

=
∫

H1

f (x,y,z)e−i(l1x+l2y)dxdydz

=
∫

H1

f (x,y,z)e−i<l,(x,y,z)>)dxdydz

= f̂ (l)
=: F(l).

On se ramène donc au premier exemple avec K = SO(2)×{1} agissant sur R2×{0}⊂R3.

Remarque 2.1. On a les mêmes résultats pour l’action de SO(2n) sur Hn.
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Théorème 2.2. Soit l ∈H ∗
1 fixé tel que l ∈RX∗+RY ∗, l 6= (0,0,0). Notons l’action de SO(2)≡

R/2πZ sur H ∗
1 par (A, l) 7−→ A · l.

Pour tout F ∈C ∞(SO(2))≡C ∞(R/2πZ), il existe une fonction f ∈S (H1) telle que l’opérateur
πA·l( f ) admet χA·l( f ) = F(A) comme noyau pour tout A ∈ SO(2). Si l = λZ∗ ∈H ∗

1 , λ 6= 0, la
SO(2)−orbite est ponctuelle et on a l’existence d’un rétracte ponctuel par le résultat de Howe
[8].

2.3 Action de SO(3) sur F(3)

Soit F(3) un groupe de Lie libre nilpotent de pas 2 et à 3 générateurs. Son algèbre de Lie
peut être définie comme suit :

F3 = R3⊕Σ3

où R3 = {

 u
v
w

 |u,v,w ∈ R} et Σ3 = {

 0 a −b
−a 0 c
b −c 0

 |a,b,c ∈ R} est l’ensemble des

matrices réelles antisymétriques [1].
Le crochet de Lie de cette algèbre est :

[(u,U),(v,V )] = (0,uvt − vut).

On peut réaliser le groupe de Lie libre F(3) en munissant F3 de la loi de Campbell-Baker-
Hausdorff et on obtient :

(u,U) · (v,V ) = (u+ v,U +V +
1
2
(uvt − vut))

L’action de SO(3) sur F(3) est définie comme suit :

A · (u,U) = (Au,AUAt)

La base de l’algèbre de Lie F3 est {X1,X2,X3,Z1,Z2,Z3}muni des crochets de Lie non triviaux :

[X1,X2] = Z3

[X2,X3] = Z1

[X3,X1] = Z2

où X1 = (

 1
0
0

 ,0),X2 = (

 0
1
0

 ,0),X3 = (

 0
0
1

 ,0),Z1 = (0,

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

),Z2 =

(0,

 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

),Z3 = (0,

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

)
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2.3.1 Stabilisateur, indices de saut et éléments génériques

Le stabilisateur d’une forme linéaire l est défini comme suit :

F3(l) = {X ∈F3 | < l, [X ,F3] >= 0}

Soient l = α1X∗
1 + α2X∗

2 + α3X∗
3 + β1Z∗1 + β2Z∗2 + β3Z∗3 et X = a1X1 + a2X2 + a3X3 + b1Z1 +

b2Z2 +b3Z3.

X ∈F3(l) ⇔


< l, [X ,X1] >= 0
< l, [X ,X2] >= 0
< l, [X ,X3] >= 0

⇔


−a2β3 +a3β2 = 0
a1β3−a3β1 = 0
−a1β2 +a2β1 = 0

⇔

 0 −β3 β2
β3 0 −β1
−β2 β1 0

 a1
a2
a3

 =

 0
0
0


On distingue deux cas :

– le rang de la matrice B̃ =

 0 −β3 β2
β3 0 −β1
−β2 β1 0

 est égal à 2 si un des βi au moins est non

nul pour i ∈ {1,2,3}
– Le rang de B̃ est égal à 0 si les βi sont nuls pour tout i ∈ {1,2,3}.

Dans le premier cas, le rang est 2 et par suite l’ensemble

{

 a1
a2
a3

 ∈ R3 | B̃

 a1
a2
a3

 = 0}

est de dimension 1.
Si on prend par exemple a1 = β1, a2 = β2, a3 = β3, on voit alors que

F3(l) = vec{Z1,Z2,Z3,β1X1 +β2X2 +β3X3}

Ceci est réalisé dès qu’il existe i ∈ {1,2,3} tel que βi est non nul.
Dans le cas où le rang de B̃ est nul, c’est-à-dire tous les βi sont nuls, le stabilisateur F3(l) sera
toute l’algèbre F3.
Rappelons qu’une forme linéaire l est générique au sens de Pukanszky par rapport à une base de
Jordan-Hölder {Y1,Y2, . . . ,Y6} (avec [Yi,Yj]⊂< Yr+1, . . . ,Yn > où r = max(i, j)), si les indices de
saut de l par rapport à cette base sont les plus grands possibles. On a alors :
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– Si β1 6= 0 :
On a F3 = RX3⊕RX2⊕F3(l).
Les indices de saut au sens de Pukanszky correspondent aux vecteurs {X3,X2} de la base
de départ.
Si on prend la base de Jordan-Hölder suivante :

B1 = {Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6}

où Y1 = X1;Y2 = X2;Y3 = X3;Y4 = Z1;Y5 = Z2;Y6 = Z3, alors les indices de saut sont {2,3}.
Ils sont les plus grands possibles et l est générique par rapport à cette base.

– Si β2 6= 0 :
On a F3 = RX3⊕RX1⊕F3(l).
Les indices de saut au sens de Pukanszky correspondent aux vecteurs {X3,X1} de la base
de départ.
Si on prend la base de Jordan-Hölder suivante :

B2 = {Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6}

où Y1 = X2;Y2 = X3;Y3 = X1;Y4 = Z2;Y5 = Z3;Y6 = Z1, alors les indices de saut sont {2,3}.
Ils sont les plus grands possibles et l est générique par rapport à cette base.

– Si β3 6= 0 :
On a F3 = RX1⊕RX2⊕F3(l).
Les indices de saut correspondent au sens de Pukanszky aux vecteurs {X1,X2} de la base
de départ.
Si on prend la base de Jordan-Hölder suivante :

B3 = {Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Y6}

où Y1 = X3;Y2 = X1;Y3 = X2;Y4 = Z3;Y5 = Z1;Y6 = Z2, alors les indices de saut sont {2,3}.
Ils sont les plus grands possibles et l est générique par rapport à cette base.

Remarque 2.2. Dans cet exemple, les formes linéaires génériques au sens de Pukanszky [3] et
au sens de Ludwig-Zahir [22] sont les mêmes. En effet,

– Si β1 6= 0, on a :

j1 = max{ j ∈ {1, . . . ,6} | Y j /∈ z(F3)}= 3

k1 = max{k ∈ {1, . . . ,6} | [Yj1,Yk] 6= 0}= 2

Soit a(l) le plus grand idéal de F3 contenu dans F3(l). Alors a(l) = F3(l) et

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,6} | Y j /∈ a(l)}= 3

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,6} | < l, [Yj1,Yk] 6= 0}= 2

Ainsi on obtient
j1(l) = j1, k1(l) = k1

et l est générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport à la base B1 si β1 6= 0.
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– Si β2 6= 0, l est générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport à la base B2.
– Si β3 6= 0, l est générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport à la base B3.

On trouve donc les mêmes résultats que pour les génériques au sens de Pukanszky.

2.3.2 Polarisations de Vergne
Soient l = α1X∗

1 +α2X∗
2 +α3X∗

3 +β1Z∗1 +β2Z∗2 +β3Z∗3 avec des βi non tous nuls et F3(l) =
vec{Z1,Z2,Z3,β1X1 +β2X2 +β3X3}.
Déterminons la polarisation de Vergne p = p(l) en l par rapport à la base de Jordan-Hölder
B = B1 = (Y j) j∈{1,...,6}. Par définition, on a :

p(l) =
6

∑
j=1

F j
3 (l j)

où F j
3 = vec{Yj, . . . ,Y6} et l j = l |

F j
3
.

Commençons tout d’abord par calculer F j
3 (l j) pour tout j ∈ {1, . . . ,6}.

Pour j = 1, on a F 1
3 (l1) = F3(l).

Pour j = 2, deux cas se présentent :
– Si β1 6= 0, F 2

3 (l2) =< Z1,Z2,Z3 >.
– Si β1 = 0, F 2

3 (l2) =< X2,X3,Z1,Z2,Z3 >.
Pour j = 3, on a F 3

3 (l3) =< X3,Z1,Z2,Z3 >.
Pour j = 4, on a F 4

3 (l4) =< Z1,Z2,Z3 >.
Pour j = 5, on a F 5

3 (l5) =< Z2,Z3 >.
Pour j = 6, on a F 6

3 (l6) = Z3.
Finalement la polarisation de Vergne p = p1 en l et par rapport à la base de Jordan-Hölder B1 est

p1 =

{
RZ1⊕RZ2⊕RZ3⊕RX3⊕R(X1 + β2

β1
X2) si β1 6= 0

RZ1⊕RZ2⊕RZ3⊕RX3⊕RX2 si β1 = 0.

Par le même raisonnement, on obtient les polarisations de Vergne p2 = p2(l) et p3 = p3(l) par
rapport aux bases de Jordan-Hölder respectives comme suit :

– p2=

{
RZ1⊕RZ2⊕RZ3⊕RX1⊕R(X2 + β3

β2
X3) si β2 6= 0

RZ1⊕RZ2⊕RZ3⊕RX1⊕RX3 si β2 = 0.

– p3=

{
RZ1⊕RZ2⊕RZ3⊕RX2⊕R(β1

β3
X1 +X3) si β3 6= 0

RZ1⊕RZ2⊕RZ3⊕RX1⊕RX2 si β3 = 0.

2.3.3 Orbites co-adjointes
Première description des orbites

Soit l = α1X∗
1 +α2X∗

2 +α3X∗
3 +β1Z∗1 +β2Z∗2 +β3Z∗3 avec les βi non tous nuls.

On considère les trois cas précédants :
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– Si β1 6= 0 :
Une base de Malcev de F3 par rapport à F3(l) est formée par {X2,X3}.
L’orbite co-adjointe est donc :

O(l) = {Ad∗(expx2X2)Ad∗(expx3X3)l;x2,x3 ∈ R}

Or on a :

< Ad∗(expx2X2)Ad∗(expx3X3)l,X1 > = < l,Ad(exp(−x3X3))Ad(exp(−x2X2))X1 >

= < l,X1 + x2Z3− x3Z2 >

= α1 + x2β3− x3β2.

< Ad∗(expx2X2)Ad∗(expx3X3)l,X2 > = < l,Ad(exp(−x3X3))Ad(exp(−x2X2))X2 >

= < l,X2 + x3Z1 >

= α2 + x3β1.

< Ad∗(expx2X2)Ad∗(expx3X3)l,X3 > = < l,Ad(exp(−x3X3))Ad(exp(−x2X2))X3 >

= < l,X3− x2Z1 >

= α3− x2β1.

< Ad∗(expx2X2)Ad∗(expx3X3)l,Zi >= βi pour tout i ∈ {1,2,3}

On obtient donc :

O(l) = {(α1 + x2β3− x3β2)X∗
1 +(α2 + x3β1)X∗

2 +(α3− x2β1)X∗
3

+β1Z∗1 +β2Z∗2 +β3Z∗3 ;x2,x3 ∈ R}

= {(α1 +
β3

β1
(α3− z3)−

β2

β1
(z2−α2))X∗

1 + z2X∗
2 + z3X∗

3

+β1Z∗1 +β2Z∗2 +β3Z∗3 ;z2,z3 ∈ R}

– Si β2 6= 0 :
Une base de Malcev de F3 par rapport à F3(l) est formée par {X1,X3}. L’orbite co-
adjointe est donc :

O(l) = {Ad∗(expx3X3)Ad∗(expx1X1)l;x1,x3 ∈ R}

Or on a :

< Ad∗(expx3X3)Ad∗(expx1X1)l,X1 > = < l,Ad(exp(−x1X1))Ad(exp(−x3X3))X1 >

= < l,X1− x3Z2 >

= α1− x3β2.
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< Ad∗(expx3X3)Ad∗(expx1X1)l,X2 > = < l,Ad(exp(−x1X1))Ad(exp(−x3X3))X2 >

= < l,X2 + x3Z1− x1Z3 >

= α2 + x3β1− x1β3

< Ad∗(expx3X3)Ad∗(expx1X1)l,X3 > = < l,Ad(exp(−x1X1))Ad(exp(−x3X3))X3 >

= < l,X3 + x1Z2 >

= α3 + x1β2.

< Ad∗(expx3X3)Ad∗(expx1X1)l,Zi >= βi pour tout i ∈ {1,2,3}
On obtient donc :

O(l) = {(α2 + x3β1− x1β3)X∗
2 +(α3 + x1β2)X∗

3 +(α1− x3β2)X∗
1

+β2Z∗2 +β3Z∗3 +β1Z∗1 ;x1,x3 ∈ R}

= {(α2 +
β1

β2
(α1− z1)−

β3

β2
(z3−α3))X∗

2 + z3X∗
3 + z1X∗

1

+β2Z∗2 +β3Z∗3 +β1Z∗1 ;z1,z3 ∈ R}
– Si β3 6= 0 :

Une base de Malcev de F3 par rapport à F3(l) est formée par {X1,X2}.
L’orbite co-adjointe est :

O(l) = {Ad∗(expx1X1)Ad∗(expx2X2)l;x1,x2 ∈ R}
Or on a :

< Ad∗(expx1X1)Ad∗(expx2X2)l,X1 > = < l,Ad(exp(−x2X2))Ad(exp(−x1X1))X1 >

= < l,X1 + x2Z3 >

= α1 + x2β3.

< Ad∗(expx1X1)Ad∗(expx2X2)l,X2 > = < l,Ad(exp(−x2X2))Ad(exp(−x1X1))X2 >

= < l,X2− x1Z3 >

= α2− x1β3.

< Ad∗(expx1X1)Ad∗(expx2X2)l,X3 > = < l,Ad(exp(−x2X2))Ad(exp(−x1X1))X3 >

= < l,X3 + x1Z2− x2Z1 >

= α3 + x1β2− x2β1.

< Ad∗(expx1X1)Ad∗(expx2X2)l,Zi >== βi pour tout i ∈ {1,2,3}
On obtient donc :

O(l) = {(α3 + x1β2− x2β1)X∗
3 +(α1 + x2β3)X∗

1 +(α2− x1β3)X∗
2

+β3Z∗3 +β1Z∗1 +β2Z∗2 ;x1,x2 ∈ R}

= {(α3 +
β2

β3
(α2− z2)−

β1

β3
(z1−α1))X∗

3 + z1X∗
1 + z2X∗

2

β3Z∗3 +β1Z∗1 +β2Z∗2 ;z1,z2 ∈ R}
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Description alternative des orbites co-adjointes

Rappelons tout d’abord que le modèle matriciel de l’algèbre F3 est défini par :

F3 = R3⊕Σ3

Le crochet de Lie de cette algèbre est :

[(u,U),(v,V )] = (0,uvt − vut).

Par contre dans l’autre modèle, F3 est muni de la base suivante :

{X1,X2,X3,Z1,Z2,Z3}

Ses crochets de Lie non triviaux sont :
[X1,X2] = Z3

[X2,X3] = Z1

[X3,X1] = Z2

– Description de la dualité entre F ∗
3 et F3 dans les deux modèles :

Soient (b,B) = (

 b1
b2
b3

 ,

 0 s3 −s2
−s3 0 s1
s2 −s1 0

) un élément de F ∗
3 et

(v,V ) = (

 v1
v2
v3

 ,

 0 r3 −r2
−r3 0 r1
r2 −r1 0

)

un élément de F3. Alors, on peut écrire (b,B) et (v,V ) comme suit :

(b,B) ≡ b1X∗
1 +b2X∗

2 +b3X∗
3 + s1Z∗1 + s2Z∗2 + s3Z∗3

(v,V ) ≡ v1X1 + v2X2 + v3X3 + r1Z1 + r2Z2 + r3Z3

Les deux approches donnent la même expression de la dualité entre F3 et F ∗
3 . En effet,

soit
< (b,B),(v,V ) >= b1v1 +b2v2 +b3v3 + s1r1 + s2r2 + s3r3

le produit scalaire euclidien obtenu en identifiant F3 et F ∗
3 à R6 grâce aux bases fixées.

Dans le modèle matriciel, la dualité est donnée par :

< (b,B),(v,V ) > = btv+
1
2

tr(BV t)

= (b1,b2,b3)

 v1
v2
v3

+
1
2

tr(

 0 s3 −s2
−s3 0 s1
s2 −s1 0

 0 −r3 r2
r3 0 −r1
−r2 r1 0

)

= b1v1 +b2v2 +b3v3 +
1
2
(s3r3 + s2r2 + s1r1 + s3r3 + s2r2 + s1r1)

= b1v1 +b2v2 +b3v3 + s1r1 + s2r2 + s3r3.

Les deux expressions coïncident, et grâce à cette dualité, on peut identifier F3 et F ∗
3 à R6.
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– Calculons l’orbite co-adjointe dans le modèle matriciel :
Soient (u,U),(v,V ) ∈F3, et (b,B) ∈F ∗

3

< Ad∗(exp(u,U))(b,B),(v,V ) > = < (b,B),Ad(exp(u,U)−1(v,V ) >

= < (b,B),Ad(exp(−u,−U))(v,V ) >

= < (b,B),(v,V )+ [(−u,−U),(v,V )] >
= < (b,B),(v,V ) > + < (b,B),(0,−uvt + vut) >

= < (b,B),(v,V ) > +
1
2

tr(B(−uvt + vut)t)

= < (b,B),(v,V ) > +
1
2

tr(B(−vut +uvt))

= < (b,B),(v,V ) >−1
2

tr((Bv)ut)+
1
2

tr((Bu)vt))

= < (b,B),(v,V ) >−1
2

tr(uvtBt)+
1
2

tr((Bu)vt))

= < (b,B),(v,V ) > +
1
2

tr(uvtB)+
1
2

tr((Bu)vt))

car Bt =−B

= < (b,B),(v,V ) > +
1
2

tr((Bu)vt))+
1
2

tr((Bu)vt))

= < (b,B),(v,V ) > +tr((Bu)vt))
= < (b,B),(v,V ) > + < (Bu,0),(v,V ) >

= < (b+Bu,B),(v,V ) >

Conclusion : L’orbite co-adjointe de (b,B) est :

O(b,B) = (b+BR3,B)

où B ∈ Σ3. Donc B est une matrice de rang 2 ou bien de rang 0.

2.3.4 Orbites génériques et sections

Pour simplifier les notations, posons n = F3. Distinguons maintenant trois cas :
– Premier cas :

Pour la base de Jordan-Hölder

B1 = {X1,X2,X3,Z1,Z2,Z3}

l’ensemble des formes génériques au sens de Pukanszky [3] (et au sens de Ludwig-Zahir
[22], chapitre 1) est :

n∗gen,1 = {l ∈F ∗
3 | β1 6= 0}.
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L’orbite générique correspondante est :

O(l) = {(α1 +
β3

β1
(α3− z3)−

β2

β1
(z2−α2))X∗

1 + z2X∗
2 + z3X∗

3

+β1Z∗1 +β2Z∗2 +β3Z∗3 ;z2,z3 ∈ R} β1 6= 0.

Soit Σ1 la section au sens de Pukanszky des l ∈ n∗gen,1 obtenue par z2 = z3 = 0. On obtient
donc :

O(l)∩Σ1 = {(α1 +
β3

β1
α3 +

β2

β1
α2)X∗

1 +β1Z∗1 +β2Z∗2 +β3Z∗3} β1 6= 0.

Les coordonnées du point d’intersection de O(l) avec Σ1 sont données par

(α,0,0,β1,β2,β3) dans la base (X∗
1 ,X∗

2 ,X∗
3 ,Z∗1 ,Z∗2 ,Z∗3)

où α = α1 + β3
β1

α3 + β2
β1

α2 et β1 6= 0.
On conclut donc que

n∗gen,1∩Σ1 = RX∗
1 +R∗Z∗1 +RZ∗2 +RZ∗3 .

– Deuxième cas :
Pour la base de Jordan-Hölder

B2 = {X2,X3,X1,Z2,Z3,Z1}

l’ensemble des formes génériques au sens de Pukanszky (et au sens de Ludwig-Zahir) est :

n∗gen,2 = {l ∈F ∗
3 | β2 6= 0}

L’orbite générique correspondante est :

O(l) = {(α2 +
β1

β2
(α1− z1)−

β3

β2
(z3−α3))X∗

2 + z3X∗
3 + z1X∗

1

+β2Z∗2 +β3Z∗3 +β1Z∗1 ;z1,z3 ∈ R} β2 6= 0

Soit Σ2 la section au sens de Pukanszky des l ∈ n∗gen,2 obtenue par z1 = z3 = 0. On obtient
donc :

O(l)∩Σ2 = {(α2 +
β1

β2
α1 +

β3

β2
α3)X∗

2 +β2Z∗2 +β3Z∗3 +β1Z∗1} β2 6= 0

Les coordonnées du point d’intersection de O(l) avec Σ2 sont données par

(γ,0,0,β2,β3,β1) dans la base (X∗
2 ,X∗

3 ,X∗
1 ,Z∗2 ,Z∗3 ,Z∗1)

où γ = α2 + β1
β2

α1 + β3
β2

α3 et β2 6= 0.
On conclut donc que

n∗gen,2∩Σ2 = RX∗
2 +RZ∗1 +R∗Z∗2 +RZ∗3 .
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– Troisième cas :
Pour la base de Jordan-Hölder

B3 = {X3,X1,X2,Z3,Z1,Z2}

l’ensemble des formes génériques au sens de Pukanszky (et au sens de Ludwig-Zahir) est :

n∗gen,3 = {l ∈F ∗
3 | β3 6= 0}

L’orbite générique correspondante est :

O(l) = {(α3 +
β2

β3
(α2− z2)−

β1

β3
(z1−α1))X∗

3 + z1X∗
1 + z2X∗

2

β3Z∗3 +β1Z∗1 +β2Z∗2 ;z1,z2 ∈ R} β3 6= 0

Soit Σ3 la section au sens de Pukanszky des l ∈ n∗gen,3 obtenue par z1 = z2 = 0. On obtient
donc :

O(l)∩Σ3 = {(α3 +
β2

β3
α2 +

β1

β3
α1))X∗

3 +β3Z∗3 +β1Z∗1 +β2Z∗2} β3 6= 0

Les coordonnées du point d’intersection de O(l) avec Σ3 sont données par

(δ ,0,0,β3,β1,β2) dans la base (X∗
3 ,X∗

1 ,X∗
2 ,Z∗3 ,Z∗1 ,Z∗2)

où δ = α3 + β2
β3

α2 + β1
β3

α1 et β3 6= 0.
On conclut donc que

n∗gen,3∩Σ3 = RX∗
3 +RZ∗1 +RZ∗2 +R∗Z∗3 .

2.3.5 Action de SO(3) sur les formes génériques
Soit l = α1X∗

1 +α2X∗
2 +α3X∗

3 +β1Z∗1 +β2Z∗2 +β3Z∗3 . Calculons A · l pour tout A ∈ SO(3).
On a tout d’abord :

< A ·X∗
1 ,X1 > = < X∗

1 ,AtX1 >

= < X∗
1 ,a11X1 +a12X2 +a13X3 >

= a11.

< A ·X∗
1 ,X2 > = < X∗

1 ,AtX2 >

= < X∗
1 ,a21X1 +a22X2 +a23X3 >

= a21.

< A ·X∗
1 ,X3 > = < X∗

1 ,AtX3 >

= < X∗
1 ,a31X1 +a32X2 +a33X3 >

= a31
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D’où A ·X∗
1 = a11X∗

1 +a21X∗
2 +a31X∗

3 . De même on obtient :

A ·X∗
2 = a12X∗

1 +a22X∗
2 +a32X∗

3

A ·X∗
3 = a13X∗

1 +a23X∗
2 +a33X∗

3

De plus on a :
–

AtZ1A =

 0 a21a32−a31a22 a21a33−a23a31
a31a22−a21a32 0 a22a33−a32a23
a23a31−a21a33 a32a23−a22a33 0


C’est-à-dire AtZ1A = (a22a33−a32a23)Z1 +(a21a33−a23a31)Z2 +(a21a32−a31a22)Z3. En
utilisant le fait que dans la matrice orthogonale A, les lignes forment une base orthonormée
directe et donc que la première ligne est le produit vectoriel des deux suivantes, on obtient :

AtZ1A = a11Z1−a12Z2 +a13Z3

–

AtZ2A =

 0 a31a12−a11a32 a13a31−a11a33
a11a32−a31a12 0 a32a13−a12a33
a11a33−a13a31 a12a33−a32a13 0


C’est-à-dire AtZ2A = (a32a13−a12a33)Z1 +(a13a31−a11a33)Z2 +(a31a12−a11a32)Z3. En
utilisant le fait que dans la matrice orthogonale A, les lignes forment une base orthonormée
directe et donc que la deuxième ligne est le produit vectoriel du troisième ligne et du
première ligne, on obtient :

AtZ2A = a21Z1−a22Z2 +a23Z3

–

AtZ3A =

 0 a11a22−a21a12 a11a23−a13a21
a21a12−a11a22 0 a12a23−a22a13
a13a21−a11a23 a22a13−a12a23 0


C’est-à-dire AtZ3A = (a12a23−a22a13)Z1 +(a11a23−a13a21)Z2 +(a11a22−a21a12)Z3. En
utilisant le fait que dans la matrice orthogonale A, les lignes forment une base orthonor-
mée directe et donc que la troisième ligne est le produit vectoriel des deux premières, on
obtient :

AtZ3A = a31Z1−a32Z2 +a33Z3

Calculons A ·Z∗i pour tout i ∈ {1,2,3} :

–

< A ·Z∗1 ,Z1 > = < Z∗1 ,AtZ1A >

= < Z∗1 ,a11Z1 +a13Z2−a12Z3 >

= a11
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De même on a :
< A ·Z∗1 ,Z2 >= a21
< A ·Z∗1 ,Z3 >= a31

et par suite
A ·Z∗1 = a11Z∗1 +a21Z∗2 +a31Z∗3

–

< A ·Z∗2 ,Z1 > = < Z∗2 ,AtZ1A >

= < Z∗2 ,a11Z1−a12Z2 +a13Z3 >

= −a12

De même on a :
< A ·Z∗2 ,Z2 >= −a22
< A ·Z∗2 ,Z3 >= −a32

et par suite
A ·Z∗2 =−a12Z∗1 −a22Z∗2 −a32Z∗3

–

< A ·Z∗3 ,Z1 > = < Z∗3 ,AtZ1A >

= < Z∗3 ,a11Z1−a12Z2 +a13Z3 >

= a13

De même on a :
< A ·Z∗3 ,Z2 >= a23
< A ·Z∗3 ,Z3 >= a33

et par suite
A ·Z∗3 = a13Z∗1 +a23Z∗2 +a33Z∗3

On obtient finalement

A · l = α1A ·X∗
1 +α2A ·X∗

2 +α3A ·X∗
3 +β1A ·Z∗1 +β2A ·Z∗2 +β3A ·Z∗3

= (α1a11 +α2a12 +α3a13)X∗
1 +(α1a21 +α2a22 +α3a23)X∗

2 +
(α1a31 +α2a32 +α3a33)X∗

3 +(β1a11−β2a12 +β3a12)Z∗1
+(a21β1−β2a22 +β3a23)Z∗2 +(β1a31−β2a32 +β3a33)Z∗3

Posons : 

α
′
1 = α1a11 +α2a12 +α3a13

α
′
2 = α1a21 +α2a22 +α3a23

α
′
3 = α1a31 +α2a32 +α3a33

β
′
1 = β1a11−β2a12 +β3a13

β
′
2 = β1a21−β2a22 +β3a23

β
′
3 = β1a31−β2a32 +β3a33



2.3 Action de SO(3) sur F(3) 35

et on obtient par conséquent : 
A · l ∈ n∗gen,1 ⇔ β

′
1 6= 0

A · l ∈ n∗gen,2 ⇔ β
′
2 6= 0

A · l ∈ n∗gen,3 ⇔ β
′
3 6= 0

Remarque 2.3. Notons
ñ∗gen := n∗gen,1∪n∗gen,2∪n∗gen,3.

On a alors
A · ñ∗gen = ñ∗gen pour tout A ∈ SO(3)

En effet, si l ∈ ñ∗gen, alors il existe i ∈ {1,2,3} tel que βi 6= 0. Or on a : a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 β1
−β2
β3

 =

 β ′1
β ′2
β ′3



Puisque le vecteur

 β1
−β2
β3

 est non nul alors pour tout A∈ SO(3), il existe j ∈ {1,2,3} tel que

β ′j 6= 0, c’est à dire, pour tout A ∈ SO(3), il existe j ∈ {1,2,3} tel que A · l ∈ n∗gen, j.
On obtient donc A · ñ∗gen ⊂ ñ∗gen pour tout A et puisque A est une matrice orthogonale donc
inversible, on a l’égalité.

2.3.6 Stabilisateurs
Travaillons dans le modèle matriciel.

Détermination des stabilisateurs

Calculons d’abord K(b,B) le stabilisateur de (b,B) :

K(b,B) = {A ∈ SO(3) | A · (b,B) = (b,B)}
= {A ∈ SO(3) | Ab = b et ABAt = B}

Ecrivons b = b0 +b1 où b0 ∈ KerB et b1 ∈ ImB. On obtient alors :

K(b,B) = {A ∈ SO(3) | A(b0 +b1) = b0 +b1 et ABAt = B}
= {A ∈ SO(3) | Ab0−b0 = b1−Ab1 et AB = BA}
= {A ∈ SO(3) | Ab0 = b0,Ab1 = b1 et AB = BA}

Cette dernière égalité est due au fait que KerB∩ ImB = {0} (car B est une matrice antisymé-
trique), Ab0−b0 ∈ KerB et Ab1−b1 ∈ ImB.
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En effet, sous l’hypothèse AB = BA, B(Ab0 − b0) = A(Bb0) − (Bb0) = 0 car Bb0 = 0.
Donc Ab0 − b0 ∈ KerB. De plus, b1 = Bc pour un certain c ∈ R3 car b1 ∈ ImB. Donc
Ab1−b1 = ABc−Bc = B(Ac− c) ∈ Im B. De plus, si u = Bv ∈ KerB∩ ImB, alors

B2v = 0 et
0 = < B2v,v >

= < Bv,Btv >

= − ‖ Bv ‖2 car Bt =−B.

Ceci implique que u = Bv = 0 et KerB∩ ImB = {0}.
Déterminons ensuite Kπ(b,B) le stabilisateur de la représentation π(b,B).
On remarque tout d’abord que le stabilisateur d’une représentation est aussi le stabilisateur de
l’orbite. Ceci est dû à la bijection de Kirillov.
Soit O(b,B) = (b+BR3,B) l’orbite co-adjointe de (b,B), on obtient donc :

Kπ(b,B) = {A ∈ SO(3) | πA·(b,B) ' π(b,B)}
= {A ∈ SO(3) | A · (b,B) ∈O(b,B)}
= {A ∈ SO(3) | (Ab,ABAt) ∈ (b+BR3,B)}
= {A ∈ SO(3) | Ab−b ∈ BR3 et AB = BA}

Écrivons b = b0 + b1 où b0 ∈ KerB et b1 ∈ ImB = BR3. Or b1 ∈ ImB, il existe donc c ∈ R3

tel que b1 = Bc et Ab1− b1 = ABc−Bc = B(Ac− c) ∈ BR3 sous l’hypothèse AB = BA. Donc
Ab− b ∈ BR3 = ImB si et seulement si Ab0− b0 ∈ BR3 = ImB. D’autre part Ab0− b0 ∈ KerB.
Donc Ab0−b0 ∈ ImB si et seulement si Ab0 = b0 comme KerB∩ ImB = {0}. Ainsi

Kπ(b,B) = {A ∈ SO(3) | Ab0 = b0 et AB = BA}

Remarque 2.4. Si b1 = 0, c’est-à-dire si b = b0 ∈ KerB, alors

Kπ(b,B) = K(b,B)

Égalité des stabilisateurs

Supposons d’abord que rg B = 2.
D’après Lipsman [12], sur chaque orbite O(b,B), il existe un élément aligné (b′,B) ∈ O(b,B) véri-
fiant en particulier K(b′,B) = Kπ(b′,B)

.
Pour trouver un élément vérifiant cette dernière relation, il suffit de montrer que (b + BR3)∩
KerB 6= /0.
En effet on a dim KerB = 1 et rg B = 2 donc dim (b+BR3) = 2 et b+BR3 est un plan affine de
R3 passant par b.
Par l’absurde, supposons que (b + BR3)∩KerB = /0. Alors KerB est parallèle à b + BR3 et
KerB⊂ BR3. Mais on a KerB∩ ImB = {0} et dim KerB = 1. Ceci est une contradiction.
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Donc (b + BR3)∩KerB 6= /0 et (b + BR3)∩KerB se réduit à un singleton, c’est-à-dire il existe
un et un seul b′ ∈ (b+BR3)∩KerB.
Alors (b′,B) ∈ (b+BR3,B) = O(b,B) et, comme b′ ∈ KerB,

Kπ(b′,B)
= K(b′,B)

Dans le cas où rg B = 0, c’est-à-dire B = 0, on a O(b,0) = {b} et
Kπ(b,0) = K(b,0). C’est un cas trivial.

2.3.7 Détermination d’une fonction noyau.
Calculons explicitement la fonction noyau F̃1 quand l ∈ n∗gen,1 ∩ Σ1. Rappelons que l =

α1X∗
1 +β1Z∗1 +β2Z∗2 +β3Z∗3 ∈ n∗gen,1∩Σ1 avec β1 6= 0. On a alors

p1(l) = RZ1 +RZ2 +RZ3 +RX3 +R(X1 +
β2

β1
X2)

Dans ce cas,
F3/p1(l)≡ RX2.

Calculons maintenant la représentation induite π1
l := indF(3)

P1(l)
χl où P1(l) = exp p1(l) et χl est le

caractère défini sur P(l) comme suit

χl(x) := e−i<l,logx>

pour tout x ∈ P1(l).
Soit ξ ∈Hπl et u ∈ R. On a alors

[π1
l (expx1X1)ξ ](expuX2) = ξ (exp(−x1X1) · exp uX2)

= ξ (exp uX2 · exp(−x1X1−ux1Z3))

= e−ix1uβ3ξ (exp uX2 · exp(−x1X1))

= e−ix1uβ3ξ (exp uX2 · exp(−x1X1) · exp(x1(X1 +
β2

β1
X2))

·exp(−x1(X1 +
β2

β1
X2)))

= e−ix1uβ3ξ (exp uX2 · exp(
β2

β1
x1X2−

1
2

β2

β1
x2

1Z3)

·exp(−x1(X1 +
β2

β1
X2)))

= e−i(uβ3+α1)x1e−i 1
2

β2β3
β1

x2
1ξ (exp(u+

β2

β1
x1)X2)

[π1
l (expx2X2)ξ ](expuX2) = ξ (exp(u− x2)X2)
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[π1
l (expx3X3)ξ ](expuX2) = ξ (exp(−x3X3) · exp uX2)

= ξ (exp uX2 · exp(−x3X3 +ux3Z1))

= eix3uβ1ξ (exp uX2 · exp(−x3X3))

= e−ix3uβ1ξ (exp uX2)

[π1
l (expz1Z1)ξ ](expuX2) = e−iz1β1ξ (exp uX2)

... =
...

[π1
l (expz3Z3)ξ ](expuX2) = e−iz3β3ξ (exp uX2)

Soit maintenant f ∈S (F(3)). Ainsi

(π1
l ( f )ξ )(exp uX2) =

∫
F(3)

f (x)πl(x)ξ (exp uX2)dx

=
∫

R6
f (exp x1X1 . . .exp x3X3 · expz1Z1 . . .exp z3Z3)π1

l (exp x1X1)[π1
l (exp x2X2)

π
1
l (exp x3X3)π1

l (exp z1Z1) . . .π1
l (exp z3Z3)ξ ](exp uX2)dx1dx2dx3dz1dz2dz3

Or
[π1

l (exp x1X1) . . .π1
l (exp x3X3) ·π1

l (exp z1Z1) . . .π1
l (exp z3Z3)ξ ](exp uX2)

= e−i(uβ3+α1)x1e−i 1
2

β2β3
β1

x2
1e−i(uβ1+β2x1−β1x2)x3e−iz1β1 . . .e−iz3β3ξ (exp(u+ β2

β1
x1− x2)X2).

Dans ce cas, on obtient

(π1
l ( f )ξ )(exp uX2) =

∫
R3

e−i(uβ3+α1)x1e−i 1
2

β2β3
β1

x2
1e−i(uβ1+β2x1−β1x2)x3

f̂ 4,5,6(x1,x2,x3,β1,β2,β3)ξ (exp(u+
β2

β1
x1− x2)X2)dx1 . . .dx3.

Soit le changement de variable suivant w = u + β2
β1

x1− x2, ainsi x2 = u−w + β2
β1

x1. Dans ce cas,
le noyau de l’opérateur π1

l ( f ) est donné par
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F̃1(α1,β1,β2,β3;u,w) =
∫

R2
e−i(uβ3+α1)x1e−i 1

2
β2β3

β1
x2

1e−i(wβ1)x3

f̂ 4,5,6(x1,u−w+
β2

β1
x1,x3,β1,β2,β3)dx1dx3

=
∫

R
e−i(uβ3+α1)x1e−i 1

2
β2β3

β1
x2

1

f̂ 3,4,5,6(x1,u−w+
β2

β1
x1,wβ1,β1,β2,β3)dx1.

Posons maintenant la fonction

g(x1,u,w,β1,β2,β3) = e−i 1
2

β2β3
β1

x2
1 f̂ 3,4,5,6(x1,u−w+

β2

β1
x1,wβ1,β1,β2,β3)

Montrons alors que g ∈ S (F(3)) si on limite β1 à un compact contenu dans R∗, ce qui sera
le cas dans la suite, c’est-à-dire, si on suppose que la projection du support de f̂ 4 sur l’axe des
coordonnées β1 est un compact contenu dans R∗.
Soit l’application ψ définie comme suit

x1
u
w
β1
β2
β3

 7−→



x1 =: x̃1

u−w+ β2
β1

x1 =: ũ
wβ1 =: w̃
β1 =: β̃1

β2 =: β̃2

β3 =: β̃3


Il est clair que cette application est un difféomorphisme C ∞ si on limite β1 à un compact contenu
dans R∗. Il s’en suit alors que f̂ 3,4,5,6 ◦ψ ∈S (F(3)) puisque f l’est par hypothèse. Ainsi g ∈

S (F(3)) puisque le facteur e−i 1
2

β2β3
β1

x2
1 est de norme 1.

Finalement, on obtient

F̃1(α1,β1,β2,β3;u,w) =
∫

R
e−i(uβ3+α1)x1g(x1,u,w,β1,β2,β3)dx1

= ĝ1(uβ3 +α1,u,w,β1,β2,β3)

Remarque 2.5. On détermine de la même façon la fonction noyau F̃2 (resp. F̃3) quand l ∈ n∗gen,2∩
Σ2 (resp. l ∈ n∗gen,3∩Σ3).

2.3.8 Relation entre les fonctions noyaux
Pour tout i, j ∈ {1,2,3} on définit les représentations unitaires irréductibles de F(3) comme

suit :
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π
i
l = indF(3)

Pi(l)
χl

π
j

l = indF(3)
Pj(l)

χl

où Pi(l) = exp pi(l) et Pj(l) = exp p j(l).
Soient F̃j(l, ·, ·) et F̃i(l, ·, ·) les fonctions noyaux des opérateurs respectifs π

j
l ( f ) et π i

l ( f ), par
rapport aux bases de Jordan-Hölder B j et B j respectives (i 6= j), pour tout f ∈ L1(F(3)). Alors
ces noyaux vérifient la relation suivante :

F̃i(l, ·, ·) = Tpi(l)p j(l)F̃j(l, ·, ·)T−1
pi(l)p j(l)

(2.2)

où Tpi(l)p j(l) est défini comme suit [11]

Tpi(l)p j(l) : H j −→ Hi

k 7−→
∫
pi(l)/(pi(l)∩p j(l))

k((·)pi)χA·l(pi) ˙d pi

Des calculs explicites montrent que la relation (2.2) est donnée par

F̃i(l,x,y) = β je−iαm(y−x) ̂̃̃Fj

2,3
(l,αi +β jx,−αi−β jy)

où
˜̃Fj(l,u,z) = F̃j(l,u,z)e−i

β jβm
2βi

(u2−z2)

en posant F(3)/Pi(l) ≡ exp RXm, F(3)/Pj(l) ≡ exp RXn où m = (i + 1) mod 3 et n = ( j + 1)
mod 3 .

2.3.9 Conclusion
Une détermination explicite d’un rétracte pour l’action de SO(3) devient compliquée, surtout

aussi vu la forme trop complexe des SO(3)−orbites. Nous renvoyons donc à la théorie générale
qui permet de démontrer l’existence (locale) des rétractes (chapitre 4) si l est générique au sens
de Ludwig-Zahir dans au moins une base de Jordan-Hölder.
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A smooth family of intertwining operators

Abstract : Let N be a connected, simply connected nilpotent Lie group with Lie algebra n and
let W be a submanifold of n∗ such that the dimension of all polarizations associated to elements
of W is fixed. We choose (p(w))w∈W and (p′(w))w∈W two smooth families of polarizations
in n. Let πw = indN

P(w)χw and π ′w = indN
P′(w)χw be the corresponding induced representations,

which are unitary and irreducible. It is well known that πw and π ′w are unitary equivalent. In
this paper, we prove the existence of a smooth family of intertwining operator (Tw)w for theses
representations, where w runs through an appropriate non-empty relatively open subset of W .
The intertwining operators are given by an explicit formula.

Keywords : Smooth intertwining operators, smooth Malcev and Jordan-Hölder bases, generali-
zed Kirillov result, generalized Schwartz spaces.
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Introduction.

Let N = expn be a connected, simply connected nilpotent Lie group. The Kirillov orbit me-
thod makes it possible to describe all the irreducible unitary representations of N. Let l ∈ n∗,
p(l) be an arbitrary polarization of l (a subalgebra of n with maximal dimension satisfying
< l, [p(l),p(l)] >≡ 0) and let P(l) = expp(l). The induced unitary representation πl := indN

P(l)χl ,

where χl(p) = e−i<l,logp> for all p ∈ P(l), is then irreducible and all the irreducible unitary
representations are obtained in this way, up to unitary equivalence. For two distinct linear
forms l and l′, πl and πl′ are unitary equivalent if and only if l and l′ belong to the same
co-adjoint orbit. If p(l) and p′(l) are two distinct polarizations of the same l, then πl and
π ′l := indN

P′(l)χl , where P′(l) = expp′(l), are unitary equivalent. This means that there exists a
unitary operator T (l) : Hπl −→ Hπ ′l

(between the respective representation spaces) such that
T (l) ◦πl(x) = π ′l (x) ◦T (l) for all x ∈ N. In [11], G. Lion gave an explicit formula for such an
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intertwining operator :

T (l)ξ (g) =
∫

P′(l)/P(l)∩P′(l)
ξ (gp)χl(p)d p, g ∈ N

for all ξ ∈ S (N/P(l),χl) = H ∞
πl

. This operator is unitary for an appropriate normalization of
the measure d p on P′(l)/P(l)∩P′(l). In this formula, l ∈ n∗ is fixed. But one may ask the ques-
tion of the dependency in l, if (p(l))l and (p′(l))l are two smooth families of polarizations.
As a matter of fact one often comes upon smooth families of polarizations, where l runs through
a submanifold of n∗. Let us give some examples. Let Z = {Z1, . . . ,Zn} be a fixed Jordan-Hölder
basis of n and W be a submanifold of n∗( for instance W = n∗gen, the open set of generic elements
of n∗, as in [20]). For each w ∈ W , we denote by pZ (w) the Vergne polarization associated to
w with respect to the basis Z (see [3]). Then (pZ (w))w∈W is a smooth family of Vergne pola-
rizations. Changing to another Jordan-Hölder basis Z ′, would yield a second smooth family of
Vergne polarizations (pZ ′(w))w∈W .
A second important example is obtained in the following way : Let us assume that H is a clo-
sed subgroup of the group Aut(N) of automorphisms of N acting smoothly on N. Let l ∈ n∗ be
fixed. Then the orbit H · l is a submanifold of n∗, provided it is locally closed, by [27]. For a
given fixed Jordan-Hölder basis Z one may again consider the smooth family of Vergne polari-
zations (pZ (w))w∈H·l = (pZ (h · l))h∈H . But for this example there exists another natural smooth
family of polarizations, (h · pZ (l))h∈H . Note that here the actions of H on n and n∗ are defined
by h ·X = log(h · expX) and < h · l,X >=< l,h−1 ·X >. Particular cases of this example are
obtained if either H is the group of conjugations of N or if H = K is any compact subgroup of
Aut(N). In the first case, H · l = Ad∗(N) · l = Ω(l) is the co-adjoint orbit of l, which is closed as
N is nilpotent. In the second case, the orbit H · l is compact and hence closed. So both cases yield
submanifolds of n∗.
We are hence naturally led to the following question : Given a submanifold W of n∗ and given
two distinct smooth families of polarizations (p(w))w∈W and (p′(w))w∈W , is it possible to define
a smooth family of intertwining operators (T (w))w, via the formula of G. Lion ? One immediately
sees that some restrictions are necessary. So we certainly must assume that all our polarizations,
and hence all the co-adjoint orbits Ad∗(N) ·w, have the same dimension. But even then, one no-
tices that the formula for T (w) strongly depends on the dimension of P′(w)/P(w)∩P′(w) and
will present singularities each time this dimension changes. In the example of the action of a
group H, this is for instance the case at the point l = e · l, where e is the identity element of
H. So a smooth family of intertwining operators, if it exists, will probably only be defined on a
non-empty relatively open subset of the submanifold W .
In this paper, we prove the existence of such a smooth family of intertwining operators for an
appropriate non-empty relatively open subset of the manifold W , based on the formula of G.
Lion [11]. The first section is devoted to introduce some definitions and tools. Then we explain
the construction of different smooth bases and we define the generalized Schwartz spaces. In
the third section, we use these tools to prove the main result of a generalized Kirillov theory.
This result is a crucial tool to show that the family of operators (T (w))w constructed in the
next section, is a smooth family of intertwining operators and defines a linear homeomorphism
between K S (V ′

0 ,S (N/P,χ)) and K S (V ′
0 ,S (N/P′,χ)) where V ′

0 denotes the appropriate
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non-empty relatively open subset of W .
The existence of a smooth family of intertwining operators is very useful result. In the study of
certain harmonic analysis properties, it will make it possible to choose a particularly well suited
smooth family of polarizations and then to transpose the obtained result to an arbitrary setting.
Hence, for instance in [20], the generalized Fourier inversion theorem gives the existence of a
Schwartz-retract if the induced representations for l ∈ n∗gen and their operator kernels are reali-
zed via specially chosen Vergne polarizations. The existence of smooth families of intertwining
operators will make it possible to transpose this result to other realizations of the representations,
at least within a certain open subset of n∗gen. A similar result is obtained for the example of the
action of a compact Lie group K on a connected simply connected nilpotent Lie group N. The
existence of a local retract for the families of Vergne polarizations (p(k · l))k implies the existence
of such retract for the family (k ·p(l))k of polarizations and the corresponding representations at
least locally. Finally, the existence of singularities in this proceeding may already be studied in
the example of the Heisenberg group.

3.1 On indices and bases.
We start this section by recalling some basic notions and by introducing some useful defini-

tions which are needed in the next sections. As general references, we recommend [3], [6], [22]...
First of all, let n be a nilpotent Lie algebra and N = expn the corresponding connected, simply
connected nilpotent Lie group. In this section, W will denote any non-empty manifold.

3.1.1 Definitions.

Definition 1. A family of r vectors {X1(w), . . . ,Xr(w)}w∈W is said to be a smooth family of
vectors if for all j ∈ {1, . . . ,n}, the map w 7−→ X j(w) is smooth.

Definition 2. A vector space basis {Z1, . . . ,Zn} of the Lie algebra n is said to be a Jordan-Hölder
basis if [Zi,Z j] ∈< Zr+1, . . . ,Zn > where r = max(i, j), for all i, j ∈ {1, . . . ,n} and where <
Zr+1, . . . ,Zn > denotes the subspace generated by Zr+1, . . . ,Zn. If the family of vectors is smooth,
we talk about a smooth Jordan-Hölder basis.

Definition 3. A vector space basis {Z1, . . . ,Zn} of the Lie algebra n is said to be a Malcev basis if
n j :=< Z j, . . . ,Zn > is a subalgebra of n for all j ∈ {1, . . . ,n}. If the family of vectors is smooth,
we call it a smooth Malcev basis.

Definition 4. We define a smooth family of subalgebras q = (q(w))w∈W in the following way :
– All algebras q(w), w ∈W , have the same fixed dimension denoted by r.
– There exists {X1(w), . . . ,Xr(w)}w∈W a smooth family of Malcev bases of (q(w))w∈W .

If W is a submanifold of n∗ and if p = (p(w))w∈W is a smooth family of subalgebras, we
say that (p(w))w∈W is a smooth family of polarisations if it satisfies moreover :

– p(w) is a polarization of w in n, for all w ∈W .
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Definition 5. Let h be a subalgebra of n. A family of vectors {Z1, . . . ,Zd} is called a Malcev basis
of n relative to h if n =⊕d

j=1RZ j⊕h and if, for every j = 1, . . . ,d, the subspace h j :=⊕d
i= jRZi⊕h

is a subalgebra of n.
If q = (q(w))w∈W is a smooth family of subalgebras, we define similarly a smooth Malcev basis
{X1(w), . . . ,Xr(w)}w∈W by requiring that :

– The family {X1(w), . . . ,Xr(w)}w∈W is smooth.
– For any fixed w ∈W , {X1(w), . . . ,Xr(w)} is a Malcev basis of n relative to q(w).

Definition 6. Let q = (q(w))w∈W be a smooth family of subalgebras. A smooth family
of vectors {X1(w), . . . ,Xd(w)}w∈W is said to be a smooth supplementary basis of polyno-
mial character (smooth SP-basis) of q = (q(w))w∈W , if, given any smooth family of bases
{Yd+1(w), . . . ,Yn(w)}w∈W of (q(w))w∈W , the maps

φw : Rd ×Rn−d −→ N
(x1, . . . ,xd,yd+1, . . . ,yn) 7−→ expx1X1(w) . . .expxdXd(w) · exp(yd+1Yd+1(w)+ · · ·+ ynYn(w))

are smooth polynomial diffeomorphisms, which means :
– For any fixed w, φw is a diffeomorphism.
– expx1X1(w) . . .expxdXd(w) · exp(yd+1Yd+1(w)+ · · ·+ ynYn(w)) =

exp(P1(w,x,y)X1(w) + · · · + Pd(w,x,y)Xd(w) + Pd+1(w,x,y)Yd+1(w) + · · · +
Pn(w,x,y)Yn(w))
with Pj(w,x,y) polynomials in x,y with smooth coefficients in w.

– The inverse maps defined by

φ
−1
w : N −→ Rd ×Rn−d

g = exp(x′1X1(w)+ · · ·+ x′dXd(w)+ y′d+1Yd+1(w)+ · · ·+ y′nYn(w)) 7−→ (Q1(w,x′,y′),

. . . ,Qd(w,x′,y′),Qd+1(w,x′,y′), . . . ,Qn(w,x′,y′))

are such that Q j(w,x′,y′) is polynomial in x′,y′ with smooth coefficients in w for every j,
where the Q j’s are defined by

exp(x′1X1(w)+ · · ·+ x′dXd(w)+ y′d+1Yd+1(w)+ · · ·+ y′nYn(w)) =
expQ1(w,x′,y′)X1(w) . . .expQd(w,x′,y′)Xd(w) · exp(Qd+1(w,x′,y′)Yd+1(w) + · · · +
Qn(w,x′,y′)Yn(w))

It is of course enough to impose these conditions for one chosen family of bases
{Yd+1(w), . . . ,Yn(w)}w∈W of (q(w))w∈W .

Example 1. A smooth Malcev basis of n with respect to q = (q(w))w∈W is a smooth SP-basis.
The proof of this fact is similar to the one in the fixed case (see [3]). In this process we may have
to restrict to a non-empty relatively open subset of W .
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3.1.2 Indices and a new family of smooth bases of polarizations.
Let (q(w))w∈W be a smooth family of subalgebras in n of fixed dimension r and Z =

{Z1, . . . ,Zn} be a Jordan-Hölder basis of n. For each w, we define the associated index sets in the
following way :

Iq(w)
Z = { j ∈ {1, . . . ,n} | n j +q(w) = n j+1 +q(w)} and Jq(w)

Z = {1, . . . ,n}\ Iq(w)
Z

By construction, the set {Z j, j ∈ Jq(w)
Z } is a basis of a supplementary vector subspace to q(w) in

n. Hence, the cardinality of this set is n− r and the cardinality of Iq(w)
Z is r.

Let us write, for any fixed w ∈W , Jq(w)
Z = {u1(w), . . . ,un−r(w)} ⊂ {1, . . . ,n}, ordered such that

un−r(w) < · · ·< u1(w).
Let

u1 = maxw∈W u1(w),

U0 = W and U1 = {w ∈U0 | u1(w) = u1}.

By induction, we define for i = 1, . . . ,n− r,

ui = maxw∈Ui−1ui(w) and Ui = {w ∈Ui−1 | ui(w) = ui}

This inductive process will stop if i = n− r. Thus, we get fixed index sets J = {un−r < · · ·< u1}
and I = {1, . . . ,n}\ J.

Proposition 1. The subsets Ui satisfy the following properties :
(i) For each i = 1, . . . ,n− r, there exists a continuous function Pi on W such that,

Ui = {w ∈U0 |P1(w) 6= 0,P2(w) 6= 0, . . . ,Pi(w) 6= 0}

(ii) Each Ui is a non-empty relatively open subset of W , as well as the subset Ũ = ∩n−r
i=1Ui, and

the index sets Iq(w)
Z and Jq(w)

Z are constant if w ∈ Ũ . They are denoted by I and J.

Proof. Let {X1(w), . . . ,Xr(w)} denote the given basis of q(w). The fixed index set J = {un−r <
· · ·< u1} is obtained by construction. By construction also, the sets Ui = {w∈Ui−1 | ui(w) = ui}
are non-empty. Then, we get

w ∈Ui ⇐⇒ w ∈Ui−1 and rg(Zui, . . . ,Zn,X1(w), . . . ,Xr(w)) =
rg(Zui+1, . . . ,Zn,X1(w), . . . ,Xr(w))+1 = r +(i−1)+1 = r + i

⇐⇒ w ∈Ui−1 and ∑D2
r+i 6= 0 where Dr+i runs through all the sub-determinants

(r + i)× (r + i) chosen in the coefficient matrix of Zui,Zui+1, . . . ,Zn,X1(w), . . . ,Xr(w)
⇐⇒ w ∈Ui−1 and Pi(w) 6= 0
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Proposition 2. {Z j, j ∈ J} is a smooth Malcev basis of n relative to q(w) for all w∈ Ũ . Similarly
if the original basis is smooth.

Proof. Same argument as in the fixed case. We refer the reader to [6].

Proposition 3. There exists a non-empty relatively open subset V of Ũ such that, for all j ∈ I
and for all w ∈V , there is a unique vector Z̃ j(w) ∈ q(w) of the form

Z̃ j(w) = Z j−
n

∑
i= j+1,i/∈I

β̃i j(w)Zi ∈ q(w)

Then Z̃ j(w) ∈ n j\n j+1.
Moreover, the map w 7−→ Z̃ j(w) is smooth and {Z̃ j(w), j ∈ I} is a smooth Jordan-Hölder basis
of q(w). Let us put Z̃ j(w) = Z j if j /∈ I. Then the set

Z̃ := {Z̃1(w), . . . , Z̃n(w)}

is a smooth Jordan-Hölder basis of all of n. For the two bases Z := {Z1, . . . ,Zn} and Z̃ , the
different subspaces n j are the same. Hence, the indices computed in each one of the two bases
are the same for any subalgebra. The same procedure may of course be applied if the original
basis Z is already a smooth basis in w.

Proof. Let us first prove the existence and the uniqueness of Z̃ j(w) for any fixed w ∈ Ũ :

j ∈ I ⇐⇒ Z j ∈ n j+1 +q(w)

⇐⇒ Z j =
n

∑
i= j+1

αi j(w)Zi +Z′j(w) for some αi j(w) ∈ R and Z′j(w) ∈ q(w)

=⇒ Z′j(w) = Z j−
n

∑
i= j+1,i/∈I

αi j(w)Zi−
n

∑
i= j+1,i∈I

αi j(w)Zi

Then, we repeat the same process for i ≥ j + 1, i ∈ I. We finally see that for each j ∈ I, there
exists a vector Z̃ j(w) ∈ q(w) of the form

Z̃ j(w) = Z j−
n

∑
i= j+1,i/∈I

β̃i j(w)Zi ∈ q(w)

An easy argument by contradiction shows the uniqueness of Z̃ j(w). To prove the smoothness of
Z̃ j(w), we use the fact that there exists a non-empty relatively open subset V of Ũ such that for
all w ∈V , q(w) is characterized by (n− r) independent cartesian equations ∑

n
i=1 bki(w)xi = 0 for

all 1 ≤ k ≤ n− r, where w 7−→ bki(w) are smooth functions and where xi are the coordinates in
the fixed basis of n. Introducing Z̃ j(w) in these equations, we obtain the conditions

n

∑
i= j+1,i/∈I

bki(w)β̃i j(w) = bk j(w) 1≤ k ≤ n− r (3.1)
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Let a j(w) be the affine subspace defined by the following equations
xi = 0 if 1≤ i≤ j−1
x j = 1
xk = 0 if k ≥ j +1 and k ∈ I

(3.2)

which means that all vectors of a j(w) have the form Z j + ∑
n
i= j+1,i/∈I xiZi. In particular Z̃ j(w) ∈

a j(w). We know that the combined system (1) and (2) has Z̃ j(w) as a unique solution. As the
coefficients of this system are smooth in w, the maps w 7−→ Z̃ j(w) are smooth in a suitable non-
empty relatively open subset of Ũ . It is easy to prove that {Z̃ j(w), j ∈ I} is a Jordan-Hölder basis
of q(w).
The other statements of the proposition are deduced easily from the particular form of the
Z̃ j(w)’s.

3.2 Smooth bases and generalized Schwartz spaces.

3.2.1 Construction of smooth SP-bases.
Let (q(w))w∈W and (q′(w))w∈W be two smooth families of subalgebras.

Lemma 1. There exists a non-empty relatively open subset Ṽ of W such that for all w ∈ Ṽ , the
dimension of q(w)∩q′(w) is constant and minimal. Furthermore we can choose a smooth basis
of q(w)∩q′(w).

Proof. Let q⊥(w) = {ψ ∈ n∗ |< ψ,q(w) >= 0} be the orthogonal of q(w) in n∗. The space
q⊥(w) may be described by a homogenous system of n− r independent equations for the co-
ordinates in the basis {Z∗1 , . . . ,Z∗n}, whose coefficients are smooth functions of w, for w run-
ning through a non-empty relatively open subset U of W . Thus, by solving this system, we
may construct a smooth basis of q(w)⊥ denoted {ϕr+1(w), . . . ,ϕn(w)} for all w ∈U . Applying
proposition 3 to q′(w), we then conclude that there exists a non-empty relatively open sub-
set V in U such that {Z̃′j′1

(w), . . . , Z̃′j′r(w)} is a smooth Jordan-Hölder basis of q′(w) where

Z̃′j′i
(w) = Z j′i

−∑
n
k= j′i+1,k/∈I′ β̃

′
k j′i

(w)Zk for all i ∈ {1, . . . ,r} and where I′ is the index set asso-
ciated to all q′(w)’s.
In order for a vector C̃(w) = ∑

r
i=1 c j′i

Z̃′j′i
(w) ∈ q′(w) to belong to q(w)∩q′(w), it is necessary and

sufficient to have, for r +1≤ a≤ n,

r

∑
f =1

< ϕa(w), Z̃′j′f (w) > c j′f
=

r

∑
f =1

Aa f (w)c j′f
= 0

where
(
Aa f (w)

)
r+1≤a≤n;1≤ f≤r = (< ϕa(w), Z̃′j′f

(w) >)r+1≤a≤n;1≤ f≤r is a smooth matrix. The so-

lution set of this system is the sub-vector space q′(w)∩q(w) of q′(w) whose dimension is equal
to r− rankAa f (w). To realize the constant and minimal dimension of the previous sub-vector
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space, we choose one w0 which realizes the biggest possible rank for the matrix Aa f (w), which
will be denoted by p. In particular there is a sub-matrix Ã(w0) of dimension p× p such that
detÃ(w0) 6= 0 and the dimension of q(w0)∩q′(w0) is equal to r− p. On the non-empty relatively
open subset V1 = {w∈V | detÃ(w) 6= 0}, the dimension of q(w)∩q′(w) is constant and minimal.
Furthermore, by an argument similar to the one of proposition 3, there is a method to choose a
smooth basis of q(w)∩ q′(w). To do this, we may have to limit ourselves to another non-empty
relatively open subset Ṽ of V1.
We will now show the existence of a special smooth SP-basis associated to (q(w))W and
(q′(w))w∈W . In order to do this, we generalize the proof of G. Lion [11] to the smooth case.

Proposition 4. Let (q(w))W and (q′(w))w∈W be two smooth families of subalgebras. Let us
assume that the dimension of q(w)∩ q′(w) is constant and minimal on W (by restriction of W
if necessary). Then there exists a non-empty open subset Ṽ of W and a family of smooth SP-
bases {U1(w), . . . ,Us(w)} of n with respect to q(w), such that {Ub+1(w), . . . ,Us(w)} is a smooth
SP-basis of q′(w) with respect to q(w)∩q′(w) for all w ∈ Ṽ .

Proof. By induction. To make this induction rigorous, we may even assume that both (q(w))w
and (q′(w))w are in a smooth family of subalgebras (n(w))w (spanned bay a smooth Jordan-
Hölder basis) of the bigger Lie algebra n.
The induction is then made on dim (n(w)/q′(w)).
If q′(w) = n(w) for all w in a non-empty relatively open subset of W , then q(w)∩q′(w) = q(w)
and proposition 2 gives the SP-basis.
Otherwise, there exists a smooth family (n0(w))w of ideals of codimension 1 in n(w) such
that q′(w) ⊂ n0(w) for all w. In fact, by proposition 2, there exists a smooth Malcev basis
{Z1(w), . . . ,Za(w)} of n(w) relative to q′(w). We may then take n0(w) = ⊕a

j=2RZ j(w)⊕ q′(w).
It is an ideal in n(w), as it is a subalgebra of codimension 1.
Let us restrict the non-empty relatively open subset of W such that the dimension of q(w)∩n0(w)
is constant and minimal.
By the induction hypothesis, there exists a smooth SP-basis {R1(w), . . . ,Ru(w)} of n0(w) with
respect to q(w)∩n0(w) such that {Rv+1(w), . . . ,Ru(w)} is a smooth SP-basis of q′(w) with res-
pect to q′(w)∩q(w)∩n0(w) = q′(w)∩q(w).
We then have to distinguish two cases :
If q(w) ⊂ n0(w) for all w in a non-empty relatively open subset of W , let us pick a smooth
vector S(w) which is a Malcev basis of n(w) relative to n0(w) (exists by proposition 2). Then
{S(w),R1(w), . . . ,Ru(w)} is the SP-basis of n(w) relative to q(w) we are looking for.
Otherwise, there exists w such that q(w) 6⊂ n0(w). By smoothness, this is the case for all w in
a non-empty relatively open subset of W . It is then easy to see that {R1(w), . . . ,Ru(w)} is the
smooth SP-basis of n(w) relative to q(w) we are looking for, for all w in that non-empty relatively
open subset.
At the end of the induction process, we take n(w) = n for all w.
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3.2.2 SP-basis and invariant measure.

Let q = (q(w))w∈W be any smooth family of subalgebras. We have the following smooth
versions of results of [11].

Proposition 5. Let {U1(w), . . . ,Us(w)}w∈W and {V1(w), . . . ,Vs(w)}w∈W be two smooth SP-
bases of n relative to q = (q(w))w∈W . Then the maps

ψw : Rs −→ Rs

defined by (y1, . . . ,ys)w = ψw(x1, . . . ,xs)w if and only if

expx1U1(w) . . .expxsUs(w) = expy1V1(w) . . .expysVs(w) mod expq(w)

are polynomial with smooth coefficients in w. Similarly for ψ−1
w . This is in particular the case for

two smooth Malcev bases. One may have to restrict W to a non-empty relatively open subset.

Proof. Obvious.

Remark 1. The maps ψw and ψ−1
w define a change of coordinates in N/Q(w) where Q(w) =

expq(w). As the Jacobians of this change of coordinates are polynomial functions with smooth
coefficients in w as well for ψw and ψ−1

w , these Jacobians have to be constants.

This leads to the following result :

Proposition 6. Let {U1(w), . . . ,Us(w)}w∈W be a smooth SP-basis of n relative to q =
(q(w))w∈W . Then

f 7−→
∫

Rd
f (exp(u1U1(w) . . .expusUs(w))du1 . . .dus

defines an invariant measure on N/Q(w), Q(w) = expq(w), for every w. One may have to restrict
W .

Proof. We know that this is the case if the basis is a smooth Malcev basis. As there always
exist smooth Malcev bases and as the transition between a smooth Malcev bases and a smooth
SP-bases has a constant Jacobian, the result is true for any SP-bases.

3.2.3 Generalized Schwartz spaces.

Let W be a submanifold of n∗ and p = (p(w))w∈W a smooth family of polarizations, i.e. such
that all polarizations p(w), w ∈W , have a fixed dimension r.

Definition 7. Let W be a non-empty relatively open subset of W . We denote PD(W,Rs) the
set of differential operators in the coordinates (v1, . . . ,vs) ∈ Rs with polynomial coefficients in
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the coordinates (v1, . . . ,vs), the coefficients of these polynomials being smooth functions on W.
Formally, for each w ∈W, we write

Dw(v) = ∑
|α|≤a

∑
|β |≤b

cαβ (w)vβ ∂ α

∂vα

for such a differential operator where cαβ (w) are smooth coefficients, α , β multi-indices and a,
b ∈ N.

For all A,B,C ∈ N and for all compact subset K contained in a local chart (U,ϕ) of W , we
denote by ∂ a

∂wa the partial derivatives with respect to the coordinate system of this chart U . Then,
we define a semi-norm on the smooth functions from W ×Rs to C in the following way :

‖ξ̃‖K
A,B,C = supw∈K,(v1,...,vs)∈Rssup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C |

∂ a

∂wa vb ∂ c

∂vc ξ̃ (w,v1, . . . ,vs) | . (3.3)

We can now define the generalized Schwartz space as follows :

Definition 8. Let

K S (W,S (N/P,χ)) ≡ K S (W,S (Rs))
= {ξ = (ξ (w))w∈W | ξ : W −→S (N/P,χ) smooth,

ξ (w;g(w)q(w)) := ξ (w)(g(w) ·q(w))
= χw(q(w))ξ (w;g(w)) if q(w) ∈ P(w) and ‖ξ̃‖K

A,B,C < ∞

for all K and all A,B,C}

where ξ̃ (w,v1, . . . ,vs) := ξ (w,expv1V1(w) . . .expvsVs(w)) and where S (N/P,χ) :=(
S (N/P(w),χw)

)
w∈W .

The space K S (W,S (N/P,χ)) will be called generalized Schwartz space. Here
{V1(w), . . . ,Vs(w)} denotes an arbitrary smooth Malcev basis of n relative to p(w) (see
Proposition 7).

Then, the semi-norms given in 3.3 define the same topology on our function space as the
following family of semi- norms :

‖ξ̃‖K
A,D = supw∈K,(v1,...,vs)∈Rssup|a|<A|

∂ a

∂wa Dw(v)ξ̃ (w,v1, . . . ,vs)|< ∞ (3.4)

for all A ∈ N, for all D = (Dw)w∈W ∈PD(W,Rs) and for all compact subset K contained in a
chart of W .

Proposition 7. The generalized Schwartz space is independent of the choice of the smooth Mal-
cev basis of n relative to p(w), provided we are willing to restrict the domain of w appropriately,
if necessary.
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Proof. Let {V ′
1(w), . . . ,V ′

s (w)} be another smooth Malcev basis of n relative to p(w). Let
{X1(w), . . . ,Xr(w)} be a smooth Malcev basis of p(w). We may have to restrict W for the exis-
tence of {X1(w), . . . ,Xr(w)}. Then, by lemma 5, for all ξ ∈K S (W1,S (N/P,χ)), we have

˜̃
ξ (w;v′1, . . . ,v

′
s) := ξ (w;expv′1V ′

1(w) . . .expv′sV
′
s (w))

= ξ (w;exp(P1(w;v′1, . . . ,v
′
s)V1(w)) . . .exp(Ps(w;v′1, . . . ,v

′s)Vs(w))
exp(Q1(w;v′1, . . . ,v

′
s)X1(w)) . . .exp(Qr(w;v′1, . . . ,v

′
s)Xr(w)))

=
r

∏
j=1

eiQ j(w;v′1,...,v
′
s)<w,X j(w)>

ξ̃ (w;P1(w;v′1, . . . ,v
′
s), . . . ,Ps(w;v′1, . . . ,v

′
s))

where for all j ∈ {1, . . . ,r}, Q j(w;v′1, . . . ,v
′
s) is a polynomial function in the variables v′1, . . . ,v

′
s

with smooth coefficients in w and the map (v′1, . . . ,v
′
s) 7−→ (P1(w;v′1, . . . ,v

′
s), . . . ,Ps(w;v′1, . . . ,v

′
s))

is a bi-polynomial diffeomorphism with smooth coefficients in w. We have similar relations for
the passage from {V ′

1(w), . . . ,V ′
s (w)} to {V1(w), . . . ,Vs(w)}. Since our differential operator satis-

fies the smooth version lemma A.2.1 in [3], we get the result.

3.3 The generalized Kirillov theorem.

3.3.1 The statement of the theorem.

We denote by U (n) the universal enveloping algebra of n. Let Y = Y (w) =
{V1(w), . . . ,Vs(w)} be a smooth family of Malcev bases of n relative to p(w). We iden-
tify the Hilbert space L2(N/P(w),χw) with L2(Rs) via the unitary operator U defined by
Uξ (w)(v1, . . . ,vs) := ξ (w;expv1V1(w) . . .expvsVs(w)). We denote by ρw = U ◦πw ◦U∗ the cor-
responding realization of the representation πw of N on the space L2(Rs). This realization ρw of
πw on the space L2(Rs) depends of course on the choice of the basis of n relative to p(w).
We may now present one of the main results of this paper, the generalized Kirillov theorem.

Theorem 1. There exists a non-empty relatively open subset D of W such that for every w0 ∈D
and for every relative neighborhood V0 of w0 contained in D , there are w′0 ∈ V0 and a relative
neighborhood V ′

0 of w′0 contained in V0 which satisfy : For every D = (Dw)w∈V ′
0
∈PD(V ′

0 ,Rs),
there exists (Xw)w∈V ′

0
with

Xw = ∑
|ζ |<C

cζ (w)Zζ ∈U (n), ∀w ∈ V ′
0

where Zζ is defined by Zζ = Zζ1
1 . . .Zζn

n if ζ = (ζ1, . . . ,ζn) and where the maps w 7−→ cζ (w) are
smooth, such that dρw(Xw) = Dw for all w ∈ V ′

0 . This result is independent of the choice of the
family of smooth Malcev bases used to define the realization ρw of πw.
Here {Z1, . . . ,Zn} denotes the fixed Jordan-Hölder basis of n.
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3.3.2 The theorem in variable Lie groups.
To prove theorem 1, we will proceed by induction on the dimension of n. However, new

parameters and new variations will appear in the proof. In order to control those, we shall carry
out the proof not only for one single Lie algebra, but for so-called variable Lie algebras. We
refer the reader to the references [21], [20], [10] for more details about variable Lie structures
and we present only a few aspects which are useful in our proof.

Definition 9. Let n be a real vector space of finite dimension n and b be a submanifold of Rd .
We say nb := (n, [·, ·]b) is a variable nilpotent Lie algebra if it satisfies the following conditions :

1. For every b ∈ b, there exists a Lie bracket [·, ·]b defined on n such that (n, [·, ·]b) is a nil-
potent Lie algebra.

2. There exists a fixed basis {Z1, . . . ,Zn} of n such that the structure constants ck
i j(b) defined

by [Zi,Z j]b = ∑
n
k=1 ck

i j(b)Zk are smooth and verify the following property : For all b∈ b, for
k ≤ max(i, j),ck

i j(b) = 0. This means that {Z1, . . . ,Zn} is a Jordan-Hölder basis for every
nb.

Let Nb = expbnb be the associated connected, simply connected variable nilpotent Lie group.
We denote by W ′ a smooth submanifold in b×n∗.
For every (b,w) ∈ W ′, we consider the largest ideal a(b,w) in nb contained in the stabilizer
nb(w) := {X ∈ n, |< w, [X ,n]b >= 0}. We now define indices j1(b,w) and k1(b,w) by

j1(b,w) = max{ j ∈ {1, . . . ,n} | < w, [Z j,n]b >6= 0}
= max{ j ∈ {1, . . . ,n} | Z j /∈ a(b,w)}

k1(b,w) = max{k ∈ {1, . . . ,n} | < w, [Z j1(b,w),Zk]b >6= 0}.

The equality in the definition of j1(b,w) is due to the fact that {Z1, . . . ,Zn} is a Jordan-Hölder
basis. We consider also

j1 = max{ j1(b,w) | (b,w) ∈W ′}
k1 = max{k1(b,w) | (b,w) ∈W ′ and j1(b,w) = j1}.

Set D1 := {(b,w) ∈W ′ | j1(b,w) = j1 and k1(b,w) = k1}. Then

D1 = {(b,w) ∈W ′ |< w, [Zk1,Z j1]b >6= 0}.

and it is a non empty relatively open subset of W ′. For further details, we refer the reader to [20],
even if our definition of the indices j1 and k1 is slightly different. It is easy to see that, for all
(b,w) ∈ D1, n1(b,w) := {U ∈ nb |< w, [U,Z j1]b >= 0} is an ideal of codimension 1 in nb and
B1(b,w) = {Z1

i (b,w) | i ∈ I1} is a smooth Jordan-Hölder basis of n1(b,w) for all (b,w) ∈ D1,
where I1 := {1, . . . ,n}\{k1} and

Z1
i (b,w) := Zi−

< w, [Z j1,Zi]b >

< w, [Z j1,Zk1]b >
Zk1
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(see [22]).
We define a new variable Lie algebra n1 in the following way : As a vector space, n1 is spanned by
a basis denoted {Z1

u ,u ∈ I1}, where, for fixed (b,w), Z1
u is identified with Z1

u(b,w). The variable
Lie brackets on n1 are defined by [Z1

u ,Z1
v ](b,w) := [Z1

u(b,w),Z1
v (b,w)]b for all (b,w) ∈ D1. Then,

(n1, [·, ·](b,w)) may be identified with (n1(b,w), [·, ·]b). Since we use this algebra in the induction,
we will define a new variation on n1, i.e. a new submanifold W1 of (b×n∗)×n∗1 as follows :

(b,w, w̃) ∈W1 with (b,w) ∈W ′ and w̃ ∈ n∗1 ≡ n1(b,w)∗ ⇐⇒ (b,w) ∈W ′ and w̃ is defined by
< w̃,Z1

j >:=< w,Z1
j (b,w) > ∀ j ∈ I1

To prove theorem 1, it suffices to show the corresponding result in the variable case and then
reduce b to a single point. As in the fixed case, we choose a family of smooth Malcev bases to
define the realization ρ(b,w) of π(b,w).
Let’s notice that the results of sections 3.1 and 3.2 remain valid if we replace the variation in
w by a variation in (b,w) and we denote ρ(b,w) the realization of the representation π(b,w) :=
indN

P(b,w)χ(b,w) of Nb on the space L2(Rs).

Theorem 2. There exists a non-empty relatively open subset D ′ ⊂ W ′ such that for all
(b0,w0) ∈ D ′ and for every relative neighborhood V0 of (b0,w0) contained in D ′, there exist
(b′0,w

′
0) ∈ V0 and a relative neighborhood V ′

0 of (b′0,w
′
0) contained in V0 such that : For every

D = (D(b,w))(b,w) ∈PD(V ′
0 ,Rs), there is a smooth family of vectors X = (X(b,w))(b,w)∈V ′

0
in the

enveloping algebras, i.e. X(b,w) = ∑|ζ |<C cζ (b,w)Zζ ∈U (nb), satisfying dρ(b,w)(X(b,w)) = D(b,w).

In the previous formula, Zζ is defined by Zζ = Zζ1
1 . . .Zζn

n if ζ = (ζ1, . . . ,ζn) and the map
(b,w) 7−→ cζ (b,w) is smooth. This result is independent of the choice of the family of smooth
Malcev bases used to define the realizations ρ(b,w).

3.3.3 Proof of the variable generalized Kirillov theorem.

The Kirillov theorem in the fixed case is known. But the proof has to be rewritten, in order to
study the dependency on (b,w).
According to lemma ??, it is easy to see that theorem 2 is independent of the choice of the
smooth Malcev basis of nb relative to p(b,w) since the transition between two such smooth Mal-
cev bases is given, modulo p(b,w), by a smooth bi-polynomial function in the coordinates, with
coefficients which are smooth functions in (b,w) for all (b,w) ∈W ′ ⊂ W ′, where W ′ is a non-
empty relatively open subset of W ′. In particular, our differential operators are transformed into
differential operators of the same type via this transition. So we may choose appropriate bases to
make the proof.
In order to get PD(V ′

0 ,Rs)⊂ (dρ(b,w)(U (nb)))(b,w), we proceed by induction on the dimension
of nb.
If Nb is abelian for all b, then s = 0 and the result is trivial.
Assume now that the theorem is true for all variable nilpotent Lie groups and algebras of dimen-
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sion less than or equal to n−1. We will show that the theorem also holds for (Nb)b∈b. Put

X(b,w) =
Zk1

< w, [Zk1,Z j1]b >
; Y = Z j1; Z(b,w) = [X(b,w),Y ]b ∈ a(b,w)

for all (b,w) ∈D1. If we replace Y by Y (b,w) = Y−< w,Y > Z(b,w) , we obtain

< w,Z(b,w) >= 1; < w,Y (b,w) >= 0 and

[X(b,w),Y (b,w)]b = Z(b,w)−< w,Y > [X(b,w),Z(b,w)]b =: Z̃(b,w)

where X(b,w), Y (b,w), Z(b,w) and Z̃(b,w) are smooth functions.
Since Z(b,w) ∈ a(b,w)⊂ n(b,w), < w, Z̃(b,w) >= 1. So we may replace Z(b,w) by Z̃(b,w) and
call it again Z(b,w).
Given (b0,w0) ∈D1, we distinguish three cases :
First Case :< w, [p(b,w),Z j1]b >= 0, i.e. p(b,w)⊂ n1(b,w) for all (b,w) ∈ V0 ⊂D1 where V0 is
a relative neighborhood of (b0,w0) contained in D1.
Let N1(b,w) = expbn1(b,w) be the closed normal subgroup of Nb of Lie algebra n1(b,w) and
N1

(b,w) = exp(b,w)n1 be the associated variable group of dimension n− 1. It’s easy to see that
W1 ⊂W ′×n∗1 is a submanifold of b×n∗×n∗1 such that

(b,w, w̃) ∈W1 with (b,w) ∈ V0 =⇒ (b,w) ∈W ′

=⇒ dim p(b,w) is constant and by hypothesis
p(b,w)⊂ n1(b,w)

=⇒ The dimension of a polarization at w̃ in n1(b,w)
is constant.

Let π1
(b,w,w̃) be the representation of N1

(b,w) identified with the representation π1
(b,w) =

indN1(b,w)
P(b,w) χ(b,w) of N1(b,w). By stage induction, we have π(b,w) ' indNb

N1(b,w)π
1
(b,w). The in-

tertwining operator between π(b,w) and indNb
N1(b,w)π

1
(b,w) is given by (V(b,w)ξ (b,w))(t)(g1) :=

ξ (b,w)(expb(tX(b,w)) · g1) for all ξ (b,w) ∈ L2(Nb/P(b,w),χ(b,w)). We can hence identify the
Hilbert space L2(Nb/P(b,w),χ(b,w)) with L2(R,L2(N1(b,w)/P(b,w),χ(b,w,w̃))) = L2(R,H

π1
(b,w)

).
According to proposition 1 and proposition 2, there exists a non-empty relatively open sub-
set V ′

0 of V0 such that I1 := Ip(b,w)
B1(b,w) is a fixed set and {Z1

j (b,w), j /∈ I1} is a smooth Mal-

cev basis of n1(b,w) relative to p(b,w) for all (b,w) ∈ V ′
0 . We denote this basis by Y 1

(b,w) :=
{Y 1

2 (b,w), . . . ,Y 1
s (b,w)}. If we put Y 1

1 (b,w) = X(b,w), then Y ′
(b,w) := {Y 1

1 (b,w), . . . ,Y 1
s (b,w)} is

a smooth Malcev basis of nb relative to p(b,w).
Let π ′(b,w) := indNb

N1(b,w)π
1
(b,w) be the induced representation of Nb on the space L2(R,H

π1
(b,w)

)

and EY 1
(b,w)

(t2, . . . , ts) := expbt2Y 1
2 (b,w) . . .expbtsY 1

s (b,w). Then π ′(b,w) and ρ(b,w) are equiva-

lent and the corresponding intertwining operator is given by (V ′
(b,w)η(b,w))(t, t2, . . . , ts) :=
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η(b,w)(t)(EY 1
(b,w)

(t2, . . . , ts)) for all η(b,w) ∈ L2(R,H
π1

(b,w)
). A simple computation shows that

we have for all ξ (b,w) ∈ L2(R,H
π1

(b,w)
) and all t ∈ R,

(π ′(b,w)(expbxX(b,w))ξ (b,w))(t) = ξ (b,w)(t− x)

(π ′(b,w)(expbyY (b,w))ξ (b,w))(t) = eity
ξ (b,w)(t)

(π ′(b,w)(u
1
(b,w))ξ (b,w))(t) = π

1
(b,w)((u

1
(b,w))

(−t))(ξ (b,w)(t))

where u1
(b,w) ∈ N1

(b,w),x,y ∈ R and where (u1
(b,w))

−t := expb(−tX(b,w)) ·u1
(b,w) · expb(tX(b,w)).

From now on we will work with C ∞ vectors, i.e. with Schwartz functions only. It follows that
for X(b,w),Y (b,w) ∈ nb, d1

(b,w) ∈U (n1(b,w)) and for a smooth vector ξ (b,w), we have

(dπ
′
(b,w)(X(b,w))ξ (b,w))(t) = − d

dt
ξ (b,w)(t)

(dπ
′
(b,w)(Y (b,w))ξ (b,w))(t) = itξ (b,w)(t)

(dπ
′
(b,w)(d

1
(b,w))ξ (b,w))(t) = dπ

1
(b,w)((d

1
(b,w))

−t)(ξ (b,w)(t))

where (d1
(b,w))

−t = ∑
∞
j=0

(−t) j

j! (adb(X(b,w))) jd1
(b,w). Since nb is nilpotent, the previous sum is

finite. We denote it by ∑
m
j=0.

Now we consider d(b,w) ∈U (nb) and we define

d̃(b,w) =
m

∑
j=0

1
j!i j Y

j(b,w)ad j
bX(b,w)d(b,w) ∈U (nb).

Let us compute dπ ′(b,w)(d̃
1
(b,w)) where d1

(b,w) ∈ U (n1(b,w)). For ξ (b,w) ∈ L2(R,H
π1

(b,w)
) and

t ∈ R, we have

(dπ
′
(b,w)(d̃

1
(b,w))ξ (b,w))(t) = dπ

1
(b,w)((d̃

1
(b,w))

−t)(ξ (b,w)(t))

= dπ
1
(b,w)((

m

∑
j=0

1
j!i j Y

j(b,w)ad j
bX(b,w)d1

(b,w))
−t)(ξ (b,w)(t))

= (dπ
1
(b,w)(

m

∑
j=0

1
j!i j (Y

j(b,w))−t(ad j
bX(b,w))(d1

(b,w))
−t)(ξ (b,w)(t)).

One shows easily that dπ1
(b,w)(Y

−t(b,w)) = itIH
π1
(b,w)

. Then we get

(dπ
′
(b,w)(d̃

1
(b,w))ξ (b,w))(t) = dπ

1
(b,w)(

m

∑
j=0

1
j!

t j(ad j
bX(b,w))(d1

(b,w))
−t)(ξ (b,w)(t))

= dπ
1
(b,w)(d

1
(b,w))(ξ (b,w)(t)).

Let ρ ′(b,w) be the realization of the representation π ′(b,w) on L2(R,L2(Rs−1)) with an appropriate
choice of smooth Malcev bases of n relative to p(b,w). Since π ′(b,w) ≡ π(b,w), then ρ(b,w) and
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ρ ′(b,w) are equivalent and we denote S(b,w) the corresponding intertwining operator. It is defined

by (S(b,w)ξ̃ (b,w))(t1)(t2, . . . , ts) = ξ̃ (b,w)(t1, t2, . . . , ts).
For all η(b,w) ∈S (Rs), we have

(dρ(b,w)(X(b,w))η(b,w))(t1, . . . , ts) = − d
dt1

η(b,w)(t1, . . . , ts)

(dρ(b,w)(Y (b,w))η(b,w))(t1, . . . , ts) = it1η(b,w)(t1, . . . , ts)

(dρ(b,w)(d̃
1
(b,w))η(b,w))(t1, t2, . . . , ts) = (dρ

1
(b,w)(d

1
(b,w))((S(b,w)η(b,w))(t1)))(t2, . . . , ts)

where ρ1
(b,w) is the induced representation π1

(b,w) realized on L2(Rs−1).
Let now D(b,w) be a smooth differential operator in the coordinates (t2, . . . , ts) with polynomial
coefficients in the coordinates (t2, . . . , ts). We may of course identify it with a differential operator
in the coordinates (t1, . . . , ts), which is constant in the direction of t1 and write

(D(b,w)η(b,w))(t1, . . . , ts) = D(b,w)((S(b,w)η(b,w))(t1))(t2, . . . , ts)

for all η(b,w) ∈S (Rs). The induction hypothesis applied to dρ1
(b,w) gives us the existence of a

smooth family (U1
(b,w))(b,w) in the enveloping algebras such that

(D(b,w)η(b,w))(t1, . . . , ts) = D(b,w)((S(b,w)η(b,w))(t1))(t2, . . . , ts)

= dρ
1
(b,w)(U

1
(b,w))((S(b,w)η(b,w))(t1))(t2, . . . , ts)

= dρ(b,w)(Ũ
1
(b,w))η(b,w)(t1, t2, . . . , ts).

This implies that (dρ(b,w)(U (nb)))(b,w)∈V ′
0

contains all the (b,w)- smooth differential operators

with polynomial coefficients in the variables (t2, . . . , ts). As it also contains the operator ∂

∂ t1
and

the multiplication operator by t1, it contains all of PD(V ′
0 ,Rs).

Second case : < w, [p(b,w),Z j1]b >6= 0 for all (b,w) ∈ V0 ⊂D1, i.e. for all (b,w) ∈ V0, a relative
neighborhood of (b0,w0), we have p(b,w) 6⊂ n1(b,w). Let us now show that there exists a smooth
family of vectors X̃(b,w) in n satisfying the following conditions

X̃(b,w) ∈ p(b,w); X̃(b,w)−X(b,w) ∈ n1(b,w); < w, X̃(b,w) >= 0

In fact, there exists X̃(b,w) ∈ p(b,w) such that < w, [X̃(b,w),Z j1] >6= 0. As, n = RX(b,w)⊕
n1(b,w), we may choose this vector of the form X̃(b,w) = X(b,w) +U(b,w) with U(b,w) ∈
n1(b,w). By adding an appropriate multiple of Z(b,w), we may even assume that <
w, X̃(b,w) >= 0.
Let us now show that the previous choice implies that the family (X̃(b,w))(b,w) can be chosen
smoothly in a certain non-empty relatively open subset V ′ of V0. In fact, if we characterize
p(b,w) by a system of cartesian equations with smooth coefficients in (b,w), then the three defi-
ning conditions of X̃(b,w) can be expressed as a system of linear equations in the coordinates of
X̃(b,w) with smooth coefficients in (b,w). By construction, this system has solutions for every
(b,w). We may then construct a smooth solution of the system in a certain non-empty relatively
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open subset V ′ in V0.
One has p(b,w) = p(b,w) ∩ n1(b,w) + RX̃(b,w). Let us now consider p′(b,w) = p(b,w) ∩
n1(b,w)+RY (b,w). It is easy to check that this is again a smooth family of polarizations.
According to the first case, we know that the generalized Kirillov result is true for the family of
polarizations p′(b,w)⊂ n1(b,w). We are going to transfer this result to the family of polarizations
(p(b,w))(b,w) by studying explicitly the intertwining operators between the families of associated
representations, as well as their dependency in (b,w). Since p′(b,w) is a polarization of w in nb,
it implies that π(b,w) ' π ′(b,w) where π ′(b,w) = indNb

P′(b,w)χ(b,w) and P′(b,w) = expbp
′(b,w). Hence

there exists a family of intertwining operators T(b,w). For a fixed (b,w), this intertwining operator
may be given by

T(b,w)ξ ((b,w))(g1 · expbxX̃(b,w)) :=
∫

R
ξ (b,w)(g1 · expbxX̃(b,w) · expbyY (b,w))

χ(b,w)(expbyY (b,w))︸ ︷︷ ︸
=1

dy

=
∫

R
eixy

ξ (b,w)(g1 · expbyY (b,w))dy

according to [11], for all g1 ∈ N1(b,w) and x ∈ R.
We now have to study the realizations of π(b,w) and π ′(b,w) on the space L2(Rs). As the result of
the theorem will be independent of the choice of the corresponding smooth families of Malcev
bases, let’s proceed as follows : It is easy to check that p(b,w)+p′(b,w) is a subalgebra of nb for
all (b,w). Hence we may pick an arbitrary smooth family {V1(b,w), . . . ,Vs−1(b,w)} of Malcev
bases of nb relative to p(b,w)+p′(b,w). This may for instance be done by the index method in
proposition 2, which remains valid in the variable case. It is even possible to choose these vectors
V1(b,w), . . . ,Vs−1(b,w) in n1(b,w), what we will do. In the process of choosing this family of
bases, we might have to restrict once more the relatively open set V ′ to a non-empty relatively
open subset V ′

0 of V0.
Then one checks that {V1(b,w), . . . ,Vs−1(b,w),Y (b,w)} is a smooth family of Malcev bases of
nb relative to p(b,w) and that {V1(b,w), . . . ,Vs−1(b,w), X̃(b,w)} is a smooth family of Malcev
bases of nb relative to p′(b,w). These two families of bases are then used to define ρ(b,w) and
ρ ′(b,w). For any ξ (b,w) ∈Hπ(b,w) , we define ξ̃ (b,w) ∈ L2(Rs) by

ξ̃ (b,w)(v1, . . . ,vs−1,y) := ξ (b,w)(expv1V1(b,w) . . .expvs−1Vs−1(b,w) · expyY (b,w))

and we identify thus Hπ(b,w) with L2(Rs), and π(b,w) with ρ(b,w). Similarly, for ξ ′(b,w) ∈Hπ ′(b,w)
,

we define ξ̃ ′(b,w) ∈ L2(Rs) by

ξ̃
′(b,w)(v1, . . . ,vs−1,x) := ξ

′(b,w)(expv1V1(b,w) . . .expvs−1Vs−1(b,w) · expxX̃(b,w))

and we identify thus Hπ ′(b,w)
with L2(Rs), and π ′(b,w) with ρ ′(b,w) acting on L2(Rs). The intertwi-

ning operator T̃(b,w) between ρ(b,w) and ρ ′(b,w) is then deduced from T(b,w) and is given by

(T̃(b,w)ξ̃ (b,w))(v1, . . . ,vs−1,x) =
∫

R
eixy

ξ̃ (b,w)(v1, . . . ,vs−1,y)dy.
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It is nothing but a partial Fourier transform which sends S (Rs) onto itself and PD(V ′
0 ,Rs)

onto itself. As the Kirillov result is true for the family (ρ ′(b,w))(b,w) by the first case, it remains
hence true for the family (ρ(b,w))(b,w), thanks to this smooth family of intertwining operators, i.e.
PD(V

′
0 ,Rs)⊂ (dρ(b,w)(U (nb)))(b,w)∈V

′
0
.

Third case : < w0, [p(b0,w0),Z j1]b0 >= 0 and for every neighborhood V0 of (b0,w0) there exists
(b′,w′) ∈ V0 such that < w′, [p(b′,w′),Z j1]b′ >6= 0. Then there exists a neighborhood V ′ of
(b′,w′) contained in V0 such that for all (b

′′
,w

′′
) ∈ V ′, we have < w

′′
, [p(b

′′
,w

′′
),Z j1]b′′ >6= 0

and we apply the second case to all (b
′′
,w

′′
) ∈ V ′. This proves that there exists a non-empty

relatively open subset V ′
0 of V ′ such that PD(V

′
0 ,Rs)⊂ (dρ(b,w)(U (nb)))(b,w)∈V

′
0
.

The other inclusion, (dρ(b,w)(U (nb)))(b,w)∈V ′ ⊂ PD(V ′,Rs), for any non-empty relatively
open subset V ′ in W ′, may be easily checked.

Remark 2. If b is reduced to a single point, i.e. if there is no variable structure but a fixed Lie
group, then we have theorem 1.

Remark 3. In the particular case where W = n∗gen, the set of generic linear forms in the sense of
Ludwig-Zahir [22], there exists a more precise result : For every differential operator D on Rs,
there exists a rationnal mapping

n∗gen −→ U (n)

w 7−→ A(w) = ∑
|I|≤n0

aI(w)ZI

such that dρw(A(w)) = D for all w ∈ n∗gen (see [21]).

3.4 Smooth families of intertwining operators.

Let (p(w))w∈W and (p(w))w∈W be two smooth families of polarisations in n. Let us first
recall that there exist a non-empty relatively open subset W of W and a smooth SP-basis
{U1(w), . . . ,Us(w)} of n relative to p(w) such that {Ub+1(w), . . . ,Us(w)} is a smooth SP-basis of
p′(w) relative to p(w)∩ p′(w) for all w ∈W (proposition 4). Similarly, there exist a non-empty
relatively open subset W̃ of W and a smooth SP-basis {U ′

1(w), . . . ,U ′
s(w)} of n relative to p′(w)

such that {U ′
b+1(w), . . . ,U ′

s(w)} is a smooth SP-basis of p(w) relative to p(w)∩ p′(w) for all
w ∈ W̃ . Let us also recall that we may use SP-bases instead of Malcev bases to define invariant
measures on the quotients.
We may then apply the results of G. Lion [11] pointwise. Let w ∈ W be fixed. For every
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ξ (w) ∈H ∞
πw

= S (N/P(w),χw), the integral

Twξ (w;g) := Twξ (w)(g)

=
∫

P′(w)/P(w)∩P′(w)
ξ (w;gu)χw(u)du

=
∫

Rs−b
ξ (w;g · expub+1Ub+1(w) . . .expusUs(w))

e−i<w,log(expub+1Ub+1(w)...expusUs(w))>dub+1 . . .dus

converges for every g ∈ N. The operator Tw defines a homeomorphism from H ∞
πw

=
S (N/P(w),χw) onto H ∞

π ′w
= S (N/P′(w),χw). It may be extended to an intertwining opera-

tor for πw and π ′w, between the spaces Hπw = L2(N/P(w),χw) and Hπ ′w = L2(N/P′(w),χw). If
the measure on P′(w)/P(w)∩P′(w) is correctly normalized (which may for instance be obtained
by multiplying one of the vectors of the basis Zw by a constant), then Tw is an isometry.
In this section, our aim is to establish similar results for the family (Tw)w∈U as a whole, for some
non-empty relatively open subset U of W and to do it in a smooth way. This has of course to be
specified. We need some preliminary results.
Let us first introduce some definitions and notations (see also definition 8). For every ξ ∈
K S (W,S (N/P,χ)) we denote, as previously, the corresponding element of K S (W,S (Rs))
by ξ̃ , the identification of S (N/P,χ) with S (Rs) being made via any smooth Malcev basis. For
A ∈ N, D = (Dw)w∈W ∈PD(W,Rs), we put

‖ ξ̃ (w) ‖A,D= sup|a|≤Asup(u1,...,us)∈Rs | ∂ a

∂wa Dw(u)ξ̃ (w;u1, . . . ,us) |< ∞,

if w is in a fixed chart of W , so that ∂ a

∂wa makes sense.
For any compact subset K contained in a chart of W , we have

‖ ξ̃ ‖K
A,D= supw∈K ‖ ξ̃ (w) ‖A,D .

Let now g := (gw)w∈W a family of elements of N such that the map w 7−→ gw is smooth and let
ξ ∈K S (W,S (N/P,χ)). We write g−1ξ for the function defined by

(g−1ξ )(w)(x) = g−1
w

(ξ (w))(x) = ξ (w)(gw · x) = ξ (w;gw · x).

It is easy to check that g−1ξ ∈K S (W,S (N/P,χ)) too.
Let Bw = {V1(w), . . . ,Vn(w)} be any smooth Malcev basis of n. If gw = ∏

n
i=1 exp(gi(w)Vi(w)),

we write ‖ gw ‖2
Bw

= ∑
n
i=1 gi(w)2. If B′

w is any other such smooth Malcev basis, then there exist
a strictly positive continuous function w 7−→C(w) and R ∈ N∗ such that

‖ gw ‖2
B′

w
≤C(w)(1+ ‖ gw ‖2

Bw
)R (3.5)

for all w. The exponent R may be chosen independently of w. As a matter of fact it only depends
on the structure of the Campbell-Baker-Hausdorff formula, i.e. on the degree of nilpotency of n.
This inequality is obtained by passing from coordinates of the second kind to coordinates of the
first kind, making the change of basis and going back to coordinates of the second kind.
Now, we introduce some technical lemmas.
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Lemma 2. Let B̃w = {V1(w), . . . ,Vs(w),X1(w), . . . ,Xr(w)} be a any smooth Malcev basis
of n such that {V1(w), . . . ,Vs(w)} is a smooth Malcev basis of n relative to p(w) and
{X1(w), . . . ,Xr(w)} is a smooth Malcev basis of p(w). So s + r = n. Let g = (gw)w be smooth
and let g1(w), . . . ,gn(w) denote the coordinates of the second kind of gw. If one defines u : w 7−→
u(w) = expu1V1(w) . . .expusVs(w) where u1, . . . ,us ∈ R are independent of w, then

gw ·u(w) = exp(Q1(w;g1(w), . . . ,gn(w),u1, . . . ,us)V1(w)) . . .exp(Qs(w;g1(w), . . . ,gn(w),
u1, . . . ,us)Vs(w)) ·R(w;g1(w), . . . ,gn(w),u1, . . . ,us)

where R(w;g1(w), . . . ,gn(w),u1, . . . ,us) ∈ P(w).
The map (u1, . . . ,us) 7−→ (Q1(w;g1(w), . . . ,gn(w),u1, . . . ,us), . . . ,Qs(w;g1(w), . . . ,gn(w),u1, . . . ,us))
is bi-polynomial with respect to the variables (u1, . . . ,us). The coefficients of these polynomial
functions may be expressed as polynomial functions in g1(w), . . . ,gn(w) with coefficients that
are C ∞ in w. Similarly for the inverse map.

Proof. Similar arguments as in the fixed case. See for instance [3].

Lemma 3. Let us take the same hypotheses as in lemma 2 and let’s assume that w runs through
a fixed chart of W. Given A ∈ N and D ∈PD(W,Rs), there exists a finite collection N j,A j ∈ N,
D j ∈PD(W,Rs) and smooth positive functions C j(w), for j ∈ {1, . . . ,d} such that for all ξ̃ ∈
K S (W,S (Rs)) and every smooth family g = (gw)w∈W of elements of N we have,

‖ [(g−1ξ )(w)]̃ ‖A,D = ‖ [g−1
w

(ξ (w))]̃ ‖A,D

≤
d

∑
j=1

C j(w)(1+ ‖ gw ‖2
Bw

)N j ‖ ξ̃ (w) ‖A j,D j< ∞.

If K is any compact subset of W contained in the fixed chart of W, we have for some positive
constant C depending on g

‖ (g−1ξ )̃ ‖K
A,D≤C

d

∑
j=1

‖ ξ̃ ‖K
A j,D j

< ∞.

If A = 0, i.e. if there is no derivative in w, then all the A j ’s may be taken to be 0 too.

Proof. Obvious by lemma 2 and by the facts that all the functions in w are bounded on the
compact set K.

Remark 4. In case the coordinates gi = gi(w) are all fixed, the second bound may be written as

‖ (g−1ξ )̃ ‖K
A,D≤C(1+

n

∑
i=1

g2
i )

N
d

∑
j=1

‖ ξ̃ ‖K
A j,D j

< ∞

where N = max(N1, . . . ,Nd).
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We denote ξ̃ and ξ̃ (w; ·) for the function ξ written in the coordinates of the second kind
in any smooth Malcev basis {V1(w), . . . ,Vs(w)}. On the other hand, we will write ξ̃SP for the
corresponding function on Rs−b ≡ P′(w)/P(w)∩P′(w), resp. on Rs ≡ N/P(w), defined by

ξ̃SP(w;0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us) = ξ (w;expub+1Ub+1(w) . . .expusUs(w))
ξ̃SP(w;u1, . . . ,us) = ξ (w;expu1U1(w) . . .expusUs(w))

where the U j(w)’s are the vectors of the SP-basis. This will in particular be used to compute
integrals over P′(w)/P(w)∩P(w).
We remark that for fixed w ∈W , we have the intertwining operator Tw defined by

Twξ (w;g) =
∫

P′(w)/P(w)∩P′(w)
ξ (w;gu)χw(u)du.

This defines T = (Tw)w on K S (W,S (N/P,χ)) by (T ξ )(w) := Tw(ξ (w)). We may also view
it as acting on K S (W,S (Rs)) by T̃ = (T̃w)w where (T̃ ξ̃ )(w) = T̃w(ξ̃ (w)) := (Tw(ξ (w)))̃. For
fixed w, T̃w is then an intertwining operator between ρw and ρ ′w. We will use the smooth Malcev
basis {V1(w), . . . ,Vs(w)} to compute the Schwartz semi-norms on S (N/P(w),χw), as explained
in the beginning of this section, by identifying ξ (w) and ξ̃ (w).
We have the following result :

Lemma 4. For every M̃ ∈ N, there exists M ∈ N and a continuous family of positive constants
(C(w))w such that

‖ξ̃SP(w)‖0,DM̃
:= sup(u1,...,us)∈Rs|(1+

s

∑
j=1

u2
j)

M̃
ξ̃SP(w)(u1, . . . ,us)|

= sup(u1,...,us)∈Rs|(1+
s

∑
j=1

u2
j)

M̃
ξ (w)(expu1U1(w) . . .expusUs(w))|

≤ C(w)sup(v1,...,vs)∈Rs|(1+
s

∑
j=1

v2
j)

M
ξ (w)(expv1V1(w) . . .expvsVs(w))|

≤ C(w)sup(v1,...,vs)∈Rs|(1+
s

∑
j=1

v2
j)

M
ξ̃ (w)(v1, . . . ,vs)|

=: C(w) ‖ ξ̃ (w) ‖0,DM

Proof. As a smooth Malcev basis is also an SP-basis, we know by proposition 5 that the change
of coordinates

(u1, . . . ,us) 7−→ (v1, . . . ,vs)

is bipolynomial with smooth coefficients in w in both directions. Moreover any polynomial
P(w,x1, . . . ,xs) is bounded by some C(w)(1+∑

s
j=1 x2

j)
N .

We then get the following bounds for these intertwining operators Tw and T̃w.
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Lemma 5. There exist a continuous family of positive constants (C(w))w and an integer M ∈N∗

such that, for all w,

| Twξ (w;e) |=| T̃wξ̃ (w;0) |≤C(w) ‖ ξ̃ (w) ‖0,DM< ∞

where e is the unit element of the group N and DM is the element of PD(W,Rs) defined by
multiplication by (1+∑

s
j=1 v2

j)
M if the coordinates of ξ̃ (w) are denoted by (v1, . . . ,vs).

If K is a compact subset of a fixed chart and if w ∈ K we have of course

| Twξ (w;e) |=| T̃wξ̃ (w;0) |≤C ‖ ξ̃ ‖K
0,DM

< ∞.

where C = supw∈KC(w).

Proof. Let M̃ ∈ N∗ such that

A :=
∫

Rs−b

1
(1+∑

s
j=b+1 u2

j)M̃
dub+1 . . .dus < ∞.

Then

| T̃wξ̃ (w;0) | = | Twξ (w,e) |

≤
∫

Rs−b
|ξ̃SP(w;0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us) | dub+1 . . .dus

≤ A · sup(ub+1,...,us)∈Rs−b|(1+
s

∑
j=b+1

u2
j)

M̃
ξ̃SP(w;0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us)|

≤ A· ‖ ξ̃SP(w) ‖0,DM̃

≤ C(w) ‖ ξ̃ (w) ‖0,DM< ∞

for some M and some C(w).
Let B̃w be the smooth Malcev basis as in lemma 2. Similarly, let B̃′

w =
{V ′

1(w), . . . ,V ′
s (w),X ′

1(w), . . . ,X ′
r(w)} be any similar smooth Malcev basis of n, replacing

p(w) by p′(w). We have :

Lemma 6. There exist a finite family of smooth positive functions C̃ j(w), integers A j,M j,M̃ j ∈N,
partial differential operators DM j ∈PD(W,Rs), j ∈ {1, . . . ,d} such that

| Twξ (w;gw) |≤
d

∑
j=1

C̃ j(w)(1+‖gw‖2
B̃′

w
)M̃ j ‖ ξ̃ (w) ‖0,DMj

< ∞

for all ξ ∈K S (W,S (N/P,χ)), for every smooth family g = (gw)w, of elements N and for all
w ∈W.



3.4 Smooth families of intertwining operators. 63

Proof.

| Twξ (w;gw) | = | Tw(g−1
w

ξ (w;e)) |

≤ C(w) ‖ (g−1ξ )̃(w) ‖0,DM by lemma 5

≤ C(w)
d

∑
j=1

C j(w)(1+ ‖ gw ‖2
B̃w

)N j ‖ ξ̃ (w) ‖0,DMj
by lemma 3

≤
d

∑
j=1

C̃ j(w)(1+ ‖ gw ‖2
B̃′

w
)M̃ j ‖ ξ̃ (w) ‖0,DMj

< ∞ by (3.5)

Remark 5. If gw is of the form gw = expv1V ′
1(w) . . .expvsV ′

s (w) for fixed v1, . . . ,vs ∈ R, we have

| T̃wξ̃ (w;v1, . . . ,vs) |≤ (1+
s

∑
i=1

v2
i )

M
d

∑
j=1

C̃ j(w) ‖ ξ̃ (w) ‖0,DMj

where M = sup j=1,...,dM̃ j. For w ∈ K, we even have

| T̃wξ̃ (w;v1, . . . ,vs) |≤C(1+
s

∑
i=1

v2
i )

M
d

∑
j=1

‖ ξ̃ ‖K
0,DMj

.

Remark 6. Let now K be a compact subset contained in a chart so that ∂ a

∂wa makes sense. For a
multi-index a and w ∈ K, we have
∂ a

∂wa (T̃wξ̃ )(w;0) =
∂ a

∂wa

∫
Rs−b

ξ̃SP(w;0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us)
s

∏
j=b+1

e−iu j<w,U j(w)>dub+1 . . .dus

=
∫

Rs−b

∂ a

∂wa [ξ̃SP(w;0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us)
s

∏
j=b+1

e−iu j<w,U j(w)>]dub+1 . . .dus.

In fact, ξ̃SP ∈ K S (W,S (Rs)), as this is the case for ξ̃ and as the change of coordinates
is bipolynomial with smooth coefficients. It is then easy to check the hypothesis of the theorem
which allows to interchange derivation and integration [5]. If we apply successively the formula
of derivation of a product of functions, we see that there exist two finite families of polynomial
functions Pk(w,0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us) and Qi(w,0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us), indexed by multi-indices k
and i which are C ∞ in w such that

∂ a

∂wa (T̃wξ̃ )(w;0) =
∫

Rs−b
∑

|k|≤|a|
[(

∂ k

∂wk ξ̃SP)(w;0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us)]

·Pk(w,0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us)
s

∏
j=b+1

e−iu j<w,U j(w)>dub+1 . . .dus

=
∫

Rs−b
∑
|i|≤|a|

∂ i

∂wi [Qi(w,0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us)ξ̃SP(w;0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us)]

s

∏
j=b+1

e−iu j<w,U j(w)>]dub+1 . . .dus.
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Let us consider Qi(w,0, . . . ,0,ub+1, . . . ,us) as a polynomial in u1, . . . ,us which is constant in
u1, . . . ,ub and which we will also denote by Qi. Let (v1, . . . ,vs) denote the coordinates in the
Malcev basis (V1(w), . . . ,Vs(w)). We know that the change of coordinates between the u′s and the
v’s is bipolynomial with smooth coefficients in w. In this change of coordinates the polynomial
Qi is hence changed into a new polynomial Ri in the variables v1, . . . ,vs, such that Qi = (Ri)SP.
Hence Qi(w, ·)ξ̃SP(w, ·) becomes Ri(w, ·)ξ̃ (w, ·) if we change from coordinates u j to v j and

| ∂ a

∂wa (T̃wξ̃ )(w;0) | ≤ ∑
|i|≤|a|

| T̃w(
∂ i

∂wi (Qi(w; ·)ξ̃SP(w; ·))(0)) |

≤ C(w) ∑
|i|≤|a|

‖ ∂ i

∂wi (Ri(w; ·)ξ̃ (w; ·)) ‖0,DMi
by lemma 5

≤ C(w) ∑
|i|≤|a|

‖ ξ̃ (w) ‖|a|,DMiDi

≤ C(w) ∑
|i|≤|a|

‖ ξ̃ (w) ‖|a|,D̃i
< ∞

where Di is the element of PD(W,Rs) obtained by multiplication by Ri and D̃i = DMiDi.
Finally, we get :

Lemma 7. For any compact subset K contained in a fixed chart of W and for any multi-index
a, there exist C > 0,M ∈ N and finite families of multi-indices A j and of differential operators
D j ∈PD(W,Rs), j ∈ {1, . . . ,d} such that

| ∂ a

∂wa (T̃wξ̃ )(w;v1, . . . ,vs) |≤C(1+
s

∑
i=1

v2
i )

M
d

∑
j=1

‖ ξ̃ ‖K
A j,D j

< ∞

for all ξ̃ ∈K S (W,S (Rs)) and for all w ∈ K.

Proof. By arguments similar to the ones in lemma 6 and remark 5.

Definition 10. A family T = (Tw)w of linear operators from K S (W,S (N/P,χ)) to
K S (W,S (N/P′,χ)) is said to be smooth if, for every ξ ∈ K S (W,S (N/P,χ)) and ξ ′ ∈
K S (W,S (N/P′,χ)), the map w 7−→< Tw(ξ (w)),ξ ′(w) >L2(N/P′(w),χw) is smooth. In this defi-
nition, we assume of course that we have chosen a smooth family of bases of n relative to p′(w)
and that we endow N/P′(w) with the corresponding Lebesgue measure.

We are now prepared for our final result.

Theorem 3. Let W be a submanifold of n∗ such that the dimension of polarizations associated
to elements of W is fixed. We consider (p(w))w∈W and (p′(w))w∈W two smooth families of pola-
rizations of the elements of W in n. Then, there exists a non-empty relative open subset U ⊂W
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such that for every w0 ∈U and for every relative open neighborhood V0 of w0 in U there exist
w′0 ∈ V0 and a relative open neighborhood V ′

0 of w′0 in V0 such that

T := (Tw)w : K S (V ′
0 ,S (N/P,χ))−→K S (V ′

0 ,S (N/P′,χ))

defines a continuous linear operator. Moreover, (Tw)w is a smooth family of intertwining opera-
tors between (πw) and (π ′w).

Proof. We know by [11], that Tw(ξ (w)) converges for every w and may be extended to all
ξ (w) ∈ L2(N/P(w),χw), that Tw intertwines πw and π ′w, and that T̃w intertwines ρw and ρ ′w.
The smoothness of w 7−→< Tw(ξ (w)),ξ ′(w) >L2(N/P′(w),χw) is due to the fact that it is possible
interchange derivation and integration (see [5]).
In the proof of the continuity of T = (Tw)w, we will use the bounds established for
| ∂ a

∂wa T̃w(ξ̃ (w)) | in lemma 7.
By theorem 1, there exists a non-empty relatively open subset U of W such that for every w0 ∈U
and for every relative neighborhood V0 of w0 in U there exists w′0 ∈ V0 and a relative neighbo-
rhood V ′

0 of w′0 in V0 with the following properties : For every D = (Dw)w ∈PD(V ′
0 ,Rs), there

exists Uw = ∑|ζ |<C cζ (w)Zζ ∈U (n) where Zζ is defined by Zζ = Zζ1
1 . . .Zζn

n if ζ = (ζ1, . . . ,ζn)
and cζ (w) are smooth such that dρ ′w(Uw) = Dw for all w ∈ V ′

0 . If M is the integer obtained by
lemma 7, let us choose an integer M̃≥M and denote by DM̃ ∈PD(V ′

0 ,Rs) the operator obtained
by multiplication by (1+∑

s
i=1 v2

i )
M̃. For any D′ = (D′

w)w ∈PD(V ′
0 ,Rs), we define D = (Dw)w

by Dw := DM̃D′
w. We then obtain, for every ξ̃ ∈K S (V ′

0 ,S (Rs)),

| DM̃
∂ a

∂wa D′
w(v)(T̃ ξ̃ )(w;v1, . . . ,vs) | = | ∂ a

∂wa Dw(v)(T̃ ξ̃ )(w;v1, . . . ,vs) |

= | ∂ a

∂wa dρ
′
w(Uw)(T̃ ξ̃ )(w;v1, . . . ,vs) |

= | ∂ a

∂wa T̃ (dρw(Uw)ξ̃ )(w;v1, . . . ,vs) |

= | ∂ a

∂wa T̃ (D1ξ̃ )(w;v1, . . . ,vs) |

≤ C(1+
s

∑
i=1

v2
i )

M
d

∑
j=1

‖ D1ξ̃ ‖K
A j,DMj

≤ C(1+
s

∑
i=1

v2
i )

M
d

∑
j=1

‖ ξ̃ ‖K
A j,DMj D1

for some smooth families (Uw)w in U (n) and D1 = (D1,w)w ∈PD(V ′
0 ,Rs) such that dρw(Uw) =

D1,w. Hence

| ∂ a

∂wa D′
w(v)(T̃wξ̃ )(w;v1, . . . ,vs) |≤C

1
(1+∑

s
i=1 v2

i )M̃−M

d

∑
j=1

‖ ξ̃ ‖K
A j,DMj D1

< ∞.



66 A smooth family of intertwining operators

As M̃ ≥M, ‖ T̃ ξ̃ ‖K
A,D′< ∞ and T ξ ∈K S (V ′

0 ,S (N/P′,χ)) for all ξ ∈K S (V ′
0 ,S (N/P,χ)).

The continuity of T for the topology of the generalized Schwartz spaces is deduced from the
inequality

‖ (T̃ ξ̃ ) ‖K
A,D′≤C

d

∑
j=1

‖ ξ̃ ‖K
A j,DMj D1

Proposition 8. There exist a smooth function |α(w)| and a smooth normalization of the bases
and measures of (N/P(w))w and (N/P′(w))w such that R = (Rw)w is a smooth family of unitary
intertwining operators between (πw)w and (π ′w)w where Rw = 1

|α(w)|Tw.

Proof. It is well known that for a fixed w, πw acts algebraically irreducibly on the space of the
C ∞-vectors and there exists a unitary intertwining operator Sw between πw and π ′w. Since Tw is
also an intertwining operator between πw and π ′w, S−1

w ◦Tw intertwines πw. By Schur’s Lemma,
S−1

w ◦ Tw = α(w)IS (N/P(w),χw) where α(w) ∈ C∗ and Rw := 1
|α(w)|Tw is a unitary operator. In

addition, the map w 7−→ |α(w)| is smooth. This is due to smoothness of the map

w−→< Twξ (w),Twξ (w) >L2(N/P′(w),χw)

by theorem 3. In fact, let’s choose a smooth family ξ = (ξ (w))w with ξ (w) ∈ L2(N/P(w),χw)
and ‖ ξ (w) ‖2

2= 1 for all w. Then

d(w) :=< Twξ (w),Twξ (w) >L2(N/P′(w),χw) = |α(w)|2 < Swξ (w),Swξ (w) >L2(N/P′(w),χw)

= |α(w)|2 ‖ ξ (w) ‖2
2 since Sw is a unitary operator

= |α(w)|2

and w 7−→ |α(w)| =
√

d(w) is smooth. Hence R = (Rw) is a smooth family of unitary intertwi-
ning operators.

We may now make a similar construction by interchanging the roles of p(w) and p′(w). We get a
smooth family of intertwining operators

T ′ := (T ′w)w : K S (Ṽ ′
0 ,S (N/P′,χ))−→K S (Ṽ ′

0 ,S (N/P,χ))

by

T ′wξ
′(w,g) =

∫
P(w)/P(w)∩P′(w)

ξ
′(w;gu)χw(u)du.

Note that the non-empty relatively open subset of W had perhaps to be restricted once more and is
now denoted by Ṽ ′0. By the same arguments as previously, there exist α ′(w) ∈C∗ and a unitary
intertwining operator S′w such that (S′w)−1 ◦ T ′w = α ′(w)IS (N/P′(w),χw) and also R′w := 1

|α ′(w)|T
′

w

defines a smooth family of unitary intertwining operators and the map w 7−→ |α ′(w)| is smooth.
On the other hand, T ′w ◦Tw intertwines πw. But such an operator must be a multiple c(w) of the
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identity by Schur’s lemma where c(w) ∈ C∗ and the map w 7−→ c(w) is smooth by the same
argument as previously. By [7] and [11], we know that c(w) > 0. Since

R′w ◦Rw =
1

|α ′(w)||α(w)|
T ′w ◦Tw =

1
|α ′(w)||α(w)|

c(w)IS (N/P(w),χw)

is unitary and since c(w) > 0, we obtain |α ′(w)||α(w)|= c(w) and R′w = R−1
w . This implies that

R = (Rw)w : K S(Ṽ ′
0 ,S (N/P,χ))→K S(Ṽ ′

0 ,S (N/P′,χ))

is a linear homeomorphism.

Let us now define for all K compact subset of V ′
0 and for every ξ (w) ∈ L2(N/P(w),χw) such

that w 7−→‖ ξ (w) ‖L2(N/P(w),χw) is measurable, the following semi-norm

‖ ξ ‖2,K=
(∫

K
‖ ξ (w) ‖2

L2(N/P(w),χw) dµ(w)
) 1

2

where dµ(w) denotes the usual measure on the submanifold V ′
0 obtained locally from the Le-

besgue measure on the charts. Then we consider

L2
c(V

′
0 ,L2(N/P,χ)) = {ξ = (ξ (w))w∈V ′

0
| ξ (w) ∈ L2(N/P(w),χw) ∀w, such that

w 7→‖ ξ (w) ‖L2(N/P(w),χw) is measurable and ‖ ξ ‖2,K< ∞,

∀K ⊂ V ′
0 compact }

Note that L2
c(V

′
0 ,L2(N/P,χ)) is a Fréchet space and that

L2
c(V

′
0 ,L2(N/P,χ)) = K S (V ′

0 ,S (N/P,χ))
L2

c .

Proposition 9. The families of intertwining operators T = (Tw)w and R = (Rw)w may
be extended continuously to families of intertwining operators from L2

c(V
′

0 ,L2(N/P,χ)) to
L2

c(V
′

0 ,L2(N/P′,χ)).

Proof. For ξ ∈K S (V ′
0 ,S (N/P,χ)), we have

‖ T ξ ‖2
2,K =

∫
K
‖ Twξ (w) ‖2

L2(N/P′(w),χw) dµ(w)

=
∫

K
|α(w)|2 ‖ Rwξ (w) ‖2

L2(N/P′(w),χw) dµ(w)

≤ C ‖ ξ ‖2
2,K

where 0 ≤ C := supw∈K|α(w)|2 < ∞. So the extension of T to the Fréchet space
L2

c(V
′

0 ,L2(N/P,χ)) is possible. For R = (Rw)w the argument is similar, except that |α(w)|2
is replaced by 1. So T and R can be extend to operators from L2

c(V
′

0 ,L2(N/P,χ)) to
L2

c(V
′

0 ,L2(N/P′,χ)).
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3.5 Kernel functions and intertwining operators.

3.5.1
As before, let (p(w))w∈W and (p′(w))w∈W be two smooth families of polarizations of the

elements of W . Let πw and π ′w be the corresponding unitary irreducible representations and
R = (Rw)w and R′ = (R′w)w be the smooth families of unitary intertwining operators obtained in
proposition 8, where w runs through a certain non-empty open subset of W . Let now f ∈S (N).
Then the operator πw( f ) (resp. π ′w( f )) is a kernel operator whose kernel function F (resp. F ′) is
given by the formula

F(w,x,y) =
∫

P(w)
f (xpy−1)χw(p)d p

(resp. F ′(w,x,y) = . . . with P′(w) instead of P(w) in the formula). It is easy to check that in this
case the kernel functions F and F ′ are related by the formula

F ′(w,x,y) = (Rw⊗Rw)F(w,x,y)

=
1

| α(w) |2
∫

P′(w)/P(w)∩P′(w)

∫
P′(w)/P(w)∩P′(w)

F(w,xu,yv)χw(u)χw(v)dudv.

3.5.2
Conversely, one may ask the question whether, given an appropriate kernel function F , there

exists f ∈S (N) such that πw( f ) is a kernel operator and has F(w, ·, ·) as a kernel function. In
this case, R(F) := f is called a retract for F .
For fixed w, this question has been solved by R.Howe [7]. If w runs through n∗gen, set of generic
linear forms in the sense of Ludwig-Zahir [22] and if the polarizations and bases are particulary
well chosen, a solution to this problem is given by the generalized Fourier inversion theorem,
found in [20]. In particular, the function F has to satisfy the following covariance condition

F(w,xp,yp′) = χw(p)χw(p′)F(w,x,y) ∀p, p′ ∈ P(w),∀x,y ∈ N.

If moreover, the polarizations (p(w))w are Vergne polarizations with respect to a fixed Jordan-
Hölder basis, we need the following compatibility relation for kernel functions corresponding to
equivalent representations :

w′ = Ad∗(m)w for some m ∈ N =⇒ F(w′,x,y) = F(w,xm,ym),∀x,y ∈ N.

This condition just translates the equivalence relation between the corresponding representations
into a relation between the kernel functions. Furthermore, these conditions are necessary (but not
sufficient) for the existence of a retract.
The compatibility condition may of course be transferred to any other smooth choice of polariza-
tions (p′(w))w, at least locally, when theorem 3 and proposition 8 apply. A corresponding family
of operator kernels F ′(w, ·, ·) will have to satisfy

w′ = Ad∗(m)w for some m ∈ N =⇒ ((R′w′⊗R′w′)F ′)(w′,x,y) = ((R′w⊗R′w)F ′)(w,xm,ym)
∀x,y ∈ N.
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3.5.3

The smoothness of the family of intertwining operators is necessary for the following rea-
son : the theorems for the existence of a retract, when w runs through an appropriate non-empty
relatively open set in our submanifold W , require the potential kernel functions to be generali-
zed Schwartz functions and smooth families of intertwining operators send such kernel functions
into functions of the same type. This allows, under appropriate conditions, to transfer results on
the existence of a retract for representations built by using a particular type of polarizations to a
more general or more suitable family of polarizations and representations, at least locally, where
we have the existence of the smooth family of intertwining operators. The next paragraph will
give a more precise example.

3.5.4

Let N = expn be a connected, simply connected, nilpotent Lie group, let B be a fixed Jordan-
Hölder basis and let K be a compact Lie subgroup of Aut(N), acting smoothly on N. Of course,
this action induces a corresponding action of K on n, n∗, N̂,. . . Let us assume that for any l′ ∈ n∗,
p(l′) denotes the Vergne polarization of l′ with respect to the basis B. The action of K on N̂ is
given by

k
πl(x) := πl(k−1 · x) ∀x ∈ N, ∀k ∈ K.

Hence the question : Does there exist a local retract theorem for πk
l , where k runs through an

appropriate section of K/Kπl ? Here Kπl denotes the stabilizer of πl and is equal to the set of all
k’s in K such that kπl is equivalent to πl . Let us assume l to be generic in the sense of Ludwig-
Zahir. Let us notice that k ·p(l) is a polarization for k · l and let us define π̃k = indN

k·P(l)χk·l . It is

easy to see that kπl and π̃k are unitary equivalent through the intertwining operator Uk defined
by Ukξ (t) := ξ (k−1 · t) for all ξ ∈ Hkπl

. So, instead of proving the existence of a local retract
for kπl , which turns out to be very complicated, it is sufficient to prove such an existence for the
representation π̃k. But even this is not straightforward. Let us therefore define πk·l := indN

P(k·l)χk·l
where P(k · l) = expp(k · l) and where p(k · l) is the Vergne polarization for k · l with respect to the
fixed basis B. We do this for k ∈ K̃ := {k ∈ K|k · l ∈ n∗gen}. As we are now dealing with generic
linear forms k · l and Vergne polarizations p(k · l), we may use the Fourier inversion theorem [20],
to prove the existence of a local retract for suitable kernel functions (having compact k− support
for k in a local section of K/Kπl , generalized Schwartz conditions, covariance and compatibility
conditions). Finally, the smooth family of intertwining operators gives the retract result for the
representations (π̃k)k, and hence for the representations (kπl)k, locally where theorem 3 and
proposition 8 hold. The details of the argument require a very careful definition of the potential
kernel functions and the proof of the fact that the smooth family of intertwining operators respects
these kernel functions.
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3.6 Example of the Heisenberg group.
In the case of the Heisenberg group H = exph where h =< X ,Y,Z > with [X ,Y ] = Z, we

consider the submanifold of h∗ given by

W = {lε := (1+ ε)Z∗ | ε ∈]−1,1[}.

Then p(lε) = RY +RZ and p′(lε) = R(Y +εX)+RZ define two smooth families of polarizations
of the collection of lε ’s, for ε ∈]− 1,1[, and we denote by πε := indN

P(lε )
χlε et π ′ε := indN

P′(lε )
χlε

the corresponding induced representations of H where P(lε) = expp(lε) and P′(lε) = expp′(lε).
We will compute explicitly the families of intertwining operators (Tε)ε and (Rε)ε and we will
show how the singularities appear and behave.

3.6.1 First method.

We construct a basis of h relative to p(lε) which respects p′(lε) by the index method of section
3.2.1. Similarly, we construct a basis of h relative to p′(lε) which respects p(lε). To do this, we
write the basis {X ,Y,Z} as follows

Y1 = X ;Y2 = Y ;Y3 = Z.

Then, we obtain the following index sets I := Ip(lε ) = {2,3} and I′ := Ip′(lε ) = {1,3}, which are
fixed for ε ∈]−1,1[\{0} . Moreover, by proposition 3, we construct {Y1 + 1

ε
Y2,Y3}= {X + 1

ε
Y,Z}

as a smooth Jordan-Hölder basis of p′(lε) and {Y2,Y3}= {Y,Z} as a smooth Jordan-Hölder basis
of p(lε). Finally, we obtain that {X + 1

ε
Y} is a smooth Malcev basis of h relative to p(lε) and that

{Y} is a smooth Malcev basis of h realtive to p′(lε).
Let ξ̃ ∈ S (R) be arbitrary and let us identify it with a function of K S (W ,S (R)) which is
constant in ε . We then define the function ξ ∈K S (W ,S (H/P(l),χ)) by

ξ (ε,exp(x(X +
1
ε

Y ))expyYexpzZ) = ei(1+ε)z
ξ (ε,exp(x(X +

1
ε

Y ))) := ei(1+ε)z
ξ̃ (x),

thanks to the covariance relation. We then have

(T̃ε ξ̃ )(y) := (Tεξ )(ε;expyY )

=
∫

R
ξ (ε;expyY · expx(X +

1
ε

Y ))χlε (expx(X +
1
ε

Y ))︸ ︷︷ ︸
=1

dx

=
∫

R
ξ (ε;expx(X +

1
ε

Y ))e−i(1+ε)xydx

=
∫

R
ξ̃ (x)e−i(1+ε)xydx

= ̂̃
ξ ((1+ ε)y).
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Formally, (T̃ε ξ̃ )(y) converges to ̂̃
ξ (y) when ε tends to 0. But, this makes no sense for our

problem, as the norm of the vector X + 1
ε
Y of the Malcev basis of h relative to p(lε) tends to

infinity. Even, if we would replace this vector by V (ε) := ε(X + 1
ε
Y ) = Y + εX , then V (ε)

would converge to Y ∈ p(l), where l0 = l, for ε −→ 0, i.e. the limit vector would no longer be
a Malcev basis of h relative to p(l). This illustrates the fact that the singularities are inherent to
this problem and method.

3.6.2 Second method.
In this particular example of the Heisenberg group, one may find another, "natural" Malcev

basis of h relative to p(lε), respectively p′(lε), i.e. {X}, which is a good choice for both families
of polarizations.
As we will see, the singularity at ε = 0 will, in this approach, lead to a nice interpretation :
As a matter of fact, for ε = 0, lε = l and p(lε) = p′(lε) = p(l) = RY + RZ. So, for ε = 0, the
polarizations and representations coincide. The intertwining operator may be taken to be the
identity. We will show that, for an appropriate choice of the unitary intertwining operators Rε

(these are only defined up to a constant of module 1), the family (Rε)ε will converge weakly and
strongly towards the identity operator. Unfortunately, this cannot be done smoothly, nor in the
generalized Schwartz topologies. Moreover, in the case of a general nilpotent Lie group, such an
approach is not possible.
Again, we start with an arbitrary function ξ̃ ∈S (R) and we define ξ ∈K S (W ,S (H/P,χ))
by

ξ (ε,expxX · expyY · expzZ) = ei(1+ε)z
ξ (ε,expxX) =: ei(1+ε)z

ξ̃ (x),

thanks to the covariance relation. As {Y +εX} is a Malcev basis of p′(lε) relative to p(lε)∩p′(lε),
we have

(T̃ε ξ̃ )(x) := (Tεξ )(ε,expxX)

=
∫

R
ξ (ε,expxX · expy(Y + εX))χlε (expy(Y + εX))︸ ︷︷ ︸

=1

dy

=
∫

R
ξ (ε,exp(x+ yε)X)e−i 1

2 y2ε(1+ε)dy

=
1
ε

∫
R

ξ (ε;exp(x+ y)X)e−i 1
2

1+ε

ε
y2

dy

=
1
ε

∫
R

ξ̃ (x+ y)e−i 1
2

1+ε

ε
y2

dy.

By elementary computation and by the use of integration by parts, the integral∫
R

e±ix2
dx =

(1± i)
√

π√
2
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(see[8]) implies that for Schwartz function ξ̃ on R and every x ∈ R,

limu−→+∞

√
u

∫
R

ξ̃ (x+ s)e±ius2
ds =

(1± i)
√

π√
2

ξ̃ (x).

In order to use this result, let’s put u := 1
2

1+ε

|ε| and sgn(ε) =
{

+1 if ε > 0
−1 if ε < 0

Hence

(T̃ε ξ̃ )(x) =
√

2
sgn(ε)

√
|ε|(1+ ε)

· [
√

u
∫

R
ξ̃ (x+ y)e−isgn(ε)uy2

dy]

which implies that limε−→0|(T̃ε ξ̃ )(x)|= +∞ for all x. Let’s define

R̃ε :=
sgn(ε)

√
|ε|(1+ ε)√
2π

· 1+ sgn(ε)i√
2

· T̃ε .

We then have the following pointwise convergence

limε−→0(R̃ε ξ̃ )(x) = ξ̃ (x), ∀x ∈ R,

if ξ̃ ∈S (R). Of course, the R̃ε ’s are intertwining operators. Moreover they are isometries and
hence unitary, by the arguments of proposition 8. To show the isometry property, we make the
following computations :

(T̃ε ξ̃ )(x) =
1
ε

∫
R

ξ̃ (x+ y)e−i 1
2

1+ε

ε
y2

dy

=
1
ε

e−i 1
2

1+ε

ε
x2

∫
R

ξ̃ (u)e−i 1
2

1+ε

ε
u2︸ ︷︷ ︸

=:η(ε,u)

ei 1+ε

ε
uxdu

=
1
ε

e−i 1
2

1+ε

ε
x2

η̂(ε,−1+ ε

ε
x)

and

‖ T̃ε ξ̃ ‖2
2 =

∫
R

1
ε2 | η̂(ε,−1+ ε

ε
x) |2 dx

=
1
ε2

|ε|
1+ ε

∫
R
|η̂(ε,u)|2du

=
2π

|ε|(1+ ε)
‖ η(ε, ·) ‖2

2

=
2π

|ε|(1+ ε)
‖ ξ̃ ‖2

2

Finally,

‖R̃ε ξ̃‖2 =

√
|ε|(1+ ε)√

2π
‖T̃ε ξ̃‖2 = ‖ξ̃‖2 ∀ξ̃ ∈S (R)
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and ‖R̃ε‖op = 1. The operators Rε may hence be extended to all of L2(R).
We have seen that R̃ε ξ̃ −→ ξ̃ pointwise, when ε −→ 0. This implies that R̃ε −→ IS (R) weakly
and strongly, where IS (R) is the identity operator on S (R), and hence also on L2(R) similarly.
As a matter of fact, for all ξ̃ , η̃ ∈S (R),

< R̃ε ξ̃ , η̃ >= R̃ε(ξ̃ ∗ ˇ̃η)(0)−→ ξ̃ ∗ ˇ̃η(0) =< ξ̃ , η̃ >, if ε → 0,

by the pointwise convergence, where ˇ̃η(x) := η̃(−x). So, as the R̃ε ’s are isometries,

‖R̃ε − ξ̃‖2
2 = ‖ξ̃‖2

2−< R̃ε ξ̃ , ξ̃ >−< ξ̃ , R̃ε ξ̃ > +‖ξ̃‖2
2 −→ 0, if ε → 0

for all ξ̃ ∈S (R). We have weak and strong convergence of (R̃ε)ε towards IS (R) in S (R), and
hence in L2(R) similarly, by density of S (R) in L2(R). Unfortunately the family (R̃ε)ε∈]−1,1[,
where R̃0 = IS (R), is not smooth at the origin, nor do we have convergence in the generalized
Schwartz topologies.
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Chapitre 4

La théorie du rétracte pour différentes
réalisations des représentations

Introduction

Soient N un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe et n l’algèbre de Lie
correspondant munie d’une base de Jordan-Hölder B. On considère aussi un sous-groupe de Lie
compact K du groupe des automorphismes de N.
On note cette action par :

K×N −→ N
(k,x) 7−→ k · x

Le but de ce chapitre consiste à fournir certains résultats sur la théorie du rétracte soumis à l’ac-
tion de K (construction générale d’un rétracte pour la réalisation des représentations obtenues par
induction à partir de polarisations de Vergne dans le cas générique, application à la construction
d’un rétracte pour d’autres choix de polarisations ...). Ainsi, les résultats trouvés sur les rétractes
permettront de remplacer certains raisonnements sur les fonctions f ∈S (N) par des raisonne-
ments sur les noyaux des opérateurs soumis à l’action de K. Ces techniques vont être utiles et
importantes dans l’étude des idéaux K-premiers de l’algèbre de groupe et dans l’étude de la den-
sité des fonctions de Schwartz dans les noyaux des K−orbites.
Notons πl la représentation induite de N définie comme suit

πl = indN
P(l)χl

où l est une forme linéaire de n∗, p(l) la polarisation de Vergne en l par rapport la base B,
P(l) = expp(l) et χl est le caractère défini par χl(x) = e−i<l,logx> pour tout x ∈ P(l).
Suite aux différentes actions de K sur N̂, le dual de N, n∗, etc., on définit les représentations
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irréductibles de N comme suit

πk·l = indN
P(k·l)χk·l

π̃k = indN
k·P(l)χk·l

k
πl(x) = πl(k−1 · x).

Nous avons montré que kπl et π̃k sont unitairement équivalentes par l’opérateur d’entrelacement
Uk défini par Ukξ (t) := ξ (k−1 · t) pour tout ξ ∈Hkπl

, espace de Hilbert associé à kπl (voir cha-
pitre 1). Ainsi, au lieu de prouver l’existence d’un rétracte local pour kπl , ce qui s’avère être
compliqué, il est suffisant de prouver une telle existence pour la représentation π̃k. Malheureu-
sement, ceci ne peut pas non plus être fait directement. En fait, le seul outil à notre disposition
est un théorème d’inversion de Fourier dans l’ensemble n∗gen des formes linéaires génériques au
sens de Ludwig-Zahir [20], lorsque les polarisations utilisées sont les polarisations de Vergne. Ce
résultat sera utilisé pour montrer l’existence d’un rétracte local pour les représentations πk·l , à sa-
voir lorsqu’on utilise des polarisations de Vergne. Pour des raisons techniques, on établit d’abord
le résultat du rétracte dans une section de Pukanszky avant de passer à la partie de la K−orbite
formée d’éléments génériques. Finalement ce résultat est réécrit de manière à prendre comme
variable k ∈ K, au lieu de k · l ∈ n∗gen. C’est ce dernier résultat qui peut être transféré localement
aux représentations π̃k, à savoir aux représentations induites à partir de polarisations de la forme
k ·p(l), via la théorie des familles lisses d’opérateurs d’entrelacement. Ce transfert n’est à priori
assuré que sur un certain ouvert relatif dans une section de K/Kl . Dans une première étape, on
passe alors à un certain ouvert relatif de K tout entier, avant de translater arbitrairement cet ouvert
dans K. Le recours à une partition de l’unité finalement nous donne un résultat de rétracte global
sur K pour les représentations π̃k.
Enfin la restriction de ce résultat à une section de K/Kl permet le passage aux représentations de
la forme kπl . C’est ce dernier résultat qui sera utilisé dans le chapitre 6. Ces différentes étapes
successives nécessitent quelques commentaires. Certains passages ne sont possibles que lorsque
la forme linéaire l de départ est alignée, c’est-à-dire, lorsque les stabilisateurs de l, Kl , et de son
orbite co-adjointe, Kπl , coïncident. Ceci n’est pas une restriction, étant donné que chaque orbite
co-adjointe contient une forme linéaire alignée.
D’autre part, par soucis de rigueur nous avons donné, à chaque étape, la définition de l’espace
des fonctions noyaux correspondant, ainsi que le détail de l’argumentation. Malheureusement,
ces définitions et argumentations sont en fait très similaires, ce qui peut donner une certaine
impression de répétitions. Le lecteur avisé peut évidemment sauter ces parties assez évidentes.
Insistons cependant sur le fait que ces différentes étapes sont nécessaires dans une approche qui
se veut rigoureuse, la démonstration de l’existence du rétracte pour kπl ne se faisant pas directe-
ment.
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4.1 Stabilisateurs

On considère les stabilisateurs suivants :

Kl = {k ∈ K|k · l = l}
Kπl = {k ∈ K|kπl ' πl}

= {k ∈ K|πk·l ' πl}
= {k ∈ K|π̃k ' πl}
= {k ∈ K|k · l ∈ Ad∗(N) · l}

Les stabilisateurs Kl et Kπl sont des sous-groupes fermés de K.

Remarque 4.1. En général, on a toujours une inclusion entre Kl et Kπl , c’est-à-dire,
Kl ⊂ Kπl . Par contre l’autre inclusion n’est pas toujours vraie car :

k ∈ Kπl ⇔ k ∈ K et πk·l ' πl

⇔ k ∈ K,∃nk ∈ N t.q. k · l = Ad∗(nk)l
⇔ k ∈ K,∃nk ∈ N t.q. Ad∗(n−1

k )k · l = l

Donc, si k ∈ Kπl , k stabilise l’orbite co-adjointe de l, mais ne stabilise pas nécessairement l lui
même.

Proposition 4.1. Pour k ∈ K, on a

Kk·l = k ·Kl · k−1

Kπk·l = k ·Kπl · k
−1

Preuve. Soit k ∈ K. On a alors

k′ ∈ Kπk·l ⇔ πk′k·l ' πk·l

⇔ k′k · l ∈O(k · l)
⇔ ∃n ∈ N t.q. k′k · l = Ad∗(n)k · l
⇔ ∃n ∈ N t.q. k−1k′k · l = k−1Ad∗(n)k · l
⇔ ∃n ∈ N t.q. k−1k′k · l = Ad∗(k−1 ·n)l
⇔ k−1k′k · l ∈O(l)
⇔ k−1k′k ∈ Kπl

⇔ k′ ∈ kKπl k
−1.

Avec un raisonnement analogue, on montre que Kk·l = k ·Kl · k−1.
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4.2 Formes alignées.

Proposition 4.2. Soit O(l) une orbite co-adjointe dans n∗. Alors O(l) contient un élément aligné
l0, qui vérifie Kl0 = Kπl0

.

Preuve. Lipsman a montré l’existence d’une telle forme linéaire alignée sur chaque orbite coad-
jointe. Pour plus de détails, voir [12].
Soit maintenant l ∈ Ad∗(N)n∗gen. Il existe alors l0 ∈ Ad∗(N) · l ⊂ Ad∗(N)n∗gen tel que l0 est aligné.
Donc, il existe m ∈ N tel que l0 = Ad∗(m)l̃ avec l̃ ∈ n∗gen∩Ad∗(N)l. Ainsi l0 est générique par
rapport à la base de Jordan-Hölder {Ad(m)Z1, . . . ,Ad(m)Zn}. Appelons de nouveau cette base
{Z1, . . . ,Zn}.
Dans la suite, on suppose toujours que l0 est une forme linéaire alignée et générique au sens de
Ludwig-Zahir par rapport à la base de Jordan-Hölder {Z1, . . . ,Zn}.

Proposition 4.3. Si l0 aligné, Kk·l0 = Kπk·l0
pour tout k ∈ K. De plus, chaque orbite coadjointe

coupe K · l0 au plus en un point.

Preuve. D’après la proposition 4.1, on a, pour tout k ∈ K,

Kk·l0 = k ·Kl0 · k
−1 = k ·Kπl0

· k−1 = Kπk·l0

si l0 est aligné. Supposons maintenant que

Ad∗(m1) · l = k1 · l0
Ad∗(m2) · l = k2 · l0

On a alors

k1 · l0 = Ad∗(m1) · l
= Ad∗(m1m−1

2 )k2 · l0
= k2 [k−1

2 Ad∗(m1m−1
2 )k2]︸ ︷︷ ︸

∈Ad∗(N)

·l0

Il s’en suit alors

k−1
2 k1 · l0 ∈ Ad∗(N) · l0 =⇒ k−1

2 · k1 ∈ Kπl0
= Kl0

=⇒ k1 ∈ k2 ·Kl0

=⇒ k1 · l0 = k2 · l0

On en déduit alors que chaque orbite coadjointe coupe K · l0 au plus en un point.
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4.3 Action sur une section de Pukanszky.
Soit Σ une section des formes linéaires génériques obtenue par la méthode de Pukanszky [3].

Quite à translater cette section, on peut toujours supposer que l0 ∈ Σ.
Définissons maintenant

K̃ = {k ∈ K | k · l0 ∈ Ad∗(N)n∗gen}.

On constate que K̃ est un ouvert non vide puisque l’application de K dans n∗ définie par k 7−→ k ·l0
est continue, Ad∗(N)n∗gen est un ouvert non vide de n∗ et K̃ est l’image réciproque de Ad∗(N)n∗gen.
De plus, e ∈ K̃ étant que l0 est générique. Ainsi, il existe un voisinage ouvert V de e, contenu
dans K̃, tel que V ·V ⊂ K̃ et l’application différentiable

V ×V −→ K̃
(k,k′) 7−→ k · k′

satisfait les conditions suivantes
– e · k = k · e = k pour tout k ∈V .
– (k · k′) · k′′ = k · (k′ · k′′) pour tout k,k′,k

′′ ∈V tels que k · k′ ∈V et k′ · k′′ ∈V .
Ainsi, K̃ est un groupe de Lie local. (Voir [23]).
On définit une action de K̃ sur Ad∗(N)K̃ · l0∩Σ de la manière suivante :
Soit l1 = Ad∗(m)k1 · l0 ∈ Ad∗(N)K̃ · l0∩Σ. Par définition, si k, k1 ∈V , alors kk1 ∈ K̃,

k ∗ l1 := (l1)k

est l’unique élément de n∗ vérifiant

{(l1)k} = Ad∗(N)(k · l1)∩Σ

= Ad∗(N)(Ad∗(k ·m))(kk1) · l0)∩Σ

= Ad∗(N)(kk1 · l0)∩Σ seulement si k, k1 ∈V.

Il existe donc m′ = mk ∈ N tel que

(l1)k = Ad∗(mk)(kk1) · l0

L’élément mk n’est en général pas unique. L’image (l1)k est bien définie et unique, puisque
Ad∗(N)n∗gen ⊂ n∗puk où n∗puk désigne l’ensemble des éléments génériques au sens de Pukanszky
[3] (pour la base fixée d’avance) et puisque toute orbite coadjointe dans n∗puk coupe Σ en exacte-
ment un point. De plus, ∗ est une action du groupe de Lie local K̃ sur Ad∗(N)K̃ · l0 , à savoir pour
tout k,k′ ∈V tels que k′kk1 ∈ K̃, on a

k′ ∗ (k ∗ l1) = k
′
∗ (l1)k

= k′ ∗ (Ad∗(mk)kk1 · l0) pour un certain mk ∈ N
= Ad∗(mk′)k′Ad∗(mk)kk1 · l0 pour un certain mk′ ∈ N
= Ad∗(mk′)Ad∗(k′ ·mk)(k′kk1) · l0
= (l1)k′k
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En particulier, e∗ (l1)k = (l1)e·k = (l1)k, k ∗ l0 = (l0)k =: l0,k et

Ad∗(N)(K̃ · l0)∩Σ = {l0,k,k ∈ K̃}
= {k ∗ l0,k ∈ K̃}
= K̃ ∗ l0.

Rappelons maintenant la paramétrisation des orbites coadjointes génériques au sens de Pu-
kanszky.
Il existe deux ensembles d’indices disjoints S et T tels que S∪̇T = {1, . . . ,n}, un ouvert de Za-
riski n∗puk de n∗, et des fonctions rationnelles Q1(l, t), . . . ,Qn(l, t) où (l, t) = (l1, . . . , ln, t1, . . . , td)
avec d = cardS vérifiant les propriétés suivantes : Si S = { j1 < · · · < jd} et l = ∑

n
i=1 liZ∗i , on a

alors
– Les fonctions Qi(l, t) sont rationnelles en l non singulières sur n∗puk×Rd . Pour l fixé dans

n∗puk, ce sont des polynômes en t.
– Pour chaque l = ∑

n
i=1 liZ∗i fixé, la fonction Q(l, t) = ∑

n
i=1 Qi(l, t)Z∗i envoie Rd difféomor-

phiquement sur l’orbite N · l.
– Pour l fixé, la fonction Q j(l, t) dépend uniquement des ti tels que ji < j.
– Si j /∈ S, alors Q j(l, t) = l j + R j(l1, . . . , l j−1, t1, . . . , ti) où i est le plus grand indice tel que

ji < j et R j est rationnel. De plus Q1(l, t) = l1.
– Q ji(l, t) = ti, ∀i = 1, . . . ,d.

– Posons Σ = ∑i∈T RZ∗i et O(l) l’orbite coadjointe de l. Pour l fixé, O(l)∩ Σ est égal à
Q(l,0).

Pour plus de détails, on se réfère à [3]. On peut évidemment aussi translater la section de manière
à passer par le point c = ∑

n
j=1 c jZ∗j où c est un point arbitraire fixé de n∗puk. Alors l’intersection

de O(l) avec cette section est donnée par Q(l, [c]) où [c] désigne l’ensemble des coordonnées de
c correspondant aux indices de S.

Proposition 4.4. L’action ∗ est une action C ∞.

Preuve. Etant donné que les orbites coadjointes sont paramétrisées comme précédemment, que
l’application k 7−→ k · l est C ∞ et que les fonctions Qi(l, t) sont polynomiales en t pour l fixé, on
a alors que l’application k 7−→ lk = Q(k · l,0) (resp. Q(k · l, [c])) est lisse en k.
Par définition, on a

{l0,k}= (Ad∗(N)k · l0)∩Σ.

Ainsi, il existe mk := m(k) ∈ N tel que l0,k = Ad∗(mk)k · l0. En fait mk est unique modulo
N(k · l0) = expn(k · l0) où n(k · l0) est le stabilisateur de k · l0 défini par

n(k · l0) = {X ∈ n | < k · l0, [X ,n] >= 0}= k ·n(l0).

En effet, si Ad∗(mk)k · l0 = Ad∗(m′
k)k · l0, on a Ad∗((m′

k)
−1mk)k · l0 = k · l0 et par suite

mk = m′
k mod N(k · l0).
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Définition 4.1. On dit que (V,η) est une section lisse de K̃/Kl0 (resp. K/Kl0) si V est un ouvert
de K̃/Kl0 (resp. K/Kl0) et η : V −→ K̃ (resp. K) une application lisse telle que

p◦η = idK̃/Kl0
|V (resp . idK/Kl0

|V )

où p est la projection canonique de K̃ (resp. K) dans K̃/Kl0 (resp. K/Kl0).

Remarque 4.2. Pour tout x∈V , il existe un voisinage ouvert W de x et une application η :W 7−→
η(W ) qui est un difféomorphisme tel que η(W ) soit une sous-variété de K̃. Pour les détails, voir
[27].
Dans la suite, on prend les sections (V,η) de K̃/Kl0 (resp. K/Kl0) telle que V soit un ouvert de
K̃/Kl0 (resp. K/Kl0) et η : V −→ η(V ) soit un difféomorphisme avec η(V ) une sous-variété de K̃
(resp. de K) décrite entièrement à l’aide d’une seule carte (en prenant une restriction éventuelle
de la section si nécessaire).

Proposition 4.5. Il existe une section lisse (V,η) de K̃/Kl0 , un ouvert relatif Ṽ dans η(V ) ⊂ K̃
et une application

ϕ : Ṽ −→ N
k 7−→ mk où mk = m(k) t. q. l0,k = Ad∗(mk)k · l0

qui est une injection lisse.

Preuve. D’après [27], il existe une section locale lisse (V,η) de K̃/Kl0 contenant e. De plus on
pourra se limiter à une seule carte de cette section, également notée V , qui au besoin pourra être
identifiée avec l’ensemble des coordonnées correspondant.
D’après la proposition 4.4, l’action ∗ est lisse, c’est-à dire,

l0,k = Q(k · l0, [c])

est lisse en k et d’autre part
l0,k = Ad∗(mk)k · l0,

où les coordonnées de Ad∗(m)k · l0 sont des polynômes en m et à coefficients C ∞ en k. Ainsi, mk
vérifie les équations en m données par{

(Ad∗(m)k · l0) j = Q j(k · l0, [c]) si j ∈ T,
(Ad∗(m)k · l0) j = c j, si j ∈ S.

Ceci se résume à un système d’équations implicites polynomiales en m et à coefficients C ∞ en
k, c’est-à-dire,

Q̃ j(k,m) = 0 1≤ j ≤ n (I)

où Q̃ j sont des polynômes en m et à coefficients C ∞ en k.
Considérons maintenant la matrice jacobienne (par rapport aux coordonnées de m)

J(k,m) =
[

∂ Q̃ j

∂ (m)i

]
i, j

k ∈ η(V ),m ∈ N
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et choisissons (k0,mk0) un point qui réalise le rang le plus grand possible pour J(k,m). Notons ce
rang par p. En particulier, il existe une sous-matrice J̃(k0,mk0) dans J(k0,mk0) de dimension p× p
telle que detJ̃(k0,nk0) 6= 0. Ainsi, en appliquant le théorème des fonctions implicites généralisées
[4], il existe Ṽ un ouvert relatif non vide dans η(V ) ⊂ K̃ et une fonction lisse ϕ de Ṽ dans un
ouvert Ũ d’un sous-espace affine de dimension p de l’espace des coordonnées de N telles qu’on
a l’équivalence suivante

∀(k,mk) ∈ (Ṽ ×Ũ) Q̃ j(k,mk) = 0 ∀ j ⇐⇒ mk = ϕ(k)

En fait, n− p coordonnées de mk seront prises comme paramètres et pourront être fixées arbitrai-
rement (ce qui détermine le choix des mk.)

Proposition 4.6. Ad∗(N)(K̃ · l0)∩Σ est localement fermé dans Σ.

Preuve. Il suffit de montrer que

Ad∗(N)K̃ · l0 = (Ad∗(N)K · l0)∩ (Ad∗(N)n∗gen)

En effet,

(⊂) Ad∗(N)K̃ ·l0⊂Ad∗(N)K ·l0 car K̃⊂K et Ad∗(N)K̃ ·l0⊂Ad∗(N)n∗gen car K̃ ·l0⊂Ad∗(N)n∗gen

(⊃) Soit l = Ad∗(mk)k · l0 = Ad∗(m′
k) · l1 avec l1 ∈ n∗gen. Alors k · l0 = Ad∗(m−1

k m′
k) · l1 ∈

Ad∗(N)n∗gen et par suite k ∈ K̃.

D’autre part, on a Ad∗(N)K · l0 est fermé car N est nilpotent et K est compact (voir chapitre 1) et
Ad∗(N)n∗gen est ouvert. Ainsi, on peut conclure que Ad∗(N)K̃ · l0 est localement fermé.

Proposition 4.7. Ad∗(N)(K̃ · l0)∩Σ est une sous-variété de Σ contenue dans Ad∗(N)n∗gen.

Preuve. Tout d’abord, remarquons que le stabilisateur de l0 par rapport à l’action ∗ n’est autre
que Kl0 . En effet,

k ∗ l0 = l0 ⇐⇒ Ad∗(mk)k · l0 = l0 pour un certain mk ∈ N
⇐⇒ k · l0 = Ad∗(m−1

k ) · l0 ∈O(l0)
⇐⇒ k ∈ Kπl0

= Kl0 car l0 est aligné.

De plus étant donné que Kl0 un sous-groupe fermé de K, K/Kl0 est muni d’une structure de
variété C ∞ d’après la proposition 1.2. Puisque K̃ est un ouvert non vide dans K contenant Kl0 ,
K̃/Kl0 est aussi muni d’une structure de variété C ∞. Soit maintenant l’application suivante

φ : K̃/Kl0 −→ Ad∗(N)K̃ · l0∩Σ = K̃ ∗ l0
k̇ 7−→ l0,k = k ∗ l0

Il est clair que cette application est une bijection C ∞ et localement de rang constant. Ainsi
localement, les topologies de K̃/Kl0 et Ad∗(N)K̃ · l0∩Σ coïncident.
D’autre part, d’après la proposition 4.6, (Ad∗(N)K̃ · l0)∩Σ est localement fermé et par suite c’est
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une sous-variété de Σ contenue dans Ad∗(N)n∗gen en appliquant la version locale du théorème
1.3.

Soit maintenant πl0,k la représentation induite de N définie comme suit

πl0,k = indN
P(l0,k)

χl0,k

où P(l0,k) = expp(l0,k) et p(l0,k) est la polarisation de Vergne en l0,k par rapport à la base de
Jordan-Hölder B. Pour des raisons techniques, on va construire un rétracte local associé à la
représentation πl0,k afin d’en déduire un résultat du rétracte local associé à la représentation πk·l0 .
Pour cela, on va résoudre le problème du rétracte localement sur une carte d’une sous-variété
quelconque de Ad∗(N)n∗gen∩Σ en utilisant le théorème d’inversion de Fourier généralisé [20].

4.4 Résultat du rétracte sur Ad∗(N)n∗gen∩Σ.

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats sur l’inversion de Fourier généralisée
[20], qui exige de travailler avec des polarisations de Vergne et de rester dans Ad∗(N)n∗gen∩Σ.

4.4.1 Base coexponentielle de n par rapport à p(l).

Rappelons la construction d’une base coexponentielle (qui est en fait une base de Malcev,
voir reamarque 4.3) de n par rapport à p(l) où p(l) désigne la polarisation de Vergne en l pour
tout l ∈ Ad∗(N)n∗gen. Pour tout j ∈ {1, . . . ,n}, on considère n j = vec{Z j, . . . ,Zn} et l j = l|n j .
Ainsi, j est un indice de saut local pour l si

n j +n j(l j) ! n j+1 +n j(l j)

où
n j(l j) = {X ∈ n j | < l, [X ,n j] >≡ 0}

Notons alors R = {i1, . . . , id} l’ensemble des indices de saut locaux ordonné par valeurs crois-
santes. Cet ensemble est constant pour n∗gen, et même pour Ad∗(N)n∗gen, comme on peut le dé-
montrer facilement. Dans ce cas, {X1, . . . ,Xd} := {Zi1, . . . ,Zid} est une base coexponentielle de
n par rapport à p(l) et on peut identifier N/P(l) à Rd via le difféomorphisme suivant

EN/P(l) : Rd −→ N/P(l)
x = (x1, . . . ,xd) 7−→ exp(x1X1) . . .exp(xdXd) ·P(l)

Pour les détails, voir [20].
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Remarque 4.3. La base coexponentielle {X1, . . . ,Xd} de n par rapport à p(l), construite à partir
des indices de saut locaux de l, coïncide avec la base de Malcev {Z j, j ∈ J} de n par rapport à
p(l), construite à partir des ensembles d’indices définis comme suit

I = { j ∈ {1, . . . ,n} | n j +p(l) = n j+1 +p(l)} et J = {1, . . . ,n}\I.

Il suffit de remarquer que R, l’ensemble des indices de saut locaux, coïncide avec J. Il est clair
que J ⊂R puisque p(l) est une polarisation de Vergne et cardJ = cardR.

4.4.2 Inversion de Fourier généralisée.
? Ensemble des fonctions noyaux Ngen.

L’espace des fonctions noyaux Ngen est défini comme l’ensemble de toutes les fonctions C ∞

F : n∗×N×N −→ C

vérifiant les conditions suivantes :
– Le support de F en l est contenu dans Ad∗(N)n∗gen.
– Le support de F en l, pour l ∈ Σ, est compact.
– F vérifie la condition de covariance suivante

F(l,x · p,y ·q) = χl(p)χl(q)F(l,x,y)

pour tout p,q ∈ P(l) et l ∈ Ad∗(N)n∗gen.
– F est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, si on désigne par l̃ les coordon-

nées de l dans Ad∗(N)n∗gen∩Σ, on a pour tout A, B, C, D, E ∈ N et pour tout compact C0
contenu dans Ad∗(N)n∗gen∩Σ,

‖F ′‖C0
A,B,C,D,E := supl̃∈C0;x,y∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ l̃a

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc F ′(l̃,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.1)

où F ′(l̃,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) := F(l̃,expx1X1 . . .expxdXd,expy1X1 . . .expydXd) et
X1, . . . ,Xd désigne la base de Malcev de n par rapport à p(l) construite comme dans
la section 4.4.1.

– F vérifie la condition de compatibilité suivante :

F(Ad∗(m)l,x,y) = F(l,x ·m,y ·m)

pour tout m ∈ N.

? Remarque

L’ensemble des fonctions noyaux N est indépendant du choix des bases de Malcev lisses de
n par rapport à p(l) utilisées pour exprimer la condition de Schwartz.
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? Théorème d’inversion de Fourier généralisé

Théorème 4.1. Soit B une base de Jordan-Hölder donnée. Pour toute fonction noyau F ∈Ngen,
il existe alors f ∈S (N) unique tel que πl( f ) a pour noyau F(l, ·, ·) pour tout l ∈ Ad∗(N)n∗gen et
πl( f ) = 0 si l /∈ Ad∗(N)n∗gen. Ici πl désigne la représentation induite indN

P(l)χl de N avec P(l) =
expp(l) et p(l) est la polarisation de Vergne en l par rapport à la base donnée. Notons f = R(F)
le rétracte obtenu. Alors l’application linéaire F −→ R(F) de l’ensemble des fonctions noyaux
Ngen dans S (N), est continue si on munit l’ensemble des fonctions noyaux de la topologie
définie par toutes les semi-normes de type (4.1) et si on se limite à des fonctions noyaux F dont
le support en l dans Ad∗(N)n∗gen est contenu dans un fermé fixe de n∗ contenu dans Ad∗(N)n∗gen.

Preuve. Pour les détails, voir [20].

4.5 Résultat du rétracte global sur une sous-variété de
Ad∗(N)n∗gen∩Σ.

On commence tout d’abord par résoudre le problème du rétracte localement sur une carte
d’une sous-variéte de Ad∗(N)n∗gen ∩ Σ, puis on va coller ensemble à l’aide d’une partition de
l’unité d’un compact fixe de la sous-variété pour avoir un résultat du rétracte global sur cette
sous-variété. Ce résultat du rétracte concerne les représentations induites à partir de polarisations
de Vergne, tout en se limitant à la section de Pukanszky Σ.

4.5.1 Paramétrisation d’une sous-variété de Ad∗(N)n∗gen∩Σ.

Soit V une sous-variété de dimension r de la section Σ de dimension m = n− d contenue
dans Ad∗(N)n∗gen∩Σ. Pour l ∈ V , il existe une carte (U,ϕ) qui paramétrise V au voisinage de l
telle qu’elle soit la restriction d’une carte (W,ρ) de l dans Σ de la forme

W = ρ
−1(ϕ(U)×

m−r

∏
j=1

Wj)

où Wj est un voisinage ouvert de 0 dans R, d’adhérence compacte et tel que
ρ(l′) = (ϕ(l′),0, . . . ,0) pour tout l′ ∈ U ⊂ V (où le voisinage initial U a été réduit si né-
cessaire). Ceci résulte de la définition d’une sous-variété et signifie qu’on peut prolonger
un paramétrage d’un voisinage de l dans V en un paramétrage d’un voisinage de l dans
Ad∗(N)n∗gen ∩Σ. De plus, nous pouvons supposer que W est d’adhérence compacte, contenue
dans Ad∗(N)n∗gen∩Σ
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4.5.2 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux locales.
Supposons que notre sous-variété V est munie d’une famille de cartes qui peuvent être consi-

dérées comme la restriction à V de cartes de Σ au sens précédent dans 4.5.1.
Soit (U,ϕ) une telle carte. Supposons en plus que l’adhérence U est un compact contenu dans
Ad∗(N)n∗gen ∩Σ, de même que W où W est comme en 4.5.1. Les notations lU désigneront les
coordonnées de l dans la carte (U,ϕ) et ∂ a

∂ la
U

désigneront les dérivées partielles par rapport à ces
coordonnées. Ainsi, l’espace des fonctions noyaux locales N(U,ϕ) est défini comme l’ensemble
de toutes les fonctions C ∞

F : V ×N×N −→ C

qui vérifient les conditions suivantes :
– F est à support compact en l contenu dans U .
– F vérifie la condition de covariance suivante

F(l,x · p,y ·q) = χl(p)χl(q)F(l,x,y)

pour tout p,q ∈ P(l) et pour tout l ∈U .
– F est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, si on désigne par lU les coordon-

nées de l par rapport à une carte (U,ϕ) de V on a , pour tout A, B, C, D, E ∈ N et pour
tout compact C0 contenu dans U ,

‖F ′‖C0
A,B,C,D,E := suplU∈ϕ(C0);x,y∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ la
U

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc F ′ ◦ (ϕ−1⊗ id⊗ id)(lU ,x1, . . .xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.2)

où F ′(l,x1, . . .xd,y1, . . . ,yd) := F(l,expx1X1 . . .expxdXd,expy1X1 . . .expydXd)
D’après la section 4.4.1, N/P(l) est identifié à Rd via la base de Malcev {X1, . . . ,Xd}.

Proposition 4.8. L’ensemble des fonctions noyaux N(U,ϕ) est indépendant du choix des bases
de Malcev lisses de n par rapport à p(l).

Preuve. L’indépendance par rapport au choix des bases de Malcev lisses de n par rapport à p(l)
provient de l’indépendance par rapport au choix de ces bases de l’espace topologique défini par
les semi-normes (4.2).

4.5.3 Théorème du rétracte local sur une carte.
Théorème 4.2. Soit V une sous-variété de la section Σ, contenue dans (Ad∗(N)n∗gen)∩ Σ et
munie d’un atlas de cartes (U,ϕ) comme en 4.5.1. Pour toute fonction noyau locale F dans
N(U,ϕ), il existe f ∈S (N) tel que πl( f ) admet comme fonction noyau F(l, ·, ·) pour tout l ∈U
et πl( f ) = 0 si l ∈ V \U. De plus, πl( f ) = 0 si l /∈ Ad∗(N)n∗gen.
Notons f = R(F) le rétracte obtenu. La construction de ce rétracte peut être faite de manière
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à ce que l’application linéaire F −→ R(F) de l’ensemble des fonctions noyaux locales N(U,ϕ)
vers S (N) soit continue si on munit l’ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie par
toutes les semi-normes de type (4.2).

Preuve. La fonction F est définie sur V ×N×N. Pour pouvoir appliquer le théorème d’inversion
de Fourier généralisé (théorème 4.1), il faut prolonger F , localement sur la section Σ, tel que son
support en l, qui est compact, soit contenu dans Ad∗(N)n∗gen ∩ Σ. Ceci est réalisé grâce à la
paramétrisation de 4.5.1 tout en veillant à ce que W soit contenu dans (Ad∗(N)n∗gen)∩Σ. Soit
(W,ρ) cette paramétrisation.

– Prolongement local sur la section :
Remarquons d’abord qu’on a :

F(l;x,y) = F(ρ−1(ϕ(l),0, . . . ,0);x,y) ∀ l ∈U, ∀ x,y ∈ N

Définissons F1 sur (ϕ(U)×{(0, . . . ,0)})×N×N par :

F1((v1, . . . ,vr,0, . . . ,0);x,y) := F(ρ−1(v1, . . . ,vr,0, . . . ,0);x,y)

où r est la dimension de la sous-variété V . Soit m la dimension de la section Σ. Ainsi, on
prolonge F1 en une fonction F̆1 sur (ϕ(U)×∏

m−r
j=1 Wj)×N×N par

F̆1((u1, . . . ,ur,s1, . . . ,sm−r);x,y) := F1((u1, . . . ,ur,0, . . . ,0);x,y)
m−r

∏
j=1

θ j(s j)

où θ j ∈ C ∞
c (Wj) avec θ j(0) = 1 est arbitraire, mais fixé une fois pour toutes.

Finalement, on obtient un prolongement F̆ de F par

F̆(l′;x,y) = F̆1(ρ(l′);x,y) ∀l′ ∈W ⊂ Σ, ∀ x,y ∈ N

La fonction F̆ est bien un prolongement de F à W car

F̆(l;x,y) = F̆1(ρ(l);x,y)
= F̆1((ϕ(l),0, . . . ,0);x,y)
= F1((ϕ(l),0, . . . ,0);x,y) ·1
= F(ρ−1(ϕ(l),0, . . . ,0);x,y)
= F(l;x,y)

pour tout l ∈U ⊂W .
– Application du théorème d’inversion de Fourier généralisé à la fonction F̆ :

On remarque tout d’abord que dans les hypothèses du théorème d’inversion de Fourier gé-
néralisé (théorème 4.1), ∂ a

∂ l̃a désignent les dérivées partielles par rapport aux coordonnées

habituelles de l dans Ad∗(N)n∗gen∩Σ. Par contre dans notre cas, ∂ a

∂ la
W

désignent les dérivées
partielles par rapport aux nouvelles coordonnées de l dans W . Donc afin d’appliquer le
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théorème d’inversion de Fourier, il suffit de constater que le changement entre ces deux
systèmes de coordonnées est un difféomorphisme et ne modifie donc pas l’ensemble des
fonctions noyaux.
En appliquant ce théorème d’inversion, il existe f ∈ S (N) tel que l’opérateur πl( f ) ad-
met F̆(l, ·, ·) comme noyau si l ∈W ⊂ Σ, πl( f ) ≡ 0 si l ∈ Σ \W , ainsi que πl( f ) = 0 si
l /∈ Ad∗(N)n∗gen. Comme pour l ∈U on a F̆(l, ·, ·) = F(l, ·, ·), on obtient le résultat.
La continuité du rétracte est donnée par la continuité du rétracte dans le théorème d’in-
version de Fourier et par le fait que nos opérations de prolongement des fonctions noyaux
sont également continues.

4.5.4 Remarques.
– Le rétracte construit dans théorème 4.2 n’est évidemment pas unique. Il dépend du pro-

longement choisi pour la fonction noyau. La continuité du théorème 4.2 fait référence au
choix concret du rétracte opéré dans la démonstration du théorème.

– Le fait d’exiger dans la définition de l’ensemble des fonctions noyaux locales que le sup-
port compact en l soit contenu dans U ⊂V ⊂Ad∗(N)n∗gen∩Σ, implique qu’on reste éloigné
de n∗sing = n∗\Ad∗(N) f rakn∗gen. Ceci est important pour l’application du théorème d’inver-
sion de Fourier.

4.5.5 Partition de l’unité.
Soit C̃ un compact donné dans la sous-variété V de Σ qui est munie d’un système de cartes.

On peut donc choisir pour tout l ∈ V , des ouverts relatifs U(l), V (l) et W (l) d’adhérence com-
pacte tels que

l ∈U(l)⊂U(l)⊂W (l)⊂W (l)⊂V (l)⊂ V

et tel que V (l) soit contenu entièrement dans une même carte de la variété. Comme C̃ ⊂ V est
compact, il existe un nombre fini de li ∈ V et de U(li) qui recouvrent C̃ avec i ∈ I où I est fini.
On construit les fonctions ϕ(li)(·) = ϕi(·) ∈ C ∞

c (V ) avec
0≤ ϕi(·)≤ 1
ϕi(·) |W (li)≡ 1
supp ϕi ⊂V (li)

On considère aussi la fonction ϕ0 ∈ C ∞(V ) telle que
0≤ ϕ0 ≤ 1
ϕ0 ≡ 1 sur V \∪i∈IW (li)
supp ϕ0 ⊂ V \∪i∈IU(li)

On obtient alors ∑i′∈I∪{0}ϕi′ > 0 sur V et on peut dans ce cas définir les fonctions hi′ comme
suit

hi′ =
ϕi′

∑m∈(I∪{0}) ϕm
∀i′ ∈ I∪{0}
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On a bien ∑i′∈(I∪{0}) hi′ ≡ 1. De plus, sur C̃, ϕ0 ≡ 0.
Donc on a que (hi)i∈I est une partition de l’unité sur C̃ telle que pour i ∈ I, supp hi ⊂ V (li) est
contenu entièrement dans une même carte et

∑
i∈I

hi ≡ 1 sur C̃

4.5.6 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux globales NC̃.

Étant donné un compact fixe C̃ dans une sous-variété V de Σ contenue dans Ad∗(N)n∗gen∩Σ,
on définit l’espace des fonctions noyaux NC̃ comme l’ensemble de toutes les fonctions C ∞

F : V ×N×N −→ C

qui vérifient les conditions suivantes :
– Le support de F en l est contenu dans C̃.
– F vérifie la condition de covariance suivante

F(l,x · p,y ·q) = χl(p)χl(q)F(l,x,y)

pour tout p,q ∈ P(l).
– F est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, pour tout A, B, C, D, E ∈ N et

pour tout compact ˜̃C contenu dans C̃∩U où (U,ϕ) est une carte quelconque de la sous-
variété V , ∂ a

∂ la
U

désignera les dérivées partielles par rapport à cette carte où lU représente
les coordonnées de l dans la carte (U,ϕ). On exige

‖F ′‖
˜̃C

A,B,C,D,E := suplU∈ϕ( ˜̃C);x,y∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ la
U

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc F ′ ◦ (ϕ−1⊗ id⊗ id)(lU ,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.3)

où F ′(l,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) := F(l,expx1X1 . . .expxdXd,expy1X1 . . .expydXd).
De même, N/P(l) est identifié à Rd via la base de Malcev {X1, . . . ,Xd} et l’ensemble des fonc-
tions noyaux NC̃ est indépendant du choix des bases de Malcev lisses de n par rapport à p(l).

4.5.7 Théorème du rétracte global.
Théorème 4.3. Soit C̃ un compact donné dans une sous-variété V de la section Σ contenue dans
Ad∗(N)n∗gen∩Σ. Pour toute fonction noyau F dans NC̃, il existe f ∈S (N) tel que πl( f ) admet
comme fonction noyau F(l, ·, ·) pour tout l ∈ C̃ et πl( f ) = 0 si l ∈ V \C̃. De plus, πl( f ) = 0 si
l /∈ Ad∗(N)n∗gen.
Ce rétracte est obtenu par un algorithme bien précis et sera noté f = R(F). Alors l’application
linéaire F −→ R(F) de l’ensemble NC̃ des fonctions noyaux à support en l contenu dans le
compact fixe C̃ dans S (N), est continue si on munit l’ensemble des fonctions noyaux de la
topologie définie par toutes les semi-normes de type (4.3).
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Preuve. Considérons la partition de l’unité construite en 4.5.5. On pose pour tout i ∈ I,

Fi(l,x,y) := hi(l)F(l,x,y)

Les fonctions Fi vérifient alors les hypothèses du théorème 4.2. Pour tout i∈ I, il existe donc fi ∈
S (N) tel que πl( fi) a pour noyau Fi(l, ·, ·) pour tout l ∈Vi = V (li) et πl( fi) = 0 si l ∈ V \V (li).
En fait, vu la définition de Fi, ceci prouve que πl( fi) a pour noyau Fi(l, ·, ·) pour tout l ∈ V . Or

F(l,x,y) = ∑
i∈I

hi(l)F(l,x,y) = ∑
i∈I

Fi(l,x,y)

pour tout l ∈ C̃ et πl( fi) = 0 si l ∈ V \C̃. Donc f = ∑i∈I fi ∈S (N) est tel que πl( f ) a pour noyau
F(l, ·, ·) pour tout l ∈ C̃ et même pour tout l ∈ V .
Pour une partition de l’unité fixée, les applications F 7−→ Fi sont continues. La continuité du
rétracte des Fi, donnée dans le théorème 4.2, permet alors de conclure à la continuité de F 7−→
R(F).

4.5.8 Remarque.
Le choix de la partition de l’unité n’est pas canonique. Donc le rétracte n’est pas unique.

4.5.9 Application aux orbites de groupes compacts.
Avec les mêmes hypothèses que ceux de la section 4.3, on a montré dans la proposition 4.7

que (Ad∗(N)K̃ · l0)∩Σ est une sous- variété de Σ contenue dans Ad∗(N)n∗gen. Ainsi, on a le résultat
suivant.

Théorème 4.4. Soit C̃ un compact fixe dans Ad∗(N)K̃ · l0∩Σ. Pour toute fonction noyau F dans
NC̃, il existe f ∈ S (N) tel que πl( f ) admet comme fonction noyau F(l, ·, ·) pour tout l ∈ C̃
et πl( f ) = 0 si l ∈ (Ad∗(N)K̃ · l0∩Σ)\C̃. De plus, πl( f ) = 0 si l /∈ Ad∗(N)n∗gen. En particulier,
πk·l0( f ) = 0 si k ∈ K\K̃.
Notons f = R(F) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors l’application linéaire
F −→ R(F) de l’ensemble NC̃ des fonctions noyaux à support en l contenu dans le compact fixe
C̃ dans S (N), est continue si on munit l’ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie
par toutes les semi-normes de type (4.3).

Une fois que le rétracte de la représentation πl0,k est construit où {l0,k} = (Ad∗(N)k · l0)∩Σ

pour tout k ∈ K̃, on peut maintenant établir un rétracte pour la représentation πk·l0 . Ceci exige
tout d’abord le passage par une section locale de K̃/Kl0 .

4.6 Résultat de rétracte sur K̃ · l0.
Dans cette section, on établit un résultat de rétracte sur la K−orbite de l0 dans n∗, pour des

représentations induites à partir de polarisations de Vergne.
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Rappelons que, pour l0 ∈ Σ générique et alignée, on a défini

K̃ = {k ∈ K | k · l0 ∈ Ad∗(N)n∗gen}

L’action de K̃ sur n∗gen est donnée par l’action de départ k 7−→ k · l0 qui est C ∞ pour tout k ∈ K̃.
Le stabilisateur de l0 par rapport cette action n’est d’autre que Kl0 . Ainsi, l’application

φ̃ : K̃/Kl0 −→ K̃ · l0
k̇ −→ k · l0

est une bijection C ∞ et de rang constant . Il s’en suit alors que les topologies de K̃/Kl0 et donc
K̃ · l0 coïncident localement. D’autre part, il est facile de montrer que

K̃ · l0 = K · l0∩Ad∗(N)n∗gen

et que K̃ · l0 est localement fermé puisque c’est une intersection entre un ouvert et un fermé. Par
suite K̃ · l0 est une sous-variété de n∗ contenue dans Ad∗(N)n∗gen ⊂ n∗ et l’application φ̃ est un
difféomorphisme.

4.6.1 Base de Malcev de n par rapport à p(k · l0).
Soit n∗Puk l’ensemble des formes linéaires génériques au sens de Pukanszky [3]. On sait que

Ad∗(N)n∗gen ⊂ n∗Puk

puisque n∗Puk est Ad∗(N)−invariant. De plus les indices de saut locaux sont fixes par 4.4.1.
Puisque nos polarisations sont des polarisations de Vergne, la base {X1, . . . ,Xd} construite à
partir des indices de saut locaux, est une base de Malcev de n par rapport à p(l) pour tout
l ∈ Ad∗(N)n∗gen, par 4.4.1. Ceci est donce en particulier le cas pour l ∈ Ad∗(N)K̃ · l0.

4.6.2 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux sur K̃ · l0
Soit (V,η) une section lisse de K̃/Kl0 et un ouvert relatif Ṽ dans η(V ). Pour tout compact

fixe C̃0 contenu dans Ṽ · l0, on définit l’espace des fonctions noyaux NṼ ,C̃0
comme l’ensemble de

toutes les fonctions C ∞

F0 : K̃ · l0×N×N −→ C

qui vérifient les conditions suivantes :
– Le support de F0 en l est contenu dans C̃0.
– F0 vérifie la condition de covariance suivante

F0(l′,x · p,y ·q) = χl′(p)χl′(q)F0(l′,x,y)

pour tout p,q ∈ P(l′) et pour tout l′ ∈ K̃ · l0.



94 La théorie du rétracte pour différentes réalisations des représentations

– F0 est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, pour tout A,B,C,D,E ∈ N, pour
tout compact ˜̃C0 contenu dans C̃0∩U ′, où (U ′,ϕ ′) est une carte quelconque de Ṽ · l0, ∂ a

∂ l′a
U ′

désignera les dérivées partielles par rapport à cette carte et l′U ′ les coordonnées de l′ par
rapport à cette carte. Il faut alors que

‖F ′0‖
˜̃C0

A,B,C,D,E := supl′
U ′∈ϕ ′( ˜̃C0);x,y∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ l′aU ′

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc F ′0 ◦ (ϕ ′−1⊗ id⊗ id)(l′U ′,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.4)

où

F ′0(l
′,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) := F0(l′,exp(x1X1) . . .exp(xdXd),exp(y1X1)

. . .exp(ydXd))

L’ensemble des fonctions noyaux NṼ ,C̃0
est indépendant du choix des bases de Malcev lisses

de n par rapport à p(k · l0).

Remarque 4.4. Par la proposition 4.3, toute orbite coadjointe coupe Ṽ · l0 en un point au plus.
On n’a donc pas besoin de condition de compatibilité.

4.6.3 Théorème du rétracte sur K̃ · l0.

Théorème 4.5. Il existe une section lisse (V,η) de K̃/Kl0 et un ouvert relatif non vide Ṽ dans
η(V ) telle que pour tout compact donné C̃0 dans Ṽ · l0 ⊂ K̃ · l0 on a : Pour toute fonction noyau
F0 dans NṼ ,C̃0

, il existe f ∈S (N) tel que πk·l0( f ) admet comme fonction noyau F0(k · l0, ·, ·) si
k · l0 ∈ C̃0 et πk·l0( f ) = 0 si k · l0 ∈ K̃ · l0 \C̃0. De plus, πk·l0( f ) = 0 si k ∈ K\K̃.
Il existe alors un algorithme bien précis pour construire un tel rétracte tel que l’application
linéaire F0 −→ R(F0) := f , de l’ensemble NṼ ,C̃0

des fonctions noyaux à support en k · l0 contenu
dans le compact fixe C̃0 dans S (N), soit continue si on munit l’ ensemble des fonctions noyaux
de la topologie définie par toutes les semi-normes de type (4.4).

Preuve. Soit (V,η) la section lisse de K̃/Kl0 obtenue par la proposition 4.5. Donc il existe un
ouvert relatif non vide Ṽ dans η(V ) et une application lisse

ϕ : Ṽ −→ N
k 7−→ mk

telle que l0,k = Ad∗(mk)k · l0 où {l0,k}= (Ad∗(N)k · l0)∩Σ pour tout k ∈ Ṽ .
Prolongeons maintenant la fonction F0 à une fonction F1 définie sur Ad∗(N)K̃ · l0×N×N comme
suit

F1(Ad∗(m)k · l0,x,y) := F0(k · l0,x ·m,y ·m)
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pour tout m ∈ N.
La fonction F1 est bien définie. En effet, si Ad∗(m)k · l0 = Ad∗(m′)k · l0, c’est-à-dire, si m =
m′ mod N(k · l0), on a

F1(Ad∗(m)k · l0,x,y) = F0(k · l0,x ·m,y ·m)
= F0(k · l0,(x ·m′)(m′−1 ·m),(y ·m′)(m′−1 ·m))

= χk·l0(m′−1m)χk·l0(m
′−1m)F0(k · l0,x ·m′,y ·m′) car m′−1m ∈ N(k · l0)⊂ P(k · l0)

= F1(Ad∗(m′)k · l0,x,y)

Ensuite, on considère F := F1|(Ad∗(N)K̃·l0)∩Σ×N×N la restriction de F1 à (Ad∗(N)K̃ · l0)∩Σ×N×N.
En particulier,

F(l0,k,x,y) = F(Ad∗(mk)k · l0,x,y) = F0(k · l0,x ·mk,y ·mk)

lorsque l0,k parcourt (Ad∗(N)K̃ · l0)∩Σ. Ainsi, il suffit de montrer que F ∈NC̃ pour un certain
compact fixe C̃ dans Ad∗(N)K̃ · l0∩Σ.

– La fonction F est une fonction C ∞ puisque F0 est C ∞ par hypothèse et d’après la proposi-
tion 4.5, l’application k 7−→ mk est lisse.

– Condition de covariance :
Soit Ad∗(mk)k · l0 ∈ Ad∗(N)Ṽ · l0∩Σ. Pour tout p,q ∈ P(Ad∗(mk)k · l0), on a

F(Ad∗(mk)k · l0,x · p,y ·q) = F1(Ad∗(mk)k · l0,x · p,y ·q)
= F0(k · l0,xp ·mk,yq ·mk)
= F0(k · l0,xmk · p1,ymk ·q1)

avecp1 = m−1
k pmk,q1 = m−1

k qmk ∈ m−1
k ·P(Ad∗(mk)k · l0)mk

= P(k · l0)
= χk·l0(p1)χk·l0(q1)F0(k · l0,x ·mk,y ·mk)

= χAd∗(mk)k·l0(p)χAd∗(mk)k·l0(q)F(Ad∗(mk)k · l0,x,y)

Ainsi la condition de covariance est vérifiée.
– Par hypothèse, le support de F0 en l0,k est contenu dans un compact fixe C̃0 de Ṽ · l0. Or,

par construction,
F(Ad∗(mk)k · l0,x,y) = F0(k · l0,x ·mk,y ·mk)

Il s’en suit alors que le support de F en l0,k est contenu dans le compact C̃ := Ad∗(N)C̃0∩Σ

de Ad∗(N)Ṽ · l0∩Σ. La compacité est due à la continuité de l’application

Ṽ −→ Σ

k 7−→ Ad∗(mk)k · l0

et au difféomorphisme entre Ṽ et Ṽ · l0.
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– Fonction de Schwartz généralisée : Étant donné que la base de Malcev {X1, . . . ,Xd} de n

par rapport à p(k · l0) est également la base de Malcev de n par rapport p(l0,k), que F0 est
une fonction de Schwartz généralisée et que l’application k 7−→ mk est lisse, k ∈ Ṽ , on
montre alors que F est une fonction de Schwartz généralisée. En effet, on a

F ′(l0,k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) = F(l0,k,expx1X1 . . .expxdXd,expy1X1 . . .expydXd)
= F0(k · l0,expx1X1 . . .expxdXd ·mk,expy1X1 . . .expydXd ·mk)

avec

expx1X1 . . .expxdXd ·mk = expx̃1(k,x)X1 . . .expx̃d(k,x)Xd · p(k,x)
expy1X1 . . .expydXd ·mk = expỹ1(k,y)X1 . . .expỹd(k,y)Xd ·q(k,y)

où x = (x1, . . . ,xd), y = (y1, . . . ,yd), p(k,x),q(k,y) ∈ P(k · l0) et l’application x 7−→ x̃ j(k,x)
(resp. y 7−→ ỹ j(k,y)) est bi-polynomiale et à coefficients C ∞ en k et où p(k,x) et q(k,y)
sont polynomiaux en x (resp. y) et sont lisses en k pour tout k ∈ Ṽ puisque l’application
k 7−→ mk est lisse sur Ṽ . Ainsi,

F ′(l0,k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) = ei<k·l0,p(k,x)>e−i<k·l0,q(k,y)>

F ′0(k · l0, x̃1(k,x), . . . , x̃d(k,x), ỹ1(k,y), . . . , ỹd(k,y))

et il est alors facile de vérifier que F ′ est une fonction de Schwartz généralisée.
Finalement F ∈ NC̃ et d’après le théorème 4.4, il existe f ∈ S (N) tel que πl0,k( f ) admet
F(l0,k, ·, ·) comme fonction noyau pour tout k ∈ K̃ et πl0,k( f ) = 0 si l0,k /∈ C̃ = Ad∗(N)C̃0 ∩Σ

(compact). Donc, πk·l0( f ) admet F1(k · l0, ·, ·) comme fonction noyau si k · l0 ∈ C̃0. De plus,
l0,k = Ad∗(mk)k · l0 /∈ C̃ si et seulement si k · l0 /∈ C̃0, étant donné que toute orbite coadjointe
coupe K · l0 en au plus un point. Donc πk·l0( f ) = 0 si k · l0 /∈ C̃0. Si k ∈ K \ K̃, k · l0 /∈ Ad∗(N)n∗gen
et πk·l0( f ) = 0 par le théorème 4.4.

A l’aide d’une condition de compatibilité, on peut prolonger ce résultat local du rétracte en
dehors de l’orbite K̃ · l0.

4.7 Résultat du rétracte sur K̃.
Dans cette section, nous considérons k ∈ K̃ comme variable, au lieu de k · l0 ∈ n∗, et nous don-

nons un résultat de rétracte pour les représentations induites à partir de polarisations de Vergne.

4.7.1 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux NC.
Étant donné un compact fixe C dans K̃ tel que C = C ·Kl0 , on définit l’espace des fonctions

noyaux NC comme l’ensemble de toutes les fonctions C ∞

F : K̃×N×N −→ C

qui vérifient les conditions suivantes :
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– Le support de F en k est contenu dans C.
– F vérifie la condition de covariance suivante

F(k,x · p,y ·q) = χk·l0(p)χk·l0(q)F(k,x,y)

pour tout p,q ∈ P(k · l0).
– F est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, pour tout A,B,C,D,E ∈ N, pour

tout compact C′ contenu dans C ∩ Ũ , où (Ũ , ϕ̃) est une carte de K̃, ∂ a

∂ka
Ũ

désignera les
dérivées partielles par rapport à cette carte et kŨ les coordonnées de k par rapport à cette
carte. Il faut alors que

‖F ′‖C′
A,B,C,D,E := supkŨ∈ϕ̃(C′);x,y∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ka
Ũ

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc F ′ ◦ (ϕ̃−1⊗ id⊗ id)(kŨ ,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.5)

où F ′(k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) := F(k,exp(x1X1) . . .exp(xdXd),exp(y1X1) . . .exp(ydXd)).
– Condition de compatibilité :

Si k = k′ mod Kl0 , on a

F(k,x,y) = F(k′,x,y) pour tout x,y ∈ N

L’ensemble des fonctions noyaux NC est indépendant du choix des bases de Malcev lisses de
n par rapport à p(k · l0).

4.7.2 Théorème du rétracte sur K̃.

Théorème 4.6. Il existe (V,η) une section lisse de K̃/Kl0 et Ṽ un ouvert relatif non vide dans
η(V ) tels que pour tout C un compact dans Ṽ ·Kl0 tel que C = C ·Kl0 , on a : Pour toute fonction
noyau F dans NC, il existe alors f ∈S (N) tel que πk·l0( f ) admet comme fonction noyau F(k, ·, ·)
pour tout k ∈ K̃ et πk·l0( f ) = 0 si k ∈ K \ K̃. En particulier, πk·l0( f ) = 0 si k̇ /∈V
Notons f = R(F) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors l’application linéaire
F −→ R(F) de l’ensemble NC des fonctions noyaux à support en k contenu dans le compact fixe
C dans S (N), est continue si on munit l’ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie
par toutes les semi-normes de type (4.5).

Preuve. Notons d’abord que (V,η) et Ṽ sont à nouveau obtenus comme dans la proposition 4.5.Il
suffit de poser la fonction

F0(k · l0,x,y) := F(k,x,y)

pour tout x,y ∈ N et k ∈ K̃. Il est facile de vérifier que F0 ∈NṼ ,C̃0
où Ṽ un ouvert relatif non vide

dans η(V ) avec (V,η) est la section lisse de K̃/Kl0 et où C̃0 := C · l0 un compact fixe dans Ṽ · l0.
Ainsi, on peut appliquer le théorème 4.5 et on obtient le résultat.
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4.8 Résultat du rétracte local pour π̃0,k sur une section de
K̃/Kl0.

Dans cette section, nous établissons un résultat du rétracte pour des représentations induites
à partir d’une famille de polarisations k ·p(l0) obtenues par translation à partir d’une polarisation
fixe. Dans un premier temps, nous nous limitons à une section de K̃/Kl0 . Les raisonnements sont
basés sur l’étude des familles lisses d’opérateurs d’entrelacement (chapitre 3), dont nous rappe-
lons le résultat pour le contexte considéré.
On considère la famille des polarisations lisses (k ·p(l0))k en k · l0. On définit alors les représen-
tations induites correspondantes (π̃0,k)k := (indN

k·P(l0)
χk·l0)k dans N. D’après Kirillov, on sait que

les familles des représentations irréductibles (π̃0,k)k et (πk·l0)k sont équivalentes. Ainsi, d’après
le résultat sur la famille lisse des opérateurs d’entrelacements (voir chapitre 3), on a alors :

Théorème 4.7. Pour toute section (V,η) de K̃/Kl0 , il existe un ouvert relatif non vide U dans
η(Ṽ ) · l0 tel que pour tout k0 · l0 ∈ U et pour tout V0 un voisinage relatif de k0 · l0 dans U , il
existe k′ · l0 ∈ V0 et V ′

0 un voisinage relatif de k′ · l0 et une fonction lisse strictement positive
k 7−→ α(k) := αp(k·l0),k·p(l0)(k) tels que R = (Rk)k∈V ′

0
définie par

R : K S (V ′
0 ,S (N/P′,χ))−→K S (V ′

0 ,S (N/P,χ)),

P = (P(k · l0))k et P′ = (k ·P(l0))k tel que pour tout ξ ∈K S (V ′
0 ,S (N/P′,χ)) on a

Rkξ (k · l0)(g) :=
1

α(k)

∫
P(k·l0)/P(k·l0)∩k·P(l0)

ξ (k · l0)(gp)χk·l0(p)d p

:=
1

α(k)
Tp(k·l0),k·p(l0)ξ (k · l0)(g)

est une famille lisse d’opérateurs d’entrelacement unitaires entre (πk·l0)k et (π̃0,k)k si k ∈ V ′
0 . De

plus, la famille (R−1
k )k = (R′k)k est donnée par une formule analogue en remplaçant p(k · l0) par

k ·p(l0) et inversement. Ici la fonction αp(k·l0),k·p(l0)(k) est déterminée de la manière suivante :

α
2
p(k·l0),k·p(l0)(k) = ‖Tp(k·l0),k·p(l0)ξ (k · l0)‖2

L2(N/k·P(l0),χk·l0)

pour ξ ∈K S (V ′
0 ,S (N/P′,χ)) de norme 1 arbitraire.

Pour les détails, voir chapitre 3.
Il est donc logique de construire un rétracte pour la représentation π̃0,k à partir d’un résultat de
rétracte pour la représentation πk·l0 . Ceci exige de travailler sur une section bien précise de K̃/Kl0
et de restreindre le domaine de définition des fonctions noyaux le moins possible en utilisant le
résultat sur la famille lisse des opérateurs d’entrelacement. Ainsi, on construit un rétracte local
sur une section, associé à la représentation π̃0,k.
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4.8.1 Base de Malcev lisse de n par rapport à k ·p(l0).
On sait qu’il existe une base de Malcev lisse de n par rapport à k · p(l0). Cette base est

construite d’une façon canonique à partir d’une base de Malcev de n par rapport à p(l0). En effet,
on considère {X1, . . . ,Xd} une base de Malcev de n par rapport à p(l0). Il s’en suit alors que
{k ·X1, . . . ,k ·Xd} est une base de Malcev lisse de n par rapport à k ·p(l0). Dans ce cas, on peut
identifier N/k ·P(l0) à Rd via le difféomorphisme suivant

EN/k·P(l0) : Rd −→ N/k ·P(l0)
x = (x1, . . . ,xd) 7−→ exp(x1(k ·X1)) . . .exp(xd(k ·Xd)) · (k ·P(l0)).

4.8.2 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux ˜NṼ ,C̃′
0
.

Soit (V,η) une section lisse de K̃/Kl0 et Ṽ un ouvert relatif non vide de η(V )⊂ K̃. Pour tout
compact fixe C̃′0 contenu dans Ṽ , on définit ˜NṼ ,C̃′0

l’ensemble de toutes les fonctions noyaux C ∞

F̃0 : Ṽ ×N×N −→ C

qui vérifient les conditions suivantes :
– Le support de F̃0 en k est contenu dans C̃′0.
– F̃0 vérifie la condition de covariance suivante :

F̃0(k,x · p,y ·q) = χk·l0(p)χk·l0(q)F̃0(k,x,y)

pour tout p,q ∈ k ·P(l0).
– F̃0 est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, pour tout A,B,C,D,E ∈ N, pour

toute carte (U,ϕ) de Ṽ et pour tout compact ˜̃C0 contenu dans C̃′0 ∩U , ∂ a

∂ka
U

désignera les
dérivées partielles par rapport à cette carte et kU désignera les coordonnées de k dans cette
carte. Il faut alors que F̃0 vérifie

‖F̃ ′0‖
˜̃C0

A,B,C,D,E := supkU∈ϕ( ˜̃C0);x,y∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ka
U ′

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc F̃ ′0 ◦ (ϕ−1⊗ id⊗ id)(kU ,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.6)

où

F̃ ′0(k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) := F̃0(k,exp(x1(k ·X1) . . .exp(xd(k ·Xd)),exp(y1(k ·X1)) . . .exp(yd(k ·Xd)))

D’après la section 4.8.1, N/k ·P(l0) est identifié à Rd via la base de Malcev lisse {k ·X1, . . . ,k ·
Xd}.

Proposition 4.9. L’ensemble des fonctions noyaux ˜NṼ ,C̃′0
est indépendant du choix des bases de

Malcev lisses de n par rapport à k ·p(l0).

Preuve. L’indépendance par rapport au choix des bases de Malcev lisses provient de l’indé-
pendance par rapport au choix des bases de l’espace topologique défini par les semi-normes
(4.6).
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4.8.3 Théorème du rétracte local pour π̃0,k sur une section de K̃/Kl0.

Théorème 4.8. Il existe (V,η) une section lisse de K̃/Kl0 et V ′ un ouvert relatif non vide dans
η(V ) tel que pour tout compact fixe C̃′0 contenu dans V ′, on a : Pour toute fonction noyau F̃0 dans

˜NV ′,C̃′0
, il existe f0 ∈S (N) tel que π̃0,k( f0) admet comme fonction noyau F̃0(k, ·, ·) si k ∈ C̃′0 et

π̃0,k( f0) = 0 si k ∈ K̃\C̃′0 ·Kl0 .
Notons f0 = R(F̃0) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors l’application linéaire
F̃0 −→ R(F̃0) de l’ensemble NV ′,C̃′0

des fonctions noyaux à support en k contenu dans le compact
fixe C̃′0 dans S (N), est continue si on munit l’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie
définie par toutes les semi-normes de type (4.6).

Preuve. Soient (V,η) et Ṽ comme dans les théorèmes 4.5 et 4.6. Pour toute fonction noyau
F̃0 ∈ ˜NṼ ,C̃′0

, on définit l’application

F̃η(k · l0,x,y) := F̃0(k,x,y)

pour tout x,y ∈ N avec (k ·p(l0))k∈Ṽ est une famille lisse de polarisations en k · l0 définies univo-
quement. Étant donné que Ṽ · l0 est une sous-variété de n∗ (par choix de la section), on définit la
fonction F0 comme suit :

F0(k · l0,x,y) := (Rk·l0 ⊗Rk·l0)F̃η(k · l0,x,y)

=
1

α2(k)

∫
P(k·l0)/(P(k·l0)∩k·P(l0))

∫
P(k·l0)/(P(k·l0)∩k·P(l0))

F̃η(k · l0,xp,yq)χk·l0(p)χk·l0(q)d ṗdq̇

pour tout k ∈ Ṽ et où Rk·l0 (resp. Rk·l0) et α(k) := αp(k·l0),k·p(l0)(k) sont définis comme dans le
théorème 4.7. Ainsi d’après le théorème 4.7, il existe un ouvert relatif non vide V ′ dans Ṽ tel
que (Rk·l0 ⊗Rk·l0)F̃η(k · l0, ·, ·) soit une fonction lisse et de Schwartz généralisée pour tout k ∈V ′.
En fait, dans l’étude des familles lisses des opérateurs d’entrelacement unitaires (chapitre 3, les
bases de Malcev lisses de n par rapport à k ·p(l0) et de n par rapport à p(k · l0) sont obtenues par un
algorithme bien précis. Tandis que dans notre cas, ces bases sont construites d’une autre manière.
Mais puisque le changement entre ces bases lisses est aussi lisse et ne modifie pas la définition
de l’ensemble des fonctions noyaux en général, le résultat des opérateurs d’entrelacement reste
vrai. Il s’en suit alors pour toute fonction noyau F̃η ∈ NV ′,C̃′0

, F0 est une fonction noyau (voir
1.1.3) vérifiant les propriétés suivantes :

– La fonction F0 est une fonction lisse puisque l’application k 7−→ α2(k) est lisse.
– supp F0 en k · l0 est contenu dans C̃′0 · l0 où C̃′0 est un compact contenu dans V ′.

– La fonction F0 est une fonction de Schwartz généralisée.
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– F0 vérifie bien la condition de covariance : Pour tout p,q ∈ P(k · l0), on a

F0(k · l0,xp,yq) =
1

α2(k)

∫
P(k·l0)/(P(k·l0)∩k·P(l0))

∫
P(k·l0)/(P(k·l0)∩k·P(l0))

F̃η(k · l0,xpp′,yqq′)

χk·l0(p′)χk·l0(q′)d ṗ′dq̇′

=
1

α2(k)

∫
P(k·l0)/(P(k·l0)∩k·P(l0))

∫
P(k·l0)/(P(k·l0)∩k·P(l0))

F̃η(k · l0,xp′,yq′)

χk·l0(p−1 p′)χk·l0(q−1q′)d ṗ′dq̇′

= χk·l0(p)χk·l0(q)
1

α2(k)

∫
P(k·l0)/(P(k·l0)∩k·P(l0))

∫
P(k·l0)/(P(k·l0)∩k·P(l0))

F̃η(k · l0,xp′,yq′)χk·l0(p′)χk·l0(q′)d ṗ′dq̇′

= χk·l0(p)χk·l0(q)F0(k · l0,x,y)

Par suite, en appliquant le théorème 4.5, il existe donc une fonction f0 ∈S (N) telle que πk·l0( f0)
admet F0(k · l0, ·, ·) comme fonction noyau si k ∈ C̃′0 et πk·l0( f0) = 0 si k ∈ K̃\C̃′0 ·Kl0 . De plus,
πk·l0( f0) = 0 si k ∈K\K̃. Par suite l’opérateur π̃0,k( f0) admet F̃η(k · l0, ·, ·) comme fonction noyau
si k ∈ C̃′0 et π̃0,k( f0) = 0 si k ∈ V ′\C̃′0 et finalement π̃0,k( f0) admet F̃0(k, ·, ·) comme fonction
noyau si k ∈ C̃′0 et π̃0,k( f0) = 0 si k ∈ K\K̃. La continuité du rétracte résulte du fait que le
rétracte donné par le théorème 4.5 est continu et que la famille des opérateurs d’entrelacement
est lisse.

4.9 Résultat du rétracte sur un ouvert de K̃.
En introduisant une condition de compatibilité bien précise, on peut avoir un rétracte local

sur un ouvert de K̃, au lieu de travailler uniquement sur une section. C’est ce qui est fait dans
cette partie. Il s’agit toujours du rétracte pour les représentations induites à partir des translatés
k ·p(l0) d’une polarisation fixe. Pour le moment, on reste limité à un certain ouvert de K̃.

4.9.1 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux sur un ouvert de K̃.
Soit U = U ·Kl0 un ouvert non vide dans K̃, saturé par rapport à Kl0 . Pour tout compact fixe

C0 = C0 ·Kl0 dans U , on définit nU,C0 comme l’ensemble de toutes les fonctions noyaux C ∞

F̃ : K×N×N −→ C

vérifiant les conditions suivantes :
– Le support de F̃ en k est contenu dans C0.
– F̃ vérifie la relation de covariance suivante

F̃(k,x · p,y, ·q) = χk·l0(p)χk·l0(q)F̃(k,x,y)

pour tout p,q ∈ k ·P(l0).
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– F̃ est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, pour tout A,B,C,D,E ∈ N, pour
tout compact C′0 contenu dans C0∩Ũ , où (Ũ , ϕ̃) une carte de K̃, ∂ a

∂ka
Ũ

désignera les dérivées
partielles par rapport à cette carte où kŨ présente les coordonnées de k dans cette carte. Il
faut alors que

‖ ˜̃F‖C′0
A,B,C,D,E := supkŨ∈ϕ̃(C′0);x=(x1,...,xd),y=(y1,...,yd)∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ka
Ũ

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc
˜̃F ◦ (ϕ̃−1⊗ id⊗ id)(kŨ ,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.7)

où

˜̃F(k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd)= F̃(k,exp(x1(k ·Y1)) . . .exp(xd(k ·Yd)),exp(y1(k ·Y1)) . . .exp(yd(k ·Yd))).

– F̃ satisfait la condition de compatibilité suivante :
Si k = k′ mod Kl0 , il existe un nombre positif α(k,k′) telle qu’ on a

F̃(k,x,y) =
1

α2(k,k′)

∫
k·P(l0)/(k′·P(l0)∩k·P(l0))

∫
k·P(l0)/(k′·P(l0)∩k·P(l0))

F̃(k′,xp,yq)χk′·l0(p)χk′·l0(q)d ṗdq̇

pour tout x,y ∈ N et pour tout k,k′ ∈ U tel que k = k′ mod Kl0 . Ici, α(k,k′) =
αk·p(l0),k′·p(l0)(k · l0) est déterminée comme dans le théorème 4.7. En effet dans ce cas les
représentations π̃0,k et π̃0,k′ sont équivalentes. Cette équivalence se traduit par la relation
précédente entre les fonctions noyaux (G. Lion [11] et 1.1.3).

4.9.2 Théorème du rétracte local sur un ouvert de K̃.
Théorème 4.9. Il existe un ouvert saturé non vide U = U ·Kl0 dans K̃ tel que pour tout compact
fixe saturé C0 =C0 ·Kl0 dans U, on a : Pour toute fonction noyau F̃ dans nU,C0 , il existe f ∈S (N)
tel que π̃0,k( f ) admet comme fonction noyau F̃(k, ·, ·) pour tout k ∈C0 et π̃0,k( f ) = 0 si k ∈K\C0.
Notons f = R(F̃) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors l’application linéaire
F̃ 7−→R(F̃) de l’ensemble des fonctions noyaux à support compact en k dans S (N), est continue
si on munit l’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie par toutes les semi-normes
de type (4.7).

Preuve. Prenons (V,η) la section locale lisse de K̃/Kl0 obtenue par le théorème 4.8 et soit Ũ un
ouvert relatif non vide de η(V ). On obtient alors U = Ũ ·Kl0 un ouvert saturé non vide de η(V ).
D’après la remarque 4.2, il existe Ṽ ′ un ouvert dans K̃/Kl0 contenu dans V tel que U = η(Ṽ ′)
puisque η est un difféomorphisme. Soit p : K̃ −→ K̃/Kl0 la projection canonique. On obtient
alors

U ·Kl0 = p−1(p(U))

= p−1(p◦η(Ṽ ′)
= p−1(Ṽ ′)
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est un ouvert non vide de K̃ ( voir la définition 4.1). Posons

F̃0 := F̃ |Ũ×N×N

et puis appliquons le théorème 4.8. On utilise la condition de compatibilité pour avoir le résultat
sur U ·Kl0 .

Une fois qu’on a le résultat du rétracte local pour π̃0,k sur un ouvert de K̃, on peut tout d’abord
translater ce résultat local n’importe où dans K puis coller ensemble pour avoir un résultat de
rétracte global pour π̃0,k grâce à une partition de l’unité de K. Ceci est un point crucial pour
pouvoir passer après au rétracte associé à la représentation kπl0 . Commençons donc par translater
le résultat du rétracte local sur K̃.

4.10 Translation sur K tout entier.
Les résultats de la section précédente peuvent être translatés à un voisinage ouvert de n’im-

porte quel point de K. En effet étant donné W un ouvert saturé non vide de K̃ pour lequel le
théorème 4.9 est vrai, on considère l’ouvert translaté W1 = k1 ·W par k1 ∈ K quelconque mais
fixé.

4.10.1 Base de Malcev de n par rapport k1k ·p(l0).
Étant donnée {k ·X1, . . . ,k ·Xd} la base de Malcev lisse de n par rapport k · p(l0), construite

dans 4.8.1, on considère alors {k1k ·X1, . . . ,k1k ·Xd} la base de Malcev de n par rapport k1k ·p(l0)
pour tout k1 ∈ K. Ainsi Rd est identifié à N/k1k ·P(l0) via le difféomorphisme suivant

EN/k1k·P(l0) : Rd −→ N/k1k ·P(l0)
x = (x1, . . . ,xd) 7−→ exp(x1(k1k ·X1)) . . .exp(xd(k1k ·Xd)) · (k1k ·P(l0)).

4.10.2 Définition des fonctions noyaux Nk1,W1,C1.
Soient k1 ∈ K et W1 := k1 ·W un ouvert non vide de K vérifiant W1 = W1 ·Kl0 . Pour tout

compact fixe saturé C1 := k1 ·C0 = C1 ·Kl0 contenu dans W1, on définit Nk1,W1,C1 l’ensemble des
fonctions noyaux C ∞

F̃1 : K×N×N −→ C

qui vérifient les conditions suivantes :
– Le support de F̃1 en k est contenu dans C1 ⊂W1.
– F̃1 vérifie la condition de covariance suivante :

F̃1(k,x · p,y ·q) = χk·l0(p)χk·l0(q)F̃1(k,x,y)

pour tout p,q ∈ k ·P(l0) avec k ∈W1.
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– F̃1 vérifie la condition de compatibilité :
Si k = k

′
modKl0 , il existe alors un nombre positif α(k,k

′
) tel qu’ on a

F̃1(k,x,y) =
1

α2(k,k′)

∫
k·P(l0)/(k′ ·P(l0)∩k·P(l0))

∫
k·P(l0)/(k′ ·P(l0)∩k·P(l0))

F̃1(k
′
,xp,yq)χk′ ·l0(p)χk′ ·l0(q)d ṗdq̇

pour tout x,y ∈ N et pour tout k,k
′ ∈ W1 tels que k = k

′
mod Kl0 . Ici α(k,k′) =

αk·p(l0),k
′ ·p(l0)

(k,k′) est déterminée comme dans le théorème 4.7.
– F̃1 est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, pour tout A,B,C,D,E ∈ N, pour

tout compact C′1 contenu dans C1 ∩V , où (V,ϕ) est une carte de K, ∂ a

∂k′aV
désignera les

dérivées partielles par rapport à cette carte et où kV présente les coordonnées de k dans
cette carte. Il faut alors que

‖ ˜̃F1‖
C′1
A,B,C,D,E := supkV∈ϕ(C′1);x=(x1,...,xd),y=(y1,...,yd)∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂k′aV

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc
˜̃F1 ◦ (ϕ−1⊗ id⊗ id)(kV ,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.8)

où

˜̃F1(k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd)= F̃1(k,exp(x1(k ·X1)) . . .exp(xd(k ·Xd)),exp(y1(k ·X1)) . . .exp(yd(k ·Xd))).

avec k ∈ k1 ·W .

4.10.3 Relation de compatibilité translatée.

On doit vérifier si en translatant par k1, la propriété de compatibilité est transformée en la
bonne propriété de compatibilité.

Lemme 4.1. L’expression α(k,k′) pour k = k′ mod Kl0 est positive et invariante par translation
par k1, c’est-à-dire, α(k1k,k1k′) = α(k,k′) pour tout k1 ∈ K.

Preuve. D’après le chapitre 3, la fonction α(k,k′) est déterminée de la manière suivante :
Soit ξ ∈H ∞

π̃0,k′
tel que ‖ξ‖L2(N/k′·P(l0),χk′·l0

) = 1 arbitraire. Alors, si k = k′ mod Kl0 ,

α
2(k,k′) =< Tk,k′ξ ,Tk,k′ξ >L2(N/k·P(l0),χk·l0)=‖ Tk,k′ξ ‖2

L2(N/k·P(l0),χk·l0)

avec

Tk,k′ξ (x) =
∫

k·P(l0)/k·P(l0)∩k′·P(l0)
ξ (x · p)χk′·l0(p)d p.
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Or pour tout x∈N et pour tout ξ ∈ L2(N/k1k′ ·P(l0),χk1k′·P(l0)) tel que ‖ξ‖L2(N/k1k′·P(l0),χk1k′·l0
) =

1, on a

Tk1k,k1k′ξ (x) =
∫

k1k·P(l0)/k1k·P(l0)∩k1k′·P(l0)
ξ (x · p)χk1k′·l0(p)d p

=
∫

k·P(l0)/k·P(l0)∩k′·P(l0)
ξ (x · (k1 ·q))χk′·l0(q)dq p = k1 ·q

=
∫

k·P(l0)/k·P(l0)∩k′·P(l0)
ξ

k1((k−1
1 · x) ·q)χk′·l0(q)dq

= Tk,k′(ξ k1)(k−1
1 · x)

= (Tk,k′(ξ k1))k−1
1 (x)

Cette notation a un sens puisque ξ k1 ∈ L2(N/k ·P(l0),χk·l0). En effet, on a pour tout s ∈ k ·P(l0),

ξ
k1(x · s) = ξ ((k1 · x)(k1 · s))

= χk1k·l0(k1 · s)ξ (k1 · x)
= χk·l0(s)ξ

k1(x)

De plus

‖ ξ ‖L2(N/k1k′·P(l0),χk1k′·l0
)=‖ ξ

k1 ‖L2(N/k′·P(l0),χk′·l0
)= 1

puisque la fonction modulaire correspondante est égale à 1, le groupe K étant compact.
Par suite

α
2(k1k,k1k′) = ‖ Tk1k,k1k′ξ ‖2

L2(N/k1k·P(l0),χk1k·l0)

= ‖ (Tk,k′(ξ k1))k−1
1 ‖2

L2(N/k1k·P(l0),χk1k·l0)

= ‖ (Tk,k′(ξ k1) ‖2
L2(N/k·P(l0),χk·l0)

= α
2(k,k′)

car ‖ξ‖L2(N/k1k′·P(l0)) = ‖ξ k1‖L2(N/k′·P(l0)) = 1.

On définit maintenant la fonction F̃ sur K̃ à partir d’une fonction noyau F̃1 dans Nk1,W1,C1

comme suit

F̃(k,x,y) := F̃1(k1k,k1 · x,k1 · y)

avec suppF̃ en k est contenu dans W . Ainsi, on a si k = k′ mod Kl0 , alors k1k = k1k′ mod Kl0 et



106 La théorie du rétracte pour différentes réalisations des représentations

F̃(k,x,y) := F̃1(k1k,k1 · x,k1 · y)

=
1

α2(k1k,k1k′)

∫
k1k·P(l0)/(k1k′·P(l0)∩k1k·P(l0))

∫
k1k·P(l0)/(k1k′·P(l0)∩k1k·P(l0))

F̃1(k1k′,(k1 · x)p,(k1 · y)q)χk1k′·l0(p)χk1k′·l0(q)d ṗdq̇

=
1

α2(k1k,k1k′)

∫
k1k·P(l0)/(k1k′·P(l0)∩k1k·P(l0))

∫
k1k·P(l0)/(k1k′·P(l0)∩k1k·P(l0))

F̃1(k1k′,k1(x · k−1
1 · p),k1(y · k−1

1 ·q))χk′·l0(k
−1
1 · p)χk′·l0(k

−1
1 ·q)d ṗdq̇

=
1

α2(k1k,k1k′)

∫
k1k·P(l0)/(k1k′·P(l0)∩k1k·P(l0))

∫
k1k·P(l0)/(k1k′·P(l0)∩k1k·P(l0))

F̃(k′,x · k−1
1 · p,y · k−1

1 ·q)χk′·l0(k
−1
1 · p)χk′·l0(k

−1
1 ·q)d ṗdq̇

=
1

α2(k,k′)

∫
k·P(l0)/(k′·P(l0)∩k·P(l0))

∫
k·P(l0)/(k′·p(l0)∩k·P(l0))

F̃(k′,xp1,yq1)χk′·l0(p1)χk′·l0(q1)d ṗ1dq̇1 (p1 = k−1
1 p et q1 = k−1

1 q)

Finalement F̃ vérifie la bonne relation de compatibilité.

4.10.4 Condition de covariance.
Comme dans la section précédente, on considère la fonction noyau F̃ comme suit

F̃(k,x,y) := F̃1(k1k,k1 · x,k1 · y)

pour tout F̃1 ∈Nk1,W1,C1 . Ainsi on a, pour tout p,q ∈ k ·P(l0),

F̃(k,xp,yq) := F̃1(k1k,(k1 · x)(k1 · p),(k1 · y)(k1 ·q)) avec k1 · p,k1 ·q ∈ k1k ·P(l0) et k1k ∈ k1 ·W
= χk1k·l0(k1 · p)χk1k·l0(k1 ·q)F̃1(k1k,k1 · x,k1 · y)
= χk·l0(p)χk·l0(q)F̃(k,x,y)

Par suite F̃ vérifie bien la relation de covariance.

4.10.5 Théorème du rétracte translaté
Théorème 4.10. Soit W tel que W = W ·Kl0 l’ouvert non vide de K̃ tel que le théorème 4.9 soit
vrai et C0 tel que C0 = C0 ·Kl0 un compact quelconque saturé contenu dans W. Pour tout k1 ∈ K,
soient W1 = k1 ·W l’ouvert non vide de K et C1 = k1 ·C0 le compact fixe dans W1 obtenus par
translation par k1. Pour toute fonction noyau F̃1 ∈Nk1,W1,C1 , il existe alors f1 ∈S (N) tel que
π̃0,k( f1) admet comme fonction noyau F̃1(k, ·, ·) pour tout k ∈C1 et π̃0,k( f1) = 0 si k ∈ K\C1.
Notons f1 = R(F̃1) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors l’application linéaire
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F̃1 7−→ R(F̃1) de l’ensemble des fonctions noyaux à support en k contenu dans le compact fixe
C1 dans S (N), est continue si on munit l’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie
par toutes les semi-normes de type (4.8).

Preuve. Considérons la fonction noyau

F̃(k,x,y) = F̃1(k1k, k1x, k1y)

Il est clair que la fonction F̃ est bien définie. De plus son support en k est contenu dans
C0 = k−1

1 C1 qui est compact. D’après les sections 4.10.3 et 4.10.4, la fonction F̃ vérifie la bonne
condition de covariance et compatibilité. Il reste alors à montrer que cette fonction est une fonc-
tion de Schwartz généralisée. Ceci est facile à voir puisque F̃1 est une fonction de Schwartz
généralisée. En fait, on a

F̃ ′(k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) := F̃(k,expx1(k ·X1) . . .expxd(k ·Xd),expy1(k ·X1) . . .expyd(k ·Xd))
= F̃1(k1k,k1 · [expx1(k ·X1) . . .expxd(k ·Xd)],

k1 · [expy1(k ·X1) . . .expyd(k ·Xd)])
= F̃1(k1k,expx1(k1k ·X1) . . .expxd(k1k ·Xd),expy1(k1k ·X1) . . .

expyd(k1k ·Xd))
=: F̃ ′1(k1k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd).

Or, par hypothèse, F̃ ′1 est une fonction de Schwartz généralisée. Il en est donc de même pour F̃ ′.
Puisque F̃ vérifie les hypothèses du théorème 4.9, il existe alors f ∈ S (N) tel que π̃0,k( f )
admet comme fonction noyau F̃(k, ·, ·) pour tout k ∈ C0 et π̃0,k( f ) = 0 si k ∈ K\C0. Soit
f1(x) := f k−1

1 (x) = f (k−1
1 · x). Il s’en suit que π̃0,k( f1) admet comme fonction noyau F̃1(k, ·, ·)

pour tout k ∈C1 et π̃0,k( f1) = 0 si k ∈ K\C1. En effet, on a

F̃1(k, x, y) = F̃(k−1
1 k, k−1

1 x, k−1
1 y)

=
∫

k−1
1 k·P(l0)

f (k−1
1 x · p · k−1

1 y−1)χk−1
1 k·l0(p)d p

=
∫

k−1
1 k·P(l0)

f k−1
1 (x · (k1 p) · y−1)χk·l0(k1 · p)d p

Posons p′ = k1 · p, on obtient

F̃1(k, x, y) =
∫

k·P(l0)
f1(xp′y−1)χk·l0(p′)d p′

la fonction noyau de l’opérateur π̃0,k( f1) pour tout k ∈C1. De plus, si k ∈ K\C1, k−1
1 k ∈ K\C0.

Donc π̃0,k−1
1 k( f ) = 0 et ∫

k−1
1 k·P(l0)

f (x · p · y−1)χk−1
1 k·l0(p)d p = 0 ∀x,y
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Alors∫
k·P(l0)

f1(x · p1 · y−1)χk·l0(p1)d p1 =
∫

k·P(l0)
f ((k−1

1 x) · (k−1
1 p1) · (k−1

1 y−1))χk·l0(p1)d p1

=
∫

k−1
1 k·P(l0)

f ((k−1
1 x) · p · (k−1

1 y−1))χk−1
1 k·l0(p)d p p = k−1

1 p1

= 0

et π̃0,k( f1) = 0.
La continuité du rétracte est donnée par la continuité dans le théorème 4.9 et par le fait que la
translation par k1 est continue.

Grâce à la partition de l’unité de K, nous construisons un rétracte global pour la représentation
π̃0,k.

4.11 Un rétracte global sur K.
A présent, nous sommes en mesure d’établir un résultat de rétracte global, sur K tout entier,

les représentations considérées étant toujours des représentations induites à partir des translatés
k ·p(l0) d’une polarisation fixe.

4.11.1 Partition de l’unité.
Étant donné W l’ouvert de K̃ ( et donc de K) obtenu dans le théorème 4.9, soient Ũ et Ṽ des

ouverts non vides d’adhérences compactes tels que

Ũ ⊂ Ũ ⊂ Ṽ ⊂ Ṽ ⊂W ⊂ K

Comme W est saturé par rapport à Kl0 , on peut supposer que Ũ et Ṽ le sont également. Comme
K est compact, il existe un nombre fini d’ouverts translatés Ui := ki ·Ũ qui recouvrent K et i ∈ I
où I est fini.
On construit les fonctions ϕi(·) ∈ C ∞(K) avec

0≤ ϕi(·)≤ 1
ϕi(·) |Ui≡ 1
supp ϕi ⊂Vi où Vi := ki ·Ṽ
ϕi constant sur les classes modulo Kl0

pour tout i ∈ I.
On obtient alors ∑i∈I ϕi > 0 sur K et on peut dans ce cas définir les fonctions hi comme suit

hi =
ϕi

∑m∈I ϕm
.
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On a bien ∑i∈I hi ≡ 1. Donc on a (hi)i∈I est une partition de l’unité de K telle que supp hi ⊂Vi si
i ∈ I et

∑
i∈I

hi ≡ 1 sur K.

Notons de plus tous les Ui, Vi et Wi := ki ·W sont saturés par rapport à Kl0 .

4.11.2 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux globales

On note par N l’ensemble de toutes les fonctions noyaux C ∞ telle que

F̆ : K×N×N −→ C

vérifient les conditions suivantes :
– F̆ est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, pour tout A,B,C,D,E ∈ N, pour

tout compact C̆ contenu dans V , où (V,ϕ) est une carte de K, ∂ a

∂ka
V

désignera les dérivées
partielles par rapport à cette carte et où kV présente les coordonnées de k dans cette carte.
Il faut alors que

‖F̆ ′‖C̆
A,B,C,D,E := supkV∈ϕ(C̆);x=(x1,...,xd),y=(y1,...,yd)∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ka
V

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc F̆ ′ ◦ (ϕ−1⊗ id⊗ id)(kV ,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.9)

où

F̆ ′(k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd)= F̆(k,exp(x1(k ·X1)) . . .exp(xd(k ·Xd)),exp(y1(k ·X1)) . . .exp(yd(k ·Xd))).

– F̆ satisfait la condition de compatibilité suivante
Si k = k′ mod Kl0 , il existe α(k,k′) un nombre positif tel qu’ on a

F̆(k,x,y) =
1

α2(k,k′)

∫
k·P(l0)/(k′·P(l0)∩k·P(l0))

∫
k·P(l0)/(k′·P(l0)∩k·P(l0))

F̆(k′,xp,yq)χk′·l0(p)χk′·l0(q)d ṗdq̇

pour tout x,y ∈ N. Le nombre α(k,k′) est déterminé comme dans le théorème 4.7.
– F̆ satisfait la condition de covariance suivante :

F̆(k,x · p,y ·q) = χk·l0(p)χk·l0(q)F̆(k,x,y)

pour tout p,q ∈ k ·P(l0) et k ∈ K.
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4.11.3 Théorème du rétracte global pour π̃0,k.

Théorème 4.11. Pour toute fonction noyau F̆ dans N , il existe f̃ ∈S (N) tel que π̃0,k( f̃ ) admet
comme fonction noyau F̆(k, ·, ·) pour tout k ∈ K.
Notons f̃ = R(F̆) le rétracte obtenu. Ce rétracte peut être construit par un algorithme précis.
Dans ce cas, l’application linéaire F̆ 7−→ R(F̆) de l’ensemble des fonctions noyaux globales
dans S (N), est continue si on munit l’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie
par toutes les semi-normes de type (4.9).

Preuve. Considérons la partition de l’unité construite en 4.11.1. On pose pour tout i ∈ I,

F̃i(k,x,y) := hi(k)F̆(k,x,y)

Les fonctions F̃i vérifient alors les hypothèses du théorème 4.10. Pour tout i ∈ I, il existe donc
fi ∈ S (N) tel que π̃0,k( fi) a pour noyau F̃i(k, ·, ·) pour tout k ∈ K. D’ailleurs π̃0,k( fi) = 0 si
k /∈Wi. Or

F̆(k,x,y) = ∑
i∈I

hi(k)F̆(k,x,y) = ∑
i∈I

F̃i(k,x,y)

pour tout k ∈ K. Donc f̃ = ∑i∈I fi ∈ S (N) est tel que π0,k( f̃ ) a pour noyau F̆(k, ·, ·) pour tout
k ∈ K, l’ensemble d’indices I étant fini.
Pour une partition de l’unité fixée de K, les applications F̆ 7−→ F̃i sont continues. La continuité
du rétracte des F̃i, donnée dans le théorème 4.10, permet alors de conclure à la continuité de
F̆ 7−→ R(F̆).

Remarque 4.5. Le choix de la partition de l’unité n’est pas canonique. Donc le rétracte n’est
pas unique.

4.11.4 Conséquence.
Afin de préparer le passage aux représentations kπl0 , donnons la restriction du résultat sur les

rétractes à une section locale arbitraire (S,ζ ) de K/Kl0 .

• Définition des fonctions noyaux sur une section de K/Kl0 .

Pour tout k0 ∈ K, il existe une section locale (S,ζ ) de K/Kl0 contenant k̇0 telle que ζ (S)
soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe C̃′0 contenu dans ζ (S), on définit N

ζ (S),C̃′0
l’ensemble de toutes les fonctions noyaux C ∞ définies sur ζ (S)×N×N et vérifiant les mêmes
conditions que dans 4.8.2.

• Théorème du rétracte pour π̃0,k sur une section de K/Kl0 .

Théorème 4.12. Pour tout k0 ∈ K, il existe une section locale (S,ζ ) de K/Kl0 contenant k̇0 telle
que ζ (S) soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe C̃′0 contenu dans ζ (S), on a : Pour
toute fonction noyau F̃0 ∈N

ζ (S),C̃′0
, il existe f ′ ∈S (N) telle que π̃0,k( f ′) admet F̃0(k, ·, ·) comme
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fonction noyau si k ∈ ζ (S) et π̃0,k( f ′) = 0 si k̇ /∈ S.
Notons f ′ = R(F̃0) le rétracte obtenu. Ce rétracte peut être construit par un algorithme précis.
Dans ce cas, l’application linéaire F̃0 7−→ R(F̃0) de l’ensemble des fonctions noyaux locales sur
une section de K/Kl0 dans S (N), est continue si on munit l’ ensemble des fonctions noyaux de
la topologie définie par les semi-normes correspondantes.

Preuve. Il suffit de considérer une section locale de K/Kl0 , de prolonger la fonction noyau à K
grâce à la condition de compatibilité et d’appliquer le théorème 4.11.

Rappelons maintenant que π̃0,k est équivalente à la représentation kπl0 définie comme suit

k
πl0(x) = πl0(k

−1 · x)

pour tout x ∈ N.
L’opérateur d’entrelacement correspondant est défini de la manière suivante

U : Hkπl0
−→ Hπ̃0,k

ξ 7−→ U ξ (t) := ξ (k−1 · t)

Alors U = U (k) est une isométrie, si {X1, . . . ,Xd} est une base de Malcev quelconque de n par
rapport à p(l0) et {k ·X1, . . . ,k ·Xd} est la base correspondante de n par rapport à k ·p(l0) et si ces
bases servent à fixer les mesures dans la définition de Hkπl0

, resp. Hπ̃0,k (voir 1.4.3).

Suite à cette équivalence, on va construire un rétracte local pour kπl0 sur une section de K/Kl0 à
partir d’un rétracte local pour la représentation π̃0,k.

4.12 Résultat du rétracte local pour kπl0.

Finalement, nous obtenons un résultat de rétracte local pour kπl0 , sur une section locale autour
de n’importe quel point de K/Kl0 . C’est ce résultat qui sera utilisé au chapitre 6.
Tout d’abord, remarquons que

k
πl0 '

k′
πl0 ⇐⇒ k′−1k

πl0 ' πl0

⇐⇒ π̃0,k′−1k ' πl0

⇐⇒ πk′−1k·l0 ' πl0

⇐⇒ k′−1k ∈ Kπl0

⇐⇒ k′−1k ∈ Kl0 car l0 est aligné.
⇐⇒ k = k′ mod Kl0.
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4.12.1 Base de Malcev de n par rapport à p(l0).
On considère ici {X1, . . . ,Xd} la base de Malcev de n par rapport à p(l0) construite comme

dans 4.4.1.

4.12.2 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux locales sur K/Kl0.

Pour tout k0 ∈K, il existe (S,ζ ) une section lisse de K/Kl0 contenant k̇0 telle que ζ (S) soit une
sous-variété de K. Pour tout compact fixe C̃′0 contenu dans ζ (S), on définit ˜N ′

ζ (S),C̃′0
l’ensemble

de toutes les fonctions noyaux C ∞

˜̃F0 : ζ (S)×N×N −→ C

qui vérifient les conditions suivantes :
– Le support de ˜̃F0 en k est contenu dans C̃′0.
– ˜̃F0 vérifie la condition de covariance suivante :

˜̃F0(k,x · p,y ·q) = χl0(p)χl0(q) ˜̃F0(k,x,y)

pour tout p,q ∈ P(l0).
– ˜̃F0 est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, pour tout A,B,C,D,E ∈ N, pour

toute carte (U,ϕ) de ζ (S) et pour tout compact ˜̃C0 contenu dans C̃′0∩U , ∂ a

∂ka
U

désignera les
dérivées partielles par rapport à cette carte et kU désignera les coordonnées de k dans cette
carte. Il faut alors que ˜̃F0 vérifie

‖ ˜̃F ′0‖
˜̃C0

A,B,C,D,E := supkU∈ϕ( ˜̃C0);x,y∈Rd sup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ka
U

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc
˜̃F ′0 ◦ (ϕ−1⊗ id⊗ id)(kU ,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) |< ∞ (4.10)

où

˜̃F ′0(k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd) := ˜̃F0(k,exp(x1X1) . . .exp(xdXd),exp(y1X1) . . .exp(ydXd))

Ici N/P(l0) est identifié à Rd via la base de Malcev lisse {X1, . . . ,Xd} de n par rapport à p(l0)
construite dans la section 4.12.1.
L’ensemble des fonctions noyaux ˜N ′

ζ (S),C̃′0
est indépendant du choix des bases de Malcev lisses

de n par rapport à p(l0).

4.12.3 Théorème du rétracte local pour kπl0 sur K/Kl0.

Théorème 4.13. Pour tout k0 ∈ K, il existe (S,ζ ) une section lisse de K/Kl0 contenant k̇0 telle
que ζ (S) soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe C̃′0 contenu dans ζ (S), on a : Pour
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toute fonction noyau ˜̃F0 dans ˜N ′
ζ (S),C̃′0

, il existe f0 ∈S (N) tel que kπl0( f0) admet comme fonc-

tion noyau ˜̃F0(k, ·, ·) pour tout k ∈ ζ (S) et kπl0( f ) = 0 si k̇ /∈ S.
Notons f0 = R( ˜̃F0) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors l’application linéaire
˜̃F0 −→ R( ˜̃F0) de l’ensemble ˜N ′

ζ (S),C̃′0
des fonctions noyaux à support en k contenu dans le com-

pact fixe C̃′0 dans S (N), est continue si on munit l’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie
définie par toutes les semi-normes de type (4.10).

Preuve. Soit la fonction F̃0 définie sur ζ (S)×N×N comme suit

F̃0(k,x,y) := U ⊗U ˜̃F0(k,x,y)

= ˜̃F0(k,k−1 · x,k−1 · y)

où U = U (k) comme dans 4.11.4.
Ainsi,

– F̃0 est une fonction C ∞ telle que son support en k est contenu dans C̃′0 puisque ˜̃F0 l’est aussi
et l’application k 7−→ k−1 · x est lisse.

– F̃0 vérifie bien la condition de covariance. En effet, pour tout p,q ∈ k ·P(l0), on a

F̃0(k,x · p,y ·q) = ˜̃F0(k,(k−1x)(k−1 p),(k−1y)(k−1q))

= χl0(k−1 p)χl0(k
−1q) ˜̃F0(k,k−1x,k−1y)

= χk·l0(p)χk·l0(q)F̃0(k,x,y)

– F̃0 est bien une fonction de Schwartz généralisée.
Etant donné {X1, . . . ,Xd} la base de Malcev de n par rapport à p(l0) construite dans la
section 4.12.1, on construit d’une manière canonique {k ·X1, . . . ,k ·Xd} la base de Malcev
lisse de n par rapport à k ·p(l0). Ainsi, on a

F̃ ′0(k,x1, . . . ,xd) := F̃0(k,exp(x1(k ·X1)) . . .exp(xd(k ·Xd)),exp(y1(k ·X1)) . . .exp(yd(k ·Xd)))

= ˜̃F0(k,k−1exp(x1(k ·X1)) . . .k−1exp(xd(k ·Xd)),
k−1exp(y1(k ·X1)) . . .k−1exp(yd(k ·Xd)))

= ˜̃F0(k,exp(x1X1) . . .exp(xdXd),exp(y1X1) . . .exp(ydXd))

= ˜̃F ′0(k,x1, . . . ,xd,y1, . . . ,yd)

Il s’en suit alors que

‖F̃ ′0‖
˜̃C0

A,B,C,D,E,F = ‖ ˜̃F ′0‖
˜̃C0

A,B,C,D,E,F < ∞

quels que soient A, B, C, D, E, F ∈ N et pour tout compact ˜̃C0 contenu dans C̃′0 ∩UPar suite
d’après le théorème 4.12, il existe f ∈ S (N) tel que π̃0,k( f ) admet F̃0(k, ·, ·) comme fonction
noyau si k∈ ζ (S) et π̃0,k( f ) = 0 si k̇ /∈ S. On obtient ainsi kπl0( f ) admet ˜̃F0(k, ·, ·) comme fonction



114 La théorie du rétracte pour différentes réalisations des représentations

noyau si k ∈ ζ (S) et kπl0( f ) = 0 si k̇ /∈ S. En effet, on a

˜̃F0(k, x, y) = F̃0(k, k · x, k · y)

=
∫

k·P(l0)
f (kx · p · (ky)−1)χk·l0(p)d p

=
∫

k·P(l0)
f k(x(k−1 p)y−1)χl0(k

−1 p)d p

Posons p1 = k−1 · p ∈ P(l0), on obtient alors, puisque ce changement de variables est unimodu-
laire,

˜̃F0(k, x, y) =
∫

P(l0)
f k(x p1 y−1)χl0(p1)d p1

Or ∫
P(l0)

f k(x p1 y−1)χl0(p1)d p1

n’est rien d’autre que le noyau de l’opérateur πl0( f k) = kπl0( f ) agissant sur Hπl0
= Hkπl0

, pour

tout k ∈ C̃′0. Si k /∈ C̃′0 ·Kl0 , alors π̃0,k( f ) = 0 et il en est donc de même de kπl0( f ) étant donné que
π̃0,k et kπl0 sont équivalentes.
La continuité du rétracte résulte du fait que le rétracte donné par le théorème 4.11 est continu.



Chapitre 5

Théorie du rétracte sur les caractères

Introduction
L’objectif de cette partie est de construire un rétracte, sous l’action d’un compact K, sur la

strate des caractères.
Soient N un groupe de Lie connexe, simplement connexe d’algèbre de Lie n, l une forme linéaire
sur n et soit K un sous-groupe de Lie compact des automorphismes de N. Définissons

C = {l ∈ n∗ | < l, [n,n] >= 0}.

Alors C est la strate de n∗ qui correspond aux caractères de N. Il s’agit d’un sous-espace vectoriel
de n∗.
Soit {Y1, . . . ,Yn} une base de Jordan-Hölder de n qui passe par [n,n], c’est à dire,

n =< Y1, . . . ,Yd >⊕< Yd+1, . . . ,Yn >︸ ︷︷ ︸
∈[n,n]

Dans ce cas,

C = {l ∈ n∗ | < l,Yi >= 0, d +1≤ i≤ n}
= RY ∗1 ⊕·· ·⊕RY ∗d

Les représentations unitaires irréductibles de N correspondant aux éléments de C sont les carac-
tères de N tout entier définis comme suit :

χl : N −→ C
x 7−→ χl(x) = e−i<l,logx>

où l est une forme linéaire de C . La représentation unitaire irréductible associée πl coïncide alors
avec χl dans le sens suivant :

Hπl ≡ C
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Pour tout ξ ∈Hπl ≡ C,

πl(x)ξ = χl(x) ·ξ ∀x ∈ N

πl( f )ξ =
∫

Rn
f (x)e−i<l,x>

ξ dx

= f̂ (l)ξ

5.1 Fourier inverse sur la strate des caractères

5.1.1 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux

Pour tout compact C contenu dans C , on définit l’espace des fonctions noyaux NC comme
l’ensemble de toutes les fonctions C ∞

F : C −→ C

telles que leurs supports en l soient contenus dans C.

5.1.2 Théorème d’inversion de Fourier sur les caractères.

Théorème 5.1. Soit C un compact contenu dans C . Pour toute fonction noyau F ∈NC, il existe
f ∈ S (N), c’est-à-dire f ◦ exp ∈ S (n), tel que f̂ ◦ exp(l) = F(l) si l ∈ C et f̂ ◦ exp(l) = 0 si
l ∈ C \C. Notons f = R(F) le rétracte obtenu par une méthode bien précise. Celle-ci peut être
choisie telle que l’application F −→ R(F) de l’ensemble des fonctions noyaux NC dans S (N)
est continue si on munit NC de la topologie induite par les semi-normes de l’espace de Schwartz.

Preuve. Soit ϕ ∈ S (RY ∗d+1⊕ ·· · ⊕RY ∗n ) telle que ϕ(0) = 1. Posons alors F̃ := F ⊗ϕ . Ainsi
F̃ ∈S (n∗)≡S (Rn).
Il existe alors f ∈ S (N) tel que f ◦ exp ∈ S (n) et f̂ ◦ exp = F̃ ∈ S (n∗). Il suffit en effet de
prendre f ◦ exp = F−1(F̃) où F−1 désigne la transformée de Fourier inverse.
Pour l ∈ C , on a χl ∈ N̂ et

χl( f ◦ exp) = f̂ ◦ exp(l) = F̃(l) = ϕ(0)F(l) = F(l)

5.1.3 Remarques.

– Le rétracte construit n’est pas unique car il dépend du choix de la fonction ϕ .
– La construction du rétracte se fait de manière continue, pour ϕ fixé.
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5.2 Action de K sur les caractères.

Proposition 5.1. C est stable par l’action de K.

Preuve. Soient k ∈ K et l ∈ C . On a alors

< k · l, [n,n] > = < l, [k−1n, k−1n] >
= < l, [n,n] >
= 0

Ainsi k · l ∈ C et C est stable par l’action de K.

5.2.1 Stabilisateurs

Par définition, le stabilisateur Kπl d’une représentation πl est

Kπl = {k ∈ K| k
πl ' πl}

Dans notre cas, πl = χl et par suite le stabilisateur sera

Kπl = {k ∈ K| k
χl ' χl}

= {k ∈ K| e−i<l,k−1·X> = e−i<l,X> pour tout X ∈ n}
= {k ∈ K| χk·l = χl}
= {k ∈ K| k · l = l}

D’autre part, le stabilisateur Kl d’une forme linéaire l est donné par

Kl = {k ∈ K|k · l = l}

Ainsi, dans notre cas, on a Kπl = Kl .

5.2.2 Paramétrisation de K · l0
Soit l0 ∈ C fixé et K · l0 la K−orbite de l0. C’est une sous-variété compacte dans C . Elle est

régulièrement plongée dans C . Soient l ∈ K · l0 et (U,ϕ) une carte qui paramétrise l’orbite K · l0
au voisinage de l. Alors il existe une carte (V,ρ) de C au voisinage de l telle que

V = ρ
−1(ϕ(U)×

d−r

∏
i=1

]−ai,ai[)

où r = dim K · l0 et V est à adhérence compacte.



118 Théorie du rétracte sur les caractères

5.2.3 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux locales ˜N(U,ϕ)

Soit l0 ∈ C fixé. Supposons que la sous-variété K · l0 est munie d’une famille de cartes qui
peuvent être considérées comme la restriction à C de cartes au sens de 5.2.2. Soit (U,ϕ) une
telle carte. On définit l’ensemble des fonctions noyaux ˜N(U,ϕ) comme l’ensemble de toutes les
fonctions C ∞

F : K · l0 −→ C

telles que F soit à support compact en l contenu dans U . Soit C un compact fixe dans U . On note
alors

N(U,ϕ),C := {F ∈ ˜N(U,ϕ) | supplF ⊂C}.

Ici supplF désigne le support en l = k · l0 de la fonction F .

5.2.4 Théorème du rétracte local sur K · l0
Théorème 5.2. Soit l0 ∈ C et K · l0 la K− orbite correspondante, qui est évidemment une sous-
variété compacte de n∗. Soient (U,ϕ) une carte de K · l0 et C un compact fixe dans U. Pour toute
fonction noyau F ∈N(U,ϕ),C, il existe f ∈S (N) telle que f̂ ◦ exp(l) = F(l) pour tout l ∈ K · l0.
Notons f = R(F) le rétracte obtenu. La construction de ce rétracte peut être faite de manière à
ce que l’application linéaire F −→ R(F) de l’ensemble des fonctions noyaux locales N(U,ϕ),C
dans S (N) soit continue si on munit N(U,ϕ),C par la topologie induite par les semi-normes de
l’espace de Schwartz.

Preuve. Pour construire le rétracte f , on va prolonger F localement sur la carte (V,ρ) de C pour
tout F ∈N(U,ϕ),C puis appliquer le théorème 5.1.

– Prolongement local sur (V,ρ) :
Remarquons d’abord qu’on a :

F(l) = F(ρ−1(ϕ(l),0, . . . ,0)) ∀ l ∈C ⊂U

Définissons F1 sur (ϕ(U)×{(0, . . . ,0)}) par :

F1((v1, . . . ,vr,0, . . . ,0)) := F(ρ−1(v1, . . . ,vr,0, . . . ,0))

où r est la dimension de la sous-variété K · l0. Ensuite, on prolonge F1 en une fonction F̆1

sur (ϕ(U)×∏
d−r
j=1]−a j,a j[) par

F̆1(u1, . . . ,ur,s1, . . . ,sd−r) := F1(u1, . . . ,ur,0, . . . ,0)
d−r

∏
j=1

θ j(s j)

où θ j ∈ C ∞
c (]−a j,a j[) avec θ j(0) = 1 est arbitraire, mais fixé une fois pour toutes.

Finalement, on obtient un prolongement F̆ de F par

F̆(l) = F̆1(ρ(l)) ∀l ∈V et F̆(l) = 0 si l ∈ C \V
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La fonction F̆ est bien un prolongement de F à V car

F̆(l) = F̆1(ρ(l))
= F̆1(ϕ(l),0, . . . ,0)
= F1(ϕ(l),0, . . . ,0) ·1
= F(ρ−1(ϕ(l),0, . . . ,0))
= F(l)

pour tout l ∈C ⊂U ⊂V .
– Application du théorème 5.1 :

En appliquant le théorème d’inversion de Fourier sur la strate des caractères, il existe f ∈
S (N) tel que f̂ ◦ exp(l) = F̆(l) si l ∈V ⊂ C et f̂ ◦ exp(l)≡ 0 si l ∈ K · l0 \C. Ainsi, pour
l ∈U , on a F̆(l) = F(l) et on obtient le résultat.
La continuité du rétracte est donnée par la continuité du rétracte dans le théorème 5.1 et par
le fait que nos opérations de prolongement des fonctions noyaux sont également continues,
le choix des θ j étant fixé une fois pour toutes.

5.2.5 Partition de l’unité
Étant donnée K · l0 la sous-variété compacte de C qui est munie d’un système de cartes, on

choisit alors pour tout l ∈ K · l0, des ouverts relatifs U(l), V (l) et W (l) de K · l0 tels que

l ∈U(l)⊂U(l)⊂W (l)⊂W (l)⊂V (l)⊂ K · l0

et tel que V (l) soit contenu entièrement dans une même carte de la sous-variété K · l0. Puisque
K · l0 est compact, il existe alors un nombre fini de li ∈ K · l0 et de U(li) qui recouvrent K · l avec
i ∈ I où I est fini.
On construit les fonctions ϕ(li)(·) = ϕi(·) ∈ C ∞

c (K · l0) avec
0≤ ϕi(·)≤ 1
ϕi(·) |U(li)≡ 1
supp ϕi ⊂W (li)

On obtient alors ∑i∈I ϕi > 0 sur K · l0 et on peut dans ce cas définir les fonctions hi comme suit

hi =
ϕi

∑m∈I ϕm
∀i ∈ I

Ainsi (hi)i∈I est une partition de l’unité sur K · l0 telle que pour i∈ I, supp hi ⊂W (li) est contenu
entièrement dans une même carte et

∑
i∈I

hi ≡ 1 sur K · l0
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5.2.6 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux globales ˜N

Soit l0 ∈ C fixé. On définit l’ensemble des fonctions noyaux globales ˜N comme l’ensemble
de toutes les fonctions C ∞

F : K · l0 −→ C

telles que pour tout A ∈N, pour tout compact C′ contenu dans U où (U,ϕ) est une carte de K · l0,
on a

‖ F ‖U,C′
A := suplU∈ϕ(C′)sup|a|≤A |

∂ a

∂ la
U

F ◦ϕ
−1(lU) |< ∞ (5.1)

où lU désigne les coordonnées de l ∈ K · l0 dans la carte (U,ϕ).
On munit ˜N de la topologie définie par l’ensemble de toutes les semi-normes (5.1)

5.2.7 Théorème du rétracte sur K · l0
Théorème 5.3. Pour toute fonction noyau F ∈ ˜N , il existe f ∈S (N) telle que f̂ ◦ exp(l) = F(l)
si l ∈ K · l0. Notons f = R(F) le rétracte obtenu de cette manière. L’algorithme de construction
du rétracte R(F) peut être choisi de manière à ce que l’application F −→ R(F) de l’ensemble
des fonctions noyaux ˜N dans S (N) soit continue.

Preuve. Considérons la partition de l’unité construite en 5.2.5. On pose pour tout i ∈ I,

Fi(l) := hi(l)F(l)

Les fonctions Fi vérifient alors les hypothèses du théorème 5.2. Pour tout i ∈ I, il existe donc
fi ∈S (N) tel que f̂i ◦ exp(l) = Fi(l) pour tout l ∈ K · l0 et f̂i ◦ exp(l) = 0 si l ∈ K · l0\W (li). Or

F(l) = ∑
i∈I

hi(l)F(l) = ∑
i∈I

Fi(l)

pour tout l ∈ K · l0. Donc f = ∑i∈I fi ∈S (N) est tel que f̂ ◦ exp(l) = F(l) pour tout l ∈ K · l0.
Pour une partition de l’unité fixée, les applications F 7−→ Fi sont continues. La continuité du
rétracte des Fi, donnée dans le théorème 5.2, permet alors de conclure à la continuité de F 7−→
R(F).

5.3 Rétracte sur K.
Remarque 5.1. Dans la strate des caractères, les différentes représentations unitaires irréduc-
tibles, soumises à l’action de K, coïncident. En fait on a

χk·l0 = πk·l0 = π̃0,k = k
πl0

où πk·l0 , π̃0,k et kπl0 sont les représentations définies dans le chapitre 4.
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Par définition, le stabilisateur Kl0 d’une forme linéaire l0 est

Kl0 = {k ∈ K | k · l0 = l0}

Il existe alors un difféomorphisme entre K · l0 et K/Kl0 (chapitre 4). Ainsi on peut définir les
fonctions noyaux sur K/Kl0 , ou même sur (S,ζ ) une section de K/Kl0 , au lieu de K · l0.
Dans ce cas, on définit l’ensemble des fonction noyaux locales ˜N ′

ζ (S),C0
comme suit : Pour tout

k0 ∈K, il existe une section lisse (S,ζ ) de K/Kl0 contenant k̇0 telle que ζ (S) soit une sous-variété
de K décrite entièrement à l’aide d’une seule carte (U0,ϕ0). Pour tout compact fixe C0 contenu
dans ζ (S), on définit les fonctions noyaux C ∞,

F : ζ (S)−→ C

telles que leurs supports en k soient contenus dans C0 et telles que pour tout A ∈ N, on a

‖F‖U0,C0
A := supkU0∈ϕ0(C0)sup|a|≤A |

∂ a

∂ka
U0

(F ◦ϕ
−1
0 )(kU0) |< ∞. (5.2)

Ici, kU0 désigne les coordonnées de k dans la carte (U0,ϕ0).
On obtient alors le résultat suivant.

Théorème 5.4. Pour tout k0 ∈K, il existe une section lisse (S,ζ ) de K/Kl0 contenant k̇0 telle que
ζ (S) soit une sous-variété de K décrite entièrement à l’aide d’une seule carte. Pour tout compact
fixe C0 contenu dans ζ (S), on a : Pour toute fonction noyau F dans ˜N ′

ζ (S),C0
, il existe f ∈S (N)

tel que χk·l( f ) = f̂ (k · l) = F(k) pour tout k ∈ ζ (S).
Notons f = R(F) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors l’application linéaire
F −→ R(F) de l’ensemble ˜N ′

ζ (S),C0
des fonctions noyaux à support en k contenu dans le compact

fixe C0 dans S (N), est continue si on munit l’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie
définie par toutes les semi-normes de type (5.2).

Preuve. Puisque un rétracte global sur K · l0 existe d’après le théorème 5.3, il suffit de remarquer
qu’il existe un difféomorphisme entre K · l0 et K/Kl0 . Ainsi on pourra construire, d’une manière
analogue que dans le chapitre 4, un rétracte local sur une section de K/Kl0 . Pour les détails, voir
le chapitre 4

De même, on définit l’ensemble des fonctions noyaux globales N sur K tout entier comme
l’ensemble de toutes les fonctions

F : K −→ C
qui sont lisses et telles que

– Si k = k1 mod Kl0 , il faut que
F(k) = F(k1)

– Pour tout compact C′1 contenu dans U ′ où (U ′,ϕ ′) est une carte de K, on a

‖ F ‖U ′,C′1
A := supkU ′∈ϕ ′(C′1)

sup|a|≤A |
∂ a

∂ka
U ′

F ◦ (ϕ ′)−1(kU ′) |< ∞ (5.3)

où kU ′ désigne les coordonnées de k ∈ K par rapport à la carte (U ′,ϕ ′).



122 Théorie du rétracte sur les caractères

Théorème 5.5. Pour toute fonction noyau F dans N , il existe f ∈ S (N) tel que χk·l( f ) =
f̂ (k · l) = F(k) pour tout k ∈ K.
Notons f = R(F) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors l’application linéaire
F −→ R(F) de l’ensemble N des fonctions noyaux globales dans S (N), est continue si on
munit l’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie par toutes les semi-normes de
type (5.3).

Preuve. La construction du rétracte se fait comme dans le théorème 4.11 du chapitre 4.



Chapitre 6

Idéaux K−invariants

Dans ce chapitre, on caractérise les idéaux K−invariants. On étudie deux catégories
d’idéaux : les idéaux K−invariants maximaux et les idéaux K− premiers.
La première partie du chapitre consiste à déterminer les idéaux K−invariants maximaux et la
deuxième partie compare les idéaux K−premiers aux noyaux KerΩl des K−orbites Ωl .

6.1 Les idéaux K−invariants maximaux
Cette partie est une adaptation à l’action compacte, du cas des actions exponentielles [18].

Définition 6.1. Soit I un idéal de L1(N), resp. S (N). On dit que I est K−invariant si f ∈ I et
k ∈ K entraîne f k ∈ I où f k(x) = f (k · x) pour tout x ∈ N.

Définition 6.2. Pour tout l ∈ n∗, on note Ωl la K-orbite donnée par

Ωl = {k · l | k ∈ K}

Remarque 6.1. Les K−orbites Ωl sont compactes, donc fermés.

On sait que chaque πl ∈ N̂ est obtenue de la manière suivante : Il existe l ∈ n∗ et p(l) une
polarisation de l tels que si χl(x) = e−i<l,log x> est un caractère défini sur P(l) = expp(l), πl
est équivalente à la représentation induite indN

P(l)χl . De plus, la représentation kπl , définie par
kπl(x) = πl(k−1 · x) pour tout x ∈ N, est unitairement équivalente à la représentation induite
π̃k := indN

k·P(l)χk·l . Ceci explique la définition suivante du noyau d’une orbite puisque

k
πl( f ) = 0⇐⇒ π̃k( f ) = 0, f ∈ L1(N).

Définition 6.3. Soit πl ∈ N̂ une représentation unitaire irréductible de N. On définit alors le
noyau de l’orbite Ωl comme suit

KerΩl = { f ∈ L1(N) | k
πl( f ) = 0 ∀k ∈ K}
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Proposition 6.1. Soit Ωl une K-orbite. Alors KerΩl est un idéal K−invariant fermé propre de
L1(N).

Preuve. Evident.

Proposition 6.2. Soit π = πp ∈ N̂ tel que KerΩl ⊂ Kerπp. Alors p ∈Ωl .

Preuve. Ceci découle du fait que pour les groupes de Lie nilpotents connexes simplement
connexes, Prim∗L1(N) muni de la topologie de Jacobson et l’espace des orbites coadjointes sont
homéomorphes. De plus l’orbite Ωl est fermée.

Théorème 6.1. Les idéaux K−invariants fermés maximaux propres de L1(N) coïncident avec
les noyaux KerΩl correspondant aux K−orbites.

Preuve. Soit J un idéal fermé propre K−invariant de L1(N) tel que KerΩl ⊂ J. D’après la pro-
priété de Wiener [9], c’est-à-dire, tout idéal fermé propre est contenu dans le noyau d’une repré-
sentation unitaire irréductible, il existe π = πp ∈ N̂ tel que KerΩl ⊂ J⊂Kerπp. Par la proposition
6.2, p ∈Ωl et Ωl = Ωp. D’autre part, puisque J est K−invariant,

KerΩl ⊂ J ⊂ ∩k∈K(Kerπp)k = ∩k∈K(Kerk
πp) = KerΩp = KerΩl

Il s’en suit alors J = KerΩl et KerΩl est maximal. Réciproquement, soit J un idéal K−invariant
maximal. Par le même raisonnement que précédemment, il existe π = πl ∈ N̂ tel que

J ⊂ ∩k∈KKer(k
πl) = KerΩl

c’est-à-dire tel que J = KerΩl par maximalité.

Théorème 6.2. Tout idéal fermé propre K−invariant de L1(N) est contenu dans un idéal
K−invariant maximal de L1(N).

Preuve. Soit I un idéal fermé propre K−invariant. D’après la propriété de Wiener, il existe πl ∈ N̂
tel que I ⊂ Kerπl et même I ⊂ ∩k∈KKer(kπl) = KerΩl .

Théorème 6.3. A condition de savoir que

KerΩl ∩S (N)
L1(N)

= KerΩl ∀l ∈ n∗,

on a :
Les idéaux K−invariants fermés maximaux propres de S (N) coïncident avec les noyaux
KerΩl ∩S (N) correspondant aux K−orbites de n∗. En particulier, ils sont obtenus par res-
triction à S (N) des idéaux K−invariants maximaux de L1(N).

Preuve. Soit I un idéal K−invariant maximal de S (N), en particulier il est fermé propre dans

S (N). Soit I = I
L1(N) l’idéal fermé K− invariant dans L1(N) correspondant. En appliquant la

propriété de Wiener [16] pour S (N), il existe π = πp ∈ N̂ tel que I⊂ Kerπp∩S (N). Ainsi,

I = I
L1(N) ⊂ Kerπp∩S (N)

L1(N) ⊂ Kerπp
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et I est propre. Par le théorème 6.2, il existe Ωl dans n∗ tel que I ⊂ KerΩl . Alors I ⊂ KerΩl ∩
S (N) et même

I = (KerΩl ∩S (N))

par maximalité de I. Réciproquement, supposons qu’il existe un idéal I fermé propre
K−invariant de S (N) tel que (KerΩp ∩S (N)) ⊂ I. Par le raisonnement de la première par-
tie, il existe Ωl tel que

KerΩp∩S (N)⊂ I⊂ KerΩl ∩S (N).

Par suite, à condition de savoir que

KerΩl ∩S (N)
L1(N)

= KerΩl ∀l ∈ n∗,

on a
KerΩp = KerΩp∩S (N)

L1(N) ⊂ KerΩl ∩S (N)
L1(N)

= KerΩl.

Par maximalité de KerΩp (théorème 6.2) dans L1(N), KerΩp = KerΩl et (KerΩp∩S (N)) = I.
Ceci montre que (KerΩp∩S (N)) est maximal.

Remarque 6.2. La condition

KerΩl ∩S (N)
L1(N)

= KerΩl

sera démontrée ultérieurement pour les formes linéaires génériques et les formes linéaires dé-
finissant les caractères, ainsi que, dans un exemple particulier, pour les K−orbites des autres
strates. Donc, si n∗ ne contient que des formes linéaires génériques ou des formes linéaires dé-
finissant les caractères, le résultat du théorème 6.3 caractérise tous les idéaux K−maximaux
fermés de S (N). Ceci est en particulier le cas pour le groupe de Heisenberg ou le groupe de Lie
nilpotent libre de pas 2 à 3 générateurs (chapitre 2). Même pour le groupe de Lie nilpotent libre
de pas 2 et à 4 générateurs, le résultat reste vrai (chapitre 7).

6.2 Densité des fonctions de Schwartz dans l’orbite.
La caractérisation des idéaux K−premiers se fait d’abord pour l’algèbre de Schwartz S (N)

puis pour l’algèbre L1(N). Le passage à L1(N) se fait grâce à une relation entre KerΩl ∩S (N)
et KerΩl . Pour étudier la relation entre KerΩl ∩S (N) et KerΩl , on se base sur la théorie du
rétracte sur les K−orbites développée dans les chapitres 4 et 5. Dans ce chapitre, nous reprenons
les mêmes notations que celles du chapitre 4. Nous rappelons donc le résultat du rétracte local
pour la représentation kπl0 qui va nous servir à déterminer la relation cherchée. Ici, l0 désigne
une forme linéaire générique au sens de Ludwig-Zahir.

Théorème 6.4. Si l0 est en plus alignée, pour tout k0 ∈ K, il existe (S,ζ ) une section lisse de
K/Kl0 contenant k̇0 telle que ζ (S) soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe C̃′0 contenu
dans ζ (S), on a : Pour toute fonction noyau ˜̃F0 dans ˜N ′

ζ (S),C̃′0
, l’ensemble des fonctions noyaux à
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support en k contenu dans le compact fixe C̃′0 , il existe f0 ∈S (N) tel que kπl0( f0) admet comme
fonction noyau ˜̃F0(k, ·, ·) pour tout k ∈ ζ (S) et kπl0( f0) = 0 si k̇ /∈ S.
Notons f0 = R( ˜̃F0) ce rétracte. Celui-ci peut être obtenu par un algorithme bien précis tel que
l’application linéaire ˜̃F0 −→ R( ˜̃F0) de ˜N ′

ζ (S),C̃′0
dans S (N), est continue si on munit l’ensemble

des fonctions noyaux de la topologie d’espace de Schwartz généralisé définie par des semi-
normes appropriées comme dans le chapitre 4.

6.2.1 Partition de l’unité de K/Kl0.

Pour tout k ∈ K, étant donnée (S,ζ ) une section lisse de K/Kl0 contenant k̇, il existe alors des
voisinages U , W et V de k̇ dans K/Kl0 tels que

k̇ ∈U ⊂U ⊂W ⊂W ⊂V ⊂V ⊂ S⊂ K/Kl0.

On suppose de plus que S soit complètement contenu dans une même carte de l’atlas de K/Kl0 et
S un ouvert dans cette carte. Ainsi W peut être identifié à un ouvert, d’adhérence compacte, d’un
espace Rp, pour un certain p ∈ N.
Comme K/Kl0 est compact, il existe des familles finies d’ouverts (Ui)i∈I,(Wi)i∈I , (Vi)i∈I et une
famille finie de sections (Si,ζi)i∈I tels que les Ui, i∈ I, recouvrent K/Kl0 où I est fini. On construit
alors ψi(·) ∈ C ∞(K/Kl0) avec 

0≤ ψi(·)≤ 1
ψi(·) |Ui≡ 1
supp ψi ⊂Wi

pour tout i ∈ I.
Définissons les fonctions hi comme suit

hi =
ψi

∑m∈I ψm
.

On a alors

∑
i∈I

hi ≡ 1 sur K/Kl0

et (hi)i∈I est une partition de l’unité de K/Kl0 telle que supp hi ⊂Wi ⊂Wi.
Chaque hi peut donc être identifiée à une fonction C ∞ à support compact dans un Rp, étant donné
que supp hi est entièrement contenu dans une carte de l’atlas de K/Kl0 .

Remarque 6.3. ζi(Wi) est un compact contenu dans ζi(Si), donc dans ζi(Si) ·Kl0 = p−1(Si) où
p : K 7−→ K/Kl0 est la projection canonique. De même, ξi(W i) ·Kl0 ⊂ p−1(Si).
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6.2.2 Relation entre f et fi

Soit maintenant f ∈ S (N) arbitraire. Avec les choix précédents, soit F̃0(k, ·, ·) le noyau de
l’opérateur kπl0( f ) pour tout k ∈ K, ˜̃F0(k, ·, ·) le noyau de l’opérateur kπl0( f ) pour tout k ∈ ξ (S)
et (hi)i∈I est une partition de l’unité de K/Kl0 construite comme en 6.2.1.
Posons

F̃0,i(k, ·, ·) := hi(k̇)F̃0(k, ·, ·) ∀k ∈ K et
˜̃F0,i := F̃0,i|ζi(Si)×N×N

où (ζi,Si)i∈I est la famille finie de sections lisses de K/Kl0 associée à la partition de l’unité.
Alors ˜̃F0,i ∈ ˜N ′

ζi(Si),Ci
avec Ci := ζi(W i) un compact fixe contenu dans ζi(Si). Ainsi, en appliquant

le théorème 6.4, il existe fi ∈S (N) tel que kπl0( fi) possède ˜̃F0,i(k, ·, ·) comme noyau d’opérateur
pour tout k ∈ ζi(Si) et kπl0( fi) = 0 si k̇ /∈ Si.

Lemme 6.1. Supposons que pour tout f1, f2 ∈S (N), on a

k
πl0( f1) = k

πl0( f2).

Alors, pour tout k0 ∈ Kl0 ,
kk0πl0( f1) = kk0πl0( f2)

Preuve. Puisque kπl0( f1) = kπl0( f2), on a f1− f2 ∈ Ker kπl0 . Mais

k
πl0 ' πk·l0 = πkk0·l0 '

kk0πl0

Donc
Ker k

πl0 = Ker kk0πl0

et par suite f1− f2 ∈ Ker kk0πl0 .

Proposition 6.3.
k
πl0( fi) = hi(k̇)(k

πl0( f )) ∀k ∈ K

Preuve. Tout d’abord, on remarque que pour tout k ∈ ζi(Si) et pour tout ξ ∈S (N/P(l0),χl0),
on a

(k
πl0( fi)ξ )(x) =

∫
N/P(l0)

˜̃F0,i(k,x,y)ξ (y)dy

= hi(k̇)
∫

N/P(l0)

˜̃F0(k,x,y)ξ (y)dy

= hi(k̇)(k
πl0( f )ξ )(x)

= ((k
πl0)(hi(k̇) f )ξ )(x)
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pour tout x ∈ N. D’après le lemme 6.1 on a, pour tout k0 ∈ Kl0 ,

k
πl0( fi) = k

πl0(hi(k̇) f ) =⇒ kk0πl0( fi) = kk0πl0(hi(k̇) f )

=⇒ kk0πl0( fi) = kk0πl0(hi((kk0)̇ ) f )

Ainsi, on obtient
k
πl0( fi) = hi(k̇)(k

πl0( f )) ∀k ∈ ζi(Si) ·Kl0.

Si k̇ /∈ Si, c’est-à-dire, k /∈ ζi(Si) ·Kl0 , on a kπl0( fi) = 0 et hi(k̇) = 0. Donc les deux membres
coïncident. Ainsi

k
πl0( fi) = hi(k̇)(k

πl0( f )) ∀k ∈ K

Notons
f̃ := ∑

i∈I
fi ∈S (N)

Proposition 6.4.
f = f̃ mod KerΩl0 ∩S (N)

Preuve :
Pour f̃ = ∑i∈I fi, on a

k
πl0( f̃ ) = ∑

i∈I

k
πl0( fi)

= ∑
i∈I

hi(k̇)︸ ︷︷ ︸
=1

k
πl0( f ) d’après la proposition 6.3

= k
πl0( f ) ∀k ∈ K

Ainsi,
f = f̃ mod KerΩl0 ∩S (N)

6.2.3 Relation entre KerΩl0 et KerΩl0 ∩S (N)

Pour déterminer une relation entre KerΩl0 et KerΩl0 ∩S (N), on se base sur les travaux de J.
Ludwig et C. Molitor-Braun [18] pour une action exponentielle.
Soit f ∈ L1(N). Notons par F̃0(k, ·, ·) la fonction noyau de kπl0( f ) pour tout k ∈ K et

˜̃F0 := F̃0 |ζ (S)×N×N

où (S,ζ ) est une section lisse de K/Kl0 .
Considérons aussi une fonction ψ0 ∈ C ∞(K) telle que

ψ0 ≥ 0, ψ0(e) > 0 et
∫

K
ψ0(k)dk = 1.
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Pour tout f ∈ L1(N), on définit

f ] =
∫

K
f k′

ψ0(k′)dk′

avec f k′(x) := f (k′ · x) pour tout x ∈ N . On vérifie que

k
πl0( f ]) =

∫
K

k
′′
πl0( f )ψ0(k

′′
k−1)dk

′′

pour tout k ∈ K et la fonction noyau de l’opérateur kπl0( f ]) est donnée par

F̃]
0 (k, ·, ·) =

∫
K

F̃0(k
′′
, ·, ·)ψ0(k

′′
k−1)dk

′′
.

En effet, par définition, on a pour tout ξ ∈S (N/P(l0),χl0),

k
πl0( f )ξ (x) =

∫
N/P(l0)

F̃0(k,x,y)ξ (y)dy

Par suite

(k
πl0( f ])ξ )(x) =

∫
K

k
′′
πl0( f )ξ (x)ψ0(k

′′
k−1)dk

′′

=
∫

K

∫
N/P(l0)

F̃0(k
′′
,x,y)ξ (y)ψ0(k

′′
k−1)dydk

′′

=
∫

N/P(l0)
(
∫

K
F̃0(k

′′
,x,y)ψ0(k

′′
k−1)dk

′′
)ξ (y)dy

Ainsi
F̃]

0 (k, ·, ·) =
∫

K
F̃0(k

′′
, ·, ·)ψ0(k

′′
k−1)dk

′′

Lemme 6.2. Pour toute section (S,ζ ) de K/Kl0 , pour tout compact de la forme ζ (W ) contenu
dans p−1(V ), donc dans p−1(S), il existe K0 un voisinage compact de e dans K suffisamment
petit tel que

K−1
0 ·ζ (W )⊂ p−1(V )⊂ p−1(S)

où p : K −→ K/Kl0 désigne la projection canonique. Ici les ouverts W, V sont comme dans 6.2.1

Preuve. Étant donnée (S,ζ ) une section lisse de K/Kl0 , on considère W et V des ouverts d’adhé-
rence compactes dans K/Kl0 tels que

W ⊂W ⊂V ⊂V ⊂ S⊂ K/Kl0

Ainsi ζ (W ) est un compact dans K contenu dans ζ (V ), donc dans ζ (V ) ·Kl0 = p−1(V ) où p est
la projection canonique de K dans K/Kl0 .
Soit

m : K×K −→ K
(k,k′) 7−→ k · k′



130 Idéaux K−invariants

la multiplication sur K qui est uniformément continue, étant donné que K est compact.
Ainsi, pour tout k ∈ ζ (W )⊂ ζ (V )⊂ p−1(V )⊂ p−1(S), il existe Vk un voisinage de e tel que

Vk · k ⊂ p−1(V ),

étant donné que p−1(V ) est un ouvert de K contenant k.
Soit maintenant Wk un voisinage ouvert de e d’adhérence compacte telle que

Wk ·Wk ⊂ Vk

Étant donné que ζ (W ) est un compact dans K, il existe alors une famille finie d’ouverts (Wkr ·
kr)r∈R, R est fini, qui recouvrent ζ (W ).
Posons W := ∩r∈RWkr . On a alors

W · (W kr · kr) ⊂ W kr ·W kr · kr

⊂ V kr · kr

⊂ p−1(V )

Il s’en suit alors que

W ·ζ (W )⊂W · (∪r∈RWkr · kr)⊂ p−1(V )⊂ p−1(S)

Il suffit alors de prendre K−1
0 = W .

Remarque 6.4. Remarquons également que,

F̃0(k, ·, ·) = 0 ⇐⇒ k
πl0( f ) = 0

⇐⇒ kk0πl0( f ) = 0 ∀k0 ∈ Kl0 d’après le lemme 6.1
⇐⇒ F̃0(kk0, ·, ·) = 0 ∀k0 ∈ Kl0

Donc suppk F̃0 est saturé, c’est-à-dire suppk F̃0 = (suppk F̃0) ·Kl0 .

Supposons à présent que F̃0(k, ·, ·) est une fonction noyau telle que suppkF̃0 ⊂ ζ (W ) ·Kl0 ⊂
ζ (S) ·Kl0 , avec (S,ζ ) et W comme précédemment. Soit K0 le voisinage compact de e tel que
K−1

0 ζ (W )⊂ p−1(S) comme dans le lemme 6.2 et soit ψ0 comme précédemment avec supp ψ0 ⊂
K0.
Définissons F̃]

0 et ˜̃F]
0 := F̃]

0 |ζ (S)×N×N . On vérifie alors que suppkF̃]
0 ⊂ K−1

0 ·ζ (W ) ·Kl0 et

suppk
˜̃F]
0 ⊂ (K−1

0 ·ζ (W ) ·Kl0)∩ζ (S).

De plus (K−1
0 ·ζ (W ) ·Kl0)∩ζ (S) est un compact. En effet, on a

K−1
0 ·ζ (W )︸ ︷︷ ︸

compact

⊂ p−1(V )⊂ p−1(S).
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Ainsi,
K−1

0 ·ζ (W ) ·Kl0 ⊂ p−1(V )⊂ p−1(S)

et
(K−1

0 ·ζ (W ) ·Kl0)∩ζ (S)⊂ p−1(V )∩ζ (S)︸ ︷︷ ︸
=ζ (V )

⊂ ζ (S)

Par suite
(K−1

0 ·ζ (W ) ·Kl0)∩ζ (S) = (K−1
0 ·ζ (W ) ·Kl0)∩ζ (V )

qui est compact.

Lemme 6.3.
KerΩl0 = Ker ΩAd∗(N)l0

Preuve. Il faut montrer que, pour tout f ∈ L1(N), on a

k
πl0( f ) = 0⇐⇒ k

πAd∗(n)l0( f ) = 0, ∀n ∈ N.

On sait que πAd∗(n)l0 ' πl0 par la théorie de Kirillov, c’est-à-dire, il existe un opérateur d’entrela-
cement unitaire T tel que

πAd∗(n)l0(x)◦T = T ◦πl0(x), x ∈ N

Alors, pour tout k ∈ K et tout x ∈ N,

k
πAd∗(n)l0(x)◦T = πAd∗(n)l0(k

−1 · x)◦T = T ◦πl0(k
−1 · x) = T ◦ k

πl0(x)

et donc kπAd∗(n)l0 '
kπl0 .

Proposition 6.5. Si l0 ∈ n∗ est générique au sens de Ludwig-Zahir pour au moins une base de
Jordan-Hölder bien choisie ou si < l0, [n,n] >= 0 ( c’est-à-dire, si l0 définit un caractère sur N
tout entier), alors, on a :

L1(N)∗L1(N)∗ KerΩl0 ∗L1(N)∗L1(N)⊂ KerΩl0 ∩S (N)
L1(N)

Remarque 6.5. Ce résultat est une adaptation aux cas des actions compactes du résultat cor-
respondant dans le cas fixe [15] ou dans le cas des actions exponentielles [18].

Preuve.

– Premier cas : Si l0 est générique au sens de Ludwig Zahir, il suffit de faire la démonstration
pour une forme générique alignée, étant donné que toute orbite co-adjointe contient une
forme alignée et que KerΩl0 ne dépend pas du choix de la forme linéaire sur l’orbite
coadjointe (voir le lemme 6.3).
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D’après le théorème de Hahn-Banach, il suffit de montrer que pour tout φ ∈ L∞(N) telle
que < φ ,KerΩl0 ∩S (N) >= 0, on a

< φ ,L1(N)∗L1(N)∗ KerΩl0 ∗L1(N)∗L1(N) >= 0

Soient g1, g2, g3, g4 ∈ S (N) et f ∈ S (N). On considère fi comme dans 6.2.2 et
f̃ := ∑i∈I fi, la somme étant finie.
Notons par G0,1, G0,2, G0,3, G0,4 et F̃0,i les noyaux des opérateurs respectifs kπl0(g1),
kπl0(g2), kπl0(g3), kπl0(g4) et kπl0( fi) si k ∈ K, pour i fixé, et par G̃0,1, G̃0,2, G̃0,3, G̃0,4

et ˜̃F0,i les noyaux des opérateurs respectifs kπl0(g1), kπl0(g2), kπl0(g3), kπl0(g4) et kπl0( fi)
si k ∈ ζi(Si) où (Si,ζi)i∈I est la famille de sections lisses de K/Kl0 comme en 6.2.1 qui a
servi à construire les fi.
Si on définit le produit de deux fonctions noyaux par

F1 ◦F2(k,x,y) =
∫

N/P(l0)
F1(k,x,x′)F2(k,x′,y)dx′,

on montre alors que le noyau de l’opérateur kπl0(g1 ∗g2 ∗ fi ∗g3 ∗g4) est donné par

G0,1 ◦G0,2 ◦ F̃0,i ◦G0,3 ◦G0,4(k, ·, ·)

si k ∈ K et par
G̃0,1 ◦ G̃0,2 ◦ ˜̃F0,i ◦ G̃0,3 ◦ G̃0,4(k, ·, ·)

si k ∈ ζi(Si).
En appliquant la définition de ] à la fonction g1 ∗g2 ∗ fi ∗g3 ∗g4, on obtient

(g1 ∗g2 ∗ fi ∗g3 ∗g4)](x) =
∫

K
(g1 ∗g2 ∗ fi ∗g3 ∗g4)(k′ · x)ψ0(k′)dk′

et l’opérateur kπl0
(
(g1 ∗g2 ∗ fi ∗g3 ∗g4)]

)
admet comme fonction noyau

(G0,1 ◦ G0,2 ◦F̃0,i ◦ G0,3 ◦ G0,4)](k, ·, ·)=
∫

K
G0,1 ◦ G0,2 ◦F̃0,i ◦ G0,3 ◦ G0,4(k

′′
, ·, ·)ψ0(k

′′
k−1)dk

′′

pour k ∈ K. D’ailleurs, en choisissant K0 suffisamment petit, on peut utiliser le même K0
et la même fonction ψ0 pour tout i ∈ I. Notons

(G̃0,1 ◦ G̃0,2 ◦ ˜̃F0,i ◦ G̃0,3 ◦ G̃0,4)] := (G0,1 ◦ G0,2 ◦ F̃0,i ◦ G0,3 ◦ G0,4)]|ζi(Si)×N×N

avec supp (G̃0,1 ◦ G̃0,2 ◦ ˜̃F0,i ◦ G̃0,3 ◦ G̃0,4)] ⊂C]
i ×N×N où C]

i := (K−1
0 ·ζi(W i) ·Kl0)∩

ζi(Si)⊂ ζi(Si) est un compact.
En passant en coordonnées via la base coexponentielle {X1, . . . ,Xd} de n par rapport à
p(l0), on note

F̃ ′0,i(k,x1 . . . ,xd,y1, . . . ,yd) = F̃0,i(k,expx1X1 . . .expxdXd,expy1X1 . . .expydXd)
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si k ∈ K. On définit G̃′
0,1, G̃′

0,2, G̃′
0,3, G̃′

0,4 et ˜̃F ′0,i de manière analogue.
Construisons maintenant des distributions tempérées sur des fonctions noyaux définies sur
une section de K/Kl0 .
Notons par S (C]

i ,S (Rd ×Rd)) l’ensemble des fonctions C ∞ à support dans le com-
pact fixe C]

i et à valeurs dans S (Rd ×Rd). On définit alors une forme linéaire µi sur
S (C]

i ,S (Rd ×Rd)) comme suit

< µi,G >:=< φ ,g >

pour tout G ∈S (C]
i ,S (Rd ×Rd)), où g = R(G) le rétracte obtenu par le théorème 6.4 et

où φ ∈ L∞(N) tel que < φ ,Ker Ωl0 ∩S (N) >= 0. En effet, tout G ∈S (C]
i ,S (Rd×Rd))

définit une fonction noyau sur C]
i ×N×N, via la base coexponentielle {X1, . . . ,Xd} et la

relation de covariance.
Il est clair que µi est bien défini puisque < φ ,KerΩl0∩S (N) >= 0. En effet, soient f1, f2 ∈
S (N) deux rétractes distincts de F1 pour un certain F1 ∈S (C]

i ,S (Rd ×Rd)). Alors

k
πl0( f1) = k

πl0( f2)

pour tout k ∈ K, c’est-à-dire, f1− f2 ∈ KerΩl0 ∩S (N). Donc

< φ , f1− f2 >= 0 et < φ , f1 >=< φ , f2 > .

De plus la forme linéaire µi est continue sur S (C]
i ,S (Rd ×Rd)) pour la topologie d’es-

pace de Schwartz. Comme C]
i ⊂ ζi(Si) et que Si est entièrement contenu dans une même

carte de la variété K/Kl0 , on peut identifier C]
i à un compact dans un espace de Rp. Il

est alors facile à voir que µi est la restriction à S (C]
i ,S (Rd ×Rd)) d’une forme linéaire

continue sur S (Rp,S (Rd ×Rd)). La description des distributions tempérées ([26]) nous
dit alors que µi est de la forme

< µi,G >= ∑
|α|+|β |+|γ|≤M

∫
C]

i×Rd×Rd
τα,β ,γ(k,x,y)(

∂

∂k
)α(

∂

∂x
)β (

∂

∂y
)γG(k,x,y)dkdxdy

où τα,β ,γ sont des fonctions continues à croissance modérée et M ∈ N si suppkG ⊂C]
i et

où k est identifié avec ses coordonnées locales dans la carte.
Considérons maintenant la forme linéaire continue φ ], définie sur S (N), comme suit :

< φ
], f >:=< φ ,(g1 ∗g2 ∗ f ∗g3 ∗g4)] > .

Soit fi comme dans 6.2.2. Montrons qu’ il existe C′(i,ψ0) > 0 telle que

|< φ
], fi > | ≤ C′(i,ψ0) · supk∈K ‖ k

πl0( f ) ‖op .
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En effet, on a

< φ
], fi > = < φ ,(g1 ∗g2 ∗ fi ∗g3 ∗g4)] >

= < µi,(G̃′
0,1 ◦ G̃′

0,2 ◦ ˜̃F ′0,i ◦ G̃′
0,3 ◦ G̃′

0,4)
] |C]

i×Rd×Rd>

= ∑
|α|+|β |+|γ|≤M

∫
C]

i×Rd×Rd
τα,β ,γ(k,x,y)

(
∂

∂k
)α(

∂

∂x
)β (

∂

∂y
)γ(G̃′

0,1 ◦ G̃′
0,2 ◦ ˜̃F ′0,i ◦ G̃′

0,3 ◦ G̃′
0,4)

](k,x,y)dkdxdy

Ici, on identifie k avec ses coordonnées locales dans la carte contenant ζi(Si). De plus,

(G̃′
0,1 ◦ G̃′

0,2 ◦ ˜̃F ′0,i ◦ G̃′
0,3 ◦ G̃′

0,4)
](k,x,y) =

∫
K1

∫
Rd×Rd

G̃′
0,1(k

′′
,x,x′)G̃′

0,2 ◦ ˜̃F ′0,i ◦ G̃′
0,3(k

′′
,x′,y′)

G̃′
0,4(k

′′
,y′,y)ψ0(k

′′
k−1)dx′dy′dk

′′
.

En effet, comme k ∈C]
i et suppψ0 ⊂ K0, on peut limiter le domaine d’intégration en k

′′
à

K1 := K0 ·C]
i .

Par suite ( ∂

∂k)
α( ∂

∂x)
β ( ∂

∂y)
γ(G̃′

0,1 ◦ G̃′
0,2 ◦ ˜̃F ′0,i ◦ G̃′

0,3 ◦ G̃′
0,4)

](k,x,y)

=
∫

K1

{
∫

Rd×Rd
[(

∂

∂x
)β G̃′

0,1(k
′′
,x,x′)]G̃′

0,2 ◦ ˜̃F ′0,i ◦ G̃′
0,3(k

′′
,x′,y′)

[(
∂

∂y
)γG̃′

0,4(k
′′
,y′,y)]dx′dy′}( ∂

∂k
)α

ψ0(k
′′
k−1)dk

′′
.

Définissons maintenant les fonctions suivantes

(Gβ

0,1)
′(k

′′
,x,x′) = (

∂

∂x
)β G̃′

0,1(k
′′
,x,x′)

(Gγ

0,4)
′(k

′′
,y′,y) = (

∂

∂y
)γG̃′

0,4(k
′′
,y′,y)

ψ
′
0(k,k

′′
) = (

∂

∂k
)α

ψ0(k
′′
k−1)

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|< φ
], fi > | ≤ ‖ G̃′

0,2 ◦ ˜̃F ′0,i ◦ G̃′
0,3 ‖L2(K×Rd×Rd)

· ∑
|α|+|β |+|γ|≤M

{
∫

K1×Rd×Rd
[
∫

C]
i×Rd×Rd

|τα,β ,γ(k,x,y)ψ
′
0(k,k

′′
)

(Gβ

0,1)
′(k

′′
,x,x′)(Gγ

0,4)
′(k

′′
,y′,y) | dk dx dy]2dk

′′
dx′dy′}

1
2
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Il existe alors

C(i,ψ0) := ∑
|α|+|β |+|γ|≤M

{
∫

K1×Rd×Rd
[
∫

C]
i×Rd×Rd

|τα,β ,γ(k,x,y)ψ
′
0(k,k

′′
)

(Gβ

0,1)
′(k

′′
,x,x′)(Gγ

0,4)
′(k

′′
,y′,y) | dk dx dy]2dk

′′
dx′dy′}

1
2

< ∞

tel que

|< φ
], fi > | ≤ C(i,ψ0)· ‖ G̃′

0,2 ◦ ˜̃F ′0,i ◦ G̃′
0,3 ‖L2(K×Rd×Rd)

≤ C(i,ψ0) ·
√

mes (K) · supk∈K ‖ G̃′
0,2 ◦ ˜̃F ′0,i ◦ G̃′

0,3(k, ·, ·) ‖L2(Rd×Rd)

= C(i,ψ0) ·
√

mes(K) · supk∈K ‖k
πl0(g2)k

πl0( fi)k
πl0(g3) ‖HS

où ‖ · ‖HS est la norme de Hilbert-Schmidt.
Finalement, on a, pour de nouvelles constantes,

|< φ
], fi > | ≤ C1(i,ψ0) · supk∈K

[
‖k

πl0(g2)‖HS · ‖k
πl0(g3)‖HS

]
· supk∈K‖k

πl0( fi)‖op]

≤ C′(i,ψ0) · supk∈K‖k
πl0( fi) ‖op

= C′(i,ψ0) · supk∈K‖hi(k̇)k
πl0( f ) ‖op

≤ C′(i,ψ0) · supk∈K‖k
πl0( f )‖op car 0≤ hi ≤ 1

Or

|< φ
], f̃ > | = |∑

i
< φ

], fi > |

≤ ∑
i
|< φ

], fi > |

≤ (∑
i

C′(i,ψ0))supk∈K‖k
πl0( f )‖op

= C(ψ0)supk∈K‖k
πl0( f )‖op

≤ C(ψ0) ‖ f ‖1

où C(ψ0) := ∑iC′(i,ψ0) est une somme finie.
D’après la proposition 6.4, f = f̃ +h où h ∈ KerΩl0 ∩S (N). Par suite, on a

< φ
], f > = < φ

], f̃ > + < φ
],h >

Le second terme de la somme est nul. En effet,

(g1 ∗g2 ∗h∗g3 ∗g4)k = gk
1 ∗gk

2 ∗hk ∗gk
3 ∗gk

4.
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Puisque h ∈ KerΩl0 ∩S (N) et que S (N) est K− invariant, hk ∈ KerΩl0 ∩S (N),

gk
1 ∗gk

2 ∗hk ∗gk
3 ∗gk

4 ∈ KerΩl0 ∩S (N)

et
< φ ,(g1 ∗g2 ∗h∗g3 ∗g4)k >= 0

comme φ annule KerΩl0 ∩S (N). D’où également

< φ
],h > = < φ ,(g1 ∗g2 ∗h∗g3 ∗g4)] >

= < φ ,
∫

K
(g1 ∗g2 ∗h∗g3 ∗g4)k

ψ0(k)dk >

=
∫

K
ψ0(k) < φ ,(g1 ∗g2 ∗h∗g3 ∗g4)k > dk

= 0

Par suite, on a

|< φ
], f >| = |< φ

], f̃ > |
≤ C(ψ0) · supk∈K‖k

πl0( f )‖op

≤ C(ψ0) ‖ f ‖1 pour tout f ∈S (N)

Puisque S (N) est dense dans L1(N) et que la forme linéaire f 7−→< φ ], f > est continue
pour la norme ‖ · ‖1, la forme linéaire se prolonge à L1(N) tout entier et l’inégalité reste
vraie aussi pour tout f ∈ L1(N). En particulier, si f ∈ KerΩl0 , on a kπl0( f ) = 0 pour tout
k ∈ K et

0 = < φ
], f >

= < φ ,(g1 ∗g2 ∗ f ∗g3 ∗g4)] >

=
∫

K

∫
N

φ(x)(g1 ∗g2 ∗ f ∗g3 ∗g4)k(x)ψ0(k)dxdk.

En choisissant les fonctions ψ0 de sorte que leurs supports, qui sont contenus dans une carte
de K, forment une base de voisinages de l’élément neutre, on obtient le résultat suivant∫

N
φ(x)(g1 ∗g2 ∗ f ∗g3 ∗g4)(x)dx = 0

pour tout f ∈ KerΩl0 et pour tout g1,g2,g3,g4 ∈ S (N), puis aussi pour g1,g2,g3,g4 ∈
L1(N).
Finalement on a

L1(N)∗L1(N)∗ KerΩl0 ∗L1(N)∗L1(N)⊂ KerΩl0 ∩S (N)
L1(N)

– Deuxième cas : Si < l0, [n,n] >= 0, alors kπl0 = χk·l0 est un caractère et le raisonnement
précédant reste correct, avec des simplifications évidentes. En effet, dans ce cas on a éga-
lement un théorème du rétracte (théorème 5.4)



6.3 Idéaux K−premiers 137

Théorème 6.5. Soit l0 une forme linéaire générique au sens de Ludwig-Zahir pour une base de
Jordan-Hölder bien choisie ou bien soit l0 une forme linéaire définissant un caractère, c’est-à-
dire, < l0, [n,n] >= 0. On a alors

KerΩl0 = KerΩl0 ∩S (N)
L1(N)

Preuve. Soit (υι) une unité approchée de L1(N) formée d’éléments de S (N). On a pour tout
f ∈ KerΩl0

υι ∗υι ∗ f ∗υι ∗υι ∈ L1(N)∗L1(N)∗ KerΩl0 ∗L1(N)∗L1(N)⊂ KerΩl0 ∩S (N)
L1(N)

Ainsi, en passant par la limite en ι , on trouve le résultat.

6.3 Idéaux K−premiers
Ce qui suit est une adaptation à l’action d’un groupe compact, du cas des actions exponen-

tielles [18]. Certaines simplifications sont dues au fait que les K−orbites sont fermées, K étant
compact.

Définition 6.4. Un idéal propre K−invariant de L1(N) (resp. de S (N)) est appelé K−premier
si et seulement si pour tout I1, I2 deux idéaux K−invariants de L1(N) (resp. de S (N)), on a

I1 ∗ I2 ⊂ I =⇒ I1 ⊂ I ou I2 ⊂ I

Proposition 6.6. Pour toute K−orbite Ωl dans n∗, KerΩl est un idéal K−premier de L1(N).

Preuve. Il est clair que KerΩl est un idéal K−invariant. Soient I1 et I2 deux idéaux K−invariants
tels que I1 6⊂ KerΩl et I2 6⊂ KerΩl .
Étant donné que I1 et I2 sont K−invariants et kπl( f ) = πl( f k), il existe alors f1 ∈ I1 et f2 ∈ I2 tels
que πl( f1) 6= 0 et πl( f2) 6= 0. Il s’en suit alors qu’il existe ξ ∈Hπl tel que πl( f2)ξ 6= 0.
Puisque πl est irréductible, πl(L1(N))πl( f2)ξ est dense dans Hπl et πl( f1)πl(L1(N))πl( f2)ξ 6= 0.
Ainsi, il existe g∈ L1(N) tel que πl( f1)πl(g∗ f2) = πl( f1∗g∗ f2) 6= 0. Comme g∗ f2 ∈ I2, I1∗I2 6⊂
Kerπl et par suite I1 ∗ I2 6⊂ KerΩl et d’où la contradiction.

Remarque 6.6. Pour toute K−orbite Ωl dans n∗, KerΩl ∩S (N) est un idéal K−premier
de S (N). En effet, pour I1 et I2 deux idéaux K−invariants de S (N) tels que I1 ∗ I2 ⊂
KerΩl ∩S (N), il suffit de considérer I1 = I1

L1(N)
et I2 = I2

L1(N)
. Alors I1 et I2 sont deux idéaux

K−invariants de L1(N) tels que

I1 ∗ I2 = I1
L1(N) ∗I2

L1(N) ⊂ I1 ∗I2
L1(N) ⊂ KerΩl ∩S (N)

L1(N) ⊂ KerΩl
L1(N) = Ker Ωl.

Dans ce cas, en appliquant la proposition 6.6, I1 ⊂ KerΩl ou I2 ⊂ KerΩl et par conséquent,
I1 ⊂ KerΩl ∩S (N) ou I2 ⊂ KerΩl ∩S (N).
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Notons par Prim∗L1(N), resp. PrimS (N), l’ensemble des noyaux des représentations topo-
logiquement irréductibles de L1(N) (resp. algèbriquement irréductibles de S (N)), muni de la
topologie de Jacobson. On peut montrer que l’application Ker πl 7−→ Ker πl ∩S (N) est un ho-
méomorphisme entre Prim∗L1(N) et Prim S (N), si N est un groupe de Lie nilpotent connexe
simplement connexe ([16], [2]).

Définition 6.5. Soit A une partie de S (N) (resp. L1(N)). On définit l’enveloppe de A dans
Prim S (N) (resp. Prim∗L1(N)), notée h(A), comme suit

h(A) = {B ∈ PrimS (N)(resp.Prim∗L1(N)) | A⊂ B}

Remarque 6.7. Soit A une partie de S (N) (resp. L1(N)). La définition de l’enveloppe de A est
équivalente à

h(A) = {πl ∈ N̂ | πl(A) = {0}}

Définition 6.6. Soit C une partie fermée de N̂. Le noyau de C est défini par

KerC = ∩πl∈CKerπl ⊂ L1(N)

Définition 6.7. Soit C une partie fermée de N̂. On dit que j(C) (resp. j̃(C)) est l’idéal minimal
d’enveloppe C dans S (N) (resp. L1(N)) s’il est l’unique idéal dans S (N) (resp. L1(N)) dont
son enveloppe h( j(C)) (resp. h( j̃(C)) est égale à C et qui est contenu dans tout idéal J vérifiant
h(J) = C.

L’existence de ces idéaux j(C) et j̃(C) est démontrée dans [14], [16].

Lemme 6.4. Pour tout idéal fermé I de L1(N),

h(I) = h(I∩S (N))

si les espaces PrimS (N) et Prim∗L1(N) sont identifiés.

Preuve. Si les deux espaces PrimS (N) et Prim∗L1(N) sont identifiés, on a

Kerπl ∈ h(I) =⇒ I ⊂ Kerπl

=⇒ I∩S (N)⊂ Kerπl ∩S (N)
=⇒ Kerπl ∩S (N) ∈ h(I∩S (N))

Ainsi h(I) ⊂ h(I ∩S (N)). D’autre part, on note par j(h(I)) et j̃(h(I)) les idéaux minimaux de
S (N), resp. L1(N) associés à h(I). Par définition de l’idéal minimal, j̃(h(I)) ⊂ I, j(h(I)) ⊂
I∩S (N). Par conséquent,

h(I∩S (N))⊂ h( j(h(I))) = h(I)

Ainsi, h(I∩S (N))⊂ h(I).
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Proposition 6.7. Soit I un idéal fermé pour une norme continue et K−premier de S (N). Alors

I = Ker C

où C = h(I) désigne l’enveloppe de I.

Preuve. Voir [19].

Définition 6.8. Soit C une partie K−invariante de N̂. On dit que C est K−première si pour tout
C1 et C2 deux parties fermées K−invariantes de C telles que C =C1∪C2, on a C1 =C ou C2 =C.

Lemme 6.5. Soit C une partie K−invariante fermée de N̂ telle que KerC ⊂S (N) est un idéal
K−premier. Alors C est K−première.

Preuve. Voir [19].

Proposition 6.8. Soit I un idéal propre K−premier de S (N), fermé dans la topologie induite
par une norme continue quelconque de S (N). Alors il existe une K−orbite Ωl telle que I =
KerΩl ∩S (N).

Preuve. Voir [19].

Théorème 6.6. Soit I un idéal fermé propre K−premier de L1(N). Alors, il existe une K−orbite
Ωl0 dans n∗ telle que

I∩S (N) = Ker Ωl0 ∩S (N).

Si l0 est générique au sens de Ludwig-Zahir pour au moins une base de Jordan-Hölder bien
choisie ou si l0 définit un caractère (< l0, [n,n] >= 0), on en déduit

I = KerΩl0.

Preuve. Soit I = I∩S (N) l’idéal fermé pour la norme continue ‖ · ‖1 et K−invariant de S (N)
correspondant. Montrons I est K−premier. Soient I1, I2 deux idéaux K−invariants de S (N)

tels que I1 ∗I2 ⊂ I. Posons alors I1 = I
L1(N)
1 et I2 = I

L1(N)
2 deux idéaux fermés K−invariants de

L1(N). On obtient alors

I1 ∗ I2 ⊂ I1 ∗I2
L1(N) ⊂ I

L1(N) ⊂ I

puisque I est fermé dans L1(N). Comme I est K−premier, I1 ⊂ I ou I2 ⊂ I. Il s’en suit alors

I1 ⊂ I1∩S (N)⊂ I∩S (N) = I

ou
I2 ⊂ I2∩S (N)⊂ I∩S (N) = I

Par suite I est K−premier. Par la proposition 6.8, il existe une orbite Ωl0 telle que I = KerΩl0 ∩
S (N). On a alors

h(I) = h(I) = h(KerΩl0 ∩S (N)) = h(KerΩl0) = Ωl0
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par application du lemme 6.4. De plus, par définition de h(I),

I ⊂ KerΩl0.

D’autre part, si l0 est générique au sens de Ludwig-Zahir dans au moins une base de Jordan-
Hölder bien choisie ou si l0 définit un caractère, d’après la proposition 6.5, on a

L1(N)∗L1(N)∗ KerΩl0 ∗L1(N)∗L1(N) ⊂ KerΩl0 ∩S (N)
L1(N)

= I∩S (N)
L1(N)

⊂ I.

Comme I est K−premier et L1(N) 6⊂ I, KerΩl0 ⊂ I et I = KerΩl0 .

Remarque 6.8. Le résultat I = Ker Ωl0 reste vrai chaque fois que

KerΩl0 = KerΩl0 ∩S (N)
L1(N)

.

Ceci est en particulier le cas lorsqu’on a une théorie du rétracte pour la strate de l0 dans n∗ au
sens de Ludwig-Zahir. C’est donc également le cas pour tout l0 ∈ n∗ dans l’exemple de l’action
de SO(4) sur F(4), étudié au chapitre suivant.

Conjecture. Pour tout idéal I fermé et K−premier de L1(N), il existe l0 ∈ n∗ tel que I =
Ker Ωl0 , où Ωl0 désigne la K−orbite de l0 dans n∗.

Proposition 6.9. L’application
Ωl0 7−→ KerΩl0

est une injection de l’ensemble des K−orbites dans l’ensemble des idéaux fermés propres
K−premiers de L1(N).

Preuve. Soient Ω1 et Ω2 deux K−orbites qui sont fermées, K étant compact, telles que KerΩ1 =
KerΩ2. On a alors

Ω1 = Ω1 = h(KerΩ1) = h(KerΩ2) = Ω2 = Ω2

Remarque 6.9. L’application de la proposition 6.9 est une bijection si tout idéal K−premier
est de la forme Ker Ωl0 . Ceci est le cas, par exemple si on a l’action de SO(2) sur le groupe
de Heisenberg ou bien l’action de SO(3) sur F(3) (voir le chapitre 2) car dans ces exemples
toute forme linéaire sur l’algèbre de Lie est soit générique dans au moins une base de Jordan-
Hölder, soit elle définit un caractère. Dans le cas de l’action de SO(4) sur F(4), l’application
Ωl0 7−→ KerΩl0 est également une bijection (voir le chapitre 7).



Chapitre 7

Action de SO(4) sur F(4)

Introduction
Soit F(4) le groupe de Lie libre nilpotent de pas 2 et à 4 générateurs. Soit B =

{Y1,Y2,Y3,Y4,Y5, . . . ,Y10} une base de Jordan-Hölder de F4, l’algèbre de Lie de F(4).
Les crochets de Lie non triviaux sont :

[Y1,Y2] = Y5 [Y2,Y3] = Y8

[Y1,Y3] = Y6 [Y2,Y4] = Y9

[Y1,Y4] = Y7 [Y3,Y4] = Y10

On peut aussi définir l’algèbre de Lie F4 comme suit :

F4 = R4⊕Σ4

où R4 = {


u
v
w
z

 |u,v,w,z ∈ R} et

Σ4 = {


0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e − f 0

 | a,b,c,d,e, f ∈ R}

est l’ensemble des matrices réelles antisymétriques.
Le crochet de Lie de cette algèbre est :

[(u,U),(v,V )] = (0,uvt − vut).
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Ainsi, on réalise le groupe de Lie libre F(4) en munissant F4 de la loi de Campbell-Backer-
Hausdorff et on obtient :

(u,U) · (v,V ) = (u+ v,U +V +
1
2
(uvt − vut)).

On définit alors l’action de SO(4) sur F(4) de la manière suivante :

A · (u,U) = (Au,AUAt).

7.1 Stabilisateur, strates

7.1.1 Stabilisateur.
Le stabilisateur d’une forme linéaire l est défini comme suit :

F4(l) = {X ∈F4|< l, [X ,F4] >= 0}

Soient l = a1Y ∗1 + · · ·+a10Y ∗10 et X = x1Y1 + · · ·+ x10Y10.

X ∈F4(l) ⇔


< l, [X ,Y1] >= 0
< l, [X ,Y2] >= 0
< l, [X ,Y3] >= 0
< l, [X ,Y4] >= 0

⇔


−a5x2−a6x3−a7x4 = 0
a5x1−a8x3−a9x4 = 0
a6x1 +a8x2−a10x4 = 0
a7x1 +a9x2 +a10x3 = 0

⇔


0 −a5 −a6 −a7
a5 0 −a8 −a9
a6 a8 0 −a10
a7 a9 a10 0


︸ ︷︷ ︸

B


x1
x2
x3
x4

 =


0
0
0
0

(∗)

Sachant que detB = (a5a10 +a8a7−a9a6)2, on distingue deux cas :
– Si detB = (a5a10 + a8a7 − a9a6)2 6= 0, le rang de B est égal à 4 et dans ce cas on

obtient uniquement la solution triviale pour les coordonnées x1, x2, x3, x4. Ainsi,
F4(l) = z(F4) =< Y5, . . . ,Y10 >= [F4,F4].

– Si detB = (a5a10 +a8a7−a9a6)2 = 0, deux sous-cas se présentent :
– rgB = 0 si tous les ai = 0, i∈ {5, . . . ,10}. Dans ce cas, F4(l) = F4 et χl est un caractère.
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– rgB = 2 si au moins un des ai est non nul pour i ∈ {5, . . . ,10}.
– Si a10 6= 0, on a alors a5 = −a7a8+a6a9

a10
. Dans ce cas, on montre qu’une base de solutions

de (∗) est donnée par les vecteurs de coordonnées

x1 = 0, x2 = a10, x3 =−a9, x4 = a8

et x1 = a10, x2 = 0, x3 =−a7, x4 = a6.

Par suite

F4(l) = R(Y1−
a7

a10
Y3 +

a6

a10
Y4)⊕R(Y2−

a9

a10
Y3 +

a8

a10
Y4)⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

– Si a10 = 0 et a9 6= 0, on a alors a6 = a7a8
a9

. Dans ce cas, on montre qu’une base de
solutions de (∗) est donnée par les vecteurs de coordonnées

x1 = 0, x2 = 0, x3 = a9, x4 =−a8

et x1 = a9, x2 =−a7, x3 = 0, x4 = a5.

Par suite

F4(l) = R(Y1−
a7

a9
Y2 +

a5

a9
Y4)⊕R(Y3−

a8

a9
Y4)⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

– Si a10 = a9 = 0, a8 6= 0, on a alors a7 = 0. Dans ce cas, on montre qu’une base de
solutions de (∗) est donnée par les vecteurs de coordonnées

x1 = a8, x2 =−a6, x3 = a5, x4 arbitraire mais fixé
et x1 = x2 = x3 = 0, x4 6= 0.

Par suite
F4(l) = R(Y1−

a6

a8
Y2 +

a5

a8
Y3)⊕RY4⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

– Si a10 = a9 = a8 = 0, a7 6= 0. On montre qu’une base de solutions de (∗) est donnée
par les vecteurs de coordonnées

x1 = 0, x2 = 0, x3 = a7, x4 =−a6

et x1 = 0, x2 = a7, x3 = 0, x4 =−a5.

Par suite

F4(l) = R(Y2−
a5

a7
Y4)⊕R(Y3−

a6

a7
Y4)⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

– Si a10 = a9 = a8 = a7 = 0, a6 6= 0. On montre qu’une base de solutions de (∗) est
donnée par les vecteurs de coordonnées

x1 = 0, x2 = a6, x3 =−a5, x4 arbitraire mais fixé
et x1 = x2 = x3 = 0, x4 6= 0.

Par suite
F4(l) = R(Y2−

a5

a6
Y3)⊕RY4⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.
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– Si a10 = a9 = a8 = a7 = a6 = 0 et a5 6= 0. On montre qu’une base de solutions de (∗)
est donnée par les vecteurs de coordonnées

x1 = 0, x2 = 0, x3 arbitraire mais fixe, x4 = 0
et x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, x4 arbitraire mais fixe.

Par suite
F4(l) = RY3⊕RY4⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

Remarque 7.1. – On voit donc que

det B 6= 0⇐⇒F4(l) = z(F4)

– z(F4) est SO(4)-invariant. En effet, pour tout X ∈ z(F4), Y ∈F4 et A ∈ SO(4), on a

[A ·X , Y ] = A · [X , A−1Y ] = 0.

Par suite A ·X ∈ z(F4).
– Soit

V := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i | det B = 0}

= {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i | a5a10 +a8a7−a9a6 = 0}.

Alors, V est SO(4)-invariant.
En effet, supposons que V est non SO(4)-invariant. Il existe alors l ∈ V tel que A · l /∈ V
pour un certain A ∈ SO(4). Par suite, F4(A · l) = z(F4) qui est SO(4)−invariant. Il s’en
suit alors

F4(l) = A−1 ·F4(A · l) = F4(A · l) = z(F4)

et donc det B 6= 0. Ceci est en contradiction avec l ∈ V .

7.1.2 Strates.
• Strates des génériques au sens de Ludwig-Zahir.

La détermination des strates des génériques au sens de Ludwig-Zahir se fait par un algorithme
bien précis [22].
Rappelons maintenant que dans le cas où detB 6= 0, c’est-à-dire, a5a10 + a7a8− a9a6 6= 0, on a
F4(l) = RY5⊕·· ·⊕RY10. Soit a(l) le plus grand idéal contenu dans F4(l). Ainsi a(l) = F4(l).

Si a10 6= 0 et a5a10 +a7a8−a9a6 6= 0, on a

j1 = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Y j /∈ z(F4)}= 4 et

k1 = max{k ∈ {1, . . . ,10} | [Y j1,Yk] = [Y4,Yk] 6= 0}= 3.
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Alors forcément j2 = 2 et k2 = 1.
D’autre part

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Yj /∈ a(l)}= 4 et

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,10} | < l, [Yj1,Yk] >=< l, [Y4,Yk] >6= 0}= 3.

Soit
p1(l) = {X ∈F4 | < l, [Y4,X ] >= 0}.

Cherchons une base de Jordan-Hölder de p1(l).

Y 1
1 (l) = Y1−

< l, [Y4,Y1] >
< l, [Y4,Y3] >

Y3 = Y1−
a7

a10
Y3;

Y 1
2 (l) = Y2−

< l, [Y4,Y2] >
< l, [Y4,Y3] >

Y3 = Y2−
a9

a10
Y3;

Y 1
4 (l) = Y4; Y 1

5 (l) = Y5; . . . ;Y 1
10(l) = Y10.

Ensuite, on utilise l’algèbre p1(l), la base Y 1
i (l), l|p1(l) pour construire les indices j2(l), k2(l).

Ainsi, on trouve
j2(l) = j2 = 2

k2(l) = k2 = 1

et p2(l) = R(Y2− a9
a10

Y3)⊕RY4⊕·· ·⊕RY10.
Le procédé s’arrête à l’étape 2 puisque p2(l) est une polarisation pour l. En conclusion, on trouve
la strate générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport à la base Y1, . . . ,Y10 qu’on note

g∗gen,1 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 6= 0 et a5a10 +a7a8−a9a6 6= 0}= s∗1.

• Strates génériques dans d’autres bases.

– Si a10 = 0, a9 6= 0 et a8a7−a9a6 6= 0, on a

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Yj /∈ a(l)}= 4 et

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,10} | < l, [Yj1,Yk] >=< l, [Y4,Yk] >6= 0}= 2.

Soit
p1(l) = {X ∈F4 | < l, [Y4,X ] >= 0}.

Cherchons une base de Jordan-Hölder de p1(l).

Y 1
1 (l) = Y1−

< l, [Y4,Y1] >
< l, [Y4,Y2] >

Y2 = Y1−
a7

a9
Y2;

Y 1
3 (l) = Y3; Y 1

4 (l)Y4; Y 1
5 (l) = Y5; . . . ;Y 1

10(l) = Y10.
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Ensuite, on utilise l’algèbre p1(l), la base Y 1
i (l), l|p1(l) pour construire les indices j2(l) et

k2(l). Ainsi, on trouve

j2(l) = 3; k2(l) = 1; p2(l) = RY3⊕RY4⊕·· ·⊕RY10.

Le procédé s’arrête à l’étape 2 puisque p2(l) est une polarisation en l. Ainsi la strate

s∗2 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 = 0, a9 6= 0 et a7a8−a9a10 6= 0}

est une strate non générique par rapport à la base de Jordan-Hölder de départ B. Mais si
on considère la base de Jordan-Hölder

B2 = {Z1,Z2,Z3, . . . ,Z10}

où Z1 = Y1; Z2 = Y3; Z3 = Y2; Z4 = Y4; . . . ; Z10 = Y10, on a alors que

g∗gen,2 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a9 6= 0 et a10a5 +a7a8−a9a6 6= 0}

est une strate générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport à la base B2 et joue le même
rôle que g∗gen,1. De plus s∗2 ⊂ g∗gen,2.

– Si a10 = a9 = 0, a8 6= 0 et a8a7 6= 0. On a alors a7 6= 0. Dans ce cas,

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Yj /∈ a(l)}= 4 et

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,10} | < l, [Yj1,Yk] >=< l, [Y4,Yk] >6= 0}= 1.

Soit
p1(l) = {X ∈F4 | < l, [Y4,X ] >= 0}.

Cherchons une base de Jordan-Hölder de p1(l).

Y 1
2 (l) = Y2−

< l, [Y4,Y2] >
< l, [Y4,Y1] >

Y1 = Y2;

Y 1
3 (l) = Y3; Y 1

4 (l) = Y4; Y 1
5 (l) = Y5; . . . ;Y 1

10(l) = Y10.

Ensuite, on utilise l’algèbre p1(l), la base Y 1
i (l), l|p1(l) pour construire les indices j2(l) et

k2(l). Ainsi, on trouve

j2(l) = 3; k2(l) = 2; p2(l) = RY3⊕RY4⊕·· ·⊕RY10.

Le procédé s’arrête à l’étape 2 puisque p2(l) est une polarisation en l. Ainsi, on trouve une
strate non générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport à la base de Jordan-Hölder B
qu’on note

s∗3 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 = a9 = 0,a8 6= 0 et a7 6= 0}.
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Mais si on considère la base de Jordan-Hölder

B3 = {Z1,Z2,Z3, . . . ,Z10}

où Z1 = Y2; Z2 = Y3; Z3 = Y1; Z4 = Y4; . . . ;Z10 = Y10, on a alors que

g∗gen,3 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a8 6= 0 et a10a5 +a7a8−a6a9 6= 0}

est une strate générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport à la base B3 et joue le même
rôle que g∗gen,3. De plus, s∗3 ⊂ g∗gen,3.

• Strate des caractères.

Rappelons que dans le cas det B = 0 et rg B = 0, on a F4(l) = F4. Ainsi

C = {l ∈F ∗
4 | < l, [F4,F4] >= 0}

= {l ∈F ∗
4 | a5 = · · ·= a10 = 0}

= RY ∗1 + · · ·+RY ∗4 .

De plus, l ∈ C si et seulement si χl est un caractère sur le groupe tout entier.

• Strates intermédiaires.

Rappelons que dans le cas detB = 0 et rgB = 2, on a 6 cas à distinguer.
– Si a10 6= 0 et a5a10 +a7a8−a9a6 = 0, on a alors

F4(l) = R(Y1−
a7

a10
Y3 +

a6

a10
Y4)⊕R(Y2−

a9

a10
Y3 +

a8

a10
Y4)⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

Soit a(l) le plus grand idéal contenu F4(l). Ainsi, on obtient a(l) = F4(l),

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Yj /∈ a(l)}= 4 et

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,10} | < l, [Yj1,Yk] >=< l, [Y4,Yk] >6= 0}= 3.

Soit
p1(l) = {X ∈F4 | < l, [Y4,X ] >= 0}.

Cherchons une base de Jordan-Hölder de p1(l).

Y 1
1 (l) = Y1−

< l, [Y4,Y1] >
< l, [Y4,Y3] >

Y3 = Y1−
a7

a10
Y3;

Y 1
2 (l) = Y2−

< l, [Y4,Y2] >
< l, [Y4,Y3] >

Y3 = Y2−
a9

a10
Y3;

Y 1
4 (l) = Y4; Y 1

5 (l) = Y5; . . . ;Y 1
10(l) = Y10.
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Le procédé s’arrête à cette étape car p1(l) est une polarisation en l. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

S1 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 6= 0 et a5a10 +a7a8−a6a9 = 0}.

– Si a10 = 0, a9 6= 0 et a7a8−a6a9 = 0, on a alors

F4(l) = R(Y1−
a7

a9
Y2 +

a5

a9
Y4)⊕R(Y3−

a8

a9
Y4)⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

Soit a(l) le plus grand idéal contenu F4(l). Ainsi, on obtient a(l) = F4(l),

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Yj /∈ a(l)}= 4 et

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,10} | < l, [Yj1,Yk] >=< l, [Y4,X ] >6= 0}= 2.

Soit
p1(l) = {X ∈F4 | < l, [Y4,Yk] >= 0}.

Cherchons une base de Jordan-Hölder de p1(l).

Y 1
1 (l) = Y1−

< l, [Y4,Y1] >
< l, [Y4,Y2] >

Y2 = Y1−
a7

a9
Y2;

Y 1
3 (l) = Y3; Y 1

4 (l) = Y4; Y 1
5 (l) = Y5; . . . ;Y 1

10(l) = Y10.

Le procédé s’arrête à cette étape car p1(l) est une polarisation en l. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

S2 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 = 0, a9 6= 0 et a7a8−a6a9 = 0}.

– Si a10 = a9 = 0, a8 6= 0 et a7a8 = 0 (donc a7 = 0), on a alors

F4(l) = R(Y1−
a6

a8
Y2 +

a5

a8
Y3)⊕RY4⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

Soit a(l) le plus grand idéal contenu F4(l). Ainsi, on obtient a(l) = F4(l),

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Yj /∈ a(l)}= 3 et

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,10} | < l, [Y j1,Yk] >=< l, [Y3,Yk] >6= 0}= 2.

Soit
p1(l) = {X ∈F4 | < l, [Y3,X ] >= 0}.

Cherchons une base de Jordan-Hölder de p1(l).

Y 1
1 (l) = Y1−

< l, [Y3,Y1] >
< l, [Y3,Y2] >

Y2 = Y1−
a6

a8
Y2;
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Y 1
3 (l) = Y3; Y 1

4 (l) = Y4; Y 1
5 (l) = Y5; . . . ;Y 1

10(l) = Y10.

Le procédé s’arrête à cette étape car p1(l) est une polarisation en l. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

S3 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 = a9 = 0, a8 6= 0 et a7 = 0}.

– Si a10 = a9 = a8 = 0 et a7 6= 0, on a alors

F4(l) = R(Y2−
a5

a7
Y4)⊕R(Y3−

a6

a7
Y4)⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

Soit a(l) le plus grand idéal contenu F4(l). Ainsi, on obtient a(l) = F4(l),

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Yj /∈ a(l)}= 4 et

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,10} | < l, [Yj1,Yk] >=< l, [Y4,Yk] >6= 0}= 1.

Soit
p1(l) = {X ∈F4 | < l, [Y4,X ] >= 0}.

Cherchons une base de Jordan-Hölder de p1(l).

Y 1
2 (l) = Y2; Y 1

3 (l) = Y3; Y 1
4 (l) = Y4;

Y 1
5 (l) = Y5; . . . ;Y 1

10(l) = Y10.

Le procédé s’arrête à cette étape car p1(l) est une polarisation en l. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

S4 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 = a9 = a8 = 0 et a7 6= 0}.

– Si a10 = a9 = a8 = a7 = 0 et a6 6= 0, on a alors

F4(l) = R(Y2−
a5

a6
Y3)⊕RY4⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

Soit a(l) le plus grand idéal contenu F4(l). Ainsi, on obtient a(l) = F4(l),

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Yj /∈ a(l)}= 3 et

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,10} | < l, [Yj1,Yk] >=< l, [Y3,Yk] >6= 0}= 1.

Soit
p1(l) = {X ∈F4 | < l, [Y3,X ] >= 0}.

Cherchons une base de Jordan-Hölder de p1(l).

Y 1
2 (l) = Y2; Y 1

3 (l) = Y3; Y 1
4 (l) = Y4;
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Y 1
5 (l) = Y5; . . . ;Y 1

10(l) = Y10.

Le procédé s’arrête à cette étape car p1(l) est une polarisation en l. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

S5 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 = a9 = a8 = a7 = 0 et a6 6= 0}.

– Si a10 = a9 = a8 = a7 = a6 = 0 et a5 6= 0, on a alors

F4(l) = RY3⊕RY4⊕RY5⊕·· ·⊕RY10.

Soit a(l) le plus grand idéal contenu F4(l). Ainsi, on obtient a(l) = F4(l),

j1(l) = max{ j ∈ {1, . . . ,10} | Yj /∈ a(l)}= 2 et

k1(l) = max{k ∈ {1, . . . ,10} | < l, [Y j1,Yk] >=< l, [Y2,Yk] >6= 0}= 1.

Soit
p1(l) = {X ∈F4 | < l, [Y2,X ] >= 0}.

Cherchons une base de Jordan-Hölder de p1(l).

Y 1
2 (l) = Y2; Y 1

3 (l) = Y3; Y 1
4 (l) = Y4;

Y 1
5 (l) = Y5; . . . ;Y 1

10(l) = Y10.

Le procédé s’arrête à cette étape car p1(l) est une polarisation en l. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

S6 := {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 = a9 = a8 = a7 = a6 = 0 et a5 6= 0}.

Remarque 7.2. Pour tout i ∈ {1, . . . ,6}, notons S ′
i l’ensemble

S ′
i := {l =

10

∑
j=1

a jY ∗j ∈F ∗
4 | a10−i+1 6= 0 et a5a10 +a8a7−a6a9 = 0}.

Dans ce cas, on a
Si ⊂S ′

i .

Pour i = 1, S1 = S ′
1. En changeant de base de Jordan-Hölder, S ′

i joue le rôle de

S1 = {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 6= 0 et a5a10 +a8a7−a6a9 = 0}.

Il suffit donc de résoudre le problème d’inversion de Fourier seulement pour S1. Il le sera alors
pour tous les S ′

i .
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7.2 Sections au sens de Pukanszky pour les strates intermé-
diaires.

Notons par S l’ensemble des indices de saut au sens de Pukanszky. Cet ensemble coïncide
avec l’ensemble { j1(l),k1(l)}. Soit T = {1, . . . ,10}\S. Ainsi, d’après [3], on obtient

– Σ1 = {l = ∑
10
i=1 aiY ∗i ∈F ∗

4 | a3 = c3;a4 = c4} une section au sens de Pukanszky pour la
strate S1 où c3, c4 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

– Σ2 = {l = ∑
10
i=1 aiY ∗i ∈F ∗

4 | a2 = c2;a4 = c4} une section au sens de Pukanszky pour la
strate S2 où c2, c4 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

– Σ3 = {l = ∑
10
i=1 aiY ∗i ∈F ∗

4 | a2 = c2;a3 = c3} une section au sens de Pukanszky pour la
strate S3 où c3, c2 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

– Σ4 = {l = ∑
10
i=1 aiY ∗i ∈F ∗

4 | a1 = c1;a4 = c4} une section au sens de Pukanszky pour la
strate S4 où c1, c4 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

– Σ5 = {l = ∑
10
i=1 aiY ∗i ∈F ∗

4 | a3 = c3;a1 = c1} une section au sens de Pukanszky pour la
strate S5 où c3, c1 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

– Σ6 = {l = ∑
10
i=1 aiY ∗i ∈F ∗

4 | a2 = c2;a1 = c1} une section au sens de Pukanszky pour la
strate S6 où c1, c2 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

7.3 Inversion de Fourier dans les strates intermédiaires.
Dans cette partie, on va étudier le théorème d’inversion de Fourier sur la strate intermédiaire

S1 ∩Σ1 par exemple puisque les autres strates intermédiaires sont contenues dans des S ′
i qui

jouent le même rôle que S1, après changement de base.
Rappelons que

S1 = {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 6= 0 et a5a10 +a8a7−a6a9 = 0}.

Dans ce cas, a5 = a6a9−a7a8
a10

.
On considère

p(l) = R(Y1−
a7

a10
Y3)⊕R(Y2−

a9

a10
Y3)⊕RY4⊕·· ·⊕RY10

la polarisation de Vergne en l par rapport à la base de Jordan-Hölder B. Dans ce cas, on obtient

F4/p(l)≡ RY3.

7.3.1 Sens direct
Plaçons nous dans la section S1∩Σ1. Paramétrisons les éléments de S1∩Σ1 par

l = a1Y ∗1 +a2Y ∗2 + c3Y ∗3 + c4Y ∗4 +(
a6a9−a7a8

a10
)Y ∗5 +a6Y ∗6 + · · ·+a10Y ∗10
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où c3, c4 sont des constantes fixes. Donc S1 ∩Σ1 est une variété différentielle paramétrisée à
l’aide d’une seule carte. Les paramètres (a1, a2,a6, . . . , a10) varient dans R6×R∗.
Calculons maintenant la représentation induite πl := indF(4)

P(l) χl où P(l) = exp p(l) et χl est le
caractère défini sur P(l) comme suit

χl(x) := e−i<l,logx>

pour tout x ∈ P(l).
Soit ξ ∈Hπl et u ∈ R. On a alors

[πl(expy1Y1)ξ ](expuY3) = ξ (exp(−y1Y1) · exp uY3)
= ξ (exp uY3 · exp(−y1Y1−uy1Y6))
= e−iy1ua6ξ (exp uY3 · exp(−y1Y1))

= e−iy1ua6ξ (exp uY3 · exp(−y1Y1) · exp(y1(Y1−
a7

a10
Y3))

·exp(−y1(Y1−
a7

a10
Y3)))

= e−iy1ua6ξ (exp uY3 · exp(− a7

a10
y1Y3 +

1
2

a7

a10
y2

1Y6)

·exp(−y1(Y1−
a7

a10
Y3)))

= e−i(ua6+a1−
a7c3
a10

)y1ei 1
2

a7a6
a10

y2
1ξ (exp(u− a7

a10
y1)Y3)

[πl(expy2Y2)ξ ](expuY3) = ξ (exp(−y2Y2) · exp uY3)
= ξ (exp uY3 · exp(−y2Y2−uy2Y8))
= e−iy2ua8ξ (exp uY3 · exp(−y2Y2))

= e−iy2ua8ξ (exp uY3 · exp(−y2Y2) · exp(y2(Y2−
a9

a10
Y3))

·exp(−y2(Y2−
a9

a10
Y3)))

= e−iy2ua8ξ (exp uY3 · exp(− a9

a10
y2Y3 +

1
2

a9

a10
y2

2Y8)

·exp(−y2(Y2−
a9

a10
Y3)))

= e−i(ua8+a2−
a9c3
a10

)y2ei 1
2

a9a8
a10

y2
2ξ (exp(u− a9

a10
y2)Y3)

[πl(expy3Y3)ξ ](expuY3) = ξ (exp(u− y3)Y3)

[πl(expy4Y4)ξ ](expuY3) = ξ (exp(−y4Y4) · exp uY3)
= ξ (exp uY3 · exp(−y4Y4 +uy4Y10))
= eiy4ua10ξ (exp uY3 · exp(−y4Y4))

= e−i(c4−ua10)y4ξ (exp uY3)
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[πl(expy5Y5)ξ ](expuY3) = e−ia5y5ξ (exp uY3) = e−i( a6a9−a7a8
a10

)y5
ξ (exp uY3)

[πl(expy6Y6)ξ ](expuY3) = e−ia6y6ξ (exp uY3)

... =
...

[πl(expy10Y10)ξ ](expuY3) = e−ia10y10ξ (exp uY3)

Soit maintenant f ∈S (F(4)). Ainsi

(πl( f )ξ )(exp uY3) =
∫

F(4)
f (y)πl(y)ξ (exp uY3)dy

=
∫

R10
f (exp y1Y1 . . .exp y10Y10)πl(exp y1Y1)[πl(exp y2Y2) . . .

πl(exp y10Y10)ξ ](exp uY3)dy1 . . .dy10.

Or
[πl(exp y1Y1) ·πl(exp y2Y2) . . .πl(exp y10Y10)ξ ](exp uY3)

= e−i(ua6+a1−
a7c3
a10

)y1ei 1
2

a7a6
a10

y2
1e−i(ua8+a2−

a7a8
a10

y1−
a9c3
a10

)y2ei 1
2

a9a8
a10

y2
2e−i(c4−ua10+a7y1+a9y2+a10y3)y4

e−i a6a9−a7a8
a10

y5 . . .e−ia10y10ξ (exp(u− a7
a10

y1− a9
a10

y2− y3)Y3).

Dans ce cas, on obtient

(πl( f )ξ )(exp uY3) =
∫
R4 e−i(ua6+a1−

a7c3
a10

)y1ei 1
2

a7a6
a10

y2
1

e−i(ua8+a2−
a7a8
a10

y1−
a9c3
a10

)y2ei 1
2

a9a8
a10

y2
2e−i(c4−ua10+a7y1+a9y2+a10y3)y4

f̂ 5,6,...,10(y1,y2,y3,y4; a6a9−a7a8
a10

,a6, . . . ,a10)ξ (exp(u− a7
a10

y1− a9
a10

y2− y3)Y3)dy1 . . .dy4.
Soit le changement de variable suivant w = u− a7

a10
y1− a9

a10
y2−y3, ainsi y3 = u−w− a7

a10
y1− a9

a10
y2.

Dans ce cas, le noyau de l’opérateur πl( f ) est donné par

F(a1,a2,a6, . . . ,a10;u,w) =
∫
R3 e−i(ua6+a1−

a7c3
a10

)y1ei 1
2

a7a6
a10

y2
1

e−i(ua8+a2−
a7a8
a10

y1−
a9c3
a10

)y2ei 1
2

a9a8
a10

y2
2e−i(c4−wa10)y4

f̂ 5,6,...,10(y1,y2,u−w− a7
a10

y1− a9
a10

y2,y4; a6a9−a7a8
a10

,a6, . . . ,a10)dy1dy2dy4.

=
∫
R2 e−i(ua6+a1−

a7c3
a10

)y1e−i(ua8+a2−
a9c3
a10

)y2ei a7a8
a10

y1y2ei 1
2

a7a6
a10

y2
1ei 1

2
a9a8
a10

y2
2
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f̂ 4,5,6,...,10(y1,y2,u−w− a7
a10

y1− a9
a10

y2,c4−wa10,
a6a9−a7a8

a10
,a6, . . . ,a10)dy1dy2.

Posons maintenant la fonction

g(y1,y2,u,w,a6, . . . ,a10) = ei a7a8
a10

y1y2ei 1
2

a7a6
a10

y2
1ei 1

2
a9a8
a10

y2
2

f̂ 4,5,6,...,10(y1,y2,u−w− a7

a10
y1−

a9

a10
y2,c4−wa10,

a6a9−a7a8

a10
,a6, . . . ,a10).

Montrons alors que g ∈ S (F(4)) si on limite a10 à un compact contenu dans R∗, ce qui sera
le cas dans la suite, c’est-à-dire, si on suppose que la projection du support de f̂ 10 sur l’axe des
coordonnées a10 est un compact contenu dans R∗.
Soit l’application ψ définie comme suit

y1
y2
u
w
a6
...

a10


7−→



y1 =: ỹ1
y2 =: ỹ2

u−w− a7
a10

y1− a9
a10

y2 =: ũ
c4−wa10 =: w̃

a6 =: ã6
... =:

...
a10 =: ã10


Il est clair que cette application est un difféomorphisme C ∞ si on limite a10 à un compact contenu
dans R∗. Il s’en suit alors que f̂ 4,5,...,10 ◦ψ ∈ S (F(4)) puisque f l’est par hypothèse. Ainsi

g ∈S (F(4)) puisque le facteur ei a7a8
a10

y1y2ei 1
2

a7a6
a10

y2
1ei 1

2
a9a8
a10

y2
2 est de norme 1.

Finalement, on obtient

F(a1,a2,a6, . . . ,a10;u,w) =
∫

R2
e−i(ua6+a1−

a7c3
a10

)y1e−i(ua8+a2−
a9c3
a10

)y2g(y1,y2,

u,w,a6, . . . ,a10)dy1dy2

= ĝ1,2(ua6 +a1−
a7c3

a10
,ua8 +a2−

a9c3

a10
,u,w,

a6 . . . ,a10).

7.3.2 Sens inverse.
Construisons maintenant le rétracte de πl pour tout l ∈ S1 ∩ Σ1. Rappelons d’abord que

S1∩Σ1 est paramétrisé par la carte unique

{(a1,a2,a6, . . . ,a10) ∈ R7 | a10 6= 0} ≡ R6×R∗

puisque

S1∩Σ1 = {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i | l = a1Y ∗1 +a2Y ∗2 +c3Y ∗3 +c4Y ∗4 +
a6a9−a8a8

a10
Y ∗5 +a6Y ∗6 +· · ·+a10Y ∗10,c3, c4 ∈R}.
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Définition de l’ensemble des fonctions noyaux.

Soit C un compact arbitraire mais fixe contenu dans l’ensemble {(a1,a2,a6, . . . ,a10) ∈
R7 | a10 6= 0}. On note par NC l’ensemble de toutes les fonctions noyaux, C ∞, définies sur
{(a1,a2,a6, . . . ,a10) ∈ R7 | a10 6= 0}×R×R et à valeurs dans C vérifiant les conditions sui-
vantes :

– F est à support compact en (a1, a2, a6, . . . ,a10), contenu dans C
– F est une fonction de Schwartz généralisée : Pour tout Ai, i∈ {1, . . . ,10}, B, D, E, F ∈N,

on a

‖F‖C
Ai,B,D,E,F := sup(a1,a2,a6,...,a10)∈C;u,w∈Rsup|bi|≤Ai,|b|≤B,|d|≤D,|α|≤E,|β |≤F

| uαwβ ∂ b1

∂ab1
1

. . .
∂ b10

∂ab10
10

∂ b

∂ub
∂ d

∂wd F(a1,a2,a6 . . . ,a10,u,w) |< ∞

Remarque 7.3. L’ensemble des fonctions noyaux NC est muni de la topologie induite par la
famille des semi-normes ‖ · ‖C

Ai,B,D,E,F .

Construction du rétracte.

Pour toute fonction noyau F ∈NC, cherchons une fonction f ∈S (F(4)) telle que

F(a1,a2,a6, . . . ,a10;u,w) = ĝ1,2(ua6 +a1−
a7c3

a10
,ua8 +a2−

a9c3

a10
,u,w,

a6 . . . ,a10)

où

g(y1,y2,u,w,a6, . . . ,a10) = ei a7a8
a10

y1y2ei 1
2

a7a6
a10

y2
1ei 1

2
a9a8
a10

y2
2

f̂ 4,5,6,...,10(y1,y2,u−w− a7

a10
y1−

a9

a10
y2,c4−wa10,

a6a9−a7a8

a10
,a6, . . . ,a10).

Posons

ã1 := ua6 +a1−
a7a3

a10

ã2 := ua8 +a2−
a9a3

a10
.

Ainsi, on obtient

ĝ1,2(ã1, ã2,u,w,a6, . . . ,a10) = F(ã1−ua6 +
a7c3

a10
, ã2−ua8 +

a9c3

a10
,

a6, . . . ,a10,u,w).
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Par suite

g(y1,y2,u,w,a6, . . . ,a10) =
1

(2π)2

∫
R2

eiã1y1eiã2y2F(ã1−ua6 +
a7c3

a10
,

ã2−ua8 +
a9c3

a10
,a6, . . . ,a10,u,w)dã1dã2.

Or, à condition que f ∈S (F(4)) existe, et que g soit comme dans la première partie, on a

g(y1,y2,u,w,a6, . . . ,a10) = ei a7a8
a10

y1y2ei 1
2

a7a6
a10

y2
1ei 1

2
a9a8
a10

y2
2

f̂ 4,5,6,...,10(y1,y2,u−w− a7

a10
y1−

a9

a10
y2,c4−wa10,

a6a9−a7a8

a10
,a6, . . . ,a10).

Posons alors

y3 := u−w− a7

a10
y1−

a9

a10
y2

y4 := c4−wa10.

Ainsi, il faut que la fonction f vérifie

f̂ 4,5,6,...,10(y1,y2,y3,y4,
a6a9−a7a8

a10
,a6, . . . ,a10) = e−i a7a8

a10
y1y2e−i 1

2
a7a6
a10

y2
1e−i 1

2
a9a8
a10

y2
2

g(y1,y2,y3 +
a7

a10
y1

+
a9

a10
y2 +

c4− y4

a10
,
c4− y4

a10
,a6, . . . ,a10).

Soit C un compact fixe contenu dans {(a1,a2,a6, . . . ,a10) ∈ R7 | a10 6= 0}. Considérons alors
seulement les fonctions noyaux dont le support en (a1,a2,a6, . . . ,a10) est contenu dans C. Défi-
nissons K = p(C) la projection de C sur l’espace des variables (a6, . . . ,a10), qui est également
compacte. Ainsi, le support de g en (a6, . . . ,a10) est contenu dans K.
Considérons l’application continue

φ : K −→ R

(a6, . . . ,a10) 7−→ a6a9−a7a8

a10
.

Il est clair que φ(K) est un compact dans R.
Soit alors une fonction ϕ ∈S (R) telle que ϕ ≡ 1 sur φ(K).
Recherchons alors une fonction f ∈S (F(4)) telle que

f̂ 4,5,6,...,10(y1,y2,y3,y4,a5,a6, . . . ,a10) = e−i a7a8
a10

y1y2e−i 1
2

a7a6
a10

y2
1e−i 1

2
a9a8
a10

y2
2ϕ(a5)

g(y1,y2,y3 +
a7

a10
y1 +

a9

a10
y2 +

c4− y4

a10
,
c4− y4

a10
,a6, . . . ,a10).
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En fait f̂ 4,5,...,10 est une fonction de Schwartz si g l’est. Dans ce cas, il suffit d’appliquer la
transformée de Fourier inverse pour trouver

f (y1,y2,y3,x4,x5, . . . ,x10) =
1

(2π)7

∫
R7

eiy4x4eia5x5 . . .eia10x10e−i a7a8
a10

y1y2e−i 1
2

a7a6
a10

y2
1e−i 1

2
a9a8
a10

y2
2

ϕ(a5)g(y1,y2,y3 +
a7

a10
y1 +

a9

a10
y2 +

c4− y4

a10
,
c4− y4

a10
,

a6, . . . ,a10)dy4da5 . . .da10

=
1

(2π)7

∫
R7

eiy4x4eia5x5 . . .eia10x10e−i a7a8
a10

y1y2e−i 1
2

a7a6
a10

y2
1e−i 1

2
a9a8
a10

y2
2

ϕ(a5)
1

(2π)2

∫
R2

eiã1y1eiã2y2F [ã1−a6(y3 +
a7

a10
y1 +

a9

a10
y2 +

c4− y4

a10
)+

a7c3

a10
, ã2−a8(y3 +

a7

a10
y1 +

a9

a10
y2 +

c4− y4

a10
)+

a9c3

a10
,a6, . . . ,a10,y3 +

a7

a10
y1 +

a9

a10
y2 +

c4− y4

a10
,
c4− y4

a10
]dã1dã2dy4da5 . . .da10

=
1

(2π)9

∫
R9

eiã1y1eiã2y2eiy4x4eia5x5 . . .eia10x10e−i a7a8
a10

y1y2e−i 1
2

a7a6
a10

y2
1

e−i 1
2

a9a8
a10

y2
2ϕ(a5)F [ã1−a6(y3 +

a7

a10
y1 +

a9

a10
y2 +

c4− y4

a10
)+

a7c3

a10
,

ã2−a8(y3 +
a7

a10
y1 +

a9

a10
y2 +

c4− y4

a10
)+

a9c3

a10
,

a6, . . . ,a10,y3 +
a7

a10
y1 +

a9

a10
y2 +

c4− y4

a10
,
c4− y4

a10
]

dã1dã2dy4da5 . . .da10.

Vu les propriétés de F , cette fonction f appartient bien à S (F(4)). Ainsi, étant donnée une
fonction noyau F ∈NC, il existe f ∈S (F(4)) tel que l’opérateur πl( f ) admet F(l, ·, ·) comme
fonction noyau pour tout l ∈S1∩Σ1.

Notons

S = ∪6
i=1S

′
i = {l =

10

∑
i=1

aiY ∗i , a5a10 +a7a8−a6a9 = 0 et
10

∑
i=5

a2
i 6= 0}

Soit par exemple l0 ∈S tel que l0 /∈S1, c’est-à-dire, a10 = 0 et a5a10 +a7a8−a6a9 = 0. Mon-
trons alors que πl0( f ) = 0.
Pour cela, on va approcher l0 par des formes linéaires lε , ε > 0 telles que lε ∈S1.
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Écrivons lε = ∑
10
j=1 b j(ε)Y ∗j telle que

b10(ε) = ε,ε > 0;
b j(ε), j = 5, . . . ,9 tels que b5(ε)ε +b7(ε)b8(ε)−b6(ε)b9(ε) = 0
et b j(ε)−→ a j, ε −→ 0 et b j(ε) = a j si j ∈ {1,2,3,4}.

Ce choix est possible. Par exemple, si b5(ε) = a5 6= 0, b6(ε) = a6, b7(ε) = a7 6= 0, b9(ε) = a9,
il suffit alors de prendre b8(ε) = a6a9−a5ε

a7
. Le raisonnement est analogue si un autre des a j est

non nul.
On vérifie alors que pour tous ces choix possibles de b j(ε), lε −→ l0 quand ε −→ 0 et lε ∈S1.
Soit maintenant

lε,Σ1 = Ad∗(F(4))lε)∩Σ1

=
10

∑
j=1

c j(ε)Y ∗j

avec c j(ε) = b j(ε) pour tout j ∈ {5, . . . ,10} et c10(ε) = b10(ε) = ε . Ceci est dû au fait que
Y5, . . . ,Y10 sont centraux.
Il existe δ > 0 tel que pour tout l = ∑

10
j=1 l jY ∗j ∈ C, on a | l10 |≥ δ > 0, étant donné que C est

un compact ne contenant pas 0. Ainsi, pour 0 < ε < δ , on a lε,Σ1 /∈ C. Il s’en suit alors que
F(lε,Σ1, ·, ·)≡ 0 puisque supplF |Σ1×R2 ⊂C. Dans ce cas, πlε,Σ1

( f )≡ 0 et πlε ( f )≡ 0.
D’autre part, lε −→ l0 quand ε −→ 0. Par suite la suite des orbites coadjointes (Olε )ε converge
vers l’orbite coadjointe Ol0 dans la topologie de l’espace des orbites F ∗

4 /Ad∗(F(4)). Ceci en-
traîne que la famille des représentations unitaires irréductibles (πlε)ε converge vers la représen-
tation unitaire irréductible πl0 dans la topologie de N̂ qui est l’image réciproque de la topologie
de Jacobson de l’espace des idéaux primitifs Prim(C∗(F(4))).
Ainsi, puisque πlε ( f ) = 0 si 0 < ε < δ , f ∈ ∩0<ε<δ Ker(πlε ) et donc f ∈ Ker(πl0) par définition
de la topologie de Jacobson. Donc on obtient πl0( f ) = 0 si l0 ∈S \S1. On a un résultat analogue
pour les autres indices i.

7.3.3 Continuité du rétracte
Soit C un compact fixé contenu dans {(a1,a2,a6, . . . ,a10)∈R7 | a10 6= 0}. Soit ϕ ∈S (R) fixé

comme en 7.3.2. Notons f =: R(F). Alors, par construction, l’application F 7−→ f de l’ensemble
NC des fonctions noyaux à support en (a1,a2,a6, . . . ,a10) contenu dans le compact fixe C dans
S (F(4)) est continue. Si on varie la fonction ϕ , on trouve d’autres rétractes.

7.3.4 Conclusion
Théorème 7.1. Soit {Y1, . . . ,Y10} la base de Jordan-Hölder de F4 introduite en 7. On considère
C un compact fixe contenu dans {(a1,a2,a6, . . . ,a10) ∈ R7 | a10 6= 0}. Pour toute fonction noyau
F ∈NC, il existe une fonction f ∈S (F(4)) telle que πl( f ) admet F(l, ·, ·) comme fonction noyau
si l ∈S1∩Σ1 et πl( f ) = 0 si l ∈S \S1.
Notons f =: R(F). Le rétracte n’est en général pas unique. Mais il existe un algorithme pré-
cis pour la construction du rétracte R(F) tel que l’application F 7−→ f de l’ensemble NC des



7.4 Action de SO(4) sur une section de Pukanszky 159

fonctions noyaux à support en (a1,a2,a6, . . . ,a10) contenu dans le compact fixe C dans S (F(4))
est continue si on munit l’ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie par tout les
semi-normes ‖ · ‖C

Ai,B,D,E,F .

7.4 Action de SO(4) sur une section de Pukanszky

Soit l ∈ S = ∪6
i=1S

′
i . On peut par exemple supposer l ∈ S ′

1 = S1. En effet, par une per-
mutation des vecteurs de base, les strates intermédiaires S ′

i jouent toutes le même rôle que S1.
Pour cela, il suffit de travailler seulement sur la strate S ′

1 = S1.
Rappelons que

V = {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i | a5a10 +a7a8−a6a9 = 0} ⊂ R10 ≡F ∗
4

est stable par l’action de SO(4).
Il est clair que V est un fermé dans R10, donc un espace topologique localement compact.
De plus, on a

S1 = {l =
10

∑
i=1

aiY ∗i ∈F ∗
4 | a10 6= 0 et a5a10 +a8a7−a6a9 = 0}

= {l ∈ V | a10 6= 0}

Donc S1 est un ouvert de V dans F ∗
4 . De plus, S1 est Ad∗(F(4))- invariant. Ceci est dû au fait

que Y5, . . . ,Y10 sont centraux.
Dans ce qui suit on note SO(4) par K. Soit l0 une forme linéaire alignée dans S1. On peut
toujours supposer que la section de Pukanszky Σ1 a été choisie de manière à passer par l0.
Définissons

K̃1 = {k ∈ K | k · l0 ∈ Ad∗(F(4))S1 = S1}

puisque S1 est Ad∗(F(4))-invariant. Ainsi K̃1 est un ouvert non vide. En effet, puisque V est
K−invariant d’après la remarque 7.1, l’application

ϕ : K −→ V

k 7−→ k · l0

est continue et S1 est un ouvert non vide dans V . Par suite K̃1 = ϕ−1(S1) est un ouvert non vide
de K. De plus, e ∈ K̃1 étant que l0 ∈ S1 . Ainsi, il existe un voisinage ouvert V1 de e, contenu
dans K̃1, tel que V1 ·V1 ⊂ K̃1 et l’application différentiable

V1×V1 −→ K̃1

(k,k′) 7−→ k · k′

satisfait les conditions suivantes :



160 Action de SO(4) sur F(4)

– e · k = k · e = k pour tout k ∈V1.
– (k · k′) · k′′ = k · (k′ · k′′) pour tout k,k′,k

′′ ∈V1 tels que k · k′ ∈V1 et k′ · k′′ ∈V1.
Ainsi, K̃1 est un groupe de Lie local.
On définit une action de K̃1 sur Ad∗(F(4))K̃1 · l0∩Σ1 de la manière suivante :
Soit l1 = Ad∗(m)k1 · l0 ∈ Ad∗(F(4))K̃1 · l0∩Σ1. Par définition

k ∗ l1 := (l1)k

est l’unique élément de F ∗
4 vérifiant

{(l1)k} = Ad∗(F(4))(k · l1)∩Σ1

= Ad∗(F(4))(Ad∗(k ·m))(kk1) · l0)∩Σ1

= Ad∗(F(4))((kk1) · l0)∩Σ1

pour tout k tel que kk1 ∈ K̃1. Il existe donc m = mk ∈ F(4) tel que

(l1)k = Ad∗(mk)(kk1) · l0

L’élément mk n’est en général pas unique. L’image (l1)k est bien définie et unique, puisque S1 ⊂
S ∗

puk où S ∗
puk désigne la strate de Pukanszky correspondante [3] (ceci est dû au fait que S1 est

construite à partir les indices j1(l) et k1(l) et que ces indices coïncident avec les indices de saut
au sens de Pukanszky [20]) et puisque toute orbite coadjointe dans S ∗

puk coupe Σ1 en exactement
un point. De plus, ∗ est une action du groupe de Lie local K̃1 sur Ad∗(F(4))K̃1 · l0. Cette action
est C ∞ (pour plus de détails, voir le chapitre 4).

Proposition 7.1. Ad∗(F(4))(K̃1 · l0)∩Σ1 est localement fermé.

Preuve. Il suffit de montrer que

Ad∗(F(4))K̃1 · l0 = (Ad∗(F(4))K · l0)∩S1

En effet,

(⊂) Ad∗(F(4))K̃1 · l0 ⊂ Ad∗(F(4))K · l0 car K̃1 ⊂ K et Ad∗(F(4))K̃1 · l0 ⊂S1 car K̃1 · l0 ⊂S1
et que S1 est Ad∗(F(4))−invariant.

(⊃) Soit l = Ad∗(mk)k · l0 = l1 avec l1 ∈S1. Alors k · l0 = Ad∗(m−1
k ) · l1 ∈S1 et par suite k ∈ K̃1.

D’autre part, on a Ad∗(F(4))K · l0 est fermé car F(4) nilpotent et K compact et S1 est ouvert
dans V . Ainsi, on peut conclure que Ad∗(F(4))K̃1 · l0 est localement fermé dans V . Comme
V lui même est fermé dans n∗, Ad∗(F(4))K̃1 · l0 est également localement fermé dans F ∗

4 et
Ad∗(F(4))K̃1 · l0∩Σ1 est localement fermé, Σ1 étant fermé.

Proposition 7.2. Ad∗(F(4))(K̃1 · l0)∩Σ1 est une sous-variété de Σ1 contenue dans S1 ⊂ V .

Preuve. La démonstration de cette proposition reste la même que celle du proposition 4.6 du
chapitre 4.
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7.5 Résultat du rétracte sur K̃1 · l0
7.5.1 Définition de l’ensemble des fonctions noyaux sur K̃1 · l0

Soit (V1,η1) une section lisse de K̃1/Kl0 et un ouvert relatif Ṽ1 dans η1(V1). Pour tout compact
fixe C̃1 contenu dans Ṽ1 · l0, on définit l’espace des fonctions noyaux NṼ1,C̃1

comme l’ensemble
de toutes les fonctions C ∞

F1 : K̃1 · l0×R×R−→ C

qui vérifient les conditions suivantes :
– Le support de F1 en l est contenu dans C̃1.
– F1 est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-à-dire, pour tout A,B,C,D,E ∈ N, pour

tout compact ˜̃C0 contenu dans C̃1∩U ′, où (U ′,ϕ ′) est une carte de Ṽ1 · l0, ∂ a

∂ l′a
U ′

désignera les

dérivées partielles par rapport à cette carte et l′U ′ les coordonnées de l′ par rapport à cette
carte. Il faut alors que

‖F1‖
˜̃C0

A,B,C,D,E = supl′
U ′∈ϕ ′( ˜̃C0);x,y∈Rsup|a|≤A,|b|≤B,|c|≤C,|α|≤D,|β |≤E

| xαyβ ∂ a

∂ l′aU ′

∂ b

∂xb
∂ c

∂yc F1 ◦ (ϕ ′−1⊗ id⊗ id)(l′U ′,x,y) |< ∞ (7.1)

7.5.2 Théorème du rétracte sur K̃1 · l0
Théorème 7.2. Il existe une section lisse (V1,η1) de K̃1/Kl0 et un ouvert relatif non vide Ṽ1 dans
η1(V1) telle que pour tout compact donné C̃1 dans Ṽ1 · l0 ⊂ K̃1 · l0 on a : Pour toute fonction noyau
F1 dans NṼ1,C̃1

, il existe f ∈S (F(4)) tel que πk·l0( f ) admet comme fonction noyau F1(k · l0, ·, ·)
si k · l0 ∈ C̃1 et πk·l0( f ) = 0 si k · l0 ∈ K · l0 \C̃1.
De plus, il existe un algorithme bien précis pour construire un tel rétracte tel que l’application
linéaire F1 7−→ R(F1) := f , de l’ensemble NṼ1,C̃1

des fonctions noyaux à support en k · l0 contenu
dans le compact fixe C̃1 dans S (F(4)), soit continue si on munit l’ensemble des fonctions noyaux
de la topologie définie par toutes les semi-normes de type (7.1).

Preuve. La preuve de ce théorème est analogue à celle du chapitre 4 mais avec quelques chan-
gements tout en appliquant le résultat du rétracte pour la représentation induite

πl0,k := indF(4)
P(l0,k)

χl0,k

pour l0,k ∈ Ad∗(F(4))(K̃1 · l0)∩ Σ1. Ce dernier est exactement le même résultat que pour les
strates génériques. En fait, il suffit d’appliquer le théorème d’inversion de Fourier pour la strate
intermédiaire S1 localement sur une carte de la sous-variété Ad∗(F(4))(K̃1 · l0)∩Σ1 puis col-
ler ensemble à l’aide d’une partition de l’unité d’un compact fixe de la sous-variété. En effet,
remarquons que :
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– La base de Malcev de F4 par rapport à p(l) pour tout l ∈S1∩Σ1 est {Y3}, en particulier
pour l = l0,k ∈ Ad∗(F(4))K̃1 · l0∩Σ1. Cette base de Malcev reste aussi la base de Malcev
de F4 par rapport à p(k · l0) puisque nos polarisations sont des polarisations de Vergne et
que k · l0 ∈S1 pour tout k ∈ K̃1.

– K̃1 ·l0 est une sous-variété F ∗
4 contenue dans S1. Il suffit de montrer que K̃1 ·l0 = K ·l0∩S1

est localement fermé. Ceci est vrai puisque K est compact, donc fermé et S1 est ouvert.
Donc les raisonnements du chapitre 4 s’appliquent.

7.6 Résultat du rétracte pour kπl0

Rappelons tout d’abord que les représentations

πk·l0 = indF(4)
P(k·l0)χk·l0, π̃0,k = indF(4)

k·P(l0)
χk·l0 et k

πl0(·) = πl0(k
−1·)

sont équivalentes. Pour déterminer le rétracte de kπl0 , il faut tout d’abord avoir un rétracte pour
la représentation π̃0,k sur une section de K/Kl0 . Ce dernier est construit d’une manière analogue
à ce qui a été fait dans les strates génériques. Une fois que celui-ci est construit, on peut alors
construire aussi un rétracte local pour la représentation kπl0 de la même façon que pour les strates
génériques. Ainsi, on définit l’ensemble des fonctions noyaux ˜N ′

ζ (S),C̃′1
comme dans le chapitre

4 et on obtient le résultat suivant :

Théorème 7.3. Pour tout k0 ∈K, il existe (S,ζ ) une section lisse de K/Kl0 contenant k̇0 telle que
ζ (S) soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe C̃′1 contenu dans ζ (S), on a : Pour toute
fonction noyau ˜̃F1 dans ˜N ′

ζ (S),C̃′1
, il existe f1 ∈ S (N) tel que kπl0( f1) admet comme fonction

noyau ˜̃F1(k, ·, ·) pour tout k ∈ ζ (S) et kπl0( f1) = 0 si k̇ /∈ S.
Notons f1 = R( ˜̃F1) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors l’application linéaire
˜̃F1 −→ R( ˜̃F1) de l’ensemble ˜N ′

ζ (S),C̃′1
des fonctions noyaux à support en k contenu dans le com-

pact fixe C̃′1 dans S (N), est continue si on munit l’ensemble des fonctions noyaux par la topo-
logie définie par toutes les semi-normes utilisées dans la définition de l’ensemble des fonctions
noyaux.

7.7 Idéaux K-premiers
Proposition 7.3. Pour tout l ∈F ∗

4 , on a

KerΩl ∩S (F(4))
L1(F(4))

= KerΩl

où Ωl désigne la K−orbite.

Preuve. Si l est générique au sens de Ludwig-Zahir dans au moins une base de Jordan-Hölder
ou si l définit un caractère χl sur F(4) tout entier, c’est vrai par le chapitre 6.
Si l appartient à une strate intermédiaire, l’existence du rétracte (théorème 7.3) permet de refaire
la même démonstration qu’au chapitre 6.
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Théorème 7.4. Les idéaux fermés propres K−premiers de L1(F(4)) coïncident avec les noyaux
KerΩl , l ∈F ∗

4 , des K−orbites Ωl = K · l.

Preuve. Tout KerΩl est un idéal K−premier par la proposition 6.6 du chapitre 6. Si I est un
idéal K−premier, il existe l ∈ F ∗

4 tel que KerΩl ∩S (F(4)) = I ∩S (F(4)) (voir chapitre 6).
Par la proposition 7.3, I = KerΩl , grâce à une argumentation analogue à celle de la section 6.3
du chapitre 6.
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