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Résumé

La premiere partie de la these porte sur I’étude de familles lisses d’opérateurs d’entrelacement
entre deux réalisations différentes de représentations unitaires irréductibles et leur effet sur la
théorie du rétracte.

Etant donné N un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe, n son algebre de
Lie et # une sous-variété de n* telle que les polarisations associées aux éléments de #
soient de dimension fixe, on considere (P(w)),, = (expp(w)),s et (P'(w)),, = (expp’(w)),, deux
familles lisses de polarisations en w € #'. On sait d’apres Kirillov que @, := indg(w) Xw €t

n! := indb, .. sont équivalentes. On démontre alors 1’existence locale d’une famille lisse
w Pl (w)

d’opérateurs d’entrelacement entre les familles (m,), et (7,),, opérateurs donnés par une
formule intégrale précise.

La deuxieme partie de la thése consiste a fournir certains résultats sur la théorie du rétracte
sous a I’action de K, un sous-groupe de Lie compact du groupe des automorphismes de N ou
N est un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe, (construction générale d’un
rétracte pour la réalisation des représentations obtenue par induction a partir de polarisations de
Vergne dans le cas générique, application a la construction d’un rétracte pour d’autres choix de
polarisations ...). On y utilise la théorie développée dans la premiere partie.

Dans une troisieme partie on caractérise les idéaux K-premiers de I’algebre de Schwartz
(N). Le passage aux idéaux K — premiers de I’algebre de groupe L!(N) est alors réalisé via la
théorie du rétracte développée dans la deuxieme partie, au moins dans le cas générique et dans
le cas des formes linéaires définissant les caracteres.

Dans une quatrieme partie de la these, on étudie 1’action de SO(4) sur F(4), groupe de Lie
libre nilpotent de pas 2 a 4 générateurs, en s’intéressant particulierement aux strates non géné-
riques (théoreme de Fourier inverse, idéaux K-premiers).






Abstract

The first part of this thesis is devoted to the study of the existence of a smooth family of
intertwining operators between two different families of equivalent representations and their
effect on the retract theory.

Let N be a nilpotent Lie group, n its Lie algebra and % a submanifold of n* such that the dimen-
sion of all polarizations associated to elements of # is fixed. We choose (P(w)),, = (expp(w))
and (P'(w))y = (expp’(w)),, two smooth families of polarizations in N. It is well known, by
Kirillov theory, that 7, := indf,y(w) Kw and T, := ind}, (w)Xw are equivalent for all w. We then
prove the local existence of a smooth family of intertwining operators between (7,,),, and (7, ),.
Our study is based on a formula of G. Lion [11], who proved such a result for a fixed w.

The second issue of this thesis is the retract theory. Let K be a compact Lie subgroup of
Aut(N), acting smoothly on N. This action induces a corresponding action of K on n, n*, N, ...
The action of K on N is given by ¥ (x) := m (k™! -x) forall x € N, k € K and [ € n*. The purpose
of this part is to construct a local retract theorem for *m;. Tt is easy to see that “7; is unitary
equivalent to 7; where 7 = ind]](\_’ p() Xkl So, instead of proving the existence of a local retract

for *m;, which turns out to be complicated, it is sufficient to prove such an existence for the
representation 7. But even this is not straightforward. Let us therefore define 7., := indg( 1) Xkl

where P(k-1) = expp(k-1) and where p(k-1) is the Vergne polarization for k - [ with respect
to the fixed basis Z of n. If we are now dealing with generic linear forms & -/ in the sense of
Ludwig-Zahir [22] or with linear forms defining characters (< k- /,[n,n] >= 0), we may use
the Fourier inversion theorem (see [20] for the generic case), to prove the existence of a local
retract for suitable kernel functions. Finally, the smooth family of intertwining operators gives
the retract result for the representations (7 ), and hence, locally, for the representations (“7;)y.
In the case of the representations 7, the local theorem even generates a global retract theorem.

In the third part, we first show that if the local retract theorem holds for / € n*, then Schwartz
functions are dense in the kernel of the K—orbit Q; of [ :

71
KerQ;N.(N)~ ™)

= KerQl.

This result is used in the study of K—prime ideals. We start by characterizing the K-prime ideals
of the Schwartz algebra .#(N), which are closed in at least one continuous norm, as being the
sets KerQ; N .7 (N), | € n*. The passage to the K—prime ideals of the algebra L!(N) is then



xii

realized via the retract theory developed in the second part and the density property of the
Schwartz functions, at least in the generic case and in the character case. The K— prime ideal
problem was solved in the fixed case by J. Ludwig [15] and in the case of exponential actions by
J.Ludwig et C. Molitor-Braun [18].

Finally, we study the action of SO(4) on F(4), specially the not generic case where F(4)
denotes the free nilpotent Lie group of step 2 with 4 generators. We prove the Fourier inversion
theorem in the non generic case and we characterize all the K—prime ideals.



Introduction

Comme I’indique le titre de la theése, on va s’intéresser a quelques problemes d’analyse
harmonique sur certains groupes de Lie a croissance polynomiale, en particulier pour des
groupes de Lie nilpotents connexes simplement connexes.

Parmi les questions d’analyse harmonique abordées, on trouve I’inversion de Fourier, la ca-
ractérisation des idéaux maximaux, la propriété de Wiener, la caractérisation des idéaux premiers,
etc. Ces questions ont été d’abord résolues sur R” (le cas classique), puis elles ont été généralisées
a des groupes de Lie nilpotents : L’inversion de Fourier ponctuelle est due a Howe ( [8], 1977),
la propriété de Wiener, qui dit que tout idéal fermé propre de L'(N) est contenu dans le noyau
d’une représentation unitaire irréductible, est démontrée par Leptin en ([9], 1976) pour 1’algebre
L'(N) ot N est un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe, tandis qu’une propriété
analogue a été prouvée par Ludwig ([16], 1987) pour I’algébre .(N) . Les idéaux maximaux,
les idéaux premiers et les noyaux des représentations unitaires irréductibles coincident dans le
cas abélien. Par contre, dans le cas non abélien, ce résultat n’est pas nécessairement vrai et la
classe des idéaux premiers joue un role trés important.

Un idéal 7 est dit premier si quels que soient les idéaux Iy et I telsque Iy x I, CI, 1 C Iy oul C b,.
Pour les groupes de Lie nilpotents connexes simplement connexes, J. Ludwig a montré en ([15],
1983) que les idéaux premiers fermés de L' (N) coincident avec les noyaux des représentations
unitaires irréductibles.

En introduisant une action exponentielle sur les groupes de Lie nilpotents, J. Ludwig et
C. Molitor-Braun ([18], (1998)) ont établi un résultat analogue pour la caractérisation des idéaux
premiers dans I’ensemble de tous les idéaux invariants sous cette action.

Dans les années 80, Poguntke étudie 1’action d’un groupe compact abélien K sur un groupe de
Lie nilpotent ([24], [25]). Il s’intéresse entre autres a la densité des fonctions de Schwartz dans
le noyau d’une K—orbite. Les résultats de Poguntke impliquent la caractérisation des idéaux
K—premiers, lorsque K est abélien. Le cas ou le compact K n’est pas abélien est beaucoup plus
complexe. Son étude représente la majeure partie de cette these.

Pus précisément, soient N = exp n un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe et
K un sous-groupe de Lie compact du groupe des automorphismes de N. On suppose que K agit
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d’une manidre lisse sur N et donc également sur n, n*, N, L' (N), .7 (N). Si m = indg(l))a €N,
les points de la K—orbite Q; = K - [ correspondent aux représentations *7;, étant donné que ¥
est unitairement équivalente a 7 := indl]: p() Xkl D’ou, on peut définir le noyau de la K—orbite,

pour [ € n*, par
KerQ; = {f € LY\(N) | *m(f) = 0,k € K} = NyexKer'm

Grace a ces définitions, la question soulevée par les travaux de Poguntke, Ludwig et Molitor-
Braun est la suivante :

Pour tout idéal I fermé et K— premier de Ll(N ), c’est-a-dire, si I est K-invariant et vérifie la
définition des idéaux premiers pour des idéaux K-invariants quelconques /; et I, existe t-il alors
lp € n* tel que I = Ker€;, ?

Une réponse affirmative a cette question, valable dans beaucoup de cas, est apportée dans cette
these. En fait, on montre dans le chapitre 6 qu’il existe une K—orbite €, dans n* telle que

INS(N) = Ker Q;,N.7(N).

Si de plus [y est générique au sens de Ludwig-Zahir pour au moins une base de Jordan-Holder
bien choisie ou si /p définit un caractere (< Iy, [n,n] >= 0), on en déduit alors que

I = Kery,.

La caractérisation des idéaux K— premiers (chapitre 6) est résolue dans .(N) et 1’essentiel
des difficultés est formé par le passage de 1’algébre de Schwartz .7 (N) a 1’algébre L' (N). Ce
dernier se fait grice a une relation entre KerQ; et KerQ;N.7(N).

Pour étudier cette relation (chapitre 6), on a eu intérét a étudier la théorie du rétracte sur les

K— orbites. Pour tout 7; € N et tout f € .7 (N), m;(f) est un opérateur 2 noyau. Sous I’action de
K, il en est de méme de *m;(f) = m(f*), le noyau correspondant est noté F(k,-,-). Les calculs
effectués sur la fonction f sont alors, sous certaines conditions, remplacés par un raisonnement
sur les fonctions noyaux. Ceci est possible puisque tout F dans un certain espace des fonctions
noyaux convenablement choisi posséde un rétracte f € .7 (N) tel que “m;(f) ait pour noyau
F(k,-,-). L’existence d’un tel rétracte (chapitre 6) est en fait établie a travers différentes étapes
intermédiaires.
Tout d’abord, en remarquant que la représentation “7; est unitairement équivalente & 7, on
peut se ramener a la construction d’un rétracte local pour la représentation 7. Dans ce but, on
introduit la représentation my.; = indg(k_ )Xkl ou la construction du rétracte s’avere plus facile
si k- [ parcourt les strates des formes linéaires génériques au sens de Ludwig-Zahir (chapitre
6) ou bien si k- parcourt la strate des formes linéaires définissant les caracteres, c’est-a-dire,
< k-1,[n,n] >=0. Dans le cas ou k -/ définit les caracteres, les trois représentations équivalentes
M), 7 et “m coincident avec les caracteres X1 et la construction du rétracte est plus simple
(chapitre 5). Tandis que quand k - [ parcourt les strates des formes linéaires génériques au sens
de Ludwig-Zahir, on dispose d’un théoreme général d’inversion de Fourier pour les formes
linéaires génériques ([20]). Celui-ci permet alors d’établir les résultats pour 7y.;.
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Si k - [ parcourt les strates intermédiaires, le probleme d’inversion de Fourier reste encore ouvert
dans le cas général. Mais néanmoins, on a réussi a construire un rétracte pour la représentation
k7, dans I’exemple de I’action de SO(4) sur le groupe de Lie nilpotent libre F(4) 2 4 générateurs
et de pas 2 (chapitre 7).

Pour que le passage entre la représentation 7 et la représentation 7.; soit lisse dans le cas ou
k - I parcourt la K—orbite de /, une étude sur les familles lisses des opérateurs d’entrelacements
dans le cadre général (chapitre 3) est nécessaire.
Etant donnée % une sous-variété de n* telle que la dimension des polarisations soit fixe sur #/,
on considere (p(w)), et (p’(w)), deux familles lisses de polarisations en w dans n. Soient alors

(7w )w = (i”dg(w)XW)w et () = (i”dg/(w)Xw)w

deux familles de représentations unitaires irréductibles de N.
D’apres G. Lion [11], pour w fixé, m,, et 7, sont équivalentes et il existe un opérateur d’entrela-
cement 7' (w) donné par

T(w)é(g) = &(gh)dh

/P’(W)/P(W)WP’(W)
pour tout £ € . ou A7 représente I'espace des vecteurs ¢’ pour la représentation 7,,. Cet
opérateur se prolonge par continuité a .77 tout entier.

On étudie alors la dépendance en w dans 1’expression de 7'(w) (chapitre 3) et on montre que le
résultat de G. Lion reste vrai localement de maniere lisse, c¢’est-a-dire, quand w varie dans un
ouvert relatif non vide de 7.

Les chapitres 1 et 2 préparent le terrain pour notre objectif en introduisant tous les ingrédients
nécessaires pour la suite et en étudiant sur quelques exemples 1’effet de I’action compacte sur
la théorie du rétracte : L’action de K sur R”, I’action de SO(2) sur le groupe de Heisenberg et
I’action de SO(3) sur F(3), ot F(3) est le groupe de Lie nilpotent libre a 3 générateurs et de pas 2.

Plan de la these.

Cette these comporte sept chapitres :

— Dans le premier chapitre, on rappelle les principales définitions et propriétés liées a la théo-
rie des représentations induites et intégrées pour les groupes de Lie nilpotents connexes
simplement connexes. On donne aussi une relation entre les fonctions noyaux ainsi que
des résultats généraux sur les espaces homogenes. De plus, on définit les différentes ac-
tions d’un groupe de Lie compact.

— Dans le deuxieme chapitre, on étudie dans quelques exemples 1’effet de I’action compacte
sur le résultat du rétracte associé a la représentation induite réalisée par une polarisation de
Vergne. Par exemple : L’action de K sur R”, ’action de SO(2) sur le groupe de Heisenberg
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et ’action de SO(3) sur F(3), ou F(3) est le groupe de Lie nilpotent libre a 3 générateurs
et de pas 2.

Le troisieme chapitre (texte d’un article soumis pour publication) est consacré a montrer
que si on considere % une sous-variété de n* telle que les polarisations associées aux élé-
ments de % soient de dimension fixe, (P(w)),, = (expp(w))w et (P'(w)),, = (expp’ (W)
deux familles lisses de polarisations en w € #/, alors les deux familles de représentations
() := indg(w)xw,w eWet(m), = indlly,(w)xw,w € W sont équivalentes et on a I’exis-
tence locale d’une famille lisse d’opérateurs d’entrelacement entre elles, opérateurs donnés
par une formule intégrale précise.

Au quatrieme chapitre, nous construisons d’une maniere continue un rétracte local pour la
représentation ¥7;, définie par K7 (x) := m;(k~! - x) pour tout x € N, ou1 [ est dans la strate
des formes linéaires génériques au sens de Ludwig-Zahir et ou k parcourt une section de
K/ Kz, Ici K, désigne le stabilisateur de 7.

Dans le cinquieme chapitre, on construit de méme un rétracte pour la représentation “7;
mais quand / parcourt la strate des formes linéaires définissant les caracteres, c’est-a-dire,
< 1,[n,n] >= 0. Dans ce cas, la représentation *; n’est d’autre que le caractere ;.
Nous donnons, dans le sixieme chapitre, une caractérisation des idéaux K—premiers de
L (N), c’est-a-dire, nous montrons qu’il existe une K —orbite Q,, dans n* telle que

k

IN.7(N) = Ker Q;,N.7(N).

Si [y est générique au sens de Ludwig-Zahir pour au moins une base de Jordan-Holder bien
choisie ou si [y définit un caractere (< ly, [n,n] >=0), on en déduit

I = KerQ),.

Finalement, dans le dernier chapitre, on étudie I’exemple de 1’action de SO(4) sur F(4)
pour montrer que les idéaux fermés propres SO(4)— premiers de L' (F(4)) coincident avec
les noyaux des SO(4)—orbites.



Chapitre 1
/ Ve [ /
Généralités
Dans ce chapitre, nous rappelons les notions nécessaires a la compréhension de cette these.

1.1 Représentations induites et intégrées.

Soient N un groupe de Lie nilpotent connexe simplement connexe d’algebre de Lie n et H
un sous-groupe fermé de N d’algebre de Lie correspondante §.

Définition 1.1. Soit # = {Z,,...,Z,} une base de n. Soit (W )k=1,. , la suite de sous-espaces
vectoriels de n définie par

N, = Z RZ,'.
=k

1

1. A est une base de Malcev de n si pour tout k, 1 < k < n, le sous-espace vectoriel n; est
une sous-algebre de n.

2. A est une base de Jordan-Holder de n si pour tout k, 1 < k < n, le sous-espace vectoriel
Ny est un idéal de n.

1.1.1 Représentations induites.

Soit p une représentation unitaire de H dans I’espace de Hilbert 7.
Considérons I’espace suivant

2(N/H,p) = {&:N— J,, continue et a support compact modulo H telle que
&(nh) = p(h™")(&(n)), ¥(n,h) € N x H}

Si & est un élément dans 2(N/H,p) , I’application n — ||§ (n)H% est continue et a support

compact modulo H. Cette relation nous permet de définir une norme L? sur Z(N/H,p) de la
maniere suivante :

0= ([, 1E0) L, i)
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On définit la représentation induite indgp de N comme la représentation réguliere gauche
sur le complété L>(N/H,p) de Z(N/H,p) par rapport a la norme || - ||, définie précédemment,
c’est-a-dire,

. N -1 2
(indgp)(x)(§(y)) =S (x'y), Vx, yEN, § € L*(N/H, p).
Cette méthode est fréquemment utilisée pour la construction des représentations unitaires a partir
d’un sous-groupe fermé. En particulier, pour les représentations unitaires dites monomiales qui

sont les représentations induites par un caractere unitaire d’un sous-groupe fermé défini comme
suit :

lexpX) = e <1X> 1 ux cp

Définition 1.2. Un sous-espace p C n est appelé polarisation en | € n*, si p est une sous-algebre
totalement isotrope maximale relativement a la forme bilinéaire antisymétrique B; définie par

B/(X,Y)=<1,[X,Y] >, X, Yen
Définition 1.3. Soient {Z;,...,Z,} une base de Jordan-Holder de w, w; =< Zj,...,Z, >, j €
{1,...,n}etl €n*. Posons ;=1 |y, la restriction de l anj et nj(l;) le noyau de la forme By; sur

n;xXn;.
Définissons

p(l) = Zn:nj(lj)-
j=1

Alors p(l) est appelé la polarisation de Vergne en | par rapport a la base de Jordan-Hélder
{Zy,...,Z,}.

Soient / € n* et p une polarisation en /. Définissons alors 7 par
T= lndlfy)av
ou P = expp, la représentation induite dans N par le caractere y; de P.

Définition 1.4. Une représentation unitaire 7 est dite irréductible si les seuls sous-espaces in-
variants fermés sont {0} ou F, I’espace de Hilbert de la représentation T.

Définition 1.5. Soient m et &' deux représentations unitaires de N. On dit que T et T’ sont
unitairement équivalentes s’il existe un opérateur d’entrelacement unitaire U de 7 vers
vérifiant

Uorn(x)=n'(x)oU

pour tout x € N. On note alors T~ 7'.
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1.1.2 Représentations intégrées.

Soit 7 une représentation induite unitaire irréductible de N.
Soit f € L'(N), on lui associe sa transformée de Fourier en 7, définie par I’opérateur suivant sur
Hr

m(f) = [ fm(d

c’est-a-dire,

®NE) = [ S0 0)dy

Cette représentation de L!(N), appelée aussi représentation intégrée, agit sur L>(N /P, y;), le
méme espace que 7.

Proposition 1.1. Pour toute fonction f € L'(N), I'opérateur mt(f) est un opérateur a noyau.
L’application Fy : f — Fy(f), associant a f € L'(N) le noyau de I’'opérateur 7t(f), est donnée
par

F(ey) = F(£)(e3) = [ FGny )(pidp, () €NxN

Remarque 1.1. /] est facile de vérifier que F satisfait la relation de covariance :

F(xp,yp") = xi(p)xi(p')F (x,y), Vx,y €N, Vp,p' € P

1.1.3 Relation entre les fonctions noyaux.

Soient py, ps deux polarisations en [ et P, = exp p; oui € {1,2}.
Notons 7; = indg x la représentation induite correspondante de N pour tout i € {1,2}. Soit
f € Z(N). Lopérateur m;(f) a pour noyau la fonction F;(-,-) pour tout i € {1,2}. Les deux
représentations 7| et 7p sont unitairement équivalentes et I’opérateur d’entrelacement est donné
comme suit :

T A — A

& — E(()p)x(p)dp
Py /(PINP,)

ou s, i€ {1,2} estI’espace des vecteurs ¢ de la représentation ;. Cet opérateur est prolongé
d’une maniere continue a .7%;, I’espace de Hilbert pour la représentation 7;. D’apres Gérard Lion
[11], cet opérateur est bien défini & une constante positive prés par la mesure sur Py /(P N P).
On peut fixer cette mesure de sorte que I’opérateur 7 soit une isométrie et méme unitaire.

On définit aussi pour i € {1,2} une représentation induite en —/ comme suit

= lndpix,Z
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Remarque 1.2. — Pour tout i € {1,2} la polarisation p; en | est aussi une polarisation en
—1.
Dans ce cas, I’opérateur d’entrelacement entre T\ et T est donné par

T —

§ — S(()p)a(p)dp
Py /(PINP,)

ou %TJ i € {1,2} est ’espace des vecteurs € de la représentation T;

— L'opérateur T entrelace T\ et Tr. De méme, I’opérateur T est bien défini & une constante
positive prés par la mesure sur Py/(Py N\ Py) et il est de plus une isométrie si on choisit
convenablement cette mesure.

— Les deux fonctions noyaux Fy et F, sont liées par la relation suivante

Fi(xp,yp")2(p)xi(p)dpdp’, x,y €N, p,p' € P

B = [ ey
2(5.3) Py/(PiNPy) J Py /(PINP,)

si la mesure est normalisée de maniere de faire de T une isométrie.

1.2 Les formes génériques au sens de Ludwig-Zahir.
On désigne par 3(n) le centre de n et n(/) le stabilisateur de / dans n défini comme suit
n()={Xen | <,[X,n]>={0}}
. On définit alors les indices suivants

1= max{je{l,....n} | Z; ¢ 3(n)}
ri = max{re{l,...,n} | [Z;,Z] # 0}

Pour / € n*, soit a(/) le plus grand idéal de n contenu dans n(/).
Si a(l) # n, il existe alors des indices jj(!) et ri(I) définis par

Ji(l) = max{je{l,....n} | Z; ¢ a(l)}
ri(l) = max{re{l,...,n} | <L[Z;),Z]>#0}

On a alors r( (1) < ji(I). Posons
npi={len” | ji(l)=jietri(l)=nr}
et pour tout / € nj, on définit

pl(l) = {X en | < la[Zjl(l)7X] >= O} = {X cn | < la[Zjlvx] >= O}
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I1 est facile de montrer que p; (/) est un idéal de codimension 1 dans n.
On considere aussi

<L,Zj,,Zj] >
zZN) = - g =1,...,r1—1
' ( ) ' < la [Zj17Zr1] " pourl ’ 71
Zl-l,l = Zipouri=ri+1,...,n

Il s’en suit alors que B! = {Z1(1),...,Z} ()} est une base de Jordan-Holder pour py (/) (voir
[22]).

On construit maintenant les indices j2(1),..., js(1),r2(1),...,rs(l) comme suit :

On considere I’algebre p; (1) muni de la base %' et/ ‘m(l) pour définir comme précédemment les
indices ja(1), r2(1), I’algebre po (1) qui est un idéal de codimension un dans p; (/) et %? une base
de Jordan-Holder de p, (7). Apres d étapes, pour un certain d € N, on constate que py(I) n’est
autre que la polarisation de Vergne de / par rapport a la base Zy,...,Z, et le processus s’arréte.
Notons

(1) =), jal),ri (D), ra(l)}

Par récurrence, on définit
ng=n"etnj={len" | ji(l)=j1etri(l)=r}
Pouri=1,...,d, soit

jio= max{je{l,...,n} | Z7 (1) ¢ 3(pilD)),1 €y}
ri = max{re{l,...,n} | [Zj.i_l(l),Zi_l(l)]#O,lEnl’Ll}

et on considere
n, ={len, | ji(l)=jietri(l) =ri}

Ce processus s’arréte quand i = d. Notons

f:{jl,---,jd,r],...,rd}

D’apres [22], on définit I’ensemble des formes linéaires génériques au sens de Ludwig-Zahir par
rapport a la base % par
Mooy = my={len’|I(l)=1I}

Définition 1.6. L’ensemble n*

gen €St appelé 'ensemble des éléments génériques de n* au sens de
Ludwig-Zahir.



6 Généralités

1.3 Résultats généraux sur les espaces homogenes.

Soit H un sous-groupe fermé de N d’algebre de Lie .

Définition 1.7. L’ensemble des classes a gauche modulo H est défini comme suit
N/H={xH | x€ N}.

Soit p: N — N/H la projection canonique. Une partie U de N/H est par définition ouverte si
et seulement si p~' (%) est ouverte dans N.

Théoreme 1.1. 1] existe un sous-espace vectoriel s de n tel que n = s @ h et 'application

p:n=sdh — N
(X, Y)=X+Y +— expXexpY

soit un difféomorphisme local dans un voisinage de 0.

Preuve. Il suffit de montrer que d @y = L.
Soit f € €=(N);

(o)X +V))() = 5 F((ewpiX -exprd)) o

B %f(exp(tX +1Y +60(t%))") =0

= (5 Fexpt(X +7))) o
(X+7)f0)

Il existe alors un voisinage Q de e dans N tel que Q soit difféomorphe a exp%;exp, ou s est
un voisinage de 0 dans s et %4, est un voisinage de 0 dans b. ]

Proposition 1.2. N/H est muni d’une structure de variété €.

Preuve. N/H est un espace séparé puisque H est fermé. De plus, d’apres le théoreme 1.1, il
existe dans N un voisinage Q de e de la forme Q = expZexp7,. On considere p: N — N/H
la projection canonique. Il s’en suit alors que p(Q) = exp%,-H C N/H est un voisinage ouvert
de e - H puisque la projection canonique est une application ouverte. Dans ce cas une carte de
N/H en e- H est obtenue de la maniére suivante :

L’ ouvert p(Q) de N/H est difféomorphe a I’ouvert expZ%; de exps, et donc a I’ouvert %, de s.
En identifiant I’espace vectoriel s a ’espace de ses coordonnées dans une base quelconque, on
obtient une carte d’un voisinage de e+ H dans N/H. Soit maintenant n = u - H un élément dans
N/H. Une carte en u - H peut étre considérée donc comme suit

u-p(Q) = p(u-Q) = u- (exp) - H

En d’autres termes, une carte de N/H en u- H n’est d’autre que la translatée de la carte de N/H
en e- H par u. L
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Théoreéme 1.2. Soit N un groupe de Lie qui agit sur une variété X d’une maniére €. Soit
xo € X. On définit le stabilisateur de xo dans N comme suit

Ny, ={neNn-xo=x}.
Alors I’application

¢:N/N, — N-xo

n — n-xo neN
est un difféomorphisme de N /Ny, sur I’orbite N - xo munie de la structure héritée par N [Ny,

Preuve. Voir les détails dans [27], [23]. ]

Théoreme 1.3. Si l’orbite N - x est localement fermée, alors N - x est une sous-variété de X.

Preuve. Voir les détails dans [27]. ]

Remarque 1.3. Si N est un groupe de Lie local, les théoremes 1.2 et 1.3 restent vrais. Voir [27].

Corollaire 1.1. Si N est compact, les orbites N - x sont des sous-variétés compactes de X.

Preuve. En effet, dans ce cas les orbites sont compactes, donc fermées dans X. Voir les détails
dans [23]. ]

1.4 Action d’un groupe de Lie compact sur un groupe de Lie
nilpotent.
Soit K C Aut (N) un sous-groupe compact du groupe des automorphismes de N. On suppose

que K est un groupe de Lie qui agit de maniére 6 sur N.
On note cette action par :

KxN — N
(k,x) — k-x
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1.4.1 Action de K sur n = Lie (N)

Soitk € K C Aut(N), ¢’est-a-dire, k est un automorphisme de N. En particulier k(e) =k-e=¢
ou e est I’élément neutre de N.
Soit dk : T,N =n — T_N la différentielle de k. On consideére la relation suivante :

k-exp tX = exp(tdk(X)) pour tout t € R.

En particulier, k - exp X = exp(dk(X)). Dans la suite, on notera simplement k- X au lieu de
dk(X). Cette notation est justifiée par le fait que si N est réalisé par n muni de la multiplication
de Campbell-Baker-Hausdorff, alors I’application exponentielle est 1’identité et on trouve bien

k-X = dk(X) pour tout X € n.

De plus, si k € Aut(N), alors k = dk € Aut(n) et vérifie les propriétés suivantes :
— Dapplication k = dk est linéaire car toute différentielle est linéaire.
— Lapplication k = dk respecte le crochet de Lie, ¢’est-a-dire,

k-[X,Y] = [k-X,k-Y].

1.4.2 Action de K sur n*

On définit I’action de K sur n* comme suit :

Kxn* — 1"
(k,1) — k-1

telle que < k-1,X >:=< [,k~'-X > pour tout X € n.
Cette action est bien définie.

1.4.3 Action de K sur N

L’action de K sur N est définie par:

telle que *7(x) := (k' - x) pour tout x € N.
Elle est bien définie et vérifie

rx) = ak 'k " x)
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Remarque 1.4. On sait que toute représentation T € N est obtenue de la facon suivante : il
existe | € n* et p(1) C n une polarisation de Vergne pour I telle que si y;(p) = e <1198 P> st le
caractere défini par | sur P(1) = exp p(l), alors m ~ m; := indf,y(l)xl.

On définit les représentations équivalentes suivantes

et
T = ind]i\.’p(l)XkJ
Proposition 1.3. Soit k € K, on a alors :
T~ T

Preuve :
11 suffit de prouver I’existence d’un opérateur d’entrelacement
U : Hiy, — H, vérifiant la relation :
Uo Fr(x) = e (x) oU Vx €N.

Tout d’abord, il est clair que si p(!) est une polarisation en [ alors p’(I) = k- p([) est une polarisa-
tion en I’ = k- 1. On sait qu’il existe des mesures invariantes a gauche positives sur N /P(1), resp.
N/P'(l) notées

€ (N/P(l)) — C

t)df
¢ — N/P(l)w()

et
€>(N/P(1)) — C

du;
v N/P(1) ()i

Elles sont uniques a une constante positive multiplicative pres.
Considérons a présent, pour k fixé,

L:¢>(N/P()) — C

Y o l//(k-l‘)df
N/P(l)

— Cette application linéaire est bien définie.
— Cette application est invariante par translation car :

Laww = [ RS

= /N 20 y(k-t)di
= L(y).
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— Elle est positive.
Donc L est une forme linéaire positive invariante sur N/P'() et par suite il existe alors
¢ = c(k) > 0 qui dépend de k et de la normalisation de la mesure telle que [y /p) Y(t)di =

¢ ey Wk 1)di.
Soit maintenant 1’ opérateur

U:M, — Hz

1
UE(t) = —=E(k "t
§ — Ug) \/25( )
Montrons tout d’abord que si § € J&,, ona U € J# , c’est-a-dire, il faut vérifier la relation de
covariance et la propriété de L.

— Relation de covariance : Pour tout7 € N, p’ € P'(I) = k- P(l),

UE(tp') = U&(t(k-p)) pour p' =k-p
(k' (t(k- p)))

ei<l,log p>§(kfl 'Z‘)

ei<k~l,k~log p>§ (k—l 'l)

e <ltogr'> £ (k=1 ) pour I' = k-1

PHUS(1)

~—~

= Xv

— Propriété de L :
On a U est inversible et U~ 'n(t) = /en(k-t) avec 1 € .
De plus U est isométrique et

veiz = [ wewpd
= [, et 0P
N

/P €

= of CJEoPd
N/PC

= &1
Donc U§ € J#3,.
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— Propriété d’entrelacement :

U((n)E)(t) =

D’ot I’égalité et les représentations 7 et 7 sont bien unitairement équivalentes.
D’ailleurs, on peut choisir une famille 4" de bases de Malcev de n par rapporta p’ =k -p
de maniére a ce que les mesures invariantes correspondantes de N /k - P(I) soient telles que
¢ = ¢(k) soit une fonction ¢ en k ou méme soit la constante 1. En effet, si {Xy,...,X;}
est une base de Malcev de n par rapport a p, alors {k- X1,...,k-X,} est une base de Malcev
de n par rapport a k- p. Les mesures invariantes sur N /P, respectivement N /k - P peuvent
alors étre définis par

/ (p(t)di:/ o(expt; Xy -+ expt, X, )dt, ...dty,
N/P R”
respectivement
/ v(u)du = /l[/(exp(ulle) ----- exp(uk-X,))du; .. .du,
N/k-P R*
= / y(k-[expui Xy --- - expu,X;|)du; ...du,
Rr

_ / w(k-1)di
N/P

etc(k) =1.

1.4.4 Action de K sur L'(N)

L’action est définie comme suit :
KxLY(N) — L'(N)
(k,.f) — f*
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telle que f*(x) := f(k-x) pour tout x € N.

On a bien f* € L'(N) car :
[t = [ 17k 2)lax
N N
= [ 17)ax
N
< oo
La derniere égalité est due au fait que K est compact et donc que la fonction modulaire qui devrait

normalement intervenir dans le changement de variables est 1’identité.

1.4.5 Action combinée de K et N

On a vu précédemment que K agit sur N et N agit sur N par conjugaison, a savoir, pour tout
n € N, on définit c(n) agissant sur N par :

c(n)(m) = nmn~" pour tout n,m € N

Soit C(N) = {c(n)|n € N}.

Proposition 1.4. L’ensemble K - C(N) est isomorphe au groupe K x (N/ %) on % désigne le
centre de N.

Preuve :
Remarquons tout d’abord que :

(k-c(n))(m) = k- (nmn~")
= (k-n)(k-m)(k-n~")
= c(k-n)(k-m)
= (c(k-n)k)(m)

et
(k-c(n)) (ki-c(n1))(m) = (k-c(n))(ki (nlmnl_l))
= k- (c(n)(ki(m)ki(m)ki (ny 1))
k- (n(ky-ny) (ki -m)(ky -ny )nil)
= (k- n)(kk1 ny) (kky -m) (kky -n7 V) (k-n™ 1)

= ¢((k-n) k/q m) ((kker) (m))
= c((kk)((ky - m)ny)) - (k) (m))
_ (k/q-c((kll- )nl))(m)
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Donc en identifiant k - ¢(n) avec (k,n), ceci définit la loi suivante sur K X N :
(kﬂn>(k17nl) = (kk], (kfl n)nl)
A savoir, on retrouve la loi de groupe du produit semi-direct K x (N/Z). Donc

O: Kx(N/%) — K-C(N)CAut (N)
(k,nmod &) —— k-c(n)

est un isomorphisme de groupe. En effet,

— la surjectivité est claire.

— D’injectivité de cette application découle du fait que K NC(N) = {e}, étant donné que C(N)
est formé d’automorphismes unipotents et ne contient donc aucun sous-groupe compact
non trivial. Donc, si
k-c(n) =ealors k = c(n~') € KNC(N) = {e} ol e désigne I’identité de K. Ceci implique
que k =eetn e Z (car c(n) = e si et seulement si n € ).

En fait, si on prend k,n, k" et n’ tels que :

k-c(n)=kK-c(n)e K lk=c(n'n')=e
& k=ketn'=nmod ¥

1.4.6 Les différentes orbites dans n*

Dans n*, on peut distinguer différents types d’orbites :

e Orbites co-adjointes

Soit [ € n*, on définit
O(l)={Ad*(n)l |[ne N} Cn”

ot < Ad*(n)l,X >=<1,Ad(n"1)X >.
L’ensemble des orbites forment une partition de n* et &'(1) est fermée dans n*, puisque 1’action
est nilpotente.

e Orbites sous I’action de K

Pour [ € n*, on définit :
Q()={k-l|keK}

ou < k-1,X>=<Lk'-X>.
Ces orbites sont compactes étant donné que K est compact et que 1’action est continue.
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e Orbites sous ’action de K x N

Pour [ € n*, on définit :

W) = {k-Ad*(n)(l)| k€K, neN}
K-Ad*(N)I

Les orbites #/ (1) sont fermées dans n* car K est compact et N est nilpotent. En effet, soit
(Ij) =kj-Ad*(n;)(l) une suite de #(I) telle que (I;) jeny converge vers I’ dans n*. Montrons que
I'e Q(I).

On a k; € K, d’ou il existe une sous-suite convergente dans K que nous appelons de nouveau
kj. Donc, (kj); converge vers k dans K. Or on a Ad*(n;)l = k;l -[kj-Ad*(n;j)(l)] converge vers
k=!-1' car les actions sont continues. De plus 1’orbite co-adjointe Ad*(N)I est fermée. Donc
k=1.1' ¢ Ad*(N)(I) et k' -1' = Ad* (n)l pour un certain n € N.

On en déduit alors que I’ = k-Ad*(n)(l) € # (1) et # (1) est fermée.

1.4.7 Algebre de Schwartz

Définition 1.8. Soit # = {Z,,...,Z,} une base de Jordan-Hélder fixée de n. Une fonction f de
N dans C est une fonction de Schwartz si et seulement si

1fllap = / t%( ﬁf (expt1Zy ...exptyZy)|dt, .. .dt,
o0, Va,ﬁ e N*
out®=t". 1% sit=(t1,...,t,) et &= (0,...,0). De méme (%)B = (a%)ﬁ‘ ...((%)ﬁ” pour
B =(Br,---Bn)-

On note par . (N) I'ensemble de toutes les fonctions de Schwartz de N.

Cet ensemble ne dépend pas du choix de la base Jordan-Holder [17]. C’est une algebre pour
le produit de convolution. On I’appelle algebre de Schwartz. D’ailleurs,

fe€S(N) <= foexpe L (n)
ol .(n) est identifié a . (R") via une base quelconque.
Proposition 1.5. L’algébre de Schwartz .# (N) est K— invariante.

Preuve :
Soient k € K et f € .7 (N). Montrons que f* € .#(N). Ona, Vo, B € N,
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17

wp = / |r“(i)ﬁ rexpt\Zy .. .exptaZy)|dt; .. .d1,
’ Rn ot
= /|ta(%)ﬁf(k-(expt121...expthn))\dtl...dtn
Rl’l

= / |ta(%)ﬁf(expt1 (k-Zy)...expty(k-Zy))|dt, ...dt,
Rn
< oo

puisque {k-Zj,...,k-Z,} est une base de Jordan-Holder et que la définition de 1’algebre de
Schwartz ne dépend pas du choix de la base de Jordan-Holder.
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Chapitre 2

Exemples de rétractes pour une action
d’un groupe de Lie compact

Introduction

Dans ce chapitre, on donne sur quelques exemples, la construction du rétracte pour une action
d’un groupe de Lie compact K sur un groupe de Lie nilpotent N. Pour une forme linéaire / € n*
fixée, il s’agit de montrer I’existence d’une fonction de Schwartz f € .7 (N) tel que les opérateurs
7.1 (f) admettent des noyaux d’opérateurs de la forme F(k,-,-), ou F est une fonction noyau
appropriée donnée d’avance. Ici ., = indg(k, )Xkl désigne la représentation induite a partir de
la polarisation de Vergne P(k - 1) pour la forme linéaire & - /, la base étant fixée, et y;.; désigne le
caractere défini sur P(k-1) par yy.;(x) = e i <k108¥> pour tout x € P(k-1).

2.1 Action de K sur R”

Les représentations unitaires irréductibles de R” sont les caracteres définis comme suit :

)CZZRn — C

X — X[(x)ze_i<l’x>

ol [ est une forme linéaire de (R")* = R”". De plus, P = R" est une polarisation de R” pour [ et
par suite on obtient N/P = {0}.

Soient f € L'(R"), & une fonction qui peut étre identifiée avec une constante et 7; la représenta-
tion unitaire irréductible de R" associée a /, qui coincide donc avec le caractere ;. On a

m(f)E = xu(f)é
— /f(x)ei<l’x>§dx
ARH
= f()¢
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2.1.1 Stabilisateurs
Stabilisateur K7,

Par définition, le stabilisateur Kz, de la représentation 7; est
Kp ={kcK |*m ~m}
Dans notre cas, m; = y; et par suite le stabilisateur sera
Ky = {keK|*u~u}

= {keK| i<k i<l our tout x € R"}
= {keK | =x}

= {keK|k-1=1}
Stabilisateur K;

Par définition, le stabilisateur K; de la forme linéaire / est
Ki={keK|k-1=1}
On remarque que dans notre cas K, = K; . Mais, en général, on a seulement I’inclusion suivante

Kl C Kn’l

2.1.2 Construction du rétracte
Tout d’abord, définissons les orbites co-adjointes en /
o) = {Ad"(x)l|xeR"}
= {1
On considere aussi les orbites sous 1’action de K
Q=K-1=(K/K))-1= K/K;

Soient Iy € (R")* = R” une forme linéaire fixée. Prenons pour espace de fonctions noyaux
I’espace ¢*(Q;,) = ¢*(K/K;,) muni de la topologie induite par la famille de semi-normes
suivantes : Pour tout A € N, pour toute carte (Up, @) de K/K;,, pour tout compact C’ contenu
dans Uy, on pose

a

Uo,C'. -1
| F 7 = SUPky, € po(C')SUP|a|<A | %FO% (kup) | < o0 2.1
0

ou ky, désigne les coordonnées de k dans K/ K, par rapport a la carte (Up, ¢p). La question de
I’existence d’un rétracte est alors la suivante :
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Pour F € ¢*(K/Kj,) arbitraire, existe-t-il une fonction f de Schwartz telle que 7., (f) = flk-
lo) = F (k) pour tout k € K/Kj, ?

Supposons qu’une telle fonction f existe. Alors fe < (R") car la transformation de Fourier est
une bijection de .#(R") sur lui méme, et f | o, = F. Donc, si une fonction F € 7 (R") existe telle

que F |QZO: F alors on prend f =.7 ~!(F), ot .% ~! désigne la transformée de Fourier inverse.
Ceci nous ramene a résoudre un autre probleme :

Pour tout F' € (€, ), existe-t-il un prolongement de F en une fonction de Schwartz sur R”
tout entier ?

En fait, comme I’orbite Q;, est compacte et donc fermée, elle est régulierement plongée dans R".
Ceci peut étre réalisé de la maniere suivante :

Soient I € Q, et (U, @) une carte qui paramétrise I’orbite £, au voisinage de /y. Alors il existe
une carte (V,¢) de R" au voisinage de [y telle que

ou r =dim L, et V est a adhérance compacte.
Pour construire un prolongement de F, il suffit de travailler localement sur la carte (U, @) puis
utiliser une partition de 1’'unité pour coller ensemble les différents prolongements locaux.
— Localement sur (U, @) :
Supposons donc d’abord que F est a support compact contenu dans U. Pour [ € U C Q,
tel que @(1) = (uy,...,u,) et F donnée, on définit F; par

Fi (bt] youn ,ur) =F ((p(l)) = F(l)

On construit alors un prolongement £ par
F](”]?'"7ur7sl7"'7sl’l*r):_Fl l/l], U HW] s]

ol y; € (] —aj,a;f) et y;(0) =1 i

La fonction Fj prolonge donc la fonction Fj car y(0) = 1. De plus, F peut étre considéré
comme étant un élément de ¢:°(R") C .’(R"), a support contenu dans ¢ (V).
Finalement, on définit

F()=F(¢(l))sileVetF(l)=0sil¢V.
Alors F € €2°(R") C . (R") et F est un prolongement de F car, pour [ € U C Qy,
F(l) = F(¢
g ’*‘1(
= Fi(

= ([
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— Partition de I’unité :
Soit maintenant F' € ¢"*°(,) quelconque. En utilisant la méthode des partitions de I’ unité,
on construit un prolongement de ' a R” tout entier.
Rappelons que, pour tout /, il existe un voisinage V = V(I) de [ dans R”" a adhérence
compacte et il existe /' un prolongement de F a V(I).
On considere les ouverts U(1),W(I) tels que

leu()cu(l)ycw() cw()cVv()

et (U(1)); forment un recouvrement de I’orbite Q; noté (U;);c;.

Or comme £, est compact, il existe un nombre fini de U;, j € Jou J = {1,...,n} est fini,
tel que K - lp = &, C U}, U;.

On construit les fonctions @; € €,°(Q,,) avec

0<¢;<1
Q;=1surU;
supp @; C W_fj
On obtient alors 27:1 @; > 0 sur £, et on peut dans ce cas définir les fonctions 4 ; comme
suit g
T 119 '
Donc on a

i =1 th ) sur &

]:
avec supp (hjF) C U;. Notons Fj = h;F et F; le prolongement de F; a (R")* = R". Posons

P = YA

Alors, pour tout / € €,

— F(l)

La fonction F' € €°(R") C . (R") est donc bien le prolongement de F cherché et dans ce
cas, il suffit de prendre f =.% ~!(F) ol .# ~! désigne la transformée de Fourier inverse.

Théoréme 2.1. Soit Iy € (R")* fixée. Notons I’action de K sur (R")* par (k,ly) — k- .

Pour tout F € € (K /K},), il existe une fonction f € .7 (R") telle que f(k-1Io) = F (k).

Notons f = R(F) le rétracte obtenu de cette maniére. L’algorithme de construction du rétracte
R(F) peut étre choisi de maniére a ce que l'application F — R(F') de I’ensemble des fonctions
noyaux lisses sur K /K, dans 7 (N) soit continue si on munit I’ensemble des fonctions noyaux
par la topologie induite par la famille des semi-normes (2.1).
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2.2 Action de SO(2) sur H,
Soit SO(2) le groupe compact défini par
SO(2) = {A € GI(2,R) | AA' =T etdet A =1}

Une matrice de ce groupe s’écrit comme suit :

cosa —sing
A—A(a)—( sin@  coso >

ol a € [0,2n[= R/2nZ. Cette matrice vérifie la relation suivante :

Soit H le groupe de Heisenberg de dimension 3. En tant que variété, H; s’identifie 2 R>

2.2.1 Actions de SO(2)
Action de SO(2) sur H,

On définit ’action de SO(2) sur H; comme suit :

SO(Z) XHI E— H1
(A7 (x,y,z)) = A (x,y,z) = (A(xay)7z)

ouA(x,y)=A ( ; ) est défini par le produit matriciel habituel.
On obtient donc :
A(a) - (x,y,z) = (xcos o —ysin o, xsin @ +ycos «,z).

De plus, I’action de SO(2) sur I’algébre de Lie .74 est celle du groupe si on réalise H; =
(AA,-c.H), Ou -c gy désigne le produit de Campbell-Baker-Hausdorff.

Action de SO(2) sur J7*

Pour I’action de SO(2) sur .7£]*, on distingue 2 cas :
— Premier cas :
Sil=(0,0,4)0uA #0. Alors on a

SOQ) x A — I
(A(a),l) — A(a)-1telle que
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pour tout (u,v,w) € 74 ona:

<A(o) -1 (u,vw) > = <LA™(o)(u,v,w) >
= <I,(ucosa+v sina,—usina +v cosa,w) >
= <(0,0,A),(u cosa+v sinat,—usina +v cosa,w) >
< (u,v,w) >.
On obtient donc A(a) -1 = I pour tout A(a) et par suite (K/K;) -1 = {l} et la K—orbite
(dans la section des orbites co-adjointes génériques) est ponctuelle.
Donc le probléme qui consiste a construire le rétracte au point (0,0,A) de 7" est résolu
par le résultat de Howe [8].
— Deuxieme cas : [ = (I1,1,,0) # (0,0,0)

L’action de SO(2) sur [ vérifie :

<A(a)-1,(u,v,w) >pz=< A(Q) - l|p2, (u,v) >p2

oll < -, >ps désigne le produit scalaire habituel dans R3 et < -,- >p> celui dans R?,
La SO(2)—orbite de [ = (I1,1,0) est donc donnée par

_ I
o = u@(})o
= (ljcosa—Dsina,lsina+ 1 cosa,0)
Donc les orbites ont la forme d’un cercle dans le plan (/1,1).

Les représentations de H correspondant aux formes linéaires [ = (I,1»,0) sont réduites a
des caracteres de H; définis comme suit :

2i(x,y,2) = e )

De plus on a pour tout f € L' (Hy),

ulf) = f(x ¥,2) X1(x,y,z)dxdydz
[ SEna)e (hety) dxdydz
f

(x,v,2)e i<l (xp2)> )dxdydz

Il
;‘)\\\

l)
D).

=

On se raméne donc au premier exemple avec K = SO(2) x {1} agissant sur R? x {0} C R?.

Remarque 2.1. On a les mémes résultats pour I’action de SO(2n) sur H,.
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Théoréme 2.2. Soit | € A" fixé tel que | € RX* +RY*, 1 # (0,0,0). Notons I’action de SO(2) =
R/277Z sur 7" par (A,l) — A- L.

Pour tout F € €= (SO(2)) =€ (R/27Z), il existe une fonction f € . (H)) telle que I’opérateur
7a.(f) admet x4.1(f) = F(A) comme noyau pour tout A € SO(2). Sil =AZ* € ", A #0, la
SO(2)—orbite est ponctuelle et on a I’existence d’un rétracte ponctuel par le résultat de Howe

[8].

2.3 Action de SO(3) sur F(3)

Soit F(3) un groupe de Lie libre nilpotent de pas 2 et a 3 générateurs. Son algebre de Lie
peut étre définie comme suit :

F3 = R? BXs
u 0 a b
ou R3={[ v |luumweR}etZ3={| —a 0 ¢ |lab,ccR} est’ensemble des
w b — O

matrices réelles antisymétriques [1].
Le crochet de Lie de cette algebre est :

[(w,U), (v, V)] = (0,uv' —vul").

On peut réaliser le groupe de Lie libre F(3) en munissant .%3 de la loi de Campbell-Baker-
Hausdorff et on obtient :

1
(wU)- (V) = (utnU+V 4 (w/ —vu'))
L’action de SO(3) sur F(3) est définie comme suit :
A-(u,U) = (Au,AUA")

La base de ’algebre de Lie .73 est {X,X,X3,Z1,7Z,Z3} muni des crochets de Lie non triviaux :

X1,X2] = Zs
X2, X3] = Z,
X3,X1] = Z»
1 0 0 0O 0 O
ou Xj = ( 0 ’0)7X2 = ( 1 70)’X3 = ( 0 ,0),21 = (07 0 0 1 )722 =
0 0 1 0 -1 0
0 0 —1 0O 1 0
©l00 0o |)zz=0[ 100
1 0 0 0O 0O
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2.3.1 Stabilisateur, indices de saut et éléments génériques

Le stabilisateur d’une forme linéaire [ est défini comme suit :
Fs()={X e F| <l[X,Z#] >=0}
Soient [ = o X + 0pX5 + OC3X3T + ﬁ1Zik + ﬁzZik + ﬁg,Zék et X = a1 X1 +aXo +a3Xs+b1Z) +
brZs + b3Z5.

(< 1[X,X1] >=0
Xe#(l) < <L,[X,X]>=0

<L[X,X3]>=0
—aB3+a3f= 0

= aips—azfr= 0
| —aifr+afi= 0
< B 0 B a |=10
B B 0 as 0
On distingue deux cas :
) 0 B B
— le rang de la matrice B = B3 0 —B; | estégal a2 siundes f3; au moins est non
B B O

nul pour i € {1,2,3}
— Le rang de B est égal a 0 si les B; sont nuls pour tout i € {1,2,3}.
Dans le premier cas, le rang est 2 et par suite I’ensemble

aj aj
{ ap € R3 ‘ B ap = 0}
as as

est de dimension 1.
Si on prend par exemple a; = By, ax = 2, az = B3, on voit alors que

F3(l) =vec{Zi,25,73, b1 X1 + Bo X2 + B3 X3}

Ceci est réalisé des qu’il existe i € {1,2,3} tel que B; est non nul.

Dans le cas ol le rang de B est nul, c’est-a-dire tous les §; sont nuls, le stabilisateur .%3(I) sera
toute 1’algebre .73.

Rappelons qu’une forme linéaire / est générique au sens de Pukanszky par rapport a une base de
Jordan-Holder {Y,Y>,...,Ys} (avec [Y;,Y;] C<Y,iq,...,Y, > ou r = max(i, j)), si les indices de
saut de / par rapport a cette base sont les plus grands possibles. On a alors :
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- SiB#0:
On a #3 =RX3 G RX, ® F3(1).
Les indices de saut au sens de Pukanszky correspondent aux vecteurs {X3,X,} de la base
de départ.
Si on prend la base de Jordan-Holder suivante :

B ={11,Y2,Y3,Y4,Y5, Y5}

ouY) =X1;Y =XV =X3,Ya =Z1;Ys = Zp; Y = Z3, alors les indices de saut sont {2,3}.
Ils sont les plus grands possibles et [ est générique par rapport a cette base.

- Si [32 7é 0:
Ona %3 = RX3 ®RX; ® F3(1).
Les indices de saut au sens de Pukanszky correspondent aux vecteurs {X3,X;} de la base
de départ.
Si on prend la base de Jordan-Holder suivante :

By =A{11,Y2,Y3,Y4,Y5,Ys }

ouY) =Xo0; Yo =X3;Y3 = X1, Ya = Z»;Ys = Z3;Ys = Z, alors les indices de saut sont {2,3}.
Ils sont les plus grands possibles et / est générique par rapport a cette base.

- Si ﬁ3 75 0:
Ona .3 =RX; ®RX, ® F3(1).
Les indices de saut correspondent au sens de Pukanszky aux vecteurs {X,X;} de la base
de départ.
Si on prend la base de Jordan-Holder suivante :

Bz =A{Y1,Y2,Y3,Y4,Y5,Ys }

ouY) =X3:Y2 =X ;Y3 =Xo; Yy = Z3;Ys = Z1;Ys = Z, alors les indices de saut sont {2,3}.
Ils sont les plus grands possibles et / est générique par rapport a cette base.

Remarque 2.2. Dans cet exemple, les formes linéaires génériques au sens de Pukanszky [3] et
au sens de Ludwig-Zahir [22] sont les mémes. En effet,
- SiBi#0,0na:

Ji=max{je{l,....,6} |Y; ¢5(F3)} =3
ki =max{k e {1,...,6} | [Y; ,Yx] #0} =2
Soit a(l) le plus grand idéal de 5 contenu dans #3(1). Alors a(l) = F3(l) et

Ji(l)y=max{je{l,...,6} |Y;¢a(l)} =3
ki(l) =max{k e {1,...,6} | <[,[Y;, Y] #0} =2
Ainsi on obtient
i) = ji, ki(l) =kt
et | est générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport a la base %, si B # 0.
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— Si By #0, 1 est générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport a la base %,.
— Si B3 #0, | est générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport a la base As.
On trouve donc les mémes résultats que pour les génériques au sens de Pukanszky.

2.3.2 Polarisations de Vergne

Soient | = o X; + o X; + 03X5 + BiZ] + BoZ5 + B3Z; avec des B; non tous nuls et F3(1) =
vec{Z1,2y,23, 1 X1 + B2 X2 + B3X3}.
Déterminons la polarisation de Vergne p = p(/) en [ par rapport a la base de Jordan-Holder
B = $1 = (Y) jeq1,...6}- Par définition, on a :

6, .
p() =Y F1)

j=1

ou 9’;: vec{Y),.... Yot etlj=1 |ﬁ3]

Commencons tout d’abord par calculer 3531 (I;) pour tout j € {1,...,6}.
Pour j = 1,0ona .73 (I}) = Z3(1).
Pour j = 2, deux cas se présentent :
~ SiB1 #0, Fi(h) =< 71,722,735 >.
- SiB; =0, 932(12) =< X2,X3,21,2>,723 >.
Pour j =3, 0ona .73 () =< X3,71,22,73 >.
Pour j=4,0na (2334(14) =<71,2p,75 >.
Pour j =5, ona %3 (Is)
Pour j = 6, on a #(ls) = Zs.
Finalement la polarisation de Vergne p = p; en [ et par rapport a la base de Jordan-Holder 4 est

- RZi ®RZ, DRZ3 @RX3EBR(X1 —l—%Xz) si [31 #0
RZ; ® RZ; ® RZ3 P RX3 & RX; si Bl =0.

Par le méme raisonnement, on obtient les polarisations de Vergne p, = p» (/) et p3 = p3(I) par

rapport aux bases de Jordan-Holder respectives comme suit :
py= RZi ®RZ, ®RZ3 DRX| P ]R(Xz + %X3) si [32 #£0
RZ; & RZ; RZ; ®RX| $RX3 si B, = 0.
B 3_{RZ] ®RZ, PRZ3; DRX, @R(%Xl +X3) si [33 #£0

RZ ® RZ, ® RZ3 @ RX| & RX; si ﬁ3 =0.

2.3.3 Orbites co-adjointes

Premiere description des orbites

Soit I = oy X{ + X5 + X35 + Bi1Z] + B2Z5 + B3Z5 avec les B; non tous nuls.
On considere les trois cas précédants :
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_SiB #£0:
Une base de Malcev de .73 par rapport a .#3(1) est formée par {X2,X3}.
L’ orbite co-adjointe est donc :

O(l) = {Ad" (expx2Xp)Ad" (expx3X3)l;x2,x3 € R}
Orona:

< Ad* (expx2Xo)Ad* (expx3X3)l, X1 > = < I,Ad(exp(—x3X3))Ad(exp(—x2X>))X; >
= <X\ +xZ35—x32r >
= a1 +x23—x30.

< Ad* (expx2Xo)Ad* (expxsX3)l,Xo > = < I,Ad(exp(—x3X3))Ad(exp(—x2X2)) X >
= <1.Xp+x3Z1 >
o +x31.

< Ad* (expx2Xo)Ad* (expxsX3)l, X3 > = < I,Ad(exp(—x3X3))Ad(exp(—x2X2))X3 >
= <1, X3—xpZ1 >
= 3—x2P1.
< Ad*(expxyX2)Ad* (expx3X3)l,Z; >= B; pour tout i € {1,2,3}
On obtient donc :
o) = {(on+x2f3—x3B2)X; + (0 +x31) X5 + (03 — x281) X5
+B1Zi + BaZs + B3Z55x2,x3 € R}
&(063 —23) — &(zz —0))X| +22X5 +23X35

B Bi
+B1Z] + Bz + B3Z5522,23 € R}

= {(o +

- SiB#0:
Une base de Malcev de .#3 par rapport a .#3(l) est formée par {X;,X3}. L’orbite co-
adjointe est donc :

O(l) = {Ad" (expx3X3)Ad" (expx1 X1)l;x1,x3 € R}
Orona:

< Ad*(expx3X3)Ad”* (expx1 X1)1, X1 > = <I,Ad(exp(—x1X1))Ad(exp(—x3X3))X| >
<1,X| —x3Zp >
= o —x3f.
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< Ad*(expx3X3)Ad”* (expx1 X1)l, X > = <I,Ad(exp(—x1X1))Ad(exp(—x3X3))Xp >
= <1, Xo+x321 —x1Z3 >
0 +x3f1 —x183

< Ad*(expx3X3)Ad”* (expx1X1)l,X3 > = <I,Ad(exp(—x1X1))Ad(exp(—x3X3))X3 >
= <. X34+x1Zp >
= o3+x1B.
< Ad*(expx3X3)Ad* (expx1X1)l,Z; >= B; pour tout i € {1,2,3}
On obtient donc :
o) = {(+x3pi —xi1f3)Xy + (03 +x1B2)X5 + (o1 —x32)X{
+B2Z5 + BsZ5 + B1Z];x1,x3 € R}

= {(m+ g—;(al —21) —%

+B2Z5 + BsZ3 + BiZ1 21,23 € R}

(23— 3))X5 +23X35 +21X]

- SiBs#0:
Une base de Malcev de .73 par rapport a .#3(1) est formée par {X;,X>}.
L’ orbite co-adjointe est :

O(l) = {Ad" (expx1X1)Ad" (expxX3);x1,x2 € R}
Orona:
< Ad* (expx1 X1)Ad" (expx2X2)l, X1 > = < 1,Ad(exp(—x2X2))Ad(exp(—x1X1))X1 >
= <X +x273 >
= o1 +x205.

< Ad*(expx 1 X1)Ad" (expx;X5)1, X, > = <1, Ad(exp(—x2X3))Ad(exp(—x1X1))Xo >
= <1.Xo—x1Z3>
o —x1 .

< Ad*(expx1X1)Ad" (expxpX2)l, X3 > = < 1,Ad(exp(—x2X;))Ad(exp(—x1X1))X3 >
= <U,Xzs+x1Zp—x2Z1 >
oz +x1 2 —x21.
< Ad* (expx1X1)Ad* (expxX)l,Z; >== P pour tout i € {1,2,3}
On obtient donc :
o) = {(z+x1f—x2f1)X5 + (o1 +x23)X{ + (0 — x1 B3)X;
+B3Z5 + BiZ] + BoZ5;x1,x2 € R}

= {(oz+ %(az —22) —%

BsZ5 + BiZy + B2Z5521,22 € R}

(21— 1))X5 +21X] +22X5
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Description alternative des orbites co-adjointes
Rappelons tout d’abord que le modele matriciel de 1’algebre .#3 est défini par :
F =R DX,
Le crochet de Lie de cette algebre est :
[(w,U), v,V)] = (0,w —vud").
Par contre dans I’autre modele, .%3 est muni de la base suivante :
1X1,X2,X3,21,22, 23}

Ses crochets de Lie non triviaux sont :

[X1,X2] = Z3
[X2,X3] = 7
[X3,X1] =7,
— Description de la dualité entre .75 et .#3 dans les deux modeles :
b] 0 83 —52
Soient (b,B)=(| b2 |,| —s3 0O 51 |)unélémentde .75 et
bs s —s51 O
Vi 0 r3 —In
(V,V) = ( V2 s —r3 0 r )
V3 r —r 0

un élément de .%3. Alors, on peut écrire (b, B) et (v,V) comme suit :
(b,B) = b1X1* —{—bzXz* +b3X3* —{-SlZik —i—s22>2k —|—S3Z§<
V) = wiXi+vXo+viXs+r1Zi +rZy+r3Zs
Les deux approches donnent la méme expression de la dualité entre .73 et .%5". En effet,
soit
< (b,B), (V, V) >=bvi+bovo+b3v3z+s17] + 8521 + 8313

N

le produit scalaire euclidien obtenu en identifiant .73 et .75 a R® grace aux bases fixées.
Dans le modele matriciel, la dualité est donnée par :

1
< (b,B),(n,V)> = bv+ Etr(BV’)

Vi 1 0 S3 —352 0 —r3 rmn
= (bl,bz,b3) Vo +§l‘r( —s3 0 S1 r 0 —n
V3 s —s1 O —r 1 0

1
= byv +b2V2+b3V3+§(S37'3 + 5210+ 5171+ 5313+ 522+ 5171)
= bivi+byvy+b3vy+sir|+ s2rp + 5373,

Les deux expressions coincident, et griace a cette dualité, on peut identifier .73 et 5 a RS,
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— Calculons I’orbite co-adjointe dans le modele matriciel :
Soient (u,U),(v,V) € %3, et (b,B) € F5

< Ad*(exp(u,U))(b,B),(v,V) > =

(Vv V) + [(_u= _U)7 (V7 V)]
= ,B),(v,V) >+ < (b,B),(0,—uw/' +vu') >
= ,B),(v,V) > +=tr(B(—u' +vu')")

= < (5.B),(wV) > +5tr(B(—vid +w))
= < (b,B),(nV)> —%tr((Bv)u’) + %tr((Bu)vt))

= < (b,B),(nV)> —%tr(uv’Bt) + %tr((Bu)vt))

= < (b,B),(n,V)> —}—%tr(uv’B) + %tr((Bu)vt))

car B = —B
= <(b,B),(wV)>+5 ”’(( )V’))Jr;””(( u)v'))
< (b,B),( ,V)>+tr(( u)v'))

< (b,B),(»,V) >+ < (Bu,0),(v,V) >
= < (b+Bu,B),(v,V) >

7

Conclusion : L’orbite co-adjointe de (b, B) est :
Opp) = (b+BR’,B)

ou B € X3. Donc B est une matrice de rang 2 ou bien de rang 0.

2.3.4 Orbites génériques et sections

Pour simplifier les notations, posons n = .%#3. Distinguons maintenant trois cas :
— Premier cas :
Pour la base de Jordan-Holder

={X1,X2,X3,21,2»,Z3}

I’ensemble des formes génériques au sens de Pukanszky [3] (et au sens de Ludwig-Zahir
[22], chapitre 1) est :

genl {le ;lﬁl#o}
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L’ orbite générique correspondante est :

ol) = {(og —l—%(O@ —z3) — &(Zz — ) X[ +22X5 +3X3
1 B

+BIZ] + BoZs + B3Z5 20,23 € R B #0.

*

Soit X la section au sens de Pukanszky des [ € Moen

donc :

| obtenue par zp = z3 = 0. On obtient

oNx, = {(Otl —|—%(X3+ %(Xz)Xf—i-ﬁlZik-i-ﬁzZ;—Fﬁg,Z;} Bi1 #0.

Les coordonnées du point d’intersection de &'(1) avec £; sont données par
(a50707B17B27ﬁ3) dans la base (XikinkaX;7Zik7z>2kvz>3k)

OI\JOC:OQ-I-B—?O@-I-%OQetﬁl#O.

On conclut donc que
Meen 1 NZ1 = RX] +R*Z{ + RZ; + RZ3.

— Deuxiéme cas :
Pour la base de Jordan-Holder

%2 - {X27X33X17ZZ;Z37Z1}
I’ensemble des formes génériques au sens de Pukanszky (et au sens de Ludwig-Zahir) est :

nZen,ZZ{ley;‘ﬁ27é0}

L’ orbite générique correspondante est :

ol) = {(062—1—%(061 —z1)— &(Z3 — OC3))X2*—|—Z3X3* +z21X{
P B2

+B2Z5 + B3Z5 + P12y 21,23 € R} B> #0

Soit ¥, la section au sens de Pukanszky des [ € n;en , obtenue par z; = z3 = 0. On obtient
donc :

ol)NL, = {(062 + %al + %(Xg)xz* +ﬁ22§ +ﬁ3Z§k +[312T} B, #0

Les coordonnées du point d’intersection de & (1) avec X, sont données par
(Y70703ﬁ27ﬁ37B1) dans la base (X2>k7X§k7X1>ka;aZ§k7Zik)

ouy= a2+%a1 +%a3 et By #0.

On conclut donc que

Ny, 2»NEy =RXy + RZ] +R*Z; + RZ5.

gen,
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— Troisiéme cas :
Pour la base de Jordan-Ho6lder

B3 ={X3,X1,X2,23, 21, 1r }
I’ensemble des formes génériques au sens de Pukanszky (et au sens de Ludwig-Zabhir) est :

n;en,3:{l€§3>k|ﬁ37é0}

L’ orbite générique correspondante est :

o) = {(aw%(az—zz)—@(z]—a1>>x;+Z1Xf+zzx5
3 B3

ﬁgzgk +B1Zf —|—ﬁQZ;;Z1,Zz S R} ﬁg #0

Soit X3 la section au sens de Pukanszky des [ € né’im 5 obtenue par z; = z = 0. On obtient
donc :

OHNE={(z+ %Oﬂz + %OZQ)X; +BZ5 + BiZ1 + B2y } Bs#0

Les coordonnées du point d’intersection de &/(1) avec X3 sont données par
(8,0,0,85,B1,B:) dans la base (X5,X{,X,5,23,Z],Z5)

Ofl5=063+%062+%061 et B3 #0.

On conclut donc que

Meen 3 N3 = RX3 +RZ] + RZ; +R*Z3.

2.3.5 Action de SO(3) sur les formes génériques

Soit [ = au X| + X5 + 03X5 + BiZ] + B2Z; + B3Z5. Calculons A - [ pour tout A € SO(3).
On a tout d’abord :
<A-X{,X1> = <X1*,AIX1 >
= <X{,anX\+anXo+a;3Xz >

= dai1-

<A-X{,Xp> = <X1*,AIX2 >
= <X{,anXi+anXs+anXz >

= 4aj.

<AX'\ X35> = <X A'X3>
= <X{,a3X|+a3Xo+azX; >

= 4azg



2.3 Action de SO(3) sur F(3) 33

D’ou A-X{ = a1 X{ +a» X; +az1 X;. De méme on obtient :

A-X2>k = a12X1* —l—a22X2* —|—613,2X3:k
A-Xék = a13X1*—|—a23X2*+a33X3*

De plusona:

0 az1azy —asjaxy a1azz —ax3asi
AZIA= | azian —anaxn 0 aa33 — a3nan3
ax3a3| —az1a33  aza3 —dpdsj 0
C’est-a-dire AtZIA = (a22a33 — a32a23)Zl + (a21a33 — a23a31)Zz + (a21a32 — a31a22)Z3. En
utilisant le fait que dans la matrice orthogonale A, les lignes forment une base orthonormée
directe et donc que la premiere ligne est le produit vectoriel des deux suivantes, on obtient :

A'Z\A = a11Zy — a1nZp + a13Z3

0 aslaip —aipazy  ai3az; —aiass
AA = | anasn—asan 0 azai3 — a12as3
aj1azz —aj3az;  aipdzz —dazdis 0
C’est-a-dire At22A = (a32a13 — a12a33)Z1 + (a13a31 —daj 16133)22 -+ (a31a12 —a11a32)Z3. En
utilisant le fait que dans la matrice orthogonale A, les lignes forment une base orthonormée
directe et donc que la deuxieme ligne est le produit vectoriel du troisieme ligne et du
premiere ligne, on obtient :

A'ZoA = a0 Zy — anZs + axsZs

0 aplax —azidaly  appdz3 —apzazg
A'Z3A = | axain —anan 0 aj2az3 — axnais
aizaz| —apjaz  axaiz —agndz; 0
C’est-a-dire AIZ3A = (a12a23 — a22a13)Z1 + (Cl] 1423 — a13a21)Zz + (a11a22 —a21a12)Z3. En
utilisant le fait que dans la matrice orthogonale A, les lignes forment une base orthonor-
mée directe et donc que la troisieme ligne est le produit vectoriel des deux premieres, on

obtient :
A'Z3A = a3 Z) — annZs + anZs

Calculons A - Z; pour tout i € {1,2,3} :

<A-Z{,Z> = <Z]A'Z1A >
= <Zl,anZi+ai3Zy—anZz >

= ai
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De méme on a :
<A~ZT,Z2 >= daji
<A-Z],Z3 >= a3

et par suite
A -ZT = al]Zik +6121Z; +a312§

<A-Z3,7Z1> = <Z;,A'ZA>
= <Zy,anZy—anZy+aizZz >

= —an
De méme on a :
<A-Z3,7) >= —axn
<A-Z3,73>= —az
et par suite
A ~Z; = —alzzik — azzz; — (132Z§<

<A-Z3Z, > = <Z;AZ1A>
= <Z3i,anZi—anZy+aizZz >

= a3

De méme on a :
<A-Z§<,Z2 >= ax
<A-Z3,23 >= as;3

et par suite
A -Z; = a13Zik + 6123,Z>2k +a332§‘

On obtient finalement
Al = OClA-Xl*—l-(XzA-Xz* —|—0£3A-X§,k—|—B]A-Z>1|<—|-[32A-Zz< —l—B3A~Z§k
= (oqai + mai + aaz)X; + (oaz; + opaxn + azas)Xs +
(a1az1 + pasy + ozasz) X3 + (Brai — Prain + Pzain)Zy
+(az1B1 — Paaxy + B3ax3)Z; + (Praz1 — Paazz + P3azz) Z3

Posons :
/ /
o, apa; + 0az + 0zag3
!
o, = Qa1+ 0ax + 0zazs
!
03 = 0oqaz; + 0asy + 0zas;z
!

= Bian — Paan+ Bzanz
, = Biaxi — Brax + Brass
L By = PBiaz1 — Braz + Pzaszs

~

~
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et on obtient par conséquent :

=

‘len:gken,l And ﬁl 7&0
‘lenjg;en,2<:>> ﬁZ#O
A'lenjg;en,3<:>> BS#O

=

Remarque 2.3. Notons

e *
ngen T ngen,l Ungen,Z Un

*
gen,3*

On a alors
ATy, = iy, pour tout A € SO(3)

gen

En effet, sil € #},,, alors il existe i € {1,2,3} tel que B; #0. Orona :

genw
aipr a2 ais ﬁl ﬁll
ay an axp B | =] B
asp aszz asz ﬁ?’ ﬁ?ﬁ
B
Puisque le vecteur | —PB, | est non nul alors pour tout A € SO(3), il existe j € {1,2,3} tel que
Bs
Bj # 0, c’est a dire, pour tout A € SO(3), il existe j € {1,2,3} tel que A-1 € g, ..
On obtient donc A -1, C fig,, pour tout A et puisque A est une matrice orthogonale donc

inversible, on a l’égalité.

2.3.6 Stabilisateurs

Travaillons dans le modéle matriciel.

Détermination des stabilisateurs
Calculons d’abord K4, g) le stabilisateur de (b, B) :
Kpp = {A€SO(3)|A-(b,B)=(b,B)}
= {A€SO(3)|Ab=bet ABA" = B}

Ecrivons b = by + b; ou by € KerB et by € ImB. On obtient alors :

K(b,B) = {A € SO(?)) |A(b()-|—b1) =by+ b et ABA' :B}
— {A€SO(3) | Aby— by = by — Ab; et AB = BA}
= {A€S0(3) | Abg = by,Aby = by et AB=BA}

Cette derniere égalité est due au fait que KerBNImB = {0} (car B est une matrice antisymé-
trique), Abg — by € KerB et Aby — by € ImB.
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En effet, sous I’hypothése AB = BA, B(Aby — by) = A(Bby) — (Bbg) = 0 car Bby = 0.
Donc Abg — by € KerB. De plus, by = Bc pour un certain ¢ € R3 car b, € ImB. Donc
Aby — by = ABc — Bc = B(Ac —¢) € Im B. De plus, si u = Bv € KerBNImB, alors

B> = Oet
0 = < Bzv, v >
= < Bv,B'v>

— || Bv||* car B'=—B.

Ceci implique que u = Bv = 0 et KerBNImB = {0}.

Déterminons ensuite Kz, 5 le stabilisateur de la représentation 7, p).

On remarque tout d’abord que le stabilisateur d’une représentation est aussi le stabilisateur de
I’orbite. Ceci est dii a la bijection de Kirillov.

Soit Oy, p) = (b + BR?, B) I’orbite co-adjointe de (b, B), on obtient donc :

Kz, = {A€SOQ)| T pp) ~7pp}
= {A€SO(3)|A-(b,B) € Oy}
— {A€S0(3) | (Ab,ABA") € (b+BR>,B)}
{A€SO(3) | Ab—b € BR® et AB= BA}

Ecrivons b = by + by ol by € KerB et b; € ImB = BR3. Or b, € ImB, il existe donc ¢ € R3
tel que by = Bc et Ab; — by = ABc — Bc = B(Ac — ¢) € BR? sous I’hypothése AB = BA. Donc
Ab —b € BR? = ImB si et seulement si Aby — by € BR? = ImB. D’autre part Aby — by € KerB.
Donc Aby — by € ImB si et seulement si Aby = by comme KerBNImB = {0}. Ainsi

Kx = {A€SO(3)|Aby=boet AB=BA}

(b,B)

Remarque 2.4. Si by =0, c’est-a-dire si b = by € KerB, alors

Kn’ - K(b.B)

(b,B)

Egalité des stabilisateurs

Supposons d’abord que rg B = 2.
D’aprés Lipsman [12], sur chaque orbite &, ), il existe un élément aligné (b', B) € O, ) véri-
fiant en particulier K p) = Kﬂ(b,‘B).
Pour trouver un élément vérifiant cette derniére relation, il suffit de montrer que (b + BR?) N
KerB # 0.
En effet on a dim KerB = 1 et rg B = 2 donc dim (b+ BR?) =2 et b+ BR? est un plan affine de
R? passant par b.
Par I’absurde, supposons que (b + BR3) N KerB = 0. Alors KerB est parallele 2 b+ BR> et
KerB C BR3. Mais on a KerBNImB = {0} et dim KerB = 1. Ceci est une contradiction.
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Donc (b+BR*) N KerB # 0 et (b -+ BR?) N KerB se réduit a un singleton, c’est-a-dire il existe
un et un seul »’ € (b+ BR?) N KerB.
Alors (b',B) € (b+BR?,B) = 0|}, ) et, comme b’ € KerB,
Kny 5 = K 3)
Dans le cas ol rg B = 0, c’est-a-dire B= 0, on a 0, o) = {b} et
Kﬂ(h‘o K( b,0)- C’est un cas trivial.

2.3.7 Détermination d’une fonction noyau.

Calculons explicitement la fonction noyau F; quand [ € nzeml N X;. Rappelons que [ =
Xy +PiZy + BoZs + B3Z; € nl,, , NXy avec By # 0. On a alors

p1(l) =RZ +RZ) + RZ5; + RX3 + R(X; + éxz)

Bi

gen,

Dans ce cas,
93/]31(1) = RXz.
F(3)

. . . . . 1. - N .
Calculons maintenant la représentation induite 7; := ind), (X1 ou Py (1) =exp p1(l) et x; est le
caractere défini sur P(/) comme suit

—i<l,logx>

Xi(x) :=e
pour tout x € Py (1).
Soit & € 7, et u € R. On a alors
[ﬂll (expx1X1)E](expuXy) = &E(exp(—x1X1)-exp uXs)
E(exp uXy - exp(—x1 X1 —ux123))
e_ix1”ﬁ3§ (exp uXy - exp(—x1X1))

e_ix1”ﬁ3§ (exp uXy - exp(—x1X1) - exp(x1 (X1 + &Xz))

B
exp(-x X+ £2)
= eix‘”ﬁ3§(expuX2.exp(%x1X2 2g2 x37Z3)
-exp(— xl(Xl—l—%Xz)))
= i R (ot By )

Bi

[/ (expx2Xa)E)(expuXa) = &(exp(u—2x2)X2)
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() (expx3X3)E](expuXa) = &(exp(—x3X3) - exp uXa)
E(exp uXy - exp(—x3Xz +ux3Zy))
= oubig (exp uXs - exp(—x3X3))

e UPLE (exp uXy)

(7 (exp21Z1) &) (expuXa) = e PIE (exp uXs)

(7} (expz3Z3)E ) (expuXa) = e P3¢ (exp uXa)

Soit maintenant f € .%(F(3)). Ainsi

WD) = [ @m0 exp uka)ds

= /]Ré flexp x1Xy...exp x3X3-expz1Z) ...exp z3Z3)7r,1 (exp x1X1) [nll (exp x2X2)
7511 (exp X3X3)7L'll (exp 21Zy) . .. 7rl] (exp z3Z3)E](exp uXy)dxdxydx3dzydzodz3
Or
[} (exp x1X1)... 7} (exp x3X3) - ! (exp 21 Z1) ... ) (exp 23Z3) €] (exp uXz)

.1 B
— e_i(uﬁ?)_'_al)xle_l%%x%e_i(uﬁl+ﬁ2xl_ﬁIXZ)x3e_izlﬁl . e_iz3ﬁ3é (exp(u _|_ %x] _xZ)XZ)_
1

Dans ce cas, on obtient

: —il&xz .
(ﬂll(f)ﬁ)(exp uXo) = /]1%3 e s tan)x 7t %13 1 p—i(uB1+Box1 —Brx2)x3

f4’5’6()€1 ,X2,X3,B1, B2, B3) & (exp(u + %xl —x2)Xp)dx ...dx3.

Soit le changement de variable suivant w = u + ﬁ—fxl —Xp,ainsixy = u—w-+ B—Txl. Dans ce cas,

1

le noyau de I’opérateur 7; (f) est donné par
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~ .1 BoB3 2
Fi(ay, B, Ba, Basu,w) = / o—iluBs+an)n , =13 B —i(wBi)xs
)
/Phsﬁ (1, — g x1,X3, B1, B2, B3)dx1dx3

1 B2B3 2
- /e i(uPs+ou)xi , i35
R

L3430 (g u— g x1,wPBi, B, B2, B3)dx;.
Posons maintenant la fonction
_i1PB3 2 B
g(x1,uw,Br, o, B3) = e 2 BT PASO(x u—wt Z2xy whi, Bi, Ba, Bs)

Bi

Montrons alors que g € .’(F(3)) si on limite f; a un compact contenu dans R*, ce qui sera
le cas dans la suite, c’est-a-dire, si on suppose que la projection du support de f4 sur 1’axe des
coordonnées B; est un compact contenu dans R*.

Soit I’application y définie comme suit

x1 Xy =: X1
u u—w+B ‘u
w e Wﬁ] = NW
B Br=:B
BZ ﬁz = @2
Bs B =: B3

Il est clair que cette application est un difféomorphisme % si on limite f3; & un compact contenu
dans R*. Il s’en suit alors que f>*+560y € Z(F(3)) puisque f I’est par hypothése. Ainsi g €

—ilBb 2
. (F(3)) puisque le facteur e "2 Pr ! est de norme 1.

Finalement, on obtient

Fl(a17B17B27B3;M7W) = /Re_i(uﬁS—l—al)Xlg(xl;M7W7B17627ﬁ3)dx1
= §](MB3+a1,M,W,B1,B2,ﬁ3)

Remarque 2.5. On détermine de la méme facon la fonction noyau F> (resp. F3) quand | € nzen,Z N
Y, (resp. l €n, ;NX3).

gen,

2.3.8 Relation entre les fonctions noyaux

Pour tout 7, j € {1,2,3} on définit les représentations unitaires irréductibles de F(3) comme
suit :
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nlj = lndg((z;g X

ou F;(l) = exp pi(l) et P;(l) = exp p;(l). ,

Soient Fj(1,-,-) et Fi(l,-,-) les fonctions noyaux des opérateurs respectifs 7/ (f) et 7/ (f), par
rapport aux bases de Jordan-Hélder % et 4, respectives (i # j), pour tout f € L' (F(3)). Alors
ces noyaux vérifient la relation suivante :

2 -1
Fl(l7 K ) = Tpi(l)pj(l)Fj(l7 K ')’Z;Ji(l)pj(l) (2.2)
ou T (1yp; (1) et défini comme suit [11]

Ty 5 — M

k»—>/ k'piX~Pid.p,~
pi(1)/(pi(DNp;(1)) (()pi)xa1(pi)

Des calculs explicites montrent que la relation (2.2) est donnée par

. =23
E(laxay) :Bje_lam(y_X)Fj (laal+B]x7_al_BJy)

" BB

f _Pjpm 2 2

Fi(lu,2) = Fy(lu,z)e” 2 )
en posant F(3)/Pi(l) = exp RX,, F(3)/Pj(l) = exp RX, ot m = (i+1) mod 3etn=(j+1)
mod 3.

2.3.9 Conclusion

Une détermination explicite d’un rétracte pour I’action de SO(3) devient compliquée, surtout
aussi vu la forme trop complexe des SO(3)—orbites. Nous renvoyons donc a la théorie générale
qui permet de démontrer 1’existence (locale) des rétractes (chapitre 4) si / est générique au sens
de Ludwig-Zahir dans au moins une base de Jordan-Holder.



Chapitre 3

A smooth family of intertwining operators

Abstract : Let N be a connected, simply connected nilpotent Lie group with Lie algebra n and
let # be a submanifold of n* such that the dimension of all polarizations associated to elements
of # is fixed. We choose (p(w)),ey and (p'(w)),ey two smooth families of polarizations
in n. Let w, = indg(w) Xw and T, = indljf,(w) Xw be the corresponding induced representations,
which are unitary and irreducible. It is well known that 7, and 7, are unitary equivalent. In
this paper, we prove the existence of a smooth family of intertwining operator (7,,),, for theses
representations, where w runs through an appropriate non-empty relatively open subset of #.
The intertwining operators are given by an explicit formula.

Keywords : Smooth intertwining operators, smooth Malcev and Jordan-Holder bases, generali-
zed Kirillov result, generalized Schwartz spaces.

AMS Subject Classification : 22E30, 22E27, 43A20.
Supported by the research grant AHCMO7 of the University of Luxembourg.

Introduction.

Let N = expn be a connected, simply connected nilpotent Lie group. The Kirillov orbit me-
thod makes it possible to describe all the irreducible unitary representations of N. Let [ € n*,
p(l) be an arbitrary polarization of [ (a subalgebra of n with maximal dimension satisfying
<L [p(l),p(l)] >=0) and let P(I) = expp(l). The induced unitary representation 7; := indg(l)xl,
where y;(p) = e <H98P> for all p € P(I), is then irreducible and all the irreducible unitary
representations are obtained in this way, up to unitary equivalence. For two distinct linear
forms [/ and !, m; and 7y are unitary equivalent if and only if / and !’ belong to the same
co-adjoint orbit. If p(/) and p’(l) are two distinct polarizations of the same [, then m; and
m o= indg,( ) X1» where P'(I) = expy'(l), are unitary equivalent. This means that there exists a
unitary operator 7' (1) : 7, — %; (between the respective representation spaces) such that
T(l)om(x) = m(x) o T(l) for all x € N. In [11], G. Lion gave an explicit formula for such an
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intertwining operator :

T(1)E(g) = E(gp)xu(p)dp,  g€N

/P’(l)/P(l)ﬁP’(l)
for all & € . (N/P(l),x1) = ¢ - This operator is unitary for an appropriate normalization of
the measure dp on P'(1)/P(I) N P'(I). In this formula, / € n* is fixed. But one may ask the ques-
tion of the dependency in , if (p(1)); and (p’(1)); are two smooth families of polarizations.

As a matter of fact one often comes upon smooth families of polarizations, where [ runs through
a submanifold of n*. Let us give some examples. Let 2 = {Z;,...,Z,} be a fixed Jordan-Holder
basis of n and % be a submanifold of n*( for instance #" = ny,,, the open set of generic elements
of n*, as in [20]). For each w € #, we denote by p #(w) the Vergne polarization associated to
w with respect to the basis 2 (see [3]). Then (p g (w))ecx is a smooth family of Vergne pola-
rizations. Changing to another Jordan-Holder basis 2, would yield a second smooth family of
Vergne polarizations (p z/(w) ),y -

A second important example is obtained in the following way : Let us assume that H is a clo-
sed subgroup of the group Aut(N) of automorphisms of N acting smoothly on N. Let [ € n* be
fixed. Then the orbit H -/ is a submanifold of n*, provided it is locally closed, by [27]. For a
given fixed Jordan-Holder basis 2 one may again consider the smooth family of Vergne polari-
zations (p»(W))wen.1 = (P2 (h-1))nen. But for this example there exists another natural smooth
family of polarizations, (i -p 4 (I))ney. Note that here the actions of H on n and n* are defined
by h-X = log(h-expX) and < h-1,X >=< [,h~'- X >. Particular cases of this example are
obtained if either H is the group of conjugations of N or if H = K is any compact subgroup of
Aut(N). In the first case, H - = Ad*(N) -1 = (1) is the co-adjoint orbit of /, which is closed as
N is nilpotent. In the second case, the orbit H -/ is compact and hence closed. So both cases yield
submanifolds of n*.

We are hence naturally led to the following question : Given a submanifold % of n* and given
two distinct smooth families of polarizations (p(w)),cy and (p’(w)),cy . is it possible to define
a smooth family of intertwining operators (7 (w)),y, via the formula of G. Lion ? One immediately
sees that some restrictions are necessary. So we certainly must assume that all our polarizations,
and hence all the co-adjoint orbits Ad*(N) - w, have the same dimension. But even then, one no-
tices that the formula for 7'(w) strongly depends on the dimension of P'(w)/P(w) N P'(w) and
will present singularities each time this dimension changes. In the example of the action of a
group H, this is for instance the case at the point [ = e - [, where e is the identity element of
H. So a smooth family of intertwining operators, if it exists, will probably only be defined on a
non-empty relatively open subset of the submanifold 7.

In this paper, we prove the existence of such a smooth family of intertwining operators for an
appropriate non-empty relatively open subset of the manifold 7, based on the formula of G.
Lion [11]. The first section is devoted to introduce some definitions and tools. Then we explain
the construction of different smooth bases and we define the generalized Schwartz spaces. In
the third section, we use these tools to prove the main result of a generalized Kirillov theory.
This result is a crucial tool to show that the family of operators (7'(w)),, constructed in the
next section, is a smooth family of intertwining operators and defines a linear homeomorphism
between # .7 (¥, (N/P,x)) and % .7 (¥, (N/P', x)) where ¥ denotes the appropriate
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non-empty relatively open subset of #'.

The existence of a smooth family of intertwining operators is very useful result. In the study of
certain harmonic analysis properties, it will make it possible to choose a particularly well suited
smooth family of polarizations and then to transpose the obtained result to an arbitrary setting.
Hence, for instance in [20], the generalized Fourier inversion theorem gives the existence of a
Schwartz-retract if the induced representations for / € ng,, and their operator kernels are reali-
zed via specially chosen Vergne polarizations. The existence of smooth families of intertwining
operators will make it possible to transpose this result to other realizations of the representations,
at least within a certain open subset of n,,,. A similar result is obtained for the example of the
action of a compact Lie group K on a connected simply connected nilpotent Lie group N. The
existence of a local retract for the families of Vergne polarizations (p(k-1)); implies the existence
of such retract for the family (k- p(/)); of polarizations and the corresponding representations at
least locally. Finally, the existence of singularities in this proceeding may already be studied in
the example of the Heisenberg group.

3.1 On indices and bases.

We start this section by recalling some basic notions and by introducing some useful defini-
tions which are needed in the next sections. As general references, we recommend [3], [6], [22]...
First of all, let n be a nilpotent Lie algebra and N = expn the corresponding connected, simply
connected nilpotent Lie group. In this section, % will denote any non-empty manifold.

3.1.1 Definitions.

Definition 1. A family of r vectors {X|(w),..., X, (W) }wey is said to be a smooth family of
vectors if for all j € {1,...,n}, the map w— X;(w) is smooth.

Definition 2. A vector space basis {Z,,...,Z,} of the Lie algebra  is said to be a Jordan-Hélder
basis if [Z;,Z;) €< Z11,...,Zy > where r = max(i, ), for all i,j € {1,...,n} and where <
Zyi1,..., 2Ly > denotes the subspace generated by Z,. 1,...,7Z,. If the family of vectors is smooth,
we talk about a smooth Jordan-Holder basis.

Definition 3. A vector space basis {Z,,...,Z,} of the Lie algebra w is said to be a Malcev basis if
n;:=<2Zj,...,Z, > is a subalgebra of v for all j € {1,...,n}. If the family of vectors is smooth,
we call it a smooth Malcev basis.

Definition 4. We define a smooth family of subalgebras q = (q(w))yey in the following way :
— All algebras q(w), w € W, have the same fixed dimension denoted by r.
— There exists {X;(w),...,Xr(W) }wey a smooth family of Malcev bases of (q(w)) ey -
If W is a submanifold of w* and if p = (p(W))wey is a smooth family of subalgebras, we
say that (p(W))wey is a smooth family of polarisations if it satisfies moreover :
— p(w) is a polarization of win n, for allw € W'
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Definition 5. Let h be a subalgebra of n. A family of vectors {Zy,...,Z;} is called a Malcev basis
of nrelative to by ifn = EB?:IRZJ'@?) and if, forevery j=1,...,d, the subspace by j := @f:jRZ,-@h
is a subalgebra of n.
If = (q(w))yey is a smooth family of subalgebras, we define similarly a smooth Malcev basis
{Xi(w),...,X-(W) } ey by requiring that :

— The family {X;(w),...,X;(W) }ywey is smooth.

— Forany fixedw € W, {Xi(w),...,X,(w)} is a Malcev basis of n relative to q(w).

Definition 6. Ler q = (q(w))wey be a smooth family of subalgebras. A smooth family
of vectors {Xi(w),....Xg(w) ey is said to be a smooth supplementary basis of polyno-
mial character (smooth SP-basis) of q = (q(w))wew, if, given any smooth family of bases
{Yar1(w),....Ya(W) twew of (a(w))wew, the maps

¢ :RIXR™ — N
(X15 -+ Xds Y155 yn) > expxiXi(w)...expxgXq(w) - exp(yas1Yar1(w) + - 4 ya¥u(w))

are smooth polynomial diffeomorphisms, which means :
— For any fixed w, ¢y, is a diffeomorphism.
— expxiXi(w)...expxaXg(w) - exp(Ya+1Yar1(w) + -+ ya¥a(w)) =
exp(Pl (W7xay)X1 (W) + ot Pd(w7x7y)Xd(W) + Pd+1(w7x7y)yd+l(w) + -+
Pn(W,X,y)Yn(W))
with Pj(w,x,y) polynomials in x,y with smooth coefficients in w.
— The inverse maps defined by

q)v;l:N%]Rde"’d

g = exp(xi Xy (w) + -+ xXa(W) + g1 Yarr (W) + -+ 3 Ya(w)) — (@1 (w.x')),

) Qd(waxlay/); Qd+1(W7X/7y/)7 ceey Qn(W,X/,y/))

are such that Qj(w,x',y") is polynomial in x',y’ with smooth coefficients in w for every j,
where the Q;’s are defined by

exp(x, X1 (w) +--- +x, X (w) +y£i+1Yd+1(w) + -y Y(w)) =
epr](W,x/,y,)X](W)...eprd(W,X/,y,)Xd<W) ’ exp(Qd-l—l(W;x/ay/)Yd-l-l(W) + -+
Qn(Wax/ay/)Yn(WD
It is of course enough to impose these conditions for one chosen family of bases
Yar 1), YuW) huew of (@(W))wew -

Example 1. A smooth Malcev basis of n with respect to q = (q(w)),,ey is a smooth SP-basis.
The proof of this fact is similar to the one in the fixed case (see [3]). In this process we may have
to restrict to a non-empty relatively open subset of W' .
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3.1.2 Indices and a new family of smooth bases of polarizations.

Let (q(w))wey be a smooth family of subalgebras in n of fixed dimension r and 2 =
{Z,,...,Z,} be a Jordan-Holder basis of n. For each w, we define the associated index sets in the
following way :

I?}W) ={je{l,....n}|nj+q(w)=njs; +q(w)} and Jféw) = {1,...,n}\lgﬁw)

By construction, the set {Z;, j € Jg;)w)} is a basis of a supplementary vector subspace to q(w) in
n. Hence, the cardinality of this set is n — r and the cardinality of If'@ﬁw) is r.

Let us write, for any fixed w € #/, J%&W) ={ui(w),...,up—r(w)} C {l1,...,n}, ordered such that
Up—r(w) < --- <up(w).
Let

uy = maxyeyu(w),

Uonand U; :{WE Uy | ul(w) :ul}.

By induction, we define fori=1,...,n—r,
ui = maxyey, ui(w) and U; = {w € Ui_1 | uj(w) = u;}

This inductive process will stop if i = n — r. Thus, we get fixed index sets J = {u,—, < --- <up}
and I ={1,...,n}\J.

Proposition 1. The subsets U; satisfy the following properties :
(i) For each i =1,...,n—r, there exists a continuous function &?; on #" such that,

U,'Z{WGU() | c@l(w) 750,5@2(\4/) %0,...,9,‘(14/) 7&0}

(ii) Each U; is a non-empty relatively open subset of W, as well as the subset U = N[ U;, and

the index sets If'@gw) and J?@(ow) are constant if w € U. They are denoted by I and J.

Proof. Let {X;(w),...,X,(w)} denote the given basis of q(w). The fixed index set J = {u,_, <
-+ < uy } is obtained by construction. By construction also, the sets U; = {w € U;_; | u;(w) = u;}
are non-empty. Then, we get

wel;, <= weU_jandrg(Z,,....Z,,.Xi(w),.... Xr(w)) =
r8(Zu41s- - Zn, Xa(w), .. .. Xo(W))+1=r+(i—1)+1=r+i
<— weU_;and ZD% i # 0 where D, ; runs through all the sub-determinants
(r+1i) x (r+1) chosen in the coefficient matrix of Z,,,Z,.11,...,Z,, X1 (w),...,X-(w)
< weU_;and Z;(w)#0
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Proposition 2. {Z;, j € J} is a smooth Malcev basis of n relative to q(w) for all w € U. Similarly
if the original basis is smooth.

Proof. Same argument as in the fixed case. We refer the reader to [6].

Proposition 3. There exists a non-empty relatively open subset V of U such that, for all j € I
and for all w € V, there is a unique vector Z;(w) € q(w) of the form

n
Zj(W)ZZj— Z Bij(W)ZiEC[(W)
i=j+1,igl
Then Zj(w) S n_,-\nj+1.
Moreover; the map w— Zj(w) is smooth and {Z;(w), j € I} is a smooth Jordan-Holder basis
of q(w). Let us put Zj(w) = Z; if j ¢ 1. Then the set

Z={Zi(w),...,Z,(w)}

is a smooth Jordan-Hélder basis of all of w. For the two bases & = {Z1,...,Z,} and &, the
different subspaces n; are the same. Hence, the indices computed in each one of the two bases
are the same for any subalgebra. The same procedure may of course be applied if the original
basis % is already a smooth basis in w.

Proof. Let us first prove the existence and the uniqueness of Z i(w) for any fixed w € U:
JjeEl <= Zjcnj1+qw)

n
= Zj=) 0;j(w)Z; + Z;(w) for some o;;(w) € R and Zj(w) € q(w)
i=j+1

n n
— Z;- (W) = Zj — Z o j (W)Z,' — Z o j (W)Z,'
i=j+1,i¢l i=j+1,iel

Then, we repeat the same process for i > j+ 1,i € I. We finally see that for each j € I, there
exists a vector Zj(w) € q(w) of the form

Ziw)=2;— Xn: Bij(w)Z;i € a(w)
i=j il

An easy argument by contradiction shows the uniqueness of Z i(w). To prove the smoothness of
V4 i(w), we use the fact that there exists a non-empty relatively open subset V of U such that for
allw € V, q(w) is characterized by (n — r) independent cartesian equations }.»-_ | by;(w)x; = 0 for
all 1 <k <n-—r, where w — by;(w) are smooth functions and where x; are the coordinates in
the fixed basis of n. Introducing Z;(w) in these equations, we obtain the conditions

Y bu(w)Bij(w) =b(w)  1<k<n-—r (3.1)
i=j+1,idl
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Let a;(w) be the affine subspace defined by the following equations

x=0 if1<i<j—1
xj=1 3.2)
x,=0 ifk>j+landkel

which means that all vectors of a;(w) have the form Z; + Y i ;XiZi. In particular Zi(w) e

a;(w). We know that the combined system (1) and (2) has Z;(w) as a unique solution. As the
coefficients of this system are smooth in w, the maps w —— Z i(w) are smooth in a suitable non-
empty relatively open subset of U. It is easy to prove that {Z;(w), j € I'} is a Jordan-Hélder basis
of q(w).

The other statements of the proposition are deduced easily from the particular form of the

Zj(W)’S. OJ

3.2 Smooth bases and generalized Schwartz spaces.

3.2.1 Construction of smooth SP-bases.

Let (q(w))wey and (q'(w)),,cy be two smooth families of subalgebras.

Lemma 1. There exists a non-empty relatively open subset V of W such that for all w € V, the
dimension of q(w)Nq'(w) is constant and minimal. Furthermore we can choose a smooth basis

of a(w) N g’ (w).

Proof. Let q*(w) = {y € n* |< y,q(w) >= 0} be the orthogonal of q(w) in n*. The space
q*(w) may be described by a homogenous system of n — r independent equations for the co-
ordinates in the basis {Z],...,Z:}, whose coefficients are smooth functions of w, for w run-
ning through a non-empty relatively open subset U of % . Thus, by solving this system, we
may construct a smooth basis of q(w)* denoted {@,1(w),...,@,(w)} for all w € U. Applying
proposition 3 to ¢'(w), we then conclude that there exists a non-empty relatively open sub-
set V in U such that {Z;,l (w),...,Z;.; (w)} is a smooth Jordan-Hélder basis of ¢'(w) where

Z;.; (W) =2y — Ykt ker B,éj;(w)Zk for all i € {1,...,r} and where I’ is the index set asso-
ciated to all g’ (w)’s.

In order for a vector C(w) =YI_, cj;Z;.{ (w) € q'(w) to belong to q(w) Ng’(w), it is necessary and
sufficient to have, forr+1 <a <n,

r r
) < (Pa(w),Z;.}(w) >cj = )y Aaf(w)cj} =0
f=1 = ‘

where (Aaf<w))r+l<a<n;1<f§r =(< q)a(w),Z;.}(w) >)rt1<a<n;1<f<r is a smooth matrix. The so-

lution set of this system is the sub-vector space q’'(w) Nq(w) of q'(w) whose dimension is equal
to r — rankA,¢(w). To realize the constant and minimal dimension of the previous sub-vector
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space, we choose one wy which realizes the biggest possible rank for the matrix A,¢(w), which
will be denoted by p. In particular there is a sub-matrix A(wg) of dimension p x p such that
detA(wg) # 0 and the dimension of q(wg) Nq’(wp) is equal to 7 — p. On the non-empty relatively
open subset V| = {w € V | detA(w) # 0}, the dimension of q(w) Ng’(w) is constant and minimal.
Furthermore, by an argument similar to the one of proposition 3, there is a method to choose a
smooth basis of q(w) Ng'(w). To do this, we may have to limit ourselves to another non-empty
relatively open subset V of V. U
We will now show the existence of a special smooth SP-basis associated to (q(w))y and
(q'(w))wew - In order to do this, we generalize the proof of G. Lion [11] to the smooth case.

Proposition 4. Let (q(w))y and (q'(w))weyw be two smooth families of subalgebras. Let us
assume that the dimension of q(w) Nq'(w) is constant and minimal on W (by restriction of W
if necessary). Then there exists a non-empty open subset V of W and a family of smooth SP-
bases {Uy(w),...,Us(w)} of n with respect to q(w), such that {Uy1(w),...,Us(w)} is a smooth
SP-basis of ' (w) with respect to q(w) N q'(w) forallw € V.

Proof. By induction. To make this induction rigorous, we may even assume that both (q(w)),,
and (q'(w)), are in a smooth family of subalgebras (n(w)),, (spanned bay a smooth Jordan-
Holder basis) of the bigger Lie algebra n.

The induction is then made on dim (n(w)/q’ (w)).

If ¢'(w) = n(w) for all w in a non-empty relatively open subset of #, then q(w) Nq'(w) = q(w)
and proposition 2 gives the SP-basis.

Otherwise, there exists a smooth family (ng(w)),, of ideals of codimension 1 in n(w) such
that q’'(w) C ng(w) for all w. In fact, by proposition 2, there exists a smooth Malcev basis
{Z1(W), ..., Za(w)} of n(w) relative to g'(w). We may then take no(w) = &5_,RZ;(w) & q'(w).
It is an ideal in n(w), as it is a subalgebra of codimension 1.

Let us restrict the non-empty relatively open subset of % such that the dimension of q(w) Nng(w)
is constant and minimal.

By the induction hypothesis, there exists a smooth SP-basis {R;(w),...,R,(w)} of ng(w) with
respect to q(w) Nng(w) such that {R,;;(w),...,R,(w)} is a smooth SP-basis of q'(w) with res-
pect to q'(w) Ng(w) Nng(w) = q'(w) Ng(w).

We then have to distinguish two cases :

If q(w) C ng(w) for all w in a non-empty relatively open subset of #, let us pick a smooth
vector S(w) which is a Malcev basis of n(w) relative to ng(w) (exists by proposition 2). Then
{S(w),R1(w),...,R,(w)} is the SP-basis of n(w) relative to q(w) we are looking for.

Otherwise, there exists w such that q(w) Z ng(w). By smoothness, this is the case for all w in
a non-empty relatively open subset of . It is then easy to see that {R;(w),...,R,(w)} is the
smooth SP-basis of n(w) relative to q(w) we are looking for, for all w in that non-empty relatively
open subset.

At the end of the induction process, we take n(w) = n for all w. O
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3.2.2 SP-basis and invariant measure.

Let q = (q(w))yey be any smooth family of subalgebras. We have the following smooth
versions of results of [11].

Proposition 5. Let {U;(w),...,Us(w)} ey and {Vi(w),...,Vs(w)} ey be two smooth SP-
bases of n relative to q = (q(w)) ey . Then the maps

Vi RS — R®
defined by (y1,...,Ys)w = Ww(X1,...,Xs)w if and only if
expx Uy (w)...expx;Us(w) = expyVi(w) ...expysVs(w) mod expg(w)

are polynomial with smooth coefficients in w. Similarly for y,; V. This is in particular the case for
two smooth Malcev bases. One may have to restrict W to a non-empty relatively open subset.

Proof. Obvious. O

Remark 1. The maps v,, and W' define a change of coordinates in N/Q(w) where Q(w) =
expq(w). As the Jacobians of this change of coordinates are polynomial functions with smooth
coefficients in w as well for W, and ', these Jacobians have to be constants.

This leads to the following result :

Proposition 6. Let {U;(w),...,Us(w)},ep be a smooth SP-basis of n relative to q =
(a(w))wew- Then

f'—>/ flexp(uiUyp(w)...expusUs(w))duy . .. dus
Rd

defines an invariant measure on N/Q(w), Q(w) = expq(w), for every w. One may have to restrict

v

Proof. We know that this is the case if the basis is a smooth Malcev basis. As there always
exist smooth Malcev bases and as the transition between a smooth Malcev bases and a smooth
SP-bases has a constant Jacobian, the result is true for any SP-bases. U

3.2.3 Generalized Schwartz spaces.

Let % be a submanifold of n* and p = (p(w)),,c» a smooth family of polarizations, i.e. such
that all polarizations p(w), w € #, have a fixed dimension r.

Definition 7. Let W be a non-empty relatively open subset of # . We denote &2 9 (W,R") the
set of differential operators in the coordinates (vy,...,vs) € R® with polynomial coefficients in
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the coordinates (vy,...,vs), the coefficients of these polynomials being smooth functions on W.
Formally, for each w € W, we write

Dy, (v) = Z Z caﬁ(w)vﬁ%

|af<alB|<b

Jfor such a differential operator where cq (w) are smooth coefficients, o, B multi-indices and a,
beN.

For all A,B,C € N and for all compact subset K contained in a local chart (U, @) of W, we
denote by % the partial derivatives with respect to the coordinate system of this chart U. Then,
we define a semi-norm on the smooth functions from W x R® to C in the following way :

8 L L
Hé”XB,C = SUPyweK,(v,...,v5) ERSSUP|a|<A |b|<B,|c|<C | WV ﬁg(wavb'”?vs) | (3.3)

We can now define the generalized Schwartz space as follows :

Definition 8. Let

HIW,SNIPY)) = S W,7[R))
= {&=(EW)wew | & : W — F(N/P,x) smooth,
S(wig(w)g(w)) := g (w)(g(w)-q(w)) i
= Xu(q(w))E (wig(w)) if g(w) € P(w) and ||E % . <
forall K and all A,B,C}
where  E(w,vi,...,v5) = E(w,expviVi(w)...expvVi(w)) and where #(NJPy) :=
(L (N/P(W), 200)) e
The space # .S (W,”(N/Px)) will be called generalized Schwartz space. Here
{Vilw),...,Vs(w)} denotes an arbitrary smooth Malcev basis of n relative to p(w) (see
Proposition 7).

Then, the semi-norms given in 3.3 define the same topology on our function space as the
following family of semi- norms :

~ L ~
Hé Hf,D = SupwEK(vl7..,,vs)€R3s”p|a|<A|a_WaDW(V)é(Wavl,~ .. 7Vs)| <o (3.4)

for all A € N, for all D = (Dy,)yew € ZZ(W,R?) and for all compact subset K contained in a
chart of W.

Proposition 7. The generalized Schwartz space is independent of the choice of the smooth Mal-
cev basis of n relative to p(w), provided we are willing to restrict the domain of w appropriately,
if necessary.
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Proof. Let {V]/(w),...,V/(w)} be another smooth Malcev basis of n relative to p(w). Let
{Xi1(w),...,X,(w)} be a smooth Malcev basis of p(w). We may have to restrict # for the exis-
tence of {X;(w),...,X,;(w)}. Then, by lemma 5, for all § € #" ./ (W;,.(N/P,x)), we have

E(W;V’l, V) = E(wsexpyVi(w). . expviV](w))
= E(wsexp(PL(wiV),... . vi)Vi(w)).. exp(P(w Vi,V s)Vs(w))
€XP(Q1(W'V/1» V)Xi(w)) . exp(Qr(wivh, .. V) X (w)))

— He’QJWVp’ VWX W>E (e Py (wiv, . VL), Powsv, )
j=1

where for all j € {1,...,r}, Qj(w;V),...,v}) is a polynomial function in the variables v},...,V}

with smooth coefficients in w and the map (v},...,vy) —— (Pr(wsV], ..., V}), ..., Ps(wsvi, ..., V)
is a bi-polynomial diffeomorphism with smooth coefficients in w. We have similar relations for
the passage from {V{(w),...,V{(w)} to {Vi(w),...,Vs(w)}. Since our differential operator satis-

fies the smooth version lemma A.2.1 in [3], we get the result. ]

3.3 The generalized Kirillov theorem.

3.3.1 The statement of the theorem.

We denote by % (n) the universal enveloping algebra of n. Let % = #(w) =
{Vilw),...,Vi(w)} be a smooth family of Malcev bases of n relative to p(w). We iden-
tify the Hilbert space L?(N/P(w),x,) with L?(R®) via the unitary operator U defined by
UEW)(vi,...,vs) = E(wsexpyiVi(w)...expvsVs(w)). We denote by p,, = U o m,, o U* the cor-
responding realization of the representation 7, of N on the space L?(IR?). This realization p,, of
m,, on the space L>(R*) depends of course on the choice of the basis of n relative to p(w).

We may now present one of the main results of this paper, the generalized Kirillov theorem.

Theorem 1. There exists a non-empty relatively open subset 9 of W such that for every wy € 9
and for every relative neighborhood ¥y of wo contained in 9, there are w), € ¥ and a relative
neighborhood ¥ of w(, contained in %o which satisfy : For every D = (Dy),,c vy € #9(¥5,R),
there exists (X ),y with

Xo= Y ceWZsewu(n), VweW
¢l<c

where Z is defined by Z& = Zlg1 LZ5 if € =(&i,...,Cy) and where the maps w — c¢(w) are
smooth, such that dp,,(X,,) = D, for all w € ¥{. This result is independent of the choice of the

Sfamily of smooth Malcev bases used to define the realization p,, of T,,.
Here {Z;,...,Z,} denotes the fixed Jordan-Hélder basis of n.
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3.3.2 The theorem in variable Lie groups.

To prove theorem 1, we will proceed by induction on the dimension of n. However, new
parameters and new variations will appear in the proof. In order to control those, we shall carry
out the proof not only for one single Lie algebra, but for so-called variable Lie algebras. We
refer the reader to the references [21], [20], [10] for more details about variable Lie structures
and we present only a few aspects which are useful in our proof.

Definition 9. Let n be a real vector space of finite dimension n and b be a submanifold of R¢.
We say ny, := (n,[-,-]p) is a variable nilpotent Lie algebra if it satisfies the following conditions :

1. For every b € b, there exists a Lie bracket [-,-], defined on w such that (n,[-,-|p) is a nil-
potent Lie algebra.

2. There exists a fixed basis {Z\,...,Z,} of n such that the structure constants cfi(b) defined
by [Zi,Zlp =X}, cfj (b)Zy are smooth and verify the following property : For all b € b, for
k < max(i,j), ci-‘j(b) = 0. This means that {Zy,...,Z,} is a Jordan-Holder basis for every
ng.

Let N;, = exppny, be the associated connected, simply connected variable nilpotent Lie group.
We denote by #" a smooth submanifold in b x n*.
For every (b,w) € #', we consider the largest ideal a(b,w) in n;, contained in the stabilizer
ny(w) :={X €n,|<w,[X,n], >=0}. We now define indices ji(b,w) and ki (b, w) by

ji(b,w) = max{je{l,...,n} | <w,[Zjn], >#0}
= max{je{l,....,n} | Zj ¢ a(b,w)}

ki(byw) = max{ke{l,...,n} [ <wW,[Z; ) Zk]p >7# 0}

The equality in the definition of j;(b,w) is due to the fact that {Z;,...,Z,} is a Jordan-Holder
basis. We consider also

io= max{ji(b,w)|(bw) € W'}
ki = max{ki(b,w)| (b,w) € ¥ and ji(b,w) = ji}.

Set 9, = {(b,w) e’ ’ J1 (b,w) = j1 and k (b,w) = kl}. Then
@1 = {(b,w) < 7// |< w, [Zklazh]b >7é 0}.

and it is a non empty relatively open subset of #”. For further details, we refer the reader to [20],
even if our definition of the indices j; and k; is slightly different. It is easy to see that, for all
(b,w) € 21, ni(b,w) :={U € ny |[<w,[U,Zj ], >= 0} is an ideal of codimension 1 in n; and
B1(b,w) = {Z} (b,w) | i € I'} is a smooth Jordan-Hélder basis of ny(b,w) for all (b,w) € 2y,
where I' := {1,...,n}\{k;} and

<w, [ijZi]b >
<w, [ijZkl]b >

Zl-1 (b, W) = Zi — ki
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(see [22)).

We define a new variable Lie algebra n; in the following way : As a vector space, n; is spanned by
a basis denoted {Z!,u € I'}, where, for fixed (b,w), Z! is identified with Z! (b, w). The variable
Lie brackets on n are defined by [Z,,Z}](5,,) := [Z}(b,w),Z} (b,w)], for all (b,w) € 2. Then,
(n1, [+ ] (p,w)) may be identified with (ny(b,w),[-,-]»). Since we use this algebra in the induction,

we will define a new variation on ny, i.e. a new submanifold ] of (b x n*) x n} as follows :

(b,w, W) € #1 with (b,w) € #' and W € n] =n (b,w)* <= (b,w) € #"' and W is defined by
<W,Zj >i=<w,Z(b,w) >Vjel

To prove theorem 1, it suffices to show the corresponding result in the variable case and then
reduce b to a single point. As in the fixed case, we choose a family of smooth Malcev bases to
define the realization py;, ,,) of 7 ).

Let’s notice that the results of sections 3.1 and 3.2 remain valid if we replace the variation in
w by a variation in (b,w) and we denote P(b,w) the realization of the representation 7, ,,) :=

indg(bvw)x(b,w) of N}, on the space L?(RR®).

Theorem 2. There exists a non-empty relatively open subset 9’ C W' such that for all
(bo,wo) € 2" and for every relative neighborhood ¥y of (by,wq) contained in &', there exist
(b, wy) € Y and a relative neighborhood ¥ of (bjy,w;,) contained in ¥ such that : For every
D = (D) (o) € P 2(Yy,R?), there is a smooth family of vectors X = (X(b,W))(bw)G’VO’ in the

enveloping algebras, i.e. X, ,,) = ¥|¢|<c C¢ (b,w)Z% € U (), satisfying APy (X b)) = Dpw)-

In the previous formula, Z5 is defined by Z5 = ZICl ...Zg” if £ =(&,...,8,) and the map
(b,w) — c¢(b,w) is smooth. This result is independent of the choice of the family of smooth
Malcev bases used to define the realizations p(p, ).

3.3.3 Proof of the variable generalized Kirillov theorem.

The Kirillov theorem in the fixed case is known. But the proof has to be rewritten, in order to
study the dependency on (b, w).
According to lemma ??, it is easy to see that theorem 2 is independent of the choice of the
smooth Malcev basis of ny, relative to p(b,w) since the transition between two such smooth Mal-
cev bases is given, modulo p(b,w), by a smooth bi-polynomial function in the coordinates, with
coefficients which are smooth functions in (b,w) for all (b,w) € W' C #”, where W' is a non-
empty relatively open subset of #”. In particular, our differential operators are transformed into
differential operators of the same type via this transition. So we may choose appropriate bases to
make the proof.
In order to get P2 (¥, R*) C (dppu) (% (n))) (b,w)> We proceed by induction on the dimension
of ny,.
If N}, is abelian for all b, then s = 0 and the result is trivial.
Assume now that the theorem is true for all variable nilpotent Lie groups and algebras of dimen-
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sion less than or equal to n — 1. We will show that the theorem also holds for (N, )pep. Put

Z
u LY =2Z;: Z(b,w) = [X(b,w),Y], € a(b,w)

X(b,w) =
( W) <W7[Zkl7zj1]b>

for all (b,w) € 2,.1If we replace Y by Y (b,w) =Y — <w,Y > Z(b,w) , we obtain
<w,Z(b,w) >=1; <w,Y(b,w) >=0 and

(X (b,w),Y (b,w)]p = Z(b,w)— < w,Y > [X(b,w),Z(b,w)], =: Z(b,w)

where X (b,w), Y (b,w), Z(b,w) and Z(b,w) are smooth functions.

Since Z(b,w) € a(b,w) C n(b,w), <w,Z(b,w) >= 1. So we may replace Z(b,w) by Z(b,w) and
call it again Z(b,w).

Given (bg,wp) € 2, we distinguish three cases :

First Case :< w, [p(b,w),Zj, ], >=0,i.e. p(b,w) C ny(b,w) for all (b,w) € ¥ C &, where ¥ is
a relative neighborhood of (bg,wy) contained in Z;.

Let Ny (b,w) = exppn;(b,w) be the closed normal subgroup of N, of Lie algebra n;(b,w) and
N(lb,w) = expp,»)11 be the associated variable group of dimension n — 1. It’s easy to see that

W CH' x nj is a submanifold of b x n* x nj such that

(b,w,w) € #1 with (b,w) € %y = (b,w) €W’
= dim p(b,w) is constant and by hypothesis
p(b,w) Cny(b,w)
= The dimension of a polarization at w in n; (b, w)

is constant.

Let n(lbww) be the representation of N(lbw) identified with the representation n(lbw) =
. Ny (b . . . .
lndP('évv’:)V) X(bw) Of Ni(b,w). By stage induction, we have 7 ,,) =~ zndxf’(bw)n(lb’w). The in-

tertwining operator between 7 ,,) and indj\\,’f(b w)n:(lb w) 18 given by Vipw) & (b,w))(2)(g1) =
E(b,w)(expy(tX (b,w))-g1) for all &(b,w) € L*(N,,/P(b, W), X(bw))- We can hence identify the
Hilbert space L*(Nj/P(b,w), X(pw)) With L*(R,L*(N1 (b, w)/P(b,w), X (b)) = L*(R, ,%’;,(,b ).

w)
According to proposition 1 and proposition 2, there exists a non-empty relatively open sub-

set ¥ of ¥ such that I} := Igf’(’z)w) is a fixed set and {ZJ1 (b,w),j ¢ I} is a smooth Mal-

cev basis of nj(b,w) relative to p(b,w) for all (b,w) € ¥;. We denote this basis by JJ(}) W) =
{Y) (b,w),...,Y (b,w)}. If we put Y] (b,w) = X (b,w), then D) = {vl(b,w),....Y} (bw)}is

a smooth Malcev basis of ny, relative to p(b,w).

Let ”Eb W) = indxf(b W) ﬂ(lb w) be the induced representation of Nj, on the space LZ(RV%’}& ))
and E%W) (ta,.. . ts) = expptaYs (b,w)...expptsY,} (b,w). Then nébw) and p,,) are equiva-

lent and the corresponding intertwining operator is given by (V(’bw)n(b,w))(t,tz,...,ts) =
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n(b,w) (t)(Eg/(é )(tz, .., t5)) for all n(b,w) € Lz(]R,f/jrgb )). A simple computation shows that
we have for all &(b,w) € LZ(R,%’jtlb )) andallt € R,

(T ) (exppxX (b, w)E (b)) (1) = &(b,w)(t —x)
() (exPYY (b, w)E (b, w)) (1) = €™ E(b,w)(1)
(o) (1)) E B (1) = 7y ) (1 1)) ") (E (B, W) (1))

where u( w) € N(b w) Xy € R and where (u%b W))_t = expp(—tX (b,w)) '”%b W) -expp(tX (b,w)).
From now on we will work with € vectors, i.e. with Schwartz functions only. It follows that
for X (b,w),Y (b,w) € ny, d(lb w) € % (ny(b,w)) and for a smooth vector & (b,w), we have

WEBWO) = e (bw)(0)
WEB W) = (b))
(Al NG = Ty () (D)D)

where (d(lb W))_’ =Y7o ( ],) (adp(X (b,w)))jd(lb w)- Since ny, is nilpotent, the previous sum is

finite. We denote it by Z L
Now we consider d;, ,,) 6 ?/ (np) and we define

m

- 1
d(b,w) = JZO J'TY](b W)ad X(b W)d(bm)) c %(nb)

71 1 2
Let us compute d”(/b,w) (d(bw)) where dp, € U (ny(b,w)). For &E(b,w) € L (R,t%’jrgb.w)) and
t € R, we have

(Al ) (o JEBW)(E) = dly ((

d”(lb

1 w |

= 7, (L o5
j=0/:

w) (& (Bw)(1))
Y/ (b,w)ad)X (b,w)d ) ") (& (b.w) (1))

- <dn3b,w><jf0],ll, (V3 (b)) (@d{X (b)) ) ) (E (b w) 1),

One shows easily that d ﬂ(lb,w) (Y1(b,w)) =ity . . Then we get

1

CLACAICATIGIE JZOF ! (adjX (b, w))(dy,,) ") (& (b,w)(1)

= )( <1bw>)(é‘( w)(1))-

wyon L*(R,L?(R*~1)) with an appropriate
choice of smooth Malcev bases of n relative to p(b,w). Since ”(b w) = o) then p(3,,,) and

MS I

Let p/, ., be the realization of the representation 7/,
(b.w) (b
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péb,w) are equivalent and we denote S, ) the corresponding intertwining operator. It is defined

by (S & (b,w)) (1) (82, 15) = E(b,w) (11,12, ... 15).
For all n(b,w) € Y(R“‘), we have

(dpbw(X( ,W)) ( ))(tlv"'ats) = _dit]n(bvw)(tlw"?ts)

(dp (Y(, w)n(b,w))(t1,...,t5) = inn(b,w)(t,... 1)
(dp(b,w)( (b,w) Tl( 7W))(t17t27"'7t3) = (dp(lb,w)(d(1b7w))((s(b,w)n(bvw))(tl)))(tZJ"'7ts)

where p(lb W) is the induced representation ﬂ(lb W) realized on L?>(RS™1).

Let now Dy, .y be a smooth differential operator in the coordinates (t2,...,t5) with polynomial
coefficients in the coordinates (12, .. .,z;). We may of course identify it with a differential operator
in the coordinates (71,...,t;), which is constant in the direction of #; and write

(D (W) (11, -+ 15) = D) ((S(o,y M (b, w)) (1)) (225 - .-, 1)

for all n(b,w) € . (R®). The induction hypothesis applied to d p(lb W) gives us the existence of a
smooth family (U, (lb.w))(bW) in the enveloping algebras such that

(DN (byw))(t1,. .. t5) = D( )((( w N (b,w)) (1)) (12, - 15)
= APy ) Uy )) (o1 (b)) (11)) (12, -, 15)
w1

= d ( ( )(tlat27 o ls )
This implies that (dp,,,) (% (nb)))(bw)e%’ contains all the (b, w)- smooth differential operators
with polynomial coefficients in the variables (f,,...,f). As it also contains the operator a% and

the multiplication operator by 71, it contains all of 2% (%, R*).

Second case : <w, [p(b,w),Zj |, >7# 0 for all (b,w) € ¥ C 2, i.e. forall (b,w) € ¥, arelative
neighborhood of (bg,wy), we have p(b,w) ¢ ny(b,w). Let us now show that there exists a smooth
family of vectors X (b, w) in n satisfying the following conditions

X(b,w) € p(b,w); X(b,w) —X(b,w) € ny(b,w); <w,X(b,w) >=0

In fact, there exists X (b,w) € p(b,w) such that < w,[X(b,w),Z;,] ># 0. As, n = RX(b,w) &
ni(b,w), we may choose this vector of the form X (b,w) = X (b,w) + U (b,w) with U(b,w) €
ny(b,w). By adding an appropriate multiple of Z(b,w), we may even assume that <
w, X (b,w) >=0.

Let us now show that the previous choice implies that the family (X (b,w))(bw) can be chosen
smoothly in a certain non-empty relatively open subset ¥’ of #). In fact, if we characterize
p(b,w) by a system of cartesian equations with smooth coefficients in (b, w), then the three defi-
ning conditions of X (b,w) can be expressed as a system of linear equations in the coordinates of
X (b,w) with smooth coefficients in (b,w). By construction, this system has solutions for every
(b,w). We may then construct a smooth solution of the system in a certain non-empty relatively
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open subset ¥ in %.

One has p(b,w) = p(b,w) Nny(b,w) + RX(b,w). Let us now consider p’(b,w) = p(b,w) N
ny(b,w)+RY (b,w). It is easy to check that this is again a smooth family of polarizations.
According to the first case, we know that the generalized Kirillov result is true for the family of
polarizations p’ (b, w) C ny(b,w). We are going to transfer this result to the family of polarizations
(p(b, w))(b’w) by studying explicitly the intertwining operators between the families of associated
representations, as well as their dependency in (b,w). Since p’(b,w) is a polarization of w in 1y,
it implies that 7, ,,) ~ néb’w) where n{b7w) = ind[]\,]}’(byw) X(bw) and P'(b,w) = expyp’(b,w). Hence
there exists a family of intertwining operators 7(;, ,,). For a fixed (b,w), this intertwining operator
may be given by

T(bw)g((b,w))(gl-eprx)?(b,w)) = /§(b,w)(g1-eprxf((b,w)-epryY(b,w))
R

X(bw)(exppyY (b,w)) dy

(. J/

M)
= /Reixyg(b,w)(gl-epryY(b,w))dy

according to [11], for all g; € N;(b,w) and x € R.

We now have to study the realizations of 7, ,,) and ﬂéb,w) on the space L?(IR®). As the result of
the theorem will be independent of the choice of the corresponding smooth families of Malcev
bases, let’s proceed as follows : It is easy to check that p(b,w) +p’(b,w) is a subalgebra of ny, for
all (b,w). Hence we may pick an arbitrary smooth family {V;(b,w),...,V,_1(b,w)} of Malcev
bases of n,, relative to p(b,w) + p’(b,w). This may for instance be done by the index method in
proposition 2, which remains valid in the variable case. It is even possible to choose these vectors
Vi(b,w),...,Vs_1(b,w) in ny(b,w), what we will do. In the process of choosing this family of
bases, we might have to restrict once more the relatively open set ¥ to a non-empty relatively
open subset 7 of %.

Then one checks that {V;(b,w),...,Vs_1(b,w),Y(b,w)} is a smooth family of Malcev bases of
n, relative to p(b,w) and that {Vy(b,w),...,V;_1(b,w),X(b,w)} is a smooth family of Malcev
bases of ny, relative to p’(b,w). These two families of bases are then used to define P(b,w) and
péhw). For any & (b,w) € H#7,, . we define E(b,w) € L2(R®) by

bw)’

Eb,w)(vi,...,vs_1,y) :=E(b,w)(expviVi(b,w)...expvs_1Vs_1(b,w) - expyY (b,w))
and we identify thus #7, =~ with L*(R¥), and T w) With p(p ). Similarly, for &' (b, w) € %‘Eb,w) ,
we define &'(b,w) € L*(R®) by

E'(b,w)(v1,...,vs_1,x) := E'(b,w)(expvi Vi (b,w) ...expvs_1Vs_1(b,w) - expxX (b, w))
and we identify thus %(lb ) with L?(R®), and ”éb w) With p(’b ) acting on L?(R®). The intertwi-
ning operator T(b,w) between p(, ) and p{ bw) is then deduced from 7{;, ,,) and is given by

(T(,W)é(b,w))(vl,...,vs_l,x):/Refxyé(b,wxvl,...,vs_l,y)dy.
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It is nothing but a partial Fourier transform which sends .#'(R*) onto itself and & 2(¥;,R?)
onto itself. As the Kirillov result is true for the family (p(’b w))(bw) by the first case, it remains

hence true for the family ( P», ))(b w)» thanks to this smooth family of intertwining operators, i.e.
PI (V5. R) C(dp(pu)(% (1)),

Third case : < wy, [p(bo,wo),Z ]bo > 0 and for every neighborhood % of (bg,wy) there exists
(b',w') € ¥ such that < w/ [p(b’ ", ]l]b/ >7£ 0. Then there ex1sts a nelghborhood ¥’ of
(b',w') contained in % such that for all (b",w") € ¥’, we have <w',[p(b",w"), Zjly >#0
and we apply the second case to all (b//,w//) € ¥'. This proves that there exists a non-empty
relatively open subset % of ¥’ such that Z 2(%;,R*) C (dp(b1W)(%(nb)))(b7w)e“//()"

The other inclusion, (dp (% (nb)))(b wey' C PP (V' R), for any non-empty relatively
open subset ¥’ in %/, may be easily checked. O

Remark 2. If b is reduced to a single point, i.e. if there is no variable structure but a fixed Lie
group, then we have theorem 1.

Remark 3. In the particular case where W' =y, the set of generic linear forms in the sense of
Ludwig-Zahir [22], there exists a more precise result : For every differential operator D on R?,
there exists a rationnal mapping

nZ’en - %( )
w — A(w Z ar(w
[7|<no
such that dp,,(A(w)) = D for all w € ng,, (see [21]).

3.4 Smooth families of intertwining operators.

Let (p(w))wew and (p(w)),ey be two smooth families of polarisations in n. Let us first
recall that there exist a non-empty relatively open subset W of % and a smooth SP-basis
{Ui(w),...,Us(w)} of nrelative to p(w) such that {Up;1(w),...,Us(w)} is a smooth SP-basis of
p’(w) relative to p(w) Np’(w) for all w € W (proposition 4). Similarly, there exist a non-empty
relatively open subset W of W and a smooth SP-basis {U{(w),...,U.(w)} of n relative to p’(w)
such that {U, . (w),...,Uj(w)} is a smooth SP-basis of p(w) relative to p(w) Np’(w) for all
w e W. Let us also recall that we may use SP-bases instead of Malcev bases to define invariant
measures on the quotients.

We may then apply the results of G. Lion [11] pointwise. Let w € W be fixed. For every
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E(w) € A7 = (N/P(w), Xw), the integral
T,S(wig) = Tus(w)(g)

& (w; gu) 2w (u)du
/P’(w)/P(w)ﬂP’(w)

= Rob E(wig-expupUp(w) ... expusUg(w))

—i<w,log(expup 1Upy1(W)...expusUs(w))

e “duy 1 ... dug

converges for every g € N. The operator T, defines a homeomorphism from 7 =
S (N/P(w), xw) onto w = (N/P'(w),xw). It may be extended to an intertwining opera-
tor for 7, and 7, between the spaces #z, = L*(N/P(w), x) and 7 = L*(N/P'(w), x). If
the measure on P'(w)/P(w) NP’ (w) is correctly normalized (which may for instance be obtained
by multiplying one of the vectors of the basis 2, by a constant), then 7, is an isometry.
In this section, our aim is to establish similar results for the family (7,,),,c4 as a whole, for some
non-empty relatively open subset %7 of W and to do it in a smooth way. This has of course to be
specified. We need some preliminary results.
Let us first introduce some definitions and notations (see also definition 8). For every & €
H S (W,S(N/P,x)) we denote, as previously, the corresponding element of #".7 (W,.% (R"))
by &, the identification of .% (N /P, x) with . (R®) being made via any smooth Malcev basis. For
A €N, D= (Dy)yew € ZZ(W,R*), we put
3 94 5

1S lla.p= supjaj<asup i, ..u)ers | 52Dw()S(Wiurs... u5) |< oo,
if w is in a fixed chart of W, so that % makes sense.
For any compact subset K contained in a chart of W, we have

1€ [1%.p= supwex [ EW) [la.p -

Let now g := (gw)wew a family of elements of N such that the map w — g,, is smooth and let
Ee XS (W,7(N/P,y)). We write ,1§ for the function defined by

(g18)W)(x) = -1 (S (W) (x) = & (W) (gw - x) = & (w; gw - x).

Itis easy to check that , 1§ € 7 (W,7 (N /P, x)) too.

Let %, = {Vi(w),...,Va(w)} be any smooth Malcev basis of n. If g, = [T, exp(gi(w)Vi(w)),
we write || g, ]\%jw: YL, gi(w)? If 4., is any other such smooth Malcev basis, then there exist
a strictly positive continuous function w — C(w) and R € N* such that

8w 1122 < COw) (14 || gw 112,)" (3.5)

for all w. The exponent R may be chosen independently of w. As a matter of fact it only depends
on the structure of the Campbell-Baker-Hausdorff formula, i.e. on the degree of nilpotency of n.
This inequality is obtained by passing from coordinates of the second kind to coordinates of the
first kind, making the change of basis and going back to coordinates of the second kind.

Now, we introduce some technical lemmas.
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Lemma 2. Let #,, = {Vi(w),...,Vs(w),Xi(w),...,X,(W)} be a any smooth Malcev basis
of n such that {Vi(w),...,Vs(w)} is a smooth Malcev basis of n relative to p(w) and
{Xi(w),...,X(w)} is a smooth Malcev basis of p(w). So s+r = n. Let g = (gw)w be smooth
and let g1 (w), ..., gn(w) denote the coordinates of the second kind of g,,. If one defines u : w —
u(w) = expuVi(w)...expugVy(w) where uy, ... ,us € R are independent of w, then

gw-ulw) = exp(Q1(w;g1(W),...,gn(W),ut,...,u)Vi(w))...exp(Qs(w;g1(w),...,gn(W),
U, ... ug)Vi(w)) -Rw; g1 (w),...,gn(W),ut,... ug)

where R(w; g1 (W), ..., gn(w),uy,...,us) € P(w).

The map (uy, ... us) — (Q1(w;g1(W), ..., gn(W),u1,. .. us),...,0s(w;g1(W),....gn(W),u1,...,us))
is bi-polynomial with respect to the variables (uy,...,us). The coefficients of these polynomial
functions may be expressed as polynomial functions in g1(w),...,gn(w) with coefficients that
are €= in w. Similarly for the inverse map.

Proof. Similar arguments as in the fixed case. See for instance [3]. ]

Lemma 3. Let us take the same hypotheses as in lemma 2 and let’s assume that w runs through
a fixed chart of W. Given A € N and D € 22 (W,R®), there exists a finite collection Nj,A; € N,

D; e Z2(W,R®) and smooth positive functions Cj(w), for j € {1,...,d} such that for all § €
H S (W, (R%)) and every smooth family g = (gy)wew of elements of N we have,

-1 &)W llap = [z (W) llap

d
< Y G0+ 8w 1%,)™ 1 E0) llayp,< =
j=1

If K is any compact subset of W contained in the fixed chart of W, we have for some positive
constant C depending on g

d
I 18T 1= C L €I, <=
J:

IfA =0, i.e. if there is no derivative in w, then all the A ’s may be taken to be 0 too.

Proof. Obvious by lemma 2 and by the facts that all the functions in w are bounded on the
compact set K. L

Remark 4. In case the coordinates g; = gi(w) are all fixed, the second bound may be written as
1K LN | E (K
I (5-18) A p< C(1+ Z;gi) 21 16 Ila;p, <o
= j=

where N = max(Ny,...,Ny).
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We denote é and g(w; ) for the function & written in the coordinates of the second kind
in any smooth Malcev basis {V;(w),...,Vs(w)}. On the other hand, we will write Esp for the
corresponding function on R*~? = P/(w)/P(w) N P'(w), resp. on R® = N/P(w), defined by

ESP(W;O,...,O,Mb+1,...,bls) = §<W;6Xpub+1Ub+1(W)---e)Cpl/tsUs(W))
Ssp(wiur,...,us) = S(wiexpuiUy(w)...expusUs(w))

where the U;(w)’s are the vectors of the SP-basis. This will in particular be used to compute
integrals over P'(w)/P(w) N P(w).
We remark that for fixed w € W, we have the intertwining operator 7;, defined by

TwE(wig) = & (w; gu) xow (u)du.

/P’(w)/P(w)ﬂP’(w)

This defines T = (T,,),, on ./ (W,.7(N/P,x)) by (T&)(w) := T,,(§(w)). We may also view
it as acting on .7 .7 (W,.7(R*)) by T = (T,,),» where (TE)(w) = T,,(§(w)) := (T,,(E(w))). For
fixed w, T,, is then an intertwining operator between p,, and p/,. We will use the smooth Malcev
basis {Vi(w),...,Vs(w)} to compute the Schwartz semi-norms on .% (N /P(w), Xw), as explained
in the beginning of this section, by identifying & (w) and & (w).

We have the following result :

Lemma 4. For every M € N, there exists M € N and a continuous family of positive constants
(C(w))w such that

1Esp(W)llo.py, = sup<ul,...7us)eRs|<1+_Zlu§>Mésp<w><m,...,us>|
]:
= sup,,.. MS)6R5|(1—1—Zu?)Mé(w)(exme] (w)...expusUs(w))]
j=1

< COmsuppy,.pyersl(1+ Y vHME (W) (expyiVi(w) ... exprgVs(w))|
j=1

< CW)suppy,....uers (1+ Y vHYEW) Vi, )]
=1

= Cw) [ E(w)

Proof. As a smooth Malcev basis is also an SP-basis, we know by proposition 5 that the change
of coordinates

07DM

(U, ts) — (V1yeenyvs)

is bipolynomial with smooth coefficients in w in both directions. Moreover any polynomial
P(w,x1,...,X;) is bounded by some C(w)(1+¥}_, x?)N. O
We then get the following bounds for these intertwining operators 7,, and 7.
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Lemma 5. There exist a continuous family of positive constants (C(w)),, and an integer M € N*
such that, for all w,

| Tw& (wse) [=| T1,E (w;0) [< C(w) [| E(W) [lo,py < o
where e is the unit element of the group N and Dy is the element of &2 (W,R®) defined by

multiplication by (1+Y5_, v?)M if the coordinates of & (w) are denoted by (vy,.. ., vy).
If K is a compact subset of a fixed chart and if w € K we have of course

| Tu&(wie) =] Tu& (w:0) [< C || € |16 p,, < oo

where C = sup,,cgC(w).

Proof. Let M € N* such that

1
— dub+1 .. .dus < oo,
Then
[ TEw:0)| = |T&(w.e)]
< /RSb|€SP(W;O;-~707ub+17--~7us) | dup i ... dug
S ~ o~
< Assup, | uyersel(1+ Z u?)Mésp(w;O,...,O,ub+1,...,us)|
j=b+1
< A-||[ Esp(W) llopy,
< Cw) [ W) llo.py < o
for some M and some C(w). O

Let %, be the smooth Malcev basis as in lemma 2. Similarly, Ilet ,%3’ =
{V{(w),...,V{(w),X{(w),...,X/(w)} be any similar smooth Malcev basis of n, replacing
p(w) by p’(w). We have :

Lemma 6. There exist a finite family of smooth positive functions C i(w), integers A j,M j,M €N,
partial differential operators Dy; € Z Z(W,R¥), j € {1,...,d} such that

QU

| T (w3 8w) Z w)(1+ [lgwllZ; )™ U Ew) llo.oy, < o

forallE € S (W, (N/P,x)), for every smooth family g = (gy)w, of elements N and for all
weW.



3.4 Smooth families of intertwining operators. 63

Proof.
| T&(wigw) | = | Tl 18 (wse)) |
< CW) [ (c1&)(w) llopy by lemma s
= i )1+ gw 1%, 1| Ew) llo.py, by lemma 3
d & 5
=< Z w) (1 Il gw 155" 11 E(0w) llo.py, < = by (3.5)

Remark 5. If g, is oftheform gw = expviV](w)...expv,V](w) for fixed vy,...,vs € R, we have

- N
| T (wivi, ..., vs) |< (1+ZV Z H& ||07DM]»
i=1

QU

where M = supj:17,,,7dll7lj. Forw € K, we even have

- S
| TuEwive,owy) [ CO+ YD)

i=1 j=1

Remark 6. Let now K be a compact subset contained in a chart so that % makes sense. For a
multi-index a and w € K, we have

0% _ . 04 s )
T, 0) = ..,0 —<w Ui W= gy, o d
awa( 5)(W ) awa /RS ngP( y Uy Up4-1,5 aus)jl—b!_le Up+1 Ug
s
— ..,0 — <YW dyy, L dug.
\/RS b awa [§SP( y Uy Up 1, 7us)jI;IHe ] Up+1 Ug

In fact, Egp € 2.7 (W, (R?)), as this is the case for & and as the change of coordinates
is bipolynomial with smooth coefficients. It is then easy to check the hypothesis of the theorem
which allows to interchange derivation and integration [5]. If we apply successively the formula
of derivation of a product of functions, we see that there exist two finite families of polynomial
functions P,(w,0,...,0,up41,...,us) and Q;(w,0,...,0,up1,...,us), indexed by multi-indices k
and i which are €* in w such that

a . k.
o (T é)(W O) = ASb' % |[(88_M/J{§SP)<W;07'-'707ub+17"'7us)]
k|<|a

N
—iui<wU;(w)>
Pc(w,0,....0,uprq,... us) H e MU= gy, 1 dug
j=b+1

= /Rs , Z Bw‘[Ql( yees Oty ug)Esp(Ws 0,0 0, up 1,y ug)]
lil<la|

N
H e*luj<W7Uj(W)>]dub+1 .. .dus-
j=b+1
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Let us consider Q;(w,0,...,0,up.1,...,us) as a polynomial in uy,...,u; which is constant in
ui,...,up, and which we will also denote by Q;. Let (vy,...,vs) denote the coordinates in the
Malcev basis (Vi (w),...,Vs(w)). We know that the change of coordinates between the s and the
v’s is bipolynomial with smooth coefficients in w. In this change of coordinates the polynomial
Q; is hence changed Into a new polynom1al R; in the variables vy,..., v, such that Q; = (R;)sp.
Hence Q;(w,-)&sp(w, ) becomes R;(w, )& (w,-) if we change from coordinates ujtov;and

aa

P TUIIE WP AT O]
< c<w>_|2u jv;,«Ri(w;-)E(w )) 0, by lemma 5

IA
AP
i
§:
o
=X

o

IN

C(w) Z 1E0) lliay.5,< >

lil<la|

where D; is the element of &2 % (W,R®) obtained by multiplication by R; and D; = Dy, D;.
Finally, we get :

Lemma 7. For any compact subset K contained in a fixed chart of W and for any multi-index
a, there exist C > 0,M € N and finite families of multi-indices A and of differential operators
Djc Z9(W,R%), je{l,...,d} such that

¢ . - s d -
| g (TwE)(wive,.ovs) [< CU+Y v Y 1€ 115, p,<

i=1 j=1
forall & e #.7(W,.7(R%)) and for all w € K.

Proof. By arguments similar to the ones in lemma 6 and remark 5. ]

Definition 10. A family T = (T,,), of linear operators from & & (W,7(N/P,x)) to
H S (W, (N/P',x)) is said to be smooth if, for every & € X S (W, #(N/P,x)) and &' €
H S W, (NJP', X)), the map w—<T,(EW)), &' (W) >12(n/p(w) 5,) IS Smooth. In this defi-
nition, we assume of course that we have chosen a smooth family of bases of n relative to p'(w)
and that we endow N /P'(w) with the corresponding Lebesgue measure.

We are now prepared for our final result.

Theorem 3. Let W be a submanifold of n* such that the dimension of polarizations associated
to elements of W' is fixed. We consider (p(w)) ey and (p'(w))wew two smooth families of pola-
rizations of the elements of W in n. Then, there exists a non-empty relative open subset %4 C W
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such that for every wy € % and for every relative open neighborhood %y of wy in % there exist
w(, € %) and a relative open neighborhood ¥y of w, in ¥y such that

T:=(T)w: XS (¥, S (N/Px)) — XS (¥, (NP x))

defines a continuous linear operator. Moreover, (Ty,),, is a smooth family of intertwining opera-
tors between (7,,) and (7),).

Proof. We know by [11], that T;,(&(w)) converges for every w and may be extended to all
E(w) € L2(N/P(w), %), that T,, intertwines 7, and 7, and that T, intertwines p,, and p/..
The smoothness of w —< T,,(§(W)), &' (W) >12(v/p/(w) ) 15 due to the fact that it is possible
interchange derivation and integration (see [5]).

In the proof of the continuity of 7 = (T,,),,, we will use the bounds established for

%Tw(é(w)) | in lemma 7.

By theorem 1, there exists a non-empty relatively open subset %7 of W such that for every wo € %
and for every relative neighborhood % of wy in % there exists w;, € ¥ and a relative neighbo-

rthood ¥ of w, in ¥ with the following properties : For every D = (D,),, € Z2(¥,R?), there
exists Uy = ¥ ¢|<cc¢(W w)Z% € U (n) where Z¢ is defined by Z¢ = Zlg1 L Z5if E=(&,...,6)
and Cc( w) are smooth such that dp/,(U,,) = D,, for all w € ¥{. If M is the integer obtained by
lemma 7, let us choose an integer M > M and denote by Dy; € 22 2 (¥, R®) the operator obtained
by multiplication by (14 Y}, vlz)M For any D' = (D)), € Z2(¥{,R®), we define D = (D,,),,
by D,, := Dy;D.,. We then obtain, for every & € H L (VS (RY)),

¢ ¢

| D DLWTE wi, - v) | = | D) TEY v, ovs)
= | dpl W) (FE) i)
= | TP UDE) wimt, )

= | 2D E) i)

S
c(1+Yy v Z | D1 & ||§j,DMj
i=1 j=1

IN

IN

s d
CO+ YD Y NENS w0
i=1 j=1

for some smooth families (U,),, in % (n) and Dy = (D ,,)w € P 2(¥,R*) such that dp,,(U,,) =
D ,,. Hence

QU

a

S DL M(TE) (v, ov) [<C

K
4 < oo
(Essmer = M I
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As 17 (9. (NJP',2)) forall & € 7 (4, % (N/P.x)).
The continuity of T for the topology of the generalized Schwartz spaces is deduced from the
inequality

d
T X< C Y. 1€ 113,000,

j=1
O

Proposition 8. There exist a smooth function |o.(w)| and a smooth normalization of the bases
and measures of (N/P(w)),, and (N /P'(w)),, such that R = (R,),s is a smooth family of unitary
intertwining operators between (m,,),, and (7,,),, where R,, = \a(l—w)\TW'

Proof. It is well known that for a fixed w, m,, acts algebraically irreducibly on the space of the
€*-vectors and there exists a unitary intertwining operator S,, between 7, and 7,. Since T,, is
also an intertwining operator between 7,, and 7/, S;;! o T;, intertwines Ty. By Schur’s Lemma,
Syt o Ty = a(w)Ly(y/p(w) y,) Where a(w) € C* and R, |a( T(wy Tw is a unitary operator. In
addition, the map w — |a(w)| is smooth. This is due to smoothness of the map

w—< ng( ) T g( )>L2 N/P/( )wa)

by theorem 3. In fact, let’s choose a smooth family & = (&(w)),, with &(w) € L>(N/P(w), x)
and || €(w) ||3= 1 for all w. Then

d(w) =< TuE W), T W) > 20v/pw) ) = |0(W)F < SwEW),Sw& (W) >12(v/p/(w) )
= Ja(w)]*|| E(w) ||} since S,, is a unitary operator
|ar(w)[?

and w — |at(w)| = y/d(w) is smooth. Hence R = (R,,) is a smooth family of unitary intertwi-
ning operators. ]

We may now make a similar construction by interchanging the roles of p(w) and p’(w). We get a
smooth family of intertwining operators

T':=(T))w: XS (V.S (NJP %)) — XS (V5. (N/P.))

by

T.E (w.g) = &' (w:gu) g (u)du

Note that the non-empty relatively open subset of " had perhaps to be restricted once more and is
now denoted by 7. By the same arguments as previously, there exist o’ (w) € C* and a unitary
intertwining operator ), such that (S},) "' o T;, = &' (W) Ly (n/p(w) 4,) and also R}, : = e ( T T,
defines a smooth family of unitary intertwining operators and the map w — |a’(w)| is smooth.
On the other hand, 7}, o T, intertwines 7,,. But such an operator must be a multiple ¢(w) of the

/P(W)/P(W)HP’(W)
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identity by Schur’s lemma where c¢(w) € C* and the map w — c¢(w) is smooth by the same
argument as previously. By [7] and [11], we know that c¢(w) > 0. Since

/ 1 / 1
R, oR,=——————T/oT,

o (w)lla(w)] ™ o O 2

AT

is unitary and since c¢(w) > 0, we obtain |a/(w)||ot(w)| = c(w) and R/, = R;,'. This implies that
R=(Ry)w: A SV, (N/P.x)) = HS(V, " (N/P', X))

is a linear homeomorphism.

Let us now define for all K compact subset of % and for every & (w) € L?>(N/P(w), %) such
that w — || (W) [|12(n/p(w) ) IS measurable, the following semi-norm

1E L= ([ 100 a0

where dpi(w) denotes the usual measure on the submanifold ¥ obtained locally from the Le-
besgue measure on the charts. Then we consider

LI L*(N/Px) = {&=(EW)uery | E(w) € LA(N/P(w), %) ¥w, such that
wi= | EW) 2w /p(w) ) 1s measurable and || & [[2 k< oo,
VK C ¥ compact }

Note that L2(#,L*(N/P, x)) is a Fréchet space and that

2

L5, L3 (N/P.2)) = K T (Vg S NJPX)

Proposition 9. The families of intertwining operators T = (T,),, and R = (Ry),, may
be extended continuously to families of intertwining operators from Lg(”//o’ ,L2(N /P, X)) to
L2(9,L2(N P, ).

Proof. For § € 2. (¥, (N/P,x)), we have

2 _ 2
1T B = [ 1T oy ) W)

_ 2 2
= [ 1) RAE ) [ ) )
< Cll¢ B

where 0 < C := sup,ecx|a(w)|?> < o. So the extension of T to the Fréchet space
LX(¥y,L*(N/Px)) is possible. For R = (R,,),, the argument is similar, except that |ot(w)|?
is replaced by 1. So 7 and R can be extend to operators from L2(7j,L*(N/P,x)) to
L2 (Y5, L*(N/P',x)). 0
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3.5 Kernel functions and intertwining operators.

3.5.1

As before, let (p(w)),ey and (p'(w)),ex be two smooth families of polarizations of the
elements of #. Let m, and 7, be the corresponding unitary irreducible representations and
R = (Ry,), and R = (R],),, be the smooth families of unitary intertwining operators obtained in
proposition 8, where w runs through a certain non-empty open subset of #. Let now f € . (N).
Then the operator 7,,(f) (resp. 7,(f)) is a kernel operator whose kernel function F (resp. F’) is
given by the formula

F(w,x,y) = /P o TP BN

(resp. F'(w,x,y) = ... with P'(w) instead of P(w) in the formula). It is easy to check that in this
case the kernel functions F and F' are related by the formula

F'(wx,y) = (Rw®Ry)F(w,x,y)
o7 ),
| oc(w) |2 S (w) /P(w)P (w) S P/ () [P (w) P ()

F(W7 xuvyv)%W(u)xw (v)dua’v

3.5.2

Conversely, one may ask the question whether, given an appropriate kernel function F, there

exists f € .(N) such that m,,(f) is a kernel operator and has F(w,-,-) as a kernel function. In
this case, R(F) := f is called a retract for F.
For fixed w, this question has been solved by R.Howe [7]. If w runs through ng,,, set of generic
linear forms in the sense of Ludwig-Zahir [22] and if the polarizations and bases are particulary
well chosen, a solution to this problem is given by the generalized Fourier inversion theorem,
found in [20]. In particular, the function F has to satisfy the following covariance condition

F(w,xp,yp') = 2w(p) 2w (P)F (W,x,y)  Vp,p' € P(w),¥x,y € N.
If moreover, the polarizations (p(w)),, are Vergne polarizations with respect to a fixed Jordan-
Holder basis, we need the following compatibility relation for kernel functions corresponding to
equivalent representations :

w' = Ad* (m)w for some m € N = F(w',x,y) = F(w,xm,ym),Vx,y € N.

This condition just translates the equivalence relation between the corresponding representations
into a relation between the kernel functions. Furthermore, these conditions are necessary (but not
sufficient) for the existence of a retract.

The compatibility condition may of course be transferred to any other smooth choice of polariza-
tions (p’(w))w, at least locally, when theorem 3 and proposition 8 apply. A corresponding family
of operator kernels F’(w,-,-) will have to satisfy

w' = Ad*(m)w forsomem € N = ((R,, @R ,,)F)(W,x,y) = ((R,, @R',)F’)(w,xm,ym)
Vx,y €N.



3.5 Kernel functions and intertwining operators. 69

3.5.3

The smoothness of the family of intertwining operators is necessary for the following rea-
son : the theorems for the existence of a retract, when w runs through an appropriate non-empty
relatively open set in our submanifold %, require the potential kernel functions to be generali-
zed Schwartz functions and smooth families of intertwining operators send such kernel functions
into functions of the same type. This allows, under appropriate conditions, to transfer results on
the existence of a retract for representations built by using a particular type of polarizations to a
more general or more suitable family of polarizations and representations, at least locally, where
we have the existence of the smooth family of intertwining operators. The next paragraph will
give a more precise example.

3.54

Let N = expn be a connected, simply connected, nilpotent Lie group, let # be a fixed Jordan-
Holder basis and let K be a compact Lie subgroup of Aut(N), acting smoothly on N. Of course,
this action induces a corresponding action of K on n, n*, N ,... Let us assume that for any I’ € n*,
p(1") denotes the Vergne polarization of I’ with respect to the basis Z. The action of K on N is

given by

b (x) = m(k! - x) Vx €N, Vk e K.

Hence the question : Does there exist a local retract theorem for 7rlk, where k runs through an
appropriate section of K /Ky, ? Here Ky, denotes the stabilizer of 7; and is equal to the set of all
k’s in K such that *7; is equivalent to 7;. Let us assume / to be generic in the sense of Ludwig-
Zahir. Let us notice that k- p(/) is a polarization for k -/ and let us define 7; = ind]i\_’ p() Xkl Itis

easy to see that “7r; and 7 are unitary equivalent through the intertwining operator U defined
by Ui (t) := E(k'-¢) for all & € Ay, So, instead of proving the existence of a local retract

for ¥m;, which turns out to be very complicated, it is sufficient to prove such an existence for the
representation ;. But even this is not straightforward. Let us therefore define 7., := indg( oty Xl

where P(k-1) = expp(k-1) and where p(k-1) is the Vergne polarization for k - I with respect to the
fixed basis 8. We do this for k € K := {k € K|k-[ € n},,}. As we are now dealing with generic
linear forms & - I and Vergne polarizations p(k-/), we may use the Fourier inversion theorem [20],
to prove the existence of a local retract for suitable kernel functions (having compact k— support
for k in a local section of K /Ky, generalized Schwartz conditions, covariance and compatibility
conditions). Finally, the smooth family of intertwining operators gives the retract result for the
representations (7 )z, and hence for the representations (¥7;), locally where theorem 3 and
proposition 8 hold. The details of the argument require a very careful definition of the potential
kernel functions and the proof of the fact that the smooth family of intertwining operators respects
these kernel functions.
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3.6 Example of the Heisenberg group.

In the case of the Heisenberg group H = exph where h =< X,Y,Z > with [X,Y] =Z, we
consider the submanifold of h* given by

W ={lg:=(1+€)Z" |e€]—1,1]}.

Then p(le) = RY +RZ and p’(l¢) = R(Y + €X) + RZ define two smooth families of polarizations
of the collection of I¢’s, for € €] — 1, 1[, and we denote by 7 := ina’g(lg))aE et 7, = indﬁ}’,(le)xlg
the corresponding induced representations of H where P(l¢) = expp(l¢) and P'(l¢) = expp’(I¢).
We will compute explicitly the families of intertwining operators (7¢)e and (Rg)e and we will
show how the singularities appear and behave.

3.6.1 First method.

We construct a basis of b relative to p(l¢) which respects p’(I¢ ) by the index method of section
3.2.1. Similarly, we construct a basis of h relative to p’(l¢) which respects p(l¢). To do this, we
write the basis {X,Y,Z} as follows

Y1 :X;YZZY;Y3 =Z.

Then, we obtain the following index sets I := [P(e) = {23} and I’ := I?'() = {1,3}, which are
fixed for € €] — 1,1[\{0} . Moreover, by proposition 3, we construct {¥; +1Y>,¥3} = {X +1Y,Z}
as a smooth Jordan-Holder basis of p’(l¢) and {Y>,Y3} = {Y,Z} as a smooth Jordan-Holder basis
of p(I¢). Finally, we obtain that {X + 1Y} is a smooth Malcev basis of § relative to p(/¢) and that
{Y'} is a smooth Malcev basis of b realtive to p’(le).

Let & € Z(R) be arbitrary and let us identify it with a function of . (# ,.#(R)) which is
constant in €. We then define the function § € 2.7 (# ', (H/P(l),x)) by

1 . 1 . -
E(e,exp(x(X + EY))expyYexpzZ) = e’(1+8)Z§ (&, exp(x(X + EY>)) = e’(H‘s)Zé (x),
thanks to the covariance relation. We then have

(T:8)(y) = (Te&)(esexpyy)
= / E(e;expyY -expx(X + %Y))xlg(expx(X +

~~

=1

Y))dx

o0 | =

- / (erexpx(X + éy))ei(ue)wdx
R

- / E(x)e 1MV dx
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-~

Formally, (7:&)(y) converges to &(y) when € tends to 0. But, this makes no sense for our
problem, as the norm of the vector X + %Y of the Malcev basis of h relative to p(l¢) tends to
infinity. Even, if we would replace this vector by V() := &(X + 1Y) = Y + €X, then V(¢)
would converge to Y € p(l), where Iy = [, for € — 0, i.e. the limit vector would no longer be
a Malcev basis of h relative to p(/). This illustrates the fact that the singularities are inherent to
this problem and method.

3.6.2 Second method.

In this particular example of the Heisenberg group, one may find another, "natural" Malcev
basis of b relative to p(l¢), respectively p’(l¢), i.e. {X}, which is a good choice for both families
of polarizations.

As we will see, the singularity at € = 0 will, in this approach, lead to a nice interpretation :
As a matter of fact, for € =0, [y = [ and p(l¢) = p'(l¢) = p(I) = RY + RZ. So, for € = 0, the
polarizations and representations coincide. The intertwining operator may be taken to be the
identity. We will show that, for an appropriate choice of the unitary intertwining operators R¢
(these are only defined up to a constant of module 1), the family (R )¢ will converge weakly and
strongly towards the identity operator. Unfortunately, this cannot be done smoothly, nor in the
generalized Schwartz topologies. Moreover, in the case of a general nilpotent Lie group, such an
approach is not possible. N

Again, we start with an arbitrary function § € .(R) and we define § € # .7 (#,.”(H/P, X))
by

E (e, expxX -expyY - expzZ) = 1 TEE (g, expxX) =: €1 TEE (x),

thanks to the covariance relation. As {Y +¢&X } is a Malcev basis of p’ () relative to p(lg) Np’(l¢),
we have

(Te&)(x) = (Te&)(e, expxX)
= /Ré(&eme-expy(Y+€X))ng(€XPy(Y+8X))dy

~~

=1
- /R5(8,eXP(x+y8)X)e_i5y2£(l+£)dy

+€.2

1 .
- E/i(e;exp(X+y)X)e’5l‘6y dy
R

21 14+€e.2

1 ~
€JR

By elementary computation and by the use of integration by parts, the integral

/ iy +i)yn
R V2
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(see[8]) implies that for Schwartz function S on R and every x € R,

. 2 (1T,
lim, 4o u/ x45)eTU ds = —— Y E(x).
i [ Ert) o
In order to use this result, let’s put u := 5 | | and sgn(€) —{ 1 ife<0

Hence

(1)) = ——2
sgn(€)/[|(1+€)
which implies that lime__o|(Te&)(x)| = +oo for all x. Let’s define
P sgn )V Iel(1+€) 1+sgn(e Te-
. V2n \/§

We then have the following pointwise convergence

lime__o(Re&)(x) =E(x),  VxeR,

Vi [ &t y)e e gy

if é € .7(R). Of course, the R;’s are intertwining operators. Moreover they are isometries and
hence unitary, by the arguments of proposition 8. To show the isometry property, we make the
following computations :

-z I [z _illie2
T80 = ¢ [Erye e
= lelilsgxz/é(u)e’év”zeilf”xdu
& RN——
=:m(€e,u)
I _114e 2 1+¢
= = 2 € E.—
=€ n(e,———x)
and
. | N 1+¢
2 2
ITEB = [ e ——x) P dx
1 e = 2
T ALCOIRT
2n 2
2
Finally,
_ Vet +¢)

IReEll2 = Nor 1Tl =11Ell. V& €7 (R)
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and ||R¢||op = 1. The operators Re may hence be extended to all of L*(R).

We have seen that Rgé — 5 pointwise, when € — 0. This implies that R; — 1 7 (R) Weakly
and strongly, where I () is the identity operator on .% (R), and hence also on L*(R) similarly.
As a matter of fact, for all 5, 1 € Z(R),

<R&, 7 >=Re(E57)(0) — Ex7(0) =< &, >, ife—0,

x|

by the pointwise convergence, where 1 (x) := 7 (—x). So, as the R¢’s are isometries,
IRe —&113 = [IEl13— < Re€.& > — < &,Re& > +[|E]5 — 0, ife—0

for all & € .7(R). We have weak and strong convergence of (R¢ )¢ towards I #(r) in Z(R), and
hence in L?(R) similarly, by density of .#(R) in L?>(R). Unfortunately the family (R;) e€]—1,1[>
where Ry = Iy (g), is not smooth at the origin, nor do we have convergence in the generalized
Schwartz topologies.
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Chapitre 4

La théorie du rétracte pour différentes
réalisations des représentations

Introduction

Soient N un groupe de Lie nilpotent connexe, simplement connexe et n 1’algebre de Lie
correspondant munie d’une base de Jordan-Holder 2. On considere aussi un sous-groupe de Lie
compact K du groupe des automorphismes de N.

On note cette action par :

KxN — N
(k,x) — k-x

Le but de ce chapitre consiste a fournir certains résultats sur la théorie du rétracte soumis a 1’ac-
tion de K (construction générale d’un rétracte pour la réalisation des représentations obtenues par
induction a partir de polarisations de Vergne dans le cas générique, application a la construction
d’un rétracte pour d’autres choix de polarisations ...). Ainsi, les résultats trouvés sur les rétractes
permettront de remplacer certains raisonnements sur les fonctions f € .%/(N) par des raisonne-
ments sur les noyaux des opérateurs soumis a 1’action de K. Ces techniques vont étre utiles et
importantes dans I’étude des idéaux K-premiers de 1’algebre de groupe et dans 1’étude de la den-
sité des fonctions de Schwartz dans les noyaux des K —orbites.

Notons 7; la représentation induite de N définie comme suit

ou [ est une forme linéaire de n*, p(/) la polarisation de Vergne en [ par rapport la base %,
P(I) = expp(l) et x; est le caractere défini par x;(x) = e~'<"8*> pour tout x € P(l).
Suite aux différentes actions de K sur N, le dual de N, n*, etc., on définit les représentations
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irréductibles de N comme suit

T, = indﬁp([)%k-l
knl(x) = ﬂl(k_l - X).

Nous avons montré que “7; et 7 sont unitairement équivalentes par I’opérateur d’entrelacement
Uy défini par Up& (1) := & (k™! -t) pour tout £ € Hi.r,» espace de Hilbert associé & k7, (voir cha-
pitre 1). Ainsi, au lieu de prouver I’existence d’un rétracte local pour *7;, ce qui s’avere étre
compliqué, il est suffisant de prouver une telle existence pour la représentation 7. Malheureu-
sement, ceci ne peut pas non plus étre fait directement. En fait, le seul outil a notre disposition
est un théoreme d’inversion de Fourier dans I’ensemble ny,, des formes linéaires génériques au
sens de Ludwig-Zahir [20], lorsque les polarisations utilisées sont les polarisations de Vergne. Ce
résultat sera utilisé pour montrer 1’existence d’un rétracte local pour les représentations 7.;, a sa-
voir lorsqu’on utilise des polarisations de Vergne. Pour des raisons techniques, on établit d’abord
le résultat du rétracte dans une section de Pukanszky avant de passer a la partie de la K—orbite
formée d’éléments génériques. Finalement ce résultat est réécrit de maniere a prendre comme
variable k € K, au lieu de k-1 € ng,,,. C’est ce dernier résultat qui peut étre transféré localement
aux représentations i, a savoir aux représentations induites a partir de polarisations de la forme
k-p(l), via la théorie des familles lisses d’opérateurs d’entrelacement. Ce transfert n’est a priori
assuré que sur un certain ouvert relatif dans une section de K/K;. Dans une premiére étape, on
passe alors a un certain ouvert relatif de K tout entier, avant de translater arbitrairement cet ouvert
dans K. Le recours a une partition de I’unité finalement nous donne un résultat de rétracte global
sur K pour les représentations 7.

Enfin la restriction de ce résultat a une section de K/K; permet le passage aux représentations de
la forme ;. C’est ce dernier résultat qui sera utilisé dans le chapitre 6. Ces différentes étapes
successives nécessitent quelques commentaires. Certains passages ne sont possibles que lorsque
la forme linéaire / de départ est alignée, c’est-a-dire, lorsque les stabilisateurs de /, K;, et de son
orbite co-adjointe, Ky, coincident. Ceci n’est pas une restriction, étant donné que chaque orbite
co-adjointe contient une forme linéaire alignée.

D’autre part, par soucis de rigueur nous avons donné, a chaque étape, la définition de 1’espace
des fonctions noyaux correspondant, ainsi que le détail de I’argumentation. Malheureusement,
ces définitions et argumentations sont en fait trés similaires, ce qui peut donner une certaine
impression de répétitions. Le lecteur avisé peut évidemment sauter ces parties assez évidentes.
Insistons cependant sur le fait que ces différentes étapes sont nécessaires dans une approche qui
se veut rigoureuse, la démonstration de I’existence du rétracte pour ¥7; ne se faisant pas directe-
ment.
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4.1 Stabilisateurs

On considere les stabilisateurs suivants :

K = {keKk-i=1)
K, = {keK['m=m}
= {keK|m, ~m}
= {keK|m~=m}

{ke€Kl|k-1€ Ad*(N)-1}
Les stabilisateurs K; et K, sont des sous-groupes fermés de K.

Remarque 4.1. En général, on a toujours une inclusion entre K et Ky, c’est-a-dire,
K; C Ky, Par contre I’autre inclusion n’est pas toujours vraie car :

kGKm &S keKetmy~m
& keK,IngeNtg k-1=Ad"(ny)l
& keK,Im N tqg Ad*(n Yk-1=1

Donc, si k € Ky, k stabilise I’orbite co-adjointe de |, mais ne stabilise pas nécessairement [ lui
méme.

Proposition 4.1. Pourk € K, on a

K, = k-K; k!
Knkl — k . Kﬂjl . kil

Preuve. Soit k € K. On a alors

K € Ky, Ty ™ T

Kk-1€ Ok-1)

IneNtq. Kk-1=Ad*(n)k-1
IneNtq k Wk-1=k 'Ad*(n)k-1
IneNtq k \Kk-1=Ad* (k' -n)l
kK Kk-1e o)

k™'Wk € Ky,

K € kKqgk™'.

S A R O

Avec un raisonnement analogue, on montre que Kj.; = k- K kL 0
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4.2 Formes alignées.

Proposition 4.2. Soit 0 (1) une orbite co-adjointe dans w*. Alors (1) contient un élément aligné
lo, qui vérifie K;, = Kﬂzo-

Preuve. Lipsman a montré 1’existence d’une telle forme linéaire alignée sur chaque orbite coad-

jointe. Pour plus de détails, voir [12]. [
Soit maintenant / € Ad*(N)ny,,. Il existe alors Iy € Ad*(N) -1 C Ad*(N)ng,, tel que [y est aligné.

Donc, il existe m € N tel que Iy = Ad*(m)[ avec [ € Ngen NAd™(N)L. Ainsi [y est générique par
rapport a la base de Jordan-Holder {Ad(m)Z;,...,Ad(m)Z,}. Appelons de nouveau cette base
{2y,...,2,}.

Dans la suite, on suppose toujours que [y est une forme linéaire alignée et générique au sens de
Ludwig-Zabhir par rapport a la base de Jordan-Holder {Z;,...,Z,}.

Proposition 4.3. Si [y aligné, Ki.;, = Kﬂkzo pour tout k € K. De plus, chaque orbite coadjointe
coupe K - ly au plus en un point.

Preuve. D’apres la proposition 4.1, on a, pour tout k € K,
Kity =k-Kiy -k~ =k-Kg k™' =Kz,
si [p est aligné. Supposons maintenant que

Ad*(l’m)‘l = kl-l()
Ad*(mz)-l = kz-l()

On a alors

kl-lo = Ad*(ml)l
= Ad*(mym; ko -l
= ko [ky'Ad* (mym;y ko] o

N

-~

€Ad*(N)
Il s’en suit alors

ky 'k -ly € Ad*(N)-lg = k' ki € Ky = K,
— ki €k K
= ki-lp=ky-lp

On en déduit alors que chaque orbite coadjointe coupe K - [y au plus en un point. L
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4.3 Action sur une section de Pukanszky.

Soit X une section des formes linéaires génériques obtenue par la méthode de Pukanszky [3].
Quite a translater cette section, on peut toujours supposer que [y € X.
Définissons maintenant

R = {keK|k-lp€Ad (N)nl,}.

On constate que K est un ouvert non vide puisque I’application de K dans n* définie par k — k-l

*

est continue, Ad*(N)n},,, est un ouvert non vide de n* et K est I'image réciproque de Ad*(N)n,,.

De plus, e € K étant que Iy est générique. Ainsi, il existe un voisinage ouvert V de e, contenu
dans K, tel que V -V C K et I’application différentiable

VxV — K
(k,K') — k-K
satisfait les conditions suivantes
—e-k=k-e=kpourtoutkeV.
— (k-K)-k =k-(K-Kk') pour tout k,k' .k € V telsque k-k' €V etk' -k €V.
Ainsi, K est un groupe de Lie local. (Voir [23]).

On définit une action de K sur Ad*(N)K - [N X de la maniére suivante :
Soit I; = Ad*(m)ky - ly € Ad*(N)K - lpN X. Par définition, si k, k; € V, alors kk; € K,

k * ll = (ll)k
est I'unique élément de n* vérifiant
{(kt = Ad*(N)(k-1;)NZ

= Ad*(N)(Ad"(k-m))(kky)-lp)NZ

= Ad*(N)(kky-lp)NE seulement si k, k; € V.
Il existe donc m’ = my, € N tel que

(1) = Ad™ (my) (kky ) - lo

L’élément my n’est en général pas unique. L'image (/;); est bien définie et unique, puisque

* * * Nk = 5 214 o zo-
Ad*(N )ngen C 1y, ouny . désigne 'ensemble des éléments génériques au sens de Pukanszky

[3] (pour la base fixée d’avance) et puisque toute orbite coadjointe dans “;uk coupe X en exacte-

ment un point. De plus, * est une action du groupe de Lie local K sur Ad*(N)K - , a savoir pour
tout k,k’ € V tels que k'kk; € K, on a

Ik
Ad* (my )kky - 1) pour un certain my € N

Kx(kxl)) =

*(
(
= Ad*(mp)K'Ad* (my)kk, - pour un certain my € N
= Ad* (mk/ )Ad* (k/ : mk) (k/kkl ) . l()

= (l)wx

k
k/

*
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En particulier, e * (11 ) = (I1) ek = (L)1 kxlo = (lo)x =: lox et

Ad*(N)(K - Ip))NE = {lo7k,k€I€}
{k*ly,k € K}
= Kxl.

Rappelons maintenant la paramétrisation des orbites coadjointes génériques au sens de Pu-
kanszky.
Il existe deux ensembles d’indices disjoints S et T tels que SUT = {1,...,n}, un ouvert de Za-
riski nj, , de n*, et des fonctions rationnelles O1(L,t),...,0n(l,t) ot (1,¢) = (I1,. .., Lny 11, . o s tg)
avec d = cardS$ vérifiant les propriétés suivantes : Si S = {j; <--- < jg}etl=Y" [;Z*,ona
alors

— Les fonctions Q;(/,) sont rationnelles en / non singuliéres sur n;uk x R?. Pour [ fixé dans
n;‘mk, ce sont des polyndmes en ¢.
Pour chaque [ = Y*_| [;Z} fixé, la fonction Q(1,t) = Y''_, Qi(1,1)Z; envoie R? difféomor-
phiquement sur 1’orbite N - [.
Pour [ fixé, la fonction Q;(1,¢) dépend uniquement des #; tels que j; < j.
Sij¢S, alors Qj(l,t) =1;+Rj(l1,...,lj_1,11,...,;) ot i est le plus grand indice tel que
Ji < jetRj estrationnel. De plus Q1 (/,1) = 1.
- jS(l,t) =t,Vi=1,....d.

— Posons £ = Y;c7 RZ et O(l) I'orbite coadjointe de I. Pour [ fixé, (1) NX est égal a
0(1,0).
Pour plus de détails, on se réfere a [3]. On peut évidemment aussi translater la section de maniere
a passer par le point ¢ = };_; ¢;Z; ou c est un point arbitraire fixé de n;‘mk. Alors I’intersection
de O(1) avec cette section est donnée par Q(/, [c]) ou [c] désigne I’ensemble des coordonnées de
¢ correspondant aux indices de S.

Proposition 4.4. L’action * est une action €.

Preuve. Etant donné que les orbites coadjointes sont paramétrisées comme précédemment, que
I’application k — k- [ est € et que les fonctions Q;(/,¢) sont polynomiales en ¢ pour / fixé, on
a alors que ’application k — [ = Q(k-1,0) (resp. Q(k-1,[c])) est lisse en k. O
Par définition, on a

{lox} = (Ad"(N)k-lp) NE.

Ainsi, il existe my := m(k) € N tel que lo x = Ad* (my )k - ly. En fait my, est unique modulo
N(k-ly) = expn(k-lp) oun(k-1ly) est le stabilisateur de & - [y défini par

n(k-lo) = {X en| <k-lo,[X,n] >=0} = k-n(lp).
En effet, si Ad* (my)k - lp = Ad*(m) )k - lp, on a Ad*((m},)~'my )k - lo = k - Iy et par suite

my. = mj), mod N(k-lp).
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Définition 4.1. On dit que (V,n) est une section lisse de K /Ky, (resp. K/Kj,) si V est un ouvert
de k/KlO (resp. K/Kj,)etn:V — K (resp. K) une application lisse telle que

pon =idgg |v (resp. idg kg, v)

oit p est la projection canonique de K (resp. K) dans K/ K, (resp. K/Kj,).

Remarque 4.2. Pour tout x €V, il existe un voisinage ouvert W de x et une applicationn : W —
N (W) qui est un difféomorphisme tel que 1 (W) soit une sous-variété de K. Pour les détails, voir
[27].

Dans la suite, on prend les sections (V,n) de K/ Ky, (resp. K/K},) telle que V soit un ouvert de
K/K;, (resp. K/Ky,) et : V. — 1 (V) soit un difféomorphisme avec 1(V) une sous-variété de K
(resp. de K) décrite entierement a l’aide d’une seule carte (en prenant une restriction éventuelle
de la section si nécessaire).

Proposition 4.5. Il existe une section lisse (V,n) de K /Ky, un ouvert relatif V dans (V) C K
et une application

o:V — N
k +— mygoum=mk)t q.lox=Ad" (my)k-ly

qui est une injection lisse.

Preuve. D’apres [27], il existe une section locale lisse (V,1) de K/K;, contenant e. De plus on
pourra se limiter a une seule carte de cette section, également notée V, qui au besoin pourra étre
identifiée avec I’ensemble des coordonnées correspondant.
D’apres la proposition 4.4, I’action * est lisse, c¢’est-a dire,

lox = Q(k-lo, c])
est lisse en k et d’autre part
107/{ = Ad* (mk)k . l(),

ou les coordonnées de Ad*(m)k - [y sont des polyndmes en m et a coefficients €’ en k. Ainsi, my
vérifie les équations en m données par

(Ad*(m)k-lo); = Qj(k-lo,[c]) sijeT,
(Ad*(m)k-1y); = cj, sijes.
Ceci se résume a un systeme d’équations implicites polynomiales en m et a coefficients €~ en
k, c’est-a-dire,
Qjtkm)=0 1<j<n (I)

ol Q; sont des polyndmes en m et a coefficients €™ en k.
Considérons maintenant la matrice jacobienne (par rapport aux coordonnées de m)

an ]
d(m)ili,j

J(k,m):[ ken(V),meN
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et choisissons (ko,my,) un point qui réalise le rang le plus grand possible pour J(k,m). Notons ce
rang par p. En particulier, il existe une sous-matrice J(ko, my, ) dans J(ko,my, ) de dimension p X p
telle que detJ(ko, ny,) 7 0. Ainsi, en appliquant le théoréme des fonctions implicites généralisées
[4], il existe V un ouvert relatif non vide dans 1(V) C K et une fonction lisse ¢ de V dans un
ouvert U d’un sous-espace affine de dimension p de ’espace des coordonnées de N telles qu’on
a I’équivalence suivante

V(k,m) e (VxT)  Qj(k,my) =0 Vj <= my = (k)

En fait, n — p coordonnées de my;, seront prises comme parametres et pourront étre fixées arbitrai-
rement (ce qui détermine le choix des my.) O

Proposition 4.6. Ad*(N)(K - lo) NX est localement fermé dans X.

Preuve. 11 suffit de montrer que
Ad*(N)K - Iy = (Ad*(N)K - 1o) N (Ad*(N)ng,,)

En effet,
(C) Ad*(N)K-lp CAd*(N)K-lycar K C K et Ad*(N)K-lo C Ad*(N)n},, car K -ly C Ad*(N)n},,

gen

(D) Soit I = Ad*(mp)k - Iy = Adf(m}c) -1y avec I} € ng,,. Alors k-lp = Ad*(m'm)) -1y €
Ad*(N)ng,, et par suite k € K.

D’autre part, on a Ad*(N)K - [y est fermé car N est nilpotent et K est compact (voir chapitre 1) et

Ad*(N)n,, est ouvert. Ainsi, on peut conclure que Ad*(N)K - [y est localement fermé. O

Proposition 4.7. Ad*(N)(K - lo) "X est une sous-variété de ¥ contenue dans Ad*(N)n’

gen*

Preuve. Tout d’abord, remarquons que le stabilisateur de [y par rapport a I’action * n’est autre
que Kj,. En effet,

kxly=1y <= Ad*(my)k-ly=1ly pour un certain m; € N
= k-lp=Ad*(m;')-lp€ O(l)
— ke K,r,0 = K, car [y est aligné.

De plus étant donné que Kj, un sous-groupe fermé de K, K/Kj, est muni d’une structure de
variété ¢ d’apres la proposition 1.2. Puisque K est un ouvert non vide dans K contenant K,
K /K, est aussi muni d’une structure de variété €. Soit maintenant I’application suivante

()] Z[?/KIO — Ad*(N)IZ-loﬂZ:k*l()
k — log=kx*lo
Il est clair que cette application est une bijection €~ et localement de rang constant. Ainsi

localement, les topologies de K/K;, et Ad*(N)K - Iy N X coincident.
D’autre part, d’apres la proposition 4.6, (Ad*(N)K -I) N X est localement fermé et par suite c’est



4.4 Résultat du rétracte sur Ad*(N)n},, NX. 85

gen

une sous-variété de ¥ contenue dans Ad*(N )n:,en en appliquant la version locale du théoreme

1.3. U

Soit maintenant 7, la représentation induite de N définie comme suit

— in AN
Tos = lndP(lo,k)XZo,k

ot P(lyx) = expp(lox) et p(lpx) est la polarisation de Vergne en Iy par rapport a la base de
Jordan-Holder %. Pour des raisons techniques, on va construire un rétracte local associé a la
représentation Tty afin d’en déduire un résultat du rétracte local associ€ a la représentation 7., .
Pour cela, on va résoudre le probleme du rétracte localement sur une carte d’une sous-variété

quelconque de Ad*(N )n;en N X en utilisant le théoreme d’inversion de Fourier généralisé [20].

4.4 Résultat du rétracte sur Ad*(N)n’, NX.

gen

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats sur 1’inversion de Fourier généralisée

[20], qui exige de travailler avec des polarisations de Vergne et de rester dans Ad* (N )“Z’en NnX.

4.4.1 Base coexponentielle de n par rapport a p(/).

Rappelons la construction d’une base coexponentielle (qui est en fait une base de Malcev,
voir reamarque 4.3) de n par rapport a p(l) ot p(l) désigne la polarisation de Vergne en [ pour
tout I € Ad*(N)ng,,. Pour tout j € {1,...,n}, on considere n; = vec{Zj,...,Z,} et lj = I|n,.

gen*
Ainsi, j est un indice de saut local pour / si

nj+nj(lj) 2 i —I—‘ﬂj(lj)

nj(l;) ={X en;| <L[X,nj]>=0}

Notons alors #Z = {iy,...,ig} ’ensemble des indices de saut locaux ordonné par valeurs crois-
santes. Cet ensemble est constant pour ng,,, et méme pour Ad”*(N)ng,,, comme on peut le dé-
montrer facilement. Dans ce cas, {Xi,..., Xy} :={Z;,...,Z;,} est une base coexponentielle de
n par rapport a p(1) et on peut identifier N/P(I) a2 R? via le difféomorphisme suivant

EN/P(Z)ZRd — N/P(l)
x=(x1,...,x5) — exp(x1X1)...exp(x4Xy) - P(I)

Pour les détails, voir [20].
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Remarque 4.3. La base coexponentielle {Xy,...,X;} de n par rapport a p(l), construite a partir
des indices de saut locaux de I, coincide avec la base de Malcev {Z;, j € J} de n par rapport a
p(l), construite a partir des ensembles d’indices définis comme suit

I={je{l,....n} [nj+p(l)=njp1+p()} et J={1,...,n}\IL.

11 suffit de remarquer que %, I’ensemble des indices de saut locaux, coincide avec J. Il est clair
que J C X puisque p(l) est une polarisation de Vergne et card] = card%.

4.4.2 Inversion de Fourier généralisée.

* Ensemble des fonctions noyaux . 44,,.

L’espace des fonctions noyaux .4, est défini comme I’ensemble de toutes les fonctions 6™

F:n"XxNxN—C

vérifiant les conditions suivantes :

Le support de F en [ est contenu dans Ad” (N)ng,,.
Le support de F en [, pour [ € X, est compact.
F vérifie la condition de covariance suivante

F(lx-p,y-q) = 21(p)21(9)F (I,x.y)
pour tout p,q € P(l) et € Ad*(N)ng,,.
F est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-a-dire, si on désigne par [ les coordon-

nées de [ dans Ad*(N)n’,, NX, on a pour tout A, B, C, D, E € N et pour tout compact Cy

gen

contenu dans Ad*(N)ng,, N Z,
[radiis = supy, su
ABCDE * PleCyx,yeR?SUPa|<A,|b|<B.|c|<C |a|<D,|B|<E
94 v a¢ , -

x4 F Xy, s Xg, Ve -y < oo 4.1

| x%y 7 9xb 9y (1,x1 4>V 5Yd) | 4.1
o F'(I,x1,....x0,51,-..,y4) = F(I,expx1X]...expxXg,expy1X1...expysXq) et
Xi,...,X; désigne la base de Malcev de n par rapport a p(/) construite comme dans

la section 4.4.1.
F vérifie la condition de compatibilité suivante :

F(Ad*(m)l7x;y) :F(l,x~m,y~m)

pour tout m € N.

* Remarque

L’ensemble des fonctions noyaux .4/ est indépendant du choix des bases de Malcev lisses de
n par rapport a p(l) utilisées pour exprimer la condition de Schwartz.
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gen

* Théoreme d’inversion de Fourier généralisé

Théoréme 4.1. Soit % une base de Jordan-Holder donnée. Pour toute fonction noyau F € Ngep,
il existe alors f € 7 (N) unique tel que m(f) a pour noyau F(l,-,-) pour tout | € Ad*(N)ny,, et
m(f) = 0sil ¢ Ad*(N)ng,,. Ici m désigne la représentation induite indg(l)xl de N avec P(l) =
expp(l) et p(l) est la polarisation de Vergne en l par rapport a la base donnée. Notons f = R(F)
le rétracte obtenu. Alors I’application linéaire F — R(F) de I’ensemble des fonctions noyaux
Ngen dans /' (N), est continue si on munit I’ensemble des fonctions noyaux de la topologie
définie par toutes les semi-normes de type (4.1) et si on se limite a des fonctions noyaux F dont

le support en | dans Ad* (N)ng,,, est contenu dans un fermé fixe de w* contenu dans Ad*(N)ng,,.

Preuve. Pour les détails, voir [20].

4.5 Résultat du rétracte global sur une sous-variété de
Ad*(N)n, NX.

gen

On commence tout d’abord par résoudre le probleme du rétracte localement sur une carte
d’une sous-variéte de Ad”* (N)”Zen N X, puis on va coller ensemble a ’aide d’une partition de
I’unité d’un compact fixe de la sous-variété pour avoir un résultat du rétracte global sur cette
sous-variété. Ce résultat du rétracte concerne les représentations induites a partir de polarisations

de Vergne, tout en se limitant a la section de Pukanszky X.

4.5.1 Paramétrisation d’une sous-variété de Ad*(N)ng,, NE.

Soit ¥ une sous-variété de dimension r de la section ¥ de dimension m = n — d contenue
dans Ad*(N)n},, NE. Pourl € 7, il existe une carte (U, @) qui paramétrise #" au voisinage de /

gen
telle qu’elle soit la restriction d’une carte (W, p) de [ dans X de la forme

ou W; est un voisinage ouvert de O dans R, d’adhérence compacte et tel que
p(!") = (o(1'),0,...,0) pour tout I’ € U C ¥ (ol le voisinage initial U a été réduit si né-
cessaire). Ceci résulte de la définition d’une sous-variété et signifie qu'on peut prolonger
un paramétrage d’un voisinage de [ dans ¥ en un paramétrage d’un voisinage de [ dans
Ad* (N)n;ﬁen N X. De plus, nous pouvons supposer que W est d’adhérence compacte, contenue

dans Ad*(N)n},,NX

gen
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4.5.2 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux locales.

Supposons que notre sous-variété ¥ est munie d’une famille de cartes qui peuvent étre consi-
dérées comme la restriction a 7 de cartes de X au sens précédent dans 4.5.1.
Soit (U, @) une telle carte. Supposons en plus que 1’adhérence U est un compact contenu dans

Ad*(N )ng‘,en N, de méme que W ou W est comme en 4.5.1. Les notations /;; désigneront les

coordonnées de / dans la carte (U, @) et ;T; désigneront les dérivées partielles par rapport a ces
coordonnées. Ainsi, I’espace des fonctions noyaux locales .4(y o) est défini comme I’ensemble
de toutes les fonctions ¢

F:7xNxN—C

qui vérifient les conditions suivantes :
— F est a support compact en / contenu dans U'.
— F vérifie la condition de covariance suivante

F(l,x-p,y-q) = x(p)x(q)F(l,x,y)

pour tout p,q € P(I) et pour tout / € U.

— F est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-a-dire, si on désigne par [y les coordon-
nées de [ par rapport a une carte (U, @) de ¥ on a , pour tout A, B, C, D, E € N et pour
tout compact Cy contenu dans U,

11Co o
IF' s coE = SUPIco(Co)ryeRISUP|a|<A,[b|<B,|c|<C,|a|<D,|B|<E

" 9" o
ap 9 9°
ol 9 oy

Flo(o ' @id®id)(ly,x1,-..Xa,¥1,--,ya) | < & 4.2)

ot F/(I,x1,...Xq,1,---,Ya) := F(l,expx1 X1 ...expxgXg,expy1 X . ..expyaXy)
D’apres la section 4.4.1, N/P(I) est identifié 2 R? via la base de Malcev {X1,...,X;}.

Proposition 4.8. L’ensemble des fonctions noyaux Ny ) est indépendant du choix des bases
de Malcev lisses de n par rapport a p(1).

Preuve. L’indépendance par rapport au choix des bases de Malcev lisses de n par rapport a p(l)
provient de I’indépendance par rapport au choix de ces bases de I’espace topologique défini par
les semi-normes (4.2). O

4.5.3 Théoreme du rétracte local sur une carte.

Théoreme 4.2. Soit V' une sous-variété de la section ¥, contenue dans (Ad*(N)ng,,) N X et
munie d’un atlas de cartes (U, @) comme en 4.5.1. Pour toute fonction noyau locale F dans
NMu,p) il existe f € S (N) tel que m(f) admet comme fonction noyau F(l,-,-) pour tout | € U
et m(f)=0sil € V\U. De plus, m(f) = 0sil ¢ Ad*(N)ng,,.

Notons f = R(F) le rétracte obtenu. La construction de ce rétracte peut étre faite de maniére
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gen

a ce que application linéaire F — R(F) de I’ensemble des fonctions noyaux locales </V(U7(p)
vers . (N) soit continue si on munit I’ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie par
toutes les semi-normes de type (4.2).

Preuve. La fonction F est définie sur 7" x N x N. Pour pouvoir appliquer le théoréme d’inversion
de Fourier généralisé (théoreme 4.1), il faut prolonger F', localement sur la section X, tel que son
support en /, qui est compact, soit contenu dans Ad*(N)n} Mg, M. Cecl est réalisé grace a la
paramétrisation de 4.5.1 tout en veillant & ce que W soit contenu dans (Ad*(N)n?,,) NZ. Soit
(W,p) cette paramétrisation.
— Prolongement local sur la section :
Remarquons d’abord qu’on a :

gen)

F(l;xuy) :F(p_l((P(l),07..,,O);x,y) Vie U, vx?)) eEN
Définissons F! sur (¢(U) x {(0,...,0)}) x N x N par :
FY((vi,...,v1,0,...,0):x,y) ;== F(p ' (v1,...,v0,...,0);x,y)

ou r est la dimension de la sous-variété ¥ . Soit m la dimension de la section X. Ainsi, on
prolonge F! en une fonction F! sur (¢(U) x [T7=7 Wj) x N x N par

I’l’l r
9]

Fl((ul,...,u,,sl,...,sm_,);x,y) = Fl((ul, 0, 0;(s;
=1

~.

ou 0; € €°(W;) avec 0;(0) = 1 est arbitraire, mais fixé une fois pour toutes.
Fmalement on obtient un prolongement F de F par

F(l'ix,y)=F'(p(I')ix,y) VI'€eWCE, VxyeN

La fonction F est bien un prolongement de F a W car

F(l:x,y) Fl(p(1);x,y)
= F'((9(1),0,...,0):x,y)
= F'((¢(1),0,...,0);x,y) -1
= F(p~ 1(<p() -+,0):x,y)
F(lL;x,y)

pourtout/ e U CW.
— Application du théoréme d’inversion de Fourier généralisé a la fonction F :

On remarque tout d’abord que dans les hypotheses du théoreme d’inversion de Fourier gé-

néralisé (théoreme 4.1), gl“ désignent les dérivées partielles par rapport aux coordonnées

habituelles de [ dans Ad*(N)n;

partielles par rapport aux nouvelles coordonnées de [ dans W. Donc afin d’appliquer le

Ng,, 2. Par contre dans notre cas, a l“ désignent les dérivées
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théoreme d’inversion de Fourier, il suffit de constater que le changement entre ces deux
systemes de coordonnées est un difféomorphisme et ne modifie donc pas I’ensemble des
fonctions noyaux.

En appliquant ce théoréme d’inversion, il existe f € .(N) tel que ’opérateur m;(f) ad-
met F(I,-,-) comme noyausil € W C X, m(f) =0sil € L\ W, ainsi que m(f) = 0 si
I ¢ Ad*(N)ng,,. Comme pour / € U on a F(l,-,-)=F(l,-,-), on obtient le résultat.

La continuité du rétracte est donnée par la continuité du rétracte dans le théoreme d’in-
version de Fourier et par le fait que nos opérations de prolongement des fonctions noyaux
sont également continues. [

4.5.4 Remarques.

— Le rétracte construit dans théoréme 4.2 n’est évidemment pas unique. Il dépend du pro-

longement choisi pour la fonction noyau. La continuité du théoreme 4.2 fait référence au
choix concret du rétracte opéré dans la démonstration du théoreme.

— Le fait d’exiger dans la définition de I’ensemble des fonctions noyaux locales que le sup-

gen X, implique qu’on reste €loigné

= n"\Ad"(N) frakny,,. Ceci est important pour I’application du théoreme d’inver-

port compact en [ soit contenu dans U C ¥ C Ad*(N)n

*
de rlsing

sion de Fourier.

4.5.5 Partition de I’unité.

Soit C un compact donné dans la sous-variété ¥ de X qui est munie d’un systéme de cartes.

On peut donc choisir pour tout I € ¥/, des ouverts relatifs U(l), V() et W(l) d’adhérence com-
pacte tels que

leU(l)cUl)cw(l)cw(l)ycv(i)ycr

et tel que V(1) soit contenu entierement dans une méme carte de la variété. Comme C C ¥ est
compact, il existe un nombre fini de I' € ¥ et de U(I') qui recouvrent C avec i € [ ou [ est fini.
On construit les fonctions @ (I')(-) = ¢;(-) € €°(¥') avec

0<@i() <1
o) lwany=1
supp @; C V(1)

On considere aussi la fonction @y € €*(7) telle que

0<@<1
Qo = 1 sur ¥\ Ui, W (1Y)
supp ¢o C ¥\ UierU (I')

On obtient alors Yycju(0y @7 > 0 sur ¥ et on peut dans ce cas définir les fonctions Ay comme

suit

Oy

hy =
Yine(1u{0}) Pm

vi' e 1TU{0}
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gen

On a bien } j¢(jug0}) b = 1. De plus, sur C, oo =0.
Donc on a que (4;)ic; est une partition de 1’unité sur C telle que pour i € I, supp h; C V(') est
contenu entierement dans une méme carte et

Zhi =1lsurC

iel
4.5.6 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux globales . /~.

Etant donné un compact fixe C dans une sous-variété ¥ de ¥ contenue dans Ad* (N Mgen N,

on définit I’espace des fonctions noyaux .4z comme I’ensemble de toutes les fonctions €

F:¥VxNxN—C

qui vérifient les conditions suivantes :
— Le support de F en [ est contenu dans C.
— F vérifie la condition de covariance suivante

F(l,x-p,y-q) = x(p)x(q)F(l,x,y)

pour tout p,q € P(I).
— F est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-a-dire, pour tout A, B, C, D, E € N et

pour tout compact C contenu dans CNU ot (U, @) est une carte quelconque de la sous-
variété 7, 887 désignera les dérivées partielles par rapport a cette carte ou [y représente
U

les coordonnées de ! dans la carte (U, ¢). On exige

e — .
1E A B cE = SUP e @) yeraSUPlal<AbI<Bc|<C.a|<D|BI<E

04 ab ¢
ey 200
dlf, dxb dy*
ot F/(I,x1,...,Xq,15---,ya) := F(l,expx1 Xy ...expxs Xy, expy1 X1 . ..expyaXy).
De méme, N/P(I) est identifié 2 R? via la base de Malcev {Xj,...,X,} et I’ensemble des fonc-
tions noyaux .4 est indépendant du choix des bases de Malcev lisses de n par rapport a p(/).

F/o(q)_l ®id®id)(lU7xla-~~7Xd,)’17~-~a)’d) ’< o0 4.3)

4.5.7 Théoréme du rétracte global.

Théoreme 4.3. Soit C un compact donné dans une sous-variété ¥ de la section ¥ contenue dans
Ad*(N)ng,, NX. Pour toute fonction noyau F dans N, il existe f € /' (N) tel que m(f) admet
comme fonction noyau F(1,-,-) pour tout | € C et m(f) =0 sil € ¥\C. De plus, m(f) = 0 si
[ ¢ Ad*(N)ng,,.

Ce rétracte est obtenu par un algorithme bien précis et sera noté f = R(F). Alors I’application
linéaire F — R(F) de I’ensemble A des fonctions noyaux a support en | contenu dans le
compact fixe C dans #(N), est continue si on munit I’ensemble des fonctions noyaux de la

topologie définie par toutes les semi-normes de type (4.3).
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Preuve. Considérons la partition de 1’unité construite en 4.5.5. On pose pour tout i € /,
Fi(l,x,y) == hi(1)F (I,x.y)

Les fonctions F; vérifient alors les hypotheses du théoreme 4.2. Pour tout i € /, il existe donc f; €
Z(N) tel que m;(f;) a pour noyau F;(l,-,-) pour tout / € V; =V (I') et m;(fi) =0sil € V\V(I').
En fait, vu la définition de F;, ceci prouve que 7;(f;) a pour noyau Fi([,-,-) pour tout / € 7. Or

F(l,x,y) =Y hi()F(L,x,y) = Y F(l,x,y)

i€l i€l

pour tout [ € Cet m(f;) =0sil € ¥\C.Donc f =Y, f; € .7 (N) est tel que m;(f) a pour noyau
F(l,-,-) pour tout [ € C et méme pour tout [ € 7.

Pour une partition de I'unité fixée, les applications F' —— F; sont continues. La continuité du
rétracte des F;, donnée dans le théoreme 4.2, permet alors de conclure a la continuité de F ——

R(F). 0

4.5.8 Remarque.

Le choix de la partition de 1’unité n’est pas canonique. Donc le rétracte n’est pas unique.

4.5.9 Application aux orbites de groupes compacts.

Avec les mémes hypotheses que ceux de la section 4.3, on a montré dans la proposition 4.7
que (Ad*(N)K -lp) N est une sous- variété de X contenue dans Ad*(N)n;,,. Ainsi, on a le résultat
suivant.

Théoréme 4.4. Soit C un compact fixe dans Ad*(N)K - Iy NX. Pour toute fonction noyau F dans
N, il existe f € S (N) tel que m(f) admet comme fonction noyau F(l,-,-) pour tout | € C
et m(f) =0sil € (Ad*(N)K - Ign2)\C. De plus, m(f) =0 si | ¢ Ad*(N)n’ Ngon- En particulier,
M1y (f) =0sike K\K

Notons f = R(F) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors I’application linéaire
F — R(F) de I’ensemble N des fonctions noyaux a support en | contenu dans le compact fixe
C dans . (N ), est continue si on munit I’ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie
par toutes les semi-normes de type (4.3).

Une fois que le rétracte de la représentation 7, est construit out {lpx} = (Ad*(N)k-lp) NE
pour tout k € K, on peut maintenant établir un rétracte pour la représentation T~ Ceci exige
tout d’abord le passage par une section locale de K /K, .

4.6 Résultat de rétracte sur K - /.

Dans cette section, on établit un résultat de rétracte sur la K—orbite de [y dans n*, pour des
représentations induites a partir de polarisations de Vergne.
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Rappelons que, pour [y € X générique et alignée, on a défini

R={keK |k-lp € Ad*(N)n%,,}

L action de K sur Mg, est donnée par 'action de départ k — k- [y qui est €’ pour tout k € K.
Le stabilisateur de [y par rapport cette action n’est d’autre que Kj,. Ainsi, I’application

(];1[2/[(;0 — k-lo
k — k-l

est une bijection € et de rang constant . Il s’en suit alors que les topologies de K/ K, et donc
K - Iy coincident localement. D’autre part, il est facile de montrer que

K- lo=K-1 ﬂAd*(N) Noen
et que K - Iy est localement fermé pulsque c’est une intersection entre un ouvert et un fermé. Par
suite K - [y est une sous-variété de n* contenue dans Ad*(N)n*,, C n* et ’application ¢ est un
difféomorphisme.

gen

4.6.1 Base de Malcev de n par rapport a p(k- ).

Soit nj, , I’ensemble des formes lin€aires génériques au sens de Pukanszky [3]. On sait que
Ad” (N )n;en - n;’uk

puisque nj , est Ad*(N)—invariant. De plus les indices de saut locaux sont fixes par 4.4.1.
Puisque nos polarisations sont des polarisations de Vergne, la base {Xj,...,X;} construite a
partir des indices de saut locaux, est une base de Malcev de n par rapport a p(l) pour tout
I € Ad*(N)n?,,, par 4.4.1. Ceci est donce en particulier le cas pour [ € Ad*(N)K - 1.

gen >

4.6.2 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux sur X - [

Soit (V,n) une section lisse de K/Kj, et un ouvert relatif V dans 1(V'). Pour tout compact
fixe Cy contenu dans V - [y, on définit I’espace des fonctions noyaux N v ¢, comme I’ensemble de
toutes les fonctions €

Folk-loXNXN—>C

qui vérifient les conditions suivantes :
— Le support de Fj en [ est contenu dans Cy.
— [y vérifie la condition de covariance suivante

Fo(l’,x-p,y q) = Xr (P)Xz’(Q)FO(l/aan)

pour tout p,q € P(I') et pour tout I’ € K - I.
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— Fp est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-a-dire, pour tout A, B,C,D,E € N, pour
tout compact Cy contenu dans Co N U’, o1 (U’, ¢') est une carte quelconque de V - I, a’?—,aa
U/

désignera les dérivées partielles par rapport a cette carte et lb, les coordonnées de I’ par
rapport a cette carte. Il faut alors que

1El s cpr = SUPY g/ (Co)yeRa P lal<A BI<B.|c|<C | <D BI<E
2% 9° o°¢
o, B / =1 o - . ! oo
| x%y alglwa—ycFoo((p Qid @ id) (I, X1, .., Xa,¥15---,Ya) |< 4.4)
ou
Fo(l' xi,. o xgy15--5yq) = Fo(l' exp(xi1X1)...exp(xaXq),exp(y1Xi)
...exp(yaXq))

L’ensemble des fonctions noyaux ,/1{77@0 est indépendant du choix des bases de Malcev lisses
de n par rapport a p(k- o).

Remarque 4.4. Par la proposition 4.3, toute orbite coadjointe coupe V - ly en un point au plus.
On n’a donc pas besoin de condition de compatibilité.

4.6.3 Théoréme du rétracte sur X - /.

Théoréme 4.5. Il existe une section lisse (V,n) de K /K, et un ouvert relatif non vide V dans
N (V) telle que pour tout compact donné Cy dans V -ly C K - Iy on a : Pour toute fonction noyau
Fy dans Ny ¢, il existe f € S (N) tel que .1 (f) admet comme fonction noyau Fo(k - l,-,-) si
k-lpe é() et ﬂk.lo(f) =0sik-lpe K- lo\é(). De plus, ﬂ'k.lo(f) =0sike K\k

1l existe alors un algorithme bien précis pour construire un tel rétracte tel que ’application
linéaire Fy — R(Fy) := f, de I’ensemble /K?,C}) des fonctions noyaux a support en k - ly contenu
dans le compact fixe Co dans ./ (N), soit continue si on munit I’ ensemble des fonctions noyaux
de la topologie définie par toutes les semi-normes de type (4.4).

Preuve. Soit (V,n) la section lisse de K/K;, obtenue par la proposition 4.5. Donc il existe un
ouvert relatif non vide V dans 1(V) et une application lisse

o:V — N

k — my

telle que [y = Ad*(my )k - lo o {lo 4} = (Ad*(N)k-Ip) NE pour tout k € V.
Prolongeons maintenant la fonction Fy a une fonction Fy définie sur Ad*(N)K - Iy x N x N comme
suit

Fi(Ad*(m)k - ly,x,y) := Fo(k-ly,x-m,y-m)
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pour tout m € N.
La fonction F; est bien définie. En effet, si Ad*(m)k - ly = Ad*(m')k - Iy, c’est-a-dire, si m =
m' mod N(k-1y), on a

F (Ad*(m)kl(),x,y) = Fo(k-lo,x-m,y-m)
Fo(k-lo, (xx-m) (m'"~"-m), (y-m") (m"~" - m))
Xi-to (M= 1m) X, (m’_lm)Fo(k Ao, x-m',y-m') car m''me N(k-lp) C P(k-1ly)

= F(Ad*(m)k-1y,x,y)

Ensuite, on considere F := Fi[ (s 4+(v)&.1y)nzxnxn 1 Testriction de Fy a (Ad” (N)K 1)) NZxN xN.
En particulier,

F(lo,k>x7)’) = F(Ad*(mk)kl()7x;y) = FO(k'lmx'ka'mk)

lorsque Io ;. parcourt (Ad*(N)K - Iy) N X. Ainsi, il suffit de montrer que F € .4z pour un certain
compact fixe C dans Ad*(N)K - Iy N X.
— La fonction F' est une fonction € puisque Fy est € par hypothese et d’apres la proposi-
tion 4.5, I’application k — my, est lisse.
— Condition de covariance :
Soit Ad* (my)k - Iy € Ad*(N)V -lyNX. Pour tout p,q € P(Ad*(my)k-1y), on a

F(Ad*(mp)k-lp,x-p,y-q) = F(Ad" (mp)k-lp,x-p,y-q)
= Fo(k-lo,xp-my,yq-my)
= Fo(k-lo,xmy - pr,ymy-q)
avecp| = m,:lpmk,ql = m;lqu € m,:l -P(Ad™ (my )k - Io)my,
= P(k-Io)
= Xty (P) Xty (q1)Fo (k- lo,x -y, y - my)
= Xad*(mp)ely(P) Xad (m)iclo (@) F (Ad™ (my )k - I, x, y)
Ainsi la condition de covariance est vérifiée.

— Par hypothese, le support de Fp en [y, est contenu dans un compact fixe Co de V - Iy. Or,
par construction,

F(Ad" (my)k-lo,x,y) = Fo(k-lo,x - my,y - my)

I1 s’en suit alors que le support de F' en [y ; est contenu dans le compact C:=Ad*(N)CynX
de Ad*(N)V -lyNX. La compacité est due a la continuité de 1’application

Vv — X
k — Ad*(mp)k-ly

et au difféomorphisme entre V et V - [.
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— Fonction de Schwartz généralisée : Etant donné que la base de Malcev {Xj,...,X;} de n
par rapport a p(k - lp) est également la base de Malcev de n par rapport p(lox), que Fy est
une fonction de Schwartz généralisée et que I’application k —— my, est lisse, k € V, on
montre alors que F est une fonction de Schwartz généralisée. En effet, on a

F'(loj, X1, Xg)15--,Ya) = Flox,expxiXi...expxqXq,expyi X ...expysXy)
= Fyk-lo,expxiXi...expxgXy-my,expy1X| ...expy Xy -my)

avec
expx1 Xy ...expxgXg-my, = expXi(k,x)X...expiy(k,x)X;- p(k,x)
expy1Xi...expy Xy -my = expFi(k,y)Xi...expSa(k,y)Xa-q(k,y)

oux=(xg,...,x7),y= 1,...,ya), p(k,x),q(k,y) € P(k-lp) et ’application x — X ;(k,x)
(resp. y — ¥(k,y)) est bi-polynomiale et a coefficients € en k et ou p(k,x) et g(k,y)
sont polynomiaux en x (resp. y) et sont lisses en k pour tout k € V puisque I’application
k — my est lisse sur V. Ainsi,

el<k107p(k7x)>e_l<k10Q(k7y)>

F(;(k lo, X (k,x)7 s >id<k>x)>)~71 (k7y>7 s 7)7d(k>y))
et il est alors facile de vérifier que F’ est une fonction de Schwartz généralisée.
Finalement F € 4 et d’aprés le théoreme 4.4, il existe f € .7(N) tel que m,,(f) admet
F(lp,-,) comme fonction noyau pour tout k € K et Ty, (f) =0silox & C =Ad*(N)CoNX
(compact). Donc, 7., (f) admet Fy(k - ly,-,-) comme fonction noyau si k- ly € Cy. De plus,
lox = Ad*(my)k - Iy ¢ C si et seulement si k- Iy ¢ Cp, étant donné que toute orbite coadjointe
coupe K - Iy en au plus un point. Donc 7., (f) =0sik-ly ¢ Co. Sik € K\ K, k-ly ¢ Ad*(N)n3,,
et i, (f) = 0 par le théoreme 4.4. O

F'(lo s X1+ s Xy Y153 Yd) =

A T’aide d’une condition de compatibilité, on peut prolonger ce résultat local du rétracte en
dehors de I’orbite K - [.

4.7 Résultat du rétracte sur K.

Dans cette section, nous considérons k € K comme variable, au lieu de k- Iy € n*, et nous don-
nons un résultat de rétracte pour les représentations induites a partir de polarisations de Vergne.

4.7.1 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux 4.

Etant donné un compact fixe C dans K tel que C = C- K;,, on définit I’espace des fonctions
noyaux ./#¢c comme 1’ensemble de toutes les fonctions €™

F:KxNxN—C

qui vérifient les conditions suivantes :
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— Le support de F en k est contenu dans C.
— F vérifie la condition de covariance suivante

F(k,x-p,y-q) = Xit,(P) Xk1, (@) F (k,x,y)

pour tout p,q € P(k-1p).
— F est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-a-dire, pour tout A,B,C,D,E € N, pour
tout compact C’ contenu dans CNU, ot (U, ) est une carte de K, 887 désignera les
U

dérivées partielles par rapport a cette carte et k;; les coordonnées de k par rapport a cette
carte. Il faut alors que

Cl

/ o
||F|A,B,C,D,E = SUPse(C)ix,yeRISUP|a| <A, |b|<B,|c|<C,|a|<D,|B|<E

9 3 o
ayp 9 0"
Y ke 9 9y

F'o(¢ ' ®@id®id)(kg,X1,- - Xa,Y15--,ya) |[< oo (4.5)

ot F'(k,x1,...,x4,V1,--,ya) .= F(k,exp(x1X1) ...exp(x4Xy),exp(y1X1) . ..exp(yaXy)).
— Condition de compatibilité :
Si k = k' mod K, on a

F(k,x,y) = F(K',x,y) pour tout x,y € N

L’ensemble des fonctions noyaux ./#¢ est indépendant du choix des bases de Malcev lisses de
n par rapport a p(k - lp).

4.7.2 Théoreme du rétracte sur K.

Théoréme 4.6. 11 existe (V,n) une section lisse de K/Kj, et Vun ouvert relatif non vide dans
N (V) tels que pour tout C un compact dans V - K, tel que C = C- Ky, on a : Pour toute fonction
noyau F dans ¢, il existe alors f € .7 (N) tel que m.,(f) admet comme fonction noyau F (k, -, -)
pour tout k € K et m,(f) = 0si k € K\ K. En particulier, T, (f) =0sik ¢ V

Notons f = R(F) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors ’application linéaire
F — R(F) de I’ensemble N¢ des fonctions noyaux a support en k contenu dans le compact fixe
C dans ./ (N), est continue si on munit I’ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie
par toutes les semi-normes de type (4.5).

Preuve. Notons d’abord que (V, 1) et V sont 2 nouveau obtenus comme dans la proposition 4.5.11
suffit de poser la fonction
F()(k 107x7y) = F(k7x7y)

pour tout x,y € Netk € K. Tl est facile de vérifier que Fp € A5 o ou V un ouvert relatif non vide

dans 1(V) avec (V,1n) est la section lisse de K/Kj, et ou C := C- Iy un compact fixe dans V - .
Ainsi, on peut appliquer le théoreme 4.5 et on obtient le résultat. L
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4.8 Résultat du rétracte local pour 7;; sur une section de
K/Ky,.

Dans cette section, nous établissons un résultat du rétracte pour des représentations induites
a partir d’une famille de polarisations k- p(ly) obtenues par translation a partir d’une polarisation
fixe. Dans un premier temps, nous nous limitons 2 une section de K / K;,. Les raisonnements sont
basés sur I’étude des familles lisses d’opérateurs d’entrelacement (chapitre 3), dont nous rappe-
lons le résultat pour le contexte considéré.
On considere la famille des polarisations lisses (k- p(lo))x en k- Iy. On définit alors les représen-
tations induites correspondantes (7 4 )i := (indllf Pllo) Xk-1y)k dans N. D’apres Kirillov, on sait que
les familles des représentations irréductibles (7 )k et (7r.g,)x sont équivalentes. Ainsi, d’apres
le résultat sur la famille lisse des opérateurs d’entrelacements (voir chapitre 3), on a alors :

Théoréme 4.7. Pour toute section (V,n) de K/K,,, il existe un ouvert relatif non vide % dans
N (V) -1y tel que pour tout ko -ly € % et pour tout ¥y un voisinage relatif de ko - ly dans %, il
existe k' -1y € ¥y et ¥ un voisinage relatif de k' - Iy et une fonction lisse strictement positive
k— a(k) 1= Oy (x.10) kep(ty) (K) tels que R = (Ri) ey définie par

R: SV, (NIP x) — H LV, (N/P,x)),
P = (P(k-ly))i et P' = (k- P(ly))y tel que pour tout § € A .S (¥, (N/P',x)) ona

1
RS (k-1 = /
k6 (k-1p)(g) o (k) JP(k-lo) /P (k-I)k-P(lo)
1

= (i) etk en(n)§ (k- 10) ()

E(k-1o)(gp) xk1,(p)dp

est une famille lisse d’opérateurs d’entrelacement unitaires entre (Ty.;, )i et (7 ) si k € V. De
plus, la famille (R,:l) = (R} est donnée par une formule analogue en remplacant p(k - ly) par
k-p(lo) et inversement. Ici la fonction O i) k-p(1,) (k) est déterminée de la maniere suivante :

ag(klo)kp(lo) (k) - || Tp(klo),kp(lo)é (k : lO) ||i2(N/kP(ZO)7XkIO)

pour & € A S (¥, (N/P',x)) de norme 1 arbitraire.

Pour les détails, voir chapitre 3.
II est donc logique de construire un rétracte pour la représentation 7 x a partir d’un résultat de
rétracte pour la représentation 7.;,. Ceci exige de travailler sur une section bien précise de K/ K,
et de restreindre le domaine de définition des fonctions noyaux le moins possible en utilisant le
résultat sur la famille lisse des opérateurs d’entrelacement. Ainsi, on construit un rétracte local
sur une section, associ€ a la représentation 7 .
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4.8.1 Base de Malcev lisse de n par rapport a k- p(lp).

On sait qu’il existe une base de Malcev lisse de n par rapport a k- p(ly). Cette base est
construite d’une fagon canonique a partir d’une base de Malcev de n par rapport a p(ly). En effet,
on considere {Xj,...,X;} une base de Malcev de n par rapport a p(lp). Il s’en suit alors que
{k-Xi,...,k-X;} est une base de Malcev lisse de n par rapport a k- p(lp). Dans ce cas, on peut
identifier N/k- P(ly) a R¥ via le difféomorphisme suivant

Enjiri) - R — N/k-P(ly)
x=(x1,...,%g) —— exp(xi(k-X1))...exp(xa(k-Xq))- (k- P(lo)).

4.8.2 Définition de ’ensemble des fonctions noyaux e/ﬁ, ére

Soit (V,7n) une section lisse de K/K;, et V un ouvert relatif non vide de (V) C K. Pour tout
compact fixe C(’) contenu dans V, on définit .45, a I’ensemble de toutes les fonctions noyaux ¢

Fo:VXNxN—C

qui vérifient les conditions suivantes :
— Le support de Fy en k est contenu dans C,.
— Fy vérifie la condition de covariance suivante :

Fo(k,x~p,y~q) %klo( )Xklo( )FO(k7x7y)
pour tout p, g € k- P(lp).
— Fg est une fonction de Schwartz généralisée, c “est-a-dire, pour tout A, B, C D E € N, pour
toute carte (U, @) de V et pour tout compact CO contenu dans C’ Ny, a k“ désignera les

dérivées partielles par rapport a cette carte et kyy désignera les coordonnees de k dans cette
carte. Il faut alors que Fq vérifie

HFOHABCDE = SUDL co(Cy)yeRdSUPa|<A [b|<B.|c|<C|a|<D | B|<E
04 9 9¢ R
’ ayﬂaka axba c /O((p 1®ld®ld)<kU7x17'"7xd7y17"'7yd>’<°° (46)

N

ou

Fo(k,xts. s xa, 15, va) = Fo(k,exp(xi (k-X1) ... exp(xa(k-Xa)),exp(y1 (k-X1)) ... exp(va(k-Xa)))
D’apres la section 4.8.1, N /k - P(ly) est identifié 2 R via la base de Malcev lisse {k-Xi,... k-
X4}
Proposition 4.9. L’ensemble des fonctions noyaux e/l%,q) est indépendant du choix des bases de
Malcev lisses de n par rapport a k- p(lp).

Preuve. L’indépendance par rapport au choix des bases de Malcev lisses provient de 1’indé-
pendance par rapport au choix des bases de I’espace topologique défini par les semi-normes

(4.6). 0
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4.8.3 Théoreme du rétracte local pour 7 ; sur une section de K/ Kj,-

Théoréme 4.8. 1 existe (V,n) une section lisse de K /K, et V' un ouvert relatif non vide dans
n (V) tel que pour tout compact fixe CO contenu dans V', on a : Pour toute fonctzon noyau Fy dans
‘/K/’,C(’)’ il existe fy € 7 (N) tel que T x(fo) admet comme fonction noyau Fy(k,-,-) si k € Cj et
ﬁf()7k(f()) =0si k~€ I?\C(’) : Klo-

Notons fy = R(Fy) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors I’application linéaire
Fo — R(Fy) de I’ensemble C/VV,’C}/) des fonctions noyaux a support en k contenu dans le compact

fixe C’(’) dans #(N), est continue si on munit I’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie
définie par toutes les semi-normes de type (4.6).

Preuve. Soient (V,7) et V comme dans les théoremes 4.5 et 4.6. Pour toute fonction noyau
Fye N V¢ on définit I’application

FT] (k l(),X,y) = FO(k7xay)

pour tout x,y € N avec (k-p(lo));cy est une famille lisse de polarisations en k - [y définies univo-
quement. Etant donné que V - [y est une sous-variété de n* (par choix de la section), on définit la
fonction Fyp comme suit :

F0<k'107xay) = (Rk'lo ®Fk~l())FT](k'ZO7x7y)
1

a?(k) /P<k-zo>/(P<k~zo>mk-P<zo>> /P<k-zo>/<P<k~zo>mk-P<zo>>

By (k- 1o,xp,yq) X1, (P) X1, (9)d pd g

pour tout k € V et ot Ry.j, (resp. Ry.gy) et ot(k) := Cpyk.) kp(ip) (k) sont définis comme dans le
théoreme 4.7. Ainsi d’apres le théoreme 4.7, il existe un ouvert relatif non vide V' dans V tel
que (Ry.j, ® Ry.jy)Fy (k- 1o, -, -) soit une fonction lisse et de Schwartz généralisée pour tout k € V'.
En fait, dans I’étude des familles lisses des opérateurs d’entrelacement unitaires (chapitre 3, les
bases de Malcev lisses de n par rapport a k-p(lp) et de n par rapport a p(k-Iy) sont obtenues par un
algorithme bien précis. Tandis que dans notre cas, ces bases sont construites d’une autre maniere.
Mais puisque le changement entre ces bases lisses est aussi lisse et ne modifie pas la définition
de I’ensemble des fonctions noyaux en général, le résultat des opérateurs d’entrelacement reste
vrai. Il s’en suit alors pour toute fonction noyau Fn € JK,,’C%, Fp est une fonction noyau (voir
1.1.3) vérifiant les propriétés suivantes :

— La fonction Fj est une fonction lisse puisque I’application k — a?(k) est lisse.
— supp Fy en k-l est contenu dans C|, - [y ot C) est un compact contenu dans V'

— La fonction Fy est une fonction de Schwartz généralisée.
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— Fy vérifie bien la condition de covariance : Pour tout p,q € P(k-1y), on a

1

Fo(k-lo,xp,yq) = (Xz—(k) Fn(k~lo,xpp',yqq')

/(k o)/ (P(k-lo)Nk-P(lp)) /P(k'lo)/(P(k‘lo)ﬂk'P(lo))

Xty (P Xy (4 dp'dq
1

o (k) /P<k~zo>/(P(k-zomk-P(zo)) /P<k~zo)/(P(k-zo)nk-Pao))
X, (P 0 2k, (a7 q)dp'dg’

= szo( VXkio (@) 57

Fn (k lOaxplayq/)

ol /

2 (k) JP (ko) /(P(k-lo)e-P(lo)) J P (ko) /(P (klo)We-P(Ig))
B (k-lo,xp’,yq") ey (P)) 2ty (¢ dp'dq’

= Xt (P) Xkt (@) Fo (k- Lo, x,y)

Par suite, en appliquant le théoréme 4.5, il existe donc une fonction fj € . (N) telle que 7., (fo)
admet Fy(k - lo,-,-) comme fonction noyau si k € C}y et 7., (fo) = 0 si k € K\C}, - Kj,. De plus,
M1, (fo) = 0si k € K\K. Par suite I’opérateur 7 ¢ (fo) admet Fy (k- I, ,-) comme fonction noyau
si k € C) et figx(fo) =0 si k € V/\C}, et finalement 7 x(fp) admet Fy(k,-,-) comme fonction
noyau si k € C’(’) et Fpx(fo) =0 si k € K\K. La continuité du rétracte résulte du fait que le
rétracte donné par le théoreme 4.5 est continu et que la famille des opérateurs d’entrelacement
est lisse. [

4.9 Résultat du rétracte sur un ouvert de K.

En introduisant une condition de compatibilité bien précise, on peut avoir un rétracte local
sur un ouvert de K, au lieu de travailler uniquement sur une section. C’est ce qui est fait dans
cette partie. Il s’agit toujours du rétracte pour les représentations induites a partir des translatés
k-p(lo) d’une polarisation fixe. Pour le moment, on reste limité & un certain ouvert de K.

4.9.1 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux sur un ouvert de X.

Soit U = U - Kj, un ouvert non vide dans K, saturé par rapport a Kj,. Pour tout compact fixe
Co = Cy - Kj, dans U, on définit ny ¢, comme I’ensemble de toutes les fonctions noyaux €

F:KxNxN—CC

vérifiant les conditions suivantes :
— Le support de F en k est contenu dans Cp.
— F vérifie la relation de covariance suivante

F<kax'p7y7’Q) :%/010( )Xklo( ) (kx)’)

pour tout p,q € k- P(lp).
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— F est une fonction de Schwartz généralisée, c¢’est-a-dire, pour tout A,B,C,D,E € N, pour
tout compact C;) contenu dans Cp N U, ou (U, ®) une carte de K, 8‘97 désignera les dérivées
U

partielles par rapport a cette carte ou k;; présente les coordonnées de k dans cette carte. 1l
faut alors que

=1Co o
IFascn e 7= SUPK €p(Ch) (1 mta) 5= (31 smrya) ERISUP 0] <A b B | <C.| | <D, |B|<E

¢ v 9 = . .|
|Xayﬁak?7ﬁ&ycFo((P 1®ld®ld)(k0,)€l,...,.Xd,yl,...,yd) ’<oo (47)

N

ou

F(k,X1,. .. Xa, 1, Ya)=F(k,exp(x1(k-Y1))...exp(xq(k-Yy)),exp(y1(k-Y1))...exp(ya(k-Y;))).

— F satisfait la condition de compatibilité suivante :
Si k = k' mod K, il existe un nombre positif a(k,k’) telle qu” on a

N 1
F(k7x7y) = 5N

FK xp,yg) e (0) e (@)dpda
o2 (k, k') /k'P(lo)/(k"P(lo)ﬂk'P(lo))/k'P(lo)/(k"P(lo)ﬂk'P(lo)) Woxpoya) e, (Pt (a)dpdd

pour tout x,y € N et pour tout k,k' € U tel que k = k' mod K. Ici, a(k,k') =
Qe (1) ' -p(1p) (K - lo) est déterminée comme dans le théoreme 4.7. En effet dans ce cas les
représentations 7 et 7y p sont €quivalentes. Cette équivalence se traduit par la relation
précédente entre les fonctions noyaux (G. Lion [11] et 1.1.3).

4.9.2 Théoreme du rétracte local sur un ouvert de K.

Théoreme 4.9. 1] existe un ouvert saturé non vide U = U - K, dans K tel que pour tout compact
fixe saturé Cy = Cy- K}, dans U, on a : Pour toute fonction noyau F dans ny.c, il existe f € ./ (N)
tel que 7y (f) admet comme fonction noyau F (k,-,-) pour tout k € Cy et iy 1 (f) = 0 si k € K\Cp.
Notons f = R(F) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors Iapplication linéaire
F+—— R(F) de I’ensemble des fonctions noyaux & support compact en k dans . (N), est continue
si on munit I’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie par toutes les semi-normes

de type (4.7).

Preuve. Prenons (V, 1) la section locale lisse de K /K;, obtenue par le théoreme 4.8 et soit U un
ouvert relatif non vide de 11(V'). On obtient alors U = U - K;, un ouvert saturé non vide de n(V).
D’apres la remarque 4.2, il existe V/ un ouvert dans K/K;, contenu dans V tel que U = n(V’)
puisque 7 est un difféomorphisme. Soit p : K — K /Kj, la projection canonique. On obtient
alors

U-K, =

[l
e “BI s}
<<
o
=
<t
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est un ouvert non vide de K ( voir la définition 4.1). Posons
Fy:=F |U xNxN

et puis appliquons le théoreme 4.8. On utilise la condition de compatibilité pour avoir le résultat
sur U - Kj,. 0

Une fois qu’on a le résultat du rétracte local pour 7 ; sur un ouvert de K, on peut tout d’abord
translater ce résultat local n’importe ol dans K puis coller ensemble pour avoir un résultat de
rétracte global pour 7, grice a une partition de 'unité de K. Ceci est un point crucial pour
pouvoir passer apres au rétracte associé 2 la représentation ¥ 7;,. Commengons donc par translater
le résultat du rétracte local sur K.

4.10 Translation sur K tout entier.

Les résultats de la section précédente peuvent étre translatés a un voisinage ouvert de n’im-
porte quel point de K. En effet étant donné W un ouvert saturé non vide de K pour lequel le
théoreme 4.9 est vrai, on considere 1’ouvert translaté W; = k; - W par k; € K quelconque mais
fixé.

4.10.1 Base de Malcev de n par rapport k& - p(lp).

Etant donnée {k-X,...,k-X,;} la base de Malcev lisse de n par rapport k- p(ly), construite
dans 4.8.1, on considere alors {k1k- Xy, ... ,k1k-X;} labase de Malcev de n par rapport k1 k- p(lo)
pour tout k; € K. Ainsi RY est identifié a N /kik- P(ly) via le difféomorphisme suivant

EN/k1k~P(lo):Rd — N/kik-P(lo)
x=(X1,...,xq) +—— exp(xi(kik-X1))...exp(xq(kik-Xg))- (kik-P(lp)).

4.10.2 Définition des fonctions noyaux 4%, w, ¢,

Soient ky € K et Wy := k; - W un ouvert non vide de K vérifiant W; = W; - Kj,. Pour tout
compact fixe saturé Cy := k; - Cy = C; - Kj, contenu dans Wi, on définit .47, w, ¢, I’ensemble des
fonctions noyaux €

Fil:KxNxN—C

qui vérifient les conditions suivantes :
— Le support de F en k est contenu dans C; C Wj.
— Fj vérifie la condition de covariance suivante :

Fy(k,x-p.y-q) = Xit,(P) Xty (@) F1 (K, x,y)

pour tout p,q € k- P(ly) avec k € Wj.
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— Fj vérifie 1a condition de compatibilité :
Si k = k modK,, il existe alors un nombre positif o (k,k ) tel qu’ on a

3 1
Fy(k,x, = 5N / /
1) 02 (k,K') JiP(io) /(K -Plo)k-P(10)) Jk-P(lo) /(K -P(lo)0k-P(1o))

£ (k ,xpayQ)%k’.lo (p)%k’.lo (q)dpdq

pour tout x,y € N et pour tout kk € W, tels que k = kK mod Kj,. Ici a(k,k') =
(1) K -p(lo) (k,k") est déterminée comme dans le théoréme 4.7.
— Fj est une fonction de Schwartz généralisée, ¢’est-a-dire, pour tout A, B,C,D,E € N, pour
tout compact C} contenu dans C; NV, ou (V, ) est une carte de K, W[&, désignera les
dérivées partielles par rapport a cette carte et ou ky présente les coordonnées de k dans
cette carte. Il faut alors que

= Cll
1l AlB.coE = SUPkyep(C))w=(x1, i) y=(1va) ERISUP | <A, b <B.|c|<C | <D, |BI<E

2% 9b 9¢ =
oyP Fro(o '@id®id)(ky,x1,...,Xa,¥1,---,Ya) |< o (4.8)

2 3k 938 e

N

ou

F (K, X15 e X0, V15 -+ -y Ya) = Fi(k,exp(x (k- X1)) ... exp(xq(k-X3)),exp(y1 (k- X1)) ... exp(ya(k-Xy))).

aveckeky-W.

4.10.3 Relation de compatibilité translatée.

On doit vérifier si en translatant par &y, la propriété de compatibilité est transformée en la
bonne propriété de compatibilité.

Lemme 4.1. L’expression o.(k,k") pour k = k' mod K;, est positive et invariante par translation
par ki, c’est-a-dire, a(kik,kik") = o(k,k') pour tout ky € K.

Preuve. D’apres le chapitre 3, la fonction a(k,k’) est déterminée de la maniére suivante :
Soit € € jﬁ%‘:k/ tel que [|€ ‘|L2(N/k/'P(lo)7Xk/.lo) = 1 arbitraire. Alors, si k =k’ mod Ky,
2 A _ 2
o (k, k') =< Ty p&, T pr& >L2(N/k~P(lo).,xk.10)_H Tiw§ HLQ(N/k-P(lo),xkAIO)
avec

g = | &)t (P)dp.

k-P(lo) /k-P(lo)Nk'-P(lp)
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Or pour tout x € N et pour tout & € L*>(N /kik' “P(l0), Xy i-p(1y)) tel que (S [l 2y kg r-p (i)
1,ona

’xklk/~10) -

Tiik gkt 6 (X) = E(x-p) X1, (P)dp

/klk'P(lo)/klk'P(lo)ﬂklk"P(lo)

. k . /. d :k .
/k-P(zo)/k.p(lo)mk/,P(lo)5(x (k1-q)) 2 lO(Q) q p g

Mt x)- 2 d
S e py & (G 0@z (0)dg

= T (E) (k" %)
— (T (EM)N (x)

Cette notation a un sens puisque ¥ € L2(N/k- P(ly), Xx.1,)- En effet, on a pour tout s € k- P(lp),

Ef(xes) = E((ki-x)(ki -5))
= Xkkto (k1 -5)E (k1 -x)
= Xty ($)EY ()
De plus

1S 22yttt ) = | gh ez v P 2, = 1

puisque la fonction modulaire correspondante est égale a 1, le groupe K étant compact.
Par suite

2
o (kik,kik') = || Tiw§ 20 /5152 00), )
k —1
= I Tew (G Wikt )
iy (12
= N T ) N2k P 2y
= o?(k,K)
car 1|2y jagr-pao)) = 165 2w w-p)) = 1- -

On définit maintenant la fonction F sur K 2 partir d’une fonction noyau Fj dans N W .Cy
comme suit

F(k,x,y) := F (kik,ky -x,kp -y)

avec suppF en k est contenu dans W. Ainsi, on a si k = k' mod K, alors kik = kik" mod Kj, et
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F(k,x,y) = Fi(kik,ki-x,ky-y)
1
o2 (kik, ki k') /klk‘Pao)/(klk'~P<lo>mk1k-P<lo>> /klk-P(lo>/(k1k’-P(lo>ﬂk1k-P<lo>>

EFy (kiK' (ky - x)p, (k1 - ¥)@) Xk i1 (P) Xy 1o (@) d pd g

1
o (kik,kik’) //qk-P(lo>/(k1k’-P(zomklkP(lo)) /klk-P(zo>/(klk’-P(lo)mklkP(lo))
Fy (ki ey (e k7t p) ki (v k@) ety (- ) 2y (K- @)dpdg

1
o2 (kik, kik') /klk'P(lo)/(klk"P(lo)ﬁklk'P(lo)) /lqk-P(lo>/(klk’-P(l())mklk-P(zo))
F x k7 py ki @) w7 p) s, (k- q)dpdg

1

o2 (k,k') /k.P(lo)/(k’~P(lO)ﬁk-P(lo)) /k'P(lo)/(k"P(lo)ﬂk'P(lo))
F(K . xp1,yar) X1, (P1) X1, (91)d Prd g (pr=ki'petqr=ki'q)

Finalement F vérifie la bonne relation de compatibilité.

4.10.4 Condition de covariance.

Comme dans la section précédente, on considere la fonction noyau F comme suit
F(k7x7y) = Fl(klkakl X,k y)
pour tout £ € 4, w,.c,- Ainsi on a, pour tout p,q € k- P(lp),

F(k,xp,yq) = Fi(kik,(ki-x)(ki-p),(ky-y)(ki-q)) avec ky - p,k1-q € kik-P(lp) et kik € ky - W
Xirelo (K1 - P) Xty (k1 - @) F1 (ki k, kg - x, ky - y)

= ity (P) Xkt (@) F (k,x,y)

Par suite F vérifie bien la relation de covariance.

4.10.5 Théoreme du rétracte translaté

Théoreme 4.10. Soit W tel que W = W - K, I’ouvert non vide de K tel que le théoréeme 4.9 soit
vrai et Cy tel que Cy = Cy - K, un compact quelconque saturé contenu dans W. Pour tout ky € K,
soient Wi = ki - W ouvert non vide de K et C; = ky - Cy le compact fixe dans Wy obtenus par
translation par ky. Pour toute fonction noyau Fy € N wy.cp» il existe alors fi € L (N) tel que
ook (f1) admet comme fonction noyau Fi (k,-,-) pour tout k € Cy et i x(f1) =0 si k € K\C}.

Notons f| = R(E}) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors I’application linéaire
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F| —— R(F}) de I’ensemble des fonctions noyaux a support en k contenu dans le compact fixe
C) dans ./ (N), est continue si on munit I’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie
par toutes les semi-normes de type (4.8).

Preuve. Considérons la fonction noyau

F(k,x,y) = Fi(kik, kix, k1y)

Il est clair que la fonction F est bien définie. De plus son support en k est contenu dans
Co = kl_lCl qui est compact. D’apres les sections 4.10.3 et 4.10.4, la fonction £ vérifie la bonne
condition de covariance et compatibilité. Il reste alors a montrer que cette fonction est une fonc-
tion de Schwartz généralisée. Ceci est facile a voir puisque F| est une fonction de Schwartz
généralisée. En fait, on a

Fl(k,xt,. o xg,91,--,ya) = F(k,expxi(k-X1)...expxy(k-Xg),expy1(k-X1)...expyq(k-Xy))
= Fi(kik,ky - [expx;(k-X1)...expxy(k-Xy)],
ki -[expyi(k-X1)...expya(k-X4)])
= Fi(kik,expxi(kik-X1)...expxy(kik-Xy),expy (kik-X1)...
expya(kik-Xq))
=: F{(kik,x1,...,X3,V1,-+-,Yd)-
Or, par hypothese, I:"l’ est une fonction de Schwartz généralisée. Il en est donc de méme pour F”.

Puisque F vérifie les hypothéses du théoreme 4.9, il existe alors f € .7 (N) tel que o (f)
admet comme fonction noyau F(k,-,-) pour tout k € Cy et Tox(f) = 0 si k € K\Cp. Soit

filx) = fkfl(x) = f(kf1 -x). Il s’en suit que 7o (f1) admet comme fonction noyau F (k,-,-)
pour tout k € Cy et i x(f1) = 0si k € K\Cy. En effet, on a

Filk, x,y) = F(k 'k ky'x, k'y)

Posons p’ = k; - p, on obtient

Fi(k, x, y) = /k o P10 0,0
. 0

la fonction noyau de I’opérateur 7 x(f1) pour tout k € Cy. De plus, si k € K\Cj, kflk € K\Cp.
Donc 7%, kl—lk<f) =0et

—1 .
/kllk.p(lo)f(x'p'y )Xkl—'k.lo(l’)dp =0 Vx,y
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Alors

/l<~P(lo)fl (x-p1-y Dy (p)dpr = /k~P(10)f((k1_1x) (ko) - (kYY) ey (P1)dp1

_ ~1 1.1 o
= /kl'kAP(lo)f((kl Xx)-p- (kl y ))%kfllolo(p)dp p=ki pi
=0

et T x(f1) = 0.

La continuité du rétracte est donnée par la continuité dans le théoreme 4.9 et par le fait que la
translation par k; est continue. [

Grace a la partition de 1’unité de K, nous construisons un rétracte global pour la représentation
o k-

4.11 Un rétracte global sur K.

A présent, nous sommes en mesure d’établir un résultat de rétracte global, sur K tout entier,
les représentations considérées étant toujours des représentations induites a partir des translatés
k-p(lp) d’une polarisation fixe.

4.11.1 Partition de I’unité.

Etant donné W 1’ouvert de K (et donc de K) obtenu dans le théoréme 4.9, soient U et V des
ouverts non vides d’adhérences compactes tels que

OcUcVcVcwck
Comme W est saturé par rapport a Kj,, on peut supposer que U et V le sont également. Comme
K est compact, il existe un nombre fini d’ouverts translatés U; := k; - U qui recouvrent K eti € [

ou / est fini.
On construit les fonctions @;(-) € €*(K) avec

0<¢(-)<1

(Pi(') |UiE 1

supp @; CViouV;:=k;-V

@; constant sur les classes modulo K,

pour tout i € 1.
On obtient alors } ;c; ¢; > 0 sur K et on peut dans ce cas définir les fonctions #; comme suit

O;

hi= ———.
Y el Om
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On a bien Y ;c; h; = 1. Donc on a (h;);c; est une partition de 1’unité de K telle que supp h; C V; si
ielet

Zhi =1surk.

icl

Notons de plus tous les U;, V; et W; :=k; - W sont saturés par rapport a K.

4.11.2 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux globales

On note par .4 I’ensemble de toutes les fonctions noyaux ¢ telle que
F:KxNxN—C

vérifient les conditions suivantes :
— F est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-a-dire, pour tout A, B,C,D,E € N, pour
tout compact C contenu dans V, ou (V, @) est une carte de K, 3‘97 désignera les dérivées
Vv

partielles par rapport a cette carte et ou ky présente les coordonnées de k dans cette carte.
Il faut alors que

=11C . .
HF HA,B,C,D7E T supkve(p(c);x:(xl,...7xd),y:(y17...,yd)€Rdsup\a\SA,|b|SB’\C\§C7|O‘|SD7|B|§E

9 9 J¢
ayp 0% 97 0
Y 5k 9 aye

Flo(@™ ' @id@id)(kv,x1,...;xa,)15--,va) [< oo (4.9)

N

ou

F'(kx1,.. o %a,15- -, ya) = F (kyexp(xy (k-X,)) ... .exp(xq(k-X4)), exp(yi (k-X1)) . .. exp(ya(k-Xq)))-

— F satisfait la condition de compatibilité suivante
Si k =k’ mod K, il existe a(k,k") un nombre positif tel qu” on a

all J
o2 (k, k") Jie-Plo) /(k'-P (o) k-P(lo)) Jk-P(lo) / (-P(Io) Ve-P(Ip))
F(klvxpayQ)%k'~l()(p)Xk"lo(CI)dp'dq

F(k,x,y) =

pour tout x,y € N. Le nombre ¢ (k,k’) est déterminé comme dans le théoreme 4.7.
— F satisfait la condition de covariance suivante :

F(k7x'p7y' Q> - Xk~lo (p)Xkl()(q)F(k7xay)

pour tout p,q € k- P(lp) etk € K.
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4.11.3 Théoreme du rétracte global pour 7 ;.

Théoréme 4.11. Pour toute fonction noyau F dans .V, il existe f € .7 (N) tel que Tox( f) admet
comme fonction noyau F (k,-,-) pour tout k € K.

Notons f = R(F ) le rétracte obtenu. Ce rétracte peut étre construit par un algorithme précis.
Dans ce cas, I'application linéaire F —— R(F) de I’ensemble des fonctions noyaux globales
dans .7 (N), est continue si on munit I’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie
par toutes les semi-normes de type (4.9).

Preuve. Considérons la partition de 1’unité construite en 4.11.1. On pose pour tout i € I,

Fi(k,x,y) := hi(k)F (k,x,y)

Les fonctions F; vérifient alors les hypothéses du théoréme 4.10. Pour tout i € 1, il existe donc
fi € Z(N) tel que x(f;) a pour noyau F(k,-,-) pour tout k € K. D’ailleurs 7 (f;) = 0 si
k ¢ W;. Or
F(k,x,y) Zh k)F (k,x,y) ZFi(k,x,y)
icl icl

pour tout k € K. Donc f = Y, f; € 7 (N) est tel que 7y (f) a pour noyau F(k,-,-) pour tout
k € K, I’ensemble d’indices I étant fini.

Pour une partition de I’unité fixée de K, les applications F' — F; sont continues. La continuité
du rétracte des F;, donnée dans le théoreme 4.10, permet alors de conclure a la continuité de
F+——R (F' ). O]

Remarque 4.5. Le choix de la partition de I’unité n’est pas canonique. Donc le rétracte n’est
pas unique.

4.11.4 Conséquence.

Afin de préparer le passage aux représentations knlo, donnons la restriction du résultat sur les
rétractes a une section locale arbitraire (S, {) de K/K,.

e Définition des fonctions noyaux sur une section de K /K.

Pour tout ky € K, il existe une section locale (S,{) de K/Kj, contenant ko telle que §(S)
soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe C{, contenu dans {(S), on définit f/VC(S),C(I)

I’ensemble de toutes les fonctions noyaux ¢ définies sur £ (S) x N x N et vérifiant les mémes
conditions que dans 4.8.2.

e Théoréme du rétracte pour 7 ; sur une section de K /K.

Théoréme 4.12. Pour tout ko € K, il existe une section locale (S,{) de K /K, contenant kg telle
que {(S) soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe C, contenu dans £ (S), on a : Pour
toute fonction noyau Fy € Ae(s) cp il existe f' € .7 (N) telle que 7 (f') admet Fy(k,-,-) comme
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fonction noyau sik € §(S) et iy (') =0sik ¢ S.

Notons f' = R(Fy) le rétracte obtenu. Ce rétracte peut étre construit par un algorithme précis.
Dans ce cas, 'application linéaire Fy — R(Fy) de I’ensemble des fonctions noyaux locales sur
une section de K /Kj, dans 7 (N), est continue si on munit I’ ensemble des fonctions noyaux de
la topologie définie par les semi-normes correspondantes.

Preuve. I1 suffit de considérer une section locale de K /K;,, de prolonger la fonction noyau a K
grace a la condition de compatibilité et d’appliquer le théoreme 4.11.

Rappelons maintenant que 7 est équivalente a la représentation k T, définie comme suit

“mo(x) = mk'-x)

pour tout x € N.
L’ opérateur d’entrelacement correspondant est défini de 1a maniere suivante

OZ/:%% — A,
§ — UE):=&(k 1)

Alors % = % (k) est une isométrie, si {Xj,...,X;} est une base de Malcev quelconque de n par
rapport a p(lp) et {k-Xj,...,k-X;} est la base correspondante de n par rapport a k- p(lp) et si ces
bases servent a fixer les mesures dans la définition de %ﬂzo’ resp. Q%”ﬁoﬁk (voir 1.4.3).

Suite a cette équivalence, on va construire un rétracte local pour knlo sur une section de K/Kj, a
partir d’un rétracte local pour la représentation 7 4.

4.12 Résultat du rétracte local pour “m,,.

Finalement, nous obtenons un résultat de rétracte local pour kmo, sur une section locale autour
de n’importe quel point de K /Kj,. C’est ce résultat qui sera utilisé au chapitre 6.
Tout d’abord, remarquons que

K~k
T, = T,

kTC[O ~ k/ﬂflo
T o1k == Ty

To=tk-1y = Ty

K~k € Ky

Kk e K, car Iy est aligné.
k = k' mod Kj,.

[ A
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4.12.1 Base de Malcev de n par rapport a p(ly).

On considere ici {Xj,...,X;} la base de Malcev de n par rapport a p(ly) construite comme
dans 4.4.1.

4.12.2 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux locales sur K /Kj,.

Pour tout ko € K, il existe (S, {) une section lisse de K/ K}, contenant k telle que { (S) soit une

sous-variété de K. Pour tout compact fixe C) contenu dans §(S), on définit ,/175’( 5.¢ I’ensemble
Lo

de toutes les fonctions noyaux ¢
Fo: C(S)xNxN —C

qui vérifient les conditions suivantes :
— Le support de F{ en k est contenu dans C’(’).
— F, vérifie la condition de covariance suivante :

F()(kax'pay'Q) = Xlo(p)XIO(Q)FO(er,y)

pour tout p,q € P(ly).

- If"o est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-a-dire, pour tout A,B,C,D,E € N, pour
toute carte (U, @) de £(S) et pour tout compact C, contenu dans C,NU, a‘% désignera les
dérivées partielles par rapport a cette carte et kyy désignera les coordonnées de k dans cette
carte. Il faut alors que If“o vérifie

=¥e .
1Follaeor = UL co(y)yertStPlal<A.b|<B c|<C |a|<D.|B|<E
9 b 9¢
xS =2 Flo(o ' @id®id)(ky,x1, ... Xa, V1, .- < oo 4.10
’ y 8k§’] axbayc 0 ((P KA )( U1, s Xd Y1, ayd)’ ( )

N

ou

Folk,xt, .. xq, 9155 va) i= Fo(k,exp(x1Xy) ... exp(xaXq),exp(y1 X1) . .. exp(vaXa))

Ici N/P(lp) est identifié 2 R? via la base de Malcev lisse {X1,...,X;} de n par rapport a p(lo)

construite dans la section 4.12.1.

L’ensemble des fonctions noyaux .4}/ ¢ est indépendant du choix des bases de Malcev lisses
(|

£(s)
de n par rapport a p(lp).
4.12.3 Théoréme du rétracte local pour *7;, sur K /K.

Théoréme 4.13. Pour tout ko € K, il existe (S,§) une section lisse de K /K, contenant k telle
que {(S) soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe C, contenu dans £ (S), on a : Pour
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toute fonction noyau Fy dans </I7C’ s) il existe fo € 7 (N) tel que *m,(fo) admet comme fonc-

cly
tion noyau Fo(k,-,-) pour tout k € {(S) et *m (f) =0sik ¢ S.
Notons fo = R(Ey) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors I’application linéaire

Fo — R(Fo) de I’ensemble JVC’ s)

pact fixe C’(’) dans % (N), est continue si on munit I’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie
définie par toutes les semi-normes de type (4.10).

e des fonctions noyaux a support en k contenu dans le com-
0

Preuve. Soit la fonction Fqy définie sur {(S) x N x N comme suit

ﬁO(k7xay) = UR® %ﬁO(k7x7y)

= Folkk ' x k1)

ou % = % (k) comme dans 4.11.4.
Ainsi, 3
— Fg estune fonction € telle que son support en k est contenu dans C'(’) puisque £y 1’est aussi
et application k — k! - x est lisse.
— Ky vérifie bien la condition de covariance. En effet, pour tout p,q € k- P(ly), on a

FO(kax'pvy'Q) = ﬁO(k7(k_lx)(k_lp)7Ek_ly)(k_1Q))
Xy (k_lp)%lo (kilq)FO(ka k71x7 kily)

= Xkto(P) Xty (@) Fo (k. x,y)

— K est bien une fonction de Schwartz généralisée.
Etant donné {Xj,...,X;} la base de Malcev de n par rapport a p(ly) construite dans la
section 4.12.1, on construit d’une maniére canonique {k-Xj,... k- X;} la base de Malcev
lisse de n par rapport a k- p(lp). Ainsi, on a

Fo(k,xt,...,xq) = Fo(k,exp(xi(k-X1))...exp(xa(k-Xg)),exp(vi(k-X1))...exp(ya(k-Xz)))
= Fo(kkexp(x (k-X1)) ...k exp(xa(k-Xy)),
kK lexp(yi(k-X1))...k~ exp(ya(k-X4)))
= ﬁo(k, exp(x1X1)...exp(xaXyq),exp(1X1)...exp(yaXy))

Y

= 6(kax17"‘7xd7y17"'7yd)

Il s’en suit alors que
e =/ C
1Follas.c.0.er = Folla’scppr <o
quels que soient A, B, C, D, E, F € N et pour tout compact Cy contenu dans C‘() N UPar suite
d’apres le théoreme 4.12, il existe f € /(N) tel que 7o« (f) admet Fy(k,-,-) comme fonction

noyau si k € §(S) et & x(f) =0sik ¢ S. On obtient ainsi “7;, ( f) admet ﬁo(k, -,+) comme fonction
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noyau si k € §(S) etm, (f) = 0sik ¢ S. En effet, on a

F0<k7 X, y) = FO(kv k'x7 ky)
= [ flheep- () e (p)dp
k-P(lp)

:/ A p)y ™o (k' p)dp
k‘P(l())

Posons p; =k~ - p € P(ly), on obtient alors, puisque ce changement de variables est unimodu-
laire,

Fo(k, x,y) = /P(l)fk(xpl Yy )2 (P1)dp
0

Or
/ @ pry D (p1)dps
P(ly)

n’est rien d’autre que le noyau de 1’opérateur 7, (f*) = *m, () agissant sur A, = Hig, > pour
0

7,
tout k € Cy. Si k ¢ C}, - K;,, alors 7y 4 (f) = 0 et il en est donc de méme de “7;, (f) étant donné que
oo,k et k T, sont équivalentes.

La continuité du rétracte résulte du fait que le rétracte donné par le théoreme 4.11 est continu. [



Chapitre 5

Théorie du rétracte sur les caracteres

Introduction

L’ objectif de cette partie est de construire un rétracte, sous 1’action d’'un compact K, sur la
strate des caracteres.
Soient N un groupe de Lie connexe, simplement connexe d’algebre de Lie n, [ une forme linéaire
sur n et soit K un sous-groupe de Lie compact des automorphismes de N. Définissons

¢ ={len"| <l [nn] >=0}.
Alors ¢ est la strate de n* qui correspond aux caracteres de N. Il s’agit d’un sous-espace vectoriel
de n*.

Soit {Y1,...,Y,} une base de Jordan-Holder de n qui passe par [n,n], c’est a dire,

n=<Y,....Y; >0<Y1,.... 1, >

o
€[n,n]
Dans ce cas,

¢ = {len"| <LY;>=0,d+1<i<n}
= RYI*@"'@RY;

Les représentations unitaires irréductibles de NV correspondant aux éléments de % sont les carac-
teres de N tout entier définis comme suit :

xi:N — C

X Xl(x> — e*l<l,logx>
ou / est une forme linéaire de %’. La représentation unitaire irréductible associée m; coincide alors
avec ); dans le sens suivant :

Iy, =C



116 Théorie du rétracte sur les caracteres

Pour tout § € 777, =C,

mWE = ul)-E  VxeN
O
UL

5.1 Fourier inverse sur la strate des caracteres

5.1.1 Définition de ’ensemble des fonctions noyaux

Pour tout compact C contenu dans %', on définit I’espace des fonctions noyaux .4 comme
I’ensemble de toutes les fonctions €™

F: ¥ —C

telles que leurs supports en / soient contenus dans C.

5.1.2 Théoréme d’inversion de Fourier sur les caracteres.

Théoreme 5.1. Soit C un compact contenu dans €. Pour toute fonction noyau F € N¢, il existe
f e S(N), c’est-a-dire foexp € ./ (n), tel que @(Z) =F(l)sile b et ]@(Z) =0 si
1 € €\C. Notons f = R(F) le rétracte obtenu par une méthode bien précise. Celle-ci peut étre
choisie telle que 'application F — R(F) de I’ensemble des fonctions noyaux ¢ dans % (N)
est continue si on munit N¢ de la topologie induite par les semi-normes de I’espace de Schwartz.

Preuve. Soit ¢ € /(RY;, | @& --- ®RY,) telle que ¢(0) = 1. Posons alors F := F ® ¢. Ainsi
Fe.7n*) =7Rn).

Il existe alors f € .7 (N) tel que foexp € . (n) et @ = F € .7 (n*). 1l suffit en effet de
prendre foexp =.% (F) ou .Z ! désigne la transformée de Fourier inverse.

Pour/ € ¢,onay; c N et

%i(foexp) = foexp(l) = F(l) = p(0)F (1) = F(I)

5.1.3 Remarques.

— Le rétracte construit n’est pas unique car il dépend du choix de la fonction ¢.
— La construction du rétracte se fait de maniere continue, pour ¢ fixé.



5.2 Action de K sur les caracteres. 117

5.2 Action de K sur les caracteres.
Proposition 5.1. € est stable par I’action de K.

Preuve. Soientk € Ketl € €. On a alors

<k-Lnn]> = <[, [k 'n, k'n]>
= <l [nn]>
=0
Ainsi k-1 € € et € est stable par ’action de K. ]

5.2.1 Stabilisateurs

Par définition, le stabilisateur K, d’une représentation 7; est
Ky = {keK|*m~m}
Dans notre cas, m; = ); et par suite le stabilisateur sera
Ky, = {keK|*xn=mu}

. 1 .
= {keK|e < X> — o7I<LX> hour tout X € n}

= {keK|xi=x}
— (keK|k-I=1}

D’autre part, le stabilisateur K; d’une forme linéaire / est donné par
K ={keKlk-1=1}

Ainsi, dans notre cas, on a Ky, = Kj.

5.2.2 Paramétrisation de K - [,

Soit [y € € fixé et K - [y la K—orbite de /y. C’est une sous-variété compacte dans %. Elle est
régulierement plongée dans . Soient [ € K - Iy et (U, @) une carte qui paramétrise 1’orbite K - [
au voisinage de /. Alors il existe une carte (V,p) de € au voisinage de [ telle que

d—r
V=p o) x ] -aial

i=1

our=dimK -y etV estaadhérence compacte.
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5.2.3 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux locales </17(U7q,)

Soit [y € € fixé. Supposons que la sous-variété K - [y est munie d’une famille de cartes qui
peuvent étre considérées comme la restriction a ¢ de cartes au sens de 5.2.2. Soit (U, @) une
telle carte. On définit I’ensemble des fonctions noyaux 4/17(U7(p) comme ’ensemble de toutes les
fonctions €

F:K-[y—C

telles que F' soit a support compact en / contenu dans U. Soit C un compact fixe dans U. On note
alors )
Mu,p).c :={F € Mu,p) | suppiF C C}.

Ici supp;F désigne le support en [ = k - [y de la fonction F.

5.2.4 Théoréme du rétracte local sur K - [;

Théoreme 5.2. Soit [y € € et K - Iy la K— orbite correspondante, qui est évidemment une sous-
variété compacte de w*. Soient (U, Q) une carte de K - Iy et C un compact fixe dans U. Pour toute
fonction noyau F € Ny o) ¢, il existe f € S (N) telle que @(l) = F(l) pour tout | € K - .
Notons f = R(F) le rétracte obtenu. La construction de ce rétracte peut étre faite de maniére a
ce que I'application linéaire F — R(F) de I’ensemble des fonctions noyaux locales Ny ) c
dans .7 (N) soit continue si on munit ‘/V(U,q)),C par la topologie induite par les semi-normes de
I’espace de Schwartz.

Preuve. Pour construire le rétracte f, on va prolonger F localement sur la carte (V,p) de € pour
tout F' € Ay ¢),c puis appliquer le théoreme 5.1.
— Prolongement local sur (V,p) :
Remarquons d’abord qu’on a :

F()=F(p~Y(e(0),0,...,0)) VieCccU
Définissons F! sur (¢(U) x {(0,...,0)}) par:
Fl((vi,...,v,,0,...,0)) :=F(p ' (v1,...,v,,0,...,0))

ol r est la dimension de la sous-variété K - Iy. Ensuite, on prolonge F! en une fonction F!
d—
sur (@(U) x 15211 —aj, a ) par

9]

Fl(ul,...,ur,sl,...,Sd_r) = Fl(ul,...,ur,O,...,O)Hej(sj)

ou 0; € €°(] —aj,a;]) avec 0;(0) = 1 est arbitraire, mais fixé une fois pour toutes.
Finalement, on obtient un prolongement F' de F par

9] ]

F()=F'p(l)) VieVetF(l)=0silcE\V
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La fonction F est bien un prolongement de F 4 V car

F(1) Fl(p(1))
= Fl(e(),0,...,0)
= Fl(9(]),0,...,0)-1
= F(p~'(0(1),0,...,0))
F(l)

pourtout/ € CCU CV.
— Application du théoreme 5.1 :

En appliquant le théoreme d’inversion de Fourier sur la strate des caracteres, il existe f €
Z(N) tel que ]@(Z) =F()silevcC¥ etf/O(;p(l) =0sileK-lp\C. Ainsi, pour
1 €U,onafF(l)=F(l) et on obtient le résultat.

La continuité du rétracte est donnée par la continuité du rétracte dans le théoreme 5.1 et par
le fait que nos opérations de prolongement des fonctions noyaux sont également continues,
le choix des 6; étant fixé une fois pour toutes. ]

5.2.5 Partition de ’unité

Etant donnée K - [y la sous-variété compacte de ¢ qui est munie d’un systéme de cartes, on
choisit alors pour tout I € K - Iy, des ouverts relatifs U (1), V(I) et W(I) de K - [y tels que

Leu(l)ycUl) cw(l)c W) c V() C K-l

et tel que V(/) soit contenu entierement dans une méme carte de la sous-variété K - [y. Puisque
K - Iy est compact, il existe alors un nombre fini de I' € K - [y et de U(I') qui recouvrent K -/ avec
i €1 oul est fini.

On construit les fonctions @(I')(-) = @;(-) € €°(K - ) avec
0<@(-) <1
¢() lva=1"
supp ¢ C W(I')
On obtient alors ) ;c; ¢; > 0 sur K - [ et on peut dans ce cas définir les fonctions /#; comme suit

%

= Viel
Y mer Om

i

Ainsi (h;);cs est une partition de 1’unité sur K - [ telle que pour i € I, supp h; C W(I) est contenu
entierement dans une méme carte et

ZhiE 1 sur K-l
iel
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5.2.6 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux globales ./

Soit Iy € € fixé. On définit I’ensemble des fonctions noyaux globales .#” comme I’ensemble
de toutes les fonctions ¢
F:K-lp—C

telles que pour tout A € N, pour tout compact C’ contenu dans U ou (U, @) est une carte de K - [,

on a
a

1 d _
| F IS = supiyeqiesuplajza | 55 F o @™ (Iy) < oo (5.1)
U

ol [y désigne les coordonnées de / € K - [ dans la carte (U, @).
On munit .4~ de la topologie définie par I’ensemble de toutes les semi-normes (5.1)

5.2.7 Théoréme du rétracte sur K - [,

Théoréme 5.3. Pour toute fonction noyau F € ., il existe f € /(N) telle que ]@(Z )=F(I)
sil € K -ly. Notons f = R(F) le rétracte obtenu de cette maniére. L’algorithme de construction
du rétracte R(F) peut étre choisi de maniére a ce que I'application F — R(F') de I’ensemble
des fonctions noyaux N dans ./ (N) soit continue.

Preuve. Considérons la partition de 1’unité construite en 5.2.5. On pose pour tout i € /,

Les fonctions F; vérifient alors les hypotheses du théoreme 5.2. Pour tout i € I, il existe donc
fi € .7 (N) tel que fioexp(l) = F(I) pour tout ] € K - Iy et fioexp(l) =0sil € K-Ilp\W(I'). Or

F(1) = Y h(F (1) = Y F(1)

icl icl

pour tout / € K -lp. Donc f =Y, fi € Z(N) est tel que ]@(l) = F(l) pour tout / € K - .
Pour une partition de I'unité fixée, les applications F' —— F; sont continues. La continuité¢ du

rétracte des F;, donnée dans le théoréeme 5.2, permet alors de conclure a la continuité de F ——
R(F). ]

5.3 Rétracte sur K.

Remarque 5.1. Dans la strate des caracteres, les différentes représentations unitaires irréduc-
tibles, soumises a l’action de K, coincident. En fait on a

= k
Xi-ly = Tok-ly = Mok = T,

ol Ty..p,, Mo i et kﬂ:lo sont les représentations définies dans le chapitre 4.
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Par définition, le stabilisateur K, d’une forme linéaire [y est
K, ={keK |k-lo=1}

Il existe alors un difféomorphisme entre K - [y et K/ Kj, (chapitre 4). Ainsi on peut définir les
fonctions noyaux sur K /K;,, ou méme sur (S, {) une section de K/Kj,, au lieu de K - .

Dans ce cas, on définit I’ensemble des fonction noyaux locales JI/(:’(S) c, comme suit : Pour tout

ko € K, il existe une section lisse (S, §) de K /K;, contenant ko telle que §(S) soit une sous-variété
de K décrite entierement a I’aide d’une seule carte (U, ¢p). Pour tout compact fixe Cy contenu
dans §(S), on définit les fonctions noyaux €™,

F:{(S)—C

telles que leurs supports en k soient contenus dans C et telles que pour tout A € N, on a

a

0 _
HFHAUO’CO "= SUPky, €y (Co)SUPal<A | W(FO‘PO 1)(ka) | < oo, (5.2)
Uo

Ici, ky, désigne les coordonnées de k dans la carte (Up, ¢p).
On obtient alors le résultat suivant.

Théoréme 5.4. Pour tout ko € K, il existe une section lisse (S,§) de K /K, contenant kg telle que
£ (S) soit une sous-variété de K décrite entiérement a I’aide d’une seule carte. Pour tout compact
fixe Cy contenu dans §(S), on a : Pour toute fonction noyau F dans '/VC/( $).Co’ il existe f € 7 (N)

tel que x.i(f) = f(k-1) = F(k) pour tout k € {(S).
Notons f = R(F) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors ’application linéaire
F — R(F) de I’ensemble ’/VC/ (5).Co des fonctions noyaux a support en k contenu dans le compact

fixe Co dans #(N), est continue si on munit I’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie
définie par toutes les semi-normes de type (5.2).

Preuve. Puisque un rétracte global sur K - [y existe d’apres le théoreme 5.3, il suffit de remarquer
qu’il existe un difféomorphisme entre K - [y et K/Kj,. Ainsi on pourra construire, d’une maniére
analogue que dans le chapitre 4, un rétracte local sur une section de K/K;,. Pour les détails, voir
le chapitre 4 ]
De méme, on définit I’ensemble des fonctions noyaux globales .4” sur K tout entier comme
I’ensemble de toutes les fonctions
F:K—C

qui sont lisses et telles que
— Si k = ki mod K, il faut que
F(k) = F (ki)
— Pour tout compact C contenu dans U’ ot (U’, @') est une carte de K, on a

a

v'C _
| F {4 "= supy,cq(c))SUPlaj<a | WFO (@) (k) |< oo (5.3)
U/

ol kg désigne les coordonnées de k € K par rapport a la carte (U’, ¢').
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Théoréme 5.5. Pour toute fonction noyau F dans N, il existe f € ./ (N) tel que xi.i(f) =
f(k-1) = F(k) pour tout k € K.

Notons f = R(F) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors I’application linéaire
F — R(F) de I’ensemble ¥ des fonctions noyaux globales dans . (N), est continue si on

munit I’ ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie par toutes les semi-normes de

type (5.3).

Preuve. La construction du rétracte se fait comme dans le théoreme 4.11 du chapitre 4. [



Chapitre 6

Idéaux K —invariants

Dans ce chapitre, on caractérise les idéaux K—invariants. On étudie deux catégories
d’idéaux : les idéaux K —invariants maximaux et les idéaux K — premiers.
La premiere partie du chapitre consiste a déterminer les idéaux K—invariants maximaux et la
deuxieme partie compare les idéaux K—premiers aux noyaux KerQ; des K—orbites Q;.

6.1 Lesidéaux K—invariants maximaux

Cette partie est une adaptation a I’action compacte, du cas des actions exponentielles [18].

Définition 6.1. Soit I un idéal de L' (N), resp. . (N). On dit que I est K—invariant si f € I et
k € K entraine f* € I ot f*(x) = f(k-x) pour tout x € N.

Définition 6.2. Pour tout | € n*, on note ; la K-orbite donnée par
Q ={k-1|keK}
Remarque 6.1. Les K—orbites €; sont compactes, donc fermés.

On sait que chaque m; € N est obtenue de la maniére suivante : Il existe [ € n* et p(7) une
polarisation de I tels que si y;(x) = e </ ¥> est un caractére défini sur P(I) = expp(l), m
est équivalente a la représentation induite indg( nXi- De plus, la représentation “7;, définie par

km(x) = m (k="' - x) pour tout x € N, est unitairement équivalente a la représentation induite
Ty = indﬁ (1) Xkl Ceci explique la définition suivante du noyau d’une orbite puisque

“m(f) =0 &(f) =0, feL'(N).

Définition 6.3. Soit 7w, € N une représentation unitaire irréductible de N. On définit alors le
noyau de [’orbite ; comme suit

KerQ, = {f e L"(N) | *m(f) =0 Vk € K}
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Proposition 6.1. Soit Q; une K-orbite. Alors Ker€Q); est un idéal K—invariant fermé propre de
L'(N).

Preuve. Evident.
Proposition 6.2. Soit T =7, € N tel que Ker€) C Kerm,. Alors p € €.

Preuve. Ceci découle du fait que pour les groupes de Lie nilpotents connexes simplement
connexes, Prim,L'(N) muni de la topologie de Jacobson et I’espace des orbites coadjointes sont
homéomorphes. De plus 1’orbite ; est fermée.

Théoréme 6.1. Les idéaux K—invariants fermés maximaux propres de L'(N) coincident avec
les noyaux Ker€); correspondant aux K—orbites.

Preuve. Soit J un idéal fermé propre K —invariant de L!(N) tel que KerQ; C J. D’apres la pro-
priété de Wiener [9], ¢’est-a-dire, tout idéal fermé propre est contenu dans le noyau d’une repré-
sentation unitaire irréductible, il existe T = 7, € N tel que Ker€2; C J C Kerm,. Par la proposition
6.2, p € L et ; = Q. D’autre part, puisque J est K—invariant,

KerQ; C J C Miex(Kermy)* = Miex (Ker* nt,) = KerQ, = KerQ

Il s’en suit alors J = Ker€); et KerQ); est maximal. Réciproquement, soit J un idéal K—invariant
maximal. Par le méme raisonnement que précédemment, il existe 7 = m; € N tel que

JC ﬂkeKKer(kﬂ:l) = KerQ),
c’est-a-dire tel que J = Ker€2; par maximalité. U

Théoréme 6.2. Tout idéal fermé propre K—invariant de L'(N) est contenu dans un idéal
K —invariant maximal de L' (N).

Preuve. Soit 7 un idéal fermé propre K —invariant. D’apres la propriété de Wiener, il existe m; € N
tel que I C Kerm et méme I C NyegKer(*m) = KerQ,. ]

Théoreéme 6.3. A condition de savoir que

rl(N)

KerQN.7(N) " = KerQ; VI € n*,

ona:

Les idéaux K—invariants fermés maximaux propres de .#(N) coincident avec les noyaux
KerQ;N .7 (N) correspondant aux K—orbites de n*. En particulier, ils sont obtenus par res-
triction a . (N) des idéaux K —invariants maximaux de L' (N).

Preuve. Soit J un idéal K—invariant maximal de .¥’(N), en particulier il est fermé propre dans

7l
S (N). Soit I = 74 ™) 1'idéal fermé K — invariant dans /L\l (N) correspondant. En appliquant la
propriété de Wiener [16] pour . (N), il existe & = 7, € N tel que J C Kerm, 1.7 (N). Ainsi,

~L'(N) L'(N)

=7 C Kermy,N.Z(N) " C Kerm,
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et [ est propre. Par le théoréeme 6.2, il existe Q; dans n* tel que I C KerQ;. Alors J C KerQ; N
Z(N) et méme

J=(KerQ,N.7(N))
par maximalité de J. Réciproquement, supposons qu’il existe un idéal J fermé propre
K—invariant de . (N) tel que (KerQ, N.’(N)) C J. Par le raisonnement de la premiére par-

tie, il existe ; tel que
KerQ,N.7(N) CJ C Ker@;N.Z(N).

Par suite, a condition de savoir que

71
KerQ;N.#(N)~ W)

= KerQ; VI en*,

on a

L'(N) L'(N)
KerQ, = KerQ,N.7(N) C KerQ;N.7(N) = KerQy,.

Par maximalité de KerQ,, (théoreme 6.2) dans L' (N), KerQ), = KerQ, et (KerQ,N.%(N)) =7
Ceci montre que (KerQ,N.7(N)) est maximal. O

Remarque 6.2. La condition

7l
KerQ;N.%(N)~ ®)

= KerQ),

sera démontrée ultérieurement pour les formes linéaires génériques et les formes linéaires dé-
finissant les caracteres, ainsi que, dans un exemple particulier, pour les K—orbites des autres
strates. Donc, si n* ne contient que des formes linéaires génériques ou des formes linéaires dé-
finissant les caracteres, le résultat du théoreme 6.3 caractérise tous les idéaux K—maximaux
fermés de .7 (N). Ceci est en particulier le cas pour le groupe de Heisenberg ou le groupe de Lie
nilpotent libre de pas 2 a 3 générateurs (chapitre 2). Méme pour le groupe de Lie nilpotent libre
de pas 2 et a 4 générateurs, le résultat reste vrai (chapitre 7).

6.2 Densité des fonctions de Schwartz dans ’orbite.

La caractérisation des idéaux K —premiers se fait d’abord pour 1’algébre de Schwartz .7 (N)
puis pour 1’algebre L! (N). Le passage a L' (N) se fait grice 4 une relation entre KerQ; N.%(N)
et Ker€;. Pour étudier la relation entre KerQ; N .7 (N) et Ker;, on se base sur la théorie du
rétracte sur les K—orbites développée dans les chapitres 4 et 5. Dans ce chapitre, nous reprenons
les mémes notations que celles du chapitre 4. Nous rappelons donc le résultat du rétracte local
pour la représentation ¥ T, qui va nous servir a déterminer la relation cherchée. Ici, [y désigne
une forme linéaire générique au sens de Ludwig-Zabhir.

Théoréme 6.4. Si Iy est en plus alignée, pour tout ko € K, il existe (S,{) une section lisse de
K /K, contenant k telle que {(S) soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe C|, contenu

dans {(S), on a : Pour toute fonction noyau Fy dans </17€’ (5).C” I’ensemble des fonctions noyaux a
0
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support en k contenu dans le compact fixe C’(’) , il existe fy € ./ (N) tel que k7r10 (fo) admet comme
fonction noyau ﬁo(k, ,+) pour tout k € {(S) et *m, (fo) =0 sik & S.

Notons fo = R(ﬁo) ce rétracte. Celui-ci peut étre obtenu par un algorithme bien précis tel que
Iapplication linéaire Fy —> R (ﬁo) de N/ e dans .7 (N), est continue si on munit [’ensemble

£(s),

des fonctions noyaux de la topologie d’espace de Schwartz généralisé définie par des semi-
normes appropriées comme dans le chapitre 4.

6.2.1 Partition de 'unité de K /K.

Pour tout k € K, étant donnée (S, {) une section lisse de K /K;, contenant k, il existe alors des
voisinages U, W et V de k dans K/K, tels que

keUcUCWcCWcCVCVCSCK/K,.

On suppose de plus que S soit completement contenu dans une méme carte de I’atlas de K /K, et
S un ouvert dans cette carte. Ainsi W peut €tre identifié a un ouvert, d’adhérence compacte, d’un
espace R”, pour un certain p € N.

Comme K/K;, est compact, il existe des familles finies d’ouverts (U;)ier, (W;)ier, (Vi)icr et une
famille finie de sections (S;, {;)icr tels que les U;, i € I, recouvrent K /Kj, ou [ est fini. On construit
alors y;(-) € €°(K/K;,) avec

0<y(-) <1
l//,() |UiEl
supp y; C W,

pour touti € [.
Définissons les fonctions s; comme suit

Yi

hi=—T
l Zme[ Yin

On a alors

Zhi =1sur K/Klo
i€l

et (h;)ier est une partition de I'unité de K/ K, telle que supp h; C W; C W..
Chaque h; peut donc étre identifiée a une fonction > a support compact dans un R”, étant donné
que supp h; est entierement contenu dans une carte de I’atlas de K /K, .

Remarque 6.3. §;(W;) est un compact contenu dans §;(S;), donc dans §;(S;) - Kj, = p~1(S;) oi
p: K — K /K, est la projection canonique. De méme, & (W ;) - Kj, C p~1(S)).
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6.2.2 Relation entre f et f;

Soit maintenant f € .%(N) arbitraire. Avec les choix précédents, soit Fy(k,-,-) le noyau de
I’opérateur 7, (f) pour tout k € K, Fy(k, -,-) le noyau de I’opérateur 7, () pour tout k € &(S)
et (h;)ier est une partition de I’unité de K/Kj, construite comme en 6.2.1.

Posons

Foi(k,-,-) = hi(k)EFy(k,-,-) VkeKet
Foi = Foiles)xnxn

ou ((;',, i)ic1 est la famille finie de sections lisses de K /K;, associée a la partition de 1’unité.

Alors Fo, € ,/V(:( 5;).c Avec C; := §;(W;) un compact fixe contenu dans ;(S;). Ainsi, en appliquant

le théoreme 6.4, il existe f; € . (N) tel que “m, (f;) possede F07,~(k, -,+) comme noyau d’opérateur
pour tout k € §;(S;) et*m (f;) =0sik & S..

Lemme 6.1. Supposons que pour tout fi, f» € .#(N), ona

1, (f1) =Fmy (f2).

Alors, pour tout ko € Ky,

o, (f1) = 0m, (1)

Preuve. Puisque “7;, (1) = “m,(£2), on a fi — f» € Ker km;,. Mais

k kk
Ty = Tejy = Ty 1y = 071'10

Donc

Ker kﬂflo = Ker ko T,
et par suite f| — f» € Ker %o T, 0
Proposition 6.3.

“my(f;) = hi(k) (“miy () VkekK

Preuve. Tout d’abord, on remarque que pour tout k € {;(S;) et pour tout & € .7 (N/P(ly), xi,)-
ona

CrOE) = [ RoilkxnEo)y

— h() / » (lf 0k, %, )& (v)dy

= hi(k)(“miy ()&) (%)
= ((“my) (hi(k) )&) ()
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pour tout x € N. D’apres le lemme 6.1 on a, pour tout kg € Kj,

o (f) =" my (k) f) = omy (fi) = om, (hi(k) f)
— kkoﬂlo (fi) = kko?% (hi((kko) ) f)

Ainsi, on obtient
“my (fi) = hik)(“my () k€ Gi(Si) - Koy
Si k ¢ S;, c’est-a-dire, k ¢ §;(S;) - Ky, on a *m (f;) = 0 et hi(k) = 0. Donc les deux membres
coincident. Ainsi
“mo(f)) = hilk) Fmy(f))  VkeK

O
Notons
f=Yf € 7 (N)
icl
Proposition 6.4.
f = f mod KerQ;,N.%(N)
Preuve :
Pour f =Y, fi,ona
kﬂ'-lo (f) = anl() (fl)
i€l
= Zhi(k) 1, (f) d’apres la proposition 6.3
il
=1
= *m,(f) Vkek
Ainsi,
f = f mod KerQ,,n.%(N)
O

6.2.3 Relation entre KerQ, et KerQ; N.7(N)

Pour déterminer une relation entre KerQ, et KerQ; N.7(N), on se base sur les travaux de J.
Ludwig et C. Molitor-Braun [18] pour une action exponentielle.
Soit f € L' (N). Notons par Fy(k, -, -) la fonction noyau de *m;, () pour tout k € K et
Fo:= Fo ¢ (syxnxn
ol (8, {) est une section lisse de K/Kj,.

Considérons aussi une fonction yy € € (K) telle que

Yo >0, yole)>0et /WO(k)dkzl.
K
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Pour tout f € L!(N), on définit
7= [ wolk)ax
K

avec f¥ (x) := f(k - x) pour tout x € N . On vérifie que

n

() = [ ¥ (v &k
pour tout k € K et la fonction noyau de I’opérateur kﬂlo (f ti) est donnée par

bk = [ R )yl ak'
En effet, par définition, on a pour tout & € (N /P(ly), x1,)

kﬂ%(f)é(x) = /N/P(IO)FO(k’x’y)é(y)dy

Par suite
(m(O® = [ m(DE0vE kK’
= [ R ek vk
K JN/P(o)
B /N/Puo)(/1<F°(k”’x’y>"’0(kﬂk1>dk")€(y)dy
Ainsi

"

~g(k7'7'):/KFO(kﬂv'f)lI/O(k”k_l)dk

Lemme 6.2. Pour toute section (S,{) de K/K;,, pour tout compact de la forme {(W) contenu
dans p~'(V), donc dans p~'(S), il existe Ky un voisinage compact de e dans K suffisamment

petit tel que B
Ky -CW)cp '(v)cp'(S)

o p: K — K /K, désigne la projection canonique. Ici les ouverts W, V sont comme dans 6.2.1

Preuve. Etant donnée (S, {) une section lisse de K /Kj,, on considere W et V des ouverts d’adhé-

rence compactes dans K /K, tels que

WCWcCVCVCSCK/K,

Ainsi §(W) est un compact dans K contenu dans §(V), donc dans §(V)-Kj, = p~ (V) ol p est

la projection canonique de K dans K/K,.
Soit

m:KxK — K
(k,k') — kK
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la multiplication sur K qui est uniformément continue, étant donné que K est compact.
Ainsi, pour tout k € {(W) C §(V) C p~1(V) C p~1(S), il existe ¥ un voisinage de e tel que

%ckc p_l(v)v

étant donné que p~' (V') est un ouvert de K contenant k.
Soit maintenant %} un voisinage ouvert de e d’adhérence compacte telle que

Wi Wi C Wi

Etant donné que {(W) est un compact dans K, il existe alors une famille finie d’ouverts (%4, -
k;)rer, R est fini, qui recouvrent §(W).
Posons % := N,cr#%,. On a alors

/& (Wkr -kr) C Wkr 'Wkr -k
- 7/(’ -k
c p (V)

Il s’en suit alors que
W-EW)CH - (UrerWi, k) Cp (V) Cp1(S)

II suffit alors de prendre K I=. [

Remarque 6.4. Remarquons également que,

F'O(ka'7'):0 — knl()(f):o
— Komg (f)=0 Vko € Kj, d’apres le lemme 6.1
< F()(kko,-,-) =0 Vko € K,
Donc suppy. Ey est saturé, c’est-a-dire suppy Fo = (suppi Fo) - Kj,.-

Supposons a présent que Fy(k,-,-) est une fonction noyau telle que suppiFo C (W) K, C
$(S) - Ky, avec (S,8) et W comme précédemment. Soit Ky le voisinage compact de e tel que

Ky '¢(W) € p~!(S) comme dans le lemme 6.2 et soit Y, comme précédemment avec supp Yo C
Ko. .
Définissons Fg et F(f = Fg |¢(s)xNxn - On vérifie alors que suppkﬁéi C Ko_l -§(W)-K, et

suppif§ © (Ky - S (W) - Kiy) N E(S).
De plus (K, ' - §(W) - K;,) N §(S) est un compact. En effet, on a

Ky'- W) cp ' (V) cp'(9).
———

compact
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Ainsi,
Ky EW)-K, cp ' (V) Cp'(S)
et
(Ky ' - C(W)-Ki)NE(S) C p (V)N E(S) C L(S)
f
=)
Par suite

(Ky - C(W) - Ki,) NE(S) = (Ky ' C(W) - Ky ) (V)

qui est compact.

Lemme 6.3.
KerQlO = Ker QAd*(N)lo

Preuve. Il faut montrer que, pour tout f € L'(N), on a
“Tip (f) = 0= *Tag(uys, (f) =0, Vn €N.

On sait que 4+ (,);, = 7y, par la théorie de Kirillov, c¢’est-a-dire, il existe un opérateur d’entrela-
cement unitaire 7 tel que

Tags (n)ip(X) o T =T o 1y (x), xeN
Alors, pour tout k € K et toutx € N,
Toads )iy () 0 T = Tiage (g (k' x) o T = Tomy (k™' -x) = T o¥my, (x)
et donc *1y g+ (1, = ¥ 1. O
Proposition 6.5. Si [y € n* est générique au sens de Ludwig-Zahir pour au moins une base de

Jordan-Hélder bien choisie ou si < ly,[n,n] >= 0 ( c’est-a-dire, si ly définit un caractére sur N
tout entier), alors, on a :

1
LY(N)+L'(N) x KerQ * L'(N)«L'(N) C KerQloﬂﬁ”(N)L W)

Remarque 6.5. Ce résultat est une adaptation aux cas des actions compactes du résultat cor-
respondant dans le cas fixe [15] ou dans le cas des actions exponentielles [18].

Preuve.

— Premier cas : Si [ est générique au sens de Ludwig Zahir, il suffit de faire la démonstration
pour une forme générique alignée, étant donné que toute orbite co-adjointe contient une
forme alignée et que Ker€2;  ne dépend pas du choix de la forme linéaire sur I’orbite
coadjointe (voir le lemme 6.3).
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D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il suffit de montrer que pour tout ¢ € L*(N) telle
que < ¢,KerQ; N (N) >=0,0na

< ¢, L' (N)*L'(N)* KerQ *L'(N)*L'(N) >=0

Soient g1, g2, g3, g4 € S (N) et f € .Z(N). On considere f; comme dans 6.2.2 et
f :=Yic1 fir la somme étant finie.

Notons Par Go,1, Go 2, Go 3, G04 et Fo; les noyaux des opérateurs respect1fs W, (81)
mo(gz) mo(g3) nlo(g4) et “m, (fi) si k € K, pour i fixé, et par Go 1, Gop, (;03, Goa

et Fo,; les noyaux des opérateurs respectifs ¥ T, (1), % T, (g2). % T, (g3), % T, (84) et 71:10 (fi)
si k € §i(S;) ou (S;,i)ier est la famille de sections lisses de K/K;, comme en 6.2.1 qui a
servi a construire les f;.

Si on définit le produit de deux fonctions noyaux par

ﬂo&@ﬁyﬁiAmufﬂhmﬂﬁthyﬂﬂ
0

on montre alors que le noyau de 1’opérateur T, (81 % 82 * fi * g3 % g4) est donné par
Go,10Gop0Fy;0Go30Goa(k,-,-)

si k € K et par 3
Go,10Gor0Fi0Go30Goalk,,)

si k € Gi(S)).

En appliquant la définition de f a la fonction g; * g2 * f; * g3 * g4, on obtient
(g1 g2 fieg3 80 () = [ (915 g2 fie g3 80) (K -0) o Kl
et I'opérateur “7;, (g1 * g2 * fi * g3 g4)*) admet comme fonction noyau
(Go.1 © Gop 0Fp; 0 Gos o Goa)i(k,-,-) = /K Go.1 © Goa oFy; 0 Goz o Goa(k' -, wo(k'k " )dk'

pour k € K. D’ailleurs, en choisissant Ky suffisamment petit, on peut utiliser le méme Ky
et la méme fonction Yy pour tout i € I. Notons

(Go.1 © Gop oFy; o Gos o Goa)*:=(Goy o Gop oFy; o Gos o G04)ﬁ|gl )X NXN

avecsupp(G010G02 oFoloG03oGo4)ﬁCCﬁ><N><N0uCﬂ (K Gi(Wi)-K)N
&i(S;) C &i(S;) est un compact.

En passant en coordonnées via la base coexponentielle {Xj,...,X;} de n par rapport a
p(lp), on note

Fo(k,xi ... Xq, 15, ya) = Foi(k,expxi Xy ... expxgXg, expy 1 Xi ... expyaXq)
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si k € K. On définit G{) 1 ~6 2 ~6 3 G{) 4 €t Féi de maniere analogue.
Construisons maintenant des distributions tempérées sur des fonctions noyaux définies sur
une section de K /K.

Notons par . (Cf,f (RY x RY)) I’ensemble des fonctions € a support dans le com-
pact fixe C? et a valeurs dans .(R? x R?). On définit alors une forme linéaire y; sur
Y(Cl#, 7 (R4 x R?)) comme suit

< auiuG >.=< ¢7g >

pour tout G € ./ (Clﬁ ,. (R4 x R?)), ot g = R(G) le rétracte obtenu par le théoréme 6.4 et
ol ¢ € L™(N) tel que < ¢, Ker Q;, M. (N) >= 0. En effet, tout G € . (C7 . (RY x RY))
définit une fonction noyau sur Cf X N x N, via la base coexponentielle {X,...,X;} et la

relation de covariance.
Il est clair que y; est bien défini puisque < ¢, KerQ;,N.7(N) >= 0. En effet, soient fi, f> €

.#(N) deux rétractes distincts de F; pour un certain Fj € . (CY,.7 (R4 x RY)). Alors

T, (f1) = Fm, (f2)

pour tout k € K, c’est-a-dire, fi — fo € KerQ; N.7(N). Donc

<¢afl_f2 >=0et <¢7fl >=< ¢7f2>-

De plus la forme linéaire y; est continue sur . (Cz-i7 7 (R? x R?)) pour la topologie d’es-
pace de Schwartz. Comme Cfi C &i(S;) et que S; est entierement contenu dans une méme
carte de la variété K/Kj,, on peut identifier Cf a un compact dans un espace de R”. Il

est alors facile a voir que L; est la restriction a . (Cf, Z(R? x R?)) d’une forme linéaire
continue sur .7 (R?,.7 (R x R%)). La description des distributions tempérées ([26]) nous
dit alors que p; est de la forme

. = AT TRV
<‘LL,,G>— a+|ﬁ§y§M/C?><Rd><RdTaﬁ#(k,x,y)(&k) (ax) (ay) G<k7xay)dkdXdy

ou Ty gy sont des fonctions continues a croissance modérée et M € N si supprG C Cf et

ou k est identifi€ avec ses coordonnées locales dans la carte.
Considérons maintenant la forme linéaire continue ¢ﬂ’ définie sur .(N), comme suit :

<Ohf >i=< 9, (g1% 8% fxg3%ga) > .
Soit f; comme dans 6.2.2. Montrons qu’ il existe C'(i, W) > O telle que

[ <95 fi>| < Ci,w0) supie || My (f) llop -
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En effet, on a

<O fi> = <0,(g1%gxfixg3xga) >
= < Nia(éfxl 06672015671'066730 GE)AW

— - k7x,
|“|+ﬁ§y|<M/C§dede oy (ks x,y)

(2 (2 jy

‘Ci:dex]Rd>

)(Gp,1 0G0 By 0 Gh 3.0 G ) (k,x,y)dkdxdy
Ici, on identifie k avec ses coordonnées locales dans la carte contenant ;(S;). De plus,
(Gh10Gha0;0Gh30Gh i xy) = [ [ Gh (kw1600 Gos( Xy
) b 7l ) ) Kl RdXRd ) ) ) )
Goalk .y, y)wo(k k" )dx'dy'dk .
En effet, comme k € C? et suppyy C Ko, on peut limiter le domaine d’intégration en K a

Ky :=Ko-C.
Par suite ()% (5;)P (5)7(Gp,1 0 Gpp 0 F 10 Gy 30 G 0) (k,x,y)

d ~ I ~ = ~ I
= A [(—)ﬁGé,l(k X,X)]Go o0 Fg 0 G 5 (kX y')
K, JRIxRI  Ox

[(%)Y%A(k SNy Y )y Kk

Définissons maintenant les fonctions suivantes
(Gh ) (K xx) = ()PGh (K %,

(Goa) (kYY) = (52)7Goalk y,y)

d
ox
d
dy

n a
En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

<o fi>] < | GopoFyi0Gos 22k xR xRY)

Ty g ok, x, V)W (KK
|oc|+|ﬁ+|7|<M{/I(IXRdXﬂ%"[/Cfoded|a’ﬁ’y( Vol k)

(G ) (K% )(Gh ) (K'Y ) | dk dx dy[PdK' dx'dy'}>
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11 existe alors
C(i, = / / T, (K, %, k k'
(i, vo) aw%yw{ leRded[ c;idede’ op.y (k.2 y) o (k. k)
" " " 1
(Gh ) (K% )(Gh ) (K'Y ) | dk dx dy[PdK'd'dy'}2
< o

tel que

|<o%fi>] < Cli,wo) | GopoFyi0Gos Il (K xR xRY)
< C(i, ) -/ mes (K) - supre || G02°F01°G0 3(k;50) 2 (e xmey
= C(i, W)/ mes(K) - supex ||* m,(g2) m, (f) 7, (g3) ||ms

ol || - ||gs est 1a norme de Hilbert-Schmidt.
Finalement, on a, pour de nouvelles constantes,

C1(i, Wo) - supkex [ |17, (82) 175 - 1“1, (83) | 5] - suprex!* 7, (£3) o)
C'(i,0) - supkek!* 7, (fi) llop

C'(i, o) - supiex | i (k) 10, (f) llop

C'(i, o) - supkex ||, (£)llop car 0 < h; < 1

| < ¢% fi > |

IN N

IN

Or
[<¢".F>] = |X<¢%fi>
< Ll<ohfi>|
< ZC i, w0))suprex || 7, (f)] op

= C(l’/o)supkeKH nlo(f)HOP
< C(yo) [l fh

ot C(yp) := Y, C'(i,¥) est une somme finie.
D’apres la proposition 6.4, f = f+h ot h € KerQ;, N.#(N). Par suite, on a

<ot f> = <ot F>+<o'h>
Le second terme de la somme est nul. En effet,

(g1%g2xh*g3*ga)’ = gh xghxhx g5 gh.
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Puisque h € KerQ;,N.%(N) et que . (N) est K— invariant, i* € KerQ;, N.7(N),
ughs ks ghagh e KerQ,N.(N)

et
<@,(g1*g2xhxg3*ga) >=0

comme ¢ annule KerQ; N.#(N). D’ou également

<" h> = <, (gxgrrhxgiigs) >
= <¢7/K(g1*gz*h*g3*g4)kllfo(k)dk>

= /Kllfo(k) < @,(g1*g2xhxg3*ga) > dk
0

Par suite, on a

|<ohf>| = [<¢' f>]
< C(wo) - suprex!*m, (f)|op
< C(w) |l fh pour tout f € % (N)

Puisque .7 (N) est dense dans L!(N) et que la forme linéaire f —< ¢%, f > est continue
pour la norme || - ||, la forme linéaire se prolonge a L!(N) tout entier et I’inégalité reste
vraie aussi pour tout f € L!(N). En particulier, si f € KerQy,, on a “m (f) = 0 pour tout
keKet

0 = <o¢f f>
= < @,(g1xg*f*g3xgs) >
= //¢ 1*gz*f*g3*g4)k(x)y/0(k)dxdk.

S

En choisissant les fonctions Y de sorte que leurs supports, qui sont contenus dans une carte
de K, forment une base de voisinages de 1’élément neutre, on obtient le résultat suivant

/Nd’(x)(gl xgyx [*g3%g4)(x)dx =0

pour tout f € KerQ;, et pour tout gi,82,83,84 € -(N), puis aussi pour g1,82,83,84 €
L'(N).
Finalement on a

LY(N
LY(N)+L'(N) x KerQ * L'(N)*L'(N) C KerQ;,n.#(N) W)

Deuxieéme cas : Si < Iy, [n,n] >= 0, alors kmo = Xk-l, €st un caractere et le raisonnement
précédant reste correct, avec des simplifications évidentes. En effet, dans ce cas on a éga-
lement un théoréme du rétracte (théoreme 5.4)
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[]

Théoreme 6.5. Soit [y une forme linéaire générique au sens de Ludwig-Zahir pour une base de
Jordan-Hélder bien choisie ou bien soit ly une forme linéaire définissant un caractere, c’est-a-
dire, < ly,[n,n] >=0. On a alors

L'(N)
KerQ, = KerQ;,N . (N)

Preuve. Soit (v,) une unité approchée de L!(N) formée d’éléments de .(N). On a pour tout
f € KerQy,

rl
U U * fx 020 € LY(N) % LY(N) % KerQy, L' (N) x L' (N) C KerQ,,n.(N)~ W)

Ainsi, en passant par la limite en t, on trouve le résultat. ]

6.3 Idéaux K—premiers

Ce qui suit est une adaptation a I’action d’un groupe compact, du cas des actions exponen-
tielles [18]. Certaines simplifications sont dues au fait que les K—orbites sont fermées, K étant
compact.

Définition 6.4. Un idéal propre K—invariant de L' (N) (resp. de .7 (N)) est appelé K—premier
si et seulement si pour tout I, I, deux idéaux K —invariants de L' (N) (resp. de .7 (N)), on a

L«xhCl=—I1 Cloulb CI
Proposition 6.6. Pour toute K—orbite Q; dans n*, KerQ; est un idéal K—premier de L'(N).

Preuve. 1l est clair que Ker€2; est un idéal K—invariant. Soient /; et I deux idéaux K —invariants
tels que I} ¢ KerQ; et ¢ Kerl;.

Etant donné que I; et I, sont K—invariants et “7; (f) = m(f*), il existe alors f; €I et f> € I tels
que m;(f1) # 0 et m(f2) # 0. Il s’en suit alors qu’il existe § € 7, tel que m(f>2)E # 0.

Puisque 7; est irréductible, 7 (L1 (N))m;(f2)€ est dense dans 57, et m(f1)m (L (N))m (f2)& #0.
Ainsi, il existe g € L'(N) tel que m;(f1)m(g* f>) = m(fi*g* f>) #0.Comme g* f> € b, I; I ¢
Kerm et par suite Iy x I ¢ KerQ); et d’ou la contradiction. ]

Remarque 6.6. Pour toute K—orbite Q; dans n*, KerQ; N .7 (N) est un idéal K—premier

de .7 (N). En effet, pour 3y et Jy deux idéaux K—invariants de ./ (N) tels que Ty Ty C
y i

KerQyN.(N), il suffit de considérer I} = 31L ™) eth = TJ'zL ™)

K —invariants de L' (N) tels que

—LY(N) =—L'(N)  ——=
I <) =7, ()*Jz ()CJI*JQ

.Alors I et I, sont deux idéaux

LY L'(

1
N KerQ,N.7(N) N C KerQlL ™) _ Ker Q.

Dans ce cas, en appliquant la proposition 6.6, I} C KerQ; ou I, C KerQ); et par conséquent,
J) C KerQyN.#(N) ou I, C KerQ;N.#(N).
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Notons par Prim,L'(N), resp. Prim.# (N), I’ensemble des noyaux des représentations topo-
logiquement irréductibles de L!(N) (resp. algébriquement irréductibles de . (N)), muni de la
topologie de Jacobson. On peut montrer que 1’application Ker m; — Ker m; 1. (N) est un ho-
méomorphisme entre Prim,L'(N) et Prim .7 (N), si N est un groupe de Lie nilpotent connexe
simplement connexe ([16], [2]).

Définition 6.5. Soit A une partie de .7 (N) (resp. L'(N)). On définit I’enveloppe de A dans
Prim .#(N) (resp. Prim,L'(N)), notée h(A), comme suit

h(A) = {B € Prim.# (N)(resp.Prim,L'(N)) | A C B}

Remarque 6.7. Soit A une partie de 7 (N) (resp. L'(N)). La définition de I’enveloppe de A est
équivalente a

hA) = {m € N | m(A) = {0}}
Définition 6.6. Soit C une partie fermée de N. Le noyau de C est défini par
KerC = Ny ecKerm C L! (N)

Définition 6.7. Soit C une partie fermée de N. On dit que j (C) (resp. j(C)) est 'idéal minimal
d’enveloppe C dans . (N) (resp. L'(N)) s’il est I'unique idéal dans .7 (N) (resp. L' (N)) dont
son enveloppe h(j(C)) (resp. h(j(C)) est égale a C et qui est contenu dans tout idéal J vérifiant
h(J) =C.

L existence de ces idéaux j(C) et j(C) est démontrée dans [14], [16].
Lemme 6.4. Pour tout idéal fermé I de L'(N),
h(I) =h(IN.Z(N))
si les espaces Prim.# (N) et Prim,L'(N) sont identifiés.
Preuve. Si les deux espaces Prim.#(N) et Prim.L!(N) sont identifiés, on a

Kermy € h(I) = 1 C Kerm
= INY(N) C KermN.7(N)
= KermN.”(N) € h(INZ(N))

Ainsi h(I) C h(IN.#(N)). D autre part, on note par j(h(I)) et j(h(I)) les idéaux minimaux de
(N), resp. L'(N) associés a h(I). Par définition de 1’idéal minimal, j(h(I)) C 1, j(h(I)) C
IN.Z(N). Par conséquent,

h(INZ(N)) Ch(j(r(1))) = h(I)

Ainsi, h(IN.%(N)) C h(1).
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Proposition 6.7. Soit I un idéal fermé pour une norme continue et K—premier de . (N). Alors
I =KerC

ou C = h(I) désigne I’enveloppe de I.

Preuve. Voir [19].

Définition 6.8. Soit C une partie K—invariante de N. On dit que C est K—premiére si pour tout
Cy et C; deux parties fermées K—invariantes de C telles que C =C1UCy, ona Cy =C ou C, =C.

Lemme 6.5. Soit C une partie K—invariante fermée de N telle que KerC C .#(N) est un idéal
K—premier. Alors C est K—premiere.

Preuve. Voir [19]. U

Proposition 6.8. Soit I un idéal propre K—premier de . (N), fermé dans la topologie induite
par une norme continue quelconque de . (N). Alors il existe une K—orbite € telle que I =
KerQ,N.#(N).

Preuve. Voir [19]. []

Théoréme 6.6. Soit I un idéal fermé propre K—premier de L' (N). Alors, il existe une K—orbite
Qy, dans n* telle que
INY(N) = Ker Q;,N.7(N).

Si ly est générique au sens de Ludwig-Zahir pour au moins une base de Jordan-Holder bien
choisie ou si ly définit un caractere (< ly, [n,n] >=0), on en déduit

I = Kerfy,.

Preuve. Soit J = IN.(N) I'idéal fermé pour la norme continue || - ||| et K—invariant de ./ (N)

correspondant. Montrons J est K—premier. Soient J;, J, deux idéaux K—invariants de . (N)

~ ~ ~ :Ll N r_le N s 14 2 . .
tels que J1 *Jp C J. Posons alors I} = J ™) eth =7, ™) deux idéaux fermés K —invariants de
L'(N). On obtient alors

‘) =L (N)

~—=L
Lixh CTJ1xJ; cl

puisque 7 est fermé dans L' (N). Comme I est K—premier, I; C I ou I, C I. Il s’en suit alors
Jchng(N)cINnS(N)=73

ou
joIzﬂy(N)Clﬂy(N)ZJ

Par suite J est K—premier. Par la proposition 6.8, il existe une orbite €, telle que J = Ker{y, N
& (N). On a alors

h(I) = h(3) = h(Kery,N.”(N)) = h(KerQ,) = €,
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par application du lemme 6.4. De plus, par définition de h([),
I C Ker),.

D’autre part, si /y est générique au sens de Ludwig-Zahir dans au moins une base de Jordan-
Holder bien choisie ou si [y définit un caractere, d’apres la proposition 6.5, on a

71
LY(N)* L' (N) * KerQ, *L'(N)xL'(N) < KerQ;,,N.#(N)" ™)
1
— nzm)t N
C I
Comme / est K—premier et L' (N) ¢ I, KerQ, C I et I = Ker<y,. O

Remarque 6.8. Le résultat I = Ker L, reste vrai chaque fois que

7l
KerQ, = KerQy,N.(N)~ ™)

Ceci est en particulier le cas lorsqu’on a une théorie du rétracte pour la strate de ly dans n* au
sens de Ludwig-Zahir. C’est donc également le cas pour tout ly € n* dans ’exemple de I’action
de SO(4) sur F(4), étudié au chapitre suivant.

Conjecture. Pour tout idéal I fermé et K—premier de L!(N), il existe Iy € n* tel que I =
Ker Q,, ou €, désigne la K—orbite de [y dans n*.

Proposition 6.9. L’application

Qj, — Ker€,

0

est une injection de l’ensemble des K—orbites dans [’ensemble des idéaux fermés propres
K—premiers de L'(N).

Preuve. Soient ] et Q) deux K—orbites qui sont fermées, K étant compact, telles que Ker€2; =
Ker€,. On a alors o o
Ql = Ql = h(KerQl) = h(Keer) = Qz = QQ

]

Remarque 6.9. L’application de la proposition 6.9 est une bijection si tout idéal K—premier
est de la forme Ker Q. Ceci est le cas, par exemple si on a l’action de SO(2) sur le groupe
de Heisenberg ou bien 'action de SO(3) sur F(3) (voir le chapitre 2) car dans ces exemples
toute forme linéaire sur [’algébre de Lie est soit générique dans au moins une base de Jordan-
Holder, soit elle définit un caractére. Dans le cas de I’action de SO(4) sur F(4), Iapplication

Q, — Ker&, est également une bijection (voir le chapitre 7).



Chapitre 7
Action de SO(4) sur F(4)

Introduction

N

Soit F(4) le groupe de Lie libre nilpotent de pas 2 et a 4 générateurs. Soit & =
{",Y2,Y3,Y4,Y5,...,Y10} une base de Jordan-Holder de .74, ’algebre de Lie de F(4).
Les crochets de Lie non triviaux sont :

Y1,Y2] = Ys [V2,Y3] =13
.Y3] = Yo [¥2,Y4] = Yo
Y1,Y3) = Y5 [Y3,Y4] = Y10

On peut aussi définir ’algebre de Lie .%4 comme suit :

T, =R*ox,
u
o R* = { :} u,v,w,z € R} et
z
0 a b c
Ty ={ :Z _Od g Ji |a,b,c,d,e,f € R}
—c —e —f 0

est ’ensemble des matrices réelles antisymétriques.
Le crochet de Lie de cette algebre est :

[(w,U),(v,V)] = (0,ws —vud").
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Ainsi, on réalise le groupe de Lie libre F(4) en munissant .%4 de la loi de Campbell-Backer-
Hausdorff et on obtient :

1
(w,U)- V)= (u+vU+V+ E(uvt —vu)).
On définit alors I’action de SO(4) sur F(4) de la maniere suivante :

A-(u,U) = (Au,AUA").

7.1 Stabilisateur, strates
7.1.1 Stabilisateur.
Le stabilisateur d’une forme linéaire [ est défini comme suit :
Fa(l) ={X € Z4| < 1,[X,F4] >=0}

Soient [ = alY]* +-- —|—a10Y]*0 et X =x1Y1+---+x10Y10.

([ <L,[X,1]>=0
<LX,Y2] >=0
X€y4(l) PN 7[ ) 2]
<L[X,Y3]>=0
[ <L[X,Y4] >=0

.
—asxy) —aegxs3 —axg = 0

asxy —agxz —agxg = 0
~
agx1+agxo —ajpxs = 0
( a7x1+agxy+ajpxz= 0
0 —as —ag —ay X1 0
a 0 —ag -—a X 0
PN 5 8 9 2 _ <*)
ae as 0 —ajo X3 0
a; a9 djo 0 X4 0
B

Sachant que detB = (asajo + aga; — agag)?, on distingue deux cas :
— Si detB = (asajg + aga; — agag)*> # 0, le rang de B est égal a 4 et dans ce cas on
obtient uniquement la solution triviale pour les coordonnées xi, x2, x3, x4. Ainsi,
94(1) 23(94) =<Y;,....Y10 >= [3—54,554].

— SidetB = (asayg+ aga; — agag)® = 0, deux sous-cas se présentent :
— rgB=0sitouslesa; =0,i € {5,...,10}. Dans ce cas, .Z4(l) = .Z4 et ); est un caractere.
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— rgB =2 si au moins un des a; est non nul pouri € {5,...,10}.
— Siajg#0,onaalors as = %ﬁ“‘m Dans ce cas, on montre qu’une base de solutions

de () est donnée par les vecteurs de coordonnées
x1 =0, xp = ajo, X3 = —dg, x4 =ag
etx; = ajg, x2 =0, x3 = —az, x4 = ag.
Par suite

a a a a
c9’4(1) = R(Yl - —7Y3 -+ —6Y4) @R(Yz - —9Y3 + —8Y4) S RY; D --- ®RYp.
aio aio aio aio

— Siajg=0etayg#0, on a alors ag = % Dans ce cas, on montre qu’une base de
solutions de () est donnée par les vecteurs de coordonnées

x1 =0, x2=0, x3 =a9, x4 = —ag
etx; =ag, xp = —ay, x3 =0, x4 = as.
Par suite
ay as asg
Fas(l)=RM — ="+ —=Ys) OR(Y3 — —Y3) ©RY5 S --- ®RYp.
ag ag ag
— Siajg=a9 =0, ag # 0, on a alors a; = 0. Dans ce cas, on montre qu'une base de
solutions de (*) est donnée par les vecteurs de coordonnées
X| =ag, X = —dag, X3 = ds, X4 arbitraire mais fixé
etx; =xp =x3=0, x4 #0.
Par suite

a a
F4(l) =R(Y) — a—6Y2 + a—5Y3) ORY; &RYs D --- ® RYjpp.
8 8

— Siajg=ayg =ag =0, a7 # 0. On montre qu’une base de solutions de (x) est donnée
par les vecteurs de coordonnées

x1=0,x =0, x3=ay, x4 = —ag

etx; =0, xo =a7, x3=0, x4 = —as.
Par suite
P as ae
Fa() =R~ V) OR(V; — —~11) ORY; & --- ©R7p.
7 7
— Si ajg = ag = ag = a7 =0, ag # 0. On montre qu’une base de solutions de () est
donnée par les vecteurs de coordonnées

x1 =0, xp = ag, x3 = —as, x4 arbitraire mais fixé

etx; =xp =x3=0, x4 #0.

Par suite a
94(1) = R(Yz — a—5Y3) PRY;BRY; P --- B RYqp.
6
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— Siajg = a9 =ag = a7 =ag =0 et as # 0. On montre qu’une base de solutions de (x)
est donnée par les vecteurs de coordonnées

x1 =0, xp =0, x3 arbitraire mais fixe, x4 =0

etx; =0, x, =0, x3 =0, x4 arbitraire mais fixe.

Par suite
}\4(1) = RYg, SO RY, EBRY5 b--- EBRY]().

Remarque 7.1. — On voit donc que
det B+ 0 <= Z4(l) = 3(F4)
— 3(F4) est SO(4)-invariant. En effet, pour tout X € 3(F4), Y € Fyet A€ SO(4), ona
A-X,Y]=A-[X,A"'Y]=0.

Par suite A-X € 3(-Z4).
— Soit
10
= {l= ZaiYi* | det B=0}
i=1
10
= {l = ZaiYi* ‘ asaig +agar — agaeg = O}.
i=1
Alors, V est SO(4)-invariant.
En effet, supposons que V' est non SO(4)-invariant. Il existe alors | € ¥ tel que A-1 ¢V
pour un certain A € SO(4). Par suite, F4(A 1) = 3(:F4) qui est SO(4)—invariant. Il s’en
suit alors
ﬁ4(l) =A"! -§4(A . l) = f4(A . l) = 3(94)

et donc det B # 0. Ceci est en contradiction avec l € V.

7.1.2 Strates.
e Strates des génériques au sens de Ludwig-Zabhir.

La détermination des strates des génériques au sens de Ludwig-Zahir se fait par un algorithme
bien précis [22].
Rappelons maintenant que dans le cas ou detB # 0, c’est-a-dire, asag + ayag — agag # 0, on a
F4(l) =RYs @ --- ®RY)g. Soit a(l) le plus grand idéal contenu dans .%4(1). Ainsi a(l) = F4(1).
Siayg # 0 et asajg+ ayag — agag # 0, on a

ji=max{je{l,...,10} | Y; ¢ 3(F4)} =4 et

ki :max{kE {1,...,10} | [Yj],Yk] = [Y4,Yk] 750} =3.
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Alors forcément j, =2 ethky = 1.
D’autre part

Ji(l) =max{je{1,...,10} | Y; ¢ a(l)} =4 et
ki(l) =max{k € {1,...,10} | <L,[¥},,Yi] >=<1,[Ys,Y;] ># 0} =3.

Soit
m(l)={Xe 2| <L,[14,X] >=0}.

Cherchons une base de Jordan-Holder de p; (/).

[,|1Y4,Y
Yll(l):Yl——< P, 1]>Y3=Yl—a—7Ys;
<1, [Y4,Y3] > aio
<L, [Y4,V5] > aog
N)=Yy— — 2 2 Ty =y, — Y
2() 2 <la[Y47Y3]> ’ 2 alo .

Y (1) =Yy Ye(I) = Ys;...; Yo (1) = Yo.

Ensuite, on utilise 1’algebre p; (1), la base Y} (), Iy, (1) pour construire les indices j2(/), k2(1).
Ainsi, on trouve

2(l)=ja=2
k() =k =1

et pz(l) = R(Y - ;T%Yé) ORY, D ---DRYqp.
Le procédé s’arréte a 1’étape 2 puisque p, (/) est une polarisation pour /. En conclusion, on trouve
la strate générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport a la base Y1, ...,Y19 qu’ on note

10
El;en,l ={l= Zain‘* € Z#, | aip # 0 etasajg+azag — agag # 0} = s7.
=1

1

e Strates génériques dans d’autres bases.

— Siajg =0, ag # 0 et aga7 — agag # 0, on a

Hl)=max{je{l,...,10} | Y; ¢ a(l)} =4 et
ki(l) =max{k € {1,...,10} | <L,[¥;;, ] >=<1,[Ys,¥] ># 0} =2.

Soit
m(l)={X € 24| <l,]V4,X] >=0}.

Cherchons une base de Jordan-Holder de p; (/).

<1, [y, 1] >

az
YH) =Y, — Yo =Y, — —Ys;
=" <LYav]>7" ' ag

Y5 (1) =Y Y (DY YE(I) = Ys:... .Y, (1) = Y.



146 Action de SO(4) sur F(4)

Ensuite, on utilise I’algebre p; (), la base ¥;' (1), 1|, (1) pour construire les indices j(/) et
kp(1). Ainsi, on trouve

jz(l) =3; kz(l) =1; pz(l) =RY;ERY; & --- D RYp.

Le procédé s’arréte a I’étape 2 puisque p, (/) est une polarisation en /. Ainsi la strate
10
53 = {l = ZaiYi* € <)OZI ‘ a = 0, ag 75 Oet azag — dogdiQ 75 0}
i=1

est une strate non générique par rapport a la base de Jordan-Holder de départ Z. Mais si
on considere la base de Jordan-Holder

%2 - {217223237"'7210}

Olel :Yl; Z2:Y3; Z3:Y2; Z4:Y4;...; Zl():YI(), on a alors que

10
Ogenn =1 = ZaiYi* € Z#, | ag # 0 et aypas +azag — agag # 0}
i=1

est une strate générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport a la base %, et joue le méme
role que gg,, ;. De plus 55 C g, 5.
Siajg=ag =0, ag # 0 et aga; # 0. On a alors a7 # 0. Dans ce cas,
i) =max{je{l,...,10} | Y; ¢ a(l)} =4 et
ki(l) =max{k € {1,...,10} | <L [Y}, Y] >=<1,[Y4,Y;] >#0} = 1.
Soit
pi(l)={XeZ| <L,[Y4,X] >=0}.

Cherchons une base de Jordan-Holder de p; (7).

Vi () =Ys; V() =Yy YE(I) = Ys:.... Y (1) = Y.

Ensuite, on utilise 1’algebre p; (1), la base Y, (), | p, (1) Pour construire les indices ja(/) et
k> (1). Ainsi, on trouve

J2(l) =35 ka(l) =25 p2(l) =RV ORYs & - - - B RYp.

Le procédé s’arréte a 1’étape 2 puisque py (/) est une polarisation en /. Ainsi, on trouve une
strate non générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport a la base de Jordan-Holder %
qu’on note

10
s3:={l=Y a¥ € F; |ajp=a9=0,a3 #0et a; #0}.
i=1
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Mais si on considere la base de Jordan-Holder
By ={71,2,,73,...,Z10}

ol 21 =Yy, Zp = Y3; Z3 =Y, Z4=Yy;... ;ZIO = Ylo, on a alors que

10

Gyen3 =1l =Y, a¥; € Z} | ag # 0 et ajpas +azag — agag # 0}

i=1
est une strate générique au sens de Ludwig-Zahir par rapport a la base %3 et joue le méme
role que gzenﬁ. De plus, 55 C g:gten,3'

e Strate des caracteres.
Rappelons que dans le cas det B=0c¢et rg B=0, on a %#4(l) = F4. Ainsi
¢ = {le Fy| <l,[F4,F4) >=0}
= RY+---+RY,.

De plus, I € % si et seulement si ); est un caractere sur le groupe tout entier.

e Strates intermédiaires.
Rappelons que dans le cas detB =0 et rgB = 2, on a 6 cas a distinguer.

— Siajg # 0 etasajg+ azag — agag = 0, on a alors

a a a a
Fa(l) =RV — V3 + —2Ya) BR(Yr — — Y3+ —Y4) BRYs & - -- & RYjo.
aio aio aio aio

Soit a(l) le plus grand idéal contenu .%4(1). Ainsi, on obtient a(l) = F4(1),

Hl)=max{je{l,...,10} | Y; ¢ a(l)} =4 et
ki(l) =max{k € {1,...,10} | <L [Y},Yi] >=<1,[Y4,Y;] ># 0} =3.

Soit
p(l)={X e Zs| <l,[Ys,X] >=0}.

Cherchons une base de Jordan-Holder de p; (/).

<l [Y4 Y1]> ar
Y )=y — —-> Ys=Y — Y5
t() <1,[Ys,Y3] 0
<L[Y4, Y] >
<1,[Ys,¥3] > 10
1
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Le procédé s’arréte a cette étape car p(l) est une polarisation en /. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

10
A ={l=Y a¥] € F} | a0 # 0 et asaio + azag — agag = 0}.
i=1

Siajg =0, ag # 0 et azag — agag = 0, on a alors
a a a
F4(l) =RV — Yo+ 2Y) OR(Y; — —Y4) BRYs & - B RYo.
aog ag ag

Soit a(l) le plus grand idéal contenu .%4(1). Ainsi, on obtient a(l) = .Z4(1),
Jill)=max{je{l,...,10} | Y; ¢ a(l)} =4 et

ki () = max{k € {1,...,10} | <1,[Y}, Y] >=<I,[¥s,X] ># 0} =2.

Soit
pi(l)={XeZ| <L,[Y4,Yx] >=0}.

Cherchons une base de Jordan-Holder de p; (7).

< [Y4 Yl] > ar
Y=Y — - Ty, =Y — LY,
1() : <17[Y47Y2]> 2 : ag 2
Yy (1) =Ys; Y} (1) =Yy Y(I) = Ys;.. ;Y[ (1) = Yyo.

Le procédé s’arréte a cette étape car p;(l) est une polarisation en /. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

10
5/2 = {l = ZaiYi* € gﬁk ‘ aio :0, ag 7£Oet azag — dedg :0}.
i=1

Siajg=ag =0, ag #0etajag =0 (donc a7 = 0), on a alors
a a
Fa(l) =R(Y — — 12+ —13) ORG ORYs © - SRV,
8 8

Soit a(l) le plus grand idéal contenu .%4(1). Ainsi, on obtient a(l) = .Z4(1),
Ji(l)=max{je{l,...,10} | Y; ¢ a(l)} =3 et
ki(l) =max{k € {1,...,10} | <L [Y},Yi] >=<1,[¥3,Y;] ># 0} =2.

Soit
m(l)={X e Zs| <l,]¥3,X] >=0}.

Cherchons une base de Jordan-Holder de p; (7).

<1,[¥3,Y1] >

ae
vYi() =Y, — Yo=Y — 2Y,;
H=" <[, [13, 1] > T gt
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Y3 () =Ys; Y} (1) =Yy YI(I) = Ys:.... Y (1) = Yyo.

Le procédé s’arréte a cette étape car p;(l) est une polarisation en /. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

10
S I:{l:ZaiYi*Eﬂj |a10:a9:O, agaéOetcn:O}.
i=1

— Siajg =a9 =ag =0eta; # 0, on a alors
Pe as de
J4(l> = R(Yz - a—Y4) EBR(Yg, - a—Y4) @O RY; B --- D RYpp.
7 7

Soit a(l) le plus grand idéal contenu .%4(1). Ainsi, on obtient a(l) = .Z4(1),
Jil)=max{je{l,...,10} | Y; ¢ a(l)} =4 et

ki (1) = max{k € {1,...,10} | <1,[¥}, Y] >=<1,[¥s,¥;] ># 0} = 1.

Soit
pi(l)={XeZ| <L,[Ys,X] >=0}.

Cherchons une base de Jordan-Holder de p; (/).
Yo (l) =Yy V(1) =Y3; Y1 (I) =Yy
Y4 (1) =Ys;...;Yh(1) = Yo

Le procédé s’arréte a cette étape car p; (/) est une polarisation en /. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

10
yé‘_ = {l:ZalYl* Gﬁ: |a10:a9:a8:()eta7750}.
i=1

— Siayg=a9 =ag=a7; =0etag # 0, on a alors

a
3—54(1) :R(Yz— a—5Y3) ORY; &RY;E--- D RY .
6

Soit a(l) le plus grand idéal contenu .%4(1). Ainsi, on obtient a(l) = Z4(1),
Jill)=max{je{l,...,10} | Y; ¢ a(l)} =3 et
kl(l) :max{k S {1,...,10} ’ <, [le,Yk] >=< l7[Y3,Yk] >+ 0} =1.

Soit
m(l)={X e Zs| <l,]¥3,X] >=0}.

Cherchons une base de Jordan-Holder de p; (/).

Yy (1) = Ya; Y5 (1) = Y33 Y, (1) = Ya;
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Yd(1) =Ys;...;Yh(1) =Y.

Le procédé s’arréte a cette étape car p;(l) est une polarisation en /. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note
10
S5 = {l: ZaiYi* Eyj |a10:a9:ag:a7:Oeta67éO}.
i=1

— Siajg=a9 =ag =a7; =ag=0etas # 0, on a alors
F4(l) =RY3; G RY, ®RYs - -- D RYp.
Soit a(/) le plus grand idéal contenu .%4(1). Ainsi, on obtient a(l) = F4(1),
) =max{je{l,...,10} | Y; ¢a(l)} =2 et

ki(l) =max{k € {1,...,10} | <L [Y},Yi] >=<1,[V2,Y;] >#0} = 1.

Soit
p(l)={XeZ| <l,[\»,X] >=0}.

Cherchons une base de Jordan-Holder de p; (7).
Yy (1) =Ya; Y3 (I) = Y33 ¥y (1) = Vs

Y4 (1) =VYs;...;Y(1) = Y.

Le procédé s’arréte a cette étape car p; (/) est une polarisation en /. Finalement, on trouve
une strate intermédiaire qu’on note

10
ﬂﬁ::{l:ZaiYi*Eff | ajo =a9 =ag =a7 =ag =0etas #0}.
i=1

Remarque 7.2. Pour touti € {1,...,6}, notons /] I’ensemble

10
S={l= Z anJTk € Z#, | ajo—i+1 # 0 et asajg+agar — agag = 0}.
j=1

Dans ce cas, on a
S S
Pouri=1, .4 = 5”1’ En changeant de base de Jordan-Holder, 5”/ Joue le role de

10
A ={l= Za,—Yi* € Z, | aio # 0 et asajg+ agar — agag = 0}.
i=1

11 suffit donc de résoudre le probleme d’inversion de Fourier seulement pour .. Il le sera alors
pour tous les .7/
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7.2 Sections au sens de Pukanszky pour les strates intermé-
diaires.

Notons par S I’ensemble des indices de saut au sens de Pukanszky. Cet ensemble coincide
avec I’ensemble {jl( ), ki (1 )} Soit T = {1,...,10}\S. Ainsi, d’apres [3], on obtient

- X ={l=Y° aY € F; | a3 = c3;a4 = c4} une section au sens de Pukanszky pour la
strate .¥] ol C3, c4 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

- ={l= \ailY € Ff | ay = ca;a4 = c4} une section au sens de Pukanszky pour la
strate .5 ol cz, c4 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

-X={l= 1a Y € Z; | ap = cp;a3 = c3} une section au sens de Pukanszky pour la
strate .93 ol 03, ¢y sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

-X={l= 1a Y € Z; | a = ci;a4 = ca} une section au sens de Pukanszky pour la
strate .4 ol cl, c4 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

-Xs={l= ailYi € Fi | az =c3a1 = c1} une section au sens de Pukanszky pour la
strate .95 ol C3, c1 sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

- Ys={l= 1a Y € Z) | ap = cp;a1 = c1} une section au sens de Pukanszky pour la
strate .7 ol cl, ¢y sont deux constantes réelles arbitraires mais fixes.

7.3 Inversion de Fourier dans les strates intermédiaires.

Dans cette partie, on va étudier le théoréme d’inversion de Fourier sur la strate intermédiaire
1 NZX; par exemple puisque les autres strates intermédiaires sont contenues dans des ./ qui
jouent le méme rdle que .¥], aprés changement de base.
Rappelons que

={l= ZaiYi* € Z, | aip # 0 etasajg+agar — agag = 0}.
i=1

aedo—arjdg

Dans ce cas, a5 = an

On considére

p(l) = R(Yl—a—Y3)EBR(Y2—a—Y3)EBRY4EB -@® RYo
10

la polarisation de Vergne en [ par rapport a la base de Jordan-Holder 4. Dans ce cas, on obtient

F4/p(l) = RYs.

7.3.1 Sens direct
Plagons nous dans la section . N Y. Paramétrisons les éléments de .1 N X par

aegdg — ajza
l:alyl*—i—azyz*—I—C3Y3*+C4Y4*—|—(M)Y5*—}—a6Y6*—{—---—{—al()Y]*o

airo
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ol c3, ¢4 sont des constantes fixes. Donc .1 NX; est une variété différentielle paramétrisée a

’aide d’une seule carte. Les paramétres (a;, ap,das, ..., ajg) varient dans RO x R*.
Calculons maintenant la représentation induite m; := indlf((;;) x; ot P(l) = exp p(l) et x; est le
caractere défini sur P(/) comme suit

— e*l<l,logx>

)(l(x) :
pour tout x € P(1).
Soit & € 7, et u € R. On a alors

[m(expy1Y1)&](expuYs) = &(exp(—y111)-exp uY3)
E(exp uYs-exp(—y1 Yy —uy1Ys))
e VMaE (exp uYs - exp(—y111))

i a7y
e M E (exp uYs - exp(—y Y1) - exp(y1 (Y1 — al@))

exp(—yi(fi = 1 13))

10
. a 1a
= e VMU E (exp uls -exp(——7y1Y3 + ——7y%Y6)
aio 2ayg
ay
-exp(—=y1(Y1 — —"3)))
aio
. a7L‘3 .1 a7a6 2
— . i(uag+ay a0 ))’1612 0 ylé(exp(u . a—7y1)Y3)
aio

[ (expy2Ya)E](expuYs) = &E(exp(—y2Ya)-exp uYs)
= E(exp uYs-exp(—y2Yo —uyYy))
= e_iyzuagé (exp uYs - exp(—y2Y2))
_i ag
= e MBE(exp uYs-exp(—y2Ya)-exp(y2(Ya — a&))

exp(—y2 (Y — 2 13)))

ao
. 1
_ e—WZ““SJ; (exp uYs -exp(—ﬂ)’ﬁ@ + —QY%YS)
ao 2ay
ag
-exp(—y2 (Yo — a_1()Y3)))
. agc -1 494
_ efl(uag+612* a9103 ))’Zeli aglOSygé (exp(u — a—gyz)Yg)
aio

[m(expysY3)E](expuYs) = &(exp(u—y3)Y3)

[71(expyaYs)E(expuYs) = &(exp(—ya¥s)-exp u¥s)
= &(exp uYs-exp(—ysYs+uysY1o))
e E (exp uYs - exp(—ya¥s))
e_i(c“_“am)y“é(exp uY3)
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( (16119 7(17(18

[m;(expysYs)E](expuYs) = e_iaWSé(exp uY3):e_l a0 )ysé(exp uYs)

[71(expyeYs)E](expuYs) = e Y& (exp u¥s)

[71(expy10Yi0) €] (expuYs) = e MOV (exp uY3)

Soit maintenant f € . (F(4)). Ainsi
(D@ expurs) = [ FOImOIE expurs)dy

= /Rlof<exP)’1Y1---exPleYIO)TEZ(eXP)’IYI)[TEZ(eXPyZYZ)---
m(exp y10Y10)G ] (exp u¥3)dyy .. .dyo.

[m(exp y1Y1) - i (exp ya2Xa) ... wy(exp y10Yi0)E] (exp ul3)

a7e3 . 14796 2 _ _d9e3y. - i1dgdag o
— —i(uag+a,— ar0 ))’Ielj a1 yle i(uag+a ”10 81 a1 )yzel2 10 YQe—l(c4—ua10+a7y1+a9y2+a10y3)y4

_1%699~%798

e a5 e MN0E (exp(u— ALy — Lyy —y3)13).

ao aio

Dans ce cas, on obtient

age3y - 1a796 0
i1
ao Vg2 ap 1

i(uag+ay—

(m(f)E) (exp u¥3) = Jpse

748 a9c3 | agag
aro )yze 274 y2 —i(ca—uayo+azyi+agyr+aioys)ys

a10

—i(uag+a)— L8y, —
5,6,...,10 deag—azasg g _ _ )Y )d .d
f (V1,32 Y3, ya3 904 ag, ... aro) (eXP(M a1 ™ gY2 ~¥3)Va)dy1 ... dys.
Soit le changement de variable sulvantw:u—aloyl aloyz y3,ainsi y3 =u— W_aloyl aloyz
Dans ce cas, le noyau de ’opérateur 7;( f) est donné par

i(uag-+aj— 13 )y, L9792
F(ai,az,aq,...,ajp;u,w) = [gze — ° ' @0 W iy 0
798 agc3 1 dgag .
—i(uag+ar—“1 10 YI—m)yze 20 yze—l(c4—wa10)y4

75.6,...,10 agag—amag
POy u—w— 2Ty — 22yo, ya; CEEE ag, .. a10)dyidyadys.

_ 973 _ _99¢3 azde 2 .1494g 2
= fpoe” i(uag+ar—3 )me i(uag+ay -3 )y a1o ylyz a0 V1 o2 ag V2
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f4,5,6,..,,10 agag—arag

aio

()’17)’2# W——)’I

A V1~ aisV2,C4 — Wajo, 6, - - -, a10)dy1dy.

alO

Posons maintenant la fonction

4796 2 ;14948 2

g(y]?y27u7w7a67"‘7a10) = e alOYIyZ 20’1()y 67010))2
565 a7 a9
}’17)’27 —W—=—y1 — —Y2,04 —Wajop,
alo ao
dedg — ajag
—— [ SN ,6110).
alo

Montrons alors que g € .%(F(4)) si on limite a9 & un compact contenu dans R*, ce qui sera
le cas dans la suite, c’est-a-dire, si on suppose que la projection du support de ]/C\lo sur I’axe des
coordonnées aj( est un compact contenu dans R*.

Soit I’application y définie comme suit

Vi yi=:J
Y2 y2 = )’2
@ ay .
u U=W= a1 a1oy2
w [EEEN C4 —Wwaig —- w
ae ag = 676
aio aip =:dio

Il est clair que cette application est un difféomorphisme ™ si on limite a;9 & un compact contenu
dans R*. Il s’en suit alors que f45 104 l// € .S (F(4 )) puisque f I’est par hypothése. Ainsi

azag 2 1“9“8
o 212 2"loy‘ SRRk est de norme 1.

g € .7(F(4)) puisque le facteur ¢’ o
Finalement, on obtient

. (ua6+a1— )y1 —z(uag—l—az— )yz
F<a17027a67"'7a10’uaw) = /]Rze 10 10 g()’l;YZ;
U,W,dg, - . .,aio)dydys
~ aics aogcCs
= gl’z(u% +ay———,uag+ax — ——,u,w,
aio aio

ag...,a).

7.3.2 Sens inverse.

Construisons maintenant le rétracte de m; pour tout [ € .} NX;. Rappelons d’abord que
1 NX; est paramétrisé par la carte unique

{(a1,a2,a6,...,a10) € R | ajg #0} = R® x R*
puisque

aedg — agd
ANL = {l = Zal l—a1Y1 —|—a2Y2 +C3Y3 +C4Y4 —l—%Y;—i—c%Yg—f—- . -—|—a1()Y1*0,C3, Cq ER}.
i=1 10
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Définition de I’ensemble des fonctions noyaux.

Soit C un compact arbitraire mais fixe contenu dans ’ensemble {(aj,az,as,...,a10) €
R” | ajp # 0}. On note par /¢ 1’ensemble de toutes les fonctions noyaux, €, définies sur
{(ay,az,as,...,a10) €R7 | ajo# 0} x R x R et a valeurs dans C vérifiant les conditions sui-
vantes :

— F est a support compact en (aj, az, ae,...,ajp), contenu dans C
— F estune fonction de Schwartz généralisée : Pour toutA;, i € {1,...,10}, B, D, E, F € N,
on a
I1F|S = su su
Ai,B.D.EF - P(ar,az,a6,...a10) €C;u,weRSUP || <A; |b| <B,|d|<D,|a| <E,|B|<F
L,%B db b gb g

F(aj,az,aq...,a10,u,w) |< oo

ddb" " 9abl duP Iw?

Remarque 7.3. L’ensemble des fonctions noyaux N¢ est muni de la topologie induite par la
. ;o . C
famille des semi-normes || - |3  p g p-

Construction du rétracte.

Pour toute fonction noyau F € ¢, cherchons une fonction f € . (F(4)) telle que

. 12 a7C3 a9C3
F(al,az,a6,...,a10,u,w) = g’ (ua6+a1 ——,uag+ay— ——,u,w,
ao alo
dg - ..,ai10)
ou
81y, 6y2 1982
g(y17y27uvwva67"';a10) = € “lO e 2 “lO le 2 a0 72
f456 ai a9
)’17)’27” W———=Y1— —Y2,C4 — Wajo,
alo aio
dedg —amag
——————— . ag,---,d10)-
alo
Posons
- arasz
a = uag+ay———
alo
~ aogas
dy = uag+ap;—
alo
Ainsi, on obtient
Sl20~ = arcs aogcs
8 (611,612,”,W,d6,...,a10> - F(al_ua6+_ aZ_ua8+_7
aio aio

g, - - - ,A10, U, W).
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Par suite
( u,w,a ayp) = ! / eidlylei52y2F(a —ua -I—@
8\W1,Y2,U,w,de, - - .,410 27?2 Jr2 1 6 a1
dz—uag—i—%,aﬁ,...,alo,u,w)dmd&z.

Or, a condition que f € .%(F(4)) existe, et que g soit comme dans la premiére partie, on a

8y1yy i3 T0y2 129082
g(y17y27uawaa67"'7al()) == € al() eZalo 162“10
f456 ar a9
)’1 y2,u— W—ayl —a—)’2,C4—Wa1o,
aedg — ajdag
—,a6,...,a10).
ailo
Posons alors
ary ag
yi = U—wW——yY1——»N
apo apo
Y4 = €4 —wajo.
Ainsi, il faut que la fonction f vérifie
i aedo — andasg — _j1%7% .2 _ ;14948 2
fA’S’G""’IO(yl,yz,y3,y4,—a ,dg,---,010) = e P TR AT
10

ay
gvi,y2, 3+ —n
aio

ay . Ca—Ya C4—Ya
+_)’2+ ) ,616,--.,611()).
aio aio aio

Soit C un compact fixe contenu dans {(aj,az,as,...,ajp) € R’ | ajg # 0}. Considérons alors

seulement les fonctions noyaux dont le support en (ay,az,as, .. .,ajo) est contenu dans C. Défi-
nissons K = p(C) la projection de C sur ’espace des variables (ag,...,a10), qui est également
compacte. Ainsi, le support de g en (ag,...,ajo) est contenu dans K.

Considérons I’application continue

0:K — R
asay — azag
(aﬁ, e ,alo) _ .
aio

Il est clair que ¢ (K) est un compact dans R.
Soit alors une fonction ¢ € .7 (R) telle que ¢ = 1 sur ¢(K).
Recherchons alors une fonction f € .7 (F(4)) telle que
éﬁizg,?yz(p(as)

C4a—Y4 C4—Y4

}’1)’2 2

5.6,..
o O(v1,y2,3,4,05,a6, . ..,a10) = e "o

a ag
gy, 3+ —yi+—ym+ , .deg, - ..
ap’  amp

aio aio

,d10)-
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En fait f4’5”"710 est une fonction de Schwartz si g I’est. Dans ce cas, il suffit d’appliquer la
transformée de Fourier inverse pour trouver

1 iy4x4 Jlasx: iajpxg *imyl)b *ljawﬁ)’% *i%m)’%
f(y1,y2,y3,X4,X5,..-,)Cl()) = (27[)7 /R7e e . e100e a0 e “0e 10

asy ag Ca—Y4 C4—Y4
(P(as)g()’l7)’2,)’3+—)’1+—)72+ ) 5
aio aio alo aio

as, - ..,a0)dysdas .. .dayg
1 1y4X4 iasx iajopx *iLaSyl)’z —iy
— oYX plasXs  ,1a10%10 5, Fapg e 2
R7

(27)7

a7a6 2 ‘lagag 2
—i=
alo yle 2 alo y2

1 i i~ ay ag
a e EG —a +—y1+—y+
(P( 5) (27.5)2 /]RZ [ 1 6(y3 alOyl a10y2

ca—ya,  aicy a; ag
+ ay —ag(y3+—y1+—y+
aio aip”  ap

aio
C4— Y4,  A9C3 az ay
)+ 7067---74107)’3‘|‘_}71+_}’2+
aio aio alo aio
C4—Y4 C4—Y4y . .
Y4 ST ja1dardyadas . .. dayg
aio alo

. . . . . -azag 1
%y, ik
_ 9/ o1V pl2Y2 p1Y4X4 HiasXs L1A10X10 5™ agg Y1Y2 T 2 ey Y
(2m)? Jro
.1a9¢18 2

3 a; ag
e 240 2@ (as)Fla) —ag(ys + —y1 + —y2 +
aip’  ap

+ ;

c4 —y4) acs
apo aio

C4—Y4,  A9C3
)+ —,
ao ao
asg ag C4—Y4 C4—Y4
ae,---,010,y3+ —yY1+—y2+ ) ]
ao ao apo ao

~ ay ag
ay — ag(y3 +—y1+—»m+
alo aio

da\daydysdas . . .day.

Vu les propriétés de F, cette fonction f appartient bien a .%(F(4)). Ainsi, étant donnée une
fonction noyau F € ¢, il existe f € .7 (F(4)) tel que I’opérateur m;(f) admet F([,-,-) comme
fonction noyau pour tout / € .1 NX;.

Notons

10 10
S =UL A ={1=Y a¥], asaio+arag—agao =0et Y ai # 0}
i=1 i=5

Soit par exemple [y € .7 tel que Iy ¢ .7, c’est-a-dire, ajg = 0 et asajo + azag — agag = 0. Mon-
trons alors que 7, (f) = 0.
Pour cela, on va approcher [y par des formes linéaires /¢, € > 0 telles que I € .7].
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Ecrivons [; = Z}gl bj(e)Y; telle que

bip(e) =€, >0;

bj(e), j=5,...,9tels que bs(€)e + b7(€)bsg(€) — be(€)bo(€) =0

et bj(é‘) —aj, € — Oet bj(&‘) =aj sije {1,2,3,4}.
Ce choix est possible. Par exemple, si bs(€) = as # 0, bg(€) = ag, b7(€) = a7 # 0, bg(€) = ao,
il suffit alors de prendre bg(€) = W Le raisonnement est analogue si un autre des a; est
non nul.
On vérifie alors que pour tous ces choix possibles de b(€), l¢ — Ip quand € — O et e € 7.
Soit maintenant

ley, = Ad*(F(4))lg)NX;
10
= ZCJ'(S)Y;
j=1

avec c;j(€) = bj(e) pour tout j € {5,...,10} et co(€) = bip(€) = €. Ceci est di au fait que
Ys,..., Y10 sont centraux.

Il existe & > 0O tel que pour tout [ = }gl lej* €C,onalljp|> 0 >0, étant donné que C est
un compact ne contenant pas 0. Ainsi, pour 0 < € < 8, on a gy, ¢ C. Il s’en suit alors que
F(ley,,-,-) = 0 puisque supp;Fls g2 C C. Dans ce cas, 7, (f) =0etm,(f) =0.

D’autre part, [; — Iy quand € — 0. Par suite la suite des orbites coadjointes (&}, )¢ converge
vers I’orbite coadjointe €, dans la topologie de 1’espace des orbites .7 /Ad*(F(4)). Ceci en-
traine que la famille des représentations unitaires irréductibles (¢ ) converge vers la représen-
tation unitaire irréductible 7, dans la topologie de N qui est I’image réciproque de la topologie
de Jacobson de I’espace des idéaux primitifs Prim(C*(F (4))).

Ainsi, puisque 7, (f) =010 < € < 6, f € Nyg—e<sKer(m,) et donc f € Ker(m,) par définition
de la topologie de Jacobson. Donc on obtient 7, (f) = 0si [y € .#\.#7. On a un résultat analogue
pour les autres indices i.

7.3.3 Continuité du rétracte

Soit C un compact fixé contenu dans {(ay,az,as, . .. ,a19) € R’ | ajp #0}. Soit ¢ € .7 (R) fixé
comme en 7.3.2. Notons f =: R(F). Alors, par construction, I’application F —— f de I’ensemble
¢ des fonctions noyaux a support en (aj,as,ds,- . .,ajo) contenu dans le compact fixe C dans
S (F(4)) est continue. Si on varie la fonction ¢, on trouve d’autres rétractes.

7.3.4 Conclusion

Théoréme 7.1. Soit {Y1,...,Y10} la base de Jordan-Holder de 4 introduite en 7. On considére
C un compact fixe contenu dans {(ay,az,as,...,a10) € R7 | ajg # 0}. Pour toute fonction noyau
F € ¢, il existe une fonction f € .7 (F(4)) telle que m)(f) admet F(1,-,-) comme fonction noyau
sile AANL; etm(f):OsileY\fl.

Notons f =: R(F). Le rétracte n’est en général pas unique. Mais il existe un algorithme pré-
cis pour la construction du rétracte R(F) tel que 'application F — f de I’ensemble N¢ des
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fonctions noyaux a support en (ay,ay,as, . . .,ay) contenu dans le compact fixe C dans . (F (4))
est continue si on munit [’ensemble des fonctions noyaux de la topologie définie par tout les
semi-normes || - Hgi BD.E.F"

7.4 Action de SO(4) sur une section de Pukanszky

Soitl € .¥ = U?:lﬁﬁi’ . On peut par exemple supposer [ € .| =.7. En effet, par une per-
mutation des vecteurs de base, les strates intermédiaires .#; jouent toutes le méme rdle que .77.
Pour cela, il suffit de travailler seulement sur la strate Yl’ = 9.

Rappelons que

10
v =A{l= ZaiYi* | asayo+ajas —agag =0} C RO = .7}
i=1

est stable par I’action de SO(4).
I est clair que ¥ est un fermé dans R'°, donc un espace topologique localement compact.
De plus, on a

10
A = {l= Za,’Yi* € Z#, | ajp #0etasajg+agar; —agag =0}
i=1
= {lE“f/‘alo#O}

Donc .#] est un ouvert de ¥ dans .%;". De plus, . est Ad*(F (4))- invariant. Ceci est di au fait
que Ys,..., Yo sont centraux.
Dans ce qui suit on note SO(4) par K. Soit [y une forme linéaire alignée dans .#;]. On peut
toujours supposer que la section de Pukanszky X a été choisie de maniere a passer par /.
Définissons

Igl = {kEK ’ k-l EAd*(F(4))y1 :yl}

puisque .7} est Ad*(F (4))-invariant. Ainsi K; est un ouvert non vide. En effet, puisque ¥ est
K—invariant d’apres la remarque 7.1, I’application

o:K — V¥
k — k-l
est continue et .7} est un ouvert non vide dans # . Par suite K| = (p_1 (-1) est un ouvert non vide

de K. De plus, e € K, étant que [y € .1 . Ainsi, il existe un voisinage ouvert V| de e, contenu
dans K, tel que V; - V; C K; et Iapplication différentiable

V1><V1 — I?l
(k,K') — k-K

satisfait les conditions suivantes :
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— e-k=k-e=kpourtoutk € V.

— (k-K)-k =k-(K-Kk) pour tout k,k' .k €V tels que k-k' € V; et k' -k € V.
Ainsi, K; est un groupe de Lie local.
On définit une action de K; sur Ad*(F(4))K) - [yNX; de la maniére suivante :
Soit [} = Ad* (m)ky - Iy € Ad*(F(4))K; - lo ;. Par définition

k * ll = (ll )k
est I'unique élément de .7, vérifiant

{0kt = Ad*(F(4))(k-11)NE,
—  Ad*(F(4))(Ad* (k-m))(kki) - l) NZy
= Ad*(F(4))((kk) - ) NZy

pour tout k tel que kk; € Kj. 1l existe donc m = my, € F(4) tel que
(1) = Ad™ (my) (kky) - Lo

L’élément my n’est en général pas unique. L’image (I} ), est bien définie et unique, puisque .1 C
Ylj‘uk ou ﬂlj‘uk désigne la strate de Pukanszky correspondante [3] (ceci est dii au fait que .7} est
construite a partir les indices j;(I) et k() et que ces indices coincident avec les indices de saut

au sens de Pukanszky [20]) et puisque toute orbite coadjointe dans Y;Mk coupe X en exactement

un point. De plus, * est une action du groupe de Lie local K| sur Ad*(F (4))K; - ly. Cette action
est €~ (pour plus de détails, voir le chapitre 4).

Proposition 7.1. Ad*(F(4))(K; - lo) N X est localement fermé.

Preuve. 11 suffit de montrer que
Ad (@)K, -y = (Ad* (F(4))K -1o) .

En effet,

(C) Ad*(F(4))K; -lo C Ad*(F(4))K -l car K| C K et Ad*(F(4))K, -1y C &) car Ky - Iy C .7
et que .77 est Ad*(F (4))—invariant.

(D) Soitl=Ad*(my)k-ly=1, avec ]} € . Alors k- :Ad*(mk’l) 1] € .7 etparsuite k € K.

D’autre part, on a Ad*(F(4))K - Iy est fermé car F(4) nilpotent et K compact et .} est ouvert

dans 7. Ainsi, on peut conclure que Ad*(F(4))K) -ly est localement fermé dans #". Comme

¥ lui méme est fermé dans n*, Ad*(F(4))K, - Iy est également localement fermé dans %, et
Ad*(F (4))K, - IyN Xy est localement fermé, ¥ étant fermé.

Proposition 7.2. Ad*(F(4))(K; -lo) NX| est une sous-variété de ¥\ contenue dans .1 C V.

Preuve. La démonstration de cette proposition reste la méme que celle du proposition 4.6 du
chapitre 4.
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7.5 Résultat du rétracte sur K; - [y

7.5.1 Définition de I’ensemble des fonctions noyaux sur K - [y

Soit (Vi,71) une section lisse de K / Kj, et un ouvert relatif Vi dans 11 (V1 ). Pour tout compact
fixe C; contenu dans V; - [y, on définit I’ espace des fonctions noyaux .45, ¢, comme I’ensemble
de toutes les fonctions €

Fi Z[?yloXRXR—NC

qui vérifient les conditions suivantes :
— Le support de F; en [ est contenu dans Cj.
— Fj est une fonction de Schwartz généralisée, c’est-a-dire, pour tout A, B, C D E € N, pour

tout compact Cy contenu dans C; NU’, ot (U’, @) est une carte de V; - ly, 2 5 l’“ désignera les

dérivées partielles par rapport a cette carte et lfj, les coordonnées de [’ par rapport a cette
carte. Il faut alors que

|11 HABCDE SUDy e g/ (o)oryerSUPla|<A.b|<B.|c|<C.|a|<D.|B|<E

ap 0 O

| x%y 317 9 3y Fio(¢' ' ®id®id)(I}y,x,y) |< e (7.1)

7.5.2 Théoreéme du rétracte sur K| - [

Théoréme 7.2. 1l existe une section lisse (V1,11) de K1 /Kj, et un ouvert relatif non vide V dans
N1(V1) telle que pour tout compact donné Cy dans Vi-ly C K -1y on a : Pour toute fonction noyau
Fy dans N, ¢, il existe f € S (F(4)) tel que w1, (f) admet comme fonction noyau Fy (k- lo, -, )
sik-lo€Cy et My, (f) =0sik-lp € K-lp\Cy.

De plus, il existe un algorithme bien précis pour construire un tel rétracte tel que I’application
linéaire F; — R(F}) := f, de I’ensemble </1(~,1 el des fonctions noyaux a support en k - ly contenu
dans le compact fixe Ci dans . (F (4)), soit continue si on munit I’ensemble des fonctions noyaux
de la topologie définie par toutes les semi-normes de type (7.1).

Preuve. La preuve de ce théoreme est analogue a celle du chapitre 4 mais avec quelques chan-
gements tout en appliquant le résultat du rétracte pour la représentation induite

F(4)
Moy += indp Pl ) Xlox

pour lox € Ad*(F(4))(K; - lp) NEy. Ce dernier est exactement le méme résultat que pour les
strates génériques. En fait, il suffit d’appliquer le théoréme d’inversion de Fourier pour la strate
intermédiaire .#] localement sur une carte de la sous-variété Ad*(F(4))(K; - lp) NX; puis col-
ler ensemble a 1’aide d’une partition de I'unité d’un compact fixe de la sous-variété. En effet,
remarquons que :
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— La base de Malcev de %, par rapport a p(/) pour tout [ € .1 NXE; est {¥3}, en particulier
pour [ = [y € Ad*(F(4))K; -lyNX;. Cette base de Malcev reste aussi la base de Malcev
de Z4 par rapport a p(k - lp) puisque nos polarisations sont des polarisations de Vergne et
que k- Iy € .} pour tout k € K;.

— K -1y est une sous-variété -, contenue dans .#]. Il suffit de montrer que Ki-ly=K-lpNn.%
est localement fermé. Ceci est vrai puisque K est compact, donc fermé et .7} est ouvert.

Donc les raisonnements du chapitre 4 s’appliquent.

7.6 Résultat du rétracte pour 7,

Rappelons tout d’abord que les représentations
. JF(4 o . JF(4 k —1
n-k~l() = lndp((k.)lo)Xk'lm ﬂ(),k = lndkAI(J()IO)X/Ol() et n-l()(') = 7[[0 (k )
sont équivalentes. Pour déterminer le rétracte de kﬂlo, il faut tout d’abord avoir un rétracte pour
la représentation 7 4 sur une section de K /K;,. Ce dernier est construit d’une maniére analogue
a ce qui a été fait dans les strates génériques. Une fois que celui-ci est construit, on peut alors
construire aussi un rétracte local pour la représentation ¥ 7, de la méme fagon que pour les strates
génériques. Ainsi, on définit I’ensemble des fonctions noyaux °/Vg/( 5, comme dans le chapitre
1

4 et on obtient le résultat suivant :

Théoréme 7.3. Pour tout ko € K, il existe (S, §) une section lisse de K / K;, contenant kg telle que
¢ (S) soit une sous-variété de K. Pour tout compact fixe Cy contenu dans {(S), on a : Pour toute

fonction noyau F dans N il existe fi € 7 (N) tel que *m(f1) admet comme fonction

~ gs).cy
noyau Fy (k,-,-) pour tout k € {(S) et m,, (1) =0sik & S.
Notons f| = R(E}) le rétracte obtenu par un algorithme bien précis. Alors I’application linéaire

Fi — R(F)) de I’ensemble </I7C’ )

pact fixe C‘i dans .7 (N), est continue si on munit I’ensemble des fonctions noyaux par la topo-
logie définie par toutes les semi-normes utilisées dans la définition de I’ensemble des fonctions

noyaux.

e des fonctions noyaux a support en k contenu dans le com-
1

7.7 1déaux K-premiers

Proposition 7.3. Pour toutl € ., ona

71
KerQ,n 7 (F(4)"

= KerQ
ou L désigne la K—orbite.

Preuve. Si / est générique au sens de Ludwig-Zahir dans au moins une base de Jordan-Holder
ou si / définit un caractere j; sur F'(4) tout entier, c’est vrai par le chapitre 6.

Si [ appartient a une strate intermédiaire, 1’existence du rétracte (théoreme 7.3) permet de refaire
la méme démonstration qu’au chapitre 6. L
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Théoréme 7.4. Les idéaux fermés propres K—premiers de L' (F (4)) coincident avec les noyaux
KerQy, | € Z}, des K—orbites Q) =K - 1.

Preuve. Tout KerQ; est un idéal K—premier par la proposition 6.6 du chapitre 6. Si I est un
idéal K—premier, il existe [ € .%; tel que KerQ; N .7 (F(4)) = 1N.7(F(4)) (voir chapitre 6).
Par la proposition 7.3, I = Ker€;, grice a une argumentation analogue a celle de la section 6.3
du chapitre 6. ]
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