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Introduction

Le but de cette these est I’étude de I’analyse harmonique L? pour une transformée intégrale, dite
transformée hypergéométrique de Laplace, qui généralise la transformée classique de Laplace. Dans
le cas classique, la transformée de Laplace L est définie pour des fonctions f assez régulieres sur la
demi-droite réelle |0, +oo[ par

+oo
L{f](2) = /0 f(@)e da

pour tout z € C tels que 'intégrale converge.
L’espace de Hardy H?(Re) < 0) sur le demi-plan {\ € C, Re) < 0} est défini comme l’espace des
fonctions a holomorphes sur {\ € C, Re) < 0} telles que

+00

sup/ la(o +i\)|?d\ < +oo.
0<0J—00

On sait que toute fonction a € H?(Rel < 0) admet une valeur au bord sur I'axe imaginaire,

c’est-a-dire, il existe une fonction a; € L?(iR) telle que

lim a(o 4+ i\) = a4 (i\)

o—0

dans L%, pour tout A € R. Pour simplifier, on notera a (i\) = a(i\). La norme sur H?(Re\ < 0)
est alors donnée par

—+o00
lall%e = / la(iN)PdA.

Muni du produit scalaire associé & cette norme, H?(ReA < 0) devient un espace de Hilbert. Un
théoreme classique, di a Paley et Wiener (voir [25], p. 8 theorem V), montre que L réalise un
isomorphisme isométrique de 1’espace L?(]0, +oo[) des fonctions de carré intégrable sur la demi-
droite réelle sur H?(Re) < 0) :

vf e L*(0, +oo),  [ILf)llmz = IIfl2-

On dira que ce théoreme est un théoreme “de type Plancherel” par analogie avec le cas de la
transformée de Fourier.

La transformée hypergéométrique de Laplace est une généralisation de la transformée classique de
Laplace. Elle est définie pour des fonctions f assez régulieres sur |0, +oo[ par

+oo
Lro) = /O FHQ Y (1)s(t)dt
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ou

QY (1) = (2cht)ob"1, (“ + b; 1= a- b; L=A o ch2t>
est la fonction de Jacobi de deuxieme espece, et
5(t) = 221 (sht) 2L (cht)?0 L.
Sia=0b= —%, alors la transformée hypergéométrique de Laplace se réduit a la transformée clas-

sique de Laplace.

La transformée hypergéométrique de Laplace joue un role important en physique mathématique
pour le cas a = ”772 et b= —%. C’est le cas “géométrique” dans lequel elle est (& une normalisation
pres) la transformée sphérique de Laplace sur ’hyperboloide & une nappe SO, (1, n)/SO,(1, n—1).

Les hyperboloides a une nappe sont des espaces symétriques pseudo-Riemanniens particuliers. Ils
appartiennent a la classe remarquable des espaces non compactement causaux.

L’analyse harmonique sur les espaces non compactement causaux a été commencé dans [10] et est
actuellement un sujet de recherche trés intense. L’analyse harmonique L?, c’est-a-dire, essentielle-
ment les théoremes d’inversion, de Paley-Wiener et de Plancherel, n’est encore seulement considérée
que dans des cas tres particuliers. Le travail de cette these donne en particulier des résultats dans
le cas des hyperboloides et dans le cas complexe (qui correspond aux espaces non compactement
causaux dits de type Olshanskii).

Le théoreme principal de la these pour le cas de la transformée hypergéométrique de Laplace en
dimension 1 (théoréme 12 du chapitre 2) montre que la transformée hypergéométrique de Laplace
réalise un isomorphisme isométrique entre 1’espace L? (}O, +ool, § (t)dt) et un espace de type Hardy
noté H2(ReA < 0). Comme dans le cas classique, il consiste en des fonctions holomorphes sur le
demi-plan {\ € C, Re) < 0}, et chacune de ces fonctions possede une valeur au bord sur l'axe
imaginaire. Mais & la différence du cas classique de H?(Re) < 0), les valeurs au bord ne sont pas
dans L? mais dans des espaces de Sobolev opportuns. La norme de H2(Re\ < 0) est donnée par

+00
lall? = / |a(i) = a(=iA)[*[Ac(id) [P
—00
ot ¢(\) est la fonction ¢ de Harish-Chandra (voir (2.2)).
Les premicres informations sur I'espace HZ(Re\ < 0) viennent du théoréme de Paley-Wiener qui
caractérise I'image des fonctions lisses & support compact (théoréeme 6 du chapitre 2). Dans le cas
géométrique des hyperboloides & une nappe, ce théoréeme a été démontré par Anderson et Olafsson
(voir [1]). Leur preuve se généralise dans le cas général de systémes de racines pas nécessairement
réduits et de multiplicités positives (théoréme 5 du chapitre 2). La norme sur H2(ReA < 0) est fixée
de fagon canonique par la relation entre la transformée hypergéométrique de Laplace, la transformée
hypergéométrique de Fourier (également appelée transformée de Jacobi) et le bien connu théoréme
de Plancherel pour cette derniere (voir section 2.3).
Le théoreme de Paley-Wiener fixe un sous espace dense de HZ(Rel < 0) et la norme est fixée
comme on ’a dit précédemment. Le point important est de donner une expression explicite du
complété de ce sous espace dense par rapport a cette norme. La construction de ce complété est
développée dans la section 2.5.
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On a mentionné précédemment que dans des cas trés particuliers, I'analyse L? est connue. En
terme de fonctions de multiplicité m = (m,, maq), ces cas sont les suivants :
— Mma = Moy = 0 : C’est le cas Euclidien classique.
— mq = 1 et maq = 0 : L'isomorphisme a été montré par Stein et Wainger (voir [28]). Ce cas
correspond au cas géométrique de SL(2, R), et la méthode s’étend de fagon naturelle au cas
oll Mg + Moy, < 2.
— mq =n—1 et maoq, =0 : Dans ce cas, on a des résultats partiels montrés par J. Unterberger
(voir [33]), qui n’a consideré seulement quelques propriétés de la transformation de Laplace
appliquée & L? (]T, +oo[), pour 7 > 0, sans en déterminer une image isométrique de L?.

La généralisation des résultats de Stein et Wainger pour le cas de SL(2, R) est I'une des motivations
principales aux résultats de cette these, en particulier pour ce qui concerne les applications aux
développements en séries de polynémes de Jacobi de la section 1 du chapitre 3.

Il faut toutefois remarquer que le cas m, = 1 et ma, = 0 (et plus généralement le cas ou
Me + Mmaq < 2) est substentiellement différent du cas mg + mao, > 2. Cette différence vient du
comportement de la fonction |¢(\)|? qui intervient dans la norme canonique sur l'image. Il faut
également remarquer que parmi les cas géométriques, SL(2, R) est 'unique tel que mq, + maoy < 2.
Dans cette thése, on construit les espaces H2(ReA < 0) de fagon uniforme par rapport & la fonction
de multiplicité m. Notre définition est a priori différente de celle de Stein et Wainger, mais dans la
section 2.6, on vérifie que ces definitions coincident bien.

Dans le chapitre 3, nous donnons quelques applications des résultats du chapitre 2. Tout d’abord,
nous considérons des séries de polyndémes de Jacobi dont les coefficients sont des multiples de la
transformée de Laplace d’une fonction f. Nous montrons que, sous certaines conditions sur f, la
série définie une fonction L? (avec une certaine mesure) et que cette fonction s’étend en une fonction
holomorphe sur Pespace coupé C \ [1, +oo].

Le deuxieme type d’applications concerne les hyperboloides réelles et utilise les premieres sections
du chapitre 3. C’est dans ce contexte que l'on voit le lien avec la physique mathématique. En par-
ticulier, les références pour cette partie sont les travaux de Bros et Viano, bien que les méthodes
utilisées ainsi que les propriétés de régularité de la classe de fonctions étudiée soient différentes
(voir [4], [5] et [6]). Le cadre de leur travail est la physique théorique, plus précisément, la théorie
quantique des champs sur une variété espace-temps en forme d’hyperboloide (I'univers de De Sit-
ter).

Enfin, dans le chapitre 4, nous étudions le cas complexe, c’est-a-dire le cas d’un systéme de racines
Y. (pas nécessairement de rang un) tel que m, = 2 pour tout o € . Nous voyons comment la
théorie L? de la transformée hypergéométrique de Laplace se ramene dans ce cas au cas Euclidien.
En particulier, ces résultats nous permettent d’étudier P’analyse harmonique L? sur les espaces
symétriques de type Olshanskii.
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Chapitre 1

Notations et rappels

1.1 Notations

1.1.1 Notations générales

Dans toute la these, on utilisera les notations suivantes :
— N est ’ensemble des entiers naturels ou nuls.

Z est I’ensemble des entiers relatifs.

— R est ’ensemble des nombres réels.

— C est ’ensemble des nombres complexes.

— R, désigne I'’ensemble des réels positifs ou nuls.

— R% désigne I'ensemble des réels strictement positifs.

1.1.2 La transformée de Fourier

On rappelle que pour f € L'(R"), la transformée de Fourier de f est la fonction J?déﬁnie sur R"
par

1
(27)% Jgn

7(&) = (@)ede = [ fla)e S amix) (1.1)

otl dz est la mesure de Lebesgue sur R”, dm(z) = (2r) "/ ?dz et £ -z = > i1 &5

On note aussi f = F|[f]. La transformée de Fourier est bien définie sur l'espace C°(R™) des
fonctions de classe C*° a support compact. La caractérisation de F[CSO(R”)] est I'objet d’un
théoreme classique du a Paley et Wiener :

Soit R > 0. Une fonction F' sur R™ est la transformée de Fourier d’une fonction f de classe C*° a

support contenu dans la boule de centre 0 et de rayon R, si et seulement si F' admet un prolongement
en une fonction entiere sur C" tel que

sup e ISl 4 [E)NIF ()] < +oo
e n

pour tout N € N.



On rappelle également la formule d’inversion, c’est-a-dire, si f € C2°(R") (ou plus généralement si
fe LY (R") et f € LY(R"™)), alors

fl@)= [ F&edm(s). (12)

Le théoreme de Plancherel dit que la transformée de Fourier définie sur C2°(IR™) se prolonge en un
isomorphisme isométrique de L?(R") sur lui-méme : pour tout f € L?(R"), on a

IFl2=lfllee cesticdice [ (f@Pdm(e) = [ |f@)Pdm(z). (13)

n

L’égalité (1.3) est appelée formule de Plancherel.

Remarque 1 : Selon notre normalisation de la mesure de Lebesgue, on a

F[f x g] = (2n)"/*F|[f]Fg]

pour toutes fonctions f et g assez régulieres.

Remarque 2 : Soit W un sous groupe du groupe des transformations orthogonales de R™. On
dit qu’une fonction f définie sur R™ est W-invariante, si f(wz) = f(z) pour tout w € W et = € R.
Si f est W-invariante, alors pour tout w € W, on a

fe) = A fa)e T dm(x) = A fwz)e’*dm(z)
donc en posant y = wx, et comme w est une transformation orthogonale, on obtient
iy i&w™1 jwé- 7
& =] et Yam(y) = | fly)e™Vdm(y) = f(wg)

Rn Rn

c’est-a-dire, f est aussi W-invariante.

Sia = (ag, ..., ap) € N" est un multi-indice, si * = (21, ..., z,) € R" et si f € C°(R"),
on pose
¢ = aft.ahn
8a1+~~+an
Dof = !

(07 «
Ozt ... 0xp"

On appelle espace de Schwartz, 1’espace

SR") ={f e C*R"), Va, BN, sup
reR™

:EO‘DBf(w)’ < +oo}.

On rappelle que S(R") est dense dans L?(R"™) et que la transformée de Fourier est un isomorphisme
de S(R™) sur lui-méme. On munit S(R™) de la topologie associée aux semi-normes
2D’ f(x)

Na,ﬁ(f): sup ) «, 5€Nn

reR”™




Le dual topologique S'(R™) de S(R™) est 'espace des distributions tempérées. Un élément de S'(R™)
est donc une application linéaire continue 7' : S(R™) — C. Pour f € S(R™), on notera plutdt (7', f)
a la place de T'(f). La transformée de Fourier de f € S’(R") est alors définie par

Vo € SR"), (F[f], ») = (f. Fle]). (1.4)
De plus, pour ¢ € S(R™), on a la transformée de Fourier inverse
F'g](2) = Flp"](z) = (Fl¢]) ' (2) (1.5)
olt
P! (&) = (=¢). (1.6)
L’application v s’étend & S'(R™) par
(T, ¢) = (T, ¢") (L.7)

pour T € §'(R") et ¢ € S(R™).

1.1.3 La transformée de Laplace

Si f est une fonction assez réguliere de R dans C, alors sa transformée de Laplace est définie par
+oo
L{fl(z) = (z)e**dm(x) (1.8)
0

pour tout z € C tels que l'intégrale du second membre converge. Si f est a support dans R, et si
on note z = o + i\, alors on a

+00 )
LfIG) = [ pa)er e dm(a) = Ff()e] ()
1.1.4 La transformée de Hilbert

On peut définir la transformée de Hilbert H f d’une fonction f € L?(R) par la relation

9= Hf <= Flg](t) = —iF[f](t)sgn(t) p.p (1.9)

ou
1 sit>0
Sgn(t):{ 1 sit<0 "

On a alors les propriétés suivantes :

Lemme 1 i f € L*(R), alors
1. H est C-linéaire



2. Hf € L*(R) et ||H f|l2 = || f|l2
3. HHf)=—f
4. H(fY) =—(H[f)Y

Preuve :
1. Conséquence de la linéarité de F.

2. D’aprés la formule de Plancherel (1.3), on a |[F[f]|l2 = || fl2. Donc, si g = Hf, on obtient
lgllz = [IF[g]ll = [iF[f]ll2 = [[F[f]ll2 = | £
3. Sig=Hf, alors F[g](t) = —iF[f](t)sgn(t), donc
F(/](t) = isgn(t)F[g](t)

c’est-a-dire
F[—f](t) = —isgn(t)F[g](?)
d’ou Hg = —f.
4. On a F[£V])(t) = F[f](~t) = (F[f])" (1), donc

F[(Hf)"](t) = (FIHf])" (t) = (—isgn(t)F[f](1))" = isgn(t) (F[f])" (t) = isgn(t)F[f"](1)
c’est-a-dire H (fV) = —(Hf)".

c.q.f.d.

1.1.5 Intégrale de Poisson et intégrale de Poisson conjuguée

Pour f € L?(R), on définit Iintégrale de Poisson Pf de f et I'intégrale de Poisson conjuguée P f
de f par

Pr(z) = 217T/Rf(t)Re (itl_z> dt
P = 5 [0 () a

1w —z

pour Re z < 0. En calculant Re ( 1 ) et Im ( 1 ) pour z = x 4 iy avec x < 0, on obtient

it—z it—z

Piatiy) = —o [ 10—t (1.10)

Pra+iy) = — [ 1)Lt (1.11)

21 Jrp7 T2+ (y — )2



1.2 Préliminaires

1.2.1 Systémes de racines

Pour tout ce paragraphe, on peut se référer a [16]. Soit a un espace vectoriel euclidien réel de
dimension finie /. On note a* le dual réel de a. Le produit scalaire (,-) définit un isomorphisme de
a sur a* en associant a un élément non nul @ € a* I’élément H € a déterminé par la condition
o(H) = (H, Hp) pour tout H € a. Le vecteur normalisé¢ H, 1= 2H,/(H,, H) vérific a(H,) = 2.
En posant («, §) := <Ha, H 3), on définit un produit scalaire sur a*. Pour tout a € a*, on note r,
la réflexion dans a* définie par

A @)
(@, @)

ra(A):=A—2 a=\—\H,)a, Aear.

Définition 1 Un systéeme de racines dans a* est un ensemble fini X d’éléments non nuls qui en-
gendrent a* et qui satisfont 2{c, B8)/(8, B) € Z et ro(B) € X pour tous a, B € X.. On dit que X est
réduit si 2ac ¢ X pour tout o € 3. Les éléments de ¥ sont appelés les racines.

Pour chaque H € a vérifiant a(H) # 0 pour tout o € X, on peut définir un ensemble de racines
positives ¥ dans ¥ par ©7 := {a € ¥ : a(H) > 0}. Une racine o € I1 est dite simple si elle
n’admet pas de décomposition o = 3 + v avec 3 et v dans 7. L’ensemble II des racines simples
est une base de a* et tout élément de X+ peut s’écrire comme combinaison linéaire d’éléments de II
avec coeflicients entiers non négatifs. On dit que II est le systeme fondamental de racines simples
associé a X1,

Soit ¥ un systéme de racines dans a*. Soit X1 un choix de racines positives dans ¥ et II =

{a,..., oy} le systeme fondamental de racines simples associé¢ & Xt. Le groupe de Weyl W de
Y est le groupe fini des transformations orthogonales de a* engendré par {r, : a € £}. On note
7 i=Tq,. Alors {rj : j=1,..., [} est un systéme minimal de générateurs de .

On note ac = a®g C la complexification de a et ag. I'espace des formes C-linéaires sur a. L’action de
W sur a* s’étend a a par dualité, et a ag et ac par C-linéarité. Le groupe W agit sur des fonctions
f définies sur 1'un de ces espaces par (wf)(z) := f(w™tx) pour w € W.

Définition 2 Une fonction de multiplicité sur X est une fonction W -invariante m : ¥ — C. Si on
note mq, := m(a) pour tout o« € ¥, alors myye = Mg pour tout w € W et a € . On dit que m est
une fonction de multiplicité positive si mq > 0 pour tout o € 3.

1.2.2 Structure des algebres de Lie réelles semi-simples

Comme pour la section précédente, une référence possible pour les notions décrites dans ce pa-
ragraphe est [16]. Soit g une algebre de Lie réelle semi-simple, c’est-a-dire la forme de Killing
B(X,Y) := tr(adX adY’) est une forme bilinéaire non dégénérée sur g. Soit 6 une involution de
Cartan de g et

g=tdp (1.12)



la décomposition de Cartan correspondante, c’est-a-dire, § est un automorphisme de g, 6% = id, &
et p sont les sous espaces propres de 6 pour les valeurs propres 1 et —1 respectivement :

t = {Xeg 0X)=X} (1.13)
p = {Xeg 6(-X)=X)}. (1.14)

La forme B est définie positive sur p et définie négative sur €. De telles involutions existent et elles
sont toutes conjuguées. Soit G un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie g. On peut montrer que 6
est la différentielle d’un unique automorphisme involutif de G encore noté 6, et que le sous-groupe
des points fixes K := {g € G, 6(g) = g} est le sous-groupe connexe de G d’algebre de Lie ¢. Si G
est non compact, alors le sous groupe K est compact si et seulement si GG est de centre fini, et dans
ce cas, K est aussi un sous-groupe compact maximal. Supposons que G est de centre fini.

Soit a un sous-espace abélien maximal de p. On dit que a est un sous espace de Cartan de g. Tous
ces sous-espaces sont conjugués par Ad(K). On définit le rang réel de g comme la dimension de a.
Pour exclure le cas de rang zéro, on suppose que 6 # id. Pour o € a*, on note

g :={X €y, [H, X] =a(H)X pour tout H € a}. (1.15)
On a alors ggNp =a. On note m:= gy N ¢ et
Y :={a€a"\ {0}, dimg® > 0}, (1.16)
alors g admet la décomposition
g=maad Y g% (1.17)
a€cy

On obtient un produit scalaire sur a en prenant la restriction de B a a. Alors X vérifie les axiomes
d’un systéme de racines. On dit que ¥ est le systéme de racines (restreintes) associé au couple (g, a).
On note X7 le sous-ensemble de racines positives associé au choix d’une chambre de Weyl a™ de a.
On note n := Y st g% Alors n est une sous-algebre nilpotente de g. On note m, := dimg. Le
nombre m,, est appelé multiplicité de la racine a. La fonction m : ¥ — N donnée par m(a) = my,
est une fonction de multiplicité sur X. On pose

pi= 1 Z M. (1.18)

Soient NV :=expn et A :=expa, alors N et A sont des sous-groupes fermés de G difféomorphes a
n et a. On note log : A — a le diffomorphisme inverse de exp : a — A. Pour A € ai. et a € A, on
pose a* = ¢*(989)  Soient

M = Zg(a) ={k € K, Ad(k)H = H pour tout H € a} (1.19)
et
M’ := Nk (a) = {k € K, Ad(k)a = a}, (1.20)

alors M et M’ sont des sous-groupes compacts de K, tous deux d’algebre de Lie m, et M est normal
dans M’. Le groupe W := M’ /M est fini et est isomorphe au groupe de Weyl du systéme de racines
Y. L’action de W sur a s’étend a A au moyen de I’application exp.

Si g est de rang 1, alors ¥ = {«, —a} ou ¥ = {«a, —a, 2, —2a} avec a € a*.
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Définition 3 Soient a un espace vectoriel euclidien réel de dimension finie, X un systéme de racine
dans a* et m une fonction de multiplicité sur 2. On dit que le triplet (a, X, m) est géométrique
s’il existe une algébre de Lie réelle semi-simple g telle que a soit un sous espace de Cartan de g, 3
soit le systéme de racines associé a (g, a) et m soit la fonction de multiplicité de X.

1.2.3 Paires symétriques et espaces symétriques

On garde la notation des paragraphes précédents. Soit 7 une involution non triviale de g. On
suppose que 7 et § commutent. Comme 7 est une involution non triviale, ses valeurs propres sont
—1 et 1. On a donc la décomposition

g=hog
h={Xeg, 7(X)=X} (1.21)
et
g={Xe€g, 7(X)=-X}. (1.22)

De plus, comme 7 et 8 commutent, on a la décomposition en sous espaces propres communs
g=tNgetNnhdpngdpnh.
Soit H un sous groupe fermé de G tel que
GICHCG"

oun G" ={g € G, 7(9) =g} et G7 est la composante connexe de 1’élément neutre dans G7. On dit
alors que G/H est un espace symétrique. On dit aussi que (g, h) est une paire symétrique.

On remarque que b est alors ’algebre de Lie de H.

SiT=0et H=K,etsiG est non compact, I’espace G/K est un espace symétrique riemannien de
type non compact. Si 7 # 6, 'espace symétrique correspondant est pseudo-riemannien. La (pseudo)
métrique de G/ H est celle associée a la forme de Killing de g. Le sous espace q s’identifie & I'espace
tangent & G/H en le point base eH = o.

Si G = U est compact, alors l'espace U/K est un espace symétrique riemannien de type compact.

Définition 4 On dit que la paire symétrique (g, ) est irréductible si les seuls idéaux de g invariants
par T sont {0} et g. On dit que l'espace symétrique G/H est irréductible, si (g, ) est irréductible.

1.2.4 Espaces symétriques NCC

Pour cette section, on peut se référer a [14] et [10] pour plus de détails.

Définition 5 Soit C # () une partie ouverte et convexe de q. On dit que C est hyperbolique, si
pour tout X € C, ad(X) est semi-simple avec valeurs propres réelles.
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Définition 6 Soit G/H un espace symétrique irréductible. On dit que G/H est non compactement
causal (NCC), s’il existe un cone C € q non-vide, ouvert, convexe et H-invariant ne contenant
aucune droite affine pour lequel 'une des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. C est hyperbolique

2. Il existe un élément non nul Ty € qNp, qui est H N K -invariant.

Pour un espace symétrique NCC, il existe un tel cone maximal, noté Chyax.

Remarque : L’élément T de la définition précédente est unique a multiplication par un sca-
laire pres. Il posseéde les valeurs propres 0 et +a avec a > 0. Ainsi, on peut prendre Ty tel que
ad(Tp) admette pour valeurs propres —1, 0, 1.

Soit donc G/H un espace symétrique NCC. Soit a C p N q un sous-espace abélien maximal conte-
nant Tp. Comme G/H est NCC, a est aussi maximal abélien dans p et dans q. On note m = 3¢(a).
Comme a est maximal abélien dans q et dans p, on a également m = 35 (a) et on a la décomposition

g:a@m@ga

aEX

¢ ={Xeg, [H X]=a(H)X, VHEca}

et ¥ ={aca*\{0}, g*+#{0}} est 'ensemble des racines restreintes associées & (g, a). De plus,
les valeurs propres de ad(Tp) étant —1, 0 et 1, on obtient la décomposition

Y=%,UXuUx}

o1t ={acy, oy =+l}etYy={ac¥, aly) =0} On choisit un systeme de racines
positives X1 = Ea“ U Xt on 2;{ est un choix de systeme de racines positives dans Y. On peut
montrer que le systeme fondamental de racines simples IT associé a ¥ est de la forme IT = IloU{~}
ou Il est le systeme fondamental de racines simples associé a E(J{ et v est 'unique élément de 3.
On pose aussin = 5+ g% et N =expn.

On définit maintenant un céne convexe dans a par

Cmaz = {X €a, Vae Xl a(X)>0}.

On a alors
cmaz = Cmaz N a.

On peut montrer que S = H exp(cmax)H est un semi-groupe contenu dans HAN. Son intérieur
SY = Hexp(cY ) H est le domaine H-biinvariant sur lequel la théorie des fonctions sphériques sur
G/H est développée.

Rappelons que HAN est ouvert dans G et que 'application

HxAXN — G
(h, a, n) > han



est un difféomorphisme sur HAN. On écrira

HAN — HxAXxXxN

T — (hH(a:), ag(x), nH(:zc))

pour I'application inverse. Les applications hy, ay et nyg sont alors analytiques. Si H = K est le
sous groupe maximal compact de G, alors G = K AN et on a donc une décomposition globale de G,
dite décomposition de Iwasawa. Pour x € G, on notera = = k(z)a(z)n(x) avec k(z) € K, a(z) € A
et n(z) € N.
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Chapitre 2

Théorie L? de la transformée
hypergéométrique de Laplace en rang
un

Dans ce chapitre, on considére un triplet (a, X, m) de rang un, c’est-a-dire dima = 1. L’ensemble
Y est alors de la forme X1 = {a} ou T = {«, 2a}. On suppose de plus que m = (m,, may) est
une fonction de multiplicité positive. Par convention, on posera mo, = 0 si 2« n’est pas une racine.
Fixons H dans a tel que a(H) = 1. Alors le choix de o et H permettent d’identifier a et a* avec R.
On notera alors p le nombre p(H), c¢’est-a-dire

2.1 Fonctions ¢

La fonction ¢ de Harish-Chandra est la fonction définie sur C au moyen de la fonction Gamma par

2~ (I ()

c(m, A) = Co (2.2)
(3 + 7%+ PG + 5 + 75
ou Cj est une constante déterminée par la condition ¢(m, p) = 1. Explicitement, on a
r
Co = y/mLUma & M2a) (2.3)

()
On écrira souvent ¢(\) a la place de ¢(m, A). Si ¥ est réduit, on a maq = 0 et p = %=, Dans ce cas

2-(HHIHD (Y




on obtient

1, T _Tep T
vr T(A+p)  T(p) T(A+p)
On rappelle que la fonction z — I'(z) est une fonction méromorphe avec poles simples en z =

0, —1, =2, ... De plus, la fonction z — ( ) est une fonction entiére. Par conséquent, les singularités
de la fonctlon c sont au plus des poéles simples aux points A = —n avec n € N.

c(\) = (2.5)

Lemme 2 La fonction A — Ac(\) n’a ni zéros, ni péles pour Re\ < 1. Pour A € C avec ReA <0
tel que |\| soit assez grand, il existe une constante C{) telle que

a+m2a
IAc(=A)] ~ CylAl"™
De plus, pour A € R, on a
le(iN)|? = c(iX)e(—iN). (2.6)
Preuve : En utilisant I’égalité (2.4), on a
ma r+0)T(3+3
)\C()\): 002177 (2+ ) (2+2)

N N (e

Maintenant, on se sert de 'estimation (1.18.4) dans [7] (voir p.7) : pour |z| assez grand tel que
—m < arg z <,

['(z+a)l'(z +b) +b—c—d
~ ZOTOTema 2.7
T(z+ol(z+d) ~ 27)
On a donc pour |\| assez grand
e ~ Gl =5

ol
ma _ma ['(Mmg + maq)
Cl = Con— 221 = gl- " e T 2]
o I (% + 75%)

La formule (2.6) est conséquence de la propriété I'(z) = I'(Z) de la fonction I'.

c.q.f.d.
On aura aussi besoin de la fonction
~, 1:[‘—*—7—‘— P—A_M_mZa_i_l
c(m, \) = ( S D=5 % 2 ) (2.8)
G LA+ 1)

Les singularités de cette fonction sont parmi celles de I'(—=5 — e + 1) et I'(—§ — Za — M2 4 1),
c’est-a-dire parmi les points A =2n +1— %> et A =2n+2 — p pour n € N.
Dans le cas réduit (mg, = 0), on a

L I3 =% DN - )

T (=A+1)
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En utilisant I'égalité I'(z + 1) = 2I'(2) et I’égalité (2.4), on obtient

(A =pP(=3 -8+ (=5~ §)
22T (=X + 1)

— p)T(=A — p)2 et

AP HIT (=X + 1)

I'(-A—p+1)

= o (2.9)

c(m, ) =

e

Le plus souvent, on notera ¢(\) au lieu de ¢(m, A).

2.2 Opérateurs de Jacobi

La fonction hypergéométrique de Gauss est définie pour |z| < 1 par

oF(a, b; ¢; z) := Za)

im0 (b

oua, b, c € C, ¢ ¢ —N, et le symbole de Pochhammer (a); est défini par (a)g := 1 et (a); :=
a(a+1)...(a+k —1). Considérée comme fonction de la variable z, la fonction 2 F1(a, b; ¢; z) est
I'unique solution de I’équation différentielle hypergéométrique

2(1=2)u"(2) + (c— (a+ b+ 1)2)u'(z) — abu(z) =0 (2.10)

holomorphe en 0 et égale a 1 en 0.
On définit maintenant 'opérateur de Jacobi L par
L d2+( th ¢ + 2 th2t)d
= Mg CO Mg CO —
dt? o e dt

ainsi que 1’équation différentielle de Jacobi de parametre spectral A € C

L(u) = (\* — p*)u. (2.11)

L’opérateur de Jacobi est un opérateur auto-adjoint sur L?(R%., 6(¢)dt) ou

d(t) = (sht)™=(sh2t)™2e. (2.12)
En posant
p—A
a = —
2 9
p+A
b = ——
2 9
¢ = 1+ ma + maa
=
z = —sht,
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I’équation de Jacobi (2.11) se transforme en I’équation hypergéométrique (2.10). Donc la fonction
de Jacobi de 1°™¢ espece

(2.13)

p—XA p+ A 14+mg+moy 9
: ——
2 7 g 2 ) =8

a(m, t) :=2F (

est l'unique solution paire C*° sur R de 1’équation de Jacobi telle que 1y(m, 0) = 1. Puisque
2Fi(a, b; ¢; z) = 2F1(b, a; c; z),on a

¢—>\(ma t) = wk(ma t)' (214)
En outre, la fonction A — vy (m, t) est entiere. Pour A ¢ Z, la fonction de Jacobi de 2°™¢ espece

p—A 1—A+2e
2 7 2

Dy (m, t) = (2cht) Pyl < ;1= A Ch_2t> (2.15)

est une autre solution de 'équation de Jacobi définie et C* sur ]0, +oo[. En utilisant la relation
(2.1.22) dans [7]

2F1(a, b ¢ 2) = (1= 2)""2F1(a, e = b ¢ — i 7) (2.16)
on obtient
®x(m, t) = (2sht)* P2y (p; /\, L= )\2_ %; 1— X —sh2t> : (2.17)
Ainsi,
By(m, t) ~ PPt 40 (2.18)

La fonction [['(c)] " 2F1(a, b; ¢; z) est entitre en a, b, ¢ € C (voir [7] p.68). Donc, ﬁ@,\(m, t)
est une fonction entiere de A € C pour tout ¢t €]0, +o0], c’est-a-dire ®,(m, t) possede au plus des
poles simples en les points A =1, 2, 3,...

Pour A ¢ Z, on a la relation (voir [18])
Ya(m, t) = c(N)Px(m, t) + c(=N)DP_x(m, t). (2.19)

Exemples :
1. Cas euclidien : Dans ce cas, on a m = (0, 0) et d’apres [7] 2.8(10) et 2.8(11), on obtient

1
(0, 1) = oF) <—2, Dy —sh2t> = cos(it) = ch(\t)

A 1=
2

2
(I))\(O, t) = (2Cht)>\2F1 (— , T/, 1— )\; Ch_2t> = gAt



2. Dans le cas de SL(2, R), on a ¥ = {£a} avec m, = 1, donc p = " = 1. On obtient alors
r'2p) T'(\) 1 T\

W= TG T T VATG D)
1 T(=A+1) B
D)\ (1, t) FF(—)\ n %)Q_/\_%(Cht) = —)\c(—)\)Q_/\_%(cht)
1/)>\(1, t) = P,)\,%(Cht)

ot P et @ sont respectivement les fonctions de Legendre de 1% et de 2°™¢ espece.
3. Dans le cas de SL(2, C), on a ¥ = {+a} avec m, = 2, donc p = "= = 1. On obtient alors

r'(2p) T 1

W= T TOE ) A
e)\t
02 t) = 2sht

De plus, d’apres (2.19)

1/})\(27 t) = C<)‘)(p/\(27 t) + C(—)\)(I),)\(Z, t)
1 eM 1e M

A2sht A 2sht

sh(At)

Asht

Lemme 3 Soit 0 > 0, alors il existe une constante c, telle que

|®a(m, t)| < cge(Re)‘*p)t

pour ReX <0 et t €]o, +00|.

Preuve : (voir [12], p.151-152) La fonction ®y(m, t) est I'unique solution de 1’équation de Jacobi
telle que ®y(m, t) ~ =Pt quand t — +oo. On considére alors une solution de cette équation
de la forme eX=P!S" e 7™T, (\) avec T'y(\) & déterminer et Ty = 1. On trouve une relation de
récurrence qui définit F_n()\) univoquement si A € N. On peut alors trouver des constantes K, d > 0

telles que
ITa(A)] < K(1+n)?

pour ReA <0 et n € N. On en déduit le résultat.
c.q.f.d.

On définit maintenant la fonction sphérique ) (m, t) par
ox(m, t) :=¢c(N)Py(m, t), t>0. (2.20)

ol ¢(\) est définie en (2.8). En tant que fonction de A € C, px(m, t) est une fonction méromorphe
dont les singularités sont au plus des poles doubles en les singularités du numérateur de la fonction
c(A), c’est-a-dire parmi les points A = 2n + 1 — %= et A = 2n + 2 — p pour n € N. Les poles sont
au plus simples parmi les points A = —p+n+ 1, n € N si X est réduit.
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2.3 Transformée hypergéométrique de Fourier

La théorie de la transformée hypergéométrique de Fourier en rang un est classique. On renvoie &
[17] et [18] pour plus d’informations.
On définit la transformée hypergéométrique de Fourier f — Ff par

FO) = /O T H s (m, Dt (2.21)

pour toute fonction mesurable paire f sur R et tout A € C pour lesquels le second membre est bien
défini. D’apres (2.14), la fonction F f est paire. Supposons que f € C°(R) est paire. Alors F f est
une fonction paire entiere d’apres les théoréemes de Morera et Fubini. De plus, d’apres (2.11) et
comme l'opérateur de Jacobi L est auto-adjoint par rapport a d(t)dt, on a

FLHX) = (N = p) FF(N). (2.22)

Exemples :

1. Cas euclidien : On a m = (0, 0) et donc

—+00

+oo
FfA) = F®)¥a(0, t)dt:/O F(t)ch(At)dt.

0

d'ou Ff(iX) = 0+°° f(t) cos(At)dt est la cosinus-transformée de Fourier de f.

2. Dans le cas de SL(2, R), on a m = (1, 0) et on obtient

+o0 +oo Foo
FIO) = /O F(O6a(1, t)shidt = /O F(HP_\_ (cht)shtdt = /1 PP, (2)da,

2

la transformée de Legendre de la fonction f%(z) = f(argchz).
3. Dans le cas de SL(2, C), on a m = (2, 0) et

+00 +o0 S
Ff\) = /O F(t)x(2, t)sh’tdt = /O f(t) h(;t)shtdt.

d’ott IAFf(iX) = 0+°° fH(t) sin(At)dt est la sinus-transformée de f*(t) = f(t)sht.

Théoréme 1 (Formule d’inversion) Pour f € C°(R) paire et pour tout t € R, on a

400
fe)= | FHEAP-ia(m, £)[e(in)|~2d® A,
avec
. Qma—l
d'A = ———dX. (2.23)
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Preuve : Voir [18], p.52-56. La normalisation de la mesure vient du fait que la fonction delta utilisée
dans [18] est 2™ §(t).

c.q.f.d.

Soit R > 0 et soit Hr(C) 'espace des fonctions entieres paires g telles que

sup e FRA(L+ [A)V]g(V)] < oo
AeC

pour tout N € N. De plus, on note H(C) la réunion des espaces Hr(C) pour R > 0. On définit une
topologie d’espace de Fréchet sur Hy(C) grace aux semi-normes

an(g) := sup e FRA(L 4+ A)N|g(N)].
AeC

De plus, on munit ’espace H(C) de la topologie inductive.

Théoréme 2 (Paley-Wiener) La transformée hypergéométrique de Fourier est un isomorphisme
topologique linéaire de C2°(R)P*"¢ sur H(C). Plus précisément, c’est un isomorphisme topologique

linéaire de {f € C°(R)P¥re suppf C [ R, R]} sur Hr(C).

Preuve : Voir [17].
c.q.f.d.

Théoréme 3 (Formule de Plancherel) Pour f € C°(R) paire, on a
+oo +oo
| 1rwrswd = [ IFrEP e
0 0
Ainsi, Uapplication f v+ Ff s’étend a une isométrie de L*(Ry, §(t)dt) sur LRy, |c(\)|72d°N).

Preuve : Voir [18], p.52-56.
c.q.f.d.

2.4 Transformée hypergéométrique de Laplace

On définit la transformée hypergéométrique de Laplace par

LFO) = /0 ()@ (m, 1)3(0)de

pour toute fonction mesurable f sur Ry et tout A € C pour lesquels le deuxieme membre est bien
défini.

Exemples :
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1. Dans le cas euclidien, on a
“+oo
Lf(A) = / f(t)eMdt.
0

En particulier, pour A € R et & une constante pres, Lf(i\) est la transformée de Fourier
F[f](\) si f est a support dans R...

2. Dans le cas de SL(2, R),

+o0o
LFN) = —Xe(—)) /0 f()Q_y_1 (cht)shtdt (2.24)

+oo
= =N [ Qo () (2.25)

est essentiellement la transformée de Legendre de deuxieme espece de f%(x) = f(argchz).
3. Dans le cas de SL(2, C),

“+oo
LI == /0 f(t)eMshtdt.

est, & une constante pres, la transformée de Laplace de la fonction f#(t) = f(t)sht.

Supposons f € C°(R?), alors d’apres les théoremes de Morera et de Fubini et vu les singularités
possibles de la fonction ®y(m, t) listées page 14, Lf est une fonction méromorphe sur C et holo-
morphe pour ReA < 1. Pour R > r > 0, on note C;’,OR(R*JF) I'espace des fonctions C° sur R} a
support compact inclus dans [r, R]. La croissance pour ReA < 0 de Lf est liée au support de la
fonction f comme le montre le lemme suivant :

Lemme 4 Soient R > r > 0 et N € N, alors il existe une constante C' > 0 dépendant seulement
de r, R et m, telle que

N
Sup eI+ APINILF N < CY LA+ p7)" flloo < 00
CAS n=0

pour f € CR(RY).
Preuve : Pour f € C2%(R% ), on a

R
Cro) = / F(0)@(m, £)5(t)dt

donc d’apres le lemme 3, il existe une constante C,. telle que pour Re\ < 0,

R
i < G / F(£)e AR5 (1) dt
R

IN

CreTRe’\||f||oo/ et o (t)dt

T
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donc il existe une constante Cy dépendant de r, R et m telle que
1LFN] < Coe™ | floo- (2.26)

Maintenant, comme L® = (A2 — p?)®, on a L(Lf)(A) = (A2 — p?)Lf(N). De plus, on peut écrire
A2 =72 - p% + p? donc

N N

1+ RN = 3 (3 JErieson = 3 ()@ + Aol
n=0 n=0
donc, d’apres (2.26),
N
A WLV < 6o S () I+ )
n=0

d’ou le résultat.

c.q.f.d.
La formule d’inversion ci-dessous a été démontrée par Mizony (voir [19]).
Théoréme 4 (Formule d’inversion) Si f € C°(R%) alors
10 = [ 706, (=2 Hax
R
Preuve : De la relation (2.19), on déduit
ML) + (=N Lf(=X) = Ff(N). (2.27)
On obtient le résultat en appliquant la formule d’inversion de F (Théoréme 1).
c.q.f.d.

Définition 7 Soient R > r > 0. On définit l’espace de Paley-Wiener PW, r(C) comme [’espace
des fonctions méromorphes g sur C, avec poles au plus pour A € N*, telles que

1. pour tout N € N,

sup e_rReA(l + |)\|)N|g()\)| < 40
ReA<0

2. La fonction
P*g(A) = c(N)g(A) + c(=A)g(=A)

s’étend a une fonction de Hr(C).
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De plus, on note PW(C) la réunion des espaces PW, r(C) pour tout R > r > 0. On définit une
topologie d’espace de Fréchet sur PW, r(C) grdice aux semi-normes

o, n(g) == sup e "R+ AV [g(V)]
ReA<0
et
or,N(g) = Sup e BRI (1 1 AN P™g(N)).
(S

De plus, on munit l’espace PW (C) de la topologie inductive.

Remarque : Comme la transformée hypergéométrique de Fourier F est injective, on a pour f €
Ceo(RY),
PYL(f)=F(f)=0= f=0,

donc P*™ L est injective.

Lemme 5 Soit g une fonction méromorphe sur C satisfaisant la condition 1 de la définition 7.
Supposons que P*g =0, alors g = 0.

Preuve : Soit g*(\) = %, alors

P™g(A) = 2c(N)e(=A)av g*(N),

ot av g*(A) = 1(g*(A) + g*(—=))). Comme P™g =0, on a av g* = 0.

Soit y(s) = [ g'(iA)e"**d®\, s € R, la transformée de Fourier de g'(i-).

D’apres la condition 1 et [13], prop IV.7.2, g satisfait également la condition 1. En particulier
g'(i-) € LY*(R). Toujours d’apres la condition 1, g est holomorphe dans un ouvert contenant {z €
C, ReX < 0}. De plus, d’apres le théoreme de Cauchy, suppy = [r, +oo[. D’autre part, av 7y est
la transformée de Fourier de av g' = 0, donc avy = 0 et donc v = 0 d’apres la condition sur le
support. Comme la transformée de Fourier est injective sur L'(R), on a g' = 0 et donc g = 0.

c.q.f.d.

Le théoreme de Paley-Wiener a été démontré dans le cas m, € N* et mo, = 0 par Andersen et
Olafsson (voir [1]). La preuve que nous donnons ici dans le cas mq, maq > 0 quelconques est une
extension simple de leur preuve.

Théoréme 5 (Paley-Wiener) L est un isomorphisme topologique linéaire de C2°(R*% ) sur PW(C).
Plus précisément, L est un isomorphisme topologique linéaire de T‘iOR(Rj) sur PW, r(C) pour tous
R>7r>0.
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Preuve : D’apres le théoreme de Paley-Wiener pour la transformée hypergéométrique de Fourier
(Théoreme 2), le lemme 3 et le théoreme de I'application ouverte pour les espaces de Fréchet, il suffit
de montrer que pour tous R > r > 0, 'application £ est surjective de ;?’OR(Ri) sur PW, g(C) :

L(Cy, r(RY)) = PW, g(C).
Soit g € PW, r(C). On considere Ig € C*°(R%.) défini par
I9(0) = [ giNi-an(m, (=01
pour ¢t € R%. D’apres le théoreme de Cauchy, on a pour 0 <t <ret p <0
fot) = [ liNvoiatm, De(-ix) A
= [ 90h+ o plm, De(=in )%
Donc quand g — —o0, on a Ig(t) — 0, car pour ReX > 0 et d’apres le lemme 2

[a(m, )e(N)7H < C(1+ AP (1 + t)eBeA=r),

D’autre part, on a

Io®) = [ giNv-inm, fe(=in)d"

= } LW ; m c(—iw —1 je

) 221/&@9( A (m, t)e(—iwA) ">

= 1 c(iw W - (m cli\)|~2d°

B %2/@ gAY iun (m, £)le(i)|~2d*A
1 , . L

= 2/R (wzzilc(zwA)g(zwA)> W_in(m, t)|e(iN)|"2d° A

I e
= 2/RP g(iN)Y_in(m, t)|e(iN)] 2d°\

donc Ig est la transformée hypergéométrique de Fourier inverse de P*’g € Hr(C). Donc d’apres la
théoreme de Paley-Wiener pour la transformée hypergéométrique de Fourier,

Ig(t) =0 pour tout t > R.
Comme P (Lf) = Ff, pour f € CZ(RY), on a
P*L(Ig) = F(Ig) = P*™g.

D’ou, d’apres le lemme 5,
L(Ig) =g,
c’est-a-dire
£(CFR(ES) = PW, 5(©).
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c.q.f.d.

Pour prolonger la transformée hypergéométrique de Laplace & L*(R%, §(t)dt), la renormalisation
suivante de la transformée L est plus appropriée.

Définition 8 La transformée hypergéométrique de Laplace modifiée d’une fonction mesurable f
sur RY est définie par
e (m, t)

Ery=i [0S

5(t)dt = i
pour tout A € C pour lequel l'intégrale converge.

Exemples :

1. Dans le cas euclidien, on a ¢(\) = 1, donc
- +o00 et
LN = z/ f(t)—dt.
0 A
2. Dans le cas de SL(2, R), on a

~ +oo
LEN) = —i / F(#)Q__ 1 (cht)shtdt.

0
3. Dans le cas de SL(2, C), on obtient Ac(—A) = —1, donc

N +00
LfA) =— /0 f(t)eMshtdt.

N | .

Lemme 6 Les singularités de la fonction \ — (I;?:ET/\';) sont :

1. parmi les points A = p+n avecn € N, si moy =0,

2. parmi les points X = p+2n1 avec ny € N et les points A = % +2n9 avec ny € N, si moy # 0.

Preuve : Par définition de la fonction ¢, on a, & une constante pres,

e on(3 D2 )

2+4+2

2 4+2

De plus, A — 1?(*7(21?) est une fonction entiere en A. Ainsi, si ms, = 0, on a, toujours a une constante
pres,
q)A(ma t) A AL 1 A p (I)A(m7 t)
= = 2T |4+ ||+ ) F""F
Ae(—N) 2 taty 2 ) Tt 1)
(I))\(m t)
= 2T (-A4p)= o dapres (2.4
( +p)r(_)\+1) a’pres ( )
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D’ou, les singularités de la fonction A — (I;Ac ET/\? sont parmi les points p, p+1,...

Par contre, si ma, # 0, les singularités de la fonction \ — qj\ACET/\;) sont parmi les singularités

de I (—% + 7+ %) r (—% + 7+ mga), c’est-a~dire parmi les points p, p + 2,... et les points
R THE sl ol A

c.q.f.d.

On notera par la suite S(®, m) 'ensemble des A-singularités de la fonction (bizz;’\)z)t) listées dans le

lemme 6.

Proposition 1 (Formule d’inversion) Si f € C°(RY), alors

f(t) = /R CFGN G (m, O)AE°A.

Preuve : Conséquence directe du théoreme 4.

c.q.f.d.

A partir du théoréme 5, on déduit maintenant un théoreme de Paley-Wiener pour la transformation
hypergéométrique de Laplace modifiée. On remarque d’abord que Ac(—\) n’a ni poles, ni zéros dans
ReX <0, donc L f est holomorphe sur Re\ < 0 si et seulement si Lf est holomorphe sur Re\ < 0.
De plus, grace au lemme 2, on voit que L [ satisfait la condition 1 de la définition de PW,, r(C)
(définition 7) si et seulement si Lf vérifie cette condition. Pour modifier la condition 2 de la
définition de PW,. r(C), on observe que

~ ~ +oo a(m _ix(m
EFGN) — Ef(—in) = Z/O £(1) [%E_Zﬁ;)) q’z_?c(m’)t) S(t)dt
1 +o0
c’est-a-dire
EFGN) = Ef(—id) = W}"f(w\). (2.28)

Ceci conduit a la définition suivante.

Définition 9 Soient R > r > 0. On définit ’espace de Paley- Wiener modifié P—ﬁ/nR(C) comme
lespace des fonctions méromorphes g sur C, avec poles au plus pour X € S(®, m), telles que
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1. Pour tout N € N,

sup e_TReA(l + |)\|)N|g()\)| < 40
ReA<0

2. La fonction

Parg(A) = AcA)e(=A) [9(A) — g(=A)] (2.29)

s’étend a une fonction de Hr(C).

De plus, on note ﬁ/(C) la réunion des espaces W/T7R(C) pour tout R > r > 0. On définit une
topologie d’espace de Fréchet sur PW, r(C) grice aux semi-normes

or,n(g) = sup e "ML+ |ADNg(N)]
ReA<0
et
or N(9) = Sup e FIRA(1 AN | Pavg(N)).
S

En outre, on munit l’espace Ii-’\Vl//(C)de la topologie inductive.

La relation (2.28) conduit également & la définition suivante. On note
a||? := / la(iX) — a(—i\) 2| Ac(iN)|*d® A (2.30)
R
Alors, d’apres (2.28) et le théoreme de Plancherel pour F (Théoreme 3), on a

. +o00
d AI2 :/0 £(6)[26(t)dt. (2.31)

1212 = /R RN

On a donc montré le théoreme suivant :

Théoréme 6 (Paley-Wiener) La transformée hypergéométrique de Laplace modifiée L est un
isomorphisme topologique linéaire de C°(R%) sur PW(C). Plus précisément, L est un isomor-

phisme topologique linéaire de CZOR(R*JF) sur PW, r(C) pour tout R > r > 0.
De plus, si f € CF(RY),

ILf|lx = 112y, 6(2)de)-

Puisque C2°(RR%) est une partie dense de L*(R*., 6(¢)dt), le théoréme 6 fixe de fagon canonique un
candidat pour une norme, afin que la transformation hypergéométrique de Laplace modifiée soit
une isométrie de L?(IR% , §(¢)dt) sur un espace de Hilbert qui est le complété de PW (C) par rapport
a cette norme.

Le but de la prochaine section est de développer les outils nécessaires pour définir ’espace de Hil-
bert cherché.
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2.5 Définition de ’espace H2(Re\ < 0)

2.5.1 Les espaces L? et H,

Soit s € R. On considere l'espace L? := L? (R, (14 52)Sd§), c’est-a-dire ’espace de Hilbert des
fonctions mesurables f telles que

112 = /R FOPR(L+ €2)°de < +ou,

muni de la norme || - |72 ainsi définie.
s
De cette définition découlent plusieurs propriétés immédiates réunies dans le lemme suivant :

Lemme 7 On a
1. Pour s’ > s, Lg, C L2
2. L2 = L*(R, df) ou d¢ est la mesure de Lebesque sur R.
3. Pour s > 0, Lg - L% C LQ_S

On note S’'(R) I'espace des distributions tempérées sur R. Alors L2 C &’(R), donc la transformée
de Fourier de f € L2 peut étre définie en terme de distribution tempérée (voir (1.4)). Ainsi, on
peut définir 'espace de Sobolev H, comme ’ensemble des distributions qui sont la transformée de
Fourier d’un élément de L2,

Hy:={f €S R), f=F[g), geL2}
muni de la norme
£l = IF [z = llgllzz
si f =F[g] € Hs.

Par définition, H, est isométrique & L2. 11 posséde donc les mémes propriétés énoncées pour L2
dans le lemme 7 :

Lemme 8 On a
1. Pours' > s, Hy C Hs
2. Ho = L2(R, d&)
8. Pour s>0, Hs CHo C H_s

Remarque : Les éléments de H, sont en général des distributions tempérées et pas des fonctions.
Toutefois, on utilisera parfois la notation f(\) pour souligner la variable sur laquelle agit la distri-
bution.
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Théoréme 7 L’espace H est un espace de Hilbert isomorphe a L? et on a
S(R) € Hs C S'(R)

De plus, S(R) est dense dans Hs.

Preuve : Voir [34], p.152.

c.q.f.d.

Soient s, o € R et soient f € Hy et g € H,, alors le produit de convolution f x g existe dans S'(R)
et est donné par

f g = v2rE " [F[f]Flg)]. (2.32)

De plus, comme L?  est le dual de L2, on a que H_; est le dual de Hs. Donc, si f € H_s et g € Hs
pour s > 0, alors on a (voir [34], p.155-156),

(f+g)(x) = (f(z), g(z —2)). (2.33)

On rappelle que la transformée de Laplace L d’une fonction mesurable g sur R assez réguliere est
donnée par

Ligl(o +iA) i= (Flg()e™€]) (V).
Remarque : Si g € L2 (Rj‘r), on a
Vo €] — o0, 0], & g(£)e”* € L2(RY)

car £+ 7€ € L™, D’on, L[g](c +4-) € Hs.

2.5.2 L’espace H®)(Re) < 0)

Pour s € R, on note H®) (Re\ < 0) I'espace des fonctions a holomorphes sur {\ € C, Re) < 0}
telles que
lall g = sup la(o + i), < +oc.
o<

C’est un espace de Banach relativement a la norme || || ;7¢s). Si s = 0, on retrouve I'espace de Hardy
classique H?(ReX < 0) sur le demi-plan {\ € C, Re\ < 0} (voir [29]). Les espaces H®)(ReX < 0)
sont donc des espaces de Hardy généralisés. La preuve du fait que H®) (ReX < 0) est un espace de
Banach est semblable & la preuve classique pour H2(Re\ < 0) et on renvoie & [34] pour les détails.
Les propriétés suivantes sont conséquences des définitions et du lemme 8 :

Lemme 9 On a
1. H)(ReA < 0) € H®(ReA < 0) pour s > s
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2. HO(ReX < 0) = H?(Re < 0)
3. H®)(ReA < 0) € H%(ReA < 0) € H=%)(ReX < 0) pour s > 0.

Le théoréme suivant généralise aux espaces H®) (Re) < 0) les résultats classiques sur les valeurs au
bord des éléments de H2(ReX < 0). On souligne que les valeurs au bord sont maintenant dans les
espaces de Sobolev H, (ou de maniére équivalente dans L2, & une transformation de Fourier prés).

Théoréme 8 1. Une fonction holomorphe a : {ReX < 0} — C appartient ¢ H®) (ReX < 0) si
et seulement s’il existe g € L2(RY.) telle que a = L[g].

2. Toute fonction a € H(S)(Re)\ < 0) posséde pour o = ReX tendant vers 0, une unique valeur
au bord ay € Hs. De plus, si a = L[g|, alors ay = F|g].

8. Ona|all g = llatllr, = llgllzz-
Ainsi, Uapplication

L:L2(RY) — H®(Re\<0)
g — a=Lg

et 'application “valeurs au bord” (Boundary values)

BdV : HO(ReA < 0) — H,
a=Llg] ~— a4 =Flg|

sont des isomorphismes isométriques.

Preuve : Voir [34], p.172-174.

c.q.f.d.

2.5.3 Noyau de Cauchy et transformée de Cauchy-Bochner

Le noyau de Cauchy K est défini pour z = ¢ + i\ avec o < 0 par

+o0 )
K(o+i)\) = / eloTiNE e
0

ce que l'on peut encore écrire
+00 )
K(o+1i\) = / e7CeME e
0

= / - (xm, +oo[<f>e"f) Mg

—00

= V2rF [X[o, +oo[(£)eag} (M)
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Ol X[0, +0o[ désigne la fonction caractéristique de [0, +ool.
Explicitement, on a

+oo ) 1 . 1
K i) = (0+iN)E) ¢ — li (c+iN)§ _ 1| = —
(o +iX) /0 ‘ ST o [eane 7+ i\

c’est-a-dire, K (z) = —1.

Lemme 10 Pour tout o <0 fizé, X\ — K(o +i)\) € Hs pour tout s € R.

Preuve : A une constante pres, on a K (o +i\) =F [X[o, +Oo[(£)e"'§] (A), donc par le théoreme 8, il
suffit de montrer que x|, +oo[(£)e”'5 € L2, ce qui est vrai puisque o < 0.

c.q.f.d.

Remarques :
1. K s’étend a une fonction holomorphe sur C*
2. K(o —i)\) = K(o +i)\)
3. K(— (0 4i)) = —K(o +i))

4. K(0+1i)) = = 5755, done Re(K (0 + X)) = — 395z et Im(K (0 +1i)) = 245

Suivant [34], p.166, on définit la transformée de Cauchy-Bochner de f € H; par

CB(f)(0 +i\) = 2i(f(X), K(o+iX—iN)) = %(f « K(o+ i) (V).

™

Si f € L? =Hg, On a donc

I N 0 NPV S S 1 U N
B+ =g [ ey =5 [ T sa

et on retrouve 'intégrale de Cauchy classique (& une constante pres).

Le lemme suivant a été montré dans [34], p.167, formule (3.6). On en donne une preuve élémentaire.

Lemme 11 Pour tout o <0, on a
ICB(f)(o +i)ln. < 1.
En particulier, si f € Hs, alors CB(f) € H®)(ReX < 0) et |CB(f)|l g < IIf .-
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Preuve : On note xjo, 40| la fonction caractéristique de ]0, +-0o[. Grace aux propriétés de la trans-

formation de Fourier, on a

CB(f)(o + i)

1 .
S5 F FUIFIE (o + )] )
=P [(F1)" (Bl +) ] )
1 _ _ )
Z=F [FAFT K @+ ] ()
F [P (1€)X, 1€ (V)

donc, pour la norme, on obtient pour o < 0

ICB(f)(o + )3,

Remarque : On a montré que

CB(f)(o +1i))

IN

P11 X0, 40 )7 €112
+oo
/o F 12> (1 + £2)%de
+o00
/_ B O+ €2)°de = | flln,

c.q.f.d.

F[F (1€)X, +(€)7] V)
LIF ' [f1(§)x0, +oo[(§)] (0 + i)

avec F71[f]x[0, +oo[ € LZ(R% ). La valeur au bord de CB(f)(0 4 i) est donc d’aprés le théoreme 8

CB(f)+

On remarque aussi que

2 oo
X[0, +o0] € Ls — /0 (

c’est-a-dire

F[FYf

[ [ ]X[o, +oo[]
F[F'[f]F ' [Fxp, +oolll]
127rf + F [X[0, +oo[]

1
1+§2)Sd£<—|—oo<:>s<—§

1
F[X[0, +oo]] € Hs <= 5 < —5

Dans ce cas, vV27F [X[o, +OO[] est la valeur au bord dans Hs de K (o + i)).

Définition 10 On pose

K = v2rF [X(o, 1oc]-

(2.34)
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La transformée de Hilbert Hf de f € Hs est
1 ~
Hf = ——f*ImK. (2.35)
™
Lemme 12 S f € Hg, on a

1, ~ 1 ~ 1 ~ 1,
B(f)4 = —f*K=— K+i—f+ImK =-f—-Hf.
CB(f)+ =5 _f* 5o *ReK +i—fxImK = _f — S Hf

Preuve : Par définition de K et d’apres la remarque précédente, on a CB(f)4 = % f* K. De plus,
pour f € Hs, on a d’apres [34](4.6) p.168

1 -
f=—f*ReK.
T
En effet, dans ce cas, la condition suppF[f] € —C*UC* énoncée dans [34] (4.6), p.168, est toujours
vraie puisque —C* U C* =| — 00, 0] U [0, +o0[=R.

c.q.f.d.

Remarque : En notant C =]0, +00[, on a dans §’(R) et pour la fonction caractéristique x¢ de

C:
F[xc] = F[x-c]
ReK = /T (F[xc] + Flxc]) = /5F [xc + x—]

ImK = /31 (Flxc] - Flxcl) = 51F [xc — x-c]

F[Hf] = —f;F[f * F[Xc x-c]] = 3F[fl(xc — x—c) = —i(xc — x—c)F[f]

Ll

On rappelle la notation TV pour T' € §'(R) introduite en (1.7). On dit que T' € §'(R) est paire si
TV =T, et impaire si TV = —T. Cette définition étend la notion usuelle de parité d’une fonction.

Lemme 13 Pour f € Hy, on a | H flln. = |/l

Preuve : D’apres la remarque précédente, on a

“HHf =F[HS]Y = [i(xc — x-0)F[f]Y =i(xc — x—c)F'[f]

d’ou
1H fllae, = IF 7 H S22 = llilxe = x-c)F " [flllzz = [F [ Flle2 = [1F ]l
c.q.f.d.
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Lemme 14 Soit f € Hg, alors
1. f est paire si et seulement si H f est impaire

2. f est impaire si et seulement si H f est paire

Preuve : Comme F conserve la parité, il suffit de montrer que
F[f] est paire (resp. impaire) <= F[H f] est impaire (resp. paire),

ce qui immédiat d’apres la remarque précédente puisque yo — x—¢ est impaire.

c.q.f.d.
Corollaire 1 Pour f € Hs, on a
B v f si f est impaire
CB(f)+ - CB(f)+ = { —iHf  sif est paire
Preuve : D’apres le lemme 12, on a
v 1 1 1., ¢ v
CB(f)+ —CB(f)y =5f—igHf = | 5f" —5(Hf)
2 2 2 2
d’ou le résultat d’apres le lemme précédent.
c.q.f.d.

2.5.4 Les espaces H.* (Re) < 0)

Définition 11 Soit s € R. On définit q® (ReX < 0) comme Uespace des fonctions a € H®) (Rel <
0) telles que

—+o00
lal? , = / 1a(iX) — a(—iA) (1 + A2)%dA < +oo

—0o0

ot a(i)) == F~ay](N).

On verra dans la section 2.7 qu’on pourra légerement simplifier cette définition.

Lemme 15 || - ||« s est une norme sur q® (ReX < 0) associée au produit scalaire

+o00
(a, b)y s = / (a(iX) — a(—iN)) (b(iX) — b(—iX)) (1 + A?)%dA.

—00
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Preuve : Le point non trivial est de montrer que ||a||«, s = 0 implique a = 0. Supposons donc que

0= lalR.. = [ 1a(iA) - a(=0)P|(1 + X?)dx
R
alors
a(iX) —a(—i\) =0 pp
Comme a € H®) (ReX < 0), le support de F~'[a,] est contenu dans [0, +00[ d’apres le théoréme
8. Donc F~1[a]¥ a un support contenu dans | — oo, 0]. Ainsi,
0 = a(id) — a(—i\) = Y[ J(0) — Fay (V)
implique que
F'lay]=0 pp,

c’est-a-dire a; = 0 car F est une isométrie de L? sur Hs. D’ott a = 0, car ||al| ;) = |las |2, = 0.

c.q.f.d.

impaire

On va montrer que H:(ReX < 0) est isomorphe & l'espace (L?)
L?2. Pour cela on considere les applications suivantes :

des fonctions impaires dans

¢ =CBoF: (L2 — HO(ReA <0) (2.36)

g — CB(F[g)) (2.37)

¢ =PyoF LoBdV : HY(Reh <0) — (L) (2.38)
a — a(i\) —a(—i\) (2.39)

ott Pyyh =h —hY pour h € L2, et a(i\) = Fai](N\).

L2

s

Proposition 2 On a ¢ ((Lg)impa”e) cHY (ReXA < 0) et potp = id(

) impaire .

Preuve : Si g € (Lg)"m”“"“’, alors

Pay (F~'[0(9)4]) (V)
+ — (9N
Flg)), ~ CB(Flg)) | ()

|
o
=

Or d’apres le corollaire précédent, C'B (F[g})+ - CB (F[g])i = F[g| car g est impaire, d’ou



Ainsi, on a

/uWw@xM>—w@x—Mn%1+A%%A - /+MU%AFWMQ+DQN%1+A5%A

—0o0 —0o0

- /m lg(A) (1 + A?)%dA < +oc. (2.40)

Donc, ¥(g) € His)(Re)\ < 0) et le calcul précédent montre que ¢ o 1(g) = g.
c.q.f.d.

Pour montrer que ¢ o p = id on aura besoin du théoréme suivant.

H) (ReA<0)’

Théoreéme 9 Soit a une fonction définie sur {ReX < 0}, alors a € H®)(ReX < 0) si et seulement
si a posséde la représentation de Cauchy-Bochner

a(c +1i\) sio<0

CB(as)(o +iA) = 0  sioc>0

1 . .
%(a_;_()\/), K(O' + 1)\ — ’L)\/)) = {
Preuve : Voir [34] p.174.

c.q.f.d.

Proposition 3 On ayop = de<5 ) (ReA<0)

Preuve : Si f € H,, alors
(FoPuoF )(f)=F [F'[f]-F[f]"] = f— f"
donc, pour a € H,Es)(Re)\ < 0),
(Yop)a) = (CBoFoP,oF 'oBdV)(a)
= CBo(FoPu,oF Hay)
— CB(ay) - CB(aY).
Maintenant, d’apres le théoréeme précédent, CB(a+) = a sur {\A € C, Re\ < 0} et pour o < 0,

CB(aY)(o +iX) = g(ai (), K(o +ix —iX))
= % (at(=X), K(o+iX —i)X))
1
= 2—(a+ K(o+ix+iX))
1

= ——(as(X), K(=o —ix—iX))
= —CB(ay)(—0o —i))
= 0 (car —o > 0)
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d’ott (¢ o p)(a) = a.
c.q.f.d.

impaire

Théoréeme 10 (His) (ReA < 0), |||+, s) est un espace de Hilbert isomorphe isométrique a (L2)

Preuve : la fonction ¢ = P,, o F ™10 BdV est linéaire et les deux propositions précédentes prouvent
que @ est une bijection. De plus, par construction et d’apres 2.40, on a

+o0
le(a)llz; = / (i) — a(=iNP(1+ X*)*dA = a2

—0oQ
N . hi . L
d’ol1 ¢ est un isomorphisme isométrique.

c.q.f.d.

2.5.5 L’espace HZ(Re) < 0)

On va maintenant faire le lien avec les sections précédentes. Pour cela, on pose

Mq + M2q

s(m)=1-— 5

Lemme 16 Les normes ||| L2(w, |ac(in)2de ) €t H’”L%( : sont équivalentes. En particulier, L*(R, |Ac(i))|2d®\)

et Lg(m) sont égaux en tant qu’ensembles.

Preuve : La fonction A — Ac(i\) est une fonction méromorphe en A € C mais n’a ni zéros ni poles
pour A € R. De plus, d’apres le lemme 2, on a [Ac(iM)[? ~ K, (1 + A2)5(™) pour |A\| = +oo (avec
K, > 0), d’ou le résultat.

c.q.f.d.

Définition 12 On note H2(Re) < 0) l’espace His(m))(Re)\ < 0) muni de la norme
+oo
lall? = / |a(iX) = a(=iA)[*|Ac(iN)[*d*A

associée au produit scalaire

+o00
(a, b), = / (a(iX) — a(—iX)) (b(iX) — b(—iX)) [Ac(iN)[2d®A.

—00
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Remarque : ||| est bien une norme d’apreés le lemme 16 et ’équivalence |Ac(id)|? ~ K (1+A2)*0™).

Théoreme 11 L’application

@ Hf(Re)\ < O) — L2 (R, |)\C(i)\)|2d.)\)impaire
a — a(i\) —a(—i))

est un isomorphisme isométrique. Par conséquent, (H2(ReX < 0), || - ||+) est un espace de Hilbert.

Preuve : C’est une conséquence directe du théoreme 10 et du lemme 16.

c.q.f.d.

2.6 Théoreme de Plancherel pour L

L’espace H2(Rel < 0), construit dans la définition 12, est I’espace de Hilbert qui va nous per-
mettre d’établir un théoreme de type Plancherel pour la transformée hypergéométrique de Laplace
modifiée.

Lemme 17 On a £L(CX(R%)) C H2(Re < 0).

Preuve : Soit f € C°(RY) telle que suppf C [r, R] avec R > r > 0. D’apres le théoreme de
Paley-Wiener (théoreme 6), Lf € PW, r(C) et |Lf|2 = [;7°°|f(t)]?6(t)dt < +oo. Donc par la
condition 1 de la définition 9, la fonction C f est holomorphe sur {\A € C, ReA < 0}. Il reste a
montrer que Lf € H (S(m))(Re)\ < 0). D’apres la condition 1 de la définition 9, pour tout N € N il
existe Cy > 0 tel que pour 0 < 0et A€ R, on a

ILf(o+iN)| < Cn(1+ |o+iX)Ne < Cn(1+|o+ir)~N

Or, on a
A+lo+iN)>2>14+oc+iA2 =140+ N2> 1+ )\

donc N N

[Lf(o +iN)] < Cn(1+X%) 772,
dot,

+oo +o0 2\s(m) +o0 1
V(2 2\s(m) 7y < (12 (1+A%) _ 2

i’li%/oo |L(o+iA)|*(14+X°)5 ™ d\ < Cx /oo NESvLE d\ = Cy - —(1_’_)\2)N75(m)d)\ < 400

si N > 1+ s(m).
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c.q.f.d.

Lemme 18 Dans (H2(ReA < 0), |- |l.), on a £(C®(R%))" = {0}.

Preuve : Soit a € H2(ReX < 0) tel que pour tout f € C°(R%), (Lf, a)y, =
(Lf, a), = /R (Lf(EN) — LF(—iN) (a(ir) — a(—iN)) [Ac(iA)[>d®A

_ /R FLGN) (@GN — a(—in)Ad*A  dapres (2.28)
d* )

_ iN) (a(iN) — a(—iN) A|c(iN) P ————
_ /Rff()\)(()\) (M) AN s

Si on note A(X) = (a(iX) — a(—iX))A|c (z)\)| alors

/ A( = Jlall. < +oo.

On a donc (Lf, a), = (Ff, A) avec A € LQ(R, Ic(d;ﬁ)pa”e, et donc pour tout f € C°(RY),
(Ff, A) =0, c’est-a-dire

d®\ paire n
Ae (ImF)t = (L% (R, —+5 = {0}.
camp)t = (2 (R iE) ) =0
En particulier, ||a|l. = 0, et donc a = 0.

c.q.f.d.

Théoréme 12 (Théoréme de Plancherel) L s’étend en une isométrie surjective de L*(R%, 6(t)dt)
sur H2(ReX < 0) : N
Vf e LRy, 8(t)dt), [Lf[l = [f]2

2
Preuve : Soit f € L*(R%, 6(t)dt), alors il existe une suite (f,,) de C°(R%) telle que f, RN f. On
a alors d’apres le théoreme 6

1200 = Lmlle = 1fn = fll2 — 0,
donc (L f,) est une suite de Cauchy dans H2(ReX < 0). Comme H2(ReA < 0) est complet, il existe
g € H2(ReX < 0) telle que L f, — Il

171 = llghs = lim |Zfulle = m full2 = /]2

— g. On pose alors g = Ef et on a

donc £ s’étend & une isométrie de L%(R%, §(t)dt) & valeurs dans H2(ReA < 0). De plus, d’apres le
lemme 18, L est surjective.
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c.q.f.d.

Le théorme de Plancherel pour £ a été démontré par Stein et Wainger (voir [28]) dans le cas
de SL(2, R), c’est-a-dire pour m = (1, 0), mais la définition de I'espace H2(ReX < 0) y était
différente. En fait, la définition utilisée par Stein et Wainger est envisageable uniquement dans le
cas Mgy + mag < 2, c’est-a-dire dans le cas ott la densité [Ac(A\)|? est bornée inférieurement par une
constante strictement positive. C’est en effet dans ce cas seulement que la valeur au bord a(i))
d’une fonction dans H(®)(Re) < 0) est de carré intégrable sur R. Nous allons montrer maintenant
que dans ce cas particulier, les deux définitions coincident, et donc qu’on obtient bien le méme
espace. Dans tout le reste de cette section, on supposera que mq + Mmoo < 2.

Rappelons tout d’abord la définition utilisée par Stein et Wainger (voir [28]), que 1'on étend a tout
cas m = (Mg, Mag) aAVEC Mg, + Moy < 2

Définition 13 L’espace Hf s (ReX < 0) est Uensemble des fonctions a € H*(ReX < 0) telles que

+o0
a2 = / la(iX) — a(—i\) 2| Ac(iN)[2d°\ < +00.

—00

On remarque que la norme utilisée est la méme, donc (H2 g (ReA < 0), || - [|«) est bien un espace
normé. Le théoreme suivant a été démontré dans [28], p.563, dans le cas m = (1, 0). La preuve
s’étend a tout m avec 0 < mg, + Moy < 2.

Théoréme 13 (H2’ s (ReX <0), || |l+)) est un espace de Hilbert.

*

Preuve : Puisque mgy + may < 2, on a d’apres le lemme 2, pour tout A € R, |Ac(i)| ~ K, (1 +
A2)sm) > K> 0, donc

+oo
la|2 > / la(id) — a(—iX) A

—00

“+o0o
= 2/ \a(M)’Qd.)\ = QHQHJZLP(Re)\<0)'

—00

La derniere égalité est conséquence du fait que a € H?(ReX < 0). On généralisera cette propriété
a tout espace H®)(Re) < 0) dans le corollaire 3 de la section 2.7.

c.q.f.d.

Nous donnons une autre preuve du théoreme 13 plus en adequation avec la méthode utilisée dans la
section précédente. Dans le cas m = (1, 0), la propriété utilisée dans la preuve a aussi été remarquée
par Stein et Wainger (voir [28], p.564).

Preuve : on note

p1 H? gy(ReX <0) — L2(R, [Ac(id)[d*\) ™"
@ — p(a)
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avec (a)(A) = a(i)) — a(—i)). On a bien que ¢(a) est impaire et ||p(a)||? = ||a]|? < oo, donc ¢ est
bien définie. Maintenant, soit f € L?(R, IAc(iN)[2d® ) ™PMC. D apres le lemme 2, il existe K > 0
telle que |Ac(i))|? > K > 0, donc f € L?(R)mpaire,

On considere alors u l'intégrale de Poisson de f et v l'intégrale de Poisson conjuguée de f. Pour
o <0,ona

) 1 o
1 A—

Alors on sait que a(o +i\) = u(o +i\) +iv(o+i)) € H2(ReX < 0). De plus, comme f est impaire,
on a
u(oc —iA) = —u(o+il)
v(oc —iA) = v(o+iN).
On a donc
a(iX) — a(—i\) = 2u(o + i) — 2f(A\) p.p. (0 —0),

c’est-a-dire, a(i\) — a(—i\) = 2f(\) p.p.
Maintenant, si on note a = § € Hf sw(ReX < 0), alors f = ¢(a). Donc ¢ est un isomorphisme
unitaire, et H2 4y (ReA < 0) est un espace de Hilbert.

c.q.f.d.

Il reste & montrer qu’on retrouve bien le méme espace H2(Re\ < 0). Pour cela, on aura besoin du
lemme suivant :

Lemme 19 Soit a € Hf s (Red < 0), alors pour tout € > 0, il existe g € C(R%) C C°(R)Peire
tel que B
la —Lgll« <e.

Preuve : Comme a € Hf sw(ReX <0), alors ||al|, < 400. Or
2 SNy (2 . . 2 d*A
all; = Ae(iN)]? (a(iN) — a(—iX -
ol = [ NG a(i%) ~ a(-id)

le(@N)[?
Donc d’apres la théoréeme de Plancherel pour F, il existe b € L2(R, 6(t)dt)P%" telle que

done Ae(iN)2(a(id) — a(~iN)) € L (B, 53:)""".

Fb(A) = (i) |*(a(iX) — a(—iN))
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et
lall = | Foll5 = [|b]l3-

Comme b € L3(R, §(t)dt)P"re, il existe g € C2°(R%) C C(R)P¥" telle que
b —glla <<
D’ou
[F0 = Fgl2 = [lb = gll2 <e.

Or, d’apres (2.28),
Fglin) = M@V (£g(iX) - Lg(=iN))

donc
1Fb— Fgl2 = ’(a(z)\) — Lg(iN) — a(—i\) + Lg(—iX)) Ale(iN)| ‘ -
R [E(2Y]
= |la—Lylf2
donc
la —Lgll« <e.
c.q.f.d.
Théoréme 14 On a (Hf’ sw(ReX <0), || [l+) = (HZReX < 0), || - l+)-
Preuve : Rappelons qu’en tant qu’ensemble, on a
H2(ReX < 0) = HEM) (ReX < 0)
avec s(m) =1— % Or mgy, + mag < 2, donc s(m) < 0. D’ou, d’apres le lemme 8,
HEM)(ReX < 0) € H%(ReA < 0)
c’est-a-dire
HZ(ReX < 0) € HZ gy (ReX < 0). (2.41)

De plus, Z(C’(?O(Ri)) est dense dans Hf s (ReX < 0) (lemme 19) et dans HZ(ReA < 0) (lemme

18). Ainsi, d’apres (2.41) et comme les espaces H2(Re) < 0) et Hf s (Red < 0) sont complets, on
a

H? gy (Rel < 0) = HZ(Re) < 0).

c.q.f.d.
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2.7 Propriétés complémentaires de I’espace H2(Re\ < 0)

Dans cette section, on montre que H2(Reh < 0) = HG(™)(ReX < 0) en tant qu’ensembles et
que les normes || - ||« et || - || ycsm) sont en fait équivalentes. Cela permet d’avoir une description
simplifiée de H2(ReA < 0). On commence avec quelques propriétés complémentaires des espaces

H, et H (Re) < 0).

Lemme 20 Pour tout f € Hs, on a H*f = —f.

Preuve : Par la remarque p.30, si C' =|0, +oo[, on a

FlHf] = —i(xc — x-c)F|f]

donc
F[H*f] = —i(xc—x-c)F[HS]
= (—)*(xc — x-c)*F[f]
= —F[f]=F[-f]

car (xc — x_c)? = X%‘ + X%C = 1. Ainsi, comme F est injective sur H,, on obtient H>f = —f.

c.q.f.d.

Proposition 4 Pour tout f € Hg, on a

ICB(f)+ + CB(f){lln. = ICB(f)+ — CB(){ .-

Preuve : D’apres les lemmes 12 et 14, on a

B f si f est paire
CB(f)++ CB(f)i - { —iHf si f est impaire

B f si f est impaire
CB(f)+ —CB(f)} = { —iHf si f est paire

Ainsi, pour tout f € Hg, on a d’aprés le lemme 20
CB(f)+ + CB(f)] = ~iH(CB(f)+ — CB(H)Y).
d’ou, d’apres le lemme 13,

ICB(f)+ + CB(f) I, = ICB(f)+ — CB(){lIx.-
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c.q.f.d.

Lemme 21 Pour tout f € Hs, on a || fV|n, = | fl#.-

Preuve : Si f € Hs, alors f = F[g] avec g € L? et donc f¥ = F[g"]. D’ou

1 M3 = g7 ez = Ngllze = Il fllae.-

c.q.f.d.

Si f € Hs avec f = F[g], alors par définition, on a ||f|lz, = [|gl|z2, donc la norme sur Hs est
associée a un produit scalaire (qui dérive du produit scalaire sur L? via la transformée de Fourier
inverse F~1). Ainsi, pour fi, fo € Hs,

11 £ foll3e, = Ifill3e, + 2Re(fr, fo)ae, + 1 fall3e,

et on obtient

Ifi+ foll3, = /i — fol3. < Re(fi, fo)u, =0
= £ Lll3, = Il5. + 12l

Corollaire 2 Pour tout f € Hs,

ICB(f)+ + CB(f)Y|3,. = ICB(f)+ — CB(f){13. = 21CB(f)+3..

Preuve : Conséquence immédiate de la proposition 4 et du lemme 21.

c.q.f.d.

Théoréme 15 Pour tout a € H®)(Rel < 0), on a
las —a¥lf3;, = llas +allif, = 2la+lf3,-

Preuve : D’aprés le théoreme 9, si a € H®)(Re) < 0), on a a = CB(ay) et donc ay = CB(ay)y.
D’otu le résultat d’apres le corollaire 2.

c.q.f.d.
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Soit maintenant a € H®*)(ReX < 0). Alors d’aprés le théoreme 15, on a
lalls,s = [F " [as] = F~ a]" 2
IF = ay —a¥]llr:
= lay —a¥n.
= V2|aylln,
= V2|all e

d’ou ||all«, s < 400 si et seulement si ||al| ) < +oo. Ceci nous permet d’obtenir le corollaire
suivant :

Corollaire 3 En tant qu’ensembles, on a His)(Re)\ < 0) = H®(ReX < 0) et pour tout a €
H®)(Rel < 0) = j2aS (ReX < 0), on a

lalZ s = 2llall)-

Théoreme 16 HZ(Rel < 0) = HCE™)(Re) < 0) en tant qu’ensembles. De plus, |- ||« et |- || gesen)
sont équivalentes.

Preuve : D’apres la définition de H2(Re\ < 0) et le corollaire 3, on a, en tant qu’ensembles
H2Re) < 0) = HE ™) (ReA < 0) = HE™)(Re) < 0).
le,s = V211 | s -

De plus, toujours par le corollaire 3, || - ||« est équivalente & || -

c.q.f.d.

Le théoréme 16 nous donne la description simplifiée de H2(Re) < 0) suivante :

Corollaire 4 H2(Re\ < 0) est Uespace vectoriel H(™)(Re) < 0) muni de la norme

+oo
a2 = / [a(iA) — a(=iA) 2Ae(iX)Pd*A.

—00

2.8 H?*(Rel < 0) en tant qu’espace de Hilbert de fonctions holo-
morphes

On rappelle ici la définition d’un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur un domaine D de
C ainsi qu’une caractérisation de ces espaces qui nous sera utile dans cette section. On renvoie a
[8] pour plus d’informations dans le cas général ou D C C™.

On munit 'espace O(D) des fonctions holomorphes sur D de la topologie de la convergence uni-
forme sur les compacts.
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Définition 14 Un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur D est un sous-espace H de O(D)
muni d’une structure d’espace de Hilbert telle que l'inclusion H — O(D) est continue.

Lemme 22 Soit H un sous-espace de O(D) muni d’une structure d’espace de Hilbert telle que,
pour tout compact Q C D, il existe M = M(Q) > 0 telle que

VieH, Vz2eQ, [f(z)]<M]|f].

Alors H est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur D.

Preuve : Soit (f,,) une suite dans H convergeant vers f € H, et soit ) un compact. Par hypothese,
il existe M = M(Q) > 0 telle que

VzeQ, |[fu(z) = f(2)] < M[[f = full.

Donc, on obtient
sup 1f(2) = fu(2)| < M| f = ful
ze

et (fn) converge vers f dans O(D), c’est-a-dire H < O(D) est continue.
c.q.f.d.

Dans cette section, nous allons montrer que (HZ(ReX < 0), || - [l«) est un espace de Hilbert de
fonctions holomorphes en utilisant le lemme 22. Pour cela, nous aurons besoin de quelques propriétés
supplémentaires des espaces Hy et His) (ReX < 0).

On a vu dans le théoréme 9 que pour a € H®) (ReX < 0), on a la représentation de Cauchy-Bochner

a(o+iX) = CBlay)(o +i\) = %(M(/\’), K(o +ix—i)))

pour o < 0. Maintenant, d’apres [34], (3.4), p. 166, on a pour o < 0
1+ |o]®

a]%

|CB(at)(0 + M) < Csllay |,

ou Cs est une constante dépendant de s. Par conséquent, pour a € H (5)(Re)\ <0)eto<0,o0na

1+ |of®
SR LA

la(o +iA)| < Csllall g
o]

(2.42)

Ainsi, on obtient le théoréme suivant :

Théoreme 17 Soit a € His) (ReX < 0), alors il existe une constante Cl, > 0 telle que pour tout

AER et tout 0 <0, on a

) 1+ ol
a(o +in)] < 2

g2
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Preuve : C’est une conséquence immédiate de (2.42) et du corollaire 3.

c.q.f.d.

Corollaire 5 (His)(Re)\ < 0), || - ls,s) est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur
{ReX < 0}.

En considérant I'isomorphisme entre (His(m))(Re)\ <0), ||l s) et (H2(ReX < 0), [|]|+), on obtient

Théoréme 18 Soit a € H2(Re) < 0), alors il existe une constante Cs(m) > 0 telle que pour tout
A€ R et pour o <0,

. 1+ |o]stm)
la(o +iA)| < Cs(m)ﬁna”*‘
o

En particulier, (Hf(Re)\ <0), |- H*) est un espace de Hilbert de fonctions holomorphes.

Corollaire 6 Soit f € L*(R*, §(t)dt), alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout A € R
et pour o < 0,

ma+moq

L4 o'~

ILf(o+iN)| < C 1 £l2-

o2

Preuve : C'est immédiat d’aprés isomorphisme £ : L2 (R%, 6(t)) — HZ(ReX < 0).

c.q.f.d.
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications de ’analyse harmonique L? développée dans
le chapitre 2. Le premier type d’applications concerne le développement en séries de polynoémes de
Jacobi. Plus précisément, on considére une série de polynomes de Jacobi P,(La’ ) (x) avec coefficients
qui sont multiples de Lf(—u — p) ot f est une fonction C*° a support compact sur R* (ou plus
généralement f € L*(R7%, 0(t)dt) a support dans ]r, +00[ avec r > 0), et u décrit un ensemble
discret. On montre que la série ainsi définie converge dans L?(] — 1, 1], (1 —2)?%(1 + z)bdz) vers une
fonction, notée F. Cette fonction F' est holomorphe dans I’espace coupé C \ [1, +oo]. De plus, si
F et F_ sont les valeurs au bord de F' sur I'axe réel par partie imaginaire positive, respectivement
négative, alors le saut F'y — F_ sur [1, +00o[ est une reparamétrisation de la fonction originale f. Ce
type d’étude a été initiée par Stein et Wainger dans le cas de polynémes de Legendre (c’est-a-dire
pour m = (1, 0) qui correspond au cas géométrique de SL(2, R); voir [28], théoreme 4). Dans le
cas m = (n, 0) des résultats similaires (avec preuves différentes) peuvent étre trouvés dans [33],
sections 3.1 et 3.2. L’application f — F' obtenue est appelée transformée de Stieltjes dans [33].
Les polynomes P\ (x) sont liés aux fonctions sphériques sur les espaces symétriques Riemanniens
poly n P q p Y q

de type non compact de rang un. Dans la section 2, on rappelle les principales définitions des
représentations sphériques et des fonctions sphériques dans ce contexte. Dans la section 3, on passe
au cas des espaces hyperboliques réels. On a alors G = SO,(1, n), K = SO(n), U = SO(n+1), H =
SO,(1, n—1), Gc = SO(1, n, C) et les quatre espaces symétriques jouant un role sont :

1. La “nappe supérieure” de I'hyperboloide a deux nappes, X% = SO,(1, n)/SO(n)
2. La sphere S = SO(n+1)/S0(n)
3. L’hyperboloide & une nappe X" = SO,(1, n)/SO,(1, n — 1)

4. L’hyperboloide complexe X = SO(1, n, C)/SO(1, n—1, C)

Chaque fonction f € L%*(R%, §(t)dt) définit une fonction H-invariante toujours notée f sur le
“future” SY/H du point base 0 = eH de X™. La transformée hypergéométrique de Laplace de f du
chapitre 2 coincide, a une normalisation pres, avec la transformée de Laplace sphérique Lf de f.

On forme alors une série de Fourier sphérique sur S™ avec coefficients déterminés par Lf. Le
théoreme de développement en séries de polynémes de Jacobi dit que, si f s’annule au voisinage
de l'origine, alors la série de Fourier sphérique s’étend a une fonction holomorphe SO(1, n — 1, C)-
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invariante définie sur I’hyperboloide complexe coupé le long d’une sous-variété. Les valeurs au bord
de F' sur la coupure sont liées a la fonction originale f.

L’aspect géométrique liant ces espaces symétriques trouve sont origine dans les travaux de Bros
et Viano (voir [4], [5] et [6]) ou I'extension holomorphe de ce qu’ils appellent “perikernels” a été
considérée. Les méthodes utilisées dans ces articles (basées sur la transformée horosphérique de
Radon) sont différentes des notres. Les propriétés de régularité de la classe de fonctions étudiée
sont également différentes. Les travaux de Bros et Viano sont dans le cadre de la physique théorique,
plus précisément, dans le cadre de la théorie quantique des champs sur une variété espace-temps
en forme d’hyperboloide (I'univers de De Sitter) et dans ’analyse du moment angulaire complexe
dans la théorie de diffusion potentielle. On renvoie a [4], [5] et [6] pour plus d’informations et des
références supplémentaires.

3.1 Développements en séries de polynémes de Jacobi

Lemme 23 Soient R > r > 0 et f € L? (Rj, 5(t)dt) avec suppf C [r, R], alors il existe une
constante Cp, . r dépendant de m, r et R telle que pour tout A € C avec ReA <0

ma+mo,

ILFN)] < Co oy (14 |A) 22272 f]|pemBeA

ol

113 = /R oRO

Preuve : Soit o > 0 tel que o < r, alors d’apres le lemme 3, il existe une constante ¢, telle que
[P (m, t)| < cpeReA=p)t

pour ReX < 0 et t €]o, +oo[. De plus, on a

-1

ma | M2a
eV TE~ AT A) 2T

Ainsi, pour Re\ < 0 et pour ¢t > o,

‘ Oalm, 1)

< : 1 )\ ma _;'_M—l (RGA—P)t.
)\c(—)\)'_C(+||)2 2 le

On a donc, pour ReX < 0,

Lol < | +m|f(t)l‘m’5(t)dt= / Rf<t>|]‘m\6<t>dt

R ma+moq
< o [ )RS )
matM2a 1 pRe R
< O, ER L [T ooy
matmaa 1 ,Re)
< (14 A2 TR £
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c.q.f.d.

Remarques :
1. Puisque suppf C [r, R], les conditions f € L*(R%, §(t)dt) et f € L*(R%) sont équivalentes.
De plus, f € L'(R%).
2. Dans le cas ou f € C°(R? ), des estimations plus fortes sont possibles pour Lf()\). En effet,

par des calculs analogues a ceux de la preuve du lemme 4 du chapitre 2, on peut montrer que
pour tout N € N, il existe C,,, g > 0 telle que

[LFN] < O, r(L+ D)V £l

pour tout A € C avec ReA < 0.

On note S le plan complexe privé de la demi-droite [1, +o0o[ et on note H%(S) I’espace des fonctions
F holomorphes sur S telle que

+o0
sup/ |F(x +iy)|*dz < +oo.
y#0 J—oc0

En particulier, si F € H?(S), alors Fy(z) = limy_0,4>0 F( + iy) existe en norme L2 On peut
alors poser

“+o0 “+o00
IF|)? = / Py (2)Pda + / |F_ () .

o0 —00

Muni du produit scalaire associé & cette norme, H?(S) est un espace de Hilbert. De plus, la ca-
ractérisation suivante des fonctions de H?(S), démontrée par Stein et Wainger (voir [28], p.561),
va nous étre utile par la suite.

Proposition 5 F € H(S) si, et seulement s’il existe une fonction f € L*([1, +oc) telle que

+oo m
Flz) = /1 1 g, (3.1)

21 u—z

De plus, on a

+oo
IF|)? = / \f () 2du.

Preuve : (voir [28], p.561). Si F' € H?(S), alors comme F est holomorphe dans C \ [1, +oc[, on a
Vr €] — oo, 1, Fi(x)=F_(x).
Comme F' est dans I'espace de Hardy du demi-plan supérieur, on a

1/+°° Fi() :{ F(z) silmz>0

2mi f_ x— 2 0 silmz<0
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De méme, F est dans ’espace de Hardy du demi-plan inférieur, donc

1 [T F_(x)
2w J_

dr =

{ —F(z) silmz<0

o T —2 0 si Imz > 0

On peut donc écrire, pour tout z € C\ R

R - [TEEIEE, 3 TR R,

21 J_ T —z 2mi T—z

Ainsi, en notant f(x) = Fy(z) — F_(x) pour x > 1, on a

Vz € C\R, F(z)—l/Jroo(z)dx.
1

211 Tr—z

De plus, comme F,, F_ € L?>(R), on a f € LQ([I, +oo[) et donc la fonction z — f1+°° %dm est
continue sur §. Comme F' est continue sur le méme domaine S, on obtient

VzeS, F(z)= ! /+00 f(:E)dm
1

21 r—z

Réciproquement, si f € L?([1, +00[), alors I'intégrale (3.1) est dans H2(S) et f(z) = Fy(z)—F_(x).
Ceci provient du fait que si y > 0, F(z + iy) F F(z — iy) sont I'intégrale de Poisson et l'intégrale
de Poisson conjuguée de f, et que si y — 0, elles convergent vers f et iH f respectivement, ou H f
dénote la transformée de Hilbert de f (voir section 1.1.4).

c.q.f.d.
Théoréeme 19 Soit f € L? (R*Jr, 5(t)dt) a support compact. On considére la série
P@)= Y dLf(-p—p)P""(2), —1<z<1
pneeN ‘
avec
_cil(2p) T(E+1) (n+tp) 32)
" VAT (p) T (£ 4 Matmzatl)
et
2 si2a€X
5_{1 si2a gy (3.3)

Alors F € (L*(] — 1, 1[), (1 — 2)*(1 + z)bdz) et F s’étend en une fonction de H*(S), notée également
F, telle que

2 oo 2
1Py = [ 1) s
ot fi(x) = f(%argchm) pour x > 1. De plus, F est unique et f = F, — F_.

48



Preuve : Montrons tout d’abord que la série définissant F converge dans (L?(] — 1, 1[), (1 — z)%(1 + z)’dz).
Pour cela, on va distinguer deux cas. Supposons que 2« € Y. Dans ce cas, on a

a_ma—i—mga—l ot b_mga—l
- 2 2

et en utilisant [30], p.68, on obtient

1
| P02 / PO (2)2(1 - 2)°(1 + 2)0da

-1
R CON RS
e TG

avec ft = 2n. Ainsi, par définition de d,, on a

1237 '(2p) (F(’5+ DT (5 + mQ‘*“)(WP))lc L
3+

Al (a, b) — ( R S
d,u'cf( M p)Pn (‘T) \/’TTI‘(p) p r ( MQQ—&—I> HPéa, b)HQ'
2

2

by

Or, d’apres [7], (1.18.4), on a

D(5+ DT (5+"55) (ntp)  (py2ma—man
(ﬁ + ma+gl2a+1> (5)

donc, d’apres le lemme 23,

et donc

S L (= ) < +oc.

ne2N

Ainsi, d’apres la théorie de Fourier L? pour la transformée associée aux polynomes orthogonaux
P i) existe F € (L*2(] -1, 1)), (1 — 2)*(1 + 2)’dz) telle que

=" duLf(—u—p)Pi" ().
12N 2

Le raisonnement est le méme dans le cas 2« € X, mais dans ce cas, on a

Mo — 1
2

a:b:

et donc, toujours d’apres [30], p.68,
2201 T (u+p+3)

Péa, b) |12 _
| I = o T DT+ 29)
avec 1t = n. Ainsi,
oy p— L 1 a,b)
5 i20730(2p) (T(u+D(p+p)\? » )
duLf(—p— p) P (z) = < Lf(=p=p) sy
o ) @) V7L (p) T(p+2p) ( )||P un
by
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Or, d’apres [7], (1.18.4),
Plp+D(+p)  2om,
I'(p+2p)

d’ou

D BuLf(—n = p)? < +oo
peN

et on conclut de la méme maniere que dans le cas précédent.

On définit maintenant

oo fhiy,
Fi(z) = — /1 S g, (3.4)

2 u—z

ot ff(z) = f (fargchz)) pour 2 > 1. Puisque f € L*(R%, 6(t)dt) est & support compact, on a
fie LQ([l, +oo[) Donc, d’apreés la proposition précédente, F? € H?(S). On montre maintenant
que pour x > 1, F9 = F et f! = F, — F_. Pour cela, on utilise le développement (voir [30], p.251)

2 %Q%‘l’ B (y)Plet) () = LU =D W+ 1)~

neN hn 2 y—*

ot K = ||P,(La’ b)||2. Cette série converge uniformément si z € [—1, 1] et si y appartient a un

sous-intervalle convenable de |1, +o0]. A ce stade, il convient de distinguer les cas.

Si 2a € ¥ : On pose y = ch2t, et donc

1 (ch2t — 1)=(ch2t +1)~°
2 ch2t — x

1 (2sh*t)~*(2ch®t) "

2 ch2t — x

27(a+b+1) (Sht)_Qa (Cht)_Qb
ch2t — x

1 a a
> @ VP
neN 'tn

De plus, en posant u = ch2t dans l'intégrale définissant F', on obtient

+o0o rh +oo
Fi(z) = ! / SAD2) ot — 2 / SO gtentar.
0 0

i ch2t — x e ch2t — z
D’ou, on a
: 2 [ 1 (a,b) (a,b) a+b+1 2a+1 2b+1
Fio) = 2 0 Zh(a’b)Qn’ (ch2t) P(@:0) (1) | 200+ (sh)2a+1 (cht) 2+ gt
neN '‘n

a+b+2 400 (a,b)
_ 2 R ( / f(t)Q"(a((gﬁt)(sht)QaH(cht)Qb“dt) Plab) ().
neN 0 hn 7
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L’intervertion de la somme et de l'intégrale vient du fait que la serie converge uniformément et que

f est a support compact. Or dans ce cas, a = m‘”g”“_l b= "= L et pour p = 2n,
(,5) (ch2t) — VA2 T (5+1) (—p—p) P_pyp(m, 1)
(a, b) Qn (C t) — _ma o ma+maa+1\ (__, _ '
s 2T (p) T (4 + 2otgaetl) (—p— p)e(u+ )

Donc, on obtient

i 123 +o0 (m a
P = 3 B D ([ o st ) st P
2 2

VT —p—p)e(p+p) 2

= > dLf(—u—p P ().

ne2N

Si 2a ¢ Y : On pose y = cht et dans ce cas, on a b=a = m°‘2_1, donc

1 (cht — 1)=%(cht +1)°
cht — x

> Q) PO (@) =

neN h

N |

De plus,

RNl IO DR U el ()
2 )y u-—x  2mify cht—x

shtdt,

donc

+o0
Fi(x) = 1/0 ) (Z ﬁQ(“ Y (cht) P V) ( )) (sht)™e dt.

e
neN h

En utilisant

pla?) F(P) T(pt+p+3) (—u—pelp+p)
On obtient
Feo o_,_,(m,t)
b ) = H—p (a, b) T
(@) %du </0 f(t)(—ﬂ — p)C(qup)é(t)dt) )
= D duLf(—u—p) PP (a)
peN

c.q.f.d.

Pour étendre le théoréme 19 & des fonctions dans L*(R%, §(t)dt) sans support compact, on utilise
le lemme suivant :

Lemme 24 Supposons que mq+moq > 1. Soit f € L2(Ri, d(t)dt) a support contenu dans |r, +o00|
pour r > 0, et soit f(x) = f (2argchz) ou e est donné en (3.3). Alors f* € L*(]1, +o0l).
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Preuve : Le changement de variable z = ch(et) donne

+oo +oo “+oo
/ Pz = [ fi(ch(et))Psh(et)dt = ¢ / £ () Psh(et)dt. (3.5)
1 0

0

Puisque mq+maq > 1, il existe une constante C, > 0 telle que sh(et) < C,d(t) pour tout t €]r, +o0],
d’ou le résultat.

c.q.f.d.

Maintenant, dans le cas ol m, + Mo, > 2, on a une amélioration du théoreme 19 en utilisant
le corollaire 6 du chapitre 2 :

Théoréme 20 Supposons que my + maq > 2. Soit f € L? (Ri, 5(t)dt) avec support contenu dans
|, +o00[ pour r > 0. On consideére la série

F(z) = Z duff(—u - P)Pgl’ b)(x), —l<z<l

neeN €
avec

L Ei(@p) T(E+1) (u+p) )

B /ml(p) T (g + %20&1) .
et

2 st2a € X
8_{1 si2a €Y (3.7)

Alors F € (L*(] — 1, 1), (1 — 2)*(1 + z)bdz) et F s’étend en une fonction de H*(S), notée également
F, telle que

—+o0
Hﬂ%@—[ (@) Pde

ot fi(x) = f(éargchx) pour x > 1. De plus, F est unique et f®=F, — F_.

Preuve : La preuve est quasiment identique a celle du théoreme précédent, sauf qu’on utilise direc-
tement l'estimation de £ donnée dans le corollaire 6. Avec les mémes notations que dans la preuve
précédente, on obtient

L f (== p)[? ~ P~ 2mectmze)

dans le cas ol ma, # 0. La convergence de la série ]bME f(—=p — p)|? est donc assurée si 3 —
2(mea + mag) < —1, cest-a-dire si mg, + mag > 2.
Dans le cas ou may = 0, on a B
b Lf (== p)|? ~ p?~2me,
ce qui assure la convergence de la série pour 3 — 2m, < —1, c’est-a-dire mq > 2.
Le reste de la preuve est identique a la preuve précédente.

c.q.f.d.
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Remarque 1 : L’application f +— F' considérée dans les théoremes 19 et 20 est toujours une bijec-
tion. Toutefois, 1’égalité (3.5) montre qu’elle ne peut étre une isométrie que dans le cas géométrique
oum = (1, 0) (le cas de SL(2, R) traité dans [28]) et dans le cas non-géométrique o m = (0, 1).

Remarque 2 : La fonction f? est Pobstruction & une extension holomorphe de F en une fonction
entiere sur C. En particulier, si suppf C|r, R] avec 0 < r < R < 400, alors F s’étend de fagon
holomorphe au domaine plus large C\ [ch(er), ch(¢R)]. Ce domaine n’est pas simplement connexe
si R < +o0.

3.2 Espaces symétriques riemanniens de type compact et leurs
fonctions sphériques

La différence entre les cas 2a € ¥ et 20 ¢ 3 dans le théoreme 19 reflete la différence entre ces deux
cas dans l'analyse harmonique sphérique sur les espaces symétriques Riemannien de type compact
de rang un.

Dans cette section, on rappelle brievement quelques résultats sur les représentations sphériques.
On renvoie le lecteur & [13] (chapitre 5) ou [9] (chapitre 4) pour plus d’information.

Supposons que U/K est un espace symétrique Riemannien de type compact. Alors U est un
groupe de Lie compact (que l'on supposera connexe) et K est un sous groupe fermé de U tel
que Ug C K C U? pour un certain automorphisme involutif § de U. Comme précédemment,
U? ={uecU, 0(u) =u} et U est la composante connexe de 'identité dans U?.

Soit 7 une représentation irréductible de dimension finie de U dans un espace vectoriel complexe
V. On fixe un produit scalaire sur V' pour lequel 7w est unitaire. On dit qu’un vecteur v € V est
K-fixe, si m(k)v = v pour tout k € K. On note VX = {v € V, v est K-fixe}. On dit que la
représentation 7 est K-sphérique si VE # {0}. Dans ce cas, on peut montrer que dim VE =1. Le
théoreme de Cartan-Helgason paramétrise les classes de représentations irréductibles K-sphériques
par les plus haut poids restreints. Pour faire cette construction, prenons u l'algebre de Lie de U
et soit uc = u ®r C sa complexification. Soit G¢ un groupe de Lie simplement connexe d’algebre
de Lie uc tel que U C G¢. On considere la décomposition 1 = € @ p, en sous espaces propres
de 6. L’involution 6 s’étend par C-linéarité a uc et s’éleve en un automorphisme involutif de G,
toujours noté 0. Soit g = € ® p avec p = ip.. Le sous groupe connexe G de G¢ d’algebre de Lie g
est non compact et G/K est un espace symétrique Riemannien de type non compact d’involution
de Cartan 6. De plus, uc = gc.

Soit X le systéme de racines (restreintes) de (g, a) avec systéme de racines positives ©T. On choisit
une sous algebre de Cartan h = t @ a contenant a et on note h¢ sa complexification. Alors h¢ est
une sous algebre de Cartan de gc = uc. Les classes d’équivalence des représentations irréductibles
de dimension finie de U sont paramétrées par les plus hauts poids, d’apres le théoreme classique
du plus haut poids. Le théoréme de Cartan-Helgason dit quels sont les plus hauts poids qui corres-
pondent aux représentations sphériques.

Théoréme 21 (Cartan-Helgason) Supposons que U est simplement conneze. La forme linéaire
1 € be est le plus haut poids d’une représentation irréductible sphérique de dimensions finie de U
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si et seulement si
(1, a)
(o, o)

pe=0 et Vae X, eN.

Preuve : Voir [13], théoréme 4.1 et corollaire 4.2. Voir aussi [35], p.248, pour voir que les éléments
i € bi caractérisés par la condition du théoreme sont les plus hauts poids de représentations
irréductibles de dimension finie de U.

c.q.f.d.

Les éléments p déterminés par le théoreme de Cartan-Helgason sont appelés plus hauts poids
restreints des représentations sphériques de U. Leur ensemble sera noté AT (U/K). Un représentant
de la classe de représentations sphériques de plus haut poids restreint y sera notée (7, V,,) ou plus
simplement 7. Les fonctions sphériques sur U/K sont le coefficients matriciels des représentations
sphériques. Plus précisément, soit (7, V,,) une représentation sphérique de plus haut poids restreint
p. On fixe u € VHK tel que |lu|| = 1, alors la fonction sphérique sur U/K de parametre spectral p
est la fonction K-invariante

Pu(u) = (mu(u)v, v)

pour u € U.
On peut montrer que la fonction ¢, s'étend a une fonction holomorphe Kc-invariante sur G,
que 'on notera encore ¢,. La restriction de ¢, & G donne une fonction sphérique sur G/K. Plus
précisément, on a

(on) G = Vutp

dans la notation de la section 3.3.3. Ces résultats peuvent étre trouvés dans [13], p.540-541, ou dans
[3], paragraphe 2.

Dans le cas d’un espace symétrique riemannien de type compact U/K de rang un avec U simplement
connexe, et en identifiant o = 1 ot ¥ = {a} ou ¥ = {«, 2a}, on a que la restriction & a = R
d’un plus haut poids restreint p est :

1. u=n, neN, si2agX™
2. p=2n, neN, si2aeX™

En mettant ensemble les formules de [13], p.543, et les calculs de la preuve du théoréme 19, on
obtient le résultat bien connu suivant :

Lemme 25 On garde les notations et les hypothéses sur U/K faites ci-dessus. Pour H =t € ia,
les fonctions sphériques sur U/K et les fonctions sphériques sur G/K sont données par les formules
sutvantes :

1. Si2a € T, alors pour i € N,

T(u+ 1T (p+3) P (ch)

¢u(eXPH) = %+p(epo) = T (u+p+ l) M
2
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2. S8i2a € X1, alors pour p € 2N,

Gulexp H) = ¢y p(exp H) =

Ma+maqe 1 _ M2q
2 5 et b=

\ _m o 1
ou p = 3* + M2, &= 5 5-

3.3 Analyse harmonique sphérique L? sur les hyperboloides réelles

3.3.1 Espaces hyperboliques réels

Soit K = R ou C. On considere la K-forme bilinéaire non dégénérée sur K**+! définie par

[z, W] = zpwp — z1w1 — -+ + — ZpWy
pour z = (29, - -+, z,) et w = (wog, --- , wy,) dans K"*1. On note alors O(1, n, K) le sous groupe
de GL(n + 1, K) préservant [-, -], c’est-a-dire

O(1,n, K)={g € GL(n+1,K), [92, gw] = [z, w] Vz, w € K"}

De plus, SO(1, n, K) = {g € O(1, n, K), detg =1} est un sous groupe ouvert de O(1, n, K).

Remarques : Le groupe SO(1, n, C) est un groupe de Lie connexe appelé groupe de Lorentz
complexe généralisé. Le groupe SO(1, n, R) a deux composantes connexes. La composante connexe
de l'identité est un groupe de Lie connexe appelé groupe de Lorentz généralisé, généralement noté

SO,(1, n).
Le groupe GL(n + 1, K) agit sur K®*! par la multiplication matricielle

g-2:=gz

ol z € K™ est considéré comme un vecteur colonne et gz dénote le produit de matrices usuel.
Cette action se restreint & une action de SO(1, n, C) sur C"*! et de SO(1, n, R) sur R**L.
On note 2% = (0, ---, 0, 1). L’orbite SO(1, n, C) - 2° est la quadrique complexe de dimension n

Xt={zeC" [z, 2]=—-1}

parfois appelée variété de De Sitter. Le stabilisateur de 2" est

{( ’8 ) > keSO, n—1, (C)} ~ SO(1, n—1, C).
L’action de SO(1, n, C) sur X¢ est transitive et on peut identifier, en tant qu’espaces homogenes,
X¢ =S50(1, n, C)/SO(1, n—1, C).
L’orbite SO,(1, n) - 2° est la quadrique réelle de dimension n
X" = XENR" = {z e R"M | [z, 2] = —1}.
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On a, en tant qu’espaces homogenes,

X" = S0o(1, n)/SOu(1, n — 1).

On considére maintenant le produit scalaire euclidien sur K"*!
(z, w) = zowp + z1wW1 + -+ + ZpWp.
On rappelle que O(n + 1, K) est le sous groupe de GL(n + 1, K) préservant (-, -), c’est-a-dire
On+1,K)={geGL(n+1,K), (g2, gw)= (2, w) Vz, we K"}
On rappelle également que
SOn+1,K)={ge€O0(n+1, K), detg=1}

est la composante connexe de I'identité dans O(n+1, K). On notera simplement SO(n+1) a la place
SO(n+1, K). Pour z = (29, - -+, 2n) avec z; = xj +1iy; (0 < j < n), on note zZ = (iyo, 1, - , Tn)
et 2/ = (—izo, Y1, - , Yn). L'ensemble

{ge GL(n+1,C), [¢7, gw] = [z, @] Vz, we C"", detg=1}
est un sous groupe de SO(1, n, C). En effet, pour un tel g et pour tout z, w € C**1,
92, gw] = [9(Z +iZ"), g(@ +iw")] = [z, w].

Ce sous groupe est isomorphe a SO(n + 1). On restreint a SO(n + 1) € SO(1, n, C) I'action de
SO(1, n, C) sur C**!. L'orbite SO(n + 1) - 2¥ est la sphere réelle de dimensions n

ST o= {(iyo’wl"",l‘n)eiRXRn, y%{—gj‘%—k—}—l’izl}
= X¢N(GER xR"Y)

Le stabilisateur de 2% dans SO(n + 1) est

{( Ig ? > k‘GSO(n)} ~ 50(n).

Ainsi, en tant qu’espaces homogeénes, on a
S"=50(n+1)/S0(n).
On considére maintenant le point w® = (1, 0, ---, 0). L’orbite SO,(1, n) - w® est
Xt ={z=(v0, -+, xn) ER", [z, 2] =1, z0 >0} =S0,(1, n)/SO(n).

En tant qu’espaces symétriques,
1. 8" =50(n+1)/SO(n) est riemannien de type compact
2. XI =850,(1, n)/SO(n) est riemannien de type non compact
3. X" =50,(1, n)/SO,(1, n — 1) est pseudo-riemannien.
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Ce sont des espaces symétriques de rang un.

Remarque : On peut aussi voir X7 dans X en considérant I'action de GL(n + 1, R) sur R+
par multiplication. On a alors

XT =80,(1, n) - izg = X¢ N (iR").

Plus précisément, les espaces X sont des espaces symétriques non compactement causaux (NCC).
En fait, ce sont les uniques espaces symétriques non compactement causaux de rang réel un.

3.3.2 Structure de X et de X"
Prenons le cas de G = SO,(1, n) (voir [10], p.959-960). L’involution de Cartan est donnée par
0(g) = (g_l)t. On a alors K = G? = G% = SO(n) et donc

X! =80,(1, n)/SO(n) =G/K

est un espace symétrique riemannien de type non compact. Maintenant, on considere I’involution
7 donnée par
T(9) =JgJ

I, 0
(0 5)

avec I, désignant la matrice identité d’ordre n. 7 commute avec 6 et en prenant H = SO,(1, n—1),

ou

on a :

X" =50,(1, n)/SO,(1, n—1) =G/H

est un espace symétrique pseudo-riemannien.

On a alors
0 0 t
a=pNgq=<Xe=|[ 0 0 0 |, teR,,
t 00
et
cht 0 sht
A=< a = 0 I,-1 O , teR
sht 0 cht
En choisissant la racine positive par
a(Xi) =t,
on a alors
0 vt 0
n=g"= v 0 —v |, veR"1},
0 vt 0



et

L+gllol> v* =5l
N =< n(v) = X v I, —11) , ve R
ol vt 1=l

ot [[v]|* = [or|* + -+ + [vp—1[*.
Notons que
Mgy n—1

me=n—1, mog=0 et p=—a =5 (3.8)

3.3.3 Fonctions sphériques et transformée sphérique

On renvoie a [22] ou [2] pour plus de détails sur les fonctions sphériques. On garde les notations des
paragraphes précédents et on renvoie a la section 1.2 pour la structure des espaces symétriques.
Une fonction ¢ : S — C est H-bi-invariante si ¢(hizh) = ¢(z) pour tout = € S% et tout
hl, ho € H.

Soit D(G/H) I'algebre (commutative) des opérateurs différentiels G-invariants sur G/H. Une fonc-
tion sphérique sur G'/H est une fonction continue H-bi-invariante ¢ : S° — C qui est fonction propre
commune de tous les éléments de D(G/H), c’est-a-dire, il existe un caractere x : D(G/H) — C tel
que Dy = x(D)yp, pour tout D € D(G/H).

Pour tout A € ag. on définit

L 0 sizx g HAN
ag(x) = { eMogan (@) gi » € HAN.

Soit £ I'ensemble des A € ag. pour lesquels la fonction h — ay (xh) P est intégrable sur H. Pour
A € &, la fonction ¢y définie sur S° par

ox(z) = /H ap(zh) Pdh (3.9)

est une fonction sphérique. On peut montrer que le convergence de U'intégrale définissant ¢y (x) ne
dépend que de X et pas de x.
Dans le cas ou G/H = SO,(1, n)/SO,(1, n — 1), on a pour a; = exp(tTy) € S° Na =Ry,

- - 1
ox(ar) = co(\)(26ht) 7o Fy ( A; p A +2p RELAY ch—2t> (3.10)
avec
ca(\) = 220—1p(p)w (3.11)

T(—A+1)

A une constante pres, on retrouve la fonction ¢(A) donnée en (2.9).

Maintenant, la transformée sphérique de Laplace d'une fonction H-invariante f suffisamment
réguliere sur S°/H est définie (pour une normalisation convenable de la mesure H-invariante dx
sur G/H) par

Lyccf(A) = /

f@)er(z)dz = | f(a)pr(a)d(a)da. (3.12)
SO/H A+
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De méme, une fonction sphérique sur G/K est une fonction continue K-bi-invariante ¢ : G — C,
avec ¢(e) = 1, qui est fonction propre commune de tous les éléments de D(G/K), c’est-a-dire, il
existe un caractere x : D(G/K) — C tel que Dy = x(D)¢g, pour tout D € D(G/K).

On peut montrer que les fonctions sphériques sur G/K sont données par

Pala) = /Kak(xk)A_pdk (3.13)

pour a; € A.
De plus, dans le cas o G/K = SO,(1, n)/SO(n), on a

Atp —A+p 1 h2t>

2. g
2 ) 2 ) p + 27
Maintenant, la transformée de Fourier sphérique sur G/K est définie pour toute fonction f €
C°(G/K) K-invariante par

Ff(N) = /Gf(x)w(x)da? = /A+ fla)¥x(a)d(a)da (3.15)

Supposons que U/K est un espace symétrique de type compact, avec U simplement connexe. Les
fonctions sphériques sur U/K sont alors liées aux fonctions sphériques sur le dual non compact
et aux polynoémes de Jacobi, d’apres les formules du lemme 25. Dans le cas de la sphere vue
comme quotient S™ = SO(n+1)/SO(n), certaines précautions sont nécessaires car U = SO(n+1)
n’est pas simplement connexe (son revétement universel est le groupe Spin(n 4 1) et I'applica-
tion quotient Spin(n + 1) — SO(n + 1) a pour noyau {+1}). Cependant, on peut montrer (voir
[31], chapitre 3, paragraphe 12) que pour chaque plus haut poids restreint ;1 donné par le lemme
25, la fonction sphérique sur Spin(n + 1) induit une fonction sphérique sur S™. La décomposition
SO(n+1) = SO(n)TSO(n) ou T = exp(ia) est le tore maximal du lemme 25 permet d’identifier
les fonctions sphériques avec leurs restrictions au tore.

w,\(at) = 2F1 < (3.14)

Le théoreme de Paley-Wiener, la formule d’inversion et le théoreme de Plancherel pour la trans-
formée hypergéométrique de Fourier et de Laplace du chapitre 2 donnent des théoremes corres-
pondants pour la transformée sphérique de Fourier et de Laplace sur X* et X" respectivement.
On écrit ici le théoreme de Plancherel pour X" (les autres théoréemes dans ce cas géométrique
particulier sont déja dans la littérature (voir [1])).

En comparant (2.15) et (3.10), on a

oa(ar) = co(N)Pa(m, t)
donc en identifiant AT =]0, +oo[, on obtient d’apres (3.12),
Lyccf(N) . too  @a(m, t)
= (WML

On rappelle également (voir section 2.5) que H2(Re) < 0) est I'espace His(m))(Re)\ < 0) muni de
la norme

“+oo
||aH3=/ |a(iX) = a(=iA)[?[Ac(iN)[dA.

Le théoreme s’écrit alors de la maniére suivante :
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Théoréme 22 Soit H = SO,(1, n— 1) et soit S°/H le future du point base de X". Alors, conve-
nablement normalisée, la transformée de Laplace sphérique réalise un isomorphisme isométrique
entre lespace L?(S°/H)™ des fonctions H-invariantes L? sur S°/H muni du produit scalaire L?
et Uespace H2(ReX < 0) muni du produit scalaire associé a la norme || - ||+, ¢’est-a-dire

Lnccf(N)

e ety = 112

pour toute fonction f € 12(S°/H)H.

3.3.4 Paramétrisation de Xg, X" et S"

La variété de De Sitter X admet la paramétrisation globale de variables complexes § € C et
w=(wo, -+, wWp-1) € Xg_l donnée par

zj = (ishf)w; 0<j<n-1
3.16
{ Z = chf (3.16)
En effet, on a alors
[Zv Z] - |:<207 T, Z’Vl—l)v ('207 T, Z’n,—l)] - Ch20
= —sh®f[w, w] — ch?g
= sh?0 — ch?0
= —1.
Réciproquement, supposons que z = (29, 21, -+, 2,) € X®. Alors —1 = [z, 2] =28 — 2} — -+ — 22.
On pose z, =chf € C. Si z, = 1, alors zg = 21 = -+ = z,_1 = 0 et la paramétrisation donnée
convient pour # = 27ki avec k € Z. Si z, # 1, alors
B =22 =22 —1=ch®) — 1= —(ishd)?
et shf # 0. En posant w; = i:ﬁ’ on obtient w = wyp, -+, Wp_1) € Xg_l et on a bien les relations

de (3.16). Remarquons que la paramétrisation n’est pas bijective & cause de la 27i-periodicité des
fonctions chf et shé.

Tout élément z € X est donc de la forme z = ((ish@)w, ch@) avec 0 € Cet w € X(E‘*l.

Comme Xg_l =S50(1,n—1, C) 'z?n) avec z?n) =(0,---,0,1) € C", tout élément z de X est de
la forme

z = ((ish0)kz(),), chf) = ( ’8 (1) ) - ((ish6)z(,), cho)

avec k € SO(1,n—1,C) et § € C.
Une fonction f: X¢ — C est SO(1, n — 1, C)-invariante si

((42))-m0
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pour tout z € X¢ et kK € SO(1, n — 1, C). D’apres ce qui précede, une telle fonction dépend
uniquement de z, = chf € C

flz) = f((’é ?)-((ish&)z?n),ch0)>
= f((ish8)z(,), cho)
= F(cho)

Cette paramétrisation de X¢ se restreint a une paramétrisation globale de X" :

xj = (ishf)w; 0<j<n-1
Tn = ché

avec w € Xﬁfl et 0 € R.
Une fonction f: X" — C qui est SO,(1, n — 1)-invariante dépend donc seulement de z,, = ch#f :

f(z) = F(cho).

Supposons maintenant que § = iT avec 7 € R, alors

sh(it) = dsinT
ch(it) = cosTt
De plus, si w = (wo, -+, wp_1) € X" L, alors
((iwo, ~++ y wn1), (iwg, *++, wpe1)) = —wg +wi+-+wl =1

Par restriction de la paramétrisation de X¢, on obtient la paramétrisation de S™ = Xg& N (iR X R”)
suivante :

2o = i(sinT)iwg
zj = (sinT)w, 1<j<n-1
zZn = COST

avec 7 € R et w = (iwg, -+, wp_1) € S L.

Si on considere 'identification de SO(n 4 1) comme sous-groupe de SO(1, n, C) donnée en section
3.3.2, et 'immersion de SO(1, n — 1, C) dans SO(1, n, C) en tant que stabilisateur de 2%, alors

SO(n+1)NSO(1, n—1, C) = SO(n) x {id} = SO(n).

Une fonction sur S™ qui est SO(n)-invariante dépend alors uniquement de z, = cosT.

3.3.5 Extension holomorphe de séries de fonctions sphériques sur la sphere S”

On garde les notations les sections précédentes. Une série de Fourier sphérique sur S™ = SO(n +
1)/SO(n) est une série formelle

> aupu(u), uweSO(n+1). (3.17)
pEAT (U/K)
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Quand elle converge, cette série définit une fonction SO(n)-bi-invariante sur SO(n + 1), donc une
fonction SO(n)-invariante sur S™. Par SO(n)-invariance, la série est déterminée par sa restriction
au tore T, et le lemme 25 donne

> aatnlenm) =t (p+ :)2: o ) o) (315)

I
HeAr(U/K) +p+3)

si H =147 € ia =1R.

Comme application des théoremes 19 et 20, on étudie ’extension holomorphe de séries de Fourier
sphériques de la forme (3.17) quand les coefficients a,, sont les valeurs de la transformée de Laplace
sphérique d'une fonction L? et H-invariante sur le futur S°/H du point base z° € X",

Dans le cas m = (n — 1, 0), les coefficients d,, dans (3.2) deviennent

I'2p) T(p+1)

T T(ut ot b))
donc 20)
T(2p
d, Pl (cosT) = i cosT), TER.
I ( ) I—\(p) wu( )

D’apres les formules (2.5) et (3.11), on a

T(2p) AT(=A) 1 T(=A—p+1)
o) D Av g YO e

Ac(—A)eq

F(=Xx—p+1)
= —T(p¥ 1l L~
(2p) e
D’ou

1 D(p+2p)

duLf(—p — p)PL™ ¥ (cosT) =

92p— 1F( ) F(:U'"f’l) £NCC’f(_:u_p)wu(COST).

La série des théoremes 19 et 20 devient alors

. ) > Lip+20) Lyoof(=p— p)ipu(cosT) (3.19)

20 TT(p) 2= T(u + 1)

avec x = cosT €] — 1, 1], c’est-a-dire 7 €] — 7, 0[.

On va regarder cette fonction SO(n)-invariante sur S™ en utilisant la paramétrisation de S™ pour
laquelle le parametre 6 de X est lié au parametre 7 par 0 = i7.

Pour z = chf € C, on a z € C\ [1, +oo[ si et seulement si § ¢ R;2k7mi avec k € Z. On peut
maintenant formuler le théoreme 19 dans ce contexte :

Théoréme 23 Soit H = SO,(1, n — 1) et soit S°/H le futur du point base z2° € X". Soit f €

L2(S°/H)H telle que (en considérant f comme une fonction H-bi-invariante sur S°), on ait fieo..
a support compact. Alors la série de Fourier sphérique

L'+ 2p) n
%WENCCJC(_M_P)I/JM(U% ues
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converge dans L* vers une fonction F € L*(S™).
Si on considére la sphére S™ incluse dans X par S™ = X{ N (IR x R™), alors F s’étend en une
fonction holomorphe SO(1, n — 1, C)-invariante sur le domaine D¢ donné par

D((Té :{Z: (ZO, SN Zn) EX((T:L, Zn E(C\[]_, +OO[}
De plus, F posséde des valeurs au bord F'y et F_ le long de X = X¢ NR™ ! dans le sens suivant :

Fy(x) = 1115% F(ish(0 +iy)wo, - -, ish(0 + iy)wn—1, ch(0 £1iy))

six=(x, -, xp) € X" et pour @ €R et (wp, -+, wn_1) € X",
xzj =ish(f)w;, 0<j<n—1, et z,=chb.

Alors les valeurs au bord Fy sont des fonctions SO,(1, n — 1)-invariantes bien définies sur S°/H
et pour tout x € S°/H,

f() = Fy () - F_(2).
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Chapitre 4

Théorie L? de la transformée
hypergéométrique de Laplace dans le
cas complexe

4.1 La transformée O-hypergéométrique dans le cas complexe

Le cas complexe correspond a un triplet (a, ¥, m) ol a est un espace vectoriel euclidien réel, 3
est un systeme de racines réduit dans a* et m est une fonction de multiplicité sur X telle que
meq = 2 pour tout a € 3. Chaque triplet de cette forme est géométrique et correspond a un espace
symétrique riemannien de type non compact muni d’une structure complexe.

Soit IT un systéme fondamental de racines simples dans ¥ associé & un choix de racines positives X 7.
A chaque sous ensemble © de II correspond une transformée hypergéométrique de Laplace appelée
transformée O-hypergéométrique (voir [26]). Cette transformée est définie pour des fonctions ayant
pour domaine de définition un cone dans a qui est naturellement associé a © de la maniere suivante.
Soit (©) I'ensemble des éléments de ¥ qui peuvent s’écrire comme combinaison linéaire d’éléments
de O. Alors (O) est un systéme de racines, plus précisément un sous-systeme de . Le groupe de
Weyl We de (©) est un sous-groupe de W engendré par les réflexions r; := r,, avec a; € ©. On
note (©)" = () N L. Soit

at={Hca, a(H)>0, Yacxt}

I’adhérence de a™. On définit ag = (Weaj)o ou © désigne I'intérieur. Alors @g est un coéne convexe
fermé We-invariant dans a et son intérieur ag est également convexe (voir [26], lemme 3.4). Re-
marquons que si © = (), on a ay = at et Wg = {id}, alors que si © =11, on a ajg = a et Wiy = W.
Si dima = 1, alors le cas complexe se réduit au cas de SL(2, C) qui a été détaillé dans I'exemple
3, p.14, 16 et 22. De plus, on remarque que dans cet exemple, on a I = {a} = Xt et donc © = ()
et © = II sont les seules possibilités. Ainsi, on a les deux transformées suivantes :

— La transformée hypergéométrique de Laplace, définie pour des fonctions f sur at = R, par

At

L) = /+ FO®@A(m, )5(B)dt  avee r(m, 1) = o
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— La transformée hypergéométrique de Fourier, définie pour des fonctions paires f sur a = R
par

Fi) = [ 50w, D50

avec x(m, t) = c(A)®x(m, t) + c(=A)P_x(m, t) et ¢(A) = 3.

Remarquons également que Ac(—\) = —1, donc & une constante prés on a Lf=L.

Dans le cas complexe général, on a une famille de ”fonctions base” {pg r(m, H)} sur ag pour
chaque O fixé. Chacune de ces familles de fonctions intervient dans la définition de la transformée
O-hypergéométrique correspondante.

On note respectivement a* et af. le dual réel et le dual complexe de a. On étend (-, -) a a* comme
A, o)
(a, @)

dans la section 1.2.1, et & ag par C-bilinéarité. On utilisera la notation A\, = pour A € ag et

a € X. Suivant les notations de [26], exemple 3.9, p.93, on définit pour O fixé
-1
s =1 [ M (4.1)
ac(@)t
-1

(2, \) = I »] . (4.2)

a€x+\(0)+

ou par convention, un produit indexé sur ’ensemble vide est égal a 1.
La fonction ¢y »(2, H) est un multiple de la série de Harish-Chandra de parametre A pour (a, X, m).
La série de Harish-Chandra de parameétre spectral \ est

®5(2, H)=AH) ') Heat (4.3)
ou
AH) = ] (o) — et (4.4)
aext

est le dénominateur de Weyl.
Comme dans [26], def 3.1, on définit la fonction ©-hypergéométrique de parametre spectral A par

vo,A(2, H) =cg(2, X) D cb(2, wN)@ua(2, H) (4.5)
weWeg

pour H € at. D’apres [26], (16), on a w(X+\ (©)T) C X\ (©)T pour tout w € Wg. On définit

o) = [] X (4.6)

aeXt

Exemples :
1. Si© =0, alors ¢j (2, \) =1, ¢;(2, A) =TI(\)~" et Wy = {id}, donc

oo (2, H) =TI(\)"'®,(2, H).
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2. Si @ =11, alors ¢ (2, A) =1, ¢f;(2, \) =II(A\)~! et Wiy = W, donc dans ce cas

SOH,A(Z H) = Z 1—[(110)\)(1)11»\(1 H)
weW

_ H(&) w;y det (w)®,x (2, H)

coincide, & une constante pres, avec la restriction a a(= A = exp(a)) de la fonction sphérique
de Harish-Chandra de parametre spectral .

On pose

oM = J][ e (4.7)

aes+\(e)+
En remarquant que cg(2, w) = det(w)cd (2, A) pour tout w € Weg, on a le lemme suivant.
Lemme 26 Pour tout A € ag,

vo,(2, H) =TI\ TAH)™" Y det(w)e ). (4.8)
weWeg

En particulier, po (2, H) s’étend en une fonction We-invariante, méromorphe en A\ € ag et
réelle analytique en H € ag. De plus, la fonction I1g(N)pe, A(2, H) est entiére en X € af. pour tout
H € ap fixé.

Définition 15 La transformée ©-hypergéométrique d’une fonction Weg-invariante suffisamment
réguliere f : ag — C est la fonction We-invariant Fe f(2, \) définie pour A € af par

Fof(2\) = ‘ng‘ / F(H)go (2, B ()
= [, st m)S(H)H (4.9
S(H) = A(H)? (4.10)
Exemples :

1. Si ® =11, alors Fo f coincide, a une constante pres, avec la transformée hypergéométrique de
Heckman et Opdam (voir [24]) pour le cas complexe, donc aussi avec la transformée sphérique
de Harish-Chandra des fonctions K-bi-invariantes sur un espace symétrique riemannien muni
d’une structure complexe.

2. Sidima =1, ona ¢y, = 3Px(2, H). Donc Fyf(2, A\) = Lf(A) dans les notations du cas
de rang un.
Si© =11, ona ¢, (2, H) = C¥(2, H) ou C est une constante. Donc, Fi1f(2, ) = CF f(A).
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Dans le cas ou © = II, la formule d’inversion, le théoréme de Paley-Wiener et le théoreme de
Plancherel ont été démontrés par Opdam (voir [24]) pour une fonction de multiplicité positive m
arbitraire.

La formule d’inversion pour © arbitraire et m positive a été montrée dans [27]. Le théoreme de
Paley-Wiener pour © et m arbitraires n’est pas encore connu. dans le cas de fonctions de multipli-
cité paires (c’est-a-dire m,, € 2N pour tout «/), et avec certaines conditions supplémentaires sur © si
Me # 2 pour a € X, le théoréeme de Paley-Wiener a été prouvé par Olafsson et Pasquale dans [23].
Nous allons maintenant rappeler ces théoremes dans le cas complexe. Les preuves se simplifient
dans ce cas. Remarquons tout d’abord que (4.8) permet d’avoir une version simplifiée de (4.9).

Proposition 6 Soit f une fonction Wg-invariante sur ag suffisamment réguliére (par exemple
f € C>(ap)"e), alors pour tout A € af, on a

Fof(2, \) = H(lA) / FHAH)M gH.

Preuve : On a A(wH) = det(w)A(H) et det(w) = det(w™!) puisque w est orthogonal. De plus, on
a wA(H) = Mw™1H). Donc, d’apres (4.8), (4.10) et par la Wg-invariance de f, on a

Fof(2 ) = ‘ng‘ / ) [N S det(w)e™ D) | A(H)AH
ae weWg
1 1 1
- flw H)A(w H)eM HaH
el 2 .
_ H(l)\) / ) FH)AH)NDdH

c.q.f.d.

Remarque : Si © # I1, alors la formule obtenue dans la proposition 6 est ’analogue en plusieurs
variables de la formule pour $£f(A) dans le cas de SL(2, C) de I'exemple p.

Théoréme 24 (Formule d’inversion) Soit f € C°(ag)"Ve, alors pour tout H € ag, on a

A(H)f(H) = / TN Fe f(2, iNe Mgy,

oun =dima.

Preuve : D’apres la proposition 6,
NFaf( ) = [(FHAE) e () dr
a

= (2m)"?F [Xao - A - f1 (V)
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ol Xge est la fonction caractéristique du cone ag et F désigne la transformée de Fourier classique.
La formule d’inversion donne alors, pour H € a,

(2;)71/ TI(i\) Fo f(2, iX)e g,

Xao (H)A(H)f(H) =

c.q.f.d.

On rappelle que, pour une partie convexe et compact C de a, la fonction support go : a* — R est
définie par

qo(A) = sup A(H). (4.11)

Définition 16 Soit C' une partie convexe, compact et Weo-invariant de ag. L’espace de Paley-
Wiener PWe (2, C) est lespace des fonctions méromorphes We-invariantes g : ai. — C satisfaisant
la propriété suivante : la fonction II(N)g(\) est une fonction entiére o décroissance rapide de type
exponentiel C, c’est-a-dire, pour tout N € N, il existe une constante Cy > 0 telle que

T (A)g(A)] < Cn (1 + |A])~Nete BN

pour tout A € ag.

On note C°(C)"We T’espace des fonctions C> et We-invariantes f : ag — C telles que suppf C C.

Théoréme 25 (Paley-Wiener) La transformée ©-hypergéométrique Feo(2, -) est une bijection
de C*(C)We sur PWg(2, C).

Preuve : Voir [23], théoréme 1.3 et proposition 6.1.

c.q.f.d.

Venons en maintenant au théoreme de Plancherel pour Fg(2, -). La formule pour Fg(2, -) de la
proposition 6 suggere que le théoreme de Plancherel devrait étre lié au théoréme correspondant
pour la transformée de Laplace de fonctions a support dans un certain cone de R™. On montre
maintenant comment le théoréeme de Plancherel en rang 1 pour L se simplifie dans le cas complexe
de SL(2, C).

Exemple : Dans le cas de SL(2, C), on a mg = 2 et ma, = 0, donc s(m) = 0. Ainsi, H®™)(Re) <
0) = H?(Re) < 0) est I'espace de Hardy classique. Pour a € H2(Re) < 0), comme |Ac(\)] = 1, on
a

Jall2 = [ la(id) = a(=i)F"A =2 [ Ja(in)Pa"s = 2C]al s
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ou C est une constante venant de la normalisation de la mesure d®\.

Ainsi, H2(Re\ < 0) = H?(ReA < 0). De plus,

LfN) = —% /Ooo (f(t)sht)eMat,

et f € L*(R., 6(t)dt) si et seulement si f(t)sht € L?(R,, dt). Donc, par une renormalisation
adéquate des normes, l'isomorphisme isométrique entre L*(R,., §(¢)dt) et HZ(ReX < 0) donné par
L correspond & 'isomorphisme isométrique classique entre L2(Ry, dt) et H2(ReA < 0) via L.

Dans la prochaine section, nous donnons les grandes lignes de la théorie classique de la trans-
formée de Laplace sur les cones. Cela nous permettra de donner le théoreme de Plancherel pour la
transformée ©-hypergéométrique dans le cas complexe avec © # 11.

4.2 La transformée de Laplace sur les cones dans R"

Les résultats de cette section sont classiques et peuvent étre trouvés dans [29], chapitre 3. Soit B
un ouvert de R™. Le tube T de base B est le sous ensemble

Tp={A+ineC", \e B}.
En particulier, si I" est un cone ouvert 71 = {A +in € C", X € I'}. On définit le cone dual de T,

I*={zeR", z-A>0, VAeT}.

Définition 17 L’espace H2(1Tr) est l’espace des fonctions holomorphes F : Ty — C telles que

|F|% = sup / [F(A+ i) [2dm() < +oc.
el JRn

Remarque : Pour z, w € C", on note z - w = ijl zjwyj, donc en particulier, z -z = ijl zjxj si
r e R™

Théoréme 26 Soit I' un coéne ouvert, alors F € H?(It) si et seulement si

F()\ + “7) = / 6(>\+i77)'wf(1:)dx
_I*

ot f est une fonction de L*(—T*). De plus, on a

1 2 = ([ £]]2-

En particulier, H*(Tr) contient une fonction non identiquement nulle si et seulement si T' est
régulier (c’est-a-dire T' N (—T) = ()

70



Preuve : (voir [29], théoréme 2.3 page 93 et théoréme 3.1 page 101) Soit f € L2(—T*) et soit A € T
fixé. On définit une fonction f) : R® — C par

Az _ T
f)\@):{e f(z) xe-T

0 sinon

Comme ) -z < 0 pour x € —I'*, on a f\ € L?(R™). De plus, comme I' est ouvert, on peut trouver
un voisinage N de A contenu dans I' et une fonction g € L'(—T*) tels que e”*|f(z)| < |g(x)| pour
tout (v, ¥) € N x (—I'*). Par conséquent, fy € L'(R"). On peut donc définir une fonction F sur
Tt par

F(A+in) = / . eP T £ (1) dm ()

= P(x)e*dm(x)
ARn
= fa(n)

et I est holomorphe sur Tt d’apres le théoréeme de Morera. La formule de Plancherel pour la
transformée de Fourier rappelée précédemment montre enfin que

L PO imBam = [ 1n@Pam(@) = [ (e Pdm(a)

d’ou, on a

P = sup ([ 1O inPani) = [ 17)Pan() = 1713

Réciproquement, si F' € H?(Tr) alors on peut écrire
F(A+in) = [ f(a)eX"dm(z)
]Rn
avec f € L2(R") et
¥ =sup [ e 5(0)dm(a).
Ael JRrn

En effet, on considere pour A € I' fixé, la transformée de Fourier inverse fy de F'(\+in) considérée
comme fonction de n € R”, c’est-a-dire, on a dans L?

@) = [ PO+ inge (). (112)

On vérifie (voir [29], p. 100-101) que pour tout A, p € I'; on a pour presque tout = € R”,

N fa(@) = e f @),

La fonction f(z) = e 7 f,(x) est donc définie presque partout indépendamment de A € T'. D’aprés
la formule de Plancherel, on a

L t@Pe @) = [ (f@Pant) = [ PO+ mPam < [Pl <.
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L’argument de [29], pp. 92-93, montre alors que |fy(x)| = |f(z)|e}* est majorée par une fonction
intégrable sur R™, d’ou fy € L'(R"). Cela implique que Jzn fr(z)eTdm(x) est bien définie et
donne une fonction continue de n € R™. D’apres (4.12), cette fonction doit étre F'(A + in). Donc

F(A+in) = Rnfm)e“”dm(x)
= (x)exxem’mdm(m)

R

= f(:c)e()‘Jri”)'xdm(x)
Rn

Il reste & montrer que suppf C —I'*. Soit x¢g ¢ —I'*, alors il existe A\g € T tel que Mg - g9 > O.
Comme I'* est fermé, il existe un voisinage N de zg dans R™\(—I"*) et § > 0 tels que

A-x>0>0, x€&N,

donc pour tout k > 0, (kXg) - > kd. Comme kXg € ', on a

/ 2007 £ (1) Pdm(z) < / 2007 (1) Pdm(x) < |[Fpa,
N Rn

donc
/ 2| f(x)2dm(x) < | F|%e < 400 Yk > 0.
N

D’ou f(x) = 0 pour presque tout z € N. On en déduit que f(z) = 0 pour presque tout = ¢ —I'*.
c.q.f.d.

Corollaire 7 Si F € H*(Ttv), alors il existe une fonction n — F(in) dans L*(R™) telle que
F(\+in) — F(in) en norme L? quand X\ € T tend vers 0.

Preuve : (voir [29], corollaire 3.4) Comme F € H%(Tt), alors d’apres le théoréme 26,

F(A+in) = /_F* e()\-l—in).a:f(l,)dm(x)

ot f € L?(—TI'*). Formellement, on définit alors F(in) par
F(in) = / e f(x)dm(z).
,F*

Plus précisément, F'(i-) est la transformée de Fourier de f, avec f étendue sur R" en posant f(z) =0
pour x € —T*. Or F(\ +1in) est la transformée de Fourier de e’ f(z) qui converge vers f(z) en
norme L? lorsque A tend vers 0. Donc, d’apres la formule de Plancherel, on a

L imBam = [ i f@Pan@ =2 [ p@Pam() = [ 1R

Rn n
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c.q.f.d.

Corollaire 8 Pour tout F € H*(Tt), on a
[E 2 = [[F(ie) ]2
De plus, H?(Tr) est un espace de Hilbert.

Preuve : L’égalité | F|| g2 = ||F(i)||2 est une conséquence directe du corollaire 7. De plus, d’apres
le théoréme 26, H?(Tr) est isomorphe isométrique & L?(—I*) qui est complet, donc H?(T}) est
normé complet. Maintenant, si pour F, G € H?(Tt) on pose

(P, G) = [ PlinGlimdm

alors (-, -) est un produit scalaire sur H2(1r) et on a

(F, F) = /n |F (i) [Pdm(n) = || F(i)lI5 = | F||

d’ott H?(Tr) est un espace de Hilbert.
c.q.f.d.

Corollaire 9 Soit W un sous groupe du groupe des transformations orthogonales de R™. La res-
triction a L2(R™W de lisométrie surjective de L*(R™) sur H?(Tt), obtenue dans le théoréme 26,
est une isométrie surjective de L*(R™)W sur H?(Tr)"W .

4.3 Le théoreme de Plancherel pour la transformée O-hypergéométrique
dans le cas complexe

Comme nous 'avons déja remarqué, dans le cas © = II, la transformée ©-hypergéométrique est
un cas particulier de la transformée hypergéométrique de Heckman et Opdam. Le théoreme de
Plancherel, dans ce cas, a été montré dans [24].

Si © C IT et © # I, la situation est différente, car la transformée ©-hypergéométrique est définie
pour des fonctions & support dans le cone propre ag C a. Pour utiliser le théoreme de Plancherel
du cas Euclidien de la section 4.2, on doit trouver le cone I' tel que ag = —I"*.

Pour chaque o € ¥, on note H, € a I'unique élément tel que o(H) = (H, H,) pour tout H € a.

On pose

Co= Y RiH,. (4.13)
a€XT\(O)*

Le lemme suivant a été démontré dans ([26]), lemme 3.4.
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Lemme 27 Soit Cg le cone dual de Co, c’est-a-dire

Ct = {Hea, (HY)>0 VY € Col
= {Heca, afH)>0 YaecXT\(0)1].

Alors, C§ = ag

Le cone I" de la section 4.2 est donc —C'g. On définit la transformée O-hypergéométrique modifiée
par

Fof(\) = (N Fo f(A / J ) g

d’apres la proposition 6. On définit alors H?(Tt) comme l'espace des fonctions holomorphes sur ac
telle que

|F|lgz =sup [ |F(o+i)\)[2d\ < 4o0. (4.14)
oel Ja*
On obtient alors le théoreme suivant (en multipliant éventuellement la norme || - |2 par une

constante) :

Théoréme 27 Soit I' = —Ceg, alors F € H*(Tr)"Ve si et seulement si

O'—|-’L)\ / f J-H)\)(H)dH

avec f € L*(ag, 0(H)dH)Ve. De plus, || fll2 = |F| g2 Par conséquent, dans le cas complexe, la
transformée 0-hypergéométrique modifiée est un isomorphisme isométrique de L*(ag, 6(H)dH)"e
sur H?(Ty)We.

Corollaire 10 Si F € H?(Tr)"e, alors il existe une fonction n — F(i)\) dans L?(a*) telle que
F(o +i)\) — F(i)\) en norme L? quand o € T tend vers 0.

4.4 Analyse harmonique L?-sphérique sur les espaces symétriques
de type Olshanskii

L’analyse harmonique sphérique sur les espaces symétriques de type Olshanskii est un cas particu-
lier de 'analyse harmonique ©-hypergéométrique du cas complexe.

Soit h une algebre de Lie semi-simple et soit g = he = h ®r C la complexification de h. La
conjugaison de g relativement a h est définie par

X+iY =X —iY
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pour tous X, Y € h. On note 7 cette involution de g. Soit G un groupe de Lie connexe d’algebre de
Lie g tel que 7 s’intégre en une involution de G. Si H est un sous groupe connexe de G d’algebre
de Lie b, alors H = G7. Donc, G/H est un espace symétrique. La décomposition de g = hc en
sous espaces propres de 7 est donnée par g = h @ q avec q = ih. Dans ce cas, les cones Ad(H)-
invariants dans q correspondent aux cones Ad(H )-invariants dans h. L’existence d’une structure
non compactement causale sur ’espace symétrique G/H vient des travaux de Olshanskii (voir [20])
et Olafsson (voir [21]). C’est pourquoi les espaces G/H de ce type qui admettent une structure non
compactement causale sont parfois appelés espaces symétriques de type Olshanskii. Ces espaces
sont le c-dual des espaces symétriques compactement causaux dans le cas du groupe (voir [21]). La
classification des paires (g, ) avec b simple est la suivante (voir [21]) :

g h
sl(p+q, C) | su(p, q)
s50(2n, C) | s0*(2n)
so(n+2, C) | so(2, n)
sp(m, C) | sp(n, R)
€6 €6(—14)
er €7(-25)

On choisit un sous espace abélien maximal a C p N q comme dans la section 1.2.4 et on considere
le systeme de racine associé ¥ = X, UXgU X}, On choisit aussi ¥ et II = IIp U {7} comme
dans la section mentionnée ci-dessus. Alors, on peut montrer (voir [26]) que la restriction & ¢¥
des fonctions sphériques sur ’espace non compactement causal G/H coincident, & une constante
pres, avec les fonctions ©-sphériques pour le triplet (a, ¥, m = 2) quand © = IIj. De plus, on a
Wi, = Wo. La transformée sphérique de Laplace des fonctions H-invariantes sur S°/H correspond
a la transformée f-sphérique des fonctions Wy-invariantes sur cpax = (Wo(aj))o. Les théoremes
montrés précédemment dans ce chapitre peuvent étre réécrit dans le langage de la transformée de
Laplace sphérique. Dans ce cas particulier, la formule d’inversion et 'inclusion du théoréeme de
Paley-Wiener ont été montrés dans [10].

On note C°(S°/H)H Tespace des fonctions H-invariantes f sur S°/H telles que la restriction de
facd, . soit & support compact (alors cette restriction est nécessairement Wo-invariante). On note
L*(S°/H )H 'espace L? des fonctions H-invariantes sur S°/H.

Théoréme 28 1. Soit f une fonction H-invariante sur S°/H suffisamment réguliere. Alors, la
transformée de Laplace sphérique de f est donnée par

L) = /SO/H f(@)pr(z)dx = H(IA)/ FlexpY)AY )V qy

pour A € ag. pour lesquels l'intégrale converge, et ot A(Y') et IL(X) sont donnés dans (4.4) et
(4.6) respectivement.

2. 8i f € CX(SY/H)H | alors pour tout Y € cpax,

A(Y)f(expY) = / H@ENL F(iN)e ) gx

1
(2m)"

oun =dima est le rang réel de G/ K.
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3. Pour toute partie compacte, convexe et Wy-invariante C' de cpax, on note CEO(SO/H)H le

sous espace de C°(S°/H)! des fonctions f dont le support de leur restriction a 3, est
inclus dans C. Soit PWr, (2, C) Uespace de Paley-Wiener de la définition 16, alors L est une

bijection de C(S°/H)H sur PWr, (2, C).
4. Soit T' = —cmin et soit H*(T_._. YVo défini comme a la page 74. Alors L =TI(\L est un
isomorphisme isométrique de L?(S°/H)" sur H*(T YWo,

—Cmin

76



Bibliographie

1]

2]

N. B. Andersen, G. Olafsson, A Paley-Wiener theorem for the spherical Laplace transform on
causal symmetric spaces of rank 1, Proc. Amer. Math. Soc. 129, nl (2001), 173-179.

N. B. Andersen, G. Olafsson, H. Schlichtkrull, On the inversion of the Laplace and Abel trans-
forms for causal symmetric spaces, Forum Math. 15 (2003), 701-725.

K

T. Branson, G. Olafsson, A. Pasquale, The Paley-Wiener theorem and the local Huygens
principle for compact symmetric spaces, Indag. Math. 16 (2005), 393-428.

J. Bros, G. A. Viano, Connection between the harmonic analysis on the sphere and the har-
monic analysis on the one-sheeted hyperboloid I, Forum. Math. 8 (1996), 621-658.

J. Bros, G. A. Viano, Connection between the harmonic analysis on the sphere and the har-
monic analysis on the one-sheeted hyperboloid II, Forum. Math. 8 (1996), 659-722.

J. Bros, G. A. Viano, Connection between the harmonic analysis on the sphere and the har-
monic analysis on the one-sheeted hyperboloid III, Forum. Math. 9 (1997), 165-192.

A. Erdelyi et al, Higher transcendental functions, vol. 1, McGraw-Hill, 1953.

J. Faraut, Analyse harmonique sur les paires de Gelfand et les espaces hyperboliques, Analyse
harmonique (P. Eymard ed.), Les cours du C.I.M.P.A., Nancy, 1980

J. Faraut, Espaces Hilbertiens invariants de fonctions holomorphes. In : J. Faraut, F. Rouviere,
M. Vergne, Analyse sur les groupes de Lie et théorie des représentations, Séminaires et congres
7, Société Math. de France, 2003.

J. Faraut, J. Hilgert, G. Olafsson, Spherical functions on ordered symmetric spaces, Annales
Inst Fourier 44, n3 (1994), 927-963

J. Faraut, G. ()lafsson, Causal semisimple symmetric spaces, the geometry and harmonic ana-
lysis, Semigroups in algebra, geometry and analysis (Oberwolfach, 1993), 3-32, de Gruyter
Exp. Math., 20, de Gruyter, Berlin, 1995.

M. Flensted-Jensen, Paley-Wiener type theorems for a differential operator connected with
symmetric spaces, Ark. Mat. 10 (1972), 143-162.

S. Helgason, Groups and Geometric Analysis, Academic Press, Orlando, 1984.

J. Hilgert, G. Olafsson, Causal symmetric spaces, geometry and harmonic analysis, Academic
Press, 1997.

E. Hille, Analytic function theory. Vol II, introductions to higher mathematics, Ginn and Co,
1962.

A. W. Knapp, Lie groups beyond an introduction. Second edition. Birkhauser Boston, Boston
2002.

77



[17]
[18]
[19]

[20]

[21]

[34]
[35]

T. H. Koorwinder, A new proof of a Paley-Wiener type theorem for the Jacobi transform, Ark.
Mat. 13 (1975), 145-1509.

T. H. Koornwinder, Jacobi functions and analysis on noncompact semisimple Lie groups, Math.
Appl. (1984), 1-85.

M. Mizony, Une transformation de Laplace-Jacobi, SIAM J. Math. Anal. 14, n5 (1983), 987-
1003.

G. I. Ol'shanskii, Convex cones in symmetric Lie algebras, Lie semigroups and invariant causal
structures (orderings) on pseudo-Riemannian symmetric spaces, (Russian) Dokl. Akad. Nauk
SSSR. 265 (1982), no. 3, 537-541.

G. Olafsson, Symmetric spaces of Hermitian type, Differential Geom. Appl. 1 (1991), no. 3,
195-233.

G. ()lafsson, A. Pasquale, On the meromorphic extension of the spherical functions on non-
compactly causal symmetric spaces, J. Func. Anal. 181 (2001), 346-401

G. Olafsson, A. Pasquale, 4 Paley-Wiener theorem for the ©-hypergeometric transform : the
even multiplicity case, J. Math. Pures. Appl. 83 (2004), 869-927.

E. M. Opdam, Harmonic analysis for certain representations of graded Hecke algebras, Acta
Math. 175 (1995), 75-121.

R. Paley, N. Wiener, Fourier transforms in the complex domain, American Mathematical So-
ciety, 1934.

A. Pasquale, Asymptotic analysis of ©-hypergeometric functions, Invent. Math. 157 (2004),
no. 1, 71-122.

A. Pasquale, The ©-spherical transform and its inversion, Math. Scand. 95 (2004), no. 2,
265-284.

E. M. Stein, S. Wainger, Analytic properties of expansions and some variants of Parseval-
Plancherel formulas, Ark. Math. 5 (1965), 553-567.

E. M. Stein, G. Weiss, Introduction to Fourier analysis on Fuclidian spaces, Princeton Uni-
versity Press, Princeton, 1971.

G. Szego, Orthogonal polynomials, Amer. Math. Soc., 1939.
M. Takeuchi, Modern spherical functions, Amer. Math. Soc., 1994.

E. C. Titchmarsh, Introduction to the theory of Fourier integrals, Third edition, Chelsea Pu-
blishing Co., New-York, 1986.

J. Unterberger, Analyse harmonique sur un espace symétrique ordonné et sur son dual compact,
these, Paris VI, 1999.

V. S. Vladimirov, Generalized functions in mathematical physics, Mir Publishers, 1979.

J. Wolf, Harmonic analysis on commutative spaces, Amer. Math. Soc., 2007.

78



	Titre
	Remerciements
	Introduction
	Table des matières
	Chapitre 1: Notations et rappels
	1.1 Notations
	1.1.1 Notations générales
	1.1.2 La transformée de Fourier
	1.1.3 La transformée de Laplace
	1.1.4 La transformée de Hilbert
	1.1.5 Intégrale de Poisson et intégrale de Poisson conjuguée

	1.2 Préliminaires
	1.2.1 Systèmes de racines
	1.2.2 Structure des algèbres de Lie réelles semi-simples
	1.2.3 Paires symétriques et espaces symétriques
	1.2.4 Espaces symétriques NCC


	Chapitre 2 : Théorie L2 de la transformée hypergéométrique de Laplace en rang un
	2.1 Fonctions c
	2.2 Opérateurs de Jacobi
	2.3 Transformée hypergéométrique de Fourier
	2.4 Transformée hypergéométrique de Laplace
	2.5 Dénition de l'espace H2*(Re- < 0)
	2.5.1 Les espaces L2s et Hs
	2.5.2 L'espace H(s)(Re� < 0)
	2.5.3 Noyau de Cauchy et transformée de Cauchy-Bochner
	2.5.4 Les espaces H(s)* (Re- < 0)
	2.5.5 L'espace H2*(Re- < 0)

	2.6 Théorème de Plancherel pour L
	2.7 Propriétés complémentaires de l'espace H2*(Re- < 0)
	2.8 H2(Re� < 0) en tant qu'espace de Hilbert de fonctions holomorphes

	Chapitre 3 : Applications
	3.1 Développements en séries de polynômes de Jacobi
	3.2 Espaces symétriques riemanniens de type compact et leurs fonctions sphériques
	3.3 Analyse harmonique sphérique L2 sur les hyperboloïdes réelles
	3.3.1 Espaces hyperboliques réels
	3.3.2 Structure de Xn+ et de Xn
	3.3.3 Fonctions sphériques et transformée sphérique
	3.3.4 Paramétrisation de XnC, Xn et Sn
	3.3.5 Extension holomorphe de séries de fonctions sphériques sur la sphère Sn


	Chapitre 4 : Théorie L2 de la transformée hypergéométrique de Laplace dans le cas complexe
	4.1 La transformée �-hypergéométrique dans le cas complexe
	4.2 La transformée de Laplace sur les cônes dans Rn
	4.3 Le théorème de Plancherel pour la transformée �-hypergéométrique dans le cas complexe
	4.4 Analyse harmonique L2-sphérique sur les espaces symétriques de type Olshanskii

	Bibliographie

