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Professeur,

L’Institut National Polytechnique de Lorraine,

ENSG, LEMTA, BP 160, 2 avenue de la Foret de Haye,

54502,Vandoeuvre-lès-Nancy, France.
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1.2 Problème de l’écoulement diphasique en milieu hétérogène . . 19
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2.1.3 Formulation à deux échelles . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.1.4 A propos de l’ordre du modèle macroscopique . . . . . 26
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1.1 Introduction

1.1.1 Etat de l’art et objectifs

Le déplacement d’un fluide par un autre ne peut jamais être de type
piston car l’hétérogénéité du milieu détruit le front de déplacement, condui-
sant à la formation d’une zone de mélange entre les deux fluides. En effet,
si les deux fluides sont séparés par une interface et se déplacent avec une
vitesse, constante dans l’espace, ils vont se déplacé comme un corps solide,
conservant la forme initiale de l’interface. Pourtant, si le champ de vitesse
est hétérogène, les fluides vont être mélangés. Si en même temps nous aug-
mentons l’échelle de considération, le mélange se manifestera d’une manière
plus homogène. Pour une plus grande échelle d’observation, l’interpénétration
des fluides sera similaire au processus de diffusion. Les équations d’écoule-
ment à l’échelle macroscopique doivent alors avoir un opérateur responsable
du mélange ; probablement un opérateur de diffusion. Cet effet de mélange
dynamique à l’échelle macroscopique est appelé dispersion hydrodynamique.

Cet effet, aussi connu comme dispersion de Taylor, est largement étudié
dans le cas monophasique. Dans un réservoir réel, où la perméabilité peut
varier de plusieurs ordres, l’effet de dispersion est immense. Cet effet peut
être obtenu par l’homogénéisation des équations d’écoulement au travers des
hétérogénéités.

Deux propriétés évidentes de mélange sont très importantes : l’effet de
mélange s’intensifie quand 1) le degré d’hétérogénéité augmente, et 2) la vi-
tesse d’écoulement devient plus importante (dans un système immobile il
n’y a pas de mélange même si le milieu est très hétérogène). Nous pouvons
donc attendre des paramètres responsables du mélange, comme la dispersion
hydrodynamique, de dépendre du milieu hétérogène et de la vitesse d’écou-
lement.

La dispersion joue un rôle similaire dans le cas d’écoulement diphasique
quand les fluides sont immiscibles. Les expériences numériques, qui modé-
lisent un déplacement diphasique en réservoir réel, montrent la formation
d’une zone de mélange significative à la place du front de déplacement. Ce-
pendant, les modèles mathématiques classiques d’écoulement multiphasique
en milieu poreux, comme le modèle de Buckley-Leverett, le modèle de ”black
oil” ou le modèle compositionnel, ne prennent pas en compte cet effet de
dispersion. Dans la théorie des écoulements multiphasiques, il existe un ope-
rateur de type diffusion qui apparâıt grâce aux forces capillaires. Cette diffu-
sivité, connue comme diffusion capillaire, n’est pourtant pas lié à la dispersion
hydrodynamique et ne dépend pas de la vitesse d’écoulement. En outre, la
diffusion capillaire est également presque indépendante de l’hétérogénéité du
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milieu. Grâce à ces faits, la diffusion capillaire est traditionnellement étudiée
comme un phénomène local, influant seulement sur la couche limite près du
front de déplacement, tandis qu’en réservoir fortement hétérogène la disper-
sion hydrodynamique conduit à la création d’une zone de mélange énorme,
comparable au domaine macroscopique.

Ces dernières années plusieurs essais ont été entrepris pour introduire la
dispersion hydrodynamique dans les équations d’écoulement multiphasique,
mais les premiers résultats sont assez modestes : la procédure de l’homogé-
néisation, appliquée pour un système non linéaire, devient très complexe et
ne mène pas à des résultats constructifs. Malheureusement, ce phénomène,
fortement non linéaire et difficilement compréhensible, ne laisse pas de place
pour des approximations empiriques et grossières.

L’importance pratique de ce phénomène est très significative car le mé-
lange cause un déplacement incomplet de l’huile par l’eau dans le réservoir
pétrolier. Des effets similaires sont observés en hydrologie quand un polluant
(NAPL), immiscible avec l’eau, pénètre dans un aquifère par mélange grâce
à l’effet de dispersion.

Un autre aspect de la dispersion multiphasique concerne les simulations
numériques de réservoir. Ce phénomène produit, de plus, une solution à un
autre problème scientifique, lié à la prétendue dispersion numérique. Il est
connu que la discrétisation numérique des équations d’écoulement produit un
effet, similaire à la dispersion hydrodynamique ou à la diffusion, s’exprimant
en particulier par la destruction du front de déplacement. Cet effet numérique
est pourtant faux. Il y eu de multiples tentatives pour combattre cet effet.
L’introduction d’une vraie dispersion physique dans les équations d’écoule-
ment diphasique représente une méthode naturelle et puissante pour éliminer
la dispersion numérique. Nos premiers résultats montrent que la vrai disper-
sion physique dans un réservoir gaz-condensât est beaucoup plus importante
(de plusieurs ordres) que la dispersion numérique qui apparâıt dans les équa-
tions classiques. L’introduction simple de la dispersion physique élimine donc
le problème de dispersion numérique.

Les objectifs de ce travail sont donc de développer un modèle macro-
scopique d’écoulement diphasique en milieu poreux tout en gardant l’effet
du mélange, d’obtenir une description quantitative des paramètres macro-
scopiques responsables du mélange et d’analyser les propriétés de mélange
diphasique dans différentes situations physiques.
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1.1.2 A propos de la théorie actuelle de dispersion hy-

drodynamique

Le problème de comment décrire l’effet de dispersion hydrodynamique
a d’abord été résolu par Taylor, qui a examiné le transport d’un traceur
par l’eau dans un tube uniforme. Un profil de vitesse non uniforme (parabo-
lique pour l’écoulement de Poiseuille) produit une pénétration de l’eau tracée
dans l’eau pure, formant une zone de transition, laquelle peut être consi-
dérée comme un mélange homogène à grande échelle. Prenant la moyenne
d’écoulement à travers une section transversale du tube, Taylor a obtenu la
description du mélange sous la forme d’un opérateur de diffusion avec un
tenseur de diffusion apparent, proportionnel au carré de la vitesse et au carré
du diamètre du tube. Cet effet est connu comme la dispersion de Taylor.

Le transport de traceur en milieu poreux est plus complexe car il y a un
effet de dispersion qui apparâıt à deux échelles différentes. Premièrement,
la dispersion de Taylor est observée dans chaque pore. Cet effet est d’ordre
ε2
2, où ε2 est le rayon moyen des pores. Deuxièmement, la dispersion est

produite par l’hétérogénéité de la vitesse moyenne de pore, laquelle peut
être appelée l’hétérogénéité à l’échelle mesascopique. La description de cette
dispersion à l’échelle mesascopique est obtenu dans plusieurs articles par prise
de moyenne volumique des équations de transport de traceur : Nikolaevsky
(1995), Plumb and Whitaker (1990), Adler (1992), Auriault and Adler (1995).
Le paramètre de dispersion a été montré proportionnel à la grandeur d’échelle
mesascopique, ε.

La situation devient plus complexe si les propriétés de fluide (masse volu-
mique et viscosité) dépendent de la concentration. Il est montré expérimen-
talement, Buès and Zilliox (1990), que le paramètre de dispersion dépend en
plus de la distance parcourue.

Le cas d’écoulement diphasique et le phénomène de mélange similaire
sont moins étudiés. Il y a nombre d’articles, dédiés à l’homogénéisation de
l’écoulement diphasique en milieu poreux, comme Bourgeat (1996), Panfilov
(2000), Quintard and Whitaker (1988), Saez et al. (1989), néanmoins, le phé-
nomène de dispersion n’y a pas été obtenu. L’explication est la suivante :
le modèle homogénéisé est obtenu comme une limite mathématique du pro-
cessus quand ε 7→ 0, ou comme une approximation d’ordre zéro d’expansion
asymptotique. Dans le même temps, comme décrit au-dessus, la dispersion
hydrodynamique en milieu poreux est d’ordre ε. Pour la prendre en compte,
un modèle du premier ordre, incluant un terme O(ε), doit être développé.
Dans ces articles, cités au-dessus, l’objectif était seulement l’approximation
du premier ordre.

Pour obtenir la dispersion comme une approximation d’ordre zéro, la

14



vitesse de transport, V , est fréquemment renormalisé de manière à devenir
d’ordre ε−1, Bourgeat (2000), Showalter and Walkington (1991). Dans ce
cas le paramètre de dispersion, proportionnel à εV , sera d’ordre 1. Cette
renormalisation ne change rien aux techniques des dérivations, mais elle peut
être utile pour justifier rigoureusement la convergence. Une autre possibilité
pour maintenir la dispersion comme une approximation du premier ordre
est de considérer un milieu fortement hétérogène (amplitude d’hétérogénéité
importante), comme montré dans Panfilov (2000).

Le deuxième obstacle sérieux dans le problème de dispersion diphasique
est causé par la non périodicité (ou non stationnarité stochastique) du champ
de vitesse. C’est une propriété typique d’un système diphasique, même si le
milieu est périodique (ou stochastiquement stationnaire). Il est connu que les
expressions constructives et closes pour le tenseur de dispersion sont seule-
ment obtenues dans le cas où la vitesse est périodique ou stochastiquement
homogène. Autrement, le tenseur de dispersion dépend des variables spatiales
à l’échelle macroscopique et devient donc non local. Le problème est alors de
trouver les cas dans lesquels il peut être localisé.

L’analyse numérique du mélange diphasique est présenté dans Lenormand
(2000) et Artus and Noetinger (2002), où les propriétés particulières de la
zone de mélange sont détectées. Dans Lenormand (2000) le paramètre de
dispersion est montré comme une fonction non monotone de la saturation.

1.1.3 Etude théorique du mélange diphasique

Trois approches théoriques différentes pour obtenir explicitement le pa-
ramètre de dispersion hydrodynamique sont connues.

La première est basée sur la formulation de Lagrange des équations
d’écoulement, qui représente une relation simple pour la distance parcourue
par une particule individuelle de liquide, X(t), via la vitesse locale de trans-
port. Dans la théorie classique de diffusion, le paramètre de diffusion pour
un champ gaussien est proportionnel à la moyenne du carré de X. Par analo-
gie, le tenseur de dispersion diphasique peut être obtenu comme le deuxième
moment statistique de X. Cette approche s’est justifiée pourtant que pour
un champ de vitesse gaussien. C’est pourquoi, les tentatives pour appliquer
cette méthode pour un écoulement diphasique dans Cvetkovich and Dagan
(1996), Zhang and Tchelepi (1999) et Zhang (1997) peuvent être considérées
comme très approximatives. Une méthode similaire est utilisée dans Lenor-
mand (1995) pour un réseau de canaux poreux non uniformes, où la distance
parcourue et le temps sont calculés directement.

La deuxième approche utilise la formulation d’Euler et la prise de moyenne
directe des équations différentielles d’écoulement. Des tentatives pour obtenir
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les paramètres du mélange par la prise de moyenne des équations d’écoule-
ment diphasique ont été entreprises dans plusieurs articles, lesquels doivent
être groupé dans des classes différentes, dépendant du cas étudié et de la
technique utilisée.

Pour un milieu faiblement hétérogène (faible amplitude d’hétérogénéité),
une technique de perturbation classique est appliquée dans Langlo and Espe-
dal (1994), Neuweiler et al. (2003) et Jarman (2000). Les valeurs moyennes
peuvent être déterminées comme la limite quand l’amplitude d’hétérogénéité
tend vers zéro. Cette technique asymptotique est développée en plusieurs
versions dans Monin and Yaglom (1965), Shvidler (1985), Gelhar (1993). Le
milieu poreux est toujours examiné comme stochastiqument stationnaire et
ergodique. Dans tout ces articles les forces capillaires sont négligées et l’écou-
lement est 1D à l’échelle macroscopique. Dans Langlo and Espedal (1994) le
champ de vitesse totale est considéré stochastiquement stationnaire et la
fonction d’autocorrélation de vitesse a une forme particulière. A cause de ces
suppositions, les résultats doivent être considérés comme très approximatifs.
Dans Neuweiler et al. (2003) la fonction d’autocorrélation est plus générale,
mais elle reste stochastiquement stationnaire. Une autre expression est alors
obtenue pour le paramètre de dispersion. Dans Jarman (2000) la fonction
d’autocorrélation n’est pas stationnaire.

Pour homogénéiser un écoulement dans un milieu fortement hétérogène,
d’autres méthodes doivent être appliquées. La méthode d’homogénéisation
convergente à deux échelles est utilisée dans Bourgeat (2000). Le modèle ma-
croscopique est obtenu comme une limite à deux échelles des équations ini-
tiales d’écoulement quand l’échelle d’hétérogénéité, ε, tend vers 0. La limite
à deux échelles est utilisée sous la forme de la convergence à deux échelles,
introduite dans Nguetseng (1989). Seulement un écoulement 1D est consi-
déré en milieu périodique. Cet article est la première tentative pour obtenir
un résultat rigoureux, concernant le problème de dispersion diphasique. Les
équations à l’échelle macroscopique sont pourtant obtenues sous la forme
d’opérateur, où l’effet de dispersion est observé implicitement.

Certaines idées constructives sont développées dans Glimm et al. (1998),
où un écoulement diphasique ne prenant pas en compte la force capillaire
est considéré. Les simulations numériques ont montré que le mélange hy-
drodynamique peut être décrit non seulement sous la forme de dispersion
hydrodynamique (prise de moyenne parabolique), mais il peut aussi produire
des modifications sérieuses dans le terme convectif, déterminé par la fonc-
tion de l’écoulement fractionnaire, F (s) (prise de moyenne hyperbolique).
En particulier, pour un écoulement avec digitation, il est recommandé d’uti-
liser un modèle, obtenu par prise de moyenne hyperbolique pure, sans aucune
dispersion. La fonction moyenne de f(s) est obtenue par des simulations nu-
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mériques. En général, cette fonction diffère de la fonction F (s) à l’échelle
microscopique, mais dans certains cas particuliers elle peut être approximée
par l’enveloppe convexe de F (s).

Dans la troisième approche, dédiée à l’étude de la dispersion hydrodyna-
mique, la solution des équations de transport est moyennée sous la forme d’un
opérateur explicite. Généralement, cette solution est exprimée à l’aide d’une
fonction de Green, qui peut être appliquée seulement dans le cas linéaire
(transport du traceur). Le problème de prise de moyenne est donc réduit
pour déterminer une fonction de Green moyenne. Même dans le cas linéaire,
ce problème peut être résolu de manière exacte uniquement pour un milieu
faiblement hétérogène et un champ de vitesse gaussien, Teodorovich (1991),
en appliquant une technique de perturbation. Si le degré d’hétérogénéité est
arbitraire, l’équation intégro-différentielle peut être obtenue pour la fonction
de Green moyenne, comme par exemple dans Zhang (1997), mais cela ne mène
pas à des résultats constructifs. Malheureusement, cette technique élégante,
bien développée en physique théorique, ne peut pas être appliquée pour des
équations diphasiques non linéaires. De manière générale, aucune technique
basée sur un formalisme de Feynman, Feynman (1954), qui introduirait une
transformation de mesure de probabilité, afin d’éliminer le terme convectif,
ne pourrait être appliquée à ce cas.

1.1.4 Dispersion diphasique comme une fonction de la

saturation

Concernant le problème de dispersion diphasique, des résultats contra-
dictoires ont été obtenus dans Langlo and Espedal (1994) d’un coté, et dans
Buès and Panfilov (2002), Neuweiler et al. (2003) et Panfilov (2000) de l’autre
coté. Dans Langlo and Espedal (1994) la dispersion longitudinale en milieu
stochastique faiblement hétérogène a été montrée proportionnelle au carré de
la dérivée de la fonction d’écoulement fractionné :

D∼(F ′)2. (1.1)

Cependant, dans Panfilov (2000), puis dans Buès and Panfilov (2002),
ce même paramètre dans un milieu périodique avec n’importe quel degré
d’hétérogénéité est proportionnel à la dérivée de F (s) :

D∼F ′. (1.2)

Un résultat similaire, opposé à celui de Langlo and Espedal (1994), a
été obtenu plus tard par Neuweiler et al. (2003) pour un milieu stochastique
faiblement hétérogène. Comparé aux simulations numériques, les résultats de
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Neuweiler et al. (2003), bien que restant assez approximatifs, se sont révélés
beaucoup plus précis que ceux de Langlo and Espedal (1994). Il est donc
clair que la relation (1.2) peut être utilisée comme une loi assez universelle
indépendante du type de milieu hétérogène. Dans le même temps, ce résultat
n’est confirmé que pour le cas d’un écoulement 1D en négligeant la force
capillaire et la gravité.

1.1.5 Méthode de l’homogénéisation

L’homogénéisation est une méthode rigoureuse pour calculer les équations
homogènes à grande échelle, en approchant les équations initiales hétérogènes.

Le terme ”homogénéisation” a été employé pour la première fois par
Sanchez-Palencia (1972). Il a montré que la loi de Darcy peut être obte-
nue comme le résultat de l’homogénéisation des équations de Stokes par des
développements asymptotique.

Les bases de la méthode ont été largement développées dans Bakhvalov
(1977) et Bensoussan et al. (1978). Une application de la théorie de l’homo-
généisation à la mécanique a été étudiée par Sanchez-Palensia (1980) et Ba-
khvalov and Panasenko (1989). La méthode est également décrit dans Allaire
(1992). Une approche plus mécanique a été proposé dans Auriault (1991).
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1.2 Problème de l’écoulement diphasique en

milieu hétérogène

1.2.1 Equations de l’écoulement diphasique

Examinons un écoulement diphasique dans le milieu poreux Ω à une
échelle telle que le point mathématique du milieu correspond à un volume
représentatif élémentaire physique, ce dernier contenant un grand nombre de
pores. Le milieu est alors caractérisé par la perméabilité absolue, K, et par la
porosité, φ, tandis que l’écoulement est décrit par la loi de Darcy. Les fluides
sont incompressibles, le milieu est non déformable et les forces capillaires sont
faibles sans être, pour autant, négligeables. Le domaine Ω est borné, conti-
nue et présente une frontière lisse par parties. La longueur caractéristique du
domaine est L∗. Les équations d’écoulement sont la conservation de la masse
et du moment (sous la forme de la loi de Darcy) pour les deux phases :

φ
∂s

∂t
+ divvα = 0, −φ∂s

∂t
+ divvβ = 0,

vα = −Kkα(s)

µα

gradpα, vβ = −Kkβ(s)

µβ

gradpβ,

pβ − pα =
1

Ca
Pc(s) ,

(1.3)

où α et β sont les indices des phases ; s est la saturation de phase α ; ki(s)
est la perméabilité relative ; K est la perméabilité absolue ; µi est la viscosité
dynamique ; vi et pi sont respectivement la vitesse de Darcy et la pression
de chaque phase, Pc est la pression capillaire. Toutes les variables sont adi-
mensionnelles, les grandeurs caractéristiques des variables conformes avec
dimensions sont donc :

L∗, ∆p∗, µ∗, v∗=
K∗∆p∗

µ∗L∗
, P ∗

c ,
L∗

v∗
, K∗

respectivement pour les coordonnées d’espace, différence de pression, viscosi-
tés, vitesses d’écoulement, pression capillaire, temps et perméabilité absolue.
Le paramètre ∆p∗ est la chute caractéristique de pression, qui peut être dé-
terminée à travers les conditions aux limites.
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Les perméabilités relatives sont des fonctions monotones, variant entre
0 et 1, de telle façon que la fonction kα(s) est croissante et kβ est décrois-
sante. La pression capillaire, Pc(s), est une fonction diminuant de manière
monotone, variant de +∞ vers 0.

Le nombre capillaire Ca=∆p∗/P ∗

c (ou le nombre de Péclet) représente
un rapport entre la chute caractéristique de pression et la pression capillaire
moyenne. Dans ce travail nous examinons le cas de grand Ca.

Ce système d’équations est largement utilisé dans la science pétrolière
pour décrire un écoulement d’eau (phase α) et d’huile (phase β), ou dans
l’hydrogéologie pour décrire le transport d’eau souterraine (phase α) et de
NAPL ou d’air (phase β).

Supposons que le milieu est hétérogène à l’échelle considérée, c’est-à-dire
que la perméabilité et la porosité sont les variables oscillant rapidement dans
l’espace : K=K(x/ε) et φ=φ(x/ε), où ε=l∗/L∗ est l’échelle adimensionnelle
d’hétérogénéité. Plus strictement, la perméabilité et la porosité sont sup-
posées périodiques, ε est donc la période d’hétérogénéité. Les perméabilités
relatives et la pression capillaire peuvent être hétérogènes dans l’espace. Dans
ce travail nous supposons pourtant ces fonctions comme uniformes.

1.2.2 Conditions aux limites et conditions initiales

Nous examinons une famille de processus de déplacement de fluides. Cette
famille est décrite par les conditions initiales du type suivant :

s
∣∣∣
t=0

= s0(x) (1.4a)

et par les conditions aux limites :
soit

p
∣∣∣
∂Ω

= p∗(x, t) (1.4b)

soit

p
∣∣∣
∂Ω1

= p∗(x, t),
∂p

∂n

∣∣∣∣
∂Ω2

= r∗(x, t), (1.4c)

où ∂Ω1 et ∂Ω2 sont deux parties disjointes de la frontière ∂Ω=∂Ω1

⋃
∂Ω2.

Les fonctions s0, p∗ et r∗ sont supposées satisfaire les propriétés suivantes.
La pression à la frontière, p∗, est continue par rapport à x. Selon le prin-
cipe de maximum appliqué pour l’équation elliptique dans (1.3), les valeurs
maximales et minimales de pression sont atteinte sur la frontière. Si p∗ est
constante, les pressions maximales et minimales sont identiques, la pression
est alors constante partout dans Ω, il n’y a donc pas d’écoulement. Pour ga-
rantir un processus d’écoulement, la fonction p∗ doit donc être variable dans
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l’espace. La différence entre les valeurs maximales et minimales, ∆p, déter-
mine la vitesse caractéristique et la direction dominante de l’écoulement. La
valeur dimensionnelle correspondante, ∆P , peut être utilisée pour déterminer
la grandeur P ∗, introduite plus haut. La valeur adimensionnelle ∆p, appa-
raissant dans le problème (1.3) - (1.4c), n’est pas un nouveau paramètre du
processus. En effet, le système (1.3) est invariable lors d’un décalage de pres-
sion : le changement de variable p′=p−C, où C est une constante, ne change
rien dans (1.3). En désignant C comme C=pmin, nous obtenons le même sys-
tème (1.3), qui est écrit pour p′, mais avec un nouveau ∆p′, étant maintenant
égal à 1.

La fonction initiale s0 est continue partout, sauf éventuellement au front
initial de déplacement qui présenterait alors une surface de discontinuité Γ0.
La surface Γ0 divise le domaine en deux parties disjointes Ω− et Ω+ de manière
que Ω− contienne toujours le point de pression maximale tandis que Ω+

contienne le point de pression minimale. Notons par s0− et s0+ les valeurs
de la fonction s0 dans la discontinuité Γ0, définies respectivement dans Ω−

et dans Ω+. On suppose que s0−>s0+, ce qui signifie que la phase beta est
déplacée par la phase α.

Ce problème a une solution unique lisse, selon Antontsev and Monakhov
(1969), quand la fonction initiale s0 est lisse. Le problème avec la fonction s0

discontinue c’est qu’elle n’a une solution discontinue que si deux conditions
additionnelles sont ajoutées : la condition de Hugoniot, représentant une
analogie intégrale de la première équation différentielle (1.3) dans la zone
extrêmement étroite autour de la discontinuité, et la condition d’entropie,
qui dit que l’entropie du système doit s’agrandir en passant à travers la
discontinuité.

L’objectif de cette recherche est de dériver les équations qui décrivent
l’écoulement en milieu homogénéisé et qui sont équivalentes aux équations
originales (1.3) de façon moyenné. Nous nous sommes intéressés à dériver
un modèle macroscopique qui soit universel, c’est-à-dire qu’il ne dépend pas
des conditions aux limites et des conditions initiales. Autrement dit, les pro-
priétés de ces fonctions initiales ne doivent pas perturber le comportement
macroscopique. D’habitude, cela est a priori satisfait si ces fonctions n’intro-
duisent pas de grands ou petits paramètres dans le système. Les cas instables
du point de vue hydrodynamique ne sont pas considérés.
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1.2.3 Formulation sous la forme de pression moyenne

En introduisant la pression globale

p = p1F + p2(1 − F ) +
1

Ca

∫ s

0

Pc(s
′)
dF

ds′
ds′ , (1.5)

le problème initial (1.3) peut être écrit sous la forme

φ
(x
ε

) ∂s
∂t

+ vgradF (s) =
1

Ca
div
(
K
(x
ε

)
Rc(s)grads

)
,

divv = 0,

v = −K
(x
ε

)
λ(s)gradp,

(1.6)

où

F (s) =
k1(s)/µ1

k1(s)/µ1 + k2(s)/µ2

, λ(s) =
k1

µ1

+
k2

µ2

, Rc(s) = −Fk2

µ2

dPc

ds
.

Ici v=v1+v2 est la vitesse totale d’écoulement des deux phases ; F (s) est
la fonction de l’écoulement fractionné (ou la fonction de Buckley-Leverett),
qui est égale à la fraction volumique de la première phase dans l’écoulement
total ; Rc(s) est la diffusion capillaire.

La première équation de système (1.6) est du type convection-diffusion en
fonction de saturation s, quand la vitesse v est donnée. La deuxième équation
est elliptique en fonction de pression, si la saturation est donnée.

L’extrémité droite de l’équation convection-diffusion (1.6) va être appe-
lée la diffusion capillaire, car elle est produite par les forces capillaires. On
sait que pour l’équation de convection-diffusion, l’effet de la dispersion peut
être capturé si la convection domine sur la diffusion Panfilov (2000). Afin
d’éviter d’utiliser les conditions de Hugoniot et d’entropie, mentionnées dans
la section 1.2.2, nous allons garder le terme de diffusion capillaire, mais en
supposant pourtant que la capillarité est faible :

1

ε
≪ Ca ≪ 1

ε2
. (1.7)
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Chapitre 2

Homogénéisation du premier

ordre de l’écoulement

diphasique
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2.1 Homogénéisation du premier ordre de

l’écoulement diphasique sans forces capil-

laires

Nous commençons notre analyse en examinant l’écoulement sans forces
capillaires, qui semble être plus simple. La technique d’homogénéisation, dé-
veloppée dans cette section, va être utilisée pour étudier l’écoulement plus
complexe avec forces capillaires (section 2.2).

2.1.1 Particularité de problème sans forces capillaires

Pour le cas sans forces capillaires et gravitaires, le problème (1.3) peut
être simplifié :

φ
∂s

∂t
+ divv1 = 0, −φ∂s

∂t
+ divv2 = 0,

v1 = −Kk1(s)

µ1

gradp, v2 = −Kk2(s)

µ2

gradp,

(2.1)

où s est la saturation de la première phase ; ki est la perméabilité relative ; φ
est la porosité du milieu ; µi est la viscosité du fluide.

Le système (2.1) peut être facilement transformé sous la forme équivalente
suivante : 




φ
(x
ε

) ∂s
∂t

+ vi
∂F (s)

∂xi

= 0,

∂vi

∂xi

= 0,

vi= −K
(x
ε

)
B(s)

∂p

∂xi

,

(2.2)

F (s) =
k1(s)/µ1

k1(s)/µ1 + k2(s)/µ2

; λ(s) =
k1(s)

µ1

+
k2(s)

µ2

; ε =
l

L
.

Ici v≡{vi}=v1+v2 est la vitesse totale des deux phases ; λ(s) est la fonction
de mobilité totale, F (s) est la fonction de l’écoulement fractionné, qui est
égale à la fraction volumique de la première phase dans le débit de l’écoule-
ment total.

La première équation dans le système (2.2) est hyperbolique du pre-
mier ordre en fonction de la saturation s, quand la vitesse v est donnée. La
deuxième équation est elliptique en fonction de la pression, si la saturation
est donnée.
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2.1.2 Homogénéisation. Algorithme général

La technique d’homogénéisation suivante sera appliquée :
i) la variable y dans (2.2), responsable des oscillations microscopiques,

sera considérée comme indépendante (séparation des échelles) ;
ii) le système sera reformulé sous une forme à deux échelles ;
iii) la solution de ce système sera construite sous la forme de série asymp-

totique régulière quand ε→0. Les équations homogénéisées, capables de cap-
turer l’effet de dispersion, correspondent à la première approximation, c’est-
à-dire de l’ordre de O(ε).

2.1.3 Formulation à deux échelles

Nous remplaçons des fonctions s(x, t), vi(x, t) et p(x, t) par les fonc-
tions à deux échelles s(x, y, t), ..., et l’opération de différentiation ∂/∂xi par
∂/∂xi+(1/ε)∂/∂yi, réalisant certaines transformations arithmétique du sys-
tème. Après l’introduction des variables adimensionnelles, nous obtenons une
formulation équivalente à deux échelles pour le système (2.2) :

φ(y)
∂s

∂t
+ vi

(
∂

∂xi

+
1

ε

∂

∂yi

)
F (s) = 0,

∂vi

∂xi

+
1

ε

∂vi

∂yi

= 0,

vi= −K(y)λ(s)

(
∂p

∂xi

+
1

ε

∂p

∂yi

)
.

(2.3)

Ce système est considéré dans x∈Ω⊂IR3, y∈Y , 0<t<T , où Y={ 0≤yi≤1,
i=1, 2, 3} est une cellule d’hétérogénéité. Toutes les fonctions sont 1-
périodiques sur y.

Nous nous sommes intéressés à trouver une solution périodique par rap-
port à y. Les conditions nécessaires à l’existence d’une solution périodique
sont : 〈

φ
∂s

∂t

〉
+

∂

∂xi

〈viF (s)〉 = 0,
∂ 〈vi〉
∂xi

= 0. (2.4)

Le problème à deux échelles est régulier par rapport à ε. La procédure
suivante consiste en l’application de technique de perturbation régulière. Au-
trement dit, la solution est construite sous la forme de série asymptotique à
deux échelles :

s(x, y, t)=s0(x, t)+εs1(x, y, t)+ε
2...

vi(x, y, t)=vi0(x, y, t)+εvi1(x, y, t)+ε
2... i=1, 2, 3.

p(x, y, t)=p0(x, t)+εp1(x, y, t)+ε
2... (2.5)
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2.1.4 A propos de l’ordre du modèle macroscopique

Si 〈s〉 est la saturation moyenne, s′ est la fluctuation de la moyenne, nous
pouvons alors écrire

s = 〈s〉 + s′.

Il est nécessaire de noter que dans (2.5) le terme d’ordre zéro n’est pas
égal à 〈s〉, comme cela a été montré dans Panfilov (2000). Les approximations
d’ordre plus élevées contribuent aussi à 〈s〉 :

〈s〉 = s0+ε 〈s1〉+ε2 〈s2〉 + ...

La valeur
∑n

k=0 ε
k 〈sk〉 sera appelée l’approximation d’ordre n de la satu-

ration moyenne. Un modèle macroscopique sera appelé d’ordre n, s’il décrit
le comportement de l’approximation d’ordre n de 〈s〉.

Pour conserver l’effet de dispersion, nous devons construire un modèle
macroscopique du premier ordre.

2.1.5 Equations moyennes non fermées

La substitution des expansions (2.5) dans les relations intégrales (2.4)
nous donne les équations basiques de première approximation, qui définissent
la structure du modèle macroscopique :

〈φ〉 ∂s0

∂t
+ 〈vi0〉

∂F0

∂xi

= 0,
∂ 〈vi0〉
∂xi

= 0, (2.6a)
〈
φ
∂s1

∂t

〉
+

∂

∂xi

〈vi1F0 + vi0F1〉 = 0,
∂ 〈vi1〉
∂xi

= 0, (2.6b)

Ici la notation suivante est utilisée : soit f=f(s) une fonction arbitraire de
saturation, alors

f0 = f(s0), f1 =
df

ds
(s0) s1. (2.7)

En introduisant les quantités du premier ordre

S = s0 + ε 〈s1〉 ,
P = p0 + ε 〈p1〉 ,
V = 〈v0〉 + ε 〈v1〉 , (2.8)
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nous obtenons les équations moyennées d’écoulement de (2.6) suivantes :

〈φ〉 ∂S
∂t

+ Vk
∂F (S)

∂xk

=

−ε
{
∂

∂t
(〈φs1〉 − 〈φ〉 〈s1〉) +

∂

∂xi

〈vi0F1〉− 〈vi0〉
∂ 〈F1〉
∂xi

}
, (2.9)

∂Vi

∂xi

= 0. (2.10)

Pour fermer ce système, les fonctions de première approximation, vi1, s1

de même que F1, représentant les oscillation provoqués par l’hétérogénéité,
doivent être déterminées.

2.1.6 Fonctions oscillantes

Les fonctions oscillantes sont déterminées automatiquement à partir de
la procédure asymptotique en substituant (2.5) dans (2.3) :

φ
∂s0

∂t
+ vi0

(
∂F1

∂yi

+
∂F0

∂xi

)
= 0,

∂vi0

∂yi

=0,
∂vi1

∂yi

= − ∂vi0

∂xi

, (2.11)

vi0= −K(y)λ0

(
∂p0

∂xi

+
∂p1

∂yi

)
,

vi1= −K(y)λ0

(
∂p1

∂xi

+
∂p2

∂yi

)
−K(y)λ1

(
∂p0

∂xi

+
∂p1

∂yi

)
.

Les formulations suivantes sont donc définies :

s1 = ϕk(x, y, t)
∂s0

∂xk

+s10(x, t),

p1 = ψk(y)
∂p0

∂xk

+ p10(x, t),

vi0 = −K(y)λ0
∂p0

∂xk

(
∂ψk

∂yi

+δki

)
.

Les fonction cellulaires, ψj(y) et ϕk(x, y, t) pour tout les k et j, sont les
solutions des problèmes cellulaires suivants :





∂

∂yi

(
K(y)

(
∂ψk

∂yi

+ δki

))
= 0,

〈ψk〉 = 0, ψk est périodique selon y.

(2.12)
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



vi0

(
∂ϕk

∂yi

+ δki

)
− φ 〈vk0〉

〈φ〉 = 0,

〈ϕk〉=0, ϕk est périodique selon y.

(2.13)

Notons que le problème (2.13) définit la valeur ϕk comme une fonction
des variables rapides, y, avec une dépendance paramétrique par rapport aux
variables lentes, (x, t). Dans certains cas particuliers, cette fonction ne dépend
pas des variables rapides, comme nous allons le démontrer.

2.1.7 Modèle homogénéisé : dérivations

En substituant les résultats obtenus pour les fonctions oscillantes dans
(2.9) et (2.10), nous obtenons la relation pour le terme d’ordre O(ε) que l’on
nomme comme −Mε :

M =
∂

∂t

(
[〈φϕk〉 − 〈φ〉 〈ϕk〉]

∂s0

∂xk

)
+

∂

∂xi

(
[〈ϕkvi0〉 − 〈ϕk〉 〈vi0〉]

∂F0

∂xk

)
=

∂

∂t

(
〈φϕk〉

∂s0

∂xk

)
+

∂

∂xi

(
〈ϕkvi0〉

∂F0

∂xk

)
.

Le premier terme peut être représenté sous la forme :

∂

∂t

(
Bk

∂s0

∂xk

)
=

∂

∂xk

(
Bk

∂s0

∂t

)
+
∂Bk

∂t

∂s0

∂xk

− ∂s0

∂t

∂Bk

∂xk

.

En introduisant (2.6a), nous pouvons modifier la dernière relation :

∂

∂t

(
Bk

∂s0

∂xk

)
=

∂

∂xk

(
−Bk 〈vi0〉

〈φ〉
∂F0

∂xi

)
+

∂Bk

∂t

∂s0

∂xk

− ∂Bk

∂xk

(
−〈vi0〉

〈φ〉
∂F0

∂xi

)
.

2.1.8 Equation générale homogénéisée de transport

En réarrangeant les dernières relations avec (2.9) et (2.10), nous obtenons
les équations moyennées du premier ordre pour un écoulement diphasique :

〈φ〉 ∂S
∂t

+ [Vk+∆Vk]
∂F (S)

∂xk

=
∂

∂xi

(
D̂ik

∂S

∂xk

)
, (2.14a)

∂Vi

∂xi

= 0. (2.14b)
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Le tenseur de dispersion de deuxième rang est défini comme :

D̂ik=εF
′

s(S)

[〈φϕi〉Vk

〈φ〉 − 〈ϕkvi〉
]
. (2.15)

La valeur ∆V est la correction de la vitesse moyenne de transport, causée
par le champ de vitesse non stationnaire et non périodique :

∆Vk = ε

{
Vk

〈φ〉
∂ 〈φϕi〉
∂xi

+
1

F ′
s(S)

〈
φ
∂ϕk

∂t

〉}
. (2.16)

2.1.9 Conditions homogénéisées aux limites et initiales

Les conditions aux limites homogénéisées gardent la même forme que les
conditions originales grâce à une structure spéciale de la frontière sans per-
turbation de la périodicité. La condition d’entropie, mentionnée plus tôt, est
automatiquement satisfaite à grande échelle car le phénomène de dispersion
produit une dissipation d’énergie, accompagnée par une augmentation d’en-
tropie.

En même temps, les conditions initiales ne peuvent être satisfaites en
première approximation. En effet, en utilisant les résultats de la section 2.1.6,
nous pouvons obtenir de (1.4a) :

s0(x, t)
∣∣∣
t=0

= s0(x), s10(x, t)
∣∣∣
t=0

= −ϕk(x, t, y)
∂s0

∂xk

∣∣∣∣
t=0

.

La saturation moyenne est donc :

S(x, t)
∣∣∣
t=0

= s0(x) − εϕk(x, t, y)
∂S

∂xk

∣∣∣∣
t=0

. (2.17)

Cette relation est impossible car l’extrémité gauche n’est une fonction que
de x, tandis que l’extrémité droite dépend de x et y.

Le modèle obtenu est donc valide seulement hors de la couche frontière,
formée aux alentours du point initial t=0, c’est-à-dire quand t≫ε. Cette
limitation du modèle obtenu est pourtant naturelle car les phénomènes de
dispersion et de diffusion sont traditionnellement examinés sous la limite
t→∞.

Pour obtenir un modèle, validé à tous les temps, il est nécessaire d’effec-
tuer de nouveau l’homogénéisation en introduisant le temps rapide, τ=t/ε,
en même temps que le temps lent t. Une autre méthode consiste à dévelop-
per un deuxième modèle, validé seulement dans la couche limite : la première
étape est d’introduire le temps à une autre échelle τ=t/ε, à la place de t, et
la deuxième étape est de mettre en concordance les deux modèles.
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L’équation macroscopique (2.14a) doit donc satisfaire les conditions de
concordance avec le modèle de couche limite. Très souvent dans les cas li-
néaires, ces conditions peuvent être équivalentes aux conditions aux limites
originales, transférées à grande échelle : S(x, t)|t=0 = s0(x), Panfilov (2000).
Pour les systèmes non linéaires cela doit être vérifié dans chaque cas.

2.2 Homogénéisation de l’écoulement dipha-

sique avec les forces capillaires

2.2.1 Formulation à deux échelles

Selon la méthode à deux échelles, nous considérons les variables rapides,
yi = xi/ε, et les variables lentes, xi, comme indépendantes. Dans les nouvelles
coordonnées l’opérateur de dérivation est transformé en :

d

dxk

f
(
x,
x

ε

)
=

(
∂

∂xk

f(x, y) +
1

ε

∂

∂yk

f(x, y)

) ∣∣∣∣
y=x/ε

. (2.18)

Le système d’équations (1.6) prend donc la forme :

φ
∂s

∂t
+ vi

(
∂

∂xi

+
1

ε

∂

∂yi

)
F (s) =

1

Ca

(
∂

∂xi

+
1

ε

∂

∂yi

)
K(y)Rc(s)

(
∂

∂xi

+
1

ε

∂

∂yi

)
s,

(
∂

∂xi

+
1

ε

∂

∂yi

)
vi = 0,

vi = −K(y)λ(s)

(
∂

∂xi

+
1

ε

∂

∂yi

)
p.

(2.19)

En intégrant (2.19)par rapport à yi sur Y et en utilisant les conditions de
périodicité, nous obtenons les relations additionnelles intégrales suivantes :

φ
∂s

∂t
+

〈
vi

∂

∂xi

F (s)

〉
=

1

εCa

∂

∂xi

〈
K(y)Rc(s)

(
ε
∂s

∂xi

+
∂s

∂yi

)〉
,

∂

∂xi

〈vi〉 = 0.

(2.20)

Il est important d’utiliser ces relations dans le cadre de la technique d’homo-
généisation.
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2.2.2 Expansions asymptotiques à deux échelles

Comme décrit dans la section 2.1, nous représentons les quantités cher-
chées, saturation et pression, sous la forme de séries asymptotiques à deux
échelles sur le petit paramètre ε :

s(x, y, t) = s0(x, t) + εs1(x, y, t) + ε2 . . .

p(x, y, t) = p0(x, t) + εp1(x, y, t) + ε2 . . .
(2.21)

Selon la dernière équation de (2.19), la vitesse de Darcy est donc :

vi0 = −K(y)λ0

(
∂p0

∂xi

+
∂p1

∂yi

)

vi1 = −K(y)λ0

(
∂p1

∂xi

+
∂p2

∂yi

)
−K(y)λ1

(
∂p0

∂xi

+
∂p1

∂yi

) (2.22)

où pour toutes les fonctions arbitraires de saturation f=f(s), la notation
suivante est utilisée :

f0 = f(s0), f1 =
df

ds
(s0) s1. (2.23)

En introduisant les quantités moyennes de premier ordre

S = s0 + ε 〈s1〉 ,
P = p0 + ε 〈p1〉 ,
V = 〈v0〉 + ε 〈v1〉 ,

(2.24)

nous obtenons les équations moyennées de l’écoulement de (2.20)

〈φ〉 ∂S
∂t

+ Vk
∂F (S)

∂xk

= −ε
{
∂

∂t
(〈φs1〉 − 〈φ〉 〈s1〉) +

∂

∂xi

(〈vi0F1〉 − 〈vi0〉 〈F1〉) −
1

εCa

∂

∂xi

〈
K R0

(
∂s0

∂xi

+
∂s1

∂yi

)〉}
, (2.25)

∂Vi

∂xi

= 0. (2.26)

2.2.3 Fonctions oscillantes. Problèmes cellulaires.

En substituant (2.21) et (2.22) dans les équations non moyennées (2.19)
et en considérant les termes d’ordre ε0, nous obtenons :

φ
∂s0

∂t
+ vi0

(
∂F0

∂xi

+
∂F1

∂yi

)
=

1

εCa

∂

∂yi

(
K R0

(
∂s0

∂xi

+
∂s1

∂yi

))
,

∂

∂yi

(
K λ0

(
∂p0

∂xi

+
∂p1

∂yi

))
= 0.

(2.27)
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Nous écrivons les quantités s1 et p1 sous la forme

s1 = ϕk(x, y, t)
∂s0

∂xk

+s10(x, t),

p1 = ψk(y)
∂p0

∂xk

+ p10(x, t).
(2.28)

Les fonctions ϕi et ψj sont les solutions des problèmes suivants :





∂

∂yi

(
K(y)

(
∂ψk

∂yi

+δki

))
= 0,

〈ψk〉 = 0, ψk est périodique selon y.

(2.29)





[
vi0

(
∂ϕk

∂yi

+ δki

)
− φ 〈vk0〉

〈φ〉

]
F ′(s0) =

1

εCa

∂

∂yi

(
K R0

(
∂ϕk

∂yi

+ δki

))
,

〈ϕk〉=0, ϕk est périodique selon y.
(2.30)

2.2.4 Modèle macroscopique fermé

En combinant (2.25), (2.26) et (2.28), nous pouvons écrire les équations
générales homogénéisées de premier ordre pour un écoulement diphasique :

〈φ〉 ∂S
∂t

+ [Vk+∆Vk]
∂F (S)

∂xk

=
∂

∂xi

(
D̂ik

∂S

∂xk

)
, (2.31a)

∂Vi

∂xi

= 0, (2.31b)

où le tenseur de dispersion est

D̂ik=εF
′

s(S)

(〈φϕi〉Vk

〈φ〉 − 〈ϕkvi〉
)

+
R(S)

Ca

(〈
K
∂ϕk

∂yi

〉
+ 〈K〉 δki

)
(2.32)

et la correction de vitesse est

∆Vk = ε

{
Vk

〈φ〉
∂ 〈φϕi〉
∂xi

+
1

F ′
s(S)

〈
φ
∂ϕk

∂t

〉}
. (2.33)

Nous voyons que la capillarité est représentée par un terme additionnel
dans le tenseur de dispersion et qu’elle ne produit aucun changement dans
la correction de vitesse.
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2.3 Modèle homogénéisé avec dispersion

2.3.1 Modèle d’écoulement effectif dans le cas général

En réunissant les résultats obtenus pour tous les cas, nous concluons que le
champ de perméabilité hétérogène produit un effet de mélange apparent entre
les phases (dispersion hydrodynamique), qui peut être décrit par le modèle
suivant, moyenné sur les hétérogénéités, avec ou sans forces capillaires :

〈φ〉 ∂S
∂t

+ [Vk+∆Vk(S)]
∂F (S)

∂xk

=
∂

∂xi

(
D̂ik(S, V )

∂S

∂xk

)
, (2.34a)

Vi ≡ 〈vi〉 = −K̂ikλ(S)
∂P

∂xk

, divV = 0, (2.34b)

où S est la saturation macroscopique de la première phase (α), V est la vitesse
totale macroscopique de Darcy (V = Vw +Voil ; µ est la viscosité dynamique ;
P est la ”pression globale”; λ(S) est la fonction de mobilité totale ; F (S) est
la fonction d’écoulement fractionné.

Comme nous avons vu à l’échelle macroscopique le processus de dépla-
cement est décrit par une équation non linéaire de transport avec un terme
de diffusion apparente, responsable du mélange des fluides. Cet effet phy-
sique, connu sous le nom de la dispersion hydrodynamique, est caractérisé
par le tenseur de deuxième rang, appelé tenseur de dispersion, D̂ij. Ce dernier
représente l’intérêt principal de ce projet.

Les trois paramètres macroscopiques, qui déterminent le processus, sont :
le tenseur de perméabilité absolue effective, K̂, le tenseur de dispersion effec-
tive, D̂, et la correction à la vitesse de transport, ∆V . Ce troisième paramètre
sera négligé car il n’est significatif que dans le cas de processus fortement non
stationnaire ou de vitesse fortement non locale. La perméabilité effective et
le tenseur de dispersion sont définis dans les paragraphes suivants.

2.3.2 Perméabilité absolue effective

Le tenseur de perméabilité absolue effective est déterminé comme suit :

K̂ik =

〈
K(y)

∂Ψk

∂yi

〉
, i, k=1, 2, 3, (2.35)

33



où les fonctions cellulaires de première famille, Ψk(y) (k = 1, 2, 3), sont
les solutions du problème cellulaire ci-dessous pour une cellule étendue
Y={−1/2<yi<1/2, i=1, 2, 3}, où yi=xi/ε :





∂

∂yi

(
K(y)

∂Ψk

∂yi

)
= 0, y∈Y,

〈Ψk − yk〉 = 0, (Ψk − yk) est périodique selon y.

(2.36)

Ce problème est formulé dans la cellule Y = [0; 1]3 ∈ R
3.

Le problème (2.36) est un problème classique de théorie d’homogénéi-
sation, Panfilov (2000). Il a une solution unique et périodique, différentiable
deux fois. La fonction K(y), décrivant l’hétérogénéité, peut être choisie parmi
une large classe de fonctions, même discontinues.

Remarquons que (2.35) est un tenseur symétrique défini positif, repré-
sentant la propriété intrinsèque du milieu, car les fonctions cellulaires Ψk ne
dépendent que de la structure de l’hétérogénéité. Le tenseur de perméabilité
K̂ik est donc indépendant de la direction d’écoulement, des conditions aux
limites et de la saturation.

Il est plus commode d’utiliser également la fonction Ψ :

Ψ =
3∑

k=1

akΨk, ak = − ∂P

∂xk

/
|∇P |, |∇P | =

√√√√
3∑

k=1

(
∂P

∂xk

)2

. (2.37)

La vitesse de Darcy prend donc la forme

vi(y, x, t) = K(y)
∂Ψ(y)

∂yi

λ(S)|∇P |. (2.38)

2.3.3 Tenseur de dispersion

Le tenseur effectif de dispersion, D̂, est défini comme suit :

D̂ik = εF ′(S)V æik +
1

Ca
Rc(s)

〈
K
∂Φk

∂yi

〉
, i, k = 1, 2, 3, (2.39)

où V est une valeur absolue de la vitesse moyenne et le tenseur æik sera
appelé le tenseur de dispersivité :

æik =

(〈φϕi〉
〈φ〉

〈
K
∂Ψ

∂yk

〉
−
〈
ϕkK

∂Ψ

∂yi

〉)/√√√√
3∑

j=1

〈
K
∂Ψ

∂yj

〉2

. (2.40)
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Les fonctions cellulaires de deuxième famille, ϕk(y, S(x, t))≡Φk−yk, sont
les solutions du deuxième problème cellulaire. Quand la capillarité est négli-
gée, ce problème est une EDP de premier ordre :





vi
∂Φk

∂yi

=
φVk

〈φ〉 , y∈Y,

〈Φk − yk〉=0, (Φk − yk) est périodique selon y.

(2.41)

Le problème (2.41) apparâıt fréquemment dans les articles dédiés à l’ho-
mogénéisation des équations hyperboliques de premier ordre, mais il est in-
suffisamment étudié. Un cas particulier de ce problème a été obtenu dans
Showalter and Walkington (1991). Il est pourtant clair que la solution existe
et qu’elle est unique quand la fonction K(y) est continue.

Quand la capillarité est significative, le problème cellulaire pour le tenseur
de dispersion est une EDP elliptique du deuxième ordre :




(
vi
∂Φk

∂yi

− φVk

〈φ〉

)
F ′(S) =

1

εCa

∂

∂yi

(
K R(S)

∂Φk

∂yi

)
, y∈Y,

〈Φk − yk〉=0, (Φk − yk) est périodique selon y.

(2.42)

Le problème (2.42) est formulé pour une EDP du deuxième ordre, incluant
également l’opérateur du premier ordre, qui décrit le problème cellulaire dans
le cas sans forces capillaires. Puisque la dérivée du deuxième ordre lisse la
solution, il est naturel de s’attendre à ce que les conditions d’existence d’une
solution de (2.42) soient beaucoup plus flexible que pour (2.41).

Comme nous pouvons remarquer pour (2.39) et (2.40), le tenseur de dis-

persion, D̂ik, dépend de certains paramètres responsable de l’hétérogénéité
du milieu, de la saturation de phase, de la perméabilité relative et du rapport
de viscosité.

2.3.4 Séparation des variables rapides et lentes dans

les problèmes cellulaires

Les problèmes (2.41) et (2.42) ne sont pas vraiment locaux car les fonc-
tions ϕk dépendent des variables lentes (x, t). Pour certains cas particuliers,
les variables rapides et lentes peuvent être factorisées, conduisant à la dé-
composition du problème cellulaire en un ensemble de problèmes entière-
ment locaux. Cela peut être fait pour le cas d’écoulement monodimensionnel
à grande échelle.

Présentons le nombre capillaire, Ca, sous la forme suivante :

1

Ca
= εσ. (2.43)
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Selon les expressions (1.7), le paramètre σ est faible : σ ≪ 1. Trouvons la
solution ϕk du problème cellulaire (2.42) sous la forme de séries sur un petit
paramètre σ :

ϕk = ϕ
(0)
k + σϕ

(1)
k + ... (2.44)

Nous allons également utiliser les notations Φ
(j)
k ≡ϕ(j)

k + yk, j=0, 1. En sub-

stituant (2.44) dans (2.42), nous obtenons l’ensemble des équations pour ϕ
(0)
k

et ϕ
(1)
k :

v0i

(
∂ϕ

(0)
k

∂yi

+ δik

)
− φ

〈φ〉 〈v0k〉 = 0,

F ′(s0)v0i
∂ϕ

(1)
k

∂yi

=
∂

∂yi

(
K R(s0)

(
∂ϕ

(0)
k

∂yi

+ δik

)) (2.45)

Notons que la première équation de système (2.45) cöıncide avec le pro-
blème (2.41) pour le cas sans forces capillaires.

En substituant la vitesse (2.38) dans la première équation (2.45), nous

obtenons le problème suivant pour la fonction ϕ
(0)
k :





K
∂Ψ

∂yi

∂ϕ
(0)
k

∂yi

= −K ∂Ψ

∂yk

+
φ

〈φ〉

〈
K
∂Ψ

∂yk

〉
,

〈
ϕ

(0)
k

〉
= 0, ϕ

(0)
k est périodique selon y.

(2.46)

Par conséquent, les fonctions ϕ
(0)
k peuvent être trouvées à partir du pro-

blème (2.46) comme des fonctions dépendant uniquement des variables ra-
pides yi. Le problème (2.46) est donc entièrement local.

Les fonctions ϕ
(1)
k peuvent être représentés sous la forme factorisée :

ϕ
(1)
k =

ϕ̃k(y)

C(x, t)
, (2.47)

où le coefficient C(x, t) est

C(x, t) =
F ′(S)λ(S)

R(S)
|∇P |. (2.48)

En substituant (2.47) dans la deuxième équation (2.45), nous obtenons le
problème entièrement local pour la fonction ϕ̃k(y) :





K
∂Ψ

∂yi

∂ϕ̃k

∂yi

=
∂

∂yi

(
K
∂ϕ

(0)
k

∂yi

)
+
∂K

∂yk

,

〈ϕ̃k〉 = 0, ϕ̃k est périodique selon y.

(2.49)
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Nous pouvons donc représenter le tenseur de dispersion comme suit

D̂ik = εD
(0)
ik + εσD

(1)
ik +O(ε2σ2) (2.50a)

Les composantes D
(0)
ik et D

(1)
ik sont

D
(0)
ik = æ

(0)
ik V F ′(S), (2.50b)

D
(1)
ik = æ

(1)
ik R(S), (2.50c)

où

æ
(0)
ik (y) =

(〈φϕi〉
〈φ〉

〈
K
∂Ψ

∂yk

〉
−
〈
ϕkK

∂Ψ

∂yi

〉)/√√√√
3∑

j=1

〈
K
∂Ψ

∂yj

〉2

,(2.50d)

æ
(1)
ik (y) =

〈φϕ̃i〉
〈φ〉

〈
K
∂Ψ

∂yk

〉
−
〈
K
∂Ψ1

∂yi

ϕ̃k

〉
+

〈
K
∂Φ

(0)
k

∂yi

〉
. (2.50e)

Le tenseur de dispersion est donc calculé à travers une simple intégration,
si les fonctions cellulaires sont connues.

2.3.5 Trois problèmes basiques avec les variables ra-

pides séparées

Pour construire le tenseur de dispersion (2.50), nous devons trouver les

fonctions cellulaires Ψ1, ϕ
(0)
i , ϕ̃i. Nous devons donc résoudre consécutivement

les trois problèmes suivants :

Problème pour Ψ ≡ a1Ψ1 + a2Ψ2 :



∂

∂yi

(
K(y)

∂Ψk

∂yi

)
= 0, y∈Y,

〈Ψk − yk〉 = 0, (Ψk − yk) est périodique selon y.

(2.51)

Problème pour ϕ
(0)
k :




K
∂Ψ

∂yi

∂ϕ
(0)
k

∂yi

= −K ∂Ψ

∂yk

+
φ

〈φ〉

〈
K
∂Ψ

∂yk

〉
,

〈
ϕ

(0)
k

〉
= 0, ϕ

(0)
k est périodique selon y.

(2.52)

Problème pour ϕ̃k(y) :




K
∂Ψ

∂yi

∂ϕ̃k

∂yi

=
∂

∂yi

(
K
∂ϕ

(0)
k

∂yi

)
+
∂K

∂yk

,

〈ϕ̃k〉 = 0, ϕ̃k est périodique selon y.

(2.53)
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2.3.6 Equivalence entre la dispersion et la pression ca-

pillaire renormalisée

L’équation macroscopique de transport (2.34a) est formellement similaire
à une équation microscopique classique de Buckley-Leverett (1.6) :

φ
∂s

∂t
+ vk

∂F (s)

∂xk

= − 1

Ca

∂

∂xi

(
KFkβ

µβ

∂Pc(s)

∂xk

)
, (2.54)

où le terme de diffusion n’est causée que par la diffusion capillaire.
En prenant en compte la similarité formelle entre (2.34a) et (2.54), nous

pouvons reformuler le tenseur de dispersion dans l’équation macroscopique
(2.34a) sous une forme similaire à (2.54), introduisant la pression capillaire
effective renormalisée, qui est une fonction tensorielle :

D̂(S, V )ik = − 1

Ca
K̂ij

F (S)kβ(S)

µβ

dP f
c jk

dS
. (2.55)

En comparant cette relation avec la définition du tenseur de dispersion
(2.39), nous obtenons la relation suivante pour la pression capillaire tenso-
rielle :

P f
c (S,∇P )ik = εCa αikΦ(S)|∇P | + βikPc(S), (2.56)

où αik et βik sont les nouveaux tenseurs constants suivants :

αik = K̂−1
ij æjk,

βik = K̂−1
ij

〈
K
∂Φk

∂yj

〉
,

Φ(S) = ln

(
kβ(S)

kα(S)

)
+ const.

(2.57)

Puisque la perméabilité effective (2.35) est un tenseur défini positif, son

inverse, dénoté K̂−1
ij , existe pour toutes les géométries de milieu et les expres-

sions (2.57) sont bien posées.
La fonction Φ(s) est une fonction scalaire de la saturation macroscopique,

définie à une constante additive d’intégration près. Cette constante a été
choisie de telle manière que la pression capillaire effective est égale à zéro
quand S=1. La forme caractéristique de la fonction Φ(S) est montrée sur la
figure 2.1.

Il est significatif que la pression capillaire renormalisée soit ”dynamique”,
c’est-à-dire qu’elle dépende de la vitesse d’écoulement.

La simulation du tenseur de dispersion sous la forme de pression capillaire
renormalisée dynamique sera présentée dans la section 3.3.
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Fig. 2.1 – Fonction Φ(S) et pression capillaire renormalisé Pc(S) sous la
forme adimensionnelle
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Chapitre 3

Analyse du tenseur de

dispersion diphasique
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3.1 Propriétés basiques du tenseur de disper-

sion diphasique

Dans cette section nous analysons analytiquement les propriétés du ten-
seur de dispersion (2.39) ou (2.55) dans un milieu avec une structure générale.

3.1.1 Asymétrie du tenseur de dispersion

Pour analyser la propriété de symétrie du tenseur de dispersion, nous
présentons le problème cellulaire sous la forme équivalente suivante :





B

(
vi
∂ϕk

∂yi

+ vk −
φVk

〈φ〉

)
= A

∂

∂yi

(
K(y)

∂ϕk

∂yi

)
+ A

∂K(y)

∂yk

, y∈Y,

〈ϕk〉=0, ϕk est y-périodique,
(3.1)

où A(x, t) ≡ R(S)

εCa
, B(x, t) ≡ F ′(S). Ces deux fonctions sont positives pour

tous les points S sauf les points extrêmes.
En utilisant les nouvelles notations, nous pouvons représenter le tenseur

de dispersion sous la forme suivante :

D̂ik

ε
= B

(〈φϕi〉Vk

〈φ〉 − 〈ϕkvi〉
)

+ A

〈
K

(
∂ϕk

∂yi

+ δik

)〉
. (3.2)

Pour représenter le problème (3.1) sous la forme variationnelle, nous le
multiplions par une fonction de test ξ(y) périodique en y, et l’intégrons sur
la période Y :

0 = A

〈
K
∂ϕk

∂yi

∂ξ

∂yi

〉
+ A

〈
K
∂ξ

∂yk

〉
−B

〈
ϕk
∂viξ

∂yi

〉
+B 〈vkξ〉 −B

〈φξ〉Vk

〈φ〉 ,

où nous avons utilisé le théorème d’Ostrogradsky-Gauss et la propriété de
fonction périodique, qui dit que l’intégrale de la dérivé sur la période est
égale à zéro.
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Prenons maintenant ξ = ϕm, alors :

0 = A

〈
K
∂ϕk

∂yi

∂ϕm

∂yi

〉
+ A

〈
K
∂ϕm

∂yk

〉
−B

〈
ϕk
∂viϕm

∂yi

〉
+B 〈vkϕm〉 −

−B 〈φϕm〉Vk

〈φ〉 = −A
〈
K

(
∂ϕk

∂ym

+ δmk

)〉
+ A 〈K〉 δkm + A

〈
K
∂ϕm

∂yk

〉
+

+A

〈
K
∂ϕk

∂ym

〉
+ A

〈
K
∂ϕk

∂yi

∂ϕm

∂yi

〉
−

−B
〈
ϕk
∂viϕm

∂yi

〉
−B

[〈φϕm〉Vk

〈φ〉 − 〈ϕkvm〉 − 〈ϕmvk〉 + 〈ϕkvm〉
]

=

= −D̂mk

ε
+ A 〈K〉 δkm + A

〈
K
∂ϕm

∂yk

〉
+ A

〈
K
∂ϕk

∂ym

〉
+ A

〈
K
∂ϕk

∂yi

∂ϕm

∂yi

〉
−

−B
〈
ϕk
∂viϕm

∂yi

〉
+B [〈ϕmvk〉 − 〈ϕkvm〉] .

Par conséquent,

D̂mk

ε
= A 〈K〉 δkm + A

〈
K

(
∂ϕm

∂yk

+
∂ϕk

∂ym

)〉
+ A

〈
K
∂ϕk

∂yi

∂ϕm

∂yi

〉
−

+B [〈ϕmvk〉 − 〈ϕkvm〉] −B

〈
ϕkvi

∂ϕm

∂yi

〉
,

où, pour le dernier terme, nous avons utilisé la propriété de libre divergence
de la vitesse vi.

En permutant les indices, nous obtenons :

D̂km

ε
= A 〈K〉 δkm + A

〈
K

(
∂ϕm

∂yk

+
∂ϕk

∂ym

)〉
+ A

〈
K
∂ϕk

∂yi

∂ϕm

∂yi

〉
−

+B

〈
ϕkvi

∂ϕm

∂yi

〉
−B [〈ϕmvk〉 − 〈ϕkvm〉] .

Le tenseur de dispersion n’est donc pas symétrique. Tout tenseur du
deuxième ordre peut être représenté comme la somme de partie symétrique
et antisymétrique. Comme nous avons vu, la partie symétrique correspond au
tenseur de diffusion capillaire, tandis que la partie antisymétrique est causée
par la convection.

La présence d’une partie antisymétrique dans la structure du tenseur de
dispersion n’est pas surprenante car la dispersion est causée pat le phéno-
mène de convection. Il est bien connue que l’opérateur de convection est
antisymétrique.
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3.1.2 A propos de la définition positive du tenseur de

diffusion capillaire

Etant asymétrique, le tenseur de dispersion n’est pas défini positivement
en général. Pourtant, il est possible de montrer que sa partie symétrique, cau-
sée par les forces capillaires, est définie positivement. La dispersion capillaire,
D̂c, correspond à tous les termes multipliés par A dans la dernière relation :

D̂c
km

ε
= A 〈K〉 δkm + A

〈
K

(
∂ϕm

∂yk

+
∂ϕk

∂ym

)〉
+ A

〈
K
∂ϕk

∂yi

∂ϕm

∂yi

〉
.

Selon les transformations algébriques nous obtenons :

D̂c
km

ε
= A

〈
K

(
∂ϕm

∂yi

+ δim

)(
∂ϕk

∂yi

+ δik

)〉
= A 〈Kumiuki〉 ,

where uki ≡
(
∂ϕk

∂yi

+ δki

)
.

Examinons la convolution du type βk
D̂c

km

ε
βm, où βk sont les nombres

réels. Nous avons alors :

βk
D̂c

km

ε
βm = A

〈
K
∑

i

(
∑

m

(βmumi)
∑

k

(βkuki)

)〉
=

A

〈
K
∑

i

(
∑

k

βmumi

)2〉
= A

〈
∑

i

(
√
K
∑

m

βmumi

)2〉
≥

≥ A
∑

i

〈
√
K
∑

m

βmumi

〉2

,

où nous avons utilisé l’inégalité de Schwarz-Buniakovsky
En continuant les dérivations, nous obtenons :

βk
D̂c

km

ε
βm ≥ A

∑

i

〈
√
K
∑

m

βm

(
∂ϕm

∂yi

+ δmi

)〉2

≥

A
√
Kmin

∑

i

∑

m

βm

〈(
∂ϕm

∂yi

+ δmi

)〉2

= A
√
Kmin

∑

i

∑

m

(βmδmi)
2

puisque la fonction est périodique en y. Finalement :

βk
D̂c

km

ε
βm ≥ A

√
Kmin

∑

i

(βi)
2
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qui est la définition du tenseur positivement défini.
Par la méthode similaire, la définition positive du tenseur de perméabilité

effective est justifiée.
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3.2 Simulation du tenseur de dispersion dans

un milieu bi-perméable

3.2.1 Description de cas examiné

Le milieu est supposé être périodique et bidimensionnel. Les paramètres
de simulations sont choisis similaire à ceux utilisés dans Neuweiler et al.
(2003) pour comparer les résultats obtenus. Les valeurs caractéristiques de la
perméabilité absolue, de la vitesse moyenne, de la viscosité, de la différence
de pression et de la porosité sont :

K∗ = 100mD = 10−13m2,
V ∗ = 5 × 10−6m/s,
µ∗ = 10−3Pa · s,
∆p∗ = 5 · 104Pa/m,
φ = 0.2.

(3.3)

La notation suivante est utilisée : pour une variable adimensionnelle f ,
la dimension caractéristique est notée f ∗. Une variable dimensionnelle est
représentée avec une ”tilde” : f̃ = f · f ∗.

Les viscosités du fluide poussé et déplacé sont fixées à µ1=1 et µ2=2,
conduisant au rapport de viscosité de µ1/µ2=0.5. Les perméabilités relatives
sont choisies sous forme de fonction quadratique polynomiale.

L’échelle d’hétérogénéité est l∗=0.44m et la longueur de domaine est
L∗=25m, le degré d’hétérogénéité est donc ε=0.0176. Le nombre capillaire,
Ca, est choisi comme (ε

√
ε)−1=431, et l’expression (1.7) a donc lieu. La va-

leur caractéristique pour la pression capillaire, P ∗

c , est définie comme suit :

P ∗

c =
∆p∗L

Ca
= 2.9 · 103Pa. (3.4)

La valeur caractéristique pour le tenseur de dispersion est :

D∗ = L∗V ∗. (3.5)

Les dispersivités dimensionnelles sont donc

æ̃ik = ε · L∗ · æ = l∗ · æ. (3.6)

Nous examinons un milieu bi-perméable avec une cellule d’hétérogénéité
montrée en figure 3.1. Le domaine extérieur, Y (2), est plus perméable que
l’intérieur, Y (1) : K1=1, K2=5.
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Fig. 3.1 – Cellule unitaire

3.2.2 Simulation de perméabilité effective

Premièrement, nous résolvons le problème cellulaire pour la perméabilité
effective (2.36), qui est un problème périodique pour l’équation elliptique
de deuxième ordre. Les solutions périodiques Ψk(y)−yk sont présentées en
figure 3.2. Les simulations sont effectuées en appliquant la discrétisation du
domaine par la méthode des éléments finis (simulateur FEMLAB).

Fig. 3.2 – Solutions du problème pour la perméabilité effective, ψ1(y) et
ψ2(y)
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Le tenseur de perméabilité effective (2.35) est alors calculé :

K̂ik =

(
3.2197 −0.0084

−0.0084 3.5114

)
. (3.7)

3.2.3 Simulation des problèmes cellulaires pour la dis-

persion

Substituant le vecteur de vitesse (2.38) dans (2.41), nous obtenons le
problème cellulaire pour le tenseur de dispersion :

1

εCa
C(s)

1

|∇P |
∂

∂yi

(
K
∂Φk

∂yi

)
= K

∂Ψ

∂yi

∂Φk

∂yi

− φ

〈φ〉

〈
K
∂Ψ

∂yk

〉
,

où C(s) =
Rc(s)

λ(s)F ′(s)
= − f1f2

f ′
1f2 − f1f ′

2

dPc

ds
.

(3.8)

A la différence du problème pour la perméabilité effective, le problème
cellulaire pour le tenseur de dispersion est dépendant du processus d’écou-
lement car la fonction Ψ dépend de la direction du gradient de pression
macroscopique et le facteur C(S) dépend de la saturation macroscopique.

Le comportement du facteur C(S) est montré en figure 3.3.
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Fig. 3.3 – Comportement caractéristique de la fonction C(s)

Prenant en compte le fait que le nombre capillaire est supposé être suffi-
samment important, nous pouvons simplifier le terme capillaire dans l’extré-
mité droite du problème (3.8), en supposant que le facteur C est constant.
Cela nous permet d’éviter l’apparition de la saturation macroscopique dans
le problème cellulaire. Par exemple, la valeur constante choisie de la fonction
C, présentée en figure 3.3, est sa moyenne : Cfrozen=0.08.
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(1) (2) (3)

Fig. 3.4 – Solution du problème cellulaire pour le tenseur de dispersion,
ϕ1(y), pour les différentes directions d’écoulement macroscopique

(1) (2) (3)

Fig. 3.5 – Solution du problème cellulaire pour le tenseur de dispersion,
ϕ2(y), pour les différentes directions d’écoulement macroscopique

Pour éviter l’analyse de l’influence de la direction d’écoulement macrosco-
pique aux fonctions cellulaires, nous supposons que la différence de pression
macroscopique adimensionnelle, |∇P |, est constante (et elle est alors égale à
1).

Nous considérons trois directions d’écoulement : cas (1) - le déplace-
ment selon l’axe Ox1 (a1=1, a2=0), cas (2) - le déplacement selon l’axe Ox2

(a1=0, a2=1), et le cas intermédiaire cas (3) - le déplacement avec angle
γ∇P = 40o par rapport à l’axe Ox1 (a1=0.766, a2=0.6428).

La solution du problème cellulaire req33, ϕk = Φk−yk, est présentée pour
tous les cas en figures 3.4 et 3.5.

Comme nous pouvons remarquer sur les figures 3.4 et 3.5, les fonctions
ϕ1(y) et ϕ2(y) sont symétriques dans les cas (1) et (2) car elles représentent
la dispersion en deux directions orthogonales.
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3.2.4 Calcul du tenseur de dispersion

En utilisant les fonctions obtenues, ϕ1(y) et ϕ2(y), nous pouvons calculer
les dispersivités dimensionnelles, æ̃ik, [m], définies par (2.40) et (3.6) :

Cas (1) : l’écoulement macroscopique selon x1

æ̃ik =

(
0.1043 −0.0007

0.0012 0.0130

)
.

Cas (2) : l’écoulement macroscopique selon x2

æ̃ik =

(
0.0084 −0.0007

−0.0020 0.0874

)
.

Cas (3) : l’écoulement macroscopique avec l’angle 40̊ par rapport à x1

æ̃ik =

(
0.0639 −0.0126

−0.0446 0.0448

)
.

(3.9)
Les résultats (3.9) montrent que la dispersivité longitudinale dans l’écou-

lement horizontal (cas 1) est de même ordre que la dispersivité transversale
dans l’écoulement vertical (cas 2). Cela vient du fait que dans la cellule d’hé-
térogénéité, montrée en figure 3.1, l’inclusion a les mêmes longueurs caracté-
ristique selon les axes Ox1 et Ox2. Dans le cas de l’écoulement macroscopique
diagonal (cas 3), les valeurs absolues des composantes diagonales et non dia-
gonales sont de même ordre de grandeur.

Malgré l’apparition des composantes négatives, la matrice æ̃ik reste posi-
tivement définie dans les cas examiné.

3.2.5 Tenseur de dispersion en fonction de la satura-

tion

Le tenseur de dispersion dépend de la saturation via la dérivé de la fonc-
tion d’écoulement fractionné, F ′(S), et via la diffusion capillaire, Rc(s). La
dépendance de la dispersion longitudinale en fonction de la saturation pour
un écoulement horizontal est montrée figure 3.6.

La comparaison de la dispersion longitudinale pour les différentes direc-
tions d’écoulement est montrée figure 3.7.

3.2.6 Comparaison avec les données connues

Dans Neuweiler et al. (2003) la dispersivité a été calculée pour un cas
d’écoulement diphasique. L’hétérogénéité du milieu est modélisée par des
fluctuations stochastiques du champ de vitesse. L’écoulement est supposé
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Fig. 3.6 – Dépendance de la dispersion longitudinale et ses parties convective
et capillaire en fonction de la saturation pour l’écoulement macroscopique
horizontal, ×10−6m2/s
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stable, le rapport de viscosité, µ = µ1/µ2, est égale à 0.5 ou 1.2 pour les
différents cas. La dispersivité longitudinale obtenue, æ̃ik, varie entre 0.1m et
0.2m.

Selon les résultats (3.9), la dispersivité longitudinale est comprise entre
0.08m et 0.1m, qui sont de même ordre de grandeur que dans Neuweiler et al.
(2003).
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3.3 Simulation du tenseur de dispersion sous

la forme de la pression capillaire renor-

malisée

3.3.1 Description du test

Pour évaluer la pression capillaire effective renormalisée introduite comme
(2.56) - (2.57), nous avons effectué plusieurs simulations numérique utilisant
la solution des problèmes cellulaires obtenues dans la section 3.2.

Nous avons examiné le même cas du milieu bi-perméable comme il est
décrit par (3.3) et figure 3.1. La valeur caractéristique des forces capillaires,
P ∗

c , est définie comme (3.4) :

P ∗

c =
∆p∗L

Ca
= 2.9 · 103Pa.

Prenant en compte ces dimensions caractéristiques, nous pouvons obtenir
la pression capillaire effective (2.56) sous la forme dimensionnelle :

P̃ f
c (S,∇p)ik = εCa αikl

∗Φ(S)∆p∗ + βikPc(S)P ∗

c =

=
(
160αikΦ(S) + 2.9βikPc(S)

)
· 103Pa.

(3.10)

La solution pour la perméabilité effective et pour la première famille des
problèmes cellulaires est obtenue dans la section 3.2 et elle est présentée en
figure 3.2 et par la matrice (3.7).

3.3.2 Simulations de la pression capillaire renormalisée

Pour calculer la pression capillaire effective (2.56), il est nécessaire d’ob-
tenir les tenseur des dispersivités, αik et βik, définies par (2.57). Ces deux
tenseur sont déterminées à travers les fonctions cellulaires Ψk et Φk. Les
fonctions Φk sont montrées figures 3.4 et 3.5.

En utilisant les fonctions cellulaires obtenues, nous devons calculer les
tenseurs αik et βik dans (2.57) :
Cas (1) : l’écoulement macroscopique selon l’axe x1

αik =

(
0.0736 −0.0005

0.0009 0.0084

)
, βik =

(
1.351 0.0774

0.1466 1.0716

)
.
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Cas (2) : l’écoulement macroscopique selon l’axe x2

αik =

(
0.0059 −0.0004

−0.0013 0.0566

)
, βik =

(
1.2329 0.1598

−0.0356 1.0494

)
.

Cas (3) : l’écoulement macroscopique selon 40̊ par rapport à l’axe x1

αik =

(
0.045 −0.0088

−0.0288 0.029

)
, βik =

(
1.3365 0.1609

0.0883 1.045

)
.

Remarquons que les éléments diagonaux de coefficients αik sont beaucoup
plus importants que les non diagonaux. Dans le même temps, les composantes
des coefficients βik sont de même ordre de grandeur.

Les courbes de la pression capillaire tensorielle, P̃ f
c (s), définies par (3.10),

sont présentées sur les figures 3.8 – 3.10 pour trois orientations d’écoulement
macroscopique.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−60

−40

−20

0

20

40

60

P
11

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

P
12

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

P
21

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

12

P
22

 

Fig. 3.8 – Quatre composantes de la pression capillaire tensorielle renorma-
lisée, P̃ f

c,ik(s) [KPa], pour l’écoulement macroscopique orienté selon l’axe x1

(cas 1)
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Fig. 3.9 – Quatre composantes de la pression capillaire tensorielle renorma-
lisée, P̃ f

c,ik(s) [KPa], pour l’écoulement macroscopique orienté selon l’axe x2

(cas 2)
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Fig. 3.10 – Quatre composantes de la pression capillaire tensorielle renorma-
lisée, P̃ f

c,ik(s) [KPa], pour l’écoulement macroscopique orienté selon 40̊ par
rapport à l’axe. x1 (cas 3)
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Conclusion pour la section 3.3

Le comportement qualitatif et quantitatif du tenseur de la pression ca-
pillaire effective est analysé numériquement. Ce tenseur est introduit comme
deuxième alternative pour interpréter le mélange dynamique entre les deux
phases immiscibles en milieu poreux hétérogène.

Nous remarquons que la pression capillaire effective est une notion géné-
ralisée qui est causée non seulement par la vraie pression capillaire, mais aussi
par l’effet de la dispersion hydrodynamique. Cette dernière est produite par
l’hétérogénéité du milieu indépendamment de la capillarité. De ce point de
vue, la pression capillaire effective est une pression fausse et apparente. Dans
le même temps, son comportement qualitatif en fonction de la saturation est
similaire à la courbe de pression capillaire classique décroissante de manière
monotone.

Nous avons montré que la pression capillaire effective peut être beaucoup
plus importante que la vraie pression capillaire, apparaissant en ménisques.

Dans plusieurs cas, certaines composantes du tenseur de pression capil-
laire peuvent être négatives et peuvent également être des fonctions crois-
santes.
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Chapitre 4

Dispersion en milieu fracturé
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4.1 Problèmes cellulaires pour le tenseur de

dispersion en milieu fracturé

Dans cette section nous examinons l’écoulement de deux phases, immis-
cibles et incompressibles (α et β), dans un milieu à double porosité avec les
champs de perméabilité, K(x), et porosité, φ(x), oscillant rapidement dans
l’espace. Les perméabilités relatives, kα(S) et kβ(S), sont supposées être des
fonctions approximativement uniformes sur le domaine global d’écoulement
Ω. Les oscillations rapides signifient que l’échelle d’hétérogénéité, l, est beau-
coup moins importante que la dimension linéaire du domaine, L. Le petit
paramètre, ε=l/L, est l’échelle caractéristique de l’hétérogénéité. Nous exa-
minons le cas d’écoulement sans forces capillaires. Cela conduit à une relation
analytique pour le tenseur de dispersion.

4.1.1 La propriété non locale du problème cellulaire

pour le tenseur de dispersion

La fonction Ψk(y) représente un champ de pression local, renormalisé sur
une échelle de cellule unitaire et correspondant à l’écoulement macroscopique
selon l’axe yk. La fonction Φk(y) est la saturation locale de la phase α dans
une cellule, renormalisée de la même façon. Le problème cellulaire (2.36),
étant stationnaire et linéaire à l’échelle de la cellule, il décrit donc le com-
portement du champs de pression local. Le problème (2.41) est une équation
stationnaire de transport pour la saturation locale. Ce problème est linéaire
sur une échelle locale, mais non linéaire dans le sens où il dépend des va-
riables macroscopiques S et P . Cette propriété signifie que la séparation des
échelles (entre les variables rapides et lentes) n’est pas obtenue et que l’ho-
mogénéisation n’est pas effective. Pour séparer les échelles, plusieurs cas ont
été examinés dans Panfilov and Floriat (2004), comme un cas d’écoulement
presque monodimensionnel dans une cellule.

Nous allons montrer que dans le cas d’un milieu fracturé la séparation des
échelles est obtenue sans aucune simplification additionnelle. Dans le même
temps, la séparation n’est pas triviale dans ce cas, et ne peut être obtenue
qu’après l’analyse du problème cellulaire.
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a b

Fig. 4.1 – Structure du milieu fracturé (a) et une cellule (b)

4.1.2 Structure du milieu

Nous considérons un milieu fracturé en 2D sous la forme d’un réseau
périodique et anisotrope, représenté figure 4.1. Chaque fracture est remplie
par un milieu poreux avec une perméabilité beaucoup plus importante que
celle de la matrice. L’écoulement dans chaque fracture est donc gouverné par
la loi de Darcy et les équations initiales d’écoulement (2.34) sont toujours
valides dans chaque fracture. Dans la section présente nous examinons le
cas limite d’une matrice imperméable. La perméabilité et la porosité des
fractures peuvent être différentes. Dans le but de simplifier nous examinons
le cas bidimensionnel.

Une cellule périodique consiste en quatre fractures (segments) Y (i)

d’épaisseur h(i), i=1, 2, 3, 4. L’appartenance au segment Y (i) sera dénotée
par un indice supérieur (i). La perméabilité, K(i), et la porosité, φ(i), sont
constantes dans chaque segment. Nous allons utiliser la notation suivante :
Yφ = Y I∪Y II∪Y III∪Y IV .

Conformément à la géométrie des fractures, nous introduisons un nouveau
système de coordonnées, (η1, η2), en tournant (y1, y2) d’un angle π/4 dans le
sens inverse des aiguilles d’une montre (figure 4.1-b) :

η1 = (y1 + y2) /
√

2, η2 = (y2 − y1) /
√

2. (4.1)

Le vecteur vitesse dans ce nouveau système de coordonnées η est défini
par les composantes (u1, u2) :

u1 = (v1 + v2) /
√

2, u2 = (v2 − v1) /
√

2.

Utilisant (2.38), on obtient :

ui(η, x, t) = K(η)
∂Ψ(η)

∂ηi

λ(S)|∇P |. (4.2)
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Les composantes de la perméabilité effective (2.35) dans les coordonnées
η sont :

K̂ik =
1√
2

〈
K(η)

(
∂Ψk

∂η1

+ (−1)i∂Ψk

∂η2

)〉
, i, k = 1, 2. (4.3)

Les problèmes cellulaires prennent les formes suivantes dans le nouveau
système de coordonnées :
Problème pour la perméabilité effective, k=1, 2 :





∂

∂η1

(
K(η)

∂Ψk

∂η1

)
+

∂

∂η2

(
K(η)

∂Ψk

∂η2

)
= 0, η∈Yφ,

〈Ψk − yk〉 = 0, (Ψk−yk) est périodique selon y.

(4.4)

Problème pour le tenseur de dispersion :




u1
∂Φk

∂η1

+ u2
∂Φk

∂η2

=
φVk

〈φ〉 , η∈Yφ;

〈Φk〉 = 0, (Φk−yk) est périodique selon y.

(4.5)

4.1.3 Cas limite des fractures minces

Supposant que les épaisseurs des fractures sont faibles par rapport à
l’échelle d’hétérogénéité, nous allons analyser les problèmes cellulaires avec
la condition :

h ≡ max
i

{h(i)} → 0. (4.6)

Dans ce cas, les segments Y (i) sont transformés en ligne droite, et la
superposition de deux segments voisins, Y (i) et Y (j), devient un nœud -point
U ij. La structure est telle que chaque nœud touche la frontière de la cellule.
Les coordonnées des nœuds dans un système (η1, η2) sont les suivantes :

U12 = (l, l), U23 = (l,−l), U34 = (−l,−l), U14 = (−l, l), (4.7)

où l =
√

2/4 est la demi longueur de chaque fracture.
La porosité effective du milieu limite est donc :

〈φ〉 = 2l
4∑

i=1

h(i)φ(i). (4.8)

Notons que la procédure de prise de moyenne en milieu limite est la
suivante :

〈·〉 =



∑

i=1,3

h(i)

l∫

−l

(·)dη1 +
∑

i=2,4

h(i)

l∫

−l

(·)dη2


 . (4.9)
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Evidemment, la surface de superposition de deux segments voisins est
d’ordre h2 et elle disparâıt quand h→0.

Nous allons montrer que pour ce cas limite le problème pour la perméa-
bilité effective a une solution régulière, qui peut être construite sous la forme
analytique (section 4.2). Par contre, le problème limite pour le tenseur de
dispersion devient irrégulier avec une solution non unique. La méthode de
régularisation est développée pour résoudre ce problème (sections 5.1 et 5.1).
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4.2 Problème cellulaire pour la perméabilité

effective en milieu fracturé

4.2.1 La forme limite du problème cellulaire

Dans le cas limite (4.6), la construction de la solution généralisée sera
possible seulement pour le problème (4.4). Plus précisément, nous allons
construire la solution unique dans la classe des fonctions continues, mais
non-différentiable dans les nœuds.

Dans la limite (4.6), l’équation (4.4) est transformée en une équation
ordinaire différentielle monodimensionnelle pour chaque fracture et en la loi
de Kirchhoff pour chaque nœud, pour tout k = 1, 2 :
η∈Y (i) :

∂

∂η1

(
K(i)∂Ψ

(i)
k

∂η1

)
= 0, i = 1, 3;

∂

∂η2

(
K(i)∂Ψ

(i)
k

∂η2

)
= 0, i = 2, 4;

(4.10a)
η∈U (12), U (23), U (34), U (41) :

−h(1)K(1)∂Ψ
(1)
k

∂η1

∣∣∣∣∣
η1=l

−h(2)K(2)∂Ψ
(2)
k

∂η2

∣∣∣∣∣
η2=−l

+ h(3)K(3)∂Ψ
(3)
k

∂η1

∣∣∣∣∣
η1=−l

+

h(4)K(4)∂Ψ
(4)
k

∂η2

∣∣∣∣∣
η2=l

= 0.(4.10b)

Cette dernière relation est obtenue par intégration de l’équation (4.4)
sur un volume finit ω autour d’un nœud (figure 4.2) et en faisant tendre ce
volume vers zéro. En effet, l’intégration nous donne

∫

∂ω

K(i)∂Ψ

∂ηi

nidη = 0,

où ∂ω est la frontière d’un volume fini et n son vecteur normal extérieur. En
prenant en compte l’orientation du vecteur normal pour chaque segment, on
obtient (4.10b).

La relation obtenue est identique pour chaque nœud grâce à la périodicité.
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Fig. 4.2 – Schéma pour obtenir la loi de conservation dans un nœud

Les conditions en (4.4) pour la moyenne égale à zéro et la condition de
périodicité et de continuité, nous donnent :

h(1)

l∫

−l

Ψ
(1)
k (η1)dη1 + h(2)

l∫

−l

Ψ
(2)
k (η2)dη2 +

h(3)

l∫

−l

Ψ
(3)
k (η1)dη1 + h(4)

l∫

−l

Ψ
(4)
k (η2)dη2 = 0, (4.10c)

Ψ
(1)
k (−l, l) +

1

2
δk1 = Ψ

(2)
k (l,−l) − 1

2
δk1 = Ψ

(3)
k (l,−l) − 1

2
δk1 = Ψ

(4)
k (−l, l) +

1

2
δk1,

(4.10d)

Ψ
(1)
k (l, l) − 1

2
δk2 = Ψ

(2)
k (l, l) − 1

2
δk2 = Ψ

(3)
k (−l,−l) +

1

2
δk2 = Ψ

(4)
k (−l,−l) +

1

2
δk2.

4.2.2 Solution pour un problème cellulaire de perméa-

bilité effective

Pour chaque k=1, 2, le problème (4.10a) - (4.10d) est fermé et a une
solution unique, qui est linéaire par partie selon (4.10a) :

Ψ
(i)
k = θ

(i)
k η1 + γ

(i)
k , i = 1, 3; Ψ

(i)
k = θ

(i)
k η2 + γ

(i)
k , i = 2, 4. (4.11)

Pour un k fixé, les huit paramètres θ
(i)
k et γ

(i)
k , i=1, 2, 3, 4 sont obtenus

par substitution de (4.11) dans les huit relations (4.10b) – (4.10d). Dès que
la perméabilité effective est déterminée par dérivations de Ψk, nous avons
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seulement besoin des paramètres θ
(i)
k :

θ
(1)
1 = −θ(4)

1 =
K(2)h(2) +K(3)h(3)

2l
∑4

i=1K
(i)h(i)

, θ
(1)
2 = θ

(2)
2 =

K(3)h(3) +K(4)h(4)

2l
∑4

i=1K
(i)h(i)

,

θ
(3)
1 = −θ(2)

1 =
K(1)h(1) +K(4)h(4)

2l
∑4

i=1K
(i)h(i)

, θ
(3)
2 = θ

(4)
2 =

K(1)h(1) +K(2)h(2)

2l
∑4

i=1K
(i)h(i)

.

(4.12)

4.2.3 Tenseur de perméabilité effective

En utilisant (4.3), (4.11) et (4.9), nous pouvons déterminer la perméa-
bilité effective (2.35). Dans le système de coordonnées (y1, y2) elle peut être
représenter sous la forme (k=1, 2) :

K̂1k =
1

2

4∑

j=1

(−1)j+1K(j)h(j)θ
(j)
k , K̂2k =

1

2

4∑

j=1

K(j)h(j)θ
(j)
k . (4.13)

où on prend en compte l’égalité : 2l =
√

2/2.
En développant ces relations nous obtenons facilement :

K̂11=
K(1)K(2)h(1)h(2)+K(1)K(3)h(1)h(3)+K(2)K(4)h(2)h(4)+K(3)K(4)h(3)h(4)

2l
∑4

i=1K
(i)h(i)

,

K̂22=
K(1)K(3)h(1)h(3)+K(1)K(4)h(1)h(4)+K(2)K(3)h(2)h(3)+K(2)K(4)h(2)h(4)

2l
∑4

i=1K
(i)h(i)

,

K̂12=K̂21=
K(1)K(3)h(1)h(3)−K(2)K(4)h(2)h(4)

2l
∑4

i=1K
(i)h(i)

.

(4.14)
Le tenseur de perméabilité effective est donc symétrique.

4.2.4 Détermination de la vitesse de transport

Les solutions obtenues nous permettent de déterminer entièrement les
fonctions uk, définies comme (4.2) et jouant le rôle des composants de la
vitesse de transport pour le deuxième problème cellulaire (4.5). En effet, en
utilisant (4.2) et (4.11), on obtient :

u
(i)
1 =

{
u(i), i = 1, 3,
0, i = 2, 4,

u
(i)
2 =

{
0, i = 1, 3,
u(i), i = 2, 4,

(4.15a)

u(i) = K(i)
(
θ

(i)
1 a1 + θ

(i)
2 a2

)
λ(S)|∇P |, i = 1, 2, 3, 4. (4.15b)
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Il est plus opportun d’exprimer la vitesse de transport, u(i), à travers la
valeur absolue de la vitesse moyenne , V :

u(i)=V Z(i); Z(i)(γ∇P )≡
K(i)

(
θ

(i)
1 a1 + θ

(i)
2 a2

)

√(
K̂11 a1 + K̂12 a2

)2

+
(
K̂21 a1 + K̂22 a2

)2
,

(4.16)
Dans ce travail nous utilisons deux paramètres pour décrire la direction

d’écoulement : l’angle du gradient de pression, γ∇P , et l’angle de la vitesse
moyenne, γV . Nous allons montrer dans la section 7.2, que ces deux para-
mètres ne sont pas égaux pour un milieu anisotrope dans le cas général.

Dans notre algorithme les données initiales sont : les épaisseurs des frac-
tures, h(i), les perméabilités des fractures, K(i), et la direction du gradient de
pression. Le vecteur de vitesse sera donc calculé par (4.15) et (4.16), et sera
utilisé pour résoudre le problème cellulaire de la dispersion.
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Chapitre 5

Méthode de ”Stream

configuration”
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5.1 Phénomène de dégénérescence de la ”s-

tream configuration”

La résolution du problème de dispersion en milieu fracturé conduit à une
singularité mathématique : le problème devient non-unique. Physiquement,
cela est provoqué par la dégénérescence du processus réel, qui a lieu dans les
nœuds d’intersection des flux. Ce phénomène et sa résolution sont étudiés
dans ce chapitre.

5.1.1 Formulation équivalente

Nous examinons maintenant le problème (4.5) pour une valeur de k fixé
k=1, 2. Ce problème détermine la fonction cellulaire Φk, responsable du ten-
seur de dispersion. Avant d’analyser le cas limite des fractures minces, nous
devons réécrire le problème (4.5) sous la forme conservative et équivalente :





∂u1Φk

∂η1

+
∂u2Φk

∂η2

=
φVk

〈φ〉 , η∈Yφ;

〈Φ〉 = 0, (Φk−yk) est périodique selon y.

(5.1)

Cette relation est obtenue en utilisant la propriété de non divergence de
la vitesse de transport selon (4.4) :

∂ui

∂ηi

=
∂

∂ηi

(
K
∂Ψ

∂ηi

)
λ(S)|∇P | = 0.

La condition nécessaire et suffisante d’existence de la solution périodique
pour l’équation différentielle (5.1) est satisfaite. En effet, si nous écrivons
l’équation (5.1) pour la fonction ϕk, on obtient :

∂uiϕk

∂ηi

=
φVk

〈φ〉 − uk. (5.2)

Une solution périodique existe si et seulement si la moyenne de l’extré-
mité droite est égale à zéro. Cette condition est évidemment vérifiée grâce à
(2.34b).

Il est à remarquer que la condition de périodicité dans (5.1) implique que
la relation Φk(y±1)−yk = Φk(y)−yk peut être appliquée pour n’importe quel
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y, sauf lorsque la fonction Φk(y) est discontinue. En particulier, la disconti-
nuité peut apparaitre dans une frontière de cellule comme il va être montré
dans les sections suivantes.

Comme précédemment dans le cas limite (4.6), la solution généralisée
peut seulement être obtenue pour (5.1). En effet, dès que l’équation basique
est du premier ordre, elle peut avoir des solutions discontinues. De plus, dans
le cas limite on peut montrer que la solution continue n’existe pas.

Dans le cas (4.6), le problème (5.1) est transformé en une équation ordi-
naire différentielle pour chaque fracture et en une équation de conservation
pour chaque nœud (for k=1, 2) : η ∈ Y (i) :

u
(i)
1

∂Φ
(i)
k

∂η1

=
φ(i)Vk

〈φ〉 , i = 1, 3; u
(i)
2

∂Φ
(i)
k

∂η2

=
φ(i)Vk

〈φ〉 , i = 2, 4; (5.3a)

η ∈ U (12), U (23), U (34), U (41) :

−u(1)ϕ
(1)
k h(1) − u(2)ϕ

(2)
k h(2) + u(3)ϕ

(3)
k h(3) + u(4)ϕ

(4)
k h(4) = 0. (5.3b)

La condition de moyenne égale à zéro dans (5.1) nous donne :

h(1)

l∫

−l

Φ
(1)
k (η1)dη1 + h(2)

l∫

−l

Φ
(2)
k (η2)dη2 +

h(3)

l∫

−l

Φ
(3)
k (η1)dη1 + h(4)

l∫

−l

Φ
(4)
k (η2)dη2 = 0. (5.3c)

Les relations (5.3b) sont obtenues par intégration des équations différen-
tielles (5.2) sur un volume arbitraire ω autour d’un nœud (figure 4.2) et en
faisant tendre ce volume vers zéro. Les segments 3 et 4 sont reproduits par
périodicité. L’extrémité gauche de (5.2) nous donne :

∫

ω

∂(uiϕk)

∂ηi

dη =

∫

∂w

uiϕknidη

(n est le vecteur normal extérieur). Cette relation conduit à l’extrémité
gauche de (5.3b). L’extrémité droite de (5.1), intégrée sur le volume examiné,
est d’ordre h2 et tend vers zéro quand h→0. Nous obtenons donc (5.3b).
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a
b c

Fig. 5.1 – Processus variés dans un nœud : un mélange total des flux entrant
(a) ; un passage indépendant des flux (b) ; un mélange partiel (c)

5.1.2 Non-unicité du problème

Selon (5.3a), la fonction cellulaire ϕ
(i)
k , (k=1, 2), est linéaire :

Φ
(i)
k = β

(i)
k η1 + α

(i)
k , i = 1, 3; Φ

(i)
k = β

(i)
k η2 + α

(i)
k , i = 2, 4; (5.4)

β
(i)
k =

Vk

v
(i)
1 〈φ〉

, i = 1, 3; β
(i)
k =

Vk

v
(i)
2 〈φ〉

, i = 2, 4. (5.5)

Pour un k donné, nous avons deux relations (5.3b) et (5.3c) pour quatre

coefficients α
(i)
k . La solution est donc non-unique.

La non-unicité du problème limite a une origine physique claire. Elle est
causée par l’effet de dégénérescence de la configuration des flux dans les
nœuds des intersections des fractures. La nature de cet effet est la suivante.
Comme nous avons déjà dit, l’équation différentielle (5.1) décrit le transport
convectif de saturation locale Φk sans diffusion. Supposons que deux flux
avec des saturations différentes (S1 et S2) entrent dans le nœud par les deux
fractures (figure 5.1).

Plusieurs processus peuvent être observés dans un nœud entre les deux
flux : un mélange total, un mélange partiel ou un passage indépendant. Selon
le type de processus hydrodynamique dans un nœud, nous pouvons obtenir les
différentes possibilités pour les deux autres saturations (S3 and S4), sortant
de ce nœud selon deux autres fractures. Si les flux entrants sont totalement
mélangés à l’intérieur d’un nœud (figure 5.1a), les deux autres flux sortant
de ce nœud vont transporter des saturations identiques : S3=S4. Si les deux
flux entrants passent au travers d’un nœud de façon indépendante sans aucun
mélange (figure 5.1b), les flux sortants vont transporter les même saturations
que dans les flux entrants : S1=S4, S2=S3. La configuration des flux la plus
complexe est montrée dans la figure 5.1c où le mélange partiel a lieu, c’est-
à-dire S2=S3 et S4 est une combinaison pondérée de S1 et S2.
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Dans la limite des fractures très minces, le volume d’un nœud tend vers
zéro. Cela entraine la dégénérescence des configurations des flux dans un
nœud ou la perte d’information à propos des configurations des flux. Cela
conduit à la non-unicité physique.
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5.2 Régularisation du problème

5.2.1 Restriction générale pour les configurations des

flux

Pour régulariser le problème cellulaire (5.3), il est nécessaire de construire
certaines conditions additionnelles, représentant la vrai configuration géomé-
trique des lignes de courant dans un nœud de volume fini. Comme nous
l’avons vu, une configuration des flux dans un nœud impose des conditions
assez précises sur la saturation des flux sortant d’un nœud.

Dans un volume fini, la structure des flux est déterminée par le champ
de vitesse et par la géométrie constructive du nœud. Dans cette circonstance
il devient pratiquement impossible de formuler toutes les conditions structu-
rales existantes. Heureusement, dans le cas examiné (faible volume de nœud),
les flux peuvent être considérés comme indépendant de la géométrie du nœud.

En effet, dans un petit nœud l’indépendance des différents flux est moins
probable. Les flux doivent donc être mélangés. Plus le nœud est petit, plus le
degré de mélange est important. Pour le cas des fractures très minces, nous
acceptons donc la condition du mélange total des différents flux entrant dans
chaque nœud. On en déduit que les saturations de tout les flux sortants sont
identiques :

Φ
(i)
k = Φ

(j)
k dans un nœud, (5.6)

où les indices i et j correspondent aux flux sortant du nœud.
Cette condition nécessite de distinguer les flux entrants et sortants, au-

trement dit les directions des flux. Un schéma géométrique fixé pour une
cellule, qui détermine les directions des flux dans chaque fracture, va être
appelé configuration des flux. Les exemples des différentes configurations des
flux sont montrés figure 5.2. La configuration des flux représente donc un en-
semble de flèches dans la cellule, qui montre la direction dans chaque canal.

Pour les différentes configurations des flux la condition générale de mé-
lange (5.6) va prendre un aspect concret. Le problème consiste donc en la
détermination de toutes les configurations des flux probables.
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5.2.2 Sélection des configurations des flux indépen-

dants

Pour un réseau fracturé périodique, consistant en quatre canaux minces
(dans lesquels un flux a seulement deux directions), le nombre total des confi-
gurations des flux est 24. Néanmoins, tous les schémas géométriques formels
ne sont pas indépendants et tous les schémas ne sont pas réalisés. Nous allons
montrer que le nombre des configurations des flux, indépendants et admis-
sibles, est seulement de trois dans le cas bidimensionnel.

Chaque flux est caractérisé par la direction d’écoulement, ou par le signe
de la vitesse d’écoulement, u(i). A leur tour, les orientations de vitesse d’écou-
lement dépendent de γ∇P , un angle entre le gradient de la pression moyenne
et l’axe x1. Il est suffisant d’analyser la variation de γ∇P dans le secteur prin-
cipal : γ∇P ∈ [0;π/4]. Les situations hors de ce secteur principal peuvent être
obtenues par la permutation symétrique des indices appropriés, ces situations
seront présentées dans la section suivante.

En effet, supposons que la direction d’écoulement est dans le secteur prin-
cipal, c’est-à-dire a1∈[1/

√
2; 1], a2∈[0; 1/

√
2]. Rappelons quelques propriétés.

Premièrement, selon (4.15b) le vecteur vitesse dans une fracture est propor-
tionnel à

u(i) ∼ θ
(i)
1 a1 + θ

(i)
2 a2. (5.7)

Deuxièmement, selon (4.12) les coefficients θ
(i)
k sont toujours positifs sauf

θ
(2)
1 et θ

(4)
1 , qui sont négatifs. Les vitesses u(1) et u(3) sont donc toujours

positives dans le secteur principal, alors que les deux autres composantes,
u(2) et u(4), peuvent changer de signe. En outre, nous allons montrer que ces
deux composantes ne peuvent pas être positives en même temps. Pour cela
on écrit (4.12) comme :

u(2) ∼ − a1

(
K(1)h(1) +K(4)h(4)

)
+ a2

(
K(3)h(3) +K(4)h(4)

)
,

u(4) ∼ − a1

(
K(2)h(2) +K(3)h(3)

)
+ a2

(
K(1)h(1) +K(2)h(2)

)
.

(5.8)

La somme de ces composantes est

u(2) + u(4) ∼ (a2 − a1)

(
4∑

i=1

K(i)h(i)

)
≤ 0. (5.9)

Puisque la somme u(2)+u(4) est toujours positive, alors u(2) et u(2) ne peuvent
pas être positifs en même temps.
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Fig. 5.2 – Les configurations possibles (I, II, III) et la configuration impos-
sible (IV), pendant l’écoulement dans le secteur principal

Dans le secteur principal il y a donc seulement trois configurations pos-
sibles (figure 5.2) :

Configuration I : u(2) < 0, u(4) < 0;

Configuration II : u(2) < 0, u(4) > 0;

Configuration III : u(2) > 0, u(4) < 0.

(5.10)

Hors du secteur principal les résultats obtenus sont valides, mais la per-
mutation suivante des indices et des variables doit être effectuée :

Quand γ∇P ∈ [π/4;π/2] : y1 → y2, y2 → y1, γ∇P → π/2 − γ∇P ,
indices (1) → (3), (3) → (1).

Quand γ∇P ∈ [π/2; 3π/4] : y1 → y2, y2 → −y1, γ∇P → γ∇P − π/2,
indices (1) → (4), (2) → (1), (3) → (2), (4) → (3).

Quand γ∇P ∈ [3π/4;π] : y1 → −y1, γ∇P → π − γ∇P ,
indices (1) → (2), (2) → (1), (3) → (4), (4) → (3).

Quand γ∇P ∈ [π; 5π/4] : y1 → −y1, y2 → −y2, γ∇P → γ∇P − π,
indices (1) → (3), (2) → (4), (3) → (1), (4) → (2).

Quand γ∇P ∈ [5π/4; 3π/2] : y1 → −y2, y2 → −y1, γ∇P → 3π/2−γ∇P ,
indices (2) → (4), (4) → (2).

Quand γ∇P ∈ [3π/2; 7π/4] : y1 → −y2, y2 → y1, γ∇P → γ∇P − 3π/2,
indices (1) → (2), (2) → (3), (3) → (4), (4) → (1).

Quand γ∇P ∈ [7π/4; 2π] : y2 → −y1, γ∇P → 2π − γ∇P ,
indices (1) → (4), (2) → (3), (3) → (2), (4) → (1).

5.2.3 Conditions des configurations

Pour chaque configuration, il y a seulement deux nœuds, qui mènent
aux conditions des configurations (5.6). Ces expressions prennent la forme
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suivante (k=1, 2) :

Config. I : Φ
(3)
k

∣∣∣
U34

= Φ
(2)
k

∣∣∣
U12

, Φ
(1)
k

∣∣∣
U14

= Φ
(4)
k

∣∣∣
U14

;

Config. II : Φ
(3)
k

∣∣∣
U34

= Φ
(4)
k

∣∣∣
U34

, Φ
(3)
k

∣∣∣
U34

= Φ
(2)
k

∣∣∣
U12

;

Config. III : Φ
(1)
k

∣∣∣
U14

= Φ
(4)
k

∣∣∣
U14

, Φ
(1)
k

∣∣∣
U14

= Φ
(2)
k

∣∣∣
U23

.

(5.11)

Pour un k donné, chaque configuration nous donne deux conditions pour
la fonction Φk. Les quatre coefficients α

(i)
k dans (5.4) sont alors déterminés

par les deux conditions et les deux équations (5.3b) et (5.3c). Le problème a
donc une solution unique.

5.2.4 Solution pour le problème cellulaire

La solution Φk peut être maintenant construite. Notons que les équations
(5.3b) et (5.3c) prennent la forme :

u(3)α
(3)
k h(3) + u(4)α

(4)
k h(4) − u(1)α

(1)
k h(1) − u(2)α

(2)
k h(2) = 0, (5.12)

4∑

i=1

h(i)α
(i)
k = 0. (5.13)

En ajoutant les conditions des configurations découlant de (5.11), nous

obtenons un système linéaire algébrique de quatre équations pour α
(i)
k , k

prenant une valeur donnée (k=1, 2) :

4∑

i=1

λmiα
(i)
k = µm,k, m = 1 − 4, (5.14)

les coefficients du système sont définis comme (i=1 − 4, k=1, 2) :

λ1i = h(i), µ1,k = 0;

λ2i = (−1)(δi3+δi4)u(i)h(i), µ2,k = 0;

λ3i =

{
δi1 − δi4, Conf. I, III;
δi3 − δi4, Conf. II;

µ3,k =





l
(
β

(1)
k + β

(4)
k

)
, Conf. I, III;

l
(
β

(3)
k − β

(4)
k

)
, Conf. II;

λ4i =

{
δi2 − δi3, Conf. I, II;
δi1 − δi2, Conf. III;

µ4,k =





−l
(
β

(2)
k + β

(3)
k

)
, Conf. I, II;

l
(
β

(1)
k − β

(2)
k

)
, Conf. III.

(5.15)

Une fois les coefficients α
(i)
k et β

(i)
k déterminés, la solution (5.4) du pro-

blème cellulaire pour la dispersion est alors construite.
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5.3 Comportement du tenseur de dispersion.

Dispersion singulière

5.3.1 Solution pour le tenseur de dispersivité

Une fois que les deux familles des problèmes cellulaires sont résolues, le
tenseur de dispersion (2.39) peut être calculé. En combinant les solutions
pour les problèmes cellulaires (4.11), (5.4), les relations (4.12), (5.6) et (5.14)

pour les paramètres θ
(i)
k , β

(i)
k et α

(i)
k , et la relation (4.16) pour la vitesse de

transport u, nous obtenons le résultat suivant pour le tenseur de dispersivité :

1

ε
æik(γ∇P ) =

1

2

4∑

j=1

(−1)i(j−1)+1h(j)α
(j)
k (γ∇P )Z(j)(γ∇P ), i, k = 1, 2.

(5.16)
Selon les résultats obtenus, les dispersivités pour un milieu poreux donné

ne sont pas constantes, car elles dépendent de la direction du gradient de
pression macroscopique, γ∇P . Les dispersivités ne sont donc pas les proprié-
tés intrinsèques du milieu poreux, mais elles dépendent du processus. Elles
peuvent être considérés comme des paramètres intrinsèques, si γ∇P est fai-
blement variable, c’est-à-dire si l’écoulement macroscopique est presque mo-
nodimensionnel.

Remarquons que dans le cas de la perméabilité macroscopique scalaire,
γ∇P est égale à l’angle de la direction du vecteur de vitesse macroscopique.
Cela n’est pas le cas quand le milieu est anisotrope à grande échelle, car la
vitesse V n’est plus parallèle au gradient de pression.

L’intérêt pratique est en règle générale de calculer la dispersion longitu-
dinale et transversale. La composante longitudinale correspond à la direction
de la vitesse d’écoulement macroscopique. Dans le cas du milieu anisotrope à
grande échelle (par rapport à la perméabilité), la vitesse macroscopique n’est
pas parallèle au gradient de pression et elle est caractérisée par l’angle γV

(qui n’est pas égal à γ∇P ).
Nous allons pourtant utiliser une autre définition de la dispersion lon-

gitudinale et transversale, en les associant aux coordonnées principales du
tenseur de dispersivité. Il est connu que le tenseur est diagonal dans ces co-
ordonnées. La composante longitudinale correspond à l’élément diagonal qui
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a une valeur absolue maximale. Il est possible de montrer que cette définition
est correcte car l’une des directions principales du tenseur de dispersivité est
toujours égale à la direction de l’écoulement macroscopique.

Pour transformer le tenseur æik de deuxième rang æik, déterminé par
(5.16), des coordonnées (x1, x2) dans les coordonnées principales, il est suffi-
sant d’utiliser la relation générale de matrice :

æ = Q · S ·R∗,

où Q et R sont des matrices unitaires, R∗ est conjuguée à R, et S est une
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs singulières
de æ. Les valeurs singulières de la matrice æ sont les racines carrées non
négatives des valeurs propres du produit æ · æ∗, où æ∗ est conjuguée à æ.

5.3.2 Simulation de la dispersivité

Même si toutes les dérivations analytiques ont été effectuées sous la forme
adimensionnelle, les résultats des simulations numériques vont être présentés
sous la forme dimensionnelle pour les comparer avec certains résultats connus
et attendus. Le tenseur dimensionnel de dispersivité va être désigné par ædim

ik .
Il est relié à la dispersivité dimensionnelle par :

ædim
ik = ε · æik · L∗ = æikl

∗.

Les paramètres pour les simulations ont été choisis pour être similaires
à ceux utilisés dans Neuweiler et al. (2003) : l’échelle d’hétérogénéité est
l∗=0.44m et la longueur du domaine est L∗=25m, le degré d’hétérogénéité
est donc ε=0.0176. Nous examinons le milieu bi-perméable, supposant que
la perméabilité des fractures ne peut avoir que deux valeurs : K1 ou K2.
Le rapport des perméabilités est n=K1/K2. En même temps l’épaisseur de
fracture est supposé être constante dans toute la cellule, h=0.01 · l∗, pour
minimiser le nombre des paramètres. Les exemples des cellules examinées
sont montrées en figure 5.3, où les segments noir sont plus perméables.

Le gradient de pression est supposé parallèle à l’axe x1 et donc γ∇P =0.
Comme nous l’avons remarqué plus tôt, cela ne signifie pas que la vitesse
macroscopique d’écoulement est orientée suivant x1, car dans le milieu ani-
sotrope la vitesse d’écoulement n’est pas parallèle au gradient de pression.

Pour le cas de K1/K2=5, l’angle de vitesse macroscopique par rapport à
l’axe horizontal, γV , les dispersivités dimensionnelles longitudinale et trans-
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Fig. 5.3 – Géométries différentes des réseaux fracturés utilisés dans les simu-
lations : les segments noirs sont plus perméables

(b) (c)

Fig. 5.4 – Dispersivité dimensionnelle ædim
L et ædim

T , (m) en fonction du
rapport de perméabilité n = K1/K2 pour les cas (b) et (c).

versale, ædim
L , (m) et ædim

T , (m) sont respectivement :

(a) :



γV = 0◦

ædim
L = 0

ædim
T = 0

(b) :



γV = 33.7◦

ædim
L = 0.159

ædim
T = 0

(c) :



γV = 18.4◦

ædim
L = 0.075

ædim
T = 0.029

(d) :



γV = 0◦

ædim
L = 0.11

ædim
T = 0

(5.17)
Dans les cas (a) et (d) la direction longitudinale est la même que la direc-

tion du gradient de pression (axe x1), dans le cas (a) la dispersion est donc
nulle car le milieu est symétrique par rapport à la direction d’écoulement
macroscopique. Au contraire, dans le cas (d), seule la dispersion transver-
sale est égale à zéro car le milieu est symétrique par rapport à la direction
transversale.

Dans les cas (b) et (c), la vitesse moyenne n’est plus parallèle à l’axe x1.
Dans le cas (c), la dispersion longitudinale et la pente de la vitesse sont deux
fois plus faible que dans le cas (b).

La dépendance des dispersivités longitudinale et transversale du rapport
de perméabilité n est présentée en figure 5.4. La dispersion longitudinale est
une fonction presque linéaire de n avec les tangentes 0.039 (cas (b)) et 0.018
(cas (c)). La dispersion transversale est toujours beaucoup plus faible que
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la longitudinale et elle est une fonction non linéaire de n qui se stabilise
rapidement quand n augmente. La dispersion transversale peut donc être
considéré approximativement indépendante du rapport de perméabilité.

Tous ces résultats sont qualitativement cohérents aux propriétés géomé-
triques du milieu.

5.3.3 Effet de la dispersion singulière

Les solutions développées révèlent un comportement singulier du tenseur
de dispersion, de telle manière qu’une ou plusieurs composantes du tenseur
de dispersion deviennent infinies.

Les composantes calculées du tenseur de dispersion sont montrées en fi-
gure 5.5 comme une fonction de la direction du gradient de pression. Nous
pouvons remarquer que dans le cas de la géométrie (b), la composante
æL manifeste un comportement singulier aux alentours de l’angle critique
γ∗
∇P = 45◦. Dans le cas de la géométrie (c) la dispersion a deux régimes

singuliers. Entre ces deux régimes, l’écoulement est gouverné par la ”stream”
configuration II.
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Fig. 5.5 – Dispersivité longitudinale, æL, (m) en fonction de la direction du
gradient de pression, γ∇P , pour les cas (b) et (c).

L’augmentation infinie du tenseur de dispersion dans un régime singu-
lier est donc causée par la création de zones stagnantes dans chaque cellule,
conduisant à l’emprisonnement des fluides.

La raison de la singularité est reliée à la création des zones stagnantes,
dans lesquelles le fluide est immobile. En effet, dans tous les régimes cri-
tiques, la vitesse d’écoulement est égale à zéro dans certaines fractures. Par
exemple, dans le cas (b) en figure 5.5, les zones stagnantes apparaissent dans
les segments Y (2) et Y (4).
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5.3.4 Comparaison avec les autres résultats

Dans Neuweiler et al. (2003) la dispersivité est calculée pour l’écoulement
diphasique. L’hétérogénéité du milieu poreux est modélisée par les fluctua-
tions stochastiques du champ de vitesse. L’écoulement est supposé stable, le
rapport de viscosité, µ = µ1/µ2, est égale à 0.5 ou 1.2 pour les différents cas.

La dispersivité obtenue, æ, varie entre 0.1 m et 0.2 m. Selon les résultats
montrés en figure 5.4 et dans le tableau précédent, les dispersivités obtenues
dans le présent travail sont entre 0 et 0.8 m. Cela est du même ordre de
grandeur.

Une comparaison plus précise peut être réalisée pour le cas du transport
inerte en écoulement monophasique, simulé par exemple dans Edwards et al.
(1991), Edwards et al. (1992), Tran (2000). Dans Tran (2000) l’́ecoulement de
Stokes autour d’un réseau de cylindres solides a été étudié numériquement.
La période élémentaire est montrée en figure 5.6a. La perméabilité locale
dans ce cas est égale à 1.

La structure de cellule que nous utilisons dans notre travail (figure 5.6b)
est approximativement similaire mais elle diffère légèrement de celle de Tran
(2000).

(a) (b)

Fig. 5.6 – Un milieu utilisé dans Tran (2000) (a) et dans le présent travail
(b)

Pour ce cas nous pouvons utiliser la même relation (2.39) pour le tenseur
de dispersion, dans laquelle, pourtant, toutes les fonctions de saturation sont
éliminées :

D̂ik = Din

(〈φϕi〉Vk

〈φ〉 − 〈ϕkvi〉
)
,

où Din est un coefficient de diffusion microscopique. Les résultats peuvent
être comparés sous la forme des tenseurs normalisés : D̂/Din.

Le comportement de la dispersion longitudinale (déterminée comme dé-
taillé dans la section 7.2) en fonction de l’angle γ∇P est présenté. Nous avons
utilisé les données de Tran (2000) obtenus pour Pe = 100 et pour un milieu
isotrope.
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Fig. 5.7 – Dispersion longitudinal D̂L/Din en fonction de l’angle du gradient
de pression, γ∇P : 1 - solution analytique de travail présent ; 2 et 3 - simulation
numérique de Tran (2000) pour φ=0.6, φ=0.4 respectivement.

La comparaison révèle trois conclusions significatives :
i) le comportement global des solutions obtenues dans la présente étude

montre une bonne concordance quantitative et qualitative avec les résultats
numériques obtenus par les autres auteurs ;

ii) les données numériques de Tran (2000) justifient l’existence des régimes
singuliers de dispersion ; le point de la singularité (γ∇P = 45◦) est exactement
déterminé ;

iii) pour les cas examinés, les coefficients obtenus pour la dispersion sont
indépendants de la porosité du milieu. Cela est plus ou moins en concor-
dance avec les données numériques (la différence entre les courbes 2 et 3 est
négligeable) ;

iv) la faible différence entre notre courbe et les données numériques quand
γ∇P → 0 est liée à la différence entre les géométries des cellules. De plus,
dans le présent travail, la dispersion microscopique provoquée par les profils
de vitesse non uniforme à l’intérieur de chaque fracture a été négligée. Au
contraire, dans Tran (2000) cette composante de la dispersion microscopique
a été prise en compte. Grace à cela, la dispersion dans les courbes 2 et 3
n’est jamais nulle et reste un peu plus importante que celle calculée dans le
présent travail.
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5.3.5 Conclusion pour le chapitre 5

Nous avons analysé dans le détail le cas du milieu fracturé périodique
constitué de fractures très minces avec des épaisseurs variables. Une fracture
mince signifie que la limite est examinée quand l’épaisseur de fracture tend
vers zéro. Puisque la structure limite du réseau fracturé devient singulière,
nous avons examiné la solution généralisée pour les problèmes cellulaires li-
mites. Le cas de nombre capillaire illimité a été le seul étudié.

La première famille des problèmes cellulaires, qui est décrite par une équa-
tion elliptique, reste régulière dans le cas limite. Sa solution est construite
sous une forme analytique. Cette solution nous permet de déterminer la per-
méabilité effective du milieu et les composantes de la vitesse de transport,
qui entrent dans la deuxième famille.

La deuxième famille des problèmes cellulaires est décrite par une équa-
tion de transport du premier ordre en fonction de la saturation locale. Il a
été montré que, contrairement au premier cas, la deuxième famille devient
irrégulière dans le cas des épaisseurs limites. La solution est alors non unique.
La non unicité est causée par un effet physique, appelé la dégénérescence de
la ”stream configuration”, qui a lieu dans les nœuds d’intersection des frac-
tures. En effet, quand plusieurs flux passent à travers un nœud d’intersection,
la saturation des flux sortants n’est pas suffisamment défini par le mélange
des flux à l’intérieur du nœud. Plusieurs possibilités existent : deux flux
peuvent se mélanger, ils peuvent s’écouler indépendamment l’un de l’autre
ou ils peuvent être partiellement mélangés. Quand le volume d’un nœud tend
vers zéro, toutes les configurations à l’intérieur du nœud sont dégénérées et
l’information à propos de l’écoulement est donc perdue. Cette situation n’a
pas été observée pour un écoulement monophasique homogène, décrit par
une équation elliptique.

Pour régulariser le problème, nous proposons une classe de conditions ad-
ditionnelles, appelées conditions de configuration, qui représentent une vraie
configuration des flux dans un nœud de volume infini. Pour un petit volume,
cette condition de configuration implique un mélange total entre les flux en-
trants. Puisque une condition de configuration distingue les flux entrants
et sortants, sa formulation mathématique dépend de l’orientation des flux.
Nous avons détecté tous les schémas possibles, en montrant que leur nombre
est fini pour un réseau périodique. Le problème cellulaire, complété avec les
conditions de configurations, a été résolu analytiquement.

Grâce à cette solution, nous avons obtenu une relation générale analy-
tique pour le tenseur de dispersion, qui est représenté sous la forme factorisé.
Un facteur est responsable de la non linéarité et il est proportionnel à la vi-
tesse d’écoulement et à la dérivé de la fonction de l’écoulement fractionné. Le
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deuxième facteur est la dispersivité, qui est responsable de l’hétérogénéité du
milieu. Nous avons montré que pour le cas diphasique, le tenseur de disper-
sivité n’est pas un paramètre strictement intrinsèque du milieu car il dépend
de la pente du gradient de pression macroscopique. Des exemples de calcul
de dispersion longitudinale et transversale sont présentés.

Nous avons mis en évidence des régimes de dispersion singuliers, dans
lesquelles le tenseur de dispersion devient illimité. Dans le régime singulier,
la zone stagnante apparâıt dans certaines fractures qui conduisent à l’em-
prisonnement des fluides. Nous proposons une explication au fait que cet
emprisonnement provoque une dispersion infinie.

La comparaison de nos résultats avec les données numérique des autres
auteurs, obtenus à l’aide des autres méthodes, a révélée une bonne concor-
nance d’un point de vue quantitatif. L’existence des régimes singuliers est
confirmée par des données numériques.
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Chapitre 6

Upscaling du milieu fracturé

désordonné
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6.1 Approche semi-analytique de l’upscaling

de la perméabilité en milieu poreux frac-

turé

Pour un milieu désordonné nous proposons une approche similaire à celle
que nous avons développé pour le cas périodique. Dans le cadre de cette
approche, les solutions analytiques peuvent être obtenues pour les problèmes
cellulaires avec certains paramètres qui doivent être calculés numériquement.
C’est pourquoi nous appelons cette approche semi-analytique.

6.1.1 Homogénéisation et upscaling

Dans le cas du milieu désordonné, l’approche développée peut également
être appliquée, mais sous la version modifiée qui prend en compte la non
périodicité du milieu. Comme d’habitude, dans ce cas les vrais paramètres
homogénéisés, même si ils existent, ne sont pas significatifs dans la pratique.
L’objectif concerne les paramètres moyennés sur chaque cellule du maillage
hydrodynamique, utilisée dans la simulation du réservoir. Cette procédure,
appelée ”upscaling”, diffère légèrement de l’homogénéisation théorétique. En
effet, cette dernière représente une procédure de prise de moyenne sur l’échelle
de l’hétérogénéité propre (une période ou un volume représentatif élémen-
taire) tandis que l’upscaling implique la prise de moyenne sur un fragment
du milieu (une cellule hydrodynamique) imposé par les facteurs extérieurs.
D’après cela, l’upscaling produit une perméabilité équivalente qui n’est pas
égale à la it perméabilité effective provenant de l’homogénéisation. Plus pré-
cisément, la perméabilité équivalente n’est pas une propriété intrinsèque du
milieu et elle dépend de la dimension et de la forme du maillage hydrodyna-
mique de même que des conditions aux limites sur la cellule.

Malgré cette différence, les résultats d’upscaling (les équations macro-
scopiques et le problème cellulaire) sont simplement empruntés à la théorie
d’homogénéisation. La condition de périodicité pour le problème cellulaire est
également empruntée pour le cas non périodique à la place des vraies condi-
tions aux limites qui sont inconnue a priori. En effet, les vraies conditions
aux limites pour une cellule hydrodynamique sont couplées avec l’écoulement
dans les cellules hydrodynamique voisines. Ces conditions vont conduire au
couplage entre tous les problèmes cellulaires et à une procédure d’upsca-
ling inefficace. Pour éviter ce défaut, chaque problème cellulaire est formulé
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comme un problème indépendant en utilisant les conditions de périodicité
(ou certaine version proche de la périodicité).

D’après cela, nous pouvons appliquer la technique de calcul de la perméa-
bilité homogénéisée et du tenseur de dispersion pour effectuer l’upscaling du
milieu désordonné.

De la même manière, toutes les autres versions de la méthode, caractérisée
par les autres conditions aux limites pour le problème cellulaire, peuvent être
analysées.

6.1.2 Perméabilité en milieu poreux fracturé

Pour un milieu poreux fracturé, nous pouvons introduire le rapport des
perméabilités moyennes, qui est toujours un petit paramètre :

ω ≡ 〈Km〉
〈Kf〉

≪ 1, (6.1)

où les parenthèses angulaires signifient un simple prise de moyenne volu-
mique.

D’après cela, la perméabilité locale du milieu peut être représentée sous
la forme suivante :

K(y) =

{
Kf (y), y ∈ Y f ,
ωKm(y), y ∈ Y m (6.2)

où les fonctions Km et Kf sont de même ordre de grandeur ; les indices ”f”
et ”m” correspondent respectivement à la ”fracture” et à la ”matrice”.

Nous examinons une cellule unitaire hydrodynamique adimensionnelle
Y={−1/2<yi<1/2, i=1, 2, 3} de telle manière que la longueur linéaire de
cellule est égale à 1. Si les xi sont les coordonnées macroscopiques du ré-
servoir et ε est la longueur d’une cellule hydrodynamique, alors yi=xi/ε. La
structure d’hétérogénéité à l’intérieur de Y est désordonnée. Soit Γ l’interface
entre les fractures et la matrice.

Le tenseur de perméabilité équivalente est déterminé de manière similaire
à la perméabilité effective (2.35) :

K̂ik =

〈
K(y)

(
∂ψk

∂yi

+ δik

)〉
, i, k=1, 2, 3, (6.3)

où les fonctions cellulaires ψk(y) (k = 1, 2, 3) sont les solutions du problème
suivant sur la cellule Y :




∂

∂yi

(
K(y)

(
∂ψk

∂yi

+ δik

))
= 0, y∈Y,

〈ψk〉 = 0, (ψk) est périodique selon y.

(6.4)
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Comme indiqué, nous acceptons les conditions de périodicité pour le pro-
blème cellulaire malgré le fait que le milieu n’est pas périodique. Cela est
simplement une approximation basée sur la supposition que la cellule hy-
drodynamique examinée est plus grande que l’échelle propre d’hétérogénéité.
Dans ce cas, les conditions de périodicité donnent une bonne approximation
de la vraie situation.

6.1.3 Décomposition de la contribution de la matrice

et des fractures

Nous avons développé une méthode semi-analytique pour trouver la solu-
tion du problème cellulaire, basée sur la décomposition des parties contribuées
par les fractures et par la matrice. Cette méthode représente une technique
de perturbation sur le paramètre ω.

Selon cette méthode, nous représentons les fonctions cellulaires ψk sous
la forme de séries asymptotiques sur ω :

ψα
k = ψα

k0 + ωψα
k1 +O(ω2), α = f,m. (6.5)

En substituant l’expansion (6.5) dans (6.3) et dans le problème cellulaire
(6.4), tout en collectant les termes de même puissance de ω, nous obtenons
une forme décomposée pour le tenseur de perméabilité effective pour un mi-
lieu poreux fracturé :

K̂ik = K̂ik0 + ωK̂ik1 (6.6)

K̂ik0 =

∫

Yf

Kf

(
∂ψf

k0

∂yi

+ δik

)
dy, K̂ik1 =

∫

Ym

Km∂ψ
m
k1

∂yi

dy +

∫

Yf

Kf ∂ψ
f
k1

∂yi

dy

Le premier terme décrit la perméabilité effective (ou équivalente) des frac-
tures, qui est la contribution principale des fractures dans la perméabilité ma-
croscopique quand la matrice est supposé imperméable. Le deuxième terme
correspond à la contribution de la matrice et à l’écoulement secondaire dans
les fractures, provoqué par l’écoulement à travers la matrice. Les contribu-
tions des fractures et de la matrice sont donc décomposées.

Les fonctions cellulaires ψf
k0, ψ

m
k1 et ψf

k1 sont définies comme les solutions
des problèmes cellulaires décomposés suivants :
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



∂

∂yi

(
Kf (y)

(
∂ψf

k0

∂yi

+ δik

))
= 0, y∈Y f

Kf ∂ψ
f
k0

∂n

∣∣∣∣∣
Γ

= 0,
〈
ψf

k0

〉
f

= 0
(6.7)





∂

∂yi

(
Km(y)

(
∂ψm

k0

∂yi

+ δik

))
= 0, y∈Y m

ψm
k0

∣∣∣
Γ

= ψf
k0

∣∣∣
Γ

(6.8)





∂

∂yi

(
Kf (y)

∂ψf
k1

∂yi

)
= 0, y∈Y f

Kf ∂ψ
f
k1

∂n

∣∣∣∣∣
Γ

= Km∂ψ
m
k0

∂n

∣∣∣∣
Γ

,
〈
ψf

k1

〉
f

= 0

(6.9)

Le symbole 〈·〉f ou 〈·〉m ne signifie la prise de moyenne que sur les fractures
ou que sur la matrice.

Le premier problème décrit la contribution basique des fractures, le
deuxième problème correspond à la contribution de la matrice et le troisième
problème représente un écoulement secondaire dans une fracture, provoqué
par l’écoulement à travers la matrice.

La perméabilité effective des fractures, K̂ik0, est dominante (si l’ouverture
de fracture divisée par la longueur de cellule est plus importante que ω). Ce
terme peut être calculé par la méthode de ”stream-configuration” développée
dans le chapitre 5.

Selon le rôle secondaire de la matrice, le deuxième terme dans (6.6) peut
être calculé approximativement comme la moyenne arithmétique.

K̂ik1 ≈ 〈Km〉m δik. (6.10)
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6.2 Calcul de la perméabilité équivalente des

fractures

Le terme principal de la perméabilité équivalente, représentant la contri-
bution pure des fractures (quand la matrice est supposée imperméable), peut
être calculé par la méthode développée dans le chapitre 5.

6.2.1 Structure du réseau des fractures

Dans le cadre du présent projet, nous examinons un cas bidimensionnel.
Considérons une cellule hydrodynamique Y = [0; 1]× [0; 1] avec un réseau de
fractures arbitrairement réparties comme il est montré sur la figure 6.1.

Fig. 6.1 – La structure d’une cellule hydrodynamique

La géométrie du réseau est définie comme suit :
– nombre des fractures, Nfr ;

– positions des centres (x
(i)
c , y

(i)
c ) ;

– orientations des fractures, α(i) ;
– longueurs des fractures, l(i) ;
– ouvertures des fractures, h(i) ;
– perméabilités des fractures, K(i).
Appelons un segment actif la partie d’une fracture qui relie soit deux

nœuds d’intersections des fractures, soit un nœud d’intersection et un nœud
de frontière, et ne contient pas d’autres nœuds. Tous les autres segments
jouent un rôle d’impasse et peuvent être exclus de considération car aucun
écoulement n’a lieu dans ces segments.
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6.2.2 Forme limite du problème cellulaire pour la per-

méabilité

Pour chaque segment actif Y (i) nous associons des coordonnées locales
cartésiennes η(i), orientées selon ce segment. L’origine de η(i) correspond au
nœud gauche bas. L’angle entre η(i) et les coordonnées cartésiennes y1 est
dénotée α(i).

Soit h(i) l’ouverture adimensionnelle du segment i, égale à la vraie ouver-
ture divisée par la longueur de cellule.

La largeur de fracture est supposé faible par rapport à l’échelle d’une
cellule d’hétérogénéité. Dans le même temps, l’ouverture ne peut pas être
trop faible. Sinon, la contribution des fractures sera de même ordre que celle
de la matrice. Selon (6.6), l’ouverture moyenne adimensionnelle des fractures,
h ≡

〈
h(i)
〉
, doit être plus importante que ω. Nous obtenons donc la restriction

pour la largeur des fractures, qui détermine le domaine de validité de la
méthode :

ω ≪ h≪ 1 (6.11)

Puisque les valeurs d’ouvertures sont faibles, l’écoulement est presque
monodimensionnel dans chaque fracture et orienté selon (Oη). Nous pouvons
alors examiner le cas limite quand h→ 0 comme dans la section 5.1.

L’équation de Laplace (6.4) sera donc transformée en une équation mono-
dimensionnelle différentielle ordinaire (4.10a) selon chaque fracture et dans
la loi de Kirchhoff (4.10b) dans chaque nœud, pour chaque k = 1, 2 donné :

d

dη

(
K(η)

dΨk

dη

)
= 0, Ψk ≡ ψk + yk (6.12a)

et

0 =
∑

±h(i)K
∂Ψk

∂η(i)
(6.12b)

où ”+” correspond au segment actif entrant dans le nœud examiné de gauche
et de bas, tandis que ”-” est pris pour les segments passant de droite et de
haut. La relation (6.12b) est écrite pour tous les nœuds d’intersection des
fractures dans le domaine Y . La sommation dans (6.12b) est effectuée sur
tous les segments croisant le nœud examiné.

Comme dans la section 5.1, la relation (6.12b) est obtenue par intégration
de l’équation (6.4) sur un volume fini ω aux alentours d’un nœud (figure 4.2)
et en faisant tendre ce volume vers zéro.

Ce problème doit être complété avec :
- La condition de continuité pour les fonctions Ψ

(i)
k dans chaque nœud

intérieur. Cela nous donne Ncont équations dans nint nœuds intérieurs.
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- La condition de périodicité pour tous les nœud de bord, c’est-à-dire la
fonction cellulaire ψk a la même valeur dans les deux nœuds opposés.

- La condition que la valeur moyenne est nulle :

〈ψk〉 = 0. (6.13)

Comme nous avons dit précédemment, dans un problème d’upscaling la
périodicité des fonctions cellulaires est un outil approximatif, qui permet
simplement de formuler un problème cellulaire comme indépendant et bien
posé. Cela signifie que dans un vrai milieu désordonné, les nœuds de dord
n’auront pas obligatoirement un nœud symétriquement opposés. Dans cette
situation, nous devons supposer l’existence des faux nœuds de bord opposés
aux vrais nœuds de bord pour appliquer la condition de périodicité.

6.2.3 Solution pour le problème cellulaire

La solution de chaque problème (6.12a), monodimensionnelle pour chaque
segment, a la forme des fonctions linéaires suivantes :

Ψ
(i)
k = θ

(i)
k η + γ

(i)
k , k = 1, 2; i = 1, .., Nfr. (6.14)

La loi de Kirchhoff (6.12b) prend alors la forme suivante :
∑

i

(−1)δh(i)K(i)θ
(i)
k = 0, (6.15)

Comme avant, les conditions de périodicité demandent que la fonction
ψk soit la même sur les nœuds de bord opposées. La condition de continuité
demande que la fonction ψk + yk soit continue dans chaque nœud intérieur.
La condition pour la valeur moyenne (6.13) devient :

∑

i

h(i)l(i)
(

1

2
l(i)
(
θ

(i)
k − cosα(i)

)
+ γ(i)

)
= 0, k = 1,

∑

i

h(i)l(i)
(

1

2
l(i)
(
θ

(i)
k − sinα(i)

)
+ γ(i)

)
= 0, k = 2,

(6.16)

où l(i) est la longueur du segment actif i.

6.2.4 Solution pour la perméabilité équivalente

Selon (6.14), l’opérateur de prise de moyenne est transformé dans la
somme ci-dessous sur tous les segments :

〈·〉 =

Nsegm∑

i=1

h(i)

l∫

0

(·)dη. (6.17)
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La contribution des nœuds, étant de l’ordre de h2, disparâıt quand h→0.
Le tenseur de perméabilité effective prend la forme suivante :

K̂1k =

Nfr∑

i=1

K(i)h(i)l(i)cosα(i)θ
(i)
k ,

K̂2k =

Nfr∑

i=1

K(i)h(i)l(i)sinα(i)θ
(i)
k , k = 1, 2.

(6.18)

Nous devons donc trouver 2Nfr variables inconnues θ
(i)
k .

6.2.5 Existence et unicité de solution

En collectant les équations (6.15), (6.16) avec les conditions de continuité
et de périodicité, nous obtenons le système de Neq équations qui contient

Nvar variables inconnues θ
(i)
k . Selon la géométrie des fractures, ce système

peut être surdéterminé, c’est-à-dire Neq ≥ Nvar.
En effet, certaines équations dans le système examiné ne sont pas in-

dépendantes car la loi de Kirchhoff est utilisée plusieurs fois pour certains
segments. Cela peut être montré sur l’exemple suivant.

Considérons une cellule avec deux fractures connecté (figure 6.2).

Fig. 6.2 – Simple cas d’une cellule unitaire

Ce système a deux segments actifs, NM et MN ′, un nœud intérieur M
et deux nœuds de bord symétriquement opposés N and N ′. Notons que le
nœud N (ouN ′) est également le nœud d’intersection des fractures selon le
complément de la cellule par la périodicité.

Pour k = 1 dans ce cas particulier, nous avons quatre variables inconnues
θ

(i)
1 , γ

(i)
1 , i = 1, 2 et cinq équations : i) une équation de continuité dans le

nœud intérieur M :

θ
(1)
1 η

(1)
M + γ

(1)
1 = θ

(2)
1 η

(2)
M + γ

(2)
1
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ii) une condition de périodicité dans les nœuds de bord :

θ
(1)
1 η

(1)
N + γ

(1)
1 = θ

(2)
1 η

(2)
N ′ + γ

(2)
1

iii) la loi de Kirchhoff dans le nœud intérieur M :

h(1)K(1)θ
(1)
1 − h(2)K(2)θ

(2)
1 = 0

iv) la loi de Kirchhoff dans le nœud de bord N (ou N ′) :

h(1)K(1)θ
(1)
1 − h(2)K(2)θ

(2)
1 = 0

v) une condition pour la valeur moyenne (6.16) :

h(1)l(1)
(

1

2
l(1)
(
θ

(1)
1 − cosα(1)

)
+ γ(1)

)
+

+h(2)l(2)
(

1

2
l(2)
(
θ

(2)
1 − cosα(2)

)
+ γ(2)

)
= 0

Remarquons que même si les deux équations de Kirchhoff sont formulés
pour les différents nœuds, elles sont absolument identiques. Le nombre des
équations indépendantes est alors de quatre et le problème est donc bien
posé.

Dans ce cas particulier nous avons explicitement montré que les deux
équations sont identiques. En général dans le cas plus complexe, le système
d’équations, formulé de manière similaire, ne contient pas explicitement des
équations identiques, mais elles peuvent être obtenues selon de simples trans-
formations arithmétiques. En pratique, ces transformations peuvent être ef-
fectuées numériquement en utilisant les algorithmes standards spéciaux, qui
déterminent le rang d’une matrice et la convertissent dans la forme compacte
correspondante.

6.2.6 Démonstration de l’existence et de l’unicité

d’une solution

Pour prouver l’existence de solution dans le cas général, nous appliquons
la méthode d’induction mathématique. Nous examinons tous les réseaux de
fracture comme le résultat d’une procédure de construction de graphe pas au
pas, dans laquelle chaque pas consiste en l’ajout d’un segment actif. L’état
initial est une fracture choisie arbitrairement du graphe donné. Cette procé-
dure est montrée sur la figure 6.3.
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Fig. 6.3 – Construction du réseau de fracture pas au pas

Examinons la solution du problème cellulaire pour une valeur k = 1,
qui définie la fonction cellulaire Ψ1. Pour la Ψ2 toutes les procédures seront
symétriques.

La base de l’induction est présentée par le graphe suivant qui ne contient
qu’un segment. La solution du problème cellulaire dans ce cas est la suivante :

θ
(1)
1 = 1, γ

(1)
1 = 0, si la fracture est horizontale et sa longueur est égale à 1 ;

θ
(1)
1 = 0, γ

(1)
1 = 0, sinon.

(6.19)
Il est facile d’expliquer ce résultat. En effet, le segment unique n’est actif

que s’il est connecté aux frontières de la cellule. Selon la périodicité, ce seg-
ment doit être symétrique par rapport à l’axe y2, c’est-à-dire être horizontal
(vertical pour la fonction Ψ2). Puisque la longueur de la cellule est égale à 1,
la longueur du segment sera aussi égale à 1. Tous les autres segments seront
des impasses. Supposons maintenant par induction que la solution Ψ1 pour le
problème cellulaire est connue pour le pas N . A ce pas le graphe des fractures
contient N segments. Le nombre d’équations et de variables dans le problème
cellulaire est donc : Nvar=Neq=2N .

Ajoutons un nouveau segment (nombre q) au graphe existant. Cela va

conduire à l’apparition de deux nouvelles variables inconnues : θ
(q)
1 , et γ

(q)
1 .

Nous allons maintenant prouver que l’addition d’un segment n’ajoutera que
deux équations au système.

Il est existe un nombre fini des possibilités pour ajouter un segment au
graphe existant :

1. Un des segments existants (nombre k) est divisé en deux partie. Un
nouveau nœud apparâıt et deux nouveaux segments se présentent à la place

92



du segment k. Cela conduit à l’apparition de deux nouvelles équations dans
le nouveau nœud : l’équation de continuité et la loi de Kirchhoff.

2. Un des nœuds du nouveau segment était déjà défini tandis que le
deuxième est crée et il est isolé. Le problème ne se change pas car ce nouveau
segment sera passif : ce nouveau segment est une impasse.

3. Le nouveau segment relie deux nœuds déjà existant au pas précédant.
Cela ajoutera deux nouvelles équations de continuité dans les deux nœuds.
Les équations de Kirchhoff seront changées, mais leur nombre ne se changera
pas.

4. Le nouveau segment est déconnecté du graphe existant. Dans ce cas,
soit ce segment sera passif, soit (s’il est horizontal et de longueur égale à 1) il
créera une nouvelle partie du graphe. Pour ce dernier cas, les deux équations
seront utilisées comme pour la base d’induction.

Ces quatre cas épuisent toutes les variantes possibles.
Si un nœud du nouveau graphe est situé à la frontière et qu’il a un nœud

opposé, la condition de périodicité et la loi de Kirchhoff doivent être utilisée
pour ce point. Si le sommet est libre sans nœud opposé, alors un des ces
quatre cas mentionnés plus haut doit être utilisé.

Si un nouveau nœud appartient à la frontière, mais qu’il n’a pas de nœud
opposé, alors, comme il est montré dans la section 6.2.2, nous devons supposer
approximativement qu’un nœud fictif opposé existe pour utiliser les condi-
tions de périodicité. Cela conduira au cas précèdent. Une autre possibilité est
d’examiner le nouveau nœud sans le nœud opposé. Dans ce cas, le nouveau
segment sera évidemment une impasse. Dans tous les cas, nous avons montré
que l’addition d’un nouveau segment au graphe existant augmente le nombre
d’équations et variables par deux.

6.2.7 Simulations numériques de la perméabilité équi-

valente

Un nouveau code numérique a été créé pour calculer la perméabilité ef-
fective (6.18) pour tous les réseaux donnés des fractures.

Pour valider notre méthode, nous comparons les résultats semi-
analytiques obtenus avec une simulation directe pour plusieurs cas de cellule
unitaire comme il est montré sur la figure 6.4.

La perméabilité effective est déterminée par la formule (2.35). Les fonc-
tions cellulaires Ψk, obtenues du problème elliptique (2.36), sont calculées en
utilisant le simulateur FemLab.

Deux cas de calcul numérique sont réalisés :
Dans le premier cas, la matrice est examinée comme faiblement perméable
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(1) (2) (3)

Fig. 6.4 – Différents types d’une cellule d’hétérogénéité

et donc Kf=1000, Km=0.1. Le problème cellulaire (2.36) est résolu sur tout
le domaine, dans les fracture et dans la matrice. Le raffinement du maillage
est utilisé aux alentours et à l’intérieur de chaque fracture.

Dans le second cas, la matrice est considéré totalement imperméable. Le
problème cellulaire n’est alors résolu que sur le réseau des fractures. Les
conditions de non écoulement sont utilisées à la frontière ”matrice-fracture”.

Dans les deux cas, les conditions périodiques sont utilisées pour les fonc-
tions Ψk−yk.

La largeur de telles fractures qui coupe la frontière horizontale est de
h(i)=0.01 · |sinα(i)|, pour les autres segments h(i)=0.01 · cosα(i). La condition
(6.11) est donc satisfaite : ω = 0.0001, h ∼ 0.02.

Nous raffinons le maillage numérique pour atteindre des résultats stables.
Les résultats des deux simulations numériques et de la méthode semi-
analytique sont les suivants :

94



Simulation numérique Simulation numérique Semi-analytique
Matrice faiblement Matrice imperméable méthode

perméable

Cas 1

(
9.3665 0.0002

0.0002 0.1032

) (
9.2673 0

0 0

) (
9.26 0

0 0

)

Cas 2

(
9.388 0.0016

0.0016 8.7316

) (
9.2815 0.0033

0.0033 8.626

) (
9.26 0

0 8.96

)

Cas 3

(
32.4866 1.1609

1.1609 6.1061

) (
32.3076 1.1446

1.1446 5.9604

) (
31.4 1.08

1.08 5.7

)

Tabl. 1 : Perméabilité équivalente obtenue par les simulations numériques et
par la méthode semi-analytique

Ces données numériques affirme la formule (6.18). En effet, la contribution
de la matrice à la perméabilité effective est de l’ordre 0.0001, qui est identique
à celui de ω = 10−4.

Comme nous l’avons vu, la méthode semi-analytique proposée produit
des résultats très satisfaisant.

6.2.8 Upscaling avec ”bordering”

La méthode proposée peut être améliorée en la combinant avec la méthode
de ”bordering”. Pour diminuer l’erreur causée par les conditions aux limites
approximatives, nous proposons de déplacer la frontière de la cellule le plus
loin possible de la cellule examiné. Cela signifie que le problème sera analysé
à l’intérieur d’un domaine qui inclura toutes les cellules voisines.
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Fig. 6.5 – Méthode de ”bordering”
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Chapitre 7

Déplacement diphasique avec

dispersion
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7.1 Simulation de déplacement immiscible

”huile-eau”

Le modèle développé d’écoulement diphasique avec la dispersion sera uti-
lisé pour simuler le processus de déplacement ”huile-eau” en réservoir hétéro-
gène. L’objectif de cette simulation est de vérifier la validité du modèle et de
comprendre quelles nouvelles propriétés macroscopiques peuvent apparaitre
quand ce modèle est appliqué au processus réel, observé par exemple dans le
déplacement ”huile-eau”.

7.1.1 Description physique du test numérique

Dans cette section le déplacement diphasique est étudié sous la forme
du modèle, qui prend en compte que les deux fluides (eau et huile) sont
totalement immiscibles et incompressibles. Les équations classiques corres-
pondantes, décrivant ce type d’écoulement, sont connues comme le modèle
de Buckley-Leverett. Nous allons étudier une version plus complexe de ce
modèle qui prend en compte les forces capillaires.

Le domaine bidimensionnel d’écoulement est un rectangle de 10×1. Trois
cas sont analysés :

– le cas I correspond à l’écoulement en milieu hétérogène décrit par le
modèle classique de Buckley-Leverett avec la porosité et la perméabilité
variant dans l’espace ;

– le cas II correspond au milieu équivalent homogénéisé dans lequel
l’écoulement est décrit par le modèle classique de Buckley-Leverett avec
la porosité moyenne constante et la perméabilité effective (homogénéi-
sée) ;

– le cas III correspond également au milieu homogénéisé avec la porosité
et la perméabilité constante mais avec un terme diffusif additionnel
responsable de la dispersion diphasique.

Le milieu hétérogène consiste en dix cellules d’hétérogénéité situées pé-
riodiquement selon l’axe x1. Selon l’axe x2 le milieu est également supposé
périodique et il est donc suffisant de le considérer comme une simple couche
unique de cellule pour analyser le déplacement, globalement orienté selon
l’axe x1. L’hétérogénéité du milieu, montrée sur la figure 7.1, est la même
que celle que nous avons examiné dans la section 3.2. Elle correspond à un
milieu soi-disant bi-perméable.
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Fig. 7.1 – Domaine d’écoulement en milieu hétérogène

La domaine extérieur, Y (2), est plus perméable que le domaine intérieur,
Y (1), et donc K(1) < K(2) ; φ(1) < φ(2).

Selon cette géométrie du milieu hétérogène, l’écoulement équivalent en
milieu homogénéisé sera évidemment monodimensionnel si la pression aux
limites est spécifiée de manière correspondante. En particulier, si les axes
principaux du tenseur de perméabilité cöıncident avec x1 (c’est-à-dire que

la perméabilité macroscopique est un tenseur diagonal : K̂12 = K̂21 = 0), il
est alors suffisant d’imposer une pression constante sur les deux frontières
(entrante et sortante).

Le paramètre ε est égale à 0.1 dans tous les cas examinés.

7.1.2 Description mathématique pour le cas I

Dans les trois cas, l’écoulement peut être formellement décrit par le même
système de deux équations similaires à (1.6) mais avec une définition dif-
férente pour tous les paramètres. Ce système représente une équation de
convection-diffusion pour la saturation et une équation de Poisson pour la
pression,

Le cas I est modélisé par le système suivant :

φ
∂s

∂t
+ vi(x, t)

∂F (s)

∂xi

=
∂

∂xi

(
K(x)Rc(s)

∂s

∂xi

)
, vi ≡ −K(x)λ(s)

∂p

∂xi

,

∂

∂xi

(
K(x)λ(s)

∂p

∂xi

)
= 0,

(7.1)
avec les conditions initiales et les conditions aux limites :

s
∣∣∣
t=0

= 0, s
∣∣∣
x1=0

= 1, s
∣∣∣
x1=10

= 0,
∂s

∂x2

∣∣∣∣
x2=0;1

= 0, (7.2)

p
∣∣∣
x1=0

= 10, p
∣∣∣
x1=10

= 0,
∂p

∂x2

∣∣∣∣
x2=0;1

= 0, (7.3)
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où p est la pression globale, s est la saturation de l’eau.

λ ≡ λw(s) + λo(s), λi(s) ≡
ki(s)

µi

, F (s) ≡ λw(s)

λ(s)
,

Rc(s) ≡ − 1

Ca
λo(s)F (s)

dpc

ds
, (7.4)

kw(s) = s2, ko(s) = (1 − s)2, pc(s) ≡
√
−1

γ
ln s.

Les perméabilités relatives, ki(s), et la pression capillaire, pc(s), sont dé-
finies par les approximations empiriques avec un paramètre de réglage γ. La
fonction F (s) est la fonction d’écoulement fractionné. Le paramètre Ca est le
nombre capillaire microscopique, qui est le rapport entre la force visqueuse
caractéristique (développé dans la longueur d’une hétérogénéité) et la force
capillaire moyenne.

Selon la théorie développée, la capillarité est supposée faible (c’est-à-dire
que Ca−1 est faible) :

Ca = 100. (7.5)

La dérivé F ′(s), qui entre dans la structure du tenseur de dispersion, et
la diffusion capillaire, Rc(s), sont représentées sur la figure 7.2 pour les deux
rapports de viscosités : µ=0.5 et µ=0.1, où µ=µw/µo.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

µ=1/2 

µ=1/10 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

µ=1/2 

µ=1/10 

(a) (b)

Fig. 7.2 – (a) – fonction F ′(s) ; (b) - courbe de diffusion capillaire, Rc(s)
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7.1.3 Description mathématique pour les cas II et III

L’écoulement homogénéisé dans le cas II est décrit par le système classique
des équations macroscopiques :

φ
∂S

∂t
+ V

∂F (S)

∂x1

=
∂

∂x1

(
K̂Rc(S)

∂S

∂x1

)
, V ≡ −K̂λ(S)

∂P

∂x1

∂

∂x1

(
K̂λ(S)

∂P

∂x1

)
= 0

(7.6)

avec les conditions initiales et les conditions aux limites :

S
∣∣∣
t=0

= 0, S
∣∣∣
x1=0

= 1, S
∣∣∣
x1=10

= 0 (7.7)

P
∣∣∣
x1=0

= 10, P
∣∣∣
x1=10

= 0 (7.8)

où S, P et V sont la saturation moyenne, la pression globale moyenne et la
vitesse d’écoulement totale moyenne ; K̂ ≡ K̂11 est la composante longitu-
dinale de la perméabilité effective, qui est un tenseur diagonal (c’est-à-dire

que K̂12 = K̂21 = 0) selon la géométrie d’hétérogénéité ; toutes les autres
fonctions sont définies de la même manière que dans la section précédente.

Le cas III est déterminé par le nouveau modèle macroscopique :

φ
∂S

∂t
+ V

∂F (S)

∂x1

=
∂

∂x1

(
D̂(S, V )

∂S

∂x1

)
, V ≡ −K̂λ(S)

∂P

∂x1

∂

∂x1

(
K̂λ(S)

∂P

∂x1

)
= 0

(7.9)

D̂ = εæV F ′(S) +Rc(S)

〈
K

(
∂ϕ1

∂y1

+ 1

)〉
, (7.10)

où le coefficient æ ≡ æ11 de la dispersivité longitudinale est défini à travers
les fonctions cellulaires ϕ1 et Ψ1 :

æ =

(〈φϕ1〉
〈φ〉 − 1

K̂

〈
Kϕ1

∂Ψ1

∂y1

〉)
(7.11)

Les fonctions cellulaires de la première et de la deuxième famille, Ψ1(y)
et ϕ1(y, S), sont les solutions des deux problèmes cellulaires (2.36) et (2.42).

Les conditions initiales et les conditions aux limites sont les mêmes que
dans (7.7) et (7.8).
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Avec la dispersivité adimensionnelle, æ, nous allons utiliser la dispersivité
dimensionnelle æ̃ = Lεæ [m], qui est introduite dans la section 3.2.

Les simulations numériques sont effectuées en utilisant le simulateur Fem-
Lab, basé sur la discrétisation des éléments finis d’espace et sur le schéma
implicite en temps.

7.1.4 Résultats de simulation

Les données numériques suivantes sont utilisées :

L=10, K(1) = 1, K(2)=5, φ(1)=0.1, φ(2)=0.2,

où l’indice supérieur (i) désigne le sous-domaine correspondant du milieu.
Nous utilisons deux rapports de viscosité : µ=0.5 et µ=0.1. Le premier

rapport correspond à un déplacement pratiquement stable. Nous attendons
donc d’observer un effet légèrement significatif de dispersion causée par l’hé-
térogénéité du milieu. Le deuxième rapport de viscosité correspond à un
déplacement instable. Nous attendons donc d’observer un effet fortement si-
gnificatif de dispersion, causée par l’hétérogénéité du milieu et augmentée
par instabilité et par digitation.

Les paramètres moyens sont calculés comme les solutions des problèmes
cellulaires :

〈φ〉=0.17, K̂=3.22.

For µ = 0.5 :

V = 1.6, Cfrozen = 0.034, æ = 0.36.

For µ = 0.1 :

V = 0.5, Cfrozen = 0.023, æ = 0.132,

où Cfrozen est un paramètre fixé pour le problème cellulaire (2.42), qui assure
la séparation des variables rapides et lentes.

Une distribution caractéristique de la saturation d’eau dans le milieu bi-
dimensionnel hétérogène (cas I) est montrée sur la figure 7.3 pour le temps
(t=1).

Le couleur rouge correspond à 100 % d’eau, tandis que le couleur bleu
foncé est l’huile.

Le profil de saturation est ensuite intégré sur x2 pour obtenir la saturation
moyenne S(x1, t).
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Fig. 7.3 – Champ de la saturation d’eau en milieu hétérogène (cas I)

La comparaison entre la simulation microscopique (la courbe pointillée),
le modèle macroscopique (courbe rouge) et le modèle macroscopique avec
dispersion (courbe bleue) est présentée sur la figure 7.4 pour µ=0.5 et sur la
figure 7.5 pour µ=0.1.

Fig. 7.4 – Saturation d’eau pour les trois cas quand µ=0.5 (t = 1)

Fig. 7.5 – Saturation d’eau pour les trois cas quand µ=0.1 (t = 1)
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7.1.5 Discussion

La différence caractéristique entre la courbe rouge, correspondant au mo-
dèle classique, et la courbe bleue, produite par le nouveau modèle avec dis-
persion, consiste en ce que la courbe rouge décrit un déplacement avec le
front plus avancé pour les deux cas, stable et instable. Cela est vient du fait
que l’unique phénomène qui cause la destruction du front dans le modèle
classique est la diffusion capillaire. Puisque dans le cas examiné cet effet est
très faible (Ca ∼ 100), la zone de diffusion pour la courbe rouge disparâıt.

Au contraire, les courbes bleues sont caractérisées par une zone très large
où le front de déplacement est diffus malgré le fait que la diffusion capillaire
originale est très faible. L’hétérogénéité du milieu cause donc un effet diffusif
beaucoup plus important que la capillarité.

Nous pouvons remarquer que dans les deux cas (déplacement stable et
instable) le nouveau modèle produit des résultats meilleurs que le modèle
classique.

L’effet de la dispersion diphasique est tellement significatif, que les équa-
tions hyperboliques traditionnelles, utilisées dans la théorie de déplacement,
ne peuvent pas être appliquées dans le cas où la capillarité est nulle.

En particulier, cela signifie qu’il n’est pas nécessaire de développer des
méthodes sophistiquées dédiées à la suppression de la dispersion numérique
dans les modèles de déplacement, puisque la vraie dispersion physique est
beaucoup plus importante que cet artefact numérique.
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7.2 Dispersion dans le modèle ”black-oil”

Le modèle développé de la dispersion diphasique peut être élargi pour le
cas d’écoulement partiellement miscible avec des échanges de masse décrit
par le modèle ”black-oil”.

7.2.1 Modèle classique ”black-oil” pour un déplace-

ment ”huile-gaz”

La version diphasique ”huile-gaz” du modèle black-oil est basée sur les
suppositions suivantes : la phase liquide (”oil”) contient deux composantes :
une légère (1) et une lourde (2), tandis que la phase gazeuse ne consiste qu’en
des composantes légères. Pour cette mixture binaire, la thermodynamique ne
dépend que de la pression (si T=const). Selon le transfert des composantes
entre les phases, nous avons le cas de dissolution partielle dans le système
diphasique.

La conservation des masses pour chaque composante est formulée de la
manière suivante :

φ
∂

∂τ

(
ρg(1 − s) + ρoilc

1
oils
)

= ρ0
oildiv

(
λggradpg + λoilc

1
oilgradpoil,

)
(7.12a)

φ
∂ (ρoilc

2
oils)

∂τ
= div

(
ρ0

oilλoilc
2
oilgradpoil

)
, (7.12b)

poil = pg − pc(s), (7.12c)

où les mobilités des phases λg et λoil sont introduites de telle manière qu’elles
vont avoir la même dimension que pour le cas de l’écoulement immiscible et
incompressible :

λg ≡ ρgKkg(s)

µgρ0
oil

, λoil ≡
ρoilKkoil(s)

µoilρ0
oil

(7.12d)

ki(s) sont les perméabilités relatives ; K(x) la perméabilité absolue ; φ(x)
est la porosité ; ρi(pi) est la masse volumique de phase ; µi(pi) est la viscosité
dynamique ; cki est la concentration de masse de composante k dans la phase i ;
pc est la pression capillaire ; s est la saturation de l’huile. La valeur constante
ρ0

oil est la masse volumique caractéristique (initiale) du liquide.
De manière traditionnelle, ce système peut être converti sous la forme

équivalente des facteurs volumiques de formation et du rapport de solution de
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gaz en remplacement des masses volumiques des phases et des concentrations
de composantes. Nous allons pourtant garder la forme actuelle pour être
adéquation avec les dérivations précédentes.

Le modèle est complété avec les relations de fermetures, qui décrivent les
masses volumiques, les viscosités et les concentrations c1oil ou c2oil=1 − c1oil en
fonction de la pression, des perméabilités relatives et la pression capillaire en
fonction de la saturation.

La première équation peut être remplacé par la somme de (7.12a) et
(7.12b) :

φ
∂

∂τ
(ρg(1 − s) + ρoils) = ρ0

oildiv(λggradpg + λoilgradpoil). (7.12e)

7.2.2 Principe d’insertion de l’effet de la dispersion

dans le modèle black-oil

Pour insérer l’effet de dispersion dans le modèle black-oil, en théorie la
même approche basée sur l’homogénéisation peut être appliquée. Malheureu-
sement, l’homogénéisation de ce système d’équations est impossible à l’heure
actuelle en raison de certaines difficultés mathématiques. D’après cela, nous
proposons une autre approche basée sur les résultats obtenus pour l’écoule-
ment totalement immiscible et incompressible. Le principe de cette approche
est le suivant.

Pour le cas d’écoulement immiscible et incompressible, nous avons montré
que l’effet de dispersion peut être interpréter sous la forme du nouveau ten-
seur de pression capillaire. Autrement dit, il suffit de renormaliser la courbe
de pression capillaire pour introduire l’effet de dispersion dans le modèle
d’écoulement. Supposons maintenant que la miscibilité partielle et la com-
pressibilité n’influencent pas l’effet de dispersion. Pour introduire cet effet
dans le modèle black-oil il est donc suffisant de renormaliser la courbe de
pression capillaire de la même manière que pour le cas d’écoulement immis-
cible et incompressible.

Malheureusement cette renormalisation n’est pas triviale. En effet, les
nouveaux termes de dispersion dans les fonctions de pression capillaire re-
normalisée dépendent de la saturation et de la vitesse de transport, V F ′(S).
Ces deux variables apparaissent naturellement dans l’équation de transport
pour la saturation dans le cas de l’écoulement immiscible et incompressible.
Pourtant, dans le cas d’un écoulement partiellement miscible et compressible,
les vitesses de masse apparaissent à la place des vitesses ordinaires. Un nou-
veau concept concernant la fonction d’écoulement fractionné apparâıt alors
qui prend en compte les compressibilités des fluides. Avant de renormaliser

106



la pression capillaire, il est donc nécessaire de reformuler le modèle black-oil
sous la forme d’équation de transport pour la saturation et de déterminer
la nouvelle vitesse de transport. Il faut enfin renormaliser la capillarité de
manière analogique avec le cas immiscible mais sous la forme d’une nouvelle
expression de la vitesse de transport.

7.2.3 Transformation dans l’équation de transport

pour la saturation

Transformons le système (7.12) en une équation de convection-diffusion
par rapport à saturation de l’huile. Pour cela, introduisons la modification
de la fonction d’écoulement fractionné :

F (s, p) =
λoilc

2
oil

λ
=

koilρoilc
2
oil

koilρoil + kgρgµoil/µg

, λ ≡ λg + λoil. (7.13)

Désignons également : p ≡ poil.
L’équation (7.12b) peut être alors présentée sous la forme suivante :

ρ0
oildiv(λFgradp) = φ

∂ (ρoilc
2
oils)

∂τ
or

Fdiv
(
ρ0

oilλgradp
)

+ ρ0
oilλgradFgradp = φ

∂ (ρoilc
2
oils)

∂τ
.

En utilisant l’équation (7.12e), nous pouvons transformer le premier terme
de l’extrémité gauche :

F

(
φ
∂

∂τ
[ϕg(1 − s) + ϕoils] − div(λggradpc)

)
+ λgradFgradp = φ

∂ (ϕoilc
2
oils)

∂τ
,

où
ϕoil ≡

ρoil

ρ0
oil

, ϕg ≡ ρg

ρ0
oil

. (7.14)

En regroupant les termes, nous pouvons obtenir finalement une équation
de transport :

φ

[
∂ (ϕoilc

2
oils)

∂τ
− F

∂ (ϕg(1 − s))

∂τ
− F

∂ (ϕoils)

∂τ

]
−

− (λgradp+ λggradpc) gradF = −div(Fλggradpc). (7.15)

Introduisons la vitesse totale d’écoulement, v, et la diffusion capillaire, Rc :

v ≡ − (λgradp+ λggradpc) , (7.16)

Rc(p, s) ≡ −Fλg
dpc

ds
, (7.17)
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l’équation (7.15) prend alors la forme suivante :

φ

[
∂ (ϕoilc

2
oils)

∂τ
− F

∂ (ϕg(1 − s))

∂τ
− F

∂ (ϕoils)

∂τ

]
+ vgradF = div(Rcgrads).

(7.18)
Cette équation de convection-diffusion est similaire à l’équation (1.6),

étudiée dans la section 1.2.3 pour le cas de l’écoulement incompressible.

7.2.4 Introduction directe de la dispersion dans le mo-

dèle black-oil

Supposons maintenant que les compressibilités des phases et la dissolution
des composantes n’influencent pas la dispersion hydrodynamique. De manière
analogique avec (2.34b), nous pouvons donc introduire l’effet de dispersion
dans le modèle macroscopique :

φ

[
∂ (ρoilc

2
oils)

∂τ
− F

∂ (ρg(1 − s))

∂τ
− F

∂ (ρoils)

∂τ

]
+ VgradF =

= div
(
D̂ik(S, V )gradS

)
, (7.19)

où le tenseur de dispersion est :

D̂ik = εV æik
∂F (S, P )

∂S
+

1

Ca
Rc(s)

〈
K
∂Φk

∂yi

〉
, i, k = 1, 2, 3, (7.20)

où V est la valeur absolue de la vitesse totale macroscopique définie de ma-
nière similaire à (7.16) et (7.12d) ; Rc(S, P ) est la diffusion capillaire, définie
comme (7.17) ; la fonction modifiée d’écoulement fractionné, F (S, P ) est dé-
finie selon (7.13) ; le tenseur de dispersivité, æik, est :

æik =

(〈φϕi〉
〈φ〉

〈
K
∂Ψ

∂yk

〉
−
〈
ϕkK

∂Ψ

∂yi

〉)/√√√√
3∑

j=1

〈
K
∂Ψ

∂yj

〉2

. (7.21)

Les fonctions cellulaires ϕk(y, S(x, t))≡Φk−yk sont les solutions du
deuxième problème cellulaire. Quand la capillarité est négligée, ce problème
est une EDP du premier ordre :





vi
∂Φk

∂yi

=
φVk

〈φ〉 , y∈Y,

〈Φk − yk〉=0, (Φk − yk) est périodique selon y.

(7.22)
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Quand la capillarité est significative, le problème cellulaire pour le tenseur
de dispersion est une EDP elliptique du deuxième ordre :





(
vi
∂Φk

∂yi

− φVk

〈φ〉

)
F ′

s =
1

εCa

∂

∂yi

(
K Rc(S)

∂Φk

∂yi

)
, y∈Y,

〈Φk − yk〉=0, (Φk − yk) est périodique selon y.

(7.23)

ici F ′

s ≡ ∂F/∂S.

7.2.5 Introduction de la dispersion par la renormalisa-

tion de la pression capillaire

A la place de l’utilisation de l’équation (7.19), il est possible d’utiliser
le modèle black-oil sous la forme standard (7.12) mais avec une pression
capillaire renormalisée. En pratique, il est suffisant de simplement remplacer
la courbe originale standard pc(s) par la fonction tensorielle suivante :

P f
c (S,∇P )ik = εCa αikΦ(S)|∇P | + βikPc(S), (7.24)

où αik et βik sont les nouvelles constantes tensorielles définies comme suit :

αik = K̂−1
ij æjk,

βik = K̂−1
ij

〈
K
∂Φk

∂yj

〉
,

Φ(S) = ln

(
kg(S)

koil(S)

)
+ Cc.

(7.25)

La dispersivité æjk et les fonctions cellulaires Φk sont définies plus tôt. La
constante Cc est libre et elle ne peut pas être déterminée, mais cela n’est pas
nécessaire car la dérivé de la pression capillaire est seulement utilisée dans
les équations différentielles.

Notons que pour calculer la différence entre les pressions des phases, nous
devons pourtant appliquer la fonction classique pc.

Le modèle macroscopique peut alors être utilisé sous la forme du modèle
black-oil standard mais avec une nouvelle fonction de pression capillaire.
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Conclusion

Pour prendre en compte l’effet des hétérogénéités oscillant rapidement des
réservoirs naturels, nous proposons l’introduction de la dispersion hydrody-
namique diphasique dans les équations d’écoulement. De telles hétérogénéités
ont leurs échelles caractéristiques beaucoup plus faibles que la distance entre
les puits, mais beaucoup plus importantes que l’échelle des pores. L’origine
de cet effet provient de la dispersion de Taylor et représente une diffusion
apparente dans l’espace de toutes les interfaces microscopiques initiales qui
sépare les deux phases. Cette diffusion est provoquée par le mélange entre les
fluides, causé par le champ de vitesse hétérogène.

D’un point de vue mathématique, cet effet peut être décrit par un ope-
rateur du deuxième ordre (par rapport à la saturation de phase) avec un
paramètre de diffusion non-linéaire, qui dépend de la vitesse de transport,
de la fonction d’écoulement fractionné, du rapport de viscosité, du nombre
capillaire et de la courbe de pression capillaire. Le modèle correspondant a
été obtenu dans le cadre du présent projet à l’aide d’une technique d’homo-
généisation.

Le tenseur de dispersion obtenu contient deux parties. La première est
produite par l’écoulement convectif, tandis que la seconde est causée par
l’effet capillaire. Même si les forces capillaires sont nulles, l’effet de dispersion
existe.

La partie de la dispersion, qui ne reflète que l’influence de l’hétérogénéité
du milieu et qui est indépendante des fluides, est appelée la dispersivité.
Nous avons développé une définition mathématique fermée pour le tenseur
de dispersivité et nous avons calculé plusieurs exemples pour différentes géo-
métries.

Pour le milieu fracturé, nous avons développé une technique mathéma-
tique spéciale (la méthode de ”stream configuration”) qui conduit aux re-
lations analytiques pour le tenseur de dispersion dans le cas périodique et
aux solutions semi-analytiques dans le cas désordonné. La technique est ba-
sée sur l’analyse de toutes les configurations des flux possibles dans chaque
nœud d’intersection des fractures. Dans le cas périodique, le nombre de toutes
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les configurations est fini et elles ont toutes été détectées.
Dans le cas désordonné, nous avons développé un algorithme effectif dédié

au calcul du tenseur de perméabilité équivalente en milieu fracturé de manière
très économique sans avoir à affiner le maillage aux alentours des fractures.
L’algorithme similaire pour l’upscaling du tenseur de dispersion est encore
en développement et il demande un temps additionnel pour être fini. Pour
calculer le tenseur de dispersion dans le cas désordonné, le problème basique
consiste en la détermination de toutes les configurations des flux possibles
dans un nœud.

Nous avons prouvé que l’apparition de l’effet de dispersion peut être éga-
lement exprimée sous la forme d’une pression capillaire renormalisée. Autre-
ment dit, nous avons montré que l’effet de dispersion peut être introduit dans
le modèle classique d’écoulement en renormalisant simplement la fonction ori-
ginale de la pression capillaire. Dans ce cas, la pression capillaire classique
en fonction de la saturation est remplacée par une fonction tensorielle, qui
dépend de la vitesse d’écoulement, de la fonction d’écoulement fractionné et
de la diffusion capillaire originale.

La simulation d’un déplacement d’huile-eau, que nous avons effectué en
utilisant le nouveau modèle macroscopique, a montré que le modèle avec
la dispersion décrit beaucoup mieux le champ de saturation dans les deux
cas : stable et instable. Ce modèle prédit la formation d’une large zone de
dispersion à la place d’un front rigide, calculé par le modèle classique.

Toutes les dérivations mathématiques ont été effectuées pour un écou-
lement diphasique immiscible et incompressible (l’écoulement de Buckley-
Leverett). La prochaine étape était d’élargir ces résultats pour un écoulement
partiellement miscible, décrit par le modèle classique ”black-oil”. Malheureu-
sement, l’homogénéisation rigoureuse d’un tel écoulement nous semble ac-
tuellement impossible à cause de certaines difficultés mathématiques. Nous
proposons une autre approche nous permettant d’insérer l’effet de disper-
sion dans le modèle ”black-oil” de manière approximative. Cette approche
est basée sur l’équivalence entre l’effet de dispersion et la pression capillaire
renormalisée. L’effet de dispersion apparâıt automatiquement dans le modèle
”black-oil”si nous renormalisons la pression capillaire en transformant la pres-
sion capillaire classique en une fonction tensorielle. Ces nouvelles fonctions
capillaires dépendent de la vitesse d’écoulement et de la fonction d’écou-
lement fractionné, déterminées de manière différente du cas d’écoulement
immiscible et incompressible. La procédure fermée de la renormalisation ca-
pillaire est décrite.

Un des résultats obtenus dans le cadre de ce projet consiste en ce que l’ef-
fet de dispersion conduit toujours à une diffusion tellement significative que
l’approche traditionnelle (basée sur l’utilisation des équation hyperbolique
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ou presque hyperbolique pour la saturation) est fortement erronée. L’effet de
dispersion est toujours beaucoup plus important que la diffusion physique
(capillaire) et que de la dispersion numérique dans les modèles classiques.
D’après cela, le problème de réduction de la dispersion numérique, surtout
aux alentours du front de déplacement, nous semble insignifiant puisque pour
tous les processus de déplacement dans un vrai réservoir hétérogène, la vraie
dispersion physique est beaucoup plus importante que les artefacts numé-
riques.

La même approche peut être élargie pour l’écoulement immiscible triphasé
et pour la version triphasée du modèle ”black-oil”.

L’équivalence entre l’effet de dispersion et la pression capillaire renorma-
lisée représente une base effective pour développer des ”plug-ins” pour les
simulateurs des réservoirs sans en modifier les principes de fonctionnement.
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RESUME  

 
L’objectif est de construire le modèle homogénéisé d’un écoulement diphasique en 
milieu poreux et fracturé, en mettant en évidence le phénomène de mélange 
dynamique (mixing) entre les phases, provoqué par l’hétérogénéité du milieu. 
L’attention est concentrée sur l’influence de la capillarité. L’homogénéisation à 
double échelle a été appliquée. Le mixing se manifeste sous forme de la dispersion 
hydrodynamique et de l’advection renormalisée. Le tenseur de dispersion, déterminé 
à travers le problème cellulaire, est une fonction non linéaire de la saturation, vitesse 
d’écoulement, rapport de viscosité et du nombre capillaire. Pour les milieux fracturés, 
une méthode streamline configurations a été avancée pour le cas diphasique. Elle 
permet d’obtenir la dispersion et la perméabilité effective sous forme analytique pour 
des réseaux de fracture périodiques, ou semi-analytique pour des réseaux aléatoires. 
La simulation d’un déplacement diphasique à la base du nouveau model a été 
réalisée. 
 
 
ABSTRACT 

 

The objective of the thesis is to develop the homogenized model of a two-phase flow 
through a porous and fractured medium by highlighting the dynamic mixing between 
the phases, caused by the medium heterogeneity. Attention is focused on the 
influence of the capillarity. The two-scale homogenization is applied. The mixing is 
manifested in form of the hydrodynamic dispersion and renormalized advection. The 
dispersion tensor, determined by the cell problem, is a nonlinear function of 
saturation, flow velocity, viscosity ratio and capillary number. For a fractured medium 
the method of streamline configurations was advanced for a two- phase case. This 
method enables to obtain the dispersion tensor and the effective permeability in 
analytical form for periodic fractured networks or in semi-analytical form for random 
networks. The simulation of two- phase displacement based on the new model is 
performed. 
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