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Introduction générale

Cette theése est une contribution a la modélisation par la mécanique de la rupture de la
fissuration des solides basée sur le développement de méthodes numériques dites de fonctions
de poids (de Green). On y aborde :

e La fissuration parmi les modes de ruine des structures.

¢ [amécanique de la rupture parmi les mod¢les traitant de la fissuration des structures.

e Les méthodes de fonctions de poids parmi les méthodes numériques applicables en

mécanique de la rupture.

Les modes de ruine en mécanique des solides sont nombreux. Parmi ceux-ci, il y a la
fissuration qui est un danger essentiel a prendre en compte lors de la conception de structures
a coté d’autres modes comme la ruine par déformation plastique, flambement, fluage,
corrosion, etc. La fissuration prend en compte 1’existence de défauts comme des inclusions ou
des vides dans le matériau ou encore des zones d’endommagement a partir desquels des
fissures vont s’initier puis se propager pour parvenir a une taille provoquant la ruine de la
structure. En général, on distingue deux types de fissuration :
a) La fissuration stable qui comprend,

— la fissuration quasi-statique sous une charge constante,

— la fissuration par fatigue sous une charge répétée (cyclique),

— et la fissuration dynamique lorsqu’une charge est appliquée soudainement.
b) La fissuration instable est-elle instantanée et a laquelle peut conduire la fissuration stable.

Dans cette thése, seules les fissurations quasi-statiques et par fatigue seront considérées.

Il y a principalement deux mod¢les pour décrire la fissuration des structures : la mécanique de
I’endommagement et la mécanique de la rupture.

Selon la mécanique de I’endommagement, les défauts comme les micro-fissures et leurs
croissances sont décrits de maniére continue par le biais de variables d’endommagement.
Celles-ci sont des variables internes qui représentent 1’état du matériau. Ainsi, une partie du
matériau contenant des défauts posseéde des variables d’endommagement de valeur élevée, qui
donnent une dégradation des propriétés matérielles. Dans un modele simple, la relation entre
les contraintes o et les déformations £ en présence d’endommagement devient o= (1 — D)EE,

ou £ est le module de Young et D est la variable d’endommagement variant entre 0 et 1 pour
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laquelle il reste a postuler un modele d’évolution. La mécanique de I’endommagement est
appropriée pour représenter I’initiation de la fissuration a partir de micro-fissures mais aussi

d’autres modes de ruine comme le fluage, par exemple.

A contrario, la mécanique de la rupture suppose 1’existence d’une ou plusieurs macro-fissures
présentes dans le matériau de part et d’autre desquelles les déplacements, les déformations et
les contraintes sont discontinues. La mécanique de la rupture peut s’appliquer soit en
conception et dimensionnement apres une analyse d’endommagement qui prédit une bande de
fort endommagement pouvant étre modélisée par une fissure, soit en prédiction si une fissure

est décelée dans une structure en service pour évaluer la durée de vie résiduelle de celle-ci.

Les fissures sont des nouvelles frontiéres internes. On appelle levres de la fissure les deux
surfaces qui forment la nouvelle frontiere d’une fissure. Les Iévres sont reliées par une courbe
qu’on appelle le front de fissure. Cette courbe est ouverte pour une fissure débouchante et
fermée pour une fissure interne. Notons que dans cette thése, comme dans une grande partie
des travaux antérieurs en mécanique de la rupture ayant pour but de modéliser la fissuration
quasi-statique ou par fatigue, ces fissures de forme internes ou débouchantes sont assimilées a
des formes elliptiques sensées représenter beaucoup de formes réelles de fissures présentes

dans différentes structures.

Afin de prévoir le comportement du matériau fissuré, une loi de propagation est nécessaire
pour décrire I’accroissement de la fissure. Dans cette theése, orientée vers le développement
d’une procédure de simulation analytique/numérique, nous utilisons principalement la loi de
propagation de Paris [Par-1963] qui, malgré sa simplicité, présente un champ d’application,
dans le cas de la fissuration par fatigue, appréciable. De maniére plus limitée, la loi de

propagation de Sih [Sih-1979] est également utilisée a titre de comparaison.

Pour modéliser ces fissures, différentes approches numériques existent parmi lesquelles on
distingue la méthode de fonctions de poids (de Green). Dans ce travail, on s’intéresse a la
modélisation de la fissuration a travers le calcul des facteurs d’intensité de contrainte (FIC) en
mode I de fissures internes et débouchantes. Il s’agit en particulier d’améliorer I’évaluation de
ces FIC en hybridant différentes fonctions de poids. Cette approche d’hybridation sera

appliquée pour des fissures elliptiques (internes) et semi-elliptiques (débouchantes) sous
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chargement quasi-statique ainsi que pour la prédiction de la propagation de ces fissures en

fatigue.

Ce rapport de thése est structuré en quatre chapitres. Le chapitre I est consacré, dans sa
premiere partie, a un rappel de quelques notions de la mécanique de la rupture pour modéliser
la fissuration concernant les différents modes et criteres de rupture ainsi que les parametres
principaux (FIC, taux de restitution d’énergie, ...). Dans la deuxiéme partie de ce chapitre,
une apercue sur les différentes méthodes numériques utilisées en mécanique de la rupture est
proposée. On insistera notamment sur la méthode de fonctions de poids (de Green) sur
laquelle s’appuie notre étude. Apres un petit rappel sur la théorie de la fonction de Green,
nous allons décrire en détail dans le chapitre II 1’idée d’hybridation développée dans ce
travail. Nous y détaillerons la formulation mathématique, I’implémentation numérique ainsi
que le traitement des singularités de la formulation de la méthode. Afin de valider I’approche
d’hybridation, plusieurs applications concernant des fissures elliptiques internes de différentes
configurations géométriques soumises a différents types de chargement sont présentées dans
la seconde partie de ce chapitre. Dans le but d’étendre [’utilisation de I’approche
d’hybridation a la modélisation des fissures semi-elliptiques débouchantes, un couplage avec
la méthode appelée « Point Weight Function Method (PWFM) » a été réalisé. Ce couplage
ainsi que les corrections appropriées sur la fonction de poids d’une fissure elliptique pour
tenir compte de 1’effet de la surface libre, que ce couplage nécessite sont détaillés dans le
chapitre III. L’efficacité de ce couplage a été vérifiée a travers des exemples rassemblés dans

ce méme chapitre.

Notons que dans les chapitres II et III, les modes de chargement de fissuration traités sont
quasi-statiques. Nous nous intéressons au chapitre IV au cas de la fatigue. Dans ce chapitre,
nous commencons par donner un rappel sur la notion de fatigue a travers des lois de
propagation en liaison avec le contexte de la mécanique de la rupture. Des applications sont
¢galement proposées pour valider I’extension de 1’approche d’hybridation en fatigue. Des
prédictions concernant la durée de vie et 1I’évolution de fissures elliptiques et semi-elliptiques
sont alors effectuées. Finalement, nous terminons ce rapport de thése par une conclusion

générale et des perspectives.

Une annexe est jointe a ce rapport pour décrire les différents modules constituant le code de

calcul ¢laboré dans cette étude ainsi que l’interface graphique de celui-ci. Des tests de
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performance du code de calcul sont également proposés. Ils permettent de donner une idée sur
I’évolution du temps d’exécution et sur la précision de calcul en fonction des discrétisations

adoptées.
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Chapitre I : A propos de la mécanique de la rupture

Dans cette thése, 1’objet de la recherche est la modélisation de fissures internes et
débouchantes a travers le calcul du facteur d’intensité de contrainte en mode I dans le cadre
de la mécanique de la rupture linéaire, selon Irwin [Irw-1957].

On propose dans ce qui suit un apercu historique menant aux différentes écoles de la

mécanique de la rupture. Cet apergu est inspir¢ de la référence [Zeg-2003].

I.1. APERCU HISTORIQUE

Le cott des accidents liés aux ruptures catastrophiques des structures jusqu’a la fin des années
quatre-vingt du siécle dernier représente, d’aprés une étude économique [Zeg-2003], pres de
4% du Produit National Brut (PNB) dans les pays industriels développés. D’apres la méme
étude, on pourrait réduire ce colit d’environ 30% si on appliquait correctement les concepts
connus de la mécanique de la rupture d’une part et d’autre part de 25% supplémentaires par le
développement de recherches dans le domaine de la rupture. La pertinence de la maitrise
d’une telle science est due a I’importance des incidents liés a la rupture et a la délicatesse de

la prévention de leurs risques.

On distingue deux causes majeures provoquant la rupture des structures :

- Une négligence dans la conception, dans la construction ou dans 1’utilisation de la structure
qui pourrait étre évitée si la structure avait été bien dimensionnée avec un choix de matériaux
adaptés et un chargement correctement évalué.

- L’utilisation d’un nouveau matériau ou d’un nouveau procédé, qui peut provoquer une
rupture inattendue ou la prévention de la rupture est plus délicate ; en effet lorsqu’on utilise
un nouveau matériau ou un nouveau procéde, il y a souvent un certain nombre de facteurs que

le concepteur ne maitrise pas toujours.

Eviter la rupture des édifices et des structures était depuis longtemps une préoccupation pour
I’homme. Les concepteurs des structures de I’Egypte des pharaons (pyramides) ou ceux des
civilisations qui leurs ont succédé (romaine, perse, musulmane, ...) nous ont laiss¢ des
édifices que 1’on peut encore contempler, ce qui prouve bien qu’ils avaient le souci d’éviter la
ruine des structures. Mais comme les structures anciennes de pierre, de brique ou de mortier
¢taient chargées en compression, elles ont autant résisté car le risque de rupture par fissuration
¢tait tres faible en I’absence de la traction contribuant directement a 1’ouverture des fissures.

Le probléme de la rupture est actuellement plus crucial avec le développement de structures

complexes lié¢ au progres technologique utilisant des matériaux travaillant en traction tels que
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les aciers, les alliages métalliques et récemment les composites. Les avancées dans la
connaissance en mécanique de la rupture permettent dans les temps modernes et plus
précisément depuis le début du 20°™ siécle, de mieux prévenir le risque de rupture.
Cependant, la premiére vraie interprétation qualitative de la rupture est exposée en 1920 par
Griffith [Gri-1920] qui établit une relation directe entre la taille du défaut et la contrainte de
rupture. S’appuyant sur les travaux de Inglis [Ing-1913] au début du 20°™ siécle, Griffith
appliqua I’analyse des contraintes autour d’un trou elliptique a la propagation instable d’une
fissure. Il formule ainsi a partir du premier principe de la thermodynamique, une théorie de la
rupture basée sur la stabilité de la fissure valable uniquement pour les matériaux fragiles, ne
tenant pas compte de la dissipation de I’énergie due a la plastification. Il a fallu attendre les
travaux d’Irwin [Irw-1948, Irw-1949] qui proposa une modification de la théorie de Griffith
en incluant justement dans le bilan énergétique, 1’énergie due a la plastification, pour que

I’approche de Griffith soit applicable aux matériaux ductiles.

Apres ce qui arriva au bateau « Liberty » de la flotte navale américaine qui se fissura en deux
parties lors de la deuxiéme guerre mondiale entre la Sibérie et 1’Alaska (voir figurel [Pom-
2005]) et a une dizaine d’autres navires sur les 2700 en service, qui subiront ensuite le méme
sort, la mécanique de la rupture passa du stade de curiosité scientifique a celui d’une

discipline scientifique fortement imposée dans 1’ingénierie de la construction.

(b)

Figure 1 (a) Rupture fragile d’un liberty-ship (apres la seconde guerre mondiale) au cours d’un hiver
rigoureux, (b) Rupture d’un autopont lors d’un tremblement de terre [Pom-2005].
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Apres, Irwin [Irw-1956], avec un groupe de chercheurs dans les laboratoires de la marine
américaine, développa en 1956 le concept de taux de restitution d’énergie a partir toujours de
la théorie de Griffith mais sous une forme facilement exploitable par les concepteurs de
structures. En 1957, s’appuyant sur les travaux de Westergaard [Wes-1939], Irwin [Irw-1957]
montra que les déplacements et les contraintes au voisinage de I’extrémité d’une fissure
peuvent étre décrits a I’aide d’un parametre unique relié au taux de restitution d’énergie. Ce
parameétre issu de la mécanique linéaire de la rupture, est appelé le Facteur d’Intensité de
Contrainte (FIC). Le concept de FIC fut également utilisé par Paris [Par-1963] afin de décrire
la propagation des fissures en remplacant la notion d’endurance par la notion de fatigue pour

une meilleure prédiction des durées de vie des structures.

La période entre 1960 et 1980 vit une intensification des recherches sur la rupture avec deux
écoles concurrentes. D’une part les tenants de I’approche utilisant la mécanique linéaire de la
rupture et d’autre part ceux qui s’intéressaient essentiellement a la plastification qui se
développe a ’extrémité d’une fissure. La mécanique linéaire de la rupture cesse d’étre valable
lorsqu’une plastification importante préceéde la rupture. Pour tenir compte de I’effet de cette
plastification sur les champs de contraintes et de déplacements a I’extrémité d’une fissure,
plusieurs auteurs comme Irwin [[rw-1962], Dugdale [Dug-1960] et Barenblatt [Bar-1962]
proposerent ce qu’on appelle une correction de zone plastique ; la taille de la fissure est alors
augmentée de cette zone plastique pour retrouver les champs de contraintes élastiques décrits
par le FIC. Wells [Wel-1961], un des représentants de la deuxiéme école, proposa en 1961 le
déplacement en fond de fissure CTOD (Crack Tip Opening Displacement) comme parametre
alternatif a la mécanique linéaire de la rupture ou plus précisément au concept de FIC, lorsque
la plastification devient importante comme c’est le cas dans les matériaux trés ductiles. Plus
tard, Hutchinson [Hut-1968], Rice et Rosengren [Ric-1968] (HRR) développérent un nouveau
parametre appelé intégrale J pour mieux décrire la répartition des contraintes dans les zones
plastifiées (champ HRR). Landes et Begley [Lan-1972] caractériserent la ténacité a I’aide du
parametre J et développérent une procédure standard pour I’utilisation de cette intégrale dans
des cas pratiques. Shih et Hutchinson [Shi-1976] proposérent également une méthodologie
pour utiliser I’intégrale J non seulement pour décrire la ténacité mais aussi pour la relier a la
taille du défaut et au champ des contraintes appliquées. Shih [Shi-1981] établit par la suite la
relation existante entre 1’intégrale J et le CTOD. Avec les travaux de Nguyen [Ngu-1980],
I’effet thermique a été introduit dans 1’analyse de la rupture en utilisant les lois

thermodynamiques (selon [Mau-1999)).
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Actuellement, on s’intéresse en plus aux comportements viscoplastiques et/ou viscoélastiques.
Généralement, le comportement viscoplastique est observé a température élevée lorsque les
phénomenes de fluage deviennent importants alors le comportement viscoélastique caractérise
plutdt les matériaux polyméres de plus en plus utilisés dans I’industrie. L’apparition des
matériaux composites « de nature fragile » a de nouveau permis 1’utilisation des concepts de
la mécanique linéaire de la rupture (la premiere école) pour décrire le comportement de ces
matériaux.

Plus récemment, de nouvelles approches tentent de relier le comportement local a 1’échelle
microscopique au comportement global lors de la rupture d’un matériau. Ces approches
micro-macro deviennent parfois nécessaires lorsqu’on atteint les limites d’utilisation des
autres approches classiques concrétisées par les deux écoles précédemment citées. Cependant,
beaucoup de mécanismes de rupture restent toujours mal connus notamment lorsqu’on utilise

de nouveaux matériaux ou de nouveaux procédés.

1.2. MODES DE RUPTURE ET FACTEURS D’INTENSITE DE CONTRAINTE

L’objectif de la mécanique de la rupture est de développer un critére de ruine qui prend en
compte I’existence des fissures au sein d’un matériau. Il est important alors, de définir un
facteur de charge li¢ a un probléme donné pour le comparer a un parametre caractéristique du
matériau utilisé. Ce facteur est obtenu apres examen de 1’état de contrainte et de déformation
au voisinage du front de fissure pour les trois modes ¢lémentaires I, II et III de fissuration,

Figure 2.

| 3

‘lll“

Mode III- Glissement

Mode I- Ouverture Mode II- Glissement plan anti-paln

Figure 2 : Les trois modes de rupture
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D’apres Irwin [Irw-1949], les champs de contraintes et de déplacements au voisinage de la
pointe de fissure s’expriment dans le cadre de 1’¢lasticité et en déformations planes par les
relations suivantes pour les différents modes (voir la figure 3 pour les notations) :

En modeI:

K, 0 . 8 . 30
o = cos—| 1 —sin—sin—
2 2 2

Y 2w
K, 0 . 8 . 30
o = cos—| 1+sin—sin—
2 2 2

g «/ 27
T
xy \/2—

e 6 36
sin— cos—cos—

),7,=7,=0 (la)

Xz

os—[l 2V +sin Q}
2

s1n—{2 2V —cos g}

=VO'
L\f
U
L\F
y7i
=0

En mode II :
o = Ky 0 2+cosgcosﬁ
* \/ 2 2
lo2 —K—smé’cosgcosﬁ
Y 2w 2 2
K, 0 . 68 . 30
T, =———=cos—|l—sin—sin—
27 2 2
o.=v(c.-0,)),T_=T_=
z x y Xz yz O lb
&1/ sm—{Z 2v +cos? —}
u\2r 2
V—& ! cosg[ 14+ 2v +sin —}
U\ 2 2
w=0
En mode III
K, .86
=——=sin—
Xz ’272‘7/' 2
KIII 0
T _ =——=—COS—
To2m 2 (Ic)
K |8
M 2z 2
o =0 =0.=7_=u=v=0
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Figure 3 : Elément de volume au voisinage d’un front de fissure rectiligne

Dans les relations (1a, 1b, 1c), v est le coefficient de Poisson et 4, le module de cisaillement.

Les coefficients K;, K, et Ky exprimés en MPa\/E sont les facteurs d’intensité de contrainte
(FIC) respectivement en mode I, II et III. IIs caractérisent a la fois la géométrie de la fissure et
la nature des sollicitations auxquelles elle est soumise. Ces facteurs suffisent a caractériser la
sévérité d’une situation vis-a-vis du phénomene de fissuration. Ils constituent donc I’un des
¢léments du critére de rupture (de ruine) d’une structure fissurée (voir le développement dans
la section 1.3).

Si Ion connait leurs valeurs, ils permettent de déterminer complétement les champs de
contraintes ou de déplacements au voisinage de la fissure contenue dans une structure
considérée ¢élastique. Inversement, si 1’on connait les expressions des composantes anti-planes
du tenseur de contraintes o, 7, et 7. (approche statique) ou les discontinuités des
composantes des déplacements relatifs [u], [v] et [w] des lévres de la fissure (approche
cinématique), on peut déterminer les FIC des différents modes en un point donné du front de

fissure M par les expressions suivantes [Lem-2001] (voir la figure 3 pour les notations) :

K (M)—hm(O' \/_)—hm[g(1 )[ v] J

K, (M) =lim(z, 22 )—hm( £ []2—”j @)
r—0 8(1 ) 7

. Py E 2z
K[U(M)—!}Bg(fyz 27””)_1‘13}[8(14-1/) w TJ

I1 faut noter que les expressions (2) restent toujours valables en déformation plane.
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I.3. CRITERES DE RUPTURE

I.3.1 Critere de rupture en mode I

Dans cette étude on s’intéresse au mode de rupture le plus abordé en mécanique de la rupture,
a savoir le mode I. On donne dans cette section le critére de ruine relatif a ce mode.

D’apres [Bar-1980], si 1’on suppose que les points d’application des forces extérieures
auxquelles est soumise la fissure de langueur caractéristique a, ne changent pas durant la

propagation de la celle-ci, on peut écrire :

2

KI

£ (P-0)=G, - (1)

1
Ou P représente le travail des forces extérieures appliquées a la fissure, U représente I’énergie

¢lastique de déformation récupérable du solide et (P — U) est alors 1’énergie dissipée.
La quantité d—(P—U ) désignée par G est appelée le taux de restitution d’énergie ou encore
a

la force d’extension de la fissure en mode I pur. Lorsque cette grandeur atteint une valeur

critique Gy, caractéristique du matériau, la fissure se propage d’une maniére instable :
G, =—1— (12)

Il existe donc une valeur critique K;. correspond a Gy..
Par conséquent, la fissure ne se propage de fagon instable (rupture brutale) que lorsque :

G, >G, oK, 2K, (13)

En fait, K. caractérise la résistance du matériau a la propagation plane des fissures en mode I.
Le paramétre K;. est appelé la ténacité du matériau. Il est indépendant de la géométrie de la
fissure et du type de chargement a condition que le matériau soit isotrope (voir la section 28
de la référence [Bar-1980]). Nous avons utilisé essentiellement ce critére universel dans notre
étude.

A titre indicatif, le taux de restitution d’énergie dans le cas général (en mode mixte) peut
s’écrire selon la formule d’Irwin [Irw-1957] :

G =Ei(1<,2 +1<,,2)+1+TVK,,,2

1

(14)

1.3.2 Critére de rupture en mode mixte
Un critére en mode mixte, a ét¢ développé par Sih [Sih-1974] et qui est basé sur la densité
d’énergie de déformation par unité¢ de volume liée aux parametres € et ¢ de la figure 4 donnée

par :
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avece :

2 2
du _ a,K,” +2a,K, K, +a,K,”+a,K;,

2

(15)
dv 167ur cos ¢
a,, =(k—cos@)(1+cosb)
a, =(2cos@—-x+1)sinf (16)

a, =(k+1)(1-cos@)+(1+cos@)(3cosf—1)

a;; =4

K est un facteur qui vaut (3—4v) en état de déformation plane et (3—v)/(1+Vv) en état de

contrainte plane.

Plan de la
fissure

Figure 4 : Elément de volume au voisinage d’un front de fissure courbé

On définit alors un facteur de densité d’énergie de déformation S par la relation :

dU

S=r—- (17)

dv

Le critére de rupture de Sih [Sih-1974] repose sur les trois hypothéses suivantes :

D)

La propagation de la fissure se fait dans la direction ou la densité de 1’énergie de
déformation est minimale, c'est-a-dire la direction définie par les angles 6 et ¢y

tels que :

DRER
96 =6 a¢ o=

L’instabilité se produit lorsque la densit¢ d’énergie de déformation dans la
direction (&,¢@) définie par les conditions (18) atteint une valeur critique S,

caractéristique du matériau. La valeur S, correspond a Kj. en adoptant le cas du
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mode I pur. En mode I (le cas de notre étude), les expressions (15) et (17)

donnent :

2

2
R e cosO)(1+cosf)— L (19)
167 cos @ 167 cos @

Les équations (18) sont satisfaites pour &=¢=0 d’aprés [Bar-1980]. Ce qui donne
en déformation plane ainsi qu’en tridimensionnel :

_1-2v

= K} (20)
4mu

min

A T’instabilité, on a donc :

1-2v
47mu

S . =S = K, 21)

min

1i1) La fissuration sub-critique (avant instabilité) se fait de telle sorte qu’elle suit les
lignes de la densité de 1’énergie de déformation dU/dV constante [Sih-1980].
Remarque : Il faut noter qu’on peut déduire un autre critére de rupture en mode mixte en

substituant G; dans I’équation (13) par G de I’expression (14).

Les criteres évoqués ci-dessus vont étre utilisés dans le chapitre 4 traitant des problemes de

propagation de fissures.

1.4 METHODES NUMERIQUES EMPLOYEES EN MECANIQUE DE LA RUPTURE
Il est rare qu’un probléme réel ou la géométrie et les conditions de chargement sont souvent
trés complexes, soit soluble analytiquement. Parfois on est amené a simplifier le probléme
pour le rapprocher a un cas ou la solution analytique est envisageable. Mais une telle situation
n’est pas possible sans trop s’¢loigner du cas réel; ce qui demande de faire appel aux
méthodes numériques qui englobent depuis leur apparition une grande variété de techniques.
Parmi lesquelles citons les méthodes des différences finis (FDM), des volumes finis (FBM),
des ¢léments finis (FEM), des éléments de frontiére (BEM) et des fonctions de poids (WFM).
D’autres méthodes existent qui sont parfois une association de deux, voire plus, des méthodes
citées précédemment. Dans le cas particulier de la mécanique de la rupture, ce sont les trois
dernieéres méthodes a savoir la FEM, la BEM et la WFM qui sont les plus utilisées en raison,
notamment, de leur efficacité dans le traitement des singularités de contraintes au voisinage
des fissures.

On propose dans ce qui suit une description bibliographique de chacune de ces trois méthodes

cloturée par une synthése comparative.
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1.4.1. La méthode des éléments finis (FEM)

Depuis son introduction dans les années cinquante [Lev-1947, Lev-1953, Arg-1954, Clo-
1960], la méthode numérique basée sur les élément finis a largement été utilisée dans la
résolution des problémes de mécanique de la rupture. On citera par exemple les travaux de
Newman & Raju [Raj-1982 , New-1979, New-1981, 1988] et ceux d’Atluri et al. [Atl-1979,
Atl-1983, Rhe-1986] portant sur les plaques sous traction et sous flexion ainsi que les tubes
sous pression interne, les travaux de Grebner & Strathmeier [Gre-1985] utilisant des éléments
de bouts de fissures axisymétriques, les travaux de Yoshimura et al. [Yos-1989] sur la rupture
non- linéaire des matériaux viscoplastiques, les travaux de Kobayashi et al. [Du-1992, Yu-
1993] sur la rupture des tubes sous chargement dynamique, les travaux de Rahman [Rah-
1995] sur les modeles stochastiques en rupture élasto-plastique et les travaux de Wang &
Lambert [Wan-1997, Wan-1998] qui ont travaillé¢ sur le développement des fonctions de
poids intervenant dans des relations empiriques par optimisation basée sur des résultats
d’éléments finis.

Plus récemment, des formulations de la FEM mieux adaptées aux problémes de la mécanique
de la rupture ont été¢ développées. Nous pensons en particulier a la XFEM (eXtended Finite
Element Method) [Bel-1999, Suk-2000, Sto-2001, Suk-2001, Bel-2003, Suk-2003]. Dans
cette méthode des éléments spéciaux (crack tip elements) sont congus et employés en bout de
fissures. Ceci permet une réduction importante du nombre d’éléments utilisés dans la
discrétisation de la structure étudi¢e avec une précition de calcul améliorée.

Une autre extension de la FEM appellée la méthode sans maillage (Meshless Methods) a été
proposée par [Bel-1994, Suk-1997, Kry-1999, Moe-1999]. Elle présente 1’avantage d’éviter le

remaillage des structures a géométrie variable (le cas de propagation de fissure par exemple).

1.4.2. La méthode des éléments de frontiéres (BEM)

Dans le cas général, la BEM consiste en la transformation des équations décrivant le
comportement des fonctions inconnues des différents champs physiques a 1’intérieur et sur la
frontiére d’un domaine, en une équation intégrale reliant les inconnues et certaines de leurs
dérivées aux valeurs qu’elles prennent sur la frontiére. En mécanique de la rupture, ces
inconnues sont les déplacements et les vecteurs contraintes ; ces derniers permettent de
calculer le FIC apres leur évaluation au voisinage du bout de fissure pour le cas de la rupture
fragile (élastique) ou a travers l’intégrale J de Rice [Ric-1968] pour la rupture élasto-

plastique.
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Ainsi, la BEM repose sur la transformation des équations aux dérivées partielles en des
équations intégrales sur la frontieére par le biais d’une certaine solution fondamentale de ces
équations aux dérivées partielles, dite solution de Green. On note au passage que 1’étude de
ces équations a commencé il y a plus d’un siccle et constitue une branche de la physique
mathématique classique qui est la théorie de potentiel. L’identité intégrale de Somigliana (cité
par [Bon-1995]) pour 1’¢lasto-statique par exemple, a été publi¢e en 1886. Le développement
de la BEM en tant qu’outil de résolution numérique est toutefois postérieur a celui de la FEM.
Les premiers développements numériques de la BEM ont été proposés a la fin des années

soixante par des auteurs tels que Rizzo [Riz-1967], Cruse [Cru-1969] et Shaw [Sha-1970].

Si les équations intégrales issues de la théorie de potentiel portent sur des inconnues
intermédiaires, elles sont qualifiées « méthodes indirectes» qui ont été développées
essentiellement par Crouch & Starfield [Cro-1983]. Ces méthodes regroupent deux
approches ; la méthode de discontinuit¢ de déplacement (DDM) et la méthode de

discontinuité de contrainte appelée parfois la méthode des contraintes fictives (FSM).

D’autres formulations intégrales dites « méthodes directes » établissent une relation entre les
grandeurs physiques (vecteur déplacement et vecteur contrainte) sur la frontiére du domaine
d’étude sans variables intermédiaires. Leur domaine de validité n’est pas restreint a des
conditions aux limites spécifiques. Citons pour les méthodes directes en é€lasto-statique les
travaux de Lachat & Watson [Lac-1976], de Bui [Bui-1977] ainsi que ceux d’Aliabadi &
Rooke [Ali-1991].

On constate aussi qu’aux fil des années, des auteurs ont pensé a hybrider les méthodes BEM
citées plus haut entre elles dans le but de concevoir des approches optimales telles que la
HBEM (Hybrid Boundary Element Method) et de profiter des avantages que représentent les
unes par rapport aux autres. Citons notamment les travaux de Guozhong et al. [Guo-1995,
Guo-2000, Guo-2004]. 11 a également été possible d’adapter la BEM pour des problémes de
rupture non-linéaires en introduisant la notion d’¢lément dual grice notamment aux travaux
de Portela & Aliabadi [Por-1992], Cisilino and Aliabadi [Cis-1999], et ceux de Kebir et al.
[Keb-1999, Keb-2006].

Il faut noter que la BEM, comme toute méthode de simulation numérique, a aussi ses

inconvénients. Citons notamment les problémes liés aux singularités qui demandent des
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traitements analytiques et/ou numériques aussi importants que la mise en ceuvre de la
méthode elle-méme. Ceci a amené des auteurs comme Keat et al. [Kea-1988], Wang & Atluri
[Wan-1996] , Frangi & Novati [Fra-2002] et Margonari & Bonnet [Mar-2005] au couplage la
FEM (pour modéliser la majorité du domaine) avec la BEM (pour modéliser les régions
fissurées). Parfois, un couplage de plus de deux méthodes est effectué. On citera par exemple
le cas de Han & Atluri [Han-2002] ou la méthode FEM a été utilisée dans les zones non
fissurées, avec la méthode de I’élément symétrique de Galerkin associée a la méthode des

¢léments de frontiéres (SGBEM) pour modéliser les zones fissurées.

1.4.3. La méthode des fonctions de poids (WFM)

Le développement de la méthode des fonctions de poids en mécanique de la rupture, remonte
aux travaux de Bueckner [Bue-1970] portant sur 1’étude d’une fissure semi-infinie dans un
milieu infini. L’approche développée alors utilisait la fonction de Green [Gre-1828]. Depuis,
la recherche de nouvelles fonctions de poids combinée a un approfondissement du bilan
énergétique de Rice [Ric-1972] a fait I’objet de plusieurs travaux, parmi lesquels, Paris et al.
[Par-1976], Oore et Burns [Oor-1980] et Bortmann et al. [Bor-1983]. En 1986, Gao et Rice
[Gao-1986] ont introduit 1’étude de la stabilité de la forme rectiligne du front de fissure pour
le calcul du facteur d’intensité de contraintes (FIC). Par la suite, beaucoup de travaux utilisant
cette technique se sont succédés. Les problémes traités concernent alors la forme de la fissure,
le mode de rupture ainsi que le domaine d’application (statique, dynamique, thermo-elastique,
.. .). Citons notamment, parmi ces travaux, par ordre chronologique, Rice [Ric-1989], Fett &
al. [Fet-1989], Bower & Ortiz [Bow-1990], Vainshtok & al. [Vai-1990], Dominguez & al.
[Dom-1992], Bower & Ortiz [Bow-1993], Rooke & al. [Ro0-1994], Orynyak & al. [Ory-
1995], Zheng & al. [Zhe-1997], Kiciak & al. [Kic-1998], Pommier & al. [Pom-1999],
Krasowsky & al. [Kra-1999], Hachi & al. [Hac-2003], Lazarus [Laz-2003], et Hachi & al.
[Hac-2005, Hac-2006].

La technique de fonction de poids consiste a utiliser une ou plusieurs solutions connues
(solution de référence) d'un cas particulier dans le but de trouver la solution pour le cas
général. La solution de référence vient généralement de résultats analytiques (exactes). Mais
dans certains cas, 1'absence de tels résultats oblige les auteurs, tels que Orynyak et al. [Ory-
1994, Ory-1995] pour la méthode de fonction de poids du point (PWFM), a utiliser des
solutions approximatives des fissures elliptiques pour déterminer la solution générale dans le

cas de fissures semi-elliptiques [Ory-1995] et quart-elliptiques [Ory-1994].
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Chapitre I : A propos de la mécanique de la rupture

L.5. SYNTHESE COMPARATIVE DES METHODES NUMERIQUES

La méthode FEM reste relativement simple du point de vue de la formulation mathématique,
mais se révele, sur le plan numérique, trés gourmande en terme de mémoire de calcul
notamment pour les problémes tridimensionnels. En effet, cette méthode impose la
discrétisation de toute la structure. On mentionne également les problémes de la FEM liés a la
convergence des calculs itératifs et son « incompatibilité » avec le traitement des problémes

de milieux infinis [Bon-1995].

S’agissant de la méthode BEM, celle-ci réduit d’une dimension le probléme par rapport a la
FEM et permet donc un gain appréciable en terme de mémoire, étant donné qu’on discrétise
uniquement la frontiere du domaine. D’autre part, on a une grande aptitude est offerte par la
BEM pour la modélisation des problémes de milieux infinis. Cependant, la méthode est trés
complexe sur le plan de la formulation mathématique et meéne a des singularités d’ordre
relativement élevé pouvant aller jusqu’a I’ordre 7 (1/¢) pour certains problémes ; la variable r
¢tant la distance entre le point de calcul et le point arbitraire du domaine étudié. Le traitement

de ces problemes de singularité est aussi complexe que la formulation elle-méme.

De par sa conception, la méthode des fonctions des poids ne possede pas la méme adaptabilité
pour étre appliquée a différents domaines et traiter différentes configurations par rapport a la
FEM et a la BEM. Néanmoins, elle présente une simplicité et une efficacité remarquables que
ce soit sur le plan mathématique ou d’un point de vue numérique.

Sur le plan numérique, la discrétisation se limite a la partie ayant le plus d’influence sur la
solution recherchée du probléme. Donc, pour les problémes de fissuration, on s’intéresse
uniquement au maillage de la fissure sur laquelle on projette toutes les conditions aux limites
du probléme (voir I’exemple discrétisée dans la figure 5). Cette approche permet donc un gain
en taille de mémoire de calcul par rapport a la BEM puisqu’elle n’exige pas de mailler toutes
les frontieres et permet encore plus de gain par rapport a la FEM puisqu’on ne discrétise pas

toute la structure.

Sur le plan de la formulation mathématique, la solution est donnée par un calcul intégral
direct. Ce qui n’est pas le cas en fissuration pour les autres méthodes FEM et BEM, ou
I’évaluation du facteur d’intensité de contrainte est un calcul indirect, passant obligatoirement
par la détermination du champ de contrainte ou du champ de déplacement ou encore par des

¢valuations énergétiques. Il est a signaler aussi que les singularités présentes dans la solution
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Chapitre I : A propos de la mécanique de la rupture

donnée moyennant les fonctions de poids (de Green) sont nettement moins compliquées que
celles de la BEM, I’ordre est plus faible et leur traitement est trés abordable vu qu’elles ne se
reproduisent pas a chaque passage sur un ¢lément de maillage (ceci sera développé pour cette

étude, dans le chapitre suivant).

T

! ’ 1 Y
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1 M )
I N
[ { T
| + Wy

@ | () (©

Figure 5 : Exemple de discrétisation d’un domaine bidimensionnel fissuré.
(a) par FEM - (b) par BEM - (¢) par WFM

La question de I’efficacité relative des différentes méthodes numériques FEM, BEM et WFM,
objet de nombreuses discussions notamment entre les deux premiéres, ne nous semble pas
essentielle. En effet, la FEM occupe une position dominante, son champ d’application est plus
grand que celui des autres. La BEM présente une supériorité pour le traitement de certaines
situations (problémes linéaires, fissuration en utilisant des éléments de discontinuité de
déplacement, milieux infinis, frontieéres mobiles, ...). La WFM est destinée a des domaines
d’application plus restreints mais présente, pour les problémes dont on dispose déja de
I’implémentation analytique en terme de fonction de poids, une simplicité et une efficacité

remarquable. Ces différentes approches sont donc complémentaires plutdt que concurrentes.

Dans la présente étude, la méthode de fonctions de poids a été adoptée en raison de sa
simplicité, sur le plan de la formulation mathématique et au niveau du traitement numérique
comparée a la méthode des éléments finis (FEM) et la méthode des ¢léments de frontiéres

(BEM).

20



Chapitre II : Présentation de
la méthode d’hybridation et
son application sur les
fissures internes
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Chapitre 11 : Présentation de la méthode d’hybridation et son application sur les fissures internes

I1.1. INTRODUCTION

Notre étude porte sur 1’évaluation du facteur d’intensité de contrainte sur le contour des
fissures internes et des fissures débouchantes en mode 1. Le but de cette évaluation du FIC est
de prévoir un éventuel risque de fissuration brutale ou par fatigue pour un certains nombre de
cas pratiques, tout en restant dans le cadre de la mécanique de la rupture linéaire (1’école
d’Irwin). Ces fissures sont considérées de forme elliptique. Celle-ci est une forme
géométrique trés utilisée en mécanique de la rupture [Sha-1971, New-1981, Vai-1990, Guo-
1995, Wan-1998, Kra-1999, ...] qui permet de simuler, en jouant sur le rapport des axes de
I’ellipse, différentes formes de fissures réelles présentes dans les structures (voir la photo de

la figure 6).

Figure 6 : Exemple d’une fissure interne de forme pratiquement elliptique due a une inclusion
de sulfure de manganése dans 1’acier du Titanic [Pom-2005].

Ce chapitre constitue le noyau de notre étude. Dans un premier temps, un apercu sur la théorie
de la fonction de Green est proposé. Ensuite, nous allons exposer le principe de I’idée
d’hybridation, sa formulation mathématique tenant compte de 1’optimisation des parameétres
géométriques relatifs a la fissure. Nous développerons également la mise en ceuvre numérique
de I’approche, qui est une tache aussi importante que la formulation de 1’approche, avec
notamment, les traitements des singularités des intégrales curvilignes et surfaciques présentes

dans la formulation de la méthode d’hybridation. La deuxiéme partie sera consacrée aux tests
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de validation de la présente approche d’hybridation a travers des exemples concernant des

fissures elliptiques internes sous différents modes de chargements quasi-statiques.

I1.2. RAPPEL SUCCINT SUR LA THEORIE DE LA FONCTION DE GREEN
Avant d’entamer la présentation de notre approche, il est utile de mettre en évidence la notion
de la fonction de Green qui est généralement a la base des formulations analytiques des
fonctions de poids. Pour cela, nous allons présenter la définition de la fonction de Green dans
sa forme la plus simple.
Soit une équation différentielle linéaire non homogene d’ordre 7 :
n , R . D n d’

;ai W) =0(x) & Lx)f()=¢(x), L(x)= ;ai (X)ﬁ (22)
i(x) étant un opérateur différentiel.
La fonction de Green de cette équation est la fonction qui satisfait 1’équation (22) en
remplacant le second membre (ou le terme source) ¢(x) par la fonction (au sens d’une

distribution) de Dirac &x-x") ayant la propriété :

+ oo =x
S(r—x')= { pour x , X (23)
0 pour x #x
Et:
[oe—xax =1. (24)
Alors, on a par définition de la fonction de Green G :
n d’ , D , R | Déf ,
Zai (x)FG(x,x )=0(x—x) & L(x)G(x,x)=0dx—-x) (25)
i=0 X
En appliquant les propriétés de la fonction de Dirac (23) et (24) il s’en suit pour (25) :
[ 8(x=x)p(x)dx’" = 9(x) = [ L(x)G(x,x)P(x )y’ (26)
Ce qui donne avec I’équation (22) :
[TL@Gx)9(Nd = L) f(x) & f()=]_ Gxx)p(x)dx 27)

Alors, nous avons fini par trouver une solution de notre équation différentielle (22) pouvant
servir comme solution particuliere. La solution générale sera la somme de la solution

homogeéne et de la solution particuliére donnée par 1’équation (27) :

S@)= 1,0+ [ G, x)p(x)dx (28)

23



Chapitre 11 : Présentation de la méthode d’hybridation et son application sur les fissures internes

Pour résumer son intérét, la fonction de Green est une fonction, une fois connue pour une

équation différentielle, pourra facilement servir a trouver une solution particuliére.

I1.3. PRESENTATION DE L’IDEE D’HYBRIDATION
L’expression du FIC pour une fissure elliptique dans un milieu infini, basée sur les fonctions

de poids, est donnée par [Oor-1980] :

Ky = [Woyq(Q)ds (29)
(8)

K, représente le facteur d’intensité de contrainte en mode I au point Q“du bout de fissure,
q(Q) est le chargement au point Q et S la surface de I’ellipse (fissure). Quant a W, , il

représente classiquement la fonction de poids liée au probléme. Notons que pour une force

unitaire appliquée au point Q, W, est traduit comme le facteur d’intensité de contrainte,
solution du probléme. D’aprés I’équation (28), W, correspond donc & une fonction de Green

G(x,x"), ou les variables x et x” sont remplacées par les positions des points Q” et O

conformément au cadre bidimensionnel. Ainsi, le domaine de variation de Q est la surface (S)

au lieu de I’intervalle ]—oo,+oo[, I’élément différentiel est la surface dS au lieu de dx “et q(Q)
remplace ¢(x"). La fonction K, qui correspond a f{x) est a la fois la solution particuliere selon

I’équation (27) et la solution générale selon (28), la solution homogene f,(x) étant nulle

puisque #x’) = q(Q) = 0. Ceci est cohérent avec le fait que le FIC K, est nul pour un

chargement nul.

Figure 7 : Paramétres géométriques et subdivision de la fissure elliptique
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Dans le présent travail, on se propose de définir la fonction W, par hybridation de deux

fonctions de poids. On montre alors qu’il est possible d’améliorer 1’évaluation du FIC en
restant dans des temps de calcul comparables voire inférieurs a ceux observés pour les
méthodes standards.

La méthode d’hybridation développée ici utilise deux types de fonctions de poids. La
premicere fonction a été développée par Oore & Burns [Oor-1980] pour modéliser toute forme

fermée de fissure dans un milieu infini :

- V2

QQ':—
dr

Ay ([,

00 l_[pgz

La deuxiéme est celle développée par Krasowsky et al. [Kra-1999] pour les fissures

(30)

elliptiques dans un milieu infini :

2H”4(6)

W =
00 \/ﬂa(l_ }"2(¢) ]12 ,'[ dr
R2(¢) QQFIOQZ

Dans les relations (30) et (31), on a (voir la figure 7) :

(1)

ret @ : les coordonnées polaires du point arbitraire Q,
R(@) : la distance entre 1’origine O et le bout de fissure en passant par Q,

l,y : la distance entre le point O et le point arbitraire Q,

(I') : 1a courbe de I’ellipse (front de fissure),

Po: la distance entre le point Q et le segment infinitésimal dI’,

@ : la position angulaire du point Q’.

sin? @+ a’ cos’ 0
sin>@+a’cos’6 |

o= a/b : le rapport entre les axes de I’ellipse et [1(0) = [
Partant de 1’observation que les fonctions de poids n’ont pas la méme efficacité numérique
partout a I’intérieur de I’ellipse, I’idée de I’hybridation consiste a considérer que la surface de
I’ellipse est séparable en deux zones I et II (voir la figure 7). Sur chacune des deux zones, on

utilise la fonction de poids qui est la plus efficace. Les deux zones sont définies par :
x 2 2
zone I : (—,j +(l,j <1
b a

, , (32)
zonel[:(i,j + l,j >1
b a
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On peut introduire le paramétre S définissant la proportion entre les zones et qui est tel que
dla=b|b=p et fe [ 0, 1]. On verra ultérieurement le role précis de ce parametre.

Ainsi, dans notre approche, nous avons remplacé le probléme physique classique associé a
une fissure elliptique, sous un chargement g(Q) et pour laquelle nous utilisons une seule

fonction de poids W,,, par un autre équivalent réalis¢ par la décomposition en deux

problémes physiques. Comme le montre la figure 8: le premier représente une fissure
elliptique soumise au chargement appliqué uniquement sur la Zone (I); le deuxie¢me

représente la méme fissure elliptique soumise au reste du chargement appliqué sur la Zone

(1l).

Coupe de la fissure
selon le plan (yOz) |

I
|
| - Chargement

Chargement

*z ?z
|
|
|
|
|
|
|

B

Coupe de la fissure I Coupe de la fissure
selon le plan (yOz) l selon le plan (yOz) '

Figure 8 : Décomposition du probléme physique

Il faut de plus noter que, pour qu’une fonction de poids W, soit analytiquement acceptable

[Kra-1999], il faut qu’elle vérifie les deux conditions :
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limW,,, =W, (d'une fissure rectiligne)

o , . . (33)
limW,,,, =W, (d'une fissure circulaire)

a—l

avec :
WQQ,(d 'une fissure rectiligne) =+/2d / (7[\/; léQ,) (34)
W,y (d'une fissure circulaire) =~ R* —r? /(ﬂ\/ 7R I’ 00) (35)

d étant la plus courte distance entre le point Q et le front de la fissure rectiligne et R représente

dans ce cas le rayon de la fissure circulaire.

On vérifie donc que I’hybridation est analytiquement acceptable car les deux fonctions de

poids (30) et (31) vérifient simultanément les conditions (33).

La fonction de poids de I’expression (31) est destinée exclusivement aux fissures de forme

elliptique. Néanmoins, lors de 1’évaluation numérique de I’intégrale de surface donnée par

I’équation (29), Pexpression (31) présente une singularité supplémentaire (/-/R)"? par

rapport a I’expression (30). Sachant que cette intégrale et I’intégrale curviligne présente dans

les fonctions (30) et (31) seront évaluées indépendamment (voir la section II.3), cet argument

nous a conduit a choisir la fonction de poids (31) pour la zone elliptique I et la fonction de

poids (30) pour la zone II, autrement dit :

{WQQ, del'eqn (31) si Q€ zonel
Wy del'eqn (30) si Q€ zonell

W —

00 = (36)

Il reste a déterminer la proportion adéquate £ entre les deux zones I et II.

I1 faut signaler que la fonction (30) d’Oore & Burns a une forme tres similaire aux fonctions
(34) et (35) pour une fissure rectiligne et une fissure circulaire, respectivement. D’ailleurs lors
de son développement Oore & Burns se sont particulierement appuyés sur les fonctions (34)
et (35) pour déduire les constantes présumées de I’expression finale (30) (voir les pages 203
et 204 de la référence [Oor-1980]). Ce qui n’est pas le cas pour la fonction (31) de Krasowsky
et al. [Kra-1999] qui est déduite a partir de la variation élémentaire du bilan énergétique du
Rice lors d’une propagation élémentaire de la fissure. Ce qui donne I’avantage a la fonction
(30) par rapport a la fonction (31) lorsqu’il s’agit des deux cas suivants :

e Bout de fissure d’une forme proche d’un cercle (a—1); ceci est confirmé

numériquement comme le montre le graphe de la figure 9 ou les paramétres f; et f> sont

,[(WQQ' )eqn(30) ds J- (WQQ' )eqn(31) ds

S

"|s- (WQQ' )eqn(35) s

définis par : f; = et f, = J‘S(

o0 )eqn(35)
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Ce graphe montre clairement que la fonction (30) converge plus rapidement vers celle d’une

fissure circulaire, par rapport a la fonction (31).

e Bout de fissure proche d’une droite (faibles valeurs de « avec des valeurs de @ loin de

7810).

1.01 4

1.00
0.99
0.98 ]
0.97 ]
0.96
0.95 ]
0.94 ]
093]
0.02 ]

Les valeurs de f, et f,

0.91 4

0.90
0.89

0.88 . T : , : 1 .
06 0.7 0.9 1.0

08
Le rapport o

Figure 9 : Comparison des fonctions de poids (30) et (31) avec celle
d’une fissure circulaire pour a=[0.6 , 1]

En fait ces deux cas correspondent a des situations ou la variation du rayon de courbure R, de
la fissure est tres faible tout en s’éloignant des faibles valeurs relative de R, (faibles valeurs
de aet 8 —0). Dans le cas contraire c’est la fonction de poids (31) de Krasowsky et al. qui

est favorisée puisqu’elle est nettement plus adaptée aux cas a grande variation de R.. Ceci est

confirmé par la présence via la fonction I1(6) du rayon de courbure R =--I1*>(8) dans

I’expression de la fonction (31).

Par conséquent, plus le rayon de courbure est relativement faible ou sa dérivée (gradient du
rayon de courbure) est élevée, plus la zone I devrait s’agrandir vis a vis de la zone II et vice
versa.

Compte tenu de toutes ces considérations, nous avons proposé une forme relative et simple de
la représentation de 1’influence du rayon de courbure par rapport au grand axe de 1’ellipse.

Elle est donnée par I’expression suivante:

ﬂl — (b B l’IllI;(Rc > Cl)) (37)
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Concernant la représentation de 1’influence du gradient du rayon de courbure pour un & donné

est donnée, nous proposons I’expression suivante du rapport entre les deux zones :
(30 )36
060 00 )
— min 38
ﬁZ aRC ~ aRc ( )
a 9 max a 0 min

la dérivée partielle par rapport a la position angulaire du point O, ses valeurs

C

avee

maximale et minimale intervenant dans (38) sont calculées en balayant tout le contour de
I’ellipse pour un & donné. Ce calcul de dérivée est évalué numériquement.

Le parameétre de proportion /s’exprime alors étre logiquement par :

b= max(ﬂ1 0, ) (39)

I1.3. MISE EN (EUVRE NUMERIQUE DE LA METHODE D’HYBRIDATION

Le calcul du FIC nécessite 1’évaluation de deux types d’intégrale; de surface dans
I’expression (29) et curviligne par 1’intermédiaire des fonctions de poids (30) et (31). Les
différentes singularités présentes dans ces intégrales nécessitent un traitement qu’on va

détailler ci-apres.

I1.3.1. L’intégrale de surface

Pour l’intégrale de surface de 1’équation (29), la technique de traitement de la singularité

1/ léQ, est celle employée efficacement par Krasowsky et al. [Kra-1999]. Elle consiste a

entourer le point Q' par un petit demi-cercle de rayon Ry sur lequel l'intégrale (29) est

analytiquement évaluée en utilisant la fonction de poids (34) d’une fissure rectiligne.

Figure 10 : Discrétisation de la fissure
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On trouve ainsi :
s _L L _ L " ~ ’
K, \/_Q/RO {2E(\/§j K(\/EH(J(Q)~1.217O31/R0q(Q) (40)

Le FIC est donné dans ce cas par K = K +K; avec S la surface de I’ellipse, S” la surface

intérieure au demi-cercle et S” la surface restante, K et E sont les intégrales elliptiques de
premiere et de seconde espéce, respectivement.

Pour réduire I’erreur due a la linéarisation de la courbure au point Q’, on prendra dans (40) :

min(R (9).4) _ p  min(R.(Q).a) 1
30 20
Cet intervalle est moins restrictif que celui proposé par Krasowsky et al. [Kra-1999] en

prenant la seule valeur : R, = min(Rc (0),a)/30.

En vue du calcul numérique de I’intégrale de surface, le domaine (S”) est discrétisé en tracant
des demi-cercles concentriques de centre Q' et de rayons Ry<ry<r;<r;<r;... et demi-droites
partant de Q' (environ 60 dans la plupart des discrétisations effectuées dans cette étude)
comme le montre la figure 10.

Deux types d’éléments sont générés a 1’issue de ce maillage :

e Des quadrangles a 4 nceuds provenant de I’intersection de demi-cercles avec les demi-
droites et parfois de I’intersection des demi-droites avec la Fronti¢re de (S”) (voir la
figure 11a). Dans ce cas, nous utilisons des fonctions de formes de Lagrange de degré
1 associées a 1’¢lément de référence de la figure 11b, que nous estimons suffisante
pour une intégration numérique. Elles sont données par :

N, =0251-¢(-n+&n)

N, = 0.25(1+&-n—-¢n)
N, =025(1+&+n+<&n)

N, =0251-¢+n-¢n)

e Des ¢léments triangulaires a 3 nceuds, localisés uniquement au voisinage de la

(42)

Fronti¢re de (S”), car ils proviennent de I’intersection entre cette derniére avec les
demi-cercles et les demi-droites (voir la figure 11a). Dans ce cas, nous utilisons pour

I’élément de référence de la figure 11c, des fonctions de formes linéaires :

N1 —1—5—77
N,=¢ (43)
Ny =nq
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L’algorithme utilisé lors de I’intégration numérique sur la surface (S”) est celui de Gauss a 9

points pour les éléments quadrilatéraux et a 7 points pour les éléments triangulaires.

@)

Frontiére de (S”)

s A nA
3
........................................ )
¢
(a)
1 > ._._._.I_E 2__._.?
(b) (c)

Figure 11 : (a) Passage des éléments réels aux éléments de référence (b) Elément de
référence carrée a 4 nceuds — (¢) Elément de référence triangulaire a 3 nceuds

I1.3.2. L’intégrale de contour

Il s’agit de ’intégrale Iﬂzprésente dans le dénominateur de chacune des fonctions de poids
r P 0
(30) et (31). Tant que le point Q est loin du front de fissure (I'), ’intégrale en question se

transforme en une somme :

Figure 12 : Discrétisation du front de la fissure

dr & (),
Z-35 (4
rPo = Pio
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Dans la relation (44), N désigne le quart du nombre de point subdivisant le contour (I') et

son segment élémentaire.

Lorsque le point Q est trés proche du bout de fissure, ’intégrale I
r Po

- devient singuliére

(pp — 0)et son évaluation numérique devient délicate. Pour traiter cette singularité nous

ignorons, comme Krasowsky et al. [Kra-1999], une bande trés fine a proximité du contour
(voir la figure 12) d'épaisseur constante :

A =ya ou y=1/300 (45)
Cette équation nous distingue de Krasowsky et al. [Kra-1999], pour lesquels cette épaisseur

est variable et dépend de la position angulaire y de dI" (voir la figure 12) :
1 .
A(y) = %COS(T ¥))min(R, (y),a) (46)

L’angle T en un point du bout de la fissure est mesuré entre la tangente en ce point et la droite
passant par ce point et I’origine O (voir la figure 7).

L’utilisation d’une telle équation rend le maillage automatique que nous utilisons,
relativement complexe voire impossible, d’ou le choix d’un A constant donné par I’équation
(45). En ce qui concerne Krasowsky et al. [Kra-1999], ces derniers ont adopté 1’équation (46)
sans se soucier du maillage automatique.

L’erreur sur 1’évaluation de I’intégrale (29) provoquée par 1I’exclusion de la bande d’épaisseur
y 1 | 3/2 ) 3/2

A est estimée par [Kra-1999], a environ J\/;dx j\/;dx = (—j contre (—j pour
0 0 300 300

notre choix de A constant. Ces deux valeurs sont identiquement tres faibles.

Le domaine effectif de la fissure devient :

[fj +(Zj s[l—iJ (47)
b) \a R(6)

Il nous parait nécessaire que 1’épaisseur A reste inférieure a la taille caractéristique d’une
maille du domaine discrétisé, représentée par la distance entre deux arcs de demi-cercles
consécutifs (voir la figure 11a). Cette condition a pour but de ne pas tomber sur le cas
pathologique des éléments excessivement petits, induisant des temps de calcul prohibitifs sans
un gain significatif en précision. Donc, a la limite, A doit satisfaire la condition suivante [Kra-
1999] :

A= (T =1 )i =7 — Ry (48)
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Ce qui nous donne, avec les équations (41) et (45), la proportion de progression du rayon 7;
suivante :

R A {L,i} (49)
. R, 1510

Le calcul numérique de I’intégrale de contour nécessite évidement la discrétisation de ce

dernier avec un nombre fini de points, délimitant des segments de droite de longueur A" (voir
la figure 12). L’erreur & de linéarisation du I’arc JI" est donnée en utilisant le développement

limité de sin(dy /2) au voisinage de zéro, a savoir
3
sin(Sy/2)= (51///2)—%#.. ce qui entraine,

_d-a_ 6y’
o 24

S (50)

avec oy I’ouverture angulaire du segment Ol .
Pour uniformiser 1’erreur & sur toute la courbe (I'), nous prenons la valeur moyenne (comme
s’il s’agit d’un cercle) :
2
¢ :i(%j — (6w (51)
Le parameétre Y, représente I’angle réduit de ytel que :
V= arctan[a tan(y/r )] (52)

Comme 1’angle réduit du i point est :

V4
. — . 5 — '_ 53
w, (i) =i(oy,) Sy (53)
On obtient, en substituant (53) dans (52), ’angle du i point :
y (i) = arctan atan(i ij (54)
2N

On remarque donc que les N points discrétisant le contour de la fissure ne pourront pas étre
équidistants, s’ils n’ont pas le méme rayon de courbure. Krasowsky et al. [Kra-1999] ont
trouvé une équation trés similaire a (54) sauf qu’au lieu de ¢, ils ont mis ¢ sans expliquer la
démarche adoptée pour obtenir leur résultat.

Pour que I’erreur & demeure toujours faible, Krasowsky et al. [Kra-1999] ont imposé la

condition suivante :

Ly)/A<p (55)

avec u=101/1¢€ [0.1 ; 0.2], les distances /y et /; sont mentionnées sur la figure 13.
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Comme D’erreur est supposée constante et égale a celle d’un cercle, /; peut étre évalué en

utilisant les deux premiers termes de développement limité de le cos(dw /2)au voisinage de

Z€10 :
2
I =a—acos(8y/2) za(&ﬂ% (56)

Cette équation utilisée dans la condition (55) peut nous offrir avec I’équation (45), une borne
inférieure du nombre de points NV :

N> 7/(2y8u7) (57)
Si le point Q est situé & proximité de la bande fine ignorée, donc suffisamment proche du ™
segment du front de fissure discrétisé (figure 13), I’intégrale est évaluée analytiquement sur ce

segment afin d’éviter tout risque de singularité pouvant perturber le bon déroulement du

calcul:

ar ¢ dc 1 c, ¢
— = | —— =|—| arctan— — arctan — 58
'[ 2 ch +d? ‘d[ d d j‘ (58)

L’équation (44) devient alors :

ar_§ ), I—+Z(m (59)

Q i= 1 plQ @ Po =1 Pig

Front de fissure

Figure 13 : Agrandissement au voisinage du front de fissure

L’utilisation de (59) au lieu de (44) est justifiée par ’amélioration des résultats obtenus et
permet d’éviter une discrétisation excessivement raffinée de la courbe (I'), obligatoire lorsque

O se rapproche de celle-ci.
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Si on prend, par exemple, le point L (voir la figure 13) au milieu de JI" (¢; = -¢;), pour le cas
X' =a(dy,)=a(r/2N)=a\8uy etd=~ A= ay les intégrales calculées pour le k™ terme via

I’équation (44) et I’équation (58) sont respectivement :

[l :£2:l 8—1131 ::5600(1_1 ct ]2 = iarctan( 2_/1J
d> a\y ay v

L’erreur commise sur le k" terme est alors trés importante (Erreur relative supéricure a
600%).

Dans notre code de calcul, nous avons préféré utiliser I’équation (59) pour chaque élément de

~ 8804 (60)

la surface (S”) dont au moins un des nceuds est situé sur le segment O (les éléments en gris

dans la figure 13b).

I1.4. TESTS DE VALIDATION POUR DES FISSURES ELLIPTIQUES INTERNES

Dans le but de valider notre approche d’hybridation, trois exemples pratiques sont traités ci-
aprés en utilisant le code de calcul HWFun, développé dans le cadre de cette thése (présenté
dans I’ Annexe),. [ls concernent respectivement le cas d’une fissure elliptique interne dans un
milieu infini sous un chargement polynomial, le cas d’une fissure elliptique interne dans une
plaque sous flexion et finalement le cas d’une fissure elliptique interne dans un tube sous

pression.

I1.4.1. Fissure elliptique interne dans un milieu infini soumise a un chargement
polynomial

Nous considérons dans cet exemple une fissure elliptique dans un milieu élastique infini
(bords du domaine situés suffisamment loin de la fissure). La fissure est considérée soumise a

un chargement (contrainte) de répartition polynomiale, de la forme suivante :

o)=Y a, (%j (ij i, je{0,1,2,3} (61)
o a

Ce mode de chargement est couramment utilisé¢ dans la littérature (voir par exemple Shah &
Kobayashi [Sha-1971], Raju & Newman [Raj-1982], Orynyak & Gienko [Ory-2002]), car il

permet de simuler de multiples situations pratiques.

35



Chapitre 11 : Présentation de la méthode d’hybridation et son application sur les fissures internes

Dans le cas particulier du chargement uniforme (a; = 0, sauf agpy=0p), nous calculons le
K, E(k)
o N mll"* ()

facteur d’intensité de contrainte adimensionnel en mode I sous la forme K, =

ou E(k) est I’intégrale elliptique de seconde espece et k = m .

Les FIC est évalué en utilisant la méthode numérique d’hybridation précédemment décrite.
Les valeurs trouvées sont comparées aux résultats de Krasowsky et al. [Kra-1999] et d’Oore
& Burns [Oor-1980]. Ces résultats sont résumés dans les tableaux I et II.

Tableau I : Comparaison du FIC adimensionnel K , sur le contour de la fissure elliptique sous chargement

uniforme pour différentes valeurs du rapport .

Résultats obtenus par HWFun Résultats de Krasowsky et al
(04 ero ]z'](exacte) [?[ KI _
o Er(%) | (B=0,F.P.de | Er(%) K, Er(%)
(par hybridation)
Qore & Burns)
0. | 1.00000 | 1.00056 | 0.056 | 0.99893 | 0.107 | 1.00035 | 0.035
1.0 30. | 1.00000 | 1.00057 | 0.057 | 0.99894 | 0.106 | 1.00035 | 0.035
' 60. | 1.00000 | 1.00058 | 0.058 | 0.99896 | 0.104 | 1.00035 | 0.035
90. | 1.00000 [ 1.00059 | 0.059 | 0.99897 | 0.103 | 1.00035 | 0.035
0. 1.00000 | 1.00940 | 0.940 [ 1.01155 1.155 | 0.98523 | 1.477
0.8 30. | 1.00000 | 1.00346 | 0.346 | 1.00384 | 0.384 | 0.99170 | 0.830
’ 60. | 1.00000 | 0.99555 | 0.445| 0.99266 | 0.734 | 1.00573 | 0.573
90. [1.00000 | 0.99339 | 0.661 | 0.98886 1.114 | 1.01184 | 1.184
0. 1.00000 | 1.00858 | 0.858 | 1.03387 | 3.387 | 0.96532 | 3.468
0.6 30. | 1.00000 | 0.99823 | 0.177 | 1.00915 | 0.915 | 0.98550 | 1.450
' 60. | 1.00000 | 0.99493 | 0.507 | 0.98480 1.520 | 1.00985 | 0.985
90. [1.00000| 0.99851 [ 0.149 | 0.97884 | 2.116 | 1.01390 | 1.390
0. 1.00000 | 0.99780 | 0.220 | 1.07704 | 7.704 | 0.94460 | 5.540
0.4 30. | 1.00000 | 0.98987 | 1.013 | 1.01327 1.327 | 0.98180 | 1.820
' 60. | 1.00000 [ 0.99619 | 0.381 | 0.97608 | 2.392 | 1.00540 | 0.540
90. [1.00000 | 0.99994 | 0.006 | 0.96953 | 3.047 | 1.02053 | 2.053
0. 1.00000 | 0.99399 | 0.601 | 1.17519 |17.519| 0.93730 | 6.270
0.2 30. | 1.00000 | 0.98730 | 1.270 | 1.01328 1.328 | 0.99690 | 0.310
' 60. | 1.00000 [ 0.99575 | 0.425| 0.96876 | 3.124 | 1.00400 | 0.400
90. [1.00000 | 0.99315 | 0.685 | 0.96531 3.469 | 1.00400 | 0.400
0. | 1.00000 | 1.00294 | 0.294 -- -- -- --
0.1 30. | 1.00000 | 0.99957 | 0.043 -- -- -- --
' 60. | 1.00000 | 0.99349 | 0.651 -- -- -- --
90. | 1.00000 [ 0.99007 | 0.993 -- -- -- --

Sur le tableau I, nous avons reporté les valeurs du FIC fournies par le code de calcul HWFun
basé sur la méthode d’hybridation dans le cas étudi¢ pour différentes valeurs du rapport « et

tan(8)

). Sur ce tableau, sont également reportés pour le méme
o

d’angle réduit 6 = arctan(

probléme traité, la solution exacte, les résultats trouvés par Krasowsky et al. [Kra-1999] ainsi
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que les résultats trouvés par le code HWFun en utilisant la fonction de poids de Oore & Burns
[Oor-1980] sur tout le domaine (4= 0). Comme il ne s’agit pas des mémes valeurs de I’angle
réduit 6,°, nous avons préféré mettre les résultats trouvés par Oore & Burns [Oor-1980] pour
le méme probléme dans le tableau II. D’apres le tableau I, nous constatons que 1’erreur
maximale sur la valeur de FIC est de 6.27% pour les résultats de Krasowsky et al. [Kra-1999],
17.52% en utilisant la fonctions de poids d’Oore & Burns [Oor-1980] sur tout le domaine et
finalement 1.27% pour 1’approche d’hybridation. Pour les résultats d’Oore & Burns [Oor-

1980], I’erreur maximale sur le FIC est de 9.51% comme le montre le tableau II.

Tableau II : FIC adimensionnel K , trouvé par Oore & Burns sur le contour de la fissure elliptique sous

chargement uniforme pour différentes valeurs du rapport .

o 49, ° e (exacte) Résultats d’Oore & Burns

' K, Er(%)

16 1.00000 1.01212 1.212

36 1.00000 1.00767 0.767

1.0 | 49 1.00000 1.00766 0.766
70 1.00000 1.01917 1.917

88.2 1.00000 1.01473 1.473

14 1.00000 1.03170 3.170

32.5 1.00000 0.99976 0.024

0.8 | 49 1.00000 1.00442 0.442
73 1.00000 1.00700 0.700

88.2 1.00000 1.00184 0.184

12.5 1.00000 1.04112 4.112

28.2 1.00000 1.02799 2.799

0.6 50 1.00000 0.99731 0.269
75 1.00000 0.99252 0.748

88.6 1.00000 0.98868 1.132

10 1.00000 1.09510 9.510

27 1.00000 1.01981 1.981

0.4 50 1.00000 0.98773 1.227
74.6 1.00000 0.97867 2.133

89 1.00000 0.97417 2.583

2.2 1.00000 1.05026 5.026

15.6 1.00000 0.96778 3.222

0.2 | 313 1.00000 0.98808 1.192
69.4 1.00000 0.97980 2.020

89.5 1.00000 0.96747 3.253

Nous observons donc une amélioration de la précision de calcul sur la valeur de FIC pour la
présente approche basée sur I’hybridation par rapport aux résultats obtenus par Krasowsky et
al. [Kra-1999] ou Oore et Burns [Oor-1980]. On signale également un domaine d’applicabilité

plus large pour I’approche par hybridation des fonctions de poids, en particulier dans le cas
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(a=0.1) non traité par les autres méthodes. Ceci est dii peut étre a de limitations rencontrées

par ces auteurs concernant de calcul et la facilit¢ de remaillage, les fissures aplaties

nécessitant des maillages trés raffinés.

FIC ad., F,

Figure 14 : FIC adimensionnel sur le contour d’une fissure elliptique pour o =0.5

1.00 -

0.95 —

0.90 —
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0.75 - Sol. anal. (Shah)
. HWFun
A FEM (Wang)

0.70 * XFEM (Sukumar)

0.65

Angle reduit, 0,

06 —
05 - a-"
0.4 —m
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- K A FP Krasowsky et al.
e * FP Wang et al.
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) ' ) ' T l 1 l 1 I ) I ) I T l 1
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Angle reduit, 6,

90

Figure 15 : FIC adimensionnel £ sur le contour de la fissure elliptique

pour o = 0.2 avec un chargement linéaire
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FIC ad., F,

FIC ad., F,

0.3 -

e
N
]

0.1 -

7
& A FP Krasowsky et al.

a=0.2

Sol. anal. (Quad XX)

i 7 --- Sol anal. (Quad YY)
m HWFun

* FP Wangetal

0.0 -F'
T
0
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L'angle réduit, 6°

(b)

Figure 16 : FIC adimensionnel F; sur le contour de la fissure elliptique pour a0 = 0.2
(a) Chargement quadratique XX et YY — (b) Chargement quadratique XY
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Pour un chargement uniforme, une comparaison entre les résultats de la méthode des ¢léments
finis (FEM) trouvés par Wang et al. [Wan-1998], les résultas de son extension (XFEM)
trouvés par Sukumar et al. [Suk-2003], et ceux de la présente approche est effectuée pour o=
0.5 sur la figure 14. Le FIC adimensionnel y est alors défini par F, = K, E(k) / (0'0 Ne )
La figure 14 montre que les résultats obtenus avec 1’hybridation dans ce cas sont de tres
bonne qualité, leur concordance avec la solution analytique semble meilleur que celle des
autres approches.
Pour les chargements d’ordre supérieur,
1) linéaire (LinX : a; = 0, sauf a;p=0p et LinY : a; = 0, sauf ag;=0y dans I’équation
(61)),
i1) quadratique (QuadXX: a; = 0, sauf ax=0p; QuadYY : a; = 0, sauf ap=0y ;
QuadXY : a; =0, sauf a;;=0y dans I’équation (61)),
1i1) cubique (CubXXX : a; = 0, sauf az=0p; CubXYY : a; = 0, sauf a;,=0y dans
I’équation (61)).

FIC ad., F,

0.2 H 7 o=0.4
Sol. anal. (Lin X)
7 - - - Sol. anal. (LinY)
0.1 — s ® HWFun
g A FP Krasowsky et al.
- * FP Wangetal.

d

B e BN e e IS B mo e o

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

L'angle réduit, 9r°

Figure 17 : FIC adimensionnel F; sur le contour de la fissure elliptique pour o = 0.4
avec un chargement linéaire
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FIC ad., F,

FICad. F,

06 —
-4
0.5 — A *
7 7 *
- '
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0.3 <
0.2 —
J o=0.4
P 4 Sol. anal. (Quad XX)
0.1 — X s — — -Sol. anal. (Quad YY)
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A FP Krasowsky et al.
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Figure 18 : FIC adimensionnel F; sur le contour de la fissure elliptique pour o = 0.4
(a) Chargement quadratique XX et YY — (b) Chargement quadratique XY
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Les résultats trouvés pour le FIC adimensionnel F; par 1’approche d’hybridation pour
différentes valeurs de « (0.2; 0.4; 0.6 ; 0.8 ; 1.0) montrent une bonne corrélation avec la
solution analytique de Shah & Kobayashi [Sha-1971] pour des angles réduits entre 0° et 90°.
Les comparaisons proposées sur les figures 15, 16, 17, 18, 19 et 20 correspondant a trois
valeurs de o (0.2 ; 0.4 ; 0.6) en sont représentatives. Ces comparaisons sont effectuées entre
la présente approche d’hybridation, la fonction de poids de Wang et al. [Wan-1998] et la
fonction de poids Krasowsky et al. [Kra-1999] appliquée sur tout le domaine dans le code
HWFun (f=1).

Globalement les différentes méthodes permettent une bonne évaluation du FIC avec un 1éger
avantage a la méthode d’hybridation surtout pour les faibles valeurs de & ou on observe un
décrochement plus claire (figure 15 et 16).

Dans le cas d’un chargement cubique, les résultats obtenus par hybridation des fonction de
poids sont en parfaite concordance avec la solution analytique développée par Orynyak &
Gienko [Ory-2002]. La fonction de poids de Wang et al. [Wan-1998] ne fournit pas de
résultats pour ce mode de charge ce qui prouve la plus grande applicabilité, tout en préservant
une bonne qualité des résultats, de la présente approche. Dans la figure 21, une illustration de

ces résultats est proposée.

FICad, F,

a=06
R Sol. anal. (Lin X)
] , 7 - -- Sol. anal. (LinY)
0.1 — /‘ m HWFun
L A FP Krasowsky et al.

, 7 * FP Wangetal.

0.0
_? ) I L) I L) I L] I T I T l ) l T I T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

L'angle réduit, er"

Figure 19 : FIC adimensionnel F; sur le contour de la fissure elliptique pour
o = 0.6 avec un chargement linéaire
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Figure 20 : FIC adimensionnel F; sur le contour de la fissure elliptique pour o = 0.6
(a) Chargement quadratique XX et YY — () Chargement quadratique XY
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Figure 21 : Variation du FIC adimensionnel F; en fonction du rapport o
a 6.= 0° et 45° pour des chargements cubiques

I1.4.2. Fissure elliptique interne transversale dans une plaque sous flexion
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Figure 22 : Fissure elliptique interne dans une plaque infinie sous flexion
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La présence des lacunes et des inclusions a I’intérieur des plaques travaillant en flexion
constitue un probléme rencontré couramment en pratique. L’existence de tels défauts fragilise
les structures en diminuant considérablement leur résistance et augmente leur risque de
fissuration. Dans 1’étude de ces structures, les défauts sont souvent assimilés a des fissures
elliptiques planes plus au moins aplaties, afin de pouvoir affiner le calcul de leur résistance.
Pour une plaque de grandes dimensions sollicitée en flexion et comprenant une fissure
elliptique transversale (voir la figure 22), ’expression du FIC est donnée par [Bar-1980] :

K, = CG\/E(COSZ 6 +a’sin’ 6, )”4{1— . sz(k)COS@fz (62)
w (+k)E() —(1-k>)K (k)

ou oest la contrainte appliquée sur la fissure, C est un facteur correcteur dépendant des
parameétres géométriques 6, &, a/d et de la limite ¢€lastique (o), K(k) et E(k) sont les
intégrales elliptiques respectivement de premiere espece et seconde espéce, @ est un
paramétre qui vaut E(k)” pour les faibles valeurs du rapport 6/0,. Le paramétre d est la
distance de la fissure a la surface libre la plus proche et / sa distance a la deuxiéme surface
libre (4 > d ). Pour un coefficient de Poisson v=0.3, la référence [Bar-1980] nous fournit les
valeurs de C sous la forme d’abaques. Par exemple, pour a/d <0.2, 6. € [-7/2,7/2] et

ac[0.1,1.0],ona C=1.

1.6 <
1.4
a=1.0
1.2 o Solution exacte
® HWFun

* FP Krasowsky et al.

X

L L L L L L s
-90 -70 -50 -30 -10 10 30 50 70 90

Figure 23 : Variation du FIC adimensionnel K, sur le contour d’une fissure circulaire (¢or= 1.0)
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1.6 <
1.4 <
| a=06
Solution exacte
1.2 - m HWFun
* FP Krasowsky et al.
— 1.0 4
K ]
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0.6
0.4 -
| ! I ' | ! | ! | ! | ! | ! | ! | ' |
-90 -70 -50 -30 -10 10 30 50 70 90
(@°)
(a)
16 -
1.4
1 a=02
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“ 7 m HWFun
| * FP Krasowsky et al.
— 1.0+
K: |
0.8
0.6
0.4 <

1L L L L L L L e
-90 -70 -50 -30 -10 10 30 50 70 90

(6°)

(b)

Figure 24 : Variation du FIC adimentionnel K , pour une fissure elliptique dans une plaque sous flexion
(a) pour o = 0.6, (b) pour o0 = 0.2
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Le cas d’une plaque de grandes dimensions (considérée comme infinie), soumise a une
flexion pure comme illustré sur la figure 22 avec a/d <0.2 et o(y) = oy(1+(/a)), est
considéré et résolu par I’approche d’hybridation. Les résultats trouvés sont reportés sur les
figures 23, 24 et 25. Le graphe de la figure 23 donne le FIC en fonction de 6, dans le cas
d’une fissure circulaire. On observe que les résultats trouvés par hybridation (HWFun) ou en
utilisant une seule fonction de poids (celle de Krasowsky et al. [Kra-1999] utilisée dans le
code HWFun) corroborent de facon presque identique avec la solution analytique (62),

comme c¢’¢était le cas pour un milieu infini et un chargement uniforme (voir le tableau I).

1.80 —
1.75 4
O=rn/2
i Solution Exact
1.70 - B HWFun

* FP Krasowsky et al.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
a=a/b

Figure 25 : Variation du FIC adimentionnel K , pour une fissure elliptique dans une
plaque sous flexion pour & € [0. 1 1.0] et 8 =m/2.

Les graphes de la figure 24 montrent la méme qualité de résultats concernant K, calculés
avec notre code HWFun basé¢ sur 1’hybridation et ceux trouvés en utilisant la fonction de
poids de Krasowsky et al. [Kra-1999]. On constate notamment un net avantage de 1’approche
par hybridation pour —30°< 68 <+30°. Sur le graphe de la figure 25, on s’intéresse au FIC
maximum sur le contour de la fissure (6, =2/2) pour différentes valeurs de « (de 0.1 a 1.0).

Comparés a la solution analytique, on observe que les résultats obtenus par hybridation sont
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meilleurs que ceux obtenus en utilisant la fonction de poids de Krasowsky et al. [Kra-1999]

sur tout le domaine de la fissure (8= 1).

I1.4.3. Fissure elliptique interne dans un tube sous pression

Le probleme des tubes travaillant sous pression interne est aussi répondu que le probléme
précédent (plaque sous flexion). La présence de lacunes, d’inclusions ou de défauts de joints
de soudure dans ces structures fragilise ces derniéres et diminue leur ténacité. Comme pour le
cas des plaques ces défauts sont couramment décrits comme des fissures de forme elliptique.
Ces fissures peuvent étre transversales, longitudinales ou autres. Ce sont les fissures
longitudinales, objet de notre étude, qui sont les plus dangereuses compte tenu du risque
d’ouverture de la fissure sous I’effet de la pression interne. C’est un probléme ou le
chargement, dii essentiellement a la contrainte circonférentielle ogg a I’intérieur de la fissure,
a une distribution non-polynomiale. Cette derniére est donnée par la relation de Lamé :

2 2
o, =p|| - BF | R+t (63)
R+t +y R,

1

avec R; le rayon intérieur du tube, ¢ son épaisseur, ¢; et ¢, les distances entre le centre de la
fissure et les parois du tube, p; la pression intérieure et y ’ordonnée du point Q liée au repére

mentionné sur la figure 26.

Figure 26 : Fissure elliptique interne dans un tube sous pression

La présente approche est comparée avec la méthode des éléments de frontieres hybrides

HBEM développée par Guozhong & Kankda [Guol-1995]. Le FIC adimensionnel
F,,:K,E(k)/(p(Ri/t)\/%) est alors déterminé sur le contour de I’ellipse pour les

configurations suivantes : #/R; = {0.1,0.25}, a/t; = a/t; € {0.2,0.4}, ae {0.25,0.50,1.00}.
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Figure 27 : FIC adimensionnel F; pour #/R=0.1 (a) avec a/t; = 0.2 — (b) avec a/t;=0.4
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Figure 28 : FIC adimensionnel F; pour #/R=0.25 (a) avec a/t; = 0.2 — (b) avec a/t; =0.4
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Comme on peut le constater sur les comparaisons reportées sur les figures 27a et 27b pour
t/R=0.1, notre approche initialement prévue pour des corps infinis reste valable méme pour
des corps finis (c’est le cas pour le tube étudi¢). Le décalage avec la HBEM, qui est une
approche plus générale, ne dépasse pas les 6% tant que a/t; et a/t; < 0.4.

Le décalage augmente en se rapprochant des surfaces libres du tube, c'est-a-dire lorsque le
rapport a/t; augmente ou lorsque 6, tend vers £90°. Les surfaces libres engendrent des
concentrations de contraintes non prises en compte par la méthode d’hybridation dans sa
version actuelle. Comme prévu, on remarque que la HBEM montre une certaine sensibilité a

cet effet au voisinage de la surface libre (8 — 190°) lorsque a/t; augmente. Les mémes

remarques sont maintenues pour #/R~=0.25 car I’influence de 1’épaisseur du tube sur la

convergence des résultats n’est pas trop importante comme le montrent les figures 28a et 28b.

I1.5. CONCLUSION

Dans ce chapitre, une présentation détaillée de la technique d’hybridation a d’abord été
proposée. Dans le but d’exploiter cette technique pour résoudre le probléme de structures
fissurées, les équations de la méthode ont été programmées en langage C™ pour donner
naissance a un code de calcul appelé HWFun. Ce dernier a été utilisé pour réaliser des tests de
validation des structures tridimensionnelles élastiques (milieu infini sous chargement
polynomial, plaque en flexion et tube sous pression interne) contenant des fissures elliptiques.
Les comparaisons entre les valeurs du FIC en mode I obtenues par hybridation et les résultats
analytiques (lorsqu’ils existent) ou les résultats numériques basés sur les fonctions de poids
« simples » ont permis de mettre en évidence I’apport de I’hybridation dans I’amélioration de
la précision dans I’évaluation du FIC et I’¢largissement du domaine d’applicabilité (validité)
de ce type de méthodes. Des résultats probants ont également été obtenus par hybridation en

la comparant a des méthodes plus générales (FEM, XFEM et HBEM).

51



Chapitre I1I : Couplage de la
méthode d’hybridation avec
la PWEM et son application
sur les fissures débouchantes

Chapitre III : Couplage de la méthode d’hybridation avec la PWFM et son application

sur les fissures débouchantes.........c.ceeveeerueeceecnncnne Y. ¥
ITLT. INTRODUCTION.......ciititiiteeiie ettt ettt ettt eite e tteette s bteeteessbaessteessbaessseesnbeesnseesnseesnseesnseesnseesnseesseesns 53
II1.2. PRESENTATION DU COUPLAGE DE LA METHODE D’HYBRIDATION AVEC LA PWFM...... 53
II1.3. TESTS DE VALIDATION POUR DES FISSURES SEMI-ELLIPTIQUES DEBOUCHANTES ........ 58
II1.3.1. Fissure semi—elliptique débouchante a 1I’intérieur d’un tube MINCE ..........eeeerueruierierienienieie e eieenee 58
I11.3.2. Fissure semi-elliptique débouchante a I’intérieur d’un tube €Pais .........cccereeririererienienieresteeetere e 61

i) Cas d’un chargement POLYROMIQL................c.cccciiiiiiiiiiei ettt ettt ettt eae et ene 61

i) Cas d’un chargement de LAME.....................cc.ccociiiiuiiniriiiiiiii ettt ettt 64
II1.3.3. Fissure semi-elliptique débouchante dans une plaque sous fleXion ............cccecvrverierinenenieciiinineneneneeeeene 66
111.3.4. Plaque contenant une fissure semi — elliptique sous un chargement polynomial ............cccccevvevieeierieneeniennnnne. 74
I11.3.5. Plaque contenant une fissure semi-elliptique sous un chargement exponentiel ..............ccoeververieevierieneeniennnnne. 78

II1.4. CONCLUSION ..ottt sttt ettt st ettt e a et be et e b et e e et et sa e bt saeeae et e s eaenaeerenae 82



Chapitre 111 : Couplage de la méth. d’hybr. avec la PWFM et son application sur les fissures débouchantes

II1.1. INTRODUCTION

L’¢étude des fissures semi-elliptiques présente un grand intérét pratique dés qu’on s’intéresse a
des milieux présentant des surfaces libres. C’est le cas de beaucoup de structures industrielles
(barres, plaques, tubes, ...) ou des milieux semi infinis (roches, massifs de béton, structures
métalliques de grandes dimensions, ...). L’importance d’une telle étude découle de la
dangerosité et de risques de rupture causés par ce genre de fissures. Il faut signaler que pour
ce cas, I’effet de la surface libre multiplie de fagon importante le risque de fissuration par
rapport a une fissure interne, comme on va s’en apercevoir en avangant dans le
développement de ce chapitre. Par ailleurs, les fissures semi-elliptiques débouchantes
représentent 1’avantage d’étre plus exploitables du point de vue expérimental par rapport aux
fissures internes, notamment lorsqu’il s’agit de propagation de fissure par fatigue. Ceci est dii
essentiellement a la facilité relative pour accéder aux mesures de déformations/déplacements
a l'intérieur de la fissure, surtout lorsque les dimensions de cette derniére augmentent sous
’action de la sollicitation.

Le prolongement de notre méthode d’hybridation vers le traitement des fissures semi-
elliptiques se voit justifier par toutes ces considérations. Afin de réaliser cet objectif, nous
avons adopté une démarche basée sur le couplage de I’hybridation avec une autre technique

appelée PWFM (Point Weight Function Method) développée par Orynyak [Ory-1994].

I11.2. PRESENTATION DU COUPLAGE DE LA METHODE D’HYBRIDATION
AVEC LA PWFM
La PWFM consiste & chercher I’expression de la fonction de poids W,, du cas semi-
elliptique en se basant sur la solution du cas elliptique. La fonction de poids W, est alors
décomposée en deux parties asymptotique et corrective [Ory-1995] :

Woo =Woo +Woor (64)
ou WQAQ, et WQCQ, sont respectivement les composantes asymptotique et corrective.
La composante asymptotique WQAQ, représente I’approximation principale de la fonction de
poids W,, qui se confond avec celle-ci lorsqu’elle atteint sa valeur maximale (ceci sera

développé ultérieurement). Elle est donc supposée étre la composante la plus importante du

point de vue quantitatif.

A

Afin de déterminer I’expression de W, ,

on se place d’abord dans la zone sans influence de

la surface libre mentionnée sur la figure 29. Dans ce cas, O ou Q' sont des points internes et
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la fissure semi-elliptique est sensée se comporter comme une fissure elliptique de méme

géométrie mais chargée uniquement sur sa moitié. Nous considérons WQAQ, comme la fonction

de poids d’une fissure elliptique qu’on note Wg(gf”‘”“) et prend la forme suivante par

hybridation:
W,y del'eqn (31) si Q€ zonel

WA = W(E{lipse) — 65
o0 ee W,y del'eqn (30) si Q€ zonell (63)

conformément a 1’équation (36).

YA 9]

La surface libre

Partie réelle

Partie fictive

Figure 29 : Mise en évidence de la partie réelle
et la partie fictive d’une fissure semi-elliptique débouchante

Dans le cas ou I’effet de la surface libre est trés fort, introduisant une plus grande ouverture de

la fissure, on aura par conséquent une fonction de poids WQAQ» aux valeurs plus élevées, lorsque

O et Q' sont simultanément trés proches de la surface libre. Dans ce cas, la fissure est
supposée se comporter comme une fissure elliptique mais chargée sur sa totalité par un
chargement symétrique par rapport au plan de la surface libre. La partie du chargement
rajoutée par symétrie est fictive et a pour intérét la prise en compte de 1’effet de la surface
libre dans le calcul du FIC.

Chaque point Q chargé par g(Q) est associé a son symétrique Q, par rapport a 1’axe (Ox). Le
point O, se trouvant a une distance /, ,, du point Q' (voir la figure 29) est soumis au méme
chargement. On peut établir d’aprés les équations (30) et (31) donnant 1’expression de
W5y , 1a relation suivante entre les fonctions de poids W57 et W™

2,

(Ellipse) __ (Ellipse)| ~ 00
Woo™ =Woy 2 (66)

ZQK—Q,

ce qui permet de rassembler ces deux fonctions de poids en une seule, a savoir :
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2

2,

A _ (Ellipse) (Ellipse) __ (Ellipse) 00

Woo =Wog ™ +Wo o™ =Wy l:“ (67)
0.0

On retrouve dans (67) le résultat énoncé par Isida et al.[Isi-1984] et Orynyak et al.[Ory-1995]
sans une justification explicite.

L’autre souci qui n’est également pas explicitement traité par Orynyak et al. [Ory-1994, Ory-
1995] porte sur 1’absence de la solution lorsqu’on est entre ces deux cas limites. Autrement
dit, quels sont les intervalles de validité de chacune des équations (65) et (67) en fonction des
positions de O et Q' ? on se propose dans ce qui suit de tenter de répondre a cette question.

Pour respecter les conditions liées a chacune des équations (65) et (67) tout en offrant une

solution pour les situations intermédiaires, nous proposons une forme compacte de WQAQ

valide pour toutes les positions des points Q et Q' :

| 2, ,
W, =g 1+(—Z§Q ](1—%](1—%} (68)
0.0

ou y, et y, sont la projection sur I’axe (O,) des points Q et Q".
Pour le choix de la composante corrective, on doit, en premier lieu, exploiter la définition de

A . N P C JEB I3 J4
W,y pour en tirer la premiere condition concernant W, . On a déja évoque que W,, de
97 . A A . .
I’équation (64) et W, se confondent lorsque W, prend sa valeur maximale. Ce qui
correspond au maximum de Wégf”p“e) et correspond a son tour au minimum de la distance /,,

d’aprés 1’équation (67). Donc pour WQC la premiére condition a respecter est

Q>
WC
Wooy = WQAQ, lorsque /, , — 0 ce qui équivaut & % — Olorsque Q — Q.
00

Par ailleurs, pour obtenir I’expression de WQAQ, , on a assimilé une fissure semi-elliptique a une

fissure de forme elliptique, ce qui est un peu loin de la réalité si on observe le probléeme tel

qu’il est décrit sur la figure 30. Ceci nous a amené a envisager un terme correctif WQCQ, a
ajouter a WQAQ, dans I’équation (64). Cependant, il faut noter que ce terme n’est nécessaire que

lorsque Q s’¢loigne du front de la fissure (I'), c'est-a-dire dans la zone ou I’ouverture d’une

fissure semi-elliptique ne coincide plus avec celle d’une fissure elliptique (voir la figure 30).

c

00’
4

00’

Ceci nous fournit la deuxiéme condition concernant WQCQ, qui se résume a

— 0 lorsque

Q est au voisinage de (I).
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-

_————

Ouverture d’une fissure
semi — elliptique

2222,

Figure 30 : Coupe d’une fissure semi - elliptique débouchante
suivant le plan (Oyz)

Pour récapituler, nous avons deux conditions a respecter concernant le rapport WQCQ, / WQAQ, I
doit étre négligeable (WQCQ, / WQAQ, — 0) lorsque :

1) Le point de chargement Q est trés proche du point de calcul Q.
1) Le point de chargement Q est au voisinage du contour (I).
On trouve ces méme conditions chez Orynyak et al.[Ory-1995] qui les ont énoncé sans

justification. Ils ont choisi :
r
Woy = WQAQ,(l - E)D(H, ) (69)
pour satisfaire la premicre condition, et :
12
C _ 4 00’
WQQ’ = WQQf (a—zJD(e, 0!) (70)

pour la deuxiéme condition.
D(6,0) est la seule fonction inconnue a déterminer. Elle est liée a la géométrie de la fissure et
la position angulaire du point de calcul Q'. Orynyak et al. [Ory-1994] n’ont pas précisé

¢galement les intervalles d’utilisation de chacune des équations (69) et (70).
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De la méme maniére que pour W

oo » hous proposons une forme compacte de la composante

WQCQ,. Elle convient également a n’importe quelle position de Q, tout en essayant de vérifier

les deux conditions citées ci-dessus :

W, =W/ ,(1_Lj min(ly,a”)
00 090 R a?

D(8,a) =W, D(6, ) (71)
Par rapport a I’expression donnée par Orynyak et al. [Ory-1995], nous avons remplacé / éQ,

2

: 2 2 2 Aoa : o A N} 4
par min(/,, ,a”) pour forcer le rapport [, / a” a étre inférieur a 1, ceci n’a pas également

¢té suivi de la moindre indication dans la référence [Ory-1995].
Le facteur géométrique D(6, ) est déterminé lors du développement de la méthode de calcul
dans la section suivante.

Nous considérons que la distribution du chargement a I’intérieur de la fissure est arbitraire,
q(Q) = o(x,y) et nous adoptons le FIC adimensionnel G(6,) suivant :
E(k)

——F K, (6
\/%HM(H) Kl( ’a)

On rappelle que E(k) est I’intégrale elliptique de seconde espéce et k =+/1—a” .

G6,a)= (72)

En utilisant I’équation (29) donnant 1’expression intégrale de K; avec I’équation (64), on

obtient :
GO,a)=1"(8,a)+1°(8,0)D(6,) (73)
Avec I’équation (71), les intégrales adimensionnelles I, I peuvent étre données par :
E(k) y c E(k) TTae
1'0,0) =———— | o(x, IWopdS et 17(0,0)=———"—— | o(x,y)Wy,dS (74)
\/%Hl/4(9)(.!) '\/%Hl/4(0)(.!)

Si pour un chargement particulier oy, la solution Gy(6, @) est connue (solution de référence), le
calcul des intégrales I.'(8,@) et I; (8,a) liées a ce cas de référence permet de déterminer le
parametre D( 6, &) en appliquant 1’équation (73) :

G,(0,)— 1/ (0,c)

b =" 6 o

(75)

L’introduction de cette équation dans (73) permet de trouver la solution générale donnant le

FIC adimensionnel pour toute autre chargement o(x,y) :

(76)

G(H,Of)=1A(l9,a)+lc(9,a)(G°(9’“)_164(9,6¥)j

1£(6,a)
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En appliquant la technique basée sur le couplage exposée ci-dessus, nous envisageons dans la

section suivante de traiter les fissures semi-elliptiques pour des problémes types.

I11.3. TESTS DE VALIDATION POUR DES FISSURES SEMI-ELLIPTIQUES
DEBOUCHANTES
Dans cette partie, on se propose de résoudre cinq problémes types de fissures semi-elliptiques
débouchantes en utilisant la technique d’hybridation couplée avec la PWFM dans le cas
quasi-statique. Pour se faire, I’effet de bord du a la surface libre est pris en compte en
modifiant la fonction de poids hybride donnée par (36) selon les expressions (64), (68) et (71)
développées dans la section (III.2). En 1’absence de solutions analytiques exactes pour
I’évaluation du FIC dans le cas de fissures semi-elliptiques ou de valeurs expérimentales, plus
disponibles en fatigue (voir le chapitre IV), les résultats obtenus avec la présente approche
seront comparés a des résultats de la littérature obtenus par approximation numérique ou par
une démarche empirique. Les problémes traités dans ce chapitre sont dans 1’ordre :

1) Tube mince contenant une fissure semi-elliptique débouchante interne sous un
chargement polynomial.

2) Fissure semi-elliptique a I’intérieur d’un tube épais sous un chargement polynomial
et sous un chargement de Lamé.

3) Fissure semi-elliptique débouchante dans une plaque sous flexion et sous
sollicitation composée (flexion+traction).

4) Fissure semi-elliptique débouchante dans une plaque avec un chargement
polynomial.

5) Plaque contenant une fissure semi-elliptique débouchante sous un chargement
exponentiel.

On va successivement examiner les cing cas mentionnés précédemment.

I11.3.1. Fissure semi-elliptique débouchante a ’intérieur d’un tube mince

La théorie de Lamé (voir la référence [Tim-1970]) montre que les fissures longitudinales
situées sur la paroi interne d’un tube comme le montre la figure 31 sont les plus dangereuses.
Nous appliquons 1’approche d’hybridation couplée avec la PWFM développée ici pour
¢évaluer le FIC dans le cas d’un tube relativement mince avec #/R; = 0.1, a/t =0.5 pour a=1.0
et a =0.4 (voir la figure 31) renfermant une fissure soumise a un chargement intérieur de

forme polynomiale p=0y(y/a). Nous considérons que la solution de référence est celle qui
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K,E(k)
o NIl (6)

correspond & p=0p en accord avec la technique de PWFM. Le calcul de K, =

est réalisé pour les deux points caractéristiques de la fissure 8= 0° et €= 90° successivement
pour des chargements linéaire (i=1), quadratique (i=2) et cubique (i=3). D’apres les graphes
de la figure 32, les résultats trouvés avec notre code de calcul HWFun sont en bon accord
avec ceux trouvés par Raju & Newman [Raj-1982] utilisant la méthode des éléments finis et
ceux trouvés par Krasowsky et al. [Kra-1999], Vainshtock [Vai-1991] et Orynyak et al. [Ory-
1995] utilisant les méthodes de fonction de poids. D’apreés ces graphes, le mode de
chargement impos¢ influe de maniere significative sur les valeurs du FIC. En effet,

1) Plus «r diminue plus les valeurs du FIC augmentent.

i1) Le maximum du FIC correspond au chargement uniforme pour lequel le calcul

de résistance sera éventuellement effectué.
111) Seul le chargement uniforme provoque un FIC plus important au point de

surface (0= 0°) qu’au point du fond de la fissure (6= 90°).

Figure 31 : Fissure semi — elliptique débouchante a I’intérieur d’un tube
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Figure 32 : FIC adimensionnel pour une fissure semi-elliptique dans un tube mince et
sous un chargement polynomial - (@) a=1.0 - () a=0.4
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I11.3.2. Fissure semi-elliptique débouchante a I’intérieur d’un tube épais

i) Cas d’un chargement polynomial

Dans cet exemple, on résout le méme type de probléeme qu’en (II1.3.1) posé sur un tube de
méme ¢€paisseur et de rayon intérieur relativement faible (#/R; = (.5). Le but étant de tester la
validité de I’approche d’hybridation et de mieux connaitre ses limites notamment lorsqu’on
s’¢éloigne de I"hypothése d’un milieu semi-infini (une surface libre loin d’étre plate), comme
c’est le cas de cet exemple.

Le chargement considéré est similaire a celui de I’exemple précédent. Il s’agit d’un
chargement a I’intérieur de la fissure de la forme polynomiale p=0y(y/a)’. Les deux cas
relatifs au rapport o que nous retenons pour le présent calcul sont ceux traités par Mettu et al.

[Met-1992] a savoir @ = 0.2 et @ = 1. Nous considérons que 1’ordre du chargement et la

profondeur relative de la fissure sont variables ; i€ {0,0.5,1,2,3} et ge [0 , 1].
t

Comme pour le cas du tube mince, la solution de référence retenue est celle qui correspond au

chargement le plus simple p=o0p (i=0). Dans les figures 33 et 34, nous proposons une
comparaison entre les valeurs du FIC adimensionnel K, obtenues en utilisant notre code de

calcul et celles obtenues par Mettu et al. [Met-1992] pour les deux points caractéristiques du
bout de la fissure ; le point de surface (€= 0°) et le point du fond (8= 90°). Les résultats de
Mettu et al. [Met-1992], obtenus par la méthode des éléments finis basée sur le maillage de
toute la structure, nous serviront comme des résultats de référence que nous utiliserons pour
apprécier la fiabilité de la technique d’hybridation.

Les comparaisons effectuées (figures 33 et 34) permettent de montrer la trés bonne
concordance de nos résultats avec ceux de Mettu et al. [Met-1992]. Cette concordance se
dégrade en augmentant la profondeur relative de la fissure a/t. Ce que nous trouvons trés
logique vu l’influence de la deuxiéme surface libre (paroi externe du tube) non prise en
compte par notre approche.

Les observations faites dans I’exemple précédent concernant I’influence du mode de
chargement restent valables. Ce qu’on peut rajouter est le fait que le FIC croit aussi en
augmentant la profondeur relative a/t. Cet effet est plus accentué pour des valeurs de « faibles
(a = 0.2). Ceci est physiquement plausible compte tenu de la fragilisation de la structure
(réduction de sa ténacité¢) due a 1’augmentation de la profondeur de la fissure (moins de

matiere supportant la traction).
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¢ HWFun (i=3)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Le rapport, (a/f)
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Figure 33 : FIC adimensionnel pour une fissure semi — elliptique pour dans un tube
épais et sous un chargement polynomial pour ¢=0.2 (a) pour 8= 0° - (b) pour €= 90°
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Figure 34 : FIC adimensionnel pour une fissure semi — elliptique pour dans un tube
épais et sous un chargement polynomial pour ¢=1.0 (a) pour €= 0° - (b) pour €= 90°
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ii) Cas d’un chargement de Lamé

Dans cette partie, nous nous intéressons a un mode de chargement plus concret. Il s’agit
d’appliquer directement la sollicitation due essentiellement a la contrainte de Lamé oyy
donnée par I’équation (63), sans faire appel a des approximations polynomiales du
chargement comme dans les précédents cas. L’étude de ce type de chargement est utile
compte tenu de I’influence que peut avoir ogg sur la tenue mécanique de la structure. En effet,
cette contrainte de par sa nature tend a ouvrir la fissure. De plus, sa variation en fonction de la
position dans 1’épaisseur donnée par (63) montre qu’elle prend son maximum au niveau de la
paroi interne, ce qui rend cette contrainte encore plus néfaste pour 1’intégrité physique de la
structure.

De plus, dans le cas d’un écoulement a I’intérieur du tube, la contrainte due a la pression du
fluide p; qui s’infiltrerait entre les Iévres de la fissure doit étre prise en compte pour trouver le
chargement effectif appliqué a la fissure. Ce dernier se présente donc sous la forme suivante :

2

R’ R +t

o(») = p,| 1+ ———| 1+ (77)
(2R, +1)t R +y

y étant I’ordonnée selon le repére li¢ a I’épaisseur du tube (voir la figure 31).
K, E(k)
pN Il (8)

35 une comparaison entre les résultats que nous avons obtenus avec le code de calcul HWFun

Partant d’un FIC adimensionnel donné par K, = , hous présentons sur la figure

basé sur la technique d’hybridation des fonctions de poids et ceux trouvés par des auteurs tels
que Kobayashi et al. [Kob-1979], Kendall & Perez [Ken-1993], Guozhong et al. [Guo2-
1995], Zheng et al. [ Zhe-1997] et Telles et al. [Tel-2002] utilisant d’autres techniques (la
méthode des éléments finis, la méthode hybride des éléments de frontiecre HBEM, la méthode
des fonction de poids et la méthode de fonction de Green utilisée dans la méthode des
¢léments de frontiere GFBEM). Ces résultats, plus ou moins dispersés, sont purement
numériques et nulle solution exacte n’est connue a ce jour comme nous [’avons
précédemment évoqué. Les comparaisons permettent néanmoins d’observer la concordance
du point de vue de I’allure entre nos résultats et ceux obtenus par les autres auteurs pour une
profondeur relative de la fissure a/f allant de 0 a 1. Nous constatons que pour ce probleme, les
valeurs du FIC sont nettement plus grandes pour le point de surface (8= 0°) que pour le point
du fond (€ = 90°), notamment en « =0.2, et ceci pour toutes les valeurs de la profondeur

relative de la fissure a/t.
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Figure 35 : FIC adimensionnel pour une fissure semi-elliptique dans un tube épais et sous
un chargement de Lamé (a) pour €= 90°, (b) pour €= 0°.
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I11.3.3. Fissure semi-elliptique débouchante dans une plaque sous flexion

Les défauts dus aux procédés de fabrication des plaques et notamment ceux de soudure
constituent souvent une source de fragilisation des plaques en augmentant le risque de rupture
par fissuration de ces derni¢res. Ces défauts sont fréquemment modélisés par des fissures
débouchantes de forme semi-elliptique plus ou moins aplaties. Le présent exemple est une
illustration de ce type de probleme. C’est le cas d’une plaque d’épaisseur ¢ et de largeur w

contenant une fissure semi-elliptique débouchante (voir figure 36).

K, E(k)

oo\m

fissure soumise a un chargement donné par o, =max(c,,0,) ou o; et oy représentent

Nous nous intéressons dans cet exemple au calcul du FIC adimensionnel F, = de la

respectivement les contraintes de traction et de flexion. Cette dernicre est exprimée en

fonction du moment de flexion M par 0, =—-.
‘ wi

A7

O;

Ay
i
i
i e

_ 14 <

o 7 i;’\/ \ ¢ x
——— - . — . _)

B 2b B
P 2w

Figure 36 : Fissure semi — elliptique dans une plaque
sous sollicitation composée (traction+flexion).
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Deux modes de chargement sont considérés ; un chargement de flexion simple (o; =0 et or=1)
et un chargement de flexion composée (o; =1 et oy=1).

Ce méme probléme a été traité par Newman & Raju [New-1979, New-1981] chronolo-
giquement par la méthode des €léments finis et de manic¢re empirique. Les auteurs proposent
ainsi 1’expression empirique suivante du FIC [New-1981]:

Jm

%U (78)

K,z(o;+Haf)

H et U sont des fonctions a plusieurs variables liées a la configuration géométrique de la

., (a b tan(@) \ , L .
structure étudiée [—,0{,— o j, 6. :arctan(ﬁ) ¢tant 1’angle réduit. La fonction U est
t w a

>¥r

un facteur de correction concernant la contrainte de traction de la plaque par rapport a un
milieu infini. Pour la contrainte de flexion, le facteur correcteur est le produit des deux
fonctions U et H. Les expressions détaillées de ces fonctions sont fournies dans la référence
[New-1981].
Ce probléme a aussi été traité par Isida et al. [Isi-1984] en utilisant la méthode des volumes
finis modifiés (MBFM) et par Gongalves & de-Castro [Gon-1999] par la méthode appelée
« Line Spring Model » (LSM).
Dans la suite, nous retenons comme solution de référence du probléme, la solution trouvée par
Newman & Raju [New-1979] basée sur la méthode des éléments finis pour un chargement de
traction pure (o; =1 et 0y=0).
Plusieurs configurations sont considérées dans cet exemple, a savoir :

e ac{0.2,0.4} pour 8.€{0,7/2} et a/te[0,0.8].

e ac{0.6,1.0}pour 8.€{0,7/8,72/4,37/8,7x/2} et a/te0,0.8].
On reporte sur les figures 37, 38 et 39 les résultats obtenus par différentes approches pour le
mode de flexion simple.
Sur la figure 37, on s’est limité, pour ¢ = 0.2 et & = 0.4, a la présentation des courbes
concernant les points caractéristiques 4 (6, = m2) et B (6, = 0), celles correspondant aux
autres points (6. = 78, 6. = w4, 6, = 37/8) étant trés proches les unes des autres. Cependant,
pour des valeurs plus grandes de & (&= 0.6 et & = 1.0), les courbes concernant les valeurs
intermédiaires (6, = /8, 6. = w4, 6. = 37/8) sont présentées sur les figures 38b et 39b ou les

variations du FIC en fonction de 8. sont plus distinctes.
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Figure 37 : FIC adimensionnel a 6= 0 et € =772 dans le cas d’une
flexion pure (6;=0 et o;=1) (a) pour &= 0.2, (b) pour = 0.4
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Figure 38 : FIC adimensionnel pour & = 0.6 dans le cas d’une
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Figure 39 : FIC adimensionnel pour & = 1.0 dans le cas d’une
flexion pure (g;=0et o;=1) (@) a =m2,0=0 (b)a @=n8,0=mw4 et 0 =378
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Figure 40 : FIC adimensionnel 2 &= 0 et @ =2 dans le cas d’une
flexion composée (o; = 1 et o;=1) (a) pour = 0.2, (b) pour o= 0.4
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Figure 41 : FIC adimensionnel pour & = 0.6 dans le cas d’une flexion
composée (0;=1letor=1) (a)a @=m2,0=0 (b)a O=w8, 0=m4 et 6 =378
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Figure 42 : FIC adimensionnel pour & = 1.0 dans le cas d’une flexion
composée (g;=1eto=1) (a)aO=m2,0=0 (b)a =78, 0=r/4 et =318
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A T’exception de la courbe de la figure 39a (pour & = 1.0), nous constatons que le maximum
du FIC pour toutes les autres courbes correspond au point du fond de la fissure 4 (6, = 72)
pour a/t — 0. Notons aussi, d’apres les figures 37, 38 et 39, que la décroissance du FIC en
fonction du rapport a/t est plus rapide pour le point 4 (6. = 77/2) puisqu’il est le plus proche de
la surface arri¢re de la plaque (voir figure 36), donc c’est le point le plus exposé a I’influence
de I’épaisseur de la plaque. En ce point, le FIC peut atteindre des valeurs négatives (qui sont
physiquement des valeurs nulles) pour les cas &= 0.6 et &= 1.0 (voir les figures 38a et 39a) a
cause des contraintes négatives (compression) au voisinage du point 4 dues a la flexion.

Nos résultats, obtenus avec le logiciel HWFun, sont dans leur intégralité conformes aux
calculs de Newman & Raju [New-1979, New-1981] utilisant la méthode des éléments finis et
I’équation empirique (78) découlant de la FEM ainsi qu’aux résultats d’Isida et al. [Isi-1984]
et Gongalves & de-Castro [Gon-1999] utilisant les approches MBFM et LSM,
respectivement. Cette concordance des résultats est moins marquante lorsque le rapport a/t
tend vers 1’unité étant donné que les différentes approches, y compris la notre, se différencient
dans la prise en compte de ’effet du bord arri¢re de la plaque (la surface libre arriere).

On reprend les calculs pour le méme probléme avec le mode de chargement d’une flexion
composée (flexion + traction). Les résultats sont reportés sur les figures 40, 41 et 42. Ce que
nous pouvons rajouter ici, par rapport aux observations faites pour le cas d’une flexion
simple, est I’augmentation des valeurs du FIC sous I’effet de la traction (ouverture des levres
de la fissure plus importante) et par conséquent une disparition des valeurs négatives du FIC
(voir les figures 41a et 42a). Les valeurs maximales du FIC correspondent toujours au point 4

pour les profondeurs relatives de la fissure tres faibles (a/¢t — 0), a ’exception toujours du

cas d’une fissure circulaire (voir la figure 42a) pour lequel la maximum du FIC est au point B.

I11.3.4. Plaque contenant une fissure semi — elliptique sous un chargement polynomial
Le chargement polynomial, couramment utilisé dans la littérature, permet la représentation
d’une large gamme de sollicitations rencontrées en pratique. Le choix de ce type de
chargement est motivé par la possibilit¢ d’approximer par interpolation ou extrapolation
différentes distributions du chargement. Le chargement polynomial que nous avons retenu ici
est donné par I’équation (79) appliqué au méme type de structure abordée précédemment,
c’est a dire une plaque renfermant une fissure débouchante :

o= 0'0(1 —Zjn (79)

a
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On s’intéressera en particulier aux distributions quadratique (n = 2) et cubique (n = 3). La
distribution linéaire (n = 1), représentant le cas d’une flexion composée, a été traité dans
I’exemple précédent.

K,E(k)

oo\m

caractéristiques de la fissure ; le point de surface B (8= 0) et le point du fond 4 (€ =2) (voir

Nous calculons pour cet application le FIC adimensionnel F, = en deux points

la figure 36) pour des rapports d’axes de 1’ellipse = 0.6, = 1.0 et une profondeur relative
de la fissure a/te [0;0.8].

Nous utilisons, comme solution de référence, celle adoptée dans le probléme précédent. On
rappelle qu’elle a été trouvée par Newman & Raju [New-1979] en se basant sur la méthode
des ¢léments finis pour un chargement de traction (n = 0). Les résultats sont regroupés dans
les graphes de la figure 43 pour le chargement quadratique et dans les graphes de la figure 44
pour le chargement cubique.
Les résultats obtenus avec notre code de calcul HWFun sont comparés a ceux trouvés par :

1) Shiratori et al. [Shi-1987] utilisant les éléments finis,

i1) Wang & Lambert [Wan-1997] utilisant des fonctions de poids déduites des

résultats obtenus par éléments finis.

A premiére vue, nous pouvons constater que les valeurs du FIC dans la figure 43 sont
nettement plus faibles pour le mode du chargement quadratique (n = 2) comparé au cas du
chargement linéaire de I’exemple précédent (F; ne dépasse jamais 1’unité¢). Ces valeurs
continuent a diminuer en passant au chargement cubique correspond a n = 3 (voir la figure

44). La décroissance du FIC avec I’augmentation de 1’ordre du chargement n est due a la

diminution de la contrainte ¢ donnée par (79) via le facteur (1 —Zj qui est inférieur a I’unité.
a

Ce méme facteur a maintenu le chargement o positif sur toute la fissure (pas de zone de
compression) et quelque soit la profondeur relative de la fissure a/z. Ce qui explique la 1égere
croissance du FIC adimensionnel F; en fonction du rapport a/t pour le point du fond 4 (voir
les figures 43 et 44), contrairement a 1’exemple précédent. Par conséquent, la valeur
maximale du FIC pour cette application aura lieu lorsque a/¢ s’approchera de 1’unité.

Les graphes des figures 43 et 44 montrent une bonne corrélation de nos résultats avec les

autres travaux aussi bien pour le chargement quadratique que pour le chargement cubique.
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Figure 43 : FIC adimensionnel au point de surface et au point du fond d’une
fissure semi — elliptique débouchante sous un chargement quadratique.
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Figure 44 : FIC adimensionnel au point de surface et au point du fond d’une
fissure semi — elliptique débouchante sous un chargement cubique.
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I11.3.5. Plaque contenant une fissure semi-elliptique sous un chargement exponentiel
Dans les plaques soumises a la traction ou la flexion, la présence de rainures ou d’entailles au
voisinage des fissures (voir la figure 45) peut modifier considérablement la loi de distribution
du chargement supportée par les lévres de la fissure sous I’effet des concentrations de
contraintes.

Fett & Munz [Fet-1999] ont étudié ce probleme en considérant des distributions de
contraintes sur les Iévres de la fissure de formes exponentielles, a savoir :
Ay

o=0,¢ (80a)

o=0,e (80b)
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Figure 45 : Fissure semi-elliptique débouchante dans
une plaque et au voisinage d’une entaille.
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Ils ont en particulier calculé les FIC adimensionnels Y, et Yz aux points 4 et B de la fissure
(voir la figure 45), en fonction de 1’exposant A. Nous présentons dans les figures 46 et 47 les
résultats qu’on a obtenus avec le code de calcul HWFun et ceux obtenus par Fett & Munz

[Fet-1999] pour les configurations suivantes :

e Aupoint 4 pour c=0,¢”, {0.2,0.4,0.6,0.8,1.0} et Ao [0,3.5](figure 46a).
e Aupoint Bpour =0, ”, ac{0.2,0.4,1.0} et Aae[0,3](figure 46b).

e Au point 4 pour o=0,e?", ae{0.2,04,0.6,0.8,1.0} et Aael0,2.0](figure
47a).
e Aupoint Bpour c=0,e?’, @e{0.2,0.4,1.0} et Aae[0,1.75](figure 47b).
Les valeurs des parameétres considérés lors de ces différents calculs ont été choisies en accord
avec les résultats disponibles de Fett & Munz [Fet-1999]. Nous avons ignoré quelques valeurs
de o (= 0.6 et = 0.8) pour le point B afin d’éviter une éventuelle surcharge et illisibilité

des graphes.

Les FIC adimensionnels Y4 et Y3 sont donnés par 1’expression :

Y _ KI(A,B) (81)

(4,8) — O-o\/;

D’aprés la figure 46, nous constatons que les valeurs des FIC adimensionnels Y, et Yp
décroissent en augmentant I’exposant A, vu que I’intensité du chargement diminue d’aprés
(80). La valeur maximale du FIC est observée au point A pour A= 0 (chargement constant).
On peut constater la bonne concordance de nos résultats avec ceux de Fett & Munz [Fet-
1999] au point 4. Cette corrélation est moins bonne pour le point B, considéré comme le plus
expos¢ a I’effet de la surface libre étant donné que 1’épaisseur de la plaque est considérée tres
grande. Notons que les résultats de Fett & Munz [Fet-1999] sont des approximations basées
sur interpolations et extrapolations polynomiales de la forme exponentielle du chargement
donné par (80a) et (80b) utilisant les résultats de ces mémes auteurs dans [Fet-1997] pour le
point 4 et ceux de Cruse & Besuner [Cru-1975] pour le point B.

Pour le deuxieme mode du chargement exponentiel donné par (80b), les graphes de la figure
47 montrent que le maximum du FIC correspond toujours aux faibles valeurs de 1’exposant A.
Cependant, nous constatons que le gradient des FIC adimensionnel Y4 et Y est minimal pour
les faibles valeurs de A contrairement au cas du chargement exponentiel (80a). Ceci est di au
fait que le gradient du chargement donné par (80b) est minimal pour les faibles valeurs de

I’exposant A alors que celui donné par (80a) est maximal.
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Figure 46 : FIC adimensionnel d’une fissure semi — elliptique débouchante

sous un chargement O = O, Oe%y , (@) au point du fond, (b) au point de surface
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Figure 47 : FIC adimensionnel d’une fissure semi — elliptique débouchante sous
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I11.4. CONCLUSION

Un premier objectif a été atteint dans ce chapitre a savoir la réalisation du couplage de la
technique d’hybridation avec la méthode PWFM. Ceci nous a permis de tenir en compte de
I’effet de la surface libre et par conséquent I’extension de cette étude au traitement des
fissures semi-elliptiques débouchantes. On a pu constater que cet effet multiplie de fagon non
négligeable le risque de fissuration.

Un important travail relatif au test des corrections apportées a 1’hybridation des fonctions de
poids adoptées pour réaliser le couplage a été€ entrepris a travers une variét¢ d’exemples
pratiques de structures contenant une fissure semi-elliptiques débouchantes tels que : le cas
d’un tube mince et épais avec un chargement polynomial et de Lamé et le cas d’une plaque
sous flexion simple et flexion composée, sous un chargement polynomial ou sous un
chargement exponentiel. Les résultats obtenus dans la deuxieme partie de ce chapitre ont été
comparés a des travaux utilisant plusieurs méthodes (FEM, WFM, HBEM, GFBEM, LSM,
FBM, Eq. Emp.). La cohérence observée entre nos résultats et ceux obtenus par d’autres

approches met en exergue I’intérét d’une telle étude.
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Chapitre IV : Application de la méthode d’hybridation en fatigue

IV.1. RAPPELS SUR LES NOTIONS DE FATIGUE DES MATERIAUX

IV.1.1. Introduction

Chargement

\ Temps

Figure 48 : Oscillations d’un chargement arbitraire en fonction du temps

Lorsqu’une structure est soumise a une sollicitation variable dans le temps comme celle
illustrée sur la figure 48, elle est exposée au phénoméne de fatigue qui pourrait a tout
moment, conduire a une rupture méme si le chargement est admissible du point de vue
résistance dans le cas statique. Ce phénomeéne est généralement li¢ a la présence d’une fissure
initiale. On peut distinguer trois étapes lors de la propagation d’une fissure par le phénomene
de fatigue :

1) L’initiation de la fissure : elle est le résultat d’un défaut préexistant (de fabrication
par exemple) ou d’un amorcage suite a une décohésion locale du matériau du fait
d’une forte concentration de contrainte.

i1) La propagation lente de la fissure : au cours de cette étape, la fissure peut croitre
plus au moins lentement selon le matériau et I’intensité du chargement. Elle peut
atteindre dans certains cas des longueurs importantes. Dans d’autres situations,
cette étape pourrait étre trés bréve et la fissure pourrait ne pas croitre de fagcon
substantielle.

1i1) La rupture totale de la structure : il s’agit ici de I’étape ultime du phénoméne qui
se produit lorsque la fissure atteint une limite appelée seuil de stabilité (voir la
section 3 du chapitre I). Pour les matériaux treés fragiles, on pourrait passer treés

rapidement voire directement de 1’étape (i) a cette derniere étape.
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IV.1.2. Lois de propagation de fissure par fatigue

Dans ce travail, on s’intéresse uniquement aux chargements dont 1’amplitude est constante,
pour lesquels la différence entre la contrainte nominale maximale et la contrainte nominale
minimale est également constante (Ao =constante) comme [D’illustre la figure 49. Nous
considérons également que, pour la plupart des cas, G, est égale a 0, auquel cas Ao = Gy
La résolution du probléme de fatigue ou la prédiction de I’évolution de la forme de la fissure
et de la durée de vie de la structure, repose sur I’utilisation de lois de propagation de fissure
obtenues le plus souvent de fagon empirique [Bar-1980]. Ces lois relient la vitesse de
croissance de la fissure da/dN, aux paramétres de fissuration caractérisant le matériau et le
chargement imposé (N, étant le nombre de cycle de répétition du chargement et a est une
longueur caractéristique de la fissure). Nous proposons dans ce qui suit, une présentation des
lois de propagation adoptées dans les applications a venir. Il s’agit de la loi de Paris [Par-

1963], majoritairement utilisée, ainsi que la loi de Sih [Sih-1979] adoptée dans le dernier

exemple.
Contrainte A
Oax +———
Omoy |--—-—-—-—-—-
Omin -
Figure 49 : Oscillation d’un chargement a amplitude constante en fonction du temps
i) Loi de Paris

Il s’agit de la loi la plus utilisée en pratique en raison a la fois de sa simplicité et de sa
capacité a corroborer de nombreux résultats expérimentaux. En se basant sur de multiples
essais, Paris [Par-1963] a proposé de relier la vitesse d’avance da/dN, a I’amplitude du facteur
d’intensité de contrainte en mode I (AK)) a travers I’expression :

da m
N C(AK)) (82)

c
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ou AK, = K,(max) —K,(mm) =K,(0,,.)—K,(0,,,)quidevient AK, =K, (O‘app) si Cyin = 0.

Les coefficients C et m de la relation (82) sont deux constantes propres du matériau dans son
environnement (température, humidité, ...) obtenues généralement d’une maniére
expérimentale [Bar-1980]. Des valeurs de ces coefficients sont proposées par [Bar-1980]. On
notera que les valeurs élevées du coefficient m sont obtenues pour des matériaux fragiles et
que le coefficient C change selon qu’on soit en contrainte ou en déformation plane sous
I’influence des effets de bord [New-1981].

Pour une fissure elliptique (voir la figure 50), objet de cette étude, la loi de Paris est
écrite, pour un point @; du contour de I’ellipse, sous la forme :

da,

N =C,(AK})" i=1,...,N (N:nombre de subdivisions du contour de I’ellipse)  (83)

Si on veut exprimer la relation entre les avances de deux points différents du contour de

’ellipse, on aura d’apres 1’équation précédente :

da, C;(AKj]
AK;

da. C.

1 1

j ij=1,..,N (84)

Pour un milieu infini, en I’absence alors des effets de bord, le coefficient C; prend une valeur

constante (C;/ C; =1 dans la relation (84)) d’apres [New-1981, Suk-2003].

Figure 50 : Progression multipoints du front d’une fissure elliptique

Remarque : D’autres lois inspirées de celle de Paris existent ou I’expression de la vitesse
d’avance de la fissure da/dN, est corrigée en faisant intervenir d’autres parameétres comme le
rapport des contraintes R =0Cn / Omay [Bar-1974], la ténacité du matériau K;. [McE-1973], sa
limite élastique o, et son module de Young E [Aus-1977, Aus-1978]. Néanmoins, on observe

que ces lois ne permettent la prédiction du comportement en fatigue que pour un éventail
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restreint de matériaux. Il s’agit de lois empiriques établies sur la base d’expériences sur des
matériaux spécifiques avec des modes de chargement bien particuliers. Ceci empéche la
généralisation de leur emploi a d’autres types de problemes avec d’autres matériaux et sous
autres sollicitations. La loi de Paris reste donc la plus répondue [Laz-2003, Lin-1997, Lin-

1999, New-1981, Suk-2003].

ii) Loi de Sih
La loi de Sih [Sih-1979] aurait pu étre considérée comme une simple variante de la loi de
Paris. Cependant, sa conception basée sur le facteur de densité d’énergie de déformation
(expos¢ dans le premier chapitre) justifie qu’elle soit présentée a part. En fait, les deux
handicaps majeurs entourant la loi de Paris sont les suivants :

- Elle ne fait appel qu’a un seul parameétre de chargement Ao

- Elle est valable qu’en mode simple qui est le mode I (ouverture — fermeture).
Dans le but de résoudre ces deux problémes, Sih [Sih-1979] a proposé une loi de forme tres
similaire a celle de Paris avec une amplitude de densité d’énergie au lieu d’'une amplitude de
FIC. Elle s’écrit sous la forme :

da , o
d_Nc: C(AS,) (85)

Dans cette équation, Sy, représente le facteur de densité d’énergie de déformation minimal
(favorable a la propagation de la fissure), satisfaisant la condition dS = 0 (voir 1’équation
(18)). Pour ne pas alourdir les expressions avec beaucoup d’indices, on remplace Smin par S et
on aura donc :

A(S. )=S(c. )-S(o

min max min

)=AS (86)
Dans le cas ou la fissure est sollicitée uniquement en mode I, celui qui nous intéresse ici, on
aura d’apres les équations (15), (17) et (19) :

ap ay

o (1-R*)k (87)

I (max)

(K ! _K[(min)z):

I (max)

AS =
1671

ou R=o0,,. /0,

X

est le rapport des contraintes et a;;, un parametre donné par 1’équation (16).

L’amplitude AS est donnée par Sih [Sih-1979] sous une forme généralisée (en modes mixtes)

comme :

1 - B . _ _
AS =%[a11AK1K1 +a,(AK, K, +AK ;K ,})+a,,AK K, +a,AK ;K (88)
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K =(K

avec AK, =K Kiminy» K, + K, miny)/ 2 pour ie {111,111} ; les a; étant définis

i(max) - i(max)
par 1’équation (16).
I1 est évident qu’avec la loi de Sih, le critére de rupture approprié sera celui de Sih donné par

I’équation (21) du premier chapitre.

IV.2. APPLICATION DE L’APPROCHE D’HYBRIDATION EN FATIGUE

Mise a part le dernier exemple traité en utilisant la loi de Sih, la loi de Paris donnée par les
équations (83) ou (84) est utilisée majoritairement pour prédire la durée de vie de la structure
et I’évolution de la géométrie de la fissure caractérisées respectivement par da/dN, et da/db
(a, b sont les deux axes de I’ellipse). Avec I’hypothése que la fissure elliptique se propage
dans son plan, le calcul de fatigue que nous effectuons est basé¢ sur 1’évaluation du FIC en
deux points caractéristiques de la fissure 4 et B (voir la figure 50).

Cette procédure, rendue populaire grice aux travaux de Newman et Raju [New-1981], est
appelée la méthode a deux degrés de liberté (double-DDL) [Lin-1997] ou encore la méthode
« two-point plus ellipse» [Lin-1999]. Elle a été adoptée dans cette étude pour deux raisons
majeures. La premiere est sa simplicité relative de mise en ceuvre. En effet, suivre 1’évolution
de la fissure via cette procédure, nécessite de connaitre les valeurs du FIC en deux points
seulement du contour de la fissure. Ceci permet un gain appréciable en temps machine, la
méme étape étant répétée plusieurs fois lors de la propagation de la fissure. La deuxiéme
raison, directement liée a I’utilisation de cette procédure avec la méthode d’hybridation de
fonctions de poids, est la conservation du profil elliptique de la fissure du fait que seuls les
points A et B du profil changent de positions. Le rapport des axes de ’ellipse « peut alors
changer mais la forme de la fissure reste elliptique. D’autres procédures existent qui
considerent soit plusieurs points de calcul sur le front de fissure (méthode multi-DDL) soit un
seul point de calcul (simple-DDL). La méthode multi-DDL est basée sur une modélisation
numérique de la fissure (par éléments finis par exemple [Lin-1997]). Elle vise a se rapprocher
du cas réel de la propagation en s’affranchissant de I’hypothése de la forme elliptique de la
fissure. A contrario, le profil elliptique et le rapport des axes sont maintenus dans la méthode
a simple-DDL. Un schéma représentatif illustre ces trois méthodes dans la figure 51.
L’adoption de la méthode a double degré de liberté (double DDL) est un bon compromis entre
les deux méthodes citées plus haut. Il est justifié a posteriori par des résultats obtenus en

utilisant la méthode a multi DDL qui montrent la convergence de formes non elliptiques de la
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fissure vers une forme elliptique apres propagation (voir les exemples traités dans ce chapitre

inspirés des travaux de Lazarus [Laz-2003], Lin et Smith [Lin-1997]).

(a) (b) (c)

Figure 51 : Les méthodes de progression (a) a simple DDL - (b) a double DDL - (¢) a multi DDL

S’appuyant sur cette procédure, le calcul se déroule selon I’organigramme de la figure 52.
Dans un premier temps, le FIC est déterminé aux points 4 et B. On affecte alors une avance
Adapq, au point dont le FIC est maximal et on cherche 1’avance Aa de 1’autre point selon
I’équation (84). Ensuite, on recalcule les FIC pour les deux points apres prise en compte des
changements géométriques de la fissure et on compare de nouveau les deux FIC affiliés aux
deux points 4 et B. L’avance Aay,,, sera affectée toujours au point ayant un FIC maximal et

ainsi de suite.

v

Calcul de
A B 4
K/.K,
Oui @ Non

A\ c, (K

Aa= C_(K—J Aa,, Ab= —B( . j Aa,,
C, | K! C,\ K,
a=a+Aa a=a+Aa,,
b=b+Aa_. b=b+Ab
A

N =N, 4 N =N, 4D

CB (KI ) CA (KI )

az afinul Non
Oui

Figure 52 : Organigramme de la procédure de calcul en propagation de fissure

89



Chapitre IV : Application de la méthode d’hybridation en fatigue

Pour valider I’extension de 1’approche d’hybridation en fatigue, nous allons utiliser la

procédure décrite précédemment pour traiter différents problémes de propagation de fissure

rencontrés dans la littérature. Nous en dénombrons sept en fonction de la configuration

géométrique et du mode de chargement de la structure fissurée. Plus précisément, ces

problémes sont :

1) Propagation par fatigue d’une fissure elliptique dans un milieu infini (exemple de
Sukumar et al. [Suk-2003]).

2) Propagation par fatigue d’une fissure elliptique dans un milieu infini (exemple de Lazarus
[Laz-2003]).

3) Propagation par fatigue d’une fissure semi-elliptique débouchante dans une plaque sous
flexion (exemple de Newman et Raju [New-1981]).

4) Propagation par fatigue d’une fissure semi-elliptique débouchante dans une plaque sous
flexion (exemple de Kim et Hwang [Kim-1997]).

5) Propagation par fatigue d’une fissure semi-elliptique débouchante dans une plaque sous
flexion (exemple de Lin et Smith [Lin-1999]).

6) Propagation par fatigue d’une fissure semi-elliptique débouchante dans un tube sous
pression interne.

7) Application de I’approche énergétique de Sih dans la prédiction de la propagation d’une
fissure dans une piece a joints de soudure.

Les exemples (1) et (2) concernent le probléme d’une fissure elliptique dans un milieu infini

sous un chargement de traction uniforme avec des configurations géométriques et des

matériaux différents pour chaque exemple. L’exemple (1) a été traité par Sukumar et al. [Suk-

2003] en utilisant la XFEM associée a la FMM (Fast Marching Method) alors que I’exemple

(2) a été traité par Lazarus [Laz-2003] par la méthode de fonction de poids. Les exemples (3),

(4) et (5) d’une plaque contenant une fissure semi-elliptique débouchante, soumise a un

chargement de flexion composée, se différencient par les configurations géométriques, les

caractéristiques des matériaux et les amplitudes de chargement appliqué. Ils ont été traités

respectivement par Newman et Raju [New-1981], Kim et Hwang [Kim-1997] et Lin et Smith

[Lin-1999]. L’exemple (6) qui a été traité par Lin et Smith [Lin-1997] concerne le probléme

d’un tube sous pression interne, contenant une fissure externe longitudinale et débouchante.

Le dernier exemple concerne le probléme traité par Choi et Choi [Cho-2005] de propagation

de fissure semi-elliptique débouchante contenue dans d’une piece d’une structure d’avion. Le

chargement de la fissure est le résultat d’une concentration de contrainte due a la géométrie de
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la piece. Les multiples applications, traités ici, nous permettent d’avoir le domaine de

validation, le plus vaste possible, de la méthode d’hybridation en fatigue.

IV.2.1. Propagation par fatigue d’une fissure elliptique dans un milieu infini (exemple de
Sukumar et al. [Suk-2003])
Nous nous intéressons ici au probléme d’une fissure elliptique dans un milieu infini sous un

chargement de traction cyclique o, = Ao, comme le présente la figure 53, traité par Sukumar
et al. [Suk-2003] en utilisant la XFEM pour les configurations suivantes :

1) a,=0.05cm, oy =a,/b,=1.0, Aa,, =0.2a,,m=2.1

ii) a, =0.05cm, a,=a,/b,=0.5, Aa,, =0.025a,, m=2.1

ap, by, représentent les axes initiaux de ’ellipse.

Contrainte 4
(2 -
\ /
\ i
\ ]
| )
0 [ PO f.\m/
S
>
temps

Figure 53 : Schématisation d’une contrainte de traction cyclique

En supposant que le coefficient de propagation de fissure C; = C; est égale a une constante, et
que a; = amax dans la loi de Paris prise sous la forme (84), Sukumar et al. [Suk-2003]

aboutissent a la relation suivante :

Aq, :( K! J (89)

Aa K™

max

reliant I’avance Aa; d’un point du contour de la fissure a I’avance du point correspondant au

FIC maximal en fonction des FIC en ces deux points.

i) Cas ou ag= 0.05 cm, o= 1.0, Aay..=0.2a9, m = 2.1

Sur les figures 54a et 54b, nous avons reporté les résultats obtenus par la présente approche
basée sur hybridation concernant I’évolution de la fissure. Sur les mémes figures, nous avons
représenté le méme type de résultats obtenus par Sukumar et al. [Suk-2003] en utilisant la

XFEM couplée avec la FMM (Fast Marching Method) ainsi que la solution analytique
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proposée par [Suk-2003] pour ce cas particulier. Nous observons que, pour les trois méthodes
les fissures prises initialement circulaires gardent leur forme méme avec un pas d’avancement
Aana relativement grand (par rapport a celui choisi dans la deuxieéme configuration) et que
ces figures montrent également que la méthode d’hybridation permet d’obtenir une prédiction
de I’évolution de la fissure de qualit¢ meilleure a celle proposée par Sukumar et al. [Suk-
2003]. Ceci est di probablement a la performance de la méthode d’hybridation dans
I’évaluation du FIC par rapport a la méthode XFEM/FMM utilisée par Sukumar et al. [Suk-

2003], comme on a pu le vérifier dans le deuxiéme chapitre (voir la figure 14).

0.15 4 0.15
: 1 - = = Sukumar
j (XFEM/FMM)
4 1 e Tiwewwmemeea TNy o Analytique
0.10 o 0.10 -
0.05 ] 0.05 ]
> ] b
0.00 - > 0.004
0.05 -0.05 ]
-0.10 -0.10
B - N — -0.15 e
-0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.16
X X
(a) (b)

Figure 54 : Evolution d’une fissure circulaire dans le plan (Oxy) et comparaison de la solution
analytique avec la solution de : (a) La présente approche - (b) Sukumar et al. [Suk-2003]

Remarque : En accord avec la relation (89), I’évolution de la forme de la fissure est
indépendante de la valeur du chargement, celui-ci se simplifiant lors du calcul du rapport des

FIC.

ii) Cas ou ag= 0.05cm o= 0.5, Aayuux=0.025a9, m = 2.1

Pour cette deuxiéme configuration, les résultats obtenus par Sukumar et al. [Suk-2003] et
ceux obtenus par la présente approche d’hybridation sont illustrés sur les figures 55a et 55b.
L’approche d’hybridation, a double DDL, nous fournit dans ce cas également des prédictions
analogues a celles données par la méthode XFEM/FMM de Sukumar et al. [Suk-2003]. Par
ailleurs, le maintien de la forme elliptique est confirmé par les résultats de Sukumar et al.
[Suk-2003]. On constate en effet que la fissure elliptique se transforme graduellement en une

fissure circulaire en se propageant dans le milieu infini.
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0.2] 0.2]
0.1 0.1
> ] > ]
0.0 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
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02 01 0.0 01 0.2 02 01 0.0 01 0.2
X X
(a) (b)

Figure 55 : Evolution d’une fissure elliptique (& =0.5) dans le plan (Oxy) obtenue par :
(a) La présente approche - (b) Sukumar et al. [Suk-2003]

1V.2.2. Propagation par fatigue d’une fissure elliptique dans un milieu infini (exemple de
Lazarus [Laz-2003])
Dans cet exemple, le méme probléme d’une fissure elliptique interne dans un milieu infini
sous un chargement de traction cyclique est traité. Par rapport a I’exemple précédent, on
essaie dans cette partie de mettre en évidence la différence entre le comportement en fatigue
d’un matériau ductile et celui d’un matériau fragile en variant le parameétre m. Les quatre
configurations retenues dans cette partie sont celles traitées par Lazarus [Laz-2003] utilisant
la méthode de fonctions de poids (WFM) :

1) a,=a,/b,=10, Aa_, =0.2a,, m=2 (matériau ductile).

i) y=a,/b,=04, Aa,, =0.2a,, m =2 (matériau ductile).

i) o, =a,/b,=1.0, Aa_, =0.la,, m =50 (matériau fragile).

iv) ay=a,/b,=04, Aa,, =0.2a,, m =50 (matériau fragile).

i) Cas ou o= 1.0, Aay. = 0.2ay, m =2 (matériau ductile)

Pour une fissure initialement circulaire (¢= 1), seule la propagation de la fissure basée sur
I’approche d’hybridation est présentée (voir la figure 56), les résultats exactes (analytiques)
[Laz-2003] ainsi que ceux obtenus par Lazarus [Laz-2003] étant trés proches. En effet, la

différence maximale entre les résultats fournis par ces différentes approches est d’environ
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10 % sur les valeurs relatives (x/ay) et (/ay). Par ailleurs, tous ces résultats montrent qu’une
fissure initialement circulaire reste circulaire pour cette configuration.

Dans la prédiction de la propagation des fissures par fatigue, I’évolution de la forme de la
fissure n’est pas la seule préoccupation. Il y a aussi le nombre de cycles N, correspondant a
chaque avance de la fissure qui permet de caractériser la durée de vie de la structure étudiée,
notamment pour les matériaux ductiles (le cas des deux premiéres configurations).

L’évolution du nombre de cycles -caractéris¢é par la grandeur adimensionnelle
NCC(AO',)’”aO'"/z*1 , obtenue par I’approche d’hybridation et de fagon analytique, est donnée

sur la figure 57 ou on observe une trés bonne concordance entre les deux méthodes.

Remarque : On vérifie aisément, d’apres I’équation de Paris [Par-1963] donnée par (82), que

la grandeur N C(Ac,)"a,""*" est adimensionnelle.

(v/a)

(x/a)

Figure 56 : Evolution d’une fissure circulaire dans le plan (Oxy)
obtenue par la présente approche d’hybridation pour m = 2

La solution analytique pour ce probléme est obtenue par intégration de 1’équation (82) en
utilisant I’expression analytique du FIC pour une fissure circulaire o,va/x avec m = 2 [Laz-

2003] :

N.C(Ac)"a,""*" =N.C(Ao,)* = %mﬁ (90)

a,
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Figure 57 : Evaluation du nombre de cycles en fonction de I’avance
pour une fissure circulaire lorsque m = 2 (matériau ductile)

ii) Cas ou o= 0.4, Aa,,. = 0.2ay, m = 2 (matériau ductile)
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Figure 58 : Evolution d’une fissure elliptique (¢ =0.4) dans le plan (Oxy) pour m = 2
obtenue par : (a) La présente approche - (b) Lazarus [Laz-2003]

Concernant cette deuxieéme configuration, les figures 58a et 58b donnent respectivement la
progression de la fissure obtenue par I’approche d’hybridation et par Lazarus [Laz-2003]. Les
deux allures de la progression sont trés semblables. Elles confortent le constat du cas
(IV.2.1.11) concernant la convergence des fissures elliptiques vers une forme circulaire apres

progression.
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Figure 59 : Evaluation du nombre de cycles en fonction de
I’avance pour une fissure elliptique (& =0.4).

m/2-1

L’évolution du nombre de cycles caractérisée par N .C(Ao,)" a, en fonction des avances

des points caractéristiques de D’ellipse A(€@ =m2) et B(6 = 0) obtenues par 1’approche
d’hybridation et celle obtenue par Lazarus [Laz-2003] utilisant la WFM sont rassemblées sur
la figure 59. En I’absence de la solution exacte, la concordance entre les deux approches est
manifeste.

La figure 59 montre que les pentes des courbes diminuent avec la succession des cycles. Ce
qui signifie que la vitesse de propagation da/dN. augmente avec le temps, indiquant un

affaiblissement de la structure avec la propagation de la fissure. On constate aussi qu’au début

m/2-1

de la propagation (N.C(Ao,)"a, <0.6), I’avance du point 4 est plus rapide que celle du
point B. Cette différence de vitesse est de moins en moins importante avec le nombre de

cycles effectués jusqu’a la jonction des deux courbes lorsque 1’ellipse devient un cercle.

iii) Cas ou o= 1.0, Aay. = 0.1a0, m = 50 (matériau fragile)

Pour les deux derniéres configurations de cet exemple, on s’intéresse & un matériau beaucoup
plus fragile que celui utilisé dans les deux premiéres configurations en prenant le parameétre m
tres €levé (m = 50). La figure 60 montre qu’une fissure initialement circulaire le reste tout au

long de sa propagation méme avec un matériau fragile. Le méme résultat a été obtenu par

Lazarus [Laz-2003].
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Figure 60 : Evolution d’une fissure circulaire dans le plan (Oxy)
obtenue par la présente approche d’hybridation pour m=50

/2-1

Sur la figure 61, I’évolution du nombre de cycle N,C(Ac,)"a,”"~~ a été représentée en

fonction du rapport (a/ay) pour différentes valeurs de m. On observe sur ces figures que plus

m/2-1 .
varie

m est élevé (matériau de plus en plus fragile) moins le paramétre N.C(Ao,)"a,
avec la progression de la fissure. En d’autres termes, la rupture fragile intervient pour des
valeurs trés faibles de N C(Ao,)"a,"*" (N.C(Ac,)"a,""*"< 10™ pour m = 50). Pour

mieux le constater, une représentation semi-logarithmique est adoptée sur la figure 61b.

0.7 5 14
E| m=2
—m—m=50 b o /v_,v———v
0.6 —e—m=40 p v 7 M
—A—m=30 1 = e
] —*—m=20 v v =
0.14 yd m=10
0.54 ——m=10 v/ 3
—v—g =2 '/ 3 M ‘/,/-o———O—‘——O——‘—’
e 044 v~ . 1
Y / %, ) m=20
§ 03 T / / ﬁ 0.01—E /*/*___*__*——*—*—*——*—*
S 034 o E *
= 1 / g 1 m=30
0‘2_ o A /A A A A A A A A A
1 ,/ % igaq 4
0.1 / ] o—o—9o—0—0—» .m=.40 .
_ ./ % —"—"—%—
/ ——b———¢———¢
—
0.0 de—g——t———i———i—i—& 1E-4 4 m=50
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(a’a) (a’/a)
(@) (b)

Figure 61 : Evaluation du nombre de cycles en fonction de 1’avance pour une fissure
circulaire pour m = 50 (a) Echelle linéaire-linéaire (b) Echelle linéaire-logarithmique
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En réalité, ce qui nous intéresse dans le cas d’une rupture fragile est le seuil de stabilité¢ de la
fissure au lieu de la durée de vie. Ce seuil est exprimé en fonction de la ténacité (Kj.) et est

caractérisé par la grandeur adimensionnelle [Laz-2003] :
Ac,(a,” /K,)=Ao,(a, " /K,) 1)
Cette relation découle du critere de la rupture évoqué dans la section 3 du premier chapitre.

Notons que lorsque K; atteint la valeur critique K., la stabilité de la propagation de la fissure

devient incertaine (voir 1’étape (iii) de la section IV.1.1). L’évaluation de la grandeur
Ao, (ao”z/ K, ) donnée par I’équation (91) nous permet de déterminer, pour une avance

donnée de la fissure, le chargement seuil a ne pas dépasser pour rester dans le domaine de
stabilité.
L’ensemble des valeurs trouvées est reporté sur la figure 62 ou une comparaison est proposée

avec les valeurs analytiques pour une fissure circulaire (K, =0,+a/x), sous la forme

suivante :

A 7Ta
Ao, (a, /K, )=~ = iz (92)
24a 2 ala,

La figure 62 montre une concordance parfaite entre les prédictions basées sur I’hybridation et

la solution analytique.
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Figure 62 : Evaluation des valeurs de seuils de stabilité pour une
fissure circulaire
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I1 suffit que la quantité adimensionnelle Ao, (aol/2 /K, ) atteigne une valeur aux alentour de

0.9 (voir la figure 62) pour que la propagation s’enclenche. On remarque aussi que le seuil de

stabilité diminue au fur et a mesure que la fissure avance. Pour arréter cette propagation a une
, . 1/2
avance donnée, il faudra ramener la valeur de Ao, (a, “ /K, ) en dessous de la courbe, chose

qui est loin d’étre facile a réaliser en pratique.

iv) Cas ou oy= 0.4, Aay. = 0.2a9, m = 50 (matériau fragile)

On considére le méme probléme d’une fissure chargée en traction avec une forme initialement
elliptique (& = 0.4) dans un milieu infini constitué¢ d’un matériau tres fragile (m = 50).

Les deux figures 63a et 63b représentent les progressions de la fissure obtenues
respectivement par I’approche d’hybridation et la WFM de Lazarus [Laz-2003]. L’allure
globale des profiles de la fissure est pratiquement la méme d’une approche a ’autre. Ces
profiles montrent que la fissure initialement elliptique tend a devenir circulaire comme pour le

matériau ductile des exemples précédents.
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Figure 63 : Evolution d’une fissure elliptique (¢ =0.4) dans le plan (Oxy) pour m = 50
obtenue par : (a) La présente approche - (b) Lazarus [Laz-2003]

On remarque par ailleurs, que Lazarus [Laz-2003] prévoit en début de propagation une
déviation par rapport au profile elliptique puis un retour a celui-ci, contrairement a I’approche

d’hybridation ou la forme de la fissure reste toujours elliptique par hypothése.
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Figure 64 : Evolution de la forme d’une fissure elliptique (¢ =0.4)
en fonction de I’avance obtenue par les différentes approches

Sur la figure 64, 1’évolution du rapport « des axes de I’ellipse est représentée durant la

propagation de la fissure. Il est & noter que pour les trois approches mentionnées, & augmente

rapidement et se stabilise autour de 1 pour I’approche d’hybridation, oscille avant de se

stabiliser autour de 1 pour I’approche basée sur la fonction de poids de Krasowsky [Kra-1999]

et se stabilise légerement au-dessus de 1 pour I’approche basée sur la fonction de poids de

Lazarus [Laz-2003]. Ceci peut justifier encore I’intérét qu’on apporte a [’approche

d’hybridation dans le cadre de cette étude.
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Figure 65 : Evaluation des valeurs seuils de stabilité pour une fissure
elliptique (ap =0.4) obtenues par les différentes approches
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Les prédictions du seuil de stabilité pour les points A(8 =m2) et B(6 = 0) d’une fissure
elliptique a ap = 0.4, obtenues par la présente approche d’hybridation et celles obtenues en
utilisant la fonction de poids de Krasowsky et al. [Kra-1999] ou I’approche de fonction de
poids de Lazarus [Laz-2003], sont présentées sur la figure 65. Ces approches donnent
globalement des résultats trés similaires. Le décalage le plus important entre les différentes
courbes concerne le point 4 et est obtenu pour a/ay <2.5. Dans cet intervalle 1’approche
d’hybridation est encadrée par les deux autres approches en étant plus proche a celle de
Lazarus [Laz-2003]. D’apres la figure 65, on constate également 1’existence de multiple
solutions pour le point B autour de la valeur initiale b/ap = 2.5. Ce qui indique que la fissure
peut avoir un comportement stable sur une fourchette importante de chargement mais qu’elle

pourrait se propager suite a la moindre avance et ce d’une manicre irréversible.

IV.2.3. Propagation par fatigue d’une fissure semi-elliptique débouchante dans une
plaque sous flexion (exemple de Newman et Raju [New-1981])

On traite ici le probléme d’une fissure semi-elliptique contenue dans une plaque (voir la
figure 66) soumise a un chargement dans lequel seule la contrainte de flexion est non nulle

Ao, =0 et Ao, #0) comme le montre la figure 67a. Le méme type de fissure a été traité
: f g Yp

dans le chapitre III avec un chargement statique.
Newman et Raju [New-1981] ont également trait¢ le méme probléme de propagation de
fissure par fatigue avec les configurations suivantes :

)- a,=0.320, a,/t=0.060, t=9.5mm, m = 4.

ii)- o, =0.350, a,/t=0.030, t=9.5mm, m = 4.

iii)- a, =1.000, a,/t=0.056, t=9.5mm, m = 4.

iv)- &, =1.000, a,/t=0.275,¢t=9.5mm, m = 4.
Ces configurations ont été retenues par Corn [Cor-1971] lors d’essais expérimentaux qu’il a
réalisés sur des éprouvettes en aluminium 2014-T651. Les résultats obtenus par Corn [Cor-
1971] nous serviront dans les comparaisons a venir.
Pour traiter ce type de probléme, Newman et Raju [New-1981] ont utilisé la loi de Paris (82)

pour les deux points caractéristiques A(@=72) et B(6= 0) de maniére a avoir :

d m
da_cak,) o)
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db m
N Cy(AK ) (94)

ou Cy et Cp sont les coefficients de propagation de fissure liés respectivement au points A4 et
B. Pour les milieux infinis, ces coefficients sont généralement pris identiques (C4 = Cp = C =
constante, hypothése déja utilisée dans la section IV.2.1). Cependant, Newman et Raju [New-
1981] considérent que C4 # Cp en s’appuyant pour cela sur les résultats expérimentaux de

Corn [Cor-1971] et de Yen et Pendleberry [ Yen-1962] qui montrent que :
C,=(09"C, (95)

Ceci est di essentiellement d’aprés Newman et Raju [New-1981] au décalage par exces
d’environ 10% de la valeur du FIC au point B par rapport a celle du point 4 pour une fissure
semi-circulaire. Newman et Raju [New-1981] généralisent ce résultat pour les autres rapports

de ¢, chose que nous allons adopter tout au long de cette application.

A?
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i
i
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B ’ 2b B
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Figure 66 : Fissure semi — elliptique dans une plaque
sous flexion en fatigue

102



Chapitre IV : Application de la méthode d’hybridation en fatigue

Remarque : Il est a noter que la différence entre C4 et Cp peut se justifier aussi par le

changement d’un état de contrainte plane en B a un état de déformation plane en 4.
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Figure 67 : Evolution d’une fissure semi-elliptique dans une plaque sous flexion pure cyclique (o; = 0 et o;# 0)
(a) La contrainte cyclique appliquée - (b) Les résultats de la présente approche comparés aux résultats
expérimentaux - (c) Les résultats de Newman et Raju [New-1981] comparés aux résultats expérimentaux.
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La relation (95) combinée aux relations (93) et (94) donne I’expression suivante,

Aa:&& Ab = & Ab (96)
C,\ AK, 0.9AK ,

pour 1’avance 4b du point B en fonction de I’avance Ada du point 4. La relation (96) est
combinée a I’approche d’hybridation et est utilisée pour évaluer les changements de la forme
semi-elliptiques de la fissure.

Les résultats obtenus, pour les différentes configurations traitées, sont reportés sur la figure 67
ainsi que les résultats expérimentaux de Corn [Cor-1971] pour les mémes configurations. Sur
la méme figure, les résultats numériques de Newman et Raju [New-1981] sont également
comparés a ceux de Corn [Cor-1971].

Les graphes des figures 67b et 67c¢ donnant les variations du rapport des axes & = a/b en
fonction du taux d’avancement de la fissure a/f montrent une bonne concordance entre les
résultats donnés par les différentes approches. Ces derniers montrent que les fissures
correspondant aux quatre configurations différentes convergent toutes vers la méme forme en

se propageant, ce qui a été vérifiée par Corn [Cor-1971] expérimentalement.

IV.2.4. Propagation par fatigue d’une fissure semi-elliptique débouchante dans une
plaque sous flexion (exemple de Kim et Hwang [Kim-1997])

Dans cet exemple, le probléme précédent (0, =Ac, =0 et 0, =A0, #0) est trait¢ en

considérant pour les éprouvettes utilisées différentes configurations proposées par Kim et
Hwang [Kim-1997] :

i) a,=0.127, b,=127, a,,=1320, b, =2.019, =6350, w=6.350,
Aa,. =0.1a,, m=3.

ii) a,=0.127, b,=127, a,,=1778, b,,=2413, t=6.150, w=6.337,
Aa,. =0.la,,m=3.
On observe que, par rapport a I’exemple précédent, de nouvelles caractéristiques
géométriques sont retenues pour les €prouvettes. Les valeurs des différentes cotes (voir la
figure 68) sont données en (mm) et les valeurs limites ( ajna €t bjinar) des axes de I’ellipse sont
considérées.

Pour traiter ce probléme, Kim et Hwang [Kim-1997] proposent, sur la base d’expériences

qu’ils ont réalisées, une correction du rapport Cz/C, différente de celle de Newman et Raju
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Chapitre IV : Application de la méthode d’hybridation en fatigue

[New-1981], a savoir Cs/C4 = 7" avec 7= 0.904 au lieu de 0.9 selon Newman et Raju [New-
1981].

L’utilisation du nouveau rapport, Cz/Cy = (0.904)", dans la loi de progression (96) avec les
FIC obtenus par la méthode d’hybridation donnent des variations de formes & = a/b que nous
avons représentées en fonction de I’avance de la fissure sur la figure 68. Sur le méme graphe,
sont représentées les valeurs trouvées en utilisant 1’équation empirique (78) de Newman et
Raju [New-1981] pour évaluer les FIC ainsi que les valeurs expérimentales de Kim et Hwang
[Kim-1997]. Une bonne concordance est observée entre les différentes approches, la

correction ne modifiant pas le calcul de maniére significative.
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0.8
] *
S 0.6
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Figure 68 : Evolution de la forme d’une fissure en fonction du taux
d’avance pour les éprouvettes de Kim et Hwang [Kim-1997] lorsque m =3

Nous avons ensuite testé la premiére éprouvette en la supposant constituée d’un matériau plus
fragile (m = 10) avec deux modes de chargements ; flexion simple et flexion composée
(flexion + traction). Les résultats trouvés par la présente approche d’hybridation sont
comparés avec ceux obtenus en utilisant respectivement I’équation empirique (78) de Raju et
Newman [New-1981] et la fonction de poids de Krasowsky et al. [Kra-1999].

Par rapport au cas précédent (m = 3), on observe d’apres la figure 69 que le maximum de o =
a/b reste le méme avec un matériaux plus fragile et se décale un peu a gauche (correspond a
une avance plus faible). Ce maximum est plus important pour un chargement de flexion
composée. Ces observations reviennent au changement de la valeur de I’avance correspondant

au basculement de la valeur maximal du FIC entre le point 4 et le point B du bout de la
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fissure. Par ailleurs, toutes les approches donnent des résultats trés semblables (voir la figure
69), notamment ceux obtenus par hybridation et par I'utilisation de la fonction de poids de
Krasowsky et al. [Kra-1999]. Cependant, pour le cas de flexion simple pour une avance a/t >
0.28 les résultats de 1’hybridation sont plus proches a ceux de Raju et Newman [New-1981]
qu’a ceux de Krasowsky et al. [Kra-1999].
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Figure 69 : Evolution de la forme d’une fissure en fonction du taux
d’avance pour les éprouvettes de Kim et Hwang [Kim-1997] lorsque m =10

IV.2.5. Propagation par fatigue d’une fissure semi-elliptique débouchante dans une
plaque sous flexion (exemple de Lin et Smith [Lin-1999])
Le probléme d’une fissure semi-elliptique débouchante dans une plaque a également été traité
par Lin et Smith [Lin-1999] en utilisant une modélisation basée sur la méthode des ¢léments
finis. Deux modes de chargement ont été considérés ; une flexion simple et une flexion
composée (flexion + traction). Les configurations prises en compte ont été les suivantes :

i)-a,=02,a,/t=02, Aa,, =0.1a,, m=3.

i)- a,=05, a,/t=0.2, Aa,, =0.1a,, m=3.

i)- a,=1.0, a,/t=0.2, Aa,, =0.1a,, m=3.
Pour ce comparer aux résultats de Lin et Smith [Lin-1999] basés sur la FEM, le probleme de
propagation de fissure a été traité pour les configurations ci-dessus avec la méme loi de
propagation (96) qui a servi dans IV.2.3.

Pour un chargement de flexion simple (A, =0 et Ao, =1MPa ), les évolutions trouvées par

hybridation sont illustrées sur les figures 70. Celles-ci appellent plusieurs constatations :
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1- La fissure avance d’une maniere continue dans le sens de la largeur de la plaque (sur la
surface libre y = 0), contrairement a sa propagation dans le sens de ’épaisseur ou la fissure est
d’autant plus freinée qu’elle se rapproche du plan de la deuxi¢me surface libre (y = ¢). La
progression est tellement lente qu’elle donne I’impression de stagner avant d’atteindre la
deuxiéme surface libre (numériquement, la fissure n’évolue plus dans 1’épaisseur aprés 180
incréments). Ce phénomeéne de stagnation est vraisemblablement di a la partie compressive
de oyqui tend a fermer les levres de la fissure, ce qui empéche son avancement.

2- L’incrément d’avance maximal 4a,,, correspond toujours au point B pour o = 1.0 (la
figure 70c). Cependant, pour les deux autres configurations ap = 0.2 et o = 0.5 représentées
sur les figures 70a et 70b, le lieu de ’avance maximale Aa,,, passe du point 4 au point B
apres quelques incréments. Ceci est dii au basculement de la valeur maximale du FIC du point
A vers le point B en raison de I’augmentation de o« au début de la propagation. Cette
observation est également valable pour un chargement de traction simple. Se faisant, la fissure
avance plus dans la direction de x, entrainant par la méme, une diminution de &. On s’attend
alors a un retour de la valeur maximale du FIC vers le point 4. Ceci ne se produit pas dans le
cas présent, a cause du chargement mixte (traction et compression dues a la flexion) auquel

est soumise la fissure.

1
i

Figure 70 : Evolution d’une fissure semi-elliptique dans une plaque sous flexion pure
(a) pour ¢ =0.2 - (b) pour & =0.5 - (c) pour ¢ =1.0
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On s’intéresse maintenant au chargement de flexion composée (Ao, =Ao, =0.5MPa) avec

les trois configurations (i, ii, iii). L’évolution de la forme de la fissure durant sa propagation,
obtenue par 1’approche d’hybridation, est présentée sur la figure 71. On note particulierement
sur cette figure la disparition du phénomeéne de freinage de la fissure observé pour le
chargement de flexion simple. Ceci est dii a la suppression de la contrainte négative (de
compression) en raison du chargement de traction imposée. La fissure avance donc aussi bien
dans le sens de la largeur de la plaque que dans le sens de 1’épaisseur jusqu'a atteindre la

deuxieme surface libre (y = 7).

(@)

S

(b)

vV

)

(c)

2

Figure 71 : Evolution d’une fissure semi-elliptique dans une plaque sous
flexion composée : (a) pour ¢ =0.2 - (b) pour & =0.5 - (c) pour & =1.0

I1 faut noter que les évolutions de la forme de la fissure de la figure 71 obtenues dans cette
étude pour cet exemple sont trés similaires a celles rapportées par Lin et Smith [Lin-1999]
pour les deux modes de chargements (voir pages 526-527 de la référence [Lin-1999]).

Sur les figures 72a et 72b, nous avons représenté¢ 1’évolution du rapport « des axes de la
fissure elliptique en fonction de 1’avance de celle-ci obtenue par la méthode d’hybridation et
comparée aux résultats FEM de Lin et Smith [Lin-1999] et empiriques (de source FEM) de
Newman et Raju [New-1981] pour les trois configurations.

La différence entre les figures 72a et 72b est I’hypothese faite sur les coefficients Cy et Cp.
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La variation du rapport & = a/b de I’ellipse en fonction de I’avancement a/f de la fissure pour
un chargement de flexion simple obtenue par 1’approche d’hybridation, en utilisant 1’équation

(96) avec C4 = (0.9)" Cp, est présentée sur la figure 72a.
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Figure 72 : Evolution de la forme d’une fissure semi-elliptique dans une plaque sous
flexion simple en fonction de taux d’avance : (@) Avec C,=(0.9)" C3 - (b) Avec C,=Cp

Pour a/t < 0.5, les différentes approches donnent des résultats globalement proches pour & =

0.2, en revanche la concordance avec les résultats de Lin et Smith [Lin-1999] se détériore
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pour o = 0.5 et & = 1.0. Un écart de la méthode d’hybridation avec les autres approches
commence a apparaitre pour a/t de plus en plus €levé (a/t > 0.5). Ceci est du a I’effet de la
deuxiéme surface libre (y = ) non pris en compte par notre approche contrairement aux autres
approches basées sur des résultats d’¢léments finis ou cet effet est considéré (la méme
remarque est observée pour le cas statique ; dans les exemples I11.3.3 et I11.3.4 du chapitre
précédent). Cependant, I’utilisation de 1’hypothése C, = Cp pour toutes les approches a rendu

la concordance des résultats globalement plus claire comme le montre la figure 72b.
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Figure 73 : Evolution de la forme d’une fissure semi-elliptique dans
une plaque sous flexion composée en fonction de taux d’avance

Avec un chargement de flexion composée (Ao, =Ao, =0.5MPa) et en considérant dans

I’équation (96) que C4 = Cp pour toutes les approches, les résultats donnant la variation de &
en fonction du taux d’avance a/f durant la propagation de la fissure sont illustrés sur la figure
73. D’apres cette figure, les différentes approches donnent des résultats globalement
semblables avec un écart de la méthode d’hybridation pour des valeurs de a/f élevées. D’apres
le méme graphe et par rapport a un chargement de flexion simple, la flexion composée retarde
un peu la convergence des différentes configurations vers une propagation unique. Ceci peut

étre attribué a la partie traction du chargement. Notons qu’avec un chargement de traction
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simple, la convergence des différents profiles (ap = 0.2, ap = 0.5 et o = 1) est beaucoup

moins rapide pour le méme probléme (voir page 533 de la référence [Lin-1999]).

IV.2.6. Propagation par fatigue d’une fissure semi-elliptique débouchante dans un tube
sous pression interne

Dans cette application, on considére le probléme de propagation de fissure semi-elliptique
débouchante a I’extérieur d’un tube d’épaisseur ¢ et de rayon interne R; sous une pression
interne p (voir la figure 74). L’évolution de la forme de la fissure est déterminée pour les
configurations suivantes traitées par Lin et Smith [Lin-1997] :

i) @, =1.0, a,/t=02, t/R,=0.1 (tube mince), Aa, =1/125,m=3.
i) @, =04, a,/t=02, t/R,=0.1, Aa,_=1/125, m=3.
iii) @, =0.2, a,/t=02, t/R, =0.1, Aa, =t/125,m=3.
iv) @, =1.0, a,/t=02, t/R, =1.0 (tube épais), Aa, =1/125,m=3.

La pression interne p est supposée varie de 0 a 1 MPa durant le cycle de chargement.

Figure 74 : Fissure semi-elliptique débouchante a 1’extérieur d’un tube
sous une pression interne cyclique

La loi d’évolution utilisée dans ce probléme est celle de Paris donnée par I’expression (89), ou

I’on considére que C4 = Cp = C. Le chargement agissant sur les lévres de la fissure est
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supposé celui correspondant a la contrainte circonférentielle de Lamé oy donnée par (voir

I’équation (63) du chapitre II) :
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Figure 75 : Evolution obtenue par HWFun d’une fissure semi-elliptique dans un
tube sous pression interne (a) pour t/R=0.1 et g =1 - (b) pour #/R=0.1 et ¢ty =0.4 -
(c) pour /R=0.1 et &y =0.2 - (d) pour t/R=1 et o =1

Les évolutions des fissures calculées sont reportées sur la figure 75. On constate qu’en début
de propagation, pour «,=0.4 et ,=0.2, la fissure se propage plus dans le sens de
I’épaisseur que dans le sens de la surface externe du tube avant de devenir uniforme dans les
deux sens. Ce comportement de la fissure est li¢ exclusivement a la différence entre les
valeurs du FIC aux points 4 et B (comme pour le cas de plaque en flexion). Pour

o, =1.0 (figures 75a et 75d), la propagation est plutoét uniforme dés le début aussi bien pour
un tube mince (¢/R, =0.1) que pour un tube épais (¢/ R, =1.0). Néanmoins, dans le dernier

cas, I’avance maximale 4a,,,, change du point B au point A (basculement du FIC maximal) en

fin de propagation. Ceci est expliqué par le différentiel important de la valeur de la contrainte
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O entre 1extérieur et ’intérieur du tube épais (0gg ™/ 0ge ™ =2.5 pour ¢/R, =1.0 contre gy

™/ 690 ™ =1.1 pour ¢/R, =0.1).

t/Ri=0.1
aQ/bo =1

alt =0.2 (a)

t/Ri=0.1
aolbo =04
ao/t =0.2

(b)

t/Ri:]. :
ao/bo =1
alt =0.2 ; (d)
/
t/R=1 I (e)
t/Ri=1 4]

Figure 76 : Evolution de la fissure obtenue par Lin et Smith (photo de [Lin-1997])
(a) pour #/R=0.1 et &g =1 - (b) pour /R=0.1 et o =0.4 - (c) pour /R=0.1 et ¢ =0.2 -
(d) pour t/R=1 et oy =1 - (e) et (f) formes bizarroides pour #/R=1

Des résultats similaires ont été trouvés par Lin et Smith [Lin-1997] comme le montrent les
figures 76a, 76b, 76¢ et 76d. Comme ces auteurs utilisent la méthode a multi DDL, basée sur
la méthode des éléments finis combinée a 1’équation (84) de la propagation de fissure, ils
¢taient capables de modéliser des fissures de formes quelconques comme celles illustrées sur

les figures 76e et 76f. On observe sur ces figures que les fissures se propagent d’une manicre

113



Chapitre IV : Application de la méthode d’hybridation en fatigue

proche a celle d’une fissure demi-circulaire de surface comparable, soit par exemple celle de
la figure 76d. Ces résultats peuvent encore justifier le choix d’une forme elliptique ou semi-
elliptique fait dans beaucoup d’études y compris la notre pour simuler une forme quelconque

de fissure.

1.0 4
0.8
0.6
= J
~ ]
&
0.4 -
0.2 1 0, =02 o,=1.0
b O Lin & Smith (Multi DDL) ®  Lin & Smith (Multi DDL)
1 O  Lin & Smith (Double DDL) ® Lin & Smith (Double DDL)
b A Lin & Smith (Simple DDL) A Lin & Smith (Simple DDL)
4 - - - HWFun ——HWFun
0.0 e
00 02 04 06 08 10 12 14 16
9
NC (10)
(a)
1.0 5
0.8 -
0.6
= J
~ p
8 J
0.4 4
0.2 5 =02 a,=10
1 O Lin & Smith (Multi DDL) ®  Lin & Smith (Multi DDL)
1 O Lin & Smith (Double DDL) ® Lin & Smith (Double DDL)
1 A Lin & Smith (Simple DDL) A Lin & Smith (Simple DDL)
b --- HWFun —— HWFun
0.0 +r-—-r—r—rr—r—r—rrrrrrrrre e
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2
12
Nc (107)
(b)

Figure 77 : Evaluation du nombre de cycles d’une fissure débouchante dans
un tube sous pression : (a) pour #/R=0.1 - (b) pour t/R=1
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Lin et Smith [Lin-1997] ont aussi prédit la durée de vie caractérisée par la variation du taux
d’avance en fonction du nombre de cycles en adoptant les trois méthodes a différents DDL

(multi DDL, double DDL, simple DDL) pour les configurations suivantes :
i)- ,=1.0,t/R =0.1,m=3, C=1.83 10" mm™"'MPa >cycle™ .

ii)- ¢,=0.2, t/R.=0.1,m=3, C=1.83 10" mm™' MPacycle™" .
iii)- @, =1.0, t/R, =1.0,m=3, C=1.83 10" mm™' MPa >cycle™.
iv)- ¢,=02, t/R =1.0,m=3, C=1.83 10" mm ' MPacycle™" .

Les figures 77a et 77b montent que pour toutes les configurations, la fissure avance de plus en
plus vite dans le temps (avec le nombre de cycles effectués). D’apres ces figures, la méthode a
multi DDL, sensée étre la plus précise, est la plus optimiste (de plus longues durées de vie
sont prédites) notamment pour les configurations a tube épais. Les résultats que nous avons
obtenus avec la méthode d’hybridation ont globalement une allure semblable a celle des

résultats de Lin et Smith [Lin-1997]. A I’exception du cas (&, =1.0, ¢/ R, =0.1), les résultats

obtenus en utilisant la méthode d’hybridation a double DDL sont les plus proches aux
résultats de Lin et Smith [Lin-1997] utilisant la méthode a multi DDL. Les résultats de Lin et
Smith [Lin-1997] concernant la méthode a double DDL sont obtenus en faisant appel a
I’équation empirique (78) de Newman et Raju [New-1981] et en approximant le chargement

ext

de Lamé linéairement entre og™ et ogs™. Ceci peut expliquer la perte de précision de
I’approche de Lin et Smith [Lin-1997] a double DDL, par rapport a la modélisation par

hybridation de fonctions de poids qui utilise le chargement de Lamé exacte.

IV.2.7. Application de I’approche énergétique de Sih dans la prédiction de la
propagation d’une fissure dans une piece a joints de soudure

L’exemple suivant concerne une piece présentant des joints de soudure et faisant partie de la
structure d’un avion. Cette pi¢ce est connue sous le nom « out-of-plane gusset welded joints »
et est décrite sur la figure 78.

Sous I’action d’un chargement de traction, I’initiation d’une fissure surfacique sur la portion 2
au voisinage de sa jonction avec la portion 1 ou 3 est trés probable a cause de la concentration
de contrainte a cet endroit (voir la figure 78). Le probleme a été étudié par Choi et Choi [Cho-
2005] qui ont examiné deux cas de figure. Dans le premier, les joints de soudure sont présents
uniquement sur les grands cotés des portions 1 et 3 (c'est-a-dire le cas ou p =0). Dans le

deuxiéme cas, des joints de soudure de rayon de courbure p =30 mm sur les petits cotés des
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portions 1 et 3 sont considérés. Pour réaliser leur prédiction concernant la propagation de la
fissure, Choi et Choi [Cho-2005] ont utilisé¢ la méthode des éléments finis (code de calcul
LUSAS) pour évaluer le FIC en bout de fissure ainsi que la loi de propagation de Sih basé sur

le facteur de densité d’énergie donnée par la relation (85).

| < 275 a0 ol.g 275 -
ig
[
(#8] iSOI
c pj"f!!!!!! - o % r
<+ ~=10 ) ! —> B\AEJB
N A A V
3) 150 Y
[l
—»l
7
<+ w=100 : 10 —>
FTITFZTTFTZ.

Figure 78 : Schéma de description de la pi¢ce étudiée

Choi et Choi [Cho-2005] justifient le choix de la loi de Sih au dépend de celle de Paris en
invoquant deux raisons. La premicre est 1’absence du rapport des contraintes appliquées
R=o0_, /0, danslaloi de Paris. Ce rapport, caractérisant la contrainte moyenne appliquée,
semble influer sur la propagation de la fissure d’apres les tests expérimentaux réalisés par les
auteurs. La deuxiéme raison est que la loi de Paris est incapable de prédire une propagation
non perpendiculaire au chargement, qui serait envisageable dans le cas présent compte tenu de
la complexité de la géométrie. Cependant, il faut signaler que dans ce probléme, Choi et Choi
[Cho-2005] adoptent des hypotheses correspondant au mode I de la rupture a savoir (K = Ky
=0 et dS/d6= 0 correspondant & &= 0), rendant caduc 1’évocation de la deuxiéme raison pour
justifier leur choix.

Comme Choi et Choi [Cho-2005], nous supposons que les fissures initiales sont de forme
semi-elliptique, ce qui nous permet de tester 1’approche d’hybridation a double DDL pour
I’analyse de leur propagation aussi bien avec la loi de Paris qu’avec la loi de Sih. Les résultats
trouvés seront comparés a ceux de Choi et Choi [Cho-2005].

La piece étudiée est en acier appelé POSTENSO dont le module de cisaillement et le

coefficient de Poisson sont respectivement 77GPa et 0.3 d’aprés [Cho-2005]. Lors de
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I’évaluation du FIC aux points A (€= 90°) et B (€= 0°) du bout de la fissure, Choi et Choi
[Cho-2005] posent :
K, =K, (o) F, (98)

2 T T T T T T T T T 2 T T T T T T T T T

- P Fredictions

(@) (b)

Figure 79 : Evolution du F, en fonction du taux d’avance de la
fissure (photo de [Cho-2005]) : (a) pour le point 4 - (b) pour le point B

ou o; est la contrainte de traction appliquée et F, un coefficient d’amplification tenant compte
de la concentration de contrainte causée par la présence des portions 1 et 3 de la piece. Ce
coefficient est déterminé moyennant 1’évaluation de la contrainte de traction par éléments
finis (le code LUSAS) dans le plan de la fissure en supposant que la piece est seine (sans
fissure). Cette démarche a permis a Choi et Choi [Cho-2005] de tracer 1’évolution de F, pour
les points 4 et B en fonction de leurs positions relatives par rapport respectivement a
I’épaisseur ¢ et la largeur w de la piece (voir les figures 78 et 79).

Dans nos calculs basés sur la méthode d’hybridation, le coefficient F, est introduit en
modifiant la valeur de la contrainte de traction a F,0; aussi bien pour le point 4 que pour le
point B a chaque avance Aa ou Ab. Afin de rendre facile cette modification du point de vue
numérique, nous avons approché F, avec un polynéme du cinquieme degré obtenu par lissage
des courbes de la figure 79. La fonction F, ainsi trouvée est ensuite incorporée dans le code

de calcul HWFun. Les approximations polynomiales obtenues sont les suivantes :

2 3 4 5
] 4.5752(%] +0.8653(%j +o.7527[%j

2 3 4 5
j—l 0.3377(2J +1 7.9929(2j -1 1.8539[2j +2.471 5(2]
w w w w

Pour p=0mm :

F,(4) = 1.7866—2.7340(%}5.2790(

NlQ

(99)

= |

F,(B)= 1.7357+o.9971(
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Pour p=30 mm :

2 3 4 5
F,(A)= 1.3497—0.3270[%}0.286l(%j +0.2674(%j -O.6223[%) +o.3362[3j

b Y pY pY pY
F,(B) = 13485+01032 — |-02127| = | -3.5585 — | +6.1949| — | -2.8622] —
w w w w w

(100)

Dans la premié¢re partie de leur travail, Choi et Choi [Cho-2005] ont essay¢, a travers de
nombreux essais expérimentaux, de trouver les parametres du matériau nécessaires pour
utiliser la loi de Sih (C” et m”) et la loi de Paris (C et m) données respectivement par les

équations (85) et (82). On retient de leurs résultats le tableau de valeurs suivant :

Tableau III Paramétres de propagation de fissure du POSTENSO obtenus par Choi et Choi [Cho-2005]

p) a Pod m C (x 10-13) m Ao (MPa) N.de la ruine

(x 10%
93 276 316 +405
0 0.1-1.0 0.63 2.11 3.66 422 124 79 102 139
155 35 36 48
124 470 +500 +550
30 0.1-1.0 0.11 2.09 0.84 4.18 155 160 174 192
207 51 52 62

D’aprés ce tableau, on constate que les constantes du matériau obtenues sont valables pour
différentes valeurs de « et de (Ao) mais pour une valeur unique de rayon de courbure p. Ce
qui laisse penser que les constantes du matériau sont trés sensibles a ce parameétre.

Il faut signaler que Choi et Choi [Cho-2005] ont pris I’expression du facteur de densité

1-2v 2

1-2
d K,” comme le

d’énergie S égale a K ,2 (en cas de déformation plane) au lieu de

suggere 1’équation (20) du premier chapitre. Nous remarquons qu’il manque un 7 au
dénominateur de I’expression de S (faute reproduite aussi dans la référence des mémes auteurs
[Cho-2006]). Nous avons rectifi¢ les valeurs de C’ données dans le tableau IIl en les
multipliant par (7)™

Pour les applications numériques, nous traitons les configurations suivantes considérées par
Choi et Choi [Cho-2005] :

1)-p=0,a,=04mm, a, =04, Aa,, =02a,, Ao, =93MPa,R=0.1.

i)-p=0, ay=04mm, a, =04, Aa_, =02a,, Ao, =124MPa,R=0.1.

ii)- p=0, a,=04mm, a, =04, Aa_, =0.2a,, Ao, =155MPa,R=0.1.

v)- p=30mm, a,=03mm, &, =0.1, Aa,, =0.2a,, Ao, =124MPa,R=0.1.

max
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v)- p=30mm, a, =03mm, &, =0.1, Aa_, =0.2a,, Ac,=155MPa,R=0.1.

vi)- p=30mm, a,=03mm, a,=0.1, Aa,, =0.2a,, Ao, =207MPa,R=0.1.

35 -
g 0(? — HWFun (Loi de Sih)
1 = = ----HWFun (Loi de Paris)
30 - 8 & e Choi (FEM - Loi de Sih)
‘; ‘; O O A Choi (Experimental)
] b S
254 = < Ao =93 MPa
. . O
| % oo :

—— HWFun (Loi de Sih)
----HWHFun (Loi de Paris)
------ Choi (FEM - Loi de Sih)

H ® A Choi(Experimental)

Ao =124 MPa

207 MPa

""Ac= 155 MPa

Ao

Figure 80 : Prédiction du nombre de cycles avec différentes approches :
(a) pour p=0 - (b) pour p=30 mm
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Les figures 80a et 80b présentent les résultats de Choi et Choi [Cho-2005] (expérimentaux et

numériques en utilisant 1’approche de Sih) ainsi que les résultats obtenus avec la méthode

d’hybridation des fonction de poids associée aux lois de propagation de Sih et de Paris. Les

comparaisons a venir nous permettront entre autres d’apprécier 1’apport qualitatif de la loi de

Sih par rapport a celle de Paris.

Plusieurs constatations peuvent étre faites a partir des courbes 81a et 81b :

1-

2-

Pour la méme amplitude de contrainte Ag;, la piece a une durée de vie beaucoup plus
important en adoptant une soudure au rayon de courbure p plus grand.

Toutes nos prédictions basées sur la méthode d’hybridation sont globalement proches
des résultats numériques et expérimentaux de Choi et Choi [Cho-2005] a I’exception

de la quatriéme configuration (o = 30mm, Ao, =124MPa), ou I’écart est significatif

entre les résultats de Choi et Choi [Cho-2005] et nos prédictions obtenues aussi bien
avec la loi de Sih qu’avec la loi de Paris. Quoique ces points expérimentaux pour ce
cas correspondent a une série de mesures parmi trois autres dont Choi et Choi [Cho-
2005] n’ont présenté que les valeurs finales de NV, (correspondant a la ruine totale de la
picce), voir la derniere colonne du tableau III issu de la référence [Cho-2005]. D’apres
ce tableau, le nombre de cycle de ruine de la structure, correspondant a b = 50mm,
mesuré dans 2 des 3 expériences effectuées par Choi et Choi [Cho-2005], est proche
de la valeur qu’on obtiendrait par extrapolation des résultats de 1’hybridation de la
figure 80. Notons que par simulation, il ne nous est pas possible de dépasser une
certaine valeur de b (entre 15 et 20 mm) étant donné qu’on sortirait dans ce cas du
cadre de la fissure elliptique. Nous pensons donc que I’évolution de la fissure
caractérisée par b en fonction de N, obtenue par hybridation coinciderait mieux avec
les expériences ignorées par Choi et Choi [Cho-2005] dans le graphe 81.

Les résultats obtenus avec la loi de Sih sont globalement plus proches aux tests
expérimentaux que ceux obtenus avec 1’approche de Paris. Néanmoins, il faut dire que
pour de faibles valeurs de R (R = 0.1), I’apport de la loi de Sih ne nous semble pas
significatif devant la complexité relative a son utilisation et notamment la rareté des

travaux donnant les paramétres matériau liés a son utilisation.

Sur la figure 81, I’évolution prédite de la forme de la fissure lors de sa propagation est

présentée pour deux rayons de courbure du joint de soudure (p = 0 et p = 30mm). Les résultats

obtenus avec la loi de Sih et ceux obtenus avec la loi de Paris sont pratiquement superposés.
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Ceci confirme la cohérence des ces deux approches malgré le différence au niveau de leur
conception.

Pour conclure, les résultats, obtenus dans cet exemple, ont montré que I’approche de Sih
permet de modéliser d’une maniére appropriée la propagation de fissure pour le probléme
traité. Cependant, compte tenu des difficultés rencontrées pour collecter les parametres de la
loi de Sih et en 1’absence de ceux-ci, la loi des Paris offre une alternative efficace et simple

dans la prédiction de la propagation de fissure pour de faibles valeurs de R.

0.8
’..cooo...‘_._.'.
J [ 4 "M‘..,“..‘.'
.‘..‘.‘“
0.6 4
)
s 0441
I ," p=0
S 1 HWFun (Sih Appr.)
K n HWFun (Paris Appr.)
024 ¢ £=30mm
) ----HWFun (Sih Appr.)
i " o HWFun (Paris Appr.)
0.0 T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
(a’/?
Figure 82 : Comparaison des résultats obtenus avec la loi de
Sih et ceux obtenus avec la loi de Paris
IV.3. CONCLUSION

Plusieurs applications d’aspect pratique de la fatigue ont été traitées dans ce chapitre avec
I’approche d’hybridation de fonctions de poids. La validation de cette dernicre repose sur des
comparaisons avec des solutions analytiques lorsqu’elles sont disponibles ainsi qu’avec des
résultats obtenus en utilisant différentes modélisations pour les mémes applications (voir le
tableau récapitulatif IV de la page suivante). Ces tests ont, dans leur globalité, montré que
I’approche d’hybridation se positionne favorablement parmi les différentes techniques de
calcul en fatigue concernant la prédiction de la propagation des fissures elliptiques et semi-

elliptiques contenues dans différentes structures.
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Tableau IV Récapitulatif des résultats obtenus dans les différents exemples traités

Type de
structure

Type de
fissure

Loi de
propagation
utilisée

Type de
chargement
cyclique

Type de
matériau

Résultats
d’autres travaux
présentés

Commentaires sur les résultas
obtenus par HWFun

Milieu
infini

Elliptique

Paris

traction

Ductile

Sukumar et al.
(XFEM/FMM)

- La prédiction de I’évolution de la
fissure circulaire est en meilleure
concordance avec la solution
analytique comparée a celle de
Sukumar et al. (Cf. fig. 55).

- La prédiction de I’évolution de la
fissure elliptique est en bonne
concordance avec celle de Sukumar
et al. (Cf. fig. 56).

traction

Ductile +
Fragile

Lazarus
(WFM)

- Les prédictions des évolutions de
la fissure circulaire, du nombre de
cycle pour un matériau ductile et du
seuil de chargement pour un
matériau fragile sont en parfaite
concordance avec les solutions
analytiques (Cf. figs. 57,58,61,63).
- Les prédictions des évolutions de
la fissure elliptique, du nombre de
cycle pour un matériau ductile et du
seuil de chargement pour un
matériau fragile sont en bonne
concordance avec celles de Lazarus
(Cf. figs. 59,60,64,66).

Plaque

Semi-
elliptique

Paris

Flexion
simple

Ductile

Newman et Raju
(Eq. Emp.) +
Corn
(Expérimental)

- Les prédictions de 1’évolution de la
forme des fissures sont en bonne
concordance avec les résultats
expérimentaux de Corn et les
simulations de Newman et Raju (Cf.
fig. 68).

Flexion
simple

Ductile

Kim et Hwang
(Expérimental)

- Les prédictions de I’évolution de la
forme des fissures sont en bonne
concordance avec les résultats
expérimentaux de Kim et Hwang
(Cf. fig. 69).

Flexion
(simple +
composée)

Ductile

Lin et Smith
(FEM)

- Les prédictions de 1’évolution des
fissures et de leurs formes sont en
bonne concordance avec les résultats
de Lin et Smith (Cf. figs.
71,72,73,74).

Tube

Semi-
elliptique

Paris

Contrainte de
Lamé

Ductile

Lin et Smith
(FEM)

- Les prédictions de 1’évolution des
fissures et des nombres de cycles
sont globalement en bonne
concordance avec les résultats de
Lin et Smith (Cf. figs. 76,77,78).

Piéce
d’avion

Semi-
elliptique

Paris +
Sih

Concentration
de contrainte

Ductile

Choi et Choi
(Experimental +
FEM)

- Les prédictions de 1’évolution des
nombres de cycles sont globalement
en concordance acceptable avec
celles obtenues par Choi et Choi
aussi bien avec la loi de Sih qu’avec
la loi de paris (Cf. fig. 81).

- La prédiction de la forme de la
fissure obtenue en utilisant la loi de
Paris est en parfaite concordance
avec celle obtenue en utilisant la loi
de Sih (Cf. fig. 82).
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Conclusions et perspectives

Les objectifs de ce travail ont été multiples :

1) développer une méthode basée sur 1’hybridation de fonctions de poids permettant
I’amélioration de I’évaluation du facteur d’intensit¢ de contrainte de fissure
elliptique en mode I,

i1) coupler cette méthode avec la méthode de fonction de poids du point (PWFM) afin
de I’appliquer aux fissures semi-elliptiques (débouchantes) en mode I,

1i1) étendre ces 1’approche d’hybridation aux problémes de fatigue en 1’associant avec
les lois de propagation de fissure telles que la loi de Paris et la loi de Sih,

v) valoriser ces développements a travers la conception d’un progiciel de calcul.

Celui-ci nous servira pour réaliser les différents tests de validation et de prédiction.

Concernant le premier objectif, une approche basée sur I’hybridation des fonctions de poids
d’Oore et Burns (1980) et de Krasowsky et al. (1999) a été développée et largement détaillée
dans le chapitre II. L’idée d’hybridation que nous avons proposée consiste a subdiviser la
fissure en deux zones pour appliquer sur chacune d’elles la fonction de poids appropriée.
L’affectation des fonctions de poids est effectuée de manicre a atténuer les problémes de
singularités en bord de la fissure liées a 1’expression de ces fonctions de poids. La proportion
entre les deux zones est-elle obtenue par optimisation des parametres géométriques de
I’ellipse de manieére a mieux prendre en compte les effets de courbure du front de fissure.
Dans ce méme chapitre, la mise en ceuvre numérique de cette approche a également été
présentée d’une manicre détaillée. Elle concerne principalement 1’évaluation des différentes
intégrales présentes dans 1’approche apres discrétisation des domaines et traitement des
différentes singularités. Afin de valider la méthode d’hybridation, elle a été utilisée, dans la
derniére partie de ce chapitre, pour modéliser des fissures elliptiques internes présentes dans
des structures utilisées en pratique. Les résultats obtenus concernant le FIC ont été comparés a
des solutions analytiques, quand elles sont disponibles, et a des solutions numériques de la
littérature obtenues par des méthodes comme la FEM, la XFEM et la BEM. Les différentes
comparaisons permettent d’apprécier la qualité des résultats concernant le FIC obtenus avec la
présente approche. Le chapitre III est consacré aux bases théoriques du couplage entre la
méthode d’hybridation développé précédemment et la PWFM, ce point relevant du deuxiéme

objectif de cette recherche. Ce couplage a été réalisé en cherchant une correction aux
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fonctions de poids retenues précédemment pour la prise en compte de I’effet de bord de la
fissure conformément a la théorie PWFM. Ensuite, dans ce méme chapitre, on s’intéresse a la
validation du couplage entre la méthode d’hybridation et la PWFM. Le probléme de fissures
débouchantes semi-elliptiques a été traité pour différentes structures (plaques, tubes) soumises
a des chargements divers (flexions simple et composée, chargement polynomial, chargement
exponentiel). En 1’absence de solutions exactes pour ce type de problémes, les comparaisons
ont été réalisées avec des résultats numériques issus d’approches numériques (FEM, WFM,
HBEM, GFBEM, LSM, FBM) ou empiriques. Elles ont permis de vérifier la bonne
concordance entre ces différentes approches et la présente méthode d’hybridation. Il est a
signaler que cette derniére présente 1’avantage d’étre applicable a une large gamme de

sollicitations.

Dans le cadre du troisiéme objectif, I’évolution des fissures elliptiques et semi-elliptiques
ainsi que de la durée de vie des structures étudiées, ont été prédites en utilisant I’approche
d’hybridation. Ceci a été rendu possible en associant la méthode d’hybridation avec la loi de
propagation de fissure de Paris, utilisée majoritairement dans cette étude, et aussi avec celle
de Sih. Plusieurs applications pratiques de la fatigue ont été traitées dans le chapitre IV avec
la présente approche. La validation de cette derniére repose sur des comparaisons avec des
solutions analytiques lorsqu’elles sont disponibles ainsi qu’avec des résultats obtenus en
utilisant différentes méthodes de simulations pour les mémes applications. Ces tests ont dans
leur globalité, montré que I’approche d’hybridation se positionne favorablement parmi les

différentes techniques de prédiction en fatigue.

Le quatrieme objectif, concernant le développement d’un code de calcul basé sur la présente
approche, s’étale sur les trois chapitres (I, III, IV) et une annexe. Dans la partie annexe, la
structure du code de calcul, appel¢é HWFun, est exposée ainsi que les différents
développements qui sont liés a son ¢laboration et quelques tests de performance de calcul
durant son exécution. La réalisation de ce code de calcul qui est une concrétisation des

développements théoriques de I’hybridation, a constitué une grande partie de ce travail.

De multiples perspectives a ce travail peuvent étre envisagées. Parmi lesquelles :
1) L’extension du couplage de la présente approche avec la PWFM pour les fissures
en quart d’ellipse (fissures de coin), considérées comme des fissures tres

répondues dans les structures rivetées. Cette extension devrait donner une nouvelle
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iii)

dimension a D’applicabilité de 1’approche d’hybridation aussi bien pour des
chargements quasi-statiques que pour des chargements cycliques (de fatigue).

Le développement d’une hybridation similaire a la présente approche pour les
autres modes de rupture, a savoir les modes II, III et mixte.

Modélisation des fissures internes et débouchante de formes quelconques et sous
I’action d’un chargement arbitraire quasi-statique ou de fatigue en utilisant la
variation élémentaire du bilan énergétique de Rice. L’implémentation numérique
de cette technique en s’appuyant sur l’évaluation des différentes intégrales
présentes dans I’approche d’hybridation est envisageable vu la similitude entre les

deux approches vis-a-vis du probléme des singularités.
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Annexe : Présentation du code de calcul HWFun

A.1. INTRODUCTION

Notre objectif dans ce travail de thése est d’évaluer le facteur d’intensité de contrainte sur le contour des fissures
elliptiques internes et semi-elliptiques débouchantes par la technique d’hybridation de fonctions de poids. Les
développements réalisés dans ce cadre ont été présentés d’une maniére détaillée dans le chapitre précédent. Ils
ont été concrétisés par 1’élaboration d’un code de calcul nommé HWFun qu’on propose de décrire dans le
présent chapitre.

Le code HWFun est réalisé en utilisant le langage C++ orienté objet, reconnu par sa puissance aussi bien dans le
calcul arithmétique que dans la présentation graphique. Il comporte deux parties; une partie principale
regroupant les différents modules de programmation liés au calcul physique concernant le probléme étudié, et
une partie secondaire formée par les différentes fonctionnalités nécessaires pour améliorer l’utilisation et
I’accessibilit¢ du code de calcul. Dans ce qui suit, on choisit de présenter la partie principale en laissant la

présentation de la partie secondaire pour la section A.3 consacrée a ’interface graphique du code.

A.2. LES DIFFERENTS MODULES DU CODE DE CALCUL
Le code de calcul HWFun est formé principalement de quatre modules différents (voir la figure Al). Ils

concernent dans 1’ordre :

1) le maillage automatique de la fissure.
ii) la présentation graphique en 3D du maillage réalisé dans le premier module.
iii) I’évaluation du FIC sur le contour des fissures elliptiques internes aprés avoir récupéré les

données du maillage issues du premier module.
iv) le calcul du FIC pour les fissures semi-elliptiques débouchantes.

Nous allons procéder dans ce qui suit & la description de la structure de chacun de ces modules.

| Module 1: :
: Maillage automatique de I
I la fissure I
| JL |
| |

Création de fichier de
localisations des nceuds et de
connectivités des éléments

1 I 1 1
| Module 3 : : I Module 2 : I Module 4 : :
: Calcul du FIC pour une | | Visualisation tridimensionnelle | Calcul du FIC pour une I
| fissure elliptique I : du maillage : I fissure semi-elliptique |
I I

I I

Figure A1 : Organigramme général du code de calcul HWFun

A.2.1. Module du mailleur automatique

Dans ce module la progression des étapes de calcul suit la chronologie décrite dans 1’organigramme de la figure
A2, comprenant les étapes suivantes :

a) Lecture des données globales

Les données globales nécessaires a nos calculs sont la configuration géométrique de 1’ellipse (le petit axe a et le

grand axe b), la position angulaire du point de calcul (Q’) ainsi que les paramétres liés au maillage. Il s’agit pour
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ces derniers du rayon R, du petit demi-cercle, du nombre des subdivisions angulaire # des demi-droites autour du
point (Q), du paramétre ¥ 1ié a la bande ignorée, de la proportion v de la progression des rayons des demi-

cercles et du paramétre i (paramétres décrits dans la section I11.3 du chapitre III).

———— e —— e — — —

Lecture des données globales :
-Le point de calcul Q’

-La géométrie de l'ellipse.

-Les parametres du maillage

.

(-

Localisation des noeuds résultants des
intersections entre les demi-cercles et
les demi-droites

-

Détermination des connectivités de
chaque élément quadrilatéral régulier

Localisation des noeuds résultants des
intersections des demi-cercles et des
demi-droites avec I'ellipse

-

Détermination des connectivités des
éléments triangulaires et les éléments
quadrilatéraux restants

-

Création de fichier de résultats

Figure A2 : Structure du Module 1 concernant le mailleur automatique

b) Localisation des neeuds et connectivités des éléments quadrangulaires réguliers
Les ¢éléments réguliers sont ceux résultant de I’intersection des demi-cercles et demi-droites (voir la figure A3).
Les coordonnées des ces intersections sont évaluées analytiquement pour chaque point (Q) en résolvant par

substitution un systéme de deux équations (équation d’une droite et équation d’un cercle) a deux inconnues (x et

y) donné par :
=Ax+B
{y 2 _ (A1
(x_xo) +(y_yo) =r
Ou A=tan(¢,) représente la pente des demi-droites, B =y, — Ax,, X, =x,, ¥, =y, et r=r, (voir la figure

A3)

Les nceuds ainsi trouvés vont former construire une grille de quadrangles réguliers, dont les dimensions sont de
plus en plus grandes en s’éloignant du point (Q").

Ces ¢léments restent réguliers tant qu’ils sont loin du front de fissure elliptique (I'). Au voisinage de ce dernier,
des éléments non-réguliers apparaissent pour lesquels des nceuds résultent des intersections entre demi-droites et
ellipse ainsi qu’entre demi-cercles et ellipse (voir la figure A3). Ces intersections sont nettement plus complexes

a évaluer que celles des éléments réguliers.
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Vm-1

Eléments non - |
réguliers -

2

Eléments réguliers

Figure A3 : Grille des mailles du demi-plan de la fissure

Avant d’entamer les calculs des intersections pour les éléments non-réguliers, nous terminons le calcul portant
sur la localisation des intersections entre demi-droites et demi-cercles de toute la grille. Cette grille est délimitée
par la tangente a I’ellipse au point (Q’) et le premier demi-cercle de rayon r,,.; qui ne coupe pas ’ellipse comme
le montre la figure A3. La détermination des connectivités des ¢léments réguliers obéit a 1’algorithme suivant :

/=1

conl, =(i-Dn+j

con2, =(i-ln+ j+1
con3,l = Ei)n-zj ! j=12,..,npi=12,....m (A2)
cond, =()n+j+1
[=1+1

Le paramétre / représente le numéro de 1’élément, 7, le numéro du rangé d’éléments, m, le nombre de rangés, j,
le numéro de la portion, n, le nombre de portions, conl,,..., cond, sont les quatre connectivités de 1’¢lément
numeéro /.

Sachant que cet algorithme est congu en supposant que les nceuds sont numérotés d’une fagon progressive pour
chaque rangé en suivant le sens trigonométrique.

¢) Localisation des naeuds et connectivités des éléments quadrangulaires non-réguliers

Les éléments dont une partie se trouve a 1’extérieur de la surface effective de ’ellipse, qu’on a appelés éléments
non-réguliers, deviendront des éléments triangulaires, quadrangulaires déformés ou pentagonaux (voir la figure
A4). Afin que leur implémentation numérique soit envisageable, les ¢léments pentagonaux seront subdivisés en

deux ¢éléments ; un ¢élément triangulaire et un autre quadrangulaire (voir la figure A4). Les nouveaux nceuds,

A4



Annexe : Présentation du code de calcul HWFun

comme déja évoqué, représentent d’une part les intersections des demi-cercles avec 1’ellipse et d’autre part les
intersections des demi-droites avec D’ellipse. Ces derniers sont obtenus en procédant a la résolution par
substitution d’un systéme tres similaire au systéme d’équations (Al). Le nouveau systéme d’équations est obtenu
en remplagant 1’équation du cercle dans (A1) par 1’équation de la courbe délimitant la surface effective de
I’ellipse donnée par (47), & savoir :

y=Ax+B
2 2 2
A3
() [ A (A3)
b a R(O)
La détermination des intersections entre ellipse et demi-cercles revient a résoudre un systéme de deux équations

quadratiques a deux inconnues qui est donné par :

(x=x,) +(y=y,) =1
BRBECT
b a) | R(®)

Elément pentagonal
subdivisé

Elément triangulaire

Elément quadrangulaire
déformé

Front de fissure

Elément quadrangulaire
non - déformé

Figure A4 : Agrandissement de ’intersection de la grille de mailles et I’ellipse

Compte tenu de la complexité de la substitution due a la puissance variable des inconnues dans le systéme (A4),

une technique de résolution de type Newton-Rafson [For-1995] a été retenue. Cette méthode utilise (x,y),

comme ¢tant une valeur initiale de la solution pour trouver, s’il y a convergence, une approximation a la solution

(x,») en effectuant un nombre fini d’itérations. A priori, I’intersection entre les demi-cercles et I’ellipse, se
produit en deux points différents (voir la figure A5a), alors, selon la valeur de (x,y), retenue, on est a proximité
de I’'une ou I’autre des deux solutions présumées (x,,y,) et(x,,y,) et on convergera forcément vers I’une ou
I’autre solution. Autrement dit, pour trouver la premicre solution (x,,y,), on doit s’assurer que le point initial

(x,), soit plus proche de (x,,y,) quede (x,,y,), et vice-versa.
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Pour cela nous avons adopté une procédure simple, qui nous a rassuré du bon choix des points initiaux (x,y), et
ce d’une maniére automatique. Nous avons commencé par calculer les intersections du demi-cercle de rayon Ry
avec la tangente a I’ellipse au point O’ qui nous a donné les points P, et P, (voir la figure A5a). Ces deux points
vont nous servir comme points initiaux afin de déterminer les solutions (x,,y,) et (x,,y,) en r; = Ry,
respectivement. Une fois calculées, les deux solutions sont considérées comme points initiaux pour évaluer les

solutions (x,,y,) et (x,,y,) enr; =r, et ainsi de suite. D’une maniere générale, (x,,y,) et (x,,y,) en r; sont les

points initiaux pour calculer les solutions (x,,y,) et (x,,»,) a 7.

Solution 1 : Solution 1 : Solution 2 :
(xl’yl) (x1,J/1) (x2=y2)

i Solution 4:
(X4,Y4)

Solution 3 :
(x3,33)

Solution 2 :
(x2,)2)

(@) ()

Figure AS : Intersections entre demi-cercles et ellipse
(a) cas avec uniquement deux solutions — (b) cas avec quatre solutions

Cette procédure de calcul nous a permis de déterminer les intersections entres diverses courbes d’une maniére
efficace et opérationnelle. Nous ’avons testé et validé sur plusieurs configurations, et elle a fonctionné avec
perfection. Cependant, nous avons constaté son handicape lorsqu’il s’agit de quatre solutions au lieu de deux, le
cas ou le rapport des axes « est faible et la position angulaire € du point Q” est trés proche de (#2) comme le
montre la figure A5b. Ce qui nous empéche de prévoir, a partir d’un point initial, laquelle des solutions allons
nous obtenir ? Ceci nous a poussé a remettre en question toute cette procédure du maillage automatique, et nous
a incité a rechercher une autre méthode, plus valide de point de vue programmation pour n’importe quelle
configuration du probléme.

Cette nouvelle procédure consiste, d’abord a revenir au début et faire une extension du calcul de connectivité
donné dans la section (b) pour les éléments possédant une partie a I’extérieur de 1’ellipse, en les considérant
totalement a I’intérieur de I’ellipse. Ensuite, on traite ces ¢léments selon leurs positions par rapport a I’ellipse,
afin de trouver les localisations des nceuds et les connectivités des éléments non-réguliers qui les contiennent
(triangles et quadrangles déformés comme la figure A4). Alors, apres utilisation de 1’algorithme de connectivité
donné par les relations (A2), nous avons les localisations des nceuds ainsi que les connectivités de plusieurs
¢léments que nous pouvons trier, selon leurs positions par rapport a 1’ellipse, comme suit :

i) L’¢élément est totalement a intérieur de I’ellipse : Dans ce cas, tout I’élément fait partie du maillage et

ses connectivités sont maintenues.
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i) L’un des nceuds de 1’élément est en dehors de 1’ellipse : L’¢élément ne pourra évidemment pas garder ses

connectivités étant donné que le 3™ nceud (I’exemple de la figure A6) sera ignoré. Comme on 1’a déja vu,
I’¢élément pentagonal restant a ’intérieur de 1’ellipse est subdivisé en quadrangle 1-2-6-4 et un triangle 2-5-6. Le
probléme de la détermination de la position du nceud 6 est résolu dans cette nouvelle procédure en supposant que
I’arc 3-4 est un segment de droite. Comme le nceud 5, le nceud 6 est alors trouvé en évaluant analytiquement
I’intersection entre une droite et une ellipse. Malgré cette approximation, la rentabilit¢ de ce calcul sera

récompensée par le gain sur le temps d’exécution et la précision d’un calcul direct par rapport a un calcul itératif.

Elément triangulaire

Limite de la surface
effective de [’ellipse

Elément quadrangulaire
déformé

Figure A6 : Quadrangle de la grille avec un nceud en dehors de I’ellipse

Dans la base de données concernant les localisations des nceuds et les connectivités des éléments, nous allons
rajouter les localisations des deux nouveaux nceuds et les connectivités du nouvel élément triangulaire et
modifier les connectivités de 1’é1ément quadrangulaire. Une démarche similaire aurait pu étre suivie si un seul
autre nceud (1, 2 ou 4) est en dehors de I’ellipse.

i) Cas ou deux nceuds de 1I’é1ément sont en dehors de 1’ellipse :

Limite de la surface
effective de I’ellipse

Elément quadrangulaire
déformé

Figure A7 : Quadrangle de la grille avec deux nceuds en dehors de ’ellipse
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Ces neeuds peuvent étre 2-3 (comme le cas de la figure A7), ou n’importe quel couple de nceuds appartenant au
méme coté (1-2, 3-4 ou 1-4). Dans ce cas, 1’¢lément initial 1-2-3-4 prend la forme de 1-5-6-4 mais reste toujours
un quadrangle. Ce qui nécessite une modification de ses connectivités. Les localisations des nouveaux neeuds 5 et
6 sont évaluées de la méme maniére que le nceud 6 du cas précédent.

iv) Cas ou trois nceuds de 1’élément sont en dehors de Iellipse :

Limite de la surface
effective de ’ellipse

Elément triangulaire
résultant

Figure A8 : Quadrangle de la grille avec trois noeuds en dehors de I’ellipse

Quatre possibilités sont envisageables pour ce cas. Les nceuds peuvent étre 2-3-4 (I’exemple de la figure AS), 1-
2-3, 1-2-4 ou 1-3-4. Dans ce cas de la figure A8, la partie située a I’intérieur de 1’ellipse est alors considérée
comme étant un triangle (1-5-6) dont une connectivité est déja localisée (le nceud 1) et les deux autres (5 et 6)

sont déterminées de la méme maniére exposé précédemment.

(@ ®)

Figure A9 : Maillage réel d’une fissure elliptique avec ¢=0.4: (a) a .= 30° - (b) a 6.=90°
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En fait, ’ensemble des différents cas de situation de I’¢lément par rapport a la surface effective de Iellipse,
représentent, en terme d’algorithme de calcul et de programmation, 13 possibilités différentes. Dans le code de
calcul, chacune de ces possibilités est traitée séparément, afin d’insérer les localisations des nouveaux nceuds et
les connectivités des nouveaux éléments et éventuellement d’effectuer les changements des connectivités des
anciens éléments. Deux cas de maillage réel sont présentés sur la figure A9, justifiant I’intérét de la procédure
adaptée dans le mailleur automatique utilisé dans notre code de calcul HWFun.

d) Création du fichier résultat

Une fois que toutes les localisations des nceuds et les connectivités des éléments ont été¢ déterminées, le code de
calcul ouvre une boite de dialogue Windows sur laquelle 1’utilisateur spécifie le nom et I’emplacement du fichier
ou toutes les informations concernant les nceuds et les éléments seront stockées. Ce fichier représentera une vraie
base de donnée du maillage exploitable par les autres modules de calcul (évaluation du FIC et présentation 3D

du maillage).

A.2.2. Module de visualisation tridimensionnelle du maillage

Lecture des localisations des
nceuds et lecture des
connectivités des éléments

N7

Présentation graphique en 3D des
éléments du maillage avec
possibilité de son animation

Figure A10 : Structure du Module 2 concernant la visualisation 3D du maillage

Dans le module 2 décrit sur la figure A10, le code de calcul commence par lire les données concernant les
localisations des nceuds et les connectivités des éléments a partir du fichier résultats créé a I’issue du Module 1.
Ensuite, la visualisation tridimensionnelle des éléments du maillage est assurée en utilisant les différentes
options des fonctions graphiques nommées OpenGL (I’équivalent du DirectX inclus dans le Windows). Les
fonctions OpenGL sont reconnues pour leur grande puissance dans 1’exploitation du matériel graphique de la
machine (la carte graphique dans notre cas). La visualisation du maillage est réalisée en procédant avec une
boucle répétitive qui affiche un élément du maillage a chaque passage avec un petit temps d’arrét. Ceci donne un
effet d’animation et de progressivité de la génération du maillage autour du point (Q). L’exécution de ce module
est alors un moyen trés efficace pour vérifier le bon déroulement de la procédure de maillage automatique

exposé dans le module 1.

A.2.3. Module de Calcul du FIC pour une fissure elliptique

C’est le module ou on concrétise numériquement la technique d’hybridation présentée dans cette étude. Il
contient tous les développements théoriques transformés en numérique concernant la subdivision de la fissure en
deux zones, I’évaluation des intégrales, traitement des singularités, et ceci dans le but de calculer le FIC sous

plusieurs formes adimensionnelles pour les données du probléme considéré. Par le biais du code de calcul on
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effectue donc une succession d’actions lors de 1’exécution de ce module comme le montre 1’organigramme de la

figure A1l :

Lecture des données globales :
-Le point de calcul Q’

-La géométrie de I'ellipse

-Le chargement

-

Lecture des localisations des
noeuds et lecture des
connectivités des éléments

-

Discrétisation du contour

-

Calcul de la partie singuliére
du FIC

-

Calcul de la proportion entre les
deux zones de l'ellipse

-

Pour chaque élément (dans
CoefTri1 et CoefQdril) :
-Passage a I'élément de
référence
-Calcul de l'intégrale du contour
-Calcul des intégrales
élémentaires de surface

-

Assemblage

-

Résultas :
-Le FIC
-Les FIC adimensionnels
-Les FIC analytiques et
empiriques s’ils existent

Figure A11 : Structure du Module 3 concernant le calcul du FIC pour une fissure elliptique

a) Lecture des données du probléme

En premier, on lit les données globales du probléme concernant la configuration géométrique de ’ellipse et la
position angulaire du point de calcul (Q’) ainsi que les données concernant le chargement appliqué. Ensuite, on
récupere toutes les informations concernant le maillage de la surface de I’ellipse a partir du fichier résultat créé
par le Module 1.

b) Discrétisation du contour de I’ellipse

Le code entame ensuite la discrétisation du contour en plusieurs petits segments de droite, nécessaire lors de
I’évaluation de I’intégrale curviligne donnée par 1’équation (44). Ces petits segments sont de longueur de plus en
plus petite en se rapprochant des faibles valeurs du rayon de courbure, conformément a 1’équation (54). A ce
niveau, notre code de calcul offre la possibilité de visualiser cette discrétisation en activant I’option de tragage

des graphes (décrite ultérieurement dans la section de I’interface du code).

Al0



Annexe : Présentation du code de calcul HWFun

¢) Calcul de la partie singuliére du FIC

La partie singuliére du facteur d’intensité de contrainte désignée par K’ est donnée par ’expression (40).
Comme on a besoin uniquement de la valeur du chargement au point de calcul (Q’) et la valeur de R lue avec les
données globales du probléme, 1’évaluation de cette partie singuliére est un calcul direct dont le résultat sera
stocké pour étre rajouté a la partie restante du FIC K.

d) Calcul de la valeur optimale de la proportion B

Avant d’entamer le calcul de la partie restante du FIC, on s’intéresse dans cette partie au calcul de la proportion
B des deux zones de la fissure. Celle-ci dépend des valeurs de 5, et £ d’aprés 1’équation (39). Le calcul de S, est

effectué directement a partir de 1’équation (37). Cependant, le calcul de £ n’est possible qu’apres 1’évaluation

oR oR . . . .
des termes ( aéj , et (a_éj comme 1’exprime 1’équation (38). Ces derniers sont calculés en déterminant,

¢

par balayage du front de fissure, la valeur de (aa%) pour chaque subdivision du contour de I’ellipse. La valeur

de la dérivée partielle sera évaluée par I’approximation numérique classique suivante [For-1995]:

orR ) (R), —(R),
[ﬁl ) (A3)

i Y

e) Calcul de la partie restante du FIC

L’intégrale de surface restante sera évaluée numériquement comme évoqué au premier chapitre. Pour cela, une
boucle sur I’ensemble des ¢léments constituant le maillage de la surface de 1’ellipse sera adoptée. Pour chacun
des ¢éléments, on calcule la partie de 1’intégrale correspondante. Ce calcul est effectué en appelant pour chaque
¢lément et selon son type, triangulaire ou quadrangulaire, le sous-programme CoefTril ou CoefQdril,
respectivement. Les connectivités de chaque élément et les coordonnées de ses connectivités constituent les
variables d’entrée de ces sous-programmes.

A P’intérieur des sous-programmes, on commence par faire les changements de variables permettant de passer de
I’élément réel a 1’élément de référence. A ce stade, I’algorithme de Gauss est utilisé pour 1’intégration numérique
sur la surface de 1’¢élément, avec 9 points (3 x 3) pour les éléments quadrangulaires et 7 points pour les éléments
triangulaires. Ce choix a été fait, apres plusieurs tests, sur la base d’une optimisation entre la précision et le
temps machine afin de minimiser le cott de calcul.

A Dintérieur de la procédure d’intégration numérique sur la surface de I’élément, ’intégrale du contour présente
dans I’expression des deux fonctions de poids (30) et (31), est aussi évaluée en utilisant I’expression (44).
Parallélement, la proximité de chaque subdivisant " du contour est testée afin d’enclencher éventuellement
I’intégration analytique donnée par I’expression (59).

Les variables communes entre les deux fonctions de poids (30) et (31) telles que r,R,[,, ainsi que le

chargement ¢ 1ié au point seront toutes calculées pour n’importe quel point de 1’élément de référence. Ensuite, on
teste la position de ce point par rapport aux deux zones de la fissure décrites par les expressions (32) et redéfinies
par les changements des variables liés au passage vers 1’¢lément de référence. Ce test nous permet de choisir la
fonction de poids convenable, conformément a 1’équation (36), afin d’achever le calcul de I’intégrale de surface

concernant 1’élément considéré. L’assemblage des éléments se fait en calculant la somme de toutes les intégrales

élémentaires de surface dans le but de quantifier la valeur finale de la partie restante du FIC désignée par K .
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P Affichage des résultats

Les résultats affichés a I’issue de ce module concernent principalement le FIC :

- La valeur dimensionnelle (la valeur effective en Pavm ).

- Les valeurs adimensionnelles selon leurs définitions données dans la partie applications de I’hybridation

(chapitre IV et V).

- Eventuellement, La valeur analytique et/ou empirique.

Le code de calcul HWFun permet aussi et d’une maniére automatique 1’évaluation du FIC pour plusieurs valeurs

de la position angulaire & du point (Q") ou pour plusieurs valeurs du rapport des axes de 1’ellipse . Pour cela,

nous utilisons une boucle de calcul en série (voir la zone & I’interface graphique exposé dans la section A.3) qui

permet a chaque passage d’exécuter le Module 1 ensuite le Module 2 en incrémentant sur & ou & d’un incrément

donnée et jusqu’a une valeur finale donnée. L’intérét de cette fonction est de réduire l’intervention de

’utilisateur et par conséquent le risque d’erreur et le temps d’exécution global dans le cas ou on a besoin de la

variation du FIC en fonction de fou c.

A.2.4. Module de Calcul du FIC pour une fissure semi-elliptique

Figure A12 : Structure du Module 4 concernant le calcul du FIC pour une fissure semi-elliptique

Lecture des données globales :

-Le point de calcul Q’
-La géométrie de I'ellipse
-Le chargement

-

Lecture des localisations des
nceuds et lecture des
connectivités des éléments

-

| Discrétisation du contour |

-

Calcul de la partie singuliere

o

c
<::3

(@)

Calcul de la proportion entre les
deux zones de I'ellipse

(-

Pour chaque élément (dans
CoefTri2 et CoefQdri2) :

-lgnorance de la partie hors
fissure semi-elliptique
-Passage a I'élément de
référence
-Calcul de I'intégrale du contour
-Introduction du couplage avec la
techniqgue de PWFM
-Calcul des intégrales
élémentaires de surface

N~

Assemblage
Résultas :
-Le FIC

-Le FIC adimensionnel
-Les FIC exactes et
empiriques s'ils existent
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Ce module remplace le module 3 dans le cas d’une fissure semi-elliptique débouchante afin de trouver le FIC sur
son contour. Par rapport au module 3, ce module comprend les mémes étapes de calcul (voir la figure A12) mais
avec d’autres sous-programmes CoefTri2 et CoefQdri2 pour I’intégration numérique sur la surface de chaque
¢élément. A D’intérieur de ces sous-programmes, un test supplémentaire est effectué sur la position du point
arbitraire de I’¢1ément par rapport a la surface libre pour ignorer la partie de 1’ellipse située en aval de la surface
libre en bénéficiant du maintient de la méme procédure du maillage utilisée pour le cas d’une fissure elliptique.

Conformément aux développements présentés dans la section IV.2 du chapitre IV, le calcul des fonctions de
poids est aussi modifié en ajoutant les corrections liées au couplage avec la PWFM conformément aux équations
(64), (68) et (71). Ce calcul est fait simultanément pour le chargement appliqué et le chargement de référence o
pour déduire le paramétre géométrique D(6, &) donné par I’équation (75). Un autre changement est nécessaire au
niveau du calcul de la partie singuliére du FIC pour laquelle il faut éventuellement déduire la partie du petit

demi-cercle de rayon R, se trouvant en aval de la surface libre (pour les faibles valeurs de 6).

A.3. ’INTERFACE GRAPHIQUE DU CODE DE CALCUL HWFUN

(15  @16)(17)  (18) (19)

(a) } HWEun : UNTITLED:

(b) File Edit Computation Graphic Help
(C) [} [ | [ | ##| Masquer ka zone chiant i 4 Masquer la zone cal. ser
Choix de type de chargement Géametrie
H ~ =01
£ Chaigement polynomial p-ail/6) Ti/al'| Plaall. 0 wbe B el w3 | Peitaa
0. A [T P TR N Grand axe b =|1.
" Chargement de Lamé p=p0¥(([Re/r)"2+1)/((Re/Ril*2-1] ,D_y,‘a[x/b]'?-*,n_ whly/al"2+ ,D_w'a"3 Aingle réduit = |0.
(13) (14) | ¢ chaement de esion p=1-4/2) Fou Fissure Semi Eliptique Mailage — < (e)
ko |0 aftima 058 s || T A=
o (a/)
Fou Fissure Eliptique nteme 1/Gama= [F00
=10
Sol. Anal. Shah_Kaobavashi ) Mu= [01
da m amax imax KIb[St). GO KIb(SE] =
Fali
02§ 5 3 ﬂ FatigueSEl KIbi5tb) na= 01
( ) dafa  m CA/CE  iman Wi i FIC ad
g 0.2 418 1 400 =
(d) ) Type dincrémentation
% Incrémentation sur le petit axe a BomETEDle eEhr
Incr, WalFin.
D " Incrémentation sur 'angle réduit
() . <— ()

Figure A13 : Interface graphique principale du code de calcul HWFun

HWFun est un code de calcul réalisé sous la forme d’un progiciel avec interface graphique, installable et
totalement indépendant de son compilateur (C++). En dehors du maillage et du calcul du FIC présentés a travers
les différents modules de la section A.2, ce code comprend beaucoup d’autres fonctionnalités secondaires mais
trés utiles pour 1’utilisateur. Parmi lesquelles, on cite :

- L’accés total au disque dur de la machine (ouverture, fermeture et modification des fichiers).

- Les fonctionnalités d’édition (Copier, Couper, Coller, Sélectionner tout, ...).
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- Tragage des graphes des différents résultats sous la forme de courbes 2D.

- Un service d’aide (Help), sur lequel un manuel d’utilisation du code est disponible.

Malgré la multitude de ses fonctions, il est a signalé que I’installable de notre code de calcul ne dépasse pas la

taille d’une seule disquette (inférieur a 1.44Mo). L’interface graphique du code est présentée sur la figure A13,

sur laquelle on distingue plusieurs zones, a savoir :

a) La ligne de titre

Comme toute fenétre Windows sur cette ligne apparait le nom de 1’application (HWFun) suivi par le nom du

fichier actuellement ouvert nommé par défaut UNTITLED. Au bout de cette ligne, les trois boutons (réduire,

agrandir, fermer) communs des fenétres Windows sont présents.

b) La ligne de menu

(1) = Mew

(2) —» Open Data File. ..
3) >

(4) > Save As ...

(5) —>» Exit

Computation

(6) > Cut Ctrl+x (10) > Auto Meshing
(7) > copy  ctrl+c | (11) > Eliptical Crack
(8) > Paste  Ctrl+v
(9) > select Al

Figure A14 : Fonctions principales de la ligne de menu.

Tableau Al : Description des fonctions de la ligne de menu

(12) > SemiElliptical Crack

N° de fct. | Nom de fct. Description de fct.

1 New Créer un nouveau fichier, éventuellement un fichier de
données de format texte.

2 Open Data File... Ouvrir un fichier existant (un fichier de données par défaut)
en exécutant la boite de dialogue OpenFile du Windows.

3 Save Enregistrer le fichier en cours (ouvert). Activer une fois le
fichier en cours est modifié. Ctrl+S sont des touches de
raccourcie.

4 Save As... Ouvrir la boite de dialogue SaveAs du Windows pour
pouvoir enregistrer le fichier en cours sous un nom et
format personnalisés (.dat par défaut et .txt éventuellement)

5 Exit Fermer toute 1’application HWFun en vérifiant
I’enregistrement du fichier en cours.

6 Cut Couper les chaines de caractéres sélectionnées du texte du
fichier en cours en le sauvegardant dans la presse-papier.

7 Copy Faire une copie des chaines de caractéres sélectionnées en le
sauvegardant dans la presse-papier.

8 Paste Coller les chaines de caractéres sauvegardées dans la
presse-papier a I’endroit actuel du curseur.

9 Select All Sélectionner toutes les chaines de caractéres appartenant au
texte du fichier en cours.

10 Auto-meshing Lancer I’exécution du Module 1 (maillage automatique).

11 Elliptical crack Lancer I’exécution du Module 3 (calcul du FIC pour une
fissure elliptique)

12 Semi-elliptical crack |Lancer I’exécution du Module 4 (calcul du FIC pour une

fissure semi-elliptique)
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Cette ligne comporte cinq groupes de fonctions parmi lesquels des groupes standards (File, Edit et Help) que
I’on trouve dans beaucoup d’applications Windows, et des groupes spécifiques a notre code de calcul
(Computation et Graphic). Sur le tableau I, nous exposons la description des principales fonctions de ces groupes
présentées sur la figure A14.

¢) La ligne de commande

Comme toute application Windows, cette ligne est une zone contenant des boutons de lancement rapide des
fonctions se trouvant déja dans la ligne du menu et beaucoup d’autres se trouvant nulle par ailleurs. Ce sont les

fonctions sensées les plus utilisées qui sont rassemblées dans cette ligne de commande. Nous pouvons

récapituler le contenu de cette ligne d’apres la figure A13, a travers le tableau II.

Tableau AII : Description des fonctions de la ligne de commande

N° Nom Description

13 Groupe du traitement de Lancement rapide des trois fonctions 1, 2 et 3 du groupe

fichier File de la ligne du menu.

14 Groupe du mode graphique | Lancement rapide des deux fonctions de basculement
vers et depuis le tableau des résultats, le choix des deux
axes parmi les colonnes du tableau et finalement le
lancement du tracage du graphe.

15 Masquer/Afficher la zone du | Masquer ou afficher la zone (g) concernant le

chargement chargement.

16 Présentation 3D Exécuter le Module 2 (visualisation tridimensionnelle du
maillage) en ouvrant une nouvelle fenétre décrite dans la
section (7).

17 Groupe d’aide Lancement rapide de la fonction d’aide (Help) sur
I’utilisation du code et de la fonction « A propos de... »
(About...) qui ouvre une boite de dialogue affichant la
version et le concepteur de I’application.

18 Progression de calcul Afficher la progression et le pourcentage d’avancement
du calcul en cours.

19 Masquer/Afficher la zone de | Masquer ou afficher la zone (g) concernant le calcul

calcul en série répétitif.

d) La zone principale de texte

C’est la zone ou le contenu du fichier en cours est affiché. On peut ainsi modifier facilement le texte par saisie
ou par I’utilisation des fonctions d’édition (couper, copier et coller). Il faut évidemment terminer ces opérations
par I’enregistrement pour qu’elles prennent effet. La capacité d’affichage de cette zone dépasse les 68000 lignes,
permettant 1’affichage des informations d’un grand nombre d’éléments de maillage.

e) La zone de saisie des données globales

Cette zone sert a saisir les données globales du probléme traité par Hybridation de fonctions de poids. La zone de
saisie de données est décomposée en deux parties ; la partie des données géométriques, a savoir le petit axe, le
grand axe et la position angulaire (6,) du point de calcul (Q’), et la deuxiéme partie concerne les données du
maillage, a savoir le rayon du petit cercle R, , le paramétre de I’épaisseur de la bande ¥, le paramétre de la
progression des demi-cercles v, le paramétre de discrétisation du contour 4 et le nombre de portions angulaires
du maillage ».

P La zone d’affichage des résultats

Cette zone est composée de deux colonnes, une grande a droite et une petite a gauche (voir la figure A13). La

grande colonne sert a afficher la valeur du FIC et celle des différents FIC adimensionnels selon I’exemple traité.
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La petite colonne est utilisée uniquement en cas de calcul en série pour afficher les valeurs progressives de
I’angle réduit 6. ou du rapport des axes & en face des valeurs du FIC correspondantes.

g) La zone de chargement

C’est une zone sur laquelle on saisit les paramétres du chargement et on choisit son mode selon le probleme
traité. On trouve aussi sur cette zone un bouton pour activer le calcul analytique du FIC développée par Shah &
Kobayashi [Sha-1971] pour les fissures elliptiques sous un chargement polynomial.

h) La zone de calcul en série

Cette zone comporte le champ de saisie de la valeur de I’incrément sur I’angle réduit 6, ou le rapport des axes &
et le champ de saisie de sa valeur finale, en prenant leurs valeurs saisies dans la zone des données globales
comme valeurs initiales. Le bouton « démarrer le calcul » lance le calcul en série.

i) La fenétre de calcul de fatigue

Cette zone comporte respectivement, les champ de saisie de la valeur d’avance Aay,y, des valeurs des constantes
caractéristique du matériau liées a la fatigue, de la valeur finale du petit axe a et de celle du nombre d’avances
maximal. Le calcul de fatigue se déroule selon 1’algorithme de la figure 52 du chapitre IV. Notons que les FIC a
chaque avance sont calculé en faisant appel successivement au module 1 et module 3 pour les fissures elliptiques
et module 1 et module 4 pour les fissures semi-elliptiques.

J) La fenétre de présentation 3D

3D Presentation

Select the Data File

Mode lEDIDrs] Scale ]

Fender Optians
[ Texture

[v Lighting

" Salid
[v Smooth Shading

[ Animate

Figure A15 : La fenétre de présentation 3D du code HWFun

Cette fenétre est composée essentiellement de trois zones (voir la figure A15). La zone supérieure comprenant le
bouton « Select the data file » qui lance la présentation graphique en 3D du maillage en désignant le fichier
contenant les résultats du maillage. La deuxiéme zone (a gauche) rassemble toutes les options liées aux fonctions

OpenGL selon lesquelles la présentation 3D est réalisée. Le tableau III récapitule le détail des principales
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fonctions. La troisiéme zone (a droite) est celle de la visualisation graphique tridimensionnelle sur laquelle

apparait la progression du maillage.

Tableau AIII : Description des fonctions de la fenétre de Présentation 3D

Anglet Option Description

Mode Nodes Afficher uniquement les nceuds des éléments
Elements Afficher les coté des éléments
Solid Afficher les ¢léments pleins
Lighting Activer I’effet de la lumiére
Animate Fait tourner I’ensemble du maillage aléatoirement autour de ses

trois axes.

Colors Beckground Modifier la couleur de I’arriére-plan de la zone de visualisation.
Object Modifier la couleur de I’objet (les éléments)
Light Modifier la couleur de I’effet de lumiére.

Scale Scale X Modifier la proportion de la taille de I’ensemble selon 1’axe X.
Scale Y Modifier la proportion de la taille de I’ensemble selon I’axe Y.
Scale Z Modifier la proportion de la taille de I’ensemble selon 1’axe Z.
Gang Raccorder les trois proportions de la taille entre elles.

A.4. QUELQUES TESTS DE PERFORMANCES DU CODE DE CALCUL HWFUN

On s’intéresse dans cette partie de I’annexe a présenter les résultats de quelques tests de performances de notre
code de calcul par rapport aux deux parameétres les plus importants dans les simulations numériques. 1l s’agit du
temps de calcul (temps machine) et de la précision de calcul caractérisée par 1’erreur relative concernant

I’évaluation de la valeur du FIC. Cette erreur est calculée pour un FIC adimensionnel K, défini dans I’exemple

A.4.1 pour un chargement uniforme (le cas le plus basique) et pour lequel la solution analytique (exacte) est
I’unité (voir le tableau I). Afin de rendre ce calcul de I’erreur plus l1égitime, cette dernicére sera évaluée pour
plusieurs valeurs de « allant de 0.1 a 1.0 avec un pas de 0.1 pour I’angle & = 0 (I’angle ou I’erreur est
globalement maximale). Les valeurs enregistrées de 1’erreur et du temps de calcul dans ces tests sont alors des
valeurs moyennes pour les différentes valeurs de ¢.

Compte tenu de I’importance du calcul intégral dans notre code de calcul HWFun, les tests de performance sont
focalisés sur I’évaluation numérique de I’intégrale de surface de I’ellipse et de I’intégrale du contour de I’ellipse.
L’importance de ces intégrales est due a leur grande répétition lors d’un calcul du FIC. Sachant qu’un calcul
d’intégrale de surface élémentaire se répéte autant de fois qu’on a d’éléments de surface (N,; de fois pour une
valeur de FIC calculée), tandis que le calcul de I’intégrale du contour ¢élémentaire se reproduise autant de fois
qu’on a d’¢éléments du contour mais pour chaque élément de surface (N,; x N, de fois pour une valeur de FIC
calculée). N, et N. sont respectivement le nombre d’éléments de surface de ’ellipse et le nombre d’éléments de

son contour.

A.4.1. Tests sur ’intégrale de surface

Pour l’intégrale de surface, les deux parameétres de performance (temps, erreur) sont évalués en fonction du
nombre d’éléments de surface 1’augmentant progressivement. Cette augmentation est réalisée en variant
progressivement les parametres de maillage influant directement le nombre d’éléments sans tenir en compte de
leurs intervalles proposées dans le chapitre II1. Il s’agit de R, donnée par 1’équation (41), du nombre de portions

n; (voir la section II1.3.1 du chapitre III) et du facteur v de I’équation (49).

Al7



Annexe : Présentation du code de calcul HWFun

L’¢évaluation de temps machine en fonction du nombre d’éléments est présentée sur la figure Al6a en tenant
compte de I’impacte du choix de nombre de points de Gauss utilisée lors du calcul numérique de I’intégrale de
surface pour les ¢léments quadrangles (98% du nombre d’éléments total). Par ailleurs, il faut mentionner que le
temps de calcul enregistré est avec un PC de microprocesseur Intel® Centrino® a 1.85GHz de 2Go de mémoire
cache et 1Go de RAM.

En premier, il faut signaler que d’apres la figure A16a, les simulations avec la méthode d’hybridation consomme
de treés faibles temps machine (2.5 minute pour 2500 ¢éléments a 3x3 points de Gauss). Ensuite, 1’évolution du
temps d’apres les courbe de cette figure est quasiment linéaire en fonction du nombre d’éléments de surface et ce
pour chaque variante du nombre de points de Gauss (2x2, 3x3 ou 4x4 points). Bien évidemment, ce temps
augmente aussi bien avec le nombre d’¢léments qu’avec le nombre de points de Gauss d’une manicre

remarquable. Ceci est lié directement a I’augmentation des opérations de calcul arithmétique exécutée par le

microprocesseur.
300 1
A Val Enrg. avec 2 x 2 pts de Gauss 28ds
® Val Enrg. avec 3 x 3 pts de Gauss ’
250 B Val Enrg. avec 4 x 4 pts de Gauss
Interpolations Lin. 24 A Val. Enrg. avec 2 x 2 pts de Gauss
7 O Val. Enrg. avec 3 x 3 pts de Gauss
¥ Val. Enrg. avec 4 x4 pts de Gauss
200 20 Interpolation Exp. pour 2 x2 pts
- "\e\ 1 ---- Interpolation Exp. pour 3 x 3 pts
?':.. °\: ------ Interpolation Exp. pour 4 x4 pts
@ 150 5
£ =
8 w
100 1
50 4

0 T T T T T 1 04 v ] T T T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
Nbr. d'éléments de surface Nbr. d'éléments de surface
(a) (b)

Figure A16 : Tests de performance en fonction de nombre d’éléments de surface
(a) Evolution du temps de calcul - () Evolution de I’erreur de calcul

Avec les mémes configurations utilisées dans I’évaluation du temps de calcul, I’évolution de I’erreur de calcul
sur la valeur du FIC est présentée sur la figure A16b. La régression de I’erreur avec le raffinage du maillage de la
surface de la fissure est trés forte au début (jusqu’a 500 éléments), mais aprés ’erreur devient de plus en plus
stagne. D’ailleurs, I’évolution de I’erreur suit une allure plutdt exponentielle régressive. Ce qui est remarquable
dans la figure A16b, le trés faible décalage entre les courbes de différentes configurations de points de Gauss. En
effet, I’augmentation du nombre de points de Gauss n’améliore pas forcément la précision des calculs de FIC.

Ce qu’on peut conclure des deux figures Al6a et A16b, c’est que si les configurations considérées sont assez
représentatifs de toutes les simulations possibles dans cette étude, on aurait di choisir la configuration 2x2 points
de Gauss au lieu de 3x3 points de Gauss avec des maillage de surface de 750 ¢léments au maximum. Ceci aurait
augmenter la performance du code via I’augmentation du rapport « précision / temps de calcul ». Cependant,

pour nos simulations dans cette étude (avec une moyenne de 1500 éléments de surface), nous avions 1’objectif
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d’améliorer la précision de calcul plutot que de réduire le temps machine qui est a la base trés faible pour toutes

les simulations effectuées.

A.4.2. Tests sur ’intégrale de contour

Les évolutions des deux paramétres temps et erreur en fonction du nombre d’éléments de discrétisation du
contour sont présentées respectivement sur les figures Al7a et A17b.

Des constats trés similaires a celles concernant les tests sur 1’intégrale de surface peuvent étre observés a propos
de I’évolution linéaire du temps machine et la régression d’allure exponentielle de I’erreur avec 1’augmentation
du nombre des éléments du contour. D’apres les résultats de ces tests, nous pouvons conclure qu’un calcul avec

20 a 30 éléments de contour de I’ellipse pourrait €tre optimal (un rapport « précision / temps machine »

maximal).
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1 —— Interpolation Lin. 51
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@ 50 g 5
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Figure A17 : Tests de performance en fonction de nombre d’¢léments de contour
(a) Evolution du temps de calcul - (b) Evolution de I’erreur de calcul

A.5. CONCLUSION

Dans cette annexe, nous avons présenté en détail le développement menant au code de calcul HWFun a travers
la description de ses différents modules de calcul. Ces derniers représentent les procédures numériques des
différents développements analytiques présentés dans les chapitres III, IV. Elles sont présentées également, les
différentes fonctions d’accessibilité (traitement des fichiers, réalisation des graphes, ...) mises a la disposition de
’utilisateur du code de calcul sont exposées en décrivant I’interface graphique du programme. Cette annexe
termine par quelques tests de performance du code de calcul réalisé HWFun concernant le temps et la précision
de calcul liés a I’évaluation numérique du FIC. Cette annexe a pour objectif de mettre en avant I’importance du
travail lié a 1’élaboration de ce code de calcul pour qu’il soit optimal de point de vue performance et facilité

d’utilisation.
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Résumé

Une méthode améliorant le calcul des facteurs d’intensit¢é de contrainte en mode I par
hybridation de deux fonctions de poids est présentée et appliquée aux cas de fissures
elliptiques sous différents chargements. L'hybridation consiste a utiliser 1'une ou l'autre des
deux fonctions dans la zone de la fissure ou la fonction est la plus efficace. La délimitation
des zones est faite aprés optimisation des parametres géométriques de la fissure. Afin
d’¢étendre 1’utilisation de cette approche a la modélisation des fissures semi-elliptiques, son
couplage avec la PWFM (Point Weight Function Method) pour tenir compte de 1’effet de la
surface libre a été réalis¢. L utilisation des lois de propagation de fissure (de Paris et de Sih) a
permis 1’extension de I’application de 1’approche d’hybridation aux problémes de fatigue. La
qualité des résultats trouvés pour les fissures elliptiques et semi-elliptiques est bonne aussi
bien pour les chargements quasi-statiques que pour ceux de fatigue.

Titre en Anglais :

Analysis of elliptical cracks in static and fatigue by hybridization of Green’s functions

Abstract

A method improving the evaluation of the stress intensity factor by hybridization of two
weight functions is presented and applied for embedded elliptical cracks under various
loadings. The hybridization consists in using one or another function in the zone of the crack
where it is the most efficient. The delimitation of the zones is achieved after optimizing the
geometrical parameters of the crack. In order to extend the use of this approach to the
modeling of semi-elliptical surface cracks, its coupling with the PWFM (Point Weight
Function Method) to take account of the free edge effect were carried out. The use of the
fatigue crack growth laws (Paris law and Sih’s law) allowed the extension of the application
of the hybrid approach to the fatigue problems. The quality of the results found for the
elliptical and the semi-elliptical cracks is good for the static loads as well as for the fatigue
ones.

Discipline
Meécanique et Energétique
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Propagation de fissure par fatigue.
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