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Centre de Recherche en Automatique de Nancy CNRS – UMR 7039



Mis en page avec la classe thloria.



Remerciements

Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire ont été effectués au Centre
de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN) une Unité Mixte de Recherche
Nancy Université - INPL - CNRS - UMR 7039. Je remercie mes directeurs de
thèse, M. Jamal Daafouz et M. Claude Iung, professeurs à l’Institut National
Polytechnique de Lorraine, de m’avoir accueilli au sein du groupe thématique
Automatique Commande et Observation des Systèmes (ACOS). Je leur suis re-
connaissant pour leurs précieux conseils, leur patience ainsi que pour la confiance
qu’ils m’ont accordée.

Je tiens à exprimer toute ma gratitude à M. Jean-Pierre Richard, professeur
à l’École Centrale de Lille, et M. Bernard Brogliato, directeur de recherche à
l’INRIA Rhones Alpes, d’avoir accepté d’être les rapporteurs de ce travail. Je
remercie M. Janan Zaytoon, professeur à l’Université de Reims, président du
jury, M. Maurice Heemels, professeur à l’Université Technologique d’Eindhoven,
et rapporteur dans le cadre du programme européen "International Curriculum
Option of Doctoral Studies in Hybrid Control for Complex, Distributed and He-
terogeneous Embedded Systems" et M. Thierry Divoux, professeur à l’Université
Henri Poincaré, pour leur participation au jury. Je leur suis reconnaissant pour
la lecture attentive de mon manuscrit, pour leurs remarques et leurs compliments.

Je souhaite remercier les membres du laboratoire CRAN pour leur aide, en
particulier M. Pierre Riedinger, pour sa rigueur mathématique et ses conseils,
M. Marc Jungers pour l’intérêt qu’il porte à mes recherches et ses suggestions
concernant mon mémoire ainsi que MM. Benoit Marx, Radu Ranta et Nicolae
Brânzei pour leurs soutien et leur sympathie.

Je remercie également mes collègues de l’ENSEM : Abdelrazik, Sophie, Rony,
Emilie, Gilberto, Marine, Hugo & Rebeca, Abdelfetah, Mohamed, Yahir, Cédric
et les "petits" nouveaux Julie, Nadia et Ashraf.

Un grand merci à Diego et Ivan pour les différents échanges scientifiques mais
aussi pour leur amitié sincère.

Enfin, mes remerciements les plus chaleureux vont à mes parents et mon frère,
ainsi qu’à toute ma famille et ma belle-famille, pour leur soutien moral et leurs
encouragements.

i



ii



A mes parents et à ma douce Isabelle

iii



iv



Table des matières

Acronymes ix

Notations xi

Introduction Générale 1

Chapitre 1 Notions introductives 5

1.1 Systèmes à commutation - définition formelle . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Stabilité classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 Problématiques, outils et résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.1 Stabilité des inclusions différentielles . . . . . . . . . . . . 9

1.3.2 Fonction de Lyapunov quadratique commune et critères al-

gébriques de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.3 Fonctions de Lyapunov multiples . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4 Stabilisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.4.1 Loi de commutation stabilisante . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.4.2 Correcteurs stabilisants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Chapitre 2 Systèmes à commutation avec incertitudes 25

2.1 Incertitudes paramétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.1.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.1.2 Fonctions de Lyapunov dépendant des paramètres . . . . . 30

2.1.3 Exemples numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2 Loi de commutation incertaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.2.1 Signal temporairement inconnu . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.2.2 Conditions de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.2.3 Loi de commutation partiellement connue . . . . . . . . . 44

v



Table des matières

2.2.4 Exemples numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Chapitre 3 Retards incertains 49

3.1 Cas linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1.1 Approches Lyapunov-Krasovskii et "système à commutation" 51

3.1.2 L’équivalence des approches . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2 Systèmes à commutation et retards . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2.1 Formalisation mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.2.2 Modèle augmenté du système . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.2.3 Analyse de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3 Exemples numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Chapitre 4 Application aux systèmes de commande numérique 63

4.1 Contexte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.2 Représentations discrètes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.2.1 Cas idéal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.2.2 Pas d’échantillonnage variables . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.2.3 Retards variables inconnus . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.2.4 Retards supérieurs à la période d’échantillonnage . . . . . 67

4.2.5 Modèle à évènements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.3 Modèle polytopique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.3.1 Cas des matrices diagonalisables . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.3.2 Forme polytopique avec incertitude bornée en norme additive 71

4.4 Synthèse de contrôle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.4.1 Retard - paramètre de commutation . . . . . . . . . . . . 74

4.4.2 Représentation polytopique pour le modèle à évènements . 75

4.4.3 Synthèse LMI d’un retour d’état . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.5 Régulation numérique des systèmes à commutation . . . . . . . . 78

4.6 Exemples d’application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

Conclusion Générale 91

Annexe 93

vi



Bibliographie 97

107

vii



Table des matières

viii



Acronymes

BMI - Inégalités Matricielles Bilinéaires (anglais Bilinear Matrix Inegalities)

LMI - Inégalités Matricielles Linéaires (anglais Linear Matrix Inegalities)

LPV - Linéaire à Paramètres Variants

LTI - Linéaire Invariant dans le Temps (anglais Linear Time Invariant)

FLKGDR - Fonctions de Lyapunov-Krasovskii Générales Dépendantes du Re-
tard

FLPQDP - Fonctions de Lyapunov Poly-Quadratiques Dépendant des Para-
mètres

SDH - Systèmes Dynamiques Hybrides

ix



Acronymes

x



Notations

– M > 0 - matrice carrée symétrique définie positive,

– M < 0 - matrice carrée symétrique définie négative,

– M < N - matrice M − N carrée symétrique définie négative,

– I - matrice identité,

– det(M) - déterminant de la matrice carrée M ,

– ‖M‖ - norme euclidienne de la matrice M ,

– eigmax (M) et eigmin (M) - la plus grande et la plus petite valeur propre
d’une matrice M symétrique.

– M−1 - inverse de la matrice carrée non-singulière M ,

– MT - transposée de M ,

– M =

[

A B
∗ D

]

- matrice M symétrique où ∗ désigne BT

– diag(a1, a2, . . . , an) - matrice diagonale avec a1, a2, . . . , an sur la diagonale
principale

– co(S) - enveloppe convexe d’un ensemble S,

– I = {1, 2, . . . , N}

– ei ∈ R
n, i = 1, . . . , n - vecteurs de la base canonique

– ‖x‖ - norme euclidienne du vecteur x,

– 〈, 〉 - produit scalaire, 〈x, y〉 = xT y,

xi



Notations

xii



Introduction Générale

Les systèmes dynamiques hybrides (SDH) sont des systèmes dynamiques fai-
sant intervenir simultanément des phénomènes de type dynamique continue et
évènementielle. L’exemple classique est le cas des processus continus supervisés
par des algorithmes discrets de planification. Les systèmes linéaires à commuta-
tion représentent une classe importante de SDH. Il s’agit d’un ensemble fini de
sous-systèmes linéaires associés à une loi de commutation qui indique à chaque
instant le système actif.

Objectifs

Les travaux de cette thèse concernent l’analyse de stabilité et la synthèse
de commandes pour les systèmes linéaires à commutation. Pour cette classe, il
existe des outils permettant de garantir la stabilité indépendamment de la loi
de commutation. Cependant, dans le contexte des applications pratiques, il est
nécessaire de développer des conditions de stabilité robuste qui tiennent compte
des incertitudes. Dans la littérature, il existe très peu de résultats sur ce sujet.
Dans cette thèse, nous allons traiter des problèmes de stabilité et de synthèse de
commande robuste des systèmes à commutation.

On s’intéresse essentiellement aux systèmes à commutation en temps discret
avec des incertitudes paramétriques et des incertitudes sur la loi de commu-
tation. On modélise les incertitudes paramétriques sous la forme de polytopes
convexes et on montre comment tenir compte des paramètres incertains pour
synthétiser des lois de contrôle efficaces. Ensuite, on donne des conditions de sta-
bilité/stabilisation robuste pour les systèmes en temps discret avec une loi de
commutation incertaine. En général, il est souhaitable de proposer des conditions
de stabilité faciles à tester d’un point de vue numérique. Dans cette optique, les
conditions de stabilité/stabilisation proposées sont exprimées en termes d’inéga-
lités matricielles linéaires (anglais Linear Matrix Inegalities, LMI).

Le deuxième objet de nos recherches est l’interaction entre les régulateurs nu-
mériques et les systèmes continus. On considère les systèmes en temps discret issus
des systèmes LTI continus commandés numériquement. Les incertitudes induites
sur le modèle en temps discret proviennent alors des incertitudes sur les instants
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Introduction Générale

d’échantillonnage et des imprécisions liées aux retards dans l’application des com-
mandes. On rencontre concrètement ces problèmes lorsque les informations des
mesures et des commandes sont transmises à travers un réseau numérique. Pour
ces systèmes, on montre comment une modélisation à base d’évènements permet
de ramener le problème original à un problème spécifique aux systèmes à commu-
tation avec des incertitudes polytopiques. La méthodologie proposée pour le cas
des systèmes à commutation incertains peut être appliquée pour la stabilisation
des systèmes LTI en temps continu en présence d’imprécisions de la commande et
de l’échantillonnage. Enfin, les résultats proposés sont étendus pour les systèmes
à commutation continus commandés par des correcteurs numériques.

Dans cette thèse, nous ne discuterons pas les propriétés structurelles des SDH
sur lesquelles de nombreuses équipes de recherche travaillent activement [32, 97,
101, 7, 9]. Les systèmes à commutation ainsi que les modèles linéaires qui les
composent sont supposés commandables et observables.

Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé en 4 chapitres qui se présentent comme suit :

Chapitre 1

Le premier chapitre est une étude bibliographique. Nous aborderons le pro-
blème général de la stabilité pour mettre en place les fondements nécessaires à
la compréhension de nos travaux. Ensuite, on va présenter différents critères et
problématiques de stabilité et de stabilisation rencontrés dans le domaine des
systèmes à commutation.

Chapitre 2

Dans le deuxième chapitre, les problèmes de stabilité et de commande ro-
buste des systèmes à commutation incertains en temps discret seront abordés. Le
chapitre est organisé en deux sections qui traitent d’une part du problème des
incertitudes paramétriques et d’autre part des incertitudes liées à la loi de commu-
tation. Il a pour objectifs de développer des outils de stabilité et de stabilisation
robuste moins conservatifs en utilisant des fonctions de Lyapunov commutées
dépendant de paramètres et de montrer comment obtenir des conditions de sta-
bilité en termes de temps minimum de séjour lorsque la loi de commutation est
incertaine.

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré à l’étude de la relation entre la stabilité des systèmes
en temps discret avec des retards variables inconnus et la stabilité de systèmes à
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commutation. Une fonction de Lyapunov-Krasovskii quadratique et dépendante
du retard, permettant d’analyser la stabilité du système à retard, sera proposée.
Elle généralise toutes les autres fonctions présentées dans la littérature et elle
permet d’obtenir des conditions de stabilité moins conservatives. Cette fonction
est équivalente aux fonctions de Lyapunov commutées utilisées pour étudier la
stabilité des systèmes à commutation. Les résultats de cette partie de la thèse
seront exploités dans le chapitre 4.

Chapitre 4

L’objectif du dernier chapitre est de présenter une méthodologie unique pour
traiter les problèmes de temporisation dans le contexte de la régulation numé-
rique. On démontrera que le modèle discret d’un système à commutation com-
mandé par un régulateur numérique peut être exprimé comme un système incer-
tain avec incertitude polytopique. Le problème principal est d’obtenir un modèle
polytopique représentatif du système en boucle fermée et de réduire sa complexité.
Cela permettra de vérifier la stabilité par les algorithmes numériques existants.
Les résultats obtenus sont appliqués pour l’étude de stabilité/stabilisation des
systèmes commandés en réseaux.

Références personnelles

Les recherches présentées dans cette thèse figurent dans les références sui-
vantes :

Chapitre de livre

– L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - About stability analysis for discrete time
systems with time varying delays - Chapter 19 in Taming Heterogeneity and
Complexity of Embedded Control - International Scientific and Technical
Encyclopedia (ISTE), Londres, 2006

Revues internationales et nationales avec comité de lecture

– L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Stabilization of Arbitrary Switched Linear
Systems With Unknown Time-Varying Delays - IEEE Transactions on Au-
tomatic Control, Oct. 2006, Volume : 51, Issue : 10, page(s) : 1668- 1674

– R. Bourdais, L. Hetel, J. Daafouz, W. Perruquetti - Stabilité et stabilisation
d’une classe de systèmes dynamiques hybrides - Journal Européen Systèmes
Automatisés, acceptée, à paraître

– L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Equivalence between the Lyapunov-Krasovskii
functional approach for discrete delay systems and the stability conditions
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for switched systems - Journal on Nonlinear Analysis : special issue on Hy-
brid Systems and Applications - acceptée, à paraître

– L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Analysis and control of LTI and switched
systems in digital loops via an event-based modeling - International Journal
of Control - acceptée, à paraître

Conférences internationales avec comité de lecture

– L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Robust stability analysis and control design
for switched uncertain polytopic systems - 5th IFAC Workshop on Robust
Control (ROCOND 06) - Toulouse, France - 2006

– L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Stabilization of switched linear systems with
unknown time varying delays - 2nd IFAC Conference on Analysis and De-
sign of Hybrid Systems - Alghero, Sardinia, Italie - 2006

– L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - LMI control design for a class of exponential
uncertain systems with application to network controlled switched systems -
American Control Conference (ACC) - USA - 2007

– L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung -Equivalence between the Krasovskii-Lyapunov
functional approach for discrete delay systems and the stability conditions
for switched systems - IFAC Workshop on Time Delay Systems - Nantes,
France - 2007

– L. Hetel, J. Daafouz, C. Iung - Stability analysis for discrete time switched
systems with temporary uncertain switching signal - IEEE Conference on
Decision and Control - New Orleans, USA - 2007
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Chapitre 1

Notions introductives

Dans ce chapitre, nous allons présenter les notions fondamentales liées aux
systèmes à commutation. Tout d’abord, la définition formelle d’un système à
commutation sera donnée. Après quelques rappels sur la stabilité classique, les
notions de stabilité et stabilisation pour les systèmes à commutation seront dis-
cutées. Les résultats notables développés dans la littérature vont être passés en
revue. Bien que les travaux développés dans cette thèse concernent en majorité
les systèmes en temps discret, cette partie introductive privilégie le cas temps
continu. En effet, historiquement, la plupart des problèmes et résultats ont été
formulés dans ce cadre. Afin de préserver l’aspect historique de ces travaux, on
présentera donc les notions en temps continu et on précisera les spécificités du
temps discret le cas échéant.

1.1 Systèmes à commutation - définition formelle

Les systèmes à commutation représentent une classe de systèmes dynamiques
hybrides [117, 100] qui fascine par sa simplicité structurelle et par la complexité
des phénomènes qu’elle peut décrire. Formellement, un système à commutation
en temps continu est défini par la relation

ẋ(t) = fσ(t)(t, x(t), u(t)), (1.1)

où σ(t), σ : R
+ → I = {1, 2, . . . , N} représente une fonction constante par

morceaux, nommée loi de commutation, qui prend des valeurs dans un ensemble
d’indices I. x(t) ∈ R

n représente l’état du système, u(t) ∈ R
m la commande, et

fi(·, ·, ·), ∀i ∈ I sont des champs de vecteurs décrivant les différents régimes de
fonctionnement du système. De façon similaire, un système à commutation en
temps discret est défini par

x(k + 1) = fσ(k)(k, x(k), u(k)), (1.2)

avec σ : Z
+ → I.

La loi de commutation σ(t) (ou σ(k) pour les systèmes en temps discret) spé-
cifie le régime (sous-système) actif. Seul un sous-système est actif à un instant

5



Chapitre 1. Notions introductives

donné. Le choix du sous-système actif peut être lié à un critère temporel, à des
régions ou surfaces déterminées dans l’espace d’état, à un paramètre extérieur,
de manière générale au fonctionnement d’un automate. Les modèles (1.1) et (1.2)
sont très généraux. Cependant, ils peuvent être affinés moyennant certaines hy-
pothèses. Par exemple, si u(t) n’est pas présent, alors le modèle (1.1) désigne un
système autonome. Si les champs de vecteurs des sous-systèmes prennent la forme

Aix(t), ∀ i ∈ I,

alors on obtient un système à commutation linéaire

ẋ(t) = Aσ(t)x(t). (1.3)

Une taxonomie des systèmes à commutation peut être définie par rapport à
la loi de commutation σ. Dans ce contexte, on peut identifier un aspect contrôlé
(quand la loi de commutation représente une commande externe) et, par opposi-
tion, un aspect autonome (la commutation est provoquée par le franchissement
d’une frontière dans l’espace d’état). Une synthèse des différentes autres classes de
systèmes à commutation et des problématiques qui leur sont associées est donnée
dans [61, 31, 96, 17] et [92].

1.2 Stabilité classique

Un problème important dans le domaine des systèmes à commutation est la
recherche de critères de stabilité. Avant d’aborder cet aspect, quelques concepts
fondamentaux de la théorie de la stabilité seront rappelés.

D’une manière intuitive, la stabilité est la propriété d’un système de revenir
à sa position d’équilibre lorsqu’il en est écarté ponctuellement. Considérons un
système non-linéaire autonome invariant dans le temps

ẋ(t) = f(x(t)) (1.4)

où f : Ω ⊂ R
n → R

n est une fonction localement lipschitzienne et Ω est un ouvert
de R

n. Formellement, les points d’équilibre x∗ représentent les racines réelles de
l’équation f(x) = 0.

Définition 1 [55] Le point d’équilibre x∗ du système (1.4) est
– stable si ∀ ǫ > 0 ∃δ = δ(ǫ) > 0 tel que

‖x(0) − x∗‖ < δ ⇒ ‖x(t) − x∗‖ < ǫ, ∀t ≥ 0;

– asymptotiquement stable si x∗ est stable et δ peut être choisi tel que

‖x(0) − x∗‖ < δ ⇒ lim
t→∞

x(t) = x∗;

– exponentiellement stable s’il existe trois réels positifs c, K et λ tels que

∀ ‖x(0) − x∗‖ < c, ‖x(t) − x∗‖ ≤ K ‖x(0) − x∗‖ e−λt;
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1.2. Stabilité classique

– globalement asymptotiquement stable si x∗ est stable et ∀ x(0) ∈ Ω ⊂ Rn

lim
t→∞

x(t) = x∗.

Par translation, le point d’équilibre peut être ramené à l’origine (x∗ = 0), ce qui
simplifie souvent l’étude de la stabilité.

Le concept de stabilité est étroitement lié à la théorie de stabilité de Lyapu-
nov. Cette théorie établit le fait que les systèmes dont la trajectoire est attirée
vers un point d’équilibre asymptotiquement stable perdent progressivement de
l’énergie, de façon monotone. Lyapunov généralise la notion d’énergie en utilisant
une fonction V (x) qui dépend de l’état du système. Cette fonction est souvent
une norme. Les principaux théorèmes en temps continu et en temps discret, très
souvent utilisés pour l’analyse de stabilité, sont donnés comme suit :

Théorème 2 [55] Considérons le système non-linéaire

ẋ(t) = f(x(t))

avec l’origine (x∗ = 0 ∈ Ω ⊂ R
n) comme un point d’équilibre. S’il existe une fonc-

tion V : Rn → R, qui admet des dérivées partielles continues et deux fonctions
α et β de classe K ( voir la note 1) telles que

α (‖x‖) ≤ V (x) ≤ β (‖x‖) , ∀ x ∈ Ω ⊂ R
n,

l’origine du système est
– stable si

dV (x)

dt
≤ 0, ∀ x ∈ Ω, x 6= 0;

– asymptotiquement stable s’il existe une fonction ϕ de classe K telle que

dV (x)

dt
≤ −ϕ (‖x‖) , ∀ x ∈ Ω, x 6= 0;

– exponentiellement stable s’il existe quatre constantes positives ᾱ, β̄, γ, p telles
que

α (‖x‖) = ᾱ ‖x‖p , β (‖x‖) = β̄ ‖x‖p , ϕ (‖x‖) = γ ‖x‖ , ∀ x ∈ Ω, x 6= 0.

1Une fonction ϕ : [0, a) → [0,∞) est de classe K, si elle est strictement croissante et ϕ(0) = 0.
Elle est de classe K∞ si a = ∞ et limt→∞ ϕ(t) = ∞.
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En temps discret

Théorème 3 Considérons le système non-linéaire en temps discret

x(k + 1) = f(x(k))

avec l’origine (x∗ = 0 ∈ Ω ⊂ R
n) comme un point d’équilibre. S’il existe une

fonction V : Rn → R et deux fonctions α et β de classe K telles que

α (‖x‖) ≤ V (x) ≤ β (‖x‖) , ∀ x ∈ Ω ⊂ R
n,

l’origine du système est
– stable si

∆V (x(k)) ≤ 0, ∀ x ∈ Ω, x 6= 0

où

∆V (x(k)) = V (x(k + 1)) − V (x(k))

= V (f(x(k))) − V (x(k));

– asymptotiquement stable s’il existe une fonction ϕ de classe K telle que

∆V (x(k)) ≤ −ϕ (‖x(k)‖) , ∀ x(k) ∈ Ω, x(k) 6= 0;

– exponentiellement stable s’il existe quatre constantes positives ᾱ, β̄, γ, p telles
que

α (‖x‖) = ᾱ ‖x‖p , β (‖x‖) = β̄ ‖x‖p , ϕ (‖x‖) = γ ‖x‖ , ∀ x ∈ Ω, x 6= 0.

Remarques. Les propriétés énoncées dans ces théorèmes sont locales. Elle
deviennent globales (Ω = R

n) si les fonctions choisies sont de classe K∞.

Définition 4 (fonction de Lyapunov) La fonction V (x) qui vérifie le Théorème
2 (ou du Théorème 3 pour le cas temps discret) est appelée fonction de Lyapunov
pour le système.

Souvent, dans un esprit de simplification du jargon, on emploie le terme sys-
tème stable pour désigner un système dont le point d’équilibre est stable et unique.

1.3 Stabilité des systèmes à commutation - pro-

blématiques, outils et résultats

Le problème de stabilité des systèmes à commutation est complexe et intéres-
sant. L’exemple de systèmes asymptotiquement stables qui, par une séquence de
commutations, donnent lieu à un comportement instable, est bien connu. Le cas
de systèmes instables qui, grâce à une loi de commutation particulière, donnent
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lieu à un comportement stable est aussi remarquable. L’article de référence dû à
Liberzon et Morse [63] énumère quelques problèmes de stabilité pour le cas des
systèmes à commutation autonomes :

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), ∀ σ(t) ∈ I.

Problème A Trouver des conditions de stabilité telles que le système est asymp-
totiquement stable quelle que soit la loi de commutation.

Problème B Identifier les classes de lois de commutation pour lesquelles le sys-
tème à commutation soit asymptotiquement stable.

Problème C Construire une loi de commutation qui rend le système asympto-
tiquement stable.

1.3.1 Stabilité des inclusions différentielles

Des problèmes de stabilité semblables à ceux présentés ci-dessus ont été ren-
contrés pour les équations différentielles ordinaires à second membre discontinu,
plus précisément pour les inclusions différentielles [4].

Considérons les inclusions différentielles linéaires décrites par

ẋ ∈ F (x) = {y : y = Ax, A ∈ A} (1.5)

où A est un ensemble compact. Un système à commutation linéaire sous la forme

ẋ(t) = Aσ(t)x(t),

avec Aσ(t) ∈ {A1, A2, . . . , AN} , ∀ σ(t) ∈ I, peut être exprimé comme une inclu-
sion différentielle (1.5) avec A = {A1, A2, . . . , AN} .

En fait, l’analyse de stabilité d’une inclusion différentielle linéaire (1.5) est
équivalente à l’analyse de son enveloppe convexe.

Théorème 5 [70] L’inclusion (1.5) est asymptotiquement stable si et seulement
si l’inclusion différentielle convexe

ẋ ∈ {y : y = Ax, A ∈ coA} (1.6)

est stable [70].

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité, fondée sur l’utilisation des
fonctions de Lyapunov strictement convexes, homogènes (du second ordre) sous
une forme quasi-quadratique

V (x) = xTP(x)x > 0 (1.7)

avec
P(x) = PT (x) = P(τx), x 6= 0, τ 6= 0

et
V̇ ∗ = sup

y∈F (x)

lim
h→0

h−1 {V (x + hy) − V (x)} ≤ −γ ‖x‖2 , γ > 0,

est donnée dans [70]. Cette condition se traduit par un critère algébrique lorsque
l’ensemble A est un polyèdre convexe :
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Théorème 6 [70] Soit l’inclusion différentielle linéaire convexe

ẋ ∈ F (x) = {y : y = Ax, A ∈ co {A1, . . . , AM}} (1.8)

L’origine x = 0 de l’inclusion (1.8) est asymptotiquement stable si et seulement
s’il existe un nombre m ≥ n, une matrice L ∈ Rn×m de rang n et M matrices

Γs =
(

γ
(s)
ij

)m

i,j=1
∈ Rm×m, ∀ s = 1, . . . M,

à diagonale dominante négative, c’est-à-dire

γ
(s)
ii +

∑

i6=j

∣

∣

∣
γ

(s)
ij

∣

∣

∣
< 0, ∀ i = 1, . . . ,m, s = 1, . . . ,M,

tels que la relation
AT

s L = L ΓT
s , ∀ s = 1, . . . ,M

soit vérifiée.

Ce critère de stabilité est lié à la recherche d’une nouvelle inclusion différen-
tielle stable

ż ∈ G(z) = {y : y = Λz, Λ ∈ co {Λ1, . . . , ΛN}} (1.9)

dans un espace de dimension augmentée R
m qui contient les solutions de l’inclu-

sion de départ. La matrice L, avec z = LT x, représente la matrice de transfor-
mation qui relie les deux inclusions. La preuve de stabilité repose sur l’existence
d’une fonction de Lyapunov quasi-quadratique V (x) = xTP(x)x.

Ce théorème peut être appliqué directement aux systèmes à commutation
linéaires [30, 63, 66]. En effet, plusieurs classes de systèmes dynamiques hybrides
peuvent être exprimées comme des inclusions différentielles [21]. Cela signifie que
la stabilité des systèmes à commutation implique l’existence d’une fonction de
Lyapunov commune pour l’ensemble des sous-systèmes. Cependant, d’un point
de vue pratique, il est très difficile de vérifier les critères proposés par le théorème
précédent. En général, la recherche numérique d’une fonction de Lyapunov quasi-
quadratique V (x) = xTP(x)x ou d’une matrice de transformation L n’est pas
aisée. Cette difficulté a conduit plusieurs auteurs à limiter leur recherche à une
fonction de Lyapunov quadratique sous la forme

V (x) = xT Px.

L’existence d’une telle fonction, une condition suffisante pour la stabilité, peut
être exprimée en termes d’inégalités matricielles linéaires (anglais linear matrix
inequality - LMI ) [18] dont la solution peut être trouvée par des algorithmes
d’optimisation convexe.

Théorème 7 Considérons le système (1.8). S’il existe une matrice P , 0 < P =
P T , solution des LMIs

AT
i P + PAi < 0, ∀ i = 1, . . . , N (1.10)

alors la fonction quadratique V (x) = xT Px est une fonction de Lyapunov pour le
système (1.8) et l’origine est globalement exponentiellement stable.
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Lorsque l’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique commune détermine
la stabilité d’un système, on dit que le système est quadratiquement stable et on
parle de stabilité quadratique.

En temps discret

Une approche spécifique au temps discret est celle qui repose sur l’utilisation
du rayon spectral joint. Elle donne une condition nécessaire et suffisante pour la
stabilité des inclusions à différences [10].

Le rayon spectral joint représente le taux maximal de croissance qui peut être
obtenu en formant des produits longs de matrices appartenant à un ensemble fini
A = {A1, . . . , AN}. Le rayon spectral joint de l’ensemble A est défini formellement
par :

ρ (A) , lim sup
p→∞

ρp (A)

où
ρp (A) = sup

Ai1
,Ai2

...,Aip∈A

∥

∥Ai1 .Ai2 . . . Aip

∥

∥

1/p
.

L’inclusion différentielle linéaire

x(k + 1) ∈ F (x) = {y : y = Ax, A ∈ A}

est asymptotiquement stable si et seulement si le rayon spectral joint satisfait
l’inégalité

ρ (A) < 1.

La principale difficulté réside dans le calcul du rayon spectral joint [99]. Une pro-
cédure d’approximation du rayon spectral joint est donnée dans [12, 81]. L’ap-
proximation peut être utilisée pour déterminer la stabilité des systèmes linéaires
à commutation en temps discret [10]

x(k + 1) = Aσ(k)x(k), Aσ(k) ∈ A.

1.3.2 Fonction de Lyapunov quadratique commune et cri-

tères algébriques de stabilité

Une approche très connue pour garantir la stabilité d’un système linéaire à
commutation sous une loi de commutation arbitraire a été proposée par Liberzon
[61]. Cette approche est fondée sur l’utilisation de l’algèbre de Lie. Considérons
le système

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), ∀σ(t) ∈ I. (1.11)

La dynamique du système est caractérisée par un ensemble de matrices de Hurwitz
A = {A1, A2, . . . , AN}.
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L’algèbre de Lie
g = Lie{Ai : ∀i ∈ I}

correspond à l’ensemble de toutes les matrices Ai, ∀ i ∈ I et les commutateurs
itérés définis à partir des crochets de Lie,

[Ai, Aj] = AiAj − AjAi, ∀ i, j ∈ I.

Plusieurs critères algébriques de stabilité en relation avec cette algèbre de Lie
ont été proposés. Si toutes les matrices d’état Ai, ∀ i ∈ I commutent par paires,
c’est-à-dire si le crochet de Lie [Ai, Aj] s’annule pour toute paire Ai, Aj, i, j ∈
I de matrices d’état, alors le système commuté (1.11) est asymptotiquement
stable [74, 1]. Gurvits indique que si l’algèbre de Lie g est nilpotente, alors le
système est asymptotiquement stable [43]. Indépendamment de ces travaux, Mori
et Kuroe [72] montrent que si les matrices Ai, ∀ i ∈ I admettent une triangulation
supérieure (ou inférieure) simultanée, alors il existe une fonction de Lyapunov
quadratique commune.

Théorème 8 [72] Considérons le système (1.11). Si toutes les matrices Ai, i ∈ I
sont Hurwitz stables et s’il existe une matrice T ∈ R

n×n inversible telle que toutes
les matrices

Λi = T−1AiT, ∀ i ∈ I

soient triangulaires supérieures (ou inférieures), alors il existe une fonction de
Lyapunov quadratique commune V (x) = xT Px pour la famille des systèmes

{ẋ = Aix, ∀ i ∈ I}

et le système commuté (1.11) est asymptotiquement stable.

Liberzon généralise les résultats précédents pour des matrices de transforma-
tion T complexes, T ∈ C

n×n. Il propose une condition suffisante pour la triangu-
lation simultanée d’un ensemble de matrices en termes d’algèbre de Lie solvable
[62]. Si

g = Lie{Ai : ∀ i ∈ I}

est une algèbre de Lie solvable, alors la famille des systèmes

{ẋ = Aix, ∀ i ∈ I}

accepte une triangulation supérieure (ou inférieure) simultanée. Ce résultat peut
être appliqué localement aux systèmes non linéaires [1, 67]. Le résultat de Li-
berzon est intéressant car, lorsque toutes les matrices de l’ensemble {Ai, ∀i ∈ I}
commutent par paires ou génèrent une algèbre de Lie g nilpotente, alors elles
génèrent aussi une algèbre de Lie g solvable. Toutefois, la réciproque n’est pas
vraie.

L’intérêt de cette approche est d’établir un lien entre ces diverses méthodes
d’analyse de stabilité quadratique basées sur les crochets de Lie et la triangu-
lation simultanée. Cependant ces critères représentent des conditions seulement
suffisantes pour l’existence de la fonction de Lyapunov quadratique commune, ce
qui implique un certain conservatisme.
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1.3.2.1 Critères nécessaires et suffisants pour l’existence d’une fonc-
tion de Lyapunov quadratique commune pour des cas parti-
culiers

Pour réduire le conservatisme des approches précédentes, la communauté
scientifique a cherché des conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence
d’une fonction de Lyapunov quadratique commune. Shorten et Narendra [93] ont
proposé une telle condition pour une paire de matrices de dimension deux.

Considérons l’enveloppe convexe générée par deux matrices A1, A2 ∈ R
n×n :

co {A1, A2} , {λA1 + (1 − λ)A2 : λ ∈ [0, 1]} .

Théorème 9 Les systèmes

{ẋ = A1x, ẋ = A2x} avec A1, A2 ∈ R
2×2

possèdent une fonction de Lyapunov quadratique commune si et seulement si
toutes les matrices des enveloppes convexes co {A1, A2} et co

{

A1, A
−1
2

}

sont Hur-
witz stables.

Des extensions existent pour le cas de plusieurs systèmes du second ordre [91]
ou pour une paire de systèmes du troisième ordre [56]. L’extension au cas général
s’avère très difficile et reste pour l’instant sans issue.

D’autres critères algébriques pour l’existence d’une fonction de Lyapunov qua-
dratique commune sont donnés dans [119], où on montre que pour les systèmes
symétriques

Ai = AT
i , ∀ i ∈ I

ou normaux
AiA

T
i = AT

i Ai, ∀ i ∈ I,

une condition nécessaire et suffisante à la fois pour l’existence d’une fonction de
Lyapunov quadratique commune et pour la stabilité est que chacun des sous-
systèmes soit asymptotiquement stable.

1.3.2.2 Conditions LMI pour l’existence d’une fonction de Lyapunov
quadratique commune

En dehors des résultats algébriques qui viennent d’être énoncés, on trouve
aussi dans la littérature une autre manière, purement numérique, de chercher une
fonction de Lyapunov quadratique commune. La méthode repose sur la résolution
des inégalités linéaires matricielles (1.10). Ces critères LMI sont des conditions
nécessaires et suffisantes pour l’existence d’une fonction de Lyapunov quadra-
tique commune [18]. On trouve également des critères LMI permettant de vérifier
qu’une fonction de Lyapunov quadratique commune n’existe pas pour une famille
de systèmes [18] :
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Théorème 10 S’il existe des matrices Ri = RT
i , ∀i ∈ I solutions des inégalités

linéaires matricielles :

Ri > 0,∀ i ∈ I,

N
∑

i=1

AT
i Ri + RiAi > 0.

alors il n’existe pas de fonction de Lyapunov quadratique commune pour la famille
de systèmes

{ẋ = Aix, ∀i ∈ I} .

L’inconvénient de l’utilisation des inégalités linéaires matricielles est que pour
certains cas de matrices de grande dimension ou de matrices mal conditionnées,
les algorithmes numériques actuels peuvent ne pas donner de résultats. En effet,
il existe des exemples pour lesquels l’existence d’une fonction de Lyapunov qua-
dratique commune peut être déterminée de façon analytique, mais les algorithmes
numériques usuels (LMI Toolbox de MATLAB) ne donnent pas de résultat.

1.3.3 Fonctions de Lyapunov multiples

Nous avons énoncé précédemment plusieurs critères de stabilité basés une
fonction de Lyapunov quadratique commune. Toutefois, l’existence d’une fonc-
tion de Lyapunov quadratique commune n’est qu’une condition suffisante pour
la stabilité. Dans [30], on démontre analytiquement que l’on peut avoir des sys-
tèmes commutés qui sont stables et pour lesquels il n’existe pas de fonction de
Lyapunov quadratique commune. Ce résultat a déterminé la communauté scien-
tifique à chercher d’autres types de fonctions de Lyapunov. On retrouve dans la
littérature plusieurs fonctions de Lyapunov qui peuvent être regroupées, d’une
manière générale, sous le nom de fonctions de Lyapunov multiples. Les fonctions
de Lyapunov multiples désignent une famille de fonctions sous la forme

V (x) = xT P (σ, x)x

dont la matrice de Lyapunov peut dépendre du vecteur d’état ou de la loi de
commutation. La concaténation de ces fonctions détermine une seule fonction de
Lyapunov commune, non quadratique.

1.3.3.1 Fonctions de Lyapunov linéaires par morceaux

En appliquant les critères de Molchanov et Pyatnitskiy [70] dans le contexte
des systèmes à commutation, on observe qu’il est nécessaire et suffisant d’avoir une
fonction de Lyapunov quasi-quadratique V (x) = xT P (x)x (donnée dans l’équa-
tion (1.7)), dont la matrice de Lyapunov varie en fonction de l’état.

La première approche pour déterminer des fonctions de Lyapunov multiples
a été d’approximer les surfaces de niveaux de la fonction de Lyapunov quasi-
quadratique V (x) = xTP(x)x (voir le théorème 6) par une fonction linéaire par
morceaux [70, 77] :

Vm(x) = max
1≤i≤m

‖〈li, x〉‖ . (1.12)
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Le crochet 〈, 〉 désigne le produit scalaire et les éléments li ∈ R
n , i = 1, . . . ,m,

représentent des vecteurs constants appelés vecteurs générateurs. Pour un nombre
de vecteurs générateurs m suffisamment grand, il est possible de montrer qu’une
telle fonction est nécessaire et suffisante pour la stabilité [71].

Il existe très peu de méthodes qui permettent de vérifier l’existence d’une telle
fonction pour les systèmes à commutation. La difficulté réside dans la spécification
des vecteurs générateurs li.

L’existence d’une fonction de Lyapunov linéaire par morceaux peut être dé-
duite en analysant le spectre des matrices de l’enveloppe convexe déterminée par
Ai, ∀i ∈ I. Pour une paire de matrices du deuxième ordre, des conditions né-
cessaires et suffisantes pour l’existence d’une fonction de Lyapunov linéaire par
morceaux avec m = 4 sont données dans [107].

Dans le cas général, Yfoulis et Shorten [116] proposent un résultat suffisant,
donnant lieu à une approche numérique.

1.3.3.2 Pseudo fonctions de Lyapunov

Une autre approche pour l’analyse de stabilité des systèmes à commutation est
l’utilisation des pseudo fonctions de Lyapunov(anglais Lyapunov-like functions).
Celles-ci ne représentent pas des fonctions de Lyapunov au sens strict du terme.
Elles désignent une famille de fonctions quadratiques continues et différentiables
par morceaux. Chaque fonction est associée à un sous-système. La spécificité des
pseudo fonctions de Lyapunov est le fait que leur décroissance n’est exigée que
lorsque le sous-système correspondant est actif.

Parmi les premiers résultats, on peut citer [82]. La structure discontinue des
systèmes à commutation suggère l’utilisation des fonctions de Lyapunov discon-
tinues. Les auteurs proposent d’utiliser une famille de pseudo fonctions de Lya-
punov

{

Vi(x) = xT Pix, i ∈ I
}

telle que chaque champ de vecteurs Aix, i ∈ I ait sa propre fonction. Une
pseudo fonction de Lyapunov satisfait les propriétés suivantes :

– Vi(x) = xT Pix est définie positive ∀ x 6= 0 et Vi(0) = 0 ;

– pour tout i ∈ I, la dérivée de la fonction de Lyapunov vérifie la relation

V̇i(x) =
∂Vi

∂x
Aix(t) ≤ 0 (1.13)

lorsque le sous-système i est actif.
Les théorèmes de stabilité élaborés dans ce contexte sont fondés sur la décrois-

sance de la fonction de Lyapunov aux instants successifs d’activation du même
sous-système.

Théorème 11 [82] Considérons un ensemble de pseudo fonctions de Lyapunov
Vσ, chacune associée au champ de vecteurs Aσx. Pour i < j, soit ti < tj des
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Fig. 1.1 – Fonctions de Lyapunov multiples

instants de commutations tels que σ(ti) = σ(tj). S’il existe un γ > 0 tel que

Vσ(tj)(x(tj+1)) − Vσ(ti)(x(ti+1)) ≤ −γ ‖x(ti+1)‖
2

alors le système à commutation est stable (voir la figure 1.1).

Des extensions au cas non-linéaire ont été proposées dans [19, 20] et [31]. Un
résultat plus général, qui introduit la notion de fonction de Lyapunov faible, est
donné par [114]. Dans ce cas, la condition (1.13) est remplacée par

Vi(x(t)) ≤ α (Vi(x(tj))) , ∀t ∈ [tj, tj+1]

où [tj, tj+1] est l’intervalle de temps durant lequel le sous-système i est actif, tj,
tj+1 sont des instants de commutation et α : R

+∪{0} → R
+∪{0} est une fonction

continue qui satisfait α(0) = 0. Ce résultat permet de définir des pseudo fonctions
de Lyapunov qui sont potentiellement croissantes même lorsque le sous-système
associé est actif, mais leur croissance reste bornée.

Les résultats présentés s’appliquent difficilement dans le cas des commutations
arbitraires : on peut remarquer que le théorème précédent nécessite que la tra-
jectoire du système soit connue au moins aux instants de commutation. Un autre
problème est le fait qu’il n’y ait pas de méthode pour la construction analytique
ou numérique de la famille des pseudo fonctions de Lyapunov. Ces problèmes
peuvent cependant être résolus pour des configurations particulières. C’est le cas,
par exemple, lorsque la loi de commutation est déterminée par une partition de
l’espace d’état [53].

Considérons le système dynamique :

ẋ(t) = Aix(t) pour tout x(t) ∈ Xi, ∀ i ∈ I (1.14)
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où Xi sont des ensembles fermés avec des intérieurs disjoints tels que ∪iXi = R
n.

Lorsque le sous-système i est actif, Sij désigne la région dans l’espace d’état où
les commutations vers le sous-système j sont permises, ∀ i, j ∈ I.

Considérons un ensemble de pseudo fonctions de Lyapunov Vi : R
n → R,

chacune associée au champ de vecteurs Aix et les régions :

Ωi ,

{

x ∈ R
n : V̇i(x) =

∂V

∂x
Aix(t) ≤ 0

}

,

Ωij , {x ∈ R
n : Vi(x) ≥ Vj(x)} .

S’il est possible de trouver des fonctions Vi, i ∈ I telles que Xi ⊆ Ωi et Sij ⊆ Ωij,
alors on peut montrer, par extension du théorème 11, que le système (1.14) est
stable [85, 86]. Si, de plus, on considère des fonctions de Lyapunov sous la forme

Vi = xT Pix

et des régions Xi et Sij coniques, c’est-à-dire,

Xi =
{

x ∈ R
n : xT Qix ≤ 0, Qi = QT

i

}

,

et

Sij =
{

x ∈ R
n : xT Qijx ≤ 0, Qij = QT

ij

}

alors on obtient des conditions de stabilité en termes d’inégalités matricielles
linéaires [54, 87].

Théorème 12 S’il existe des matrices Pi > 0 et des αi ≥ 0 et αij ≥ 0 ∀ i, j ∈ I
tels que :

AT
i Pi + PiAi − αiQi ≤ 0, (1.15)

(Pi − Pj) − αijQij ≤ 0, i 6= j, (1.16)

alors le système (1.14) est asymptotiquement stable.

Ce théorème présente beaucoup d’avantages d’ordre pratique. Contrairement
au théorème 11, ces conditions de stabilité ne font pas intervenir la valeur de
l’état et peuvent être vérifiées par des algorithmes numériques. De plus, elles
s’avèrent très flexibles : les fonctions de Lyapunov xT Pix sont contraintes à être
décroissantes seulement dans la partition Xi où le champ de vecteurs Aix est
actif.
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En temps discret

La version en temps discret du théorème précédent est donnée dans [69]. Cepen-
dant, dans le contexte du temps discret il est possible d’utiliser des fonctions de
Lyapunov multiples même dans le cas général. Pour les systèmes à commutation
en temps discret

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) (1.17)

soumis à une loi de commutation arbitraire σ(k) ∈ I, l’analyse de stabilité
peut être exprimée en termes d’inégalités matricielles linéaires. Dans ce cas, une
fonction de Lyapunov poly-quadratique est obtenue [28].

Théorème 13 Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) Il existe une fonction de Lyapunov poly-quadratique

V (k, x(k), σ(k)) = xT (k)Pσ(k)x(k),

strictement décroissante le long des trajectoires du système (1.17) ∀ σ ∈ I.
2) Il existe des matrices Pi = P T

i > 0, ∀ i ∈ I, satisfaisant les inégalités matri-
cielles linéaires :

[

Pi AT
i Pj

PjAi Pj

]

> 0, ∀(i, j) ∈ I × I. (1.18)

3) Il existe des matrices symétriques Si = ST
i > 0, et des matrices Gi ∀ i ∈ I,

satisfaisant les inégalités matricielles linéaires :
[

Gi + GT
i − Si GT

i AT
i

AiGi Sj

]

> 0, ∀(i, j) ∈ I × I. (1.19)

Remarques. L’approche par fonctions de Lyapunov poly-quadratiques repré-
sente une généralisation de l’approche quadratique. Il suffit de poser Pi = P, ∀ i ∈
I pour se ramener au cas des fonction quadratiques. Cette généralisation permet
de relaxer les contraintes imposées par la méthode quadratique et d’obtenir des
conditions de stabilité moins conservatives.

1.4 Stabilisation

Dans cette partie, il sera question de deux types de problèmes de stabilisation
pour les systèmes linéaires commutés : la recherche d’une loi de commutation
stabilisante et la synthèse de correcteurs stabilisant le système indépendamment
de la loi de commutation.

1.4.1 Loi de commutation stabilisante

Le problème de la synthèse d’une loi de commutation stabilisante est souvent
formulé de la façon suivante : quelle restriction doit-on considérer pour la loi de
commutation afin de garantir la stabilité du système ? Ici nous allons considérer
deux types de restrictions :
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– restrictions dans l’espace d’état, lorsque la loi de commutation représente
une commande ;

– restrictions dans le domaine temporel, lorsqu’il est possible de contrôler
uniquement le temps de séjour dans un mode, la loi de commutation étant
arbitraire.

1.4.1.1 Restrictions déterminées par des domaines dans l’espace d’état

La synthèse d’une loi de commutation stabilisante peut être abordée en divi-
sant l’espace d’état en plusieurs régions telles que le système linéaire par morceaux
obtenu soit stable. Nous allons considérer ici que la loi de commutation repré-
sente une "commande". Tout d’abord nous allons nous intéresser au problème de
l’existence d’une "commande" de commutation stabilisante. Ensuite nous allons
donner un aperçu de la construction d’une partition de l’espace d’état stabilisante.

L’existence d’une loi de commutation stabilisante est un problème trivial dans
le cas où au moins une des matrices Ai est Hurwitz. En effet, il suffit d’activer
le sous-système stable pour stabiliser le système à commutation. Le problème
est plus délicat dans le cas où toutes les matrices A, i ∈ I sont instables. Une
condition nécessaire pour la stabilisation par commutation est proposée dans [97] :

Théorème 14 S’il existe une séquence de commutations stabilisante, alors il
existe un sous-système

ẋ(t) = Aix(t), i ∈ I

tel que au moins une valeur propre de Ai + AT
i soit un nombre réel négatif.

Par ailleurs, on peut citer aussi les travaux de Wicks [103], fondés sur le fait que
la trajectoire de toute combinaison convexe de {A1x, A2x} peut être approximée
par des commutations rapides entre les deux sous-systèmes. Le premier résultat
s’énonce comme suit :

Théorème 15 [103],[33] Considérons une paire de systèmes instables {A1, A2}
(M = 2). S’il existe une combinaison convexe stable, c’est-à-dire s’il existe un
α ∈ (0, 1) tel que la matrice

Aeq = αA1 + (1 − α)A2

ait toutes ses valeurs propres dans le demi-espace gauche du plan complexe, il
existe une séquence de commutations telle que le système

ẋ(t) = Aσ(t)x(t), σ(t) ∈ {1, 2}

soit asymptotiquement stable.

Il faut remarquer que le théorème donne seulement une condition suffisante
pour la stabilisation. Des conditions qui sont à la fois nécessaires et suffisantes
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existent pour le cas des systèmes de deuxième ordre [113]. Une généralisation
du théorème 15 pour le cas de plusieurs systèmes est proposée dans [104]. Des
méthodes pour la construction de Aeq sont données dans [103].

En relation avec les résultats proposés par le théorème 15, la synthèse d’une
loi de commutation stabilisante peut revenir à la recherche d’une partition de
l’espace d’état stabilisante [103, 102]. Nous allons donner un aperçu de la façon
dont ce problème peut être abordé.

Soit Aeq = αA1 + (1 − α)A2, α ∈ (0, 1) la combinaison stable. Dans ce cas, il
existe deux matrices P et Q définies positives telles que :

AT
eqP + PAeq = −Q

Cette condition peut être réécrite comme :

α(AT
1 P + PA1) + (1 − α)(AT

2 P + PA2) = −Q

ou encore

α · xT (AT
1 P + PA1)x + (1 − α) · xT (AT

2 P + PA2)x = −xT Qx < 0,

∀ x ∈ R
n\ {0} . Les deux termes, xT (AT

1 P + PA1)x et xT (AT
2 P + PA2)x, sont

pondérés par des coefficients positifs (α ∈ (0, 1)). Pour assurer la négativité dans
l’équation précédente, il faut qu’au moins un des deux termes soit négatif pour
toute valeur du vecteur d’état, c’est-à-dire xT (AT

1 P + PA1)x < 0 ou xT (AT
2 P +

PA2)x < 0. Autrement dit, l’espace d’état peut être couvert par deux régions
coniques :

Xi =
{

x ∈ R
n : xT (AT

i P + PAi)x < 0
}

, i = 1, 2

La fonction V (x) := xT Px est strictement décroissante dans la région X1 pour
les solutions de ẋ = A1x et dans la région X2 pour les solutions de ẋ = A2x.
En utilisant cette propriété, on construit les surfaces de commutation de telle
sorte que V soit strictement décroissante pour toutes les solutions du système à
commutation.

Les résultats ici présentés se basent sur l’existence d’une combinaison convexe
stable, Aeq. Cependant, trouver une combinaison convexe stable est un problème
NP-difficile [94, 11]. De plus, il existe des classes de systèmes pour lesquelles
il n’y a pas de combinaison convexe stable, et une séquence de commutations
stabilisante peut être trouvée malgré tout.

1.4.1.2 Restrictions dans le domaine temporel

Ici nous allons traiter de la notion de temps de séjour et de son rôle dans
la stabilisation d’un système. Le temps de séjour signifie l’intervalle de temps
entre deux commutations. L’idée de base est très simple. Considérons que la loi
de commutation prend des valeurs arbitraires et que tous les sous-systèmes

ẋ = Aix,
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avec i ∈ I sont stables. Il est naturel de penser que le système à commutation est
exponentiellement stable si le temps de séjour dans un mode est suffisamment long
pour permettre à l’état de s’approcher suffisamment de zéro avant la prochaine
commutation. Un problème intéressant est celui qui consiste à calculer le temps
minimum τD entre deux commutations successives pour assurer la stabilité du
système [122, 73].

Soit Φi(t, τ) la matrice de transition du sous-système

ẋ = Aix, i ∈ I.

Comme tous les sous-systèmes sont stables, on peut trouver deux constantes µ > 0
et λ0 > 0 telles que

‖Φi(t, τ)‖ ≤ µe−λ0(t−τ), t ≥ τ ≥ 0,∀i ∈ I.

La constante λ0 peut être vue comme un taux de décroissance commun pour
tous les sous-systèmes. Plus concrètement, les constantes µ et λ0 peuvent être
déterminées par

µ , max
i∈Γ

µi et λ0 , max
i∈Γ

λi

où µi et λi sont des constantes qui définissent la convergence de chaque sous-
système ẋ = Aix, ∀ i ∈ I.

Considérons t1, t2, . . . , tk les instants de commutation dans l’intervalle (τ, t),
tels que ti − ti−1 ≥ τD. La valeur de l’état à un moment donné est alors

x(t) = Φσ(tk)(t, tk)Φσ(tk−1)(tk, tk−1) . . . Φσ(t1)(t2, t1)Φσ(t1)(t1, τ)x(τ).

Les matrices de transition sur un intervalle entre deux commutations successives
respectent la relation :

∥

∥Φσ(tl−1)(tl, tl−1)
∥

∥ ≤ µe−λ0(tl−tl−1) ≤ µe−λ0τD , ∀ l ∈ {2, 3, . . . , k} .

Le système sera asymptotiquement stable si µe−λ0τD ≤ 1. Cette condition peut
être satisfaite pour

τD ≥
log µ

λ0 − λ
(1.20)

avec λ ∈ (0, λ0) quelconque.
Considérons le système à commutation

ẋ = Aσx, avec σ ∈ S(I, τD)

où tous les sous-systèmes ẋ = Aix, ∀i ∈ I sont asymptotiquement stables avec
la marge de stabilité λ0 . S(I, τD) désigne l’ensemble des lois de commutation tel
que le temps entre deux commutations successives soit toujours supérieur à τD .

Théorème 16 Pour un λ ∈ (0, λ0) désiré, le système commuté sera stable avec
la marge de stabilité λ si le temps minimum de séjour τD satisfait la condition
(1.20).
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Une extension pour ce théorème est donnée par [44] avec le concept de temps
moyen de séjour, τmoy. L’ idée est que le système est stable si en moyenne on
commute plus lentement que τmoy. Cela permet occasionnellement des commuta-
tions plus rapides que le temps de séjour moyen τmoy. L’approche a été généralisée
pour le cas des systèmes non-linéaires [83, 84] et également dans le cas où tous
les sous-systèmes ne sont pas asymptotiquement stables [118, 115].

En temps discret

Dans le cas des systèmes à commutation en temps discret, le problème de sta-
bilisation par restriction du temps de séjour peut être traité par un ensemble
d’inégalités matricielles linéaires .

Théorème 17 [41] Considérons le système

x(k + 1) = Aσ(k)x(k), σ(k) ∈ I.

Si pour un τD ≥ 1, τD ∈ N il existe un ensemble de matrices {P1, . . . PN} définies
positives telles que

AT
i PiAi − Pi < 0, ∀ i ∈ I

et
(Ai

τD)T Pj (Ai
τD) − Pi < 0, ∀ i, j ∈ I, i 6= j

alors le système est globalement asymptotiquement stable pour un temps minimum
de séjour supérieur à τD.

Pour ce théorème, en imposant τD = 1 on retrouve la condition de stabilité (1.18),
proposée dans [28].

1.4.2 Correcteurs stabilisants

Dans le cas où la loi de commutation n’est pas contrôlable, le problème de
stabilisation des systèmes commutés est lié à la stabilisation des systèmes incer-
tains (si la loi de commutation est inconnue) ou au contrôle par séquencement de
gains, pour les systèmes linéaires à paramètres variants (LPV).

Considérons le système linéaire polytopique suivant :

ẋ(t) = A(λ(t))x(t) + B(λ(t))u(t) (1.21)

où

A(λ(t)) =
N
∑

i=1

λi(t)Ai, B(λ(t)) =
N
∑

i=1

λi(t)Bi

et

λ(t) ∈ Λ =

{

λ = [λ1 . . . λN ] ∈ R
N : λi ≥ 0,

N
∑

i=1

λi = 1

}

.
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Le système à commutation décrit par l’équation :

ẋ(t) = Aσ(t)x(t) + Bσ(t)u(t), σ(t) ∈ I (1.22)

peut être écrit comme un cas particulier de systèmes polytopiques pour des pa-
ramètres λi restreints à deux valeurs discrètes λi ∈ {0, 1}, tels que λi = 1 quand
σ(t) = i.

Il existe une large variété d’approches pour la stabilisation des systèmes po-
lytopiques. La synthèse d’un retour d’état statique est formulée en termes d’in-
égalités matricielles linéaires dans [18]. Le résultat est basé sur l’existence d’une
fonction de Lyapunov quadratique commune pour le système en boucle fermée.
Dans le cas de non-disponibilité de la loi de commutation, un retour d’état in-
dépendant de cette loi peut être calculé. Le résultat suppose l’existence d’une
matrice S symétrique et définie positive et d’une matrice Y telles que

SAT
i + AiS + BiY + Y T Bi < 0, ∀ i ∈ I.

Le retour d’état qui stabilise le système commuté (1.22) est donné par

u(t) = Kx(t),

avec
K = Y S−1.

Dans ce cas, la fonction de Lyapunov est xT Px avec P = S−1.
Lorsque la loi de commutation est disponible en temps réel, on peut rechercher

un retour d’état commuté sous la forme :

u(t) = Kσ(t)x(t). (1.23)

Dans ce cas, la stabilisation dépend de l’existence de plusieurs matrices Yi et
l’inégalité matricielle linéaire est remplacée par

SAT
i + AiS + BiYi + Y T

i Bi < 0, ∀ i ∈ I. (1.24)

Le retour d’état commuté est donné par l’équation (1.23) avec Ki = YiS
−1, ∀ i ∈

I.

En temps discret

En temps discret, une approche plus générale est possible. Elle est basée sur
l’utilisation des fonctions de Lyapunov dépendant de paramètres

V (x) = xT

N
∑

i=1

λi(t)Pix.

Ce type de fonction a été proposé pour les systèmes polytopiques en temps discret
dans [27]. L’extension au cas des systèmes commutés est donnée dans [28].
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Théorème 18 Le système à commutation

x(k + 1) = Aσx(k) + Bσu(k), ∀ σ ∈ I

est stabilisable par le retour d’état commuté sous la forme

u(k) = Kσ(k)x(k)

s’il existe des matrices Si définies positives et des matrices Ri et Gi ,∀ i ∈ I,
telles que l’inégalité matricielle linéaire

[

Gi + GT
i − Si

(

AT
i Gi + BiRi

)T

AT
i Gi + BiRi Sj

]

> 0, ∀(i, j) ∈ I × I (1.25)

soit satisfaite ∀ i, j ∈ I. Le retour d’état est construit avec Ki = RiG
−1
i et les

matrices de Lyapunov sont données par Pi = S−1
i .

L’utilisation des fonctions de Lyapunov dépendant de paramètres en temps continu
s’avère très difficile. La nature discontinue des champs de vecteurs pose des pro-
blèmes pour la dérivation de la fonction de Lyapunov. Si des conditions par-
ticulières sont considérées pour la loi de commutation, ces difficultés peuvent
être surmontées. Nous citerons ici les travaux de [53] dans le contexte des sys-
tèmes linéaires par morceaux. L’auteur utilise des fonctions de Lyapunov poly–
quadratiques pour la synthèse d’un retour d’état commuté. Le contrôleur est
déterminé par des méthodes de contrôle optimal, en considérant les inégalités de
Hamilton–Jacobi–Bellman.

1.5 Conclusion

Ce chapitre a présenté différents critères et problématiques de stabilité et
de stabilisation rencontrés dans le domaine des systèmes à commutation. Nous
allons nous intéresser dans les chapitres suivants à l’obtention de méthodes sys-
tématiques pour l’analyse et la synthèse robuste des systèmes linéaires à commu-
tation.
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Chapitre 2

Systèmes à commutation avec

incertitudes

Dans ce chapitre, les problèmes de stabilité et de commande robuste des sys-
tèmes à commutation incertains seront traités.

La première section est dédiée aux incertitudes paramétriques. Le cas des
systèmes en temps discret soumis à des commutations arbitraires, avec des incer-
titudes polytopiques, sera considéré. On suppose que les paramètres incertains
varient dans le temps.

La deuxième section est consacrée à l’étude des systèmes à commutation avec
une loi de commutation incertaine. Ce type de problème intervient lorsque la loi
de commutation représente un évènement extérieur dont l’instant d’occurrence
n’est pas parfaitement identifié. Il est également présent lorsqu’il existe des re-
tards entre l’élaboration du signal de commutation et l’application effective au
niveau des actionneurs. On va s’interroger sur la stabilité en boucle fermée de ces
systèmes.

2.1 Incertitudes paramétriques

La stabilité des systèmes à commutation est un problème très complexe lorsque
des incertitudes paramétriques sont considérées. La dynamique de chaque sous-
système est incertaine. Il existe très peu de résultats concernant la stabilité ro-
buste des systèmes à commutation en temps discret. Dans la littérature, les mé-
thodes obtenues pour les systèmes à commutation linéaires, avec des sous-modèles
invariants dans le temps, sont appliquées directement [120, 52, 110]. En effet, les
auteurs associent une fonction de Lyapunov quadratique commune à chaque sous-
modèle incertain. Les fonctions de Lyapunov obtenues commutent en fonction du
sous-système actif, mais elles ne tiennent pas compte des paramètres incertains.
Les résultats obtenus s’avèrent alors très conservatifs.

Dans le domaine du contrôle robuste, des fonctions de Lyapunov dépendant
des paramètres incertains sont proposées pour réduire le conservatisme inévitable
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dans le contexte des incertitudes [29, 33]. Ce type de fonctions a été utilisé pour
analyser la stabilité des systèmes incertains en temps discret, avec des incertitudes
polytopiques [27]. Les fonctions de Lyapunov proposées varient, elles aussi, dans
un polytope convexe. Des conditions LMI pour l’existence de telles fonctions ont
été développées.

Dans ce chapitre, on montrera comment réduire le conservatisme lié aux in-
certitudes pour le cas des systèmes à commutation. Des fonctions de Lyapunov
dépendant des paramètres seront utilisées. Les fonctions de Lyapunov polyto-
piques introduites dans [27] sont étendues au cas des systèmes à commutation
incertains avec des incertitudes polytopiques.

Deux approches seront proposées. Dans un premier temps, on montrera que le
problème d’analyse de stabilité d’un système à commutation incertain peut être
traité en analysant un seul système polytopique, global, qui contient l’ensemble
des sous-systèmes. Les conditions LMI pour l’existence d’une fonction de Lya-
punov polytopique [27] peuvent être directement appliquées. L’inconvénient de
cette approche est qu’elle aboutit à la résolution d’un problème d’optimisation
non convexe (BMI) dans le cas où on souhaite l’utiliser pour calculer un correc-
teur stabilisant. On proposera donc, dans un deuxième temps, une approche de
type LMI qui peut être utilisée à la fois pour l’analyse de stabilité et la synthèse
de contrôle. Un nouveau type de fonction de Lyapunov sera introduit : les fonc-
tions de Lyapunov poly-quadratiques dépendant des paramètres (FLPQDP), qui
sont des fonctions de Lyapunov qui prennent en compte à la fois la structure
particulière des systèmes à commutation et les paramètres incertains. On mon-
trera que l’utilisation de telles fonctions permet de réduire le conservatisme. Des
conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence de ces fonctions seront don-
nées en termes d’inégalités matricielles linéaires. L’approche sera étendue pour la
synthèse d’un retour d’état commuté.

2.1.1 Préliminaires

Dans la littérature, les différentes erreurs de modélisation (ou d’approxima-
tion) et les modèles qui rendent compte de ces erreurs sont appelés respectivement
incertitudes paramétriques et modèles incertains [8].

Pour les systèmes à commutation en temps discret, le modèle incertain peut
être écrit sous la forme :

x(k + 1) = Âσ(t) x(k) (2.1)

où Âi représente une matrice incertaine appartenant à un domaine Ai ⊂ R
n×n, ∀ i ∈

I. Il existe plusieurs représentations d’incertitudes [8]. Les plus fréquentes concernent
un domaine Ai compact et englobent

– les incertitudes bornées en norme, que l’on écrit classiquement sous la forme :

Âi ∈ Ai = {Ai,0 + DiFi(k)Ei, ‖Fi(k)‖ ≤ 1} , (2.2)
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où les matrices Ai,0 déterminent un fonctionnement nominal, Di et Ei des
matrices données ∀ i ∈ I et Fi(k) l’incertitude ;

– les incertitudes polytopiques, avec

Âi ∈ Ai = co {Ai,1, Ai,2, . . . , Ai,nai
} , ∀ i ∈ I (2.3)

où Ai,1, Ai,2, . . . , Ai,nai
représente un ensemble de matrices appelées som-

mets.
Une question importante est de savoir s’il est possible d’étendre les résultats

dont on dispose sur les systèmes à commutation classiques au cas des modèles à
commutation incertains.

2.1.1.1 Critères de stabilité pour les systèmes incertains

Ici, les résultats sur la stabilité proposés dans [27] vont être rappelés. Ces
résultats reposent sur l’existence d’une fonction de Lyapunov poly-quadratique
et peuvent être appliqués au cas des systèmes à commutation incertains.

Un système polytopique en temps discret est défini par :

x(k + 1) =
na
∑

i=1

αi(k)Aix(k), (2.4)

na
∑

i=1

αi(k) = 1, αi ≥ 0, ∀ i = 1, . . . , na

où les coefficients αi représentent les paramètres incertains. Dans [27], la stabilité
d’un tel système est analysée par des fonctions de Lyapunov poly-quadratiques
sous la forme

V (k) = xT (k)
na
∑

i=1

αi(k)Pi x(k), Pi = P T
i > 0. (2.5)

Ces fonctions dépendent des paramètres incertains αi,∀ i = 1, . . . , na.
Le système (2.4) est poly-quadratiquement stable s’il existe une fonction de

Lyapunov (2.5) dont la différence est strictement définie négative pour toutes les
trajectoires du système. Des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité
poly-quadratique sont données par le théorème suivant :

Théorème 19 Le système (2.4) est poly-quadratiquement stable si et seulement
s’il existe des matrices symétriques définies positives Si, ∀ i = 1, . . . , na, et des
matrices Gi de dimensions appropriées telles que :

[

Gi + GT
i − Si GT

i AT
i

AiGi Sj

]

> 0 (2.6)

pour tous i = 1, . . . , na et j = 1, . . . , na. Dans ce cas, la fonction de Lyapunov
est donnée par l’équation (2.5) avec Pi = S−1

i .
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2.1.1.2 Application au cas des systèmes à commutation

Considérons le système à commutation incertain suivant :

x(k + 1) = Âσ(k)(k)x(k) (2.7)

où
{

Âi : i ∈ I
}

avec I = {1, 2, .., N}, est une famille de matrices

Âσ(k)(k) =
nσ
∑

j=1

ασj(k)Aσj,

nσ
∑

j=1

ασj(k) = 1, ασj(k) ≥ 0

et σ : Z+ → I représente la loi de commutation. Autrement dit, les domaines
incertains Aσ sont des polytopes convexes où les coefficients αij décrivent l’ième
sous-système polytopique, Aσj représentent les points extrêmes (sommets) du
polytope Aσ et nσ est le nombre de sommets. Considérons

S = {A11, . . . , A1n1
, . . . , AN1, . . . , ANnN

}

l’ensemble qui contient tous les sommets du système et

E = {E | E ∈ S, coS 6= co(S − {E}), }

E = {E1 . . . EM} ,

l’ensemble des points extrêmes de l’enveloppe convexe de S, où M représente
le nombre de points extrêmes de S, et coS l’enveloppe convexe de S 2 . Une
représentation graphique est donnée dans la figure 2.1.

Théorème 20 [48] Le système (2.7) est poly-quadratiquement stable si et seule-
ment s’il existe des matrices symétriques définies positives Si, ∀ i = 1, . . . ,M , et
des matrices Gi de dimension appropriée telles que :

[

Gi + GT
i − Si GT

i ET
i

EiGi Sj

]

> 0 (2.8)

pour tous i = 1, . . . ,M et j = 1, . . . ,M . Dans ce cas, la fonction de Lyapunov
est donnée par l’équation (2.5) avec Pi = S−1

i .

Preuve. La démonstration repose sur le fait qu’une combinaison convexe des
polytopes convexes est aussi un polytope convexe, c’est-à-dire que le système
(2.7) peut être exprimé sous la forme (2.4), pour laquelle le théorème 19 peut
être appliqué.

Le système (2.7) est équivalent à

x(k + 1) =
N
∑

i=1

ni
∑

j=1

ξi(k)αij(k)Aijx(k), (2.9)

2Rappelons qu’il existe dans la littérature des procédures numériques pour le calcul de
l’enveloppe convexe [79, 5].
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Â1 
Â2 

E 2 
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E 4 
 

E 3 

 

co S 

E 1 

 

Fig. 2.1 – Pour un système diagonal du deuxième ordre, les domaines incertains
peuvent être illustrés graphiquement. On montre ici la construction d’un système
polytopique global (coS) qui contient l’ensemble des sous-systèmes possibles (en
gris dans la figure).

avec

ξi : Z
+ → {0, 1},

N
∑

i=1

ξi(k) = 1, ∀ k ∈ Z
+.

La loi de commutation est simplement remplacée par les paramètres ξi tels
que ξi = 1 quand σ = i et 0 dans le cas contraire. Cette représentation est
strictement équivalente à (2.7) ; aucune source supplémentaire de conservatisme
n’est introduite.

Considérons la notation A :

A =
N
∑

i=1

ξi(k)Âi =
N
∑

i=1

ni
∑

j=1

ξi(k)αij(k)Aij. (2.10)

Ceci signifie que A est une combinaison convexe de Aij ∈ S. Puisque Ep, ∀ p =
1, . . . ,M sont les points extrêmes de coS, on peut écrire

A =
M
∑

p=1

Λp(k)Ep, Λp ≥ 0,
M
∑

p=1

Λp(k) = 1.

Donc A est une incertitude polytopique convexe similaire à celle qui décrit le
système (2.4). Cela implique que n’importe quel système à commutation incertain
avec des incertitudes polytopiques est équivalent à un système polytopique sous
la forme (2.4). La démonstration s’achève en appliquant le théorème 19. �

Quand la matrice d’entrée est connue et constante, le théorème précédent peut
être directement étendu pour la synthèse d’un retour d’état commun à l’ensemble
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Chapitre 2. Systèmes à commutation avec incertitudes

des sous-systèmes. En revanche, pour le cas général, la synthèse d’un retour d’état
commuté n’est pas chose aisée.

2.1.2 Fonctions de Lyapunov poly-quadratiques dépendant

des paramètres

Pour obtenir une méthode de synthèse de loi de commande robuste, une nou-
velle approche est présentée. L’approche repose sur la construction de fonctions de
Lyapunov qui commutent et qui dépendent des paramètres incertains. Ces fonc-
tions peuvent être utilisées pour analyser la stabilité asymptotique des systèmes
incertains et pour synthétiser un retour d’état commuté.

2.1.2.1 Analyse de stabilité robuste

Considérons le système à commutation incertain (2.7) et sa représentation
équivalente (2.9). La structure du système suggère d’utiliser des fonctions qui
commutent suivant le sous-système actif et varient aussi en fonction des para-
mètres incertains, c’est-à-dire :

V (k) = xT (k)P̂σ(k)x(k), avec P̂σ(k) =
nσ
∑

j=1

ασj(k)Pσj

= xT (k)
N
∑

i=1

ni
∑

j=1

ξi(k)αij(k)Pij x(k) (2.11)

où Pij = P T
ij > 0. Le système (2.9) est asymptotiquement stable si la différence

de la fonction de Lyapunov ,

L = V (k + 1) − V (k)

satisfait la relation :

L = xT (k)
(

ATP+A−P
)

x(k) < 0 (2.12)

où

A =
N
∑

i=1

ni
∑

j=1

ξi(k)αij(k)Aij,

P =
N
∑

i=1

ni
∑

j=1

ξi(k)αij(k)Pij,

P+ =
N
∑

i=1

ni
∑

j=1

ξi(k + 1)αij(k + 1)Pij

=
N
∑

p=1

ni
∑

q=1

ξp(k)αpq(k)Ppq,

∀ k, ∀ x(k), ∀ ξi et ∀ αij.
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Définition 21 Les fonctions (2.11) décroissantes pour toutes les solutions du
système (2.9) seront appelées fonctions de Lyapunov poly-quadratiques dépendant
des paramètres (FLPQDP).

Théorème 22 [48] Il existe une FLPQDP si et seulement s’il existe des matrices
symétriques définies positives Sij, ∀ i = 1, . . . N , j = 1, . . . , ni et des matrices
Gij de dimension appropriée telles que :

[

Gij + GT
ij − Sij GT

ijA
T
ij

AijGij Spq

]

> 0 (2.13)

pour tout i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , ni, p = 1, . . . , N et q = 1, . . . , np. Les matrices
de Lyapunov sont données par Pij = S−1

ij .

Preuve. La preuve suit les grandes lignes de [27]. Pour démontrer la suffisance
des conditions, on suppose que les conditions (2.13) sont vraies. Cela implique
que

Gij + GT
ij − Sij > 0.

Donc Gij est une matrice inversible et, puisque Sij > 0, on obtient :

(Sij − Gij)
T S−1

ij (Sij − Gij) ≥ 0,

ce qui est équivalent à

GT
ijS

−1
ij Gij ≥ GT

ij + Gij − Sij.

Donc la relation (2.13) implique
[

GT
ijS

−1
ij Gij GT

ijA
T
ij

AijGij Spq

]

> 0. (2.14)

En multipliant la relation précédente à droite et à gauche par diag(G−T
ij , S−1

pq ) et
sa transposée, on obtient

[

S−1
ij AT

ijS
−1
pq

S−1
pq Aij S−1

pq

]

> 0 (2.15)

Considérons la notation Pij = S−1
ij . L’inégalité (2.15) devient

[

Pij AT
ijPpq

PpqAij Ppq

]

> 0

pour tout i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , ni, p = 1, . . . , N et q = 1, . . . , np. En multi-
pliant par les coefficients appropriés et en additionnant, on obtient

[

P ATP+

P+A P+

]

> 0
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Chapitre 2. Systèmes à commutation avec incertitudes

ce qui implique, par le complément de Schur, que la différence de la fonction de
Lyapunov (2.11) est strictement décroissante pour toutes les solutions du système
(2.9).

Pour montrer la nécessité, on suppose que L satisfait la relation (2.12). Alors
la condition

ATP+A−P < 0 (2.16)

est vraie, ce qui implique que

Pij − AT
ijPpqAij > 0

pour tout i, p = 1..N, j = 1..ni, q = 1..np. Soit Sij = P−1
ij et Spq = P−1

pq . En
appliquant le complément de Schur, on obtient

Spq − AijSijA
T
ij = Tijpq > 0.

Pour Gij = Sij + 2gijI avec gij un scalaire positif, il existe un gij suffisamment
petit tel que

g−2
ij (Sij + 2gijI) > AT

ijT
−1
ijpqAij

Par le complément de Schur, la relation précédente est équivalente à
[

Sij + 2gijI −gijA
T
ij

−Aijgij Tijpq

]

> 0

et elle peut être écrite comme
[

Gij + GT
ij − Sij SijA

T
ij − GijA

T
ij

AijSij − AijGij Spq − AijSijA
T
ij

]

> 0.

On peut remarquer que cette relation est identique à
[

I 0
−Aij I

] [

Gij + GT
ij − Sij GT

ijA
T
ij

AijGij Spq

] [

I −AT
ij

0 I

]

> 0.

�

2.1.2.2 Synthèse des commandes robustes

Dans cette sous-section, la synthèse d’un retour d’état commuté sera discutée
pour le système incertain suivant :

x(k + 1) = Âσ(k)x(k) + B̂σ(k)u(k), (2.17)

où

Âσ(k) =
naσ
∑

j=1

ασj(k)Aσj, et B̂σ(k) =
nbσ
∑

l=1

βσl(k)Bσl, (2.18)

naσ
∑

j=1

ασj(k) = 1, ασj(k) ≥ 0,
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nbσ
∑

l=1

βσl(k) = 1, βσl(k) ≥ 0, ∀ k ∈ Z
+

représentent des matrices d’état et d’entrée incertaines. σ représente la loi de
commutation, ασj et βσl sont les paramètres incertains et naσ, nbσ le nombre de
sommets des polytopes, respectivement Âσ et B̂σ.

Hypothèse 23 On suppose que la loi de commutation σ(k) est disponible en
temps réel pour le calcul du contrôle.

Le problème est de trouver un retour d’état commuté

u(k) = Kσ(k)x(k) (2.19)

qui stabilise le système incertain en boucle fermée.
La solution du problème de contrôle robuste est donnée par le théorème sui-

vant :

Théorème 24 [48] Il existe un retour d’état (2.19) qui stabilise le système (2.17)
s’il existe des matrices symétriques définies positives Sijl,et des matrices Gi et Ri,
solutions des LMIs :

[

Gi + GT
i − Sijl GT

i AT
ij + RT

i BT
il

AijGi + BilRi Spwv

]

> 0, (2.20)

∀i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , nai, l = 1, . . . , nbi, p = 1, . . . , N , w = 1, . . . , nap et
v = 1, . . . , nbp. Le retour d’état commuté est donné par l’équation (2.22) avec

Ki = RiG
−1
i .

Preuve.
Le système peut être écrit sous la forme :

x(k + 1) =
N
∑

i=1

ξi(k)Âi(k)x(k) +
N
∑

i=1

ξi(k)B̂i(k)u(k), (2.21)

où les paramètres ξi(k) remplacent la loi de commutation σ(k) tels que ξi = 1
quand σ(k) = i et ξi = 0 dans le cas contraire.

Le retour d’état commuté (2.19) s’écrit sous la forme

u(k) =
N
∑

i=1

ξi(k)Kix(k) (2.22)

et le système en boucle fermée est donné par l’équation suivante

x(k + 1) =
N
∑

i=1

ξi(k)(Âi + B̂iKi)x(k).
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Considérant l’équation (2.18), le système en boucle fermée s’écrit sous la forme

x(k + 1) =
N
∑

i=1

ξi(k)

(

nai
∑

j=1

αij(k)Aij +

nbi
∑

l=1

βil(k)BilKi

)

x(k)

ce qui est équivalent à :

x(k + 1) =
N
∑

i=1

nai
∑

j=1

nbi
∑

l=1

ξi(k)αij(k)βil(k)Hijlx(k)

avec Hijl = Aij + BilKi.
Considérons la fonction de Lyapunov :

V (k) = xT (k)Px(k)

avec

P =
N
∑

i=1

nai
∑

j=1

nbi
∑

l=1

ξi(k)αij(k)βil(k)Pijl. (2.23)

La différence de la fonction de Lyapunov pour une trajectoire quelconque du
système est :

V (k + 1) − V (k) = x(k)(HTP+H−P)x(k),

où

H =
N
∑

i=1

nai
∑

j=1

nbi
∑

l=1

ξi(k)αij(k)βil(k)Hijl,

et

P+ =
N
∑

i=1

nai
∑

j=1

nbi
∑

l=1

ξi(k + 1)αij(k + 1)βil(k + 1)Pijl

=
N
∑

p=1

nap
∑

w=1

nbp
∑

v=1

ξp(k)αpw(k)βpv(k)Ppwv.

Supposons que les conditions (2.20) sont faisables. En introduisant

Ki = RiG
−1
i

dans les conditions (2.20), on obtient :
[

Gi + GT
i − Sijl GT

i AT
ij + GT

i KT
i BT

il

AijGi + BilKiGi Spwv

]

> 0,

ce qui est équivalent à
[

Gi + GT
i − Sijl GT

i HT
ijl

HijlGi Spwv

]

> 0. (2.24)
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En utilisant des arguments similaires à ceux donnés pour la démonstration du
théorème 22, on peut montrer que (2.24) est équivalent à :

[

Pijl HT
ijlPpwv

PpwvHijl Ppwv

]

> 0

avec Pijl = S−1
ijl , pour tout i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , nai, l = 1, . . . , nbi, p =

1, . . . , N , w = 1, . . . , nap et v = 1, . . . , nbp. En multipliant par les coefficients
appropriés et en additionnant, on obtient

[

P HTP+

P+H P+

]

> 0

ce qui implique, par le complément de Schur, que la différence de la fonction de
Lyapunov (2.23) est strictement décroissante pour toutes les solutions du système.

Remarques.
– De façon similaire au cas des systèmes à commutation sans incertitude [28],

il est très facile de montrer théoriquement que les conditions de stabilisation
proposées généralisent les conditions basées sur des fonctions de Lyapunov
classiques sous la forme xT Pσx ou xT Px.

– En utilisant la dualité commande/observation, ce théorème s’applique aussi
au problème de reconstruction d’état pour les systèmes à commutation in-
certains.

– Lorsque les incertitudes Âσ et B̂σ dépendent d’un paramètre incertain com-
mun, un cas particulier de (2.18) avec j = l, naσ = nbσ, et ασj = βσl = λσj,
les conditions LMI (2.20) deviennent :

[

Gi + GT
i − Sij GT

i AT
ij + RT

i BT
ij

AijGi + BijRi Suv

]

> 0, (2.25)

pour tous i, u = 1..N , j, v = 1..naσ, où Sij et Suv sont des matrices symé-
triques définies positives.

2.1.3 Exemples numériques

L’efficacité des méthodes d’analyse de stabilité et de synthèse de commande ro-
buste présentées dans la sous-section précédente est illustrée sur quelques exemples
numériques académiques.

Exemple 2.1 Pour illustrer les conditions LMI de stabilité obtenues dans les
sections précédentes, nous allons considérer un système à commutation incertain
avec incertitude affine sous la forme :

x(k + 1) = Âσx(k)
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où
Âσ(k) = A0σ + Dσρ(k)Eσ, ρ(k) ∈ [−1, 1].

L’intérêt de ce type d’incertitude est le fait de pouvoir le représenter à la fois
comme une incertitude bornée en norme sous la forme (2.2) avec ρ(k) = F (k), et
comme une incertitude polytopique

Âσ(k) = ασ1(k)Aσ1 + ασ2(k)Aσ2,

avec
Aσ1 = A0σ + DσEσ et Aσ2 = A0σ − DσEσ,

ασ1(k), ασ2(k) > 0, ασ1(k) + ασ2(k) = 1, ∀ k ∈ Z
+.

Cela nous permettra de comparer nos résultats avec les autres conditions LMI
existantes dans la littérature. Ces conditions, les seules disponibles dans le cas des
systèmes à commutation incertains, sont fondées sur la stabilité quadratique [52]
et sur des fonctions de Lyapunov qui ne dépendent pas des paramètres incertains
[110], pour les incertitudes bornées en norme.

L’exemple choisi correspond à

A01 =













0.2 0.2 0.3 0.1 −0.5
0.8 0 −0.1 −0.3 0.3

0 −0.3 −0.4 0 0
0 0.3 0.1 0.3 0.5

−0.2 0 0 0 0.1













,

A02 =













−0.7 −0.7 0 0 0.2
0.5 0.3 0.3 −0.3 0
0.3 0.4 0.3 0.6 0.3
0.3 −0.8 0 0 0
0.1 −0.7 0.1 −0.3 0.3













,

DT
1 = [0.2 0.5 − 0.1 0.3 0.2],

DT
2 = [−0.5 0.38 0.5 0.2 0.5],

E1 = [−0.3 − 0.3 − 0.5 0.2 0.3]

E2 = [−0.2 0.1 − 0.1 − 0.05 0.7].

Pour ce système, les conditions de stabilité robuste présentées dans [52, 110]
s’avèrent trop conservatives et sont trouvées infaisables. La faisabilité a été testée
avec le solveur LMI SEDUMI. En revanche, les conditions LMI (2.8) et (2.13)
ont une solution. Cela implique qu’il existe des fonctions de Lyapunov sous les
formes (2.5) et (2.11) pour ce système.

Exemple 2.2 On considère le système incertain

x(k + 1) = Âσ(k)x(k) + B̂σ(k)u(k), (2.26)

36
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où

Âσ(k) = A0σ + Dσρ(k)EA
σ ,

et
B̂σ(k) = B0σ + Dσρ(k)EB

σ , ∀ρ(k) ∈ [−1, 1],

représentent des incertitudes affines similaires à celles présentées dans l’exemple
2.1. Les incertitudes Âσ et B̂σ, dépendent d’un paramètre incertain commun ρ(k),
de façon identique aux systèmes analysés dans [110]. On considère les matrices
suivantes :

A01 =





−0.1 0.7 −0.2
−0.4 0.7 1

0.3 0.3 0



 , A02 =





1 0.7 0.7
0.4 0.6 0.2

1 0.7 0



 ,

B01 = [0.1 0.8 0.8]T , B02 = [0.2 0.9 0.2]T

D1 = [−0.2328 0.4340 − 0.4590]T ,

D2 = [−0.2645 0.2681 0.9316]T ,

EA
1 = [0.7461 − 0.4767 0.1131],

EA
2 = [−0.4787 0.4671 0.4731],

EB
1 = 0.8194 et EB

2 = −0.7610.

Les conditions LMI proposées dans [110] sont trouvées infaisables. En revanche, le
théorème 24 permet de construire un retour d’état commuté sous la forme (2.22).
En effet, les conditions LMI (2.25) ont une solution et les gains du retour d’état
obtenus sont

K1 = [0.1956 − 0.8403 − 0.7902]

K2 = [−1.1285 − 1.1554 − 0.353].

2.2 Loi de commutation incertaine

Cette section est consacrée à l’étude des systèmes à commutation avec une loi
de commutation incertaine. Ce type de problème intervient en particulier lorsqu’il
existe des retards entre l’élaboration du signal de commutation et l’application
effective au niveau des actionneurs. Par ailleurs, le problème est également présent
lorsque la loi de commutation représente un évènement extérieur dont l’instant
d’occurrence n’est pas parfaitement identifié.

Dans la littérature, il existe très peu de résultats qui discutent ces aspects. A
notre connaissance, seul le cas des systèmes affines par morceaux a été traité [86].
Pour ces systèmes, les incertitudes de commutations sont dues aux problèmes de
modélisation des surfaces de commutation. Les auteurs offrent une solution de
type LMI, en modifiant les contraintes sur les inégalités (1.15).
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Dans cette étude, le cas des systèmes en temps discret qui sont stabilisés
par un retour d’état commuté est analysé. La loi de commutation est supposée
arbitraire.

Dans un premier temps, on va s’interroger sur la stabilité du système en boucle
fermée lorsque la loi de commande utilise un signal de commutation temporaire-
ment incertain. Le problème est formalisé de la façon suivante : en supposant que
les gains sont déterminés tels que le système en boucle fermée soit stable lorsque
la loi de commutation est parfaitement connue, déterminer les restrictions à impo-
ser sur la loi de commutation permettant de garantir que le système reste stable
malgré l’incertitude sur la loi de commutation. Les conditions de stabilité seront
formulées en termes de temps de séjour minimum [122, 73]. L’objectif est de
déterminer le temps minimum de fonctionnement avec une loi de commutation
parfaitement connue tel que le système en boucle fermée reste asymptotiquement
stable.

Dans un deuxième temps, on suppose que le signal est partiellement connu :
sa valeur exacte n’est pas disponible mais à chaque instant on connaît un sous-
ensemble de valeurs possibles. Dans ce contexte, nous allons étudier le problème
de synthèse d’un retour d’état robuste par rapport aux incertitudes sur la loi de
commutation.

2.2.1 Signal temporairement inconnu - formulation du pro-

blème

Ici on formalise mathématiquement le problème de la loi de commutation tem-
porairement inconnue. Considérons le système à commutation en temps discret
suivant :

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) + Bσ(k)u(k) (2.27)

où x(k) ∈ R
n représente le vecteur d’état du système, u(k) ∈ R

m l’entrée, σ :
Z

+ → I = {1, 2, . . . , N}, la loi de commutation, Aσ(k) ∈ R
n×n et Bσ(k) ∈ R

n×m,
respectivement les matrices d’état et d’entrée. Le système est contrôlé par le
retour d’état commuté

u(k) = Kγ(k)x(k) (2.28)

où γ : Z → I représente le signal de commutation utilisé dans le contrôle. On
suppose que les gains Kγ(k) sont déterminés tels que le système en boucle fermée
soit stable pour σ(k) = γ(k).

Définition 25 (Configuration nominale) Lorsque le système utilise le signal
de commutation approprié, c’est-à-dire quand γ(k) = σ(k), on dit que le système
est dans une configuration nominale.

Définition 26 (Configuration incertaine) Lorsque le signal de commutation
est incertain, c’est-à-dire quand le couple (γ(k), σ(k)) ∈ I × I, on dit que le
système est dans une configuration incertaine.
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2.2. Loi de commutation incertaine

Définition 27 (Dynamique mixte) Lorsque γ(k) 6= σ(k) on dit que le sys-
tème présente une dynamique mixte. Ces dynamiques sont données par l’équation
suivante :

x(k + 1) = (Ai + BiKj) x(k), i, j ∈ I, i 6= j.

Idéalement, le signal de commutation utilisé dans la commande, γ(k), et le vrai
signal de commutation, σ(k), sont identiques. Lorsque la loi de commutation
est incertaine, il est possible que le système soit commandé avec un signal de
commutation différent du vrai signal, γ(k) 6= σ(k). L’apparition de dynamiques
mixtes dans le fonctionnement du système est inévitable.

Les dynamiques mixtes risquent de perturber le fonctionnement du système.
Les gains de retour d’état sont conçus pour assurer la stabilisation en confi-
guration nominale, pour σ(k) = γ(k). Ils ne garantissent rien dans le cas des
dynamiques mixtes. Celles-ci ne sont pas forcément stables et risquent d’affecter
les performances du système, voire sa stabilité.

Le système en boucle fermée est équivalent à un système qui commute à la
fois en fonction du vrai signal de commutation, σ(k), et du signal de commutation
γ(k) utilisé pour le calcul de la commande, u(k) :

x(k + 1) = Ā(σ(k),γ(k))x(k) (2.29)

avec

Ā(σ(k),γ(k)) = Aσ(k) + Bσ(k)Kγ(k). (2.30)

Contrairement au cas classique où l’on suppose que les instants de commuta-
tion et les modes actifs sont connus avec précision, on s’intéresse ici au problème
d’un signal de commutation temporairement incertain :

Hypothèse 28 (Signal de commutation temporairement incertain) On
suppose que lorsqu’une commutation a lieu, le système reste un nombre ∆u d’échan-
tillons dans une configuration incertaine. Dans cette configuration, les dyna-
miques mixtes sont possibles. La période ∆u est supposée bornée

∆u
min ≤ ∆u ≤ ∆u

max. (2.31)

De plus, on émet l’hypothèse que le système demeure dans une configuration
nominale pour au moins ∆n échantillons avant qu’une autre commutation inter-
vienne.

Le problème est de déterminer la relation entre le temps minimum de fonc-
tionnement en régime nominal, ∆n, les bornes sur le fonctionnement incertain
∆u

max, ∆u
min et les autres paramètres du système telle que le système en boucle

fermée soit stable.
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Chapitre 2. Systèmes à commutation avec incertitudes

2.2.2 Conditions de stabilité pour un signal temporaire-

ment inconnu

Dans cette section, des conditions de stabilité en termes de temps de séjour
sont formulées. Ces conditions reposent sur l’évaluation du taux de décroissance
dans une configuration nominale et le taux de croissance dans une configuration
incertaine. Ces notions sont définies comme suit :

Définition 29 (Taux de décroissance) Considérons un système exponentiel-
lement stable. Alors il existe deux constantes c > 0 et 0 < λ < 1 qui vérifient
l’inégalité

‖x(k)‖2 < cλk−k0 ‖x(k0)‖
2 , ∀k > k0.

Toute constante λ qui vérifie cette inégalité est appelée une estimation du taux de
décroissance du système.

Définition 30 (Taux de croissance) 3 Considérons un système instable. Alors
il existe deux constantes c > 0 et λ > 1 qui vérifient l’inégalité

‖x(k)‖2 < cλk−k0 ‖x(k0)‖
2 , ∀k > k0.

Toute constante λ vérifiant cette inégalité est appelée taux de croissance du sys-
tème.

Considérons les scalaires λn > 0, λu > 0, et les matrices symétriques définies
positives P n

σ et P u
(σ,γ), solutions des inégalités matricielles suivantes :

ĀT
(σ,γ)P

u
(σ,γ)Ā(σ,γ) − λuP

u
(σ,γ) < 0, ∀ (σ, γ) ∈ I × I, (2.32)

ĀT
(σ,σ)P

n
σ Ā(σ,σ) − λnP

n
σ < 0, ∀ σ ∈ I. (2.33)

De plus, considérons les nombres scalaires

cn =
maxσ∈I eigmax (P n

σ )

minσ∈I eigmin (P n
σ )

, (2.34)

cu =
max(σ,γ)∈I×I eigmax

(

P u
(σ,γ)

)

min(σ,γ)∈I×I eigmin

(

P u
(σ,γ)

) (2.35)

où eigmax (X) et eigmin (X) désignent, respectivement, la plus grande et la plus
petite valeur propre d’une matrice X symétrique.

3Un aperçu de la façon dont ces taux peuvent être déterminés pour le cas des systèmes LTI
est donné en annexe.
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2.2. Loi de commutation incertaine

Théorème 31 [50] Soient λ∗
n, λ∗

u, les solutions du problème d’optimisation :

λ∗
n = min λn, λ∗

u = min λu

sujettes aux contraintes (2.32) et (2.33). Le système en boucle fermée (2.29) est
asymptotiquement stable si les relations suivantes sont vérifiées

cn cu (λ∗
n)∆n

(λ∗
u)

∆u
max < 1, lorsque λ∗

u > 1 (2.36)

ou
cn cu (λ∗

n)∆n

(λ∗
u)

∆u
min < 1, lorsque λ∗

u < 1. (2.37)

Preuve. Considérons les fonctions suivantes :

V n(k) = xT (k)P n
σ(k)x(k), (2.38)

V u(k) = xT (k)P u
(σ(k),γ(k))x(k). (2.39)

La fonction V n est associée à une configuration nominale. V u est associée aux
dynamiques incertaines. En tenant compte des équations (2.32) et (2.33), on peut
remarquer que

V n(k) < (λ∗
n)k−k0V n(k0),

si le système est dans une configuration nominale, c’est-à-dire σ(τ) = γ(τ) =
σ(k0), ∀ τ ∈ [k0, k) ⊂ Z

+ et

V u(k) < (λ∗
u)

k−k0V u(k0)

si le système est dans une configuration incertaine, c’est-à-dire si le couple (σ(τ), γ(τ))
prend une valeur arbitraire (σ(k0), γ(k0)) dans le domaine I ×I, ∀ τ ∈ [k0, k) ⊂
Z

+. On peut remarquer que λ∗
n < 1, puisque les gains Kσ sont supposés stabili-

sants en configuration nominale, c’est-à-dire que les matrices

Aσ(k) + Bσ(k)Kσ(k)

sont stables ∀ σ ∈ I. Cela implique que la fonction V n(k) est strictement
décroissante et que son taux de décroissance est borné par (λ∗

n).
En revanche, puisque les gains Kγ(k) ne sont pas choisis pour stabiliser une

autre combinaison que
Aγ(k) + Bγ(k)Kγ(k),

λu peut être supérieure à 1. La fonction V u(k) peut être divergente. Cependant
son taux de croissance peut être, lui aussi, borné par (λ∗

u).
En utilisant les valeurs propres maximales et minimales des matrices P n

σ ,P u
(σ,γ),

chaque fonction V n(k), V u(k) peut être bornée. Pour la configuration nominale,
on a

minσ∈I eigmin (P n
σ ) ‖x(k)‖2 < V n(k) <

maxσ∈I eigmax (P n
σ ) ‖x(k)‖2 .
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Chapitre 2. Systèmes à commutation avec incertitudes

De même, pour la configuration incertaine, on obtient

minσ∈I eigmin

(

P u
(σ,γ)

)

‖x(k)‖2 < V u(k) <

max(σ,γ)∈I×I eigmax

(

P u
(σ,γ)

)

‖x(k)‖2 .

Donc, en analysant la norme du vecteur d’état, on peut déduire le taux de crois-
sance en régime incertain et le taux de décroissance en régime nominal comme
suit :

‖x(k)‖2 <







cn (λ∗
n)k−k0 ‖x(k0)‖

2 , σ(τ) = γ(τ) = σ(k0),

cu (λ∗
u)

k−k0 ‖x(k0)‖
2 , (σ(τ), γ(τ)) = (σ(k0), γ(k0)) ∈ I × I,

(2.40)
∀ τ ∈ [k0, k) avec cn et cu respectivement donnés par (2.34) et (2.35).

Soit ku
j l’instant où le système en boucle fermée arrive en configuration in-

certaine et kn
j , l’instant où le système démarre un comportement nominal, j =

1, 2, 3 . . .. En introduisant les hypothèses sur le temps minimum de séjour dans
une configuration nominale, ∆n, et sur les bornes de ∆u, il est possible d’affirmer
que

∆u
min ≤ kn

j − ku
j ≤ ∆u

max,

et
ku

j+1 − kn
j ≥ ∆n.

Sans perte de généralité, on peut supposer qu’initialement le système se trouve
dans une configuration incertaine. Cela implique que ku

j < kn
j . Le système évolue

par des successions séquentielles des configurations nominales (σ(k) = γ(k)) et
incertaines ((σ(k), γ(k)) ∈ I × I tel qu’il est possible que σ(k) 6= γ(k)).

On va analyser le comportement du système sur une séquence quelconque,
entre les instants ku

j et ku
j+1. Puisque σ(k) 6= γ(k), ∀k ∈

[

ku
j , kn

j

)

et σ(k) =

γ(k), ∀k ∈
[

kn
j , ku

j+1

)

, on peut remarquer, en utilisant l’équation (2.40), que la
norme du vecteur d’état à la fin d’une séquence est bornée

∥

∥x(ku
j+1)

∥

∥

2
< cn · cu · (λ

∗
n)ku

j+1
−kn

j · (λ∗
u)

kn
j −ku

j ·
∥

∥x(ku
j )
∥

∥

2
. (2.41)

En utilisant le fait que la constante λ∗
n est inférieure à 1 et que le temps

minimum de fonctionnement nominal est ∆n, il est possible d’observer que le
taux de décroissance en configuration nominale respecte la relation

(λ∗
n)ku

j+1
−kn

j ≤ (λ∗
n)∆n

.

Par ailleurs, puisque λ∗
u peut être à la fois plus petit ou plus grand que 1, on peut

déduire que

(λ∗
u)

kn
j −ku

j ≤







(λ∗
u)

∆u
max , λ∗

u > 1

(λ∗
u)

∆u
min , λ∗

u ≤ 1.
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2.2. Loi de commutation incertaine

xT(k).x(k) 
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1
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1
K
1
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 n
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2
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1
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2
+B

2
K
2

Fig. 2.2 – Principe : le problème peut être abordé en évaluant des bornes supé-
rieures pour l’évolution de ‖x(k)‖2 en configuration nominale et en configuration
incertaine. Ces bornes, des fonctions sous la forme cn · λn

k−kn
j

∥

∥x(kn
j )
∥

∥

2
, pour la

configuration nominale et cu · λu
k−ku

j

∥

∥x(ku
j )
∥

∥

2
, pour le cas incertain, sont repré-

sentées en gras dans la figure.

En utilisant l’équation (2.40), on obtient que le système est asymptotiquement
stable si les conditions (2.36) et (2.37) sont satisfaites. �

Remarque. Le théorème implique une convergence asymptotique qui n’est
pas strictement monotone. Au lieu de demander une décroissance stricte d’une
fonction de Lyapunov, le théorème indique que le système est stable si la norme
du vecteur d’état est strictement décroissante d’un instant de commutation au
suivant (voir aussi la relation avec les travaux proposés dans [60] où l’on propose
des fonctions de Lyapunov dont la variation est considérée sur k échantillons).
De plus, s’il existe un scalaire 0 < λ < 1 tel que

(λ∗
n)∆n

(λ∗
u)

∆u
max < λ∆u

max+∆n

, si λ∗
u > 1

où

(λ∗
n)∆n

(λ∗
u)

∆u
min < λ∆u

min+∆n

, si λ∗
u < 1,

alors le système est exponentiellement stable avec le taux de décroissance λ.
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Chapitre 2. Systèmes à commutation avec incertitudes

2.2.3 Loi de commutation partiellement connue - stabilisa-

tion

Dans cette sous-section, on traite le problème de la synthèse des contrôleurs
commutés lorsque la loi de commutation est incertaine. Considérons le système à
commutation en temps discret

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) + Bσ(k)u(k) (2.42)

et le retour d’état commuté

u(k) = Kγ(k)x(k). (2.43)

On émet l’hypothèse que la loi de commutation σ(k) est partiellement connue.
Sa valeur exacte n’est pas disponible mais pour chacune de ses valeurs σ(k) =
i, ∀i ∈ I, on connaît un sous-ensemble des valeurs possibles Ei ⊂ I. Le si-
gnal de commutation γ(k) utilisé dans la commande prend des valeurs dans le
sous-ensemble Eσ(k). Dans ce contexte, on étudie le problème de la synthèse d’un
retour d’état robuste par rapport aux incertitudes sur la loi de commutation.
Considérons le système en boucle fermée

x(k + 1) =
(

Aσ(k) + Bσ(k)Kγ(k)

)

x(k),

∀ σ(k) ∈ I et ∀ γ(k) ∈ Eσ(k).

La synthèse LMI des gains Kγ(k) qui stabilisent le système en boucle fermée est
traitée.

Théorème 32 Considérons le système à commutation (2.42) et le retour d’état
(2.43) avec σ(k) ∈ I et γ(k) ∈ Eσ(k). S’il existe des matrices symétriques
définies positives Sα,β et des matrices Gβ, Rβ pour tout α ∈ I et β ∈ Eα, solutions
des inégalités matricielles linéaires





−Sα1,β1
+ Gβ1

+ GT
β1

GT
β1

AT
α1

+ RT
β1

BT
α1

Aα1
Gβ1

+ Bα1
Rβ1

Sα2,β2



 > 0 (2.44)

∀ α1, α2 ∈ I, β1, ∈ Eα1
, β2, ∈ Eα2

, alors les gains qui stabilisent asymptotique-
ment le système (2.42) sont donnés par

Kγ = RγG
−1
γ ,∀ σ ∈ I, et ∀ γ ∈ Eσ.

Preuve. Le théorème utilise des arguments similaires à ceux donnés pour la
démonstration du théorème 22. On peut montrer que lorsque les conditions (2.44)
sont satisfaites, la relation suivante est vraie :

−Sα1,β1
+ Gβ1

+ GT
β1

≤ GT
β1

S −1
α1,β1

Gβ1
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2.2. Loi de commutation incertaine

ce qui implique que




GT
β1

S −1
α1,β1

Gβ1
GT

β1
AT

α1
+ RT

β1
BT

α1

Aα1
Gβ1

+ Bα1
Rβ1

Sα2,β2



 > 0. (2.45)

En utilisant la relation
Rβ1

= Gβ1
Kβ1

et en multipliant à gauche et à droite par

[

GT
β1

−1
0

0 S −1
α2,β2

]

(2.46)

et sa transposée, on obtient





S −1
α1,β1

(Aα1
+ Bα1

Kβ1
)T S −1

α2,β2

S −1
α2,β2

(Aα1
+ Bα1

Kβ1
) S −1

α2,β2



 > 0.

En posant
Pα1,β1

= S −1
α1,β1

et Pα2,β2
= S −1

α2,β2
,

∀ α1, α2 ∈ I, β1 ∈ Eα1
, β2 ∈ Eα2

, on peut montrer que





Pα1,β1
(Aα1

+ Bα1
Kβ1

)T Pα2,β2

Pα2,β2
(Aα1

+ Bα1
Kβ1

) Pα2,β2



 > 0.

En utilisant le complément de Schur, l’équation précédente implique

Pα1,β1
− (Aα1

+ Bα1
Kβ1

)T Pα2,β2
(Aα1

+ Bα1
Kβ1

) > 0.

En posant σ(k) = α1, γ(k) = β1, σ(k +1) = α2 et γ(k +1) = β2 et en multipliant
à gauche et à droite respectivement par xT (k) et x(k) on obtient

xT (k)Pσ(k),γ(k)x(k)−

xT (k)
(

Aσ(k) + Bσ(k)Kγ(k)

)T
Pσ(k+1),γ(k+1)

(

Aσ(k) + Bσ(k)Kγ(k)

)

x(k) > 0

ce qui signifie qu’il y a une fonction de Lyapunov poly-quadratique sous la forme

V (x) = xT (k)Pσ(k), γ(k) x(k)

qui commute à la fois en fonction de la loi de commutation originelle σ(k) et du
signal utilisé dans la commande γ(k) dont la différence est strictement négative
pour les solutions du système en boucle fermée. �
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Chapitre 2. Systèmes à commutation avec incertitudes

2.2.4 Exemples numériques

Exemple 3.1 Pour illustrer les conditions de stabilité proposées pour le cas de
la loi de commutation temporairement incertaine, considérons le système suivant :

ẋ(t) = Aσx(t) + Bσu(t), σ ∈ {1, 2}

où

A1 =









0 1 0 0
20.6 0 0 0
0 0 0 1

−0.49 0 0 0









, A2 =









0 1 0 0
43.12 0 0 0

0 0 0 1
−0.98 0 0 0









B1 =









0
−1
0

0.5









, B2 =









0
−2
0

0.5









.

Le système est échantillonné avec la période d’échantillonnage T = 0.026s et il
est stabilisé en utilisant les gains

K1 = [137.2 43.53 8.9 16.68],

K2 = [84.23 20.77 7.09 12].

On considère que le signal de commutation reste incertain pour au plus trois
échantillons (∆u = 3). En utilisant les critères de stabilité proposés, on déter-
mine que le système est asymptotiquement stable s’il demeure au moins huit
périodes d’échantillonnage dans une configuration nominale (∆n = 8 ) avant
qu’une commutation ne se présente.

Exemple 3.2 Considérons le système

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) + Bσ(k)u(k)

avec I = {1, 2, 3, 4},

A1 =

[

0.5476 −0.9500
−0.6465 0.0351

]

, A2 =

[

0.2989 −0.9185
−0.9542 0.0741

]

,

A3 =

[

0.9378 0.1735
1.7643 0.0995

]

, A4 =

[

1.5828 0.2617
0.9066 −0.0178

]

et

B1 =

[

1.0174
0.5982

]

, B2 =

[

0.8536
0.3955

]

, B3 =

[

0.1609
0.4881

]

, B4 =

[

0.2617
0.3541

]

.
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2.3. Conclusion

Du point de vue de la commande, la loi de commutation n’est pas parfaitement
connue. Les incertitudes liées à la loi de commutation sont définies par les en-
sembles

E1 = E2 = {1, 2} et E3 = E4 = {3, 4} .

Le théorème 32 est appliqué afin de construire un retour d’état commuté robuste,
sous la forme

u(k) = Kγ(k)x(k)

avec γ(k) ∈ Eσ(k). Les conditions LMI (2.44) sont faisables et les gains statiques
obtenus sont donnés par

K1 = K2 = [−0.2694 0.8871],

K3 = [−4.1620 − 0.4344], K4 = [−3.4314 0.3672].

On peut remarquer que pour les modes 1 et 2 le solveur LMI trouve un gain
commun.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, les problèmes de stabilité et de commande robuste des sys-
tèmes à commutation incertains en temps discret ont été traités.

Dans la première section, consacrée aux incertitudes paramétriques, le cas
des systèmes avec des incertitudes polytopiques a été considéré. Le but de cette
étude a été de montrer comment réduire le conservatisme lié aux incertitudes
paramétriques pour le cas des systèmes à commutation.

Deux approches ont été proposées. Dans un premier temps, nous avons montré
que le problème d’analyse de stabilité d’un système à commutation incertain
peut être traité en analysant un seul système polytopique, global, qui contient
l’ensemble des sous-systèmes. Bien qu’elle soit très bien adaptée pour l’analyse de
stabilité en utilisant les conditions de [27], l’approche ne permet pas de synthétiser
un contrôle. L’inconvénient de cette approche est qu’elle aboutit à la résolution
d’un problème d’optimisation non convexe (BMI) dans le cas où on souhaite
l’utiliser pour calculer un correcteur stabilisant. Nous avons donc proposé, dans
un deuxième temps, une approche de type LMI qui peut être utilisée à la fois pour
l’analyse de stabilité et la synthèse de contrôle. Un nouveau type de fonction de
Lyapunov a été introduit : les fonctions de Lyapunov poly-quadratiques dépendant
des paramètres (FLPQDP), qui sont des fonctions de Lyapunov qui prennent en
compte à la fois la structure particulière des systèmes à commutation et l’évolution
des paramètres incertains. Nous avons montré que l’utilisation de telles fonctions
permet de réduire le conservatisme. Des conditions nécessaires et suffisantes pour
l’existence de ces fonctions ont été données en termes d’inégalités matricielles
linéaires. L’approche a été étendue pour la synthèse d’un retour d’état commuté.

La deuxième section a permis d’étudier les systèmes à commutation avec une
loi de commutation incertaine. Le cas des systèmes en temps discret qui sont sta-
bilisés par un retour d’état commuté a été considéré pour une loi de commutation
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Chapitre 2. Systèmes à commutation avec incertitudes

arbitraire. On a montré comment obtenir des conditions de stabilité en termes
de temps minimum de séjour lorsque la loi de commutation est temporairement
incertaine. En outre, la synthèse LMI d’un retour d’état commuté quand la loi
de commutation est partiellement connue a été étudiée. Dans le chapitre suivant,
nous allons montrer l’utilité de ces études dans le cas des systèmes à commutation
avec des retards variables inconnus dans l’entrée.
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Dans ce chapitre, une étude de la robustesse par rapport aux retards sera
proposée. On va traiter le cas des systèmes à commutation en temps discret. On
suppose que la commande en boucle fermée est affectée par des retards variables
inconnus et bornés. Le problème des retards variables est très complexe, même
pour les systèmes linéaires. L’étude est décomposée en deux sous-problèmes.

Premièrement, on va considérer le cas des systèmes linéaires invariants dans
le temps. Dans ce contexte, la stabilité est habituellement étudiée à l’aide de
la méthode des fonctions de Lyapunov-Krasovskii. Cependant, les conditions de
stabilité obtenues s’avèrent très conservatives.

Une autre approche, apparue notamment dans des applications telles que les
systèmes contrôlés en réseaux [89], est possible. Elle consiste à reformuler le pro-
blème comme un problème de stabilité des systèmes à commutation [76]. Le mo-
dèle du système et la loi de commutation rendent compte de la dynamique du sys-
tème en boucle fermée pour les différentes valeurs du retard. Le premier objectif
de ce chapitre sera de déterminer la relation entre les deux approches. Nous allons
montrer que l’application de l’approche "système à commutation" est équivalente
à l’utilisation d’une classe de fonctions de Lyapunov-Krasovskii qui dépendent du
retard. Ces fonction représentent la forme la plus générale possible qui peut être
obtenue en utilisant des sommes de formes quadratiques. Ces résultats justifient
la représentation du retard comme un paramètre de commutation.

Deuxièmement, le cas des systèmes à commutation sera traité. On considère
que le contrôleur, un retour d’état, dépend de la loi de commutation. La loi de
commutation est arbitraire. L’approche "système à commutation" pour la prise en
compte du retard dans le cas LTI est étendue au cas des systèmes à commutation
avec retard. Un système équivalent, augmenté, qui commute à la fois en fonction
de la loi de commutation originelle et du retard, sera obtenu. On rencontre un
problème semblable au cas de la loi de commutation incertaine : l’intervention de
retards sur la commande en boucle fermée détermine l’apparition de dynamiques
mixtes. Nous allons montrer comment les critères de stabilité/stabilisation déve-
loppés dans le chapitre précédent peuvent être appliqués dans ce cas.
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3.1 Stabilité des systèmes linéaires à retards

Dans cette section, on traite de la stabilité des systèmes linéaires à retards, en
temps discret. Ce problème est très difficile à aborder lorsque les retards sont va-
riables et inconnus. Dans le cas des systèmes en temps continu, des conditions suf-
fisantes de stabilité, dépendant ou non du retard, ont été obtenues en utilisant les
méthodes des fonctionnelles de Lyapunov-Razumikhin et de Lyapunov-Krasovskii
(voir [42, 88]). Les critères indépendants du retard s’avèrent plus conservatifs puis-
qu’ils ne tiennent pas compte des informations sur le retard (taille, domaine de
variation, fréquence de variation, etc.). Généralement, il est souhaitable de pro-
poser des conditions de stabilité faciles à tester d’un point de vue numérique (par
exemple des critères LMI [95], ou des équations de Riccati [57] ). Une approche
particulièrement intéressante est la forme descripteur introduite par Fridman [35],
qui permet de déterminer des critères de stabilité moins conservatifs.

Dans le contexte des systèmes en temps discret, une large variété de critères
LMI a été donnée en considérant les équivalents des fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii [95, 23, 112, 111, 40, 123, 14, 15]. Plusieurs auteurs ([23, 36, 37] et
[16]) ont étendu la forme descripteur de Fridman [35]. Un résultat très connu
est l’approche de Gao [39] qui a été récemment appliquée au cas des systèmes
stochastiques à retard [40] (voir aussi [58]). Les auteurs utilisent l’inégalité de
Moon [34] et obtiennent une condition suffisante pour l’existence d’une fonction
de Lyapunov-Krasovskii très complexe. Les conditions dépendent des bornes du
retard.

Parmi les problèmes ouverts dans le contexte de l’analyse de la stabilité des
systèmes à retard, celui qui concerne la forme à prendre pour les fonctions de
Lyapunov-Krasovskii est important :

1. Quelles sont les fonctions de Lyapunov-Krasovskii quadratiques les moins
conservatives ?

2. Sera-t-il possible d’obtenir des conditions LMI nécessaires et suffisantes pour
l’existence des fonctions de Lyapunov-Krasovskii ?
Jusqu’à présent, des conditions LMI seulement suffisantes ont été obtenues
pour l’existence des fonctions de Lyapunov-Krasovskii. Les auteurs pro-
posent généralement un type de fonction et une condition LMI associée. Or
la condition LMI n’est pas nécessaire pour l’existence de la fonction. Ceci
est très gênant car, lorsque les conditions sont trouvées infaisables, on ne
sait toujours rien sur ces fonctions. Il est possible que les conditions LMI
soient infaisables et qu’une fonction sous la forme proposée existe pourtant.

3. Est-il possible d’avoir des conditions LMI obtenues directement de la dif-
férence de la fonction, sans utiliser une majoration supérieure pour ses
termes ?
Un problème pour l’obtention des conditions LMI est le conservatisme issu
lorsque les termes de la différence des fonctions sont majorés. Cet aspect
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semble lié à la nécessité des conditions LMI.
Certains travaux publiés dans le contexte des systèmes contrôlés en réseaux

[108], ramènent le problème d’analyse de stabilité des systèmes à retard à l’analyse
de stabilité d’un système à commutation équivalent [65, 76, 75, 59, 22, 109, 121].
Ces approches augmentent le modèle du système pour introduire des variables
retardées comme des variables d’état supplémentaires. L’étude du système en
boucle fermée est réduite à l’analyse d’un système en dimension finie, variant
dans le temps. Des méthodes d’analyse spécifiques aux systèmes à commutation
[44, 28] ou aux systèmes à sauts markoviens [26] sont appliquées. On retient
en particulier les travaux de Tzes [76] où la stabilité asymptotique des systèmes
contrôlés en réseaux a été analysée en utilisant des conditions LMI nécessaires et
suffisantes [28] pour l’existence des fonctions de Lyapunov poly-quadratiques.

En apparence, il n’y a pas de relation entre la méthode des fonctions de
Lyapunov-Krasovskii pour l’analyse des systèmes à retard classiques et l’approche
"système à commutation" utilisée pour les systèmes contrôlés en réseaux. Cepen-
dant, d’un point de vue pratique, on traite un problème similaire. Nous allons
étudier la relation entre les deux approches et montrer que l’approche "système à
commutation" généralise les approches de Lyapunov-Krasovskii présentées dans
la littérature. Cette méthode permet également de répondre aux problèmes ou-
verts 1 à 3 précédemment énoncés.

3.1.1 Approches Lyapunov-Krasovskii et "système à com-

mutation"

Considérons le système en boucle fermée :

x(k + 1) = Ax(k) + BKx(k − τ(k)), ∀k ∈ Z
+, (3.1)

x(k) = φ (k) , ∀k ∈ [−m, 0] ,

où τ(k) est un entier positif représentant le retard variable et φ (k) est une fonction
d’initialisation réelle, définie sur l’intervalle [−m, 0] avec m > 0. Ici on considère
que le retard est borné, 0 < τ(k) ≤ m. La borne inférieure du retard est considérée
comme nulle. Les résultats peuvent être généralisés facilement pour une borne
inférieure différente de zéro en utilisant la publication [39]. Le système peut être
exprimé comme un système à retard classique :

x(k + 1) = Ax(k) + Adx(k − τ(k)), (3.2)

où Ad ∈ ℜn×n, Ad = BK. Nous allons nous intéresser à l’étude de stabilité pour
cette classe de systèmes à retard.

3.1.1.1 Sources de conservatisme pour la méthode des fonctions de
Lyapunov-Krasovskii

Dans la littérature, des conditions LMI suffisantes sont obtenues grâce à l’ap-
proche des fonctions de Lyapunov-Krasovskii. Cependant, ces conditions s’avèrent
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très conservatives. Ici un exemple très simple de fonction [95] est rappelé afin de
faciliter la compréhension des différents problèmes de conservatisme :

VS(k) = xT (k)Px(k) +
m
∑

i=1

k−1
∑

j=k−i

xT (j)Qx(j). (3.3)

Pour ce cas, les conditions de stabilité sont données comme suit :

Lemme 33 Supposons qu’il existe des matrices définies positives P et Q telles
que l’inégalité matricielle linéaire

[

P − AT PA − mQ AT PAd

AT
d PA Q − AT

d PAd

]

> 0 (3.4)

soit vérifiée. Alors la différence de la fonction de Lyapunov-Krasovskii (3.3) est
strictement négative pour les solutions du système (3.2) et le système est asymp-
totiquement stable.

Remarque. Ces conditions de stabilité sont obtenues en utilisant une majo-
ration supérieure de la différence de la fonction (3.3), ce qui représente une source
de conservatisme. Dans [95], le terme

xT (k − τ)Qx(k − τ)

a été approximé par
m
∑

i=1

xT (k − i)Qx(k − i)

(voir l’équation (2.14) de [95]). Dans la plupart des publications qui appliquent
les fonctions de Lyapunov-Krasovskii, on utilise des majorations supérieures si-
milaires. Par exemple, dans [40], les auteurs utilisent l’inégalité de Moon [34] et
dans [37], l’inégalité de Cauchy-Schwartz. Cela implique que des conditions LMI
telles que (3.4) peuvent être trouvées infaisables même s’il existe une fonction
de Krasovskii-Lyapunov associée. Puisque la condition LMI (3.4) est seulement
une condition suffisante pour l’existence de la fonction (3.3), il est possible de
trouver une fonction sous la forme (3.3) pour laquelle la condition (3.4) n’est pas
satisfaite.

3.1.1.2 Approche "système à commutation"

Considérons le vecteur d’état augmenté :

z(k) =
[

xT (k) . . . xT (k − m)
]T

, (3.5)

la dynamique du système à retard (3.2) peut être représentée par le système à
commutation équivalent :

z(k + 1) = Āσ(k)z(k) (3.6)
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où les matrices Āi, i ∈ I = {1, . . . ,m} ont la forme

Āi =















A 0 . . . 0 Ad 0 . . . 0
I 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 I 0 . . . . . . . . . . . . 0
...

...
0 . . . . . . . . . . . . 0 I 0















. (3.7)

Le bloc Ad se trouve sur la (i + 1)ème colonne-bloc de Āi. De plus, la loi de
commutation σ : Z

+ → I = {1, 2, ..,m} change en fonction du retard, c’est-à-dire
σ(k) = i si τ(k) = i. La stabilité asymptotique du système peut être vérifiée en
utilisant les fonctions de Lyapunov poly-quadratiques [28]

V (k) = zT (k)P̄σ(k)z(k) (3.8)

où les matrices P̄1, . . . , P̄m sont des matrices symétriques définies positives. Le
système est asymptotiquement stable si les matrices P̄i, ∀ i = 1 . . . , m vérifient
l’inégalité matricielle linéaire :

[

P̄i ĀT
i P̄j

P̄jĀi P̄j

]

> 0, ∀(i, j) ∈ I × I. (3.9)

D’un point de vue théorique, ce résultat peut paraître surprenant. Plusieurs ar-
ticles sur stabilité des systèmes à retard en temps discret [95, 39, 37, 15, 40]
indiquent que la procédure d’augmentation d’état ne peut pas être appliquée au
cas des retards variables. De plus, d’un point de vue pratique, ce résultat s’avère
très utile : il existe des cas pratiques pour lesquels les approches classiques n’ar-
rivent pas à montrer la stabilité alors que l’approche "système à commutation"
y parvient. Cette approche mérite donc une étude plus approfondie.

3.1.2 L’équivalence des approches

Ici nous allons établir la relation théorique entre l’approche des fonctions de
Lyapunov-Krasovskii et l’approche "système à commutation".

Dans un premier temps, une généralisation de l’approche des fonctions de
Lyapunov-Krasovskii est présentée : on va introduire les fonctions de Lyapunov-
Krasovskii générales dépendantes du retard (FLKGDR). Ce type de fonctions
représente la forme quadratique la plus générale possible ; elles généralisent toutes
les autres fonctions données dans la littérature [95, 23, 36, 112, 111, 16, 40, 123,
14, 15].

Dans un deuxième temps on montre comment obtenir des conditions LMI
nécessaires et suffisantes pour l’existence de ces fonctions.

Enfin, on montre que l’approche "système à commutation" est équivalente à
l’utilisation des FLKGDR.
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3.1.2.1 Généralisation de l’approche classique

Plusieurs fonctions de Lyapunov-Krasovskii ont été présentées dans la litté-
rature. On peut observer que toutes les fonctions sont des sommes de formes
quadratiques qui impliquent des variables d’état retardées. En les analysant, on
peut imaginer d’autres fonctions pour lesquelles les matrices de Lyapunov ne sont
pas nécessairement liées à une matrice unique Q et pour lesquelles toutes les com-
binaisons croisées des variables d’état retardées sont utilisées. En considérant la
forme quadratique la plus générale possible, on obtient la fonction dépendante
du retard suivante :

V (k) = V (k, x(k) . . . x(k − m), τ(k)) =
m
∑

i=0

m
∑

j=0

xT (k − i)P i,j
τ(k)x(k − j). (3.10)

Cette fonction est intitulée fonction de Lyapunov-Krasovskii générale dépendante
du retard (FLKGDR). La fonction contient toutes les combinaisons des variables
d’état retardées

xT (k − i)P i,j
τ(k)x(k − j), ∀ i, j ∈ {1, . . . ,m} .

Les formes quadratiques utilisent des matrices P i,j
τ(k) qui changent en fonction du

retard
P i,j

τ(k) ∈ P i,j =
{

P i,j
1 , P i,j

2 , . . . , P i,j
m

}

,

∀ i, j ∈ {0, . . . ,m} , τ ∈ {1, . . . ,m} .
Ces matrices P i,j

τ , ne sont pas forcément définies positives. Seule la fonction
(3.10) est définie positive, c’est-à-dire

V (k, x(k) . . . x(k − m), τ(k)) > 0

ce qui signifie que

Φ(τ) =











P 0,0
τ P 0,1

τ . . . P 0,m
τ

P 0,1
τ P 1,1

τ
. . .

...
...

. . . . . .
...

P 0,m
τ . . . . . . Pm,m

τ











> 0, (3.11)

pour toute valeur du retard τ ∈ {1, . . . ,m}. Sans perte de généralité, on peut
supposer que P i,j

τ = P j,iT

τ .

En utilisant les méthodes traditionnelles, l’obtention de conditions LMI de sta-
bilité est une tâche très difficile. Cette tâche semble impossible sans utiliser une
majoration de la différence de la fonction. Cependant, en utilisant une augmen-
tation du vecteur d’état, il est possible d’obtenir des conditions LMI nécessaires
et suffisantes pour l’existence de la fonction sans aucune majoration.
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Considérons les notations :

Λ(τ) =















A Ξ1(τ) Ξ2(τ) . . . Ξm(τ)
I 0 . . . . . . 0
0 I 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0 I 0















(3.12)

avec

Ξi(τ) =

{

Ad, i = τ
0, i 6= τ

∀i = 1, . . . ,m (3.13)

pour tout τ ∈ {1, . . . ,m}.

Théorème 34 [46] Les propositions suivantes sont équivalentes :
– Il existe m · (m + 1)2 matrices P i,j

τ , τ = 1, . . . ,m, i, j = 0, . . . ,m, telles que
la matrice Φ(τ), τ = 1, . . . ,m définie par (3.11) vérifie les conditions LMI

[

Φ(τ1) ΛT (τ1)Φ(τ2)
Φ(τ2)Λ(τ1) Φ(τ2)

]

> 0, (3.14)

∀ τ1, τ2 ∈ {1, . . . ,m}.
– Il existe une fonction de Lyapunov-Krasovskii sous la forme (3.10) dont

la différence est strictement négative pour toutes les solutions du système
(3.2).

Preuve. Considérons la différence de la fonction de Lyapunov-Krasovskii (3.10)

V (k + 1) − V (k) < 0, (3.15)

soit
m
∑

i=0

m
∑

j=0

xT (k − i)P i,j
τ(k)x(k − j) −

m
∑

i=0

m
∑

j=0

xT (k + 1 − i)P i,j
τ(k+1)x(k + 1 − j) > 0.

Dans la littérature, l’obtention des conditions LMI à partir de l’équation précé-
dente était possible seulement en considérant des formes particulières pour les
matrices P i,j

τ(k) et en appliquant une majoration supérieure. Ici, une approche dif-
férente est utilisée. En utilisant le vecteur d’état augmenté

x̄(k) =
[

xT (k) . . . xT (k − m)
]T

et les notations (3.11), l’équation (3.15) peut être exprimée comme

x̄T (k)Φ (τ(k)) x̄(k) − x̄T (k + 1)Φ (τ(k + 1)) x̄(k + 1) > 0. (3.16)

En considérant les notations (3.12), on peut remarquer que

x̄(k + 1) = Λ (τ(k)) x̄(k), ∀ τ(k) ∈ {1, . . . ,m} . (3.17)
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En posant τ1 = τ(k) et τ2 = τ(k + 1), l’équation (3.16) devient

x̄T (k)Φ(τ1)x̄(k) − x̄T (k)ΛT (τ1)Φ(τ2)Λ(τ1)x̄(k) > 0. (3.18)

Les équations (3.17) et (3.18) sont classiques dans le domaine des systèmes à
commutation.

Il est facile de remarquer que l’équation (3.18) est équivalente à

Φ(τ1) − ΛT (τ1)Φ(τ2)Λ(τ1) > 0. (3.19)

En appliquant le complément de Schur, l’équation précédente est strictement
équivalente aux conditions LMI (3.14), ce qui signifie que la différence (3.15) de
la fonction de Lyapunov-Krasovskii (3.10) et l’équation (3.14) sont équivalentes.
�

Remarque. Jusqu’à présent, des conditions seulement suffisantes ont été
données pour l’existence des fonctions de Lyapunov-Krasovskii. Les conditions
LMI (3.14) sont des conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence de la
fonction quadratique la plus générale, (3.10). Cela signifie que lorsque les condi-
tions LMI (3.14) sont infaisables, il est impossible de trouver une fonction de
Lyapunov-Krasovskii sous la forme (3.10). De plus, puisque (3.10) est la fonction
la plus générale, cela implique qu’il est impossible de trouver une fonction de
Lyapunov-Krasovskii sous les formes proposées dans la littérature, ou n’importe
quelle autre fonction qui implique des sommes de formes quadratiques.

Les conditions LMI (3.14) peuvent être facilement étendues au cas des sys-
tèmes à retard avec des retards multiples

x(k + 1) = Ax(k) +
m
∑

i=1

Aix(k − τi(k)),

où les retards τi(k) sont variables, τi(k) ∈ {1, 2, . . . ,m}, ∀i = 1, . . . ,m. Cette
généralisation est obtenue en reconsidérant la notation (3.13) avec

Ξi(τ1, . . . , τm) =
∑

j, τj(k)=i

Aj, ∀ i = 1, . . . ,m

et en utilisant autant de matrices Λ(τ1, . . . , τm) et de matrices de Lyapunov
Φ(τ1, . . . , τm) que de combinaisons de retards possibles.

3.1.2.2 Lien avec l’approche "système à commutation"

Nous allons maintenant étudier le lien entre l’approche "système à commu-
tation" et cette nouvelle extension de la méthode des fonctions de Lyapunov-
Krasovskii [47]. On peut constater que la fonction de Lyapunov poly-quadratique
(3.8) peut être écrite comme

V (k, x̄(k), τ(k))) = x̄T (k)P̄τ(k)x̄(k),
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∀τ(k) ∈ {1, . . . ,m}, puisque σ(k) = τ(k). Ceci est une fonction qui dépend
explicitement des variables retardées x(k), . . . , x(k−m) et du retard τ . De même
la matrice P̄τ(k) est strictement identique à la matrice Φ(τ(k)) donnée par (3.11).
Enfin Λ(τ) (donné par l’équation (3.12)) est identique à Āτ avec i = τ . On peut
donc observer que la fonction de Lyapunov poly-quadratique (3.8) est strictement
équivalente à la FLKGDR (3.10) et que les conditions LMI (3.14) et (3.9) sont
strictement identiques.

Ces raisonnements montrent que l’application de l’approche "système à com-
mutation" est équivalente à l’utilisation des conditions nécessaires et suffisantes
pour l’existence de la fonction de Lyapunov-Krasovskii quadratique la plus gé-
nérale. Lorsque les conditions LMI de l’approche "système à commutation" sont
infaisables, il est impossible de trouver d’autres fonctions de Lyapunov-Krasovskii
quadratiques. Cela justifie l’application de l’approche "système à commutation"
pour l’analyse des systèmes à retard avec des retards variables.

3.2 Stabilité des systèmes à commutation avec des

retards en boucle fermée

Dans cette section, nous traitons une généralisation du problème des retards
variables inconnus pour le cas des systèmes à commutation en temps discret.
On suppose que le système est commandé par un retour d’état commuté qui est
affecté par des retards variables inconnus. On considère que les retards sont bor-
nés. Les variations de la loi de commutation sont supposées arbitraires mais la
loi est contrainte par un temps minimum de séjour entre deux commutations.
Ce problème est un grand défi puisque l’intervention de retards en boucle fermée
détermine l’apparition de modes mixtes. Nous allons montrer comment les cri-
tères de stabilité/stabilisation développés dans le chapitre précédent peuvent être
appliqués dans ce cas.

3.2.1 Formalisation mathématique

Considérons le système à commutation suivant :

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) + Bσ(k)u(k − τ(k)), (3.20)

u(k) = Kσ(k)x(k)

x(k) = φ (k) , ∀k ∈
[

−θ, 0
]

,

σ(k) = ǫ(k), ∀k ∈
[

−θ, 0
]

,

où σ : Z
+ → I = {1, 2, .., N} représente la loi de commutation, et τ(k) ∈ T =

{

θ, . . . , θ
}

les retards variables 4. Ici φ (k) et ǫ(k) représentent des fonctions d’ini-
tialisation définies sur l’intervalle

[

−θ, 0
]

où θ > 0 représente le retard maximal.

4L’ensemble T ne contient pas forcément toutes les valeurs entre θ et θ.

57



Chapitre 3. Retards incertains

La borne inférieure du retard est notée θ et le retard respecte la condition

0 ≤ θ ≤ τ(k) ≤ θ.

Le système en boucle fermée est donné par

x(k + 1) = Aσ(k)x(k) + Bσ(k)Kσ(k−τ(k))x(k − τ(k)).

Lorsqu’une commutation intervient entre le moment de l’élaboration de la com-
mande et son application, σ(k) est différent de σ (k − τ(k)). Cela détermine l’ap-
parition de dynamiques mixtes qui risquent de compromettre la stabilité.

On note γ le signal de commutation utilisé dans la commande,

γ : Z → I, γ(k) = σ (k − τ(k)) .

Soit ∆ le temps minimum entre deux commutations. En considérant le cas
de la loi de commutation incertaine, traité dans le chapitre précédent, on peut
parler d’un fonctionnement nominal (pour γ(k) = σ(k)) et d’un régime incertain
(lorsqu’il est possible que γ(k) 6= σ(k)). Le temps de fonctionnement incertain
∆u dépend du retard τ , c’est-à-dire

∆u
min ≤ ∆u ≤ ∆u

max

avec ∆u
min = θ et ∆u

max = θ.
De même, le temps minimum en fonctionnement nominal est

∆n = ∆ − θ.

On peut remarquer que si l’intervalle entre deux commutations est toujours
plus petit que le retard, ∆ < θ , alors le système se trouve toujours dans une
dynamique mixte. Dans ce contexte, il faut concevoir des critères de stabilité qui
tiennent compte de la valeur du retard et de la fréquence de commutation.

3.2.2 Modèle augmenté du système

Les résultats obtenus pour le cas des systèmes linéaires justifient la représen-
tation du retard comme un paramètre de commutation. Nous appliquons cette
procédure au cas des systèmes à commutation. On obtient un système équivalent,
augmenté, qui commute à la fois en fonction de la loi de commutation originelle
σ(k), du signal de commutation retardé γ(k) = σ (k − τ(k)) et du retard τ(k).

Considérons le vecteur d’état augmenté

z(k) =
[

xT (k) . . . xT (k − θ)
]T

.

Le système en boucle fermée peut être représenté sous la forme

z(k + 1) =
(

Āσ(k) + B̄σ(k)K̄(γ(k),τ(k))

)

z(k) (3.21)
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où

Āσ(k) =















Aσ(k) 0 . . . . . . 0
I 0 . . . . . . 0
0 I 0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 I 0















, B̄σ(k) =















Bσ(k)

0
0
...
0















et
K̄(γ(k),τ(k)) =

[

0 . . . 0 Kγ(k) 0 . . . 0
]

.

La matrice des gains, Kγ(k), se trouve sur la (τ +1)ème colonne-bloc de K̄(γ(k),τ(k)).
Le système en boucle fermée peut être écrit comme

z(k + 1) = H(σ(k),γ(k),τ(k))z(k)

avec
H(σ(k),γ(k),τ(k)) = Āσ(k) + B̄σ(k)K̄(γ(k),τ(k)).

On peut remarquer l’apparition des paramètres supplémentaires de commutation
γ(k) et τ(k). Notre objectif est de donner des critères de stabilité pour ce système.

3.2.3 Analyse de stabilité

Sans émettre d’hypothèse sur le temps de séjour ou sur la loi de commutation,
la stabilité peut être vérifiée en appliquant l’approche des fonctions de Lyapunov
poly-quadratiques de [28]. Pour ce système, les fonctions ont la forme

V (k, z(k), σ(k), γ(k), τ(k)) = zT (k)P(σ(k),γ(k),τ(k))z(k),

∀ (σ, γ, τ) ∈ D = I × I × T .

La stabilité est analysée en vérifiant s’il existe des matrices définies positives
Pi > 0, ∀ i ∈ D, solutions des inégalités matricielles linéaires

HT
i PjHi − Pi < 0, ∀ i, j ∈ D ×D.

Cependant, ces conditions peuvent être très restrictives, puisque les gains Kγ(k)

doivent assurer la décroissance de la fonction de Lyapunov V (k) = zT (k)P(σ,γ,τ)z(k)
pour toutes les valeurs du retard τ(k) et pour toutes les combinaisons de dyna-
miques mixtes.

Les contraintes sur les gains peuvent être relaxées en utilisant des hypothèses
sur le temps minimum de séjour. Des conditions de stabilité peuvent être obte-
nues en appliquant le théorème 31 du chapitre précédent. Dans ce cas, les taux
de croissance \ décroissance, les constantes λ∗

n = min λn et λ∗
u = min λu, sont

trouvées à partir des inégalités matricielles

HT
(σ,γ,τ1)P

u
(σ,γ,τ2)H(σ,γ,τ1) − λuP

u
(σ,γ,τ1) < 0

HT
(σ,σ,τ1)P

n
(σ,τ2)H(σ,γ,τ1) − λnP

n
(σ,τ1) < 0

∀ (σ, γ) ∈ I × I, et (τ1, τ2) ∈ T × T .
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Proposition 35 Considérons les scalaires :

cn =
max(σ,τ)∈I×T eigmax

(

P n
σ,τ

)

min(σ,τ)∈I×T eigmin

(

P n
σ,τ

) , (3.22)

et

cu =
max(σ,γ,τ)∈D eigmax

(

P u
(σ,γ,τ)

)

min(σ,γ,τ)∈D eigmin

(

P u
(σ,γ,τ)

) (3.23)

Le système en boucle fermée (3.20) est stable si

cncu(λ
∗
n)∆−θ(λ∗

u)
θ < 1, pour λ∗

u > 1

ou

cncu(λ
∗
n)∆−θ(λ∗

u)
θ < 1, pour λ∗

u < 1.

Cette approche peut être étendue pour la synthèse de contrôle en considérant
le système augmenté (3.21) et en imposant les taux de croissance \ décroissance
comme contraintes de synthèse.

3.3 Exemples numériques

Nous allons donner dans cette section quelques exemples numériques pour
illustrer les critères de stabilité obtenus. Les fonctions de Lyapunov-Krasovskii
proposées et les conditions LMI associées dépendent de toute la plage des va-
riables d’état retardées. Cela conduit à un nombre important de variables pour
les conditions LMI (3.14) ou (3.9). Il est naturel de se poser la question de la
faisabilité.

Exemple 4.1 Considérons le système (3.2) avec

A =

[

0.8 0
0 0.97

]

et Ad =

[

−0.1 0
−0.1 −0.1

]

.

Gao [39] et Fridman [37] montrent que le système est asymptotiquement stable
pour, respectivement, 3 ≤ τ(k) ≤ 5 et 3 ≤ τ(k) ≤ 10. En utilisant la fonction
de Lyapunov-Krasovskii quadratique la plus générale ou les fonctions de Lya-
punov poly-quadratiques (3.8), les conditions LMI (3.14) et (3.9) montrent que
le système est asymptotiquement stable pour 3 ≤ τ(k) ≤ 13. De plus, en uti-
lisant notre approche, on peut considérer des retards discrets. Par exemple, il
est possible de montrer que le système est stable pour un retard τ variant dans
l’ensemble {1, 6, 11, 16}.
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Exemple 4.2 Considérons le modèle linéaire invariant dans le temps d’un
pendule inversé sur un chariot présenté dans la publication [68]









θ̇
ω̇
ẋ
v̇









=









0 1 0 0
(M+m)·g

M ·l
0 0 0

0 0 0 1
−m·g

M
0 0 0









·









θ
ω
x
v









+









0
− 1

M ·l

0
1
M









u(t),

y(t) = [1 0 0 0] ·









θ
ω
x
v









où M = 2kg, m = 0.1kg, l = 0.5m et g = 9.81m/s2. Le système est échantillonné
avec la période d’échantillonnage T = 20ms. Par ailleurs, il est stabilisé par un
retour d’état numérique affecté par des retards :

u(t) = Kx(k − τ), ∀t ∈ [kT, (k + 1)T ]

où
K = [56 12 0.45 1.4] .

Pour vérifier la stabilité du schéma de contrôle numérique, on considère le modèle
discret du système. Les conditions LMI (3.14) et (3.9) montrent que le système
est asymptotiquement stable pour 1 ≤ τ(k) ≤ 4. En fait, pour un retard constant
τ = 5 le système est instable (ce fait peut être vérifié en analysant les valeurs
propres de la matrice d’état du système en boucle fermée augmenté). Comme
on est en temps discret, cela implique que pour cet exemple les conditions LMI
proposées donnent exactement l’intervalle de variation du retard pour lequel le
système est stable.

Remarques. Les exemples numériques illustrent clairement la réduction du
conservatisme des conditions LMI (3.14) et (3.9).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la stabilité robuste par rapport aux re-
tards en boucle fermée. Pour les systèmes linéaires invariants dans le temps, nous
avons montré que la modélisation du système à retard sous la forme d’un sys-
tème à commutation permet l’obtention des conditions nécessaires et suffisantes
pour l’existence des fonctions de Lyapunov-Krasovskii quadratiques les plus gé-
nérales. La procédure a été étendue au cas des systèmes à commutation. Puisque
des dynamiques mixtes interviennent, les critères de stabilité proposés dans le
chapitre précédent sont appliqués. Les conditions de stabilité obtenues peuvent
être étendues pour des systèmes qui présentent à la fois des retards et des incer-
titudes paramétriques. Cet aspect sera considéré dans le chapitre suivant, pour
les systèmes à temps continus commandés par des contrôleurs numériques.
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Chapitre 4

Application aux systèmes de

commande numérique

Ce chapitre traite de la modélisation des systèmes continus linéaires invariants
dans le temps, contrôlés par des régulateurs numériques [3]. Dans ce contexte,
des retards peuvent intervenir dans l’application de la commande. Ces retards
sont variables et inconnus. Dans certains cas, ils peuvent être plus grands que
la période d’échantillonnage. Lorsque l’échantillonnage n’est pas uniforme, on
rencontre aussi des problèmes de contrôle sur un domaine temporel variable.
La modélisation et la commande de tels systèmes sont des tâches très difficiles.
Dans ce chapitre on présente un modèle mathématique unique, considérant tous
ces facteurs perturbateurs. Afin de représenter fidèlement les phénomènes et de
permettre l’utilisation des outils classiques, le modèle doit être à la fois général
et simple. Nous allons donner une nouvelle représentation discrète du système,
intitulée modèle à évènements (anglais event based model), qui correspond à un
système incertain avec une forme exponentielle. Ensuite, nous montrerons que le
problème de stabilisation peut être traité par des méthodes de synthèse LMI pour
des systèmes à commutation polytopiques avec une incertitude additive bornée en
norme. Enfin, la méthodologie sera étendue au cas des systèmes à commutation
continus.

4.1 Contexte

Lors de la mise en œuvre d’un contrôleur numérique, les problèmes de tempo-
risation (ang. timing problems) sont inévitables [106]. Dans une situation idéale,
tous les composants (capteurs, actionneurs, ordinateurs etc.) sont parfaitement
synchronisés. En réalité, les composants introduisent des retards dans le système
de régulation et provoquent des jitters (gigues d’échantillonnage). Ces phéno-
mènes sont dus au temps de réponse du capteur et de l’actionneur, à la charge
de calcul des ordinateurs et aux différentes interfaces de communication utilisées.
L’apparition de problèmes de temporisation provoque des perturbations significa-
tives sur la commande lorsqu’ils sont ignorés. Ces problèmes compromettent les
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performances du système et même sa stabilité [98]. Un défi dans le contexte des
systèmes de régulations numériques [3] et en particulier dans le cas des systèmes
commandés en réseaux [108], est de garantir les performances des lois de contrôle
en présence de ces problèmes [90]. La première question à aborder est la modé-
lisation de ces problèmes. Un modèle discret réaliste, qui peut être utilisé pour
l’analyse de stabilité et la synthèse du contrôle, est souhaitable. La principale
difficulté de modélisation réside dans l’apparition des incertitudes exponentielles.
D’une manière informelle, les incertitudes exponentielles sont des termes sous la
forme

eMτ ou
∫ τ

0

eMsds

qui dépendent d’un paramètre variable inconnu τ . La nature incertaine et la
structure particulière, fortement non-linéaire, des termes exponentiels, rendent
l’analyse de stabilité et la synthèse du contrôle très difficiles. Il existe plusieurs
approches pour gérer ces incertitudes. Cependant, il n’existe pas de méthodologie
générale. Dans [6], les incertitudes exponentielles sont exprimées comme des in-
certitudes bornées en norme. Une approche similaire est appliquée pour le cas des
systèmes commandés en réseaux [80]. Cette approche implique l’utilisation d’une
fonction de Lyapunov commune pour toutes les valeurs des matrices incertaines,
ce qui conduit à des résultats conservatifs.

Généralement, lorsque les retards variables sont pris en compte, la variation
du retard est limitée à une période d’échantillonnage. En fait, les modèles d’ana-
lyse sont obtenus en considérant la représentation discrète du système sur une
période d’échantillonnage. Appliquer cette méthodologie au cas général, avec du
jitter d’échantillonnage et des variations importantes du retard, détermine des
modèles très complexes, difficilement analysables. Des résultats intermédiaires
ont été proposés lorsque des hypothèses supplémentaires sont faites sur le retard.
En considérant que le retard est connu, une méthode de compensation peut être
appliquée [108, 105]. Lorsque les retards appartiennent à un ensemble fini de va-
leurs nominales (des multiples de la période d’échantillonnage), un modèle de
type "système à commutation" peut être utilisé [64, 76, 75, 2]. Le vrai problème
est, en général, de déterminer le comportement du système lorsque les retards
varient dans les intervalles limités par les valeurs nominales. Étendre l’approche
"système à commutation" dans ce cas implique la résolution d’un nombre infini
d’inégalités matricielles linéaires. Un approche qui évite ce problème, basée sur
une modélisation de type systèmes à retard en temps continu, a été proposée dans
[38]. Cette approche est fondée sur la méthode des fonctionnelles de Lyapunov
Krasovskii.

Ici, nous allons présenter un modèle unique pour représenter l’interaction entre
les régulateurs numériques et les systèmes continus. On donne un modèle qui tient
compte simultanément des retards variables inconnus et de l’échantillonnage non-
uniforme. Au lieu de représenter le système entre deux instants d’échantillonnage,
on présente un nouveau modèle, appelé modèle à évènements. On considère les
différents évènements asynchrones qui interviennent en boucle fermée (instants
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d’échantillonnage, actualisations de la commande) et on donne la représentation
discrète entre deux évènements. On obtient un système incertain avec incerti-
tude exponentielle et retards variables. On montre ainsi qu’un tel système peut
être représenté comme un système à commutation polytopique avec une incer-
titude additive bornée en norme : le retard est traité comme un paramètre de
commutation et la représentation des incertitudes exponentielles est simplifiée en
considérant un développement en série de Taylor et sa fermeture convexe. Cette
représentation réduit considérablement la complexité des incertitudes et permet
l’utilisation des fonctions de Lyapunov dépendant des paramètres pour obtenir
des critères de stabilité efficaces. L’approche présentée ici pour un système continu
LTI est étendue au cas des systèmes à commutation.

4.2 Représentations discrètes

Considérons un système linéaire invariant dans le temps commandé par un
régulateur numérique

dxc(t)

dt
= Mxc(t) + Nuc(t) (4.1)

où M ∈ R
n×n et N ∈ R

n×m représentent respectivement les matrices d’état et
d’entrée, xc(t) ∈ R

n l’état du système et uc(t) ∈ R
m la commande. Les valeurs

de l’état xc(t) sont disponibles par échantillonnage. Notons x(k), la version dis-
crète de l’état du système. Ce signal est envoyé à un ordinateur qui produit la
commande numérique u(k) et la renvoie au système. Un bloqueur d’ordre zéro
génère, à partir de u(k), un signal de commande constant par morceaux (en temps
continu), uc(t), tel que uc(t) = u(k) jusqu’à ce qu’un nouveau signal arrive au
niveau des actionneurs.

Afin de déterminer une loi de régulation numérique, une représentation en
temps discret du système est nécessaire. Naturellement, la qualité de la représen-
tation se répercute de façon cruciale sur les performances réelles du système de
régulation.

Après un bref rappel de quelques cas d’étude classiques, nous allons propo-
ser un modèle à événements qui permet de traiter l’ensemble des configurations
étudiées dans la régulation numérique : échantillonnage à pas constant, à pas va-
riable, temps de calcul non négligeable, retards dus aux transport d’information,
jitter d’horloge, etc. En effet, ce qui est important pour le calcul de la commande
c’est l’instant de la prise des variables continues (instants de mesure), pour la
commande elle même c’est l’instant où une nouvelle commande est effectivement
appliquée au système continu (actualisation de la commande).

4.2.1 Cas idéal

Lorsque l’échantillonnage et l’actualisation de la commande sont périodiques
et synchrones, le modèle discret est obtenu en intégrant le système sur une période
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d’échantillonnage. Pour une période d’échantillonnage constante T , on obtient le
modèle classique :

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) (4.2)

où les matrices A et B sont des matrices connues sous la forme

A = eMT , et B =

∫ T

0

eMsdsN.

4.2.2 Pas d’échantillonnage variables

Lorsque l’échantillonnage et l’actualisation des entrées s’effectuent à des ins-
tants inconnus {tk} répartis non-uniformément dans le domaine du temps, le
système est décrit par le modèle discret [6] :

x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) (4.3)

où

A(k) = eM(tk+1−tk), B(k) =

∫ tk+1−tk

0

eM(tk+1−tk−s)dsN.

Dans ce cas, les matrices A et B sont des matrices dépendantes du pas d’échan-
tillonnage tk+1 − tk. De plus, ces matrices sont des matrices incertaines avec in-
certitudes exponentielles, variables dans le temps lorsque le pas d’échantillonnage
n’est pas connu.

4.2.3 Retards variables inconnus

Le modèle discret change quand la commande est perturbée par des retards
variables inconnus τ(k). Pour un échantillonnage régulier de période T et des
retards τ(k) < T , la commande s’écrit sous la forme

u(t) =

{

u(k − 1), t ∈ [kT, kT + τ(k))
u(k), t ∈ [kT + τ(k), (k + 1)T )

Dans ce cas, le modèle discret est donné par [3] :

x(k + 1) = Φx(k) + Γ0(k)u(k) + Γ1(k)u(k − 1)

où

Φ = eMT , Γ1(k) =

∫ T

T−τ(k)

eMsdsN, Γ0(k) =

∫ T−τ(k)

0

eMsdsN.

Le système comporte des matrices incertaines avec incertitudes exponentielles
Γ0(k) et Γ1(k).
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4.2.4 Retards supérieurs à la période d’échantillonnage

La représentation du système sur une période d’échantillonnage peut être
adaptée pour des retards plus importants dont la variation est inférieure à une
période d’échantillonnage (voir [80]). Cependant, appliquer cette méthodologie
au cas général, avec des variations importantes du retard, détermine des mo-
dèles très complexes [25]. Ceci est dû au fait que plusieurs actualisations peuvent
avoir lieu entre deux instants d’échantillonnage. Dans ce cas, l’entrée du sys-
tème peut changer plusieurs fois dans la même période. Considérons que pour le
k-ème cycle d’échantillonnage la commande appliquée au système peut prendre
des valeurs dans l’ensemble {u(k), u(k − 1), . . . , u(k − kmax)} et que la période
d’échantillonnage T est constante. Soit τ j(k), avec

kT ≤ τ j(k) ≤ (k + 1)T, j = 0, . . . , kmax,

l’instant d’occurrence de la commande u(k− j) dans la kème période. Le modèle
classique obtenu est illustré comme suit :

x(k + 1) = eMT x(k) +

∫ τkmax−1(k)

kT

eM [(k+1)T−s]dsNu(k − kmax) + . . .

. . . +

∫ τ0(k)

τ1(k)

eM [(k+1)T−s]dsNu(k − 1) +

∫ (k+1)T

τ0(k)

eM [(k+1)T−s]dsNu(k). (4.4)

Ce modèle est très complexe : il a kmax + 1 termes non-linéaires (dans le retard)
et incertains sous une forme exponentielle, chacun dépendant d’un paramètre
inconnu et variable τ j(k). En utilisant les méthodes classiques, il est très difficile
d’analyser ce type de système. Le problème est encore plus complexe lorsque la
période d’échantillonnage est variable.

4.2.5 Modèle à évènements

Ici nous allons proposer une nouvelle représentation discrète du schéma de
régulation numérique : un modèle à évènements[51]. Cette représentation peut
modéliser à la fois les systèmes avec des retards variables et les systèmes avec des
périodes d’échantillonnage non-uniformes.

Considérons les différents évènements qui ont lieu dans le système de contrôle :
– échantillonnage,
– actualisation des entrées.
Lorsque les retards affectent le contrôle, l’échantillonnage et l’actualisation

des commandes sont des évènements distincts, se succédant à des intervalles non-
uniformes, dans un ordre aléatoire. Il est possible que plusieurs actualisations
interviennent entre deux instants d’échantillonnage, ou qu’aucune actualisation
n’ait lieu.

Soit ti, i ∈ N l’instant où un évènement générique (actualisation ou échan-
tillonnage) intervient. L’évolution du système entre deux évènements est décrite
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par :

xc(ti+1) = eM(ti+1−ti)xc(ti) +

∫ ti+1−ti

0

eMsdsNuc(ti). (4.5)

La commande uc(ti) change seulement lorsque ti correspond à un évènement d’ac-
tualisation. De façon similaire, les valeurs du vecteur d’état xc(ti) sont dispo-
nibles pour le calcul du contrôle seulement lorsque ti correspond à un évènement
d’échantillonnage (ti = kT, k ∈ Z

+). On peut remarquer que le modèle décom-
pose le comportement du système (4.1) sur des intervalles de temps avec une
commande constante.

La commande uc(ti) dépend d’un échantillon xc(tj), avec ti ≥ tj. On note
ρi l’intervalle de temps entre deux évènements successifs. ρi est un paramètre
inconnu, borné et variable c’est-à-dire :

0 = ρ < ρi = ti+1 − ti ≤ ρ.

De plus, on note par

ηi = xc(ti), et ui = uc(ti) (4.6)

respectivement, le vecteur d’état et d’entrée à l’instant d’occurrence d’un évène-
ment donné. Le système (4.5) peut être exprimé comme un système incertain en
temps discret avec incertitude exponentielle

ηi+1 = A(ρi)ηi + B(ρi)ui. (4.7)

L’expression incertitude exponentielle désigne les termes

A(ρi) = eMρi , B(ρi) =

∫ ρi

0

eMsdsN.

La stabilisation d’un système affecté par des problèmes de temporisation (jit-
ter, retards variables inconnus, etc.) peut être considérée comme un problème de
synthèse de contrôle robuste pour le système (4.7). Nous allons considérer le cas
où la commande uc(ti) est un retour d’état sous la forme

uc(ti) = Kxc(tj) = Kxc(ti−θi
), θi ∈ T =

{

θ ∈ Z
+ : θ ≤ θ ≤ θ

}

où θi = i − j représente la distance dans l’espace d’indices d’évènement entre la
prise de l’échantillon et l’actualisation de la sortie. Puisqu’un nombre fini d’ac-
tualisations intervient dans un intervalle de temps fini, le nombre entier positif θi

peut être borné . Soit θ et θ, respectivement les bornes supérieures et inférieures
de θi,

θ ≤ θi ≤ θ.

Le vecteur d’entrée ui du système (4.7) est équivalent à

ui = Kηi−θi
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et le modèle à évènements en boucle fermée devient :

ηi+1 = A(ρi)ηi + B(ρi)Kηi−θi
.

Ce modèle représente un système incertain avec incertitude exponentielle et re-
tards variables dans l’état. Un gain K qui stabilise ce modèle assure la stabilisa-
tion du système en temps continu original (4.1). La recherche d’un tel contrôle
doit résoudre deux problèmes. Le premier problème est lié aux incertitudes ex-
ponentielles et il concerne la recherche d’une meilleure représentation qui permet
d’appliquer des techniques de synthèse classiques. Le deuxième problème concerne
les retards variables. Ces problèmes seront discutés dans les sections suivantes.

4.3 Modèle polytopique

Dans cette section nous allons présenter une méthode pour exprimer le modèle
à évènements (4.7) sous la forme d’un modèle polytopique. Cette représentation
est importante puisqu’elle permet l’application des résultats classiques de contrôle
robuste. Considérons les matrices incertaines :

A(ρi) = eMρi , B(ρi) =

∫ ρi

0

eMsdsN. (4.8)

Notre but est de déterminer la représentation des incertitudes la plus appropriée
pour une synthèse de contrôle LMI.

4.3.1 Cas des matrices diagonalisables

Pour des cas particuliers, une approche très simple peut être appliquée. Consi-
dérons que la matrice M soit diagonalisable, c’est-à-dire qu’il y ait une matrice
T inversible et une matrice D diagonale telle que

M = TDT−1,

où D = diag(λ1, . . . , λn). Ici λj, j = 1 . . . n représentent les valeurs propres de M .
Pour garder la simplicité, nous allons traiter le cas des valeurs propres λj réelles.
L’approche peut être facilement étendue au cas des valeurs propres complexes.

En utilisant la méthode des matrices constituantes [13], il est possible de
montrer qu’il existe des matrices Zj ∈ R

n×n telles que

A(ρi) =
n
∑

j=1

Zje
λjρi (4.9)

et

B(ρi) =
n
∑

j=1

Zj

∫ ρi

0

eλjsdsN. (4.10)
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Dans ce cas, les matrices Zj sont données par

Zj = Tdiag (ej) T−1, ∀ j = 1, . . . , n

où ej représentent les vecteurs de la base canonique de R
n.

Considérons les notations :

aj(ρi) = eλjρi , bj(ρi) =

∫ ρi

0

eλjsds.

Les incertitudes exponentielles peuvent être exprimées sous la forme

A(ρi) = Tdiag (a1(ρi), . . . , an(ρi)) T−1 (4.11)

et
B(ρi) = Tdiag (b1(ρi), . . . , bn(ρi)) T−1N. (4.12)

Cela implique que chaque incertitude exponentielle dépend de n paramètres va-
riables inconnus. Les bornes des paramètres aj et bj sont données par :

aj = max
ρ<ρi<ρ

aj(ρi), aj = min
ρ<ρi<ρ

aj(ρi), (4.13)

bj = max
ρ<ρi<ρ

bj(ρi) et bj = min
ρ<ρi<ρ

bj(ρi). (4.14)

Les matrices A(ρi) et B(ρi) sont bornées chacune par un polytope convexe avec
2n sommets définis par toutes les combinaisons possibles des paramètres aj, aj

bj et bj. De façon équivalente, la matrice [A(ρi) B(ρi)] appartient à un polytope
avec 22n sommets :

[A(ρi) B(ρi)] ∈
22n
∑

j=1

µj

[

UA
j UB

j

]

,

22n
∑

j=1

µj = 1, µj > 0 ∀j = 1, . . . , 22n

où
UA

j = TEa
j T−1, UB

j = TEb
jT

−1N,

tel que
[

Ea
j Eb

j

]

, j = 1, . . . , 22n, sont les sommets du polytope

E = {E = [diag(a1, . . . , an) diag(b1, . . . , bn)] :

aj ≤ aj ≤ aj, bj ≤ bj ≤ bj, j = 1, . . . , n
}

. (4.15)

Cette représentation peut être introduite dans les modèles (4.3) et (4.4), ce qui
permet de traiter les problèmes d’analyse de stabilité et de synthèse de contrôle
en utilisant les techniques de contrôle robuste pour des systèmes polytopiques
[27].
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4.3. Modèle polytopique

4.3.2 Forme polytopique avec incertitude bornée en norme

additive

Il est possible d’étendre cette approche par l’utilisation de formes de Jordan.
Une autre approche est de donner directement l’enveloppe convexe des incerti-
tudes [24] ou d’utiliser le théorème de Caley-Hamilton. Cependant, dans ces cas
on obtient un polytope convexe avec un nombre très important de sommets, ce
qui ajoute aux problèmes de résolution LMI une complexité de calcul assez im-
portante. Par exemple, pour un système du n-ème ordre, le polytope convexe
obtenu est un hyper-rectangle avec 2n×n sommets ; on obtient donc 22×n×n LMIs
à résoudre (pour plus de détails sur la complexité de calcul liée à la résolution
des LMI, voir les travaux de Oliveira [78]). De plus, il est possible que l’enve-
loppe convexe obtenue soit une approximation trop grossière de l’incertitude. Afin
de donner une approximation plus précise, avec un nombre de sommets réduit,
nous allons exprimer les incertitudes exponentielles sous la forme d’un polytope
convexe avec une incertitude bornée en norme additive. Cette représentation est
obtenue à partir d’un développement en série de Taylor des matrices incertaines.
Le polytope convexe est déterminé par la troncature d’ordre h de la série de Tay-
lor (une matrice polynomiale d’ordre h) ; l’incertitude bornée en norme représente
le reste de la troncature.

4.3.2.1 Développement en série de Taylor

En utilisant un développement en série de Taylor d’ordre h, les incertitudes
exponentielles A(ρi) et B(ρi) peuvent être exprimées comme des matrices poly-
nomiales avec un terme additif qui peut être borné.

Proposition 36 Les matrices incertaines

A(ρi) = eMρi , et B(ρi) =

∫ ρi

0

eMsdsN.

peuvent être exprimées sous la forme

A(ρi) = Ah(ρi) + ∆Ah(ρi) et B(ρi) = Bh(ρi) + ∆Bh(ρi) (4.16)

où

Ah(ρi) =
h
∑

j=0

M j

j!
ρ j

i , Bh(ρi) =
h
∑

j=1

M j−1

j!
ρ j

i N,

représentent les troncatures d’ordre h des séries de Taylor et

∆Ah(ρi) = eMρi −
h
∑

j=0

M j

j!
ρ j

i , (4.17)

∆Bh(ρi) =

∫ ρi

0

eMsdsN −

h
∑

j=1

M j−1

j!
ρ j

i N,

sont les restes.
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4.3.2.2 Forme polytopique

Les matrices Ah(ρi) et Bh(ρi) sont des matrices polynomiales avec des para-
mètres positifs. Nous allons montrer comment construire un polytope convexe qui
englobe ces matrices polynomiales. En général, une matrice polynomiale sous la
forme

L(ρi) = L0 + ρiL1 + ρ2
i L2 + . . . + ρh

i Lh, (4.18)

avec des paramètres ρi bornés, peut être englobée dans un polytope convexe
avec 2h sommets, un hyper-rectangle. Cependant, pour le cas présenté ici, les
paramètres ρi sont positifs. Dans ce cas il est possible de trouver un polytope
convexe avec seulement h + 1 sommets. Ce polytope se trouve à l’intérieur de
l’hyper-rectangle, donc il donne une approximation plus fine de la série de Taylor.

Lemme 37 [45] Considérons la matrice polynomiale (4.18) avec des paramètres
ρi positifs et bornés : 0 < ρ < ρi < ρ. Alors on peut trouver un polytope convexe
avec h + 1 sommets qui englobe la matrice polynomiale L(ρi), c’est-à-dire qu’il
existe des paramètres µj(ρi),

h+1
∑

j=1

µj(ρi) = 1, µj > 0 ∀ j = 1, . . . , h + 1

tels que

L(ρi) =
h+1
∑

j=1

µj(ρi)Uj (4.19)

où Uj représentent les sommets du polytope et ils sont donnés comme suit :

U1 = Lhρ
h + Lh−1ρ

h−1 + . . . + ρ 2L2 + ρ + L1 + L0,

U2 = Lhρ
h + Lh−1ρ

h−1 + . . . + ρ 2L2 + ρL1 + L0,

U3 = Lhρ
h + Lh−1ρ

h−1 + . . . + ρ 2L2 + ρL1 + L0, (4.20)
...

Uh+1 = Lhρ
h + Lh−1ρ

h−1 + . . . + ρ 2L2 + ρL1 + L0.

La relation entre les paramètres ρ et µ est donnée par

µ1 = 1 −
ρ − ρ

ρ − ρ
, µj =

ρ j−1 − ρ j−1

ρ j−1 − ρ j−1
−

ρ j − ρ j

ρ j − ρ j
, j = 2..h + 1. (4.21)

Preuve. A partir des équations (4.18), (4.19) et (4.20), on peut remarquer que
démontrer le lemme 37 est la même chose que montrer qu’il existe un ensemble
de paramètres µj(ρi), solutions du système linéaire :















1 . . . . . . . . . 1
ρ ρ . . . . . . ρ
ρ 2 ρ 2 ρ 2 . . . ρ 2

...
. . .

...
ρ h . . . . . . ρ h ρ h

























µ1

µ2
...

µh+1











=















1
ρ
ρ2

...
ρh















72



4.3. Modèle polytopique

L’existence d’une solution unique [µ1 . . . µh+1] est garantie par le fait que le dé-
terminant du système n’est pas nul puisque les colonnes de la matrice sont linéai-
rement indépendantes (les paramètres sont choisis parmi les sommets d’un hyper-
rectangle, voir l’équation (4.20)). En utilisant la méthode du pivot de Gauss, les
solutions sont calculées par la formule récursive :

µ1 = 1 −
ρ − ρ

ρ − ρ
, (4.22)

µk =
ρk−1 − ρk−1

ρk−1 − ρk−1
−

h+1
∑

j=k+1

µj, k = 2..h. (4.23)

Dans ce cas, on peut montrer que

µj =
ρj−1 − ρj−1

ρj−1 − ρj−1
−

ρj − ρj

ρj − ρj
, ∀j = 2..h + 1 (4.24)

et que les paramètres µj sont strictement positifs puisque la fonction f : ℜ →

ℜ, f(x) =
ρx−ρx

ρx−ρx est monotone décroissante pour x ∈ (0,∞). Les matrices Uj

déterminent un polytope convexe qui contient L(ρ). �

4.3.2.3 Formulation polytopique avec incertitude bornée en norme
additive

Considérons les notations :

φ1 =



















ρ hI
ρ h−1I

...
ρ 2I
ρI
I



















, φ2 =



















ρ hI
ρ h−1I

...
ρ 2I
ρI
I



















, . . . , φh+1 =



















ρ hI
ρ h−1I

...
ρ 2I
ρI
I



















. (4.25)

En utilisant le lemme précédent, (équations (4.19) et (4.20) ), on peut déter-
miner une nouvelle représentation des incertitudes exponentielles.

Proposition 38 L’incertitude exponentielle (4.8) peut être exprimée sous la forme :

A(ρi) =
∑h+1

j=1 µj(ρi)U
Ah
j + ∆Ah(ρi)

B(ρi) =
∑h+1

j=1 µj(ρi)U
Bh
j + ∆Bh(ρi) (4.26)

avec

UAh
j =

[

Mh

h!
. . .

M2

2!
M I

]

φj,

UBh
j =

[

Mh−1

h!
. . .

M

2!
I 0

]

φjN,
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où φj sont donnés par (4.25). Les termes bornés en norme ∆Ah(ρi), ∆Bh(ρi)
sont explicités dans (4.17) et la relation entre les paramètres incertains ρ et les
coordonnées à l’intérieur du polytope µj(ρ) est donnée par l’équation (4.21).

Dans la littérature qui concerne le contrôle robuste, il existe plusieurs techniques
pour analyser les systèmes polytopiques. La représentation polytopique obtenue
ici peut simplifier l’analyse du système à évènements (4.7).

4.4 Synthèse de contrôle

Dans cette section on présente des critères de synthèse de contrôle LMI pour
le modèle à évènements (4.7). On traite le cas d’un retour d’état. Considérons le
modèle à évènements (4.7) donné dans la deuxième section :

ηi+1 = A(ρi)ηi + B(ρi)ui (4.27)

avec

A(ρi) = eMρi , B(ρi) =

∫ ρi

0

eMsdsN.

Le contrôle est un retour d’état. Lorsqu’il est affecté par des retards, le contrôle
peut être exprimé sous la forme

ui = Kηi−θi
(4.28)

avec θi ∈ T =
{

θ ∈ Z
+ : θ ≤ θ ≤ θ

}

. L’objectif est de déterminer un gain K
stabilisant. Dans un premier temps, nous allons construire un modèle augmenté
du système afin de mieux gérer le retard variable. Dans un second temps, la
modélisation polytopique des incertitudes exponentielles est inclue dans le mo-
dèle augmenté du système à évènements et des critères LMI de stabilisation sont
donnés.

4.4.1 Retard - paramètre de commutation

Le système (4.27) est exprimé comme un système à commutation équivalent en
considérant le retard variable comme un paramètre de commutation. Considérons
le vecteur d’état augmenté

zi =
[

ηT
i ηT

i−1 . . . ηT
i−θ

]T

et les matrices

Ā(ρi) =















A(ρi) 0 . . . . . . 0
I 0 . . . . . . 0
0 I 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0 I 0















, B̄(ρi) =















B(ρi)
0
0
...
0















.
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Le retour d’état (4.28) peut être exprimé en fonction du vecteur d’état augmenté
zi :

ui = K̄(θi)zi, (4.29)

où les gains K̄(θi) sont donnés par

K̄(θi) = [0 . . . 0 K 0 . . . 0]

avec K sur la (θi + 1)me colonne-bloc. La position de la matrice K dans K̄(θi) est
déterminée par la valeur du retard θi à un moment donné. Le système (4.27) avec
le retour d’état (4.28) peut être écrit comme le système augmenté suivant :

zi+1 =
(

Ā(ρi) + B̄(ρi)K̄(θi)

)

zi (4.30)

qui est un système à commutation sans retard. Le retard est introduit comme un
paramètre de commutation dans la matrice des gains K̄(θi).

Rappelons, comme cela a été montré dans le chapitre précédent, que l’emploi
de cette transformation est équivalent à traiter le problème de départ avec la
fonction de Lyapunov-Krasvoskii la plus générale.

4.4.2 Représentation polytopique pour le modèle à évène-

ments

Considérons le système (4.27), sa version augmentée (4.30) et les notations :

Āh
j =















UAh
j 0 . . . . . . 0
I 0 . . . . . . 0
0 I 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0 I 0















, B̄h
j =















UBh
j

0
0
...
0















,

∆Āh(ρi) =















∆Ah(ρi) 0 . . . . . . 0
0 0 . . . . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0 0 0















, ∆B̄h(ρi) =















∆Bh(ρi)
0
0
...
0















.

En appliquant les résultats donnés dans la section précédente (Proposition 38), on
remarque que les solutions du système (4.30) peuvent être exprimées comme des
solutions du système polytopique avec une incertitude bornée en norme additive
et un contrôle commuté

zi+1 =

(

h+1
∑

j=1

µj(ρi)Āj + ∆Āh(ρi)

)

zi +

(

h+1
∑

j=1

µj(ρi)B̄j + ∆B̄h(ρi)

)

K̄(θi)zi,

(4.31)
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où
h+1
∑

j=1

µj(ρi) = 1, µj(ρi) > 0 ∀ j = 1 . . . , h + 1,∀ i ∈ Z
+

avec ∆Āh(ρi) et ∆B̄h(ρi) bornés pour ρ < ρi < ρ (voir l’équation (4.17)). Les
bornes de ∆Āh(ρi) et ∆B̄h(ρi) sont notées respectivement

ǫ
1/2
A = sup

ρ<ρ<ρ

∥

∥∆Āh(ρ)
∥

∥

et
ǫ
1/2
B = sup

ρ<ρ<ρ

∥

∥∆B̄h(ρ)
∥

∥ .

4.4.3 Synthèse LMI d’un retour d’état

Nous présentons ici une méthode de synthèse LMI pour le système à commu-
tation polytopique avec des incertitudes bornées en norme additives (4.31). Ce
contrôle permet de stabiliser le modèle à évènements (4.7).

Théorème 39 [51] Considérons le système à commutation (4.31) et les matrices

Gθ =





G1
θ

G2
θ G3 G4

θ

G5
θ



 , (4.32)

avec G1
θ ∈ R

n·θ×n·(θ+1), G2
θ ∈ R

n×n·θ, G3 ∈ R
n×n, G4 ∈ R

n×n·(θ−θ), G5 ∈

R
n·(θ−θ)×n·(θ+1), et

Rθ =
[

R2
θ R3 R4

θ

]

, (4.33)

avec R2 ∈ R
m×n·θ, R3 ∈ R

m×n, R4 ∈ R
m×n·(θ−θ), telles que

G2
θ = G3Ω2

θ, G4
θ = G3Ω4

θ, R2 = R3Ω2
θ, R4 = R3Ω4

θ (4.34)

où Ω2
θ, Ω

4
θ sont des matrices arbitraires de dimensions appropriées ∀ θ ∈ T . S’il

existe deux scalaires λ1 > 0, λ2 > 0, des matrices Gθ, Rθ et des matrices symé-
triques définies positives Sj,θ, telles que









λ2I 0 Rθ1
0

∗ λ1I Gθ1
0

∗ ∗ −Sj1,θ1
+ Gθ1

+ GT
θ1

GT
θ1

ĀhT

j1
+ RT

θ1
B̄hT

j1

∗ ∗ ∗ Sj2,θ2
− λ2ǫ

2
BI− λ1ǫ

2
AI









> 0 (4.35)

pour tous θ1, θ2 ∈ T , alors le système en boucle fermée (4.31) est stabilisé par les
gains

K̄θ = RθG
−1
θ , ∀ θ ∈ T .
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Preuve. Considérons le système à commutation obtenu à partir des sommets du
système polytopique (4.31) :

zi+1 =
(

Āh
j + ∆Āh

)

zi +
(

B̄h
j + ∆B̄h

)

K̄(θi)zi

avec θ ∈ T . En appliquant la Proposition 44 donnée en Annexe avec α = (j) et
β = (θ), on montre que le système peut être stabilisé par les gains K̄(θi) si les
inégalités matricielles linéaires (4.35) ont une solution. Dans ce cas il existe une
fonction de Lyapunov commutée

V (i) = zT
i Pj,θzi avec Pj,θ = S−1

j,θ

strictement décroissante. Ceci implique que
[

Pj1,θ1

(

Āh
j1

+ ∆Āh
j1

+
(

B̄h
j1

+ ∆B̄h
j1

)

Kθ1

)T
Pj2,θ2

∗ Pj2,θ2

]

> 0

∀j1, j2 = 1, . . . , h+1. On multiplie par µj1 et on additionne pour j1 = 1, . . . , h+1.
En répétant la procédure pour µj2 , j2, l’équation précédente devient :

h+1
∑

j=1

µjPj,θ1
−

h+1
∑

j=1

µj

(

Āh
j + ∆Āh

j +
(

B̄h
j + ∆B̄h

j

)

Kθ1

)T
×

×
h+1
∑

j=1

µjPj,θ2

h+1
∑

j=1

µj

(

Āh
j + ∆Āh

j1
+
(

B̄h
j + ∆B̄h

j

)

Kθ1

)

> 0,∀θ1, θ2 ∈ T

ce qui implique que

V (i) = zT
i

h+1
∑

j=1

µjPj,θzi

est une fonction de Lyapunov pour le système (4.31). �

Remarque. Le théorème précédent permet de synthétiser un retour d’état
numérique sous la forme

u(k) = Kx(k)

pour le système original en temps continu (4.1). La matrice des gains K est
obtenue en cherchant un retour d’état contraint pour le système polytopique
augmenté (4.31). En utilisant des matrices Gθ particulières, avec des termes
constants G3, les conditions LMI présentées donnent des gains K̄θ sous la forme
K̄θ =

[

0m×θ K 0m×(θ−θ)

]

pour le système augmenté. Ces gains commutent en
fonction du retard et dépendent du gain constant K. Le système à évènements
est stabilisé par K = R3(G3)

−1. Les matrices arbitraires Ω2
θ et Ω4

θ dans (4.34)
assurent que le système d’équations







KG2
θ = R2

θ

KG3 = R3

KG4
θ = R4

θ
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Fig. 4.1 – Schéma de commande

a une solution, K. Pour des cas simples, Ω2
θ et Ω4

θ peuvent être prises comme des
matrices nulles. Prendre des matrices Ω2

θ et Ω4
θ non nulles peut être utile pour

relaxer les contraintes LMI et donner plus de liberté dans le choix de la matrice
Gθ. Les gains K assurent la stabilisation de la représentation à évènements (4.7).
En utilisant des techniques similaires à celles données dans [49], on peut analyser
le comportement du système continu entre les évènements.

4.5 Régulation numérique des systèmes à commu-

tation

Dans cette section nous allons étendre les résultats obtenus au cas des systèmes
à commutation :

dxc(t)

dt
= Mσc(t)xc(t) + Nσc(t)uc(t). (4.36)

Ici {Mi ∈ R
n×n : i ∈ P} et {Ni ∈ R

n×m : i ∈ P} représentent deux familles de ma-
trices. Chaque paire (Mi, Ni), i ∈ P = {1, 2, .., N} décrit un modèle en temps
continu représentant un régime de fonctionnement du système. Le schéma de
régulation est donné dans la Figure 4.1. On note par σc(t) le signal de commu-
tation en temps continu. Formellement, σc(t) : R

+ → P est un signal constant
par morceaux qui donne un indice particulier i indiquant le régime actif. Aucune
hypothèse n’est émise sur la nature du mécanisme de commutation. Il peut repré-
senter un procédé complètement aléatoire, incontrôlable, ou un automate digital
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complexe, très difficile à modéliser. En fonction de la nature numérique/continue
du signal de commutation, des interfaces sont utilisées entre le mécanisme de
commutation et les autres éléments. Dans certain cas, il s’agit simplement des
convertisseurs numérique/analogique ou analogique/numérique. Ici on suppose
que la fonction de commutation est arbitraire et qu’elle peut être mesurée.

On considère que les valeurs des signaux continus xc(t) et σc(t) sont disponibles
par échantillonnage et qu’elles peuvent être utilisées pour le calcul du contrôle.
En supposant qu’un nombre infini de commutations ne peut pas intervenir dans
un intervalle de temps fini et en considérant que la commutation est aussi un
évènement, il est possible de généraliser le modèle à évènements (4.7) pour le cas
des systèmes à commutation. On obtient :

ηi+1 = Aςi(ρi)ηi + Bςi(ρi)ui (4.37)

où

Aςi(ρi) = eMςi
ρi , Bςi(ρi) =

∫ ρi

0

eMςi
sdsNςi (4.38)

ηi = xc(ti), (4.39)

ςi = σc(ti), (4.40)

ui = xc(ti) (4.41)

0 = ρ < ρi ≤ ρ. (4.42)

Pour ce modèle on peut appliquer l’approche de modélisation polytopique. Ici, la
méthodologie est appliquée pour un retour d’état commuté sous la forme :

uc(ti) = Kσc(tj)xc(tj).

i représente un évènement arbitraire (intervenu à l’instant ti), et tj avec ti ≥ tj
correspond à un instant d’échantillonnage passé. Soit θi = j − i le nombre d’évè-
nements qui sont intervenus entre l’échantillonnage ( à l’instant tj) et l’actua-
lisation de la commande Kσc(tj)xc(tj) (à l’instant ti). De façon similaire au cas
des systèmes continus invariants dans le temps, le paramètre θ peut être borné,
θi ∈ T =

{

θ ∈ Z
+ : θ ≤ θ ≤ θ

}

. Pour le système (4.37) le retour d’état commuté
est donné par

ui = Kγi
ηi−θi

, (4.43)

où γ : Z
+ → P est une fonction qui représente le signal de commutation utilisé

dans la commande lors du i-ème évènement, γi = ςi−θi
.

Considérons le vecteur d’état augmenté

zi =
[

ηT
i ηT

i−1 . . . ηT
i−θ

]T
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et les matrices

Āh
ςi,j

=















UAh
ςi,j

0 . . . . . . 0
I 0 . . . . . . 0
0 I 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0 I 0















, B̄h
ςi,j

=















UBh
ςi,j

0
0
...
0















, (4.44)

∆Āh
ςi
(ρi) =















∆Ah
ςi
(ρi) 0 . . . . . . 0

0 0 . . . . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0 0 0















, ∆B̄h
ςi
(ρi) =















∆Bh
ςi
(ρi)

0
0
...
0















, (4.45)

K̄(γi,θi) = [0 . . . 0 Kγi
0 . . . 0]

avec Kγi
sur la (θi + 1)ème colonne-bloc.

Les termes

UAh
ς,j =

[

Mh
ς

h!
. . .

M2
ς

2!
Mς I

]

φj,

UBh
ς,j =

[

Mh−1
ς

h!
. . .

Mς

2!
I 0

]

φjNς ,

(où φj sont donnés par (4.25)) et les matrices incertaines ∆Ah(ρi), ∆Bh(ρi),

∆Ah
ς (ρi) = eMςρi −

h
∑

j=0

M j
ς

j!
ρ j et (4.46)

∆Bh
ς (ρi) =

∫ ρi

0

eMςsdsNς −
h
∑

j=1

M j−1
ς

j!
ρ jNς ,

sont obtenus en appliquant la Proposition 38 au cas des incertitudes (4.38).
La représentation polytopique du système à évènements (4.37) est donnée par

zi+1 =

(

h+1
∑

j=1

µj(ρi)Āςi,j + ∆Āh
ςi
(ρi)

)

zi +

(

h+1
∑

j=1

µj(ρi)B̄ςi,j + ∆B̄h
ςi
(ρi)

)

K̄(γi,θi)zi,

(4.47)
avec

ǫ
1/2
A = sup

ρ<ρ<ρ

∥

∥∆Āh
ςi
(ρ)
∥

∥ and ǫ
1/2
B = sup

ρ<ρ<ρ

∥

∥∆B̄h
ςi
(ρ)
∥

∥ .

Pour ce système, la synthèse de contrôle LMI est exprimée comme suit :

Théorème 40 [51] Considérons le système à commutation polytopique en boucle
fermée (4.47) et les matrices

Gγ,θ =





G1
γ,θ

G2
γ,θ G3

γ G4
γ,θ

G5
γ,θ



 , (4.48)

80



4.6. Exemples d’application

G1
γ,θ ∈ R

n·θ×n·(θ+1), G3
γ ∈ R

n×n, G2
γ,θ ∈ R

n×n·θ,

Rγ,θ =
[

R2
γ,θ R3

γ R4
γ,θ

]

, (4.49)

R2
γ ∈ R

m×n·θ, R3
γ ∈ R

m×n, R3
γ ∈ R

m×n·(θ−θ), tel que

G2
γ,θ = G3

γΩ
2
γ,θ, G4

γ,θ = G3
γΩ

4
γ,θ, R2

γ = R3
γΩ

2
γ,θ, R4

γ = R3
γΩ

4
γ,θ (4.50)

où Ω2
γ,θ, Ω

4
γ,θ sont des matrices arbitraires de dimensions appropriées avec ς ∈

P, j = 1, . . . , h + 1, γ ∈ P et θ ∈ T . S’il existe des scalaires λ1 > 0, λ2 > 0, des
matrices Gγ,θ, Rγ,θ et des matrices Sς,j,γ,θ symétriques définies positives tel que









λ2I 0 Rγ1,θ1
0

∗ λ1I Gγ1,θ1
0

∗ ∗ −Sς1,j1,γ1,θ1
+ Gγ1,θ1

+ GT
γ1,θ1

GT
γ1,θ1

ĀhT

ς1,j1
+ RT

γ1,θ1
B̄hT

ς1,j1

∗ ∗ ∗ Sς2,j2,γ2,θ2
− λ2ǫ

2
BI− λ1ǫ

2
AI









> 0

(4.51)
pour tous ς1, ς2 ∈ P, j1, j2 = 1, . . . , h+1, γ1, γ2 ∈ P et θ1, θ2 ∈ T , alors le système
en boucle fermée (4.47) est stabilisé par les gains

K̄γ,θ = Rγ,θG
−1
γ,θ, ∀ (γ, θ) ∈ P × T .

Preuve. Considérons le système à commutation obtenu en utilisant les sommets
du système polytopique (4.47). Les LMIs (4.51) sont obtenues en appliquant la
Proposition 44 avec α = (ς, j) et β = (γ, θ) et en utilisant des arguments similaires
à ceux donnés dans la démonstration du Théorème 39. �

4.6 Exemples d’application

Dans cette section on présente une application de l’approche de modélisation
proposée, et quelques exemples numériques.

Modélisation à évènements pour la commande des systèmes

à commutation via des réseaux

Nous allons illustrer la construction du modèle à évènements et de la représen-
tation polytopique pour un cas simple de système à commutation. On considère
un système à commutation sous la forme (4.1) commandé à travers un réseau
(voir la Figure 4.2). Le signal de commutation est une commande donnée par un
superviseur (il ne sera pas modélisé ici). On suppose que les valeurs du signal sont
arbitraires, et qu’elles sont disponibles en temps réel. L’état discret du système,
x(k), est transmis à un ordinateur qui produit la version digitale du contrôle u(k)
et la synchronise avec le signal de commutation σ(k). On suppose que u(k) et
σ(k) peuvent être transmis simultanément sur le réseau, dans un seul paquet de
données. L’actionneur génère les signaux continus uc(t) et σc(t) dès que u(k) et
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Ordinateur

Réseau

x
c
(t)

T

x(k)

A/N

Système
u

c
(t)

N/A

τ(k)

[u(k), σ(k)]

 σ
c
(t)

σ(k) (arbitraire)

Fig. 4.2 – Architecture du système

σ(k) sont disponibles. Puisque le signal de commutation et la commande sont
synchronisés, on évite l’apparition de dynamiques mixtes.

Le transfert d’informations à travers le réseau implique l’apparition de retards
variables. On considère ici le cas d’un retard total τ(k) plus petit que la période
d’échantillonnage T :

τmin < τ(k) < τmax < T

Un exemple d’évolution du système est donné dans la Figure 4.3. Les signaux
continus affectés par des retards sont donnés par :

σc(t) =

{

σ(k − 1), t ∈ [kT, kT + τ(k))
σ(k), t ∈ [kT + τ(k), (k + 1)T )

(4.52)

et

uc(t) =

{

u(k − 1), t ∈ [kT, kT + τ(k))
u(k), t ∈ [kT + τ(k), (k + 1)T ).

(4.53)

Ici nous allons montrer comment construire un modèle à évènements sous la forme
(4.37) pour le système à commutation présenté. L’évolution du système est dirigée
par deux évènements : l’échantillonnage (ti = kT ) et l’actualisation/commutation
(à ti = kT + τ(k)). Le vecteur d’état du système discret est

ηi =

{

xc(kT ), lors de l’échantillonnage ,
xc(kT + τ(k)), lors de l’actualisation/commutation ,

mais la valeur de ηi est connue seulement pour ti = kT . Le paramètre incertain
ρi prend successivement les valeurs τ(k) et T − τ(k) et ses bornes sont ρ =
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min (τmin, T − τmax) et ρ = max (τmax, T − τmin). vi est la commande qui dépend
de ηi. Puisque ηi est connu seulement pour ti = kT , il est évident que la commande
ne peut pas dépendre de la valeur de l’état continu à l’instant de l’actualisation.
L’évolution du système est décrite par :

ηi+1 = Aςi(ρi)ηi + Bςi(ρi)ui.

Considérons que la commande est un retour d’état commuté :

u(k) = Kσ(k)x(k).

Dans l’espace des évènements,

ui =







Kγi
ηi−1, si i correspond à une actualisation

Kγi
ηi−2, si i correspond à un instant d’échantillonnage.

 

t 

xc(t) 

t 

uc(t) 

kT (k+1)T (k+2)T (k+3)T 

kT (k+1)T (k+2)T (k+3)T 

τ (k) 

t kT (k+1)T (k+2)T (k+3)T 

σc(t) 

Fig. 4.3 – Les signaux de contrôle et de commutation
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On obtient un système sous la forme (4.37) avec θi ∈ {1, 2}. Puisque la valeur
future du signal est disponible à l’instant du calcul du contrôle, on peut l’utiliser
pour le contrôle, c’est-à-dire γi = ςi. Par ailleurs, la valeur du signal de commu-
tation change seulement à ti = kT + τ(k), ce qui signifie que ςi = ςi−1 si θi = 2.
Donc, pour le cas d’un retour d’état commuté, la commande est donnée par

ui = Kςiηi−θi

et le système en boucle fermée est

ηi+1 = Aςi(ρi)ηi + BςiKςiηi−θi
.

On utilise le vecteur d’état augmenté zi =
[

ηT
i ηT

i−1 ηT
i−2

]T
pour lequel on obtient

le système

zi+1 = Āςi(ρi)zi + B̄ςi(ρi)K̄(ςi,θi)zi

avec

Āςi(ρi) =





Aςi(ρi) 0 0
I 0 0
0 I 0



 , B̄ςi(ρi) =





Bςi(ρi)
0
0



 .

Le retard est introduit comme un paramètre de commutation dans les gains
K̄(ςi,θi) :

K̄(ςi,1) = [0 Kςi 0] , K̄(ςi,2) = [0 0 Kςi ] .

Pour ce système, on applique la modélisation polytopique afin de déterminer
un retour d’état. En considérant une approximation de premier ordre, les incer-
titudes exponentielles Aςi(ρi) et Aςi(ρi) peuvent être exprimées sous la forme

Aςi(ρ) = I + Mςi · ρ + ∆Aςi , Bςi(ρ) = Nςi · ρ + ∆Bςi .

On obtient un système polytopique incertain commuté avec deux sommets par
polytope :

Āςi,1 =





I + Mςi · ρ 0 0
I 0 0
0 I 0



 , B̄ςi,1 =





Nςi · ρ
0
0



 ,

Āςi,2 =





I + Mςi · ρ 0 0
I 0 0
0 I 0



 , B̄ςi,2 =





Nςi · ρ
0
0



 .

Les incertitudes additives bornées en norme ∆Āςi et ∆B̄ςi peuvent être données
à partir de (4.45). Pour ce modèle, on applique le Théorème 40 avec γi = σi afin
d’obtenir un retour d’état stabilisant.
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Fig. 4.4 – Les signaux de sortie et de contrôle dans le cas idéal.

Systèmes linéaires avec jitter et retards

Considérons le modèle linéaire invariant dans le temps d’un système de posi-
tionnement

Gp(s) =
1000

s (0.25s + 1)
. (4.54)

En fonctionnement idéal, le système est échantillonné avec une période constante
T = 0.015s et il n’y a pas de retard dans l’application de la commande. Dans ce
cas le gain de retour d’état

K = [−4.6 − 9.5]

stabilise le système (voir la figure 4.4).
On suppose que la période d’échantillonnage T = 0.015s est affectée par

un jitter δT ∈ [0, 0.005s] et qu’un retard τ est introduit dans le système de
régulation. Ce retard varie entre τmin = 0.001s et τmax = 0.018s. En raison de ces
retards variables, plusieurs actualisations peuvent apparaître dans une période
d’échantillonnage. Dans ce cas le système en boucle fermée devient instable. Une
illustration de l’instabilité est donnée dans les figures 4.5.

On construit le modèle à évènements du système en boucle fermée afin de
déterminer une nouvelle loi de commande. On obtient un modèle sous la forme
(4.7) avec un paramètre incertain ρ ∈ (0, 0.02s] et un retard discret θ qui prend
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Fig. 4.5 – Réponse du système en situation réelle (avec jitter d’échantillonnage
et retard). Les figures a), b) et c) représentent les signaux de sortie et de contrôle
pour des séquences aléatoires du retard et de la période d’échantillonnage. Un
agrandissement illustrant les variations de la commande est donné dans la figure
d).

des valeurs dans l’ensemble {1, 2, 3, 4} (voir la figure 4.6). Comme on peut le
constater, la réduction des termes non-linéaires implique une augmentation de
la plage de valeurs du retard dans le modèle à évènements. On considère un
développement en série de Taylor des termes incertains. Pour cet exemple, en
utilisant une approximation de premier ordre (h = 1) la norme du reste est plus
petite que 1.3 × 10−4. On obtient dans ce cas un modèle polytopique avec deux
sommets. En utilisant une augmentation de l’état du système pour introduire le
retard comme un paramètre de commutation, on détermine un système du 10ème
ordre qui commute parmi 4 polytopes, chacun avec 2 sommets. On suppose que
le retard est complètement inconnu et on cherche un retour d’état. En utilisant
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Fig. 4.6 – Réponse du système commandé par le retour d’état robuste en situation
réelle. Dans les figures a) et b) on illustre les signaux de sortie et de contrôle pour
des séquences aléatoires du retard et de la période d’échantillonnage. Sur le signal
de sortie, les différents évènements sont marqués par des points rouges. La figure
c) représente un agrandissement du diagramme temporel de la commande pour
le cas b).

le Théorème 39, on obtient le gain

K = [−0.9942 − 0.5431]

qui stabilise le système en présence du jitter d’échantillonnage et des retards
variables.

Contrôle des systèmes à commutation sur des domaines de

temps non-uniformes

Ici on considère la commande d’un système dans le cas d’une période d’échan-
tillonnage variable. Le système est caractérisé par un comportement nominal
(décrit par l’équation (4.54)) et un comportement avec une commande réduite :
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Fig. 4.7 – Systèmes linéaires avec jitter et retards. Les valeurs du vecteur d’état
disponibles par échantillonnage sont marquées par des points noirs. ti spécifie
l’instance d’occurrence du ième évènement et ηi représente la valeur de x(t) pour
t = ti.

l’entrée du système est multipliée par un facteur de 50/100. On suppose que
la période d’échantillonnage T varie entre Tmin = 0.007s et Tmax = 0.018s. La
commutation entre ces deux modes de fonctionnement est donnée par un super-
viseur et elle est synchronisée avec l’instant d’échantillonnage. L’objectif est de
déterminer un retour d’état commuté qui stabilise le système. En utilisant une
modélisation à évènements avec ρ ∈ [0, 0.018s], θ ∈ {1, 2} et une approximation
de premier ordre de l’incertitude exponentielle, on obtient les gains suivants :

K1 = [−1.1582 − 0.0344] ,

K2 = [−2.3165 − 0.0689] ,

où K1 assure la stabilité du régime nominal et K2 compense la réduction de la
commande. Un exemple d’évolution du système à partir d’une condition initiale
arbitraire est donné dans la Figure 4.8.

4.7 Conclusion

L’objectif du chapitre a été de donner une méthodologie unique pour traiter
les problèmes de temporisation dans le contexte de la régulation numérique des
systèmes linéaires invariants dans le temps. On montre qu’en utilisant un modèle
polytopique/commuté du système de régulation, la synthèse de contrôle peut être
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Fig. 4.8 – Les signaux de contrôle et de commutation

effectuée à l’aide de critères LMI. Le modèle obtenu est capable de gérer simulta-
nément le jitter, les périodes d’échantillonnage variables et les retards inconnus,
même lorsque la variation du retard est supérieure à la période d’échantillonnage.
La méthodologie a été étendue au cas des systèmes à commutations.
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Conclusion Générale

Les travaux de cette thèse sont consacrés à l’analyse de stabilité et à la syn-
thèse de commandes robustes pour les systèmes linéaires à commutation. La re-
cherche porte principalement sur les systèmes à commutation en temps discret
avec des incertitudes polytopiques et des incertitudes sur la loi de commuta-
tion. La modélisation des systèmes via des polytopes convexes est parfaitement
naturelle, elle reflète la réalité industrielle où les paramètres physiques sont spé-
cifiés par des intervalles d’incertitude. Le cadre de travail choisi pour résoudre
les problèmes de stabilité et de stabilisation est celui de la théorie de stabilité
de Lyapunov et il repose sur l’utilisation d’outils numériques de type LMI. Dans
ce contexte, nous avons montré comment tenir compte des paramètres incertains
pour synthétiser des lois de contrôle efficaces : l’utilisation des fonctions de Lya-
punov commutées dépendant de paramètres permet de déterminer des critères
de stabilité et de stabilisation robuste en limitant le conservatisme de ce type
d’approche.

Nous avons montré que l’interaction entre les régulateurs numériques et les
systèmes continus conduit à des systèmes incertains avec des incertitudes poly-
topiques. On a considéré des systèmes en temps discret issus des systèmes LTI
continus commandés numériquement. Dans ce cas, des incertitudes paramétriques
sont induites sur le modèle en temps discret. Ces incertitudes proviennent des
imprécisions sur les instants d’échantillonnage des signaux et les instants d’appli-
cation des commandes. L’objectif a été de donner une méthodologie unique pour
la stabilisation numérique des systèmes LTI continus en présence de ces impréci-
sions.

Nous avons montré comment une modélisation à base d’évènements permet de
ramener le problème original à un problème spécifique aux systèmes à commuta-
tion avec des incertitudes polytopiques. Cette transformation du problème repose,
en partie, sur les résultats du chapitre 3 où on a montré que le fait de considérer
un retard discret comme un paramètre de commutation est équivalent à traiter
le problème de stabilité original avec la fonction de Lyapunov-Krasvoskii la plus
générale. La méthodologie proposée pour le cas des systèmes à commutation in-
certains a été ensuite appliquée pour la stabilisation des systèmes LTI en temps
continu en présence d’imprécisions de la commande et de l’échantillonnage. Enfin,
on a présenté l’extension de ces résultats aux systèmes à commutation continus
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commandés par des correcteurs numériques. La modélisation choisie peut sembler
lourde ; cela peut être vrai dans le pire des cas : systèmes à commutation avec
retards supérieurs à la période d’échantillonnage, loi de commutation arbitraire
et dynamiques mixtes. Cependant, en pratique, tous les problèmes ne se cumulent
pas et, en général, on possède des informations supplémentaires sur la loi de com-
mutation. Ceci simplifie la modélisation, et par voie de conséquence, diminue la
complexité des LMI à résoudre.

Au niveau perspective, un premier point à développer est la prise en compte
des informations sur le retard pour la synthèse des lois de commande. En ef-
fet, il est possible dans certaines applications pratiques, comme la commande des
systèmes via les réseaux, d’estimer la largeur du retard en fonction de divers para-
mètres du réseau. Il sera intéressant, dans ce cas, de définir des plages de variation
de ces retards et d’envisager de déterminer des gains adaptatifs qui commutent
en fonction de la valeur instantanée du retard.

Un deuxième point qui pourrait être considéré est l’étude des relations entre
la fréquence d’échantillonnage et l’approximation polytopique des incertitudes
exponentielles, eMτ . Dans ce contexte, le théorème de Shannon peut amener des
informations supplémentaires sur le domaine de variation du paramètre inconnu
τ dans les cas d’applications pratiques. Ces informations pourraient être utili-
sées afin de mieux sélectionner l’ordre du développement en série de Taylor de
l’incertitude, pour réduire le nombre des sommets du polytope convexe et, en
conséquence, la complexité calculatoire.

Dans cette thèse, nous avons abordé le problème de stabilisation par retour
d’état. Pour des raisons pratiques, il faudrait étendre les résultats proposés au
cas des lois de commande du type retour de sortie, retour d’état dynamique,
etc. Enfin, la prise en compte de contraintes de performance doit également être
considérée.
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Annexe

Lemme 41 (Complément de Schur) [18] Considérons la matrice

M =

[

A B
C D

]

avec D, un matrice non-singulière (inversible). La matrice

S := A − BD−1C

est appelée le complément de Schur de D dans M . Si M est une matrice symé-
trique alors M > 0 est équivalent à

D > 0 et S = A − BD−1C > 0.

Lemme 42 (réel borné en norme) [18] Étant donné un scalaire constant λ >
0 et des matrices M, N et Y de dimension appropriée, la relation suivante est
vérifiée :

MY N + NT Y T MT ≤ λMMT + λ−1NT N

où Y T Y ≤ I.

Lemme 43 (adaptation d’après [18] pour le cas temps discret) Considérons un
système LTI en temps discret

x(k + 1) = Ax(k),

le scalaire λ > 0 et la matrice symétrique définie positive P solution de l’inégalité
matricielle suivante :

AT PA − λP < 0. (1)

Alors la norme de vecteur d’état du système satisfait la relation

‖x(k)‖2 < c · λk−k0 ‖x(k0)‖
2 , ∀k > k0

avec

c =
eigmax (P )

eigmin (P )
.
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Annexe

Proposition 44 Considérons un système à commutation incertain commandé
par un retour d’état :

x(k + 1) =
(

Aα(k) + ∆Aα(k)

)

x(k) +
(

Bα(k) + ∆Bα(k)

)

Kβ(k)x(k) (2)

où α(k) ∈ Iα, β(k) ∈ Iβ représentent des fonctions de commutation distinctes
respectivement pour la matrice du système et pour les gains du retour d’état. Les
incertitudes sont caractérisées par ∆AT

α(k)∆Aα(k) < ǫαI, ∆BT
β(k)∆Bβ(k) < ǫβI,

∀α(k) ∈ Iα, β(k) ∈ Iβ. S’il existe des matrices symétriques définies positives
Sα,β, des matrices Gβ, Rβ et des scalaires λα > 0 et λβ > 0, avec α ∈ Iα, β ∈ Iβ

qui vérifient l’inégalité matricielle linéaire








λβI 0 Rβ1
0

∗ λαI Gβ1
0

∗ ∗ −Sα1,β1
+ Gβ1

+ GT
β1

GT
β1

AT
α1

+ RT
β1

BT
α1

∗ ∗ ∗ Sα2,β2
− λβǫ2

βI− λαǫ2
αI









> 0 (3)

∀α1, α2 ∈ Iα, β1, β2 ∈ Iβ alors le système en boucle fermée (2) est asymptotique-
ment stable, et les gains stabilisants sont donnés par

Kβ = RβG−1
β , ∀ β ∈ Iβ.

Lorsque les conditions LMI (3) sont vérifiées, il existe une fonction de Lyapunov
commutée

V (x) = xT (k)Pα,βx(k)

avec Pα,β = S−1
α,β strictement décroissante pour toutes les trajectoires du système

en boucle fermée.

Preuve. En utilisant des arguments similaires à ceux donnés pour le Théorème
1 de [27], on peut montrer que lorsque la condition (3) est satisfaite, la relation
suivante est vérifiée









λβI 0 Kβ1
0

∗ λαI I 0

∗ ∗ Pα1,β1
(Aα1

+ Bα1
Kβ1

)T Pα2,β2

∗ ∗ ∗ Pα2,β2
− Pα2,β2

(

λβǫ2
βI − λαǫ2

αI
)

Pα2,β2









> 0

où Pα,β = S−1
α,β,∀α ∈ Iα, β ∈ Iβ. En utilisant le complément de Schur on obtient





λαI I 0

∗ Pα1,β1
(Aα1

+ Bα1
Kβ1

)T Pα2,β2

∗ ∗ Pα2,β2
− Pα2,β2

(λαǫ2
αI) Pα2,β2





−λ−1
β





0
−KT

β1

0





[

0 −Kβ1
0
]

−
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−λβ





0
0

ǫβP T
α2,β2





[

0 0 ǫβP T
α2,β2

]

> 0

En appliquant le Lemme 42




λαI I 0

∗ Pα1,β1
(Aα1

+ Bα1
Kβ1

)T Pα2,β2

∗ ∗ Pα2,β2
− Pα2,β2

(λαǫ2
αI) Pα2,β2



−

−





0
−KT

β1

0



∆BT
α1

[

0 0 P T
α2,β2

]

−

−





0
0

P T
α2,β2



∆Bα1

[

0 −Kβ1
0
]

> 0

ce qui est la même chose que




λαI I 0

∗ Pα1,β1
(Aα1

+ (Bα1
+ ∆Bα1

) Kβ1
)T Pα2,β2

∗ ∗ Pα2,β2
− Pα2,β2

(λαǫ2
αI) Pα2,β2



 > 0.

En répétant la procédure (complément de Schur et Lemme 42 ) pour ∆Aα1
on

obtient
[

Pα1,β1
(Aα1

+ ∆Aα1
+ (Bα1

+ ∆Bα1
) Kβ1

)T Pα2,β2

∗ Pα2,β2

]

> 0

ce qui implique que
V (x) = xT (k)Pα,βx(k)

est une fonction de Lyapunov pour le système en boucle fermée. �
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Résumé

Les travaux de cette thèse portent sur l’analyse de stabilité et la synthèse de
commandes robustes pour les systèmes linéaires à commutation en temps discret
avec des incertitudes polytopiques et des incertitudes sur la loi de commutation.
On considère des lois de commutations arbitraires et on montre que l’utilisa-
tion des fonctions de Lyapunov commutées dépendant de paramètres permet de
déterminer des critères de stabilité et de stabilisation robuste moins conserva-
tifs. Ensuite, des conditions de stabilité robuste pour les systèmes en temps dis-
cret avec une loi de commutation incertaine sont présentées en termes de temps
minimum de séjour. Les résultats obtenus s’avèrent utiles dans le contexte de
la commande numérique des systèmes continus en présence d’imprécisions sur
les instants d’échantillonnage et d’application des commandes. Nous montrons
comment une modélisation à base d’évènements permet de ramener le problème
original à un problème spécifique aux systèmes à commutation avec des incerti-
tudes polytopiques. Les résultats sont étendus au cas des systèmes à commutation
continus commandés par des correcteurs numériques.

Mots-clés: systèmes à commutation, robustesse, incertitudes paramétriques, re-
tards variables inconnus, contrôle numérique.

Abstract

This PhD thesis is dedicated to the study of robust stability analysis and
control synthesis for discrete time uncertain switching systems under arbitrary
switching. Polytopic uncertainties are considered. We show that Lyapunov func-
tions that depend on the uncertain parameter and that take into account the
structure of the system may be used in order to reduce the conservatism related
to uncertainty problems. Next, we consider the case of discrete time switched
systems that are stabilized by a switched state feedback for which the switching
signal may be temporary uncertain. Dwell time conditions for stability analysis
of such systems are given. These results are usefull in the context of continuous
time are stabilized via a computer when uncertainties occur on the sampling and
actuation events. We present a new event based discrete-time model and we show
that the stabilizability of this system can be achieved by finding a control for a
switched polytopic system. The methodology is extended to the case of switched
system.

Keywords: switched systems, robustness, parametric uncertainty, time varing
delays, digital control.
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