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Notations

cs Colt unitaire de stockage.

cs” Colt unitaire pour les demandes perdues.
ct Cot unitaire de transport.

ctr Cot unitaire d’une livraison en retard.

cts Colt unitaire d’une livraison en avance.

T Temps de livraison.

Tox Temps de livraison planifié.

MTBF Moyenne du temps de bon fonctionnement.
MTTR Moyenne du temps de réparation.

s Modele a flux discrets

D(t) Demande client.

u?) Vitesse de production de la machine M a I’instant .
U, Vitesse de production maximale.

va(t) Nombre de pieces qui sort du stock a I’instant .
xA1) Niveau du stock a I’instant z.

Xra(?) Nombre de pi¢ces transportées a 1’instant.

hq Stock optimal.

DY(t+7) Nombre de demandes non satisfaites a I'instant 7.

sA1) Nombre de pieces arrivant en avance a ’instant ¢.

r«t) Nombre de pieces qui arrivent en retard.



CT

ex

Ca'sr (t)

CT,, (1)

Dd(1)

ud1)
Ue

Fonction de cofiit a I’instant z.

Colt moyen pendant une période de temps 7.

Valeur de la perturbation.

Instant ou le stock est vide pour la trajectoire perturbée.

Instant ou le stock est vide pour la trajectoire nominale.

Nombre de pieces sortant du stock a 1’instant 7 pour la trajectoire perturbée.
Taux de production a I’instant ¢ pour la trajectoire perturbée.

Nombre de pieces transportées a I’instant 7 pour la trajectoire perturbée.
Nombre de pi¢ces arrivant en avance a I’instant # pour la trajectoire perturbée.
Nombre de pi¢ces qui arrivent en retard pour la trajectoire perturbée.

jieme instant ou le stock pour la trajectoire perturbée devient saturé.

jieme instant qui annule le décalage entre la trajectoire nominale et la
trajectoire perturbée.

Colt moyen pendant une période de temps 7.

Fonction de colit a I’instant 7 (cas systéme avec un temps de livraison
planifié).

Fonction de colit moyen pendant une période de temps 7 (cas systéme avec un
temps de livraison planifié).

s Modeéle a flux continus

Demande client.
Vitesse de production de la machine M a I’instant ¢.

Vitesse de production maximale.
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Niveau du stock a I’instant 7.
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Nombre de pieces qui arrivent en retard.

Fonction de coftit a I’instant 7.
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entre 7 et /.
C,r(h.+n) Estimation échantillonnée du colit moyen pour la trajectoire nominale.

Cl.(h,+n) Estimation échantillonnée du colit moyen pour la trajectoire perturbée.
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Introduction générale

Lors des derni¢res décennies, du fait d’une offre supérieure a la demande, le
comportement des entreprises a évolué vers des produits avec plus de diversification et de
nombreux services offerts. L’environnement concurrentiel actuel fait qu’il est impératif
désormais pour toute entreprise de produire et de livrer dans des délais précis, a des cofits
réduits, en satisfaisant des niveaux de service €levés exigés par les clients. Il est donc crucial
que les systémes de production aient, d’une part, des temps de production courts, et d’autre
part, des stocks les plus faibles possible (stocks faibles pour réduire les cofits mais tout de
méme nécessaires pour assurer le taux de service). Les centres de production qui sont de plus
en plus éloignés des fournisseurs et des clients afin de réduire les cotlits de main d'ceuvre et de
matieres premieres, engendrent des colts de transport et de stockage élevés. C’est pourquoi,
le systéme de production et sa gestion, se sont impos€s aujourd’hui comme des concepts clés
dans les entreprises. Quel que soit I’angle sous lequel on aborde la conception, 1’organisation,
la gestion de production, la logistique, le management, etc., la gestion d’une chaine logistique
est devenue incontournable. Son objectif : intégrer et optimiser globalement les fonctions, les
niveaux de décision et les différents segments d’activités.

Les progres techniques et économiques et par conséquent la complexité croissante des
systtmes de production soulévent de plus en plus de nouveaux défis et de nouvelles
problématiques. Ceci nécessite 'utilisation de méthodes bien adaptées pouvant guider le
concepteur dans les choix qu'il est amené a faire dans les phases de conception, ou elles
permettent I'évaluation a priori des performances d'un systeme hypothétique que 1'on veut
dimensionner, et dans les phases d'exploitation ou elles permettent, par exemple, 1'évaluation
de regles de pilotage du systéme.

Les industriels savent qu’ils peuvent faire la différence par rapport a leurs concurrents
a travers une optimisation globale de leur systéme de production. Les entreprises doivent donc
étre plus performantes que jamais, toujours plus innovantes et plus réactives face a un marché
exigeant, ces entreprises ont besoin d’outils d'aide a la décision capables d’améliorer sans
cesse leurs performances et de garantir leur pérennité face a une concurrence de plus en plus
forte et face a des contraintes industrielles plus importantes.

L’axe de notre recherche consiste a développer une méthodologie qui va permettre aux
entreprises de prendre des décisions fiables lors de la conception et/ou le pilotage du systéme
de production en identifiant et modélisant les contraintes industrielles et les phénomenes
aléatoires.

Notre rapport s’articulera autour de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous allons présenter 1’état de 1’art qui concerne les systémes
de productions, 1’évaluation de leurs performances.



Dans le deuxieéme chapitre, nous allons appliquer un modele a flux continus a un
systetme de production constitué par une machine qui peut tomber en panne, un stock de
capacité¢ infinie et un client qui demande a chaque instant une quantité de produit. La
particularité de notre étude sera d’intégrer explicitement le temps de livraison. Une méthode
appelée analyse des perturbations infinitésimale sera étudiée et appliquée a notre modele.
Cette méthode sera utilisée pour déterminer la valeur optimale du stock qui minimise la
fonction de coflt total. Des résultats numériques obtenus par un algorithme d’optimisation
seront présentés a la fin de ce chapitre.

Dans le troisiéme chapitre, un modele a flux discrets sera appliqué au méme systéme
de production que celui étudi¢ dans le deuxiéme chapitre. La méthode d’analyse des
perturbations infinitésimale (IPA) sera également appliquée pour ce modele pour trouver le
niveau de stock optimal. La particularité de ce chapitre sera I’application de cette méthode a
un modele a flux discrets (qui & notre connaissance n’a jamais été menée). A la fin de ce
chapitre, nous allons comparer les résultats donnés par I’application de la méthode IPA sur un
modele a flux continus (deuxieéme chapitre) a ceux obtenus par I’application de la méthode
IPA sur un modéle a flux discrets.

Nous considérerons dans le quatriéme chapitre un systéme de production avec un délai
de livraison planifié entre le client et le producteur. En effet, nous supposerons que le
producteur propose pour le client un délai de livraison, mais du fait des différents aléas qui
peuvent se produire au niveau du transport, le produit sera livré a I’heure, en avance ou en
retard (les délais de livraison aléatoires). Le but de ce chapitre est d’étudier ’impact des cofits
de livraison sur le niveau de stock optimal. La méthode d’analyse des perturbations
infinitésimale sera également appliquée pour les deux types de modeles (modeles a flux
continus et discrets).

Nous terminons ce mémoire par une conclusion des travaux effectués, ensuite nous
dégageons des perspectives qui peuvent étre développées par la suite, ouvrant ainsi de
nouvelles voies et propositions dans le but de poursuivre ce travail.



Chapitre 1 : Généralité et état de ’art

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons un état de I’art des recherches en génie industriel, et
plus particulierement sur le pilotage des systemes de production. Ainsi, nous commengons par
présenter les systemes de production dans la premicre partie, avec leurs éléments
caractéristiques, les modeles utilisables pour les représenter et les principales contraintes
industrielles. Puis, dans la deuxiéme partie, nous étudions 1’évaluation des performances qui
joue un rdle important pour la prise de décision. Les principales méthodes utilisées en
¢valuation des performances sont présentées, ce qui nous permet d’introduire la méthode de
I’analyse des perturbations infinitésimales que nous utilisons pour optimiser les systémes de
production considérés dans nos travaux.

1.2 Systémes de production

1.2.1 Introduction

Depuis les années 1970, 1’offre est supérieure a la demande, les entreprises se doivent
donc de séduire des clients toujours plus exigeants en agissant fortement sur les délais de
livraison, la qualité¢ des produits et bien sir tout en offrant des prix attractifs. L’évolution
rapide des marchés, des technologies et des formes de concurrence impose un progres
permanent. Au ceeur de ces enjeux, le systtme de production, outil de transformation des
matieres premieres en produits consommables, est un élément clé pour augmenter la
productivité et la compétitivité des entreprises industrielles.

Dans cette partie nous définissons les systémes de production, puis nous présentons les
différents éléments d’un systeme de production. Différents modeles sont présentés a la fin de
cette partie.

1.2.2 Définition

Avant de définir un systéme de production, commengons par définir la fonction
production telle qu’elle est décrite dans la littérature. La production est I’'une des activités
¢conomiques les plus anciennes et traditionnelles dans 1’évolution de ’humanité. Giard
définit la production comme étant une transformation de ressources appartenant a un systéme
productif et conduisant a la création de biens et de services. Les ressources peuvent étre des
équipements (machines,...), des hommes (opérateurs,...), des matieres (matieres premieres et
composants), des informations techniques ou procédurales (gammes, nomenclatures, fiches
opératoires,...) [GIA88].



Fontanili pour sa part a donné une autre définition: « La production d'un bien
s'effectue par une succession d'opérations consommant des ressources et transformant les
caractéristiques morphologiques ou spatiales de "maticres" » [FON99]. Gershwin définit la
production comme suit : « la production est la transformation des matie¢res en un objet utile et
transférable » [GER94].

Dans sa thése, Spérandio a défini un systéme de production comme une organisation
d’éléments interagissant dans le but de réaliser des fonctions (économiques, financieres,
sociales) déterminées. L’intérét d’une telle approche est de rendre explicites, d’une part, les
relations entre le systéme et son environnement, et d’autre part les relations entre les fonctions
externes (c’est-a-dire vis-a-vis du marché) du systéme et son organisation interne [SPEOS5].
Gershwin définit un systéme de production comme une fonction de production qui transforme
les matieres premiéres en un produit fini. Il s'agit de la collection de tous les éléments qui
influent sur les processus de production tels que les machines, les moyens de transport, le
stockage, les mati¢res (matieres premieres, composants et produits finis,...), ainsi que les gens
qui affectent la quantité et la qualité des produits tels que les travailleurs et les clients
[GER9%4].

Dans I’industrie, il existe deux types de production, la production discreéte et la
production continue, ces deux types étant distingués par la mobilité des matieéres durant la
production. En effet, la production est discrete lorsque la mobilité des matieres est considérée
comme des entités discretes (piece par piece), par exemple la production d’automobiles, de
circuits électroniques, d’ordinateurs,... La production est continue lorsque la mobilité des
matieres est considérée comme un flux continu, par exemple pendant le raffinage du pétrole,
I’industrie chimique,...

Dans ce qui suit, nous allons détailler plus précisément les éléments qui constituent un
systéme de production.

Une machine est un équipement essentiel dans un systéme de production permettant
d'effectuer une ou plusieurs taches sur des produits.

Plusieurs types de machine sont définis comme suit :

— Les machines mono-tache qui ne sont capables de réaliser qu’un seul type d’opération sur
un ou différents produits.

— Les machines multitaches qui peuvent faire plusieurs types d’opérations différentes.

— Les machines dédiées qui font une ou plusieurs opérations sur un méme produit.

— Les machines d’assemblage [NOBO08] qui réalisent des opérations d’assemblage sur
plusieurs produits pour obtenir un produit unique.

— Les machines de désassemblage qui font des opérations inverses aux machines
d’assemblage.

— Les machines d’inspection [COL06] qui ont pour tiche de contréler la qualité des
produits fabriqués.

Les matieres produites par les machines sont généralement placées dans un stock.



Un stock est ’ensemble des matic¢res premieres, marchandises, fournitures, produits
semi-ouvrés, produits finis, produits en cours, emballages, etc., qui appartiennent a une
entreprise a une date donnée. Les matieres qui existent dans le stock au cours du temps
engendrent des frais de stockage. La capacité d’un stock [HID98], [GER81], [COCO09] peut
étre limitée ou illimitée. Dans un systéme de production, les stocks sont utilisés pour absorber
les aléas et réguler la production. Nous pouvons retrouver :

+» Les stocks qui contiennent plusieurs types de produits en mémes temps appelés stocks
partagés.

¢ Les stocks qui sont utilisés pour stocker des produits entre deux opérations consécutives
appelés stock tampons.

Les stocks jouent un role important dans les systémes de production. Ils permettent de :

» Faire un équilibre entre la cadence de consommation et la cadence de production. En
effet, il n’est pas toujours possible de produire quand la demande se manifeste. En
d’autres mots, la production et la consommation ne coincident pas toujours dans le
temps et I’espace.

» D’éviter la propagation de dysfonctionnements. En effet, sans la présence des stocks,
un dysfonctionnement au niveau d’un seul site dans un systéme de production peut se
propager tout au long du systéme. Autrement dit, un retard d’exécution dans un poste
de travail ou un probléme de transport n’arrétera pas immeédiatement 1’ensemble d’un
processus de production s’il y a des stocks prévus dans ce processus.

Pour déplacer les produits entre deux stocks ou entre une machine et un stock, nous
avons besoin d’un moyen de transport ou de manutention.

Un moyen de transport ou manutention est utilisé pour déplacer des produits d’un
endroit a un autre. Nous pouvons citer :

« Les chariots filoguidés qui permettent d’assurer le déplacement d’un produit d’un point
quelconque de ’atelier a un autre.

% Les robots qui effectuent des déplacements pour des produits 1égers.
¢ Des convoyeurs qui sont utilisés pour le déplacement de produits lourds ou a fort débit.
+ Les systémes de transport routier, ferroviaire ou aérien [LOLO1].

Ces moyens de transport ont une capacité¢ bien déterminée (nombre de pieces, débit
d’un liquide,...). Le temps mis par ces moyens de transport pour déplacer les produits d’un
point a un autre est appelé temps de transport ou de manutention.

L’ensemble de ces différents éléments (machines, moyens de transport, stocks)
forment des ateliers de production. Plusieurs types d’ateliers peuvent étre définis comme les
lignes d’assemblage et/ou de désassemblage, les lignes en U, les cellules et ilots de production
et les lignes de transfert [GER94], [DOLO08], [SOR08], [KHAO09].



Nous avons présenté et étudi¢ le role des éléments qui constituent un systeme de
production. La modélisation est un outil qui permet de présenter ces éléments et leurs
comportements dont le but de simplifier I’étude d’un systéme de production. Nous allons
¢tudier la modélisation des systemes de production dans ce qui suit.

1.2.3 Modélisation d’un systeme de production

Avec la mondialisation et la globalisation des échanges marchands, 1’entreprise doit
aujourd’hui faire face a plusieurs contraintes, comme les délais, la qualité, la spécialisation et
la complexification des produits, etc., tout en satisfaisant ses clients (les utilisateurs du produit
mais également les actionnaires et salariés de 1’entreprise). Ces différentes contraintes rendent
les systémes de productions trées complexes. Il est donc tres difficile d’étudier le
comportement et de comprendre le fonctionnement d’un systéme actuel de production sans
définir un bon mod¢le du systéme qui considere d’une part, les relations entre I’organisation
interne et les fonctions du systéme, et, d’autre part, les relations entre le systéme et son
environnement [LEM94]. D’une fagon générale, la modélisation permet de réduire la
complexité du systeme pour comprendre et analyser son comportement et donc ensuite permet
son pilotage. Dans la littérature, plusieurs approches et modeles sont développés notamment
les réseaux de Petri, les files d’attente, les modéles a flux discrets et les modéeles a flux
continus, etc.

1.2.3.1 Les files d’attente

Les files d’attente sont un outil de modélisation qui est généralement composé par un
serveur et des clients (voir Figure 1.1). Cet outil modélise un systéme en termes de serveurs
ou machines et de clients ou nombre de pieces dans un stock en attente dans des files. Les
clients circulent d’une file & une autre apres avoir regu un service. Les temps de service sont
aléatoires et obéissent a des lois de probabilités généralement de type exponentiel. Les files
d’attente sont apparues a la fin des années cinquante [JACS57], ensuite elles ont connu un
développement considérable et des nombreuses extensions de leur formalisme [BRUOO]. Les
principaux domaines d’application des modeles de files d’attente sont les systemes
manufacturiers, les systémes de production et de stockage, les syst¢emes de communication et
les systémes d’information.

Arrivées des Départs des
clients clients
—
File d’attente Serveur

Figure 1.1: Représentation graphique d’un systéme de files d’attente simple



Les modeles de files d’attente sont particulierement utiles pour 1’analyse des systémes
a capacité limitée. Harkose et al. ont modélisé une méthode de planification de la production
pour n'importe quel nombre de postes de travail par un réseau de files d'attente avec des
capacités de stock limitées [HARO4]. Matta et al. [MATOS] ont traité un probléme
d’évaluation des performances des systemes d'assemblage. Les auteurs ont utilisé¢ des
techniques de réseaux de files d'attente pour calculer les mesures de performance du systeme
les plus importantes telles que le flux de production, le pourcentage des commandes
satisfaites, le niveau moyen du stock (produits finis) et le pourcentage de commandes non
satisfaites. D’autres approches ont abandonné le formalisme des réseaux de files d’attente et
adoptent un nouveau formalisme plus puissant introduit au début des années 60. Il s’agit des
réseaux de Petri.

1.2.3.2 Les réseaux de Petri

Les réseaux de Petri sont des outils graphiques et mathématiques permettant de décrire
les relations existant entre des conditions et des événements. Ils permettent de modéliser le
comportement de systémes a événements discrets et de capturer divers phénomenes qui les
caractérisent comme le parallélisme, Le synchronisme, le partage de ressources, la
concurrence, etc. Le parallélisme traduit que les événements peuvent se produire d'une
maniere indépendante s'ils sont rendus actifs. Le synchronisme traduit qu'il n'y a pas de
systtme d'horloge inhérent qui active les transitions. Le manque de décomposition
hiérarchique et le manque de mécanismes qui expriment les contraintes temporelles
représentent I’inconvénient des réseaux de Petri de base. Les réseaux de Petri ont été
largement développés par plusieurs auteurs en intégrant particulierement 1’aspect temporel et
stochastique dans le mod¢le initial, comme par exemple les réseaux de Petri temporisés et les
réseaux de Petri stochastiques qui sont souvent utilis€s pour la modélisation et 1’évaluation de
performances des systémes de production. On peut citer par exemple, Al Jaar et Desrochers
[ALJ90] qui ont utilisé les réseaux de Petri pour I'évaluation des performances d’un systéme
automatisé. Kim et al. [KIMO7] ont présenté une nouvelle méthode d’ordonnancement pour
un systéme de production flexible basé sur le réseau de Petri temporel dans le but de
minimiser le temps d’achévement maximal. En effet, les auteurs ont utilisé un réseau de Petri
temporel pour modéliser leur systéme afin de suivre son comportement physique et de décrire
le comportement logique du processus de production. Kenneth et Gerrit [KENO4] ont
développé un modele général d’un réseau de Petri pour étudier et simuler un systeme
composé de n machines et n—/ stocks de capacité finis, les machines peuvent tomber en
panne et doivent étre réparées. Les places dans ce réseau de Petri représentent les états de la
machine ou les états du stock. Les auteurs ont simulé ce modeéle pour déterminer le niveau
optimal de chaque stock. En effet, les auteurs ont montré que le réseau Petri est capable de
modéliser un systéme dans lequel les événements peuvent se produire en méme temps, mais
des contraintes sur la fréquence de coincidences des événements peuvent apparaitre. Balbo et
al. [BAL87] ont montré la supériorité des réseaux de Petri stochastiques par rapport aux
réseaux de files d’attente pour la modélisation et 1’analyse de performances d’ateliers
flexibles.



Les réseaux de Petri sont utilisés pour diverses problématiques. Ils sont plus puissants
que les réseaux de files d’attente. L’avantage le plus connu des réseaux de Petri est leur
simplicité de compréhension et leur aptitude a donner des informations concernant 1’exécution
du systeme. Mais du fait de leur nature graphique, ils ne permettent pas la mod¢lisation de
phénomenes complexes.

1.2.3.3 Les modéles a flux discrets

Un modele a flux discrets [FENOO] est une représentation discrete du flux des pieces
dans un systéme de production [CAS07] qui évolue suivant 1’occurrence d’événements. Les
modeles a flux discrets sont souvent considérés comme des modeles plus réalistes pour la
production discréte. Ils sont utilisés pour I’évaluation des performances pour suivre
I’évolution du systéme piece par piece, ou dans le controle des flux a temps réel.

Dans la littérature, plusieurs auteurs ont considéré ce modele. On peut notamment citer
les travaux suivants :
— Mourani L. et al. [MOUO3] ont étudié¢ un modele a flux discrets d’un systeme a un
étage avec un seul produit. Leur étude prouve que la politique du point de séparation
est la politique optimale pour ce systeme de production a flux discrets.

— Fu M. et Xie X. [FUO02] ont étudié les dates de départs des produits avec les modeles a
flux discrets et les modeles a flux continus. Les auteurs ont montré que dans le cas ou
la taille des produits dans le modele a flux discrets devient infinitésimalement petite,
alors la date de départ d’une quantité q produite sur une machine dans un modele a flux
discrets converge vers la date de départ de la méme quantité sur la méme machine dans
un modele a flux continus.

— Tolio et al. [TOLO2] ont considéré un modele a flux discrets pour un systeéme de
production composé d’un stock a capacité finie et de deux machines non fiables. Les
auteurs ont appliqué pour ce modele une méthode analytique pour évaluer le taux de
production et le niveau de stock. Le modele considéré permet de suivre la production
des machines et le niveau de stock piéce par piece.

Le modele a flux discrets est facile a simuler et a manipuler. Il est souvent utilisé pour
I’évaluation des performances des systémes de production, mais le processus discret des
picces rend I’analyse des performances plus difficile. En effet, lorsque le systetme de
production comporte un nombre important de pieces, le modele a flux discrets devient
inexploitable du fait de I’augmentation rapide du nombre d’états. L’étude devient alors trés
complexe, et quelquefois impossible a mener. Ce probléme peut étre résolu par un autre
modele appelé modele a flux continus.

1.2.3.4 Les modéles a flux continus

Un modele a flux continus est une approximation continue du systéme physique. Les
modeles a flux continus sont utilisés généralement pour des systémes de production continus.
Ils sont aussi largement utilisés pour la commande optimale et la conception de systemes de
production discrets dans le cas de productions a haut volume. Kimemia et Gershwin [KIM83]



sont les premiers a avoir utilisé¢ le modele a flux continus pour contréler la production d’un
systeme de fabrication avec prise en compte des pannes machine. L’avantage de ce modele est
qu’il permet de réduire la complexité inhérente a la modélisation traditionnelle des pieces
discretes, malheureusement ce modele néglige certaines caractéristiques importantes des
systémes de production tels que les délais de transports. Dans la littérature, on trouve des
travaux qui ont considéré ce modele tels que :

— Wei et al. [WEIO7] ont considéré un modele a flux continus pour un systeéme de
production hybride (processus continus et événements discrets). Les auteurs ont
appliqué a ce modele la politique de point de controle [GEROO] pour déterminer le
niveau optimal du stock lorsque le taux maximum de production des machines varie.

— Tan et Gershwin [TANO7] ont utilis€¢ un modele a flux continus pour développer une
méthodologie pour 1’analyse générale d’un systéme de production avec un stock
limité.

— Wardi et Melamed [WAR99] ont proposé¢ un modele a flux continus qui peut étre
utilisé pour la modélisation, simulation et I’analyse d’exemples de trajectoires pour
plusieurs classes de réseaux.

— Liu ef al. [LIUO7] ont utilisé un modele a flux continus pour analyser un systéme de
production soumis a des pannes et des arrivées de demande en rafale. Les auteurs ont
appliqué a ce modele la politique du point de séparation pour déterminer le niveau
optimal du stock lorsque I’arrivée de la demande varie.

— Mourani et al. [MOUOS8] ont utilis¢ un modele a flux continus pour optimiser un
systeme de production avec un seul étage et un seul type de produit, avec une demande
constante et des délais de transport entre la machine et le stock. En effet, les mod¢les a
flux continus ont I’avantage d'étre simple et facile a analyser, mais ils ne tiennent pas
compte des retards qui ont un impact important sur les performances du systéme de
production. Dans cet article les auteurs ont considéré un modele a flux continus en
tenant compte des délais de transport. Ce travail est un axe intéressant pour introduire
les retards dans les modeles a flux continus avec la conservation de la simplicité du
modele a flux continus.

— Suri et Fu [SUR91] ont utilis€¢ les modeles a flux continus pour [’analyse des
performances de lignes a flux discrets. Les auteurs ont formalisé la traduction des
parametres d’entrée et des mesures des performances entre les lignes a flux continus et
celles a flux discrets. Puis, les auteurs ont montré que le modele a flux continus peut
étre représenté comme un processus semi-markovien généralisé. Ceci meéne a un
algorithme concis de simulation pour un modele a flux continus.

Les modeles a flux continus sont utilisés dans de nombreux travaux pour modéliser,
analyser et simuler les systémes de production. En effet, les modeles a flux continus sont
simples a étudier analytiquement, sont des bonnes approximations des modeles discrets et



permettent d’utiliser les méthodes d’optimisation basées sur les gradients, mais également
d’appliquer facilement des méthodes de controle comme la politique de point de séparation.

1.2.3.5 Conclusion

Bien que les modeles a flux discrets et les modéles a flux continus ne modélisent pas
les délais de livraison, ils semblent plus intéressants pour modéliser notre systeme. En effet,
ces deux modeles offrent une facilité d’étude, de simulation et de manipulation. La politique
de contréle du point de séparation peut étre appliquée facilement avec ces deux modeles.
Dans notre travail, nous allons modéliser notre systtme de production selon ces deux
différents modeles en tenant compte des contraintes comme les pannes machine et les
demandes client, et les résultats donnés pour chaque modele seront comparés. Dans ce qui
suit, nous allons présenter quelques contraintes industrielles qui seront considérées dans notre
systeme.

1.2.4 Contraintes industrielles

Comme nous ’avons déja noté, les systemes de production sont soumis a différentes
contraintes liées au systéme lui-méme et a son environnement.

Parmi les contraintes, nous pouvons citer :

Panne machine est un dysfonctionnement durant lequel la quantité de matiere
produite par cette machine est égale a zéro. La prise en compte de la panne machine est tres
importante car elle a un impact direct sur les performances souhaitées. Xie [XIE89] a étudié la
commande optimale d’un systéme perturbé par des pannes. Tolio ef al. [TOL02] ont présenté
une méthode analytique pour évaluer les performances d’une ligne de transfert avec un stock
et deux machines non fiables. Chaque machine peut tomber en panne. Les temps entre deux
pannes et le temps entre deux réparations sont généres par une distribution géométrique.

Demande client est la quantité de produits commandée par un client qui peut étre
variable ou constante au cours du temps. La satisfaction des clients est un élément clé
actuellement du fait de 1’offre supérieure a la demande et les entreprises mettent en ceuvre
toutes les entités de 1’entreprise pour satisfaire le maximum de demandes client de facon a
réduire les colits de rupture et de fournir un meilleur service. De plus, 1I’environnement
concurrentiel actuel rend difficile I’engagement des clients sur le moyen terme, ce qui oblige
les entreprises a proposer des solutions et des méthodes pour s’adapter au mieux a une
demande fluctuante. La prise en compte de la demande client pour la planification tactique
dans les entreprises est donc un enjeu crucial pour leur bon fonctionnement [GALOS].

1.2.5 Prise de décision pour piloter un systéme de production

La prise de la décision a fait I’objet de nombreux travaux de recherche depuis
plusieurs décennies notamment au sein d’un systéme de production. Le processus de décision
est la démarche visant a analyser et modéliser une situation en vue d’en dégager les éléments
pouvant conduire a la prise de décision. Il s’agit bien sir d’identifier les alternatives, mais
¢galement les conséquences de chacune des décisions. La conception d’un produit au sein
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d’un systéme de production a un impact sur les décisions prises lors de la conception de ce
systeme. Pour ce sujet, il existe des outils et des méthodes proposés et parfois mis en place
industriellement qui reposent sur des modeles contenant des données qui représentent les
futures conditions d’exploitation. Ces données peuvent étre imprécises, comme par exemple
les temps de production ou les temps de transports, ou variées au cours du temps comme par
exemple la demande client.

1.2.6 Conclusion

Nous avons présenté les différentes définitions dans la littérature d’un systéme de
production et les éléments qui constituent ce systeme. Les modeles a flux discrets et les
modeles a flux continus sont considérés comme un paradigme alternatif aux réseaux de files
d’attente [MANOS] pour ’analyse et la syntheése des systemes de production, ils sont les
modeles les plus utilisés pour les systemes de production. Dans notre travail, nous allons
mod¢éliser le systtme de production avec un modele a flux continus et un modele a flux
discrets.

La prise de la décision étant un sujet essentiel pour un systeme de production, il est
crucial de connaitre les performances du systéme avant de pouvoir prendre une décision.
L’évaluation des performances nous permet de valoriser les performances d’un systéme.

1.3 Evaluation des performances et optimisation

La modélisation et 1’évaluation des performances des systémes de production restent
une préoccupation principale des différentes communautés scientifiques et en particulier du
génie industriel. L’environnement économique et technologique des systémes de production
est en perpétuelle évolution. Ces systémes sont soumis a des contraintes de plus en plus fortes,
par exemple la satisfaction de ses clients ou de ses actionnaires. Cependant, les systemes de
production doivent se lancer dans de grands projets d’amélioration de leurs performances.
Ceci nécessite 'utilisation de méthodes d’évaluation qui permettent de décrire 1’évolution des
facteurs de performance du systeme et donc de décider s’il est nécessaire de modifier le
systéme pour améliorer ses performances.

Historiquement, les recherches en modélisation et évaluation de performances sont
toujours deux sujets tres liés. En général, la modélisation permet de représenter un systéme de
production par des parametres et de considérer les relations entre ces différents parametres.
L’évaluation de performances permet d’analyser 1’effet de ces parametres sur la variation des
performances d’un systeme, et ainsi de constater 1’évolution et le controle de ce systetme au
cours du temps. Alors, I’utilisation d’outils d’évaluation de performances est nécessaire pour
la conception et le choix de la politique a adopter au systeme devant atteindre des
performances souhaitées malgré les aléas (panne machine, demande aléatoire du client, etc.).
Plusieurs travaux utilisent des méthodes pour étudier les performances d’un systéme. Tan et
Gershwin [TANO7] ont développé une méthodologie pour 1’analyse générale d’un systéme de
production a flux continus avec un stock fini. La méthodologie proposée est un outil
d’évaluation de performances de ce systeme. Les performances mesurées sont le taux de
production et le niveau optimal du stock. Gershwin [GER91] a présenté une méthode
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d'évaluation de performances pour une ligne de transfert avec un stock de capacité finie basée
sur un modele a flux discrets pour décrire le comportement de cette ligne. En effet, il existe
des méthodes d’évaluation de performances des systémes qui peuvent étre basées sur la
simulation [ING98], [I’utilisation de méthodes analytiques [TAY99] ou [’utilisation
d’indicateurs de performances. Mais, avant de présenter plus en détail ces méthodes, nous
allons présenter quelques travaux qui étudie 1’évaluation des performances tels que :

— Tolio et al. [TOL02] ont présent¢ une méthode analytique pour I'évaluation des
performances de lignes de production avec des temps de traitement déterministes, des
machines avec multiples modes de panne, et des stocks a capacité finie. Les auteurs ont
compar¢ cette méthode a une autre méthode obtenue par 1’étude d’un systéme qui
considere un seul mode de panne.

— Colledanil et Tolio [COLO05] ont proposé une méthode d'analyse approximative basée
sur des techniques de décomposition pour la modélisation et I'évaluation des
performances des systémes de production avec un modele a flux discrets impliquant
des flux de production qui se séparent et se réunissent, des produits multiples, des stock
a capacité finie et des opérations de fabrication d'assemblage ou désassemblage.

— Levantesi et al. [LEV03] ont présenté une méthode analytique approximative efficace
pour I'évaluation des performances des lignes de production asynchrone avec des délais
de production déterministes, plusieurs modes de panne et un stock de capacité finie. Le
flux discret de pieces est approximé par un flux de matériau continu et chaque machine
peut étre affectée par différents modes de panne, chacune des machines est caractérisée
par un temps spécifique a la panne et un temps de réparation. La méthode est basée sur
la technique de décomposition proposée par Gershwin [GER87], qui permet
I'évaluation approximative d'une ligne avec K machines par 1'évaluation de K -7 lignes
de deux machines.

— Marcello et Tullio [MARO09] ont proposé une autre méthode d'analyse pour évaluer les
performances des systémes de production, les auteurs ont implanté dans ces systeémes
les techniques de maitrise des procédés statistiques. En effet, le comportement des
machines est surveillé par des dispositifs d'inspection et d'échantillonnage, qui
mesurent les caractéristiques de qualité des pieces produites. La performance du
systeme de production est évaluée en appliquant un algorithme qui visite par alternance
la machine et le niveau du stock. Les résultats numériques montrent la bonne précision
de la méthode proposée, elle permet d’apporter de nouvelles perspectives dans les
relations entre les deux domaines.

1.3.1 Indicateurs de performances

Le souci constant de tout décideur face aux systemes de production actuels est
I’amélioration de performances. Ces systémes doivent étre conduits de fagon de plus en plus
fine afin d’améliorer continuellement les performances, principalement dans les domaines du
colt, du délai et de la qualit¢ des produits. L’indicateur de performance est un outil
d’évaluation de performance qui est apparu a partir des années 1980, et qui permet aux
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concepteurs de vérifier le niveau de satisfaction d’un comportement considéré. AFGI
[AFG92] propose la définition suivante : « un indicateur de performance est une donnée
quantifiée, qui mesure ’efficacité ou 1’efficience de tout ou partie d’un processus ou d’un
systeme (réel ou simulé) par rapport a une norme, un plan ou un objectif déterminé et accepté
dans le cadre d’une stratégie d’entreprise ». Selon Berrah [BERO02] « les indicateurs de
performance sont les instruments du pilotage ». D’une facon générale, les indicateurs de
performance sont définis pour un domaine de comportement donné, il s’agit de vérifier par un
processus itératif le niveau de satisfaction associ¢ a une solution proposée par le concepteur.
Dans ce processus, les solutions explorées sont mémorisées pour renseigner sur 1’amélioration
ou la dégradation relative des solutions successives. Chaque indicateur de performance
associe trois parametres : un objectif, une mesure et une variable d’état traduisant la
performance (quantité, cott, délai). La mesure des performances doit étre pertinente au regard
des objectifs visés par le systeme. Elle doit étre également cohérente vis-a-vis des actions
engagées, c’est-a-dire que la mesure doit varier lorsque des décisions sont prises, d’ou
I’importance des indicateurs de performance pour la structure d’un systéme de production. En
effet, dans un systéme de production les indicateurs de performance participent a la formation
de tableaux de bord, qui sont destinés aux responsables des différents centres de décision
impliqués dans le processus de production. Le role de chaque tableau de bord établi est
d’informer le décideur concerné sur la performance réalisée et d’attirer son attention sur les
dérives du systéme.

Les indicateurs de performances les plus fréquemment évaluées dans 1’industrie sont :
cout de rupture des stocks, rotation des stocks, délais de livraison, stock moyen, cotts de
stockage, retards de livraison, taux d’occupation d’une machine ou d’une ressource, temps de
cycle, fréquence de production. Nous allons présenter dans ce qui suite quelques
performances qui concerne notre travail de these.

Le niveau de stock est la quantité¢ de matiere dans le stock (nombre de picces, quantité
de liquide, etc.). L’existence de cette quantité dans le stock au cours du temps engendre un
cotit de stockage. De nombreuses études sont effectuées pour chercher le niveau optimal du
stock, qui minimise les colits de stockage, éventuellement qui minimise le colit global. Jeonga
et Kim [JEOOO] ont déterminé les niveaux optimaux des stocks suivant la configuration des
machines dans un systéme d’assemblage, le but de cette étude est de chercher la configuration
la moins cofiteuse.

Le taux de production est le nombre de pieces produites par unité¢ de temps [GER94].
Ce taux est généralement commandé dans les systémes de productions. Par exemple, le taux
de production est réduit si la demande est faible ou si le stock est saturé. Beaucoup de travaux
ont étudié le pilotage du taux de production. Chan ef al. [CHAO7] ont étudié un systeme de
production avec un temps de retard, une demande incertaine et une production
supplémentaire. Les auteurs ont établi un modele mathématique pour un probléme de pilotage
de la production dont le but est de minimiser le colt du niveau des en-cours et le colt de
production supplémentaire. Pour résoudre ce probléme, une politique de type point de
séparation a deux nivaux (production normale et supplémentaire) est établie. Sanjay [SANO0S]
a étudi¢ un systeme de production avec un taux de production flexible, le taux de production
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doit étre réduit pour avoir des niveaux de stocks petits face a une contrainte de durée de
conservation. Yuyue et Gin [YUYO5] ont proposé un algorithme de programmation
dynamique pour le calcul d'un calendrier de taux de production optimale pour le cas de
demandes variées et pour le cas d’un systeme plus simple avec des demandes fixées. Dans
notre thése nous voulons contrdler le taux de production par la politique du point de
séparation [AKES6].

Le temps de livraison est la période du temps que met une demande client entre le
stock (entrepdt, magasin...) et son arrivée au client. Swihart et Papastavrou [SWI99] ont
développé un modele stochastique et dynamique pour les problémes de livraison et de
ramassage (enlévement). Les auteurs ont considéré la variation des capacités des véhicules.
Dolgui et Aly Ould-Louly [DOLO02] ont présent¢ un modele pour la planification
d’approvisionnement sous des délais incertains. Les auteurs ont proposé¢ une méthode pour
déterminer la valeur optimale du délai planifié qui minimise le colit de stockage et le colit de
pénurie. Van Ryzin ef al. [VAN91] ont considéré 1’impact du retard pour le control optimal
d’un job shop dont le but est de minimiser le colit moyen. Nous constatons que le temps de
livraison est un parameétre qui a un impact non négligeable sur les performances d’un systéme
de production. Cependant, dans le cas de modeles a flux continus ou discrets, peu d’études
consideérent ce délai explicitement dans le modele. Dans ce travail, nous étudierons I’impact
du temps de livraisons sur la valeur optimale du stock. Nous considérerons le colt de
transport dans la fonction de coft total a minimiser ainsi que I’impact de ce temps de livraison
sur le stock optimal.

Il existe des méthodes de conception d’indicateurs de performance, par exemple
Balanced Scorecare [KAP92] qui est la plus utilisée actuellement. Il existe d’autres méthodes
classiques issues des sciences de gestion telles ABC (Activity Based Costing) ou ABM
(Activity Based Management) [CHA96]. L’outil indicateur de performance a parfois
I’inconvénient de proposer un nombre important d’indicateurs qu’il n’est pas facile de suivre
en continu de maniere réguliére. Il est donc nécessaire de faire appel a la simulation qui
permet de modéliser finement les aspects dynamique et stochastique du systéme étudié. De
plus, elle favorise la mise en évidence des liens existants entre les variables d’état
(performance).

1.3.2 Simulation des systémes

L’évaluation des performances d’un systeme de production fait souvent appel a la
simulation informatique qui, quant a elle, est un outil puissant qui a prouvé son habilité a
analyser des systémes complexes comportant des phénoménes stochastiques et dynamiques.
Grace a ses avantages, la simulation est considérée comme un outil privilégié pour analyser
les performances de cas a échelle réelle.

La simulation des systémes de production représente les événements qui peuvent
surgir quand le systéme est opérationnel, par une séquence d’étapes dans un programme
informatique, reproduisant ainsi certains aspects du fonctionnement dynamique des systemes
de production. Elle permet aussi de prendre en compte [’aspect aléatoire de certains
¢vénements tels que les demandes client, pannes machines, réparations machines etc.
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L’aptitude a décrire en détail et d’une fagon précise les relations logiques existant entre les
événements fait de la simulation un outil universel pour I’évaluation des performances des
systemes de production. Subhash ef al. dans leur article [SUB09], décrivent comment la
simulation peut étre utilisée pour de la prise de décision et le contréle des systemes de
production flexibles. En effet, les auteurs ont considéré un systéme de production flexible qui
combine une productivité élevée et la flexibilité de la production. Une simulation est utilisée
pour controler ce systétme complexe et prendre des décisions précises, afin d’assurer que ce
systeme satisfasse les demandes du marché.

Généralement, la simulation représente une description détaillée des relations entre
événements, leurs chronologies et leurs enchainements. Ainsi elle permet de donner des
résultats exacts et précis. Elle a le pouvoir de quantifier et de justifier des choix économiques
et technologiques, plus particuliecrement lors des phases de conception et de
dimensionnement. Par exemple la simulation permet de déterminer les valeurs minimales des
stocks dans un systéme de production. Ceci donne des indications sur la direction vers
laquelle les efforts d’amélioration doivent étre portés. Cependant, pour obtenir des résultats
pertinents, il est nécessaire de passer par un processus itératif long dans lequel plusieurs
simulations du systtme sont conduites afin d’obtenir des valeurs statistiquement
significatives. Il faut aussi détenir un grand nombre de données afin de mener un processus
d’optimisation par simulation. Ces données concernent généralement les parameétres
structurels, les parametres de dimensionnement des demandes et des machines (arrivée des
demandes et la quantité¢ des demandes, taux de production, temps entre deux pannes et temps
entre deux réparations) et leurs lois de distribution. Les méthodes analytiques qui sont des
outils d’évaluation des performances nécessitent une simplification du modele mais proposent
des solutions dans des délais tres courts. Nous allons présenter quelques méthodes dans la
partie suivante.

1.3.3 Méthodes analytiques

Les méthodes analytiques permettent de décrire un systéme par des relations
mathématiques en se basant sur un modele. Ces méthodes se basent essentiellement sur des
réseaux de files d’attente ou sur des chaines de Markov. Ces méthodes dans leur diversité, se
distinguent par la facilit¢ de leur mise en ceuvre dans le cas ou 1’on procéde a leur
implémentation dans des procédures de calcul, d’une fagon générale, et de dimensionnement
plus particulierement. De plus, elles paraissent intéressantes lors des premiéres phases de
conception, lorsque toutes les données ne sont pas encore connues et que le choix des valeurs
de variables est sujet a des méthodes d’optimisation. Cependant, dans le cas ou le systeme
étudié est complexe, ou que la taille du probléme est élevée, requérant un temps de calcul
important, des approximations (ou hypotheses simplificatrices) peuvent étre formulées afin de
ramener le probleme de départ a un ensemble de sous-problémes de taille moins importante,
ou des techniques de calcul s’avérent plus simple a mettre en ceuvre.

Parmi les différentes méthodes existantes, il existe une méthode analytique
d’évaluation des performances trés connue appelée analyse de sensibilité. Cette méthode
consiste a analyser comment réagissent les sorties d’un modele a des perturbations sur ses
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variables d’entrée. L’analyse de sensibilité informe sur la fagon dont se répercutent les
perturbations d’entrée sur les variables de sortie. Ces informations sont utilisées pour prendre
des décisions sur le systeéme étudié. Dans ce qui suit, nous allons présenter la technique
d’analyse de sensibilité.

1.3.4 Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité est une technique d’évaluation de performance des systémes,
elle consiste a étudier I’impact de la variabilité des entrées d’un mod¢le sur la variabilité de sa
sortie. Elle permet d’évaluer des indices de sensibilité qui quantifient combien une variable ou
un groupe de variables contribue a la variance de la sortie. En effet, nous considérons un
modele mathématique, formé d’un ensemble de variables d’entrée aléatoires, d’une fonction
déterministe, et d’un ensemble de variables de sortie (ou réponses) aléatoires.

f:R” >R

X >Y=f(X)

La fonction du modele est /. L’ensemble des variables d’entrée X = (X],..., Xp)
regroupe toutes les entités considérées comme aléatoires dans le modele. L’ensemble des
variables de sortie est supposé réduit a une unique variable Y. Alors I'analyse de sensibilité
¢tudie comment des perturbations sur les entrées du modele engendrent des perturbations sur
la réponse. Elle informe sur la fagon dont se répercutent les incertitudes d’entrée sur les
variables de sortie. Comme ces informations sont utilisées pour prendre des décisions sur le
phénomene étudié, il est important d’avoir a ’esprit que des incertitudes sont associées au
modele utilisé. L'analyse de sensibilité regroupe deux types de méthodes: qualitatives ou
quantitatives. Les méthodes qualitatives ou de "screening" consistent a classer les données
d'entrée d'un systeme en différents groupes suivant l'influence qu'elles ont sur la variabilité de
la sortie. Les méthodes quantitatives peuvent étre locales ou globales suivant qu'elles
autorisent les parametres d'entrée d'un systéme a varier un par un ou tous a la fois ; mais elles
visent surtout a mesurer précisément l'influence des perturbations des données d'entrée sur la
variabilité de la sortie. De nombreux estimateurs statistiques de la sensibilité d'un systéme ont
été proposés dans ce domaine [SALOO], [LAMO09]. De nombreux travaux utilisent I’analyse
de sensibilité pour traiter des problémes de conception ou d’aide a la décision dans les
systémes de production [KLE98], [WARO1], [KLEO4].

Nous nous intéressons dans notre theése a une méthode plus particuliere de 1'analyse de
sensibilité, appelée analyse des perturbations. Cette technique d’évaluation des performances
est utilisée d’une part pour le dimensionnement des systémes de production, et d’autre part
pour leur pilotage. Elle permet de calculer les gradients de la mesure de performance en
fonction des parametres de configuration des systémes de production (capacité de stockage,
taux de production). Nous allons présenter cette technique dans la partie suivante.
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1.3.5 La méthode d’analyse des perturbations

Les problémes posé€s dans la conception des systemes de production tournent autour de
la proposition de méthodologies complétes et génériques de conception, de dimensionnement
et de pilotage. Les difficultés sont relatives a 1’occurrence d’événements aléatoires et aux
environnements incertains dans lesquels évoluent ces systemes. Face a ces contraintes, on
procede généralement par des études séparées des différents modules de conception. En effet,
pour obtenir un systéme a fonctionnement optimal il faut développer des méthodologies
formelles et des techniques adaptées. Ces techniques sont généralement des modeles
d’évaluation ou d’optimisation basés sur des approches cohérentes entre les différents niveaux
fonctionnels. C’est ce qui justifie le développement des techniques basées sur 1’analyse des
perturbations (PA) dans le domaine de conception et 1’optimisation de systémes de
production. La méthode PA a été proposée par Ho, Eyler et Chien en 1979 [HO79]. Elle a été
définie comme une technique d’évaluation de performance des systémes a événements
discrets (SED) a travers les informations contenues dans une seule exécution de simulation
[HO85], [HO91].

Elle a été utilisée initialement sur des systémes de type réseaux de file d’attente
[HOS83], [HO97]. Plus récemment, [CHEO1] a utilisé 1’analyse des perturbations sur un
systéme d’assemblage en ligne pour dimensionner les stocks intermédiaires afin de maximiser
le taux de production.

PA consiste a analyser et suivre I’évolution de deux trajectoires échantillons (une
trajectoire perturbée et 1’autre dite nominale) d’un parameétre qui nous intéresse, afin d’étudier
et de mesurer I’effet de sa perturbation sur les performances du systeme. Elle présente une
souplesse d’utilisation et une rapidité de réponse aux changements dynamiques a travers les
informations contenues dans une seule observation d’un systéeme dans un environnement
stochastique, ce qui a amené plusieurs auteurs a développer cette méthode pour résoudre des
problémes d’optimisation des systémes de production. Autrement dit cette méthode a été
utilisée comme un outil d’optimisation [PAS04].

En effet, Les problemes d’optimisation des systémes de production, sont aussi
complexes qu’importants du point de vue des gestionnaires de la production, dont 1’objectif
ultime est de concevoir et de gérer des systemes a rendement optimal et a colit minimal. Les
techniques de résolution des problémes de conception font appel a des compétences de
développement d’algorithmes d’optimisation stochastique, basés sur le calcul de gradients a
travers 1’analyse des perturbations. Cette technique fournit une méthodologie d’optimisation
des mesures de performance des systémes, laquelle sera par la suite implantée dans des
systemes de production dans le but de déterminer la meilleure politique de commande. C’est
ce qui justifie notre intérét a utiliser cette méthode comme une technique d’évaluation de
performance et d’optimisation. Nous allons présenter dans ce qui suit le principe de PA.

1.3.5.1 Principe de I’analyse des perturbations

PA permet de construire un ensemble de relations formelles liant le vecteur de
décisions 0. a la mesure de performance J afin de pouvoir estimer le gradient de la
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performance FJ(® ) en chaque point 6,. Ces relations sont déduites de 1’étude des trajectoires.
En effet, PA est issue de I’analyse de sensibilité. Elle permet d’estimer la sensibilité des
indicateurs de performance grace aux variations des variables de décision. A partir de cette
analyse de sensibilité, le gradient de la fonction objectif peut-étre calculé et le systeme
optimis€ en conséquence.

Le fonctionnement général de PA est le suivant (Figure 1.2) :

J(6;)
PA

Simulateur T J(6:;+46)

Optimisation

0i+l = 9,' +AVJ(9)

Figure 1.2: Fonctionnement général de PA

e A l’aide du simulateur, on mesure la performance J du systtme en un point de
fonctionnement 6,

e Le bloc Analyse des Perturbations (PA) qui est un algorithme a base de relations de la
dynamique du systéme, permet de prédire la réponse du systtme au point (6, + 40) et

ainsi calculer la sensibilité¢ (le gradient FJ(6)) du systeme face a la perturbation 46
introduite.

e Le gradient estimé FJ(0) au point 0, est alors utilisé dans un algorithme d’optimisation
mathématique. Un nouveau point 0., est ainsi déterminé suivant la direction du gradient
(AVJ(0)) et ainsi de suite.

Le bloc PA (Figurel.2) est basé sur la formalisation préalable de deux types de
trajectoire : la trajectoire nominale qu’on obtient en simulant le systtme en un point de
fonctionnement 6, et la trajectoire perturbée obtenue en introduisant une perturbation sur le
vecteur de décision : 6.+40. L’étude de ces deux trajectoires permet d’estimer la sensibilité¢ du

systeme par rapport a 46, la perturbation introduite.

Si on introduit une perturbation infinitésimale sur le vecteur de décision et si on fait
tendre la longueur des trajectoires (trajectoire perturbée et nominale) vers I’infini, on obtient
directement une estimation du gradient de la mesure de performance moyen, dans ce cas la
méthode PA sera appelée analyse des perturbations infinitésimale (IPA) [SURS7].
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1.3.5.2 Analyse des perturbations infinitésimale

Analyse des perturbations infinitésimale ([YUO4a]), ([CAS02]) estime la valeur de
I’espérance de la valeur limite (quand ¢ — o) de la dérivée de la mesure de performance
observée dL(6,&)/d0 , avec L(0,&) est la mesure de performance du systeme déterminée a
partir de la simulation d’un modele ou de I’observation d’un systeme réel et & est le vecteur
des variables aléatoires qui représentent tous les phénomenes aléatoires du systéme. En effet,
I’intérét de I’IPA porte sur la détermination de la valeur de la dérivée de I’espérance de la
valeur limite de L(6,&), (dE[L(6,£)]/dO) si elle existe. x(¢,6,&) est I’évolution temporelle de
I’état du systeme, comme par exemple le niveau du stock (la trajectoire du niveau du stock).
x(t,6, %) dépend des valeurs de réalisation des différentes variables aléatoires (&) lors de
I’observation ou de la simulation. L’impartialit¢ (unbiasedness) et la consistance de
I’estimateur sont vérifiées respectivement par les deux conditions suivantes :

E[dL(6,E)/d01=dE[L(6,E)] /d6 (1.1)
Lim d[L(x(t,0,&))]/ d6 = d[g@ L(x(t,0, g))} /dé (1.2)

L’impartialité ou la convergence d’un estimateur traduit qu’il est sans biais. En effet,
pour une perturbation 46 et une réalisation de &, la trajectoire nominale (x(z,6,&)) et la
trajectoire perturbée (x(7, 0+46,&)) commenceront a diverger, si le cardinal de 1’ensemble des
trajectoires est assez grand. Alors 1’évolution de la trajectoire perturbée est completement
différente de celle de la trajectoire nominale. Ce qui explique I’apparition d’une discontinuité
dans la fonction pour une réalisation donnée de & Cette discontinuité crée un probléme de
dérivabilité¢ de la fonction L(6 &), alors 1’équation (1.1) n’est plus valide [SUR8S8]. Mais si
I’équation (1.1) est valide, cela revient a obtenir des mesures de performance, représentant
une continuité entre la trajectoire nominale (x(¢, 6, £)) et la perturbée (x(z, +46,%)) .

La probabilité¢ d’avoir des discontinuités de la fonction L(6 &) est trés faible si on
considere une perturbation infinitésimale. En plus, si on rencontre une discontinuité, sa valeur
serait suffisamment petite pour ne pas contribuer efficacement au mécanisme de calcul de la
moyenne, d’ou 1’équation (1.1) reste valide.

La consistance est la traduction de la convergence stochastique de 1’estimateur de la
dérivée de la performance obtenue par une seule simulation, vers la dérivée de la performance
stationnaire quand la longueur de la trajectoire est infinie. En effet, la consistance justifierait
I’utilisation d’un estimateur d’IPA obtenu par une longue trajectoire échantillonnée au lieu de
la moyenne de N estimations.

En conclusion, la méthode IPA avec ses deux caractéristiques (la convergence et la
consistance) possede un avantage par rapport aux autres méthodes traditionnelles d’estimation
de la dérivée : le fait que I'IPA permet d’estimer la dérivée de la mesure de performance en
une seule simulation au lieu de N simulations. Cet avantage justifie 1’utilisation de cette
méthode dans de nombreux travaux pour résoudre des problémes d’optimisation. Dans la
partie suivante, nous allons présenter la méthode IPA comme technique d’optimisation.
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1.3.6 Analyse des perturbations infinitésimale appliquée a I’optimisation

Dans la vie quotidienne, nous sommes souvent confrontés a des problemes
d’optimisation. Cela peut étre par exemple une personne qui souhaite ranger son bureau (qui
est I’objectif a atteindre), placer son mobilier, et aller jusqu'a 1’optimisation des systémes de
production, par exemple pour minimiser des colts de stockage, de transport, de maintenance
etc. Ces exemples peuvent Etre exprimés sous la forme générale d'un "probléme
d'optimisation". Dans tous les domaines industriels, 1I’optimisation joue un role important, en
effet, elle permet d’obtenir une configuration optimale ou un plan optimal qui satisfasse des
besoins économiques ou fonctionnels. Mais, cette tdche n’est pas toujours simple et méme
parfois trés difficile, il est alors nécessaire d'avoir recours a des méthodes d’optimisation qui
doivent trouver un compromis entre plusieurs facteurs : satisfaire les besoins, les colits de
développement et le choix entre différents concepts possible sur une base de faisabilité. D’une
maniere générale, 1’objectif de ces méthodes d’optimisation est de fournir une solution de
qualité¢ a un probléme donné en un temps raisonnable. Parmi les méthodes d’optimisation
nous nous intéressons aux méthodes qui sont basées sur le calcul des gradients de la mesure
de performance par rapport aux paramétres de décision. Ces méthodes sont considérées
comme des techniques efficaces d’optimisation dans des environnements stochastiques. Leur
principe consiste a calculer le gradient de performance en un point de fonctionnement donné,
ensuite de faire évoluer ce point dans la direction du gradient, ce qui permet de trouver
rapidement I’optimum sans avoir besoin de recouvrir tout le domaine des valeurs possibles
(par exemples dans notre cas, le domaine des valeurs de niveau de stock). La méthode IPA est
I’une des méthodes basées sur le gradient qui cherche a résoudre différents problémes
d’optimisation non classiques, et cela généralement dans un contexte stochastique. En effet,
I’application de I’IPA a I’optimisation a connu un grand succes dans plusieurs travaux, ceci
est justifié¢ par le fait qu’elle présente une souplesse d’utilisation et une rapidité de réponse
aux changements du systeme a travers les informations contenues dans une seule observation
de I’évolution du systéme. Elle permet de réduire le nombre de simulations pour I’obtention
d’un estimateur non biais¢ du gradient. Une seule simulation est suffisante pour 1’estimation
de la dérivée de la mesure de performance, contrairement aux approches traditionnelles qui
nécessitent au moins deux simulations pour I’estimation de ce méme gradient en un point de
fonctionnement donné. En effet, le non biais des estimateurs assure leur efficacité, par suite ils
pourront &tre implantés dans un algorithme d’optimisation pour donner une solution proche de
I’optimal. Ho a montré que 1’algorithme basé sur IPA est le plus efficace pour obtenir des
estimateurs de sensibilité [HO87]. En plus, il permet de réduire le temps de calcul. Un autre
avantage remarquable de I’'IPA est qu'elle évalue la performance des gradients directement et
non par des différences finies.

Initialement, IPA est appliqué aux réseaux de files d'attente ([EGE02], [MANOS],
[WAR95]). Ho et Cao [HO83] ont dérivé une information sur la sensibilité¢ d’un débit d’un
systeme par rapport a divers parametres. Cette information peut étre ensuite utilisée pour
I'optimisation de réseaux de files d'attente. Yu et Cassandras [YUO4b] ont examiné les
systetmes de production avec des files d'attente uniques opérant avec un mécanisme de
commande des informations. Les auteurs ont utilisé¢ I'lPA pour déterminer les estimateurs de
gradient d’un taux de pertes par rapport a la taille du stock. Par la suite, I'IPA a été appliquée
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a des modeles a flux stochastiques ([TANO7], [WAR99]). Markou et Panayiotou [MARO7]
ont utilisé des estimateurs IPA qui sont obtenus a partir d’un mode¢le stochastique fluide pour
optimiser la performance d’un systéme a événements discrets. Les auteurs ont implanté les
estimateurs d'IPA dans différents algorithmes pour les évaluer et pour 1'optimisation du stock
du systéme a événements discrets. La méthode IPA est appliquée aussi sur des modeles a flux
continus pour I’optimisation des systémes de production. Par exemple, Panayiotou et
Cassandras [PANO06] ont appliqué la méthode IPA a un mode¢le a flux stochastiques (modele a
flux continus) pour déterminer les capacités optimales de deux stocks (points de séparation)
de produits finis afin de minimiser la fonction de colit d’un systéme de production. Les
auteurs ont déterminé les estimateurs des sensibilités (dérivés) de la fonction de colit (somme
du colt de stockage et pénurie) par rapport aux capacités. Les auteurs ont montrés que ces
estimateurs sont non biais€s et puis ils les utilisent dans un algorithme pour déterminer les
capacités optimales. Yu et Cassandras [YUO4a] ont utilis€ un modele a flux stochastiques
pour la commande de la production d’un systéme de production. Les auteurs ont appliqué la
méthode IPA a ce modele pour déterminer les estimateurs des gradients du flux de production
et du dépassement de stock par rapport aux parametres de commande de la production. Les
auteurs ont montré que ces estimateurs sont non biaisés, puis ils les utilisent pour optimiser la
fonction objective qui est composée par le colit de dépassement du stock et le cotit du flux de
production.

1.3.7 Conclusion

Les méthodes d’évaluation des performances reposent sur la simulation, les méthodes
analytiques ou [’utilisation d’indicateurs de performances. Ces méthodes permettent
d’analyser I’impact des paramétres du systéme sur la variation des performances, afin
d’informer le décideur s’il est nécessaire de modifier le systtme pour améliorer ses
performances. Les méthodes d’évaluation des performances basées sur la simulation sont
souvent adoptées par les industriels. La technique d’analyse de sensibilité qui est une méthode
analytique, consiste a mesurer l'influence des perturbations des données d'entrée sur la
variabilité de la sortie et de déterminer la variable d'entrée la plus influente sur les variables
de sortie. La méthode d’analyse des perturbations (PA) est une variante de l'analyse de
sensibilité, dans laquelle les variations des résultats sous 1’effet de changements des valeurs
de tous les parameétres d’entrée sont obtenues par analyse différentielle. Nous avons montré
I’intérét porté a PA comme technique d’évaluation de performances des systémes, et aussi
comme outil d’optimisation. Dans le cas d’une perturbation infinitésimale, la méthode PA
sera appelée analyse de perturbations infinitésimale (IPA). Nous avons étudié cette méthode
et présenté ses caractéristiques (impartialité et consistance). En effet, 'IPA semble la plus
satisfaisante du fait qu’elle ne nécessite qu’une seule simulation du systéme afin de
déterminer les gradients des mesures de performance, ce qui réduit largement les temps de
calcul et de recherche de la solution optimale. D’ou I'utilisation de cette méthode dans de
nombreux travaux récents.
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1.4 Conclusion

Nous avons présenté les systémes de production avec leurs éléments. Nous avons
détaillé ces éléments, et leur role dans les systémes de production. Pour la modélisation des
systémes de production, nous avons présenté quatre types de modeles, les réseaux de Petri, les
files d’attente, les mod¢les a flux discrets et les modeles a flux continus. Le mod¢le a flux
discrets est facile a simuler et a manipuler. Il est souvent utilis€ pour 1’évaluation des
performances des systémes de production, mais le processus discrets des pieces rend 1’analyse
des performances plus difficile. Le modele a flux continus, plus simple a étudier
analytiquement, est une bonne approximation des modeles discrets et permet d’utiliser les
méthodes d’optimisation basées sur le gradient. Les modeles a flux discrets et les mod¢les a
flux continus ne tiennent pas compte des retards qui ont un impact important sur les
performances du systeme de production. Dans cette these, nous allons modéliser le systeme de
production avec un modele a flux continus et un modele a flux discrets, puis nous allons
comparer les résultats données par chaque modéle.

L’évaluation des performances est trés importante pour la conception d’un systéme de
production et de son évolution. En effet, cette évaluation permettra de s’assurer avant
I’implantation physique que le systtme de production atteindra, face aux aléas, les
performances souhaitées. Elle permettra également de constater I’évolution des performances
au cours du temps. Nous avons présenté les performances les plus fréquemment évaluées dans
I’industrie : taux de production, le niveau de stock et le temps et de production. Nous avons
présenté et étudié les méthodes d’évaluation des performances (la simulation, les méthodes
analytiques et les indicateurs de performances). Parmi les méthodes analytiques, nous avons
présenté la technique d’analyse de sensibilité puis la technique d’analyse des perturbations
infinitésimale qui est issue de I1’analyse de sensibilité. L’analyse de perturbations
infinitésimale permet d’obtenir des estimateurs non biaisés du gradient par une seule
simulation. Alors le grand avantage de cette méthode par rapport aux approches
traditionnelles d’estimation de la dérivée de la mesure de performance via la simulation est le
nombre de simulations relativement réduit. Ce qui a amené plusieurs travaux a utiliser cette
méthode pour résoudre des problemes d’optimisation des systémes de production. Dans notre
these, nous allons utiliser la méthode d’analyse de perturbations infinitésimale pour un
systtme de production modélis€¢ par un modele a flux continus puis nous étendrons les
résultats obtenus a un modele a flux discrets.
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Chapitre 2 : Mod¢le a flux continus avec prise en
compte d’un délai de livraison constant

2.1 Introduction

Aujourd’hui, il n’y a aucun doute sur I’importance du réle joué par 1I’optimisation dans
divers domaines. Cependant, la résolution pratique des problémes d’optimisation demeure
encore difficile, pour un certain nombre de raisons, notamment la nécessité¢ de définir d’une
fagon précise les éléments d’un probléme d’optimisation, d’organiser ces éléments de telle
sorte que le probléme paraisse solvable et de choisir une méthode efficace pour résoudre le
probléme. La méthode IPA (analyse des perturbations infinitésimale) est I'une des méthodes
d’optimisation qui se basent sur le calcul des gradients et qui est utilis€ pour résoudre des
problémes d’optimisation non classiques dans les environnements stochastiques comme nous
I’avons vu dans le chapitre 1. Dans ce chapitre nous allons appliquer la méthode IPA sur un
modele a flux continus pour déterminer le stock optimal.

Les modeles a flux continus [MARO7] sont largement utilisés pour la conception,
I’analyse et l'optimisation des systemes de production. L’utilisation de ces modeles est
justifiée par le fait qu’ils ont donné de bons résultats dans plusieurs travaux. En comparant ces
modeles aux modeles a flux discrets, les modeles a flux continus sont plus simples a étudier
analytiquement et a exploiter. En effet, ils facilitent la manipulation et I’analyse des systemes
a événements discrets, ils permettent de réduire la complexité inhérente a la modélisation des
flux discrets. Pour I’optimisation, les modeles a flux continus nous permettent d’utiliser des
méthodes d’optimisation basées sur le gradient comme la méthode IPA. Malheureusement, les
modeles a flux continus existants négligent certaines caractéristiques importantes des
systemes de production (de méme pour les modeles a flux discrets) tels que les délais de
livraison qui ont un impact important sur les mesures des performances. C’est pourquoi, dans
ce chapitre, nous définissons un modele a flux continus en représentant explicitement le délai
de livraison et nous étudions 1I’impact de ce délai de livraison sur le niveau de stock.

Dans la premiere section de ce chapitre, nous allons appliquer a notre systeme un
modele a flux continus en intégrant les délais de livraison. Nous donnons par la suite les
¢quations d’évolution du systeme. A la fin de cette section, nous précisons la fonction de cott
moyenne qui dépend du surstockage, du nombre de demandes perdues et de nombre de picces
transportées.

Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous étudions les trajectoires selon la
méthode IPA (une trajectoire nominale et une perturbée) pour le niveau du stock et les autres
variables du systéme. Des exemples de ces trajectoires sont présentés. Nous donnons ensuite
les théorémes qui généralisent cette étude et qui seront utilisés dans la troisiéme section pour
estimer, via une simulation, les gradients de la fonction de coft.
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Dans la troisiéme section de ce chapitre, nous déterminons la valeur du stock optimal
par I'utilisation d’un algorithme basé sur la méthode IPA. La premiere partie de cette section
consiste a déterminer les estimateurs des gradients de la fonction de colit en utilisant les
théorémes déterminés dans la deuxieme section, et nous montrons que les estimateurs des
gradients de la fonction de colit sont non biaisés. Dans la deuxieéme partie de cette section,
nous présentons un algorithme d’optimisation basé sur la méthode IPA qui utilise les
estimateurs des gradients de la fonction de colt pour déterminer la valeur du stock optimal.
Dans la troisiéme partie de cette section, les résultats donnés par 1’algorithme d’optimisation
sont présentés et analysés.

2.2 Systéme de production considéré

Dans ce mémoire, nous considérons un modele a flux continus d’un systeme de
production composé d’une machine M, d’un stock B de capacité infinie et d’un client. La
machine produit un seul type de produit et la politique de commande utilisée est une politique
de type point de séparation ([MOKOS5]). On note D.(7) est la quantité de produit par unité de
temps (demande client) qui sort du stock a I’instant # pour étre livrée chez le client a I’instant
t+7. Nous notons que la demande D.(¢) est aléatoire et est générée par une loi uniforme (pour
I’événement demande) et normale (pour la valeur de la demande). Le nombre de picces
transportées a I’instant 7 entre le stock et le client est noté par g.(¢) (Figure 2.1).

Dc(1)

uelt) x(t) |

u v Client (D.(t+1))

gd?)

Figure 2.1: Systéme de production avec un délai de livraison constant

Supposons que la machine ne soit jamais affamée. La machine M peut étre soit en état
de panne, soit en état de marche. Une variable booléenne, dénotée ofr), est utilisée pour
indiquer 1'état de la machine a I’instant z.

@.1)

0 {] st la machine est en état de marche a l' instant t
a =

0 silamachine est en panne a l' instant t

La vitesse de production de la machine M a I’instant 7 est dénotée par u.(¢). Lorsque la
machine est en état de marche (c’est-a-dire, a(?) = 1), u.(f) peut prendre une valeur comprise
entre 0 et U, ou U, la vitesse de production maximale (capacité maximale). Lorsque la
machine est en panne (c’est-a-dire, a(7) = 0), alors u.(f) = 0.

Pour s’assurer que la demande puisse étre satisfaite, nous supposons que la production
maximale permet de satisfaire la demande, i.e. U.> D.(¢) V ¢.
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Nous considérons le cas d’une capacité infinie du stock, ou le nombre de produits dans
le stock B a I’instant ¢ est noté par x.(¢).

Les temps de bon fonctionnement et les temps de réparation sont exponentiellement
distribués avec des taux notés 4 et u respectivement, c’est-a-dire que la moyenne des temps de
bon fonctionnement MTBF = 1/ 1 et que la moyenne des temps de réparation MTTR = 1/ u.
Ces temps ne dépendent pas des parametres du systeéme.

Dans le cas de demandes non satisfaites, nous considérons que la demande non
satisfaite est perdue.

Nous considérons que le temps de livraison 7 est strictement positif. Dans ce chapitre,
nous considérons que 7 est constant et connu.

Les événements possibles sont : panne machine (PM), réparation machine (RM), stock
saturé (SS), stock vide (SV) et arrivée d’une demande (DE).

Hypotheése 2.1 : Nous supposons que la fonction de colt est dérivable dans [0, «).

Hypothése 2.2 : Pour l'application de la méthode IPA et afin d'éviter des discontinuités, nous
devons considérer un seul événement a chaque instant, donc nous proposons des priorités
entre les événements si différents événements se produisent au méme instant. La priorité est
attribuée dans un ordre décroissant comme suit :

- Evénement impliquant le stock : SS ou SV,
- Evénement impliquant la machine : PM ou RM,
- Evénement demande : DE.

La politique de commande utilisée est une politique de type point de séparation. Elle
est donnée par :

D.(t) sia(t)=letx.(t)=h,
u,(t)=-<0 sia(t)=0ou x,(t)> h, (2.2)
U. sia(t)y=1let x,(t)<h,

Cette politique de pilotage est choisie car elle est simple et peut étre implémentée
facilement. En effet, cette politique assure que le nombre de pieces dans le stock (x.(¢)) ne
dépasse pas un nombre donné, noté 4. La politique Kanban [ZHOO06] est généralement
appliquée aux productions répétitives et quasi continue, cette politique ne peut pas répondre
rapidement aux changements de la demande. En outre, la politique du point de séparation a
été prouvée comme étant optimale ([AKES86]) lorsque le délai de livraison n'est pas considéré
et la demande est constante. Par conséquent, nous utilisons cette politique pour notre
systeme.

Le nombre de produits dans le stock dépend de la vitesse de production (u.(7)) et de la
demande (D, (¢)).
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La dynamique du systéme est donnée par :

dx (¢
x&;() =u,(t)—D,(t) avec x.(¢1)=0 (2.3)
’ :

Le nombre de demandes non satisfaites par unité de temps est noté par D’ (¢), qui
dépend de la demande client et du niveau de stock. En effet, lorsque le client fait une demande
D, (1) et le stock est vide, la demande ne sera pas satisfaite et elle sera perdue. Par conséquent,
D! (¢) est nul si le niveau de stock est strictement positif et est égal a la demande si le niveau

de stock est nul. Le nombre de demandes non satisfaites par unité de temps a I’instant ¢ est
donné par :

0 six, (1)>0

D= {DC (1) six.()=0 24

Nous avons défini la vitesse du nombre de demandes non satisfaites ( D’ (¢) ), car nous

en avons besoin pour déterminer les expressions du nombre de demandes non satisfaites (2.5),
ainsi que le nombre de pieces transportées (2.6).

Le nombre de demandes non satisfaites a I’instant # est noté par P, (¢) et donné par :

dP.(t) o, . _ ; _
== =D (t)=D,(t) six(1)=0 (2.5)
P (1)=0 six, (1)>0

Nous avons défini P, (¢), car nous en avons besoin dans la fonction de cofit a I’instant 7 (2.7).

Le nombre de pieces transportées qui dépend de la demande et du niveau de stock est
égal au nombre de pieces qui sortent du stock a I’instant 7 -7 et qui vont arriver a I’instant 7.
En effet, la vitesse du nombre de piéces transportées entre 7-7 et ¢ est égale a la demande

client par unité de temps (D, (¢)) moins le nombre de demandes non satisfaites par unité de

temps (D’ (¢) ). Alors le nombre de pidces transportées a I’instant # est donné par :

g.(t)= [(D.(t)- D! (0)).dt (2.6)

La fonction de colit C.(¢), a I’instant 7, qui dépend du nombre de pieces dans le stock
B, du nombre de pieces transportées et des demandes perdues, est donnée par:
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C.(t)y=cs.x,(t)+cs .P.(t)+ct.g (1) 2.7)

Avec:
cs : le colit unitaire de stockage.
cs~ - le colt unitaire de la demande perdue.
ct . le colt unitaire de transport.

Le colit moyen pendant une période de temps 7', noté par C,(¢) est donné par :

C.(f) = m%Eﬁ(cc (t)).dt} 2.8)

t=0

Dans la section suivante, nous allons appliquer la méthode IPA pour le modéle choisi.
Ainsi, nous allons analyser les trajectoires du niveau du stock (une nominale et 1’autre
perturbée), afin d’étudier 1’effet de la perturbation sur les performances du systeme. Cette
¢tude nous permettra de déterminer les estimateurs IPA et de prouver que ces estimateurs sont
non biaisés.

2.3 Etude des trajectoires

L'TPA est une approche qui permet d’évaluer les gradients des mesures des
performances selon certains parametres, par exemple dans notre cas, le niveau de stock
optimal 4.. Cette méthode consiste a observer et analyser deux trajectoires : une trajectoire
nominale et l'autre perturbée, afin de mesurer 1’effet d’une perturbation 7 sur les

performances du systétme. Soit x_ (z) et x'(¢)respectivement le niveau du stock de la

trajectoire nominale et le niveau du stock de la trajectoire perturbée (Figure 2.3 et Figure 2.4).
Nous avons /. est le stock optimal de x_(¢), nous supposons que /. est augmenté par une

perturbation notée 7 avec 7 >0 (une perturbation négative peut &tre considérée d’une
maniere similaire). Le niveau du stock optimal pour la trajectoire perturbée est donc 4, +177.

Nous étudions I’effet de la perturbation sur les variables du systéme et nous évaluons les
changements induits dans la fonction de cofit.

Lorsque le stock pour la trajectoire nominale devient saturé, un décalage entre les
trajectoires nominale et perturbée, noté ¢(¢)(avec 0 < @(¢) <7 ), commence a se produire

jusqu’a atteindre la valeur 7 a D’instant ou x”(¢)devient saturé (i.e. x’(t)=h, +n). La

Figure 2.2 montre 1’évolution du décalage ¢(¢).
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A *. (1)
T

[

0 t

Figure 2.2 : Décalage ¢(¢)entre le niveau du stock pour la trajectoire perturbée et celui

pour la trajectoire nominale

Pour I’étude des trajectoires nous supposons que :

1. Les variables aléatoires (arrivées des pannes, demandes du client, réparations
machine) sont distribuées de la méme fagon pour les deux trajectoires et que
par conséquent a(¢) est le méme pour les deux trajectoires.

2. La production maximale est identique pour les deux trajectoires.

Les notations suivantes sont utilisées :

u! () . Vitesse de production a ’instant ¢ pour la trajectoire perturbée.

g’(¢#) * Nombre de piéces transportées a I’instant ¢ pour la trajectoire perturbée.

D" (t): Nombre de demandes non satisfaites par unité de temps a I’instant 7 pour la
trajectoire perturbée.

P7(¢) : Nombre de demandes non satisfaites a I’instant 7 pour la trajectoire perturbée.

tsi : j*™ instant pour lequel le stock sur la trajectoire nominale devient saturé et qui

entraine un décalage ¢(¢) entre la trajectoire nominale et la trajectoire perturbée.
Nous avons donc ¢(7;) =0 et ¢(r) >0 si t e ]tbj, t:j] (avecj=1,2 ...).

.ieme

! : j 7 instant pour lequel le stock sur la trajectoire perturbée devient saturé (i.e.
0 . . . .
x/(t])=h.+1), a cet instant le décalage ¢(7)atteint 7.

.ieme

£ : j ' instant pour lequel le stock sur la trajectoire perturbée devient vide et qui
annule le décalage entre la trajectoire nominale et la trajectoire perturbée, d’ou

p1)=0et xI(11)=x,(1")=0.
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ty : Dernier instant pour lequel le stock pour la trajectoire nominale devient vide

n
entre 7, et .

Des exemples d’évolution des deux trajectoires pour 7 >0 sont donnés dans les
Figures 2.3 et 2.4.

Niveau de stock
A
hc+;7_._._._._._._,_n_
hc _____________ =

0

n
iy

Figure 2.3 : Niveau du stock des trajectoires nominale et perturbée (exemple 1)

Niveau de stock

4 x; (1) x, (1)
e | -
/3] S i
\
. \ .
t \ !
0 ' . >
Ay AV 1 /N
g I Ly 1, Lo+ Lisy L

Figure 2.4 : Niveau du stock des trajectoires nominale et perturbée (exemple 2)

L'intervalle [O,T ] peut étre divisé selon deux cycles qui s’alternent (Figure 2.5) : les

t”[ et les autres lorsque ¢ € [t” t ]

premiers cycles apparaissent lorsque 7 € ] Loty o)
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Niveau de stock .
A x; (1) x (1)

h.+nL
h. t

A\ A T

syt Ly g

Cyclel i Cycle2

Figure 2.5 : Niveau du stock des trajectoires nominale et perturbée (deux cycles en
alternance)

Ces cycles seront utilisés dans les démonstrations des théoremes qui généralisent
’étude des trajectoires.

La vitesse de production sur la trajectoire perturbée est donnée par :

D) sia(t)=letx!(t)=h +n
u'(t)=40 sia(t)=0ou x!(t)>h, +n (2.5)
U, sia(t)y=letx (t)<h, +n

Le lemme 2.1 montre qu’a I'instant #;; le niveau du stock pour la trajectoire perturbée

devient saturé ce qui entraine un décalage ¢(f)=7 entre la trajectoire nominale et la

trajectoire perturbée. Nous allons utiliser ce lemme dans la démonstration du théoreme 2.1.
« Q1 £ — 477 My — n
Lemme 2.1 : Si t =17 alors x(¢7)=x.(t])+7.
Nous allons démontrer ce lemme apres la démonstration du théoréme 2.1.

Le théoréme 2.1 montre que si ¢ € ] Lty [et 0 < ¢(¢) <n, la trajectoire perturbée est

¢gale a la trajectoire nominale plus le décalage #(¢). Ce théoréme est utilisé aprés pour

déterminer les estimateurs IPA et pour montrer qu’ils sont non biaisés.

Théoreme 2.1: Si >0, x"(0)=x,(0) et te|t,r7], alors x"(t)=x.(1)+¢(t) avec
0<d(t)<7.

Preuve du Théoreme 2.1 :

Nous avons ]tsj,tfj[: ]tsj,ts”j[u [tfj,tvj[u [tvj,l:’j[, nous allons montrer que dans les intervalles,

]lsj,tfj[, [;,tvj[et [tvj,tfj[ si 7> 0alors x”(¢) =x.(t)+ ¢(2).
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e Si te]t ,t”[ (Figure 2.):

gy

Nous montrons par ’absurde que si te]t, t',’[, nous ne pouvons pas avoir

sj’si
x () =x.(1).

t”[ avec t'<t , nous avons x/(f')=x,(t') et

sj20s)

Nous supposons que si 7' et te]t

X () = x.(0).

Alors si ¢ et t € ] tsj,t;.[, nous avons x,(z')>0et x’(¢')>0et d’aprés I’équation (2.3) nous

avons :

x.(O)=x ")+ ()= D ().t 1)
et

x () =x] (1) +w!(@) =D, ().t =1') = x, (') + (u/ (1) = D (1)).(r = 1")

Si te]t t’?[ nous avons x,(#)>h, ou x,(¢f)=h, et x'(¢)<h, +n, d’apres I’équation (2.2)

275

nous avons respectivement u_(f) =0 ou u_(t)=D,(f)et u” () =U..
Alors nous avons :

X1(0)=x, (1) + (U, = D).t ~1)
i u, (1) =0 alors x,(1) = x,(") + (0~ D, ().t ~ 1) = x, (1) (D, ().t ~1') < (1)

Si u,(t)=D,(t) alors x.(t)=x,(")+(D.(t)-D.(1).(t—t")=x.(t'), donc x.(t) <x(t) car
U,>D.1).

Dans tous les cas nous avons x/(¢)>x,(¢), d’ou il est impossible que x”(¢)=x.(¢) si
te ] ¢t [ Donc il existe un décalage ¢(¢) >0 entre x”(¢) et x,(z) d’ou x"(¢) =x,(t)+ ¢().

sj27sj

La Figure 2. représente le décalage ¢(¢)dans ]tytg[ (zoom de la zone ]tytg[ qui

existe sur la Figure 2.3).
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hc+77 I P —f— -

Figure 2.6 : Décalage ¢(7) (zone ]tsj,tfj D

@ si relr | (Figure 2.7),

5oty

Nous montrons par récurrence que si ¢ € [tfj,tvj [ ,nous avons x’(t)=x.(t)+n.
Nous supposons que x(¢)=x,(¢)+n et nous allons montrer qu’a I'instant #'e [tfj,tvj [que
x'(t")=x,(t")+n avec '<t.

Sitette [t'? l, nous avons :

Aj’tw'

x (@) =x ()= (! (@) - D.(0).¢—1") = x.()+n—((u/ (1) - D,(2).(t—1"))
et

x, (') = x, (1) = ((u, (1) = D, ())-(r = 1)).

Pour u”(7) et u (¢), nous avons trois cas selon les équations (2.2) et (2.5) :
- cas 1: lorsque x'(t)=h +mn alors nous avonsx, (f)=h, et si a(t)=1, et u’(t)=
u () =D, (0).
- cas 2 : lorsque x”(¢) < h, +n alors nous avons x,(t)<h, etsi a(t)=1, alors u(¢)=
u, (1)=U,.
- cas 3 :lorsque a(t) =0 alors u(¢#)=u_(t)=0.
Par conséquent, u”(#)= u_(t) si te [t;’j,tvj .

Nous avons alors x”(t")=x,(t")+n,dou x" (1) =x.(t)+7.

Nous avons x!(z]) = x.(¢]) +n (lemme2.1). Donc x!(¢)=x,(t)+n site [t_f/.,tvj.[.
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Niveau de stock

A x!(t)  x.(1) (1)
h.+n

hc_ ......... I/
/@

Figure 2.7 : Décalage ¢(¢) (zone [t” t [)

s>ty

o site [t t”[(Figure 2.8).

vty

’[ nous ne pouvons pas avoir

s : 7
Nous montrons par 1’absurde que si te [tvj,tvj

x () = x.(1).

Nous supposons que lorsque ¢ € [ Ly tfj[, nous avons X, (1) =x,(1).

Si x!(¢)=x.(¢) nous avons x(z,)=x/(t,)=0 dans ce cas ¢,=t, ce qui est
impossible car 7] ¢ [tvj,lfj [ Alorsx"(t)=x,(t)+¢(t) Vt e [tvj,tfj [
Niveau de stock
n
4 X () x.(0)
Figure 2.8 : Décalage ¢(¢) (zone[tvj,tfj [)
CQFD
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Preuve du Lemme 2.1 :

Si te] sj,t”[ nous avons

#(6) =x! (1) = x. (1)
=x! (") + ! (1) =D, (1).(t —1") = x,(t") = (u (1) = D,(t)).(t — "), (avec #'<?).

Nous avons u”(¢) =U, si te] 1.1 [ alors ¢(t) =g(£')+ U, —u (1)).dt.
Nous avons deux cas si 7 € ] 1.1, [ (u,(t)=0 ou u,(t)=D_(1))

- Casl:siu/(r)=0 alors ¢(t) =g(')+(U,).(t-1").
- Cas2:siu,(t)=D.(¢) alors ¢(t) =p(t')+ (U, — D, (1)).(t—1").

Nous constatons que dans les deux cas ¢(¢) est croissant sur I’intervalle ]t t”[ En effet, a

sj2"sj

Iinstant #=¢] le décalage ¢(#) atteint son maximum 7 (ie.g())=n). Alors
x!(tg)=x.(t5)+1.
CQFD

Remarque 2.3 : Dans 1’étude des trajectoires la perturbation 7 est infinitésimale et le temps

de simulation tend vers I’infini, alors nous supposons que @(¢) =0 si ¢ € ] t t”[ et ¢(t)=n si

sj°
[ d’ou le décalage ¢(¢)=n si [t” t”[

sj 27V

el

V/ 4 V/

Le lemme suivant montre qu’a I'instant 7, le niveau du stock de la trajectoire

perturbée devient vide ce qui annule le décalage entre la trajectoire nominale et la trajectoire
perturbée, nous allons utiliser ce lemme dans la démonstration du théoréme 2.2.

Lemme 2.2 : Si #=1] alors x/(¢])=0=x_(z]).
Nous allons démontrer la preuve de ce lemme apres la démonstration du théoréme 2.2.

Dans le théoréme 2.2 nous allons montrer que si ¢ € [tfj,ts( . )], alors la trajectoire

nominale x_ () et la trajectoire perturbée x”(¢) sont égales.

Théoréme 2.2 : Si x(0) = x,(0) et 1 €|?,1,, ., | alors x”(¢) = x,(¢) (voir Figure 2.4).

Vi
Preuve du Théoréme 2.2 :

Nous montrons par l’absurde que si te[t Ly i )J, nous ne pouvons pas avoir

x"(t)=x,(t)+¢() avec 0<¢(1).

v’
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Nous supposons que x(¢) =x,(t)+@(t) si t e [tfj,ts( o )] avec 0<¢g(t)<n.
A Tinstant 1=t nous  avons x/(t;)=0=x_(z])(lemme  2.2), alors
x (1)) =x,(t;)+P))=0+¢])=0, d’ou ¢(#]) =0, donc il est impossible que @(#) >0 si
te [tgi’ts(ﬁl)]'
Alors lorsque ¢ € [tfj,ts (41 )], nous avons x”(¢) =x_(¢).

CQFD

Preuve du Lemme 2.2 :

Si ¢ =1¢] nous avons x/(#])=0=x!(")+u!(t])—D.(t))).(t) —1"), (avec t'<t]).

x, (7)) = x, (1) + (u (1]) = D, (t]).(1] = 1").

Nous avons u, (#7)=u/(2]) =0 et x](¢") = x,(¢') + $(¢') avec ¢(¢') 2 0,d’ou
x! (1) =0=x () + ('),

x,(#])=—¢(#'), nous avons ¢(¢')20 alors x, (z;)=0(cas possible) ou x, (z])<0(cas
impossible).

CQFD

t’ [, le nombre de pieces transportées pour la

Le théoreme 2.3 montre que si 7 € [ tty

trajectoire perturbée (g”(z)) est égale a celui pour la trajectoire nominale ( g (¢)) plus la

perturbation 77 .
Théoréme 2.3 : Si 7 € [tvj,tfj[ et D (1)>0alorsg’(t)=g.(t)+7.
Preuve du Théoréme 2.3:

Site [ tvj,tfj[alors x,(f)=0¢t x”(¢) > 0et d’apres 1’équation (2.2) nous avons D’(t) =D, (¢)

et DI'(=0,d’0b g, (=0 et g/(t)= [(D,()dt>0.Alors g/(1)>g,()si te|r,.1] et

-7

D.(t)>0.

Nous constatons que si f € [tvj,tfj[, le décalage entre le nombre de pieces transportées pour la

trajectoire perturbée et celui pour la trajectoire nominale est égal au décalage entre le niveau
de stock pour la trajectoire perturbée et celui de la trajectoire nominale. Or, d’apres la

Remarque 2.1 ce décalage est défini par 77. Donc si 7 € [tvj,tfj [le décalage entre g’ (¢) et g, ()

estégalan.
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Par conséquent, g7 (1)=g.(t)+7.
CQFD
Le théoréme 2.4 montre que si 7€ [0, T ]\[t t [, le nombre de pieces transportées

V2

pour la trajectoire perturbée et pour la trajectoire nominale sont égaux.
Théoréme 2.4 : Si 1 €[0,7]! [twi,t;’j[alors gl(H=g.(@).

Preuve du Théoréme 2.4 :
Nous avons [0, 7]\ #,..#7| = | 7,.,27| 1|1, 22| O |71, |

¢! [ nous avons x_.(f)>0etx”(#)>0 et d’aprés I’équation (2.2) nous

V2t

@ Sire|, 0|l

5725

avons D’(1)=0=D"(¢), d’ou g, (t) = j(DC (1))dt =g (1).

-7

o Site [t” Ly i )] nous avons x.(¢) =x,(¢) (théoréme 2.2), alors si x”(¢) = x,(¢) >0 nous

v’
t
avons g, (f) = j(Dc ()).dt =g (t)etsix”(t) =x.(t) =0 nous avons g/ (t)=g.(?).

Alors g7 (1) =g.(1) si t[0,T]\[z,,7].

/2087

CQFD

Dans la section suivante, nous allons utiliser ces théorémes pour déterminer les
estimateurs [PA.

2.4 Optimisation basée sur la méthode IPA

Dans cette section, nous allons montrer que les estimateurs IPA sont non biaisés, ces
estimateurs seront utilisés par la suite dans un algorithme d’optimisation pour déterminer la
valeur du niveau de stock optimal.

2.4.1 Estimateurs IPA

Dans cette partie, nous allons déterminer les estimateurs IPA de la fonction de cot. La
valeur moyenne des dérivées des trajectoires est obtenue par simulation et est utilisée a la
place de la dérivée de I’espérance du cotit. Par conséquent, nous devons montrer que les
estimateurs du gradient sont non biaisés. En effet, la démonstration d’absence de biais est une
condition pour utiliser ces estimateurs dans un algorithme d’optimisation ce qui nous permet
de vérifier que les estimations des dérivées sont égales aux dérivées exactes. Pour cela, nous
devons prouver que :
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d(Ca(f,hc))) _d(E(C,(1,h,))
dh dh
possibles de 4. [PANO06]).

E(

pour tout /. dans H, (H. est I’ensemble des valeurs

Le colit moyen qui correspond a la trajectoire perturbée est donné par :
1 t=T
Cl(h,+n)= ;im ?E{ I(cs. x"(t)+cs . P (t)+ct. g (t)).dt}
t=0

L’estimation échantillonnée pour le colit moyen qui correspond a la trajectoire
perturbée est la suivante :

t=T
Cl(t,h, +m)= %E{ I(cs. x"(t,h, +n)+es . Pl(t,h, +n)+ct. g (¢, h, + n)).dt} .

t=0

L’estimation échantillonnée pour le colit moyen qui correspond a la trajectoire
nominale est donnée par :

1=

T
Cr(t,h)= %E{ (cs.x, (t,h,)+cs . P.(t,h)+ct. g (1, hc)).dt]

t=0

Nous pouvons maintenant déterminer les estimateurs des gradients de la fonction de
cout.

L’estimation échantillonnée de la différence entre le colit moyen de la trajectoire
perturbée et le colit moyen de la trajectoire nominale est donnée par :

C;]T (t’ hc + 77) - CaT (l’ hc) =

t=T
%.E es. [ (t,h, +1) = x,(t,h,)).dt +
=0

A

t=T
es™. [ (PI(6,h +m) =P, (t,h,)dt +

t=0

B

t=T
ct. [ (g1t h, +m) - g (t,h)dt |.
t=0

C
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Nous allons déterminer les expressions 4, B et C.

Nous supposons dans I’intervalle [O,T ] qu’il y a m intervalles [t;,t;’, [

¢ Pour I’expression 4 :
Nous avons

_—y
1=t

TR+ =5, Ch e =[G+ =, 1 e +

t=0

=t}

.
1=t5,

j (X"(t, h, + 1) —x.(t,h)).dt + j (Xt + 1) —x.(t,h))dt +...+

—
t=tg,

=1
=1}

—7
t_tsj

—y
1=t}

J.(xf (t,h,+n)—x.(t,h)dt +...+ t] (xX"(t,h,+n)—x.(t,h)).dt

1=ty

Nous avons x/(#)=x.(t)+n site [t” t”[ (théoreme 2.1), et x"(r)=x_(¢) si t e [O,T]\ [t” t”[

L

(théoreme 2.2).

Donc nous avons :

U
j=m by

t](xf(t,hc +1)—x,(t,h)).dt = zj (X" (t,h, + 1) = x.(t,h))dt = Y j n.dt .

J=1 1

* Pour I’expression B :

Nous avons

t=T

[CP7 G +m) =P (t,h,)dt =

t=0

- —1
t=t,, 1=ty

[CRI @ +m) =P 6kt + [ (P,

t=t,

1=y,

sioby

. (A
Jj=m"

J=1 o

+n)—P (t,h.)).dt +

1=t}

[P @h +m) =Pt e+ o+ [ (B h +0) = P (b))t + ..

-
1=ty

Nous avons P’(t,h, +n)et P (t,h,) qui sont égaux si € [0, T]\ [t

t=t,;

v (B h 4 - P Rt

_
1= tW?X

n
Vj,tvj[ car dans ce cas les

demandes sont satisfaites pour les deux trajectoires. Par contre lorsque 7 € [ tvj,tfj[ le nombre

de pieces satisfaites est égal au nombre de pieces dans le stock, d’ou la différence entre le
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nombre de picces satisfaites pour la trajectoire perturbée et celui pour la trajectoire nominale
est égale a x(¢)—x,(¢) =7 . La différence entre le nombre de piéces perdues (non satisfaites)
pour la trajectoire perturbée et celui pour la trajectoire nominale est égale a 1’opposé de celle

pour le cas des picces satisfaites, d’ou P’ (¢,h. +1)—P. (t,h,) =n.

I(P”(th +n)-— P(th))dt—jznff(P”(th +n)— P(th))dt—jsz( n).dt

¢ Pour I’expression C :

Nous avons

t=T
[ (glt.h+m—-g.(t,h)d &
t=0

1=t =t

[ (&2 +m-g.(h)d & [ ('th +n)-g.(th)d #

=0 t=t,,

1=t,, =1,

[ (& +m =g (th))d teot [ (@10 h+m) =g, (h ) bt

=1
1=t 1=t

] (gl h +m)—g. (@t h)).dt

t=t],
Nous avons g’(1)=g.()+n si te|r,rl| (théoreme 2.3), et g"()=g.(1) si
t [0, 7]\ 4,,7] (théoreme 2.4), d°ou

jm/

[(e2 .. +m) - g.(t.h )t = Zj(n)dr

Alors nous avons :

n 7
1 Jj= m J= m ]ml

Cl(th, +1) = Cop(t,h,) =— E| 3 [ es.().dt + js (=m)de+ Y [ ct.(n).dt

TS ~. =)

=
Supposons que 7}, =Z(t -t3), T, Z(t” —t,) avec T, +T, <T.

J=1

Alors

Cytth +m)=Cth) = E[T, 54T, (et =es7) )]
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L’estimation échantillonnée de la différence du colit moyen est composée de trois
parties qui sont : I’estimation de la différence du colt de stockage, du colt de demandes
perdues et du coflit de transport.

Les gradients de la fonction de cotit sont définis par :

Cor () =F &.cs —&.cs_ +&.ct
Oh T T T

% — E[X.(h).cs—B.(h)cs +G.(h)ct], avee X.(h), G.(h)et B.(h) les
estimateurs des gradients du chaque partie de la fonction de colit qui sont donnés par :
, T , T . T
X, (h)=—2,G.(h)=—¢ct B.(h)=—-.
C ( C ) T C( L) T C ( C) T

Théoréme 2.5 : Les estimateurs du gradient du colit moyen sont non biaisés.
Preuve du théoréme 2.5 :

Pour montrer que les estimateurs du gradient du colit moyen sont non biaisés nous devons
satisfaire les deux conditions suivantes :

- La dérivée de la fonction de cotit (d(C,(h,))/dh,)) existent.

- La fonction de coit est continue par Lipschitz.

La premiere condition est garantie par 1’hypothése 2.1 ([PANO06], [GLA91]), il nous reste a
montrer que la fonction de colit est continue par Lipschitz.

Le colit moyen est C_ (4, ) continu par Lipschitz dans Hc si il existe une constante k € R, telle

que :

CZT (t’ hc + 77) - CaT (t’ hc)

<k|h,+m)—h,

Vh,h +neH,.

L’estimation échantillonnée de la différence entre le colit moyen de la trajectoire perturbée et
le colit moyen de la trajectoire nominale est donnée par :

Cr(t,h,+n)—C (t,h)= E[[%.cs + %.(ct - cs‘)j.n}

Nous avons deux cas de ¢s™:

SV

% Casl:sics < .cs +ct

w

T, T
Nous avons C”.(¢t,h, +n)—-C . (t,h,) = EK% .cSs + TW.(ct - cs’)).n} >0 alors
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CZT(tahc+77)_CaT(tahc) <

T T
El| =cs+—=.(ct—cs) |
KT 7 )] "}
E &.CS-F&.CZ‘ .n
T T

< |E[cs + ct]| |77|

T T
El| s+t |n
T T

Nous avons T, + 7, <T alors

CZT(t’hc +77)_CaT(l’hc) <

< |E[(cs + ct).n]|

CZT (t’ hc + 77) - CaT (t‘) hc)

Nous supposons k = |E [cs +ct]|, alors

Ch.(t,h, +n)—C_,(t,h,)

< k.|77|.

. _ T
% Cas?2:sics >T‘—‘V.cs+ct

w

T, T
Nous avons C”.(¢t,h, +n)—-C ,(t,h,) = EK% .cSs + TW.(ct - cs’)).n} <0 alors

= E|:(%.CS +%. Ct—cs_)j.n}
= E|:(%.(CS —ct)—]]:;v .cs].n} <

{5

< ‘E[cs_]‘ |77|

Cl.(t,h,+n)—C_,(t,h)

Nous avons 7', <T alors

CZT(t’hc +77)_CaT(l9hc) <

< ‘E[(cs*).n]‘

CZT (t’ hc + 77) - CaT (tﬁ hc)

Nous supposons k = ‘E [cs*] , alors

CZT (19 hc + 77) - CaT (t’ hc)

< k.|77|.

Dans tous les cas nous avons

CZT (t’ hc + 77) - CaT (t’ hc)

< k.|77

, alors la fonction est continue

selon Lipschitz.
CQFD

Dans ce qui suit, nous présentons un algorithme (algorithme d'estimation) permettant
de déterminer les estimateurs IPA (X, (h,), G.(h,)et B.(h,)) qui seront utilisés par la suite

dans un algorithme d'optimisation.
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Soit S, F et R les estimateurs IPA (parametres) qui seront utilisés dans 1’algorithme

, S R , F
suivant, tel que X (h)=—,G (h)=—et B.(h)=—.
que X, (k)= G.(h) = et B.(h)=—
Algorithme des estimateurs [PA.
Début
S$=0, F=0, R=0, =0, g=0, [=0, w=0 // Initialisation
Faire

1 —t — 47
e Sit=t¢j alorsg=17.
e Avancer ¢
e Sit= t alors /= l-
e Avancer ¢
e Sit= tv’j. alors w= tfj.

S= S5+ (w-q).
R=F=F+ (w-]).
q=lI=w=0.

e Avancer t.

Tant que <T'

X;(hc)zg,G;(h(,) :§ et B.(h)=L

7
Fin.

Dans ce qui suit, nous présentons I’algorithme d'optimisation qui détermine le niveau
du stock optimal.

2.4.2 Algorithme d’optimisation

L'algorithme d'optimisation nous permet de déterminer le niveau du stock optimal 4.
Il est donné par :

Début

hemin=0 €t hemay= MTTR.Dpnoy(t), aVec Demoy(f) est la moyenne des demandes.

Faire

Etape 1 : h.= hepax

Etape 2 : Déterminer les estimateurs R, S et ' qui correspondent & 2.= hyqc par
’utilisation de I’algorithme des estimateurs IPA.

Etape 3 : Déterminer I’estimation du gradient de la fonction de cot V_ (4,) a partir
des estimateurs R, Set F, avec V, (h,) = ((ct. R)+ (cs. S)—(¢cs™. F))/T.

Etape 4 : Si V_(h,) <0 alors huin = hmax €t hinay= 2% hyay €t revenir a I’étape 1, sinon
passer a I’étape 5.

Etape 5 : 1,,= (hyaxt hmin)/2 puis déterminer V_(h,).
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Etape 6 : Si V_(h,) < Oalors A= hy, sinon hyg= hy,.
Etape 7 : Si 0y - hiyin >€ revenir a ’étape 1, sinon passer a I’étape 8.
Etape 8 : Le stock optimal est égal a 4,,.

Fin.

Dans ce qui suit, des résultats numériques sont présentés pour montrer 1'intérét de
notre méthode et étudier l'impact du délai de livraison sur la valeur de 4,.

2.4.3 Résultats numériques

Dans cette partie, nous étudions 1'impact du délai de livraison sur 4. pour les deux cas
suivants :

- Cas 1: la demande est comprise entre 0 et 1 durantz. En effet, ce cas correspond au fait
que le client s'attend a recevoir sa demande avant de faire une nouvelle demande.
Autrement dit, si le client a fait une demande a I’instant ¢ il doit attendre I’instant 7+ 7
(I’instant ou le client regoit sa demande) pour faire une nouvelle demande.

- Cas 2: la demande est comprise entre 0 et 1 a chaque instant z. Ce cas correspond au
fait que le client fait une demande a chaque instant 7 et il la recoit I’instant 7+ .

La demande est générée par la loi uniforme (pour I’événement demande) et normale
(pour la valeur de la demande), MTBF et MTTR sont générés par des lois exponentielles. Pour
valider les résultats des simulations, nous avons utilisé¢ le teste de Student pour chaque
simulation et qui consiste a calculer le colt (C.(4.)) itérativement cent fois, de déterminer a
partir de ces valeurs calculés 1’intervalle de confiance en utilisant la table de la loi de Student
[SADOO] et enfin de vérifier que chaque valeur de colit (C.(h.)) appartient a cet intervalle. En
effet, nous avons établie une fonction test qui permet de vérifier si chaque valeur de cott
appartient a I’intervalle de confiance, puis de déterminer le pourcentage des valeurs qui
appartiennent a cet intervalle. Nous présentons les résultats des simulations avec les
pourcentages donnés par la fonction test. Les résultats des simulations des cas 1 et 2 sont
présentés respectivement dans les tableaux Tableau 2.1 et Tableau 2.2.

Pour les deux cas, 7 varie de 1 a 10 et le programme détermine le niveau du stock
optimal 4. qui minimise la fonction de colt moyen en fonction de 7. Les parametres de
simulation sont les suivants :

- U, =1 piece/unité de temps.

- La moyenne des demandes est égale a 0,8.

- La moyenne du temps de bon fonctionnement M7TBF est égale a 2 et la moyenne du
temps de réparation MTTR est égale a 1.

- Le colit unitaire de stockage cs est égal a 1 unité monétaire.

- Le colt unitaire de transport ¢z est égal a 1 unité monétaire.

- Le colt unitaire d’'une demande perdue cs~ est égal a 20 unités monétaires.
- Le temps total de simulation est égal a 10E+07 unités de temps.
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- Le nombre de degré de liberté choisi pour déterminer les bornes des intervalles de

confiance a partir de la table de loi de Student est égal a 4 degrés de liberté.

B e B TN Bty
optimal (%4.) (unité monétaire) Pintervalle de confiance
1 3,304688 4,4827688 100%
2 1,554688 2,5840229 100%
3 1,289063 2,1467997 100%
4 1,179688 1,0152657 100%
5 1,054688 0,9751879 100%
6 0,094891 0,2440277 98%
7 0,086890 0,2767514 99%
8 0,078889 0,2804922 100%
9 0,064000 0,0857413 99%
10 0,059900 0,0799672 98%
Tableau 2.1 : Impact du délai de livraison sur 4. (cas 1)
Niveau du stock C. () Pourfentages des .Valeurs‘
¢ optimal (/.) (unité monétaire) de (?out qui appartiennent a
I’intervalle de confiance
1 3,318970 4,4819560 100%
2 3,304688 4,4827136 100%
3 3,304688 4,4829292 100%
4 3,304688 4,4840012 100%
5 3,318970 4,4828368 100%
6 3,304688 4,4825640 100%
7 3,304688 4,4829468 100%
8 3,304688 4,4828268 100%
9 3,318970 4,4832792 100%
10 3,304688 4,4816596 100%

Tableau 2.2 : Impact du délai de livraison sur 4. (cas 2)

Nous pouvons voir que le délai de livraison dans le cas 1 a un impact sur la valeur de
h.. En effet, le cas 1 le client s'attend a recevoir sa demande avant de faire une nouvelle
demande. Alors, le nombre total de demandes diminue lorsque que le délai de livraison
augmente, le niveau de stock diminue lorsque les demandes diminue (selon la politique du
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point de séparation). Donc pour ce cas, la valeur de /4. qui minimise le colit moyen bien sir
diminue lorsque le délai de livraison 7augmente. Pour le cas 2, la demande est indépendante
du délai de livraison, donc le niveau de stock est également indépendant du délai de livraison.
Donc, pour le cas 2 le délai de livraison n'a pas d'impact sur la valeur de A4..

2.5 Conclusion.

Nous avons appliqué un modele a flux continus pour un systeme de production en
tenant compte des délais de livraison. Le systéme est composé d’une machine, d’un stock de
capacité infinie et d’un client qui demande a chaque instant une quantité de produit aléatoire.
Le délai de livraison est connu et constant. Nous avons utilisé la politique du point de
séparation pour piloter la production. Pour déterminer le niveau de stock optimal qui
minimise le colit, nous avons appliqué la méthode IPA. Ainsi, nous avons étudié et analysé les
trajectoires du niveau de stock et du nombre de pieces transportées. Nous avons obtenu deux
cycles alternés et répétitifs : le premier cycle correspond au fait que la trajectoire perturbée est
¢gale a la trajectoire nominale plus un décalage, ce cycle correspond a I’obtention du stock
saturé sur la trajectoire perturbée. Le deuxiéme cycle correspond au fait que les trajectoires
perturbée et nominale sont égales, ce cycle correspond a la construction du stock. Nous avons
généralisé ces études par des théorémes. Nous avons ensuite utilisé ces théorémes pour
déterminer les estimateurs IPA et prouvé qu’ils sont non biaisés.

Nous avons déterminé les valeurs optimales de /. par un algorithme d'optimisation qui
utilise les estimateurs IPA. Nous avons simulé deux cas qui étudient l'impact des délais de
livraison sur 4. Les délais de livraisons ont un impact sur la valeur du stock optimal dans le
cas ou la demande est comprise entre 0 et 1 durant 7. Ce cas correspond au fait que le client
s'attend a recevoir sa demande avant de faire une nouvelle demande, d’ou le nombre total de
demandes diminue lorsque que le délai de livraison augmente. Alors le niveau de stock
diminue lorsque les demandes diminuent.

Cette étude a donné lieu a une présentation dans une conférence internationale [TUR10a].

Dans la suite, nous allons modéliser notre systeme par un modele a flux discrets, afin
de faire une comparaison entre les résultats obtenus pour un modele a flux discrets et pour un
modele a flux continus. En effet, la méthode IPA est largement appliquée au modele a flux
continus dans de nombreux travaux avec de bons résultats. Par conséquent, nous voulons
évaluer les résultats obtenus pour un modele a flux discrets en les comparants avec les
résultats obtenus dans ce chapitre en utilisant les mémes parametres et mémes hypotheses.
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Chapitre 3 : Application de la méthode IPA sur un
modéle a flux discrets d’un systeme de production
avec un délai de livraison constant

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au méme systeme de production que celui
¢tudié dans le chapitre précédent. Nous avons utilis€¢ dans le chapitre précédent un modele a
flux continus pour analyser et optimiser ce systéme. Dans ce chapitre, nous allons utiliser un
modele a flux discrets pour modéliser, analyser et simuler le systéeme de production en tenant
toujours compte des délais de livraison. La méthode IPA (analyse des perturbations
infinitésimale) sera également appliquée pour ce modele pour trouver le niveau de stock
optimal. L’objectif de ce chapitre n’est pas seulement de déterminer le niveau de stock
optimal, mais aussi de comparer les résultats trouvés dans le chapitre précédent a ceux qui
sont trouvés dans ce chapitre. En effet, il s’agit de comparer les résultats donnés par
I’application de la méthode IPA sur un mod¢le a flux continus (chapitre précédent) a ceux qui
sont donnés par I’application de la méthode IPA sur un modele a flux discrets.

Les modéeles a flux discrets ([FENOO], [MOUO7]) sont souvent considérés plus
réalistes pour les systemes de fabrication discréte que les modeles a flux continus. En effet,
pour I'évaluation des performances ou le contrdle des flux en temps réel, les modeles a flux
discrets permettent de suivre 1’évolution du systeme piece par piece. Ainsi ils sont
généralement plus faciles a simuler. D’aprés nos connaissances, il n’existe pas de travaux qui
appliquent la méthode IPA a des modeles a flux discrets, en raison du fait que généralement
les estimateurs deviennent biaisé pour ces modeles [CAS02]. En effet, ’absence de biais pour
les estimateurs est la condition principale pour rendre 1'application de 1'IPA utile en pratique.
Ces estimateurs non biaisés peuvent étre ensuite utilisés dans des algorithmes d'approximation
stochastique. Malheureusement, les modeles a flux discrets comme les modeles a flux
continus négligent certaines caractéristiques importantes des systémes de fabrication tels que
les délais de production et les délais de livraison.

De nombreux fabricants pensent a réduire les retards de transport, tels que le délai de
livraison. Ce délai a un impact considérable sur les mesures de performance. En général, les
retards sont modélisés par I’utilisation d’équations différentielles de retard a la place des
¢quations différentielles ordinaires. Il existe des travaux qui réalisent I’importance des retards
en examinant I’impact des retards sur le pilotage optimal d'un job shop de fagon a minimiser
le colit total, mais le systéme considéré est composé seulement de deux étages. Mourani et al.
[MOUO7] ont étendu le modéle de Van Ryzin et ils ont proposé un modele de réseau de Petri
continu avec des retards pour la modélisation des performances et I’optimisation des lignes de
transfert. Swihart et Papastavrou [SWI99] ont développé un modele stochastique et
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dynamique pour les problémes de ramassage et de livraison. Les auteurs ont considéré les
variations des capacités des véhicules. Proth et al. [PRO97] ont propos¢ un modele de
planification d’assemblage et de stockage des picces sous I’hypothése d’une demande
constante pour les produits finis et des délais d’approvisionnement aléatoires pour les pieces a
assembler. Les auteurs prennent en compte le colt de stockage des picces et le colt de
pénalité.

Cependant, 1’étude des systémes de production avec des délais de livraison combinée a
I’IPA est un sujet tres récent.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Nous allons déterminer les équations du systéme
dans la premiére section de ce chapitre. Puis, nous allons écrire la fonction de colit moyen qui
dépend du niveau de stock, du nombre de demandes perdues et du nombre de pieces
transportées. Nous allons étudier dans la deuxieme section les deux trajectoires IPA du niveau
de stock (une trajectoire nominale et une perturbée), du nombre de piéces transportées et du
nombre de pieces perdues pour une perturbation positive. Par la suite, nous donnons les
théoremes qui généralisent ces études et qui seront utilisés dans la troisieme section pour
estimer durant la simulation les différences de la fonction de colt. Ces estimateurs sont
ensuite implantés dans un algorithme d’optimisation basé sur la méthode IPA pour déterminer
la valeur du stock optimal, et les résultats donnés par cet algorithme sont présentées a la fin de
la troisieme section.

Dans la conclusion, nous synthétisons les résultats de ce chapitre et les critiquons en
les comparants aux résultats du chapitre précédent. Enfin, nous donnons quelques
perspectives a nos travaux.

3.2 Systéme de production considéré

Dans ce chapitre, nous considérons un modele a flux discrets pour le méme systéme de
production que celui présenté dans le chapitre précédent (Figure 2.1). Les variables D.(?),
ut), U, x.(f) et h., sont remplacés respectivement par D), uAt), U, xA2) et hy, T et oft) sont
inchangés. Nous ajoutons deux autres variables y,(f) (le nombre des picces qui sortent du
stock a I’instant 7) et X7/(¢) (Ie nombre des piéces transportées a I’instant 7). La demande D ()
est booléenne et arrive selon une distribution de Bernoulli. Nous conservons les mémes
hypotheses que celles du chapitre précédent.

Nous considérons le cas d’une capacité infinie du stock, ou le nombre de produits dans
le stock a I’instant 7 est noté par x(¢) et donné par :

x, () = x, (t-dt) + u, (t-dt) — y,, (1) (3.1)

Les pieces qui sortent du stock prennent un temps de livraison 7 pour étre transportée.
Le nombre des pieces qui sortent du stock a ’instant # est noté par y(¢) et donné par :
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D, (1) si x,(t-dt) = D, (1)
y,(t)=+0 six,(t-dt) =0 3.2)
x,(t—dt) six,(t-dt)<D,(t)

Pour notre systéme, nous supposons que les pieces qui sortent du stock seront
transportées dans un véhicule qui est considéré comme un stock. Nous supposons aussi que le
nombre de pieces existantes dans ce véhicule a l'instant 7 est le nombre de pieces transportées
a l'instant 7. En effet, le nombre de pieces qui sortent du stock (y4(f)) est le nombre de pieces
qui entrent dans le véhicule et le nombre de pieces qui arrivent au client est le nombre de
pieces qui sortent du véhicule. Alors le comportement du nombre des picces transportées est
semblable a celui du nombre des pieces stockées. On note X7,7) est le nombre des pieces
transportées a I’instant 7. I est égal au nombre des pi¢ces transportées a ’instant précédent
(X74(t — df)), plus le nombre de pieces qui sortent du stock (v«(7)), moins le nombre de pieces
qui arrivent chez le client (y«(7 - 7)). D’ou I’équation :

Xra(t)= Xrat — dt) + y (1) = yall - 7) (3.3)

Lorsque la machine est en panne (i.e. a(f) = 0) u(f)=0. Lorsque la machine est en état
de marche (i.e. a(?) = 1), u,(t) peut prendre une valeur entre 0 et U, inclus.

U, sia(t)y=1etx,(t)<h,

0 () = D,(1) sia(t)y=1etx,(t)=h, (3.4)
D,(0)-(x,(t)-h,) sia()=1letx,()>h,
0 sia(t)=0

Hypothése 3.1 : Nous supposons que le niveau optimal du stock est strictement supérieur a 1
(h/>1). En effet, lorsque A4; =1 D’étude théorique des trajectoires IPA ne peut pas éEtre
généralisée.

Remarque 3.1: Nous allons justifier I’hypothése 3.1 dans les démonstrations du lemme 3.3
(dans la section 3.3).

Les événements possibles sont les mémes événements que ceux considérés dans le
chapitre précédent en ajoutant un événement production machine (UM).

Hypothése 3.2 : Pour l'application de la méthode IPA et afin d'éviter des discontinuités
importantes, nous devons considérer un seul événement a chaque instant, donc nous
proposons des priorités entre les événements si différents événements se produisent au méme
instant. La priorité est attribuée dans un ordre décroissant comme suit :

- Evénement impliquant le stock : SS ou SV,
- Evénement impliquant la machine : UM, PM ou RM,
- Evénement demande : DE.

Cette priorisation des événements n’a pas d’effet sur I’évolution du systéme,
uisqu I u Sveé ui arriv u méme i .
isqu’on tient compte de tous les événements qui arrivent au méme instant
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Remarque 3.2 : Nous avons a un instant 7 I’événement DE si a(¢#) =0 (machine en panne), et

si nous ne n’avons pas SS ou SV, et si nous n’avons pas forcément un événement PM

(u)=0).

La fonction de colt C«?), a I’instant 7, qui dépend du nombre de pi¢ces dans le stock
B, le nombre de pieces transportées et des demandes perdues, est donnée par:

C,(t)=cs.x,(t)+cs .D)(t)+ct.X,, () (3.5)
(cs, ct, cs” sont définis dans le chapitre précédent)
Avec D) (t) le nombre de demandes non satisfaites (perdues) (D) (z) = D, (t)— y,(¢)).

La fonction de coft total, notée par CT(h,) et qui dépend de A, est donnée par :

t=T
CT,(h,)= Z C, () avec T le temps total de simulation (3.6)

t=0

Dans la section suivante, nous analysons les trajectoires du niveau du stock, les pieces
sortantes du stock et les pieces transportées. Cette étude nous permettra de trouver les
estimateurs IPA et de prouver que ces estimateurs sont non biaisés.

3.3 Etude des trajectoires

Soitx,(#) le niveau du stock de la trajectoire nominale avec comme stock optimal 4,

et x°(¢) le niveau du stock pour la trajectoire perturbée si la perturbation est positive (Figure

3.1 et Figure 3.2). Le cas d’une perturbation négative est donné¢ en Annexe. Pour cela, nous
supposons que le niveau du stock optimal dans le cas ¢ >0 est augmenté par une perturbation,
et nous évaluons les changements induits dans la fonction de cotit en utilisant des arguments
géométriques.

Remarque 3.3 : Le niveau du stock optimal de la trajectoire perturbée est 4, + 9 .

Pour 1’étude des trajectoires nous conservons les mémes hypotheses et les mémes
remarques que celles présentées dans le chapitre précédent en ajoutant I’hypotheése suivante :

La perturbation |5| =1 (dans la théorie de I’IPA, la perturbation ¢ doit étre trés petite

mais différente de 0, alors nous avons choisi |5 | =1 (plus petite valeur enticre)).

Les notations suivantes sont utilisées :

t° - Instant ou le stock est vide pour la trajectoire perturbée.
t,, . Instant ou le stock est vide pour la trajectoire nominale.
¥4 (t) : Nombre de piéces sortant du stock a I’instant # pour la trajectoire perturbée.

u’ (¢) : Taux de production & I’instant ¢ pour la trajectoire perturbée.
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X2 (¢): Nombre de piéces transportées a I’instant  pour la trajectoire perturbée.

tiy. : /°™ instant o le stock pour la trajectoire perturbée devient saturé et qui entraine
un décalagecentre la trajectoire nominale et la trajectoire perturbée
e(t)=x(t)—x,(t)=0 alorsona &(t0, —dt)# &(t’)).

ssj ssj
f 7™ instant qui annule le décalage entre la trajectoire nominale et la trajectoire

perturbée avec &(¢,) =0 d’ou &(¢, —dr) # &(1;).

L’instant 7, correspond & I’un des instants t° (le stock devient vide pour la trajectoire

perturbée) et qui peut correspondre a I’un des deux cas suivants :

- Cas A (Figure 3.1) : ce cas se produit a I’instant #+dt, lorsque nous avons a I’instant ¢
a(t)=0 (u,(t)=u’(t)=0)et x,(/)=0, et si a 'instant t+dt D,(t +dr) =1. L’instant
t+dt est instant 7, .

- Cas B (Figure 3.2) : ce cas se produit a ’instant 7/+d/t, lorsque nous avons a I’instant
ta()=1 (u,(t)=uj(t)=1)et x,(t) =0, etsialinstant t+dt D, (¢t +dt)=1.

L’instant 7+df est instant 7, .
On peut conclure que si ¢ =¢; alors nous avons deux cas possibles :

- Cas A nous avons x,(7;) :O:xg(tj).

- CasBnousavons x,(¢,)=1= xj(tj).

Des exemples d’évolution des deux trajectoires pour 0>0 et qui représentent les cas A
et B sont donnés respectivement dans les Figure 3.1et Figure 3.2.

Niveau de stock x(f )
A
hd"‘é.‘-‘.....,..._.___, )Cd(t) ______ \
1
hy ' : '

v

Figure 3.1 : Niveau du stock des trajectoires nominale et perturbée (cas A)
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Niveau de stock 5
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‘r Z d( )

e e e SR () P

A 7 7
0o 17\

ssl sV

Figure 3.2 : Niveau du stock des trajectoires nominale et perturbée (cas B)

Soit [O,T ] un horizon fini, nous considérons les trajectoires x,(f)et x5(z) avec

t€[0,T]. Lintervalle [0,T] peut étre divisé selon deux cycles qui s’alternent : les premiers
o

ssj ?

tj[ et les autres lorsque ¢ € [t t° [(VOiI‘ Figure 3.3).

cycles apparaissent lorsque ¢ € [t ol i)

Pour ces intervalles, les trajectoires perturbée et nominale sont analysées et comparées.

X xj(t) x, (1)

hgto bocoeice ]__\_ / 1
ha ]
- ' —t =1

/ =7 s 7 !

; L o
Cycle2 i Cyclel
HA

<

Cyclel 5

<& » &
< » |

A\ 4

Figure 3.3 : Niveau du stock des trajectoires nominale et perturbée (deux cycles en
alternance)

Dans ce qui suit, I'étude des trajectoires sera généralisée dans six théorémes qui seront
utilisés pour déterminer les estimateurs IPA.

S5

582

Nous allons montrer que si ¢ [t t [, 5> 0et hy>1 la trajectoire perturbée x5 () est
égale a la trajectoire nominalex,() plus la perturbation 0 (Théoréme 3.1), puis si
te [t j,t;’;ml )[ et h;>1 la trajectoire nominale x,,(¢) est égale a la trajectoire perturbée x9(7)

(Théoreme 3.2).

Dans ce qui suit, nous présentons les lemmes 3.1 et 3.2 qui seront utilisés dans les
démonstrations des théorémes 3.1 et 3.2. En effet, le niveau du stock dépend de la production
de la machine en amont mais également des pieces qui sont transportées chez le client
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(équation (3.2)). Les lemmes 3.1 et 3.2 suivants nous permettent de connaitre le nombre de
pieces transportées pour la trajectoire nominale et pour la trajectoire perturbée.

Lemme 3.1: Si 7 € [tj_;j,tj[\ {t.,} alors y(t+dt)=y,(t+dt)=D,(t+dt).
Preuve du Lemme 3.1 :

Si relr?,¢,[\{r,,} nous avonsx(r)> 0, car si 7=¢,nous avonsx;(¢,)=0 ou 1, or #, n’est

syt
pas inclus dans I’intervalle [tij,tj [ D’ou yj (t+dt)=D,(t+dt) (équation (3.2)).
Etudions y(¢+d) :

(@): Si x,(r)>0 alorsy,(t+dt)=D,(t+dt) (équation (3.2)). Dans ce cas, nous

avons bien y (1 +dt) =y (t +dt) = D, (t +dt).

(b) : Si x5(¢) =0 alors y,(t+dt)=0 (Ce cas est impossible car 7 = 7,)

Donc V¢ e [tij,tjl si on n’a pas I’événement SV pour la trajectoire nominale, alors
y,(t+dt)=yS(t+dt)=D,(t+dt).

CQFD

Remarque 3.4 : L’étude des valeurs de y, (¢ +dr) et y’(t+dt)dans le cas d’événement SV

13

ssj

sera traité dans 1’étude du cas 1 du théoréme 3.1 (cas ou le premier événement a ¢ = ¢, + n.dt

pour la trajectoire nominale est SV).

Lemme 3.2: Si rez,10, ., |\, } et t+diele,e2, . |\, ) etsi x5 —dr)=x,(t—dr) et

J?Uss(j+)

x5(t)=x,(t)alors yS(t+dt)y=y, (t+dt)=D,(t+dt).

Preuve du Lemme 3.2 :

Si te]l t [\{t} alors x, (¢, + n.dt) > 0et xXy(t, +ndr)>0 (n=12...), carsi t# {tsv,t}

J 2 ss(j+) J

alors x, (¢, +n.dt)>0et x;(t, +ndi) >0 (cas A et cas B).
Alors d’aprées I’équation (3.2) on a :

yo(t,+(n+1)di) =D, (1, +(n+1).dt) si x(t; +ndi)>0.
Ya(t; +(n+1).dt) =D, (t, +(n+1).dr) si x,(¢, + ndi)>0 .

D’ou yj(tj +(n+1).dt) = y,(t;, +(n+1).dD).
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CQFD

Le lemme suivant montre qu’a I’instant ti]. le niveau du stock de la trajectoire

perturbée devient saturé ce qui entraine un décalage (égal a o) entre la trajectoire nominale et
la trajectoire perturbée, ce lemme correspond a la condition initiale du théoréme 3.1.

Lemme 3.3 : Si & > 0ct h>1,alorsxj (1) = x,(10,)+ 6.

sSj

Nous allons démontrer ce lemme apres les démonstrations des théoréemes 3.1 et 3.2
parce que celles-ci sont liées.

Le Théoréme 3.1 montre que la trajectoire perturbée est égale a la trajectoire nominale

plus la perturbation si ¢ e [’swt/[ cette période correspond a 1I’ach¢vement du stock saturé

pour la trajectoire perturbée.

Théoréme 3.1 : Si 0> 0 et si x)(r),) = x,(t0,)+ 5 = h,+ 5 alors x5(t)=x,(¢)+ 5 pour tout

t e [t s5f 1. J [
Preuve du théoréeme 3.1 :

Nous allons démontrer ce théoréme par récurrence.

Supposons qu’a I’instant t—t +ndt, Uégalité x5(¢2, +ndt)=x,(t>, +ndt)+ 5 soit vraie,

ssj ssj

nous devons montrer qu'a Uinstant s+df=1, +(n+1)dt, x5(t2, +(n+1).df)=

x,(t2 +(n+1).d)+6.

ssj
En utilisant I’hypothese de la récurrence, les équations du stock sont les suivantes :

x5 (tss, +(n+1).dt)=x; (tssj +n.dt)+u (tssl +ndt)—y; (tmj +(n+1).dt)

=x,t

ssj

+n.dt)+5+ud(t +ndt) =y (2 +(n+1).dr)

ssj

Et

X, (tw +(n+1)dt)=x, (tw + n.dt) + ud(tw +ndt)-y, (tw] +(n+1).dt).

D’aprés le lemme 3.1, siz e [tw,t ,[\ {¢,,} nous avons:

X, (t“] +(n+1).dt)=x, (tw +ndt)+0 + uj(t +ndt)—-D (tw +(n+1).dt).
Et
X, (tw +(n+1).dt)=x, (l‘W +ndt)+u, (tw +n.dt)—D (IW +(n+1).dt).
Par conséquent, x; (tw +(n+1).dt)—x, (tw +(n+1).dt) =u, (tw +ndt)—u, (z‘w +ndt)+9.

Donc, il suffit d’étudier les six cas u) (¢, +n.dt)et u, (tiy. + n.dt) pour montrer ce théoreme.

ssj
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A Tinstant 7 = z‘fsj + n.dt, différents événements peuvent se produire. Ils sont donnés dans le

Tableau 3.1.

Premier événement a ¢ = tfsj + n.dt pour la
e trajectoire nominale
1 SV
2 SS
3 PM
4 RM
5 uM
6 DE

o

ssj

Tableau 3.1 : Evénements possibles a I’instant 1 =7. + n.dt

Avant de démontrer cette récurrence dans les six cas possibles, il ne faut pas oublier
que le niveau maximal du stock de la trajectoire perturbée est s, +0 et que par conséquent

u’(¢) est donné par :

U, sia(t)=1et x5(t)<h, +6

w2 (1) = D, () 5 sia(t)=1etx§(t)=hd +0 3.7)
D,(t)-(x3(t)-(h, +8)) sia(t)=1letx(t)>h, +0
0 sia(t)=0

o Casl:A¢t= tij + n.dt, le premier événement considéré pour la trajectoire nominale est

° 1

SV, avec te[tf;j,tj[ et t+dte[tw., j[.

5

5
s8j .

Nous avons donc x, (tij +ndt) =0 et x3(1), +ndt)=x,(t), +nd)+5=5.

5
89

Deux cas sont possibles : u,, (tfsj +n.dt) et ul (¢, + ndt) selon les équations (3.4) et (3.7).

> Cas (1.a) : Si a(t’, + ndt) =1 nous avons h, >1(h, +5 > &) alors
d d

ssj
u,(t> +ndty=U, et u’(t’ +ndt)=U,,d’ov u,(t’ +ndt)=U, =u’(t’ +ndt).
ALY d d d d d

ssj ssj Ssj

» Cas (1.b) : Si, a(t?, + ndr) = Oalors uj (12, +ndf) =u,(t2, +ndi)=0.

ssj

o
ssj

5

Par conséquent, dans tous les cas u’ (£’ +n.dt) =u, (t5,; +ndr).

Etudions x} (tij +(n+1)dt)et x, (tij + (n+1).dt) suivant les différentes valeurs possibles de
yo(to, +(n+1)dr)et y,(t2, +(n+1).dr) données par I’équation (3.2) (le lemme 3.1 n’est pas

applicable dans ce cas).
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Nous avons y,(t0. +(n+1).dt) =0 car x, (tfsj +ndt)=0.

ssj

Etudions la valeur de y5 (2. +(n+1).df) a t = tw +n.dt.

s8j

Nous avons yd(t +(n+1).dty=D,(t’ +(n+1).dt) car x(t°. +ndt)=5=1.

ssj ssj

» Cas(l.c):Si D (t +(n+1).dt) =0 alors yd(tw +(n+1)dt)=0=y,; (tw +(n+1).dr)

ssj

Dol x3 (22 + (n+1).dr) = x, (%, + (n+1).dr) + 5 =1.

ssj

> Cas(l.d):Si D,(t’

X (tss ;H(n+1)d) =1+ us (l‘fsj +ndt)—1=u (l‘fsj +n.dt).

+(n+1).dt)=1 alors

ssj

Selon la valeur de u) (¢, + n.df) nous obtenons deux cas :

ss

= Cas(l.d.1): Si uj(t’, +ndt)=1(RM a t=n+df), nous remarquons que ce cas

ssj

correspond au cas B (Figure 3.2), alors ¢+ dt —t +(n+1)dt=t,;, cas impossible

car dans ce cas 7+ dt & |t [W, [

»  Cas(1.d.2) : Si uj(t;; +ndr) = 0, nous remarquons que ce cas correspond au cas A
(Figure 3.1), alors ¢+dt= tss; +(n+1)dt=t,, cas impossible car sinon

t+dt¢—‘[w j[

D’ou le Cas(1.d) est impossible. Le seul cas possible lorsque nous avons SV pour la

trajectoire nominale est donc le Cas(l.c) (D,(t’, +(n+1).dtf)=0). Ce qui donne

+(n+D)dt)y+o=1.

ssj

X, (tw +(n+1).dt)=x,

ssj

Donc xd(t +(n+D).dt)y=x,t> +(n+1)dt)+ 5.

ssj

% Cas2: A t—t +n.dt, le premier événement considéré pour la trajectoire nominale est

SS, avec te[ts ].[ et t+dte[m t][.

Siat= twj +n.dt, on a I’événement SS pour la trajectoire nominale (i.e. x, (¢, +n.dt) > h),

nous avons également I’événement SS pour la trajectoire perturbée car

xd(tssj +ndt)=x,t>, +ndt)+5>h+5.

ssj

Etudions les différentes valeurs possibles de u (tiy. +ndt)et u, (tij + n.dt) données

par les équations (3.4) et (3.7).
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» Cas (2.a) : Si a(tfsj +ndt)=1et x, (tij +n.dt) < h,. Ceci n’est pas possible car nous

avons ’événement SS.

> Cas (2.b) : Si a(t’. + ndt) =1 (UM et SS ou RM et SS) et xd(tw +n.dt) = h, alors

V h>1, nous avons u, (fss, +ndt)y=D (fss, +n.dt).

ssj

Comme x5 (¢2. +ndt)=x,(t’ +ndt)+5=h, + 6, alors uy(to, +ndi) =D, (10, +ndf) ¥ h>1.

ssj ssj

Par conséquent, nous avons bien u (ZW +ndt)=u, (lw +n.dt).

> Cas (2.c): Si a(t), +nd)=1 (UM et SS ou RM et SS), x, (1%, +ndr)>h et ¥ h>1

alors, nous avons u,(t>. +n.dt)=D,(t. +n.dt)—(x, (fss, +ndt)y—h)).

ssj ssj

Comme x; (tw +ndt)=x, (tw +ndt)+ 6 >h, + 0 alors

ud(tm+ndt) D (t
=D (t
=D (t

+ndf)— (x5, + ndf)— (h, +5))
+ndf)—(x,(t> +ndf)+5 —h, —5)
+ndt)—(x,(t°, +ndf)—h,).

ssf
s8] ssj

ssj ssj

Par conséquent, nous avons bien u (o, +n.df) = u,(t,, + ndt).
» Cas (2.d) : Si a(l + n.dt) =0 (PM et SS), ud(tw +n.dt) =u (tw + n.dt) =0.

Par conséquent dans tous les sous cas uj(tsij+n.dt)=ud(tij+n.dt) et donc

(tﬁ

ssj

+(n+1).dt)= xd(tsg +(n+1)dt)+0o.

w Cas3: A t= tw + n.dt, le premier événement considéré pour la trajectoire nominale est

PM, avec te[t [ et t+dte[mj,t [

s8j2 ]

Siar= tw +n.dt, on a I’événement PM pour la trajectoire nominale, nous avons également
I’événement PM pour la trajectoire perturbée. Donc a(tw +n.dt)=0 et par conséquent,

u, (tw +ndt)=u, (tssj +ndt)=0.

Alors nous avons bien x4 (¢2. + (n+1).dt) = x, (lss, +(n+1).dt)+9o.

ssj

% Casd4etS5:ar= tw + n.dt, le premier événement considéré pour la trajectoire nominale

est RM ou UM, avec te[ t; [ et t+dte[w,t [

SS]’

Nous avons a(t’, + n.dt) =1.

ssj

56



Nous n’avons pas SS et SV pour la trajectoire nominale. Montrons qu’il n’est pas possible
d’avoir ces événements pour la trajectoire perturbée.

Si nous avions SS pour la trajectoire perturbée (i.e. x’(¢°. +n.dt)>h,+5), alors nous

ssj
S
ssj

S5

aurions x,,(¢o, +n.dt) = x5 (2, +n.dt)— 5 > h,, ce qui est impossible.

De la méme fagon, si nous avions SV pour la trajectoire perturbée (i.e. x;(z2. +n.dt)=0),

ssj
5
sSj

5
ssj

alors nous aurions x,(¢°, + n.dt) = x5 (t°. + n.dt) — 5 =6 , ce qui est impossible.

o
ssj

+ndt)=u,(t’ +ndt)=U, =1(équations (3.4) et (3.7)), d’olt

ssj

Puisque /, >1 alors u(t

x5 (12, +(n+1).dr)=x,(t2, +(n+1).dt)+ 6.

ssj

w Cas6:at= tij + n.dt, le premier événement considéré pour la trajectoire nominale est

DE, avec r e [tij,tj[ et t+dte [tij,t j[, par conséquent, les premiers événements SS, SV,

UM. PM et RM ne sont pas possibles pour la trajectoire nominale, d’ou a(¢°, + n.dt) =0

ssj
+ndt)=ul (. +ndt) =0.

ssj

5
ssj

et d’apres les équations (3.4) et (3.7) ona u, (¢

Alors nous avons bien xJ (¢, + (n+1).dt) = x, (10, + (n+1).d) + 5 .

ssj

CQFD.

Remarque 3.5: & 7 =¢, nous avons la condition initiale du théoréme 3.2.

Le lemme suivant montre qu’a ’instant 7, le niveau du stock de la trajectoire perturbée

devient vide ce qui annule le décalage entre la trajectoire nominale et la trajectoire perturbée,
ce lemme correspond a la condition initiale du théoréme 3.2.

\ 0
Lemme 3.4 : 4 7=1¢,nous avons x;(¢;) = x,(,).

Nous allons démontrer la preuve de ce lemme apres la démonstration du théoréeme 3.2.

Le théoréme 3.2 montre que la trajectoire perturbée est égale a la trajectoire nominale

site [tj,ti, (741 [ Cette période correspond a la construction du stock.

Théoréme 3.2: Si 0>0et /#>1, et si xj(tfsj) =X, (tfsj), alors x(t)=x,(f) pour tout
L€ [tj’timl)[_
Preuve du théoréme 3.2 :

Nous allons également démontrer ce théoréme par récurrence.

Les équations des stocks sont les suivantes :
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xy(t, +(n+1)di) = x)(t; +ndi)+ul(t, +ndi) = y5 (¢, + (n+1).dr)
=x, (¢, + ndt) + uj(lj + n.dt) —yg(tj +(n+1).dt).

et
x,(t; +(n+1)dt) =x,(t; + ndt)+u, (¢, + ndt)— y,(t; + (n+1).dt).

Nous allons donc démontrer cette récurrence dans les six cas possibles.

% Cas 1:2 t=t,+ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire nominale est

SV, avec te[t. t° [ett+a’te[t‘,tfS

J2ss(j+l) J27ss(j+l)

[donc x,(t; +ndt) =0 alors X9 (¢, + ndr) =0.

Etudions les différentes valeurs possibles de yj (¢, + (n+1).dt) et y,(¢; +(n+1).dr) données

par 1’équation (3.2).

Nous avons y‘ds(tj +(n+1)df)=y,(t, +(n+1D).dt)=0 car xj(tj +ndt)= x,(t; +ndt)=0
(SV).

Etudions les différentes valeurs possibles de ug(tj +ndt)et u,(t, +ndf)données par les

équations (3.4) et (3.7).

» Cas (al): Si a(t,+ndr)=1(UM et SSou RM et SS) alors uj(tj+n.dt):
u,(t; +ndt) =U =1car h>1.

» Cas (b.1) : Si a(t, +n.dt)=0(PM et SS), alors uj(tj +ndl)=u,(t, +nd)=0.

Par conséquent dans tous les sous-cas nous avons uj(tj+n.dt)=ud(tj+n.dt) et

x5 (t, +(n+1).dt) =x,(t; +(n+1).dr).

% Cas2:at=t, +ndt,lepremier événement considéré pour la trajectoire nominale est SS,

3

avec t e [tj t0 [ et t+dte[tj,tss(j+l) :

> Vss(j+1)
On ne peut pas avoir 1’événement SS pour la trajectoire perturbée au méme instant car

r=1,+ ndt & [tj,ffs(ﬁl)[.

Donc si on a I’événement SS pour la trajectoire nominale, on n’a pas d’événement SS pour la

trajectoire perturbée (i.e. xJ (¢ ;tndt)<h,+05). Comme la supposition de la récurrence dit

que x,(t; +ndf)=x;(t, +ndt) alors x (¢, +ndf)=h,.

Etudions les différentes valeurs possibles de ug(tj +ndt) et u,(t, +ndt)données par les

équations (3.4) et (3.7).
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> Cas (2a): si x5 (t; +ndt)=x,(t; +ndt)>h ¥V h>1. Cas impossible car

1=t +ndt¢[ ss(/ﬂ)[

» Cas (2.b): Si a(t; +ndt)=1 (UM et SS ou RM et SS), et x,(¢, +ndt)=h, alors

V h>1,nous avons u, (¢, +n.dt)=D,(t; + ndt).
Commexj(tj +ndrt)=x,(t; +ndr)=h,, alors uj(tj +ndt)=D,(t, +ndr) Vh>1.
» Cas (2.c): u,(t, +ndt) = uj(tj +ndt)=0si a(t)=0(PM et SS).

Par conséquent, nous avons bien u’ (¢ ;tndt)=u,(t; +ndr)et x5 (¢ ;H(n+1).dt) =

x,(t; +(n+1).dr).

< Cas 3:a t=t,+ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire nominale est

Iy sg(ﬁl)[et t+dte[t tW”H)[ Donc «a(t; +ndf)=0 et par conséquent

u (tj +ndt)=u(t, +ndr)=0.

PM, avec ¢t e [t

Alors, nous avons bien x5 (¢, + (n+1).dt) = x,(t, + (n+1).dr) .

% Casdet5:at=t, +ndt,le premier événement considéré pour la trajectoire nominale est
RM ou UM, avec 7 € [t tsg(ﬁl)[ et t+dte [t 5s(1+1)|:
Nous avons a(¢, +n.dt) =1.

Etudions les différentes valeurs possibles de uf(tj +ndr)et u,(t; +ndt)données par les
¢équations (3.4) et (3.7) dans le cas ou «(f, +ndr)=1. Comme le premier événement
considéré est RM ou UM, nous n’avons pas SS et SV pour la trajectoire nominale. Montrons

qu’il n’est pas possible d’avoir ces événements pour la trajectoire perturbée.

Nous ne pouvons pas avoir I’événement SS pour la trajectoire perturbée, car

t_t +ndzg[t/, 33(]+1)|:

Si nous avons SV pour la trajectoire perturbée (i.e. xj(tj+n.dt)=0), or
x,(t; +ndr)=xy(t; +ndt)=0, ce qui est impossible car a ¢=¢,+ndt on n’a pas

d’événement SV pour la trajectoire nominale.

Puisque /> 1 alors u (¢, +ndt) =u, (¢, + ndt) =U =1 (équations (3.4) et (3.7)).

Nous avons bien x§ (t +(n+D.dt)=x,(t, +(n+1).dt).
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< Cas 6: a linstant t=¢. +ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire
; p

. S5 3
nominale est DE, avec ¢ e [t ol )[et t+dte [t lacin )[.

Pour appliquer le lemme 3.2 dans ce cas, on doit montrer que si nous avons pour la trajectoire
nominale 1’événement DE, alors nous n’avons pas I’événement SV pour la trajectoire
perturbée.

Si nous avons SV pour la trajectoire perturbée (i.e. xI(z ,+ndt)=0), alors
x,(t; +ndt) = xj(tj +n.dt)=0, ce qui est impossible car a =1, +n.dt on a un événement

DE pour la trajectoire nominale.

Etudions les différents valeurs possibles de u(t ;tnd)et u,(t; +ndt)donnés par les
¢quations (3.4) et (3.7).

Nous avons I’événement DE pour la trajectoire nominale, alors les événements SS, SV, UM,
PM et RM ne sont pas possibles pour la trajectoire nominale, et «(z; +n.dt) =0 et d’apres les

équations (3.4) et (3.7), nous avons u,(; +n.dr) = ud (¢; +ndr)=0.
Alors, nous avons bien xJ (¢, + (n+1).dr) = x,(t, + (n+1).dr) .
CQFD
Remarque 3.6: 2 7 =72, nous avons la condition initiale du théoréme 3.1.

Nous allons montrer les lemmes 3.3 et 3.4.

Preuve du Lemme 3.3 :

o

A Iinstant 7 = I » e niveau du stock est donné par :

XI00) = X308, =)+l (¢ )= 305 =, + 6

ssj
o o 5 5
xd (tsy) = xd (tsy - dt) + ud (tssj - dt) - yd (tsy) .

A Dinstant t:tfsj le niveau du stock pour la trajectoire perturbée devient saturé, alors a

I’instant tfsj —dt nous avons x’(t0. —dt)<h, +3.

ssj

Le niveau du stock peut augmenter ou diminuer d’une unité, sinon il reste constant. Alors

entre tf;j —dt et tf;j le niveau du stock a augmenté d’une piece, ce qui implique que

x9S —dty=x5(t2)-1=h,+5—-1=h,.

ssj ssj

| alors x3(t2, —d) = x,(t>, — dt) = h, (théoréme 3.2).

s8] ssf

Nous avons 7, —dt € [t( e
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Alors, si xj; (fm) h,+6 et x, (fm —dt) = h,, forcément uj(t —dt)=1let y, (fss,) 0.
Si yy(to;) =0 et d’apreés I’équation (3.3) nous avons deux cas:
% Casl: xj (tw —dt) =0, ce cas est impossible car x) (tfsj —dt)y=h,>0.
% Cas2: Dd(ti,f +7)=0, alors yj(tf;y.) =0= yd(tf;j).

Par conséquent nous avons :

xg(t0) = x,(62) +uy (62, —di) —u, (0, —dt) =h, + &
= xd(tssj) +1- ”d(fss, dty=h,+06.
Etudions les valeurs de u, (tss, dr).
D’apres 1’équation (3.4), nous avons u, (tw dt)=D (tw —dt)carx, (tw d)=h,.
Pour cela, nous allons étudier les valeurs de D (t“/ dr).
% Cas3:si D (tmj d)=0=u, (lss, —dt) alors:
xd(tw) xd(tw)+1 O0=h,+0= xd(tw)+h

% Cas4:si D,(t2 —dt)y=1=u,(t>. —dt) alors:

sSj ssj

X, (10)=x,(t0, —d)+1-0=h, +6.
Ce cas dépend de 4, .

» Cas4.1:si h; >1.

Nous allons étudier la possibilité de ce cas selon les valeurs possibles de x,(°

—2.dt) et pour D, (t°

—2.dr).

s3j

Autrement dit, pour chaque valeur de x, (¢

—d)=h,.

55/ w —dr)=1, nous allons

vérifier si x, (¢’

ssj

Entre 1), —2.dt et ], —dt, le niveau du stock peut augmenter ou diminuer d’une unité, sinon

il reste constant. Alors nous avons trois valeurs possibles de x,(¢°. —2.df) qui sont étudiées

ssj

dans les sous-cas suivants :

» Cas 4.1.1: si xd(tw 2.dt)=x,(t’ —dt)+1=h,+1 (le niveau de stock est

ssj

diminué¢ d’une picce entre t‘ —2dt et tw—dt), ce cas est impossible car
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—2dte [t( 1) fsj[ cette période correspond a la construction du stock

(theoreme 3.2),alors x,(t>. —2.dt)<h, +1.

ssj

* Cas 4.1.2: si xd(tw 2.dt) = xd(tw dt)=h, (le niveau de stock est le méme

entre t‘ —2.dt et tw —dt), ce cas est le méme entre t —2dtet tw —dt.

* Cas 4.1.3: si xd(tmj—2dt) xd(tssj—dt)—lzhd—l le niveau de stock est

augmenté d’une pi¢ce entre tﬂj —2.dt et tfsj —dt), ce cas est impossible car nous

avons :

xd(tw dt)=h, —xd(tw 2.dt) -y, (2 —dt)+u, (] —2.dr)

sSj ssj

X, (68, —dty=h, = h, —1=y,(t2 —d)+u,(t°, — 2.dr).

ssj

Or  x,(t% ~2dy=h,~1>0(h,>1), alors y,(t° —dt)=D,(t°

(équation (3.2)), ce qui implique que ce cas est impossible.

—df)=1

ssj

Par conséquent le cas 4 est impossible si /4, >1.
» Cas4.2:st h,=1.

Comme nous avons étudi¢ le cas 4.1, nous allons étudier la possibilité de ce cas selon

les valeurs possibles de x, (tij —2.dt) . Nous avons donc trois sous-cas :

* Cas4.2.1:si x, (tw —2.dt) = h, +1(ce cas est identique au sous-cas 4.1.1).

* Cas4.2.2:sl1 x, (tw —2.dt)=x, (tw dt) = h, (voir sous-cas 4.1.2).

» Cas4.2.2:si x,(t2 —2.dt)=h,—1.

ssj

Ce cas est possible si et seulement si y, (£’ —dt) =0 et u, (tfsj —-2dt)y=1,d’ou:

s8f

xd (tSSj dt) h = xd (tSSj 2 dt) yd (Z.S‘Sj dl) + ud (tSSj 2dt)

x,(t0, —dt)y=h, =h,—1—=y, (15, —dt)+u,(t;, —2.dr).

ssj

Nous avons x, (tw 2.dt)y=h,—-1=0 (h=1),alors y,(t°. —dt)=0(équation (3.2)).

ssj

Alors nous avons deux cas pour u, (£’ —2.dr).

sSj

e Cas4.22.a:siu,t’ —2.dt)=0,alors le cas 4.2.2 est impossible.

s8j
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o Cas4.22b:siu, (tfsj —2.dt)=1, alors le cas 4.2.2 est possible.

Nous pouvons donc en conclure que le cas 4 est possible si &, =1, u, (t’ —2.dt) =1

ssj

)
ssj

)
ssj

et x,(¢t, —2.dt)=h, —1. Dans ce cas x,(t;,)=h, +0, alors le lemme 3.3 n’est pas vérifié.

Alors, nous supposons que /1, > 1(hypothese 3.1) pour éviter le cas h, =1.
Alors nous avons bien x (tf;y.) =X, (tii) +0 si h, >1.
CQFD

Remarque 3.7: Bien que le cas /1, =1 ne soit pas considéré dans la partie théorique, nous les

prendrons en compte dans les simulations numériques.

Preuve du Lemme 3.4 :

Nous allons montrer qu’a #=¢, nous avons x° (tij) =X, (tiy.).
Nous avons a 7 =1,

Xy () =x;(t; —d) +ug(t, - di) = yg (t;)=0

x (1) =X, (8, =)+, (¢~ d) =y, () -

¢, correspond a I’instant ou le stock devient vide d’ou X (t ; —di)>0, or le niveau du stock

d’un instant a un autre peut augmenter ou diminuer d’une unité, ou rester constant.

D’ou le stock entre 7, —df et 7, a diminué d’une unité, alors x5 (¢, —dt)=1.

Nous avons 7, —dt € [tfsj,tj[, d’apres le théoréme 3.1 nous avons x5 (1, —dr) =x,(t; —df)+ 5

d’ou x,(z; —dt) =1-06 =0, alors nous avons y,(¢,) =0 (équation (3.2))

Pour avoir xj (¢;) =0 il faut que uj (¢, —dt)=0 et ys (¢,)=1

Si ul(t ; —dt) =0, nous avons deux cas donnés par I’équation (3.7)

a(t;—dt)=0.

uy(t, —dt)y=D,(t; —dr)=0 si x;(t, —dr)=1=h,, c’est un cas impossible car (%, >1).
Alors le cas possible est lorsque (¢, —dr) =0 et d’apres (3.4) nous avons u,, (¢, —dt)=0.

Alors nous avons :

x,(8,)=x,(t;, —dt)y+u,(t,—dt)—y,(;,)=0+0-0=0.
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Nous avons bien x (tij) =X, (tij).

CQFD

Nous avons étudié le niveau du stock pour les trajectoires perturbée et nominale, nous
allons maintenant étudier le nombre de pieces transportées pour les trajectoires perturbée et

nominale ( X7, (¢) et X,,(¢)) qui dépendent du nombre de piéces qui sortent du stock pour les
trajectoires perturbée et nominale ( y°(z) et y,(f)). Commengons par étudier tout d’abord

y(t) et y,(t) dans les théoréemes 3.3 et 3.4 puis X2, (¢) et X,,(¢) dans les théorémes 3.5 et
3.6.

Le théoréme 3.3 démontre que si 7#¢;, les nombres de pieces qui sortent du stock

pour les trajectoires perturbée et nominale sont égaux, ce qui explique aussi que les nombres
de demandes satisfaites pour les trajectoires perturbée et nominale sont égaux si 7 #¢,.

Théoréme 3.3 : Si 7 €[0,7]\ {7, | alors y; () = y,(t).
Preuve du théoréeme 3.3 :
% Sirelo,r]il,)

nous avons x5(1)>0 et x,(/)>0 alors yS(t+dt)=y, (t+dt)=D,(t+dt). Soit
x5(t)=0=x,(¢) alors y;(t+dt)=y,(t +df) =0 (équation (3.2)), d’ou Vze[0,7]\{,,} nous
avons yi(t+dt)=y,(t+dt).

Etudions maintenant les valeurs de yo(t+diyet y,(t+dt) at=t,.
’:’ Sit:tsvitésv

alors x,(¢,)=0 et x(¢,) =06 (théoréme 3.1), d’ou y, (¢, +dt)=0 et
yj (tsv + dt) = Dd (tsv + dt) .

Nous avons quatre cas :

> Cas 1:si D,(t,+d)=0 et a(t,)=0 alors uj(t,)=0=u,(t,), dans ce cas

Yo, +dt)y=0=y,(t, +dt).
Nous avons :

x,(t,+dt)=0.

x9(t, +dt)y=x5(t,)—yi(t, +dt)+u’(t,)=6-0+u’(t,).
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D’ou x)(¢,, +dt) =& alors dans ce cas t+dt =t,, +dt # tout=t, #t, —dr).

> Cas 2:si D,(t, +dt)=0 et a(t,)=1 alors u)(¢,)=1=u,(t,) (car dans ce cas
x,(t,)<h, et x5(t,)<h,+06),dou yi(t, +d)=0=y,(t, +dt).
Nous avons :

x,(t, +dt)y=x,(t,)-y,@, +dt)+u,(t,)=0-0+1=1
X (t, +dt) =x5(t,) = yy(t, +dn) +ug(t,) =5 -0+uj(t,).
D’oux(t, +dt)=5+1 alors dans ce cas 7+dt =t +dt #1,0ut=1 #t,—dt).

> Cas 3:si D(t, +df)=1 et a(t,)=0 alors u’(¢,)=0=u(t,) or ce cas correspond
au cas A (Figure 3.1), d’ou t+dt=t,+dr=t; ou t=t, =1, —dt (cas non traité ici
car [0, 7]\ {z,, ).

> Cas4:si D(t, +di)=1et a(t,)=1 alors u’(t,,)) =1=u(t,,) or ce cas correspond au
cas B (Figure 3.2), d’ou ¢+dt=t,+dt=t, ou t=t, =t —dt (cas non trait¢ ici car

refo,T]\ e, h.
Conclusion : si 7€ [0,T]1{z, —dt} alors y)(t+di)=y,(t+dr), puisque y;(0)=y,(0) nous
obtenons si 7 e [O,T]\ {tj} Yoty =y,(t).
CQFD

Le théoréme 3.4 démontre que si 7=, , le nombre de picces qui sortent du stock pour

la trajectoire perturbée est €gal au nombre de pieces qui sortent du stock pour la trajectoire
nominale plus la perturbation, ce qui explique aussi que la demande est satisfaite pour la
trajectoire perturbée et pas pour la trajectoire nominale car a ¢, —dr nous avons

xd(tj —dt)=0.
Théoréme 3.4 : Si 1=1¢, alors y;(t,)=y,(t,)+5.
Preuve du théoréeme 3.4 :

Sit=t,=t,+dt,nous avons x,(¢,)=0 et y,(t, +df)=y,(;)=0 alors nous avons

deux cas :

» Cas 1:lecasou x;(t, +dt) =0, ce cas se produit lorsque D, (z,, +dr) =1 et
a(t,) =0 (uy(t,)=0=u,(,))dou

xX(t, +dt)y=x5(t,)—yi(t, +dt)+u’(t,)=5—1+ul(t,)=0
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Alors yi(t, +dt)=1=y,(t, +dt)+5.

» Cas?2:lecasou xj (t,, +dt) =1, se produit lorsque D, (¢, +dt)=1et a(t,)=1 (
ul(1,)=1=u,(t,)) d’ou
Xy (t,, +di)=x5(t,) = yo (b, +dt)+uj(t,) =5 -1+1=1=x,(t, +dt), alors
Yo(t, +dty=1=y,(t, +dt)+6.

Dans les deux cas nous avons bien ) (t,)=y,(,)+0.

CQFD

Le théoreme 3.5 montre que le décalage entre le nombre de pieces transportées pour la
trajectoire perturbée et celui pour la trajectoire nominale, augmente a I’instant #; et diminue a

I’instant i, +7.

Théoréme 3.5: Si x,(0)=x5(0), y5(0)=y,(0) et X7 (0)=X,(0), alors pour

te [tj,(tj +7)J, nous avons X;,(t) = X,,(¢)+z(¢).5, avec z(t) = { 1,2, }

Preuve du théoréme 3.5 :

Nous allons démontrer ce théoréme par récurrence.

Nous supposons que X3, (n.dt) = X, (n.dt) + z(n.dt).5 si (ndr) e [tj, (, + T)J.

Nous allons  montrer que X0 (n+1).dt)= X,,(n+1).dt) + z(n+1).dt).5 si
(n+Ddye|t,,@, +1)).

Nous avons :
X2 (n+1).dt) = X2, (ndt)+ yo(n+1).dt) — y5(n+1).dt - 1),
X, (n+1).dt)=X,,(ndt)+y,(n+1)dt)— y,(n+1).dt —7),

Nous allons étudier y°((n+1).dt)et y,((n+1).dt).

Casl:si (n+1)die|t,.(t,+7)|\{1,,, | @avec p={12,..},ie {t,, (=11, t000 |
)alors y)((n+1).dt)= y,((n+1).dt) (théoréme 3.3).

Cas 2:si (n+1).dt =11, | alors y3((n+1).dr)=y,((n+1).d)+5 (théoréme 3.4).

Nous écrivons X2, ((n+1).dt) en fonction des deux cas (selon I’étude de y)((n+1).dt) et
y,(n+1).dt).
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% Casl:si(n+1)dte [tj,(tj +T)J\{lj+p} nous avons :

X0 (n+1).dt) = X3, (ndt) + yS(n+1).dt) — y5(n+1).dt — 1)
= X,,(ndt)+z(ndt).5 +y,(n+1).dt)— y°(n+1).dt — 1)

Nous avons deux cas y;((n+1).dt—7)et y,(n+1).dt—7).

> Cas II:si (n+1)di—7) e [0.T]1r,., | (avec g={12,..}, ielr, j=11,0.1, 0. ),
alors y°((n+1).dt—7) =y,(n+1).dt—7).

Dans ce cas nous avons

X2 (n+1).dt) = X, (ndt) +z(ndt).5 + y,(n+1).dt)— y,(n+1).dt — )
=X, (n+1).dt)+z(ndt).o .

Dans ce cas z((n+1).dt) = z(n.dt),
Alors nous avons X5, ((n+1).dt) = X,,(n+1).dt) + z(n+1).dt).5 .
> Cas 1.2:si (n+1)dt—7) =Y, | alors yj((n+1).dt—7)=y,(n+1)dt —7)+5.

Dans ce cas, nous avons :

X2 (n+1)dt) = X, (ndt) + z(ndt).5 + y,(n+1).dt)— y,(n+1).dt —7) -
= X, (n+1).df) + (z(ndf) ~1).5 .

Dans ce cas, z((n+1).dt) = z(ndt) -1,
Alors nous avons X2, ((n+1).dt) = X,,(n+1).dt) + z(n+1).dt).5
% Cas 2:s1 (n+1).dt = {tﬁp} alors
X2 (n+1).dt) = X3, (ndt)+ yS(n+1).dt)— yS(n+1).dt — 1)
= X, (ndt)+ z(ndt)S + y,(n+1).dt) + 8 — y° (n+1).dt — 7).
Nous avons deux cas de y)((n+1).dt—z)et y,(n+1).dt—7).
> Cas2.1:si (n+1).di-7)e[0,T]1{z,_, |
Dans ce cas, nous avons :

X2 ((n+1).df) = X,,(ndt) + z(n.dt).5 + y ,(n+1).dt) + 5 — y,((n+1).dt — )
= X, (ndt) + (z(ndf) +1).5 + y,(n+1).dt) — y,((n+1).dt — )
= X, ((n+1).dt) + (z(ndf) +1).5
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Dans ce cas, z((n+1).dt) = z(n.dt) +1,
Alors, nous avons X3, ((n+1).dt) = X,,(n+1).dt)+z((n+1).dt).5 .

> Cas2.2:si (n+1)dt—7)= 11, |

Dans ce cas, nous avons :

X2 (n+1).dt) = X,,(ndt)+z(ndt).5 +y,(n+1).dt)+5— y,(n+1)dt —7) -5
=X,,(ndt)+z(ndt).0 + y,(n+1).dt)— y,(n+1).dt —7)
=X, (n+1).dt)+z(ndt).0

Dans ce cas, z((n+1).dt) = z(n.dt),
Alors, nous avons X2, ((n+1).dt) = X,,((n+1).dt) + z((n +1).dr).5 .
Q.E.D.

Théoréeme 3.6: Si x,(0)=x7(0), »°(0)=y,(0) et X2, (0)=X,(0), alors pour
refo,7) [tj,(tj +7)| nous avons X2, (1) = X, (£).

Preuve du théoreme 3.6 :

Nous allons démontrer ce théoréme par récurrence.

Nous supposons que X3, (n.dt) = X, (ndt) si (ndt) e [O,T]\ [t_/.,(tj + T)J.

Nous allons montrer que X3, ((n+1).dt) = X, (n+1).dt) si (n+1).dr) [0, T] [tj,(tj + r)J.
A t = (n+1).dt nous avons

X0, (n+1).dt)y= X3, (ndt)+ y5 (n+1).dt) - yS((n+1).dt — 1),

Xp((m+D)dt)= X, (ndt) +y,(n+1).dt)— y,(n+1).dt — 7).

Nous avons (n+1).dt) e [0, T]\ [t_/. Lt + z')] alors (n+1).dt e [0, T]\ {tj.} et
(n+1).drelo,T]\{7, +7} (e. (n+1)dt—7z€[0,T]\{z,} ), d’apres le théoréme 3.3 nous
avons yS((n+1)dt)=y,(n+1).dt) et y(n+D).dt—1)=y, (n+1).dt—7).

Dot X2, ((n+1).dt) = X, (ndf) + y,(n+1).dt)— y,(n+1).dt - 7).
= X, (n+1).dt).

CQFD

Nous avons déterminé les théorémes qui généralisent I’étude des trajectoires, ces
théoremes sont utilisés pour déterminer le stock optimal dans la section suivante.
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3.4 Optimisation basée sur la méthode IPA.

Dans cette section, nous allons déterminer le stock optimal %, a I’aide d’un algorithme
d’optimisation bas¢ sur la méthode IPA. Cet algorithme suit I’évolution de la fonction de cott
en fonction du stock optimal 4, par le calcul des estimateurs de la différence de la fonction de
cott. Ces estimateurs sont déterminés a partir des différents théorémes donnés dans 1’étude
des trajectoires. Pour cela, nous allons tout abord déterminer ces estimateurs.

3.4.1 Estimateurs IPA

Dans cette partie, nous allons déterminer les estimateurs puis nous montrer qu’ils sont
non biaisés.

Le colit moyen sur un horizon fini [O,T ] est définie par :

t=T
CT, = lim 1 E[Z C, (t)} (3.8)
T T =0

Cette fonction peut étre divisée en trois parties telles que :

CT,, = lim(esE[X (h,)]+ et E[XT ()] + es” E[B(h,)).

1 =T

avec X (h,) =%ixd (1), XT(h,) =3 X3y (1) et B(h)) =%§D§ (t).

t=0

Nous pouvons maintenant déterminer les estimateurs de la différence de chaque partie
de I’espérance du colit. Ces estimateurs sont efficaces dans la pratique lorsqu’ils sont non
biaisés, alors nous devons vérifier I’absence de bais des estimateurs avant de pouvoir les
utiliser dans 1’algorithme d’optimisation.

Théoréme 3.7 : Les estimateurs de la différence de chaque partie de 1’espérance du colit sont
non biaisés :

o AEXG)] E{A[X(hd)]}

Ah, Ah,

(ii) AE[XT(h,)] _ E{A[XT(hd)]}

Ah, Ah,
iy AEBG] E[A[B(hd)]}
Ah, Ah,

Preuve du théoréeme 3.7 :

Nous supposons que dans [O,T] il existe # intervalles [t_fs_l.,t_ ; [, et / intervalles [t j,ti( 4 )[.
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(1) Pour X (4,) nous avons A[X(hd)]—% 3 A(x,(2)) = .ixg(t) —x,(1).

Nous avons x5(¢)—x,(t)=05 pour tout e [tmj,t ; [(théoréme 3.1) et x5(1)—x,(t)=0 pour

tout 7 [t 19 i )[ (théoréme 3.2), alors :

A[X(hd)]:l-ixg(t)—xd(t)__ i(t/_l )
T

~

Alore E{A[X(hd)]}:Ell{fz"z‘ tj—zw)}é/dhd}_
Ah, T|&

Nous avons E X(h )] E{ Zxd(t)} iE[xd(t)], alors

1

Ll
~

A(E[X(h)]) =

_ 1 (t/ j)
_E{? xd(t) xd(t)} { {1 = }é}

Donc, nous avons bien :

AE[X(hd)]ZE l jin(t./_tif) S /Ah = F A[X(hd)]
Ah, T'<  dar | / Ah, |

Jj=1

A(E[xd(t)]):%t E[x5(0) |- E[x,(0] == ZE[xd(t) x,(0)]

N =

Il
(=1

T

N

_l

(i1)) Pour X7(4) nous avons A[XT (hd)] X0.(t) - X, (1)

Pﬂ

Nous avons X3, (¢) — X, (t) = z(t).5 (théoréme 3.5), alors A[XT (h, )] z(t) 0.

15
T
Nous avons z(t):{l,Z,...} dans les intervalles [tj,(tj+r)J etz(t)=0 si

relo, T\ z,.(1, +7)).

L&Dt ) 1T &)
Alors, - ;z(t) S= 3 (T}é = .;[dt j.& =A[XT(h)].

Nous avons E[XT(h )] E{% X (t)} ZE m(f)]
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Alors AE[XT (h,)]=— ZA(E[ Xy ()= ZE[X 0] Ex,,0)]

——ZE[X ()~ Xy ()]=E { Z[X (- er(f)ﬂ

_ E[l fzf(dtj 5}
st s ssin STO0)_f1 () 1 fabirn]

d

ZDw (t)—DJ(t), avec DY’ (¢) le nombre de

t=0

(ii1) Pour B(4,) nous avons A[B(h )

demandes non satisfaites pour la trajectoire perturbée.
Alors DY (1)~ D3(6) = D, (1)~ y3(t,)~ Dy (1) + v, (t,)
=y,(t,)-y3(t,)=—6 (théoréme 3.3).

L& s o= 1§
— ) DS (t)-D;(t)==.) (-0).
PDIHORHOREDNC

Par conséquent, E{M} = E[;i(—& Ahd} .

AlB(h,)]=

Ah,

Nous avons :

AE[B(h,)]= { ZDO(t)} .iE[Dg‘S(t)]—E[DdO %)

B lt:T 05 ~ 0 _ l r=l _
—E[T.ZDd (1) Dd(t)} E[T.;( 5)}

t=0

r=/
Alors, nous avons bien M =F lz:(—é‘) Ah, |=E —A[B(hd)] )
Ah, TS Ah,

CQFD

Dans ce qui suit, nous présentons un algorithme (algorithme d'estimation) permettant
de déterminer les estimateurs IPA qui sont utilisés ensuite dans un algorithme d'optimisation.

Soit 7S, C1 et C2 les estimateurs IPA (parameétres),
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Algorithme des estimateurs IPA.

Début
C1=0, C2=0 75=0, =0 // Initialisation
Faire
¢ Sit=t, alors TS=TS+( (1, —1°)/ dr).
¢ Sit=t,+r alors CI= CI+ (7/dr).
¢ Sit=¢) alors C2= C2+1.

¢ (= t+dt // avancement du temps
Tant que <T
AXh))_1S  AXT(h)]_CL  AlBGh)]_-C2

Ah, T Ah, T Ah, T
Fin.

Dans ce qui suit, nous présentons un algorithme d'optimisation qui détermine le niveau
du stock optimal.

3.4.2 Algorithme d’optimisation

L'algorithme d'optimisation nous permet de déterminer le niveau du stock optimal /4,
et est donné par :

Début

hnew =2 (hd>1)

cout2 = CTox(hyew)

Faire
¢ hd = hnew
¢ coutl =cout2
¢ Déterminer les estimateurs CI, C2 et TS par [lutilisation de

I’ Algorithme des estimateurs d’[PA.

¢ Déterminer la différence des estimateurs W (h,)avec,

Wh,)=(cs. C2)—(cs.TS)—(ct.C1))/T

¢ SiW(h,)>0 alors hye=hat1.

¢ Sinon ey = hyg -1.

¢  Cout2 = CT(hg)

Tant que (cout2 < coutl)
Fin.

Remarque 3.8: W(h,)dépend de C1, C2 et T8, et varie a chaque itération ( W (h,)n’est pas
constant).

Dans ce qui suit, les résultats numériques sont présentés pour montrer l'intérét de notre
méthode et étudier I'impact du dé€lai de livraison sur la valeur de 4.
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3.4.3 Résultats numériques

Dans cette partie, nous comparons deux types de simulation différente : simulation
type systeme a événements discrets (SED) et simulation basée sur la méthode IPA. Par la
suite, nous étudions I'impact des délais de livraison sur 4.

La simulation est effectuée avec les paramétres suivants :

- U, =1 piece/unité de temps.

- La demande qui est booléenne est donnée selon une distribution de Bernoulli de
probabilité p=0,8.

- La moyenne du temps de bon fonctionnement M7TBF de la machine est égale a 2 et la
moyenne du temps de réparation MTTR est égale a 1.

- Le colt unitaire de stockage cs est égal a 1 unité monétaire.

- Le colt unitaire de transport cz est égal a 1 unité monétaire.

- Le colt unitaire d’une demande perdue cs™ est égal a 20 unités monétaires.
- Le temps total de simulation est égal a 10E+07 unités de temps.

La Figure 3.4 montre les résultats donnés pour les deux types de simulations :
simulation type SED et simulation basée sur la méthode IPA.

® simulation type SED
CT,.(hy) X simulation basée surla méthode IPA

7,0E+00

6,0E+00 .....';ganl.......

i o’ *
5,0E+00 - .

4,0E+00

3,0E+00

2,0E+00

1,0E+00

0,0E+00 T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 30
hy

Figure 3.4 : Fonction de colit moyen CT,.(h,) en fonction de &,

Pour notre exemple, le plus bas cotit moyen C7,.(h,) est obtenu pour /; = 4. On voit
que la simulation basée sur la méthode IPA donne bien sir les mémes résultats que celle
donnée par la simulation de type SED, la seule différence est le nombre d’itérations. En effet,
par I’utilisation de la simulation de type SED, on doit calculer pour toutes les valeurs de 4, le
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CT,«(h,) correspondant, mais par l’utilisation de la simulation basée sur la méthode IPA on
doit calculer le CT,(h,) correspondant a cinq valeurs de /,. Cette différence s'explique par le
fait que l'optimisation basée sur I'IPA calcule la différence des estimateurs W(h;) a chaque
instant ou A, prend une nouvelle valeur, et la valeur de W(4,;) donne des informations sur le
moment ou la simulation doit s’arréter (la valeur optimale de /4, est obtenue). La simulation de
type SED (méthode exhaustive) doit calculer pour chaque 4, le CT,,.(h,) correspondant.

Etude de l'impact des délais de livraison sur hy:

Dans cette partie, nous étudions l'impact du délai de livraison sur %, selon deux cas
suivants :

- Cas 1 :lademande est égale a 1 ou O durantz.
- Cas 2 : la demande est égale a 1 ou 0 a chaque instant 7.

Pour les deux cas, 7 varie de 1 a 10 et le programme détermine pour chaque valeur de
7 le niveau de stock optimal %, qui minimise la fonction de colit moyen. Les parametres de
simulation sont les mémes que ceux présentés dans la partie précédente. Afin de comparer les
résultats donnés par le modele a flux discrets et le modele a flux continus (chapitre
précédent), les générations des variables dans ces simulations sont effectuées de manicre
équivalente a ceux du chapitre précédent. Pour valider les résultats des simulations, nous
avons utilisé la méme méthode que celle dans le chapitre précédent, et qui consiste a vérifier
que chaque valeur de colt (CT7,(h4)) appartient a I’intervalle de confiance. Les résultats de

simulations des cas 1 et 2 sont présentés respectivement dans les tableaux Tableau 3.2 et
Tableau 3.3.

le niveau de stock CT(h) Pourfentages des .Valeurs‘de

4 optimal (44) (unité monétaire) CO.Ut qui appartiennent a
I’intervalle de confiance

1 3 4,6168548 100%

2 2 3,0574420 100%

3 1 2,3024168 100%

4 1 1,9333006 100%

5 1 1,7162652 100%

6 1 1,5763483 100%

7 1 1,4797712 100%

8 1 1,4084706 100%

9 1 1,3540878 100%

10 1 1,3131593 100%

Tableau 3.2 : Impact du délai de livraison sur 4, (cas 1)

Lorsque le délai de livraison 7 est dans l'intervalle [3, 10], nous avons 4, égal a 1, ces
résultats ne sont pas considérés dans 1'étude théorique, car hz> 1 (hypothése 3.1). Cependant,
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nous pouvons noter que ces résultats pourraient étre obtenus par notre algorithme
d'optimisation basée sur la simulation. Nous voulons dire que 1’hypotheése 3.1 est nécessaire
pour les démonstrations des théorémes mais pas pour 1’application numérique.

le niveau de stock CTo(h) Pourf:entages des .Valeurs‘de

optimal (4,) (unité monétaire) C(?Ut qui appartiennent a

I’intervalle de confiance
1 3 4,6198232 100%
2 3 4,6182784 100%
3 3 4,6210424 100%
4 3 4,6223776 100%
5 3 4,6202780 100%
6 3 4,6203380 100%
7 3 4,6195928 100%
8 3 4,6154868 100%
9 3 4,6184312 100%
10 3 4,6218880 100%

Tableau 3.3 : Impact du délai de livraison sur A, (cas 2)

Nous pouvons voir que le délai de livraison dans le cas 1 a un impact sur 4, En effet,
le cas 1 correspond au fait que le client s'attend a recevoir sa demande avant de faire une
nouvelle demande. Alors, le nombre total de demandes diminue lorsque le délai de livraison
augmente, le niveau de stock diminue lorsque le nombre de demandes diminue (selon la
politique du point de séparation). Donc pour ce cas, la valeur de 4; qui minimise le cofit
moyen bien sir diminue lorsque le délai de livraison 7 augmente. Pour le cas 2, le nombre
total de demandes est indépendant du délai de livraison, donc le niveau de stock est
indépendant du 7 délai de livraison. Donc, pour le cas 2 le délai de livraison n'a pas d'impact
sur la valeur de A,.

Le tableau suivant représente les résultats donnés par la simulation d’un mod¢le a flux
continus et la simulation d’un modéle a flux discrets pour le cas 1 afin de comparer les
résultats obtenus en discret de la méthode IPA (a notre connaissance ce type d’étude n’a pas
été menée par ailleurs) comparativement a I’application en continu.

le niveau de stock le niveau de stock
4 optimal (4;) (modele a flux discrets) | optimal (4.) (modele a flux continus)
1 3 3,304688
2 2 1,654688
3 1 1,289063
4 1 1,179688
5 1 1,054688

Tableau 3.4 : Comparaison des résultats donnés par les modeles a flux discrets et
continus (résultats correspondant au cas 1)
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La méthode IPA est largement utilisée dans plusieurs travaux dans la littérature pour
I’optimisation d’un modele a flux continus (sans prise en compte du délai de transport) et a
donné de bons résultats. Alors nous supposons que les résultats trouvés dans le chapitre
précédent sont les résultats de références pour les résultats trouvés par I’application de la
méthode IPA sur le modele a flux discrets. Pour les mémes parametres de simulation, les
valeurs du niveau de stock optimal qui sont déterminées par les deux modeles sont proches.
Donc la méthode IPA qui est appliquée sur le modele a flux discrets semble tres efficace.

3.5 Conclusion

Nous avons considéré un systéme de production composé d’une machine qui peut
tomber en panne, d’un stock de capacité infinie et d’un client qui demande a chaque instant
une quantité aléatoire de produit. Cette demande est perdue si elle n’est pas satisfaite. Nous
avons proposé un modele a flux discrets pour modéliser le délai de livraison entre le stock et
le client. Le délai de livraison est connu et constant. Nous avons utilisé la politique du point
de séparation pour piloter le taux de production de la machine et pris en compte le délai de
livraison, les pannes de la machine et les demandes aléatoires. Nous avons appliqué la
méthode [PA (analyse des perturbations infinitésimale). D’aprés nos connaissances,
l'application de cette méthode pour le modele a flux discrets est un nouveau sujet de
recherche.

Nous avons utilisé ’IPA pour étudier et analyser les trajectoires du niveau de stock.
Nous avons obtenu deux cycles répétitifs. Le premier correspond au fait que la trajectoire
perturbée est égale a la trajectoire nominale plus la perturbation. Ce cycle correspond a
I’achévement du stock saturé pour la trajectoire perturbée. Le deuxieme cycle correspond au
fait que les trajectoires perturbées et nominale sont égales. Ce cycle correspond a la
construction du stock. Ensuite, nous avons étudié les trajectoires, et nous avons déterminé les
estimateurs IPA et prouvé qu’ils sont non biaisés.

Ces estimateurs sont implantés alors dans un algorithme d'optimisation, qui détermine
la valeur optimale de /,. L'optimisation basée sur la méthode IPA permet de réduire le temps
de simulation comparativement a une simulation type SED. Deux cas de délais de livraison
sont simulés afin d'étudier 1'impact des délais de livraison sur 4, Le délai de livraison a un
impact sur /4, dans le cas ou le client attend de recevoir sa demande avant d’en faire une
nouvelle (la demande est égale a 1 ou 0 pendant?). En effet, pour ce cas, la valeur de A,
diminue quand le délai de livraison 7augmente. Pour le deuxieéme cas, le délai de livraison n'a
pas d'impact sur la valeur de 4, parce que nous considérons a chaque moment une demande,
alors le nombre total de demandes est indépendant du temps de livraison. Nous avons ensuite
compar¢ les résultats donnés par le modele a flux continus et ceux pour le modele a flux
discrets. Ils sont trés proches. Par conséquent la méthode IPA qui est appliquée sur le modele
a flux discrets semble étre tres efficace.

Ces travaux ont fait I’objet a un article accepté a un journal international (IJAOM)

[TUR10Db] et trois présentations dans des conférences internationales [TUR09a], [TURO9b]
[TURO9c].
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Les recherches futures concernent un systeme plus complexe avec un délai de
livraison aléatoire. Dans ce cas, nous proposerons un délai de livraison planifié¢ basé sur la
méthode IPA. Pour ce probléme, il sera difficile de prouver que les estimateurs IPA sont non
biaisés.
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Chapitre 4 : Méthode IPA et Mode¢les a Flux pour un
systeme de production avec des délais de livraison
aléatoires.

4.1 Introduction

De nombreuses entreprises font des progres pour réduire le temps de transport tels que
le délai de livraison, qui représente la période de temps que la demande prend entre un
entrepdt et un client. En effet, lors de ces derniéres années les offres ont évoluées de telle
fagon qu’elles sont devenues supérieures aux demandes. Alors les entreprises se doivent de
séduire des clients toujours plus exigeants sur les délais de livraison, une meilleure qualité des
produits et des prix attractifs. Actuellement, plusieurs entreprises proposent des délais de
livraison planifiés comme une nouvelle stratégie de marketing pour attirer les clients. Dans ce
chapitre, nous supposons que le producteur propose pour le client un délai de livraison
planifié et que les délais de livraison sont aléatoires. On va s’intéresser a 1’évaluation des
performances de notre systeme et nous allons étudier 1’impact des cotits de livraison sur le
stock optimal.

Le comportement d’un systétme de production est défini par des mesures de
performances telles que les colts liés au stockage, a la rupture du stock et aux délais de
livraison. Autrement dit, I’évaluation des performances est une étude qui permet de connaitre
a priori le comportement d’un systéme de production pour une configuration donnée. L’étude
de performance de toute entreprise a pour but de mesurer I’amélioration de la compétitivité.
D’ou elle joue un réle trés important dans la conception et le choix de la politique adoptée
pour un systeme qui doit atteindre ces performances souhaitées.

Le temps de livraison est un paramétre qui a un impact non négligeable sur les
performances d’un systéme de production. Dans ce chapitre nous considérons le méme
systeme de production que celui présenté dans les chapitres précédents avec la considération
d’un temps de livraison aléatoire et un temps de livraison planifié notés respectivement par
7(t)et 7, (voir Figure 4.2). En effet, les picces qui sortent du stock a I’instant 7 sont chargées
dans un moyen de transport (camion, avion, bateau...), et arrivent chez le client a I’instant 7+
7(¢) . Nous supposons que le temps de chargement est inclus dans le temps de livraisonz(¢).
Nous supposons aussi que le producteur propose pour le client un temps de livraison planifié
7., (fixe), autrement dit les pieces qui sortent du stock a ’instant ¢# sont supposées arriver a
I’instant + 7.

La Figure 4.1 représente le systeme de production avec le temps de livraison aléatoire
et le nombre de picces qui arrivent chez le client a I’instant z.
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y(t) Client
v v ‘ (D(r()))

Figure 4.1 : Systéme de production avec temps de livraison aléatoire

Nous avons trois cas possible en fonction de 7(¢) et z,.
— Les pieces transportées arrivent a I’heure planifiée (i.e. 7, =7(¢)).

— Les picces transportées arrivent avant ’heure planifiée (i.e. 7(¢) < z, ). Dans ce cas la

demande est acceptée par le client mais avec un colit d’avance pay¢ par le producteur,
ce colit est appelé colit d’une livraison en avance.

— Les pieces transportées arrivent apres [’heure planifiée (i.e. 7(¢) > z.,). Dans ce cas la

demande est acceptée par le client mais avec un colt de retard payé par le producteur,
ce colit est appelé colit d’une livraison retardée.

Dans ce chapitre nous tenons compte du colt des livraisons en avance et du colt des
livraisons retardées dans la fonction du coft total.

Nous allons modéliser le systeme par deux modeles différent : modéle a flux continus
et modele a flux discrets. Nous étudions ensuite ces deux modeles et comparerons leurs
résultats.

La méthode IPA sera également appliquée pour les deux types de modeles pour
I’évaluation des performances.

Pour chaque modgele, les événements possibles et leur priorité sont les mémes que ceux
considérés dans les chapitres précédents.

4.2 Modéele a flux continus

Dans cette partie, nous modélisons notre systétme de production pour un modele a flux
continus. Les variables D(?), u(?), U, x(f) et h sont remplacés respectivement par D(¢), u.(t),
U., xf), et h.. Les variables 7(f) et a(f) sont inchangées. Nous conservons les mémes
hypothéeses que celles du chapitre deux, nous ajoutons 1’hypothése suivante :

Hypotheése 4.1 : Pour simplifier notre probléme, nous supposons que le temps de livraison est
invariant entre deux événements demande (ED). Autrement dit, a chaque nouvel événement

demande (ED) on génére une nouvelle valeur de la demande D, (¢)et du temps de livraisons

7(2).
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La dynamique du systéme est donnée par :

dx, (t) :{uc(l)—Dc(f) six(6)>0 (4.1)

dt u,(t) six, (t)=0

La politique de commande est donnée par :

D.(t) sia(t)=letx, (t)=h,
u,(t)=+0 sia(t)=0ou x,(t)> h, 4.2)
U sia(t)y=1let x,(t) < h,

c

Lorsque le temps de livraison 7(¢) est égale au temps de livraison planifié z,, alors les
pieces qui sortent du stock a I’instant ¢ vont arriver a I’heure planifiée. Nous notons g, (¢)est

le nombre de piéces transportées qui vont arriver a I’heure planifiée et qui est donné par :

j(DC () =-D2(t))dt sit(t)=17,_etx (t)>0

g. (=1 43)

0 si non

Le nombre de piéces qui vont arriver en avance est égale au nombre de pieces qui
sortent du stock, si le temps de livraison 7(#) est strictement inférieur au temps de livraison
planifié z,. Dans ce cas les pieces arrivent chez le client avant I’instant planifié /+z.,. Nous

notons s, (¢) est le nombre de pieces qui vont arriver en avance et qui est donné par :

j(DC ()-D2(t))dt sit(t)<rt, etx, (t)>0

s.(t) = (4.4)

0 si non

De méme nous définissons le nombre de pi¢ces qui vont arriver en retard noté r.(¢) et
qui est donné par :

r (1) = j(Dc (O)=DX(t)dt sit(t)>7, etx, (t)>0

(4.5)
0 si non
Si le temps de livraison 7(¢) est strictement supérieur au temps de livraison planifié z,,,
le niveau de stock est strictement supérieur a zéro et la demande D, (¢) est strictement

supérieur a zéro alors 7(f) est supérieur a z¢Ero.

Le nombre de demandes non satisfaites par unité de temps a 1’instant 7 est donné par :

0 six, (1)>0

b= {Dc () six()=0 (46)
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Le nombre de demandes non satisfaites a I’instant # est noté par P, (¢) et donné par :

D _poiy=D (1) six()=0
dt 4.7)
P (1)=0 six, (t)>0

La fonction de cotit (noté C__ (¢)) a I'instant 7, qui dépend du nombre de picces dans le

csr

stock B, du nombre de piéces transportées (somme de g (¢),7.(¢)ets, (z)), du nombre de

piéces arrivant en retard, du nombre de picces arrivant en avance et des demandes perdues, est
donnée par:

C,®)=cs.x (t)+cs . P.(t)+ct.(g (O)+r.(t)+s5.(2))+ctrr, (t)+cts.s, (1) (4.8)
Avec :
cs : colit unitaire de stockage.
¢s~ - coult unitaire de la demande perdue.
ct . colt unitaire de transport.
ctr  : colt unitaire d’une livraison en retard.
cts  : colt unitaire d’une livraison en avance.

La fonction de colit moyen dans l'intervalle [O,T ] , notée par C_(¢) est donnée par :

Coul) = hin%E“ c., (r».dr} (49)

0

4.3 Modele a flux discrets

Dans cette partie, nous modélisons pour notre systéme de production un modele a flux
discrets. Les variables D(?), u(?), U, y(f), x(¢) et h sont remplacées respectivement par D7),
ut), Ug, yat), x«t) et hy. Les variables 7(¢) et o(f) sont inchangées. Nous conservons les
mémes hypothéses que celle du chapitre trois.

Le nombre de produits dans le stock a I’instant # noté par x(¢) est donné par :

XAt) = xAt-df) + udt-di) — v(2). (4.10)

Le nombre des pieces qui sortent du stock (7)) est donné par :

() = {Dd (?) si x,(t-dt) > D, (1) @10

x,(t-dt) six,(t-dt)<D,(1)

La politique de commande est donnée par :
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U, sia(t)y=1etx,(t)<h,

N D, (1) sia(ty=1etx,(t)=h, 412
O D0 (e (0-hy) sial)= Tetx, 0> h, &1
0 sia(t)=0

Le nombre des pieces transportés a I’instant 7 est noté g(¢) :

v(0) sit(t) =1,
g4(1) ={ ‘ : (4.13)
0 Si non
Le nombre de pi¢ces arrivant en avance a I’instant # noté s(¢) est donné par :
1) sit(t)<rt
Sd(t):{yd() ' () ex (414)
0 Si non

De méme nous définissons le nombre de pieces qui arrivent en retard noté »,4(z) et qui
est donné par :

4.15
0 si non ( )

Gm:¥uosnm>%

Nous notons Cy(?) la fonction de colit a I’instant # qui dépend du nombre de pieces
dans le stock B, du nombre de piéces transportées, du nombre de picces arrivant en retard, du
nombre de pieces arrivant en avance et des demandes perdues. Cy(7) est donnée par:

C,.(t)=cs.x,(t)+cs .DY (&) +ctr(t).(g, (&) +7,(t)+5,))+ctrr,(t)+cts.s,,(f) (4.16)

La fonction de cott total, dénotée par CT,(h,) et qui dépende de A, est donnée par :

=T
CT, (1) = Z C,, (¢) avec T est le temps total de simulation. (4.17)

t=0

Dans la section suivante, nous analysons les trajectoires du niveau du stock pour ces
deux types modeles, Cette étude nous permettra de trouver les estimateurs IPA de la fonction
de colt et de prouver que ces estimateurs sont non biaisés.

4.4 Analyse des Perturbations Infinitésimales

Dans cette section nous commengons par étudier les trajectoires du niveau de stock
pour les modeles a flux continus et discrets. Nous allons ensuite déterminer les estimateurs de
la fonction de colit pour chaque modéle. Nous présentons par la suite un algorithme
d’optimisation qui utilise les gradients de la fonction de colt pour déterminer le stock optimal.

4.4.1 Analyse des Perturbations Infinitésimales pour le modéle a flux
continus

Dans cette section, nous allons étudier les trajectoires du x” (¢) etx, (#) pour déterminer

le décalage entre elles. Par la suite nous allons aussi déterminer les décalages entre le nombre
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de pieces transportées ( g (¢) et g, (7)) puis entre le nombre de piéces arrivant en avance pour
la trajectoire perturbée (notés”(¢)) et celui pour la trajectoire nominale (s, (¢)), enfin entre le
nombre de picces arrivant en retard pour la trajectoire perturbée (noté r’(¢)) et celui pour la

trajectoire nominale (7,(¢)). En effet, nous devons étudier ces décalages pour déterminer les

estimateurs des dérivées de la fonction de cofit.

Les théorémes suivants sont utilisés ensuite pour déterminer les estimateurs IPA et
pour montrer qu’ils sont non biaisés.

Le théoréme 4.1 montre que si 7 € ] tbj,tfj[et 0<¢(t)<n la trajectoire perturbée est

¢gale a la trajectoire nominale plus le décalage ¢(¢).

Théoréme 4.1 :si n>0c¢et te ] t,t! [alors x"(t)=x,(t)+p(t)avec 0<¢(t)<n.

2
Preuve du Théoréme 4.1 : (Voir annexe 2).

Dans le théoréme 4.2 nous allons montrer que si ¢ € [tfj,ts( M)] alors la trajectoire

nominale x, () et la trajectoire perturbée x”(¢) sont égales.

Théoréme 4.2 : si 1 e|17,1, .., | alors x” (1) = x,(t) .

Preuve du Théoréme 4.2 : (Voir annexe 2).

Le théoréme 4.3 montre que si ¢ € [ tvj,tfj[et que le temps de transport est égale au

temps de transport planifié (z(f)=r7, ), alors le nombre de piéces transportées pour la
trajectoire perturbée (g”(z)) est égale a celui pour la trajectoire nominale ( g, (¢)) plus la

perturbation 77 . Cela signifie que si 7€ [t t:’][ les demandes sont mieux satisfaites sur la

v’
trajectoire perturbée que sur la trajectoire nominale. Nous allons utiliser ce théoréme pour
déterminer le nombre de picces transportées sur les deux trajectoires.

Théoréme 4.3 :si f € [l tv’j[ alors g'(m=g.(t)+ sit(t)=t,et D (1)>0.

vj?

Preuve du Théoréme 4.3 :

Site [ tvj,tfj[ (voir Figure 4.2) alors x,(¢)=0et x”(¢) >0, donc nous avons D’ ()= D, (t) et
D™(t)=0. Alors sit(f)=t, nous avons g.(1)=0 et g'(t)= J‘ (D, (t)).dt>0, dou

e

g/ () >g. ()si te|t,, ], w(t)=1, ¢t D,(t)>0.
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v

Figure 4.2 : zone [tvj,tfj[

Nous constatons que si ¢ € [t th [ etsit(t)=r

Vj’

la quantité de pieces qui sort du stock entre

t,; €t 1) et qui sera transportée a I’heure chez le client pour la trajectoire perturbée est égale a
la quantité qui existe dans le stock x”(7). Cette quantité correspond a la différence entre le

niveau de stock pour la trajectoire perturbée et celui de la trajectoire nominale, que nous

avons définie dans le chapitre 2 par le décalage 7 (Remarque 3.2). Donc si te[ l>t [le
décalage entre g7 (¢) et g_(¢) estégale 7.
Alors g'(my=g.(t)+ sit(t)=rt, et D (1)>0.
CQFD

Le théoréme 4.4 montre que si 7 € [O,T ]\[ Ly W[ les nombres de pieces transportées

pour la trajectoire perturbée et pour la trajectoire nominale sont égaux.

Théoréme 4.4 :si ¢t e 0 T \[tvj, W[alors glt)=g.().

Preuve du Théoréeme 4.4 :

Nous avons [0,7]! [W, v,[ ]lsj, [ [Vj, [ [’Z,fs(,u)]-
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% Si te]tsj,tfj[\[tvj,t;;[ nous avons x,(z)>0et x’(¢) >0, d’aprés 1’équation (4.3) nous

avons D'(1)=0=D"(t)si w(t)=t,, dou g.(f)= J.(DC ().dt=g"(t).Si non (si

-7

7(t) # 7, ) nous avons g (t)=g"(1)=0

% Site [tfj,ts( 4 )] nous avons x”(¢)=x,(¢) (théoreme 2.2), alors si x”(z)=x.(t)>0 et

7(t)=1, nous avons g (f)= J-(Dc ()dt =g’ (t)et si x'(t)=x,()=0 nous avons

-7

g (0)=g.(1).
Alors g”(1) = g.(0) si t<[0,7]\]z,.22].
CQFD

Le théoréme 4.5 montre que si ¢ € [ tvj,tfj[, le nombre de picces arrivant en avance
pour la trajectoire perturbée (s”(¢)) est égal a celui pour la trajectoire nominale (s, () ) plus la

perturbation 77.

Théoréme 4.5 :si t € [tvj,tg.[ alors s"(t)=s,(t)+n sit(t)<t,etD.(t)>0.
Preuve du Théoréeme 4.5 :

La preuve de ce théoréme est similaire a celle du théoréme 4.3 avec une différence

- — 1 n
que: s’ (1)=s,(t)+nsic(t)<rt, et te [tvj,tvj[.
CQFD
Le théoréme 4.6 montre que si 7 € [0, T ]\ [tvj,tfj[, les nombres de pieces arrivant en

avance pour la trajectoire perturbée et pour la trajectoire nominale sont égaux.

¢ [alors sT(t)=1s5.(1)

Théoréme 4.6 : si 1[0,T]\|1,,1"
Preuve du Théoréme 4.6 :
La preuve de ce théoréme est similaire a celle du théoreme 4.4.

CQFD
Le théoréme 4.7 montre que si € [tvj,tg.[, le décalage entre le nombre de picces

arrivant en retard pour la trajectoire perturbée (7(¢)) est égal a celui pour la trajectoire

nominale (7,(¢)) plus la perturbation 7.
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Théoréme 4.7 : si t [tvj,tfj[ alors r"(t)=r.(t)+n sit(t)>7,_ etD (1)>0.

Preuve du Théoreme 4.7 :

La preuve de ce théoréme est similaire a celle du théoréme 4.3 avec une différence
que: r'(t)=r.(t)+nsit(t)>7, ette [tvj,tfj[.

CQFD

Le théoréme 4.8 montre que si € [O, T ]\ [tvj,tfj[, les nombres de piéces arrivant en

retard pour la trajectoire perturbée et pour la trajectoire nominale sont égaux.

t lalors r’(@)=r.(t).

v

Théoréme 4.8 : si 1< [0,7]\[:

Preuve du Théoréme 4.8 :
La preuve de ce théoréme est similaire a celle du théoreme 4.4.
CQFD

Dans la partie qui suit nous allons étudier les trajectoires du niveau de stock pour le
cas d’un modele a flux discrets.

4.4.2 Analyse des Perturbations Infinitésimales pour le modele a flux
discrets.

Nous allons déterminer les décalage entre x’(¢)etx, (1), y5(t)et y,(t), le nombre de
picces arrivant a I’heure pour la trajectoire perturbée (noté g7 (¢)) et celui pour la trajectoire
nominale ( g,(¢)), puis entre le nombre de pieces arrivant en avance pour la trajectoire
perturbée (noté s”(¢)) et celui pour la trajectoire nominale ( s,(¢)), enfin entre le nombre de
picces arrivant en retard pour la trajectoire perturbée (notér, (7)) et celui pour la trajectoire

nominale (7,(7)).

Théoreme 4.9 montre que la trajectoire perturbée est égale a la trajectoire nominale

L s
plus la perturbation si 7 € [tw.,t ; [

Théoréme 4.9 : Si 6> 0 et si x5 (z°

s8]

Y=x,(t°)+8=h,+6 alors x)(t) =x,(t)+J pour tout

ssj

te[ti].,tj[.

Preuve du Théoréme 4.9 : (Voir annexe 2).

CQFD
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Théoréme 4.10 montre que la trajectoire perturbée est égale a la trajectoire nominale si
5

re [tj’tss(,fﬂ)['

Théoréme 4.10: Si 5>0et h>1, et six’ (tf_v.) =X, (ti].) , alors x5(f)=x,(t) pour tout
5

e [lj’ZSS(,Hl)[.
Preuve du Théoréme 4.10: (Voir annexe 2).

CQFD

Théoréme 4.11 démontre que si 7#7;, les nombres de piéces qui sortent du stock sur

les trajectoires perturbée et nominale sont égaux.
Théoréme 4.11 : Si 7 [0, 7]\ {7, | alors y5(£) = y,(¢).
Preuve du Théoréme 4.11 : (Voir annexe 2).
CQFD

Théoreme 4.12 démontre que si 7 =1,, le nombre de picces qui sortent du stock sur la

trajectoire perturbé est égale au nombre de picces qui sortent du stock sur la trajectoire
nominale plus la perturbation.

Théoréme 4.12 : Si ¢ =1, alors y(1,)=y,(t;,)+5.
Preuve du Théoréme 4.12 : (Voir annexe 2).
CQFD

Nous montrons dans le théoréme 4.13 que si 7=¢;, le nombre de pi¢ces arrivant a

I’heure pour la trajectoire perturbée (g9(¢)) est égal a celui pour la trajectoire nominale (

g,(t)) plus la perturbation o .
Théoréme 4.13 : si 1=1, alors g5 (1) =g,(1)+6 sit(t) =7, etD,(t)>0.

Preuve du Théoréeme 4.13 :

Nous avons

()= {yz o) sit(n=1,

0 si non

£.()= {yd (1) sit@)=1,

0 Si non
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Si t=¢, alors yj(tj):yd(tj)+5 (Théoreme 4.12) et si D,(r)=0 alors y;(z,)=y,(t,)=0
(4.11).

Alors g9() =g, () +5si t(t)=1,, et D,(¢)>0.

Q.E.D.
Théoréme 4.14 : si ¢t [O, T]\ {tj} alors g5(t)=g,().
Preuve du Théoreme 4.14 :
Nous avons
) sit(n)=1,,
g3(1) = {y a7
0 si non
() sit() =1,
8a ()= { ¢ .
0 si non
Si re[0,7]1{7,} alors y)(t)=y,(t) (Théoréme 4.11).
Alors g3(1) =g,(0).
CQFD

Le théoréme 4.15 montre que si 7 =1,, le nombre de picces arrivant en avance pour la

trajectoire perturbée (s5(¢)) est égal a celui pour la trajectoire nominale (s,(¢)) plus la

perturbation ¢ .
Théoréme 4.15 :si 7 =1, alors oW =sift)+ v etD)& 4()>0.

Preuve du Théoreme 4.15:

La preuve de ce théoréme est similaire a celle du théoréme 4.13 avec une différence

que: s/ (O)=s. () +nsit() <t ett=¢,.
CQFD

Le théoréme 4.16 montre que si 7 e [0, T ]\ {tj }, le nombre de picces arrivant en avance

pour la trajectoire perturbée (s (¢)) est égale a celui pour la trajectoire nominale (s, (¢) ).
Théoréme 4.16 : si 7 € [0, 7] {tj.} alors s5(t) =s,(t)

Preuve du Théoréeme 4.16 :

La preuve de ce théoréme est similaire a celle du théoreme 4.14.
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CQFD

Le théoréme 4.17 montre que si 7 =¢,, le nombre de picces arrivant en retard pour la

trajectoire perturbée (7 (¢)) est égal a celui pour la trajectoire nominale (7,(¢)) plus la

perturbation ¢ .

Théoréme 4.17 : si r; (0)=r,(0)et t=¢, alors r; () =si)+ 7 etD)* ,  ,()>0

Preuve du Théoréeme 4.17 :

La preuve de ce théoréme est similaire a celle du théoréme 4.13 avec une différence
que: r/(O)=r,()+osit() <7, et1=t,.

CQFD

Le théoréme 4.18 montre que si 7 € [0,7]! {t. ; }, le nombre de pieces arrivant en retard

pour la trajectoire perturbée (7 (¢)) est égal a celui pour la trajectoire nominale (7 (?)).

Théoréme 4.18 : si 7 (0)=r,(0)et 7 €[0,T]\ {7, } alors #7 (1) = r,(r)

J
Preuve du Théoréme 4.18 :
La preuve de ce théoréme est similaire a celle du théoreme 4.14.

CQFD

Dans la section suivante, nous allons utiliser ces théorémes pour déterminer les
estimateurs IPA et montrer qu’ils ne sont pas biais¢s.

4.4.3 Estimateurs IPA

Dans cette section, nous allons montrer pour les deux types de modeles que les
estimateurs IPA sont non biaisés, ces estimateurs seront utilisés par la suite dans un
algorithme d’optimisation pour déterminer le stock optimal /.. En utilisant les théorémes de la
section précédente, nous allons déterminer les estimateurs du gradient de la fonction de cofit
pour le cas du modele a flux continus, et les estimateurs de la différence de la fonction de cofit
pour le cas du modele a flux discrets.

4.4.3.1 Modéele a flux continus

Le colit moyen qui correspond a la trajectoire perturbée est donné par :

t=T
C! (t,h,+n)= ;im%E _f(cs. x"(t,h, +n)+cs” . P (1) +

t=0

ct.(gh(t, i+ h+ f(,s.+ h+ H(, .+ )+
ctrr!Gt hers 9+t h. 1, di ). |

89



Pour déterminer les estimateurs IPA de la fonction de cofit, nous devons déterminer le
cout par simulation. Alors nous allons représenter le colit moyen simulé par une estimation
¢chantillonnée.

L’estimation échantillonnée pour le colit moyen qui correspond a la trajectoire
perturbée est la suivante :

Coar(t.h.+1) =
%E“‘ (gs. x({t,I2 +t )4t “g " h+ n.( FC 2 h+ p+ SC 1 h+ 4+ (L .+ )

tetrr! . hets 3+t h. g, di ). ]

L’estimation échantillonnée pour le colit moyen qui correspond a la trajectoire
nominale est donné par :

t=T
Cour(t.h,) = %E{ [(es.x, (t,h) +es™ P () +
t=0

Cl“ gc (t’hc) + rc (t’ hc) +Sc (t’hc)) +
ctrr, (t,h,)+cts.s, (t.h))dt |

Nous pouvons maintenant déterminer les estimateurs des gradients de la fonction de
colt.

L’estimation échantillonnée de la différence entre le colit moyen de la trajectoire
perturbée et le colit moyen de la trajectoire nominale est donnée par :

Coar (& h AN =C o (t,h,) =

1
T .
t=T

I ct. @ (t,h.+n)—g. (t,h)+r"(t,h. +n)—r, (t,h)+s!(t,h. +1)—s.(t,h))d t

t=0

ED (es.(x"(t,h, +77)—xc(t,hc)).dt+tf cs (P (t+7,)—F, (t+7,))dl +

t=0

t=T t=T
j ctr. (X (t,h, + 1) —r.(1,h.)).d & j cts. (s"(t,h, +n)—s.(t,h))d 1

=0 t=0

Nous supposons que dans I’intervalle [O,T ] il y a m intervalles [t’7 t [

sj2Tv
Nous avons montré dans le chapitre précédent que :
=T j=mty =T j=my
[G2 @k, +m) =x (L ))de =Y [t et [(P1@0) =P, (0)dt =Y. [(~m)adt.
1=0 J=l 1=0 7=y,
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t=T

Pour [ct(g!(t.h, +m) =g (t.h) + 7! (t.h, +17) =1 () + ! (8B, + 1) = 5, (t.h,)l

t=0

% Si 1e[0,T]\|1,,77] alors g7(t)=g.(1), r"(t) = r.(t)ets” () = 5,(¢) (théoréme 4.4, 4.6 et
4'8)' Alors (gc (t’ (4 + 77) - gc(t’ hc) + rc’](t’ hc + 77) - rc(t’ hc) + SZ(IJ hc + 77) - Sc(t’ hc)) = 0

o Site [ " [nous avons trois cas de 7(7)

v;’ Vi

» Caslsiz(t)=r, :alors g'(t)=g.(t)+n, r'(t)=r.(t)ets!(t) =s,(t) (théoréme 4.3,
4.5 et4.7). Alors

(&l (th, +m) =g (,h)+ 1] (t,h, +m) =1 (t,h,) + 5] (t,h, + 1) =5, (L,h,)) =17 .

» Cas 2 sir(t)<r,: alors g'(t)=g.(t), r'(t)=r.(t)ets’(¢t)=s.(¢)+n (théoreme 4.3,
4.5 et 4.7). Alors

(gl Wh,+m) =g (R )+ (th, +m) =1 (t,h ) + 5] (t.h, +1) =s.(,h,) =17 .

» Cas3sir(t)>r,:alors g’(t)=g.(¢), r'(t)=r.(t) +nets’(t) =s.(¢) (théoreme 4.3,
4.5 et4.7). Alors

(gg(t’hc +77)_gc(t’hc)+rcn(t’hc +T7)_rc(t’hc)+sg(t’hc +T7)_Sc(t’hc))=77

Alors dans les trois cas nous avons

(g, h,+n)—g.(t,h)+r"(t,h, +n)—r.(t,h)+s"(t,h, +1n)—s.(t,h,))=nsi te[tw, v][

alors
t=T j=m /
I ct.o(0).(g! (1, h, +1) = g (6. h) + 1 (1, h, +1) = r.(t,h,) + 57 (6, b, +17) =5, (t,h,).d &= f ctn.d i
t=0 Jj=1 ,7
t=T Jj=m /
Nous avons J.ctr. &', h, +n)—r.(t,h))dt =ctr.1. z'(t) >T, Z In dt avec
=0 Jj= 1[
1 siz(r)>
e >, ]= { 0> e
0 Si non
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o j=m"y
Nous avons '[ cts. (s!(t,h, +n)—s,(t,h,))dt =cts.1 [r(t) <7, I n.dt avec

=0 Jj= t

1‘[1(0 - Tex] _ {1 sit(t)<rt,

0 si non

Alors

7”’!/

Cs”mr(hc+17)—CsmT(hc):%.E zjcsndz+zjcs e n)dt+zjcm7dt+

jltV jlt jltl

Jj=m / J=my

ctr.1. [r(t) > rex] Zjn dt +cts.1. [r(t) <, ] jn.dt

=y, =y
Supposons que 7, = Z(t" -t3), T, = Z (¢ —t,) avec T, +T, <T.
Alors
, 1 _
Cr(t,h,+n)—C,(t,h,) :?E[(Tw cs+T (ct—cs™ + ctr.l.[r(t) > Tex] +cts.l .[z'(t) <7, ])).?7]

L’estimation échantillonnée de la différence du colit moyen est composée de cinq
parties qui sont : I’estimation de la différence du colt de stockage, du colt de demandes
perdues, du cotit de transport, du colit de demandes arrivant en retard et du colit de demandes
arrivant en avance.

Les gradients de la fonction de cotit sont définis par :

aCaT(hc) — E[£

T T T T
cs——=.cs +—ct+—=1|c(t)>7, |ctr+—=1[c(¢) <7, |cts
o - St 210>z, Jer s 21 [0 <7, ] }

aC’aT (hc)
Oh
XT.(t,h),B.(t,h,),R.(t,h) et S.(¢,h)les estimateurs des gradients du chaque partie de la

= E[X.(t,h)es—B.(t,h.)es™ + XT'(t,h)ct + R.(t, ) + S.(t,h,)], avec X (1,h,),

fonction de colit qui sont donnés par :
: T , T , T , T

X (t,h)=—=2, XT (t,h,)=—, B.(t,h)=—", R.(¢ =—=1l|t(t)>7, et
()= (th)== (t.h) == () =21 e > 7]

S.(t,h,) =

ex 1®
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Théoréme 4.19 : les estimateurs du gradient (X, (z,h,), XT,(¢t,h,),B.(t,h,),R.(t,h) et
S.(¢,h,)) du colt moyen sont non biaisés.
Preuve du Théoréme 4.19 :

Pour montrer que les estimateurs du gradient du colit moyen sont non biaisés nous
devons satisfaire les deux conditions suivantes :

- La dérivée de la fonction de cotit (d(C,(h))/dh)) existent.

- La fonction de cott est continue par Lipschitz.

La premiére condition est garantie par I’hypothése 2.1 (chapitre 2), Il nous reste a
montrer que la fonction de colit est continue par Lipschitz.

Le colt moyen C, (h)est continu par Lipschitz dans H si il existe une constante

k € R, tel que :

Cl(t,h+7) = Cop (1| S kfh, +m) = h| Vhh+neH.

L’estimation échantillonnée de la différence entre le colit moyen de la trajectoire
perturbée et le colit moyen de la trajectoire nominale est donné par :

CT(t,h, +1)—C . (t,h,) :EK% s+ %.(ct —cs” +1L.[z(0) > 7, Jetr+1.[z() < rex].cts)j.n}

Nous avons T, +7, <T alors

Cl.(t,h,+n)—C .(t,h,)

< ‘(cs +ct—cs +1 .[Z’(l) > rex].ctr + 1.[7(1) < rex].cts).n ‘ .

Cr(t,h,+n)—C_.(t,h)

< ‘cs +ct—cs” +1.[r(t) > TEX].ctr + 1.[T(t) < Tex].cts‘.|77| .

Nous supposons k= ‘cs +ct—cs +1[e(t) > 7, Jetr +1[e(r) < 7, Jets], alors

Cl(t,h+1) = C (1, 1) < k]

Alors, la fonction est continue selon Lipschitz.
CQFD

Dans ce qui suit, nous présentons un algorithme (algorithme d'estimation) permettant
de déterminer les estimateurs IPA (X, (¢,h,), XT.(t,h.),B.(t,h,),R.(t,h.) et S.(¢,h.)) qui

seront utilisés par la suite dans un algorithme d'optimisation.

Soit F, G, Z, R et S les estimateurs IPA (parametres) qui seront utilisés dans
I’algorithme suivant.
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. F , G ! R ! S
Avec X (t,h.)=—,XT.(t,h.)=—=B.(t,h.), R.(t,h.)=—et S.(t,h)=—.
vee X (t,h) =, XT.(h) === Bt ), Rt h) = et 8.0 h) =

Algorithme des estimateurs IPA.

Début
F=0, G=0, Z=0, R=0, 5= 0, =0, g=0, =0, w=0 // Initialisation
Faire
e Sit=t] alors g=t].
e Avancer t.
e Sit=t, alors [=1,.

e Avancer t.
e Si t:tfj alors wztfj.

F=F+ (w-q).
G=G+(w-I).
R=R+ l.[r(t) > ‘cex].(w—l) .

S=S+1.[T(t) < ‘L'ex].(W—l) :
q=l1=w=0.

e Avancer t.

Tant que <T
, F | G : . R . S
X, (t,h)=—,XT.(t,h,)=—=B.(t,h), R.(t,h)=—et S.(t,h)=—.
h) =, XT (6 h) = = Bt h) s R h) = et S.(4h) =—
Fin.

Dans ce qui suit, nous présentons I’algorithme d'optimisation qui détermine le niveau
du stock optimal.

4.4.3.2 Modéele a flux décrets.

L’espérance du colt actualisé sur un horizon infini [O,T ]est défini par :

CcT,, = ;LHBO%E[i C,, (t, hd)} :
Cette fonction est divisée en cinq parties :
CT,. = ;iggo(cs.E[Xd (t,h)]+ct.E[ XT,(t,h,)]+cs™ E[B,(1,h,)]+
Cl‘S.E[Sd (1, hd)] +ctr.E [Rd (¢, hd)])

avee
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Xda,hd):%’ixd(t), XTd(z,hd)=%[=Z<gd<r)+rd(r>+sd<t)),
Bh) = 3 DhO), Ry(thy) = 2rs(0), S,(0.h,) = 35,0

Nous pouvons maintenant déterminer les estimateurs de la différence de chaque partie
de I’espérance du cofit.

Théoréme 4.20 : Les estimateurs de la différence de chaque partie de 1’espérance du cott
sont non biaisés :

AE[X, (k)] _ E[A[Xda, h»]} AE[XT, (t,h,)] _ E{A[XTd(r,hd)]}

Ah Ah Ah Ah
AE[B, (t,h,)] _ E[A[Bm,hd)]} AE[S, (t,h,)] _ E{A[Sd (z,hd)]} o
Ah Ah ’ Ah Ah
AE[R, (t.h,)] _ E[A[Rda, hd)]}
Ah Ah '

Preuve Théoreme 4.20 :

Nous supposons que dans [0 T ] il existe n 1ntervalles[ 7 ][ et / intervalles [ J,tf;( j+1)[‘

=T
% Pour X,(t,h,) nous avons A[X,(t,h,)]= % A(x,(t,h,)) = T.ij(t,hd+5)—xd(t,hd).
t=0

Nous avons  x5(t,h, +8)—x,(t,h,)=6 pour tout te[w [(theoreme 4.9) et

x9(t,h, +8)—x,(t,h,) =0 pour tout te[ 2 [ (théoréme 4.10), alors :

J2 ss(j+1)

A[X,(t,h)]= % x)(t,h, +8)— xd(fh)—;[/f‘%}a,

o E[A[Xd(t,hﬁ]} E{ 1 ]Zf(t’ } /Ah}
Ah, T|S  di

1 =T =T
Nous avons E[X,(1,h,)]= E %Zxd(t,hd)} = %ZE[xd(t, h,)], alors
L4 =0 =0
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AELX @) = 7 AELs )] = > E[ 650k, +8) ] ELx, 0.h,)]
:%Z E[x{(t.h, +8)=x,(t.h,) | = EH : [ x5, +5)—xd(t,hd)ﬂ

D’ou nous avons bien

AE[X,(h)] _ [ 11850 =1) | o [ | | ALY R)]
Ah, T\< d | ¢ Ah, '

% Pour XT,(t,h,)nous avons

A[XT,(1,h,)]=

1 t=T . .
?-Z(gj(tahd +5)_gd(tahd)+rj(tahd +5)_rd(taha’)+sf(tahd +0)—s,(t,h,))

t=0

> Si re[0,T]\{z,j nous avons g5(t,h,+35)-g,(t,h,)=0 (théoréme 4.14),
r2(t,h, +8)—r,(t,h,)=0 (théoréme 4.16) et s°(t,h,+5)—s,(t,h,)=0 (théoréme

4.18). Alors
gt h, +8)—g,(t,h)+r(t,h, +8)—r,(t,h,)+s’(t,h, +8)—s,(t,h,)=0 si
telo, 7]z,

» Si t=t,nous avons trois cas de 7(7).
= Cas 1 si t(t)=1,: alors go(t,h,+8)=g,(t,h)+5, ri(t,h,+5)=r,(t,h,)et
sj(t, h,+9)=s,(t,h,) (théoréeme 4.13, 4.15 et 4.17), d’ou
(g5t h, +8)—g,(t,h,)+r)(t,h, +8)—r,(t,h,)+s5(t,h, +5)—s,(t,h,)) =6

= Cas 2 si r(t)<r,: alors gi(t,h,+8)=g,(t.h,), rl(t.h,+8)=r,t,h,) et
si(t,h, +0)=s,(,h;)+06 ,dou
(gj(l‘,hd+5)—gd(t,hd)+rd5(t,hd+5)—Vd(t,hd)+sj(t,hc+5)—Sd(l,hd))=§.

= Cas 3 si 7(¢)>7,: alors gi(t,h, +8)=g,(t,h,), r)(t,h, +3)=1,(t,h,)+5 et
so(t,h, +8)=s.(t,h,),d’ou
(&2t h, +8)—g,(t,h)+rl(t,h, +8)—r,(t,h) +s5(t,h, + ) —s,(t,h)) =5

Alors dans les trois cas nous avons
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(g9 (t,hy+8) =g (t,h)+r] (t,h,+8)—r,(t,h) +55(t,h, +8)—s,(t,h,)=5si t=t,, alors

A[XTd(t,hd)]z%jZ&.

D’ou, E{A[XTA—Z“} { Z&/Ah}

(=T
Z(gj(t5hd +§)_gd(t7hd)+rd§(tahd +5)_rd(lﬂhd)+sj(lﬂhd +06)—s,(t,h,))

=0
Nous avons
1 =T
E[XT,(t,h,)] =E[? gd(t,hd)+rd(t,hd)+sd(t,hd)}
=0
1 t=T
:? E[gd(tahd)+rd(t:hd)"'sd(tahd)]
=0
Alors

t=T

AE[XT,(t,h,)]= Z A(Elg (8, h,) +7,(t, ) + 5,6, 1))

=0
B 1 t=T s s 5 _
—?ZE[gd (thy +8)+7 (t,h, +5)+5°(t.h, +5)]
=0
Elg, (t,h)+r,(t,h,)+5,(,h,)].

:—ZE[(gd(th +8) =g, (t,h)+ 1l (th, +8)

t=0

ry(thy)+s5(th, +8)—s,(t.h,)]

j=l
Alors nous avons bien M =FE lza‘ Ah, |=E —A[XTd (t:h,)] .
Ah, Ah,

< PourB,(t,h,)

t=T
! > DY’ (1)—-Dy(t), avec D* (¢) est le nombre des demandes non
t=0

satisfaites pour la trajectoire perturbée.

nous avons A[B,(t,h,)]=—

Alors
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DY’ (1)— Dy (1) :Dd(t)_yd(s(tj)_Dd(t)—i_yd(tj)
:yd(tj)_ydﬁ(tj) =—0

AlB, (.h))= 1.3 DY (- DY(0) = -5 (-6).

t=0

Alors E{[B%dh)q [ 2( 5) /Ah }

Nous avons

AE[B,(t,h))] = {% g(t)}=%§E[Dgé‘(z)]—E[D§(t)]

%I_ZE[DO’S(O—DSU)}= EIZD”@) DO(z)}

lr
‘E{i “”}

r=Il
Alors nous avons bien M =K lZ:(—é‘) Ah, |=E —A[B(t’hd)] .
Ah, T3 Ah,

=i
< Pour S,(t,h,) nous avons SI(t,h,+06)-S,(t,h,)= Zl.[z'(tj) < rexlé' , alors

AE[Sd (1, hd)] _ . _ A[Sd (1 hd)]
T E[;l.[r(t <7 15/Ah} - E[T}

_ I
% Pour R,(t,h,) mous avons RI(t,h,+8)—R,(th,) = 1]r(t)>7,]5, alors

AER,(t,h)] | & _ AR,k
T = E|:;1[T(l‘]) > Tex]§/Ahi| = E|:T

CQFD

Dans ce qui suit, nous présentons un algorithme (algorithme d'estimation) permettant
de déterminer les estimateurs d'IPA qui sera utilisée par la suite dans un algorithme
d'optimisation.

Soit 7S, C1, C2, C3 et C4 les estimateurs d’IPA (parametres),
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Ah, T Ah, Ah, T
E[A[Sd(z, hdﬂ} _ E[@} o E{A[Rm,hd)]} _ E[@}
T A T

Ah, h,
Algorithme des estimateurs IPA.

C1=0, C2=0, C3=0, C4=0 TS=0, =0 //
Début
Faire

» Sit=t" alors,C2=5+C2.
= Sit=t;alors TS = (1, —1°).0)/dt , et C1=Cl+5.
» Sit=t,+7, et 7(t,)<7, alors C3=C3+5.

= Sit=t,+7, etz(t;)>7, alors C4=C4+5.

= (=t+dlt.
= Tant que 1<T.
Fin.

Dans ce qui suit, les résultats numériques sont présentés pour montrer l'intérét de notre
méthode et qui sera utilisée pour étudier I'impact des cofts de livraison sur la valeur de 4.

4.5 Impact des unités de coiit (cs, ct, cs’, ctr et cts) sur le stock
optimal

Nous allons étudier I’impact des unités de colt sur la valeur du stock optimale pour les

deux modeles différents. En effet, la fonction de cott (C,, (f)ouC,, (¢)) dépend de la valeur

o
des colts unitaires cs, ct, cs, ctr et cts. La valeur du stock optimal (%, ou /4,) qui minimise le
cotit dépend aussi de ces colits unitaires. Dans cette partie nous nous somme intéressés a
étudier 'impact des cofits unitaires c#r et cts sur le stock optimal, nous varions ces colts
unitaires et nous utilisons la méthode IPA pour déterminer le stock optimale correspond.

Nous présentons des exemples de résultats de simulation dans les tableaux Tableau 4.1
et Tableau 4.2.

Les parametres de simulation pour les deux modeles sont les suivants :
- U= piece/unité de temps.
- Lamoyenne des demandes est égale a 0,8.

- La moyenne du temps de bon fonctionnement MTBF est égale a 2,5 et la
moyenne du temps de réparation MTTR est égale a 1.

- Le temps total de simulation est égale a 10E+07 unité de temps.
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- Le temps de livraison 7(¢) est aléatoire et compris entre 1 et 3.

cs ct cs | cts | ctr | Stock optimal (4.)
1 1 30 1 1 5,1823
1 1 30 1 10 5,0625
1 1 30 10 1 5,0625
1 1 30 10 10 4,6875
1 1 30 1 30 4,3220
1 1 30 30 1 4,3225
1 1 20 1 1 3,0625
1 1 20 1 10 2,8370
1 1 20 10 1 2,8325
1 1 20 10 10 2,1875

Tableau 4.1 : Impact des coiits cs, ct, cs, ctr et cts sur h,

cs ct cs | cts | ctr | Stock optimal (4,)
1 1 30 1 1 5
1 1 30 1 10 5
1 1 30 10 1 5
1 1 30 10 10 4
1 1 30 1 30 4
1 1 30 30 1 4
1 1 20 1 1 3
1 1 20 1 10 3
1 1 20 10 1 3
1 1 20 10 10 2

Tableau 4.2 : Impact des coiits cs, ct, cs, ctr et cts sur hy

Nous constatons que plus les cofits de livraison (ctr et cts) deviennent important par
rapport au coit de la demande perdue (cs) plus la valeur du stock optimal (% ou 4,) diminue.
En effet, lorsque les colts unitaires ctr et cts deviennent important plus le colt de livraison
total (colt de transport plus cotit de livraison en retard plus le colit de livraison en avance)

augmente, d’ou le colitC,, (¢#)augmente. Donc la valeur du stock optimal (4. ou Ay qui

csr

minimise le cotitC__ () diminue lorsque que les colits unitaires ctr et cts augmentent.

csr

4.6 Comparaison du modele a flux discrets et modeéle a flux
continus

L’objectif de cette section est de comparer les résultats donnés par le modele a flux
continus et ceux qui sont donnés par le modele a flux discrets. Pour cela, nous allons étudier
la fonction de colt pour les deux modeles différents, en méme temps nous allons étudier
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I’impact du temps planifié sur le stock optimal. En effet, pour les deux mod¢les, 7., varie de 2
a 11 et pour chaque valeur de 7., le programme détermine les valeurs des colits qui
correspondent aux valeurs du stock optimal entre 1 et 10. Afin de comparer les deux mod¢les,
les générations des demandes, des pannes et des réparations sont données d’une maniere
équivalente. Les temps de livraison planifiés sont de 2 jusqu’au 11 (la plus petite valeur du
temps de livraison planifié pour le cas discrets = 2).

Les parametres de simulation sont les suivants :

- U, =1 piece/unité de temps.

- La moyenne des demandes est égale a 0,8.

- La moyenne du temps de bon fonctionnement MTBF est égale a 2,5 et la
moyenne du temps de réparation MTTR est égale a 1.

- Le temps total de simulation est égale a 10E+07 unités de temps.

- Le cout unitaire de stockage cs est égal a 1 unité monétaire.

- Le colt unitaire de transport ct est égal a 1 unité monétaire.

- Le cott unitaire d’une demande perdue cs~ est égal a 30 unités monétaires.
- Le cout unitaire d’une livraison en retard czr est égal a 1 unité monétaire.
- Le cout unitaire d’une livraison en avance cts est égal a 1 unité monétaire.

4.6.1 Etude de la fonction de coiit pour le modéle a flux continus

Nous présentons dans cette partie le colit moyen (C,_(¢)) en fonction du stock et du

sra

temps de livraison (voir Figure 4.3).
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Figure43: C (1)= f(h,,7,)

- K est la valeur optimale de 4. qui correspond au colit minimal.

* . . A ..
- 7, estlavaleur optimale de 7, qui correspond au colit minimal.

4.6.2 Etude de la fonction de coiit pour le modéle a flux discrets

Le colt moyen (CT4.(f)) en fonction du stock et du temps de livraison est représenté
sur la Figure 4.4.

Figure4.4: CT, (1)= f(h,,7,,

-k, estla valeur optimale de /4 qui correspond au cofit minimal.

4.6.3 Conclusion de I’étude de la fonction de cout

Pour les deux modeles, la fonction de cofit est convexe. Pour chaque valeur de 7., nous
avons un stock optimal qui minimise la fonction de cofit. Les valeurs des stocks optimaux
déterminées par la simulation du modele a flux continus (4.) sont proches aux celles
déterminées par la simulation du modele a flux discrets (h;). Le temps de livraison a un
impact sur le stock pour les deux modeles. En effet, la valeur de /4. (respectivement 4,;) qui
minimise le cotlit décroit si la valeur du temps de livraison planifié augmente. Pour le modéle
a flux discrets, nous constatons que la valeur du stock optimal est la méme sur des intervalles

. . . , * . . \
du temps de livraison planifié, par exemple dans notre cas nous avons h,=4 si 7., varie de 4 a

9 (voir Figure 4.4). Pour le cas du modele a flux continus, nous constatons que le stock
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optimal est différent pour chaque valeur du temps de livraison planifié. En effet, le modele a
flux continus nous permet de déminer la valeur du stock optimal plus précisément que le
modele a flux discrets, cela est expliqué par le fait que le modele a flux discrets détermine des
valeurs entieres, d’ou il ne permet pas de déterminer des valeurs précises du stock optimal.

4.7 Conclusion

Nous avons considéré un systeme de production avec un temps de livraison aléatoire
entre le stock et le client. Le systéme est composé d’une machine, d’un stock de capacité
infinie et d’un client qui demande a chaque instant une quantité¢ de produit aléatoire. Nous
avons supposé que le producteur propose pour le client un temps de livraison planifié (z.),
d’ou nous avons trois cas de temps de livraison aléatoire (7(¢)) en fonction du temps de

livraison planifié : les pi¢ces transportées arrivent a ’heure planifiée (i.e. 7, =7(t)), les
picces transportées arrivent avant ’heure planifide (i.e. 7(f) <7, ) et les picces transportées

arrivent apres 1’heure planifiée (i.e. 7(¢) > 7.,). Nous avons propos¢ pour notre systeme deux

modeles différents : modele a flux continus et modele a flux discrets. La méthode IPA est
appliquée pour les deux types de modeles pour I’évaluation des performances. Ainsi, pour les
deux modeles nous avons étudié les trajectoires du niveau de stock, du nombre de piéces
transportées, du nombre de picces arrivant en avance et du nombre de pieces arrivant en
retard. Ces études sont généralisées par des théorémes qui sont utilisés ensuite pour
déterminer les estimateurs IPA et prouver qu’ils sont non biaisés.

Pour I’évaluation de performances, Nous avons étudi¢ I’impact des unités de colit sur
la valeur du stock optimal pour les deux modeles différents. Nous avons utilisé pour chaque
modele un algorithme d'optimisation basé sur la méthode IPA pour déterminer le stock
optimal en fonction des unités de cotit. La valeur du stock optimal (/4. ou /) qui minimise le
cout diminue lorsque que les colts unitaires ctr et cts augmentent. Nous avons étudié la
fonction de colit pour le modele a flux continus et celle du modele a flux discrets, en méme
temps nous avons étudié 1’impact du temps planifié sur le stock optimal. Pour les mémes
parametres de simulation, les valeurs des colts déterminées par la simulation du modele a flux
continus sont proches de celles déterminées par la simulation du modéle a flux discrets. La
valeur du stock optimal (4. ou A;) qui minimise le colt décroit si la valeur du temps de
livraison planifi¢ augmente. Le mode¢le a flux continus nous permet de déterminer la valeur du
stock optimale plus précisément que le modele a flux discrets.
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Conclusion générale

Dans cette thése nous avons étudié ’évaluation des performances et 1’optimisation
d’un systéme de production en utilisant deux mod¢les différents (modeles a flux continus et
modeles a flux discrets) tout en incluant dans ces différents modeles le délai de livraison. Le
délai de livraison ainsi représenté est dans un premier temps considéré comme déterministe,
puis, dans un deuxi¢me temps, les résultats obtenus sont étendus avec un délai de livraison
aléatoire. Le systéme de production considéré est composé d’une machine soumise a pannes,
d’un stock de capacité infinie et d’un client qui demande aléatoirement une quantité de
produit.

Ce travail commence d’abord, par une étude bibliographique portant sur les systemes
de production et la modélisation de ces systemes. Les éléments qui constituent un systéme de
production (machines, stocks, moyens de transport...) ont été présentés et définis avec leurs
roles. Nous avons distingué quatre types d’outils de modélisation (les réseaux de Petri, les
files d’attente, les modeles a flux discrets et les modeles a flux continus) par leurs avantages
et inconvénients, les notions et les principaux travaux utilisant ces outils ont été exposés. Les
réseaux de Petri sont plus puissants que les réseaux de files d’attente, mais ils ne permettent
pas la modélisation de phénomeénes complexes. Le modele a flux discrets devient
inexploitable lorsque le systeme de production comporte un nombre d’états important (cas
d’un nombre important de pi¢ces a produire). Mais il est facile a simuler et & manipuler, en
plus il est trés utilisé pour 1’évaluation de performances pour le contrdle des flux a temps réel.
Le modele a flux continus est simple a étudier analytiquement, il permet d’utiliser les
méthodes d’optimisation basées sur les gradients et aussi d’appliquer facilement la politique
de point de séparation. Il est généralement utilis€¢ pour des systémes de production continus et
pour la commande optimale de systeémes de production discrets dans le cas de productions a
haut volume. Ensuite, nous avons présenté les méthodes d’évaluation de performances des
systémes de production avec leurs caractéristiques. La méthode d’analyse des perturbations
infinitésimale (IPA) permet de déterminer les gradients des mesures de performance par une
seule simulation du systéme, d’ou elle permet de trouver la solution optimale dans un temps
de calcul trés réduit. Alors nous avons utilisé cette méthode pour déterminer le niveau de
stock optimal de notre systeme de production. Le modele a flux continus comme le modele a
flux discrets néglige certaines caractéristiques importantes des systémes de production tels
que les délais de transports, d’ou nous avons appliqué a notre systtme un modele a flux
continus et un modele a flux discrets en intégrant les délais de livraison.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons modélisé notre systéme de production par un
modele a flux continus en tenant compte du délai de livraison. Le délai de livraison est connu
et constant. La politique du point de séparation est utilisée pour piloter la production. La
méthode IPA qui est utilisée avec succes dans de nombreux travaux, est appliquée pour
déterminer le niveau de stock optimal qui minimise le cotlit. Les trajectoires du niveau de
stock et du nombre de pieces transportées ont été étudiées et analysées. Des théorémes ont été
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exposés pour généraliser I’étude des trajectoires, et démontrer que les estimateurs IPA sont
non biaisés. Ces estimateurs sont utilisés ensuite dans un algorithme qui détermine la valeur
du niveau de stock optimal. En utilisant cet algorithme nous avons étudié I’impact des délais
de livraison sur la valeur du niveau de stock optimal dans deux cas :

- Cas 1 : la demande est comprise entre 0 et 1 durant le temps de livraison ;
- Cas 2 : la demande est comprise entre 0 et 1 a chaque instant .

Les résultats montrent que le temps de livraison a bien sur un impact sur le niveau de stock
optimal dans le cas 1. Ce cas correspond au fait que le client s'attend a recevoir sa demande
avant de faire une nouvelle demande. Par conséquent, le nombre total de demandes diminue
lorsque que le délai de livraison augmente.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons modélisé le méme systeme de production que
celui étudié¢ dans le deuxiéme chapitre par un modele a flux discrets. La politique du point de
séparation est utilisée pour piloter le taux de production de la machine. Le délai de livraison,
les pannes de la machine et les demandes aléatoires sont également pris en compte. La
méthode IPA est toujours appliquée pour ce modele afin de trouver le niveau de stock
optimal, sachant que d’aprés nos connaissances il n’existe pas de travaux qui appliquent la
méthode IPA a des modeles a flux discrets, en raison du fait que généralement les estimateurs
deviennent biaisé pour ces modeles. Nous avons indiqué dans le premier chapitre que
I’absence de biais pour les estimateurs est la condition principale pour rendre 1'application de
I'TPA utile en pratique. Les trajectoires du niveau de stock ont été analysées et étudiées,
ensuite cette étude est généralisée par des théoremes. Les estimateurs IPA ont été déterminés
et le non biaise de ces estimateurs est prouvé. Ensuite, nous avons implanté ces estimateurs
dans un algorithme d'optimisation pour déterminer la valeur du niveau de stock optimal. La
comparaison de I’optimisation basée sur la méthode IPA par rapport a une simulation de type
systemes a événements (SED) a été menée et permet de mettre en évidence que I’optimisation
basée sur la méthode IPA permet de réduire le temps de simulation comparativement a une
simulation type SED. Pour I’étude de I’impact des délais de livraison sur la valeur du niveau
de stock optimal, nous avons étudié deux cas du temps de livraison :

- Cas 1 :lademande est égale a 1 ou 0 durant le temps de livraison :
- Cas 2 :lademande est égale a 1 ou 0 a chaque instant 7.

Ces deux cas sont équivalents a ceux du deuxieme chapitre. Afin de comparer les résultats
donnés par le modele a flux discrets (troisieme chapitre) et le modéle a flux continus
(deuxieme chapitre), les générations de variables aléatoires dans les simulations des cas 1 et 2
dans le troisitme chapitre sont effectuées de maniere équivalente a ceux du deuxiéme
chapitre. L’ objectif est d’évaluer les résultats donnés par la méthode IPA appliquée sur le
modele a flux discrets. En effet, I’application de la méthode IPA sur le mode¢le a flux continus
a connu un grand succes dans des nombreux travaux. Alors nous considérons que les résultats
données par la méthode IPA appliquée sur le modele a flux continus (deuxieme chapitre) sont
des valeurs de référence pour les résultats données par la méthode IPA appliquée sur le
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modele a flux discrets (troisieme chapitre). Nous avons constaté que les résultats donnés par
le modele a flux discrets sont proches de ceux donnés par le modele a flux continus et par
conséquent la méthode IPA qui est appliquée sur le modele a flux discrets semble étre tres
efficace.

La derniére partie de ce travail a été présentée dans le quatrieme chapitre. Elle a été
consacrée a I’optimisation d’un systéme de production avec un temps de livraison aléatoire.
Pour ce systeme, un temps de livraison planifié (z.,) est proposé par le producteur au client,
d’ou trois cas du temps de livraison aléatoire (7(#)) en fonction du temps de livraison

planifié¢ ont été considérés (les picces transportées arrivent a 1’heure planifiée, les picces
transportées arrivent avant I’heure planifiée et les pieéces transportées arrivent apreés 1’heure
planifiée). Nous avons proposé pour ce systéme deux modeles différents : modele a flux
continus et modele a flux discrets. La méthode IPA est appliquée pour les deux types de
modeles pour évaluer ses performances. Pour les deux modéles, les trajectoires du niveau de
stock, du nombre de pi¢ces transportées, du nombre de piéces arrivant en avance et du nombre
de pieces arrivant en retard ont été analysées et étudiées. De méme que pour les autres
chapitres, les études sont généralisées par des théorémes qui sont utilisés ensuite pour
déterminer les estimateurs IPA et prouver qu’ils sont non biaisés. Pour la partie de
I’évaluation de performances du systéme, nous avons étudié I’impact des unités de colt sur le
stock optimal pour les deux différents modeles. Un algorithme d'optimisation basé sur la
méthode IPA a été utilisé pour chaque modele afin de déterminer la valeur du niveau de stock
optimal en fonction des unités de colt. La valeur du niveau de stock optimal qui minimise le
cout diminue lorsque que le cofit unitaire d’une livraison en retard (czr) et le colt unitaire
d’une livraison en avance (cts) augmentent. L’impact du temps planifié¢ sur le stock optimal a
¢été étudié. En effet, pour les deux différents modeles la valeur du niveau de stock optimal qui
minimise le cofit décroit si la valeur du temps de livraison planifi¢ augmente. La fonction de
cout pour le modele a flux continus et celle du modele a flux discrets ont été étudices et
comparées. Nous avons constaté que les valeurs des cofits déterminées par la simulation du
modele a flux continus sont proches de celles déterminées par la simulation du modele a flux
discrets, et que le modele a flux continus permet de déminer la valeur du niveau de stock
optimal plus précisément que le modele a flux discrets.

On peut envisager plusieurs perspectives a nos travaux :

- 1l pourrait étre envisagé de considérer un systéme de production plus complexe :
considérer une ligne de transfert, un systeme de production avec plusieurs clients avec
une demande aléatoire pour chaque client. Aussi, considérer un systéme multi-étage
avec plusieurs machines et plusieurs stocks et déterminer le niveau optimal pour
chaque stock.

- Proposer au systtme un stock de sécurité qui peut étre considéré comme un
complément au stock. Ce stock de sécurité permet de satisfaire la demande client en
cas de rupture du stock. Il serait intéressant de déterminer la valeur du niveau de stock
optimal de sécurité qui minimise la fonction de colt en tenant compte de 1'incertitude
de la demande client et des pannes des machines.
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Pour le temps de livraison planifié, les recherches futures concernent la proposition
d’un service de livraison plus réel. Il serait intéressant que le producteur propose pour
le client n dates de livraison (n valeurs du temps de livraison planifié). Pour chaque
demande, le client choisit une date de livraison (une valeur du temps de livraison
planifié) parmi les » dates proposées par le producteur, sachant que ce choix est
aléatoire.

Pour plus de réalité, nous supposons que dans le cas ou la demande arrive apres
I’heure planifiée elle sera rejetée par le client, et ensuite elle sera retournée dans le
stock. Ainsi, il faut tenir compte du colit de retour (colit de transport) de chaque
demande rejetée par le client. Il serait intéressant aussi de déterminer la valeur du
niveau de stock optimal en tenant compte des demandes retournées (rejetées par le
client).
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Annexe 1

Etude des trajectoires : cas d’une perturbation négative

Pour I’étude des trajectoires pour le cas d’une perturbation négative nous utilisons les
notations suivantes :

.ieme

t.. .1 " instant ou le stock pour la trajectoire nominale devient saturé et qui fait un

décalage ¢ entre la trajectoire nominale et la trajectoire perturbée avec
() =x,(t)-x5(t)=6 dou &t —dt)#&(t,).

.ieme

t.: i7" instant qui annule le décalage ¢ entre la trajectoire nominale et la trajectoire

ssi

perturbée avec &(¢) =x,(t)—x5(t)=0 d’ou &(t, —dt) # &(t,).
L’instant #,correspond a 1’un des instants ¢ (le stock devient vide pour la trajectoire

nominale) et qui peut correspondre a I’un des deux cas suivants :
— Cas C: ce cas se produit a I’instant #+dt, lorsque nous avons a I'instant ¢ a(z)=0 (

u,)=u(t)=0)et x5(t)=0, et sia instant t+dt D, (¢t +dt)=1.
L’instant #+df est I’instant ¢, (Figure 0.1).

— Cas D: ce cas se produit a I’instant 7+dt, lorsque nous avons a I’instant # a(?)=1 (

u,()=ul(t)=1)et x5(t)=0, et si a instant t+dt D,(t+dt)=1.
L’instant #+df est I’instant ¢, (Figure 0.2).

On peut conclure que si 7 =7, alors nous avons deux cas possibles :
- Cas C nous avons x,(t,)=0=x)(t,).

- Cas D nous avons x,(¢,)=1=x5(t,).

Des exemples d’évolution de ces deux trajectoires pour 0<0 et qui représentent les cas
C et D sont donnés respectivement dans les Figure 0.1 et Figure 0.2.
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Figure 0.1 : Niveau du stock des trajectoires nominale et perturbée (cas C)
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Figure 0.2 : Niveau du stock des trajectoires nominale et perturbée (cas D)

Nous considérons les trajectoires x,(f)et x5(¢) avec te [O,T ] L'intervalle [O,T ] est

divisé¢ sur deux cycles en alternance: les premiers lorsque 7 e [t ti[ et les autres lorsque

ss17
te [tl.,tss(i+1 )[. Pour ces intervalles, les trajectoires perturbées et nominales seront analysées et
comparees.

Dans ce qui suit, 1'étude des ces trajectoires sera généralisée dans six théorémes qui
seront utilisés pour déterminer les estimateurs de I'IPA.

Nous allons montrer que si 7 e [tm,ti[, 5 <0et h<1 la trajectoire perturbée x)(¢) est
égale a la trajectoire nominale x, () moins la valeur absolu de la perturbation 6 (Théoréme
0.1), puis que si t € [tl.,tss(l.+1 )[ et h4<1 la trajectoire nominale x,(¢) est égale a la trajectoire

perturbée x°(#) (Théoréme 0.2)
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Remarque 0.1 : Si & < 0le stock optimal correspond a /s, + 5 =h, —|5

, pour simplifier les
démonstrations des théorémes et des lemmes, nous allons utiliser 1’écriture 4, — |5| .

Les événements sont les mémes événements présentés dans la partie précédente, d’ou
nous avons (SS, SV, UM, PM, RM et DE).

Dans ce qui suit, nous présentons les lemmes 0.1 et 0.2 qui seront utilisés dans les
démonstrations des Théoremes 0.1 et 0.2.

L[/}, i+diels

ssi? i sV

alors y (1) = y,(1) = D, ().

t[ie) et si xS =x,(0—|0] et

ssio> i sV

Lemme 0.1: Si relr

x5t —dt) = x,(t—dr)—|5

Preuve du Lemme 0.1:

t[/{z2}. D ou

ssi? i

Nous avons x,(f) >0, car sinon nous ne serions pas dans I’intervalle 7 €[z

v, (t+dt)y=D,(t+dt). (équation (3.2)).
Etudions y,(z+dt):

= si x5(t)>0 alors yo(t+dt)=D,(t +drt) (Equation  (3.2)) et
vy, (t+dt)y=y5(t+dt)=D,(t+dt).

= si xJ(t)=0 alors y(t+dt)=0 (Equation (3.2)). Ce cas est impossible car 7 # ¢°..

t [/{té} nous avons y, (¢ +dt) = y) (¢t +dt) = D,(t +dt).

ssi? i

Donc 7 €t

Remarque 0.2 : L’étude des valeurs de y,(t+dt) et y’(t+dt)dans le cas d’un événement

SV pour la trajectoire perturbée sera traitée dans le cas 1 du Théoréme 0.3 (cas ou le premier
événement a ¢ =7, + n.dt pour la trajectoire perturbée est SV).

Lemme 0.2: Si te]t t [/{ﬁ} et t+dte]ti,tss(i+l)[/{ti} et si x3(1)=x,() et

i2ss(i+l) sV

x3(t—df) = x,(t—dr),alors y(t, +(n+1).dt) =y, +(n+1).dt).
Preuve du Lemme 0.2 :

Si on a I’événement PM,UM, RM, DE, ou SS pour la trajectoire nominale et pour la
trajectoire perturbée, ou SS (pour la trajectoire perturbée seulement), alors pour les deux

trajectoires on n’a pas d’événement SV, ce qui implique x, (¢, + n.dt) >0et x)(t, +ndt)>0.

Alors d’aprés I’équation (3.2) ona y5 (¢, +(n+1).dt) = y (¢, + (n+1).dt).
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Remarque 0.3: L’¢tude des valeurs du y, (¢ +dt) et y5(¢t+dt)dans le cas d’événement SV

sera traitée dans 1’étude du cas 1 du Théoréme 0.4.

Le lemme suivant montre qu’a l’instant 7 ,le niveau du stock de la trajectoire
nominale devient saturé ce qui entraine un décalage (égal a |§|) entre la trajectoire nominale et

la trajectoire perturbée, ce lemme correspond a la condition initiale du Théoréme 0.1.
Lemme 0.3: Si ¢ =1 alors x)(z,,) = x,(t,,)—|5]-
Preuve Lemme 0.3 :

A t=t, le stock est saturé pour la trajectoire nominale, alors x,(z.;)=h,

Supposons & ¢ =t _, que nous n’avons pas d’événement SS pour la trajectoire perturbée, alors

)< h,—|5

ssi

x5 (t

, si nous supprimons de x,(¢, ;) une perturbation &, nous aurons a =t

s8i ssi

une valeur perturbée xj(z,,) =x,(1,,)—|0| < h,—|6| d’ou x,(z

xd (tssi) = hd .

) < h,, impossible car

ssi

Alors le a stock est saturé pour la trajectoire perturbée d’ou xJ(z,,)=h,—|5|, alors

xg () = x,(t) — |5| )

CQFD
Théoréme 0.1: Si &< 0 et si xJ(z,)=x,@,)—|6|=h,—|5| avec hs >0, alors
xg(t) =x,(t) —|§| pour tout ¢ € [tm,ti[.
Preuve de Théoréme 0.1 :
Nous allons démontrer ce théoréme par récurrence.
A t=t

nous avons x(z,,) = x,(t,,)— & = h, |0, avec hg>0.

ssi

Supposons qu’a Iinstant ¢ =, +n.dt, égalité x5 (¢, +ndt) = x,(t,, +ndt)—|5| soit vraie,

ssi SSi

nous devons montrer qu’a I’instant t+dt=t+(n+l).dt que

x5(t, +(n+1).dt) = x,(t,, +(n+1).dt)— |5| .

sSi

En utilisant I’hypothese de la récurrence, les équations du stock sont les suivantes :

xXo(t,, +(n+1)dt) = x)(t,, +ndt)+ul(t,, +ndt)—y(t,, +(n+1).df)

= x,(t,,, +nd)=|S|+u (¢, +ndt) -yt +(n+1)dr)
et
x,(t,; +(n+1).dt)=x,(t, +ndt)+u,(t,+ndt)-y,(t, +@+]1)dt).
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D’apres le lemme 0.1, nous avons :

Xj (tssi + (I’l + l)dt) = xa’ (tssi
et
x,(t,,+(n+l)dt)=x,(t

Vite [tssi’ti[/{l.i}'

ssi

Par conséquent

xo(t,, +(n+1).dt)—x,(t
‘e [tm.,ti[/{tfv}.

ssi

+ n.dt) — |5| +ul(t

+ndt)+u,(t

+(n+1).dt)=u’(t

o Thndt)=D,(t, +(n+1).dr).
o tndt)=D,(t +(n+1).dt)
T ndt)—u,(t,, +ndt)— |5| si

Avant de démontrer cette récurrence dans les 6 cas possibles, il ne faut pas oublier que le

niveau maximal du stock de la trajectoire perturbée est 4, — |5

est donné par 1’équation (0.1):

Ud

D,(1)

D, ()~ (x3(6) - (h, ~|8))
0

y () =

o,

SV, avec rer,t,[ et t+delt,,t,.

Nous avons donc x5 (z

sSi

Plusieurs cas sont possibles pour u)(t
(3.4) et (0.1).

ssi

et que par conséquent u5 ()

sia(t)=1et x5(t)<h, —|]
sia(t)=1et xj(t)=h, —|5|
sia(t)=1et x5(t)>h, -]
sia(t)=0

(0.1)

% Cas1: A t=t_+ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire perturbée est

+n.dt)=0alors x,(t +ndt)— |5| =0 dou x,(t,, +ndt)= |5| .

+ndt)et u,(t, +ndt) donnés par les équations

» Cas (lLa): Si a(,+nd)=1 et h,—[6]>0 donc h,>1 alors
ul(t,, +ndt)=u,(t,, +ndt)=U,=1.
» Cas (1.b): Si ot ,+ndt)=1 eth,— |5| =0 donc h,=1 alors
ul(t, +ndt)y=u,(t, +ndt)=D,(t, +ndt).
> Cas (1.c): Si a(t, +ndt)=0 alors uj(t,, +ndt)=u,(t,, +ndt)=0.
Par conséquent dans tous les sous cas u) (¢, +n.dt) =u,(t, +ndt) .

Etudions xJ(z, +(n+1).dt)et x,(t,,

+ (n+1).dt) suivant les différentes valeurs possibles de

yo(t, +(n+1).dt) et y, (¢, +(n+1).dt) (le lemme 0.1 n’est plus applicable dans ce cas).
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+ndt)=0 donc y’(t +n.df)=|6]=1 alors

+(n+1).dt).

Si nous avons x5 (¢, A Dd) =0 et x, (¢,

Vv (t; +(n+1).dt)=D,(t

ssi

Cas 1:Si D, (¢, +(n+1).df)=0alors y,(t,, +(n+1).d)=0= St +(n+1).dr).

Cas2:SiD,(¢
+(n+)dt)=1+u,t

+(n+1).dt) =1, alors

'xd (lssi ssi + ndt) - 1 = Z’ld (tssi + ndt) .

Cas2.1:Si u,(¢

x(t, +(n+1).dt)y=u,(t

+(n+1).dt)=1cet
+ndt)-1 =u’(t,, +ndt)—1=0.

+ndt)=1, alors x,(t

ssi ssi

ssi ssi

Par conséquent

x5 (L + (n+1).dt) =1-|6] = x,(t° i + (n+1).dt) —|5] .

Cas 2.2 :Si u,(t,, +ndt)=0 alors x,(¢,, +(n+1).dt) =0, cas impossible car dans

cecas r+drelt, ]

ssi? i

Donc x5 (¢, +(n+1).dt) = x,(t,,; +(n+1).dr)—|5].

% Cas 2: A t=t +ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire perturbée est

t[ et t+deelr,1.

ssi? i

SS, avec 7 et

Si a ft=t,+ndt, on a [I’édvénement SS pour la trajectoire perturbée (i.e.

J| ), nous avons également 1I’événement SS pour la trajectoire nominale

xg (¢, +ndt)=h, —

+ n'dt) = xg (tssi

car x,(¢

ssi

+ndt)+|5|= h,.

+ndt)et u,(t, +ndt)donnés par les équations (3.4)

ssi ssi

Plusieurs cas sont possibles pour u5 (¢
et (0.1).

> Cas(2.a): Si a(t,+ndt)=1 et x5(t

ssi

+n.a’t):hd—|§| alors V4,>0, nous

ssi

avons u’(t, +ndt)=D,(t,, +ndt).

Comme x,(t,, +ndt)=x’(t + n.dt)

Vh,>0.

ssi ssi ssi

+ndi)+|6|=h,, alors u, (1, +ndt)=D,(t

Par conséquent, nous avons bien u} (¢, +n.dt) =u,(t,, +ndt) .

> Cas (2.b): Si a(t,,

ul(t, +ndt)=D,(t

+ndt)=1, x5t +ndt)>h, —|5| et sis, >1 alors, nous avons

i 0.0 = (X5 (1, +ndt)—h, +|5)) .
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Comme x, (¢, +ndt) = x(t,, +ndt)+ |5| > h, alors

ssi ssi

u,(t,, +ndt)=D,(t
=D, (1

+n.dt)—(x,(t
+n.dt)— (x5 (t

+n.dt)—h,)
+n.dt) +|6| - hy)

ssi ssi

ssi ssi

Si h, =1 alors, nous avons

ul(t,, +ndt) =D, (1, +ndl)— (x](t,, +ndt)—h, +|5))

ssi ssi

=D, (t,, +ndt)—x(t,, +ndt).
Et
ud (tssi + ndt) = (Dd (tssi + ndt) - ('xd (tssi + ndt) - hd)
= (D, (t,,; + ndt) = (x) (t,; + ndt) +|6| - h,)
= (Dd (tssi + ndt) - (xj (tssi + ndt))
Donc u$(t,, +ndt)=u,(t,, +ndt).

» Cas(2.c):Si a(t

x5 (¢

+ ndt) =0 s Uy (tssi
+(n+1).dr)—|5].

+ndt)y=ul(t,, +ndt)=0 et

ssi ssi

o T (m+D).dt) =x,(t,

% Cas 3: A t=t_+ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire perturbée est

PM, avec et 1| et t+dtelt,, [

Sia t=t_+ndt,on al’événement PM pour la trajectoire perturbée, nous avons également
I’événement PM pour la trajectoire nominale ( d’apres les hypothéses). Donc a(t,, + n.dt) =0

+ndt)=0.

ssi

et par conséquent u (¢, +n.dt) =u,(t

ssi ssi

Alors nous avons bien x9(z,,, + (n+1).dt) = x,(t

ssi s8i

+(n+1).dr)—|5].

% Casdet5:A t=t ,+ndt,le premier événement considéré pour la trajectoire perturbée

est RM ou UM, avec ¢t t,[ et t+delt,.t,].

Nous avons a(t,, +n.dt)=1.

Nous n’avons pas SS et SV pour la trajectoire perturbée. Montrons qu’il n’est pas possible
d’avoir ces événements pour la trajectoire nominale.

Si nous avions SS pour la trajectoire nominale (i.e. x,(¢,, + n.dt) > h,), alors nous aurions

x5 (L, +ndt) = x, (1, +ndt)—|6| = h, —|5|, ce qui est impossible.

SSi

De la méme fagon, si nous avions SV pour la trajectoire nominale (i.e. x,(z,, + n.dt) =0),

alors nous aurions x; (7, + n.dr) = x,(t,, + n.dr)—|5| = —|5] , ce qui est impossible.

s8i ssi
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Donc le seul cas possible est u) (¢, +n.dt)=u,(t, +ndt)=U,=1 Vh,>1.

ssi ssi

Remarque 0.4 : le cas #,=1 entraine un événement stock vide pour la trajectoire perturbée et
donc il n’est pas traité ici.

Par conséquent u’ (¢, +n.dt) =u,(t,, +ndt) et donc

+(n+1).dt)—|5|

ssi

x5(t,, +(n+1).dt) = x,(t

ssi

s Cas 6: A t=t+ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire perturbée est

t [ et t+dte [t ti[par conséquent, les événements SS, SV,UM, PM et

ssi? i

DE, avec ¢ e [t ssi 2

RM ne sont pas possibles pour la trajectoire perturbée, d’ou a(t,; +n.dt) =0 et d’apres les

équation (3.4) et (0.1) on a u’(t,, +n.dt) =u,(t,, +ndt)=0.

ssi ssi

CQFD

Alors nous avons bien x° (¢, + (n+1).dt) = x, (¢

SS51

+(n+1).dt)—|5].

SSi

Le lemme suivant montre qu’a I’instant ¢, le niveau du stock de la trajectoire nominale

devient vide ce qui annule le décalage (¢gal a |5|) entre la trajectoire nominale et la trajectoire

perturbée. Ce lemme correspond a la condition initiale du Théoréme 0.2.
Lemme 0.4: Si x(z,)=x,(t)a t=t,.
Preuve du Lemme 0.4:

A t=t, onaun stock vide pour la trajectoire nominale d’ou x,(¢,) = 0.

Supposons a ¢ =t,que nous n’avons pas d’événement SV pour la trajectoire perturbée, alors

x5(¢,) > 0, donc si nous retranchons de x,(#,) une perturbation |5 , ous aurons a f=¢, une

valeur perturbée :

x5(t,) =x,(t)—6 >0dou x,(t,) > 5, impossible car x,(z,) = 0.

Alors on a un stock vide pour la trajectoire perturbée, d’ou x4 (z,) =0, alors x5 () = x,(¢,) -
CQFD

Théoréme 0.2 : Si S§<O0etsi x(z,) = x,(z,), alors x(t)=x,(¢) pour tout 7 e lf,-:’s.v(,-ml-

Preuve du Théoreme 0.2 :

Ce théoréme est démontré par récurrence de la méme fagon que le Théoréme 0.1.

Nous supposons que x5 (¢, +n.dt) = x,(t, + n.dt)
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En utilisant I’hypothese de la récurrence, les équations des stocks sont les suivantes :

X2t +(n+1).dt) = x5 (t, +ndt)+u’ (¢, +ndt)— y) (t, + (n+1).dr)
=x,(t, + ndt) +ul (¢, + n.dt)— y5(t, + (n+1).dt).

Et

x,(t, +(n+1).dt)=x,(t, +ndt)+u,(t, +ndt)—y,(t, +(n+1).dt).

Comme pour le Théoréme 0.1, nous avons 6 cas a étudier, les cas correspondant a tous les

événements possibles pour la trajectoire perturbée a t =¢, + n.dt .

s Cas 1: A t=t +ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire perturbée est

SV, avec 1€t )| et t+drelt, 1., |donc x3(t, +ndt)=x,(t, +ndr)=0.
Etudions les différentes valeurs possibles de y, (¢, + (n+1).dt)et y5(t, +(n+1).dt) .
Nous avons y° (¢, +(n+1).dt) = y,(t, +(n+1).dt) =0 si x3(t, + n.dt) = x,(t, + n.dt) = 0.

Etudions les différentes valeurs possibles de u) (¢, +n.dt)et u,(t,, +ndt) Plusieurs cas sont

svi svi

possibles :

> Cas(La):Si a(t, +ndt)y=1 Y h>1 alors u’(t, +ndt)=u,(t, +ndt)=U, =1.

> Cas (1.b) : Si a(t, +ndt)=1 et h=1 alors x)(t, +ndt)=0=h, —|5| donc

ul(t, +ndt)=u,(t, +ndt)=D,(t, +ndt).

> Cas (1.c): Si a(t,, +ndt) =0, u(t, +ndt)=u,(t, +ndt)=0.

Par conséquent S (¢, + n.dt) =u (¢, + ndt) et x5(t,+(n+1).dt) = x,(t, +(n+1).dt).

s Cas 2: A t=t +ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire perturbée est

SS, avec rel,.1,,., lert+dielt, 1, |done x5z, + ndr) > h, —|s].

L’événement SS pour la trajectoire nominale n’est pas possible carz = ¢, + n.dt ¢ lfpfm( il )[

Par conséquent, x,(¢, +ndt)<h,. Comme la supposition de la récurrence dit que

x,(t, + ndt)=x(t, + ndt) alors x,(t,+ndt)=h,—|0|.

Etudions les différentes valeurs possibles de u (¢, + n.dt)et u,(t,, +ndt).

svi

* Cas (a):si x3(t,+ndt)=x,(t, +ndt)>h,—5 Y h,>0.C’est un cas impossible

car t =t¢,+ndt ¢ lti;tgs(i+1)l,
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» Cas (b): Si a(t,+ndt)=1 et x)(t,+ndt)=h,~5 alors V h, >0, nous avons

ul(t, +ndt)=D,(t, +ndt).

Comme  x5(¢, +ndt)=x,(t, +ndt)=h, - |§ , alors  u,(t, +ndt)=D,(t +ndt)

Vh,>0.

= Cas(c): sia(t)=0alors u,(t,+ndt)=u’(t,+ndt)=0.

Par conséquent, nous avons bien ul (¢, +n.dt) =u,(t, + ndt) alors

x5(t, +(n+1).dt) = x,(t, +(n+1).dt).

s Cas 3: A t=t +ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire perturbée est

PM, avec re [t [et t+dt e [ti,tss(m)[. Donc a(t, +ndt)=0 et par conséquent

i’ tss(i+l)
ul(t, +ndt)y=u,(t, +ndt)=0.

Nous avons bien x9 (¢, +(n+1).dt) = x,(t,, + (n+1).dt).

R/

% Cas4det5:A t=t +ndt, le premier événement considéré pour la trajectoire perturbée

est RM ou UM, avec 7 € I_ti’tss(iﬂ)l_et t+dte [ti,tm(l.ﬂ)[.. Dans ce cas a(t, + ndt) =1.

Etudions les d