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“ Without an inexpensive method for reducing the cost of flow computations,
it is unlikely that the solution of optimization problems involving the three
dimensional, unsteady Navier-Stokes system will become routine.”

Maz Gunzburger (2000).
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T Coordonnées cartésiennes (i = 1,2, 3)

yjl' Position du plan de détection

|Indices et abréviation|

) Variation ou fluctuation d’une variable

OFf Variables adimensionnées en grandeurs de paroi

0O* Variables adjointes

Omaz Valeur maximale

() Opérateur de moyenne

Or Opérateur de moyenne temporelle

Oxz Opérateur de moyenne dans les directions homogénes statistiquement e,
et e,

Variables filtrées par le filtre de maille

SN
!t

Variables adimensionnées par les grandeurs de référence tu,ep et Lyqy

)

—~
~—

Variables filtrées par le filtre test ou transformée de Fourier dans les di-
rections e, et e,

CFL Courant-Friedrich-Levy (critére de stabilité numérique)

DNS Direct Numerical Simulation ou Simulation Numérique Directe

LEBUs Large Eddy BreakUp devices

LES Large Eddy Simulation ou Simulation aux Grandes Echelles

MEMS Micro Electro Mechanical Systems

MKM 99 (Moser et al., 1999)

POD Proper Orthogonal Decomposition ou décomposition orthogonale aux va-

leurs propres

RANS Reynolds Averaged Navier-Stokes ou Equations de Navier-Stokes en moyenne
de Reynolds

RK3W Schéma de Runge-Kutta Wray
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1.1 Le controle d’écoulement

Optimiser 'aérodynamique interne et externe d’un avion par contréle des écoulements
a toujours été un enjeu majeur pour le développement du transport aéronautique. En effet,
puisqu’une grande partie de I’énergie dépensée lors d’'un vol est investie pour vaincre le
frottement de air sur les parois (ailes, fuselages, dérive), réduire par contrdle (actif ou
passif) la trainée permettrait d’augmenter I'autonomie en vol, ou encore de diminuer la
masse au décollage, ce qui réduirait d’autant les cotits opérationnels. Mais les bénéfices
potentiels du contréle d’écoulement ne sont pas limités au domaine économique, réduction
de I’émission de gaz polluant, de la nuisance sonore, ou encore gain de manceuvrabilité sont
largement aussi attendus.

Les expérimentations sur le controle d’écoulement ont été initiées il y a prés de 70
ans par Prandtl (1935) qui mit en évidence la réduction de la trainée derriére un cylindre
lorsque de 'aspiration était appliquée sur une moitié de ce corps. Depuis cette date, les
travaux expérimentaux, que ce soit sur maquette de laboratoire ou sur configuration réelle,

n’ont jamais cessés (lire Gad-el-Hak, 2000 pour une présentation quasi-exhaustive des tech-
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niques de controéle et Joslin, 1998 pour une revue des activités de recherche liées au controle
laminaire ou Laminar Flow Control). Les approches théoriques du contrdle d’écoulement
n’ont pas, quant a elles, eu le méme développement. Certes, Schlichting dés 1942, apporta
une premiére contribution en s’intéressant aux effets de ’aspiration sur une couche limite,
mais le caractére fortement pluridisciplinaire, par nature, de ce champ d’activité a long-
temps retardé son développement. Depuis une dizaine d’années, la théorie du controle, les
approches mathématiques liées aux équations de Navier-Stokes, les méthodes numériques
pour la simulation en Mécanique des Fluides et la résolution de problémes d’optimisation
ont atteind un niveau de maturité suffisant pour pouvoir reconsidérer ! les problémes clas-
siques proposés par le contréle d’écoulement de maniére plus moderne, ce qui offre méme

pour parodier Bewley : "une nouvelle Renaissance" (Bewley, 2001).

1.2 Controle passif et controle actif

Les différentes méthodes de controle d’écoulement utilisées dans la littérature (Gad-el-
Hak, 2000) peuvent étre classées en deux catégories : le controle passif et le controle actif,
deux terminologies dont on va maintenant préciser le sens.

Essentiellement, le controle passif utilise des caractéristiques géométriques ou physiques
de I’écoulement afin d’agir sur celui-ci : modification de la forme des profils d’aile par
exemple (le probléme est alors ramené & un probléme d’optimisation de forme, voir Mo-
hammadi et Pironneau 2001), changement des propriétés du fluide (variation de la viscosité
avec la température par exemple),. . .Avec cette stratégie de controle, 'état de I’écoulement
est modifié sans apport d’énergie externe. Un exemple élémentaire de ce type de controle
est la balle de golf représentée sur la figure 1.1. Les alvéoles présentes sur la balle font que
la couche limite devient turbulente ce qui s’accompagne d’une réduction de trainée (figure
1.1(b)). Par ailleurs, le décollement est ainsi retardé et la largeur du sillage fortement ré-
duite. Parmi les autres techniques de controle passif qui jouent sur la modification de la
surface de contact entre ’écoulement et les parois, on trouve les riblets (voir figure 1.2)
et les LEBUs ou Large-eddy breakup devices (Bushnell et Hefner, 1990). L’application de
ces techniques entraine la décroissance de la cohérence des structures énergétiques dans la
couche limite turbulente (Choi et al., 1993) et la diminution de la trainée visqueuse. Des

expériences réalisées sur des prototypes d’ailes d’avion ont montré que 'application des

1. N’oublions pas de maniére plus matérielle, mais néanmoins tout aussi déterminante, les pro-
grés réalisés par U'informatique.
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riblets peut produire une réduction de trainée de 'ordre de 6% (Lee et Jang, 2005).

Balle lisse =

Y .
: 0.6
— N 0.5 e
Couche limite Tarninai 04 r qu lisse
h ' Ballk de golf
Balle de golf Cp o3
- 0.2 o
___; ' J 0.1
._.'---;;)\- ‘:_; 0.0 Lo 1 | 1
Couche limite turbutente—— 10° 10°
Nombre de Reynolds
(a) Représentation qualitative. (b) Variation du coefficient de trainée Cp en

fonction du nombre de Reynolds.

FIGURE 1.1 — Comparaison de I’écoulement autour d’une balle lisse et d’une balle
de golf.

FIGURE 1.2 — Différentes formes de riblets utilisées en controle d’écoulement.

Le contréle actif, quant & lui, utilise des informations relatives a ’écoulement (pres-
sion, vitesse, frottement pariétal,...) via des capteurs pour adapter son action (chauf-
fage /refroidissement, soufflage/aspiration, vibrations,...) au comportement instantané de
I’écoulement (voir figure 1.3 pour un schéma de principe du controle actif en boucle fermée
pour une configuration de couche limite). On peut différencier deux types de controle actif,
un premier en boucle ouverte et un autre en boucle fermée. En boucle ouverte, le controle
se fait par le biais d'un capteur, d'un contréleur et d’'un actionneur :

— Un capteur, placé en amont de l'actionneur, envoie des informations (pression, ci-

saillement a la paroi,...) au controleur.
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— Le contréleur utilise les informations issues du capteur pour commander 1’actionneur
qui permet d’agir sur I’écoulement.

En boucle fermée, un second capteur est placé en aval de 'actionneur pour fournir au

contréleur des informations concernant le résultat du controle afin qu’il puisse optimiser

son action.

: action du controle ;
erturbations amont perturbations aval
p -~ "\

Z =

| Capteur|  [Actionneur| | Capteur |

=  Controleur | e—I

FIGURE 1.3 — Schéma de principe du controle actif en boucle fermée.

Le controle en boucle fermée est certainement ’approche la plus intéressante car elle
permet une adaptation aux modifications de ’état de I’écoulement. Dans la plupart des cas
rencontrés dans la littérature, les techniques de contréle en boucle fermé sont appliquées
dans des expériences numériques et non en soufflerie. Ceci est dii aux difficultés des expé-
rimentateurs d’accéder aux caractéristiques spatio-temporelles de la turbulence au sein de
I’écoulement. Or, ces informations sont indispensables pour tout schéma de contréle actif

qui exige une connaissance instantanée de I'état de I’écoulement.

1.3 Controle d’écoulement et réduction de modéles

Formellement, les problémes de controle actif d’écoulements et d’optimisation de formes
aérodynamiques se raménent & minimiser une fonction objectif J (coefficient de trainée,
concentration de polluant, bruit émis,...) en fonction de N paramétres ¢ = (c1,¢2,...,cN)
(vitesse de soufflage/aspiration, flux de chaleur, paramétres de formes,...) sous certaines
contraintes (équations de Navier-Stokes, contraintes géométriques,...). Les différentes mé-
thodes de résolution existantes peuvent grossiérement étre classées en deux catégories, les
méthodes de type descente qui nécessitent au minimum une approximation du gradient
de la fonction objectif, et les méthodes stochastiques dont le principe consiste a étudier

I’évolution d’une population d’individus au cours de générations successives (algorithme
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génétique, méthode du simplexe, ...). La premiére approche est connue pour sa rapidité
de convergence et sa précision, mais malheureusement, elle ne converge a priori que vers
un minimum local de la fonction objectif. Par ailleurs, elle nécessite le calcul du gradient
de la fonction objectif qui est une tache complexe en soi (Gunzburger, 1997a). Une fois
le gradient connu, la résolution se fait généralement au moyen de procédures itératives,
au cours desquelles on améne progressivement ’écoulement vers 1’état souhaité. Ce type
de méthodes nécessite donc un nombre important de résolution des équations d’état du
systéme et est donc extrémement coiiteux & mettre en ceuvre, méme pour des configura-
tions académiques comme celle qui sera considérée dans le cadre de la présente étude, et
cela autant au niveau mémoire, qu’en temps d’exécution. La seconde méthode présente
I’avantage de converger a priori vers un minimum global de la fonction objectif. Cepen-
dant, elle s’accompagne, par principe, de temps de calcul tellement important, qu’elle en
fait une approche inutilisable en pratique, & moins de la coupler avec d’autres méthodes
(algorithme de gradient, réseaux de neurones) et d’utiliser des machines de calcul paralléles
pour évaluer les différents individus d’une population a une génération donnée.

Les méthodes numériques classiquement utilisées en optimisation semblent donc in-
adaptées au controle d’écoulement, a fortiori si 'on considére d’utiliser une stratégie de
contréle actif en boucle fermée. Il est donc nécessaire d’avoir recours & des modéles d’ordre
réduit permettant de décrire I'essentiel de la dynamique du systéme & controler pour des
cotits de calcul négligeables. La méthode consiste ensuite & remplacer dans certaines phases
du processus d’optimisation, le modéle détaillé de ’écoulement par des modéles approchés
de dynamique. En pratique, il faut souvent trouver le bon compromis entre colit numérique
du modéle et précision de la description de la dynamique. Idéalement, on aimerait qu’il
existe des critéres numériques permettant de nous guider dans le choix minimal du modéle
réduit & utiliser pour permettre & la boucle d’optimisation de converger. Malheureusement,

ces critéres n’existent pas encore dans la littérature.

1.4 Réduction de modéle par simulation aux grandes
échelles

La plupart des travaux entrepris sur le controle actif des écoulements turbulents est
actuellement réalisée par simulations numeériques directes (DNS). Or, le nombre de degrés
de liberté nécessaires en DNS pour décrire correctement la dynamique d’un systéme devient

rapidement trés important avec 'augmentation du nombre de Reynolds de ’écoulement.
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Pour une simulation tridimensionnelle, par exemple, la résolution requise en maillage est

proportionnelle a Re%/4

ol Re représente le nombre de Reynolds. Pour le contréle d’écou-
lement, la DNSest donc plus adaptée & la compréhension de la physique de ’écoulement
controlé et des mécanismes de réduction de trainée (Hammond et al., 1998, par exemple)
qu’a 'optimisation de I'efficacité du controle. Une alternative naturelle consiste donc & rem-
placer la résolution numérique directe des équations de Navier-Stokes par une méthode de
résolution approchée telle que la simulation aux grandes échelles ou Large Eddy Simulation
(LES). Dans cette approche, on s’efforce de simuler numériquement 1’évolution instanta-
née des tourbillons de grandes échelles, tandis que les petites structures turbulentes sont
modélisées. L’approche LES permet de simuler des écoulements & des nombres de Reynolds
modérés tout en réduisant considérablement la mémoire et le temps de calcul nécessaires
(Collis et al., 2000). En simulation de la turbulence, la LESse positionne de maniére in-
termédiaire entre le cotit prohibitif des DNSet la précision de représentation dynamique
obtenue généralement a I’aide des modéles RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equa-
tions). En effet, par LES, il est possible de prévoir des caractéristiques instantanées de
I’écoulement et de résoudre des structures de ’écoulement avec une précision comparable a
celle de la DNS (Kravchenko et Moin, 1997; Morinishi et al., 1998), tandis que les méthodes
de RANS fournissent uniquement des résultats moyens.

Par conséquent, la simulation aux grands échelles semble étre un bon candidat pour
décrire & un colt numérique limité ’essentiel de la dynamique d’un écoulement turbulent.
En ce sens, la LES pourrait étre un outil efficace pour appliquer des schémas de controle
actif en boucle fermée aux écoulements turbulents a haut nombre de Reynolds et pour des

configurations complexes de type écoulements industriels.

1.5 Controéle optimal

L’objectif du mémoire est de développer et de mettre en ceuvre pour une configuration
modéle, une méthodologie de contréle d’écoulement pouvant étre utilisée par la suite pour
contrdler un écoulement quelconque. Une maniére dite moderne (Gunzburger, 1997a; Bew-
ley, 2002) d’aborder le controle d’écoulement consiste a le formuler comme un probléme
de controle optimal (voir chapitre 4). Dans cette approche, on cherche a déterminer I'état
d’un systéme (écoulement) ainsi que le contrdle qu’il faut appliquer (mouvement de la pa-
roi par exemple) de maniére a avoir une grandeur caractéristique de ce systéme (trainée

visqueuse, portance,...) qui soit minimale ou maximale sous les contraintes des équations
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d’état (équations de Navier-Stokes). Ce probléme revient a résoudre un systéme d’équations
aux dérivées partielles (équations d’état, équations adjointes et conditions d’optimalité)
appelé systéme optimal sur un horizon de temps 7,. Pour les applications pratiques, en
particulier pour un écoulement turbulent tridimensionnel, la taille de ce systéme est telle
qu’il est impossible de le résoudre directement. Une procédure itérative est donc nécessaire.
Soit n l'indice d’itération, on résoud d’abord les équations d’état pour un contrdle donné
¢ On détermine alors les variables d’état ¢ (par exemple la vitesse et la pression
décrites par les équations de Navier-Stokes), ce qui permet de résoudre les équations ad-
jointes et d’évaluer les variables adjointes £ qui sont associées a chacune des contraintes
du systéme. Connaissant les variables d’état ¢(™ et les variables adjointes £, une der-
niére étape consiste a utiliser les conditions d’optimalité pour évaluer, via une méthode
de gradient, les variables de contrdle a I'itéré n + 1. Par nature, cette procédure itérative

est donc conteuse 2

en temps CPU car elle demande un certain nombre de résolutions des
équations d’état et des équations adjointes. La difficulté principale de ce type d’approche
provient cependant du fait que les équations adjointes sont définies en temps rétrograde.
Pour les résoudre, il est donc nécessaire de sauvegarder 1’évolution en temps croissant sur
T, des variables d’état et de contrdle sur tout le domaine spatial. Cette procédure est donc
extrémement cofliteuse & mettre en ceuvre pour ce qui est de I'occupation mémoire. En
pratique, nous allons donc suivre une procédure dite de contréle instantané suggérée par
Bewley (2001) et Protas et Wesfreid (2002). Cette méthode consiste a découper U'intervalle
d’optimisation T, en NN intervalles de longueur 1" et & appliquer la procédure itérative pré-
cédente sur chacun des sous-intervalles. Dans cette approche, le contréle optimal obtenu a
la fin d’un sous-intervalle d’optimisation est utilisé pour initialiser le contréle dans le sous-
intervalle suivant. Cependant, il n’existe & ce jour aucune preuve au sens mathématique
du terme, que le controle optimal obtenu par ce biais & la fin de I’horizon d’optimisation

T, corresponde & celui qui aurait été obtenu si on avait pu appliquer la procédure itérative

directement sur 1'horizon [0 : T,].

1.6 Configuration de I’étude

Dans ce mémoire, nous cherchons a réduire de maniére significative I’énergie cinétique

et la trainée dans un écoulement de canal turbulent & des nombres de Reynolds modérés.

2. En comparaison des équations d’état et des équations adjointes, les conditions d’optimalité
ne sont pas cotliteuses a évaluer numériquement.
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Le controle consiste a appliquer une procédure de soufflage/aspiration a débit nul au ni-
veau des parois du canal. L’écoulement est considéré comme incompressible et le fluide est
supposé visqueux et Newtonien (voir section 2.1 pour plus de détails). L'intérét de cette
configuration d’écoulement est multiple. Tout d’abord, c¢’est un écoulement suffisamment
simple pour pouvoir étre simulé numériquement & ’aide de codes & vocation académique
et cela méme en configuration controlé. Par ailleurs, c’est une configuration représenta-
tive d’écoulements confinés existant dans de nombreuses applications industrielles. Enfin,
les phénomeénes physiques sont suffisamment riches pour aider & mieux comprendre les

mécanismes joués par le controle.

Un autre intérét de cette configuration est qu’elle a déja fait I'objet de nombreuses
études numériques qui pourront nous servir par la suite comme élément de référence. Parmi
les travaux existants en configuration non contrélé, on distingue la simulation numérique
directe par méthode spectrale réalisée par Kim et al. (1987) pour un écoulement de canal
turbulent & Re, = 180 et, plus récemment, celles réalisées par Moser et al. (1999) pour des
écoulements turbulents & des nombres de Reynolds allant jusqu’a Re, = 590. A la section
3

2.5, les statistiques issues de ces travaux seront utilisées pour valider nos simulations

DNSet LES en écoulement non controlé.

Pour ce qui est du controle de I’écoulement de canal, différentes stratégies de controle ac-
tif ont déja été mises en ceuvre dans la littérature. Historiquement, la premiére méthode dite
de contréle par opposition a été proposée par Choi et al. (1994). Cette stratégie heuristique
de controle consiste a appliquer de maniére instantanée en paroi un soufflage/aspiration
de vitesse normale opposée a celle mesurée dans un plan de détection situé a une distance
proche de la paroi. Ce controle revient a créer un mur artificiel entre la paroi et le plan de
détection permettant ainsi de neutraliser 1’évolution des tourbillons longitudinaux. Pour
un écoulement de canal turbulent & Re, = 100 simulé par DNS, Choi et al. ont obtenu par
cette méthode une réduction de trainée de I'ordre de 20% en placant le plan de détection a
y+ = 10 de la paroi. L’inconvénient de cette stratégie de controle est qu’il est nécessaire de
connaitre de maniére parfaite la vitesse normale de ’écoulement au cceur du canal ce qui

est irréaliste en pratique. Pour s’affranchir de cette contrainte, Lee et al. (1997) ont choisi

3. Les simulations numeériques ont été réalisées avec un code de calcul DNS /LES développé au
sein de ’équipe controle d’écoulement du LEMTA. Des problémes d’instabilités numériques ont été
rencontrées avec la version originale du code lorsque le contréle a été appliqué. Nous avons donc
introduit un traitement implicite des termes convectifs dans la direction normale a la paroi. Un
code LES adjoint a ensuite été développé en utilisant les mémes méthodes numériques que pour le
code direct.
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de construire un réseau de neurones (Personnaz et Rivals, 2003) afin de relier les grandeurs
mesurables aux parois a la vitesse normale dans le canal. Cette méthode leur a permis
également d’obtenir de I'ordre de 20% de réduction de trainée dans le cas d’un écoulement
de canal & Re; = 100. Plus récemment, Bewley (1999) et Chang (2000) ont appliqué res-
pectivement par DNSet LESla théorie du controle optimal a I’écoulement de canal. Pour
Re, = 100, correspondant & un écoulement sous-critique, ils ont obtenu plus de 50% de
réduction relative de trainée et sont parvenus & relaminariser complétement 1’écoulement.
Dans le cas Re, = 180, les cotits numériques liés & 'utilisation de la DNSn’ont pas permis
a Bewley d’obtenir la pleine convergence de la procédure optimale. Cependant, ses résultats
ont montré qu’environ 40% de réduction de trainée pouvaient étre encore obtenu, ce qui a
été confirmé peu de temps aprés par Chang a 'aide de ses résultats LES . Notons toutefois
que pour Re,; = 180, la procédure de controle optimal n’est pas parvenu a relaminariser
I’écoulement.

Compte tenu de ce contexte, ce mémoire propose d’utiliser une simulation LES de 1’écou-
lement de canal comme modéle réduit de dynamique en vue de résoudre un probléme de
controle optimal. Une autre possibilité aurait été de contruire un modéle réduit de dy-
namique de type POD (Cordier et Bergmann, 2002a,b) comme cela a été réalisé dans
Bergmann et al. (2005) et Bergmann et Cordier (2008) pour controler par rotation insta-
tionnaire le sillage laminaire d’un cylindre circulaire. Faute de temps, cette approche n’a

pu étre développée dans ce mémoire.

1.7 Organisation du document

Outre cette introduction et le chapitre de conclusion générale et de perspectives, ce
mémoire est constitué de quatre chapitres principaux et onze annexes. Il est organisé de la

maniére suivante :

Aprés avoir précisé la configuration d’étude et rappelé les équations de Navier-Stokes,
le chapitre 2 commence par une description du principe des méthodes de simulation aux
grandes échelles. Par la suite, on précise le modéle de Smagorinsky (Smagorinsky, 1963) qui
est utilisé pour représenter le comportement des échelles sous-mailles et présente la procé-
dure dynamique (Germano et al., 1991) employée pour évaluer de maniére instationnaire
la constante de Smagorinsky. Le chapitre continue avec une présentation détaillée de I'en-

semble des méthodes numériques utilisées pour simuler I’écoulement de canal. Enfin, dans
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une derniére section, nous présentons des résultats de simulations numériques par DNS et
LESa Re, = 180 afin de démontrer que I'on parvient a capturer de maniére correcte la

dynamique non contrdlée de 1’écoulement.

Le chapitre 3 est consacré a l'application d’une premiére stratégie de controle dit
par opposition (Choi et al., 1994). L’objectif principal est d’évaluer la capacité du code
numérique développé précédemment & représenter la dynamique contrélée du canal. Nous
commengons alors par une description générale de la méthode et réalisons par DNS une
analyse structurelle succincte afin de mettre en évidence 'influence du controle sur la dy-
namique de proche paroi. Enfin, nous réalisons par LES des simulations numériques contro-
lées de I’écoulement de canal pour plusieurs valeurs du nombre de Reynolds et différentes
positions du plan de détection. Nous étudions alors de maniére spécifique I'influence de ces

paramétres sur efficacité énergétique de la procédure.

Dans le chapitre 4, nous formulons de maniére trés générale les problémes de controle
d’écoulement comme des problémes d’optimisation sous contraintes. Nous présentons en-
suite en détail la méthode des multiplicateurs de Lagrange dont l'utilisation permet de
transformer le probléme d’optimisation sous contraintes initial en un probléme d’optimi-
sation sans contrainte. Nous discutons ensuite des différentes approches possibles pour
développer les équations du systéme optimal et en particulier de la difficulté liée a la
commutativité des étapes de discrétisation et de différentiation. Nous terminons par ’ap-
plication de tout le formalisme développé a un probléme modéle gouverné par les équations

de Burgers non linéaires.

Aprés avoir discuté du choix de la fonctionnelle coiit & retenir dans la procédure de
controle optimal, le chapitre 5 débute par la présentation détaillée des équations du sys-
téme opimal lorsque les équations de Navier-Stokes résolues par DNS ou LES sont utilisées
comme équations d’état. Nous continuons par une discussion sur les difficultés liées a la
mise en ceuvre du contréle optimal, puis présentons la méthode dite de controle instantané
(Bewley, 1999; Chang, 2000) qui permet d’alléger certaines des contraintes numériques in-
trinséques a I’approche. Par la suite, nous présentons des résultats de controle optimal pour
deux nombres de Reynolds : Re, = 100 et Re, = 180. Nous examinons alors I'influence du
choix de la fonctionnelle cofit, de la durée de la longueur de la période d’optimisation et
du cofit du controéle sur la réduction de trainée turbulente aux parois. Pour terminer, nous
réalisons une comparaison des résultats obtenus par controle par opposition et par contréle

optimal.
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Les annexes A & D décrivent certaines méthodes numériques utilisées lors de la résolu-
tion des équations de Navier-Stokes :

— Dans 'annexe A, nous détaillons le schéma hybride Runge-Kutta/Crank Nicolson
utilisé tout au long du mémoire pour intégrer en temps les équations d’état du
systéme optimal (modéles DNSet LES) et les équations adjointes.

— L’annexe B décrit la mise sous forme LU de l'algorithme de projection utilisé pour
assurer l'incompressibilité.

— L’annexe C donne la discrétisation spatiale des différents termes des équations de
Navier-Stokes (DNSet LES).

— Enfin, dans ’annexe D, nous réalisons une analyse de Fourier d’un schéma de dif-
férences finies centrées d’ordre 2. En particulier, nous introduisons le concept de
nombre d’onde modifié qui est utilisé lors de la résolution de I’équation de Poisson.

Dans 'annexe E, nous réalisons des rappels sur les équations de base qui gouvernent
I’écoulement de Poiseuille. Nous y redémontrons les relations donnant le débit volumique
Q. en fonction de 'adimensionalisation choisie pour I'analyse. L’annexe F est consacrée a
une description détaillée de la méthode initialement introduite par Deschamps (1988) pour
imposer au cours des simulations numériques un débit volumique constant.

Les annexes G a J donnent tous les détails des développements analytiques nécessaires
pour obtenir les équations du systéme optimal dans 'approche différentiation /discrétisation.
Les annexes G et H sont respectivement consacrées aux équations de Burgers linéarisées
et non linéaires. L’annexe I concerne le développement du systéme optimal pour le canal
turbulent dans le cas ot un modéle DNSest utilisé. Enfin, 'annexe J est dédiée au canal
turbulent pour le modéle LES.

Pour clore ce manuscrit, 'annexe K décrit les méthodes numériques utilisées pour

résoudre les équations adjointes LES .
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2.1 Configuration d’étude

Dans ce mémoire, nous considérons I’écoulement dans un canal plan de demi-hauteur ¢§
(voir figure 2.1). Le repére lié au canal a pour origine le centre de celui-ci. Par conséquent,
les parois inférieure et supérieure sont situées respectivement & y = —§ et y = 6. En
outre, on suppose (Pope, 2000) que le canal est long (L, > ) et qu’il posséde un grand
rapport d’aspect L, > 6. L’écoulement moyen est donc prédominant dans la direction
Oz, et la vitesse moyenne varie essentiellement dans la direction normale Oy. Puisque
L, > 4, les statistiques de I’écoulement peuvent étre considérées comme indépendantes de

z suffisamment loin des parois transversales (z = +L,/2).

TN
A R\

A\
\ NN\

Ly

FIGURE 2.1 — Représentation schématique du canal plan.

Le champ de vitesse du fluide, fonction de la position @ et du temps ¢, sera noté u(x, t)
ou plus simplement u. Les composantes du vecteur vitesse seront notées indifféremment
(u1,u2,us) ou (u,v,w) respectivement dans les directions longitudinale (Ox ou e,), nor-
male (Oy ou ey) et transversale (Oz ou e;). De méme, les composantes du vecteur position
x seront notées de maniére indifférente (z1,z9,z3) ou (z,y,2). Le champ de vitesse du

fluide peut étre décomposé en une vitesse moyenne et fluctuante de la maniére suivante :

w; = (u;) + uj
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avec (u;) une moyenne spatio-temporelle de u; et «) la fluctuation de vitesse du fluide.
La vitesse moyenne transversale est nulle ((w) = 0). On montre alors (Pope, 2000) qu’en
écoulement non controlé ! on a également (v) = 0.

Dans cette étude, nous nous intéresserons au cas de I’écoulement turbulent pleinement
développé c’est a dire au cas ou la turbulence est statistiquement établie et stationnaire
(les différents moments statistiques dépendent alors uniquement de la direction e, ). Dans
ce cas, I’écoulement de canal présente une symétrie statistique par rapport au plan médian
(y = 0) : les statistiques de (u,v,w) au point y sont identiques a celles de (u, —v,w) au

point —y.

2.2 Equations de Navier-Stokes

2.2.1 Mise en équations

Dans ce mémoire, le fluide est supposé homogéne, newtonien et incompressible, de masse
volumique p et de viscosité dynamique pu (v = p/p est la viscosité cinématique associée). Le
fluide occupe un domaine spatial Q défini par Q = [—-L,/2, L, /2] x [-6,0] x [-L. /2, L, /2]

et sa pression est notée p(x,t). Dans ces hypothéses, les équations de conservation de la

masse et de la quantité de mouvement s’écrivent, en référentiel galiléen, sous la forme? :
aui
=0 dans €, 2.1
oz, (2.1)

Ou;  0(uju;) 1 Op 0%u; B
5 + oz, + o, V@x? F;6;1 =0 dans €, (2.2)

ou F;d;1 = F est un terme de forgage qui joue le role d’'un gradient de pression moyen afin
d’assurer un débit constant. Le role de ce terme sera précisé dans la section 2.4.4.4.

Dans le cas du canal turbulent non contrélé, la présence des parois solides est prise
en compte en imposant des conditions d’adhérence et de non pénétration pour le fluide
situé a la paroi. Nous munissons donc les équations précédentes des conditions aux limites

suivantes :

u(x) =0 pour y= =0 (2.3)

Enfin, une derniére condition sera imposée, liée a la périodicité de I’écoulement dans les

directions supposées statistiquement homogénes i.e. les directions longitudinale et trans-

1. i.e. lorsqu’il y a adhérence du fluide aux parois
2. Il y a sommation implicite sur les indices répétés.
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versale e, et e,. Cette condition s’écrit :

u(x + Lye,,t) = wu(x,t),

u(x+ L,e,, t) = u(x,t). (2.4)

2.2.2 Adimensionnement du probléme

Deux choix de couples d’échelles caractéristiques de longueur et de vitesse vont étre
réalisés successivement. Le premier est lié directement a I’adimensionnement des équations
de Navier-Stokes (2.1) et (2.2). Le second est relatif aux propriétés de la couche limite

turbulente.

2.2.2.1 Adimensionnement des équations de Navier-Stokes

Pour adimensionner les variables, nous prenons pour longueur caractéristique L,.r la
demi-hauteur du canal § et pour vitesse caractéristique u,.s la vitesse moyenne de frotte-

ment 3 & la paroi u, définie par

ou (7)), contrainte pariétale moyenne a la paroi, est donnée par 1’expression

O
(Tw) = —p oy ng

+
F2
avec ng normale extérieure aux parois supérieure et inférieure du canal F;t (voir figure 2.1).

Les variables sans dimensions sont donc :

- u . p . x -
u=— ; p= ;=< 5 t=

U lupey  tur
Uy pu2 5 N N

tref Lref 5

Il est désormais possible d’écrire les équations sans dimension décrivant le mouvement

du fluide dans le domaine €2 :

g;z =0 dans €, (2.5)
8’L~Li 6(&1 ﬂj) 815 1 62712' =
—t ——F — — — —— —F;6;; =0 d Q, 2.6
o 03, | 03, Re 032 ! e (2:6)
ou
0
Re, = Y
v

3. D’autres choix de vitesse caractéristique sont naturellement possibles comme celui de la
vitesse débitante Uj, ou celui de la vitesse au centre du canal U, (voir définitions a la section 2.5.1.1).
Le choix de la vitesse de frottement u, comme vitesse de référence est cependant celui qui est le
plus souvent rencontré dans la littérature, cela pour des raisons qui deviendront plus précises a la
section 2.4.4.4.
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est le nombre de Reynolds de frottement. Finalement, compte tenu de (2.5), on a également

P _, 9S;j
073 Oz
- 1 /0u Ot
ot S;j = = ELZ + Qf] est le tenseur des taux de vitesse de déformation.
2 8:Ej 8332

Les équations (2.5) et (2.6) munies des conditions aux limites suivantes :

() = 0 pour y==+I1,

I
L
2

W(Z + Lye,,t) =

~—

W(Z + L.e.,t) =

h
n
2

sont celles résolues en DNS.

2.2.2.2 Grandeurs en unités de paroi

Afin de décrire la dynamique de la couche limite turbulente, il est d’usage (par exemple
Chassaing, 2000) d’introduire un nouvel adimensionnement noté (-)* ot les grandeurs
physiques sont adimensionnées par les échelles de longueur et de vitesse v/u, et u..

En unités de paroi ou unités visqueuses, les longueurs, vitesses et temps réduits sont

définis respectivement par :

u - €T - t ~
ut=—"=a ; zt= =Re,& ; t"=—= = Re,t.
Ur V/’LLT

Afin d’alléger les notations, nous n’utiliserons plus par la suite le symbole * pour repré-

senter les variables adimensionnées par ¢ et u,.

2.3 Simulations aux grandes échelles (LES)

2.3.1 Principe général

En simulation numérique directe, toutes les échelles spatio-temporelles de I’écoulement
sont conservées, de la plus grande a la plus petite. En revanche, en simulation des grandes
échelles, on choisit de résoudre les équations jusqu’a une échelle donnée (échelles résolues),
puis on modélise I'action des petites échelles (échelles non résolues). En premiére approxi-

mation?, la plus petite échelle résolue est alors imposée par la taille de la maille choisie

4. Pour étre plus précis, la taille effective du filtre ne correspond pas a la taille de la maille
imposée. Il faut en effet tenir compte des contributions provenant d’erreurs numériques, d’erreurs
de troncature et d’erreurs d’arrondi (Sagaut, 2005).
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lors de la discrétisation spatiale. Dans ’espace spectral, cela se traduit par la définition
d’un nombre d’onde de coupure k., délimitant les échelles résolues, des petites échelles de
la turbulence modélisées par un modéle sous-maille. La séparation d’échelles induite par la
LES est décrite schématiquement sur la figure 2.2. D’un point de vue mathématique, cette
séparation d’échelles va se traduire par 'application d’un opérateur de filtrage (voir section

2.3.2).

E(k)\ I | II

! Cascade

directe
[ ‘\

Cascade - .
inverse
(Backscatter)

177

0 k. k
FIGURE 2.2 — Spectre d’énergie pour un écoulement turbulent.

Il reste & évoquer ol positionner le nombre d’onde de coupure k. dans le spectre d’éner-
gie. Pour cela, nous allons considérer un cas de turbulence homogéne isotrope. Le spectre
d’énergie se décompose alors en trois parties (voir figure 2.2) : la zone de production (I), la
zone inertielle (I7) et la zone de dissipation (I11). La zone de production correspond a l'in-
jection d’énergie au niveau des trés grandes échelles. La zone inertielle est une zone dans
laquelle I’énergie est transférée intégralement des plus grandes échelles vers des échelles
plus petites. Cette zone est supposée complétement découplée des effets visqueux. Soit € le
taux de dissipation, on montre (Bailly et Comte-Bellot, 2003, par exemple) que le spectre
d’énergie s’écrit :

E(k) = Cxe3 k™3

ot Ok est la constante de Kolmogorov®. Dans la zone de dissipation, les structures turbu-
lentes sont entiérement détruites par les forces visqueuses.
Dans une simulation des grandes échelles, la coupure intervient en régle générale dans

la zone inertielle. Les échelles dissipatives sont donc peu ou pas du tout résolues. La LES est

5. La valeur numeérique de cette constante est Cx = 1,44 4+ 0, 06.
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donc basée sur le postulat que les petites structures ont un caractére plus universel que les
grandes structures ce qui devrait les rendre plus facile a modéliser. De maniére schématique,
si la coupure intervient trop tét dans le spectre, la partie sous-maille modélisée devient
prépondérante et la simulation tend vers la RANS : on ne résout que le champ moyen
et toutes les autres échelles sont alors modélisées. En revanche, si la coupure intervient
dans le voisinage de la zone de dissipation, la partie sous-maille est alors négligeable et la

simulation tend alors vers la DNS pour laquelle toutes les échelles sont résolues.

2.3.2 Opérateur de filtrage et séparation d’échelles

D’un point de vue mathématique, la séparation d’échelles liée a la LES est représentée
par un opérateur de filtrage (ou plus simplement filtre) qui agit comme un filtre passe-haut
en échelle, i.e. passe-bas en fréquence, a la solution exacte. Nous supposerons comme dans
la majorité des cas, que la description de ’écoulement au moyen d’un seul filtrage spatial
est pertinente®. Pour toute variable spatio-temporelle ¢(x,t), le champ résolu ¢(z,t) est

alors défini comme le produit de convolution entre ¢ et le noyau du filtre G, soit :

“+oo

P, t) =Gx¢= ¢(&,1)G(x — £) dE, (2.8)

ot le filtre G est caractérisé par son échelle de coupure en espace A.

Dés lors, on peut définir la fluctuation ou terme sous-maille (noté ¢’) par la relation :

¢ (x,t) = d(x,t) — o(,1). (2.9)

Pour les manipulations a réaliser par la suite sur les équations de Navier-Stokes (voir
section 2.3.3), on impose en théorie” que le filtre vérifie des propriétés de linéarité et de
commutativité avec les opérateurs de dérivation, c’est a dire

quelles que soient ¢ et 1 deux variables aléatoires et A une constante
Lotid=0+v
2. Ap =\

6. Précisons a ce sujet qu’imposer un filtrage en espace induit automatiquement un filtrage
implicite en temps. En effet, soit k. = 7/A I'échelle de coupure dans I'espace spectral associée
a l'échelle de coupure en espace A du filtre, on peut montrer (Sagaut, 2005) que supprimer les
échelles spatiales qui correspondent aux nombres d’onde supérieurs & k. induit la disparition des

2
fréquences temporelles supérieures a w. = %wkc E(k.) ou E(k) est le spectre d’énergie de la

solution exacte.

7. En effet, contrairement a la moyenne statistique utilisée en RANS (Reynolds Averaged Navier-
Stokes) 'opérateur de filtrage LES ne commute pas a priori avec les opérateurs de dérivation. Ghosal
(1999) a cependant montré que lerreur commise lors d’une telle commutation restait petite par
rapport aux erreurs engendrées par les schémas numériques.
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99 _ 99 _
95 Ds avecs = x,t

Remarque : Le point 2 devant étre vérifiée quelle que soit la variable aléatoire ¢, cela

revient en particulier (pour ¢ = 1) & imposer la conservation des constantes, soit

A=) = +OOG(£)d£:1.

Cependant, ces trois propriétés ne sont pas suffisantes pour définir un opérateur de

Reynolds ®, 'opérateur de filtrage LES vérifie donc a priori les conditions :
bF#¢ et J#0

ce qui constitue une différence fondamentale par rapport aux méthodes de type RANS o

ces deux conditions sont vérifiées.

Il existe différents filtres G. Les trois plus couramment utilisés sont le filtre porte (2.12),
le filtre gaussien (2.13) et le filtre boite (2.14). Soit A, la longueur de coupure du filtre, ils
s’écrivent dans le cas monodimensionnel (Sagaut, 2005) :

— filtre porte (spectral cut-off filter, sharp cut-off filter)

Gz —§ = &$§9> (2.12)
A

— filtre gaussien (gaussian filter)

1/2 (i — )2
Glx—-¢) = <é> exp (%) (2.13)

avec 7y généralement pris égal a 6.

8. Soient ¢ et ¢ deux variables aléatoires et A une constante, on rappelle (Sagaut, 2005) que (-)
est un opérateur de Reynolds si il vérifie les propriétés suivantes :

(p+4) = () + W)

(Ad) = Mo)
((@v) = (o)(¥)
dg, _ 9(¢) _
<$> - 0Os s=ot

</Mawmm> /@@ﬁMMt

Par ailleurs, on déduit de ces relations, les propriétés :

(o)) = (o) (2.10)
(¢) = 0 (2.11)
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— filtre boite (box filter, top-hat filter)

o [

r
Ga-9={ 7 Slr-d=5 (2.14)
0

sinon.

Dans nos simulations numériques LES | nous utiliserons un filtre boite. Les grandeurs
filtrées définies par (2.8) seront évaluées de maniére discréte par la régle de Simpson (voir
section 2.4.3.3).

Enfin, pour ce qui est de I’évaluation de la longueur de filtre A, le choix le plus com-

munément ? réalisée est d’utiliser 10 :

A=(A,A5,A)7°
ou Ag, Zy et A, sont les tailles de filtre dans les directions e, e, et e;. A la section

2.4.3.3, nous adopterons cette formulation en 'adaptant au cas du canal plan.

2.3.3 Equations filtrées

Nous appliquons aux équations (2.5) et (2.6) un filtre LES ayant les propriétés de

0
commutation avec les opérateurs de dérivation o et 3 décrites a la section 2.3.2. Les
€T
équations de Navier-Stokes filtrées s’écrivent alors :
ou;
=0 2.15
2, (2.15)
ou; 0 (u;u, Jp 1 0%*u;  —
| o) b L 0T g (2.16)

ot dr;  Ox; Re, 02
ou u; et P sont respectivement les composantes de vitesse et de pression filtrées, et ou
F; est le terme source filtré.

Le filtrage de I’équation de conservation de la quantité de mouvement fait apparaitre
le terme quadratique en vitesse %; u; qui n’est pas connu. Dans ce mémoire, nous suivons
le point de vue de Léonard (Sagaut, 2005) et considérons que tous les termes de 1'équation
de quantité de mouvement filtrée doivent pouvoir étre évalués directement & partir de

quantités filtrées. Par conséquent, nous écrivons (2.16) sous la forme

ou; 0 (ﬂz ﬂj) op aTij 1 82ﬂi —
_— 4 — — — F;61 = 2.17
ot + 0z + ox; + Or;  Re, 8ZE? 1=0 ( )

9. Une autre définition parfois utilisée pour la longueur de filtre est (Germano et al., 1991) :
/9 _o _o\1/2
A= (& +3,+50) ",

10. La longueur de coupure A étant déterminée & partir de la taille de maille du probléme discret,
on dit que le filtre est implicite.
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ou
Tij = U Uj — U; Uj (2.18)
représente le tenseur des contraintes sous-maille qui reste & modéliser. Ces contraintes de

sous-maille jouent le méme role que celui joué par les contraintes de Reynolds dans le cas

des modeéles RANS (Reynolds averged Navier-Stokes). Il est a noter d’ailleurs que si le filtre

choisi est un opérateur de Reynolds alors le tenseur 7;; dégénére en u; soit ’expression

du tenseur de Reynolds que I'on aurait obtenu par RANS 1.

2.3.4 Fermeture par hypothése de Boussinesq

Afin de résoudre I'équation filtrée (2.17), il est nécessaire de proposer une fermeture
pour le tenseur de sous-maille 7;;. Pour cela, nous allons utiliser I'hypothése de Boussinesq
qui traduit que les échelles sous-maille ont un role diffusif analogue a celui joué par la
viscosité moléculaire v. La structure mathématique de la relation de fermeture sera donc
semblable & celle de la diffusion moléculaire, v étant remplacée par une viscosité sous-
maille ou viscosité turbulente, notée vp. Par conséquent, nous choisissons d’écrire que le
déviateur 2 du tenseur des contraintes 7;; est proportionnelle au tenseur des taux de vitesse

de déformation résolue, soit :

1 —

Il est important de noter que le tenseur sphérique complémentaire % 0ij Tk @ été intro-
duit afin de lever la contradiction '* qu’il y aurait eu en contractant la relation de fermeture

sans ce terme. D’un point de vue pratique, cette partie sphérique n’est pas modélisée mais

11. En effet, en remplacant le champ de vitesse total par la somme du champ de vitesse résolue
et du champ de vitesse non résolue, nous pouvons écrire :

U Uj = (ﬂi + u;) (ﬂj + u;)

- .7 -7 / 157 !,,7
= Uju; + Uil + w;u; + U; U

d’ou

TR — T T — A71 . — T 7T T2y 177 Tl
Tij = Ui Uj — Ui Uj = Uiy — Uj Uy —I—uzuj + uu; —i—uiuj
N—_————

Lij Cij Rij

ou L est le tenseur de Léonard, C le tenseur des tensions croisés et R le tenseur de Reynolds
sous-maille. Or, si le filtre est un opérateur de Reynolds alors L;; = C;; = 0 d’'ott 735 = R;;.

12. tenseur a trace nulle

13. En effet, la condition d’incompressibilité impose que la trace du tenseur des taux de vitesse de
déformation résolue soit nulle. Sans la partie sphérique, prendre la trace de la relation de fermeture
entrainerait que 7;; = u; u; — u; u; = 0, ce qui signifierait que toutes les échelles sont résolues, ce
qui est naturellement faux en LES.
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plutot ajoutée a la pression statique filtrée P pour former une pression modifiée II définie
comme :
OI=p+ é&jmk.
Par conséquent, en utilisant un modéle de viscosité turbulente, les équations de Navier-
Stokes filtrées (2.17) deviennent :
w0 (U, 11
ot 2o |(

Re + I/T> g”:| —Fiéﬂ = 0. (220)

Il ne reste plus qu’a modéliser dans cette expression la viscosité sous-maille vp. Cette
viscosité sous-maille dépend du temps et de ’espace. L’analyse dimensionnelle montre que
v est proportionnelle au produit d’'une longueur caractéristique lg,, et d’une échelle de
vitesse caractéristique ug,,. L’échelle de longueur [y, la plus naturelle pour les simulations
de grandes échelles est la taille moyenne de la maille A. L’échelle caractéristique de vitesse
Ugm est fonction du modele de viscosité sous-maille utilisé. Les plus simples & mettre a
ceuvre sont ceux de la famille des modéles scalaires ou modéle a zéro équation (aucune
équation de transport supplémentaire) : modeéle de Smagorinsky, modéle d’échelles mixtes,
modéle de fonction de structure (Chassaing, 2000). Dans ce mémoire, notre choix s’est

porté sur le modéle de Smagorinsky (Smagorinsky, 1963), le premier modéle proposé.

2.3.5 Modéle de Smagorinsky

Dans ce cas, la détermination de I’échelle caractéristique de vitesse ug,, est basée sur une
hypothése d’équilibre local entre la production et la dissipation de I’énergie cinétique turbu-
lente. Sous cette hypothése, et en tenant compte de la symétrie du tenseur des contraintes
sous-maille, la dissipation visqueuse de ’énergie cinétique sous-maille s’écrit (Montreuil,
2000) :

€sm = 2v75;jSij. (2.21)

Or, d’un point de vue de I'analyse dimensionnelle, nous avons les relations :

3
U _
Esm ~ szm et vp ~ Augpy,.
On déduit donc de (2.21) que
3
“szm ~ Bt (25,;85;)  soit  wgm ~ B (28,55) "7 (2.22)

La viscosité sous-maille est alors déterminée par :

vr = (C,A)° | S| (2.23)
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otr | S |= (2§ij§,~j)1/ ? est la norme du tenseur du taux des vitesses de déformation de

I’écoulement résolu et ou Cy est la constante de Smagorinsky qui reste & déterminer.

Dans le cas de la turbulence homogéne isotrope, on montre (Sagaut, 2005, par exemple)

que la constante C; est donnée par :

3/4
fol( 2
T \3Ck

soit numériquement, Cy ~ 0,18 en prenant pour la constante de Kolmogorov Cx ~ 1,4.
Dans le cas d'un écoulement en canal plan, la constante de Smagorinsky est ramenée a la
valeur 0,1 (Deardorff, 1970).

Bien que le modéle de Smagorinsky soit trés populaire, il posséde des défauts importants

(Métais, 2003) :

— Il est trop diffusif et peut inhiber dans un certain nombre de cas la transition lami-
naire/turbulent. En effet, dans le cas d’'un canal plan, c’est prés des zones de paroi
que nait la turbulence. Or, le comportement de la viscosité sous-maille dans la zone
de proche paroi est incorrect. Le rapport vp/v devrait étre proportionnel a (y+)3
alors qu’il varie en (y+)2. Ce comportement s’explique par le fait que I’échelle carac-
téristique de vitesse ugy,, obtenue dans (2.22) est uniquement fonction de grandeurs
résolues. Or, dans le cas d’un écoulement de canal plan, c’est justement dans la zone
de proche paroi que ’on retrouve les plus grandes variations spatiales d’ot le résultat.
Pour corriger ce défaut, il est souvent fait & une fonction d’amortissement de type
Van Driest, soit

A = (AzAyAz)Y? (1 —exp (—yT/AT))

ol typiquement AT ~ 25. Cette formulation, utilisée par Moin et Kim (1982) pour
simuler un écoulement de canal turbulent, donne un profil de vitesse moyen et des
statistiques de la turbulence en bon accord avec les données expérimentales.

— Il ne prend pas en compte le transfert d’énergie par cascade inverse (backscatter).

2.3.6 Procédure dynamique

Comme nous venons de le discuter a la section précédente, un des défauts du modéle
de Smagorinsky est d’avoir & choisir de maniére plus ou moins arbitraire une valeur pour
la constante Cs. Afin de mieux adapter le modéle de Smagorinsky a la nature locale de

I’écoulement, Germano et al. ont proposé en 1991 un algorithme permettant d’ajuster de
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maniére automatique la constante de Smagorinsky en chaque point et en chaque pas de
temps. Cette procédure fait intervenir un double filtrage (voir figure 2.3). On définit donc :
— un premier filtre noté G, de longueur de filtre A et de nombre d’onde associé
k. = n/A. Ce filtre est dit de grille et correspond & celui utilisé jusqu’a présent.

La grandeur filtrée associée est (-).
— un second filtre noté CA}, de longueur de filtre A et de nombre d’onde associé ke, =
k./n. Le paramétre n est pris égal a 2 par la majorité des auteurs. Nous adopterons
donc cette valeur dans nos développements. Ce filtre est dit de test. La grandeur

—

filtrée associée est (-).

Filtre de
[}
E(k) Filtre test grille

! :
) |
I |
| |
I |

Echelles : : Echelles

résolues : Fenétre | non résolues
: de test I
! :
1 1
1 1
1 1
1 1

0 ke, ke Tk

FI1GURE 2.3 — Illustration du double filtrage nécessaire a la procédure dynamique
proposée par Germano et al. (1991).

Nous appliquons d’abord le filtre GG a I'équation (2.6). Nous obtenons ' :

oi; 7 %) o , 2 05y OT, i)
ot or; Ox; Re, Oz Ox; '

)

ou T;; = u; uj — u; uj correspond a la contribution au tenseur des contraintes sous-maille
des échelles inférieures a A.

Nous appliquons ensuite le filtre test a ’équation de Navier-Stokes filtrée (2.17). Nous

trouvons :
@ N 0 (Uz Uj) _ 8]_9 n 2 agw B 87/2@) B OLZ-]- (2.25)
ot 0z O0r; Re; Ox; Ox; Ox;
ou
Lij = T w0 — U;

14. Dans cette section, nous considérons que F; = 0.
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est le terme de Léonard. Ce terme correspond & la contribution au tenseur des contraintes
sous-maille des échelles comprises entre A et A. Contrairement aux tenseurs 7' et T, le
tenseur L peut étre calculé directement & partir du champ résolu.

En comparant les expressions (2.24) et (2.25), nous obtenons l'identité de Germano,

soit :
Lij = Ty — Tij- (2.26)
Le modéle dynamique repose sur I’hypothése que les deux tenseurs sous-maille 1" et 7

peuvent étre modélisés au moyen du méme modéle 1°, celui de Smagorinsky dans notre cas.

Nous avons donc :

1 ~ = =
Tyj = 50 Ten = —2CF A | 5] 8 (2.27)
et
1 2x2 &1 @
Tij — §5z‘j The = —2C7 A7 | S| Sy (2.28)

Posons pour simplifier 3;; =| S | gij. En admettant que —2C2 3;; = —2 C? Bij c’est a
dire en considérant que Cy est constante sur un intervalle au moins égal & la longueur de

coupure du filtre test, l'identité de Germano (2.26) devient :
1 ~ =~ = _9 = =
Ly =50 L = —2C2 (A% | §| 5, - X°| 5| 5)
soit

1 _
Lij — 3 6ij Lk = (Cs A)2 M;; (2.29)

en posant

=2.

B[ >

Mij:2(‘§’§ij—7]2’§‘§ij) avec 1=

En principe, on peut donc déterminer Cy & partir de (2.29) car tous les autres termes

peuvent étre évalués a partir du champ de vitesse filtrée ;. L’inconvénient est que le

probléme est surdéterminé!® (cing équations pour une inconnue). Germano et al. puis

Lilly ont alors chacun proposé une méthode de résolution.

15. En effet, la procédure décrite par la suite pour le modéle de Smagorinsky est en réalité
applicable & tous les modéles qui font apparaitre explicitement une constante arbitraire Cy fonction
du temps et de lespace (Sagaut, 2005).

16. L’égalité tensorielle (2.29) correspond a 9 égalités scalaires. Or, gij est symétrique d’ot au

maximum 6 équations indépendantes. Enfin, puisque 1’écoulement est incompressible (S;; = 0), il
ne reste plus que 5 équations indépendantes.
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Méthode proposée par Germano et al. (1991) Afin de déterminer une valeur
unique de la constante, Germano et al. ont proposé de contracter (2.29) avec le tenseur des
contraintes résolues. En tenant compte du fait que (L-jg,-j = S;; = 0, on obtient :

o2 o L LS
A M;; S;j

Toutefois, des problémes d’indétermination peuvent se poser lorsque le tenseur Eij
s’annule. Pour éviter cette difficulté, Germano et al. suggérent de réaliser une moyenne,
notée () xz par la suite, dans les directions d’homogénéité, soit :

o2 = _Lz (Lij g_mxz '

A" (Mij Sij)xz
Méthode proposée par Lilly (1992) Puisque (2.29) est une équation tensorielle,
Lilly propose de la vérifier au sens des moindres carrés. Le paramétre C? sera donc calculé

de maniére & minimiser 'erreur commise, qui est évaluée au moyen du résidu Q;; :

1 -\ 2
Qij = Lij — 5 0ij L — (CsA)™ M.
Minimiser @;; par rapport a C? revient a imposer
0%
oC?

soit
1 -\ 2
Qij 1\42‘]‘ =0 ou encore Lij Mw — g 5ij Mw ka — (Cs A) Mw Mw =0.

Puisque d;; M;; = 0, on obtient :

Le numérateur L;; M;; peut avoir des valeurs positives et négatives. La constante C?
peut donc étre négative, ce qui est interprété dans certains cas comme la faculté pour le
modéle de prendre en compte les phénoménes de remontée d’énergie des petites échelles vers
les grandes échelles (backscatter). Or, ce comportement n’est pas sans poser des problémes
d’un point de vue numérique. En effet, si la constante reste négative trop longtemps,
I'effet anti-dissipatif créé provoquera une instabilité numérique et le schéma divergera. Par
ailleurs, il se peut que le dénominateur tende vers zéro et dans ce cas la constante C? ne
sera plus bornée. Pour éviter cela, la solution proposée est de moyenner le numérateur et
dénominateur de C? dans les directions de I’écoulement homogénes statistiquement. En

utilisant les mémes notations que précédemment, on obtient :

1 (Lij Mij)xz
C2=— 2122 2.30
A (Mij Mij)xz (2.30)
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Par la suite, pour simplifier les notations, nous noterons C' le terme C2.

2.4 Meéthodes de résolution numérique

2.4.1 Reécapitulation du modéle LES

Lorsque le modéle dynamique de Germano Lilly est utilisé, nous avons montré a la

section 2.3 que les équations de Navier-Stokes filtrées s’écrivent 17 :

1. ’équation de conservation de la masse pour la grandeur filtrée :

ou; B
2, = 0. (2.31)

2. I'équation de conservation de la quantité de mouvement pour les grandeurs filtrées :

5 +Tj+ o 2% (v Sij) — Fibin = 0, (2.32)

avec

Par ailleurs, la viscosité turbulente est donnée par I’expression :

-2 =, (LijMij)xz | =
vr(y,t) =CA" | S|=———= | 5| (2.33)
(Mij Mij)x z
ol
et
e 2,5, 3 A
M,-j:2<]5\ Sii—n | S| S,-j> avec 1= —. (2.35)

Pour traiter la contrainte d’incompressibilité lié & (2.31), une méthode de projection
approchée (Chorin, 1968; Temam, 1969) du type a pas fractionnaire a été utilisée (voir
section 2.4.2.4 pour la description). Les méthodes utilisées pour les discrétisations spatiale

et temporelle du systéme d’équations (2.31) et (2.32) vont maintenant étre détaillées.

Pour simplifier les notations, nous n’utiliserons plus dans ce chapitre le symbole ~ pour

représenter une grandeur filtrée.

17. En supposant que vy = 0 dans (2.32), on retrouve bien aux notations prétes, I’équation de
Navier-Stokes (2.6).
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2.4.2 Discrétisation temporelle

Les équations de Navier-Stokes filtrées (2.31) et (2.32) sont discrétisées en temps par un
schéma mixte Runge-Kutta/Crank-Nicolson (Akselvoll, 1995; Bewley, 1999; Chang, 2000).

Ce schéma semi-implicite fait 'objet de 'annexe A.

2.4.2.1 Discussion sur la stabilité du schéma numérique

En supposant que tous les termes des équations de Navier-Stokes sont traités de maniére
explicite, une approximation du pas de temps maximal autorisé d'un point de vue de la

stabilité numérique est donnée par :

lul  Jol|  |w] 1 1 1\
< . .
At s {A$+Ay+ Az 2 Am2+Ay2+Az2 (2.36)

Dans cette expression, les trois premiers termes du membre de droite sont liés aux

termes convectifs et les trois derniers aux termes diffusifs. On comprend donc qu’en général,
il soit d’usage de traiter tous les termes diffusifs de maniére implicite et tous les termes
convectifs de maniére explicite. En effet, I'implicitation des termes diffusifs est die a la
restriction importante du pas de temps provoquée par la contribution de ces termes prés
d’une paroi lorsque le maillage spatial est raffiné. Les termes convectifs n’introduisent
généralement pas la méme restriction car 'amplitude des composantes de vitesse est petite
prés des parois lorsque des conditions d’adhérence sont imposées. Or, dans ce mémoire, nous
nous intéressons au controle du canal par aspiration/soufflage aux parois. Par conséquent,
les amplitudes de vitesse pourront étre importantes localement prés des parois et nous
devrons donc traiter certains termes convectifs de maniére implicite. Akselvoll (1995) a
d’ailleurs montré que les contributions les plus pénalisantes en terme de restriction de
pas de temps provenaient des composantes normales des termes convectifs et diffusifs. En
conclusion, nous traiterons par la suite de maniére implicite & la fois les termes convectifs

et diffusifs contenant des dérivées dans la direction normale aux parois.

2.4.2.2 Schéma d’intégration temporelle

Les termes traités explicitement, notés A;, sont pris en compte par un schéma Runge-
Kutta d’ordre 3 a stockage limité et les termes implicites, notés B;, par un schéma de
Crank-Nicolson (Spalart et al., 1991). Le schéma d’intégration temporelle a trois sous-pas
de temps (k = 1,2,3) s’écrit 18 :

k k-1

At

18. Voir annexe A pour plus de détail.

= B (BE+ BE) 4y A g AP - 2 (2.37)
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k
(;Zi- =0 (2.38)

Pour k£ = 1, uf_l = Uy et pour k = 3, uf = Ujp+1 OU U, Teprésente le champ de

vitesse u; au pas de temps n.

Les coefficients G, v et np associés au schéma d’intégration temporelle sont déterminés
de telle maniére que 'avancement en temps soit précis au troisiéme ordre pour les termes
explicites et au second ordre pour les termes implicites. On montre (annexe A) que ces

coefficients sont donnés par :

B =4/15 By =1/15 B3 =1/6
71 =8/15 7y =5/12  y3=3/4
m =0 o =—17/60 15 =—5/12

Par construction, ces coefficients vérifient 1’égalité :

Z2ﬁk —Z (v + 1) = 1 (2.39)
k=1
Cette relation sera utilisée dans le chapitre 5 pour interpoler les champs de vitesse entre

les trois sous-pas de temps afin de résoudre les équations LES adjointes.

Suite a la discussion de la section 2.4.2.1, tous les termes diffusifs ou convectifs faisant
apparaitre des dérivées partielles dans la direction normale & la paroi vont étre traités de

maniére implicite. Nous aurons donc pour les termes explicites et implicites :

Termes explicites

0 0 0 ov
Al:%(2V511_uu)+82(2V513_uw)+8_< 8_m>
- Oz ox 0z 0z 0z or
~ O(uu) 9 (uw)
ox 0z
As :863: (21/521—uv —|— 0 (2y523—vw)
_3 Z?u +2 ow
- Oz ay 0z 8y
_a(uv) B
ox 87:
0 0 0 ov
A3:%(21/531—2”1))4-az(21/533—ww) 8_< §>

.
= () o () e () o () < ()
252
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Termes implicites

~ O(uv) 0 ou
Br=="a, "y <,, 0y>
0 (vv) 0 ov
e A G )

d(wv) 0 ow
By = — R
’ dy +8y (V 3y>

Puisque tous les termes dans les directions longitudinale et transversale sont traités
de maniére explicite, nous adoptons la définition suivante pour déterminer la valeur du

nombre CFL :

CFL = At {|A—1g+%+2y<%ﬂ+%z2>}mm (2.40)

La limite théorique de stabilité pour le schéma RK3W est /3. Or, pour un pas de
temps At = 0,002, le nombre CFL associé & nos simulations numériques du canal plan
a Re; = 180 n’a jamais dépassé la valeur de 0,3. Par ailleurs, toutes les simulations

numeériques réalisées avec controle, ont été faites pour un nombre CFL de l'ordre de 0, 35,

soit une valeur bien inférieure a la limite théorique.

2.4.2.3 Linéarisation

Le traitement implicite des termes convectifs comprenant des dérivées dans la direction

normale & la paroi entraine que I’équation (2.37) est non linéaire en v pour i = 2. Cette
0 (vk vk )
dy
Or, pour i = 1 et i = 3, I'équation (2.37) est linéaire en v. Ce point facilite grandement
d (vF ok
la résolution numérique du probléme car il suffira de linéariser le terme % pour

Y
facilement résoudre 1'équation (2.37) pour i = 2. Connaissant v*, il sera alors possible de

non linéarité apparait par l'intermédaire du terme contenu dans le terme Bg.

résoudre ’équation (2.37) pour i =1 et i = 3.

En réalisant un développement de Taylor & I'ordre 2, on montre facilement que :

o (,Uk Uk) o (Uk—l,uk) o (’L)k_lvk_l) )
o =2 o 5 +0(A%).

Par conséquent, le terme By s’écrit encore sous la forme :

9 (v"1oR) 9 (vF TR ) < (%k>
oy + oy oy ’

B =9

Compte tenu du développement de Taylor précédent, ce terme conserve une précision

a l'ordre 2 en temps.
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2.4.2.4 Meéthode a pas fractionnaire

La difficulté de résolution du systéme discret introduit & la section 2.4.2.2 est liée a
la contrainte d’incompressibilité (2.38) et au rdle joué par la pression dans cette condi-
tion. En effet, pour un fluide incompressible, la pression peut étre interprétée comme un
multiplicateur de Lagrange permettant d’imposer dans 1’équation de quantité de mouve-
ment la contrainte de divergence nulle. Résoudre le systéme d’équations (2.37) et (2.38)
de maniére complétement couplée serait trop cotiteux numériquement. Il est donc plus
avantageux, en dépit du débat qui régne encore autour des méthodes de projection sur
l'ordre de précision en temps et les conditions aux limites & imposer aux variables (Chang
et al., 2002), d’utiliser une méthode a pas fractionnaire (Chorin, 1968; Temam, 1969). Ces
méthodes consistent a découpler le probléme initial en une série de problémes du type
advection-diffusion pour chaque composante de vitesse d'une part et en une équation de
Poisson pour la pression ou une pseudo pression d’autre part. L’approche générale est de
type prédiction-correction. Dans une premiére phase, on détermine un champ de vitesse
intermédiaire, pas nécessairement & divergence nulle, que I'on utilise ensuite comme terme
source dans une équation de Poisson. La solution de cette équation de Poisson sert ensuite
a corriger le champ intermédiaire, construisant ainsi un champ a divergence nulle.

Pour commencer, écrivons les équations (2.37) et (2.38) sous forme vectorielle. Celles-ci

deviennent :

u” — B At M(u®) + 28, At G(ITF — 177 1) = rF-! (2.41)

et

D(u*) =0 (2.42)

ou G représente un opérateur de gradient discret et D un opérateur de divergence discret.
M est un opératuer agissant sur u. Ses composantes sont déterminées par identification

avec (2.37). On trouve que :
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Les composantes de r*~! sont déterminées de la méme maniére. On obtient :

0 (V auk—1> 0 (uk—luk—l)]

r]f_l =kl 4 O At

dy dy Ay

+ AL AT+ At AP — 28, ALTIR !

k—1
rlg_l =oF T 4 B At <2 (% <1/ 8Z)y >>

+ ok At AT+ At AET2 — 28, AeTT !

0 (V awk—1> 9 (vk—lwk—l)]

dy y y

+ o At AT 4 At AT — 28, AtTIR

rEl = Wb g At

Deux remarques s’imposent sur la structure de (2.41) :

k

1. chaque composante 4 est linéaire en u;, ce qui facilitera la résolution ;

2. nous avons fait intervenir, non pas le gradient de pression a l'itéré k, mais le gradient
de la correction de pression entre deux itérés successifs k et k—1. On sait maintenant
(Chang et al., 2002, pour une référence récente) que cette forme est essentielle si ’'on

veut conserver une précision a ’ordre 2 en temps pour la méthode a pas fractionnaire.

En utilisant une factorisation de type LU, il est aisé de montrer (annexe B) que le

systéme d’équations (2.41) et (2.42) se met sous la forme :

" — B, AtM(a¥) = r¥! (Prédiction) (2.43)

1
k_pk-1Y) _ ~k : -
DG (H I > 55 AL Du (Equation de Poisson) (2.44)
u" =u" -23,AtG <Hk - Hk_l) (Correction) (2.45)

oll U est une vitesse intermédiaire qui ne vérifie pas nécessairement la condition d’in-
compressibilité. On montre (Akselvoll, 1995, par exemple) que cette méthode est précise
en temps a 'ordre 2 pour la vitesse et & I'ordre 1 pour la pression.

L’algorithme de résolution consiste donc a :

1. Résoudre (2.43) pour déterminer le champ de prédiction u” ;

2. Reésoudre (2.44) pour évaluer la pseudo pression LS

k

3. Projeter le champ de prédiction u” sur un champ de vitesse a divergence nulle i.e.

résoudre (2.45).
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Or, comme cela a déja été évoqué a la section 2.4.2.3, il faut d’abord déterminer v*

puis ©* et w*. On commencera donc & résoudre (2.43) pour la composante 7%, Une fois la
composante vF déterminée, se pose alors un probléme car pour évaluer M; et M3 qui inter-
viennent dans les composantes 1 et 3 de (2.43), il faut connaitre v* et non v*. Cependant,
puisque IT% — II*~! = O(At), (2.45) permet de conclure que u* = u* + O ((At)?). Nous
pourrons donc :

1. utiliser les mémes conditions aux limites pour u”* et u*;

2. remplacer v* par v* dans M; et Ms car cela revient & faire une approximation
a l'ordre 2 en temps, ce qui reste compatible avec I'ordre total de la méthode de

résolution.

Finalement, on est amené a résoudre successivement les équations suivantes :

0 ( 0 O )| o s
- 9 9- a(gk.)_ ~k k—1
- 9 9- a(gk ) ~k k—1
1—6kAta—y<Va—y>+ﬂkAt a9 w" =y
(-1 1 ok
E?xj 8xj N 2ﬂk At (%cl
o Hk_Hk—l
uf:ﬂf—wkm—( )
(%ci

Les conditions aux limites a chaque sous-pas de temps k sont évaluées par interpolation
linéaire des conditions aux limites aux pas de temps n et n + 1, soit :

k
uf = Ujn + (ui,n-‘rl - ui,n) Z 25[

=1
2.4.3 Discrétisation spatiale

2.4.3.1 Maillage

Avant d’aborder & proprement dit la discrétisation des opérateurs de dérivation, il
convient de présenter le maillage utilisé. Chaque noeud du maillage de calcul est repéré
par ses coordonnées cartésiennes (z;,y;,2;), les indices ¢, j et k variant respectivement
de 1 & N, Ny et N,. Le maillage est a pas constant (respectivement Az et Az) dans les

directions homogénes e, et e,. Dans la direction normale & la paroi, la distribution suit
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de maniére classique une loi en tangente hyperbolique (Bouillon, 2004; Doche, 2006, par
exemple). Ainsi, les mailles sont fortement raffinées prés des parois et le maillage permet
alors de bien décrire les gradients de vitesse trés intenses dans la région de proche paroi.
Les coordonnées des points dans la direction e, sont données par :
_ 20—@)]
tanh [7< 1+ N, =T)

= j=1,---, N, 2.46
Yj tanh () avec j=1,--- N, (2.46)

Le parameétre ~ caractérise la concentration des points au voisinage de la paroi. Dans toutes
les simulations réalisées dans ce mémoire (Re; = 100 et Re, = 180), il a été pris égal a

2,8. La figure 2.9 illustre la distribution en tangente hyperbolique utilisée.

2.4.3.2 Localisation des inconnues

Plusieurs possibilités existent quant a la localisation des inconnues sur le maillage. Trois
stratégies de localisation se présentent (Sagaut, 1995, par exemple) :

— Utiliser une disposition complétement décalée des variables (voir figure 2.4(a)) :
chaque variable est définie sur une grille qui lui est propre et qui est décalée par
rapport a celles des autres variables ;

— Utiliser une disposition semi-décalée (voir figure 2.4(c)) : toutes les composantes de
vitesse sont définies sur la méme grille et la pression est définie sur une seconde grille
décalée par rapport a la premiére ;

— Utiliser une disposition collocative des variables (voir figure 2.4(b)) : toutes les com-
posantes de vitesse et la pression sont définies sur une méme grille.

Les dispositions décalées présentent ’avantage de permettre 'utilisation de schémas
dits compatibles ¥ pour I'opérateur Laplacien introduit dans 1’équation de Poisson pour
la pression (section 2.4.3.5). Ces arrangements de variables évitent I’apparition de modes
parasites de pression et de phénoménes de découplage entre les champs de vitesse et de
pression. La contrainte d’incompressibilité est alors vérifiée & la précision machine. Notons

20 entre

cependant que cette approche nécessite des phases supplémentaires d’interpolations
les grilles. Cependant, pour des maillages cartésiens, I'interpolation reste assez simple. Nous

avons donc retenu l'utilisation d’un maillage décalé dans cette étude (voir figure 2.5).

19. Un schéma pour 'opérateur Laplacien est dit compatible si il est équivalent & 'application
successive des opérateurs discrets gradient puis divergence.

20. Afin d’éviter ces phases d’interpolations qui peuvent devenir fastidieuses lorsque 'ordre du
schéma est supérieur a 2, certains auteurs (Lamballais, 1996, par exemple) préférent utiliser un
maillage collocalisé et éviter les oscillations parasites du champ de pression qui peuvent se produire
en utilisant des schémas compacts.
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FIGURE 2.4 — Illustration des différents types de localisation des inconnues.
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FIGURE 2.5 — Maillage décalé vitesse pression utilisé pour la discrétisation spatiale.
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2.4.3.3 Filtres discrets

Le filtre test introduit par la procédure dynamique de Smagorinsky (voir section 2.3.5)
nécessite 'utilisation de filtres discrets. En effet, les simulations étant réalisées dans I'espace
physique, les produits de convolution deviennent trés cotiteux a évaluer numériquement. I1

est donc nécessaire de mettre en ceuvre des filtres discrets a support compact (Najjar et

Tafti, 1996; Lund, 1997).

Cas monodimensionnel & pas constant Az En s’inspirant de Sagaut (1995), on

définit une famille Fl* de filtres2! discrets centrés possédant un support de 3 points,

soit 22 :
1 =
Flablg, — 50t (ai—1 + b + apip1) = ]2_:1 a; Gitj
avec
b a
ag = ;oar=a_1 = .
"7 2 +b ! YT 20+ b
A ce filtre est associé le noyau de convolution continu :
j=1
Glx—¢&) = Z a;6(x — &+ jAx) (2.47)
j=—1

ou ¢ est une fonction de Dirac.
Or, pour un filtre défini positif, la largeur du filtre est obtenue par la déviation standard

du filtre de convolution associé (Lund, 1997; Sagaut, 2005), soit :

A = \/12 /+OO 22G(z) dz, (2.48)

ou le facteur 12 a été introduit pour assurer que la largeur d’un filtre boite est correctement
représentée.

En injectant (2.47) dans (2.48), on obtient :

i=1
12 ) i?a; Az (2.49)

i=—1

En pratique, les filtres symétriques a trois points les plus employés sont :

ag = : a1 =a_q = (Regle des trapézes) (2.50)

ag = ; a) =a-1 =

WIN N —
D ==

(Méthode de Simpson) (2.51)

21. Ces filtres sont linéaires et explicites et vérifient les 3 propriétés requises pour un filtre (voir
section 2.3.2).

22. 1l est facile de démontrer que Fl@l = Fllel ayec ¢ = g. On peut donc se ramener a une
famille & un paramétre c.
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d’ou

Ay = V6 Az pour la régle des trapézes, (2.52)

A= 2Azx pour la méthode de Simpson. (2.53)

A
On rappelle qu’a la section 2.3.6, nous avions retenu pour 1 = — la valeur de 2. Par
conséquent, la régle de quadradure compatible avec 7 est la régle d’intégration de Simpson
(Lund, 1997). Pour un filtre test opérant suivant la direction e,, la valeur filtrée d’une

grandeur u correspond donc a :

2 1

U(Z,j,) 6

D=
w

Cas multidimensionnel Pour les maillages cartésiens, l’extension au cas multidi-
mensionnel se fait en appliquant un filtre unidimensionnel dans chaque direction d’espace.
Soient n la dimension de l'espace et Gj le filtre monodimensionnel dans la i®™¢ direction
de l'espace, I'application peut se faire simultanément ou séquentiellement (Sagaut, 1995).

Dans le premier cas, le filtre multidimensionnel G™ s’écrit :

G _E;Gl,

alors que dans le second cas, il s’écrit :

Notons que les filtres multidimensionnels construits par ces deux approches a partir du

méme filtre monodimensionnel ne sont a priori pas identiques.

Cas du canal plan Dans le cas des simulations numériques LESréalisées dans ce
manuscrit, les opérations de filtrage se font uniquement dans les deux directions homogénes
e, et e, du canal. Pour des raisons de facilité de mise en ceuvre, le filtrage multidimensionnel

se fera de maniére séquentielle. La longueur de filtre A sera évaluée comme :
A=A (2.55)

ou A, et A, sont respectivement les tailles de filtre dans les directions e, et e,. Enfin, la

relation (2.54) sera utilisée pour évaluer toutes les quantités filtrées issues de la simulation.
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2.4.3.4 Discrétisation des dérivées spatiales

En général (Lamballais, 1996, par exemple), la périodicité dans les directions longitu-
dinales et transversales est exploitée pour évaluer par méthodes pseudo-spectrales (Canuto
et al., 2006) les dérivées dans ces directions et un schéma aux différences finies est utilisé
dans la direction normale. Dans ce mémoire, nous n’avons pas fait appel aux méthodes
spectrales sauf pour la résolution de I'équation de Poisson (voir section 2.4.3.5). Les équa-
tions de Navier-Stokes ont été discrétisées a I’aide d’un schéma aux différences finies d’ordre
2. Des interpolations linéaires ont été faites pour évaluer une quantité entre deux noceuds
ol sont définies les variables. La section C.1 décrit de maniére détaillée la distribution des

neeuds de calcul pour les variables de vitesse, de pression et de viscosité.

Pour simplifier la présentation, nous allons :
1. considérer une configuration d’écoulement bidimensionnelle & deux composantes ;

2. discrétiser au point B, défini sur la figure 2.5, la composante u des termes diffu-
sifs (voir section C.2.1). L’extension aux termes convectifs et & une configuration

tridimensionnelle est immédiate. Les résultats sont donnés a la section C.2.

Soient §/dx et §/dy deux opérateurs de différence finie discrets respectivement dans les

directions e, et e,, nous obtenons :
0 ou
— Pour % <V%> :
N ——
ox \ 0x)|p  Tip12 — Ti—1/2 0T ) 112, 0T ) i1/2,

T
Tit1/2 — Ti-1/2 20 ox i+1/2,j YR ba i—1/2,

(5_U> _ i1y~ Ui (5_U> _ Wij — Uinlj
ox i+1/2,5 Ti+1 — L4 ox i—1/2,5 Ty — Tj—1

avec

ot (G I G )
= V— - V—
B Y —¥Yji—1 oy i,j+1/2 0y i.j—1/2

1 5 <5u> 5 <5U>
= ———— |Vijt12 | = —Vij-1/2 | T
Yi —Yj—1 i+1/ oy i,j+1/2 Y 0y i,j—1/2
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avec
<5_U> _ Wi —Uig <5_U> L Ui — Ui
oy ij+1/2  Yi+1/2 — Yj-1/2 oy ij—1/2  Yi—-1/2 — Yj-3/2

ou, par construction du maillage, on a :

Y2ty Y-ty _Yityin
Yj—3/2 = 5 Yj—1/2 = o Yj+1/2 = 5

0 ov
— Pour 8_y <I/£> :

i(ﬁ_v) I (i) _(,,5_”>
oy \ oz /)| Y —Yji-1 ox i,j+1/2 oz i,j—1/2

1 5 ((57)) 5 (51})
= — (Vij+1/2 | == —Vij-1/2 | T2
T2\ b ij+1/2 772\ b ij—1/2

Yj —Yj—1

avec

(5_’U> _ Vi1, — Viyj ot <5_’U> _ Vitl,j—1 — Vij—1
0z ij+1/2 Tirl/2 — Tie1/2 ox i,j—1/2 Tit1/2 — Ti—1/2

Finalement, en tenant compte du fait que le maillage est & pas constant dans la direction

€., on obtient :

1) ou 1
or (Ij%) 5 (Ax)? [Vistyzg wivry = (Vivryzg + Vicy2g) Wig + Vie1yagtio1)
(2.56)
o ( ou (u) (u) (u)
@ <I/@> . = .Aj Ui j—1 —I—Bj U, j —I—Cj Ug,j+1 (2.57)
ou
2 7/2' s
A‘Su) — 5J 1/2
(Y5 — yj—1) (Yj — Yj—2)
g _ 2 [ Vighija | Vig-1/2
J Yi —Yj—1 LYj+1 — Yji—1  Yj — Yj—2
o _ 2V j41)2
J (Y5 — vj-1) (Wjs1 — yj-1)

= —_1_ — [Vija1y2 i1y —vig) = Vij_1j2 (Vie1j—1 — vij-1)]
B Az (yj y]—l)
(2.58)
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En supposant que la viscosité v est constante et est égale a I'inverse d’un nombre de

Reynolds, les expressions?® (2.56) et (2.57) sont confondues avec celles déterminées en

DNSpar Le et Moin (1994).

Finalement, aprés discrétisation spatiale, les équations (2.43) pour le champ intermé-

diare u* s’écrivent comme des systémes matriciels tridiagonaux que l’on peut résoudre

facilement.

2.4.3.5 Résolution de I’équation de Poisson

Etant données les périodicités supposées de 1’écoulement dans les directions e, et e,,

nous pouvons développer chaque variable ¢ en série de Fourier discréte selon z et z, soit 24
Nz/2—1 N./2—-1

¢($,y,2) = Z Z a(kxvyvkz)exp (](k:xx—i—kzz))

k=—Ng/2 I=—N, /2

ol les nombres d’onde associés aux variables x et z sont donnés par :

k:m:2—7rkr et k‘Z:2—7Tl.

L, L,
Il est alors facile de voir qu'une dérivation dans I’espace physique revient & une multi-

plication dans ’espace spectral, soit pour les dérivées premiéres en x et en z :

o~ o~

¢ ~ ¢ ~
— =9k, t — =3k, ¢,
oy —Jke® e 5, — k0
et pour les dérivées secondes en x et en z :
¢ . &0 R
- =2 t — = k2.
Dans l'espace de Fourier, I'équation de Poisson (2.44) s’écrit :
o (o) L o
— (k24 k) oI = ke 2.59
o~ ket k) 2 By AL Oz (2:59)

ot o1 = [iF — fik1.

Finalement, nous allons remplacer dans (2.59) les nombres d’onde k, et k. par les

nombres d’onde modifiés déterminés & I'annexe D, soit :

o (o) | ok
(2 12\ STT Ui
07 (K> + K2%) o1l 55, AL O, (2.60)

23. Le terme (2.58) n’apparait pas en DNSdu fait de la condition d’incompressibilité.
24. Dans cette section, on utilise la notation ~ pour noter les coefficients de Fourier car c’est la
notation généralement employée. Cependant, il ne faudra pas confondre avec le filtre test.
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ou
2[1 — cos(k; Ax)]

"n__ "n__
k, = A2 et k=

2[1 — cos(ky Az)]
Az?

Apres discrétisation spatiale au point A (voir section C.3), ’équation (2.60) devient un

systéme tridiagonal que 'on peut résoudre pour chaque couple de nombres d’onde (ky, k).

2.4.4 Condition initiale et conditions aux limites

2.4.4.1 Condition initiale

Pour la condition initiale du champ de vitesse longitudinale, nous avons considéré
une loi due a Spalding (Spalding, 1961). Cette loi assure en pratique (Chassaing, 2000)
le raccordement avec les lois de la sous-couche visqueuse et de la région logarithmique

(y* € [7:30]). Le profil de vitesse est donné d’une maniére implicite 2 par la loi :
+ + + +_1 +2_ 1 +)3
yT=u" + exp(—kC) exp(/-iu )—1—/{u b (/-iu ) ~3 (/-iu ) (2.61)

ol k =~ 0,41 est la constante de Von Karman et C' une constante généralement prise égale
abh.

Les deux autres composantes de vitesse sont initialisées & zéro. Puis, une perturbation
aléatoire est superposée aux trois composantes de la vitesse pour permettre progressivement

la transition en régime turbulent (voir a ce sujet la discussion a la section 2.5.1.3).

2.4.4.2 Conditions aux limites

Sur les parois supérieure et inférieure du canal F;t, des conditions de non glissement
sont imposées pour ’écoulement non contrdlé. Le controle étant appliqué sous forme de
soufflage/aspiration en parois, les condtions aux limites peuvent s’écrire de maniére générale

sous la forme :

ou P représente un terme de contréle frontiére. Naturellement, pour un écoulement non

contrdlé, nous avons ¢ = 0.

2.4.4.3 Gestion de la périodicité

L’écoulement est supposé périodique dans les deux directions e, et e,. Cette condition

est illustrée sur la figure 2.6. Deux cellules fictives sont créées dans chacune des directions
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FIGURE 2.6 — Gestion de la périodicité.

périodiques. Ces cellules contiennent les valeurs du champ considéré sur le bord opposé
afin d’assurer la périodicité.
L’utilisation de cette condition de périodicité nécessite 'emploi d’un terme de forcage

pour compenser la perte de charge dans le canal.
2.4.4.4 Terme de forgage

Le terme de forgage ['; apparaissant dans I’équation de quantité de mouvement (2.32)
joue le role d’'un gradient de pression moyen dans la direction longitudinale. Ce terme com-
pense les pertes par frottement aux parois et permet d’atteindre un état quasi-stationnaire.

D’un point de vue pratique, deux méthodes existent :
1. fixer le gradient de pression moyen ;

2. fixer la vitesse débitante Uy ou ce qui revient au méme le débit volumique @, .

Gradient de pression moyen fixé On montre pour un écoulement de Poiseuille
(voir annexe E) que le gradient de pression moyen longitudinal est directement relié a la
vitesse de frottement & la paroi. Par conséquent, fixer le gradient de pression moyen tout
au long de la simulation revient & imposer la vitesse de frottement a la paroi. Dans ces
conditions, la vitesse débitante ne peut plus étre conservée a sa valeur initiale. La valeur

du gradient de pression moyen est choisie en fonction de la nature de la simulation :

1. Soit on s’intéresse a la transition et le terme de forgage prend une valeur déduite de
I’écoulement de Poiseuille. Lorsque U,, vitesse au centre du canal, est prise comme

vitesse de référence, le terme de forcage 2 est donné par (voir section E.1.1) :

2l
Fy= -

25. L’équation (2.61) est résolue par une méthode de Newton-Raphson.

26. Ici, le terme de forgage est donné en grandeur dimensionnelle car les développements de
I’annexe E sont dimensionnés.
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Si au contraire c’est la vitesse de frottement a la paroi qui est prise comme grandeur
de référence alors (voir section E.1.2) :

2
puz

=2

2. Soit on s’intéresse a la turbulence développée et la valeur choisie déterminera préci-
sément le cisaillement & la paroi associé au profil moyen. Une valeur classiquement
utilisée pour F'1 lorsque la vitesse de référence est u, est F'1 = —1 car cette valeur

permet en théorie de conserver le débit (voir section F.2).

Vitesse débitante fixée L’autre point de vue consiste & imposer la vitesse débitante
(ou le débit volumique) & une valeur donnée et a déterminer a chaque instant le terme
de forcage F'1(t) pour que cette condition soit vérifite. Comme précédemment, le débit
volumique imposé peut étre celui correspondant & un écoulement de Poiseuille ou tout
simplement le débit volumique initial. Dans le cas de I’écoulement de Poiseuille, le débit

7

volumique 27 sera égal & :

4
Qv =5 U o L,
3
lorsque U, est la vitesse de référence, et a

2
Qv = gReTuT(SLZ

lorsque u, est la vitesse de référence.

Afin d’imposer la vitesse débitante constante tout au long de la simulation, nous utili-
sons une méthode proposée par Deschamps (1988). Selon cette méthode décrite a ’annexe
F, la valeur du terme de forgage a l'instant n 4 1 est donnée par ’algorithme d’asservisse-

ment suivant :

FY = Y — o (0 =) + 8 (0 - 0] (2.62)

oll @ = % et B = —ﬁ. Dans cette équation, Ub(o) est la valeur initiale de la vitesse débi-

tante que 1’on doit conserver.

La figure 2.7 montre ’évolution du débit pour les deux types de forgage en cas d’écou-
lement non contrélé. On peut constater que les deux méthodes parviennent dans ce cas a

maintenir un débit constant. De légéres variations autour de la valeur initiale apparaissent

27. Les débits volumiques sont dimensionnés (idem note de bas de page 26).
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néanmoins lorsque 'on impose le gradient de pression. Pour le cas d’un écoulement contrélé
par aspiration/soufflage aux parois, la figure 2.8 montre clairement qu’imposer un gradient
de pression moyen constant ne permet pas d’assurer la conservation du débit. Dans ce cas,
imposer le débit semble la seule méthode viable. Par ailleurs, on sait depuis Deschamps
(1988) que l’état de turbulence développée est atteint plus rapidement (jusqu’a dix fois)

lorsqu’on impose le débit. C’est donc la méthode que nous avons adoptée dans ce mémoire.

133

V P, x fixé
132 ——m - @, fixé
131

129

128
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127

FIGURE 2.7 — Evolution temporelle du débit volumique pour les deux méthodes de
forgage (gradient de pression fixé, débit fixé). Cas d’un écoulement non controlé
simulé par LESa Re, = 180 (résolution de 64 x 65 x 64).

2.5 Simulations numériques a Re, = 180

Dans cette section, nous allons présenter en détail les résultats obtenus a la fois par
simulation numérique directe (DNS) et par simulation aux grands échelles (LES) pour
I’écoulement non contrélé. Aprés avoir décrit les caractéristiques essentielles des simula-
tions réalisées (§2.5.1), nous présenterons les propriétés moyennes (§2.5.2), les éléments
du tenseur de Reynolds (§2.5.3), les moments d’ordre supérieur (§2.5.4), les corrélations

spatiales en deux points (§2.5.5), les spectres d’énergie cinétique (§2.5.6) et finalement des
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FIGURE 2.8 — Evolution temporelle du débit volumique pour les deux méthodes
de forgage (gradient de pression fixé, débit fixé). Cas d’un écoulement controlé par
opposition et simulé par LESa Re, = 180 (résolution de 64 x 65 x 64).
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visualisations de structures cohérentes au voisinage de la paroi (§2.5.7). Nous comparerons
essentiellement nos résultats avec les travaux réalisés par Kim et al. (1987) (noté KMM
87 par la suite) et Moser et al. (1999) (noté MKM 99 par la suite) en DNS. Cette étape
permettra de valider notre code de résolution numérique et d’évaluer la capacité de celui-ci
a reproduire d’une maniére exacte la dynamique associée & la turbulence de canal non

controlé.

2.5.1 Caractéristiques des simulations

2.5.1.1 Résolutions spatiale et temporelle

Les dimensions spatiales retenues pour le canal sont L, = 4w, L, =2et L, = %77 (voir
figure 2.1). En unité de parois, ces dimensions correspondent respectivement & L) = 2236
, L; = 26T = 360 et LT = 746. On montrera dans la section 2.5.5 en s’intéressant a
la décroissance des corrélations spatiales des fluctuations de vitesse que ces dimensions
sont suffisantes pour que toutes les structures de ’écoulement soient représentées. Ces
dimensions excédent d’ailleurs de beaucoup la taille minimum nécessaire au maintien d’une
turbulence pleinement développée d’aprés Jiménez et Moin (1991). En effet, ces auteurs
ont montré numériquement que la taille minimum?® qu’il fallait imposer au domaine de

calcul pour éviter sa relaminarisation est de L ~ 250 — 350 et L} ~ 100.

TABLE 2.1 — Grandeurs caractéristiques des simulations LES d’écoulements non
controlés a Re, = 180.

Re, L, L, L, N, N, N, Azt Ayl Azt At*

S 180 47 2 %W 192 129 160 11,8 0,12 4,7 0,09
(DNS)

Sy 180 47 2 %W 64 73 96 353 0,22 785 0,36
(LES)

Ss 180 47 2 %W 64 65 64 353 0,25 11,7 0,36
(LES)

KMMS&87 180 4=x 2 27 192 129 160 11,8 0,05 7 —
(DNS)

MKM 99 180 47 2 %W 128 129 128 17,7 0,05 5,9 —
(DNS)

Le tableau 2.1 donne les grandeurs caractéristiques des simulations DNSet LES que

28. Les dimensions L} et L} du canal minimum correspondent respectivement a la longueur
approximative minimum d’un vortex et a l'espacement entre deux streaks (courants de haute ou
basse vitesse).
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nous avons réalisées ainsi que celles des simulations DNSde KMM 87 et MKM 99. Outre

les dimensions du domaine (L, Ly, L), nous donnons le nombre de points de maillage

+

+, Az1) dans chacune des

(N, Ny, N;) et les résolutions en unité de paroi (Az™, Ay
directions. Le maillage dans la direction normale étant raffiné prés des parois (voir sec-
tion 2.4.3.1), Ay, correspond a la taille de la plus petite maille. La figure 2.9 illustre la
distribution en tangente hyperbolique utilisée pour ’ensemble des simulations. Par la suite,
le symbole Sy correspondra a notre simulation DNSet les symboles Sy et S3 aux simula-
tions LES réalisées pour deux résolutions différentes. D’aprés Montreuil (2000), on parle de
simulation des grandes échelles & haute résolution lorsque le pas d’espace dans la direction
longitudinale est voisin de 35 unités de paroi (Ax™ ~ 35) et que le pas d’espace dans la

direction transversale est inférieur & 10 unités de paroi (Ay™ < 10). Les deux simulations

S et S3 peuvent donc étre caractérisées comme haute résolution.
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FIGURE 2.9 — Valeur du pas d’espace dans la direction normale & la paroi en fonction
de la distance a la paroi inférieure. Cas des simulations numériques d’écoulements
non controlés a Re, = 180.

Les nombres de Reynolds Rey, et Re. construits respectivement sur les vitesses 2 débi-

tante Uj et au centre du canal U, sont données a la section 2.5.2.2 car ils dépendent de la

29. En grandeurs dimensionnées, les vitesses débitante et au centre du canal sont respectivement
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maniére dont sont calculées les statistiques aprés simulation.

2.5.1.2 Calcul des statistiques

Dans le but d’étudier les propriétés des mouvements moyen et fluctuant d’un écoule-
ment turbulent de canal, une description statistique doit étre entreprise. Pour ce faire, il est
utile d’introduire tout d’abord l'opération de moyenne statistique qui permet d’extraire le
mouvement moyen du fluide & partir de plusieurs réalisations du champ de vitesse instanta-
née. Soit ¢ une variable scalaire, fonction de I'espace et du temps, sa moyenne d’ensemble

est définie par :

N
1 .
= i — (@)
(¢(z,y,2,1)) Nhn}rooNiEﬂqﬁ (z,y,2,1),

ol qﬁ(i) sont des réalisations indépendantes de ¢, et N le nombre d’expériences indépen-
dantes qui ont été réalisées. En utilisant les propriétés de la turbulence de canal, i.e. la
stationnarité et I’homogénéité statistique dans les directions e, et e., la moyenne d’en-
semble peut étre assimilée, sous ’hypothése d’ergodicité, a la moyenne spatio-temporelle

suivante :

T
(¢) = T /0 (D) xz(y,t)dt

1 Lz Lz T
B LxLzT /0 A /(; ¢(x?y7 Z,t) dx dz dt

ou (-)xz est un opérateur de moyenne dans les directions périodiques et T, le temps

(2.63)

d’observation de ¢. Par définition, (¢) est seulement fonction de la distance a la paroi y.
Connaissant les caractéristiques moyennes de la variable ¢, nous pouvons désormais en

déduire sa partie fluctuante, ¢'(z,y, 2,t), par la relation :

¢(‘T7 y? Z? t) = <¢> + ¢,(‘T7 y? Z? t)'

Cette décomposition, dite de Reynolds, impose par conséquent que (¢') = 0. L’étude
des moments statistiques d’ordre supérieur a 1 peut alors étre effectuée. Les plus usités
pour décrire la turbulence sont la déviation standard ou son écart type selon les cas, le
facteur de dissymeétrie et d’aplatissement. Ces grandeurs sont définies respectivement par :

— (¢'?) : la variance. Elle mesure la dispersion de la distribution de ¢ autour de sa

moyenne et est égale a 'écart type (root mean square) au carré.

définies comme
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— Sy = (¢") ] (¢*)3/? : le facteur de dissymétrie normalisé (skewness factor). 1l rend

compte du degré de dissymétrie de la distribution de ¢ par rapport a sa moyenne.

— Fy = (¢") / (¢™)? : le facteur d’aplatissement normalisé (flatness factor). Ce facteur

permet quant & lui de mesurer I’étalement de la distribution de ¢.

Si la variable aléatoire est gaussienne, par exemple, le facteur de dissymétrie est nul et
le facteur d’aplatissement est égal a trois. Dans le cas turbulent, ces coefficients donneront
des valeurs différentes. Le calcul des moments statistiques d’ordre trois et quatre nous
permettra, pour un échantillonnage suffisant, d’estimer la précision de notre code par simple
comparaison avec des données de référence issues de la littérature.

Dans la phase de post-traitement des simulations, 'opérateur (2.63) sera évalué de

maniére discréte comme :

N¢ Nz N,

O = v 2 30 O Ol vt (264

=1 1=1 k=1

ou IV; est égal au nombre d’échantillons temporels retenus.

2.5.1.3 Génération numérique de la transition

Pour initialiser le profil longitudinal de vitesse, une expression implicite due a Spalding
(voir section 2.4.4.1) est utilisée, les deux autres composantes de vitesse étant initialisées
a zéro. Une perturbation aléatoire est ensuite superposée a ces champs afin de déclencher
la transition laminaire-turbulente au cours de 'intégration en temps.

A partir d’essais numériques réalisés en DNS | nous avons constaté que lorsque la réso-
lution spatiale est élevée (cas de la simulation Sy par exemple) les perturbations initiales
ne sont pas suffisantes pour déclencher la transition. Dans le cas des simulations LES ot la
résolution du maillage est considérablement plus faible qu’en DNS (le maillage utilisé pour
S3 est jusqu’a quinze fois plus grossier que celui utilisé pour S7), ce probléme n’apparait
pas. Il semble donc que le raffinement du maillage agisse directement sur la stabilité numé-
rique de I’écoulement en jouant sur 'amplification naturelle des erreurs numériques. Ainsi,
plus le maillage est grossier et plus les erreurs numériques sont relativement importantes,
entrainant la transition de I’écoulement. Un comportement similaire avait été constaté par
Arcen (2003).

Dans le cas de la simulation Sp, nous avons donc été obligé de perturber & nouveau
les fluctuations de vitesse au bout de 2000 pas de temps, soit pour t* = 180 (voir figure

2.10). Précisément, nous avons alors multiplié les fluctuations de vitesse par un coefficient
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égal a cing. Cette procédure permet de perturber fortement 1’écoulement et de provoquer

la transition vers le régime turbulent qui nous intéresse.
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FIGURE 2.10 — Evolution temporelle de I'énergie cinétique avant et aprés excitation.

2.5.1.4 Caractérisation d’un régime turbulent pleinement développé

D’aprés Kim et al. (1987), un écoulement atteint un régime turbulent statistiquement

stationnaire lorsque la contrainte totale de cisaillement 7, donnée3° par

O(u)

/]
T(y) = —p{uwv)+pv ) 2.65
) = =p (') + pv (265
évolue de maniére linéaire, c’est a dire
T(y) = Tw (1 - %) : (2.66)

et que I'énergie cinétique turbulente varie de fagon quasi-périodique.

Evolutions temporelles de I’énergie cinétique turbulente moyenne et de

la trainée moyenne sur les parois En toute rigueur, I’énergie cinétique turbulente

30. en grandeurs dimensionnées



52 Simulation aux Grandes Echelles du canal turbulent non controlé
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FIGURE 2.11 — Evolution temporelle de I'énergie cinétique turbulente moyenne et
de I'énergie cinétique dans le plan y* = 15 pour la simulation S3. La ligne verticale
en pointillés correspond au temps de début d’accumulation des statistiques.
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FIGURE 2.12 — Evolution temporelle de la trainée totale moyenne pour la simulation
S3. La ligne verticale en pointillés correspond au temps de début d’accumulation des
statistiques.
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devrait étre calculée sur des fluctuations de vitesse définies par rapport a 'opérateur de
moyenne (2.63). Or, il est impossible au cours de la simulation numérique d’évaluer ’opé-
ration de moyenne en temps. Nous avons donc introduit une énergie cinétique turbulente

moyenne définie & chaque instant comme :

1
TKE(®) = 5 / E(y,t)dy (2.67)
1
ou
1, ,9
E(y,t) = 3 (W) xz(y,t)
avec

U;(.’L’,y7 Z7t) = Uz’(%% Z7t) - <UZ>XZ(y7t)

A titre d’illustration, la figure 2.11 représente dans le cas S3 ’évolution temporelle de
I'énergie cinétique turbulente moyenne ainsi que 1’énergie cinétique dans le plan y™ = 15.
On constate qu’a partir de T ~ 5000 1’énergie cinétique turbulente moyenne oscille autour
d’une valeur constante égale a 2, ce qui est en bonne correspondance avec les données
issues de Moser et al. (1999). Afin d’avoir confirmation de ’état statistiquement établi
de I’écoulement, nous pouvons déterminer ’évolution temporelle de la trainée moyenne
exercée sur les deux parois. Pour cela, il nous faut d’abord introduire la contrainte a la

paroi 7,,. Celle-ci est définie®! comme :

1o
Re, 0y ¥

n2 (2.68)

Tw =

ol Ty = Ty(®,t) avec x € I'y.
La trainée totale moyenne s’exercant sur les parois peut donc étre déterminée de ma-

niére instantanée comme :

1

D(t) = 3 [(Tw|p2+>xz + (Twlp;b{z] : (2.69)

La figure 2.12 représente ’évolution temporelle de la trainée totale moyenne pour le cas
S3. On constate qu’a partir de tT ~ 5000, la trainée moyenne oscille autour de la valeur
unitaire, ce qui correspond effectivement a la valeur que l'on attend en régime établi (voir
remarque a la section F.2).

Dans le cas S3, nous pouvons donc commencer & accumuler des statistiques au temps
tT = 7000. En raison du cofit raisonnable de calcul associé aux simulations par LES,

nous avons accumulé les statistiques sur un temps adimensionnel égal & 20000 pour les

31. de maniére adimensionnelle
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simulations Sy et S3. Pour la simulation DNS, nous avons suivi la méme démarche mais

I’accumulation des statistiques a été limitée & un temps adimensionnel de 2000.

Contrainte totale de cisaillement En adimensionnant toutes les grandeurs en uni-
tés de paroi, les expressions (2.65) et (2.66) de la contrainte totale de cisaillement de-

viennent :

T (y =1-=. (2.70)

Les contraintes totales obtenues numériquement pour les simulations S, So et S3 sont
comparées avec la forme analytique (2.70) sur la figure 2.13. Le trés bon accord entre les
contraintes totales calculées numériquement et la forme analytique prouve que les statis-

tiques recueillies proviennent d’un écoulement statistiquement stationnaire et établi.

0.75

Analytique

0.5

o
I N N e

o

100 200 300

FIGURE 2.13 — Profils de la contrainte totale de cisaillement en unités de paroi sur
toute la hauteur du canal. Comparaison entre les résultats des simulations S, Ss et
S5 et du profil analytique en turbulence pleinement développée.
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2.5.1.5 Discussion sur les cotts CPU

L’objectif du mémoire est d’utiliser les simulations LES comme un modéle réduit de
I’écoulement afin de déterminer par controle optimal les lois de controle qui minimisent la
trainée moyenne de ’écoulement. Il est donc important de connaitre la réduction du cofit
de calcul liée a 'utilisation d’une simulation LES & la place d’une simulation DNS du méme

écoulement.

TABLE 2.2 — Comparaison pour les simulations S, Sy et S3 du temps CPU (en
seconde) nécessaire pour réaliser une seule itération. Le temps CPU est estimé par
moyenne sur 1000 itérations.

S S2 S3
192 x 129 x 160 64 x 73 x 96 64 x 65 x 64
Temps CPU (seconde) 16,92 1,928 1,026
Rapport de temps 1 0,11 0,06

Le tableau 2.2 donne une comparaison par rapport & la simulation DNS .S des cotits
de calcul liés aux simulations LES Sy et S3. Le temps CPU pour une itération est estimé
comme la moyenne du temps nécessaire pour réaliser 1000 itérations. On constate que la
simulation Sy améne 89% de réduction de cott de calcul et que la simulation S3 conduit
a plus de 94% de réduction du temps CPU. Une telle différence de cotits de calcul est
donc intéressante pour la résolution du probléme de controle optimal. Il reste a évaluer la
capacité des simulations So et S3 & décrire d’'une maniére fine la dynamique originale de

I’écoulement. C’est I'objet des sections suivantes.

2.5.2 Propriétés moyennes

2.5.2.1 Vitesse moyenne

La région interne d’une couche limite turbulente est généralement décrite en trois zones :
— Pour y* < 5, cest la sous-couche visqueuse ou sous-couche laminaire. Dans cette
zone, les effets de dissipation et la diffusion visqueuse sont en équilibre et dominent

largement I’écoulement. Le profil de vitesse est alors linéaire :

— Pour 5 < y* < 30, c’est la sous-couche tampon. Cette zone peut étre vue pour
le profil moyen de vitesse comme une zone de raccordement entre la sous-couche

visqueuse et la sous-couche logarithmique. Le maximum de production d’énergie
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cinétique turbulente situé vers y™ ~ 12 y est contenu. Au dela de cette distance et
jusqu’a la sous-couche logarithmique, la diffusion turbulente devient prépondérante
par rapport a la diffusion moléculaire.

— Pour y > 30, c’est la sous-couche logarithmique ou sous-couche inertielle. Dans cette

zone, la vitesse moyenne a un profil logarithmique :

ol k =~ 0,40 est la constante de Von Karmén et B une constante qui vaut approximative-

ment 5,5 pour une paroi lisse (Kim et al., 1987).
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FIGURE 2.14 — Profil de vitesse moyenne longitudinale en unité de paroi.

La figure 2.14 présente en échelle semi-logarithmique les profils de la composante lon-
gitudinale de vitesse pour les simulations S7, S et S3. Dans les régions de sous-couche
visqueuse et de sous-couche tampon, les profils issus de nos simulations se superposent
parfaitement avec le profil de vitesse moyenne de référence. Dans la région logarithmique,

les profils donnés par les simulations S; et S3 montrent un bon accord avec le profil de
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MKM 99, tandis que l'on constate une sous-prédiction de la vitesse dans le cas Ss. Ce
résultat est a priori inattendu puisque la résolution du maillage utilisée pour S est plus

importante que pour Ss.

2.5.2.2 Propriétés caractéristiques de 1’écoulement moyen

Connaissant la vitesse longitudinale moyenne, nous pouvons déterminer les vitesses
débitante Uy et au centre du canal U, les nombres de Reynolds associés, respectivement
Rey, et Re, et le coefficient de frottement moyen Cj. Ces valeurs sont données dans le
tableau 2.3. Les résultats sont en bon accord avec ceux de Kim et al. (1987) qui sont

rappelés dans le méme tableau.

TABLE 2.3 — Propriétés moyennes de I’écoulement.

Rec Reb Ub/uT UC/UT Uc/Ub Cf:Tw/(1/2pUl;z)
Sy 3278 5610,7 15,585 18,212 1,168 8,135 x 1073
S, 3189,4 5549 15,414 17,719 1,150 8,347 x 1073
Ss 3203,3 5579 15,497 17,796 1,148 8,258 x 1073
KMM 87 3300 5600 15,63 18,20 1,16 8,18 x 1073

2.5.3 Eléments du tenseur de Reynolds

Par définition, le tenseur des contraintes de Reynolds (u} ué) est symétrique. La moitié
de la trace de ce tenseur représente l’énergie cinétique moyenne par unité de volume.
L’écoulement dans un canal étant statistiquement invariant dans la direction e,, les termes
(u) uf) et (ubhus) sont nuls. Le tenseur de Reynolds est donc composé seulement de cing
composantes. La symétrie de I’écoulement par rapport au plan situé en y = 0 implique
que la composante (u) ub) est une fonction impaire, alors que les composantes formant la

diagonale du tenseur de Reynolds sont des fonctions paires.

2.5.3.1 Intensités turbulentes

Les intensités turbulentes ou déviations standards de I’écoulement sont données par
la racine carrée des termes diagonaux du tenseur des contraintes de Reynolds. Les figures
2.15, 2.16 et 2.17 représentent pour les simulations S7, Ss et S3 les profils d’intensité
turbulente des composantes de vitesse longitudinale (1/(u/2) ou tyys), normale (1/(v'2) ou

Urms) et transversale (y/(w?) ou wyys). La comparaison avec les données issues de MKM 99
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indique pour la simulation S; une légére sous-prédiction dans la région logarithmique. La
simulation S3 a, quant a elle, tendance a surestimer la valeur de u.ns. Enfin, les résultats
obtenus par la simulation S sont en bon accord avec ceux de la simulation de référence
sur toute la hauteur du canal. La position du maximum de la composante longitudinale de
l'intensité turbulente, située & y* ~ 12, correspond bien & celle issue de la simulation de
MKM 99. Cette valeur correspond & la position dans le canal ou la production de I’énergie
cinétique turbulente est également maximum. Les composantes vy,s et wyms obtenues par
la simulation S7 sont plutot en bon accord avec les données de référence, seule une légére
surestimation étant & signaler dans la zone du canal comprise entre y* = 30 et y™ = 100.
Pour les simulations LES ; ces composantes sont sous-prédites par rapport aux résultats de
référence. Il faut cependant noter une nette amélioration dans le cas Sy ot la résolution du
maillage est plus fine que dans le cas S3.

En conclusion, la simulation S; décrit de maniére correcte les profils d’intensité tur-
bulente de I’écoulement. Pour les simulations LES Sy et Ss, si les profils de déviations
standards sont légérement différents des statistiques de référence, une bonne représentati-

vité globale de I’écoulement est conservée.

2.5.3.2 Contrainte de Reynolds

A la section 2.5.1.4, nous avions représenté la contrainte totale de cisaillement 7, afin
de déterminer si I’écoulement était statistiquement stationnaire et établi (voir figure 2.13).
Dans cette section, nous allons nous intéresser aux variations relatives des contributions
visqueuse et turbulente de 7;. En effet, d’aprés (2.70), la contrainte totale de cisaillement
s’écrit encore :

P

v r
avec
+ _ d{u™) trainte vi
Ty = Ay contrainte visqueuse,
et
+ 1+ g+ .
T, = —(u ") contrainte de Reynolds.

Aprés normalisation par la contrainte totale 7;", les variations des contraintes visqueuses
7.7 et de Reynolds 7,7 sont données sur la figure 2.18. Les résultats sont en bon accord
avec ceux donnés par la simulation de référence. C’est dans la zone comprise entre 0 <

yT < 50 que I'anisotropie des tensions de Reynolds est la plus importante. En proche paroi
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(y* < 10), la contrainte visqueuse prédomine puis devient négligeable dans le reste de

I’écoulement.

2.5.3.3 Bilan des contraintes de Reynolds

Aprés quelques manipulations, les équations de transport des contraintes de Reynolds
se déduisent simplement des équations de Navier-Stokes. Ces équations de transport des

tensions de Reynolds s’écrivent (Pope, 2000, par exemple) :

0
a(% uj) = Aij + Pij + Tij + Dij + Nij — €ij (2.71)
ou
Ou; uj) .
Ay = T (ug) Terme d’advection
Tk
O{u; 0
Py = — | (u}up) () + (u; u,) (i) Terme de production par le mouvement moyen
oxy, J Oxy,
a Lo
T = —g@l w; ) Terme de transport turbulent
k
D L —82 (ul ;) Terme de diffusion moléculaire
Re; 0z ' " Y
op’ op’
N;j = — <<u£ —)+ (u; >> Terme de corrélation avec la fluctuation de pression
8:Ej 8332
!/
2 au; 8uj

€i = — — Terme de pseudo-dissipation
K RGT &Tk axk P P

Etant donné le role important de la contrainte croisée (u ub) dans le cycle de production
de la turbulence, nous détaillerons uniquement le bilan énergétique de cette composante.
Nous allons commencer cependant par faire quelques commentaires sur le comportement
général des autres composantes (u}?), (ub?) et (uj?).

Lorsque 'hypothése de turbulence statistiquement établie et stationnaire est vérifiée,
on peut montrer qu’il n’y pas de production par le mouvement moyen pour les composantes
normale et transversale des contraintes de Reynolds (P = P33 = 0). L’énergie cinétique
est donc entiérement produite par 'intermédiaire de la composante longitudinale <u’12> La
redistribution d’énergie entre les trois composantes se fait par I'intermédiaire des termes de
corrélation avec la fluctuation de pression. Pour <u’12>, le terme de production Py est bien
une source d’énergie (terme positif) alors que le terme de corrélation avec la fluctuation de

pression Nj; correspond & un puits d’énergie (terme négatif). Pour les composantes <u’22>
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et (ug2>, la source importante d’énergie provient effectivement du terme de redistribution
Ny;.
Passons maintenant au bilan énergétique de (u} ub). Dans le cas d’un écoulement de

canal turbulent stationnaire et homogéne suivant e, et e, le bilan énergétique de (u} uj)

s’écrit :
Atg + Pio + T2 + D1g + Nig — €12 =0
ou
olu
A12 = 0 P12 = (u'2 ué} <ay1>
0 1 02
Ty = _8_y<u/1 %) D=4 8—y2<u/1 uj)
op’ op 2 oul oul ou!, ou ou!, ou
Noo— — (2P 4 O _ 2 (9w 0wy, 0w Ouy,  Oup Ouy
12 <<u1 8y>+<u2 8m>> €12 Re, << Ox 8x>+<8y 8y>+<82 0z >>

La figure 2.19 présente I'évolution des termes énergétiques de la contrainte croisée
(u} uh) sur la demi-hauteur du canal aprés adimensionnalisation des contributions en unités
de paroi. Les commentaires qui vont étre faits en termes de gain ou de perte d’énergie sont

a prendre pour (uj u5). Il faudra inverser les conclusions si on s’intéresse a —(uf ub).

Loin de la paroi, les termes de production (puits d’énergie) et de corrélation vitesse
pression (source d’énergie) sont en équilibre total, toutes les autres quantités étant qua-
siment nulles. Trés prés de la paroi (y* < 10), les termes de diffusion moléculaire et de
pseudo-dissipation deviennent prépondérants. Cependant, la somme de ces deux termes
est quasiment nulle montrant ainsi que la viscosité n’a pas de réelle influence sur la dyna-
mique des contraintes de Reynolds. Enfin, dans la zone intermédiaire (10 < y* < 50), le
terme de production atteint sa valeur maximale de puits d’énergie alors que les termes de
transport turbulent et de corrélation vitesse pression atteignent leurs valeurs maximales de
source d’énergie. C’est précisément dans cette zone intermédiaire que naissent et évoluent
les tourbillons quasi-longitudinaux. Les résultats sont similaires a ceux de Kim et al. (1987)

et Mansour et al. (1988).

2.5.4 Moments d’ordre supérieur

Les statistiques d’ordre élevé, moments d’ordre 3 pour le coefficient de dissymétrie et
d’ordre 4 pour le coefficient d’aplatissement, requiérent pour une bonne estimation une

simulation numérique trés précise ainsi qu’un nombre important de données.
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FIGURE 2.19 — Bilan des termes provenant de I’équation de transport des contraintes
de Reynolds (u} ub) pour la simulation 5.

2.5.4.1 Coefficients de dissymeétrie

Le coefficient de dissymétrie pour une composante u; du champ de vitesse est défini

(voir section 2.5.1.2) comme :

Pour une variable aléatoire ¢ de densité de probabilité gaussienne, on a Sy = 0. L’écart
a la valeur nulle mesure donc le manque de symétrie d’une distribution. Lorsque ce coef-
ficient est négatif, cela signifie que la queue de la distribution est allongée vers les valeurs
négatives, et par voie de conséquence que la probabilité d’obtenir des valeurs négatives
est plus importante que si les données correspondaient & une distribution gaussienne. A
I'opposé, lorsque ce coefficient est positif, la queue de la distribution est allongée vers les
valeurs positives, et la probabilité d’obtenir des valeurs positives est donc plus importante
que pour une distribution gaussienne. Pour un écoulement turbulent, le signe du coefficient
de dissymétrie donnera donc une indication sur la direction du mouvement des fluctuations
turbulentes.

Les figures 2.20, 2.21 et 2.22 représentent les facteurs de dissymétrie associés respective-

ment aux fluctuations turbulentes v/, v" et w’. Les résultats issus des simulations S, S et
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S3 y sont comparés aux données provenant de Moser et al. (1999). En premiére remarque,
on peut dire que les valeurs de ces coefficients indiquent que les densités de probabilité des

fluctuations de vitesse u' et v’ sont loin d’étre gaussiennes. En raison de la géométrie du
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FIGURE 2.22 — Coefficient de dissymétrie FIGURE 2.23 — Quadrant des fluctuations
pour la composante w. de vitesse.

canal et de la symétrie de réflexion des équations de Navier-Stokes, le coefficient de dissy-
métrie de la composante w’ devrait étre nulle. Si cela n’est pas vérifié, ¢’est que trop peu de
données on été utilisées pour estimer cette grandeur. On constate sur la figure 2.22 que pour
toutes les simulations réalisées, les valeurs de Sy, restent trés proches de zéro sur ’ensemble
de la demi-hauteur du canal. En revanche, a partir de y* = 110, les résultats de MKM

99 divergent de la valeur zéro. Ceci tend & indiquer que le nombre d’échantillons n’était
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pas suffisant pour calculer de maniére correcte les statistiques d’ordre élevée. Kim et al.
qualifient d’ailleurs de "limite" le nombre d’échantillons a leur disposition pour calculer les

moments d’ordre supérieur (voir §4.7 de Kim et al., 1987).

Les coefficients de dissymétrie de la composante longitudinale u’ sont représentés sur la
figure 2.20. On constate que proche de la paroi (y* < 12), le coefficient S,, est positif pour
toutes les simulations ce qui tend & montrer que la probablité d’obtenir des fluctuations de
vitesse longitudinale positives (v’ > 0) est plus importante que I'inverse (v’ < 0). Pour le
coefficient de dissymétrie de la composante normale, on observe (voir figure 2.21) que prés
de la paroi le coefficient S, déterminé & partir des résultats de la simulation Sy est positif en
accord avec les résultats de MKM 99. Pour les deux simulations LES | le résultat est inversé
et on trouve que les facteurs de dissymétrie de la composante v’ prennent des valeurs assez
largement négatives proche de la paroi. Ce comportement est d’ailleurs retrouvé par de
nombreuses DNS réalisées avec des schémas aux différences finies (Bouillon, 2004; Doche,
2006; Arcen, 2006). Dans cette zone, il est donc difficile de conclure exactement sur le
comportement réel de ’écoulement. Cependant, les signes des coefficients de dissymétrie
Sy et Sy en proche paroi sont généralement interprétés comme la trace de 'existence de
phénomeénes de balayage pendant lesquels du fluide & grande vitesse se dirige vers les parois.
Ces événements particuliers sont caractérisés par des fluctuations v’ > 0 et v’ < 0. Selon
la méthode dite des quadrants (voir figure 2.23), ces événements sont donc de type Q4. En
se rapprochant du centre du canal, les tendances décrites précédemment s’inversent. En
effet, le coefficient de dissymétrie associé a u’ devient négatif et le coefficient de dissymétrie
de v' devient positif. Dans cette zone de I’écoulement, la probabilité est donc plus élevée
d’observer des fluctuations de vitesse ' < 0 et v’ > 0. Ces événements correspondent & un
phénomeéne d’éjection de fluide & basse vitesse loin de la paroi, ce qui est représenté par
le quadrant @9 sur la figure 2.23. Enfin, on constate que loin de la paroi, les valeurs des
coefficients 9, et S, obtenues a partir de nos simulations sont sous-estimées par rapport aux
résultats de MKM 99. Cette tendance démontre que U'intensité des événements d’éjection
représentés par nos simulations, et en particulier par les simulations LES | est plus faible

que dans le cas de la DNS de référence.
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2.5.4.2 Coefficients d’aplatissement

Le coefficient d’aplatissement 32 pour une composante u; du champ de vitesse est défini

(voir section 2.5.1.2) comme :

Pour une variable aléatoire ¢ de densité de probabilité gaussienne, on a Fy = 3. L’écart
par rapport & cette valeur mesure par comparaison avec une loi de probabilité gaussienne
le caractére pointu ou plat de la distribution des variables. Un coefficient d’aplatissement
élevé indique que la distribution est plutét pointue autour de sa moyenne et posséde des
queues de distribution plutdt épaisses. Au contraire, un coefficient d’aplatissement faible
traduit que la distribution est plutot étalée autour de sa moyenne et posséde des queues de
distribution plutét minces. En termes de fluctuations turbulentes, un coefficient d’aplatisse-
ment élevé traduira une forte probabilité d’observer de grandes variations par rapport aux
valeurs moyennes. Les coefficients d’aplatissement sont interprétés en turbulence comme
une mesure de l'intermittence.

Les coefficients d’aplatissement pour les simulations Sy, S et S3 sont représentés sur les
figures 2.24, 2.25 et 2.26, respectivement pour les fluctuations u’, v’ et w’. Les résultats de
Moser et al. (1999) sont reportés sur les mémes figures pour comparaison. Nos résultats sont
en bon accord qualitatif avec ceux de MKM 99 sur I’ensemble de la demi-hauteur du canal.
En particulier, on retrouve que les coefficients d’aplatissement croissent rapidement prés
de la paroi traduisant 'importance des phénoménes intermittents dans cette zone. Pour
la simulation S7, les coefficients d’aplatissement des composantes v’ et w’ sont légérement
sous-estimés prés de la paroi alors qu’il y a dans cette méme zone une légére surestimation
pour le coefficient de la composante u'. Pour les simulations LES , 'accord quantitatif dans
la zone de proche paroi est moins bon. La tendance générale est & la forte surestimation des
coeflicients d’aplatissement. Ce comportement semble assez général et est souvent retrouvé
méme en DNSlorsqu’une méthode de différence finie est utilisée pour la discrétisation
spatiale (Arcen, 2003, par exemple). On constate tout de méme qu’augmenter la résolution
du maillage permet de diminuer les écarts avec les valeurs obtenues par la simulation de
référence. Notons pour conclure que le coefficient F,,, des données de référence présente loin
des parois des différences importantes avec 'ensemble de nos résultats de simulation. Cela

traduit comme pour le coefficient S,, de MKM 99 que le nombre d’échantillons utilisé pour

32. Le coeflicient d’aplatissement est toujours supérieur a 1. De maniére plus précise, on peut
2
montrer que Fy,, > 1+ (Sy,)".
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déterminer les moments d’ordre supérieur était certainement insuffisant dans leur cas.
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2.5.5 Corrélations spatiales en deux points
2.5.5.1 Définition et propriétés

Les corrélations spatiales en deux points séparés d’une distance r dans la direction e

de deux composantes du champ de vitesse u} et u; sont données par I'expression 3 :

RY (@, r,t) i@, ) uj(@ + re b)) (2.72)

\/ (uf? (. t) \/ ’2w+rel, )>

En régime turbulent établi, les propriétés moyennes du canal sont invariantes par trans-

lation dans les directions homogénes e, et e,, et indépendantes du temps. Par conséquent,
le point d’observation @ peut étre choisi arbitrairement tel que @ = (0,y,0) et le temps ¢
peut étre supprimé de la liste des paramétres, soit Rg-)(m, rt) = Rg-) (y,r). Par ailleurs, en
terme de corrélations spatiales, la périodicité des champs de vitesse dans les directions e,

et e, revient a dire que RS) est de période L} et que RS)

est de période L} . Pour étudier
les corrélations spatiales, il faut donc a priori faire varier la séparation r sur ’ensemble du
domaine. En réalité, on peut se limiter & faire varier » de 0 & la demi-longueur du canal

1) (3)

pour jo ou a la demi-largeur du canal pour R; ;- Pour cela, il suffit de tenir compte du
fait que

0 0 _
R (z,r,t) = R}/ (z,—rt) pour [=13. (2.73)

Jt

Cette propriété de symétrie des corrélations spatiales se montrent facilement. En posant

& = x + rey, la corrélation (2.72) peut étre réécrite :

Rg)(%n §— (uj (& —rep,t)uj(€,t)) _ Rﬁ?(é, ) Vi

Vw (e —ren 1)\ (€,1)

Finalement, pour déterminer (2.73) & partir de la relation précédente, il suffit d’invoquer

I’hypothése d’invariance des statistiques dans les directions e, et e,.

2.5.5.2 Justification de la taille du domaine numérique

Le premier critére pour une simulation numérique est sa capacité a représenter fidéle-
ment ’ensemble des phénomeénes physiques présents dans I’écoulement. Pour cela, il faut en

particulier que les dimensions du domaine numérique soient plus grandes que la longueur

33. Nous avons fait le choix de définir les corrélations comme le rapport de la covariance par
le produit des écarts types calculés aux positions x et x + re;. De cette maniére, 'inégalité de
Schwartz implique que 1 > R(l) > —1. Il est possible de rencontrer dans la littérature des cas ot la
covariance est divisée par la Varlance des fluctuations calculée au point «. L’inconvénient de cette
définition est que les corrélations peuvent ne plus étre comprises dans l'intervalle [—1;1].
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FIGURE 2.27 — Auto-corrélations spa-
tiales de vitesse suivant la direction lon-
gitudinale (y™ = 10).
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FIGURE 2.29 — Auto-corrélations spa-
tiales de vitesse suivant la direction trans-
versale (y* = 10).

FIGURE 2.28 — Auto-corrélations spa-
tiales de vitesse suivant la direction lon-
gitudinale (y* = 172).
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des plus grands tourbillons existant au sein de ’écoulement. Afin de s’en assurer, une étude
de la décroissance des corrélations spatiales des fluctuations de vitesse est généralement
menée 34, Si la taille du domaine est correctement choisie, les corrélations spatiales tendent
vers zéro lorsque la distance entre les deux points augmente.

Les figures 2.27 et 2.28 représentent les corrélations spatiales de vitesse dans la direction
longitudinale en un point proche de la paroi (y* = 10) et en un autre point proche du
centre du canal (y* = 172). Les figures 2.29 et 2.30 représentent les corrélations spatiales
de vitesse dans la direction transversale de 1’écoulement, et cela aux mémes points y+ dans
la direction normale que précédemment. Pour simplifier les figures, seules les corrélations
spatiales associées aux simulations S7 et S3 ont été reportées. Nous constatons sur ces
figures que les valeurs des corrélations décroissent de maniére continue et tendent vers zéro

)

pour des séparations de 'ordre de la demi-longueur du canal pour Rl(zl et de la demi-

3 . . .. . L.
largeur du canal pour Rgi). Les dimensions choisies pour le domaine numérique semblent
donc assez large pour garantir qu’une faible partie de I’énergie cinétique se trouve dans des

structures turbulentes d’une taille supérieure a la taille du domaine.

2.5.5.3 Premiére analyse structurelle

Outre 'adéquation du domaine de calcul a la physique de I’écoulement, une analyse des
corrélations spatiales donnent des informations sur les échelles caractéristiques de certaines
structures présentes au sein de 1’écoulement (voir 'exemple analytique di & Townsend dans
Delville et Bonnet, 2003). Une analyse structurelle plus détaillée, basée sur des critéres
d’identification de structures cohérentes, sera réalisée a la section 2.5.7.

Il est maintenant bien connu (Robinson, 1991, par exemple) que dans la zone tampon
de la couche limite turbulente existe des zones alternées de hautes et basses vitesses 3>
longitudinales. Ces zones forment un réseau de structures cohérentes paralléles et allongées
dans le sens de I’écoulement appelées streaks ou stries. Naturellement, cette disposition ca-

ractéristique influe sur la forme de la corrélation spatiale des fluctuations de la composante

longitudinale de vitesse calculée pour des déplacements transversaux. Par exemple, nous

34. Selon Jiménez (1998), montrer qu’il y a décroissance des corrélations spatiales sur une lon-
gueur inférieure & la dimension de la boite de calcul ne permet pas de prouver que le domaine
numérique est de taille suffisante. En effet, Jiménez considére que des corrélations spatiales qui
semblent décroitre vers zéro peuvent encore contenir dans leurs queues des quantités d’énergie non
négligeables. Des études expérimentales et numériques récentes montrent d’ailleurs que de trés
longues structures longitudinales (rapport d’aspect environ égal & 10) existent en écoulement de
paroi.

35. Cette terminologie de haute et basse vitesse est relative a la vitesse moyenne de 1’écoulement.
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FIGURE 2.31 — Détermination de l’espacement entre deux stries de fluide et du
diametre d’un tourbillon longitudinal. Les corrélations spatiales ont été calculées a
+_

y = 10.

constatons qu’en augmentant la distance transversale, Rﬁ), évaluée a y*+ = 10, devient
négative et a un minimum pour une valeur de déplacement r* ~ 50 (voir figure 2.31). La
valeur de ce déplacement peut étre assimilée & la séparation entre une strie caractérisée
par des fluctuations de vitesse longitudinales négatives ou positives & une strie caractéri-
sée par des fluctuations de vitesse de signe opposé. La séparation entre deux stries, ayant
des fluctuations de vitesse longitudinales de méme signe, \,, est alors égale au double de
la séparation nécessaire pour atteindre le minimum de Rﬁ), soit Al = 100 dans notre
cas. Cette valeur est en trés bon accord avec celles trouvées dans la littérature. En effet,
quelle que soit la nature de I’étude, expérimentale ou numérique, on trouve généralement

AT =100 4 20 pour y™ < 30 (Kim et al., 1987, par exemple).
(3)

Par ailleurs, le minimum négatif de la corrélation spatiale Ry, observé sur la figure 2.31
témoigne de la présence de structures tourbillonnaires quasi-longitudinales dans I’écoule-
ment. Il est alors possible de faire correspondre le déplacement nécessaire pour que la
corrélation spatiale Rg) atteigne son minimum au diamétre moyen des tourbillons longitu-

dinaux d;. Nous obtenons d; ~ 25 pour S; et d;” ~ 35 pour S3. Ces résultats sont en bon

accord pour les résultats DNS avec ceux de Kim et al. (1987) puisqu'ils ont obtenu d; ~ 25
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ay’t ~10.

2.5.6 Spectres d’énergie

Les spectres d’énergie cinétique dans les deux directions homogénes servent & examiner
les processus de filtrage (filtre test et filtre de maille) réalisés pour la simulation LES . Ces
spectres servent également a vérifier si la résolution utilisée est suffisante pour bien décrire
le transfert d’énergie entre les différentes structures de 1’écoulement.

Les spectres d’énergie cinétique sont définis pour tout y* par la transformée de Fourier

. . . l
des tenseurs de corrélation en deux points jo) :
L

EY (k)= [ RS (y,r) exp (=ghir) dr. (2.74)

Les figures 2.32 et 2.33 représentent respectivement les spectres d’énergie cinétique a

MKM99
N - Sy

——TT
MKM99

x
FIGURE 2.33 — Spectres d’énergie sui-
FIGURE 2.32 — Spectres d’énergie sui- vant la direction transversale a y™ =
vant la direction longitudinale a y™ = 10. 10. Comparaison simulation S3 et
Comparaison simulation S3 et MKM99. MEKM99.

yT = 10 suivant les deux directions homogénes e, et e,. Nous comparons sur ces figures
nos résultats obtenus pour la simulation S35 et les résultats de référence issus de MKM
99. Ces figures confirment que la coupure effectuée par le processus de filtrage est située
dans la zone inertielle du spectre et que la résolution utilisée est suffisante pour décrire
les différentes zones de cascade d’énergie. Les figures 2.34 et 2.35 représentent pour Sj
les spectres d’énergie dans la direction longitudinale en deux points de I’écoulement : le

premier est situé en proximité de la paroi (y* = 10) et le second est situé prés du centre
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du canal (y* = 172). Quant a elles, les figures 2.36 et 2.37 représentent toujours pour
S3 les spectres d’énergie cinétique dans la direction transversale aux mémes points que
précédemment. D’aprés ces figures, on constate que le phénoméne de cascade d’énergie a
travers la zone inertielle se déroule d’'une maniére un peu plus rapide au centre du canal
qu’en zone de proche paroi. En effet, on constate une descente rapide de 'asymptote des
spectres loin de la paroi, ce qui indique qu’ils sont infectés par des erreurs de troncature qui
finissent par introduire une dissipation numérique au niveau des grands nombres d’ondes.
Ces erreurs sont beaucoup plus importantes dans la zone loin de la paroi ou le maillage est

plus grossier.

2.5.7 Structures cohérentes

Le sens a donner aux mots "structures cohérentes" reste encore de nos jours sujet a
discussion. De nombreux critéres existent déja dans la communauté (Bonnet et Delville,
2002, pour une revue) et d’autres apparaissent réguliérement dans la littérature (Green
et al., 2007, par exemple). Les critéres les plus simples & mettre en ceuvre consistent a
représenter des lignes de courant de I’écoulement et des isovaleurs de pression ou de module
de vorticité 30 (Lamballais et Bonnet, 2003). D’autres types de critéres de détection reposent

sur le tenseur des gradients de vitesse A défini par
811,2'

Ay = — 2.75

) 8$j ( )

et sur ses invariants. Le polynéme caractéristique du tenseur des gradients de vitesse est

donné par :

MEPAN+QA+R=0 (2.76)
ol les trois invariants P, Q) et R sont définis comme

P = —tT(A) = —A“',

1

Q= % (P —tr(A%) = 5 (P = AijA;i))

R=—det(A) = —- (P? + Ay AgnApi) -

Wl

Pour un écoulement incompressible, 1’équation de continuité impose que P = 0. On

aura donc pour le second invariant de A :
1 Ou; Ouj 1 8ul2 Ou; Ouy
2 8:Ej 8332 N 2 8:E22 8:Ej 8:EZ '

1
Q= ~5 AjjAj =

36. La vorticité n’est pas adaptée pour des écoulements de paroi. En effet, le cisaillement présent
a la paroi fait que la vorticité y est maximale dans une région ot aucun tourbillon ne peut exister.
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FIGURE 2.34 — Spectres d’énergie suivant
la direction longitudinale a y* = 10 (si-
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FIGURE 2.36 — Spectres d’énergie suivant
la direction transversale a y* = 10 (simu-
lation Ss).
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FIGURE 2.35 — Spectres d’énergie suivant
la direction longitudinale & y* = 172 (si-
mulation Ss).
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Nous allons maintenant présenter briévement les principaux critéres utilisés pour vi-

sualiser les structures cohérentes au sein d’un écoulement turbulent.

1. Critére Q
Une premiére méthode d’identification de structures cohérentes est la visualisation
des régions positives du second invariant () du tenseur des gradients de vitesse A;;

(Hunt et al., 1988). La valeur de ) est donnée par

Q=5 (lel* - IsI?), (2.77)

N

ou || = /Q; Qj et ||S|| = /Sij Sij. S et Q sont respectivement les parties

symétriques et anti-symétriques du tenseur A, soit

N 1 811,, 8Uj o 1 811,, _ 8uj
S” N 2 ((%c] - 83:,) ot Q” n 2 (83;] 8$Z> )

Q est relié a la norme de la vorticité ||w|| et au laplacien de la pression. En effet, on

peut montrer de maniére analytique que :

1 /1 1 1 1
Q= b <§HWH2 — Sij Sij> =73 <Sij + §€ijkwk> <Sij + §€ijkwk>
10w 0u; 10 Oui| 19 0 IR g
N _58%— or; 20w [uj E?x]} 20z Ox; [wi wy] = 2pV p

ol €1, est le symbole de Levi-Civita37.
D’aprés (2.77), on aura une valeur positive de ) dans une région ou I’énergie associée
ala rotation est supérieure a celle liée & la contrainte de cisaillement. On peut montrer

que contrairement au module de la vorticité, @ = 0 a la paroi.

2. Critére )y
Ce critére a été introduit par Jeong et Hussain (1995) afin de corriger I'incohérence
que 'on peut rencontrer en définissant un coeur de tourbillon par des minima de pres-
sion. Selon ces auteurs, ces incohérences seraient provoquées par deux phénomeénes :
(i) le taux de déformation instationnaire, qui peut créer un minimum de pression en
I’absence d’un tourbillon, et (ii) les effets visqueux, qui peuvent éliminer le minimum

de pression dans un tourbillon.

37. Le symbole de Levi-Civita est défini de la maniére suivante :

F1 i (k) est (1,2,3), (2,3,1) ou (3,1,2),
€k =1 —1 si(4,4,k) est (3,2,1), (1,3,2) ou (2,1, 3),
0 sit=jouj=kouk=i1.
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L’hessien de la pression (0?p/8z;0x;) peut contenir des informations sur les minima
locaux de pression. Nous allons donc commencer par évaluer une équation pour cette
quantité. Pour cela, appliquons 'opérateur de gradient & ’équation de Navier-Stokes,

il vient alors :

DS, DO
Dt” + [k Qi + Sik Skj| + Dt” + [Quk Skj + Sik Qs =
symétrique anti-symétrique
1 9? P,
G Y (278)
p 0x;0x; 0x;0x,L0x
La partie symétrique de cette équation s’écrit encore :
DSZ i 82 Sij 1 82}?
— Qir Qi + Sike Skl = —— . 2.79
ot 7 o3 [ g + ik Sk p 0;0x; (2:79)

D’apres Jeong et Hussain (1995), un minimum local de pression est caractérisé par
I'existence de deux valeurs propres positives du tenseur 9%p/ 0x;0x;. Cela revient,
en négligeant le taux de déformation instationnaire et le terme de viscosité (les deux
premiers termes de (2.79)) & considérer qu’un minimum local de pression est défini

par deux valeurs propres négatives du tenseur
Qi Qi + Sk Skj- (2.80)

Or, ce tenseur est symétrique. Il admet donc trois valeurs propres réelles que 1'on
peut ordonner de la maniére suivante A\ > Ao > A3. Par conséquent, c’est le signe
de Ao qui caractérise entiérement les zones de pression minimum. Les régions de
I’écoulement ot Ay < 0 sont donc associées & des coeurs de tourbillon.

Les critéres @ et Ay peuvent étre rapprochés. En effet, on peut montrer (Jeong et

Hussain, 1995, page 77) que :
1 1
Q= —5 tr (sz ij + Sk Skj) = —5 ()\1 + Ao + )\3) .

Le tableau 2.4 montre de maniére claire que les deux critéres peuvent ne pas étre
équivalents. Cependant, une étude par Dubief et Delcayre (2000) a montré que 1'uti-
lisation du critére Ao donne des résultats semblables & ceux obtenus a partir de

pour un écoulement de canal.

3. Critére D
En 1990, Chong et al. ont procédé a la classification de la topologie des lignes de

courant en tout point de I’écoulement en se placant dans un repére mobile lié au
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TABLE 2.4 — Comparaison pour différents triplets de valeurs propres du hessien de
pression des critéres ) et As. On note "CT" dans le tableau lorsque un coeur de
tourbillon a été détecté par le critére; rien sinon.

Mo A DA A<0 Q>0
r - - - CT  CT
+ - -+ CT

+ - - CT
Jr

Jr
+ + o+

point. Leur démarche consiste a classer les points critiques en fonction du type3®
des valeurs propres de 'équation caractéristique (2.76). Les solutions de 1'équation

caractéristique dépendent du signe du discriminant 3 :
D =-A=2TR*+4Q°%

Dans le plan (R, Q), I'équation © = 0 définit les frontiéres qui séparent les régions
de lespace avec des solutions complexes (D > 0), de celles avec des solutions toutes
réelles (D < 0). Selon Chong et al. (1990), les coeurs des tourbillons correspondent a

40

des régions de valeurs propres complexes * i.e. © > 0. Une expression équivalente,

souvent rencontrée dans la littérature, est de rechercher les zones ot :

D27
D=2"=2_R? 3 .
1 4R+Q > 0

Pour visualiser les contours des structures cohérentes au sein de I’écoulement, nous
avons fait le méme choix que dans Bewley et al. (2001) et adopté le critére D. Cependant,
choisir une méthode d’identification des structures cohérentes n’est pas suffisant avec les
critéres discutés précédemment. En effet, lors de la visualisation d’isosurfaces pour un
critére donné, un deuxiéme probléme se pose : le choix de la valeur du seuil (Dubief et

Delcayre, 2000, par exemple). Si le seuil choisi est trop faible, les structures cohérentes

38. Selon les valeurs des invariants P, @ et R, les valeurs propres peuvent étre : (i) toutes réelles
et distinctes (A > 0), (ii) toutes réelles dont au moins deux égales (A = 0), (iii) une réelle et une
paire de valeurs propres complexes conjuguées (A < 0).

39. On rappelle que pour le polynéme P(x) = 23 + a12% + asx + a3, le déterminant est A =
18 ajazas + a? a3 — 4 a3 — 4a3 az — 27 a%. On obtient donc pour (2.76) :

A=-2TR*+ PR (—4P* +18Q) + Q* P> —4Q*

d’ott A = —27 R? —4 Q3 en supposant P = 0 (incompressibilité). Or, I'usage fait que I'on considére
plutot ® = —A pour discuter des structures cohérentes.

40. Pour les points critiques, les valeurs propres complexes correspondent & des lignes de courant
en spirale ou fermées.
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peuvent étre masquées par 1’écoulement ambiant. En augmentant ce seuil, le nombre de
structures observables va diminuer. Le seuil doit donc étre choisi empiriquement sur des
critéres subjectifs. A titre d’illustration, la figure 2.38 représente les régions de ’écoulement

ot le discriminant D > Dgeyil avee Dgeyil = 5 X 1075,

FIGURE 2.38 — Visualisation pour la simulation S; des structures cohérentes par le
critére D. Les régions de 'écoulement ot le critére D > Dyepit avee Dyenit = 5 X 1077
sont représentées. L’écoulement va de la gauche vers la droite.

2.6 Conclusion

L’écoulement de canal turbulent est trés bien résolu par la simulation S réalisée en
DNS. Cela est prouvé par la précision de nos statistiques qui sont en trés bon accord avec
les statistiques issues de KMM87 et MKM99. Les simulations réalisées en utilisant le modéle
LES produisent elles aussi des statistiques globalement en bon accord avec les statistiques

obtenues par DNS. Le raffinement du maillage associé au cas So améliore nettement ’ordre
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de précision des statistiques. Cela montre que nos simulations LES résolvent d’une maniére
correcte I’écoulement de canal turbulent avec un maillage environ 15 fois plus faible pour
S3 que celui de la simulation DNS.

On peut donc conclure sur lefficacité de la simulation LES & jouer le role d’'un modéle
réduit de I’écoulement capable de reproduire la dynamique d’un écoulement de canal en
régime turbulent. Cette conclusion nous encourage donc a utiliser ce modéle comme une
équation d’état gouvernant I’écoulement pour la mise en ceuvre de méthodes de contrdle

du type controle par opposition (chapitre 3) et controle optimal (chapitre 5).
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Les objectifs principaux de ce chapitre sont doubles. Le premier est de démontrer la
capacité des outils numériques présentés au chapitre 2 a décrire de maniére correcte la
dynamique controlée d’un écoulement de proche paroi. Le second est d’utiliser au chapitre

5 les résultats du controdle par opposition comme référence afin de mesurer 'intérét du

controle optimal pour le contréle des écoulements.

3.1 Généralités

3.1.1 Principe du controéle par opposition

Dans le cas de ’écoulement de canal, une des stratégies de controle actif les plus simples
a mettre en ceuvre est le controle dit par opposition. Cette technique a été appliquée
pour la premiére fois par Choi et al. (1994) dans le cas d’une simulation DNS. L’idée

consiste & imposer a la paroi une vitesse normale de soufflage/aspiration déterminée de

79
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maniére instationnaire comme l'opposé de la vitesse normale! mesurée dans un plan de
détection situé a une distance y:[ de la paroi (voir figure 3.1). Pour cette raison, le controle
par opposition est parfois qualifié de contrdle en boucle fermée, en particulier dans la
littérature anglo-saxonne. Cette appellation est sujette & discussion car si le controle est
effectivement basé sur une mesure de I’écoulement, il n’y a pas dans ce cas particulier de

phase d’estimation.
Structure tourbillonnaire
longitudinale

Plan de détection

€y
Yo
A

| €z
Aspiration  Soufllage

FI1GURE 3.1 — Principe schématique du contréle par opposition.

D’un point de vue physique, cette stratégie de controle exploite la présence en proche
paroi de tourbillons longitudinaux contra-rotatifs dont le centre est situé en moyenne a y™ ~
20 (Robinson, 1991, par exemple). Ces tourbillons agissent directement sur le transport de
la quantité de mouvement dans la zone de paroi. En effet, ils apportent & proximité de celle-
ci du fluide de haute vitesse issu du centre du canal (phase de balayage) et, de maniére
symétrique, entrainent au centre du canal du fluide de faible vitesse issu des parois (phase
d’éjection). De cette maniére, ces structures interviennent directement dans le cycle de
production de la turbulence et jouent un réle important sur la trainée de paroi. En essayant
de s’opposer a ces structures longitudinales, le controle devrait diminuer le transfert vertical

de la quantité de mouvement vers la paroi et ainsi réduire la force de trainée exercée.

3.1.2 Mise en ceuvre par DNS

Dans les simulations DNS réalisées a Re, = 180 par Choi et al. (1994), 20% de réduction
de trainée ont été obtenus en positionnant le plan de détection & y:[ = 10. Plus récemment,

Hammond et al. (1998) ont obtenu dans des conditions similaires (DNS et méme valeur du

1. On trouve également dans Choi et al. (1994) des tests numériques réalisés avec la composante
transversale de vitesse. Il s’avére que la réduction de trainée est plus importante dans le cas de la
composante normale et c’est donc ce cas qui est maintenant considéré dans la littérature.
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nombre de Reynolds) 25% de réduction en choisissant de prendre y; = 15. Afin d’étudier
I'influence du contréle par opposition d’un point de vue de 'organisation structurelle de
proche paroi, nous avons d’abord réalisé des calculs par DNS . Ces simulations ont été me-
nées avec la configuration S7 décrite dans le tableau 2.1 et en placant le plan de détection a
y:{ = 14, 56. Sur la figure 3.2, nous comparons les structures cohérentes de proche paroi ob-
tenues d’une part en écoulement non contrélé (figure 3.2(a)) et d’autre part en écoulement
controlé par opposition (figure 3.2(b)). Clairement, I’activité cohérente en proche paroi est
fortement réduite lorsque le controle est appliqué. Ces résultats sont d’ailleurs confirmés
par la figure 3.3 sur laquelle sont représentées les isovaleurs de la vorticité longitudinale
(wy = %—Z’ - %) en écoulement non controlé (figure 3.3(a)) et controlé (figure 3.3(b)).
Dans le cas controlé, on constate en effet une trés forte diminution de la concentration
des contours de vorticité. Finalement, sur la figure 3.4, nous avons représenté 1'évolution
temporelle de la trainée totale moyenne qui correspond au contrdle par opposition pour

yjl' = 14,56. On obtient environ 26% de réduction de trainée lorsque la dynamique est en

régime établi.

3.1.3 Discussions

Un des inconvénients majeurs pour 'applicabilité du contrdle par opposition est la né-
cessité de connaitre de maniére instantanée la vitesse normale sur le plan de détection.
Cette contrainte limite les applications du controle par opposition aux simulations numé-
riques. Pour s’en affranchir, des travaux spécifiques ont été engagés dés l'introduction de
cette stratégie de contrdle (Choi et al., 1994). Depuis, ces travaux n’ont jamais réellement
cessé (Vodinh Lorang et al., 2008). Dans tous les cas, I'objectif est d’estimer la compo-
sante normale de vitesse sur le plan de détection & partir d’informations connues en paroi.
Pour estimer la composante de vitesse normale sur le plan de détection, Choi et al. (1994)
ont analysé les corrélations entre celle-ci et des quantités mesurables & la paroi (pression,
gradient longitudinal de vitesse, développement de Taylor de la composante normale de
la vitesse & la paroi). Dans le meilleur des cas, ils ont obtenu seulement 6% de réduction
de trainée, soit une valeur comparable & celle obtenue par controle passif. Derniérement,
Vodinh Lorang et al. (2008) ont développé une approche de type réseau de neurones pour
estimer la vitesse normale dans le plan de détection a partir d’informations prises en paroi
du canal. Au mieux, cette approche a conduit a 13% de réduction de trainée.

La majorité des travaux sur le controle par opposition a été réalisé par DNS pour

des nombres de Reynolds modérés. Par ailleurs, ces travaux se sont plutdt concentrés sur
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(a) Ecoulement non controlé.

(b) Contrdle par opposition.

FIGURE 3.2 — Visualisation des structures cohérentes obtenues & Re, = 180 par
DNS (configuration S7). On compare 1'écoulement non contrdlé (a) a I’écoulement
associé au controle par opposition (b) lorsque y; = 14, 56. Les structures cohérentes
sont repérées par le critére D avec Dyt = H X 107°.
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(b) Controle par opposition.

FIGURE 3.3 — Isovaleurs de la vorticité longitudinale w, obtenues & Re, = 180 par
DNS (configuration S;). On compare 1'écoulement non controlé (a) a l'écoulement
associé au controle par opposition (b) lorsque y; = 14,56. Les mémes isovaleurs
sont utilisées dans les deux cas.
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FIGURE 3.4 — Evolutions temporelles de la trainée totale moyenne obtenues par
DNSa Re, = 180. Comparaisons des cas sans controle et controle par opposition
avec y; = 14, 56.
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la compréhension des mécanismes physiques mis en jeu par le controle dans la zone de
proche paroi. Afin d’étendre cette stratégie & des nombres de Reynolds plus importants et
éventuellement & des géométries d’écoulement plus complexes, il convient d’avoir recours
a des modeéles réduits des équations de Navier-Stokes. Un choix naturel consiste a utiliser
la simulation aux grandes échelles. C’est précisément la voie initialement suivie par Chang

et al. (2002) pour un écoulement de canal et 'approche également retenue dans ce mémoire.

3.2 Résultats de controle par opposition obtenus
par LES

Dans cette section, nous allons présenter des résultats de contréle par opposition obte-
nus par LES pour différents nombres de Reynolds et plusieurs positions du plan de détec-
tion. L’objectif initial est d’évaluer la capacité du code de simulation numérique présenté
au chapitre 2 a représenter correctement la dynamique du canal associée au contrdle par
soufflage/aspiration aux parois. Nous étudierons d’abord l'influence de la position du plan
de détection sur le contrdle pour Re, = 180 (voir section 3.2.2). Ensuite, nous analyserons
en terme de réduction de trainée 'influence du nombre de Reynolds Re;, lorsque celui-ci
varie sur l'intervalle [80 : 360] (voir section 3.2.3). Pour conclure, nous nous intéresserons
a lefficacité énergétique du controle par opposition en fonction du nombre de Reynolds et

de la position du plan de détection (voir section 3.2.4).

3.2.1 Paramétres des simulations

Les simulations de controle par opposition ont été réalisées avec le code LES présenté
au chapitre 2. Pour que 'on puisse comparer les résultats, toutes les simulations utilisent
les mémes conditions initiales lorsque le controle est activé. Ces conditions initiales cor-
respondent a des profils de vitesse issus de simulations LES d’écoulement non controlé. Le
débit volumique est maintenu constant tout au long des simulations a I’aide de la méthode
présentée a 'annexe F. Des conditions aux limites de non glissement sont appliquées pour
les composantes de vitesse longitudinale et transversale. La composante de vitesse normale
aux parois est égale a 'opposé de la vitesse normale sur le plan de détection. Le controle est
appliqué avec un débit massique nul au niveau des parois du canal. En effet, la contrainte
d’incompressibilité impose que / / v(z,y,z)dxdz = 0 sur les parois supérieure et in-

férieure du canal.
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Les simulations de controle par opposition sont réalisées pour quatre valeurs de nombre
de Reynolds : Re, = 80, 100, 180, 360. Les tailles du domaine numérique sont ajustées pour
chaque valeur de nombre de Reynolds afin de garantir la résolution de toutes les structures
de I'écoulement. Le tableau 3.1 donne pour chaque cas les grandeurs caractéristiques des
simulations. Les nombres de Reynolds Re. et Re;, basés respectivement sur la vitesse au
centre du canal et la vitesse débitante correspondent aux écoulements non contrélés. Pour
Re; = 180, deux séries de simulations numériques ont été réalisées, ce qui explique que les
valeurs des positions du plan de détection ne seront pas toutes identiques entre la section
3.2.2 et les sections suivantes. Enfin, pour Re, = 80, 24000 itérations sont réalisées alors
que pour les autres valeurs de nombre de Reynolds, seules 16000 itérations sont effectuées.
Le tableau 3.1 indique pour chaque valeur de nombre de Reynolds le temps de simulation

correspondant T3,

TABLE 3.1 — Grandeurs caractéristiques des simulations LES d’écoulements controlés
par opposition.

Re,  Re. Rey, L, L, L. N, N, N, Az" Ayl Azt At TF

80 1655,2 2612,1 87 2 3w 64 65 64 314 0,11 11,8 0,16 3840
100 1819  3030,3 47 2 %W 64 65 64 196 0,14 6,54 0,20 3200
180 3214,1 5600,2 47 2 %7‘( 64 65 64 353 0,25 11,7 0,36 5760
360 68342 121159 27 2 %7‘( 64 97 64 353 0,326 13,25 0,72 11520

3.2.2 Influence de la position du plan de détection

Pour Re; = 180, nous avons réalisé des simulations de contrble par opposition pour
plusieurs positions du plan de détection (y;'l' =10,8; 15,6; 22,1; 26,2; 30). Les évolutions
temporelles de la trainée totale moyenne sont représentées sur la figure 3.5(a) et I’évolution
de la moyenne temporelle de la trainée totale en fonction de la position du plan de détection
est reportée sur la figure 3.5(b). Nous constatons qu'’il existe une position du plan de
détection, notée par la suite [ycﬂ ey POUT laquelle un maximum de réduction de trainée est
obtenu. Par ailleurs, lorsque le plan de détection s’éloigne de la paroi au dela de [ycﬂ e 12
trainée a tendance a augmenter considérablement. Si nous ne réalisons pas d’interpolation
entre les résultats numériques obtenus pour les différentes valeurs de yjl', nous trouvons que

[y;']max = 15,6 pour Re, = 180. Cette position du plan de détection correspond a 27%

de réduction de trainée par rapport au cas non contrdlé (voir figure 3.6). Cette valeur de
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FIGURE 3.5 — Trainée totale moyenne obtenues par LESa Re, = 180 pour un
controle par opposition. Plusieurs positions du plan de détection y; sont comparées.
Dans ces simulations numériques, le controle a été actionné a partir de ¢+ = 200.
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réduction est en parfait accord avec les résultats rapportés dans Hammond et al. (1998).
En effet, 25% de réduction de trainée avaient alors été obtenus par DNS pour un plan de

détection situé a y; = 15.
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FIGURE 3.6 — Evolutions temporelles de la trainée totale moyenne obtenues par
LESa Re, = 180. Comparaisons des cas sans contrble et contrble par opposition
avec y = [yﬂmax = 15,6.

Le controle par opposition contrecarre les phénoménes de balayage et d’éjection pré-
sents en proche paroi. D’un point de vue physique, I'action du contréle peut étre vue
comme l'introduction d’un mur virtuel situé & une hauteur moitié par rapport a la position
du plan de détection. A la surface de ce mur virtuel, les fluctuations de la vitesse normale
sont quasiment nulles (voir figure 3.7), ce qui de fait réduit les interactions entre la zone de
proche paroi et la partie centrale du canal. Le transfert convectif de la quantité de mouve-
ment & travers ce mur artificiel n’existe plus. Le seul mécanisme qui reste pour assurer le
transfert de la quantité de mouvement dans la direction normale est la diffusion visqueuse.
Selon Hammond et al. (1998), la réduction de trainée engendrée par le controle par op-
position s’explique par la diminution du transfert vertical de la quantité de mouvement

longitudinale prés de la paroi.
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FIGURE 3.7 — Profil de (v?) obtenu pour le contréle par opposition pour y; =
[wi]. .. =15,6. Résultats LESa Re, = 180.

3.2.3 Influence du nombre de Reynolds

Afin d’explorer I'influence du nombre de Reynolds sur la stratégie de controle par oppo-
sition, nous avons réalisé des simulations LES pour quatre valeurs de nombre de Reynolds
comprises entre Re, = 80 et Re; = 360. Pour Re, = 80, une seule valeur de position du
plan de détection (yjl' = 20,51) a été testée car pour cette valeur I’écoulement relamina-
rise (voir figure 3.9). En supposant que le minimum de trainée que 'on peut obtenir par
controle correspond a la configuration laminaire, on peut alors considérer en premiére ap-
proximation que pour Re; = 80, yjl' = [yj]max = 20, 51. Pour les autres valeurs de nombre
de Reynolds, quatre valeurs de y; ont été utilisées. Le tableau 3.2 donne en particulier les
valeurs de y; utilisées pour Re, = 180. Comme on peut le voir en comparant avec la figure
3.5, la valeur yjl' = 22,1 aici été remplacée par y; = 20, 37.

La figure 3.8 représente la variation de la trainée totale moyenne en temps en fonction de
la position du plan de détection. De maniére similaire & ce qui avait déja été mis en évidence
a la section 3.2.2 pour Re, = 180, on constate qu’il existe pour chaque valeur du nombre
de Reynolds une position du plan de détection pour laquelle la réduction de trainée est

maximale. La valeur de [ycﬂ . est reportée en fonction du nombre de Reynolds Re, dans le

ma.
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FIGURE 3.8 — Variation de la trainée totale moyenne en temps en fonction de la
position du plan de détection y . Résultats LES pour différentes valeurs du nombre
de Reynolds Re,. Le cas Re, = 80 n’est pas représenté car pour ce nombre de
Reynolds une seule valeur de y; a été testée.

TABLE 3.2 — Pourcentage de réduction de trainée totale moyenne en temps A(D)p
et efficacité énergétique Pp/ P obtenus par controle par opposition pour différentes
valeurs de y; . Les simulations sont réalisées par LES pour Re, = 180.

Y D A(D)r (en %)  Pp P Po/Pal
Sans controle 1,0028 - - - -
10,8 0,79 21 353,1 6,83 51,6
15,6 0,73 27 457,05 12,22 37,4
20,37 0,78 22 415,96 20,89 19,9

26,2 1,0003 0,0025 3,37 127 0,027
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tableau 3.3. Par ailleurs, la position du plan de détection associée au maximum de réduction
de trainée semble correspondre aux régions de production de la turbulence. En effet, on
constate sur la figure 3.8 que la position du plan de détection se décale progressivement
vers les parois lorsque le nombre de Reynolds augmente. Or, Fischer et al. (2001) ont mis
en évidence, a partir de bilans énergétiques obtenus par simulations numériques directes
d’un écoulement de canal pour des nombres de Reynolds compris entre 100 et 400, que le
pic de production de turbulence se décalait vers les parois lorsque le nombre de Reynolds

augmentait.

TABLE 3.3 — Valeurs de [yj]max en fonction du nombre de Reynolds Re..

ReT [yc—li_} max

80 20,51
100 20,2
180 15,6
360 14,94

Les évolutions temporelles de la trainée totale moyenne sont représentées sur la figure
3.9 pour les différents nombres de Reynolds étudiés et cela dans le cas ot le plan de détection
est positionné en [yjl']max Pour Re, = 80, le contrdle a réussi a relaminariser I’écoulement.
Jusqu’a 48% de réduction de trainée ont ainsi été obtenus. Pour les valeurs plus grandes du
nombre de Reynolds, le controle n’a pu parvenir & une relaminarisation de ’écoulement.
Cependant, on obtient encore des réductions significatives de trainée moyenne : 32% de
réduction pour Re, = 100, 27% pour Re, = 180, et encore 25% pour Re, = 360. Ces
résultats mettent en évidence l'influence des effets visqueux sur la réduction de trainée
susceptible d’étre obtenue par contréle par opposition. En effet, lorsque le nombre de
Reynolds augmente, lefficacité du controle par opposition diminue. On peut visualiser
ce comportement de maniére encore plus claire sur la figure 3.10 qui représente I’écart
4 la valeur laminaire de la réduction de trainée maximale calculée pour le contréle par
opposition.

Pour conclure, la figure 3.11 représente pour plusieurs valeurs du nombre de Reynolds
les profils de (v"?) obtenus par le controle par opposition lorsque le plan de détection est
situé en [yjl']max On constate par comparaison aux résultats issus de simulations non
controlées que 'action du controle par opposition se traduit sous la forme d’un mur virtuel

situé approximativement en [yjl']max /2. Pour les autres valeurs du nombre de Reynolds,
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FIGURE 3.9 — Comparaisons des évolutions temporelles de la trainée totale moyenne
obtenues par contrdle par opposition pour différentes valeurs du nombre de Reynolds
Re.. Les simulations sont réalisées par LES pour la position du plan de détection
[yﬂmax qui correspond au maximum de réduction de trainée.
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FIGURE 3.10 — Variation du pourcentage de réduction de trainée totale moyenne
en temps A(D)r en fonction de Re,. Les symboles e correspondent a des simula-
tions réalisées par LES pour la position du plan de détection [ycﬂ iy dul correspond
au maximum de réduction de trainée. Les symboles B sont les valeurs en régime

laminaire.
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FIGURE 3.11 — Comparaisons des profils de (v") obtenus sans controle et pour
le controle par opposition. Résultats LES pour différentes valeurs du nombre de
Reynolds Re,. Pour le controle par opposition, les simulations sont réalisées pour la
position du plan de détection [ycﬂ 1y Qui correspond au maximum de réduction de
trainée.
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le comportement est donc similaire & celui qui avait déja été noté a la section 3.2.2 pour

Re, = 180.

3.2.4 Efficacité énergétique

Pour évaluer l'efficacité énergétique du controle par opposition et donc son intérét
pratique, il faut que la puissance nécessaire a exercer le controle Pg soit plus faible que
la puissance économisée par la réduction de trainée Pp. Or, la puissance dépensée pour le

controle peut étre évaluée (Chang et al., 2002) par la relation :

to+T @2
Py = lim / / O(—+P)dldt (3.1)
T T to ri 2
ol F;E représente les parois supérieure et inférieure du canal et ou ® = — U\Fg[ N9 avec na, la

normale extérieure. Avec cette définition du controle, une valeur positive de ® correspond a
une phase de soufflage dans le canal. Le premier terme de (3.1) représente le flux d’énergie
cinétique ajouté ou extrait de I’écoulement du fait des phases de soufflage/aspiration, alors
que le second terme décrit la puissance exercée contre la pression sur les parois du canal. Or,
il apparait peu vraisemblable que 'on puisse retirer de ’énergie cinétique & 1’écoulement
par le contrdle. De méme, le terme P ® n’est pas nécessairement positif. Bewley et al.
(2001) et Chang et al. (2002) ont donc choisi de faire intervenir dans l'estimation de la
puissance dépensée pour le contrdle, non plus ® mais |®|. Nous introduisons donc pour
évaluer la puissance nécessaire a exercer le controle I'expression :

1 to+1 (1)2
nézmn—/ ‘/ & 2 1o p|) drat. (3.2)
T to Fét 2

T—00

Par ailleurs, la puissance économisée par I'action du contréle peut étre évaluée (Choi

et al., 1994; Chang et al., 2002) par la relation :

1 to+T oP
= 1 _ _
P]D) Tinoo T /to |:< ox sc

ou OP/0x|, et OP/0x|,,. sont respectivement les gradients de pression dans la direction

oP

—?)Aumyu (3.3)

ox

longitudinale de 1’écoulement non controlé et controlé. Dans (3.3), le terme [, ud€ cor-
respond & un coefficient prét au débit volumique @, que I'on maintient constant tout au
long des simulations (voir annexe F).

Nous avons alors déterminé les puissances P et Pp pour trois valeurs de nombre de
Reynolds : Re; = 100; 180; 360. Pour cela, nous avons utilisé respectivement les expres-

sions (3.2) et (3.3) avec tg = 0 et T = T, ou T, est le temps total de simulation (voir
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tableau 3.1 pour les valeurs numeériques). De cette maniére, nous intégrons aussi dans l'esti-
mation des puissances les transitoires liés a I'activation du contréle. Toutefois, le temps de
simulation T3 est suffisamment long pour qu’au final leffet soit négligeable. La figure 3.12
représente en fonction de la position du plan de détection efficacité énergétique définie
par le rapport Pp /P|q)‘ pour les différentes valeurs de nombre de Reynolds. On constate
que lefficacité énergétique a tendance & décroitre lorsque le nombre de Reynolds croit et
que le plan de détection s’éloigne de la paroi. Par ailleurs, quelle que soit la valeur du
nombre de Reynolds, l'efficacité énergétique maximale se produit pour une position du
plan de détection y:{ différente (légérement inférieure en pratique) de celle correspondant
au maximum de réduction de trainée [y:l']max Cependant, pour I’ensemble des valeurs de
nombre de Reynolds, le rapport Pp/P|g| associé¢ au maximum d’efficacité énergétique est
suffisamment important pour considérer que 'action du controle ne correspond pas a un
forcage brutal de I’écoulement. Enfin, pour conclure cette discussion, nous présentons dans
le tableau 3.4 D'efficacité énergétique correspondant au maximum de réduction de trainée.
On constate que lorsque le nombre de Reynolds augmente, le rapport Pp/P|g| a tendance
a décroitre également pour tendre vers une valeur limite. Ce résultat préliminaire demande
toutefois & étre consolidé a l'aide de simulations numériques d’écoulements controlés réa-

lisées pour des valeurs plus importantes du nombre de Reynolds (Chang et al., 2002).

TABLE 3.4 — Pourcentage de réduction de trainée totale moyenne en temps A(D)r
et efficacité énergétique Pp/Pjp| obtenus par controle par opposition pour plusieurs
valeurs du nombre de Reynolds Re,. Les simulations sont réalisées par LES pour la
position du plan de détection [ycﬂ 1y dui correspond au maximum de réduction de
trainée.

Re, D AD)r(en%) Po  Pae Po/Pel Wil

100 0,67 33 451,0 6,01 75,0 20,2
180 0,73 27 457,05 12,22 37,4 15,6
360 0,74 26 130,6 4,66 28 14,94

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé en terme de réduction de trainée moyenne et
d’efficacité énergétique I'influence de la position du plan de détection y['i" et du nombre de

Reynolds Re, sur une stratégie de contrdle par opposition. Il s’avére que pour un nombre
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FIGURE 3.12 — Efficacité énergétique Pp/Pjs| en fonction de la position du plan de
détection y; pour différentes valeurs du nombre de Reynolds Re;.

de Reynolds fixé, la position du plan de détection associée au maximum de réduction de
trainée semble correspondre aux régions de production de la turbulence. Par ailleurs, nos
résultats confirment que la réduction de trainée diminue avec I’augmentation du nombre de
Reynolds. En effet, pour Re, = 80 la réduction de trainée est égale a 48% et I’écoulement
est relaminarisé alors que pour Re,; = 360 la réduction de trainée n’est que de 25%. Enfin,
on constate que 'efficacité énergétique est maximale pour une position du plan de détection
différente de celle correspondant au maximum de réduction de trainée.

Ces résultats montrent que la simulation LES présentée au chapitre 2 décrit égale-
ment de maniére satisfaisante la dynamique contrélée d’un écoulement de proche paroi.
En ce sens, le modéle LES pourra donc étre utilisé au chapitre 5 comme modéle réduit de
I’écoulement dans une procédure de contrdle optimal. En outre, ces résultats de controle
par opposition seront utilisés & la section 5.6 comme éléments de référence pour analyser

I'intérét du controle par opposition pour le contréle d’écoulement.
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4.1 Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons de maniére plus particuliére aux stratégies
de controle adaptées aux écoulements en régime turbulent. Pour ce régime, I’hypothése
de petites perturbations classiquement utilisée en stabilité hydrodynamique (Schmid et
Henningson, 2001, par exemple) pour linéariser les équations de Navier-Stokes n’est plus
valable. L’utilisation de méthodes de contréle linéaire par feedback dans ’espace des états
(Aamo et Fossen, 2002; Kim et Bewley, 2007) n’est donc pas envisageable. Il reste cependant

toujours possible de formuler le controle d’écoulement comme un probléme d’optimisation

99
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et de faire appel aux méthodes d’optimisation non linéaires pour le résoudre (voir § 4.3).
Dans cette approche, dite du controle optimal, le controle d’écoulement est formalisé en
terme de minimisation d’une fonctionnelle cotit ou fonctionnelle objectif, ce qui présente
I’avantage de clairement définir ce que 'on entend par optimisation. C’est précisément la
voie suivie a l'origine par Bewley et al. (2001) pour contrdler par simulation numérique
directe un écoulement de canal turbulent. Depuis, cette approche s’est beaucoup répandue
en mécanique des fluides. Citons de maniére non exhaustive, les travaux de Protas et Styc-
zek (2002) réalisés pour minimiser la trainée de sillage d’un cylindre circulaire en régime
laminaire et, de maniére plus récente, ceux de Wei et Freund (2006) dont le but était de
réduire le bruit émis par une couche de mélange bidimensionnelle. Dans ce formalisme, la
situation est idéalisée car cela revient & considérer que le systéme physique & controler est
supposé connu de maniére parfaite (observation totale et non bruitée) et ne subit aucune
perturbation. La loi de controle ainsi déterminée correspondra donc en terme de perfor-
mance aux meilleurs résultats possibles. En ce sens, le contréle optimal reste intéressant a

étudier car il constitue une solution de référence pour d’autres stratégies de controle.

La théorie du controle optimal est issue de théorémes mathématiques (Trélat, 2005)
définissant pour une classe de problémes d’optimisation donnée l'existence et 'unicité de
solutions. Pour les équations de Navier-Stokes, des résultats mathématiques pourront étre
trouvés dans les ouvrages publiés par Borggaard et al. (1994); Gunzburger (1995); Sritharan
(1998) et dans les articles de Fattorini et Sritharan (1992); Bewley et al. (2000a,b). Dans
ce chapitre, nous avons choisi de donner une description du controle optimal adaptée & des
non mathématiciens. Par conséquent, les espaces fonctionnels dans lesquels les problémes

sont posés ne seront jamais donnés.

A la section 4.2, nous définissons le cadre général dans lequel le controle d’écoulement
peut étre interprété comme un probléme d’optimisation sous contraintes. Nous y discutons
en particulier du choix de la fonctionnelle cotit et de la limitation du cotit du controle qu’il
est souvent nécessaire d’imposer pour obtenir un probléme bien posé (§4.2.2). Par la suite,
la section 4.3 donne une description des méthodes de résolution adaptées aux problémes
d’optimisation non linéaires. Nous concluerons cette section par des commentaires (§4.3.4)
sur la commutativité des étapes de discrétisation et de différentiation qu’il est nécessaire
de mettre en ceuvre d’un point de vue numérique pour minimiser une fonctionnelle. Enfin,
pour fixer les idées, la section 4.4 développe, pour un probléme modéle constitué par les

équations de Burgers monodimensionnelles, les équations du systéme optimal.
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4.2 Controle d’écoulement et optimisation sous contraintes

4.2.1 Formulation du probléme

Tout probléme de controle d’écoulement (optimisation de forme, contrdle actif) peut

étre décrit mathématiquement par les quantités suivantes (Gunzburger, 1997a) :

— Des wvariables d’état ¢ qui définissent les grandeurs caractéristiques du probléme.
Selon le cas, il pourra s’agir d’un champ de vitesse, de pression, de température ...

— Des paramétres de controle c. En pratique, selon que le controle soit aux frontiéres ou
distribué, ces variables apparaitront soit comme conditions initiales ou aux limites
du probléme, soit directement comme terme source dans les équations d’état. Selon
le cas, il pourra s’agir d’'un champ de vitesse ou d’un flux de température en paroi, ou
encore pour un probléme d’optimisation de forme (Mohammadi et Pironneau, 2001),
ce seront des variables permettant de décrire la forme des frontiéres du domaine.

— Une fonctionnelle coit ou objectif J qui définit les objectifs que 'on souhaite at-
teindre. Il pourra s’agir de la minimisation d’une trainée, de la maximisation d’une
portance ou d’un flux de chaleur, de la stabilisation d’une température, d’un écou-
lement cible. .. Cette fonctionnelle J est fonction des variables d’état ¢ et des para-
meétres de controle ¢, soit : J (¢, c).

— Des contraintes physiques (F) qui traduisent 'évolution des variables d’état ¢ en
fonction ' des paramétres de controle ¢ en respectant les lois de la physique. Mathé-

matiquement, on note ces contraintes :
F(¢,c) =0.

En mécanique des fluides, elles représentent généralement les équations de Navier-
Stokes munies de leurs conditions initiale et aux limites. On verra a la section 4.2.2
qu’une contrainte supplémentaire, traduisant la limitation du cotit du controle, peut

éventuellement leur étre ajoutées.

Le probléme d’optimisation sous contraintes associé a tout probléme de contréle d’écou-

lement peut donc s’énoncer de la maniére suivante :

Déterminer les variables d’état ¢ et les parameétres de controle c, tels que la fonctionnelle

objectif J soit optimale (minimale ou mazimale selon le cas) sous les contraintes F.

1. En toute rigueur, il faudrait noter les variables ¢(c) car elles dépendent des variables de
controéle ¢ par 'intermédiaire des contraintes. Cependant, pour alléger les notations, nous noterons
les variables uniquement par ¢.
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4.2.2 Discussion sur la fonctionnelle objectif : régularisation
du probléme d’optimisation

Le choix de la fonctionnelle cotit J est central dans un probléme d’optimisation. D’un
point de vue mathématique, la grandeur physique & optimiser est représentée a ’aide d’une

mesure M de celle-ci par :

J =M

ol M peut représenter une trainée, une portance, ’énergie d'une perturbation,. .. Le choix
de cette fonctionnelle, si il peut s’avérer difficile & réaliser, est essentiel en pratique pour
que le probléme d’optimisation soit bien posé. Par ailleurs, au dela de la difficulté mathé-
matique, on peut imaginer que le contréle soit d’autant plus facile & mettre en ceuvre que
la fonctionnelle cotit sera basée sur une grandeur pertinente pour la physique du probléme.

En général, il n’existe pas de relation explicite entre 'objectif & atteindre et la variable
de contréle. Ceci peut entrainer que le probléme d’optimisation soit mal posé et que sa
solution soit alors non bornée. Pour résoudre cette difficulté, il faut limiter le cotit du

controle 2. Soit M., une mesure du cott du contrdle, cette limitation peut se faire :

1. En ajoutant une contrainte supplémentaire aux contraintes physiques (F)

Cette contrainte traduit un seuil a ne pas dépasser pour le cotit lié au controle. Soit
(M)

En optimisation, les contraintes d’inégalité font apparaitre les conditions d’optimalité

une constante positive arbitraire, cela revient a imposer M, < (M,)

max max”

dite de Karush-Kuhn-Tucker (Bonnans et al., 2003) qui sont souvent délicates a
prendre en compte. On préfére donc généralement retenir des contraintes de type
égalité que I'on peut plus facilement imposées via des multiplicateurs de Lagrange
(§ 4.3.1). Il suffira donc d’imposer une contrainte supplémentaire du type M, = MY
o M¥ > 0 est un cotit imposé par 'utilisateur, pour ne pas avoir & changer la nature

du probléme d’optimisation & résoudre.

2. En modifiant la fonctionnelle cotit J

Une modification possible de la fonctionnelle cotit est de considérer que :

j:M+€Mc

2. Notons qu’en dehors d’une justification mathématique, une limitation du cott du controle
est a favoriser d’un point de vue économique afin de mettre en ceuvre pratiquement le controle
d’écoulement.
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ou £ est une constante réelle positive dont la valeur est fixée par l'utilisateur en
fonction de I'importance qu’il souhaite donner au cotit du controle. Si la valeur du
paramétre £ est faible alors le cotit lié au controle n’est pas une priorité dans sa mise
en ceuvre pratique (faible cotit de contrdle). Si au contraire la valeur de ¢ est élevée,

alors le cotit du contrdle est une priorité (controle cotiteux a réaliser).

L’approche 1 par contrainte d’inégalité étant plus difficile & mettre en ocuvre, on uti-
lisera par la suite une modification de la fonctionnelle 7 pour limiter le cotit du contréle.
Par ailleurs, cette approche présente I’avantage de faire intervenir de maniére naturelle via
le paramétre £, un compromis entre I'objectif a atteindre et les moyens mis & disposition

pour y parvenir.

4.3 Optimisation non linéaire

Les méthodes actuelles pour résoudre un probléme d’optimisation sous contraintes se
distinguent en deux classes (Gunzburger, 1997a). La premiére consiste a transformer le
probléme d’optimisation avec contraintes en un probléme d’optimisation sans contrainte
via la méthode des multiplicateurs de Lagrange (section 4.3.1) donnant des conditions
d’optimalité du premier ordre. Le contrdle est alors obtenu par résolution d'un systéme
d’équations aux dérivées partielles couplées dit systéme optimal. La seconde classe de
méthodes utilise directement un algorithme d’optimisation (voir fin de la section 4.3.3), ce
qui nécessite alors la détermination du gradient de la fonctionnelle objectif, ou au moins
d’une approximation de celui-ci. Deux approches peuvent étre utilisées pour évaluer ce
gradient : I'approche par les sensibilités décrite a la section 4.3.2 et 'approche par I'état

adjoint développée a la section 4.3.3.

4.3.1 Meéthode des multiplicateurs de Lagrange

Le principe consiste a prendre en compte de maniére implicite via des multiplicateurs 3

de Lagrange les contraintes du probléme. On introduit alors une nouvelle fonctionnelle
L, dite fonctionnelle de Lagrange, qui permet de définir un probléme d’optimisation sans
contrainte. Le bien fondé d’une telle approche peut étre rigoureusement démontré a l’aide

des théories issues du controle optimal (voir Gunzburger, 1997b, pour des éléments de

3. On parle encore de maniére abusive de variables adjointes. Une jusitification sera donnée a
posteriori au niveau du développement de 1’équation adjointe du systéme optimal.
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réponse).

4.3.1.1 Formulation avec prise en compte implicite des contraintes

Soit & le vecteur des variables adjointes ou multiplicateurs de Lagrange, on définit une

fonctionnelle Lagrangienne £ de la maniére suivante :

E((ba G, 5) = j((ba C) - <F(¢7 C)7€> (41)

ou (.,.) représente un produit scalaire dont la définition dépend généralement de la nature
du probléme. La dimension du vecteur £ est égale au nombre de contraintes du probléme

initial. Le nouveau probléme d’optimisation sans contrainte s’énonce alors :

Déterminer les variables d’état ¢, les paramétres de controle c et les variables adjointes

&, tels que la fonctionnelle Lagrangienne L présente un extremum.

4.3.1.2 Construction du systéme optimal

La fonctionnelle Lagrangienne £ admet un extremum lorsque £ est rendu stationnaire
par rapport & chacun de ses arguments. En effet, le calcul des variations impose alors que
0L =0, soit :

oL oL oL

oL = 8¢5¢+—5 +8£5§_0

En supposant par la suite, les variables ¢, c et ¢ indépendantes *, les dérivées de Fréchet ®
de L doivent étre identiquement nulles dans toutes les directions admissibles i.e. quelles

que soient les variations d¢, dc et §§ soit :

8¢5¢—g—55 —8255—0 (4.2)

Ces expressions sont une condition nécessaire et suffisante de détermination d'un ex-

tremum local de £, en revanche elle ne constitue qu’une condition nécessaire a I'obtention

4. En toute rigueur, cette hypothése est fausse car en réalité ¢ et c¢ sont liées par 1’équation
d’état F(¢,c) = 0.
5. Par définition, la dérivée de Fréchet de £ au point xg dans la direction dx est donnée par :
oL L(xo + €dx) — L(x0)

6—556—1 Y p

=0.
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d’un minimum ou d’un maximum. Ce type de méthode nous assure donc uniquement d’ob-
tenir un extremum local mais non global. On doit donc 'utiliser en gardant a I'esprit qu’il
se peut que 'algorithme d’optimisation reste piégé dans un minimum local sans aucun in-
térét d’un point de vue physique. Evidemment, il serait préférable d’utiliser des méthodes
d’otpimisation globale (algorithmes génétiques par exemple) mais celles-ci sont encore trop

coliteuses pour qu’elles puissent étre utilisées de maniére courante en mécanique des fluides.

A partir de la condition (4.2), le systéme optimal associé au probléme est construit en

annulant les dérivées de Fréchet successivement dans les directions d&, d¢ et dc.

> Direction §¢ :

Compte tenu de la définition (4.1) de la fonctionnelle Lagrangienne £, la dérivée de

Fréchet de £ dans la direction 0§ s’écrit :

O i 1 L00.0) = (FO0E 456 = 7(6:0)+ (F(6.9.8

=0,
soit aprés simplification,

(F(¢,¢),66) =0
Cette derniére égalité devant étre vérifiée quelle que soit d€, on en déduit que

F(¢,¢) =0 (4.3)

ce qui correspond aux équations de contraintes du probléme d’optimisation.

Ainsi, la dérivation de la fonctionnelle Lagrangienne £ suivant les multiplicateurs de

Lagrange redonne les équations de contraintes (équations d’état).
> Direction §¢ :

Dans ce cas, la dérivée de £ dans la direction d¢ s’écrit :

%5(;5 — lim J(p+edp,c) — (F(p+€dp,c), &) — T(9,¢) + (F(9,¢),§)

8(]5 e—0 € =0

En considérant les développements de Taylor de J et de F' jusqu’a l'ordre O(e), la relation
précédente devient :

lim

e—0

N4 oF
(G700 - (Goanng + o) =0
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soit encore plus simplement
0F 54 _ (OF
o o

On fait alors apparaitre dans le premier terme le produit scalaire (.,.), on trouve alors :

6¢ — (5700,8) =0

0T oF

soit encore en utilisant les opérateurs adjoints dénotés par (.)*

0. (52) - 100, (52 ) =0

Or, cette égalité doit étre vérifiée quelle que soit d¢, on trouve donc finalement les

équations adjointes du probléme d’optimisation :

() ()

Ces équations correspondent aux équations adjointes de I’équation d’état linéarisé autour
de I’état. Elles sont donc linéaires par rapport aux variables adjointes, facilitant ainsi leur
résolution. Par aileurs, les multiplicateurs de Lagrange vérifient les équations adjointes des
contraintes perturbées par un terme source issu de la fonctionnelle cotit ; ceci justifie I’ap-

pellation de variables adjointes qu’on leur attribue.
> Direction dc :

La dérivée de Fréchet de £ dans la direction dc s’écrit :

8—£5c _ hmo J(¢,c+ €dc) — (F(p,c+ €dc), &) — T(¢,c) + (F(p,c), &)

dc

= 0.

€

Des développements de Taylor de J et de F' jusqu’a l'ordre O(e) permettent de déter-

miner

de <§5c7 §> =0

soit encore, en faisant apparaitre dans le premier terme un produit scalaire

oJ oF B
(g&a 1> - (550, f> =0

puis, en introduisant les opérateurs adjoints :

6o (22~ e (%) =0
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Or, cette égalité doit étre vérifiée quelle que soit le terme dc, ce qui permet finalement

de déterminer les conditions d’optimalité :

* *
(&) <= (&) &

Ces conditions d’optimalité sont du premier ordre et ne sont vérifiées exactement que
lorsqu’un extremum de la fonctionnelle objectif est atteint.

Les conditions nécessaires (4.3), (4.4) et (4.5) forment un systéme couplé d’équations
aux dérivées partielles appelé systéme optimal. Lorsque le systéme optimal ne comporte
pas trop d’inconnues, une méthode de résolution directe dite "one shot method" peut
étre utilisée pour obtenir sans itération la solution optimale (voir Galletti et al., 2007, par
exemple, pour une application & la calibration de modéles réduits POD). Malheureusement,
les problémes d’optimisation en mécanique des fluides comportent beaucoup trop de degrés
de liberté (107 pour le canal turbulent étudié par simulation numérique directe dans Bewley
et al. 2001) pour qu'une méthode directe soit utilisée. Il s’avére alors nécessaire d’avoir
recours & des méthodes itératives pour lesquelles le controle optimal est approché pas a pas

jusqu’a convergence. Cette approche est décrite a la section suivante.

4.3.1.3 Résolution numérique par méthode itérative du systéme optimal

Le systéme optimal peut étre résolu par méthode itérative de la maniére suivante. On
initialise la résolution avec un controle donné ¢, Puis, pour n = 0,1,2, ... et tant qu'un

critére de convergence donné n’est pas vérifié, on réalise les phases suivantes :

1. Détermination des variables d’état ¢(™) par résolution de I'équation d’état (4.3)
F(¢™, ™) = 0.
2. Détermination des variables adjointes £(™ par résolution de I'équation adjointe (4.4)

()" - ()"
0¢ -~ \ 09 ’

(n+1)

3. Détermination de nouveaux paramétres de controle ¢ par évaluation de la condi-

“(n) “(n)
OF N7 _ (2EN T e,
dc dc

4. Incrémentation n = n + 1 et retour a I’étape 1.

tion d’optimalité (4.5)
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La détermination a I’étape 3 d’un nouveau controle peut étre effectuée par une méthode
itérative de type gradient qui approche pas a pas le contrdle optimal :

(n)
cntl) — (n) _ ,(n) (%_‘ch> ) (4.6)

Le paramétre de relaxation w(™ est déterminé a l'aide d’une méthode de recherche

linéaire (Nocedal et Wright, 1999).

La deuxiéme classe de méthodes de resolution d’un probléme d’optimisation sous contraintes
correspond & l'utilisation d’un algorithme d’optimisation. Par conséquent, on est obligé de
déterminer le gradient de la fonctionnelle objectif & optimiser, ou au moins une approxi-

mation de celui-ci.

4.3.2 Approche du gradient par les sensibilités

Par application de la régle des dérivées successives d’une fonction composée, on obtient

6

I’expression ° suivante :

dJ (¢,c) 0T (¢.c) dp 9T (¢,¢)
de — 9¢ dc + oc (47)

pour le gradient de la fonctionnelle objectif par rapport aux variables de controle.

Puisque la fonctionnelle 7 dépend explicitement de ¢ et de ¢ (voir §4.2.2), les dérivées

0 0
partielles —j et —j seront "faciles" a calculer. En revanche, les variables d’état ¢ dépen-

0 Oc
d
dant implicitement des variables de controéle ¢, les sensibilités d—d) seront plus délicates a
c
évaluer. En pratique, deux approches peuvent cependant étre utilisées :

1. Par différences finies

En effet, les sensibilités peuvent étre approximées par différences finies de la maniére

suivante :

do| (™) —¢(c)

de | N cn) — ¢
ol les paramétres de controle ¢ sont suffisamment proches des paramétres de controle
(™) et o ¢(€) est I'état solution de I'équation F(¢(¢), ) = 0. L'inconvénient de cette

méthode est qu’elle est assez cotiteuse numériquement car il est nécessaire de résoudre

6. Si les paramétres de controle ¢ sont multiples, il y aura une équation du type (4.7) pour
chacun des paramétres de controle.
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I’équation d’état, qui est souvent non-linéaire, autant de fois qu’il y a de paramétres
de contréle. Par ailleurs, les gradients évalués par cette méthode manquent souvent
de précision.

2. Par résolution de systémes linéaires

Une autre méthode de calcul des sensibilités consiste a utiliser la relation F'(¢,c) = 0,

donnée par I'équation d’état, et a la différentier. On obtient alors :

dF—a—gquJra—ch

soit :

oF

C(n) = — % (48)

OF dé
(%...) &

Finalement, les sensibilités sont obtenues par résolution de ce systéme linéaire. L’in-

C(”)

convénient majeur de cette approche est qu'il est nécessaire de résoudre autant 7 de
systémes linéaires qu’il y a de paramétres de controle. Cette méthode est cependant
bien plus performante que I'approche par différences finies : en effet, le calcul des

sensibilités se fait de maniére exacte par résolution de systémes linéaires.

4.3.3 Approche du gradient par I’équation adjointe

Le gradient de la fonctionnelle objectif J par rapport aux variables de controle ¢ peut

également étre obtenu en combinant I’équation adjointe (4.4) et I'expression (4.7) donnant
aJ
de’

En effet, adjoint de I'équation (4.4) :
OFY _ (0TY
0P -\ 09
LOF 0J

9 09’

En introduisant cette équation dans l'expression (4.7) du gradient de la fonctionnelle

correspond & I’équation :

(4.9)

par rapport aux variables de contréle, on obtient :

AT (60) _ . OF(6,0) do | 0T (6,¢)

de =& 0¢p  dc dc

7. On peut cependant réduire le cotit de calcul lié & cette méthode en remarquant que seul le
terme de droite de I’équation (4.8) dépend d’un paramétre de controle particulier. L’opérateur de
gauche peut étre discrétisé une fois pour toutes, a un itéré donné, puis utilisé pour résoudre tous
les systémes linéaires.
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Finalement, en utilisant ’équation (4.8), il devient & un itéré n quelconque :

4T ) )y — _ ()" OF oJ
dc(¢ o) = (5 >

oc | " oe (4.10)

c(”)

L’avantage de cette méthode par rapport a celle des sensibilités est qu’il faut résoudre
une seule fois un systéme linéaire (le systéme adjoint 4.9) et cela indépendamment du
nombre de paramétres de contréle. On remarque également que l’adjoint de la condi-
tion d’optimalité (4.5) correspond a l'écart a zéro du gradient de la fonctionnelle coiit

dJ /dec. En d’autres termes, quand les conditions d’optimalité sont vérifiées, on a exacte-

ment dJ /dc = 0.

Connaissant le gradient de la fonctionnelle objectif par rapport aux variables de controle

¢, celui peut étre utilisé dans un algorithme d’optimisation & direction de descente.

ALGORITHME D’OPTIMISATION
On initialise la résolution avec un contréle donné ¢?). Puis, pour n = 0,1,2, ... et tant

qu’un critére de convergence donné n’est pas vérifié, on réalise les phases suivantes :

1. Détermination du gradient de la fonctionnelle J par rapport aux variables de controle

¢ : dJ /de par la méthode des sensibilités ou celle de I’équation adjointe.
2. Détermination d’une direction de descente d™ basée sur le gradient dJ /dec.

3. Détermination de nouveaux paramétres de controle

D) ) ) gn)

ot le paramétre w™ est déterminé par recherche linéaire.

4. Incrémentation n =n + 1 et retour a I’étape 1.

4.3.4 Résolution numérique : commutativité des étapes de
discrétisation et de différentiation

En mécanique de fluides, le systéme optimal (équations d’état, équations adjointes,
conditions d’optimalité) déterminé & la section 4.3.1.2 est habituellement® un systéme
d’équations aux dérivées partielles qu’il est nécessaire de résoudre numériquement. Par
conséquent, les équations doivent étre discrétisées en temps et en espace avant d’étre réso-

lues. En pratique, on est alors confronté au choix suivant :

8. Une exception notable est le cas considéré par Bergmann (2004) ou l’équation d’état du
systéme est constitué par un modéle réduit de dynamique construit par POD i.e. un systéme
d’équations différentielles ordinaires.
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1. soit on utilise les équations d’état et la fonctionnelle coiit sous forme continue pour
déterminer les équations adjointes du probléme et les conditions d’optimalité, équa-

tions qu’il reste a discrétiser pour les résoudre (différentiation - discrétisation),

2. soit on discrétise immédiatement les équations d’état et la fonctionnelle objectif,
équations discrétisées que l'on utilise pour déterminer les équations adjointes et les

conditions d’optimalité discrétisées (discrétisation - différentiation).

Les problémes de mécanique des fluides étant des problémes d’évolution en temps et en
espace, il existe en fait une pratique intermédiaire (Chang, 2000) dans laquelle on discrétise
uniquement en temps les équations d’état et la fonctionnelle cotit afin de déterminer un

systéme optimal semi-discret (discret en temps et continue en espace).

L’ensemble des approches est résumé sur la figure 4.1.

Le probléme qui se pose en terme d’optimisation est que les étapes de différentia-
tion - discrétisation et de discrétisation - différentiation ne sont en général pas commuta-
tives (Gunzburger, 1997a, 2000). Elles fournissent donc a priori des approximations dif-
férentes pour les sensibilités conduisant éventuellement a des gradients qui n’ont aucun
sens. Pour essayer d’analyser la question, une étude comparative des trois approches de
discrétisation-différentiation a été menée dans El Shrif (2003), en considérant pour équa-
tions d’état des modéles simples d’équations aux dérivées partielles (équation de la chaleur
et équation de Burgers monodimensionnelle). Cette étude n’a cependant pas mis en évi-
dence de réelles différences quant au controle optimal obtenu. Pour cette raison, et parce
que cette approche semi-discréte est peu employée en pratique, elle ne sera plus discutée

par la suite.

Les sections suivantes présentent de maniére succincte les approches de discrétisation -
différentiation et discrétisation - différentiation en insistant plus particulierement sur leurs
avantages et inconvénients respectifs. Une discussion plus approfondie pourra étre trouvée

dans Gunzburger (1997c¢).

4.3.4.1 Discrétisation - Différentiation

Cette approche consiste a discrétiser en premier lieu les équations d’état du systéme

A optimiser puis d’utiliser les expressions discrétes obtenues pour déterminer, via les mé-
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Equations d’état + Différentiation Equations d’état +
Fonctionnelle objectif Equations adjointes +
Continues en temps Conditions d’optimalité
Continues en espace Continues en temps
Continues en espace

Discrétisation

Equations d’état +
Equations adjointes +
Conditions d’optimalité +
Discrétes en temps
Discrétes en espace

(a) Approche par différentiation-discrétisation.

Discrétisation
en temps Equations d’état +

Fonctionnelle objectif
Discrétes en temps
Continues en espace

Equations d’état +
Fonctionnelle objectif
Continues en temps
Continues en espace

Différentiation

\i

Equations d’état +
Equations adjointes +
Conditions d’optimalité
Discrétes en temps
Continues en espace

Equations d’état +
Equations adjointes +
Conditions d’optimalité
Discrétes en temps
Discrétes en espace

Discrétisation
en espace

(b) Approche semi-discréte : discrétisation en temps puis différentiation.

Discrétisation
en temps et
en espace

Equations d’état +
Fonctionnelle objectif
Continues en temps
Continues en espace

Equations d’état +
Fonctionnelle objectif
Discrétes en temps
Discrétes en espace

Différentiation

Equations d’état +
Equations adjointes +
Conditions d’optimalité
Discrétes en temps
Discrétes en espace

(¢) Approche par discrétisation-différentiation.

FIGURE 4.1 — Les différentes approches de résolution du systéme optimal.
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thodes d’optimisation non linéaire présentées précédemment, les équations du systéme opti-
mal discret. Des exemples d’application de cette approche sont donnés dans El Shrif (2003)
et Chang (2000). L’intérét de cette approche est qu’elle fournit les sensibilités exactes (aux
erreurs d’arrondis prés) de la solution discréte du probléme d’optimisation. Cependant, ce
travail de différentiation peut devenir rapidement contraignant lorsque les équations du
systéme d’état ne sont pas simples (équation de Navier-Stokes par exemple) et les sché-
mas de discrétisation temporelle et spatiale complexes. Par ailleurs, la différentiation doit
étre réalisée pour chacun des parameétres de controle, compliquant encore les choses. On
comprend donc aisément 'attrait que peuvent avoir dans certains cercles les méthodes de
différentiation automatique. Ces méthodes consistent & appliquer, & un code de résolution
des équations d’état écrit en fortran, C ou C++, un logiciel de différentiation automa-
tique (ADIFOR, TAMC, FastOpt, Tapenade pour les plus connus) qui produit en sortie
un autre code, écrit dans le méme langage, calculant les sensibilités exactes de la solu-
tion discrétisée. Le travail de différentiation, qui devait étre jusqu’ici réalisé & la main,
est remplacé par une procédure automatique ot I'utilisateur n’intervient plus, laissant ce
soin au logiciel choisi. Cette méthode, qui parait attractive, nécessite cependant un temps
CPU beaucoup plus élevé que les méthodes de différentiation - discrétisation discutées par
la suite. Par ailleurs, ces logiciels, qui sont encore au stade de développement (Di Césaré,
2000), restent délicats & mettre en ceuvre, expliquant le peu d’application en mécanique des
fluides. A notre connaissance, seuls Hinze et Slawing (2003) ont comparé, pour les équa-
tions de Navier-Stokes, les gradients obtenus par une méthode adjointe & ceux déterminés

par différentiation automatique.

4.3.4.2 Différentiation - discrétisation

Dans cette autre approche, les équations d’état écrites sous forme continue sont directe-
ment différentiées. On obtient alors un systéme optimal que I’on discrétise ? pour déterminer
les sensibilités. Cette approche, qui semble la plus naturelle, est par ailleurs souvent plus
simple & utiliser en pratique. Pour ces raisons, c¢’est 'approche qui est généralement utilisée

pour résoudre numériquement un probléme d’optimisation sous contraintes.

9. Il est en général conseillé d'utiliser les méme schémas de discrétisation que ceux mis en ceuvre
pour résoudre les équations du systéme d’état (El Shrif, 2003, par exemple).
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4.3.4.3 Discussion

Naturellement, les deux approches ci-dessus produisent des approximations des sensi-
bilités exactes. Toutefois, si les sensibilités discrétes obtenues en différentiant les équations
d’état discrétisées sont les sensibilités exactes des variables d’état discrétes, les sensibili-
tés discrétes obtenues en discrétisant les équations du systéme optimal ne sont les gra-
dients d’aucune quantité physique, continue ou discréte. Par conséquent, il est possible que
I’approche par différentiation - discrétisation produise des gradients inconsistants pour la
fonctionnelle objectif. Cependant, c¢’est 'approche la plus simple & mettre en ceuvre et elle
est en cela majoritairement utilisée dans la littérature (Bewley et al., 2001, par exemple).
C’est donc cette approche, que 'on peut qualifier de standard, qui a été adoptée tout au
long de ce mémoire, que ce soit pour 'exemple illustratif de la section suivante, ou que ce

soit au chapitre 5 pour aborder le contréle du canal turbulent.

4.4 Application a I’équation de Burgers

Dans cette section, nous considérons une premiére application de la théorie du controle
optimal a I’équation de Burgers. Le cas, encore plus simple, de I'équation de Burgers
linéarisée est traité a 'annexe G. Pour des raisons de simplicité de développements, nous
avons suivi uniquement 'approche différentiation - discrétisation. L’approche discrétisation

- différentiation est abordée dans El Shrif (2003).
4.4.1 Définition du probléme d’optimisation et systéme opti-
mal

L’équation de Burgers s’écrit sous forme conservative :

ou  10u? 9%u

Lol = Z + 200 Va2

—®=0 (4.11)

ot ® représente un terme de controle distribué.

L’équation (4.11) sera résolue dans le domaine = défini par :

== {(z,t)|(z,t) €[0,L] x [to,to + To]}
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et sera munie des conditions aux limites et initiale suivantes :

U(O, t) =L
u(L7 t) = ¢r
u(x,0) = up(z) (4.12)

ol ¢y, et ¢r représentent des termes de controle frontiére.

Par la suite, le systéme optimal sera développé formellement en conservant les termes
de controle frontiére. Cependant, les applications de la section 4.4.4 seront réalisées a 1'aide

du seul controle distribué ® (i.e. en supposant que ¢r, = ¢ = 0).

Dans cette application, la fonctionnelle cotit est définie par :
to+To (L L
J = %/ / (u — 0)% dedt + %/ [u(zx,to + T,) — u(x)]? dz +
¢ 0 0

0
tO+To L tO+To tO+To
g/ / <I>2da:dt+%1/ o dt+€—2/ % dt (4.13)
t 0 t t

0 0 2 0
Dans cette fonctionnelle, les fonctions 19 4(x,t) et @(x) représentent d’une part la consigne
a atteindre sur tout le domaine et a tout instant et d’autre part la consigne a atteindre au
temps tg+7T,. Cette fonctionnelle est de type énergétique et fait apparaitre sur la premiére
ligne I’énergie de ’écart aux consignes et sur la seconde ligne le cotit du contréle : controle

distribué et controéles frontiéres.

On cherche donc a minimiser la fonctionnelle J définie par (4.13) sous les contraintes

des équations d’état (4.11) et des conditions initiales et aux limites (4.12).

Ce probléme d’optimisation sous contraintes rentre donc dans le cadre de la section 4.2

et la méthode des multiplicateurs de Lagrange présentée a la section 4.3.1 peut étre utilisée.

Afin de transformer ce probléme d’optimisation sous contraintes en un probléme d’opti-
misation sans contraintes, on introduit la variable adjointe (le multiplicateur de Lagrange)
u*(x,t) de la variable d’état u(x,t), en définissant le produit scalaire ( , ) par :

. to+T, L ou 1 8’[1,2 a2u
7(0.9) = (Eo)u) = /0 <E Ty Vo

0

- <I>> u* dxdt (4.14)

10. Dans la section 4.4.4, on considérera pour simplifier que 4(z,t) = a(x) = ug(x), Vt € [to, to +
T,).
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La variation de Z par rapport a la variable u est, par définition'!, égale a la dérivée de
Fréchet au point (u, ®) dans les directions (du,d®) de Z, soit :
T(u+ edu, ® + edP) — I(u, P)

/s
1= Eh_n}l0 - (4.15)
Aprés quelques étapes de calcul indiquées a la section H.1, on trouve que :
L tO+To
T’ = (6u, L5 (u")) —I—/ [5uu*]§g+T" dx +/ [uduu*)b dt
t0+To 8(5“) " tO‘l’To toau* t0+To L (416)
—l// [ u*]OLdt+l// [5u—]€dt—/ / 00 u* dx dt
to 8;17 to aﬂj to 0
ou
ou* ou* 0%u*
Lpu*)=— — -V —— 4.17
Bl = T Gy T o (4.17)

est 'équation adjointe de ’équation de Burgers.

De méme, la variation de J par rapport a la variable d’état u est, par définition, donnée
par :

7' — lim J(u+ edu, ® + €d®, g + €dpr, dr, + €ddr) — T (u, ®, dr, dr)

e—0 €

(4.18)
i.e. aprés quelques développements présentés en section H.2 :

to+To L L
J =wn / / ou (u—a)drdt + wy / ou(z,tog + Tp) [u(z, tog + Tp) — u(x)] dz
t 0 0

0

t0+To L t0+To tO+To
+ £ / (1)5(I)dl‘dt+€1/ oL 001, dt—l—fz/ oRr dpR dt
to 0 to to
(4.19)
La théorie des multiplicateurs de Lagrange impose 2 que
J =T (4.20)

et cela, quelles que soient les variations du, 0P, d¢r,, doR.

On montre a la section H.3 que celd conduit & I’équation adjointe suivante pour le
probléme optimal

ou* ou* 0u*
E*B(u*):—ﬁ—u%—uﬁzwl (u— 1) (4.21)

11. Plus précisément, on considére que lorsque la variable d’état u varie de du, la variable de
controle distribué ¢ varie de 9.

12. Ici, nous suivons une démarche équivalente mais différente de celle qui a été présentée a la
section 4.3.1 pour introduire le systéme optimal. En effet, au lieu de déterminer successivement les
dérivées directionnelles dans les directions des variables d’état puis dans les directions des variables
de controle, nous calculons en méme temps les dérivées directionnelles dans les deux directions puis
imposons que J' =Z' ou L =7 — T.
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Cette équation adjointe est munie des conditions aux limites

u(0,6) =0  u*(L,t)=0 (4.22)

et de la condition terminale suivante :

u(z,tg + Tp) = wo (u(x, to + T,) — u(x)) (4.23)

Apreés prise en compte de ’équation adjointe et des conditions aux limites de ’équation
d’état, on montre que les gradients de la fonctionnelle cotlit J par rapport aux variables de

contrdle (les conditions d’optimalité) sont donnés par les équations :

VoI =Ld +u* (4.24)
ou*

ou*
Ox

Vd)Rj = 62(25}{ -V (L, t) (4.26)
La figure 4.2 présente en résumé le systéme optimal : équation d’état, équation adjointe
et conditions d’optimalité obtenues dans ’approche par différentiation discrétisation. Pour
obtenir numériquement une solution a ce probléme d’équations aux dérivées partielles, il

reste a discrétiser en temps et en espace ce systéme d’équations.

4.4.2 Discrétisations spatiale et temporelle

Pour résoudre numeériquement I’équation de Burgers (4.27) et I’équation adjointe (4.31),
on utilisera un schéma de discrétisation dit FTCS pour Forward Time, Centered Space,
soit un schéma décalé amont en temps et de différences finies centrées d’ordre 2 en espace.

L’intérét principal de ce schéma numérique est sa facilité de mise en ceuvre.
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EQUATION D’ETAT :

EQUATION ADJOINTE :

* * 2, %
£ (") = ou u@u 0“u oy (u— )

ot Yor Vo2
w(0,6)=0] (CL)

W(L,t)=0]  (CL)

u*(x, to +T,) = wo (u(x, to + T,) —u(x)) (CT)

CONDITIONS D’OPTIMALITE :

(VoT =(® +u’
ou*

Vo, I =l +v B (0,1)
ou*

V¢Rj = £2¢R -V 8:1: (L7 t)

FONCTIONNELLE COUT :

w1 to+T1, L Wo L
J == / / (u— 12)2 dxdt + — / (u(zx, to +T,) — ﬂ(x)]z dx+
2 tO 0 2 0

E tO“l‘To L gl t0+To 62 tO“l‘To
—/ / <1>2dxdt+—/ ¢%dt+—/ % dt
2 to 0 2 t 2 t

0 0

(4.27)

(4.28)
(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

FIGURE 4.2 — Systéme optimal de I’équation de Burgers obtenu par 'approche diffé-
rentiation discrétisation. CL : condition limite, CI : condition initiale, CT : condition

terminale.
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4.4.2.1 Discrétisation de I’équation de Burgers

La discrétisation en temps 12 et en espace, sur un maillage de pas constant (At, Ax),

de I’équation de Burgers (4.27) conduit alors, en notant ul = u(jAx,nAt), a I'équation 14 :
n+1 n n n At n n n n
ui™ =y (1—2s)+s (uffyy +ufy) — oAl (ufyy —uf )+ @ (4.40)

_ ., At
avec § = Vi.z.

Connaissant les conditions initiale et aux limites du probléme d’état, cette équation est

immédiate & résoudre.

4.4.2.2 Discrétisation de I’équation de Burgers adjointe

La discrétisation temporelle et spatiale de ’équation de Burgers adjointe (4.31) méne
a léquation 1° :
*M *M *N At n *N *M n o) A
wi (1+28) =5 (uyy + ') = or—uf (w0 — i) —en (uf — @) Al

2Ax
(4.41)

*7_L+1 o

wj

que 'on doit résoudre en temps décroissant (1’équation de Burgers adjointe est une équation

parabolique en temps inverse) i.e. en considérant At < 0.

4.4.3 Evaluation du nouveau controle

Connaissant les gradients de la fonctionnelle cotit J par rapport aux paramétres de
controle (équations 4.35, 4.36 et 4.37), le contrdle nécessaire pour satisfaire les conditions
d’optimalité est évalué par un algorithme de gradient. Bewley et al. (2001), dans une
étude comparable & la notre, a montré qu’il était préférable d’utiliser la méthode du gra-
dient conjugué (lire Shewchuk, 1994, pour une introduction a ces techniques de résolution)

qu’un algorithme de gradient simple pour résoudre un probléme de contrdle optimal. Par

13. De maniére évidente, la discrétisation en temps de I’équation de Burgers par un schéma décalé
amont conduit a : o )
u" =" nou” o u"
— t U —— =v—+ P". 4.39
A Y Ve T (4.39)

14. La présence des termes u7_; dans le terme de droite conduit normalement a une résolution
numérique & deux niveaux de stockage en temps pour les inconnues. Ici, pour pouvoir résoudre
léquation adjointe (4.31), nous devons de toute maniére connaitre le champ u(z,t) sur tout le
domaine = ce qui nous évite toute possibilité d’erreur de résolution pour I’équation d’état.

15. Cette fois encore, la présence des termes u*_; dans le terme de droite nécessite une résolution

numérique & deux niveaux de stockage en temps pour les inconnues.
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conséquent, nous avons fait le méme choix que lui et utilisé une méthode de gradient conju-
gué non linéaire pour résoudre le probléme d’optimisation. Précisément, nous avons testé

trois types particuliers de gradient conjugué (Nocedal et Wright, 1999) :
1. la méthode de Fletcher-Reeves,
2. la méthode de Polak-Ribiere,

3. et la méthode de Hestenes-Stiefel.

Toutes ces méthodes s’écrivent de la maniére suivante 16 :
Dpi1 = P + aghy,

ot la direction de descente hy est évaluée comme hg1 = —gr11 + Brr1hx avec hg = —go
et :

— gk, gradient déterminé facilement par les équations (4.35), (4.36) et (4.37), une fois

les équations adjointes résolues,

— g déterminé par une méthode de recherche linéaire.
Ces méthodes différent 'une par rapport & 'autre uniquement par la maniére de calculer
le coefficient ;. La figure 4.3 met en évidence que pour le type de problémes rencontré
a la section 4.4.4, la méthode de Hestenes-Stiefel converge le plus rapidement. C’est donc

cette méthode qui sera utilisée par la suite. Le coefficient G est alors donné par :

(Gk+1 — k) * Gk+1
(Gk+1 — 9k) - I

Br+1 =

Nous avons également testé deux méthodes de recherche linéaire :
1. une méthode de recherche linéaire exacte,
2. la méthode d’Armijo a rebroussement (Gould et Leyffer, 2002).

Afin de limiter le cott de calcul, la méthode d’Armijo a rebroussement a systématiquement

été utilisée par la suite.

4.4.4 Reésultats pour I’équation de la chaleur et I’équation de
Burgers

Contrairement a ce qui est présenté dans Chen et Collis (2003), on se limite ici & contro-
ler les équations de Burgers (4.11) par controle distribué ®. On étudie successivement deux
configurations de complexité croissante : 'équation de la chaleur (§4.4.4.1) et I’équation de

Burgers (§4.4.4.2).

16. On précise ici qu’a la section 4.4.4, nous appliquerons seulement un controéle distribué ® d’ou
nos notations.
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0.1
0.09 F
0.08 E ——— Fletcher-Reeves
0.07F — = Polak-Ribiere
0.06 & ——o—— Hestenes-Stiefel
0.05F ———— Gradient simple
0.04
S F
0.03
0.02
ey e
0015 2 4 6 8 10

n

FIGURE 4.3 — Comparaison pour différentes méthodes de gradient conjugué de 1’évo-
lution en fonction du nombre d’itération n du cott J pour I'’équation de Burgers
controlée (¢ = 0,01) avec initialisation et consigne données par I’équation (4.45).

4.4.4.1 Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur s’écrit de la maniére suivante :

ou 0%u

Ainsi formulée, cette équation constitue un cas particulier de I’équation de Burgers
précédemment étudiée pour lequel il n’existe pas le terme de convection. Le formalisme
précédemment développé pour l'équation de Burgers est donc directement applicable a

condition de tenir compte de cette remarque.

Dans cette application, nous choisissons pour condition initiale de I’équation d’état

(4.42) un profil sinusoidal de vitesse du type :
up(x) = sin (7 (22 — 1)) (4.43)
et nous prenons pour fonctionnelle J & optimiser la fonctionnelle suivante :

¢ (ot 1 [t 1 1
J = —/ / 2 da dt + —/ / (u —up)? dadt + —/ [u(z,1) —uol* dz (4.44)
2Jo Jo 2Jo Jo 2Jo

Cette fonctionnelle peut étre vue comme un cas particulier de la fonctionnelle (4.13) pour
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lequel on aurait imposé :
to=0;T,=1;L=1;0=up;u=ug; 1 =0;l=0; w1 =1;w =1

ce qui nous permet d’utiliser tous les résultats des sections 4.4.1 et 4.4.2.

Par la suite deux cas seront envisagés £ = 0,01 et £ = 0 selon que le cotit du controle
soit pris en compte ou non. Enfin, toutes les simulations numériques dont les résultats
seront présentés ont été réalisées en retenant un nombre de points de maillage N, = 100

et en choisissant At = 0,0025 pour éviter tout probléme de convergence.

Résultats pour ¢/ = 0 La figure 4.4 présente la comparaison des profils u(x,t = 1)
solutions de 'équation de la chaleur (4.42) avec la consigne ug(x) dans le cas ot un controle
n’est pas appliqué (® = 0) et dans le cas ou le controle est appliqué (® # 0). On constate
que dés la premiére itération du processus d’optimisation la consigne est pratiquement
atteinte. Ce résultat est confirmé par la figure 4.6 qui représente 1’évolution du cotit J au
cours du processus d’optimisation. A titre d’illustration, nous représentons sur la figure 4.5

les profils du controle distribué ®(z,t) aprés 3 itérations de la boucle d’optimisation.

ir T T .
orsfk  / \ = - u(x,t=1) ® =0
I u(z,t =1) & A0, itération 1
09 - u(x,t =1) & A0, itération 2
025 u(z,t=1) ® 75 0, itération 3
y uo(z) ]

IS 0 -
-0.25 —
osf
-0.75 —
'107 0.25 0.5 0.75 1
X

FIGURE 4.4 — Résultats du controle distribué de I’équation de la chaleur (¢ = 0).
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FIGURE 4.5 — Profils convergés du contrdle distribué ®(x,t) pour I’équation de la
chaleur (¢ =0).
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FIGURE 4.6 — Evolution en fonction du nombre d’itération n du cott 7. Equation
de la chaleur (¢ = 0).
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Résultats pour ¢ = 0,01 Dans le cas simplifi¢ de I’équation de la chaleur, la prise en
compte du coiit du contréle ne permet pas de faire apparaitre de maniére claire de nouvelles
tendances par rapport aux résultats obtenus sans tenir compte du cotit du contréle (¢ = 0).
Ce comportement est évident & comprendre en regardant la figure 4.7 qui compare pour
f=0et ¢ =0,01 I'évolution du cotit J en fonction du nombre d’itération n. En fonction
que 'on prenne en compte ou non le cotit du controle dans la fonctionnelle cotit, on obtient
qu’au bout d'une itération, J a un ordre de grandeur trés comparable (~ 1073). Par
ailleurs, cette figure met en évidence une autre caractéristique générale que I'on retrouvera
pour I’équation de Burgers : le fait, a priori évident, que la prise en compte du coit du
contréle dans la fonctionnelle J ralentisse sa décroissance. Ainsi, comme on 'attendait,
plus la valeur du paramétre ¢ sera importante et plus le cott du contréle sera considéré

comme cher c’est a dire difficile & mettre en ceuvre d’un point de vue pratique.

[uny
e
[N
IR |

10°

~10°

10"

=
e
&
R |

10°® | |

o
N
N

FIGURE 4.7 — Comparaison pour ¢ = 0 et £ = 0,01 de I’évolution du coiit J en
fonction du nombre d’itération n. Equation de la chaleur.

4.4.4.2 Equation de Burgers

Dans cette section, nous allons chercher & minimiser la fonctionnelle cott (4.44) sous

contrainte des équations de Burgers. Nous allons considérer deux profils initiaux de vitesse :
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1. le premier qui sera le méme que celui considéré a la section 4.4.4.1 pour I’équation de
la chaleur. L’intérét de ce profil est qu’il est réputé mettre en évidence par intégration

numérique un phénomeéne de “choc” (ici en = = 0, 5).

2. le second profil est celui considéré dans les travaux de Chang (2000). Il est donné

par :

uo(z) = sin <wtan (cs (22 — 1))> (4.45)

tan(cs)
ol ¢, est un coeflicient permettant de resserrer localement le maillage. Ce coefficient
sera pris égal & 1,3 dans nos simulations. L’intérét de ce profil initial est qu’il nous
permettra de comparer nos résultats avec ceux présentés dans Chang (2000) et Chen

et Collis (2003).

Les remarques générales faites a la section 4.4.4.1 concernant les différences de comporte-
ment de ’équation de la chaleur controlée avec ou sans prise en compte du cotit du contréle
restent encore valables. Par conséquent, nous ne présenterons par la suite que les résultats
des simulations réalisées avec ¢ = 0,01 et insisterons plutot sur les différences liées au profil

initial de vitesse (confondu dans nos applications avec la consigne).

Les figures 4.8 et 4.11 représentent par comparaison avec ug, champ de vitesse initiale
et consigne donné respectivement par les équations (4.43) et (4.45), les profils u(x,t = 1),
solutions de I’équation de Burgers, dans le cas ot un controle n’est pas appliqué (® = 0) et
dans le cas ou le controle est appliqué (® # 0). On constate sur ces figures qu’au bout de
trois itérations du processus d’optimisation, la solution contrélée de I’équation de Burgers
converge bien vers la consigne 7. Plus précisément, la comparaison de ces figures met en
évidence que dans le cas ot ug est donné par I’équation (4.45), la solution controlée de
I’équation de Burgers a convergée plus rapidement vers la consigne. Cette impression est
confirmée par les figures 4.10 et 4.13 qui représentent I’évolution du cott J au cours du
processus d’optimisation, respectivement dans le cas ou ug est donné par ’équation (4.43)
et ol up est donné par 'équation (4.45). En effet, on constate sur ces figures que pour
n =3 onaJ ~1510"! lorsque ug est représenté par 1’équation (4.43) et J ~ 3,51072
lorsque ug est représenté par I'équation (4.45). Il est connu que la solution des équations
de Burgers est plus difficile & obtenir numériquement dans la configuration avec "choc"

correspondant au profil (4.43).

17. Pour n = 20, on trouve comme on s’y attendait, que la solution controlée est pratiquement
confondue avec la consigne.
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Finalement, nous avons représenté sur les figures 4.9 et 4.12 les profils convergés du

controle distribué ®(z,t) obtenus respectivement lorsque ug est donné par les équations

(4.43) et (4.45).

0.75

0.5

0.25
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FIGURE 4.8 — Résultats du controle distribué de 1’équation de Burgers (¢ = 0,01).
Initialisation et consigne données par I’équation (4.43).
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FIGURE 4.9 — Profils convergés du controle distribué ®(x,t) pour I’équation de Bur-
gers (¢ = 0,01). Initialisation et consigne données par l'équation (4.43).
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FIGURE 4.10 — Evolution en fonction du nombre d’itération n du cotit J. Equation
de Burgers (¢ = 0,01). Initialisation et consigne données par 1'équation (4.43).
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FIGURE 4.11 — Résultats du contrdle distribué de 'équation de Burgers (¢ = 0,01).
Initialisation et consigne données par I’équation (4.45).
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FIGURE 4.12 — Profils convergés du controle distribué ®(x,t) pour I’équation de
Burgers (¢ = 0,01). Initialisation et consigne données par ’équation (4.45).
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FIGURE 4.13 — Evolution en fonction du nombre d’itération n du cott J. Equation
de Burgers (¢ = 0,01). Initialisation et consigne données par I’équation (4.45).
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Chapitre 5

Controle optimal d’'un écoulement de
canal turbulent
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5.1 Choix de la fonctionnelle coiit

Dans ce mémoire, on cherche & déterminer le contréle ® & imposer aux parois supérieure

et inférieure du canal in (voir figure 2.1) pour réduire la trainée de frottement. Cela conduit

131
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donc a définir une fonctionnelle coiit basée directement sur la trainée a la paroil :

. to+To ou / to+To 9
jdrag (ﬁa <I>) = Edrag/ / —v ——nadxdt+ - / / Q" da dt
to in 8:’*/ 2 to I‘zi

oll ng = £1 est la normale extérieure aux parois F;E.

Pour des raisons qui deviendront évidentes & la section J.3 lorsque 'on déterminera les
conditions aux limites du probléme adjoint, il est préférable de réécrire cette fonctionnelle

sous la forme? :

tO +To

jdrag (ﬁa 6) = Edrag/
t

0

e to+To —9
/ (—T12n2) dedt + — / / Q" dx dt, (5.1)
i 2 Ji i

0

ou T12 = 2V§12.

Cette fonctionnelle est de type énergétique, le premier terme correspond précisément
a la trainée de frottement que I'on cherche & minimiser, le second terme étant une mesure
du cotit du controle. Les coefficients £4,44 et £ permettent de donner un poids relatif aux
deux termes de la fonctionnelle selon 'application visée : si le rapport £/£g,qq est grand, le
cotit du controle est important et on cherche donc & minimiser 'amplitude du controle, au
contraire si le rapport £/{4.q4 est petit, le coiit du controle est négligeable et son amplitude

peut éventuellement étre grande.

Une fonctionnelle cotit basée directement sur la trainée n’est cependant peut-étre pas le
choix le plus pertinent. En effet, puisque c’est la turbulence qui provoque les mouvements
de fluide du centre du canal vers les parois, augmentant ainsi la trainée de frottement, il est
sans doute plus efficace numériquement de s’intéresser au controle de la "cause", I'énergie
cinétique turbulente (Turbulent Kinetic Energy, TKE), plutdt qu’au controle des "effets",
la trainée. On introduit donc une nouvelle fonctionnelle :

_ lye to+To — ¢ [tot+To —
jTKE(T’eg) (ﬁ, (I)) = Tg/t /Q ‘ u (CI)) ‘ dx dt + §/t /F:t D" dx dt. (52)
2

0 0

Dans cette formulation du probléme, 'objectif est de minimiser en moyenne sur l'in-

tervalle d’optimisation de longueur 7T, I’énergie cinétique turbulente de I’écoulement, on

1. On a fait le choix d’utiliser la méme notation J pour la fonctionnelle coiit basée sur des
grandeurs issues de LES ou de DNS . De méme, pour la fonctionnelle Z du probléme d’optimisation
sans contrainte et pour les équations d’état £; et adjointes L] (voir section 5.2.1). Les autres
variables d’état et de controle seront différenciées selon le cas LES ou DNS.

2. Pour cela, on tient compte d’une hypothése de turbulence établie qui permet de justifier que
w_y,

Ox
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parle alors de régularisation. Cependant, une stratégie intéressante du point de vue de la
recherche du minimum de la trainée, consiste a relacher légérement les contraintes du pro-
bléme et de tolérer une augmentation temporaire de 1’énergie cinétique turbulente au cours
de l'intervalle d’optimisation. Pour cela, nous introduisons une derniére fonctionnelle qui
traduit la minimisation de ’énergie cinétique turbulente & la fin de I’horizon d’optimisation.

Cette fonctionnelle est donnée par I'expression :

— €t67‘ t0+To —9
Tricster) (8,F) = /Q @ ()T (B)],_,, g, do+ = /t /F Fdedt. (5.3)
2

Pour faciliter les développements des sections suivantes, il est cependant plus simple

de considérer une forme générale de fonctionnelle cotit qui regroupe en une expression les
fonctionnelles (5.1), (5.2) et (5.3) introduites précédemment. Cette fonctionnelle est définie

comme :

— reg fot-To 2 Eter — (= — (&
7 (@,®) = /t / T) [ dedt + / [ (@) ()], .y, do

to+To to+To
+ gdrag/ / 7'12712 dil) dt + — / /i (I) dx dt.
to r

Une alternative consiste a remplacer dans la fonctionnelle (5.4) le champ de vitesse w

(5.4)

par sa fluctuation® @’ autour de la moyenne. On trouve alors :

—/ ’f‘eg tO+To 9 eter I
7 (@, ® /t / ' (B) 2 et / (@), (3)],_, o, 0

to+To to+To (55)
+ Edrag / / 7'12712 dac dt + = / / d$ dt.
to ry to
5.2 Systémes optimaux
On rappelle (voir §2.4.1) que les équations d’état du systéme s’écrivent 4 :

ou;
= 5.6
oz, (5.6)

3. La notation ( ~)' introduite pour le champ fluctuant de vitesse ne doit pas étre confondue avec
la méme notation utilisée plus tard pour les variations des fonctionnelles cofits, soit Z’ et J'.

4. Le terme de forcage F} joue le role d’un gradient de pression moyen qui sert & assurer la
conservation du débit. Ce gradient de pression moyen peut étre constant ou fonction du temps, ce
que l'on a choisi de faire (voir §2.4.4.4 pour une description de 'algorithme de forgage). Cependant,
pour déterminer le systéme optimal, nous avons considéré que ce terme était constant. Un point
de vue opposé consiste & supposer ce terme comme une variable d’état supplémentaire et a ajouter
au systéme d’état (5.6) et (5.7) une contrainte de type intégral traduisant la conservation du débit.
Doche (2006) a considéré en DNSune contrainte du type fQ udx = Cte. Dans sa thése, Bewley
avait fait remarqué que cette formulation était plus délicate & mettre en ceuvre et conduisait
essentiellement aux mémes résultats d’ou notre choix de considérer le terme de forgage comme une
constante.
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oz, 0 9 . P

Les équations (5.6) et (5.7) sont résolues dans le domaine = défini par :

E={(x,t)|(x,t) €[0:Ly;—1:1;0: L, x [to,to + To|}

et sont munies des conditions aux limites & la paroi :

Uy |ps=0 Uplpe=—Pny Ty lp,+=0 (5.8)

ou P représente un terme de controle frontiére appliqué aux parois supérieure et inférieure

du canal. Le controle est appliqué sous forme de soufflage/aspiration a débit nul. Il faudra

donc imposer a tout instant la contrainte suivante :

/ D dw dz :/ ddrdz=0 Vt. (5.9)
ry r

2
Pour faciliter la compréhension de la méthode, nous allons d’abord présenter le dévelop-

pement du systéme optimal dans le cas ou I’équation d’état est le systéme de Navier-Stokes

résolu par DNS (section 5.2.1), le cas LES étant traité ensuite (section 5.2.2).

5.2.1 Systéme optimal basé sur les équations de Navier-Stokes
résolues par DNS

Dans le cas des équations de Navier-Stokes résolues par DNS | les équations d’état (5.6)

et (5.7) deviennent

8ui
il (5.10)
et
ou; 0 1 0%u; OP
) 7P = i Wy = E il
Lilw, P) =+ 5, witd) = g gz + g, = Fida
ou encore
aui 8 2 8SZ aP .
EZ(U,P) = a1 + a—m] (’LLZ U]) — ReT 8;Ej 8$Z = FZ (511 (511)

si I'on souhaite conserver la forme générale du terme visqueux rencontrée en LES.
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Soient u} et P* les variables adjointes associées respectivement aux variables d’état u;

et P, on introduit la nouvelle fonctionnelle®

t0+To tO+To au
7 (u,P,®) = / / Li(uw, P)u; dedt +/ / </€ Z) P*dxdt (5.12)
to Q to Q axl

ol kK = £1 est introduit ici devant I’équation de continuité afin de généraliser les déve-

loppements.

On suppose qu’une variation 6® du controle ® provoque des variations du; de wu;, O P
de P, 7' de T et J' de J, ou 'expression J est déduite directement de (5.4) en supprimant

les variables filtrées. On a donc :

ereg fotTo 2 Eter
T ®)==32 [ | Ju(@) P dwdet 5| (8w (@), do
0

to+To / to+T, (513)
+ edrag / / (—7'12712) dx dt + = / / (I)2 dax dt
to rf 2 Jio T
ou bien
’ reg to+To 2 éter / /
J (u, @) = / / | u (®) |° dedt+ 5 /Q [uf (®) uj ((p)]tzt()-i-To dx
(5.14)

to+71, é to+To
+€dmg/ /i (—7'{2712) dx dt + 5/ /i &2 do dt
to F2 to FZ

en ne retenant que les fluctuations de vitesse.

Par définition, la variation de Z est égale a la dérivée de Fréchet au point (u, P, ®) dans

les directions (du, 0P, 6®) de Z, soit :

' — lim Z(u+ edu, P+ edP,® + e0P) — 7 (u, P, D)

e—0 €

En introduisant la définition (5.12) de Z, on obtient :

tO+To
7' = lim - [/ / i (u+ edu, P+ €6P) — L; (u, P)| u; de dt

t0+To .
/ / ( (u; + €du;) — 8u2> P*dx dt}
to ox;

Pour simplifier cette expression, on remplace £; par sa définition (5.11). On montre

alors facilement que :

5. On rappelle que le terme de forgage F} est supposé constant.
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1
lim - [£; (u+ edu, P+ €dP) — L; (u, P)] =

e—0 €
o0w) 6 2 9 9P
ot + a—x] ['LLZ 5uj + U (5U2] — R—eT 8—% (5‘91)) + 761;‘2 5

. P . !/
ce qui permet encore d’écrire Z° sous la forme :

to+T1, 8(5u) B 9 o P (5P)
' = v _ . . . = . *
Lo /to /Q g oy 0 T Ol e g 08u) g [ et
——

i 7 7 75

tO+To .
4 / / 20U bt
t Q

0 (%cl

I/Cont
Pour faire apparaitre I’équation DNS adjointe L (u*, P*) = 0, il reste a intégrer par

parties I’expression précédente afin d’écrire Z’ sous la forme :
T' = (Su;, L] (u*, P*)) + termes de frontiére + termes de controle

5.2.1.1 Variation de 7

Les transformations a réaliser pour chacun des termes apparaissant dans Z’ sont décrites

a la section 1.2. Aprés calculs et simplifications, on trouve (§ 1.2.6) que :
I'=T4+Ir + Iy

avec

fo+To du; oP* 1 du;
I/ — _ 1 2 * L _ ) i t
“ /t /Q [ ot Sij Ui~k dr;  Rer Ox3 Ous d d

0

tO+To *
+ / / (_aul 6P> da dt,
to Q Ox;

tO+To
Ir = / / [(u; duj + wj dug) ui nj + 0P uj n; + k P* du;n;
¢ r
1

0

0 (duy;) ou; n;
- s — L9 s V| dadt,
Re, < ox; Wit ox; “ >] ¥

et
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7 = / [Gu; )0+ da.
Q

En tenant compte des conditions aux limites imposées sur les frontiéres I‘zi du canal :

n1:0 n2::F1 n3:0
’LL1:0 ’LLQZ—q)TLQ ’LL3:0

le terme Z}. devient (§ 1.2.7.1) :

to+To 1 oub
T = — 2y ul 2 80 dx dt
r /t /pi (”””ReT oy " > ;

to+To 1 0 (duy)
Puing — — o t.
+ /to /in (5 Uy Ny Re. 0z, u; n2> dx d

De méme, en tenant compte cette fois du fait que la condition initiale est connue de

manicre parfaite (du; = 0 a t = tp), le terme Z7. s’écrit :
Ié“ :/ [6u; u;‘k]t:t0+To de.
Q

5.2.1.2 Variation de J

Par définition, la variation de J est donnée par :

J (u+ edu,® + €6P) — J (u, P)
€

J' = lim
€e—
ou J est défini par (5.13) ou (5.14) selon que 'on prenne en compte le champ moyen de

vitesse ou non.

Les termes qui interviennent dans 7 sont au plus quadratiques. La variation de J est

donc donnée de maniére immédiate par :

t0+To
J’ (u, ®) _6/ /i (I)écl)dwdt—l-eter/ [Uzéuz]t =to+T, da

to+To to+T, (515)
Ureg / / w; 0u; dxc dt + Lgrag / / (=012 n2) dx dt
to to ry

ou bien

to+T1,
._7/ (ul7 <I>) =/ /F DD dx dt + Eter /Q [u u; ]t to+T1, dx

o [ [ wsiawar ey, [0 57! ms) dad
reg U; 0U; 4T t+ drag n (_ T12 7’L2) x dt
to Q to FQ

dans le cas des fluctuations de vitesse.

(5.16)
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5.2.1.3 Systéme optimal
La théorie des multiplicateurs de Lagrange impose que :
I/ — j/

et cela, quelles que soient les variations du; (respectivement du}), 0P et §® pour J définie

par (5.13) (respectivement (5.14)).

Cas de la fonctionnelle cott (5.13) On montre (voir section 1.3.1) que cela conduit
a I'équation adjointe suivante pour le probléme optimal :
oul o0 P* 1 0%

Liw', ) == 5 =208 — kg = o
(2 T 7

- eregui =0

Cette équation est munie des conditions aux limites :
uﬂl“zi = Ldrag ; uzh}i =0; u:‘;‘FQi =0,
et de la condition terminale suivante
ui (to + To) = Lrer ui(to + Ty).

En outre, les variables adjointes ;] vérifient comme les variables d’état la condition

d’incompressibilité :
ou; _0
8:Ei

Finalement, en prenant en compte les conditions aux limites des variables adjointes, on

montre que le gradient de la fonctionnelle cotit J par rapport aux variables de controle (la

condition d’optimalité) est donné par :

DJ
Y D4 kP
YR LD+ kK

La figure 5.1 présente de maniére synthétique le systéme optimal correspondant au cas

des équations de Navier-Stokes simulées par DNS.

Cas de la fonctionnelle cotit (5.14) Dans ce cas, on montre (voir section 1.3.2) que
le systéme optimal peut étre déduit simplement du systéme optimal précédent. En effet, il

suffit de remplacer sur la figure 5.1 :

1. le terme /;.cqu; par Emgu; dans ’équation adjointe,



5.2 Systémes optimaux 139

2. le terme liep u;(to + Tp) par liey uf(to + Tp) dans la condition terminale de I'équation

adjointe.

Ces deux modifications étant mineures, nous ne redonnons pas de figure résumé.

5.2.2 Systéme optimal basé sur les équations de Navier-Stokes
résolues par LES

Dans cette section, nous allons donner une description de la démarche qui conduit au
systéme optimal pour les équations de Navier-Stokes simulées par LES. Cependant, nous
ne donnerons pas les détails des développements que le lecteur pourra trouver intégralement
a I'annexe J.

Nous allons suivre une démarche similaire & celle décrite dans la section précédente
dans le cas ou les équations de Navier-Stokes étaient simulées par DNS . La difficulté prin-
cipale provient du calcul de la variation de la viscosité v qui n’est maintenant plus supposée
constante. Comparé & la section précédente, il y aura donc un nouveau terme a prendre en

compte I/, (voir § J.1.6) pour évaluer la variation de Z.

. _ —* . .. ., . . , _
Soient w* et P, les variables adjointes associées respectivement aux variables d’état w
bl

et P, on introduit la nouvelle fonctionnelle :

- to+T, to+T, aﬂ S
7 (u,P,®) / / ) dmdt+/ / (/{ ’)P dx dt (5.17)
to to Q ox;

ot L;(w, P) correspond ici & I'équation LES (5.7). k = 41 est introduit ici devant I"équation

de continuité afin d’obtenir des expressions plus générales.

On suppose qu’une variation 6@ du controle ® provoque des variations 6w de @, 6P de
F, 7' de T et J' de J. Par définition, la variation de 7 est égale a la dérivée de Fréchet
au point (ﬂ, P, 6) dans les directions (5&, OP, 55) de 7, soit :

' — A (ﬁ + edw, P+ 6P, ® + 655) -7 (ﬁ, P, 5)
= lim

e—0 €

(5.18)

5.2.2.1 Variation de 7

Apreés calculs et simplifications (voir section J.1), on aboutit a (§ J.1.7) :

T =TI+ I + Iy
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EQUATIONS D’ETAT :

0ui 0 1 82ui oP
+

ot an, ) T me e s

Li(u, P) =

(CL)

urlr,. =0; ualr,, = —Pny; uzlr,, =0

(CT)

ul(a:, 0) = UQ(HZ) ) Ug(m, 0) = ’Uo(m) ) Ug(m, 0) = wo(m)

EQUATIONS ADJOINTES :

L du . opr 1 o
Li(u*, P*)=— 57 —2ujSij—/-cax_ T T 9 — lregu; = 0
(] T 7
ou}
L
3@-
UT‘FQ:E = ngCLg; u;|F2ﬂ: = 07 u§|F2ﬂ: = 0 (CL)

u;k (to + To) == gter ui(to + TO) (CT)

CONDITION D’OPTIMALITE :

DT

=(d P*
Do 1D+ kK

FONCTIONNELLE cOUT :
/¢ to+T, ) gter
J (u,®) = §/t0 /th & dx dt + 5 /Q [ui (®) u; (P)]—yy o, d

/¢ to+715, to+71,
+ﬂ/ / | u (@) 2 dwdt+£dm9/ / (—Ti2my) dz dt
2 to Q to Fg:

FIGURE 5.1 — Systéeme optimal pour les équations de Navier-Stokes simulées par
DNS . Approche différentiation discrétisation. k = +1.
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avec

to+To o . oP" 95+ A .
I, = ——Lt —2u; S, —k—— —2 Sij i
@ /to /Q [ ot U5 Sij = K 0x; V 0z [8% ( lSle])

S |
Ei' tO+To _*
+b+B,-”5mdwdt+/ < ’5P> de dt,
8:1;j tO

t0+To _ — o _
If = / / [(ﬂz 5ﬂj + u; (5@2) ﬂ;k n; + 5Pﬂ;k n;, + kP du;n; — 2 (V (55” + dv S”) ﬂ;k n;
t, r
—~2

= 4C

‘ 5 ’ gkl ng g,’j ou; n; + Eij ou; nj] dx dt

et
T = / 0w ;] 2 da.
Q

Pour simplifier les expressions de ces termes, nous avons introduit le tenseur E;; et le
vecteur B;. Ces quantités proviennent de la prise en compte de la variation de la constante
de Smagorinsky dynamique C lorsque le contrdle agit. Si un coefficient de Smagorinsky
constant est utilisé, ces deux termes seront naturellement nuls. Le tenseur E;; et le vecteur

B; sont définis par les relations :

—
o~ O~

SuSy _ 2 p Sis 5k
|5

—

Eij=4<13ij\§\—n23j!§!>+8 Py o n=A/A

et
B, =4 <N2]%j — Nijﬂj> .

Les tenseurs F;; et N;; apparaissant respectivement dans E;; et B; sont quant a eux

donnés par les expressions suivantes :

(’ g ‘ gmn g;k7~m>XZ

N, — M, 5.19
/ (M M) x 7 / (5.19)
et
<|§| gmng* >XZ ——2
P = mn L —2C A" M;; ). 5.20
! (Mg M) xz < / ]> (5.20)

Pour déterminer le systéme optimal, nous procédons comme a la section 5.2.1.1 et
simplifions d’abord les expressions de Z|. et Z7.. Pour Z7,, nous tenons compte des conditions

aux limites imposées aux parois inférieure et supérieure I' ét du canal, soit :
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ny =0 ng = F1 ’I’L3:0
u; =0 HQZ—ETLQ uz =0
S11=0 S =0 S33 =0

On montre alors (voir § J.1.8.1) que :

tO+To —x — —
Z’F:/t /Fi—<2ﬁgﬂ§+2V522+E22+ﬁP)6(I>d:cdt
0 2

tot T, (5.21)
+ / / (5?@; Ng — 0749 ﬂ;k ng) dx dt
t ry

0

Pour les mémes raisons qu’a la section 5.2.1.1 (condition initiale connue de maniére

exacte), le terme Z7. s’écrit encore :
!/ — %
Ir= /Q [6w; ui]t:to—l—To de.

5.2.2.2 Variation de J

Pour obtenir la variation de 7, il suffit ici de reprendre les résultats de la section 5.2.1.2
en se contentant d’adapter les notations. On obtient immédiatement :
t0+To

T (ﬂ, 6) —/ /i P 6P da dt + Eter/ [ 5ﬂi]t:to+To dx
s @

to

to+To to+To
+ greg / / w; Ou; do dt + Edmg / / (—(57’12 ng) dx dt
to Q to Féﬁ

ou bien

. to+T, .
7 (ﬁ', <I>) - /Fi 6P dx dt + fter/ﬂ [u; 5u;]t:t0+To dx
2

to
o [ [ @ sw bttt [ 571y o) dzd
+ Lreg U; OU; A at + drag 4 (_ T12 7’L2) x dt
to Q to Fz

dans le cas ou on base la fonctionnelle sur des fluctuations de vitesse.

5.2.2.3 Systéme optimal

La théorie des multiplicateurs de Lagrange impose que :
I/ — j/

et cela, quelles que soient les variations du; (respectivement §%), P et 6® ot J est donnée

par (5.4) (respectivement (5.5)).
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Cas de la fonctionnelle cotit (5.4) On montre (voir section J.3.1) que cela conduit

a I’équation adjointe suivante pour le probléme optimal :

L P ==y — 205y — i g~ 2
<2
0 (4CA" 5 —x - 0 Ei;
- — —— S S, S | — Z]—Bi—fre_izo
zm—( Bl J) oz, o

Cette équation est munie des conditions aux limites
Uilr,. = Lirag; Walr,e = 0; Uslr,, =0
et de la condition terminale suivante
U; (to + Tb) = Lrer Ui (to + To).
Par ailleurs, les variables adjointes %, vérifient comme les variables d’état la condition
d’incompressibilité :

ou’r
[ — 0
8%2'

Finalement, en prenant en compte les conditions aux limites des variables adjointes, on
montre que le gradient de la fonctionnelle cotit J par rapport aux variables de controle (la

condition d’optimalité) est donné par :

Dg = —
Do 22

La figure 5.2 présente de maniére synthétique le systéme optimal correspondant au cas

des équations de Navier-Stokes simulées par LES .

Cas de la fonctionnelle cotit (5.5) Dans ce cas, on montre (voir section J.3.2) que
le systéme optimal peut étre déduit simplement du systéme optimal précédent. En effet, il

suffit de remplacer sur la figure 5.2 :
1. le terme lyeq; par £, dans I’équation adjointe,

2. le terme lyep Wi (to + Tp) par lye, (o + T,) dans la condition terminale de 'équation

adjointe.

A nouveau, ces deux modifications étant mineures, nous ne redonnons pas de figure résumé.
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EQUATIONS D’ETAT :

_ =, 0y o . _ 0o , = oP B
Li(w,P) = ey + 8—563 (wiwj) —2 8—% (I/SU) + o F; 6,1
Ju;

Ur,. = 0; Walr,. = —Png; Uslr,, =0 (CL)

ﬂl(m, 0) = ﬂo(m) ) ﬂg(ﬂ), 0) = @0(33) ) ﬂg(m, 0) = Eo(a:) (CI)

EQUATIONS ADJOINTES :

I om . _ o 0P 95,
G P ==y WS g T2y,

0z \ [ S O,
ur
=0
01'2-
Uylr,. = Llarag; Uslr,. = 0; Uslr,. =0 (CL)
ﬂ;'k(to + To) = Lier ﬂi(to + To) 1=1,2,3. (CT)

CONDITIONS D’OPTIMALITE :

D — —x
D—jzg(b—l—EQg—}—/iP

FONCTIONNELLE COUT :
- /¢ to+T, —9 gter P
J (u, (ID) = §/t0 /th & dx dt + 5 /Q [ui (<I>) U; ((ID)L:tOJrTU dx

g tO“l‘To - t0+To
+—’“89/ / |u () |? dwdt+€dmg/ / (—Tiamg) dx dt
to Q to Féc

2

FIGURE 5.2 — Systéeme optimal pour les équations de Navier-Stokes simulées par
LES . Approche différentiation discrétisation. x = +1.
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5.3 Discussions sur la résolution du systéme optimal

A la section 4.3.1.3, nous avions décrit pour un probléme d’optimisation sous contraintes
générique, l'algorithme itératif utilisé pour résoudre le systéme optimal. Dans la section
5.3.1, nous allons adapter cette présentation au cas du systéme optimal pour les équations
de Navier-Stokes simulées par LES (voir figure 5.2). De cette maniére, la nécessité d’intro-
duire une procédure de contrdle instantané (section 5.3.2) devrait apparaitre de maniére

plus naturelle.

Initialisation du controle Solution optimale

T _F, Popt

Résolution du systéme optimal sur [0; T,]

Résolution des équations "t [ Minimisation de J
d’état n=n+1 L(gradient conjugué & Armijo)
UE”), F(n), 6(”)
\EVAR
Résolution des équations Ul(n), ?(n), 3™ Evaluation condition
adjointes J —en) ) d’optimalité

FIGURE 5.3 — Représentation schématique du processus de résolution du systéme

optimal pour les équations de Navier-Stokes simulées par LES. Optimisation sur
[0; 75

5.3.1 Algorithme de résolution

Le systéme optimal résumé sur la figure 5.2 peut étre résolu par méthode itérative
de la maniére suivante. On initialise la résolution avec un controdle donné ®q. Puis, pour
n = 0,1,2, ... et tant qu'un critére de convergence donné n’est pas vérifié, on réalise les
phases suivantes :

1. Détermination des variables d’état ﬂl(-n) et F(n) par résolution en temps croissant sur

[0; T,] de I'équation d’état
Li(w,P)— F; 67 = 0.
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(n) et ﬁ*(n)

, . . . .. % , . , .
2. Détermination des variables adjointes ; par résolution en temps décrois-

sant sur [0; 7,] de I'équation adjointe
Li(u*, P*)=0.

(n+1)

3. Détermination de nouveaux paramétres de controle ¢ par évaluation de la condi-

tion d’optimalité
DJ

Y VD + Ep+ kP, 5.22
DO 22 (5:22)

4. Incrémentation n =n + 1 et retour a I'étape 1.

L’algorithme de résolution est synthétisé sur la figure 5.3.

5.3.1.1 Algorithme de minimisation

)

Dans notre cas, la détermination & 1’étape 3 d’'un nouveau contrdle E(HH est effec-
tuée par un algorithme de gradient conjugué. Plus précisément, nous avons utilisé le méme
type d’algorithme de gradient conjugué que pour ’équation de Burgers, soit la méthode de
Hestenes-Stiefel (voir section 4.4.3 pour une description de la méthode). Afin de limiter le
cotit de la recherche linéaire, nous n’utilisons pas une méthode de recherche linéaire exacte
mais la méthode d’Armijo & rebroussement. L’étape de recherche linéaire est potentielle-
ment trés consommatrice en temps de calcul car pour déterminer le pas de descente & un

itéré donné, il peut étre nécessaire de réaliser plusieurs simulations de ’équation d’état

pour différentes valeurs du terme de controle.

5.3.1.2 Critére de convergence

L’utilisation de I'algorithme du gradient conjugué nécessite la définition d’un critére de
convergence pour arréter la résolution itérative. Le plus immédiat® consiste a considérer
que lorsque la différence entre deux valeurs successives de la fonctionnelle cotit AJ =
| T (n+1) _ J (”)\ est inférieure & un seuil donné e alors le minimum local de la fonctionnelle
J a été atteint. Le nombre d’itérations correspondant a cette valeur de € varie selon le type
de fonctionnelle cott, la longueur de la période d’optimisation T, et les poids relatifs des
termes de la fonctionnelle cofit. Dans toutes nos simulations, nous avons adopté ¢ = 0,005

comme critére d’arrét de la boucle d’optimisation.

6. D’autres critéres sont naturellement imaginables : on peut par exemple se fixer un nombre
maximal d’itération iterpy.x (Chang, 2000) ou retenir un mélange des deux précédents critéres.
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5.3.1.3 Reésolution numérique des équations adjointes

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre les équations adjointes sont analogues
a celles mises en ceuvre pour la résolution des équations LES (voir section 2.4). La discréti-
sation temporelle est faite a ’aide d’un schéma mixte Runge-Kutta/Crank-Nicolson. Une
méthode a pas fractionnaire permet de vérifier la condition d’incompressibilité pour le
champ de vitesse adjoint. Pour la discrétisation en espace, un schéma aux différences finies
d’ordre 2 est utilisé. Enfin, ’équation de Poisson est résolue dans le domaine spectral a
I’aide de nombres d’onde modifiés. Plus de détails sur les méthodes numériques sont donnés

a l'annexe K.

5.3.2 Procédure de controle instantané

Le choix de la dimension de la période d’optimisation T, sur laquelle est résolu le sys-
téme optimal a des conséquences trés importantes. En effet, Bewley (1999) et Chang (2000)
ont montré que T, devait étre de l'ordre de 2000 & 3000 en unité de parois pour parvenir
a relaminariser par controle optimal un écoulement de canal & Re; = 100. Cependant,
la résolution du systéme optimal sur une période d’optimisation aussi grande est délicate

numériquement, voire impossible, et cela pour plusieurs raisons :

1. Difficultés numériques liées a la détermination du gradient de la fonc-
tionnelle cotit. La non linéarité des équations de Navier-Stokes et la croissance
exponentielle” des variables adjointes, lors de I'intégration temporelle en temps ré-
trograde des équations adjointes, font que les erreurs numériques s’accumulent au
cours de la résolution. La qualité de 'estimation du gradient de la fonctionnelle cofit

en est alors affectée et peut conduire a des gradients complétement irréalistes.

2. Difficultés liées au stockage mémoire. Les équations adjointes sont résolues en
temps rétrograde. Or, & un itéré n quelconque de la procédure itérative de résolu-
tion (voir figure 5.3), les équations adjointes dépendent des solutions des équations
d’état au méme itéré. Par conséquent, il est nécessaire de sauvegarder les évolutions
en temps et en espace des variables d’état (vitesse, pression) pour étre en mesure

de résoudre les équations adjointes. La demande en mémoire vive nécessaire a la

7. De maniere a réduire au maximum les efforts de programmation, la tendance générale est
d’utiliser le méme type de méthodes numériques pour résoudre les équations d’état et les équations
adjointes (voir annexe K). En effet, on pense de prime abord que la linéarité des équations adjointes
va plutot simplifier leur résolution. Or, Pexpérience montre qu’afin d’éviter (ou au moins limiter) la
croissance exponentielle des variables adjointes lors de I'intégration temporelle, il est au contraire
nécessaire d’utiliser des méthodes numériques de précision supérieure.
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résolution des équations adjointes devient alors rapidement prohibitive.
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FIGURE 5.4 — Résolution du systéme optimal sur un intervalle de longueur 7, par
contrdle instantané (ty = 0).

Pour contourner ces difficultés de mise en ceuvre pratique, une méthode consiste a
remplacer le probléme d’optimisation initial défini sur un intervalle de longueur T, par N
(N > 1) problémes d’optimisation équivalents définis sur des intervalles de longueur infé-
rieure 7' (voir figure 5.4). Pour cela, on commence par créer une subdivision de 'intervalle
initial d’optimisation [0;7,] en N sous-intervalles® [T}; Tj41] (k = 0,...,N) de longueur
T. Le systéme optimal est ensuite résolu sur chacun de ces sous-intervalles, aprés avoir ini-
tialisé le controle a la solution obtenue sur le sous-intervalle précédent. Cette approche dite
du contréle instantané est décrite de maniére schématique sur la figure 5.5. On constate en
comparant les figures 5.3 et 5.5 que cette procédure revient a ajouter a l'algorithme pré-
cédent une boucle extérieure dont l'indice varie sur le numéro de sous-intervalles k. Cette
procédure de controle instantané a été comparée dans Bewley (1999) a la stratégie mise en
place par un joueur d’échec (ou un ordinateur) pour battre son adversaire. En effet, un bon
joueur est celui qui peut prévoir sur le plus grand nombre de coups successifs possibles les

conséquences des déplacements de ses piéces. En cela, 'ordinateur est évidemment avantagé

8. Dans ce mémoire, comme dans I’ensemble des applications rencontrées en mécanique des
fluides, les sous-intervalles sont construits sans recouvrement. Une variante consiste a imposer aux
sous-intervalles un recouvrement. L’effet de celui-ci sur la convergence du processus reste a analyser.
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FIGURE 5.5 — Représentation schématique du processus de résolution du systéme
optimal pour les équations de Navier-Stokes simulées par LES. Optimisation sur
[0; T,] par controle instantané.
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car il peut analyser par pure combinatoire un grand nombre de solutions. Heureusement,
I'inventivité qui est jusqu’a présent I'apanage de 'Homme est souvent décisive dans une
partie d’échec.

A convergence de la procédure, on souhaite que la solution obtenue par cette approche
corresponde & celle qui aurait été obtenue si on avait pu résoudre le systéme optimal di-
rectement sur Uintervalle [0;7,]. Malheureusement, a ce jour, il n’existe aucun résultat
mathématique pouvant le prouver. A défaut, une précaution consiste a retenir une lon-
gueur d’intervalle T" suffisamment importante pour que sur la période concernée toutes les
structures importantes pour la physique de I’écoulement aient le temps d’interagir. De cette
maniére, le gradient de la fonctionnelle cotit devrait étre construit & partir d’informations
pertinentes et ainsi faciliter la convergence numérique. Cependant, allonger la longueur du
sous-intervalle d’optimisation 7', entraine une augmentation de la taille mémoire nécessaire
a la sauvegarde des variables d’état. Pour limiter les contraintes du stockage mémoire, une
procédure d’interpolation est utilisée. Dans ce mémoire, nous sauvegardons les variables
d’état toutes les 5 itérations, puis les reconstruisons par interpolation linéaire a 1’étape de
résolution de I’équation adjointe. L’interpolation des variables d’état entre les sous pas de

temps du schéma RK3W se fait en utilisant la relation (2.39).

5.4 Reésultats de contrdle optimal pour Re, = 100

Dans cette section, nous allons présenter les résultats de contréle optimal obtenus par
LESpour Re; = 100. Le choix de cette valeur du nombre de Reynolds se justifie par I'exis-
tence dans la littérature de résultats de controle optimal par DNS (Bewley et al., 2001) et
LES (Chang, 2000) pour cette méme valeur. Ainsi, nous pourrons valider de maniére qua-
litative ’ensemble de nos développements (parties analytique et numérique). Par ailleurs,
cette valeur du nombre de Reynolds est suffisamment petite pour que I'on puisse réaliser
pour des cofits numériques raisonnables un grand nombre de simulations et ainsi analyser
I'effet de certains paramétres sur la solution. Nous étudierons en particulier 'influence du
choix de la fonctionnelle cott (section 5.4.2), de la longueur de la période d’optimisation

(section 5.4.3) et du coit du contrdle (section 5.4.4).

5.4.1 Caractéristiques des simulations

Les simulations de controle optimal & Re; = 100 ont été effectuées avec la méme taille

de domaine spatial que celle utilisée pour les simulations sans contréle de la section 2.5, soit
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(4m, 2, 4/37). Pour limiter les coiits de calcul, nous avons réduit la résolution par rapport
a la simulation S3 réalisée a la section 2.5 pour Re, = 180. Ainsi, le nombre de points
de maillage est 48 x 49 x 48, ce qui est largement suffisant pour Re, = 100. La figure 5.6
illustre la distribution en tangente hyperbolique utilisée pour les simulations & Re,; = 100.
Enfin, le pas de temps est At = 0,003, soit At™ = 0,3 en unité de paroi. L’ensemble des

parameétres des simulations LES est résumé dans le tableau 5.1.

12

/./.’—0

-

) T

b

0 25 50 75 100

FIGURE 5.6 — Valeur du pas d’espace dans la direction normale & la paroi en fonction
de la distance a la paroi inférieure. Cas de la simulation numérique de controle
optimal a Re, = 100.

TABLE 5.1 — Grandeurs caractéristiques des simulations de contrdle optimal par

LES réalisées a Re, = 100.

Re, Re, Re, L, L, L, N, N, N, Azt Ayl Azt At*
100 1817 3030,3 4w 2 §7T 48 49 48 262 0,19 87 0,3

Pour toutes les simulations, la transition laminaire/turbulente est générée de maniére
similaire & ce qui avait été réalisé en écoulement non controlé (voir section 2.5.1.3 pour

la procédure). Par ailleurs, sur toutes les figures qui seront présentées dans le reste de
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ce chapitre, le temps ¢ = 0 correspond de maniére arbitraire au début de ’application
du controle. Enfin, sauf mention contraire, nous considérons le cotit du contréle £ = 1 et
noterons ? :

— J = JTdrag lorsque Lgrqq = 1 et lyog = lier = 0,

— J = ITKE(reg) lorsque Lreg =1 et Lyrag = Lier = 0,

-J= jTKE(ter) lorsque £y = 0,1 et Edrag = Ereg = 0.

Les résultats seront analysées et comparées :
1. en terme d’énergie cinétique turbulente moyenne instantanée T'K E définie par (2.67),
2. en terme de trainée totale moyenne instantanée D) définie par (2.69),

3. et en terme de colt du controéle instantané C(®) défini par

1
C(®)) () = % (x,t) dz. 5.23
) O =577 [P0 (523)
Finalement, il est important de noter que pour Re, = 100, I’écoulement est sous-

critique ce qui signifie qu’il est stable pour des petites perturbations. Par conséquent, si
I’énergie cinétique décroit au dessous d’un certain seuil, ’écoulement relaminarisera et le

cotlit du controle tendra vers zéro.

5.4.2 Influence du choix de la fonctionnelle cott

La performance de la procédure de contrdle optimal en terme de réduction de trainée
est trés sensible au choix de la fonctionnelle cotit. Dans cette section, nous allons discuter
les résultats obtenus en utilisant successivement les différentes fonctionnelles cotit envisa-
gées dans notre étude (voir section 5.4.1). La figure 5.7 représente ’évolution temporelle
de la trainée totale moyenne associée aux controles optimaux obtenus pour les différentes
fonctionnelles. Bewley (1999) et Chang (2000) ayant montré que T =~ 25 était la lon-

gueur minimale du sous-intervalle d’optimisation pour que I’écoulement se relaminarise a

9. Pour Jr g(ter), nous avons considéré fye, = 0,1 et non 4, = 1 comme nous l'avons fait pour
les deux autres fonctionnelles cotit. Deux raisons a cela : d’une part, ce choix permet de diminuer
les cotits de calcul sur chaque sous-intervalle d’optimisation et, d’autre part, les discontinuités
de trainée et d’énergie cinétique entre deux sous-intervalles d’optimisation sont ainsi fortement
réduites (en particulier pendant les premiéres boucles d’optimisation). Nous pourrons cependant
comparer les différentes formulations de fonctionnelle cotit car les figures 5.14, 5.15 et 5.16 montrent
que lorsque le rapport £ /¢ augmente 1’écoulement se laminarise d’autant plus rapidement. On
pourrait croire alors qu’il est plus intéressant de prendre, pour une méme valeur de £, f;.,, = 1 plutot
que fi, = 0,1. En fait, ce n’est pas le cas car pour 4, = 1 le nombre d’itération de la boucle
d’optimisation sur chacun des sous-intervalles est beaucoup plus important que pour fs, = 0,1
d’ot au final un accroissement important du temps de calcul.
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FIGURE 5.7 — Comparaison pour Re, = 100 de I’évolution temporelle de la trainée
totale moyenne pour différentes fonctionnelles coit (T = 25,5).

.....

longueur T = 25,5. La figure 5.7 montre clairement que le probléme d’optimisation dé-
pend fortement du choix de la fonctionnelle cotit. La fonctionnelle objectif la plus efficace
en terme de réduction de trainée correspond & l’énergie cinétique terminale. Pour cette
fonctionnelle cotit, la réduction de trainée est de lordre de 57% et I’écoulement se relami-
narise ', Pour les deux autres fonctionnelles cofit, les réductions de trainée sont inférieures.
En effet, on obtient de 'ordre de 37% de réduction pour la fonctionnelle cotit basée sur
I’énergie cinétique totale et 25% dans le cas ot la fonctionnelle cotit est directement la trai-
née a la paroi. Qualitativement, ces résultats avaient déja été trouvés par Bewley (1999) et
Chang (2000) pour le méme type de configuration. Ce comportement peut s’expliquer de
plusieurs maniéres. Le premier niveau d’explication est lié a la physique de la turbulence.
L’énergie cinétique turbulente peut étre considérée comme le "moteur" des phénomeénes
présents dans ’écoulement et en particulier de la trainée. Dans ce sens, minimiser 1’énergie
cinétique turbulente a un effet direct sur la réduction de trainée. Par ailleurs, il semble

que l'énergie cinétique soit plus sensible a I'action du controle que la trainée. En effet,

10. La contrainte a la paroi 7, prend une valeur égale a celle qu’elle aurait en régime laminaire.
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Bewley (1999) a montré qu’en stoppant brutalement le controle dans un canal turbulent a
Re; = 180, I'énergie cinétique turbulente avait tendance a croitre en temps beaucoup plus

rapidement que la trainée. Ce phénoméne se retrouve dans nos simulations. En consultant
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FIGURE 5.8 — Comparaison pour Re, = 100 de I’évolution temporelle du cott du
contrdle pour différentes fonctionnelles cotut (7" = 25, 5).

la figure 5.8 qui représente 1’évolution temporelle du cotit du contréle pour les différentes
fonctionnelles, on constate en effet que systématiquement le cotit du controle associé a la
minimisation de la trainée est inférieur aux autres cas. Le second niveau d’explication est
lié au niveau de contraintes du probléme de minimisation. Lorsque I’on cherche a minimiser
I’énergie cinétique turbulente en moyenne sur l'intervalle d’optimisation (Jrk g(reg)), cela
revient a contraindre de maniére beaucoup plus forte I’écoulement que dans le cas ou on
minimise uniquement l'énergie cinétique turbulente au temps final (Jrxp(er)). Dans le
second cas, I’écoulement peut explorer des états physiques qui peuvent conduire temporai-
rement a des augmentations importantes de I’énergie cinétique turbulente. Ce faisant, ces
états vont contribuer de maniére défavorable & la minimisation de ’énergie cinétique sur
tout l'intervalle. Cependant, au final, ils peuvent faciliter ’apparition de nouveaux états
associés & des niveaux de trainée trés faible. En revenant un instant & ’analogie avec la

partie d’échec proposée par Bewley (1999), cela revient a sacrifier sa reine pour mettre
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plus tard en échec et mat son adversaire. D’un point de vue du cotit du contrdle (figure
5.8), on constate en accord avec le bon sens, que le colt total du contréle sur un sous-
intervalle d’optimisation donné est toujours plus important dans le cas de la minimisation
de JrKE(reg) que dans celui de Jr p(ier)- Formuler le controle optimal, en terme de mi-
nimisation de 'énergie cinétique turbulente et plus particuliérement de 1’énergie cinétique
a la fin de I'horizon d’optimisation, est donc plus efficace en terme de réduction de trainée

que de considérer une fonctionnelle cotit construite directement sur la trainée.
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FI1GURE 5.9 — Comparaison en échelle logarithmique pour Re, = 100 de I’évolution
temporelle de I’énergie cinétique totale pour différentes fonctionnelles coit (7T =
25,5).

Sur la figure 5.8, on constate par ailleurs que les cotits du controle associés & Jrk g(reg)
et Jirag ont une valeur nulle a la fin de chaque sous-intervalle d’optimisation. Ce compor-
tement est dii & la condition terminale de ’équation adjointe qui vaut zéro dans ces deux
cas (voir figure 5.2). Dans le cas ou 'objectif est de minimiser ’énergie cinétique terminale,
le controle agit de maniére plus uniforme sur tout le sous-intervalle d’optimisation. C’est
une des raisons qui permet d’expliquer que la formulation sur I’énergie cinétique terminale
soit plus performante en terme de réduction de trainée.

La figure 5.9 représente 1’évolution temporelle de I'énergie cinétique totale pour les dif-
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férentes fonctionnelles cotit envisagées. La variation de I’énergie cinétique terminale traduit
de manieére claire le comportement sous-critique de 1’écoulement de canal & Re, = 100. On
observe en effet que si le controle parvient a diminuer ’énergie cinétique en de¢a d’une cer-
taine valeur critique alors I’écoulement se relaminarise. Au contraire, si cette valeur critique
n’est pas atteinte comme c’est le cas pour les formulations basées sur ’énergie cinétique
totale et la trainée, on trouve une saturation, voire une augmentation de ’énergie. Pour
TT = 25,5, la valeur critique est atteinte pour ¢t* ~ 800 (voir figures 5.7 et 5.9). Pour des
valeurs plus grandes du sous-intervalle d’optimisation 7", ce phénoméne se produit plus

tot.

5.4.3 Influence de la longueur de la période d’optimisation

1.2

Sans controle

0.2 .

1 1
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FIGURE 5.10 — Comparaison pour Re, = 100 de ’évolution temporelle de la
trainée totale moyenne pour différentes valeurs de périodes d’optimisation T+

(j = jTKE(ter)) .

A la section précédente, nous avons montré que le choix de fonctionnelle cott qui
conduisait & la réduction la plus importante de trainée était 1’énergie cinétique totale
évaluée a la fin du sous-intervalle d’optimisation, soit Jrx g(ser)- Dans cette section, nous

allons nous restreindre & cette fonctionnelle cofit et étudier I'influence de la longueur de la
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FIGURE 5.11 — Comparaison en échelle logarithmique pour Re, = 100 de 1’évo-
lution temporelle de I'énergie cinétique totale pour différentes valeurs de périodes
d’optimisation 7% (J = JrxE(er))-
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période d’optimisation 7" sur la convergence de la procédure d’optimisation.

Les figures 5.10 et 5.11 représentent, pour différentes valeurs ! de périodes d’optimi-
sation T'" allant de 1,5 & 80, respectivement I’évolution temporelle de la trainée totale
moyenne et de I’énergie cinétique totale. Ces figures montrent que pour T+ > 25,5, 'écou-
lement se relaminarise : la trainée totale moyenne tend vers la valeur en régime laminaire
pour tt ~ 2000, I’énergie cinétique totale décroit fortement en tendant vers zéro et le
cotlit du controle a une valeur proche de zéro sur la plus grande partie de 'intervalle d’op-
timisation (voir figure 5.13). On constate également sur ces figures que plus la longueur
du sous-intervalle d’optimisation est grande, et plus les réductions de trainée et d’énergie
cinétique totale sont importantes et rapides. Le méme phénoméne s’observe d’ailleurs pour

I’évolution temporelle de la fonction cotit Jrg per) (voir figure 5.12).
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FIGURE 5.12 — Comparaison en échelle logarithmique pour Re, = 100 de I’évolution
temporelle de la fonctionnelle cotit Jrxg(rer) pour différentes valeurs de périodes
d’optimisation 7.

Sur la figure 5.11, on observe pour T < 10,5 une augmentation brusque de I’énergie

11. Dans ce mémoire, il nous a été impossible de résoudre le systéme optimal sur des périodes
d’optimisation T de dimension supérieure a 80. Au dela, il y avait divergence lors de I'intégration
rétrograde des équations adjointes. Précisons qu’en DNS | Bewley et al. (2001) avaient réalisé des
résolutions sur des sous-intervalles d’optimisation allant jusqu’a 7" = 100.
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cinétique totale vers t* ~ 700. Cette augmentation signe de maniére claire la différence de
comportement au temps long entre les simulations réalisées pour T > 25,5 (relaminarisa-
tion de I'écoulement) et pour T < 25,5 (saturation de I’énergie cinétique). Une explication
probable est qu’a ce moment précis se produit dans le cycle de production de la turbulence
un événement d’activité turbulente intense qui s’accompagne d’une augmentation brusque
de I’énergie cinétique dans ’écoulement. Lorsque les sous-intervalles d’optimisation sont de
longueur assez grande, les événements turbulents qui engendrent ces augmentations sou-
daines de ’énergie cinétique peuvent étre capturés par la boucle d’optimisation et ainsi étre
pris en compte par le controle. Pour ¢ ~ 700, deux mécanismes antagonistes s’opposent,
d’un cété il y a une augmentation brutale de I’énergie cinétique et de ’autre une réduction
de la trainée ou, selon les cas, directement de I’énergie cinétique via le contréle aux parois.
Le comportement du systéme & I’état d’équilibre est donc lié directement au mécanisme

qui aura réussi & s’imposer.

Pour résumer, les évolutions temporelles de la trainée et de 1’énergie cinétique tur-
bulente peuvent étre décomposées en trois zones distinctes. Dans la premiére zone qui
s’é¢tend de tT = 0 a tT = 700, la trainée totale moyenne et I’énergie cinétique totale dé-
croissent rapidement et cela méme pour des sous-intervalles d’optimisation de dimension
faible (T < 10,5). Dans la seconde zone allant de tT = 700 a t* = 1200, le controle essaie
d’équilibrer les mécanismes de production de la turbulence en zone de proche paroi. Dans le
cas des périodes d’optimisation courtes (7T = 1,5 ou T = 10,5), le controle ne parvient
pas & équilibrer la production turbulente en zone de proche paroi. Il y a alors augmentation
brusque de I'énergie cinétique turbulente puis saturation de celle-ci pour T ~ 1300. Ce
comportement s’explique essentiellement par la dimension du sous-intervalle d’optimisa-
tion qui est trop petite pour contenir toutes les échelles caractéristiques des phénoménes
turbulents de proche paroi. Dans ces conditions, il manque des informations essentielles
d’un point de vue physique pour évaluer de maniére efficace le gradient de la fonctionnelle
cotit. Lorsque la longueur des sous-intervalles d’optimisation augmente (7T > 25,5), on
observe d’abord une trés légére augmentation de I’énergie cinétique turbulente puis, de
maniére soudaine, une forte décroissance. L’écoulement étant sous-critique a Re, = 100,
cette décroissance ne fait que s’accélérer au cours du temps sous l'action du controle. La
troisiéme zone, qui commence vers t* = 1200, détermine le comportement au temps long
de I’écoulement. Si le contréle n’est pas parvenu a s’opposer aux mécanismes de production

de la turbulence, alors I’énergie cinétique turbulente et la trainée saturent & des niveaux
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supérieurs a la limite laminaire. Dans le cas contraire, il y a non seulement minimisation
de la trainée totale moyenne ou de I’énergie cinétique turbulente totale selon le choix de la

fonctionnelle coit mais en plus relaminarisation de 1’écoulement.

03

FIGURE 5.13 — Comparaison pour Re, = 100 de I’évolution temporelle du cotit du
controle pour différentes valeurs de périodes d’optimisation 7% (J = Jrieer))-

Les évolutions temporelles de la trainée totale moyenne (figure 5.10), de 1’énergie ciné-
tique totale (figure 5.11) et du cott du contrdle (figure 5.13) mettent clairement en évidence
une discontinuité au niveau de chaque sous-intervalle d’optimisation. Ce phénoméne est di-
rectement lié & la procédure de contrdle instantané utilisée. On constate en effet que la
trainée totale moyenne et I'énergie cinétique totale subissent d’abord une augmentation
élevée au début de chacun des sous-intervalles d’optimisation, avant d’étre minimisées a
la fin du sous-intervalle. De méme, la valeur du coiit du contréle est systématiquement
plus grande au début de chaque sous-intervalle d’optimisation qu’a la fin. Finalement, on
observe sur la figure 5.13 que plus la longueur du sous-intervalle d’optimisation augmente

et moins le coiit du controle est important.
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5.4.4 Influence du coit du controéle

Dés la définition du probléme de controle optimal (section 5.1), nous avons introduit
dans la fonctionnelle objectif & minimiser J un terme représentant le coiit de la mise en
ceuvre du controle. Dans ce terme, intervient un parameétre de pénalisation ¢ qui mesure
le poids respectif du contrdle par rapport aux grandeurs physiques & minimiser (trainée,
énergie cinétique). Lorsque la valeur de £ est élevée, on considére que le controle est cher
a exercer, ce qui revient a limiter au maximum son utilisation. Au contraire, lorsque la
valeur de ¢ est faible, le contrdle est peu coliteux a mettre en ceuvre et on peut donc
envisager d’appliquer un controle important. Dans cette section, nous allons envisager
plusieurs valeurs du paramétre ¢ (¢ = 0,5, 1 et 10) pour analyser son influence sur la

procédure de contrdle optimal.

La figure 5.14 représente dans le cas Jrip(ter) I'évolution temporelle de la trainée
totale moyenne pour les différentes valeurs de £. On constate que pour les faibles valeurs
du parameétre de pénalisation, 1’écoulement relaminarise pour t© ~ 2000. Au contraire,
lorsque la mise en ceuvre du controle est cotteuse (¢ = 10), des augmentations brusques de
la trainée et de I'énergie cinétique (figure 5.15) se produisent pour ¢ =~ 1000 et le controle
ne parvient pas a relaminariser I’écoulement. On retrouve globalement ce comportement
sur la figure 5.16 qui représente I’évolution temporelle de la fonctionnelle cotit. En effet,
dans les premiers instants, on constate que la minimisation de la fonctionnelle coiit se fait
pour £ = 0,5 et £ = 1 d’une maniére beaucoup plus rapide que pour ¢ = 10. Par ailleurs,
on retrouve pour t+ ~ 1000 une augmentation brutale de la valeur de la fonctionnelle cotit
puis une saturation & un niveau largement supérieur au régime laminaire. Pour clore les
commentaires sur le cas Jrg gier), 1a figure 5.21 représente I'évolution temporelle du cotit
du contréle pour les différentes valeurs du parameétre de pénalisation £. On constate sur
cette figure que le cotit du controle décroit lorsque la valeur du parameétre de pénalisation
croit. Cette tendance est en accord avec le sens donné généralement a £. On retrouve
d’ailleurs exactement le méme comportement sur les figures 5.21 et 5.25 qui représentent

I'évolution temporelle du cott du controle respectivement pour Jrx g(reg) €t Jdrag-

Dans le cas ou la procédure de contrble vise & minimiser 1’énergie cinétique totale
moyenne, le paramétre de pénalisation ¢ joue un role assez semblable au cas précédent.
Les évolutions temporelles de la trainée totale moyenne (figure 5.18), de ’énergie ciné-
tique totale (figure 5.19) et de la fonctionnelle cott (figure 5.20) présentent deux types

de comportement en fonction de la valeur de ¢ (d'un coété ¢ = 0,5 et £ = 1, de lautre
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¢ = 10). Essentiellement, les évolutions temporelles se différencient par I’apparition pour
¢ = 10 d'une augmentation brusque de ces grandeurs vers t* ~ 1500. Néanmoins, le com-
portement est moins marqué que dans le cas précédent car pour Jrg p(reg) 1'écoulement
ne relaminarise pas. Pour terminer, on constate que quelle que soit la valeur du terme de
pénalisation, le cotit du controle est supérieur au cas ou la fonctionnelle cotit est 1’énergie
cinétique au temps terminal.

Considérons maintenant le cas ol la fonctionnelle cotit & minimiser est la trainée exercée
aux parois du canal. Les évolutions temporelles de la trainée totale moyenne (figure 5.22),
de I'énergie cinétique totale (figure 5.23) et de la fonctionnelle cott (figure 5.24) présentent
des comportements tres différents de ceux qu'ils avaient pour Jrxp(er) € JrKE(reg)-
En effet, contrairement aux cas précédents, il n’y a apparemment aucune différence de
comportement des résultats en fonction de la valeur de £. Pour noter une différence, il
aurait sans doute été nécessaire d’explorer des valeurs de £ inférieures a 0, 5. Enfin, notons
qu’il faut se méfier d’une décroissance trop rapide de la trainée ou de I’énergie cinétique dans
les premiers instants de ’application du controle. En effet, on pourrait conclure hativement
de I’évolution temporelle de la trainée totale moyenne jusqu’a t™ ~ 1500 que la meilleure
valeur en terme de décroissance de la trainée est £ = 1 (voir figure 5.22). Or, ce résultat est
complétement remis en cause par 1’évolution temporelle ultérieure ou il semble qu’aucune

valeur de £ ne soit & privilégier.

5.5 Reésultats de contrdle optimal pour Re, = 180

Les résultats de la section 5.4 ont permis de valider pour un nombre de Reynolds sous-
critique I'ensemble de la procédure de contrdle optimal développée dans ce chapitre. Dans
cette section, nous nous intéressons a la possibilité de contrdler par la méme approche
I’écoulement de canal hors du régime sous-critique. Pour cela, nous nous limitons a Re, =
180, soit une valeur modérément faible du nombre de Reynolds. Plus particuliérement, nous
étudierons U'influence du choix de la fonctionnelle cott (section 5.5.2) et de la longueur de

la période d’optimisation (section 5.5.3) sur la convergence de la boucle d’optimisation.

5.5.1 Geénéralités

Etant donnés les coiits de calcul importants liés & la résolution du systéme optimal,
I'utilisation d’un modéle détaillé est difficilement envisageable dés que la configuration

n’est plus de type académique (faible valeur du nombre de Reynolds et géométrie simple).
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Mentionnons a titre d’illustration que dans Bewley et al. (2001) les calculs réalisés par
DNSsont limités pour Re, = 180 a l'intervalle temporel [0;480] (en unités de paroi). Pour
cette valeur du nombre de Reynolds, on est donc trés loin de résoudre le systéme optimal sur
des intervalles suffisamment longs pour représenter I’ensemble des phénoménes turbulents.
Dans ces conditions, il n’est donc pas certain que le gradient de la fonctionnelle cotlit soit
calculé correctement et que les résultats soient significatifs.

A la section 2.5, nous avons montré que des simulations LES |, réalisées sur des maillages
jusqu’a quinzge fois plus grossiers que pour une simulation DNS prise en référence, pouvaient
correctement représenter les caractéristiques essentielles de I’écoulement non controlé. Au
chapitre 3, nous avons montré de maniére complémentaire que la simulation S5 représentait
un bon compromis '? entre cotit de calcul et représentativité des phénoménes pour un écou-
lement controlé par aspiration/soufflage aux parois. Par conséquent, pour les simulations
de controle optimal a Re, = 180 de cette section, nous avons retenu les caractéristiques de
la simulation S5 (voir tableau 2.1). L’écoulement non contrdlé, utilisé en condition initiale
de la procédure de controle optimal, correspond a Re. = 3214,1 et Re, = 5600,2. Ces
valeurs sont 1égérement différentes de celles que I'on peut trouver dans le tableau 2.3 pour
S3 car elles correspondent & un temps inférieur pour 'accumulation des statistiques. Par
la suite, le controle optimal est appliqué pour deux périodes d’optimisation : 77 = 25,2 et
T+ = 54. Le pas de temps des simulations est At = 0,002, soit AtT™ = 0,36 en unités de
paroi. Enfin, nous conservons le méme critére de convergence qu’a la section 5.3.1.2 pour

I’arrét de la boucle d’optimisation i.e. £ = 0, 005.

5.5.2 Influence du choix de la fonctionnelle cofit

Les figures 5.26 et 5.27 représentent pour les différents types de fonctionnelle cotit
envisagés dans ce mémoire, I’évolution temporelle pour T = 25,2 de la trainée totale
moyenne et de I’énergie cinétique totale respectivement. On constate sur ces figures, que
méme dans le cas de la fonctionnelle coiit basée sur I’énergie cinétique totale au temps
terminal, le controle ne parvient pas, contrairement au cas o Re, = 100 (section 5.4.2),
a laminariser I’écoulement. Aprés une décroissance rapide de la trainée et de 1’énergie
cinétique dans les premiers instants d’optimisation, ces grandeurs viennent & saturer a

des valeurs largement supérieures & la contrainte laminaire. Pour tT ~ 500, il semble

12. En effet, la section 2.5 montre que les résultats de simulation en configuration non controlée
sont en général meilleurs pour la simulation S5 que pour la simulation S3. Toutefois, de maniére
logique, cette amélioration s’accompagne d’un accroissement significatif du temps CPU (voir ta-
bleau 2.2).
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que le controle ne soit plus en mesure de s’opposer & la production turbulente de proche
paroi. Finalement, la trainée totale moyenne atteint un état stationnaire caractérisé par
40% de réduction. Comparativement, la réduction obtenue pour la formulation basée sur
Iénergie cinétique totale est 30% et celle obtenue pour la formulation sur la trainée totale
moyenne est 20%. Méme si la procédure de controle optimal basée sur I’énergie cinétique
au temps final ne parvient pas a la laminarisation de I’écoulement, c’est tout de méme cette
fonctionnelle coiit qui correspond aux plus importantes réductions de trainée et d’énergie
cinétique. Par ailleurs, en comparant les figures 5.26 et 5.27 avec les figures correspondantes
a Re, = 100 (figures 5.7 et 5.9), on constate que 'amplitude des discontinuités '3 entre deux
sous-intervalles d’optimisation successifs est plus importante. Une tentative d’explication
est que la dynamique étant plus complexe & Re, = 180 qu’a Re,; = 100, le nombre d’échelles
spatiales et temporelles présent dans le canal est beaucoup plus important, ce qui entraine

une plus forte dépendance de I’écoulement au controle.

La figure 5.28 représente ’évolution temporelle du cotit du controle pour les différentes
fonctionnelles cott envisagées. On retrouve sur cette figure exactement le méme compor-
tement que celui obtenu pour Re, = 100 (voir figure 5.8). En effet, le cotit du controle
associé a la minimisation de la trainée est encore inférieur & celui des deux fonctionnelles
basées sur I’énergie cinétique. De méme, le cotit du controle dans le cas ot on cherche a
minimiser Jrg g(req) €St encore supérieur au cas ot 'objectif est de minimiser Jrx g(ier)-
On retrouve donc pour Re, = 180 qu’il est plus intéressant, en terme de réduction de
trainée, de formuler le probléme de controle optimal sur I’énergie cinétique totale au temps

terminal que sur les deux autres fonctionnelles cofit.

La figure 5.29 représente pour les différentes formulations de la fonctionnelle cofit les
structures cohérentes de I’écoulement repérées par le critére D (voir section 2.5.7). Cette
figure met clairement en évidence l'effet du contréle sur la dynamique a grande échelle de
I’écoulement. En effet, on constate que la densité des structures cohérentes est fortement
diminuée en écoulement controlé, et tout particulierement dans le cas de la fonctionnelle
colt basée sur I’énergie cinétique au temps terminal. Ce résultat vient confirmer les liens
existants entre les structures cohérentes de proche paroi et les mécanismes d’augmentation

de trainée dans cette zone de ’écoulement.

13. On rappelle que ces discontinuités sont intrinséquement liées a la procédure de controle
instantané utilisée (voir discussions a la section 5.4.3).
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FIGURE 5.27 — Comparaison en échelle logarithmique pour Re, = 180 de I’évolution
temporelle de Pénergie cinétique totale pour différentes fonctionnelles cott (7 =
25,2).
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FIGURE 5.28 — Comparaison pour Re, = 180 de I’évolution temporelle du cotit du
controle pour différentes fonctionnelles cotit (7T = 25, 2).

5.5.3 Influence de la longueur de la période d’optimisation

Dans cette section, nous allons suivre une démarche similaire & celle suivie précédem-
ment pour Re, = 100 (section 5.4.3) et étudier l'influence de T sur les résultats unique-
ment pour la fonctionnelle cotit la plus performante en terme de réduction de trainée i.e.
JITKE(ter)- Les figures 5.30 et 5.31 représentent pour deux valeurs de TH (Tt = 25,2 et
T+ = 54) les évolutions temporelles respectives de la trainée totale moyenne et de 'éner-
gie cinétique. Ces figures mettent en évidence que les résultats de controle optimal pour
Re, = 180 sont moins dépendants '* de la longueur du sous-intervalle d’optimisation que
pour Re,; = 100. On remarque en effet que, méme pour un sous-intervalle d’optimisation
de longueur T = 54, le controle ne parvient pas 4 laminariser I’écoulement. Sur la figure
5.31, on observe pour t* ~ 500 le début d’une lente remontée de I’énergie cinétique qui
conduit pour TT = 25,2 a une réduction de 37% de la trainée et pour 7" = 54 & une
réduction de 50%. Il est délicat de conclure sur la possibilité de laminariser 1’écoulement

en considérant des sous-intervalles d’optimisation de plus grande longueur. Dans ce mé-

14. Cette conclusion n’est vraie que sur la gamme relativement limitée de valeurs de T que nous
avons exploré. Se reporter au commentaire plus loin dans ce méme paragraphe.
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FIGURE 5.29 — Visualisation des structures cohérentes obtenues a Re, = 180 par LES. On compare 1'écoulement non controlé (a)
aux résultats du controle optimal pour Jrk geer) (b), JriE@reg) (€) €t Tarag (d). Les structures cohérentes sont repérées par le critére
D avec Doy = 2 x 1075,
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moire, les cotits de calcul ont limité nos investigations a des intervalles d’optimisation de
longueur 7" = 54. Par ailleurs, notons que pour 7" = 54 amplitude des discontinuités
de trainée et d’énergie cinétique entre deux sous-intervalles d’optimisation est plus élevée
que pour T = 25,2. Ce comportement va dans un sens attendu car il semble logique que
plus la longueur du sous-intervalle d’optimisation est importante et plus la loi de contréle
est spécifique a I'intervalle considéré.

Finalement, la figure 5.32 représente 1’évolution temporelle du cotit du contréle pour
les deux valeurs de 7' considérées. On observe que pour 7 = 54 le cotit du contrdle est
localement plus élevé que pour T = 25,2. Ce résultat justifie en partie que la réduction

de la trainée est plus importante pour le plus grand des deux intervalles d’optimisation.

5.6 Comparaison entre controle optimal et controle
par opposition

Dans cette section, nous allons comparer pour les deux nombres de Reynolds principa-
lement étudiés (Re; = 100 et Re; = 180) les résultats obtenus, d’une part, via le controle
par opposition mis en place au chapitre 3 et, d’autre part, par le contréle optimal déve-
loppé dans ce chapitre. Pour toutes les figures qui seront discutées par la suite, le controle
par opposition correspond & la position optimale du plan de détection pour le nombre de
Reynolds concerné et le controle optimal correspond a la minimisation de J7 g g(ser) avec
pour Re; = 100 : Tt = 25,5 et pour Re, = 180 : T+ = 25,2 et généralement 1> T+ = 54.

La figure 5.33 représente, pour les deux nombres de Reynolds, les évolutions temporelles
de la trainée totale moyenne obtenues pour le contréle par opposition et par contrdle
optimal. On observe que pour les deux valeurs du nombre de Reynolds, la réduction de
trainée obtenue par controle optimal est systématiquement supérieure a celle obtenue par le
controle par opposition. On note toutefois que le controle optimal parvient a relaminariser
I’écoulement & Re, = 100 alors que la réduction maximale de trainée obtenue & Re, = 180
pour T = 54 est égale a 50% (& comparer a 27% pour la limite laminaire). D’une certaine
maniére, ces résultats sont moraux car la quantité d’information nécessaire a la mise en
ceuvre du contréle par opposition est trés inférieure a celle que nécessite le controle optimal.
Et encore, on ne prend pas en compte dans ce bilan moral les efforts de développement

analytique du systéme optimal et la lourdeur de la programmation liés a la mise en place

15. La seule exception est la figure 5.35 pour laquelle seuls les résultats de contrdle optimal a
T+ = 25,2 ont été représentés.
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FIGURE 5.32 — Comparaison pour Re, = 180 de I’évolution temporelle du cotit du
controle pour différentes valeurs de périodes d’optimisation TV (J = Jrg E(ter))-

du contréle optimal. En outre, par définition, le contréle optimal correspond au meilleur
résultat susceptible d’étre obtenu en absence de perturbations subies par le systéme. Des
conclusions semblables peuvent étre tirées des évolutions temporelles de ’énergie cinétique
totale reportées sur la figure 5.34.

Pour terminer, la figure 5.35 représente pour les deux nombres de Reynolds, les évolu-
tions temporelles du cotit du contrdle obtenues par le contréle par opposition et par controle
optimal. Pour Re, = 100, le cotit lié¢ au controle par opposition est légérement supérieur a
celui du contréle optimal mais la tendance globale est la méme. En particulier, on obtient
dans les deux cas qu’au temps long le cofit du contréle diminue en tendant vers zéro. Pour
Re, = 180, le cotit moyen ' temporel est similaire pour le contréle par opposition et pour
le controle optimal. La réduction de trainée étant plus importante pour le controéle optimal
que pour le controle par opposition, on peut donc conclure & la meilleure efficacité en terme
énergétique de la procédure de contréle optimal.

La réduction de trainée en cas de controle par opposition s’explique par la création d’un

16. Les phénoménes de discontinuité entre deux sous-intervalles d’optimisation font qu’il est
nécessaire pour le contréle optimal de prendre la moyenne temporelle du cotit du contréle si 'on
souhaite réaliser des comparaisons pertinentes.
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FIGURE 5.33 — Comparaisons pour Re, = 100 et Re, = 180 des évolutions tem-
porelles de la trainée totale moyenne obtenues pour le contrdle par opposition et
par controle optimal. Le controle par opposition correspond a la position optimale
du plan de détection pour le nombre de Reynolds donné; le controle optimal & la
minimisation de Jrxprer) avec pour Re, = 100 : T+ = 25,5 et pour Re, = 180 :
Tt =252et Tt = 54.
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FIGURE 5.34 — Comparaisons en échelle logarithmique pour Re, = 100 et Re, = 180
des évolutions temporelles de 1'énergie cinétique totale obtenues pour le controle
par opposition et par controle optimal. Le contrdle par opposition correspond a
la position optimale du plan de détection pour le nombre de Reynolds donné; le
controle optimal a la minimisation de Jrkg(er) avec pour Re, = 100 : Tt = 25,5
et pour Re, =180 : Tt = 25,2 et Tt = 54.



176 Controéle optimal d’un écoulement de canal turbulent

0.25

02 —— C. optimal
— C. opposition

0.15 -

0.05

| |
0 500 1000 1500

(a) Re, = 100.

0.2

0.175 .
—— C. optimal

0.15 _ —— C. opposition

o
[
N
[$3]
T

\“ l | [ 1N
? H”‘l‘l\ill\!l‘l\lﬁiil‘ll1‘1\\‘1\‘“}\“‘““\W\W\M“““\liul‘lulﬂh‘

0 500 1000 1500
t+

(b) Re, = 180.

FIGURE 5.35 — Comparaisons pour Re, = 100 et Re, = 180 des évolutions tempo-
relles du cotit du controle obtenues pour le controle par opposition et par controle
optimal. Le controle par opposition correspond a la position optimale du plan de
détection pour le nombre de Reynolds donné; le controle optimal & la minimisation
de JrkEtery avec pour Re, = 100 : T+ = 25,5 et pour Re, = 180 : T+ = 25, 2.
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mur artificiel entre le plan de détection et la paroi (voir section 3.2.2). Ce mur empéche le
transfert vertical de la quantité de mouvement vers la paroi. Il y a alors interruption du
cycle de production de la turbulence ce qui a pour effet de réduire la trainée aux parois
du canal. La figure 5.36 représente les profils de variance de la vitesse normale (v2) pour
les deux types de controle envisagés. On constate que pour le controle optimal, il n’y a
apparemment pas de création de mur virtuel, laissant & penser que ’écoulement réagit au
contrdle par un mécanisme différent. En fait, Prabhu et al. (2001) ont montré derniérement
en analysant par POD des données issues de controle optimal que le premier mode POD
spatial présentait un mur virtuel pour y* ~ 20. Le fait que ce mur virtuel soit situé a une
distance supérieure a celui qui apparait pour le contrble par opposition explique selon ces

auteurs la meilleure efficacité du contréle optimal pour la réduction de trainée.
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FIGURE 5.36 — Comparaison pour Re, = 180 des profils de (v"?) obtenus pour le
controle par opposition et par controle optimal. Le controle par opposition cor-
respond a la position optimale du plan de détection et le controle optimal a la
minimisation de Jrg p(ery pour TF = 25,2,
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5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé un modéle LES de I'écoulement de canal comme
équation d’état dans une procédure de controle optimal. Nous avons ainsi déterminé de
maniére instationnaire les lois de soufflage/aspiration & imposer aux parois du canal pour
minimiser la trainée & Re, = 100 et Re, = 180. L’influence du choix de la fonctionnelle
cotit J, de la longueur du sous-intervalle d’optimisation 7" et de la valeur du paramétre
de pénalisation ¢ a été étudiée en terme de vitesse de convergence et de type de solution.
L’approche développée conduit a des résultats comparables a ceux obtenus précédemment
par Bewley et al. (2001) en utilisant un modéle détaillé de I’écoulement généré par DNS.
Cependant, 'utilisation d’'un modéle approché conduit dans notre cas & une réduction
importante des cotits de calcul (CPU et mémoire). Pour Re, = 180, nous avons donc pu
résoudre le systéme optimal sur des temps beaucoup plus importants que ce qui avait été
fait par Bewley et al.. En effet, pour des raisons de cotut de calcul, ces auteurs ont du
se limiter a résoudre le systéme optimal sur un intervalle d’optimisation 7, de longueur
égale a 480 alors que dans ce mémoire nous avons pu aller jusqu’a 4000. Toutefois, notre
approche ne permet toujours pas de s’affranchir de 'utilisation d’une procédure de controle
instantané. En ’état, il est donc délicat de statuer de maniére définitive sur les solutions
optimales que ’on obtient.

Les résultats numériques de ce chapitre viennent confirmer qu’il est plus efficace d’un
point de vue énergétique de prendre pour cible le moteur de la turbulence (I’énergie ciné-
tique) plutét que ses conséquences (la trainée aux parois). En effet, de maniére systéma-
tique, la réduction de trainée est plus importante lorsque 1’on cherche & minimiser 1’énergie
cinétique au temps terminal plutot que la trainée aux parois. Notons par ailleurs que dans
nos simulations de contréle optimal, la trainée minimale que nous avons pu obtenir corres-
pond précisément a celle associée au régime laminaire. Ce résultat semble confirmer 7 la
conjecture avancée par Bewley et Aamo (2004) qui prétend que la contrainte minimale sus-
ceptible d’étre atteinte par controle d’un écoulement de canal turbulent via une procédure

de soufflage/aspiration a débit nul aux parois est celle associée a I’écoulement laminaire.

Contrairement au cas de la configuration sous-critique, la procédure de controle op-

timal n’a pas permis de relaminariser ’écoulement pour Re, = 180. Il semble que cela

17. 11 serait plus rigoureux de dire que nos résultats ne permettent pas d’infirmer la conjecture
proposée par Bewley et Aamo (2004).
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soit principalement provoqué par le manque de précision dans I’évaluation du gradient de
la fonctionnelle cotit. Plusieurs pistes peuvent alors étre envisagées. La premiére consiste
a améliorer la précision dans la résolution des équations adjointes. En effet, méme si ces
équations sont linéaires (contrairement aux équations d’état), les gradients des variables
adjointes sont beaucoup plus importants que ceux des variables directes. La seconde amélio-
ration envisageable consiste a remplacer I’approche différentiation-discrétisation considérée
dans ce chapitre par 'approche discrétisation-différenciation (voir section 4.3.4). De cette
maniére, le gradient discrétisé de la fonctionnelle coiit correspondrait effectivement au gra-
dient de la fonctionnelle coiit discrétisée. Les développements analytiques de cette approche
étant beaucoup plus délicats que ceux de 'approche différentiation-discrétisation (El Shrif,
2003), il pourrait étre fait usage de différentiation automatique. Enfin, & moyen terme, on
peut envisager de remplacer le modéle réduit LES utilisé dans ce mémoire par un modéle
réduit de dynamique construit par POD. Bergmann et Cordier (2008) ont montré récem-
ment qu’a condition de prendre en compte de maniére particuliére la modification de la
base POD lorsque le controle est appliqué, il était possible de déterminer les paramétres

de contréle qui minimisent le coefficient de trainée.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons appliqué la technique du controéle optimal & un canal plan
en régime turbulent en utilisant une simulation LES comme modéle réduit des équations
de Navier-Stokes. Dans un premier temps (chapitre 2), nous avons effectué une simula-
tion DNSainsi que deux simulations LES a des résolutions différentes afin d’examiner la
capacité des simulations LES & reproduire la dynamique de I’écoulement non controlé. Les
statistiques obtenues par ces simulations sont en bon accord avec celles des données DNS de
référence (Kim et al., 1987; Moser et al., 1999). En outre, du fait de la réduction du nombre
de degrés de liberté obtenue avec la LES , le temps CPU et la mémoire nécessaires pour une
simulation de I’écoulement sont alors beaucoup moins importants qu’en DNS. On obtient
en effet jusqu’a 94% de réduction en temps de calcul pour la simulation S3. Cela nous a
encouragé a utiliser la LES pour développer des stratégies de contrdle pour le canal plan.
Dans un deuxiéme temps, nous avons alors mis en ceuvre deux stratégies de controle pour
réduire par soufflage/aspiration aux parois la trainée et 'énergie cinétique turbulente de

I’écoulement.

Dans le chapitre 3, nous avons opté pour une approche dite par controle par opposition.
La mise en ceuvre de ce schéma heuristique a conduit & une réduction de trainée comparable
a celle issue des simulations réalisées par Choi et al. (1994) en DNS. Profitant des faibles
cotits de calcul associés a la LES, nous avons effectué des simulations de controle pour
différentes valeurs du nombre de Reynolds et plusieurs positions du plan de détection. Cela
nous a permis d’analyser I'influence de la position du plan de détection y;'l' et du nombre de
Reynolds Re, sur la réduction de trainée moyenne et Uefficacité énergétique. Il s’avére que
pour un nombre de Reynolds fixé, la position du plan de détection associée au maximum de
réduction de trainée semble correspondre aux régions de production de la turbulence. Par
ailleurs, nos résultats confirment que la réduction de trainée diminue avec I’augmentation
du nombre de Reynolds. En effet, pour Re, = 80, la réduction de trainée est égale a 48 %

et 'écoulement est relaminarisé, alors que pour Re, = 360, la réduction de trainée n’est
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que de 25 %. Cette méthode semble donc trés efficace en pratique si on peut construire un
modéle capable de fournir des informations sur la composante normale de vitesse au sein de
I’écoulement & partir de données disponibles & la paroi. Une premiére tentative conduisant
a 20 % de réduction de trainée pour un canal turbulent & Re, = 100 a été réalisée par Lee
et al. (1997) a laide de réseaux de neurones. Derniérement, Vodinh Lorang et al. (2008)
ont obtenu, par une technique similaire de réseaux de neurones, 12 % de réduction pour un

canal turbulent a Re, = 180.

Dans les chapitres 4 et 5, nous avons abordé le contréle d’écoulement par la théorie
du contréle optimal. Au chapitre 4, nous avons donné une description du contréle optimal
adaptée a son application en mécanique des fluides. Afin d’examiner la validité de cette
démarche, nous 'avons d’abord appliquée & un probléme modéle gouverné par 1’équation
de Burgers linéaire puis non linéaire. Pour ces configurations, les consignes & atteindre ont
été obtenues en quelques itérations de la boucle de controle. Par la suite, dans le chapitre
5, nous avons utilisé la théorie du contréle optimal pour développer les systémes optimaux
associés au canal plan simulé par DNSou LES. L’objectif principal consistait a réduire la
trainée moyenne au sein de ’écoulement. Pour cela, nous avons considéré une fonctionnelle
colit contenant : (i) un terme de trainée, (ii) un terme d’énergie cinétique totale, (iii) un
terme d’énergie cinétique évaluée a la fin de la période d’optimisation T,, (iv) un terme
de pénalisation mesurant le cotit du contréle. Nous avons ensuite précisé les méthodes
numériques a utiliser pour résoudre les systémes optimaux obtenus par LES ;| puis discuté
des difficultés pratiques liées a la mise en ceuvre de cette méthode de controle. Les deux
difficultés majeures auxquelles nous avons été confrontées sont la prise en compte de la
longueur de la période d’optimisation et le stockage des variables d’état nécessaires pour la
résolution de ’équation adjointe. Nous avons constaté que la durée maximale de la période
d’optimisation compatible avec nos simulations est de 'ordre de T," & 80. Au dela de cette
valeur, I'intégration numérique des équations adjointes diverge. Ce constat nous a obligé a
utiliser une procédure dite de controle instantané (Bewley, 1999; Protas et Styczek, 2002).
Cette procédure consiste a diviser la période d’optimisation totale T, en des sous-périodes
de durée T < 80 sur lesquelles on résoud le systéme optimal en prenant comme condition
initiale pour le controle la valeur trouvée sur le sous-intervalle précédent. Pour le stockage
des variables d’état, le probléme a été surmonté en les sauvegardant tous les 5 pas de
temps lors de la résolution des équations d’état, puis en les reconstruisant par interpolation

linéaire lors de la résolution de I’équation adjointe. De cette maniére, I’écoulement de
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canal turbulent a été controlé avec succes pour deux valeurs du nombre de Reynolds. Pour
I’écoulement de canal & Re; = 100, le controle est parvenu & relaminariser 1’écoulement
en prenant pour fonctionnelle colt I’énergie cinétique a la fin de la période d’optimisation.
Cependant, on a montré numériquement que pour parvenir a ce résultat, il fallait considérer
une sous-période d’optimisation de dimension minimale 77 = 25,5. En dessous de cette
valeur, les lois de controle obtenues par controle optimal conduisent éventuellement & une
augmentation notable de la trainée. Dans le cas de I’écoulement a Re, = 180, on a pu
obtenir une réduction de trainée de I'ordre de 50 % avec une dimension de la sous-période
d’optimisation TF = 54 et une fonctionnelle cofit basée sur ’énergie cinétique terminale.
On peut noter que ce pourcentage est plus élevé que celui obtenu précédemment par le
schéma de controle par opposition pour le méme nombre de Reynolds. Cela n’est pas
trés étonnant car le controle optimal doit conduire par définition & la meilleure réduction
possible de la fonctionnelle cotit. Par ailleurs, d’'un point de vue physique, ’algorithme de
controle optimal est basée sur une connaissance parfaite et compléte de I’écoulement alors
que le contrdle par opposition n’est basé que sur la connaissance sur le plan de détection
de la composante normale de la vitesse. Deux remarques importantes peuvent étre faites a

partir des résultats de ces simulations controlées :

— En terme de réduction de trainée, il est plus efficace de considérer comme cible
du controle le moteur de la turbulence (I’énergie cinétique) plutdt que son effet (la
trainée).

— La contrainte minimale que 'on peut atteindre en contrélant un écoulement de ca-
nal turbulent via une procédure de soufflage/aspiration a débit nul aux parois est

précisément celle associée a 'écoulement laminaire (voir la discussion dans Bewley

et Aamo, 2004).

Ces travaux ont mis en évidence lefficacité du modeéle LES comme équation d’état
dans une procédure de contrdle optimal pour obtenir & un colit numérique limité des lois
de controle efficaces en terme de réduction de trainée. La réduction des coiits de calcul
(temps CPU et occupation mémoire) liée & 'utilisation du modeéle LES est encourageante
pour les applications de ce type d’approche dans le domaine de l'ingénierie. Toutefois,
appliquer cette procédure sur une période d’optimisation de grande taille 7,7 > 100 reste

problématique.
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Perspectives

L’inconvénient de la procédure de controle instantané qui a été utilisée dans ce mémoire
est la présence de discontinuités pour le controle au début de chaque sous-période d’opti-
misation. Ces discontinuités sont indésirables puisqu’elles perturbent I’écoulement dans le
sens opposé a celui fixé par le contréle sur 'intervalle d’optimisation précédent et tendent
a accroitre son cotit. Pour contourner cette difficulté, la démarche consiste & utiliser comme
systéme d’état dans la procédure de controle optimal un modéle de dynamique de dimen-
sion encore plus faible que celui de la LES. Pour cela, deux approches pourraient étre
entreprises. La premiére consiste a construire par POD, un modéle réduit de la dynamique
de I’écoulement a partir de données LES. A ce stade, on peut noter que pour déterminer
les bases POD, on profitera de la périodicité imposée dans les deux directions homogénes
de I’écoulement. En effet, on peut montrer que dans ce cas (Cordier et Bergmann, 2002a),
les modes POD dans les deux directions homogénes de 1’écoulement correspondent aux
modes de Fourier. Le probléme tridimensionnel POD est ainsi transformé en un probléme
monodimensionnel & résoudre pour chaque couple de nombres d’onde associé aux directions
homogeénes. La base POD ainsi évaluée peut ensuite étre utilisée pour construire un mo-
dele d’ordre réduit de la dynamique de 1’écoulement non contrdlé (Bergmann et al., 2005).
L’application de la théorie du controle optimal en utilisant comme équation d’état le mo-
déle réduit construit par POD permettra d’obtenir un systéme optimal d’ordre réduit dont
la résolution pourrait étre réalisée sur une période d’optimisation de grande dimension. Il
reste alors a prendre en compte, au cours de la résolution du processus d’optimisation, la
variation des modes POD induite par application du contrdle (Prabhu et al., 2001). Une
méthode consiste & coupler la POD a des techniques d’optimisation a région de confiance
(Trust Region POD) comme cela vient d’étre réalisée récemment pour controler 1'écoule-

ment de sillage en aval d’un cylindre circulaire (Bergmann et Cordier, 2008).

La deuxiéme approche envisageable est basée sur la théorie du controle linéaire (Kim
et Bewley, 2007). Les études réalisées sur 'application de la théorie du controle linéaire
en turbulence (Lim et Kim, 2004, par exemple) ont révélées I'importance des phénoménes
linéaires dans le mécanisme qui provoque le déclenchement de la transition vers I’état turbu-
lent et également leur importance dans le cycle de production de la turbulence. L’approche
proposée consiste & considérer I’écoulement en régime transitoire et & projeter les équations

linéarisées sur une base de modes POD équilibrés ou Balanced POD (Rowley, 2005) pour



Conclusion et perspectives 185

construire le modeéle réduit. Il est démontré dans Rowley et Ilak (2008) que les bases de
modes POD équilibrés captent mieux la dynamique contrdlée de I’écoulement qu’une base
POD. Ce résultat vient du fait que les modes POD équilibrés correspondent d’un point
de vue de la théorie du contréle & des modes qui sont autant controlables qu’observables
(Zhou et al., 1996, par exemple). Le modéle réduit ainsi construit peut étre utilisé comme
équation d’état dans un probléme de controle linéaire afin de construire une loi de controle

a faible colit numérique.
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Annexe A

Schéma hybride
Runge-Kutta/Crank-Nicolson

A.1 Méthode de Runge-Kutta d’ordre 3 a stockage
limité (RK3W)

Cette section se propose de démontrer le schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 a stockage

limité (Williamson, 1980) dit schéma de Wray. Ce schéma sera noté RK3W.

Nous considérons une équation différentielle du type
ou
E = f(u7t)> (Al)
ou f peut contenir des opérateurs linéaires et non-linéaires.
Pour commencer, nous supposons que la solution exacte de (A.1) vérifie le développe-

ment en série de Taylor suivant ! :

A3 9Pu

31 o3

LA o
21 Ot2

ou
Upt1 = Up + AL —

4
5 + oAt

n

n n
Puis, nous remplagons dans cette équation les dérivées partielles de u par rapport & ¢ par
leur expression en fonction de f évalué en (uy,,t,). Par application des régles de dérivées

successives nous obtenons

ou
u|  [of . of
E?;fa+f%L
Pu 0%f  Of Of 0% f 0% f 282]"
%;[W*E@“f—auaﬁfw” W}

1. ol Uy représente u & Uinstant ¢, 11 = t,, + At
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d’ou

2
Upt1 = [u+Atf+ATt (%—Ff%)-F
At? <82f of 8f+ 0% f 0% f

0% f
3 2f8u8t

o2 T ot ou

On considére alors un schéma Runge-Kutta & 3 pas d’ordre 3. Celui-ci s’écrit :

+fw—|—f2 W)] +O(AtY) (A2)

3
Uni1 = tn + ALY ik (A.3)

i=1

avec

kl - f(urutn)
ko = f(un + B1 Atky, t, + &1 At)

ks = f(un + B2 Atky + B5 At ko, t, + ap At)

Par utilisation du développement de Taylor bidimensionnel :

B of of  (Au)?o%f f | (At)?o%f
fut+Au, t+At) = f—i—Au%—FAtE—F 5 WJrAuAtauatJr 5 B2

(:1)

On trouve :

kl = [f]n

5oagp O o A 0F L (BLAtk)? OF
f+51Atk18u+OélAt 8t+ 5 o2

N 2 = AN2 92
+01 At by ay o + (61 A7) ﬂ] + O(AF)
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Ou Ot 2 ot?

f of (EgAtk’l—i—EgAtk’g)z a2f

~ ~ 8 .
by = |f+ (o Atk + By Athy) S5+ At S + ; el

_ _ P (G Ab)? % \
+ <ﬁ2 Atk + B3 At k‘g) Qo At B + 5 W]n + O(At )
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Ce qui nous permet de réécrire (A.3) sous la forme :

Upt1 = [u+ 1 ALf

~ 2
_ ~ af _ _of |\BAtf) g o2 f 02 f
+’72At{f + ﬁlAtf— + alAta + % 02 1ﬁ1At f8 at ( 5 ) 8752 }
+§3At{f + <52Atf + ﬁgAt |:f + ﬁlAtf—f + a1 At 8{:|> 8f + ap At a{
(Bats+BA) gy o pr (Ao
i > guz (Bt + Bt ) (@:80) 75 4+ 22 8t2}
+0(At%)

(A.4)

Il reste alors a identifier dans les équations (A.2) et (A.4) les termes de méme degré i.e.

coefficients en At f : MNF+YV+y3=1

coefficients en (At)? 88{ : Vo1 + Y30 = %
. 0 ~ % = (7.7 1
coefficients en (At) f 8£ : Y21 + V3 <ﬁ2 + ﬁg) =5
02 f ar  _a: 1
. 30°f o 01
coefficients en (At) 52 Y2 5 L+ 5 ~ 6
coefficients en (At)? %% : Y3 B30, = %
2 _ -
coefficients en (At)3 f gugt : Yofron + 73 <ﬁ2 + 53) Qg = %
o2 ~ ~
coefficients en (At)? f == 502 of : V30301 = G
s wr g (BA)
coefficients en (At)* f? Ewk 7271 +§3f =5

Une solution assurant 'ordre 3 en temps avec un niveau de stockage limité est donnée

par : N N N
ﬁl = 8/157 ﬁQ = 1/47 ﬁ3 = 5/127
G =8/15, G =2/3 (A.5)
71 =1/4, 12=0, A3=3/4

Pour mettre en évidence que ce schéma correspond un stockage limité, posons :
2= P2 — B = —17/60 (A.6)

et
s = —Ps = —5/12 (A7)

On montre alors facilement que le schéma (A.3) s’écrit de la maniére suivante :
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— 1 sous-pas :

kl - f(unytn) . A 8
u*:un—i-BlAtkl ou Y _unzglkl ( )
— 28M€ gous-pas
ko = f(u*, tn + Qg At)
o o~ > ut—ut ~ (A.9)
uT=u —|-772Atk‘1+ﬁ3Atk‘2 ou TZ??Q]Cl—I—ﬁgk‘g
— 3%™M€ gous-pas :
ks = f(u**, tn + Qo At)
_ _ a1 — U N A.10
Upt1 = u"" + 13 Aths + 73 Atk ou % =Nz k2 + Y3 k3 ( :

A.2 Schéma semi-implicite Runge-Kutta/Crank-Nicolson

Nous considérons maintenant le cas général ou la fonction f s’écrit sous la forme :
f(u,t) = L(u) + N(u) (A.11)

ot L(u) est un opérateur linéaire et N(u) un opérateur non-linéaire. Afin de combiner les
avantages liés d’une part au bon critére de stabilité de la méthode de Crank-Nicolson et
d’autre part au niveau de stockage limité associé au schéma RK3W, un schéma hybride
peut étre construit (Spalart et al., 1991; Wesseling, 2001). Ce schéma propose de traiter
les termes non linéaires N(u) avec le schéma RK3W et les termes linéaires L(u) avec
Crank-Nicolson. Ce schéma peut s’écrire de la maniére suivante :

— 1° sous-pas :

u* —u, a1

R = g L )+ BN (un) (A.12)

— 28m€ gous-pas :
u**A_t w3y ; aq L(u™ +u*) + 7 N(un) + B N(u*) (A.13)

— 3%M€ gous-pas :
et 20 L0 gy + ) 4 N) 5 N (™) (A14)

At 2

Les coefficients qui apparaissent dans (A.12), (A.13) et (A.14) sont ceux introduits a

la section A.1.

k—1

Sachant que pour k = 1, on a u = u, et pour k = 3, uF = wu, 1, ces relations

peuvent encore s’écrire :

ub — k1

A = Lt ) e N () e N () (A.15)
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ou les coefficients (i, v et mg sont obtenus par identification avec les expressions (A.12) a

(A.14). On obtient :

_ . e

Bi=Zoa1s B=2" 115 By=—21/6
2 2 2

7126128/15 72253:5/12 v3 =3 = 3/4

m ZO, 72 Zﬁg = —17/60 UE Zﬁg = —5/12

Ces coefficients sont ceux utilisés dans nos simulations (voir section 2.4.2.2). Cette

combinaison de schémas (RK3W/CN) avait déja été adopté par Le et Moin (1991).



192 Schéma hybride Runge-Kutta/Crank-Nicolson




Annexe B

Mise sous forme LU de 'algorithme
de projection

Dans cette annexe, nous suivons la démarche proposée par Perot (1993, 1995) et ré-

écrivons les équations (2.41) et (2.42) sous la forme d’une décomposition LU.

Pour mémoire, les équations (2.41) et (2.42) s’écrivent :
u” — B At M(u®) + 2 8, At G(ITF — T1F7 1) = pF~ !
D (u*) =0

De maniére immédiate, ces équations se mettent sous la forme du systéme matriciel

I-6.AtM 206, At G u - pk—1
D 0 Hk o Hk—l = 0

Puisque ITF — II¥~1 = O(At) (Akselvoll, 1995, par exemple), on peut approximer le

suivant :

systéme précédent (tout en conservant l'ordre 2 en temps) par I'expression :

I-6 AtM (I -3 AtM) 26, AtG uk N
D 0 Hk_Hk—l = 0

Or, la matrice apparaissant au terme de gauche peut étre factorisée de maniére exacte

par une méthode LU. On obtient alors :

I— G AtM 0 I 206, AtG u ke
N e ][5 (e ) ()

Cette derniére expression peut se décomposer en :

I- B AtM 0 ut o\ ekt
D —28, AtG stk ) L0

I 28, AtG u” T
[0 I }(H’f—ﬂ’“*)_(éﬁk)

193

d’une part, et
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d’autre part.

Finalement, ces deux systémes matriciels peuvent encore s’écrire sous la forme suivante :
uF — By AtM@F) = ¥ !

1

D’Vk
N

DG (Hk - Hk‘l) -

= aF 28, AtG (Hk - Hk_l)

ot u¥ est un champ de vitesse intermédiaire qui ne vérifie pas nécessairement la condition

d’incompressibilité. Ces équations correspondent précisément a (2.43), (2.44) et (2.45).



Annexe C

Discrétisation numérique des
équations de Navier-Stokes

C.1 Distribution des nocuds

Pour discrétiser les équations de Navier-Stokes sur maillage décalé, nous introduisons
des cellules repérées par des indices entiers [, 7, k] (voir figure C.1). Ces cellules sont définies
de la maniére suivante :

— au centre (point A), les nceuds de pression p; ;. et de viscosité v; ;. ;

— au milieu de la face de droite (point B), les noeuds de la composante u; j 1 ;

— au milieu de la face du dessus (point C'), les nceuds de la composante v; j 1 ;

— au milieu de la face avant (point D), les nceuds de la composante w; j j.

Par convention, nous appellerons :

1. @4, la coordonnée selon e, du nceud de vitesse u; ;1 ;
2. y;, la coordonnée selon e, du nceud de vitesse v;_; x ;
7 Yy ,],k

3. 2, la coordonnée selon e, du nceud de vitesse wj j k.

Les indices non entiers [i 4 %, == %, k + %] seront réservés aux points du maillage ot

les nceuds de vitesse ne sont pas définis.

Dans chacune des directions, les nombres de nceuds de vitesse et de pression (visco-
sité) ne sont pas les mémes. La figure C.2 donne la répartition des variables dans chacun
des plans. Nous avons considéré N,, N, et N, cellules dans les directions e;, e, et e,

respectivement.

195
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1 Vi, 5,k
1 C ©
Yj
; e
: e. *
- AVijk B
| : @ |
: Dijk Wik
O
1wivj7k
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, _Rk—1
O
. yj—lz
k
Ti—1 X

FIGURE C.1 — Cellule [z, 7, k] du maillage cartésien avec positionnement des nceuds.

C.2 Discrétisation de I’équation de quantité de mou-
vement

Les composantes dans la direction e., e, et e, de I'équation de quantité de mouvement
seront respectivement discrétisées aux points B, C et D donnés sur la figure C.1. Aux

points ou les variables sont inconnues, celles-ci seront évaluées par interpolation linéaire.

C.2.1 Termes diffusifs

Les termes diffusifs de I’équation de quantité de mouvement filtrée sont :

— dans la direction e,

L _9 1/@ + 9 V@ + 9 1/@ +
Yo \Uox oy Y 0z \ 0z (1)
ox x y x 0z x
— dans la direction e,
L —3 1/@ + 2 I/@ + 2 1/@ +
279 oz oy \' Oy 0z \ 0z (C.2)
ox Yy Oy Y 0z Yy
— dans la direction e,
L _9 V@_w + 9 V(?_w + 9 Va—w +
) y Y z 0z
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j]\fmi@;ij_Nyayl
o j:Ny
‘jfx\ryfl =
B O ®m j=N,-1
j:Ny*2 =
B O B j=N,-2
=N,—3 —
2 2
J=3 =
B O ®m j=3
J=2 =
" O m j=2
j=1 =
I o I,j_l
Neeudsv. J =0 j =0 Noeeuds u, w et p.
(a) Plan normal.
Noeeuds u, w et p.
i=—-1i=0 1=1 =2 t=N,—3 i=N,—2 i=N,—1i=N,
5 = = = N = = = =
oM O ®m O m O = o WM 0 o Ko
5 = = = N = = = =
Neeuds wu.
(b) Plan longitudinal.
Neeuds u, v et p.
k=N, k=N,—1k=N,—-2 k=N,-3 k=2 k=1 k=0k=-1
H = = = N = = = =
A u | | | | E K
H = - = N - = = H
k:szl k:Ale72 /{::sz3 k:j\Yz*Zl k,:Q k:l ]{:0 k‘:—l
Neeuds w.

(c) Plan transversal.

FI1GURE C.2 — Répartition des noeuds dans le domaine de calcul.
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Les termes diffusifs discrétisés sont :

5 (o
ox Véx

1
= _(Aw)z [Vi+1/27j Uit1,5 — (Vi+1/2,j + Vi—1/2,j) Ui 5+ Vi—1/2,j ui_Lj]
B

= Agu) Us,5—1 + Bj(u) Us, 5 + C](u) Usj,j+1

ol
W) _ 2V 512
J (Y5 — yj—1) (Yj — Yj—2)

B 2 [ Vij+1/2 n Vij—1/2
J Yi = Yi-1 LYj+1 — Yj—1  Yj — Yj—2
o _ 2V j41/2

j . .

(vj —yj—1) (Yj+1 — Yj-1)

5 (0
oy Vow

C.2.2 Termes convectifs

= ; [Vi j+1/2 (Vig1, — vij) — Vi i—1/2 (Vig1,5-1 — vi '—1)]
B Aw (yj _ y]—l) »J 5J »J »J »J »J

Les termes convectifs de I’équation de quantité de mouvement filtrée sont :

— dans la direction e,

— dans la direction e,

— dans la direction e,

C.3 Discrétisation de I’équation de Poisson

L’équation de Poisson (2.44) s’écrit encore :
9% (¥ — I~ 1) 1 ok
(%cj(%cj N 2ﬂk At (%cl

soit encore formellement

£0) = 75,52 ()

ol D est un opérateur de divergence discret et £ un opérateur Laplacien discret.

L’équation de Poisson est discrétisée au point A (voir figure C.1).
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C.3.1 Opérateur de divergence

De maniére immédiate, on obtient :

R TR
x|,  Oyly, 0z,
1 1 1
=z (Wi gk — i1 jk) + f— (Vijk — Vij—1k) + N (Wi jk — Wijk—1)

C.3.2 Opérateur Laplacien

Les dérivées selon les variables x et z étant évaluées par méthode pseudo-spectrale,

nous allons donner uniquement le terme correspondant a la dérivée en y. On a :
52¢
oy

2 1 1
AP = [ n
Yj

L A§¢) Gij-1k + Bj(-(z)) Gi gk + Cj(-(z)) Pij+1k

ou

Yj —Yj—1 —Yj—2  Yj+1 —Yj-1
B _ 2
/ (Y5 — vi-1) Wjr1 — yj-1)
@) _ 2
Cj =

(Y; — yj—1) (Yj — Yj—2)
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Annexe D

Analyse de Fourier d’un schéma de
différences finies centrées d’ordre 2

L’objectif de cette annexe est de déterminer le nombre d’onde modifié associé & un
schéma aux différences finies centrées d’ordre 2. Nous suivrons pour cela une démarche

similaire a celle proposée par Moin (2001).

Soit ¢ une fonction périodique sur un intervalle [0; L] i.e. ¢(0) = ¢(L,), cette fonction

se décompose en série de Fourier de la maniére suivante :

ng/2—1
() = Z or exp(gky ) (D.1)
k=—nga/2
ou k, = %—7: k est le nombre d’onde et ak les coefficients de Fourier.

De (D.1), on déduit 'expression de la dérivée seconde exacte de ¢. On trouve :

ng/2—1 ne/2—1
¢"(x)= > (k) dp exp(hox) = > —k2p exp(sk, @)
k=—ng/2 k=—ngz/2
ng/2—1
= Z oy exp(gk, x)
k=—ng/2

ot ¢} sont les coefficients de Fourier associés a la dérivée seconde calculée de maniére

exacte. On trouve par identification que :
127
k _kx ¢k
Par analogie, on peut considérer que les coefficients de Fourier associés au calcul de la

dérivée seconde par un schéma aux différences finies d’ordre 2, soit (¢Z> s’écrivent :
fd

(¢A/k,>fd = —kl 1

201
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ou k! est le nombre d’onde modifié que 'on cherche a déterminer.

Le schéma numérique que 'on analyse est le schéma aux différences finies centrées

d’ordre 2 donné par :

52 (]5 " ¢i+1 - 2(252' + (bi—l 2
Wi— P Ax2 +O(AJ})
Or, d’une part, on a :
ng/2—1 e ng/2—1
o = ¢"(z;) = Z <<;5’k’) exp(gky x;) = Z —K ¢r, exp(gky z;) avec x; =iAx
k=—ngz/2 Jd k=—nga/2
et, d’autre part, on peut écrire que :
1 ng/2—1
N (Pit1 — 20 + di1) = A2 > bk [exp(ka wi1) — 2exp(gka ;) + exp(gky 7i—1)]
k=—nga/2
ng/2—1
1 ~
= A2 Z o1 [exp(ghs Ax) — 2 + exp(—gks Ax)] exp (ks ;)
k=—nga/2
ng/2—1
= A2 Z 20y [cos(ky Az) — 1] exp(gky x;)
k=—nga/2
soit par identification
W 2[1 — cos(k, Az)]

Ax?



Annexe E

Rappels sur I’écoulement de
Poiseuille

Sauf mention contraire, toutes les grandeurs sont dimensionnées dans cette annexe.

E.1 Mise en équation

Dans le cas d’'un écoulement de Poiseuille, le champ de vitesse se raméne & u =
(u(y),0,0) oty € [—9; 0] est la variable dans la direction normale. Les équations de quantité

de mouvement s’écrivent alors :

1 90P 9%u

il Z -0
p Ox +V8y2

pour la composante longitudinale, et

1 0P
—~—=0 = P=P(
> oy ()

pour la composante normale.

Deux jeux de conditions aux limites peuvent alors étre utilisés. Le premier qui privilégie

la vitesse au centre du canal U, et le second qui privilégie la vitesse de frottement w..
E.1.1 Conditions aux limites sur U,
On considére alors les conditions aux limites suivantes :

u(ly==6) = 0
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Apreés intégration, on obtient :

Le gradient de pression longitudinal est donc donné par :

O_P _ 2uU
or 02

Par ailleurs, on rappelle que la vitesse de frottement est définie par I'expression :

o
dy

Ur = 4 [V

y = +0)

Par conséquent, le gradient de pression moyen longitudinal est directement relié (via

U.) & la vitesse de frottement a la paroi.

La vitesse débitante Uy est alors égale a :

1 /9 2

Ub:% s u(y)dyngc

et le débit volumique @, est donné par :

§
Q,=1L. / u(y)dy =20Uy L, = chsz
—5

E.1.2 Conditions aux limites sur wu,

On considére maintenant les conditions aux limites suivantes :

2
Plz) = %—p?
1u26 y?
= - (1=
w) = 32 (1-5
. . ) . U0
soit encore en faisant intervenir le nombre de Reynolds Re, = — :
v

1 2
u(y) = 3 Re, (1 - %) Ur.
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Le gradient de pression longitudinal est donc donné par :

oP  pu?

dr 9

Ici encore, on retrouve que le gradient de pression moyen longitudinal est lié directe-

ment a la vitesse de frottement a la paroi.

La vitesse débitante Uy est alors égale a :

U—i/éu( )d —lRe u
b—25 s Yy y—3 T Ut

et le débit volumique @, est donné par :

d

2

Qu=1L. / u(y)dy =20U, L, = gReTuT(SLZ
-9

Or, le code de simulation numérique est adimensionné. On obtient alors aprés adimen-

sionnement :
~ QU 2 Lz
= —Z2Z22R
o= e =35 e
i 4
soit, pour L, = §7T5
~ 8
Qv = 5 T Re,
soit encore pour Re, = 180, @v ~ 502,65 ce qui correspond précisément a la valeur

déterminée numériquement pour un profil de Poiseuille lorsqu’un forcage a débit constant

est imposé (voir section 2.4.4.4).
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Annexe F

Terme de forcage

Dans cette annexe, nous présentons la démarche proposée a l'origine par Deschamps
(1988) et suivie ensuite par de nombreux auteurs (Lenormand, 1999; Montreuil, 2000;
Rambaud, 2001; Von Kaenel, 2003; Benarafa, 2005) pour déterminer le terme de forgage
permettant d’imposer le débit volumique constant au cours de la simulation numérique. Les
démonstrations que 'on trouve dans ces références sont souvent partielles, voire confuses.
Une part de la confusion provient du choix de la convention faite pour le systéme d’axe.
En effet, certains auteurs ont pris comme systéme d’axe la convention "aérodynamique"
(e, est la direction normale de l'écoulement), d’autres ont choisi la convention "turbu-
lence" (e, est la direction transversale de I’écoulement). Une autre part vient du fait que
certains paramétres ne sont pas donnés et que des termes changent de signe au cours des

développements. L’objet de 'annexe est de - si possible - lever ces imprécisions.

F.1 Mise en équation

Quelles que soient les grandeurs de référence retenues pour la longueur et la vitesse :
(0,ur), (6,Up) ou (0,U.), les équations de Navier-Stokes incompressibles s’écrivent de ma-

niére adimensionnée comme :
8ui
(%ci
2
Ou; 0 (u;uy) . Jp 1 0%y,

-z =0 F.2
ot = 0z; | Ox; Re a2 HSTITT (F.2)

=0, (F.1)

ol Re est le nombre de Reynolds construit sur les grandeurs de référence et egppg = +1
selon le signe imposé en facteur du terme de forcage.

Pour étre homogéne avec le reste du mémoire, nous choisissons dans tous nos dévelop-
pements la convention "turbulence" pour le systéme d’axe. L’écoulement étant considéré

comme périodique dans un plan (e,,e,), on introduit un opérateur de moyenne dans ce

207
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plan. Par conséquent, on peut développer toute variable ¢ comme :

(1, 22,23, 1) = () x 7z (w2, t) + ¢ (21, 22, 23, ) (F.3)

ou
1

L1 rLs
(O)xz(x2,t) = / d(x1, x2,x3,t) dry das
LiLs Jo Jo

On peut montrer que quelles que soient deux variables ¢1 et ¢o, 'opérateur de moyenne

(-)xz vérifie les relations suivantes :

(01 + ¢2)xz = (P1)xz + (P2)x2
(ad1)xz = ald1)xz  pour a indépendant des variables x1 et x3
(1)xz P2)xz = (P1)x2(P2)xz
(¢1d2)xz = (P1)xz(P2)x2z + (F] P2)x2

<%¢1>XZ = %<¢1>XZ

0 0

<a—xi¢1>xz = a—xi<¢1>xz avec i=1,3

On écrit ensuite (F.2) pour i = 1 en décomposant les variables de vitesse et de pression

selon (F.3). On obtient :

Q (<U1>XZ +u/1) + aixl [(<U1>Xz +u’1)2} + (9% [(<U1>XZ +u'1) (<U2>XZ +u'2)] +

ot 2
3} d 1 02
O3 [((ui)xz +uy) ((us)xz + Ué)]JF—axl ((P)xz +p/)—§—ax? ((w1)xz +u))—ermrs F1 = 0

On applique alors 'opérateur (-)xz a 'équation précédente. Compte tenu du fait que
(ug)xz = (ug)xz = 0 et que (u1)xz ne dépend que de la variable x9, on trouve aprés
simplifications :

82
83:%

9 /

1
e (m)xz + 92g (uWud)xz — Te (w)xz — €ras F1 =0 (F.4)

F.2 Débit volumique et vitesse débitante

Le débit volumique @, est donné en fonction du temps par I’expression :

1

Qu(t) = L3/ (u1)xz(x2) day

-1
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d’ott 'on peut déduire une expression de la vitesse débitante instationnaire par la relation :

Q)

Uy(t
b(1) oL,

L’objectif est maintenant de déterminer une équation donnant I’évolution temporelle

du débit volumique. Pour cela, on intégre (F.4) dans la direction normale, soit :

8 ' ! 1 1 8 1 -
5 /_1 (u1) xz(x2) dxs + [(Uhuh)xz] | — T [0—962 <U1>Xz] - 2 epps2 Fy =0

Or, les conditions de non glissement imposées a la paroi imposent que

[(whub)xz]L, = 0.

L’équation précédente devient donc en introduisant le débit volumique @, :

1 0Q, 1 0 0
— =— | =— - — 2 F
I ot~ e [am (u1)xz | m (u1)xz _J +2erus F1
1 0
=-2|—=— — — F
[Re Og (u1)xz » €RHS 1}
Or, par définition de la contrainte & la paroi, on a :
1 0 ()
Tw = — —
Re dzy " 7|
d’ou
1 0Qy
_ =27, — F F.5
. o [Tw — €rus F1] (F.5)
ou encore pour le débit
ou,
8—tb = — 7w — €rus Fi] (F.6)

Notons alors qu’en choisissant pour vitesse de référence la vitesse de frottement & la
paroi u, alors 7, = 1 alors que si on choisit pour vitesse de référence la vitesse débitante
Up ou la vitesse au centre du canal U, alors 7, = u2. Cette remarque justifie en particulier
que pour les codes de simulation numérique utilisant comme vitesse de référence u.,, on
utilise génralement F} = eppg. En effet, dans ce cas, on peut s’attendre d’aprés (F.5) ou

(F.6) a ce qu'il y ait conservation du débit.

F.3 Algorithme de point fixe

En posant Sy, = 2 L3, les équations (F.5) et (F.6) peuvent encore s’écrire comme :

9Qy
ot

= =Sy, [Tw — €rus F1] = —g0, (1) (F.7)
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et
ou,

5 = [Tw — €rms F1] = —gu, (t) (F.8)

ou 9o, (t) = Sz gu, (t)-

L’objectif est de déterminer une loi permettant de calculer & chaque pas de temps la
valeur de F} pour conserver le débit ou la vitesse débitante. Pour cela, on va utiliser un
algorithme de point fixe. Posons @;(t) = Qu(t) — v ol Q est la valeur initiale du

debit. (F.7) devient alors :

W0ll) — g0

En intégrant cette équation par une méthode d’Euler explicite, on obtient :

—~(n+1) = (n)

Qv =Qu —Atgy) (F.9)
ou (n) représente ici le numéro de pas de temps et At la valeur du pas de temps d’intégra-
tion.

Considérons la loi d’évolution discréte suivante pour gg, :

oD — g 4 0@, " 4 50, (F.10)

En introduisant (F.9) dans (F.10), il devient :

(n)

go = (@+8)Qu " + (1 alt) g5 (F.11)

Il est alors possible d’écrire les lois d’évolution (F.9) et (F.11) sous la forme du systéme
matriciel suivant :

() (L ) (2) (2 )
9Q. a+f 1-alt 9Q. 9Qu

Calculons les valeurs propres de la matrice d’amplification A. Le polynéme caractéris-

tique est donné par :
Pa(\) = A% — X (2 — aAt) + 1 + BAL
Or, la matrice A est marginalement stable si et seulement si P4(\) = 0 i.e. pour

2 1
o =—— et f=——

A7 Al (F.12)

Au pas de temps n, le terme de droite de (F.7) s’écrit :

gg? = Sy |:Tw — €RHS Fl(n)]
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d’ott en combinant avec (F.10) il vient :
1 1
gg‘f - g&) = —€RHS 5% (Fl(n+ ) Fl(n)>
i.e. aprés quelques manipulations :

FOD ) _ % o (@D = Q) + (@) - Q)] (F.13)

ou encore pour la vitesse débitante

B = B — equs [o (U = 0®) + 8 (0" - )] (F.14)
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Annexe G

8

Systéme optimal. Application a
I’équation de Burgers linéarisée.

Sommaire
F.1 Miseen équation . . . .. ... ... ... ..., 207
F.2 Débit volumique et vitesse débitante . . . . . .. ... .. 208
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Pour faciliter la compréhension de la théorie du contréle optimal (voir chapitre 4), on
considére ici ’équation de Burgers linéarisée avec terme de forcage a la frontiére inférieure

du domaine.

G.1 Définition du probléme d’optimisation

Soit = = {(z,t) | (z,t) € [0,1] x [to,tf]} un domaine d’étude, on considére I’équation

de Burgers linéarisée écrite sous la forme :

Lpu) =u+U(x)uy — g =0 (G.1)
ou u; = %, Up = % et Uy, = %. u(z,t) est une fonction suffisamment réguliére,

définie sur = et & valeurs réelles.

L’objectif que l'on se fixe ici est de déterminer la fonction u,(t) = u(z = 0,t) (i.e. la
perturbation temporelle a la frontiére inférieure du domaine) qui rend la norme ||.|| de u
extrémale a la fin de l'intégration temporelle (en ¢ = t¢). On considére que la norme |||

(fonction de I'instant ¢ considéré) est définie de la maniére suivante :

1
(e, 1)) = (/O () da) 2.

213
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Le probléme d’optimisation se définit de la maniére suivante :

la fonctionnelle cotit est donnée par :

1
Jo = (/0 u? dz)i=t,

— la fonction d’état est la fonction w

— le paramétre de controle est le terme de forcage u,,

les contraintes du probléme sont 1’équation de Burgers (L£Lp) & laquelle on associe les

conditions initiale et aux limites suivantes :

u(zx, tg) = up(x) (CI) (G.2)
w(0,t) = uy(t) (CL) (G.3)
u(l,t) =0 (CL) (G.4)

ou ug est une condition initiale donnée.
Pour que le probléme d’optimisation soit bien posé, on transforme la fonctionnelle coiit
en introduisant un terme relatif a la norme de w,, sur [to;ts] d’ou :
1 ty
Jo = </ u? dx) +/ u? dt (G.5)
0 t=ty to

ol ¢ est un paramétre de pondération.
Le probléme d’optimisation & résoudre s’énonce alors :

Trouver la fonction u et le paraméte de controle wu,, tels que la fonctionnelle Jy présente

un MInImum.

Afin de transformer ce probléme d’optimisation avec contraintes en un probléme d’op-

timisation sans contraintes, on définit & partir du produit scalaire

(u,v) :/u(:n,t)v(:n,t)dzndt

la fonctionnelle Lagrangienne suivante :
ﬁ(uv Uy s U*7 )‘*) - \70(“/7 uw) - jl(uv Uy U*a )‘*)
ou

u* (up + U(x)uy — Ugy) dadt + v A (u(0,t) —uy(t)) dt - (G.6)

to

jl(uyuunu)kv A*) =

T
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u*(z,t) et A*(t) sont les multiplicateurs de Lagrange respectivement associés a I’équa-
tion de Burgers linéarisée (G.1) et a la condition aux limites (G.3) traduisant le forgage a
la paroi. Les conditions initiale (G.2) et aux limites (G.4) ne sont pas satisfaites via des
multiplicateurs de Lagrange. Elles seront donc imposées a posteriori sur toute solution ob-
tenue a partir de la Lagrangienne £. Finalement, le probléme d’optimisation se reformule

de la maniére suivante :

Trouver la fonction w, le paramétre de controle w,, et les multiplicateurs de Lagrange

u® et A* tels que la fonctionnelle Lagrangienne L présente un minimum.

G.2 Résolution analytique du probléme d’optimisa-
tion
Une condition nécessaire et suffisante pour que la Lagrangienne £ admette un extremum
est que la dérivée de Fréchet de £ suivant chacune de ses variables s’annule i.e.

L(u~+ €du, tyy, u*, N*) — L(w, Uy, u*, A)

11_13% . =0 (G.7)
lim £(U7uw+€5uunu 7)\ )_‘C(u’uw’u ’)\ ) =0 (GS)
e—0 €
iy 00t "+ DU, N7) — L, u” A7) (G.9)
e—0 €
lim LU, tw, 5 A" + €0X) — L, U, u% ) (G.10)
€— €

G.2.1 Probléme direct

Apreés développement, la relation (G.9) redonne I’équation de Burgers (G.1). Par ailleurs,
la relation (G.10) conduit directement & la relation de for¢age (G.3). A condition de com-
pléter ces équations avec les conditions initiale (G.2) et aux limites (G.4) qui n’ont pas été
explicitement introduites dans la fonctionnelle Lagrangienne £, on retrouve exactement le

probléme direct.

G.2.2 Probléme adjoint

Aprés introduction des définitions (G.5) et (G.6) des fonctionnelles Jy et J1 la relation

(G.7) permet d’écrire :
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1 ty
0=2 </ uou d:n> - A*ou(0,t) dt
0 t=t

=ty to

— [ u" | (du): +U(x)(0u)y — (0u)zy | dzdt
I T 1

[1]

Afin de faire apparaitre I’équation adjointe, il reste & intégrer par parties l’expression

précédente.

1. Contribution terme I :

1 t=ty
/ u* (6u), drdt = {/ u*ou dx} — / duuy dx dt
E 0 t=tg JE

2. Contribution terme 7 :

ty r=1
/u* U(x) (du), drdt = [/ Uu*éudt] - / (U "), dudxdt
= =0 =

to

3. Contribution terme 1717 :

/E o (Su), dedt = [

c\
<
*
>
<
N~—
8
o8
ILI
8
[l
o
|
o
IS
8 %
—~
>,
<
N—
8
QU
8
QU
~

ou
tf
/ uy, (0u), drdt = [/ duu, dt] — [ Suul, drdt
=) to =0

soit en regroupant les termes :

tf
_ / N 5u(0, 1) dt
t

0

1
/ (uf + (Uu"), + uyy,) dudr dt + 2 </ u5udm>
= 0 t=t

= =ty

z=1 t=ty

([ s o a] [ ] =0 @

0
Cette relation doit étre vérifie quelle que soit la variation du de w. On peut donc

considérer par exemple, des variations du quelconques sur = sauf sur sa frontiére 0= ou
V(x,t) € 0= du(z,t) =0
L’équation (G.11) s’écrit alors :

/ (uf + (Uu"), +uj,) dudxdt =0

ce qui conduit & I’équation adjointe de I’équation de Burgers

Lpu)=ui+Uu")y +u,, =0  V(z,t)e= (G.12)

rxr
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Contrairement a ’équation de Burgers (G.1), cette équation est parabolique dans le
sens des t décroissant. Pour que le probléme soit bien posé, il faudra donc la munir d’une
condition terminale. Par ailleurs, la forme locale de la fonctionnelle objectif (||jul| ent = ty)

entraine que L} est indépendante de Jp et de ce fait du probléme d’optimisation.

Compte tenu de I’équation adjointe, la relation (G.11) s’écrit désormais

1 ty
2 (/ u5udac> —/ A*ou(0,t) dt
0 t=ty to
=1 t=ty

_ [/ttf (Uu* +ul) bu — u* (3u),) dt} - [/01 S dx] =0 @)

0

Les conditions initiale (G.2) et aux limites (G.4) non incluses dans la fonctionnelle

Lagrangienne £ se traduisent en terme de perturbation par :
du(z,tg) =0 et ou(l,t) =0

ce qui conduit & écrire la relation (G.13) sous la forme :

< /0 " (2u— ) o dx) i < /t:f u* (5u), dt> B

+ [/ttf (Uu* 4+ uy — X)) du — u* (0u),,) dt =0

0 =0
Cette équation devant étre vérifiée quelle que soit la perturbation du, on peut considé-
rer :
— des fonctions u arbitraires en ¢ = ¢y mais identiques le long de x =0 et x = 1, on a
alors :

ou(0,t) =0 et du(l,t) =0

ce qui conduit a la condition terminale du probléme adjoint :
u*(x,ty) = 2u(x,ty) (G.14)
— des fonctions u partout identiques sur = sauf en x = 1, on a alors :
ou(0,t) =0 et (0u), (0,t) =0
ce qui conduit & une premiére condition aux limites pour le probléme adjoint :

w(1,) =0 (G.15)
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— des fonctions u partout identiques sur = sauf en x = 0, on a alors :
(6u), (1.8) = 0
ce qui conduit & une seconde condition aux limites pour le probléme adjoint :
u*(0,t) =0 (G.16)
ainsi que la relation
ur(0,t) — A" (t) =0 (G.17)

Le choix d’une fonctionnelle objectif basée en ¢t = t; génére une condition initiale du
probléme adjoint non nulle. Si on avait préféré pour Jy une mesure globale i.e. une mesure
moyennée le long d’'un domaine longitudinal alors un terme source serait apparu dans les

équations adjointes.

G.2.3 Conditions d’optimalité

En développant la relation (G.8), on aboutit immédiatement & :

ty ty
20 Uy O Uqyy dt + N Ou,dt =0
to to

qui doit étre vérifice quelle que soit la perturbation du,,. Par conséquent, on trouve la
relation :

2y () + N*(t) =0

soit, compte tenue de I’équation (G.17) :
—20luy, () = ul(0,t) (G.18)

qui constitue la condition d’optimalité reliant le probléme direct au probléme adjoint.

La figure G.1 résume le systéme optimal dans le cas des équations de Burgers linéarisées.
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EQUATION D’ETAT :

Lp(u) =u +U(x)uy — tgy =0 (G.19)
u(z,tg) = uo(x) (CI) (G.20)
w(0,t) = wy(t) (CL) (G.21)
u(l,¢) =0 (CL) (G.22)
EQUATION ADJOINTE :
Lpu)=u +Uu")y+u,, =0  V(zt) €= (G.23)
u*(0,t) =0 (CL) (G.24)
u*(1,t) =0 (CL) (G.25)
u(z,ty) = 2u(x, ty) (CT) (G.26)

CONDITIONS D’OPTIMALITE :

20y () = (0, 1) (G.27)

FONCTIONNELLE COUT :

1
Jo = (/ u? d:v)
0 t=t

=t

ty
+ f/ u? dt (G.28)
to

FIGURE G.1 — Systéme optimal de ’équation de Burgers linéarisée. CL : condition
limite, CI : condition initiale, CT : condition terminale.
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H.1 Variation de la fonctionnelle 7 par rapport a la
variable d’état u

En introduisant la définition (4.14) de Z dans (4.15), on obtient :

to+T, u+edu) du 1 [0(u+ ebu)?  Ou?
, _ . R— — -_—
T=lm | / [ ot ot < Oz Ox )

. <82(u +edu)  QPu

52 —ax2>—(<1>+65<1>)+<1>} u* dx dt

Soit, aprés simplifications :

/ S / MCICLORNCACD R B
to (933 (9 2 ’
\,_/ N e N e
II II7

Pour faire apparaitre I’équation adjointe L (u*) = 0 de I’équation de Burgers, il reste a

intégrer par parties I'expression précédente afin d’écrire Z' sous la forme :
T' = (Su, L (u*)) + termes de frontiére + termes de controle (H.1)

Aprés intégration par parties, on trouve pour les différents termes de 7' :

221
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1. Contribution terme I :

to+To L 5u) L t0+To *
/ / u*dxdt = / [ouu* t°+T° dx — / / dx dt
to 0 0 to

2. Contribution terme 7 :

tO+To 5 tO+To tO+To
/ / (u0u) u*dx dt = / [uduu*)b d /
to

3. Contribution terme 1717 :

t0+To tO+To 8(5u) w1l
_y/to / 83:2 u dmdt——u/t [ 5 U lo dt

0

to+To au* I to+To *
—i—u/t [ ({h]odt—u/ /6u82dxdt

0

soit, en regroupant les termes :

to+To L ou* ou* d%u*
= ——— —u—— t
/to /0 ou < 5% Y op 8:E2> dz d

L t0+To tO+To
+ / [du u*]ingT" dx + / [uduu*]l dt — v / [8(5u) u*]k dt
0 to to Ox

t0+To 8“ tO+To L
—l—u/ [6u Ldt—/ / 60 u* dx dt
to 8 to 0

Finalement, par identification avec I'expression (H.1), on trouve que 1’équation adjointe de

I’équation de Burgers est :

N ou* ou* 0?u*
Lol ==y ~ " gw "V

H.2 Variation de la fonctionnelle J par rapport a
la variable d’état

On applique la méme méthode qu’a la section H.1. En introduisant la définition (4.13)

de J dans (4.18), on trouve :

J = [ /ttﬁTo /OL [(u+ edu — @)% — (u— @)% dodt

e—>0 €

+ 2 ([(u + edu)(z,tg + T,,) — (x)]? — [u(z, to + T,) — ﬁ(m)]Q) dz

to-‘,-To ) 5 ¢, [lotTo 2 2
/t / (@ + c0®)* — @] dudt + - (¢ +edpr)” — ¢L] dt

to
tO +To

+_
2 Ji

[(pr + €d6R)* — 0% dt]
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soit, aprés simplifications :

to+To L L
J =w / / ou (u—u)dedt+ wg/ ou(z,to + Tp) [u(z, to + Tp) — u(zx)] dz
t 0 0

0

to+To L to+To to+To
+€ / (I>5<I>dxdt+€1/ ¢L (5¢L dt+€2/ ¢R 5(]5}{ dt
0 t,

H.3 Systéme optimal

Pour déterminer le systéme optimal i.e. les équations adjointes du probléme, leurs
conditions aux limites et terminale ainsi que les conditions d’optimalité, on considére que
quelles que soient les variations du, 0®, d¢r, d¢r, on a au minimum de la fonctionnelle J
la condition J' =7’ qui doit étre vérifiée, soit compte tenu des équations (4.16) et (4.19)

et en considérant du(ty) =0 :

to+To L to+T5, L
/ (LD +u*)5<I>dxdt+/ / ou jwy (u—1a) — Lp(u")] dedt
0 0

to to

1
to+To to+To to+To u*
+€1/ ¢r 0¢y dt +€2/ bR SR dt —v / [bu ——1¢ dt
t

0 to to Ox

L
+ /0 ou(z, to + Tp) wo (u(zx,to +Tp) — u(x)) — u*(x,to + 1p)] dx

1
to+To to+To
+ / [uduu*] dt —v / [8(5u) wl dt =0
to to 833
111 v

En appliquant la méme démarche que celle présentée a la section 4.4 pour le probléme
modéle, on trouve que :

— le terme I conduit & I’équation adjointe du probléme optimal :

. ou* ou* 0?u* .
Lp(u*) =— 5 Vo, —VW:M(U—U)

— le terme I1 conduit a la condition terminale du probléme adjoint :
ut(z,to + 1) = wa (u(z, to + Tp) — u(x))

— les termes III et IV conduisent aux conditions aux limites du probléme adjoint,
soit :

W0, =0  u(L,t)=0
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En tenant compte de ces conditions particuliéres, I’équation précédente se simplifie en :

to+To L
/ﬁ L/ (0D +u*) 60 de dt
to 0

to+To to+To to+To ou*
+€1/ <Z5L5¢Ldt+€2/ ¢R(5¢Rdt—1// [6u —]&dt =0

to to to ox

La derniére intégrale s’écrit encore :

*

to+To ou* ou
ou(L,t) —(L,t) — du(0,t) —(0,t) | dt
[ (e G - au0.0 G 00)
Or, compte tenu des conditions aux limites (4.12) des équations d’état, on a :
ou(L,t) =0¢pr et ou(0,t) =dor

soit

to+To L
/ / (LD +u")oPdrdt
to 0

tO+To au*
[ (aon v G 0)) Sovar
to aﬂj

t0+To 8u*
+/ <£2¢R—V—(L,t)> dprdt =0
to aﬂj

Finalement, en considérant que cette équation doit étre vérifiée quelles que soient les per-
turbations 0P, d¢r, I, on trouve les gradients de la fonctionnelle cott J par rapport

aux variables de controle :

VoI =0P +u*
ou*
V¢L\7:€1¢L+l/%(0,t)
Vo T = badn — v O (L 1)
¢R — L20R ax 9

Lorsque le minimum de J est atteint, ces gradients sont nuls. Pour cette raison, on nomme

ces équations conditions d’optimalité.
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I.1 Formulaire d’analyse tensorielle

1. Une premiére formule

Soit € un domaine spatial de contour I', on peut montrer pour tout champ tensoriel

du second ordre A et pour tout champ vectoriel U que :

/U-dz’v(A > dmz/AU-ndm—/A:(gmdU) da
Q N Q

(L1)

ou n est la normale extérieure a I'. On convient ici de noter le produit doublement

contracté de deux tenseurs du second ordre A et B par :

Sous forme indicielle, I'équation (I.1) s’écrit encore :

0Aj; oU.
Ui L da::/AZUnZda:—/Az—da:
/5; Z?xj T 7 Q J 8352-
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Les indices ¢ et j étant muets, on pourra utiliser de maniére équivalente 1’expression :

U; de = | AjUinjde — | Aji—d
/Q ! axl v /F ! i /Q ’ 8$J v

2. Formule de Green

Soient f un champ scalaire et g un champ vectoriel, on peut montrer que :

/S)Vf-gdw:/rfg'ndw—/ﬂfv-gda:

ol n est la normale extérieure a I

1.2 Variation de la fonctionnelle 7

[.2.1 Contribution du terme de temps 7]

to+To .
7, = / / 8(2?2) u; de dt.
t Q

0

On rappelle que :

Aprés intégration par parties en temps, on obtient :

to+To *
7= [ fuuilpTan— [ [ 5 dwar
Q 0 to Q 8t

I.2.2 Contribution du terme convectif 7

On rappelle que :

to+To 8
1. = — (wi duj + u; ou;) uy dee dt.
a . J J
to Q x]

1. Appliquons (1.2) avec Aj; = u; du; et U; = u;, on obtient :

/ O (i duy) ul d / Suswngd / 5u; 2 g
— (u; duy) uj de = | w;du;usn;de — | ujou;—=dzx
o O; ’ r ! o 1 O

2. Appliquons (I.2) avec Aj; = ujdu; et U; = u], on obtient :

/ O (u; 6us) u? d / Su; wingd / 50,0 g
— (ujouy) u; de = | u;dujuin;de — | wu;du; T
o Ox; ! r T Q 70

Ly

Les indices 7 et j étant muets, on trouve encore aprés permutation :

tO+To
I, = / / [wi 0u; uj nj + uj ou; uw; n;| dedt
t r

0
to+To ou* *

— / (uj du;—= + uj ou; Ou; > dx dt
to Q 81'1 axj

(L3)

(14)



1.2 Variation de la fonctionnelle 7 227

soit

to+To to+To
) T RS Loy PR R
0

10w 0y

I.2.3 Contribution du terme de pression 7},

tO“l‘To
T; —/ / u; dx dt.
P to 817@

Apres application de la formule de Green (1.4) avec f = 0P et g = u*, on trouve que :

to+To to+T,
I;DZ/ /5Pu n,dmdt—/ /5P ’d dt (1.9)
to

1.2.4 Contribution du terme de continuité I’C

t0+To .
Toont = / / na(;ul)P* da dt.
to Q X

Apreés application de la formule de Green (1.4) avec f = P* et g = du, on trouve que :

to+To to+To
Icont =K </ / P* du; n;dx dt — / / 5ul dw dt> (1.10)
t r

I.2.5 Contribution du terme diffusif Z,,

ou

On rappelle que :

ont

On rappelle que :

On rappelle que :

to+To 9 9 *
B /to /Q_R—GT az; (0S45) uy da dt.

Nous allons simplifier cette expression en tenant compte de I’équation de la conservation
0 (0uy)

Zj

de la masse pour les perturbations de vitesse, soit = 0. Pour cela, on part de la

relation

0(0u;) n 0(6uy)

265ij - c%cj 835,

pour écrire que

8 8 (8(5%) + 6(5u])> _ 82(5%) + 82(5%) . 82(5%)

2 a_x] (08:5) = a_x] 0z ox; 63:? O0x;0x; N 8ZE?
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Par conséquent, nous avons :

to+To 1 0 [9(0w)\ .

et U; =}, on obtient :

Appliquons (I.2) avec Aj; = 3
T

9 (0(00u)\ [0y , /3(5%‘) Ouj
/93%' < O >uz dm_/r Ox; g i o Oz O da
:/8(5ui)u*njdm—/ 0 (0u;) Ou; dr i j
r Q0

i
al’j 8:Ej 8:Ej
N———
T

Nous allons maintenant modifié I’expression du terme 7. Pour cela, appliquons (I1.3)

avec Aj; = g% et U; = du;, on obtient :
J
9 (Ou;) Our our ul
L dx —L du;n;de — —=du; d
/Q Or; Ox; r 0z; Uity &% /Q Ox? g

2, %
= gu’ ou;nj de — /Q 8&:2 oujde i +——j

On en déduit donc que :

1 to+To i *
I, =— [/ /(8(5u)ufnj—al(5ulny> dx dt
Re; |/, r\ 0z 0z
(I.11)

to+To 2, %
/ 8 ’ 5uZ dx dt]
to Q

1.2.6 Bilan des contributions

On rappelle que :
I'=T+I+ T, + Ip+ Toon

ou les différentes contributions ont été calculées aux sections précédentes. Nous allons

maintenant regrouper les termes selon le type d’intégrale mis en jeu. Soit :

' =T4+Ir + Iy

ou

foTo du; oP* 1 9y
!/ _ 1 *, L
A /t /Q[ 5 285uj — K 9z, Re. on 2 du; dx dt
(I.12)

tO+To 8
+/ / < Ui 5P> dx dt
to Q 81.2
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tO‘l’To
I} = / / [(u; duj + ujous) uj nj + 0P uf n; + k P* du; n;
to I

1 [0 (6u;) ou; (113)
Re < oz, u; nj oz, ou njﬂ dx d
et
T = / [6u; uﬂi?—n dx. (I.14)
Q

I.2.7 Simplification des termes 7} et 7
1.2.7.1 Simplification du terme I,

Nous allons introduire les conditions aux limites sur les frontiéres du domaine I' pour
simplifier I'écriture de (I.13). Puisque le controle est appliqué par soufflage et aspiration

aux parois, les relations suivantes sont imposées sur les bords in du canal :

n1:0 TLQ::Fl n3:0
’LL1:0 ’LLQZ—q)TLQ ’LL3:0

Nous avons donc pour les différents termes de (1.13) :
(wi duj + uj ou;) uj nj = 2ug Sug uy ng = —2ug us 6P

0P u;n; =35Pujng

K P*0uin; = kK P* dugng = —k P* 0P

RGT a(ﬂj e ReT 8952 i
1 8u:5un 1 8u:5un 1 8u*5un——1 ous
Re, 0x; "V Rer Oxy 2 Re, 0xo 27 Re; 0xo

d’ou

!/ t0+TO * 1 8“; *
It = 5 T 2up ugy + Re. 9 + kP ) 6Pdxdt
2

to+To % 1 8((5712) %
+/t /in <5Pu2 ng — Re. 0y u; n2> dex dt

0

(1.15)

[.2.7.2 Simplification du terme 7/

La condition initiale est supposée connue de maniére parfaite & ty, nous avons donc :
5u,~ =0 a t= to

d’ou

T = /Q LRI P—s (1.16)
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[.3 Systéme optimal

Pour déterminer le systéme optimal i.e. les équations adjointes du probléme, leurs
conditions aux limites et terminale ainsi que les conditions d’optimalité, on considére que
quelles que soient les variations du; (respectivement du)), 0P et 6P, on doit vérifier au
minimum de la fonctionnelle J la condition J' = 7' = I, + I} + I} ou J est donnée par

(5.13) (respectivement (5.14)).

[.3.1 Cas de la fonctionnelle cotut (5.13)

Compte tenu des équations (5.15), (I.12), (I.15) et (I.16), cela se traduit par 1'égalité :

tO“l‘To
0 / ® 6D da dt + lyer / IR ——
Q

b4 I
t()-l—To tO“l‘To
+ Ereg / / w; Ou; dx dt + fdmg / / (—57’12 ’I’LQ) dx dt =
to Q to Iy
v

to+7To ap* 1 82 *
* i t
/to / 5”4—/<a ReT o 2 ou; dx d
tO+To tO+To 1 au*
LOP | dx dt — P*) 0P dxdt
/t /(ax>m/t /( Rax2+> ;
VII

tO+To 1 a ((5’1},)
Pudng — v) o x S
/t /F;t (5 U2 T B o, n2> dx alt+/Q [6u ul]t:to+To dx

VIII Ix

(1.17)

1 8(5U1)
Re. Ozo

ol le terme 712 qui intervient dans I'V est donné ici par

— Les termes 111 et V conduisent a ’équation adjointe :

duf _ L 0P 1 Py
T e vty 02 ~ bregti

— Le terme VI conduit a la condition d’incompressibilité pour le probléme adjoint :

ouy
alL'Z'

=0
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— Les termes I et IX conduisent a la condition terminale du probléme adjoint :

‘U;'k(to +Tp) = Lier ui(to + 1)) 1=1, 2, 3‘ (CT)

— Les termes IV et VIII conduisent aux conditions aux limites du probléme adjoint

soit :

uilr,e = Larag Uslr,. = uzlr,. =0 (CL)

— Les termes I et VII donnent le gradient de la fonctionnelle cott J par rapport aux

variables de controle (condition d’optimalité), soit :

DJ .1 ou
D® Re, Oxs

c’est a dire, compte tenu des conditions aux limites sur le probléme adjoint :

DJ
ZY (D 4 kP
Do LD+ kK

I.3.2 Cas de la fonctionnelle coat (5.14)

Dans ce cas, la fonctionnelle cotit est basée sur des grandeurs fluctuantes définies par :

ué(ac,y,z,t) = Uz‘(%% Z7t) - <ui(w7yazat)>XZ(y7t) (118)

ou (-)xz correspond & un opérateur de moyenne selon les deux directions homogenes du

canal Ox et Oz. Cet opérateur de moyenne est évaluée de maniére discréte comme :

Nz N,
1
<ui(w7y7zat)>XZ(ya = FF Z Z wzxm% Ziys )

ou N, et N, sont respectivement le nombre de points de maillage dans les directions Ox
et Oz.
La moyenne (u;)xz étant supposée connue a chaque pas de temps, nous avons donc

directement d’apres (1.18) :
Su, =d0u; VereQ et Vit

Les termes I, I11 et IV de (1.17) provenant de (5.16) s’écrivent donc

lier / e i—tor1, 9

tO+To
Teg/ /ugéuidmdt
to Q
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0

tO+To
gdrag / / (—(57’{2 TLQ) dx dt
¢ Ty

En procédant comme & la section 1.3.1, nous obtenons les mémes équations pour le

systéme optimal & I'exception :

1. de I’équation adjointe qui devient

ouf . o0 P* 1 0%ur ,
Bt 2 TR g T Re ax§ = bregs

2. de la condition terminale de I'équation adjointe qui devient

uf(to+Tp) = b uf(to+Tp)  i=1,2,3] (CT)
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J.1 Variation de la fonctionnelle 7

En introduisant la définition (5.17) de Z dans (5.18), on obtient :

t +T0
7'~ tim L [/ /[gi (@ + eow, P+ e6P) — £, (w,P)] T dadt
to Q

to+To o _ Ow; \ —=
+/t0 /Q,k;(a—xi(ui—i-eéui)— 8:1:,-) P da:dt]

Pour simplifier cette expression, on remplace £; par sa définition (5.7). On montre alors

facilement que :

233
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.1 _ _ = — _
hm0 - [L’i (u + edu, P + 65P) —L; (u, P)] =

e—0U €
0(0w;) o . o _ 0 — 0 — 0 (5?)
— [@; 0w, 0] — 2 — |0vS;| — 2 =— |vdSy; )
5+ P, [a; ou; + u; o) o, [6v.S35] o, ZEm e
ce qui permet encore d’écrire 7' sous la forme :
to+To a —
/t / oz, [uz du; + u; ou;) —2 a—wj [6vS45]
It’ 7’ 7,

o . . 0(P) O (0T
2 L[5+ ) | g )P e at.
o, [16Si;] + oz, Ydadt —I—/t / dx d

I,, IED ICont
Pour faire apparaitre I’équation LES adjointe L7 (ﬁ*,ﬁ*) = 0, il reste & intégrer par
parties I'expression précédente afin d’écrire Z' sous la forme :

T' = (6u;, L3 (@, P")) + termes de frontiére + termes de controle

Nous allons maintenant décrire pour chacun des termes apparaissant dans Z’ les trans-

formations a réaliser.

J.1.1 Contribution du terme de temps Z;

On rappelle que :
tO+To

1l = ' —*d dt.

to

Apreés intégration par parties en temps, on obtient :
tO+To
Il = / [6; —*]tg”" dx / / 5uz i dm dt. (J.1)
Q

J.1.2 Contribution du terme convectif 7

On rappelle que :

tO+To a
/ / E (w; 0w + u; ow;) u; de dt.
to Q 0T;
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1. Appliquons (I.2) avec Aj; = u,; 0u; et U; =@, on obtient :

[ 2 oy = [ [l
— (w; 0u,) w, de = | uw; ow;w; nide — | w;ou;—= dzx
o O; ! r’ ! Q | O

2. Appliquons (I.2) avec Aj; =T; 6u; et U; = u;, on obtient :

0 aﬂ;
/—(ﬂjdﬂi) ﬂ;kdw:/u,&u]u nidw—/méﬂj dx
Q r 7 Q 9

c%cj €T;

Les indices 7 et j étant muets, on trouve encore aprés permutation :

t0+To
:/ /F[maﬂjﬂ;* nj +a; 0u; uy nj| dedt

to+To ou* ou*
U; 0U;—2 + U, 0u;—~ | deedt
/t /Q<u] [ 2 + U, uawj) T
to+To to+To .
t r Q

0
— 1 (0w Ou;
Sij_i(aijraxi)

J.1.3 Contribution du terme de pression 7/,

tO+To F
Tp = / / a(; : )ﬂf dz dt.
to Q T

soit

ou

On rappelle que :

(J.2)

(J.3)

(J.4)

Aprés application de la formule de Green (1.4) avec f = 6P et g = u*, on trouve que :

to+To to+To
I};:/ /5Pu n,da:dt—/ /5P dx dt
to

J.1.4 Contribution du terme de continuité Iéj

to+To (5U —x
T/ ) P dxdt.
Cont — /t / al’z T

ont

On rappelle que :

(J.5)

Apres application de la formule de Green (1.4) avec f = P" et g = 0w, on trouve que :

tO"I‘To S tO+To
ICont =K / / P u;n; dx dt — / / 5uz
to r

(J.6)
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J.1.5 Contribution du terme diffusif 7

On rappelle que :

tO+To _
2— (v6Sy;) uj d dt.
/to / 8:Ej J)

Appliquons (I.2) avec Aj; = v 8S;; et U; = u}, on obtient :

7k

a Q —% Q% Q 8”]
/{2—2% (VéS,-j) U; dw:/r—21/55jiujnidw+/ﬂ2 VéSjia—wid:c
— —  ou?
:/—21/55,-juinjdw+ 2V55Z]—2d
r Q O
N— ——
T

ol on a permuté les indices muets i et j dans la derniére ligne.

En tenant compte de la relation

on peut alors développer le terme T3 et I’écrire :

/211552]8 dx /Q”< o, o 8%(1

Nous allons maintenant transformer cette derniére expression en faisant apparaitre en

facteur le terme ;.

ur
L et U; = du;, on obtient :
E?xj

Appliquons (1.3) avec Aj; = v

U o*u
y 0 00) 4o / v U s, d — / V62 g
83:] Ox; r Oxj Q ;

ou; u;
= Lo ng de — ou; —d | ¢ ]
/V ; n; ax /Vuij ; z (i J)

ok

Appliquons (1.2) avec A;; = v au et U; = 6uj, on obtient :
Lj
w00 * o*ur
v O 0(0w;) dxe = 8 L oujn; de — / v ou; L da
Ox; Ox; 8% Q 0z x;

ou; o} ‘
= / v —2 5u; n; de — / v 0T, de (i — j)
r Oz Q

l’j €T;
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En combinant maintenant ces deux termes, on trouve :

our 0w} 0w 0*uk
! ou;n;d 0u; ! ) d
/I’ v <8$j 8$2> ity &% = /Q vou <8wj €4 + (%cj .Z'Z> *

soit encore en tenant compte de (J.4)

05}
/21/5 ou; nj de — /2V6ﬂ,- L dx
9] 81‘j

Finalement, en regroupant tous les termes, on peut écrire Z], sous la forme :

to+To _ . to+To 95+
I;:/ / (—2v 0857 nm; + 20 Somm; ) dmdt—/ /21/ i 5%; da dt
¢ r ! o Oz

s 7.7)

J.1.6 Contribution du terme diffusif 7/,

On rappelle que :

ou

1
Re,

L B _ 1 — 1 [/ ou; ou;
v=2—+CA | S| avec |S|=(28;;55)" et Sij= §<a$ﬁaxi>'

J.1.6.1 Evaluation de dv

Evaluons tout d’abord la variation dv apparaissant dans Z/,. Les variables Re, et A

étant constantes, on trouve :
ov=0CA" |S|+CA° 6|5 |

Or

_ — §(285:; Si; 1~ = = - =
5|8 \:5(#25,-]-5,-]-) = (2‘%’ ) _ E (Sij 0S5+ 0S5 Sij) = ﬁS k1 0S ki
Finalement, on peut écrire dv sous la forme :

Sv=0CRA" |5|+
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J.1.6.2 Premiéres transformations

Pour simplifier I'expression de Z,, appliquons (I.2) avec Aj; = —2 (5V§ij) et U; =uj,
on obtient alors :

7k

t0+To t0+To _ 8u
,—/ / (51/5jZ u; n,d:cdt—F/ /2 ((51/sz-) 830] dx dt
to i

tO+To tO+To au
/ / (6v Sij) T n; dwdt+/ / (6v Syj) (i ——7)
to E?x]

Nous allons maintenant simplifier le terme T5. Pour cela, nous commengons par per-

muter les indices muets ¢ et j. Il vient alors :

aﬂ: _ 8@; _ 8@;

en tenant compte de la symétrie de S (gj = gij). Finalement, on a :

= our 14 8@;.* ou; .

ce qui permet d’écrire T5 sous la forme :

Pour simplifier encore ce terme, on remplace maintenant dv par son expression (J.8).

On obtient :

—2
g AR o e
Sij Sij Sk 0Ski

—26CA* | 5|55, + ——
S|

2 ((51/ gl]) S

j

Le terme 7/, peut donc s’écrire comme
tO+To _

ol

to+To —9 N —
’C,:/ /25CA |'S | S,;S;; da dt

et
totlo r 4ON" . v -
Ié/:/ /—SijSijSkléSkldwdt
to
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J.1.6.3 Evaluation de Zg,

On commence par permuter en bloc les couples d’indice muets (7, j) et (k,). L'intégrale

tO+To
IS/ / / 4’(;A‘ Skl Sk‘l SZ] 5S7,] dx dt
to

Simplifions maintenant le produit Sij 5Sij. Par définition, celui-ci devient :

A fg, devient :

Appliquons (1.3) avec Aj; = Sk Skl Sij et U; = du;, on obtient pour Z%, :

81‘j axz K ax] K 81‘2
—3 (Sl +SGy) 1
1 (= 00T — 00T\ = =
-2 (51-)»% + SZJW) Sji =5,
d’ou
— oou;
S 08, =S —
J J J 813]
soit )
to+To CA™ — . — Oou;
IS’ —/ / TSklsklsma—x]dwdt
A% _
1ED

to+To 4 CA to+To 0 (4 CA
Skls S 6 n; dmdt—/ / Skls Sii | 0w; da dt
/t / ‘ S ‘ kl J ) Q axl ’ S ‘ kl*) J

soit encore en permutant les indices muets ¢ et j dans la derniére intégrale

to+T1, 4CA
Ty = /t / 5 Sk Skl S” ou; nj de dt
0

iTo 19 (4CR° _ . -
- — | —=— Sk Sk Si; | du;dxdt
2 /93%'(!5\ o)

(J.9)

J.1.6.4 Evaluation de 7/,

Expression de /C

La premiére étape pour évaluer

t0+To -
to

consiste a déterminer une expression de 6C'. Pour cela, on rappelle que la constante C' du

modéle de Smagorinsky dynamique est définie comme

—2  (Lij Mij)xz
CA =227 72 J.10
(M M) x 7 (J.10)
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ou

Ee—
L;j = u;u;

gl

D

—~ —_—
i Wi et

My =2| 5|85 —20*| S| Sy

<

avec n=

Bl B

Le calcul de la variation de (J.10) donne immédiatement

-9 1
0CA™ = VARV EVEE (<5L2] sz + Lzy 5Mij>XZ<Mkl Mkl>XZ - (2 Mkl 5Mk,‘l>XZ<LZ] MZ]>XZ)
(Myy My)% 5
Or, d’apres (J.10)

2
(Lij Mij)x 7z = C A" (M My)

d’ou

(5CZ2 _ <(5sz Mij + (LZ] - 2CZ2MZ]) 5MZ]>

( My M) xz

en tenant compte du fait que My d My,

M;; 6M;; (permutation d’indices muets)

Enfin, les définitions de L;; et M;; conduisent respectivement a

_ = = == =~
OL;j = 0u; Wy + w; 0U; — OU; Wy — Ui OUj
et

L —

SMi; =265 | Sy +2|5 |65 — 2026 8 |55 — 2% | 5| 655

ou encore

4_1-'{\_ == 5,65 =~ ~ =~
My = 75%’“155’“ 125105, -4 HOHT 921 F ) 65,

puisque

En remplagant §C par son expression, le terme 7/, peut alors s’écrire comme

I /tO"rTo 2 |S| SZjS (<6L M +(
© to (M My)xz v

-2CA Mz])5M2]>XZ) dadt (J.11)
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Identités simplificatrices

Nous allons maintenant énoncer puis démontrer deux identités intégrales qui seront

utilisées par la suite pour simplifier certaines expressions.

1. Démontrons que pour toutes quantités E, F' et H fonctions de z,y, z, on vérifie :

(F)xz _ F .
/Q<E>XZHCZ:I}—/Q<E>XZ<H>de (J.12)

Démonstration : On rappelle que par définition

F>XZ://F(wayaz)dde

d’ou

(F)xz Jo [ Fa',y, ') da’ d2’
[~ [ [ [ F1as g2 dz ddy

/// w% //Hw%mwmum@
:/Q<.E>7<H>de$

2. Démontrons que pour toutes quantités E et F' fonctions de x,y, z et pour un noyau

de filtre G symétrique, on vérifie :

/ﬁEm:/FEm (J.13)
Q Q

Démonstration : On rappelle que par définition d’une grandeur filtrée, on a :

d’ou

/QF\Eda::/QE(m) /Q, Gz — ' )F(2') dz’ dx

= F(x') /Q E(z)G(x — 2') dx dx’

Q/
:/ F E da’

en utilisant la symétrie de G, soit G(x — z’) = G(a’ — ).
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Premiéres simplifications de 7/,

En utilisant (J.12) avec

*

E = My My, —5LZ]MZ]+( QCA MZ])(SM ;0 H=2 ‘g‘ Smg

]

(J.11) devient

I, = /to+To/ (15| 85 Si)xz <5LU Mij + (Lij —2CA MZJ)5M1J> dx dt.
to (M Myi) xz

Pour simplifier cette expression, on introduit deux nouveaux tenseurs IV;; et P;; définis

comme :
Y (M M) xz Y
et
<|§| gmng* >XZ ——2
- mn _ - J.15
B (M M) xz <L” 204 M”> (1-15)

L’expression de Zj, devient alors :

tO+To
IC’ /t / 2Nij 5Lij +2Pij 5Mij dx dt

L’ M’

Détermination de L’

Nous allons montrer que :
L' = —B;dmu;
ol le vecteur B; est défini comme :
B, =4 <Nijﬂj — Nz’jﬂj>

Démonstration : Remplagons dans L', §L;; par son expression. On trouve :

2Nij 5[’@) = 2Nw@ + 2N2]ﬁﬂ\] — 2Nij %Zﬁj — 2N2‘j ﬁzgﬁ]

Or, d’apres 'identité (J.13), nous avons pour les 4 termes de 'expression précédente :

/QNij(g/ﬂiﬂ\jdw:/ QNijéﬂiﬂjdm
Q Q
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Q Q
/2Nijg%iﬁjdw:/ 2Nijﬁj5ﬂidw
Q Q

Q Q

d’ou
/ L'dx = / <2 Nij (5Uiﬂj + 2NZ] ﬂiéﬂj — 2Nzy ﬁj o; — 2NZ] ﬁ, (5ﬂ]> dx.
Q Q
Or
Nij ﬂi(;ﬂj = Nji ﬂj(gﬂi 1— ]
= Nij ﬂjéﬁi car Nji = Aij
et
Nwﬁz (5ﬂ] = Nﬂﬁj ou; i j
= Nij ﬁj du; car j\\[ji = Aij
d’ou

/ L' dx :/ 4 <Nijﬂj —Nijﬁ]) ou; dx :/ —B; du; dx.
Q Q Q

Détermination de M’

Nous allons montrer que :

M' = E;; 6S;;
ot le tenseur F;; est défini comme :
o —= 5.5 5,5
By =4 (Py |51 =Py |51) 48 | P20 i =

Démonstration : Remplagons dans M’, §M;; par son expression. On trouve :
5,509 — 54005k = - =
2Pij 5Mij = SPZ‘]' M —|-4Pij ‘ S ’ 551] — 8?’]2Pij kl: M Sij —4?’]2Pij ‘ S ‘ (55”
| S

| 5]

Or, d’aprés l'identité (J.13), nous avons pour les 4 termes de Iexpression précédente :

/ s, SiSpdSk , / $P, i Sk0Sk
Q | S 0 |5
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/4Bj!§!5§ijdw=/ 4P; | S| 65, dw
Q Q

—

§ 5§ = :i'§ —
/ 8?’]2 Pz'j kl: i Sij dx = / 87]2 Pij ]: M 5Skldw
@ |5 @ | 5]

o) Q
d’ov

—

ol
/M’dw:/4<13ij ]?\—7]213,-]-\?]) 554 dx
Q Q

+/ 8 | Pu Skl—Sij —n? PlekIQSij 6Sidx  (i,j5) «— (k,1)
Q |5 1S |
Q

Simplification de la contribution de M’

Compte tenu de la définition de 5§ij, nous pouvons écrire que :

— 1 00t 00
B8 = (B Gy + B )
00 0ot
Or Ej; oy _ Ej; ot par permutation des indices muets ¢ et j. Par conséquent, on
axi 81‘j
a:
— odu;
E;;j S = Eij —ale

en prenant en compte la symétrie de £;;.

Appliquons (1.3) avec Aj; = E;; et U; = d;, on obtient :

oot OF;
Ei'—ld = E;; dun; doe — 5w d
/Q j ax] €T /F j u n] xr o 81’2 U‘y X

:/Eméﬂ,n]da:—/ 0 ](Wzda: 1)
T Q 8[173

Expression finale de 7/,

Finalement, en regroupant les différentes contributions de Z(,,, on parvient a :

to+To to+To OF;;
¢ r t Q Oz

0 0
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J.1.6.5 Expression du terme diffusif 7/,
On rappelle que :
tO"I‘To o
I,/// = / / —2 (51/ SZJ) U;k n; dx dt +I/C" +Ig/

Compte tenu des expressions (J.9) et (J.16) de Z¢, et (., on trouve que le terme diffusif

7), peut s'écrire de la maniére suivante :

tO"I‘To _
,—/ /—2 v Sij ufnjdmdt
to
tO"I‘To AN _ tO+To
/ / —A S Sy, Sij 6 nj da dit — / / 1CK S S5 S | U da dt
to 633] | S |

to+T1o to+T1, 8E
+/ /Eméumgdmdt—/ /(B + 8;”) u; da dt
J

(J17)

J.1.7 Bilan des contributions

On rappelle que :
T =T +T.+ 1,4+ T, +Ip+Ltom

ou les différentes contributions ont été calculées aux sections précédentes. Nous allons

maintenant regrouper les termes selon le type d’intégrale mis en jeu. Soit :
I'=T4+Ir + Iy

ou

to+To ot ., or” S}, o (4CA
I I SN ¥ 7y S g
IQ = / /Q [ ot 2'&] Sl] K axl —2v 81'j lawj ’ S ‘ Skl Skl SZ]

aE to+To
44 +B” 6u,dwdt+/ / ( 26P> dxdt (J.18)
Ox; Ox;

tO+To _ — _ _
If = / / [(ﬂz 5ﬂj + u; (5ﬂz) ﬂ;k n; + 5Pﬂ:< n; +xP du;n; — 2 (l/ 552] + v SZJ) ﬂ;k n;
to I
—~2

+2v S 5ul n; + gkl 321 gij ou; n; + Eij ou; nj] dx dt (J.19)

| S|
et
I = / [m;*]ig”"d (J.20)
Q
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J.1.8 Simplification des termes 7. et 77
J.1.8.1 Simplification du terme 7},
Nous allons maintenant introduire les conditions aux limites sur les frontiéres du do-

maine I' pour simplifier I'écriture de (J.19). Puisque le controle est appliqué par soufflage

et aspiration aux parois, les relations suivantes sont imposées sur les bords F;E du canal :

ny =0 ng = F1 n3 =0
u; =0 HQZ—ETLQ uz =0
S11=0 So2 =10 S33=0

Nous avons donc pour les différents termes de (J.19) :
(w; 0uj + uj 0u;) W, n; = 2z 6Us Uy ng = —2Ua Uy 0P
SPufn; = 6Pusns
kP ou;n; = kP Oy Ny = —k P 5D
—2 (1/ 532-]- + 5I/§ij) U;nj = —0TpU; ng  avec Tij = 2V§ij
2 ngj ou;nj =2 v Sy 0T ng = —21 Syy 0D
gij 0u;nj = S 0T; ny = Sog dUyng = 0
Ei; 0u;nj = Fip 0U; ng = Eag 0o ng = —Ea oD
d’out

tO+To J— — —
Z’F:/t /Fi—<2ﬁgﬂ§+2V522+E22+ﬁP)6(I>d:cdt
0 2

. B (J.21)
_|_/ / (5Pﬂ§n2—57i2ﬂfn2) dx dt

to Fg:

J.1.8.2 Simplification du terme 7Z/.

La condition initiale est supposée connue de maniére parfaite & tg, nous avons donc :

Su; =0 A t=t

T = /Q [6a; ﬂﬂt:to o, dz. (J.22)
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J.2 Variation de la fonctionnelle cott 7

La fonctionnelle cotit J introduite au chapitre 5 est la somme de 4 termes :
— le cofit du controle,
— D’énergie cinétique turbulente calculée a la fin de la période d’optimisation,

— D’énergie cinétique turbulente totale,

la trainée de frottement

soit

tO+To t — —
/t / ? dee dt + ;T/Q i (P) u; ((I))]t:to-i-To de

E to+T5, to+T5,
+ﬂ/ / |u |2 dwdt—l—fdrag/ / T12n2 d$dt
to

Les quantités étant au plus quadratiques, la variation de J est donnée de maniére

immédiate par :

tO+To
u <I> —€/ / <I>6(I>d:cdt+€ter/ [@; 0;],_ tort, AT
to rf

to+To to+T, (J23)
reg / / U; 6U; de dt + Larqg / / (=012 n9) dx dt
to to ry

ou bien

tO+To
= o= /e
u <I> —K/t /Fi (I><5<I>d:13dt—i—&ger/Q [uiéui]t:toJrTo dx
2

to+To to+To
lreg / / @, 0T, da dt + Lgrag / / (=07)y ng) da dt
to Q Ty

dans le cas ol on base la fonctionnelle sur des fluctuations de vitesse.

J.3 Systéme optimal

Pour déterminer le systéme optimal i.e. les équations adjointes du probléme, leurs
conditions aux limites et terminale ainsi que les conditions d’optimalité, on considére que
quelles que soient les variations 6u; (respectivement 6u}), 6P et @, on doit vérifier au
minimum de la fonctionnelle J la condition J' = 7" = I, + Z]. + I} ou J est donnée par

(5.4) (respectivement (5.5)).

J.3.1 Cas de la fonctionnelle cott (5.4)

Compte tenu des équations (J.23), (J.18), (J.21) et (J.22), cela se traduit par I'égalité :
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tO“l‘To
0 / B 0B da dt + Uy, / R ———r
r Q

2

t()-l—To tO“l‘To
+ lreg / / W; 0U; dae dt + Lapag / / —0T12ng) dx dt =
to to rf
v

otTo r \ogmr oP" aSy; o [4CA’ OE;; _
/t / + 27 S +/€ax +2v 81'j +8—x] ‘S‘ Slele,j + a$j +B 5uzda:dt

tO+To a tO"l‘To
/ /( 25P> da:dt—/ / 2uQu2+2u522—|—E22+mP>5<I>da:dt
to to ry

VII

tO“l‘To
/t /F 5Pu2n2—5ngu ng) ala:alt—k/Q [&uz ]t tO+Tod

2

VIIT X
(J.24)

— Les termes I11 et V conduisent a I’équation adjointe :

T - or" 9S;;

a1 —‘2%%‘“@—%‘2”@%
o [4CA° O Eyj _
_a—z.]( ‘S’ SMSMS )—awj —B,—Ereguz

— Le terme VI conduit a la condition d’incompressibilité pour le probléme adjoint :

ou;
1 :0
alL'Z'

— Les termes I et X conduisent a la condition terminale du probléme adjoint :

(Tt +T,) = bierWilto + T,)  i=1,2,3] (CT)

— Les termes IV et VIII conduisent aux conditions aux limites du probléme adjoint

soit :

Ui|r,. = ldrag Wslr,. =u3r,. =0 (CL)

— Les termes I et VII donnent le gradient de la fonctionnelle cott J par rapport aux

variables de controle (condition d’optimalité), soit :

D = —* —*
D—% =0D +2u3uy + 2v Soy + Foo + kP
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c’est a dire compte tenu des conditions aux limites sur le probléme adjoint :

DJ — —
DD 22

J.3.2 Cas de la fonctionnelle cott (5.5)

Pour les mémes raisons qu’a la section 1.3.2, on a également :
Su, =6u; Ve eQ et Vt

Par conséquent, on montre que les équations du systéme optimal restent les mémes

qu’a la section J.3.1 & 'exception :

1. de I’équation adjointe qui devient

o _ 0P GER
T A A P P
-2
o ([4CA° _ i 0 E;j .
—_ E—— 11 ——_Bi_ere i
al’j ( |S| SMSMS]> 8:Ej gu

2. de la condition terminale de I'équation adjointe qui devient

uf(to + Tp) = lier Wi(to + Tp) i=1,2,3 (CT)
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Annexe K

Méthodes de résolution numérique
de I’équation adjointe du systéme
optimal basé sur les équations LES

K.1 Discrétisation temporelle

La discrétisation temporelle est réalisée par un schéma hybride Runge-Kutta/Crank-
Nicolson (voir annexe A). Tous ! les termes convectifs et diffusifs dans lesquels interviennent
des dérivées dans la direction normale sont traités de maniére implicite par le schéma Crank-
Nicolson. Tous les autres termes sont pris en compte de maniére explicite par une méthode
de Runge-Kutta d’ordre 3 a stockage limité. Cependant, pour simplifier la résolution de
I'équation adjointe, toutes les dérivées intervenant dans Fj;; et B; vont étre traitées de ma-
niére explicite, y compris les dérivées dans la direction normale e,. Par ailleurs, puisque les
équations adjointes sont linéaires, il ne sera pas nécessaire d’avoir recours a un processus
de linéarisation pour simplifier les expressions & résoudre. Enfin, la méme méthode a pas
fractionnaire que celle mise en ceuvre pour assurer l'incompressibilité du champ de vitesse
direct (section 2.4.2.4), a été utilisée pour la condition d’incompressibilité du champ de

vitesse adjoint (section K.2).

Quelle que soit la fonctionnelle cott considérée (trainée, énergie cinétique régularisée

ou terminale), le systéme adjoint associé au systéme optimal pour les équations de Navier-

Stokes simulées par LES peut étre écrit sous la forme? :
ou; _0
0 xX;

1. Voir ci-dessous.
2. Pour simplifier les notations, nous ferons le méme choix qu’a la section 2.4 et supprimerons
dans cette annexe le symbole * pour représenter une grandeur filtrée.

251
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pour I’équation de continuité, et

ou; (9P* 0 o [40RA° 0FE;
— uj Sii—k—=——5— (2v S};) —=— Sk1 Sk S “—Y_B;=f
ot i ox; (2v55) - zm—( |5 PHeR J) D, Ji
pour I'équation de quantité de mouvement (v = 7 + vp). Le terme f; est donné par
er
fi= éreg Us -

Les équations adjointes sont munies de conditions aux limites et de conditions termi-

nales qui sont indiquées sur la figure 5.2.

Pour I'équation adjointe, le schéma d’intégration temporelle a trois sous-pas de temps

(k=1, 2, 3) s’écrit :

xk ’f(k_l)
T (B B A g A 42k 20
auz‘k 0
8:Ei N

ou A; et B; sont les termes qui sont respectivement discrétisés explicitement et impli-
citement. L’équation adjointe devant étre intégré en temps rétrograde, il faudra prendre
numériquement At < 0. Les valeurs numériques des coefficients Gi, 7% et mp sont données

A la section 2.4.2.2.

Termes traités explicitement A; Afin de simplifier la résolution numérique, tous
les termes formant Sy; S}, sont traités de maniére explicite méme lorsqu’ils contiennent des

dérivées spatiales dans la direction normale.

0 * 4VT *
a %(21/511—'_’5’25115)
8 ( 6u§ 4I/T

8_y +|S|25125> 8 <21/513+|S|25135>
0 By,

ax]’

ous
Al =2 ul Sikl + u9 2

+ B

ous; 0 0 4
A2 =u1 8“ 1 oug au2 8 <21/S21 ‘ S ’2 521 S*>

0 4v
S99 S* 20 8% Soa S§*
TS~ >+az<” 23*\5\2 2 >




K.2 Méthode a pas fractionnaire 253

8U§ " 0 * 4VT *

az +2U3533+£<2V513+W513S>+
8 6u§ 4I/T
a_y< 9z [SP
8E3j
81']'

Az =2u, S§1 + U9

* 0 % dvp *
5235 > +& <2VS33+W5335>+

+ B3

ol

S* - Skl SZ[

Termes traités implicitement B;

0 dy oy
* ou ou 0 ou
1 Juy 3 o 2
B2—ula +2u28 + 5 By +28y<y8y>
_ Ouz 0 ous
By =z dy +8y <V 5y>

ou
Dans Chang (2000), le terme ug 2 apparaissant dans By est traité de maniére expli-

Oy

cite. On le retrouve donc dans Ag sous la forme3 —ug (S7; + S33).

K.2 Méthode a pas fractionnaire

La condition d’incompressibilité pour 1’équation adjointe est imposée comme pour

I'équation d’état (section 2.4.2.4) par une méthode a pas fractionnaire.
Nous commengons par écrire les équations d’état du systéme LES sous forme vectorielle,
soit :

w4 By At M(uF) + 265 kALG (P*k — P <k—1>> — =D o Ar R (K1)

D(u*)=0 (K.2)

ol G représente un opérateur de gradient discret et D un opérateur de divergence dis-

cret. Par identification avec les expressions précédentes du systéme discrétisé en temps, on

oul ouy = Ouj
3. D’aprés ’équation de la continuité pour le champ adjoint, on a ;2 = — < aul + %) d’ou
Y x z

le résultat annoncé.
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trouve :

pour 'opérateur vectoriel M

et pour le second membre r

ry T = D g ArMy (wt D) -y AL AR < A AF2 28k A PERD

ry BT =y 7D g ArMy (ut D) — oy AL AR < At AET2 — 28,k At PR

ry B = s 7D g ArMy(wt D) <y AL AR < At AR — 28k At PERD

En utilisant une factorisation de type LU comme on I’a fait & ’annexe B pour le champ
de vitesse direct, on peut montrer que le systéme d’équations (K.1) et (K.2) s’écrit encore

de la maniére suivante :

g At M @) =D — 28, At fF (Prédiction) (K.3)
1
xk _ pr(k=1)y _ ~xk . .
DG(P P ) YN D(u"") (Equation de Poisson) (K.4)
wt=a*t 28, k AtG(PF — pr () (Correction) (K.5)

ol u”* est une vitesse intermédiaire qui ne vérifie pas nécessairement la condition d’in-

compressibilité.
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Algorithme de résolution Par définition de l'opérateur vectoriel M, la deuxiéme

composante de I'équation de prédiction (K.3) est couplée aux deux autres par l'intermé-

diaire des vitesses intermédiaires u}* et u3*. Pour déterminer la solution de I'équation de

prédiction, nous devrons donc d’abord résoudre les composantes longitudinale et transver-

sale de I’équation de prédiction, puis utiliser les champs obtenus pour résoudre la compo-

sante normale. On est donc amené & résoudre successivement les équations suivantes :

urk

~x k
us

UsE42 B At <u2

outk 9 ([ ouiF\l  cu-n k
+ ﬂkAt |:U2 ay + 8_y <V ay >:| = 7’1 — 2ﬂk At fl
oust 0 ( 0ust\] _ .- k
+ ﬂkAt |:’LL2 ay + 8_y <V ay >:| =T3 — 2ﬂk At f3
duzk 0 [ ow*1\ | .o . o ok
8y + a—y |:I/ 8y = 7‘2 —Qﬁk At f2 —ﬂkAt ul ay +U3 8y
82(P*k _ P*(k—l)) B 1 aa;kk
Ox;0x; 2Bk At Ox;

8(P*k _ P*(k—l))

wk =0 — 28,k At
; B oz,

7
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