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Résumé

Cette thése est consacrée a 'utilisation des méthodes formelles de spécification et de vérification dans
le cadre des techniques déductives basées sur la preuve de théorémes. En particulier, nous nous intéressons
& la spécification et & la vérification mécanique de programmes paralléles décrits en UNITY & l’aide du
démonstrateur du LARCH, Lp. Nous décrivons la formalisation et la mécanisation de la logique et de
la méthodologie d’UNITY & I’aide d’un outil de démonstration automatique du premier ordre et & large
spectre tel que LP et & leur mise en oeuvre dans des exemples utiles et conséquents. Nous formalisons
dans un premier temps la syntaxe et la sémantique d’UNITY dans I’environnement de LP en choisissant
comme outil formel la plus faible pré-condition introduite par Dijkstra. Cette modélisation comprend la
représentation syntaxique concréte des objets prédicats, de la notation de programmation et des prédicats
temporels de UNITY dans une logique du premier ordre. Nous décrivons la construction et la validation
d’une base de faits basée sur I’approche des spécifications LsL. Nous proposons une méthodologie de
preuve incrémentale basée sur 'utilisation d’un démonstrateur pour la vérification mécanisée dans le but
& la fois d’aider & la mise au point des preuves et & la réutilisation des preuves.

Nous illustrons I’approche proposée & 1’aide de trois études de cas. La vérification formelle mécanique
d’un protocole de communication 4 travers des canaux défectueux met en évidence la méthodologie utilisée
pour montrer des propriétés de stireté et de vivacité et comment un démonstrateur peut étre effectivement
utilisé pour détecter des failles dans la spécification. La vérification du probléme des lecteurs rédacteurs
illustre un aspect important dans 1’utilisation des démonstrateurs, & savoir la réutilisation et la mécani-
sation des preuves. Enfin, la vérification d’un protocole de contréle d’un ascenseur permet de comparer
notre approche & celle utilisée avec le démonstrateur d’ordre supérieur HoL.

Mots-clés: Vérification formelle, Vérification mécanique, Méthodologie de vérification, Preuves de Théo-
rémes, Protocole de communication, Unity

Abstract

This thesis is an approach to the formal specification and verification of distributed systems and in
particular to the computer assisted verification. In this work, we use the LARCH Prover to verify concurrent
programs and the chosen specification mechanism is "UNITY logic". We describe the mechanization of
the syntax and the semantic of UNITY in LP, and how we can use the theorem proving methodology
to prove safety and liveness properties. We choose the calculus of the weakest pre-condition of Dijkstra
as the formal tool to reason about UNITY programs. We choose a concrete syntactical representation of
state dependent predicates and the programming notation in first order logic. To ensure the soundness
of the encoding, we use an incremental method for the specifications and standard techniques for the
verification.

To illustrate the feasibility of our approach, we present three case studies of different complexities.
The first one describes the formal verification of a communication protocol over faulty channels, where we
show how we can use the theorem proving methodology to prove safety and liveness of a communication
protocol and how a theorem prover can be actually used to detect flaws in a system specification. The
second study presents the mechanical proof of the correctness of the reader-writer problem. We use this
small example to illustrate the level of details needed to mechanize a structured hand proof. The last
study describes the proof of a lift-control protocol. As the original proof was developed with the HoL
theorem prover, we use this example for a first comparison with the HoL proofs.

Keywords: Formal Verification, Theorem proving, Theorem Prover methodology, Computer checked
proof, Communication Protocol, Unity



A mes parents



vi



Table des matieres

Introduction 1

I Formalisation et Preuve 7

1 Le démonstrateur de théoréme de Larch 9
1.1 Introduction . . . . . . . i o L e e e e e e

1.2 Les spécifications Larch . . . . . ... . .. . .. . . .. . .. e 10

1.2.1 Historique . . . . . . .« o o e e e e 10

1.2.2 Deux niveaux de spécifications . . . . ... ... ... L. 10

1.3 Ledémonstrateur . . . . . . . . . e e e e e e e 13

1.3.1 Lesystemelogique . . . . . . . . . . e e e e e e 13

1.3.2 Quantification . . . . . . . . L L e 14

1.3.3 Axiomes particuliers . . . . . . . . .. Lo L e 15

1.3.4 Les ordres de réécriture . . . . . . . . .. ... L 18

1.3.5 L’immunité et la passivité . . . . . .. ... ... . o 18

1.4 Les méthodes de preuve . . . . . . . . . i v i i i e e e 19

1.4.1 Les mécanismes de réécriture . . . . . ... .. .. e 20

1.4.2 Les méthodesstandards . . . . . . .. .. ... .. ... ... ...... 21

1.4.3 Les méthodes syntaxiques . . . . . . . ... ... e 24

1.4.4 Preuve de schéma d’induction . . . . . ... . ... ... .. ... ... 26

1.4.5 Preuve de régles de déduction . . . . . ... ... oo 26

1.5 Comsistance . . . . . o v v i e e e e e e e e e e e e e e e e 27

1.6 Remarques générales . . .. . .. . ... . ... 27

2 Formalisation et Mécanisation d’Unity 29

2.1 Introduction . . . . . . . . o e e 29

2.2 Lalogique ’UNITY . .. . ... o o e 30

2.3 Le langage des structures booléennes . . . . . ... .. ... ... o L. 31

2.3.1 Préliminaires . . . . . . . . .. e e 31

vii



viii Table des matiéres
2.3.2 Lelangageobjet . . . . . . . . e 33
2.3.3 Mécanisation . . . . ... e e e 42

2.4 Les PrOgramimnes . . . . . v v v v v e vt e e e e e e e e e e e e e e 44
24.1 Leswvariables . . . . .. . . . .. e 45
2.4.2 TLlaffectation. . . . . . . . .. . e 48

2.5 Lecalculdes wp . . . . . . . e 48

2.6 Les substitutions textuelles . . . . ... ... .. ... . L o o . 51
2.6.1 Les substitutionsde base . ... ... .. ... ... . . o0 53
2.6.2 Les affectations multiples . .. . ... ... .. . .. o o oL 58

2.7 Les opérateurs temporels . . . . . . . ... e 60

2.8 Correction . . . v v o i e e e e e e e e e e e e 65
2.8.1 Laformalisation d’Unity . . . . . . .. .. ... . . 65
2.8.2 L’axiome de substitution . . . . . ... ... . oL oo 66

2.9 Conclusion. . . . . . . i i i e e e e e e 69

3 Spécification et Vérification de la base initiale 71

3.1 Les obligations de preuves . . . . . . . . o o e 72

3.2 Les entiers et leurs preuves . . . . . . . ..o e e e 72
3.2.1 Labaseinitiale . . . . . . .. .. 72
3.2.2 Propriétéssurlesordres . . . . . . .. L. e e 73
3.2.3 Preuve d’un schéma d’induction . . . . . .. ... ... ... 0., 81
3.24 Preuve d’un existentiel . . . . .. ... oo 82
3.25 Déduction . . . . ... e e e e 83
3.26 Preuve ParCas . . . v v v i i i e e e e e e e e e e e e e 83
3.2.7 Stratégiede choix. . . . . . ... e 84

3.3 Les expressions et leurs preuves . . . . . . . ..o e 84

3.4 les séquences et leurs preuves . . . . . . . . o e e e e e e e 86
341 LesPiles. . . . . o o e 86
342 Lesfiles . . . . . o e 88
3.4.3 Obligation de preuves . . . . .. . . o i e e 89
3.4.4 Enrichissement . . . .. . . ... e 93
3.4.5 Ordre partiel sur les séquences . . . . . .. ... ... . oo 96
3.4.6 Preuve par induction de profondeurp . .. ... ... ... ... ... 99
3.4.7 Quantificateur existentiel . ... .. .. . . ... L o oo, 101

3.5 Les opérateurs temporels et leurs preuves . . . . . ... L o0 104
3.5.1 Unless . . . o 0 0 o e e e e e e e e e 105

3.0.2 EnNSures . . . . . i i e e e e e e e e e e e 110



3.6 Conclusion

3.5.3

Leads_to . . . . . . o o e e

Une nouvelle axiomatisation

4.1 Introduction . . . . . . . . . . e e
4.2 Ensures . . . . . .. e e e e e e e e e
4.3 Preuves des regles d’inférence . . . . .. ... L L o e
4.3.1 Réflexivité . . . . . . . e
4.3.2 Affaiblissement . . . . .. . ... ... e
4.3.3 Conjonction . . . . . . . . L e e e e e e
44 Leads_to . . . . o o o e
4.4.1 TImpossibilité . . . . . . . . . e
4.4.2 Disjonction . . . . . .. e e e e e e e e
4.4.3 Elmination . . . .. .0 e e e
4.4.4 Progres-Sreté-Progrés . . . . . . . o v oo
4.4.5 Le principe d’induction . . . .. ... . o
4.5 Utilisation des regles d’inférence . . . . . . .. ... . .. .
4.6 Conclusion. . . . . . . . L e e e e
Méthodologie
5.1 Introduction . . . . . . o v v e e e e e e
5.2 Une méthode triviale . . . . . .. . .. .
5.3 Une méthodeincrémentale . . . . . . . . ... ... o e
5.3.1 Lesobjetsprédéfinis . . . ... ... . ... ... e,
5.3.2 Définition des objetsde base . . . .. ... ... o o oo '. -
5.3.3 Enrichissement delabase . ... ... ... ... .. ... . . ...
5.3.4 Déduction et Vérification . ... ... ... ... ... . 0.
5.3.5 Validation et Amélioration. . . . . . . ... ... . ... L.
5.4 Les stratégiesde preuves . . . . . . . ... L o o e
5.4.1 Llinduction . . . . . . .. e e e
5.4.2 Les méthodes syntaxiques . . . . . . . ... oL e
5.4.3 Factorisation des preuves . ... .. e e e e e e e e e e
5.4.4 Le calcul de paires critiques . . . . . . . ... ..o L oL
5.4.5 Les informations sur ’orientation . . . .. .. ... ... .. ... ... ..
5.4.6 Preuve Parcas . . v v v v v i v e e e e e e e e e e e e
5.4.7 Une stratégie de preuve classique . . . ... ... ... ... ... ... ..
5.4.8 Preuves paramétrées . . . . . . . ... 00 e e e e

........................................

ix

114
116

119
119
120
121
121
122
124
130
132
137
140
141
144
145
148



Table des matiéres

5.5

5.4.9 Gestion des quantificateurs existentiels . . . . .. ... .. ... .. .. ..
5.4.10 Utilisation deslemmes . . . . .. ... .. .. ... ... .. ...
5.4.11 L’immunité et la passivité . . .. ... ... ... ... ... ... .....

Conclusion . . . . . o v o e e e e e e e

II Les études de cas

Avant-propos

6 Un protocole de communication & travers des canaux défectueux

6.1
6.2

6.3
6.4

6.5
6.6

Introduction . . . . . . . . e e e
Un protocole de communication & travers des canaux défectueux ... ... ...
6.2.1 Présentation du probleme . . . . ... ... Lo oo
6.2.2 Spécification du canal de transmission défectueux . . . .. .. ... .. ..
6.2.3 Spécification du protocole de communication . ... ... ... . ... ..
Représentation avec LP . . . . . . . . . . .. o
Obligations de preuve: SQireté . . . . . . . .. ... ...
6.4.1 Invariant 1 . . . . . . . . . e e e
6.4.2 Invariant 3 . . . . . .o e e e e e e
6.4.3 Invariant 2 . . . . . . . e e e
6.4.4 Construction d’un invariant . . . ... ... ... . .
6.4.5 Remarques sur la mécanisation . . .. .. ... ... ... .00
Obligations de preuve: Vivacité . . . . . . . . . .. . .. . .. e
Discussion et Conclusion . . . . . . . . . . .. . . . . . e

7 Le probleme des Lecteurs-Rédacteurs

7.1
7.2
7.3
7.4

7.5
7.6

Le programme. . . . . . . o v it e e e e e e e e e
Correction . . . . . . . i e e e e e e e e e e e e
Représentationen LP . . . . . . . .. . . . e e
Obligations de preuves . . . . . . . . . . . e e e e e e
7.4.1 Propriétédeslreté . . . . . . . . ... e e
7.4.2 Propriété de vivacité . . . . . . . . L e e e
7.4.3 Le principe d’induction du Leads_to . . . ... ... ... .. .......
La preuve mécanisée en HOL-Unity . . . . . . ... ... ... ... . ...
Amélioration . . . . . ... e e e e
7.6.1 Ensures . . .. . . . i e e e e e e
7.6.2 Leads_to . ... . . . . e e

169

171

173
173
174
174
175
176
178
179
179
184
185
187
191
191
195



7.7 Conclusion . . . . . o o e e e e e e e

8 TUn protocole de contréle d’un ascenseur

8.1 Le protocole de controle d’un ascenseur . . . .. .. ... .. ... ... ...,

8.2 Formalisation avec LP . . . . . . . . . . e

8.2.1
8.2.2

Variable d’état et Variable de preuve . . . . . . . ... ... ... .. ...

Le programme . . . . . . . . i i i e e e e e e e

8.3 Les obligations de preuves . . . . . . .. ... L e

8.4 Lapreuve mécanisée . . . . . . . . ... e e e

8.5 DISCUSSION . & v v v v v e i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Conclusion

..........................................

TravauX CONMNEXES & v v v v v v e v e b e et e e e e e e e e e e e e e e e e e

Perspectives
Bibliographie
Index

Index

..........................................

xi

217

219
219
221
221
222
224
227
230

233
233
236
243

245

251

251



xii

Table des matiéres




3.1
3.2
3.3
3.4

4.1

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Table des figures

La spécification des entiers naturels . . . . . . . ... ... ... .. ... ..... 74
La spécification des séquences . . . . . . . . . . ... e 105
Preuve de la regle d’empossibilité . . . . . . ... .o 115
Labasederegles . . . . . . . . i e e 116
Schématisation de 'axiome leads_to2 . . .. ... .. ... .. ... ....... 131
Les composants du protocole de communication . . . . ... ... ... ...... 175
Description de 'invariant 1 . . . . . . . . . . . ... . e 180
Un état non accessible . . . . .. ... . 183
Transmission avec perte d’acquittement et états non accessibles . . .. ... ... 188
Diagramme des applications de la regle d’élimination . . . . .. . ... ... ... 194

xiii



xiv

Table des figures




Introduction

L’importance des méthodes formelles pour la spécification et la vérification des systemes
informatiques est un fait établi, reconnu par les industriels, aprés ’avoir été par la communauté
académique. Des applications mettant en jeu des vies humaines (avions, centrales nucléaires,
médecine) aux programmes de jeux pour enfants, en passant par les applications stratégiques
(bourse, armée), le logiciel est omniprésent. Disposer de méthodes de validation et de vérification
efficaces est donc nécessaire pour la fiabilité de systémes de plus en plus complexes. Les récents
problémes du “bug” du Pentium, et du systéme SOCRATE sont 1a pour nous le rappeler.

L’architecture des logiciels modernes intégre de plus en plus de parallélisme, du fait notam-
ment de 'importance que prennent les architectures clients-serveurs et de maniere générale les
architectures distribuées. Or ces systémes, ou différents composants interagissent, sont difficiles 3
appréhender, & maitriser, et surtout & mettre au point. Par conséquent, compte tenu de la faillite
des techniques classiques de conception, de débogage et de test dans ces systémes, les méthodes
de vérification formelle deviennent les seuls outils dans ce contexte.

Plusieurs techniques de vérification mécanique sont utilisées ou combinées, & savoir les tech-
niques dites déductives et les techniques par évaluation de modéles. Ces derniéres sont automa-
tiques & l'inverse des techniques déductives mais sont d’un usage limité aux systémes finis. Pour
les logiciels distribués, pour lesquels les outils traditionnels de test ne sont plus utilisables, a
cause notamment de la non-reproductibilité des anomalies et de I’explosion combinatoire, 1’uti-
lisation des méthodes déductives semble étre une alternative prometteuse. Bien qu’une grande
diversité de formalismes existe et que de nombreux outils de validation performants soient dis-
ponibles, I'utilisation des méthodes déductives semble étre confinée aux milieux académiques?.
Ceci est probablement di d’une part, & ’absence de méthodologie dans I'utilisation des outils
de validation, et d’autre part au manque d’exemples convaincants pour illustrer 'application des
méthodes déductives.

Par ailleurs, les méthodes formelles sont souvent associées & la notion de vérification en
occultant celle de spécification. Or les spécifications formelles, outre leur nécessité théorique,
sont un moyen de communication puissant dans une communauté d’experts qui collaborent
au développement d’un logiciel. Elles permettent I'utilisation d’un langage non ambigu pour
communiquer et pour cerner les besoins afin de produire une spécification formelle & partir des
spécifications informelles souvent vagues et contradictoires.

Dans ce contexte, notre objectif consiste a étudier 'utilisation d’un logiciel de démonstration
automatique pour la spécification et la vérification des systémes paralleles. En particulier, nous
nous sommes intéressés & la vérification mécanisée des programmes UNITY [Cha88] 3 l’aide
du démonstrateur de théorémes du LARCH, 3 savoir LP [Gar91]. Ces deux outils choisis, 'un
comme environnement de spécification et I’autre comme outil de vérification, nous permettrons

1. 11 est possible que certaines industries utilisent ces méthodes (comme par exemple INTEL) mais n’en font
pas une grande publicité pour conserver un avantage technologique.



2 Introduction

d’illustrer certains aspects importants liés aux méthodes formelles, & savoir la nécessité de spécifier
rigoureusement les objets sur lesquels porte le raisonnement et la fragilité des preuves informelles
généralement basées sur des intuitions dont un outil de validation ne peut se satisfaire.

Spécification et vérification formelle

Le probleme de fiabilité et de correction d’un systéme a pris les proportions d’une crise dans
le domaine de développement du logiciel. Ce probléme n’est pas nouveau, il est apparu dans les
années soixante comme étant la crise du logiciel et 30 ans apreés, il est encore présent.

Les approches courantes de développement de logiciel sont primitives et ad-hoc. Les pro-
grammes sont développés avec un processus d’essai et d’erreur. Etant donné un probleme, le
programmeur utilise son intuition pour développer un programme supposé le résoudre. Le pro-
grammeur estime que son travail est correct lorsque le programme congu s’exécute correctement
sur un sous ensemble d’entrées qu’il considére comme typiques. Dans un logiciel complexe, plu-
sieurs de ces programmes (possiblement erronés) interagissent, et les erreurs subtiles et insidieuses
peuvent provenir de cette interaction. Localiser des erreurs dans un tel systéme revient & trouver
une aiguille dans une botte de foin: c’est un processus long, cofiteux en efforts et en temps et
pas toujours couronné de succes.

Cette approche ad-hoc pour le développement de logiciel a un certain nombre de conséquences
néfastes. Tout d’abord, la nature imprévisible du débogage fait qu’il est difficile pour les ges-
tionnaires de logiciel de prévoir des deadlines aux projets. De plus, ’absence d’un argument
convaincant de correction se reflete par I'absence de garantie des produits logiciels lorsqu’ils sont
livrés aux clients. Enfin, ces approches ne peuvent é&tre généralisées a de larges systémes et sont
inacceptables lorsqu’on développe des programmes dont la fiabilité est cruciale pour la sécurité
ou la vie d’&étres humains.

Des les années soixante, R. Floyd, C.A.R Hoare et W. Dijkstra furent les pionniers d’une nou-
velle approche pour le développement des programmes. Cette approche révolutionnaire consistait
a vérifier formellement un programme & partir de son texte sans jamais ’exécuter. Le proces-
sus de conception d’un programme fut alors élevé a la preuve de théorémes mathématiques.
R. Floyd [Flo67] introduit I'idée des assertions inductives pour prouver la correction des pro-
grammes séquentiels, ol un programme est spécifié comme un diagramme et sa vérification est
réduite & prouver deux types de propriétés: ’invariance (ou correction partielle) et la termi-
naison (ou correction totale). Ceci a été suivi par plusieurs théories pour le développement des
programmes séquentiels, notamment les triplets de correction partielle de Hoare [Hoa69] et la
plus faible pré-condition de Dijkstra [Dij76].

Dans les années soixante dix, "importance du non-déterminisme et ’apparition du parallélisme
ont poussé les chercheurs 3 étendre ces techniques de vérification pour prendre en compte les pro-
grammes dits paralléles et /ou concurrents. Les programmes paralleles sont des objets complexes
a concevoir et & analyser et le parallélisme ajoute une dimension supplémentaire & la difficulté
intrinseque de I’activité de programmation. Cette complexité rend d’autant plus nécessaire une
approche formelle pour la spécification et la vérification. Plusieurs approches furent alors dévelop-
pées pour la spécification et la vérification des programmes paralleles, notamment CSP [Hoa85] de
Hoare, CCS [Mil80| de Milner, celles basées sur la logique temporelle, [Lam91, Man91, Man82],
et enfin les approches axiomatiques [Owi76, Lam82]. Contrairement & ’approche séquentielle,
aucune approche ne fait 'unanimité en ce qui concerne le parallélisme.

A la fin des années 80, Chandy et Misra développent UNITY [Cha88], un environnement pour
la spécification et la vérification des programmes paralleles. Le traitement du parallélisme est



alors ramené au strict nécessaire (a ’essentiel), ot tous les aspects du langage de programmation
et ceux liés a ’architecture cible sont occultés.

Deux approches pour la vérification mécanique

La méthode de vérification de modéles (model checking) [Que81| [Cla86] [Arn89] a été utilisée
avec succes pour vérifier de fagon automatique des propriétés d’un systeme & comportement fini,
avec une interaction minime de ’utilisateur. Le systéme est représenté par un modele de transition
d’état et les propriétés sont spécifiées dans une logique temporelle. Cependant, le probleme de
complexité (de graphe d’états) limite souvent I’application de cette méthode.

La preuve de théorémes est une alternative prometteuse & la vérification automatique de
modeles, ou la vérification formelle est basée sur ’utilisation d’un démonstrateur automatique.
En effet, compte tenu de la complexité de la vérification et des objets manipulés, il est essentiel
de pouvoir automatiser la conduite des preuves ou tout au moins d’en assurer la validité par

Putilisation d’un assistant de preuve.

Pourquoi Unity?

"Because its simplicity and elegance, especially with respect to its treatment of progress
properties, UNITY may be better suited as a tool for the design of correct software."

"The sheer number and diversity of examples that Chandy and Misra tackle, and their com-

plexity, comprises a convincing argument for the practical significance of this approach"
Ces appréciations d’Edgar Knapp [Kna94] et de Rob Gerth et d’Amir Pnueli [Ger89] & propos
d’UNITY résument les deux principales raisons pour le choix d’UNITY comme environnement
de spécification et de vérification de programmes paralleles et distribués. Chandy et Misra se
sont basés sur le principe que la plupart des difficultés proviennent du fait que ’on n’arrive
pas & séparer 'algorithme abstrait de son implémentation. Par conséquent, ils ont développé
un environnement de spécification et de vérification de programmes paralléles, ol les notions de
controle de flux de données et d’architectures sont occultés. Un programme UNITY n’est autre
qu’un ensemble d’instructions d’affectations conditionnelles multiples. Une exécution d’un pro-
gramme débute dans un état satisfaisant les conditions initiales et se poursuit par exécution des
affectations sélectionnées suivant la régle d’équité inconditionnelle suivante : chaque instruction
est choisie infiniment souvent. L’exécution se poursuit indéfiniment jusqu’a ce que le programme
atteigne son point fixe, c’est & dire un état tel que toute affectation exécutée a cet état ne modifie
pas les variables du programme.

La logique d’UNITY est un fragment de logique temporelle dans le sens ol elle comprend la
logique du premier ordre avec les régles usuelles du calcul des prédicats, enrichie avec des modalités
temporelles pour exprimer les propriétés qu’un programme parallele doit vérifier. Malgré sa
simplicité, UNITY a été utilisé pour dériver des algorithmes pour une large variété de problemes
rencontrés dans la programmation paralléle [Sta88, Kna90] et dans 'industrie [Sta92, Sta93].

Le modele proposé regroupe plusieurs notions essentielles de programmation telles que : syn-
chrone, car il permet de modifier la valeur de plusieurs variables par une seule instruction (ato-
mique); asynchrone en spécifiant peu sur ’ordre dans lequel seront exécutées les différentes
instructions du programme; communication de processus par partage de variables, par envoi de
messages, etc.

Plus précisément, UNITY fournit des prédicats pour la spécification, des régles pour dériver des
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spécifications directement & partir du texte du programme et un systéme de preuve pour vérifier
les propriétés importantes des programmes concurrents, a savoir la sdreté et la vivacité.

La caractéristique importante d’UNITY est la séparation entre ’algorithme spécifiant le
probleme et ’architecture sur laquelle doit étre implanté ’algorithme. Il définit une séman-
tique générale pour les programmes concurrents qui permet des raffinements du programme
général (indépendant de ’architecture) & un programme spécifique a une architecture particuliére.

Malgré la relative simplicité du modele proposé, la vérification formelle d’un programme
spécifié en UNITY nécessite une analyse précise et minutieuse mettant en jeu un nombre consi-
dérable de détails cruciaux pour la preuve. Par conséquent, I’utilisation d’un démonstrateur de
théorémes s’avere nécessaire pour automatiser certaines étapes de vérification afin de valider la
correction des preuves effectuées et donc du programme.

Plusieurs outils ont été utilisés pour la vérification des programmes UNITY, tels que le systéme
NQTHM de Boyer et Moore [Boy88|, le démonstrateur d’ordre supérieur HoL [Gor93] et plus
récemment, la méthode B [Bro93].

Pourquoi le démonstrateur du Larch?

UNITY offre une logique et une notation permettant de décrire le calcul et les raffinements
successifs du programme par une spécification abstraite, sans faire référence & la séquence d’exé-
cution du programme. Cette vue syntaxique du programme rappelle le style des spécifications
du projet LARCH [Gut93], qui mettent ’accent sur la clarté plutét que sur ’exécutabilité. Ce
projet a donné lieu & un outil d’aide & la vérification, le LARCH PROVER, qui est d’un abord
assez simple tout en fournissant de nombreuses méthodes de preuve.

LP est considéré comme un assistant de preuve et non comme un démonstrateur automatique
du fait qu’il requiert une certaine dose d’interactivité. Nous considérons cette derniére comme une
caractéristique primordiale dans le sens ot le but que nous lui assignons consiste & détecter des
erreurs de conception, ce qui perturbe généralement gravement les outils trés automatisés aptes
a prouver élégamment mais inaptes & échouer proprement. Or notre recherche s’inscrit plutot
dans la certification et la mise au point des preuves que dans ’automatisation des preuves.

En effet, dans le contexte de développement de logiciel, vérifier une étape de conception ne
se ramene pas & répondre par un "oui" ou par un "non", mais plutét a faire un diagnostic de la
preuve afin de déceler les causes des erreurs de conception pour permettre leur correction. Dans
un tel contexte, nous considérons LP comme un assistant de preuve ou un correcteur de preuve,
car il n’effectue pas de fagcon automatique des preuves difficiles et il n’utilise pas d’heuristiques,
comme le systtme NQTHM de Boyer&Moore [Boy88|, pour générer des conjectures utiles & la
preuve. Par contre, il offre un ensemble d’outils et de méthodes pour la mise au point des preuves
(expressivité, différents niveaux de traces) tout en offrant un degré d’automatisation suffisant
pour mener & bien et automatiquement les étapes fastidieuses et répétitives des preuves.

Les objectifs

Dans cette thése, nous nous intéressons & la formalisation et & la mécanisation de la logique
et de la méthodologie d’UNITY & ’aide d’un outil de démonstration automatique du premier
ordre et a large spectre tel que LP [Gar91] et & sa mise en oeuvre dans des exemples utiles et
conséquents . Le but de cette recherche étant de spécifier et de vérifier des propriétés de sdreté



et de vivacité des programmes concurrents non triviaux spécifiés dans I’environnement UNITY,
de proposer une méthodologie de preuve a I’aide d’un outil de vérification mécanique et enfin de
valider cette approche a travers des études de cas réalistes.

Nous nous intéressons particulierement & 'utilisation des méthodes formelles de spécification
et de vérification dans le cadre des techniques déductives basées sur la preuve de théoremes.
Pour cela, nous explorons la formalisation de la logique sous jacente & UNITY dans la logique
du premier ordre de LP. Cette formalisation consiste d’une part & choisir un modele sémantique
pour les programmes UNITY et d’autre part, & définir les concepts d’UNITY dans ce modele.

La sémantique d’un programme UNITY peut étre vue comme celle d’un modele de transition
d’états, ou les variables du programme caractérisent I’ensemble d’états et ou les actions du
programme représentent les transitions. Une exécution d’un programme UNITY débute dans un
état satisfaisant la condition initiale et se poursuit indéfiniment en choisissant une instruction &
exécuter. La sélection est sujette & la contrainte d’équité inconditionnelle: Pour une exécution
infinie, chaque instruction est choisie infiniment souvent. Les régles de preuves d’UNITY pour
montrer les propriétés de progrées sont construites en utilisant cette contrainte d’équité. Dans
un tel modele, un programme UNITY peut étre considéré comme un ensemble de séquences
d’exécution équitables. Par contre, alors que dans un modele de calcul basé sur les états, le
raisonnement porte sur une séquence d’exécution (& la fois), les opérateurs temporels de UNITY
expriment des propriétés sur les programmes, considérés comme des ensembles de séquences
d’exécution équitables.

Nous avons choisi pour modele sémantique le calcul de la plus faible pré-condition de Dijkstra,
en raison de la simplicité des constructions UNITY qui ne sont que des affectations. Nous avons
alors formalisé la logique d’UNITY et son systeme de preuve. Cela consiste a définir une base
de faits représentant les données de base sur lesquelles porte le raisonnement. Cette base de fait
définissant les entiers, les listes, les expressions booléennes, est utilisée dans tous les programmes
UNITY et plus généralement, elle est indépendante du modele UNITY. Par la suite, nous avons
formalisé le calcul des prédicats nécessaire pour définir les trois relations temporelles qui sont
a la base de la logique d’UNITY et son systéme de preuve constitué par des régles d’inférence
dérivées de ces relations temporelles.

La deuxieme partie consiste & appliquer cette formalisation & des programmes UNITY afin
de vérifier leur correction, et ceci & ’aide du démonstrateur LP. Le but de ces études de cas est
d’une part, de prendre en compte des problemes de tailles croissantes et d’autre part, d’illustrer
P’utilisation des méthodes formelles de vérification lorsqu’on s’intéresse & des problemes complexes,
pour la détection des erreurs dans la spécification initiale ou dans la preuve informelle. En effet,
Lp fournit un langage de spécification et un systéme interactif de vérification basé essentiellement
sur la réécriture. Néanmoins, il ne fournit aucune indication sur la méthode & utiliser pour une
application pratique, c’est a dire qu’il ne fournit pas de méthodologie. Or pour un application
pratique, la question décisive est de savoir comment organiser le travail, quand spécifier quos et
a quel niveau de détail, et quand prouver quot.

Notre premiere expérience, et non la moindre, fut de vérifier la correction d’un protocole
de communication ¢ travers des canauz défectueuz. Cette application, dont les résultats sont
conséquents nous, a permis de traiter ensuite le probleme des lecteurs-rédacteurs ainsi qu’un
protocole de contréle d’un ascenseur.
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Plan de la these

Ce document est organisé en deux parties. La premiere partie est consacrée 4 la formalisation
de la base de faits, des objets manipulés par les programmes, tels que les entiers naturels ou les
listes, et celle d’UNITY. Nous commengons par une présentation du démonstrateur LP et de ses
concepts fondamentaux. Nous décrivons, dans le chapitre 2, notre approche pour la formalisation
d’UNITY, qui consiste & définir le méta-langage des prédicats nécessaire & la définition du calcul
des wp ainsi que les substitutions textuelles nécessaires 3 la formalisation des affectations. Cela
nous permet de définir les opérateurs temporels en LP et les régles d’inférence du systéeme de
preuve associé 4 UNITY. Nous présentons par la suite la spécification et la vérification de la
base de faits qui comprend les objets de base manipulés par les programmes UNITY. Enfin, nous
proposons, dans le dernier chapitre de cette premiére partie, une méthodologie de spécification et
de vérification 4 I’aide d’un outil de démonstration automatique. En particulier, nous proposons
une méthode incrémentale pour la spécification d’une base de travail ainsi que des principes de
gestion et d’organisation des preuves complexes.

La seconde partie de cette these est dédide aux études de cas. En particulier, nous décrivons la
vérification de trois études de cas de différentes complexités, & savoir la vérification d’un protocole
de communication & travers des canaux défectueux, celle du probléme des lecteurs rédacteurs et
enfin la vérification d’un protocole de contréle d’ascenseur.

Nous concluons ce document par ’étude des travaux connexes, de la portée de cette recherche,
et enfin "analyse des perspectives de ce travail.



Premiere partie

Formalisation et Preuve






Chapitre 1

Le démonstrateur de théoréeme de Larch

1.1 Introduction

Les méthodes formelles de spécification et de vérification ont été proposées pour réaliser
I’impossible, & savoir obtenir des programmes et des systémes fiables prouvés corrects. Néanmoins,
jusqu’ici ces méthodes ont été considérées difficiles et coliteuses en pratique. Par conséquent,
certains doutes ont été formulés quant & I’utilisation des méthodes formelles en pratique ainsi
que sur leur généralisation. Néanmoins, depuis un certain nombre d’années, quelques expériences
réussies ont été menées dans la vérification formelle des circuits matériels, dont on peut citer
la plus connue, la vérification d’un microprocesseur par Hunt [Hun86]. Cette vérification ne
s’est pas arrétée aux circuits matériels mais & toute forme de logiciels, comme par exemple la
vérification d’un algorithme de récupération de mémoire (Garbage Collector) concurrent par
Doligez et Gonthier [Dol94].

Les méthodes formelles se sont avérées nécessaires pour améliorer la fiabilité des logiciels. Dans
ses débuts, la vérification formelle concernait des programmes finis (vérification post-mortem),
mais on s’est vite apercu que cette vérification serait plus profitable si elle était réalisée en
cours de conception du programme, en partant d’une spécification formelle du probleme donné
et en construisant le programme et sa preuve pas a pas. C’est en particulier les méthodes de
transformation de programmes qui permettent, avec une approche descendante mécanisée, de
construire des programmes corrects.

Néanmoins, méme les méthodes de vérification les plus avancées ne peuvent résoudre aussi
facilement le probleme de la fiabilité de logiciel. La fiabilité d’un programme correct (vérifié
formellement) dépend de fagon cruciale de la correction de sa spécification formelle. En effet, la
vérification n’a de sens que si les besoins sont formulés correctement. En fait, dans une application
pratique, c’est une tache importante dans le développement que de cerner les besoins et de donner
une spécification formelle & partir des spécifications informelles, souvent vagues et contradictoires.
De plus, il s’avere souvent nécessaire de modifier et de rafliner la spécification initiale pendant
le processus de développement, pour prendre en compte de nouveaux faits et pour avoir des
solutions élégantes et plus efficaces. Par conséquent, produire les spécifications des besoins a un
role crucial dans le développement. L’ingénierie de le spécification est le domaine d’application le
plus important des méthodes formelles, ot les techniques de spécifications, incluant les techniques
de vérification, ont un impact crucial . Néanmoins, ces méthodes nécessitent un nouveau type de
développement et par conséquent des outils différents.

Plusieurs projets dans le domaine de ’ingénierie du logiciel ont élaborés des modeles et des
théories. Mais ces domaines ne sont pas toujours formalisés, ce qui crée de nouveaux probleémes
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pour la programmation et les méthodes formelles. En effet, ces domaines doivent étre connus par
l'ingénieur et doivent étre mis dans une certaine forme de fagon & ce qu’ils puissent &tre utilisés
pour les spécifications et leurs représentations en un programme. En particulier, I'ingénieur ne
doit pas refaire toutes les preuves théoriques d’un domaine spécifique quand il applique ou
utilise des méthodes formelles. Il faut que la théorie et les théoremes de 1’application soient
dans un formalisme adéquat pour des développements ultérieurs et dans lequel la validité de
la formalisation peut &tre testée aussi facilement que possible. Ce dont on a besoin est donc
une interface entre le monde des applications et celui de la programmation. Les spécifications
axiomatiques, en particulier les spécifications du LARCH, peuvent &tre cet interface.

1.2 Les spécifications Larch

1.2.1 Historique

Le projet LARCH a débuté avec la these de John Guttag en 1975, mais dés 1974, Jim Horning
et lui constatent qu’une approche purement algébrique des spécifications n’était pas “pratique”.
Ils proposent alors une approche qui combine les spécifications algébriques et les spécifications
opérationnelles qu’ils appelérent les spécifications “dyadiques” [Gut74]. En 1980, ils développent
la base des spécifications & deux niveaux (two-tiered), appellation introduite par Jeannette Wing
dans sa these en 1983 au MIT [Win83]. En 1983, une premitre version du langage partagé du
Larch fut publiée [Gut83], puis raffinée en 1985 [Gut86]. En 1990, certains outils pour LARCH sont
disponibles pour vérifier et corriger des spécifications [Bou92] [Lau92], dont le plus important est le
démonstrateur du LARCH, ou LARCH-PROVER, développé essenticllement par Stephen Garland et
John Guttag au DEC System Research Center et au MIT. En 1992 a eu lieu le premier Workshop
sur le LARCH, ol nous avons présenté notre premidre expérience avec LP [Che92b]. Enfin, en
1993, I’essentiel de cette recherche du projet LARCH fut concentré dans [Gut93].

1.2.2 Deux niveaux de spécifications

Une spécification doit étre d’une part, assez rigide pour exclure des implémentations non
acceptables, et d’autre part assez souple pour permettre une implémentation élégante et efficace.
Par conséquent, une spécification doit avoir sufisamment de contraintes mais ces contraintes
doivent étre indépendantes de 'implémentation. Une spécification “déclarative” liste les propriétés
que doit avoir 'implémentation, par opposition & une spécification opérationnelle, qui produit
une solution ayant les propriétés désirées sans forcement les décrire (Elle décrit une fonction en
montrant comment on la calcule). Les avantages et les inconvénients des unes et des autres sont
discutables en terme d’exécution, de rapidité, de modularité, de réutilisation, etc. Néanmoins,
il est difficile de distinguer dans une spécification opérationnelle les propriétés essentielles de
celles qui ne le sont pas, ceci dépend généralement du contexte ot on évalue la spécification. Par
contre, on peut toujours enrichir une spécification déclarative (axiomatique) afin d’exprimer de
nouveaux besoins, et plus généralement de nouvelles propriétés.

Larch est une famille de langages de spécifications axiomatiques (ou langage de spécifications
algébriques). Ces spécifications utilisent un langage formel, qui comprend une notation, une
sémantique et une relation de satisfaction. Chaque spécification comprend une composante écrite
dans un langage d’interface, LARCH INTERFACE LANGUAGE, dédié 3 un langage de programma-
tion particulier et une composante écrite dans un langage formel, LARCH SHARED LANGUAGE,
indépendant de toute implémentation. Dans ce document, nous utilisons exclusivement les
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spécifications LSL.

Les éléments de base des spécifications LSL sont les sortes et les opérateurs. Les sortes sont
des objets syntaxiques qui peuvent é&tre des types, & la différence prés qu’un type est généralement
& la fois un ensemble de données et un ensemble de fonctions opérant sur ces données 2. Les sortes
sont des ensembles non vides disjoints de valeurs et les opérateurs sont des fonctions totales sur
ces sortes. Le Trait est ’entité de base d’une spécification LSL.

Exemple 1.1 Le trait suivant est une ariomatisation des ensembles finis :

Ens(Elem,Set) :trait

introduces
: —> Set
insert : Elem,Set —> Set
_.€__ : Elem,Set —> Bool
assert

Set generated by {},insert
Set partitioned by €
Y s:Set, e,e1,e2:Elem

(e € {})=false;
el € insert(e2,s) <=> (el = e2) \/ (el € s)

implies
insertgenerated ({} for empty)
YV e,e1,e2:Elem, s:Set
insert(e,s) # {};
insert(e,insert(e,s)) = insert(e,s);
insert(el,insert(e2,s)) = insert(e2,insert(el,s))
converts €

ot insertgenerated(Elem,Set) est le trait suivant:
insertgeneragted(Elem,Set) :trait
introduces
empty : —> Set
insert:Elem,Set —> Set
assert Set generated by empty,insert

Le mot clé introduces déclare une liste de fonctions en spécifiant leurs signatures. assert in-
troduit un ensemble d’axiomes (équations) qui définissent certaines propriétés des opérateurs
introduits. Une spécification LSL ne correspond pas forcément & un type de donnée abstrait dans
le sens ol I’ensemble des axiomes ne définit pas toutes les opérations qui caractérise le type3.
Les constructeurs generated by et partitioned by permettent d’enrichir la théorie équationnelle
du trait. La primitive generated by déclare une liste d’opérateurs, Lops, comme étant un en-
semble complets de générateurs de la sorte. Chaque valeur de la sorte est équivalente & un terme
construit en appliquant un nombre fini de fois les opérateurs appartenant & Lops. Cela définit
donc un schéma d’induction trés utilisé pour prouver des théorémes par induction.

La primitive partitioned by déclare un ensemble complet d’observateurs* pour la sorte. Deux
valeurs de la sorte peuvent é&tre identifiées de fagon unique par ces opérateurs. Par exemple, deux
ensembles contenant les mémes éléments sont égaux.

2. On peut associer a une sorte plusieurs types différents selon les fonctionnalités considérées
3. D’oi1 la différence entre un trait et une spécification algébrique.
4. Ce sont des opérateurs dont le domaine est le sort identifié et le co-domaine est une autre sorte.
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On peut aussi combiner deux traits. La théorie résultante est 'union des deux théories, c’est &
dire 'union des parties introduces et assert.

Le trait Ens(Elem,Set) inclue le trait insertgenerated(Elem,Set), oli 'opérateur empty est "re-
nommé" en {}. Ce dernier est un abstraction des propriétés usuelles des structures de données
qui contiennent des éléments (ensemble, files, piles, etc), oli la clause generated by spécifie que
toute valeur de S peut étre construite & partir de empty auquel on applique un nombre fini de
fois insert.

Chaque trait définit une théorie dans la logique du premier ordre multi-sortée, une théorie
étant un ensemble de formules et leurs conséquences logiques (équationnelles). Cette théorie est
définie par les assertions du trait, les axiomes usuels de la logique du premier ordre et tout ce
qui en découle mais rien de plus. Chaque formule apparaissant dans le trait est une formule de la
théorie du trait. Cette interprétation classe de modéles® de la sémantique garantit que la validité
d’une formule dans la théorie est due a la présence d’axiomes dans le trait mais jamais a leur
absence. Ce qui est en opposition avec les langages de spécifications algébriques basés sur les
algebres initiauz ou terminauz. Ceci assure que tout les théorémes prouvés pour une spécification
incomplete restent valides si elle est étendue.

La notion de "correction" d’une spécification est une notion qui n’est pas complétement for-
malisable. En effet, la question de savoir si un systéme décrit par sa spécification possede le com-
portement désiré ne peut étre formalisable que dans la mesure ot ’on dispose d’une description
précise (formelle) des propriétés attendues du systéme considéré. S’il semble aussi problématique
de réussir & formaliser la notion de correction d’une spécification, il est néanmoins souhaitable
de savoir au moins donner des criteres de correction d’une spécification. Deux critéres corres-
pondent 3 des interrogations naturelles sur une spécification, la consistance et la complétude.
Intuitivement, la complétude d’une spécification correspond & la question de savoir si "tout est
spécifié" ou si les axiomes de la spécification “suffisent” & décrire le systeme, et la consistance
correspond, quand & elle, & la question de savoir si les axiomes ne sont pas contradictoires.

La consistance est difficile & prouver et est indécidable en général. Par contre, 'inconsistance
est plus facile & détecter. Chaque trait LSL doit étre consistant: il ne doit pas définir une théorie
contenant ’équation vrai = faux. Pour assurer un minimum de correction d’une spécification
LSL, on peut spécifier des propriétés que I’on pense étre vérifiées par cette spécification, a l'aide
de la clause implies. Par exemple, le trait Ens(Elem,Set) "implique" (induit) qu’un ensemble
dans lequel on a inséré un élément est nécessairement non vide. De facon générale, la clause
implies permet donc d’exprimer ce qu’on pense étre une conséquence de ’ensemble d’axiomes.
En d’autres termes, cela permet de confirmer Vintuition de ce que la spécification doit vérifier.
Cette clause est importante pour la vérification d’une spécification.

Un trait ne définit pas une théorie complete, puisque il ne ne définit pas nécessairement
tous les opérateurs et que la plupart des théories que nous manipulons ne sont pas complétes.
Néanmoins, la clause converts permet de vérifier une certaine notion de complétude, a savoir
qu’un ensemble d’opérateurs est bien défini. Par exemple, le trait Ens(Elem,Set) affirme que €
est completement défini relativement & {} et & insert, c’est & dire que si ’on fixe I'interprétation
de ces opérateurs, il existe une interprétation unique de € qui satisfait les axiomes.

Méme si on ne peut prouver la correction d’une spécification, nous pouvons tout de méme la
vérifier, c’est & dire vérifier qu’elle posséde de bonnes propriétés, en utilisant le démonstrateur
du LARCH qui permet de vérifier une spécification en cours de conception. Nous verrons, dans
le chapitre consacré aux preuves, comment vérifier, & I’aide du démonstrateur, les propriétés que
doit satisfaire une spécification LSL, & savoir qu’elle n’est pas inconsistante (qu’elle n’est pas

5. Cette traduction de loose est empruntée & Michel Bidoit.
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contradictoire), la théorie “containment” (qu’elle induit les bonnes propriétés) et la complétude
relative (qu’un ensemble d’opérateurs est bien défini).

1.3 Le démonstrateur

LP, descendant de REVE [Les83|, est un démonstrateur de théoréme interactif basé sur la
réécriture équationnelle dans le cadre de la logique du premier ordre [Gar91]. La conception et
le développement de LARCH démonstrateur ont été initialement motivés par la vérification des
spécifications LSL [Gar90] [Gar88a), mais son utilisation s’est étendue aux preuves de circuits
matériels ou d’algorithmes mettant en jeu la concurrence [Sta89], [Gar88b], [Che92b].

Ses concepteurs le définissent plutdét comme un assistant de preuve ou un correcteur de preuve,
da fait qu’il n’effectue pas de facon automatique des preuves difficiles et qu’il n’utilise pas non
plus d’heuristiques, comme le systétme NQTHM de Boyer & Moore [Boy88], pour générer des
conjectures utiles & la preuve. LARCH et LP sont congus suivant le principe que tout doit étre
aussi simple que possible et que la premigre tentative pour effectuer une preuve échoue dans la
plupart des cas. Dans les premiers temps de la conception de LP [Gut86], une des questions que
se posaient John Guttag et Jim Horning était de savoir sous quelle forme un diagnostic sur la
preuve doit &tre fourni aux utilisateurs qui ne sont pas familiers avec la structure interne du
démonstrateur ni avec la théorie sous jacente.

LP ne fournit pas de procédure de décision, mais plutdt une notation et des techniques
axiomatiques pour définir et utiliser les régles de réécriture. Toutes les preuves sont effectuées en
appliquant les régles de réécriture, les preuves par cas, I'induction, la contradiction et I’application
des régles de déduction. De méme, les dérivations ou les conséquences logiques sont obtenues en
appliquant les régles de réécriture ou les régles de déduction. Par conséquent, 'utilisateur de LP
doit guider le systeme, méme si LP peut effectuer de fagon automatique des preuves triviales
mais fastidieuses.

En LP, une preuve est basée sur un systéme logique ou théorie. Une systéme logique est un
ensemble d’équations, de régles de réécriture, d’opérateurs, de régles d’induction et de regles de
déduction, formulés dans une logique du premier ordre multi-sortée avec égalité. Une théorie Lp
correspond 3 une spécification LSL, mis & part que les axiomes en LP ont, en plus d’un contenu
sémantique, un contenu opérationnel.

Le moteur d’inférence de base du démonstrateur est la réécriture équationnelle [Jou87)]. Les
axiomes introduits sont orientés en regles de réécriture, en utilisant soit un ordre pré-défini de
Lp, soit un ordre défini explicitement, tel un ordre polynémial. LP fournit des régles de réécriture
pré-définies pour simplifier les formules construites avec les opérateurs booléens pré-définis => ,

\/ 5 /\, ete.

1.3.1 Le systeme logique

Par analogie & un langage de programmation, mis a part la sorte Bool et les opérateurs logiques
associés, =>, <=> , /\, \/ et =, tout ce qu’on utilise dans un script LP doit &tre déclaré: les
sortes, les opérateurs et les variables.

Exemple 1.2 La déclaration suivante définit deux sortes Elem et Set et quelques opérateurs avec
leurs signatures :
declare sorts Elem, Set

declare variables e, ei, e2: Elem, x, y, z: Set
declare operators
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{} : —> Set
{__} : Elem - Set
insert: Elem, Set —> Set
~_\u__ : Set, Set — Set

__\in__:Elem, Set —> Bool
__\<__:Set, Set —> Bool

Les axiomes sont introduits sous forme d’équations ou de formules. Une équation n’est autre
qu’une formule avec deux termes reliés par un symbole d’égalité t; = ¢, et une formule n’est autre
qu’une abréviation d’un équation dont le membre droit est true (F est logiquement équivalente
3 F <=> true). Les axiomes, introduits sous forme d’équations (ou de formules), sont orientés
en régles de réécriture, qui seront utilisées pour réécrire tout les faits (régles) non immunisés
présents dans le systéme courant.

Exemple 1.3 Les aziomes suivants sont une axiomatisation des ensembles finis :

set name Ensemble
assert
sort Set generated by {1}, insert;
{e} = insert(e, {});
~ (e \in {1);
e \in insert(el, x) <=> e = el1\/ e \in x;
{1} \< x;
insert(e, x) \< y <=> e \in y /\ x \< y;
e \in (x \uy) <=> e \in x\/ e \iny

Remarque 1.1 Les aziomes portent une étiquette formée par le nom sous lequel ils ont été
introduits suivi d’un numéro correspondant & ordre d’introduction dans le systéme. Les axiomes
précédents portent [’étiquette Ensemble.1,Ensemble.2,...,Ensemble.7.

Inconsistance LP considére la formule false = true comme étant inconsistante et plus géné-
ralement une formule de la forme ~(x=t), oli t est un terme ne contenant pas la variable x (ou
bien b = true, olt b est une variable de la sorte Bool). Par conséquent, toute sorte LP contient au
moins un élément et la sorte Bool des booléens contient deux éléments distincts true et false.

1.3.2 Quantification

L’une des extensions fondamentales entre la précédente version du démonstrateur (2.4) et
Pactuelle (3.1) est P'introduction des quantificateurs. En effet, les quantificateurs universels et
surtout existentiels augmentent d’une facon considérable la puissance d’expression du démons-
trateur.

Les termes LP sont définis de fagon usuelle:

— Toute variable et toute constante est un terme.

- Pour tout symbole de fonction d’arité n > 0, f(ty,...,¢,) est un terme.

Les termes peuvent étre de différentes formes syntaxiques : fonctionnels (suc(x)), infixés (x + y),
préfixés (-x), postfixés (x.last), etc.
De méme, une formule est définie comme suit :
— Si P est un symbole de prédicat (dont le co-domaine est Bool) d’arité n > 0, P(ty,...,t,)
est une formule.
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— Si Fy et F; sont des formules, alors (Fy /\ F2), (F1\/ I2), (F1 => F3), (F} <=> F3), "
sont des formules.

— Pour toute variable z et toute formule F, \E z F et \A « F sont des formules.

Lp fournit un ensemble de régles pré-définies de simplificationn des formules quantifiées (mani-
pulation des variables libres et mise en forme prenez).

Exemple 1.4 Nous pouvons introduire deur aziomes supplémentaires & la spécification
Ensemble .

set name Ax_suppl
assert
\A e (e \in x <=> e \in y) => x

=y %Ax_suppl.1
\ExVe(e\inx<=>e=el\/ e=

e2) %Ax_suppl.2

pour exprimer les propriétés suivantes: “deuxr ensembles dont les éléments sont identiques sont
égauzr” et “pour tout élément el et pour tout élément €2, il existe une ensemble qui contient
uniquement ces deuzr éléments”.

Les variables quantifiées doivent étre préalablement déclarées. Par ailleurs, LP fournit des
régles de manipulation des quantificateurs, pour I’élimination et 1’introduction.

— V—elimination : instantiate z by ¢ in nom, permet d’éliminer les quantificateurs universels
dans les formules nom en substituant & toutes les occurrences de z (liées par un de ces
quantificateurs) le terme ¢. Cela correspond a la régle d’inférence suivante, ot P ne contient
pas de quantificateur:

Ve P(z)
P(t)

~ 3 — elimination: fix = as t in nom, permet d’éliminer le quantificateur existentiel des
formules nom en substituant & toutes les occurrences de la variable quantifiée z le terme
t, ou ¢ est de la forme sk(x1,...,xn) avec sk un nouveau symbole de fonction et x1,...,xn
sont les variables liées par le quantificateur existentiel.

JzP(z,z1,...,%,)
P(sk(z1,...,2n),21,...,&y)

Nous verrons dans la suite de ce chapitre, les méthodes de preuves associées aux quantificateurs,
qui correspondent aux régles d’introduction, la généralisation (Y—introduction) et la spécialisation
(3 — introduction).

1.3.3 Axiomes particuliers

Certains axiomes permettent d’enrichir les théories que ’on définit en LP, sans alourdir pour
autant les spécifications. Ces axiomes, qui peuvent &tre donc prouvés comme tout autre axiome,
permettent d’écrire des spécifications concises et claires, ce qui trés utile lorsqu’on manipule des
bases de regles de taille importante.



16 Chapttre 1. Le démonstrateur de théoréme de Larch

Les théories associatives et commutatives

LP permet de définir des théories associatives et /ou commutatives en déclarant des opérateurs
comme étant associatifs et/ou commutatifs, ce qui permet & LP de réécrire les termes modulo la
commutativité ou ’associativité. L’assertion assert ac + définit + comme étant un opérateur
associatif et commutatif. Cette assertion est logiquement équivalente aux deux équations usuelles
définissant ’associativité et la commutativité.

Les opérateurs pré-définis de Lp, /\, \/, et <=> , sont définis comme étant des opérateurs
associatifs et commutatifs. LP définit I'opérateur, =:5,5 —> Bool, et le déclare automatiquement
pour chaque sorte S comme étant commutatif si la sorte S est différente de la sorte Bool.

Les regles d’induction

Induction structurelle Un régle d’induction (schéma d’induction) est logiquement équivalente
3 un ensemble infini de formules, utilisée par LP pour effectuer des preuves par induction. On
peut définir plusieurs schémas d’induction pour la méme sorte.

Exemple 1.5 On peut considérer les ensembles finis comme étant construits & l’aide de l’en-
semble vide et de ’opérateur d’insertion (aziome Ensemble.1), ou bien & l’aide de I’ensemble vide,
du singleton et de l'union:

set name Ens_ind2
sort Set generated by {}, {__}, \u

De fagon générale, un schéma d’induction structurelle de la forme Sort S generated by g1, g2,
.+ +»gr, induit que les générateurs de la liste ont S pour co-domaine. Si aucun des domaines d’un
g; n’est S, g; est alors un générateur de base ({},{__} dans le schéma précédent), sinon c’est un
générateur inductif.

Si on spécifie 'option freely, on ajoute alors un ensemble de formules qui spécifient que les
opérateurs ont des co-domaines disjoints deux & deux.

Exemple 1.6 La régle suivante définit un schéma d’induction pour les entiers:

set name ind_natl
sort Nat generated freely by 0, s

Ce schéma est équivalent & l’ensemble infini de formules
P(0) AVz(P(z) = P(s(z))) = Ve P(z)

enrichi des deuz aziomes® :

s(2)
=(0

1

rT=Yy

11

s(y)
s(z)

Un exemple simple de lutilité des ces ariomes est la preuve de —(z = s(z)). Supposons qu’on
att les déclarations suivantes :

~—

set name Nat
declare sort Nat

6. Dans la version (2.4) de Lp, ces axiomes devaient étre explicitement introduits.
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declare variables x, y, z,i,j,n,m: Nat
declare operators

0, 1, 2 : -> Nat

s : Nat —> Nat

t__ : Nat, Nat —> Nat

_ <= __,__ L _,_>=__,__>__: Nat, Nat = Bool
assért

ac +;

sort Nat generated by 0, s;
i+0=1i;
i+ s(j) =s(i+ j);

La prewve de —(x = s(z)) par induction nécessite pour le cas de base ~(8(0) = 0), l'aziome
—(0 = s(z)), et pour le pas d’induction ~(s(s(xc)) = s(xc)), lariome -(z = s(z)).

Induction bien fondée Un deuxiéme type d’induction peut é&tre défini en LP, & savoir une
induction basée sur une relation binaire bien fondée R (nothérienne). Cette régle d’induction est
utilisée dans les preuves par “induction bien fondée”.

assert well-founded R

L’opérateur R doit avoir la signature S,S —> Bool pour une sorte S. Les régles d’induction bien
fondée sont logiquement équivalentes & un ensemble infini de formules de la forme

Va(Vy(R(y,z) = P(y)) = P(z)) = VzP(z)

olt P est une formule quelconque du premier ordre. Si R est la relation < sur les entiers, ce
schéma permet de montrer —P(z) s’il existe une valeur y inférieure &  qui ne vérifie pas la
propriété.

Nous verrons dans les chapitres suivants l'utilisation de ces deux types d’induction pour les

preuves. Enfin, il faut noter que ’on peut prouver les schémas d’induction.

Les regles de déduction

Une regle de déduction est un objet de la forme when hy,hs,. .. h, yield c¢,co,...,Cm, logi-
quement équivalente & la formule (hy Aha A...Ahy) = (c1 Aca A Acp).
Du point de vue opérationnel, une régle de déduction differe d’une formule dans le sens ol elle est
utilisée par LP pour inférer de nouvelles équations & partir de celles présentes dans le systéme.

Exemple 1.7 L’aziome Ax_suppl.1 de la spécification Ensemble peut s’écrire :
when \A e (e \in x <=> e \in y) yield x = y

S1 on applique cette régle a la formule:

el \in x <=> el \in (x \u x)

on obtient la formule x = x \u x.



18 Chapitre 1. Le démonstrateur de théoréme de Larch

Cas particulier Les régles de déduction permettent de définir en LP un ensemble
d’observateurs pour une sorte s (cf. paragraphel.2.2). La regle sort S partitioned by liste_op
permet d’exprimer que deux objets de la sorte S sont égaux si on peut les comparer avec les
opérateurs de liste.op.

Exemple 1.8 Pour une aziomatisation du type de donnée pile, nous avons la régle suivante :
sort pile partitioned by estvide, top, pop
traduite par LP en une régle de déduction :

when estvide(pl) = estvide(p2), top(pi) = top(p2), pop(pl) = pop(p2)
yield p1 = p2

1.3.4 Les ordres de réécriture

En Lp, si 'option automatic-ordering est positionnée, toute équation introduite est automa-
tiquement orientée en une régle de réécriture, sinon lorientation doit étre demandée explicite-
ment avec la commande order ou avec la complétion. L’ordre utilisé est soit ’ordre par défaut
noeq-dsmpos ou un ordre choisi par ’utilisateur, dsmpos, polynomial (basé sur une interprétation
des symboles de fonctions fournie par l'utilisateur [BC87], [BC86]), ou bien un ordre "brutal"
pour lequel la terminaison du systéme n’est pas garantie, tel que either-way (les équations sont
orientées de gauche & droite si possible, sinon de droite & gauche si possible, sinon elles de-
meurent sous formes d’équations), left-to-right(de gauche & droite si possible sinon il les garde
sous formes d’équations), manual (ordre interactif olt LP demande & l’utilisateur pour chaque
équation le sens d’orientation, et ceci si 'option automatic-registry n’est pas positionnée).

Les ordres dsmpos et noeq-dsmpos (ce dernier ne permet pas que deux symboles aient la méme
précédence) sont deux ordres “enregistrés” (registred-ordering) basés sur les ordres Rpo [Der92].
Ils garantissent la terminaison en ’absence d’opérateurs associatifs-commutatifs. Ces ordres uti-
lisent des informations contenues dans un “enregistrement”” : la précédence et le statut des sym-
boles de fonction. Ce registre est étendu par LP en cours de traitement lorsqu’il oriente une
formule. Si option automatic-registry n’est pas positionnée, LP fait des suggestions & |'utilisa-
teur qui doit choisir une extension possible. L’utilisateur a aussi la possibilité d’étendre le registre
en proposant des informations sur le statut ou la précédence. Ces informations sont acceptées et
enregistrées si elles ne contredisent pas les informations présentes dans le registre.

1.3.5 L’immunité et la passivité

L’immunité et la passivité permettent & 'utilisateur de contréler 'application de certaines
regles problématiques, pour effectuer des preuves complexes. En effet, tout nouveau fait introduit
sera réécrit (normalisé) en utilisant le systéme de réécriture courant, puis orienté en une régle
de réécriture avec I'ordre courant. Cette nouvelle regle sera alors utilisée pour simplifier toutes
les autres regles de réécriture (axiome, théoréme, régle de déduction). Parfois, il est utile de
“protéger” certains faits pour qu’ils ne soient pas simplifiés, c’est & dire les immuniser contre la
simplification. De méme, il est parfois utile de ne pas considérer certaines régles du systéme dans
le processus de normalisation, auquel cas, on peut les “dés-activer”.

7. Nous utiliseront “registre” plutét qu*‘enregistrement” comme traduction de registry
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Immunité Deés que 'option immunity est positionnée, 'immunité est appliquée aux faits intro-
duits comme axiomes, aux conjectures a prouver, aux paires critiques calculées, etc, et en général
a tout nouveau fait déduit & partir de cet instant la.

Lp simplifie (réécrit) de facon automatique tous les termes & leur forme normale®, dans les
formules, les regles de réécriture, ou bien dans les régles de déduction, et applique toutes les régles
de déduction actives aux formules et régles de réécriture non immunisées. Par contre, toute for-
mule ou régle immunisée ne pourra étre simplifiée que par une commande explicite normalize ou
rewrite et ne sera utilisée pour la simplification qu’avec la commande explicite apply.

Les formules introduites sous l’option, set immunity on, conservent leur immunité apres leur
orientation en régle de réécriture. Lorsqu’on essaye de prouver un théoréme sous Poption d’im-
munité, LP le réécrit et le simplifie pour les besoins de la preuve mais dés la preuve terminée, le
théoreme est conservé immunisé sous sa forme originale.

Lorsque ’option d’immunité n’est pas positionnée, on peut immuniser explicitement des faits
présents dans le systéme avec la commande make immune nom, oll nom peut &tre le nom d’une
seule regle, olt bien d’un ensemble de regles.

L’immunité est tres utile lorsqu’on veut conserver certains faits dans le systeme sous leur
forme originale pour la lisibilité, ou bien, lors d’un calcul de paires critiques, certaines regles de
réécriture peuvent étre immunisées pour qu’elles ne soient pas simplifiées (par exemple, réduites &
des identités). De plus, on peut immuniser certains faits que I’on sait irréductibles, pour améliorer
les performances du systéme, car LP n’essayera pas de les simplifier avec les nouvelles régles qui
seront introduites.

Néanmoins, cette possibilité doit étre utilisée de facon rigoureuse car elle peut engendrer
des systeémes non confluents et/ou ralentir le systéme avec un nombre considérable de regles de
réécriture redondantes, et diminuer ainsi les performances du systéme & cause du processus de
normalisation.

Passivité Tous les faits introduits dans le systéme sont par défaut actifs (LP utilise toute regle
active pour réduire les termes & leur forme normale (cf note 8) et applique toute régle de déduction
active pour déduire des conséquences d’une formule), & moins que l'option activity ne soit
positionnée 3 off. Dans ce cas, les axiomes introduits et les théorémes prouvés seront “passifs”, non
utilisés pour toute réécriture ultérieure, ou déduction. On peut changer I’activité d’une régle ou
d’un ensemble de régles avec les commandes make passive nom (désactiver) et make passive nom
(activer). L’utilisation d’une régle de réécriture (respectivement regle de déduction) passive est
alors explicitement invoquée avec les commandes normalize ou rewrite (respectivement apply).
Les faits demeurent passifs quand ils sont normalisés ainsi que les formules lorsqu’elles sont
orientées en régles de réécriture.

La passivité est utile pour améliorer les performances du systeme lorsqu’on sait que certains
faits ne peuvent pas &tre appliqués. Par exemple, les régles de réécriture passives ne seront pas
utilisées pour réécrire tout fait introduit.

1.4 Les méthodes de preuve

Les deux principaux mécanismes de preuve en LP sont l'inférence en avant, qui consiste &
produire des conséquences du systéme logique afin de simplifier la conjecture® et l'inférence

8. si elle existe par rapport au systéme de réecriture courant
9. En LP, une conjecture a prouver est sous forme d’équation ¥; = %9, une formule F' étant équivalente 3
Péquation F = true.
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arriére (guidée par le but), qui produit un ensemble de buts & satisfaire. Pour chaque type de
mécanisme, il fournit un ensemble de méthodes. La description qui suit n’est pas exhaustive,
et n’entend pas &tre un manuel utilisateur pour LP. Nous renvoyons le lecteur & [Gar89] pour
une description succincte et & [Gar91] pour une description détaillée. Nous allons décrire, et
éventuellement détailler, certaines méthodes de LP qui nous semblent intéressantes ou que nous
utilisons fréquemment dans le suite de ce document.

Les mécanismes d’inférence en avant sont les méthodes liées au moteur d’inférence du dé-
monstrateur. LP, basé sur les systemes de réécriture, fournit de facon explicite les mécanismes
de réécriture, normalisation, calcul des paires critiques, et complétion.

Le mécanisme d’inférence arriere correspond & la méthode usuelle utilisée pour prouver une
conjecture, c’est & dire & un raisonnement guidé par le but avec la commande prove assertion by
methode. LP génere alors des sous buts suffisants pour prouver la conjecture. Quand la méthode
n’est pas spécifiée, LP utilise la (ou les) méthode(s) de la liste des méthodes & utiliser par défaut,
positionnée avec la commande set Proof-methods list-meth. Si cette liste n’est pas positionnée,
la méthode par défaut est la normalisation.

Il existe plusieurs types de méthodes d’inférence arrieére en LP:

— Les méthodes standards telles que la preuve par cas, la preuve par contradiction, et la preuve
par induction.

— Les méthodes qui dépendent de la forme syntaxique de la conjecture, telles que I’smplication,
’équivalence, et la conjonction.

— Les méthodes pour manipuler les quantificateurs, & savoir la généralisation et la spécialisa-
tion.

Nous allons décrire en premier certaines méthodes d’inférence en avant car elles sont utilisées
dans les méthodes d’inférence arriere.

1.4.1 Les mécanismes de réécriture

— La réécriture explicite permet de controler manuellement ’application des regles de réécri-
ture. On peut réécrire explicitement une régle (ou bien une formule, une régle de déduction,
une conjecture) en utilisant une régle particuliere ou un ensemble de régles. Cette méthode
est trés utile dans deux contextes particuliers : lorsqu’on utilise 'immunité et I’activité des
régles, pour prouver un théoréme particulier pour “déplier” sa définition en utilisant des
régles dés-activées, ou bien pour réécrire un fait en utilisant une régle de réécriture comme
étant orientée dans le sens inverse (rewrite noml with reversed nomz2).

La normalisation explicite est similaire & la réécriture (qui permet de faire un seul pas de
réécriture), sauf que ’on utilise une ou un ensemble de régles, pour réécrire une ou plusieurs
régles afin d’obtenir la forme normale respectivement a ’ensemble de regles utilisé.

~ Le calcul de paires critiqgues permet de prouver une conjecture en la normalisant & une
identité. On peut préciser les régles dont on veut calculer les paires critiques, LP oriente
les paires non triviales en regles de réécriture, les ajoute a sa base de régles courantes pour
réécrire la conjecture. Le processus s’arréte dés que la conjecture est normalisée en une
identité. Les paires critiques non triviales calculées dans une preuve sont éliminées dés que
la preuve est achevée. De plus, le calcul de paires critiques est effectué par LP pour la
procédure de complétion.
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~ Application de régles de déduction: de méme que pour la réécriture et la normalisation
explicite, on peut appliquer explicitement une régle de déduction (éventuellement dés-
activée) a des formules ou & des régles de réécriture.

Exemple 1.9 Ayant les régles suivantes,

Ensemble.7: e \in (x \u y) =—> e \in x\/ e \iny
Ax_suppl.1: when \A e (e \in x <=> e \in y) yield x = y

on peut prouver x \u x = x en appliquant la régle Ax_suppl.1

1.4.2 Les méthodes standards
La preuve par induction

Induction structurelle La commande prove F' by induction on = using R permet & LP
d’effectuer une preuve de la formule F' par induction structurelle sur la variable z d’une sorte S
en utilisant la régle d’induction R. LP construit alors un ensemble de sous-buts correspondants
au cas de base et un ensemble de buts pour le pas d’induction.

Le cas de base consiste & prouver un ensemble de formules F7, obtenues en remplagant dans
F' la variable & par un générateur de base. Par conséquent, on a autant de sous-buts de base
que de générateurs de base définis par la régle d’induction R. LP renomme les variables de F
appartenant & une autre sorte que S. Une fois prouvé le(s) sous but(s) de base, LP introduit de
nouvelles constantes de la sorte de la variable d’induction, ajoute les hypotheéses d’induction &
son systeéme logique courant (contexte de la preuve), ol la variable d’induction a été remplacée
par une constante, et essaye de prouver une formule F7, obtenue en remplagant dans F' la variable
z par les générateurs non basiques appliqués & ces constantes.

Exemple 1.10 Pour montrer le théoréme x C (z U y) en utilisant la spécification Ensemble, les
principales étapes sont les sutvantes:

prove x \< (x \u y) by induction on x using Ens_ind2

Cette commande introduit la conjecture et la méthode de preuve. En réponse, LP construit les
sous buts de base:
{Fy \< {} \uy), {e} \< ({e} \u y)

introduit deuz nouvelles constantes xc, xc1, et les hypothéses d’induction :
xc \< (x¢ \u y), xc1 \< (xc1 \u y)

et essaye de prouver le but correspondant au pas d’induction :
(xc \u xc1) \< (x¢ \u xc1 \u y)

Profondeur d’une preuve par induction Parfois, il est nécessaire d’utiliser plusieurs niveaux
d’induction. La commande prove F' by induction on z depth n using I R, permet a LLP de prouver
la formule F' en utilisant la régle IR avec une induction structurelle de profondeur n. Quand la
profondeur n’est pas spécifiée, elle est égale & 1. En général, LP construit les sous buts de base
et le pas d’induction en utilisant I’ensemble de générateurs défini par la regle IR.

Exemple 1.11 Prouver une formule F(x) avec une induction de profondeur 2 en utilisant la
régle ensemble.1 revient & prouver deuz sous buts de base:

F{})
F(insert(x,{})
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puts a poser deux hypothéses d’induction :

F(xc)
F(insert(x,xc))

pour prouver le but

F(insert(x,insert(y,xc)))

Induction bien fondée I’induction bien fondée utilise une relation binaire R, qui a été prouvée
ou simplement définie comme étant bien fondée sur une sorte S. Cette induction utilise une seule
hypothése d’induction R(z,zc) = F(z), pour prouver le but F(z¢), oll zc est une nouvelle
constante de la sorte S.

Exemple 1.12 Pour les entiers naturels, définis par la spécification Nat (cf. exemple 1.6), on
pose laziome suivant :

set name ind_nat2
assert well founded <

Pour prouver la formule suivante 0 + x = x en utilisant cette régle, LP construit [’hypothése
d’induction x < xc => 0 + x = x et le but 0 + xc = xc.

La preuve par cas

La preuve par cas consiste & simplifier la preuve d’une formule en procédant par cas. Si pour
chaque cas, la formule se simplifie & true, alors c’est un théoréme. Une analyse par cas permet de
contourner ’incomplétude de la définition d’un certain type. En effet, si la preuve réussit, alors
les axiomes de définition étaient incomplets, d’oi1 le traitement par cas. Si la preuve échoue, alors
’analyse par cas permet de détecter le cas critique, et de comprendre la raison de 1’échec.

prove I’ by cases I1,...,F,

La liste des cas Fy,...,F, doit étre exhaustive, elle doit couvrir tous les cas possibles. Par
conséquent, la preuve comprend (n 4 1) sous-buts, le premier sous-but généré par LP est
F\N/ )N/ .. \/ F,. 51 n =1 alors les deux sous-buts générés sont Fy et “F1.

Pour chaque cas 4, LP produit un but F7 et une hypothese F;/, en substituant les variables libres
de F' et de Fi par des nouvelles constantes !0, Si une inconsistance est déduite lorsqu’une hypo-
thése F/ est ajoutée au systeéme logique courant, alors ce cas est considéré comme impossible et
le but correspondant est trivialement vras.

Remarque 1.2 Les hypothéses sont toujours nommées < nom >CaseHyp.< numero >, ot nom
est le nom du systéme courant, c’est a dire le nom sous lequel la prevve est effectuée. Nous verrons
dans le chapitre consacré auz preuves, l'utilité de ces objets.

La preuve par contradiction

Prouver une formule F' par contradiction (ou par ’absurde) consiste & ajouter ~F7/ au systeme
logique courant pour déduire un inconsistance, c’est & dire la formule false. F! est déduite de F
en substituant aux variables libres de F' des nouvelles constantes (ce qui revient & remplacer les

10. Le remplacement par de nouvelles constantes est dfi au fait que les variables apparaissant dans les formules
F;1 ne sont pas quantifiées de facon universelle mais représentent les mémes variables que celles qui apparaissent
dans les F;. Or les variables libres dans une formule Lp sont implicitement quantifiées de fagon universelle [Gar91]
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variables implicitement quantifiées universellement par des variables existentielles). Le nom asso-
cié a ’hypothese de contradiction suit la méme syntaxe que précédemment, le mot clé ContraHyp
remplagant CaseHyp.

La preuve par généralisation

La preuve par généralisation permet de montrer une conjecture qui contient un quantificateur
universel. Prouver une formule F' par généralisation consiste a éliminer le quantificateur universel
de la formule pour prouver une instance obtenue en substituant toutes les occurrences de la
variable quantifiée par un “nouveau” terme t (qui n’apparait dans aucun fait de la base). Le choix
du terme ¢ obéit aux mémes restrictions que pour ’élimination de quantificateur existentiel par
tix (cf. paragraphe 1.3.2). Ce traitement correspond & la régle suivante,

P()

Ve P(z)
Exemple 1.13 Pour une constante ¢ donnée, la commande
prove \A x (£(x) = c) by generalizing x from d
est possible lorsque d est une nouvelle constante et le but & montrer est alors

f(d) = ¢

La preuve par spécialisation

La preuve par spécialisation permet de montrer une conjecture qui contient un quantificateur
existentiel. Prouver une formule F' par spécialisation consiste & éliminer un quantificateur exis-
tentiel (accessible) de la formule en substituant toutes les occurrences de la variable quantifiée
par un terme ¢.

Exemple 1.14 Avec la spécification des ensembles, nous pouvons prouver l’ariome Ax_suppl.2
(cf. paragraphe 1.3.2) :

prove \E x \A e (e \in x <=> ¢ = el \/ e = e2)
resume by specializing x to insert(e2, {e1l})

ot nous avons “choisi” pour z, ’ensemble {el, e2}.

De méme, soit la spécification des entiers naturels Nat ot nous avons les deux schémas d’induc-
tion ind_natl et ind_nat2, et ot nous définissons <= (respectivement <) comme un ordre total
(respectivement ordre total strict). Nous pouvons montrer que VnIm(n < m), en prenant m
comme étant s(n).

prove \A i \E j (i <= j)
resume by specializing j to s(i)
ged
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1.4.3 Les méthodes syntaxiques

Les méthodes syntaxiques sont celles qui sont liées & la forme syntaxique de la formule &

prouver.

— Preuve d’une conjonction: cette méthode permet de réduire le cotit de la réécriture équa-

tionnelle des termes lorsque la conjecture est de la forme t;/\t2/\ ... /\ts. Elle consiste &
prouver séparément chaque sous-but ¢;.

Nous verrons que cette méthode ne doit pas étre utilisée de fagon systématique, en parti-
culier si tous les sous-buts admettent une méme structure de preuve.

Preuve d’une implication: une implication A = B étant équivalente & A V B, la preuve
d’une implication peut se ramener 3 une preuve par cas A et -A. Par conséquent, Lp
prouve une implication de la forme t1 => 2 en ajoutant ’hypothese t1/ pour montrer le
but t2r, oll t1/ et t2/ sont obtenus & partir de t1 et t2 comme pour une preuve par cas.
L’hypothese est nommée comme précédemment avec le mot clé ImpliesHyp.

Preuve d’une équivalence: la preuve se raméne & prouver une double implication en utilisant
la méthode précédente.

Preuve d’une conditionnelle: L.p permet de définir des axiomes conditionnels de la forme
if {; then iy else {3.
La preuve d’une régle conditionnelle se raméne & une preuve par cas, ol les deux cas sont
t1 et —ty. LP ajoute ’hypotheése ty/ pour prouver to/ puis —ty/ pour prouver t3/. Les ¢;/ sont
obtenus & partir des ¢; suivant le méme principe que pour la preuve par cas. Les conjectures
auxquelles ont peut appliquer cette méthode sont de la forme
if t1 then ty else t3 ou bien if ¢; then i else i3 = L4,
si le symbole de téte du terme t4 n’est pas if. Les hypothéses sont nommées comme

précédemment avec le mot clé IfHyp.

Exemple 1.15 (récapitulatif) Soit la spécification des ensembles finis Ensemble, et soit le
théoréme e € x Az C y = e € y. La preuve de ce théoréme utilise une induction sur x, 'impli-
cation, une preuve par cas et enfin une complétion. Nous avons les aziomes (2..7), orientés par
Lp en régles de réécriture en utilisant ’ordre prédéfinis noeq-dsmpos, et l’aziome Ax_suppl.1:

Induction rules:
Ensemble.i: sort Set generated by {}, insert

Rewrite rules:

Ax_suppl.1: A e (e \in x <=> e \in y) => x = y = true
ensemble.2: {e} —> insert(e, {})

ensemble.3: e \in {} —> false

ensemble.4: e \in insert(ei, x) —> e = e1\/ e \in x
ensemble.5: {} \< x —> true

ensemble.6: insert(e, x) \< y > e \iny /\ x \< y
ensemble.7: e \in (x \u y) = e \in x\/ e \in y

La preuve débute par les commandes :

set name theoreme
prove e \in x /\ x \< y => e \in y by induction on x

En réponse, LP produit le sous-but de base,

Subgoal 1:e \in {} /\ {} \< y => e \in y
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introduit une nouvelle constante xc, construit hypothése d’induction
theoremeInductHyp.1: e \in x¢ /\ xc \< y => e \in y

et le but
Subgoal 2: e \in insert(el, xc) /\ insert(el, x¢) \< y => e \in y

Intustivement, on veut montrer e \in y avec les hypothéses e \in insert(ei, xc) et insert(ei,
xc) \< y. Il suffit alors de poursuivre par implication, resume by =>-m. LP introduit alors trois
constantes elc, ec, yc, posent les trois hypothéses

theoremeImpliesHyp.1.1: ec = elc \/ ec \in xc

theoremeImpliesHyp.1.2: elc \in yc
theoremeImpliesHyp.1.3: xc \< yc

et le but ec \in yc, ot la deuriéme hypothése résulte de la réécriture de insert(el, xc) \< y
avec la régle Ensemble.6.
Intuitivement, comme ec appartient ¢ insert(eic,xc), il faut prouver le but, suivant que ec =
elc ou bien que ec appartient @ xc. Nous poursuivons alors par cas, resume by case ec = elc. I/
suffit de donner un seul cas, le deuziéme sera généré automatiquement par LP. En effet, il posera
~(ec = eic), et simplifiera ’hypothése theoremeImpliesHyp.1.1 en (false \/ ec \in xc) soit (ec
\in xc). La preuve par cas produit alors les deux hypothéses pour le méme but (ec \in yc):
theoremeCaselyp.1.1: ec = elc
theoremeCaseHyp.1.2: - (ec = elc)
Le premier cas est résolu automatiquement par LP en utilisant Uhypothése theoremeImpliesHyp.1.2
(Il oriente I’hypothése en ec —=> elc pour réécrire le but en (elc \in yc) simplifié a true).
Le deuziéme cas correspond au contexte suivant:
theoremeCaseHyp.1.2: ec = elc — false
theoremeImpliesHyp.1.1: ec \in xc —> true
theoremeImpliesHyp.1.2: elc \in yc —> true

theoremeImpliesHyp.1.3: xc \< yc —> true
theoremeInductHyp.1: e \in xc /\ %c \< y => e \in y = true

L’état de la preuve est alors (obtenu avec la commande display conjecture):
Level 4 conjecture theoreme.i: e \in x /\ x \< y => e \in y
Level 4 subgoal 2 (induction step) for proof by induction on x:
e \in insert(el, xc) /\ insert(ei, xc) \< y => e \in y

Current subgoal:
(e = e1\/ e \in xc) /\ el \iny /\ xc \< y => e \in y

Level 4 subgoal for proof of =>: ec \in yc
Level 4 subgoal for case 2 (out of 2): ec \in yc

Comme nous ne savons pas exactement quelles hypothéses utiliser et quels aziomes de la base, on
demande une complétion avec la commande complete. Ceci permettira a LP d’utiliser les régles de
son systéeme logique pour dériver de nouveaux faits. En particulier, il calcule les paires critiques
non triviales pour essayer de simplifier le but & true. Il déduit la paire critique non triviale entre
les deux hypothéses, theoremeImpliesHyp.1.3 et theoremeInductHyp.1
theoreme.2: e \in xc => e \in yc

qu’il utilise pour calculer les paires critiques avec les hypothéses. En particulier, avec ’hypothése
theoremeImpliesHyp.1.1, ¢l obtient la paire critique

theoreme.3: ec \in yc

Ce qui est précisément le but recherché.
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1.4.4 Preuve de schéma d’induction

LP permet de prouver des schémas d’induction, c’est & dire des assertions de la forme Sort
S generated by gy, ga, .. .,gn.

Exemple 1.16 Auz commandes suivantes:
gset name Ens_ind2

prove sort Ensemble generated by {},{_},\u
Lp génére les hypothéses :

Ens_ind2GenHyp.1: isGenerated({})
Ens_ind2GenHyp.2: isGenerated({e})
Ens_ind2GenHyp.3:
isGenerated(s2) /\ isGenerated(s3) => isGenerated((s2 \u s3))

et le but

isGenerated(s2)

A la commande

prove Sort Nat generated by 0,1,+

Lp génére les hypothéses et le but:

Induction subgoal hypotheses:

natGenHyp.1: isGenerated(0)

natGenHyp.2: isGenerated(1)

natGenHyp.3: isGenerated(n) /\ isGenerated(nl) => isGenerated(m + ni)
Induction subgoal:

isGenerated(n)

Pour une régle d’induction bien fondée de la forme

sort Nat generated freely by 0:—> Nat, f:Nat—> Nat, g:Nat—> Nat

Lp génére en plus du but isGenerated(n), les sous-buts suivants:

£(n) == 0 f(n) = f(n1) <=> n = ni f(n) = g(n1)
gn) =0 g(n) = g(n1) <=>n = nl

Pour prouver la régle d’induction bien fondée well founded < , LP crée un seul sous-but
isgenerated(n) avec les hypothéses

¥ n1 (n1 < n => isGenerated(nl)) => isGenerated(nm)

1.4.5 Preuve de regles de déduction

La preuve d’une régle de déduction se rameéne a une preuve d’une implication, car une régle de
déduction est logiquement équivalente & une implication(cf. p.17). Ainsi, pour prouver une régle
de déduction de la forme when hy,hs,. . .,h, yield ¢;,c2,. . .,Cm, LP la transforme en une implication
(hiAhaA...Ahy) = (ci AcaA...Acyp). Par conséquent, les régles d’extension partitioned-by
peuvent étre prouvées, puisque’elles sont transformées par LP en régle de déduction.

Remarque 1.3 La transformation par LP d’une régle de déduction en une implication est trés
utile. En effet, les régles de déduction sont un moyen puissant pour ezprimer {’évolution du sys-
téme & définir, ou bien son comportement suivant I’état de ses différentes composantes. Il est donc
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intéressant de prouver les régles de déduction. Dans la version (2.4) de LP, on pouvait prouver
une régle de déduction mais sans qu’elle soit transformée explicitement en une implication. Or
comme sa sémantique était celle d’une implication, LP commengait la preuve directement comme
une preuve d’une implication et par conséquent remplagait les variables libres par des constantes,
ce qui réduisait les méthodes a utiliser par la suite pour achever la preuve.

Exemple 1.17 Soit la preuve suivante :

set name expl
prove when R(i,j),R(j,n) yield R(i,n)

Avec la version précédente, LP générait les faits suivants:

New comnstants: ic, jc, nc
Hypotheses:

explWhenHyp.1: R(ic,jc) = true

explWhenHyp.2: R(jc,nc) = true
Subgoal:

expl.1.1: R(ic,nc) = true

Par conséquent, si la preuve nécessite ensuite une induction (par ezemple, sur i), on était bloqués
puisque nous n’avions plus que des constantes [Che92a].

Preuve d’une théorie

En LP, nous pouvons définir des théories associatives et/ou commutatives mais nous pou-
vons aussi prouver que I’ensemble d’axiomes spécifie une théorie commutative et/ou associative.
Prouver qu’un opérateur est associatif et /ou commutatif revient & montrer les régles usuelles de
Passociativité et/ou de la commutativité.

1.5 Consistance

Une approche standard en logique pour prouver la consistance d’une théorie revient a la
définir & ’aide d’une autre théorie dont la consistance est supposée ou a été vérifiée. En LP,
cela revient & prouver que 'interprétation satisfait les axiomes du trait. Si nous ne pouvons pas
montrer la consistance, nous pouvons tout de méme montrer 'inconsistance d’une spécification
avec un calcul de paires critiques. En effet, pour des traits équationnels, si le calcul de paires
critiques s’arréte sans générer la paire true = false alors le trait est consistant. Cette stratégie
de preuve ne réussit pas toujours du fait que plusieurs théories équationnelles ne peuvent étre
complétées, ou bien ne peuvent ’étre en un temps raisonnable. Néanmoins, cette stratégie “a fait
ses preuves” pour les traits équationnels et non équationnels. Méme si cela ne certifie pas que la
spécification est consistante, un début de complétion donne au moins une idée de la cohérence de
I’ensemble des axiomes, car on peut espérer que si une inconsistance existe, elle sera découverte

assez tOt.

1.6 Remarques générales

LP propose un ensemble assez large de méthodes de preuves, mais il ne fournit aucune indica-
tion sur quelle méthode utiliser pour telle conjecture. Or, il est important de bien choisir ’ordre
dans lequel utiliser les différentes méthodes, en particulier lorsque LpP remplace les différentes
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variables libres par des constantes, on ne peut plus faire d’induction. D’oli 'importance de conce-
voir une preuve avant de la corriger & I’aide du démonstrateur. En effet, ’échec d’une preuve
(de sa mécanisation) peut &tre da & la stratégie utilisée, c’est & dire les différentes méthodes Lp
qu’elle requitre et I’ordre dans lequel on les applique. Vue la multitude des méthodes proposées,
on comprend aisément le choix des auteurs de concevoir un systéme semi-automatique capable
de prendre en charge les étapes pénibles de la preuve tout en laissant 3 [utilisateur une liberté
suffisante dans la stratégie de preuve.

Les concepts suivants ne sont pas fournis par LP, mais peuvent é&tre utiles pour certaines
spécifications, en particulier pour spécifier des systémes complexes.

— Une logique avec des fonctions partielles : pour la spécification d’un logiciel ou d’une ap-
plication, on peut &tre en présence de fonctions partiellement définies. En LP, les fonctions
doivent étre totales, il faut alors utiliser un mécanisme de sous spécification, olt les valeurs
critiques d’une fonction ne sont pas explicités. Par exemple, pour la spécification d’une
pile, on ne spécifie pas la valeur de top(nil).

— Ordre supérieur : on ne peut pas raisonner sur des éléments de type fonction, ce qui restreint
la puissance d’expression du langage.

— Une théorie de point fixe et les objets infinis : 1l est parfois utile de définir des éléments par
récursion, c’est & dire des points fixes de fonctions monotones ou continues. Ceci fait appel
a des objets infinis et & une théorie de point fixe.

— Le polymorphisme: Pour la spécification des listes, le type des éléments n’est pas perti-
nent pour les fonctions de manipulation. Par exemple, la fonction qui retourne le premier
élément de la liste ne prend pas en compte le type des éléments. Ceci permet d’avoir des
spécifications plus concises et ré-utilisables. En LP, ce traitement n’est pas possible mais
on peut utiliser un méme nom pour différentes fonctions ce qui permet de simuler ce po-
lymorphisme, mais les noms des sortes doivent étre distincts. Par conséquent les axiomes,
et éventuellement les preuves, doivent &tre dupliquées. Nous verrons dans les chapitres
suivants que l’absence de polymorphisme n’est pas un obstacle pour la ré-utilisation des
définitions et des preuves.

— Héritage et sous types: dans certains contextes, il est parfois utile de définir une sorte
comme étant incluse dans une autre, ce qui permet a la sorte incluse d’hériter des propriétés
de la sorte parente. Ceci n’est pas possible en LP, mais on peut contourner le probléme par
des fonctions de conversions.

Néanmoins, I'objectif de notre travail étant la vérification mécanique des programmes UNITY,
avec un aspect de détection d’erreurs, nous attachons plus d’importance aux techniques fournies
par LP pour la construction des preuves, et au raisonnement interactif qui permet le retour arriere
et la mise au point des preuves. De plus, ces aspects compliquent le langage ainsi que le calcul
et les rend plus difficiles & apprendre et & utiliser.



Chapitre 2

Formalisation et Mécanisation d’Unity

2.1 Introduction

Vérifier qu’un programme satisfait les propriétés requises de correction nécessite d’une part,
une représentation formelle du programme et des propriétés et d’autre part, un ensemble de
méthodes de vérification adéquat. Le but du travail décrit dans ce document consiste & dévelop-
per un systéme de preuve adapté & la vérification mécanisée des programmes paralltles et plus
particulierement & celle des programmes décrits en UNITY.

UNITY est une théorie pour spécifier et vérifier les propriétés des programmes paralléles.
Cette théorie comprend un langage de programmation pour écrire (spécifier) des programmes,
un fragment de logique temporelle pour exprimer les propriétés de sdreté et de vivacité [Lam77]
que le programme doit satisfaire et enfin un systéme de preuve pour vérifier ces propriétés.

Un programme UNITY comprend une déclaration de variables, des conditions initiales portant
sur ces variables et un ensemble fini d’instructions (affectations). La logique d’UNITY comprend,
outre la logique prédicative du premier ordre, des opérateurs “temporels” ou modalités, & savoir
l’opérateur, unless, pour spécifier la sreté, et deux opérateurs, ensures et leads_to pour expri-
mer le progres (sous ensemble des propriétés de vivacité). Ces opérateurs ou relations ont pour
argument des prédicats (non modaux) et par conséquent sont des fonctions d’ordre supérieur.

La théorie d’UNITY développée dans ce travail est définie de telle sorte que les propriétés a
vérifier le soient pour tout état défini par le domaine des données du programme. Les définitions
formelles des opérateurs temporels d’UNITY sont données en terme de relations entre les transi-
tions d’états du programme en utilisant des pré- et post-conditions. Ces définitions sont basées sur
la représentation du programme comme un systéme de transitions (d’états & états). Dans ce mo-
déle, il est possible de définir des propriétés modales en termes de pré- et post-condition [Hoa69],
entre toute transition possible du programme représenté comme un ensemble de transitions. En
utilisant cette définition, tout état vérifiant la pré-condition (un prédicat) d’une propriété doit
mener 4 un état vérifiant la post-condition de la propriété. Par conséquent, les prédicats sont
quantifiés par rapport a tous les états possibles définis par le domaine des données du programme.

Bien que les définitions formelles des opérateurs soient données en terme de pré- et post-
condition, leur sémantique, telle qu’elle a été définie dans [Cha88], utilise des relations entre les
états des chemins d’exécution du programme. Ceci peut créer une ambiguité lors de la formalisa-
tion car les pré- et post-conditions doivent étre vérifiées par tous les états possibles alors qu’avec
un raisonnement sur les traces, seuls les états accessibles'! sont pris en compte.

Dans ce qui qui suit, les définitions formelles et la sémantique de unless et ensures sont données

11. Un état accessible est un état atteint par une séquence d’actions a partir d’un état initial.

29
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en termes de pré et post-conditions comme étant des relations entre les états de transition du
programme. Chaque opérateur exprime une relation entre des ensembles d’états définis par un
prédicat.

2.2 La logique I’UNITY

La logique d’UNITY comprend la logique du premier ordre avec les régles usuelles du calcul
des prédicats, enrichie par des modalités temporelles pour exprimer les propriétés qu’un pro-
gramme parallele doit vérifier.

e Les propriétés de slreté spécifient “ce qu’un programme ne doit pas faire”. Ce sont des
propriétés qui doivent étre satisfaites par tous les états d’un programme. Elles sont définies a
’aide des opérateurs unless, stable et invariant.

Pour un programme P:

p unless ¢ o (Vs:se P:{pA—-q}s{pVq})

La sémantique opérationnelle de cette définition est la suivante: si p est valide et ¢ ne I’est pas
3 une étape de Pexécution, alors aprés ’exécution d’une instruction, soit p reste valide, soit ¢
devient valide. Si on utilise les pré- et post-conditions (transitions d’un état a I’autre), alors
p unless q est vrai pour un programme pgm si "des lors que pgm atteint un état dans lequel p
est vrai, toutes les transitions doivent préserver p ou bien rendre ¢ valide".

A partir de unless, on définit deux cas particuliers, la stabilité et "invariance.

stable p ef p unless false

def (Vs:s € P:{p}s{p})

Un prédicat p est stable si lorsqu’il est valide dans un certain état, toutes les transitions le
préserve.

invariant p def (condition initiale = p) A stable p

Un invariant est un prédicat stable valide & D’état initial.

e Les propriétés de progres spécifient “ce qu’un programme doit faire”. UNITY comprend
deux opérateurs pour exprimer les propriétés de progres, ensures et leads_to:

p ensures q def (p unless ¢)A(3s:s€ P:u{pA—-q}ts{q})

si p est valide et ¢ ne ’est pas dans un certain état alors toutes les transitions doivent préserver
p jusqu’a ce que g devienne vrai. De plus, il doit exister une instruction dans le programme P
qui établit la validité de ¢. Le prédicat leads_to est alors défini comme la fermeture transitive et
disjonctive de la relation ensures, ou bien la plus petite relation qui vérifie les régles d’inférence
suivantes :

p ensures q
p leadsto q
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p leadsto r,r leadsto q
p leadsto q

Vm € W : p(m) leads_to g
dm € W : p(m) leads_to q

Pour tout W,

La modélisation d’UNITY consiste donc d’une part & formaliser la notion de programme (initia-
lisation, affectation, etc) et d’autre part, & formaliser les opérateurs temporels de la logique et
le systeme de preuve associé. Nous considérons alors la logique UNITY comme étant composée
de trois niveaux: le calcul des prédicats, le calcul associé aux programmes et enfin les opéra-
teurs temporels. Le succes de UNITY provient du fait qu’il offre un environnement unique pour
écrire un programme, pour spécifier les propriétés pertinentes et pour vérifier la correction du
programme relativement & ces propriétés. Dans la méme philosophie, notre objectif consiste 2
utiliser un méme outil pour écrire des spécifications formelles et pour pour valider les preuves de
correction & l’aide d’un certain nombre de techniques de vérification.

Nous avons choisi comme outil formel pour la preuve des programmes UNITY, le calcul de
la plus faible pré-condition da 3 Dijkstra [Dij89]. En effet, les preuves en UNITY sont basées
sur des assertions du type {P}s{@}, ol s représente une instruction d’affectation d’UnITY, P
une pré-condition qui doit étre vraie avant ’exécution de s et () une post-condition qui résulte
de I’exécution de s. Cette notation est équivalente & P = wip(s,Q), o wip est la plus faible
pré-condition de Q).

Cette modélisation (et sa mécanisation) est indépendante du modele d’UNITY, et pourrait
étre appliquée (et bien sur, étendue) & un autre langage de programmation, avec une extension
qui prendrait en compte d’autres constructions. Pour cela, cette extension compléterait la
définition sémantique des instructions du langage considéré, sans modifier la formalisation et
la mécanisation du calcul des prédicats. Avec une sémantique opérationnelle utilisant la notion
explicite d’états et de traces d’exécutions, la formalisation doit prendre en compte des références
explicites aux états, gérer la valeur des variables d’états avant et aprés les transitions, définir
des opérateurs de transition d’un état a D'autre, et surtout définir des fonctions de transitions
vérifiant les conditions d’équité pour le choix d’instruction & exécuter.

Nous allons décrire dans ce qui suit la formalisation des trois composantes de la logique
d’UNITY & l'aide du démonstrateur de théoreme LP. En particulier, nous allons étudier comment
formaliser le calcul des prédicats, et le calcul des wp afin de raisonner sur les programmes et
enfin définir les opérateurs temporels d’UNITY & ’aide d’un démonstrateur du premier ordre tel
que Lp.

2.3 Le langage des structures booléennes

2.3.1 Préliminaires

Comme nous ’avons décrit précédemment, le but de notre formalisation est de prouver des
formules du type unless(P, @, prog). L'opérateur unless (et ensures) a donc comme argument
deux prédicats et une variable prog qui représente le programme considéré. Par conséquent
unless est une fonction d’ordre supérieur, manipulant des objets dont la sémantique est celle des
prédicats.

Définir ces opérateurs dans la logique de premier ordre sous jacente & LP nécessite la for-
malisation de la notion de “prédicat”, afin que les variables P et @ soient des variables LP d’un
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certain type mais dont la sémantique est celle des prédicats. Il faut noter que cette formalisation
doit étre indépendante des programmes & prouver, c’est & dire des types de données manipulés.

Afin de présenter cette formalisation, nous commengons par rappeler certaines notions de la
sémantique des programmes basées sur les travaux de Dijkstra [Dij89].

Espace d’Etat Pour un programme qui opére sur n variables, ’espace d’états est visualisé
par un espace de dimension n dans lequel les n variables du programme sont les n coordonnées
cartésiennes. La notion d’espace d’état est une métaphore pour représenter la correspondance
point & point entre les points de I’espace et toutes les combinaisons possibles de valeurs des
n variables. Puisque & chaque combinaison des valeurs de ces variables correspond un état de
la mémoire, il y a une correspondance directe entre un état de la mémoire et un point de
Pespace d’état. Par conséquent, ’expression "pour toute combinaison des valeurs des variables
du programme" peut se réduire & "en tout point de ’espace d’états" ou "partout dans I’espace
d’états", ou "partout'.

Pour ne pas confiner la notion d*expression” & “une combinaison possible de valeurs de n
variables d’un certain espace de coordonnées”, les variables de la théorie ne sont pas considérées
de type “expression” mais de type “structure”.

La notion de structure est donc une abstraction de la notion “expression contenant des va-
riables du programme” dans le sens ot les notions d’espace d’état et de dimension ont été éli-
minées. Néanmoins, les expressions comprenant des variables de programmes ont un type, ce
sont des expressions entiéres (arithmétiques) ou des expressions booléennes. Par conséquent, les
structures peuvent &tre des structures booléennes ou arithmétiques. Pour les structures arithmé-
tiques, 1, 2, ... sont des constantes, appelés scalaires. Par analogie, on considere deux structures
booléennes particulieres, vrai et faur appelées scalaires booléens.

Egalité Le probleme de I’égalité provient du fait que A = B n’est pas en général considéré
comme une expression booléenne mais plutdét comme le fait que A et B sont égaux “partout”
(ou bien représentant la méme quantité). Par exemple, si A et B sont deux matrices, A = B est
généralement vu comme le fait que les deux matrices sont “égales” point & point et non comme
une matrice de booléens (un objet construit avec une comparaison point & point), alors que pour
deux expressions réelles A et B, A = B représente bien une expression booléenne, puisque la
comparaison point & point n’est plus possible. Par conséquent, une expression olt deux structures
booléennes connectées par un opérateur relationnel, tel que A=Bou A < B, n’est pas interprétée
comme étant un fait établi mais comme une expression booléenne pouvant étre aussi générale
que les opérandes.

Une fonction appelée “partout” (everywhere) est introduite, notée [], qui appliquée a une
structure booléenne retourne un scalaire booléen vrai ou fauz. Appliquée & un scalaire booléen,
elle opere comme la fonction identité, [vrai] = vrai, [fauz] = fauz car vrai ou fauz sont les
deux seuls scalaires booléens. Le prix d’une telle formalisation est I’ajout de [] chaque fois qu’on
veut exprimer une égalité complete entre deux opérandes qui peuvent &tre des structures. La
regle de Leibnitz # = y = f(z) = f(y) est exprimée par la formule [z = y] = [f(z) = f(y)].
Par conséquent, pour représenter 1’égalité entre deux structures booléennes, on utilise = qui est
associatif et non =.

i

Format de preuve La sémantique d’un énoncé de théoréme est une expression booléenne et
celle de sa preuve est un calcul évaluant cette expression booléenne 3 “vrai”. Dans ce contexte, le
but de notre formalisation est donc de manipuler des structures booléennes et arithmétiques pour
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prouver une “ expression” de la forme [P = wp(s, Q)] = vrai. Partant de [P = wp(s, Q)], nous
devons utiliser un certain nombre de régles de calcul pour obtenir la valeur vrai. Pour ce faire,
nous devons considérer deux aspects : la formalisation de Popérateur “partout” et la formalisation
de Iégalité.

2.3.2 Le langage objet

Les pré- et post-conditions utilisées dans la définition des opérateurs temporels sont des
prédicats d’état, des fonctions booléennes dont le domaine est ’espace d’état du programme
considéré et le co-domaine des valeurs booléennes. Un état du programme est défini par la
valeur courante des variables du programme. Plus simplement, les prédicats sont des expressions
contenant des variables du programme qui peuvent étre évalués & vrai ou fauz suivant la valeur
courante des variables.

Un prédicat du langage objet est défini comme étant une structure booléenne, c’est  dire deux
structures connectées par un opérateur. Une structure est une expression (ou abstraction) qui
peut contenir des variables (de programme).

Exemple:
x: Nat

y: Nat

b: bool

*corps du prog#

z < y est une structure booléenne, x 4+ y est une structure arithmétique et 2 < y = 2 < y est
une structure booléenne. De méme, vrat,fauz, b sont des structures booléennes, z et y sont des
structures arithmétiques. Par contre,

[b]

[x + y = 0]

x<y=x <yl

sont des expressions de type scalaire booléen “égales” & vrai ou fauz. L’opérateur [] joue ainsi le
role d’interprétation du langage objet vers les booléens de Lp, donc vers le méta-langage de Lp.
Par exemple, ’expression

x<y= &<y VvV x=0]

est traduite en

(x<y=G&<y V&x=y))="T

L’évaluation de cette égalité dans la théorie de LP est soit true soit false.

Nous définissons une sorte LP, Bexp, représentant les structures booléennes, oii les expres-
stons de prédicat. Sémantiquement, Bexp est un ensemble de prédicats. Puis, nous avons besoin
de définir les opérateurs usuels tels que 'implication, la disjonction et la conjonction. Nous
définissons \=>, \or, =, dont la signature est : Bexp,Bexp — Bexp, T et F, différents des opérateurs
prédéfinis de LP, => ,\/, /\, true, false, dont la signature est: Bool,Bool —> Bool. De méme,
nous définissons 'opérateur de négation, nnot, différent de ’opérateur de négation ~ de LP. Les
premiers sont des opérateurs du langage objet et les seconds des opérateurs de la méta-théorie.
Nous avons ainsi promu les opérateurs logiques opérant avec des variables booléennes a des
opérateurs logiques opérant avec des “prédicats”.
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Qu’en est-il de ’égalité? L’opérateur = de LP est automatiquement déclaré pour chaque sorte
S, de signature $,S —> Bool. Cet opérateur est commutatif, et associatif si la sorte est celle des
booléens, considéré alors par LP comme un synonyme de <=>.

La solution consiste & considérer le symbole d’égalité de LP comme 'opérateur “partout” et
un opérateur \<=>, dont la signature est Bexp,Bexp —> Bexp, pour 1’égalité entre deux structures
booléennes. En d’autres termes, nous traduisons I’expression [A = B] du type true ou false en
(A \<=> B) = T, du type true ou false dans la théorie de LP.

Le calcul

Nous allons, & présent, définir les propriétés des opérateurs logiques du langage objet, qui en
LP, sont des fonctions totales. Il est certain que nous pouvons introduire directement les axiomes
que nous supposons utiles pour notre formalisation. Néanmoins, deux points sont essentiels ,
d’une part la consistance (la cohérence) du systéme obtenu et d’autre part, utilisation effective
de ce systeme.

— A la différence de NQTHM [Boy88] et de HoL {Gor93], LP ne contient aucune théorie
prédéfinie dans laquelle définir une nouvelle théorie. Par conséquent, nous n’avons aucun
moyen explicite de vérifier la consistance des théories que nous définissons. Néanmoins,
nous allons utiliser une démarche en trois étapes: Enrichir, vérifier et corriger. Cette
démarche consiste a introduire un minimum d’axiomes, puis & enrichir la spécification
par des théorémes. Les théorémes sont de méme nature que les axiomes sauf qu’il faut les

démontrer pour qu’ils puissent &tre ajoutés au systeme.

-~ On ne peut dissocier la spécification de son utilisation. En effet, notre but ne se résume
pas a formaliser les “prédicats” mais il faut pouvoir les utiliser pour les preuves que nous
nous proposons d’effectuer dans le cadre des programmes paralléles. En d’autres termes,
I'utilisation de cette formalisation est importante pour la mécanisation du systéme et pour
le degré d’automatisation. Pour cela, nous allons expliciter dans ce qui suit la démarche
suivie en étudiant quelques exemples afin de justifier les choix de formalisation.

Pour construire notre systéme, nous allons suivre la démarche explicitée dans [Dij89], tout en
utilisant la démarche enrichir-vérifier-corriger.

Soit le systeme suivant ot les axiomes (4,5,6) définissent la réflexivité de \<=>, 'idempotence
et la distributivité de \or par rapport & \<=> (ces deux opérateurs sont préalablement définis
comme des opérateurs associatifs et commutatifs) :

bool_str.3: p \<=> T = p

bool_str.4: p \<=> p > T

bool_str.5: (p ‘or p) \<=>p > T

bool_str.6: (p \or (g \<=> ¢)) \&=> (p Vor ¢) \<=> (p Vor @) = T

Le théoréme suivant:
(¢ Nor p Vor @) \¢<=> (c or p \or p Vor q) =T

peut é&tre prouvé en utilisant 'idempotence. Mais telle qu’elle est formalisée par la régle
bool_str.5, elle ne peut pas étre utilisée directement. Ce théoréme est alors prouvé a I’aide d’un
calcul de paires critiques (cf. paragraphe 1.4) entre les deux régles bool_str.4 et bool_str.512,

12. si \<<==> n’était pas ac, ce calcul ne donnerait pas de paires critiques.
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Ce calcul produit la regle (p \or p) —> p, qui permet de réécrire le théoreme en (¢ \or p \or
q) \<=> (c \or p \or q) = T, puisen T = T avec la regle bool_str.4.

Le théoréeme est alors introduit dans la base sous la forme:

bool_str.7: (c \or p Vor q) \<=> (¢ Vor p Vor p Vor q¢) =T

Le terme p \or p n’est pas réécrit en p car la paire critique correspondante a été calculée dans
le contexte d’une preuve et par conséquent son existence est liée & ce contexte.

Nous allons & présent montrer que T est 1’élément absorbant de \or, en utilisant \<=>:
((pVor T) \<=>T) =

Ce théoreme est réécrit p \or T = T a l'aide de la régle bool_str.3, puis un calcul de paires
critiques donne la régle b \or T —> T (régles bool_str.3 et bool_str.6) avec laquelle le théoréme
est normalisé 3 T=T !3. Le systéme obtenu est alors:

bool_str.3: p \X=> T = p

bool_str.4: p \<=> p > T

bool_str.5: (p \or p) \&=>p > T

bool_str.6:(p \or (q \<=> ¢)) \<=> (p \or ¢) \<=> (p Vor q) = T
bool_str.7:(c \or p Vor @) \<=> (¢ Vor p \or p \or @) > T
bool_str.8: p \or T — T

ol la propriété d’idempotence a été introduite sous sa forme normale, bool_str.8. Cette forme
est plus utile comme régle de simplification que la forme originale.

Pour vérifier la cohérence de notre systéme, nous pouvons calculer les paires critiques de ce
systeme. Ce calcul s’arréte et produit le systéeme suivant

bool_str.3: p \<=> T = p
bool_str.4: p \<=>p > T
bool_str.8: p \or T = T
bool_str.9: b \or b = b

bool_str.41:p \or (q \<=> ¢) = (p ‘or ¢) \<=> (p ‘or q)

Nous pouvons remarquer que la régle bool_str.5 a été éliminée, normalisée avec les regles
bool_str.9 ( obtenue par calcul de paires critiques) et bool_str.4.

Ce processus correspond au passage du langage objet vers le méta-langage de LP, pour que

’égalité dans le langage objet soit la réécriture dans la méta-théorie:

biet Th ; objet
pvp E p] Etrue ~  G@lrp\=>pZET ~  (plrpZp

e La conjonction comme opération dérivée de la disjonction et de I’équivalence: soit ’axiome
suivant, appelé régle d’Or, qui permet de définir la conjonction par rapport a la disjonction et a
’équivalence. ' Cet axiome contient 3 occurrences du connecteur =:

XAY=XVY=X=Y] (2.1)

13. Une preuve plus simple mais moins automatique aurait été d’instancier ¢ par q dans la regle 6.
14. Par symétrie, il permet aussi de définir la disjonction par rapport a la conjonction et I’équivalence.
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Comment s*assurer” que la conjonction ainsi définie est bien la conjonction que nous connaissons?
Pour cela, on peut montrer que true est 1’élément neutre de la conjonction :

[X Atrue = X (2.2)

Preuve:
X Atrue

= { Regle d’Or avec Y = true}
X Vitrue = X = true

= { true est 1’élément absorbant de V}
X = true = true

= {réflexivité de = }

X =true
= { true est I’élément neutre de =}
X

Plusieurs preuves en LP vont découler de la fagon de prendre en compte la régle d’Or.
Le base de faits est :

Ri:p\&=>T—=>p

Ry: p\&=>p—>T

R3: p\oxr T—=>T

Rsy: b\orb-—>0

Rs: p Vor (q \<=> ¢) = (p \or ¢) \«=> (p ‘or q)

Premier choix: le premier connecteur = est considéré comme une égalité LP, transformé en
réécriture :

Re: p = q—=>p\or q \<=>p \<=>¢q

Nous avons traduit une occurrence du connecteur = en une égalité, les autres comme équivalences.
Cette regle nous permet de “définir” I'opérateur ~ en fonction de \<=> et \or. La preuve en LP

est alors la suivante, oit nous passons d’une ligne & 'autre en réécrivant 'un des membres de
P’équation.

LpPreuve 2.1

p-T=p
{Re}
PVWrT\W=>p\=>T=1p
{R}
plVorT\<=>p=07p
{R3}

T \<=> P=7Pp
{associativité de \<=>}
p\=>T=p
{Ry}

P=P
{LP}

true

Le théoréme prouvé est donc R7: p = T = p

Deuxieme choix : la deuxiéme occurrence du connecteur = est transformé en une égalité, ce qui
nous permet de donner une autre sémantique & la régle d’Or:

Re: p ™ q \¢<=>p Vor q > p \<=> ¢q
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Cette regle exprime le fait que si la disjonction de deux prédicats est équivalente & leur conjonc-
tion, alors ces deux prédicats sont équivalents. Cette régle nous permet de prouver le théoreme
2.2, mais la preuve se déroule de fagon différente: Partant de la régle d’Or, nous instancions I’une
des variables & T. La regle obtenue est alors normalisée et nous obtenons le théoréme voulu :

LpPreuve 2.2
P - T\=>plrT—=>p\=>T

Troisieme choix : le troisieme connecteur est transformé en un égalité Lp.
Reip ~ q \<=> p \or q \<=> p > ¢

Ce choix nous permet de montrer un théoreme “différent” de R7. En utilisant les mémes regles
que précédemment, le théoréme que I’on montre est

Rpew7: p " T \<=>p—>T

Ce théoreme differe du R7 par la traduction de ’équivalence. Nous pouvons néanmoins prouver
Ry avec un calcul des paires critiques entre la régle R,..7 et la régle d’Or, Rg,. Le choix entre
Ry et Ryer dépend de leur utilisation. Pour notre formalisation, la, premiére forme, Rz, est plus
intéressante comme régle de simplification.

Quatrieme choix : la formule entiere est supposée égale a true, en traduisant la sémantique de []
directement par I’égalité de Lp. En effet, dans certains cas, nous n’avons pas un choiz pour la
traduction des axiomes. Il faut alors utiliser d’autres techniques afin de prouver les théorémes
qui nous intéresse. Pour illustrer ce cas de figure, nous introduisons la régle d’Or sous sa forme
originale:

(P~ @) \<=> (plor @) \<=>p \<=>q=T
Cet axiome sera orienté en une régle de réécriture
Re: (pVor @) \¢=> (p "~ q) \<=>p \<=>q > T
Il nous permet de montrer le théoréme R,.,7 et I'idempotence de ~:

prove (p " p) <= p =T
ins q by p in bool_str.69  %R6
[] conjecture

prove (p ~ T) \<=> p =T
cri-p bool_str* with bool_str*

[] conjecture
qed

Conclusion : la choix de la traduction de la régle d’Or en un axiome de la théorie de P dépend
de son utilisation dans le calcul. La régle d’Or permet de définir le nouvel opérateur ~ en fonction
des opérateurs existants \or et \<=>. Ainsi, elle nous permettrait de réécrire un terme de la
formep ~ qen p \or q \<=> p \<=> g, afin de ramener toute preuve mettant en jeu l’opérateur

~ & une preuve sur les opérateurs \<=> et \or. Suivant la forme syntaxique choisie, nous pouvons
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montrer les mémes théorémes, mais les structures de preuves peuvent étre plus ou moins simples.

En effet, soit le systeme de réécriture { Ry,R2,R3,R4,Rs5,Rg¢}. Pour prouver une formule qui
contient 'opérateur -, il faut éliminer cet opérateur de la formule considérée, car le systeme
courant ne contient aucun autre axiome mettant en jeu cet opérateur. Or nous ne pouvons pas
utiliser directement la régle d’Or (Rsg), puisque ’équivalence du langage objet n’est pas une
égalité de la théorie LP. Par contre, nous pouvons montrer la premiere forme syntaxique de la
régle d’Or:

Rg: p~q= (p Vor q) \x=>p \<=> q
3 aide de Rg.

LpPreuve 2.3

(p "~ g

{Introduction avec R}
=(p~ @ \=>T)

R

6
=P~ @) \&=> (p "~ q) \&=> (p Vor q) \<=>p \<=> q)
{élimination avec R, }

= (T \<=> (p \or q) \<=> p \<=> q)

{élimination de T avec Ra}

= ((p Vor q) \<=> p \<=> q)

Les deux premieres étapes de la preuve consistent & utiliser les régles R; et Rg comme étant
orientées dans le sens inverse. Bien que ce processus soit possible en LP, cette technique est
néanmoins dangereuse et plus complexe & manipuler (elle nécessite la passivité et 'immunité
des regles). Nous pouvons contourner cette technique en prouvant de fagon explicite des lemmes
appropriés :

LpPreuve 2.4

prove p = q = (p ‘or q) \<=> p \<=> q

make passive boolx* %pour eviter une réécriture trop rapide
set name lemme
prove

(p Vor @) \<=>p \<=> q
(P Vor @) \<=> (p ~ @) \<=>p \<=> q \<=> (p Vor @) \<=> p \<=> g

rewrite conj with bool_str.69 Y%R6

rewrite conj with bool_str.3 %R1

[] conjecture
normalize lemme with bool_str.4, bool_str.3 %R2 et R3
[] conjecture

gqed

Le lemme prouvé correspond & une phase que nous appelons ’introduction, substitution de T par
le partie gauche de la régle d’Or Rg. Une fois ce lemme prouvé, il suffit de le réécrire en utilisant
les deux regles Ry et Rs.

En utilisant la symétrie induite par la régle d’Or, cette méthode permet de prouver des résultats
similaires pour I'opérateur \or.

Exemple: Supposons qu’on ait a prouver la formule

(@ " c \<=> q \¢=> ¢) = (q \or ¢)
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Il suffit pour cela d’introduire T avec R, de réécrire le membre gauche avec la régle d’Or, puis
d’éliminer avec la réflexivité de I’équivalence (R2):

LpPreuve 2.5
(g = c \&=> q \¢=> ¢)

(@ " ¢ \&=> q \&=> ¢ \¢=> T)

(@ " ¢c \¢=>q \¢=> ¢c \¢=>q " ¢ \¢=> q Vor ¢ \<=> q \<=> ¢)
{Ry, p+ q~ c}

(T \<=> q \<=> ¢ \<=> q Vor ¢ \<=> q \<=> ¢)

{Ry, p <~ q \<=> ¢}

(T \<=> T \<=> q \or ¢)

{Ry, p « T}

(T \<=> q \or ¢)

{R_1}}

(q Vor ¢)

Si nous disposons de la régle Rg, la preuve se résume a éliminer q ~ ¢, puis a absorber en utilisant
trois fois la reégle Ry. Ce théoréme est prouvé et immunisé pour qu’il ne soit pas simplifié en une
identité:
Rg: (glor c) = q~ c \<=> q \&=> ¢

Cette méthode, permettant d’éliminer dans une preuve un nouvel opérateur en introduisant
les opérateurs précédemment définis, sera réutilisée, en particulier pour l'implication. Cette
réutilisation consiste 3 appliquer une méme structure de preuve mécanisée.
e L’implication:

X=>Y=XVY =Y] (2.3)

Cet axiome est traduit directement en un axiome de la méta-théorie de LP, olt 'implication est
définie en fonction des opérateurs \<=> et \or:
(p \=> q) \<=> (p Vor @) \<=>q =T
Cette regle permet de montrer de fagon triviale la réflexivité de \=>, & I’aide de 'idempotence

de \or.

Soit & présent le systeme:

bool_str.3: p\=>T—=>p

bool_str.4: p\=>p—>T

bool_str.8: plr T =T

bool_str.9: b \or b b

bool_str.41: p \or (q \<=> ¢) = (p Vor ¢) \<=> (p \or q)
bool_str.72: p~aqa = (plorq) \&=>p \&=>q

bool_str.73(I): (p ~ q) \<=>p \&=> q = p \or ¢q

bool_str.74(I): (p =~ (p Vor q)) k=>p —>T

bool_str.75(I): (p Vor (p =~ @)) \<=>p —>T

bool_str.76(I): (p \or (q ~ ¢)) \<=> ((p Vor @) ~ (p Vor ¢)) =T
bool_str.77(I): (p ~ (q Vor ¢)) \=> ((p ~ q) Vor (p "~ ¢)) = T
bool_str.78(I): (p ~ (g \<=>¢)) \<=> (p ") \<=> (p " q) <=>p > T
bool_str.81: (p \=>q) \<=> (plor q) \<=>q—>T

bool_str.82: p\=>p—>T
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Les régles bool_str.74 et bool_str.75 correspondent aux théorémes d’Absorption, bool_str.76
et bool_str.77 représentent la distributivité de \or par rapport & ~ et réciproquement. La régle
bool_str.78 permet d’éliminer \<=> d’un sous terme.

Par analogie & l'introduction de Popérateur ~, nous pouvons réutiliser la méme structure de
preuve que celle de la preuve 2.4, pour montrer que p \=> q se réécrit en (p \or q) \<=> q.

LpPreuve 2.6
prove p \=> q = (p \or q) \<=> q Y%bool_str.83
make passive bool*
set name lemme
prove
(p Vor q) \<=> g
= (p \=> @) \&=> (p \or q ) \¢=> q \<=> (plor ¢) \<=> g

rewrite conj with bool_str.81

rewrite conj with bool_str.3

[] conjecture
normalize lemme with bool_str.4,bool_str.3

[1 conjecture
qed

La stratégie est similaire & celle utilisée pour la preuve 2.4 : le lemme permet la substitution de T
par la partie gauche de la régle qui définit implication (bool_str.81), puis réécriture du lemme
en utilisant les deux r2gles de simplification.

Le systeme précédent auquel a été ajoutée la régle
bool_str.83: p \=> q = (p \or q) \<=> q
nous permet de prouver deux théoremes de fagon “automatique”:

prove (p \=> q) \<=> (p = q) \<=> p =T
[] conjecture

prove ((p \=> q) ~ (@ \=> ¢)) \=> (p\=>¢c) =T
[] conjecture

La preuve utilise la définition de I'implication, celle de la conjonction (régle d’Or), et les régles de
simplification. Par exemple, les étapes de réécriture pour le premier théoréme sont les suivantes:

LpPreuve 2.7

(P \=>q) \<=> (p " q) \<=>p
{définition de "}
= (p Vor q) \<=> (p \=> q) \¢=> p \<=> p \<=> ¢
{simplification avec bool_str.4}
=T \<=> (p Vor @) \&=> (p \=> q) \<=> q
{simplification avec bool_str.3}
= (p Vor q) \<=> (p \=> q) \«=> ¢
{définition de \=>}
= (p Vor @) \<=> (p \or q) \<=> q \<=> ¢
{simplification avec bool_str.4}
=T \K=> q \<=> ¢q
{simplification avec bool_str.3}
=q \<=>q
{simplification avec bool_str.4}
=T
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e La négation : le deuxieéme point qui nécessite réflexion est la formalisation de la négation. En
effet, une traduction systématique des axiomes peut engendrer des erreurs sémantiques critiques.
Ayant introduit ’équivalence, la disjonction, la conjonction et I’implication, nous avons besoin
de la négation, définie par I’axiome suivant :

F(X=sY)=-X=Y] (2.4)
traduit en un axiome LP
nnot(p \<=> q) \<=> nnot(p) \<=> q =T

Cet axiome nous permet de prouver les théorémes suivants :

nnot(p) \<=> p = F
nnot(p) \<=> q \<=> p \<=> nnot(q) = T

Remarque 2.1 Un amalgame entre le langage objet et le méta-langage, c’est a dire entre la
négation nnot et celle de Lp ~, peut donner la traduction suivante de 2.4 :

~ (p = @ = (anot(p)=q)

Cet axiome permet de montrer ~(p=T) = (p=F), qui exprime le fait que chaque structure boo-
léenne est soit égale & "T" soit égale & "F". Ce qui est sémantiquement incorrect,

Lorsque le fait nnot (xc) = T est valide, (ot rc une constante de type Bexp), nous pouvons montrer
que rc = F par calcul de paires critiques entre les régles de la base. Par contre, lorsque le fait
rc = T est faur dans le systéme courant, c’est & dire dans le méta-langage de LP (xrc = T —
false), nous ne pouvons pas montrer que rc = F. Ce qui est sémantiquement correct. En effet, la
sémantique de nnot(rc) = T est que I’évaluation du prédicat nnot(xc) donne vrai dans le systéme
courant. Ceci implique que ’évaluation du prédicat rc dans le méme systéme donne faux. Par
contre, la sémantique de rc = T —> false est que nous n'avons pas pu évaluer rc d true, cela
n’implique pas que son évaluation donnerait faux.

De méme que pour les opérateurs ~ et \=>, nous pouvons utiliser une méme structure de preuve
pour plusieurs théoréemes:

La base de faits comprend entre autres, les régles suivantes:

bool_str.3: p \<=> T -> p

bool_str.4: p \<=>p > T

bool_str.97: nnot(p \¢<=> q) \¢=> nnot(p) \<=> q > T
bool_str.99: mnnot(p) \<=> mnot(q) \<=> p \<=> q => T
bool_str.100: nnot(nnot(p)) \<=> p > T

Ces régles nous permettent de prouver les théorémes suivants:
nnot(p \<=> q) = nnot(p) \<=> q

nnot(p) \<=> nnot(q) = p \<=> ¢

nnot(nnot(p)) = p

La structure des preuves est identique a celle de 2.4 et 2.6. Elle utilise les deux ragles de
simplification bool_str.3 et bool_str.4 et I’axiome de définition de la négation bool_str.97.
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Pour chaque théoréme, nous prouvons le lemme correspondant en utilisant la régle de réécriture
adéquate (Axiome de définition). La preuve du premier est la suivante:

LpPreuve 2.8
prove nnot(p \<=> q) = nnot(p) \<=> q
set name lemme
make passive boolx*
prove
nnot(p) \<=> q

nnot(p \<=> ¢q) \<=> nnot(p)\<=> q \<=> nnot(p) \<=> q
rewrite conj with bool_str.97
rewrite conj with bool_str.3
[] conjecture

normalize lemme with bool_str.4,bool_str.3

[] conjecture
qed

Ces théorémes nous permettent d’exprimer ’équivalence comme une égalité de telle fagon que
les regles qui en découlent puissent étre utilisées & leur tour comme des régles de simplification.

Nous avons ainsi modélisé le calcul des structures booléennes (des expressions de prédicats),
en traduisant formellement les axiomes de définition des opérateurs logiques, puis en prouvant
les propriétés qu’ils doivent vérifier. Le systéme de réécriture obtenu comprend 140 regles de
réécriture.

L’importance de cette formalisation découle du choix des axiomes & introduire et des théorémes
a prouver. Prenons I’exemple de 'opérateur \=>. Une formalisation ad-hoc nécessite de choisir
comme définition, I'une des expressions équivalentes suivantes :

XVvYy =Y

XANY=X

-XVY

X AY =Y

—XV-Y =-X

(X AY)
Une fois le choix effectué, il faut alors prouver les autres expressions comme des théorémes. Une
autre solution serait d’introduire toutes ces expressions comme axiomes, ce qui non seulement
engendrerait des redondances mais aussi des bases inconsistantes, si les axiomes sont mal “écrits”.
D’ou I'importance de la régle bool_str.81 qui définit I'implication par rapport & \or et \<=>,
puis d’exiger et donc de prouver que cette opérateur soit réflexif (\or idempotent), transitif
(\or associatif), antisymétrique (\or symétrique), et que \or soit monotone par rapport a cet
opérateur (p \=> q) \=> (p \or r \=> q \or r). Pour obtenir les autres expressions possibles de
Popérateur \=>, il suffit de les prouver en tant que théoremes.

2.3.3 Meécanisation

L’une des applications de la formalisation de ce calcul est la preuve des propriétés de streté.
Ces propriétés sont exprimées en fonction de la plus faible pré-condition wp. Plus précisément,
dans notre modele, la plupart des preuves se rameénent 3 la preuve d’un théoréme de la forme:

P \=> wp(s,Q) = T
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Cette équation est normalisée, & I’aide de la régle qui exprime \=> en fonction de \or:
nnot(P) \or wp(5,Q) = T

L’idée intuitive est de supposer P vras et de prouver wp(s,Q), sachant que c’est trivial quand P est
fauz. Une premiere recherche nous a mené a identifier dans quelle mesure nous pouvons utiliser les
méthodes de preuves disponibles en LP. En particulier, étant donné que les théorémes & prouver
sont sous la forme d’une implication, il serait intéressant d’utiliser la méthode d’implication de
Lp. En effet, un théoréme de la forme A => B = true ol A et B sont deux booléens, peut étre
prouvé par la méthode implique (cf. paragraphe 1.4.3).

Pour utiliser les méthodes de preuve de LP liées 3 la forme syntaxique des conjectures, il faut
disposer de regles (ou axiomes) qui nous permettrait de “convertir” nos opérateurs logiques (du
langage objet) en opérateurs LP (de la méta-théorie).

(X AY]=[X]A[Y] (2.5)
Cet axiome est traduit, en une regle de “conversion” :
Re : (P "Q=T)<>(P=T/NQ=T)
sachant que

[X /\ Y] the——%rie [X theorie Y]
Ainsi, la régle Re; nous permet de prouver une formule comprenant un ~ en utilisant la méthode
conjonction de LP. Par contre, pour I'implication, la propriété est plus faible:

X =Y]=(X]=[Y) (2.6)

formalisé par la regle:
Rimpl : (P\=>Q:T) S P=T=>Q0=T) >T

La régle R;yp ne nous permet donc pas d’utiliser la méthode implique.

Remarque 2.2 Pour une structure booléenne de la forme P \=> Q = T, Q peut contenir P (par
ezemple, Q peut étre £(P,R) ou £ a la signature Bexp,Bexp —> Bexp) et P peut contenir des “va-
riables” de programmes. Par conséquent supposer P vrai, veut dire que P est vrai “partout” et non
que la variable P est “égale” & la constante T.

([P] = true) # ([P = true])

Les regles R.:, et Rimp traduisent la sémantique des opérateurs logique du langage objet.
En effet, pour que la conjonction de deux prédicats soit évaluée a vrai, il est nécessaire que
I’évaluation de chaque prédicat donne vrai. Par contre, pour que ’évaluation de P’expression
de prédicats P \=> Q donne vrai, nous avons deux cas; Soit ’évaluation de P donne fauz, soit
’évaluation de P donne vras ainsi que celle de §. En d’autres termes, “prouver” une expression
de la forme P \=> q du langage objet, revient a prouver la formule LP, P \=> Q = T. En utilisant
la regle Rippi, cela revient & montrer P = F, ou bien (P = T) => (Q = T).

Les régles Re: et Rimp nous permettent de prouver:

Rour: (P =TV\/ Q=T => (P \orQ = T)
Roup: (P\or Q =F) <=> (P =F /\NQ=F)
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Comment peut on alors automatiser les preuves des formules mettant en jeu les nouveaux
opérateurs définis, afin d’utiliser les méthodes de preuve syntaziques fournies par Lp?

Toute formule du langage objet & prouver est préalablement normalisée, c’est & dire que tout
théoréme sera de la forme (A ~ B) = T. LP utilise alors la régle Rt pour normaliser la conjecture
a (A=T) /\ (B=T). En utilisant la méthode conjonction, nous essayons alors de montrer les sous
buts & = T et et B = T. Les sous buts sont de la forme

LiNor LyNor ... \ox L, =T

ol L; est une structure booléenne ne comprend aucun connecteur “logique” autre que le “nnot”.

Comme nous ’avons décrit précédemment, prouver la correction d’un programme UNITY revient
a montrer un théoréme de la forme:

P\=>Q =T

Dans le but d’effectuer des preuves “intuitives”, la stratégie consiste & éviter la réécriture en \oxr
en immunisant la régle correspondante (cf. p.19), puis & utiliser la régle R;p,pi. Nous commencons
par “essayer” la preuve de (P = T) => (Q = T), qui nous permet d’utiliser la méthode implique
de LP. Deux cas sont alors possibles: soit la preuve échoue, auquel cas en utilisant Rippi, nous
en déduisons que P \=> Q = T est faux, soit la preuve réussit, auquel cas nous utilisons les
informations obtenues pour prouver P \=> Q.

Ceci acheve ’étude de la formalisation du calcul des structures booléennes, que nous appelle-
rons dans la suite “expressions booléennes” ou “expressions de prédicats”. Nous allons & présent
nous intéresser & la formalisation liée & I’environnement UNITY 3 savoir les programmes, les
affectations,les variables, etc.

2.4 Les programmes

Bien que les auteurs d’UNITY aient choisi une théorie pour la programmation parallele dont
la sémantique est basée sur les systémes de transition, ils ont préféré une représentation des
programmes qui rappelle celle utilisée par les langages de programmation. Selon eux, considérer
un programme comme un systéme de transition , c’est & dire un ensemble d’états, un état initial
et un fonction de transition, offre peu de méthodologie pour le développement de programme et
par conséquent pour la vérification.

Un programme UNITY est constitué de trois parties: la partie declare contient la déclaration
des variables du programme, la partie initially est un ensemble d’équations d’initialisation des
variables. La partie assign est un ensemble non vide d’instructions, affectations qui peuvent étre
simples, multiples ou conditionnelles.

Exemple 2.1 Program {ezpl}

Declare z : nat, b : boolean, . ..
initially 2 = 1[] b = false
assign
{zact}z = a2+1 ifz<10A-b
{bact} b := true ifz>10
end {ezpl}
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Pour modéliser un programme UNITY en LP, nous devons définir les notions de programme, de
variable, d’affectation, etc.

Pour formaliser les programmes, nous utilisons le type abstrait liste défini par la sorte Actlist
et nous définissons une sorte Act pour représenter les actions. Un programme UNITY est donc re-
présenté par une constante de type Actlist, au quelle on affecte la liste des actions du programme.
Par exemple, pour le programme expl, nous avons les déclarations L.P suivantes:

declare operators
expl :—> Actlist
xact :—> Act

bact :~> Act

éésert
expl = cons(xact,cons(bact,nil))
Cette constante représente en fait le “nom” du programme considéré. Toute propriété que doit
satisfaire le programme aura comme comme argument cette constante. Par exemple, si le pro-
gramme expl doit satisfaire une propriété de la forme p unless g, elle sera formalisée dans le
systéme par unless(p,q,expl). La constante expl sera alors remplacée par la liste des actions du
programme.

Pour représenter le fait que 'ordre des affectations (actions) est quelconque, le constructeur
du type Actlist doit vérifier:

cons(ai, cons(a2,11)) = cons(a2, cons(al, 1))

ol ay, a3 sont des actions et /1 une liste d’actions. Nous verrons 'importance de cette formule
pour la mécanisation des preuves.

2.4.1 Les variables

La premiere partie d’un programme UNITY, declare, contient les noms des variables et leurs
types, et la partie instially définit leurs valeurs initiales.

Dans la déclaration du programme expl, = et b sont des noms de variables. Dans un modele
d’états-transitions, les valeurs de ces variables représentent & tout moment du calcul, un état du
programme, et peuvent étre de différents types.

Dans notre modele de pré et post-condition, nous avons choisi de ne pas référencer de fagon
explicite les états. Les pré- et post-conditions sont des expressions de prédicats (structure
booléennes) pouvant contenir des variables du programme. Par exemple, pour le programme
expl, une pré-condition peut étre de la forme: Yy € N : 2 < (z+y+ 1). Or, dans cette formule,
z est un identificateur du programme de type nat et y est un identificateur de variable de type nat.

Par conséquent, nous considérons deux types de variables UNITY, les variables du programme
UNITY et les variables apparaissant dans les obligations de preuves UNITY. Pour ce faire, nous
définissons deux sortes LP, Id pour le premier type de variables et Id_of_var pour le second.
La sorte Id est celle des identificateurs et Id_of_var, celle des identificateurs de variables. Les
identificateurs apparaissent dans le texte du programme. Ce sont des variables d’état ou variables
dynamiques car elles représentent des quantités qui peuvent changer au cours du temps. Ces
variables sont définies comme des constantes LP de type id. Les variables de preuves, ou variables
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statiques, apparaissent dans la preuve UNITY et sont codées comme des variables!'® LP de type
id_of_var. Ce sont des méta-variables utilisées pour exprimer des propriétés que doit satisfaire
le programme. Dans la littérature, les premieres sont dites flexibles, par opposition aux secondes
dites rigides. Par exemple, la spécification {z = n}z :=7{z = n + 5} exprime le fait que pour
tout n, si # = n alors 'exécution de P’affectation doit affecter une valeur & z de telle sorte que
x = n+ 5 soit valide. x est donc un identificateur et n» une variable de preuve.

Les identificateurs d’un programme et les variables de preuves prennent des valeurs d’un certain
type, entier,liste,.... C’est ce qu’on appelle les données dans un langage de programmation,
ou les types abstraits. Nous définissons les types de données: naturels (Nat), séquences (Seq),
enregistrement (rec). Les spécifications correspondantes sont définies comme les spécifications
LsL [Gut83], modifiées pour axiomatiser nos propres types abstraits. Ces spécifications, ainsi
que les preuves associées, seront détaillées au chapitre 3.

Les expressions de prédicats sont construites & partir d’ezpressions, d’opérateurs relationnels et
de connecteurs logiques.

Les expressions arithmétiques sont construites 3 ’aide d’expressions et d’opérateurs arithmé-
tiques :
s, __*__:Exp,Exp — Exp

Une variable de type id_of_var ou id est une expression de base, ainsi qu’un entier, une séquence,
etc. L’absence d’inclusion de types en LP nécessite des fonctions de conversions.

Conversion

L’opérateur +: Exp,Exp —> Exp crée une nouvelle expression & partir de deux expressions. Il
est clair que cet opérateur differe de 'opérateur +: Nat,Nat —> Nat, mais comme on 'imagine,
ces deux opérateurs obéissent aux méme lois. Dans le contexte de la sémantique des programmes,
“5” est une expression entiere, qui ne contient pas de variables. Par ailleurs, les identificateurs
apparaissent dans les assertions & prouver et sont aussi des expressions. Etant donné que la
logique de LP ne contient pas de sous types, nous avons simulé 'inclusion de id, id_of_var et

Nat dans Exp & l’aide des fonctions id_to_exp et nat_to_exp.
— nat_to_exp: transforme un naturel en une expression.
— id_to_exp: transforme un identificateur en une expression.
— id_to_nat: transforme un identificateur en un naturel.
— id_to_bexp: transforme un identificateur de booléen en une expression booléenne.
— seq_to_exp: transforme une séquence en une expression.

Remarque: Nous avons en fait deux fonctions de conversion de méme nom id_to_nat. L’une a la
signature: Id —> Nat et I'autre Id_of_var —> Nat. Par exemple, kr est un identificateur de naturel
de type id, = est une identificateur de variable de type id_of_var et id_to_nat(kr) < idto_nat(z).

Ces fonctions de conversion doivent satisfaire un certain nombre de propriétés: notons +g
un opérateur arithmétique ({+,—,+}) dont la signature est Exp,Exp —> Exp et +x, 'opérateur

15. Les quantificateurs portent sur les variables de preuve.
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correspondant dont la signature est Nat,Nat —> Nat. De méme, <p représente un opérateur
relationnel ({<, <,\=}) dont la signature est Exp,Exp —> Bexp et <, l'opérateur correspondant
dont la signature est Nat,Nat —> Bool

Simplification :

Vn,m € N : (nat_toezp(n) +g natto_exp(m) = natto_erp(n +n m))
Vn,m € N : ((nattoexp(n) <g nattoexzp(m))=T) = (n <y m)

Vn,m € N: ((nattoexp(n) <g nattoexp(m))=F) = -(n <y m)

Exemple 2.2 L’ezpression nat_to_exp(i) + nat_to_exp(s(j)), ot i et j sont deux entiers na-
turels, est réécrite en nat_to_exp(s(i+j)). Ces régles nous permettent de simplifier les expressions
pour se ramener & des expressions sur les entiers, pour lesquels nous disposons d’un ensemble de
régles et de théorémes.

Ces regles de simplification existent pour chaque type d’opérandes:
~ Les deux opérandes sont de méme type Nat.(voir précédemment).

— Les deux opérandes sont de méme type, identificateur (Id), ou bien identificateur de va-
riables (Id_of_var):

idtoexp(ty) +E tdtoexp(iz) = nattoexp(idto-nat(iy) +n idto-nat(iy))
((idtoexp(i1) <g idto-exp(iz))=T) = (idtomnat(ty) <y idto_nat(iz))
((idto-exp(iy) <p idto_exp(iz)) =F) = -(idtomnat(iy) <y idto-nat(iz))

~ Les deux opérandes sont de types différents:
> Entier et identificateur (Id ou Id_of_var):

nat_toezp(n) +g tdtoezp(y1) = natto_exp(n+n idtonat(iy))
((natto_exp(n) <g tdto-exp(t1))=T) = (n <y idto-nat(iy))
((nattoexp(n) <g tdtoexp(i1))=F) = -(n <y tdto_nat(i))

> Identificateur (Id) et identificateur de variable (Id_of_var):

idto_exp(idy) +p idto_exp(ivy) = nattoexp(idtonat(id,) +n id_to-nat(ivy))
((idto_exp(idy) <g idto_exp(ivy)) =T) = (idtonat(id;) <y idto.nat(ivy))
((idto-exp(idy) <g idto_exp(ivy)) =F) = -(idtomat(id;) <y idto_nat(ivy))

Remarque 2.3 Si lopérateur considéré n’est pas commutatif (- par exemple) et les opérandes
de types différents, les régles de simplification sont dupliquées.

Intuitivement, si nous avons un fait de la forme (nat_to_exp(1) = idto_exp(y)), cela nous indique
que ’identificateur y a pour valeur I’entier 1 (idto_nat(y) = 1). Les régles de déduction suivantes
permettent & LP de déduire cette information dés qu’un tel fait est vrai dans le systéme courant :

ass
when (nat_to_exp(n)=id_to_exp(idl)) yield (n=id_to_nat(idl));

when (nat_to_exp(n)=id_to_exp(ivi)) yield (n=id_to_nat(ivl));
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Abréviation :
nat_to_exp(idto_nat(idl)) = idto_exp(idl)
nat_to_exp(idto_nat(ivl)) = idto_exp(ivl)

De facon générale, & chaque sorte S sont associés deux fonctions de conversion et une regle
d’abréviation :

— id_to_S, transforme un identificateur (Id ou Id_of_var) en un élément de la sorte .S,
- S_to_exp, transforme tout élément de la sorte S en une expression (de base),

— Stoexp(idto. S(id)) = tdto-exp(id).

2.4.2 L’affectation

La partie assign d’un programme UNITY est un ensemble non vide d’instructions, et toute
instruction est une affectation. Pour formaliser les affectations, nous utilisons quatre opérateurs,
correspondants aux quatre types d’affectations UNITY :

— assg: paire —> Act: affectation simple avec une paire de type (id,exp) ou (id,Bexp).
Suivant que id soit un identificateur d’entier, ou de booléen, cette fonction lui affecte
’expression exp ou bien ’expression booléenne Bexp.

~ cond_assg: pair,Bexp —> Act: affectation conditionnelle ot Bexp représente la condition.

— mult_assg: Set —> Act: affectation multiple, oll Set est ’ensemble de paires d’affectation
(id, exp).

~ cond_mult_assg: Set,Bexp —> Act: affectation conditionnelle multiple, o Set est ’en-
semble de paires et Bexp la condition.

Une affectation multiple est une affectation parallele, qui consiste a effectuer les affectations
atomiques de fagon séquentielle dans un ordre quelconque.

Exemple: L’affectation z,y := e(z),e(y) est équivalente & la séquence (z := e(z);y := e(y))
ou bien y := e(y); z := e(z) indifféremment. Par contre, I’affectation (z,y) := (e(z), f(z,y)) est
équivalent & la séquence y := f(z,y);z := e(z) et non & linverse. Ce traitement sera détaillé
dans le paragraphe consacré aux substitutions.

2.5 Le calcul des wp

Les définitions des opérateurs temporels d’UNITY sont basées sur les triplets de Hoare
{P}s{@}, ol s représente une instruction d’affectation d’UNITY, P une pré-condition qui doit &tre
vraie avant ’exécution de s et ) une post-condition qui résulte de Pexécution de s. Les triplets
de Hoare et les régles d’inférence associées ont été définis pour formaliser le raisonnement sur la
correction partielle des programmes. Dijkstra a introduit le calcul de la plus faible pré-condition,
ou calcul des wp, comme un outil formel pour la vérification et la construction des programmes &
partir des spécifications formelles. D@ & la simplicité du langage de programmation d’UNITY, qui
ne comporte qu’une seule construction, le calcul des wp associé est considérablement simplifié.
Nous avons donc choisi cette approche déductive, qui permet de traiter des domaines infinis (de
données), parce qu’elle peut étre facilement associée avec un démonstrateur de théoréme,
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Dans ce calcul, wilp(s, Q) est la plus fatble pré-condition qui doit étre valide avant ’exécution
de s de fagon & ce que @ soit valide aprés ’exécution de s. Par conséquent, une condition P
est une pré-condition suffisante pour () par rapport & s si et seulement si P est plus forte que

wlip(s, Q).
{P}s{@Q} ssi P = wip(s,Q)

Pour les affectations UNITY, dont I’exécution termine et qui sont déterministes dans le
sens ol les expressions considérées dans I’affectation sont totales, wip(s, Q) est équivalente &
wp(s, ). Nous n’allons pas reprendre dans ce document la théorie de la sémantique des langages
de programmation définie en terme de pré- et post-conditions. Pour une étude complete, le
lecteur peut se reporter & [Dij76, Dij89]. Nous allons dans ce qui suit énoncer les propriétés qui
nous sont utiles pour notre formalisation des affectations UNITY.

La plus faible pré-condition pour une affectation a déterministe vérifie les propriétés suivantes :

— (Loi du Miracle exclu) La plus faible pré-condition sous laquelle a établit la post-condition
false est équivalente & false (ou bien il n’existe pas d’état & partir duquel I'exécution de
a résulte en un état vérifiant le prédicat fauz):

[wp(a, false) = false] (2.7)

— (Distributivité de la conjonction) La plus faible pré-condition sous laquelle a établit la
post-condition P A () est équivalente & la conjonction de la plus faible pré-condition sous
laquelle a établit la post-condition P et de la plus faible pré-condition sous laquelle @ établit
la post-condition () :

[wp(a, PAQ)) = wp(a, P) A wp(b, Q)] (2.8)

Le prédicat valide dans les états & partir desquels I’exécution de @ résulte en un état vérifiant
P A Q est équivalent & la conjonction du prédicat valide dans les états & partir desquels
Pexécution de @ résulte en un état vérifiant P et du prédicat valide dans les états & partir
desquels ’exécution de a résulte en un état vérifiant ). (Si a n’est pas une affectation alors
la terminaison est exigée pour I'un des deux prédicats, c’est & dire wp est remplacé par

wlp).

— Le prédicat valide dans les états a partir desquels 'exécution de a résulte en un état vérifiant
true est équivalent & true.

[wp(a, true) = true) (2.9)
Si on fixe ’instruction s, wp est une fonction d’ordre supérieur qui transforme un prédicat
en un prédicat : wp, : Q@ — wp,(Q). Voici quelques propriétés que doit vérifier wp:
— Regle de Leibniz: (VP,Q,[P = Q] = [wp(P) = wp(Q)])
— Monotonie: [wp monotone = (YP,Q, [P = Q] = [wp(P) = wp(Q)])]
~ Conjonction : [(wp conjonctif sur W) = (wp(VP: P € W :P)= (VP : P € W : wp(P)))]
— Disjonction : [(wp disjonctif sur W) = (wp(3P: Pe W : P) = (3P : P € W : wp(P)))]
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Nous avons défini I’'opérateur wp comme étant une fonction ayant deux arguments, une action
et une expression de prédicat et qui renvoi une expression de prédicat : wp:Act,Bexp —>Bexp.
Nous avons simplifier les axiomes de conjonction (vu que notre langage objet ne comprend pas de
quantification) & une conjonction finie pour deux prédicats p et ¢. La simplification est identique
pour la propriété de disjonction :

set name wp_prop

assert

wp(al,F) = F;

wp(al,T) = T;

wp(al,p) ~ wp(al,q) = wp(al,p ~ q); “iconjonction
wp(al,p) \or wp(al,q) = wp(al,p \or q); %disjonstion
((p \=> q) = T) => ((wp(ai,p) \=> wp(al,q)) = T) Ymonotonie

La preuve (triviale) de la régle de Leibnitz est la suivante:

prove ((p \<=> q) = T) => ((wp(al,p) \<=> wp(al,q)) = T)
resume by => -m
<> => subgoal
critical-pair *hyp with bool_str#*
(1 => subgoal
{1 conjecture

qed
Nous avons par ailleurs défini les propriétés usuelles des triplets de Hoare, en utilisant wp, telle
que la regle de disjonction ou la reégle de conséquence:

P= R, {R}al{Q},Q@=C

(Plal{CY (2.10)

{P}a1{Q},{C}a1{D} 211)
{PAC}Yal{QAD},{PVC}al{QV D} )

formalisées en Lp:

Set name wp_disj_conj
assert
(((p \=> wp(a1,q))=T) /\ ((c \=> wp(a1,d))=T))
=> ((((p Vor c¢) \=> wp(a1, (q ‘or 4)))=T)
/A (((p ™ c) \=> wp(at, (q ~ d)))=T))

Set name wp_impl
assert
((p\=>1r) =T
/A ((xr \=> wp(al,q))=T)
/N ((@\=>¢) =T))
=> ((p \=> wp(al,c))=T)

Enfin, nous avons défini la sémantique de ’affectation & I’aide de ’opérateur wp : soit X := X ¢f b,
une affectation o X est une liste d’identificateurs, 3 une liste d’expressions pouvant dépendre
de X, et b une expression booléenne. La sémantique de cette affectation est:

wp(z == E, Q) QF
wp(z == Eif b,Q) (b= wp(x := E,Q)) A (-b= Q)
wp(X =X if b,Q) (b= Q%) A(-b=Q)
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ott QF est obtenue en substituant dans @ toutes les occurrences de & par E. De méme, Q)E( est
obtenue a partir de @ en substituant de facon simultanée les variables {z; ...z, } dans X par les
expressions {e;...e,} de X.

En utilisant les fonctions définies au paragraphe 2.4.2, assg (affectation simple), cond_assg
(affectation conditionnelle), mult_assg (affectation multiple) et cond_mult_assg (affectation mul-
tiple conditionnelle), nous formalisons la sémantique de I'affectation par les axiomes suivants:

Set name wp

assert
wp(assg(idl.ex),c) = sub_Bexp({idi.ex},c);

wp(assg(idi.b),c) = sub_Bexp({idl.b},c);

wp(cond_assg(idl.ex,b),p)
= (b \=> wp(assg(idl.ex),p)) ~ (nnot(b) \=> p);

wp(cond_assg(idi.c,b),p)
= (b \=> wp(assg(idi.c),p)) ~ (anot(b) \=> p);

wp(mult_assg(pl),p) = sub_Bexp(pl,p);

wp(cond_mult_assg(pl,b),p)
= (b \=> wp(mult_assg(pl),p)) ~ (anot(b) \=> p);

La fonction sub_Bexp(list,p),ou list est la liste des paires (id, exp), substitue chaque occurrence
de I’identificateur id par exp dans I’expression booléenne p.

2.6 Les substitutions textuelles

Dans les systémes de transitions modélisant les programmes UNITY, les affectations repré-
sentent les transitions du systéme d’un état & ’autre. Pour raisonner sur les transitions dans un
modele syntaxique ol la notion d’état est absente, nous avons défini la sémantique de Paffecta-
tion & ’aide de I'opérateur wp, en termes de substitutions. Plus généralement, la substitution
textuelle permet de raisonner sur ’affectation, dans n’importe quel langage de programmation
utilisant ’affectation. En effet, la “définition” de D’affectation utilise la substitution textuelle,
indépendamment de ’opérateur wp:

{R[z :=F]} 2 :=FE {R}
Par conséquent, la substitution est 'opérateur principal de la formalisation de UNITY dans un
modele syntaxique et peut étre considérée comme un opérateur qui transforme un prédicat (ou
une assertion) en un prédicat.

La formule représentée par le triplet de Hoare comporte des variables liées et des variables
de programmes mais pas de variables libres. Dans notre systéme, les variables liées sont de
types id_of_var et les variables de programmes sont de type Id. Il est important de distinguer
entre les variables L, variables logiques qui ont une valeur quelconque d’un certain type, et
les variables d’un programme UNITY (les identificateurs de programmes ou bien les variables de
preuve). Cette différence est cruciale pour pouvoir formaliser les substitutions nécessaires aux
aflectations. Reprenons les différentes étapes qui ménent & ’application de la substitution :

p \=> wp(a,q)
{a = x:=E}
p \=> sub_Bexp({x.E},q)
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Nous définissons la substitution textuelle sur la structure des expressions et sur celle des
expressions booléennes. Les expressions booléennes (prédicats) sont construites & partir d’ex-
pressions et d’opérateurs logiques ou relationnels. Par conséquent, la substitution est définie de

facon structurelle & I’aide de deux opérateurs de substitution :

sub_exp :Set,Exp —> Exp
sub_Bexp:Set,Bexp —> Bexp

Set représente ’ensemble des couples de la forme (id.ex), correspondant & la substitution de 1d
par ex.

Quelques axiomes de substitutions sont :

assert
sub_exp({},ex) = ex;

sub_exp(pl,exi+ex2) = sub_exp(pl,exi) + sub_exp(pl,ex2);
éﬁB_Bexp({},P) = p;

sub_Bexp(pl,T) = T;

sub_Bexp(pl,F) = F;

sub_Bexp(pl,p ~ q) = sub_Bexp(pl,p) ~ sub_Bexp(pl,q);

éﬁb_Bexp(pl,exi < ex2) = sub_exp(pl,exi) < sub_exp(pl,ex2);

Nous procédons de fagon similaire pour les expressions et les structures booléennes construites
avec les opérateurs arithmétiques ou logiques.

Nous utilisons le fait que LP permet de déclarer un opérateur comme étant associatif et/ou
commutatif. Set est alors un ensemble de couples sur lequel I’'union est un opérateur associa-
tif et commutatif. Nous obtenons alors une liste non ordonnée de couples d’identificateurs et
expressions :

Set name Set_of_pair_of_exp

declare variables x, y, z: Set,pp:Paire
declare operators

{}: —> Set

insert: Paire, Set —> Set

{__}: Paire —> Set

_\u__ : Set, Set —> Set

~\in__: Paire, Set —> Bool
assert

sort Set generated by {1}, {__},\u;
sort Set partitioned by \in;
ac \u

assert
{¥ \ux=x;
{pp} = insert(pp,{});
insert(pp,x)= {pp} \u x;
“(pp \in {});
pp \in {pi}<=>pp=p1;
pp \in insert{(pl,x)<=>pp = p1l\/ pp \in x;
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Cette représentation a la propriété qu’une variable peut apparaitre plus d’une fois dans la
partie gauche d’une affectation. La gestion d’une telle possibilité demeure sous la responsabilité
du programmeur, qui doit s’assurer que pour une chaque variable, une valeur unique lui est
attribuée [Cha88].

2.6.1 Les substitutions de base

Etudions comment se déroule la substitution pour des formules “de base”, ce qui nous per-
mettra de justifier ’existence d’une sorte Id pour représenter les identificateurs du programme
et Id_of_var pour représenter les variables de preuve. Soit la propriété suivante & prouver, ol x
et z sont des variables du programme et y une variable de preuve auxiliaire :

{x+y>1l+z}xi=x+1{x+y>1+2z}

Il faut donc substituer dans la post-condition x par x + 1 tout en préservant inchangée la valeur
de y et de z. Dans notre systéme, x et z sont de type Id et y est de type Id_of_var.

Pourquoi une sorte Id?

Un programme UNITY peut utiliser des variables représentant des entiers, des booléens, des listes,
etc. Le premier argument de 'opérateur de substitution est un ensemble de paires, formées d’un
identificateur et de ’expression & lui substituer. Une paire est construite avec 'opérateur “.” Par
conséquent, on peut se demander de quel type doit étre le premier argument d’une paire:

: ?, Exp —> Paire

Nous avons deux possibilités, soit définir 'opérateur “.” pour chaque type de donnée, vu qu’il

est possible d’utiliser le méme nom pour différents opérateurs:

——+__: Nat,Exp -> Paire

: Seq,Exp > Paire
: Bool,Exp —> Paire

soit utiliser une méme sorte pour toutes les variables apparaissant dans le texte du programme.
Si nous choisissons la premiére solution, nous aurons des substitutions de la forme:

sub_exp({n.ex},nat_to_exp(m))

= if (n=m) then ex else nat_to_exp(m)
sub_exp({sl.ex},seq_to_exp(s2))

= if (s1=s2) then ex else seq_to_exp(sl)

Cette solution n’est pas correcte dd & la comparaison 6. Dans I’exemple introductif, nous devons
substituer & x, ’expression x + 1 dans ’expression 1 + z. Cela revient & effectuer la substitution
dans les deux sous expressions et en particulier dans I’expression nat_to_exp(s(0)). Nous allons
donc alors tester si x = nat_to_exp(s(0)), or nous ne pouvons rien affirmer puisque la variable
du programme x peut valoir 1 au cours de ’exécution du programme. Le probléme est identique
pour les autres types de variables. La comparaison doit porter sur le nom de la variable et non
sur sa valeur. D’ol1 la nécessité de définir une sorte Id représentant les variables du programmes,
ou identificateurs.

16. Si on considére qu’un type de donnée n’est autre qu’un ensemble de valeurs, et d’ opérations associées, cette
comparaison porte sur “des valeurs”.
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Pourquoi une sorte Id_of var?

Reprenons notre exemple introductif ot nous devons substituer & x, ’expression x+1 dans
I’expression x + y. Cela revient 3 substituer cette expression dans les deux sous expressions et
en particulier dans I’expression y. Cette variable n’est pas une variable du programme, ni une
constante entiere. C’est une variable auxiliaire qui représente un entier, utilisée pour spécifier
la propriété & montrer. Supposons que nous déclarons y comme une variable de type Nat. La
substitution de x par x + 1 dans I’expression y doit nous retourner y. Par conséquent, une des

régles de substitution doit étre:

sub_exp({id.ex},nat_to_exp(m)) = nat_to_exp(m)

Or, outre les opérateurs arithmétiques +, —, *, nous utilisons d’autres fonctions pour les expres-
sions qui retournent un entier, en particulier, la fonction len qui calcule la taille d’une séquence

(liste):
len:Seq —> Nat

Supposons que 'on veuille substituer & une liste /, la liste { - e dans Pexpression len(l). En
utilisant la régle précédente, nous aurons

sub_exp({1.(1 I e)},nat_to_exp(len(l))) = nat_to_exp(len(l))

Ce qui est incorrect puisque le fait d’ajouter un élément & la liste n’a pas modifié sa taille.

Ce probleme est identique pour toutes les fonctions dont la signature est Nat —> Nat car elles
s’appliquent aussi aux identificateurs représentant un entier que ’on transforme & 1’aide de ’opé-
rateur id_to_nat. Par conséquent, nous ne pouvons pas représenter les variables auxiliaires comme
étant des variables LP de type Nat (ou bien Seq, Bool).

Peut on alors les déclarer comme des variables de type 1d? Supposons que y soit déclarée
comme telle, et que nous allons substituer a x, ’expression x+1 dans ’expression x+y. Cela revient
a substituer dans les deux sous expressions et en particulier dans ’expression y, représentée dans
notre langage objet par nat_to_exp(id_to_nat(y)). Cette expression sera normalisée par la régle
d’abréviation (cf. paragraphe 2.4.1) en id_to_exp(y). Pour effectuer la substitution, nous allons
alors utiliser une regle de la forme:
sub_exp({idl.ex},id_to_exp(id2))

= if (id1=id2)
then ex
else id_to_exp(id2);

Nous sommes alors confrontés au méme probléme que précédemment, 3 savoir que nous ne
pouvons affirmer ~(x = y). En effet, x et y sont deux variables LP de type Id, I’équation (x
= y) (ou ~(x = y)) est incohérente (cf. p.14). Il faudrait alors déclarer x et y comme étant
deux constantes de type Id et introduire I’axiome —(x = y) dans la preuve. Par conséquent, un
ensemble d’axiomes de cette forme devra étre introduit pour tout identificateur du programme
considéré et pour toute variable de preuve dont on pourrait avoir besoin.
prove

(id_to_exp(x) \= (id_to_exp(y)-nat_to_exp(1)))

\=> wp(assg(x.nat_to_exp(s(id_to_nat(x)))),

(id_to_exp(x) \= id_to_exp(y))) =T

assert ~ (x = y)
[] conjecture
ged
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Cette solution n’est donc pas satisfaisante, dd & l'introduction de ce type d’axiome dans
les preuves, d’autant plus que les variables de preuves ne sont pas forcément connues deés
la spécification du programme. De plus, il nous semble inadéquat de comparer deux objets
de nature différente, seules leurs valeurs peuvent étre comparées. Nous avons alors décider
de préciser la différence sémantique entre un identificateur apparaissant dans le texte du pro-
gramme et une variable auxiliaire dont nous avons besoin pour spécifier les obligations de preuves.

Nous définissons donc une sorte id_of_var qui représente I’ensemble des variables de preuve et
la substitution est définie comme étant I’identité sur des expressions réduites & des variables de
type Id_of_var, de telle sorte que la substitution n’opére pas sur les variables de preuve.

Considérons a présent la substitution de x par x+ 1 dans la post-condition (1+2), représenté
dans le systéme par I’expression nat_to_exp(1) + id_to_exp(z). Cela revient a effectuer la sub-
stitution dans les deux membres de ’expressions et en particulier dans ’expression id_to_exp(z).
La régle correspondante est donc de la forme:

sub_exp({id1.ex},id_to_exp(id2))
= (if (idi=id2) then ex else id_to_exp(id2));

Le test sur les identificateurs nécessite donc une comparaison pour pouvoir effectuer la substi-
tution. Dans ’exemple, nous avons besoin de comparer x et z qui sont deux identificateurs du
programme, pour pouvoir effectuer la substitution. Nous ne pouvons pas affirmer que x # z (ou
bien —(x = z)), méme si ce sont deux constantes de type Id, d@ au fait qu’au cours du processus,
la valeur de I'identificateur x peut étre égale 3 celle de I'identificateur z. En fait “x ” et “2” ne sont
que des chaines de caractéres représentant le nom de la variable. Par conséquent, pour effectuer
la substitution, il suffit de tester ’égalité des noms.

Nous définissons la sorte Id comme étant générée par les constructeurs £irstId et nextid, de
telle fagon que tout identificateur soit écrit en fonction de ces deux constructeurs.

Declare operators
firstId: — Id
nextid : Id — Id

assert sort Id generated freely by firstld,nextid

Cette régle d’induction structurelle introduit deux formules en plus du principe d’induction (cf.
chapitre 1, page 16):

“(firstId = nextid(id));
nextid(id1l) = nextid(id2) <=> idl = id2

Par analogie & un interpréteur qui transformerait de fagon automatique le texte d’un programme
UNITY en un script LP, nous affectons au premier identificateur “lu”, la constante firstld, au
second, nextid(firstld), etc. Ceci nous assure que les noms des identificateurs sont distincts
pour effectuer les comparaisons nécessaires a la substitution.

Récapitulatif: sur ce, que peuvent étre les expressions de base dans lesquelles s’effectue la
substitution?

e Les substitutions dans les expressions de la forme nat_to_exp(n) sont explicitées cas par
cas. En effet, nous ne pouvons pas écrire sub_exzp({id.ex}, natto_exp(n)) = nat_to_exp(n), du
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fait que n peut étre de la forme s(id_to_nat(id)), ou bien plus généralement de la forme f(id) ol
f & la signature Id —> Nat. Auquel cas, il nous faut substituer ¢d par sa valeur.

— nat_to_exp(n) avec n constante entiere: 0,s(0),s(s(0)),... la substitution agit comme
Pidentité.

— nat_to_exp(idto_nat(id)): les fonctions d’abréviation normalisent cette expression 2
id_to_exp(id).

- nat_to_exp(idto_nat(iv)): idem.

- nat_to_exp(f(vi,ve,...,v,)), ol f & la signature:Sy, Ss,...,S, = Nat. La régle de sub-
stitution est alors de la forme:

sub_exp(id.ex, nat toexp(f(Idy, Idy,... ,I1d,)))
= nat_to_exp(f(exp-to Sy (subexp(id.ex,Sitoexp(Idy))),
expto_Sy(sub_exp(id.ex,Sy-to_exp(ldy))),

expto S, (sub_exp(id.ex, S, to_exp(ld,)))
)
)

Exemples:

pos: Exp,Seq —> Nat, calcule la position d’un élément dans une séquence indexée.
sub_exp({id1.ex},nat_to_exp(pos(ex2,seql)))
= nat_to_exp(
pos(sub_exp({id1l.ex},ex2),
exp_to_seq(sub_exp({id1l.ex},seq_to_exp(seql)))))

ol la fonction triviale exp_to_exp n’apparait pas, du fait que le premier argument de
pos est une expression,

len:Seq —> Nat retourne la taille de la séquence.

sub_exp({idl.ex},nat_to_exp(len(seql)))
= nat_to_exp(
len(exp_to_seq(sub_exp({idl.ex},seq_to_exp(seqi)))))

.:record,Nat —> Nat est une fonction qui retourne la valeur contenue dans le champ de
type entier naturel d’un enregistrement.

sub_exp({idl.ex},nat_to_exp(reci.ind))
= nat_to_exp(
exp_to_rec{(sub_exp({idi.ex},rec_to_exp(reci))).ind)

s:Nat — Nat:

sub_exp({idl.ex},nat_to_exp(0)) = nat_to_exp(0);
sub_exp({id1l.ex},nat_to_exp(s(n))
= nat_to_exp(
s(exp_to_nat(sub_exp({id1i.ex},nat_to_exp(n)))))

o Les substitutions dans les expressions de la forme id_to_exp(id) s’effectue en comparant les
“noms” des identificateurs:

sub_exp({id1i.ex},id_to_exp(id2))
= (if (id1=id2) then ex else id_to_exp(id2));
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e Les substitutions de base doivent prendre en compte les différentes structures de données,
mais s’effectuent sur des objets de type expression. Toute structure de donnée susceptible d’&tre
manipulée par un programme doit étre convertie en un objet de type expression. Il est donc
nécessaire de définir les substitutions pour les expressions construites 3 I’aide des opérateurs de
conversion dont la signature est de la forme S_to_exp: S —> Exp. Nous avons vu, dans ce qui
précede, le cas ol S représente les entiers naturels (Nat) ou bien les identificateurs (Id), mais &
toute sorte définie correspond une fonction de conversion.

Exemples:
tail: Seq —> Seq: retourne la séquence au quelle on a 6té le premier élément:

sub_exp({id1l.ex},seq_to_exp(tail(seql)))
= seq_to_exp(tail(exp_to_seq(sub_exp({idi.ex},seq _to_exp(seql)))));

F: Seq,Exp —> Segq, ajoute un élément a la séquence:

sub_exp({idl.ex},seq_to_exp(seql +- expl))
= seq_to_exp(exp_to_seq(sub_exp({idl.ex},seq_to_exp(seql)))
+- sub_exp({idl.ex},expl));

1: Nat,Exp —> record, construit un enregistrement & l'aide d’un entier et d’une expression.
n!expl représente un élément de type rec, un enregistrement composé d’entier et d’ex-
pression.

sub_exp({idl.ex},rec_to_exp(n ! expil))
= rec_to_exp(n ! sub_exp({idi.ex},expl));

e Enfin, le dernier cas consiste & substituer dans les expressions de base construites sans
opérateurs de conversion.

Exemples:

head: Seq —> Exp, retourne la téte de la séquence et last: Seq —> Exp, le dernier élément :

sub_exp({idl.ex},head(seql))

= head(exp_to_seq(sub_exp({idl.ex},seq_to_exp(seql))));
sub_exp({id1l.ex},last(seql))

= last(exp_to_seq(sub_exp({idl.ex},seq_to_exp(seql))));

[__]: Seq,Nat —> Exp, retourne le éniéme élément d’une séquence:

sub_exp({id1.ex},seqi[n])
= exp_to_seq(sub_exp({idl.ex},seq_to_exp(seqi)))[nl;

o Les substitutions dans les expressions booléennes de base sont définies de fagon similaire.
Les expressions booléennes de base outre T et F, peuvent étre des objets construits & partir des
identificateurs du programme représentant des variables (du programme) booléennes :

Exemple:
x: Nat

y: Nat

z: bool

¥corps du prog*
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z est donc un identificateur du programme, que I’on déclare comme une constante de type Id,
et qui peut étre utilisé dans une formule du type z = P.

Par exemple, I'assertion {z A (x > 0)} x,z := x + 1, false {x > 0 A -z}, peut étre une propriété
a montrer au cours de la vérification

Pour cela, nous définissons une fonction de conversion dont la signature est id_to_Bexp: Id —>
Bexp, pour prendre en compte les identificateurs de variables booléennes. La regle de substitution
correspondante est alors

assert
sub_Bexp({id1.b}, id_to_Bexp(id2))

= (if (id1 = id2) then b else id_to_Bexp(id2));

De méme que pour les identificateurs de variables de type entier, nous pouvons avoir des va-
riables de preuves qui représentent des booléens. Elles sont alors déclarées de type Id_of_var,
sur lesquelles la substitution agit comme I’identité :

sub_Bexp({idi.b}, id_to_Bexp(iv2)) = id_to_Bexp(iv2);

Par ailleurs, nous disposons d’opérateurs qui retournent une expression booléenne, dont la si-
gnature est du type Si,...,S, —> Bezp. Par exemple, I'opérateur inseq:Exp,Seq —> Bexp teste
l’appartenance de I’élément exp dans une séquence. La régle de substitution est alors:

sub_Bexp({idil.ex},inseq(expl,seql))
= inseq(expl,exp_to_seq(sub_exp({idi.ex},seq_to_exp(seqi))));

Enfin, substituer & un identificateur une expression e dans une expression booléenne réduite a
un identificateur de booléen retourne cet identificateur :

sub_Bexp({idi.ex},id_to_Bexp(id2)) = id_to_Bexp(id2);
sub_Bexp({idi.ex},id_to_Bexp(iv2)) = id_to_Bexp(iv2);

2.6.2 Les affectations multiples

Les affectations multiples nécessitent que les substitutions s’effectuent dans un ordre quel-
conque. En d’autres termes, le résultat doit étre le méme quelque soit ’ordre choisi pour affecter
aux variables les expressions correspondantes. Comme les affectations multiples utilisent un en-
semble de couple (id, exp), et la substitution est définie de fagon structurelle, 'ordre des affecta-
tions est quelconque. En effet, le terme dans lequel la substitution doit s’effectuer est décomposé
jusqu’s obtenir une expression de base et ceci avant d’effectuer la substitution. De plus, les regles
de substitution sont définies inductivement sur ’ensemble des couples de I’affectation :
sub_exp({id1.ex}, id_to_exp(id2))

= (if (id1=id2) then ex else id_to_exp(id2));

sub_exp({idl.ex}\u pl,id_to_exp(id2))
= (if (id1=id2) then ex else sub_exp(pl,id_to_exp(id2)));

La substitution n’est effective que si ’expression est réduite & ’un des cas de base cités précé-
demment.

Nous pouvons ainsi prouver la propriété

{e=1)Ay=2}s,y:=y,2{z=y+1}
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oit la liste des substitutions est représentée par une ensemble de couples (id, exp). Cette assertion
est traduite en

(=) A(y=2) = wp([z,y:=y,z],z2 =y +1)

Etudions comment se déroule I’affectation :

(2 =1) A (y=2)) = wp(multassg({(z,y)} U{y,z}), 2 =y + 1)
((z =1)A(y=2)) = subdbezp({z,y}U{y,c},zc=y+1)
(=1 A(y=2)) = (sub-exp({z,y}VU {y, 2}, 2) = sub_exp({z,y} U {y,2},y+ 1))
(2 = 1) A (y = 2)) = (sub-eop({z, y} U {y, 2}, o)

= sub_exp({z,y} U {y,z},y) + subezp({z,y} U {y, 2}, 1))
(=1 A(y=2)) = (subexp({z,y} U{y, 2}, z) = subexp({z,y} U{y, =}, y) + 1)
((z=1D)A(y=2)) = (y = subezp({z,y} U{y,z},y) + 1)
(z=1DA(y=2)) = (y = subexp({y,z},y) + 1)
(e=DA=2)=>y=2+1)
true

Le résultat serait incorrect si la substitution était appliquée directement au terme ¢ = y + 1
quelque soit 'ordre choisi. En effet, supposons que la substitution s’effectue sur la formule non

décomposée

(=1 A(y=2)) = subexp({z,y}U{y,z},a =y +1)
((z=1)A(y=2)) = subexp({y,2},y=y +1)
(e=DAy=2)=>(z=z+1)

Ce qui est faux. De méme si nous choisissons un ordre inverse:

((z =1) A (y=2)) = subexp({y,2}U{z,y},c =y +1)
(2 = 1) A (y = 2)) = sub_eap({a, v}, = 2 + 1)
(e=DA@=2)=>(y=y+1)

La preuve LP de ’assertion est la suivante:

declare operators x,y: — Id %x,y deux variables d’un programme P

assert
x = firstld;
y = nextid(firstId)

rove
%((id_to_exp(x)&: nat_to_exp(1))~ (id_to_exp(y) \= nat_to_exp(2))) = T)
=> ((wp(mult_assg({x.id_to_exp(y)} \u ({(y.id_to_exp(x))}\ {})),
(id_to_exp(x)\= (id_to_exp(y)+ nat_to_exp(1))))) = T)
resume by => -m
<> => subgoal
[] => subgoal

[]1 conjecture
qed

La stratégie de réduction des termes peut étre modifiée. Dans notre systeme, la stratégie
utilisée est celle par défaut, outside-in, qui consiste & réduire un terme en essayant de réécrire
tout le terme avant d’essayer de réécrire les sous termes. Mais nous avons aussi & notre disposition
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la stratégie inside-out, o LP essaye de réécrire les sous-termes avant de réécrire le terme. Par
exemple, avec la stratégie par défaut, nous avons les étapes réécriture :

sub_ezp({z, s(z)},z+ 0)

sub-cop({z, s(a)}, 2) + sub_eap({z,5(2)},0)
s(z) + sub_ezp({z, s(z)},0)

s(z)+0

s(z)

Si nous utilisons la stratégie inside-out, les étapes sont :

sub_exp({z, s(z)},z+ 0)

sub-exp({z, s(z)}, 2)
s(z)

Néanmoins, nous préférons la stratégie par défaut qui nous permet de subdiviser les expressions
jusqu’a obtenir des expressions de base, sur lesquelles les erreurs sont plus faciles a détecter. En
effet, avec cette stratégie, 'introduction d’un axiome incorrect dans une preuve peut fausser la
substitution, ce qui est difficile & détecter. Par exemple, pour exprimer un fait que nous pensons
valide au cours d’une vérification, nous introduisons un axiome de la forme y+ 1 = 1. Supposons
maintenant que pour prouver une assertion donnée, nous devons effectuer une substitution dans
une expression de la forme (y + 1) + 2:

subeap({y, @}, (y+ 1) + 2)
sub-exp({y,z},1+4 2)
142

alors qu’elle devrait étre:

sub_eap({y, 2}, (y+ 1) + 2)
(v +1)+2)

En conclusion, les axiomes, les théorémes ou plus généralement les faits, relatifs a ’application
en cours de vérification, ne doivent pas étre utilisés comme des régles de simplification lors de la
substitution. En effet, la substitution textuelle (comme son nom I’indique) ne doit utiliser que
la forme syntaxique d’une expression et non sa sémantique. Cette différence est cruciale lorsqu’il
s’agit de retrouver l’origine d’une erreur pour une preuve dont la mécanisation a échouée. Ce qui
est I'un des buts fondamental de ce travail.

2.7 Les opérateurs temporels

Les opérateurs temporels sont des fonctions d’ordre supérieur dont les arguments sont des
prédicats. Rappelons la définition de la relation unless.

Pour un programme P:
p unless = (Vs:s€ P {pA-g}s{pVq})
Soit en utilisant le wp:

punless g= (Vs:se€ P (pA—q) = wp(s,(pVq)))



2.7, Les opérateurs temporels 61

Etant donné que le démonstrateur du LARCH est un langage du premier ordre, la formalisation
des prédicats par des expressions de prédicats nous permet de définir les opérateurs temporels
par des fonctions du premier ordre, dont les arguments sont deux expressions de prédicats de
type Bexp et un programme de type Actlist:

declare operators

unless,ensures :Bexp,Bexp,Actlist —> bool
leads_to,exist_Act :Bexp,Bexp,Actlist —> bool
wp :Act,Bexp —> Bexp

La spécification LP des opérateurs temporels est opérationnelle, car elle définit une fonction par
sa méthode de calcul.

Streté

Set name unless
assert
unless(p,q,anil) = true

unless(p,q,1(a)) = (((p ~ nnot(q)) \=> wp(a,p \or q))=T)
unless(p,q,cons(a,act_1)) = unless(p,q,a) /\ unless(p,q,act_1)

La définition de 'opérateur unless est inductive par rapport 2 la liste d’actions cons(a,act_1),
qui représente la liste de toutes les actions du programme!”. Pour une instruction atomique
a, unless(p,q,a) exprime le fait que si p est valide et ¢ est non valide dans un certain état du
programme, alors aprés ’exécution de a, ¢ est valide ou p est encore valide. Par conséquent, par
induction sur le nombre d’instructions du programme & exécuter , on montre que p reste valide
au moins jusqu’a ce que ¢ le soit.

Nous verrons que le schéma d’induction défini pour la sorte Actlist nous permet de prouver
les régles du systéme de preuve d’UNITY par induction sur la variable représentant le programme.

L’invariant d’un programme est un prédicat valide & I’état initial et qui doit étre préservé par
toutes les transitions du programme. C’est donc un prédicat stable, valide & I’état initial. En
d’autres termes, le prédicat I est un invariant du programme si le prédicat qui représente 1’état
initial implique I et I est vrai dans tous les états & moins que le prédicat false ne le soit :

Set name Invariant

assert
Inv(p,pgm,init_cond) = ((init_cond \=> p)=T) /\ unless(p,F,pgm)

Progrés Les propriétés de progrés forment un sous ensemble des propriétés de vivacité. Alors
qu’une propriété de slreté exprime ce que le programme ne doit pas faire, les propriétés de
progrés exprime ce que le programme doit accomplir. La propriété de base pour exprimer le
progrés en UNITY est ensures. Comme son nom l'indique, c’est une propriété qui “garantit” que
le programme vérifiera une certaine propriété. p ensures g est valide pour un programme P si et
seulement si des que le prédicat p est valide, il reste vrai jusqu’a ce que q le soit et il doit exister
une transition qui garantit la validité de ¢. En particulier, un programme ne contenant aucune
action ne peut rien garantir. Par conséquent, une propriété de vivacité ne peut étre vérifiée que si
la liste des actions représentant le programme est non vide. Nous définissons la relation Ensures
comme suit :

Set name ensures

17. Cette définition peut étre écrite uniquement avec le premier et le troisitme axiome dans lequel on spécifie la
propriété pour une action du programme. Pour des raisons de lisibilité, nous utilisons le deuxitme axiome pour
expliciter unless pour une action du programme.
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assert
ensures(p,q,anil) = false

ensures(p,q,pgm) = unless(p,q,pgm) /\ exists_act(p,q,pgm)
Set name exist_act

asgert
exists_act(p,q,anil) = false

exists_act(p,q,a) = (((p ~ nnot(q)) \=> wp(a,q)) = T)
exists_act(p,q,cons(a,act_1))
= exists_act(p,q,a) \/ exists_act(p,q,act_1)

La fonction exists act cherche ’action qui établit la validité du prédicat ¢. Elle teste ’existence
d’une action a dans pgm vérifiant P’assertion {p A ~¢}a{q}. Du point de vue opérationnel, un
programme pgm vérifie la propriété ensures(p,q,pgm) si et seulement si dés que le programme
atteint un état vérifiant p, tout état successeur vérifiera p, jusqu’a ce qu’un état vérifie ¢. Du fait
que la définition de ensures utilise celle de unless, cette relation est aussi définie inductivement
sur la liste des actions du programme.

La relation ensures permet de définir une relation plus puissante, & savoir leads to. Un
programme a la propriété p leads_to q si et seulement si dés que le prédicat p est valide alors le
prédicat g sera fatalement valide “plus tard”. Formellement, la relation leads to est la fermeture
transitive et disjonctive de la relation ensures. Plus précisément, un programme P a la propriété
p leads_to q si et seulement si on peut dériver cette propriété en appliquant un nombre fini de
fois les regles d’inférence suivantes :

p ensures ¢

LEADSTO:
p leadsto q

p leadsto r,r leads_to q

TRANS_LEAD:
p leadsto q

(Vm € W :p(m) leadsto q)
(3m € W :p(m)) leadsto q

DISJ_LEAD : For any set W,

Par conséquent, 3 l'inverse de unless et ensures, la définition formelle de la relation leads to
n’est pas opérationnelle. Pour les relations unless et ensures, la propriété doit étre vérifiée par
rapport 3 toutes les transitions du programme. Par contre, la validité du prédicat p ne doit pas
étre préservée par toutes les transitions du programme.

Considérons le modéle basé sur les séquences d’exécution du programme : Soit .S une séquence
dont S; est le i-eme élément, composé d’une paire formée d’un état S;.e et d’une étiquette 5j.t.
S;.e est ’état du programme atteint par ’exécution de Iinstruction S;._;.t dans Pétat S;_;.e.
S;.t est Pinstruction choisie pour étre exécutée dans I’état S;.e. L’état initial de S est noté Sp.e.
D@ au caractére déterministe des affectations d’UNITY, pour tout S et tout ¢ > 0, S;yq.e est
déterminé de fagon unique avec S;.e et S;.t. La contrainte d’équité d’UNITY exige que pour tout
S et tout instruction s, S;.t = s pour un nombre infini d’indice i.

Dans ce modele, {p}a{q} s’écrit:

(LS A (Si-t = a)) = g[Siy1]
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olt p[S;] représente le fait que le prédicat p est valide dans I’état .S;.e.

p unless ¢ s’écrit :
VS, Vit (p A=g)[Si] = (pV )[Si+1]
p ensures q s’écrit:
VS, Vit p[S] = (3 :i < g alSiA (Vh:i <k < jp[Si])
p leads_to q s’écrit :
VS, Vi p[Si] = (37 : 4 < 5 q[S])

Ce modele montre que pour prouver p unless g, il suffit de montrer que pour tout état ol le
prédicat pA—gq est valide, quelle que soit 'instruction choisie, ’état résultant doit vérifier pvq. Le
“pour tout” nous a permis de définir la relation unless comme une propriété a vérifier sur toutes
les actions de la liste représentant le programme. De plus, cette définition ne fait pas mention
des états du programme, car le prédicat p doit rester valide jusqu’a ce que ¢ le soit.
Pour montrer p ensures ¢, le processus est le méme avec une propriété supplémentaire & monter :
il existe une action dans la liste qui permet d’établir ¢. Pour cela, il suffit de parcourir la liste
des actions, en essayant de montrer la propriété pour chaque action de la liste.
Par contre, pour montrer p leads_to ¢, nous ne pouvons pas raisonner sur les actions du pro-
gramme. En effet, la sémantique de cet opérateur dit que la validité de p dans un état quelconque
garantit la validité de ¢ dans un état futur, sans pour autant exiger que p demeure valide tant
que ¢ ne est pas. En d’autres termes, pour prouver qu’un programme P posséde la propriété
p leads_to q, il faut raisonner sur les états atteints par le programme et les transitions effectuées
d’un état & ’autre. Ceci nécessite donc une définition en terme de trace d’exécution [Gol90].
Une autre définition du leads_to serait en termes de relation: p leads_to ¢ est la relation
qui meéne par les transitions du programme, d’un ensemble d’états satisfaisant le prédicat p &
I’ensemble des états satisfaisant ¢q. Cette relation est alors définie comme étant la fermeture
transitive et disjonctive de la relation ensures. Pour formaliser ces concepts, nous aurions utilisé
un principe similaire & celui utilisé pour définir les objets “expressions de prédicat”. Nous aurions
défini des objets de type “expressions de relation”, & I’aide d’une sorte Relation et des variables
ri,r2 de type Relation. Sur cette sorte, nous aurions défini les opérateurs d’union, d’inclusion,
d’intersection, ainsi qu’un ordre partiel, etc. La relation ensures serait alors définie comme une
constante de type relation et la relation leads to serait ensures+.

Nous avons choisi une définition plus simple, car notre objectif est la vérification mécanisée
de la correction des programmes UNITY. En effet, la formalisation de ces concepts dans notre
langage objet fait que les relations temporelles de UNITY auraient pour codomaine Bexp et non
plus Bool. Par conséquent, le raisonnement et les preuves seraient plus compliqués et plus lourds
a gérer dans notre modele axiomatique.

Nous définissons ’opérateur leads to en utilisant trois axiomes sous forme d’implication :

Set name leads_to
assert
when ensures(p,q,pgm) yield leads_to(p,q,pgm)

(leads_to(p,r,pgm) /\ leads_to(r,q,pgm)) => leads_to(p,q,pgm)
(leads_to(p,r,pgm) /\ leads_to(q,r,pgm)) => leads_to(p \or q,r,pgm)
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Pour pouvoir inférer leads_to(p, ¢, pgm) dés que ensures(p, ¢, pgm) est valide dans le systéme
courant, nous utilisons une régle de déduction, sémantiquement équivalente & une implication
mais dont elle differe du point de vue opérationnel (cf. chapitre 1, p.17).

Point fixe d’un programme Le point fixe représente un état stable atteint par le programme.
Cet état est représenté par un prédicat, tel que I’exécution de n’importe quelle instruction du
programme ne modifie pas la validité de ce prédicat. Par conséquent, un point fixe n’est pas
un opérateur, comme unless, ensures, etc. C’est une expression de prédicats, qu’on calcule en
utilisant une fonction récursive sur les actions du programme.

Set name Pointfixe

fp(l(assg(idi.ex))) = rec({idl.ex});
fp(1(cond_assg(idi.ex,b))) = (nnot(b) \or rec({idl.ex}));
fp(1(mult_assg(pl))) = rec(pl);

fp(1(cond _mult_assg(pl,b))) = (nnot(b) \or rec(pl));
fp(cons(al,al)) = fp(1(al)) ~ fp(al);

fp(nil) = T;
éésert
rec({}) =T ;

rec({idl.ex}) = (id_to_exp(idl) \= ex);
rec({p1}\n pl) = rec({p1}) ~ rec(pl);

Un principe d’induction pour leads_to Chandy et Misra proposent un principe d’induction
pour 'opérateur leads_ to, basé sur ’observation que dans la plupart des programmes concurrents,
montrer une propriété de progres revient a exhiber une certaine quantité qui “décroit”. Ce principe
est défini par la régle d’inférence suivante [Cha88]:

Vm:meW upAM=mleadsto (pAM <, m)Vgq
p leadsto ¢

Induction :

W est un ensemble bien fondé pour la relation <., et M est une fonction (la métrique) d’états
du programme 3 W. L’hypothese de cette régle d’inférence est que partant d’un état oll p est
valide et ol la valeur de M = v, I’exécution du programme atteint fatalement un état ol ¢ est
valide, ou bien un état ot p est valide avec une valeur v/ de la métrique M inférieure a v. Etant
donné que la valeur de la métrique ne peut décroitre infiniment, on atteint fatalement un état
oll ¢ est valide.

La fonction M et I’ordre dépendent du programme 3 prouver. Par conséquent, M et 'ordre
correspondant doivent étre considérés comme des paramétres & instancier. Ce qui n’est pas
possible en LP, comme dans la plupart des démonstrateurs automatiques. Par exemple, M peut
étre une fonction binaire M = f(z,y) = (z,y), avec un ordre lexicographique sur des couples
d’entiers, ou une fonction unaire f(z) = # + 2 avec 'ordre < sur les entiers.

Nous avons défini un ordre lexicographique sur des listes d’expressions arithmétiques. Dans
la prémisse de la regle d’inférence, le résultat de la comparaison apparait comme un argument de
la fonction leads_to. Il doit donc étre du type de ses arguments, c’est & dire Bexp (et non bool).
Nous formalisons cet ordre a ’aide d’une fonction dont la signature est <<:exp_list,exp_list
-> Bexp.

Set name lexico

assert
enil « exp_listl = T;



2.8. Correction 65

exp_listl « enil = (exp_listl == enil);
cons(exl,exp_listl) « cons(ex2,exp_list2)
= (if ((exp_listl == enil)=T) /\ ((exp_list2 == enil)=T)
then exl < ex2
else ((ex1 < ex2) \or ((exl \= ex2) ~ (exp_listl <« exp_list2))))

assert
(exp_listl == enil) = (if (exp_listl=enil) then T else F);

(enil == exp_listl) = (if (exp_listi=enil) then T else F);
(cons(ex1,exp_listl) == cons(ex2,exp_list2))
= ((ex1 \= ex2) ~ (exp_listl == exp_list2))

oll exp_listi et exp_list2 sont des listes d’expressions, ex1 et ex2 des expressions. La fonction
==:exp_list,exp_list->Bexp teste ’égalité de deux listes d’expressions.

Le principe d’induction est alors formalisé avec LP comme suit :

Set name IND_leads_to
assert
leads_to((p ~ (exp_listl == exp_list2)),

(p ~ (exp_listl « exp_list2)) \or q,

pgm)
=> leads_to(p,q,pgm)

A I’aide de ce principe, nous avons prouvé le corollaire suivant :

pAM =mleadsto M <m
true leads_to —p

formalisé en LP:

Set name induc_princ2
assert
leads_to(p ~ (11 == 12), (11 « 12),pgm)

=> leads_to(T,nnot(p),pgm)

Nous verrons dans les chapitres suivants les applications du principe d’induction.

2.8 Correction

2.8.1 La formalisation d’Unity

Nous avons formalisé UNITY avec un modele syntaxique basé sur les pré- et post-conditions,
ol les programmes sont représentés comme des systémes de transition et les propriétés sont véri-
fiées pour tout état de I’espace défini par le programme. Les définitions formelles des opérateurs
temporels d’UNITY sont alors définis comme des relations entre les transitions d’états du pro-
gramme en utilisant les pré- et post-conditions. En utilisant ces définitions, tout état vérifiant
une pré-condition d’une propriété doit mener a un état vérifiant la post-condition de la propriété.
Par conséquent, les prédicats sont implicitement quantifiés par rapport & tous les états possibles
définis par le domaine des données du programme.

Dans ce modele, les opérateurs temporels unless et ensures sont définis inductivement sur
la, structure du programme, ce qui permet de prouver la propriété pour tout les états possibles
du programme. La relation leads_to est définie par trois régles d’inférence. Il est évident que
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pour fournir un fondement théorique & UNITY, la définition de leads_to est incomplete, puisque
nous ne ’avons pas définie comme étant la fermeture transitive de la relation ensures. Notre
formalisation de UNITY est donc incomplete (nous ne pouvons pas prouver avec les regles de
notre systéme tout ce qui est prouvable par la logique d’UNITY, par exemple, comme nous le
verrons dans le chapitre suivant, les théorémes que vérifient la relation leads_to). Cependant,
nous verrons dans les chapitres consacrés aux applications que cela n’intervient pas dans la
vérification des propriétés des programmes que nous étudierons. Autrement dit, 'incomplétude
est une limitation théorique qui n’a pas d’incidences pratiques.

Pour définir les types de donnée, nous avons utilisé le style des spécifications LSL. Nous avons
étendu ces spécifications pour prendre en compte les types de donnée dont nous avions besoin
et produire des définitions formelles des concepts de bases des problemes traités dans nos études
de cas. Un effort supplémentaire a été nécessaire pour simplifier la traduction dans une forme
acceptable par le démonstrateur.

Néanmoins, il ne suffit pas d’écrire des spécifications claires et concises pour effectuer des
preuves correctes. En effet, si une spécification comprend un ensemble d’axiomes introduits plus
par commodité que par soucis de correction, la validité de la vérification n’offre pas de garanties
suffisantes. Ainsi en B, les régles d’induction sont introduites sans étre vérifiées par le systeme,
ce qui peut étre dangereux si une régle incorrecte est introduite. L’utilisation d’une méthode
incrémentale qui consiste & introduire une base restreinte d’axiomes acceptés par le sens commun,
puis & enrichir cette base par des théorémes qui sont prouvés & mesure qu’on les introduit, permet
non pas de garantir totalement la correction de la spécification, mais tout au moins de se prémunir
considérablement contre I'introduction d’erreurs.

Pour définir le calcul des prédicats sur lequel repose le modele que nous avons choisi, nous
avons appliqué cette méthodologie. Nous nous sommes aussi basé sur des définitions usuelles qui
ont fait leur preuves comme celles proposées par Dijkstra dans le cadre de la sémantique des
langages de programmation. Partant d’un ensemble minimal d’axiomes, cette démarche consiste
a définir les nouveaux opérateurs de fagon incrémentale. Chaque opérateur est introduit par
un axiome mettant en jeu les opérateurs précédemment définis et toute définition supposée
équivalente est démontrée comme un théoréme. Sous ’hypothése que les méthodes de preuves
sont consistantes et que les preuves elle mémes n’introduisent pas d’inconsistance, toute formule
prouvée est une conséquence logique de I’ensemble d’axiomes. Nous verrons dans les chapitres
suivants le détail de ces preuves.

Le wp_calcul nous permet de raisonner sur la structure syntaxique du programme & prouver,
plutot que sur les traces d’exécution. Nous verrons dans la suite de ce document que les preuves
ne font pas appel & des notions d’exécution de programme, par opposition aux preuves dans le
systtme NQTHM de Goldschlag dans [Gol90]. Notre approche se rapproche plutot de celle de
Brown et Mery décrite dans [Bro93].

2.8.2 L’axiome de substitution

Le but de ce travail n’étant pas de fournir un modele théorique pour UNITY, nous n’allons
pas discuter de la consistance de la théorie proposée. Néanmoins, nous désirons tout de méme
discuter de ’axiome de substitution défini dans la logique d’UNITY.

Dans [San91], Pauteur montre que l’axiome de substitution [Cha88] utilisé avec les trois
prédicats temporels produit un systéme inconsistant. Depuis, plusieurs travaux ont été menés pour
résoudre le probléme d’inconsistance généré par lintroduction de cet axiome [San91], [Kna94],
[Pra94], [Mis90], dont certains proposent une re-définition des opérateurs afin de restreindre les
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états aux seuls états accessibles.

L’axiome de substitution est une généralisation de la régle de Leibnitz, “si ¢ = y est un
invariant du programme alors on peut remplacer  par y dans toute propriété du programme”.
En particulier, si I est un invariant de programme, alors on peut remplacer dans une propriété
I par true et inversement.

Exemple: Soit le programme Fxzpl 3 une seule instruction,

Program {Expl}
Declare z : integer
initially z =1
assign
{zact} z = z+1 if-(z=1)
end{Expl}

Ce programme vérifie les propriétés suivantes:

{z =2} zact {-(z=1)}

init = (z=1)A{e=1} zact {z=1}
Maintenant, si nous appliquons ’axiome de substitution, z = 1 étant un invariant, nous pouvons
le remplacer par true dans la premiere propriété. Nous obtenons {z = 2} =zact {false}, soit
stable(z = 2, expl). Or si nous appliquons la définition de stable, cette propriété sera réécrite
en:

{z=2} z=a2+1 if-(z=1) {z=2}

(z=2)=wp((z:=2+1,if 2(z =1)),2 =2)

(0=2) = (H(a=1) = () =2) A (@ =1) = (¢ = 2)))

(z=2)= ((c=1)V (s(z) = 2))
Ce qui est faux. Le probléeme provient du fait que 2 = 1 est un invariant n’implique pas que z =1
soit valide dans tous les états possibles du programme (les états possibles pour le programme
sont ceux définis par le domaine de ses variables) mais uniquement dans les états accessibles par
le programme. Or le seul état accessible par le programme Ezpl est précisément 1’état caractérisé
par le prédicat z = 1.

Notre formalisation ne comprend pas ’axiome de substitution qui exprime la propriété sui-
vante (ol Op est un opérateur UNITY):

p» = q,0p(p,r,prg)
Op(q,r,prg)

Dans notre formalisation, deux prédicats sont égaux s’ils le sont pour tout état (égalité syn-
taxique). En effet, la preuve de la régle précédente est triviale dans notre systeme:

((p = q) /\ wunless(p,r,pgm)) => unless(q,r,pgm)

Un prédicat I est un invariant du programme si et seulement si inv(I,prg,init) = true et non
pas I = T. Par conséquent, le remplacement (réécriture) de I par true dans une formule de la
forme I A J n’est pas légal dans notre systéme. En effet, la formule inv(I,prg,init) est réécrite

en true et non le terme I.
Comme conséquence, le théoréme suivant, qui découle de ’axiome de substitution :

unless(p, q, prg), invariant(—q, prg, init)
stable(p, prg)
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ne peut pas étre prouvé dans notre systéme car la preuve nécessite I’axiome suivant (axiome de
substitution):

invariant(—gq, prg, init)

Subt_ax_Consq :
—q = true

En effet, la preuve est la suivante, oit nous avons introduit 'axiome Subt_az_Consq avec la clause
assert:

set name Subt_ax_Consq
prove (unless(p,q,pgm) /\ inv(nnot(q),pgm,init)) => stable(p,pgm)
resume by induction on pgm
<> basis subgoal
{] basis subgoal
<> induction subgoal
res by =>m
<> => subgoal
assert inv(mnot(qc),pgmc,initc) => (nnot(qc)=T)
prove qc = F
cri-p Subt_ax_Consq with bool_str*
[] conjecture
[1=> subgoal
[] induction subgoal
[] conjecture

L’axiome utilisé n’est pas valide pour tous les états du programme considéré mais uniquement
pour les états accessibles du programme 3 partir de init. I = T exprime le fait que le prédicat
I est valide dans tous les états possibles. Avec la notation utilisée au paragraaphe 2.3, cela veut
dire que [I] est différent de inv(I, pgm,init). En effet, nous avons I’axiome trivial suivant :

]

wnv(1, pgm,init)

L’inverse n’est pas valide pour tous les états mais uniquement pour les états accessibles a partir
de ’état initial init. En conclusion, pour introduire I’axiome de substitution, il nous faut définir
une logique oll les opérateurs d’UNITY sont définis uniquement par rapport aux états accessibles
du programme.

La logique d’UNITY sans I’axiome de substitution est incompléte (avec des conditions initiales
arbitraire) [Kna94]. Reprenons I'exemple décrit dans [Kna94]: de fagon informelle, on prend pour
modele des arbres infinis étiquetés (graphes orientés acycliques) dont les noeuds représentent les
états et les arcs sont les transitions effectuées par les actions du programme. Il y a un arc s entre
% et v si et seulement si exécuter s dans I’état u résulte dans I’état v. De plus, pour tout état
initial r, il existe un arbre de racine r. e |= p si et seulement si p est valide dans [’état e. Pour
un programme P avec une condition initial ic, (ic, P) = @ si et seulement si pour toute racine r
validant ic, ® est vrai dans tous les noeud de tous les chemins dont la racine est r. Le théoréme
de complétude pour unless dans ce modele nous donne

(true, Prog) b P unless Q ssi (true, Prog) = P = A(P W Q)

oll A est la modalité “pour tous les chemins” (O0) et "W" est "a moins que" (U).

Prenons maintenant le programme dont 'unique action s est z := 2 if —(z = 0). Alors,
partant de 1’état initial z = 0, nous pouvons construire un arbre tel que dés que z =0V =1
est vrai, il le reste & moins que false ne devienne vrai:

r=0—02=0—2=0...
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Comme cet arbre est le seul que I’on peut construire 3 partir de la racine z = 0, on a la formule
temporelle 2 = 0Va =1 = A(x = 0Vae = 1 W false). Par contre, la formule UNITY,
z =0V 2z =1 unless false, qui lui correspond, ne peut étre prouvée pour ce programme. Par
conséquent nous avons une formule valide dans le modeéle mais qui ne peut étre déduite par la
logique d’UNITY.

La logique d’UNITY sans conditions initiales et sans I’axiome de substitution est correcte et
relativement compléte au sens de Cook [Coo78]).

La logique d’UNITY avec des conditions initiales et sans ’axiome de substitution
est incompléte mais correcte. Or c’est précisément ce qui nous intéresse puisque
notre travail s’inscrit particulidrement dans la vérification des preuves et non dans
la recherche des preuves.

2.9 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre la formalisation et la mécanisation d’UNITY. Nous avons
montré que l'axiomatisation a I’aide d’un démonstrateur de théoréme du premier ordre est assez
naturelle pour permettre un raisonnement syntaxique et des preuves formelles. En fait, cette sim-
plicité est obtenue par une sophistication du codage. L’axiomatisation des types abstraits utilisés,
tels que les naturels ou bien les séquences sont une extension des spécifications LSL [Gut93].
Ceci est trés important pour la réutilisation du systeme, par la communauté LARCH ainsi que
pour les spécifieurs en général. En effet, pour une meilleure utilisation ultérieure du systéme, les
spécifications algébriques sont un atout majeur car elle permettent une formulation concise et
claire.

L’un des reproches formulé contre les méthodes formelles est que le langage et la logique
utilisés par les démonstrateurs de théorémes sont difficiles & comprendre et & écrire. Nous avons
vu que les spécifications du langage LARCH ne requierent pas un lourd bagage logique, le style
des spécifications algébriques repose sur des concepts syntaxiques simples. De plus, le caractere
principal d’une spécification LARCH est d’étre indépendante de I’implémentation. Ceci rappelle
un deuxieéme aspect d’UNITY & savoir la séparation entre I’algorithme et ’architecture cible. Il
faut noter que la complexité de nos spécifications est due principalement & 1’inclusion explicite
des sortes les unes dans les autres, & cause de ’absence de polymorphisme en LP. Par conséquent,
nous avons concentré nos efforts sur la lisibilité, par une correspondance entre les noms des
fonctions et leur sémantique.

L’un des reproches émis contre LP est la simplicité de I'interface pour définir des théories,
c’est & dire 'absence de méta-langage. Or la philosophie 3 la base de la conception de LP est
tout d’abord la simplicité. Le méta-langage risque de le compliquer. Par ailleurs, notre but
est justement de montrer que malgré cette apparente simplicité, les méthodes proposées sont
puissantes et que la partie nécessaire du méta-langage n’engendre pas de complexité. De plus, cela
rejoint notre choix d’UNITY comme environnement de spécification qui, malgré une logique assez
simple, est suffisamment puissant pour traiter de nombreux exemples. De plus LP ne nécessite
pas 'apprentissage d’un autre formalisme (comme LISP pour NQTHM, o ML pour HoL). Par
contre, I’absence de méta-langage peut étre considérée comme un frein pour définir des tactiques
et des stratégie de preuve. Nous verrons par la suite que ce probleme peut étre contourné par
des techniques assez simples.
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Par ailleurs, les méthodes formelles, indépendamment de la vérification, sont & la base d’un
besoin de communication entre diverses communautés. En effet, pour la réutilisation et la main-
tenance des systémes informatiques de taille importante, il est nécessaire que le formalisme utilisé
soit compréhensible par une large (et surtout hétérogéne) communauté de spécifieurs et d’uti-
lisateurs. Par contre, un formalisme spécialisé et spécifique & une application particuliere peut
nuire au systéme, en ralentissant le transfert de technologie et la vivacité. Ces considérations
ont été étudiées par les concepteur du LARCH pour proposer un formalisme simple et des outils
conviviaux.

Le deuxiéme reproche contre les méthodes formelles porte sur la vérification, & savoir que
prouver des théorémes est considéré comme une tache difficile. Cette tache est complexe mais non
compliquée, dés lors que la preuve est considérée comme un objet formel, qui, par analogie & un
programme, doit &tre congu, codé et corrigé. Par conséquent, les méthodes de vérification doivent
étre 3 la fois nombreuses, puissantes et relativement simples. Le développement du démonstrateur
LP est basé sur le fait que la premigre tentative de vérification est souvent infructueuse. Partant
de ce principe, il faut alors pouvoir corriger une preuve d’une propriété sans pour autant reprendre
toute la vérification du systéme considéré. Ceci est crucial quand il s’agit de prouver la correction
de programmes concurrents, qui sont, de par leur nature, complexes.

Le chapitre suivant est consacré aux preuves effectuées sur les types de données tels que les
naturels et les séquences. Nous verrons par la suite les améliorations qui portent sur I’axiomati-
sation des opérateurs temporels d’UNITY et nous terminerons cette partie consacrée a la forma-
lisation, par une méthodologie de preuve basée sur notre expérience dans P’utilisation de LP. La
deuxiéme partie de ce document est consacrée aux applications de la mécanisation d’'UNITY. Plus
précisément, nous présentons la preuve d’un protocole de communication & travers des canaux
défectueux [Che95b], la preuve d’un programme de controle d’un ascenseur [Che95a], ainsi que
celle du probleme des lecteurs-rédacteurs.



Chapitre 3

Spécification et Vérification de la base
initiale

Introduction

Une des exigences que nous nous sommes fixées, lors de I’élaboration de ce travail, est la
réutilisation des méthodes formelles définies pour la spécification et pour la vérification. La
réutilisation concerne aussi bien les spécifications que la méthodologie de vérification utilisée. A
la différence du systéme NQTHM [Boy79, Boy88} ou HOL [Gor93], le démonstrateur du LARCH ne
contient aucune théorie prédéfinie. Par conséquent, une premiére étape de conception consiste a
construire une base de “connaissances”, & savoir une théorie L.P ou bien un ensemble de théories
définissant les objets de base sur lesquels repose la vérification. Néanmoins, pour garantir un
minimum de cohérence & cette vérification, il est nécessaire d’assurer un minimum de correction
de ces spécifications, qui est la condition nécessaire de la correction des résultats que ’on va
obtenir,

La notion de "correction" d’une spécification est une notion qui n’est pas complétement
formalisable. En effet, la question de savoir si un systéme spécifié possede le comportement désiré
ne peut étre formalisable que dans la mesure ot ’on dispose d’une description précise (formelle)
des propriétés attendues du systeme considéré. Mais la est précisément le réle de la spécification,
et si on exclut quelques exemples triviaux directement issus des mathématiques, il est bien
évident que ’on ne dispose pas en général d’une autre description formelle du systéme avec
laquelle comparer sa spécification, mais simplement d’un cahier des charges issu d’une analyse
des besoins.

S’il semble aussi problématique de réussir & formaliser la notion de correction d’une spécifi-
cation, il est néanmoins souhaitable de savoir au moins donner des criteres de correction d’une
spécification. Deux criteres correspondent 4 des interrogations naturelles sur une spécification,
la consistance (cohérence) et la complétude. Intuitivement, la complétude d’une spécification
correspond & la question de savoir si “tout est spécifi€” ou si les axiomes de la spécification “suf-
fisent” & décrire le systéme. La consistance correspond elle, & la question de savoir si les axiomes
de la spécification ne sont pas contradictoires. Pour définir la base de connaissance et plus préci-
sément les types abstraits de données dont nous avons besoin, nous avons utilisé les spécifications
LsL [Gut83, Gut93] des types abstraits que nous avons étendues ou modifiées pour prendre en
compte nos propres types de données.

Le but de ce chapitre est de décrire d’une part, 'utilisation des spécifications LsL et d’autre
part les différentes méthodes de preuves disponibles en Lp. Il peut &tre vu comme une illustra-

71



72 Chapitre 3. Spécification et Vérification de la base initiale

tion de 'utilisation des techniques proposées pour effectuer les preuves ainsi que des difficultés
et complexités que I’on peut rencontrer. Par ailleurs, nous n’allons pas utiliser les facilités de
ITEXpour I’écriture des scripts LP car nous préférons détailler les preuves telles qu’elles sont
“présentées a 'utilisateur.

3.1 Les obligations de preuves

Pour vérifier la consistance de nos spécifications, nous utilisons la sémantique des spécification
LsiL. Chaque trait Ls1 comprend, outre un ensemble d’axiomes, un ensemble de propriétés a
prouver (obligations de preuves). Les obligations de preuves associées & une spécification LSL sont
de trois types: La consistance, qui consiste 3 vérifier qu’une spécification n’est pas contradictoire,
la theory containment, qui consiste & vérifier que la spécification induit les conséquences prévues
et enfin la complétude relative, 3 savoir qu’un ensemble d’axiome est bien défini.

La consistance ne peut &tre spécifiée, car c’est une assertion sur ce que ne contient pas la
théorie. Néanmoins, elle est implicitement requise pour toute spécification : celle-ci ne doit pas
contenir ’équation true = false. Les deux autres types d’obligations de preuves sont spécifiées
avec les mots clés implies et assumes.

La clause Implies n’ajoute pas de nouvelles propriétés a la théorie définie par le trait. Par
contre, elle exprime des propriétés sur la spécification. Cela permet d’inclure des propriétés
redondantes, c’est & dire les propriétés que 1’on pense avoir définies dans la spécification. Cette
information redondante peut étre de deux types, soit des axiomes, pour exprimer les propriétés
que ’on pense étre dans la théorie, soit une propriété introduite avec le mot clé converts, pour
exprimer des conditions suffisantes (syntaxiques, portant sur la forme des axiomes) pour assurer
la complétude suffisante [Gut78]. La clause assumes introduit une condition sous laquelle le trait
peut étre inclus dans un autre. Par exemple, si la condition assumes d’un trait T'1 est C, alors
tout trait T2, qui inclurait T'1, doit vérifier la condition C.

Nous allons décrire 'utilisation de ces techniques de spécification et de vérification pour la
construction de la base de régles définissant les entiers naturels, les séquences, et les opérateurs
temporels.

3.2 Les entiers et leurs preuves

3.2.1 La base initiale

La formalisation des entiers est basée sur la spécification LSL correspondante. Nous commen-
cons par définir les opérateurs usuels sur les naturels:

set name Nat

declare sort Nat
declare variables x,y,z,i,j,n,m: Nat
declare operators

0,1,2 H —> Nat
s : Nat —> Nat
N PO T S : Nat, Nat — Nat
<=, < _,__>=__,__>__: Nat,Nat — Bool

% informations pour 1l’orientation

register height * > +> 2> 1> s8> 0 ) for noeq-dsmpos ordering
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register polynomial
register polynomial
register polynomial
register polynomial
register polynomial
register polynomial

2 % for polynomial 2 ordering
, b

8

x+y+1, x*y

x + 2, x+ 2

X*y, X*y

O o N

*¥ W 4+ NP, O

% Axiomes

assert
ac +;

ac *;

sort Nat generated freely by 0, s; % Nat.3
well founded < ; % Nat.4
i+0=1;

i+ 8(j) = s(1+ j);

* 0 = 03

* 8(j) = (1 * j) + i,

* (j+n) = (4 * j) + (1 * n);

s(0);

s(1);

N R H P B

Cette spécification définit deux schémas d’induction. Le premier schéma est celui usuel pour les
entiers, i savoir qu’ils sont générés par 0 et s. Le mot clé freely (cf. paragraphe 1.3.3) permet
3 LP d’introduire les axiomes:

Nat.3.1: 0 = s(n) — false
Nat.3.2: s(n1) = s(n2) <=> (ni = n2)

Le deuxieme schéma d’induction, Nat.4, définit < comme étant une relation bien fondée (p.17)
sur les naturels.

La figure 3.1 résume la construction de la base des entiers naturels. En particulier, chaque
rectangle représente un trait définissant une spécification et chaque fleche représente les propriétés
que doit satisfaire la spécification. Ainsi, le trait TotalOrder inclut le trait Istotal et le trait
DerivedOrder.

3.2.2 Propriétés sur les ordres

La spécification Naturels(Nat) inclut celle des opérateurs arithmétiques, ArithOps(Nat), qui
elle, suppose (assumes) un ordre total sur Nat, TotalOrder(Nat). D’aprés la sémantique de la
clause assumes, nous devons inclure le trait TotalOrder(Nat), et montrer que les assertions de
TotalOrder(Nat) sont induites par celles de Naturels(Nat) et celles de ArithOps(Nat). Ceci peut
étre fait syntaxiquement car Naturels(Nat) inclut TotalOrder(Nat).

Nous allons définir les ordres usuels sur les entiers, & savoir <= comme étant un ordre total
sur la sorte Nat, ¢’est & dire inclure la spécification TotalOrder(Nat).

assert

(i <= i); %reflexif

(i1<=j /N j<=n)=(i<= n); “transitif

(i <=3 /\ j<=1i) <=> (i=j); %antisymetrique
iV 3 <=1); %total

(i <=
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Naturels(Nat)
Totalorder(Nat)
ArithOp(Naz)
Istotal(<o,Nat) DerivedOrder TotalOrder(Nat)
reflexif x<mymx<youx=y
antysymetrique X<y = x<my et non(x=y) Multp(Nat)
- transitif Xx>mymy<sx
total x>y=x<y
Ispartialorder g COTIVETIN >3, <>

reflexif converts <=,<,>

transitif converts <=, >=,<

antisymetrique converts <=,>=,<

Anfisymetrique(<=)
lat_partitioned by <= (Nat_rulel)

———3 | PreordreTotal
Preordre
Refloxifi<=)
Tranxitif{<=)
reflexif

transitif

total

OrdrePartiel IOnanmlelSMc!KT) Totalordsr(Nat) Nat partitined by <

—
x < s(x) NaturalOrder

O<=x
x-0=0 x < 5(x) sx)< s(y)=x<y
H(x)-s(y)mx-y converts <m>=.<,>

Nat genrated by 0,1, +
x-x=0

x <= y = ((x-y)=0)

F1G. 3.1 — La spécification des entiers naturels

Nous devons montrer que ces axiomes définissent <= comme un ordre partiel (clause implies
schématisé par la fleche dans la figure 3.1). Puis, nous devons montrer qu’un ordre partiel est
aussi anti-symétrique, que c’est un pré-ordre, réflexif et transitif. Toutes ces obligations de
preuves sont redondantes, trivialement vraies en utilisant la définition.

Une propriété sur l'ordre partiel & prouver est une régle partitioned by, c’est & dire une regle
de déduction (cf. paragraphe 1.3.3):

set name Nat_rulei

when \A n2 (n <= n2 <=> n1 <= n2),
\A n2 (n2 <= n <=> n2 <= i)

yield n = ni

dont la preuve comprend deux preuves par induction (double induction):

LpPreuve 3.1
prove Sort Nat partitioned by <=
resume by induction on n using Nat.3
resume by induction on ni using Nat.3 %#Cas de base
resume by contradiction
set name lemme
crit-p *hyp with Natx*
crit-p lemme* with Nat*
resume by induction on nil using Nat.3 %Pas d’induction
resume by contradiction
set name lemme
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crit-p *hyp with Nat#*
crit-p lemme* with Natx*
resume by =>-m
crit-p *hyp with Nat*
crit-p Nat* with Nat*
qed

La preuve débute par une induction sur 'une des variables libres. LP génere le cas de base,
introduit une constante d’induction nc, une hypothése d’induction et le but correspondant &
I’étape d’induction :

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘n’
Basis subgoal:
Subgoal 1: \A n2 (0 <= n2 <=> ni <= n2)
/A M n2 (n2 <= 0 <=> n2 <= ni)
=> 0 =nil
Induction comstant: nc
Induction hypothesis:
natInductHyp.1:
\A n2 (nc <= n2 <=> n1 <= n2)
/\ \A n2 (n2 <= nc <=> n2 <= nl)
=> nc = nil
Induction subgoal:
Subgoal 2: \A n2 (s(nc) <= n2 <=> ni <= n2)
/\ \A n2 (n2 <= s(nc) <=> n2 <= ni1)

» Cas de base: nous commengons par montrer le cas de base, par induction sur la deuxiéme
variable, en ’occurrence ni:

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘ni’
Basis subgoal:
Subgoal 1: \A n2 (0 <= n2 <=> 0 <= n2)
/A A n2 (n2 <= 0 <=> n2 <= 0)
=>0=0
Induction constant: nic
Induction hypothesis:
natInductHyp.1:
\A n2 (0 <= n2 <=> nlc <= n2)
/A \A n2 (n2 <= 0 <=> n2 <= nic) => 0 = nic
Induction subgoal:
Subgoal 2: \A n2 (0 <= n2 <=> s(nic) <= n2)
/A \A n2 (n2 <= 0 <=> n2 <= s(nic))
=> 0 = s(nlc)

»» Cas de base: trivial.
»» Pas d’induction : le sous-but correspondant a I’étape d’induction est normalisé & :

~(M n2 (0 <= n2 <=> s(nic) <= n2)
/\ \A n2 (n2 <= 0 <=> n2 <= s(nic)))

Pour prouver ce but, nous procédons par contradiction. Nous supposons la négation du but
pour essayer de générer une inconsistance, ce qui revient & montrer le but true=false. Ayant les

hypotheses:

NatContraHyp.1.1: s(nic) <= n2 => 0 <= n2
NatContraHyp.1.2: n2 <= s(nlc) => n2 <= 0
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NatInductHyp.1: \A n2 (0 <= n2 <=> nic <= n2)
/\ M n2 (n2 <= 0 <=> n2 <= nic)
=> 0 = nlc
—> true

nous calculons les paires critiques entre les hypothéses et les axiomes définissant les naturels,
c’est & dire toute régle dont le nom est préfixé par Nat, ce qui s’écrit en LP, Nat*. Le calcul de
paires critiques entre la premiere hypothese et I’axiome d’anti-symétrie (Nat.14) donne la paire
critique non triviale, lemme.1: 0 = j <=> s(nic) = j. Puis nous calculons les paires critiques
entre les régles obtenues!® et les axiomes de la base. La régle lemme.1 avec Nat.3.1: 0 = s(n)
—> false nous donne la paire critique false.

Remarque 3.1 Si nous avions défini les naturels comme étant construits avec 0 et suc sans
Poption freely, la preuve aurait été légérement différente. En effet, le sous-but du pas d’induction
subgoal 2 n’aurait pas été réécrit en une formule de la forme ~(£ = g), dd a l’absence de ’aziome
0 = s(nc). Nous aurions utilisé la commande resume by =>-m, afin d’obtenir le sous-but 0 =
s(nic) et les hypothéses correspondantes:

NatImpliesHyp.1.1: s(nlc) <= n2 —=> 0 <= n2
NatImpliesHyp.1.2: n2 <= s(nic) —=> n2 <= 0
NatInductHyp.1: \A n2 (0 <= n2 <=> nic <= n2)

/\ \A n2 (n2 <= 0 <=> n2 <= nic)

=> 0 = nic

—> true

Puis, nous aurions invoqué un calcul de paires critiques, qui, avec Nat.14 et NatImpliesHyp.1.1
donne la paire critique :

Nat.17: 0 = j <=> s(nic) = j
qui permet de réduire le but & true.

O

» Pas d’induction: nous avons donc prouvé le cas de base de la preuve par induction sur la
variable n. Pour ’étape d’induction, nous procédons de nouveau par induction sur ni, nous
obtenons le schéma suivant :

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘ni’
Basis subgoal:
Subgoal 1: \A n2 (s(nc¢) <= n2 <=> 0 <= n2)
/\ \A n2 (n2 <= s(nc) <=> n2 <= 0)
=> s(nc) = 0
Induction constant: nlc
Induction hypothesis:
NatInductHyp.2:
\M n2 (s(nc) <= n2 <=> nic <= n2) /\ \A n2 (n2 <= s(nc) <=> n2 <= nic)
=> s(n¢) = nic
Induction subgoal:
Subgoal 2: \A n2 (s(nc) <= n2 <=> s(nic) <= n2)
/\ \A n2 (n2 <= s(nc) <=> n2 <= s(nic))
=> s(nc) = s(nic)

18. D’oli I'utilité de donner un nom aux paires critiques qui seront calculées afin d’accélérer le processus.



8.2. Les entiers et leurs preuves 77

»»Cas de base: par contradiction.
»» Pas d’induction :
\A n2 (s(nc) <= n2 <=> s(nic) <= n2)

/\ M n2 (n2 <= s(nc) <=> n2 <= s(nic))
=> nc = nlc

La conjecture ne contient plus de variable libre, nous pouvons alors utiliser la méthode syntaxique
(cf. paragraphe 1.4.3) implique '®, nous obtenons le but (nc = nic) et les hypotheses :

NatImpliesHyp.1.1: s(nc) <= n2 —> s(nic) <= n2
NatImpliesHyp.1.2: n2 <= s(nc) —> n2 <= s(nic)
NatInductHyp.1: \A n2 (nc <= n2 <=> nil <= n2)

/A M n2 (n2 <= nc <=> n2 <= nl)

=> nc = nl

—> true
NatInductHyp.2: \A n2 (s(nic) <= n2 <=> nic <= n2)

/\ W n2 (n2 <= s(nic) <=> n2 <= nic)

=> s(n¢) = nlc

-> true

En calculant les paires critiques entre ces hypotheses et les axiomes (la premiére hypothese et
’anti-symétrie), nous obtenons la paire critique:

lemme.1: s(nic) = j <=> s(nc) = j

avec laquelle nous calculons les paires critiques avec la base (Nat.3.2: s(n) = s(n1) =>n = ni)
pour obtenir les paires critiques :

lemme.3: n = nc <=> n = nlic
lemme.4: nc = nl <=> nl1 = nlc

Remarque 3.2 Nous aurions pu remplacer les paires de commandes de calcul de paires critiques
par la commande complete. Fn effet, le résultat est identique, mais nous préférons la premiére
parce que la completion n’est efficace que sur une base de régles de petite taille. Sinon, la com-
plétion est un processus trés lent et le nombre de paires critiques générées peut étre élevé avant
d’obtenir la paire qui permet de réécrire le but & true.

a

Nous définissons maintenant les ordres dérivés de <=:
assert

i<=3 <= (i< j\/ i=j);

i<j <= {<=3j /N "=

i>=3 <= j<=1i;

i>j <= 3j<i;

Il faut montrer que cet ordre total (<=) implique un certain nombre de propriétés (figure 3.1):

e >= est un ordre total sur Nat. Nous montrons que >= est un observateur de la sorte Nat,
c’est & dire une régle identique & Nat_rulel avec >=. La preuve correspondante est identique a la

19. En effet, comme nous I’avons expliqué au chapitre 1, les méthodes syntaxiques doit &tre utilisée avec précau-
tion car elles remplacent les variables libres par des constantes sur lesquelles, bien sfir, on ne peut plus appliquer
Pinduction.
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preuved.l, car >= est défini en fonction de <=. Il suffit alors de “rejouer” la preuve.

o < et > sont des ordres totaux stricts: irréflexifs, transitifs, asymétriques et totaux. Ce
sont des propriétés que nous pouvons déduire de notre spécification (c’est & dire des axiomes et
théoremes de la base). Par conséquent, les preuves correspondantes se raménent & des calculs de
paires critiques :

LpPreuve 3.2
prove ~(i < i) Yirreflexif
resume by contradiction
crit-p *hyp with Nat*
qed
prove ((i < j) /\ (j <n)) => (i < n) Y%transitif
resume by =>-m
crit-p *hyp with Nat=*
crit-p Nat* with Nat=*
ged
prove (i < j) => ~(j < i) by =>-m %asymetrique
resume by contradiction
crit-p *hyp with Nat*
ged
prove (i < j)\/ (j < i)\/ (i=j) %total

{1 conjecture
qed

Complétude relative Un exemple de propriété LSL, converts, pour spécifier la complétude
relative est la suivante:

converts >=,<,>

Cette propriété exprime le fait que les opérateurs cités sont bien définis, relativement & <=, c’est
a dire que si on fixe I’interprétation de tous les autres opérateurs (en particulier <=), il y une
interprétation unique de ces trois opérateurs. Pour montrer une telle propriété avec LP, on définit
trois autres opérateurs, >>=, >> et << et on prouve les obligations de preuve correspondantes :

declare operators

K _,_>>=__,__>__: Nat,Nat — Bool
assert

Nat partitioned by >=

assert

i<=3 <=>(1<<j\ i=j);

i j <= (<= j /N ~G=));
i>>= 3 <=> 3 <= i;

i>> 3 <=>j<<i;

}.)z.'ovei<j=i<<j
[] conjecture

prove i < j =i « j
[] conjecture

prove i > j =i » j
[] conjecture

prove i >= j = i »=j
[] conjecture
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e Une derniere propriété & prouver sur < est la régle équivalente & Nat_rulel pour cet opéra-
teur, dont la preuve est identique & la preuve 3.1. Plus précisément, ces preuves (pour >= et <)
ne requierent aucune interaction. Il nous suffit de “rejouer” la preuve 3.1, car les noms utilisés
(Nat*, *hyp) sont génériques et le nom lemme est local a la preuve.

Remarque 3.3 Ce traitement simule la parametrisation d’une preuve LP. En effet, la preuve 3.1
peut étre paramétrée avec une variable Ord qui sera instanciée par <=, >= et <, pour déduire les trois
preuves correspondantes. En LP, il nous suffit de rejouer les preuves en remplagant uniquement
Uordre.

Pour achever la spécification des naturels, Naturels(Nat), nous définissons la soustraction et
nous introduisons les axiomes suivants :

assert

i< s8(i);
0-i=0;

i-0=1i;
s(i)-s(3) = i-j

A présent, conformément 2 la spécification LsL (figure 3.1), nous devons montrer les obligations
de preuves associées & la spécification des naturels, exprimées par la clause implies. Ce sont des
propriétés qui doivent étre induites par I’ensemble de faits présents dans la base Naturels(Nat),
4 savoir que 1’on a bien définit un ordre sur les entiers naturels (la théorie naturels(Nat) induit
naturalOrder), et que les naturels sont aussi générés par 0,1,+, et enfin deux propriétés de la
soustraction.

Nous commencons par montrer que la théorie Naturels(Nat) induit NaturelOrder. Celle-ci
inclut la théorie TotalOrder(Nat) et introduit un axiome i < s(i). Or, nous avons déjd montré
TotalOrder(Nat) et I’axiome introduit est redondant.

A présent, il faut montrer les propriétés induites par la théorie NaturelOrder:
0 <=1

(i< s(j)) <= (1i<= j)

(s(i) < s(j)) <=> (i< j)

Etudions la preuve de la troisieme propriété, par double induction sur i et sur j, en utilisant la
régle d’induction Nat.3. L’induction sur la variable i produit le schéma suivant :

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘i’
Basis subgoal:
Subgoal 1: s(0) < s(j) <=> 0 < j
Induction constant: ic
Induction hypothesis:
NatInductHyp.1: s(ic) < s(j) <=> ic < j
Induction subgoal:
Subgoal 2: s(s(ic)) < s(j) <=> s(ic) < j

» Cas de base: le sous-but est normalisé &
s(0) < j\/ s(0) = j<=> 0< j

Nous procédons par induction sur j:

»» Cas de base: le sous-but est normalisé a
~“(s(0) < 0)
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prouvé par contradiction. L’hypothese (s(0) < 0) est alors ajoutée & la base de faits pour essayer
de déduire la formule false. Celle ci est déduite par calcul de paires critiques entre les hypothéses
(il y en a qu’une & ce niveau) et la base de régles. Plus précisément, la regle utilisée est :

Nat.24: i < j => "(j < i) -> true

avec i = s(0) et j = 0. Le terme (0 < s(0)) est réécrit en “(0 < 0\/ 0 = 0) puis en false.
O
»» Pas d’induction:

8(0) < s(jc) \/ s(0) = 8(jc) <=> 0 < s(jc)
est automatiquement résolu par LP en utilisant ’hypothése d’induction
8(0) < je\/ 8(0) = jec <=> 0 < jec

O
» Pas d’induction (sur i):

s(s(ic)) < j\/ s(s(ic)) = j <=> s(ic) < j
A nouveau, nous procédons par induction sur j, ce qui nous donne le schéma suivant :

Creating subgoals for proof by structural induction on *j’
Basis subgoal:
Subgoal 1: s(s(ic)) < 0\/ s(s(ic)) = 0 <=> s(ic) < 0
Induction constant: jc
Induction hypothesis:
NatInductHyp.2: s(s(ic)) < je\/ s(s(ic)) = jc <=> s(ic) < jc
Induction subgoal:
Subgoal 2: s(s(ic)) < s(jc) \/ s(s(ic)) = s(jc) <=> s(ic) < s(jc)

»p» Cas de base: il est prouvé par la méthode <=> , qui se raméne & montrer deux implications.

Creating subgoals for proof of <=>
=> hypothesis:

NatImpliesHyp.1: s(ic) < 0
=> subgoal:

s(s{(ic)) < 0
<= hypothesis:

NatImpliesHyp.2: s(s(ic)) < ©
<= subgoal:

s(ic) < 0

Chaque cas est résolu par calcul de paires critiques entre Pantécédent de implication (hypothese
de Pimplication) et la base, en particulier avec la régle:

Nat.24: 1 < j => ~“(j < i) - true

qui génere une inconsistance. En effet, 'antécédent de chaque implication se réduit 3 false et

par conséquent, le but correspondant & true.
O

»» Pas d’induction: il est prouvé de facon automatique out LP utilise ’hypothése d’induction,
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NatInductHyp.1.
O

Remarque 3.4 Cette preuve nécessite une interaction minime avec le démonstrateur. En effet,
la stratégie de preuve que nous utilisons est la suivante : la présence de deuz variable libres requiert
une double induction, puis pour chaque cas de base:

- St c’est une négation alors on poursuit par contradiction puis par calcul de paire critique
pour déduire une inconsistance,

— Swnon, si la conjecture contient un opérateur logique alors utiliser la méthode syntazique
correspondante.

- Sinon, st la conjecture n’est pas sous forme de négation et ne contient pas d’opérateur
logique, ni de variable libre alors demander un calcul de paires critiques entre les hypothéses
et la base courante.

FEn effet, le script de la preuve décrite précédemment est le suivant :

LpPreuve 3.3
prove (s(i) < s(j)) <=> (i < j) by induction on i using Nat.3
resume by induction on j using Nat.3
resume by contradiction
crit-p *hyp with Nat#*
resume by induction on j using Nat.3
resume by <=>
crit-p *hyp with Nat#
crit-p *hyp with Nat*
qed

Outre les trois propriétés vues plus haut, la théorie NaturelOrder doit impliquer les propriétés
de complétude relative des opérateurs <=, >=, <, >. Ces propriétés sont triviales et le principe de
preuve utilisé est similaire a celui décrit précédemment (cf. p.78).

3.2.3 Preuve d’un schéma d’induction

Outre la théorie NaturelOrder, nous devons montrer que la théorie Naturels(Nat) induit un
deuxidme schéma d’induction sur les entiers naturels, & savoir qu’ils sont construits avec 0, 1 et
+. la preuve correspondante est par induction en utilisant le premier schéma d’induction :

LpPreuve 3.4
prove Sort Nat generated by 0,1,+
resume by induction using Nat.3
set name lemma
crit-p *GenHyp with *GenHyp

crit-p *InductHyp with lemma
ged

En réponse a4 la commande prove .., LP introduit un opérateur isgenerated: Nat —> Bool,
ajoute trois hypotheses (une par constructeur déclaré dans la régle & prouver):

NatGenHyp.1: isGenerated(0)
NatGenHyp.2: isGenerated(1)
NatGenHyp.3: isGenerated(n) /\ isGenerated(ni) => isGenerated(n + ni)
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puis essaye de prouver le but isgenerated(n). A ce niveau, LP a besoin de ’aide de l'utilisateur
pour poursuivre la preuve. Nous procédons alors par induction en utilisant la régle d’induction
Nat.3:

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘n’
Basis subgoal:
Subgoal 1: isGenerated(0)
Induction constant: nc
Induction hypothesis:
Nat-InductHyp.1: isGenerated(nc)
Induction subgoal:
Subgoal 2: isGenerated(s(nc))

» Cas de base: trivial, éliminé & ’aide de I’hypothese NatGenHyp. 1.
» Pas d’induction: nous commencons & calculer les paires critiques entre les hypotheéses de
"génération", nous obtenons la paire critique non triviale:

lemma.1l: isGenerated(n) => isGenerated(s(n))

puis nous calculons les paires critiques entre cette regle et ’hypothese d’induction. Nous obtenons :

lemma.3: isGenerated(s(nc))

Ce qui est exactement le but cherché.
a.

Remarque 3.5 Cette preuve est importante pour la réutilisation car les commandes sont gé-
nériques. Les noms des hypothéses sont générés par LP, qui utilise le nom du contexte courant
comme préfize & GenHyp, ce qui nous permet de définir une structure générale pour la preuve des
régles d’induction. En effet, le nombre d’hypothéses générées est égal au nombre de constructeurs
de la régle & prouver.

Enfin, la spécification Naturels(Nat) doit satisfaire deux propriétés de la soustraction :

1-i=0
((i-j)=0) <=> (i <= j)

La preuve de la premitre propriété se fait par induction sur i en utilisant le premier schéma
d’induction Nat.3, et celle de la seconde utilise une double induction sur i et j avec Nat.3, une
preuve par contradiction et un calcul de paires critiques (pour générer false).

3.2.4 Preuve d’un existentiel

Soit la propriété “pour tout entier naturel, il en existe un plus grand”. Pour montrer cette
propriété, nous utilisons la quantification existentielle, et la méthode de preuve associée, a savoir
la spécialisation (cf. paragraphe 1.3.2).

LpPreuve 3.5
prove \ i \E j (i <= j)
resume by specializing j to s(i)
< > specialization subgoal
[] specialization subgoal

[] conjecture
qed
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La simplicité de la preuve découle du fait que pour montrer qu’il existe un "j" vérifiant la

propriété, il suffit de “choisir” "j" comme étant le successeur de "i". C’est ce qui est traduit par
la commande de "spécialisation". En réponse, LP remplace toutes les occurrences de la variable
j liées par le quantificateur, par le terme s(i) et normalise le but & true.

3.2.5 Déduction

Le calcul de paires critiques effectué sur la base courante nous permet d’une part d’éliminer
les redondances et d’autre part de déduire des propriétés supplémentaires, dont on pourrait avoir
besoin dans la suite de la vérification. De plus, ce calcul permet de vérifier la cohérence de la base,
bien qu’a cette étape de la construction, tout fait introduit a été prouvé comme étant un théoréme.

Avec notre base courante, nous obtenons des propriétés intéressantes telles que:
i</ ") =3) <=> s(i) <j

3.2.6 Preuve par cas

Nous nous proposons de montrer une propriété de la multiplication sur les entiers :
((i=0) /\ ~(j=0)) => ((i*j) >= i)
Cette propriété nécessite une double induction ainsi qu’un traitement par cas afin d’utiliser
les hypothéses d’induction. En effet, nous commencons par une induction sur i dont le cas de
base est trivial (antécédent de l'implication se réduit & false), puis LP introduit I’hypothese
d’induction :
NatInductHyp.1: “(ic = 0) /\ ~(j = 0)

=> ic < (ic * j)\/ ic = ic * j > true

et le but d’induction normalisé :
(3 = 0) => ic < ((j * ic) + j)
Nous poursuivons alors par induction sur j dont le cas de base est trivial. LP introduit I’hypothese
d’induction
NatInductHyp.2:"(jc = 0) => ic < ((jc * ic) + jc) —> true
afin de montrer le but :
ic < ((ic * jec) + ic + je) \/ ic = (ic * je) + ic + jc
Nous savons, de fagon intuitive, que nous devons utiliser la deuxieéme hypotheése. En effet, si i <
K alors i < K + R. Pour cela, nous montrons le lemme suivant:
M1V \Me (GE> ) = (G +m) > 5)
dont la preuve utilise une induction sur i, puis un calcul de paires critiques pour le cas de base
et une induction sur j pour I’étape d’induction.

Pour utiliser ce lemme avec le terme ic <((jc * ic) + jc), il faut que celui ci soit un fait dans
le systéeme. Nous procédons par cas suivant que ~(jc=0), ou (jc=0).

— ~(jc=0): en instanciant la variable i du lemme par ((jc * ic) + jc), j par ic et m par jc.
Ceci est fait implicitement par calcul de paires critiques entre les hypotheses et la base de

regles. LP arréte le calcul dés que la paire critique: ic <((ic * jc) + ic + jc) est générée.

— (jc=0): le but est réduit & ic <= ic, donc a true.
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3.2.7 Stratégie de choix
Soit la propriété suivante 3 montrer :
(G < 1) = (s(i-j)=(s(1)-3)))

La preuve utilise une induction sur les deux variables, sur j puis sur i. Le cas de base, (j = 0),
est prouvé sans l’aide de 'utilisateur et le pas d’induction est prouvé par induction sur i, dont
seul le cas de base nécessite une interaction avec 'utilisateur.

En effet, le sous-but & montrer est :

s(jc) < 0 => s(0 - s(je)) = 0 - je

avec comme unique hypothese

NatInductHyp.1: jc < 1 => s(i - je) = s(i) - je = true

En procédant par implication, 'hypotheése s(jc) < 0 est ajoutée & la base de faits. Nous calculons
les paires critiques entre cette hypothese et la regle

Nat.37: i < j /\ j < i = false

Nous obtenons la paire critique:
s(je) < 0 /A 0 < s(jc) = false

réduite & false. Par conséquent, 'implication a été prouvée en réduisant son antécédent & false.

Nous aurions pu résoudre ce but sans utiliser la méthode d’implication mais par calcul de
paires critiques entre les hypotheses et la base de faits puis de nouveau entre les paires obtenues
et la base. Néanmoins, nous privilégions la premitre méthode, la stratégie étant d’utiliser la
méthode la plus immédiate par rapport & la forme de la conjecture. En effet, comme LP n’est
pas un démonstrateur automatique mais semi-automatique, cette stratégie augmente le degré
d’automatisme en diminuant la recherche de la méthode a utiliser. Ainsi, si nous avons une
implication, nous procédons d’abord par implication pour rajouter I’hypothese (antécédent)
a la base de faits puis nous calculons ce que 'on peut “obtenir” avec la base des régles. La
contradiction est utilisée lorsque le but & prouver est sous forme d’une négation, ou bien sous
forme d’une conjecture ne contenant aucun opérateur logique auquel est associée une méthode L.

Ceci acheve la construction de la base de faits représentant les entiers naturels. Nous n’avons
pas décrit toutes les propriétés de la base, mais nous avons détaillé certaines preuves pour illustrer
les principales méthodes de preuves disponibles en LP.

3.3 Les expressions et leurs preuves

Les preuves sur les expressions sont essentiellement des preuves de lemmes sur les expressions
arithmétiques, mettant en jeu les opérateurs 4+, —, *.

Nous avons définis ’égalité syntaxique entre deux expressions & 1’aide de opérateur \=, que
nous avons introduit comme un opérateur commutatif. Les opérateurs 4+, *, sont définis comme
étant associatifs et commutatifs. Les principaux axiomes sur les expressions sont les suivants :

set name Expression
assert
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ex \== ex = T;
when (exi \= ex2) = T yield exi = ex2;
when (ex1 \= ex2) = F yield ~(exi=ex2)

set name Arith_expression

#if ex appears in a term with +,-,* then it is an arithmetic expression
assert
(ex + nat_to_exp(0)) = ex;

(ex - ex) = nat_to_exp(0);
(ex - nat_to_exp(0)) = ex;
(ex * nat_to_exp(0)) = nat_to_exp(0);
(ex1+ex2)*ex3 = (ex1*ex3)+(ex2*ex3);

Nous avons défini les ordres <= et < dont la signature est: Exp,Exp —> Bexp, par analogie & leurs
correspondants sur les entiers :

set name Ord_expression
set immunity on

assert (exl <= exl) = T;
set immunity off

assert
(((ex1 <= ex2)=T) /\ ((ex2 <= ex3)=T)) => ((ex1 <= ex3) = T);

(((ex1 <= ex2)=T) /\ ((ex2 <= ex1)=T)) <=> (exl=ex2);
((ext <= ex2)=T) <=> (((ex1 < ex2)=T)\/ (exl = ex2));
((ex1 < ex2)=T) => (((exl <= ex2)=T) /\ ~(exi=ex2));

(ex1 >= ex2) = (ex2 <= exl);

(ex1 > ex2) = (ex2 < exl) ;

Par conséquent, la plupart des lemmes prouvés sur les expressions arithmétiques sont similaires
3 ceux prouvés sur les entiers. Par exemple, la preuve suivante:

prove ~((ex < ex)=T)
resume by contradiction
<> contradiction subgoal
crit-p *hyp with Ord_expression*
[] contradiction subgoal

[] conjecture
qed

est "calquée" sur celle effectuée pour i € Nat (preuve 3.2). En effet, les commandes utilisées sont
identiques, oll le nom Nat* représentait la base de régles définissant les entiers, est remplacé par
le nom Ord_expression* représentant celle des expressions. De méme, pour montrer que < est
transitif, la preuve, déduite de la preuve 3.2, est la suivante:

prove (((exl < ex2)=T) /\ ((ex2 < ex3)=T)) => ((exi < ex3)=T)
resume by =>-m
<> => subgoal
crit-p *hyp with Ord_exp*
crit-p Ord_exp* with Ord_exp*
[] => subgoal

[] conjecture
ged
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3.4 Les séquences et leurs preuves

Les séquences constituent le type de donnée le plus important de notre formalisation. En
effet, ce type abstrait peut avoir différentes implémentations, & savoir les listes, les piles, les files,

les chaines de caracteres, etc.
Nous commengons par définir les séquences comme étant des files & double entrées,

doublefiles (Exp,Seq):
set name Seq

declare sort Seq

e a sequence is a double ended queue
declare operators
emptyseq : —> Seq

S I :Exp,Seq—> Seq
. :Seq, Exp—> Seq

count :Exp,Seq—> Nat
inseq :Exp,Seg—> Bexp
head,last :Seq —> Exp
tail,initseq:Seq -> Seq
len :Seq — Nat

isempty :Seq —> Bool

declare variables

expl,exp2:Exp

seql,seq2:Seq

%; ————————————————————— Induction Rule

set name seq_indl

assert sort Seq generated freely by emptyseq,|-;

set name Seq
assert

count (expl,emptyseq) = 0;
count (expl,exp2 -| seqi) = (count(expl,seql)+ (if expl—exp2 then 1 else 0));
inseq(expl,seql) = bool_to_bexp(count(expl,seql) > 0);

emptyseq |- expi;
(expl -| seql) |- exp2 ;

expl -| emptyseq
expl -| (seql [- exp2)

head(expl -] seql) = expi;
last(seql |- expl) = expi;
tail(expl -| seql) = seql;
initseq(seql |- expi) = seql;
len(emptyseq) = 0;
len(seql |- expl) = (len(seqi)+1);
=> (seql = emptyseq);

isempty(seql) <

Nous allons montrer que cette spécification induit celle des piles, des files, et des conteneurs, en
utilisant une démarche descendante.

3.4.1 Les Piles

La spécification doublefiles(Exp,Seq) induit la spécification du type abstrait pile. C’est &
dire, si nous considérons head comme étant top, tail comme étant pop, -| pour push et len pour
size, cette spécification doit vérifier les propriétés des piles :

set name seq_ind2
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assert Sort Seq generated by emptyseq,-|

set name Seq
assert
head(e -| seq)= e

tail(e ~| seq)= e
len(emptyseq) = 0
len(e -1 seq) = len(seq) + 1

dont les preuves sont immédiates. Par contre, ces axiomes nous fournissent une deuxiéme regle
d’induction seq._ind2 pour la sorte Segq, utilisant le deuxiéme constructeur -|. Par conséquent,
une preuve par induction structurelle sur une variable de la sorte Seq nécessite un choix de la regle
d’induction & utiliser. Comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre, la régle d’induction
peut é&tre choisie suivant la forme de la conjecture et en particulier suivant les opérateurs sur

lesquels porte la propriété a prouver. Suivant que ces opérateurs sont définis en fonction du
constructeur |- ou bien du constructeur -, nous choisissons la régle d’induction correspondante.

Les conteneurs

Le type abstrait pile induit le type abstrait conteneur, dans le sens le plus général, avec
emptyseq, -| pour insert, head, et tail. Les propriétés i vérifier sont les suivantes (les autres
propriétés sont redondantes) :

Seq partitioned by isempty,head,tail
~ isempty(seqi) => (count(expl,head(seql) -| tail(seql))=count(expl,seql))
~ isempty(seql) => (count(head(seql),seql) > 0)

e Le premier axiome est traduit en une regle de déduction :

when isempty(s2) <=> isempty(s3),
head(s2) = head(s3),
tail(s2) = tail(s3)

yield s2 = 83

dont la preuve utilise une double induction structurelle sur les variables s2 et s3:

LpPreuve 3.6
prove Sort Seq partitioned by isempty,head,tail
resume by induction on s2 using seq_ind2

resume by induction on s3 using seq_ind2
qed

En réponse & la commande prove. ., LP génére le cas de base, le pas d’induction, et I’hypothese
d’induction :

Basis subgoal:
Subgoal 1: (emptyseq = emptyseq <=> s3 = emptyseq)
/\ head(emptyseq) = head(s3)
/\ tail(emptyseq) = tail(s3)
=> emptyseq = s3
Induction constant: s2c¢
Induction hypothesis:
seqInductHyp.1:
(s2c = emptyseq <=> s3 = emptyseq)
/\ head(s2c) = head(s3)
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/\ tail(s2c) = tail(s3)
=> s2c = s3
Induction subgoal:
Subgoal 2: (e -] s2c = emptyseq <=> 83 = emptyseq)
/\ head(e -| s2c) = head(s3)
/\ tail(e -| s2c) = tail(s3)

Le cas de base est résolu de fagon automatique, la premiére hypotheése de I'implication donne s3
—> emptyseq d’oll la conséquence. Pour ’étape d’induction, nous procédons par induction sur la
deuxiéme variable s3. Ce qui provoque deux nouveaux sous-buts & prouver :

Basis subgoal:
Subgoal 1: s2¢ = tail(emptyseq) /\ ~(emptyseq = emptyseq)
=> head(emptyseq) -| s2c = emptyseq
Induction constant: s3c
Induction hypothesis:
seqlnductHyp.2:
82¢ = tail(s3c) /\ ~(s3c = emptyseq) => head(s3c) -| s2¢c = s3c¢
Induction subgoal:
Subgoal 2: s2¢ = tail(e -| s3c) /\ "(e -| s3c = emptyseq)
=> head(e -| s3c) -| s2¢c = e -| s3¢

Le cas de base est de nouveau trivial du fait que I’antécédent de 'implication se réduit a false.
Le pas d’induction est résolu de fagon automatique par LP, par normalisation et en utilisant les
axiomes induits par I'option freely de la régle d’induction seq_ind2:

“(e -1 emptyseq)
(e -1 seql = e -| seq2) <=> (seqi=seq2)

D

e La deuxieme et troisitme propriété se montrent par induction sur la variable seq1 en utilisant
la regle d’induction seq_ind2.

Le choix de la régle d’induction seq_ind2 provient de la définition des opérateurs, head, tail
et count, définis en fonction de -1.

3.4.2 Les files

La spécification doublefiles(Exp,Seq) induit celle des files, en prenant I'opérateur -| pour
’ajout (append), last pour la téte de la file (head), et initseq pour la queue de la file (tail).
Nous avons alors deux des propriétés a prouver:

last(expl -| seql)
= (if seql = emptyseq then expl else last(seqi))
initseq(expl -| seql)
= (if seql — emptyseq then emptyseq else expl -| initseq(seql))

Ces deux propriétés sont prouvées par induction structurelle sur la variable seq1 en utilisant la
regle d’induction seq_ind1, définissant ’opérateur |- comme générateur, car les opérations last
et initseq sont définies par rapport & ce constructeur.
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3.4.3 Obligation de preuves

Nous avons vu que la spécification doublefiles(Exp,Seq) induit celle des piles et celle des
files. Nous allons étudier maintenant les propriétés que la spécification doublefiles(Exp,Seq)
doit satisfaire:

(P1): Sort Seq partitioned by len,head,tail

Cette propriété s'écrit :

when len(s2) = len(s3), head(s2) = head(s3), tail(s2) = tail(s3)
yield s2 = s3

La preuve de cette propriété met en évidence I'importance du cas de base, un cas souvent “baclé”
dans les preuves manuelles. En effet, le cas de base nécessite plus d’attention et plus d’interaction
avec le démonstrateur que le pas d’induction.

Nous commencons la preuve par une induction structurelle sur ’'une des deux variables, par
exemple s2. La régle d’induction choisie est seq_ind2, puisque head et tail sont définis & I’aide de
-| et len a été “redéfinie” & I’aide de cet opérateur (une des propriété des séquences vues comme
des piles). Nous obtenons le cas de base, I’hypothése d’induction et le pas d’induction suivants:

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘s2’
Basis subgoal:
Subgoal 1: head(emptyseq) = head(s3)
/\ len(emptyseq) = len(s3)
/\ tail(emptyseq) = tail(s3)
=> emptyseq = s3
Induction constant: s2c
Induction hypothesis:
seqInductHyp.1:
head(s2c) = head(s3) /\ len(s2c) = len(s3) /\ tail(s2c) = tail(s3)
=> s2¢c = 83
Induction subgoal:
Subgoal 2: head(e -| s2¢c) = head(s3)
/\ len(e -| s2c) = len(s3)
/\ tail(e -] s2¢) = tail(s3)
=> e -| s2¢c = s3

» Cas de base : nous procédons par induction sur la variable 3, avec la régle d’induction seq_ind2.
Nous obtenons les sous-buts et hypothéses suivantes :

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘s3’
Basis subgoal:
Subgoal 1: head(emptyseq) = head(emptyseq)
/\ 0 = len(emptyseq)
/\ tail(emptyseq) = tail(emptyseq)
=> emptyseq = emptyseq
Induction constant: s3c
Induction hypothesis:
seqInductHyp.1:
head(emptyseq) = head(s3c) /\ 0 = len(s3c)
/\ tail(emptyseq) = tail(s3c)
=> emptyseq = s3c
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Induction subgoal:
Subgoal 2: head(emptyseq) = head(e -| s3c)
/\ 0 = len(e -| s3c)
/\ tail(emptyseq) = tail(e -| s3c)
=> emptyseq = e -| s3c

»» Cas de base: trivial.
»» Pas d’induction: il est prouvé par normalisation. LP réécrit le terme (0 = len(e -| s3c))
de ’antécédent de 'implication en (s(len(s3c)) = 0) qui se réduit & false.

Remarque 3.8 Le cas de base de Uinduction sur s2 aurait pu étre prouvé par implication puis
par contradiction. En effet, la méthode d’implication aurait introduit trois hypothéses:

len(s3) = 0
head(emptyseq) = head(s3)
tail(emptyseq) = tail(s3)

et le but s3 = emptyseq.

N’ayant pas l’aziome len(s) = 0 => s = emptyseq, ¢ aurait fallu procéder par contradiction, pour
introduire les deuz hypothéses

len(s3) = 0
~(s3 = emptyseq)

afin de déduire talse (par calcul de paires critiques). Par ailleurs, du fait que nous vérifions
cette spécification de facon incrémentale, les spécifications des piles et des files sont définies
relativement @ deuz aziomes head(emptyseq) et tail(emptyseq), c’est d dire que la valeur de ces
deuz termes est explicitement non définie.

» Pas d’induction : Il nous faut prouver maintenant la pas d’induction sur la variable s2.
L’état de la preuve est:

seqInductHyp.1: head(s2c) = head(s3)
/\ len(s2c) = len(s3)
/\ tail(s2c) = tail(s3)
=> s2c = s3
—> true
Current subgoal:
s(len(s2¢c)) = len(s3) /\ s2c = tail(s3) => head(s3) -| s2¢c = s3

De nouveau, nous avons besoin de l'induction sur la deuxiéme variable s3, nous obtenons le
schéma, suivant :

Subgoal 1: s(len(s2c)) = len(emptyseq) /\ s2c = tail(emptyseq)
=> head(emptyseq) -| s2c = emptyseq
Induction constant: s3c
Induction hypothesis:
seqInductHyp.2:
s(len(s2c)) = len(s3¢) /\ s2¢ = tail(s3c) => head(s3c) -| s2¢ = s3c¢
Induction subgoal:
Subgoal 2: s(len(s2c)) = len(e -| s3¢) /\ s2¢ = tail(e -| s3c¢)
=> head(e -] s3¢) -| s2¢ = e -| s3c¢
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»» Cas de base: trivial, du fait que s(len(s2c)) = len(emptyseq) se réduit & false et par
conséquent 'implication a true.

»p» Pas d’induction: Il est résolu en utilisant 'implication, dont les antécédents sont len(s3c)
= len(s2c), s2c = s3c et la conséquence, e -| s2¢c = e -| s3c.

0

(P2): sort Seq partitioned by len, last,initseq

Nous utilisons la méme structure de preuve que celle de la propriété précédente. En effet, les
deux propriétés sont duales, suivant que ’on considére une file 4 double entrée comme étant une
pile ou une file. Par conséquent, seule la regle d’induction differe puisque les files sont générées
3 Paide de -1, d’oli le choix de seq_ind1. La preuve est la suivante, ol nous avons remplacé les
opérateurs head et tail par last et initseq et la régle d’induction seq_ind2 par seq_ind1:

LpPreuve 3.7
prove sort Seq partitioned by len, last,initseq
resume by induction on s2 using seq_indl
resume by induction on s3 using seq_indi
resume by induction on s3 using seq_indi
resume by =>-m
qed

(P3): Une propriété que doit vérifier une file & double entrée est:

~ isempty(seql) => (((head(seql) -| tail(seql)) = seql)
/\ ((initseq(seql) |- last(seqi))= seql))

La preuve nécessite une preuve par induction, ot la régle utilisée est seq_ind2 car initialement,
initseq et last sont définies & ’aide de |- mais nous avons “prouvé” leurs définitions sur -|. Par
contre, nous n’aurions pas pu utiliser seq_ind1 car head et tail n’ont pas encore été redéfinies
avec |-.

LpPreuve 3.8
prove
~ isempty(seql) => (((head(seql) -| tail(seql)) = seql)
/\ ((initseq(seql) |- last(seql))= seql))

resume by induction on seql using seq_ind2
resume by case seqlc = emptyseq
crit-p *hyp with seqg*
ged

Les deux premieres commandes nous donnent le schéma suivant :

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘seql’
Basis subgoal:
Subgoal 1: ~(emptyseq = emptyseq)
=> head(emptyseq) -| tail(emptyseq) = emptyseq
/\ initseq(emptyseq) |- last(emptyseq) = emptyseq
Induction constant: seqilc
Induction hypothesis:
seqInductHyp.1:
~(seqic = emptyseq)
=> head(seqlic) -| tail(seqlc) = seqilc
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/\ initseq(seqic) |- last(seqic) = seqic
Induction subgoal:
Subgoal 2: “(e -| seqlc = emptyseq)
=> head{e -| seqic) -| tail(e -| seqic) = e -| seqlc
/\ initseq(e -| seqic) |- last(e -| seqic) = e -| seqic

» Cas de base: trivial, prouvé par normalisation.
» Pas d’induction : le sous-but est normalisé (en utilisant les théorémes prouvés précédemment
sur initseq et last):

(if seqlc = emptyseq then emptyseq else e -] initseq(seqic))
|- (if seqlc = emptyseq then e else last(seqilc))
= e -] seqic

Quelle méthode doit on alors utiliser pour résoudre ce but? La conjecture est une formule close,
donc l'induction n’est pas possible. De plus, cette formule ne contient aucun connecteur logique
auquel est associée une méthode de preuve (syntazigue). La méthode pour résoudre les formules
conditionnelles (cf. paragraphel.3.3) n’est pas utilisable du fait que if n’est pas le symbole
principal de la conjecture. De plus, ’hypothese d’induction, sous forme d’une implication, n’est
pas directement utilisable car elle ne peut &tre appliquée que si la séquence est non vide. Par
conséquent, nous allons procéder par cas, suivant la “valeur” de la constante seic:

»» Cas (seqic = emptyseq): le but normalisé a

emptyseq |- e = e -| emptyseq

est un axiome de la spécification.
O

»p» Cas “(seqic = emptyseq): le but est normalisé a

(e -1 initseq(seqic)) |- last(seqic) = e -| seqic
et Phypotheése & :

seqInductHyp.1.1: initseq(seqic) |- last(seqlc) = seqlc
seqInductHyp.1.2: head(seqlc) -| tail(seqlic) = seqic

1l suffit alors de “déplacer” les parenthéses de la conjecture afin de pouvoir appliquer la seconde
hypothése. Pour cela, nous invoquons un calcul de paires critiques entre les hypotheses et les
faits de la base (Seq*). Ce calcul produit la paire critique

expl -| seqlc = (expl -| initseq(seqic)) 1- last(seqic)

obtenue avec Phypothése et axiome, Seq.5: expl -| (seql |- exp2) —> (expl -l seql) |-
exp2.
a

Remarque 3.7 Nous aurions pu instancier directement les variables de Seq.5 par les valeurs
correspondantes pour terminer la preuve (expl par e, seql par selc, exp2 par last(seqic)). Mais
nous préférons le calcul des paires critiques qui, en général, nous permet plus d’automatisme et
nous éuvite de chercher quel ariome instancier afin de déduire le résultat. Plus précisément, le
calcul des paires critiques est a invoquer lorsque la preuve est suspendue et que nous savons que
la (ou les) propriété(s) utile(s) pour conclure appartient a la base de faits.
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(P4): la derniere propriété a prouver pour la spécification Seq (doublefile(Exp,Seq)) concerne
l'opérateur count qui est défini & I’aide -|. Comme nous disposons de deux constructeurs pour la
sorte Seq, nous complétons notre spécification en définissant count sur le deuxiéme constructeur:

LpPreuve 3.9
prove
count (expl,seql |- exp2)
= (count(expl,seql) + (if expl=exp2 then 1 else 0))

resume by induction using seq_ind2
crit-p seq* with seq*
crit-p seq* with seq*
qed
Cette preuve par induction nécessite deux calculs de paires critiques, un pour le cas de base et
un pour le pas d’induction. Le premier calcul produit la paire critique

Seq.26: count(expl, emptyseq |- exp2) = (if expl = exp2 then s(0) else 0)

obtenue avec les deux régles:
Seq.2: count(expl, exp2 -| seql)

—> count(expl, seql) + (if expl = exp2 then s(0) else 0)
Seq.4: expl -| emptyseq —> emptyseq |- expl

Le deuxiéme produit la paire critique

count (expl, (e -| seqi) |- exp2)
= count(expl, seql |- exp2) + (if expl = e then s(0) else 0)

obtenue avec
Seq.2: count(expl, exp2 -| seql)

—> count(expl, seql) + (if expl = exp2 then s5(0) else 0)
Seq.5: expl -| (seql |- exp2) —> (expl -| seql) |- exp2

Ceci acheéve la spécification et la vérification des obligations de preuves des séquences comme
étant des files & double entrée.

3.4.4 Enrichissement

Nous avons besoin & présent d’autres opérateurs sur les séquences, tels que D’extraction
d’un préfize, la concaténation de deux séquences, ainsi que de l'opération d’acces & un élément
donné de la séquence ([-]). Plus précisément, nous allons spécifier le type chaine, dont la spé-
cification inclut celle des listes qui elle inclut celle des files 4 double entrée doublefiles(Exp,Seq).

List(Exp,Seq): A la spécification obtenue des séquences, comme étant des files a double entrée,
nous rajoutons les opérateurs usuels pour les listes:

declare operators

sing : Exp —> Seq

concat: Seq,Seq —> Seq

éésert

sing(expl) = emptyseq |- expi;

concat(seql,emptyseq) = seql;

concat(seql,seq2 |- expl) = concat(seql,seq2) |- expi;
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Nous allons montrer que nous avons introduit une nouvelle régle d’induction, & savoir que la sorte
Seq est générée par emptyseq, sing et concat.

LpPreuve 3.10
set name seq_ind3
prove sort Seq generated by emptyseq,sing,concat
resume by induction using seq_indl
set name lemma
crit-p *GenHyp with *GenHyp
crit-p *InductHyp with lemma
ged

~

Cette preuve est générique, oll nous utilisons une structure identique & celle de la preuve 3.4
pour les entiers naturels. Elle consiste & montrer que tout élément de la sorte Seq peut &tre
construit en utilisant uniquement les opérateurs emptyseq,sing,concat:

En réponse a la commande prove .., LP introduit un "opérateur isgenerated: Seq —> Bool, et
les trois hypotheses :

isgenerated(emptyseq)

isgenerated(sing(el))

(isgenerated(s1) /\ isgenerated(s2))

=> isgenerated(concat(si,s2))

puis essaye de prouver le but isgenerated(s1). Nous poursuivons par induction en utilisant la
régle d’induction seq_ind1 puisque concat est défini & I’aide de |-:

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘s2’
Basis subgoal:
Subgoal 1: isGenerated(emptyseq)
Induction constant: s2c
Induction hypothesis:
seq_ind3InductHyp.1: isGenerated(s2c)
Induction subgoal:
Subgoal 2: isGenerated(s2c |- e)

» Cas de base: trivial, c’est une des hypotheses.

» Pas d’induction : par calcul de paires critiques entre les hypotheses. En effet, en remplacant la
variable s2 de la troisieme hypothese par emptyseq |- e, nous obtenons

isGenerated(s1) /\ isGenerated(emptyseq |- e)

=> isGenerated(concat(si, emptyseq |- e))
~> true

normalisée 3

isGenerated(sl) => isGenerated(si |- e) —> true

Il suffit alors de remplacer s1 par la constante d’induction s2c pour obtenir le résultat. Ceci est
traduit par le calcul de paires critiques entre la régle obtenue (dont le nom est préfixé par lemma)

et les hypotheses d’induction *InductHyp.
a,

Nous obtenons ainsi trois régles d’induction pour la sorte Seq:

seq_indl.1: sort Seq generated freely by emptyseq, |-
seq_ind2.1: sort Seq generated freely by emptyseq, -|
seq_ind3.1: sort Seq generated by emptyseq, sing, concat
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String(exp,Seq): Nous introduisons maintenant les opérateurs sur les séquences considérées
comme des chaines d’éléments de la sorte Exp.

declare op
_-[__]:8eq,Nat—> Exp
prefix:Seq,Nat-> Seq
pos:Exp,Seq-> Nat

assert
tail(emptyseq)=emptyseq;
initseq(emptyseq)=emptyseq;
seq1[1] = head(seql);
seql[s(n)] = tail(seqi)[n];
prefix(emptyseq,n) = emptyseq;
prefix(seql,0) = emptyseq;
prefix(expl -| seql,s(n)) = (expl -| prefix(seqi,n));

A la diftérence de la spécification Lsl correspondante, nous considérons que I'indice de parcours
débute & 0 et non & 1.

N

Nous allons prouver a présent les obligations de preuve induites par la spécification
String(exp,Seq). L’une des propriétés a prouver est :

(len(s1) = len(s2)) /\ (M n (si[n] = s2[n]))
=> (s1 = s2)

dont la preuve en LP est:

LpPreuve 3.11

prove Sort Seq partitioned by len,__[__]
resume by induction on s2 using seq_ind2
resume by induction on s3 using seq_ind2
resume by induction on s3 using seq_ind2
resume by =>-m
instantiate n by 1 in *hyp
crit-p *hyp with *hyp
crit-p *hyp with seq*
qed

Nous avons utilisé le méme schéma que celui des preuves 3.6 et 3.7. En effet, par analogie, nous
savons que nous devons utiliser une double induction, ’'une pour le cas de base et I’autre pour le
pas d’induction. La régle d’induction est choisie suivant les opérateurs: I'opérateur [__] est dé-
fini en fonction de head et tail, définis en fonction de - 1. Nous choisissons donc la régle seq_ind2.

Néanmoins, le dernier sous-but nécessite une instanciation explicite. En effet, nous obtenons les
hypotheses suivantes:

seqImpliesHyp.1.1: len(s3c) —> len(s2c)

seqImpliesHyp.1.2: (ec -| s2¢)[n] = (eic -| s3c)[n]

seqInductHyp.1: len(s2c) = len(s3) /\ \A n (s2c[n] = s3[n])
=> s2¢c = 83 = true

seqInductHyp.2: s(len(s2c)) = len(s2¢) /\ M n ({e -| s2¢)[n] = s3c[nl])
=> e -| s2¢c = s3c¢
-> true
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et le but ec = elc /\s2¢c = 83¢

Pour pouvoir déduire ec = elc, il nous faut instancier n par 1 dans la deuxieéme hypothese. Puis
un calcul de paire critiques entre les hypotheses et les régles du systéme nous donne les paires
critiques:

Seq.37: A n (s2¢[n] = s3c[nl) => s2¢ = s3c Y%implieshyp with inductHyp
Seq.39: s3c[n] = s2c[n]

oll Seq.39 est obtenue avec la deuxiéme hypothese et la réegle

Seq.29: seqils(n)] — tail(seql)[n]

3.4.5 Ordre partiel sur les séquences

Nous introduisons ’opérateur isprefix, qui teste si une sous-chafne est un préfixe d’une
chaine donnée:

declare operators

isprefix:Seq,Segq—> Bool

assert

isprefix(seql,seq2) <=> (seql = prefix(seq2,len(seqi)));

0

Sous la condition que (>) soit un ordre partiel strict sur les entiers 2%, nous vérifions que isprefix

induit un ordre partiel sur les séquences :

LpPreuve 3.12
hreflexif

prove isprefix(seql,seql) by induction on seql using seq_ind2
qed

“transitif
prove isprefix(si,s2) /\ isprefix(s2,s3) => isprefix(si,s3)

resume by induction on si using seq_ind2
resume by induction on s2 using seq_ind2

resume by induction on s3 using seq_ind2
qed

hantisymetrique
prove isprefix(si,s2) /\ isprefix(s2,sl) <=> (sl = s2)
resume by induction on sl using seq_ind2

resume by induction using seq_ind2
ged

“total
prove sort Seq partitioned by isprefix

resume by induction on s2 using seq_ind2
resume by induction on s3 using seq_ind2
resume by contrad
crit-p *hyp with seqg*
resune by induction on s3 using seq_ind2
resume by contrad
crit-p *hyp with seq*
resume by => -m

20. C’est une clause assumes : si une spécification est définie en “important” la spécification Seq, elle doit vérifier
cette propriété
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instantiate s4 by ec ~-| emptyseq in *hyp
crit-p *hyp with seq*
crit-p seq* with seq#*

qed

Induction imbriquée

L’opérateur isprefix doit vérifier la propriété: isprefix(prefix(seqi,n),seq1) dont la preuve
est:

LpPreuve 3.13
prove isprefix(prefix(seqi,n),seql)
resume by induction on n using Nat.3

resume by induction using seq_ind2
ged

Cette preuve nécessite deux types d’induction. La premitre est une induction sur la variable n
de la sorte Nat, car prefix est défini récursivement sur la longueur de la séquence, puis pour le
pas d’induction, nous procédons par induction sur la variable de la sorte Seq. La particularité de
cette preuve est que P'ordre dans lequel sont invoquées les deux inductions est quelconque. Nous
aurions pu commencer par une induction sur la séquence puis une induction sur les entiers. Le
résultat est identique.

Enfin, nous prouvons un ensemble de lemmes, afin de compléter la spécification de certains
opérateurs, tels que head et tail. Ces opérateurs étant définis & ’aide de -, les termes head(seq1
|- e) et tail(seql |- e) sont en forme normale, et donc susceptibles de bloquer la preuve.

LpPreuve 3.14

prove head(emptyseq |- expl)= expl %seq_lemma.1
crit-p seq¥ with seq*

qed

prove tail(emptyseq |- expl) = emptyseq %seq_lemma.2
crit-p seq* with seg*

ged

prove
~ isempty(seql) %seq_lemma.3

=> (tail(seql |- expl) = tail(seql) |- expl)

resume by induction using seq_ind2
crit-p seq* with seq*
qed
prove ~ isempty(seql) => (head(seql |- expl) = head(seql)) Yseq_ lemma.4
resume by induction using seq_ind2
crit-p seq* with seq*
qed

Tous ces lemmes sont prouvés par calcul de paires critiques. C’est & dire que les propriétés 3
prouver sont des conséquences de notre spécification.

La preuve suivante démontre une fois une fois de plus 'importance du cas de base, générale-
ment sous-estimé dans les preuves complexes. Il faut noter que nous avons utilisé cette propriété
comme un lemme (non prouvé) dans une preuve d’une propriété de programme. Puis nous avons
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repris ce lemme, afin de le prouver. Lors de cette vérification, nous avons découvert le caractere
non trivial du lemme et par conséquent, erreur dans la preuve qui ’utilisait.

LpPreuve 3.15
prove
(s(n)<= len(seql))
=> (prefix(seql,s(n)) = (prefix(seqi,n) |- seqils(n)l))

resume by induction on n using Nat.3
resume by =>-m % cas de base
prove ~(isempty(seqic))
resume by contrad
instantiate seql by seqic in seqg_lemma.6
resume by induction using seq_ind2 % pas d’induction
resume by =>-m
crit-p *hyp with *hyp
ged

Le cas de base, ’hypothese et le pas d’induction sont :

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘n’
Basis subgoal:
Subgoal 1: 0 < 1len(seql)
=> prefix(seql, s(0)) = prefix(seql, 0) |- tail(seql)[0]
Induction constant: nc
Induction hypothesis:
seq_lemmaInductHyp.1:
nc < len(seql)
=> prefix(seql, s(nc)) = prefix(seql, nc) |- tail(seqi)[nc]
Induction subgoal:
Subgoal 2: s(nc) < len(seql)
=> prefix(seqi, s(s(nc)))
= prefix(seqi, s(nc)) |- tail(seqi)[s(nc)]

» Cas de base: il faut montrer que si la longueur de la séquence est strictement positive, alors
le préfixe de longueur 1 est réduit & 1’élément en téte de la séquence. Pour cela, nous disposons

du lemme suivant prouvé en amont :

seq_lemma.6: ~(seql = emptyseq)
=> prefix(seql, s(0)) = emptyseq |- head(seql)
—> true

Ce lemme n’est utilisable que pour des séquences non vides. Il faut donc montrer que seqi est
non vide. Cela peut paraitre trivial puisque la longueur de la séquence est strictement positive.
Néanmoins, nous devons procéder par I’absurde, supposer que la séquence est vide et montrer
I’inconsistance. C’est une preuve par contradiction.

» Pas d’induction : nous procédons par induction sur la variable de type Seq, nous obtenons le
schéma suivant :

Creating subgoals for proof by structural induction on ‘seqt’
Basis subgoal:
Subgoal 1: s(nc) < 1len(emptyseq)
=> prefix(emptyseq, s(s(nc)))
= prefix(emptyseq, s(nc)) |- tail(tail(emptyseq)) [nc]
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Induction constant: seqic
Induction hypothesis:

seq_lemmaInductHyp.2:

s(nc) < len(segic)
=> prefix(seqic, s(s(nc)))
= prefix(seqic, s(nc)) |- tail(tail(seqic)) [ncl

Induction subgoal:

Subgoal 2: s(nc) < 1len(e -| seqic)

=> prefix(e -| seqlc, s(s(nc)))
= prefix(e -| seqlc, s(nc))
|- tail(tail(e -] seqic))[nc]

»p» Cas de base: trivial avec la définition de prefix.
»» Pas d’induction : nous utilisons la méthode implique. L’hypothése (s(nc) < len(e -1 seqic))
est rajoutée au contexte et le but est normalisé a:

e -| prefix(seqic, s(nc)) = (e -| prefix(seqic, nc)) |- tail(seqic)[nc]

que nous résolvons par calcul de paires critiques entre les hypothéses, celle de implication et
celle de ’induction sur n:

seq_lemmaImpliesHyp.1: nc < 1len(seqic) —> true
seq_lemmaInductHyp.1: nc < len(seql)
=> prefix(seqi, s(nc))
= prefix(seql, nc) |- tail(seq1)[nc]
—> true
seq_lemmaInductHyp.2: s(nc) < len(seqic)
=> prefix(seqic, s(s(nc)))
= prefix(seqlic, s{(nc))
[- tail(tail(seqlc))[nc]
—> true

E

A la différence de la preuve 3.13, 'ordre de ’induction est important. Si nous commengons par
une induction sur la variable de type Seq, nous obtenons le pas d’induction suivant :

n < 1len(seqic) \/ n = len(seqic)
=> e -| prefix(seqic, n) = prefix(e -| seqlc, n) |- seqic[n]

puis si nous poursuivons par induction sur n, le cas de base est alors:

0 < len(seqic)\/ 0 = len(seqic)
=> @ ~-| prefix(seqlc, 0) = prefix(e -| seqic, 0) |- seqic[0]

qui se réécrit en: e = seqic[0], ce qu’on ne peut pas résoudre du fait que seq1[0] n’est pas défini.

3.4.6 Preuve par induction de profondeur p
Soit la propriété, seq_lemma.7:

((1 <= 1n) /\ (n <= s(len(seql))))
=> (if (s(len(seql))=n) then (((seqi |- exp1)[n])= expil)
else (((seql |- exp1)[n])= seqiln]))
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Cette propriété ne peut étre prouvée par induction sur n, car le cas de base n = 0 est trivial
(’antécédent de 'implication est faux pour n = 0) mais non significatif. Or la sémantique de “cas
de base” est généralement une instance de la propriété pour la plus petite valeur, en I’occurrence
1 pour la propriété i prouver.

De plus, le pas d’induction serait :

nc = len(seql) \/ nc < 1len(seql)
=> (if nc = len(seql)
then tail(seql |- expl)[nc] = expi
else tail(seql |- expl)Inc] = tail(seql)[ncl)

et si nous poursuivons par induction sur la variable seqi, le sous-but de base, correspondant &
seql = emptyseq, serait de la forme:

nc = 0 => (nc = 0 => emptyseqlnc]l = expl)

qui se raméne & montrer que emptyseq[0] = expl. Or emptyseq[m] est une valeur délibérément
indéfinie.

L’induction sur n de profondeur 2 (chapitre 1, p.21) nous permet de prouver le cas de base
intéressant (c’est & dire lorsque n vaut 1) sachant qu’une séquence est considérée comme un
tableau dont les élément sont T[1]... T[len(T)].

L’induction de profondeur 2 génére deux cas de base et deux hypotheses d’induction :

Creating subgoals for proof by depth 2 structural induction on ‘n’
Basis subgoals:
Subgoal 1: 0 <= s(len(seql))
=> (if s(len(seqi)) = 0
then (seql |- exp1)[0] = expi
else (seql |- exp1)[0] = seqi[0])
Subgoal 2: 1 <= s(0) /\ s(0) <= s(len(seql))
=> (if s(len(seql)) = s(0)
then (seql |- expi)[s(0)]
else (seql |- exp1)[s(0)]
Induction constant: nc
Induction hypothéses:
seq_lemmaInductHyp.1:
1 <= nc /\ {(nc <= s(len(seql)))
=> (if s(len(seql)) = nc
then (seql |- expl)[nc] = expi
else (seql |- expl)[nc]l = seqilncl)
seq_lemmaInductHyp.2:
1 <= s(nc) /\ (s(nc) <= s(len(seql)))
=> (if s(len(seql)) = s(nc)
then (seql |- exp1l)fs(nc)] = expi
else (seql |- expl)[s(nc)] = seqils(nc)])
Induction subgoal:
Subgoal 3: 1 <= s(s(nc))
/\ (s(s(nc)) <= s(len(seql)))
=> (if s(len(seqi)) = s(s(nc))
then (seqil |- expl)[s(s(nc))] = expi
else (seql |- exp1)[s(s(nc))] = seqils(s(nc))])

expi
seq1[s(0)])
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Le premier cas de base étant trivial et non significatif, nous nous intéressons au second, subgoal
2, normalisé & :

if len(seql) = 0
then head(seql |- expl) = expl
else head(seql |- expl) = head(seql)

La conjecture étant sous la forme d’une conditionnelle, nous procédons avec la méthode if-method
(cf. chapitre 1, paragraphe 1.4.3). Nous obtenons le schéma suivant :

Creating subgoals for proof of ‘if’
New constant: seqic
Case ‘true’ hypothesis:

seq_lemmaIfHyp.1i: len(seqlc) = 0 <=> true
Case ‘true’ subgoal:

head(seqlc |- expl) = expl <=> true
Case ‘false’ hypothesis:

seq_lemmaIfHyp.2: len(seqic) = 0 <=> false
Case ‘false’ subgoal:

head(seqlc |- expi) = head(seqic) <=> true

»» Le premier sous-but, correspondant au cas olt la longueur de la séquence est nulle, est résolu
par LP en utilisant la regle de déduction:

seq_lemma.1: when len(seql) = 0 yield seql = emptyseq

et le lemme seq_lemma.4 (cf. p.97).

»» Le deuxidéme sous-but peut &tre résolu avec un des lemmes précédemment prouvés,
seq_lemma.4, mais il nous faut 'information que la séquence est non vide, puisque sa taille est
non nulle. La preuve n’est pas immédiat