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Introduction 1

Introduction.

Ce travail! est une contribution dans le domaine de I'optimisation de
formes et dans ses applications.

La motivation initiale de ce travail est 1’étude des méthodes numériques
pour la résolution des minima avec ou sans contrainte en optimisation de
formes. La bonne compréhension de ces méthodes a nécessité, en particu-
lier, I'analyse de problemes comme la dérivation par rapport a la forme et
la structure de ces dérivées, 1’étude des conditions nécessaires ou suffisantes
des minima avec ou sans contrainte en optimisation de formes, la solution
de certains problemes au bord a ’extérieur, I’estimation au bord du gradient
des solutions de certaines équations aux dérivées partielles, ainsi que I’étude de
’erreur de I’approximation au bord du gradient de la solution de ces équations
aux dérivées partielles.

Une des contributions a été aussi de bien définir la méthode de Newton
pour un probléme d’optimisation de formes, de construire et d’analyser des
algorithmes pour résoudre numériquement les minima locaux. Enfin, nous nous
sommes aussi penché sur la parallélisation de ces algorithmes.

L’organisation de ce travail suit le cheminement de cette introduction.
Ainsi, dans le chapitre 1 nous étudions les dérivées par rapport a la forme
et la minimisation avec contrainte en optimisation de formes. Dans les cha-
pitres 2, resp. 3, on étudie un probleme modele en optimisation de formes qui
fait intervenir la solution d’un probleme a I’extérieur de Poisson en dimension
deux ( resp. Neumann en dimension trois ) et le périmetre du domaine. Dans
le chapitre 4 on établit une estimation au bord du gradient de la dérivée par
rapport a la forme, de la solution d’un probleme de Neumann extérieur en di-
mension trois ( principe de Saint Venant ). Cette estimation permet de réduire
considérablement la complexité du calcul de I’approximation des minima en
optimisation de formes. Dans le chapitre 5 on développe une méthode qui per-
met de résoudre par des algorithmes paralléles le probleme de minimisation
posé dans le chapitre 3. Ce travail termine avec une bibliographie et une table
de notations. Dans la suite de cette introduction, nous allons présenter plus
en détail les problemes cités ci-dessus.

De fagon générale, le probleme qu’on a a résoudre est de trouver et calculer

1. Ce travail est fait dans le cadre d’une thése financée par le Centre Charles Hermite,
Inria Lorraine, que ’'auteur remercie vivement,



2 Chapitre 0

numériquement :
Q* = argmin, { E(Q), Q€ O }, (1)

un minimum local de E dans @, ou O est une famille de domaines admissibles
et E est une fonctionnelle £ : O — R.

Le fait que ’ensemble O, en général, est dépourvu d’une structure to-
pologique particuliere, rend difficile I’étude du probléme (1). Sous certaines
hypothéses de régularité sur I’ensemble O, on représente @ & ’aide d’un sous-
ensemble de ’espace de Banach © = C*(@;R"), ot Q C RY est un ouvert
régulier de référence. Ainsi, I’étude du probleme (1) devient, essentiellement,
équivalent a I’étude du probleme suivant :

6" = argmin,,.{ E(6), 0 € © }, ) (2)
ou E : © = R est une fonction définie sur ©. ]

Dans le chapitre 1 nous avons étudié en détail les dérivées au sens de
Fréchet E', E” de E. ( voir, par exemple [36], [37], [38] ). L’approche des
dérivées par rapport a la forme au sens de Fréchet, permet d’utiliser les outils
classiques développés dans les espaces de Banach. Du fait qu’il existe plusieurs
méthodes de dérivation par rapport a la forme, on a établi le lien entre E/, E”
et dE, d*E, les dérivées par rapport a la forme au sens des vitesses de E ( voir,
par exemple, [16], [53] etc. ). Le caractére symétrique de la dérivée seconde au
sens de Fréchet facilite I’étude, en particulier celle numérique, ce qui nous a
poussé a développer ’approche (2).

Le fait que la fonctionnelle E est construite a partir de F, une fonction-
nelle qui dépend du domaine, se représente par une structure particuliere des
dérivées par rapport a la forme de E. En effet, la dérivée seconde E” est une
forme bilinéaire symétrique sur C*+1(8Q), qui dépend uniquement des com-
posantes normales, et des dérivées tangentielles des directions de la dérivation.
Ce résultat est prouvé ici de fagon originale, a I’aide d’une relation établie en
utilisant le théoréeme des fonctions implicites. Cette relation montre que, mo-
dulo un glissement sur le bord 9@, la restriction sur Q) de tout 6 € © voisin de
I’identité I, se représente sous la forme Iy + %v, avec % une fonction scalaire
et v la normale & Q. Pour des résultats analogues dans des divers cadres, voir

[16], [36], [37] etc.

Sous certaines conditions-de régularité;on retrouve lacondition nécessaire
bien connue de Kuhn-Tucker pour Iexistence d’un minimum local avec cont-
rainte en optimisation de formes:

E'(6") + A"M'(8") =0, A*€R, (3)

ou M est la contrainte. On donne aussi une condition suffisante classique en
termes des dérivées secondes, pour que le probleme (2) ait une solution.
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Dans le cadre de I’étude de stabilité des minima locaux avec contrainte
de E, i.e. I'existence d’un minimum local strict, on présente et on analyse
numériquement un résultat montré dans [25]. Ceci nous conduit & vérifier
numeériquement le signe d’une certaine forme quadratique, évaluée en le vecteur
orthogonal & I’hyperplan M'(6*) = 0.

Alors, résoudre numériquement (2) consiste, essentiellement, en 1’approxi-
mation d’une solution de ’équation (3), et en la vérification d’un critere suffi-
sant de minimum local donné par (1.68). Nous avons appliqué cette méthode
au probleme du formage électromagnétique en dimension deux ( chapitre 2 )
et trois ( chapitre 3 ).

Numériquement, la résolution de ’équation de Kuhn-Tucker est faite en
utilisant la méthode classique de Newton, qu’on a introduite dans un cadre
fonctionnel. En fait, il existe plusieurs méthodes de type Newton, comme celle
a déplacement selon la normale, présentée par exemple dans [22]. Pour mettre
en évidence les performances de la méthode de Newton et pour comparer
cette méthode avec la méthode a déplacement selon la normale, on a étudié
un probléme trés simple : la minimisation du périmétre avec comme contrainte
la mesure du domaine fixe. A cause de I'invariance du périmétre par rapport
aux translations, la dérivée seconde associée a la fonctionnelle correspondante
a ce probleme ne définit pas un isomorphisme. Par conséquent, la méthode
de Newton appliquée a ce probleme est mal posée. On a donc, “régularisé”
ce probléme en ajoutant un terme ( énergie virtuelle ), et on a montré que la
méthode de Newton appliquée a ce probléeme est bien posée. On présente aussi
des résultats numériques obtenus avec ces deux méthodes. Avec celle qu’on a
introduite on obtient une convergence quadratique, tandis qu’avec la méthode
a déplacement selon la normale on obtient une convergence super linéaire, ce
qui montre que notre méthode est une “vraie” méthode de Newton. (]

Dans le chapitre 2 on a étudié les minima locaux avec la contrainte de
la mesure fixe d’une fonctionnelle E, qui demande en particulier, 1’étude des
dérivées par rapport 4 la forme E’ et E”. Ici:

1

B =~ [ \Du(8)[2de + o P(Q(6)), o >0, (4)
Q(6)

ol £2(0) est un ouvert dans R? qui dépend de 8 et P(£2(6)) est le périmetre de
Q(6). La fonction u(#) est la solution d’un probléeme de Poisson dans °£2(4),
I’extérieur de-£2(#);-et qui dépend d’une certaine fonction j :R? — R.

Ce probleme est le modele du formage électromagnétique extérieur en di-
mension deux, quand on suppose que la fréquence des courants électriques est
tres grande ( voir, par exemple [4], [42], [43] ).

Du fait que u(@) est définie a I’extérieur de £2(f), la difficulté pour établir
la dérivabilité de u(f) est de définir un “bon espace” ou vit u(f). En utili-
sant la transformation de Kelvin on a identifié ce “bon espace” avec un espace
de Sobolev sur un ouvert borné, puis on a montré la dérivabilité de u(@) en
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utilisant des résultats classiques de dérivation par rapport a la forme ( voir,
par exemple [37], [51], [52] ). On remarque I'utilité que présente la transfor-
mation de Kelvin ( voir, par exemple [15] ) pour transformer les problémes &
I’extérieur en problémes a I'intérieur, ce qui permet en particulier, de traiter
des problémes a I’extérieur sans faire appel aux espaces avec des poids & 'infini
( voir, par exemple [39] ).

A la fin du chapitre, on analyse les résultats numériques obtenus et on
étudie numériquement la stabilité de la solution numérique. ; O

Dans le chapitre 3 on étudie les dérivées par rapport a la forme de E,
’erreur au bord du gradient de la solution d’un probléeme de Neumann u, et
on calcule numériquement des minima locaux de E avec la contrainte de la
mesure fixe. La fonctionnelle E est donnée par:

E(6) = — > f B(6)%dz + o P((6)) + p [ 2ale, w0, P2 )
<Q(0) Q(0))

ol 2(6) est un ouvert dans R* et B() est une fonction qui dépend de u(9).
Comme dans le cas de la dimension deux, en utilisant la transformation de
Kelvin on prouve la dérivabilité de u(f), et on établit les dérivées par rapport
a la forme E’(6) et E”(0). Remarquons que ’expression de E”(6) obtenue par
des formules classiques de dérivation, n’est pas convenable pour des études
numériques. On présente une autre expression de E”(6) plus commode, obte-
nue par une série d’intégrations par parties sur le bord. Cette forme montre
en particulier la nature symétrique de la dérivée seconde.

Nous avons analysé ’erreur de ’approximation de u(8) et Du(f) au bord,
en utilisant une représentation intégrale de u(#) ( voir, par exemple [10], [39] ).
On a fait une discrétisation classique linéaire par morceaux, ce qui permet de
construire un algorithme numérique simple. Mais, d’autre part ceci rend I’ap-
proximation de Du(#) assez délicate, parce que le noyau intégral est singulier
( I'intégrale dans I’expression de Du(f) est comprise au sens de Cauchy ).
L’étude de I’erreur nous a conduit donc, a I’étude de ’erreur d’une équation
intégrale a noyau singulier, dont la difficulté repose sur I’estimation de I’er-
reur due & I’approximation du bord ( I’erreur géométrique ). On a prouvé
que |’équation intégrale approchée admet une solution unique dont I’erreur de
I’approximation pour la norme C°, est de I’ordre h!~*, ot @ €]0,1[ et h un
parametre de discrétisation.

On a construit I'opérateur-f —-uy (), resp. § — Dju(f), qui-approche
u(@), resp. Du(#) sur le bord, et on a prouvé que ’erreur, pour la norme C°,
de I'approximation au bord de u(f) et Du(f) est de I’ordre h!=*, ol & €]0, 1[.
O

Dans le chapitre 4 on a cherché une estimation qui permet de réduire
le coiit de calcul avec la méthode de Newton qu’on se propose d’utiliser. Ce
probleme est lié essentiellement a I’estimation fine au bord, du gradient de la
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solution d’un probleme de Neumann a I’extérieur, ou de Dirichlet en dimension
deux ( autrement dit, il s’agit de principe de Saint Venant pour le gradient
d’un probléme elliptique, voir par exemple [34], [41], [56] ).

En effet, de ’analyse de la complexité il résulte que la partie la plus impor-
tante du calcul avec cette méthode est I’approximation au bord du gradient
de n problemes de Neumann ( avec n le nombre des noeuds ), qui sont les
dérivées par rapport a la forme de u(@), selon certaines directions. Les données
au bord qui correspondent a ces problémes sont assez particuliéres, ce qui nous
a conduit a étudier le probleme modéle suivant :

{ -Au = 0, dans 9«2,
Qui U o (6)
et fon+g¢, sur TI'=0Q,

ol €2, I'extérieur de €, 7 € {1,2,3}, f,n € CY(I), g, € C°(T) avec n(0) =
¢(0) = 1 et supp(n), supp(¢) C Tn, T =T'N B(0, k) et &;, la i*™° composante
du gradient tangentiel.

ou 3 s g
Le fait que le support de — est inclus dans I'y, nous a suggéré de nous

intéresser au comportement de Du au bord, “loin” de 'y, quand h — 0.

Nous avons donné une réponse a cette question en utilisant une repré-
sentation intégrale pour u. L’essentiel de la preuve passe par plusieurs estima-
tions d’intégrales faiblement singulieres sur le bord et en utilisant des résultats
classiques de régularité pour les équations intégrales ( voir, par exemple [10],
32] ).

L’estimation obtenue permet de réduire considérablement le coiit du calcul,
parce que la complexité de ’approximation au bord du gradient de n problémes
de Neumann devient, au pire, O(1)n?**2/3 au lieu de O(1)n?, avec O(1) assez
grand qu’on a a priori. Donc, ’ordre de calcul est diminué. On remarque qu’on
observe un gain bien meilleur dans les calculs effectifs. ]

Dans le chapitre 5, dans la suite de la résolution numérique du probléeme
de minimisation de E en dimension trois, on a étudié la parallélisation de la
méthode de Newton qu'on a utilisée.

Dans 'algorithme paralléle qu’on a construit, la stratégie de la distribu-
tion des données suit un schéma classique de répartition 1-cyclique selon les
colonnes.

On a traité en .particulier .les deux grandes.parties de 'algorithme de
Newton appliqué a I’équation de Kuhn-Tucker: I'approximation de la dérivée
premiére et seconde par rapport a la forme. On a fait une analyse de I’algo-
rithme paralléle, qui est construit en utilisant le langage M.P.I. ( Message Pas-
sing Interface ). Au cours de cette analyse on présente des résultats numériques
qui permettent d’évaluer les performances de I'algorithme paralléle.

Il est intéressant de remarquer la parallélisation de la construction de la
matrice issue de l'assemblage dans la méthode des éléments finis frontiere
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pour I’équation intégrale décrite dans le chapitre 3. En fait, a cause du cou-
plage entre les boucles selon les indices des éléments finis et des noeuds, la
parallélisation de la construction de cette matrice est difficile. Nous proposons
une méthode de calcul de cette matrice, bien adaptée aux machines du type
M.ILM.D. ( Multiple Instructions, Multiple Data ).

Finalement, on remarque que la méthode de Newton en optimisation de
formes nous permet d’utiliser de facon optimale les ressources d’une machine
parallele du type M.LLM.D., grice a la structure tres séparée de la dérivée se-
conde par rapport a la forme. Son coit fortement réduit est di a ’estimation
au bord du gradient de la dérivée par rapport & la forme de la solution du
probleme de Neumann. Nous pensons que cette propriété n’est pas spécifique
au probleme étudié. Elle doit caractériser une classe large de problemes d’op-
timisation de formes liés a certaines équations aux dérivées partielles.
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Chapitre 1

Les dérivées par rapport a la
forme. Les relations et la
structure des dérivées. La
méthode de Newton.

Ce chapitre commence avec I'étude des dérivées par rapport a la forme
d’une fonctionnelle qui dépend du domaine. En fait, il existe plusieurs ap-
proches de dérivées par rapport a la forme: les dérivées au sens des vitesses,
de perturbation de I'identité, les dérivées matérielles ( voir, par exemple (8],
(16], [36], [37], [53] ) etc. Nous avons choisi de traiter en particulier, les dérivées
par rapport a la forme au sens usuel ( de Fréchet ) et au sens des vitesses.

Dans le début de ce chapitre, apres I'introduction de quelques notations et
la présentation de quelques propriétés liées aux difféomorphismes, on introduit
les dérivées par rapport a la forme au sens de Fréchet.

Afin de pouvoir établir le lien entre les dérivées par rapport a la forme
au sens de Fréchet et celles au sens des vitesses, dans la deuxiéme section on
fait une présentation des dérivées au sens des vitesses, en suivant ’approche
exposée dans [16].

On prouve aussi que la dérivée seconde par rapport a la forme a une struc-
ture particuliere, qui est une conséquence de la dépendance de la fonctionnelle
du domaine. En effet, la dérivée seconde est une forme bilinéaire symétrique a
support sur le bord du-domaine, et-qui dépend uniquement des composantes
normales et des dérivées tangentielles au bord, des directions de la dérivation.
L’outil principal utilisé est une relation qui exprime de fagon analytique le fait
que, toute perturbation réguliere, suffisamment petite d’'un domaine régulier,
modulo un glissement sur le bord peut se présenter a I’aide d’un déplacement
selon la normale.

L’approche des dérivées par rapport a la forme au sens de Fréchet permet
d’utiliser les outils classiques développés dans les espaces de Banach. Dans ce
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cadre on étudie la minimisation avec contrainte en optimisation de formes.
On retrouve la condition nécessaire bien connue, dite de Kuhn-Tucker, de
I’existence d’un minimum local avec contrainte. On donne aussi une condition
suffisante d’un minimum local strict avec contrainte.

On présente un résultat concernant la stabilité d’'un minimum local avec
contrainte, montré dans [25]. Ce résultat est trés pratique pour vérifier numéri-
quement si une solution de ’équation de Kuhn-Tucker est un minimum local
strict. En effet, il consiste en I’évaluation du signe d’une forme quadratique
appliquée a un certain vecteur.

Dans le cadre classique d’un espace de Banach on expose la méthode de
Newton en optimisation de formes. On étudie cette méthode pour un probleme
tres simple, mais significatif : la minimisation du périmetre avec la contrainte
de la mesure fixe. On démontre d’abord que cette méthode ne peut pas s’ap-
pliquer a ce probleme parce que la dérivée seconde par rapport a la forme n’est
pas inversible. Apres la “régularisation” ( en ajoutant un terme ) on prouve
que la méthode de Newton associée & ce nouveau probleme est bien posée,
ainsi que celle associée au probléeme discret correspondant. On présente des
résultats numériques et on fait aussi des comparaisons avec des résultats obte-
nus en utilisant une autre méthode de type Newton ( voir, par exemple [22] ).
Avec la méthode qu’on a introduite on obtient une convergence quadratique,
tandis que avec 'autre méthode on obtient une convergence super linéaire, ce
qui prouve que la méthode qu’on se propose d’utiliser est une vraie méthode
de Newton.

1.1 Les dérivées par rapport a la forme au sens de
Fréchet. Notations. Quelques propriétés.
Soit N € N un entier qui désignera toujours la dimension de I’espace, k € N

et @ C RN un ouvert borné de classe C*, localement d’un cété de 9Q ( voir,
par exemple [19] ). Avec © on note:

0 = CH@Q;RY), (1.1)
I’espace des fonctions vectoriellés avec des dérivées continues jusqu'a l’ordre
k, qui muni de || - ||o, la norme C¥ usuelle, est un espace de Banach.

Sur ©, on définit les fonctions 2 et ' comme ci-dessous :
@ = PRM), :
L9 B .
{9 - 06)={6(z), 2€Q}, 2

‘18 - r@O)={06), z€dQ}.

D’autre part, soit O la famille des ouverts de RY :

O={QcRM, 300, Q) =9}, (1.4)
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ot O~ est un sous-ensemble de © donné par:
O~! = { 0 € ©, diffé¢omorphisme de classe C* de Q sur son image }.  (1.5)

Il est clair que @ et @' ne sont pas vides parce que le difffomorphisme
identité Iy (z) = z,z € @ est dans O~! et Iy(Q) = Q € O. Le résultat du
lemme suivant est assez classique, voir par exemple, [36]. Pour compléter la
présentation on donne aussi la démonstration.

Lemme 1.1 L’ensemble O~ est un ouvert dans ©.

Démonstration. Soit § € 07!, £ € 0. Ona #+¢ = (Iy +£0071)0d. Alors,
il suffit de prouver que Iy +£060~! : Q(f) = RN est de classe C*, inversible
de Q(0) dans son image et d’inverse de classe C*.

(i) On a que £08~! € C*(2(0); RY), comme une composition de fonctions de
classe C*, donc Iy 4+ € 00! est de classe C*.

(ii) L'inversibilité de Iy +&06~1. On considere (%), un opérateur de prolonge-
ment ( continu ) de C*(£2(6); RY) dans C*(RV;RN), donné par exemple, par
le lemme 6.37, [19]. Si €, est le prolongement de £ 0 0~!, on a:

I€llcx@mgyy < CallE 0071 || < Call6~| [I€llo,

ol avec || -|| on a noté la norme usuelle de C*(22(6); RY). Remarquons que les
constantes C; est Cy ne dépendent que de k, N et du domaine.

Soit r = €/[C5||0~"||] avec € = 1/(2N +1) et considérons la boule B(0,r) C
©. Pour £ € B(0,r),0n a ||¢]| < 1/(2N +1), donc € est une contraction stricte
de RN dans RY. Soit y : RN -+ RN, ¢z — y(z), ol y(z) est I'unique solution de
(Iy+€)y =z, i.e. (In+€) oy(z) = 2. Donc, y est I'inverse & droite de Iy +€.
D’autre part :

yo(Ivn+é)(z) =2 +€(z)-€oyo(In+é)(x) => yo(lv+8(z) ==,

parce que 6 est une contraction stricte. Donc, y = (In + é)‘l.
(ii) Prouvons que (Iy +&)~" est de classe C*. Soit z9 € RN, yo = y(zo) et :

FiRVN xRN 5 RN, (z,2) = f(z,2) : = (In +€)(2) — 2.
On a f € C*(RN x RN;IRN) et f(zo,y0) = 0. D’autre part, on a:

of vy @Y - 4BFLNY
0z

| = IDON+8)1 2 1=V = L+ N1 2 e B >0

Alors, du théoréme des fonctions implicites il existe un voisinage U de zg et
une unique fonction z : U — RN de classe C*, satisfaisant (Iy + &) o z(z) =3z.
De I'unicité de la fonction z il découle que y(z) = z(z), z € U. Donc, (I;\,|r+§)“1
est de classe C*. Par conséquent, Iy + €, la restriction sur () de Iy + € est
aussi inversible, d’inverse de classe C*. Ceci montre que 8+& € O~! pour tout
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& € B(0,r), ce qui prouve le lemme. ]

Concernant I’ensemble §2(#) on a:
Lemme 1.2 Soit § € @71, Alors, Q(0) est un ouvert et I'(8) = 92(6).

Démonstration. Soit y € §2(). Alors, il existe z € Q avec 8(z) = y. Or,
|Dé(z)| # 0 parce que @ est dans O, Par conséquent, du théoreme de I'in-
version locale il existe deux boules B(z,r;) C Q et B(y,ry) C RN, telles que
6(B(z,r;)) C B(y,ry), ce qui prouve que £2(f) est un ouvert.

Montrons que I'(8) = 92(9).

L’ensemble 6(Q) est fermé parce que # € O~'. D’autre part on a que
0(Q) = Q(O)UT(0) et QO)NT () = ¢, parce que  est inversible sur Q. Donc,
I'(0) = 0(Q)\2(0). Or, Q est dense dans Q, donc 2(4) = 0(Q) est dense dans
0(Q), parce que 6 est de classe C* sur Q. Par conséquent, 2(8) = 6(Q). Ceci
implique I'(0) = £2(0)\2(0) et prouve le lemme. O

Lemme 1.3 Soit6 € O, Alors, I'(0) est de classe C* et Q(0) est localement
d’un seul coté de T'(9).

Démonstration. En effet, soit y € T'(f), z € 9Q tel que 8(z) = y et 6 un
prolongement de classe C* de 6 sur un voisinage de @ ( voir, par exemple
[19], lemme 6.37 ). Comme 8 € O~!, on a |Dé(z)| = |Dé(z)| # 0. Alors,
du théoréeme de l'inversion locale il existe un voisinage ouvert de z dans RN,
disons U, tel que la fonction @ est inversible dans U, et 8(U) est un ouvert qui
contient y.

Prouvons que I'(6) est de classe C* et que £2(6) est localement d’u seul
coté de son bord. En effet, du fait que @) est de classe C'*°, localement d’un
seul coté de AQ, pour tout z € AQ il existe ry et u : B(z,r;) = RN ( voir, par
exemple [19] ), difféomorphisme de classe C* de B(z,r;) dans son image, tel
que:

u(Q N B(z,r.)) CRY, u(0Q N B(z,r;)) C ORY,
ol lRf = {(z1,--,zn) € RN, zx > 0}. Soit alors, v la fonction :
v:B(y,ry) = RY, v(y)=uob?,

avec ry, assez petit tel que §=(B(y,r,)) C U N B(z,r;). La fonction v est
inversible de B(y,r,) dans son image, v et v™! sont de classe C¥, et :

v(©(6) N B(y,ry)) CRY, v(T'(6) N B(y,ry)) C ORY,

ce qui prouve le lemme. o
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Considérons F, une fonctionnelle définie dans O:

0 = R,
E: { 0 o B(R), (1.6)

et construisons la fonction composition E = Eo Q:

0'ce - R,

Eif) = { 0 -~ E(Q(0)). (1-7)

Au lieu d’étudier E on va étudier E, ce qui en général, est plus facile et
plus classique, parce que E est définie sur un espace de Banach. On peut parler
alors, des dérivées de E au sens usuel, que parfois, on va les appeler dérivées
par rapport a la forme au sens de Fréchet.

Pour 8, £ € © on note E’(#) la dérivée de E en 6 et E'(8)(£), sa dérivée en
@ dans la direction &.

Le lemme suivant est une conséquence du fait que E est construite a partir
de F, une fonctionnelle définie sur un ensemble de domaines.

Lemme 1.4 Soit 0eO! et supposons que E'(0) eziste. Si6 e O est tel
que 2(0) = Q(0), alors E'(0) eziste aussi et on a:

E'(0)(€) =E'(8)(E0b7 ' 08), VE€O. (1.8)

Démonstration. Soit { € ©. Pour z € @, en faisant le changement du va-
riable z = 8~! 0 6(y), on a:

B(x) +&(z) = 6(y) + E0 87" 0 O(y),
ce qui implique : (6 + &) = (0 + £ 08 06). Donc:
E@@+€& =E@+&0f'00).

Du fait que £ € © — €00~ 00 € O est linéaire continu ( parce que pour
k > 1, © est invariant pour la composition, voir [19], chapitre 4 ), il découle
que E est dérivable en # ( comme composition de deux fonctions dérivables )
et de fagon évidente on a 1’égalité (1.8). O

Quand la dérivée seconde de E en 6 existe, on la note E”(6) et parfois
on 'appelle dérivée seconde par rapport a la forme au sens de Fréchet. Pour
&,m € O, on note E”(6)(€,7n) la valeur de E”(6) en (&, 7).

Comme pour E' ( le lemme 1.4), il est facile de prouver que si 0, dec0,
Q(0) = Q(0) et E”(0) eziste, alors E"(0) eziste aussi et :

E"(8)(&,m) =E"(6)( 08" 08,067 00). (1.9)
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1.2 Les dérivées au sens des vitesses.

Dans cette section, on présente les dérivées par rapport & la forme au sens
des vitesses, en suivant I’approche dans [16]. On remarque que dans la preuve
des relations entre les dérivées par rapport a la forme au sens des Fréchet et
celle au sens des vitesses qu’on va présenter dans la suite de cette section, on
utilise essentiellement le théoreme 1.5, et les définitions 1.8 et 1.10.

Soit 7 > 0 un réel positif et V:

V={V:[-r,7] xRN 5 RV }, | (1.10)

la famille des champs des vitesses, telle que pour tout V € V, la fonction
X €RN 5V (-, X) € CO([~,7]; RN) est uniformément lipschitzienne.
A chaque V € V, on associe {(X,Tv(-, X)), X € RN} avec:
Tv(-, X):[-1,7] = RY,

S 1.11
dTV(Ei‘X) = V(t,Tv(t,X)), t e [—T, T], Tv(U, X) - X. ( )

Le théoréeme suivant ( pour la démonstration voir [16] ) montre que se donner
la famille des champs de vitesses V, est équivalent & se donner une famille
de transformations 7", dans le sens que si on part d’un V' € V, on trouve un
T € T et inversement.

Théoréme 1.5 Soit V € V, donné par (1.10) et Ty défini par (1.11). Alors
on a les assertions suivantes :

(i) Ty satisfait:
X eRN = {t 5 Tv(t,X)} € CY([~7,7);RN) est lipschitzienne,
Vte[-r,7), X = Tv(t,X) est bijective, d’inverse (Ty(t))},

z € RN = {t = (Tv(t))~!(2)} € CO([~7, 7];RN) est lipschitzienne.
(1.12)
(i) Seit T la famille des transformations :

T ={T :[-,7] x RY = RN}, (1.13)

tel que pour tout T € T, Ty : =T satisfait (1.12). Si V est le champ
V:[-7,7] x RN = RN défini par:

(t,2) > V(t,2) = 2 (1 (v (0) ' (@), (1.14)

alors V € V. O

Remarque 1.8 Considérons les transformations de RN données par:

T(t, X) = X +tU(X) + %A(X), (1.15)
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avec U et A, deuz transformations uniformément lipschitziennes.

Alors, il est facile de vérifier que T € T, ot T est donné par (1.13). La vitesse
V' correspondante donnée par (1.14), satisfait en plus:
Y (
T T ot

et DU est la matrice jacobienne de U. o

VO)=U, Vi(0)=A-DU-U, avec Vi(0)(z) 0,2), (1.16)

Passons maintenant a la définition de la dérivabilité par rapport a la forme
au sens des vitesses.

Soit P(RN) I’ensemble des parties de RN et @ C P(RY). Pour chaque
V €V et pour tout 2 € O, on peut considérer I'image par Ty(¢,:) de Q:

Ty(Q) = { Ty(t,z), z € Q }. - (1.17)
Soit E la fonctionnelle donnée par (1.6).
Pour VeV et Q € O, on s'intéresse a la limite suivante :
lim l(E(T{,(Q)) = E{Q)). (1.18)
t—0 ¢ '
Lorsque cette limite eziste, on la note dE(Q; V) et parfois on 'appelle dérivée
eulérienne dans la direction V de E en Q. O

Soit V € V et on suppose que dE(Q;V) et dE(R2;V(0)) existent. Une
question naturelle qui se pose est “est-ce-que dE(2; V) = dE(2;V(0))"?

Pour répondre a cette question, il faut munir I’ensemble V d’une topologie
convenable. Plus précisément, on note:

vk = ™ (-7, 7); DMK, RY) NV, VmkeN, VK CRY,  (1.19)

ol 'Dk(K, iRN) est ’espace des fonctions de RY dans lui-méme, k fois dérivable
et a support compact dans K. On introduit aussi |’espace:

ymk . — ll_I’Il{ v}“'k, VK ¢ RN compact h (1.20)

ol li_gn signifie la limite inductive munie de sa topologie limite inductive usuelle

( voir, par exemple [50] ).
On a le théoreme suivant ( pour la démonstration, voir [16] ) :

Théorém_g 1.7 . 501t Q2 € O et m,.k € N. Supposons que dE(2; V) eziste pour
tout V € V™* et que lapplication :

{ﬁ"‘"‘ - R,

Vo dE@V) (L.21)

est continue. Alors:

YW e V™E dE(Q;V) = dE(Q; V(0)). (1.22)
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Définition 1.8 Soit Q2 € O.
1. On dit que la fonctionnelle E est dérivable par rapport a la forme au sens des
vitesses en 2, si dE(Q2; V) existe pour tout V € D(RN, [RN] et si application :
D(RY,RV) — R,

{ - dE@;V), 1.2

est linéaire et continue dans D(RN,RN).

2. La distribution dE(S2) définie par l’application (1.23) est appelée dérivée par
rapport a la forme au sens des vitesses ( ou gradient ) de E en .

3. On dit que dE(Q2) est d'ordre fini k € N, si dE(S2) est continue pour la
topologie de D*(RN,RN). O

Pour t € [-7, 7] on note e(t) = E(TH(2)). On a: dE(Q; V(0)) = €'(0), ou:
Vt € [-7,7], €(t)=dE(T{(Q);V(t)).

Pour V,W € V, ceci suggére de considérer la limite suivante pour la dérivée
seconde :

lim = (dE[TW(Q} V(t)) - dE(Q; V(0 ))) (1.24)

t—=0
Lorsque cette limite eziste, on la note d*E(Q;V,W) et parfois on lappelle
dérivée eulérienne de second ordre de E en 2, dans la direction (V,W).
a
Le théoréme suivant donne le lien entre la dérivée eulérienne de F en 2

selon des directions non autonomes avec celle, selon des directions autonomes
( pour une démonstration voir [16] ).

Théoreme 1.9 Soit 2 € O et m,k € N. Supposons que :

(i) YV eVmtlk yW e Ymk  @2E(Q;V,W) eziste.

(i) YW € ymk Vit e [-7,7], E admet une dérivée par rapport a la forme
au sens des vitesses en Ty (), d’ordre k.

(ili) VYV € V™*, lapplication :

ymk 4 R,
{ w - —d’E(Q; VW), 1-25)
est continue. . .
Alors, pour V € V™t1Lk et W € V™ on a

d’E(Q; V,W) = d*E(Q; V(0), W(0)) 4+ dE(R; Vi(0)), (1.26)

ot Vi(0) est défini dans (1.16). O
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Définition 1.10 Soit Q € O.
(i) On dit que la fonction E est deux fois dérivable par rapport a la forme au
sens des vitesses en §2, si:

VV,W e D(RY,RY), d*E(Q;V,W) exziste, (1.27)
et U'application :

{D(IRN,RN)XD({RN,[RN) -+ R,

(V, W) & @BV, W), (L:25)

est bilinéaire est continue.

(ii) On appelle dérivée seconde par rapport a la forme au sens des vitesses
( ou hessien ) de E en Q, notée d°E(R), la forme bilinéaire et continue de
D(RN,RN) @ D(RY,RN) dans R, dont ezistence est assurée par le théoréme
des noyauz de Schwartz ( voir [49], théoréme 4.2 ), et qui est donnée par:

EE(Q;V,W) =< l2E(Q),VOW > . (1.29)

Iei, VW = { ViW;, i, € {1,---,N} } avec V; et W; les composantes de
VetW.

(ii) On dit que la dérivée seconde par rapport a la forme au sens des vitesses
est d'ordrefini k € N, si la distribution d*E(Q) est continue dans D¥(RN,RV)®
D*(RN,RN).

1.3 Les relations des dérivées au sens de Fréchet
avec les dérivées au sens des vitesses.

Pour tout £ € © on considere (0 + t€), une “perturbation” de £2(6), avec
t € [-7,7]. On note:

2 N N
Ty - { [-r, 7] xRY — RY, (1.30)

(t, X) - (In +té)(X),

oti € est un C¥ prolongement de £08~" ( voir, par exemple [1], ou [19], lemme
6.37 ). Il est facile de vérifier ( ou bien du remarque 1.6 ) que Ty satisfait
(1.12), donc du théoreme 1.5, il existe V € V':

V(t,o:):éo(IN+té)_l(x), (131)
de fagon & ce que T}, (2(6)) = (6 + t£), avec T}, comme dans (1.17). Noter
que lorsque # = Iy, on a simplement V (¢,z) = £ o (Iy + &)~ (z). o

La proposition suivante, donne le lien entre la dérivée de E et la dérivée
par rapport a la forme au sens des vitesses de E.
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Proposition 1.11 Soit § € O~ ! et Q = Q(0). Si E' eziste et est continue
dans un voisinage de 0, alors E est dérivable par rapport a la forme au sens
des vitesses en S et :

VEE®, E'0)(§)=dEQ;V), (1.32)
avec V donné par (1.31). En plus, dE(?) est d’ordre k et :
VVe V™ dE;V)=E'(6)(Y(0)o8) (meN). (1.33)

Démonstration. On remarque d’abord, que la relation (1.33) implique (1.32)
(il suffit de prendre V=V, ou V est donné par (1.31) ).
(i) Prouvons d’abord (1.33). Soit V € V™ un champ de vitesses non auto-
nome et considérons Ty donné par (1.11) pour V = V.

Alors, pour X € Q on a:

Tv(t, X) = X+/tV(s,Tv(s,X))ds
0

= X +tV(0,X)+ /: (V(s, Ty(s, X)) - V(U,X))ds
= 0(2) + () + &(2),
ot X=0(2) (z€Q)et:

£(=) = V(0)0b(2), &(2) = [ (Vs T(s,0(2))) - V(0,0(2)) )ds. ~ (1.34)

Or, de [6], théoreme 3.4.2, la fonction s € [—7,7] = V(s,Ty(s,0(:))) € © est
continue. Donc, pour t assez petit 8 + t€ + & est inversible ( voir le lemme
1.1), ce qui donne T (2) = Q(8 + t&€ + &), avec Ty () donné par (1.17) pour
V=Y. Don:

E(TV()) = E(0 + t& + &) (1.35)

De la continuité de s — V(s, Ty(s,0())), il résulte que t € [-7,7] = & € ©
est dérivable autour de t = 0 avec:

dé,

2t 0 =0, (1.36)

Pour E(T}()), comme une composition de deux fonctions dérivables, on ob-
tient que:

dB@Y) = 7] L BE@) = 5| _BO+iE+6)=RO)@.

Cette équation avec (1.34) prouve (1.33).
(ii) Prouvons la dérivabilité par rapport a la forme au sens des vitesses de
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E en Q. Soit V € D(RN,RN) et prenons £ = V o 6. L'égalité (1.33) montre
d’abord que dE(§; V) existe et de la linéarité et continuité de E’(6), on déduit
les mémes propriétés pour V. — dE(Q; V), d’ou la dérivabilité par rapport a
la forme au sens des vitesses de £ en §2.

Du fait que E’(#) est continue dans ©, la relation (1.33) montre & la fois
que dE(R) est d’ordre fini k. o

Comme une conséquence de la proposition 1.11 et du théoréme 1.7 on a:

Corollaire 1.12 Soit § € O~ et on note Q = R(0). Si E' eziste et est
continue autour de 0, alors:

VVeV™  dEQ;V)=dE(S;V(0)). (1.37)

De la méme fagon que Ty et V' dans (1.30) et (1.31), pour 7 € ©, on note
7 le prolongement de classe C* de no 6~ ( comme £ ), et on définit :

| [-1,7]xRN = RV,
st { (t, X) = (v +t3)(X), oy
W(t,z) = fo (In +t7) (). (1.39)

La proposition suivante donne la relation entre la dérivée seconde E” et
les dérivées par rapport a la forme au sens des vitesses de F.

Proposition 1.13 Soit § € O~ et supposons que E" ezxiste et est continue
dans un voisinage de 0. Alors E est deuz fois dérivable par rapport a la forme
au sens des vitesses en ) = §2(0) et on a:

V (€,7) € (©,0) tel que V € Y1+l

E"(0)(¢,n) = d*B(Q; V, W) — dE(Q; V;(0)) - dE(Q; DV(0) - W(0)), (1.40)

avec V, W donné par (1.31), (1.39),

De plus, d*E(R) est d’ordre k+ 1 et on a:

V (V,W) € (Um+lik+l yjmk)
d2E(Q;V, W) = E"(0)(&, 1) + dE(Q; Ve(0)) + dE(Q; DY(0) - W(0)), (1.41)
avec £ =V(0) o8, n=W(0) o4,

ou V4(0) est donné par (1.16) pour V =V et DV (0), respectivement DV(0),
est la matrice jacobienne de V(0), respectivement de V(0).

Démonstration. On remarque facilement que la relation (1.41) implique
(1.40) ( il suffit de prendre V = V, W = W avec V, W donnés respective-
ment par (1.31), (1.39) ).

(1). Prouvons la relation (1.41). Soit V et W comme dans la proposition. On
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note Ty la transformation donnée par (1.11) pour V = W. Par définition, on
a:

P?E(Q;V,W) = dE(T4(Q); V(t)), (1.42)

il

ot T¢,(2) est donné par (1.17) pour V = W. De la méme fagon que dans la
proposition 1.11, on a:

T, () = Q6 + tn + ne), (1.43)

ol 7, 1; sont comme & et & dans (1.34), pour V=W,
Il est clair que t € [-7,7] — 7, € © est dérivable en t =0 et :

d’?t (0) —0.

D’autre part, en appliquant la proposition 1.11 et (1.43), on a:

dE(Ty,(Q); V(1) = E'(0 + tn + ne) (V(t) 0 (8 + tn + my)).

Alors, en substituant dans (1.42), on obtient:

PEQVW) = 2| E'(9+tn+1h)(v(t)°(9+tn+m))

= E"(0)(& 1)+ E( 9)(dt| (9+t??+7h))

= E"(0)(¢, n) + E'(0)(V:(0) o 6) + E'(9)(DV(0) - n)
= E"(0)(&, n) + dE(;Vi(0)) + dE(2; DV(0) - W(0)),

ol dans la derniére égalité on a utilisé la proposition 1.11. Donc, (1.41) est
prouvé.
(ii) Prouvons maintenant que E est deux fois dérivable par rapport & la forme
au sens des vitesses en . En effet, si V, W sont dans D(RV, RV), (1.41) montre
A la fois 'existence de d2E(Q;V, W) et sa linéarité par rapport 2 V et W.

La continuité de d?(§2; V, W) pour la topologie de D¥+! x DF+1 découle de
la continuité de E'(6) et E”(f) dans © et de la relation (1.41). a

Remarque 1.14 La proposition 1.13 permet de retrouver que d*E(Q; V, W),
en général, n’est pas symétrique par rapport ¢ V et W. En effet, si E"(6)
eriste dans un voisinage ouvert de 0 € ©, alors E"(0) est une forme bilinéaire
symétrique ( voir, par ezemple [7), théoréme 2.1 ). Alors, la proposition 1.13
montre que la partie non symétrique de la dérivée seconde d*E(Q;V, W), est
donnée par dE(Q; V3(0)) + dE(S; DV(0) - W(0)).
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1.4 La structure des dérivées par rapport a la forme.

Dans cette sous-section on étudie la structure des dérivées par rapport a la
forme. L’outil principal qu’on va utiliser, est que quitte a faire un glissement
S sur 9Q, la restriction sur dQ de tout § € © “proche” de §* € O~! peut
se présenter sous la forme 0* + ¥v* o 6%, ol ¥ est une fonction scalaire sur
0Q, c’est-a-dire par un déplacement “normal”. Dans la suite on montrera que
1 = ¥(0), ou ¥ est une fonction définie dans un voisinage de 6*.

On verra que pour tout 8 € ¥~1(3) le
domaine £2(f) est invariant. Ceci assure
que ’application £ : ¥ — E o ¥~1(y)
est bien définie ( voir (1.7) pour la
définition de E ). Il suffit alors, de re-
marquer que E(8) = £o¥(f) pour trou-
ver la structure des dérivées de E dans
le théoreme 1.23. O

Dans le cas particulier N =2, k = 1 et dQ une courbe de Jordan, on a:

[5]

Proposition 1.15 On suppose que @) est un ouvert simplement conneze de
R? tel que OQ est une courbe de Jordan de classe C'. Soit 6* € O~1. Alors

JUCO, U3 0" owvert, IV : U = C°0Q), G:U— C°Q;0Q),
0oS =0+ v*ol*, sur 0Q,

ot =W(), S = G(0) inversible, et ¥, G sont de classe C".

Remarque 1.16 Ainsi, modulo le glissement S de la courbe 9Q sur elle-
méme, le bord T'(0) pour tout 0 voisin de 8% pour la norme C', se présente a
l'aide de déplacements normauz a I'(6*) de T'(6*).

Démonstration. On remarque que par un changement de variable on peut
supposer que 8* = I, ol [, est I'identité dans R?, donc Q(8%) = Q.

On note C9_(R; R), resp. C9_(R; R?), les fonctions 27-périodiques de classe
C° de R dans R, resp. R?. Il existe v € C1,(R; R?) tel que v(R) = 0Q et |v'| # 0.
Considérons la fonction:

| ©xC(RiR) x CL(RiR) — C2,(R;R?),
" (6,v,9) : = B(yo(Ii+4))—y—-vrioy,
ou I; est I'identité dans R.
La fonction f est de classe C'. En effet, d’abord f(6, v, 4) est dans C9, (R; R?).

Par rapport a @ et v, f est linéaire continue, donc de classe C*. La dérivée de
f par rapport a Jest:

£5(8,v,9)(2) = (D8(yo (I + 2)) - 7) 2€ Co,(R;R?), Y2 € C3,(R;R).
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De plus, pour (w, 2) € C9 (R;R) x C3_(R;R) on a:

{ f(I2:0!0) e 0:
f;lJ(Iz,O,O)(w, ) = ¢y —wvtoy (=: f:!,d ).

Or, f , est un isomorphisme de C3 (R;R) x C?,(R;R) dans C9,(R;R?) parce

T

que pour h € C3, (R;R?), la solution (w, 2) de f; ,= h est donnée par:
w=—h-v", e=h-y|7|"* parce que ¥ -v*08* =0.

On remarque que 2 est bien défini parce que |y| # 0. Donc, les conditions
du théoreme des fonctions implicites sont satisfaites. Alors, il existe un ouvert
U C © contenant I, et deux fonctions § € U = v € C3 (R;R), 0 €U — J€
C? (R;R) de classe C', telles que:

O(yo(h+4))=7+vvioy.
On définit ¥ € CO(AQ) et . € C°(8Q; Q) par:
poy(t): =v(t), Foy(t): =vo(li+s)(), teR

La périodicité de v, v et 4 montre que 3 et .%”sont bien définies.
On vérifie que les fonctions :

U:U—-C%0Q), ¥(@) =% et G:U—C°0Q;0Q), G(O) =.F

sont de classe C! parce que § — v et § — 4 sont de classe C'.

Finalement, du fait que G est de classe C' et que G(8*) = I, ( parce que
0" — s =0 ), quitte a réduire U, .5” = G(0) est inversible, comme une per-
turbation petite de classe C° de 'identité. O

La technique utilisée ci-dessus ne peut pas étre appliquée dans le cas général
ou 0@ est une variété qui ne peut pas étre représentée globalement comme le
graphe d’une fonction. Donc, il faut considérer des cartes de 9Q).

Pour [ = 1,--+,k on note v, @, ¢ les éléments de C*~!(3Q) et on introduit
le groupe ( pour la composition ) :

G5 ={ 8 :0Q —+9Q;- S inversible-de classe C¥~! }.

Lemme 1.17 Avec les notations ci-dessus on a:
(1) Il eziste U, un voisinage ouvert de 6* dans ©, et deuz uniques fonctions
de classe C':

{w : U = Cc*aQ), o
0

_}
G:U—)Gf;a", —
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telles que pour tout 0 € U :
oS =0"+v¢ v 00", sur 9Q. (1.44)
(ii) De plus, sil > 1, resp. | > 2, pour tout £, € © on a:

v'(0%) (&) = (V.v*)o8*, resp.
v(0*)(&n) =—(V,-0v"-W,)o0" (1.45)
—(w* 6V W) 00" — (v* - 6W - V;) 0 07,

ou V,, resp. W,, est la composante tangentielle de V = € o 6*~1, resp. W =
no6*~! et § est l'opérateur du gradient tangentiel sur T'(6*).

Démonstration. Quitte a faire un changement de variable 7 = 6 0 8*~', on
suppose que §* = Iy, ol Iy est la transformation identité dans Q.

(1) On montre d’abord I'existence des fonctions ¥ et G, et I’équation (1.44).

Du fait que * € O~!, on peut considérer que dQ est de classe C*. Soit
z €0Qet (x1, - ,zN-1,ZN) = (2, zN) le systéme principal des coordonnées
lié au point z, dans lequel le vecteur unitaire normal & 9Q en z, a la forme:
v*(z) = (0,---,0,1). Il existe une fonction u € C*(BL(ro);R), ott BL(ro) est
la. boule de centre 0 et de rayon ro dans le plan tangent a z, telle qu’autour
de z le bord 9Q est le graphe de la fonction u.

On choisit rg assez petit tel que:

{ Vz' € By(ro), vi(z' u(e’)) = Du-[v*(e',u(e’))In-1# 0,

(1.46)
| Dullco(Br(re)) < 1/4,

ou [v*]n—) est le vecteur composé de N — 1 premieres composantes de v* et
vy est la Né&me composante de v*. Ce choix de rg est toujours possible parce
que v*(0) = (0,---,0,1) et Du(0) = (0,---,0).

Afin de controler “les glissements” sur dQ par des compositions de (', u(z'))
avec des “glissements’ sur-le plan z’, on choisit ry = rg/2.

On note Q. = {(z',u(z"),z’ € B.(r1)}, In-1 Iidentité dans RV~! et on
construit I'application :

;e D(f) c @ x C*1(0Q;) x = H,
"l 6,¢%,9) = 0(s,u09) = In(yu() = Bl ul) v ul),

o & = CHY(BL(r);RN-Y), H : = C**(BL(r1);RY) et D(f) = © X
G 00x) X (.9”[’1 {1 lleo(BL(r)) < 1/2}) est un voisinage de (In,0,In—-1).
Il est clair que la fonction f est bien définie dans D(f). De plus, la fonction

f est de classe C'. En effet, on remarque d’abord que par rapport a § et % la
fonction f est méme de classe C'*, parce que f est linéaire continue en 6 et .
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La dérivée premiere de f par rapport a J est:
f3(0,%,9)(2) = D8(s,u(2)) - ( Du(9) - :) € Ck_:(B;:(rl);lRN)-

Par récurrence on montre que la dérivée 1*™¢ de f par rapport & 4 dépend
linéairement en termes du type D%0(s,u(s)) et DPu(s) avec |a|,|8| < L.
Donc, cette dérivée est continue de .%”dans C*~!(B.(ry); RN).

De plus, pour (¢, 2) € C*4(8Q,) x & on a:

f(INv 0! IN—I) — 0!
o At 0 n)(8) = (. 3 ) = s 7)) (=)

Or, fj, ,est un isomorphisme de C*10Q,) x .& dans H parce que pour
h € H, la solution (¢, #) de f), ,= h est donnée par:

s Ty
FOMLY = e )= Dus e st
v = (Al () 9 8 (Dors

On remarque que @ et # sont bien définis parce que d’une part on a (1.46),
et d’autre part (-, u(-)) est inversible de B.(r;) dans 9Q..

Donc, les conditions du théoréme des fonctions implicites sont satisfaites.
Par conséquent, il existe un voisinage ouvert U, C © de 6* et deux fonctions
W, resp. .%, de U, dans C*4(8Q.), resp. .& telles que pour 8 € U, si on
pose ¥, = U, (0) et 4. = .F%(0), on a:

0(%,uo &) =IN(-,u(-)) + ¥z (-, u(-)) ¥* (- u(-)), dans Bz(ry). (1.47)

On note S; : 0Q, — 9Q avec Si(z',u(z')) = (£(z'),u 0 %4(2')) pour tout
z' € By(ry), et Gz : 0 — S;. On obtient que %, et S, satisfont:

0oS; =1In+ ¢ V", sur 0Q . (1.48)

La famille {9Q;,z € 0Q} est un recouvrement d’ouverts de Q. Du fait que
dQ est compact, il existe z; € 9Q, i € {1,...,n} tels que la famille {9Q,, i €
{1,...,n}} couvre 9Q). = :

Comme pour z, on a donc B (r1), ¥s,, 5%, ¥z, et Sz. Donc, pour
1=y 000 ONEES

005y, =In+ ¥, v*, sur 0Q. (1.49)

On s’intéresse maintenant du recollement de ces constructions. Du fait que
Gz, : Uy, = C*1(0Q;,; 0Q) est de classe C', on peut choisir Uy; C Uy, un
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ouvert dans ©, tel que pour 8 € Uy, on ait ||Gy, (6) — INllct(aq.,09) < 1/2. On
pose U = {||0 — In|le < 1/4} Ny Uy, . :

Soit 0Q;; : = 0Qz; N 0Qz, # ¢, et montrons que pour 6 € U, Pz, = ¥z, et
Sz; = Sz, sur 8Q;;.

En effet, remarquons d’abord que pour tout ¢ on a %, = (8o Sy, —In) - v*
sur 0Q,. Alors, il suffit de montrer que pour y € 9Q;; I’équation en z:

0(z) =y +[(0(2) —y) - v (¥)]v"(v), (1.50)

admet une solution unique ( I’existence est assurée, z = Sz, (y) ). En effet, si
on décompose § = Iy + £ avec £ € O, I’équation précédente s’écrit:

z=y+[z24+€&(2) —y) - v (W) (y) - £(2), y € 0Q;;.

Si z; # z; sont deux de ses solutions, par rapport au systéme principal de
coordonnées lié au point z; on a:

|22 — 21| < 2l6(22) = &(21)| + [(z2 — 21) - v (y)]

2elols =21+ ( o "3y ) ()

2(llellol=2 — 211 + | Dulloogay (up 12 — #1)
< 2(1/4+1/4)|22 = 21| = |22 — &,
arce que [v*]n-1 = —Du/(1 + |Du/?)!/2. Ceci prouve l'unicité des solutions
p

de (1.50). On construit alors, les fonctions ¥ : U — C*~1(0Q), G : U — G”ga’
définies par:

() =V, (0), G(0)=Gy(0), sur 0Qu,.

INA

IA

L’inversibilité de G (0) découle du fait que G(8*) = Iy sur dQ. Donc, quitte
a réduire une derniere fois U, pour tout 6 dans U, G(0) est, pour la norme
C*-1(0Q; 8Q), une perturbation petite de Iy ( parce que G est de classe C' ).
Donc G () est inversible.

(ii) Passons maintenant a la preuve de (1.45). On dérive (1.47) par rapport a
6 dans la direction £. On obtient :

VL(0)(6) o (- u() v*(Hu()) = DOo(F(6),uo F(6))

D’autre part,on a (6" =1y ):
(=Du,1)

(1 + |Du|2)1!2‘ (122

vi(yu() =
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Alors, si on multiplie (1.51) par v*(-,u(-)), pour # = I on obtient:

H)E0 (1) = [ pyo e ) +ECUO] v 6u)
= € u() v (),

ce qui prouve la premiére équation de (1.45).
A la fois, en utilisant (1.51) et la derniere équation, pour 6 = Iy on obtient:

7 (IN) () = [(€ - v™)v" = Eln-10 (-, u(")). (1.53)

Maintenant, on dérive (1.51) en # = Iy dans la direction 7. Dans un point
(+,u(-)) de 9Q, la relation obtenue s’écrit :

viawien = o1 ( b, Sn@ )+ 2 ( pu. S )

-%” (IN) (Ei 7?)
+ ( Du - Z"(In)(€, ) )

0
* (s e szawm )
(1.54)

En utilisant (1.52), (1.53), on remarque que:

Du- Z'(IN)(€) = (Du-[v*]n-1)(§ V") = Du-[§]n-1
=~ (W Bale v JN*_I [€lv-1) /o
(I*VN)(E V) = (€ v" = viEn)) [V
=—(-€-v) o (ul)),
Du- (W) ==(n=(n-v) ol ul),

ol dans les passages ci-dessus on a noté, pour simplifier les notations, v*, £ et
7 au lieu de v* o (-, u(+)), & o (-, u(-)) et po (-, u(-)).

Alors, en multipliant (1.54) par v*, en utilisant ’expression de .%/(Ix) et
les deux relations ci-dessus, et le fait que:

3 e = D?‘tc
' (IN)(€) - D*uo -i’)f(IN) - S (IN)(n) viy = [67):i - W - [nr];
=[&)i-D W [n-]; = [frliD:'WDj“ - [nr];

Dju 1
=[&)i- D m [72]; = [&): :W["H]N

= ;ET - Dv* Ny ==& - 7 * Ty
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on obtient :
q’g(IN)(& 7?) = - DE ‘T = v D?} '51’ - & OvT - My
ce qui prouve le lemme. o

Soit ¥ € C*!(0Q) dans ¥(U). Du lemme 1.17, ¥~1(¢) est un ensemble de
0 € U tel que sur 3Q, o S = 6* + ¥v*, pour un certain S € Ggg. Mais cette
relation signifie que le bord I'(6) est invariant pour § € ¥~!(3). Du fait que
les @ € O~! “ne changent pas la topologie”, la relation ci-dessus laisse espérer
( on montrera dans la suite ) que £2(f) est invariant pour § € U~1(1). Ceci
incite & considérer la composition E o ¥~!. Soit alors D(€) = ¥(U) et £, la
fonction définie par:

- { D(€) c C*18Q) — R,

(1.55)
P —  E(0), 0 quelconque dans U~ ().

Nous montrerons que la fonction £ ne dépend pas du choix du # dans
U=1(%). Pour cela on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 1.18 Soit A,B C RN deuz ouverts bornés de classe C*, k > 1,
chacun situé localement d’un seul cété (*) de son bord. Si A C B et 0A = 0B,
alors A = B.

Remarque 1.19 L’ hypothése (*) est essentielle. En effet, si A = {r; < |z| <
ra} et B={|z| < ri} U{r; <|z| < r3}, on a 0A = 0B, mais A # B.

Démonstration. Soit C = B\ A. On a deux cas:

(i) C = ¢, donc A = B.

(ii) C # ¢. Dans ce cas, on aque C = BN°A = BN°(AUJA) = BN °A,
parce que dAN B = ¢. Donc, C est un ouvert et B= AUC avec ANC = ¢.

Il en découle que AC # ¢. En effet, si C = ¢, alors C = C U IC = C;
donc C est & la fois ouvert est fermé dans RY. Par conséquent, soit C' = ¢,
soit C' = RV, Du fait que C' = B\A est borné, on obtient C = ¢ (!)

Forcément C C A parce sinon, du fait que B = B\B = (AU C)\(AU
C) =3dAUIC on aurait B # 9A (!)

Par conséquent, il existe £ € JANAC non vide. Or, B est localement d’un
seul coté de son bord ( voir le lemme 1.2 ). Donc, pour  en particulier, 3r, > 0,
U c RN ouvert contenant zéro et u i B(z,r;) — U, avec u € Ck(B(z,r]; RM),
u~! € CK(U;RN) tels que:

w(BNB(z,r;)) CRY, w(@BnB(z,r;)) C ORY.

Enfin, soit B(0,r0) C U, U = v (B(0,0)) et Uy = u~(RY N B(0,ro)).
On remarque que U est un ouvert contenant . Alors, du fait que BN U =
(ANT)uU(CNU),on asoit Uy ¢ ANU, soit Uy C CNU, parce que Uy est
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connexe. Disons que Uy C AN U. Alors, u(C N U) C ¢(RY N B(0,ro)) alors
que w(CNU) Cc w(BNU) C RY N B(0, o). _

La contradiction obtenue prouve que (ii) ne peut pas avoir lieu. Donc, il
ne reste que (i), ce qui prouve le lemme. a

Lemme 1.20 Soit 0,,0, € O~! avec I'(8;) = I'(6;). Alors, 2(6;) = 2(63).

Démonstration. On distingue trois cas:

(i) ©2(61) C Q(67). Alors, il suffit d’appliquer le lemme 1.18 avec A = Q(6,)
et B = Q(0;), ce qui donne 2(6;) = 2(6).

(ii) £2(6;) NK2(#;) = ¢. Soit B(0,r) une boule de rayon r assez grand telle que
Q(6,),Q(0,) cC B(0,r) et on note A = B(0,r)\(6,), B=AU(#). On a
AC Bet 0A=0B =0B(0,r)UTI'(6;). On applique a nouveau le lemme 1.18
et on obtient A = B, donc £2(6,) = ¢! La contradiction obtenue prouve que
ce cas ne peut pas se produire.

(iii) C = Q(01) N Q(02) # ¢ avec C # Q(;), i = 1,2. 1l est clair qu'on a
9C C I'(6;) et donc C N Q(6;) = ¢. Par conséquent, 2(6;) = C U C}, avec
C; = Q(6;)\C, CNC; = ¢ et Cy, C, des ouverts. Comme £2(0;) est d’un seul
coté de son bord, on a dist(C, C;) > 0. Donc, on obtient :

T'(6;) = 9CUOC;, T(8;)=0CUIC,;, OCNIC;=¢.

Comme I'(6;) = I'(f2), on obtient que dC; = dC,. Alors, on applique (ii) avec
A = C) et B = (), pour conclure que ce cas ne peut pas se produire, ce qui
finit la démonstration. o

Corollaire 1.21 La fonction £ est univoque, i.e. pour tout 6;,0; € U~1(3),

Démonstration. Soit & donné par le lemme 1.17 et 6,,60, € U tels que
¥(0;) = ¥(6,). D’aprés le lemme 1.17 il existe S, 5 € Gga" tels que:

01085, =0+ 9Yv*, 0308, =86"+yv*, sur 9Q.
Donc, sur 8Q, 6; 0 S; = 0 0 S, ce qui implique I'(6,) = I'(f,), et du lemme
1.20 on obtient £2(6,) = ©2(6;). D’ou, E(6,) = E(6,). O

On remarque que la dérivée en 6* de ¥ n’est pas un isomorphisme de
© dans C*!(0Q). Donc, en général, (L) n’est-pas un-ouvert-de C*~(9Q).
Pourtant, dans la suite on va montrer que ¥ (%) contient un ouvert de C*(9Q).
Plus exactement, on a la proposition suivante qui donne le lien entre E et £.

Proposition 1.22 Soit 8* € © de classe C*t!. Alors, pour 0 € U, avec U
donné par le lemme 1.17, on a:

E(6) = £0U(6). (1.56)
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Réciproquement, il existe W C C*(8Q), un voisinage de zéro, tel que:
VhEW, £(¥)=E(@+907), (1.57)

oti (%) est un prolongement ( le relévement ) de classe C* de (-), par ezemple,
donné par le lemme 6.38, [19].

De plus, si E est de classe C' dans U, alors €, restreinte dans W, est de
classe C' de C*(0Q) dans R, l € N, 1 < k.

Démonstration. La premiere partie de la proposition est évidente. En effet,
pour 8 € U, on note ¥ = V(f). Alors, de la définition de &€, on a £() = E(6).
D’oli, E(0) = € o ¥(0).

Réciproquement, pour ¥ € C*¥(8Q), soit 8, = 6* + o*. Remarquons que,
du fait que la fonction relevement est linéaire continue, il existe W ¢ C*(9Q),
un voisinage assez petit de zéro, tel que pour ¥ € W, 0, est inversible sur
Q ( voir, le lemme 1.1 ). Si 6, € © est un autre élément dans ¥~1!(9), alors
il existe S; € Ggal tel que 02 o S; = 0* + Yv*. Ceci implique que sur 9Q)
on a 6, = 6, 0S,, donc I'(f;) = I'(6;). Alors, du lemme 1.20 on obtient
Q(6,) = 2(6,), d’our:

) = E(7'(¥)) =E(6:) = B(R(6:) = B(Q(61)
= E(6) = E(6" + ¥i").

Cette relation avec la linéarité et continuité de ¥ € C*(0Q) — 6* + b~ € O,
implique que si E est de classe C!, £ est aussi de classe C'. O

La proposition 1.22 est trés importante. En effet, de ’équation (1.56), on va
obtenir la structure des dérivées par rapport a la forme, tandis que la relation

(1.57) sera trés pratique dans les applications, parce que 'étude de E définie
sur ©, se réduit a l’étude de € sur C*(0Q).

Le théoreme suivant donne la structure des dérivées par rapport a la forme.

Théoréme 1.23 Soit 6* € O~'. On a:
(i) Si6* est de classe C**! et E est de classe C' autour de 6%, alors il eziste
f1, une forme linéaire continue sur C*(0Q), telle que:

vEe®, B (67 = h((V-v)or). (1.58)

(ii) Si 0* est de classe C**? et E est de classe C? autour de 6*, alors il existe
f2, une forme bilinéaire-symétrique continue-sur CkOQ), telle que pour tout
€,n€CHQRY):

B(07)(&m) = H((V-v)o,(W-v7)o8")
= fi((Vebvmw)o0m+ (1.59)

(v -8V - Wy) 00" + (v - W - V;) 06",
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oti v* est la normale a T'(8*), V = €0 (6*)™), W = no (8*)"! et (-), est la
composante tangentielle de (-).

Démonstration. Remarquons que de la proposition 1.22, E(8) = £ o ¥(9).

(i) En utilisant le lemme 1.17 pour k + 1 au lieu de k et [ = 1, on obtient
que ¥ : Y C C*(Q;RN) = C*(0Q) est de classe C'. Alors, la composition
E(f) = £ 0 ¥(0) est de classe C! de C*+!(Q;R") dans R autour de 8*. Ceci,
grace a la proposition 1.22, qui assure la différentiabilité de la fonction £ :
W C C*(0Q) — R, et au lemme 1.17 qui assure la dérivabilité de V.

En dérivant E en @* dans la direction £ € Cck+l (@, IRN), on a:

E/(67)() = £'0) (¥(6)(©)) = E'O)((V ") 0 6").

Du fait que C*+1(Q; RN) est dense dans © et que £'(0)(+) est une forme linéaire
continue dans C*(8Q), on obtient (1.58) et (i) avec f; = £'(0).

(ii) En utilisant le lemme 1.17 pour k+2, au lieu de k et ! = 2, on obtient que
VU C CH2(Q;RN) = C*(0Q) est de classe C?, donc la composition E = £o
U est de classe C? de C¥+2(Q; RY) dans R autour de 8* (le méme raisonnement

comme dans (i) ci-dessus ). Alors, en dérivant deux fois la fonction E en 6,
pour &1 € C¥2(Q;RN) on a:

E'(0%)(&,n) = £"(0)(W(87)(6), W(8)(n) + £'0) (W(67) (&, m))
= E"(O)((V-V')oB',(W-v')oB')
= ()((V.r S - W,) 06" +
(v 8V Wy) o0 + (" - 8W - V;) 0 67).

Or, C*¥*2(Q;RMN) est dense dans C*+1(Q;RN) et £(0)(-), resp. £”(0)(:, ),
est une forme linéaire, resp. bilinéaire, continue dans C*(8Q). Alors, la derniere
égalité prouve (1.59) et (ii) avec f, = £7(0). o

Remarque 1.24 Le théoréme 1.23 et les propositions 1.11, 1.13 permetient :

e d’obtenir la structure des dérivées par rapport a la forme au sens des vitesses.
Pour cela, il suffit d’utiliser les relations (1.32), (1.40), (1.58) et (1.59). Il en
résulte, que la dérivée premiére, resp. secona’e au sens des vitesses est une
formes linéaire sur C*(0Q), resp. bilinéaire sur C*+1(99Q),

e et d’obtenir aussi, la structure des dérivées par rapport a la forme d’ordre
supérieur a deuz. Pour cela il suffit de trouver, comme dans la partie (ii) du
lemme 1.17, l’ezpression des dérivées d’ordre supérieur a deuz de la fonction
¥, et puis de suivre le méme raisonnement que dans le théoréme 1.23.
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1.5 Les minima avec contrainte en optimisation de
formes. La stabilité des minima. La méthode de
Newton.

Dans cette section, on va discuter la minimisation avec contrainte de la
fonctionnelle E. On donne des conditions nécessaires bien connues ( comme
celle de Kuhn-Tucker ) pour un minimum local avec contrainte, ainsi que des
conditions suffisantes.

L’étude de la stabilité est faite en reprenant la présentation dans [25].

Pour terminer, on présente la méthode de Newton en optimisation de
formes. La proposition 1.22 est trés importante pour utiliser cette méthode
dans les applications numériques.

1.5.1 L’optimisation avec contrainte en optimisation de
formes.

Soit M : O — R une fonction ( la contrainte ) définie sur 0. En utilisant
la fonction €2 de (1.2), on construit :

=1
M:{O coe - R (1.60)

0 - Mo £2(6).
On introduit la définition classique suivante:

Définition 1.25 On dit que 8* € © est un minimum local de E avec la
contrainte M = 0, si M(0*) = 0 et s’il existe un ouvert U dans ©, avec
6* € U, tel que:

VOecU, 6460, M6 =0, E@)<E(®). (1.61)

L ’élément 0* est appelé minimum local strict ( ou bien minimum local stable ),
si l'inégalité ci-dessus est stricte. O

La proposition suivante donne des conditions nécessaires en termes des
dérivées premieres et secondes pour un minimum local avec contrainte de
E ( voir, par exemple [9] ).

Proposition 1.26 Soit * € © un minimum local de E avec la contrainte
M =0 et.supposons.que M'(6*)# 0. On a:
(1) Si E est dérivable en 0%, alors il eziste une unique A* € R tel que:

E'(6*) + A*M'(6*) = 0. (1.62)
(ii) Si de plus, E et M sont de classe C* autour de 6*, alors:

(B"(67) + A"M"(67) ) (€,€) > 0, ¥ € € Ker(M'(6")). (1.63)
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Démonstration. Bien que cette proposition soit classique, on donne une
démonstration pour compléter la présentation.
(i) Du lemme 1.28 ( a la fin de la sous-section ), il existe / € ©, un voisinage
de 6*, tel que tout @ € U satisfaisant M(6) = 0, est de la forme 0 = 6" + a(&),
avec £ € U ( U, un voisinage ouvert de zéro dans Ker(M'(6*)), et a : U — ©
sont donnés par le lemme 1.28 ).

Donc, la fonction f(-) = E(6* + a(-)) : U = R admet en zéro un minimum
local. Sa dérivée est donnée par:

F1()(€) = E 0" +a(-) (& ()(€)), &€ Ker(M'(67),

qui pour (-) = 0, grace a (1.65), donne E’(8*)(&) = 0.

Or, ceci implique : Ker(M'(6*)) C Ker(E'(6*)). D’ou I’existence de A* sa-
tisfaisant (1.62).
(ii) Si on dérive deux fois la fonction f, pour tout £ € Ker(M'(6*)) on a:

J"()&E) = (BO" + ()" (€§)
= E'0" + a())(d()(€),a(-)() + E'(6" + /() (" (") (&, £))-

En prenant dans I’équation ci-dessus (-) = 0, en utilisant les égalités (1.62) et
(1.66), pour & € Ker(M’'(6*)) on obtient :

F(0)"(€,6) = E"(67)(6,6) +E'(67)(e"(0)(§,))

E"(6%)(&,€) — A*M'(d”"(0)(&,€))
E"(6%)(€,€) + A*M"(6*) (&, €).

Comme f(0)” est non-négatif ( parce que f admet un minimum en zéro ), la
derniére égalité prouve (1.63). o

La proposition suivante donne une condition suffisante ( bien connue ) pour
un minimum local avec contrainte.

Proposition 1.27 Soit 0* € © et A* € R satisfarsant (1.62). Si:
36 > 0, V€ € Ker(M'(67), (E"(6%) +AM"(6))(6,€) > Bliel3,  (1.64)

alors 0* est un minimum local strict de E avec la contrainte M = (.

Démonstration. En raisonnant comme dans la proposition 1.26, il suffit de
démontrer que f(§) = E(0* + «(§)) admet un minimum local strict en & = 0.
Or, en tenant compte de (1.62) on a:

O - F0) = FO)©) +F0)(€ 6+l
= 5 (B(0) + AMI8)) (6,6) + IR,
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ce qui montre que pour £ assez petit, il existe une constante 8’ > 0 tel que
f(€) = £(0) > B'|I€]|?, qui prouve aussi la proposition. . m

Ci-dessous on prouve le lemme dont on a fait appel dans les propositions
1.26 et 1.27.

Lemme 1.28 Soit M : © — R de classe C' et § € ©. On suppose que
M'(6) # 0, Alors, il existe un voisinage ouvert U 3 0 dans Ker(M'(6)) et
a:U — O de classe C*, tels que:

M(0 + a(§)) = 0, et (1.65)
a(0) =0, (0)(§)=¢ VEeU.
Si de plus, M est de classe C? autour de 0" alors la fonction o satisfait :

M'(8) (" (0)(€,m) = ~M"(6)(&,m), V & n € Ker(M'(6)). (1.66)

Démonstration. Comme M'() # 0, il existe u € © tel que M'(6)(u) # 0.
Soit f la fonction suivante:

[ D(f) CKer(M'(f)) xR — R,
fr { (v,1) - M(0+ ut +v),

avec D(f) un voisinage assez petit de (0,0). On a que f(0,0) =0et f/(0,0) =
M'(6)(u) # 0. Du théoreme des fonctions implicites, il existe un ouvert U dans
Ker(M'(8)) avec 0 € U, et t : U = R de classe C" tel que t(0) =0 et:

M(6 + ut(v) +v)=0, YveU. (1.67)
Par dérivation de (1.67), pour tout £ € Ker(M'(6)), on obtient :

M/ (8 + ut(v) + v) (ut'(v) () + &) =0
Donc, pour v = 0:

M'(6) (ut'(0) () + &§) = M'(0) (ut'(0)(§)) = 0.
Comme M'(6)(x) # 0 on obtient t/(0)(£) = 0, donc t/(0) = 0.

Si M est de classe C?, alors du théoreme des fonctions implicites « est de
classe C? et-en-dérivant deux.fois (1.67) on obtient :

MY(0+ ut(v) + v) (t/(v) (€) + & ut/(v) (n) + 1) +

M(0+ ut(v) +v) (ut"(v) (€,m) ) = 0, ¥ &€ Ker(M'(9)),

ce qui en v = 0, entraine: M"(0) (&, n) + M’(ﬂ)(ut”(ﬂ) (5,1})) =0.
D’oil, le lemme en prenant a(v) : = ut(v) + v.
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1.5.2 La stabilité des minima avec contrainte en optimisation
de formes.

Dans cette sous-section on étudie la stabilité des minima avec contrainte
en optimisation de formes. On présente un résultat de stabilité montré dans
[25]. Ce résultat donne un critére pratique pour vérifier la stabilité des minima
avec contraintes.

En général, les minima avec contrainte sont tels que selon les directions
appartenant au hyperplan M’ = 0, la fonction E + A*M est croissante, tandis
que selon les directions complémentaires cette fonction est décroissante. Donc,
il est justifié d’introduire les notations suivantes :

Soit H un espace de Hilbert avec (-, -) son produit scalaire. Avec B on note
une forme bilinéaire, continue, symétrique, et Q : H X H — R soit la forme
quadratique associée, Q(h) = B(h, h). '

Définition 1.29 On dit que Q est de type (—1,00), si les deuz conditions
suivantes sont satisfaites :

(hy) 3heH, Qh)<0,
(h2) A (h1,h2) € H\{0} x H\{0}, B(h1,h2) =0, Q(h1) <0, Q(hs) < 0.

Le théoréme suivant est prouvé dans [25]. Pour compléter la présentation,
on donne aussi la démonstration.

Théoréme 1.30 Soit A : H — H' ( H', le dual de H ) une application
linéaire, continue, symétrique, inversible. On suppose que la forme Q associée
a B, B(+,:) :=< A+, >yixy est de type (—1,00). Alors:

Vh' € h*\{0}, Q(A) >0 <=> QoA~'oR(h) <0, (1.68)
ot R est l'isomorphisme de Riesz.

Démonstration. <= Soit #; = A~! o R(h) et Q(h;) < 0. Supposons par
contradiction qu’il existe hy € H tel que:

(hyh2) =0, Q(h2) 0.
Or,h=R 1o A(h) et:
0= (hyhg) = (R 0 A(h), h) =< A(h1),hs >grx= B(hy,hs),

ce qui contredit le fait que Q est de type (-1, 00).
=> Supposons que V k' € ht, Q(h') > 0 et pourtant Qo A1 o R(h) > 0.
Donc, avec les mémes notations que ci-dessus, on a Q(h;) > 0. Introduisons :
H, = {hy€ H, 0= B(hy,hy) =< A(h1),h2 >pixn
= (R_l o A‘(hl)vh"Z) = (h'! h’?) }'
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On a alors, Hy = h*. Donc H = {h;} @ H, parce que h; ¢ H; ( du fait que
< A(hy), b1 >prc= Q(h1) > 0). Alors:

VkeH, 3(\hy) € (R Ha), k=Ahy+hs,

ce qui donne aussi: Q(k) = A?Q(hy) + Q(h2). Par conséquent, grices aux
hypotheses (k) et (hz), on aura:

VkeH, k=Ay+hy Qk)>AQ(h)>0, si A#£0,

ce qui contredit le fait de Q est de type (—1,00) et prouve le théoréme. O

Dans le cadre d’un espace de Hilbert, le théoreme 1.30 donne une condi-
tion nécessaire d’'un minimum local strict. Dans le cadre de ’espace ©, nous
reviendrons sur cette question, ainsi que sur les aspects pratiques liés, dans le
chapitre 2, la sous-section 2.3.5.

1.6 La méthode de Newton en optimisation de formes.

Soit 8* € O~ une solution de I’équation (1.62). Comme pour la construc-
tion de la fonction £, donnée par (1.57), on introduit pour toute la suite la
fonction M ( voir la proposition 1.22 pour la définition de W ) :

WcCckoQ) — R,

M) { ” o M(¥) = M(6" + $5%). (1.69)

Le théoréme 1.23 montre que si §* est une solution de (1.62), alors ¢¥* = 0 et
A* satisfont le systéme suivant, équivalent au (1.62):

T A A
{8(¢1+AM(¢)—0, i
M) = 0.

Dans les applications numériques, on résout le systeme (1.70) au lieu de
(1.62). Numériquement, le gain est treés important, parce qu’au lieu de résoudre
un probléeme par rapport a 8, qui est une fonction vectorielle définie sur @
entier, on résout un autre probléme en 1, qui est une fonction scalaire définie
sur Q. Ce nouveau probléeme, modulo les transformations qui laissent £2(6)
invariant, est équivalent au premier,

Pour.résoudre le systeme (1.70), on-utilise la méthode de Newton.

Or, en général, 6* est inconnue. En pratique, on construit £ et M donnés
respectivement par (1.57) et (1.69) avec 6 et vy, la normale a T'(6), au lieu
de 0* et v*. Concernant 6y on suppose qu’il est assez proche de 6* de telle
fagon @ ce qu’il eziste * € C*(0Q) satisfaisant 2(6*) = (0o + Poig). Pour
simplifier les notations, il est plus commode de prendre 6y = Iy, c’est-a-dire,
prendre Q) assez proche de 2(0*). C’est ce que nous allons faire dans la suite,
quand il s’agit des applications numériques.
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Si on note F : C*¥(0Q) x R — (C*(0Q))’ x R, avec:
F,4) = (£@)0)+AM @)(), M), (1.71)
I’équation (1.70) est équivalente &:
(", A%) € C*(0Q) x R, F(¢,A") =0. (1.72)
L’algorithme de Newton pour résoudre (1.72), aurait la forme:

(0. 1=0; (31,A) € (C*(0Q),R) donné.

1. Trouver (¢, \) € (C"(@Q),IR), solution de:

{ F'(thiy M) (d1, M) + F (1, Ay) = 0. : (1.73)
2. (Y41 Arg1) = (01, A1) + (61, A1)

3. =14 1; Recommencer 1.

~

Si (-) € CK(0Q), F'(1br, A1) (1, A1) est donné par:

(SH(T.DI) -|-A,-MH(¢¢')) (.1@) + A;M’('(;bi)(-) ) ) (1_74)

F' (1, M) (f1, \i) = ( M (v1) (1)
\Pt)-

Bien qu’il soit trés classique, on donne le théoréme suivant qui donne des
conditions suffisantes pour trouver les zéros d’une fonction, en utilisant la
méthode de Newton ( voir, par exemple [7], [9], [17] ).

Théoréme 1.31 Soit X et Y deux espaces de Banach, U C X un ouvert
et F : U = Y une fonction deur fois dérivable en U. Soit z* € U tel que
F(z*) = 0 et supposons qu’il ezxiste r, C, et C; tels que:

(i) B(z"r)CU,
(i) N(F) (@) < Cr, Yz e B(t,r),
(iii) [|F"(2)|| < Ca, V z € B(az", 1),

ot (F')~Yz) : Y — X est l'application inverse de y € X — F'(z)(y) € Y.

Alors, il existe r* > 0, tel que pour tout zo € B(z*,r*) la suite (z;)
donnée par:

ledo,d0..53,

Zi41 = 21+ Y1,
F(zi) + F'(z1)(w) = 0,

est bien définie et converge vers x*. De plus, il eziste C > 0 tel que:

et = 2%lx < Cllo = 2*[I%. (1.75)
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Remarque 1.32 Dans (9] il est montré que, essentiellement, si au lieu de
F'(z1) du théoréme 1.31 on prend Fj(z;), | =0,1,--- satisfaisant:

! - B
L;»gopllﬂt'(:cr) Frlz)ll £ TR B €]0,1/2],

alors la convergence de la suite x| est, en général, linéaire, i.e.

lzi41 — zillx < B = B)7 |z — =*||x.

1.7 L’exemple de la minimisation du périmeétre a
surface donnée.

Dans cette section on étudie le probleme bien connu ( et extrémement
simple, mais assez instructif ) de minimisation du périmeétre avec la contrainte
de la mesure fixe.

D’abord, on va trouver les dérivées de E et M. On remarque qu’a cause de
I'invariance du périmeétre par rapport aux translations, F' correspondant a ce
probléme, ne définit pas un isomorphisme. Par conséquence, le théoreme 1.31,
en général, ne peut pas étre appliqué. En ajoutant a la fonctionnelle issue de
ce probleme de minimisation avec contrainte un terme convenable, on obtient
un probléme dont le minimum est celui du probléme initial. La méthode de
Newton associée au nouveau probleme obtenu est bien posée, ainsi que celle
associée au probleme discret correspondant.

On fait aussi des comparaisons avec une autre méthode de type Newton,
qui calcule les dérivées selon la normale du domaine obtenu a chaque itération.
Cette comparaison montre que la suite donnée par la deuxieme méthode, en
général, a une convergence super linéaire.

Soit donc, E(2) : = P(Q), le périmeétre de Q et M(S2) : = m(R) — mo,
ou mg > 0 fixe, et m(R2) est la mesure de Q. On considere E : = FoQ et
M : = M o2 et on pose le probleme suivant :

E(6*) = minjo{ E(0), 6 € ©, M(0) =0 }. (1.76)

{ Trouver 8* € O tel que:

Il est bien connu que-.ce.probleme admet -des solutions 6* tels que £2(6*)
sont des boules de rayon r* = (mq/m)'/2.

On fixe @ = B(0,r*) et 8* = Iy. Choisissons sur Q) une orientation anti-
horaire et notons 7 et v la tangente et la normale extérieure & 9Q de fagon
a ce que le couple (7,v) soit droit. Avec dy on note I’élément de longueur de
0Q.

Pour 6 € ©, comme pour 0Q, on note 7(6), v(#) et dy(0) respectivement
la tangente, la normale et 1’élément de longueur de I'(8).
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1.7.1 Le calcul des dérivées par rapport a la forme. L’analyse
de la méthode de Newton.

Le lemme suivant donne les dérivées de E et M.

Lemme 1.33 Soit 6 € O~! et £,n € O. Alors:

E(0) = f |6'd, E'(0)(§) = | #H(0)(V - v(0))dv(0),
aQ r(6)
: (1.77)
MO) = [ 0nddy—mo, MOE) = [ (V-s@)ir0),
aQ (o)
BOED = [ O v0)d6)
e : (1.78)
MO = [ (VAW)dr)
r(6)
ot | - | est le module de -, z Ay = z,1y2 — x2yy est le produit vectoriel ( z =
(z1,22), y= (y1,92) ), V=6007", W=nob™! et:
H(O) =T(0) -v(0) = —7(0) - V'(9), (1.79)
est la courbure de T'(9).
Démonstration. Montrons d’abord les formules pour E(6).
En effet, on a:
B0) = [ )= Wi,
I'(0) aQ
9. &
B0 = [ TEi=[ Vr@n@=-[ v-ro)d0)
aq 9] r(0) r (o)

== [ (O -V -v(®)dr(6)
r(6)

= H(O)(V - v(0))dv(6),

r'(6)
; =) o . (0 -
eeen = [ Cor- S D)e

= /F (VW' = (V-7 (@) (W' 7(6)) ) dx(6)
(0)

/r o (v'-v(®) (W - v(6))dr(0),

oll on a intégré par parties et on a utilisé (1.79).
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Pour M on a:
1 1
MO +mo = ;[ (D21 + Dayea)de =5 | 7 OH0)

= 1[ (9195—929i)d7=1[ o n0dy,
2 aQ 2 90
1

wo© = ;[ (rrrone)ar= [ ©-r0)n0),
M€ = [ entdr= [ VAW)d6)
8Q r'(6)

a
Le lemme suivant donne les dérivées de £ et M données par (1.57) et (1.69).
Lemme 1.34 Pour v* = 0 et tout ¢, ¢ € C*(Q) on a:

EW)(e) = / Hody, E'W) 0 d) = / oy,
9Q 2Q (1.80)

GO i M9 = / Hpodr.

Démonstration. C’est une simple application du lemme précédent en pre-

nant @ = Iy + 9 et en dérivant par rapport i ¥, ot () est comme dans la
proposition 1.22. o

Soit F I'application construite dans (1.71) avec E et M donnés par (1.77)
pour k = 2, i.e.:

C2(0Q) x R = CO(9Q) x R,

F
wn) = ([0 + 00, [ dr=mo),

(1.81)

ol § = Iy + 90, V = (¢r) o8~ avec p € C*(Q).

Le lemme suivant montre que le théoréme 1.31 ne peut pas s’appliquer a
(1.81) dans (%*,A¥), une racine de F = 0.

Lemme 1.35 L’application (¢,A) — F'(p*,A*)(¢h,A) n’est pas un isomor-
phisme. Donc, la méthode de Newton appliquée a F = 0 est mal posée.

Démonstration. En effet, pour ¥* = 0 la condition nécessaire de Kuhn-
Tucker (1.72) pour F donné par (1.81):

(H+A%)()dy=0, ()€ C*Q),
2Q



38 Chapitre 1

permet d’identifier A* = —H = —1/r*. Encore du lemme précédent on a:
FW AN = (- [+ @PHOdr+ [ (an [ gar).
aQ aQ aQ

Or, ¢"4(A*)%¢ = 0 admet des solutions non nulles dans C?(8Q), par exemple :
$1(s) =sin(A%s),  ¢2(s) = cos(A"s), s € [0,2nr]

ce qui prouve que: F'(1*, A*)(¢1,0) = F'(¥*,A*)(¢2,0) = 0, et qui finit la
démonstration. o

Soit E(f) = f z?dz. 1l est facile 3 montrer que le minimum de E(6),
Q(0)
avec la contrainte M = 0, est §* = Iy ( modulo les @ qui laissent B(0,7*)

invariant ). Par conséquent, le probléme suivant est équivalent a (1.76):

{ Trouver 0" € © tel que: (1.82)

E(6*) + pE(6*) = minjo.{ E(8) +1E(8), 6 € ©, M(0) =0 },

Comme dans le lemme 1.33 on peut montrer que:

B 0)(€) = [ (V- v(0)dr0)
. L) (1.83)
B/(0)€)= [ 2V OOV -2) £ 22 AW )i 0)

On remarque que 8* = Iy et A* = —(1 + (r*)%)/r* satisfont la condition
nécessaire (1.62) associée au (1.82).

On construit F avec £ + u€ au lieu de £, ot € est la fonction associé 3 E.
De la proposition 1.22 il découle que (¥*, A*) avec ¥* = 0 est une solution de
(1.72). On a:

Proposition 1.36 Pour p € R suffisamment grand, la méthode de Newton
appliquée a F = 0 autour de (¢*, A*) est bien posée, donc la suite donnée par
le théoréme 1.31, avec F au lieu de F, converge quadratiquement.

Démonstration. En effet, comme dans le lemme 1.34 on peut montrer que:
E 7)) = [ (e
n &3 (1.84)
& W)= [ srepsty.

Alors, (¢, A) = F'(1*, A*)(¢, A) est donnée par:

P ayen = ([ 1-o+ LD L e, [ o).
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Vue dans H'(8Q), pour u tels que (3u—1)(r*)3~1 > 0, la premiére composante
de ]-""(1.0*, A*)(¢, A) est une forme bilinéaire continue, elliptique. De ce fait, et
de I'inclusion continue H(8Q) C C°(9Q) ( voir par exemple, [1], [5] ), il n’est
pas difficile de montrer que I’application :

(¢, A) € CHAQ) x R = F'(p™, A*)(¢, ) € C°(8Q) x R
définit un isomorphisme d’inverse borné. Or, d’autre part I’application :
F':CHIQ) xR - c(c‘*’(acz) % R; C°(0Q) x ue) = L(X;Y),

est continue autour de (%*, A*), ot avec L(X;Y) on a noté les formes linéaires
continues de X dans Y. Par continuité, ( voir, par exemple [19], théoreme 5.2 )
ceci implique que dans un voisinage de (*, A*) dans X, F' définit un isomor-
phisme d’inverse uniformément borné dans ce voisinage. Donc, la condition
(ii) dans le théoreme 1.31 est satisfaite.

Comme les fonctions E, E et M sont C* par rapport 4 6, la condition
(iii) du théoreme 1.31 est aussi satisfaite. Quant a (i), elle est aussi vraie pour
r suffisamment petit. Donc, la fonction F satisfait, autour de (¥*,A*), les
conditions du théoréme 1.31, ce qui prouve la proposition.

1.7.2 La discrétisation. La convergence du probléme discret.

Dans cette sous-section on considere une discrétisation de la solution du
probleme F(¥*, A*) = 0. Soit A > 0 un para.métrede discrétisation, Qq, -+ ,Qn

quelques points sur 9Q, n € N, et dQx = U=, [Qi, Qi+1), Qn+1 1. On note
Zi = V(Qi)s W= (U'l!" ! 1“1‘1)9 ( ) Ql +uiZ; et Ty = U[$'+1 (t}.)]

=1
On considére h assez petit de fagon a ce que ' n’ait pas des points doubles.

Dans ce cas, on note Q2 le domaine ( I'intérieur ) défini par I'y, et on construit :

[ &k, En, Mi: R* = R, .
Ey: u = Ep(u)= Z |Zi41(u) — zi(u)l,
i=1
| Enlu): u —i- f izd:c,
Qp
| My, : v = 2‘2_;3 ) A &g (u) — mo.

On remarque que €, (u) est le périmetre de Iy, et My (u) = m(2p) —
Le lemme suivant donne les dérivées premieres et secondes des fonctions
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construites ci-dessus:

Lemme 1.37 Pouri=1,---,nona:
OEn _ Ghei-zia) _ (Zi o — i)
du; |z; — iy |Zig1 — 2]
0%6n  _  (Zinoi—zi1)(Zicn, @i~ mic1)  (Zi Zic)
Ou;_10u; |z — i1 |z — 25|’
3285 o f [ 1 B (Z,-,a:_,- - x_,-_l)z]
QuiOu; Zlzi—zial  zi-eial
325h = (Z:';Ii—{-l - -"-‘i)(zi+1,$£+1 - -'-"s‘] _ (Zivzi-l-l)
0ui0Uiyy |Zi41 — i3 - |z =z’
€ 2} | (%) | ZF\)i=it
Fu; = [Z‘A(z‘_m’)(zz ol T 12)]j=e+1‘
32211 1
O gzi A (T = 2i-1)(Zim1, Ti + 2i-1)
af ez |, 2
—ZIAZS'—I(4 + 6 + 12 )l
325)1 _ (Z,',.’I.‘,‘) (Z{,.‘I‘j) Jj=i—-1
Ou;0u; o [Zt i 23)( i i 6 )]j=i+1'
82£'h 1
m = —EZ: A (2i — Zi41)(Zigr, Ti + Tig1)
: ; a? |, (@) 5'*’:?4-1
+Z‘/\Z1+1(4+ 6 + 12 )1
oM, 1
Bu,- = 5(1:1—! AZ;+ Zi N zf-l-l)!
8’ M,, 1 - 0*°M,, 92 M,, 1
dundu ~ 2N Gupu = i T2

Démonstration. On prouve le lemme soit par un calcul direct, soit en utili-
sant les formules de dérivation pour le cas continu ( le lemme 1.33 et la relation
(1.83).ont bien.un sens, méme pour V. et W linéaires-par morceaux, puisque
que V', W' v et T interviennent ). 0

Proposition 1.38 Soit p € R tel que (3 —1)(r*)2 —1 > 0 et u}, € R™ avec
uy = (0,---,0), A} € R une solution de:

it Y = ( sL(uz>+uéﬂt;,()j~)A;Ma(u;), ) P
Uy
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Alors, pour h suffisamment petit, la méthode de Newton appliquée a l’équation
ci-dessus est bien définie pour tout uon, Aoy, € U, ou Uy est un voisinage
ouvert assez petit de (uy,A}).

Démonstration. Comme on est en dimension finie, quitte a identifier le voi-
sinage Up, les conditions du théoreme 1.31 se réduisent & I'inversibilité de la
madtrice :
* -l *
jj-;' (1.5? A}:) - Eg(uh) + lu‘gh (‘u'i) = hiMi(u;‘;)! M;:.(uh) '
i M, (u}), 0

Or, cette matrice approche 'application (¢, A) — F'(3*, A*)(¢, A), qui pour sa
part est, vue de H'(0Q) x R dans H~'(8Q) x R, continue inversible, d’inverse
continue. Alors, pour h assez petit, ( voir, par exemple [2], théoreme 12 ) il
découle que la matrice ci-dessus est aussi inversible, ce qui finit la preuve.

1.7.3 L’interprétation des résultats numériques.

Dans cette sous-section, on va présenter trois exemples d’utilisation de
I’algorithme (1.73) pour résoudre (1.85). Pour mettre en évidence les perfor-
mances de cet algorithme, nous avons résolu ( numériquement ) le probleme
(1.85) en utilisant un autre algorithme de type Newton, présenté dans [22]. Cet
algorithme dérive d’une méthode de résolution de I’équation de Kuhn-Tucker
qui calcule les dérivées par rapport a la forme selon les directions normales au
bord qu’on obtient a chaque itération. On appelle cette méthode, la méthode
( de Newton ) & déplacement selon la normale.

Les simulations numériques avec les deux méthodes sont faites avec les
mémes données initiales.

Dans l’exemple 1, on présente seulement les résultats obtenus avec la
méthode de Newton, parce que la méthode a déplacement selon la normale
ne converge pas ( liée & une approximation plus “grossiere” de la dérivée se-
conde, voir 3, remarque 1.39 ).

Dans les deux autres exemples, on a pris des données initiales qui sont plus
proche de la solution. Par conséquent, les deux méthodes convergent. Dans les
tableaux correspondant a ces deux exemples, la partie a gauche contient les
résultats obtenus avec la méthode de Newton, et la partie & droite les résultats
obtenus avec la méthode a déplacement selon la normale.

Quant aux quantités qu’on présente, [ indique le nombre de I'itération,
| Ful2 est la norme | - |2 de la fonction (1.85) dont on cherche les zéros, tandis
que |uy, — uj|z présente 'erreur ( aussi pour la norme |- [ ) de la solution.
Ici, u}; est la solution obtenue apres un grand nombre d’itérations.

Exemple 1. Dans la figure ['1G. 1.1. on présente la courbe initiale, et la courbe
finale obtenues en utilisant la méthode de Newton que nous proposons. Dans
le tableau TAB. 1.1. on présente I’évaluation de la norme euclidienne de F, et
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de wyp — u,.
l || |Th‘2 | Iul“f' : “ﬁlll I 1 ﬂ'.._,_,_,i.rT:__,_:_:::}::mm_
0 [ 0.5956E+01 [ 0.1797E+00 |
1| 0.1375E401 | 0.4458E-01 il |
2 || 0.8922E400 | 0.1348E-01 % |
3 || 0.4333E400 | 0.4947E-02 ' \ f /
4 || 0.6206E-01 | 0.7236E-03 ; i /)
5| 0.2714E-03 | 0.6437E-05 . %\ | //
6 || 0.8795E-08 | 0.1451E-09 Nl -
7 || 0.2196E-14 | 0.2483E-15 ' it
Tas:. 1.1, Fic. 1.1.

La courbe initiale et

Les résultats de la figure FiG. 1.1. la coiirbe finale:

Nous avons effectué aussi des simulations numériques avec la méthode a
déplacement selon la normale. Mais, pour la courbe initiale dans la FiG. 1.1
cette méthode ne converge pas. Pour cette raison, dans les deux exemples qui
suivent nous prenons une courbe initiale qui est plus “proche” de la solution.

Exemple 2. Pour cet exemple, la courbe initiale et la courbe finale ( qui
sont les mémes pour les deux méthodes ) sont présentées dans la I'1G. 1.2.

: SN WA
; et
.‘,. \:' .‘ 2 r
5 { ; !
L
M- N—
. \
as
2 \
.. abany T .,
4 e ALTE L o .
r m . m T ) 1 : H 3 ]
Fig. 1.2. Fic. 1.3,

|41, — ujl2

[, — ujlg
newton: & = 2, normale: o = 1.5.

12 H -
La courbe initiale et L’évaluation de C' =

la courbe finale.

Dans la ['iG. 1.3. on présente |’évaluation de la constante C' avec o = 2 ( resp.
a = 1.5 ) pour la méthode de Newton ( resp. pour la méthode a déplacement
selon la normale ), tandis que dans le tableau TAB. 1.2. & gauche ( resp. a
droite ) on présente les résultats obtenus avec la méthode de Newton ( resp.
a déplacement selon la normale ). Les valeurs de a sont choisies de fagon que
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la constante C' ait des variations minimales.

0] 1 Fule | lun—wgls TV 1Fals T lwn—ujle |
0 [ 0.5427E+01 | 0.1265E+00 || 0 | 0.5550B+01 | 0.1265E-+00
1| 0.2215E+00 | 0.2313E-01 || 1 | 0.3258E+00 | 0.2930E-01
2 | 0.2887E-02 | 0.3370E-03 || 2 | 0.6010E-02 | 0.6750E-03
3| 0.6339E-06 0.9716E-07 || 3| 0.2803E-05 | 0.2963E-06
4| 0.4815E-13 | 0.80161E-14 || 4 | 0.1431E-09 | 0.1723E-10

51 0.2426E-13 | 0.1774E-14

TaB 1.2. Les résultats de Fia. 1.2.
avec la méthode de Newton, et & déplac. selon la normale.

Exemple 3. La courbe initiale et la courbe finale de cet exemple sont celle de
la figure Fia. 1.4.. Comme dans 'exemple ci-dessus, dans le tableau TAB. 1.3.
a gauche ( resp. a droite ) on présente les résultats obtenus avec la méthode
de Newton ( resp. a déplacement selon la normale ).

[T Al | lup—wile [ U] 1Fala | lup —ujla
0| 0.5450E401 | 0.1235E400 || 0 | 0.5616E401 | 0.1237E400
1| 0.2173E400 | 0.1736E-01 1| 0.3992E400 | 0.3080E-01
2| 0.17T00E-02 0.2023E-03 2| 0.1425E-01 0.9718E-03
3| 0.2077E-06 0.3975E-07 31 0.1113E-04 0.589215-06
4 | 0.2262E-13 0.1794E-14 4 | 0.3499E-09 | 0.1821E-10

51 0.3345E-13 0.3813E-14

TaB 1.3. Les résultats de FiG. 1.4.
avec la méthode de Newton, et a déplac. selon la normale.

Nowion, 37
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g
"""" llluuumh s Hermaa, #2159~
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san®® "
l.. 13
o 3,
D
as 3
s
&
J g
. 4
‘.
, 2 ;
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'\.‘h\ ey . '
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o o s e O (L ki~
) - =00 "
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A 0% [} as | ° | H 3 i 5
"y 4
['iG. 1.4. Fia. L.5.

*®
l“f+1.h = uk|2
—_—
|’u,r,‘; — 1!.*..‘.!|’:2‘r
newton: @ = 2, normales: a = 1.5.
Dans ces exemples on voit que pour la méthode de Newton, la convergence

est quadratique, alors que pour la méthode a déplacement selon la normale,
la convergence est super linéaire.

i b L
La courbe initiale et [’évaluation de C' =

la. courbe finale.
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Remarque 1.39 Les résultats obtenus sont assez significalifs.
1. En effet, Uezemple 1 montre qu’il se trouve des données initiales telles que
la méthode de Newton converge, alors que la méthode a déplacement selon
la normale ne converge pas. Certes, pour les problémes non linéaires méme
une bonne méthode ne converge que si la donnée initiale est bien choisie ( ce
qui, en général, signifie “assez prés” de la solution ). Dans la pratique, la
donnée initiale “assez prés” de la solution est obtenue @ partir d’une donnée,
a priori quelconque, en utilisant des algorithmes type descente, a convergence,
en général, lente. D’ou, un intérét de la méthode de Newton par rapport a la
méthode a déplacement selon la normale.
2. Quand les données initiales sont telles que les deux méthodes convergent,
comme dans les ezemples 2 et 3, avec la méthode de Newton on obtient une
convergence quadratique et avec la méthode a déplacement selon la normale on
obtient une convergence super linéaire.
3. Dans le probléme du périmétre, la dérivée seconde discrétisée E! n’est pas
simplement une approzimation de la dérivée seconde continue E". Elle est exac-
tement la dérivée seconde de la fonction énergie discrétisée £. C’est ce fail qui
explique la convergence rapide des deux méthodes utilisées, et en particulier la
convergence quadratique de la méthode de Newton.
4. Nous pensons que [’écart de vitesse de convergence entre ces deuz méthodes
est di, aussi, au fait qu’avec la méthode de Newton on se place dans un es-
pace fize, défini par la normale au bord d’un domaine five, alors qu’avec la
méthode a déplacement selon la normale, ’espace est lié a la normale aw bord
du domaine de l'itération courante.

Ceci montre que notre approche d’optimisation de formes dans le cadre
d’un espace de Banach, conduit a une “vraie” méthode de Newton.
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Chapitre 2

Un probleme d’optimisation
de formes en dimension deux.

Dans ce chapitre on s’intéresse aux minima locaux avec la contrainte de
la mesure fixe, d’'un probleme modéle en optimisation de formes. L’énergie
associée a ce probleme dépend de la solution d’un probleme de Poisson a
I’extérieur et du périmétre du domaine. C’est le modele du formage électro-
magnétique extérieur en dimension deux, quand on suppose que la fréquence
des courants électriques est assez grande. Pour une vue physique compléte du
probléme, voir par exemple [4].

Du point de vue théorique et numérique ce probleme a été étudié par
de nombreux auteurs. Nous remarquons que le probleme de I’existence d’un
minimum local pour ce probleme reste encore ouvert.

Dans [27], on trouve des conditions nécessaires d’un minimum local et dans
(28], en I’absence du périmetre, on a des résultats de non existence.

L’existence du probléme inverse est résolue dans [26], ou en utilisant des
résultats de ’analyse complexe il est prouvé aussi que si la solution est une
courbe de Jordan de classe C?, elle est analytique.

On trouve des études de stabilité dans [18] et [25], tandis que des études
numériques sont faites, entre autres, dans [4], [14], [40] et [42].

Dans la suite de ce chapitre, apres la position du probleme on étudie la
dérivabilité par rapport a la forme de la fonctionnelle énergie et on établit
ses dérivées premieres et secondes par rapport a la forme ( section 2.2 ).
La -dérivabilité - par- rapport -a la-forme de-cette -fonctionnelle demande la
dérivabilité par rapport & la forme de la solution d’un probleme de Poisson a
I’extérieur d’un compact. La difficulté de ce probleme est dans la définition
d’un “bon espace” ol on pose ce probleme de Poisson. En utilisant la trans-
formation de Kelvin on a identifié ce “bon espace” avec un espace de Sobolev
sur un ouvert borné, olt on utilise des résultats classiques de dérivation par
rapport & la forme, voir [36], [37], [51] etc..

Dans la section 2.3 on étudie le probleme discret. Apres une discrétisation
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classique linéaire par morceaux, on présente I’approximation du gradient au
bord de la solution du probléme de Poisson a ’extérieur ( la sous-section 2.3.2 ).
Une étude de la méthode numérique est présentée dans la sous-section 2.3.3.
On fait une analyse de la complexité et des résultats numériques. Pour mesu-
rer lefficacité de ’algorithme, des comparaisons sont faites avec les résultats
obtenus dans [42], en utilisant la méthode de Quasi-Newton.

A la fin, dans la sous-section 2.3.5, on donne une étude numérique de la
stabilité. Les résultats obtenus confirment ’analyse théorique de la stabilité,
présentée dans [25].

2.1 La position du probléeme.

Dans toute la suite de ce chapitre on considere N = 2 ( au cas contraire N
sera précisé explicitement ), k, m € N deux entiers avec k > m > 2 et mg > 0.
Avec @, on note un ouvert de classe C* localement d’un seul c6té de son bord
et O, la famille des ouverts donnée par (1.4). Pour tout Q € O, on note ¢Q
Pouvert a I’extérieur de Q, i.e. °Q = ¢(Q), T son bord, v le vecteur unitaire
normal a I' et orienté vers °Q2, et m(f2) la mesure de Lebesgue de Q2.

Avec H™(-) on note W™?(-), ot W™?(.) est ’espace classique de Sobolev
dans (-), voir, par exemple [1], [5].

Soit j € H™%(RN) a support compact et E, la fonctionnelle:

0O = R,

LR T T —%f | Dug|*dz + o P(Q),
Q

(2.1)

ot o > 0, P(f2) est le périmetre de 2 et ug est donné par:

-Aug = 3, dans 9,
uay = 0 0 sur P (2.2)
ug = O(1), a linfini.

Noter qu’ici il s’agit d’un probléme de Dirichlet extérieur, posé dans Q2.
Dans [28] ( le théoréme 3.1 ) il est montré:
Proposition 2.1 Soit u(o) donné par:
g(o) = min{ E(Q), QeO}.
Ona:
(i) Si fk j(z)dz = 0, alors (o) < E(®), ¥ Q€ 0.

(i1) Si /ﬂéNj(x)d:c # 0, alors p(o) = —o0. o
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Cette proposition montre que le probléme de la recherche d’un minimum
global de E est mal posé; il s’agit donc de s’intéresser aux minima locaux de
E.

Dans toute la suite nous allons reprendre les notations et les définitions
introduites dans la section 1.1. Donc, en particulier © est donné par (1.1) et
2, T sont donnés par (1.2), (1.3).

Avec E et M, on note les fonctions:

E = EoQ : 07'cO—=R, 8- EoQ(d), (2.3)
M = moQ-mp: OT'COR, 6—moQ(d) - mp. (2.4)

Le probleme qu’on va étudier est le suivant :

Trouver 8" € ©, M(6*) =0, 3U C ©, ouvert, 0" €U :
VOelU, avec M(0) =0, E(6*) <E(0).

2.2 La dérivabilité par rapport a la forme.

Le résultat principal de cette section sera la dérivabilité par rapport & la
forme de ug donné par (2.2), et de E et M donnés par (2.3), (2.4).

La fonction ug est définie a I’extérieur d’un compact et la difficulté pour
obtenir sa dérivabilité par rapport a la forme, reste dans la définition d’'un
espace convenable ot vit ug. On va construire cet espace en utilisant la trans-
formation de Kelvin.

Soit Q € O et zg € N, rg > 0 tels que B(zg,10) C 2. Donc, Q est d'intérieur
non vide, ce qui est fondamental dans la suite.

Pour N € N, N > 2, on note I(zg, ro) la transformation de Kelvin:

RM\{z¢} — RNM\{zo}, NeN, N>2,
o
|z — o2

1(9;‘0, 1"0) : (2‘6)

T — o+ (z — o).

Rappelons ( voir, par exemple [15] ) que pour N = 2, I(zo, ro) est harmonique
sur RV\{zo}, parce que pour N € N, N > 2:

Al(zg,r0)(z) = (z — z0), ¥z €RV\{zo}. (2.7)

La matrice dérivée de I(zg, ro) est donnée par:

r2 g s
DI(o, ro) (z) = ﬁou ~ %), O(z): = (5,-,- = |«'5'_|2J) (2.8)

avec O(z) une matrice orthogonale.
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Soit w = I(zg, 1) (°Q) U {20}, donc w C B(zg, o) est un ouvert borné. Pour
N €N, N >2et m > 1 on construit |’espace suivant :
H*(Q)={u: *Q->R, I € H™(w),
rN--?

u(z) Sl Fgamﬁ(f), T 01(.‘30,!‘{}) (I) }, (29)

llullgm ) = Il gm (w)-
Le lemme suivant montre qu’en général H™(°Q2) ¢ H™(°Q?). Noter que
dans le lemme qui suit, pour N = 2, 3, il suffit de prendre m > 2.

Lemme 2.2 Considérons N € N, N > 2. Soit u € H™(°Q2). Considérons
By = B(zo,r1) tel que Q@ C By et By = I(zg,r0)(B1) = B(zo,r3/r1). Si
m > N/2, alors on a les relations suivantes :

lullzzeqnB,y < Clro,r1)llullz2(wnB,)

ID%ul|2eq) < Clro, N)||ullpmeeqy, Ve € (NU{O}DY, 1< al < m.
Démonstration. Remarquons d’abord, que pour m et N comme dans le
lemme on a H™(w) C L*(w), avec l'injection continue.

Pour z € “Q, soit & € w tel que = = I(zg,70)(Z). On remarque qu’on a
u(z) = rS‘”Ii — zo|N~24(%). Alors:

[ul|2 - 12 = 2o ) 1 Do, ro) ()1 =
L2(¢QnB,) rz(N_z] 0,70
0

i [5 ™ J:012(1\!—2] rgN |”(“ 24
= 2(N-2 |~ - |2N u z)| L
wnB; To T — g

4

4
"o ~=r=N12 9= Tin=
= —|u(2)|°dZ < —=||T

/wl"‘IBz II = $0|4| ( )l = 1‘3” ”Lz[w:"‘lBg},

2 |8 =] i —
I1Dullz2eq) = [ Dl(ico,f‘o)(z)‘D(_rN-z ““(m)) | DI(z0, ro) (%) |dz
W 0
1 o rE‘;N " B o AR B
= = D(|z — = u(Z))|“dz
]; 1r,S(N--z) |z — zo|* |2 - z0|2N| (I ol ()]

f m((f\’ —2)|& — 20|V (& — z0)(E)+
|z — :colN-?bﬂ(é))zdfé
= [ [0 -2 - =™ D)+

|2 — zo|* V2| Dii(z)|*+
dz

2(N - 2)|2 — 20"V 2a()(2 - 0) - Dﬁ(f)] & — 2o
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Si N = 2 on a ”Duuig[en} — ”Dﬁ”%g{w), et Si N 2 3:

IDull2eqy < Clro,N ““”Lw(u} 5 +1Dal|72 )T
| Fep (
| Dii( i
lullbm(w)/ =
< Clro, N)(JlllE oy + nanm(w, : nDaan(W) + 11Dl
< Clroy N)[ilmwy = C(roy N[ulfimeqy.

Les inégalités concernant ||D%ul|r2(cq), pour des multi-indices a, |a| > 1, se
montrent par récurrence, en suivant la méme technique que celle ci-dessus et
I’estimation liée aux dérivées de |z — zo|>~V, voir [19]. o

Le lemme suivant montre que H™(°Q2) est un espace de Banach. Dans le
cas N = 2, on peut montrer facilement que cet espace ne dépend pas de la
boule B(zp,rq) choisie dans Q.

Lemme 2.3 Considérons N € N, N > 2. Alors, (H™(°Q), || lsm(eqy ) est un

espace de Banach. Pour N = 2 cet espace ne dépend pas du choiz de la boule
B(zg, o) dans (2.9).

Démonstration. Il est évident que H™(°S2) est un espace linéaire. Montrons
qu’il est complet. En effet, soit u, une suite de Cauchy dans H™(°Q2). Alors,
il existe une suite &, € H™(w) telle que u,(z) = ’"0 2|z — 20|>Nii, (), avec
F= I(u"‘.?[), ?"0) (2?)

Par la définition de || - [[pym(q), la suite @, est de Cauchy dans H™(w),
donc elle converge vers & € H™(w). Par conséquent, la suite u, converge vers
u(z) = r 2|z — zo|>~Ni(2) dans H™(°Q).

Soit maintenant N = 2 et montrons que H™(°Q2) ne dépend pas du choix
de la boule B(zg,70) dans Q. Soit u € H™(°Q), donc il existe ug € H™ (wy),
ot wy = I(z0,10) (°Q) U {0}, tel que u(z) = uo(Zo), avec Zo = I(zo, ro) ().

Si B(z1,r1) est une autre boule dans (2, on note w; = I(z1,7)(°Q) U {z;
et u; : w; — R tel que u(z) = uy(&,), avec Z; = I(z1,ry)(z). Alors, il suffit
de prouver que u; est dans H™(w;). Or, pour ; € w; on a u(%1) = up o
[(zg,r0) o I(z1,r1)(Z1). Prouvons que I'application T : w; = wp:

T & #x1 — I(zo,r0) o I(z1,71)(Z1),
' i — I,

est harmonique inversible , ce qui finit la preuve.

En effet, 'inversibilité de T est évidente parce que (I(zg, ro)) = I(zo, o).
D’autre part, soit ¢ € {1,---, N} fixe. Si on note par T, la M€ composante
de T, de (2.7) et (2.8), on obtlent que dans wy\{z1} on a:

AT; =0, T; borné.
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Alors, en utilisant la proposition 16, [15], on conclut que T; se prolonge par
continuité en une fonction harmonique dans wi, ce qui termine la preuve O

La proposition ci-dessous montre que dans H™(°Q2), le probleme (2.2) ad-
met une solution unique.

Proposition 2.4 Soit Q € O. Alors, le probléeme (2.2) admet une solution
unique dans H™(°Q).

Démonstration. Supposons d’abord, que le probleme (2.2) admet une solu-
tion ug. On note avec u,, la fonction définie sur w = I(zg, ro) (°R) U {20} :

N-2
Uy (&) = #un(z), z = I(zo, 7o) (£). (2.10)
De la proposition 19, [15], on a que:
f‘N
Auy(Z) = —2—<Auq(z). ( méme pour tout N > 2). (2.11)
|2 — zo|N

Mais alors, le probleme (2.2) est transformé en:

-Auy, = f, dans w, f(&)=

uy = 0, sur Ow,

E= zop? ) (2.12)

ot f est une fonction dans H™~?%(w) ( parce que j est & support compact ).
Or, le probleme (2.12) admet une solution unique dans H™(w) ( voir, par
exemple [5], [19] ). Par conséquent, uqg donné par:

uq(e) = (&), (2.13)

est la seule fonction dans H(°?) satisfaisant deux premiéres équations de (2.2).

Quant au comportement a l'infini de ug, du fait que pour Awu,, = 0 dans w,
de la proposition 20, [15] on trouve que ug(z) = u,(zo) +0(1) quand z — oo.
a

Dans la suite de cette section on s’intéresse a la dérivabilité par rapport a
la forme de ugq.
On construit la fonction u:

. { 0! 5 Upeo-1 H™(°Q(6)),

) (2.14)
6 — uq(e) solution de (2.2) pour Q = Q(6).

Introduisons la définition de la dérivabilité locale de u ( voir, par exemple
(37], [51] ). On remarque que cette définition a un sens pour tout autre espace
que H™(°Q2(0)).
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Définition 2.5 On dit que la fonction 8 — u(6) est localement dérivable ( ou
dérivable ) de © dans H™ (°€2(0)), si pour tout ouvert U DD (0), la fonction
ulei(0) est dérivable de © dans H™(°U).

Alors u'(0)(€), la dérivée locale ( ou la dérivée ) de u en 0 dans la direction
& est définie par:

u'(0)(€) : = uley(0)(€) dans U, YV U DD 0(9). (2.15)

Soit # € O~ et 7 € ©. Avec 7 on note un prolongement ( & support
compact, indépendant de 7 ) de classe C* de 7 0 0~!, donné par exemple par
le lemme 6.37, [19]. Bien que les lemmes suivants soient classiques, voir [36],
[37], on donne aussi les démonstrations respectives.

Montrons d’abord le lemme suivant qui- sera utile dans la preuve de la
dérivabilité de u.

Lemme 2.6 Considérons N > 2. Soit C;‘(IRN;IRN) l’espace de Banach :
CERN;RN) = {f : RY = RN, D°f continue, bornée, Va € NV, |a| < k},
et on considere la transformation suivante :

V:0 = CFRY;RN), V(r)=1(zo,r0) o (In + 7) 0 I(zo, 70) — In.
Alors, la fonction 7 — V() de © dans Cf(RV;RN) est de classe C'.

Démonstration. Soit 7, £ € ©, et on note ¢ le prolongement de classe C* de
£00~! ( comme pour 7 ci-dessus ). On a:

V(r+€) -V(r)= (/01 € Dl(zg,r0) o (Iy + 7 +:£]dt) o (2o, 7o)

Prouvons que:

V/(r)(€) = (€ DI(zo,r0) o (In +#)) 0 (20, o). (2.16)
En effet, on a:
V49 = V() - VI© = [ € (Dllaaira)o i+ 7-+48) -

DX(zo, 7o) o (In + 1")) o I(zo, o) dt.

[I est facile & montrer que toute dérivée de I'ordre plus petit ou égal a k
de la partie a droite est un o(||€]|cx) ( grace au fait que I(zo,ro) est de

classe C*° ). Mais de la continuité de I'opérateur de prolongement ~ on a
o(||€]lcx) = o(||€lle), ce qui finit la démonstration. o
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Quant & V, on a V(0) = 0. Alors, du lemme ci-dessus il découle que
T — V(7) est continue. Alors, comme dans le lemme 1.1 on peut prouver que
pour T € © assez petit, Iy 4+ V(7) est inversible et de classe C*.

Lemme 2.7 Considérons N > 2. Alors, r = (Iy + V(7)) ™! = Iy de © dans
Cf_l (RN;RN) est de classe C' autour de T = 0.

Démonstration. On considére la fonction :

P { © x Gy (RV;RY) = Cf~'(RV;RN),
L (W) =+ (In+V(r))o(Iv+ W) —In.

Il est clair que F'(r,W) € Cf”l(RN;RN) parce que V(7) est a support com-
pact, donc “a l'infini” on a F(r,W)=W.

Par rapport & 7, F est de classe C', grace au lemme 2.6. Pour W dans
Cb"'l(IRN; RV), la dérivée de F' par rapport a W est:

Fy (r,W)(W) = (D(Iy + V(7)) o (In + W) - W € C; ™' (RY; RY),
parce que V(1) est de classe C*, & support compact. En plus:
F(0,0)=0, Fjy(0,0)(W)=W.

Donc, les conditions du théoreme des fonctions implicites sont satisfaites.
Alors, il existe une unique fonction 7 — W(r) définie dans un voisinage
de 7 = 0 dans © et a valeurs dans Cf'l([RN;RN), de classe C! et satisfai-
sant F(r,W(r)) = 0. D'autre part, (Iy + V(r))™! = Iy € CF1(RN;RV)
et F(r,(In + V(r))™! = Iy) = 0. Alors, par unicité de W(r) on obtient
(In +V(r))~! = Iy = W(r) est de classe C! autour de 7 = 0. o

Lemme 2.8 Considérons N > 2. Pour 7 € © on note D(Iy + V(7)) la
matrice dont le terme général (i, j) est D;(Iny + V(7))i.

Alors, Uapplication T € © — [D(Iy + V())]™* € CEL(RN;RN?) est de
classe C! autour de 7 = 0.

Démonstration. Du lemme 2.6 la fonction V est continue par rapport a 7,
donc pour 7 assez petit la matrice D(Iy 4 V(7)) est inversible. Alors, des
formules de Cramer on a que les éléments de la matrice [D(Iy + V(7))]~! sont
des fonctions rationnelles en les coordonnées de V(7). Du lemme 2.6, V est
de classe C! par rapport & 7. Donc, 7 = [D(Iy + V{7))]}-est de classe C"*
autour de 7 = 0, de © dans Cf'l(RN; IRNZ). 0

La proposition suivante donne la dérivée de u(f). La preuve se fait en
passant dans un domaine borné par utilisation de la transformation de Kelvin.
Apres, sur ce domaine borné on utilise des résultats connus de la dérivation.
A noter que 7 est le prolongement a support compact de classe C* de 70871,
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Proposition 2.9 Soit § € O~1. Alors, 7 — u(@ + 7)o (Iy + ¥) de © dans
H™(°€2(0)) est de classe C' autour de T = 0. La fonction u est localement
dérivable en 0 de © dans H™~1(°Q2(0)). Sa dérivée dans la direction £ € © est
donnée par:

~AU'(0)(¢) = 0, dans  °§2(0),
u'(0)(€) = -V -Du(6), sur r'(6), (2.17)
wg)¢) = 0o, a linfini,
ouV =¢ Y

Démonstration. Il existe zo € £2(8) et 7o > 0 tels que B(zq,ro) C (0 + 7)
pour tout 7 € © assez petit. Soit u(f + 7) la solution de (2.2) obtenue pour
Q = (0 + 7) et on note u(r) = u(d + ) o I{zo, ro).

De la fagon dont on a construit u(f 4+ 7) ( la relation (2.14) et la propo-
sition 2.4 ), I’étude de la dérivabilité de u en @ est équivalente a I’étude de la
dérivabilité de @ en 7 = 0. Or, u(r) satisfait:

{ _Al:l(r) = f, dans w(r): =1(zo,r0)(°O + 7)),

(r) = 0, sur 7(r):=0w(r), (2.18)

ou f est donné par (2.12).
On considere la transformation V(7) du lemme 2.6. On a que:

(v + V(1) @(©0) = w(r).
D’autre part, soit F la fonction :
D(F) € © x H™(w(0)) N H}(w(0)) — H™*(w(0)),
F:9 (no) - u((DOv+VE)™ DU + V()™ - Do)+
fo(ln+V(r),

avec D(F) un voisinage assez petit de (0,1(0)). La fonction F est linéaire
continue en ¥ et de classe C! en 7, grace au lemme 2.8. De plus, on a:

F(0,@(0)) =0,  Fi(0,0(0))(h) = Aw, Vi € H™(w(0)).

Or, F!(0,@(0)) =-A définit un isomorphisme de H™(w(0)) N H}(w(0)) dans
H™~%(w(0)), voir par exemple [5].

Alors, du théoreme des fonctions implicites il existe une unique fonction
T — 0(7), définie dans un voisinage dans © de 7 = 0 a valeurs dans H™(w(0))N
H} (w(0)), de classe C! et satisfaisant F'(r,9(r)) = (0,0). De (2.18), par un
changement de variable du type z = (Iy + V(7))(y), on obtient:

u(r)o (Iv+V(r)) € H"((0)),  F(r,u(r)o (Iv +V(r))) = 0.
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L’unicité de o(r) implique @(7) o (Iy + V(7)) = 9(7), ce qui prouve que
(7)o (In 4+ V(7)) est dérivable autour de 7 = 0 de © dans H™(w(0)).

Alors, par une preuve analogue a celle utilisée dans [36], [37] pour prouver
la dérivabilité locale de @ quand a(f + 7) o (In + 7) es dérivable, on montre
que 1 est localement dérivable en T = 0, de © dans H™ 1 (w(0)), et @’(0)(£),
sa dérivée locale dans la direction £ satisfait :

{ -A#'(0)(§) = 0, dans w(0),
w'(0)(§) =-V'(0)(€)-Du(0), sur (0).

Or, on a que
u(@+ 7)o (Iy+7) =1(r) o (In + V(7)) 0 I(zo, ro),

ce qui implique que u(@+ 7)o (Iy + 7) est de classe C! autour de 7 = 0 de ©
dans H™(°2(6)). D’autre part, on a aussi

(2.19)

u(@+ ) = a(r) oI(zg, ro).

Il en découle que u est localement dérivable en 6 de © dans H™~!(°2(6)), et
que u’(6) (&) = @'(0)(§). Pour définir u’(8)(£), par un changement de variable
dans (2.19) du type z = I(zo, rg)(Z) on obtient :

—Au'(0)(§) =-A('(0)(§) o I(zo, o)) =0, dans °$(0),
u'(6)(§) = u'(0)(§) o I(zo, o)
=—(€ - DI(zo, o)) - (DI~} (20, ro) - Du(6))

=-V - Du(6), sur I'(0),
HO© = TOROER a Linfini,
ou on a utilisé (2.8), (2.11). Donc, la proposition est prouvée. o

Dans la suite de cette section, on étudie la dérivabilité par rapport & 6 du
lagrangien L : O~! x R — R, donné par:

L(0,A) = E(9) + AM(6), A€R. (2.20)

La proposition suivante est prouvée dans [42]. Ici, on présente une autre
démonstration.

Proposition 2.10 Supposons que j € H™? (RN) est a support compact et
soit § € O tel que 2(0) Nsupp(j) = ¢. Alors, la fonction L est dérivable par
rapport a 6 de © dans R et pour tout £ € O, sa dérivée par rapport au 0 dans

la direction &, notée L(0,A)'(§), est donnée par:
6,0 = [ (FDu@P+ 0@ +A)V 0@, (21
()

ot V=~£0071, v(0) est la normale extérieure a T'(0) et H(6) est la courbure
moyenne de I'(6).
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Démonstration. On note L = L + L4 avec:

L) = -5 [ DuOP,

€1(0)
L,(0) = oP((6))+ Am((6)).

Remarquons d’abord que grace a (2.2) on a:

Li(6) = _l/ j u(6)da. (2.22)
supp(j)

Dans le lemme 1.33 on a prouvé que la fonction L, est deux fois dérivable par

rapport a @, et on a trouvé aussi I’expression de ces dérivées.

Dans la proposition 2.9, on a prouvé que u est localement dérivable de ©
dans H™~1(¢€2(8)). De (i), lemme 2.2, il découle que u est aussi localement
dérivable en @ de © dans L?(supp(j)). Donc, la fonction L; est aussi dérivable
en 6.

Quant & I'expression de L (8)(£), il suffit de remarquer que:

Lo =- [ j O e = - [ﬂ(g}u’(e)(e)dr
= u’ u(@dz=- | u _Bu(f?) T
= [l @@=~ [ OO 5
= [ IDu@F(v-v(©)dre),
T(6)

ce qui finit la preuve de la proposition. O

La dérivée seconde par rapport au 6 de L est donnée par:

Proposition 2.11 Soit m > 2. Supposons que j € H™ %(RN) est a support
compact et soit € O~ tel que Q(0) Nsupp(j) = .

Alors, L est deuz fois dérivable ( au sens de Gateauz ) par rapport a 0 de
© dans R, et sa dérivée a'ans la direction (€,7) € ©?, notée L" (0, A)(£,7), est
donnée par:

L” (8, A)(€,n) =—%fm (H(V-u)(W-v]+V-6v-W+
v 8V W+ v 6W- V)(au(e )2 dr(0
S gme
. (8 /r E (m)ar(e)

+ A f V AW'dT(6), (2.23)
r
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ot (+)) = d(-)/dT(), v = v(0), H = H(B), V = €0}, W =nob},§
l'opérateur du gradient tangentiel et A le produit vectoriel.

Remarque 2.12 [l est facile de retrouver la structure de la dérivée secondé
donnée par le théoréme 1.23. En fait, ceci est évident pour le terme correspon-
dant au |Du|?. Pour les deuz autres terme il suffit de remarquer que:

ViowW=H(V -T)(W-T),

/ (v'.u)(w'-u)=f (V -v) =V Y (W - v) = W - )
r(6) r'(6)

= [ (D)) ») 1)
r(6)

-f H(H(v—-r)(w-r)+v’-5v-w+u-aw-v),
r'(6)

[vaw=[ Wi w)-ne-w)=
r(o) r(6)

‘/m()" WY (W 1)+ (V- 0)(W ) (V- 7)(v - DW - 7)

= [ HV-»)(W-v)
r'(6)

-f (H(V - 7)W - 7) -6V - W 4w 6W V),
r(9)

ot pour le terme correspondant a la mesure on a fait une intégration par partie
sur le bord.

Démonstration. Comme L = L; + L;, on remarque d’abord que la fonction
L est deux fois dérivable par rapport a @ grace au lemme 1.33, qui donne
aussi I'expression de L5 (0)(&, 7).

Pour 7 assez petit on a # + 7 € @~!. Alors, de la proposition 2.9 on a:

Li(0+7)(¢) = %/F(HJ}D_u(G = 1-)|2(V('r) -v(0+ r))dI‘(ﬂ +7),

ot V(7) est un prolongement de classe C* de £o (94 7)~!, par exemple donné
par le lemme 6.37, [19]. On considére # : 7 € © — (1) € Cf'z(lRN; RY), ol
7(7) est le prolongement intrinséque de v(6 4 ), voir par exemple [52]. On a
que (1) est localement dérivable en 7 =0 et :

95(0)
v

La proposition 2.10 nous permet d’affirmer que L{ (6 + 7)(€), comme une
fonction de 7, satisfait aux conditions du théoreme 5.1, [51] ( concernant la

#(0)(n) = ~6(W ),

=0, sur I'(8).
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dérivabilité d’une intégrale portant sur le bord d’un domaine ). Alors, en ap-
pliquant ce théoreme, on obtient que:

LOEn = 3 [ 000+ (0+Z)or-vo)
_ 1 u(f) - Du’ 7
= 5 [y 20O DO )+

[Du(@)?(V'(0)(n) v = V - (W -v))dT(6)

dDu(8)

: u(@)|X(V -v u(f) - ‘v
- Qfm) (% IDu@)(V - v) + 2Du(8) - =2V - v) +
|Du(8)|2(g—z : v)) (W - v)dL(8). (2.24)

Soit V = (V4,+:+,VN) et on note DV et V les matrices DV = [D;V;] et
8V = [§;V;]. Alors, sur I'(f) on a:

V'(0)(n)-v = —(DV -W)-v=-yDV; - W = —y;(6V; + %0) -W
= —(6V-W)-v- (%—j-v)(w-v). (2.25)

D’autre part, du fait que la matrice v = [§;1;] est symétrique ( voir, par
exemple [20] ), on trouve que:

V{S(WU) = V-(V,'(SW;+W,'§V,‘)=V“[5W;-V)+(V-6U1‘)W;
W - V) v+ V v -W. (2.26)

De (2.24), (2.25), (2.26) et du fait que ( voir [18] ):

dDu(0)  0u(6) 0*u(f) 0%u(0)
dv v O’ ov?

on obtient que:

woEn = - [

du(h)

Du(#) - £

= —H(0)

, sur T'(0),

(R )W -v) +V o0 W+

r(9)
v-éV-W-}-v-JW—V)(%)z
+[  Du(8) DY)V ).
r(0)
Or, d’autre part on a que:
[ pu® - Dw@Omv-y) = [ vy 2
r(0) () v v
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= Du'(6)(€) - Du’(6) (n)

<£2(0)
_ 1 9u(6) au'(6)(€)
it r{g’v U) ov v .

ce qui prouve l’expression (2.23) de L”(6) (&, n).

2.3 La méthode numeérique.

Dans cette section on reprend les notations de la section 1.6. On va discuter
la solution numeérique du probleme (2.5) en supposant que ce probleme admet
une solution 6* € O~1,

D’apres la proposition 2.10, la fonctionnelle L donnée par (2.20) est dé-
rivable en 6* de © dans R. Par conséquent, de la proposition 1.26 il existe
A* € R, tel que:

{L’(G'aﬁ‘)(ﬁ] = 0, ¥€eo,

M6 -, (2.27)

Si F est la fonction introduite comme dans la section 1.6, alors résoudre
’équation (2.27) est équivalent a trouver:

(", A*) € C*OQ) xR : F($*,A%) =0. (2.28)

Pour trouver une solution de I’équation (2.28), on va utiliser 'algorithme
de Newton donnée par (1.73).

Remarquons que 6* de (2.27) n’est pas forcément une solution de (2.5).
Une condition suffisante pour qu'un tel 8* soit solution de (2.5) est donnée
par la proposition 1.27.

2.3.1 La discrétisation.

Dans cette sous-section on va faire une discrétisation classique en utilisant
des fonctions linéaires par morceaux.

Pour % € C¥(8Q) on note § = Iy + P et on considére I'(d) et v(8), od
v(0) est la normale a I'(6).

Soit A > 0 un parameétre de discrétisation et Qq,---,Q, quelques points
dans 9Q (n € N ). On note:

n

Tos = |J[Qi Qit1], Qnir=Q, (2.29)

i=1
et sur I'g;, on considere une base de fonctions linéaires par morceaux :
{ i : Top = R,

GO =855, W e [0 Gl .51, ey e
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Notons avec ¥, respectivement vpj, I’approximation linéaire par mor-
ceaux de 1, respectivement v ( la normale a 0Q ):

Yh:lop =R, ¢n=3"1L, ¥(Q:)¥;
(2.31)
vor i Top = RN, wvor =" 0(Q:)¥i.
On approche le bord I'(f) par:
Th = Jloi zina]y @i = Qi+ ¥(Qi)vo(Qx), (2.32)
1=1
et soit e;, une base de fonctions linéaires par morceaux sur 'y :
e :I'n =R,
i S (2.33)
ei(z;) = 0i;, e, linéaire sur [z;,z44], 1,j=1,---,n.
Avec vy, on note une approximation de v(9):
vh:Th = RN, v =30 v(8)(z:)e: (2.34)

2.3.2 L’approximation au bord du gradient de la solution du
probléeme de Poisson a I’extérieur.

Dans cette sous-section on trouve une approximation au bord pour le gra-
dient de u et u’ donnés par (2.14) et (2.17).

En fait, on n’utilise que les valeurs de Du et Du’ au bord, donc on cherche u
et u’ sous une forme intégrale. L’équation intégrale correspondante est résolue,
de fagon approchée, en utilisant la méthode des éléments finis. Dans ce chapitre
on ne fait pas une analyse de |’erreur de cette approximation. On présente une
telle analyse dans le chapitre suivant ( pour le gradient au bord de la solution
d’un probléeme de Neumann ).

Remarquons d’abord que pour trouver u(8) ou u’(8)(€), il suffit de résoudre
un probléeme de type (2.17).
En effet, pour 8§ € O~! soit X € £2() quelconque et on note j*:

@)= [ (2@ - 2(X))it)d. = e ) (2.39)

ott ® : RN x RN — R est la solution élémentaire du laplacien :

1
§1n|.’c—y|, N =2,

5 (2.36)
y>=N
N >3,

Q(:‘:i y) S

|z -

N(2-N)|B(0,1)[
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avec |B(0,1)]| le volume de la boule unité en RV. De [19] on a:
Lemme 2.13 Pour tout N € N, N > 2, la fonction ® satisfait :
—Aj* = j, dans RN - {X}; j*=o0(1), & linfini,
|D°®(2,y)] < C(N,l|al)le-y>Nl,  vae (NU{O})". (2.37)

Alors, si v(0) € H™(°$2(#)) est solution de:

_Av(9)
{ v(0)
v(8)

0, dans °Q(0),
g, sur  I'(0), (2.38)
O(1), a  linfini

o

il suffit de prendre ¢ = —7*, et alors:
u(f) =v(0) +J7, (2.39)
est la seule solution dans H™(°§2(0)) de (2.2), avec Q = Q(6).

La proposition suivante donne |'existence d’une représentation intégrale de
v(#) ( voir, par exemple [32], [39], [42] ).

Proposition 2.14 Soit § € O~ et ¢ € H™ Y2(I(0)). Alors, il eziste un
unique ¢ € H™=3/2(T'(9)) et un unique C € R, tels que:

v(8)(z) = fr(;;)(y)@(x,y]dy+ C, ze€°Q(9), (2.40)

soit la seule solution dans H™(°$2(0)) du probléme (2.38).
La fonction q et la constante C' sont définis par:

[ 1(2)8(z, y)dy+C = g(z), = € T(6),
sl - (2.41)

f ¢(z)dz = 0.
r(o)

D’apres, par exemple le théoreme 6.13, [32], le gradient de v(6) sur le bord
I'(6) est donné par: - B

Proposition 2.15 Si la fonction q est dans C°(T'(6)), on a:

DVO)(e) = ~3a@O@) + [ gDy, 2 €10, (24)

avec v(0) le vecteur normal unitaire a I'(0) orienté vers lextérieur. m]
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Cette proposition permet de calculer le gradient de u(f#) au bord :
Du(f)(z) = Dj*(z) + Dv(6)(z), z € T'(6). . (243)

Maintenant, I'approximation numérique de Du(f) et Du’(8) sur I'() est
donnée par:

(i) Le calcul de Dju, une approximation sur I'(#) de Du(#).

(i.1) On trouve gn = }77_, g;e; (g; € R) et C, une approzimation de q et C
de la proposition 2.14, par une méthode classique d’éléments finis. Donc,
qn et C satisfont:

> [
j; g frij(:c)dz =4,

avec g=—j%"et 1=1,-++,n.

)®(z,y)dzdy+ C e,-(:c)d:c:fe,-(z)g(x)dz
Ty 48
(2.44)

(i.2) On calcule Dyv = Z Dpv(z;)e;, une approzimation de Dv(f), ot se-

i=1
lon (2.42):
1 i=j+1
Dpv(z;) = —'Q‘Q'h(:cj)”h(mj) = {Qh(yf}‘p(mi‘y")n‘(yi] i=j-1
€ Z qh y)D‘p xj,y)dy, i=1,- (2°45)

1#5,0+1 Y [Fic13i]
avec v, = ((vn)1,(vn)2), une approzimation linéaire par morceauz de
v(0) définie par (2.34) et Th = ((va)2, —(va)1)-
n
(i.3) On trouve Djpu = ZDhu(xj)ej, une approzimation de Du(f), ou se-

j=1
lon (2.43) :

Dyu(z;) = Dj*(z;) + Drv(z;). (2.46)

(i) Le calcul de Dpu', une appl_'oximation sur I'(0) de Du'(8)(vivo).
(ii.1) Pour i=1,--+,n on effectue (ii.2) et (ii.3).
(ii.2) On résout (2.44), en prenant g = —; oﬂglvolh - Dhpu = —ejvg p, - Dpu.

On remarque que cette forme de g correspond a l'ezpression de V =
—€067! . Du(f) dans (2.17), pour £ = ;.



62 Chapitre 2

(ii.3) On calcule Dyv par (2.45) et on prend Dyu' = Dyv. O

e On remarque que le calcul numérique du gradient Dyv(z;) dans (2.45), de-
mande une analyse de la singularité en z; du noyau ®.

On présente une analyse détaillée de la singularité dans l’ezpression du
gradient Du, dans le cas de dimension trois, dans le chapitre 3.
e Quand il s’agit de ’analyse d’algorithmes numériques, pour toutes les intégrales
ci-dessus et aussi pour celles de la suite, on suppose qu’on peut calculer de
facon ezacte leurs valeurs. En pratique, quand ceci n’est pas possible, on fait
une intégration numérique en utilisant une formule d’intégration de Gauss.

2.3.3 La solution numérique. L’algorithme.

Pour trouver une solution approchée (5, A}) de (2.28), on va considérer
une discrétisation de I’algorithme de Newton continu, donné par (1.73).

Une itération de (1.73), consiste a calculer F (¢, A1), F'(vi, A;) et résoudre
’équation 2. dans (1.73). Numériquement, on calcule leurs approximations,
notées Fj, € R"t! et Ff € R(HD(+1) et on résout ’équation Fy + F} - = = 0.

Le vecteur F}, est construit a partir de F en approchant I'(8) par 'y et en
prenant ¢ = t¥;, 1 =1,---,n. La matrice 7} est construite a partir de 7’ en
prenant ¢ = Y; et ¢ =¢;, 1,7 =1,-+-,n.

(i) Le calcul de F; € R**!, 'approximation de F(%,A).
Pour trouver F, on utilise I’expression (2.21), ou la seule difficulté est
I'approximation de la courbure. Or, du fait que ( voir le lemme 1.33 ):

H(G)(V-v(ﬂ)):—/ V.r'(0) = V' Av(6),
r'(o) r'(9) I'(f)

en approchant V' par e;ig 1, on obtient:

(i.1) Pouri=1,---,n, on calcﬁ[e:
" 1 2 '
Fali) = fr | (51Dl + A) (eiwon - va) + (eivo) Avads (2.47)
h
(1.2) Fu(n+1) = m(Q) — mo, avec Qj le domaine défini par I'y. O

(ii) Le calcul de Fj € R(+1)(n+1)  Papproximation de F'(1, A).

(ii.1) En prenant V = ejup ) et W = e;vo,n pour i,j = 1,---,n on calcule
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( voir (2.23) ):

gl 1
f;;(*,.?) = D) ,/1: {('Hh(uh -w:b.h]2 + voh - 6up - Vo'h)eiej
h
(Vh - 8(eivo,n)vo,nej + Vh - J(ijo,h)vo.hei)
2
(o-n)
1 _
+5 {ei(VO,h “vp)(Dpu? - vp) +
[

e;(von - vh)(Dhui -vh)}(D,c.u . vh)

+o f (eivo,n) - vn (€jvon) - vh
Cn

+A | eivon A (ejvon)- (2.48)
1Y
(ii.2) Pour j=1,-+-,n on calcule:
f;[n+l,j]=f£(j,ﬂ+l)=./r e_,-(unl;,-u;.). (2.49)
h

Avec Hy on a noté une approximation de () donnée par:

n
Hy=) Hiei, (2.50)
i=1
ou H; est la courbure en z; de la parabole passant par z;_y,2; et T;;1. O

Maintenant, on peut effectuer ’algorithme de Newton discrétisé de (1.73):

1=0; (Y, N\i) donné.

0 = Iy + Y1avon; T'n donné par (2.32).

Calcul de Fy, F}.

Calcul de z = (21, yZp,Tny1): Fr+Fj-2=0.
Ve h = Yrn+ 2imy 2i%i A = Ai+ Zoga.

Si || Full, <€, alors fin. Sinon, on recommence 1.

(2.51)

—"
el il R e

\

2.3.4 L’analyse de complexité. Résultats numériques.

Dans cette sous-section, aprés une analyse de complexité de I’algorithme
(2.51), on va présenter des résultats numériques qu’on a obtenus en appliquant
cet algorithme. Aussi, on va comparer les résultats obtenus avec la méthode
de Newton, avec ceux ( voir [42] ) obtenus en utilisant la méthode de Quasi-
Newton.
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2.3.4.1 L’analyse de la complexité.

Dans ce paragraphe on donne la complexité des différentes quantités nécessaires
pour l’algorithme (2.51) et on fait une comparaison avec la complexité de la
méthode du gradient.

D’habitude, la complexité s’exprime en flops:

1 flop = 1 multiplication + 1 addition.

a. La complexité du calcul de 7 .
a.l Le calcul de Dju.

a.1.1 On calcule la matrice de (2.44). i
On a une matrice (n + 1) X (n + 1) et chaque élément de la matrice
demande O4(1) flops. Donc, la complexité est: O4(1)n? flops.

a.1.2 On résout le systeme (2.44).
D’abord, on fait une factorisation LDLT de la matrice ( symétrique ).
La complexité de cette factorisation ( voir [9], [21] ) est Ene’.

Puis, on on résout deux systémes triangulaires, qui ensemble ont ( voir

, [21] ) une complexité n“. Au total: —n~ + n” flops.
9], [2 lexité n2. Au total flj3 21

a.1.3 Le calcul de Dju, donné par (2.46).
Pour chaque point z;, Dyu(z;) est une intégrale sur I'y, donc la com-
plexité de Dyu(z;) est Oy(1)n flops, ce qui implique que la complexité
de Dju est Oy(1)n? flops.

a.2 Le calcul de Hy,.
La quantité #; donné (2.50), est une somme pour : = 1,---, n, donc sa
complexité est Ox(1)n flops.

a.3 Le calcul de F}, donné par (2.47).
Pour tout i = 1,--+,n, Fx(i) est une intégrale sur I';, N supp(e;), donc
la complexité de Fj(z) est Ox(1). Il découle alors, que la complexité de
Fr est Ox(1)n flops.

b. La complexité du calcul de F} :
b.1 La complexité du calcul de Dyu?, i =1,---,n:

b.1.1 Le calcul de la matrice (2.44).
Pour tout 7, cette matrice est celle dans a.1.1, donc on ne la calcule pas.

b.1.2 Pour ¢ = 1,---,n, on résout le systeme (2.44), avec g donné par (ii.2),
sous-section 2.3.2. La factorisation de la matrice, on I’a déja fait dans
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a.1.2. Alors, pour chaque i, on fait la résolution de deux systémes trian-
gulaires. Donc la complexité est n - n? flops. Noter qu’il est trés impor-
tant que les systémes (2.44) ont la mémes matrice. Sinon, résoudre ces
systémes nécessiterait n factorisations, d’ou le coiit de ’ordre n*!

b.1.3 Le calcul de Dyut,i = 1,---,n donné par (2.45). D’apres la remarque
ci-dessous, ce calcul a une complexité d’ordre Oy:(1)n?+2/2 flops, ce qui
signifie que le coiit de ce calcul est réduit n/3 fois. ‘

b.2 Le calcul de F; donné par (2.48). Pour tout ¢,j = 1,---,n, Fj(i,J) est
une intégrale sur I'y Nsupp(e;) X I'y Nsupp(e;). Donc, la complexité de
Fn(i,7) est Ox(1), d’olt la complexité de F}, est Oz (1)n? flops.

c. La complexité de la résolution de F;+ F} -z =0 .

La matrice F}, est symétrique. Alors, on fait une factorisation LDLT et
on résout deux systémes triangulaires. Donc, la complexité est n>/6 +
n? flops.

d. La complexité globale.
De a.,b. et c., il découle que la complexité globale de I’algorithme
(2.51), en négligeant les termes en n de I’ordre inférieur & n?, est:

g-ns-i- (2-1-0,4(1]+Ou(1)-i-O;:.-:(l)+Oua(1)1r.a2"'3)n2 flops. (2.52)

Remarque 2.16 L ’analyse de complezité de la méthode de Newton permet
d’estimer aussi la complezité de la méthode du gradient. En effel, une itération
de la méthode du gradient ne demande que le calcul de F},, dont la complezité
on vient d’estimer. Donc, le coit de la méthode du gradient est (de a.l, a.2,
a.3 ci-dessus ) :

%n3 + (1 +04(1) + 0.1(1))%:2 flops. (2.53)

La remarque suivante, donne une explication au fait que le calcul de Djyu’,
qui approche Du(6)(%;v), a une complexité d’ordre O/ (1)n?+?/3,

A priori, méme en considérant que la complexité de Dyu* est en 2® ( donc,
sans réduction de complexité ), il résulte que la méthode de Newton a une
complexité de 'ordre O(1)n?, avec O(1) = 4/3 + Oy(1). Or, Oy(1) est trés
grand par rapport a 4/3, d’oli I'intérét a réduire la complexité du calcul de
Dpu'.

Remarque 2.17 Le calcul de Dyut,i=1,---,n dansb.1.3 ci-dessus, a priori,
a une complezité de I’ordre Oy(1)n® flops. En effet, d’aprés (2.45), Dypu‘(z;)
est une intégrale sur I'y, donc sa complezité est O(1)n flops. D’ou, la com-
plezité de Dyu'(z;),4,j=1,-++,n est Ow(1)n® flops.
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Or, pour tout i = 1,---,n, Dyu' approche Du'(0)(¥;vo) avec ¥; @ support
dans 0QNB(Q;, k). Donc u'(0) (Yivo) est la solution d’un probléme de Dirichlet
avec une donnée a support dans I'(6) Nsupp(e;) ( de diamétre de l’ordre h ).
Ceci laisse penser que Du(0)(vivo)(z) décroit “assez” vite, et donc devient
“petit” pour z “assez” loin de I'(0) Nsupp(e;) ( principe de Saint Venant pour
le gradient d’un probléme de Dirichlet, voir par ezemple [34], [41], [56] ).

Done, si on considére la boule B(z;,08), z; € T'(0), quitte a se contenter
avec une erreur de l’ordre max{ |Du(0)(¥;v)(z)|, = € T'(0)NB°(z;,8) }, alors
il suffit de calculer les valeurs de Du(0)(¥;vo)(z) pour z € I'(8) N B(z;,9).

On a étudié ce probléme ( chapitre 4 ) dans le cas de dimension trois, en
donnant une estimation du gradient Du’'(6)(€) au bord. Il en résulte que pour
§ = h1/3, en prenant Du(0)(¥;vo)(z) = 0 pour = dans I'(§)NB°(z;, ), l'erreur
pour la norme C* commise est plus petite que h'~°.

Finalement, on précise que dans les calculs qu’on a fait en dimension deuz,
on a évalué Dyu' dans T'(0) N B¢(z;,d), avec § celui du chapitre 3. Nous
pensons qu’en dimension deuz, ot on a un probléme de Dirichlet ( au lieu
d’un probléme de Neumann en dimension trois ), le domaine d’évaluation du
gradient doit étre plus petit, donc le gain plus important. O

Les relations (2.52) et (2.53) permettent de comparer les complexités des
méthodes de Newton et de gradient. Il en découle que pour n grand ( i.e.
on compte que les termes en n® ), la complexité de la méthode de Newton
est huit fois plus grande que la complexité de la méthode du gradient. Donc,
ces méthodes deviennent comparables, tout en étant des méthodes a I’ordre de
convergence différent.

2.3.4.2 Des résultats numériques.

On a fait des simulations numériques, pour j de la forme:
nj
i=)Y wb(M;), M;eRN, (2.54)
i=1

ol §(M;) est la masse de Dirac dans le point M;. On remarque, qu’avec la
condition 2(6) Nsupp(j) = ¢, on a que

. f |Du(6)[? = / \Dv(6)] - f i1,
@@ - - Jeag) - ‘a0 -

donc I'équation (2.27) a toujours un sens.
Pour I’étude de la stabilité ( dans la sous-section suivante ), on va considérer
une fonction de courant j, dépendant d’un parametre. O

1. Le premier exemple est avec un nombre de noeuds n = 128, n; = 4,
o = 0.003 et la contrainte M(0) = m(£2(6)) — .
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La fonction j est égale & 6(M;) — §(My) + 8(M3) — §(My), ot §(M;) est la
masse de Dirac en M; avec:
M, = (1,0), M, =(0,1), M3=(-1,0), My;=(0,-1). (2.55)
Dans le tableau TAB. 2.1 ( F1G. 2.1 ) on présente les valeurs de |¢y ), —
Yilz ( pour la norme 2 ), |Fp(1,n)|2 : = |Fu(L,+--,n)|2 ( les n premiéres
coordonnées de Fj, ) et [My]. Avec 9} on a noté la solution numérique qu’on
obtient pour [ tres grand.

T T T .
| La courba ey 4

LU o — il [ 1Fa(n)l2 [ Ml ] of D
1 [ 0.24E+00 | 0.14E-02 [ 0.31E-14 | ,
2 || 0.52E-01 | 0.43E-01 | 0.44E-01
3 1| 0.55E-02 | 0.33E-02 | 0.338-02 | "
4 || 0.15E-03 | 0.17E-04 | 0.16E-04 | -
5| 0.20E-05 | 0.51E-07 |0.90E-08 |
6 || 0.80E-07 | 0.13B-08 | 0.361-11
7 | 0.27E-08 | 0.44E-10 | 0.17E-13 | ° i
8 || 0.90E-10 | 0.15B-11 | 0.31E-14 | « : -
9 | 0.29BE-11 | 0.57E-13 | 0.31E-14 N
10| 0.10E-12 | 0.25E-14 | 0.31E-14 Fig. 2.1.
Courbe initiale et
TaB. 2.1. la courbe finale.

1’. Dans cet exemple on commence avec les mémes données que dans ’exe-
mple 1. et puis on fait évaluer o.

Dans le tableau qui suit ( TAB. 2.2. ), on présente le nombre des itérations
nécessitées pour la convergence, en utilisant la méthode de Newton, a gauche,
et en utilisant une méthode de type Quasi-Newton (B.F.G.S), a droite. Avec la
méthode de Quasi-Newton, "approximation de la dérivée seconde a I'itération
[ est obtenue a partir des approximations des dérivées premieres aux itérations
{l = pi,1}, ot p; sont des entiers convenablement choisis. Pour plus de détails
concernant cette méthode, voir [42] et les références qui y sont citées.

Dans cet exemple o évolue de 0.003 a 0.001. Noter que toutes les données
initiales sont les mémes pour les deux méthodes.

o [L|Fh{l,n)|g [ [Mp|2 | Newton || Q-Newton
0.003 || 6.245D-10 | 0.94E-07 4 153
0.002 || 7.997D-08 | 0.14E-07 T 167
0.001 || 1.121D-11 | 0.94E-07 14 201

TAB. 2.2.
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2. Le deuxiéme exemple ( FiG. 2.2. ) est avec n = 128, n; = 12, o évoluant
de 0.05 & 0.005 et la contrainte M(6) = m(Q(8)) — 4.

[ o TIAREGE] IMid [N TQN |
0.05 0.136-06 | 0.13E-06 | 5 56
0.03 0.64E-05 | 0.64E-05 | 7 T3
0.01 0.71E-08 | 0.61E-08 | 10 102

0.0075 || 0.74E-07 | 0.69E-07 | 12 132
0.005 0.54E-11 | 0.321-13 | 16 148
TaB. 2.3.

Dans le tableau ci-dessus on présente 'er- .
reur | — )2, la norme |Fyly et [M,y], et
le nombre des itérations nécessitées pour la
convergence avec la méthode de Newton ( N.)
et avec la méthode de Quasi-Newton ( Q-N. ).

L L L "
B} 4% o s '

Fia. 2.2.
Courbe initiale et
la courbe finale.

Remarque 2.18 Les résultats oblenus dans ces exemples permetient d’ana-
lyser la vitesse de convergence de la méthode de Newton en optimisalion de
formes. Dans le tableau TAB. 2.4. on présente 'évaluation de la constante
C ( donnée au titre du tableau 2.4 ), avec o différents, pour les données du
tableau TAB. 2.1. On voil que la méthode de Newlon qu’on utilise posséde une
convergence linéaire. Nous pensons que cel écart de la convergence quadratique
est di aux différentes approzimations de F et F', voir la remarque 1.32.

[Ta=100]a=105[a=110] a=1.15] ¢
L [ 1.0000 | 1.0740 | 1.1534 [ 1.2387 | .
2 || 02167 | 0.2327 | 0.2499 | 0.2684
3 || 0.1058 | 0.1226 | 0.1422 | 0.1648
4 || 0.0273 | 0.0354 [ 0.0459 | 0.0595 | 1
5 || 0.0133 | 0.0207 [ 0.0322 | 0.0499
6 || 0.0400 | 0.0771 | 0.1486 | 0.2864 | 02
7 || 0.0338 | 0.0764 | 0.1730 | 0.3916
8 || 00333 | 0.0894 | 0.2397 [ 0.6429 |
9 || 0.0322 | 0.1024 | 0.3256 | 1.0352 | ~
10 || 0.0345 | 0.1302 | 0.4913 | 1.8546

TAB. 2.4. L’évaluation de C' =

[11,n — Prl2

|th1,n — 7|5
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2.3.5 L’étude numérique de la stabilité.

La proposition 1.22 montre que prouver que * est un minimum local strict
de E avec la contrainte M = 0, est équivalent & prouver que ¥* est un minimum
local strict de £, avec la contrainte M = 0.

Or, si 87, A* satisfont (2.27), la proposition 1.27 donne une condition suf-
fisante d’un minimum local strict de E, avec contrainte M = 0. Grace au
théoreme 1.23 cette condition est équivalente a: '

36> 0, Vo € M'($7), (£"(#) + A" M (47)) (4,8) 2 Blldlloroq)  (2.56)

Pour vérifier (2.56), il est plus commode de se placer dans un espace de
Hilbert. Pour m € N, introduisons H™(9Q), 'espace classique de Hilbert sur
dQ, muni de son produit scalaire (-,) ( voir, par exemple [1] ).

On reprend les notations de la sous-section 1.5.2 et on note:

B(u,v) : = (£"(47) + A" M"(¥") (w,v), (u,v) € H™(8Q) x H™(3Q),

et Q la forme quadratique associé a B.

Pour m assez grand ( par exemple m > k+ 1), on a que I'injection
H™(0Q) C C*(8Q) est continue, et par conséquent B est une forme bilinéaire,
symétrique et continue sur H™(9Q).

Si on suppose que B ( en fait 'opérateur défini par B ) est compact, alors
H™(0Q) admet une base dénombrable composée des vecteurs propres de B.
Si py, pa, -+ sont les valeurs propres de B, alors il est clair que la condition
(2.56) peut s’écrire en termes de Q sous la forme:

1. On trouve p;, e; tels que Q(e;) = pie;, pg < pg < ++-.
2. Onvérifieque 3 >0, p; > P, i=2,3,---. (2.57)
3. On vérifie que M'(9*) = span{e;, ez, - }.

En une version discrétisée, grace au théoreme 1.30, (2.57) s’écrit :

(1. Trouver py,- - i, les valeurs propres de Qp : = [F}], 1)

avec F; donné par (2.48) .

{ 2. Vérifier que 3> 0, Vh, B < pa < -+ < . (2.58)
3. Trouver vy tel que vy = { M} (¥;) =0 }.

4. Vérifier que sipy <0 afgrs Q;'(vh) : = vy -Qn-vy <0.

\

On finit ce chapitre par une étude numérique de (2.58), c’est-a-dire de
stabilité. Nous avons effectué des tests numériques avec un o assez grand, et
7 égale & une somme de mesures de Dirac, comme dans (2.54), donné par:

jo=s(71) o) () ().

j(0)=46(1,1) = 6(-1,1) +6(-1,-1) — 4(1,-1).
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Une analyse théorique de stabilité faite y
dans [25], montre que pour s proche de -1 I
0, le minimum de (2.5) est stable. Ce mi-
nimum n’est plus stable quand s devient
assez proche de 1.

On a fait des simulations numériques
avec ces données initiales: n = 128, ¢ =
1.0 et 5 = j(0). Puis on' a varié j en
prenant j = j(s) pour s variant dans o— -IT -—0
{0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9}. ht 7

Les résultats obtenus sont présentés
dans le tableau TAB. 2.5.

1

F1G. 2.4. La fonction j(0).

Ls I wm | w2 | mws----1 Qi (ve) |
0.1 || -0.061174 | 0.000204 | 0.000204 || -2092.3841
0.2 || -0.061132 | 0.000209 | 0.000283 || -2093.8198
0.3 || -0.061076 | 0.000201 | 0.000402 || -2095.7351
0.4 || -0.060999 | 0.000176 | 0.000582 || -2098.3882
0.5 || -0.060890 | 0.000131 | 0.000847 || -2102.1398
0.6 || -0.060738 | 0.000063 | 0.001222 || -2107.3934
0.7 || -0.060537 | -0.000024 | 0.001715 || -2114.3274
0.8 || -0.060317 | -0.000110 | 0.002247 || -2121.9625
0.9 || -0.060227 | -0.000143 | 0.002464 || -2125.1223

TaB. 2.5. 0 = 1.0, mg = 7 - 0.82, 5*(0) = 0.7.

Cet exemple montre qu’il existe une valeur critique s*(o), telle que le mini-
mum local change nature quand s devient plus grand que s*(¢). En effet, dans
le tableau TAB. 2.5. on voit que s*(o) = 0.7. Pour s < s*(0), ¥} approche un
minimum local de E avec la contrainte de la mesure fixe, et ce minimum local
est stable. Pour s > s*(¢) on n’a plus de minimum local parce que py, g2 < 0.

Ces résultats numériques confirment I’analyse théorique faite dans [25]. O

Pour établir le lien entre o et s*(o) on présente d’autres résultats pour des
valeurs différentes de o.

s 1 M2 b3 - Q; (va)
0.1 || -0.005969 | 0.000169 | 0.000169 || -21444.5033
0.2 || -0.005928 | 0.000173 | 0.000247 || -21591.9478
0.3 || -0.005874 | 0.000164 | 0.000365 || -21787.3825
0.4 || -0.005803 | 0.000137 | 0.000539 || -22053.4131
0.5 || -0.005706 | 0.000088 | 0.000792 || -22417.7100
0.6 || -0.005581 | 0.000017 | 0.001136 || -22901.3859
0.7 || -0.005433 | -0.000068 | 0.001558 || -23489.4720
0.8 || -0.005292 | -0.000144 | 0.001963 || -24065.0559
0.9 || -0.005253 | -0.000165 | 0.002076 || -24233.3925

TaB. 2.6. ¢ = 0.1, mg = - 0.8% 5*(0) = 0.7.
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L

’_3 H1 | Ha H3 - Q?{”H]
0.1 [| -0.000460 | 0.000155 | 0.000155 || -278139.0754
0.2 || -0.000428 | 0.000152 | 0.000224 || -298575.1458
0.3 || -0.000394 | 0.000130 | 0.000325 || -323233.8330
0.4 || -0.000362 | 0.000086 | 0.000463 | -347508.9873
0.5 || -0.000341 | 0.000022 | 0.000634 | -360568.6209
0.6 || -0.000336 | -0.000048 | 0.000813 || -355052.4372
0.7 || -0.000341 | -0.000106 | 0.000952 || -340463.0996
0.8 || -0.000346 | -0.000133 | 0.001004 || -332686.5119
0.9 || -0.000347 | -0.000120 | 0.000937 | -335568.1009

TAB. 2.7. 0 = 0.01, mg = 7 - 0.8%, s*(¢) = 0.6.

s | m M2 p3 - Q;  (va)
0.1 || 0.000040 | 0.000107 | 0.000107 || 3071454.2846
0.2 || 0.000041 | 0.000080 | 0.000148 | 2932333.3925
0.3 || 0.000009 | 0.000021 | 0.000199 || 11854844.8650
0.4 || -0.000057 | -0.000055 | 0.000246 || -1420132.8221
0.5 || -0.000118 | -0.000111 | 0.000274 || -540943.7567
0.6 || -0.000140 | -0.000131 | 0.000279 || -414494.3117
0.7 || -0.000129 | -0.000122 | 0.000263 || -485194.4248
0.8 || -0.000101 | -0.000096 | 0.000233 || -719613.0691
0.9 || -0.000067 | -0.000066 | 0.000196 || -1240088.9288

TAB. 2.8. ¢ = 0.001, mg = 7 - 0.82, s*(0) = 0.4.

Ces résultats montrent que quand o devient petit, la valeur critique s*(o)
devient petit. C’est-a-dire, pour o petit, on a minimum local si la configuration
du support de j est plus “proche” de la configuration symétrique, correspon-

dant a s = 0.

De plus, le tableau TAB. 2.8. montre, numériquement, que le minimum
local avec contrainte est aussi minimum local sans contrainte. Nous pensons
que ceci est dii a la valeur petite de o, donc le minimum est essentiellement
di au premier terme de E.
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Chapitre 3

Un probleme d’optimisation
de formes en dimension trois.

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux minima locaux, avec comme contrainte
la mesure du domaine fixe, d’une fonctionnelle E. Aussi, au calcul numérique
de ces minima. La fonctionnelle E dépend du gradient de la solution d’un
probleme de Neumann & I’extérieur d’un domaine dans R*, du périmetre du
domaine et d’un autre terme, dit de gravitation. Le probléeme est un modele
pour le formage électromagnétique en dimension trois, quand la fréquence des
courants électriques est trés grande ( voir, [4], [43] ).

Dans la section 3.1, on pose le probleme et on introduit les notations
nécessaires. Dans la section 3.2 on étudie la dérivabilité par rapport a la forme
de la solution du probleme de Neumann a l’extérieur. Le résultat est obtenu
en passant en un probleme a I'intérieur par utilisation de la transformation de
Kelvin et en utilisant des résultats classiques de dérivabilité par rapport a la
forme, par exemple dans [51], [52]. On établit aussi I’expression de la dérivée
premiéere et seconde de la fonctionnelle énergie E. Une difficulté qui se pose est
de retrouver la symétrie de la dérivée seconde, ce que nous faisons a |'aide de
quelques intégrations par parties adéquates sur le bord. Il est intéressant de
remarquer que les formules classiques de dérivation par rapport & la forme des
fonctionnelles sous la forme d’une intégrale sur le bord, donnent des expres-
sions qui sont difficiles a utiliser dans les calculs numériques. Pour cette raison,
on donne une autre expression, pratique a calculer, de la dérivée seconde de
la fonctionnelle énergie, en faisant une série d’intégrations par parties sur le
bord.

La section 3.3 est consacrée a la méthode numérique. On fait une discré-
tisation classique avec des fonctions linéaires par morceaux sur le bord. Ceci
permet de construire un algorithme numérique simple, mais en revanche, I'ap-
proximation du gradient du probléme de Neumann devient plus délicate. En
effet, seulement les valeurs au bord interviennent. Alors, le probleme de Neu-
mann est résolu en utilisant une représentation intégrale, dont le noyau est
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faiblement singulier. Mais, dans le modele de I'approximation linéaire par
morceaux ce noyau devient singulier. Dans la sous-section 3.3.2 on présente
I'approximation au bord de la solution, et de son gradient, de ce probleme de
Neumann & l'extérieur. On a montré P’existence de la solution du probleme
approché, et on a prouvé que Ierreur pour la norme C° de I’approximation
au bord de la solution du probleme de Neumann, et de son gradient, est de
’ordre de h'~¢, € €]0, 1], ol h est un paramétre de discrétisation.

Dans la sous-section 3.3.3, on présente la résolution numérique du prob-
leme de minimisation qu’on se propose de résoudre. On fait aussi une analyse
de la complexité de la méthode de Newton en dimension trois. On prouve
que la complexité de cette méthode est au plus, 4.5 fois plus grande que la
complexité de la méthode du gradient. Le chapitre finit avec une analyse des
résultats numériques.

3.1 La position du probleme.

Soit O la famille des ouverts définie dans (1.4), k,m € N, k > m > 2,
N =3et Qe O (Qest le volume d’espace occupé par le métal liquide ).
On note j la fonction densité des courants:

j € (H™YR*)® a support compact, divj =0 dans H™ *([R®). (3.1)

Avec B on note la fonction champ magnétique B : R® — R3, créée par les
courants électriques de densité j.

Alors, sur Q il y a trois forces qui agissent : les forces magnétiques, les forces
de tension superficielle et les forces de gravitation. Si 2 € O est le domaine
pour lequel ces trois forces sont en équilibre, on a:

rotB = j, dans %, (3.2)
divB = 0, dans *Q, (3.3)
B:v = 0, sur 989, (3.4)
B 2
% +oH+prs+ A = 0, sur 99, (3.5)

ol o et p sont deux constantes, z3 est la troisieme coordonnée d’un point dans
R3, #H est la courbure moyenne de 92, v le vecteur unitaire normal a 99 et
orienté vers °Q = ¢(Q), 'extérieur de 2, et A est une constante inconnue du
probléeme.

L’énergie totale de ce systeme est donnée par la fonctionnelle E' ( voir, par

exemple [43] ):

0 = R,
E: 1

Q - E@Q)= —§-£Q|B|2dz+aP(Q]+pL$3dz, (3.6)
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ou P(N2) est le périmetre de €2.

Alors, du point de vue variationnel, le domaine Q est un minimum local
de E dans O, avec la contrainte que sa mesure est fixée, ou tout au moins un
point critique de F, i.e. qui annule la dérivée premiere de E par rapport au
domaine ( voir (3.26) plus loin ). O

Dans la suite on reprend les notations de la section 2.1. En particulier,
H™(°Q2) est donné par (2.9). Maintenant, pour construire le champ B, en
suivant [43] on a la proposition :

Proposition 3.1 Soit Q € O. Il eziste un unique champ B € (H™(°Q))?
satisfaisant (3.2), (3.3) et (3.4). En plus, si on note:
Bl(z) = —/ i(y) A Dy ®(z,y)dy, z € R®, (3.7)
R3
ot A est le produit vectoriel et ® donné par (2.36), alors
B = B' + Dug dans °Q, (3.8)

avec B! € (H™(°Q))? et ug l'unique solution dans H™+1(°Q) ( voir la propo-
sition 3.2 qui suit ) du probléme de Neumann:

—-Aug = 0, dans  °Q,
Dug-v = —-B'.y, sur 09, (3.9)
ug = o(l), & Vinfini

Démonstration. Grace au lemme 2.1, [43], ol cette proposition est montrée
pour m = 1, il suffit de montrer que B est dans H™(°Q2) ce qui est équivalent
a montrer que B! est dans (H™(°2))°.

En effet, si B! € (H™(¢Q))>, les conditions de la proposition 3.2 sont
satisfaites pour m + 1 au lieu de m, donc de cette proposition on a u €
H™+1(¢Q), ce qui implique ( comme pour v ci-dessous ) que Du € (H™(°Q))3.

Prouvons que B! € (H™(¢2))3. Soit B(zo,m0) C Q, I(z0,70) la transfor-
mation Kelvin, et on note w = I(zo,70) () U {zo}. Soit v = j * ®, avec *
I’opérateur de la convolution. Il est clair que les composantes de B! sont des
combinaisons linéaires des éléments de la matrice Dv. Or, si v € (H™+1(¢Q2))3,

T‘ -~ -~ s
en notant ¥ : w — R® telle que v(z) = Iz Dx |1"J[£'], & = I(zo,70)(2), grace &
= To
I’égalité suivante:
r T — z0|0;; — 2(% — 20)i(Z — T0)j .. & — g .
Dofa) = o[l colbi— 7 0)il® = 20)i 1) ; Ov(x)],
|$ = xﬂl rg ?'D

on a Dv € (H™(°Q))° et par conséquent B! € (H™(°Q))3.
Donc, il ne reste qu’a prouver que v € (H™*1(¢Q2))3. De (2.11), ¥ satisfait :

3
r
~Av = —C2 _j0l(zg, 1) =: f, dans w,
g © [e0uTo) =: f (3.10)

o = wvol(zg,ro), sur  Ow.
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Du fait que j est & support compact, on a f € (H™!(w))3. D’autre part, par
des résultats classiques concernant la convolution ( voir, par exemple [5], [19],
[35] ), on a v € (H™*(R%))3, donc v o I(zo,10)|ow € (H™/?(8w))3. Alors,
de (3.10) on déduit ( voir, par exemple [5], [19] ) que & € (H™!(w))3, ce qui
prouve que v € (H™+1(¢Q))? et finit la démonstration. O

Soit © donné par (1.1), 2, resp. I, la fonction définie par (1.2), resp. (1.3),
et construisons les fonctions u et B:

07! = Upeo- H™H(°22(6)), (3.11)
u: :
0 — ug(g), donné par (3.9) pour Q = Q(0),
01 = -1 H™(¢2(0)),
. Usco-: H™(2(0) 30
0 — B(60) = B' + Du(9).
Comme dans le chapitre précédent, on construit les fonctions E et M :
E, M:0' 3R, E=FEoQ, M=moS—my, (3.13)
et on considere le probleme suivant :
Trouver 8 € ©, M(6*) =0, 3U C © ouvert, 0> €U : (3.14)
VéeUu, M(0) =0 => E(0) <E(9). '

Le probleme d’existence et de régularité du probleme (3.14) est toujours
ouvert. Nous supposons que le probleme (3.14) admet une solution 8* € O~1
et on s’intéresse a trouver numériquement un #; qui approche 6*.

Si on note L le lagrangien :

L:0O7'"xR—R, (4,A)—L(,A)=E(@®)+AM(I), (3.15)

sous condition de dérivabilité de L en 6, de (1.62) on a la condition nécessaire
pour 6*:

L'(0%): =E'(0") + A*M'(6") =0, M(6*) =0. (3.16)

La méthode numérique qu’on va utiliser pour résoudre (3.16) est la méthode
de Newton, donc il est nécessaire de calculer la dérivée premiere et seconde de L.

3.2 La dérivabilité par rapport a la forme.

Dans cette section, on va étudier la dérivée par rapport a la forme de u(6),
resp. L(6, A), donné par (3.11), resp. (3.15).
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3.2.1 La dérivée par rapport a la forme de la solution du
probléeme de Neumann a ’extérieur.

Soit # € O~ et on consideére le probléeme suivant :

—Au(f) 0, dans °§2(0),
{ Du(0) - v(6)

g, sur T(0), (3.17)
u(d) = o(l), a Ilinfini

Les résultats de la proposition suivante sont classiques. Ils donnent une repré-
sentation intégrale de u(f) et Du(6).

Proposition 3.2 Soit g € H™ %/2(I'(9)). Alors, il existe une unique fonction
q € H™3/%(T(0)) tel que:

u(6)(z) :/r(a)q(y)Q(w,y}dy, z € °Q(0), (3.18)

est l'unique solution dans H™(°S2(0)) de (3.17). La fonction q est l'unique
solution dans H™~3/2(T'(0)) de:

0®(z,y) , Lg b
0@) =2 [ a)gurtyiv=-29(@), = €TO). (319)
Si g € C2(I'(9)), a €]0,1[, alors Du(f) € (C*(L'(8)))> et:
Du(®)(z) = ~5a@W(O@) + [ o) Dbz, )dy, (3.20)
r(6)

ot l'intégrale est comprise au sens de la valeur principale de Cauchy.

Démonstration. Pour m = 1, la résolution de (3.17) avec une représentation
intégrale de simple couche est donnée dans [39], ot il est montré aussi que ¢
est la solution de (3.19).

L’expression du Du(#) au bord est montrée, par exemple dans [10], [39].

Donc, il reste & montrer que, u() € H™(°2(6)) pour m > 1.

En effet, de (3.17) et des résultats classiques de régularité, voir par exemple
(5], [19], il découle que la fonction u() est dans H7.(°2(#)) ( jusqu’au bord
I'(6) ), donc u(f)|r(s) € H™=12(1(9)).

On note w = I(zq, 7o) (“02(#)) U {zo} et soit i1 : w — R la fonction telle que
u(f)(z) = iz 0$0| u(6)(&), ¢ = I(zg,ro)(z). Alors, de (2.11):

Au(f) =0, dans w\{zo}.

D’autre part,on a lim |z — zg|u(8)(z) = ro- lim u(8) o I(zo,70)(z) = 0. Alors,
T—x0 T—T0
de la proposition 16, [15] on obtient :

{ Aii()
u(o)

0, dans  w,
u(f) oI(zo,ro), sur Jw.



78 Chapitre 3

Comme u(8) € H™ 1/2(T'(8)), il est clair que @(6)|s, € H™ /?(dw). Donc,
par des résultats classiques de régularité ( voir, par exemple [5], [19] ), il
découle que u(f) € H™(w), ce qui prouve que u(f) € H™(°Q2(F)). o

La dérivabilité de la solution du probleme de Neumann a l'intérieur est
étudiée, par exemple dans [37] et [52]. La proposition suivante donne la dériva-
bilité de la solution du probleme de Neumann & I’extérieur. Elle se montre
en utilisant la méme technique que celle utilisée dans la démonstration de
la proposition 2.9. Donc, par 'utilisation de la transformation de Kelvin on
se ramene a un domaine “intérieur” borné. Remarquons que le probleme de
Neumann a l'extérieur se transforme en un probleme a l'intérieur du type
—A(+) = 0 avec condition au bord du type Robin ( Neumann plus Dirichlet ).
Alors, la premieére partie de la proposition qui suit se démontre en utilisant
le théoreme des fonctions implicites, tandis que 'autre partie se prouve en
utilisant le lemme 2.1, [51] et le théoréme 3.1, [52].

On rappelle que 7 est le prolongement de classe C* & support compact de
70671 donné, par exemple, par le lemme 6.37, [19].

Proposition 3.3 La fonction 7 — u(@ + 7) o (Iy + 7) est dérivable en zéro
de © dans H™1(°§2(0)), ou 7 est comme dans la proposition 2.9.

De plus, la fonction u est localement dérivable en 0 ( au sens de la définition
2.5 ), de © dans H™(°Q2(0)) et u'(0)(&), sa dérivée en 0 dans la direction &,
est donnée par:

-Au'(6)(&) = 0, dans °$2(0),
Du'(6)(&)-v = DB(6) -6V v)
0*u() , 0B (3:21)
L (V'y)( 61:(2}4- % -v), sur TI'(0),
u'(0)(¢) = o(1), a l'infini,
ot V=600, v=u(0) et § est l'opérateur gradient tangentiel:
b = Do — (D v(0))¥(6), ¥ ¢ € C'(T(6)). (3.22)

Démonstration. Elle est tout a fait analogue a celle déja faite pour le probleme
bidimensionnel ( voir la proposition 2.9 dans le chapitre 2 ).

Donc, il existe zo € §2(0 + 7) et 19 > 0 tels que pour tout 7 € ©
assez petit, B(zo,r9) C (0 + 7). Soit u(f + 7) la solution de (3.9) pour
Q=Q@O+r7), et u(r)(g) = Iii—ozt:tﬂu(9+ 7)(z), © = I(zo, r0) (&). Donc, on a

_le |& — zo|Q(7) = 0. Alors, de la proposition 16, [15], on a:
T—rz0

—Au(r) =0, dans w(r): = I(zg,r0)(*Q2(O+ T)). (3.23)
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Quant a la condition au bord pour @(r), on note #(7) la normale unitaire au
bord ¥(7) : = Ow(T), orientée vers I'intérieur de w(7). Il est facile a vérifier que :

o(7)(&) = O(&) - v(0 +7)(2), z=1(z0,70)(2), Z€7(r),

ou O est une matrice orthogonale, donnée par (2.8). Ceci permet d’obtenir la
condition sur (7) pour u(r):

Da(r) - #(r)= Di(z2ou(@ +1)(z) - 7(0)
(:'f: -— .I'o) » 5’(?‘) -

=————1(7)

|2 — zo|?

3
s (B! v(0+7)) o 1(z0,70)-
Donc, sur y(7) la fonction u(7) satisfait une condition du type Robin:

Ch(r, (7)) + C(r, Di(r)) + Ci(r) : = %—1&(?) + Di(r) - ()

o (Bl -v(0+ r)) o I(zg, ro) = 0. (3.24)

'Jf'

[& - zol®
Comme dans la proposition 2.17, on considere la transformation :
I(zo,r0) o (In + 7) 0 I(zo, 7o) =: IN + V (7),
et soit F la fonction définie autour de (0, u(0)):
D(F) c © x H™!(w(0)) — H™ ' (w(0)) x H™'/2(7(0)),
P o) = Cu(Dov+VEN™ - DUDN + V()™ - DF)),
Ch(r, ) + Ch(r, [D(Iy + V(r)]™" - DD) + C}(r)).

Comme dans la proposition 2.9 on a que F est de classe C'! autour de (0, 1(0))
et que pour @ € H™ (w(0)):

F(0,8(0) = (0,0),  F5(0,0(0))(®) = (— Aw,Ch(0, ) + Ch(0, D).

Or, on peut montrer que F? (0, 1(0)) définit un isomorphisme de H™+!(w(0))
dans H™ ' (w(0)) x H™~/2(~(0)). En effet, prouvons d’abord I'injectivité. Soit
alors, w € H™*!(w(0)) telle que:

—~Aw =0, dans w(0), et Ck(0,@)+Cx(0,Dd) =0, sur v(0).

Or, H™(w(0)) € CY/2(w(0)). Alors, si w(z) = 0 0 1(zo,r0)(2):

IRERET]

—-Aw = 0, dans °Q(6),
Dw-v(@) = 0, sur T(0), w=o(l), al'infini
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Grace a la proposition 3.2, w = 0, donc w = 0.

Prouvons la surjectivité de w — F;(0, u(0))(@).

Soit (g, h) € H™ ' (w(0)) x H™ '/2((0)). Il suffit de trouver une fonction
w € H™(w(0)) satisfaisant :

—Aw =il dans w(0),
ChL(0,%) + C%4(0,Dw) = h—Ck(0,g*®)
“ i C‘QR((]:D(Q*(I)))'} sur 7(0)1

ot ® est la solution élémentaire du laplacien, donnée par (2.36). Si on pose a

o

nouveau w(z) = w o I(zg, ro)(z), on trouve que w satisfait :

|z — @0l
([ —Aw = 0, dans °$2(6),
1-3
Dw-v(f) = m(h—(ﬁ;(o,g*@)
~CH(0,D(g+®))) ol(zo,r0),  sur T(0),
w = al) a linfini.

Il est clair que la donnée ( ci-dessus ) au bord est dans H™~'/2(T'(6)). De la
proposition 3.2 il découle I’existence de w € H™+1(¢€2(8)), solution du systéme
ci-dessus, donc @ € H™!(w(0)).

Alors, du théoreme des fonctions implicites il existe une unique fonction
7 — 0(7), définie dans un voisinage de 7 = 0 dans H™*!(w(0)), de classe C'
et satisfaisant F'(7,9(r)) = (0,0). Du fait que F(r,u(r) o (Ixy + V(7))) =0 et
de I'unicité de la fonction (), on obtient o(7) = u(7) o (Iy + V(7)).

D’autre part, grace a la relation :

o

|z — o

il découle la premiére partie de la proposition.

De la dérivabilité en 7 = 0de 7 — a(7)o(In+V (7)) de © dans H™*+!(w(0)),
comme dans le lemme 2.1, [51], on peut montrer la dérivabilité locale de u en
0, de © dans H™(w(0)). Ceci montre alors, la dérivabilité locale de u en 8, de
© dans H™(°$2(0)).

Pour obtenir les.conditions pour u’()(), on remarque qu’on a:

u@+r)o(Iy+7) = u(r) o (Iy + V(7)) o I(zo, r0),

|- =0l

{ u’(6)(6)(") 0 —(0)/(¢) o (o, o) () dans °Q6) et
AW'(0)(€) =0, dans w(0).

Alors, la condition Au’(6)(€) = 0 découle de la deuxieéme équation ci-dessus
et de (2.11).
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Quant au comportement de u’(#)(€) a I'infini, il suffit d’utiliser la premiere
équation ci-dessus et le fait que @’(0)(€) est de classe C'* dans w(0).

Enfin, du lemme 2.2 et de la dérivabilité de u(0+47)o(Iy+7)en 7 =0,de ©
dans H™*1(£2(0)) nous permettent d’affirmer que les conditions du théoreme
3.2, [51] sont satisfaites. Ce théoreme donne alors la condition de u’(8)(¢)
sur I'(#) ( en utilisant des résultats de dérivation par rapport a la forme de
I'extension intrinseque de la normale, donnés par exemple dans le théoreme
1.1, [52] ).

3.2.2 La dérivée premieére et seconde de L. La symétrie de la
dérivée seconde.
On écrit la fonctionnelle L sous la forme:

L(0,A) = %Ll (8) + oLa(6) + pLa(8) + AL4(0), (3.25)

avec:

LO)=- [ B0, L) = P@E),

Q(0)
Lg(g) = /nwx]g,dl‘ 3 L4(8) = n(gw — My.

Les deux propositions & suivre donnent la dérivée premiere et seconde de L.
La proposition 3.4 est prouvée aussi dans [43].

Proposition 3.4 Soit § € O~'. Alors, la fonctionnelle L est dérivable en 6
de © dans R et pour € € ©, L'(0)(€), la dérivée de L en 0 dans la direction €,
est donnée par:

HNGES

(132(9) + oH(0) + pz3 + A) (v i u(B))dI‘(G], (3.26)
NORY:

ouV =£€6007", v(f) est la normale extérieure a T'(0) et H(6) est la courbure
moyenne de I'(0) donnée par:

N
H(0) = Zé;v,-(ﬂ), ( la divergence tangentielle de v(0) ). (3.27)

=1

Remarque 3.5 On retrouve a l'aide de (3.26) que l'annulation de la dérivée
premiére donne bien la condition d’équilibre (3.5).

Démonstration. On va dériver séparément les termes de L.
(i) Soit 7 € © et 7 le prolongement de classe C* de 70 6~!, comme dans le
lemme 2.6. Si 7 € © est assez petit on a:

L _/ B2(0 +7)de = — | B2(0+7)o0 (I +7)|D(ly + #)|dz.
cQ(0+7) “Q(0)
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Grace a la proposition 3.3, on a que 7 — B(0 + 7) o (Iy + 7) est dérivable
en 7 = 0 de © dans H™(°2(f)). En tenant compte du lemme 2.2, il découle
que B(#+ 7)o (Iy+ 7) est dérivable en 7 = 0 de © dans H™~1(°€2(6)). Alors:

LO© = -2 [ BO-(BO+7)o M +9) 0@

— | B?*(0)tr(Dé)dz. (3.28)
eQ(0)

Or, d’aprés le lemme 2.1, [51], on a aussi que B(6+7) est localement dérivable
en 7 =0 de © dans H™~2(°€2(0)) et que:

(B(@+7)0(1+7)) (0)(€) = B(6)(€) + DB(6) -£.

En tenant compte de la décroissance a 'infini de B’(8)(§) et V, et puis en
intégrant par parties, on obtient :

Li(0)(€) = -2 [ B(6)-B'(9)(f)dz
eQ(4)
— | DB?*®)-€dz - f B?(0)tr(D€)dz
Q2 (8) eQ(0)
= - iv(B?(0)€)dz = 4 -V T é
= cmg‘f (B2(6)€)d /ml? (9)(1/ (9))d ; (3.29)

parce que en tenant compte de (3.12), (3.3) et (3.4) on a:

B(0)-B'(0)(¢)ds = | B(0)- Du'(0)(€)ds

<Q(0) Q(0)
= [ dio(DB(8))u'(8)(€)de + / (B(e) -y(e)) u'(8) (€)dz = 0.
Q(0) r(6)

(ii) Pour le terme Lo, dans [20] il est prouvé que:

10 = [ svide = / SOV -v0)i, (3.30)

3
ou &; est la i°™¢ composante du gradient tangentiel, et 6;V; = Z &;V;.
i=1

(iii) Pour le terme L3, si 7 € O, on remarque d’abord que:
Lz(0+7) = f (z3 + 73)det[D(Iy + 7)]dz (3.31)
2(0)

= / (z3 + 73)a(r)dz, (3.32)
Q(8)

ou Iy est la transformation identité et a(7) = det[D(Iy + 7)]. Il est clair que
a(t) est dérivable, de © dans Cf“l(IRN), parce que a(7) est polynome en les
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composantes de D7. Donc, il suffit de trouver les dérivées de la fonction a.
D’une part, on a ( voir, par exemple [37], [51], [52] ):

(det[D(Iy + 7)])(0)(€) = tr(D€),  ([D(Ix + 771 (0)(€) = —[DE],

ol “tr” est la fonction trace. D’autre part si £&,7 € © et &, resp. 7 est le
prolongement de classe C* de £ 0 8~!, resp. 70 6~! ( le méme prolongement
que celui de 70871 ):

a(r+€&) = det[D(Iy+748)]=
= det[D(Iy + )] det([DIn] + DE - [D(Ix + 7)]71).

Donc, on obtient que:

d(r)(€) = det[D(Iy +7)] tr([D(Ix + 7)) - [DE)),
a'(0)(€) tr[Dfﬁ], ) (3.33)
a"(0)(&,m) = te[DE) tx[Di] - tr((DE) - [DA)). (3.34)

Donc, la dérivée de Lz par rapport a 6 est:
BO© = [ (éa©+ad0))ds
Q(0)

= /me) (V3+x3t.r(DV])dx=ﬁ[6T3(V-u[8)), (3.35)

apres avoir fait une intégration par parties.
(iv) Finalement, pour le terme Ly, du fait que:

Li(0+7)= /‘.z(egz(r]d:c, (3.36)

de (3.33), on aura:

L4(0)(6) =/ tr(DV)dz =/ (V—v(ﬁ))d[‘(ﬂ) . (3.37)
Q(60) (6)
ce qui avec (3.29), (3.30) et (3.35) prouve la proposition. a

Le théoréme suivant donne la dérivée seconde par rapport a 6 de L.

Théoréme 3.6 Soit @ € O~'. Alors, L est par rapport a 0 deuz fois dérivable
( au sens de Gateauz ) de © dans R et L"(6,A)(&,n), sa dérivée en @ dans la
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direction (£,7), est donnée par:

)(%132 + %)(v V) (W -v)

- 1[ (V-av-w+u-aw-v+v-5u-w)132
2 Jr(o)

LeNED = 5[

" Du'(6)(€) - Du'(6) (n)
=Q(6)

% @ f 6V (6W:) = SVi&; Wi + (v - V) (v - ;W)
r(6)

+ p Vatr(DW) + Watr(DV)
Q(0)

+ ] (pm3+A)(tr(DV)tr(DW)—tr[DV-DW)), (3.38)
Q(0)

ouv=vd), H=H(O) etV =E00!, W=mn06"1.

Démonstration. On va trouver séparément les dérivées de Ly, Ly, L3, Ly.
(i) Soit 7 € ©. Comme 8+ 7 € O~ ( pour ||7||e suffisamment petit ), de la
proposition 3.4 on a que la dérivée premiére de L; en 6 + 7 dans la direction
&, est une intégrale sur I'(6 + 7):

L} (8 + 7)(€) = /Wr B0+ (V(r) - w(0+7))dr(6 +7),

ot V(7) un prolongement de classe C* de £ o (6 4 7).

La proposition 3.3 nous permet d’affirmer que L} (6 + 7)(§), comme une
fonction de 7, satisfait aux conditions du théoreme 5.1, [51] ( concernant la
dérivabilité d’une intégrale portant sur le bord d’un domaine ). Alors, en ap-
pliquant ce théoreme, on obtient que:

UOEn = [ 00+ 0+ G0

= [ 2B-BOMV -
r'(6)
e B2(V/(0)(n) v — V - 6(W - ) )dT(9)

oB? oV
201/ . o8 2.9V
+ /rw] (MB2(V ) + —(V -v) + BY(o )
(W - v)dI'(6), (3.39)
ol on a utilisé le fait que ( voir, par exemple [52] ):

g0y _

PO )= -6 -v), =

0, sur I'(6).
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( avec #(7) le prolongement intrinseque de (6 4 7), voir, par exemple [52] ).
Avec LY(0) écrit sous cette forme, on ne peut pas déterminer si L} (6) est
symétrique. Pour cela, on va faire une série de transformations qui reposent
sur l'intégration par parties sur le bord I'() ( voir, par exemple [19], [20] ).
Soit V = (V4,--+, V) et on note DV et 8V les matrices DV = [D;V] et
0V = [6;Vi]. Alors, sur I'(#) on a:
Vi

V'(0)(n)-v = —(DV-W)-v=-y;DV;-W = —1;(6V; + Eu]-W

= —(6V-W)-v-— (g—Zv)(WV) (3.40)

D’autre part, du fait que la matrice v = [§;1;] est symétrique ( voir, par
exemple [20] ), on trouve que:
V-6(W-v) = V- (oW, +Wiby) = v (§W; - V)4 (V - 6v;)W,-
(W -V).v+V. v -W. (3.41)
En comparant les trois derniéeres équations (3.39), (3.40) et (3.41), il résulte
que pour prouver la symétrie de LY (#), il suffit de démontrer que le premier
terme dans (3.39) est symétrique par rapport & V et W ( ce qui est équivalent

a la symétrie par rapport a £ et 7 ).
Si on note ce terme ¢y, on a les relations suivantes:

h o= B(6) - D' (0)(n)(V -v) = B(6) - 6u’(0)(m)(V - v)
I'(6) T'(6)

= [ a(w@mBOV-»)
r'(6)

= / u'(8) () (B;(ﬂ]é;(V W)+ (V- U)J;B;(G))
r(6)

== [ W O(B-6V 1) + (V- )(6B!+EDu(6)),
r(6)

ou ci-dessus on a fait une intégration par parties sur I'(f) et on a utilisé (3.4).
Or, on a aussi les égalités:

d%u d*u
5£D£u — D;;u—»u;ijj;u=Au—W=—w,

b aB! aB!

&B! = D;B} -vwD;B! =D-B' - N e
Alors, en utilisant (3.21), on obtient que:
d*u B!
e — " . . —_— . e —_—
= -/I‘(B} 3 (7})(}3(9) O et} —CF VJ(BVQ i v V))

i - f ur(m(n)%p Du'(6)(€) - Du'(8) (n).
T'(0)

v <Q(6)
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Finalement, de I'expression de t;, de (3.39), (3.40) et (3.41) on obtient:

2
vOEn = 5[ (8 + 5 )09 )

- 1[ (v-6V-W4v-6W -V +V.év-W)B?
r'(6)

2

= Du'(6)(§) - Du'(6)(n), (3.42)
eQ(0)

ce qui donne une expression de L] symétrique en £ et 7.
(ii) Pour trouver L (8), on fait référence a [20]. Pour tout £ € © on a:

LI(6)(&,€) = fr (EJ(fs,-m)z —SViEVi+ (v - &V) (v 5;V).

Donc, pour &, 77 € © on obtient :

1(0)(€,7) = fr o BVDEWE) = VWit (v 55V) (-5, (349

ou selon 2,7, on a la somme de 1 & 3.
(iii) Quand aux dérivées secondes de L3 et Ly, on reprend les formules trouvées
dans la démonstration de la proposition 3.4, plus précisément les relations
(3.32) et (3.36).

En tenant compte de (3.32), (3.33) et (3.34) on a:

soEn) = [ (& O0)+ i a0+ a"OE)
Q(0)
= f Vatr(DW) + Watr(DV) +
Q(6)
23 (tr(DV]tr(DW] —te(DV - DW}). (3.44)
De I’équation (3.36), en procédant de la méme fagon que ci-dessus, on aura:
LoEn = [ oEn
Q(0)
L f (sx(DV)x(DW) - te(DV - DW)), (3.45)
2(0)

ce qui avec (3.42), (3.43), (3.44) prouve le théoreme. o

Remarque 3.7 Dans (3.21), qui donne Du’(0)() - v(0), le membre a droite
de la deuziéme équation contient, a priori, la dérivée seconde selon la normale
de u(0). En fait, on n’ utilise qu’une forme variationnelle et donc faible.
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Il se lrouve qu’aprés quelques intégrations par parties sur le bord I'(0), la
forme faible du Du'(0)(€) - v(8) ne dépend plus explicitement de la dérivée
seconde selon la normale de u(9).

Aussi, dans Uezpression de L"(0), il y a des intégrales portant sur ()

2

ou sur §2(#), ainst que le terme f B {8)

r(s) v ()
conde selon la normale de u(f). Sous cette forme, on retrouve la propriété
de la symétrie de la dérivée seconde, mais d’autre part cette forme n'est pas
convenable pour des calculs numériques. Pour pouvoir utiliser L” dans des ap-
plications, en faisant quelques intégrations par parties convenables on trans-
forme ces termes en des intégrales sur I'(8).

qui fait intervenir la dérivée se-

(i) Pour Du'(8)(€) - v(6) de (3.21), si ¢ € C}(T'(8)) on a:

[ epw@)©) v = [ B+ Du@)-57-»)
r'(6) T(6)

5 /r(s)’*"(v'”)( 3(29) (DB'-v)-v) =1~

ot v =v(0). La premiére intégrale I, s’écrit:

Iy = @(B! + D;u(6)) - &:(V - v)
r(o)

= f @(V - v)(B! + Diu(6)))
r(6)
L fm)(v -v)(Bi + Diu(9)) - 8ip - fm) @(V -v)5(B} + Diu(6) )

=- Hop(V - v) (B} + Diu(8))v; —f (V- v)(B' + Du(f)) - 6¢
r'(6) r(6)

L j oV - ) (D,-,'u(ﬂ) — (DD;u(6) - v)v; + D; B! — (DB} -v]v;)
r'(6)

—f (V- v)(B + Du) - §¢p

r(o)

—/ ¢(Au(®) = v-D*u-v+ DB~ (DB'-v) -v)
r'(6)

=ﬁf (V.- »)(B' + Du) - 8
r(6)

+ frw)v(z)tvov)(v-Dzu—w(DBI—v)-v)v

ce qui donne:

[ epu@)@-ve)=- [ (v-Be)-s (3.46)
(o) r'(6)
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C’est cette forme qu’on utilise pour le calcul de Du'(0)(€), qui ne demande
que Du(6).

(ii) En utilisant la formule (3.46) :

Du'(8)(€) - DU/ (6)(n) = fr 5 VOO

Q(6)

= [ w-»B©) sO)E
(6

= [ -n)BE) 5@
r(6)

2
(iii) Pour le terme] ¢b )

———=, on remarque d’abord que:
r'(0) v ()

oB%(0)
] 2B(6) - DB(6) - v
N 2(31 +Du(9)) - (DB' v+ D*u(8) -»).
Pour la i®™¢ composante de (D*u(f) - v) on a:

(D*u(0) -v)i = DiDju(®)v; = (8Dju(6) + (DD;ju(6) -v)w; )v;
= Siu(0)v; + 8 ((Du(b) - v)v; )v; + (v - D*u(®) - v)us

= ( u(f)) - v+ 6;(Du(0 )-u]v_?-%
(Du(6) - v)v;6iv; + (v - D*u(f) - v)y;

= 5(Du(®)-v) + (Du(®) -v) 36,2 + (v D*u(b) -
=—6;(B' -v) + (v- D*u(f) - v)v;.

Done, on aura:

%B; = 2(B" + Du(6)) - (DB' - v — 6(B" - v)).

On peut écrire aussi, que :

0B?
dv

= 2(B'+ Du(f))- (DB'-v—D(B'-v)+ D(B" - v)v)

2(B' + Du(f)) - (DB' -v — D(B' - v))
2(B' 4+ Du(6)) - (DB' - v — DBjv; — B} Dy;). (3.47)
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Or, du fait que D A B! = j ( voir, par ezemple [43] ), on aura :

DgB = D B-Z)UQ —f— (.D;;B} r— D]Bé)b’;;
'{(DBI V= DB;UJ} = DLB D‘ZB )f/[ + (DgB% — DgBé)Ug,
(DB} — D3B})v; + (D,Bj — D3Bj)v,
Java = Java
= Javr — Jiva
Jive — Ja1
= jAw

Comme on s’intéresse auz valeurs au bord T'(6), si on suppose qu’on a supp(7)N
Q(0) = ¢, de (3.47) on obtient :

oB? 4
Y T —2B" - v -B(6), sur T'(6). (3.48)

(iv) Pour le deuziéme terme de L75(6), en faisant quelques intégrations par
parties, on aura :

f 23(DiViD;W; — D;ViDiW;)
Q(0)

:/ $3V}(Djwj‘ui - D,‘ijj') - /Iﬂ(DjoDixa = D£Wij$3)
I'(0) 2(9)

= / 23Vi(0;Wv; — 6;Wv;) + Wa(V - v)
r

(6)

— | Vste(DW) + Wstr(DV)
Q(0)

Done, on obtient :
Lg(g) (&mn) = /( : IgV;(éjov; - 5‘5WJV,§) + W3(V V). (349]
r(6
(v) Pour L{(0), en faisant la méme manipulation que pour L5(6), on aura:

LA(0)(€, 1) = /r o VWi = 6). (3.50)

3.3 La méthode numérique.

Comme dans la section 2.3, si 8* € O~! est une solution du probleme
(3.14), de la proposition 1.26 il existe A* € R tel que (8%, A*) satisfait I’équation
(2.27). D’apres le théoréme 1.23, on déduit que résoudre (2.27) est équivalent
a résoudre (2.28).
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Pour résoudre numériquement (2.28), on va utiliser la méthode de Newton
avec ’algorithme donné par (1.73). Pour obtenir une approximation (¢}, A})
de (1*, A*), solution de (2.28), on va appliquer I’algorithme (2.51), donc on a
besoin de calculer Fj, et Fj, des approximations de F et F’, ol F est comme
dans (1.71).

3.3.1 La discrétisation. Quelques résultats préliminaires.

On va approcher le bord I'y : = 8Q et I'(6), par une surface linéaires par
morceaux ( voir, par exemple [39] ). Soit Qy, -+ ,Qn, n € N, des points sur I'g
et :

P
Fo‘h = U A(quQijjs)’

=1

ot A(Qj,,Qj,,Qj,) est le triangle de sommets @Q;,, @;, et Q;;. Une telle
construction de I'g ; est donnée, par exemple, dans [39].
Concernant cette discrétisation I'g ;, de I'g, on suppose que:

E <C, ot h: =max{diam(A(Q;,,Qj,,RQi:), 7 =1, ,p}, (3.51)
J

oli p; est le diametre du plus grand cercle inscrit dans A(Q;,,@;,,@;;) et C,
une constante indépendante de h et j ( voir, par exemple [39] ).
Sur [y 4, on construit la base ¢;, i=1,--+ ,n:

{ ¥; : Ton — R, linéaire sur tout A(Qj,,Qj,,Qjs),
%i(Q;) =&, 4,5=1,++,n.

Avec vy, on note une approximation linéaire par morceaux de vy, la nor-
male unitaire a Iy :

(3.52)

vor =) vo(Q;)¥;- (3.53)
j=1

Pour ) € C*(I'), on note 8 = Iy + %up. Soit T', I’approximation de I'() :

Ty = Qi+¢(Qf)VB(Qi)) iz]—)"‘!n!
5 (3.54)
Ln = Ujz A5, 25, 25)-
Avec T}, on note les triangles de I'y.
Sur I'y on introduit une base de fonctions linéaires par morceaux:
e :T'y =R, ei(z;)=26j, i,j=1,n, linéaire sur tout Ty, (3.55)
Vi =span{ ey, -+ ,e, }. '
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Le vecteur v(8) est approché par v :

n

vh =) v(0)(z;)e;. (3.56)

J=1

Finalement, on note ¢ la fonction de classe C*, définie dans Ur (g), voisinage
assez petit de I'(#) ( voir, par exemple [19], [39] ):

¢ :Ur@) = T'(0), ¢(z) = projpg(2), (3.57)

et avec ¢, on note la restriction de ¢ a I'y, qui est une fonction inversible.
Concernant la fonction ¢ et ¢y, on donne sans démonstration les deux lemmes
suivants, prouvés dans [39] ( la proposition 4.4 et le lemme 4.6 ).

Lemme 3.8 On suppose que (3.51) est vérifié et que T'(0) est de classe C*.
Alors:

sup{ || D% — D®In|lcoer,y, Th } < Ch*1||D2g|co,
sup{ |Jacr(4;") = Lllco¢ry, T} Ch?*||D*¢||co,

IA

ouly(z) =2, T =¢(Th), a € N3, |a| < 1 et Jacp(-) est le jacobien tangentiel
( voir, par ezemple [51] ) donné par:

Jacp(-) = [[D()]™ - v(6)Jac(),

avec (%) un prolongement de classe C* quelconque de (-).
Lemme 3.9 Soit xp, yp dans T'y et @ = ¢d(xn), y = ¢(yn). Alors:

Cilzn — yul < |2 — y| < Calzn — ynl,
l|lzh = yal? = |z — y|?| < CR*zh — yul?,

ot C, C; et Cy, sont des constantes qui ne dépendent que de T'(6).

Pour la preuve du lemme suivant, voir par exemple [10], [32].

Lemme 3.10 Soit I'(f) un bord de classe C*. Alors, il existe une constante
Cy = Cy(T'(9)), telle que pour tout z,y € I'(6) :

v(6)(2) - (z - y)| < Cile — yI*. (3.58)

Corollaire 3.11 Soit ® la solution fondamentale du laplacien donnée par

(2.36). Pour z,y € T'(0) on note gf((;;’(z]] = D, ®(z,y) - v(0)(z). Alors:

aé(x,y]
v (0)(z)

Ch
= lz-yl

(3.59)
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On remarque que le lemme suivant, en une forme plus compléte, est prouvé
dans le chapitre 4 ( voir lemme 4.2 ).

Lemme 3.12 Soit T'(#) un bord de classe C?, x; un noeud de triangulation
de T'p, S; = ¢(Sin) avec Sin = {Th,Th > z;} et Ty un triangle de I'y. Alors,
pour h assez petit, il existe une constante Cy = Cy(I'(0)), telle que:

/S_ I_x?% < Ch. (3.60)

Démonstration. Soit (y1,¥2,y3) = (¥/,ys) le systéme principal des coor-
données lié au point z; € I'(#), comme dans le lemme 1.17. Comme I'(f) est
de classe C?, il existe une boule By (r;) C R? et u € C*(BL.(r;)) telles que S;
est présentée comme le graphe de u.

On note S] = {y' € By, (ri), (¥, u(y’)) € Si}. 1l est clair que |y’ — z}| <
|y — z;] < h, pour tout y' € S}. Alors, si h < r;:

dy / /2 dy
< 1+ |Du(y’
/s,lx—yl_ s;( IDu)I’) ly’ — i

<+ ||Du||%)”2f B e
- @ By, (b 12 =¥/

2 (1 + || Dul%0) '/ ?h,
ce qui prouve le lemme.

3.3.2 L’analyse de l’erreur de ’approximation au bord, du
gradient de la solution d’un probleme de Neumann a
I’extérieur en R.

Dans cette sous-section on va étudier I'approximation au bord I'(6) de u(6)
et Du(#), donné par (3.18) et (3.20).

L’erreur de I'approximation des équations intégrales avec la méthode des
éléments finis est étudiée, par exemple, dans [12], [13], [30], [39], [44], [45], [57]
etc.

La particularité de (3.19), d’une part est que I'opérateur intégral corres-
pondant n’est pas symétrique. D’autre part, ( et surtout ) ici on ne discrétise
pas seulement ’espace ot est posé I’équation intégrale, mais on discrétise aussi
le support de cet espace ( I'erreur géometrique ), c’est-a-dire le bord I'(8).

Soit alors € O, V : = C%(I'(#)) et on note:

A: V=V,
L 00(z,y) (3.61)
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Soit V} donné par (3.55) et Ay : Vj, = Vj avec Ay, =1— K, ou:

Kpqn(z;) = 2[ w(y) —=——=dy, x; noeud de T'p,
(i) rh\g’_h(y) 02

i (3.62)
Knqn =Z thh(x,-)e,-.
i=1

L’introduction des opérateurs Kj et A, est exigée du fait que sur I'y, le
noyau de I'opérateur K n’est pas intégrable.
Alors, pour g € V, on cherche a trouver ¢, € V4, solution du probleme :

n
Angh =295, gn=Y_g(ziei. (3.63)
i=1

Comme V), est de dimension finie, résoudre (3.63) est équivalent a résoudre :

Angn(z)ei(z) = —2/ gr(z)ei(z)dz, i=1,-+,n. (3.64)

Ty Th

Pour montrer l'existence de qn, on utilise ’équation (3.63), tandis que dans
les applications, on résout (3.64) en utilisant une méthode d’éléments finis. Ce
choiz est dii au fait que pour résoudre (3.21) on a intérét d’utiliser une forme
faible ( voir la remarque 3.7 ).

Quant a 'erreur ||g — g 0 qb;l |[co, on a la proposition suivante :

Proposition 3.13 Pour h assez petit, ['équation (3.63) admet une solution
unique dans Vj,.

En plus, pour tout e €]0,1[, il existe deuz constantes Cy = C(¢,T'(0)),
Cy = Co(T'(0)) telles que:

g = gn o8 lleorey < Crh'~“llgllcoqr(ey)

i (3.65)
+ Callg — gn o8 llcoqr(ay)-
La démonstration de la proposition se fera plus tard.
Quant & u(#), on approche par uj : I'y = R donné par:
un(er) = [ ax(@)®(en)dy, o € T (3.66)
h

Pour trouver une approximation de Du(#), soit = z; un noeud de discré-
tisation, T la tangente a dS; et v = v A 7. Puis, on sépare l'intégrale de
Du(f)(z;) en une intégrale sur I'(6)\S; et en une autre intégrale portant sur
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S;. En faisant une intégration par parties pour la deuxieme intégrale ( voir,
par exemple [10] ), on obtient:

Du)(e) = ~gae(e) - [ gw)DB sy

+ [ (M )a(s) - 8a))0(e )y

- [ v awee - [ a5

On remarque, par exemple en utilisant les lemmes 3.10 et 3.12 au début de
cette section, que les intégrales sur S; sont de I'ordre h. Alors cette forme de
Du(0) suggere de définir:

i 1
Dru(@) = ~5an(@)vn@)~ | an(uw)Dy@(ai 1)y
n\Sin
) —fs Vi (Yn)qn (yr) @ (i, yu)dyn, @i noeud de T'y, (3.67)
ih
Djpu = ZDhu(xs)esa
\ =1

avec v;: = vy A Th, OU T, est un vecteur qui a.pproche Tt

Th = Z T(z;)e;, sur 0Si. (3.68)
J:JG@S.';,

Le théoreme suivant donne ’erreur de I’approximation de u(6) et Du(6):

Théoréme 3.14 On suppose que g € C'(I'(8)). Alors pour tout e €]0,1[, il
existe Cy = C(€,I'(0))) et Cy = C(I'(F)), telles que pour h assez petit, up, et
Dpu donnés respectivement par (3.66) et (3.67) satisfassent:

[[u(8) — ux o ¢ llcor(ey) + [1Du(8) — Dru o ¢} |coray)
< (3.69)
C1h'~\lgller(r(ey) + Cal Inhlllg — gn © 85 llco(r(ey)-

3.3.2.1 Démonstration de la proposition 3.13.
On construit I’opéfa,teur A, de V sur lui-méme:
AniqeV o Apg: = An(godn) o gyt €V, (3.70)
et admettons d’abord qu’on a:

lim [|A ~ A4llv = 0. (3.71)
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Alors, il est clair que:

» =1 S =,
lim [JA5(A = An)|lv = 0

Par conséquence, pour h suffisamment petit 7 — A=1(A — .Zlh) est inversible,
avec I 'opérateur identité. D’oti:

Ar=AJ-A"Y(A-Ap),

est inversible ( comme une composition de deux applications inversibles ).
Donc:

AlqeV, Awg=-2gr04¢;",
ou bien Apqn, = —2gs, avec g, = q o ¢y, ce qui prouve ’existence et I'unicité
des solutions de (3.63).

(i) Maintenant on va prouver (3.71). Pour cela, I'idée principale est de faire
un changement de variable pour transformer A,¢ en une intégrale sur I'(8).

On va distinguer deux cas:
(i.1) Soit = € I'(#) noeud de triangulation (z = 2;). Alors, on obtient:

(A= dnate) = 2 [ o) et

0%(z,y) 34’(%%))
+ 2 / ( - d
ronst O\ ave)  omle) )
99 (z, yn) =
+ 2 f ——=11 = Jac d
o0 ey (1~ Jaer 67 )y
= L+1L+ 15,
olt S; = én(Sir) et yn = ;' ().
En général, pour estimer les intégrales du type (-) — (-)x, on utilise les
lemmes 3.8 et 3.9 ( technique utilisée, par exemple, dans [39] ). Puis, par un
changement de variable, on passe sur un intégrale dans un domaine du plan

tangent a I'(#) en z, comme dans le lemme 3.12.
Alors, pour I, en utilisant le corollaire 3.11 et le lemme 3.12, on a:

|| < Chllg]lv. (3.72)

Pour I3, en utilisant le corollaire 3.11 on remarque que / |z —y|~'dy < C
L(0)\Si

(en utilisant la méme technique que celle dans le lemme 3.12 ). Puis en utilisant

le lemme 3.8, on obtient:

T3] < Ch?|lqllv. (3.73)
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Le terme I, s’écrit sous la forme suivante :

v(z)- (2 —y)lz — g’ —va(2) - (2 — )|z —yI° iy

Iy = @
& T(O)\S: |z = yPle — ynl3
T(O)\S, le -yl
v(z) - (& —yn)(1z = yal> = |z = yI°)
+ C dy,
r(e)\s? y |z — y[3le — yal3 “

parce que pour 2 = z; on a v(z) = ().
En utilisant les lemmes 3.9 et 3.10, et en projetant sur le plan tangent,
comme dans le lemme 3.12, on obtient :

d
1ol < CHlalv [ s < Chllly. (3.74)

rO\S; |

Donc, de (3.72), (3.73) et (3.74), pour & noeud de triangulation, on a:
(A= An)g(2)| < Chllgllv- (3.75)

(i.2) Soit maintenant z € I'(f). On va prouver que pour un tel z, on a une
estimation comme dans (3.75). On note zj, = ¢; ' (z) € T} et soit T}, le triangle
qui contient . Avec z; on note les noeuds de T},.

Du fait que Kxg: = Kp(qo¢p) est linéaire sur T}, on a:

Ii'hq(x) = Kp(qgo én)(zh) = chfih(q o ¢p)(x;), avec ZCJ =1

J

Alors en utilisant (3.75) et le fait que pour ¢ € V, Kq € C'~¢, avec ( voir, par
exemple [10] )

1K qllcr-¢reey) < C()llgllcorey, € €]0,1[,

on obtient que:

(4= Ag(z)| = I(K = K)a(a)
< | X erate) - Kale)|+ | Y ei(Ka - Kng)(z;)
< CORlgllv +C|(Ag ~ Ang) (=)
< CON v, (3.76)

ce qui avec (3.75) prouve que:
A= Aillv < C(e)h'~%, € €)0,1[. (3.77)

Donc, (3.71) est prouvé.
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(ii) Maintenant, on passe a la démonstration de (3.65).
Soit ¢ la solution dans V de Ag = —2¢. De cette équation on soustrait
I’équation (3.63) et on obtient:

Alg—gnod;!) = —2(g— grod;') — (A— Ar)(gn o 83 1).

Or, PPopérateur A est linéaire inversible dans V', voir, par exemple [10]. En
plus, grace aux théorémes 3.4 et 6.16, [32], 'opérateur A~1 est borné. Donc:

lo=anodilv < 147 v (llo - gno 65 llv + II(A = An)aw o 45Iv)
< Clig = gnodi'llv +Cle)h'“llan o ¢ |Iv
< Cllg—gnodillv +
C(e)h'llgllv + C(e)h'“llg = gn 0 85" Ilv,
ce qui prouve (3.65). O

3.3.2.2 Démonstration du théoréme 3.14.

On va estimer d’abord :
(i) la différence u(f) — uy 0 ¢;".

Pour z,y € T'(#), on note 2} = qb;l(:c) et yp = qu,:l(y). Dans ’expression
de up(zh), on fait le changement de variable, en utilisant la fonction ¢, et on
passe en une intégrale sur I'(#). Alors on a:

u(6)(z) — un(en) = 2/1:{8)(?(9)“%(%))' o

x -y

1 1
+ 2 [ o) (i~ )
+ 2/”3%(%)(1-JaCr(qb;l(y))) 4y

) |zh — ynl
= h+L+1s.

Le terme I; est le potentiel de simple couche de densité ¢ — g, o (b;l, donc
( voir, par exemple [10], théoréme 2.12 )) il se majore:

|| < Cllg = gno g3 llco-

Pour l'intégrale I3, en utilisant le lemme 3.9, le théoreme 2.12, [10] ( pour
majorer 'intégrale sur I'() de |z — y|™! ), on obtient:

_ llz — y| = |zn — yall
Ll < llaso st f dy
1| I w llo r'(6) |z = yllzh — yal
o d -y
< Rlgn 0 67 lloo f % < CB\gn o 5 lon-
r) e =yl
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Enfin, pour 'intégrale I3, il suffit d’utiliser le lemme 3.8 et la majoration pour
le potentiel de simple couche, comme pour I, et I5. Donc:

[I3] < Ch?||qn 0 ¢} ||co < CR*(|lgllco + llg — gn © ¢5 [|co)-

Alors, en réunissant les estimations obtenues pour Iy, I et I3, on obtient:
1(8) ~ w0 65 lloo < C(1la — a0 67 llon + Rllgllcn)- (3.78)

(ii) Maintenant on passe dans I’estimation de Du(f) — Dyuo qb;].

(ii.1) @ = @; est un noeud de I'y.
On fait le changement du variable y, = ¢, (y). Alors, on a:

Du(8)(a) - Dru(e) = —3(s(e) - an(2))e)

- / (q(y)Dy@{:c,y) - qa(yh)Dy*P(x,yn)JaJcrw;’(y)))dy
r(0)\S

I

(/ qu(y)Q(y)q)(x,y]dy—f I”f:(yk)q}l(yh)@(:ﬂ,yh)dyh)

Si aslh

4

[ (e - 50w) 2, v)ay
Si

- [ st Ty

— —(I1+fz+f3)+f4—f5. [3.79]

Pour l'intégrale I, de fagon évidente on a:
11| < Cllg — gn o ¢} lco- (3.80)

Pour les intégrales I4 et I, en appliquant le corollaire 3.11 et le lemme 3.12,
on obtient :

d
[+ 15l < Clllor | % < Chlal. (3.81)

|z -yl

Donc, il reste a estimer les intégrales I, et Is. On sépare 'intégrale I en
quelques termes dans lesquels il apparait la différence () — (-)4 et la différence
des éléments des surfaces:

Bo= [ (00) - 60) Dyt vt

a1 () (Dy®(2,y) — D,@(z,yn)) +
an (yn) Dy® (2, yn) (1 = Jacr (65" (1) ) dy = Iy + Iz + s
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De (2.37) on a j |Dy®(z,y)|dy < C/ |z — y|~2dy. Alors, en projetant
T(6)\S: L(6)\Si
dans le plan tangent a I'(f) en z, comme dans le lemme 3.12, on obtient:

] D, ®(z, y)ldy < C|1n h|. D'ot:
rONS,

[I21] < C|InAlllg = g o 85 ||co- (3.82)
Pour le terme Iy, en utilisant le lemme 3.9 on a:

AU~y
r |z — y[?

1 1 1
ar (|:c P - yhr*) (=~ )
h2 O(l]

|z — y|3’

Dy®(z,y) — Dy®(z,yn) =

d’ou, en intégrant sur I'(0)\S;, comme dans le lemme 3.12, on obtient :

[122| < Chllgnl|co- (3.83)
Pour 'intégrale I3, du lemme 3.8 il découle que:

|I23| < CR®*|In Al||gn|co, (3.84)
et par conséquence de (3.82), (3.83) et (3.84) on obtient :

|52l < C(IInlllg = gu 0 ¢ llco + hllgllco)- (3.85)

Il reste a estimer le terme I3. Comme 05;, est une courbe linéaire par
morceaux, soit z; = zj(t), t €]0, 1[ son équation ( |z;| < Ch ). Donc, on a:

OSin ={ zn(t), t€[0,1[}, 0Si={z=¢nozl(t), t€[0,1]}.

Alors:
= 1 - Q‘(y qh(yh) z’
Ia = -/0 (U( | yll ] | _yhllhl)dt
= fo (Vr(y) - v;{[yh)) |~'f(—y)yl]z’| +yg(yh)wlz,l
! A (un)n{on) (|1‘ i y| = th]) 11+
+ vz(yh)% (12| = |24]) dt

= Isi+ I+ I3z + 134, o0t yp = 2z(t), y = dn(yn). (3.86)
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Du lemme 3.8, on a:
W —vp| S wAT—wp Amp| S C(lv = wa| + |7 — m]) < Ch,

ce qui donne:

o

De fagon triviale, ( en utilisant le lemme 3.9 ) pour I3, et Is3 on a:
|Zs2| + [ T33] < C(llg = gn 0 85 lleo + 72 [lgnllco)- (3.88)
Pour estimer I34, il suffit d’appliquer le lemme 3.8:
1z = [zl < 12" = 2| < |(¢n 0 2m)" = 2| < C|Dgy - 2, — 23|
< C|Dén—1||z;] < Ch?,

( avec I la matrice identité ) ce qui donne:

= Chllglico- (3.87)

\Taal < Ch(llallco + llg — an © 85 lco ) (3.89)
Donc, de (3.86), (3.87), (3.88), (3.89), on obtient :
13| < Chllallco + llg = ax © 85 llco). (3.90)
Finalement, pour & noeud de I'y, de (3.80), (3.81), (3.85) et (3.90) on obtient :
|Du(6)(z) = Dyu(z)| < C(hllgller + | nhlllg —gn o ytllcs).  (3.91)

(ii.2) Soit maintenant z € I'(#). On raisonne comme dans la démonstration
de la proposition 3.13. On note ¢, = (ﬁ;l(:c) et soit T}, le triangle dans T'y,
contenant x. Avec z;, on note les noeuds de T}.

Du fait que Dyu est linéaire dans T, il existe ¢; € R tels que EJ- c;=1let
Dpu(zy) = Z Dyu(z;). Alors:

|Du(6)(z) — Dyu(ay)| ‘ch(Du ~ Du(6)(z;)))|

| > ci(Pu(®)(e;) - Dau(ay)))|

< C()h'*|lgller-« + C|(Du(8)(z;) ~ Dau(z;))l,

parce que de [10], pour ¢ € C1(T'()), Du(f) est dans C1~¢(I'()) et on a la
majoration :

1Du(6)llc1-<(r(a)) < Ce)llalllcr-<(ray),
pour tout € €]0, 1[. La derniére estimation avec (3.91) donne:
IDu(8) = Druogitllce < Cle)h'(lgllcr-c
+ C|Inhlllg = gn 0 85" ||go,

ce qui avec (3.78) et la proposition 3.13, finit la preuve du théoréme.

(3.92)
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3.3.2.3 L’approximation de Du(f) et Du'(0)(£) au bord.

On a ces deux algorithmes pratiques.

1. L’algorithme pour approcher Du(#) au bord, est:
L.1. On trowve gy = }i_, gje;, solution de (3.64) avec g = —B!.y(0).

2.1. On calcule Dyu donné par (3.67). o

2. L’algorithme pour approcher Du’(6)(w;vp) au bord, est:
1.2. Pouri=1,+»,n?

2.2. Faire 1.1 et 2.1 avec g = —Du'(0) (o) - v(0) ( voir (i), la remarque
37):

3.2. Dpu' = Dju.

3.3.3 La solution numérique. L’analyse de complexité. L’ana-
lyse des résultats numériques.

Pour appliquer I'algorithme (1.73), il reste qu’a trouver F, respectivement
F|, approximation de F donné par (1.71), respectivement F'. On remarque
que la fonction F est construite a partir des fonctions E et M données par

(3.13).

3.3.3.1 Le calcul de F},, approximation de F.

On calcule Fj par:

Pouri=1,---,n:
. Ly
Firlt) = (~2-]3;1 + oty + pr3+ A) (e,-vo‘,:,, . uh)dI‘h, (3.93)
T'n

Fr(n+ 1) = m(2) — mo,

ot Hj, est une approximation de la courbure #(0) de I'(f):

3
Hy = Zéj[vh)ja ot vy = ((Vh}h (¥n)2, (Vh)s)- (3.94)

3.3.3.2 Le calcul de ¥}, approximation de F'.

En tenant compte de (ii),(iii),(iv) et (v) de la remarque 3.7, pour calculer
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.7-';1 on a la formule suivante :

[ Pouri,j=1,+++ ,n:
o % 1
f};(z,j) = 5 /e;ej ('HHBQ ~ 2B dup, - Bh) (Vo,h “vp)(vo,h * Vh)
'y
1

— § -/I: (ej (Vh g 6(eivﬂ‘h) 2 Vo‘h) + e'-(yh . 6(ejv0,h) ‘ Uﬂ,h)'l"
h
eie;(vo,h - OV, ‘Vo.h))Bi
- / ei(von - v) (B - Dput)
Ly
* 0/[‘ (5p(efyo’h)?’5?(efuo-h)P — bp(eiv0,n) 04 (€jv0,1)pt
h
(Vh - 84 (eivon)) (vh - 84 (ejb'o,h)))

+ Pf eie;j(vo,1)3(vo,n - vh)
Ty

b [ (At praleitvon)s (n)y ulesvonls = @iy dy(estons)

Pouri=1,--+,n:
Fipli,n+1) = Fp(n+1,1) :/ ei(von - vh),
'y
Fpln+1,n+1) =0, (3.95)

ot la somme selon p, ¢ = 1,2, 3 est sous-entendue.
Une fois Fj et F} calculés, on peut utiliser 'algorithme (2.51) pour cher-
cher une solution approchée de (1.72). a

3.3.3.3 L’analyse de complexité et de résultats numériques.

Dans le chapitre 2, on a fait une analyse compléte de ’algorithme de New-
ton (2.51). Dans le cas de la dimension trois, I’analyse de la complexité est la
méme, sauf que pour le calcul de Dju, la matrice (3.64) n’est plus symétrique.
Par conséquence ( voir, par exemple [9], [21] ), la complexité de la solution

de (3.64) est gns. Alors, la complexité globale d’une itération de Newton en

dimension trois ( en tenant compte de (2.52) ) est:

3/2 0%+ (2+04(1) + Ou(1) + O(1) + ou,u)n?f’a) n? flops, (3.96)
alors que la méthode du gradient ( remarque 2.16 ) est de complexité:

1/3 n® + (1+O,¢;(1)-I-O,_‘(l))'n2 flops, (3.97)

ce qui montre que pour n grand, ces deux méthodes deviennent ( pour le coit )
comparables, tout en ayant 'ordre de convergence différent. o
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Dans les exemples qu’on va présenter, la fonction densité du courant j est
une somme des mesures de Dirac portées par des courbes de dimension un.

1. Dans ce premier exemple, ( les figures
I'ic. 3.1-FiG. 3.5. et le tableau TAB.
3.1. ), on a pris ces données initiales:
n = 466 pour la partie a gauche (n = 722,
& droite ), mg = 5,0 = 1.0, p = 1.5 et
Ao = —0.5.

On rappelle que n, resp. np, est le
nombre des noeuds, resp. des triangles, de
la surface ['), et [ est l'itération courante.

Dans le tableau ci-dessous, comme dans
le cas deux dimensionnel, on présente
les valeurs de |0 — ¥il2, L4l =
|[Fn(ly-+yn)|2 ( les n premieres coor-
données de Fj, ) et |[M,y].

Les couleurs, de bleu a rouge,
montrent I’évolution du module du champ
magnétique au carré, |B|%

1@, 3.1. La forme initiale.
La fonction j est supportée par
les cercles horizontaux,

[T T en = dilz | 1Fa(L,n)]2 Mal T U ] [un =il | 1Fa(ln)]2 | [Ma]
1 0.28160745 0.538742 0.000015 1 0.25110406 0.372630 0.000002
2 (0.18938252 0.063276 0.067681 2 0. 16177495 0.042990 0.068132
3 0.06923706 0.042G613 0.095329 3 0.07439711 0.011917 0.05G6972
4 0.04567913 0.010282 0.002560 4 0.044 14708 0.004039 0.002251
5 0.03178702 0.007892 0.000G690 5 0.02783905 0.003162 0.000682
6 0.02448614 0.006620 0.000131 6 0.02026516 0.002739 0.000240
7 0.02172659 0.006003 0.000040 T 0.01508798 0.002484 0.000101
8 0.01944490 0.005557 0.000011 8 0.01145004 0.002307 0.000040
9 0.0171L7505 0.005230 0.000003 9 0.00881417 0.002172 0.000021
10 0.01495014 0.004965 0.000007 10 0.00684 190 0.002062 0.000010

TaB. 3.1. n =466, np = 928;

1a. 3.2. Itération 01.

n =722, ny = 1400.

Fia. 3.3. [tération 02.
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I'1a. 3.4. [tération 03.

Dans le tableau TAB. 3.1. on remarque que 'erreur
dante a n = 722, est presque 2 fois plus petite que I’

I'ta. 3.5. [tération 15.

Fi(L,n)|z correspon-

erreur correspondante

a n = 466. D’autre part, cette erreur devient presque constante & partir de
la 8°™¢ jtération, ce qui prouve que lalgorithme a pratiquement convergé a

partir de la 8°™¢ itération.

2. Dans cet exemple, les I'1a. 3.6.-Fi1G. 3.10.
et le TaB. 3.2., on a fait des simulations
numériques en absence de la gravitation. Les
données initiales sont: n =466 (et n = 722),
mo =4/3m, 0 =1.0,p=0et Ag = —0.5.

La fonction j est supportée par les cercles
horizontaux et les couleurs, de bleu & rouge
( comme dans Iexemple 1 ), présentent
I’évaluation du champ magnétique B2,

Dans le tableau TaAB. 3.2 ( dans le tableau
TaB. 3.1. aussi ) on observe la diminution de
’erreur, quand le nombre des noeuds n aug-
mente.

['1G. 3.6. La donnée initiale.

[T [ 1en =il [1F(Ln)le | IMal [T [ [on —dile [1Fa(Ln)l2 | [Ma] |
1 0.72464585 0.506796 0.000013 1 0. 79813778 0.349310 0.000009
2 0.39700067 0.068806 0.164546 2 0.4637947 1 0.052956 0. 158894
3 0.11678660 0.020280 0.127760 3 0.14462113 0.021486 0. 146246
4 0.06837911 0.009383 0.005774 4 0.07486272 0.008213 0.010342
5 | 0.04069978 | 0.005969 | 0.001559 || 5 | 0.03381169 | 0.003964 | 0.002706
6 0.02568707 0.0038441 0.000529 6 0.01478958 0.002432 0.000614
T 0.01691918 0.002684 0.000235 7 0.00651443 0.001780 0.000177
8 | 0.01156871 | 0.002033 | 0.000115 || 8 | 0.00292313 | 0.001450 | 0.000057
9 0.00815278 0.001638 0.000052 9 0.00251385 0.001242 0.000026
10 | 0.0058G6782 0.001378 0.000032 10 0.00212407 0.001090 0.000010

TaAB. 3.2. n =466, nyp = 928;

n =722, np = 1400.
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I'1a. 3.9. I[tération 03. I'1G. 3.10. Itération 15.

3. Les données initiales pour cet exemple, F'iG. 3.11.-F1a. 3.15. et TaB. 3.3.,
sont: n = 466, mg = 4/3mw, 0 = 0.5 p = 1 et Ag = —0.5. La forme initiale est
une boule, comme dans F1G, 3.1.

LU en =il | IFa(tn)la | IMal ] ) -
1 0.550346136093 | 0.18274675 | 0.00000858 > == =
2 0.363416433334 | 0.03846094 | 0.14281559
3 0.234483063221 | 0.01779965 | 0.14949131 ’ :

4 0,166946530342 | 0.00816778 | 0.02791786 yxe /

5 || 0.099322676659 | 0.00461759 | 0.01086760 a i ]
6 0.047078490257 | 0.00309315 | 0.00307322 ay
¥ 0.020525963977 | 0.00248215 | 0.00065947 ;

8 0.014611248858 | 0.00217972 | 0.00006342

9 0.011999816634 | 0.00199168 | 0.00003862

10 0.009782091714 | 0.00185390 | 0.00002670

TAB. 3.3. n=T722; ny = 1440. FiG. 3.11. La forme initiale.
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IF1a. 3.14. ltération 03. I'1G. 3.15. [tération 15.

Remarque 3.15 On finit ce chapilre par quelques remarques concernant les
résultats numériques ci-dessus.

1. En général, la méthode de Newlon se caraclérise par une convergence qua-
dratique. Pourtanl, dans les résullals numériques présentés ci-dessus on voil
que la convergence n'est pas quadratique. Celte convergence est linéaire, comme
elle est présentée dans les figures I'iG. 3.16. et I'1G. 3.17.

Nous pensons que 'écart de la convergence quadratique est di au fait que
Fu, resp F}, est une approvimation de F, resp. F'. En [ail, on observe le
méme comportement de convergence que celui dans le chapitre 2, en dimen-
sion deuz. La seule différence est que la constante C' des figures I'1G. 3.16. el
['1G. 3.17. est plus grande que celle de la figure FiG. 2.3. en dimension deux.
Ceci est lié, pensons nous, au f[ait qu’en dimension deux l'ordre de l'approxi-
mation (= h* ) est supérieur a celui de la dimension trois (= h'=° ).
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I'ta. 3.16. L’évaluation de "G, 3.17. L'évaluation de
C = |higr,n = Yil/|0in — 5| pour  C = |thigr n — f|/[tbi,n — 5| pour
les données du TAB. 3.1. les données du TaB. 3.2.

2. D’autre part, due a Uapprozimation du probléme de Neumann, en général,
F, n'est pas la dérivée par rapport a la forme de Fy, donc au meilleuwr cas Fj
approche la dérivée par rapport a la forme de Fy,. Or, dans ce cas on n'oblient,
en général, qu’une convergence linéaire, voir la remarque 1.32.

On remarque que dans Uexemple de la minimisation du périmeéetre dans le
chapitre 1, F; est exactement la dérivée par rapport a la forme de Fj,. Dans ce
cas, on oblienl une convergence quadralique.

3. Une question liée a ces simulations numériques est: “quelle est Uerreur de
Uapproxzimation du domaine 2"

Certes, qu’il est classique de montrer que si L"(0*) satisfait la condilion
de la proposition 1.27, alors Uerreur de Uapproximation du domaine 2(6%) est
de Uordre h'=< ( Uerreur de Uapprozimation du gradient ). Numériquement,
dans les TAB. 3.1. et TAB. 3.2. on observe d’une part que Uerreur |F), (1, n)|s
est de Uordre h el d’autre part, si h se diminue alors Uerreur |Fy(1,n)]y se
diminue avec le méme rapport que h.

Hatih
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['ic. 3.18. L’évaluation de [1G. 3.19. L évaluation de |Fp(1,n)|2
| Fn(l,n)|2 du TaB. 3.1. du TAB. 3.2.

Dans les deux figures F'1G. 3.18. el I'1G. 3.19. on présente donc ’évalua-
tion de Uerreur | F,(1,n)|2, et le rapport de |Fy (1, n)|2 @ droite ( n=722) avec
ce G gauche ( n=466 ) des tableaux TaB. 3.1 et TAB. 3.2.
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3.3.4 Annexe.

Dans cette sous-section on présente un exemple qui montre que, quand
les données initiales ne sont pas “convenables”, alors la méthode de Newton
diverge.

Ainsi, dans I’exemple suivant, les courants électromagnétiques sont trop
forts, ce qui implique une évolution du domaine de fagon & ce que les triangles
deviennent tres allongées. Ceci implique des erreurs numériques de calcul et
Palgorithme diverge.

['1a. 3.20. La forme initiale. ['ta. 3.21. Itération 02.

1@, 3.22. [ération 04. I'1a. 3.23. [tération 06.

Fia. 3.24. Itération 08, ['1G. 3.25. [tération 10.
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['1G. 3.26. [tération 12.

: .
P \
7 '\._\
YA ., N
/ e X, ©
Lf 7 AN
\ I / ] ; /
ol ..’J A} »
Ny I
N b Do

\\ (¢ . Lz
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['ta. 3.28. [tération 15.

Waa Wy
=

['1G. 3.30. [tération 17.

['iG. 3.27. ltération 14.

'ra. 3.29. [tération 16.
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Chapitre 4

Estimation C% au bord du

gradient de la dérivée par
rapport a la forme, de la
solution d’un probleme de
Neumann en RS,

4.1 Introduction. Le résultat principal.

Ce chapitre est consacré a I’étude de Du’(6), le gradient au bord de la
dérivée par rapport a la forme de la solution du probleme de Neumann en
dimension trois, avec u(f) donné par (3.21). On remarque qu’il s’agit du prin-
cipe de Saint Venant pour le gradient d’un probleme de Neumann ( voir, par
exemple [34], [41], [56] ).

L’estimation qu’on va établir justifie la fagon selon laquelle on calcule ce
gradient en dimension deux ou trois, et qui permet de réduire considérablement
le cotit du calcul.

Théoriquement, le coit du calcul d’une approximation de Du’(#) est donné
dans b.1.3, la sous-section 2.3.3 pour le cas de la dimension deux et dans la
sous-section 3.3.3 pour le cas de la dimension trois. Il est de 'ordre de n? flops,
avec n le nombre de noeuds. Avec I'estimation qu’on va obtenir, il devient de
I'ordre de n%t2/3 ( voir la remarque 4.19 ).

On reprend les notations du chapitre précédent, plus précisément de la
section 3.3. Donc, pour % € C*(0Q), soit 8 = 8y + P et on considére u(f).

Sous certaines hypotheses, la fonction u est localement dérivable en 6y, de
© dans H™~1(¢2(6)) ( voir la proposition 3.3 ).

Soit 1, la fonction donnée par:

i e CHOQ) = a): =u(h) € H™(°Q(H)). (4.1)
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Du fait que u est localement dérivable en 6p, il découle que u est aussi locale-
ment dérivable en ¥ = 0, et de (3.21), sa dérivée dans la direction 7 est donnée
par:

( —AW(0)(p) = 0, dans  °$2(6p),
KO puge)-an
4 ° o%u(d) 0B 42)
- 0 (—31}3 - 8_vg -Vo), sur T'(6o).
! w'(0)(n) = o(1), a l'infini,

ot §(+) = (01(:),+++,dn(-)) est 'opérateur du gradient tangentiel donné par
(3.22).

Dans les applications numériques on approche 7 par une somme de fonc-
tions linéaires par morceaux, comme dans (3.52). Ceci suggere d’étudier le
probléeme modéle suivant :

-Au = 0, dans °Q, Qe O,
O = fhmtel, s =09, (43)
u = o(l) a linfini.

ou i € {1,2,3} et 1,  sont & supports compacts petits dans I'.

2 Bl
Il est clair que si on prend f = D;u(8),(=-netg= 361:,(3@ — %To * U,
aprés une sommation pour i = 1,2, 3, on obtient le systeme (4.2). O

Pour la suite on fait les hypothéses suivantes: on suppose que le bord I
est de classe C'? et on choisit un systéme de coordonnées tel que I' soit tangent
au plan { y3 = 0 } a l'origine, et que v(0) = (0,0,1), ol v est la normale
extérieure a I'.

Avec 0 = o(I') > 0 on note une constante telle que I'; = I' N B(0, o) soit
inclus dans le graphe d’une fonction ¢ : { ¥’ = (y1,¥2), V| <o } = R de
classe C?.

Pour h avec 0 < h < @, on note I', = I' N B(0, ). Dans toute la suite de
ce chapitre, on suppose que:

I est de classe C* et T, C {(,¢(¥), |¥| < o},
supp(n), supp(¢) C s, f,neC' (), g, (€C(D), (4.4)
17llceqry = lIllcoqry = 1.

La question qui nous intéresse est: “comment se comporte Du(z) pour z
“loin” de I'p, quand h — 07"

Nous allons répondre a cette question en utilisant une représentation inté-
grale de la solution u de (4.3). En effet, sous les hypothéses (4.4), il existe une
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unique fonction ¢ € C°(T") ( la proposition 3.2, chapitre 3 ), telle que u donnée
par:

u[w):/l_q(y)mx.y)dy, TE *§Y, (4.5)

est solution de (4.3) ( ou @ est la solution fondamentale du laplacien, donnée
par (2.36) ). La fonction ¢ est définie par ( la proposition 3.2, chapitre 3 ):

o) -2 [ at) ety =254 (@), veer, (4.6
ol 6—;5%?)— = D;®(z,y) - v(z).

Pour a € [0, 1[, on note K l'opérateur:

{C"(I‘) = C*(I),
K}

o o ke =2 [Tl er, 0D

qui est linéaire continu ( voir, par exemple [10], remarque 2.8 ). Alors, I’équation
(4.6) s’écrit :
ou

(I - K)g=-25. (4.8)

On note que pour a € [0,1[, K est compact dans C*(I") ( [10], théoréme
2.30 ) et son spectre, dans C*(I'), est dans [—1,1[ ( voir, par exemple [32],
théoréme 10.16 ). Alors, l'opérateur 7 — K : C*(I') — C%(T') est linéaire
continu inversible, d’inverse continu ( voir, par exemple [32], théoréme 3.4 ).
Alors, en utilisant l'identité :

I-K)'=I+K+K+---+ K™+ (I - K)"'K™!, meN,

et en multipliant ’équation (4.8) par (I — K)~!, on trouve que:

= o0 g% gmO% o gy 08
q_—2(5—1;+1§au+ + K Bu) 2(I - K)7'K %" (4.9)

Pour ¢ € C*(I"), @ €]0,1], le gradient Du sur I' est donné par ( voir, par
exemple [10], théoreme 2.17 ) :

Due) = ~34(@)(a) + [ d@)D:B(e, )y, V€T, (4.10)

ol I'intégrale est comprise dans le sens de la valeur principale de Cauchy.
La formule précédente montre que si on sait controler la fonction ¢, un
contrdle de Du est possible. On remarque qu’on a ( voir, par exemple [10] ):

Vaelo,1, VgeC(T) : ||Dullcar) < Ci(eyD)llglloaqry.  (4.11)
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La premiere idée pour estimer ¢ est la suivante: on inverse (4.8) et on
majore brutalement, ce qui donne:

du
av

lgllca(ry < Ca(e, D)II(T = K) 7|

: (4.12)
ce(r)

— >Ch™%, et
dv ca(r)
par conséquent (4.12) et (4.11) donnent, au mieux, ||Dul|ga(ry < C(e, T)A™7.
Cette estimation n’est pas bonne pour z € I, “loin” de T'y.

Alors, on utilise le développement (4.9), ce qui implique ’estimation des

termes du type K"”%. On note Kg—ﬁ(:c] = 2(K,(z) + K2(z)), avec:

0®(z,y) i 0®(z,y)
Bl K@= [ g7y,

Le terme Kj(z) s’estime facilement, par une majoration du type:

|K2(2)] < Cllglloo [ I .

Ty Ix_y|’

Du fait que supp(n) C I'x et |[n]lcoqry = 1, on a que

Ky (z) = ; f(y)din(y)

ce qui nécessite ensuite, I’estimation en fonction de z de I'intégrale.

L’estimation du terme Ki(z) présente plus de difficultés. Pour les = qui
sont ”proche” de I'y, on suit la méme technique que celle pour K;(z). Sinon,
grace a la structure différentielle de fé;n, par des intégrations par parties sur
le bord, pour & “loin” de I'y, :

K@) = = [ ) (S0 + 7)) Ty
- [ 1087 by = K@) + Ko,

ou H est la courbure moyenne de I'.

Le terme Kj;(z) se majore comme K,(z), tandis que Ki3(z) nécessite
0®(z,y)
Y ov(z)

ou
Les autres termes de (4.9), du type K"‘a—-, sont estimés en utilisant
v

’estimation de § , et puis 'estimation en fonction de x de I'intégrale.

d’abord le fait que I{m% =k (Kmhl g—j) et puis en suivant des techniques

analogues a celles utilisées dans ’estimation de K (z) et Ko(z). On remarque
que pour avoir des estimations précises, le bord I' est divisé en trois parties
Tin, T5R et I'?, ot

T'wn = I'NB(0,kh),
I = TN B°0,kh) N B(0,0), (4.13)
r* = I'nB0,0).
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L’estimation des intégrales sur I'*#  qui peut se présente comme un domaine
de “transition” par rapport a la singularité de I'opérateur intégral K, est plus
délicate.

Apres, il se trouve que pour m convenable, || K™ (Du-v)||co est majoré en
fonction de h, ce qui permet d’avoir une estimation du dernier terme dans (4.9),
et donc de q. Puis, essentiellement de (4.11) on obtient une estimation pour Du
sur ['Y : =T'N B°(0,d), pour d comme dans le théoréme ci-dessous. 0

Le résultat principal qu’on va démontrer dans ce chapitre est :

Théoréme 4.1 Soitk > 1, h,d > 0 et o €]0, 1| avec:
h < h(e), 2kh<d<o,

ot h(o) est une constante qui dépend uniquement de o; on suppose que les
hypothéses (4.4) sont vérifiées.
Alors, il existe des constantes C(6n,1,k), C(n,(, k) et C(a) telles que:

I1Dul[garay < C(n,C, k) h2d3+°

1 Inh
b C@O6GH B (g + )

1 Inh
+ C(a)C(n,¢ k) h? (d2+°= + %;—[) | In A|. (4.14)
Les constantes C'(n,(, k), C(dn,n, k) dépendent linéairement en les normes

lI7llcocrys 16mllcoqry et [[Cllcory-

Cette estimation répond a la question concernant I'approximation du gra-
dient Du'(6)(€) ( voir la remarque 4.19 ). Nous vérifions plus loin, sur un
exemple explicite, qu’elle est essentiellement optimale.

4.2 Des résultats préliminaires.

On a le lemme suivant :
Lemme 4.2 Soit k > 1. Il existe une constante Co = Cy(k,T'), telle que:

By el <k

1 dy
i ey, h? 4.15
2Wf1"kh]93—y|_ "\ G el n @)

Démonstration. Soit € I', |z| < 2kh. En projetant sur le plan { y3 =0 }
on aura:

f dy f (14 | De(y)|?)!/? af
Ten 12 =4 = Jiicen (12" = ¢'12 + lo(z’) — @(y')|?)1/2

dy'
1 4+ | Dol 1;‘2/ S
ARG f o =7

IA
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ou avec ()’ on note la projection sur { y3 =0 } de (-). On fait le changement
de variable y' = z’ 4+ 2’ et on obtient :

' !
/ = ,dyfzf ‘11,5/ 4z _ 6rkh.
(y'I<kny 12" = ¥l e+ 1<khy 12'] = Jq12r1<akm) 121

Donc:

g, dy
27 Cin |2‘ = yl

< 3k (1+ [ Dgll2e)/* . (4.16)

Maintenant, si |z| > 2kh, pour y € ['x4 on a 2|z — y| > |z|. Par conséquent :

I 1 1/2 h?
— | ——dy< | dy<C(1+|Dg|%)"* =,
3 Jry oo Y < Tal J,, @ S O U IPellce) ™
ce qui avec (4.16) prouve le lemme. O

Lemme 4.3 Il existe une constante positive C3 = C3(I"), telle que:

‘/1: |$&?y[ <Cs Vzel. (4.17)

Démonstration. L’intégrale ci-dessus est P’intégrale de simple couche avec
densité 1. Alors, il existe une constante C3 qui dépend seulement de I' ( voir,
par exemple [10], [32] ) qui satisfait le lemme. 0

On note B = {y € RV, kh < |y| < o}, N € N. Alors, on a:

Lemme 4.4 Soit k > 1 tel que kh < o. Alors, il existe deur constantes
positives Cy = C4(N) et h(o) telles que pour h < h(e), on a:

1 dy
< Cy|Inh|.
g T < Gl

Démonstration. Par un changement de variable on peut se ramener toujours
dans le cas ¢ = (21,0,-++,0), 2; > 0.

k
a) |z| < 5 Alors, pour y € B*¥ on a |y| < 2|z — y| et donc:

1 dy dy o

< e Y [

Jop v < [ =Cs
< C(~Inh+Ino) < 2C|Inh|,

. 1
sionah< —.
o

b) |z] > > Dans ce cas, on va estimer 'intégrale du lemme en faisant d’abord
un changement de variable, puis on passe a une intégrale dans un domaine dans
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le demi-espace positif et a la fin on change encore une fois de variable ( voir
les points 1.-5. ci-dessous ). Donc:

/ 1 dy / dz (=31 T )
oo —yM P IVE T [y g -z YT AT

= f (-)dz-l-f (1)dz (wvoir 1. —5.)
Zﬂ{21 20} Zr\{zlgo}
dz z
< 9 — o)
2 ./Z" |Z+-§~[N/2|Z—%|Nf‘2 (Z w+2 )

2[ 1 dw
w [+ z|N/2 [w|N/2
+

2[ 1 dw

wnB(o,12l) [w + 2|N/2 |w|N/2

2 / 1 ] (4.18)
W

(0, ly Tw + 2[VP2 [w] V72"

ol on a utilisé:
z

T
(21,23,"' ,3N)+‘2" = ‘("‘211221"'!31'\!) ”_5 )

[a—

2. =z kh§|z+%|50},
3, Z'={z khg|z+§|ga+|m|,zlzo}, Zn{zn >0} c Z,

4. (zlszﬂl'”iz.‘\')ezn{zlso} =2 (—21,32,"‘,2‘{\?]63’1

3 T
5. W={w, 0 |w| <o+ lal, w1+§‘30}.
Prouvons le point 4. En effet, si (21,29, ,2n5) € ZN {z < 0}, alors:
jz+g|§o => |z|50+§—|=0+%-

D’autre part, pour z comme ci-dessus, on a les inégalités:

2

(kh)? < (a4 )24+ 42 o?,

(kh)?

IA

0% -2z - ay,

A
1A

(~n+ )+ B+

T
(kh)? < (ma+ )+ 4ty < (o+]el)?

ce qui prouve le point 4.
Maintenant, on estime séparément les deux derniéres intégrales de (4.18).

2 T
Pour la premiére, on remarque que: |w+ z| > |z| — |w| > |2—i et donc, pour
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h < e~!, on obtient :

/ 1 dw (1)“’!2] dw
B(0,2l) |w + |N/2 |w|N/2 || B(o, 2y |w|N/2

N/2 flel/2
1080, 1)(1%) ; /D PNI2-14,

||

2 2
= 9B, 1) < 5[0B(0, 1)|[Inhl.
Pour la deuxieme intégrale, en utilisant :

T\ 1/2
o+l = (v} +-+wk+20 (0 +3)) " 2w,
et du fait que la fonction s = In(a + o/s), a > 0 est décroissante pour s > 0,

1
pour h < — on a:
5o

/ 1 dw « / dw
wnBe(o,k2l) |w+ z|V/2 |w|N/2 = wnBe(0,12l) |w|N

< 1080, 222 < 1050, )11 < 2080, 1) 10,
ce qui prouve le lemme avec h(o) = min{l/e,1/(50)}. O

Lemme 4.5 Soit k > 1,h > 0 tels que kh < 0. Alors, il existe une constante
Cs = Cs(I"), telle que pour h < h(o) on a:

] 1 dy
R — = < C5|In A|. 4.19
5% Jop Tl < Colln# W

Démonstration. En projetant sur le plan { y3 = 0 } et en utilisant le lemme
précédent avec N = 2, on obtient:

1 d 1 dy'
/ Y < (1+1Dell%) / ——
A —

S 5| a1l TR T
e |z =yl |yl o 12 = V1Y

|In A|,

IN

1/2

1A

Cy (14 ||De||%0)

ce qui prouve le lemme avec Cs = Cy (14 ||Dg.9||éu)”2 /(2m).

4.3 L’estimation de I{m%, i = 1,2,3,4.

Afin de simplifier la présentation, pour toute constante qui va apparaitre
dans la suite on précise uniquement la dépendance de la constante en fonction
des variables 1, C ou k et on omet la dépendance en fonction des variables f, g
et T, i.e. C(0n,(, k) : =C(dn,(,k, f,9,T) ou C(n,¢, k) : =C(n,¢,k, f,9,T).

Remarquons aussi, que la dépendance des constantes sera linéaire par rapport
aux normes C°(I") de 7, 61, ¢, f, g.
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4.3.1 L’estimation de I{g—.
|

On a la proposition suivante:

Proposition 4.6 Soient k > 1 et h > 0 tels que kh < o. Alors, il existe des
constantes positives C(6n,C, k) et C(n,(, k) telles que:

C(dn,¢, k) |z| < kh,
- (n,cchz, la| > kh.

(4.20)

La dépendance de ces constantes en 1, én et (, est linéaire par rapport a leurs
normes C°(T").

Démonstration. On distingue deux cas:
(i) Pour z € ', |z| < kh, en utilisant le corollaire 3.11 et le lemme 4.2, on a:

-Ou(z) (v(z),z—y)
lf( 5 —-II — 4P ‘dy

1
C 0 6 0 0 1] f "_—'“'d
(I f oy llénlicoqry + llglloomylI¢llce(ry) . =g

< C(lI8nllcoqry + lIlicomy) h

et ainsi on obtient la premiere inégalité de la proposition.

<

IA

(ii) Pour z € I', || > kh, en intégrant par parties sur I', on obtient :

K5 = = [ 1) Fem@He) +as) i
@(z,y)
- [, fomta g ey
+[ ()(y}a(()
s JickLishdh; (4.21)

ot H est la courbure moyenne de I'.
Pour I'intégrale Il, en utilisant le corollaire 3.11, le lemme 4.2 et le fait
qu’il existe C'(k) = (k — 1) telle que C(k)|z — y| > |z|, on obtient:

Ll < Clfllerylinlloo [ B oy lllooy f

IA

yl -
z
C(k)llfﬂci(r)||’?||c°(r)m- (4.22)

Pour 'intégrale I3, de la méme fagon que pour I, on a:

I < CliglleoliCliosy fr

IA

AN

h |£ == yl
h2
k)l|§||c°(r)||C||c°{r)|*x—|- (4.23)

IN
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0%(z,y) _ 1 . v(z)-(z—y)

ov(z) ~4r ' |z —y]3

L’idée est la suivante: sur le bord I, v(z) - (z — y)/|z — y|* est de 'ordre

|z — y|~'. Alors, sa dérivée tangentielle doit étre de I'ordre |z — y|~2. Plus
précisément on a:

Pour l'intégrale 15, on a besoin de transformer ¢;

v(@)-(2—-y)  yi(2)6i(e—y); L ol L
el k=P RS
_ vi@ie—y)i ooy o (@—y)idi(e—y);
= Te—yp  MEES0T T

ol dans I'expression ci-dessus la sommation selon j est sous-entendue.
Or, on a aussi:

5,;(I - y)j = —5{5 - viv;, (4.24)
vi(@)di(e —y); = —vi(e)dij + vivjyj(z) = —vi(z) + vivjvj(z)
= —V,-(:r)vj;vj- + vivv; — vivv; + vivv; [:r]
= - (vi(2) — ui(y)) + vivj (vi(z) — v;(y)), (4.25)

ou pour simplifier les notations, on a enlevé la variable y. Donc, on a:

|vj(2)di(z — y);| < 4l|6v||colz — yl,
et par conséquent, on obtient ’estimation suivante:

5 V(@) (3= y)

; 4.26
|z —y[? (4:26)

’ < Af|6v||gory(1 + 3CI)W‘-

Cette estimation nous conduit a:

v(z) - (z — y]‘
Ll < Clflico 0 / e d
[2] < CliflleorylInlleor [ [z — gy
dy
< @ o(T 0 / 3
< Cliflleerllmllcogry o [ U

En utilisant C'(k)|e — y| > |2| et en intégrant sur I, on aura:

1 1/2 h?
———dy < C(k) (1 + || D¢l|%0 —,
A:h |$ — y[2 Y= ( ) ( ” (PHC ) |$|2

Donc, pour z € I', |z| > kh:

h?,
|12] < C(k)”f“C“([‘}”??”C“([‘}Hg':

ce qui avec (4.22) et (4.23) prouve la deuxieme inégalité de (4.20). o
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Proposition 4.7 Soient k > 1 et d > 0 tels que 2kh < d < o et a €]0,1[.
Alors, il existe une constante positive C'(n,(, k), telle que :

2

Jdu h
<C,6 k) e (4.27)

”f D

Ca(rd/2)

ot 4% = I'n B°(0,d/2). La constante C(n,(,k) dépend linéairement en les
normes C°(T') de 7 et C.

Démonstration. De la formule (4.21), on a que:

[inlles (Il Allcolldvlico + l16lco ) + llglicoli¢lles ]

[

Cce(Idf2)
aP(-,
/ 6—(2 dy -}
Ty v(:) Cca(rd/2)
0P(-,y
footles [ o Tpel oy, a9
'y V{) Ca(rd/2)
ot la jéme composante du gradient tangentiel §; est prise par rapport a y.

On note F(z,y) la fonction donnée par F(z,y) = ag)i?:;jy)
(i) Montrons d’abord qu’il existe C’(k), telle que:
Cl(k
IFCs )l gaqrary < Ei—a)* y € Th. (4.29)
En effet, d’abord on a que:
of[v(z) - (x = =
6;‘:F($!y) = [ |$—y|3 y)] +V[.’L') (:C—y)éf([m—yl 3)!

§fv(x) (z—y)] = &vj(@)(z—y)i+v;(@)6(z—y);
= &)z —y);,
parce que v;(z)6F (z — y); = vi(z) — v;j(x)v;(z)vi(z) = 0 (on a omis le signe

de la somme selon j ). Donc, en utilisant le lemme 3.10, on obtient qu’il existe
une constante C' = C(I'), telle que:

- C
|67 F(z,y)| < =P (4.30)

Soit alors ', z" € I'¥2 et y € I'y. On a que:

|F(z',y) — F(z",y)| Cle’ - &"| max{ |67 F(z,y), = € [*? }

I :cnl

dz

INA

|z

IA

C'(k)
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ce qui nous donne:

A 1 B '
g’ — 2" <C(k]

! | ! "
F(e'y) - Fa'y)l _ | €O @ — S lFo@l<d
|mr - EH|Q - C’(k) Cf(k) "
@z’ — z/|-T+a = it 2" — 2| 2 d,
et qui prouve (4.29)
(ii) Montrons maintenant qu’il existe C”(k), telle que:
" (k
16 Dlloaery < S, y €T, (4.31)
On prouve premiérement que:
- C
|67 (6 F' (2, )| < TP (4.32)

En effet, on a que:

vi(z)8:(z — y) (2 = y)idi(z — y);

§iF(z,y) = |:~'-——yI3J - 3u(z) (z—y) EEE
_ v v(lz)i(jg —wis) (de (4.24) )
. (= y)i —v(y) - (2 — y)vi(y)
3v(z) - (¢ —y) Iz — yI°
- a($=y) 5 b(ﬂ:,y)
b [x_y|3+3F(1,y)|$_yl21

avec |a(z,y)|, [b(z,y)| < Clz - y|.

Al

D’autre part, de (2.37) on a 5‘;|'.~: 1y|m < o= g m € N. Alors, en

tenant compte de I’expression de §76; F(z,y), du lemme 3.10 et de (4.30), on
obtient (4.32).

Quant au (4.31), on raisonne comme dans (i). Alors, la proposition découle
de(4.28), (4.29) et (4.31).

4.3.2 L’estimation de [\rng.
L/

En séparant I'intégrale sur I' en trois parties, on a:

0w,  0P(z,y)
P &5(3;) dv(z)

Kz@ i) =

e dy = Iin(a) + I} (z) + 1°(2),
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ol :

Lisld) = fr s )3‘1’( Y 4y, Ty =N B0, kh),
kh

v ov(z)
() = [mka—y( ) Furday, T8 = £ B0, k8) 1 B(O,0)

Plz) = /Kﬁ(y)a?[w))dy, I =T nB*(0,0).

Lemme 4.8 Soient k > 1 et h > 0 tels que kh < o. Alors, il existe une
constante positive C'(6n,C, k), telle que pour Vz € T on a:

h? | 2] < kh,
3

Démonstration. En utilisant le corollaire 3.11, on a que:

=
co(Cin) ITn 12 = Ul

La preuve découle alors du lemme 4.2 et de la proposition 4.6. (=]

du

n(a)| < €| K5

Lemme 4.9 Soient k > 1 et h > 0 tels que kh < o. Alors, il ezxiste une
constante positive C'(n,(, k), telle que:

17 (@) < Cn G, )%, ¥z e, (4.34)
Démonstration. En utilisant le corollaire 3.11, le lemme 4.3 et la proposition
4.6 on a:

C 6’115 d L d

e < & A <c c&)h?] e

dr Jp oyl = ro Y% |z -yl
hz dy
< cm, f K
< CGRI [ SO C ke

ot 0% ( une constante qui ne dépend que de I' ) est absorbé par la constante
C(n,(, k), ce qui prouve le lemme. 0

Lemme 4.10 Soient k > 1 et h > 0 tels que kh < o et h < h(o). Alors, il
existe une constante C(n,(, k), telle que pour x €I on a:

; h|inh|, |z| < kh,
|15 (@)| < C(n, ¢, k) hzunmé. ol > kh.

(4.35)
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kh
Démonstration. Soit z € I', || < —. Comme dans le lemme ci-dessus, en
utilisant le corollaire 3.11 et la proposition 4.6, et puis en projetant sur le plan
{ys=0},ona:

y 1 dy
@) £ ¢ ,,khQ/ —
| ( )l (n,C, k) ik iylz |$—y|
1 dy
g kA2 2 1f2f -
< Cln &R (L+1Delce) ™ |, pmTa— g
<

ol k)hf W o k)hfd_’"<c k)h|Inh|
1?!(! B:h lyflg -— HFC} kh = (??'IC| ) n .

kh o ; 3
Pour 2 € T', |2| > —, on utilise encore une fois le corollaire 3.11, la pro-
position 4.6 et on sépare l'intégrale en deux termes:

1 1
I*h (2 <c,,kh2f —

h? (1 1 )
C(n, ¢, k)— —_— e | 3y,
SR o \BE T e =w1) ¥

A

Pour la premiere intégrale dans les parenthéses ci-dessus, en projetant sur le
plan { y3 =0 }, on a:

1 1/2 1
—dy < (14 ||De¢|%s / ——dy' < C|Inh|,
ot < (4IDelE)” [ oy’ < Clini

tandis que pour la deuxiéme intégrale on utilise le lemme 4.5. Alors. pour

zel, |$]2?,ona:

@] < Cln g kbl
ce qui démontre le lemme. O

Réunissant les lemmes 4.8, 4.9 et 4.10, on a la proposition suivante :

Proposition 4.11 Soient k > 1 et h > 0 tels que:
kh <o, h<h(o).
Alors, il existe deuz constantes C'(0n,(, k) et C(n,(, k), telles que:
{ C(8n,¢, k)h? + C(n, C, k)h|Inh|, |z| < kh

20u

K ay(:c)

IA

(C(61,C, k)R> + C(n, ¢, k)R] In b)) ﬁ ja] > kh.

La dépendance des ces constantes en 1, én et ( est linéaire en leurs respectives
normes C°(T"). o
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Proposition 4.12 Soient k > 1 et d,h > 0 tels que:
2kh<d<o, kh<o e «a€]0,1].

Alors, il ezxiste trois constantes C(én,(, k), C(n,¢, k) et C(e), telles que:

La dépendance des ces constantes en n, én et  est linéaire en leurs respectives
normes C°(T).

ou
2——
ov (e

1
< C(6n,¢ M

+ oo (- S5

K

Ca(pd/?)

Démonstration. Soient d’,d” deux nombres tels que 0 < d' < d" < d et
construisons deux fonctions x1, x2 € C?(T), positives et avec x1 + x2 = 1:

L, si Jzf<d 0, si l|z|<d, )
XI(‘T) h 0, si 'xl Z dll 3 X2($) - l, si I.’L’; Z 4 ( 36)

On a que:

20, Bu,  3B(a,y) du,  89(z,y)
K50 = [urgm g+ [aerge T

On prend d' = d/4 et d" = 3d/8.

On a I} € C*(I'*?) parce que la fonction sous le signe de l'intégrale a
support dans I'yn = ' N B(0,d").

De plus, on a:

<o

dy.
Ca (Fd/2)

oo < [
Ly
Or, comme dans la proposition 4.7, on peut démontrer que pour y € Ign:

g
av(z)

C
d1+a :

Ca (I“d/2) -

Alors, on sépare l'intégrale I;(z) en deux intégrales ( une sur Iy, et Pautre
sur I'*% = TN B(0,d") N B%(0, kh) ) et puis on utilise la proposition 4.6. Donc:

IN

1 h? dy
I1llgarer C (4, C»k)hgfra/nh dy +C(n, ¢, ’%m/r

2
7 |yl
1

[C(6n,¢, kYB3 + C(n, ¢, k)| In A|] Jiva"

IN
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Pour obtenir une estimation C® pour I3(z), on rappelle que 'opérateur K
est continu de C°(T") dans C*(T') ( voir, par exemple [10] ). Alors, en utilisant
aussi la proposition 4.6, on a:

2

K20

h
& < C@CM¢H)

Iallcaqy < Cla) L
cor)

ce qui avec l’estimation pour I;(z) démontre la proposition.

in
ov’

On a la proposition suivante:

4.3.3 L’estimation de K™ m = 3,4.

Proposition 4.13 Soient k > 1 et h > 0 tels que kh < h(o). Alors, il existe
deux constantes positives C(0n,(, k) et C(n, ¢, k), telles que:

2

K ov

< (C(8n,¢, k)R + C(n, ¢, k)h? In h)) | In A|. (4.37)
co(r)

La dépendance des ces constantes en 1, 87 et ( est linéaire en leurs respectives
normes C%(T).

Démonstration. En utilisant la proposition 4.11, le corollaire 3.11 et le lemme
4.5, on obtient :

Ou dy
K2 —(z)| < (C(6n,¢, k)R +C(n, ¢, k)h|Ink /
5| < (Clngpr ) [ A
1 dy
Cé,,kh3+C,,kh2lh/ o ——
( (6n,¢, k) (n,¢, k)R*| In |) e 1yl 1z — ]
< (C(6n, ¢, k)R> + C(n, ¢, k)R In b)) +
(C(én, ¢, k)R°|lnh| + C(n, ¢, k)h* In h[?) |
ce qui prouve la proposition. d

Proposition 4.14 Soient k > 1 et h,d > 0 tels que:
h <h(o), 2kh<d<o e ac€]0l]

Alors, il ezxiste trois constantes C(én,(, k), C(n,(, k) et C(a), telles que:

ou C(a) 1
3¥> v 3
55 g, < COmen (S i)
C 1
C(n,¢, k)R In Al (%‘l+ i +a). (4.38)

La dépendance des ces constantes en 1, én et ( est linéaire en leurs respectives
normes C°(T).
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Démonstration. Comme dans la proposition 4.12, on introduit les deux fonc-
tions x; et o et les deux nombres d’, d”’. Puis, on sépare 'intégrale sur I' en
deux termes: I et I;. En suivant la méme technique celle que dans la propo-
sition 4.12, pour z € I'¥?: =T N B(0,d/2) on a:

c). et

b(-
Ov(z
1
< wwmamv+cmammmmhmgﬂuw

IN

dy
C“(Fd/2)

ou
Kzé;(y)l!

(@)l ga(rarz)

3 2 L / d_y
+(COn. ¢RI +Cln ¢ k) g |28

1

< (C6n, ¢ RH+Cm, W I hl) o

Pour ’intégrale I, encore comme dans la proposition 4.12, on a:

Ju
[12(z)llcary < Cla) X2K2a—
Yileon)
1
< C(a) (C(én, ¢, k)RP+ C(n,¢, k)h?|In h|) 'L
qui avec I’estimation pour I; démontre la proposition. i

Proposition 4.15 Soientk > 1 et h > 0 tels que:
h<h(o), 2kh<oc e ac|01]

Alors, il eziste trois constantes C (61, (, k), C(n,(, k) et C(w), telles que:

La dépendance des ces constantes en 1, 87 et ¢ est linéaire en leurs respectives
normes C°(T).

2

K@V

< C(a) (C(m, ¢, WA+ C(n, ¢, )R In k) | Inhl.  (4.39)
c=(T)

Démonstration. En utilisant le fait que I'opérateur K est continu de C°(T)
dans C*(T") ( voir [10] ), la proposition découle de la proposition 4.13.

4.4 L’estimation de |Dulce.

En utilisant les résultats précédents, on est maintenant en mesure de don-
ner une estimation pour |Du(z)|, z € T4 : =T N B°(0,d).

D’abord, on commence par la proposition suivante, qui permet d’avoir des
estimations pour gq.

Proposition 4.16 Soient k > 1 et h > 0 tels que:

h <h(o), 2kh<oc e ac]|0,1]
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Alors, il ezxiste trois constantes C(6n,(, k), C(n,(, k) et C(e), telles que :

< C(a) (C(6n, &, KA +C(n, ¢, k)| 1n hf) | In A

(- K)xr 2 <
c=(r)

v

La dépendance des ces constantes en 1, 61 et { est linéaire en leurs respectives
normes C°(T).

Démonstration. L’opérateur I — K : C%(I') — C*(I") est continu inversible
( voir, par exemple [10] ). Donc, pour démontrer la proposition, il suffit d’avoir

une estimation C* de K*—. Or, cette estimation est offerte par la proposition
4.15, ce qui finit la démonstration. a

On décompose la fonction ¢ donnée par (4.9):

- _ 26u gt 23u
=0 T4 @1= ' ©2=q o
On a la proposition :
Proposition 4.17 Soient k > 1 et d, h > 0 tels que:
h < h(o), 2kh<d<o, «ac€]0,1]
Alors, il ezxiste trois constantes C(6n,¢, k), C(n,{, k) et C(a), telles que :

C(6n,¢, k)h+ C(n, ¢, k)h|Inhl, |z| < kh,

1
lg2(z)] < C(‘SU,C,k)h?’(m +|In h|)+
of 1 |In A| 2
COm &R (o + g +1InhP), el > kb

1
fdlonrany < Cl@)C(n, 6,0 (s +11nl) +

; 1 Inh
C@C( 6 (ks + IR+ 7).

Démonstration. En utilisant 1’égalité (4.9) et puis les estimations obtenues
dans les propositions 4.6, - -, 4.16, la démonstration de la proposition découle
immeédiatement. : a

La démonstration du théoréme 4.1. Soit ¢ € C*(I"). De [10], on a que
Du € (C*(T))3. On construit ’application :

{C“(F) — (C(D)),
G.

¢ o Gale) = - te(e)ule) + /F (W)D,0(a )y, 40

2
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Soient d’, d”, x1 et x2 comme dans la proposition 4.12, avec d' = d/2 et
d" = 3d/4. Comme 'application G est linéaire :

Du(z) = G(q1)(2) + G(x142)(2) + G(x202) (), =z €T, (4.41)

parce que Y2q1 = 0.
On estime les trois termes de (4.41).

(i) Pour le terme G(q1) on inteégre par parties sur le bord T le terme avec 7.
Alors, pour z € T'¢:

Gla)@) = = [ (Fom+900)D:3(,v)dy

'y

= -/ n(y)<f(y)w(y)%(y)+5if(y))Dx<I>($,y)dy

Th

- | 7 wsD0 0y + [ cwowDia(e, vy
Comme G(él) est une intégrale sur I', on a que G(g;) € C*(I'%). Donc:
IG@)lloaeey < [Inllce (I7leo19¥lico + 7 llcr ) + icllcellglice] -
[ D0 loaady +

Illcoll fllco /F 16: D2 (-, ) ey dy
h

h2
S C(U, C? k) Wa

ot pour la norme ||D;®(,y)|lceray et |6:Dz@(:, y)llcarey on a utilisé un
argument analogue 3 celui utilisé dans (i) et (ii) de la démonstration de la
proposition 4.7.

(ii) Pour le terme G(x1¢2), du fait que le support de x; est inclus dans [34/4,
G(x1g2) est de classe C* sur I'4. Alors, comme pour le terme G(g;), on a:

C
lG(x192)llcerey < ;ﬁra(/rkh Ifh(y)ldy+/r§h qu(y)ldy)-

En utilisant la proposition 4.17, apres une intégration sur I';, et th:

1 Inh
HG(X1q2)”Ca([‘d) < C(a)C(&n,C,k)h3<d2+a + | = l)

1 Inh
C@C(n, ¢k (s + o) 10 .

(iii) Finalement, de G € C°(C*(T'); (C*(T))3) et de la proposition 4.17:
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A

IG(x2g2)llceqry < Cla)llxagzllga(rarny < C(@)llgllgarar
1
Ca)C(En, ¢, (s + 1) +

1 Inh

IA

Alors, de (i), (ii), (iii) et de I'estimation ||g||ca(ra/g) donnée par la propo-
sition 4.17, on obtient I'estimation ||Du||ga(re), ce qui finit la démonstration
du théoreme. 0

Remarque 4.18 On peut poser la question : “quelle est l'optimalité de l’esti-
mation C'* qu’on a obtenue dans le théoréme 4.1 77

Pour répondre a cette question on considére un probléme de Neumann
particulier, et puis on €tudie son gradient.

Soit alors, R ={ 2350 },I'={33=0}, i =I'nB(0,k) et v=(0,0,1)
le vecteur unitaire normal a I,

Avec u on note la solution du probléme de Neumann :

—-Au = 0 dans Q,
Du-v = Din+1n sur I, 7n(z): = max{l - |z|/h,0},
u = o(1) allinfin.

1l est clair que la solution u est donnée par:

L‘.(l) = Q(DITJ + ?}') * (I’(T) — _2_17; J Dl;lfﬁ"):-%[ﬁ_(ﬂdy

Quant au gradient de u, pour x € Q\I'x, on a que:

1 z— s g ;
Du(z) = . . (n(y) + Din(y)) ]("5 ” ;’i)sdy (on intégre par parties)
h ;

bl G-y . (-3
= 5 ), "0~ D)

_ july (2 =y + Day (c—y): Dy
= mlie e e

Soitk > 1 et d > 0 tels que kh < d. Pour a €0, 1], par un calcul direct on
trouve que:

h?
”D‘b‘,"cu(]"d) = C(k)ﬂ (442)
d3+

Le théoréme 4.1 pour le méme cas, i.e. pour un probléeme de Neumann avec
% = fon+g¢ et n=C( = max{l —|-|/h,0}, en négligeant les termes en h,
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resp. d, de l'ordre supérieur a h?, resp. d=3+2) donne:

hz
| Dul|ga(rey < C(n, k)E;T.’{;

h?

+C@C k) 7z

| In hl. (4.43)

On peut comparer les deuz estimations (4.42) et (4.43) par rapport auz
termes principauz en h et d. Il se trouve qu’elles différent de |In h| par rapport
a h, et elles sont équivalentes par rapport a d. Done, quitte au terme |In k|,
on peut dire que l’estimation du théoréme 4.1 est optimale.

Enfin, on note que si on suppose que I'y, est contenu dans une partie plane
de T', disons I',, alors tout en suivant la méthode de ce chapitre on obtient
une estimation identique d (4.42).

Remarque 4.19 L’estimation du gradient Du ainsi obtenue, répond a la dis-
cussion qu’on a faite dans les chapitres 2 et 3, concernant le calcul du gradient
de la dérivée par rapport @ la forme de la solution du probléme de Dirichlet
( chapitre 2 ) et du probléme de Neumann ( chapitre 3 ).

En effet, d'aprés la forme des fonction ; ( ’équation (3.52) ), il existe
une constante C' telle que:

16nllcory < Ch™Y,  max{ ||nllcory, 1fllerrys Nlglloory } < C.

On s'intéresse a@ d en fonction de h, disons une puissance de h. Alors, le
théoréme 4.1 donne:
h2
[Dullga(re) < C(@) 555 (4.44)
Cette estimation est due au premier terme dans l'inégalité du théoréme 4.1.

Elle montre que ’erreur C® ( donc celle C° aussi) de ’approzimation triviale
2

de Du sur I'?, c¢’